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Résumé

Les objets qui se trouvent au centre de cette thèse sont les systèmes dynamiques dis-
crets, appréhendés à travers les réseaux d’automates finis, qui se définissent comme des
vecteurs de fonctions locales de transition associées à chaque automate. Ces réseaux
d’automates peuvent aussi bien être vus comme un outil pour modéliser des systèmes
d’interactions naturels (réseaux biologiques, réseaux de particules physiques. . . ) et les
phénomènes qu’ils induisent que comme modèle de calcul que l’on peut étudier per se.
Ces objets sont abordés à travers le prisme de la complexité et selon celui de la simulation
(théorique), chacun de ces concepts formant le cœur d’une partie du document.

La première partie est consacrée au rapport entre le graphe d’interaction d’un réseau,
qui permet de représenter les influences entre ses automates, et la dynamique sous-
jacente. Dans un premier temps, le focus est mis sur le problème des points fixes, ou
configurations stables du réseau, qui vise à comprendre les informations que donne un
graphe d’interaction sur le nombre de points fixes d’un réseau, et plus précisément sur la
complexité algorithmique de ce comptage. Dans un second temps, l’intérêt est porté sur
une propriété quelque peu opposée, à savoir l’expansivité. Un réseau est expansif si on
peut prédire sa configuration de départ en observant une seule de ses composantes pen-
dant suffisamment longtemps. Autrement dit, un réseau est expansif si sa dynamique est
instable et que toute perturbation locale initiale a des répercussions visibles sur chaque
automate. Nous caractérisons les graphes d’interactions qui admettent un réseau expansif
et étudions la possibilité d’un réseau d’être expansif en fonction de plusieurs paramètres
comme la taille de l’alphabet, le « temps d’expansivité » ou le type des fonctions calcu-
lées (linéaires, abéliennes...).

La seconde partie est consacrée à la simulation intrinsèque, c’est-à-dire la capacité
d’un réseau à contenir la complexité comportementale et la richesse calculatoire d’un
autre réseau. Plus précisément, nous nous intéressons à une simulation spécifique fondée
sur la capacité d’un réseau à simuler pas à pas toute la dynamique d’un autre réseau. L’un
des paramètres sur lesquels l’accent est mis est le mode de mise à jour, qui représente
les étapes de temps au cours desquelles les automates du réseau mettent à jour leur état.
Il est bien connu que la dynamique d’un réseau dépend fortement des modes de mise à
jour. Une question naturelle dans ce contexte est de comprendre quel type de dynamique
peut être simulé avec un mode de mise à jour donné. Pour commencer, nous mettons
en évidence le fait qu’un réseau mis à jour séquentiellement est moins « puissant »
qu’un réseau mis à jour en parallèle. Alors que toute dynamique peut-être simulée par
un réseau évoluant en parallèle, nous montrons que pour être simulée séquentiellement,
elle peut nécessiter des réseaux plus grands dont nous bornons la taille. Ensuite, nous
donnons les caractéristiques de réseaux « complets » dans le sens qu’ils peuvent simuler
tous les réseaux d’une taille donnée en faisant varier leurs modes de mise à jour. Nous
présentons enfin plusieurs réseaux de taille minimale, ou de « temps de simulation »
minimal, et étudions les relations entre ces deux paramètres.
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Abstract

The objects at the center of this thesis are discrete dynamical systems, understood
through finite automata networks, defined as vectors of local transition functions (so
that one function is associated with one automaton). These automata networks can be
tools for modeling natural interaction systems (biological networks, particle networks
in physics...) and the phenomena they induce. They can also be seen as a model of
computation that can be studied per se. These objects are approached through the prism
of complexity and (theoretical) simulation, each of these concepts forming the core of a
part of the document.

The first part is devoted to the relations between the interaction graph of a network,
that represents the influences between its automata, and the underlying dynamics. First,
the focus is put on the fixed points problem that aims to understand the information
that gives an interaction graph on the number of fixed points of a network, and more
precisely on the algorithmic complexity of this counting. Then, our interest is focused
on a somewhat opposite property, namely expansiveness. A network is expansive if one
can predict its initial configuration by observing only one of its components for a long
enough time. In other words, a network is expansive if its dynamics is unstable and if any
initial local perturbation has visible repercussions on each automaton. We characterize
the interaction graphs that admit an expansive network and study the possibility of a
network to be expansive according to several parameters like the size of the alphabet,
the "expansiveness time" or the type of the computed functions (linear, abelian...).

The second part is devoted to intrinsic simulation, namely the capacity of a network
to contain the behavioral complexity and computational richness of another network.
Specifically, we are interested in a specific simulation based on the ability of one network
to simulate step by step the dynamics of another network. One of the parameters that
is emphasized is the update mode, which represents the time steps in which automata
update their state. It is well known that the dynamics of a network strongly depends on
update modes. A natural question in this context is to understand what kind of dynam-
ics can be simulated with a given update mode. First, we highlight that a sequentially
updated network is less "powerful" than a network updated in parallel. While any dy-
namics can be simulated by a network evolving in parallel, we show that to be simulated
sequentially, it may require larger networks for which we give bounds on the size. Next,
we present the characteristics of "complete" networks in the sense that they can simulate
all networks of a given size by varying their update modes. Finally, we emphasize sev-
eral networks of minimum size, or of minimal "simulation time", and study the relations
between these two parameters.
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Chapitre 1 Introduction

L’objet d’étude de cette thèse est le modèle des réseaux d’automates. Un réseau d’auto-
mates peut être vu comme un système dynamique composé d’entités, appelées automates,
évoluant en temps discret et décrivant de manière « minimaliste » les interactions tem-
porelles s’exécutant entre ces entités. Chaque automate possède un état qui appartient
à un ensemble fini, et qui peut être mis à jour à l’aide d’une fonction locale qui lui est
propre Cette fonction locale dépend de la configuration du système qui est caractérisée
par les états courants des automates du réseau. Il est à noter que le terme « automate
» utilisé ici désigne simplement une « boite noire qui fait un calcul » et peut être la
représentation abstraite d’un grand nombre d’objets : une machine dans un réseau, un
neurone, un joueur dans un jeu coopératif, etc.

1.1 Présentation générale des réseaux d’automates

1.1.1 Modélisation de phénomènes naturels

Même si le terme « réseau d’automates » n’était pas encore utilisé à l’époque, le mo-
dèle d’Ising semble être la première modélisation d’un phénomène naturel à l’aide d’un
réseau d’automates. Ce modèle a été créé et utilisé au milieu des années 1920 [82] pour
représenter la transition de phase liée au ferromagnétisme, c’est-à-dire le mécanisme
grâce auquel certains matériaux dont le fer peuvent être attirés par des aimants ou se
transformer en aimant permanent [41]. Dans cette représentation, un automate est une
particule et son état, qui peut être positif (+1) ou négatif (−1), représente son moment
magnétique. Les automates sont organisés selon une grille (généralement en deux dimen-
sions) et l’état d’une particule à un temps t+ 1 dépend du nombre de particules voisines
ayant un moment magnétique positif. De nombreuses personnes, comme Ising, Onsager,
Ruelle ou Dobrushin ont travaillé ou travaillent encore sur ce modèle et sur la transition
de phase lié à celui-ci [50,51,115,136].

Entre les années 1940 et 1970, il y a eu une émergence de travaux visant à modé-
liser le vivant et des phénomènes biologiques complexes à l’aide de modèles discrets.
Notamment, McCulloch et Pitts ont proposé un système neuronal formel dans un article
fondateur au début des années 1940 [106]. Ce modèle formel était un réseau d’auto-
mates. Cette représentation admet plusieurs hypothèses simplificatrices. Premièrement,
dans ce modèle, la structure du réseau de neurones n’évolue pas au cours du temps : le
nombre de neurones est figé tout comme les connexions entre ceux-ci. Deuxièmement,
un neurone ne peut prendre que deux états : excité (vrai) ou non-excité (faux). À part
cet état, il ne conserve aucun souvenir du passé. Troisièmement, les neurones n’ont la
possibilité de changer d’état qu’une fois tous les temps ∆t (que les auteurs appellent délai
synaptique). Ils se mettent alors à jour tous en même temps comme si une horloge leur
donnait le tempo. Ceci permet de considérer que l’on a affaire à un temps discret. Enfin,
l’état d’excitation d’un neurone à une étape de temps t + 1 dépend de l’état d’excitation
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1.1 Présentation générale des réseaux d’automates

de ses voisins (i.e. les neurones auxquels il est relié) à un temps t. On peut voir à quel
point, dans cette modélisation, le comportement individuel d’un neurone est simple. Ceci
n’empêche pas le modèle d’être très puissant. En effet, il peut calculer n’importe quelle
fonction booléenne ce qui le rend par ailleurs Turing-complet si l’on s’autorise un nombre
infini de neurones [72].

Ce modèle de réseau de neurones a quelques caractéristiques qu’il partage avec tous
les réseaux d’automates. D’abord, la structure globale du réseau est figé, le temps est
discrétisé et chaque composante du réseau ne peut prendre qu’un nombre fini d’états (ici
deux). En revanche, ils ont par la suite été généralisés de plusieurs manières. Première-
ment, le comportement d’un neurone considéré dans ce premier article fait de ce réseau
ce que l’on appelle maintenant un réseau à seuil. De nombreux autres types de compor-
tements ont été considérés depuis [44,112]. Deuxièmement, le synchronisme parfait de
la mise à jour des composantes du réseau a souvent été remplacé par d’autres types de
mises à jour aussi bien déterministes [60,73,74,152] que non déterministes [71,78,157,
158].

À partir de la fin des années 1960, les réseaux d’automates booléens (i.e. où les
automates n’ont que deux états) ont commencé à être utilisés pour modéliser les ré-
seaux de régulation biologique (notamment génétique), notamment par Kauffman et
Thomas [90, 91, 92, 153, 157]. Dans cette représentation, on suppose qu’un gène n’a
que deux états : exprimé ou inhibé. L’expression ou la non-expression d’un gène va
déclencher ou stopper la production d’un certain nombre de protéines. Enfin, l’évolu-
tion de l’expression d’un gène au cours du temps ne dépend que de l’expression ou non
d’un certain nombre de ces protéines. Pour simplifier, dans ce modèle, on oublie la no-
tion de protéine. Si par exemple un gène activé déclenche l’émission d’une protéine qui
va inhiber un autre gène, on va directement représenter ceci par la fonction locale du
deuxième gène qui réagira négativement en fonction de l’état du premier gène. Entre
autres résultats, cette modélisation donne une explication de la différenciation cellulaire
en interprétant les différents types de cellules soit comme des configurations récurrentes,
soit comme des points fixes (configurations stables) du réseau. Des recherches récentes
laissent en effet penser que les différents types de cellules observés dans la réalité cor-
respondent à des configurations récurrentes [81,114] et que certains types de configura-
tions récurrentes normalement inaccessibles donneraient des cellules cancéreuses [120].
On peut citer d’autres travaux en lien avec la biologie. Par exemple, dans [93, 138], les
auteurs étudient la dynamique du réseau de régulation génétique de la levure. Dans les
articles [47,94,95] le modèle est appliqué au problème de la réponse immunitaire.

L’étude d’un système biologique sous le prisme d’un réseau d’automates se heurte à un
problème d’information. Certes, les biologistes peuvent obtenir, au moins partiellement,
le graphe d’interaction d’un réseau (qu’ils appellent graphe de régulation), c’est-à-dire
une « carte » des influences entre ses composantes [43]. Ils peuvent également parfois
donner des indications sur la nature de cette influence, c’est-à-dire est-ce qu’exciter une
composante va plutôt stimuler ou inhiber une autre composante [104]. En revanche, il
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Chapitre 1 Introduction

est très difficile de deviner la fonction de transition d’un automate (la manière dont il
évolue en fonction de son voisinage). De plus, l’ordre de mise à jour est aussi très difficile
à cerner alors qu’il peut avoir une importance fondamentale pour la dynamique [130,
131,132].

En plus de leur utilisation pour modéliser des phénomènes biologiques, les réseaux
d’automates ont également été utilisés pour modéliser des interactions sociales comme
la propagation d’une opinion [76, 77, 122] ou la ségrégation sociale [139] notamment
avec le modèle de Schelling [141].

1.1.2 Modèle de calcul

Comme on vient de le voir, les réseaux d’automates ont surtout émergé comme ou-
til pour modéliser des phénomènes naturels. Cela dit, même si l’on donnera plus tard
quelques résultats qui pourraient avoir des applications en modélisation, cette thèse ne
porte a priori pas sur la modélisation de phénomènes naturels. À l’inverse, on va voir
le réseau d’automates comme un objet mathématique et un modèle de calcul que l’on
va étudier per se. On peut par exemple considérer les réseaux d’automates comme des
modèles de calcul à travers l’analogie avec les programmes. En effet, on peut voir les
configurations initiales du système comme les entrées d’un programme, les cycles limites
comme les résultats de celui-ci et enfin les trajectoires intermédiaires comme l’exécution
de ce programme. Pour défendre cette approche des réseaux d’automates, nous allons
maintenant présenter quelques domaines dans lesquels les réseaux d’automates sont uti-
lisés.

Automates cellulaires

Les automates cellulaires peuvent être vus comme des réseaux d’automates infinis
avec une condition d’homogénéité particulière. D’abord, le voisinage d’une cellule est
régulier. En effet, la définition standard d’un automate cellulaire utilise un groupe pour
représenter le voisinage et l’espace via le graphe de Cayley associé. Ensuite, la fonction
locale est identique pour tous les automates (appelés ici cellules).

L’un des premiers automates cellulaires est né de discussions entre von Neumann et
Ulam à la fin des années 1940 autour de l’autoreproduction et la croissance des cristaux.
Le but de von Neumann était alors à fabriquer un système qui avait à la fois la capacité
de se répliquer mais aussi d’être universel du point de vue du calcul [110].

L’exemple le plus populaire d’automate cellulaire est surement le jeu de la vie de
Conway introduit dans les années 1970 [70]. Dans ce système, chaque automate est
réparti sur une grille en deux dimensions et peut prendre 2 états : vivant ou mort. L’état
d’une cellule évolue en fonction de son état précédent et de l’état de ses 8 voisins sur
la grille (voisinage de Moore). Si une cellule morte a exactement trois cellules voisines
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1.1 Présentation générale des réseaux d’automates

vivantes à un temps t, alors elle devient vivante au temps t + 1. Sinon elle reste morte.
Si une cellule vivante a au plus deux ou au moins quatre voisines vivantes au temps
t, alors elle devient morte au temps t + 1. Sinon elle reste vivante. Malgré ces règles
très simples, ce système offre une énorme richesse comportementale et est a été prouvé
Turing complet et même intrinsèquement universel [53].

Dans cette thèse, nous allons nous concentrer sur les réseaux d’automates de taille
finie (qu’on appellera maintenant simplement « réseaux d’automates »), qui sont très
différent des automates cellulaires sur plusieurs points. Par exemple, alors que l’injecti-
vité, la surjectivité et la bijectivité sont équivalentes pour les réseaux d’automates, un
automate cellulaire peut être surjectif sans être injectif. Il existe en revanche une pro-
priété qui y ressemble beaucoup qui est énoncée dans le théorème du jardin d’Éden. Ce
théorème dit que la pré-injectivité équivaut à la surjectivité si et seulement si le groupe
définissant l’espace est moyennable [40]. Bien que les automates cellulaires soient des ob-
jets intrinsèquement infinis, ils sont souvent étudiés de manière finie. D’abord, quand on
veut simuler numériquement un automate cellulaire pour observer ce qu’il se passe, on
doit se restreindre à des représentations finies. L’une des manières de faire cela est alors
de considérer des configurations spatialement périodiques ou de fixer des conditions de
bords. En outre, certains problèmes sur des systèmes infinis peuvent être étudiés par des
approximations finis de plus en plus grandes. Par exemple, un problème ouvert est de
savoir si, quand un automate cellulaire est surjectif alors ses configurations temporelle-
ment et spatialement périodiques sont denses (voir le problème ouvert 8 de [87]). Or,
on peut voir les automates cellulaires restreint à leurs configurations périodiques d’une
taille donnée comme des réseaux d’automates (finis).

En plus de leur côté fini qui les différencient déjà des automates cellulaires, les ré-
seaux d’automates que nous allons étudier dans cette thèse n’auront pas nécessairement
un espace homogène. Nous verrons qu’à l’instar du théorème du jardin d’Éden dans les
automates cellulaires, la structure de l’espace dans les réseaux d’automates joue un rôle
très important.

Calcul distribué

Les réseaux d’automates finis peuvent être aussi considérés comme modèle de calcul
distribué avec différentes définitions [160,161].

Les graphes d’automates finis sont des objets cousins des réseaux d’automates [117].
La structure globale d’un graphe d’automates fini est représentée par un graphe fini.
Chaque nœud correspond à un automate qui peut prendre un ensemble fini d’états et
qui peut envoyer des signaux à ses voisins dans le graphe. Il y a une certaine notion
d’homogénéité dans ce modèle car chaque automate calcule la même fonction locale qui
dépend de k voisins, au fait prêt que l’on indique à un nœud qui a moins de k voisins
que son voisin est « absent ». Ce sont des modèles de calcul distribué où la mémoire
limitée des automates et leur absence de connaissance sur la structure globale du réseau
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Chapitre 1 Introduction

est particulièrement mise en avant. Un problème courant dans ce modèle concerne la
reconnaissance par les automates de certaines propriétés sur la structure du graphe.

De manière un peu plus éloignée, le modèle local (souvent noté LOCAL) est un autre
modèle cousin des réseaux d’automates où le voisinage de chaque nœud est donné via
un graphe. La différence principale de ce modèle avec les réseaux d’automates est que
chaque automate a une mémoire du passé mais une capacité de calcul limité. Dans ce
modèle, à chaque étape de temps et simultanément, les automates vont envoyer des
messages à leurs voisins (de taille arbitraire), recevoir des messages de leurs voisins
et faire des calculs à partir des informations reçues. L’exercice classique sur ces objets
consiste à faire coopérer les nœuds d’un réseau pour résoudre un problème global comme
un problème de coloration par exemple [61,62].

Donnons maintenant, plusieurs exemples d’utilisation des réseaux d’automates pour
résoudre des problèmes concrets.

Network coding

Le network coding est un problème de théorie de l’information à la frontière du calcul
distribué [80,89]. L’exemple classique quand on parle de network coding est le réseau dit
en papillon [42] représenté ci-dessous.

a

c

b

b′ a′

xa xb

xc xc

xa xb

On peut voir a,b et c comme des satellites qui envoient des informations (et en reçoit
dans le cas de c) et a′ et b′ comme deux stations au sol qui veulent recevoir un message
de la part de a et de b, respectivement. On va considérer que l’information envoyée est
binaire (0 ou 1) et que les satellites envoient le même message à tous les nœuds qui
peuvent les entendre. Le problème consiste à choisir quel message doit être envoyé par
chaque satellite pour assurer une transmission correcte. On peut voir que la solution
suivante convient. D’abord, les satellites a et b envoient le message xa et xb qu’ils veulent
envoyer à a′ et à b′. Ensuite, le satellite c qui reçoit xa et xb envoie un message xc = xa⊕xb.
Finalement, les stations a′ et b′ peuvent déduire respectivement le message xa et xb à
partir des 2 messages que chacune a reçus. En effet, on a xb ⊕ xc = xb ⊕ xa ⊕ xb = xa et
pareillement xa ⊕ xc = xa ⊕ xa ⊕ xb = xb.
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Cet exemple peut être généralisé. Le nombre de couples satellite/station peut être
aussi grand que voulu et le réseau de satellites intermédiaires peut être très compliqué
(bien qu’il soit acyclique).

Maintenant, transformons notre problème de la manière suivante : fusionnons cha-
cune des n stations avec le satellite dont elle désire recevoir un message. En reprenant le
même exemple on obtient le digraphe replié suivant.

a

c

b
xa

xbxc

xc

xa

xb

Il a été prouvé que réaliser une telle transmission de message sur le premier digraphe
revenait exactement à associer au deuxième digraphe un réseau d’automates sur un al-
phabet de taille q (i.e. chaque automate peut prendre q états différents) avec qn points
fixes (i.e. configurations stables) [129]. D’une manière générale, le lien entre les points
fixes d’un réseau d’automates et le network coding ont été beaucoup étudiés [127,128].

Exemple du jeu du chapeau

Le jeu du chapeau connait plusieurs variantes mais, dans tous les cas, il s’agit d’un
jeu coopératif impliquant n joueurs. Chacun va se voir coiffé d’un chapeau dont il doit
deviner la couleur choisie aléatoirement parmi q possibles. Les joueurs ne peuvent en
général pas voir leurs propres chapeaux (cela rendrait le jeu trivial). En revanche, ils
peuvent voir le chapeau d’autres joueurs selon un certain digraphe.

Par exemple, considérons les deux digraphes suivants.

a

b

c a

b

c

Dans le digraphe de gauche, chaque joueur peut voir la couleur des chapeaux des deux
autres joueurs. Dans le digraphe de droite, chaque joueur peut voir un chapeau, par
exemple le joueur b peut voir le chapeau du joueur a car il y a un arc entre a et b.

Les joueurs connaissent le digraphe et les règles du jeu. Ils peuvent établir une straté-
gie commune avant de recevoir leurs chapeaux. En revanche, on considère ici qu’une fois
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les chapeaux reçus (tous en même temps), ils ne peuvent pas communiquer et doivent
énoncer une couleur au même moment.

Clairement, aucune stratégie ne garantit aux joueurs de trouver la couleur de tous
leurs chapeaux en même temps et ce n’est pas ce qui est demandé. La première variante
du jeu consiste à demander aux joueurs de maximiser la chance d’avoir raison tous en
même temps. Si tous les joueurs répondaient au hasard, ils n’auraient qu’une chance sur
qn d’avoir tous raison en même temps. Considérons le cas où q = 2, c’est-à-dire qu’il y
a deux couleurs de chapeau (la couleur noire et la couleur blanche par exemple) et où
le digraphe utilisé est le digraphe de gauche. Les joueurs peuvent appliquer la stratégie
suivante. Chaque joueur compte le nombre de chapeaux noirs qu’il peut voir, et choisit
la couleur noire si ce nombre est impair et la couleur blanche sinon. Si le nombre de
chapeaux noirs est pair, alors tous les joueurs énonceront la bonne couleur en même
temps et sinon ils auront tous tord. Ils ont donc une chance sur deux de gagner. On peut
représenter cette solution de la manière suivante.

000 110 101 011

001111 010 100

Ce graphe se lit de la façon suivante. Chaque configuration xyz représente la couleur
des chapeaux des joueurs a, b et c respectivement. Le 0 représente un chapeau blanc et un
1 représente un chapeau noir. Chaque configuration xyz est reliée à une configuration
x′y′z′ qui représente les trois couleurs qui ont été énoncées par les trois joueurs. Si la
configuration xyz est égale à la configuration x′y′z′ alors les 3 joueurs ont bien deviné
leurs couleurs et ont gagné. Sinon, ils ont perdu.

Ce graphe est en fait ce que l’on appelle un graphe de transition et il permet de définir
un réseau d’automate. On se rend compte que le problème consiste exactement à trouver
un réseau d’automates sur un alphabet de taille q qui maximise le nombre de points
fixes (configurations stables) sous la contrainte suivante : la fonction locale qui permet
à chaque automate de se mettre à jour ne peut dépendre que des chapeaux que peut
observer le joueur correspondant.

Une variante de ce jeu, proposée dans [37], consiste à demander aux joueurs de
maximiser non pas la probabilité d’avoir tous raisons mais le nombre de joueurs qui
vont donner la bonne couleur dans le pire des cas. En termes de graphe de transition,
cela revient à maximiser le nombre de valeurs communes entre une configuration et son
image [63].
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1.2 Problématiques

Dans cette thèse nous abordons divers problèmes en théorie des réseaux d’automates.
Ils sont de natures différentes et font appel à des outils ou techniques spécifiques mais
ils sont traversés par trois grandes problématiques que nous introduisons à présent.

Influence du graphe d’interaction

Le graphe d’interaction d’un réseau d’automates permet de représenter de manière
très concise les influences entre les différents automates du réseau. Quand il est signé,
en plus de spécifier si un automate a une certaine influence sur un autre, il va indiquer
si cette influence est positive, négative ou non monotone. Le graphe d’interaction (signé
ou non) est schématiquement étudié avec deux approches différentes.

On pourrait qualifier la première approche d’approche de biologiste. En effet, de nom-
breux biologistes étudient des réseaux de régulation en les modélisant via des réseaux
d’automates [45, 56]. Dans ce cadre, le graphe d’interaction (généralement signé) est
souvent la principale information que les biologistes sont capables d’acquérir expérimen-
talement sur le réseau biologique étudié. Le problème consiste alors à étudier les réseaux
d’automates qui correspondent exactement à ce graphe d’interaction, car le « vrai » ré-
seau d’automates se trouve parmi eux. En théorie, on pourrait énumérer tous les réseaux
compatibles avec ce graphe d’interaction, étudier toutes leurs dynamiques et en déduire
toutes les informations possibles sur ce réseau. En pratique, cette approche naïve ne
fonctionne que sur des graphes d’interaction de petite taille, car il y a une explosion
combinatoire des réseaux d’automates correspondants possibles. Pour cette raison, il y
a eu de nombreux travaux théoriques visant à expliciter le rapport entre le graphe d’in-
teraction et la dynamique du réseau. Par exemple, peut-on donner des informations sur
la nature des attracteurs en regardant le graphe d’interaction seulement ? On pourrait
ajouter à ces questions une nouvelle question peu traitée : quelle est la complexité al-
gorithmique de calculer les propriétés dynamiques d’un réseau à partir de son graphe
d’interaction ?

À l’inverse, on pourrait qualifier la seconde approche d’approche d’ingénieur. Dans
cette situation, le réseau d’automates n’est pas un objet réel dont on essaie de deviner les
caractéristiques mais un objet que l’on fabrique en respectant certaines contraintes. Les
deux exemples que l’on a déjà présentés sont les jeux du chapeau et le network coding.
Dans ces deux cas, les automates ont accès à une information limitée représentée par un
graphe. Dans le premier exemple, un joueur ne peut pas tenir compte de la couleur d’un
chapeau qu’il ne peut pas voir pour prendre sa décision. Par conséquent, la fonction lo-
cale de l’automate qui représente le joueur ne peut dépendre que des voisins de ce joueur
dans ce digraphe. En revanche, rien n’interdit à un joueur d’ignorer une information à
laquelle il a accès mais qui ne l’intéresse pas. En termes de graphe d’interaction, cela
signifie que le graphe d’interaction est un sous-graphe du graphe donné. Cette approche
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s’observe également dans les automates cellulaires. En effet, dans un automate cellulaire,
le « voisinage » d’une cellule désigne les cellules qui en sont « proches » et que la cellule
peut observer. À l’inverse dans les réseaux d’automates, ce qu’on appelle le voisin d’un
automate est un autre automate avec lequel il a des interactions. Autrement dit, un ré-
seau d’automates est souvent représenté par un graphe qui représente son essence alors
que le graphe donné avec un automate cellulaire représente plus la nature de l’espace.

Influence du mode de mise à jour

La façon dont les automates sont mis à jour au cours du temps a souvent un rôle cri-
tique dans la dynamique d’un réseau. Nous pouvons le mettre en évidence avec l’exemple
minimaliste suivant (que nous reprendrons à plusieurs reprises dans ce manuscrit). Ima-
ginons un réseau simplement constitué de deux automates a et b, chacun avec une fonc-
tion locale qui recopie l’état de l’autre automate. Si les deux automates commençaient
dans deux états différents et étaient mis à jour simultanément de manière régulière (ce
que l’on appelle un mode de mise à jour parallèle), alors la dynamique du système de-
viendrait périodique. En effet, après la première série de mises à jour de a et b, les deux
automates s’échangeraient leurs valeurs. Après la deuxième série de mises à jour, chacun
reprendrait son état original avant de se l’échanger de nouveau à la troisième série de
mises à jour, etc. Maintenant, imaginons que, sans changer la fréquence d’actualisation,
la mise à jour de l’automate a soit légèrement en avance sur celle de b (ce que l’on ap-
pelle un mode de mise à jour séquentiel). Alors l’automate a se mettrait dans l’état de
b, effaçant à tous jamais l’information de son état de départ et le système entrerait dans
une configuration stable (que l’on appelle point fixe) dont il ne pourrait pas sortir (quelle
que soit la mise à jour).

En biologie, le mode de mise à jour est souvent perçu comme une incertitude de plus
sur la dynamique du système. De nombreux travaux ont étudié l’influence du mode de
mise à jour sur la dynamique d’un système [74, 112, 113] et les systèmes « robustes
», dont la dynamique n’est pas ou peu affectée par le mode de mise à jour [11]. Une
question, que l’on pourrait se poser dans ce contexte est la suivante. Est-ce que l’on peut
déduire le mode de mise à jour d’un système à partir de sa dynamique ? Dans d’autres do-
maines de l’informatique, la question de savoir s’il existe des calculs fondamentalement
parallèles est une question ouverte (voir par exemple le problème ouvert « P=NC ? »).
Ici, on peut se poser la question suivante. Est-ce qu’il existe des dynamiques intrinsèque-
ment parallèles ? Autrement dit, est-ce qu’il est possible d’observer la dynamique d’un
système et de se dire « Ceci n’est pas un système mis à jour de manière séquentielle.
» ?

À l’inverse, quand on considère le réseau d’automates comme un objet que l’on peut
concevoir et configurer comme on le souhaite pour obtenir une dynamique voulue, le
mode de mise à jour peut se transformer en un outil intéressant. En effet, imaginons que
l’on dispose d’un circuit imprimé dont chaque composant est un automate que l’on peut
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mettre à jour à volonté (avec un bouton poussoir par exemple). Alors, on pourrait « pro-
grammer » notre circuit imprimé avec cette série de mises à jour, ce qui permettrait au
circuit imprimé de pouvoir calculer plusieurs fonctions différentes. D’ici, on peut se poser
plusieurs questions. Quel type de fonctions sont calculables par un tel circuit imprimé ?
Que peut-on calculer de cette manière, et avec quelle efficacité ?

On peut analyser cette dernière problématique du point de vue de la simulation intrin-
sèque, c’est-à-dire la simulation d’un réseau d’automates par un autre réseau d’automates.
On peut voir une analogie entre la simulation intrinsèque d’un réseau d’automates et la
réduction dans le domaine de la complexité algorithmique. En effet, pour convaincre
quelqu’un qu’un problème de décision est difficile, on peut prouver que le résoudre per-
met de résoudre un autre problème lui-même connu pour être difficile. De la même façon,
pour prouver qu’un système est « complexe », on peut montrer qu’il en simule un autre
qui lui-même est connu pour être complexe. Par exemple, il est bien connu que la famille
des réseaux monotones booléens est universelle. En effet, pour chaque réseau booléen
mis à jour en parallèle, on peut trouver un réseau booléen monotone qui le simule pas à
pas.

Importance de l’alphabet

Enfin, une autre problématique intéressante, mais peu souvent abordée est celle du
nombre d’états d’un réseau d’automates. Plus tôt, on a dit que l’on pouvait schématique-
ment considérer qu’un gène pouvait avoir deux états : inhibé ou exprimé. Pourtant, des
expériences montrent fréquemment des gènes pouvant se trouver dans des états intermé-
diaires (voir par exemple la figure 3 de l’article de [104]). On pourrait répondre à cette
objection que les réseaux booléens sont déjà suffisant à une simulation près. En effet, un
automate non booléen peut toujours être représenté par plusieurs automates booléens.
Cela dit, on peut se poser la question de la pertinence de cette simplification du point de
vue des deux autres problématiques abordées.

D’abord, cette représentation n’a pas forcément les mêmes propriétés de résilience
aux variations du mode de mise à jour. En effet, un automate est un objet discret qui ne
peut pas être mis à jour « à moitié » alors que sa représentation en deux automates si.
Dans le cas extrême, si un réseau d’automate est composé d’un seul automate alors sa
dynamique est parfaitement parallèle.

En outre, quand on regarde des propriétés fines (comme la proportion des bassins
d’attractions par exemple), un réseau d’automates booléen ne permet pas de simuler
par projection n’importe quel réseau d’automates de la même façon qu’on ne peut pas
simuler le comportement d’un dé à trois faces en lançant une pièce un nombre fini de
fois.

Enfin, quand le graphe d’interaction du réseau est fixé comme dans l’exemple du net-
work coding, la taille de l’alphabet peut avoir une importance, et savoir pour quelle taille
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d’alphabet on peut obtenir une certaine propriété peut être une question pertinente.

1.3 Organisation du manuscrit

Après un chapitre 2 consacré à fixer des notations et à définir formellement les réseaux
d’automates et les outils associés, le manuscrit est partagé en deux parties.

La partie I est consacrée tout entière à l’étude des problématiques liées aux graphes
d’interaction des réseaux d’automates.

Dans le chapitre 3, on s’intéressera aux problèmes de déduire le nombre de points fixes
d’un réseau admis par un certain graphe d’interaction. C’est un problème très classique
mais on l’aborde d’un point de vue original : on veut déterminer la complexité algorith-
mique de ce problème. On s’attachera à plusieurs variations de ce problème, par exemple
en bornant le degré des graphes considérés où en faisant varier le nombre de points fixes
recherchés. Selon la version considérée, on verra que le problème peut appartenir à plu-
sieurs classes de complexité (certaines plutôt exotiques) allant de P à NEXPTIME.

Dans le chapitre 4, on s’intéressera à une propriété différente du nombre de points
fixes d’un réseau : l’expansivité. Un réseau est expansif si, en partant d’une configuration
initiale quelconque, on peut deviner cette configuration initiale simplement en observant
l’évolution de n’importe quel automate du réseau pendant suffisamment longtemps. Il y
a différentes manières d’interpréter cette propriété. L’une d’entre elle est de se dire que
l’on a affaire à un système très chaotique, où la moindre différence locale entre deux
configurations va avoir des répercussions globales sur la dynamique du système. Dans
ce contexte, on caractérisera les graphes d’interaction qui admettent un réseau expansif
sur un certain alphabet. On montrera qu’en plus du graphe d’interaction, une donnée
très importante du problème est la taille de l’alphabet du réseau. On s’intéressera à des
propriétés liées à l’expansivité comme le temps d’expansivité, la fréquence d’expansivité,
etc.

La partie II est quant-à-elle consacrée au calcul séquentiel et à la simulation intrin-
sèque. On va dire dans cette partie qu’un réseau d’automates en simule un autre s’il
existe un mode de mise à jour séquentiel du premier réseau (l’état suivant est obtenu par
la mise à jour séquentielle des automates selon un ordre prédéterminé) qui produit la
même dynamique que le second réseau lorsqu’il est mis à jour en parallèle.

Dans le chapitre 5, on étudiera le problème de la simulation de réseaux mis à jour
parallèlement par des réseaux mis à jour en séquentiel. On verra que les réseaux mis
à jour séquentiellement ont un « désavantage » pour calculer certaines fonctions : ils
doivent être plus grands. On va appeler ce nombre le coût de séquentialisation et on va
essayer de borner ce coût le plus précisément possible. On mettra particulièrement en
valeur le lien entre la taille de l’alphabet et ce coût.
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Enfin, le chapitre 6 sera consacré a un cas un peu plus général où on s’autorise à mettre
à jour autant de fois que désiré le même automate entre deux étapes de temps. On in-
troduira dans un premier temps les réseaux d’automates complets. Ce sont des réseaux
d’automates qui peuvent simuler tous les réseaux d’une certaine taille sur un certain al-
phabet. On construira des réseaux complets de taille minimum ou minimisant le temps
de simulation. Enfin, on s’intéressera à la simulation sans mémoire : on considère un
réseau mis à jour en parallèle et on veut trouver un réseau qui le simule en étant exacte-
ment de la même taille et en travaillant sur le même alphabet. On montrera que même
en s’aidant de la répétition, il existe une infinité de réseaux impossibles à simuler dans
ces conditions.

Pour clore ce document, on mettra en perspective les résultats obtenus dans le contexte
des problématiques évoquées ici.
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Notations et définitions générales
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2.1 Intervalles, mots et permutations

Pour tout i, j ∈ N, avec i ≤ j, l’intervalle fermé entre i et j est noté [i, j] := {i, i +
1, . . . , j}. De la même façon, on définit les intervalles ouverts et semis-ouvert par [i, j[ :=
[i, j] \ {j}, ]i, j] := [i, j] \ {i} et ]i, j[ := [i, j] \ {i, j}. Quand n ≥ 1, on utilise [n] comme
une abréviation de [1, n].

Un mot x ∈ An sur un alphabet A et de taille n peut être vu comme une concaténa-
tion de n lettres dans A. Sauf mention contraire, les valeurs des lettres d’un mot x sont
indexées de 1 à n. On note donc x := (x1, x2, . . . , xn). On n’hésitera pas à alléger la nota-
tion en enlevant les parenthèses et/ou les virgules quand ça ne posera pas de problèmes
de compréhension. On note A∗ l’ensemble des mots de taille finie sur l’alphabet A. Pour
tous mots x = x1 . . . xn et y = y1 . . . ym, leur concaténation s’écrit xy := x1 . . . xny1 . . . ym.
Aussi, xn est la concaténation de n fois le mot x. En particulier, (0)n est un mot composé
de n fois la lettre 0. Pour tout ensemble I = {i1, i2, . . . , ip} ⊆ [n] avec i1 < i2 < · · · < ip,
on note xI = xi1xi2 . . . xip la projection de x sur I. On note aussi prI : x 7→ xI la fonction
de projection. On dit qu’un mot y est un sous-mot de x s’il existe I ⊆ [n] tel que xI = y.
La distance de Hamming entre deux mots de même taille x, y ∈ An est le nombre d’indice
i ∈ [n] tel que xi 6= yi.

Quand la taille n est claire dans le contexte, on appelle vecteur de base i et on note
ei ∈ {0, 1}n le mot booléen de taille n tel que eii = 1 et pour tout j ∈ [n] \ {i}, eij = 0. De
la même façon, pour tout ensemble I ⊆ [n], on note eI ∈ {0, 1}n le mot booléen tel que
pour tout j ∈ [n], eIj = 1 si j ∈ I et 0 sinon.

Pour tout x = (x1, . . . , xn) et y = (y1, . . . , yn), deux mots de même taille sur un alpha-
bet A, on notera x + y = (x1 + y1, . . . , xn + yn) l’addition composante par composante
des deux mots. La nature de l’addition dépendra du contexte, mais ce sera généralement
la simple addition modulo q avec q la taille de l’alphabet sur lequel x et y auront été
définis.

Pour tout b ∈ {0, 1}, on note ¬b = 0 si b = 1 et 1 sinon.

Pour tout ensemble fini I, on écrit SI l’ensemble des permutations de I, c’est-à-dire
l’ensemble des mots de I |I| sans répétition de lettre. Considérons une permutation w ∈ SI .
Pour tout i ∈ I, on note w(i) l’indice t ∈ [|I|] tel que wt = i.

2.2 Réseaux d’automates, fonctions locales et
configurations

Cette thèse porte entièrement sur les réseaux d’automates finis (que nous désignerons
par « réseaux d’automates » ou simplement « réseaux » dans la suite du document pour
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simplifier l’écriture), aussi appelés systèmes dynamiques finis. Un réseau d’automate peut
être vu comme une simple fonction f : An → An avec A un alphabet de taille q qui est
l’ensemble des états dans lesquelles chaque automate peut se trouver et avec n la taille
du réseau (i.e. le nombre d’automates). Dans toute la suite de cette thèse, sauf mention
contraire, n et q sont des entiers avec n ≥ 1, q ≥ 2 et A := [0, q[ est un alphabet de taille q.
On note F(n, q), l’ensemble des réseaux de taille n sur l’alphabet A. Quand l’alphabet est
de taille 2, on parle de réseaux d’automates booléens ou simplement de réseaux booléens.
On écrit alors F(n) pour abréger la notation F(n, 2). Une coordonnée de f est un entier
i ∈ [n] et une configuration de f est un mot x ∈ An de taille n sur l’alphabet A.

Notons F∗(n, q) l’ensemble des fonctions de An dans A. Il est souvent pratique de
voir f comme un tuple de n fonctions locales f1, . . . , fn ∈ F∗(n, q). En d’autres termes,
on a pour tout x ∈ An, f(x) = (f1(x), . . . , fn(x)). Pour tout ensemble I ⊆ [n], on note
également fI = prI ◦f .

On utilise ici l’exposant d’un réseau f de plusieurs façons. D’abord, de manière clas-
sique, pour tout t ∈ N, f t := f◦· · ·◦f est la composition de t fois la fonction f . De manière
moins classique, pour toute coordonnée i ∈ [n], on définit f (i) : An → An comme

f (i)(x) := (x1, . . . , xi−1, fi(x), xi+1, . . . , xn),

et pour tout mot w = (w1, w2, . . . , wt) ∈ [n]t, on définit fw : An → An comme

fw = f (wt) ◦ · · · ◦ f (w2) ◦ f (w1).

Si w est le mot vide, on considère que fw est la fonction identité. Remarquons que pour
tout w = uv qui est la concaténation de deux mots u et v sur l’alphabet [n], on a fw =
f v ◦ fu. Deuxièmement, pour tout I ⊆ [n], la fonction f I : An → An est définie comme
suit. Pour tout x ∈ An, si on a y = f I(x) alors pour tout i ∈ [n],

yi :=

fi(x) si i ∈ I,
xi sinon.

en d’autres termes, f I(x) est la configuration obtenue à partir de x en mettant à jour les
coordonnées de I en même temps. Si f (i) : An → An est la fonction identité x 7→ x, alors
on dit que la fonction locale fi (qui est alors égale à la projection pri) est triviale.

Pour tout i ∈ [n], on note Fi(n, q) := {f (i) | f ∈ F(n, q)} l’ensemble des fonctions qui
ne modifient aucune coordonnée en dehors de i. On appelle une instruction une fonction
de l’ensemble F∗(n, q) := ⋃

i∈[n]
Fi(n, q).

De manière similaire, pour tout I ⊆ [n], on note FI(n, q) = {f I | f ∈ F(n, q)}.
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2.3 Graphes et digraphes

Un graphe est un couple G = (V,E). Les éléments de V sont appelés sommets du
graphe et on dit que G est de taille |V |. Les éléments de E sont appelés arêtes du graphe
et sont des paires {i, j} avec i, j ∈ V . On appelle le voisinage (ou ensemble des voisins)
de i dans G est l’ensemble NG(i) := {j ∈ V | {i, j} ∈ E}.

Un digraphe est une coupleG = (V,A) avecA ⊆ V ×V . Les éléments de V sont appelés
sommets ici aussi et la taille de G correspond également à |V |. En revanche les éléments
de A sont appelés arcs du digraphe. Un arc de G est donc un couple (i, j) avec i ∈ V
et j ∈ V . En particulier, un digraphe G peut contenir un certain arc (i, j) sans contenir
son symétrique (j, i). Le voisinage entrant de j dans G est l’ensemble NG(j) := {i ∈ V |
(i, j) ∈ A}. Le voisinage sortant de i dans G est l’ensemble Nout

G (i) := {j ∈ V | (i, j) ∈ A}.
Un arc (i, j) est un arc entrant de j et sortant de i.

Quand le graphe (ou digraphe) G utilisé est clair dans le contexte, on peut ne pas le
préciser et noter simplement N(i) et Nout(i).

Un chemin entre i et j de longueur t dans un graphe (resp. digraphe) G est un mot
c = (c1, . . . , ct+1) ∈ V t+1 avec les caractéristiques suivantes. D’abord, c1 = i et ct+1 = j.
Ensuite, pour tout k ∈ [t], {ck, ck+1} est une arête de G (resp. (ck, ck+1) est un arc de G). Si
c ne contient pas plusieurs fois le même sommet, on dit que c’est un chemin élémentaire.

Pour tout couple de sommets (i, j) ∈ V , on appelle la distance dG(i, j) de i vers j la
longueur du plus court chemin entre i et j dans G.

On dit que G est fortement connexe si pour tout couple de sommet (i, j) ∈ V 2, il existe
un chemin entre i et j.

Un cycle c = c1 . . . ct+1 de longueur t d’un graphe ou digraphe G est un chemin de
longueur t partant de c1 et arrivant à lui-même (i.e. ct+1 = c1). Si pout tout i < j avec
(i, j) 6= (1, t + 1) on a ci 6= cj alors on dit que c est un cycle élémentaire. Par défaut, on
parlera simplement de cycle pour parler de cycle élémentaire. On dit qu’un graphe ou
digraphe est acyclique s’il n’a aucun cycle.

On appelle un feedback vertex set d’un graphe ou digraphe G un ensemble de sommets
qu’on peut retirer de G pour le rendre acyclique. On appelle une arête {i, i} ∈ E ou un
arc (i, i) ∈ A une boucle sur i. Un graphe ou digraphe est boucle-complet s’il possède une
boucle sur chaque sommet.
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2.4 Graphe d’interaction

L’architecture d’un réseau d’automates f ∈ F(n, q) est souvent représentée par un
digraphe G = (V,A) appelé graphe d’interaction de f . Le graphe d’interaction est un objet
important qui justifie le nom de réseau d’automates. Le graphe d’interaction G indique
les influences entre les différentes composantes du réseau. L’ensemble des sommets de
G correspond à l’ensemble des coordonnées de f : V = [n]. Chaque couple (i, j) ∈ V ×V ,
est un arc de G si et seulement si

∃x ∈ An | fj(x) 6= fj(x+ ei),

l’addition étant faite modulo q. Quand on a (i, j) ∈ A, on dit que l’arc (i, j) est effectif
dans G. Quand le réseau f a pour graphe d’interaction un digraphe G = (V,A) de taille
n, on dit aussi que G admet le réseau f . On note F(G, q) l’ensemble des réseaux de
F(n, q) admis par G. Par ailleurs, on abrège F(G, 2) en F(G) et on utilisera les notations
Fi(G, q) = {fi | f ∈ F(G, q)}, FI(G, q) = {fI | f ∈ F(G, q)}, etc. .

Aussi, pour tout réseau f ∈ F(n, q), on note f̃i : A|N(i)| → A la fonction locale fi
restreinte à ses voisins entrants. Autrement dit, pour tout x ∈ An

f̃i(xNG(i)) = fi(x).

On peut représenter l’architecture de f ∈ F(n, q) de manière plus précise en faisant
appel au graphe d’interaction signé (GIS). Un GIS est un triplet G = (V,A, σ) ou (V,A) est
un graphe d’interaction de f et où σ : A 7→ {−1, 0, 1} est la fonction définie comme suit :
pour tout arc a = (i, j) ∈ A,

— si pour tout x ∈ An avec xi < q − 1 on a fj(x) ≤ fj(x+ ei) alors σ(a) = 1 ;

— si pour tout x ∈ An avec xi < q − 1 on a fj(x) ≥ fj(x+ ei) alors σ(a) = −1 ;

— sinon, σ(a) = 0.

En fait, le signe +1 (resp. −1) sur l’arc (i, j) représente le fait que la fonction locale de
j est localement monotone croissante (resp. décroissante) en i. À l’inverse, le signe 0
indique que la fonction locale de j est localement non-monotone en i. Si σ(a) = −1 on
dit que l’arc est négatif (ou que i à une influence négative sur j), si σ(a) = 1 on qu’il
est positif (influence positive) et sinon ont dit qu’il est nul. Le signe d’un chemin ou d’un
cycle élémentaire est le produit des signes de ses arcs.
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2.5 Mode de mise à jour, graphe de transition et
dynamique

Pour étudier la dynamique d’un réseau d’automates, on doit d’abord définir un mode
de mise à jour qu’on peut représenter de la manière suivante. Entre deux étapes de temps
discrètes t et t+1 que l’on peut observer, il va y avoir un certain nombre d’étapes intermé-
diaires pendant lesquelles les coordonnées peuvent éventuellement être mises à jour. Un
mode de mise à jour indique la liste des sous-étapes auxquelles chaque coordonnée est
mise à jour. Plus précisément, dans cette thèse, on va se concentrer sur les modes de mise
à jour déterministes périodiques. Un mode de mise à jour déterministe périodique pour
un réseau de taille n peut toujours être représenté comme un vecteur W = (W1, . . . ,Wt)
avec W1, . . . ,Wt ⊆ [n] (même si, dans certains cas ce n’est pas forcément une manière
très succincte de les décrire). La dynamique d’un réseau avec le mode de mise à jour W
peut alors être décrite par la fonction fW = fWt ◦ fWt−1 ◦ · · · ◦ fW1.

Une sous-famille des modes de mise à jour déterministes périodiques W est la famille
des modes de mise à jour bloc-séquentiels qui respectent les deux conditions suivantes.
D’abord, les ensembles W1, . . . ,Wt sont non nuls et disjoints et ensuite W1∪· · ·∪Wt = [n].
Une autre manière de formuler ceci est de dire que chaque coordonnée est mise à jour
une et une seule fois entre deux étapes de temps.

Parmi les modes blocs-séquentiels, le mode de mise à jour le plus classique est proba-
blement le mode de mise à jour parallèle (parfois appelé mode de mise à jour synchrone)
où t = 1. En d’autre termes, on a W = [n] et la dynamique du réseau avec ce mode peut
simplement être décrite par la fonction f .

Une autre sous-famille classique de modes de mise à jour blocs-séquentiels est la fa-
mille des modes de mise à jour séquentiels où chaque ensemble Wi est de taille 1. Autre-
ment dit, les coordonnées sont mises à jour une à la fois. On représentera chaque mode
de mise à jour séquentiel par un mot w ∈ S[n] tel que W1 = {w1}, . . . ,Wn = {wn}. La
fonction qui décrit la dynamique de f avec le mode de mise à jour séquentiel w est alors
fw.

Enfin, dans le chapitre 6, on considèrera une généralisation des modes de mise à jour
séquentiels qu’on appellera modes de mise à jour séquentiels avec répétition. Dans ce cas-
là, entre deux étapes de temps, les coordonnées sont mises à jour une à la fois (|Wi| = 1
pour tout i), mais on s’autorise à mettre à jour autant de fois que voulu une même
coordonnée. On pourra alors décrire ces modes de mise à jour par des mots w ∈ [n]∗.

Une manière classique de représenter la dynamique d’un réseau f ∈ F(n, q) avec un
mode de mise à jour W est via son graphe de transition Γf,W . Le graphe de transition est
un digraphe Γf,W = (An, A) où il y a un arc de x ∈ An vers y ∈ An si et seulement si
fW (x) = y. Notons que chaque configuration a un seul arc sortant. Si W est le mode de
mise à jour parallèle, on écrit simplement Γf .
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Enfin, un autre outil souvent utilisé pour étudier la dynamique d’un réseau f est son
graphe de transition asynchrone Γ̃f . Il s’agit d’un graphe Γ̃f = (An, A) tel qu’il existe un
arc de x ∈ An vers y ∈ An si et seulement s’il existe i ∈ [n] tel que f i(x) = y. Notons que
chaque configuration a au plus n arcs sortants et que tous ses voisins sont à distance de
Hamming au plus 1.

En guise d’exemple, considérons le réseau f ∈ F(2) défini par f : x 7→ (x2,¬x1). Sont
représentés ci-dessous, dans l’ordre de gauche à droite, son graphe d’interaction signé,
et les graphes de transitions Γf , Γf,w avec w = (1, 2) et enfin le graphe de transition
asynchrone Γ̃f .

1 2

00 01

10 11

00 01

10 11

00 01

10 11

2

121
1 2

12

Un cycle limite est un cycle dans le graphe de transition. Notons qu’il y a entre 1 et qn

cycles dans tout graphe de transition d’un réseau f ∈ F(n, q). Une configuration dans un
cycle limite est parfois appelée configuration récurrente. Un point fixe est un cycle limite
de taille 1.
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Première partie

Graphe d’interaction
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Comme nous l’avons vu dans l’introduction, dans l’étude des réseaux d’automates
(booléens ou non), le graphe d’interaction (signé ou non) est un objet particulièrement
étudié. L’une des raisons est que le graphe d’interaction d’un réseau est souvent la
principale information obtenue expérimentalement sur un système réel [100, 156]. Par
exemple dans l’article [48], les auteurs donnent le graphe d’interaction représenté fi-
gure 2.1.

rga

emf1

ap1

ag

lug

cal

lfy

tfl1

sup

bfu
ap3

pi

ufo

Figure 2.1 – Graphe d’interaction du réseau de régulation génétique modélisant l’influence
de l’hormone gibbérelline sur la morphogenèse florale de la plante Arabidopsis
thaliana [48]. Les arcs à flèches pleines (resp. creuses) représentent des
interactions activatrices (resp. inhibitrices).

Parmi les propriétés dynamiques qu’on peut étudier, les points fixes ont un intérêt
spécial, car ils correspondent à des motifs stables d’expression génétique à la base de
phénotypes cellulaires particuliers [3, 155]. Beaucoup de travaux ont notamment été
consacrés à l’étude du nombre de points fixes et à sa maximisation [5, 8, 13, 15, 67, 69,
123,133].

Les cycles élémentaires (qu’on appellera juste cycles) du graphe d’interaction (signé
ou non) d’un réseau d’automates sont connus pour donner beaucoup de renseignements
sur sa dynamique. On va présenter quelques-uns d’entre eux. Un résultat bien connu est
que si un graphe est acyclique alors sa dynamique est en quelque sorte triviale.

Théorème 1 ( [132, 133]). Si le graphe d’interaction G est acyclique, alors pour tout
f ∈ F(G, q), le graphe de transitions ϕf est composé d’un unique point fixe x, et de chemins
vers x de taille au plus n.

Ceci reste vrai pour tout graphe de transitions ϕf,W avec W un mode de mise à jour
sauf s’il ne met pas à jour certaines coordonnées de f . Pour donner une intuition de
preuve, il faut se dire que si le graphe est acyclique, alors il existe 1 ≤ n1 ≤ n sommets
i sans voisins entrant. La fonction locale fi doit donc être une fonction constante. Par
conséquent, quand on met à jour la coordonnée i pour la première fois avec fW alors la
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valeur de l’automate i est fixé pour toujours. Maintenant, si n1 = n alors la démonstration
est terminée. Sinon, il existe 1 ≤ n2 ≤ n − n1 automates j dont la fonction locale ne
dépend que de valeurs déjà fixés. Une fois mises à jour leurs valeurs seront fixées pour
toujours. On peut répéter ce raisonnement jusqu’à avoir fixé tous les automates en au
plus n étapes.

On rappelle que le signe d’un cycle ou d’un chemin dans un graphe d’interaction signé
est le produit des signes de ses arcs. Les deux résultats suivants sont connus dans le cas
booléen et facilement généralisable au non booléen.

Théorème 2 ( [123]). Si le graphe d’interaction signé G n’a pas de cycle positifs ou nul,
alors pour tout réseau f ∈ F(G, q), le graphe de transition ϕf a au plus un point fixe.

Théorème 3 ( [154]). Si le graphe d’interaction signé G n’a pas de cycle négatif ou nul,
alors pour tout réseau f ∈ F(G, q), le graphe de transition ϕf a au moins un point fixe.

On peut montrer qu’on peut borner supérieurement le nombre de points fixes d’un
réseau d’automates à partir des cycles de son graphe d’interaction. Plus précisément, on
peut le faire grâce aux cycles non négatifs de son graphe d’interaction signé.

Théorème 4 ( [5, 9, 124]). Si tous les cycles positifs ou nuls du graphe d’interaction
G = (V,A) passent par I ⊆ V alors pour tout f ∈ F(G, q), le graphe de transitions ϕf a au
plus q|I| points fixes.
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Chapitre 3

Complexité et points fixes
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3.1 Introduction

3.1 Introduction

Ce chapitre porte sur la complexité algorithmique associée à des problèmes de comp-
tage de points fixes. Pour rappel, un point fixe est un cycle limite de taille 1 dans un
graphe de transition. Soit f ∈ F(n, q) un réseau et W un mode de mise à jour bloc-
séquentiel associé. Si la configuration x ∈ An est un point fixe de ϕf,W alors cela signifie
que fW (x) = x. L’ensemble des points fixes de ϕf,W ne dépendent en fait que de f et
pas de W . En d’autres termes, on a fW (x) = x si et seulement si f(x) = x. Dans ce
chapitre, on parlera donc simplement de points fixes de f . Notons que l’on ne pourrait
pas faire la même chose avec l’ensemble des cycles limites par exemple. En effet, prenons
f : x1x2 7→ x2x1, un réseau déjà pris comme exemple dans l’introduction. Si on considère
le mode de mise à jour parallèle v = {1, 2}, on voit que les configurations 01 et 10 font
partie d’un cycle limite de ϕf,v. En effet,

01 f−→ 10 f−→ 01.

Maintenant, si on considère le mode de mise à jour séquentiel w = (1, 2), on voit qu’au-
cune de ces deux configurations n’appartient à un cycle limite de ϕf,w. En effet,

01 fw−→ 11 fw−→ 11 et 10 fw−→ 00 fw−→ 00.

Maintenant, nous allons aborder ce problème avec une approche originale. En effet, la
plupart des travaux parlant de complexité des réseaux d’automates se concentrent sur le
problème de décision de la forme suivante. Étant donné un réseau d’automates f et une
propriété p, quelle est la complexité de décider si la dynamique décrite par f respecte
p ? Il est par exemple connu que le problème de savoir si un réseau d’automates a un
point fixe est NP-complet en général [97] et dans P pour certaines familles de réseaux
d’automates booléens comme les réseaux monotones ou non expansif [58, 75]. Cela-dit,
souvent, en pratique, la seule chose que l’on connait d’un RAB f est son GIS. De ce
fait, la question suivante parait plus naturel. Étant donné un GIS G et une propriété p,
quelle est la complexité de décider si G admet un réseau qui respecte la propriété p ? Ce
chapitre portera entièrement sur cette question, qui bien que naturelle n’avait jamais fait
l’objet de travaux antérieur. On se restreindra à l’étude des réseaux d’automates booléens
mais étendre ces travaux aux réseaux non booléens est une problématique naturelle que
l’on abordera en conclusion.

On note Φ(f) := {x ∈ {0, 1}n | f(x) = x} l’ensemble des points fixes d’un RAB
f ∈ F(n) et φ(f) := |Φ(f)| la taille de cet ensemble. On note également Φ(G) := {φ(f) |
f ∈ F(G)}. Enfin, on écrit Φmax(G) et Φmin(G), respectivement l’élément minimum et
maximum de Φ(G). Dans ce chapitre, nous étudions la complexité de décider si Φmax ≥ k
et si Φmin(G) < k pour différentes valeurs de k.

Ce chapitre est organisé de la façon suivante. Après la section 3.2 consacrée aux défi-
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nitions et notations, nous étudions d’abord le problème Φmax(G) ≥ k en considérant que
l’entier k est fixé.

Nous prouvons dans la section 3.3 qu’étant donné un GIS, décider si Φmax(G) ≥ k
avec k = 1 est dans P.

La section 3.4 est consacrée au même problème pour k ≥ 2. Il est particulièrement
intéressant car plusieurs travaux ont déjà été consacrés à la recherche de conditions
nécessaires pour l’existence de multiples points fixes et cela, aussi bien dans des modèles
discrets que continus [96,123,126,143]. Dans cette section, on prouve que ce problème
est NP-complet même quand l’entrée est restreinte aux graphes G dont le degré est borné
par une constante d ≥ 2.

Dans la section 3.5, on considère le cas où k est un argument du problème au même
titre que G. On montre que, dans ce cas-là, le problème de décision Φmax(G) ≥ k
est NEXPTIME-complet. On montre également que le problème devient NP#P-complet
quand on se restreint aux GIS G dont le degré entrant maximum ∆(G) est borné par
une constante d ≥ 2.

Enfin, la section 3.6 est consacrée au problème de décision Φmin < k. On montre qu’il
est NEXPTIME-complet pour toute constante k ≥ 1. De plus, on étudie le cas restreint
aux GIS de degré entrant borné. On montre que le problème devient alors NPNP-complet
ou NP#P-complet selon la nature de k.

Depuis ces résultats, on peut immédiatement déduire des résultats de complexité sur
les problèmes de décision duaux Φmax(G) < k et Φmin(G) ≥ k. La Table 3.1 donne un
récapitulatif des classes d’appartenance des différents problèmes. De plus, ces problèmes
sont en fait complets pour leurs classes d’appartenance (à l’exception de ceux dans la
classe P).

Table 3.1 – Classes de complexité des différents problèmes.
Problème ∆(G) ≤ d k = 1 k ≥ 2 k en paramètre

Φmax(G) ≥ k
oui

P
NP

NP#P

non NEXPTIME

Φmax(G) < k
oui

coNP
coNP#P

non coNEXPTIME

Φmin(G) < k
oui NPNP NP#P

non NEXPTIME

Φmin(G) ≥ k
oui coNPNP coNP#P

non coNEXPTIME

Les résultats présentés dans ce chapitre, à l’exception de ceux de la section 3.6, ont
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fait l’objet d’un papier de conférence qui a été accepté [25]. La section 3.6, quand-à-elle
parle du problème du nombre minimum de points fixes et sera incluse dans une version
longue qui devrait être soumise prochainement.

3.2 Définitions et notations

3.2.1 Notations relatives aux graphes d’interaction signés

On a déjà défini les graphes d’interaction signés ( GIS) dans la section 2.4 mais on va
poser ici quelques notations supplémentaires. On rappelle qu’un GIS G = (V,A, σ) est
un digraphe (V,A) associé à une fonction σ : A→ {−1, 0, 1} qui donne un signe (négatif,
positif ou nul) à chaque arc de G. Ce signe représente l’influence qu’a la valeur xi sur le
résultat de fj(x). On écrit σij ou σa le signe de l’arc a = (i, j) ∈ A. Pour tout s ∈ {−1, 0, 1}
et tout j ∈ V , on définit Ns

G(j) comme l’ensemble {i ∈ NG(j) | σij = s}. En outre, pour
tout S ⊆ {−1, 0, 1}, NS

G(j) = ⋃
s∈S

Ns
G(j). Les notations précédentes sont illustrées dans la

figure 3.1. Un graphe d’interaction simplement signé ( GISS) est un GIS qui ne contient
aucun arc nul (i.e. N0

G(j) = ∅ pour tout j ∈ V ). Pour i ∈ N
{−1,1}
G (j), on note

σ̃ij =

0 si σij = −1
1 si σij = +1

.

On peut donc écrire xj = xi + σ̃ij pour exprimer de manière succincte le fait que

xj =

xi si σij = +1
¬xi si σij = −1

.
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f1(x) = ¬x3
f2(x) = x1 ∨ ¬x2
f3(x) = x1∨ (¬x2∧x3)

1

23

h1(x) = ¬x3
h2(x) = x1 ∨ ¬x2
h3(x) = x1 ∧ ¬x2 ∧ x3

000 010

100 110

001 011

101 111

000 010

100 110

001 011

101 111

Figure 3.1 – Exemple de GISS G avec deux réseaux d’automates booléens f, h ∈ F(G).
Le RAB f n’a aucun point fixe mais h a le point fixe (110). Il n’y a pas de
RAB g ∈ F(G) avec plus de points fixes que h. On a donc Φ(G) = {0, 1},
Φmin(G) = 0 et Φmax(G) = 1. Notons que G a deux cyles positifs et deux
cycles négatifs.

Soit G = (V,A, σ) un GISS et f ∈ F(G). On dit que la fonction locale fj est la fonction
AND si fj(x) = ∧

i∈NG(j) xi + σ̃ij. On définit une fonction OR de façon similaire.

Quand le nombre de voisins entrants d’un sommet j du graphe est fortement réduit,
le nombre de fonctions contenues dans Fj(G) l’est aussi. Par exemple, quand j n’a aucun
voisin entrant, la fonction fj ∈ Fj(G) correspond à la fonction constante 0 (x 7→ 0) ou
par la fonction constante 1 (x 7→ 1). Quand j a un unique arc entrant (i, j) et qu’il est
positif (resp. négatif), alors fj ∈ Fj(G) est la fonction de copie x 7→ xi (resp. la fonction
négation x 7→ ¬xi). Quand j a un unique arc entrant nul et strictement moins de deux
arcs entrants non nuls alors Fj(G) = ∅ [118].

On va maintenant donner dans la proposition 1 quelques résultats de base sur les
fonctions locales de Fj(G).

Proposition 1. Soit G = (V,A, σ) et j ∈ V tel que I = N{−1,1}(j) est non vide, et soit
I0 = N0(j). On a les propriétés suivantes :

1. soit x, y ∈ {0, 1}|V | deux configurations telles que xI0 = yI0 et telles que pour tout
i ∈ I, xi + σ̃ij ≤ yi + σ̃ij. Alors, fj(x) ≤ fj(y) ;

2. si |I0| ≤ 1 alors, pour tout x ∈ {0, 1}|V |, il existe i ∈ I tel que xi + σ̃ij = fj(x).

Démonstration. Preuve de la la propriété 1. Soit x, y ∈ {0, 1}|V | deux configurations telles
que xI0 = yI0 et pour tout i ∈ I, xi + σ̃ij ≤ yi + σ̃ij . Soit ∆(x, y) l’ensemble des k ∈ V tels
que xk 6= yk. Remarquons que ∆(x, y) et I0 sont disjoints. On procède par induction sur
|∆(x, y)|. Si |∆(x, y)| = 0 alors on a x = y et donc fj(x) = fj(y). Sinon, il existe k ∈ ∆(x, y)
et on pose z = x+ ek. Comme zk = yk, il est clair que zI0 = yI0 et zi + σ̃ij ≤ yi + σ̃ij pour
tout i ∈ I. De plus, on a ∆(z, y) = ∆(x, y) \ {k}, et donc, par hypothèse de récurrence,
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fj(z) ≤ fj(y). Si k 6∈ N(j), on a bien fj(x) = fj(z) ≤ fj(y). Sinon, k ∈ I (car ∆(x, y) et I0

sont disjoints) et on considère deux cas. Si σ̃kj = 0 alors xk < yk = zk par hypothèse, et
comme l’arc de k à j est positif, fj(x) ≤ fj(z) ≤ fj(y). Si σ̃kj = 1 alors xk > yk = zk par
hypothèse, et comme l’arc de k à j est négatif, on a de nouveau fj(x) ≤ fj(z) ≤ fj(y). Ceci
complète l’étape d’induction.

Preuve de la la propriété 2. Supposons d’abord que |I0| = 0. Supposons par l’absurde
qu’il existe une configuration x ∈ {0, 1}|V | tel que xi + σ̃ij 6= fj(x) pour tout i ∈ I. Si
fj(x) = 1 alors, pour tout y ∈ {0, 1}|V | et i ∈ I on a xi + σ̃ij = 0 ≤ yi + σ̃ij et donc
1 = fj(x) ≤ fj(y) d’après la propriété 1. On en déduit que fj est la fonction constante
qui retourne 1, ce qui est absurde puisque |I| ≥ 1. De même, si fj(x) = 0 alors, pour tout
y ∈ {0, 1}|V | et i ∈ I on a xi + σ̃ij = 1 ≥ yi + σ̃ij et donc 0 = fj(x) ≥ fj(y) toujours d’après
la propriété 1. On en déduit que fj est la fonction constante qui retourne 0, ce qui est
absurde puisque |I| ≥ 1.

Supposons finalement que |I0| = 1. Soit {k} = I0. Supposons par l’absurde qu’il existe
une configuration x ∈ {0, 1}|V | telle que xi + σ̃ij 6= fj(x) pour tout i ∈ I. Par définition de
N0(j), pour tout a, b ∈ {0, 1}, il existe une configuration y ∈ {0, 1}|V | telle que yk = a et
fj(y) 6= fj(y + ek) = b. Soit donc y ∈ {0, 1}|V | tel que

yk = xk et fj(y) 6= fj(y + ek) = fj(x).

Si fj(x) = 1 alors xi + σ̃ij = 0 ≤ yi + σ̃ij pour tout i ∈ I, et donc 1 = fj(x) ≤ fj(y) d’après
la propriété 1. De même, si fj(x) = 0 alors xi + σ̃ij = 1 ≥ yi + σ̃ij pour tout i ∈ I, et donc
0 = fj(x) ≥ fj(y) d’après la propriété 1. Dans les deux cas, on a fj(x) = fj(y), ce qui
contredit la définition de y. Par conséquent, pour tout x ∈ {0, 1}n, il existe i ∈ I tel que
xi + σ̃ij = fj(x).

3.2.2 Problèmes de décision et classe de complexité

Une 3FNC ψ est une formule logique représentée à l’aide de n variables λ = {λ1, . . . , λn}
et de m clauses µ = {µ1, . . . , µm}. Chaque clause µj est composée de 3 littéraux µj,1,
µj,2, µj,3. Un littéral µj,γ est lui-même composé d’une variable λi ∈ λ et d’une polarité
ρ ∈ {⊥,>}. Si ρ = > on dit que λi apparait positivement dans la clause µj et si ρ = ⊥
on dit qu’il apparait négativement. Une valuation de λ est une fonction v : λ → {⊥,>}.
On dit que v satisfait la clause µj s’il existe un littéral µj,γ = (λi, ρ) tel que v(λi) = ρ.
On dit que v satisfait (ou est une solution de) la 3FNC ψ s’il satisfait toutes les clauses
µj ∈ µ. Par abus de langage et pour simplifier la notation, on écrira souvent v(µj) = >
(resp. v(ψ) = >) pour dire que v satisfait µj (resp. ψ). Sinon, on écrira v(µj) = ⊥ (resp.
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v(ψ) = ⊥). Pour tout b ∈ {0, 1}n, on notera vb : λ→ {⊥,>} la valuation telle que

vb(λi) =

⊥ si bi = 0
> sinon

pour tout i ∈ [n].

Considérons deux valuations v : λ→ {⊥,>} et v′ : λ′ → {⊥,>} avec λ et λ′ disjoints. On
définit l’union de v et v′ comme

v ∪ v′ : λi 7→

v(λi) si λi ∈ λ
v′(λi) si λi ∈ λ′

.

Un problème de décision p est une fonction qui renvoie vrai ou faux. Un élément de
l’ensemble de définition de p est appelé une instance du problème. On peut présenter
sommairement une classe de complexité C comme un ensemble de problèmes que l’on
peut calculer avec une certaine machine dans certaines conditions. Par exemple, la classe
P regroupe les problèmes que l’on peut résoudre sur une machine de Turing déterministe
en temps polynomial. La classe NP est identique mais en travaillant sur une machine non
déterministe. Pour prouver qu’un problème p appartient à la classe NP on peut donner
un algorithme qui calcule p. Cet algorithme doit pouvoir être exécuté sur une machine de
Turing non déterministe en temps polynomial. Ceci nous donne une borne supérieure sur
la complexité de p. Toutefois, ceci ne nous dit pas que c’est la plus petite classe à laquelle
p appartient. Par exemple, p pourrait appartenir à P et donc à NP. Pour prouver que la
classe NP est bien représentative de la complexité de p, il faut prouver que p est NP-
difficile, c’est-à-dire qu’il est au moins aussi difficile que tous les problèmes de la classe
NP. Pour faire cela, le plus souvent, on prouve que l’on peut réduire un problème bien
connu pour être NP-complet à p. Par exemple, d’après le théorème de Cook, le problème
3-SAT ci-dessous est NP-complet (voir le théorème 8.2 de [116]).

3-SAT
Entrée: Une 3FNC ψ sur les variables λ = {λ1, . . . , λn}.
Sortie: Existe-t-il une valuation v : λ→ {⊥,>} tel que v(ψ) = > ?

Dans ce chapitre, on va rencontrer plusieurs classes de complexité C. On les définira
au fur et à mesure en même temps que des problèmes C-difficiles bien connus. Notons
que pour de nombreuses classes étudiées ici, le fait que ces classes soient distinctes n’a
jamais été prouvé. Par exemple, à l’heure actuelle, le fait que les classes P et NP soient
différentes n’est qu’une conjecture.

Dans ce chapitre, on va s’intéresser aux quatre problèmes de décision suivants.

k-MAXIMUM FIXED POINT PROBLEM (k-MAXFPP)
Entrée: Un GIS G.
Sortie: Φmax(G) ≥ k ?
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MAXIMUM FIXED POINT PROBLEM (MAXFPP)
Entrée: Un GIS G et un entier k ≥ 1.
Sortie: Φmax(G) ≥ k ?

k-MINIMUM FIXED POINT PROBLEM (k-MINFPP)
Entrée: Un GIS G.
Sortie: Φmin(G) < k ?

MINIMUM FIXED POINT PROBLEM (MINFPP)
Entrée: Un GIS G et un entier k ≥ 1.
Sortie: Φmin(G) < k ?

Une remarque importante concernant la difficulté de ces problèmes est la suivante.
Il y a |F(n)| = (2n)2n réseaux d’automates booléens de taille n alors qu’il n’y a que 4n2

GIS de cette taille. En effet, pour chaque couple de sommets (i, j) ∈ V × V , on peut se
demander si ce couple est un arc positif, négatif ou nul du graphe ou si ce n’est pas un
arc du graphe. Cela montre que certains GIS correspondent à un nombre exponentiel
de réseaux d’automates booléens. Tous les problèmes de décision abordés dans ce cha-
pitre font partie de la classe de complexité NEXPTIME. En d’autres termes, ce sont des
problèmes calculables en temps exponentiel sur une machine non déterministe. En effet,
par exemple, le problème MAXFPP peut être calculé de la manière suivante. Disons qu’en
entrée du problème, on récupère un GIS G et un entier k.

— On choisit de façon non déterministe la fonction f ∈ F(G). Cette fonction peut être
représentée en binaire en un espace log2(|F(G)|) ≤ n2n.

— On calcule φ(f). Pour cela, on compte le nombre de x ∈ {0, 1}n tel que f(x) = x.
Ceci va prendre un temps simplement exponentiel.

— On accepte si φ(f) ≥ k.

Une branche non déterministe du programme accepte si et seulement si Φmax(G) ≥ k.
Cet algorithme donne le résultat en temps exponentiel sur une machine de Turing non
déterministe. Notre problème est donc bien dans NEXPTIME.

En revanche, comme nous allons le voir, on peut raffiner la classe de complexité pour
certaines valeurs de k. De plus, on peut se restreindre à certaines familles de GIS, comme
la famille des GIS dont le degré maximum est borné par une constante d. En l’occurrence,
les GIS de cette sous-famille ont l’avantage de n’admettre qu’un nombre polynomial de
réseaux d’automates booléens. En effet, si f ∈ F(G), alors chacune de ses fonctions
locales f̃i est une fonction de {0, 1}|N(i)| dans {0, 1}. On a |N(i)| ≤ d. Il y a donc moins
de c = 22d choix possibles pour chaque fonction locale. Donc, |F(G)| ≤ cn ce qui est
seulement linéaire car c est une constante. Dans certains cas, se restreindre à cette sous-
famille diminuera la classe de complexité du problème.
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La remarque suivante montre que se restreindre aux GIS G tels que ∆(G) ≤ 1 réduit
énormément la difficulté du problème. Par la suite on va étudier des degrés entrants
maximums inférieurs à une constante d ≥ 2.

Remarque 1. Les problèmes de décision k-MaxFPP, MaxFPP, k-MinFPP et MinFPP
restreints aux GIS G tels que ∆(G) ≤ 1 sont tous dans P.

Démonstration. Soit G = (V,A, σ) un GIS avec ∆(G) ≤ 1. Le digraphe G est entièrement
constitué d’arbres dont les racines sont des cycles ou des sommets sans aucun voisin entrant.
Si G contient au moins un arc nul alors F(G) = ∅. Sinon, on a F(G) = {f} avec

φ(f) =

0 s’il y a un cycle négatif dans G;
2` avec ` le nombre de cycles positifs dans G sinon.

Calculer Φ(G) dans ce cas-là se fait donc en temps polynomial.

3.3 k-Maximum Fixed Point Problem avec k = 1

Dans cette section, on s’intéresse au problème de savoir si un GIS G admet une
fonction avec au moins un point fixe. C’est le seul problème dont nous allons parler dans
ce chapitre dont on ne connait pas la classe de complexité exacte. Plus précisément, le
théorème 5 ci-dessous montre que ce problème appartient à P mais nous n’arrivons pas
à montrer qu’il est P-difficile.

Théorème 5. 1-MaxFPP est dans P.

Le lemme 1 ci-dessous montre que l’on peut très facilement partir d’un GIS G quel-
conque (i.e. potentiellement avec des arcs nuls) et le transformer en un GISS G′ tel
que Φmax(G) ≥ 1 si et seulement si Φmax(G′) ≥ 1. On peut le construire de manière
très efficace. De ce fait, pour prouver que 1-MAXFPP est un problème dans P, on pourra
considérer que le GIS en entrée du problème est déjà un GISS.

Lemme 1. Pour tout GIS G, il existe un GISS G′ de même taille tel que Φmax(G) ≥ 1
si et seulement si Φmax(G′) ≥ 1.

Démonstration. Construisons G′ = (V,A′, σ′) depuis G = (V,A, σ). On partitionne l’en-
semble V , en quatre ensembles V−1, V0, V1, V2 définis comme suit :
— V−1 est l’ensemble des sommets j ∈ V tel que |N0

G(j)| = 1 et |NG(j) \N0
G(j)| ≤ 1 ;

— V0 est l’ensemble des sommets j ∈ V tel que |N0
G(j)| = 0 ;

— V1 est l’ensemble des sommets j ∈ V tel que |N0
G(j)| = 1 et |NG(j) \N0

G(j)| ≥ 2 ;
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— V2 est l’ensemble des sommets j ∈ V tel que |N0
G(j)| ≥ 2.

On définit G′ comme suit. Pour tout j ∈ V :
— si j ∈ V−1 alors l’unique arc entrant du sommet j dans le digraphe G′ est une boucle

négative ;
— si j ∈ V0 alors le sommet j a exactement les mêmes arcs entrants dans G et G′. En

d’autres termes, N0
G′(j) = ∅, N1

G′(j) = N1
G(j) et N−1

G′ (j) = N−1
G (j) ;

— si j ∈ V1 alors les arcs entrants du sommet j dans G′ correspondent à ceux non nuls
dans G. En d’autres termes, NG′(j) = NG(j) \ {i} avec {i} = N0

G(j) et pour tout
a ∈ A′, σa = σa′ ;

— si j ∈ V2 alors le sommet j n’a aucun voisin entrant dans G′.
On a bien défini G′. Montrons maintenant que Φmax(G) ≥ 1 si et seulement si Φmax(G′) ≥

1. Supposons que l’on ait y ∈ {0, 1}n et un réseau f ∈ F(G) ou bien un réseau f ′ ∈ F(G′)
tels que y est un point fixe de f ou f ′. Prouvons qu’il existe alors deux réseaux f ∈ F(G) et
f ′ ∈ F(G′) tels que y ∈ Φ(f) et y ∈ Φ(f ′). D’abord, on peut se convaincre que l’ensemble
V−1 est vide. En effet, supposons qu’il existe j ∈ V−1. On voit que Fj(G) = ∅ et on a donc
F(G) = ∅. Il n’existe donc pas de réseau f ∈ F(G) tel que y ∈ φ(f). De la même façon,
Fj(G′) est le singleton {f ′j : x 7→ ¬xj}. Par conséquent, f ′j(y) = ¬yj 6= yj et donc y n’est
pas un point fixe d’une fonction f ′ ∈ F(G′). Donc, si la configuration y est bien définie
alors V−1 est vide.

Prenons j ∈ V0. On a alors Fj(G) = Fj(G′). On peut donc prendre fj = f ′j et on a
fj(y) = f ′j(y) = yj.

Prenons j ∈ V1. Soit i tel que N0
G(j) = {i}. D’après la propriété 2 de la proposition 1,

si y ∈ Φ(f) ou si y ∈ Φ(f ′), il existe k ∈ NG′(j) tel que yk + σ̃kj = yj. Supposons d’abord
que y ∈ Φ(f). On peut définir f ′j comme la fonction AND si yj = 0 et OR sinon. Dans le
premier cas, on a

f ′j(y) = (yk + σ̃kj) ∧ · · · = yj ∧ · · · = 0 ∧ · · · = 0 = yj.

Dans le deuxième cas, on a

f ′j(x) = (yk + σ̃kj) ∨ · · · = yj ∨ · · · = 1 ∨ · · · = 1 = yj.

À l’inverse, supposons que y ∈ Φ(f ′). Si yj = 0 on peut définir fj comme suit :

fj : x 7→
(
(xk + σ̃kj) ∨ (xi + yi)

)
∧

∧
`∈NG(j)\{k,i}

(
(x` + σ̃`j) ∨ (xi + ¬yi)

)
.

On remarque que l’ensemble NG(j) \ {k, i} n’est pas vide car j ∈ V1. On a donc bien
fj ∈ Fj(G) et

fj(y) =
(
(yk + σ̃kj) ∨ 0

)
∧ · · · = yj ∧ · · · = 0∧ = 0 = yj.
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De la même façon, si yj = 1, on définit fj similairement mais en intervertissant les ∧ et les
∨ et en remplaçant yi par ¬yi. On a bien fj(y) = 1 = yj.

Pour finir, prenons j ∈ V2. Supposons que y ∈ Φ(f). On remarque que, comme j n’a
aucun voisin entrant dans NG′(j), l’ensemble Fj(G′) est composé des fonctions constantes
0 et 1. Il suffit de choisir f ′1 comme la fonction constante yj et on a bien f ′j(y) = yj.
Maintenant, supposons que y ∈ Φ(f ′). Prenons N0

G(j) = {i1, . . . , is}. Si yj = 0, on peut
définir fj comme suit :

fj : x 7→ (xi1 + · · ·+ xis + b) ∧
∧

`∈NG(j)\N0
G(j)

(x` + σ̃`j),

avec b tel que yi1+· · ·+yis+b = 0. On a bien, fj(y) = (yi1+· · ·+yis+b)∧· · · = 0∧· · · = 0 = yj .
Similairement, si yj = 1, on peut définir fj de la même façon en substituant les ∧ par des
∨ et en prenant b tel que yi1 + · · ·+ yis + b = 1. On a bien fj(y) = yj.

En conclusion. Depuis un réseau f ∈ F(G) tel que y ∈ Φ(f), on peut construire le réseau
f ′ ∈ F(G′) tel que y ∈ Φ(f ′) et inversement. De ce fait, Φmax(G) ≥ 1 si et seulement si
Φmax(G′) ≥ 1.

Remarque 2. On pourrait aller plus loin et créer depuis G′ un GISS G′′ sans arc positif
qui conserverait la propriété du lemme 1. En effet, un arc positif (i, j) de G′ peut être
remplacé par un sommet supplémentaire k et deux arcs négatifs (i, k) et (k, j) tel que
NG′′(k) = {i} et Nout

G′′ (k) = {j}. En fait, remplacer chaque arc positif par deux arcs négatifs
ne change pas du tout les nombres de points fixes possibles.

Soit H une composante fortement connexe d’un GIS G. L’ensemble H est dit trivial
s’il est composé d’un unique sommet sans aucun arc entrant. De plus, H est dit initial s’il
n’y a pas d’arc (i, j) tel que i /∈ H et j ∈ H.

Le lemme 2 ci-dessous montre que le problème 1-MAXFPP est équivalent à vérifier
que chaque composante fortement connexe non triviale et initiale de G contient un cycle
positif.

Lemme 2. Soit G = (V,A, σ) un GISS. On a l’inégalité Φ(G) 6= {0} si et seulement si
chaque composante fortement connexe initiale non triviale de G contient un cycle positif.

Démonstration. Aracena a déjà prouvé que si un graphe d’interaction signé G a au moins
un point fixe alors chaque composante fortement connexe initiale et non triviale H de G
contient un cycle positif (voir le corolaire 3 de [5]). Nous en présentons ici une réécriture en
utilisant les notations choisies. Soit f ∈ F(G), un réseau tel que φ(f) ≥ 1. Soit x ∈ Φ(f).
Notons que chaque sommet j ∈ H a au moins un voisin entrant et que N(j) ⊆ H. D’après
la propriété 2 de la proposition 1, pour tout j ∈ H, il existe un sommet i ∈ H tel que
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xi + σ̃ij = xj. Partons donc d’un sommet i1 ∈ H, et trouvons un sommet i2 tel que
xi2 + σ̃i2i1 = xi1 . De la même façon, on peut trouver un sommet i3 tel que xi3 + σ̃i3i2 = xi2
et répéter l’opération jusqu’à arriver à un sommet ip qui a déjà été exploré. Cela doit
nécessairement se produire en moins de |H| étapes. On a donc un cycle C = (ip, . . . , it, ip)
dans H. Remarquons que tout le long de ce cycle, on a xij = ¬xij+1 si et seulement si l’arc
(ij, ij+1) est négatif. Donc, si C a un nombre impair d’arcs négatifs, on a xip = ¬xip . C’est
absurde, et on en conclut que C est un cycle positif. Il y a donc bien un cycle positif dans
H.

Dans l’autre sens, supposons que chaque composante fortement connexe initiale non
triviale de G contienne un cycle positif. On va montrer qu’il existe un réseau f ∈ F(G)
tel que φ(f) ≥ 1. Par ailleurs, on va montrer que l’on peut construire f avec seulement
des fonctions locales OR, AND et constantes. Construisons f en même temps qu’un de ses
points fixes y. Premièrement, pour chaque i qui est une composante initiale triviale de G,
définissons fi : x 7→ 0 et yi = 0. On a bien fi(y) = yi = 0. Ensuite, pour chaque composante
fortement connexe initiale non triviale H, on considère un cycle positif C = (c1, . . . , ct, c1).
On définit fc1 comme la fonction AND, et on pose yc1 = 0. Ensuite, pour chaque i ∈ [2, t],
on définit yi = yci−1 + σ̃ci−1ci . Et pour chaque coordonnée i ∈ [2, t] telle que yci = 0 (resp.
1) on définit fi comme la fonction AND (resp. OR). Si yci = 0, on a bien,

fci(y) = (yci−1 + σ̃ci−1,ci) ∧ · · · = 0 ∧ · · · = 0 = yci .

Et si yci = 1, on a bien,

fci(y) = (yci−1 + σ̃ci−1,ci) ∨ · · · = 1 ∨ · · · = 1 = yci .

De plus, C est un cycle positif. Il a donc un nombre pair d’arcs (ci, ci+1) tels que σ̃ci,ci+1 = 1.
Par conséquent,

fc1(y) =
(
yct + σ̃ct,c1

)
∧ · · · =

(
yct−1 + σ̃ct−1,ct + σ̃ct,c1

)
∧ . . .

=
(
yc1 + σ̃c1,c2 + · · ·+ σ̃ct,c1

)
∧ · · · =

(
yc1

)
∧ · · · =

(
0
)
∧ · · · = 0 = yc1 .

Enfin, on peut faire un parcours en profondeur en partant des sommets i pour lesquels
on a déjà défini yi. À chaque étape de ce parcours, on considère un sommet j, et i ∈ N(j),
son père dans le parcours. On pose yj = yi + σ̃ij et fixe fj comme étant la fonction AND si
yj = 0 et OR sinon. Très clairement, y ∈ Φ(f), φ(f) ≥ 1 et Φ(G) 6= {0}.

Donc, pour décider si Φmax(G) ≥ 1, il suffit de calculer les composantes fortement
connexes non triviales initiales de G (ce qui est faisable en temps linéaire [145]) et de vé-
rifier que chacune contient bien un cycle positif. D’après le lemme 1 et la remarque 2, on
pourrait se défaire de tous les arcs positifs ou nuls de G. Le problème de trouver un cycle
positif dans une composante revient alors au problème de trouver un cycle de longueur
paire dans notre nouveau graphe d’interaction. Pendant très longtemps, il était ouvert de
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savoir si ce problème était dans P ou dans NP. Mais finalement, un algorithme polyno-
mial a été trouvé indépendamment par Robertson, Seymour et Thomas [135] d’une part
et par McCuaig [105] d’autre part.

Théorème 6 ([105,135]). Il existe un algorithme polynomial pour décider si un digraphe
contient un cycle de longueur paire.

Ceci conclut la preuve du théorème 5 : 1-MAXFPP est bien dans P. À notre connais-
sance, aucun résultat de difficulté n’a été prouvé pour le problème des cycles pairs. On
ne sait donc pas si 1-MAXFPP est complet pour la classe P .

3.4 k-Maximum Fixed Point Problem pour k ≥ 2

Dans cette section, on s’intéresse au problème k-MAXFPP avec k ≥ 2. Le théorème 7
ci-dessous montre que le problème est NP-complet.

Théorème 7. Pour tout k ≥ 2, k-MaxFPP est NP-complet, même quand on se restreint
aux GIS G tels que ∆(G) ≤ 2.

On déduit directement le théorème 7 du lemme 3 et du lemme 7.

Prouvons d’abord que le problème appartient à la classe NP.

Lemme 3. Pour tout k ≥ 2, k-MaxFPP est dans NP.

Démonstration. Considérons un GIS G = (V,A, σ) avec V = [n]. On suppose que k ≤ 2n
sinon la réponse est évidemment non. Pour tout j ∈ [n], définissons I(j) = N{−1,1}(j) et
b(j) ∈ {0, 1}n un mot tel que pour tout i ∈ I(j), b(j)

i = σ̃i,j.

Pour vérifier si Φmax(G) ≥ k, on peut exécuter l’algorithme 1.

Dans cet algorithme, la fonction choisir_parmi permet de faire un choix non déterministe.
On peut voir que cet algorithme exécuté sur une machine non déterministe s’arrête en un
temps d’au plus O(n(kn+ ∆(G))2). Ceci est un temps polynomial car k est une constante
ici.

Voyons maintenant pourquoi cet algorithme est correct, à savoir, pourquoi une branche
non déterministe de l’algorithme renvoie « Vrai » si et seulement si la réponse au problème
est « Vrai ».

Supposons d’abord qu’il existe f ∈ F(G) avec k points fixes. On peut considérer
l’exécution suivante. Premièrement, les k configurations demandées à la ligne 7 vont
correspondre à k points fixes distincts de f . Deuxièmement, la configuration x demandée
à la ligne 20 correspond à une configuration telle que xi = 0 et fj(x) < fj(x + ei).

42



3.4 k-Maximum Fixed Point Problem pour k ≥ 2

Algorithme 1 Φmax(G) ≥ k

Entrée: Un GIS G.
1: pour j ∈ [n] faire
2: Tj ← ∅
3: Fj ← ∅
4: fin pour
5: POINTS_FIXES← ∅
6: pour p ∈ [k] faire
7: x← choisir_parmi

(
{0, 1}n \ POINTS_FIXES

)
.

8: POINTS_FIXES← POINTS_FIXES ∪ {x}
9: pour j ∈ [n] faire
10: si xj = 0 alors
11: Fj ← Fj ∪ {x}
12: sinon
13: Tj ← Tj ∪ {x}
14: fin si
15: fin pour
16: fin pour
17: pour j ∈ [n] faire
18: pour i ∈ N(j) faire
19: si i ∈ N{−1,0}(j) alors
20: x← choisir_parmi

(
{x ∈ {0, 1}n | xi = 0})

21: Tj ← Tj ∪ {x}
22: Fj ← Fj ∪ {x+ ei}
23: fin si
24: si i ∈ N{0,1}(j) alors
25: x← choisir_parmi

(
{x ∈ {0, 1}n | xi = 0})

26: Fj ← Fj ∪ {x}
27: Tj ← Tj ∪ {x+ ei}
28: fin si
29: fin pour
30: fin pour
31: pour j ∈ [n] faire
32: pour x ∈ F faire
33: pour x′ ∈ T faire
34: si xN0(j) = x′N0(j) et (x′ + b(j))I(j) ≤ (x+ b(j))I(j) alors
35: retourne Faux
36: fin si
37: fin pour
38: fin pour
39: fin pour
40: retourne Vrai
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Cette configuration existe par définition de N{−1,0}. De manière similaire, la configuration
demandée à la ligne 25 correspond à une configuration x avec xi = 0 qui respecte l’inégalité
fj(x) > fj(x+ ei). On remarque que pour tout j ∈ [n] et pour toute configuration x ∈ Fj,
on a f(x) = 0 et pour tout x′ ∈ T , on a f(x) = 1. De ce fait et comme f ∈ F(G), d’après
la première partie de la proposition 1, la condition ligne 34 n’est jamais atteinte. Sur cette
exécution, l’algorithme retourne « Vrai ». L’algorithme est donc correct quand la condition
Φmax(G) ≥ k est respectée.

Supposons maintenant que l’algorithme renvoie « Vrai ». Considérons une branche
acceptante de l’exécution de notre algorithme. On va définir un réseau f ∈ F(n) et prouver
qu’il appartient à F(G). Pour tout j ∈ [n] et tout x ∈ {0, 1}n, on définit fj(x) comme suit.
S’il existe une configuration x′ ∈ Tj telle que

xN0(j) = x′N0(j) et (x′ + b(j))I(j) ≤ (x+ b(j))I(j),

alors fj(x) = 1. Sinon on fixe fj(x) = 0.

Considérons le GIS G′ = (V,A′, σ′) de f et montrons que G = G′. Fixons j ∈
[n] et montrons que pour tout s ∈ {−1, 0, 1}, Ns

G′(j) = Ns
G(j). D’abord, prouvons que

NG′(j) ⊆ NG(j). Prenons i ∈ NG′(j). Il existe donc une configuration x ∈ {0, 1}n telle que
fj(x) = 1 6= 0 = fj(x + ei). Par définition de fj, il doit exister une configuration x′ ∈ Tj
telle que

xN0
G(j) = x′N0

G(j) et (x′ + b(j))I(j) ≤ (x+ b(j))I(j).

Maintenant, si i 6∈ NG(j), on a également

(x+ ei)N0
G(j) = x′N0

G(j) et (x′ + b(j))I(j) ≤ (x+ ei + b(j))I(j).

Donc, fj(x + ei) = 1 = fj(x), ce qui contredit notre définition de x. Donc i ∈ N(j) et
NG′(j) ⊆ NG(j).

On peut voir que grâce aux lignes 20, 21, 22 et 25, 26, 27, on a déjà les résultats suivants.
Si i ∈ N

{−1,0}
G (j) alors i ∈ N

{−1,0}
G′ (j) et si i ∈ N

{0,1}
G (j) alors i ∈ N

{0,1}
G′ (j). Il en résulte

que N0
G(j) ⊆ N0

G′(j). Il ne reste plus qu’à prouver que N−1
G (j) ∩ N0

G′(j) = ∅ et que
N1
G(j)∩ ∈ N0

G′(j) = ∅. Prenons i ∈ N−1
G (j) et supposons par l’absurde que i ∈ N0

G′(j).
Cela veut dire qu’il existe une configuration x ∈ {0, 1}n avec xi = 0 une lettre telle que
0 = fj(x) < fj(x+ ei) = 1. Il existe donc x′ ∈ tj, une configuration telle que

(x+ ei)N0
G(j) = x′N0

G(j) et (x′ + b(j))I(j) ≤ (x+ ei + b(j))I(j).

Comme i ∈ N−1
G (j), on a b(j)

` = σ̃ij = 1. Donc,

(x′ + b(j))I(j) ≤ (x+ ei + b(j))I(j) ≤ (x+ b(j))I(j).
Par conséquent, fj(x) = 1 = fj(x+ ei) ce qui contredit le fait que fj(x) < fj(x+ ei). Donc
i ∈ N−1

G (j), N−1
G (j)∩N0

G′(j) = ∅ et N−1
G′ (j) ⊆ N−1

G (j). On peut prouver que N1
G′(j) ⊆ N1

G(j)
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de manière totalement symétrique.

p0

`1

¯̀1

p1

`2

¯̀2

p2

`3

¯̀3

p3

`4

¯̀4

p4

1 2 3 4

s1 s2 s3 s4 s5

t1 t2 t3 t4 t5

Figure 3.2 – GIS Gψ présenté dans la définition 1. La 3FNC ψ considérée représente la
formule suivante :
(λ1 ∨ λ2 ∨ λ3) ∧ (¬λ1 ∨ λ2 ∨ λ4) ∧ (λ1 ∨ ¬λ2 ∨ ¬λ3) ∧ (¬λ1 ∨ ¬λ2 ∨ λ3) ∧ (λ1 ∨ λ3 ∨ ¬λ4).
La 3FNC ψ a une solution si et seulement si Φmax(Gψ) ≥ 2. Sinon
Φmax(Gψ) = 1. Les arcs noirs avec une pointe en forme de flèche représentent
les arcs positifs et ceux en rouge avec une pointe en forme de « T »
représentent les arcs négatifs.

`3 ¯̀7 `9

ti

−→

`3 ¯̀7 `9

ti

t′i

Figure 3.3 – Transformation que l’on peut effectuer sur le GIS Gψ présenté dans la
figure 3.2 pour réduire son degré entrant maximum. Cette transformation
n’affecte pas les lemmes 5 et 6.

Pour prouver la NP-difficulté du problème 2-MAXFPP, nous allons d’abord définir le
GIS Gψ (illustré dans la figure 3.2). Nous réutiliserons Gψ plus tard pour prouver la
difficulté d’autres problèmes.
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Définition 1 (Gψ). Soit une 3FNC ψ portant sur les n variables λ = {λ1, . . . , λn} et
les m clauses µ = {µ1, . . . , µm}. On définit le GIS Gψ = (V,A, σ) comme suit. D’abord,
V = R∪P ∪L∪L̄∪S∪T avec R = [n], P = {p0, . . . , pn}, L = {`1, . . . , `n}, L̄ = {¯̀1 . . . , ¯̀

n},
S = {s1, . . . , sm} et T = {t1, . . . , tm}. Notons s0 = p0 et sm+1 = pn. On définit l’ensemble
des arcs A comme suit :

A :=
⋃
i∈[n]{(pi−1, `i), (pi−1, ¯̀

i), (`i, pi), (¯̀
i, pi), (i, `i), (i, ¯̀

i)}

∪
⋃

j∈[m]{(tj, sj), (sj, sj−1)} ∪ {(pn, sm)}

∪{(`i, tj) | ∃j ∈ [m] et γ ∈ [3] tels que µj,γ = (λi,>)}
∪{(¯̀

i, tj) | ∃j ∈ [m] et γ ∈ [3] tels que µj,γ = (λi,⊥)}.

Les arcs dans {(sj, tj) | j ∈ [m]} ∪ {(i, `i) | i ∈ [n]} sont négatifs. Tous les autres sont
positifs.

On note Vψ l’ensemble des sommets de Gψ. De plus, on note Ṽψ := Vψ \ [n] avec n le
nombre de variables dans ψ.

Par la suite, on va beaucoup utiliser la construction Gψ en lui ajoutant plusieurs som-
mets et arcs. On définit ci-dessous un ensemble de construction qui diffèrent de Gψ tout
en conservant ses propriétés clés.

Définition 2 (Extension de Gψ). On note Gψ l’ensemble des graphes G = (V,A, σ) tels que
— Gψ = (Vψ, Aψ, σψ) est un sous-graphe de G (i.e. Vψ ⊆ V,Aψ ⊆ A et ∀a ∈ Aψ, σψa =

σa) ;
— Les arcs entrants et sortant des sommets de Ṽψ sont identiques dans G et Gψ (i.e.

Pour tout i ∈ Ṽψ, NG(i) = NGψ(i) et Nout
G (i) = Nout

Gψ
(i)).

Considérons une 3FNC ψ portant sur les variables λ = {λ1, . . . , λn}, G = (V,A, σ) ∈
Gψ et f ∈ F(G).

Pour tout z ∈ {0, 1}|V \Ṽψ |, soient Φz(f) := {x ∈ φ(f) | xV \Ṽψ = z} et φz(f) = |Φz(f)|.
Pour prouver des résultats sur les extensions de Gψ on va utiliser le lemme suivant et
deux de ses corolaires. Ces résultats ont été prouvés par Julio Aracena [5].

Lemme 4 ( [5]). Soit G = (V,A, σ), un GIS, f ∈ F(G) et x, y deux points fixes distincts
de f . Alors, il existe un cycle positif C dans G tel que , pour tout arc (i, j) dans C,
xi + σ̃ij = xj 6= yj = yi + σ̃ij.

Corolaire 1. Supposons que le cycle positif C dans le lemme 4 ait seulement des arcs
positifs. Alors, soit xi < yi pour tout sommet i dans C ou xi > yi pour tout sommet i dans
C.

Corolaire 2. Considérons f ∈ F(G) et {x, y} ⊆ Φ(f). Pour tout ensemble I qui soit un
feedback vertex set de G, on a xI 6= yI .
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Le lemme 5 ci-dessous va nous aider à borner inférieurement Φmax(G) pour les G ∈
Gψ.

Lemme 5. Soit ψ, une 3FNC sur λ = {λ1, . . . , λn}, et G = (V,A, σ) ∈ Gψ. Soit I = V \Ṽψ.
Il existe une fonction fṼψ ∈ FṼψ(G) telle que
— pour tout fI ∈ FI(G),
— pour tout z ∈ {0, 1}V , et b = z[n],
si fI(z) = zI , alors le réseau f (défini en « concaténant » fI et fṼψ) respecte

φzI (f) ≥

2 si vb(ψ) = >,
1 sinon.

Démonstration. On considère les mêmes ensembles P,L, L̄, S, T que dans la définition 1.
Notons Ṽ = Ṽψ = P ∪ L ∪ L̄ ∪ S ∪ T . On va définir fṼ ∈ FṼ (G) comme suit.

— Pour tout i ∈ L ∪ L̄ ∪ S ∪ T , fi est la fonction AND.
— Pour tout i ∈ P , fi est la fonction OR.

Pour tout a ∈ {0, 1}, notons Ja = {i ∈ [n] | bi = a}, La = {`i ∈ L | i ∈ Ja}, L̄a = {¯̀i ∈
L̄ | i ∈ Ja} et Pa = {pi ∈ P | i ∈ Ja}. On définit x et y comme suit.
— xI = yI = zI .
— xṼ = (0)|Ṽ |.
— yT∪L1∪L̄0 = 0 . . . 0.
— yS∪P∪L0∪L̄1 = 1 . . . 1.
Clairement x 6= y. Prouvons maintenant que x est un point fixe de f et que si vb(ψ) = >

alors y aussi. Par définition de Gψ, il n’y a aucun arc (i, j) avec i ∈ Ṽ et j ∈ I. Donc, fI
dépend uniquement des coordonnées dans I. Par conséquent, fI(x) = fI(z) = zI = xI et
même chose pour y. D’abord, pour tout i ∈ L ∪ L̄ ∪ S ∪ T , i a un prédécesseur j dans Ṽ
pour lequel σ̃ji = 0 et fi est la fonction AND. Donc,

fi(x) = xj ∧ · · · = 0 ∧ · · · = 0 = xi.

De plus, fp0(x) = xs1 = 0 = xp0 . Et, pour tout i ∈ [n],

fpi(x) = x`i ∨ x¯̀
i

= 0 ∨ 0 = 0 = xpi .

Donc, la configuration x est bien un point fixe de f . Maintenant, supposons que vb(y) = >
avec b = z[n] = y[n].

— Soit `i ∈ L0. On a f`i(y) = ypi ∧ ¬yi = 1 ∧ ¬0 = 1 = y`i .
— Soit `i ∈ L1. On a f`i(y) = ypi ∧ ¬yi = 1 ∧ ¬1 = 0 = y`i
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— Soit ¯̀
i ∈ L̄0. On a f¯̀

i
(y) = ypi ∧ yi = 1 ∧ 0 = 0 = y¯̀

i
.

— Soit ¯̀
i ∈ L̄1. On a f¯̀

i
(y) = ypi ∧ yi = 1 ∧ 1 = 1 = y¯̀

i
.

— fp0(y) = ys1 = 1 = yp0 .
— Soit pi ∈ P0. On a fpi(y) = y`i ∨ y¯̀

i
= 1 ∨ 0 = 1 = ypi .

— Soit pi ∈ P1. On a fpi(y) = y`i ∨ y¯̀
i

= 0 ∨ 1 = 1 = ypi .
— Soit sj ∈ S. On a fsj(y) = ysj+1 ∧ ¬ytj = 1 ∧ ¬0 = 1 = ysj .
— Soit tj ∈ T . Comme vb(ψ) = >, on sait que la clause µj contient un littéral µj,γ = (λi, ρ)

tel que vb(λi) = ρ. Il y a deux cas.
— Si ρ = ⊥, alors bi = 0, ¯̀

i ∈ L̄0 et (¯̀
i, tj) ∈ A. De plus, ftj(y) = y¯̀

i
∧ · · · =

0 ∧ · · · = 0 = ytj .
— Si ρ = >, alors bi = 1, `i ∈ L1 et (`i, tj) ∈ A. De plus, ftj(y) = y`i ∧ · · · =

0 ∧ · · · = 0 = ytj .

On a donc f(y) = y.

Considérons une 3FNC ψ portant sur les variables λ = {λ1, . . . , λn}, G = (V,A, σ) ∈
Gψ et f ∈ F(G). On considère l’ensemble L = {`1, . . . , `n} de la définition 1. On note εf ∈

{0, 1}n la configuration telle pour tout i ∈ [n], εfi =

0 si f`i est une fonction AND
1 sinon

.

Le lemme 6 ci-dessous va nous aider à borner supérieurement Φmax(G) pour tout GIS
G ∈ Gψ.

Lemme 6. Soit ψ, une 3FNC sur λ = {λ1, . . . , λn}, G = (V,A, σ) ∈ Gψ et f ∈ F(G). Si
z ∈ {0, 1}|V \Ṽψ | et b = z[n] + εf , alors,

φz(f) ≤

2 si vb(ψ) = >,
1 sinon.

.

Démonstration. Premièrement, prouvons que φz(f) ≤ 2. D’après le corolaire 2, toutes les
configurations de Φz(f) diffèrent sur un feedback vertex set de G. Cependant, toutes les
configurations de Φz(f) ne diffèrent que sur les coordonnées dans Ṽ = Ṽψ. Or, comme
G ∈ Gψ, tous les cycles de Vψ passent par p0. Par conséquent, toutes les configurations dans
Φz(f) diffèrent en p0 et φz(f) ≤ 2.

Prouvons maintenant que si φz(f) = 2 alors vb est une solution de ψ. Supposons que
φz(f) = 2. Il existe donc deux configurations x, y ∈ Φz(f) telles que xp0 < yp0 . Comme,
x, y ∈ Φz(f), par définition, xV \Ṽ = yV \Ṽ = z et x et y diffèrent seulement sur Ṽ . On
remarque qu’aucun cycle positif de G ne passe par un sommet de T . En effet, les cycles qui
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passent par T sont négatifs. Donc, d’après le lemme 4 et le corolaire 1, il existe un cycle
positif C avec les deux propriétés suivantes :
— le cycle C contient S ∪ P et `i ou ¯̀

i pour tout i ∈ [n], et
— pour tout j ∈ C, xj < yj (car tous les arcs de C sont positifs).

Parmi tous les cycles correspondant à cette définition, on choisit celui qui maximise le
nombre de coordonnées i telles que `i est dans C (i.e. si x`i < y`i alors `i ∈ C). On remarque
que pour tout j = `i(resp. ¯̀

i) (même quand j 6∈ C), on a xj ≤ yj. En effet, fj ne dépend
que des coordonnées pi et i, on a xpi < ypi , xi = yi et l’arc (pi, j) est positif.
Affirmation 1. Pour tout i ∈ [n], on a `i ∈ C ⇐⇒ bi = 0.

Démonstration. D’abord, supposons que bi = εfi + zi = 1. Dans ce cas :
— si zi = 0, alors εfi = 1, f`i est la fonction OR, x`i = ¬zi ∨ xpi = 1 ∨ 0 = 1 et

par conséquent, x`i < y`i ;
— si zi = 1, alors εfi = 0, f`i est la fonction AND, y`i = ¬zi ∧ ypi = 0 ∧ 1 = 0 et

par conséquent, x`i < y`i .
Par conséquent, si bi = εfi + zi = 1 alors x`i 6< y`i et `i 6∈ C.

Ensuite, supposons que bi = εfi + zi = 0. Dans ce cas :
— si zi = 0, alors εfi = 0, f`i est la fonction AND, x`i = ¬zi ∧ xpi = 1 ∧ 0 =

0 et y`i = ¬zi ∧ ypi = 1 ∧ 1 = 1 et par conséquent x`i < y`i ;
— si zi = 1, alors εfi = 1, f`i est la fonction OR, x`i = ¬zi ∧ xpi = 0 ∨ 0 =

0 et y`i = ¬zi ∨ ypi = 0 ∨ 1 = 1 et par conséquent x`i < y`i .
Finalement, si bi = εf + zi = 0 alors x`i < y`i et `i ∈ C. En effet, on rappelle que si
C peut passer par `i ou ¯̀

i, on considère qu’il passe par `i.

�

On rappelle que l’on note vb : λ→ {⊥,>} la valuation telle que vb(λi) =

⊥ si bi = 0,
> sinon,

pour tout i ∈ [n]. Montrons que pour toute clause µj ∈ µ, on a vb(µj) = >. Tout d’abord,
prouvons que pour tout tj ∈ T , xtj = ytj . On sait que xsj = 0 et que ysj = 1. De plus, on
sait que pour tout voisin entrant ` ∈ L ∪ L̄ de tj , on a x` ≤ y`. Donc, xtj ≤ ytj . Supposons
par l’absurde que xtj < ytj .

Il y a deux cas :
— si fsj est la fonction OR, on a xsj = fsj (x) = ¬xtj ∨xsj+i = 1∨0 = 1 et donc xsj ≥ ysj

ce qui est une contradiction ;
— si fsj est la fonction AND, on a ysj = fsj(y) = ¬ytj ∧ ysj+i = 0 ∧ 1 = 0 et donc

xsj ≥ ysj ce qui est une contradiction.
Donc, on a xtj = ytj . On remarque que tous les voisins entrants de tj sont dans L ∪ L̄

et que tous ses arcs entrants sont positifs. On rappelle que pour tout ` ∈ L ∪ L̄, x` ≤ y`.
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Le sommet tj a donc clairement un voisin entrant ` tel que x` = y`. Ce voisin entrant `
correspond à un littéral µj,γ = (λi, ρ). Il y a deux possibilités :
— si ρ = >, alors ` = `i ∈ L. De plus, comme x`i = y`i , alors `i 6∈ C, vb(λi) = > = ρ et

d’après l’affirmation 1, vb(µj) = > ;
— si ρ = ⊥, alors ` = ¯̀

i ∈ L̄. De plus, comme x¯̀
i

= y¯̀
i
, alors ¯̀

i 6∈ C, `i ∈ C et d’après
l’affirmation 1, vb(λi) = ⊥ = ρ. Donc, vb(µj) = >.

Pour toute clause µj , on a vb(µj) = >. Donc, si φz(f) = 2 alors vb est une solution de ψ.

Remarque 3. On peut transformer Gψ pour que ∆(Gψ) soit inférieur à 2 tout en mainte-
nant les lemmes 5 et 6. En effet, seuls les sommets dans T ont un degré entrant supérieur
à 3. Comme illustré dans la figure 3.3, on peut réduire ce nombre à deux en ajoutant un
sommet intermédiaire. Les démonstrations des lemmes 5 et 6 ne sont quasiment pas affectées
par ce changement.

Lemme 7. k-MaxFPP avec k ≥ 2 est NP-difficile, même restreint aux GIS G tels que
∆(G) ≤ 2.

Démonstration. Prouvons d’abord le cas k = 2. On réduit 3-SAT à notre problème.
Précisément, on va considérer une 3FNC ψ portant sur les variables λ = {λ1, . . . , λn}
et les clauses µ = {µ1, . . . , µm}. On va montrer que ψ a une solution si et seulement si
Φmax(Gψ) ≥ 2.

D’abord, supposons que vb : λ→ {⊥,>} est une solution de ψ. Montrons qu’il existe un
réseau f ∈ F(Gψ) tel que φb(f) ≥ 2. Très clairement, Gψ ∈ Gψ. Soit I = Vψ \ Ṽψ = [n]. On
définit fI ∈ FI(Gψ) comme suit. Pour tout i ∈ [n], fi est la fonction constante bi. Donc,
si on prend z ∈ {0, 1}|V | avec zI = b, on a fI(z) = b = zI . D’après le lemme 5, on a donc
φb(f) ≥ 2 et donc Φmax(Gψ) ≥ φ(f) ≥ φb(f) ≥ 2.

Maintenant, prouvons que si Φmax(Gψ) ≥ 2 alors ψ a une solution vb. Soit un réseau
f ∈ F(G) tel que φ(f) ≥ 2. On remarque que chaque sommet i ∈ [n] de Gψ n’a aucun voisin
entrant. Donc, les fonctions fi avec i ∈ [n] ne peuvent être que constantes. Soit b′ ∈ {0, 1}n

la configuration telle que b′i =

0 si fi est la fonction constante 0
1 si fi est la fonction constante 1

. Clairement, pour tout

z ∈ Φ(f), on a z[n] = b′. Par conséquent, Φ(f) = Φb′(f). De plus, d’après le lemme 6, si
φz(f) ≥ 2 alors vb(ψ) = > avec b = b′ + εf . On a montré que la proposition 3-SAT(ψ) est
vraie si et seulement si Φmax(Gψ) ≥ 2. En outre, grâce au lemme 5, on voit que Φmax(Gψ) = 1
sinon.

Maintenant, supposons que k > 2. Soit k̃ = blog2(k)c (i.e. 2k̃−1 < k ≤ 2k̃). On construit
le graphe G′ qui est le graphe Gψ auquel on ajoute k̃− 1 nouveaux sommets isolés avec une
boucle positive sur chacun d’eux. Donc, Φmax(G′) = 2k̃ si ψ a une solution et 2k̃−1 sinon.
Autrement dit Φmax(G′) ≥ k si et seulement si ψ a une solution.
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3.5 Maximum Fixed Point Problem

Dans cette section, on va s’intéresser au cas où k n’est plus une constante mais un
paramètre du problème. Contrairement aux deux sections précédentes, nous allons voir
qu’ici, restreindre ∆(G) change la complexité du problème.

3.5.1 Avec ∆(G) borné

Dans cette première sous-section, on va étudier MAXFPP restreint à une famille de
GIS dont le degré entrant est borné par une constante. Pour cela, on va introduire plu-
sieurs nouvelles classes de complexité : #P, PP, P#P, PPP, NP#P et NPPP.

La classe #P regroupe les problèmes de comptage des certificats d’un problème de
décision qui est dans la classe NP. Par exemple, le problème de décision #P-complet
canonique est #SAT qui est défini ci-dessous.

#SAT
Entrée: Une 3FNC ψ portant sur les variables {λ1, . . . , λn}.
Sortie: Le nombre de valuations v : {λ1, . . . , λn} → {⊥,>} telles que v(ψ) =
>.

La classe PP regroupe les problèmes de décision décidés par une machine de Turing
probabiliste en temps polynomial avec une probabilité d’erreur inférieure à un demi.
Le problème de décision PP-complet canonique est MAJORITY-SAT(MAJSAT) défini ci-
dessous.

MAJORITY-SAT (MAJSAT)
Entrée: Une 3FNC ψ portant sur les variables {λ1, . . . , λn}.
Sortie: Est-ce que, pour la majorité des valuations v : {λ1, . . . , λn} →
{⊥,>}, on a v(ψ) = > ?
Autrement dit : #SAT(ψ) ≥ 2n/2 ?

Un oracle dans une classe C peut être vu comme une boite noire qui peut répondre à n’im-
porte quel problème de la classe C sans utiliser de ressources. La classe P#P correspond
aux problèmes de décision calculables en temps polynomial par une machine de Turing
déterministe avec un oracle dans #P. La classe PPP se définit de manière identique mais
avec un oracle dans PP cette fois. Les classes NP#P et NPPP sont respectivement similaires
aux classes P#P et PPP mais avec une machine non déterministe.

Proposition 1. On a NP#P = NPPP.
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Démonstration. Il est bien connu que P#P=PPP [116]. Supposons que l’on dispose d’un
algorithme pour résoudre un problème dans NP#P (resp. NPPP). Chaque appel de l’oracle
#P (resp. PP) répond à un problème dans P#P (resp. PPP). On a donc NP#P ⊆ NPPP (resp.
NPPP ⊆ NP#P) et NP#P = NPPP.

Enfin, le problème de décision suivant est connu pour être NPPP-complet [102] (et
donc NP#P-complet d’après la proposition 1).

EXISTENTIAL-MAJORITY-3SAT (E-MAJ3SAT)
Entrée: Une 3FNC ψ sur {λ1, . . . , λn} et un entier s ∈ [n].
Sortie: Existe-t-il une valuation v : {λ1, . . . , λs} → {⊥,>} telle que pour la
majorité des valuations v′ : {λs+1, . . . , λn} → {⊥,>}, on a v ∪ v′(ψ) = > ?

Dans le théorème 8 ci-dessous, on montre que MAXFPP avec ∆(G) ≤ d est NP#P-
complet.

Théorème 8. Quand ∆(G) ≤ d, MaxFPP est NP#P-complet.

Le théorème 8 découle directement du lemme 8 qui affirme que le problème appar-
tient à NP#P et du lemme 9 qui affirme que le problème est NP#P-difficile.

Lemme 8. Quand ∆(G) ≤ d, alors MaxFPP est dans NP#P.

Démonstration. L’algorithme suivant est dans NP#P et il résout MaxFPP restreint aux
graphes de degré entrant borné par une constante d. On suppose qu’en entrée du problème,
on récupère un GIS G et un entier k.

1. On choisit de manière non déterministe les fonctions locales fi ∈ Fi(G) avec i ∈ [n].
On sait qu’il y en a un nombre polynomial en fonction de d.

2. On construit la formule ψ = (f1(x) = x1) ∧ · · · ∧ (fn(x) = xn) sur les variables
x1, . . . , xn. Cette formule est de taille linéaire en fonction de n. En effet, comme noté
dans la section 3.2, fi(x) peut être représentée comme une formule sous forme normale
conjonctive de taille constante. De plus, cette dernière peut être transformée en temps
constant pour qu’elle exprime fi(x) = xi.

3. On calcule le nombre de solutions de ψ à l’aide de l’oracle #P. Ce nombre correspond
à φ(f),

4. On accepte si et seulement si φ(f) ≥ k.

Une des branches de cet algorithme non déterministe accepte si et seulement si Φmax(G) ≥ k.

Le lemme 9 prétend que quand ∆(G) ≤ d, le problème MAXFPP est NP#P-difficile.
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Figure 3.4 – Exemple de réduction de E-Maj3SAT à MaxFPP restreint aux graphes
d’interaction G avec un degré entrant borné. Ici est représenté Gψ,2 avec ψ la
3FNC présentée dans la figure 3.2. Le problème E-Maj3SAT questionne
l’existence de la valuation v : {λ1, λ2} → {⊥,>} telle que la majorité des
valuations v′ : {λ3, λ4} → {⊥,>} satisfassent ψ. Ce problème a une solution
si et seulement si Φmax(Gψ,2) ≥ 3

222.

Lemme 9. Quand ∆(G) ≤ d, MaxFPP est NP#P-difficile.

Lemme 9. Il suffit de prouver que nous pouvons réduire E-Maj3SAT à MaxFPP. Pour
représenter une instance (ψ, s) de E-Maj3SAT, construisons un graphe Gψ,s = (V,A, σ)
(voir dans la figure 3.4) similaire au graphe Gψ. La seule différence entre Gψ et Gψ,s est
que l’on ajoute une boucle positive à chacun des q = n − s sommets de [s + 1, n]. On a
donc Gψ,s ∈ Gψ. Soit λ = {λ1, . . . , λn} et µ = {µ1, . . . , µm}, respectivement les ensembles
de variables et de clauses sur lesquelles repose ψ.
Affirmation 2. Φmax(Gψ,s) = 2n−s + max

v:{λ1,...,λs}→{⊥,>}
α(v) avec

α(v) := |{v′ : {λs+1, . . . , λn} → {⊥,>} | v ∪ v′(ψ) = >}|.

Démonstration. Soit v qui maximise α(v). Prouvons que Φmax(Gψ,s) ≥ 2n−s + α(v).
Soit a ∈ {0, 1}s, le mot tel que pour tout i ∈ [s], v(λi) = > si et seulement si ai = 1.
Soit I = Vψ\Ṽψ = [n]. On définit, fI ∈ FI(Gψ) comme suit. Pour tout i ∈ [s], fi est la
fonction constante ai et pour tout i ∈ [s+ 1, n], fi est la fonction triviale x 7→ xi. On
remarque que pour toute configuration z ∈ {0, 1}|V | telle que z[s] = a on a fI(z) = zI .
D’après le lemme 5, on peut trouver une fonction f ∈ F(G) (qui respecte la définition
de fI déjà donnée) avec la propriété suivante : pour tout b ∈ {0, 1}n, avec b[s] = a,
on a φb(f) ≥ 2 si vb(ψ) = > et φb(f) ≥ 1 sinon. Maintenant, pour chaque valuation
v′ : {λs+1, . . . , λn} → {⊥,>} telle que v ∪ v′(ψ) = > on considère le mot b = aa′

tel que vb corresponde à v ∪ v′. En d’autres termes, pour tout i ∈ [n − s], a′i = 1
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si et seulement si v′(λi+s) = >. On a bien b[s] = a et vb(ψ) = >. Par conséquent,
φb(f) ≥ 2. On a donc vu que pour chaque vecteur b = aa′, φb(f) ≥ 2 si le mot a′
correspond à une valuation v′ telle que v ∪ v′(ψ) = > et que φb(f) ≥ 1 sinon. On a
donc bien Φmax(Gψ,s) ≥ 2n−s + α(v). En outre, cela montre que Φmax(Gψ,s) ≥ 2n−s.

Maintenant, prouvons qu’il existe une valuation v telle que Φmax(Gψ) ≤ 2n−s+α(v).
Soit f ∈ F(G) un réseau tel que φ(f) = Φmax(Gψ,s). On remarque que chaque sommet
i ∈ [s] de Gψ,s n’a aucun voisin entrant. Donc, les fonctions fi avec i ∈ [s] ne peuvent
être que constantes. On note a ∈ {0, 1}s l’unique image de f[s]. De plus, l’unique arc
entrant de chaque sommet i ∈ [s+ 1, n] de Gψ,s est une boucle positive. Les fonctions
fi avec i ∈ [s+ 1, n] sont donc triviales. Remarquons que, pour tout z ∈ Φ(f), on a
z[s] = a. Donc, Φ(f) = ⋃

a′∈{0,1}n−s
Φaa′(f). De plus, d’après le lemme 6, φaa′(f) ≤ 2

avec égalité si et seulement si vb(ψ) = > avec b = aa′ + εf . Le nombre de mots a′
tels que vb(ψ) = > avec b = aa′ + εf correspond à α(v) avec « v = va » (i.e. pour
tout i ∈ [s], v(λi) = > si et seulement si ai = 1). On a donc φ(f) = 2n−s + α(v). En
conclusion, Φmax(Gψ) ≤ 2n−s + α(v).

�

Considérons une valuation v : {λ1, . . . , λs} → {⊥,>} qui maximise α(v). La majorité
des valuations v′ : {λs+1, . . . , λn} respectent v ∪ v′(ψ) = > si et seulement α(v) ≥ 2n−s

2 .
Et cela arrive si et seulement si Φmax(Gψ,s) ≥ 2n−s + α(v) = 3

22n−s. On en conclut que
E-Maj3SAT(ψ, s) est équivalent à MaxFPP(Gψ,s,3

22n−s).

En utilisant la même astuce que dans la remarque 3, on peut transformer Gψ,s pour que
∆(Gψ,s) ≤ 2.

3.5.2 Sans restriction sur ∆(G)

Dans la deuxième partie de cette section, nous étudions MAXFPP sans restriction sur
le degré entrant maximum des GIS.

Théorème 9. MaxFPP en général est NEXPTIME-complet.

Démonstration. Comme souligné dans la section 3.2, le problème est dans NEXPTIME.
Ci-dessous, on va donc seulement prouver sa NEXPTIME-difficulté.
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Figure 3.5 – Un circuit C qui encode une 3FNC ψ, instance d’un problème 3-SAT avec
2m̃ clauses et 2ñ variables.

Pour prouver que le problème est NEXPTIME-difficile, nous allons faire une réduc-
tion depuis Succint-3SAT. Le problème Succint-3SAT est en effet connu pour être
NEXPTIME-difficile (voir le théorème 20.2 de [116]).

Soit C, un circuit qui encode une 3FNC Ψ avec 2ñ variables Λ = {Λ1, . . . ,Λ2ñ} et 2m̃
clauses M = {M1, . . . ,M2m̃}. Pour alléger la notation, pour tout w ∈ {0, 1}ñ, on pourra
écrire Λw pour désigner la variable Λi avec i le nombre encodé dans w. De la même façon, on
parlera de la clause Mu avec u ∈ {0, 1}m̃. On parlera aussi du littéral Mu,γ avec γ ∈ {0, 1}2

qui encode une position entre 1 et 3. Le circuit C (représenté dans la figure 3.5) est défini
pour encoder la 3FNC Ψ comme suit. Étant donné l’entrée suivante,
— dans U = {u1, . . . , um̃}, l’indice u ∈ {0, 1}m̃ d’une clause, et
— dans S = {s1, s2}, la position γ ∈ {0, 1}2 d’un littéral dans la clause Mu,

le circuit C retourne le littéral Mu,γ = (Λw, ρ), avec
— dans W = {w1, . . . , wñ}, l’indice w de la variable Λw, et
— dans {p}, la polarité de ce littéral (0 si ρ = ⊥ et 1 pour sinon).

On note H = {h1, . . . , hη} l’ensemble des éléments du circuit entre ses entrées et sorties.
Le circuit C est acyclique. À part pour ses entrées, chaque élément de C calcule une des
fonctions suivantes :
— une fonction constante (0 ou 1) depuis aucun voisin entrant, ou
— une fonction NOT depuis un voisin entrant, ou
— une fonction AND ou OR depuis deux voisins entrants, ou enfin
— seulement pour les sorties : une fonction identité depuis un voisin entrant.
Depuis C, la réduction consiste à construire le graphe GC représenté dans la figure 3.6.

L’idée est d’encoder le circuit C (qui lui-même encode une 3FNC Ψ) avec de simples
contraintes sous la forme d’une 3FNC ψ. Cette méta-formule ψ portera sur n méta-
variables λ = {λ1, . . . , λn} avec n = m̃+ ñ+ η + 4 et m méta-clauses µ = {µ1, . . . , µm} (à
ne pas confondre avec les clauses M1, . . . ,M2m̃ de la formule Ψ encodés par le circuit C) .
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On va appeler de la même façon les composantes du circuit C et les sommets de l’ensemble
[n− 1] du graphe Gψ. En effet, on note [n− 1] = U ∪ S ∪H ∪W ∪ {p} et on pose n = ν.

u1 u2 . . . um̃ s1 s2 h1 h2 . . . hη w1 w1 . . . wñ p ν

t1 t2

. . . . . . . . . . . .

. . .. . .
λρ ∨ ¬λν¬λν ∨ λρ¬λh1 ∨ λu1 ∨ λu2λh1 ∨ ¬λu2λh1 ∨ ¬λu1λs1 ∨ λs2

λs1λs2 6= 00 λh1 = λu1 ∨ λu2 λρ = λν

Figure 3.6 – Le graphe GC encode l’instance Succint-3SAT C, qui est lui-même un
circuit encodant une formule Ψ (voir dans la figure 3.5). Les flèches en
pointillés rouges et noires (en haut) représentent des arcs nuls. Nous avons
Φmax(G) ≥ 2m̃+1 si et seulement si Ψ a une solution

On va définir les clauses de la formule ψ de sorte que ses solutions (i.e. les mots b ∈ {0, 1}n
tel que vb(ψ) = >) respectent certaines contraintes. Pour donner une intuition, on veut que
les fonctions locales sur les sommets de S,H et W correspondent aux fonctions du circuit
C.

— On ajoute la clause λs1 ∨ λs2 . Ceci nous assure que bS 6= 00. En d’autres termes, bS
encode une position γ valide (i.e. entre 1 et 3).

— Pour chaque hi ∈ H,

— si hi est une fonction constante 0 dans le circuit C alors on ajoute la clause ¬λhi ,
— si hi est une fonction constante 1 dans le circuit C alors on ajoute la clause λhi ,
— si hi est une fonction NOT de hj dans le circuit C alors on ajoute les deux clauses

(λhi ∨ λhj) ∧ (¬λhi ∨ ¬λhj),
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— si hi est une fonction OR de hj et hk dans le circuit C alors on ajoute les trois
clauses

(λhi ∨ ¬λhj) ∧ (λhi ∨ ¬λhk) ∧ (¬λhi ∨ λhj ∨ λhk),

— si hi est une fonction AND de hj et hk dans le circuit C alors on ajoute les trois
clauses

(¬λhi ∨ λhj) ∧ (¬λhi ∨ λhk) ∧ (λhi ∨ ¬λhj ∨ ¬λhk).

On remarque que l’on peut « représenter » une clause à seulement 1 ou deux littéraux
dans une 3FNC en lui faisant contenir plusieurs fois le même littéral. Considérons le
numéro de clause u et la position γ encodée respectivement dans bU et bS. Les clauses
ci-dessus nous assurent que pour chaque sommet hi ∈ H, bhi a la même valeur que la
composante hi du circuit C quand en entrée il reçoit u et γ.

— Pour chaque i ∈ W ∪ {p} qui a comme voisin entrant hj dans le circuit C, on ajoute
les clauses

(λi ∨ ¬λhj) ∧ (¬λi ∨ λhj).

Les composantes W ∪ {p} correspondent aux sorties du circuit. On s’assure avec ces
clauses (et les clauses précédentes) que le numéro de variable w encodé dans bW est
égale à ce que l’on obtient en sortie du circuit quand en entrée il reçoit u et γ. On
s’assure la même chose avec la polarité encodée dans p.

— On ajoute enfin les deux clauses

(λν ∨ ¬λp) ∧ (¬λν ∨ λp).

Ces clauses nous assurent que bp = bν .

La formule ψ est maintenant définie, et donc Gψ aussi.

Pour obtenir GC depuis Gψ, on ajoute deux sommets T = {t1, t2} (sans aucun voisin
entrant). On va aussi ajouter les arcs ci-dessous :
— pour tout ui ∈ U , on ajoute une boucle positive sur ui ;
— pour tout ti ∈ T et j ∈ S ∪ {ν}, on ajoute un arc nul de ti vers j ;
— pour tout ui ∈ U et sj ∈ S, on ajoute un arc nul de ui vers sj ;
— pour tout wi ∈ W , on ajoute un arc nul de wi vers ν ;
— pour tout j ∈ H ∪W ∪{p}, depuis chaque voisin entrant de j dans C vers j, on ajoute

un arc étiqueté
— 1 si j calcule la fonction identité, AND ou OR dans C, et
— −1 si j calcule la fonction NOT dans C.

La construction de GC est terminée. On a donc bien GC ∈ Gψ.

Affirmation 3. Φmax(GC) = α + 2m̃, avec α = maxṽ:Λ→{⊥,>} |{Mj ∈ M | ṽ(Mj) = >}|.
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Démonstration. Dans un premier sens, prouvons que Φmax(GC) ≥ α+m. Considérons
une valuation ṽ : Λ→ {⊥,>} qui satisfait α clauses de Ψ. Prouvons l’existence du
réseau f ∈ F(GC) tel que φ(f) ≥ α +m. Soit I = V \ Vψ. Construisons fI ∈ FI(G)
depuis v comme suit. Tout d’abord, on choisit fT : x 7→ 00. Notons que pour tout
x ∈ {0, 1}|V |, si xT = 00 alors fT (x) = xT . En ce qui concerne fν , on choisit

fν(x) =


xt1 ⊕ xt2 ⊕

⊕
i∈W xi si xT 6= 00

1 si xT = 00 et ṽ(Λw) = > avec w = xW ,
0 sinon.

La première partie de la définition de fν nous assure que tous les arcs depuis N(ν)
vers ν sont effectifs. Les deux dernières parties nous assurent que la fonction fν
encode bien ṽ. En d’autres termes, pour tout x ∈ {0, 1}|V |, si xT = 00 alors fν(x) = 1
si et seulement si ṽ(Λw) = > avec w = xW . On définit en utilisant la même astuce
fS, de manière à avoir la propriété suivante. On considère x ∈ {0, 1}|V | avec xT = 00
et soit u = xU . On veut que si ṽ(Mu) = >, alors fS(x) = γ avec γ une position telle
que Mu,γ = (Λi, ρ) et ṽ(Λi) = ρ. Quand ṽ(Mu) = ⊥, il n’y a pas de telle position γ et
la valeur fS(x) n’importe pas (on peut alors poser fS(x) = 01 par exemple). De plus,
on définit fui : x 7→ xui pour tout i ∈ [m̃] et chaque fonction fj pour j ∈ H∪W ∪{p}
calcule la même fonction que dans le circuit C.

D’après le lemme 6, on peut compléter la fonction f en gagnant la propriété
suivante. Pour tout mot z ∈ {0, 1}|V | tel que fI(z) = zI et b = z[n], alors φzI (f) ≥2 si vb(ψ) = >

1 sinon
. Soit u ∈ {0, 1}m̃. On remarque que tous les cycles de GC passant

par l’ensemble de sommets de I sont des boucles sur les sommets de U et que
f̃U(u) = u. Donc, il existe un mot x ∈ {0, 1}I avec xU = u et tel que, pour tout
z ∈ {0, 1}|V | avec zI = x, on a fI(z) = zI . Il y a deux cas. Si ṽ(Mu) = ⊥ alors on
peut juste dire que φx(f) ≥ 1. Si ṽ(Mu) = > on peut montrer que φx(f) ≥ 2. En
effet, prenons b = z[n]. On voit qu’étant donné la façon dont on a défini f , chaque
clause de µ est respectée. En effet :
— la valeur de bS est une position γ valide ;
— chaque valeur bj avec j ∈ H ∪W ∪ {p} est calculé exactement comme dans C ;
— enfin, posons γ = bS, w = bW et ρ encodé dans bp. Par définition de γ, on a

Mu,γ = (ΛW , ρ) et ṽ(ΛW ) = ρ. De ce fait on a bien bp = bν .
Donc, vb(ψ) = > et on a bien φx(f) ≥ 2.

On peut en conclure que f a deux (resp. un) points fixes pour chaque mot
u ∈ {0, 1}m̃ tel que la clause ṽ(Mu) = > (resp. ⊥). Par conséquent, Φmax(G) ≥
φ(f) ≥ α + 2m̃.

Dans l’autre sens, considérons un réseau f ∈ F(GC) tel que φ(f) = Φmax(GC).
Montrons que φ(f) ≤ α+ 2m̃. Construisons ṽ : Λ→ {⊥,>} qui satisfait α clauses
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de ψ. D’après le lemme 6, pour tout x ∈ {0, 1}I et b = x[n] + εf . On a φx(f) ≤2 si vb(ψ) = >
1 sinon

. Remarquons que la fonction fν ne dépend que de T et W . De

plus, fT est une fonction constante qui a une unique image y ∈ {0, 1}2. Donc, tout
point fixe z ∈ φ(f) respecte l’égalité zT = y. Par conséquent, si deux points fixes
z, z′ ∈ φ(f) sont identiques sur W alors on a zν = z′ν = fν(z). Si on se concentre sur
les points fixes, on peut donc interpréter la fonction locale fν comme une fonction
de valuation. En effet, elle prend l’indice w ∈ {0, 1}|W | (d’une variable Λw) encodé
dans zW et sort une valeur booléenne qui correspond à une valeur logique ⊥ ou >.
Plus formellement, construisons ṽ : Λ→ {⊥,>} depuis fν comme suit. Considérons
w ∈ {0, 1}ñ. Soit w′ = w + εfW , a′ = f̃ν(w′y) et a = εfν . On pose ṽ(λw) = a. Soit
u ∈ {0, 1}|U | et u′ = u + εfU . Remarquons que tous les cycles de GC passant par
les sommets I sont des boucles positives sur les sommets dans U . Donc, l’ensemble
des configurations z ∈ {0, 1}|V | telles que zU = u′ sont identiques sur toutes les
coordonnées de I. Notons x = zI , b′ = x[n] et b = b′ + εf . On va montrer que si
φx(f) ≥ 2 alors ṽ(Λu) = >. Supposons que φx(f) ≥ 2. On peut poser γ = bS,
w = bW , ρ la valeur encodée xp et, bien sûr, on a u = bU . Comme φx(f) ≥ 2, toutes
les clauses de µ sont respectées. Et donc Mu,γ = (Λw, ρ) et bp = bν . Par définition de
ṽ, cela veut dire que ṽ(λw) = ρ et donc que ṽ(Mu) = >.

Donc, pour chaque clause Mu telle que ṽ(Mu) = >, f a au plus deux points fixes.
Pour les autres, il en a au plus un. Donc, Φmax(GC) = φ(f) ≤ α + 2m̃.

�

Finalement on a Φmax(GC) = α + 2m̃. En posant k = 2m̃+1, on a Φmax(GC) ≥ k si et
seulement si Ψ a une solution. Ceci conclut notre réduction. Le problème est donc bien
NEXPTIME-difficile et NEXPTIME-complet.

3.6 Minimum Fixed Point Problem

Dans cette section, nous allons étudier les problèmes liés au nombre minimum de
points fixes. La classe NPNP (souvent notée

∑P
2 ) correspond aux problèmes calculables

par une machine de Turing non déterministe avec un oracle dans NP. Le problème de dé-
cision suivant est complet pour la classe NPNP (voir le théorème 17.10 du Livre [116]).

QUANTIFIED SATISFIABILITY avec 2 alternances de quantifiers ( QSAT2)
Entrée: Une 3FNC ψ sur {λ1, . . . , λn} et un entier s ∈ [n].
Sortie: ∃v : {λ1, . . . , λs} → {⊥,>}, ∀v′ : {λs+1, . . . , λn} → {⊥,>}, v ∪
v′(ψ) = > ?
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Théorème 10. Les problèmes MinFPP et k-MinFPP pour tout k ≥ 1 sont NEXPTIME-
complet. Quand on se restreint aux graphes dont le degré est borné par une constante,
k-MinFPP devient NPNP-complet pour tout k ≥ 1 et MinFPP devient NP#P-complet.

Le théorème 10 est une conséquence directe des lemmes 10, 13 et 14.

Le lemme 10 ci-dessous prouve que les inclusions données dans le théorème 10 sont
vraies.

Lemme 10. Le problème MinFPP est dans NEXPTIME. Quand on se restreint aux graphes
dont le degré est borné par une constante, k-MinFPP est dans NPNP pour tout k ≥ 1 et
MinFPP est dans NP#P.

Démonstration. On a déjà expliqué dans la section 3.2 pourquoi le problème MinFPP
(comme tous les problèmes de ce chapitre) était dans NEXPTIME.

On va donc considérer que le degré est borné.

Pour résoudre le problème k-MinFPP avec k ≥ 1, on peut exécuter l’algorithme suivant.

— On devine la fonction f ∈ F(G) (il en existe un nombre linéaire).

— On crée la formule ψ qui correspond à f(x) = x (i.e. f1(x) = x1 ∧ . . . fn(x) = xn).

— On pose à l’oracle le problème « est-ce que ψ a plus de k solutions ? ». C’est bien
un problème dans NP car si la réponse est oui alors l’oracle peut le justifier avec un
certificat polynomial : les k solutions.

— Si la réponse est oui alors φ(f) ≥ k et on répond non. Dans le cas contraire φ(f) < k
et on répond oui.

On accepte si une branche répond oui. Le problème est bien dans NPNP.

L’algorithme pour MinFPP est quasiment identique à celui de MaxFPP.

— On devine la fonction f ∈ F(G) (il en existe un nombre linéaire).

— On crée la formule ψ qui correspond à f(x) = x (i.e. f1(x) = x1 ∧ . . . fn(x) = xn).

— On pose à l’oracle #P le problème « combien ψ a de solutions ? ».

— La réponse nous donne φ(f) et il suffit de répondre oui si et seulement si φ(f) < k.

On accepte si une branche répond oui. Le problème est bien dans NP#P.
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Figure 3.7 – GIS G−ψ présenté dans la définition 3. La 3FNC ψ considérée représente la
formule suivante :
(λ1 ∨ λ2 ∨ λ3) ∧ (¬λ1 ∨ λ2 ∨ λ4) ∧ (λ1 ∨ ¬λ2 ∨ ¬λ3) ∧ (¬λ1 ∨ ¬λ2 ∨ λ3) ∧ (λ1 ∨ λ3 ∨ ¬λ4).
La 3FNC ψ a une solution si et seulement si Φmin(Gψ) ≤ 0. Sinon
Φmin(Gψ) = 1.

Pour prouver la difficulté des problèmes qui nous intéressent dans cette section, nous
allons d’abord définir le GIS G−ψ (illustré dans la figure 3.7).

Définition 3 (G−ψ et G−ψ ). On définit G−ψ = (V ′, A′, σ′) exactement comme Gψ mais avec
σ′s1,p0 = −1. On définit G−ψ comme on a défini Gψ mais en remplaçant Gψ par G−ψ .

Pour prouver la difficulté des problèmes qui nous intéressent dans cette section, on va
introduire 2 lemmes. Le lemme 11 ci-dessous est l’équivalent du lemme 5 mais avec G−ψ
en lieu et place de Gψ.

Lemme 11. Soit ψ, une 3FNC sur λ = {λ1, . . . , λn}, G = (V,A, σ) ∈ G−ψ , et I = V \ Ṽψ.
Il existe une fonction fṼψ ∈ FṼψ(G) telle que pour tout fI ∈ FI(G), pour tout z ∈ {0, 1}V et
pour b = z[n], si fI(z) = zI , alors le réseau f (défini en « concaténant » fI et fṼψ) respecte

φzI (f) ≤

0 si vb(ψ) = >
1 sinon

.

Démonstration. Soit Ṽ = Ṽψ. On va définir les fonctions locales fi avec i ∈ Ṽ de la même
façon que dans le lemme 5. En d’autres termes, pour tout i ∈ L ∪ L̄ ∪ S ∪ T , fi est la
fonction AND et pour tout i ∈ P , fi est la fonction OR.

Notons que contrairement au lemme 5, l’arc (s1, p0) est ici négatif. La seule fonction
fp0 ∈ Fp0(G) possible est donc fp0 : x 7→ ¬xs1 .
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Montrons tout d’abord que φzI (f) ≤ 1. On remarque que tous les cycles de G dans Ṽ
passent par p0. D’après le corolaire 2, si φzI (f) ≥ 2, alors il existe deux configurations
x, y ∈ Φzi(f) telles que 0 = xp0 < yp0 = 1.

Montrons qu’une telle configuration x (i.e. telle que xp0 = 0) ne peut pas être un point
fixe. Supposons par l’absurde qu’il existe bien x ∈ ΦzI (f) avec xp0 = 0. On peut montrer
par récurrence que pour tout i ∈ [0, n], xpi = 0. En effet, c’est vrai pour i = 0. Supposons
ensuite que ce soit vrai pour i− 1 ∈ [0, n− 1]. On a x`i = x¯̀

i
= xpi−1 ∧ · · · = 0 ∧ · · · = 0 et

xpi = x`i ∨ x¯̀
i

= 0 ∨ 0 = 0. L’hypothèse de récurrence est donc vraie pour tout i ∈ [n] et
donc, en particulier, xpn = 0. De la même façon, on peut prouver par récurrence descendante
que pour tout j ∈ [m + 1], xsj = 0. On rappelle que l’on note sm+1 = xpn . C’est donc
vrai pour j = m + 1. Supposons maintenant que c’est vrai pour j + 1 ∈ [2,m + 1]. On
a xsj = xsj+1 ∧ ¬xtj = 0 ∧ ¬xtj = 0. L’hypothèse de récurrence est donc vraie pour tout
j ∈ [m + 1] et donc, en particulier, xs1 = 0. Mais on a fp0(x) = ¬xs1 = 1 6= 0 = xp0 . La
configuration x n’est donc pas un point fixe, ce qui est une contradiction. Donc, φzI (f) ≤ 1.

Maintenant, montrons que si vb(ψ) = > alors φzI (f) = 0. Supposons que vb(ψ) = >. On
a déjà vu qu’il n’existe pas x ∈ ΦzI (f) avec xp0 = 0. Supposons par l’absurde qu’il existe
y ∈ ΦzI (f) avec yp0 = 1. On peut prouver par récurrence, que pour tout i ∈ [0, n], ypi = 1.
C’est vrai pour i = 0. Supposons que c’est vrai pour i− 1 ∈ [0, n− 1]. Il y a deux cas. Si
yi = 0 alors on a y`i = ypi−1∧¬bi = 1∧1 = 1. Si yi = 1 alors on a y¯̀

i
= ypi−1∧bi = 1∧1 = 1.

Dans les deux cas, on a ypi = y`i ∨ y¯̀
i

= 1. L’hypothèse de récurrence est donc vraie pour
tout i ∈ [n] et donc, en particulier, ypn = 1. En outre, on remarque que pour tout i ∈ [n],
y`i = 0 si et seulement si bi = 1. De plus, y¯̀

i
= 0 si et seulement si bi = 0. On peut montrer

que pour tout j ∈ [m], ytj = 0. En effet, on a supposé que vb(ψ) = >. Donc, pour toute
clause µj, il existe un littéral µj,γ = (λi, ρ) tel que vb(λi) = ρ. Il y a deux cas :

— si ρ = > alors bi = 1 et y`i = 0. De plus, (`i, tj) ∈ A. On a donc ytj = y`i ∧ · · · =
0 ∧ · · · = 0 ;

— si ρ = ⊥ alors bi = 0 et y¯̀
i

= 0. De plus, (¯̀
i, tj) ∈ A. On a donc ytj = y¯̀

i
∧ · · · =

0 ∧ · · · = 0.

Donc, on a bien ytj = 0 pour tout j ∈ [m]. Pour finir, on peut montrer par récurrence que
pour tout j ∈ [m + 1], on a ysj = 1. C’est vrai pour j = m + 1. Maintenant, supposons
que c’est vrai pour j + 1 ∈ [2,m+ 1]. On a ysj = ¬ytj ∧ ysj+1 = ¬0 ∧ 1 = 1. L’hypothèse
de récurrence est donc vraie pour tout j ∈ [m + 1] et donc, en particulier, ys1 = 1. Mais
fp0(y) = ¬ys1 = 1 6= 0 = yp0 . Donc, y n’est pas un point fixe, et φzI (f) = 0.

Le lemme 12 ci-dessous est l’équivalent du lemme 6 mais avec G−ψ à la place de Gψ.

Lemme 12. Soit ψ, une 3FNC sur λ = {λ1, . . . , λn}, G = (V,A, σ) ∈ Gψ et f ∈ F(G).
Soit z ∈ {0, 1}|V \Ṽψ | et b = z[n] + εf . Si vb(ψ) = ⊥, alors φz(f) ≥ 1 .
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Démonstration. Soit Ṽ = Ṽψ. On va supposer que φz(f) = 0 et on va montrer que cela
implique que vb(ψ) = >. On définit x et y ∈ {0, 1}|V | comme suit :
— xV \Ṽ = yV \Ṽ = z ;
— xp0 < yp0 ;
— xṼ \{p0} = fṼ \{p0}(x) et yṼ \{p0} = fṼ \{p0}(y).

On remarque que sans p0, le graphe G serait acyclique sur Ṽ . Donc, il y a seulement un couple
x, y qui correspond à cette définition. Pour ∗ ∈ {<,>,≤,≥,=}, soit I∗ = {i ∈ V | xi ∗ yi}.
On peut voir que pour tout υ, si N(υ) ⊆ I≤ et que pour tout υ′ ∈ N(υ), on a συ′,υ = 1
alors υ ∈ I≤. En utilisant cette propriété on peut facilement prouver par récurrence que
P ∪ L ∪ L̄ ⊆ I≤ et donc que T ⊆ I≤.

Maintenant, on sait que fp0(x) 6= xp0 et fp0(y) 6= yp0 sinon x ou y appartient à Φz(f)
et φz(f) 6= 0. Par conséquent 0 = xp0 6= fp0(x) = ¬xs1 et donc xs1 = 0. De plus,
1 = yp0 6= fp0(y) = ¬ys1 et donc ys1 = 1. Cela veut dire que s1 ∈ I<.

On peut maintenant prouver par récurrence que pour tout j ∈ [m+ 1], sj ∈ I<. D’abord,
c’est vrai pour j = 1. Ensuite, supposons que c’est vrai pour j− 1 ∈ [m]. D’abord, prouvons
que tj−1 ∈ I=. On sait déjà que tj−1 ∈ I≤. Supposons par l’absurde que tj−1 ∈ I<. Il y a
deux cas :
— si fsj−1 est la fonction OR alors xsj−1 = ¬xtj−1 ∨ xsj = 1 ∨ · · · = 1 ;
— si fsj−1 est la fonction AND alors ysj−1 = ¬ytj−1 ∧ ysj = 0 ∧ · · · = 0.

Dans les deux cas, sj−1 6∈ I<, ce qui contredit l’hypothèse de récurrence. Donc, tj−1 ∈ I=.
Rappelons que N(sj−1) = {tj−1, sj}, que sj−1 ∈ I< et que l’arc (sj, sj−1) est positif. On a
donc clairement, sj ∈ I< et par récurrence S ⊆ I<. En outre, on a prouvé que T ⊆ I=.

Avec un raisonnement similaire, on peut prouver par récurrence descendante que pour
tout i ∈ [n], `i ∈ I< ou ¯̀

i ∈ I< et pi ∈ I<. Il y a donc un cycle C négatif qui contient P ,
S, et pour tout i ∈ [n], `i ou ¯̀

i. De plus, on peut prendre le cycle C tel que pour tout
c ∈ C, c appartient à I<. On va considérer que si C peut contenir `i ou ¯̀

i au choix, alors il
contient `i. Maintenant, avec exactement la même démonstration que dans l’Affirmation 1,
on prouve que pour tout i ∈ [n], on a `i ∈ C ⇐⇒ bi = 0. On sait que pour tout j ∈ [m],
tj ∈ I=. On rappelle que tous les arcs entrants de tj sont positifs et que L ∪ L̄ ⊆ I≤. Donc,
clairement il existe un sommet ` = `i ou ` = ¯̀

i tel que ` ∈ N(tj) et ` ∈ I=. Comme ` ∈ I=,
on sait que ` 6∈ C. Ce voisin entrant ` correspond à un littéral µj,γ = (λi, ρ). Il y a deux
possibilités.
— Si ρ = >, alors ` = `i ∈ L. De plus, `i 6∈ C car ` ∈ I=. Donc, vb(λi) = > = ρ et

vb(µj) = >.
— Si ρ = ⊥, alors ` = ¯̀

i ∈ L̄. De plus, ¯̀
i 6∈ C car ¯̀

i ∈ I<, et donc `i ∈ C. Donc,
vb(λi) = ⊥ = ρ et vb(µj) = >.

Pour toute clause, µj , on a vb(µj) = >. Donc, si φz(f) = 0 alors vb est une solution de ψ.
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Lemme 13. Si ∆(G) ≤ d, k-MinFPP est NPNP-difficile pour tout k ≥ 1 et MinFPP est
NP#P-difficile.

Démonstration. On définit le graphe G−ψ,s = (V,A, σ) qui est similaire au graphe Gψ,s mais
avec σs1,p0 = −1. Clairement, G−ψ,s ∈ G−ψ . On remarque que l’on peut utiliser la même astuce
que dans la remarque 3 appliquée au graphe G−ψ,s pour limiter ∆(G−ψ,s) à 2. On peut utiliser
le même raisonnement que dans le lemme 9, en utilisant les lemmes 11 et 12 à la place des
lemmes 5 et 6. En faisant cela, on conclut que

Φmin(G−ψ,s) = min
v:{λ1,...,λs}→{⊥,>}

2n−s − α(v),

avec α(v) = |{v′ : {λs+1, . . . , λn} → {⊥,>} | v ∪ v′(ψ) = >}|.

Maintenant posons k = 2n/2. On voit que le résultat de E-Maj3SAT(ψ, s) est équivalent
au résultat de MinFPP(G−ψ,s, k) . Donc, MinFPP est NP#P-difficile.

On voit aussi que Φmin(G−ψ,s) = 0 correspond au cas où il existe une valuation v :
{λ1, . . . , λs} → {⊥,>} telle que pour tout v′ : {λs+1, . . . , λn} → {⊥,>}, on a v∪v′(ψ) = >.
On voit donc que QSAT2(ψ, s) est équivalent à 1-MinFPP(ψ). Donc, 1-MinFPP est
NPNP-difficile.

Pour k ≥ 2, on peut prendre k̃ = dlog2(k)e. On a donc k ≤ 2k̃. Soit G′ qui correspond à
G auquel on ajoute k̃ sommets isolés avec une boucle positive sur chacun d’eux. Clairement
Φmin(G′) = 0 si QSAT2(ψ, s) et Φmin(G′) ≥ 2k̃ ≥ k sinon. Autrement dit k-MinFPP(G′)
équivaut à QSAT2(ψ, s). En conclusion, pour tout k ≥ 1, k-MinFPP est NPNP-difficile.

Lemme 14. MinFPP en général est NEXPTIME-difficile.

Démonstration. On considère un circuit C similaire à celui décrit dans le théorème 9. On
définit le graphe G−C = (V,A, σ) qui est similaire au graphe GC mais avec σs1,p0 = −1. On
peut utiliser le même raisonnement que dans le lemme 9, en utilisant les lemmes 11 et 12 à
la place des lemmes 5 et 6. En faisant cela, on conclut que Φmin(G−C) = 0 si et seulement
si la formule ψ décrite par le circuit C a une solution. Autrement dit 1-MinFPP(G−C) est
équivalent à Succint-3SAT(C). Donc, le problème 1-MinFPP est NEXPTIME-difficile.
D’une manière générale, pour tout k ≥ 1, 1-MinFPP est NEXPTIME-difficile. En effet, il
suffit d’utiliser l’astuce qui consiste à ajouter des sommets isolés avec une boucle positive
sur chacun d’eux. À plus forte raison, MinFPP est NEXPTIME-difficile.

64



3.7 Conclusion et perspectives

3.7 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, on a étudié la complexité algorithmique de plusieurs problèmes de
décision qui paraissent plutôt naturels. À l’exception du problème 1-MAXFPP, on connait
exactement la classe de complexité de chacun de ces problèmes. On a d’ailleurs rencontré
des classes de complexité diversifiées, dont certaines sur lesquelles la littérature est plutôt
réduite.

Bien qu’il s’agisse de problèmes naturels, ils n’avaient jamais été étudiés avant. En
effet, la plupart des travaux sur la complexité des réseaux d’automates booléens sont
de la forme suivante. Étant donné un réseau f , on veut savoir s’il respecte une certaine
propriété dynamique P . Ici, on considère plutôt un graphe d’interaction G et on veut
savoir si au moins un réseau f ∈ F(G) respecte la propriété P . Dans certains cas, ce
nouveau problème est beaucoup plus facile. Par exemple, le problème de savoir si un
RAB (codé en forme normale conjonctive par exemple) a un point fixe est NP-complet
en général [97] alors que l’on a montré que trouver un réseau dans F(G) est un problème
polynomial. À l’inverse, vérifier qu’un réseau f n’a aucun point fixe est un problème dans
coNP alors que même si G a un degré borné, vérifier qu’il existe un réseau f ∈ F(G) sans
point fixe est déjà dans NPNP.

Il reste beaucoup de travail à réaliser sur ce thème. D’abord, on a prouvé que 1-
MAXFPP est équivalent au problème de trouver un cycle pair dans un digraphe. On
sait que ce problème est dans P [105, 135] mais à notre connaissance aucun travail n’a
été fait pour montrer sa C-difficulté pour une quelconque classe C. Trouver des bornes
inférieures serait intéressant, car le problème est équivalent à de nombreux autres pro-
blèmes de théorie des graphes dont le résumé de l’article [135] donne déjà une liste
importante.

De plus, on pourrait étudier l’effet d’autres restrictions sur des graphes. Par exemple,
que se passe-t-il quand on se restreint aux graphes d’interaction composés uniquement
d’arcs positifs ? C’est un problème intéressant, car les réseaux admis par ces digraphes
sont des réseaux monotones qui, depuis les travaux de Tarski [146], ont été très étu-
diés [4,8,15,84,85,86,107,134]. On pense que l’on pourrait adapter notre construction
pour qu’elle fonctionne avec cette contrainte supplémentaire. Nous pensons que dans ce
cas-là, il existe un entier k0 tel que le problème k-MAXFPP est dans P pour tout k ≤ k0 et
dans NP sinon.

Comme dans le prochain chapitre, on pourrait étudier les graphes non signés par
exemple, ou sur des alphabets non booléens (comme dans le prochain chapitre). Autre
possibilité : on pourrait s’autoriser à « ignorer » certains arcs du graphe d’interaction.
Ceci pourrait changer énormément la difficulté du problème (a priori, en les rendant plus
facile). Ce problème se rapprocherait alors plus des problèmes de network coding et de
théorie de l’information [69,101].
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Finalement, la famille des problèmes similaires à celui introduit dans ce chapitre (où
on fixe G et une propriété P ) est quasiment illimitée car il y a énormément de propriétés
dynamiques intéressantes. Les autres propriétés dynamiques qui viennent à l’esprit quand
on parle de réseaux d’automates sont surement la taille et le nombre de cycles limites
et la taille des trajectoires transitoires. On pourrait aussi se pencher sur des propriétés
sur le bassin d’attraction, des résultats de complexité là-dessus étant déjà connus sur les
réseaux booléens à seuil [59].
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Chapitre 4 Expansivité

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on introduit le concept de réseaux d’automates expansifs. De ma-
nière intuitive, on dit qu’un réseau d’automates est expansif si on a la propriété suivante :
on peut déterminer sa configuration initiale simplement en observant l’évolution d’une
de ses composantes pendant un temps fini. Plus formellement, f ∈ F(n, q) est expansif
s’il satisfait les deux conditions équivalentes suivantes :

1. Pour toute coordonnée i ∈ [n], il existe un entier s tel que la trace ρ(s)
i : An → As

définie par ρ(s)(x) := (fi(x), f 2
i (x), . . . , f si (x)) est injective 1.

2. Pour toute coordonnée i ∈ [n] et pour toute paire de configurations {x, y} ⊆ An, il
existe un entier t ≥ 1 tel que f ti (x) 6= f ti (y).

Nous sommes surtout intéressés par des résultats généraux sur les réseaux d’auto-
mates, sans aucune application particulière à l’esprit. Néanmoins, les réseaux d’auto-
mates sont polyvalents et peuvent être vus et utilisés de différentes manières. Ainsi, le
concept de réseaux d’automates expansifs introduit ici est significatif dans plusieurs do-
maines.

Système dynamique. Le mot « expansif » est classiquement utilisé en théorie des sys-
tèmes dynamiques et correspond à une forte imprévisibilité topologique [88]. Dans le cas
des automates cellulaires [98], cette notion topologique a une interprétation concrète en
termes de traces : l’orbite d’un système peut être déduite de sa trace temporelle sur une
région spatiale limitée (il existe une notion similaire en dynamique symbolique [23]).
La définition ci-dessus suit la même idée et il y a en fait une correspondance précise
entre l’expansivité des automates cellulaires et celle des réseaux d’automates (voir la
section 4.9).

Calcul distribué. Un réseau d’automate expansif peut être vu comme un protocole qui
résout le problème de donner la configuration globale du réseau à chacune de ses com-
posantes. En outre si la constante s dans la première partie de la définition ci-dessus
est optimale (i.e. égale à n), alors le réseau a une autre propriété algorithmique intéres-
sante : il existe une bijection entre les configurations initiales du réseau (x ∈ An) et les n
premiers états d’un de ses automates (fi(x), . . . , fni (x)). De tels réseaux expansifs existent
comme on va le montrer.

Outil de modélisation et sciences expérimentales. Avec ce point de vue général à l’esprit,
on peut s’intéresser à la prédiction d’un système à partir d’observations partielles. En
particulier, certaines composantes peuvent être difficiles ou impossibles à observer. Les
réseaux d’automates expansifs correspondent à un cas favorable où observer n’importe
quelle composante un certain temps est suffisant. Il peut aussi être intéressant de généra-
liser le type d’observations faites sur le système. C’est ce que l’on fait dans la section 4.7
où on présente une plus forte forme d’expansivité.

1. La fonction f i est la composition de i fois la fonction f et ne doit pas être confondue avec l’instruction
f (i). En outre, fs

i (x) est juste une manière concise d’écrire (fs(x))i.
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Tableaux orthogonaux et codes parfaits Dans un réseau expansif, l’orbite d’une confi-
guration contient beaucoup d’informations redondantes car connaitre s états consécutifs
de n’importe quelle composante suffit à reconstruire l’orbite complète. En poussant l’idée
plus loin, on obtient une forme plus forte d’expansivité dans la section 4.7. Cette forme
donne des tableaux orthogonaux d’indice 1 ou de manière équivalente des codes parfaits
(voir [79,103]). Plus précisément l’ensemble des orbites d’une certaine taille forment un
code, et, dans le cas linéaire, cela peut être représenté de manière compacte en donnant
la fonction f qui définit le réseau.

Présentons maintenant le plan de ce chapitre. D’abord, dans la section 4.3, on étu-
die les graphes d’interaction qui admettent des réseaux d’automates expansifs. Le théo-
rème 13 affirme que ce sont exactement les digraphes fortement connexes et couvrables
(i.e. tels qu’il existe un ensemble de cycles disjoints qui contiennent tous les sommets
du graphe). Le corolaire 5 montre que, pour un tel digraphe G, presque tous les ré-
seaux linéaires de F(G, q) sont expansifs avec q la cardinalité d’un corps fini suffisamment
large.

Ensuite, dans la section 4.4, on présente deux classes de graphes d’interaction qui
admettent toujours un réseau expansif pour tout alphabet. La première est la famille des
cycles bouclés (voir la proposition 4) et la seconde est la famille des cycles de cycles (voir
la proposition 5).

À l’inverse, dans la section 4.5, on se concentre sur des graphes d’interaction qui
n’admettent aucun réseau expansif pour un alphabet donné. Le théorème 15 montre
que, pour tout alphabet de taille q, il existe un graphe d’interaction G fortement connexe
et couvrable tel que F(G, q) ne contient aucun réseau expansif. On présente également
un graphe qui admet un réseau expansif pour tout alphabet mais pas d’expansif linéaire
pour une infinité de tailles d’alphabets (voir la proposition 6).

Dans la section 4.6, on s’intéresse au temps d’expansivité t(f) d’un réseau expansif f . Il
s’agit du nombre maximum d’étapes de temps nécessaires pour calculer n’importe quelle
configuration initiale depuis chaque coordonnée. C’est également la plus petite valeur de
s de la définition d’expansivité donnée plus tôt. On prouve que le temps d’expansivité de
f ∈ F(n, q) peut varier entre n et presque qn (voir le théorème 17). On prouve aussi que
le temps minimum n est obtenu par un réseau linéaire quand q est une puissance d’un
nombre premier.

De plus, dans la section 4.7, on considère une notion plus forte d’expansivité. On
veut pouvoir retrouver la configuration initiale à partir de n’importe quelle observation
suffisamment grande du système (pas forcément sur une seule coordonnée). Nous mon-
trons qu’un réseau d’automates avec cette propriété donne des codes parfaits (voir la
proposition 9). De plus, on prouve qu’il existe un tel réseau si et seulement si le graphe
d’interaction est complet (voir le théorème 18), mais qu’il requiert un alphabet de taille
quadratique par rapport à la taille du graphe (voir le corolaire 7).
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Enfin, dans la section 4.8, on étudie le nombre moyen de différences entre deux
orbites. On appelle ce nombre la fréquence d’expansivité. On montre que ce nombre
peut être arbitrairement proche de 1 (voir le théorème 19). La section 4.6 contient une
construction qui montre qu’elle peut également être arbitrairement proche de 0.

En conclusion, dans la section 4.9, on discute de la relation entre notre définition d’ex-
pansivité pour les réseaux d’automates, et celle donnée pour les automates cellulaires.

Les résultats présentés dans ce chapitre ont fait l’objet d’un papier qui est en cour de
relecture en conférence [26].

4.2 Définitions et résultats préliminaires

Nous rappelons dans les sous-sections 4.2.1 et 4.2.1 quelques résultats classiques d’al-
gèbre [99] et présentons les notations que nous allons utiliser par la suite. Nous présen-
tons des résultats moins classiques dans la sous-section 4.3, et des résultats préliminaires
dans les sous-sections 4.2.3 et 4.2.4.

4.2.1 Groupes et corps finis

Un groupe G est composé d’un ensemble E et d’une loi de composition ◦. La loi de
composition ◦ est une application de E2 dans E. L’image de (a, b) ∈ E2 par ◦ se note
a◦ b. De plus, la loi◦ respecte trois propriétés :

— elle est associative : pour tout a, b, c ∈ E, (a◦ b)◦ c = a◦ (b◦ c) ;

— elle possède un élément neutre : il existe un élément e ∈ E tel que, pour tout a ∈ E,
a◦ e = e◦ a = a ;

— elle est symétrique : pour tout a ∈ E, il existe b ∈ E tel que a◦ b = b◦ a = e.

Dans ce chapitre, on ne va travailler qu’avec des groupes finis. Plus précisément, l’en-
semble E de définition de nos groupes sera souvent alphabet A = [0, q[.

Un morphisme entre un groupe G = (E,◦) et un autre groupe G ′ = (E ′,�) est une
application m : E → E ′ qui respecte m(a◦ b) = m(a)�m(b). Un endomorphisme e du
groupe G = (E,◦) est un morphisme de G dans lui-même. Les endomorphismes de
groupes ont certaines propriétés faciles à démontrer.

Proposition 2. Soit e un endomorphisme d’un groupe G = (E,◦) d’élément neutre 0.
Pour tout a ∈ E, on note le symétrique de a par ā. L’endomorphisme e a les propriétés
suivantes :

1. e(0) = 0 ;
2. pour tout a ∈ E, e(ā) = e(a).
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Un groupe abélien A = (E,⊕) (aussi appelé groupe commutatif) est un groupe dont
la loi de composition ⊕ est commutative sur E. En d’autres termes, pour tout a, b ∈ E,
a⊕ b = b⊕ a. Dans la suite du chapitre, on notera 0 l’élément neutre d’un groupe abélien
et −a le symétrique de a ∈ E. De plus, on notera simplement la loi de composition d’un
groupe abélien + (et on utilisera

∑
comme pour l’addition normale).

Un anneau (ring en anglais) R est composé d’un ensemble E, d’une loi d’addition ⊕
telle que le groupe (E,⊕) est abélien et une loi de multiplication ⊗ qui respectent les
propriétés suivantes :

— elle est associative ;

— elle est distributive par rapport à la loi d’addition : pour tout a, b, c ∈ E, a⊗ (b⊕ c) =
(a⊗ b)⊕ (a⊗ c) ;

— elle possède un élément neutre (que l’on notera 1 dans la suite).

Similairement à l’addition, on simplifiera la notation a⊗ b en ab.

Un corps fini (finite field en anglais) est un anneau (A,+, ∗) tel que le groupe (A\{0}, ∗)
(avec 0 l’élément neutre de l’addition) est un groupe abélien. La taille q de l’alphabet d’un
corps fini est toujours une puissance d’un nombre premier et un corps fini est toujours
commutatif. On note souvent GF(q) un corps fini de cardinalité q. Quand q est premier,
le corps fini GF(q) = (A,+, ∗) se comporte exactement comme Z/qZ. En d’autres termes,
à un renommage des lettres près, les lois d’addition et de multiplication sont des simples
additions et multiplications modulo q.

Considérons un groupe G = (A,+) et un anneau R = (A,+, ∗). Pour tout n ∈ N, on
définit le groupe Gn = (An,⊕) et l’anneau R n = (A,⊕,⊗) comme suit. La loi d’addition
⊕ (resp. de multiplication ⊗) correspond à la loi + (resp. ∗) appliquée composante par
composante. Par exemple, pour tout x, y ∈ An, x⊕ y = (x1 + y1, . . . , xn + yn).

Dans la suite, plutôt que de dire que l’on considère un groupe, un anneau, etc. portant
sur l’ensemble A, on dira souvent que A est doté des lois qui correspondent à la structure
correspondante.

4.2.2 Matrice

Dans cette sous-section, on considère que l’alphabet A est doté d’une structure de
corps fini.

Une matrice M ∈ An×m peut se définir comme une suite de nm lettres M(i, j) ∈ A
réparties sur n lignes et m colonnes. Pour tout i ∈ [n] et j ∈ [m], M(i, j) désigne la lettre

située à la i-ème ligne et à la j-ème colonne. Par exemple, si M =
(

0 1
2 3

)
, alors on a

M(1, 1) = 0, M(1, 2) = 1, M(2, 1) = 2 et M(2, 2) = 3. Si n = m on dit que M est une
matrice carrée.
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Considérons deux ensembles I = {i1, . . . , i`} ⊆ [n] et J = {j1, . . . , jp} ⊆ [m] avec
i1 < · · · < i` et j1 < · · · < jp. La sous-matrice M(I, J) est la matrice N ∈ A`×p telle
que, pour tout a ∈ [`] et b ∈ [p], on a N(a, b) = M(ia, jb). Si I = {i}, on peut écrire
M(i, J) à la place de M(I, J). De la même façon, si J = {j}, alors M(I, j) = M(I, J).
En particulier, M

(
[n], j

)
∈ An×1 est la matrice composée de la j-ème colonne de M . De

même, M(i, [m]) ∈ A1×m est la matrice composée de la i-ème ligne de M . Considérons
deux matrices M ∈ An×p et M ′ ∈ Ap×m. On note N = MM ′ le produit de ces deux
matrices. Il s’agit de la matrice N ∈ Anm telle que, pour tout i ∈ [n] et pour tout j ∈ [m],
on a :

N(i, j) =
p∑

k=1
M(i, k)M ′(k, j).

Remarquons que même pour des matrices carrées, le produit matriciel n’est pas néces-
sairement commutatif. En d’autres termes, on peut avoir MM ′ 6= M ′M . En revanche, le
produit des matrices et associatif : (MM ′)M ′′ = M(M ′M ′′).

Considérons maintenant deux matrices de même dimensions M,M ′ ∈ An×m. Le pro-
duit (matriciel) de Hadamard de ces deux matrices, noté M�M ′ est la matrice N ∈ An×m

telle que, pour tout i ∈ [n] et pour tout j ∈ [m], on a N(i, j) = M(i, j)M ′(i, j).

On appelle diagonale principale d’une matrice carrée M ∈ An×n le tuple composé des
entréesM(i, i) avec i ∈ [n]. La matrice identité In est une matrice carrée de taille n×n qui
est composée de 1 sur toute sa diagonale principale et de 0 partout ailleurs. On écrit I en
lieu et place de In quand la valeur n est claire dans le contexte. Une propriété bien connue
de la matrice identité est que, pour toute matrice M ∈ Am,n, on a ImM = MIn = M .

Si toutes les entrées en dessous de la diagonale d’une matrice carrée M ∈ An×n sont
nulles (i.e. pour tout i < j ∈ [n], M(i, j) = 0), on dit que M est une matrice triangulaire
supérieure. Si toutes celles en dessous de la diagonale le sont, on dit que M est une
matrice triangulaire inférieure.

Une matrice inversible (ou non singulière), est une matrice carrée M ∈ An×n telle qu’il
existe une matrice M−1 ∈ An×n (appelé inverse de M) telle que MM−1 = In. Notons que,
pour tout M,M ′ ∈ An×n, on a la double équivalence

MM ′ = In ⇐⇒ M ′M = In ⇐⇒ M ′ = M−1.

Le déterminant d’une matrice carrée M ∈ An×n peut être défini à partir de la formule
de Leibniz :

det(M) :=
∑
π∈S[n]

ε(π)
∏
i∈[n]

M(i, π(i)),

avec

ε(π) :=
∏

1≤i<j≤n
sgn(π(i)− π(j)) et sgn : t 7→

1 si t ≥ 0
−1 sinon

.
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En particulier si M ∈ A1×1 et que M(1, 1) = a alors det(M) = a.

On peut aussi calculer récursivement le déterminant de M en développant selon une
ligne i ∈ [n]. On a alors,

det(M) =
∑
j∈[n]

M(i, j)(−1)i+jM
(
[n] \ {i}, [n] \ {j}

)
.

On peut aussi développer un déterminant selon une colonne j ∈ [n] de manière totalement
similaire. Une matrice de permutation est une matrice carrée M qui a une entrée 1 sur
chaque ligne et sur chaque colonne et des 0 partout ailleurs. On peut vérifier que le
déterminant d’une telle matrice est 1 ou −1. En particulier, det(In) = 1 pour tout n.

On rappelle que l’on suppose que l’alphabet A est doté d’une structure de corps fini
(ce qui suit n’est pas vrai pour tout anneau). Une matrice est inversible si et seulement si
son déterminant est non nul. En outre, pour tout M,M ′ ∈ An, on a l’égalité det(MM ′) =
det(M) det(M ′). Il en résulte que si M et M ′ sont inversibles alors MM aussi. Le rang
d’une matrice M ∈ An×m (noté rg(M)) est le minimum entre le nombre de colonnes et le
nombre de lignes linéairement indépendantes. Une matrice de rang plein est une matrice
carrée M ∈ An×n de rang n.

En outre, quand on ne travaille pas sur un corps fini mais sur un anneau quelconque,
une matrice est inversible si est seulement si det(M) est inversible.

4.2.3 Matrice d’adjacences et familles de réseaux d’automates

Considérons un graphe d’interaction G = (V,A) de taille n. On appelle la matrice
d’adjacence de G la matrice MG ∈ {0, 1}n×n telle que

MG(i, j) =

1 si (i, j) ∈ A,
0 sinon.

On note M(G, q) l’ensemble des matrices M ∈ An×n telles que M(i, j) 6= 0 si et seulement
si (i, j) ∈ A.

Dans ce chapitre, on va s’intéresser à des familles de réseaux d’automates particulières.
On les donne par ordre décroissant de généralités :

1. un réseau d’automates f ∈ F(n, q) est dit abélien si f est un endomorphisme du
groupe An avec A un groupe abélien sur A. Plus concrètement, pour tout i ∈ [n], on
a fi : x 7→ ∑n

j=1 ei,j(xj) avec ei,j un endomorphisme de A tel que ei,j(xj) = fi(xjej) ;

2. un réseau d’automates f ∈ F(n, q) est linéaire si on a f(x) = xM , avec M ∈ An×n
selon la loi d’addition et de multiplication d’un anneau R sur A ;

3. en particulier, si R est un corps fini alors f ∈ F(n, q) est corps fini linéaire ;
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4. un réseau d’automates f ∈ F(n, 2) est le réseau XOR de G si f : x 7→ xMG. Tout ré-
seau abélien de F(n, 2) peut être vu comme un réseau XOR pour un certain digraphe
G.

4.2.4 Trace et réseaux d’automates expansifs

Fixons f ∈ F(n, q). Pour tout x ∈ An et i ∈ [n], la trace de x sur i est la séquence
infinie

ρi(x) = (fi(x), f 2
i (x), . . . ).

Comme dans l’introduction, on note ρ(t)
i (x) = (fi(x), . . . , f ti (x)) les t premières valeurs

de cette trace. Comme dit plus haut, f est expansif si pour toute paire de configurations
{x, y} ⊆ An et tout i ∈ [n], il existe un entier t ≥ 1 tel que f ti (x) 6= f ti (y). De manière
équivalente, f est expansif si et seulement si pour tout i ∈ [n], il existe un entier s ≥ 1 tel
que la fonction ρ

(s)
i est injective. Si f est abélien, alors la fonction locale fi aussi et par

conséquent la fonction ρ
(s)
i : An → As également. De ce fait, si f est abélien alors f est

expansif si et seulement pour tout x ∈ An \ {0n} et pour tout i ∈ [n], il existe un entier
t ≥ 1 tel que f ti (x) 6= f ti (0n). En effet, pour tout x, y ∈ An, f ti (x) 6= f ti (y) si et seulement
si f ti (x − y) 6= f ti (0n). Soit f un réseau linéaire (i.e. f(x) = xM). Considérons les n
puissances de M : M0 = I,M1 = M, . . . ,Mn. Pour tout t ≥ 0 et tout j ∈ [n], construisons
la matrice N (t)

j ∈ An×n suivante :

N
(t)
j := N

[t,t+n[
j :=

(
M t

(
[n], j

)
M t+1

(
[n], j

)
. . . M t+n−1

(
[n], j

) )
.

La matrice N (t)
j nous permet de déterminer si f est expansif quand f est un corps fini

linéaire.

Lemme 15. Les propriétés suivantes sont équivalentes pour un réseau corps fini linéaire
f : x 7→ xM :

1. f est expansif ;
2. M est inversible et pour tout j ∈ [n], N (0)

j est inversible ;
3. pour tout t ≥ 1 et j ∈ [n], N (t)

j est inversible ;
4. il existe t ≥ 1 tel que, pour tout j ∈ [n], N (t)

j est inversible.

Démonstration. Prouvons que la propriété 2 implique la propriété 3. On peut voir que,
pour tout t et k, M t+k

(
[n], j

)
= M t

(
Mk([n], j)

)
. En effet, « récupérer » la colonne j

d’une matrice An×n revient à multiplier par la matrice Cj ∈ An×1 définie comme suit. On
a Cj(j, 1) = 1 et pour tout i 6= j, on a Cj(i, 1) = 0. La multiplication de matrice étant
associative, on a

M t+k
(
[n], j

)
= (M tMk)Cj = M t(MkCj) = M t

(
Mk

(
[n], j

))
.
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On peut montrer que N (t)
j = M tN

(0)
j . En effet, pour tout j′ ∈ [n],

N
(t)
j

(
[n], j′

)
= M t+j′−1

(
[n], j′

)
= M t

(
M j′−1

(
[n], j′

))
= M t(N (0)

j ([n], j′)).

Par conséquent, si M et N (0)
j sont inversibles, alors N (t)

j aussi.

Clairement, la propriété 3 implique la propriété 4.

Prouvons que la propriété 4 implique la propriété 1. Supposons que la propriété 4 soit
vraie. Définissons alors le mot y = (f tj (x), . . . , f t+n−1

j (x)) = xN
(t)
j . Donc, x = y(N (t)

j )−1

peut être retrouvé depuis le mot y et le réseau f est expansif.

Prouvons maintenant que la propriété 1 implique la propriété 2. Clairement, si le réseau
f est expansif, alors il est également bijectif. La matrice M est donc inversible. Supposons
que le réseau f soit expansif, mais que la matrice N (0)

j soit non inversible pour un certain
entier j ∈ [n]. Par expansivité, il existe un entier s > n tel que la matrice

N
[0,s[
j =

(
M0

(
[n], j

)
M1

(
[n], j

)
. . . M s−1

(
[n], j

) )
,

soit de rang plein. On a supposé que la matrice N (0)
j = N

[0,n[
j était non inversible. Il existe

donc un entier i < n tel que la j-ème colonne de M i (= N
[0,i[
j ([n], i)) est une combinaison

linéaire des colonnes de N [0...i[
j . Posons M i

(
[n], j

)
=

i−1∑̀
=0
y`M

`([n], j). Donc, pour tout k ≥ 0,

M `+k([n], j) = MkM `([n], j) = Mk
i−1∑
`=0

y`M
`([n], j) =

i−1∑
`=0

y`M
`+k([n], j).

On a donc l’inégalité
rg(N [0,s[

j ) = rg(N [0,i[
j ) ≤ rg(N (0)

j ) < n.

C’est une contradiction. Par conséquent, rg(N (0)
j ) = n et la matrice N (0)

j est inversible.

Calculer le déterminant d’une matrice n’est pas plus difficile que de multiplier des
matrices (voir le théorème 6.6 de [1]). Le lemme 15 ci-dessus nous donne donc un
algorithme efficace pour déterminer l’expansivité d’un réseau d’automates corps fini li-
néaire.

Corolaire 3. On peut déterminer si un réseau d’automates corps fini linéaire est expansif
en O(n ·M(n)), avec M(n) le temps nécessaire à la multiplication de deux matrices carrées
n× n.
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4.3 Graphes d’interaction et expansivité

Cette section est consacrée à la caractérisation des graphes d’interaction qui admettent
un réseau expansif. En d’autres termes, on s’intéresse aux graphes d’interaction G pour
lesquels il existe une taille d’alphabet q telle qu’il existe un réseau f ∈ F(G, q) expansif.

On peut facilement se convaincre qu’un réseau expansif est également bijectif. En
effet, si f n’est pas bijectif, alors il existe deux configurations distinctes x, y ∈ An telles
que f(x) = f(y). Clairement, pour tout i ∈ [n], et pour tout t ≥ 1, on aura f ti (x) = f ti (y)
et donc f n’est pas expansif. On étudie d’abord des résultats sur l’existence de réseaux
d’automates bijectifs. On appelle une décomposition en cycles d’un digraphe G = (V,A)
un ensemble de cycles disjoints dans G qui partitionnent l’ensemble V . On dit qu’un
digraphe est couvrable s’il a une décomposition en cycle. La proposition 3.11.6 de [17],
nous donne le lemme suivant (qui découle essentiellement du théorème du mariage de
Hall).

Lemme 16 ( [17]). Le digraphe G = (V,A) est couvrable si et seulement si |Nout(S)| ≥ |S|
pour tout S ⊆ V .

De plus, le corolaire 4 de [65] montre que l’on peut aussi caractériser ces graphes via
l’existence de réseaux d’automates bijectifs.

Théorème 11 ( [65]). Le digraphe G est couvrable si et seulement si, pour tout q ≥ 3,
F(G, q) contient une bijection.

Le théorème 12 montre un résultat analogue en remplaçant les fonctions bijectives
par des fonctions corps fini linéaires.

Théorème 12. Si G est couvrable, alors M(G, q) contient une matrice inversible pour toute
puissance d’un nombre premier q ≥ 3.

Démonstration. Soit q ≥ 3. Supposons d’abord que G = (V,A) soit boucle-complet, c’est-
à-dire qu’il ait une boucle sur chaque sommet. Pour tout k ∈ [n], soit Gk le sous-graphe
de G restreint aux k premiers sommets. Plus formellement, Gk =

(
[k], Ak

)
avec Ak =

{(i, j) ∈ A | i, j ∈ [k]}. Prouvons par récurrence que, pour tout k ∈ [n], il existe une matrice
M ∈M(Gk, q) dont le déterminant est 1. Clairement si n = 1, on peut prendre M ∈ A1×1

avec M(1, 1) = 1 et on a bien det(M) = 1.

Maintenant, supposons que le résultat est vrai pour k−1 ∈ [n−1]. SoitM ′ ∈M(Gk−1, q)
de déterminant 1. Alors, définissons la matrice N ∈ Ak×k comme suit :

N(i, j) =


M ′(i, j) si i, j ∈ [k − 1],
1 si (i, j) ∈ A et (i = k ou j = k),
0 sinon.
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En particulier, comme il y a une boucle (k, k) ∈ A, on a N(k, k) = 1. On remarque que
N ∈M(Gk, q).

Si det(N) 6= 2, alors considérons la matrice M ∈M(Gk, q) telle que

M(i, j) =

2− det(N) si i = j = k,

N(i, j) sinon.

Calculons les déterminants de N et M en les développant suivant la ligne k.

det(N) =
k∑
j=1

N(k, j)(−1)k+j det
(
N
(
[k − 1], [k] \ {j}

))

= N(k, k)(−1)2k det(M ′) +
k−1∑
j=1

N(k, j)(−1)k+j det
(
N
(
[k − 1], [k] \ {j}

))
= det(M ′) + s = 1 + s,

avec s =
k−1∑
j=1

N(k, j)(−1)k+j det
(
N
(
[k − 1], [k] \ {j}

))
,

det(M) =
k∑
j=1

M(k, j)(−1)k+j det
(
M
(
[k − 1], [k] \ {j}

))

= M(k, k)(−1)2k det(M ′) +
k−1∑
j=1

M(k, j)(−1)k+j det
(
M
(
[k − 1], [k] \ {j}

))

= M(k, k) det(M ′) +
k−1∑
j=1

N(k, j)(−1)k+j det
(
N
(
[k − 1], [k] \ {j}

))
= M(k, k) + s.

On a donc det(M) = det(N)−1 +M(k, k) = det(N)−1 + (2−det(N)) = 1. Si det(N) = 2,
alors considérons la matrice M ∈M(Gk, q) telle que

M(i, j) =


2 si i = j = k,

−N(i, j) si i = k et que j ≤ k,

N(i, j) sinon.
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Calculons le déterminant de la matrice M en le développant suivant la ligne k.

det(M) =
k∑
j=1

M(k, j)(−1)k+j det
(
M
(
[k − 1], [k] \ {j}

))

= M(k, k)(−1)2k det(M ′) +
k−1∑
j=1

M(k, j)(−1)k+j det
(
M
(
[k − 1], [k] \ {j}

))

= M(k, k) det(M ′)−
k−1∑
j=1

N(k, j)(−1)k+j det
(
N
(
[k − 1], [k] \ {j}

))
= M(k, k)− s.

On a −det(N) = −1− s et donc det(M) = − det(N) + 1 +M(k, k) = −2 + 1 + 2 = 1.

Par récurrence, pour tout k ∈ [n], il existe une matrice M ∈M(Gk, q) de déterminant 1.
En particulier, comme Gn = G, il existe une matrice M ∈ M(G, q) telle que det(M) = 1.
Ceci conclut la démonstration pour les digraphes boucle-complets.

Maintenant, pour le cas plus général, supposons que G est couvrable. Il existe donc
une décomposition en cycles de G. Soit π : V → V la permutation telle que, pour tout
i ∈ V , π(i) est le successeur de i dans le cycle auquel appartient i. Clairement π est
bijective. Notons P la matrice de permutation associée à π. On a donc, pour tout i, j ∈ [n],

P (i, j) =

1 si i = π(j)
0 sinon

. On remarque que, dans une colonne j de P , seule la case (π(j), j)

est non nulle. On peut faire la même remarque pour les lignes. On peut définir l’inverse P−1

de la matrice P de la façon suivante : pour tout i, j ∈ [n], P−1(i, j) =

1 si i = π−1(j)
0 sinon

.

Soit G′ = (V ′, A′) le digraphe défini par sa matrice d’adjacence MG′ = P−1MG. On peut
se convaincre que G′ est boucle-complet. En effet, pour tout i ∈ [n],

MG′(i, i) =
n∑
k=1

P−1(i, k)MG(k, i) = P−1(i, π−1(i))MG(π−1(i), i) = 1.

Par conséquent, G′ est boucle-complet, et donc, comme prouvé précédemment, il existe une
matrice M ′ ∈M(G′, q) telle que det(M ′) = 1. La matrice P est une matrice de permutation
et son déterminant est donc 1 ou −1.

On définit la matrice M = PM ′ si det(P ) = 1 et M = −PM ′ sinon. Dans les deux cas,
on a bien det(M) = 1. Il suffit maintenant de prouver que M ∈M(G, q). Montrons d’abord
que (i, j) ∈ A si et seulement si (π−1(i), j) ∈ A′. Comme, MG′ = P−1MG, on a

MG′(π−1(i), j) =
n∑
k=1

P−1(π−1(i), k)MG(k, j) = P−1(π−1(i), i)MG(i, j) = MG(i, j).

78



4.3 Graphes d’interaction et expansivité

On a donc MG(i, j) 6= 0 ⇐⇒ MG′(π−1(i), j) 6= 0 et donc (i, j) ∈ A ⇐⇒ (π−1(i), j) ∈ A′.
Maintenant, sans perte de généralité, on considère que M = PM ′. Pour tout i, j ∈ [n],

M(i, j) =
n∑
k=1

P (i, k)M ′(k, j) = P (i, π−1(i))M ′(π−1(i), j) = M ′(π−1(i), j).

On sait que M ′ ∈M(G′, q). Donc,

M(i, j) 6= 0 ⇐⇒ M ′(π−1(i), j) 6= 0 ⇐⇒ (π−1(i), j) ∈ A′ ⇐⇒ (i, j) ∈ A.

Par conséquent, M ∈M(G, q). Or, det(M) = 1 et la matrice M est donc inversible ce qui
conclut la démonstration.

Certains digraphes admettent des réseaux expansifs pour tout alphabet (voir la sec-
tion 4.4). D’autres n’admettent aucun réseau expansif, quel que soit l’alphabet. Nous al-
lons maintenant caractériser les digraphes qui admettent des réseaux expansifs pour un
certain alphabet. En fait, on peut être plus précis et considérer plusieurs variations de la
définition d’un réseau expansif sans changer la caractérisation des graphes d’interaction
qui les admettent.

Définition 4. Un réseau d’automates f ∈ F(n, q) est faiblement expansif si, pour toute
paire de configurations {x, y} ⊆ An et i ∈ [n], il existe un entier t ≥ 0 tel que f ti (x) 6= f ti (y).

Notons qu’un réseau f faiblement expansif n’est pas nécessairement bijectif.

Définition 5. Un réseau d’automates f est quasi-expansif si, pour toute paire de configu-
rations {x, y} ⊆ An et i ∈ [n], il existe un entier t ≥ 0 tel que f tN(i)(x) 6= f tN(i)(y).

Cette dernière définition est celle qui correspond aux automates cellulaires (voir la
section 4.9). Il n’est pas difficile de voir que ces définitions ne sont pas équivalentes.
En revanche, les graphes d’interaction qu’elles caractérisent sont les mêmes comme le
montre le théorème suivant.

Théorème 13. Les propriétés suivantes sont équivalentes pour un graphe d’interaction G
de taille n ≥ 2 :

1. G est fortement connexe et couvrable ;
2. F(G, q) contient un réseau f expansif pour un certain q ;
3. F(G, q) contient un réseau f quasi-expansif pour un certain q ;
4. F(G, q) contient un réseau f faiblement expansif pour un certain q ;
5. G admet un réseau f linéaire expansif sur un corps fini suffisamment grand.
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Clairement, un réseau expansif est quasi-expansif et faiblement expansif. Par consé-
quent, la propriété 2 implique les propriétés 3 et 4. Encore plus clairement, la propriété 5
implique la propriété 2. Pour prouver que ces 5 propriétés sont bien équivalentes on va
prouver dans le lemme 17 que la propriété 3 implique la propriété 1, dans le lemme 18
que la propriété 4 implique la propriété 1, et enfin dans le théorème 18, que la propriété 1
implique la propriété 5.

Lemme 17. Si G = (V,A) admet un réseau quasi-expansif, alors G est fortement connexe
et couvrable (ou |V | = 1).

Démonstration. Soit f ∈ F(G, q) pour un certain q ≥ 2. Supposons d’abord que G = (V,A)
n’est pas fortement connexe. Considérons les sommets i et j ∈ V tels qu’il n’y a pas de
chemin entre i et j dans G. Clairement, il n’y a pas de chemin entre i et N(j) non plus. On
peut alors prendre x, y ∈ An qui différent seulement sur i (par exemple, on peut prendre
xV \{i} = (0)n−1 = yV \{i} et xi = 0 6= 1 = yi). On a bien x 6= y si n ≥ 2. Clairement, pour
tout t ≥ 0, on a f tN(j)(x) 6= f tN(j)(y). Par conséquent, f n’est pas quasi-expansif ce qui est
une contradiction. Donc, si f n’est pas quasi-expansif alors G est fortement connexe.

Supposons maintenant que G n’est pas couvrable. D’après le lemme 16, il existe un
ensemble S ⊆ V tel que |Nout(S)| < |S|. Soit j ∈ V \Nout(S) (j peut être dans S ou non).
La fonction f̃Nout(S) : A|S| → A|N

out(S)| n’est clairement pas injective (car |Nout(S)| < |S|).
Donc, on peut trouver deux configurations x, y ∈ An distinctes seulement sur S telles
que fNout(S)(x) = fNout(S)(y). Toutefois, il est également vrai que fi(x) = fi(y) pour tout
i 6∈ Nout(S). On a donc f(x) = f(y). Plus généralement, pour tout t ≥ 1, on a f t(x) = f t(y)
et xN(j) = yN(j) ce qui prouve que f n’est pas quasi-expansif.
Lemme 18. Si G = (V,A) admet un réseau faiblement expansif, alors G est fortement
connexe et couvrable (ou |V | = 1).

Démonstration. Cette preuve est similaire à celle du lemme 17. De nouveau, il est clair que
G doit être fortement connexe. Si G n’est pas couvrable, alors considérons un ensemble
S ⊆ V tel que |Nout(S)| < |S|. Si S = V , alors tout sommet i ∈ V \Nout(V ) est une source
(i.e. N(i) = ∅). Alors, la fonction locale fi est une fonction constante fi : x 7→ c avec c ∈ A.
Prenons alors les deux configurations x, y ∈ An telles que

xi = c = yi et xV \{i} = (0)n−1 6= (1)n−1 = yV \{i}.

On a alors f ti (x) = f ti (y) = c pour tout t ≥ 0 alors que x 6= y.

Si S 6= V , alors comme pour la preuve précédente, il existe deux configurations x, y ∈ An

distinctes sur S uniquement et telles que f(x) = f(y). Donc, pour tout j /∈ S et t ≥ 0,
f tj (x) = f tj (y).
Théorème 14. Tout digraphe G = (V,A) fortement connexe et couvrable de taille n admet
un réseau expansif linéaire sur un corps fini GF(q) avec q une puissance de nombre premier
telle que q ≥ 1

2(n3 + n2 + 4).
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4.3 Graphes d’interaction et expansivité

Démonstration. On rappelle que d’après les propriétés 3 et 4 du lemme 15, un réseau
linéaire f(x) = xM est expansif si et seulement si pour tout i ∈ [n], la matrice

N
(1)
i = N

[n]
i =

(
M
(
[n], i

)
M2

(
[n], i

)
. . . Mn

(
[n], i

) )
,

est inversible.

La présente démonstration est non constructive. On peut considérer les coefficients non
nuls de la matrice M comme des variables. On va montrer que le déterminant de N est un
polynôme non nul de ces variables. On montrera également que si l’alphabet du corps fini
considéré est suffisamment grand, alors on peut toujours trouver une valuation des variables
qui rend la matrice N inversible.

Soit {C̄1, . . . , C̄s} un ensemble de cycles qui forme une décomposition en cycles de G. On
va associer chaque arc a appartenant à un cycle C̄k à une variable x(a) = ᾱk. On associe
tous les autres arcs a ∈ A du graphe à leurs propres variables x(a) = β̄a. En particulier,
cela signifie que les cordes des cycles C̄1, . . . , C̄s ont leurs propres variables.

Pour tout chemin w = (a1, . . . , a`) ∈ A` dans G, on note X(w) le monôme X(w) =
x(a1)x(a2) · · ·x(a`). Notons que la somme et le produit des variables commutent, car on va
les évaluer dans un corps fini.

Fixons i comme un sommet de C̄σ. Soit T , un « arbre de cycles » dont la racine est
C̄σ. Plus formellement, T est un sous-graphe de G contenant tout V . Il contient tous les
arcs des cycles C̄1, . . . , C̄s et pour tout k 6= σ, il y a exactement un arc sortant dans T qui
quitte C̄k. Le cycle C̄σ, quant à lui, n’a pas d’arc sortant dans T . Notons qu’un tel « arbre
de cycle » peut facilement être construit. En effet, on peut contracter chaque cycle en un
sommet. Ensuite, il ne reste qu’à construire un arbre couvrant dont la racine est le sommet
correspondant au cycle C̄σ, en utilisant la forte connexité de G.

Réordonnons maintenant les cycles C̄1, . . . , C̄s selon l’ordre topologique de T . Nous avons
donc C1 = C̄σ, C2, . . . , Cs. De la même façon, pour tout k ∈ [s], on définit la variable
αk := ᾱk′ comme étant la variable associée à tous les arcs de Ck = C̄k′ . De la même façon,
pour tout k ∈ [2, s], la variable βk correspond à la variable de l’arc quittant Ck dans T .

Pour tout k ∈ [s], soit `k la taille du cycle Ck et Λk := `1 + · · ·+ `k−1 (Λ1 = 0) la somme
des tailles des cycles C1, . . . , Ck. On note wk le plus court chemin entre Ck et i dans T . On
note λk la taille de wk et on note Xk = X(wk).

Pour k = 1, wk est un chemin de taille λ1 = 0 et X1 = 1. Il est facile de voir que Λk ≥ λk
pour tout k ∈ [s].

On rappelle que dT (i, j) est la distance entre i et j dans T . Nous remarquons que, pour
tout j, j′ ∈ Ck distincts, dT (j, i) 6≡ dT (j′, i) mod `k.

On peut alors noter les sommets d’un cycle Ck en fonction de leurs distances à i comme
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suit. On nomme les sommets de Ck par jpk avec p ∈ [`k] de façon à respecter

dT (jpk , i) ≡ Λk + p mod `k.

Notons W (j, k, t) l’ensemble des chemins dans G entre j et k de taille t.

Affirmation 4. Prenons k ∈ [n]. Pour toute ligne (qui correspond à un sommet) j ∈ V et
toute colonne (temps) t ∈ [n], on peut montrer que l’on a

Nk(j, t) =
∑

w∈W (j,k,t)
X(w).

Démonstration. On peut le prouver par récurrence. D’abord, c’est vrai pour t = 1.
En effet, les chemins d’arcs de taille 1 sont composés d’un unique arc. Le chemin w
formé de l’arc a = (j, k) existe si et seulement si a ∈ A. Si a 6∈ A alors Nk(j, 1) =
M(j, k) = 0. Sinon, Nk(j, 1) = M(j, k) = X(w) = x(a).

Supposons maintenant que l’affirmation soit vraie pour t−1. On peut décomposer
chaque chemin w de j à k de taille t en un arc (j, j′) ∈ A et un chemin w′ de j′ à k
de taille t− 1. Toute entrée M t−1(j′, k) = Nk(j′, t− 1) a comme valeur le polynôme∑
w′∈W (j′,k,t−1)

X(w′). On a donc l’égalité suivante :

Nk(j, t) = M t(j, k) =
∑

(j,j′)∈A

∏
w′∈W (j′,k,t−1)

x(a)X(w′) =
∑

w∈W (j,k,t)
X(w).

�

Notons N = N
(1)
i . On a donc pour tout j ∈ V et t ∈ [n],

N(j, t) =
∑

w∈W (j,i,t)
X(w).

Considérons j = jpk et t = Λk+p. Il y a un chemin canonique w dansW (j, i, t) : parcourir
le cycle Ck autant de fois que possible et ensuite prendre wk qui est le plus court chemin
entre Ck et i dans T . On rappelle que Xk = X(wk). D’après l’affirmation 4, le chemin
produit un terme X(w) = αt−λkk Xk dans la case Nk(j, t).

Si on observe les autres chemins de W (j, i, t), on s’aperçoit que soit ils ne restent pas
dans T tout le long, soit ils restent dans T , mais ils n’utilisent pas l’arc αk autant de fois
que w. Ceci donne

N(jpk ,Λk + p) = αΛk+p−λk
k Xk + Γ + ∆,

avec Γ un polynôme dont chaque terme a une variable βa d’un arc a en dehors de T et ∆
un polynôme dont chaque terme a un degré sur la variable αk d’au plus Λk + p − 1 (i.e.
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inférieur à celui de X(w)). De ce fait, chaque produit ∏
p∈[`k]

N(jpk ,Λk +p) contient le monôme

αdkk X
`k
k avec dk := ∑

p∈[`k]
Λk + p− λk = `k

(
1
2(`k + 1) + Λk − λk

)
. Par conséquent, le produit∏

k∈[s]
p∈[`k]

N(jpk ,Λk + p) contient le monôme Y = ∏
k∈[s]

αdkk X
`k
k .

On peut calculer le déterminant de N grâce à la formule de Leibniz :

det(N) :=
∑
π∈S[n]

ε(π)
∏
j∈[n]

N
(
j, π(j)

)
=

∑
π∈S[n]

ε(π)
∏
k∈[s]
p∈[`k]

N
(
jpk , π(jpk)

)
.

Le terme Y contribue au déterminant de N via la permutation π ∈ S[n], définie comme
π : jpk 7→ Λk + p. Nous prouvons maintenant que Y n’apparait dans aucun autre produit de
variables qui contribue au déterminant de N . Plus, précisément, on va prouver l’affirmation
suivante.

Affirmation 5. Si une permutation π′ ∈ S[n] produit un terme qui ne contient que des
variables de T et où pour tout k ∈ [s], αk a un degré dk, alors π = π′.

Démonstration. Considérons donc une permutation π′ ∈ S[n] qui produit un terme
qui ne contient que des variables de T et où pour tout k ∈ [s], αk a un degré dk.
Prouvons par récurrence descendante que, pour tout k ∈ [s], pour tout k′ ≥ k, on a
π(j) = π′(j) pour tout j ∈ Ck′ .

Prouvons d’abord le cas k = s. Posons {t1, . . . , t`k} = π′(Ck) = {π′
(
jpk
)
| p ∈ [`k]}

avec t1 < · · · < t`k . On veut prouver que, pour tout p ∈ [`p], π′(jsk) = π(jsk). En
d’autres termes, on veut prouver que, pour tout p ∈ [`p], π′(jpk) = Λk + p. Comme
les cycles C1, . . . , Cs ont été numérotés selon un ordre topologique de T , si r < r′,
alors il n’y a pas de chemin entre Cr et Cr′ dans T . En particulier, les chemins de N
correspondant aux sommets en dehors de Cs ne contiennent pas αs. Donc, le degré
de αs maximum n’est atteint que quand on a π′(Ck) = [n− `k, n] et est d’au plus
(t1 − λs) + · · ·+ (t`s − λs). On a donc

t1 + · · ·+ t`s − `sλs ≥ ds = `s

(1
2(`s + 1) + Λs

)
− `sλs,

ce qui implique que tp = Λs+p pour p ∈ [`s]. De plus, le degré de αs dansN(jp′s ,Λs+p)
est Λs + p− λs si et seulement si p = p′. Ceci implique que π(jps ) = Λs + p pour tout
p ∈ [`s].

L’étape d’itération est similaire. On suppose la propriété vraie pour tout k′ ∈
[k+ 1, s]. On a donc ⋃

k′∈[k+1,s]
π(Ck′) = [n− `k, n]. On doit donc choisir π′(jpk) = π(jpk)

pour tout p ∈ [`k].
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�

On a donc montré que det(N (1)
i ) est un polynôme non nul sur les variables {x(a) | a ∈ A}

car il contient le monôme Y . Son degré est d := n(n+ 1)/2 car tous les monômes sont de ce
degré d’après la formule de Leibniz et qu’il contient au moins un monôme. D’après le lemme
de Schwartz-Zippel (voir le théorème 7.1.4 du livre [108]), il y a au plus d(q−1)|A|−1 valuations
des variables x(a) tels que det(N (1)

i ) = 0. Ceci signifie qu’il y a au plus nd(q − 1)|A|−1

valuations des variables x(a) avec a ∈ A tels que, pour un certain i ∈ [n], det(N (1)
i ) = 0.

Comme q−1 > nd, nous avons (q−1)q > nd(q−1)|A|−1, et de ce fait, il existe une valuation
des variables x(a) avec a ∈ A telle que, pour tout i ∈ [n], det(N (1)

i ) 6= 0.

Nous soulignons deux conséquences de notre résultat. En premier lieu, parlons des
alphabets pour lesquels un digraphe G fortement connexe et couvrable admet un réseau
linéaire expansif. Définissons le produit cartésien de deux réseaux g ∈ F(n, q) et h ∈
F(n, r) comme suit. Considérons l’alphabet [0, qr[ comme le produit d’un alphabet dans
A et d’un autre dansR = [0, r[. En d’autres termes, [0, qr[∼= A×R = {(a, b) : a ∈ A, b ∈ R}.
On peut donc définir f = g × h comme la fonction f ∈ F(n, qr) avec f(x) = g(y)× h(z),
y ∈ An, z ∈ Rn et xi = (yi, zi) pour tout i ∈ [n]. Certaines propriétés du produit cartésien
sont énumérées dans la proposition ci-dessous.

Proposition 3. Soit g ∈ F(n, q), h ∈ F(n, r) et f = g × h,
1. si g et h sont expansifs, alors f également ;
2. si g et h sont linéaires, alors f également ;
3. si g et h ont un graphe d’interaction G, alors f également.

On remarque que la concaténation de deux réseaux corps fini expansifs linéaires n’est
un réseau corps fini expansif linéaire que si les taille de leurs deux alphabets sont deux
puissances du même nombre premier.

Si G admet un réseau linéaire expansif pour un alphabet de taille q et un autre pour
un alphabet de taille r, alors il admet un réseau linéaire expansif pour un alphabet de
taille qr.

Corolaire 4. Pour tout G, l’ensemble des tailles d’alphabets q pour lesquelles il existe un
réseau linéaire expansif f ∈ F(G, q) a une densité non nulle.

Démonstration. Dénotons les nombres premiers par p1 < p2 < . . . . Disons que pj est le
plus grand nombre premier plus petit que q := 1

2(n3 + n2 + 4). Pour tout i ≤ j, soit
di = dlogpi(q)e. Le digraphe G admet alors un réseau expansif pour n’importe quel multiple

de s :=
j∏
i=1

pdii . En effet, prenons n’importe quel entier s′. On peut le décomposer en un

produit de puissances de nombres premiers p′d
′
1

1 p
′d′2
2 . . . . Le produit ss′ va nous donner une

multiplication de puissances de nombres premiers. La puissance d′′i de tout nombre premier
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pi avec i < j dans ss′ est égale à di + d′i ≥ di et donc pd
′′
i

i ≥ q. Grâce au théorème 14, on
sait qu’il existe un réseau corps fini expansif linéaire sur F(G, pd′′ii ). De manière similaire, si
un nombre premier pi > pj apparait dans q′, par définition de j, le nombre premier est déjà
suffisamment grand pour qu’il existe un réseau corps fini expansif linéaire sur F(G, pd

′
i
i ). On

fait ensuite le produit cartésien de tous ces réseaux pour obtenir un réseau expansif linéaire
sur F(G, ss′).

Conjecture 1. Pour tout digraphe G fortement connexe et couvrable, il existe une taille
d’alphabet k telle que l’ensemble F(G, q) contient un réseau expansif pour tout q ≥ k.

Un corolaire du théorème 14 est que choisir les coefficients αk et βk au hasard produit
presque systématiquement un réseau expansif lorsque q est suffisamment grand. Encore
plus frappant, nous pouvons définir une stratégie que l’on va appeler la Random-Linear-
Strategy, pour construire des familles de réseaux expansifs. Considérons un nombre n et
une puissance d’un nombre premier q donnés et considérons A doté des lois d’un corps
fini GF(q). La Random-Linear-Strategy choisit d’abord une matrice aléatoire M ∈ An×n

dont les entrées sont toutes non nulles. Ensuite, pour tout digraphe G de taille n donné,
la stratégie donne le réseau linéaire f : x 7→ x(M�MG). On rappelle que � est le produit
matriciel de Hadamard (voir la sous-section 4.2.2). Le corolaire 5 ci-dessous nous donne
une borne inférieure sur la probabilité que la Random-Linear-Strategy produise un réseau
expansif f ∈ F(G, q) pour tout digraphe G de taille n. On peut voir que cette probabilité
devient strictement positive quand la taille q devient suffisamment grande.

Corolaire 5. La Random-Linear-Strategy a une probabilité d’au moins 1− s/(q− 1), avec
s = 2n2−1n2(n+ 1) de produire un réseau expansif pour tout digraphe G fortement connexe
et couvrable de taille n.

Démonstration. Soit α = {αij | i, j ∈ [n]} les variables auxquelles la Random-Linear-
Strategy associer une valuation. En reprenant le même raisonnement que dans la démonstra-
tion du théorème 14, on peut montrer que tout digraphe G fortement connexe et couvrable
de taille n, il y a au plus ≤ n · n(n + 1)/2 · (q − 1)n2−1 valuations des variables α qui ne
génèrent pas un réseau expansif sur G. De plus, il y a moins de 2n2 digraphes G fortement
connexes et couvrables de taille n. Par conséquent, il y a au plus s(q − 1)n2−1 choix pour α
qui ne génèrent pas un réseau expansif pour tout digraphe G valide. Donc, la probabilité de
succès est d’au moins 1− s(q − 1)n2−1/(q − 1)n2 = 1− s/(q − 1).

4.4 Graphes admettant un réseau expansif pour tout
alphabet

Nous allons présenter deux familles de digraphes qui généralisent le cycle. La pre-
mière famille que nous allons présenter est celle des cycles bouclés définie ci-dessous. Le
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digraphe G = (V,A) de taille n est cycle bouclé s’il existe un ensemble S ⊆ V tel que
A = {(i, i + 1) | i ∈ V } ∪ {(s, s) | s ∈ S}. On dit qu’un cycle bouclé est propre si S 6= V .
Autrement dit, si le digraphe G est un cycle bouclé impropre alors il est boucle-complet.
Les 3 digraphes ci-dessous sont des cycles bouclés. Celui de gauche est impropre et les
deux autres sont propres. Dans les trois cas, l’ensemble S est représenté en cyan.

1 2 3

456

1 2 3

456

1 2 3

456

Nous allons maintenant présenter deux lemmes qui vont nous aider à prouver notre
résultat principal sur la famille des digraphes cycle bouclé.

Lemme 19. Pour tout digraphe G, les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
1. Le réseau XOR sur G est bijectif ;
2. La matrice d’adjacence MG est inversible pour le corps fini GF(2) ;
3. G a un nombre impair de décompositions en cycles.

Démonstration. Voyons pourquoi la propriété 2 est équivalente à la propriété 1. Le réseau
d’automates XOR sur G est défini comme la fonction f : x 7→ xMG. Par définition, MG est
inversible si et seulement si elle a un inverse M ′. On peut alors définir f−1 : x 7→ xM ′. On
a alors f−1f(x) = f−1(xMG) = xMGM

′ = x et f est bijective. À l’inverse, si MG est non
inversible, alors la fonction f : x 7→ xMG est non bijective.

Maintenant, montrons l’équivalence entre la propriété 2 et la propriété 3. On sait qu’une
matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul. Comme on travaille
sur un corps fini de taille 2 (où −1 = 1), on peut simplifier la formule de Leibniz (voir
sous-section 4.2.2) comme suit :

det(MG) :=
∑
π∈S[n]

∏
i∈[n]

MG(i, π(i)).

Il nous suffit maintenant de montrer que, pour tout π ∈ S[n], on a ∏
i∈[n]

MG(i, π(i)) = 0 si et

seulement si π ne correspond pas à une décomposition en cycles.

Prenons π qui a chaque sommet i ∈ [n] associe le successeur de i dans une certaine
décomposition en cycle. Pour tout i ∈ [n], il existe un arc (i, π(i)) ∈ A et doncMG(i, π(i)) =
1. On a donc ∏

i∈[n]
MG(i, π(i)) = 1. À l’inverse, prenons π qui ne correspond pas à une

décomposition en cycles. Il existe donc j ∈ V avec (j, π(j)) 6∈ A. On a donc MG(i, π(i)) = 0
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et ∏
i∈[n]

MG(i, π(i)) = 0. Par conséquent, det(MG) est équivalent au nombre de décompositions

en cycle de G modulo 2. Cela signifie que det(MG) = 1 si et seulement si MG a un nombre
pair de décompositions en cycles.

En appliquant le même raisonnement, on peut prouver le lemme suivant.

Lemme 20. Si un digraphe G a une unique décomposition en cycles, alors det(MG) ∈
{1,−1} sur tous les anneaux Zq.

Proposition 4. Si G est un cycle bouclé alors G admet un réseau expansif linéaire pour
tout q ≥ 2, sauf si G est impropre et que q = 2.

Démonstration. D’après la propriété 2 du lemme 15, pour prouver que le réseau f : x 7→ xM
est expansif il suffit de prouver que la matrice M est inversible et que, pour tout j ∈ [n], la
matrice

N
(0)
j = N

[0,n[
j =

(
M0

(
[n], j

)
M1

(
[n], j

)
. . . Mn−1

(
[n], j

) )
,

est inversible également.

Supposons d’abord que G est un cycle bouclé propre et posonsM = MG. On peut voir que
G a une unique décomposition en cycle qui est composée d’un unique cycle (1, 2, . . . , n, 1).
D’après le lemme 20, la matrice MG est inversible. Sans perte de généralité, prenons j = n
et prouvons que N (0)

j est une matrice triangulaire supérieure avec uniquement des 1 sur sa
diagonale. D’abord, pour tout k ∈ [n], N (0)

j (n−k, n−k) = Mn−k−1(i, n−k) = 1 (car le seul
chemin entre n−k et n de taille n−k−1 est le chemin de sommet (n−k, n−k+1, . . . , n−1, j)).
De même, si on prend k > k′, N (0)

j (j−k, j−k′) = M j−k−1(j−k′, j) = 0 (car il n’y a pas de
chemin entre n− k′ et n de taille n− k). Donc, N (0)

j est une matrice triangulaire supérieure
avec uniquement des 1 sur sa diagonale. De ce fait, son déterminant égale 1 et la matrice
N

(0)
j est inversible.

Si G est un cycle bouclé impropre, on peut voir qu’il a exactement deux décompositions
en cycles : la décomposition composée de l’unique cycle (1, 2, . . . , n, 1) mais également la
décomposition formée des n boucles (1, 1), . . . , (n, n). De ce fait, d’après le lemme 19, le
réseau XOR est non bijectif et G n’admet aucun réseau linéaire pour q = 2.

En revanche, pour q ≥ 3 on peut trouver un réseau bijectif. Considérons A comme un
anneau Zq (doté des lois de multiplication et d’addition classiques modulo q). Prenons
a ∈ Zq \ {0, 1} inversible par multiplication. Posons b = 1− a si le nombre n est impair et
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b = a+ 1 si n est pair, et soit

M =



b a 0 · · · 0
0 1 1 · · · 0
... ... . . . . . . ...
0 0 · · · 1 1
1 0 · · · 0 1

 .

Encore une fois, pour tout j ∈ [n], N (0)
j est triangulaire supérieure et det(N (0)

j ) est une
puissance de a, ce qui montre que la matrice N (0)

j est inversible.

La seconde famille que nous allons voir est celle des cycles de cycles. Le digraphe
G = (V,A) est un cycle de cycles s’il est composé

— d’un unique cycle C1, ou

— d’une union de ` ≥ 2 cycles disjoints C1, . . . , C` reliés comme suit : pour chaque
cycle Ck il y a deux sommets ik, jk ∈ Ck (qui peuvent être égaux) tels que (jk, ik+1) ∈
A (avec k + 1 = 1 quand k = `). Autrement dit, ik est l’« entré » de Ck et jk est sa
« sortie ». Seuls ces k arcs (jk, ik+1) relient les k cycles.

On dit qu’un cycle de cycles est propre s’il existe un cycle Ck tel que l’arc (jk, ik) /∈ A.
Autrement dit, il existe un entier k tel que l’unique voisin sortant de jk dans Ck n’est pas
ik.

Par exemple, les trois digraphes de la figure 4.1 sont des cycles de cycles.

i1

j1

i2

j2

i1

j1

i2

j2

i1

j1

i2j2

Figure 4.1 – Trois cycles de cycles. Celui de gauche est impropre et les deux autres sont
propres. On remarque que le cycle de cycles impropre peut être recouvert
entièrement par un cycle (indiqué en rouge).
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Proposition 5. Si G est un cycle de cycles, alors G admet un réseau expansif linéaire
pour tout q ≥ 2 sauf si G est un cycle de cycles impropre et que q = 2.

Démonstration. Soit G un cycle de cycles propre. Premièrement, vérifions que G a une
unique décomposition en cycles. C’est vrai quand G est composé d’un unique cycle. Prouvons
maintenant que quand G est composé de plusieurs cycles, l’unique décomposition possible
est C1, . . ., C`. Soit k ∈ [`], l’entier tel que (jk, ik) /∈ A. Le voisin sortant j′k de jk n’a que
jk comme voisin entrant. Donc, il est clair que l’arc (jk, j′k) appartient à un cycle de la
décomposition et donc que jk et j′k appartiennent au même cycle. Cependant, on peut voir
que le seul cycle qui contient (jk, j′k) est Ck. En effet, le seul arc sortant de Ck est l’arc
(jk, ik+1). Donc, Ck est un cycle de notre décomposition. Notons que ik est dans Ck. Donc,
le sommet jk−1 n’est pas dans le même cycle de la décomposition que ik. Le sommet jk−1 a
un unique voisin sortant j′k−1 qui ne soit pas dans Ck. Donc, l’arc (jk−1, j

′
k−1) appartient à

un cycle de la décomposition. On en déduit que Ck−1 est un cycle de notre décomposition
également. On peut répéter ce raisonnement pour chacun des cycles jusqu’à prouver que
l’unique décomposition en cycles disjoints est C1, . . . , Ck. Par conséquent, le réseau XOR
sur G est bijectif.

À l’inverse, si G est un cycle de cycles impropre, on prouve qu’il a alors exactement
deux décompositions en cycle. On peut voir avec le raisonnement précédent que si (j1, i1)
appartient à un cycle d’une décomposition en cycles alors celle-ci est exactement C1, . . . , C`.
Maintenant si (j1, i1) n’appartient pas à un cycle C de la décomposition alors (j1, i2) doit
appartenir à C. D’ici, la seule possibilité pour C est de suivre le cycle C2 entre i2 et j2 (ce
qui couvre tous les sommets de C2 car (j2, i2) ∈ A). En poursuivant ce raisonnement, on
peut vérifier que la seule possibilité est de faire un seul cycle qui contient tout V . Il y a
donc exactement deux décompositions en cycles de G. Par conséquent, d’après le lemme 19,
ceci signifie que le XOR sur G n’est pas bijectif.

Prenons donc q ≥ 3. D’après le théorème 11, si G est couvrable, alors il admet un réseau
linéaire bijectif f ∈ F(G, q) pour q ≥ 3. Supposons, par l’absurde, que f n’est pas expansif.
Il existe donc une configuration x 6= (0)n et un sommet υ ∈ [n] tels que, pour tout t ≥ 0,
f tυ(x) = 0. Il y a deux cas à considérer.

Premièrement, supposons que, pour tout cycle Ck = (c1, . . . , cp, c1) avec c1 = ik (et donc
cp = jk), il existe un temps t ≥ 0 tel que f tik(x) 6= 0. On remarque que, pour tout a ∈ [2, p],
la fonction locale fca est définie comme fca : y 7→ αayca−1 avec αa = M(ca−1, ca) 6= 0.

Pour tout a ∈ [p], on a donc

f t+a−1
ca (x) = f tc1(x)α1α2 . . . αa 6= 0.

Par conséquent, pour tout sommet c du cycle C, on a une étape de temps t′ telle que
f t
′
c (x) 6= 0. En particulier, υ appartient à un certain cycle Ck et il existe donc une étape de
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temps t′ telle que f t′υ (x) 6= 0, ce qui est une contradiction.

Deuxièmement, supposons qu’il existe un cycle Ck = (c1, . . . , cp, c1) tel que, pour tout
t ≥ 0, f tc1(x) = 0. Donc, pour tout, t ≥ p et a ∈ [p],

f t+a−1
ca (x) = f tc1(x)α1α2 . . . αa = 0.

En particulier, pour tout t ≥ p+ 1, f tik(x) = 0 et

f t+1
ik

(x) = αf ti′
k
(x) + βf tjk−1

(x) = α0 + βf tjk−1
(x) = βf tjk−1

(x),

avec i′k le prédécesseur de ik dans Ck, α = M(i′k, i) 6= 0 et β = M(i′k, i) 6= 0. Clairement,
si f tjk−1

(x) 6= 0 alors f t+1
ik

(x) = βf tjk−1
(x) 6= 0, ce qui est une contradiction. Donc, pour

tout t ≥ p, f tjk−1
(x) = 0. Cependant, on remarque que jk−1 a un seul voisin j′k−1 et que si

f t
′
jk−1

(x) = 0 pour tout t′ supérieur à un certain t, alors f t′j′
k−1

(x) pour tout t′ > t+ 1. On
peut répéter ce raisonnement pour prouver que f t′ik−1

(x) = 0 pour tout t′ supérieur à un
certain p+ p′ avec p′ la taille de Ck−1. On peut répéter encore ce raisonnement pour chacun
des ` cycles jusqu’à prouver que, pour tout t ≥ n, f t(x) = (0)n. Ceci contredit le fait que le
réseau f soit bijectif. Par conséquent, un réseau bijectif est forcément expansif. En outre,
on remarque que l’on a affaire à une famille de graphe où être bijectif est équivalent au fait
d’être expansif pour q ≥ 3.

4.5 Inexistence de réseaux expansifs

Pour tout digraphe G, on écrit l’ensemble des réseaux expansifs (resp. abéliens expan-
sifs) dans F(G, q) comme E(G, q) (resp. EA(G, q)). Nos résultats sur l’inexistence de
réseaux expansif sont basés sur la famille des graphes étoiles. Pour tout n ≥ 2, l’étoile de
taille n est le digraphe Gn = (V,A) avec V = [n] et A = {(1, i), (i, 1)}∪{(i, i) | i ∈ [2, n]}.

Théorème 15. Pour tout q ≥ 2, il existe un digraphe fortement connexe et couvrable G
tel que E(G, q) = ∅.

Démonstration. Soit q ≥ 2 fixé. Soient s = |{φ′ : A2 → A}| = qq
2 , p = qs+q, m > (q2p2),

` = dlogq(m)e et n ≥ `s. Nous allons montrer que E(Gn, q) = ∅. Considérons un réseau
f ∈ F(Gn, q) et prouvons qu’il n’est pas expansif. On peut considérer que f est bijectif car
s’il ne l’était pas, on saurait déjà qu’il n’est pas expansif.

Pour chacune des s fonctions φ′ : A2 → A, notons Iφ′ l’ensemble des coordonnées i ∈ [2, n]
tel que f̃i = φ′. Étant donné la valeur de n choisie (`s+ 1), il y a au moins une fonction
φ : A2 → A telle que |Iφ| ≥ `. Étant donné la valeur de ` choisie (dlogq(m)e), il existe au
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moins m configurations z ∈ An telles que z[n]\Iφ = (0)|[n]\Iφ|. On va les noter z(1), . . . , z(m).
Comme f est bijectif, pour tout k ∈ [m], z(k) fait partie d’un cycle limite de f . Notons
`1, . . . , `m la taille des cycles limites de z(1), . . . , z(m). Montrons que, pour tout k ∈ [m],
`k ≤ p. D’abord, prouvons par récurrence sur t que, pour tout t ≥ 0 et i, j ∈ [2, n], on a
f ti (z(k)) = f tj (z(k)) si l’une des deux conditions suivantes est respectée : soit {i, j} ⊆ Iφ′ avec
φ′ 6= φ, soit {i, j} ∈ Iφ et z(k)

i = z
(k)
j .

C’est clairement vrai pour t = 0 par définition de z(k). Maintenant, supposons que, pour
t ≥ 0, on ait a = f ti (z(k)) = f tj (z(k)). Soit b = f t1(z(k)) et φ′ : A2 → A tels que f̃i = f̃j = φ′

avec éventuellement φ′ = φ. On a :

f t+1
i (z(k)) = φ′(b, f ti (z(k))) = φ′(b, a) = φ′(b, f tj (z(k))) = f t+1

j (z(k)).

Ceci prouve l’hypothèse de récurrence.

Posons {I1, . . . , Is−1} = {Iφ′ | φ′ : A2 → A} avec I1 = Iφ. Maintenant, considérons
l’ensemble Z des configurations du cycle limite de z(k). On a donc Z = {f t(z(k))}. Analysons
une configuration z ∈ Z. Comme prouvé dans la récurrence ci-dessus, pour tout r ∈ [s− 1]
et i, j ∈ Ir, on a zi = zj. Donc, zIr ne peut prendre que q valeurs différentes, au mieux. De
la même façon, pour tout a ∈ A, on peut définir Ja comme l’ensemble des coordonnées i de
Iφ telles que z(k)

i = a. Clairement, zJa ne peut prendre que q valeurs différentes, au mieux,
tout comme z1. Par conséquent, Z est de taille au plus p = qs+q et donc `k ≤ p.

Pour tout k ∈ [m], notons ρ(t)(z(k)) et ρ(z(k)) les traces respectivement de taille t ou
infinie sur le sommet 1. Étant donné la valeur de m choisie (> (qpp)2) il existe k, k′ ∈ [m] tels
que ρ(pp)(z(k)) = ρ(pp)(z(k′)). On va noter x = z(k) et y = z(k′). Il ne reste plus qu’à montrer
que l’on a également ρ(x) = ρ(y). On remarque que les traces ρ(x) et ρ(y) sont périodiques
sur des périodes qui n’excèdent pas les tailles des cycles limites `x = `k et `y = `k′ . Donc,
la concaténation terme à terme de ρ(x) et ρ(y) est périodique sur une période d’au plus
PPCM(`x, `y) ≤ `x`y ≤ pp. Comme ρ(pp)(x) = ρ(pp)(y), on peut conclure que ρ(x) = ρ(y)
alors que x 6= y. Donc, f n’est pas expansif et, plus généralement, E()(Gn, q) = ∅.

On montre maintenant que la borne inférieure sur le plus petit n tel qu’il existe G
couvrable et fortement connexe de taille n qui n’a pas de réseau expansif sur A peut
être significativement baissée si on ne considère que les réseaux linéaires. On donne
une preuve qui fonctionne en fait pour tous les réseaux abéliens avec une borne quasi-
polynomiale.

Théorème 16. Pour tout q ≥ 2 et tout n > q2 log(q), on a EA(Gn, q) = ∅.

Démonstration. Soit nq le nombre maximum d’endomorphismes d’un groupe abélien d’ordre
q. Par le théorème de décomposition des groupes abéliens en produit de groupes cycliques,
on peut voir qu’un endomorphisme est déterminé par sa valeur sur au plus log(q) éléments
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(éléments égaux au générateur sur une composante du produit et 0 sur les autres). Donc,
nq ≤ qlog(q).

On suppose que l’alphabet A est doté d’une loi de groupe abélien d’ordre q et soit
f ∈ F(Gn, q) un endomorphisme de An. Étant donné la valeur de n choisie (n > q2 log(q) ≥
(nq)2), il doit exister deux sommets i 6= 1 et j 6= 1 tels que fi(x) = e ′(xi) + h(x1),
fj(x) = e ′(xj) + h′(x1) et que f1(x) = e(xi) + e(xj) + h′′(xV \{i,j}) pour un certain couple
d’endomorphismes e et e ′ de A. Considérons une configuration non nulles x telle que
xi + xj = 0 et xk = 0 pour tout k ∈ V \ {i, j}. on a alors

fi(x) + fj(x) = e ′(xi) + e ′(xj) = e ′(xi + xj) = 0;
f1(x) = e(xi) + e(xj) + h′′(0n−2) = e(xi + xj) = e(0) = 0;

∀k ∈ [n] \ {1, i, j}, fk(x) = g(k)(xkx1) = g(k)(00) = 0.

Par récurrence, on obtient que, pour tout t ≥ 1, f t1(x) = 0. Le réseau f est donc non
expansif.

La preuve peut facilement être adaptée pour des réseaux linéaires. De ce fait, on peut
trouver une borne polynomiale sur le plus petit n pour lequel Gn n’admet aucun réseau
linéaire pour un alphabet de taille q.

Corolaire 6. Le graphe Gn n’admet pas de réseau linéaire expansif pour q quand n > (q−1)2.

On conjecture qu’en fait, il y a une grande différence entre admettre un réseau expan-
sif et admettre un réseau expansif abélien.

Conjecture 2. Pour tout q ≥ 2, il existe un digraphe G tel que E(G, q) 6= ∅ mais que
EA(G, q) = ∅.

Dans la proposition 6, on donne quelques arguments en faveur de la conjecture 2
en montrant qu’elle est vraie pour tout q ≡ 2 mod 4. Soit G le digraphe à 4 sommets
représenté dans la figure ci-dessous.

12 3

4

Proposition 6. Considérons le digraphe G présenté dans la figure ci-dessus. Nous avons
E(G, q) 6= ∅ pour tout q ≥ 2 et EA(G, q) 6= ∅ si et seulement si q 6≡ 2 mod 4.
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Démonstration. Premièrement, vérifions que G n’admet aucun réseau abélien expansif pour
q 6≡ 2 mod 4.

Soit, f ∈ F(G, 2) un réseau abélien. On sait que f est le réseau XOR f : x 7→ xMG. On
peut vérifier que la configuration x = 0110 est un point fixe de f et, bien sûr, (0)n aussi.
Donc, pour tout t ≥ 0, f t1(x) = f t1((0)n) = 0 et f n’est pas expansif.

Plus généralement, pour tout q = 2k avec k impair, considérons un réseau abélien
f ∈ F(G, 2k). Comme 2 et k sont premiers entre eux, on peut voir l’alphabet [0, 2k[ comme
le produit de deux alphabets {0, 1} et K = [0, k[. De ce fait, on peut trouver deux fonctions
abéliennes g ∈ F(G, 2) et h ∈ F(G, k) telles que f = g × h. Cependant, on a vu que g doit
être un réseau XOR et donc qu’il n’est pas expansif. Donc, f n’est pas expansif non plus.
Par conséquent, G n’admet pas de réseau abélien expansif quand q ≡ 2 mod 4.

Deuxièmement, on montre qu’il existe un réseau abélien expansif sur G pour tout q 6≡ 2
mod 4. On va montrer que c’est vrai pour tout nombre premier q inégal à 2 et le cas général
en découlera grâce au produit cartésien de fonctions. Soit q 6= 2 un nombre premier et soit
α 6= {0, 1} un élément de GF(q). Soit f : x 7→ xM , avec M la matrice suivante :

M =


0 1 1 1
1 1 0 0
1 0 α 0
1 0 0 0

 .

On peut calculer que det(M) = −α 6= 0 et la fonction f est donc bijective. De plus, on
peut calculer les déterminants de N0, . . . , N3 comme suit :

N0 =


1 0 3 α + 1
0 1 1 4
0 1 α α2 + 3
0 1 0 3

 , det(N0) = α2 − α;

N1 =


0 1 1 4
1 1 2 3
0 0 1 α + 1
0 0 1 1

 , det(N1) = α;

N2 =


0 1 α α2 + 3
0 0 1 α + 1
1 α α2 + 1 α3 + 2α
0 0 1 α

 , det(N2) = −1;

N3 =


0 1 0 3
0 0 1 1
0 0 1 α
1 0 1 0

 , det(N3) = 1− α.
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Tous les déterminants sont non nuls. Donc, f est expansif.

Troisièmement, pour q = 2, on peut vérifier par ordinateur que le réseau f (non abélien)
dont les fonctions locales sont données ci-dessous.

f0(x) = x1x2 + x3 + 1,
f1(x) = x0 + x1,

f2(x) = x0 + x2 + 1,
f3(x) = x0.

En utilisant notre résultat précédent qui dit que G admet un réseau expansif pour tout
alphabet non paire et le produit cartésien, on en déduit que G admet un réseau expansif
pour tout q ≥ 2.

4.6 Temps d’expansion

Considérons un réseau expansif f ∈ F(n, q). Comme le réseau f est bijectif, pour
toute coordonnée i et toute configuration x ∈ An, la trace ρi(x) est périodique. Notons
Cx = {f(x), . . . , f `x(x) = x} le cycle limite auquel appartient x. La taille ` de la période
de la trace de ρi(x) est au plus `x. En effet, sinon, x et f `(x) seraient deux configurations
distinctes. Pour tout réseau f ∈ F(n, q), {x, y} ⊆ An et i ∈ [n], soit

τi(x, y) = min
{
t ≥ 1 | f ti (x) 6= f ti (y)

}
.

De manière équivalente, τi(x, y) = t + 1 avec t ≥ 0 le plus grand entier tel que ρti(x) =
ρti(y). Le temps d’expansion de f est alors

t(f) := max{τi(x, y) | {x, y} ⊆ An, i ∈ [n]}.

Autrement dit, c’est le plus court temps pour lequel l’évolution de xi détermine totale-
ment x pour tout x et pour tout i ∈ [n]. Pour tout i ∈ [n] et t ≥ 0, il est clair que si la
fonction ρi : An → At est injective, alors t ≥ n. On en conclut que, pour tout f ∈ F (n, q),
t(f) ≥ n.

On dit que f est fortement expansif s’il est expansif et que t(f) = n. Le lemme 15
montre que tout réseau expansif et linéaire sur un corps fini est fortement expansif. Un
réseau fortement expansif peut être vu comme suit. Pour tout x ∈ An , considérons la
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matrice

Mx =


f1(x) f2(x) . . . fn(x)
f 2

1 (x) f 2
2 (x) . . . f 2

n(x)
...

... . . .
...

fn1 (x) fn2 (x) . . . fnn (x)

 .
Clairement, f est bijective si et seulement si on peut déduire x depuis toute ligne de Mx.
Maintenant, f est fortement expansif si et seulement si on peut déduire x depuis toute
colonne de Mx.

On rappelle que le temps d’expansion est la valeur maximum de t tel que l’on puisse
retrouver tout x ∈ An depuis les t premières valeurs de sa trace sur n’importe quelle
coordonnée i ∈ [n]. Toutefois, pour certaines valeurs de x et de i particulières, ce temps
peut être plus petit que n comme montré dans l’exemple suivant.

Exemple 1. Considérons le réseau f ∈ F(3, 2) défini comme suit :

x f(x)
000 001
001 110
010 101
011 111
100 011
101 010
110 000
111 100

.

On peut vérifier que le réseau f est en effet expansif, avec un temps d’expansion t(f) = 4
(et donc f n’est pas fortement expansif). Alors la trace sur la coordonnée i = 1 est comme
suit (la partie de la trace qui suffit à retrouver l’état initial est présentée en gras) :

x (f1(x), f 2
1 (x), f 3

1 (x), f 4
1 (x))

000 0100
001 1001
010 1010
011 1101
100 0110
101 0101
110 0010
111 1011

.

En particulier, les configurations 011 et 110 peuvent être retrouvées après seulement deux
étapes de temps.
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En revanche, on montre dans la proposition 7 ci-dessous que le temps d’expansion
d’un réseau fortement expansif est « universel ». En d’autres termes, on montre que,
pour tout i ∈ [n] et x ∈ An, on doit attendre n étapes avant d’être capable de retrouver
x.

Proposition 7. Si le réseau f ∈ F(n, q) est fortement expansif alors, pour tout i ∈ [n] et
x ∈ An , il existe une configuration y 6= x telle que τi(x, y) = n.

Démonstration. Si le réseau f ∈ F(n, q) est fortement expansif, alors pour tout i ∈ [n], la
fonction ρ

(n)
i est surjective. Supposons par l’absurde qu’il existe une coordonnée i ∈ [n]

et une configuration x ∈ An telles que, pour toute configuration y ∈ An \ {x}, on ait
ρ

(n−1)
i (x) 6= ρ

(n−1)
i (y).

Soit a 6= fni (x), alors il n’y a pas de configuration z ∈ An telle que ρ(n)
i (z) = ρ

(n−1)
i (x)a.

Ceci contredit la surjectivité de ρ(n)
i : An → An et donc la forte expansivité.

Pour souligner la spécificité des réseaux fortement expansifs, nous allons montrer dans
le théorème 14 que le temps d’expansion maximum que peut atteindre un réseau expansif
f ∈ F (n, q) est presque qn.

Théorème 17. Pour n et q, le maximum t(f) atteint par un réseau f ∈ F(n, q) est entre
qn − q − 1 et qn − 2.

Démonstration. Borne supérieure. Soit {x, y} ⊆ An avec `x ≤ `y et i ∈ [n] tels que
t(f) = τi(x, y). Notons τ = τi(x, y).

Cas 1 : `x | `y (i.e. `x divise `y). On prouve d’abord que τ < `y. Supposons par l’absurde
que ce ne soit pas le cas. Par conséquent, pour tout t ∈ [`y], on a f ti (x) = f ti (y). Alors,
ρi(x) = ρi(y), ce qui contredit l’expansivité de f . On a donc bien τ < `y ≤ qn et donc
τ ≤ qn − 1. Supposons par l’absurde que τ = qn − 1. On a donc `y = qn. Donc, le réseau f
est une permutation cyclique de An et la trace ρi(x) est une permutation cyclique de ρi(y).
De plus, la seule différence entre les deux traces est à la position qn. En d’autres termes, on a
f q

n(x) = x, f qn(y) = y et xi 6= yi. Soit a = xi et b = yi. Soit s = |{t ∈ [qn− 1] | f ti (x) = a}|
le nombre de fois que la trace de x égale a avant l’étape de temps qn. Comme il y a qn−1

configurations z telles que zi = a et f q
n

i (x) = xi = a, on a s = qn−1 − 1. Toutefois, s
correspond aussi au nombre de fois ou y égale a avant l’étape de temps qn − 1 (parce que
l’on a supposé par l’absurde que τ = qn−1 et donc que f ti (x) = f ti (y) pour tout t ∈ [qn−1]).
On obtient s = qn−1, ce qui est la contradiction voulue. Donc, τ ≤ qn − 2.

Cas 2 : `x - `y (i.e. `x ne divise pas `y). Prouvons que τ ≤ `x + `y − PGCD(`x, `y)− 1.
Supposons par l’absurde que τ ≥ `x + `y − PGCD(`x, `y). On va découper nos traces en
PGCD(`x, `y) blocs. Disons que le premier bloc de la trace de x est X = (u1, . . . , u|X|) et
que celui de y est Y = (u1, . . . , u|Y |) (c’est cohérent car X est un préfixe de Y ). On a donc
|X| = `x/PGCD(`x, `y) et |Y | = `y/PGCD(`x,y ). Par définition du PGCD, |X| et |Y | sont
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premiers entre eux. Soit α et a respectivement le quotient et le reste de la division de
|Y | par |X|. Soit β et b respectivement le quotient et le reste de la division de |X| par a.
Autrement dit, on a |Y | = α|X| + a avec a ∈ [0, |X|[ et |X| = βa + b avec b ∈ [0, a[. On
voit que a et b sont premiers entre eux.

Affirmation 6. Soit u = u1 . . . ua et u′ = u1 . . . ub. Alors, X = uβu′ et Y = Xαu.

Démonstration. Clairement, Y = Xαv avec v = uα|X|+1 . . . u|Y |. Aux étapes de temps
entre α|X| + 1 et α|X| + a, la trace de x décrit u, et donc v = u. Ceci montre
la seconde partie de l’affirmation. De façon similaire, aux étapes de temps entre
|Y |+ 1 = α|X|+ a+ 1 et |Y |+ a = α|X|+ 2a, la trace de y correspond à u, donc
X commence par u, u. Par une simple induction, on montre que u est répété tout le
long de X et on obtient X = uβu′.

�

Nous allons maintenant étudier les étapes de temps entre t := |X| + |Y | − a − b + 1
et t + a + b − 1 = |X| + |Y |. La trace de x est u1 . . . ubu1 . . . ua−1, et la trace de y est
u1 . . . uau1 . . . ub−1. Pour les étapes de temps entre t+ b+ 1 et t+ a, on a ui = ui+b pour
tout i ∈ [a− b]. Pour les étapes de temps entre t+ a+ 1 et t+ a+ b− 1, on a uj = uj−a+b
pour tout j ∈ [a − b + 1, a − 1]. Comme b est premier avec a, il est facile de vérifier que
u1 = · · · = ua. Donc, X = u1 . . . u1, ce qui contredit sa périodicité.

Borne inférieure. On construit maintenant un réseau expansif f ∈ F(n, q) tel que
t(f) ≥ qn − q − 1. Pour donner une intuition, ce réseau est la fonction succession d’une
énumération de An particulière, qui peut être vue comme un « faux ordre lexicographique
». Plus formellement, pour tout a ∈ [0, qn − 1], posons a = a0 + a1q + · · · + anq

n−1. Soit
x(a) = (x(a)

1 , . . . , x(a)
n ) ∈ An définies comme x(a)

n = an et pour tout i ∈ [n− 1],

x
(a)
i =


q − 2 si ai+1 = · · · = an = q − 1 et ai = q − 1;
q − 1 si ai+1 = · · · = an = q − 1 et ai = q − 2;
ai sinon.

Alors, soit f : x(a) 7→ x(a+1). Clairement, le réseau f est bijectif car la fonction a 7→ x(a)
n est

bijective.

On prouve maintenant que f est expansif. On a seulement besoin de montrer que, pour
tout b ∈ [bqn/2c] et tout i ∈ [n], il existe un temps t ∈ [0, qn − 1] tel que x(t)

i 6= x
(b+t)
i . Soit

k le plus grand nombre tel que qk−1 divise b. Pour tout i ∈ [k], on a x(qn−1−b)
i = q − 1 et

x
(qn−1)
i = q − 2, et pour i ∈ [k + 1, n], on a x(qi−1−1)

i = 0 et x(qi−1−1+b)
i 6= 0. Finalement, il

est facile de vérifier que τ1(x(qn−1), x(q−1)) = qn − q − 1.
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4.7 La super-expansivité

La notion d’expansivité vue jusque-là consiste à pouvoir déterminer une configuration
initiale en observant la trace de n’importe quelle coordonnée. Dans cette section, on va
étudier une notion plus forte où on veut pouvoir retrouver la configuration initiale depuis
n’importe quelle « observation » du réseau suffisamment grande sur les n premières
étapes. Soit f ∈ F(n, q). Considérons un ensemble d’observations ω = {ω1, . . . , ωn} ⊆
[n] × [n] avec, pour tout i ∈ [n], ωi = (si, ti), si représentant un sommet et ti une étape
de temps. La trace d’observation associée est la fonction τω : An → An telle que

τω(x) =
(
f t1s1 (x), f t2s2 (x), . . . , f tnsn (x)

)
.

On dit que f est super-expansif si pour tout ω, la fonction τω est injective. De manière
équivalente, le réseau f est super-expansif si on peut retrouver x en observant n’importe
quel ensemble de n entrées de la matrice Mx définie précédemment.

Proposition 8. Soit G le digraphe de taille n. Si le réseau f ∈ F(G, q) est super-expansif,
alors G est le digraphe complet (i.e. il a n2 arcs).

Démonstration. Supposons que G n’ait pas d’arc (i, j) ∈ [n]2 et considérons le réseau
f ∈ F(G, q). Soient x et y ∈ An avec xi 6= yi et y[n]\{i} = x[n]\{i}. Prenons également les
configurations x′ et y′ telles que f(x′) = x et f(y′) = y.

Considérons l’observation ω = {ω1, . . . , ωn} ⊆ [n]× [n] telle que ωi = (j, 2) et, pour tout
k ∈ [n] \ {i}, ωk = (k, 1). On a

τω(x′) = xjf[n]\{i}(x) = yjf[n]\{i}(y) = τω(y′).

Le réseau f n’est pas super-expansif.

En utilisant une technique similaire à celle utilisée dans la preuve du théorème 14, on
peut montrer l’existence de réseaux super-expansifs.

Théorème 18. Pour tout n et toute puissance de nombre premier q > n2
(
n2

n

)
, il existe un

réseau f ∈ F(n, q) super-expansif linéaire sur un corps fini GF(q).

Démonstration. La technique de preuve est similaire à celle du théorème 14. Premièrement,
considérons un réseau linéaire f ∈ F(n, q) avec f : x 7→ xM et considérons un ensemble
d’observations ω = {

(
s1, t1), . . . , (sn, tn)} avec t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn. Définissons la matrice

Nω ∈ An×n suivante :

Nω :=
(
M t1

(
[n], s1

)
M t2

(
[n], s2

)
. . . M tn

(
[n], sn

) )
.
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Par une adaptation directe du lemme 15, on peut voir que l’observation τω est injective
si et seulement si la matrice Nω est inversible. Comme dans le théorème 14, la preuve de
la présente démonstration n’est pas constructive. On considère les coefficients non nuls
M(i, j) de la matrice M comme des variables qu’on note x((i, j)). On peut associer chaque
chemin d’arcs w = w1 . . . wp dans le digraphe G à un monôme X(w) := x(w1) . . . x(wp).
Alors, le déterminant de Nω est un polynôme de ces variables. En utilisant le lemme de
Schwartz-Zippel, on peut montrer que si le corps fini est suffisamment grand, alors on peut
toujours considérer des valuations des variables telles que det(Nω) 6= 0 pour peu que Nω ne
soit pas le polynôme nul. En utilisant la correspondance entre les chemins sur le graphe
complet et les monômes, le déterminant de la matrice Nω peut être exprimé comme suit :

det(Nω) =
∑
π∈S[n]

ε(π)Pπ,

avec chaque monôme qui apparait dans Pπ sous la forme

n∏
i=1

ti∏
k=1

X(w(i)(k)),

avec w(i)(1) · · ·w(i)(ti) un chemin de taille ti entre les sommets π(i) et si. On choisit
maintenant une permutation particulière π et un monôme particulier qui apparait dans
Pπ et nous montrons qu’il n’apparait dans aucun autre polynôme Pπ′ avec π 6= π′. Notons
S = {s1, . . . , sn} ⊆ [n] l’ensemble des sommets observés dans ω. On rappelle que les sommets
s1, . . . , sn ne sont pas nécessairement distincts : un même sommet peut être observé plusieurs
fois (mais à différentes étapes de temps). De ce fait, S n’est pas nécessairement égale à [n].
Considérons les n coordonnées distinctes s′1, . . . , s′n ∈ [n] telles que

s′i =

si si i = min{k | si = sk},
6∈ S sinon.

Remarquons que {s′1, . . . , s′n} = [n]. On considère la permutation π : i 7→ s′i, et le monôme
Y = ∏

i∈[n]
x
(
s′is
′
i

)ti−1
x
(
s′isi

)
qui apparait dans Pπ. Considérons une permutation π′ ∈ S[n]

quelconque et supposons que Y apparait dans Pπ′ . En d’autres termes,

Y =
n∏
i=1

ti∏
k=1

X(w(i)(k)),

avec w(i)
1 · · ·w

(i)
ti un chemin de taille ti depuis le sommet π′(i) jusqu’au sommet si. On veut

maintenant prouver que π′ = π. Pour cela, prenons s ∈ S quelconque et prouvons que
π(s) = π′(s). Posons Is = {i | si = s}. Si Is est un singleton {i} alors π′(i) = si car le
seul arc entrant de si apparaissant dans Y est (s′i, si). Sinon, soit k = max

(
Is
)
. On sait

que s′k 6∈ S (car k 6= min{k | si = sk}), que le seul arc entrant de s′k apparaissant dans
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M est la boucle (s′k, s′k) et que le seul arc sortant de s′k apparaissant dans Y est (s′k, s).
Par conséquent, le seul chemin qui contient l’arc (s′k, s′k) est un chemin de s′k vers s et de
taille tk (pour atteindre la même puissance de x

(
(s′k, s′k)

)
que dans Y . Par conséquent, on a

π′(k) = s′k. Avec le même raisonnement on prouve que π et π′ sont égaux sur Is pour tout
s ∈ S, ce qui signifie que π′ = π. Ceci montre que det(Nω) 6= 0.

Le degré est Nω est clairement au plus n2. D’après le lemme de Schwartz-Zippel (voir le
théorème 7.1.4 dans le livre [108]), il y a au plus n2qn

2−1 valuations des variables x(a) avec
a ∈ A pour laquelle det(Nω) = 0. Comme il y a

(
n2

n

)
valeurs de ω possibles, il y a au plus

n2
(
n2

n

)
qn

2−1 valuations des variables x(a) avec a ∈ A pour lesquels τω n’est pas injective.
Comme q > n2

(
n2

n

)
, on a qn2

> n2
(
n2

n

)
qn

2−1 et il existe donc un choix de valuation des
variables x(a) avec a ∈ A qui nous donne un réseau est super-expansif linéaire.

Comme application, montrons que tout réseau super-expansif (linéaire) nous donne
naturellement un tableau orthogonal (linéaire) et un code parfait. On va maintenant
définir ces deux notions (voir les livres [79] et [103] pour un aperçu du sujet).

Un s-(q,m, λ) tableau orthogonal (orthogonal array en anglais) est un tableau T ∈
An′×m avec n′ = λqs (et |A| = q) et avec la propriété suivante : pour tout sous-tableau C
composé de s colonnes de T , tout mot As apparait dans exactement λ lignes de C. On
appelle s la force de T et λ est son indice.

Quand q est un nombre premier, on dit que le tableau orthogonal T est linéaire si
l’ensemble de ses lignes est un GF(q)-espace vectoriel.

Un code C est un ensemble de mots de An et sa distance minimum dmin(C) est la
distance de Hamming minimum atteinte entre deux éléments distincts de C. Quand q est
un nombre premier, un code C est linéaire s’il forme un sous-espace vectoriel de GF(q)n.
Un code parfait (appelé MDS, pour maximum distance séparable en anglais) est un code
qui atteint la borne de Singleton (voir le livre [103]). En d’autres termes, il respecte
l’égalité, |C| = qn−dmin(C)+1.

Le lien entre ces objets combinatoires et les réseaux super-expansif peut être décrit
comme suit. Considérons une fonction f ∈ F(n, q). Soit Tf ∈ Aqn×n2 le tableau tel que
chaque configuration x ∈ An correspond à une ligne Lx avec

Lx = (f1(x), f2(x), . . . , fn(x), f 2
1 (x), . . . , f 2

n(x), . . . , fn1 (x), . . . , fnn (x)).

Proposition 9. Si f ∈ F(n, q) est super-expansif alors Tf est un tableau orthogonal de
force n et d’indice 1, et son ensemble de lignes est un code parfait de distance minimum
n2 − n + 1. Si en plus q est un nombre premier et f est linéaire, alors Tf est un tableau
orthogonal linéaire et son ensemble de ligne est un code parfait linéaire.

Démonstration. Chaque ensemble de n colonnes de Tf est naturellement associé à un
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ensemble d’observations ω = {(v1, t1), . . . , (vn, tn)}. Le fait que τω soit injectif (car f est
super expansif) veut exactement dire qu’aucune paire de lignes Lx, Ly ne peut être identique
sur cet ensemble de colonne. Par conséquent, Tf est un tableau orthogonal de force n. Le
fait que cela corresponde également à un code parfait est déjà bien connu (voir le théorème
4.21 de [79]). Pour finir, il est immédiat de voir que quand f est linéaire alors Tf l’est
également ainsi que le code correspondant.

De cette proposition, on peut déduire une borne inférieure sur la taille de l’alphabet
d’un réseau super-expansif.

Corolaire 7. Il n’y a pas de réseau super-expansif de taille n sur l’alphabet A si q ≤ n2−n.

Démonstration. La borne de Bush (voir le théorème page 431 de l’article [36]), affirme
qu’un tableau orthogonal de taille n′ ×m d’indice 1, de force t sur un alphabet A vérifie
l’inégalité n′ ≤ t+ q − 1. Prenons n′ = n2, m = q2 et t = n. D’après la proposition 9, pour
tout f ∈ F(n, q) super expansif, Tf est un tableau orthogonal de taille n2 × qn = n′ ×m,
d’indice 1, de force t = n sur l’alphabet A. On a donc n′ ≤ t+ q − 1, n2 − n+ 1 ≤ q. Donc,
q > n2 − n sinon f ne peut pas être expansif.

4.8 Fréquence d’expansivité

Dans la section précédente, on a montré que, pour tout réseau, on peut avoir à at-
tendre n étapes pour différencier deux configurations distinctes x et y en observant leurs
traces sur un certain i ∈ [n]. On va voir dans cette section, que cette différenciation peut
se produire de manière fréquente après sa première occurrence. Nous allons tout d’abord
définir une mesure de la fréquence de cette différenciation composante par composante.
Pour tout {x, y} ⊆ An et i ∈ [n], soit

φi(x, y) := dH(ρi(x)(`x`y), ρ(y)(`x`y))
`x`y

,

avec dH la distance de Hamming (i.e. dH(x, y) = |{i ∈ [n] | xi 6= yi}|). On définit alors la
fréquence d’expansivité de f comme

Φ(f) = min{φi(x, y) | {x, y} ⊆ An, i ∈ [n]}.

Clairement 1
t(f) ≤ Φ(f) ≤ 1. Toutefois, on montre dans le théorème 19 ci-dessous qu’on

peut trouver des réseaux expansifs f tels que Φ(f) est aussi proche de 1 que voulu.

Théorème 19. Pour tout réseau expansif f ∈ F(n, q), Φ(f) ≤ qn−q
qn−1 . De plus, pour tout q

premier et pour tout n, on peut trouver un réseau f ∈ F(n, q) tel que Φ(f) = qn−q
qn−1 .
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Démonstration. Borne supérieure. Soit ` le produit de toutes les tailles de cycles limites de
f . Considérons le code c = {ρ`i(x) | x ∈ An} qui appartient à A`. Comme t(f) ≤ `, toutes
les traces sont différentes et donc |c| = qn.

Affirmation 7. La distance dmin(c) respecte l’inégalité dmin(c) ≤ δ := (q−1)`qn−1

qn−1 .

Démonstration. La généralisation de la borne de Plotkin par Berlekamp (voir l’équa-
tion 13.41 du livre [18]) montre que, pour tout code c de taille ` sur A et avec
une distance minimum d, on a |c| ≤ dq

dq−`(q−1) si le dénominateur de cette fraction
est positif. Comme δq > `(q − 1), on peut utiliser ce résultat. De plus, si on avait
dmin(c) = d > δ, alors |c| ≤ dq

dq−`(q−1) <
δq

δq−`(q−1) = qn, ce qui est absurde. Donc,
d ≤ δ.

�

Par définition, il existe une paire de configurations {x, y} ∈ An telle que dH(ρ(`)
i (x), ρ(`)

i (y)) =
dmin(C). On obtient φi(x, y) ≤ δ

`
= (q−1)qn−1

qn−1 .

Borne inférieure Considérons l’image de la fonction ξ 7→ αξ dans GF(q)n, avec α un
élément primitif de ce corps fini. C’est une fonction linéaire de F(n, q) avec (0)n comme
unique point fixe. Pour tout configuration x ∈ An, l’orbite de x contient chacun des qn − 1
éléments non nuls de GF(q)n. Donc, pour tout x 6= (0)n et i, φi(x, (0)n) = (q−1)qn−1

qn−1 .

Dans l’autre sens, dans la construction de la preuve du théorème 17, on a construit un
réseau dont la fréquence d’expansion est 2/qn.

4.9 Liens avec l’expansivité dans les réseaux d’automates
cellulaires

Un système dynamique topologique [98] est un couple (F,X), avec X un espace
métrique compact de distance d et F une fonction continue. On dit que F est expansive
s’il existe un réel constant ε > 0 tel que

∀x, y ∈ X, x 6= y ⇒ ∃t | |∆(F t(x), F t(y))| ≥ ε.

Dans le cas général, le temps t est un entier positif et on parle d’expansivité positive.
Si F est bijective, alors t peut être choisi négativement (c’est la formulation adoptée
dans [88]).

Un automate cellulaire (à une dimension) est un système dynamique topologique
(F,AZ) avec A un alphabet fini et F une fonction définie à l’aide d’une règle locale f :
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A2r+1 → A avec r ≥ 0. Plus précisément,

∀x ∈ AZ,∀i ∈ Z, Fi(x) = f(xV (i)) avec V (i) = [i− r, i+ r].

F est positivement expansive si et seulement si, pour tout i ∈ Z, la trace suivante est
bijective [98, proposition 5.48] :

x 7→ (xV (i), F (x)V (i), F
2(x)V (i), . . .),

ou de manière équivalente, si et seulement si pour toute paire de configuration {x, y} ⊆
X, il existe un temps t ≥ 0 tel que F t(x)V (i) 6= F t(y)V (i).

L’expansivité (positive ou non) dans les automates cellulaires a reçu beaucoup d’at-
tention [19, 109, 121] et est encore une direction de recherche active [83], l’un des pro-
blèmes principaux étant la décidabilité de cette propriété (voir le problème 19 de [21]
ou le problème 7 de [87]).

On va supposer ici que la fonction locale f : A2r+1 → A qui définit l’automate cellulaire
est totale : le résultat dépend effectivement de chacune de ses coordonnées. L’expansi-
vité des automates cellulaires et des réseaux d’automates peuvent être reliés de deux
façons :

1. un automate cellulaire F peut être vu comme un réseau d’automates sur un graphe
d’interaction infini (Z, A) avec (i, j) /∈ A si |i− j| > r (avec r l’entier tel que 2r + 1
est la taille du voisinage). Ce graphe est toujours fortement connexe et couvrable
(car il contient toutes les boucles) et F comme automate cellulaire est positivement
expansif si et seulement s’il est quasi-expansif en tant que réseau d’automates infini
(voir le théorème 13 et les définitions précédentes) ;

2. on peut aussi restreindre un automate cellulaire F à ses configurations périodiques
de période n. Dans ce cas, il peut être vu comme un réseau d’automates f ∈ F(n, q)
sur le graphe d’interaction fini (Z/nZ, E) où (i, j) ∈ E avec i < j si et seulement si
|i− j| ≤ r ou |i− j| ≥ n− r. Si F est un automate cellulaire positivement expansif,
alors pour tout n, le réseau d’automates f ∈ F(n, q) est quasi-expansif. En revanche,
l’implication inverse n’est pas forcément vraie. Par exemple, l’automate cellulaire
qui fait une translation sur la gauche F (x)i+1 = xi n’est pas positivement expansif
alors que toutes ses restrictions de tailles finies sont quasi-expansives.

4.10 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons caractérisé les graphes d’interaction qui admettent des
réseaux expansifs : ce sont les digraphes fortement connexes et couvrables. Un problème
qui découle naturellement des travaux réalisés ici est le suivant : étant donné un graphe
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d’interaction G fortement connexe et couvrable, quelle est la plus petite taille d’alphabet
β(G) := q telle que F(G, q) contient un réseau expansif ?

On a montré dans le théorème 14 que tout graphe d’interaction G fortement connexe
et couvrable admettait un réseau expansif linéaire sur un alphabet cubique en fonction
de la taille du graphe. Ceci nous donne une borne supérieure sur β(G). À l’inverse, le
théorème 15 nous apprend que l’on peut trouver des graphes G de taille n tels que
β(G) ≥ o(log3(n)).

On peut constater que l’intervalle entre ces deux bornes est très important. Cela s’ex-
plique probablement par la façon dont nous avons obtenu notre borne supérieure. En ef-
fet, premièrement, notre démonstration ne concerne que les fonctions corps fini linéaires
(qui représentent une minorité des fonctions admises par le graphe) et ensuite notre
preuve est non constructive. Il serait intéressant d’avoir un algorithme de complexité
raisonnable pour pouvoir construire un réseau expansif (linéaire ou non) dont l’alpha-
bet se rapprocherait de β(G) à partir de n’importe quel digraphe fortement connexe et
couvrable.

Il serait aussi intéressant d’expliciter ce que la quantité β(G) nous apprends sur la
structure de G. Par exemple, le graphe que l’on a construit pour obtenir le plus grand
β(G) possible a une structure d’étoile. Il s’agit d’un graphe très régulier, dont un sommet
a un degré entrant très important et par lequel « beaucoup d’informations doivent passer
». On peut se demander si l’un de ces critère est important pour avoir un grand paramètre
β.

Enfin, dans ce chapitre, on a regardé plusieurs variantes de l’expansivité où on fait va-
rier le type d’observations considérées. Toutefois, dans toutes ces variantes, il fallait qu’à
partir d’un certain nombre d’observations, on puisse déduire la totalité de la configura-
tion initiale du réseau d’automates. On pourrait être moins exigent, et ne pas demander
à connaitre toute la configuration initiale, mais plutôt le cycle limite que le réseau a
atteint.
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Calcul séquentiel
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Coût de séquentialisation
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5.1 Introduction

Il y a eu beaucoup de travaux étudiant les différentes valeurs de fW , avec f un réseau
d’automates, selon la nature du mode de mise à jour W [6, 7, 10, 11, 12, 74]. Dans ce
chapitre, comme dans [152], on se pose le problème inverse. On considère un réseau
h ∈ F(n, q) et on cherche un réseau f ∈ F(n, q) ainsi qu’un mode de mise à jour séquentiel
w ∈ S[n] tels que h = fw. Toutefois, il n’est pas toujours possible de trouver un tel f . En
effet, considérons la fonction h ∈ F(2) définie par h : x1x2 7→ x2x1. Considérons par
l’absurde qu’il existe f ∈ F(2) et w ∈ S[n] tel que fw = h. On peut considérer sans perte
de généralité que w = (1, 2). De ce fait,

x2x1 = h(x) = f (1,2)(x) = f (2)(f1(x)x2) = f1(x)f2(f1(x)x2).

Par conséquent, f1(x) = x2 et donc x2x1 = x2f2(x2x2). Il en résulte que 01 et 11 sont
tous les deux égaux à 1f2(11) ce qui est une contradiction. Toutefois, on peut considérer
un réseau f ∈ F(3) défini par f : x 7→ x2x3x1 et le mode de mise à jour séquentiel
w := (3, 1, 2) ∈ S[3]. On a alors,

x1x2x3
f (3)
−−→ x1x2x1

f (1)
−−→ x2x2x1

f (2)
−−→ x2x1x1.

Certes, la taille de f dépasse celle de h et on n’a donc clairement pas fw = h. Mais, à
défaut d’être égaux, on voit que fw et h ont la même dynamique si on se concentre sur
les deux premières coordonnées. On dit alors que f simule h grâce à w. On dit aussi que
f séquentialise h avec une mémoire additionnelle de 1.

Plus formellement et plus généralement, étant donné un entier m ≥ n, on dit que
f ∈ F(m, q) séquentialise h ∈ F(n, q) avec une mémoire additionnelle de m− n si

pr[n] ◦fw = h ◦ pr[n] pour un certain w ∈ S[m].

Ce chapitre porte sur le coût de séquentialisation κ(h) d’un réseau h, c’est-à-dire la
quantité de mémoire additionnelle du plus petit réseau f qui séquentialise h. Comme on
vient de le voir, il existe des réseaux h tel que κ(h) > 0. On peut également se convaincre
que κ(h) ≤ n pour tout réseau h ∈ F(n, q). En effet, à chaque réseau h ∈ F(n, q) on peut
associer un réseau f ∈ F(2n, q) tel que

f : xy = x1 . . . xny1 . . . yn 7→ h(y)x

" et une permutation w = (n + 1, n + 2, . . . , 2n, 1, 2, . . . , n) ∈ S[2n]. On peut voir que
pr[n] ◦fw = h ◦pr[n] et donc que f séquentialise h avec une mémoire additionnelle de n.

Le premier résultat présenté dans ce chapitre montre qu’il est possible de séquentiali-
ser tout réseau avec une mémoire additionelle bien inférieure.
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Théorème 20. Pour tout réseau h ∈ F(n, q), on a κ(h) ≤ dn/2 + logq(n/2 + 1)e.

Le deuxième résultat important est que lorsque q est supérieur à 4 et n tend vers
l’infini, la borne supérieure est en fait optimale.

Théorème 21. Si q ≥ 4, alors il existe h ∈ F(n, q) tel que κ(h) ≥ bn/2− logq(n)c −O(1).
Si q ≥ 2 alors il existe h ∈ F(n, q) tel que κ(h) ≥ bn/3c. Enfin, si q = 3 et n tend vers
l’infini alors il existe h ∈ F(n, q) tel que κ(h) ≥ n

1+2 log3(2) −O(
√
n) ≥ n

2,26 −O(
√
n).

Il existe une autre manière de séquentialiser le réseau h ∈ F(n) tel que h : x1x2 7→ x2x1
sans mémoire additionnelle. Par exemple, on peut considérer le réseau f ∈ F(n) tel que
f : x 7→ (x1 ⊕ x2, x1 ⊕ x2) et fw simule alors h. En effet,

x1x2
f (1)
−−→ (x1 ⊕ x2, x2) f (2)

−−→ (x1 ⊕ x2, x1) f (1)
−−→ (x2, x1)

Ceci ne signifie pas que le coût de séquentialisation de h est 0, car le mot w = (1, 2, 1)
ne décrit pas un mode de mise à jour séquentiel. En effet, la coordonnée 1 est mise
à jour deux fois. Une telle répétition permet une réduction drastique de la mémoire
additionnelle nécessaire pour simuler h. En fait, comme on le verra dans le prochain
chapitre, pour tout n et q, on peut construire un réseau f ∈ F(n + 1, q) complet pour
F(n, q). En d’autre termes, à chaque réseau h ∈ F(n, q) on peut associer un mot w ∈
[n + 1]∗ tel que pr[n] ◦fw = h ◦ pr[n]. En revanche, on verra que dans ce cas-là, le mot w
utilisé peut être très grand.

À l’inverse, on va montrer qu’en s’autorisant plus de mémoire additionnelle, il est
possible de simuler h avec un mot bien plus court. En fait, la taille minimale d’un tel mot
est intimement reliée au coût de séquentialisation de h. Plus précisément, on considère
un réseau h ∈ F(n, q) et l’on note L∗(h) le plus petit entier ` tel qu’il existe m ≥ n, un
mot w sur l’alphabet [m] de taille ` et un réseau f ∈ F(m, q) tels que f simule h grâce
à w. On va montrer que ce nombre L∗(h) est équivalent à la complexité procédurale de h
avec mémoire illimitée, définie ici comme dans [68]. Notre troisième résultat concerne le
lien entre κ(h) et L∗(h) et montre qu’en général, ces deux valeurs sont égales.

Théorème 22. Pour tout h ∈ F(n, q), on a L∗(h) = Ω(h) + κ(h) avec Ω(h) le nombre de
coordonnées i ∈ [n] telles que h(i) n’est pas la fonction identité.

Le dernier résultat de ce chapitre porte sur les graphes d’interaction. On montre que
l’on peut borner supérieurement le coût de séquentialisation d’un réseau grâce à la di-
rected vertex separation (DVS) de son graphe d’interaction. On pourrait traduire directed
vertex separation par séparation dirigée en sommet.

Théorème 23. Pour tout graphe d’interaction G, pour tout h ∈ F(G, ∗), κ(h) est inférieur
à la DVS de G.
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Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 5.2, on donne les notations et
définitions spécifiques au chapitre. Dans la section 5.3, on montre que le problème de
trouver le coût de séquentialisation d’un réseau est relié à celui de trouver le nombre
chromatique d’un graphe nommé le graphe de confusion. Dans la section 5.4, on étudie
une version raffinée du problème et on prouve la borne supérieure de κ(h) donnée dans
théorème 20. Dans la section 5.5, on prouve cette fois les bornes inférieures de κ(h)
données dans le théorème 21. Dans la section 5.6 on montre le lien entre le coût de
séquentialisation et la complexité procédurale. Le théorème 22 est prouvé ici. La sec-
tion 5.7 parle de borner le coût de séquentialisation d’un réseau h à partir de son graphe
d’interaction. C’est ici que l’on prouve le théorème 23. Enfin, la section 5.8 offre une
conclusion et quelques pistes de recherches.

Le travail présenté dans ce chapitre a fait l’objet d’une première publication en confé-
rence [27]. Cette première publication ne porte que sur le cas booléen, les résultats
donnés y sont moins forts et les problèmes abordés dans les sections 5.5, 5.6 et 22 n’y
figurent pas. Un papier avec tous ces nouveaux résultats est en cours d’écriture.

5.2 Définitions et notations

Premièrement, rappelons les notions de simulation et de séquentialisation abordées
plus tôt.

Définition 6 (Simulation et séquentialisation). Soit h ∈ F(n, q), f ∈ F(m, q) avec m ≥ n.
On dit que f simule ou séquentialise h grâce à w ∈ S[m], si pr[n] ◦fw = h ◦ pr[n].

Remarque 4. Tous les résultats de ce chapitre resteraient vrais si la définition de simulation
qui exige que pr[n] ◦fw = h ◦ pr[n] était remplacée par la définition plus générale suivante. Il
existe I ⊆ [m], avec |I| = n tel que prI ◦fw = h ◦ prI .

Ensuite, on va rappeler la définition du coût de séquentialisation.

Définition 7 (Coût de séquentialisation). Soit h ∈ F(n, q). Le coût de séquentialisation
de h (noté κ(h)) est le plus petit entier k tel qu’il existe un réseau f ∈ F(n + k, q) qui
séquentialise h.

De plus on note,
κn,q := max{κ(h) | h ∈ F(n, q)}.

Pour étudier le coût de séquentialisation de h, il est pratique d’étudier une version
plus raffinée de ce coût où on ajoute quelques contraintes sur le mode de mise à jour
séquentiel.
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Figure 5.1 – Ré-
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h de
l’exemple 2.
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Figure 5.2 – Réseau f de
l’exemple 2.
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Figure 5.3 – Réseau g de l’exemple 2

Définition 8 (Coût de séquentialisation dans l’ordre u). Soit h ∈ F(n, q) et u ∈ S[n]. Le
coût de séquentialisation de h dans l’ordre u (noté κ(h, u)) est le plus petit entier k tel qu’il
existe f ∈ F(n+ k, q) et w ∈ S[n+k] tel que f simule h grâce à w et que u soit un sous-mot
de w.

On écrit
κ̃n,q := max{κ(h, u) | h ∈ F(n, q) et u ∈ S[n]}.

Clairement, κ(h) = min{κ(h, u) | u ∈ S[n]} et donc κn,q ≤ κ̃n,q. L’exemple 2 ci-dessous
montre que la différence entre κ(h) et κ(h, u) peut être grande.

Exemple 2. Considérons le réseau h ∈ F(n, q) représenté dans la figure 5.1. Le réseau h
est de taille n = 4 et il permute 2 paires de valeurs. On a spécifiquement,

h : x 7→ x3x4x1x2 = x[3,4]x[1,2].

Maintenant, considérons le mode de mise à jour séquentiel canonique u = (1, 2, . . . , 6).
Nous voudrions trouver un réseau f ∈ F(6, q) et un mot w ∈ S[6] tel que f séquentialise
h grâce à w dans l’ordre u. Nous allons montrer que cela peut se faire avec une mémoire
additionnelle de 2. Prenons f ∈ F(6, q) qui réalise une permutation circulaire comme illustrée
sur la figure 5.2. Autrement dit, on a f : x 7→ x[3,4]x[5,6]x[1,2]. Considérons la permutation
w = (5, 6, 1, 2, 3, 4) ∈ S[6] qui a comme préfixe une permutation des n/2 coordonnées
additionnelles de f et qui a u comme suffixe. Maintenant, on peut voir qu’une application
de fw nous donne

x = x[1,2]x[3,4]x[5,6]
f (5,6)
−−−→ x[1,2]x[3,4]x[1,2]

f (1,2)
−−−→ x[3,4]x[3,4]x[1,2]

f (3,4)
−−−→ x[3,4]x[1,2]x[1,2].

110



5.3 Graphe de confusion

Nous avons donc pr[n] ◦fw = h ◦ pr[n]. Donc, f qui est de taille n+ 2 séquentialise h dans
l’ordre u et ceci montre que κ(h, u) ≤ 2. De plus, on verra plus tard dans ce chapitre (dans
la proposition 3 de la section 5.3 spécifiquement) qu’il n’y a pas de plus petit réseau f qui
convienne. Par conséquent, on a κ(h, u) = n/2 = 2.

Ensuite, on peut montrer qu’il existe g ∈ F(5, q) (qui a donc une mémoire additionnelle de
taille 1) et v ∈ S[5] tel que g simule h grâce à v (mais sans respecter l’ordre u). Premièrement,
prenons v = (5, 1, 3, 2, 4) qui, au lieu de mettre à jour les coordonnées de [n] dans l’ordre u,
met à jour les paires de coordonnées (1, 3) et (2, 4) l’une après l’autre. Alors, on définit le
réseau g ∈ F(7, q) comme

g : x 7→ (x3, x4, x5 − x2, x5 − x3, x1 + x2).

Comme toujours, les additions et soustractions sont faites modulo q. Le réseau g est
représenté dans la figure 5.3. On peut vérifier que gv : x 7→ x[3,4]x[1,2](x1 + x2). Donc,
pr[n] ◦gv = h ◦ pr[n]. Par conséquent, g séquentialise h et donc κ(h) ≤ 1.

De manière plus générale, on peut montrer que, pour tout entier n pair et q ≥ 2,
on a κ(h, (1, 2, . . . , n)) = n/2 alors que κ(h) ≤ 1 avec h ∈ F(n, q) le réseau défini par
h : x 7→ x[n2 +1,n]x[n2 ].

5.3 Graphe de confusion

Dans cette section, on étudie une manière de traduire le problème de trouver le coût
de séquentialisation d’un réseau h en un problème plus simple de coloration de graphe.
Pour faire ceci, on va définir un graphe : le graphe de confusion. Considérons la fonction
h ∈ F(2) tel que h : x1x2 7→ x2x1 et la permutation u = (1, 2) ∈ S[2]. Comme on l’a vu
dans l’introduction, il n’y a pas de fonction f tel que fu = h. C’est parce que f ∈ F(2) ne
peut pas avoir en même temps les deux propriétés ci-dessous.

— fu(01) = h(01) (= 10) et,

— fu(11) = h(11) (= 11).

Par conséquent, on pourrait dire que le couple de configurations {01, 11} est un obstacle à
la séquentialisation sans mémoire de h dans l’ordre u. Le graphe de confusion Gh,u définit
ci-dessous va représenter chaque telle paire de configurations {x, y} à l’aide d’une arête
{x, y}. On peut voir que si Gh,u a la moindre arête, on a κ(h, u) > 0, mais le lemme 21
va plus loin et montre que l’on peut calculer κ(h, u) directement depuis Gh,u.

Définition 9 (Graphe de confusion). Considérons h ∈ F(n, q) et la permutation u ∈ S[n].
Le graphe de confusion Gh,u est le graphe dont les sommets sont les configurations de An et
tel que deux configurations x, x′ ∈ An sont voisines dans Gh,u si et seulement si
— h(x) 6= h(x′), et
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— ∃ i ∈ [n], h{u1,...,ui}(x) = h{u1,...,ui}(x′).

Un exemple de graphe de confusion est donné dans la figure 5.4. Dans cet exemple,
les configurations 000 et 100 sont voisines dans Gh,u car h{1,2}(000) = 000 = h{1,2}(100)
et h(000) = 000 6= 001 = h(100).

À l’inverse, même si h{1,2}(100) = 000 = h{1,2}(010), les configurations 100 et 010 ne
sont pas voisines dans Gh,u car h(100) = 001 = h(010).

x h{1}(x) h{1,2}(x) h(x)
000 000 000 000
100 000 000 001
010 010 000 001
110 010 010 010
001 101 111 110
101 101 111 110
011 111 111 111
111 111 111 111

(a) définition de h

000 100

010 110

001 101

011 111

(b) Graphe de confusion Gh,u

Figure 5.4 – Exemple de réseau h ∈ F(3) et son graphe de confusion pour l’ordre u =
(1, 2, 3).

Une coloration valide (des sommets) d’un graphe G = (V,E) est une fonction c : V 7→
S (avec S un ensemble quelconque considéré comme un ensemble de couleur) tel que,
pour tout {i, j} ∈ E, on a c(i) 6= c(j). Par la suite, on note χ(G) le nombre chromatique
d’un graphe G, c’est-à-dire la cardinalité minimum de l’ensemble S de couleurs d’une
coloration valide (des sommets) de G. On note également ω(G) la taille de la plus grosse
clique d’un graphe G = (V,E), c’est-à-dire la cardinalité du plus gros ensemble S ⊆ V tel
que, pour tout i, j ∈ S, {i, j} ∈ E.

Lemme 21. Pour tout h ∈ F(n, q) et u ∈ S[n], on a κ(h, u) = dlogq(χ(Gh,u))e.

Démonstration. Posons Gh,u = (An, E) pour toute cette démonstration.

Borne inférieure : κ(h, u) ≥ dlogq(χ(Gh,u))e.

Sans perte de généralité, supposons que u est le mode de mise à jour séquentiel canonique
(1, 2, . . . , n). Posons k = κ(h, u), m = n + k et M = [n + 1,m]. Considérons un réseau
f ∈ F(m, q) et un mot w ∈ S[m] tels que f séquentialise h dans l’ordre u grâce à w.

Posons y = (0)k. Soit c : An → Ak, la fonction de coloration du graphe Gh,u telle que
c : x 7→ fwM(xy). La fonction c utilise moins de qk couleurs. Par conséquent, si c est une
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coloration valide, on a qκ(h,u) = qk ≥ χ(Gh,u) et donc κ(h, u) ≥ dlogq(χ(Gh,u))e. Il est
donc suffisant de prouver que c est une coloration valide. En d’autres termes, pour tout
{x, x′} ∈ E, on doit avoir c(x) 6= c(x′).

Considérons donc une arête {x, x′} ∈ E et les configurations z = xy et z′ = x′y. Par
l’absurde, supposons que c(x) = c(x′) et donc que fwM(z) = fwM(z′). Par définition du
graphe de confusion Gh,u, on sait que h(x) 6= h(x′) et que h{u1,...ui}(x) = h{u1,...,ui}(x′) pour
un certain i ∈ [n]. Considérons le plus grand i qui respecte cette condition. Remarquons
que i < n car h(x) 6= h(x′) et notons I = {u1, . . . , ui}. On a hI∪{ui+1}(x) 6= hI∪{ui+1}(x′)
et donc hui+1(x) 6= hui+1(x′). Décomposons w en v(ui+1)v′. Prouvons que f v(z) = f v(z′).
Premièrement, comme f simule h grâce à w, on a

f v[n](z) = hI(x) = hI(x′) = f v[n](z′).

De plus, pour tout coordonnée j ∈M mise à jour dans v′ (et donc pas dans v), on a

f vj (z) = zj = yj−n = z′j = f vj (z′).

Enfin, pour toute coordonnée j ∈ M apparaissant dans v on a f vj (z) = cj−n(x) =
cj−n(x′) = f vj (z′). Il découle des 3 égalités précédentes que f v(z) = f v(z′). Mais

fui+1 ◦ f vui+1
(z) = fwui+1

(z) = hui+1(x) 6= hui+1(x′) = fwui+1
(z′) = fui+1 ◦ f v(z′).

Ceci pose une contradiction. Par conséquent, on a fwM(z) 6= fwM(z′). En conséquence, c est
bien une coloration valide.

Borne supérieure : κ(h, u) ≤ dlogq(χ(Gh,u))e.

Soit k = dlogq(χ(Gh,u))e, m = n + k et M = [n + 1,m]. Soit w ∈ S[m] tel que w =
(n+ 1, . . . , n+ k)u.

Considérons c : An → Ak une coloration valide de Gh,u. Pour tout i ∈ [n] et pour toute
configuration z ∈ Am, définissons l’ensemble Xi(z) ⊆ An comme suit. Premièrement, X1(z)
est le singleton {z[n]} et ensuite ∀i ∈ [2, n], Xi(z) = {x ∈ An | h{u1...ui−1}(x) = z[n] et
c(x) = z[n+1,m]}.

Soit f ∈ F(m, q) tel que

— fM = c ◦ pr[n], et

— ∀i ∈ [n], fui : z 7→

zui si Xi(z) = ∅ et,
hui(x) avec x ∈ Xi(z) sinon

.

Prouvons que pr[n] ◦fw = h ◦ pr[n]. Soit x ∈ An et z ∈ Am avec z[n] = x. Par récurrence,
montrons que
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∀i ∈ [0, n], f (w1...wk+i)(z) = h{u1,...,ui}(x)c(x).

Premièrement, pour i = 0, on a bien,

f (w1...wk)(z) = f (n+1,...,n+k)(z) = xc(x).

Ensuite, prenons i ∈ [n], posons v = (w1, . . . , wk+(i−1)) et supposons que,

f v(z) = h{u1,...,ui−1}(x)c(x).

On a donc fwk+i ◦ f v(z) = hui(x′) avec x′ ∈ Xi(f v(z)). Remarquons que x ∈ Xi(f v(z))
également.

Prouvons que hui(x′) = hui(x). Par l’absurde, supposons que hui(x′) 6= hui(x). Par consé-
quent, h(x) 6= h(x′). Toutefois, x, x′ ∈ Xi(f v(z)) et donc h{u1,...,ui−1}(x) = h{u1,...,ui−1}(x′) et
c(x) = c(x′). Cela signifie que {x, x′} ∈ E, alors que x et x′ ont la même couleur. C’est
absurde. On a donc bien, hui(x′) = hui(x), f (w1...wk+i)(z) = h{u1,...,ui}(x) et l’hypothèse de
récurrence est prouvée. Par conséquent, fw(z) = h(x)c(x) et pr[n] ◦fw = h ◦ pr[n]. Comme
f a k coordonnées additionnelles, on a κ(h, u) ≤ k ≤ dlogq(χ(Gh,u))e.

En conclusion, κ(h, u) = dlogq(χ(Gh,u))e.

Remarque 5. En observant notre construction pour la borne supérieure, on remarque
que le coût de séquentialisation minimum peut être atteint grâce à un mode de mise à
jour séquentiel w qui met d’abord à jour toutes les coordonnées additionnelles, puis les
coordonnées principales.

Si on observe de nouveau l’exemple donné dans la figure 5.4, on peut voir que le
nombre chromatique de Gh,u est de 2. En effet, on peut observer qu’il existe une co-
loration valide de Gh,u utilisant seulement 2 couleurs et, comme il y a au moins une
arête dans Gh,u, il n’y a pas de coloration valide monochromatique. De ce fait, d’après le
lemme 21, que l’on vient de prouver,

κ(h, u) = dlog2(χ(Gh,u))e = dlog2(2)e = 1.

La proposition 2 ci-dessous affirme que le coût de séquentialisation qui doit respecter
un certain ordre ou non (κ̃n,q ou κn,q) est croissant en fonction de n. La preuve est très
simple. Depuis un réseau h ∈ F(n, q) et une taille n′ > n, il est facile de construire un
réseau h′ ∈ F(n′, q) tel que κ(h) ≤ κ(h′) (et également tel que, pour tout u ∈ S[n] il existe
u′ ∈ S[n] tel que κ(h, u) ≤ κ(h′, u′)). Cette proposition sera entre autres utilisée pour
simplifier la preuve que, pour tout n, κn,q ≥ bn/4c. En effet, grâce à la proposition 2, il
est suffisant de prouver que, pour tout k, κ4k,q ≥ k.

114



5.4 Coût de séquentialisation dans un certain ordre

Proposition 2. Pour tout n < n′, on a κ̃n,q ≤ κ̃n′,q et κn,q ≤ κn′,q.

Démonstration. Soit p = n′ − n, I = [n + 1, n′] et h ∈ F(n, q). Soit h′ ∈ F(n′, q) tel que,
pour tout x′ ∈ An′ ,

h′[n](x′) = h(x′[n]) et h′I(x′) = (0)p.

Considérons u′ ∈ S[n′] et soit u ∈ S[n] tel que u soit un sous-mot de u′. Prouvons que
Gh′,u′ = (An′ , E ′) restreint aux configurations de {x′ ∈ An′ | x′I = (0)p} est isomorphe au
graphe de confusion Gh,u = (An, E). Considérons x, y ∈ An et x′, y′ ∈ An′ tels que x′[n] = x,
y′[n] = y et x′I = y′I = (0)p. On a alors, h(x) 6= h(y) si et seulement si h′(x′) 6= h′(y′). De
plus, si {x, y} ∈ E dans Gh,u alors il existe t ∈ [n] tel que h(u1,...,ut)(x) = h(u1,...,ut)(y). On
peut montrer que l’on a alors {x′, y′} ∈ E ′. En effet, pour t′ tel que ut′ = ut, on a

h′(u
′
1,...,u

′
t′ )(x′) = h(u1,...,ut)(x)(0)p = h(u1,...,ut)(y)(0)p = h′(u

′
1,...,u

′
t′ )(y′).

On peut montrer que {x′, y′} ∈ E ′ ⇒ {x, y} ∈ E de manière totalement symétrique. De
ce fait, Gh′,u′ contient un sous-graphe isomorphe à Gh,u. Clairement, χ(Gh′,u′) ≥ χ(Gh,u).
Par conséquent, pour tout u ∈ S[n], κ(h, u) ≤ κ(h′, u′) pour un certain u′ ∈ S[n]. En
particulier, prenons h ∈ F(n, q) et u ∈ S[n] tels que κ̃n,q = κ̃(h, u). On a clairement
κ̃n,q = κ̃(h, u) ≤ κ̃(h′, u′) ≤ κ̃n′,q. De la même façon, en prenant h ∈ F(n, q) tel que
κn,q = κ(h), on a κn,q = κ(h) ≤ κ(h′) = κn′,q.

5.4 Coût de séquentialisation dans un certain ordre

Dans cette section, on étudie le coût de séquentialisation d’un réseau h dans un cer-
tain ordre u. On montre d’abord dans le théorème 20 que l’on peut trouver une borne
supérieure à κ̃n,q. Clairement elle est également une borne supérieure pour κn,q. C’est
en fait la meilleure que l’on connaisse actuellement. Deuxièmement, on donne dans la
proposition 3 une borne inférieure pour κ̃n,q très proche de sa borne supérieure.

Pour prouver le théorème 20, on regroupe toutes les configurations d’un graphe Gh,u

qui sont égales sur leurs secondes moitiés (x{un/2+1,...,un} = x′{un/2+1,...,un}) et ont la même
image (h(x) = h(x′)) ensemble. On colorie toutes les configurations d’un même groupe
de la même couleur. De plus, on montre que le degré maximum de ce graphe « factorisé
» est inférieur à d(n/2 + 1)qn/2e. On peut conclure en utilisant le théorème de Brooks qui
affirme que le nombre chromatique d’un graphe est au plus son degré maximum plus un
(voir le théorème 14.4 du livre [20]).

Théorème 20. κn,q ≤ κ̃n,q ≤ dn/2 + logq(n/2 + 1)e.

Démonstration. Soit h ∈ F(n, q) et u ∈ S[n]. Prouvons que κ(h, u) ≤ dn/2 + logq(n/2 + 1)e.
Sans perte de généralité, supposons que u est le mode de mise à jour séquentiel canonique
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(1, 2, . . . , n). Posons Gh,u = (A, E). Soit X = {X1, . . . , Xp} une partition de An, telle que
x, x′ sont dans le même ensemble Xi si et seulement si les deux conditions suivantes sont
vraies.
— Les deux configurations sont égales sur la seconde partie des coordonnées mises à jour

par u. En d’autres termes, x{u(n/2+1),...,u(n)} = x′{u(n/2+1),...,u(n)} ou plus simplement,
x]n/2,n] = x′]n/2,n] car on a supposé que u = (1, 2, . . . , n).

— Elles ont la même image par h. En d’autres mots, h(x) = h(x′).
Pour tout x ∈ An, écrivons X(x) l’ensemble Xi ∈ X qui contient x. Considérons

x(1) ∈ X1, x
(2) ∈ X2, . . . , x

(p) ∈ Xp.

Soit G′ = (X,E ′), le graphe tel que les ensembles Xi et Xi′ sont voisins dans G′ si et
seulement s’il existe deux configurations x ∈ Xi et x′ ∈ Xi′ voisines dans Gh,u.

Prouvons que le degré de G′ est d’au plus (n/2 + 1)qn/2. Soit X`, le sommet de degré
maximum dans G′. Considérons son ensemble de voisins N ⊆ X. Par définition, si Xj ∈ N
alors il existe deux configurations x ∈ X`, x

′ ∈ Xj telles que ∃i ∈ [n], h[i](x) = h[i](x′) et
h(x) 6= h(x′).

Décomposons N en n/2 + 1 ensembles (pas forcément disjoints) comme suit.
— L’ensemble N[n/2] ⊆ X est l’ensemble des Xj ∈ X tels qu’il existe un entier i ∈ [n/2]

et deux configurations x ∈ X` et x′ ∈ Xj tels que

h[i](x) = h[i](x′) et h(x) 6= h(x′).

Comme h[i](x′) = h[i](x), on a x′]i,n] = x]i,n] et x′]n/2,n] = x]n/2,n] = x
(`)
]n/2,n] car i ≤ n/2.

En d’autres termes, pour tout ensemble Xj ∈ N[n/2], on a une configuration x′ ∈ Xj

telle que x′]n/2,n] = x
(`)
]n/2,n]. On remarque, qu’il n’y a que qn/2 configurations x′ avec

cette caractéristique. Donc, |N[n/2]| ≤ qn/2.
— Pour tout i ∈ [n/2 + 1, n], soit Ni ⊆ X tel que Xj ∈ Ni si et seulement si

∃x ∈ X1, x
′ ∈ Xj telles que h[i](x) = h[i](x′) et h(x) 6= h(x′).

Soit Xj ∈ Ni et soient les deux configurations x ∈ X` et x′ ∈ Xj telles que h[i](x) =
h[i](x′). Donc, on a x(`)

]i,n] = x′]i,n] = x]i,n] = x
(j)
]i,n] car i > n/2. Mais, la valeur de x(j)

[n/2+1,n]
est fixée sur l’intervalle [i, n] et peut seulement varier sur l’intervalle [n/2 + 1, i].
Donc, la deuxième moitié de x(j) peut seulement prendre qi−n/2 valeurs. De plus,
on sait que h(x(`)) = h[i](x), h[i](x) = h[i](x′) et h(x′) = h(x(j)). Par conséquent,
h[i](x(`)) = h[i](x) = h[i](x′) = h[i](x(j)). Donc, la valeur h(x(j)) est fixée sur l’intervalle
[i] et peut seulement varier sur l’intervalle [i, n]. De ce fait, h(x(j)) peut seulement
prendre qn−i valeurs différentes. Maintenant, si deux configurations ont la même
image par h et sont égales sur leur seconde moitié, alors elles appartiennent au même
ensemble Xj. Donc, |Ni| ≤ qi−n/2 · qn−i = qn/2.
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On a donc N = N[n/2]∪Nn/2+1∪· · ·∪Nn. De ce fait, |N | ≤ (n/2+1)qn/2. Par conséquent, le
degré deX1 dans G′ est au plus (n/2+1)qn/2. En fait, le degré deX1 est strictement inférieur
à (n/2 + 1)qn/2 car X1 n’est pas voisin de lui-même et a pourtant été compté quand on a
borné la taille de N . Par conséquent, χ(G′) ≤ ∆(G′)+1 ≤ (n/2+1)qn/2 avec ∆(G′) le degré
maximum de G′. On peut voir que toute coloration du graphe G′ nous donne une coloration
valide du graphe de confusion Gh,u. En effet, on peut colorier chaque configuration x ∈ Xi

dans Gh,u de la même façon que Xi dans G′. Si deux configurations x et x′ sont adjacentes
dans le graphe de confusion Gh,u, alors X(x) et X(x′) sont adjacents dans G′ et n’ont pas
la même couleur. Donc, χ(Gh,u) ≤ χ(G′) ≤ (n/2 + 1) · qn/2. Par conséquent, d’après le
lemme 21, on a, κ(h, u) ≤ dn/2+logq(n/2+1)e. De ce fait, κ̃n,q ≤ dn/2+logq(n/2+1)e.

La proposition 3 ci-dessous donne une borne inférieure pour κ̃n,q. Pour la prouver, on
construit un couple (h, u) tel que Gh,u possède une clique de taille qn/2. Il est bien connu
que le nombre chromatique χ(G) d’un graphe G est au moins égal à la taille de sa plus
grosse clique ω(G). Par conséquent, χ(Gh,u) ≥ qn/2, κ(h, u) = dlog(χ(Gh,u))e ≥ n/2, et on
en déduit la proposition 3.

Proposition 3. κ̃n,q ≥ bn/2c.

Démonstration. Soit k := bn/2c. Soit h ∈ F(n, q) le réseau tel que :
— ∀i ∈ [k], hi : x 7→ xi+k,
— ∀i ∈ [k + 1, 2k], hi : x 7→ xi−k, et
— si n est impair hn : x 7→ xn.

On prend le mode de mise à jour séquentiel canonique u = (1, 2, . . . , n). Soit X := {x ∈
An | x[k+1,n] = (0)n−k} l’ensemble des configurations qui sont composées uniquement de 0
sur leur deuxième moitié. Prouvons que X est une clique dans Gh,u = (An, E). Pour ça,
considérons deux configurations distinctes x, x′ ∈ X et prouvons que {x, x′} ∈ E. On a
x[k+1,n] = (0)n−k = x′[k+1,n]. De plus, x[k] 6= x′[k]. Il existe donc une coordonnée i ∈ [k] telle
que xi 6= x′i et hi+k(x) = xi 6= x′i = hi+k(x′). Par conséquent, h(x) 6= h(x′). Toutefois,
quand on met à jour la première moitié de leurs coordonnées, les configurations x et x′
se transforment toutes les deux en (0)n. En effet, ∀i ∈ [k], fi(x) = xi+k = 0. Donc, on a
h[k](x) = (0)n = h[k](x′). Par conséquent, {x, x′} ∈ E et X est bien une clique. De plus,
X est une clique de taille qk. Donc, χ(Gh,u) ≥ ω(G) ≥ qk et κ(h, u) ≥ dlogq(χ(Gh,u))e ≥
dlogq(qk)e = k = bn/2c. De ce fait, κ̃n,q ≥ bn/2c.

On remarque que le réseau donné dans la proposition 3 est bijectif. Dans le théorème 5
de [68], il est montré que si h ∈ F(n, q) est bijectif, alors pour tout u ∈ S[n] on a κ(h, u) ≤
k quand n = 2k. Par conséquent, on sait déjà que lorsque h est un réseau bijectif de taille
2k, alors on a exactement κ(h, u) = k. Cela nous amène à penser que c’est également
vrai pour les réseaux non bijectifs ce qui nous fait poser le conjecture suivante.

Conjecture 3. Pour tout réseau h ∈ F(2k, q) et tout mot u ∈ S[n], on a κ(h, u) ≤ k.
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5.5 Borne inférieure sur le coût de séquentialisation

Le but de cette section est de construire des réseaux avec le plus grand coût de sé-
quentialisation possible pour trouver une borne inférieure à κn,q. Cette borne inférieure
dépend de la valeur de q et est donnée dans le théorème 21 ci-dessous.

Théorème 21. Pour tout q ≥ 2, on a

κn,q ≥ bn/3c.

Pour tout q ≥ 4, on a
κn,q ≥ n/2− logq(n)−O(1).

Enfin, si q = 3 et que n est suffisamment grand, on a

κn,q ≥
n

1 + 2 log3(2) −O(
√
n) ≥ n

2, 26 −O(
√
n).

Le théorème 21 est une conséquence directe des lemmes 22, 23, 24 et 25.

On définit la notation suivante. Pour tout ensemble I et tout entier k,
(
I
k

)
:= {J ⊆ I |

|J | = k} désigne l’ensemble des sous-ensembles de I de taille k.

Dans le lemme 22, on considère les entiers k et n ≥ 2k et on suppose que les hypo-
thèses suivantes sont respectées. Premièrement, chaque ensemble I` ∈

(
[2k]
k

)
est associé à

un ensemble X` ⊆ An de qk configurations qui diffèrent seulement sur I`. Deuxièmement,
les ensembles X1, . . . , X(2k

k ) sont disjoints. Le lemme 22 affirme que dans ce cas, il existe
un réseau h ∈ F(n, q) avec les deux propriétés suivantes. D’abord, h n’a pas de fonction
locale triviale hi : x 7→ xi. Ensuite, pour tout u ∈ S[n], il existe un ensemble correspondant
X` qui est une clique dans le graphe de confusion Gh,u. Par conséquent, κ(h, u) ≥ k et
κ(h) ≥ k.

Lemme 22. Soient n ≥ 2k, s =
(

2k
k

)
,
(

[2k]
k

)
= {I1, . . . , Is} et a1, . . . , as ∈ An. Pour tout

` ∈ [s], soit
X` = {x ∈ An | x[n]\I` = a`[n]\I`}.

Si les ensembles X1, . . . , Xs sont disjoints alors il existe un réseau h ∈ F(n, q) tel que
Ω(h) = n et κ(h) ≥ k.

Démonstration. Soit M = [2k + 1, n]. Pour tout ` ∈ [s], soit I ′` = [2k] \ I`. Définissons
h ∈ F(n, q) comme suit. Soit x ∈ An. Si x ∈ X` pour un ` ∈ [s] alors h[n]\I′

`
(x) =

(0)n−k et hI′
`
(x) = xI` . Sinon, h(x) = (0)n.

On peut vérifier que h n’a aucune fonction locale triviale. En effet, pour tout i ∈ M ,
la fonction locale hi est non triviale car hi retourne toujours 0. De plus, pour tout i ∈ [k]
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(resp. i ∈ [k + 1, 2k]), soit ` ∈ [s] tel que I` = [k + 1, 2k] (resp. I` = [k]) et soient deux
configurations x, y ∈ X` telles que xI` = (0)k et yI` = (1)k. On a xi = yi = a`i mais
hi(x) = 0 6= 1 = hi(y). Par conséquent, hi est non triviale. Il en résulte que h n’a pas de
fonction locale triviale et que Ω(h) = n.

Maintenant, prouvons que κ(h) ≥ k. Pour ceci, il nous suffit de prouver que, pour tout
u ∈ S[n], on a κ(h, u) ≥ k. Considérons une permutation u ∈ S[n]. Soit ` ∈ [s] tel que
I` est l’ensemble composé des k premières valeurs de u comprises dans [2k]. En d’autres
termes, il existe t tel que {u1, . . . , ut} ∩ [2k] = I` et {ut+1, . . . , un} ∩ [2k] = I ′`. Prouvons
que X` est une clique dans le graphe de confusion Gh,u = (An, E). Considérons une paire
de configurations {x, x′} ⊆ X`. On peut prouver que {x, x′} ∈ E comme suit.
— On a h{u1,...,ut}(x) = (0)t = h{u1,...,ut}(x′) car

h[n]\I′
`
(x) = (0)n−k = h[n]\I′

`
(x′) et {u1, . . . , ut} ⊆ [n] \ I ′`.

— On a x{ut+1,...,un} = a`{ut+1,...,un} = x′{ut+1,...,un} car

x[n]\I` = a`[n]\I` = x′[n]\I` , et {ut+1, . . . , un} ⊆ [n] \ I`.

Par conséquent, h{u1,...,ut}(x) = h{u1,...,ut}(x′). De plus, h(x) 6= h(x′) car hI′
`
(x) = xI` 6=

x′I` = hI′
`
(x′). Il en résulte que {x, x′} ∈ E et que X` est une clique dans le graphe de

confusion Gh,u. Notons que X` a une cardinalité de qk et on obtient χ(Gh,u) ≥ ω(Gh,u) ≥ qk.
D’après le lemme 21, pour tout u ∈ S[n], on a κ(h, u) ≥ k. Par conséquent, κ(h) ≥ k.

En utilisant le lemme 22, on peut prouver la proposition 4 ci-dessous.

Proposition 4. Pour tout q ≥ 2, κn,q ≥ bn/4c.

Démonstration. Soit n = 4k, K = [2k], M = [2k + 1, n]. Clairement, un sous-ensemble
I` ∈

(
K
k

)
peut être encodé par un mot α` ∈ {0, 1}2k tel que, pour tout i ∈ K,

α`i =

1 si i ∈ K \ I`,
0 sinon.

Maintenant, considérons les configurations a1, . . . , as ∈ An telles que, pour tout ` ∈ [s],
a`K = (0)2k et a`M = α`. On peut vérifier que les ensembles X1, . . . , Xs (définis comme dans
l’énoncé du lemme 22) sont disjoints. En effet, on a M ⊆ [n] \ I` pour tout ` ∈ [s]. Par
conséquent, pour tout x ∈ X` et x′ ∈ X`′ avec ` 6= `′,

xM = a`M = α` 6= α`
′ = a`

′

M = x′M .

D’après le lemme 22 et la proposition 2, on en conclut que κn,q ≥ bn/4c.
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Chapitre 5 Coût de séquentialisation

On peut voir que, même pour q = 2, la borne donnée dans la proposition 4 est loin
d’être optimale. D’abord, il y a seulement

(
2k
k

)
sous-ensemble de [2k] de taille k. On

pourrait les encoder dans un espace de taille dlogq(
(

2k
k

)
)e (au lieu d’un espace de taille

2k). Toutefois, ceci ne fait pas une grosse différence car
(

2k
k

)
est proche de 22k quand

k tend vers l’infini car
(

2k
k

)
= 22k+O(

√
k). Plus important, les coordonnées [2k] \ I` de a`

ne sont pas utilisées pour encoder le sous-ensemble I`. À l’inverse, dans le lemme 23
ci-dessous, les coordonnées [2k] \ I` de a` sont utilisées pour encoder la seconde moitié
de α` et par conséquent, l’intervalle [2k + 1, n] est de taille k. On peut vérifier que les
ensembles X1, . . . , Xs ainsi définis sont disjoints et on obtient donc le lemme 23.

Lemme 23. Pour tout q ≥ 2, κn,q ≥ bn/3c.

Démonstration. Soit n = 3k, K = [2k], M = [2k + 1, n], s =
(

2k
k

)
et
(

[2k]
k

)
= {I1, . . . , Is}.

Pour tout ` ∈ [s], soit I ′` = K \ I` et soit α` ∈ {0, 1}2k tel que, pour tout i ∈ [2k],

α`i =

1 si i ∈ I ′`
0 sinon

. Définissons a1, . . . , as ∈ An tel que

a`I′
`

= α`[k+1,2k], a
`
I`

= (0)k et a`M = α`[k].

Pour tout ` ∈ [s], soit X` = {x ∈ An | x[n]\I` = a`[n]\I`}. On doit maintenant prouver que les
ensembles X1, . . . , Xn sont disjoints.

Pour tout ` ∈ [s] et i ∈ [0, 2k], soit σ`(i) = |I ′` ∩ [i]| avec [0] = ∅. Notons que σ`(i) est
aussi égale à i− |I` ∩ [i]| et que, pour tout i ∈ I ′`, on a également xi = α`σ`(i)+k. Pour tout
j ∈ [0, 2k], on va définir c(j) comme suit. Premièrement, pour tout x ∈ An, c(0)(x) = x[2k+1,n].
Deuxièmement, pout tout x ∈ An et j ∈ [2k],

c(j)(x) =

b si j ≤ |b| et bj = 0,
bxj sinon,

avec b = c(j−1)(x).

Pour prouver que les ensembles X1, . . . , Xs sont disjoints, il suffit de prouver que, pour tout
x ∈ X`, on a c(2k)(x) = α`. Soit x ∈ X`. Par récurrence sur j, prouvons que, pour tout
j ∈ [0, 2k],

c(j)(x) = α`[σ`(j)+k].

Premièrement,
c(0)(x) = x[2k+1,n] = α`[k] = α`[σ`(0)+k].

Deuxièmement, soit j ∈ [2k] et supposons que c(j−1)(x) = b avec b = α`[σ`(j−1)+k]. On peut
démontrer que c(j)(x) = α`[σ`(j)+k] comme suit.

— Si j ≤ |b| et bj = 0 alors c(j)(x) = b. Remarquons que α`j = bj = 0 et donc que j 6∈ I ′`.
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5.5 Borne inférieure sur le coût de séquentialisation

Par conséquent,

σ`(j) = |I ′` ∩ [j]| = |I ′` ∩ [j − 1]|+ |I ′` ∩ {j}| = |I ′` ∩ [j − 1]| = σ`(j − 1).

Finalement, c(j)(x) = b = α`[σ`(j−1)+k] = α`[σ`(j)+k].
— Sinon, on a c(j)(x) = bxj. On peut vérifier que j ∈ I ′` comme suit.

— Supposons que j ≤ |b| et bj = 1. Alors α`j = bj = 1 et donc j ∈ I ′`.
— Maintenant, supposons que j > |b|. Remarquons que |b| = σ`(j − 1) + k =

j − |I` ∩ [j − 1]| + k. Donc, j > j − |I` ∩ [j − 1]| + k et |I` ∩ [j − 1]| > k. Par
ailleurs, |I`| = k par définition de I`. De ce fait, I` ⊆ [j − 1], [j, n] ⊆ I ′` et j ∈ I ′`.

On conclut que,

σ`(j) = |I ′` ∩ [j]| = |I ′` ∩ [j − 1]|+ |I ′` ∩ {j}| = σ`(j − 1) + 1.

Donc, |c(j)(x)| = |bxj| = σ`(j − 1) + k + 1 = |α`[σ`(j)+k]|. De plus, c(j)
[σ`(j)+k](x) = b =

α`[σ`(j)+k] et c
(j)
j (x) = xj = α`σ`(j)+k. Par conséquent, c(j)(x) = α`[σ`(j)+k].

Par récurrence, pour tout j ∈ [0, 2k], c(j)(x) = α`[σ`(j)+k] et en particulier c(2k)(x) = α`.
Il en résulte que les ensembles X1, . . . , X` sont disjoints. Ainsi, d’après le lemme 22 et la
proposition 2, on a κn,q ≥ bn/3c.

Dans le lemme 24, on va étudier le cas où q ≥ 4. On voit bien que lorsque q ≥ 4,
on peut encoder deux valeurs α`j ∈ {0, 1} dans chaque valeur a`i ∈ A avec i ∈ I ′`. Par
conséquent, on peut encoder tout α` dans a`I′

`
. Pour permettre un décodage non ambigu,

on a seulement besoin d’encoder une « position de départ » dans un espace de taille
environ logq(k). Cette position va nous indiquer une coordonnée i judicieusement choisie
dans I ′`. En observant a`i , on obtiendra une partie de α` et donc de I ′`. On révèle alors
une plus grande partie de α` en observant les valeurs de a`I′

`
nouvellement révélée. On

recommence cette opération jusqu’à trouver tout I ′`. On en conclut que lorsque q ≥ 4, on
peut borner inférieurement κn,q par environ n/2 − logq(n). Ceci est proche de la borne
supérieure donnée dans le théorème 20, qui est elle-même proche de n/2 + logq(n).
Lemme 24. Pour tout q ≥ 4, κn,q ≥ n/2− logq(n)−O(1).

Démonstration. Dans cette démonstration seulement, pour simplifier grandement l’utili-
sation des modulos, les coordonnées d’un réseau sont indexées à partir de 0 (à la place
de 1). En d’autres termes, toute configuration x ∈ An, s’écrit x0x1 . . . xn−1. De plus nous
allons beaucoup utiliser des intervalles vides ]t, t] = [t, t[= ∅ avec t ∈ N. Soient n = 2k + r

avec r ≥ dlogq(2k)e, K = [0, 2k[, M = [2k, n[, s =
(

2k
k

)
et
(
K
k

)
= {I1, . . . , Is}. On définit

I ′j = K \ Ij pour tout j ∈ [s]. Pour tout ` ∈ [s], soit α` ∈ {0, 1}2k tel que, pour tout i ∈ K,
αi = 1 si i ∈ I ′` et 0 sinon. Pour tout I, J ⊆ K, on définit

∆(J, I) = |J ∩ I| − |J \ I| et M` = min
m∈K

(∆([0,m[, I ′`)).
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Enfin, soit m` ∈ K tel que ∆([0,m`[, I ′`) = M`.

Pour tout m ∈] − 2k, 2k[, soit πm la fonction qui prend une coordonnée i ∈ K (resp.
un sous-ensemble I ⊆ K ou une configuration y ∈ A2k) et retourne la coordonnée i (resp.
l’ensemble I ou la configuration y) translatée circulairement de m coordonnées sur la gauche.
Plus formellement, pour tout i ∈ K et m ∈]− 2k, 2k[, on a πm(i) = i−m mod 2k. Pour
tout I ⊆ [2k], on a πm(I) = {πm(i) | i ∈ I}. Enfin, pour tout y ∈ A2k, on a

πm(y) = yπ−m(0)yπ−m(1) . . . yπ−m(n−1).

Remarquons que πm(y) =

y[m,n[y[0,m[ si m ∈ [0, 2K[,
y[n+m,n[y[0,n+m[ si m ∈]− 2k, 0].

Pour tout ` ∈ [s], notons J` = πm(I`), J ′` = πm(I ′`) et β` = πm(α`) avec m = m`.

Affirmation 8. Soit i ∈ [0, 2k], ` ∈ [s]. On a ∆([0, i[, J ′`) ≥ 0.

Démonstration. Premièrement, supposons que m` + i < 2k. Alors, ∆([m`,m` +
i[, I ′`) = ∆([0, i[, J ′`). De plus,

∆([0,m` + i[, I ′`) = ∆([0,m`[, I ′`) + ∆([m`,m` + i[, I ′`) = M` + ∆([0, i[, J ′`).

Par conséquent, ∆([0,m` + i[, J ′`) ≥ 0 car sinon ceci contredirait la minimalité de
M`. Deuxièmement, supposons que m` + i ≥ 2k. Soit j = m` + i mod 2k. On a
0 ≤ j ≤ m`. Notons que ∆(K, I ′`) = 0 car |I`| = |I ′`|. De ce fait,

∆([0, i[, J ′`) = ∆([m`, 2k[, I ′`)+∆([0, j[, I ′`) = ∆(K, I ′`)−∆([j,m`[, I ′`) = −∆([j,m`[, I ′`).

Toutefois,
∆([0,m`[, I ′`) = ∆([0, j[, I ′`) + ∆([j,m`[, I ′`).

Par conséquent,

∆([0, j[, I ′`) = ∆([0,m`[, I ′`)−∆([j,m`[, I ′`) = M` + ∆([0, i[, J ′`).

Il en résulte que ∆([0, i[, J ′`) ≥ 0 car sinon ceci contredirait la minimalité de M`.
Dans tous les cas on a donc, ∆([0, i[, J ′`) ≥ 0.

�

On considère maintenant deux fonctions g : [2k]→ A|M |, g′ : A|M | → [2k] qui peuvent
encoder/décoder une coordonnée i ∈ K. Cela signifie que, pour tout m ∈ [2k] g′(g(m)) = m.
De la même façon, on considère deux fonctions p : {0, 1}2 → A et p′ : A → {0, 1}2

pour encoder/décoder un couple de valeurs d’un mot α`. En d’autres termes, pour tout
b ∈ {0, 1}2, on a p′(p(b)) = b. Notons que de telles fonctions existent bien car q ≥ 4. Pour
tout j ∈ [0, 2k] et ` ∈ [s], notons σ`(j) = 2|J ′ ∩ [0, j[| pour tout j ∈ [0, 2k].
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Définissons a1, . . . , as ∈ An et d1, . . . , ds ∈ A2k comme suit. Pour tout ` ∈ [s],

∀i ∈ J ′`, d`i = p(β`[σ(i),σ(i)+1]), d`J` = (0)k, a`K = π−m`(d`) et a`M = g(m`).

Soit X` = {x ∈ An | x[n]\I` = a`[n]\I`}.

Pour tout j ∈ [−1, 2k[, soit la fonction c(j) définie comme suit. Premièrement, pour tout
y ∈ A2k, c(−1)(y) = ε avec ε le mot vide. Deuxièmement, pour tout y ∈ A2k,

c(j)(y) =

b if j ≤ |b| et bj = 0
bp′(yj) sinon

avec b = c(j−1)(y).

Soit c : An → {0, 1}r tel que c = π−t ◦ c(2k) ◦ πt ◦ prK avec t = g′(xM). Pour prouver
que les ensembles X1, . . . , Xs sont disjoints, il suffit de montrer que, pour tout ` ∈ [s] et
x ∈ X`, on a c(x) = α`.

Soit ` ∈ [s] et x ∈ X`. On a, g′(xM) = g′(aM) = g′(g(m`)) = m`. Donc, il suffit de
montrer que c(2k−1)(y) = β` avec y = π(xK ,m`). Pour tout ` ∈ [s] et pour tout i ∈ [0, 2k],
soit σ`(i) = 2|J ′` ∩ [0, i[ |.

Pour alléger la notation, écrivons simplement β = β`, J = J`, J ′ = J ′` et σ = σ`.

Par récurrence sur j, prouvons que, pour tout j ∈ [−1, 2k[,

c(j)(y) = β[0,σ(j+1)[.

Premièrement,
c(−1)(y) = ε = β∅ = β[0,0[ = β[0,σ(0))[.

Deuxièmement, soit j ∈ [2k[ et supposons que c(j−1)(y) = b avec b = β[0,σ(j)[. On peut
prouver que c(j)(y) = β[0,σ(j+1)[ comme suit.

— Si j ≤ |b| et bj = 0 alors c(j)(y) = b. Remarquons que βj = bj = 0 et donc que j 6∈ J ′.
Par conséquent,

σ(j + 1) = 2|J ′ ∩ [0, j + 1[| = 2|J ′ ∩ [0, j[|+ 2|J ′ ∩ {j}| = σ(j − 1) + 0 = σ(j − 1).

Il en résulte que c(j)(y) = b = β[0,σ(j)[ = β[0,σ(j+1)[.

— Sinon, on a c(j)(y) = bp′(yj). On peut vérifier que j ∈ J ′ comme suit.

— Supposons que j ≤ |b| et bj = 1. On a alors, βj = bj = 1 et donc j ∈ I ′.

— Maintenant, supposons que j ≥ |b|. On a alors b = β[0,σ(j)[. Notons que

|J ′ ∩ [0, j[ | = j − |J ∩ [0, j[ |.
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Par conséquent,

|b| = σ(j) = 2|J ′ ∩ [0, j[ | = j − |J ∩ [0, j[ |+ |J ′ ∩ [0, j[ | = ∆([0, j[, J ′) + j.

En outre, |b| ≤ j et donc ∆([0, j[, J ′) + j ≤ j et ∆([0, j[, J ′) ≤ 0. Si j ∈ J alors

∆([0, j + 1[, J ′) = ∆([0, j[, J ′) + ∆({j}, J ′) = ∆([0, j[, J ′)− 1 < 0

ce qui est impossible car, d’après l’affirmation 8, on a ∆([0, j + 1[, J ′) ≥ 0. Il en
résulte que j ∈ J ′.

Dans tous les cas, on a j ∈ J ′. Par conséquent,

σ(j + 1) = 2|J ′ ∩ [0, j + 1[| = 2|J ′ ∩ [0, j[|+ 2|J ′ ∩ {j + 1}| = σ(j) + 2.

Donc,
|c(j)(y)| = |bp′(yj)| = σ(j) + 2 = σ(j + 1) = |βσ(j+1)|.

De plus,
(c(j)(y))[0,σ(j)[ = b = β[0,σ(j)[,

et

(c(j)(x)){σ(j),σ(j)+1} = p′(yj) = p′(dj) = p′(p(β{σ(j),σ(j)+1})) = β{σ(j),σ(j)+1}.

Finalement, c(j)(y) = β[0,σ(j+1)[.

Par récurrence, pour tout j ∈ [0, 2k[, c(j)(y) = β[−1,σ(j+1)[ et en particulier c(2k−1)(y) = β.
Donc, pour tout ` ∈ [s] et x ∈ X`, c(x) = β` et les ensembles X1, . . . , X` sont disjoints. En
utilisant le lemme 22, on a prouvé que κ2k+r,q ≥ k avec r ≥ dlogq(2k)e et q ≥ 4.

Considérons donc un n ∈ N quelconque et le plus grand entier k′ tel que n = 2k′ +
dlogq(2k) + r′e pour un certain r′ ≥ 0. Prenons k = n/2 − logq(2k′) − 4 et r = n − k.
On peut vérifier que 2k + r ≤ n et que r ≥ dlogq(2k)e. Donc, pour tout n ∈ N, q ≥ 4,
κn,q ≥ n/2− logq(n)−O(1).

On peut maintenant s’intéresser au cas particulier où q = 3.

Lemme 25. Si n tend vers l’infini et que q = 3, alors on a κn,q ≥ n
1+2 log3(2) −O(

√
n) ≥

n
2,26 −O(

√
n).

Démonstration. On peut voir que si n ≥ 2k + log3(2k) = 2k + k log3(2) on a κn,q ≥ k en
adaptant la démonstration du lemme 23. Ceci nous donne une borne inférieure pour κn,q

d’environ n/(2 + log3(2)) ≈ n
2,6 .

En faisant comme ça, on ne tire pas vraiment profit des valeurs de a`I′
`
. En effet, chaque

lettre a`i avec i ∈ I ′` pourrait prendre 3 valeurs mais on s’en sert seulement pour coder une
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valeur α`j ∈ {0, 1}. D’un autre côté, on n’a pas assez de place pour coder un couple de
valeurs α`{j,j′} ∈ {0, 1}2 comme on en a besoin dans la preuve du lemme 24.

Cela dit, on peut utiliser l’astuce suivante. On regroupe les coordonnées de I ′` par
ensemble de taille λ, où λ est un paramètre qui sera fixé plus tard. Dans chaque mot a ∈ Aλ,
on peut alors coder un mot b ∈ {0, 1}µ avec µ le plus grand entier tel que 2µ ≤ 3λ.

En adaptant la preuve du lemme 24, on obtient l’inégalité suivante. On a κn,q ≥ k si
n = k + γ + r avec r = dlog3(2k)e et γ ≥ λ + (2k λ

µ
). On a alors affaire à un problème

d’optimisation où on veut minimiser γ. Pour ceci, on doit prendre λ suffisamment grand
pour que la différence entre 3λ et 2µ soit la plus petite possible. Mais on ne doit pas
prendre λ trop grand sinon on augmente γ artificiellement. On peut cependant prendre λ
croissant avec k mais négligeable devant k (par exemple λ = b

√
kc). En posant β = log3(2),

µ = bλ/2βc et n = k + γ + r avec γ ≥ λ + 2βk, et k maximal sous ces contraintes, on
obtient n = (1 + 2β)k +O(k). Comme l’inégalité γ ≥ λ + (2k λ

µ
) est alors vérifiée, on en

déduit κn,q ≥ k = n
1+2β −O(

√
n).

5.6 Complexité procédurale

Dans cette section, on étudie la relation entre le coût de séquentialisation et la com-
plexité procédurale (définie ici comme dans [68]). C’est basiquement le nombre d’étapes
nécessaires pour calculer une fonction h, en modifiant une coordonnée à la fois. On
rappelle qu’une instruction est une fonction g : An → An qui ne modifie qu’une seule co-
ordonnée. Autrement dit, on a g ∈ F i(n, q) pour un certain i ∈ [n]. On rappelle également
que l’on note F∗(n, q) = {Fi(n, q) | i ∈ [n]} l’ensemble des instructions sur An.

Définition 10 (Complexité procédurale). La complexité procédurale d’un réseau h ∈
F(n, q) avec une mémoire k, (noté L(h | k)), est le nombre minimum t d’instructions
g(1), . . . , g(t) ∈ F∗(n+ k, q) tel que pr[n] ◦g(t) ◦ · · · ◦ g(1) = h ◦ pr[n] .

En particulier, la complexité procédurale avec une mémoire k = 0 est appelé la com-
plexité procédurale sans mémoire et est notée L(h). Cette notion, appelée memoryless com-
putation en anglais, a été introduite dans [28] et développée entre autres dans [30, 31].
Ici, à l’inverse, on va s’intéresser à la complexité procédurale avec une mémoire arbi-
trairement grande que l’on va noter L∗(h) = min({L(h | k) | k ≥ 0}). Le théorème 22
ci-dessous montre que, pour tout réseau h on a L∗(h) = κ(h) + Ω(h). Ceci signifie que
si notre réseau n’a aucune fonction triviale alors sa complexité procédurale est exacte-
ment équivalente à son coût de séquentialisation. De plus, ceci montre que la complexité
procédurale minimum est atteinte avec une mémoire de κ(h).

Théorème 22. Soit h ∈ F(n, q) et k = κ(h). On a L∗(h) = L(h | k) = Ω(h) + k.
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Démonstration. Clairement L∗(h) ≤ L(h | k). Il suffit donc de prouver que L(h | k) ≤
Ω(h) + k et que L∗(h) ≥ Ω(h) + k.

Premier sens : L(h | k) ≤ Ω(h) + k. Par définition de k = κ(h), il existe un réseau
f ∈ F(m, q) avec m = n + k qui séquentialise h grâce à une permutation w ∈ S[m]. On a
donc pr[n] ◦f (wm) ◦ . . . f (w1) = h ◦ pr[n]. Pour tout i ∈ [m], fwi ∈ F ∗(m, q) et à ce stade, on
a déjà prouvé que L∗(h) ≤ L(h | k) ≤ k + n.

Mais s’il existe une fonction triviale hi, alors fwj avec wj = i est la fonction identité. Si
on considère v ∈ [m]k+Ω(h), le sous-mot de w auquel on a retiré toutes les coordonnées i
telles que h(i) est l’identité, on voit que f v = fw. Le réseau h peut donc être calculé par
Ω(h) + k instructions dans F ∗(m, q) ce qui nous donne le résultat désiré.

Deuxième sens : L∗(h) ≥ Ω(h) + κ(h)

Notons ` = L∗(h), m ≤ n et g(1), . . . , g(`) ∈ F∗(m, q) l’ensemble des instructions telles
que

pr[n] ◦g(`) ◦ · · · ◦ g(1) = h ◦ pr[n] .

Toute fonction g(i) (avec i ∈ [`]) met à jour une coordonnée. En effet, sinon, g(i) serait la
fonction identité, que l’on pourrait retirer de notre liste d’instructions. Ceci contredirait
la définition de `. Soit w ∈ [m]` un mot tel que, pour tout i ∈ [`], wi est la coordonnée
mise à jour par g(i). Soit I l’ensemble des coordonnées de [n] mise à jour par w. Soit
T = {t1, t2, . . . , tp} ⊆ [`] avec t1 < t2 < · · · < tp l’ensemble des étapes de temps auxquelles
une coordonnée de I est mise à jour pour la dernière fois par w. Plus formellement,
pour tout t ∈ T, wt ∈ [n] et pour tout t′ ∈ [t + 1, `], wt 6= wt′ . De plus, prenons
S = {s1, s2, . . . , sk} = [`] \ T avec s1 < s2 < · · · < sk l’ensemble des autres étapes de temps.

Posons k = `− p. On sait que Ω(h) ≥ p, car pour calculer h, chaque coordonnée i telle
que hi est non triviale doit être mise à jour au moins une fois. Donc L∗(h) ≥ Ω(h) + k. Il
ne reste plus qu’à prouver que k ≥ κ(h).

Prenons v ∈ S[n]\I une permutation quelconque des coordonnées de [n] non mises à
jour dans w. Et prenons u = (wt1 , wt2 , . . . , wtp)v ∈ S[n]. On va prouver que h peut se
séquentialiser dans l’ordre u avec une mémoire additionnelle de k.

Pour ça, on va s’intéresser au graphe de confusion Gh,u = (An, E). On définit la fonction
de coloration c : An → Ak suivante. Pour tout i ∈ [k],

ci : x 7→ g(si)
wsi
◦ g(si−1) ◦ ... ◦ g(1)(xy),

avec y = (0)m−n. Prouvons que c est une coloration valide de Gh,u. Soit {x, x′} ∈ E. Par
l’absurde, supposons que c(x) = c(x′). Soit z = xy et z′ = x′y. Soit i∗ la plus grande
coordonnée i ∈ [n] telle que h{u1,...,ui}(x) = h{u1,...,ui}(x′). Soit t ∈ T la dernière étape
de temps à laquelle la coordonnée ui∗ est mise à jour. Soit r = g(t) ◦ · · · ◦ g(1)(z) et
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r′ = g(t) ◦ · · · ◦ g(1)(z′). Prouvons que r = r′. Pour toute coordonnée j ∈ [m] qui n’est pas
encore mise à jour par w à l’étape de temps t :
— Si j ∈ [n] alors rj = xj = x′j = r′j car h{u1,...,ui∗}(x) = h{u1,...,ui∗}(x′), [n] \
{w1, . . . , wt} = [n] \ {u1, . . . , ui∗} et donc

x[n]\{w1,...,wt} = x[n]\{u1,...,ui∗} = x′[n]\{u1,...,ui∗} = x′[n]\{w1,...,wt}.

— Si j ∈ [n+ 1,m] alors rj = zj = yj−n = z′j = r′j.
Pour toute coordonnée j ∈ [m] qui n’est pas déjà mise à jour par w à l’étape de temps t :
— Si t ∈ T alors rj = hj(x) = hj(x′) = r′j car h{u1,...,ui∗}(x) = h{u1,...,ui∗}(x′), [n] ∩
{w1, . . . , wt} = [n] ∩ {u1, . . . , ui∗} et j ∈ {u1, . . . , ui∗}.

— Sinon, soit t′ < t la dernière étape dans w avant t telle que la coordonnée j a été mise
à jour. En d’autres termes, wt′ = j et ∀s ∈ [t′+ 1, t[, ws 6= j. Soit α tel que sα = t′. On
a rj = g

(t′)
j ◦ g(t′−1) ◦ · · · ◦ g(1)(z) = cα(x) = cα(x′) = g

(t′)
j ◦ g(t′−1) ◦ · · · ◦ g(1)(z′) = r′j.

On a donc g(t)◦· · ·◦g(1)(z) = g(t)◦· · ·◦g(1)(z′) et donc g(`)◦· · ·◦g(1)(z) = g(`)◦· · ·◦g(1)(z′).
Par conséquent,

pr[n] ◦ g(`) ◦ · · · ◦ g(1)(z) = h(x) 6= h(x′) 6= g(`) ◦ · · · ◦ g(1)(z′).

C’est absurde, donc pour toute arête {x, x′} ∈ E, on a c(x) 6= c(x′). Donc, c est une
coloration valide de Gh,u. De plus, elle utilise au plus qk = q`−p ≤ qL

∗(h)−Ω(h) couleurs.
D’après le lemme 21, κ(h, u) ≤ L∗(h)− Ω(h) et donc Ω(h) + k ≤ L∗(h) .

Dans l’article [68], la proposition 12 affirme que, pour tout réseau h ∈ F(n, q), on a
L(h | n− 1) ≤ 2n− 1. Dans le corolaire 8 ci-dessous, on améliore cette borne grâce aux
théorèmes 20 et 22 et grâce au fait que, pour tout réseau h ∈ F(n, q), on a Ω(h) ≤ n.

Corolaire 8. Pour tout h ∈ F(n, q), L(h | k) ≤ k avec k := dn/2 + logq(n/2 + 1)e.

De plus, dans le Corolaire 9 ci-dessous, on donne une borne inférieure à la complexité
procédurale avec une mémoire arbitrairement grande. C’est une conséquence directe du
théorème 22, du lemme 22 et du théorème 21.

Corolaire 9. Pour tout n, q ≥ 2, il existe un réseau h ∈ F(n, q) tel que L∗(h) ≥ n+ bn/3c.
De plus, si q ≥ 4, alors il existe un réseau h ∈ F(n, q) tel que L∗(h) ≥ n+ bn/2− logq(n)c.

5.7 Graphe d’interaction

Dans cette section, on va montrer que l’on peut borner le coût de séquentialisation
d’un réseau grâce à son graphe d’interaction.
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Prenons G = (V,A), un graphe d’interaction et h ∈ F(G, q). En guise d’échauffement,
on peut se convaincre que si G est acyclique, alors κ(h) = 0. En effet, on peut considérer
un ordre topologique u ∈ SV sur les sommets de G. Il n’existe alors aucun arc (i, j) ∈ A
avec u(i) < u(j). Par conséquent, pour tout x ∈ An, et i ∈ V , notons t = u(i), on a

hi(h(u1,...,ut−1)(x)) = hi(x).

Ceci signifie que h peut se séquentialiser lui-même grâce à u : on a hu = h.

Plus généralement, on peut voir que connaitre un feedback vertex set ( FVS) de G
(qui se traduit par « Coupe-cycles de sommets » en français) nous donne une borne
supérieure pour κ(h). Le FVS d’un graphe (dirigé ou non) est un sous-ensemble de ses
sommets qui, une fois retirés du graphe, le rend acyclique. En particulier, quand G est
acyclique, il a un feedback vertex set de taille 0.

Proposition 10. Considérons un digraphe G avec un feedback vertex set I de taille k.
Pour tout réseau h ∈ F(G, q), on a κ(h) ≤ k.

Démonstration. Notons m = n+ k et M = [n+ 1,m]. On considère la fonction f ∈ F(m, q)
suivante. Pour tout x ∈ An et y ∈ Ak. On prend

fM(xy) = hI(x), fI(xy) = y et fV \I(xy) = hV \I(x)

Considérons u ∈ SV \I un ordre topologique sur V \ I et deux permutations quelconques
v ∈ SM et v′ ∈ SI . Prenons w = vuv′. Par simple expansion de fw on obtient

xy
fv−→ xhI(x) fu−→ hV \I(x)hI(x) fv

′

−−→ h(x)hI(x),

et on a donc pr[n] ◦fw = h ◦ pr[n] et donc κ(h) ≤ k.

On va définir une notion plus précise que le FVS : la directed vertex separation (DVS)
que l’on pourrait traduire en « séparation dirigée en sommet ». Cette notion a été intro-
duite en 2008 [162] et est une généralisation de la notion de la vertex separation pour
des graphes non dirigés. Cette notion-ci a été introduite en 1994 [55].

On en donne ici une définition adaptée aux notations de cette thèse.

Définition 11 (Directed vertex separation (DVS)). Étant donné un digraphe G = (V,A)
et une permutation u ∈ S[n], soit

VG,u(t) := {i ∈ V | ∃(j, i) ∈ A tel que u(i) ≤ t < u(j)}.

On définit la DVS dans l’ordre u notée dvsu(G) comme suit :

dvsu(G) = max
t∈[n]
|VG,u(t)|.
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La DVS, notée dvs(G) peut être définie par dvsu(G) = min
u∈SV

dvsu(G).

Pour tout u ∈ S[n], on note ũ := unun−1 . . . u1 ∈ S[n] le mot miroir de u.

Théorème 23. Considérons un digraphe G = (V,A) et un réseau h ∈ F(G, q). Pour tout
u ∈ S[n] on a κ(h, u) ≤ dvsũ(G) et donc κh ≤ dvs(G).

Démonstration. Considérons une permutation u ∈ S[n]. On a

VG,ũ(t) := {i ∈ V | ∃(j, i) ∈ A tel que ũ(i) ≤ t < ũ(j)}
= {i ∈ V | ∃(j, i) ∈ A tel que u(j) < t ≤ u(i)}.

Pour alléger la notation, on va écrire d = dvsũ(G) et V (t) = VG,ũ(t). Pour tout i ∈ V soit
T (i) = {t ∈ [n] | i ∈ V (t)}. De plus, quand T (i) n’est pas vide, on définit v(i) = min(T (i)).

Affirmation 9. Pour tout i ∈ V , T (i) est soit vide, soit c’est un intervalle [v(i), u(i)].

Démonstration. Supposons que T (i) n’est pas vide. Par définition de V (t), pour
tout t ∈ T (i), il existe donc un arc (j, i) ∈ A tel que u(j) < t ≤ u(i). On a donc
T (i) ⊆ [v(i), u(i)].

Maintenant considérons la coordonnée j qui permet à v(i) d’appartenir à V (i).
Il existe donc un arc (j, i) ∈ A tel que u(j) < v(i) ≤ u(i). Clairement, pour tout
t ∈ [v(i), u(i)], on a u(j) < v(i) ≤ t ≤ u(i) et donc t ∈ T (i). En conclusion,
T (i) = [v(i), u(i)].

�

On va définir la coloration c : V 7→ [d] ∪ {∗} suivante. Premièrement, pour toute
coordonnée i telle que T (i) = ∅, c(i) = ∗. Notons, C∗ = {i ∈ V | c(i) = ∗}. Ensuite, on va
choisir les couleurs des coordonnées i ∈ V \C∗ par ordre croissant de v. Chaque couleur c(i)
est définie comme la plus petite couleur non attribuée à une coordonnée de j ∈ V (v(i)) déjà
définie. Autrement dit, pour tout i ∈ V \ C∗ et j ∈ V (v(i)), on a c(i) 6= c(j). Remarquons
que cette définition de c(i) est valable car, par définition de d, on a |V (v(i))| ≤ d. Pour
tout i ∈ V , on définit C(i) = {j ∈ V | c(i) = c(j)}.

Affirmation 10. Pour tout i, j ∈ V distincts, si c(i) = c(j) 6= ∗ alors T (i) ∩ T (j) = ∅.

Démonstration. Prenons v(i) < v(j). Supposons qu’il existe t ∈ T (i) ∩ T (j). On a
donc v(i) ≤ v(j) ≤ t ≤ u(i). Par l’affirmation précédente, comme v(j) ∈ [v(i), u(i)],
on a i ∈ V (v(i)). Par conséquent, on ne peut pas avoir c(i) = c(j).

�

Affirmation 11. Soit i ∈ V \ C∗. Pour tout j ∈ C(i), avec u(i) < u(j), on a la propriété
suivante. Pour tout k ∈ N(j), u(i) ≤ u(k).
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Démonstration. Prenons i, j, k ∈ V avec c(i) = c(j) 6= ∗, k ∈ N(j) et u(i) < u(j).
Prouvons que u(i) ≤ u(k). Comme i, j 6∈ C∗, T (i) et T (j) ne sont pas vides et v(i)
et v(j) sont bien définis. On peut voir que u(i) < v(j). En effet, sinon on aurait
u(i) ∈ [v(j), u(j)], u(i) ∈ T (j) et, par l’affirmation précédente, c(i) 6= c(j). Comme
(k, j) ∈ A, [u(k) + 1, u(j)] ⊆ T (j). Par conséquent, si u(k) < u(i) alors v(i) ≤ u(i).
Ceci est absurde comme on l’a déjà montré. Donc u(i) ≤ u(k).

�

Soit m = n+ d, et M = [n+ 1,m]. Construisons maintenant notre fonction f ∈ F(m, q)
qui séquentialise h dans l’ordre u.

Pour tout x ∈ An et y ∈ Ad, on définit f(xy) comme suit.
— Pour tout ` ∈ [d], fn+`(xy) = ∑

i∈C`
x`.

— Pour tout ` ∈ [d], i ∈ C`,

fi(xy) = y` −
∑
j∈C`

u(j)<u(i)

xj −
∑
j∈C`

u(i)<u(j)

hj(x).

— Pour tout i ∈ C∗, fi(xy) = hi(x).
Toutes les sommes et soustractions sont bien sûr faites modulo q.

On peut considérer une permutation w = (n+ 1, . . . ,m)u ∈ S[m] qui met d’abord à jour
M et ensuite [n] dans l’ordre u.

Considérons x ∈ An et y ∈ Ad. Notons y′ ∈ Ad, la configuration telle que, pour tout
` ∈ d, y′` = ∑

i∈C`
x`. Montrons que fw(xy) = h(x)y′. Pour ça, montrons par récurrence que,

pour tout t ∈ [0, n],
f (w1,...,wd+t)(xy) = h{u1,...,ut}(x)y′

D’abord, pour t = 0, on a bien f (w1,...,wd)(xy) = xy′. Ensuite, pour t ∈ [n], notons
x′ = h{u1,...,ut−1}(x), et supposons que f (w1,...,wd+t−1)(xy) = x′y′. Montrons que, fwd+t(x′y′) =
hut(x). Soit i = ut (i.e. t = u(i)).

Supposons d’abord que i ∈ C∗. On a fi(x′y′) = hi(x′). Comme i ∈ C∗, on sait que T (i)
est vide et que i /∈ V (t). Par conséquent, il n’existe pas d’arc (j, i) ∈ A tel que u(j) < u(i).
Donc x′N(i) = xN(i) et fi(x′y′) = hi(x′) = hi(x).

Supposons maintenant que i ∈ C` avec ` ∈ [d]. On a

fi(x′y′) = y′` −
∑
j∈C`

u(j)<u(i)

x′j −
∑
j∈C`

u(i)<u(j)

hj(x′).

Premièrement, on sait que y′` = ∑
j∈C`

hj(x). Deuxièmement, pour tout j ∈ C` avec u(j) <
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u(i), on a x′j = hj(x). Troisièmement et dernièrement, pour tout j ∈ C` avec u(i) < u(j),
on a hj(x′) = hj(x). En effet, d’après l’Affirmation 11, pour tout k ∈ N(j), u(i) ≤ u(k).
Donc x′N(j) = xN(j) et hj(x′) = hj(x).

Par conséquent, on a

fi(x′y′) =
∑
j∈C`

hj(x)−
∑
j∈C`

u(j)<u(i)

hj(x)−
∑
j∈C`

u(i)<u(j)

hj(x) =
∑
j∈C`

u(j)=u(i)

hj(x) = hi(x).

On a donc f (w1,...,wd+t)(xy) = h{u1,...,ut}(x)y′ et par récurrence fw(xy) = h(x)y′. Par
conséquent, κ(h, u) ≤ dvsũ(G) et κ(h) ≤ dvs(G).

Introduisons un dernier nombre : le directed pathwidth d’un digraphe G. On pourrait
traduire cet terme par la « largeur en chemin dirigé » et allons le définir ci-dessous.

Définition 12 (Décomposition en chemin dirigé). Étant donné un digraphe G = (V,A),
une décomposition dirigée en chemin (directed path decomposition en anglais) est un
ensemble d’ensembles V1, . . . , Vp ⊆ V tel que
— Pour tout ⋃

i∈V
Vi = V .

— Pour tout 1 ≤ i ≤ j ≤ k ≤ p, Vi ∩ Vk ⊆ Vj.
— Pour tout (i, j) ∈ A, la condition suivante est respectée. Il existe deux étapes de temps

t ∈ [p] et t′ ∈ [p] telles que t ≤ t′ et i ∈ Vt et j ∈ Vt′.

On appelle directed pathwidth du digraphe G, et on note dpw(G) la cardinalité du plus
grand ensemble Vt moins 1. Il se trouve que, pour tout digrapheG, on a dpw(G) = dvs(G).
(voir le théorème 4.4 de l’article [162]). On en déduit immédiatement le corolaire sui-
vant.

Corolaire 10. Considérons un digraphe G = (V,A) et un réseau h ∈ F(G, q). Pour tout
u ∈ S[n] on a κ(h) ≤ dpw(G).

5.8 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, on a étudié le coût de séquentialisation.

On a vu que, pour tout q ≥ 4, on pouvait encadrer le coût de séquentialisation de la
manière suivante.

bn/2− logq(n)c ≤ κn,q ≤ κ̃n,q ≤ dn/2 + logq(n/2 + 1)e.
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Donc, pour tout n fixé, κ̃n,q et κn,q tendent vers n/2 quand q tend ver l’infini. C’est un
argument en faveur de la conjecture qui dit que, pour tout n et q on a κ̃n,q = κn,q =
bn/2c.

On a aussi montré que le graphe d’interaction d’un réseau pouvait donner des bornes
sur son coût de séquentialisation maximum.

L’évolution la plus naturelle en partant de cette question va être étudiée dans le cha-
pitre suivant. À savoir, on va s’autoriser à mettre à jour plusieurs fois la même coordonnée
entre deux étapes de temps et cela va changer profondément le problème.

Un autre type de question porte sur la possibilité d’ajouter des contraintes soit sur le
réseau h qui doit être simulé, mais aussi sur les réseaux f qui doivent le simuler. En effet,
les réseaux f ont souvent un graphe complet ou quasi-complet.
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Chapitre 6 Calcul séquentiel avec répétition

6.1 Introduction

Ce chapitre porte entièrement sur la famille des modes de mise à jour séquentiels
avec répétition. Ceux-ci diffèrent des modes de mise à jour séquentiels classiques car une
même coordonnée peut être mise à jour un nombre arbitraire de fois entre deux étapes
de temps et n’est donc pas bloc-séquentiel en général. Un mode de mise à jour séquentiel
avec répétition pour un réseau f ∈ F(n, q) peut être décrit par un mot fini quelconque
(éventuellement vide) sur l’alphabet [n].

Le calcul sans mémoire est un champ de recherche qui consiste à calculer une trans-
formation de An en exécutant une série d’instructions, c’est-à-dire en ne touchant qu’une
coordonnée à la fois et sans faire appel à une mémoire supplémentaire. L’idée principale
a été introduite dans [28, 29, 32, 33, 34, 35], et étendue dans [38, 39, 68]. L’exemple de
base a déjà été présenté dans le chapitre précédent. Il s’agit de la fonction h : x1x2 7→ x2x1
que l’on peut simuler en exécutant la séquence d’instructions suivantes :

x1x2 7→ (x1 + x2, x2), x1x2 7→ (x1, x1 + x2) et x1x2 7→ (x1 + x2, x2).

Dans la plupart des travaux sur le calcul sans mémoire, différentes instructions peuvent
être utilisées pour mettre à jour une même coordonnée. En ce qui nous concerne, nous
souhaitons calculer des fonctions à l’aide d’un réseau f fixé et d’un mode séquentiel avec
répétition. De ce fait, la seule instruction que l’on peut utiliser pour mettre à jour la
coordonnée i est f (i).

Dans ce chapitre, la section 6.2 est consacrée aux définitions et notations.

Dans la section 6.3, on montre que l’on peut construire des réseaux dits n-complets
(très grands) qui peuvent simuler tous les réseaux en un temps 2n (i.e. avec un modes
de mise à jour séquentiels avec répétition w de taille 2n). On ne prouve pas que c’est le
temps minimum, mais on donne une borne inférieure en utilisant des résultats démontrés
dans le chapitre précédent.

Dans la section 6.4, on s’intéresse à la taille minimum d’un réseau n-complet. On
montre que l’on peut toujours créer un réseau n-complet de taille n + 1 et que c’est le
minimum.

Dans la section 6.5, on généralise un peu le problème et on parle de réseaux n, q-
complets. Un réseau est n, q-complet s’il peut simuler tous les réseaux de F(n, q). Il peut
lui-même travailler sur un alphabet plus grand. On définit deux notions de simulation qui
semblent bien s’appliquer au problème. On montre qu’en utilisant l’une d’elles on peut
construire des réseaux n, q-complets dans F(n, 2q). Avec l’autre définition, on en trouve
dans F(n, q + 1) quand n est suffisamment grand par rapport à q.

Enfin, dans la section 6.6, on ne cherche plus des réseaux f qui simulent un grand
nombre de fonctions. À l’inverse, on part d’un réseau h ∈ F(n, q) et on cherche à savoir
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s’il est simulable sans mémoire additionnelle. En d’autres mots, on veut savoir s’il existe
un réseau f ∈ F(n, q) qui le simule. On prouve que, sauf quand l’alphabet est booléen,
il existe des réseaux de toutes tailles qui sont non simulables sans mémoire supplémen-
taire.

Le travail présenté dans les sections 6.2 et 6.3 de chapitre ont fait l’objet d’un papier
qui est en cour de relecture [24]. Les sections 6.5 et 6.6 feront l’objet d’un futur papier.

6.2 Définitions et notations

Considérons un ensemble de fonctions g〈1〉, . . . , g〈p〉 ∈ F(n, q). Notons 〈g〈1〉, . . . , g〈p〉〉
l’ensemble des fonctions h ∈ F(n, q) que l’on peut obtenir en composant les fonctions
g〈1〉, . . . , g〈p〉. On s’autorise à utiliser une même fonction le nombre de fois que l’on veut
et à les associer dans n’importe quel ordre. Autrement dit,

〈g〈1〉, . . . , g〈p〉〉 := {g〈u1〉 ◦ · · · ◦ g〈ut〉 | t ∈ N et u ∈ [p]t}.

La fonction identité (id) appartient toujours à H = 〈g〈1〉, . . . , g〈p〉〉 car fu = id en
choisissant u comme le mot vide. On dit que les fonctions g〈1〉, . . . , g〈p〉 génèrent H.

Maintenant, pour tout f ∈ F(m, q), on note

Sf := 〈f (1), . . . , f (m)〉.

Autrement dit, Sf est l’ensemble des fonctions calculables par f avec une mise à jour
séquentielle intégrant éventuellement des répétitions. On a donc Sf = {fw | w ∈ [m]∗}.
Définition 13 (Simulation séquentielle). Posons m ≥ n. On dit que f ∈ F(m, q) simule
séquentiellement h ∈ F(n, q) s’il existe un mot w ∈ [m]∗ tel que

pr[n] ◦fw = h ◦ pr[n] .

Le temps de simulation, noté tf (h) correspond à la taille du plus petit tel mot w.

Cela signifie que si f ∈ F(m, q) simule séquentiellement h ∈ F(n, q) à l’aide de w ∈
[m]∗ alors, pour tout x ∈ An et y ∈ Am−n, on a fw[n](xy) = h(x).

De manière totalement équivalente, on peut dire que le réseau f ∈ F(m, q) simule
séquentiellement h s’il existe un réseau g ∈ Sf tel que pr[n] ◦g = h ◦ pr[n]. Le temps de si-
mulation tf (h) correspond alors à la complexité procédurale de h en utilisant uniquement
des fonctions de {f (1), . . . , f (m)}.
Définition 14 (n-complétude). Soit m ≥ n. Un réseau f ∈ F(m, q) est n-complet, s’il
simule tous les réseaux h ∈ F(n, q). On peut alors définir le temps de simulation général de
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f comme
tf (n) := max{tf (h) | h ∈ F(n, q)}.

Dans ce chapitre, pour définir une instruction g ∈ Fi(n, q) à partir d’une fonction
locale h : An → A on notera g : xi ← h(x) pour signifier que g : x 7→ y avec yi = h(x) et
y[n]\{i} = x[n]\{i}.

6.3 Réseau n-complet de temps minimum

Commençons par introduire un outil de base de nos constructions : le commutateur.
Ce dernier nous permet d’encoder et de lire un bit d’information (ou, plus généralement,
une lettre dans A). Si on connaissait la configuration initiale pour une certaine coordon-
née i (disons xi = 0), alors il serait très facile de construire un commutateur à l’aide
d’une simple fonction locale : le commutateur est allumé si xi mod 2 = 1 et éteint si
xi mod 2 = 0. On pourrait utiliser l’instruction f (i) : xi ← (xi + 1) mod 2 pour allumer
le commutateur et l’exécuter de nouveau pour l’éteindre. Cependant, en général, on ne
connait pas l’état initial de notre configuration. On va donc utiliser deux coordonnées i
et j et définir,

f (i) : xi ← xj et f (j) : xj ← xi + 1.

Dans le cas présent, on peut dire que le commutateur est allumé si xi = xj et éteint si
xi 6= xj. L’instruction f (i) allume le commutateur, alors que l’instruction f (j) l’éteint. On
peut aussi créer un A-commutateur qui encode une valeur dans A. Pour cela, on utilise q
coordonnées i0, . . . , iq−1 et, pour tout a ∈ A, on définit,

f (ia) : xia ← a−
∑

b∈A\{a}
xib .

La valeur du A-commutateur est le résultat de la somme
∑
b∈A

xib. On peut vérifier que

l’instruction f (ia) passe alors la valeur du commutateur à a. Dans le théorème 24 ci-
dessous, on va voir une variation de cette idée de commutateur. On va s’en servir pour
créer un réseau n-complet en temps 2n.

Théorème 24. Pour tout entier n ≥ 1 et q ≥ 2, il existe f ∈ F(sn, q) n-complet en temps
2n avec s = qq

n.

Démonstration. Pour tout i ∈ [n], énumérons les instructions de Fi(n, q) (privé de l’identité)
comme

g〈i,1〉, . . . , g〈i,s−1〉.

Posons m = sn. Nous allons également désigner par 〈i, `〉 chaque coordonnée de l’ensemble
[n+ 1,m]. L’entier i ∈ [n] désigne le numéro du commutateur et ` ∈ [s− 1] l’indice de l’une
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de ses coordonnées. Définissons maintenant f ∈ F(m, q). D’abord, pour tout i ∈ [n], posons

f (i) : xi ←
∑

`∈[s−1]
x〈i,`〉.

Chaque instruction f (i) place dans la i-ème composante du réseau la valeur du commutateur
i. Ensuite, pour tout i ∈ [n] et ` ∈ [s− 1], posons

f (〈i,`〉) : x〈i,`〉 ← g
〈i,`〉
i (x[n])−

∑
j∈[s−1]\{`}

x〈i,j〉.

Autrement dit, exécuter f (〈i,`〉) met la valeur du commutateur i à g〈i,`〉i (x[n]).

Considérons une fonction h ∈ F(n, q). Quand Ω(h) = n (i.e. h n’a aucune fonction locale
triviale), on peut voir chaque instruction h(i) comme une instruction g〈i,`i〉.

On peut calculer cette fonction comme suit :
Étape 1. pour chaque i entre 1 et n, si h(i) n’est pas la fonction identité, on donne la valeur

hi(x) au i-ème commutateur en exécutant f (〈i,`i〉). Sinon, on ne fait rien ;
Étape 2. pour chaque i entre 1 et n, si hi n’est pas la fonction identité, on copie la valeur

du i-ème commutateur dans la i-ème coordonnée en exécutant f (i). Sinon, on ne fait
rien.

On peut voir qu’après avoir exécuté ces 2n instructions (ou moins si Ω(h) 6= n), on a
bien simulé h. Le réseau f de taille sn est bien n-complet en temps 2n.

Dans le chapitre précédent, on a vu que l’on pouvait construire des réseaux très dif-
ficiles à séquentialiser. On a aussi prouvé que ces réseaux difficiles à séquentialiser ont
une complexité procédurale importante (avec mémoire arbitrairement grande). Pour tout
f ∈ F(m, q) et h ∈ F(n, q) avec n ≤ m, on a

tf (h) ≥ L(h | m− n) ≥ L(h | ∗) = κ(h) + Ω(h).

De ce fait, le Corolaire 9 du chapitre précédent nous donne le résultat énoncé dans le
corolaire suivant.

Corolaire 11. Pour tout m,n, q, le temps de simulation de tout réseau f ∈ F(m, q) n-
complet est d’au moins n+ bn/3c. De plus, si q ≥ 4, alors son temps de simulation est d’au
moins n+ bn/2− logq(n)c.

Cette borne inférieure sur le temps de simulation général est basée sur le fait suivant :
il existe un réseau h ∈ F(n, q) tel que tout réseau f ∈ F(m, q) nécessite un temps d’au
moins κn,q+n pour simuler h (même s’il est optimisé pour cela). Toutefois, il est probable
qu’un réseau f n-complet ne puisse pas simuler le plus rapidement possible tous les
réseaux h ∈ F(n, q) à la fois. De ceci découle la conjecture suivante.
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Conjecture 4. Pour tout f ∈ F(n, q), n-complet, on a tf (n) ≥ 2n.

6.4 Réseau n-complet de taille minimum

Dans cette section, on va étudier des réseaux n-complets de taille minimum. Pour tout
y, z ∈ An, on note (y ↔ z) la transposition de y et z. En d’autres termes, c’est le réseau
dans F(n, q) tel que, pour tout x ∈ An,

(y ↔ z)(x) =


y si x = z,

z si x = y,

x sinon.

On note également (y → z) l’affectation de y à z. En d’autres termes, (y → z) est la
fonction de F(n, q) telle que

(y → z)(x) =

z si x = y,

x sinon.

Enfin, pour {x(0), . . . , x(qn−1)} = An, on note c = (x(0) → x(1) → · · · → x(qn−1) →) la
permutation circulaire (totale) de An. En d’autres termes, c est une fonction de l’ensemble
F(n, q) telle que, pour tout i ∈ [0, qn[, c(x(i)) = x(i+1) (l’addition étant faite modulo qn).
En termes de graphe de transition, c n’a qu’un seul cycle limite (qui est donc de taille
qn).

La proposition 11, nous donne un ensemble de trois fonctions dans F(n, q) (une per-
mutation circulaire, une transposition et une affectation) qui génèrent F(n, q). Ceci veut
dire que si le réseau f ∈ F(m, q) simule ces trois fonctions, alors il est n-complet. Ce
résultat a été prouvé dans [119] et repris notamment dans [33].

Proposition 11. Considérons une permutation circulaire c sur An, une transposition
k = (y ↔ y′) telle que c(y) = y′ et une affectation d = (z → z′). Ces trois fonctions
génèrent F(n, q).

Il a été démontré dans [39] qu’à part dans le cas (n, q) = (2, 2), il existe un réseau
f ∈ F(n, q) qui simule l’ensemble des réseaux h ∈ F(n, q) bijectifs. Dans le théorème
suivant, on montre qu’il n’existe aucun réseau n-complet de taille n mais que l’on peut
en construire un de taille n+ 1.

Théorème 25. Pour tout n ≥ 1 et pour toute taille d’alphabet q ≥ 2, le plus petit réseau
n-complet est de taille n+ 1.
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6.4 Réseau n-complet de taille minimum

Démonstration. Montrons d’abord qu’il n’existe pas de réseau n-complet de taille n.

Affirmation 12. Aucun réseau f ∈ F(n, q) ne peut simuler à la fois un réseau bijectif
h ∈ F(n, q) sans fonction locale triviale et un réseau non bijectif g ∈ F(n, q).

Démonstration. Considérons donc un réseau bijectif h ∈ F(n, q) sans aucune fonction
locale triviale et un réseau non bijectif g ∈ F(n, q), tous les deux simulés par un
réseau f ∈ F(n, q) (par exemple, on peut avoir h : x 7→ (x1 + 1, x2 + 1, . . . , xn + 1) et
g : x 7→ (0)n). Si toutes les instructions f (i) avec i ∈ [n] étaient bijective alors, pour
tout w ∈ [n]∗, la fonction fw serait bijective et f ne simulerait pas g. En effet, la
fonction obtenue en associant des instructions bijectives est elle-même bijective. Il
doit donc exister une coordonnée i ∈ [n] telle que l’instruction f (i) est singulière (i.e.
non bijective).

Prenons un mot w ∈ [n]∗ tel que fw = h. Clairement, i doit apparaitre dans w et
donc le réseau h = fw n’est pas bijectif, ce qui contredit sa définition.

�

On va maintenant montrer que, pour tout n ≥ 1 et q ≥ 2, il existe un réseau n-complet
de taille n+ 1. On s’occupe d’abord du cas n = 1.

Affirmation 13. Pour tout q ≥ 2, il existe un réseau f ∈ F(2, q) qui est 1-complet.

Démonstration. Définissons f ∈ F(2, q) comme suit. Pour tout x ∈ An,

f1(x) =


x1 + 1 si x1 = x2,

1 si x1 = 0 et x2 = q − 1,
0 si x1 = 1 et x2 = 0,
x1 sinon,

f2(x) = x1.

Montrons que f est 1-complet. Premièrement, on peut voir que f (2,1) simule la
permutation circulaire c = (0→ 1→ · · · → q − 1→). En effet,

(x1, x2) f (2)
−−→ (x1, x1) f (1)

−−→ (x1 + 1, x1).

Deuxièmement, f ((2,1)q ,1) simule la transposition k = (0↔ 1). En effet,

(0, x2) f (2,1)q

−−−→ (0, q − 1) f (1)
−−→ (1, q − 1),

(1, x2) f (2,1)q

−−−→ (1, 0) f (1)
−−→ (0, 0),

∀i ∈ A \ {0, 1}, (i, x2) f (2,1)q

−−−→ (i, i− 1) f (1)
−−→ (i, i− 1).
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Troisièmement, f ((2,1)q ,1,1) simule l’affectation d = (0→ 1). En effet,

(0, x2) f (2,1)q

−−−→ (0, q − 1) f (1)
−−→ (1, q − 1) f (1)

−−→ (1, q − 1),
(1, x2) f (2,1)q

−−−→ (1, 0) f (1)
−−→ (0, 0) f (1)

−−→ (1, 0),
∀i ∈ A \ {0, 1}, (i, x2) f (2,1)q

−−−→ (i, i− 1) f (1)
−−→ (i, i− 1) f (1)

−−→ (i, i− 1).

�

On s’intéresse ensuite aux cas où n ≥ 2.

Affirmation 14. Pour tout n ≥ 2 et q ≥ 2, il existe un réseau f ∈ F(n + 1, q) qui est
n-complet.

Démonstration. Dans cette preuve, on va représenter chaque nombre t ∈ [0, qn[ par
une configuration y(t) ∈ An. Plus précisément, pour tout t = t1q

n−1 + t2qn−2 + · · ·+ tn
avec t1, t2, . . . , tn ∈ A, on va prendre y(t) = (t1, t2, . . . , tn). En particulier, y(0) = (0)n,
y(1) = (0)n−11 et y(q) = (0)n−210. Définissons f ∈ F(n+ 1, q) comme suit : pour tout
x ∈ An,

fn+1(x) = xn,

fn(x) =


xn + 1 si xn = xn+1,

1 sinon si x[n] = y(0),

0 sinon si x[n] = y(1),

xn sinon,

fn−1(x) =


xn−1 + 1 si xn = 0 et xn+1 6= xn,

1 si xn = xn+1 et x[n] = y(0),

xn−1 sinon,

∀i ∈ [n− 2], fi(x) =

xi + 1 si x[i,n] = (0)n−i+1,

xi sinon.

Premièrement, on peut voir que f (n+1,n,n−1,...,1) simule la permutation circulaire
c ∈ F(n, q) telle que, pour tout t ∈ [0, qn[, c(y(t)) = y(t+1), t+ 1 étant calculé modulo
qn. En effet, pour tout t ∈ [0, qn[ et tout xn+1 ∈ A,

y(t)xn+1
f (n+1)
−−−→ y(t)y(t)

n

f (n,n−1,...,1)
−−−−−−−→ y(t+1)y(t)

n .
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Deuxièmement, f ((n+1,n)q ,n) simule la transposition k = (y(0) ↔ y(1)), car

∀t ∈ [2, qn[, y(t)xn+1
f ((n+1,n)q)
−−−−−−→ y(t)(y(t)

n − 1) f (n)
−−→ y(t)(y(t)

n − 1),
y(0)xn+1

f ((n+1,n)q)
−−−−−−→ y(0)(q − 1) f (n)

−−→ y(1)(q − 1),
y(1)xn+1

f ((n+1,n)q)
−−−−−−→ y(1)0 f (n)

−−→ y(0)0.

Enfin, f (n+1,n−1) simule l’affectation d = (y(0) → y(q)). En effet,

∀t ∈ [1, qn[, y(t)xn+1
f (n+1)
−−−→ y(t)y(t)

n

f (n−1)
−−−→ y(t)y(t)

n ,

y(0)xn+1
f (n+1)
−−−→ y(0)0 f (n−1)

−−−→ y(q)0.

�

Les affirmations 12, 13 et 14 précédentes démontrent directement le théorème.

On remarque que le temps de simulation d’un réseau n-complet de taille n + 1 est
nécessairement très grand. En effet, on a besoin de s = (qn)(qn) mots w(1), . . . , w(s) pour
simuler tous les réseaux h ∈ F(n, q) à partir du réseau n-complet f ∈ F(n + 1, q). De
plus, ces mots sont seulement sur l’alphabet [n + 1]. On remarque qu’avec uniquement
des mots de sur l’alphabet [n + 1] de taille t, le réseau f peut simuler au mieux 1 + (n +
1) + (n+ 1)2 + · · ·+ (n+ 1)t = (n+ 1)t+1 − 1 réseaux h ∈ F(n, q). De ce fait, le plus long
des mots w(i) est de taille au moins dlogn+1(s+ 1)− 1e.

6.5 Réseau n, q-complet

Dans la section 6.4, on a vu qu’il n’existait pas de réseau f ∈ F(n, q) qui simule
l’ensemble des réseaux h ∈ F(n, q). On a alors considéré un réseau de taille n+1 qui peut
les simuler tous. Dans cette section, à la place d’augmenter la taille du réseau considéré,
on va choisir d’augmenter la taille de l’alphabet. On va alors dire qu’un réseau f ∈ F(n, q′)
est n, q-complet s’il peut simuler tous les réseaux h ∈ F(n, q).

Ici, nous nous focalisons sur deux définitions alternatives de simulation avec un alpha-
bet plus grand (et donc de n,q-complétude) qui nous paraissent pertinentes.

Définition 15 (n,q-complétude par facteur). Soit A et B deux alphabets de cardinalités
respectives q et q′. On dit que f ∈ F(m, q′) avec m ≥ n est n,q-complet par facteur s’il
existe une fonction µ : B→ A surjective telle que, pour tout h ∈ F(n, q), il existe un mot
w ∈ [n]∗ tel que

ϕ ◦ fw = h ◦ ϕ avec ϕ : x 7→ µ(x1)µ(x2) . . . µ(xn).
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Remarque 6. On pourrait ajouter comme condition à cette définition que la fonction µ
soit équilibrée :

∀b, b′ ∈ B, |µ−1(b)| = |µ−1(b′)|.

Avec cette définition, les résultats énoncés dans le théorème 26 deviennent optimaux du
point de vue de la taille de l’alphabet.
Définition 16 (n,q-complet avec initialisation). Soit A et B deux alphabets de cardinalités
respectives q et q′. On dit que f ∈ F(m, q′) avec m ≥ n est n,q-complet avec initialisation
si pour tout réseau h ∈ F(n, q), il existe un mot w ∈ [n]∗ tel que

∀z ∈ Am, fw[n](z) = h(z[n]).

Remarque 7. On peut voir que, pour ces deux définitions, l’alphabet supplémentaire peut
nous permettre de créer des réseaux n, q-complets qui ont un temps de simulation inférieur
à 2n.

En effet, en reprenant l’idée des commutateurs du théorème 24, on peut encoder l’image
de h(x). Ceci va prendre un temps logq′(qn), avec q′ la taille du plus grand alphabet. Ensuite,
il faut recopier l’image, ce qui prend un temps n. On peut donc créer un réseau f ∈ F(m, q′)
n,q-complet par facteur en temps n+ logq′(qn).

Avec la deuxième définition, on pourrait adopter une stratégie différente. On peut indiquer
en une seule étape de temps la fonction h que l’on veut simuler grâce à qn instructions
f (i) : xi ← α (avec α > q). Après cela, on pourrait calculer la fonction h en un temps
logq′(qκ(h)) + Ω(h) en utilisant la technique vu au chapitre précédent (voir la démonstration
du lemme 21).

000 010

100 110

001 011

101 111

2, 3 1, 3

1 2, 3

1, 2
1, 3

1, 3 2

2

1

2

1

2

1

2

3

33

Figure 6.1 – Illustration du comportement asynchrone (i.e. séquentiel non déterministe)
de la fonction Π : {0, 1}3 → {0, 1}3 dans le théorème 26.

Le théorème 26 ci-dessous montre que, pour n ≥ 3, on peut construire un réseau
de taille n avec un alphabet de taille 2q qui est n,q-complet par facteur. Pour donner
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une intuition de la preuve, on va voir notre alphabet [0, 2q[ comme la concaténation de
l’alphabet A et d’un alphabet booléen {0, 1}. Grâce à cet alphabet {0, 1}, on va pouvoir
indiquer quelle opération doit être effectuée sur l’alphabet A. On a deux problèmes. Le
premier est que l’on ne connait pas la valeur de notre configuration initiale sur l’alphabet
{0, 1}. Ce problème peut être résolu grâce à l’automate synchronisant représenté dans la
figure 6.1 : en effectuant une séquence de mise à jour, on va se placer dans l’état 101 quel
que soit notre état de départ. Deuxièmement, on doit faire attention, avec cette séquence
de réglage, de ne pas altérer la configuration sur l’alphabet A.

Théorème 26. Pour tout q ≥ 2 et n ≥ 3, il existe f ∈ F(n, 2q) qui est n,q-complet par
facteur.

Démonstration. Posons A = [0, q[ , q′ = 2q et B = [0, q′[. Considérons µ : B → A et
λ : B→ {0, 1} tels que, pour tout b = `q + a ∈ B (` et a sont respectivement le quotient et
le reste de la division de b par q), on a µ(b) = a et λ(b) = `. Définissons les deux fonctions
φ et ϕ telles que

∀z ∈ Bn, φ(z) = (λ(z1), λ(z2), λ(z3)) et ϕ(z) = (µ(z1), µ(z2), . . . , µ(zn)).

Par abus de notation et pour simplifier la rédaction, dans la suite de cette preuve, on écrira
une configuration z ∈ Bn comme le vecteur xy avec x = ϕ(z) et y = φ(z). On peut faire
ceci, car on n’utilisera pas les valeurs λ(z4), λ(z5)...

Maintenant, on va considérer la fonction Π : {0, 1}3 → {0, 1}3 représentée dans la
figure 6.1 et la fonction Ψ : Bn → An définie ci-dessous. Pour tout z = xy ∈ Bn,

Ψ1(z) =


x1 + 1 si y = 101,
1 si x = (0)n et (y = 011 ou y = 001),
0 si x = 1(0)n−1 et y = 011,
x1 sinon,

Ψ2(z) =

x2 + 1 si x1 = 0 et y = 111,
x2 sinon,

Ψ3(z) =

x3 + 1 si x1 = x2 = 0 et y = 011,
x3 sinon,

∀i ∈ [4, n], Ψi(z) =

xi + 1 si x1 = x2 = · · · = xi−1 = 0,
xi sinon.

Premièrement, définissons le réseau f ∈ F(n, q′) tel que,
— ∀i ∈ [1, 3], f (i) : z = xy 7→ Ψ(i)(z)Π(i)(y) ;
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— ∀i ∈ [4, n], f (i) : z = xy 7→ Ψ(i)(z)y.
Prouvons maintenant que f est n,q-complet par facteur.

Premièrement, prouvons que, pour tout z = xy ∈ Bn, on a bien f ((3)q ,2,3,1,2,1,3)(xy) = x101.
Remarque d’abord que, quand on met à jour la troisième coordonnée q fois de suite, il y a
deux cas :
— on a y 6= 011 ou x1 6= 0 ou x2 6= 0 et la valeur de x n’est pas modifiée ;
— on a y = 011 et x1 = x2 = 0, et on applique alors q fois l’instruction x3 ← x3 + 1.

De ce fait après les q mises à jour, on obtient ϕ(f ((3)q)(z)) = (x1, x2, x3 + q, . . . ) =
(x1, x2, x3, . . . ) = x.

Pour vérifier que la séquence de mises à jour ((3)q, 2, 3, 1, 1, 2, 1, 3) ne modifie pas la valeur
de x, on a seulement besoin de vérifier les trois hypothèses suivantes :
— on ne met pas à jour la coordonnée 1 quand y ∈ {101, 011, 001} ;
— on ne met pas à jour la coordonnée 2 quand y = 111 ;
— quand on met à jour la coordonnée 3 et que y = 011, on la met à jour q fois de suite.
Par simple application de f ((3)q ,2,3,1,1,2,1,3), on obtient

x000
(3)q−−→ x000 2−→ x000 3−→ x000 1−→ x100 1−→ x000 2−→ x000 1−→ x100 3−→ x101,

x100
(3)q−−→ x101 2−→ x111 3−→ x110 1−→ x010 1−→ x010 2−→ x000 1−→ x100 3−→ x101,

x010
(3)q−−→ x010 2−→ x000 3−→ x000 1−→ x100 1−→ x000 2−→ x000 1−→ x100 3−→ x101,

x110
(3)q−−→ x110 2−→ x110 3−→ x110 1−→ x010 1−→ x010 2−→ x000 1−→ x100 3−→ x101,

x001
(3)q−−→ x000 2−→ x000 3−→ x000 1−→ x100 1−→ x000 2−→ x000 1−→ x100 3−→ x101,

x011
(3)q−−→ x011 2−→ x001 3−→ x000 1−→ x100 1−→ x000 2−→ x000 1−→ x100 3−→ x101,

x101
(3)q−−→ x101 2−→ x111 3−→ x110 1−→ x010 1−→ x010 2−→ x000 1−→ x100 3−→ x101,

x111
(3)q−−→ x110 2−→ x110 3−→ x110 1−→ x010 1−→ x010 2−→ x000 1−→ x100 3−→ x101.

On remarque que cette séquence de mises à jour nous permet de passer d’une configuration
xy avec y quelconque à la configuration x101. Deuxièmement, montrons qu’en partant de
z = x101 ∈ Bn, on peut obtenir c(x)011 avec c la permutation circulaire

c : ((0)n → 1(0)n → · · · → (q − 1)(0)n−1 → 01(0)n−2 → . . . ).

En effet, en appliquant f (1,2,2,1,(3,4,...,n)) on obtient

x101 1−→ c[1](x)101 2−→ c[1](x)111 2−→ c[2](x)111 1−→ c[2](x)011 3−→ c[3](x)011
4−→ c[4](x)011 5−→ . . .

n−→ c(x)011.

Maintenant, observons que, pour tout z = x101 ∈ Bn, on peut calculer la transposition
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k = ((0)n ↔ 1(0)n−1) avec f (2,1,1). En effet,

x101 2−→ x111 1−→ x011 1−→ k(x)011.

De la même façon, on peut voir que, pour tout z = x101 ∈ Bn, on peut simuler
l’affectation d = ((0)n → 1(0)n−1) en exécutant f (2,1,2,1). En effet,

x101 2−→ x111 1−→ x011 2−→ x001 1−→ d(x)001.

Les fonctions c, k et d génèrent l’ensemble F(n, q). De ce fait, f est n,q-complet par
facteur.

Remarque 8. Cette construction n’utilise en fait l’alphabet plus grand que sur 3 coordon-
nées.

000 010

100 110

001 011

101 111

2+

3+

2−

1+
3−1−

Figure 6.2 – Illustration des fonctions � et � dans le théorème 27
.

Le théorème 27 ci-dessous montre que, pour n suffisamment grand, un alphabet avec
une unique lettre supplémentaire suffit pour construire un réseau n,q-complet avec ini-
tialisation.

Théorème 27. Pour tout q ≥ 2 et n ≥ 3q, il existe f ∈ F(n, q + 1) qui soit n,q-complet
avec initialisation.

Démonstration. Posons A = [0, q[, B = [0, q′[ avec q′ = q+1 et {α} = B\A. L’idée principale
de cette preuve est d’encoder dans chaque configuration z ∈ Bq à la fois une configuration
x ∈ Aq et une valeur booléenne y ∈ {0, 1}. Notons Z+ l’ensemble des configurations z ∈ Bq
telles qu’il existe une unique coordonnée j ∈ [q] telle que zj = α. Notons également Z−
l’ensemble des configurations z ∈ Bq telles qu’il n’existe aucune telle coordonnée j et posons
Z = Z+ ∪ Z−.
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Définissons λ : Bq → {0, 1}, la fonction telle que λ(z) nous donne la valeur booléenne

encodée dans z. Pour tout z ∈ Bq, posons λ(z) =

0 si z ∈ Z−

1 sinon
. De plus, définissons la

fonction µ : Bq → Aq telle que µ(z) nous donne la configuration µ(z) ∈ Aq encodée dans z :
— si z 6∈ Z alors peu importe la valeur de µ(z) (on peut par exemple fixer µ(z) = (0)q) ;
— si z ∈ Z− alors µ(z) = z ;
— enfin, si z ∈ Z+ alors on a une unique coordonnée j ∈ [q] telle que zj = α et on pose

(µ(z))[q]\{j} = z[q]\{j} et (µ(z))j = (j − 1)−
∑

i∈[q]\{j}
zj.

Illustrons ces deux définitions avec un exemple. Imaginons que l’on ait q = 4 et que l’on
veuille encoder une valeur booléenne y ∈ {0, 1} et la configuration x = (x1, x2, x3, x4) ∈ Aq

avec ∑
i∈[q]

xi = 2 dans une configuration z ∈ Z. Alors, la configuration z ∈ Z va être définie

comme suit en fonction la valeur de y :

x (x1, x2, x3, x4)
y 0 1
z (x1, x2, x3, x4) (x1, x2, α, x4)

.

Définissons les deux fonctions � : Z 7→ Z et � : Z 7→ Z telles que ∀z ∈ Z,

∀j ∈ [q], �j(z) =


α si z ∈ Z− et j − 1 = ∑

i∈[q]
zi,

zj sinon,

∀j ∈ [q], �j(z) =


(j − 1)− ∑

i∈[q]\{j}
zi si zi = α,

zj sinon.

On remarque qu’en appliquant �(1,2,...,q) sur une configuration z ∈ Z, on obtient la
configuration z′ ∈ Z+ telle que µ(z) = µ(z′). De même, en appliquant �(1,2,...,q) sur z, on
obtient la configuration z′ ∈ Z− telle que µ(z) = µ(z′). Pour tout i ∈ [3] et j ∈ [q], notons
Φi
j = (i− 1)q + j. Pour tout i ∈ [3], notons Φi = {Φi

1, . . .Φi
q}. Enfin, notons R = [3q + 1, n].

On a donc [n] = Φ1 ∪ Φ2 ∪ Φ3 ∪R. Définissons la fonction ϕ : Bn → An comme suit :

ϕ : z 7→ µ(zΦ1)µ(zΦ2)µ(zΦ3)zR si zR ∈ A|R|,

et peu importe sa valeur sinon. De plus, définissons la fonction φ : Bn → {0, 1}3 comme
suit :

φ : z 7→ λ(zΦ1)λ(zΦ2)λ(zΦ3).
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Par abus de langage et pour simplifier la notation, représentons toute configuration
z ∈ Bn comme un couple xy = ϕ(z)φ(z).

Définissons maintenant la fonction Ψ : Bn → An qui va indiquer comment notre fonction
f doit modifier la configuration x. Pour tout z = xy ∈ Bn, pour tout i ∈ [n],

si i = Φ1
1, Ψi(z) =


xi + 1 si y = 010,
1 si y = 011 et x = (0)n,
0 si y = 011 et x = 1(0)n−1,

xi sinon,

sinon si i = Φ2
1, Ψi(z) =


xi + 1 si y = 001 et x1 = x2 = · · · = xi−1 = 0,
1 si y = 101 et x = (0)n,
xi sinon,

sinon si i = Φ3
1, Ψi(z) =

xi + 1 si y = 000 et x1 = x2 = · · · = xi−1 = 0,
xi sinon,

sinon, Ψi(z) =

xi + 1 si x1 = x2 = · · · = xi−1 = 0,
xi sinon.

Enfin, définissons notre réseau f ∈ F(n, q′) comme suit :

— pour tout arc y i+−→ y′ dans la figure 6.2 et, pour toute configuration z ∈ Bn telle que
φ(z) = y , on pose fΦi(z) = �(zΦi) si zΦi ∈ Z et sinon peu importe ;

— pour tout arc y i−−→ y′ dans la figure 6.2 et, pour toute configuration z ∈ Bn telle que
φ(z) = y , on pose fΦi(z) = �(zΦi) si zΦi ∈ Z et sinon peu importe ;

— pour tout j ∈ [n] et toute configuration z ∈ Bn tels que fj(z) n’a pas encore été définie,
on pose juste fj(z) = Ψj(z).

Pour tout i ∈ [3], définissons la séquence de mise à jour ĩ = (Φi
1,Φi

2, . . . ,Φi
q) et 4̃ =

(3q + 1, . . . , n).

Premièrement, montrons que, pour tout x ∈ An, la fonction f (2̃,1̃,3̃,2̃,1̃,3̃,2̃,1̃,3̃,4̃) associe x000
à c(x)000 avec c la permutation circulaire décrite dans la preuve du théorème 26 :

x000 2̃−→ x010 1̃−→ c[q](x)010 3̃−→ c[q](x)011 2̃−→ c[q](x)001 1̃−→ c[q](x)101
3̃−→ c[q](x)100 2̃−→ c[2q](x)100 1̃−→ c[2q](x)000 3̃−→ c[3q](x)000 4̃−→ c(x)000.

Deuxièmement, montrons que, pour tout x ∈ An, la fonction f (2̃,3̃,1̃,2̃,1̃,3̃,1̃) associe x000 à
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k(x)000 avec k la transposition ((0)n ↔ 1(0)n−1) :

x000 2̃−→ x010 3̃−→ x011 1̃−→ k(x)011 2̃−→ k(x)001 1̃−→ k(x)101 3̃−→ k(x)100 1̃−→ k(x)000.

Pour finir, montrons que, pour tout x ∈ An, la fonction f (2̃,3̃,2̃,1̃,2̃,3̃,1̃) associe x000 à
d(x)000 avec d l’affectation ((0)n → (0)q1(0)n−q−1).

(x000) 2̃−→ x010 3̃−→ x011 2̃−→ x001 1̃−→ x101 2̃−→ x101 3̃−→ x100 1̃−→ d(x)000.

Les trois fonctions c, k et d génèrent toutes les fonctions de F(n, q). De ce fait, f est
n, q-complet avec initialisation.

6.6 Simuler un réseau sans mémoire

Un réseau h ∈ F(n, q) est simulable sans mémoire s’il peut être simulé par un réseau
f ∈ F(n, q) qui est donc de même taille et travaille sur le même alphabet. On peut voir
que le cas n = 1 n’est pas intéressant : tous les réseaux h ∈ F(1, q) se simulent eux-mêmes
(h = h(1)). On va donc considérer dans la suite que n ≥ 2.

On a vu plus tôt que, pour (n, q) 6= (2, 2), il existe un réseau f ∈ F(n, q) qui simule tous
les réseaux bijectifs h ∈ F(n, q). Par conséquent, tous les réseaux bijectifs pour n > 2 ou
q > 2 sont simulables sans mémoire. On va montrer qu’à l’inverse, il existe des réseaux
bijectifs h ∈ F(2, 2) non simulables sans mémoire.

Proposition 12. La permutation circulaire (00 → 01 → 11 → 10 →) dans F(2, 2) n’est
pas simulable sans mémoire.

Démonstration. Notons h cette permutation circulaire. Supposons par l’absurde qu’il existe
un réseau f ∈ F(2, 2) et un mot w ∈ [2]∗ tels que fw = h. Comme le réseau h n’a pas de
fonction locale triviale et est bijectif, les coordonnées 1 et 2 apparaissent dans w et les
instructions f (1) et f (2) sont bijectives.

Cela signifie que si f (1)(x) = x+ e1 alors f (1)(x+ e1) = x pour tout x ∈ {0, 1}n. Il n’y a
donc que quatre instuctions possibles pour f (1) :
— la fonction identité x 7→ x ;
— la simple transposition (00↔ 10) ;
— la simple transposition (01↔ 11) ;
— la double transposition (00↔ 10)(01↔ 11).
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L’instruction f (1) ne peut pas être l’identité sinon fw1 (01) = 0 6= 1 = h1(01). L’instruction
f (1) ne peut pas être la double transposition non plus car, sinon, on pourrait prouver
l’invariant suivant : pour tout w ∈ [n]∗, fw1 (00) = fw1 (01). Or, h1(00) = 0 6= 1 = h1(01). De
ce fait, f (1) est une simple transposition et il existe une lettre a ∈ {0, 1} telle que, pour
tout x ∈ {0, 1}2 avec x2 = a, on a f (1)(x) = x.

En reprenant le même raisonnement pour f (2), on prouve qu’il existe une lettre b ∈ {0, 1}
telle que, pour tout x ∈ {0, 1}2 avec x1 = b, on a f (2)(x) = x. En prenant y = ba, on obtient
f (1)(y) = y, f (2)(y) = y et donc h(y) = fw(y) = y, ce qui contredit la définition de h.

Il n’existe donc aucun réseau f ∈ F(2, 2) qui simule h.

Remarque 9. En calculant à l’aide d’un ordinateur, on peut obtenir les résultats suivants :
— sur les 256 réseaux de F(2, 2), 230 peuvent être simulés sans mémoire et 26 non (voir

la figure 6.3) ;
— tous les réseaux de F(3, 2) peuvent être simulés sans mémoire ;
— sur les 99 = 387 420 489 réseaux de F(2, 3), seulement 2 102 400 ne peuvent pas être

simulés sans mémoire.
Il parait très difficile de calculer les cas où n > 3 ou q > 3 car le nombre de réseaux à

considérer ((qn)(qn)) explose rapidement.

De plus, dans le cas général, la seule façon connue de générer l’ensemble des réseaux
h ∈ F(n, q) non simulables sans mémoire est la suivante. On calcule chaque ensemble Sf
avec f ∈ F(n, q) et on soustrait leur union à F(n, q). Différentes symétries permettent de
factoriser le temps de calcul de certains Sf mais ceci ne réduit pas significativement la
difficulté du problème.

00 01

10 11

00 01

10 11

00 01

10 11

00 01

10 11

Figure 6.3 – Chacun des 26 réseaux h ∈ F(2, 2) non simulables sans mémoire est une
symétrie d’un des 4 réseaux représentés ici.

On va maintenant montrer que, pour tout alphabet non booléen et toute taille, il existe
un réseau de cette taille et sur cet alphabet qui ne peut pas être simulé sans mémoire.

Théorème 28. Pour tout n ≥ 2 et q ≥ 3 il existe h ∈ F(n, q) qui ne peut pas être simulé
sans mémoire additionnelle.
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Démonstration. Notons y = 0n−2, a = 00y, b = 10y, c = 01y, d = 21y. Considérons le
réseau h qui calcule la chaine d’affectations (d → c → b → a). Autrement dit, h(b) =
h(a) = a, h(c) = b, h(d) = c et, pour tout x ∈ An \ {a, b, c, d}, h(x) = x. On remarque que
le rang de h est qn − 1.

Supposons par l’absurde qu’il existe un réseau f ∈ F(n, q) et un mot w ∈ [n]∗ tel que
fw = h.

Premièrement, prouvons que f (1) est une instruction singulière et que la coordonnée 1
apparait dans w. On sait que h n’est pas bijectif. Par conséquent, il existe une étape de
temps t telle que la fonction fw1...wt est singulière. Considérons la plus petite telle étape de
temps t. Seule la paire de configurations {a, b} a une unique image par h. Par conséquent,
on a fw1...wt(a) = fw1...wt(b). Posons i = wt, a′ = fw1,...,wt−1(a) et b′ = fw1,...,wt−1(b). Par
minimalité de t, on sait que a′ 6= b′ et que i n’apparait pas dans w1 . . . wt−1 (car l’instruction
f (i) est singulière). Si i 6= 1, alors on a ai = bi et on en déduit que a′i = b′i. Comme a′ 6= b′,
il existe j 6= i = wt tel que a′j 6= b′j . Mais alors fw1,...,wt

j (a) = a′j 6= bj = fw1,...,wt
j (b) ce qui est

faux. On a donc bien i = wt = 1.

Notons a′ = fw1...wt−1(a) et b′ = fw1...wt−1(b). On remarque que a′1 = 0 et b′1 = 1 (car
la coordonnée 1 n’est pas mise à jour dans w1 . . . wt−1). Montrons que toute configuration
x ∈ An, avec x1 6= d1, a une pré-image par f (1). Supposons par l’absurde que ce ne soit
pas le cas pour une certaine configuration x. Prenons t′ la dernière étape à laquelle la
coordonnée 1 apparait dans w. Même si fw1...wt′−1 était bijectif, le nombre de configurations
y ∈ fw1...wt′ (An) ⊆ f (1)(An) telles que y1 = x1 serait d’au plus qn−1 − 1. Comme la
coordonnée 1 n’est plus mise à jour après l’étape de temps t′, le nombre d’images y de fw
telles que l’égalité y1 = x1 est respectée est inférieure à celui de la fonction h, ce qui est
absurde. Par conséquent, toute configuration x ∈ An, avec x1 6= d1, doit avoir une pré-image
par f (1).

Montrons maintenant que la coordonnée 1 n’apparait qu’une fois dans w. Supposons le
contraire par l’absurde. Notons t′ la deuxième étape de temps à laquelle la coordonnée 1
est mise à jour. Comme on vient de le voir, fw1...wt a un rang d’exactement qn − 1 (tout
comme h). Par conséquent, fw1...wt′−1 doit avoir un rang de qn− 1 (sinon on n’a pas l’égalité
fw = h). De plus, comme chaque configuration x ∈ An avec x1 ∈ {0, 1} a une pré-image par
f (i), a′ et b′ ont une pré-image par fw1...wt′−1 . Notons ces pré-images a′′ et b′′ et remarquons
que {a′′, b′′} 6= {a, b} car a et b ont la même image par fw1...wt et donc par fw1...wt′−1 . On a

fw1...wt′ (a′′) = f (1)(a′) = f (1)(b′) = fw1...wt′ (b′′).

De ce fait, h(a′′) = h(b′′) alors que {a′′, b′′} 6= {a, b}. Ceci est une contradiction. Par
conséquent la coordonnée 1 n’apparait qu’une seule fois dans w.

Ceci signifie que, pour tout x ∈ An, fw1...wt
1 (x) = h1(x). On en déduit que, f (1)(a′) =

f (1)(b′) = a′. On a vu que b′ doit avoir une pré-image par f (1). La seule configuration x ∈ An

telle que x1 6= b1 et h1(x) = b1 est c. Notons c′ = f
w1...wt−1
1 (c). On a donc f (1)(c′) = b′
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et donc c′[2,n] = b′[2,n] = a′[2,n]. Or, a′1 = c′1 et donc a′ = c′ ce qui pose une contradiction.
Par conséquent, fw 6= h et le réseau h ∈ F(n, q) ne peut pas être simulé sans mémoire
additionnelle.

On conclut cette section par la conjecture suivante (dont la validité pour n = 3 a été
obtenue à l’aide d’un ordinateur, comme indiqué dans la remarque 9).

Conjecture 5. Pour tout n ≥ 3 et, pour tout réseau h ∈ F(n, 2), il existe un réseau
f ∈ F(n, 2) qui peut simuler h.

6.7 Conclusions et perspectives

La plupart des questions ouvertes concernent la section 6.6. Dans celle-ci, on étudie
des réseaux qui ne sont pas simulables sans mémoire additionnelle. On y montre qu’à
part dans le cas trivial ou n = 1 ou quand q = 2, on peut toujours trouver un réseau
non simulable dans F(n, q). La question la plus naturelle est surement de se demander
s’il existe des conditions nécessaires et suffisantes facilement testables pour savoir si une
fonction est simulable.

Il n’est pas clair qu’il y ait des conditions suffisantes faciles à vérifier systématiquement.
Par exemple, si on s’intéresse aux deux réseaux de F(2, 3) suivants :

00

10

20

01

11

21

02

12

22

00

10

20

01

11

21

02

12

22 .

On peut vérifier par ordinateur que le réseau représenté à gauche n’est pas simulable
sans mémoire additionnelle alors que celui de droite, pourtant très ressemblant, l’est.
Cet exemple permet de réfuter plusieurs hypothèses naïves sur une caractérisation des
réseaux non simulables sans mémoire additionnelle. On ne peut donc pas se contenter
de regarder le rang, les configurations avec la même image ou les configurations sans
pré-image pour déterminer si un réseau est simulable.
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Il est en revanche surement possible de trouver des conditions nécessaires pour ne pas
être simulable. On pourrait peut-être alors prouver que tout réseau h dans F(n, 2) avec
n ≥ 3 échappe à ces conditions ce qui prouverait notre conjecture.

On pourrait aussi se poser des questions sur le temps minimum pour simuler un réseau
sans mémoire dans le pire des cas. Cette question a un lien étroit avec la question de la
possibilité d’écrire un certificat pour prouver qu’une fonction est séquentialisable.

Plusieurs restrictions du problème pourraient être intéressantes à étudier. Notamment,
en bornant le degré des graphes d’interactions des graphes considérés ou en restreignant
les fonctions locales à des fonctions monotones ou algébriques par exemple.
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Dans l’introduction, nous nous sommes interrogés sur les rôles respectifs du graphe
d’interaction, du mode de mise à jour et de l’alphabet d’un réseau d’automates sur sa dy-
namique. Nous allons maintenant voir comment le travail présenté tout au long de cette
thèse nous renseigne sur ces questions et quel travail pourrait être réalisé pour consolider
ces résultats.

Comme nous l’avons vu dans l’introduction, les cycles limites sont des éléments très
étudiés de la dynamique des réseaux d’automates, entre autres parce qu’ils ont une in-
terprétation biologique relativement immédiate. Dans ce cadre, un exercice classique est
d’essayer de déduire des informations sur les cycles limites d’un réseau à l’aide de son
graphe d’interaction (éventuellement signé) car c’est une information qui peut être ob-
tenue, au moins partiellement, de manière expérimentale. Le chapitre 3 s’intègre dans
ce cadre : nous nous y posons la question de la complexité algorithmique de faire de
telles déductions. Ceci est une question très vaste, que nous avons abordée en supposant
certaines hypothèses.

Premièrement, tous les problèmes abordés portaient sur les points fixes. Les points
fixes sont des cycles limites particuliers : ils ne dépendent pas du mode de mise à jour
bloc-séquentiel utilisé. Par contre, on pourrait s’intéresser à des problèmes sur les cycles
limites en général. Dans ce cadre, le problème suivant pourrait être intéressant à étu-
dier.

Problème de longueur des cycles limites
Entrée: Un graphe d’interaction signé G et un entier k
Sortie: Existe-t-il un réseau f ∈ F(G) et un mode de mise à jour bloc-
séquentiel W tel que fW a un cycle limite de taille k ?

Deuxièmement, nous avons supposé que le graphe d’interaction étudié était signé.
Une extension naturelle de ces travaux serait donc d’étudier des graphes non signés. On
pourrait aussi s’autoriser à ne pas prendre en compte tous les arcs du digraphe G donné
en paramètre, en considérant tous les réseaux f dont le graphe d’interaction est un sous-
graphe de G. Dans ce cadre, un grand nombre de questions deviennent beaucoup plus
faciles. Par exemple, avec ces deux variantes du problème, on peut toujours associer un
réseau avec au moins un point fixe à notre graphe. De plus, s’il est non signé, on peut lui
associer un réseau sans aucun point fixe dès lors qu’il n’est pas acyclique. Il serait quand
même intéressant de voir comment la difficulté de ces problèmes évolue en fonction du
nombre de points fixes demandés. En particulier, dans le network coding, le digraphe G
donné est non signé, on s’autorise à enlever des arcs et on se demande s’il existe une
fonction avec au moins 2τ points fixes.

Finalement, tout le long de ce chapitre nous avons supposé que l’alphabet du réseau
considéré était booléen. À quel point peut-on généraliser tous ces résultats à des alpha-
bets non booléens ? Soulignons d’abord que le graphe d’interaction signé d’un réseau
booléen nous apprend beaucoup de choses sur ses fonctions locales, surtout quand son
degré est limité. Par exemple, on sait que si en entrée d’un automate, il n’y a qu’un arc
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positif, alors il n’a qu’une seule fonction locale possible. De même, s’il n’a que deux arcs
entrants positifs alors il ne peut calculer que deux fonctions : OR et AND. À l’inverse,
dans la même situation mais avec un alphabet de taille 3, il peut être associé à huit
fonctions locales différentes s’il a un unique arc entrant positif et 172 s’il en a deux. De
plus, de nombreuses propriétés élémentaires sur les réseaux booléens ne sont plus vraies
sur les réseaux non booléens. Par exemple, si un graphe d’interaction a un cycle négatif
isolé alors tout réseau booléen admis par ce graphe n’a aucun point fixe. Ce n’est pas vrai
si on prend un alphabet de taille 3. En effet, considérons le graphe d’interaction signé
G constitué d’une simple boucle négative, et le réseau f : {0, 1, 2} → {0, 1, 2} tel que
2 f−→ 0 f−→ 1 f−→ 1. On voit que f ∈ F(G, 3) (car f(2) < f(1) ≤ f(0)) et pourtant f a
bien un point fixe. En fait, on peut montrer que, pour tout graphe d’interaction signé
fortement connexe et toute taille d’alphabet q ≥ 3, on peut trouver f ∈ F(G, q) qui a au
moins un point fixe et aucun autre cycle limite [66]. Maintenant, un certain nombre de
propriétés restent vraies sur des alphabets non booléens. C’est notamment le cas pour le
théorème 1 sur les graphes d’interaction acycliques, les théorèmes 2 et 3 sur les graphes
d’interactions avec respectivement uniquement des cycles négatifs ou positifs et enfin
le théorème 4 sur le feedback vertex set. Il serait intéressant d’étudier les propriétés qui
sont conservées par le changement de taille de l’alphabet et voir si on peut adapter nos
constructions pour obtenir des résultats de complexité sur les réseaux d’automates non
booléens.

Dans le même ordre d’idée, dans le chapitre 4, nous avons caractérisé les graphes
d’interaction qui admettent des réseaux d’automates expansifs. En effet, comme souligné
dans le théorème 13, ce sont exactement ceux qui sont couvrables et connexes.

Dans ce chapitre, on a beaucoup mis en avant le fait que la taille de l’alphabet était très
importante. En effet, dans la section 4.5, on a montré qu’on peut construire des graphes
qui n’admettent des réseaux expansifs que sur des alphabets de tailles arbitrairement
grandes. On a aussi présenté un graphe qui admet un réseau expansif pour tout alphabet
mais pas d’expansif linéaire pour une infinité de tailles d’alphabet (voir la proposition 6).
Pour finir, dans la section 4.7, on considère une notion plus forte d’expansivité et on
prouve qu’il existe un tel réseau si et seulement si le graphe d’interaction est complet
(voir le théorème 18), mais qu’il requiert un alphabet de taille quadratique par rapport à
la taille du graphe (voir le corolaire 7).

En revanche, ce que l’on n’a pas fait, et qui pourrait être intéressant, est de faire varier
le mode de mise à jour. En effet, on a considéré que le réseau était mis à jour parallèle-
ment. Pourtant, étant donné un graphe G et W = (W1, . . . ,Wp) un mode de mise à jour
bloc-séquentiel, on peut se poser la question suivante : est-ce qu’il existe f ∈ F(G) tel
que fW est expansif ? En utilisant le lemme 16 et en adaptant le théorème 11, on peut
montrer que si fW est expansif alors G doit être fortement connexe et pour tout i ∈ [p],
le graphe G restreint à Wi doit être couvrable. En particulier, si W est un mode de mise
à jour séquentiel, alors G doit être boucle-complet. Il serait intéressant de vérifier si c’est
une condition nécessaire et suffisante. De plus, pour rejoindre la problématique entre
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séquentiel et parallèle abordée dans le chapitre 5 et en mettant de côté le graphe d’in-
teraction, on pourrait se poser la question suivante. Est-ce que le caractère redondant de
l’information des réseaux expansifs fait d’eux des réseaux plus faciles à séquentialiser ?

Les chapitres 5 et 6 étaient particulièrement intégrés dans la problématique de la
variation du mode de mise à jour. On a montré dans le chapitre 5 qu’un mode de mise à
jour séquentiel ne pouvait pas produire toutes les dynamiques possibles à l’inverse d’un
mode de mise à jour parallèle. Plus précisément, on a montré qu’on pouvait créer des
réseaux mis à jour en parallèle qui ne sont simulables que par des réseaux mis à jour en
séquentiel avec environ une fois et demi plus d’automates. En outre, on a montré que
c’était un résultat asymptotiquement optimal.

En cherchant des réseaux qui ont un coût de séquentialisation maximal on a aussi
étudié l’importance de la taille de l’alphabet. Il semblerait que plus l’alphabet est grand,
plus on peut trouver des réseaux avec un plus grand coût de séquentialisation. En outre,
il semblerait qu’il y ait un saut concernant le coût de séquetialisation lorsque l’on passe
d’un alphabet de taille 3 à un alphabet de taille 4 comme souligné dans le théorème 21.

On a montré dans le chapitre 6 que le mode de mise à jour séquentiel avec répétition
était beaucoup plus complexe que le mode de mise à jour séquentiel normal. On peut
trouver des réseaux f ∈ F(n+ 1, q) qui sont n-complets, c’est-à-dire des réseaux simulant
tous les réseaux h ∈ F (n, q) avec seulement un automate additionnel. On a montré des
résultats similaires en augmentant la taille de l’alphabet plutôt que celle du réseau. En
revanche, on a montré que, pour tous les alphabets non booléens, il existe des réseaux
absolument non simulables séquentiellement sans mémoire additionnelle. La question
booléenne reste ouverte, mais on pense que tout réseau d’automates booléen est simu-
lable sans mémoire quand il est suffisamment grand.

Au-delà des modes de mise à jour séquentiels avec répétition, on pourrait considérer
des modes de mise à jour bloc-séquentiel dégénérés W = (W1, . . . ,Wp) où les blocs Wi

mis à jour ne sont pas forcément disjoints. En d’autres termes, une généralisation des
séquentiels avec répétition. Pour tout réseau h ∈ F(n, q) avec q ≥ 3, on pourrait alors se
demander à partir de quel entier 1 ≤ k ≤ n, il existe un réseau f ∈ F(n, q) et un mode
de mise à jour bloc-séquentiel dégénéré W dont le plus gros bloc est de taille k et tels
que fW = h. On sait déjà que c’est possible pour k = n mais est-ce que c’est vrai pour
k = n − 1 quand n est suffisamment grand ? De manière encore plus forte, est-ce qu’en
prenant k une constante suffisamment grande cela serait vrai pour toute taille n ?

Enfin, dans le chapitre 5, le graphe d’interaction a été abordé mais seulement pour
donner des bornes sur le coût de séquentialisation d’un réseau. En revanche, aussi bien
dans le chapitre 5 que dans le 6, les graphes d’interaction des réseaux qui simulent ont
toujours été arbitraires et probablement quasi-complets. Une contrainte naturelle serait
de s’assurer que le graphe d’interaction du réseau qui simule soit plus « creux ». Une
question qui aurait probablement plus d’applications est la suivante : étant donné un
réseau h ∈ F(n, q) et son graphe d’interaction G, est-ce qu’il existe un réseau f ∈ F(G, q′)

157



Chapitre 7 Conclusion et perspective

tel que fw simule h (potentiellement en utilisant un alphabet plus gros) avec w un mode
de mise à jour avec ou sans répétition ?

Pour terminer, pendant toute cette thèse nous avons considéré que chaque automate
d’un même réseau prenait le même nombre d’états. Il serait intéressant de savoir quels
sont les résultats présentés dans cette thèse qui restent valides quand un alphabet spéci-
fique est associé à chaque automate du réseau.
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