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Chapitre 1

Introduction

Cette thése a pour cadre général la théorie spectrale des opérateurs de Schrodin-
ger discrets sur Z< et plus généralement sur un graphe pondéré infini. Elle réunit trois
travaux qui s’inspirent de résultats connus pour 'opérateur de Schrodinger continu
sur R? ou sur une variété Riemannienne non compacte. Les deux premiers portent
sur I’étude des fonctions spectrales, c’est & dire les bornes du spectre de 'opérateur
de Schrodinger discret et s’intéressent plus particuliérement a la positivité du bas du
spectre. Le troisiéme, qui est en cours de finalisation, donne une minoration du bas du
spectre essentiel. Nous reviendrons en détail sur nos résultats dans cette introduction.

L’équation de Schrodinger, qui décrit I’évolution d’un systéme quantique soumis
a un potentiel V, est un des fondements de la mécanique quantique. L’opérateur
H = —A+V associé est appelé opérateur de Schrédinger. L’opérateur A = Zle %
représente le laplacien et 'opérateur de multiplication V' est appelé le potentiel as-
socié a 'opérateur de Schrédinger. Nous travaillons dans cette thése avec la version
discréte (ou combinatoire) de ces opérateurs. Nous verrons plus loin comment les
définir sur les graphes ou sur Z%. Le passage du modéle continu au modéle discret est
motivé par le lien étroit qui existe entre les graphes et les variétés Riemanniennes.
En effet, une variété Riemannienne M peut étre discrétisée sous la forme d’un graphe
X et la géométrie de X est alors une bonne approximation de la géométrie de M.
Cette idée de discrétisation a d’abord été développée par Furstenberg [Fu| puis utilisée
chez de nombreux auteurs (par exemple [LS], [Va], [Co|) pour établir des paralléles
entre ces deux objets autant dans le domaine probabiliste qu’en théorie du poten-
tiel. D’autre part, de nombreux travaux utilisent cette discrétisation pour étudier le
spectre du laplacien sur la variété Riemannienne (par exemple [Br|, [DP], ou plus
récemment [Ma]). Il est donc naturel de penser que les propriétés spectrales de 'opé-
rateur de Schrédinger sur une variété Riemannienne (ou dans R?) doivent se retrouver
dans le cadre discret des graphes (ou dans Z?). Notons que certains auteurs se sont
intéressés a I’étude du laplacien sur les réseaux considérés comme des graphes topolo-
giques dans Pespace euclidien R? ( [Ro|, [B1], [B2|, [BL]) et a la théorie du potentiel
dans le cas des réseaux ( [B3], [Mu|). Dans ce cas, chaque aréte du graphe est identi-
fice & un intervalle de R? et on peut alors définir un laplacien continu sur le réseau.
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Les travaux de |[B2| et |BL| établissent alors un lien entre le spectre du laplacien
continu sur le graphe topologique et 'opérateur d’adjacence du graphe abstrait. Ce
dernier opérateur étant en lien étroit avec le laplacien combinatoire, surtout dans le
cas régulier, I’étude spectrale de ces opérateurs est intéressante pour le traitement du
laplacien continu. Par exemple, on peut obtenir la valeur du bas du spectre dans le
cas continu grace au graphe abstrait. Récemment, les résultats de [B4| sur le rayon
spectral de I'opérateur d’adjacence s’appliquent également.

Avant de présenter nos travaux, nous établissons un état des lieux des résultats
qui nous intéressent sur le spectre des opérateurs de Schrodinger dans le cadre continu.

Soit A un opérateur auto-adjoint. Son spectre, noté o(A) est une partie non vide
de R. Le spectre discret, composé de valeurs propres de multiplicité finie, est noté
04isc(A). L'autre composante du spectre constitue le spectre essentiel noté o.ss(A)
de telle maniére que o(A) = 0uisc(A) U 0ess(A). D’autre part, on note s(A) =
info(A) le bas du spectre et M(A) := supo(A) le haut du spectre. De méme,
Sess(A) 1= inf oes5(A) et MESS(A) = up Oess(A). On considére a présent le lapla-
cien positif —A == — 37 8 (RY) := {u € L*(R?), Au € L*(R%)}.
Il s’agit d'un opérateur auto- adjoint et une transformation de Fourier montre que
0(—A) = 0ess(—A) = [0,4+00). Ainsi, s(—A) = 0 dans le cas euclidien.

Pour un potentiel positif et borné V € L*(R?), on définit I'opérateur de Schro-
dinger H(A) := —A 4+ AV ou X\ est un réel positif appelé constante de couplage.
L’opérateur H()\) est auto-adjoint et on appelle fonction spectrale la fonction réelle

(A
s(A\) := s(H(\)) représentant le bas du spectre. Elle est caractérisée par le principe
du Min-Max (voir [RS] par exemple) grace a la formule variationnelle suivante

. . . . 2 2
s(\) = uEDlef[(/\)) (H(Nu,u) = ueDl?Hf()\)) » |Vul® + » Vu (1.1)

[Jul|=1 [lull=1

oil {.,.) représente le produit scalaire sur L?(R?).
Pour des potentiels plus généraux de la forme V = V* — V=, on construit 'opé-
rateur de Schrodinger H(A) = —A + AV par la méthode des formes quadratiques

(voir [Ou2]) de la maniére suivante. Pour V* € L} (R%), on définit la forme bili-

loc
néaire

at(u,v) = [ VuVu+ )\/ Viuw,
Rd R4
avec domaine
D (a%) = {u c H*(R?) tel que / Viu? < oo}.
Rd

La forme a® est & domaine dense, symétrique, accrétive et fermée. On peut donc lui



associer un opérateur auto-adjoint AT avec domaine
D(A") ={u e D (a¥) :3f € L*(RY) tel que
VuVov + A /

R4

Viw= [ fv,VveD(a*)}
R4 Rd
et Atu = f. Lopérateur —A + AV est alors défini comme étant Popérateur A™
associé a at. Pour intégrer la partie négative du potentiel, on introduit la forme

a (u,v) = /\/ V uw,
Rd
avec domaine D (a~) = D (a™) et vérifiant pour tout x € D (a¥)
0 (2, 2)| < aa™(z,2) + Bz, 2),

pour 0 < o < let § € R. La forme a = at —a~ a pour domaine D(a) = D(a™) et on
peut alors associer & un opérateur auto-adjoint A par le théoréme KLMN (voir [Ou2]).
L’opérateur de Schrodinger H(A) = —A + AV — V™) est défini comme étant cet
opérateur A. La fonction spectrale s(\) est définie de la méme maniére et on a de
plus la caractérisation variationnelle

s = inf a(wu) = inf [ |[Vuf+ / Vi
u€D(at) u€D(at) JRa Rd
[Jul|=1 [Jul|=1
Le bas du spectre s(\) joue un role important dans les équations de Schrodinger.
En effet, la stricte positivité du bas du spectre assure une décroissance exponentielle
en temps de la solution de ’équation de Schrodinger

Qull) — Au(t,.) = Vu(t,), t>0

u(0,.) = f € L*(RY).

Cette question a été étudiée par de nombreux auteurs dans le but de caractériser les
potentiels pour lesquels s(A) > 0 pour A > 0. Les premiers résultats sont obtenus dans
le cas particulier des potentiels périodiques en une dimension (voir par exemple [Wil,
|[Mo]) puis des potentiels plus généraux sont considérés dans [GGS| ou les auteurs
donnent des conditions suffisantes sur le potentiel pour assurer la stricte positivité de
s(A).

Avant de donner le résultat dans le cas euclidien, remarquons tout d’abord que
la positivité du potentiel ne garantit pas la stricte positivité du bas du spectre. Par
exemple, pour un potentiel positif & support compact, il est facile de vérifier & partir
de la formule variationnelle (1.1) que s(A) = 0 pour tout A > 0. Ainsi, le potentiel
doit avoir une contribution dans tout l'espace dans un certain sens. La condition



nécessaire et suffisante donnée par W. Arendt et C. Batty dans [AB1] confirme cette
intuition. En effet, pour des potentiels bornés et positifs V' € L>(R?), ils montrent
que s(A) > 0 pour A > 0 si et seulement si le potentiel V' vérifie la condition (Mg)
suivante pour un certain R > 0.

zeR4

JR > 0 tel que inf / V >0. (Mg)
B(z,R)

L’hypothése de bornitude sur le potentiel est cruciale et la condition (Mz) n’est plus
suffisante pour des potentiels V € L. _(R?) pour d > 2. Cependant, une autre condi-
tion nécessaire et suffisante est donnée dans [AB1] et [Ba| pour les potentiels non
bornés. Nous insistons sur ce point car il constitue une des différences essentielles
avec le cas discret pour lequel une condition du type (Mg) reste valide pour des po-
tentiels non bornés. Ce résultat est le point de départ de notre étude sur les fonctions
spectrales de 'opérateur de Schrddinger discret sur Z%. Nous reviendrons plus loin

sur les résultats de cette étude qui constitue le chapitre 3 de cette thése.

Pour une variété Riemannienne M, on considére 'opérateur de Laplace-Beltrami
positif —A. Il est auto-adjoint sur L*(M) et o(—A) C [0, +00). L’inclusion peut étre
stricte en fonction de la géométrie de la variété et on peut donc avoir s(—A) > 0
contrairement au cas euclidien. Pour un potentiel V' positif et borné, on définit 'opé-
rateur de Schrodinger H(A) := —A + AV sur M et on pose la question de la stricte
positivité de s(\) dans ce cadre. E.M Ouhabaz donne dans [Oul] une généralisation
du résultat précédent de [AB1] pour des variétés Riemanniennes satisfaisant le dou-
blement local (D(R)) et les inégalités de Poincaré L? sur les boules (PI(R)) pour un
certain R > 0.

Il existe R > 0 et C > 0 tels que pour tout r < R,

|B(x,2r)| < C1[B(z,r)|. (D(R))
Il existe R > 0 et Cy > 0 tels que pour tout r < R et pour tout x € M,

[ umeof <cat [ (vl (PI(R))
B(z,r)

B(z,r)

Oll Up(z, €st la moyenne de u sur la boule.
Précisément, il montre que pour de telles variétés, la condition (M}) suivante est
suffisante pour assurer la stricte positivité de s(\) pour A > 0.

zeM

1
dR > 0 tel que inf—/ V>0, (Mp)
|B($7R)| B(z,R) f

ou |B(x, R)| désigne le volume de la boule. D’autre part, il montre que cette condition
devient nécessaire si on ajoute une hypothése de croissance sur les boules.
La preuve de ce résultat, dont nous nous inspirons pour traiter le cas discret,
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consiste a recouvrir 'espace par des boules de rayon fixé puis de considérer le la-
placien de Neumann sur ces boules. Les inégalités de Poincaré permettent ensuite
d’obtenir une minoration uniforme du bas du spectre de laplacien de Neumann sur
chaque boule. L’uniformité et le bon recouvrement de ’espace donnent alors le résul-
tat.

D’autre part, 'auteur considére également des potentiels bornés de signe quel-
conque V =V*T —V~ tels que V™~ tend vers 0 en l'infini. Lorsque la partie négative
du potentiel est non triviale, il est clair que s(A\) — —oo. Cependant, [Oul| montre

A——+00

que si la partie positive du potentiel V't vérifie la condition (M}) alors il existe € > 0
tel que
s(A) > 0 pour tout A € (0,¢).

Enfin, remarquons que dans le cas de potentiels positifs, Z. Shen [Sh| démontre le
méme type de résultat sous d’autres hypothéses n’'imposant pas au potentiel V' d’étre
borné. La version discréte de ces résultats sera étudiée dans le chapitre 4 qui traite
du spectre de 'opérateur de Schrédinger sur les graphes infinis pondérés.

Le chapitre 3, qui correspond a 'article [Ak]|, étudie les fonctions spectrales de
I'opérateur de Schrédinger discret sur Z¢. Certaines similarités avec le cas continu
nous permettent d’obtenir la version discréte du résultat donné dans [AB1]. D’autre
part, des propriétés propres au cas discret engendrent de nouveaux résultats. Rap-
pelons tout d’abord la définition du laplacien discret —Ap sur ¢2 (Zd), aussi appelé
laplacien physique. Pour tout n € Z<,

—Ap (u) (n) := Z (Up, — Up) = 2du, — Z Upp-

meZ4 meZd

m—n|=1 Im—n|=1
Nous renvoyons au chapitre 2 pour les détails concernant les différents type de la-
placien et I’étude de leurs propriétés. L'opérateur —Ap est borné et auto-adjoint sur
7? (Zd) et une transformation de Fourier donne o (—Ap) = 0.5 (—Ap) = [0,4d].
Une premiére différence avec le cas continu apparait avec le caractére borné du
laplacien et en particulier le fait que le spectre du laplacien discret posséde deux
extrémités. Nous verrons que cette particularité permet d’obtenir des résultats spé-
cifiques au cas discret. Pour un potentiel b : Z¢ — R et une constante de cou-
plage A > 0, l'opérateur de Schrédinger discret H(A\) := —Ap + Ab avec domaine

D(H()\)) = D(b) = {u € (* (24, Z bou? < +oo} est un opérateur auto-adjoint
nezd
univoquement défini. Cela résulte du fait que Ap est un opérateur borné et que b est

un opérateur auto-adjoint. On note alors s(\) := inf o (H (X)) et M(\) := supo(H(N))
les bornes de son spectre, qui sont caractérisées par le principe du Min-Max.

s(A) = inf H(Mu,u) et M(\) = su H(MNu,u), 1.2
0= i O MO = sy (HOY), 12
ull=1 llull=1



ot {.,.) représente le produit scalaire sur (2(Z?). La condition assurant la stricte
positivité du bas du spectre est du méme type que celle définie dans le cas continu.
Avec les notations de la définition 3.3.1 du chapitre 3, on dira que le potentiel b
satisfait la condition (Mjs y) si

k+N-1
il existe 6 > 0 et N € N tels que Z b; > ¢ pour tout k € Z°. (Ms.n)
i=k

On prouve alors le résultat suivant.

Theorem 1.0.1. Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. s(A) > 0 pour tout A € (0,€) pour un certain € > 0
2. le potentiel b = bT —b~ est borné inférieurement et satisfait la condition (Ms ).

En particulier, si le potentiel b = b* est positif, les assertions suivantes sont équiva-
lentes.

1. s(X) > 0 pour tout A >0
2°. le potentiel b = b* satisfait la condition (M;s ).

L’idée de la preuve du Théoréme 1.0.1 est de découper le réseau Z¢ avec des cubes
disjoints de taille finie fixée. On se raméne ainsi & I’étude de restrictions de 'opérateur
sur des espaces de dimension finie. On utilise ensuite la condition sur le potentiel
pour obtenir une minoration uniforme de la plus petite valeur propre sur chaque
cube. L’uniformité et le découpage de I'espace permettent alors de minorer le bas du
spectre de 'opérateur initial. Méme si les techniques sont différentes, I'idée générale
de la preuve se rapproche de celle donnée dans [Oul|. Cependant, les spécificités du
cas discret apportent plusieurs améliorations par rapport au cas continu.

Tout d’abord, le résultat dans le cas discret reste valable pour des potentiels non
bornés contrairement au cas continu. Ceci est fortement lié au caractére discret de
I'espace Z%. En effet, le passage du cas borné ou cas non borné utilise un argument
de troncature du potentiel. Ceci est possible car la mesure du support d’une fonction
sur Z% n’intervient pas dans les calculs contrairement au cas continu. Ainsi, on peut
s’arranger pour que le potentiel tronqué vérifie toujours la condition (M; ).

D’autre part, le résultat dans le cas discret reste valable pour des potentiels b =
b™ — b~ sans hypothéses sur le comportement de b~ en l'infini. En effet, la régularité
du réseau Z? permet de faire une partition minutieuse de 'espace de maniére & garder
toute I'information sur le potentiel et d’obtenir ainsi un résultat plus précis. Dans le
cas des variétés Riemanniennes et des graphes, une telle méthode n’est plus applicable
en général par manque de régularité d’ou I’hypothése imposée a la partie négative du
potentiel et on ne sait pas si le résultat reste vrai sans cette hypothése supplémentaire.

Enfin, I’étude du haut du spectre M () est une spécificité du cas discret. Elle est
cependant facilitée par la relation

M(—A +\b) = 4d — s(—A — \b),
6



que l'on obtient aisément en utilisant I'opérateur unitaire Ug(n) = (—1)"¢(n). On
obtient ainsi un résultat similaire au Théoréme 1.0.1 pour le haut du spectre qui
permet alors de montrer la relation suivante.

Proposition 1.0.2.
M(X\) — s(\) > 4d pour tout A > 0. (1.3)

Ce dernier résultat est & rapprocher des travaux de R. Killip et B.Simon sur les
matrices de Jacobi ( [KS|) complétés par ceux de D. Damanik, D. Hundertmark, R.
Killip et B. Simon sur les opérateurs de Schrodinger discrets ( [DHKS]). En effet,
dans [DHKS], les auteurs montrent que 'inégalité dans la relation 1.3 est stricte pour
les dimensions d = 1 et d = 2 dés lors que le potentiel b est non identiquement nul
tandis que pour les dimensions d > 3, I’égalité peut avoir lieu. En d’autres termes, le
théoréme suivant montre qu’en dimension 1 et 2 le seul opérateur de Schrodinger dont
le spectre est inclus dans [0, 4d] est le laplacien.

Theorem 1.0.3. ( [DHKS],2003) Pour d = 1,2, si o (H()\)) C [0,4d] alors b= 0.

Nous donnons une preuve simple de ce résultat a la fin du chapitre 3. Avant de
passer au cas des graphes, signalons le lien étroit entre 1’étude des opérateurs de
Schrédinger sur Z et les matrices de Jacobi sur £%(Z) qui ont été trés étudiées ces
derniéres décennies (voir [Te| & ce sujet). Nous y reviendrons a titre d’exemple au
cours de cette thése.

Le chapitre 4 concerne ’étude du spectre de 'opérateur de Schrodinger sur un
graphe pondéré et comporte deux parties indépendantes. La premiére partie, qui traite
des bornes du spectre de 'opérateur de Schrodinger discret sur un graphe, peut étre
vue comme une généralisation des résultats du chapitre 3. La seconde partie traite
du comportement asymptotique de la fonction spectrale s(\).

Pour faciliter la lecture de cette section, nous introduisons au chapitre 2 les
concepts de base sur les graphes ainsi que des résultats utiles pour la compréhen-
sion de nos travaux. En particulier, les notations utilisées dans cette introduction y
sont définies. Pour un graphe pondéré G = (V, E, u) donné, on considére le laplacien
combinatoire

@) = 1) = =25 Y F Wy = 5 SO = Fi

y~a
qui est un opérateur borné sur 'espace £%(V') des fonctions de carré sommable sur les
sommets du graphe. Ce laplacien est normalisé de telle sorte que son spectre est inclus
dans l'intervalle [0, 2]. L’utilisation de ce laplacien est motivé par ses liens étroits avec
Iopérateur de transition associé a la chaine de Markov sur le graphe, en particulier
pour ’é¢tude des graphes récurrents. D’autre part, les hypothéses considérées dans
notre étude font que tous nos résultats s’adaptent au cas du laplacien physique (qui
est utilisé dans le chapitre 3). Ici encore, on note H(\) := —A + Ab l'opérateur de
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Schrodinger sur £2(V) et s(\) et M(\) les bornes de son spectre.

Pour généraliser les résultats du chapitre 3, nous aurons besoin d’hypothéses sur le
graphe comme pour les variétés dans le cas continu. Tout d’abord, nous travaillerons
sur des graphes connexes, simples et uniformément localement finis, c’est a dire pour
lesquels le nombre de voisins de chaque sommet est uniformément borné. D’autre
part, nous supposerons que le graphe satisfait les inégalités de Poincaré (PI(R))
suivantes pour tout x € V

S W) = foenPus@) <CR) D (f@) = fW) kay,  (PI(R))

yGB(x,R) :EA,yEB(CE,R),CENy

qui peuvent étre vues comme une minoration uniforme de la premiére valeur propre
non nulle du laplacien sur n’importe quelle boule de rayon R sur le graphe. Il est
intéressant de noter que si nous imposons également des hypothéses classiques sur le
poids associé au graphe (qui permettent entre autre de considérer le cas des graphes
non pondérés : p = 1), alors les inégalités de Poincaré sont automatiquement véri-
fices.

Sous ces conditions, on peut adapter la majorité des résultats prouvés dans le
cas particulier des graphes non pondérés Z?. La principale différence réside dans la
considération de potentiels b = b — b~ avec une partie négative non triviale. En ef-
fet, comme nous ’avons déja fait remarquer, il est impossible d’obtenir une partition
réguliére de 'espace pour des graphes généraux, contrairement au cas des réseaux. Il
est toutefois possible de faire un recouvrement par des boules sur ces graphes mais
une partie de 'information sur le potentiel est alors perdue. On s’en sort en imposant
a la partie négative du potentiel de tendre vers zéro en l'infini, comme dans le cas
des variétés.

Il est bien connu que la marche aléatoire sur le graphe non pondéré Z? est récur-
rente si et seulement si d = 1 ou d = 2. Ainsi, le résultat suivant valable pour des
graphes bipartis peut étre vu comme une extension du théoréme 1.0.3 de |[DHKS].

Theorem 1.0.4. Soit (G, ) un graphe pondéré biparti et récurrent.
Sio(—A+b) C[0,2] alors b= 0.

Ce résultat découle d’une caractérisation séquentielle des graphes récurrents :
Iexistence d’une suite de fonctions qui convergent ponctuellement vers 1 et dont
la norme du gradient tend vers 0. Seule I'existence de ces suites est utile pour la
démonstration méme si dans le cas des réseaux (Zd)d:m, ces suites sont explicites.

La seconde partie de ce chapitre s’intéresse a la quantité s(oo) := AETOOS(A) pour

des potentiels positifs. Ce probléme a été traité dans le cas continu par W. Arendt
et C. Batty dans [AB2]. Ils montrent, entre autres résultats, que pour des potentiels
V' > 0 vérifiant lim inf V(x) > 0, la valeur de s(c0) correspond au bas du spectre du

|z|—o0

laplacien de Dirichlet sur le domaine ot V' s’annule. Ils utilisent pour cela I’existence
d’une valeur propre principale de 'opérateur de Schrédinger H(\) pour les grandes
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valeurs de A. Ils donnent également une caractérisation de s(oo) pour des potentiels
généraux a l'aide de considérations sur les moyennes du potentiels sur des domaines
bien choisis. Leur preuve est en grande partie probabiliste.

Dans le cas des graphes pondérés, nous proposons une approche différente qui
permet cependant d’aboutir & des résultats similaires. En effet, ’adaptation des tra-
vaux de [AB2] est difficile dans le cadre discret du fait de la considération du bord
du domaine pour le laplacien de Dirichlet qui constitue un ensemble de sommets
et d’arétes a part entiére dans le cas des graphes. On montre alors une relation du
type formule de Green entre le laplacien de Dirichlet sur un domaine et le laplacien
classique sur ce méme domaine augmenté de son bord. Cette formule est essentielle
pour prouver le résultat suivant dans le cas particulier des potentiels b > 0 vérifiant
lim inf b(z) > 0.

|| —00
Theorem 1.0.5. Soit E = {x € V,b(x) = 0} et s(—ALR) le bas du spectre du laplacien
de Dirichlet sur E. Alors, on a

s(00) = s(—=AD).

Ce résultat se généralise ensuite aux potentiels positifs quelconques. De plus, dans
le cas particulier des matrices de Jacobi (qui représentent opérateur de Schrodin-
ger sur le graphe non pondéré Z), nous obtenons la valeur exacte de s(00).

Le chapitre 5 réunit les premiers éléments d’un travail en cours d’élaboration.
Apres avoir étudié le bas du spectre des opérateurs de Schrodinger H = —A + b dans
7 puis sur les graphes dans les chapitres 3 et 4, on cherche ici des conditions sur
le potentiel pour obtenir une minoration du bas du spectre essentiel. Nous noterons
Sess(H) = inf o.4(H). De telles caractérisations permettent par exemple d’obtenir
des conditions sous lesquelles le spectre de 'opérateur de Schrodinger ne contient
que des valeurs propres. Ce travail est largement inspiré de résultats obtenus par G.
Metafune et D. Pallara dans le cas euclidien [MP] et par C. Poupaud dans le cas des
variétés Riemanniennes [Po.

L’étude du spectre essentiel se distingue de celle du spectre complet dans le sens
ot seul le comportement du potentiel en I'infini agit sur le spectre essentiel. En effet,
le critére de Weyl pour un opérateur auto-adjoint A affirme que

Oess(A + K) = 0.55(A) pour tout opérateur K compact.

Ainsi, les auteurs dans [MP] et [Po| fournissent une minoration de s..s(H) a l'aide
d’une quantité dépendant du comportement du potentiel en 'infini. L’idée de leurs
preuves est de recouvrir ’espace avec des boules de rayon fixé puis d’utiliser les
inégalités de Sobolev-Poincaré LP — L? (p>2) sur ces boules.

Nous donnons la version discréte de ces résultats pour les graphes pondérés et
pour les réseaux Z<.
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Chapitre 2

Quelques éléments d’analyse sur les
graphes

Cette partie est consacrée a ’analyse sur les graphes pondérés et couvre les pré-
requis nécessaires a la compréhension de nos travaux. Outre les concepts généraux,
nous traitons principalement de la théorie spectrale et de la notion de récurrence
sur les graphes. Ainsi, on trouvera ici la démonstration de certains résultats clas-
siques énoncés sans preuve dans le chapitre 4 concernant le spectre des opérateurs
de Schrédinger sur les graphes. Le chapitre 3, qui traite du réseau Z<, peut étre lu
sans référence au présent chapitre. En effet, la spécificité de Z¢ permet de définir des
notations spéciales afin d’exploiter au mieux la régularité de cet espace. Cependant, il
pourra étre intéressant de faire la comparaison entre ces deux domaines en considérant
Z¢ comme un graphe non pondéré particulier. La rédaction de ce chapitre s’inspire
de nombreuses références ( [BCGJ, [Ch], [CG], [Dell], [DK], [DK2|, |Gr], [GT], [MW],
| Te], [Wo]), méme si nous fournissons quelques ajouts et notations propres.

1 Geénéralités sur les graphes

Concept de graphe. Un graphe G est la donnée d’un couple (V, E) ou V est
I'ensemble (fini ou infini dénombrable) de sommets et E est 'ensemble des arétes
reliant deux sommets. Lorsque deux sommets x et y sont reliés par une aréte e, on
dit qu’ils sont voisins ou adjacents. On note alors = ~ y et e = (z,y). Une boucle est
une aréte de type e = (z, ). Le degré d’un sommet z est le nombre de ses voisins et on
le note d(z) := # {y € V,y ~ x}. Le graphe G est k-régulier si d(z) = k pour tout x €
V. Le graphe est dit simple si il ne contient ni boucles ni arétes multiples. Enfin, on dit
que G est localement fini si chaque sommet a un degré fini et que G est uniformément
localement fini (ou a géométrie bornée) si les degrés des sommets sont uniformément
bornés. Le graphe GG est connexe si deux sommets quelconques x et y peuvent étre
reliés par un chemin {JL'k}k:OWn avec rg =, r, = y et x; ~ x; 1. On définit alors la
distance d(z,y) entre x et y pér le nombre d’arétes du plus petit chemin les reliant.
Enfin, pour x € V, B(z,r) := {y € V,d(z,y) < r} représente la boule de rayon r. Le
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graphe G = (V| E') est biparti si il existe deux sous-ensembles Vo C Vet V; C V tels
que V=VUV,VonVi=0et (z,y) e E= (x€VhetyeViouz e Vetyelp).

Par convention, le graphe est non orienté dans le sens ou e = (z,y) = (y,x).
Cependant, on peut choisir une orientation sur les arétes. On note E lensemble
des arétes orientées e = [x,y| ayant pour origine x et pour terminaison y. L’aréte
—e = [y,z] € E est 'aréte opposée de e. Ainsi, I'ensemble F contient deux fois plus
d’arétes que 'ensemble E. Cette orientation est nécessaire pour définir des fonctions
telles que le gradient qui utilise la notion d’origine et de terminaison d’une aréte.

A partir de maintenant et sauf mention du contraire, nous considérons des graphes
connexes, simples et uniformément localement finis.

Graphes pondérés. Un graphe pondéré (G, i) est la donnée d'un graphe G =
(V,E) et d'un poids p: V x V — [0, +00) positif vérifiant

1. flzy = fye pour tout z,y € V,
2. gy > 0 si et seulement si z ~ y.

Le poids p peut aussi étre vu comme un poids strictement positif sur les arétes que
I'on étend par 0 & V' x V. Ainsi, on écrira pu(e) pour p,, si e = (z,y). D’autre part,
ce poids sur les arétes engendre un poids sur I'ensemble V' des sommets, encore noté
p. Ce poids p: V — (0, 4+00) est défini par

p(z) = Z Hay-

Yy~

On distinguera p(e) et u(x) selon que cette fonction agit sur une aréte ou sur un
sommet. Enfin, lorsque u(e) = 1 pour toute aréte e, on parle de poids standard ou
de poids simple et on a u(z) = d(z).

Exemples.

Les réseaux euclidiens Soit n > 1. Le réseau Z" est un graphe n-régulier. L’en-
semble V' des sommets est constitué des n-uplets x = (xy,...,2,) € Z" et
I'ensemble E des arétes est défini par la relation e = (z,y) € F & |x —y| =
Zi:l,..‘,n |z —yi| = 1.

Graphes de Cayley Soit (H,*) un groupe d’élément neutre e et S une partie sy-
métrique de H, c’est a dire telle que e ¢ S et x € S = z7! € S. On construit
alors le graphe G = (V, E)) suivant. L’ensemble des sommets V' coincide avec
H et les arétes sont définies par la relation e = (z,y) € E & o 'xy € S. Le

graphe G est alors appelé graphe de Cayley du groupe H d’ensemble générateur
S.

Prenons par exemple pour H le groupe Z? et pour S 'ensemble des vecteurs
de base S = {(£1,0,...,0),(0,£1,...,0),...,(0,0,...,4+1),}. Le graphe de
Cayley correspond au réseau Z¢ de Pexemple précédent.
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2 Théorie du potentiel sur les graphes

2.1 Le laplacien

Motivation. Considérons une fonction réelle deux fois dérivable. Les formules
de Taylor permettent d’obtenir une approximation du laplacien Af(x) = % sur R,
appelée schéma des différences finies. Pour h petit, on a

2 (f(x+h)+f(x—h) —f(x)),

Af(x) = —
(z) h? 2

et cette relation se généralise aux dimensions supérieures. On remarque qu’il s’agit
d’une différence entre la moyenne des valeurs prises par la fonction sur les points
voisins et la valeur de la fonction sur le point courant. On va utiliser cette idée de
voisins pour étendre la définition aux graphes.

Le laplacien combinatoire. Soit G = (V| E) un graphe connexe localement fini.
On va plutot définir opérateur —A qui s’avére étre un opérateur positif comme nous
le verrons bientot. Pour toute fonction f : V' — R, le laplacien (combinatoire) —A
est défini par

CAf(x) = flz) - % S fy) = % S () — Fw).

Y~z

On peut étendre cette définition a un graphe (G, ) pondéré, connexe et localement
fini de la facon suivante

()

y~z

~A@) = 1) = 5 3 F Wy = 5 SO = Sy

Soit P l'opérateur de transition (ou de Markov) défini par Pf(z) = M(x) Z F(Y) oy
Yy~
On a alors —A = [ — P. Cet opérateur est essentiel puisqu’il relie le laplacien a la

notion de marche aléatoire sur le graphe comme nous le verrons dans la section 4.

Analyse hilbertienne du laplacien. Introduisons & présent les deux espaces
de Hilbert suivants associés au graphe G. Le premier est un espace de fonctions sur
les sommets V' du graphe. On définit

éQ(V,u)::{f V—R flx) <—|—oo}

zeV

muni du produit scalaire (f, g),, Z flx ), et delanorme || f||v = \/(f, )

zeV
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Le second est un espace de fonctions sur les arétes orientées E. On définit

C(E,p) = {qb E—R, ¢(—e ) et Zgb ) < +oo}

muni du produit scalaire (¢, )z = Z¢ qu ), et de la

ecE eclk

norme |||z = /{0, 9) -
On peut alors définir Uopérateur gradient V : £2(V) — ¢2(E) pour toute fonction
f € 3(V) par

Vf(e) = Vf([z.y]) = fy) — f(x), pour tout e = [z,y] € E.

Le co-gradient 0 : (2(E) — ¢2(V) est défini pour toute fonction ¢ € (2(E) par

(09)(x) = b Z o(e)u(e), pour tout z € V.

x
M( )e:[z,y]EE
Ainsi, par définition du laplacien, on a pour toute fonction f € ¢2(V)

~Af=6V].

La Proposition suivante est essentielle dans 1’étude hilbertienne du laplacien.

Proposition 2.2.1. 1. L’opérateur V est borné sur (*(V') et sa norme vérifie l'in-
égalité || V|| < V2.

2. Pour f,g € *(V), on a (—Af, g9}y = (Vf,Vg) . En particulier, § = V*.

3. Ona—A=V*V =0V et lelaplacien —A est un opérateur auto-adjoint, positif
et borné sur (*(V). Sa norme vérifie || — Al| < 2.

Preuve. 1. On a pour toute fonction f & support fini

V1 = 5 S0 ) — £y = 5 30 (A = 2f(2) )y

ecE mGV Yy~x
< ZZ(f(y)2+ Wiy = ZZJC ﬂ:cy“’Zf(x)QZ,uwy
eV y~zx yeV xz~y eV Y~
<D fW )+ f@) ) < 2|f]5-
yev zeV
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2. 11 suffit de démontrer la relation pour des fonctions a support fini.

(VI V)5 Z Vf(e)Vg(e)ule)
e=[z,y|cE
:%Z S ()~ ) (90) — 9(0)) ey
zeV yeVy~x
:—Z Z y) + f(x)g(x) — fy)g(x) — f(@)g(y)) tay-

Une inversion des signes somme donne

SN Ity =Y Y. FWIWtey = > FW)gw)ny).

zeV yeVyy~x yeV zeV,x~y yeVv

Ainsi, on obtient

VIV e =Y f@g@ma) =Y f@) > 9(y)y

=> f(x) < > (glx) - g(y) sz>
= <f7 _Ag>V

O

Avant de clore cette section, signalons ’existence dans la littérature d’un autre type
de laplacien discret appelé laplacien physique non pondéré. Il est défini pour toute
fonction f:V — R par la relation

~Apf(x) =d(@)f(@) =Y fly) =D (f@) - f©)),

y~z y~z

ot d(z) est le degré du sommet z. Ce laplacien physique est un opérateur borné si
et seulement si le graphe G est uniformément localement fini, c’est a dire si d(z)
est uniformément borné. Lorsque le graphe G est k-régulier, ces deux laplaciens sont
équivalents.

Comme il est d’usage dans la littérature pour 1’étude du graphe non pondéré Z¢,
c’est ce laplacien physique qui est considéré dans le chapitre 3. Cependant, le graphe
Z4 étant 2d-régulier, une simple dilatation permet de se ramener au cas du laplacien
combinatoire.

Dans le chapitre 4 au contraire, nous utilisons le laplacien combinatoire plus cou-
rant dans 1’étude des graphes & cause de son lien avec les marches aléatoires. Ce-
pendant, les graphes G considérés sont uniformément localement finis, hypothése qui
permet d’adapter nos preuves au cas du laplacien physique.
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2.2 Les laplaciens de Dirichlet et de Neumann

Notion de sous-graphe. Dans cette section, on considére une sous partie connexe
S de V, qui peut étre infinie. On désigne par Eg := {e = (z,y) € E, x,y € S} C E
la restriction de £/ 4 S. La restriction a S du poids sur les arétes est toujours notée
p tandis qu’on notera pg la restriction de la fonction poids sur les sommets de S.
Par abus de notation, nous écrirons parfois S pour désigner le sous-graphe pondéré
Gs = (S, Eg, ). Pour tout z € S, le degré de x dans S est dg(x) := #{y € S,y ~ x}
et le poids de = dans S est ug(x) Z fzy- On remarque que pg(x) = p(z) si z

yeS,y~x

a tous ses voisins dans S et que pg(z) < p(x) si x a au moins un voisin dans V' — S.

Pour toute fonction f: S — R, le laplacien —Ag sur le sous-graphe S est défini
par

Asf(r) = Zf Yty = 1<>Z<f<x>—f<y>>uxy. (2.1)

y~x y~x
yeS y€eS

Nous pouvons définir les mémes objets que dans la section précédente en replagant
V, E, u(z), A, V, 8, (*(E) et (*(V) respectivement par S, Es, us(z), Ag, Vs, s,
(*(Eg) et (2(S). On obtient les mémes résultats que dans la Proposition 2.2.1 et en

particulier on a la relation
—Ags = VgV,

qui fournit I’équation suivante pour toutes fonctions f, g dans ¢*(S)

(f,=Asg9)s = (Vsf,Vsg)g, - (2.2)

Formule de Green. Nous établissons & présent la formule de Green qui est
un outil essentiel dans I'analyse des graphes et correspond a la version discréte de
lintégration par partie.

Proposition 2.2.2. Soit G = (V, E, u) un graphe pondéré, conneze et localement
fini. Soit S un sous-ensemble de V', fini ou infini. Pour toute fonction f,g € (*(V),
on a

> (@) (=Ag)(x) va Wale)ule) =Y D> F(@)Vg([z, y])pay-

z€S eGEs zeS yeV -8

y~x

(2.3)

Preuve. On a 33 .5 Vf(e)Vg(e)u(e) = (Vf,Vg)z, = (Vsf, Vsg) g, En utilisant
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la relation (2.2), on obtient

(Vsf,Vsg)p, = (f, —Asg)s

= f@) D (9@) = 9(¥)tay

€S yeS,y~x

=Y f@) D (9@) = g@)iay = Y (@) D (9(x) = 9(y))ay
zeSs yeV,y~x €S yeV—-Sy~z

=Y F@)(=Ag)@)ul) + Y > F@)Ve([2,y])ay-
zeS zeS yeV -5

yr~z

]

Afin de définir les laplaciens de Dirichlet et de Neumann, nous introduisons les
sous-ensembles suivants associés a S.
Lebordde S: 0SS :={x ¢ S5,y eSS, y~uz}
Le bord de Es : 6Es :={e= (z,y) € E,x € S,y ¢ S}.
L’intérieur de S : g ={x €S, y~z=ye S} quipeut étre vide.
L’ensemble S* := S UOJS.

Le laplacien de Dirichlet. Soit S un sous-ensemble de V. On rappelle que
I’ensemble S* est défini par S* = S U 9S. Une fonction f : S* — R satisfait les
conditions aux bords de Dirichlet (DBC) si

f(z) = 0 pour tout x € 95S. (DBC)

Pour f : §* — R vérifiant (DBC), on définit f:V — R le prolongement de f a
V tout entier en posant f(z) = 0 si x ¢ S*. Le laplacien de Dirichlet —AL est alors

défini par
~Af(x) sizesS
—ALf(x) = 24
#/(2) {0 siz € S, 24

Formule de Green pour le laplacien de Dirichlet. Si f, g € ¢*(S*) satisfont
les conditions aux bords de Dirichlet (DBC'), la formule de Green (2.3) appliquée a
S* donne

> f@)(—Afg)(x => f ()

reS* reS*
z—ZVf =3 > f@Vialle, vy
e€Egx wES*yEZLwS
=2 3 Vi Vaene)
eeﬁg



car la derniére somme se réduit aux sommets x € 95 pour lesquels f(z) = 0. D’autre

part, on a Y. o f(2)(—AGg)(x)u(x) = (f,—Afg),. en remarquant que jg-(x) =
p(x), pour z € S et que f(x) =0, pour x € 9S. Ainsi, on obtient la formule de Green
pour le laplacien de Dirichlet

(1, ~08g)e. = 5 3 Vi(e)Vale)u(e). (25)

ec E;«*

Le laplacien de Neumann. Une fonction f : S* — R satisfait les conditions
aux bords de Neumann (NBC) si

Z (f(y) — f(x))ftay = 0 pour tout = € § — 8. (NBC)

yedS,y~zx

Pour une telle fonction f, on note toujours f : V — R le prolongement de f a V
tout entier en posant f(z) = 0 si 2 ¢ S*. Le laplacien de Neumann —AY est défini
par

~Af(z) sizesS

(2.6)
0 sixz € 0S.

a5t~ {
2.3 Représentation matricielle du laplacien

On peut associer plusieurs matrices a un graphe G = (V, E, u) pondéré, connexe et
localement fini (voir [MW]). Ces matrices sont indexées sur 'ensemble V' des sommets.

1. La matrice d’adjacence A = [ayy]syev OU Qyy = fay-

2. La matrice de transition P = [p, y]zyev OU pry = 5(“”;’)

3. La matrice diagonale de poids D = [d, s yev O dyy = p(z) et dyyy = 0 si
T #y.
Lorsque le graphe est muni du poids standard (1 = 1), a,,, vaut 1 si 2 ~ y et 0 sinon
et dy, = d(x) correspond au nombre de voisins de z.
La matrice représentant le laplacien physique est

—Ap=D— A,
et la matrice représentant le laplacien combinatoire est
—-A=1-P

Cependant, certains auteurs ( |Ch|) définissent le laplacien combinatoire par la for-
mule

—A=DY2(—Ap)DV2 =1 - D7V2ADY?
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Un exemple : les matrices de Jacobi. Dans cette section, nous traitons
I'exemple du graphe non pondéré Z. Ce cas particulier est important car il rejoint
la théorie des matrices de Jacobi (voir [Te| et [KS]| principalement) mais également
'utilisation de méthodes numériques (voir par exemple [IK] ou [St]).

Le graphe Z étant 1-régulier, nous pouvons utiliser le laplacien physique pour
éviter d’écrire les fractions. D’autre part, on peut identifier I’ensemble des fonctions
définies sur le graphe comme I'ensemble des suites réelles sur Z. Pour u € ¢*(Z), on
a donc pour n € Z :

—Au(n) =2u(n) —u(n+1) —u(n —1).

On peut représenter ce laplacien sous la forme d’une matrice de Jacobi infinie sur

(%(Z) -

Si 'on perturbe cet opérateur par une matrice diagonale infinie, on obtient une
nouvelle matrice de Jacobi représentant 'opérateur de Schrodinger sur ¢%(Z). Ainsi,
I'¢tude des opérateurs de Schrédinger discrets sur Z? a débuté par celle du cas parti-
culier des matrices de Jacobi. On a ensuite cherché a généraliser les résultats obtenus
dans ce domaine.

Considérons a présent un intervalle fini I, C Z de longueur p que 'on identifiera a
Iintervalle I = [1,...,p| pour simplifier. Le laplacien de Dirichlet —AP agit sur des
vecteurs u de taille p + 2 de la forme u = (ug = 0, u, ..., up, upr1 = 0). Il peut étre
représenté par la matrice A de taille p+2 suivante, conformément a la définition (2.4)

0 0
-1 2 -1 0 0
A 0 -1 2
.o =1 0
0 -1 2 -1
0 0 0

Cependant, en considérant les conditions de Dirichlet (DBC') ug = 0 et uy1; =
0, on vérifie facilement que la matrice de taille p suivante est une représentation
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équivalente du laplacien de Dirichlet —Af qui concorde avec la définition (2.4)

2 -1 0
-1 2
D
AN 0 0 |- (2.8)
2 -1
0o -1 2
Le laplacien de Neumann —AY sur I agit sur des vecteurs u = (ug, uy, . . ., Up, Upi1)

de taille p + 2 vérifiant ug = u; et u, = up41 (condition de Neumann (NBC). 11
admet la représentation matricielle A ci-dessus mais en considérant les conditions
de Neumann, on obtient la matrice —Aév de taille p suivante, qui concorde avec la
définition (2.6)

Ainsi, les conditions de Dirichlet et de Neumann sont intégrées dans les coins des
matrices.

3 Théorie spectrale

Nous étudions dans cette partie le spectre du laplacien sur un graphe. Plus parti-
culiérement, nous nous intéressons a la caractérisation du bas du spectre ainsi qu’a la
notion de trou spectral. Ces éléments spectraux sont intimement liés a la géométrie
du graphe qui permet alors d’estimer ces quantités. Nous débutons par le cas des
graphes finis.

3.1 Spectre des graphes finis

Soit G = (V, E, ) un graphe pondéré, connexe et fini. On note N := #V le
nombre de sommets de GG. L’ensemble des fonctions réelles définies sur V' est alors un
espace vectoriel de dimension finie N que 'on identifie & RY muni du produit scalaire
(.,.). La représentation matricielle du laplacien est une matrice de taille N x N.
Comme nous ’avons vu a le section précédente, le laplacien combinatoire —A est
un opérateur auto-adjoint, positif de norme satisfaisant || — A|| < 2. Son spectre est
donc composé de N valeurs propres réelles {)‘i}izo,..., ~y_1 rangées par ordre croissant
et contenues dans l'intervalle [0,2] : o(—A) = {X < Ay <--- < Ay_1} C [0,2]. Pour
t=20,...,N — 1, on note v; un vecteur propre associé a la valeur propre \; de telle
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maniére que la famille {v;},_, ,_, soit orthonormée. On rappelle la caractérisation
variationnelle des valeurs propres d’un opérateur auto-adjoint.

-----

de ses wvaleurs propres rangées par ordre croissant et {Ui}i:(),.A.,N—l une famille or-
thonormée de vecleurs propres associés. Par le principe du Min-Maz, on a, pour
1=0,...,N—1

A
A = g A0Y (2.10)
vLlspan(vo,...,vi—1) <U,’U>
Le rapport {Av) oot appelé quotient de Rayleigh de A.

(v,0)

Nous allons nous intéresser plus particuliérement au bas du spectre \g et au trou
spectral qui correspond a la quantité A\ — Ag.

Concernant le bas du spectre, la situation est assez simple pour les graphes finis.
En effet, on vérifie aisétment que le vecteur constant égal & 1 noté 1 est un vecteur
propre associé a la valeur propre 0. D’autre part, si f est un vecteur propre associé a la
valeur propre 0, la relation (—Af, f) = % Z (f(x) — f(y))2 = 0 et la connexité

zyeVa~y
du graphe montrent que f est constant. Ainsi, on a montré que

Ao = 0 est une valeur propre simple de vecteur propre associé 1.

Ainsi, le trou spectral \; — A\g est égal & A\;. D’autre part, en utilisant la Proposi-
tion 2.3.1, on en déduit une caractérisation de A;.

)\1 = inf <AU’ U) .
vll (U, U>

Nous allons maintenant faire le lien entre certaines propriétés géométriques du graphe
et le trou spectral A\;. Pour cela nous introduisons la constante de Cheeger pour un
graphe pondéré.

Rappelons que pour un sous-ensemble S de V', Eg désigne 'ensemble des arétes
de S et le bord de Eg est défini par dFg := {e = (z,y) € E, z € S, y ¢ S}. De plus,
le poids de S est définie par u(S) := Zu(z) et le poids de Eg est définie par

z€S
WEs) ==Y pule).

Definition 2.3.2. Soit G = (V, E, 1) un graphe fini pondéré. La constante de Cheeger
de G, notée h est définie par

h:= inf MéES).
scv  u(S)
w(S$)<Fu(v)
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Inégalité de Cheeger. Le théoréme suivant donne un encadrement de A; &
'aide de la constante de Cheeger (voir [Gr| pour la démonstration). Il faut cependant
relativiser la portée de ce résultat car la constante de Cheeger est souvent difficile a
calculer.

Theorem 2.3.3. Soit G = (V,E, ) un graphe fini pondéré et h sa constante de
Cheeger. On a

— <\ < 2h.
2

La seconde inégalité est facile a obtenir en utilisant les définitions du quotient
de Rayleigh et de la constante de Cheeger. La premiére inégalité est plus ardue a
prouver (cf [Gr|] Theorem 3.2). Cependant, dans le cas des graphes non pondérés, on
peut trouver une preuve relativement simple dans [Ch| Theorem 2.2.

Inégalité de Cheeger pour le laplacien de Dirichlet Soit S C V un sous-
ensemble fini et —AL le laplacien de Dirichlet sur S. Rappelons la formulation varia-
tionnelle pour la plus petite valeur propre )\gf ¢ du laplacien de Dirichlet

)\D —  ipf <_A§)f7f>5*
08T Do TR
Jhe S

En utilisant la formule de Green pour le laplacien de Dirichlet (2.5), on obtient

AP —  inf %ZeeE;* (Vf(e))2,u(e)
T TR |
F~(DBC) S

On déduit facilement de cette formule que Afg > 0.
Le théoréme suivant donne l'inégalité de Cheeger pour le laplacien de Dirichlet
(voir |Gr| pour la démonstration).

Theorem 2.3.4. Soit S C V un sous ensemble fini et hg sa constante de Cheeger.

On a 2
AP >
08 = 5

Ce résultat sera utile pour établir 'inégalité de Cheeger pour les graphes infinis.

Trou spectral et diamétre du graphe. Le résultat que nous présentons dans
cette partie est essentiel pour la suite de nos travaux. Il donne une minoration de la
premiére valeur propre non nulle A\; a 'aide du diamétre D du graphe, c’est a dire
la plus grande distance entre deux sommets du graphe. Ce théoréme est énoncé sans
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preuve dans le chapitre 4 mais vu son importance dans nos travaux, nous donnons ici
une démonstration. Ce résultat est di & [Ch| dans le cas des graphes non pondérés.

Theorem 2.3.5. Soit G = (V, E, p) un graphe fini, pondéré et connexe, de diamétre

D = d . Soit pg ;= mi . 0
maxd(z,y). Soit o := minp(e). On a

Preuve. Soit f un vecteur propre associé a la valeur propre \;. D’apreés la caractéri-
sation variationnelle, f est orthogonal au vecteur 1, ce qui se traduit par la relation
Y sev J(@)p(x) = 0. Ainsi, f prend des valeurs positives et négatives. Normalisons f
de telle maniére que max | f| = max(f) = 1. Soit x et y vérifiant f(z) = 1 et f(y) < 0.
Par connexité de G, il existe un chemin {zx},_, . avec o =z, ¥, =y et n < D
par définition du diamétre. On a, puisque f est un vecteur propre associé a \;

1 yeviany (@) = F(Y) hay
2 2 pev f(2)2p(2)

Mais f(z) <1 pour tout z € V et donc

Y f@) ulz) < p(v)

A1

=
D’autre part, on a
% ; (f(x) = FY) pay = uozz_:(f(wk) — f(2r))*
> %(Zéf(m = flan)?
> %(f@ —f@)? = 5

car f(zg) =1 et f(x,) < 0. Maintenant, on utilise le fait que n < D et on obtient la
relation voulue

A > .
"= u(V)D

3.2 Spectre des graphes infinis

Soit G = (V, E, i) un graphe pondéré infini et connexe. Comme nous ’avons vu
a le section précédente, le laplacien combinatoire —A est un opérateur borné sur
(%(V), auto-adjoint, positif et de norme satisfaisant || — A|| < 2. Son spectre est
donc réel et est contenu dans Uintervalle [0,2] : o(—A) C [0,2]. Contrairement au
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cas fini, le bas du spectre d’un graphe infini n’est pas toujours égal & 0. On notera
le bas du spectre s(—A) := inf o(—A). Par exemple, si G est un arbre non pondéré
de valence ¢ > 2, ¢’est a dire un graphe g-régulier sans circuits (chemins fermés), on
ao(—A) = [1 — 2‘/3_71, 1+ 2\/3_71]. Ainsi, pour ¢ > 3, on a s(—A) =1 — 2%/? > 0.
Cependant pour ¢ = 2 (G est alors le graphe Z) et plus généralement pour G = Z",
on a o(—A) =[0,2] et donc s(—A) = 0.

Le but de cette partie est de donner quelques résultats sur le bas du spectre s(—A)

d’un graphe infini.

Caractérisation variationnelle. Tout d’abord, le laplacien étant un opérateur
borné et auto-adjoint, le principe du Min-Max donne une caractérisation variation-
nelle du bas du spectre s(—A).

A = i S e EVAe e IV
s( A)—f%éliv) (f, v _fe?igw {(f, v _fe?iiv) 72

(2.11)

Approximation du bas du spectre. Le résultat suivant montre qu’on peut
approximer le bas du spectre s(—A) d’un graphe infini par le bas du spectre du
laplacien de Dirichlet sur des sous-graphes bien choisis. Il est prouvé dans [D].

Theorem 2.3.6. Soit G = (V, E, u) un graphe pondéré infini et conneze et {S,)},>,
une suite de graphes finis dont 'union est égale a G. On considéere le laplacien de
Dirichlet —Agﬂ sur S, et on note Agn sa plus petite valeur propre. On a alors

s(=A) = lim A7,

n—-+00

Ce résultat sera utile pour établir 'inégalité de Cheeger pour les graphes infinis.

Inégalité de Cheeger et croissance du graphe. Enfin, s(—A) est également
lié a la géométrie du graphe. Nous aurons besoin de quelques définitions. Comme
dans le cas fini, on peut définir la constante de Cheeger h d’un graphe infini.

h := inf M((SES).
scv. u(S)

Définissons & présent la croissance d’un graphe infini. Pour z( fixé dans V', on consi-
dére la boule B (zo,7) := {y € V,d(x,y) <r} et on note u(B(r)) sa mesure. La
croissance de GG est donnée par les deux constantes suivantes, indépendantes du choix
du point xg.

v = liminf u(B(r))"" et p = limsup u(B(r))"".

r—+400 r—-4o00
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Siy > 1, on dit que le graphe G est & croissance exponentielle et si p < 400, G est
a croissance au plus exponentielle. Si v = 1, on dit que le graphe G est a croissance
sous-exponentielle. On a alors

Theorem 2.3.7. Soit G = (V, E, ) un graphe pondéré infini et conneze. Soit h sa
constante de Cheeger et soit vy = limjnf,u(B(r))l/’”. On a

h2

0< o <s(-A)sh<1-

En particulier, on obtient que s(—A) = 0 si et seulement si A = 0. D’autre part,
si G est a croissance sous-exponentielle, alors v = 1 et s(—A) = h = 0. C’est le cas
par exemple des graphes Z™ qui sont & croissance polynomiale. Un autre exemple
de graphes pour lesquels s(—A) = h = 0 sont les graphes de Cayley de groupes
moyennables.

Preuve. Soit S un sous-ensemble fini de V' et 1g sa fonction indicatrice. D’aprés la
caractérisation (2.11), on a
(Vis,Vis)p _ p(dEs)

AT, T e

ce qui prouve que s(—A) < h.
D’autre part, soit B(r) la boule de rayon r centrée sur un point z, fixé. On a

u(B(r + 1)) - EZ/L ) > u(@B(r +1)) = hp(B(r +1).

Par induction, on a donc u(B(r + 1)) > é h), et donc v > = soit h <1 — ;

L’inégalité }’2—2 < s(—A) est plus délicate a prouver. Dans le cas des graphes non
pondérés cependant, la démonstration donnée dans |DK2| est relativement simple.
Dans le cas des graphes pondérés, on considére une suite de graphes finis {S,)}, <,
dont I'union est égale & G. On considére ensuite le laplacien de Dirichlet —A§ sur
S, et on note Agn sa plus petite valeur propre. Si on note h,, la constante de Cheeger

associée a S, le Théoréme 2.3.4 montre que

1
D 2
)\07,” 2 ihn.
Mais par définition de h, il est clair que h < h,, et ainsi, on a pour tout n > 1
1
D 2
AO,TL Z éh/ .
Maintenant, on utilise le Théoréme 2.3.6 qui affirme que A\g = lim,,_ | Agn, et le
résultat suit en passant a la limite. O

25



3.3 Exemples

Nous revenons ici sur les matrices de Jacobi qui sont un cas particulier important
(correspondant & la dimension d = 1) des opérateurs de Schrodinger sur Z4¢ étudiés
dans le chapitre 3. Les résultats de théorie spectrale donnés dans la section précédente
pour des graphes généraux sont souvent plus précis dans le cadre des matrices de
Jacobi.

Ainsi, une transformation de Fourier montre que le spectre de la matrice de Jacobi
infinie (2.7) est absolument continu et o(—A) = o.5(—A) = [0,4]. En particulier,
on a s(—A) = 0. On peut retrouver ce résultat en remarquant que le graphe 7Z est
a croissance polynomiale, ce qui implique que 7 = 1 et h = s(—A) = 0 d’apreés le
théoréeme 2.3.7.

Pour une partie finie I C Z de taille p, le laplacien correspondant a la définition 2.1
est représenté par la matrice suivante

Nous avons vu plus haut que cette matrice correspond a la matrice 2.9 et représente le
laplacien de Neumann sur /. De plus, le spectre de cette matrice est explicite et vaut

o(—A)) = {)\k =2— 2008(’”) = 4sin? (gz)}mo - . En particulier, A\g = 0 comme

attendu et le trou spectral est égal & \; = 4sin” (25)-
Pour le laplacien de Dirichlet sur I représenté par la matrice 2.8, le spectre est le
) = dsin?(s A )} (voir [IK], [St]).
k=1...p

suivant o(—AP) = {,uk =2 — 2cos(*T

p+1 2(p+1)

4 Graphes récurrents

Cette section établit les rapports qui existent entre les probabilités, la théorie
des graphes et la théorie du potentiel. Comme nous allons le voir, ces domaines
sont intimement liés et permettent d’appréhender un méme probléme de différentes
maniéres. Nous nous concentrerons sur la notion de récurrence d’une chaine de Markov
ou d’un graphe et sur sa caractérisation en théorie du potentiel.

4.1 Chaines de Markov

Définitions. Une chaine de Markov est un couple (X, P) ot X est un ensemble
fini ou dénombrable et P = [p(z,y)].yex est une matrice stochastique (pour tout
r € X, on a EyEX p(z,y) = 1) appelée matrice (ou opérateur) de transition. La
quantité 0 < p(z,y) < 1 représente la probabilité de passer du point z au point y en
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une itération. On peut associer & la chaine de Markov une suite de variables aléatoires
(Zn)n>0 sur X donnant la position aléatoire a chaque itération, Z, étant la position
initiale. On définit la quantité p™ (z,y) = P(Z, = y|Zy = 2) = P.(Z, = y) qui
représente la probabilité de passer de x & y en n itérations. On dit que la chaine est
irréductible si pour tout =,y € X, il existe n € N tel que p™(z,y) > 0.

La fonction de Green de la chaine (X, P) est définie pour tout =,y € X, et pour

tout z € C par
Glz,ylz) =Y p"(

n>0

On notera G(x,y) := G(x,y|l) espérance du nombre de visites de (Z,),>0 en y
sachant que Z; = x.
La fonction de retour de la chaine (X, P) est définie pour tout z,y € X, et pour

Uz, z|z) Z]P

tout z € C par

n>0
ou P.(t* = n) = P(t* = nlZy = z) et t* = min{n > 1,7, =z}. On notera
U(z,z) = U(z,z|1) = P,(t* < +00) la probabilité de retour en x sachant qu’on
part de z.

Récurrence d’une chaine de Markov. Nous définissons & présent la notion de
récurrence d’une chaine de Markov.

Definition 2.4.1. La chaine de Markov (X, P) est dite récurrente si G(x,y) = +00
pour tout x,y € X ou de maniére équivalente si U(x,x) =1 pour tout v € X.
Dans le cas contraire, on dit que la chaine de Markov est transiente.

Les marches aléatoires sur Z" sont des exemples classiques de chaines de Markov.
Elles sont récurrentes pour n = 1 ou n = 2 et transientes pour n > 3.

4.2 Graphes, chaines de Markov et théorie du potentiel.

Chaine de Markov associée 4 un graphe pondéré. Soit (G,u) = (V, E, u)
un graphe pondéré infini et connexe. On associe a G la chaine de Markov (X, P)
ot X = Vet P = [p(x,y)eyev avec p(z,y) = 725
équivalente a I'irréductibilité de la chaine de Markov. On dira que le graphe pondéré

. La connexité du graphe est

(G, ), ou plus simplement que le graphe G est récurrent (respectivement transient) si
la chaine de Markov associée est récurrente (respectivement transiente). On rappelle
que le laplacien combinatoire —A sur G vérifie la relation —A =1 — P.

On consideére 'espace de Dirichlet D(V') des fonctions f sur V' (pas nécessairement
dans 2(V, p)) telles que Vf € (2(E,p). Pour f € D(V), on définit la somme de

Dirichlet par .
D)=V VNe=5 3 (FW) = @) pay (212)

z,yeV
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C’est une semi-norme de noyau composé des fonctions constantes. On peut cependant
équiper D(V) d’un produit scalaire en fixant une origine o € V' sur le graphe. On le
note (.,.)p, et il est défini pour tout f,g € D(V) par

{(f:9)p,0 = (V. Vg)g+ f(o)g(o).

L’espace de Dirichlet (D(V), (., .)p,) est alors un espace de Hilbert et la convergence
dans D(V) entraine la convergence ponctuelle. D’autre part, pour toute fonction
feDV),onaVVf=—-Af.

Soit £o(V') I'ensemble des fonctions a support fini sur V' et Dy(V') sa fermeture
dans D(V). On peut maintenant énoncer le principal résultat de cette partie.

Theorem 2.4.2. Le graphe pondéré (G, ) est récurrent si et seulement si la fonction
constante 1 appartient & Do(V).

La preuve de ce résultat que ’'on pourra trouver dans [Wo] utilise la notion de flux
sur les graphes que nous ne développons pas ici. Le Théoréme 2.4.2 peut se réécrire
de la maniére suivante.

Proposition 2.4.3. Le graphe pondéré (G, p) est récurrent si et seulement si il existe
une suite de fonctions & supports finis (¢,)p>0 telle que

1. ¢,(x) - 1 pour tout x € V et
p—+o0
2 (V6,, Vo, — 0.

Le premier point vient du fait que la convergence dans D(V') entraine la conver-
gence ponctuelle et le second point du fait que V1 = 0.

Exemples Dans le cas général, la suite de fonctions traduisant le Théoréme 2.4.2
n’est pas explicite. Cependant, dans le cas particulier des graphes Z et Z* (munis du
poids standard p = 1) qui sont récurrents, les suites suivantes vérifient les conditions
énoncées dans la proposition 2.4.3.

Pour le graphe Z, on peut identifier les fonctions définies sur le graphe a I’espace
de suites (*(Z). La suite ¢, € (*(Z) est définie par

_ g

0 si |n| > p.

Pour le graphe Z2, on peut identifier les fonctions définies sur le graphe a 'espace
de suites (*(Z?), la suite ¢, € (*(Z?*) est définie par

1 — Qdlmltina)) e In1| + |n2| < p,

¢ (nl’n2) _ In(p+1) .
P 0 if |nq| + |n2| > p.
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Chapitre 3

Les bornes du spectre de 'opérateur
de Schrodinger discret

Ce chapitre correspond & 'article publié [Ak| et étudie les fonctions spectrales
de Topérateur de Schrodinger discret H()\) := —A + \b sur Z%. Un des résultats
principaux est la caractérisation des potentiels pour lesquels le bas du spectre de
H(\) est strictement positif.

Lorsque la dimension d = 1, on retrouve le cas particulier des matrices de Jacobi
(voir [Te] & ce sujet) dont la théorie spectrale a été trés étudiée ces derniéres années.
En particulier, les travaux de R. Killip et B. Simon dans [KS| auxquels se sont joints
D. Damanik et D. Hundertmark dans [DHKS| nous ont aidés & comprendre certains
phénomeénes en jeu dans cette étude.

Comme il est d'usage dans la littérature, c’est le Laplacien physique Ap introduit
dans le chapitre 2 qui est utilisé dans le cas de Z?. Cependant, I'espace Z¢ est un
graphe particulier 2d-régulier. Dans ce contexte, le Laplacien physique Ap et le La-
placien combinatoire A sur Z? ne différent que d’une constante multiplicative selon
la formule suivante

Ap = 2dA

avec les notations du chapitre 2. Les résultats obtenus ici restent donc valables pour
le Laplacien combinatoire, ce qui permet de mettre ce chapitre en relation avec le
chapitre 4 qui traite des opérateurs de Schrodinger sur les graphes pondérés.

Dans la suite, nous utiliserons la notation A pour le Laplacien physique Ap in-
troduit dans le chapitre 2.
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Abstract

Let H (\) = —A+Mb be a discrete Schrédinger operator on ¢2 (Z4) with a potential
b and a non-negative coupling constant \. When b = 0, it is well known that o (—A) =
[0,4d]. Let s (—A 4+ Ab) :=info (—A + \b) and M (—A + \b) :=supo (—A + \b) be
the bounds of the spectrum of the Schrédinger operator when b Z 0.

One of the aims of this paper is to study the influence of the potential b on the
bounds 0 and 4d of the spectrum of —A. More precisely, we give a necessary and
sufficient condition on the potential b such that s (—A 4 A\b) is strictly positive for A
small enough. We obtain a similar necessary and sufficient condition on the potential
b such that M (—A + \b) is lower than 4d for A small enough.

In dimensions d = 1 and d = 2, the situation is more precise. The following result
was proven by Killip and Simon (for d = 1) in [KS| then by Damanik and al. (for
d =1 and d = 2) in [DHKS].

If o (—A+b) C [0,4d], then b= 0.

Our study on the bounds of the spectrum of (—A + b) allows us to give a different
and easy proof to this result.
Keywords : Schrodinger operators, Spectrum, Bounds, Spectral functions.

1 Introduction

In this paper, we study some spectral properties of the discrete Schrodinger ope-
rator on /(2 (Zd). This work is motivated by some results obtained in the conti-
nuous case. We first give an overview of these results. Let —A denote the non-
negative Laplace operator on L? (Rd). It is well known that —A is self-adjoint and
o (—=A) =0,+00). Let V € L= (R?) be a real-valued potential. Then the Schrddin-
ger operator H := —A + V is well defined and is self-adjoint on L? (Rd). We note
s(—A+V):=info(—A+ V) its spectral bound. A question of interest is for which
potential V' we have s (—A + V) > 0. Indeed, the fact that s (—A + V') > 0 assures
an exponential decay in time of the solution to the heat equation

Qulle) — Au(t,.) —Vul(t,.), t >0

u(0,.) = feL?(RY.

For bounded non-negative potentials with compact support, it is easy to see from
the variational formula

s(—A+V)=  inf / |Vul? +/ Vu?
UEDH(]él—FV) R4 R4

that s (—A + V) = 0. To assure the strict positivity of the spectral bound of the
Schrédinger operator, the potential must have a contribution in all the space in some
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sense. Indeed, W. Arendt and C. Batty |[AB1] proved that s(—A + V') > 0 holds if
and only if the potential V' satisfies the following mean condition (Mj ).

There exist 6 > 0 and R > 0 such that / V > ¢ for all z in R (M5 )
B(z,R)

The hypothesis of boundedness is crucial. In fact, for unbounded non-negative poten-
tials, this characterisation holds for d = 1 and V' € L;, . (R) but the situation changes
for higher dimensions (d > 2). See [AB1] for a counter-example in dimension d = 2.
See also [AB2] for more results on the asymptotic behaviour of the spectral bound of
the Schrodinger operator.

Note also related results obtained by Gesztesy, Graf and Simon in [GGS]. Here,
the authors are interested in the value of s’ (0) and their study also involves mean
values of the potential.

For bounded potentials with positive and negative parts, V = V*+ — V'~ the
situation is different but the same mean condition appears. Indeed, the following
result was shown by E.M. Ouhabaz [Oul] (in a more general context of Riemannian
manifolds). The spectral bound s (—A + AV) is strictly positive for A > 0 and small
enough if and only if the positive part of the potential VT satisfies the mean condition
(Ms ) (under the condition that the negative part V'~ vanishes at infinity). Note
that in that paper, [Oul] gives conditions wich characterize the class of Riemannian
manifolds for which the result holds. Of course, these conditions are satisfied when
the manifold is RY. Z. Shen [Sh| proved later that this result still holds for a larger
class of potentials but he only studied non-negative potentials.

The aim of this paper is to study the same problem in the discrete case. Let us
first recall the definition of the discrete positive Laplacian —A on £? (Zd). For all n
in Z%, we define :

—A(u) (n) == Z (Up, — Up) = 2du, — Z U

il S
The operator —A is bounded and self-adjoint on ¢2 (Zd). It is well known that
0 (—A) = 0ess (—A) = [0, 4d] (see |Te] p.20 for d=1, the generalization is easy). Note
that unlike the continuous case, the spectrum of the discrete Laplacian has two sides.
For a bounded potential b : Z¢ — R, the discrete Schrédinger operator is defined
on (2 (Z%). For all n in Z¢, we set :

H (u) (n) = (A +b) (u) (n) := > (ty — ) + byt

meZd

|m—n|=1

Some of our results hold for unbounded potentials b : Z? — R. In that case, we
will define the Schrodinger operator using the quadratic form technique.
In this discrete context, we want to study the influence of the potential b on
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the bounds 0 and 4d of the spectrum of —A. More precisely, we want to know for
which potentials b we have s(—A +b) := info (A +0b) > 0 or M (—A+Db) :=
supo (—A+b) < 4d.

For vanishing non-negative potentials b, it is easy to see that s(—A +b) = 0.
Indeed, in that case, the multiplication operator M, : u, — b,u,, is compact. Then,
by Weyl’s theorem, ocss (—A +b) = 055 (—A) = [0, 4d]. Since b is non-negative, we
obtain s (H) = 0. As remarked in the continuous case, the potential must have a
contribution in all the space.

With the notations of definition 3.3.1, we will say that b = (by), e« satisfies the
mean condition (Ms y) if

k+N—1
there exists § > 0 and N € N such that, for all k € Z, Z by >0 (Msn)
i=k

Concerning the spectral bounds s (\) := s (—A + Ab) and M (A\) := M (—A + \b),
we prove the following results.

Theorem 3.1.1. Let H (\) = —A + \b be a discrete Schrodinger operator with a
(bounded or unbounded) potential b = (by),cza which may change sign and a non-
negative coupling constant \. The following assertions are equivalent.

(1) s(X) >0 for A € (0,¢€) for some € > 0,

(2) the potential b is bounded from below and satisfies the mean condition (Ms ).

Theorem 3.1.2. i) The following assertions are equivalent.
(1) M (X)) <4d for XA € (0,¢) for some € > 0,
(2) the potential —b satisfies the mean condition (Msy) .
i) If the potential b satisfies the mean condition (Ms ), then M (X) > 4d, for all
A>0.

As a consequence of Theorems 3.1.1 and 3.1.2, we show in Corollary 3.3.10 that
the spectral bounds satisfy :

M (X)) —s(X) > 4d for all A > 0.

The idea of the proof of Theorem 3.1.1 is to divide the space over adapted cubes
and to study the “restrictions” of the operator on these cubes. We show that each
restriction has a spectral bound uniformely bounded from below. The uniformity and
the good recovering of the space provide the strict positivity of the spectral bound
of the operator on the whole space. In that sense, the idea of our proof is similar to
the one given in [Oul| even if the tools used are quite different.

The first part of Theorem 3.1.2 is easily deduced from Theorem 3.1.1. Indeed,
using an idea from [DHKS], we can find a simple relation between M (—A + Ab) and
s(—=A — A\b). Precisely, if we consider the unitary operator U on (> (Zd) given by
(U) (n) = (=1)" ¢ (n), it is easy to see that U (—A + Ab) U~' = (—=A — Ab) + 4d.
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In dimension d = 1, the Schrodinger operator can be seen as a special Jacobi
matrix, that is, infinite tridiagonal matrix whose elements are equal to 2 4+ b; on
the main diagonal and to —1 on the lower and upper sub-diagonals. The interest
of the dimension one is also the profusion of results related to the Jacobi matrices.
General properties of Jacobi matrices are studied in the book of G. Teschl [Te]. The
spectral properties of Jacobi matrices have been a subject of interest for the past
years (e.g [KS|, [K1], [K2], [LNS]). In particular, the following result on the spectrum
of the discrete Schrodinger operator on 2 (Z) was proved by R. Killip and B. Simon
in [KS| and later extended to dimension d = 2 by Damanik and al. in [DHKS]. They
also provide a counter-example for higher dimensions (d > 3).

Theorem 3.1.3. ( [DHKS]) For d = 1,2, let H = —A+Db be the discrete Schridinger
operator on (* (Z7).
If o (H) C [0,4d] then b= 0.

The proof in [DHKS] uses the fact that the spectrum of the discrete Schrédinger
operator has two sides. The authors prove that if —A + b has no spectrum outside
[0, 4d], neither does —A + (4d) ™" b2. Then, the problem is reduced to the more simple
case of non-negative potentials. We shall give a new proof of this theorem. It is based
on our study of the spectral bounds s (—A +b) and M (—A +b).

This paper is organized as follows. In section 2, we recall some basic facts and
we develop technical preliminaries useful for the proofs of our results. In section 3,
we prove the main theorems and study the behaviour of the spectral functions
s(—A 4 Mb) and M (—A + A\b). In the last section, we give a new proof of Theo-
rem 3.1.3 and we revisit our results for dimensions d = 1 or 2.

Acknowledgements [ would like to thank Frederic Bayart and Jean-francois Bony
for useful comments and El Maati Ouhabaz for his precious help.

2 Preliminaries and notation

In this section, we recall some well known facts about the discrete Laplacian and
we compute usefull relations about the discrete Schrodinger operator. In particu-
lar, Proposition 3.2.5 will be the key point in the proofs of our results. Moreover,
Remark 3.2.6 illustrates this result in the more intuitive case of dimension 1. We
encourage the reader to refer to this case in order to help the understanding of the
notations (more complex in dimension d) and the meaning of this result.

But first, we recall the min-max principle [RS|, which is the main tool we use
to compute the spectral bounds. Let A be an unbounded self-adjoint operator with
domain D (A). We note o (A) its spectrum, s(A) := info (A) the bottom of its
spectrum and M (A) := supo (A) the top of its spectrum (M (A) < +o0). If A is
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bounded from below, then, by the min-max principle, we have

s(A)= inf (Au,u) and M (A)= sup (Au,u),
une[ﬁ(?) ueD(A)
ull= llull=1

where (u,v) := Z U, vy is the usual scalar product in (2 (Z9) and ||u]| = /{(u, u).

nezd
Moreover, if A is defined with the quadratic form technique using the bilinear form

a (see |[Ou2|), we also have :

s(A)= inf a(u,u) and M (A) = sup a(u,u).
uHEﬁ(a) u€D(a)
=t [lul|=1

Note that for a sequence (u,) we will sometimes write u (n) for w,.

nezdr

The discrete Laplacian In dimension 1, the discrete non-negative Laplacian —A
is a bounded operator on % (Z). We have : for all n in Z,

—Au(n) = —up_1 + 2Up — Upy.

The discrete gradient V in dimension 1 is a bounded operator on ¢? (Z). We have :
foralln € Z, Vu (n) = upy1 — Uy,

An easy computation shows that the adjoint operator of V is defined on ¢*(Z)
by : for all n € Z, V*u (n) = up—1 — Uy.

It is then easy to check that —A is a self-adjoint operator satisfying : for all n in
Z

Y

V*Vu(n) = VV*u(n) = —Au(n).

In dimension d > 1, the operator —A is bounded on ¢* (Z?) and is defined by :
for all n in Z¢,

—Au(n) == Z (Up, — Upy) = 2du, — Z U,

meZd,|m—n|=1 meZ4d,|m—n|=1

where |m — n| := Z |m; — n;| for m = (mq,...,mg), n = (n1,...,ng) € Z%. A

d
straightforward computation shows that : —Au (n) = Z —A"u (n), where for all i
i=1

in [1,...,d], the operator —A’ represents the i-second derivative and is defined on
(2 (Z%) : for all n = (n4,...,nq) in Z¢, we have

_Aiu (n) = T Uny,..ni—1,mi— 1m0 + 2up, — Uny,...ni—1mi+1niqe,.ng:
Now we define for all 4 in [1,...,d] the discrete i-partial derivative V* : for all n in
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Zd

?
V'u (n> = Uny,..ni_1,ni+1niqt,e.mg — Un-
The study of the one dimensional case clearly implies that, for all 7 in [1,...,d], we
have
Since we will use the min-max principle in our proofs, we need to compute the qua-

dratic form (—Aw,u). The next proposition is a well known fact of straightforward
computation.

Proposition 3.2.1. For all u in (*(Z%), for all n in Z%, we note |Vu(n)|* =

d
> IV )
We have (—Au,u) = Z |V (n) |2

n€za

As mentioned in the introduction, the main idea of our proof is to divide the
space over some cubes and to work on the “restrictions” of the Schrédinger operator.
In particular, our strategy is to write the quadratic form of the operator —A as a
sum of quadratic forms of finite dimension. Let us introduce some notations.

Let N be fixed in N. For all k = (ki, ..., kq) € Z%, we define the cubes :

d
1. Ck = {p € Z¢ such that p € H [k N, (k; + 1)N]} of size (N + 1),

=1

d
2. Ck .= {p € Z¢ such that p € H [k:N, (ki +1) N — 1]} of size N4,
i=1
Note that the cubes C¥,, are interfering with the 37 — 1 adjacent cubes and that
the cubes C¥ form a partition of Z? : Z* = U C*r.
kezd
Let u = (uy),cze be a sequence in €2 (Z%). For all k = (ki,..., k) € Z, we

note u* . the vector in RV+D which is the restriction of the sequence u to the

N+1
cube C¥ . For all | = (Iy,...,1g) in [0,...,N]?, we then have u%_, (Iy,...,ls) =

U(k?lN—l-ll,...,de—f—ld).
Let us now introduce the finite dimensional operator —A ., acting on RO+D? yig

its associated quadratic form. Precisely, for all @ = (2, _py)o<p,.  p<n € ROVHD?,
we define :
(—ANnZ, T pvind 1= Z [V (p) %
peo,N—1]¢
where

d
Vaaz (p) =D IVi,z ()]
=1
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and
—x

vz (p) _ Tp1,....pi—1,Pi+1,Pit1,Pd P if 0 < Pi <N - 1’
vt 0 if p; = N.

Think of —A,, as the restriction of the Laplacian on a cube of size (N + 1)%. We
are now ready to give some properties of the quadratic form of —A,,. The third
point will be the key in the proof of our results.

Proposition 3.2.2. 1. For all z in RV (A, 2, L) gvind > 0.
2. Ker (—Ay,,) = R1 where 1 is the vector in RO with all components equal
to 1.

3. (—Au,u>€2(zd) = Z (—Aniity, Ul pvinas where the vector u%, | € RO+
kezd
is the restriction of the sequence u € (? (Zd) to the cube C*

N+1°
Proof. 1. This is clear.

2. Let * € Ker(—Ay,.). Since the quadratic form (—Ay..2, ) e is non-
negative, it is well known that Ker (—Ay,,) coincides with the isotropic cone
(—Ani12, 2)gvend- We then have

(— Ay, T v = Z Z |VN+1 = 0.

pel0O,N 11111

Therefore, we have 2, p. | pit1pii1,pa = Tp for all @ € [1,d] and for all p €
[0, N — 1]%. Then = is a constant vector in R&V+D",
3. By Proposition 3.2.1, we have (—Au,u) = > ;. |Vu(n)[*. Since (CF)

form a partition of Z¢ , we can divide the first sum over the cubes (Cflff)kezd

kezd

and we obtain

(—Au, u) ZZ|VU QZZZZ|Viu(p)2

keZd peCk kezd peck, =1

For all p € Ck, there exists [ = (Iy,...,l3) in [0,...,N —1]? such that we

can write p = (kyN + 11, ..., kaN + 1g). Then by deﬁmtlon of u¥ ., we have
ulb (l) = u (p) . Moreover, by definition of V%, ,, we have for all ¢ in [1,...,d] :
Vi b (1) = Viu(p) . Therefore, we can write :

d
YD Vu) = Y Z Viadh oy OF = > [Vaaul,, O
peCk =1 1€po,...,.N—1]¢ i=1 1€[o,...,.N—1]¢

Now, by definition of —Ay_,, we have

<—AU,U>52 Zd Z< AN+1uz\1+17u?\1+1>R<N+1> :

kezd
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]

Remark 3.2.3. 1. Even though we divided Z% over the cubes C%, each quadratic

form associated to —Ay.,, is acting on the restriction of u on Cﬁﬂ

the terms u, with p = (kiN + 11, ..., kaN +14) and one [; = N — 1.

because of

2. The vectors uk, | € RN are the restrictions of the sequence u € (* (Zd) to

the cubes C% .. Since these cubes are interfering, the vectors uf . have some

components in common (the ones in the bounds of the cubes). As a consequence,

we have Z||ukN+1H%(N+1)d 2 ||u“?2(zd)'
keZzd

The discrete Schrédinger operator When the potential b is bounded, we note
H () :== —A + \b the discrete Schrodinger operator on ¢* (Z%) with a non-negative
coupling constant \. Then, we have, for all n in Z? :

HMNu(n):= Z (Up, — Up) + ADpty,.

meZ4,lm—n|=1

When the potential b is unbounded, we use the quadratic form technique to
define the Schrodinger operator H (\). Let us consider an unbounded potential :
b= (by),cza : b="b"—b". We assume that b~ € ¢> (Z?). Let h* be the bilinear form
defined on (2(Z%) by :

P (u,v) = Z <Viu, Viv> + A <b+u, v> —A <b_u, v> ,

=1

with domain

D (hY) = {u € (% (Z%) such that Z biu? < —1—00} .

nezd

Since b~ is bounded, we obtain easily that h* is bounded from below. Moreover,
h* is densely defined, continuous and closed. Therefore, we can associate to h* a
self-adjoint operator H (\), defined as follows (see [Ou2]) :

D (H (X)) = {u € D (h") such that there exists v € (* (Z%) such that
W (u, ¢) = (v, ), for all ¢ € D (h*)},

and for u € D (H (X)), we have H (\) u = v.

It is easy to check that for v and ¢ in D (h)‘), we have : h* (u, @) = (—Au + \bu, ¢) .
Therefore, for all u in D (H (X)), we have H (A\) u = (—A + Ab) u. For the rest of the
paper, we will use the quadratic form h* in place of the operator H () if we need to.
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Remark 3.2.4. 1. When ¢ = u, the previous formula becomes :

P (u,u) = (—Au,u) + A {bu,u) .

2. Note that since —A is a bounded operator, we can define the Schridinger opera-
tor H(A) = —A+M\b as a perturbation of the potential b =b" —b~. The domain
of the operator H(X\) is D(H(X)) = D(b) = {u € (3(Z),Y, cpa 22 < 400}
wich is dense in (*(Z%). Moreover, H(\) is bounded from below if and only if
b~ s bounded from below.

Let us now compute the quadratic form h* (u,u) for u in D (h*) in order to use
the min-max principle. In particular, we will give an expression of h* (u,u) as a sum
of quadratic forms of finite dimension. Let us first introduce some notations.

For N in N and & in Z¢, we introduce the finite dimensional operator HE, (\)

(N+1)¢

acting on R via its associated quadratic form. Precisely, we define for all x =

(N+1)¢ .
(Tpy.... pd)ogpl,...,pdgjv cR ‘

<H]’3+1 (\) z, $>R(N+1)d = (—Axi (A) 2, 2)pvsnyd + A <B,]3+1x, x>R<N+1)d ,

where the operator BY | is defined on RN+ as follows :

for all p € |0, N]d, we note kN + p := (k1N +p1,...,kaN + pg) and we define

benaptp, ifpe[0,N —1]% that isif (KN +p) e Ck
0 if p e [0, N]*\[0, N — 1] that is if (kN +p) € Ck, \Ck.

(Bllfﬂrlx) (p) = {

Note that even though the operator B% is defined on the cube C¥

N+1 N+1?

the potential b only on the cube C®. We define it this way in order to restitute the

it represents

potential b is the whole space using the partition Z? = U C* without counting any

kezd
element b; more than one time.

We can now enonciate the principal result of this section which will be the starting
point to the proofs of our results.

Proposition 3.2.5. For all u in D (h*), we have

h (Ua U) = Z <H1’\€1+1 O‘) uiﬂ? ui+1>R(N+1>d :

kezd

Proof. By Remark 3.2.4 and Proposition 3.2.2, we have

P (u,u) = (—Au,u) + A (bu, u) = Z <—AN+1U§:\]+1,U§C\,+I>R<N+1)(1 + A (bu, u) .

kezd
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Since Z? = UC’?@, we can write
keZ

(bu, u) Z bu? Z Z bpus = Z Z b (k1) u (kn+1)° .

nezd keZd peCk, kezZ? iepo,...,N—1]¢

we have u (xkv41) = ub (1) for all I € [0,..., N]%. Then, we

N+1

By definition of u*

N+17
have

(bu, u) Z Z b (kn+)uk | (1)° = Z (B U U gy

kezd ie(o,...,N—1]4 kezd

Finally, we find that

h (u,u) = Z < AN+1U§€V+17 N+1>R(N+1)d +A Z <BN+1 Unt1 uN+1>lR(N+1)d

kezd keZd

§ , N+1 N+17 uN+1>R(N+1)d .

kezd

This representation is crucial because it reduces our problem into a problem in
finite dimension with the quadratic forms of HF,, (\).

Remark 3.2.6. In one dimension, the notations are simplified and the comprehen-
sion is more intuitive. Indeed, it that case, we have a matrixz representation for the
operators. In particular, the Schridinger operator is an infinite tridiagonal matrix
whose elements are equal to 2+ b; on the main diagonal and to —1 on the lower and
upper sub-diagonals. Moreover, it is easy to compute HE

wi1 GS a finite dimensional
matriz of size N + 1. We have

L4 by —1 0
-1 24 bpvgr
H]’f[H: 0 0

2+ bpgnyn—1 —1
0 —1 1

The idea of Proposition 3.2. 5 1S more mtuz’tz’ve in dimension one. Indeed, we can

illustrate the relation (Hu,u) Z< N1 N+1, N+1>R(N+1)d as in Figure 3.1. In

kezd

particular, since each matriz HY  is interfering with the adjacent ones, they comple-

N+1
ment each other at their corners to cover exactly the infinite matrixz H.
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F1GURE 3.1 — Partition of the infinite Jacobi matrix H.

3 The spectral bounds

In this section, we prove our main result on the bounds of the spectrum of the
discrete Schrodinger operator. Before we start, we recall the definition of the mean
condition (M y).

Definition 3.3.1. We say that the potential (by),cza Satisfies the mean condition
(Ms ) for some 6 >0 and N € N if

k+N—1
there exists 6 > 0 and N € N such that, for all k € Z°, Z by > 6 (Msn)
i=k

where fork = (ky,...,kg) € Z4 and N € N, k+N—1:= (ky + N —1,... kg + N — 1)
k+N—-1 ki+N—-1ko+N-—1 kd+N71

DI VD VD 3

i1=k1 io=ko ig=kq
Remark 3.3.2. 1. Ifb, B 0, then (by),,cza doesn’t satisfy the condition (Ms ).
2. If (by),epa satisfies (Msn), the inequality is satisfied in particular on all the
cubes (C’ﬁ) : for all k € 74, Zbi > 4.
ek
8. If (bn),eza satisfies the condition (Msy), then (=by,), e doesn’t satisfy the
condition (M, 1) for anyn >0 and M € N.

kezd

3.1 The bottom of the spectrum

We prove the following result about the bottom of the spectrum s () of H ()).

Theorem 3.3.3. Let H(\) = —A 4+ \b be a discrete Schrodinger operator with a
possibly unbounded potential (b,),cpa : by = b — b, and a non-negative coupling
constant \. We assume that b~ € (> (Zd).
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1. The following assertions are equivalent.
(1) s(A):=s(—A+Ab) >0 for A € (0,¢) and some € > 0,
(2) the potential b satisfies the mean condition (Msy) .
2. In particular, if the potential b, = b is non-negative, the following assertions
are equivalent.
(1) s(A) >0 forall A >0,
(2) the potential b satisfies the mean condition (Msy) .

Remark 3.3.4. If we define the Schrodinger operator as in remark 3.2.4, we can
rephrase Theorem 3.3.3 as follows.

Let H (\) = —A+ b be a discrete Schriodinger operator with a possibly unbounded
potential (by,), cza and a non-negative coupling constant . The following assertions
are equivalent.

(1) s(\):=s(=A+Xb) >0 for A € (0,¢) and some € > 0,
(2) the potential b is bounded from below and satisfies the mean condition (Msy) .

We will need the following lemma which deals with bounded potentials. It shows
that for A small enough, the quadratic forms of HY_, ()\) introduced in the previous
section are uniformely bounded from below when the potential b is bounded and
satisfies the mean condition (M y).

Lemma 3.3.5. We suppose that the potential b is bounded and satisfies the mean
condition (Ms ). Then, there exists Csy > 0, there exists € > 0, such that for all
A € (0,¢€), for all k € 77,

d

<H]’f]+l \) z, $>R(N+1)d > AC{SyN“x”é(N-Q—I)d? for all x € RV+Y

The constants Cs n and € are independent of k.

Proof. of Lemma 3.3.5. In this proof, we will write (.,.) for (.,.)z1ye and |[|.|| for

H-HR(NH)d'
By definition of H%_, (\) (see Section 2), we have

<H]’i/+1 (/\) Z, $> = <_AN+1I7‘/E> + A <B§/+1J],[E> :

Proposition 3.2.2 assures that Ker (—Any1) = R1 where 1 is the vector in ROV
with all components equal to 1. We use the decomposition : ROV+D' = R1 (R]l)L
and write, for all z in RO+D’ 2 = a1 +y with o € R and y € (R1)". Then, we have

(Hy oy (N z,2) = (—Ansi (@l +y) 0l +y) + A(By i (al +y),al +y).
Since 1 € Ker (—Apn41) and —Apy; is symmetric, we have
<HJI§7+1 () x7x> = (—Anrpy,y) + A [042 <lei/+117 ]l> + 2« <va+1ll,y> + <B§/+1ya y>] .

Note that :
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1. By Proposition 3.2.2, —Ay,; is a non-negative operator with kernel R1, then
it is positive definite on (R1)". So, there exists 7 > 0 such that, for all k € Z¢,
for all z € (R1)", (=An412,2) > 1||z]|%. The constant 7 doesn’t depend on k
because —Ap,; doesn’t.

N-1
2. Using the condition (Msy) , we have (Bj,,1,1) = Z ben+p > 0.

Using these remarks and the Cauchy-Schwarz inequality for the terms <B§‘(,+1]1,y>
and (B%,,y,y), we have

(Hi o (V) 2, 2) > nllyll” + X [0?6 — 2a]|By 1 1 llyl] = 1Y wllllyll]
> nllyll* + A [a0 = 2a] [l []]][y]] = bl ly1I*]

For v > 0 to be choosen, we use the well known formula : 2ts < <7t2 + %82) with
t = «||1]] and s = ||y||. We then have

1
(o (N a2 = nllyl 2 + A [aﬂa bl (vazllﬂHz + 2l - ||y||2)]

1 0
> {n—xubuw (1+;)] lyll2 + A [W‘ Hbuoov} 2|1

_ )
NOW, we choose Y= BIBIES

for A small enough : 7 — A||b]|s (1 + %) > )\ﬁ. Thus, for this choice of « and for

> 0 so that W —10]]0y = ﬁ. As > 0, we have

A small enough, we have

(Hy (N z,z) > A (Il + llo2|?) = A [Edlee

2|1 2[]f?

Since 0 and [|1]|2 = (N +1)? are two constants not depending on k, we finally find
2H611||2 = 2(Ni—1)d > (), there exists € > 0, not depending on £k,

such that, for all A € (0,¢) , for all k € Z%,

that there exists Csn =

<H]]f,+1 (A) 3:,35> > )\C’(;,NHxHQ.

Proof. of Theorem 3.3.3.

We prove assertion 1.

Sufficiency of the mean condition We suppose that the potential b satisfies the
mean condition (Ms ). We first treat the special case of bounded potentials. By
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Proposition 3.2.5, we can write for all u in ¢ (Z7) :

hA (u,u) = Z <H§/+1 (A) U]Jc\r+1= Ulfv+1>R<N+1>d :

kezd

Now, using Lemma 3.3.5, there exists a constant Cs5 n = m > ( depending only

on 0 and N, there exists € > 0, such that for all A € (0, ¢€), we have

<HJ]%+1 () Ulz€v+1a UIJCV+1>R<N+1)‘1 > AC(S,NHUI;V-&-lHé(N-;-l)d'

Since Cjn doesn’t depend on k, we have, for all A € (0, ¢)

h (u,u) > Z ACs 3 ||l 4] ‘%mmd

kezd
> /\C(S,N Z | |u,]€\f—|—1||]é(N+1)d
kezd
= AC&NHuHi(Zd)'
The last inequality is due to the fact that Z ||U§;\]+1||I§(N+1)d > ]|u||52(zd), as noted in
kezd
Remark 3.2.3. Now, the result follows using the min-max principle. For all A € (0, ¢),
we have
s(A):= inf A*(u,u) > ACsn > 0.
ueD(h)
llull=1

Let us now see how we can extend the above result to unbounded potentials.
We then suppose that the potential b is unbounded and satisfies the assumptions of
the theorem. The idea is to truncate the potential with an appropriate constant. Let
M := (N* = 1) [|b~||o + 6. Writing b, = min (b,, M) + max ((b, — M) ,0), we have

P (u,u) = Z Vu(n) >+ A Z bu?

nezd nezd

= [Vu(n) [P+ XY min (b, M)u + XY max((b, — M),0) u?
nezd nezd nezd g’o

> |Vu(n)|? + A min (b,, M) u? =: b (u, ).

:=bn

Since (bn> ., i= (min (by, M), ez is bounded, we have (2 (Z7) = D (i’z*) 5D (1)
and then "

s(A) = inf P (u,u) > inf W, u) > inf P (u, ).

ueD (), [Jul|=1 ueD (I, [[ul|=1 ueD(RN),||ul|=1
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Let us show that the potential (5n> ) satisfies the mean condition (M) on each
nez

cube C% (it is sufficient according to the proof of the theorem in the bounded case).
Let I := {i € C} such that b; < M} and I§ := {i € C% such that b; > M}. We

have
S = Y Yk Yhe YoM
neck nelk nelk nelk nelk
- If #15 = 0, then : Z b, = Z b, = Z b, > ¢ because the potential (by,),,czq
neck, nelf necy,

satisfies the mean condition (Ms ) by assumption.
- I4I5 > 1, then Y by > —4IF|b7 || + 45 M.
neck

But the relation #/F = N? — #I} and the choice of M imply that

> by > (35— NY) b [oo + £15 [(N? = 1) [[b7[[ oo + 6]

nGCﬁ
> N ||oo (415 — 1) + 8150
> #1556 > 6.

Then (5n> satisfies the condition (Mjy) and the result proved in the bounded

nezd
case implies that there exists € > 0 such that for all A € (0, ¢),

inf P (u,u) > 0.
ueD(RN),||ul|=1

Now, the result follows from the relation

s(\) = ||iﬂf h’\(u,u) > Hi\r\lf % (u,u).
ul|=1 ul||=1
ueD(hN) ueD(hN)

Necessity of the mean condition Let us assume that the potential b doesn’t
satisfy the mean condition (Mjy). Then, for all n € N, for all N € N, there exists

kn+N-—-1
1
knn € Z% such that E b; < —. We have to show that s () < 0, for all A > 0.
n
i=kn

We fix n = 1 and we suppose : for all N € N, there exists ky € Z% such that
kn+N-1

Z b; < 1. To prove the result, we construct a sequence (uN)NeN in D (hA) such
i=kn

that h* (u¥,u") — 0. For all u € D (h*), we have

N—oo

W (u,u) =) (Z IViu (p) |2> + Abyu?.

pezd \i=1
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Let N be fixed in N and ky := (ky1,...,knva) be the associated point in Z? such
kn+N-—-1

that Y b; < L Let Ly € (2 (Z?) defined by :

i=kn

d

1 ifp € [by by + N = 1) =[] kv kg + N = 1],
Iy (p) = i=1

0 otherwise.

Since supp (1n) = [kn, kny + N — 1] is compact, 1y € D (hA) and we have

W (Iy, 1y) = Z <Z|V’1N )+A Zf b(p) 1w (p)°

5 ( S 90 y?) oS ) 1
i=1 \ p=kn—1 p=kn
For a fixed 7 in [1,...,d], we have
kn+N-—-1 d kJNJ-‘rN 1kN7,+N 1
Z |VZ]]- |2<Z Z Z :H-N pla"‘api—17pi+17pi+]-7"'7pd>_I]-N(p))27
p=kn—1 ‘7‘ _1PJ kN]_lpL kN'L_l
J#i
d kNJ—‘rN 1
<> Z 2<2(N+1)*"
Jj= 1173 k/'NJ
i
Since this relation is true for all 4 in [1,...,d], we have
kny+N—1
WLy, 1y) <2d(N+ D40 D b(p).
p=kn
kn+N—-1
But we have choosen ky such that Z b; < 1. Therefore, we have :
i=ky

P (Ly, 1y) < 2d (N + 1)+ X\,

kn+N—1
Now we compute ||1y||*> = Z 1 = N% and we finally find that
i=kn
m( Iy Iy ><2d(N+1)f“+ A 0
_ -~ 4+ — — 0.
[Ln ] [l N4 N& N—oo
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This implies that

s(A):= inf h*(u,u) <O0.
ueD(h)
llull=1

The result for non-negative potentials We now prove assertion 2. Since the
potential b is non-negative, the spectral function s (\) is non-negative for all A > 0.
Moreover, s () is a concave function as the infimum of affine functions. Then, s ()
is an increasing non-negative function.

We assume that the potential b satisfies the mean condition (Ms ). By the first
point of Theorem 3.3.3, s(A\) > 0 for A small enough. The growth of the spectral
function s () implies then that s (\) > 0 for all A > 0.

We assume that the potential b doesn’t satisfy the mean condition (M x). Again,
the first point of Theorem 3.3.3 implies that s(\) < 0 for all A > 0. Since s(A) is
also non-negative, we then have s (\) =0 for all A > 0. O

Remark 3.3.6. 1. This result does not hold in the continuous case for unbounded
non-negative potentials in dimension d > 2 (see [AB1]). In fact, the argument
of truncation of the potential used in the discrete case cannot be applied in the
continuous case.

2. If we choose v = VX in the proof of Lemma 3.5.5, we find the following esti-

mation. If the potential b satisfies the condition (Msy), we have for X > 0 and
small enough

)
<HJI%+1 (/\) m7$>R<N+1)d > (Am - /\\/X) ||5L‘||]§(1\7+1)d'

We can deduce from this relation an upper bound for s’ (0), the derivative of the
spectral function s (\) at 0 when the potential b satisfies the condition (Ms ).
Indeed, following the idea of the proof of Theorem 3.3.3, we have, for all u €
(2 (2%) and for X > 0 small enough

W (u, ) > Q% _ NX> e 2 -

(N+1)
o s(A) )
This implies that for A > 0 small enough we have > - — VA, and
A (N +1)
letting A go to 0, we find that
s (0) > Ld.
(N+1)

Application : Existence of a principal eigenvalue As in [AB1] and [Ou2| in
the continuous case, we can deduce from Theorem 3.3.3 the existence of a principal
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eigenvalue.

Proposition 3.3.7. Let H (\) be a discrete Schriodinger operator with a potential
(bn)pega © bn = b — b, . We assume that :

1. (bn),cza and (b)), cza satisfy the condition (Ms ),
2.b-#0andb, — 0.

In|—-+o0
Then, there exists Ay > 0, there exists ug € £? (Zd) , up # 0 such that H (\g) ug = 0.

Proof. Since b= # 0, s () o T Therefore, since (by,),, ;. satisfies the condition
—400

(Ms.n), the first point of Theorem 3.3.3 assures that there exists Ao > 0 such that
s(Ao) =0.

Since (b)), 7 satisfies the condition (M;s ), the second point of Theorem 3.3.3
assures that there exists € > 0 such that s(—A + \b") > e.

We write H (A\g) = —A + M\gb™ — X\b™. Since b, — 0, the multiplication

n|—+o0

operator u,, — A\ob,, u,, is compact and we have, using Weyl’s perturbation theorem :
Oess (H (X)) = Oess (—A + XobT — )\Ob_) = Oess (—A + /\Ob+) C le, +00) .

The fact that 0 = s(\) € o (H (A

0)) \ Oess (H (Ng)) shows that 0 is an eigenvalue of
H (X\o) and then there exists ug € >

(Z%) , ug # 0, such that H (X\g) ug = 0. O

3.2 The top of the spectrum

In this section, we study the top of the spectrum of the discrete Schrodinger
operator H (A) : M (X\) :=supo (H (N)). In fact, we can use the results found on the
bottom of the spectrum to find similar ones on the top of the spectrum. This is due
to the following property :

M (—A 4+ Xb) = —s(—A — \b) + 4d.

To prove it, we introduce H (\) = —A — \b. We will use the unitary operator U
defined on 2 () as follows : for all n in Z¢, (U¢) (n) = (=1)™ ¢ (n). It is easy
to see that we have UbU™! = b and U (—A)U~! = A + 4d. Then, we can write
UHN U™ = U(=A) U™ + \UBU™ = A +4d + \b = — (—A — \b) + 4d. That
is UH (\)U™" = —H (\) + 4d. And then, since U is unitary, we have M (H ()\)) =
MUHNU™) = =5 (A (\) +4d.
We can now prove the following theorem as a consequence of Theorem 3.3.3.

Theorem 3.3.8. Let H(\) = —A + b be a discrete Schrodinger operator with a
bounded potential b = (by,), cza which may change sign : b, = b} — b,

1. The following assertions are equivalent.
(1) M (X) =M (=A+Xb) <4d for X € (0,€) for some € > 0,
(2) the potential —b satisfies the mean condition (Msy) .
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2. In particular, if the potential b, = b, is negative, the following assertions are
equivalent.
(1) M (X)) :=M(—=A+ Xb) <4d for all X > 0,
(2) the potential —b satisfies the mean condition (Msy) .

Proof. We recall that H (\) = —A — \b.

1. By Theorem 3.3.3, we know that —b satisfies the condition (M;y) if and only
if there exists € > 0 such that, for all A € (0,¢), s (I:I (A)) > 0.

Now, we use the equality M (H (\)) = —s (ﬁ ()\)) + 4d to conclude that —b

satisfies the condition (M; ) if and only if there exists € > 0 such that, for all
A€ (0,e), M (H(N) < 4d.

2. The proof is similar.

O

We have mentioned in the introduction that a consequence of this theorem is
that under the condition (M; ), the operator H (\) has spectrum over 4d. Moreover,
using the unitary operator U, a similar result can be deduced for the bottom of the
spectrum.

Theorem 3.3.9. Let H(\) = —A + b be a discrete Schridinger operator with a
bounded potential b = (by),,cza which may change sign : b, = b — b,

1. If the potential b satisfies the mean condition (M), then M (X) > 4d+ A& >
4d, for all X > 0.

2. If the potential —b satisfies the mean condition (Ms ), then s (A) < —A:2; <0,
for all X > 0.

Proof. 1. For e > 0 to be choosen, we define H. (A\) := H (A)—Xe = —A+X(b—¢)

so that H (\) = H. (\) + Ae. Let w > 0. Since b satisfies the condition (M;y),
k+N—-1

we have, for all k € Z¢, Z (b; —€) > 6 — N% = w, for €, = 2=%. We fix such
i=k

an €,. This shows that the potential (b — €,,) satisfies the condition (M, x) and

as a consequence, the potential — (b — €,) doesn’t satisfy the condition (M, )

(see Remark 3.3.2). According to Theorem 3.3.8, we have M (H., (\)) > 4d for

all A > 0. By construction of H, (\), we then have, for all A > 0

0—w
Since this relation is true for all w > 0, we finally find that M (\) > 4d + A\-2;.
2. This is a consequence of the first point of Theorem 3.3.9 and the equality
M (F[ (A)) — —s(H (\) +4d.
[
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3.3 The spectral functions

In this section, we describe the behaviour of the spectral functions s(\) :=
s(—A 4+ Xb) and M (N\) := M (—A + A\b). We start with the following usefull and

well known facts.
1. s(0) =0and M (0) = 4d.

2. s(A) is a concave function as the infimum of affine functions and M (A) is a
convex function as the supremum of affine functions.

3. If b¥ # 0, then M (\) — +oo and if b= # 0, then s(\) — —oc.

A—+00 A—+00
Indeed, if for example b (ng) > 0 then M (A\) = sup ((—A+ N\b)u,u) >

w[|ul|=1

((=A 4+ D) €ngs €no) = A (beny, €ne) = AbT (1) N +00. Similarly for s (\).

When the potential b is non-negative, M () and s(\) are increasing functions.
Indeed, in that case, we have M (0) = 4d and M (\) > 4d for all A > 0 and s(0) =
0 and s(A) > 0 for all A > 0. Then by convexity, they are increasing functions.
Figure 3.2 illustrates Theorems 3.3.3 and 3.3.9.

| b >0 satisfies (M) | b> 0 doesn’t satisfy (Ms ) |

M(\)—+00 M(\)—-+o0

4d 4d

FIGURE 3.2 — The spectral functions for non-negative potentials.

When b may change sign, the situation is more complex and we have to estimate
the weight of b* and b~. Figure 3.3 below illustrates Theorems 3.3.3, 3.3.8 and 3.3.9.

As a consequence of that study, we can deduce the following property about the
spectral functions.

Corollary 3.3.10. Let H (\) = —A + \b be a discrete Schridinger operator with a
bounded potential b = (bn),cpa which may change sign : b, = b — b, and a non-
negative coupling constant . We have

M (X) — s(X) > 4d for all X > 0.
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| b=0b"—b" \ b satisfies (Ms n) | b doesn’t satisfy (Msy) |

M(\)>+00
ad
—b satisfies (M) Impossible
X
s(\)—>—o00
M(X\)>+o0 M(\)—+o0
4 4
—b doesn’t satisfy (M;s )
A X
s(A)——o00 s(\)—>—o0

FIGURE 3.3 — The spectral functions for potentials which change sign.

Proof. of Corollary 3.3.10.

It is sufficient to consider potentials b such that b satisfies the condition (Msx)
and —b doesn’t satisfy the condition (M;jy). Indeed, on the one hand, the result is
immediate for potentials where both b and —b don’t satisfy the condition (Msy)
(see Figure 3.3). On the other hand, using the operator U, we can deduce the result
for potentials b such that b doesn’t satisfy the condition (M) and —b satisfies the
condition (Mj ). Then, we assume that b satisfies the condition (M; y).

Let us consider the set M = {(6, N) € R} x N such that b satisfies (M;sy)} and
the set & = {=%, (6, N) € M}. By assumption, b satisfies the condition (Msy) for

some § > 0 and N € N and then £ # (). Moreover, if (6, N) € M, we have § <
k+N—1

Z b < N|b||s and then £ is bounded. Hence, sup £ exists and we note pg :=

s&f)kﬁ < +00.

By Theorem 3.3.9, for all 2; € &, we have M (\) > 4d + A%, for all A > 0.
Thus, we also have M (\) > 4d + Aug, for all A > 0. To prove our statement, we
need to show that s (\) < Aug, for all A > 0. To this aim, we introduce the operator
H, (\):=H\) —Ag = —A+ X (b— pe). Let us show that H,, doesn’t satisfy the

condition (M, ) for any n > 0 and M € N. If it does for some n > 0 and M € N,

ket M—1 k+M—1
we can write for all k € Z<, Z b; — pte > 1, that is Z bi > n+ M%ug. But this
i=k i=k
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means that the potential b satisfies the condition (M,HM%&M). Now, by definition of
Lte, we have % < pe which implies that 7 < 0 and gives a contradiction. Hence,
H,,. doesn’t satisfy the condition (M, »s) for any n > 0 and M € N. Now we can
apply Theorem 3.3.3 to H,, and conclude that s (H,, (A)) <0, for all A > 0. Finally,

s(A) =s(Hpue (V) + Ape < Apg, for all A > 0 and then
M (X)) — s (X) > 4d, for all A > 0.

]

Remark 3.3.11. We can give some estimates of the values of M’ (0) and s’ (0) when
the potential b satisfies the condition (Ms ). Indeed, according to the proof of Corol-
lary 3.3.10, we have for all A > 0

)
M(X\)>4d+ X sup —— and s(A) <A sup —,
(5.N)eM NemlV

where M = {(0, N) € R% x N such that b satisfies (Msn)}. Using Remark 3.5.6, we
obtain

) ) )
M (0)> sup — and sup — <5 (0)< sup —.
(©) 6.N)emN? @ Nem (N 4 1) ©) @.N)em N9

In the next section, we will see that some of the situations described in figures 3.2
and 3.3 cannot happened in dimension one or two.

4 The special case of dimensions one and two

In all this section, the bilinear form A is the one introduced in Section 2 to defined
H ()\) for unbounded potentials : h = h* with A = 1 : for u,v € D (h), we have

d
h (u,v) = Z (Viu, V'v) + (bu,v) .

The absence of bound states In this section, we will give a proof to Theo-
rem 3.1.3 stated in the introduction. This theorem was first proven in dimension one
by R. Killip and B. Simon in [KS] and then extended in dimension two in [DHKS].
We will actually prove the following equivalent theorem :

Theorem 3.4.1. For d = 1 or d = 2, we suppose that b £ 0. If s(H) > 0, then
M (H) > 4d.

Our proof is quite different from the one in [DHKS|, but as in there, the key
of the dimension dependance is the existence of sequences ¢, € (? (Zd) such that

oy (n) - 1 for all n € Z¢ and (—Ad,, ¢p) - 0. In dimensions one and two,
p——400 p——+00
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one can provide explicit sequences with those properties (see Proposition 3.4.2). It is
not possible in dimension higher than three (see [DHKS]). One can find the proof of
Proposition 3.4.2 in [DHKS]| (Proposition 4.3 and 4.4).

Proposition 3.4.2. For d =1 or d = 2, there exists sequences ¢, € (* (Zd) which
satisfy

1. ¢, (n) faved 1, for alln € Z4,

2. (=Adyp, ¢p) = Z Vg, (n) > — 0,

p—+00
nez

3. ¢p € D(h), for all p > 1.

1= i n) <
FOTd:l;forallp21andn€Z7 pr(n): D Zf’n’—pa
0 if [n| = p.

Ford=2, for allp>1 and n € 72,

In(1+|n n .
¢p (n1,m2) = b= % if |na| + |na| < p,
p ’ == .
0 if |n1| + |na| > p.

Proposition 3.4.3 shows how we can use these sequences to find spectrum outside
[0,4d], for d =1 or d = 2. It is inspired from |KS| (Proposition 10.10).

Proposition 3.4.3. For d = 1,2, let ¢, € (* (Z%) be such that (— Aqﬁp, ¢p>

—>—|—oo

(this is possible according to Proposition 3.4.2). Let A (¢,) : Z b(n

nezd

1. IfliminfA (¢,) <0, then H has spectrum in (—o0,0).

p—-+oo

2. If limsupA (¢,) > 0, then H has spectrum in (4d,+00).

p—+oo
Proof. 1. By Proposition 3.4.2, ¢, € D (h). Moreover, we have
h ((bpv ¢p) = <_A¢p> ¢p> + <b¢pa ¢p> = <_A¢pv ¢p> + A ((bp) :

The assumption limjan (¢p) < 0 implies that there exist € > 0 and py > 0
p—-+o0

such that for all p > po, A(¢,) < —
Since (— A¢p,¢p> - O there exists p; > 0 such that (—=Ag,, ¢,) < 5 for all

p 2 D1
— <H¢q»¢q> € _ € — €
Let g = max (po, p1). We have “piip®” < o — e = ~ g, < 0-
We conclude using the min-max principle which assures that H has spectrum
n (—oo,0).
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2. We use the unitary operator U on (2 (Z%) given by : (U¢) (n) = (—1)'”| ¢ (n).
Since ¢, € D (h), U¢p, € D (h) too and we can compute

h (U(bpa U(bp) = <_AU¢p> U¢p> + A (U¢p) = <U (_A) U71¢pa (r/)p> + A (U(bp) :

But we have UbU ™! = b and U (—A)U~! = 4d — (—A). Therefore, we have
A(Ugyp) = (WU, Uy) = (UbU ¢y, dp) = (b, ) = A (p) and then

h (U, Udy) = 4dl|d|* — (= Ay, $p) + A(¢p) -

Now, the same reasonment as above shows that H has spectrum in (4d, +00) if
lim supA (¢,) > 0.

p—+oc

0
We can now give the proof of Theorem 3.4.1 which is inspired from [Oul].

Proof. of Theorem 3.4.1.

For d = 1,2, let ¢, € (* (Zd) be the corresponding sequence from Proposition
3.4.2.

The assumption s (H) > 0 means that H has no spectrum in (—o0,0). Then,
the first point of Proposition 3.4.3 assures that 1;9 +1an (¢p) > 0 which implies that
lim supA (¢,) > 0.
p—+oo

1. If limsupA (¢,) > 0, we use the second point of proposition 3.4.3 and we
p—+o0

conclude that H has spectrum in (4d,+o0) and then M (H) > 4d.
2. If limsupA (¢,) = 0, then hm mfA (¢p) =0 and hm A (¢,) exists and is equal

p—+o0
to zero. We will now prove that this situation can never happend.

Let us then suppose that hI_El A(pp) = 0, that is > ;a0 (n) @, (n)? - 0.
p——+00 p——+00

Moreover, by Proposition 3.4.2, we know that ¢, € D (h) and }>_,, ;4 |V, (n)|? -
p—+00
0. We then have & (¢, ¢,) = Y [V, (n) >+ Y _ b(n) ¢, (n)*> — 0.

neze nezd e
Now, the fact that s (h) = s (H) = 0 assure that the bilinear form h is positive so

we can apply the Cauchy-Schwarz inequality to A : for all v € D (h),
B (Pp,v) > < h(dp, dp) b (v,0) - 0. In particular, we have
p——+oo

h (6, 0) Z >0 Vig,(n) Viv(n) + 37 b(n) 6, (n)v(n) — 0.

i=1 nezd nezs
But, using Cauchy-Schwarz inequality again for ¢ = 1,2, we find that

1D Vi () Vi) P < Yy [Vig, () P Y (Vo (n) Rawnell

neza nezd neza

23



Therefore, for all v € D (h), we have > _,.b(n) ¢, (n)v(n) — 0.

p——+00
Now we choose v = ¢;, with j € Z%, defined by e; (n) = 4, for all n € Z?. We

have e; € D (h) and Y _,40(n) ¢, (n)e; (n) = b(j)dp (J) - 0. But Proposition
p—oo
3.4.2 assures that ¢, (j) - 1 and then b (j) = 0 for all j € Z%. Then, we find that
p—+00
b =0, in contradiction with the hypothesis. O
With the help of Theorem 3.4.1, we can improve the results obtained in Sec-
tion 3.3. Indeed, in dimension one or two, we cannot have simultaneously s (\) = 0

and M (\) = 4d. Therefore, if we refer to figures 3.2 and 3.3, some situations descri-
bed there cannot happend. We summarize the results in Figure 3.4 and Figure 3.5.

| b >0 satisfies (M) | b >0 doesn’t satisfy (M;y) |
M(\)—++o0 M(X\)—-+00
4d 4
s(\)
A s(\)=0 A

FIGURE 3.4 — The spectral functions for non-negative potentials (d=1,2).
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b=0b"—b" \ b satisfies (Ms n) \ b doesn’t satisty (Ms )

/ (N)—co
4
—b satisfies (M) Impossible
/[X)Hm
4
s(\)—>—00
M(\)—+00
4
—b doesn’t satisfy (M) or
x
s(\)——o0
M() 00
4d
s(\)——00

FIGURE 3.5 — The spectral functions for potentials which change sign (d=1,2).
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Chapitre 4

Propriétés spectrales des opérateurs
de Schrodinger combinatoires sur des
graphes pondérés

Ce chapitre qui s’intéresse aux opérateurs de Schrodinger sur des graphes infinis
comporte deux parties indépendantes. La premiére est une généralisation de ’é¢tude
faite au chapitre 3 sur les opérateurs de Schrédinger sur Z? au cas des graphes pondé-
rés infinis. Dans ce cadre plus général, les résultats obtenus sur les fonctions spectrales
sont moins précis mais permettent tout de méme une bonne compréhension du pro-
bléme. Cette étude doit étre rapprochée des résultats obtenus dans le cas continu des
variétés Riemanniennes par [Oul|.

Dans la seconde partie, les outils spécifiques aux graphes permettent d’étudier
plus naturellement le comportement asymptotique du bas du spectre des opérateurs
de Schrodinger que dans le cas de Z¢. Nous montrons ainsi une version discréte des
résultats obtenus par [AB2| dans le cas continu pour les opérateurs de Schrédinger sur
R

Nous invitons le lecteur non familier de I’analyse sur les graphes a lire le chapitre 2.
On y trouvera les définitions et notions de base nécessaire a la compréhension de nos
travaux ainsi que la démonstration de certains résultats importants pour notre étude
et énoncés ici sans preuve.
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Abstract

Let H(A\) = —A + b be the combinatorial Schrodinger operator on an infinite
connected graph GG with a potential b and a non-negative coupling constant \. When
b = 0, it is well known that o (—A) C [0,2]. When b # 0, let s(—A+ \b) =
info (—A 4+ A\b) and M (—A + Ab) := sup o (—A + Ab) be the bounds of the spectrum
of the Schrédinger operator.

One of the aims of this paper is to study the influence of the potential b on the
bounds of the spectrum of —A. More precisely, we give a condition on the potential
b such that s (—A + \b) is strictly positive for A small enough. We obtain a similar
result for the top of the spectrum. We also prove that for a recurent bipartite weighted
graph, the only Schrédinger operator H = —A + b such that o (H) C [0,2] is the
Laplacian —A.

We study independently the asymptotic behaviour of the function A — s (—A + \b)
for non-negative potentials b. We prove that s(co) := AEIEMS(—A + Ab) < +o0 if and

only if in‘f; b(xz) = 0 and we characterize this limit in the general case. As an applica-
Te
tion, we give an exact value of this limit for certain Jacobi matrices.

Keywords : Schrodinger operators, Spectrum, Bounds, Spectral functions, Weigh-
ted graphs.

1 Introduction

Spectral analysis and potential theory on infinite graphs have been a subject of
interest for the last decades ( [BCG], [Ch], [CG], [Dell], [DK]|, [DK2], [GT], [Wo]).
These works are often linked with similar results on Riemannian manifolds in the
continuous setting. In this paper, we study some spectral properties of the combina-
torial Schrodinger operator on an infinite graph. This work generalizes |[Ak| where
the discrete Schrodinger operator on ¢*(Z%) was considered. Tt is also motivated by
similar results on complete Riemannian manifolds obtained by E.M Ouhabaz [Oul]
since these two objects (graphs and Riemannian manifolds) are strongly connected.

Let G = (V, E) be a countably infinite connected graph where V' is the set of
infinite number of vertices and E the set of edges connecting two vertices. If the
vertices x,y € V are connected by an edge e, we write z ~ y and e = (x,y).
We suppose that the graph is simple, that is, it contains no loops (e = (x,z)) nor
multiple edges. Suppose that each edge (z,y) is assigned a positive symmetric weight

Hay = fye- We can then define a weight p on vertices by p(x) = Z Ly and (G, @)
yeVyy~zx
is then called a weighted graph. For the standard weight p,, = 1 for all edge (x,y),

p(x) is the degree d(z) of the vertex x which represents the number of adjacent
vertices of x. The combinatorial Laplacian —A acts on functions f : V — R as
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follows.

~A@) = £@) = 5 3 F Wy = s SO = Sy

Yy~
It is easy to check that —A is a bounded self-adjoint operator on ¢?(V, ;1) and that
o(—A) C [0,2] (see the next section). For any real-valued bounded potential b :
V' — R and any non-negative coupling constant A, the Schrédinger operator H(\) :=
—A+ b is also bounded and self-adjoint on £2(V, i1). We note s(\) := s(—A+\b) :=
inf o(—A+Ab) the bottom of its spectrum. We investigate the following two questions.

- Question 1 : For which class of potentials b and for which values of A do we
have s(\) > 07

- Question 2 : What is the behavior of s(A) when A goes to infinity ?

Concerning question 1, the strict positivity of s(\) assures an exponential decay
in time of the solution to the heat equation. This question has first been studied
in the euclidian case by W. Arendt and C. Batty in [AB1| on R%. For a bounded
non-negative potential B with compact support, it is easy to see from the variational

formula s (A + B) = inf |Vul* + [ Bu® that s(—=A+ B) = 0.
ueD(~A+B)|lul=1 Jpa a

To assure the strict positivity of the spectral boundRof the Schrodinger operator,
the potential must have a contribution in all the space in some sense. Indeed, it is
proved in [AB1] that s (—A + B) > 0 holds if and only if the potential B satisfies
the following mean condition (M (R)) for some R > 0.

y€ER4

inf /B(%R) B(z)dx > 0. (M(R))

In the Riemannian manifolds setting, this question has been studied in [Oul|. As-
suming a local doubling property and some L2-Poincaré inequalities on the manifold
M, the author extends the result to bounded potentials B = BT — B~. However, in
this setting, one has to take consideration on the volume of the balls and the mean
condition becomes the following.

inf — B(x)dz > 0. (M*(R))
veM |B(y, R)| B(y,R)
Assuming that the negative part of the potential vanishes at infinity, it is proved that
the spectral bound s(\) is strictly positive for A > 0 and small enough if and only
if the positive part of the potential VT satisfies the mean condition (M*(R)). Note
that a similar result is proved in [Sh].

One of the aims of this paper is to prove the graph version of the result stated

above in the Riemannian manifold case. Our general setting will be the following. We

will assume that the graph G has uniformly bounded degree, that is sup d(x) < o0
zeV
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where the degree d(x) of a vertex x denote the number of adjacent vertices. This
assumption replaces the volume doubling assumption in the Riemannian manifold
setting. Note that if one defines the volume with the counting measure, the fact that
the graph GG has uniformly bounded degree is implied by the volume doubling condi-
tion (see [Del2]). Moreover, we will assume that the graph G satisfies the following
Poincaré inequality (PI(R)). For some R > 0, there exist C'(R) > 0, such that for all
x € V and for any function f on V,

S W) = foenPus@) <CR) D (f@) = fW) kay,  (PI(R))

yGB(x7R) :EA,yEB(CE,R),CENy

where B = B(x, R) denotes the ball of radius R centered in z, pp(y) := Z Ly
2€B(z,R),z2~y
is the weight of y in B(z, R), and fp(,,r) is the average of f on the ball B(z, R). When

the weights 1, are uniformly bounded : ¢ < p,,, < C for all z ~ y € V (this is the
case for the standard weight), we can easily obtain such Poincaré inequality from a
lower bound on the first non-zero eigenvalue of the Laplacian on the ball B(z, R).
See Section 2 for details. As in the continuous case, we introduce the following mean
condition (Mj ) for some § > 0 and R > 0.

1
—_ b > ¢ for all M,
B ) > by)usly) >0 forall z €V, (Ms,r)
y€B(z,R)
where |B(z, R)| = Z pp(y) denotes the volume of the ball B(z, R). We prove
yeB(z,R)

the following

Theorem 4.1.1. Let b be a non-negative bounded potential. If b satisfies the mean
condition (Msg), then s(\) >0 for all A > 0.

Let b = bt — b~ be a bounded potential such that b~ wvanishes at infinity. If b+
satisfies the mean condition (Msg), then s(X\) > 0 for A > 0 small enough.

We also prove that the converse holds assuming a growth condition on the graph.
The proof of this result uses similar ideas as in [Oul| and [Ak|. The idea is to cover
the space with adapted balls and to study the “restrictions” of the operator on these
balls. The assumption on the uniform boundedness of the degrees allows us to control
the number of balls which cover each vertex. Moreover, using the Poincaré inequality,
we show the restriction of the operator on each ball has a spectral bound uniformly
bounded from below. This uniformity and the good recovering of the space provide
the strict positivity of the spectral bound of the operator on the whole space.

Note that the results proven in [Ak] for the discrete Schrédinger operator on ¢2(Z4)
are stronger because Z% is a nice graph with good covering properties. In particular,
Theorem 4.1.1 remains valid for unbounded potentials with a bounded negative part.

For bipartite graphs, we study the top of the spectrum M (\) := sup o(—A + \b).
Indeed, it turns out that in that case the bottom and the top of the spectrum are
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strongly related. Indeed, using the unitary transform Ug(z) = (—1)l¢(x), where
|z| is the distance from a fixed point xy, we can deduce from the study of s(\)
informations on the behavior of M(\). As a consequence, we obtain the following
result for recurrent bipartite graphs.

Theorem 4.1.2. Let (G,p) be a bipartite weighted graph. We assume that G is
recurrent. Let H = —A + b be a Schréodinger operator on G.
If o(H) C [0,2] then b= 0.

This result is due to Damanik et al. in [DHKS] in the particular case of the
discrete Schrodinger operator on (%(Z%) for d = 1 or d = 2. They also provide a
counter-example for higher dimensions (d > 3). Theorem 4.1.2 generalizes this result
since it is well-known that the graph Z? is recurrent if and only if d < 2 (see |[Wo).

Concerning question 2, the study in the Euclidian case has been made in [AB2].
Note that the answer is obvious if the potential has non trivial negative part. Indeed,
it is easy to see from the min-max principle that s(\) goes to —oo when A goes to +o0.
Then, we focus on non-negative potentials. In that case, s()\) is a concave increasing

function and then its limit s(oo) := Alim s(A) exists in RT U {+00}. We show that
— 400

s(o00) is finite if and only if the potential b satisfies in‘f; b(x) = 0. If there exists a
TE

non empty set {2 such that b =0 on Q and b > 3 > 0 on the complement of €2, we
show that s(oo) is the smallest eigenvalue of the Laplacian with Dirichlet Boundary
condition on €. It is then easy to extend this result to any potential which satisfies

in‘f/ b(z) = 0. As an application, we give the exact value of s(co) for certain Jacobi
TE

matrices (which represent Schrédinger operators on (%(Z)).

The paper is organised as follows. Section 2 states some well known facts on graphs.
In Section 2, we prove Theorem 4.1.1. In Section 3, we study the bounds of the
spectrum and prove Theorem 4.1.2. Finally, we treat the aymptotic behaviour of the
bottom of the spectrum in the last section.

Acknowledgements I would like to thank El Maati Ouhabaz for his precious help
during this work.

2 Preliminaries and notation

General setting. In this section, we fix our notations for the rest of the paper and
we recall some well known facts about the Laplacian on infinite graphs. We refer to
the following papers for details : [BCG]|, [Ch], [CG], [Dell], [DK], [DK2|, [Gr], [GT],
[MW], [Wo.

Let G = (V, E, ) be a countably infinite weighted graph where V' is the set of
infinite number of vertices and F the set of edges connecting two vertices. We shall
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write (G, pu) for G = (V, E, ). If the vertices z,y € V are connected by an edge e, we
write x ~ y and e = (z,y). We suppose that the graph is simple, that is, it contains
no loops (e = (x,z)) nor multiple edges. We assume that G has uniformly bounded

degrees, that is supd(z) < D < 400 where d(z) := #{y € V,y ~ z} is the degree of
zeV
the vertex x. Moreover, we suppose that each edge e = (x,y) is assigned a positive

symmetric weight fi(e) = jizy = py,. We can then define a function p on vertices by

p(z) = Z [zy- We fix an orientation on E once and for all and we define the
yeVyy~z

set I of all oriented edges e = [z, y] beginning at x and terminating at y. The edge

—e := [y, 2] € E denotes the reverse oriented edge of e.

We say that the graph G is connected if any pair of vertices x, y can be joined by a
path {z},_y , with 2o =z, ,, = y and x; ~ z;4;. We assume that G is connected
and we define the distance d(z,y) between x and y as the number of edges in the
shortest path connecting them. For x € V| B(x,r) := {y € V,d(x,y) < r} denotes

the ball of radius r.

The Laplacian. The non-negative combinatorial Laplacian —A acts on functions
f:V — R as follows.

N Zf Yty = (1)2<f<x>—f<y>mxy, (4.1)

y~z y~z

We consider the Hilbert spaces

C(V,p) = {f V—R> f(x) <+oo}

zeV

with the inner product (f, g),, = > .o f(2)g(z)u(z), and the norm || f||v = \/(f, f)v,
for f € (*(V, ), and

(B, p) = {gb cE— R, ¢(—e) = ) and Zgb ) < —1—00}

with the inner product (¢,¢); = 3>,
/2

poe)ple)ule) = Xcep dle)d(e)ule), and
the norm [|¢]|z = /(¢, ) g, for f € E(E, ).

ecE
(E,

Tn this setting, one defines the gradient operator V : (2(V, ) — (*(E) : for all
ecE

Vie) =Viz.yl) = fly) — f(z). (4.2)
The gradient V is bounded on ¢2(V, ;1) and its norm satisfies ||V|| < /2. Its adjoint
62



operator V* : (2(E) — (2(V, 1) is given by

Viola) = s 30 olonlo (43)

e=[z,y|€E

for all x € V and a direct computation shows that
—A=V"V. (4.4)

In particular, —A is a bounded non-negative self-adjoint operator on ¢*(V, ) whose
norm satisfies || — A|| < 2. Therefore, the spectrum satisfies o(—A) C [0, 2] and it is
a question of interest to know if the bottom of the spectrum s(—A) := inf o(—A) is
equal to 0 or not.

The bottom of the spectrum. It is well known ( [RS]) that s(—A) is caracterised
by the Min-Max principle as the infimum of the Rayleigh-Ritz quotient.

reewp—oy  (f, fy reeww—0y  (f, v reewvuw-0y ||f]2

Moreover, s(—A) is also related to the geometry of the graph by its Cheeger’s
constant. Let 0N := {e = (z,y) € E, z € N, y ¢ N} be the edges boundary of N
and p(0N) == > sy (e) be its length. Let p(N) = >y pu(z) be the volume of N.

ON
Then, the Cheeger’s constant of the graph is defined by h := inf il ), where N
Ncv u(N)

runs over all finite subsets of V. Then, it is well known that s(—A) =0 <= h =0
(see [DK] for unweighted graphs and this can be generalized to weighted graphs).

This is the case when G has sub-exponential growth (limjnf(,u(B(;L'o, PNV =1) or

if G is the Cayley graph of an amenable group. We refer to [DK] for details concerning
these facts.

The Laplacian on a subgraph. Let us consider a subset S of V', which can be
infinite or not connected. Let Eg := {e = (x,y) € E, z,y € S} C E be the set of
edges connecting two points in S and Eg the set of oriented edges in Eg. By abuse of
notation, we will sometimes write S for the subgraph Gg := (5, Eg). For all z € S,
let pg(x) = Z fay < () be the weight of z in S.

yeS,y~x
The non-negative Laplacian on S —Ag acts on functions f : S — R as follows.

Asf(z) = fla) - — Zf(y)uxyZM%@)Z(f(w)—f(y))uw (4.5)

ps(x) < ~

yeS yeS

Let ¢*(S, pug) be the Hilbert space of real valued functions on S with the scalar
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product ( Zf . In the same way, (*(Eg, ug) is the Hilbert

z€eS
space of real valued functions gb on ES such that ¢(—e) = —¢(e) with the scalar
product (¢, 1) By = Z o(e . Now, we define the gradient operator Vg :
eEEs

(?(S, pus) — (*(Eg) : for all e € Eg Vgf(e) = Vsf([x,y]) = f(y) — f(z). Note that
Vf(e) = Vsf(e) for all e € Eg. Morevover, Vg is a bounded operator on £%(S, us)
and a direct computation shows that —Ag = ViVg. Then —Ag is a bounded non-
negative self-adjoint operator on ¢*(S, us) and o(—Ag) C [0, 2].

The first non-zero eigenvalue of a finite connected graph and Poincaré
inequality. When the subgraph S is finite and connected, the spectrum consists
on eigenvalues with finite multiplicity. 0 is always an eigenvalue with multiplicity equal
to 1 and the corresponding eigenvector is the constant vector 1 with all components
equal to 1. Then, we have o(—Ag) = {n(S) =0 < m(S) <--- <n,(S)} and one is
interested in bounding the first non-zero eigenvalue 7, (S). Following the proof of [Ch]
Lemma 1.9 for unweighted graphs, one can easily compute a lower bound on 7;(S)
for weighted finite connected graphs.

Proposition 4.2.1. Let S be a finite connected weighted graph. If Dg denotes the
diameter of S, that is the mazimum distance between any two vertices of S, then we

1o(S)
m(S) = m,

where po(S) = migl w(e) and p(S) is the weight of S.
ec

have

The Laplacian with Dirichlet boundary conditions. Let us consider a sub-
set S of V, which can be infinite or not connected. In order to introduce the La-
placian with Dirichlet boundary conditions, we define the following sets associated
with S. The vertices boundary of S : S := {x ¢ S,y € S, y ~ x}. The edges
boundary of S : §S = {e= (z,y) € E,z € S,y ¢ S}. The interior of S : % =
{r €S, y~x=yeS} which can be empty. We also define the sets S* := SU OIS
and Ef := Eg U 0S. By abuse of notation, we will write S* for the subgraph
Gg+ = (S*, Es+).

For any subset S of V, the Dirichlet Laplacian —AZ acts on functions f : S* — R
which satisfy the Dirichlet boundary condition (DBC') :

f(z) =0 for all z € 0S. (DBC)
, —Af(z) ifzeS
It is defined by —AL f(z) = ’
v As ) {o if 1 € 0S.
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3 The bottom of the spectrum

Let G = (V,E,u) be a countably infinite connected weighted graph and —A
be the non-negative combinatorial Laplacian on G. Let b : V — R be a real-
valued bounded potential on V' and A\ a non-negative coupling constant. We define
the combinatorial Schrodinger operator H(A) := —A + Ab and we note s(\) =
S(=A+Ab) := inf o(—A+\b) the bottom of its spectrum. We introduce the following
hypotheses on G which may or may not hold in general.

- The graph G has uniformly bounded degrees (UBD) if there exists a constant
D > 0 such that for all x € V

d(z) < D < +oc. (UBD)

- The graph G satisfies the Poincaré inequality (PI(R)) for some R > 0 if there
exists a constant C'(R) > 0 depending only on R such that for all x € V, for any
function f on V

S 1f W) = fowr Pus(y) < Ci(R) (f(@) = f () ttay,  (PI(R))

yE€B(x,R) z,y€B(z,R),x~y

where u(B(z, R)) = Z pp(y) is the weight of the ball B(z, R) and fp(, g) is the
yEB(z,R)
o . o ZyEB(L R) fly )HB(Z/)
average of f on the ball B := B(x,R) : fppr) = (BT
When the graph G satisfies (UBD) and (PI(R)), we prove that the behaviour
of s()) is related to the following mean condition (MC(6, R)) on the potential b
as it is stated in the introduction in Theorem 4.1.1. The potential b satisfies the

condition (MC(d, R)) for some 6 > 0 and R > 0 if

Z b(y)ps(y) = 0 for all z € V. (MC(6, R))

UEB z,R)

Let us make some remarks on the assumptions (UBD) and (PI(R)). We introduce
the following properties on G which may or may not hold in general.

- The graph G has uniformly bounded weights (U BW) if there exists two constants
m, M > 0 such that for all e = (z,y) € £

m < fig, < M. (UBW)

- The graph G has bounded weight variation (BWV (R)) for some R > 0 if there
exists a constant K (R) > 0 depending only on R such that for all z € V

m(B(z, R)) < K(R)po(B(z, R)), (BWV(R))
where B(z,R)) :=  max . and B(z,R)) := min -
Ml( ( )) (¥,2)€EEB(a,R) H MO( ( )) (y2)€EEB(2,R) Hy
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- The graph G satisfies the property (UBE(R)) (uniformly bounded eigenvalue)
if there exists a constant Cy(R) > 0 depending only on R such that for all z € V

M (—=Ap,r) = C2(R), (UBE(R))

where 71(—Ap(,r)) is the first non zero eigenvalue of the Laplacian —Ap ) on
B(z, R).

The following proposition shows how these properties are related to our assump-
tions on the graph. Indeed, properties (UBD), (UBW) and (BWV (R)) can be usefull
since they are easy to check even if they are more restrictive. This is the case for the
standard weight (ji,, = 1 everywhere) for example.

Proposition 4.3.1. 1. (PI(R)) <= (UBE(R)).
2. (UBD) + (UBW) = (UBE(R)) (and then (PI(R))) for any R > 0.

3. (UBD) + (BWV(R)) = (UBE(R)) (and then (PI(R))).

Proof. 1. By definition of fp(, r), we have <f — [B(=,R) 1>B(w’R) = 0, where 1 is
the constant function on B(x, R) with all components equal to 1. Therefore,
we can write (PI(R)) as follows : there exist a constant Cy(R) > 0 depending
only on R such that for all x € V and for any function f on V such that
<f> IL>B(x,R) =0

197 sy 1
U er — Ci(BR)

Since each ball B(z, R) is connected, 19(—Apg,r)) = 0 is a simple eigenvalue

with corresponding eigenvector 1. Hence, we can conclude using the variational
2
V1,

characterisation of m(—Apg.r)) == inf ——m——.
R AE R VT

2. This is a consequence of the lower bound on 7;(S) established in Proposi-
tion 4.2.1 for the Laplacian on any finite graph S. Let R > 0 and take S =
B(z, R). We have D(B(x, R)) = 2R and Proposition 4.2.1 implies that

po(B(z, R)) m
M (=Ap.r) = 2Ru(B(x, R)) — 2Rpu(B(x R))’

Now, using the upper bound in (UBW) and (UBD), an easy calculation shows
that pu(B(x, R) < M D?*2. Finally, we obtain

m

> 0
— 2M RDFE+2
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3. Let R > 0 such that (BWV(R)) is satisfied. We have

(B S Z Myz )) 3 ng

Ho(B( yeB(z,R) € B(x,R) yeB(x,R) 2~y

zry

) Y d(y

yeB(z,R)
: u(B(z, R))
Using (UBD), we find ————~
(UBD), wetnd S B R))
that

po(B(z, R)) 1
= 2Ru(B(x7R)) = 2RK(R)DF+?’

< K(R)D"™"? and Proposition 4.2.1 implies

m(B(z, R)) =

]

Before we get to the proof of Theorem 4.1.1, we establish some preliminary results.

3.1 Two lemmas

The following lemma establishes a covering property for infinite graphs which sa-
tisfy (UBD).

Lemma 4.3.2. Let R € N— {0} and G = (V, E, u) be an infinite connected weighted
graph wich satisfies (UBD).

Then there exists a sequence (z;)ien C V' such that G = J,~, B(x;, R). Moreover,
there exists an integer N € N — {0} depending only on R such that any vertice in 'V
or any edge in E is contained in at most N distincts balls B(z;, R).

Here, G = ;5o B(zi, R) means that V = J,;5 B(zi, R) and E = ;¢ EB(a,.r)-

Proof. We recall that Ep, r) = {e = (v,y),2,y € B(z;, R)}. For simplicity, we will
write B; either for the ball B(z;, R) or for the set of edges Ep(, r). Let us take
(2;)ien = V. Then it is clear that V' = (J,>, B;. Moreover, since R > 1, any edge e
with origin # € V is contained in the ball B(z, R) = B(x;, R) for some j € N since
V = (x;)ien. Thus, we have £ = J,», B

Now, we need to show that the cardinality of the set [, := {ieN,z € B} is
uniformly bounded. Let us fix x € V. For all i € I,, we have d(x,z;) < R and
then x; € B(z, R). This implies that the cardinal of I, is bounded by the number of
vertices in B(z, R). Since G satisfies (UBD), we have #(I,) < #(B(z, R)) < DL
Finally, any vertice in V is contained in at most N = DF*! balls B;. Moreover, if
there exist an edge e = (z,y) which is contained in most than N balls, so does the
vertex x. This is not possible. Hence, each edge is also contained in at most N balls
B;. O

Proposition 4.3.3. Let (z;);en C V be a sel of vertices satisfying the covering
property of Lemma 4.3.2. For x € V, let I, :== {i € N, x € B(z;, R)}. Then, we

have S i, (2) > ()

1€,
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Proof. We write B; for B(z;, R). Let y be a neighboor of z in V. If y ¢ B; for any
i € I, then the edge (x,y) is not in B; for any ¢ € I,. By Lemma 4.3.2, we have F =
Uj>o B so there exists j ¢ I, such that (x,y) € B;. Then « € B; and j € I, which is
a contradiction. Therefore, we have {y € V,y ~ 2} C Uier, {y € Bi,y ~ x}. This re-

lation clearly implies that u(z) = Z Py < Z Py < Z Z Py =

yeVy~zx yEUiGII B;y~x i€l yeB;,y~x

1€l

The second result is related to the restriction of the Schrodinger operator H =
—A+Mbon aball B(x, R), where bis a bounded potential. Let H,()\) :== —Ap, r)+Ab
where —Ap(, ) is defined by (4.5) and b, is the restriction of the potential b on
B(z, R). Let s,(\) :=inf o(H,()\)).

Lemma 4.3.4. Assume that G satisfies (UBD) and (UBE(R)) (which is equivalent
o (PI(R))) for some R > 0. Assume that the potential b is bounded.

If there exists 6 > 0 such that the potential b satisfies (MC(, R)), then there exists
a constant € > 0 such that s,(A) > A2 for all X € (0,€), for all x € V. Moreover, €
depends only on R and 6.

Proof. We follow similar ideas as in [Ak|. Let us denote by B, the ball B(z, R)
and let N := #B, be the number of vertices in B,. We identify the space of
functions acting on B, with the vector space RY with the scalar product {f,g) =
> yen, fWa(y)ps, (y) and norm I|fII> = {f, f). Since B, is connected, —Ap, is a
non-negative operator with kernel Ker(—Ap,) = R1 where 1 is the vector in RY
with all components equal to 1. We use the decomposition RY = R1 & (R1)* and
write, for all u in RY, u = a1 +y with o € R and y € (R1)*. Then, we have

(Hy,(Nu,u) = (—Ap,u,u) + X {(bu, u)
(=Ap,(al +y), (el +y)) + A (b(ad +y), (el +y))

(=Ap,y,y) + A [® (b1, 1) + 2a (b1, y) + (by, y)] -

Since y € (R1)Y, (UBE(R)) implies that (—Ap y,y) > Cao(R)||y||* for some
constant Cy(R) > 0 depending only on R. Moreover, using condition (MC(d, R)),
we find that (b1, 1) = Zb(y),ugz (y) > 0pu(B,) = 6]|1||>. Finally, using the Cauchy-

yeS
Schwarz inequality for the terms (bl,y) and (by,y) and using the fact that b is

bounded, we obtain

(Ho(Nu,u) > Co(R)|lylI* + A [od] [L][* — 2o [pL[[[[y]] — lloy][[]y]]
> Co(R)|lylI* + A [0 ]10]1* = 2a bl |oc| LI y]] = 118l oo ly1I*] -
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Without a loss of generality, we can suppose that ||b||.c = 1 and hence
(Ho(Nu, u) > Co(R)[[yl|* + A [@®6[|1[]* = 2a[T][]|y]] — [ly[1*]

For v > 0 to be choosen, we use the trivial formula : 2ts < (”yt2+%52) with ¢ = af|1]],
and s = ||y||.. We obtain

1
(LA, u) > Co(R)Jyl[2 + A [a26||n||2 — G+ Sl + 1)
1
> (02<R> —A<1+;>) 1lI2+ A (6 =) e[|

Now we choose v = 2 > 0. For 0 < A < e = -2 we have Co(R) — A(1+1) > Ay =

147+
A2. Therefore, for all A € (0,¢€), we have

5 5
(Ho(Nu, u) 2 A5 (Ilyll* + [lal|*) = Agllul

and the result follows from the min-max principle.

Finally, since Cy(R) and v = g only depend on R and 9, so does € = va(fl. O
3.2 Non-negative potentials.
In this section, we consider the Schrédinger operator H(A) = —A + Ab with a

bounded non-negative potential b: V' — R and we prove

Theorem 4.3.5. Assume that G satisfies (UBD) and (UBE(R)) for some R > 0.
Assume that the potential b is bounded and non-negative.

If there exists 0 > 0 such that the potential b satisfies (MC(d, R)), then s(A) > 0
for all A > 0.

Note that s(0) = s(—A) > 0 since —A is non-negative. When the graph satisfies
s(—A) > 0, the non-negativity of the potential implies that s(\) > s(—A) > 0 for all
A > 0 and the result is trivial. However, as mentioned in Section 2, it can happen that
5(0) = s(—A) = 0, when the Cheeger’s constant h of the graph is 0. For example,
this is the case if the graph G has sub-exponential growth or if G is the Cayley graph
of an amenable group (see [DK]).

Proof. Let R > 0 be as in the theorem. We have

(HOuuhy = 5 3 1Vule) Pute) + A 3 be)ulr o). (16)

eeE zeV

By Lemma 4.3.2, we can find a sequence (z;);ey C V and an integer N € N — {0}
such that G = |5, B(w;, R) and any vertice in V' or any edge in E is contained in
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at most N balls B(x;, R). For the rest of the proof, we write B; either for the ball
B(z;, R) or for the set Ep, of all oriented edges in B;.

We treat the first term. For e in E, we introduce I, := {i € N;e € B;}. Then, we

have > oy 22 (@)ule) = Xeen 2ier, IVule)Pule) < N i [Vule)ule)
since #1. < N according to Lemma 4.3.2. Thus, we obtain

Z |Vu(e) ) > —Z Z [Vu(e) | u(e (4.7)

ecE i€EN e€B;

Let us now treat the second term. For z € V, we set I, :== {i € N,z € B;}. By
Lemma 4.3.2, we have #I, < N.Moreover since the potential b is non-negative, we

have
Z > b(x)u(e)ps,(r) = Zb(a:)u(x)zm (x) <) Z b(a)u(a)?p(x)
<N b(a)u(z)’p(x)
Hence

S bl ) > 2 30 S beyule ). (48)

zeV i€eN zeB;

Summing (4.7) and (4.8), we find the following estimate for (4.6)

(HOuuhy > S5 S V(o) Pule) + A S ba)ulr) s, (2)

€N CEEB Q?EB
1
ZNZ( > IVsui(e)’ule) + A ba)ui(x)*) s, (x),
€N GEEBZ z€B;

where w; := u|p, is the restriction of u to the ball B; and Vg u;(e) = Vu(e) since
e € B;. Therefore, we obtain

N

<<—ABiUi,Ui>E;3i + A (bui,ui>Bi>
N

<H31()‘)uzauz>31 .

Now, we apply Lemma 4.3.4 to each operator Hp,. Then, there exists a constant € > 0
depending only on R and ¢ such that for all € N

)
(Hp,(Nui, ui) g > Ag”“i B

70



Since € does not depend on i, we have, for all A in (0, €)

(H(MN)u, u) >—

||u||V
ZGN

The last inequality follows from the relation ) .., wp,(z) > p(x) (see Proposi-
tion 4.3.3). Indeed, we have

Dollulll =)0 Y w@us @)= Y wr@)us () 2 Y pe)u’(z) = ||l

ieN ieN z€B; zeVicl, zeV
Now, the min-max principle implies that for all A in (0, €),

Ad
A) > —>0.
s(N) 2 2N
Since the potential b is non-negative, we have s(\) > s(\') for A > X and the theorem
is proved. O

Assume that b is not bounded. If the graph satisfies (UBD) and (UBW), one
can use the previous theorem for truncations of b and obtain the same result for
unbounded potentials. See the proof of Theorem 12. in [AKk].

3.3 Potentials with indefinite sign.

In this section, we investigate the same problem with bounded real valued poten-
tials b = bT — b~ of indefinite sign, where b* and b— are non-negative. When the
negative part b~ is not zero, we have lim s(\) = —oo. Indeed, there exists xy € V

A—-+oo

such that b~ (z¢) > 0 and if we consider the function e,,(x) = d,,. then we obtain
2 2
) = i IV G [Tl ()
wel(V) [Jul] [l |
Hence, s(\) < 0 for large values of A\. The following result gives conditions on the
potential b such that s(\) > 0 for A > 0 and small enough. It is inspired by Theorem
4 in [Oul].

— —00 as A — +oo.

Theorem 4.3.6. Assume that G satisfies (UBD) and (UBE(R)) for some R > 0.
Assume that the potential b = b™ —b~ is bounded and satisfies one of the two following
conditions.

1. The potential b := b* — Nb~ satisfies the mean condition (MC(5, R)) for some
0 > 0. The constant N 1is the one given by Lemma 4.5.2.

2. The positive part of the potential b* satisfies the mean condition (MC(), R))
for some 0 > 0 and the negative part b~ vanishes at infinity.

Then s(A\) > 0 for all A € (0,€) for some € > 0.
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Proof. We assume that the potential b satisfies the first condition. We have

(H(Vu, u)y = ; S IVu(e)Pute) + A S bt @) u(z) — A b (@ule) ().

ecE zeV zeV

As in the proof of Theorem 4.3.5, we use Lemma 4.3.2 which assures that there
exist a sequence (z;);eny C V and an integer N € N—{0} such that G = J;5, B(zi, R).
In the following, we write B; either for the ball B(x;, R) or for the set of edges Ep(s, ).

Concerning the positive part of the potential, we can write as in the proof of
Theorem 4.3.5

53 V() Pule) + A D b ()ule () >

eck zeV
%Z( S [Vae)ule) + A 3 b @) ) (o)
i€N e€B; reEB;

Concerning the negative part of the potential, we introduce I, := {i € N,z € B;} for
x € V. Lemma 4.3.2 implies that

S0 3 b @ P () = 30 ST ()l s, ),

1€N z€B; eV iel,

Moreover, according to Proposition 4.3.3, we have » ., up,(v) > p(x) for all v € V.
Finally, using the fact that b~ is non-negative, we obtain

> D b @ula)up(x) =Y Y b (@u(@) s (@) = Y b (@)u(z)’ (@),

i€N z€B; x€eV iel, zeV

and then

- Z b (z)u(z)?p Z Z ), ().

zeV

Finally, we find

(HOu )y > 1 Z Z VU +3 3 (06) = N (o) ule) o)
> % % ((Vu, Vi) gy + A <6u, u>B)
= % 2 Hp (M, u>BZ ,

where b = bt — Nb~ and ﬁBi()\) = —Ap, + A\b. By assumption, b satisfies the mean
condition (M C(6, R)) and we can use Lemma 4.3.4. The end of the proof is the same
as in Theorem 4.3.5. We can then conclude that s(A) > 0 for all A € (0,¢) for some
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e > 0.

Now, we assume that the potential satisfies the second condition. Let us fix zq in
V and let n > 0 to be choosen later. Since b~ vanishes at infinity, there exists Ry > 0
such that b~ (z) < n for all z € By where By, := B(xo, Ro) and B =V — Bg, is
the complement of Bg,. The relation

- Z [Vu(e)*ule) + XY bt (@)u(x)*plx) — A b (@)u(z)’p(z) =

eEE zeV zeV

%[ 3 IVule) Pule) + 23 b (x) ) =AY 2b (2)xBy, (2)u (w)Qu(x)]

eckF zeV zeV

1
2

5 S V(O e) + A b (e ur) — A D20 (), <x>u<m>2u<x>]

eEE zeV zeV

implies that s(A) > 1 s(—A + A\(b" — Qb_XBRo)Z+% s(—A+ Ab* — Qb_XB%O)), where

A(N) B\
XBp, 15 the characteristic function of Bg,. Let us prove that A(\) > 0 and B(\) >0
for A > 0 and small enough.

We start with B(\). Since b”xpg, <1 and b* satisfies (M C(0, R)), we have

> (0" 2N xg )W)usly) > (6 — 2Nn) u(B(z, R)) (4.9)

yE€B(z,R)

for all z in V. If we choose n > 0 small enough, (4.9) implies that the potential
b=bt— 2Nb™x g satisfies the mean condition MC(%, R). Then, the first condition
of Theorem 4.3.6 is satisfied and we can conclude that B(\) = s(—A + A(b"T —
20" x8;, ) > 0 for all A € (0, €) for some € > 0.

Now, we show that A(A) > 0 for A > 0 and small enough. Let R > Ry + 1 so
that Br, C Br, C V. Since pu(z) > pg,, (v) for all z € V and , we have
0

1
L IVu(o)a(e) + A b (#ule)u(x) >
ecE zeV
1
B Z [Vu(e)["u(e) + A Z b¥(x MBR,( x).
GEEBR :BEBR/

Moreover, note that for all = € Bpg,, we have p(z) = HBry (x) since Ry > Ry + 1. We
also have b™ () x5g, (z) = 0 for all z € Bf . Then we can write



Finally, we find that

—Z\VU WPule) + A (b = 207X, Ju(z)*p(z)

ecE eV

> L S V0P + A T (0 - 2y, @ule Pany (0

‘0
eeB z€B
Ry R

> sp, (\) D ul@)fus, (@),

reB
Rg

where sp, (\) = info(Hp,, (\)) with Hg,, (A\) = —Ag,, + A" — 20" xB,, ). To
0 0 0 0
prove that A(A) > 0, it is then sufficient to show that s, (A) > 0 for A > 0
0
and small enough. Since the volume of the graph G = (V, E) is infinite and b"

satisfies the mean condition (MC(d, R)), we can choose Ry large enough such that
ZzeBR, (bt — 2b_XBR())(x)MBR6<x) > §. Mimeting the proof of Lemma 4.3.4 wa can

conclude that sB,, (A) > 0 for all A > 0 and small enough.
0

To sum up, we have shown that A(A) > 0 and B(\) > 0 for all A > 0 and small
enough. We can then conclude that s(A) > $A(X) + 3B(A) > 0 for all A > 0 and
small enough. ]

Note that when G = Z<¢, Theorem 4.3.6 remains valid without assuming that the
negative part of the potential b~ vanishes at infinity. Indeed, in that case, the graph
is very regular and we can be more precise in the covering of the space.See [Ak| for
details.

3.4 Necessity of the mean condition.

In this section, we study the reverse ot Theorems 4.3.5 and 4.3.6. We have al-
ready seen that s(—A) could be strictly positive for some graphs and then the mean
condition (MC(6, R)) is of course not necessary for s(—A + b) > 0 in the general
case. However, the question is relevant for those graphs which satisfy s(—A) = 0.
We recall that for any subset S of V, we note 6S = {e = (z,y),z € S,y eV -5}

and p(d9) Z (e N)) = Z p(y). The Cheeger’s constant of G
ecoS y€B(z,N)
J
is h := inf #(05) Then we have s(—A) = 0 if and only if A = 0. This is well-
scv u(S)

known is the unweighted case (see |DK]) and one can generalize it to weighted
graphs. For example, any graph with sub-exponential growth (that is such that
liminf,_, ;o (1(B(z0,7)))"/" = 1) satisfies s(—A) = 0.

We do not have an answer for the general case of graphs which satisfy s(—A) =
h = 0. However, we can show that the mean condition (M C/(9, R)) is necessary when
the graph satisfies the following growth condition (GC') (which is stronger than the
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condition h = 0).
¢ MOB(z, N))

Inf B N) =0forallz eV (GC)

Theorem 4.3.7. Assume that G satisfies (GC) and (UBD).Assume that the poten-
tial b =b" — b~ is bounded.

If s(A\) > 0 for some X\ > 0, then the positive part b™ of the potential satisfies the
mean condition (MC(0, R)) for some § > 0.

Proof. Let us assume that b™ does not satisfy the mean condition (MC(4, R)). We
need to show that s(—A 4+ Ab) < 0 for all A > 0. However, since s(—A + \b) <
s(—A 4+ \b1), we can suppose that the potential b is non-negative and then assume
that b does not satisfy the mean condition (M C(d, R)).

Then, for all € > 0, for all N in N — {0}, there exists xy € V such that

> bWuBEym () < eu(Blzy, N)).

yEB(xN,N)

Let Xn = XB(zy,n) be the characteristic function of B(zy, N). Since fip,,n(x) =
p(z) for all x € B(xy, N — 1), we have

(HOxw oy = 5 S IV @Pue) 44 Y buty)

eeR yE€B(zN,N)

1

=5 2. IVxw@Pue+r D> bu)use.m )
e€B(xn,N+1) yeB(zn,N)

+ A > (1Y) = 1B (¥))b(Y)

yeB(zn.N)~B(zy N-1)

Y. IVxw(©)Pule) + Aeu(Bay, N))

e€B(zn,N+1)

+ Al[b] oo > (1Y) = BEy.N)(Y))-

yEB(xN,N)—B(xN,N—l)

<

DO | —

For the last term, we have

> (1Y) = 1B@xn) (1Y) = > O = D )

y€B(zN,N)—B(zn,N-1) ye€B(zN,N)—-B(zn,N-1) 2~y zy
z€B(xzp,N)

- 2. 2. My

yEB(erN)fB(vaNfl) Y
z€V—B(zpn,N)

= Y (o) = n(dB(ax, V).

e€éB(zn,N)
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and we obtain for the first term

> IVaw(elPule) = > ple) = u(6B(xy, N))

e€B(zn,N+1) ecéB(zn,N)
Finally, since [|xn|[} = X epry.n #(2) = p(B(zy, N)), we obtain

p(0B(ex, N)) | Aep(B(ey, N)) | p(0B(xn, N))
p(B(xn,N)) — p(Blzn, N)) w(B(zy, N))
p(0B(xy, N))
p(B(zn, N)) -

s(A) <

<Xe+(1+X)

o . . 0B(zn,N
Now the growth condition (GC) implies that W N 0 and then then we

have s(A) < (14 A)e for N large enough. Since this relation is true for all € > 0, we
finally find that s(\) < 0 and the result follows.
[l

Proposition 4.3.8. If the graph G has sub-exponential growth, then G satisfies the
growth condition (GC').

Proof. Let us assume that G has sub-exponential growth, i.e limgnfu(B(a:, YT =1

for any © € V. If G does not satisfy the growth condition (GC), then there exist

a > 0 and x € V such that % >« for all N € N. Let By = B(z, N). We have

1(0Bn) > ap(By) > ap(By—1) for all N > 1.

But 1(0Bx) = Yoy, (1(0) 15y (@) < Sy, 1(2) = 1(Br)—p(Byv-1).
Therefore p(By) — pu(Bn-1) > au(Bn_1), that is

u(By) = (1+ a)u(By-1).
Tterating this relation yields u(By) > (1 + )™ u(By) and then

liminf u(By)YY > 14 a > 1.
N——+4o00

This is impossible since the graph has sub-exponential growth. ]

For example, the unweighted graph Z? has polynomial growth and thus satisfies
this property.

4 The spectral functions for bipartite graphs

In this section, we consider bipartite graphs and we show how we can use the
results established for the bottom of the spectrum s(\) to obtain similar ones on the
top of the spectrum M (X) := supo(H(M)).
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We recall that a graph G = (V, E) is bipartite if V. = Vo U V; with VpnV; =0
and (z,y) € E = (zr€Vyandy €V or z € V] and y € V). We have the following
property.

Proposition 4.4.1. The following assertions are equivalent.
1. The graph G = (V, E) is bipartite.
2. There exists a verter xo € V such that v ~y = |d(xo, z) — d(xo,y)| = 1.

3. The graph G = (V, E) contains no odd-length cycles.

Proof. 1. = 2. Since G = (V, E) is bipartite, we can write V = VoUV; with VoNV; = ()
and (z,y) e E=x € Vyand y € V] or z € V] and y € V{. Let us choose z( to be any
point in Vj. Let x,y € V such that z ~ y. We can assume that x € V[, and y € V.
Then, we have d(xg,x) is an even number and d(xg,y) is an odd number. Then
|d(xg, ) — d(xg,y)| is an odd number. But x ~ y implies that |d(xq, z) — d(xo,y)| €
{0,1} and then |d(zo,z) — d(x0,y)| = 1.

2. = 1. Let xy be as in 2.. We define Vj := {z € V,d(x¢, ) is even,} and V; :=
{z € V,d(xo,x) is odd}. Tt is clear that V =V, UV; and Vo NV, = 0. Let x,y € 4.
Then, there exists p, ¢ € N such that d(xg,z) = 2p and d(x,y) = 2¢. Let us assume
that © ~ y. By assumption, we have |d(xg,x) — d(xo,y)| = 1 and then [2p — 2¢q| =1
which is impossible. Choosing z,y € V; leads to the same contradiction. Then, the
graph G is bipartite.

1. < 3. This is well known fact. m

The following proposition and the operator U introduced in its proof are the keys
of all the results of this section. This proposition appears in [KS| or in [DHKS| in the
case of the discrete Schrodinger operator in Z¢ (which is bipartite).

Proposition 4.4.2. Let G be a bipartite weighted graph. We have for all A > 0
M(=A+Xb) =2 —s(—A = \b). (4.10)
In particular, we have M(—A) = 2 — s(—A) and then M(—A) = 2 if and only if

s(—A) =0.

Proof. Fix an origin x¢ and set |z| := d(z¢,x) for x € V. For ¢ in *(V), we de-
fine the unitary operator U on (*(V) by U¢(x) = (—1)*l¢(x). Since G is bipartite,
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Proposition 4.4.1 implies that (—1)¥ = (=1)"*+! for z ~ y. Then, we have

U(-A)Ud(x) = U | (—1)* é(z) - ﬁ S (=DM Gy
I I (el

1
=U (—1)‘3”'((/5@) + m Zﬁb(y)ﬂw)

Y~z

1 |
=00} + oy > 0 ey = 26(x) — (d() — o) > (Y pay)-

Therefore, we have U(—A)U = 21 + A. Moreover, it is clear that UbU = b and
then U(=A+X0)U = 21 + A+ b = 2] — (—A — \b). Since U is unitary, this equality
clearly implies relation (4.10). O

4.1 The top of the spectrum for bipartite graphs

Using relation (4.10) from Proposition 4.4.2, one can easily deduce from Theo-
rem 4.3.6 and Theorem 4.3.7 the following result for M ().

Theorem 4.4.3. Let G be a bipartite weighted graph. Assume that G satisfies (GC),
(UBD) and (UBE(R)) for some R > 0. Let b="b" — b~ be a bounded potential such
that b™ vanishes at infinity. Then, the following assertions are equivalent.

(1) M(X) <2 forall X € (0,€), for some € > 0.

(2) the negative part b~ of the potential satisfies (MC(6, R)) for some 6 > 0.

In particular, if b= —b" is a negative potential then, the following assertions are

equivalent.

(1) M(X) <2 for all X > 0.

(2") b~ satisfies (MC(d, R)) for some 6 > 0.

Another consequence of Theorem 4.3.6 is that the condition (M C(0, R)) assures
that the operator H(\) has spectrum over 2.

Theorem 4.4.4. Let G be a bipartite weighted graph. Assume that G satisfies (GC),
(UBD) and (UBE(R)) for some R > 0. Let b=b" — b~ be a potential such that b~
vanishes at infinity.

If the potential b* satisfies (MC(0, R)) for some § > 0, then M(\) > 2 for all
A>0.

Proof. Since the potential b satisfies the assumptions of Theorem 4.3.6, there exists
e > 0 such that s(\) > 0 for all A € (0,¢€). Moreover, the condition (GC') implies
that s(0) = 0. Now, using the fact that s(\) is a concave function as the infimum
of affine functions, we conclude that s(A) < 0 for all A < 0. The result follows from
relation (4.10) : M(\) =2 — s(—\) > 2 for all A > 0. O

Let us summarize our results in the following section.
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4.2 The spectral functions for bipartite graphs

In this section, we describe the behaviour of the spectral functions s(\) := s(—A+
Ab) and M(X) := M(—A + \b). We will assume that the graph G is bipartite and
satisfies (GC), (UBD) and (UBE(R)) for some R > 0, since we have found necessary
and sufficient conditions in that case. Fisrt, we recall some well known facts.

1. The growth condition (GC) implies that s(0) = 0 and then M(0) = 2 using
relation (4.10).

2. s()\) is a concave function as the infimum of affine functions and M()\) is a
convex function as the supremum of affine functions.

3. IfbT # 0, then M(\) — +oc and if b~ # 0, then s(\) — —o0.

A——+o00 A——+o00

When the potential b is non-negative, M (X) and s(\) are increasing functions.
Indeed, in that case, we have M(0) = 2 and M(\) > 2 for all A > 0 and s(0) = 0
and s(\) > 0 for all A > 0. Then by convexity, they are increasing functions. When b
may change sign, our results stand for potentials b for which b~ vanishes at infinity.
Figure 4.1 below illustrates our Theorems.

[b>0 | bsatisfies(MC(0,R)) | b doesn’t satisfy(MC(5, R)) |

M)
M)

s(h)

A s(M)=0 2

b="0b"—b"and | bT satisfies(MC(d, R)) | b" doesn’t satisfy(MC(d, R))
b- — 0

M)
MY

) s

FIGURE 4.1 — The spectral functions.
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4.3 The absence of bound states for recurrent bipartite graphs

In this section, we prove Theorem 4.1.2 which states that on recurrent bipartite
graphs, the only Schrodinger operator which satisfies o(H) C [0, 2] is the Laplacian
H = —A. This result is due to Damanik et al. in [DHKS] when G = (Z4) for d = 1 or
d = 2 (a different proof is provided in [Ak]. Theorem 4.1.2 generalizes this result since
it is well-known that the graph Z¢ is recurrent if and only if d < 2 (see [Wo|). The
key point in the proofs in [DHKS| and [Ak] is the existence of sequences ¢, € (*(Z?)
such that ¢,(n) e 1 for all n € Z¢ and (—Ad,, ¢,) e 0. In dimensions one

and two, one can provide explicit sequences with these properties (see Proposition
4.3 and 4.4 in [DHKS]). A similar property stands for recurrent graphs as stated in
Proposition 4.4.5. We say that the weighted graph (G, p) is recurrent if the random
walk (or the Markov chain) on (G, p) is recurrent (see [Wo| for details and Definition
1.14 in particular). The following proposition is a direct consequence of Theorem 2.12
in [Wol.

Proposition 4.4.5. Let G = (V, E, ) be a bipartite weighted graph. We assume that
G is recurrent. Then, there exists a sequence of functions (¢p)pen n (2(V') such that
bp(T) - 1 for allz €V,

p——+00

(Vop, V) i IH—JF;O 0.

(4.11)

Note that when the weighted graph G = (V, E, ) is bipartite and recurrent, we
have s(—A) = 0 and then M(—A) = 2 according to Proposition 4.4.2. Following
an idea from [KS| (Proposition 10.10), the next proposition shows how we can find
spectrum outside [0, 2].

Proposition 4.4.6. Let (G, ) be a bipartite weighted graph. We assume that G is
recurrent and let (¢,)pen be a sequence satisfying (4.11) as in Proposition 4.4.5.

Let A(¢p) := (bdp, ¢p) = Z b<x>¢p(x)2ﬂ($>- We have

zeV
1. If limjan((ﬁp) <0, then H has spectrum in (—o0,0).
p—too

2. If limsupA(¢,) > 0, then H has spectrum in (2, +00).

p——+00

Proof. We have

(Hp, ¢p) = Vo, Vo) + (b, dp) = (Vp, V) + A(p).

If lim infA(¢,) < 0, then there exist € > 0 and py > 0 such that for all p > py, A(¢,)

p—-+00

IN

—e. Since (¢p)pen satisfies (4.11), then there exists p; > 0 such that for all p

€ — 1 <H¢ 7¢> > € _ €
P, {Vp, Vy) < 5. For ¢ = max(py, pr), we obtain “piet < spfp — Hrip

v
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QHMP < 0. The min-max principle implies that s(H) < 0 and then that H has
spectrum in (—oo,0).
Using the unitary operator U on £2(V) given by U¢(z) = (—1)1*l¢(x) and the same

reasonment as above, we find that H has spectrum in (2, +-00) if lim supA(¢,) > 0. O
p—Foo

Theorem 4.4.7. Let (G,p) be a bipartite weighted graph. We assume that G is
recurrent. Let b # 0 be a non-trivial potential.
If s(H) > 0, then M(H) > 2.

Proof. Let (¢,)pen satisfy (4.11) as in Proposition 4.4.5. The assumption s(H) > 0
means that H has no spectrum in (—oo, 0). Using Proposition 4.4.6, we conclude that
hmian(%) > 0 which implies that lim supA(¢,) > 0.

p—too

If limsupA(¢,) > 0, we use the second assertion of Proposition 4.4.6 and we
p—+oo

conclude that H has spectrum in (2, 400) and then M(H) > 2.
If limsupA(¢,) = 0, then limlan(ngp) = 0 and h{rn A(¢p,) exists and equals
p——+o00 p—T00

p—-+oo
zero. We will now prove that this situation cannot happen. Let us then suppose that

lim A(¢,) = 0.

p—+oo
Since b is bounded, we can define the bilinear form h on ¢*(V') associated with
H. For u,v € *(V), h(u,v) = (Vu, Vo) z + (bu,v), . Since (¢,)pen satisfies pro-
perty (4.11) and 1131 A(g,) = 1iIJIl (bo,, ¢p) = 0, we have
p——+o0 p——+00

Wby, ¢p) —

p~+m

Now, the fact that s(H) > 0 assures that the bilinear form h is non-negative.
Hence, by Cauchy-Schwarz inequality

|h(¢pav)’2 < W@y, Pp)h(v,v) — 0,

p—too
for all v € £2(V).

In particular, we have

h(¢p,v) = (Vop,, V) + (bdp,v),, — 0. (4.12)

p—too

But, using Cauchy-Schwarz inequality again and (4.11), we find that

(Y, Vo) < (Ve V) (Vv, Vo) — 0. (4.13)

p—too

We deduce from (4.12) and (4.13) that for all v € £*(V), we have

(b, v) = > b(x)dp(x)v(x)p(x) — 0.

p—+00
zeV
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But, since ¢,(y) - 1 for all y € V, we cannot have (bg,,v) - 0 for all
p——+o00 p——+00

ve (V). O

5 Asymptotic behavior of the spectral function

Let G be a weighted graph on which we make no particular assumptions. For a
non-negative potential b, we consider the Schrédinger operator H(A) = —A + Ab and
we note s(A) the bottom of its spectrum. The spectral function s(\) is a concave

non-negative function and then it is non-decreasing. Therefore, s(o0) := )\lim s(A)
—+00

exists in Ry U {+o0}. The aim of this section is to study this limit.

The following Proposition establishes when the limit s(oco) is finite.

Proposition 4.5.1. We have s(c0) := /\lim s(A) < 400 if and only if in‘f/ b(x) = 0.
—400 z€

Proof. First, we assume that in‘f/ b(z) = 0. Let A > 0 and € > 0. Since in‘f/ b(x) =0,
xe s

there exists g € V such that Ab(zy) < e. Let uy, € (*(V) such that u,,(z) = 0y u,-
We have

<H(>‘)uwoﬂ ul‘0>v = <vumo’ VUIO>E+)‘ <bu$07 ng)\/ = /t(l’0)+)\b($o)u(l‘o) < u($0)<1—|—6).

But (g, Ugy)y = p(z0) and then s(A\) < 14 . Since this relation is true for all A > 0
and for all € > 0, we obtain s(c0) <1 < 400.

Now, we assume that in‘f/ b(x) = B > 0, then it is clear that s(A) > A\ T
e —400

+o00. U

When s(00) is finite, we are interested in its value. To this aim, we need some
preliminary result. For a subset 2 of V| not necessarily connected, Proposition 4.5.2
establishes a Green type formula for the Dirichlet Laplacian —AL. See Section 2 for
definitions and notations.

Proposition 4.5.2. For all u : Q* — R, we define @ : Q* — R such that u(z) = u(z)
for x € Q and u(x) =0 for x € 6Q. We have for all u,v : Q* — R

<VQ*U7 VQ*U>E;Z* = <1~L7 _A£7~J>Q* - Z Z u<y)v(‘r)ﬂmy+ Z Z u(x) (U(x)_v(y»,umy‘

€I y~x €6 Yy~
yeQ yeQ*

Proof. We have seen in the preliminary section that dg.dg- = —Agq«. Using this
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relation, we obtain

(Varu, Varv) g, = (0, =Aarv)g. = Y ul) Y (0(2) = 0(y))pay

reN* Y~
yeQ*
= E E ,ny“‘ E E U(y))ﬂxy'
e Y~z x€eH) Y~T
yEN* yeQ*

By definition on @, we have

> ule) Y (w(@) =)y =Y ul@) Y (0(x) = 0Y))pay — ) ulz) D 0()hay-

zeN Yy~ €N yeQ* y~x €N yEIQ,y~x
yeQ* N J/ (.

Since © is in the domain of —AL, we can use this operator to compute (1). Indeed, by
definition, we have S (3(2) — 5(y))ptay = i (2)(~AT)(z) = pioe (2)(~ALD) )

yeQ* y~w

for z € Q and (—=AL7)(z) = 0 for z € §Q. Then, we obtain

(1) = > u(@)(~A80)(@)pa- (x) = (@, —AFT),.

e
and
@ =2 ul@) >, oW =23, Y u@r@ue =3, ) um)o@a,
z€eQ yEIQ, Yy~ YyEIQ xEQ,x~y €N YeQ,y~e
The result follows putting all these terms together. ]

Before we give the result, we recall that for a non-empty subset S of V, the
Laplacian with Dirichlet boundary condition —AZ is defined in Section 2. Moreover,
the bottom of the spectrum of —AZL is given by the Min-Max principle as

—AGf, f)

ALy = g ZASR D

A= (f: g
f~ (DBC)

In the following sections, we prove that s(oco) is related to s(—AZL) for a certain
domain S where the potential b in small in a sense. For example, when b is null on a
domain 2 and bounded from below on Z — €, we will see that s(co) = s(—AL). We
treat this particular case in the following section.

5.1 A particular case

In the continuous case, W. Arendt and C. Batty show in [AB2]| that for a non-
negative potential V which satisfies lim inf V(z) > 0, s(c0) equals the bottom of the

|z|—o0
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spectrum of the Dirichlet Laplacian on the domain where V is null. They show and
use the existence of principal eigenvalues and eigenvectors of the Schrédingeroperator
for large values of .

In the graph setting, our proof is different but we manage to show a similar result
using the formula proved in the previous section.

Theorem 4.5.3. Let b be a non-negative potential such that b = 0 on a non-empty
set Qandb> (>0 onV — Q. Then we have

s(00) := lim s(\) = s(—AE).

A——+o00

Proof. We first show that s(c0) < s(—Af). Let n € N—{0}. By definition of s(—=AL),
there exists u, € (*(Q*), with ||u,||3. = 1, such that u,(z) = 0 for all z € 6Q and
(—Afun, tun)g. < s(—=AfJ) + L. Let us define 4, € (*(V) by tn(z) = un(x) for
all z € Q° and 4,(x) = 0 for all z € V — Q*. By definition of —Af, we have
(=i, )y, = (—AFtUn, ). < 5(—AF) + L. Then, we have

(H(N)ii, Gn)y = (=D, )y + A (b, i)y,
= (= A8un, ) + A Z@an(x)m(@ +A D b(a) (o) p()

€ -0 zeV-Q -0

1

Since this relation is true for all A > 0 and for all n > 1, we obtain s(oo) < s(—AB).
Now, we show that s(0co) > s(—AL). To this aim, we introduce the following sets,
for n > 0 to be choosen later.

Ay = {u e CWVip), lullv =1, Y w@)u(r) > 772} :

zeV -0

zeV-Q

B, = {u €V, ), |Jullv =1, Z u(z)’p(x) < 772} J
so that
An U Bn = {U € 62(‘/7#)7 ||u||V = 1} :

This relation clearly implies that

s(A) = inf (H(MNu,u) = min( inf (H(MNw,u), inf (H(N)u,u)).

ul[=1,u€e(Vips) ued, ueB,

We can then study each case separately.

Let us first treat the case where u is in A,. Since the potential b is non-negative
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and uniformly bounded from below by 7 on V — €, we have

(HNu,u)y, = (Vu, Vu) g + A (bu,u)y, > A (bu,u),, = )\Z b(x)u(z)? ()

zeV

>N Y b@u)ul) = A8 Y ) > AGn.

zeV—-Q zeV—-Q

Since this relation is true for all u € A,, we have for all A > 0

inf (H(N)u,u)y > A3 (4.14)

u€Ay

Let us now assume that u is in B,. Since the potential b is non-negative and
Eq+« C E, we have

(H(Nu, u)y = (Vu, Vu) g + A (bu, u)y > (Vu, Vu) g = (Vou, Vo)

Now, we use the formula established in Proposition 4.5.2

(Voru, Vo) g = (4, — 0= D Y u)o(@) eyt Y D ulw 0(Y)) tay

€6 y~x €6 y~x
yeQ yeN*

where @ is defined in Proposition 4.5.2. For v = u, we find

Vol g = (@ =AGE) .+ 3 D u(@)=_ Y 2uly)ul@)pe = D uly
TENQ Yy~ €I y~x €I y~x
yen* yeN yESQ

and ignoring the second term which is non-negative, we obtain

(H(Nu, u)y, > <11, _Aga>g* - Z Z 2u(y)u(z) oy — Z Z ) fhay-

€I YyeQ,y~x TEIQ YyeESQ, Yy~
Since @ is in the domain of —AL, the first term satisfies
(G, —AGT)

s(=Ag)llalge > s(=Ag) (1 —n?). (4)

Q*_

Indeed, since pqg«(x) = p(x) for all x € Q and w is in B,, we have

i3 = 3 () e (@) = 3 u@)par (0) = 3 ula)ulz) 2 1 -

|2l
zeN* e e

u(z)?

Moreover, we can estimate the second term using the relation 2u(z)u(y) < +

au(y)?, valid for all a > 0. We obtain

DS TU TR Sl S Sl o

€6 yeQ,y~ax TEIN YyeQ Yy~ €6 yeQ,y~ax
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But we have > ., Hay < p(2), and then

Y Y 2 -

YT ),

€N YyeQy~x €N yeEQ €6, z~vy
1
>—— > ul@)u(@) =) uy)uy)
zeV-Q yeQ

Now, using the fact that u € B, and Y _qu(y)*u(y) < >0, cp w(y)*uly) = 1, we

finally find
2

—Z Z 2u(y uxy>—%—a (i1)

€0 yeQ,y~x

For the last term, the same technic with o = 1 leads to the relation

=Y u@)u@) ey = -0’ (iid)

€N yeoQ,y~x

Putting together relations (i), (¢¢) and (i7i), we find for all & > 0 and all v in B,

(HOu )y > s(-00)(1 — ) =T o,
Now, if we choose a = 1, we obtain for all A > 0

inf (H(\)u,u)y, > s(—AF) — 20— n*(1 + s(—AF)). (4.15)

u€ By,

Now, we fix an € > 0 and we show that there exists A, such that for all A\ > A,
we have s(\) > s(—AL) — e. This will prove that s(oo) := Jim s(\) > s(—AR).
——400

For n = n. small enough, relation (4.15) becomes for all A > 0

inf (H(A)u,u)y, > s(—AD) —

u€ By,

We fix such an 7. and we return to relation (4.14) : 11}4f (H(N)u,u),, > A\3n? — =

MNe

+00. Therefore, there exists A\, > 0 such that for all A > )., we have

—400

inf (H(\)u,u), > s(—A) —

ueA”e

Finally, for all A > A, we have

s(A) == \|3L\r\l£1 (H(N)u,u) = min(uier}éxf (H(N)u,u) ,uier}gf (HNu,u)) > s(=Af) —e.
uel2(V,p) ‘ b

This relation proves that s(co) > s(—AL) and completes the proof.
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5.2 The general case

Now, we deal with the general case.

Theorem 4.5.4. Let b be a non-negative potential such that in‘f/ b(x) = 0. Forn €
Te
N, we define the set Q, := {z € V, b(z) < 1}. Then the sequence (s(—AF ))n>1 is

n

convergent and we have

s(00) := lim s(\) = lim s(—A] ).

A——+00 n—00

Proof. We will write sq, for s(—A§ ). First, we prove that the sequence (sq,),>1 is
convergent. It is clear that €, C €2, for m > n and then the min-max principle implies
that sq, > sq, for m > n. Therefore, the sequence (sq, ),>1 is increasing. Moreover,
for any non-empty subset S C V, we have s(—AZ%) < 1. Indeed, for y € S, if we define
uy(2) = d,y, we have, (=Afuy,uy) = 3 o Uy (2) (X ona(Uy () — uy(2))) =
> ieseamn L = pis+(x) = ||uy|[% which shows that s(—Ag) < 1. The assumption
;g‘f; b(x) = 0 implies that €, # 0 and then sqg, < 1 for all n > 1. The sequence

(sq, )n>1 is bounded and increasing then it is convergent.
Let us show that s(oco) > lim sq,. We define the potential b, by b,(z) = 0 if

z € Q, and b,(z) = b(z) > + if v & Q,. We note H,()\) the Schrédinger operator
with the non-negative potential b, and s,(c0) := Alim s(Hp(\)). Since b, satisfies
— 400

the assumptions of Theorem 4.5.3 with 3 = 1, we can conclude that s,(c0) = sq, .
Moreover, by construction, we have H(\) > H, () and then s(\) > s(H,())) for all
A > 0. Since the limit when X\ goes to +oo is finite for both sides of this inequality,
we have s(00) > s,(00) = sq, for all n > 1. Taking the limit when n goes to infinity,
we finally obtain s(o0) > lim sq,,.

n—oo

Let us now prove that s(oco) < lim sq,. Let € > 0 and A > 0 be fixed. There

exists ng > 1 such that % < 5. Let us consider the set 2,,,. By definition of Sy »
we can find a function wu,, € 2(€0, ), With |[un,[|§. = 1, such that wu,,(x) = 0 for
no

all z € 99, and <_A£n0uno7“no>m < 5(Qy,) + 5. Let us define the function iy,

ng
on (2(V)) by iy (@) = tn,(x) for all z € QF and dy,,(z) = 0 for all z € V — Q7 . By
definition of —Ag , we have (=Ady, lng)y = (=Atng, Uny ). < 5a,, + 5 Then,

we have

(H(N)lng, Ung )y = (—Alng, Ung )y + A (Blig, Ung )y
_ D 2
- <_AQn0un07uno>Q* + A Z b(l’) uno(I> /L(ZL’)

xGQnO S l/no

A b(@) ding ()° ()
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Moreover, we have the relation > _q Ouno(x)Q,u(x) = D peas Ung(¥)’pioy (7) =
n no n

[t
we obtain

?2% since pqy (#) = p(z) for z € Oy, and uy,(z) = 0 for x € 08,,. Hence,

o € A
(H Ny o)y < 862, + 5+ It

In particular, we have s(A\) < sq, + € and using the fact that the sequence (sq, )n>1

is increasing, we obtain s(\) < sq, + € < lim sg, + €. Since this relation is true for
n—oo

all e >0 and A\ > 0, we find

2
Q;‘lo S SQno + €.

s(00) < lim sq,,.

Thus, we have
s(00) = lim sg, = lim s(—Ag).

n—oo n—oo

5.3 An application to certain Jacobi matrices

In this section, we study the particular case of the unweighted 2-regular graph
GG = Z and give the exact value of s(co) in that case. The laplacian —A is acting on
(*(Z) and can be represented by the following infinite tridiagonal matrix which is a
particular Jacobi matrix.

In the following, we will forget the factor % since it is not relevant for the study of the
spectrum. In the same way, we can represent the Schrodinger operator H := —A +b
with a potential b: Z — R as the Jacobi matrix acting on (*(7Z).

24+by -1 0
1 240h

0 -1 249,
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For any connected subset Q = {ng,no+1,...,n0+p — 1} of Z of lenght p, we
can represent the Laplacian with Dirichlet boundary condition —AZ by the following
matrix of size p.

It is well known that o(—AD) = {,uk =2 —2cos( +1) = lein2(2(1’;_7£1))}lC (see [St]
=1...p

or [IK]). In particular, the smallest eigenvalue is s, := u; = 4sin2(m) and it is
decreasing when the size p of the matrix increases. To establish our results, we will
need the following well known fact (see [Mo]).

Proposition 4.5.5. Let G be an infinite graph and (G;)ien be the connected com-
ponents of G : G = |JG;. Fach of the components G; may be finite or infinite.

iEN
Then
o(—Ag Ua —Ag,) and o,(—Ag) = Uap —-Ag,),
€N €N
where o, is the set of eigenvalues. In particular, we have s(—Ag) = in£(5(_AGi))-
1€

The same results holds for the Laplacian with Dirichlet boundary conditions.
We prove

Theorem 4.5.6. Let b = (b,)nez be a non-negative potential such that b = 0 on a
non-empty set Q@ C Z and b > 3 > 0 on Z — Q. Let (£;); € N be the connected
components of Q : Q = |J Q. Let p; = #Q; and p = sup(p;)-
i ieN
If p = +o0, then s(og)N: 0.
If p < 400, then s(00) = s, = 4sin®(
chlet Laplacian of size p.

ﬁ) the smallest eigenvalue of the Diri-

Proof. Without a loss of generality, we can suppose that the sequence (p;);en is in-
creasing (we can reorder the ; if needed).
If p = 400, then (pz)leN is not bounded and goes to infinity. Let u; = xq,. We have

|2 = p; and then Wupw) — (SAww) 2 () Thig shows that s(\) = 0 for
[fi] pi Pi pi—too

all A > 0 and then s(c0) = 0.
If p < 400, the sequence (p;);en is an increasing and bounded sequence of integers.

|

Then (p;)ien converges to p = sup(p;) and there exists a rank i such that p; = p for
ieN

all i > ig. Using that fact along with the formula s, = s(—AD) = 4sin(; o))

see that the sequence (s,,)ien is first decreasing then stays constant and equal to s,,.

we

Finally, Proposition 4.5.5 assures that s(—AL) = inl\fl(spi) = Sp.
1€
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Now, Theorem 4.5.3 implies that s(cc) = s(—Af) = s, = 4sin2(m).

In the general case, we prove

Theorem 4.5.7. Let b = (by)nez be a non-negative potential such that mfb = 0.
For p > 1 we note Int(p) the set of all intervals of Z of lenght p and for ] 6 Int(p)

we consider the sum oy, = Zigp b;. Let p* := sup ¢ p| ; ilnf( )qu =0
pEInt(p

If p* = +o0, then s(oco) = 0.

If p* < 400, then s(c0) = sp« = 4Sin2(2(pf+l)) the smallest eigenvalue of the

Dirichlet Laplacian of size p*.

Proof. Let Q,, := {k €L, b, < %} Let (£2,,1)ien be the connected components of €,
= U Qi and py,; := #(2,,,;). Without a loss of generality, we can suppose that the
€N
sequence (py.;)ien is increasing (we can reorder the Q,, ; if needed). Let p,, = sup(py.;)-
If p, = 400 for all n € N, the potential b = (b,)nez vanishes in at least one
direction. In that case, b does not satisty (M C(d, R)) for any § > 0 and R > 0 and
hence s(A\) = 0 for all A > 0 and so s(co0) = 0. Moreover, it is clear that we also have
p* = +o0.
If there exists ngy such that p,, < +o00, then for all n > ng, we have p, < p,, <

+00, since €2, C €Q,,. Moreover, the condition inf b,, = 0 implies that the sequence
neN

(Pn)nen is bounded from below by 1. Then the sequence (p,)nen is a decreasing and
bounded sequence of integers so (p,)nen converges to p’ = inlf\’](pn) and there exists
ne

a rank N such that p, = py = p’ for all n > N. Now, we use Theorem 4.5.4 and
Proposition 4.5.5 which assure that

s(00) = lim sq, = lim inf(sq, ;).
n—00 n—o00ieN
But for n > ng, the sequence of integers (p,;)ien is increasing and bounded then
we have p,; = p, for all i > ig. This implies that sq, , = s,, ., = s,, for all i > 1.
Moreover, for j < i, we have p, ; < p,;, = p, and then s, = > Sppig = Spn- We can
then conclude that inf(sq, ,,7 € N) = sq, . Now, we use the fact that p, = py = p’

for all n > N. We then have s(o00) = lim s, = S, -

It remains to show that py = p*. Note that py, < +oo implies that p* < +00. We
then have p* = max {p[ inf7 e rnt(p) qu} and we can consider the set Int(p*). Since

; i}lf( )ap* = 0, for all n € N, we can find an interval I,-,, of length p* such that
p+ €Int(p*

Zz‘elp*,n b; < % In particular, for all ¢ € I, ,, we have b; < % Therefore, I, is
included in one of the connected components of €2, say €2,,; which is an interval of
length p,, ;. We then have p* < p,,; < p,, by definition of p,,. Since this relation is true
for all n € N, we have p* < py.
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For all n > N, there exists a connected component €2, ; of Q, of length p, (be-
cause p, is a maximum). Moreover, we have seen that p, = py and then Q,,; €

Int(py). We have aq,, = > o b < B2 = BX - 0. This proves that
inf  a; =0 and then p* > py.

Ielnt(pN)
Finally, py = p* and s(oc0) = sp« = 4sin2(m).
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Chapitre 5

Le bas du spectre essentiel des
opérateurs de Schrodinger sur les
graphes infinis

1 Introduction

Ce chapitre porte sur I’étude du bas du spectre essentiel des opérateurs de Schro-
dinger H = —A + b sur les graphes que nous noterons sess(H) := inf 0.4s(H). Nous
présentons la version discréte des résultats de G. Metafune et D. Pallara dans le cas
euclidien [MP] et de ceux de C. Poupaud dans le cas des variétés Riemanniennes [Po].
Ces travaux fournissent une minoration de s.ss(H) a 'aide d’une quantité dépendant
du comportement du potentiel en l'infini. De telles caractérisations permettent par
exemple d’obtenir des conditions sous lesquelles le spectre de 'opérateur de Schro-
dinger ne contient que des valeurs propres.

Tout d’abord, remarquons que la relation s.ss(H) > s(H) implique que les mi-
norations obtenues dans les chapitres 3 et 4 valent également pour le bas du spectre
essentiel. Cependant, le théoréme de Weyl, qui affirme que oes5(A + K) = 0e55(A)
avec A auto-adjoint et K compact, implique que c’est le comportement en ’infini du
potentiel qui influe sur le spectre essentiel de I'opérateur de Schrodinger H. Ainsi, la
condition de moyenne (MC(4, R)) introduite aux chapitres précédents qui porte sur
tout I'espace n’est pas forcément adaptée a ’étude du spectre essentiel.

Dans le cas euclidien, [MP| proposent une minoration de s..(—A + V') faisant
intervenir le comportement en I'infini des quantités

[{y € B(x,r): V(y) < L}, (5.1)

pour des potentiels V' positifs. Leur preuve repose sur une partition R? avec des cubes
de taille d puis de I'utilisation de I'inégalité de Poincaré LP — L? sur ces cubes. Leur
résultat leur permet de déduire par exemple un critére de discrétion du spectre de H
tH

ou encore un critére de stabilité exponentielle du semi-groupe e™** associé a H.
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Dans le cas des variétés Riemanniennes M, une généralisation est fournie par [Po],
qui nécessite cependant des hypothéses supplémentaires sur la géométrie de la variété :
- le doublement local (D(rg)) : il existe o > 0 et C; > 0 tels que pour tout

r <10/2,
|B(z,2r)| < C1[B(z,r)|. (D(ro))

- les inégalités de Sobolev-Poincaré L9 — L? sur les boules (SPI(ry)) pour q > 2

et 7o > 0 : il existe ¢ > 2, 79 > 0 et Cy > 0 tels que pour tout r < ry/2, pour tout
xr e M,

l/q 1/2
([ lwusenl) < colpnpre ([ wup) L e
B(z,r) B(z,R)

Ol Up(z,r) est la moyenne de u sur la boule B(x,r) et |B(x,r)| est le volume de
B(x,r).

D’autre part, la quantité (5.1) doit également intégrer le volume des boules. Pour
L > 0, Pauteur introduit Uensemble Ep := {x € M : V(x) < L} et les quantités

lim s |Ep, N B(x,r)|
a, = limsup ——————
|x|—4o00 |B([L‘, T)‘

pour r < r¢/2. Il montre alors le théoréme suivant.
Theorem 5.1.1. On suppose que M vérifie (D(rg)) et (SPI(rg)) et que le potentiel

V' est positif. Si pour un certain r < ro/2, il existe a € (0,1) tel que pour tout L > 0,
o, < a, alors

<a1/q—1/2 _ 1)2
Oess(_A + V) C 0120227’2 ,00 | .

B : L
On déduit de ce théoréme que si  lim ly € Blz,r) : Viy) < ]

= 0 alors, le
2l —+oo | B(x,7)]

spectre de —A + V est discret.

Nous démontrons dans la section suivante la version discréte du théoréme 5.1.1
pour les graphes pondérés. La preuve est essentiellement la méme avec quelques mo-
difications techniques spécifiques au cas des graphes. Cependant, bien que nous uti-
liserons la version discréte des inégalités de Sobolev-Poincaré L? — L2, nous n’aurons
pas besoin de la condition de doublement de volume comme dans le cas continu.
En effet, les graphes considérés dans cette thése vérifie 'hypothése (UBD(D)) (in-
troduite dans le chapitre 4) de majoration uniforme des degrés des sommets. Cette
hypothése géométrique permet alors d’obtenir le résultat.

Enfin, nous expliquons comment obtenir des améliorations de ce résultat dans le

cas particulier de I'espace Z¢ qui correspond alors a la version discréte du résultat
de [MP|.
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2 Le cas des graphes.

Nous aurons besoin des hypothéses géométriques suivantes sur le graphe. Nous
supposons que le graphe est connexe, simple et uniformément localement fini, c’est a
dire que le degré des sommets est uniformément borné. Nous avons déja introduit cette
hypothése dans le chapitre 4 sous la forme (U BD). Ici, nous spécifions la notation en
indiquant que le graphe G vérifie la condition (UBD(D)) pour une constante D > 0
si

d(xz) < D < +00, pour tout x € V. (UBD(D))

D’autre part, nous introduisons les inégalités de Sobolev-Poincaré (SPI,_»(R)) pour
un certain R > 0 et ¢ > 2 : il existe une constante C'(R) > 0 telle que pour tout
x € V et toute fonction f sur V,

(Z f(y) - fB|q/~LB(y>> < C(R(B)12 > [V(e)u(e),  (SPL(R))

yeB e€eB

ot B =B(x,R), W(B) = 3 cphn(y) et f = 5 2 en fWun(y).
La Proposition suivante donne une majoration de la norme ¢? d’une fonction
définie sur la boule a partir de 'hypothése (SPI,_2(R)).

Proposition 5.2.1. Supposons que G vérifie (SPI,—2(R)). Pour tout € > 0, pour
tout x € V, on a, en notant B = B(z, R),

2_ 1
1B < w8V [P (14 2 191y + (140 B

Preuve. L’'inégalité (SPI,_o(R)) implique

N

[ fleasy < CR)u(B) a2 [V flle2m) + || /5]l ea(s)-

D’autre part, I'inégalité de Cauchy-Schwartz donne

f5 = ﬁ > F@)usly) < p(B) (Z f(ym(y)) = 1u(B)" || fllew).

yeB yeEB
On a donc
1 11
1 fBlleas) = w(B)7 fp < p(B)s 2| flles).-
On obtient alors
11
ey < u(B)a~2 (C(R)WIV fllees) + | f|le2m)) - (5.2)

Il suffit alors d’utiliser I'inégalité (a + b)* < (1+1)a®+ (1+€)b* pour trouver le
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résultat. O

Dans le cas des graphes non pondérés, [Del2| montre que la relation (5.2) obtenue
dans la preuve précédente se déduit des inégalités de Poincaré (définies dans le cha-
pitre précédent) et d’une condition de doublement de volume (cette derniére condition
étant impliquée par la condition (UBD(D))). Cette remarque sera importante pour
le traitement du cas particulier du graphe non pondéré Z<.

Définissons a présent les quantités suivantes, utiles & la résolution du probléme.
Pour M > 0, soit Ej 'ensemble Ey := {z € V,b(z) < M}. Pour r > 0, on définit
alors la quantité

0 s = lim sup”” (Ey 0 B(z, 7))
, |z|—o00 H (B(I7T))
On dira que le potentiel b satisfait la condition (C(R,«)) pour un certain 0 < a < 1

si
apry < a pour tout M > 0. (C(R,))

On démontre alors le résultat suivant pour des potentiels positifs.

Theorem 5.2.2. Supposons que le graphe G = (V, E, ) vérifie Uhypothése (UBD(D))
pour une constante D > 0 et les inégalités de Sobolev-Poincaré (SPI,—2(R)) pour
R > 0 et ¢ > 2. On considére un potentiel b = bt positif. Si il existe 0 < o < 1 tel
que le potentiel b vérifie (C(R,«)), alors on a

(1 . al/q—l/2)2
Oess(—A +b) C NC(R)? , oo |,

ot N est une constante ne dépendant que de R et de D.

Preuve. Soit R > 0 comme dans (SPI,_s(R)) et (C(R,«)). On écrira parfois B pour
B(z, R).

L’hypothése (C(R, «)) implique qu’il existe une constante R; > 0 telle que pour
tout x vérifiant |z| > Ry, pour tout a < 5 < 1, on ait

1 (Ex 0 B(x, R)) < B (B, R)). (5.3)

On a, par définition de 'ensemble E),

S wnsly) < 55 S0 W)

yeB—FE yeB

D’autre part, en utilisant successivement I'inégalité de Holder, la relation 5.3 puis la
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Proposition 5.2.1, on obtient

> wWpsly) <u(BNEW) Y wP(y)us(y)?

yEBNE yEBNE
< BTH(B) T Y P (y)us(y))P
< g% | C(R)? (1 - %) Y IVi@Pu(e) + 1+ )Y f(y) usly)
ecB yeB

Ces deux inégalités donnent alors

> P (W)ps(y) S% D V) ()s(y)

yeB yeEB
+ 67| C(R ( )wa (e)Pule) + (1+6)Y fly)?
e€eB yeB
ou encore
M(1—=(1+6)87%9) Y w’(y)usly) <
yeB
MB2C(RY (14 ) S VAP ue) + 306 () ()
e€B yeB

On choisit & présent M = = Q/QC( D) et on pose C' = M(1 — (1 + ¢)B172/9), ce

qui fournit la relation suivante, valable pour tout x tel que |z| > R;.

CY WP ()usly) <Y [Vule)Pule) + > b (m)u’(y)us(y). (5.4)

yeB ecB yeB

On considére a présent le potentiel b suivant

VO silel <R R,
b si|z| > Ry + R.

Tl est clair que le potentiel b ainsi construit vérifie la relation (5.4) sur chaque boule
B(z, R) pour tout x € V.

Maintenant, puisque le graphe vérifie (UBD(D)), on peut utiliser le Lemme 4.3.2
énoncé dans le chapitre 4 pour recouvrir I'espace avec des boules de rayon R. Ainsi,
il existe des boules (By := B(xy, R)),cy telles que V = ,~o B et E = U~ EB,-
De plus, chaque sommet z € V' et chaque aréte e € £ appart_ient a au plus N boules.
Ainsi, en notant [, ;== {k € N, y € By} et I, := {k € N,e € By}, on a #I, < N pour
tout y € V et #1. < N pour tout e € E. Dans la suite, on notera parfois B pour
Ep

P
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Tout d’abord, on a

D CWuly) <Y Y P ()us(y). (5.5)

yeVv keN yeBy,

En effet, ona 35, v 30 cp, W )in, (Y) = 2 yev doner, W Win (y) = 20 cv v (1) u(y)
d’aprés la Proposition 4.3.3 du chapitre 4. Ainsi, en combinant la relation (5.5) et la

relation (5.4) appliquée a b, on obtient

CY wWuly) <CY | D [Vule)Pule) + D b y)u(y)us, (v)

yev keEN \e€Ep, YyEBy
<ZZ|VU (e +Zzb+ (Y)1p, (y)
c€E kel. yev kel
<N<Z|Vu (e —i—X:bJr )),
eckl yeVv

car pug, (y) < p(y) pour tout y € V et pour tout k € N.

Finalement, on a
> " |Vu(e)*ule) + > b (y puly) > ¢ > P (y)uly)
- N
eck yev yev

ce qui prouve que

inf o(—A +b) >

=l a

et donc que

¢
N

puisque b est une perturbation compacte de b. De plus, on a

inf oess(—A +b) >

¢ (-(1+ep)
N Np'“-24C(R)2(1+121)

Cette relation étant vrai pour tout o < 3 < 1 et tout € > 0, on obtient finalement

(1 _ al/q71/2)2
NC(R)?

inf oess(—A +b) >

Il est intéressant de noter qu’il est possible de majorer la constante N introduite
dans le Lemme de recouvrement 4.3.2 et utilisée dans la preuve ci-dessus. En effet,
la preuve de ce Lemme indique que N < DF*! Ainsi, on spécifier le résultat du

98



Théoréme 5.2.2 de la maniére suivante :

Oess(—A +b) C

(1 o 041/‘1_1/2)2
DRAC(R)? T ]

ou D est la constante de ’hypothése (UBD(D)).

D’autre part, on peut également étendre le Théoréme 5.2.2 a des potentiels b =
b™ — b~ de signe quelconque. En effet, comme expliqué dans la remarque 3.2.4, la
construction des opérateurs de Schréodinger pour de tels potentiels par le théoréme
KLMN implique que la partie négative du potentiel doit étre bornée : 44 > 0,6~ < A.
On aboutit alors a la généralisation triviale suivante du Théoréme 5.2.2 pour des
potentiels de signe quelconque.

(1 _ al/q71/2)2
Tess(—A +b) C DREIC(R)? — A 400 |.

Cependant, dans le cas de Z%, une amélioration est sans doute possible en s’inspirant
des méthodes du chapitre 5 en considérant une hypothése plus générale sur le potentiel
total b = 0T — b~ et non pas sur la partie positive seulement.

Enfin, comme dans [MP]| et [Po], on obtient facilement les corolaires suivants. Le
premier donne une condition de discrétion du spectre de 'opérateur de Schrédinger.

Corollary 5.2.3. Supposons que le graphe G = (V, E, ) vérifie Uhypothése (UBD(D))

pour une constante D > 0 et les inégalités de Sobolev-Poincaré (SPI1,_5(R)) pour avec
M(E]\/[ﬁB(Z‘,R)) — 0

R >0 et ¢ > 2. Supposons que le potentiel b vérifie ap p := limsup (Ble.10))

|z|—o0

pour tout M > 0. Alors on a

O-ess(_A + b) = Q)v
c’est a dire, le spectre de —A + b est constitué de valeurs propres de multiplicités
finies.

Le second montre la stabilité exponentielle du semi-groupe généré par H = —A+b
sous les hypothéses du Théoreme 5.2.2.

Corollary 5.2.4. Supposons les hypothéses du Théoréme 5.2.2. Alors, il existe § > 0
tel que
o(—=A+b) C[6,+00).

3 Le cas de Z¢

Nous pouvons adapter le Théoréme 5.2.2 dans le cas du graphe non pondéré Z4
en utilisant le théoréme 4.4 de [Del2|. Tout d’abord, Z? vu en tant que graphe non
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pondéré vérifie la propriété UBD(D) avec D = 2d, ce qui implique la propriété de
doublement de volume dans ce cas (voir [Del2]). D’autre part, il est facile d’établir les
inégalités de Poincaré sur Z¢. En effet, la connaissance de la premiére valeur propre
non nulle y; = 4dsin®*(5%) du laplacien de Neumann sur le cube Cg := C(z, R) de Z*
de coin inférieur gauche x et de coté R (voir [IK], [St]) donne I'inégalité de Poincaré
suivante. Pour R > 0 donné, il existe une constante C' telle que

If = feallz < C*RAIV £, (PI(R))

Les hypothéses du théoréme 4.4 de [Del2| sont donc vérifiées dans le cas du graphe
non pondéré Z<, ce qui permet d’obtenir les inégalités de type Sobolev-Poincaré sous
la forme suivante. Pour R > 0 donné, il existe ¢ > 2 et C' > 0 telle que pour tout
x € Z% et toute fonction f sur Z¢,

2d _
1 1ic) < RE (CRAVS By + 1 o) (SPI,_y(R))

oit Cr := O(z, R) est le cube de Z? de coin inférieur gauche z et de coté R. Notons
que les inégalités (SPI;_,(R)) ci-dessus sont une version plus faible des inégalités de
Sobolev-Poincaré (SPI, »(R)) données dans le cas des graphes pondérés. Cependant,
les inégalités (SPI; ,(R)) correspondent a la relation (5.2) obtenue dans la preuve
de la Proposition 5.2.1 et qui suffit a établir nos résultats.

Pour M > 0, soit Ej; 'ensemble Ej; = {:U € 74, b(z) < M} Pour » > 0, on
définit alors la quantité

FE
Qg = limsup’ (Ey 0 C(2, 7)) ‘

d
|z|—o00 r

On dira que le potentiel b satisfait la condition (C'(R, «)) pour un certain 0 < o < 1
si
agrym < a pour tout M > 0. (C'(R,))

Sous ces hypothéses, la méme démonstration que dans le cas des graphes permet
d’aboutir au résultat suivant.

Theorem 5.3.1. On considére un potentiel b = b positif. Si il existe 0 < o < 1 tel
que le potentiel b vérifie (C'(R,«)), alors on a

(1 _ al/q—l/z)z
Uess(_A+b) - ,—I—OO .

C?R?

La régularité du graphe Z? permet de choisir une partition de 1'espace plutot que
de le recouvrir par des boules. Ainsi, chaque point de réseau n’appartient qu’a un
seul cube C(z, R). Ce controle permet de gagner la constante % qui apparait pour
les graphes.
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Résumé

Cette thése traite de la théorie spectrale des opérateurs de Schrodinger discrets
H()\) :== —A + b sur Z% et plus généralement sur des graphes pondérés infinis. Plus
précisément, nous étudions le comportement des fonctions spectrales qui représentent
les bornes du spectre de ces opérateurs. Un des principaux résultats est ’obtention
d’une condition nécessaire et suffisante sur le potentiel b pour que le bas du spectre
soit strictement positif. L’étude du haut du spectre est également considérée.

Nous étudions tout d’abord ces questions pour les opérateurs de Schrodinger dis-
crets sur Z?. La régularité de cet espace permet alors d’obtenir des résultats spéci-
fiques dans ce cas particulier. Nous généralisons ensuite nos travaux au cas des graphes
infinis pondérés. Les techniques développées dans ce cadre nous permettent également
d’étudier le comportement asymptotique du bas du spectre pour les grandes valeurs
de \.

Mot-clefs: Opérateurs de Schrédinger, Spectre, Bornes, Fonctions spectrales,
Graphes

Abstract

This thesis deals with the spectral theory of discrete Schrédinger operators H(\) :=
—A + b on Z* and more generally on infinite weighted graphs. Precisely, we study
the behavior of the spectral functions which represent the spectral bounds of these
operators. One of the main results is the obtention of a necessary and sufficient
condition on the potential b such that the bottom of the spectrum is stricly positive.
The study of the top of the spectrum is also treated.

We first study these questions for discrete Schrédinger operators on Z9. The re-
gularity of this space provides specific results in this particular case. Then we extend
our work to the case of infinite weighted graphs. Moreover, the technics developed
in this framework allow us to study the asymptotic behavior of the bottom of the
spectrum for large values of .

Keywords: Schrédinger operators, Spectrum, Bounds, Spectral functions, Graphs



