UNIVERSITE | BIBLIOTHEQUES
DE LORRAINE | UNIVERSITAIRES

AVERTISSEMENT

Ce document est le fruit d'un long travail approuvé par le jury de
soutenance et mis a disposition de Il'ensemble de la
communauté universitaire élargie.

Il est soumis a la propriété intellectuelle de l'auteur. Ceci
implique une obligation de citation et de référencement lors de
I'utilisation de ce document.

D'autre part, toute contrefacon, plagiat, reproduction illicite
encourt une poursuite pénale.

Contact bibliothéque : ddoc-theses-contact@univ-lorraine.fr
(Cette adresse ne permet pas de contacter les auteurs)

LIENS

Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 122. 4

Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 335.2- L 335.10
http://www.cfcopies.com/V2/leg/leg droi.php
http://www.culture.gouv.fr/culture/infos-pratiques/droits/protection.htm




D 1.

|/
A1V :Unwerswté de Carthage I I I [

Ecole doctorale IAEM Lorraine

ezt (AN @

Département de formation doctorale en automatique

Université de Lorraine — UFR Sciences et Technologies

Commandes non linéaires sous

contraintes pour les Robots Paralleles
a Cables

These

préparée a I’Université de Lorraine

présentée et soutenue publiquement le 2 décembre 2022

pour 'obtention du

Doctorat de I’Université de Lorraine

(spécialité Automatique, Traitement de Signal et des Images, Génie Informatique)

et
Doctorat de I’Ecole Polytechnique de Tunisie

(spécialité Mathématiques Appliquées)
par

Imed JABBARI
Composition du jury

Président : Rachid OUTBIB Professeur, Université d’Aix-Marseille

Rapporteurs : Rachid OUTBIB Professeur, Université d’Aix-Marseille
Thouraya KHARRAT Professeure, Université de Sfax

Eraminateurs :  Maher BERZIG Professeur, Université de Tunis

Latifa Baddas-Boutat Maitre de conférences, Université de Lorraine
Mohamed BOUTAYEB Professeur, Université de Lorraine
(Directeur de these)

Professeur, Université de Tunis El Manar
(Directeur de these)

Chaker JAMMAZI

Centre de Recherche en Automatique de Nancy (CRAN) — UMR 7039
Laboratoire d’Ingénierie Mathématique (LIM) - EPT



Mis en page avec la classe thesul.



Résumé

Cette étude porte sur la commande des systémes non linéaires sous contraintes pour les
robots paralléles & cables. Ces derniers ont connu un intérét croissant au cours des vingt
derniéres années. En effet, les robots a cables présentent plusieurs avantages par rapport
aux robots paralléles avec des chaines cinématiques rigides, a savoir un trés grand espace
de travail, le déplacement de lourdes charges avec une vitesse et une précision élevée, une
faible inertie, une reconfiguration simple et rapide, et enfin un cott de fabrication faible.
Les applications sont nombreuses : dans le domaine médical, en biologie, pour étudier le
comportement des insectes en vol libre, dans les activités portuaires pour déplacer des
conteneurs ou pour la construction de batiments.

Ce type de systéme représente un intérét majeur dans I'analyse et la synthése des sys-
témes dynamiques. En effet les robots a céables, par leur modélisation, représentent une
large classe de systémes éléctro-mécaniques non linéaires avec comme difficulté supplémen-
taire la résolution d’une contrainte algébrique sur les tensions des cables. Il est utile de
souligner que la commande des robots (& extrémité libre) a été largement traitée/résolue
par des approches classiques utilisant des solutions élégantes, la commande des robots a
cables reste un probléme difficile a résoudre compte tenu de cette contrainte. Il existe peu
de résultats, souvent locaux et heuristiques avec des hypothéses simplificatrices, mais loin
d’étre une solution satisfaisante.

Il est utile de rappeler que la particularité majeure des robots a cables est que les
chaines cinématiques ne sont pas des segments rigides, mais composés de cables flexibles.
Ces derniers sont attachés, par une extrémité, a la base mobile (ou organe terminal dans
le langage industriel) et, par 'autre extrémité, a un actionneur/moteur électrique. Cette
particularité introduit une contrainte forte, contrairement aux robots série a extrémité
libre, sur les tensions des cables qui doivent appartenir a une fourchette donnée et positive
dans le but d’éviter des cassures ou la formation de ventre. Par conséquent, les enjeux
liés au controle des robots paralléles a cables sont non seulement d’amener le robot d’un
point a un autre, poursuivre une trajectoire, mais également de satisfaire ces contraintes.

Dans cette thése, on répond a cette problématique par la proposition de lois de com-
mandes simples et efficaces selon deux approches différentes :

La premiére consiste a développer une loi de commande avec convergence en temps
fini utilisant la méthode « mode glissant » pour un robot & huit moteurs (déplacement en
3D). Trés peu de paramétres sont nécessaires a la mise en ceuvre de cette technique, qui
nécessite tout de méme un algorithme d’optimisation. Les simulations numériques sont
prometteuses et donnent des résultats trés satisfaisants.

La deuxiéme approche est tout a fait différente et originale, aprés quelques transfor-
mations astucieuses, on écrit la dynamique de ’erreur sous une forme bilinéaire ensuite
on a établi une loi de commande temps variant sous des contraintes de saturation. Par
I'utilisation d’une fonction de Lyapunov également temps variant, on démontre la conver-
gence exponentielle de 'erreur de poursuite. Ce résultat a été appliqué avec succés aux



robots a quatre moteurs (2D) puis & huit moteurs (3D). Il est important de souligner que
cette approche, contrairement a la littérature, s’affranchie de 1'utilisation des algorithmes
d’optimisation qui peuvent parfois poser des problémes de convergence.

Enfin il est utile de souligner que ces résultats ont été validés a travers plusieurs
simulations numériques.

Mots-clés: Robot paralléle a cables, suivi de trajectoire, modélisation, commande par
mode glissant, commande sous contrainte, commande basé algorithme d’optimisation,
commande positive, stabilité exponentielle, stabilité en temps fini.



Abstract

This study concerns the control of nonlinear systems under constraints for parallel
robots with cables. These have grown in popularity over the past twenty years. Indeed,
cable robots have several advantages over rigid robots, namely a very large workspace,
moving heavy loads with high speed and precision, low inertia, simple and fast reconfigu-
ration, and finally low manufacturing cost. The applications are numerous : in the medical
field, in biology, to study the behavior of insects in free flight, in port activities to move
containers or for the construction of buildings.

This type of system represents a major interest in the analysis and synthesis of dy-
namical systems. Indeed, cable robots, through their modeling, represent a large class of
nonlinear electromechanical systems with the additional difficulty of solving an algebraic
constraint on cable tensions. It is worth pointing out that the control of (free-end) robots
has been largely addressed /solved by classical approaches using elegant solutions, the con-
trol of cable robots remains a difficult problem to solve given this constraint. There are
few results, often local and heuristic with simplifying assumptions, but far from being a
satisfactory solution.

It is useful to remember that the main feature of cable robots is that the kinematic
chains are not rigid segments, but made up of flexible cables. The latter are attached,
at one end, to the mobile base (or terminal device in industrial parlance) and, at the
other end, to an electric actuator/motor. This particularity introduces a strong constraint,
unlike series robots with free ends, on the tensions of the cables which must belong to a
given and positive range in order to avoid breaks or the formation of belly. Therefore, the
issues related to the control of parallel robots with cables are not only to bring the robot
from one point to another, to follow a trajectory, but also to satisfy these constraints.

In this thesis, we answer this problem by proposing simple and effective control laws
according to two different approaches :

The first consists in developing a control law with convergence in finite time using the
“sliding mode” method for a robot with eight motors (moving in 3D). Very few parameters
are required to implement this technique, which still requires an optimization algorithm.
Numerical simulations are promising and give very satisfactory results.

The second approach is quite different and original, after some clever transformations,
we write the dynamics of the error in a bilinear form then we establish a time control
law varying under saturation constraints. By using a time-varying Lyapunov function,
we demonstrate the exponential convergence of the tracking error. This result has been
successfully applied to robots with four motors (2D) and then with eight motors (3D). It
is important to emphasize that this approach, contrary to the literature, is freed from the
use of optimization algorithms which can sometimes pose convergence problems.

Finally, it is useful to emphasize that these results have been validated through several
numerical simulations.

Keywords: Cable Driven Parallel Robots, tracking trajectory, modeling, sliding mode
control, constrained control, control based on optimization algorithm, nonnegative control,
exponential stability, finite time stability.
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Symboles et Notations

Ro = (0, Xo, Yo, Zp) : le repére global terrestre d’origine O.
R =(P,X,Y,Z) : Le repére local li¢ a la plate-forme d’origine P : centre de gravité
du "Flying frame".
-Les différents points utilisés;
A; : point de sortie.
B; : point d’attache.
-Les différents angles utilisés ;
¢ : angle de roulis, il décrit la rotation du "Flying frame" autour de 'axe (PX).
0 : angle de tangage, il d’écrit la rotation du "Flying frame" autour de l'axe (PY).
¥ : angle de lacet, il décrit la rotation du "Flying frame" autour de 'axe (PZ).

- Les différentes paramétrisation du mouvement de la plate-forme ;

m = [z,y,z]" : la position de la plate-forme, plus précisément celle du centre de
gravité P exprimée dans le repére terrestre Re.

Ny = [¢,0,]T : Tattitude de la plate-forme par rapport au repére terrestre Ro.
vy = [wg, wy, w,]" : le vecteur vitesse angulaire de la plate-forme par rapport au
repére terrestre Ry exprimée dans le repére local R.

n = [n1,m2]7 : matrice colonne altitude par rapport a Ro.
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Introduction Générale

Un des premiers robots industriels, du nom : Unimate (Figure 1), a été développé en
1959 par la société "Unimation". En 1961, ce robot a été employé pour la premiére fois
dans les chaines de montage d’automobile Général Motors [17]). Un deuxiéme robot in-
dustriels dénommé "Versatran" (Figure 2) a été construit a 'usine de Ford par I'entreprise
"American Machine and Foundry" en 1962 [18].

FIGURE 1 — Robot : Unimate 1961 FIGURE 2 — Robot : Versatran 1962

Les organes terminaux de ces deux robots qui sont dédiés a la manipulation ou a
la saisie d’objets présentent des restrictions tels que la limitation de degré de liberté, le
probléme d’adaptation avec ’environnement industriel ou la difficulté & manipuler des
objets fragiles.

Depuis les années 70 une large activité de recherche sur le développement et le controle
de robots performants, dans divers domaines, a été menée par plusieurs organismes in-
dustriels et laboratoires scientifiques. On peut citer I’Association Japonaise de Robotique
Industrielle ou le laboratoire RIA aux USA. Victor Scheinman [19] de 1'Université de
Stanford a développé le premier robot & actionneurs électriques, au lieu d’utiliser des
actionneurs hydrauliques, controlés par des servo-controleurs nommé "Stanford Arm".

Depuis, selon le domaine d’application, deux types de robots ont été développés : Les
robots & architecture série et les robots a architecture paralléle (voir FIGURE 4).

Ce dernier a la particularité d’avoir des bras paralléles qui sont reliés entre eux par
plusieurs chaines cinématiques indépendantes |20, 21]. Suivant le type de mouvement du
robot, il existe trois familles de robot paralléles :
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FIGURE 3 — Robot : Stanford Arm

End-effector

Kinematic
chains

Fixed base

FIGURE 4 — Architecture de robot sériel et paralléle [1]

— Le Robot DELTA (FIGURE 5) : Ce robot ne peut faire que trois mouvements
de translation. Il s’agit d’un effecteur et une base fixe reliés entre eux par trois
chaines cinématiques actionnées a la base fixe et qui permettent de translater I’or-
gane terminal sans en changer ’orientation. Les robots de type Delta sont employés
principalement dans I'industrie de ’emballage, et dans I'industrie médicale et phar-



FIGURE 5 — Robot Delta [2].

maceutique pour des applications pick-and-place o sa précision et sa vitesse sont
mises a profit [22].

— Le manipulateur paralléles sphérique (FIGURE 6) : Ce robot ne peut faire
que trois mouvements de rotation. Il s’agit d’un effecteur et une base fixe reliés
entre eux par trois chaines cinématiques actionnées a la base fixe qui permettent
de modifier 'orientation de 'organe terminal sans en changer la position. Ce type
de robot est principalement utilisé pour orienter des objets rigides [23, 24].

Yot

FIGURE 6 — Manipulateur paralléle sphérique [3].

— Le robot Gough-Stewart (ou hexapode) : C’est un robot paralléle de six
degrés de liberté (trois translations et trois rotations). Il s’agit d’un effecteur et une

3



Introduction Générale

base fixe reliés entre eux par six actionneurs linéaires qui permettent d’orienter et
de déplacer 'organe terminal. Les hexapodes ont été employé dans des applications
variées comme les simulations des vols ou l'orientation d’antennes [25].

FIGURE 7 — Plate-forme typique de Gough Stewart [4].

Les robots paralléles offrent plusieurs avantages par rapport aux robots a architecture en
série pour certaines applications. Parmi ces avantages :

— Les robots paralléles ont des capacités de charge plus élevées, car la charge totale
peut étre partagée sur le nombre de liaisons paralléles connectées a la base fixe du
robot.

— Contrairement aux robots a architecture en série, les robots paralléles sont carac-
térisés par une grande précision.

— Le robot paralléle a une rigidité structurelle plus grande que le robot série grace a
leur architecture paralléle.

— L’effecteur du robot paralléle peux attendre des vitesses trés grandes par rapport
a I'organe terminal d’un robot série.

En effet, les parties mobiles dans ’architecture paralléle ont une inertie faible. Il est

noté que le robot le plus rapide du monde est un robot paralléle de type "Delta".
Cependant, 'espace de travail de tels robots est généralement assez restreint. Afin de
remédier a cet inconvénient, une nouvelle conception consiste a remplacer les chaines
cinématiques rigides des robots paralléles par des céables flexibles, d’ou I'apparition du
robot paralléle & cables (ou Cables Driven Parallels Robots (CDPRs) en anglais).

La structure de ce type de robot présente des avantages substantiels par rapport aux

robots-séries et robot paralléles conventionnels. En voici quelques uns :

— Un espace de travail trés important,

— Des accélérations/vitesses de déplacement trés élevées,

— Une tres grande précision,

— Le poids des charges utiles a déplacer peut-étre important et enfin,



— Un cofit de construction faible.
Plusieurs domaines/applications font recours aux robots a cables comme les applications :
dans le domaine médical, en biologie, pour étudier le comportement des insectes, dans les
activités portuaires pour déplacer des conteneurs ou pour la construction de batiments.

Cependant, il est important de noter que la difficulté majeure dans I'utilisation de ces
robots est la conception des lois de commandes. En effet, ces derniéres doivent respecter
plusieurs contraintes a savoir des tensions maximales & ne pas dépasser pour ne pas casser
les cables, des tensions positives afin d’éviter leurs flexions et enfin éviter les oscillations.

L’objet de cette thése porte sur 'analyse et la synthése de lois de commande pour les
robots paralléles & cables garantissant un certain nombre de performances. La structure
considérée dans cette étude se compose d’une cage (plate-forme ou effecteur) dont la forme
géométrique est un cube de masse m, de dimension ¢ X ¢ X ¢, attachée a chaque sommet
par des cables pris sur des enrouleurs, dans un espace de dimension L X [ X h, actionnés
par des moteurs

La structure du robot est illustrée par la figure (Fig.8) ci-dessous.

o1y
S

/

Points d'attaches B e
X > Cldbles

/

\E f fecteur

Moteurs

o,

R Points de sorties

FIGURE 8 — Robot paralléle a cables.

Plan du manuscrit

Suite de cette introduction, ce manuscrit est organisé en quatre chapitres décrites
ci-dessous :

Le premier chapitre présente I'état de I'art sur les robots paralléles & cables, leurs
applications dans différents domaines et leurs avantages/inconvénients. Pour terminer ce
chapitre, nous avons introduit quelques notions liées a la modélisation, a la stabilité et a
la controlabilité qui seront utiles dans les chapitres suivants.
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Le deuxiéme chapitre présente la modélisation mathématique du robot parallele
a six degrés de liberté utilisant huit cables. Cette modélisation est établie a 'aide des
modeles géométrique et cinématique ainsi que la méthode d’Euler-Lagrange. Dans ce
chapitre, on détermine aussi le modéle dynamique des actionneurs en utilisant la méthode
d’Euler-Newton.

Le troisiéme chapitre décrit la poursuite de trajectoire du robot parallele a cables
en deux dimensions par de nouvelles lois de commandes positives et variant dans le temps.
Ces derniéres ne peuvent que tirer les cables sans pouvoir les pousser pour que 'effecteur
suive une trajectoire souhaitée garantissant une convergence rapide.

La conception de la loi de commande est établie aprés ’étude des différents modes
de mouvements du robot a cables, et par l'utilisation de plusieurs transformations non
linéaires. A partir de I'analyse de contrdlabilité, nous proposons une loi de commande
simple et efficace variant dans le temps et montrons comment définir certains parameétres
clés.

Nous avons également défini, dans le méme esprit, une fonction de Lyapunov variant
dans le temps pour montrer la stabilité avec une convergence exponentielle vers une tra-
jectoire souhaitée. Les performances de 'approche proposée sont montrées a travers des
résultats de simulation.

Le quatriéme chapitre présente deux parties, la premiére étudie la poursuite de
trajectoire en trois dimensions : nous proposons des lois de commandes positives, insta-
tionnaires et bornées garantissant la stabilité globale exponentielle vers une trajectoire de
référence.

Dans la deuxiéme partie, on étudie le probléme de la stabilisabilité en temps fini
pour les robots paralléles a cables par des schémas de controle en mode glissant basé un
algorithme d’optimisation. Par cette loi de commande, les actionneurs ne peuvent que
tirer, mais pas pousser la plate-forme mobile du robot vers la trajectoire désirée ou vers
un point cible. Les effets d'une meilleure performance de controle sont montrés a travers
des simulations numériques.

Contributions

Cette thése a permis d’apporter plusieurs contributions pour le contréle de robot
paralleles a cables

1. Jabbari, I., Boutayeb, M., and Jammazi, C. (2020, August). Discontinuous finite-
time control for cable driven parallel robots. In 2020 IEEE Conference on Control
Technology and Applications (CCTA) (pp. 536-541). IEEE. [20].

2. Jabbari, I., Boutayeb, M., and Jammazi, C. (2022, July). Time-Varying Nonne-
gative Control for Cable Driven Parallel Robots. In 2022 International Conference
on Control, Automation and Diagnosis (ICCAD) (pp. 1-6). IEEE.[27].

3. Jabbari, I., Boutayeb, M., and Jammazi, C. (2022, June). Nonnegative Saturated
Tracking Control for Cable Driven Parallel Robots (CDPRs). In 2022 30th Medi-



terranean Conference on Control and Automation (MED) (pp. 618-623). IEEE.
[28].
4. 1. Jabbari, M. Boutayeb and C. Jammazi, "Tracking control for Cable Driven Paral-

lel Robots," Workshop on Control and Inverse Problems (CIP), 2022, May 09-11,
2022 - Hotel Monatir Center, Monastir, Tunisia.



Introduction Générale




Chapitre 1

Modélisation et commande du Robot
Paralléle a Cables (RPC) : Etat de Dart

Sommaire
1.1 Introductionsurles RPC. .. ... ... ... ... ....... 10
1.1.1 Présentation. . . . . . .. .. ... ... .. 10
1.1.2 Classification . . . . . . . . .. ... ... 11
1.1.3  Avantages . . . . . ... 14
1.1.4 Applications . . . . . . . ... 15
1.2 DModélisationdu RPC . . . .. ... .. ... ... ...... 17
1.2.1 Modéle géométrique direct . . . . . . . . ... 18
1.2.2  Modéle géométrique inverse . . . . . .. ... 18
1.2.3 Modéle cinématique direct . . . . . . ... 18
1.2.4  Modéle cinématique inverse . . . . . . . ... ... ... ... 19
1.2.5 Modéle dynamique . . . . . .. ... oo 19
1.3 Espace de travaildu RPC . . ... ... ............. 19
1.3.1 Contrainte de 'espace de travail . . . . .. ... ... .. ... 19
1.3.2 Espace des Poses Polyvalentes . . . . . ... ... ... .. ... 20
1.3.3 Espace des Torseurs Générales . . . . ... ... ... .. ... 20
1.3.4 Espace des travail dynamique . . . . . . ... ... 20
1.4 Commandedu RPC . ... ... ... ... ... . ..., 20
1.4.1 L’étude de la commandabilité . . . . . ... .. ... ... ... 21
1.4.2 Formulation du probléeme de commande de suivi . . . ... .. 24
1.4.3 Commande par mode glissant . . . . . . ... ... ... .... 25
1.4.4 Etude Stabilité . . . ... ... ... .. ... ... 28
1.4.5 Stabilisation par des feedbacks . . . . . .. ... ... ... .. 32




Chapitre 1. Modélisation et commande du Robot Paralléle a Cables (RPC) : Etat de Uart

1.1 Introduction sur les RPC

1.1.1 Présentation

Les robots paralléles a cables représentent une nouvelle génération de robots industriels
développés depuis les années quatre-vingt. On peut citer les travaux de Higuchi et al. [0],
Albuset al. [29] et Landsberger [30]....

FIGURE 1.1 — Exemple de robot paralléle & cables, le prototype du projet RoboCrane,
crée en 1989 par National Institute of Standards and Technology (NIST) [5].

En 1985, Landsberger est 1'un des premiers chercheurs a développer un robot paralléle
avec des cables ou sa géométrie est inspiré de la plate-forme Gough Stewart [1]. I
a proposé de remplacer les segments rigides de la plate-forme Gough Stewart par des
cables flexibles. Ces cables sont attachés a la plate-forme mobile et aux actionneurs.
Généralement, un actionneur est composé d’un moteur électrique rotatif, un tambour et
un enrouleur. Le role principal des actionneurs est d’enrouler ou de dérouler les cables
suivant les déplacements de la plate-forme mobile dans ’espace du travail. Les actionneurs
ne permettent pas de controler directement la plate-forme mobile, cela se fait & travers
des cables des tensions positives afin que 'effecteur ne perdra pas un ou plusieurs degrés
de liberté.

Higuchi et al. [6] ont également utilisé cette idée en 1985 pour développer une grue
métallique afin de construire et édifier de grands batiments.

En 1993, Landsberger et al. [31] ont introduit une analyse cinématique de leur prototype
ainsi que leur modalité d’actionnement.
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FIGURE 1.2 — prototype de grue a fil en deux dimensions [6].

1.1.2 Classification
1.1.2.1 Classification suivant ’architecture

Selon l'architecture de la base fixe et de la plate-forme mobile (I’organe terminal), la
configuration géométrique d’un robot paralléle & cables se détermine par les positions des
points des sorties (les extrémités des cables sur les actionneurs (voir figure (FIGURE 8))
et les positions des points d’attaches (les autres extrémités des cables sur la plate-forme
(voir figure (FIGURE 8)). Dans ce cas, on a deux types des configurations :
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Robot paralléle a cables pleinement contraints

On appelle un robot paralléle & cables pleinement contraint quand sa configuration lui
permettait de le déplacer dans toutes les directions de ’espace du travail par les efforts
extérieurs produits par les tensions des cables.

N/ g

FIGURE 1.3 — Robot paralléle a cables pleinement contraint [7].

Robot paralléle a cables suspendu

Un robot paralléle a cables est dit suspendu si l'effecteur est suspendu par des cébles
attachés par des actionneurs situés sur la base fixe. La plate-forme se déplace dans la
direction de la gravité. En général, ce type de robot a cables est utilisé pour porter des
charges lourdes.

1.1.2.2 Classification suivant le degré de redondance

Indépendamment de ’architecture géométrique du robot, les robots paralléles a cables
peuvent étre classifiés suivant leur degré de redondance entre le nombre de cables utilisés
et leurs degrés de liberté (ddl).

Physiquement, le degré de redondance est défini par :

R=N,—n, (1.1)

avec
— R : le degré de redondance.
— N, : le nombre des cables.
— n : le degré de liberté de la plate forme.
Selon le degré de redondance, on trouve trois configurations des robots paralléles a
cables [32] :
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R /

FIGURE 1.4 — RPC suspendu [7].

— Configuration sous-contrainte : On dit un Robot paralléle a cables est sous-
contraint, si R < 0, c’est-a-dire le robot posséde moins de cables que le nombre
de ddl de Veffecteur. Dans cette configuration, la plate-forme mobile ne sera pas
controlée que partiellement quelle que soit la modalité de travail du robot.

FIGURE 1.5 — Configuration sous-contrainte (N. = 2, n = 3) |[7].

— Configuration incomplétement contrainte : On dit un robot paralléle a cables
est incomplétement contraint, si R = 0, c’est-a-dire le robot utilise n cables pour
controler le n ddl de la plate-forme mobile.

— Configuration sur-contrainte : On dit un robot paralléle & cables est sur-
contraint, si R > 0, c’est-a-dire pour controler 'effecteur du robot a n ddl il faut
que le robot utilise au moins n+1 céables.
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" d

FIGURE 1.7 — Configuration sur-contrainte (N. =4, n = 3) [7].

1.1.3 Avantages

Le robot paralléle a cables offre plusieurs avantages, tels que :

Grand espace de travail :
Contrairement aux robots-séries et robots paralléles & segments rigides, le robot
paralléle & cables peut se déplacer dans un trés grand volume de travail [33, 34, 35]
grace a la longueur des cables.

Rapidité :
Le faible poids des cables par rapport & I’espace de travail permet au robot paralléle
a cables de se déplacer avec des grandes vitesses |36, 5| comparativement aux autres
types de robots.

Configuration modulable :
La reconfiguration d’un robot paralléle & cables est plus simple que celle d’un robot
conventionnel. En particulier, pour obtenir une nouvelle configuration d’'un Robot
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a cables, il suffit de changer les points d’ancrage des cables a la base fixe et sur la
plate-forme ou bien d’éliminer un céble... [15] et [37].

Cotit de construction :
Le cotit de la construction d’un robot paralléle a cables correspond principalement
a celui des actionneurs, cables et piliers. Ce cofit est faible par rapport a celui des
robots sériels et paralléles conventionnels de la méme puissance.

Faible consommation d’énergie :
Par comparaison,la masse des cables est pratiquement négligeable par rapport a la
masse des corps rigides, et donc la masse a déplacer est réduite a celle de la charge
ce qui permet de réduire I’énergie dépensée par les actionneurs.

1.1.4 Applications

Suite a ses avantages cités ci-dessus, on trouve le robot & cébles dans de nombreuses
applications comme :

La Médecine
Les robots paralléles a cables TPAD |[8, 38| sont des robots destinés principalement
pour étudier 'adaptation locomotrice chez les adultes en bonne santé par le controle
d’un profil force-moment souhaité sur le bassin humain pendant un cycle de marche
dans le but d’améliorer la mise en charge et la symétrie de la phase d’appui chez
les personnes atteintes d’hémiparésie.

FIGURE 1.8 — Robot Paralléle a cables TPAD [g]
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L’Acquisition des images
Il existe de nombreux robots paralléles a cables utilisant une caméra pour ’acquisi-
tion d’images. Généralement, ces robots sont exploités pour filmer des événements
sportifs et des tournages cinématographiques. Parmi les robots les plus connus
pour ces missions, on cite les robots suivants : SkyCam |9, 10], CableCam [39] et
SpiderCam [11].

FIGURE 1.9 — Robot : SkyCam [9, 10]. FIGURE 1.10 — Robot : SpiderCam [11].

La Construction des batiments

Les robots paralléles a cables ont aussi servis dans la construction des batiments
en déplagant de lourdes charges dans un grand espace de travail ou bien pour la
construction rapide des maisons. Parmi ces robots, on trouve le premier prototype
de robot paralléle a cables suspendu développé dans les années quatre-vingt et
connu sous le nom GRUE [12], ce prototype capable de déplacer une charge de
masse importante d’'une position & une autre sans perdre aucun degré de liberté
sur tout ’espace du chantier.

Actuellement, Les industries du batiment commencent & utiliser les robots paral-
leles & cables pour 'impression en trois dimensions des bétons afin de réduire le
temps de construction de plusieurs maisons [13, 40].

Le Sauvetage
Des robots paralleles & cables capables de faire des recherches et de secourir des
personnes lors de catastrophes naturelles & grand échelle tel que les tremblements
de terre [14]. Derniérement, les auteurs de I’article [15] ont développés un robot pa-
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FIGURE 1.12 — Robot a cables avec ex-

FIGURE 1.11 — Robot-grue [12] trudeuse de béton [13].

ralléle & cables du type grue, portable, modulable et entiérement autonome, destiné
pour la détection des victimes et les extraire durant des missions de sauvetage.

Toystck

D “““‘-' \‘\
&=
)Pl (TP)
A ":.I I,'P‘._d ith.Fnd

FIGURE 1.13 — Concept de robot paralléle a cables pour le sauvetage [14, 15].

Operator

1.2 Modélisation du RPC

Dans le but de simplifier le modéle cinématique et dynamique du robot paralléle &
cables, plusieurs chercheurs ont considéré les cables comme des segments rigides tels que
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les auteurs des articles [41] [12].

D’autres travaux de recherche tels que les articles [43] et [44] ont proposé d’observer
les cables comme des ressorts virtuels de masse négligeable en vue d’établir les effets
d’élasticité de chaque cable. Cette idée a été employée aussi dans les articles [15], [46]
et [17] pour objectif de déterminer la raideur de mécanismes du robot paralléle a cables.
Les auteurs des articles [18]| et [19] ont développé cette analyse par I'ajoute de la masse
des cébles. De plus, Y. Suilu et al. [50] mettant une disposition d’analyse plus réaliste
sur la rigidité des cables en fonction des leurs tensions et des parameétres structurels du
mécanisme du robot dans 1'objectif est de diminuer les effets des vibrations dues aux
élasticités des cables.

Peut n’importe les hypothéses proposer sur les cables, ’essentiel de la modélisation de
robot paralléle & cables est de trouver une ou des relations mathématiques et mécaniques
entre les mouvements des actionneurs et le mouvement de l'organe terminal parce que
les cables ne jouent aucun role que de transférer les mouvements des actionnaires en
mouvement de l'effecteur. Cette relation peut étre déterminée & partir des notions des
modélisations des robots industriels ci-dessous.

1.2.1 Modéle géométrique direct

Le modeéle géométrique direct (MGD) permet de déterminer les positions et les rota-
tions de la plate-forme dans I’espace opérationnel en fonction des coordonnées articulaires
des actionneurs dans ’espace articulaire.

La relation MGD s’écrit formellement comme suit :

Xp = 9(q), (1.2)

avec
— X, : Vecteur former par les positions et les rotations de la plate-forme.
— ¢ : vecteur des cordonnées articulaires des actionneurs.

1.2.2 Modéle géométrique inverse

A l'opposé du MGD, le modéle géométrique inverse (MGI) permet de déterminer les
coordonnées articulaires des actionneurs en fonction des positions et des rotations de la
plate-forme dans I’espace opérationnel.

La relation MGI s’écrit formellement comme suit :

q=f(Xp). (1.3)

1.2.3 Modéle cinématique direct

Le modéle cinématique direct (MCD) d’un robot a cables permet d’exprimer la vitesse
de l'organe terminal Xp dans I’espace opérationnel en fonction du vecteur des vitesses des
actionneurs ¢ dans l'espace articulaire.

La formulation mathématique du MCD peut étre défini par :

Xp = G(q)q, (14)
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avec G € R™» ™ (on nx, = dim(X,), ny = dim(q)) est la matrice jacobienne.

1.2.4 Modéle cinématique inverse

Le modéle cinématique inverse (MCI) d’un robot a cables permet d’exprimer le vecteur
des vitesses des actionneurs ¢ dans I’espace articulaire en fonction de la vitesse de I'organe
terminal Xp dans 'espace opérationnel.

La formulation mathématique du MCD peut étre défini par :

q= F(Xp)Xpa (1-5)

avec ' € R"*"Xp est la matrice jacobienne.

1.2.5 Modéle dynamique

— Modéle dynamique des enrouleurs (MDE) : Le MDE exprime la relation
entre les couples moteurs dans I'espace articulaire et les positions, vitesse et 1’ac-
célération articulaires (q, ¢, §).

— Modéle dynamique de plate-forme (MDP) : Le MDP exprime la relation
entre les forces et moments exercées au centre de gravité de la plate-forme dans
I'espace opérationnel et les positions, vitesse et l'accélération de la plate-forme
(X X X, ).

1.3 Espace de travail du RPC

La notion de 'espace de travail est en générale abordé dans le cas de robot manipu-
lateur tel que les robots sériels et les robots paralléles en particuliére les robots paralléles
a cables. Selon Verhoeven et Hiller [51], Pespace de travail est formé par ’ensemble des
états que l'effecteur peut atteindre.

1.3.1 Contrainte de I’espace de travail

J.P Merlet [52] a parlé de trois contraintes qui doivent étre satisfaites pour qu’une
pose de l'effecteur soit un élément de I’espace de travail.

Contrainte géométrique : c’est I’étude de la variation de longueur des cables entre
une valeur minimale et maximale. La résolution par intervalles de cette contrainte
est établit dans Particle [53] pour le cas de robot paralléle de type Gough.

Contrainte de configuration : c’est 'étude de configuration de robot en terme des
interférences entre cables [52, 54] et les collisions entre cables et effecteur [55].

Contrainte statique : c’est I’étude de la variation de tension dans les cables qui doit
étre variée entre une tension minimale positive et maximale dans le but de garantir
I’équilibre statique de l'effecteur.
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1.3.2 Espace des Poses Polyvalentes

C’est un espace de travail connu sous le nom anglais « Wrench Closure Workspace
(WCW)» regroupe ’ensemble des positions et orientations de RPC obtenus par le torseur
d’effort des cables appliquer sur 'effecteur sous la condition de positivité de tension dans
les cables [56]. La formulation mathématique de cet espace pour un RPC de n DOF et m
cables peut s’écrit sous la forme suivante :

WCOW ={X e R":VF e R",3(r,W) € RT x F(R",R™™) W(X)r =F}  (1.6)

Il est noté que cet ensemble est indépendant des valeurs des tensions minimales et maxi-
males, mais il dépend de la géométrie du robot uniquement.

1.3.3 Espace des Torseurs Générales

C’est un espace de travail connu sous le nom anglais « Wrench Feasble Workspace
(WFW)» regroupe ’ensemble des positions et orientations de RPC obtenus par le torseur
d’effort des cables appliqués sur 'effecteur sous la condition d’admissibilité de tension
dans les cables, c’est-a-dire la tension de chaque cable doit étre variée entre une tension
minimale positive et une tension maximale ce qu’on appelle la région réalisable des ten-
sions. La formulation mathématique de cet espace pour un RPC de n DOF et m cables
peut s’écrit sous la forme suivante :

WFW ={X e R":VF ¢ R",3(r,W) € I™ x F(R",R"™™),Z C R, W(X)T = F}
(1.7)

1.3.4 Espace des travail dynamique

C’est un espace de travail contient des nouveaux points accessibles transitoirement
que peut-étre déterminés & partir de 'ancienne position de I'effecteur du robot [35]. La
détermination de ces trois espaces est généralement tres difficile sauf pour le cas ou le
nombre de degrés de liberté est inférieur ou égal a deux et le nombre de cébles est inférieur
ou égal a quatre. Cependant, il existe des méthodes qu’ont été utilisé pour le calcul de
I'espace de travail tel que les résolutions numériques et les méthodes graphiques. En
particulier, Merlet [57] propose la méthode numeérique de 'analyse par intervalle pour
déterminer I'espace de travail, cette méthode a été appliquée aussi dans I'article [34] pour
déterminer 'ETG, ainsi Azizian et al [58] utilise quelques outils graphiques tel le tracé de
coniques pour caractériser visuellement I'EPP. De méme, Goutfard et al [56] développe de
résultats intéressants obtenus a I’aide des outils de calcul algébrique pour le cas du robot
plan.

1.4 Commande du RPC

Ces derniéres années, la conception de commandes pour les robots paralléles a cables
(RPC) a suscité un grand intérét. Une premicre loi de commande pour le RPC a été
développé dans larticle [59].
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Les auteurs de cet article ont mis une proposition de générer les trajectoires de
Peffecteur & partir des longueurs des cables désirées et des longueurs des cables mesurées.
C’est-a-dire un retour d’état a été effectué a ’aide de mesures de longueur et de variation
de chaque cable pour générer les poses de RPC. Une commande Proportionnelle Dérivée
(PD) dans l'espace articulaire a été développée dans l'article [60] pour le contréle d'un
RPC redondant et pleinement contraint.

De méme, les auteurs des articles [61] et [62] ont proposé la méme loi de commande
dans I'espace articulaire en ajoutant la compensation de la dynamique de I'effecteur afin
de garantir I’admissibilité de tension au long de trajectoire de plate-forme. Cependant,
Gholman et al. ont proposé dans [63] une commande similaire dans le but de prédire
quelques corrections sur la dynamique de l'effecteur dans ’espace opérationnelle pour un
RPC redondant et pleinement contraint. A co6té de la commande PD, on trouve le schéma
de controle Proportionnel-Intégral (PI) qu’a été introduite par Zi et al dans [64] sachant
qu’ils intégrent la logique floue en vue d’éviter les effets des perturbations externes sur les
cables.

D’autres stratégies développées dans certains articles pour le controle des RPC avec
des commandes avancées. Dans l'article [65], les auteurs ont parlé de I'application de la
commande adaptative sur le robot parallele & cables dans le plan, il est effectué aussi I’ana-
lyse de l'incertitude sur les parameétres dynamique et cinématique. Malgré I'importance
de cette commande dans ce travail, nous avons remarqué dans les résultats de simulation
que les tensions dans les cables sont beaucoup bavardées (chattring) malgré la simplicité
de trajectoire désirée, ¢a signifie que le robot crée plus de vibration si on diminue de plus
la borne supérieure de tension, dans ce cas le robot peut ne déplace pas dans toutes les
parties de 'espace de travail et elle consomme plus d’énergie.

Alors que, les auteurs de article [66] sont proposés une idée de rassembler la com-
mande adaptative avec la commande en mode glissante afin d’améliorer la convergence du
robot vers la cible. Par contre larticle [67] il propose une étude de la performance d’un
controle adaptatif robuste pour les robots paralléles a cables soumis des incertitudes dy-
namiques et cinématiques congus sur la base de la technique de fonction d’approximation
c’est-a-dire les auteurs de cet article ils considerent les incertitudes de robot comme une
fonction variant dans le temps au lieu d’une fonction des différentes variables d’état.

Nous citons aussi 'article [68] que discute la réduction de la non-linéarité du robot
paralleles a cables de grandes dimensions travaillant & basse vitesse dans 1’horizon de pré-
diction par la proposition d’un controle prédictif, de plus les auteurs de cet article ils sont
pris 'attention de comparer cette stratégie de controle par le contrdle en mode glissante
et le controle PID, alors ils sont prouvés que le controle proposé est plus performant que
ce dernier.

1.4.1 L’étude de la commandabilité

D’un point de vue logique, les questions de controlabilité sont les premiéres a avoir
étre examinées. Pour le cas des systéemes sans dérive tel que

T = ZU” fi(z), (1.8)
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il existe un critére algébrique simple de vérification de la controlabilité du systéme (1.8),
qui a été établi par Chow [69] qui a introduit une condition suffisante (et nécessaire c’est
les vecteurs f;, i € [1...m], sont analytiques) de contrdlabilité locale en un point du
systéme, soit noté par zy. Dans les années récentes, cette condition est trés connus dans
les littératures de théorie de controle, sous le nom de condition de rang de [’algébre de
Lie. Le théoréme de Chow est énoncé comme suit

Théoréme 1.4.1. Supposons que les champs f;, i € [1...m], sont analytiques.
Si le systéme (1.8) est controlable, alors

Lie{fi,..., fm}(z) =R™ (1.9)

Par contre, pour le cas des systémes avec dérive tel que
&= folx)+ ) ui fi(x), (1.10)
i=1

I’étude de commandabilité est beaucoup plus compliquée. Cependant, il existe une carac-
térisation importante pour la propriété d’accessibilité c’est-a-dire la possibilité d’atteindre
depuis d’un point quelconque zy un ensemble d’intérieur non vide. Lobry, Sussmann et
Jurdjevic ont montré dans leurs articles [70] [71] que la condition de rang est non seule-
ment nécessaire mais aussi suffisante pour garantir la propriété d’accessibilité, dans le cas
ou les champs f;, i € [1...m], sont analytiques.

Cependant, cette propriété d’accessibilité présente trés peu d’intérét dans la pratique
parce qu’il ne s’agit pas d’une propriété de controlabilité locale, en particulier, cela ne
signifie pas que le point x( lui-méme fait partie de I'intérieur de ’ensemble des points réa-
lisables. Le concept de controlabilité locale en temps petit (small time locally controllable
(STLC) en anglais) est beaucoup plus conforme & ce qu’on pourrait attendre d’'un sys-
téme controlable de fagon intuitive de ce terme, c’est-a-dire la possibilité de rejoindre un
voisinage de zy en une courte période arbitraire. Mathématiquement la notion de STLC
est donnée par la définition suivante :

Définition 1.4.2. (Notion de STLC)

On se donne g et x1 deux points voins de x.. Le systéme & = f(x,u) est dit STLC au
point d’équilibre (x.,u.) (c’est-a-dire f(xe,u.) =0) si (Ve > 0;3n > 0 tel que si : ||zo —
Tl < m etz — x| <m alors Ju : [0, €] — R™tel que : [|[u(t) — ue|| < € et ||x(t) — x| <

e; Vt€[0,¢]) =
= xz(€) = x1. (1.11)

{a'c(t) = f(x,u)
x(0) = xp.

Définition 1.4.3. (Equivalente) [72]

Soit le systeme de controle & = f(x,u) avec (ze, u.) un point d’équilibre. On désigne par
A(t) Uensemble des trajectoires atteignables sur lintervalle de temps [0,T], cet ensemble
est défini par

A(t) = {z(t,u); we R™ t €[0,T]}. (1.12)
On dit que le systéeme est STLC au point (xe,u.) st x. € int(A(t));Vt € [0,T]. Cest a
dire A(t) est d’intérieur non vide.
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Un autre résultat de controlabilité des systémes avec dérive est donné par le théoréme
de Brunovsky en 1974 qui donne une condition suffisante de contrélabilité des systémes
de controle possédant la propriété de parité par rapport a I’état et le controle.

Théoréme 1.4.4. (Théoréme de Brunovsky [73]) Soit le systéme de contréle & = X (x) +
Y(z)u = f(x,u), v € R™ =z € R" On suppose que [ est impaire en (z,u) (i.e
f(=z,—u) = f(z,u)).

Si {2(0); z € lie{Y, X }} = R™. Alors le systéme sans dérive &(t) = X (z) + Y (x)u est
STLC en (0, 0).

Théoréme 1.4.5. Tout le systéme linéaire stationnaire © = Ax + Bu controlable est
STLC au voisinage de son point d’équilibre (z., u.).

Dés les années quatre-vingt, le principal critére de commandabilité connu est celui de
larticle [74], qui généralise de nombreux travaux de recherche proposés dans les articles
[73] [75] [76]. De telle sorte, il fournisse une condition nécessaire et non suffisante pour
vérifier la commandabilité du systéme de controle avec dérive.

Cette condition nécessaire de controlablité locale diie & Sussmann-Jurdjevic (1979) est
donnée dans le théoréme suivant.

Théoréme 1.4.6. Supposons que les champs f; sont analytiques. Si le systéme (1.10) est
localement contrélable en (0,0) alors

{9(0); 9 € Lie{fo.- .., fu} =R"™ (1.13)

Enfin, il faut noter qu’en ce qui concerne les systémes mécaniques, des définitions spé-
cifiques de la commandabilité ont été proposé et ont également donné lieu a des condition
algébriques semblables a celle de Sussman [77].

En revanche, les travaux sur la commandabilité citées ci-dessus sont principalement des
résultats d’existence, et il est difficile d’en déduire des algorithmes ou bien des méthodes
d’élaboration des schémas de controle en boucle ouverte capable de conduire ’état du
systéme de contréle d'une position a une autre. Motivé par le controle des systémes
dynamique non-holonomes, plusieurs études ont été faites sur la généralisation de schéma
de controle en boucle ouverte dés les années quatre-vingt-dix, essentiellement pour le
systéme sans dérive.

La premiére approche consiste a utiliser de controles sinusoidaux qui sont en général
multi-fréquence, permettent de générer des trajets suivant les directions des crochets de Lie
des champs de controéle. Le principe fondamental est présent dans les premiéres travaux des
recherches sur la contrdlabilité telle que les articles [70] [78]. Notamment, cette approche
a été mis au point dans les travaux [79] et [30] & P'aide de propriétés de moyenne a de
fréquence élevée |81]. Pratiquement, cet algorithme ne permet d’atteindre qu’une position
proche de la position cible, méme quand les fréquences employées sont trés élevées, sauf
dans le cas oil le systéme mis en étude est nilpotent [32]. Egalement, ce type d’algorithme
a été utilisé pour certains types des systémes de controle avec dérive [33]. Cependant, il
est assez complexe de généraliser cet algorithme a tous les systémes de controle. De plus,
son application est trés compliquée.
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Un seconde type d’approche est d’utiliser les propriétés de platitude quand elles
existent [34]. D’ailleurs, cette approche apporte généralement des solutions de controle
assez simple et efficace, elle présente I'avantage de I’employer aussi aux systémes avec dé-
rive dans le cas ot ils vérifient la propriété de platitude, sans aucune différence importante
par rapport aux systémes sans dérive. Ces deux approches sont d’intérét trés important
dans la construction de lois de commande de suivi. Dans la suite on présente le probléme
de commande de suivi.

1.4.2 Formulation du probléme de commande de suivi

Dans un premier temps, nous commengons par la définition de la notion de trajectoire
pour un systéme de controle, ainsi que la définition de la controlabilité autour d’une
trajectoire.

Définition 1.4.7. (Trajectoire) Soit Ty < T} et soit lapplication

(z,u): [Ty, T1] R™ x R™
@, a) (114)

avec t — Z(t) € CY et t — u(t) € L. On dit que (T,u) est une trajectoire du systéme

z(t) = f(t,z(t),u(t)), si
ﬂmzam+[7wammmwmeEme. (1.15)

En particulier, le point d’équilibre (x.,u.) est un exemple de trajectoire triviale.

Définition 1.4.8. (Controlabilité autour d’une trajectoire) On se donne deuz positions
20 et z' wvoisines de (Z(t),u(t)). Le systeme de controle & = f(x,u) est dit localement
controlable autour de (Z,u) si : Ve > 0;3n > 0 tel que si : ||2° — z(Tp)|| < n et ||z! —

z(Th)|| < n alors 3w : [T, T1] L5 R™ tel que : |lu(t) —a(t)|| < e p.p. alors :

(@(t) = f(z,u), z(Ty) = 2°) = 2(Ty) = z". (1.16)

Ensuite, d'une maniére générale, le modéle dynamique d’un robot peut s’écrire sous
forme d’un systéme de controle s’écrit sous la forme suivante :

:t:f(t,x,u)

y = hit.o ). (1.17)

ol
— x € R™ est le vecteur d’état du systéme,
— y € R™ est le vecteur de sortie du systéme,
— u € R™ est le vecteur de commande (ou des entrées) du systéme.
— t € Ry est le variable du temps,
— [ € F(Ry x R™ x R™ R") eth(R; x R"™ x R™ R™) sont deux fonction non

linéaire.
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On consideére la trajectoire de référence d’état noté par x,.(t) vérifié I’équation suivante :

. (t) = f(t, zp, u,)

1.18
Yr = h(t, Ly, ur)a ( )

avec u, est correspond a ’entrée de référence et y, et la sortie de référence résultante.

La commande de suivi de trajectoire permet a la sortie y(¢) de converger vers v, (t)
quand ¢ tend vers 'infini. Dans le cas de robot paralléle a cables, la sortie y(t) (la position
et la vitesse de la plate-forme mobile) et la trajectoire y,.(t) doivent étre appartient a
I'espace opérationnel de robot, et par conséquent le probléme de suivi de trajectoire de
robot paralléle a cables consiste & déterminer un schéma du controle permettant a la plate-
forme de suivre une trajectoire de référence donnée dans un espace de travail réalisable.
Ce schéma du contréle peut étre établie en fonction d'un retour d’état, c’est-a dire la loi
de commande s’écrit sous la forme suivante :

u=u(t,x,z,,u,), (1.19)

telle que le systéme (1.17)-(1.19) en boucle fermée vérifie :
T [ly(t) — (5] = 0. (1.20)

Dans les formulations du probléme telles que présentées, aucune contrainte sur la taille
de controle u n’est donnée, alors qu’en pratique la loi de commande qui peut étre fournie
au systéme est limitée, c’est-a-dire qu’elle doit satisfaire la contrainte suivante

Umin S U S Umaz - (121)

Parmi les controles utilisés pour résoudre le probleme de suivi de trajectoire on trouve les
lois de commande par mode glissant et les feedbacks stabilisantes.

1.4.3 Commande par mode glissant

Le controle par mode glissant est un controle a structure variable initié par le mathé-
maticien A.F' Fillipov [85]. Ce schéma de contrdle repose principalement sur ’analyse des
équations différentielles & second membre discontinu.

La véritable progression de l'utilisation de cette approche provient de la publication
des ouvrages d’[Itkis [36] et d’Utkin [87]. Ensuite, la communauté des automaticiens a
rapidement pris conscience de l'intérét de cette technique qui associe a sa simplicité de
développement et ses applications dans les domaines de I’automatique et de la robotique
[88, 89, 90, 91, 92].

Le principe de la loi de commande par mode glissant pour un tel systéme de controéle est
de forcer la sortie du systéme & atteindre une hypersurface appelée surface de glissement
dans un temps fini, et de la garder sur cette hypersurface tout le temps.

La détermination du schéma du controle par mode glissant se résume en deux étapes :

— Construction d’une surface de glissement a partir de 'objectif de schéma de controle

et des caractéristiques de systéme de controle en boucle ouvert.

— Détermination d’'une loi de commande discontinue permettre a la sortie du systéme

de convergé en temps fini vers le surface de glissement et du rester sur cette surface.
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1.4.3.1 Surface de glissement

Il n’existe pas une formule standard pour déterminer la surface de glissement. Il est
noté aussi que cette surface peut-étre présenter sous forme linéaire ou non linéaire.

Dans cette partie, on présente la méthode de construction de surface de glissement
introduite par Jean-Jacques E. Slotine [16] pour le cas du systéme dynamique non linéaire
mono-entrée d’ordre n € N* s’écrit sous la forme suivante

2™ = f(X)+ g(X)u, (1.22)

avec :
— x € R présente la sortie du systéme.
— u € R présente la loi de commande.
— X = [z, &,...,2" V)T présente le vecteur d’état.
— [ R" - R et gR" — R deux fonctions continues et bornées que ne sont pas
exactement connus.
Soit e = X — X, lerreur de suivi, avec Xy = [24, T4, - - - ,xén_l)]T I’état désirée pour que
X le suivre.
Afin que la tache de suivi soit réalisable & ’aide d’un controéle fini u, la valeur initiale
de I'état désiré X4(0) est choisie comme suit

X4(0) = X(0). (1.23)
La surface de glissement est définit par le sous-espace de R™ suivant
S(t) :={e € R": s(e,t) =0}, (1.24)

avec s : R x Ry — R est une une fonction suffisamment différentiable appelée variable
de glissement, peut-étre prend la forme suivante

s(e,t) = (i + )" e, (1.25)
dt
avec A un constant positive. Par exemple :

— sin=2,ona:s=¢é+ Ae,

— sin=3,0ona:s=2¢+2X\é + Ne.

Etant donné la condition initiale (1.23), le probléme de suivre X = X est équivalent &
celui de rester sur la surface S(t) pour tout ¢ > 0; en effet s = 0 représente une équation
différentielle linéaire dont 1'unique solution est e = 0. Ainsi, le probléme du suivi de
trajectoire désirée Xy peut étre réduit a celui de maintenir la quantité scalaire s a zéro.

Plus précisément, le probléme de suivi de trajectoire décrite par un vecteur a n di-
mensions Xy peut étre remplacé par un probléme de stabilisation d’ordre 1 en s. En effet,
puisque I'expression de s de I'équation (1.24) contient e(~Y, et donc il suffit de différencier
s une seule fois pour que 'entrée u apparaisse.

De plus, les limites sur s peuvent étre directement traduites en limites sur le vecteur
d’erreur de suivi e, et donc le scalaire s représente une vraie mesure de la performance de
suivi. Plus précisément, en supposant que e(0) = 0, nous avons

VE>0, |s(t) <M = Yt >0, [eD(t)] < (2\)'e, i=0,...,n— 1. (1.26)
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avec € = ity
Le probléme simplifié du premier ordre consistant a maintenir le scalaire s a zéro peut
maintenant étre réalisé en choisissant la loi de commande u de (1.22) de telle sorte :

1d ,

——s* < —nls 1.27
ol 7 est une constante strictement positive. Essentiellement, (1.27) indique que la "dis-
tance" au carré par rapport a la surface, mesurée par s?, diminue le long de toutes les
trajectoires du systéme. Ainsi, elle force les trajectoires a se diriger vers la surface S(t),
comme le montre la figure (1.14).

Ste)

FIGURE 1.14 — La condition de glissement [10].

En particulier, la satisfaction de la condition (1.27), appelé condition de glissement,
rend la surface de glissement S(¢) un ensemble invariant. Graphiquement, cela correspond
au fait que, dans la figure (1.14), les trajectoires hors de la surface peuvent "bouger" tout
en restant convergées vers la surface.

L’autre aspect intéressant de ’ensemble invariant S(t) est qu’une fois sur lui, les tra-
jectoires de systéeme sont définies par ’équation de ’ensemble lui-méme, & savoir

d n—1
(E + )\) e=0. (128)
En d’autres termes, la surface S(t) est a la fois un lieu et une dynamique. Ce fait est
simplement l'interprétation géométrique de notre remarque précédente selon laquelle la
définition de I’équation (1.25) nous permet, en fait, de remplacer un probléme d’ordre n
par un probléme d’ordre 1.
Enfin, la satisfaction de (1.27) garantit que si la condition (1.23) n’est pas exactement
vérifiée, c’est-a-dire si X (¢ = 0) # X4(t = 0), la surface S(t) sera néanmoins atteinte en
un temps fini inférieur a |s(t = 0)|/n.
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exponential convergence
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FIGURE 1.15 — Interprétation des équations (1.25) et (1.27) (cas n = 2) [16].

En effet, supposons par exemple que s(t = O) > 0, et que T eqen SOit le temps nécessaire
pour atteindre la surface S(t). L’intégration de (1.27) entre t = 0 et t = t,¢qen conduit a

0— S(t = O) = S(t = treach) - S(t = O) < _n(treach - 0)7 (129)
ce qui implique
t=20
t'reach S u (130)
On obtiendrait un résultat similaire dans le cas ou s(t = 0) < 0, et donc
=0
treach < M (131)

Ui

De plus, la définition de I’équation (1.25) implique qu’une fois sur la surface S(t), 'erreur
de suivi converge exponentiellement vers zéro, avec une constante de temps (n —1)/A, (&
partir de la séquence de (n — 1) constantes de temps égales a 1/)).

Le comportement typique du systéme impliqué par la satisfaction de la condition de
glissement (1.27) est illustré a la figure (1.15) pour n = 2. La surface de glissement
est une droite dans le plan de phase, de pente A et contenant le point (instationnaire)
Xd = [iL‘d, i’d]T.

A partir d’'une condition initiale quelconque, la trajectoire de ’état atteint la surface
variable dans le temps en un temps fini inférieur a |s(¢ = 0)|/A, puis glisse le long de la
surface vers xd de maniére exponentielle, avec une constante de temps égale a 1/\.

En résumé, l'idée derriére les équations (1.25) et (1.27) est de choisir une fonction bien
conduite de l'erreur de poursuite, s, selon (1.25), puis de sélectionner la loi de commande
de rétroaction u dans (1.22) de sorte que V(s) = 3s? reste une fonction de Lyapunov du
systéme en boucle fermée, malgré la présence d’une imprécision du modéle et de pertur-
bations.

1.4.4 Etude Stabilité

Par définition, la stabilité signifie que si un systéme est en équilibre, il restera dans
cet état quand le temps varie. L’analyse de la stabilité au sens de Lyapunov consiste a
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I’étude des trajectoires du systéme quand 1’état initial est proche a 1’état d’équilibre.

L’objectif de la stabilité est de tirer des conclusions quant au comportement du
systéme sans déterminer explicitement ses trajectoires. Afin d’étudier les résultats clas-
siques sur la notion de stabilité au sens de Lyapunov, nous devons rappeler les définitions
suivantes.

On désigne par 2 un ouvert non vide de R™ et par I un intervalle non vide de R,
non borné a droite. Soit f : 2 — R™ une application continue, on lui associe le systéme
autonome :

i = f(2), (1.32)
Soit f: I xQ — R™ une application continue, on lui associe le systéme non-autonome :

= f(t,z), (1.33)

x(t,to, o) désigne une solution x(t) du systéme (1.32) ou du systéme (1.33) telle que
x(to) = 29

Définition 1.4.9. Un point & € ) est un point d’équilibre, ou point singulier du systéme
(1.32) (resp. de (1.33)) si

f(x) =0, (resp. f(t,z) =0, YVt € I). (1.34)

On considere toujours ’équilibre en 0. Pour le cas général, il suffit de faire une transla-
tion.

Définition 1.4.10. On considere le systeme (1.32), et V : Q0 — R ayant des dérivées
partielles sur . On définit la dérivée totale V' pour le systéme (1.32) par :

7o) =S L)1), (1.35)

Définition 1.4.11. On considére le systéme (1.33), etV : IxQ — R" ayant des dérivées
partielles sur ). On définit la derivée totale V' pour le systeme (1.33) par :

V) = S ) + 30 Sy (136

Définition 1.4.12. Une fonction v : Q — R est dite semi-définie positive (resp. semi-
définie négative) s’il existe un voisinage ¥V de 0 tel que :

1. v(0) =0
2. Yy eV, v(y) >0 (resp. v(y) <0).
Elle est dite définie positive (resp. définie négative) s’il existe un voisinage V de 0 tel que :
1. v(0)=0
2. Yy € V\{0}, v(y) > 0 (resp. v(y) <0).

Définition 1.4.13. Une fonction v : I x Q — R est dite semi-définie positive (resp.
semi-définie négative) s’il existe un voisinage V de 0 tel que :
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1. Yt e I,v(t,0) =0
2. Vte I,Vy eV, v(t,y) >0 (resp. v(t,y) <0).
FElle est dite définie positive (resp. définie négative) s’il existe un voisinage V) de 0 tel que :
1. vte I,v(0) =0
2. il existe vy : V — R définie positive telle que :

vt € I,Yy € V\{0}, v(t,y) > vo(y)(resp.v(y) < —vo(y)). (1.37)

Définition 1.4.14. (Etude de Stabilité)

1. Stabilité du systéme autonome : Le point d’équilibre x = 0 du systéme (1.32)
est dit stable si pour tout € > 0, il existe §(¢) > 0 tel que si ||z(0)| < §, alors
chaque solution x(t) satisfait ||x(t)|| < € pour tout t > 0.

2. Stabilité du systéme non autonome : Le point d’équilibre x = 0 du systéme
(1.33) est dit stable si pour tout € > 0, et pour tout ty > 0, il existe §(e,t9) > 0 tel
que si ||z(0)|| < d(e, to), alors chaque solution x(t) satisfait ||x(t)|| < € pour tout
t>t,.

3. Stabilité uniforme : Le point d’équilibre x = 0 du systeme (1.33) est dit unifor-
mément stable (au sens de Lyapunov) si :

Ve > 0,dn > 0,Vty > 0,Vxy € R", (1.38)
(llxoll < m) = (Va(., xo, to), Yt > to, ||x(t, o, to)|| < €). '

Définition 1.4.15. (Stabilité asymptotique)

1. Stabilité asymptotique du systéme autonome : Le point d’équilibre x = 0
du systéme autonome (1.32) est asymptotiquement stable si le point d’équilibre
r = 0 du systéeme (1.32) est stable et s’il existe g > 0 tel que ||x(0)|] < 0y alors

Jim_[x(t)] = 0

2. Stabilité asymptotique du systéme non autonome : Le point d’équilibre x = 0
du systéeme autonome (1.33) est asymptotiquement stable si le point d’équilibre
x = 0 du systéme (1.33) est stable et pour tout to > 0, il existe une constante
positive do(to) > 0 tel que ||z(0)|| < do(to) alors tlg—noo |z(t)]] = 0.

3. Stabilité asymptotique uniforme : L'origine du systéeme (1.33) est uniformé-
ment asymptotiquement stable : si ['origine est uniformément stable et s’il existe
0 >0 tel que si ||z(ty)| < & alors lim tlir+n |lz(t)|| = 0.
—+00

Théoréme 1.4.16. (Théoréme de Lyapunov autonome) Supposons que l'origine est
un point d’équilibre du systéme autonome (1.32). S’il existe un voisinage V C R™ de 0 et
une fonction

V . V—>R+, (139)

de classe C! telles que :

1. 'V soit définie positive.
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2. La dérivée totale V pour (1.32) soit semi définie négative, alors 0 est stable, V
s’appelle une fonction de Lyapunov. De plus si la dérivée totale V pour (1.52)
est définie négative alors 0 est asymptotiquement stable, V s’appelle une fonction
stricte de Lyapunov.

Théoréme 1.4.17. (Théoréme de Lyapunov non autonome) Soit 0 un point d’équi-
libre de (1.33), s’il existe un voisinage Vi, C R™ de 0 et une fonction

ViV, = Ry, (1.40)

de classe C! telles que :
1. 'V soit définie positive.

2. La dérivée totale V pour (1.33) soit négative (respectivement définie négative), alors
0 est stable. Si de plus, on a :

3.V est décrescente (Hli”m V(t,y) = 0) alors 0 est uniformément stable (respective-
y||—0
ment uniformément asymptotiquement stable).
4. S1Q =TR" etV est radialement non bornée (H |}im V(t,y) = +00) alors 0 est glo-
Y||—+oo

balement uniformément stable (respectivement globalement uniformément asymp-
totiquement stable).

Définition 1.4.18. (La stabilité exponentielle) L’origine du systéme dynamique (1.32)
(resp.(1.52)) est dit localement exponentiellement stable s’il existe une constante v < 0,
M >0 et r >0 telles que pour ||xo|| < r, la solution x(.) de (1.32)(resp.(1.32)) issue de
xo ent =0 est définie sur [0, 00| et vérifie :

lz(@®)]l < Mol (1.41)

L’origine du systeme dynamique (1.32)(resp.(1.32)) est dit globalement exponentiellement
stable, si l'inégalité précédente est vraie pour tout xg € R™.

Théoréme 1.4.19. Si le systéme (1.32)(resp.(1.32)) est exponentiellement stable, alors
1l est asymptotiquement stable.

Théoréme 1.4.20. Soit f une fonction de classe C' au voisinage de 0 € R, telle que
f(0) =0. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. 0 est localement exponentiellement stable pour le systéme (1.32).

2. 1l existe une fonction de Lyapunov V de classe C* au voisinage de 0, et des réels

c1,Co,c3,7 €t 0 >0, tels que

[zl < 0) = (erllz]]" < V(z) < eof|z]|")

(2] < 8) = (< VV(z), f(z) >) < —esl|z|") (1.42)
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1.4.5 Stabilisation par des feedbacks

Définition 1.4.21. [93] Soit le systéme de controle @(t) = f(x(t),u(t)) ou z(t) € R
est 'état du systeme et u(t) € R™ est le contréle. On suppose que f(0,0) = 0 et f :
R™ x R™ — R™ une application réguliére.

On dit que le systéme est asymptotiquement stabilisable a l’aide d’un feedback continu
sl existe une application u : R™ — R™ continue tel que

et le systéme en boucle fermée

soit asymptotiquement stable.

Théoréme 1.4.22. [9/] On suppose n = m = 1. Le systéme & = f(x,u) est asymptoti-
quement stabilisable a laide d’un feedback continu si et seulement si : il existe u : R — R
continue ; u(0) = 0 et réalisant

zf(z,u(x)) <0 pourz # 0. (1.43)

Définition 1.4.23. [93] Le systéme de contréle linéaire & = Ax + Bu est dit stabilisable
par feedback linéaire, s’il existe une matrice K € R™™ dite matrice gain telle que

u(r) = Kz
est feedback stabilisante du systeme bouclé.

Théoréme 1.4.24. [93] Si le paire (A, B) est contrélable, alors le systéme linéaire & =
Az + Bu est stabilisable a l'aide d’un feedback linéaire u(x) = Kx tel que A+ BK soit
de Hurwitz.
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Chapitre 2. Modéle Mathématique du RPC

2.1 Introduction

Ce chapitre décrit la mise en équation mathématique du modele décrivant la géométrie,
la statique, la cinématique et le comportement dynamique de robot paralléle a cables en
fonction du temps, de ses entrées et de ses différents parameétres.

FIGURE 2.1 — Description géométrique du RPC.

Pour établir les équations décrivant le mouvement d’un robot a cable dans 'espace
euclidien & trois dimensions, on utilise deux repéres [95] :
— Un repére de référence global Rp (O, Xy, Yy, Zy) lié a la base fixe de robot et orienté
dans le sens direct comme indique la figure (FIGURE 2.1).
— Unrepére local R(P, X, Y, Z) lié¢ a la base mobile (plate forme) ayant comme origine
le centre de gravité de la plate-forme P = [z, v, 2]7 dont les vecteurs de base sont
liés a la géométrie de l'effecteur comme indique la figure (FIGURE 2.1).
Dans la suite on note par

sinpt = s,
COS [t = ¢ (2.1)
tanp =t,.

2.2 Passage de Rp a R

En mécanique des solides, il existe plusieurs paramétrisations pour décrire le mouve-
ment d’'un corps donné qui exhibe des translations ou des rotations ou bien les deux a la
fois.
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2.2. Passage de Rp a R

Les paramétrisations en lacet, (resp. tangage et roulis) sont utilisés pour décrire la
position et 'orientation de la plate-forme dans le repére inertiel Re.

La configuration de la plate-forme dans I’espace est décrite par trois rotations élémen-
taires définies par trois angles d’orientations a savoir le lacet 1, le tangage 6 et le roulis

. R} RY RY,
By(Xo, Yo, Zo) —2 B1(U,V, Zy) —= Bo( X, V,W) — B3(X,Y, Z) (2.2)
Ou By(Xo, Yo, Zy) est la base du repére Rp, B3(X,Y,Z) la base du repére local R,

Bi(U,V, Zy) et Bo(X,V,W) sont les bases intermédiaires déterminées par les vecteurs
U, V,et W et Rﬁ, RY et R?( sont les matrices de passage de rotation.

oy

FIGURE 2.2 — La rotation de 'effecteur autour de l'axe Z, avec un angle 1.

Détermination de la matrice de passage R?

Dans ’équation (2.2), RZ présente la matrice de passage de la base By(Xy, Yo, Zp) a la
base B1(U,V, Zy) par la rotation d’angle ¢ par rapport a Zy, qui soit orienté dans le sens
direct.

Cette matrice est donnée par :

Cd) —Sw 0
RlZZ) = 81/, 61/1 0 . (23)
0 0 1

Détermination de la matrice de passage RY

Dans I'équation (2.2), RY présente la matrice de passage de la base B1(U,V, Z;) a la
base By (X, V, W) par la rotation d’angle € par rapport a V', qui soit orienté dans le sens
direct.
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Cette matrice est exprimée par :

Co 0 S
Rl,=| 0 1 0. (2.4)
—Sp 0 Co

e M
~agt

FIGURE 2.3 — La rotation de 'effecteur autour de I’axe V' avec un angle 6.

Détermination de la matrice de passage Rf(

Dans Déquation (2.2), R% présente la matrice de passage de la base By(X,V, W) a la
base Bs(X,Y, Z) par la rotation d’angle ¢ par rapport & X,,, qui soit orienté dans le sens
direct.

Cette matrice est exprimée par :

1 0 0
Rf( = 0 C¢ —8¢ . (25)
0 S¢ C¢

Par suite la matrice de passage noté par Ry(n;), qui décrite la transformation entre
le repére globale R dont la base By(Xo, Yo, Zo) et le repére local R lié a la plate-forme
dont la base B3(X,Y, Z) est obtenue par le produit des trois matrices de rotation obtenus
dans les équations (2.3), (2.4), et (2.5).

Ce qui donne :

CpCo  —SyCh T SpCySe S¢Sy + SeCyCy
R1 (¢, 9, w) = Sy Co CyCoy + SySpSe —CySy + CpSeSy . (26)

—Sp CoS¢ CypCo

Dans la suite, on définit :
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2.8. Modélisation géométrique inverse (MGI)

FIGURE 2.4 — La rotation de 'effecteur autour de I’axe X avec un angle ¢.

— le vecteur position de la plate-forme par rapport au repére fixe Rp par

xT
m=1Y € Rga
z

— le vecteur d’orientation de la plate-forme par rapport au repére fixe R par

¢

T2 = 0 c R3,
(G

— le vecteur d’attitude (de pose) de la plate-forme exprimé dans le repére fixe Rp

par o

m 6

= € R>,
7 A

— le vecteur des coordonnées articulaires des moteurs par

q1

q2
g=| .| eR

qs

2.3 Modélisation géométrique inverse (MGI)

Le robot paralléle a cables est un systéme mécanique caractérisé par la transformation
du mouvement des actionneurs en mouvement de la plate-forme des cables. Dans ce cas,
I'objectif de la modélisation géométrique est de trouver une relation mathématique entre
la pose de la plate-forme n et le vecteur de positions des moteurs g. Cette modélisation
est complétée par la modélisation géométrique inverse.
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Chapitre 2. Modele Mathématique du RPC

Le MGI permet de calculer les coordonnées articulaires ¢ € R® connaissant les coor-
données opérationnelles de la plate-forme 7.

Considérons le robot paralléle a huit cables de longueur [;, © = 1...8 illustré dans la
figure (Fig.2.1).
On note par :

— A; : le point de sortie du ¢ cable sur la base fixe, ¢’est-a-dire 'extrémité du 7
-iéme

cable qui attache le ¢ enrouleur.

— B; : le point d’attache du i®™¢ cable a la plate-forme, c’est-a-dire la seconde ex-
trémité du ™ cable qui attache le ™® sommet de la plate-forme (voir figure
Fig.2.5).

A;

0

FIGURE 2.5 — Relation géométrique entre I'effecteur et le i®™° cable.

On suppose que les cables sont toujours tendus, alors le i€ cable est engendré par le
vecteur [ ; s’écrit comme suit :
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2.8. Modélisation géométrique inverse (MGI)

En arrangeant I’expression de (2.7), on aura :

%
l; :771+R1(772) b,-—ai, 1=1...8, (28)

avec
— a; : le vecteur position de i®™¢ point de sortie, c¢’est-a-dire

s
a; = OAZ,

— b; : le vecteur position de 1™ point d’attache, c’est-a-dire
—

En suite, on définit la longueur du i®™¢ cable tendu par la distance entre la position de
point d’attache B; et la position de point de sortie A;, ce qui nous permet d’écrire

%
L= i ]|z, (2.9)

avec :
— [; : la longueur du i®™¢ cable tendu.
— |||z : la norme euclidienne.
Par suite, on déduit que les longueurs des cables peuvent s’écrire en fonction du vecteur
d’attitude de la plate-forme comme suit

Li=fi(n),i=1...8 (2.10)

avec

S

fit Mea(R) — (2.11)
—

i) = [lm + Ra(n2) by — a2, i =1,...,8.

On suppose que :
— L’angle de rotation du i®™¢ moteur ¢; est dépend du sens d’enroulement du i™¢
cable autour du i*™¢ moteur de rayon r;.
— Les moteurs ont des rayons constantes.
— La rotation initiale du i®™® moteur est nulle.
Dans ce cas, la relation entre I'angle de rotation ¢; et la longueur I; du i®™¢ cable peut
s’exprimer par 1’équation suivante :
lLi .
qi:i;,zzl,...,& (2.12)
7

D’aprés I'équation (2.10), on déduit :

1
G=+—fi(n),i=1,...,8 (2.13)
T

7

Par suite I’équation du Modéle Géométrique Inverse (MGI) de robot paralléle a cables
s’écrit comme suit :

g==R" f(n), (2.14)
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Chapitre 2. Modele Mathématique du RPC

avees fl M6X1<R) — M8X1<R)
X s f(X) = (XD, S50, (2.15)
R=| - | (2.16)

rs

2.4 Modélisation Cinématique

Dans cette section, on s’intéresse a la relation entre le torseur cinétique (c’est-a-dire
I'ensemble des vitesses) et le torseur dynamique (c’est-a-dire ’ensemble des accélérations)
des moteurs et les torseurs cinétique et dynamique de la plate-forme.

Cette relation peut étre déterminée a partir du modeéle cinématique inverse (MCI) du
premier ordre et de deuxiéme ordre.

2.4.1 Modéle Cinématique Inverse du premier ordre

On suppose que les moteurs et la plate-forme sont deux corps indéformables.
On définit :
— le vecteur de la vitesse linéaire de la plate-forme exprimé en Ry par
T
hl = y € Rsa
Z

— le vecteur de la vitesse angulaire de la plate forme mobile exprimé dans Re
¢
7;}2 = 10| € Rza
(8

— le vecteur de la vitesse angulaire de la plate forme mobile exprimé dans R par :

Wy
Vg 1= Wy € R3.
Wy

Le modéle cinématique inverse du 1°* ordre permet de relier la vitesse de la plate-forme
définie par

V= Z; €R°,
au vecteur de vitesse des moteurs -
¢
j= q.2 € RS,
ds
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2.4. Modélisation Cinématique

Afin de déterminer le modéle cinématique du robot dans le repére fixe, on va d’abord
chercher une transformation des vitesses angulaires entre v et 7.
D’apres les relations de passage de Rp a R, on a

v=1Zy+0V + X, (2.17)

avec :

Zo = —8¢X + coW
W = coZ + s5Y (2.18)
V = C¢Y — S¢Z.

On remplace V et Z, par leurs expressions dans 'équation (2.17), on obtient
v =0 —1sg) X + (Bcy + 1hcpsy)Y + (Yegey — 0s4) 2, (2.19)
par suite la relation entre v et 1y s’exprime comme suit
Ve = Ro(m2)n2, (2.20)

avec Ry(n,) désigne la matrice de passage des vitesses de rotation entre le repére fixe Rep
et le repére mobile R, déterminée par :

1 0 —Sp
Roy(m) =10 ¢y cpsp |- (2.21)
0 —s¢ cyco

On dérive les équations de (2.7) par rapport au temps, on obtient la relation suivante :

i, dOA, , dOB;

2.22
dt dt dt ( )
Puisque A; est un point fixe, alors
d0—1>41 . d(li
dt — dt
=0
et par suite
_>
dl;  dOB,
dt — dt
_dob P, (2.23)
o dt dt
- 771 + Uy VAN bz
On désigne par n; le vecteur directeur unitaire du i€ cable, défini par
i
n= o (2.24)
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On dérive n; par rapport au temps, on obtient I’équation suivante

W = huls + il (2.25)
Comme n; est un vecteur unitaire, alors
annl =0,
d’aprés I'équation (2.23), on déduit

ii = ?11T<7]1 + 9 A bl)

2.26
= nZTm + (bz A Tli)TVQ, ( )
ou encore : '
li = Ji(n) Vp, (2.27)
ou
Ji(n) = [ ni (b Ang)t ] ; (2.28)
En concaténant les vitesses de translation des huit cables, on aura :
L= J(n) Vp, (2.29)
avec .
h
= | € R® : désigne le vecteur de vitesse des longueurs de cables.
Is

. J(n) = (Ji(n)): € Mgye(R) : désigne la matrice Jacobienne du modéle cinématique
inverse du robot paralléle a cables.
En se basant sur les équations (2.14) et (2.29), la vitesse articulaire ¢ peut étre s’exprimer
en fonction de la vitesse de la plate-forme V), comme suit :

Gg= +tR'JI(n)V,. (2.30)

D’autre part, a I’aide des équations (2.20) et (2.21), on obtient aussi la relation ci-dessous :

Vp = Ly(ne), (2.31)
ou _ i}
1 000 O 0
0100 O 0
Ly(n2) = 8 8 é (1) 8 _039 (2.32)
0 0 0 0 cg cps
0 0 0 0 —sp cyoo)

En incorporant I’équation (2.31) dans I’équation (2.30), le Modéle Cinématique Inverse
(MCI) du premier ordre de robot paralléle a cables s’exprime de la maniére suivante :

q= J(n), (2.33)
avec

J(n) = £ R'J(n) Ly(n2). (2.34)
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2.4. Modélisation Cinématique

2.4.2 Modéle Cinématique Inverse du deuxiéme ordre

Le modéle cinématique inverse du deuxiéme ordre permet de relier I’accélération de la
plate-forme définie par

e )
au vecteur des accélérations articulaires
1
g=|:| €R:
ds

Par calcul de la dérivée de I'équation (2.29) par rapport au temps, on obtient le vecteur
des accélérations linéaire des cables [ qui s’exprime en fonction du vecteur d’accélération
de la plate-forme, comme suit :

[= TV, + (0, V) Vp, (2.35)
o) = Py
6}7 (2.36)
= a—n(ﬁ)Lgl(ﬁz)Vp,

sachant que l'angle de tangage 6 doit vérifier la propriété suivante :
HER\{ngkw,keZ}. (2.37)

En combinant les équations (2.35) et (2.30), on obtient la relation entre le vecteur
d’accélération opérationnelle V,, et le vecteur d’accélération articulaire g.
Ainsi ¢ s’écrit de la maniére suivante :

i= £ R+ I, V)V, (2.38)
ou encore 'expression du MCI de deuxiéme ordre est donnée par
G§= £ R (J() Ly(no) it + [J(0) Lyp(112,712) + T (0, V) Lp(112)] ), (2.39)
avec : oL
Ly(n2,m2) = a—p(%)?b- (2.40)
2
On calcule la dérivée de I’équation (2.33) par rapport au temps, on obtient :
G = J(n)ii+ J(n, 7). (241)
Ainsi, par identification, on obtient :
J(n) ==+ R J(n) Ly(1), (2.42)
J(n,10) =+ R [T (0) Lyp(12,7) + J (0, V) Lyp(112)]- (2.43)
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2.4.3 Equation du modéle cinématique inverse

A T’aide des équations (2.33) et (2.41), le modeéle cinématique inverse général du robot
paralléle & cables peut s’exprimer de la maniére suivante :

ql j(ﬁ) Osxs 7
HE [Jm,m j(n)] Hi 24
2.5 Modeéle statique

Dans cette section, on désigne par :
— F.. ¢ le vecteur des forces extérieures agissant sur la plate-forme (voir figure (F'I-
GURE 2.6)), s’exprime en Rp et défini par

F,
Fu = |F,| €R?,
F,

— M.y : le vecteur des moments extérieures agissant sur la plate-forme (voir figure
(FIGURE 2.6)), s’exprime en R et défini par

— . .
— t :le vecteur des tensions des cables défini par
%
i1
_>
t=1:1,
%
ls

— T le vecteur des valeurs des tensions dans les cables défini par

T
T=|:,
Ty
ol
_>
Ti= |t |l

Le modéle statique consiste a établir une relation mathématique entre le vecteur des
tensions T' et les forces des moments extérieurs agissent sur la plate-forme.

Dans la suite, on suppose que les cables sont toujours tendus et de masse négligeable
et que le centre géométrique et le centre de gravité P de 'effecteur se coincident, alors
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2.5. Modéle statique

B r P
-
"H;H M omxt
'._.-‘"'. I.-i L
n
/ F_mxt

FIGURE 2.6 — Les différentes forces appliquées au RPC.

pour que le systéme reste en équilibre statique, il doit satisfaire I’équation suivante

8

Fea:t:z?i

=1
: (2.45)

-
Mea:t :sz/\ tia
=1

or
: - 5
e {niTi si (n; et t; sont de méme sens.)
i =

—n; T;  sinon.

D’aprés I'expression donnée par (2.28), I’équation (2.45) donne :

Femt/RO:|
— W(n)T, 2.46
] = wa (2.46
ou bien
o ks (2.47)
Mext /R
avec

W(n) = +J"(n) (2.48)
W(n) = £LL(n) J" (n). '

ot la matrice W (n) s’appelle matrice des torseurs du robot.
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2.6 Modéle dynamique

2.6.1 Modéle dynamique de la plate-forme

Dans cette section, on s’intéresse a la mise en équation du modéle mathématique qui
décrive le mouvement du robot paralléle a cables a partir de modéle dynamique de leur
organe terminal (plate-forme) indépendamment de ces actionneurs. Ces résultats seront
utiles dans les chapitres suivantes.

Parmi les méthodes de modélisation de systéme mécanique complexe, nous avons choisi
d’utiliser I'approche d’Euler-Lagrange [96] pour déterminer les équations du mouvement
de la plate-forme.

Puisque la dynamique des cables est négligeable, alors les coordonnées généralisées du
systéme sont égales a 7).

On consideére I'équation d’Euler-Lagrange donnée par :

d OL oL
Y ZZ — F 2.4
dt(ﬁfy) on PIRo? (249)

avec L le Lagrangien défini par

L=FE.—-FE, (2.50)
et
F, t}
F = { o (2.51)
P/Ro Meat /Ro
ou F,. désigne 'énergie cinétique et I, désigne ’énergie potentielle données par
E.— vy,
¢ r 0T (2.52)
E, = —mgz,
avec
M, 0O3x3
My = P x
0 |:03><3 I, }
ol
m 0 0
— M, = |0 m 0] :la matrice de masse de la plate-forme, avec m désigne la
0 0 m

masse de la plate-forme,
]wx _Imy _I;vz
— IL,=| I,y I,, —I,. | :lamatrice d'inertie de la plate-forme.
_[z:t: _[zy [zz
Comme l'espace de configuration de notre systéme est un cube, donc il existe k > 0, tel
que :
I =

p

o o F
o ™™ O
> O O
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2.7. Modéle dynamique des actionneurs

D’aprés I'équation (2.31), I'expression de ’énergie cinétique E,. devient :

L. .
Ee= 5" Mi(n) i, (2.53)
avec :
Mi(n) = LZ(U2)MOLP<772>7 (2.54)
puisque M;(n) = M¥(n), alors :
OFE. .
= My(n)n,

an
par suite, I’équation d’Euler-Lagrange donne

d 0L d OE,

E(a_fy) = 87’]) (2.55)
= Mi(n)ij+ Coln,0)n,
ou OM
Co(n, ) = ——(n) n. 2.56
o(n, 1) on ()7 (2.56)
La dérivée partielle du Lagrangienne L par rapport au 1 donne
oL
—Mm) =G 2.57
an (n) = Go(n), (2.57)
avec : OE
Z,
G = P _ o1, 2.58
o() oy ™9 {ngj (2.58)

En substituant les formules (2.46), (2.55) et (2.57) dans (2.49), on obtient le modéle
dynamique de robot paralléle & cables sous forme compacte comme suit :

M, (n)ii + Co(n,0) 1) + Go(n) = W(n) T, (2.59)

avec
— M;i(n) : la matrice d’inertie.
— Cp(n,n) : la matrice de Coriolis et Centrifuge.
— Gy(n) : la matrice de gravité.

2.7 Modéle dynamique des actionneurs

Dans cette partie, on va utiliser I’équation de Newton-Fuler pour le cas du mouvement
de rotation d’un corps rigide pour déterminer la dynamique des actionneurs.
L’équation de Newton-FEuler est donnée par ’équation suivante :

> My = Ia, (2.60)

avec
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— > M.y : 'ensemble des moments extérieurs agissant sur le corps.

— [ : la matrice d’inertie du corps.

— a : accélération du corps.
On suppose que :

— Les actionneurs sont des matériaux homogénes.

— La forme géométrique du i actionneur est cylindrique (voir FIGURE 2.7).
Dans ce cas, les actionneurs ne faisant qu’un seul mouvement de rotation généralisée par
les accélérations angulaires qu’ils se produisent par les couples moteurs :

71
= |:| €R

78

On applique I'équation (2.60) sur le 1™ actionneur formé par le moteur et enrouleur,

(o
L

FIGURE 2.7 — Présentation de i°™¢ actionneur avec le couple moteur 7; et ’axe de rotation
x.

on obtient :
i — fildi) — Ty, = Iy, Gi, (2.61)
avec
— I,, : le moment d’inertie de i®™® actionneur.
— fi(G;) : le vecteur des couples dus aux frottements visqueux et secs, il s’exprime
par
fildd) = ko, 4 + ks, sgn(ds), (2.62)
ks,, k., désignent respectivement les coefficients de frottements secs et visqueux de
i®me actionneur.
— T, : le moment de la tension du i*™® cable par rapport au rayon de i*® actionneur,
soit :
T, = r:'1;. (2.63)

Avec ces expressions, I’équation (2.61), devient :
qu‘ qz + kvi Qz + ksz‘ Sgn(Qi) +r, 1 = 7. (264)

Par conséquent, le modéle dynamique de I’ensemble des actionneurs s’exprime sous la
forme matricielle suivante :

I,§+ F,q+ Fysgn(q) + RT = T, (2.65)

avec :
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— I, : désigne la matrice d’inertie de I’ensemble des actionneurs, donnée par :

I = .. c RSXS
I(IS

— F, : désigne la matrice des coefficients de frottements visqueux de ’ensemble des
actionneurs donnée par :

Fv — .. c ]R8><8
Ky,

— F, : désigne la matrice des coefficients de frottements secs de 1’ensemble des ac-
tionneurs, donnée par :

F. = .. c RSXS
ks,

— sgn(q) : le vecteur de signaux des rotations des moteurs ou bien

sgn(qi)
sgn(q) = :
sgn(qs)

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons déterminé la relation géométrique et statique entre la
base fixe et la base mobile a travers les cables dans le but d’établir un modéle cinématique
approprié au robot permet de relier la vitesse et 'accélération entre 'organe terminal et
les actionneurs.

Ensuite, nous avons utilisé la description d’Fuler-Lagrange pour spécifier le modeéle dy-
namique de robot paralléle a cables ot la tension des cables correspond & leur entrée.

Pour terminer ce chapitre, nous avons caractérisé la dynamique des actionneurs en
utilisant la méthode de Euler-Newton afin de trouver une relation entre les couples moteurs
et la tension des cables.
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Chapitre 3. Poursuite de trajectoire du RPC en deuzx dimensions

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons le cas du robot paralléle a quatre cables dans le
plan sachant que la géométrie de la plate-forme est réduite au centre de gravité P ou
les cables sont concourants en ce point. La configuration du systéme est présenté dans la
figure (FIGURE 3.1).

©A4, = (0.0) A — @A) X

FIGURE 3.1 — robot paralléle & quatre cables dans le plan {O, Xy, Yy}.

Notre objectif est de construire un schéma de controle approprié permettre a l'organe
terminal (P) d’atteindre une trajectoire désirée et de garantir leur stabilité exponentielle
suivant cette trajectoire.

Pour ce faire, on a procédé dans un premier temps a déterminer le modéle mathéma-
tique décrivant le mouvement du robot dans le plan horizontal, dans lequel on projette le
modeéle dynamique du robot a cables en trois dimensions sur le plan formé par les vecteurs
de base de repére inertiel X et Y tout en gardant les mémes hypothéses sur les différentes
composantes du robot.

Dans un second temps, on effectuera un changement de variables sur les états de
systéme d’erreurs formé par la trajectoire désirée et la trajectoire du robot, puis, on
analysera le déplacement de la plate-forme dans I’espace du travail, afin de construire une
loi de commande simple et efficace pour le suivi de trajectoire de robots a cables a partir
d’un modele d’erreur moins compliqué.

Dans un troisiéme temps, on traitera les problémes de commandabilité et de stabi-
lisabilité en utilisant la méthode de retour de Coron [93]. L’objectif est de trouver des
trajectoires convenables pour lesquelles on prouve I'existence d’une loi de commande adé-
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3.2. Modéle mathématique du RPC dans le plan

quate qui permet de garantir la commandabilité du systéme autour de ces trajectoires.
Ensuite, on déterminera la nature de ce schéma de controle & ’aide d’obstruction de Bro-
ckett a la stabilisation [97]. Puis on utilise la théorie de Lyapunov pour effectuer une
étude de stabilité de systéme d’étude en boucle fermée.

3.2 Modéle mathématique du RPC dans le plan

Dans cette section, on s’intéresse a la mise en équation de la dynamique du mouvement
du robot & cables dans le plan horizontal {P, X, Y}. Physiquement, cela signifie que le
mouvement de la plate-forme ne dépend que du mouvement suivant les directions des
vecteurs ]34)(z et PY, et aussi de la rotation autour de I'axe (PZ), ce qui implique

z = constante (en m)
£=0(enm.s ")

¢ =1 =0 (en rad)
db=1=0 (en rad.s™).

(3.1)

Comme nous avons supposé que la géométrie de la plate-forme est réduite & un point, on
déduit que la rotation autour de I'axe (PZ) est négligeable, c’est-a-dire
0 ~ 0 (en rad)

. 3.2
0~ 0 (enrad.s™). (3.2)

Dans ce cas le vecteur d’état 7, la matrice de masse M, et la matrice d’inertie I, de la
plate-forme deviennent comme suit

=1
a, = [ 7?1 (3.3)
i

Alors, d’aprés les équations (3.1), (3.2) et (3.3), on déduit que

Mi(n) = M,
00(77, 77) = 0R2><2 (34)
GO(T]) = OR2><1-

De plus, puisque les cables attachent D'effecteur au point P, alors les points d’attache
B;, (i=1,...,4) sont confondus avec ce point, c¢’est-a-dire

B,=P i=1,...4

ce qui implique
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On remplace les b;, (i = 1,...,4), par leurs valeurs dans les équations (2.8) et (2.10), on
obtient
7= =1,....4
l_lr] CL“ Z_ R B (36)
li == H?]-(Ii”g, 1 = 1,...74,
on déduit
W) = ([ ]")s € R, (3.7)

||77 - az‘||2

Maintenant, on remplace les éléments de I’équation (2.59) par leurs expressions déduites
ci-dessus, on obtient le modéle dynamique du robot & quatre cables suivant

Uy

S B (3.8)
0 m| |y Wy ... Wy
Uy
tel que, pourt=1,...,4, 0on a
~ T — Qi
Wy =
V(@ = ai)? + (y — aiy)?
U~]2i _ Yy — az’y (39)

V(T —ai)’ + (y — aiy)?

%
w =T, = | t; ||2,

sachant que (a;z, a;) forme le coordonné du vecteur position a; de i moteur A; c’est-
a-dire

; —
{azz] —a; = OA, (3.10)

et le vecteur u = [uy, us, us, uy)? vérifie la contrainte des tensions des cables donnée par
u; € [Tmin7Tmaz] C R-{-) (311)

avec Trin et Thuap sont les 1M éléments de 7., et Tae respectivement.
Ainsi, la forme développée du systéme matricielle (3.8) et I’équation (3.11) donnent le
modéle mathématique du robot & quatre cables suivant

. 1 ! T — Qg
. 2 2
m i1 (LU — Clw;) + (y - azy)
1 o Y — Qyy (3.12)

u; € [TminaTmax]ai - 17 cee 747

est le systéme d’étude de ce chapitre.
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3.3. Swivi de trajectoires et description du mouvement du RPC dans le plan

3.3 Suivi de trajectoires et description du mouvement
du RPC dans le plan

Dans cette partie, on va écrire le systéme (3.12) sous forme d’un systéme de suivi c’est-
a-dire, on détermine la dynamique de signal d’erreur entre une trajectoire désirée et la
trajectoire du robot (z,y). Ensuite, on effectue une analyse sur les différents mouvements
possibles de la plate-forme (P) afin de déterminer une relation mathématique entre les
tensions des cables.

Pour cela, on commence par mettre le systéme dynamique du robot (3.12) sous forme
d’un systéme de controle de premier ordre.

On définit le vecteur d’état du systéme par

T
X =", (3.13)
T3
Ty
ou x1, Xo, 3 et xy définissent comme suit
TG =
To =21
2 (3.14)
T3 =Y
Ty = y
Donc le systéme (3.12) devient
jfl = T2
1 < x a
. 1 — Wiz
To = — U;
m ; V(@1 = aip)? + (23 — a;y)?
T3 = Ty (3.15)
. 1 ! T3 — Qgy
Ty — — U;
M= V(@ — @)’ + (23 — ag)?
U S [Tmzna Tmaa}]a Z S {]-7 s 74}7
o U = [uy, ug, uz, us]” présente le vecteur contrdle de ce systéme.
Maintenant, on définit une trajectoire désirée instationnaire X, par
T1d
X, = [T (3.16)
T3d
T3q
ou
Ty =1
e (3.17)
L3d = Yd
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satisfont la condition suivante
[(z1a(t), w3a(t)) [l < M, Vt >0, (3.18)

ou M est une constante positive.
On introduit le signal d’erreur entre 1’état du systéme (3.13) et la trajectoire désirée
(3.16) définit par e := [ey, eq, €3, €4]T et s’écrit par I'équation suivante

€1 = X1 — T1d

€2 = T2 — T1d

(3.19)
€3 = T3 — T34
€4 = Tg — T34
La dérivation temporelle de systéme (3.19) donne
€1 =11 — T4
€y =Ty — T14
(3.20)

€3 = X3 — T3d
€4 = T4 — X3q.

Ensuite, on substitue 1’équation (3.15) dans la dérivée temporelle du systéme des signaux
d’erreurs (3.20), on obtient

€1 = €
4
6o — 1 €1+ T1g — Qig w —
2= i — T1d
mz €1+ T1g — Giz)? + (€3 + T34 — Qiy)?
. =1 \/( 233) ( zy) (321)
€3 = €4
4
1= ; — T34
mi3 V(er + 21a — ain)? + (63 + w30 — aiy)? Z

De plus, pour mieux visualiser le systéme (3.21), nous introduisons la transformation
non linéaire suivante ou la nouvelle variable d’entrée v; est donnée par

1
v = wi, 1 €4{1,...,4}. (3.22)
\/(61 + X1g — @iz)2 + (63 + X34 — aiy)2

Etant donné que la géométrie de la base fixe du robot a cables A; Ay A3 Ay est un carré
direct de c6té a > 1 (enm) (voir figure(FIGURE 3.1)), alors les coordonnées des moteurs
sont exprimées dans le repére inertiel Rp comme suit

A1y = Qup = Q1y = Aoy = 0,
1 4 ly 2y (3.23)

A2y = A3y = A3y = A4y — G.
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3.3. Swivi de trajectoires et description du mouvement du RPC dans le plan

Par suite, le systéme (3.21) s’écrit en fonction de la nouvelle commande v; (3.22) et les
coordonnées des positions des moteurs (3.23) comme suit

€1 = €
L&
Gy = E(Z;(el + x14)v; — avy — avs) — T1q
, = (3.24)
€3 = €4
P
€y = E(;(eg + x34)v; — avs — avy) — Taq.

Enfin, on va décomposer la trajectoire de l'organe terminal (effecteur) du robot pla-
naire de la figure (FIGURE 3.1) en plusieurs sous trajectoires afin d’identifier les moteurs
qui sont actionnés. On effectue alors 1'algorithme suivant :

— Pour aller d’un point A & un point B, selon le sens et 'inclinaison de la trajectoire,

il y a toujours deux actionneurs qui tirent les cables appropriés.

— Pour déplacer l'effecteur dans le sens inverse des aiguilles d’une montre, nous
devons augmenter vs par rapport a v; et lorsque la plate-forme atteint le plan
{(z,y) €[0,a] x[0,a] -y < §,y < x}, on augmente vy par rapport a vy et vy (voir
FIGURE 3.2).

— Sinous voulons déplacer la plate-forme dans le sens des aiguilles d’une montre, nous
devons augmenter v; par rapport a v et lorsque nous obtenons le plan {(z,y) €
0,a]x[0,a] : * < §,r < y}, on diminue vy par rapport a v, et vs (voir FIGURE 3.3).

On peut traduire cette analyse par la relation mathématique suivante :

=0 52

(3.26)

sachant que

On remplace les quantités de vs et vy de la relation (3.25) dans l'équation (3.24), on
obtient

€1 = ey

: 1 .
¢ = —(e1+ g —a+3)vi+ —(e1+ 71— a+2)vg — T4
,m m (3.27)
€3 = €4

. 1 1 ..
€4 = E(Gg —+ T3q — 2a + 3)1}1 + E(eg + T3q — Q + 2)1]2 — X34-

Afin de simplifier de plus le systéme d’erreur (3.27), on introduit les variables auxi-
liaires notées par X, X5, X3, Xy, X4, Xog, X34 et Xy44, et on effectue le changement des

o7
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4
—. | A1 0 1 la.a)
O e )
N Y
=45
i
£y
) P
ta
(o A1 = (0,0) (o) Xp
\_) ey

An = (e, 0)

FIGURE 3.2 — Déplacement de l'effecteur dans le sens direct.

variables suivantes

X1 — X a—1 1 0 0f [er
X3 — X3y . 0 1 0 0 €2
X2 — ng B 0 0 m(a — 1) m €3 ’ <328>
X4 — X4d 0 0 0 m €4
et
de a—1 0 0 O Tig — @+ 2
Xsa| 0 1 0 0| |zgg—a-+2
Xoa| T | 0 01 0] —iw (3:29)
Xud 0O 0 01 —T34
On définit les nouveaux signaux d’erreur par
e = X1 — Xug
€1 := X9 — X
21 2 2d (3.30)
e31 = X3 — X3q
eq = Xy — Xyq.
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= :_\.b,-_ (0,0 I \ Xo
o (Oj

Aa = (a,0)

FIGURE 3.3 — Déplacement de 'effecteur dans le sens indirect.

On dérive le systéme (3.30) par rapport au temps, on obtient

éll - Xl - de
o =X = Xy (3.31)
é31 = X3 - X3d
é41 - X4 - X4d7

et comme par hypothése a > 1 et m # 0, alors les systémes (3.28) et (3.29) sont inversibles,
et par suite le systéme (3.27) s’écrit comme suit

1

€11 = — €21
m

€21 = €11 V11

. 1
€31 = —€q
m

(3.32)

éq1 = ez v11 + (—a+ 1) vy,
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ol v11 et v91 sont deux controles positifs donnés par

V11| 11 (%1

el =11 o] ] 639
3.4 Etude de la commandabilité et de la stabilisabilité

Dans cette section nous étudions la commandabilité et la stabilisabilité du modéle
proposé. Nous montrons & l'aide de la méthode du retour de Coron [93] que le systéme
(3.32)-(3.33) est localement commandable, et ne peut pas étre stabilisable par des feed-
backs (des retour d’états) négatifs. Car il ne vérifie pas la condition nécessaire de Brockett
[97]. On construit alors des schémas de controles positifs appropriés vy et v du systéme
(3.12) qui sont capables de guider le robot pour suivre la trajectoire désirée (z14(t), x34(t))
et de garantir la stabilité exponentielle autour de cette trajectoire.

3.4.1 Etude de la commandabilité

On commence tout d’abord par rappeler les théorémes suivants

Théoréme 3.4.1. [03] soit (z,a) : [Ty, T1] — O (o O est un sous-ensemble ouvert non
vide de R™ x R™ ) une trajectoire du systéme de controle & = f(x,u) (ot x € R™ est l’état,
u € R™ est la commande, avec (x,u) € O, et f € C*(O,R"). Si le linéarisé autour de la
trajectoire (Z,u) est controlable. Alors le systéme de controle & = f(z,u) est localement
controlable autour de (T, ).

Théoréme 3.4.2. (Obstruction de Brockett[97]) Si le systeme

f(0,0) =0,
ou x € R™ est l’état et u € R™ est la commande, est localement asymptotiquement sta-

bilisable a 'aide d’un feedback statique stationnaire et continue, alors l'image de tout
voisinage de (0,0) € R" x R™ est un voisinage de 0 € R".

(3.34)

Théoréme 3.4.3. (Critére de Kalman : cas instationnaire[93]) Soient 0 < Ty < Ty, A €
C>([Ty, T1], R™*™) et B € C([Tv, T1], R™™). Soit le systéme instationnaire

& = A(t)x + B(t)u. (3.35)

ot z(t) € R™ est l’état de systéeme et u(t) € R™ est le controle. Soit B; : [Ty, Ty] — R™™
définie par la formule de récurrence :

Supposons qu’il existe t € [Ty, T1] C R, tel que
ev{B;(t)u; u € R™, i € N} =R", (3.36)

alors le systéme (3.35) est commandable sur [Ty, T'1].
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Théoréme 3.4.4. (Théoreme de Sussmann et Jurdjevic[95]) Supposons que les champs

de vecteurs fo, f1,..., fm sot analytiques. St le systéme
&= folx)+ ) fil@)u; (3.37)
i=1

est localement commandable en (0,0), alors

{9(0);g € Lie{fo,..., fm}} =R". (3.38)

Dans ce qui suit, on note par :

— E = [eq1, €01, €31, ea1]T le vecteur d’état du systéme d’erreur (3.32).
— v = [v11,v21]7 le vecteur de controle du systéeme d’erreur (3.32).
On a le résultat de controlabilité suivant.

Théoréme 3.4.5. Soit T > 0 et soit (E, V) une trajectoire vérifiant (E,V)(T) = (E,V)(0) =
(0,0) et que

(3.39)

pour tout t € [0,T]. o
Alors, le systéme d’erreur (3.32) est commandable autour de la trajectoire (E,V').

Preuve. En appliquant le théoréme du Cauchy-Lipschitz, et en utilisant I’équation (3.39),
on obtient

611(T — t) = éll(t)
T—1t) = —é9(t

ea(l —1) = —éni) (3.40)

631(T - t) = €31 (t)

en(T —t) = —eal(t),
pour tout ¢ € [0, 7.
Soit

€11 v
fE,V) = e

m
€31 V11 — V21 (a - 1)
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Soient A(t) et B(t) deux matrices définies comme suit

of
A(t) i = = t t
(t) 5 Z(E@®), V()
0o L 0 o0
len 00 0 (3.41)
o 0O 0 O % ’
0 0 w17 O
of - _
B(t) .= = (E),V(t
(1) = 5L (B, V(1)
0 0
. 0 (3.42)
0 0
€31 l1—a
On considére la suite de matrice suivante
By = B(t)
dB
B = d—to — AB,
—éu 0
. l €21 0
" m | —és (a—1)
€41 0
dB
BQ - d_tl - ABl
—26€9; 0
. i —2mén'z711 0
m2 —2é4 0 ’
m26317711 — mTng + mégﬂjll —1_)11(CL — 1)
dBy
By = —=— AB,.
3 It 2
On suppose qu'il existe t* € [0, T] vérifie
e (t) #0,
comme
det([Bo, Bl, Bg, Bg](t*>) = én(t*)(a — 1))/m 7£ 0,
alors
rang(ev{Bo, By, Ba, By} (")) = 4. (3.43)
Donc d’aprés le Théoréme (3.4.3), le systéme
¢ = A(t)e + B(t)v (3.44)

est controlable sur [0,7]. Et d’aprés le Théoréme (3.4.1), on en déduit que le systéme
d’erreur (3.32) est localement controlable autour de la trajectoire (£, V). [
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3.4.2 Stabilisation par des commandes instationnaires positives
Nous démontrons dans ce paragraphe, le résultat suivant.

Théoréme 3.4.6. Le systeme (3.32) n’est pas stabilisable par une loi de commande sta-
tionnaire et continue.

Preuve. Soient €; et €5 deux nombres strictement positifs. On étudie la solution de I'équa-
tion ci-dessous en fonction de V.

(3.45)

On suppose que ej; # 0, sinon (3.45) n’a pas de solution en V. Alors la solution de
I'équation (3.45) s’écrit en fonction de €; et €3 comme suit

1
V11 = 6—61
11
. . (3.46)
Vg = — €+ €.
21 611(—CL—|— 1) ! —a+1 2
ol
1
€1 .= §|€11|
3 (3.47)
€y 1= Z|€31|.
Dans ce cas, on suppose que e;; > 0, sinon on obtient v;; = —% < 0 ce qui est en

contradiction avec la contrainte de positivité du controle v,;, donc on obtient vy, =
ﬁ(%]egl\ — %631) < 0, de méme, il est en contradiction avec la contrainte de positi-
vité du controle vg;. Alors on conclut que 'équation (3.45) n’a pas de solutions et d’aprés
le Théoréme (3.4.2), on déduit que le systéme (3.32) n’est pas stabilisable par un retour

d’état stationnaire et continue. OJ

3.4.3 Lois de commandes et étude de la stabilisation

Dans cette sous-section, nous développons un contréle positif qui permet au robot
décrit par 'équation (3.12) de suivre la trajectoire (x14(t), z34(t)) et de garantir sa stabilité
exponentielle. C’est-a-dire on va développer des lois de commandes vérifiant les contraintes
suivantes.

v (t, z,y, 2) € [0, Traz)

vor(t, z,y, 2) € [0, Trnaz)
e (t)] < anlers (0)]e™™ (3.48)
|ea1(t)] < aglea (0)]e ™ .
lesi ()] < aslesi (0)]e"
lear ()] < auleq (0)]e™
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avec les o; et les v; (i =1...,4) sont des paramétres positifs.
Dans ce cas on va établir le théoréme suivant.

Théoréme 3.4.7. Etant donné e > 0, et on considére les schémas de controles instation-
naires sutvants

m k
Ui(t,en,ean) = ———(—ene ™™ — ey — kienr)
len| + € m (3.49)
I .
Uz(t> €31, 641) = _an:_ 1 (—631€_kt - £€41 — ksez — Eei’)lvll)-
On définit vi1 et vy par
vi1(t, e, €01) = P(Ui(t, ey, €21)) (3.50)
va1(t, €31, ea1) = d(Ua(t, es1, eq1)), .
ot
¢: R — [0, Xpnaz (3.51)
x> sat(z,0, Xpaz)- '
de sorte que X4, vErifie la condition
kE—1 k
— < Xz < =, 3.52
5 5 (3.52)
et "sat" note la fonction de saturation, définit par
Sat(xu Tmin, $max) = x 51 Tmin < T < Tag (353>
Tomax SINOMN.
Alors, pour les parametres suffisamment grands k et k; (i = 1,...,4) tels que
kE>1
ki1 >0
1
ke > 5 (3.54)
k?g >k—1
14+ ks
k4 €10
4 e] ) 2 [7
le systeme en boucle fermée (3.32)-(3.50) est exponentiellement stable.
Preuve. On considére les fonctions de Lyapunov suivantes
_ 2 —key, P22 o —kt
%(t, €11, 621) = P11€11<1 +e ) + m 621(1 +e ), (355)
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FIGURE 3.4 — Représentation de la fonction de saturation et la fonction ¢(x)

P
Va(t, e, ea) = Paged (1 + e ™) + ﬁeilu + e hh, (3.56)
avec les hypothéses
1 k—1
0< P33 < Py < Ps3
P Xmaz ‘
0< ZQT < P < (k—Xmaz>P22.

Les fonctions Vi et V, sont définies positives car Vi(t,eir,esn) > Prel, + %egl, et
Va(t, es1,e41) > Pazed; + %64211 pour tout ¢ > 0.
On calcule la dérivée de Vi et V5, par rapport au temps, cela conduit aux discussions
suivantes

1 cas : Up(t, e31,e41) =0, Us(t, e31,€41) =0

. P _
Vi(t,ern,e21) = 2%611621(1 +e kt) — kVi(e1n, €a1)

kPoy — Poy o

< —(k - 1)Pne%1(1 + e’kt) — e5(1+ e’kt)

. m2 (3.58)
< —P22€%1(1 + eikt> - %€%1<1 + eikt)
< —Co1(k)Vi(t, e11, e21),
) P —kt
‘/2(t7 es1, 641) = 2E€31641(1 +e ) - k‘/Z(e?)la 641)
B kP — Py _
< (k= DPuchy(1+e7™) = == 5= (1he™) g
kPy — Ps3 4

< —Pyed (1+e*) - — e2(1+e)

< —C1(k)Va(t, es, ear),
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Chapitre 3. Poursuite de trajectoire du RPC en deuzx dimensions

avec kP P
Cor(k) = min(Pas, %),

. kP — P
Cy (k) = min(Py, %).

20me cas : Uy (t, e11, €21) = Ximazs Ua(t, €31, €41) = Xpnaa

Vit e, en) < =(kPu = Pi = PpXiao)ehy (1 + ¢ )

kP — Py — PooXonaa .
_ (kP = P —= Je2,(1+ ) (3.60)
m

< —002<k7 Xmax)‘/l(u €11, 621)7

P33 + 2Py X4z

%(t, €31, 641) < ((1 — ]C)P;ggegl + )(1 + e*kt) —kV

m? (3.61)
< _OQ(ka Xma:):)v(ta €31, 641)7
avec
OOZ(ka Xmax) = mm{(k‘ - 1)Pll - P22Xmaxa P22(k: - Xmax) - Pll}-
02(k7 Xmaa:) — mm{(k: - 1)P337 kP44 - P33 - 2P44Xma:c}‘
3%me cas : Ui(t, e, ea1) €]0, Xpnazl, Ua(t, €31, €41) €]0, Xonae|
. 1
Vi(t, e, en) < —(Pri — %(Pn + PpoXnaz) )€ (1 + 67“)
1 2k - 3.62
— W(P22+2_]€2(P11 +P22Xmam))€§1<1+e kt) ( )
< —Cos(k, ka)Vi(t, €11, €21),
‘/Q(t, €31, 641) < —[—P44<1 + kg) —+ (k — 1)P33]€§1(1 + €7kt>
1
- W[_P“(l + k3) + (2ky + k) Py (3.63)

— P33]6?11(1 + e_kt)
< —Cs(k, ks, ks)V (t, €31, €41),

avec
) 1 2ko
Cos(k, k2, Xpnaz) = min(Pyy — %(Pn + PooXinaz), Pao + ﬁ(Pn + PooXinaz)),
) 1
C3(k’, kg, k4) = mm(—P44(1 + kg) + (k‘ — 1)P33W<_P44<1 + kg) + (2/€4 + k‘)P44 — ng)).

Sous les conditions (3.52) et (3.57) et (3.54), on déduit que les nombres Cy;, Cy, i = 1,...3
sont strictement positifs.

Ainsi, on conclut que le systéme (3.32)-(3.50) en boucle fermée est exponentiellement
stable. ]
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3.5 Reésultats de simulation

Dans cette section, on va effectuer des tests de simulation pour objectif de valider
les performances des lois des commandes vy; et vy de I'équation (3.50) sur le modéle
dynamique du robot & cables dans le plan horizontal (3.12).

On présente dans le tableau (3.1) les paramétres spécifiques des schémas des controles
et du robot sachant que la position initiale de la plate-forme est Py = (¢, yo).

Parameétres | Valeurs
Yo 9.518
a 16
m 1.5
k 5
kl 3
ko 4
ks 4.5
ky 0.5
Xmax 2.25
€ 0.001

TABLE 3.1 — Paramétres du robot a cables.

La figure (FIGURE 3.5) montre la suivi de trajectoire de la plate-forme dans le plan
horizontal (XY) sachant que 'effecteur est positionné initialement au point F.

On remarque que le robot se dirige vers la trajectoire désirée et reste sur cette trajec-
toire & partir du point (7,735,11,29) jusqu’a la fin.

Ensuite, la figure (FIGURE 3.6) démontre les performances des lois des commandes v
et vy; donnée par I’équation (3.50) sur la dynamique du robot dans le plan horizontal
(XY).

On peut voir que l'effecteur présenté par x(t) par rapport a I'axe des abscisses, s’ap-
proche de la trajectoire désirée nommé par x,; dans une période t; = 5.85secs, puis les
deux trajectoires x(t) et z4(t) sont confondues, c’est-a-dire

Vit >ty ,x(t) = x4(t).

Egalement, leffecteur qui est présenté par y(t) par rapport a I’axe des ordonnées,
s’approche de la trajectoire souhaitée nommé par y; dans une période t, = 2.765 secs,
ensuite les deux trajectoires sont confondues, c’est-a-dire

Vt > to, y(t) = yalt).

Les résultats de la simulation dans la figure (3.7) montrent la convergence exponentielle
de la plate-forme vers la trajectoire désirée.
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Y (m)

@  Actionneur

Trajectoire désirée

Cable @® Trajectoire du robot
® Effecteur
0 2 4 6 8 10 12 14 16
X (m)

FIGURE 3.5 — Trajectoire désirée et réelle de 'effecteur dans le plan horizontal
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FIGURE 3.6 — Comportement des trajectoires x, x4, y et y4.

On peut observer aussi la positivité des schémas de controle vy; et v91, ce qui montre
Iefficacité de I'application ¢ sur les controles U; et Us,.

De plus, les simulations des figures (FIGURE 3.8) et (FIGURE 3.9) montrent la positivité
des différentes tensions dans tous les cables lors du mouvement de la plate-forme, on peut

remarquer que les valeurs de toutes les tensions décroissent vers la tension minimale
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FIGURE 3.7 — Simulation des lois de commande vy et vo;.
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FIGURE 3.8 — Simulations des tensions des cables 1 et 2.

lorsque l'effecteur est stable sur la trajectoire.

Enfin, les figures (FIGURE 3.10) et (FIGURE 3.11) montrent la variation des longueurs
des différents cables dans le temps.

Ainsi, en comparant les différents signaux présentés dans les figures (FIGURE 3.8),

(FIGURE3.9), (FIGURE3.10) et (FIGURE 3.11) montrent l'efficacité de I’analyse du mou-
vement de 'effecteur dans la section (3.3).
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FIGURE 3.9 — Simulations des tensions des cables 3 et 4.
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FIGURE 3.10 — Simulations des longueurs des cables 1 et 2.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un algorithme de conception de feedbacks stabi-
lisants le systéme robot paralléle soumis a quatre actionneurs. La stratégie de conception
est basée en premier lieu sur 1'étude de suivi du mouvement du systéme (mouvement
d’ensemble) créé par les directions des cébles afin d’établir une relation entre les quatre
tensions des cables ; et permet par un changement de variables de déterminer de nouvelles
entrées. Le systéme, d’erreur, non linéaire obtenu est localement controlable grace a la
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FIGURE 3.11 — Simulations des longueurs des céables 3 et 4.
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méthode du retour de Coron, mais il ne satisfait pas la condition nécessaire a la stabili-
sation de Brockett. Pour contourner a la fois 'obstruction de Brockett et satisfaire aux
contraintes physiques imposées par le systéme; & savoir stabilisation par des feedbacks
positifs qui sont bornés, nous avons pensé d’utiliser les feedbacks instationnaires qui sont

a la fois positifs et bornés qui conduisent par ’approche de Lyapunov a une stabilisation
rapide au sens exponentielle.

Enfin, nous avons validé les résultats obtenus par des simulations numériques pour

montrer 'efficacité des feedbacks proposés. Une investigation sur 1’étude des robustesses
de feedbacks établis pourrait étre 'objet d’un futur travail.
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trois dimensions

Sommaire

4.1 Introduction . ... ... ... ... o o e 74
4.2 Partie 1 : Commande basée modéle des robots & cadbles ... 75
4.2.1 Modéle mathématique du robot en 3D de la figure (Fig.4.1) . . 75
4.2.2 Modélederreur . . . . ... L 78
4.2.3 Commande de suivi de trajectoires . . . . . . . . .. ... ... 82
4.2.4 Simulations numériques . . . . . ... ... 84

4.3 Partie 2 : Commande par mode glissant basée sur un algo-
rithme d’optimisation sous contraintes . . . . . . ... ... .. 90
4.3.1 Preuve du Théoréme 4.3.1 . . . . . . . .. .. ... ... .... 95
4.3.2 Simulation des Résultats . . . . . .. ... ... 98
4.4 Conclusion. . . . . . . . e e e e e 103

73



Chapitre 4. Poursuite de trajectoires du RPC en trois dimensions

4.1 Introduction

Ce chapitre contient deux parties. Dans chaque partie on donne le schéma de construc-
tion des controleurs qui assurent le suivi des trajectoires du robot paralléle a cables en
trois dimensions.

Dans la premiére partie, on donne une extension du chapitre précédent ou ’architecture
du robot est en trois dimensions, et porte les mémes hypothéses géométriques que le robot
a cables dans le plan. Sa configuration géométrique est dans la FIGURE 4.1.

Zo

-
b 2
Y -

o Xo

FIGURE 4.1 — Robot paralléle & cables en trois dimensions.

Dans ce but, on commence en premier lieu par la détermination du modéle mathé-
matique du robot présenté par la configuration de FIGURE 4.1. Cette modélisation est
obtenue grace au systéme dynamique du robot en général.

Ensuite, on détermine le systéme d’erreur en forme cascade entre les sorties de robot
a cables et une trajectoire de référence. Cette derniére forme est obtenue via des transfor-
mations bijectives (feedback d’équivalence) faisant intervenir 1’état et les controles. Puis,
on construit a partir de ce modeéle d’erreur des lois des commandes instationnaires, sa-
turantes et continues permettant a la plate-forme du robot de suivre la trajectoire de
référence dans ’espace et assure leur stabilité exponentielle. Finalement, on présente de
simulations numériques pour voir l'efficacité des feedbacks sur le robot a céables.

Dans la deuxiéme partie, on reprend le modéle général du robot (2.59) dans 'espace
opérationnel et on étudie la stabilité en temps fini de robot paralléle & cables par des lois
de commandes en mode de glissement, en se basant sur un algorithme d’optimisation afin
que les actionneurs ne puissent que tirer, mais pas pousser la plate-forme mobile du robot
vers la trajectoire désirée. Pour ses raisons, on propose en premier temps un surface de
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glissement qui sera définie par les équations d’erreurs entre les états du plate-forme et la
trajectoire désirée.
Ensuite, on construit a partir de cette surface de glissement un schéma de controle
u € R8, déterminer par le minimum d’une programmation d’optimisation sous contrainte.
Les performances des feedbacks construits sont testés par des simulations numériques.

4.2 Partie 1 : Commande basée modéle des robots a
cables

4.2.1 Modéle mathématique du robot en 3D de la figure (Fig.4.1)

Dans cette section, nous nous intéressons au probléme du robot a cables de la FI-
GURE 4.1 sous les hypothéses suivantes :
— Les cables s’attachant au point P.
— La géométrie de l'effecteur est négligeable c’est-a-dire la plate-forme est présentée
par leur masse au centre de gravité.
— les moteurs du robot sont positionnés sur une forme géométrique de cube de di-
mension h exprimée en métre (m).
Dans ce cas le mouvement de la plate-forme ne dépend que des mouvements suivant les

—
directions des vecteurs ﬁ , PY et ﬁ , ce qui implique
=1 =60=0 (enrad)
¢=1=0=0(enrad.s™t),

Par suite le vecteur de position 7, la matrice de masse M, et la matrice d’inertie Ip de la
plate-forme deviennent comme suit

(4.1)

x
n=1y
E
m 00 (4.2)
M,=10 m 0
0 0 m
Ip - OR3><37
ainsi les matrices M;(n), Co(n,n) et Gy deviennent
Mi(n) = M,
OO(T], 77) = 0R3><3
0 (4.3)
GO(U) =101,
m

et comme la géométrie de la plate-forme est supposée négligeable et puisque les cables
attachent l'effecteur au point P, alors on déduit

B,=P i=1,...,5.
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Ce qui implique

bi=0,i=1,...,8 (4.4)
On remplace les b;, (i =1,...,4), par leurs valeurs dans les équations (2.8) et (2.10), on
obtient
= =1,....8
i =71 ag, Z_ [ I (45)
li = ||7]—ai||2, 1= 1,...,8.
On déduit 0 —a
W(n) = ([——1") e R, (4.6)

7 — asl2
Ensuite, on remplace les éléments de I’équation (2.59) par leurs expressions déduites ci-
dessus, on obtient le modéle mathématique du robot & huit cables suivant

w11 ... W18 Tl

m 0 0 x
0 m O Yyl = [Wor ... Wos S, (47)
0 0 m Z 11]31 Ce ’LZ}38 TS
tel que, pourt=1,...,8 on a
~ T — Qg
Wy =
Vol + (g e+ (- )
~ Yy — aiy
Wai = 2 2 2
V(@ = i)+ (y — aiy)? + (2 — aiz) (4.8)
~ Z = Qi
Wsi =
V(@ = ai)? + (y — aiy)* + (2 — a;.)?
%
Ti = || ti |l2,

avec :
— t; est le vecteur tension du i®®¢ cable,
— (@ig, @iy, a;,) forme le coordonné du vecteur position a; de i*® moteur A;, c’est-a-

dire
Ay
s
Qiy | = Q5 = OAZ, (49)
Az
— Le vecteur T' définie par i
T,
T
T:=1 . 1,
Ty
vérifie la contrainte des tensions des cables suivante
Tlmin _Tlmaa:
T2 in T2 ax
T < T (4.10)
TSmin T8max
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ol Timin €t Timae sont deux réels positive vérifient 'inégalité suivante
ﬂmax_ﬂmin 20, 'l: 1,...,8. (411)

On développe I'équation (4.7), on obtient le systéme de controle dynamique du robot

mdfz(?h—x)z ——xz

i€{3,4,6,7} ]6{1258} Yi
mi="h-y)> f—yz (4.12)
i€{2,3,6,8} vi je{1,4,5,7} Yi

mz=(h—2z) Z ——zZ——gm

i€{1,2,3,4 6? je{5,7 8}7

ol
— Le scalaire v; définit par

vim (@ —aw? + (U= @)+ (-, i= 1.8 (413)

— Le scalaire h définit la longueur de 'aréte de la base fixe (voir figure (FIGURE 4.1)).
On considére le vecteur X suivant

T
T
X =Y (4.14)
y )
z
Z
et on introduit les nouvelles variables suivantes :
r1 =2
To =T
rs =19y
Ty =
4=y (4.15)
Ty = 2
T — z
T, .
u; = ,1=1...8
mu;
tel que
Tlmin Tlmaz
muvy Uy muy
2min u2 TQmaz
xol S S m"ug (416)
%72}1n ug T8maz
8 mug
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sont les nouvelles variables entrées.
Par suite, le modeéle (4.12) s’écrit sous forme d’un systéme de contrdle de premiére
ordre comme suit

1’1 = T2
jfg = (2h—x1)2uz — X1 ZU,]‘
1€4{3,4,6,7} j€{1,2,5,8}
T3 = T4
.f4 = (h—xg)Zuz —Igzuj' (417>
1€{2,3,6,8} je{1,4,5,7}
$5 = T
te = (h — x5) Z u; — :E5Zuj -9,
1€{1,2,3,4,6} j€{5,7,8}

c’est le systeme d’étude de cette partie.

4.2.2 Modéle d’erreur

On considére la trajectoire de référence (z,,y,,2,)! satisfait 'équation dynamique
suivante

554 T T
Ty + _$rw51 - w31

2h

. 1
r+ — Wi, = wh
Y th 51 21 (418)

by r T
Zrt o2 Ws = Wy

2h
Va2 4 yi+ 22 < h.

ol les parameétres wy,, wi,, wi, et wh, sont positifs et bornés liés aux valeurs de tension
dans les cables.

Dans cette section, on va décrire le systéme d’erreur entre le modéle dynamique du
robot (4.12)-(4.17) et le modéle mathématique de trajectoire de référence (4.18) sous
forme de structure en cascade, afin de faciliter la construction des schémas de controles
positifs.

On considére les deux vecteurs suivants
Ty
Loy

Lgr
{78
Lo |

(4.19)

U
U2

usg
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et on effectue le changement de variables suivant

Tip = Ty
Loy = x'r
T3r = Yr
Tar = yr
or =& (4.20)
Ter = Zp
wn
W2
U=A0h)| .|,
Wg
avec
— w; (i =1,...,8) présentent les nouvelles lois de commandes qui satisfont les inéga-
lités suivantes
w; >0, 1=1,...,8.
w1 > Wa
(4.21)
Wy > Q'LU3
Wy > We.
— A(h) est définit par
- . -
L 0O 0 0 0 0
0 % —ﬁ 0O 0 0 0 0
00 5 0 0 0 0 0
00 0 5 0 — 0 0
AR =19 o 0o 7 £ 0 0 0 (422)
0 0 0 0 O % 0 O
0 0 0 0 0 O ﬁ 0
00 0 0 0 0 0 |
Dans ce cas la trajectoire de référence prend la forme suivante
C.Clr = Tor
. T 1 T
:t3r = T4r
: , 1 . (4.23)
Lar = Wy — ﬁyrwm
i75r = Tor
T 1 T
Lor 1 %z,«wm,

79



Chapitre 4. Poursuite de trajectoires du RPC en trois dimensions

ol

\/xfr + a3 + a2k <h. (4.24)

On introduit les feedbacks préliminaires w;, + = 1...8, comme suit

avec

Par suite, le systéme (4.17) devient

1 1 1
wy = _Zw?,l - gwm + Ewsl
1
Wy = ngl
1
W3 = §w31
1 2 1
Wi = SWs1 + 3wz + 2wr — 5 Ws1
5 (4.25)
W5 = gwm
1
W = §w21
2
wy = —§w21 — 2wr + gwsl-
1
wg = §w217
avec w;; > 0, © = 2,3,5,7 sont de nouvelles entrées soumises a 1'inégalité suivante
Wmin S Ws1 S Wmama (426>
5 10 10
Winin = maz(zws; + —way, —way + 10wr;)
2 3 3 4.97
5 10 (4.27)
= SWa1 + 3 W + 10wz
I"l = T9
. 2 hws; — ws; o
€T =
? 2h
T3 =1y
2h Wo1 — Ws1 T4 (428)
€T =
* 2h
I'5 = Tg
. 2gh—2hw71—|—w51x6
Tg = — .
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Nous définissons les signaux d’erreur suivants

€1 = T1 — T1r
€2 1= T2 — Ty
€3 1= T3 — T3p
€ = Xy — Tyy
€5 = Ty — Ty
€6 = T — Tor
Uy = ws — wyy
U2 = W91 — w;l
Us = wp —wyy

e r
U4 = Ws1 — Wsx-

On dérive les ¢; (i = 1...8) par rapport au temps,

€1 = Ty — Ty
€y = Ty — Tgy
€3 = T3 — I3,
€4 = Ty — Tyy

€5 = T5 — Tsr

€6 = Tg — Ter

(4.29)

on obtient

(4.30)

Ensuite, en substituant les équations (4.28) et (4.23) dans le systéme (4.30), on obtient

la dynamique de I'erreur de suivi

él = €2
ég = (Ul — %elwgl — $1TU4) —
€3 = ey
é4 = (UQ — ﬁ@gwgl — $3TU4) —
é5 — €p

1

éﬁ = (U3 - 2—65ng - I5TU4 — g

h

1
ﬁelel

(4.31)
%63(]4

1
) - %65[]4.

Afin de simplifier le systéme (4.31), on considére les nouvelles variables de controles Uy,

Us1, Uy et Uyy définissent par le systéme suivant

T
Un=U; — 2—€1w51 — 11, Uy

h

-
Uy = U — 57 €3Ws1 — 23, Uy

2h

(4.32)

Usy = Uz — 2—e5w§1 —x5:Us — g

h

1
U41 == ﬁUzl
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Par suite, le systéme dynamique des erreurs prend la structure en cascade en fonction des
nouvelles variables comme suit

él = €2
eo = Uy —eUy
€3 = ey
ey = Uy —e3Uy

é5:€6

(4.33)

€6 = U31 - 65U41-

4.2.3 Commande de suivi de trajectoires

Dans cette section, on propose des feedbacks de saturations, instationnaires, et positifs
ayant la forme suivante

U = Un(t,z,y, 2)
Uy = Uy (t,z, 9y, 2)
Usi = Usi(t,x,y, 2)
Uy =Un(t,z,y, 2)

(4.34)

permettent de stabiliser exponentiellement le systéme (4.33).
Ces feedbacks garantissent les résultats suivants

Jim_[a(t) = a.(8)] = 0

i Jy(t) = ()] = 0 (4.35)
hm 2(t) — 2 (t)] =0,

t—+o0

ainsi que les propriétés suivantes

wi(t, ,y, 2) € [Wimin, Wimaz), t =1...8
|2 (t) — 2,(t)| < au|2(0) — 2, (0)|e "
ly(t) =y, (t)] < aaly(0) — y,(0)|e™*
[2(t) — 2 ()] < as[2(0) — 2.(0) e,

(4.36)

avec ay; > 0 et y; >0 poure=1,2,3, et

Tmin
Uimin =

mpv;

Tmazx
Uimaz = .

mpv;

On donne le théoréme suivant.
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4.2. Partie 1 : Commande basée modéle des robots a cdbles

Théoréme 4.2.1. On considére les schémas de contréles instationnaires suivants
UH(t, 1}) = ¢(—€1€7kt — kgeg — klel)

U21 ) = (—6367]“t - ]{7464 — ]{7363)

t,x) =
() = dl-ese (437)
U31 (t, l’) = ¢(—656 — k’666 — k’565)
U41 (t LU) =0
ot : ¢(x) = sat(z,0, Xinaz), € R, tel que Xy satisfait la condition suivante
k—1 k
— < Xz < =, 4.38
5 5 (4.38)
et la fonction de saturation est définit comme suit
T st r<uzx
sat(x,z,7) = ¢ x sinon st <z <T (4.39)
T sinon
Alors, pour tous paramétres suffisamment grands k > 1, k; > k — 1 et k;q € (0, 1-;:1)

(avec i =1,3,5), le systéme en boucle fermée (4.33)-(4.37) est exponentiellement stable.
Preuve. Nous considérons les fonctions candidates de Lyapunov suivantes
Vi(t,er,e2) = Pref(1+ e ) + Pres(1 + e )
Vi(t, es,e4) = Pyed(1 + e ) + Pied(1+ ™) (4.40)
Vi(t, es,e6) = Pse2(1 + e ™) + Psea(1 + ™),

k—1

ki +1

k—1

ks +1

k—1

ks + 1

Les fonctions Vi, V3, et Vi sont définies positives car Vi(t,e1,es) > Pred + Pe3 et
Va(t, e3,e4) > Pye2 + Pye? pour tout t > 0.

Nous calculons la dérivée temporelle de V;, V3, et V5, nous obtenons les estimations

1
0<EP1§P2§ Pl.

1

1
0<EP5SP6§ Ps.

ou :

‘/l(tv €1, 62) <
%(ta €3, 64) <

‘/5(t7 €5, 66) <

_él ‘/1<t7 €1, 62)7
_63 ‘/3(t7 €3, 64)7

_65 ‘/5(257 €5, 66)7

61 :min{Pg,kPQ—Pl,(k—1)P1,/<:P2—P1—2P2Xmaw,

—P(1+k)+(k=-1)P,—

Py(1+ k) + (2ke + k)P, — Py }.

)
63:min{P4,]€P4—P3,(]€—1)P3,]€P4—P3—2P4Xmaz,
)

— Py(14+k3)+ (k—1)P5,—

Py(1+4 k3) + (2ky + k) Py — P3}.

65:min{PG,kPG—P5,(k—1)P5,l<:P6—P5—2P6XmM,

— Ps(14+ks) + (E—1)P5, —

Ps(1+ ks) + (2ke + k) Ps — Ps}.

(4.42)

(4.43)
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Chapitre 4. Poursuite de trajectoires du RPC en trois dimensions

Sous les conditions (4.38) et (4.41), et par définition des paramétres k et k;, i = 1,...6,
nous déduisons que les coefficients ¢;, ¢ = 1, 3,5 sont strictement positifs.

Alors, nous concluons que le systéme en boucle fermée (4.33)-(4.37) est exponentielle-
ment stable. O

4.2.4 Simulations numériques

Dans cette section, nous présentons les simulations numériques que ont été effectuées
a l'aide de Matlab pour illustrer l'efficacité des schémas de controle proposés dans ce

chapitre.
Les parameétres du robot et les lois de commande sont listés dans le tableau suivant

Paramétre | Valeur
h 20
m 1.5
g 9.8

Timin 0

Timax 10
k 5
k1 4.5
ko 0.5
ks 4.5
ka 0.5
ks 4.5
ke 0.5

TABLE 4.1 — Paramétres de simulation.
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4.2. Partie 1 : Commande basée modéle des robots a cdbles

Trajectoire de référence
. ®  Trajectoire du robot

FIGURE 4.2 — Trajectoire de référence et trajectoire réelle de I'effecteur dans 'espace de
3D.

La FIGURE 4.2 montre le suivi de trajectoire de l'effecteur de robot dans l’espace 3D.
Initialement, la plate-forme est positionnée au point Py(11,6,4.5), et nous remarquons
que l'effecteur se dirige vers la trajectoire de référence, puis les deux trajectoires finissent
d’étre confondues.

Ensuite, les FIGURE 4.3 et FIGURE 4.4 montrent la bonne performance des schémas
de controles sur les sorties du systéme de robot. Nous pouvons voir que 'effecteur se
rapproche de la trajectoire de référence dans une période t; = 10secs et reste ensuite
stable dans la direction de cette trajectoire, c’est-a-dire pour tout ¢ > t;, on a

x(t) = x?‘(t)>
y(t) = yr(t):
z(t) = 2z.(t).

De plus, les FIGURE 4.5-FIGURE 4.8 montrent la variation des longueurs des cables
par rapport au temps.

Enfin, les résultats de simulations des figures (FIGURE4.9)—(FIGURE4.12) montrent

la positivité des différentes tensions dans tous les cables pendant que le robot suivre la
trajectoire de référence.
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FIGURE 4.6 — Simulations des longueurs des cables I3 et I4.
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4.3 Partie 2 : Commande par mode glissant basée sur
un algorithme d’optimisation sous contraintes
Dans cette partie, on développe une stratégie de controle en temps fini & partir du

modéle statique du robot a cables dans 'espace opérationnel (2.47) pour le suivi de
trajectoires en prenant en compte les contraintes physiques sur les tensions des cables.

Dans ce contexte, on choisit d’utiliser la commande par mode de glissant parce que le
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4.83. Partie 2 : Commande par mode glissant basée sur un algorithme d’optimisation sous contraintes

comportement mathématique du modeéle dynamique du robot a cables peut étre adaptable
au choix de surface de glissement, ce qui permet de réduire I'ordre du modeéle du robot.
De plus la réponse du systéme robot avec cette loi de commande en boucle fermée devient
entiérement insensible au comportement géométrique du robot.

On rappelle que le modéle mathématique du robot dans I'espace opérationnel est donné
par

My (n)ii + Co(n, 1)1 + Go(n) = W (n)u

Umin S u S Umaz

(4.44)

et on considére la trajectoire désirée définie par

Zd
Yd
_ | %
nd - ¢d

04
| Ya |

(4.45)

supposée deux fois différentiable, et on désigne par

€:=1N—"4
[ — 2y

— Yd
i (1.46)
¢ — ba
06— 6,
| — g

le vecteur d’erreur.
Afin de faciliter I’écriture, on définit les deux vecteurs suivants

€12
€29

€62

avec
— ¢e;1 le i°™e ¢élément de vecteur e.
— ejo le i*me élément de vecteur é.
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Notre objectif est de déterminer un feedback u de maniére que

lir(n )61(8) =0

s—t(eg

lim ey(s) =0, (4.47)
s—t(eo)

tout en respectant la contrainte suivante :
Umin S u S Umaz (448>

ol
— ep : le vecteur d’erreur initial entre ’état du robot et la trajectoire désirée a I'instant
t=0.
— t(eg) : le temps fini de convergence que peut s’exprimer en fonction de ey =
€7(0), T (O)]"
Le résultat principal de cette section est présenté dans le théoréme suivant.

Théoréme 4.3.1. Soit la surface de glissement dans [’espace d’erreurs définie par

s = eg + Kidiag(sign(ey))|es]”, (4.49)
avec
[k, 0 0 0 0 0]
0 kny O O 0 O
o 0 ky 0 0 0
Br=1o 0 0 &k 0 0
0 0 0 0 ksy O
(0 0 0 0 0 Fkel
[sign(err) 0 0 0 0 0 ]
0 sign(ear) 0 0 0 0
. . 0 0 sign(e: 0 0 0
diag(sign(e1)) = 0 0 O( = sign(eq) 0 0
0 0 0 0 sign(es1) 0
0 0 0 0 0 sign(es1) |
[en |
o |lexn]™
le1]* = )
| lee |
ou

— kip>0,1=1,...,6.
— o; € (O, 1)
— sign(z) présente la fonction signe définie par

1 stx >0
sign(vr) =49 0  six=0
-1 siz <.
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On considere la lot de commande définie par

u=argmin ||l
s.1. W(’?)a — ug(e1, e2) = Mi(n)us(er, e2) (4.50)

avec :
uo(er, e2) = Co(n,m)1) + Go(n) + Mi(n)ila
—K(Is + diag(|e1|))sign(s) if s # Oge (4.51)
us(ela 62) - 0 l
56 else.
[k, 0 0 0 0 0]
0 kk 0 0 0 O
o 0 ks 0 0 0
K= 0 0 0 Kk O O
0 0 0 0 Kk O
(000 0 0 0 kK
-|611| 0 0 0 0 0 i
0 ’621' 0 0 0 0
diaglleh = | © O leml 000 (4.52)
HalV="109 0 0 Jew] 0 0
0 0 0 0 |€51| 0
0 0 0 0 0 |eal]
[sign(s:)
sign(ss)
sign(s) = .
sign(se)
avec

— l{2>0,Z:1,,6
Alors, équilibre (ng,0) du systéme en boucle fermée composé par la dynamique du
robot (4.44) et la loi de commande (4.50)(4.51) est globalement stable en temps fini.

Avant de commencer la preuve, on va rappeler quelque notion utile sur la commande
par mode de glissement ainsi que la théorie d’optimisation.

Définition 4.3.2. [98] On considére le systéme
= f(x)+ g(z)u, v € R", (4.53)

ou f(0) =0 et g(0) # 0. Le feedback u = u(x) stabilise en temps fini (4.53) si ’équilibre
r = 0 du systeme en boucle fermée (4.53) stable en temps fini, c’est-a-dire, pour toute
condition initiale x(0) = x° € R", il existe un temps de stabilisation T > 0, qui satisfait :

lim z(t; 0, 2°) = 0, (4.54)

t—T
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et
x(t;0,2°) =0, sit>T (4.55)

pour toute solution x du systéme en boucle fermée (4.53).
De plus, si la commande est obtenue par mode glissant, elle est appelée une commande
par mode glissant terminal.

Lemme 4.3.3. [95] Pour tout 0 < a < 1 and My > 0, il existe un nombre M; > 0 tel

que
[201% < Mo + M||2| (4.56)

est valable pour tout z € R.
Lemme 4.3.4. [98] Supposons que a, b, et m > 1 sont tous des nombres positifs. Alors
(@™ +b™)m < a+b. (4.57)

Théoréme 4.3.5. [98] Soit le systéme de controle mono-entré suivant

i1 = fi(z)
Ty = fo(z)
(4.58)
j:n—l - fn—l(x)
avec x = (21, ...,x,) € R™ les fi(x) sont continues, et f;(0) =0 pouri=1,...,n.

On considere la surface de glissement S = {x € R" : s(x) = 0} avec la variable de
glissement s est définit par l’équation suivante

s(x) = x, — h(x1,...,2n_1), avec h(0,...,0) =0, (4.59)

ot (T1,...,Tp1) — h(xy,...,x,_1) est une fonction continue.
Si la fonction h satisfaisant linégalité suivante

n—1

By, wn)| < Ko+ Lo » |, (4.60)

=1

pour des nombres positifs adéquats Ky et Ly. Alors la loi de commande
u=—fu(z) +v, (4.61)

ol

v=—K(1+ Z |fi()])sgn(s), (4.62)

K > max{Ly,1},s # 0,

permettra au systéme (4.58) d’atteindre S en un temps fini.
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4.3.1 Preuve du Théoréme 4.3.1

Preuve.
On commence de vérifier que le probléme suivant
min |||z
s.t. Wn)u — ue(er, ea) = My(n)us(er, e2) (4.63)
0 S Umin S U S Umaz,

admet une solution.
Le probléme (4.63) peut s’écrire sous la forme suivante

min, f(x)
g(x) =0 (4.64)
Umin S h(.I) S Umaz

avec
flx) =]z = r.xl, x € RS

g(x) = W(n)z — ug(e, e2) — Mi(n)us(er, ez), aR®
h(z) =z, v € R®,

et comme la partie de R®
E={zeR®: g(x) =0, tnin < h(2) < Unas}

est convexe et compact, et 'application = —— f(x) est strictement convexe et continue
sur €. Alors le probléme (4.64) admet une solution unique et par suite, le probléme
d’optimisation (4.63) admet une seule solution u € R® s’écrit sous la forme de I'équation
(4.50).
Ensuite, on dérive ey et ey par rapport au temps, on obtient
él = 6
= 62
© = ed2 (4.65)
= @(77 — Na)
= n - ﬁda
or
My (n)ij+ Co(n, 1)1 + Go(n) = My(n) (i} — fja) + Co(n, 1)1 + Go(n) + My (n)ila
= Mi(n)é + Co(n, m)n + Go(n) + Mi(n)ila (4.66)
= Mi(n)éz + Co(n, n)7 + Go(n) + Mi(n)ija,

d’aprés les équations (4.44) et (4.66), on trouve la relation suivante
W (n)u = Mi(n)éx + Co(n 7)) + Go(n) + M (n)ia. (4.67)
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L’application de loi de commande (4.50), donne

Mi(n)éz + Co(n, )0 + Go(n) + Mi(n)ila = My(n)us(er, e2) + uo(er, e2), (4.68)

ce qu'implique
M (n)éa = Mi(n)us(er, e2), (4.69)

et comme M;(n) est inversible, alors

éQ = US<€1, 62). (470)
Par suite, le systéme dynamique (4.44) en boucle fermée prend la forme suivante :

€1 =e

Lo (4.71)
€y = us(e1, €2),

Il ne reste qu’a montrer la stabilité en temps fini du systéme de controle en boucle
fermée (4.71) pour conclure que la plate-forme atteint la trajectoire en temps fini.

On a:
[s — €[l = [|s — eal2

0 (4.72)

ol s; est le i*™¢ glément de s.
On calcule (s; — e;2) a partir de ’équation (4.49), on obtient

s; — eip = ki Sign(€i1)|€i1|al> (4~73)

et par suite

6
Is —ella <> ki *leal*. (4.74)
i=1

Puisque «; € (0,1), alors par I'application du Lemme 4.3.3; on déduit qu’il existe ¢y et
c;1 tels que

6 6
S Tk Pleal <Y ki (cio + caleal). (4.75)
1=1 i=1

Ensuite, on définit les constantes :
6
1/2
C() = Z kﬂ/ Cio
i=1

1/2
C} := max k:ll/ cit,
1<i<6

alors I'inégalité (4.72) devient

6
[s =€l < CO+012|62'1|7 (4.76)

=1

96



4.83. Partie 2 : Commande par mode glissant basée sur un algorithme d’optimisation sous contraintes

qui satisfait le Théoréme 4.3.5, alors, le systéme (4.71) atteint l'ensemble {(e1,ez) :
s(e1,e3) = Ogs } en temps fini.

Par suite, on conclut que le robot paralléle & cables suit la trajectoire désirée 7, en
temps fini.
Le schéma global du controle est reflété dans le diagramme de bloc dans la FIGURE 4.13.

O
(M. W) ——
=t H'[I_.lllf] wuple & )= .le;lu,{e N U
U< tigin S0 < Upar
(HOJ us} |
(1)
s = ¢+ Kidiag(sign(e))|e|™ +
(EJ é) . {rldl Il]d}
FIGURE 4.13 — Diagramme de loi de commande par mode glissante pour le CDPRs.
Remarque 4.3.6.
Le vecteur de controle u(ey, es) définit par (4.50) peut s’écrit comme suit
u(er, e2) = u, + N, (4.77)

ol
— uy - est La solution particuliere de la contrainte d’égalité du probleme d’optimisation

(4.63) s’écrit en fonction de pseudo-inverse de Moore Penrose de la matrice W
comme suit

u, = W (ug(er, e2)). (4.78)
sachant que A" désigne la pseudo inverse de la matrice A, s’exprimer par
At = (ATA) AT,

— N : la base de noyau de la matrice W défint par

N = ker(W).
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— A\* : un vecteur bidimensionnel vérifie

A= argm/\in A2, (4.79)

et soumis a la contrainte d’inégalité
Umin — Up S NA S Umaz — Up-
Le calcul numérique (4.50)-(4.77) est basé sur l’algorithme du point intérieur, de sorte
que la structure de cet algorithme est organisée comme suit

1. Les entrées : l’état initiale et les caractéristiques paramétriques de la plate-forme.
2. Calcul de la trajectoire désirée.
3. Calcul des matrices M(n), C(n,n) et G(n).
4. Calcul du surface de glissement s.
5. Calcul des matrices W (n), WT(n) et N(n).
6. Résolution du probleme quadratique (4.63).

7. Sortie : la solution w.

4.3.2 Simulation des Résultats

Dans la présente section, on procéde a des simulations numériques pour illustrer le
rendement du controéleur proposé.
Pour réaliser cette simulation, nous choisissons la trajectoire désirée suivante

zq(t) = 2 cos(t)
ya(t) = —g cos(t)
(t) = 2 cos(t)
za(t) = 72Tcos (4.80)
Bult) = % cos(t)
0a(t) = % cos(t)
Yalt) = == cos(t)

Les parameétres de simulation sont donnés ci-dessous :
— Matrice de gain K

40 000 0
055000 0
00 300 0

K=10 0 020 o0
00 006 0
0 0 00 0 35
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— Matrice de gain K,

4.5

S OO OO Ut
ew]

o O O O Uto
O O O oo
DN OO OO
oSO OO OO

— Le vecteur des parameétres «
[0.75]
0.75
0.75
0.70
0.70
10.70

— Les paramétres géométriques de robot :

Paramétre | Valeur
h 20
C 0.2
m 1.5
g 9.8
Tinin 0.1
Tnax 3.8

TABLE 4.2 — Parameétres géométrique de robot de simulation.

— Le vecteur de position initiale X

1
XO - 1
1
— Le vecteur d’orientation initiale X,
s
E
X() = |12
™
6
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Chapitre 4. Poursuite de trajectoires du RPC en trois dimensions
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FIGURE 4.14 — Comportement des trajectoires (z,z4) et (y,y4) (commande par mode

glissant).
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FIGURE 4.15 — Comportement des trajectoires (z,z4) et (¢, ¢4) (commande par mode

glissant).

Les FIGURE 4.14-FIGURE 4.16 présentent le comportement des variables de sorties de
robot (x,y, z,¢,0,1) et les états de trajectoire désirée ((zq, Ya, Zd, Pd, O, Va)-
On remarque que les sorties x, z et ¢ rejoignent respectivement les positions x4, z4 et
lorientation désirée ¢4 dans un temps inférieur a 1.5 s, alors que les sorties y, 0 et ¢
prennent plus de temps pour converger respectivement vers les états désirés y4, 04 et 1.
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Les figures FIGURE 4.17-FIGURE 4.19 montrent que le temps de convergence du

robot vers la trajectoire désirée est t* = 3.5 s. De plus, on observe que les erreurs de suivi
diminuent d’une maniére monotone.
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Les figures FIGURE 4.20-FIGURE 4.22 présentent les simulations des

glissement sy, . ..

102

FIGURE 4.19 — Simulation des erreurs de suivi es, eg.

Y

S6-

variables de



4.4. Conclusion

2 T T T 10 T T T T T
\
5, enmis \ s, enm/s
| \ 2
| ol —a]
ﬂ '\-
1571 1 6 |
| —~
. w o
\ 4r —
I‘\ ‘I‘ f‘l‘ \\
1 1 2r |
ﬂ x / \
'\ of—\ / LY s
| | ™
. \ | o
05| 1 2 \ /
\ /
'\ '\ /
\ “ '\ /
| L
_ \
2 \J . \\,\ /
8 N4
i N A T SN (NN SN AN NN e R S AN SN (NN S AN RN
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
tens tens

FIGURE 4.20 — Simulation de surface de glissement sy, ss.

3 T T T 1 T T T T T
s, en mfs s, en rad/s
N
2 r\ : A
| 0.5 [
fl [
T
do] [
| \ 1 [ ]
’f \.\ 0 Ll
/ ﬂ ‘|
0 ( \ |
| |
| 057 |
| ] |
A | ‘
s' |
]
| A
2f 1 f
s' ;
|
3 ! ! ! I ! ! ! ! ! 15 ! ! I ! ! L ! ! I
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
tens tens

FIGURE 4.21 — Simulation de surface de glissement sj3, sy4.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité le probléme du suivi de trajectoires de robot
paralléle & cables en dimensions trois. Le systéme est controlé a travers les huit moteurs
et les tensions de cables sont toujours positives et saturées.

Nous avons introduit dans la premiére partie des transformations non linéaire et bi-
jective des variables qui conduisent a la construction des schémas de controles positive
et instationnaire garantissant la positivité des tensions des cables ainsi que la stabilité
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FIGURE 4.23 — Simulations des tensions des cables T7 et Ty (commande par mode glissant).

exponentielle de robot sur une trajectoire de référence.
De plus, nous avons établit dans la deuxiéme partie un schéma de controle en mode

de glissement basé sur un algorithme d’optimisation capable d’amener le robot a suivre

une trajectoire désirée en temps fini.
Les résultats des simulations numériques montrent 'efficacité de différentes stratégies

de controles proposée.
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Conclusions et perspectives

Le présent travail mettait les points sur les problématiques de la commandabilité et de
la stabilisabilité des robots industriels. En particulier, on s’est intéressé a la construction
des lois de commandes non-linéaires sous contraintes pour les robots paralléles a cables.
Les robots paralléles & cables offrent plus d’avantages que d’autres robots industriels tels
que les robots paralléles conventionnels, c’est-a-dire les robots paralléles dotés de chaines
cinématiques rigides. Parmi ces avantages, on trouve : le grand espace de travail, cott de
construction réduit, modularité, légereté et rapidité.

Dans ce contexte, on a développé des lois de commandes instationnaires basées modéles
et d’autres lois des commandes stationnaires basées algorithme d’optimisation. Ces lois
de commandes prennent en compte la contrainte physique des tensions des cables ou
ces derniers ne peuvent que tirer la plate-forme sans le pousser. En plus, ils permettent
au robot de suivre des trajectoires planifiées et de garantir leur stabilité autour de ces
trajectoires dans l’espace opérationnel. Afin de clarifier ces résultats, on a présenté cette
thése en quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, on a réalisé une étude bibliographique couvrant une grande
variété d’aspects relatif au robots paralléle a cables tel que sa présentation dans les robo-
tiques industrielles, ainsi que leurs aspects mécaniques et géométriques permet de carac-
térisé un robot a cable par rapport & un autre. Dans les littératures on trouve plusieurs
configurations de robot a cables tels que les robots en mode suspendu, les robots sous-
contraints, les robots sur contraints et les robots incomplétement contraints. Egalement,
les notions de la commandabilité et de la stabilisabilité ont été présenté dans cette étude.

Dans le deuxiéme chapitre, on a déterminé le modéle géométrique, statique, cinéma-
tique et dynamique décrivent le mouvement d'un type de robot paralléle & cables a six
dégrées de libertés et a huit cables. Il appartient a la classe des robots paralléles a cables
sur-contraints ot la forme géométrique de ces bases est un parallélépipéde rectangulaire.
Ce prototype expérimental est présent au sein des laboratoires CRAN et LORIA.

Ensuite, nous nous sommes intéressés a découpler les phases de navigation du robot
suivant les dimensions de ’espace de travail pour objectif de comprendre la relation entre
le mouvement de la plate-forme et les tensions des cables afin de construire des schémas de
commandes plus performants. A cet égard, nous avons présenté le troisiéme et le quatriéme
chapitre comme suit :

— Dans le troisieme chapitre, nous avons construit des lois de commandes instation-
naires, positives, saturantes permet au robot a cables en deux dimensions de suivre
une trajectoire prédéfinie dans le plan de deux dimensions. Dans ce contexte, nous
avons réfléchi dans un premier temps a projeter la dynamique du robot sur le plan
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horizontal en réduisant la géométrie de la plate-forme en un point afin de déter-
miner le modéle mathématique du mouvement du robot dans le plan horizontal
inférieur de la base fixe.

Puis, nous avons utilisé 'approche de la méthode de retour de Coron pour détermi-
ner la trajectoire pour laquelle le robot est commandable, puis avec 'obstruction
de Brockett et la théorie de Lyapunov nous avons prouvé la stabilité exponentielle
du robot sur une trajectoire avec des schémas de commandes instationnaire.
Dans le quatriéme chapitre, nous avons proposé dans une premiére partie des lois
des commandes basées modeles pour le robot & cables en trois dimensions. Ces
commandes garantissent la propriété physique de tension des cables et permettent
a l'organe terminal de suivre une trajectoire de référence avec une stabilité expo-
nentielle.

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous avons combiné la loi de commande
par mode glissant et les techniques d’optimisation pour garantir la positivité des
tensions des cables et permettre au robot de suivre des trajectoires prédéfinies en
temps fini.

Enfin, nous avons examiné les différentes approches de controles par des simulations

numériques. Nous sommes parvenus a garder les cables tendus durant le déplacement du
robot vers une trajectoire cible dans I’espace opérationnel.

Perspectives

Meéme si les travaux présentés dans le présent document ont atteint nos principaux

objectifs, il reste plusieurs voies peuvent étre explorées pour résoudre ou bien pour ap-
profondir certains problémes rencontrés durant cette thése.

110

Parmi ces voies, on trouve les points suivants :
— L’amélioration de la modélisation & partir de la prise en compte des déférentes

caractéristiques mécaniques de différentes chaines cinématiques.

— Développement des schémas de controles robustes par rapport aux erreurs de modé-

lisation et prennent en compte les perturbations externes qui peuvent étre arrivées
dans ’espace du travail, ainsi que les incertitudes des parameétres géométriques du
robot.
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