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Résumé

Le problème du médian est un des problèmes les plus étudiés en théorie des espaces mé-
triques. Nous commençons par étudier ce problème d'un point de vue algorithmique dans les
graphes médians qui ont une structure géométrique et combinatoire très riche. Nous présentons
un algorithme linéaire basé sur la règle de majorité caractérisant les médians des graphes médians
et sur un calcul rapide des classes de parallélisme des arêtes (les Θ-classes) via un parcours en
largeur particulier (LexBFS). Nous donnons également un algorithme linéaire pour calculer le
médian dans les ℓ1-complexes cubiques associés aux graphes médians et dans les structures d'évè-
nements. Par la suite, nous présentons une caractérisation des graphes aux médians connexes
dans la pième puissance Gp du graphe et donnons une méthode polynomiale pour véri�er si un
graphe est un graphe aux médians Gp-connexes, étendant un résultat de Bandelt et Chepoi (cas
p = 1). Nous utilisons cette caractérisation pour montrer que certaines classes de graphes étu-
diées en théories métrique des graphes sont G2-connexes, comme les graphes de Helly bipartis
et les graphes pontés. Nous travaillons également sur l'aspect axiomatique de la fonction médian
en étudiant l'ABC-problème, qui consiste à déterminer les graphes (nommés ABC-graphes) dans
lesquels la fonction médian est l'unique fonction consensus respectant trois axiomes simples (A)
Anonymat, (B) Intervalle (Betweeness) et (C) Cohérence. Nous montrons que les graphes modu-
laires aux médians G2-connexes sont des ABC-graphes et dé�nissons des nouveaux axiomes nous
permettant de caractériser la fonction médian dans d'autres classes de graphes. Nous caractéri-
sons en particulier la fonction médian sur les graphes aux médians connexes (incluant les graphes
médians et les graphes de Helly). Nous prouvons également qu'une classe connue d'ABC-graphes
(les graphes respectant la propriété d'appariement) est une sous-classe propre des graphes de
Helly bipartis et étudions la complexité de la reconnaissance de ces graphes.
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Abstract

The median problem is one of the most investigated problem in metric graph theory. We will
start by studying this problem in median graphs whose have a lot of nice geometric properties.
We will present a linear time algorithm based on the majority rule which characterize the median
in median graphs and on a fast computation of the parallelism classes of the edges (the Θ-classes)
via LexBFS which is a particular breadth �rst search algorithm. We will also provide linear time
algorithms to compute the median set in the ℓ1-cube complexes of median graphs and in event
structures. Then, we provide a characterization of the graphs with connected medians in the pth

power of the graph and provide a polynomial method to check if a graph is aGp-connected median
graph, extending a result of Bandelt and Chepoi (case p = 1). We use this characterization to
prove that some important graph classes in metric graph theory have G2-connected medians, such
as bipartite Helly graphs and bridged graphs. We will also studied the axiomatic aspect of the
median function by investigating the ABC-problem, which determine the graphs (named ABC-
graphs) in which the median function is the only consensus function verifying three simples
axioms (A) Anonymat, (B) Betweeness and (C) Consistency. We show that modular graphs
with G2-connected medians are ABC-graphs and de�ne new axioms allowing us to characterize
the median function on some graph classes. For example the graphs with connected medians
(including Helly graphs). We also show that a known class of ABC-graphs (graphs satisfying
the pairing property) is a proper subclass of bipartite Helly graphs and we investigate their
recognition.
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Introduction

Le problème du médian (également appelé problème de Fermat-Torricelli ou problème de
Weber) est un des problèmes de géométrie euclidienne les plus anciens et les plus étudiés [80]. Le
problème du médian peut être dé�ni pour tout espace métrique (X, d) : étant donné un ensemble
de points �ni de poids positif P ⊆ X, calculer les points x de X minimisant la somme totale
des distances, c'est-à-dire la somme des distances entre x et tous les points de P multipliés par
leur poids. Il sera le sujet d'étude principal de cette thèse, en particulier dans les graphes. On
commence par donner quelques exemples d'ensembles médians dans les espaces métriques.

Dans le cas du plan euclidien, chaque point a deux coordonnées et la distance considérée est la
distance euclidienne, c'est-à-dire la racine carrée de la somme des di�érences des coordonnées au
carré. Ainsi, le médian d'un ensemble de points P est le point minimisant le carré des distances
vers tous les éléments de P . Dans le cas où P est composé de trois points de poids unitaire
non colinéaires, si un des angles formés par les trois points est de 120° (2π/3 radians), alors
le médian est le sommet de cet angle (cf Figure 1a). Et si tous les angles formés par les trois
points sont inférieurs à 120°, alors le médian est le point du plan formant un angle de 120° avec
chaque paire de points de P (cf Figure 1b). Fermat a dé�ni ce problème au XVIIème siècle, il peut
être considéré comme le tout premier problème de localisation. Weber généralisera ce problème
en 1909 au cas pondéré [111]. Dans le cas où P contient un nombre quelconque de points non
colinéaires de poids unitaire, Weiszfeld montre en 1937 un algorithme calculant une suite de
points convergeant vers le médian (qu'il appelle alors point-minimum)[112]. L'idée est de choisir
arbitrairement un point x0 du plan et de pondérer chaque point de P par l'inverse de sa distance
à x0, on obtient ainsi un point x1 qui est le centre de gravité des points pondérés (cf Figure 1c).
On recommence en choisissant x1 à la place de x0 et on obtient ainsi le point x2. En continuant
ce procédé, on obtient une suite de points x1, x2, . . . , xn convergeant vers le médian de P .

> 120◦

(a)

120◦

120◦
120◦

(b)

x0
x1

(c)

Figure 1 � En (a) et (b) le médian (en rouge) d'un ensemble de 3 points (en bleu) et en (c) une
itération de l'algorithme de Weiszfeld sur un ensemble de points (en bleu).

Si on munit le plan de la norme ℓ1, la distance entre deux points est égale à la somme des
valeurs absolues des di�érences entre les deux coordonnées, on donne en Figure 2a deux plus
courts chemins entre deux points en vert et violet. Le médian est l'ensemble des points dont les

1
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(a) (b)

Figure 2 � (a) Médian (en rouge) d'un ensemble de 6 points (en bleu) dans le plan muni de la
distance ℓ1 et (b) séparation du plan en deux demi-plans

deux coordonnées sont dans le médian des coordonnées de P . Le médian des coordonnées étant
égal au médian classique d'une suite de nombres : si il y a un nombre impair de coordonnées, alors
le médian est la coordonnée ayant autant de coordonnées qui sont inférieures que supérieures
à elle. Et dans le cas pair, ce sont les deux coordonnées consécutives tels qu'il y a autant de
coordonnées supérieures qu'inférieures à elles. On donne en Figure 2a l'ensemble médian (en
rouge) de l'ensemble d'éléments bleu. L'idée derrière cette solution est que si on sépare le plan en
2 demi-plans complémentaires tels que l'un contient tous les points de ième coordonnée supérieure
à un nombre, et que l'autre contient tous les points de ième coordonnée inférieure à ce nombre,
alors le médian est forcément dans le demi-plan contenant le plus de points (qu'on appelle alors le
demi-plan majoritaire). On peut le voir facilement en voyant que si on passe d'un point qui n'est
pas dans le demi-plan majoritaire au point le plus proche de lui sur le demi-plan majoritaire,
alors on va se rapprocher de plus d'éléments de P qu'on ne s'en éloigne, et on va donc faire
baisser la somme totale des distances (cf Figure 2b). Le médian est donc dans l'intersection de
tous les demi-plans majoritaires.

On peut généraliser cette notion de majorité, en e�et Goldman et Witzgall montrent dans
[63] qu'un sous-ensemble S d'un espace métrique (X, d) contiendra toujours au moins un médian
d'un ensemble d'éléments P de X ssi il contient au moins la moitié du poids des éléments de P
et que c'est un sous-espace porté (pour tout point x à l'extérieur de S il existe un point de S
appartenant à un plus court chemin entre x et tout point de S) alors il contient au moins un
médian. Goldman se sert de cette règle de majorité dans [62] pour calculer le médian dans les
arbres en temps O(n) (et Hua Lo-Keng et al. [71] donnent indépendamment un autre algorithme
linéaire utilisant un méthode de type élagage) : comme il n'existe qu'un seul plus court chemin
entre chaque paire de sommets, chaque sous-arbre est porté, si un sous-arbre possède plus de la
moitié du poids des éléments de P alors il contient le médian. Le médian dans les arbres coïncide
avec les centroïdes [63, 107]. Si on supprime un centroïde d'un arbre, alors on obtient une forêt
d'arbres ne contenant pas plus de la moitié des poids des éléments de P . Ainsi, pour trouver le
médian d'un arbre, il su�t de faire un parcours en profondeur, de tester à chaque étape si la
condition du centroïde est remplie et si ce n'est pas le cas, de continuer dans la branche avec
le plus de poids. On donne en Figure 3 un exemple d'execution de l'algorithme sur un arbre T
démarrant en u1. L'exactitude de cet algorithme est due en partie au fait que la somme totale des
distances est strictement décroissante le long de chaque chemin entre un sommet du graphe et le
médian le plus proche. Cette condition implique que la somme totale des distances est convexe
dans les arbres.

Le médian apparaît également dans la théorie du choix social, où des ordonnancements indi-

2



u1
1

1

11

(a)

3

2
8

u2

(b)

3

3

1

6
u3

(c)

Figure 3 � En (a) et (b), deux sommets u1 et u2 d'un arbre de 14 sommets de poids unitaires
ne respectant pas la condition du centroïde et le sommet u3 en (c) la respectant

viduels doivent être fusionnés en une décision consensuelle. Pour dé�nir la distance entre deux
ordonnancements A et B, Kemeny [72, Modèle 4] somme les valeurs associés à chaque paire d'élé-
ments : si A et B les ordonnent de la même façon alors la valeur est 0, si les ordonnancements
sont contraires alors elle est de 2, et elle est de 1 si un seul des deux indique une préférence. On
donne en Figure 4 une représentation du permutahèdre de 3 éléments qui permet de représenter
les distances entre chaque paire d'ordonnancements via un graphe. On choisit alors le médian de
cet espace métrique (appelé médian de Kemeny) comme ordonnancement consensuel. En théorie
du choix social une fonction consensus respecte la règle de majorité si la décision appartient
au groupe ayant le plus de représentants. D'après May, une règle de majorité est juste si elle
respecte trois critères : équité (chaque votant et chaque ordonnancement est traité de la même
manière), décision (un seul ordonnancement est choisi) et monotonie (si un votant change de
vote, la décision �nale ne peut pas lui être moins favorable). Le médian de Kemeny respecte
l'équité et la monotonie mais pas la décision : l'ensemble des trois ordonnancements a > b > c,
b > c > a et c > a > b par exemple coïncide avec son médian (cf Figure 4).
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Figure 4 � Représentation des distances de tous les ordonnancements de {a, b, c} et du médian
de Kemeny (en rouge) de l'ensemble des trois ordonnancements a > b > c, b > c > a et c > a > b
[72, Figure 4] ; seules les arêtes de avec les distances 1 et 2 sont représentées, les poids des arêtes
non unitaires sont donné en vert.

La convergence de ces algorithmes est basée sur la convexité de la somme totale des distances,
impliquant que les médians locaux (sommets minimisant la fonction médian dans son voisinage)
sont globaux et que les ensembles médians sont convexes. En réalité, la somme totale des distance
est convexe dans tous les espaces métriques dont la distance est convexe, c'est le cas par exemple
des espaces métriques géodésiques CAT(0) [35] et de tous les espaces normés. On peut généraliser
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Introduction

les fonctions convexes aux fonctions faiblement convexes, qui sont les fonctions pour lesquelles il
existe au moins une géodésique pour chaque paire de sommets des graphes sur lequel la fonction
est convexe. Une autre généralisation des fonctions convexes sont les fonctions sans-pic qui ont été
introduites par Busemann [36] et étudiées dans [37]. Les fonctions faiblement-sans-pic peuvent
être dé�nies de manière similaire aux fonctions faiblement-convexes.

Tout graphe connexe et non pondéré G = (V,E) plongé dans la distance standard des graphes
peut être considéré comme un espace métrique (discret). Le problème du médian dans les graphes
découle d'un des problèmes principaux de théorie de localisation dans les réseaux [66, 107], du
problème de consensus majoritaire dans la classi�cation et l'analyse de données [12, 21-23, 85],
et de la centralité de proximité dans l'analyse des réseaux [24, 25, 99]. Pour un graphe avec n
sommets et m arêtes muni de la distance standard dans les graphes, si la matrice des distances
est donnée, il su�t d'additionner les distances dans chaque colonne et de retourner le sommet
associé à celle ayant la plus petite somme, ce qui prend un temps O(n2). Le problème du médian
peut donc être résolu en temps O(mn) en résolvant le problème du plus court chemin entre
chaque paire de sommets du graphe APSP (All Pairs Shortest Path Problem) [66]. On pourrait
se demander si la résolution de ce problème est toujours nécessaire pour résoudre le problème
du médian. L'article [1] montre que APSP et le problème du médian peuvent être réduits l'un
à l'autre en utilisant des réductions sous-cubiques, et l'article [2] montre que calculer l'ensemble
médian des graphes peu denses en temps sous-quadratique réfute la conjecture de l'ensemble
intersectant HS (Hitting Set).

Nous nous placerons notamment dans le cadre des graphes médians, originellement dé�nis
dans le contexte de l'algèbre universelle par [8, 32], leurs propriétés ont été étudiées pour la
première fois dans [86, 88, 93]. Il a été montré dans [46, 96] que les complexes cubiques des
graphes médians sont exactement les complexes cubiques CAT(0), i.e., les complexes cubiques
de courbure non-positive. Les complexes cubiques CAT(0), introduits et élégamment caractérisés
dans [64] avec une approche de type local vers global, sont actuellement un des principaux objets
d'étude en théorie géométrique des groupes [101]. Les graphes médians apparaissent également en
informatique : d'après [5, 20] ils sont exactement les domaines des structures d'évènements (un des
principaux modèles de la théorie de la concurrence) [95] et les sous-ensembles fermés par médian
des hypercubes sont exactement les solutions des formules 2-SAT [91, 102]. Les bijections entre les
graphes médians, les complexes cubiques CAT(0) et les structures d'évènements ont été utilisées
dans [38, 39, 48] pour réfuter trois conjectures en théorie de la concurrence [98, 108, 109]. En�n, les
graphes médians vu comme la fermeture par médian des sommets des hypercubes contiennent
la plupart des arbres de parcimonie [17] qui ont beaucoup d'applications en phylogénie. Les
graphes médians ont de nombreuse propriétés métriques élégantes. Par exemple, les arêtes des
graphes médians peuvent être partitionnées en classes d'équivalences appelées Θ-classes. Ces
classes d'équivalences correspondent aux hyperplans des complexes cubiques CAT(0) [100] et des
évènements des structures d'évènements [95]. Supprimer les arêtes d'une Θ-classe sépare le graphe
en deux composantes connexes convexes et portées appelées demi-espaces (également appelées
splits dans [89]). La convexité des demi-espaces implique via [55] que tout graphe médian est
isométriquement plongeable dans un hypercube de dimension égale au nombre de Θ-classes du
graphe médian[87, 88]. Pour une étude plus approfondie des graphes médians et leurs connexions
avec avec d'autres structures discrètes ou géométriques, le lecteur pourra se référer aux livres
[67, 77], aux études [15, 76], et au papier [41].

Nous utiliserons dans nos preuves concernant les graphes médians le fait que la somme totale
des distances est unimodale, c'est-à-dire que ses minimums locaux sont globaux. En fait c'est le
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cas de toutes les classes de graphes pour lesquelles il existe actuellement un algorithme résolvant
le problème du médian en temps inférieur à O(nm) [14, 50, 56]. Bandelt et Chepoi montrent dans
[14] l'équivalence entre les graphes aux médians connexes, les graphes dans lesquels la somme
totale des distances est unimodale, ceux dans lesquels elle est convexe et ceux dans lesquels elle
est sans-pic. Le résultat principal de [14] est une caractérisation de type local vers global des
graphes aux médians connexes qui leur permettra de montrer que les graphes de Helly et les
graphes de base des matroïdes sont des graphes aux médians connexes. Ils montrent également
qu'ils sont maillés et reconnaissables en temps polynomial.

Cette caractérisation des graphes aux médians connexes est importante pour l'étude du pro-
blème du médian mais également dans la théorie du consensus, plus particulièrement la branche
étudiant la fonction médians Med prenant en entrée une fonction de poids entière(i.e., un pro�l)
et donnant en sortie l'ensemble médian. Le problème du consensus dans la théorie du choix social
prend en entrée des préférences individuelles et calcule une décision de groupe consensuelle qui
re�ète au mieux ces préférences. Il est généralement requis que le consensus respecte quelques
axiomes simples a�n qu'il reste cohérent et rationnel. Cependant, d'après le théorème d'impossi-
bilité d'Arrow [7], il n'existe pas de fonction consensus respectant des axiomes naturels d'équité.
Le médian de Kemeny [72, 73] est donc une fonction de consensus importante car elle respecte
la plupart des axiomes d'équité. De l'approche axiomatique des fonctions consensus d'Arrow
découle plusieurs tentatives de caractérisation axiomatique de fonction consensus M parmi plu-
sieurs fonctions consensus. L'objectif est alors soit de caractériser M par un ensemble d'axiomes
ou de caractériser les instances pour lesquelles M est l'unique fonction consensus satisfaisant
un ensemble d'axiomes naturels. À la place de considérer les opinions individuelles comme des
ordonnancements, Balinski et Laraki [9, 10] ont décrit une règle de majorité à plusieurs critères
qu'ils ont appelé jugement majoritaire. Dans ce modèle, les votants notent les candidats en fonc-
tion de leurs préférences ; un votant pouvant attribuer la même note à plusieurs candidats. Le
candidat élu est celui qui a obtenu la meilleure note moyenne. Nehring et Pivato [94] ont montré
que le jugement majoritaire est équivalent à la règle du médian pondéré. Holzman [70] a été le
premier à étudier axiomatiquement une fonction de localisation en tant que fonction consensus.
Il a plus précisément caractérisé la fonction barycentre des arbres, associant à tout pro�l sur un
arbre l'ensemble des sommets minimisant le carré de la distance vers les sommets du pro�l. La
caractérisation axiomatique de la fonction barycentre sur la ligne ou dans Rd est un problème
classique [3], dé�ni pour la première fois par Kolmogorov dans le papier [78]. Foster et Vohra
[60] ont caractérisé axiomatiquement la fonction médian Med dans les arbres continus (où on
peut se placer sur les arêtes), et McMorris, Mulder et Roberts [84] ont caractérisé Med dans le
cas discret. Ils ont également montré que trois axiomes basiques ((A) Anonymat, (B) Intervalle
(Betweeness) et (C) Cohérence) sont su�sants pour caractériser la fonction médian des graphes
médians sans cubes, et l'article [90] étends ce résultat à tous les graphes médians. Les articles
[90] et [83] dé�nissent le ABC-problème comme la caractérisation des graphes avec une unique
fonction respectant les axiomes (A), (B) et (C) (qui est donc nécessairement la fonction médian).

Résultats

Dans cette thèse, nous nous intéresserons principalement aux di�érents aspects de la fonction
médian. D'un point de vue algorithmique, nous chercherons à la calculer rapidement dans dif-
férentes structures géométriques ; d'un point de vue plus structurel, nous chercherons à étudier
la connexité de l'ensemble médian ; et d'un point de vue axiomatique, nous regarderons quels
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axiomes su�sent à caractériser la fonction médian dans certains graphes.

Dans le Chapitre 1, nous montrerons comment calculer les Θ-classes des graphes médians en
temps linéaire quand la dimension est �xée, puis lorsqu'elle est quelconque. Le dernier algorithme
utilise l'algorithme de parcours en largeur LexBFS, et nous montrerons que l'ordonnancement
via LexBFS des arêtes d'un graphe médian respecte la propriété des parents que nous dé�nirons.

Nous présentons dans le Chapitre 2 un algorithme permettant d'obtenir à l'aide du calcul
rapide des Θ-classes du Chapitre 1 les médians des graphes médians en temps linéaire, puis
comment calculer une paire diamétrale de l'ensemble médian tel que l'intervalle entre cette paire
de sommets est égal à Med, puis nous montrerons que les graphes médians sont précisément les
graphes bipartis respectant la règle de majorité. En�n, nous utiliserons les mêmes techniques
a�n de calculer l'indice de Wiener et la matrice des distances des graphes médians.

Dans le Chapitre 3, nous montrons comment utiliser les technique du Chapitre 2 pour calculer
en chaque sommet v du graphe son p-moment, c'est-à-dire la somme pondérée des distances
puissance p entre v et chaque sommet du graphe.

Le Chapitre 4 s'intéresse au problème du médian dans les ℓ1-complexes cubiques des graphes
médians. Il montre comment généraliser certaines notions relatives aux graphes médians à leur ℓ1-
complexe cubique, notamment leurs demi-espaces et la règle de majorité et présente un algorithme
calculant l'ensemble médian en temps linéaire.

Le Chapitre 5 commence par montrer comment relier les structures d'évènements aux formules
2-SAT et en déduit que si le problème du médian prend en entrée une structure d'évènements
sous forme compacte, alors il est #P-di�cile. En revanche, si il prend en entrée l'ensemble des
con�gurations d'une structure d'évènements, le calcul devient linéaire.

Nous nous intéressons à présent plus à l'aspect structurel. Le Chapitre 6 dé�nit une généralisa-
tion des fonctions faiblement-convexes et faiblement-sans-pic en fonctions faiblement-p-convexes
et faiblement-p-sans-pic respectivement. Ces fonctions servent à caractériser les graphes dont
l'ensemble médian est connexe dans Gp, on montre que cette caractérisation permet de tester
en temps polynomial si un graphe est Gp-connexe et que la Gp-connexité est fermée par produit
cartésien, amalgames portés et rétractés. Ce résultat est une généralisation de la caractérisation
de Bandelt et Chepoi [14] des graphes aux médians connexes (cas p = 1).

Le Chapitre 7 déduit de cette précédente caractérisation que certains graphes sont des graphes
aux médians G2-connexes, notamment les graphes (faiblement) pontés, les graphes aux boules
convexes, les graphes bucoliques et hypercellulaires, les graphes de Helly bipartis et les systèmes
de benzénoïdes. Nous caractérisons également à l'aide de la caractérisation combinatoire de
Bandelt et Chepoi [14] les graphes de Johnson partiels, et les demi-cubes partiels dont l'ensemble
médian est connexe.

En�n, le Chapitre 8 s'intéresse à l'aspect axiomatique de la fonction médian et montre que
les axiomes (A), (B) et (C) sont su�sants pour caractériser la fonction médians dans les graphes
modulaires aux médians G2-connexes, et qu'en ajoutant un axiome simple (T), on peut la carac-
tériser dans les graphes aux médians connexes. On montre également que les graphes respectant
la propriété d'appariement (dé�nie dans [83] sous le nom de propriété d'intersection d'intervalles)
forment une sous-classe propre des graphes de Helly bipartis. Nous donnons une caractérisation
des graphes véri�ant la propriété d'appariement et montrons que sa reconnaissance est dans co-
NP. En�n, nous montrerons que les axiomes (A), (B) et (C) sont insu�sants pour caractériser la
fonction médian sur le cycle de taille 6 et dé�nirons de nouveaux axiomes pour y parvenir dans
les systèmes de benzénoïdes.

6



Première partie

Préliminaires

7





1. Notions de théorie des graphes et de théorie métrique des graphes

1 Notions de théorie des graphes et de théorie métrique des
graphes

Un graphe G est constitué d'un ensemble de sommets dans lequel certaines paires peuvent être
en relation. Si il existe au moins une paire de sommets u, v qui sont en relation non symétrique,
nous dirons que G est un graphe orienté. Dans la plupart des graphes étudiés toutes les relations
seront symétriques, et nous dirons alors que la relation (u, v) ⇔ (v, u) est une arête dont u et
v sont les extrémités qui sont dites incidentes à (u, v). Dans le cas orienté, nous dirons que la
relation (u, v) est une arête orientée (ou un arc) dont u est la source et v la cible. Dans les deux
cas la relation (u, v) sera notée uv. Si aucun sommet de G n'est en relation avec lui même, le
graphe est dit sans boucle. Si le nombre de sommets de G est �ni, alors G est dit �ni et in�ni
sinon. Dans ce travail, la plupart des graphes étudiés seront �nis, sans boucle et sans arêtes
multiples. Pour tout graphe G non orienté on notera V (G) son ensemble de sommets et E(G)
son ensemble d'arêtes.

Soit G = (V (G), E(G)) un graphe, si deux sommets u, v appartiennent à la même arête, on
dira que u et v sont adjacents et on notera u ∼ v, nous pourrons parfois noter u ≁ v le fait que
u et v ne sont pas adjacents. De manière analogue, deux arêtes sont dites adjacentes si elles ont
une extrémité en commun. Si u est adjacent à v, on dira également que u est un voisin de v. Le
nombre de voisins de v est appelé degré de v,

On appellera sous-graphe de G = (V (G), E(G)), toute restriction H = (V (H), E(H)) de G
à un ensemble de sommets, c'est à dire que H est un sous-graphe de G si V (H) ⊆ V (G) et
E(H) ⊆ E(G). Lorsque H est un sous-graphe de G tel que deux sommets sont adjacents dans
H ssi ils sont adjacents dans G, on dit que H est un sous-graphe induit de G.

1.1 Graphes usuels

Nous rappelons dans cette sous-section quelques graphes courants qui seront utilisés dans le
manuscrit, une illustration de ces graphes est proposée en Figure 5.

Un chemin Pn est un graphe de n sommets {u1, u2, . . . , un} dont les arêtes sont de la forme
u1u2, u2u3, . . . , un−1un. Nous pourrons alors noter Pn par (u1, u2, . . . , un) et dire que Pn est un
chemin de u1 à un ou un (u1, un)-chemin, u1 et un sont alors appelés les extrémités de Pn. La
taille d'un chemin est égale à son nombre d'arêtes (i.e., à son nombre de sommets moins 1).
Un ensemble de sommets X de G est connexe s'il existe un chemin dans G entre chaque paire
de sommets de X. Si X est maximal (i.e., si on ajoute un sommet à X, il n'est plus connexe),
on dit alors que X est une composante connexe de G. Un graphe G = (V,E) est dit connexe
si il n'a qu'une seule composante connexe. On considèrera par défaut que les graphes étudiés
sont connexes. Un chemin Pn (n ≥ 3) auquel on a ajouté une arête u1un contenant ses deux
extrémités est un cycle Cn. La taille d'un cycle est égale à son nombre d'arêtes (i.e., à son nombre
de sommets). On pourra parfois noter n-cycle un cycle de taille n. Nous pourrons appeler C3 un
triangle, C4 un carré et C6 un hexagone. On appelle un arbre un graphe connexe sans cycle.

Un graphe complet (ou une clique) est un graphe G dont tous les sommets sont deux à deux
adjacents. Un graphe complet avec n sommets sera noté Kn. On remarque que K3 est équivalent
au triangle C3. À l'inverse, si tous les éléments d'un ensemble de sommets A sont deux à deux
non adjacents alors on dira que A est un stable de G. Un graphe G est dit biparti si l'ensemble
de ses sommets peut être partitionné en deux ensembles stables A et B, ce sont également les
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∅

{a}

{b}

{c}

{a, b}

{b, c}
{a, c}

{a, b, c}

(f)

Figure 5 � (a) P5 ; (b) un hexagone C6 ; (c) un arbre ; (d) K4 ; (e) K2,3 ; et (f) un cube Q3 sur
l'ensemble {a, b, c}

graphes dont tous les cycles sont pairs. Si chaque sommet de A est adjacent à tous les sommets
de B alors G est dit biparti complet noté K|A|,|B| (avec |X| le nombre d'éléments d'un ensemble
X).

Pour toute paire d'ensemble A,B, on note A∆B = (A∪B)\ (A∩B) la di�érence symétrique
entre A et B. Un hypercube noté Qk est un graphe ayant pour sommets tous les sous-ensembles
d'un ensemble X quelconque de taille k. Et deux ensembles A et B sont adjacents dans Qk ssi
|A∆B| = 1. On observe que Qk possède 2k sommets et on dira que k est la dimension de Qk.
On pourra également l'appeler k-cube, et on pourra appeler Q3 un cube. On remarque que Q2

est équivalent au carré C4.

1.2 Notions de théorie des espaces métriques

Une distance sur un ensemble X est une application d qui, à toute paire d'éléments de X
associe un nombre réel positif, telle que (1) deux éléments sont à distance nulle seulement si
ils coïncident, (2) pour toute paire d'éléments u, v, d(u, v) = d(v, u) et (3) d véri�e l'inégalité
triangulaire d(u,w) ≤ d(u, v) + d(v, w) pour tout triplet u, v, w. Cette dé�nition généralise la
distance euclidienne qui est la distance la plus fréquemment utilisée, de nombreuses distances
di�érentes sont cependant étudiées. Nous verrons essentiellement dans ce travail la distance dans
les graphes et la distance associée à la norme ℓ1. Un espace métrique noté (X, d) est un ensemble
X muni d'une distance d : X × X → R+ ∪ {0}. Pour tout sous-ensemble de points Y d'un
espace métrique (X, d), on notera d(x, Y ) = miny∈Y {d(x, y)} la distance entre un point x de X
et l'ensemble Y .

Dé�nition 0.1.1. Une géodésique entre deux éléments p1, p2 d'un espace métrique X est un
plus court chemin entre p1 et p2.

Soit un sous-ensemble A d'un espace métrique X, A est dit convexe si il contient toutes les
géodésiques de chaque paire d'éléments de A. Et A est dit porté si tout élément x /∈ A possède
une porte x′ dans A, c'est-à-dire un élément x′ tel que pour tout sommet z ∈ A, il existe un plus
court chemin entre x et z passant par x′.

Distance ℓ1

Soient deux points u et v d'un espace métrique de dimension n ayant pour coordonnées
u = (u1, u2, . . . , un) et v = (v1, v2, . . . , vn), on dé�nit la distance ℓ1 (également appelée la distance
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1. Notions de théorie des graphes et de théorie métrique des graphes

u

v

(a)

X
A

x′

u

x

v

(b)

Figure 6 � (a) Trois géodésiques : deux en rouges dans la métrique ℓ1 et un en bleu dans la
métrique euclidienne ; (b) sous-ensemble A porté dans (X, d1) et deux plus courts chemins entre
x et deux sommets u et v de A passant par la porte x′ de x sur A

de Manhattan) de la manière suivante :

d1(u, v) =
n∑

i=1

|ui − vi|

(la distance euclidienne est dé�nie par d2(u, v) =
√∑n

i=1 |ui − vi|2). On donne en Figure 6a deux
plus courts chemins entre u et v dans la métrique ℓ1 et en bleu l'unique plus court chemin dans
la distance euclidienne entre u et v. La Figure 6b représente un sous-ensemble A d'un espace
métrique (X, d1), x′ est la porte de x sur A, on donne en vert un plus court chemin entre u ∈ A
et x et en violet entre v ∈ A et x passant par x′.

Théorie métrique des graphes

Si un chemin P dans un graphe G entre deux sommets u et v est de taille minimale, on
dit que P est un plus court chemin (ou géodésique) entre u et v. La distance dG(u, v) entre u
et v est égale au nombre d'arêtes dans un plus court chemin de G entre u et v. Lorsqu'il n'y
a pas d'ambiguïté, la distance dG sera notée d. L'intervalle I(u, v) entre deux sommets u et v
est égal à l'ensemble des sommets appartenant à un plus court chemin entre u et v. De manière
équivalente, on a :

I(u, v) = {x : d(u, v) = d(u, x) + d(v, x)}

Si d(u, v) = k, on dit que I(u, v) est un k-intervalle. On remarque que la dé�nition d'un intervalle
est directement issu de l'inégalité triangulaire. On dit que u et v sont les extrémités de I(u, v),
et l'intervalle ouvert I◦(u, v) = I(u, v) \ {u, v} désigne l'intervalle entre u et v auquel on a retiré
les extrémités.

L'ensemble des voisins de v est noté N(v) et dit voisinage de v. La boule de rayon p et de
centre v Bp(v) est l'ensemble des sommets x avec d(v, x) ≤ p, on note que B1(v) = N(v). De
manière similaire, le p-voisinage Bp(A) d'un ensemble A de sommets est l'ensemble de sommets
à distance au plus p de A.

Un sous-graphe induit H d'un graphe G est isométrique si pour toute paire de sommets u, v
de H dH(u, v) = dG(u, v). Trivialement, cette relation d'isométrie est transitive :

Lemme 0.1.1. Si G′′ est un sous-graphe isométrique de G′, et G′ est un sous-graphe isométrique
de G, alors G′′ est également un sous-graphe isométrique de G.
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vu

I(u, v)

B1(I(u, v))

x

N(x)

B2(x)

Figure 7 � En bleu, le voisinage de x ; en vert la boule de rayon 2 centrée sur x ; en violet le
3-intervalle I(u, v) ; et en orange le 1-voisinage de I(u, v)

u

vH

(a)

x

H

(b)

H

(c)

Figure 8 � (a) sous-graphe isométrique non convexe ; (b) sous-graphe convexe non porté ; (c)
sous-graphe porté

Un sous-graphe convexe H d'un graphe G contient l'intervalle I(u, v) dans le graphe initial
de toute paire de sommets u, v ∈ V (H). Par exemple le sous-graphe H de la Figure 8a n'est pas
convexe car il existe un chemin entre u et v n'appartenant pas à H. En revanche, le sous-graphe
H de la Figure 8b est convexe. Un sous-graphe porté H d'un graphe G est tel que tout sommet
u appartenant à G possède une porte, i.e. un sommet de H appartenant à tous les intervalles
entre u et chaque sommet de H (si u est dans H alors il est sa propre porte sur H). Par exemple
dans la Figure 8b, le sommet x n'a pas de porte sur le sous-graphe H de G et H n'est donc pas
porté. En revanche, le sous-graphe H de la Figure 8c est porté. Si H est un sous-graphe porté
de G, alors l'ensemble des sommets de G qui ont x ∈ H comme porte sur H est appelé la �bre
de x sur H. On donne en rouge dans la Figure 8c les �bres de certains sommets de H.

Dé�nition 0.1.2. On dit d'un sous-graphe H de G que c'est un demi-espace si H et G \H sont
tous les deux convexes.

Il est connu que les sous-graphes portés sont convexes, que les sous-graphes convexes et les
sous-graphes portés sont clos par intersection et que l'intersection d'un sous-graphe isométrique
et d'un sous-graphe convexe de G est un sous-graphe isométrique de G.

Pour toute paire de sommets adjacents u, v d'un graphe G, on note Wuv l'ensemble des
sommets de G qui sont plus proches de u que de v, Wvu l'ensemble des sommets de G qui sont
plus proches de v que de u et W=

uv l'ensemble des sommets de G à égale distance de u et de v.
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1. Notions de théorie des graphes et de théorie métrique des graphes

T

(a)

T 2

(b)

Figure 9 � La 2ème puissance T 2 d'un arbre T .

(a) (b)

G

u1

u2

u3

v1

v2

v3
w1

w2
w3

(u2, v2, w3)

(c)

Figure 10 � (a) Produit cartésien ; (b) K2□K2□K2 ; (c) Plongement isométrique d'un graphe
G dans le produit cartésien de trois P3

1.3 Opération sur les graphes

On commence par donner la dé�nition des produits cartésiens :

Dé�nition 0.1.3. Étant donné une famille de graphes G1 = (V1, E1), G2 = (V2, E2), . . . , Gn =
(Vn, En) on dé�nit le produit cartésien G = G1□G2□ . . .□Gn tel que V (G) = {(u1, u2, . . . , un) :
u1 ∈ V1, u2 ∈ V2, . . . , un ∈ Vn} et deux sommets de G (u1, u2, . . . , un) et (v1, v2, . . . , vn) sont
adjacents ssi il existe un indice j pour lequel uj et vj sont adjacents dans Gj et pour tout i ̸= j,
ui = vi dans Gj (cf Figure 10a).

Une autre dé�nition de l'hypercube Qk est le produit cartésien de k graphes K2 (cf Figure
10b).

On appelle la pième puissance du graphe G, le graphe Gp tel que V (Gp) = V (G), et uv ∈
E(Gp) ssi dG(u, v) ≤ p.

On appelle un plongement isométrique d'un grapheG = (V,E) dansG′ = (V ′, E′), l'opération
ϕ : G → G′ telle que pour tout u, v ∈ V , dG(u, v) = dG′(u, v). On donne en Figure 10c le
plongement d'un graphe G dans le produit cartésien de trois P3. Si il existe un plongement
isométrique de G vers G′, on dira que G est plongeable isométriquement dans G′.

1.4 Quelques classes de graphes classiques de théorie métrique des graphes

Nous dé�nissons ici les principales classes de graphes qui seront étudiées dans ce manuscrit.
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u

v

w
I(u,w)

I(u, v)

I(v, w)

x1

x2

x3

(a)

u

v

w

I(u,w)

I(v, w)

I(u, v)

x

(b)

Figure 11 � (a) quasi-médian x1x2x3 de u, v, w ; (b) médian x de u, v, w

Graphes faiblement modulaires

On commence par donner une dé�nition des triangles métriques :

Dé�nition 0.1.4. Un triplet de sommets x1, x2, x3 d'un graphe forme un triangle métrique si
les trois intervalles I(x1, x2), I(x2, x3) et I(x1, x3) ne s'intersectent deux à deux que sur leur
extrémité commune

Autrement dit I(xi, xj) ∩ I(xi, xℓ) = {xi} pour 1 ≤ i, j, ℓ ≤ 3. Si d(x1, x2) = d(x2, x3) =
d(x1, x3) = k, alors ce triangle métrique est équilatéral de taille k. Si pour tout sommet y dans
l'intervalle entre xi et xj , d(xℓ, y) = k, avec 1 ≤ i, j, ℓ ≤ 3, alors x1, x2, x3 est dit fortement
équilatéral de taille k. Un triangle métrique x1x2x3 de G est un quasi-médian du triplet u, v, w
si il respecte les inégalités suivantes :

d(u, v) = d(u, x1) + d(x1, x2) + d(x2, v),

d(v, w) = d(v, x2) + d(x2, x3) + d(x3, w),

d(w, u) = d(w, x3) + d(x3, x1) + d(x1, u).

On donne en Figure 11a un exemple de quasi-médian x1x2x3 qui est également un triangle
métrique équilatéral (mais pas fortement équilatéral) de taille 2. Si un quasi-médian est de taille
zéro, c'est à dire si x1 = x2 = x3 = x, alors on dit que x est le médian de u, v, w (cf Figure 11b).
Tout triplet de sommets peut admettre plusieurs médians ou aucun.

Dé�nition 0.1.5. Un graphe G est un graphe faiblement modulaire si pour chacun de ses som-
mets u sa fonction de distance d respecte les conditions du triangle et du quadrangle suivantes
(cf Figure 12).

(TC) Condition du triangle : Pour toute paire de sommets adjacents u, v à même distance
k d'un sommet x, u et v ont un voisin commun y à distance k − 1 de x.

(QC) Condition du quadrangle : Pour toute paire de sommets u, v à distance 2 l'un de
l'autre et à même distance k d'un sommet x, u et v ont un voisin commun y à
distance k − 1 de x.

Une autre dé�nition des graphes faiblement modulaires est que leurs triangles métriques sont
fortement équilatéraux. On dit qu'un graphe G est maillé si pour tout triplet de sommets u, v, w
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1. Notions de théorie des graphes et de théorie métrique des graphes

u v

x

kk

u v

x

kk
k − 1

y

u v

x

kk

u v

x

kk
k − 1

y

w w

TC(x) QC(x)

Figure 12 � Conditions du triangle (TC) et du quadrangle (QC)

avec d(v, w) = 2, v et w ont un voisin commun x tel que 2d(u, x) ≤ d(u, v) + d(u,w). Les
graphes maillés possèdent de nombreuses propriétés métriques intéressantes, nous en détaillerons
quelques-unes plus tard dans ce manuscrit.

Dé�nition 0.1.6. Un graphe G est un graphe modulaire si l'intersection des intervalles de tout
triplet de ses sommets est non vide, i.e., I(u, v)∩ I(u,w)∩ I(v, w) ̸= ∅ pour tout u, v, w ∈ V (G).

Les graphes modulaires sont exactement les graphes faiblement modulaires dont la taille des
triangle métrique est 0.

Dé�nition 0.1.7. Un graphe G est un graphe médian si pour tout triplet de sommets de G,
|I(u, v) ∩ I(u,w) ∩ I(v, w)| = 1 i.e., chaque triplet de sommets a un et un seul médian.

Trivialement les graphes médians sont modulaires. Les graphes médians peuvent être carac-
térisés de beaucoup de manières di�érentes et sont très étudiés en théorie métrique des graphes,
théorie géométrique des groupes et théorie de la concurence. Cette classe de graphe joue un rôle
important dans ce travail, nous donnerons quelques-unes de ses propriétés en Section 3.

Les graphes pontés, faiblement pontés, triangulés, les graphes aux boules convexes, les graphes
bucoliques, hypercellulaires, les graphes de Helly (bipartis), les graphes de bases des ∆-matroïdes
seront également étudiés dans ce manuscrit, nous les dé�nirons au moment opportun.

Systèmes de benzénoïdes

La grille hexagonale est une grille formée par un pavage du plan R2 en hexagones réguliers.
Soit un cycle Z de la grille hexagonale, un système de benzénoïdes est un sous-graphe de la grille
hexagonale induit par les sommets situés dans la région délimitée par Z. De manière équivalente,
un système de benzénoïde est un graphe planaire �ni connexe dans lequel chaque face interne
est un hexagone de côté 1. Les sytèmes de benzénoïdes jouent un rôle important en théorie des
graphes moléculaires [65].

Lemme 0.1.2 ([44]). Tout système de benzénoïdes peut être plongé isométriquement dans le
produit cartésien de trois arbres T1□T2□T3.

On peut construire ces arbres de la manière suivante. On remarque que les côtés de la grille
hexagonales n'ont que 3 directions possibles et on peut donc partitionner E en trois ensembles
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G1
T1

(a)

u1

u2

u3

u = (u1, u2, u3)

T1

T2

T3

G

(b)

Figure 13 � (a) G1 = G \E1 ; (b) Benzenoïde G plongeable isométriquement dans T1□T2□T3

(a) (b) (c)

Figure 14 � ; (a) Fonction convexe (b) Fonction non sans-pic ; (c) Fonction sans-pic non convexe

E1, E2 et E3 correspondant à leurs directions. Soit Gi = (V,E \ Ei), le graphe obtenu en
supprimant les arêtes Ei, pour i = 1, 2, 3. L'arbre Ti a pour sommets les composantes connexes
de Gi et deux composantes connexes X et X ′ sont adjacentes dans Ti ssi il existe une arête uv
de Ei ayant une extrémité dans X et l'autre dans X ′ (cf Figure 13a). Le plongement isométrique
ϕ : V → T1□T2□T3 associe tout sommet v de G à un triplet (v1, v2, v3) avec vi la composante
connexe de Gi contenant v (i = 1, 2, 3) [44] (cf Figure 13b). La Figure 10c montre le plongement
d'un système de benzénoïdes dans le produit de 3 P3.

2 Fonctions et ensemble médian

Nous considèrerons dans ce manuscrit plusieurs types de fonction, essentiellement des fonc-
tions réelles à une variable, f : R → R, des fonctions réelles dé�nies sur l'ensemble de sommets
d'un graphe G = (V,E), f : V → R, nous les appellerons alors fonctions dé�nies sur un graphe.
Et des fonctions qui à une séquence de sommets d'un graphe G = (V,E) associent un sous en-
semble de V , L : V ∗ → 2V , nous les appelerons alors les fonctions de consensus dans les graphes.
L'ensemble minimisant (ou l'ensemble des minimums) d'une fonction réelle f dé�nie sur un
ensemble X est l'ensemble argmin(f) de tous les éléments de X minimisant f . On appelle un
minimum local, un sommet v tel que f(v) ≤ f(w) pour tout w appartenant à N(v). Une fonction
f est appelée unimodale sur G si tous ses minimums locaux sont globaux.
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2. Fonctions et ensemble médian

Une description informelle des fonction convexes f : X → R avec X un ensemble ordonné, est
la suivante : pour toute paire de points a, b ∈ X, le segment [f(a), f(b)] est situé "au dessus" de
la courbe (cf Figure 14a). Et donc pour tout a ≤ x ≤ b, f(x) ≤ f(b)−f(a)

a−b (x− a) + f(a) (le terme
à droite de l'inégalité dé�nissant l'équation de la droite passant par f(a) et f(b)). Cette inégalité
peut être réécrite en : f(x) ≤ (1 − x−a

a−b )f(a) +
x−a
a−b f(b). Nous nous intéresserons uniquement

aux fonctions convexes dans les graphes. On dé�nit la condition de convexité pour une paire de
sommets u, v et une fonction V → R de la manière suivante : Pour tout x ∈ I(u, v),

f(x) ≤
(
1− d(u, x)

d(u, v)

)
f(u) +

d(u, x)

d(u, v)
f(v)

Une fonction dé�nie sur un graphe G est dite faiblement convexe si pour toute paire de som-
mets u, v, il existe une (u, v)-géodésique dont chaque paire de sommets respecte la condition de
convexité. Nous dirons qu'une fonction dé�nie sur un graphe f : V → R est faiblement sans-pic
si pour toute paire de sommets u, v, il existe une (u, v)-géodésique P = (w0, w1, . . . , wp) telle que
pour tout triplet de sommets wi, wj , wk avec 0 ≤ i < j < k ≤ p, f(wj) ≤ max{f(wi), f(wk)} et
l'égalité est atteinte seulement si f(wi) = f(wk). On donne en Figure 14b une fonction qui n'est
pas sans-pic. Une fonction faiblement convexe est toujours faiblement sans-pic mais la réciproque
n'est pas vraie (cf Figure 14c).

Un pro�l (ou une fonction de poids) π sur un ensemble X est une fonction π : X → R+∪{0}
de support �ni supp(π) = {x ∈ X : π(x) > 0}, π(v) est noté le poids de v. Si π(x) ∈ N pour tous
les éléments x ∈ X, alors on dit que le pro�l π est un pro�l entier et on pourra le représenter
sous forme d'une séquence d'éléments (x1, x2, . . . , xn) telle que le nombre d'occurences de chaque
x ∈ supp(π) est de π(x). Dans ce cas, pour deux pro�ls π et ρ, nous pourrons noter πρ la
concaténation des pro�ls π et ρ et pour tout entier k > 0, πk la kème concaténation de π avec
lui même. Si Y est un sous-ensemble de X muni d'une fonction de poids π, le poids π(Y ) de Y
est égal à la somme des poids des sommets de Y , i.e., π(Y ) =

∑
y∈Y π(y).

Sur un espace métrique (X, d) muni d'une fonction de poids π : X → R, la somme totale des
distances pondérée par π d'un élément u ∈ X est dé�nie par :

Fπ(u) =
∑

x∈supp(π)

π(x)d(u, x)

Si un élément x minimise la somme totale des distances, on dira que x est un médian de X
et l'ensemble Med(π) de tous les médians est appelé ensemble médian. On appelle problème du
médian le problème prenant en entrée un espace métrique (X, d) et un pro�l π et donnant en
sortie l'ensemble médian Med(π).

2.1 L'ensemble médian d'un graphe

Nous dé�nissons ici quelques notions qui nous serons utiles dans le cadre des graphes. Dans
ce cas, la somme totale des distances est calculée en un sommet et on prend la distance usuelle
dans les graphes. On appelle fonction médian notée Med(π) la fonction prenant en entrée un
pro�l π et donnant en sortie l'ensemble médian Med(π). On dit d'un sommet u que c'est un
médian local pour un pro�l π si u est un minimum local de Fπ, i.e., Fπ(u) ≤ Fπ(v) pour tout
sommet v ∈ N(u). On note qu'un médian local ne fait pas forcément partie de Med(π).

Si pour tout pro�l π de G, le sous-graphe induit par Med(π) est connexe dans G, alors on
dira que G est un graphe aux médians connexes, et si il est connexe dans Gp, p ≥ 1, que G est
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Figure 15 � En rouge, ensemble médian connexe en (a) et G2-connexe en (b) des pro�ls indiqués
en bleus

un graphe aux médians Gp-connexes. On donne en Figure 15a un pro�l pour lequel l'ensemble
médian est connexe et un autre en Figure 15b pour lequel il est non-connexe mais connexe dans
G2. Les poids non nuls sur les sommets sont indiqués en bleu et l'ensemble médian en rouge. Il
en sera de même pour la plupart des �gures représentant l'ensemble médian d'un pro�l.

Nous donnons maintenant quelques propriétés véri�ées par l'ensemble médian sur tous les
graphes. Le lemme suivant se déduit de l'inégalité triangulaire :

Lemme 0.2.1. Pour tout pro�l π = (u, v) d'un graphe G, avec u, v ∈ V (G), Med(π) = I(u, v)

Le lemme suivant permet d'étudier les médians de concaténation de pro�ls :

Lemme 0.2.2. Pour toute paire de pro�ls π et ρ, si Med(π) intersecte Med(ρ) alors Med(πρ) =
Med(π) ∩Med(ρ).

Démonstration. Soit un sommet u dans l'ensemble médian de π et dans l'ensemble médian de ρ.
On a donc pour tout sommet v de G n'appartenant pas à au moins un des ensembles médians de
π et ρ : Fπ(u)+Fρ(u) < Fπ(v)+Fρ(v). Cette inégalité peut être réécrite de la manière suivante :∑

x∈supp(π)

π(x)d(u, x) +
∑

x∈supp(ρ)

ρ(x)d(u, x) <
∑

x∈supp(π)

π(x)d(v, x) +
∑

x∈supp(ρ)

ρ(x)d(v, x)

∑
x∈supp(π)∪supp(ρ)

(π(x) + ρ(x))d(u, x) <
∑

x∈supp(π)∪supp(ρ)

(π(x) + ρ(x))d(v, x)

Et nous obtenons donc bien Fπρ(u) < Fπρ(v) si u ∈ Med(π)∩Med(ρ) et v /∈ Med(π)∩Med(ρ). De
manière similaire, si u et v appartiennent tous les deux à Med(π)∩Med(ρ) alors Fπρ(u) = Fπρ(v)
et donc Med(πρ) = Med(π) ∩Med(ρ).

Ces deux lemmes montrent que la fonction médian respecte les axiomes (B) et (C) que nous
présenterons dans le Chapitre 8. Ils permettent également de montrer que pour tout π = (u, v, w),
avec u, v, w ∈ V (G), si I(u, v) ∩ I(u,w) ∩ I(v, w) est non vide alors cette intersection coïncide
avec Med(π) (on peut le voir facilement en étudiant le pro�l π2), ce qui justi�e d'appeler médian
l'intersection des intervalles entre chaque paire de sommets d'un triplet.
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3. Quelques propriétés des graphes médians

0 1

1 1 2

a b

1 1

Figure 16 � Médian [a, b] du segment [0, 1] pour le pro�l indiqué en bleu

2.2 L'ensemble médian d'un segment

Nous montrons ici comment calculer le médian d'un ensemble pondéré de n points p1, p2, . . . , pn
du segment S = [0, 1] plongé dans la métrique ℓ1. Ce résultat sera peu utilisé dans ce manuscrit
mais les intuitions sont très similaires à celles présentées dans la suite du texte.

On peut déjà observer que tout segment de [0, 1] est convexe et porté. Nous avons donc le
lemme suivant :

Lemme 0.2.3. Pour toute paire de points x, y de [0, 1] telle que ]x, y[ ne contient aucun point
de poids positif, Fπ(y)− Fπ(x) = d(x, y)(π([0, x])− π([y, 1])).

Démonstration. Comme ]x, y[ ne contient aucun point de poids positif, on peut réécrire la somme
totale des distances Fπ(y) =

∑
q∈[0,x] π(q)d(q, y) +

∑
q∈[y,1] π(q)d(q, y). Pour tout point q de

[0, x], x est la porte de q sur [x, 1], donc x est sur le plus court chemin entre q et y et d(y, q) =
d(y, x) + d(x, q). De même, pour tout point q de [y, 1], d(x, q) = d(x, y) + d(y, q). Donc Fπ(y) =∑

q∈[0,x] π(q)(d(y, x) + d(x, q)) +
∑

q∈[y,1] π(q)(d(x, q) − d(x, y)) = Fπ(x) + d(x, y)(π([0, x]) −
π([y, 1])).

Nous pouvons donc montrer le résultat suivant :

Proposition 0.2.4. Soit un ensemble de points positifs P sur le segment [0, 1], et soient a ≤ b,
les deux points de P (pas forcément distincts) tels que π([0, a]) = π([b, 1]) ≥ 1

2π([0, 1]). Alors
Med(π) = [a, b].

Démonstration. Soient x ≤ y, deux points de [0, 1] tels que [x, y] ne contient aucun point de poids
positif. On suppose par l'absurde que x < y ≤ a et que x est médian. D'après le Lemme 0.2.3
Fπ(y)−Fπ(x) = d(x, y)(π([0, x])−π([y, 1])) et comme x, y à gauche de a, π([0, x])−π([y, 1]) < 0
donc Fπ(x) > Fπ(y) et donc x ne peut pas être médian. Le seul point de [0, a] pouvant être
médian est donc a. De manière similaire, le seul point de [b, 1] pouvant être médian est b. Et
d'après le Lemme 0.2.3 et la dé�nition de [a, b], si a ≤ x ≤ y ≤ b, Fπ(y) − Fπ(x) = 0, donc la
somme totale des distances est uniforme sur [a, b] et ainsi Med(π) = [a, b].

On donne en Figure 16 le médian [a, b] en rouge d'un pro�l en bleu sur le segment [0, 1].
Cormen, Leiserson, Rivest et Stein donnent dans [54, Problem 9.2] un algorithme pour calculer
le médian sur un segment en temps linéaire.

3 Quelques propriétés des graphes médians

Les graphes médians constituent une des classes de graphes les plus étudiée en théorie mé-
trique des graphes, on rappelle une de leur dé�nition : pour tout triplet de sommets u, v, w,
l'intersection des intervalles de chaque paire de sommets du triplet est un singleton. Ils consti-
tuent ainsi une généralisation des arbres et des hypercubes.
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(a)

D

(b)

Figure 17 � Deux exemples de graphes médians

On donne deux exemples de graphes médians en Figure 17, on utilisera souvent le graphe D
(Figure 17b) pour illustrer des notions ou des preuves, notamment dans le Chapitre 4.

Nous donnons dans ce chapitre quelques propriétés des graphes médians, certains de ces
résultats font partie du folklore pour les chercheurs travaillant en théorie métrique des graphes,
d'autres peuvent être trouvés dans les papiers [86, 88, 89] de Mulder.

Lemme 0.3.1. Les graphes médians sont bipartis.

Démonstration. Supposons qu'un graphe G possède un cycle impair C de taille 2k+ 1, k ≥ 1 et
prenons un triplet de sommets u, v, w de C tel que v ∼ w et d(v, u) = d(w, u) = k. On a donc
I(v, w) = {v, w} et comme d(u, v) = d(u,w) = k, v n'est pas dans I(u,w) et w n'est pas dans
I(u, v) et donc I(u, v) ∩ I(u,w) ∩ I(v, w) = ∅ et G n'est pas un graphe médian.

Le second lemme découle directement du fait que les graphes médians sont des graphes
faiblement modulaires :

Lemme 0.3.2. Les graphes médians respectent la propriété du quadrangle.

Les graphes médians sont même exactement les graphes bipartis satisfaisant la condition du
quadrangle et ne contenant pas de K2,3 (en e�et, les deux sommets de la partition de taille
deux sont tous les deux dans l'intersection des trois intervalles entre les paires de sommets de la
partition de taille 3).

On dit qu'un graphe G véri�e la condition du cube, si tout triplet de carrés de G s'intersectant
deux à deux sur trois arêtes qui s'intersectent sur un sommet appartient à un unique cube (cf
Figure 18).

Lemme 0.3.3. Les graphes médians respectent la condition du cube.

Démonstration. On prend trois carrés xutv, utwy, et vtwz de G s'intersectant deux à deux sur
3 arêtes qui partagent un sommet (cf Figure 19a). On cherche le médian m de (x, y, z). Les
sommets x et y ne peuvent pas être adjacents car sinon on aurait un triangle uxy, ce qui est
impossible car G est biparti (cf Figure 19b). Par symétrie, les sommets x, y, z sont donc deux à
deux non-adjacents, on a alors d(x, y) = d(x, z) = d(y, z) = 2 et donc aucun sommet du triplet
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3. Quelques propriétés des graphes médians

Figure 18 � Condition du cube

ne peut être dans l'intervalle entre les deux autres et ainsi m ̸= x, y, z. De plus, x ne peut pas être
adjacent à w car sinon les sommets t, u, x, w, y induisent un K2,3 (cf Figure 19c), donc w /∈ I(x, y)
et donc w ̸= m. Par symétrie, u, v, w ̸= m. Le médian r est donc un sommet adjacent à x, y, z,
et m ne peut être à distance 2 de t car G est biparti, ni adjacent à t sinon le graphe contiendrait
des K2,3 (par exemple le graphe induit par les sommets t, u, v, x,m, cf Figure 19d). Le sommet
m est donc à distance 3 de t et les sommets t, u, v, w, x, y, z,m induisent un cube, ce qui conclut
la preuve.
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Figure 19 � Illustation de la preuve du Lemme 0.3.3

On rappelle le lemme suivant sur la convexité des sous-graphes des graphes médians :

Lemme 0.3.4 ([43]). Un sous-graphe connexe H d'un graphe médian G est convexe ssi I(u, v) ⊆
H pour toute paire de sommets u, v telle que dH(u, v) = 2.

Démonstration. On notera pour cette preuve IG(u, v) l'intervalle entre u et v dans un graphe G.
Un sens est trivial. On prouve le second par récurrence sur k = dH(u, v), par hypothèse c'est vrai
pour k = 2. On suppose maintenant que IH(u, v) = IG(u, v) pour toutes les paires de sommets
u, v telles que dH(u, v) ≤ k. Soient u, v tels que dH(u, v) = k + 1 et IH(u, v) ̸= IG(u, v) et
soit x ∼ u appartenant à un des plus courts chemins de H entre u et v. Si x n'appartient pas
à IG(u, v), alors comme G et H sont bipartis, dG(x, v) = dG(u, v) + 1 et IG(u, v) ⊆ I◦G(x, v).
Puisque IG(u, v) ⊆ IG(x, v) ⊆ IH(x, v) ⊆ V (H), on a dG(u, v) = dH(u, v). Par conséquent,
k = dH(x, v) = dG(x, v) = dG(u, v) + 1 = dH(u, v) + 1 = k + 2, ce qui est une contradiction.

Par conséquent, on a dG(u, v) = dH(u, v) = k+1 et x ∈ IH(u, v) ⊆ IG(u, v). Soit un voisin y
de u tel que y ∈ IG(u, v) \ IH(u, v). Si y ∈ H, alors comme dG(y, v) = k, IH(y, v) = IG(y, v) et
donc y ∈ IH(u, v). Le sommet y n'appartient donc pas à H. On a dG(y, v) = k = dG(x, v) donc
d'après la condition du quadrangle, il existe un sommet z adjacent à x et y à distance k − 1 de
v dans G. comme z ∈ IG(x, v), z est dans H (cf Figure 20), nous avons donc deux sommets u, z
à distance 2 dans G tels que IG(u, z) n'est pas inclus dans H, ce qui conclut la preuve.

Le lemme qui suit montre l'équivalence entre le fait qu'un sous-graphe est porté et sa
convexité.
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Figure 20 � Illustration de la seconde partie de la preuve du Lemme 0.3.4

Lemme 0.3.5. Un sous-graphe H d'un graphe médian G est convexe ssi il est porté.

Démonstration. Un sens est couvert par le fait que tout sous-ensemble porté d'un espace métrique
est convexe. On montre donc la réciproque, soit un sous-graphe convexe H d'un graphe médian
G. Soit un sommet x /∈ H et x′, un des sommets de H minimisant la distance à x. Soit y
un sommet quelconque de H et m le médian du triplet x, x′, y. Comme m ∈ I(y, x′) et H est
convexe, m ∈ H. Et comme m ∈ I(x, x′), d'après le choix de x′, m = x′. Et donc x′ ∈ I(x, y)
pour tout y de H, i.e., x′ est la porte de x sur H.

Deux arêtes uv et u′v′ de G sont en relation Θ0 si uvv′u′ est un carré dont uv et u′v′ sont deux
arêtes opposées, on notera alors uvΘu′v′. On appelle Θ la fermeture ré�exive (eΘe pour toute
arête e) et transitive (si e1Θe2 et e2Θe3 alors e1Θe3) de Θ0 et on note E1, E2, . . . , Eq les classes
d'équivalence de Θ que nous appellerons les Θ-classes (cf Figure 21a). Si on supprime toutes les
arêtes de la Θ-classe Ei, on obtient le graphe Gi = (V,E \ Ei) constitué de deux composantes
connexes, H ′

i et H
′′
i (cf Figure 21b).
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Figure 21 � (a) La Θ-classe Ei en rouge ; (b) Demi-espaces H ′′
i et H ′

i et leur frontière respectives
∂H ′′

i et ∂H ′
i ; (c) Les deux demi-espaces périphériques H ′′

1 et H ′′
2 maximisant la distance à v0 ;

(d) Orientation selon v0

Lemme 0.3.6. [88] Pour toute Θ-classe Ei d'un graphe médian G, les deux composantes H ′
i

et H ′′
i du graphe Gi = (V,E \ Ei) sont des demi-espaces de G. Et pour toute arête uv telle que

u ∈ H ′
i, v ∈ H ′′

i , Wuv = H ′
i et Wvu = H ′′

i .

Démonstration. Nous montrons tout d'abord que les sous-graphes induits parWuv sont convexes :
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3. Quelques propriétés des graphes médians
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Figure 22 � Illustration de la preuve de l'A�rmation 0.3.7

A�rmation 0.3.7. Pour toute arête uv d'un graphe médian G, l'ensemble Wuv est convexe.

Démonstration. Comme Wuv est un sous-graphe connexe, nous utilisons le Lemme 0.3.4. Soient
deux sommets x, y ∈ Wuv ayant un voisin commun z n'appartenant pas à Wuv. Comme u ∼ v,
d(x, u) = k = d(x, v) − 1 et d(y, u) = k = d(y, v) − 1. Comme G est biparti, z ∈ Wvu et donc
comme z ∼ x, d(z, u) = d(x, u) + 1 = k + 1. On applique (QC) à x, y, z, u (cf Figure 22a) et on
obtient un sommet t ∼ x, y à distance k−1 de u. Comme t ∼ x et G est biparti, d(t, v) = k et on
applique (QC) à t, x, z, v (cf Figure 22b) pour obtenir un sommet s ∼ t, z et t, s, x, y, z induisent
alors un K2,3 (cf Figure 22c).

Nous lions maintenant Wuv avec les Θ-classes. Soit Ψ la relation binaire sur les arêtes d'un
graphe médian G : pour deux arêtes uv et xy, on note uvΨxy ssi x ∈Wuv et y ∈Wvu.

A�rmation 0.3.8. La relation binaire Ψ est sur les arêtes d'un graphe médian G une relation
d'équivalence coïncidant avec Θ.

Démonstration. Trivialement, la relation Ψ est ré�exive et symétrique, il reste à prouver que Ψ
est transitive, pour cela il nous su�t de montrer que si uvΨxy, alors W (u, v) = W (x, y). On
procède par l'absurde et on suppose qu'il existe un sommet z ∈W (u, v)\W (x, y). Ceci implique
que z ∈ W (y, x), i.e., y ∈ I(x, z). Comme x, z ∈ W (u, v) et y ∈ W (v, u), ceci contredit la
convexité de W (u, v). Par conséquent, Ψ est une relation d'équivalence.

Il nous reste à montrer que Θ = Ψ. Trivialement, Θ0 ⊆ Ψ, et comme Θ est la fermeture
transitive de Θ0, on en déduit que Θ ⊆ Ψ. Pour montrer l'inclusion réciproque Ψ ⊆ Θ, on prend
deux arêtes uv et xy telles que uvΨxy. Nous procédons par récurrence sur k = d(u, x) = d(v, y).
Soit x′ un voisin de x dans I(x, u) ⊆ W (u, v). Alors d(x′, v) = d(y, v) = k et d(x, v) = k + 1.
D'après (QC), il existe un sommet y′ ∼ x′, y à distance k−1 de v. Comme y′ ∈ I(y, v) ⊆W (v, u),
nous en concluons que uvΨx′y′. Comme d(u, x′) = d(v, y′) = k− 1, par hypothèse de récurrence
uvΘx′y′. Comme x′y′ et xy sont les arêtes opposées d'un carré, x′y′Θ0xy, et ainsi uvΘxy.

Ceci conclut la preuve du Lemme 0.3.6.

On rappelle que comme les demi-espaces sont convexes, d'après le Lemme 0.3.5 ils sont
également portés.

D'après [55], G est un cube partiel (i.e., peut être plongé isométriquement dans un hypercube)
ssi G est biparti et Wuv est convexe pour toute arête uv de G. Nous obtenons par conséquent le
corollaire suivant :
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Figure 23 � Illustration de la preuve du Lemme 0.3.11

Corollaire 0.3.9. Tout graphe médian G peut être plongé isométriquement dans un hypercube
de dimension égale au nombre de Θ-classes de G noté q.

Lemme 0.3.10. Tout sous-graphe convexe S de G est l'intersection de tous les demi-espaces
contenant S.

Démonstration. Soit un ensemble convexe S de G et soit l'intersection S′ de tous les demi-espaces
contenant S. Si S est un sous-ensemble propre de S′, comme S′ est convexe (et donc connexe), on
peut trouver deux sommets adjacents u ∈ S et v ∈ S′\S. On suppose que uv ∈ Ei, disons u ∈ H ′

i

et v ∈ H ′′
i . D'après le Lemme 0.3.6, H ′

i = Wuv et H ′′
i = Wvu. Comme G est biparti et S est

convexe, tous les sommets de S sont plus proches de u que de v. Par conséquent, S ⊂Wuv = H ′
i.

Comme v /∈ H ′
i, ceci contredit la dé�nition de S′.

Deux Θ-classes Ei et Ej se croisent ssi il existe un carré uvv′u′ tel que uv, u′v′ ∈ Ei et
uu′, vv′ ∈ Ej , ce qui est équivalent à dire que chaque demi-espace de la paire {H ′

i, H
′′
i } intersecte

chaque demi-espace de la paire {H ′
j , H

′′
j }. Dans le cas contraire, on dit que Ei et Ej sont des

classes laminaires.

Lemme 0.3.11. Pour tout sommet v d'un graphe médian G, toutes Θ-classes E1, E2, . . . , Ek de
G, les arêtes incidentes à v, vv1 ∈ E1, vv2 ∈ E2, . . . , vvk ∈ Ek appartiennent à un cube de G ssi
pour tout i, j, les Θ-classes Ei et Ej se croisent. Si un tel cube existe, il est unique.

Démonstration. Une direction est triviale, on considère maintenant un sommet v et ses voisins
v1, v2, . . . , vk tels que pour tous les 1 ≤ i, j ≤ k, les Θ-classes respectives Ei et Ej de vvi et vvj
se croisent. Comme tous les cubes de G sont localement convexes, ils sont convexes et portés, si
on prouve que v et tout sous-ensemble de k′ voisins de v appartient à un cube de dimension k′,
alors ce k′-cube est unique.

On montre par récurrence sur k qu'il existe un cube Q contenant v, v1, v2, . . . , vk. Si k = 2,
on suppose sans perte de généralité que v ∈ H ′′

1 ∩ H ′′
2 . Comme E1 et E2 se croisent, il existe

u ∈ H ′
1∩H ′

2. On observe que v1 et v2 sont les portes respectives de v surH
′
i etH

′
j . Par conséquent,

d(u, v1) = d(u, v2) = d(u, v) − 1 et d'après (QC), il existe v′ ∼ v1, v2. Ainsi, il existe bien un
carré vv1v

′v2.

On suppose maintenant que l'a�rmation est vraie pour tout k′ < k. En appliquant le lemme
pour k = 2 à v1, vi, pour tout 1 < i ≤ k, nous savons qu'il existe ui ∼ v1, vi. Par hypothèse de
récurrence, il existe un (k − 1)-cube R′ contenant v, v2, . . . , vk et un (k − 1)-cube R′′ contenant
v1, u2, . . . , uk (cf Figure 23). Nous a�rmons que R′∪R′′ est un k-cube de G. Pour tout sommet vi,
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3. Quelques propriétés des graphes médians
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Figure 24 � Illustration de la preuve du Lemme 0.3.12

i = 2, . . . , k, comme ui est un voisin de vi, par hypothèse de récurrence, il existe un cube contenant
ui et les k − 2 voisins de vi dans R′ distincts de v. Ceci implique qu'il existe un isomorphisme
entre les face de R′′ contenant ui et ne contenant pas v1 et les faces de R′ contenant vi et ne
contenant pas v. Comme R′ et R′′ sont convexes, ceci dé�nit un isomorphisme entre R′ et R′′

qui associe chaque sommet de R′ à leur voisin dans R′′. Donc R′ ∪R′′ dé�nit un k-cube de G, ce
qui conclut la preuve.

La frontière ∂H ′
i d'un demi-espace H ′

i est le sous-graphe induit par tous les sommets v′ de H ′
i

ayant un voisin v′′ dans H ′′
i (cf Figure 21b). Undemi-espace H ′

i de G est périphérique si ∂H ′
i = H ′

i

(cf Figure 21c).

Lemme 0.3.12. [88] Pour toute Θ-classes Ei d'un graphe médian G, ∂H ′
i et ∂H ′′

i sont iso-
morphes et portées.

Démonstration. L'A�rmation 0.3.8 implique que les frontières ∂H ′
i et ∂H

′′
i sont des sous-graphes

connexes de G. D'après le Lemme 0.3.4, il su�t donc de montrer qu'elles sont convexes pour toute
paire de sommets x′, y′ ∈ ∂H ′

i ayant un voisin commun z′ ∈ ∂H ′
i. Soient les voisins respectifs

x′′, y′′, z′′ des sommets x′, y′, z′ dans ∂H ′′
i (ils sont uniques carH ′′

i est porté), d'après l'A�rmation
0.3.7, z′′ ∼ x′′, y′′. On choisit arbitrairement un voisin commun t de x′, y′ di�érent de z′. Comme
H ′

i est convexe, t appartient à H ′
i. D'après la condition du cube, il existe un sommet s adjacent

à t, x′′, y′′ (cf Figure 24). Mais alors puisque x′′, y′′ ∈ H ′′
i et H ′′

i est convexe, s ∈ H ′′
i , et donc

t ∈ ∂H ′
i, ce qui prouve que les frontières sont convexes et donc portées.

Comme ∂H ′
i et ∂H

′′
i sont convexes, tout sommet de ∂H ′

i est adjacent à exactement un som-
met de ∂H ′′

i et vice-versa. Ceci montre une bijection entre ∂H ′
i et ∂H ′′

i . Si u
′, v′ ∈ ∂H ′

i sont
respectivement adjacents à u′′, v′′ ∈ ∂H ′′

i , et si u
′ et v′ sont adjacents, alors u′′ et v′′ doivent

également être adjacents. En e�et, comme G est biparti, si u′′ ≁ v′′, alors d(u′′, v′′) = 3 et donc
u′, v′ appartiens à I(u′′, v′′), ce qui contredit la convexité de ∂H ′′

i . Ceci montre que ∂H ′
i et ∂H

′′
i

sont des sous-graphes isomorphes de G.

On suppose à partir de maintenant que G est enraciné en un sommet arbitrairement choisi v0
que l'on appelera la racine. Pour toute Θ-classe Ei, on suppose que v0 appartient au demi-espace
H ′

i. Comme H ′′
i est porté, la porte de v0 dans H ′′

i est le seul sommet de H ′′
i à distance d(v0, H ′′

i )
de v0. Comme les graphes médians sont bipartis, le choix de v0 dé�ni une orientation des arêtes
de G : uv ∈ E est orientée de u à v (notation −→uv) si d(v0, u) < d(v0, v). Soit

−→
Gv0 l'orientation

du graphe enraciné en v0 (cf Figure 21d).

Lemme 0.3.13 ([89]). Tout demi-espace H ′′
i d'un graphe médian maximisant la distance d(v0, H ′′

i )
est périphérique.
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Figure 25 � Illustration de la preuve du Lemme 0.3.13

Démonstration. Soit la porte x de v0 dans un demi-espace H ′′
i maximisant d(v0, H

′′
i ). Alors

x ∈ ∂H ′′
i et d(v0, x) = d(v0, H

′′
i ). On suppose par l'absurde que ∂H ′′

i est un sous-graphe propre
de H ′′

i . On choisit arbitrairement un sommet v dans H ′′
i \ ∂H ′′

i adjacent à un sommet u de ∂H ′′
i

et minimisant la distance à v0 dans H ′′
i \∂H ′′

i (un tel sommet existe car H ′
i est connexe). Soit Ej

la Θ-classe de l'arête uv. Comme u est la porte de v dans ∂H ′′
i , u ∈ I(x, v). Comme x ∈ I(v0, v),

on en déduit qu'il existe un plus court (v0, v)-chemin P (v0, v) passant par x et u. Par conséquent,
v0, u ∈ H ′

j et v ∈ H ′′
j .

Soit y la porte de v0 dans H ′′
j . Trivialement, y ∈ ∂H ′

j et d(v0, y) = d(v0, H
′′
j ). H

′′
i étant le

demi-espace le plus éloigné de v0, d(v0, y) ≤ d(v0, x). Comme x est la porte de v0 dans H ′′
i ,

on en déduit que y n'appartient pas à H ′′
i , y appartient donc à H ′

i. Soit la porte z de y dans
H ′′

i (et ∂H ′′
i ), on observe que z ∈ I(y, v) (cf Figure 25). Comme u est la porte de v dans ∂H ′′

i ,
u ∈ I(v, z). Par conséquent, u ∈ I(v, y) et appartient à H ′′

j car H ′′
j est convexe, ce qui est

impossible et conclut la preuve.

Pour tout sommet v, on appelle prédécesseurs de v les sommets u tels que −→uv est un arc de−→
Gv0 , i.e., l'ensemble des voisins de v dans l'intervalle I(v0, v). Un graphe G véri�e la propriété du
cube descendant si l'ensemble des prédécesseurs de tout sommet v appartient à un unique cube
de G.

Lemme 0.3.14 ([88]). Tout graphe médian satisfait la propriété du cube descendant.

Démonstration. Soit un sommet v et u1, u2, . . . , ud les parents de v, i.e., les voisins de v dans
I(v0, v). D'après la condition du quadrangle, cela implique que pour toute paire de sommets
distincts ui, uj , 1 ≤ i, j ≤ d, il existe un sommet ui,j adjacent à ui et uj . Ce qui implique que
les Θ-classes de vui et vuj se croisent et donc d'après le Lemme 0.3.11, que v, u1, u2, . . . , ud
appartiennent à un même cube.

On note dim(G) la dimension d'un graphe médian G, qui est égale à celle de son plus grand
hypercube induit. Le corollaire suivant découle directement du Lemme 0.3.14 et nous donne une
borne supérieure sur le nombre d'arêtes des graphes médians :

Corollaire 0.3.15. Si un graphe médian G a pour dimension d alors m ≤ dn ≤ n log n.

Nous nous servirons de ces propriétés des graphes médians par la suite, notamment dans le
Chapitre 1 pour calculer les Θ-classes et dans le Chapitre 2 pour calculer l'ensemble médian.
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Deuxième partie

Problème du médian dans les graphes
médians et autres structures
apparentées
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Dans cette partie, nous nous intéressons à l'aspect algorithmique de la fonction médian.
L'apport principal de cette partie est le calcul en temps linéaire de l'ensemble médian dans
les graphes médians. Les graphes médians sont une des classes de graphes les plus étudiées en
théorie métrique des graphes et possèdent de nombreuses propriétés structurelles. L'une des plus
fondamentales est que leurs arêtes sont organisées en classes d'équivalences que nous appelons Θ-
classes [55]. Nous montrerons comment calculer ces Θ-classes en temps linéaire, ce résultat nous
sera utile dans le calcul de l'ensemble médian et a d'autres applications algorithmiques dans les
graphes médians. Nous présenterons également des résultats calculant l'ensemble médian dans
des structures apparentées aux graphes médians. L'ensemble des résultats de cette partie, à
l'exception du Chapitre 3, ont été présentés dans [28].

Dans le Chapitre 1, nous montrons comment calculer les Θ-classes en temps linéaire par
rapport au nombre d'arêtes des graphes médians. Nous présentons tout d'abord un algorithme
utilisant le parcours en largeur (BFS) pour calculer les Θ-classes des graphes médians de dimen-
sion �xée en temps linéaire. Ensuite, nous utiliserons un ra�nement du BFS, le LexBFS qui nous
permet d'étendre ce résultat aux graphes médians de dimension quelconque. Cette généralisation
est permise par le fait que tous les ordonnancements par LexBFS des graphes médians respectent
une propriété structurelle appelée la propriété des parents qui nous permet de prouver le résultat
suivant :

Théorème (1.2.5). Les Θ-classes d'un graphe médian G avec m arêtes peuvent être calculées en
temps O(m).

Nous donnons également une bonne supérieure sur le nombre des Θ-classes en fonction de la
dimension et du nombre de sommets du graphe.

Dans le Chapitre 2, nous utilisons le calcul e�cace desΘ-classes associé à une règle de majorité
trouvée par Bandelt et Barthélémy [12] et à l'unimodalité de la somme totale des distance dans les
graphes médians prouvée par Soltan et Chepoi [105]. Ces résultats précédents et une séquence
de sous graphes particuliers appelée épluchage périphérique nous permet d'obtenir le résultat
suivant :

Théorème (2.3.4). L'ensemble médian Med(π) d'un graphe médian G avec m arêtes peut être
calculé en temps O(m).

Bandelt et Barthelemy [12] ont également montré que l'ensemble médian d'un graphe médian
coïncide avec l'intervalle entre une de ses paires diamétrales, ce qui permet de réduire la taille
de la description de l'ensemble médian. Nous présentons un algorithme qui permet de calculer
une telle paire diamétrale. Ensuite, nous montrons comment l'épluchage périphérique et le calcul
des Θ-classes peut nous permettre de calculer l'indice de Wiener en temps linéaire ainsi que la
matrice des distances en temps quadratique.

Le Chapitre 3 utilise le calcul rapide des Θ-classes du Chapitre 1 et l'épluchage périphérique
du Chapitre 2 pour calculer le p moments en chaque sommet u d'un graphe médian, c'est à dire
la somme totale pondérée des distances à la puissance p entre u et tous les sommets du graphe.

Nous avons déjà vu qu'en plongeant dans la métrique ℓ1 les complexes cubiques associés
aux graphes médians, nous obtenons les complexes cubiques ℓ1 des graphes médians. Dans le
Chapitre 4 nous montrons comment exploiter le résultat précédent pour en déduire l'ensemble
médian d'un ensemble de terminaux (i.e., des points du complexe avec un poids non nul) dans
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les ℓ1-complexes cubiques des graphes médians G. Une des di�culté de ce problème est lié à
l'encodage de l'entrée et de la sortie. Le complexe cubique sera représenté par son 1-squelette,
soit le graphe médian correspondant et nous montrerons comment encoder les terminaux. Pour
la sortie, d'après Van de Vel [110] l'ensemble médian est un sous-complexe dont le 1-squelette est
également un graphe médian, nous donnerons en sortie ce 1-squelette et les coordonnées d'une
de ses paires diamétrales. L'algorithme combine le calcul de l'ensemble médian dans les graphes
médians et sur le segment [0, 1] déjà vu dans les préliminaires. Nous en déduisons ensuite le
résultat qui suit :

Théorème (4.1.1). Soit un graphe médian G avec m arêtes et soit P un ensemble �ni de termi-
naux de G décrits par une entrée de taille δ. Le 1-squelette M̂ de Medπ(G) peut être calculé en
temps linéaire O(m+ δ).

Le Chapitre 5 s'intéresse au problème du médian dans les structures d'évènements. Il existe
une correspondance directe entre les graphes médians pointés et les formules 2-SAT sans va-
riables triviales ou équivalentes ainsi qu'avec les structures d'évènements. Nous commençons par
établir une correspondance entre les formules 2-SAT sans variables triviales ou équivalentes et
les structures d'évènements. Ensuite, nous montrons comment calculer une paire diamétrale de
l'ensemble des con�gurations médianes des con�gurations d'une structure d'évènements. Nous
montrons également que si les con�gurations sont données de manière implicite, c'est à dire uni-
quement par la description de la structure d'évènements, alors calculer l'ensemble médian devient
#P-di�cile.
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Chapitre 1

Calcul des Θ-classes

Une des propriétés fondamentales des graphes médians est que leurs arêtes sont organisées
sous forme de classes d'équivalence que l'on appelle Θ-classes. Les Θ-classes sont les classes
d'équivalences de la relation Θ, qui est la fermeture ré�exive et transitive de la relation Θ0.
Deux arêtes e et e′ sont en relation Θ0 si ce sont les arêtes opposées d'un carré du graphe.
Dans cette section nous présentons un algorithme calculant les Θ-classes des graphes médians en
temps linéaire. Dans un but pédagogique nous commencerons par présenter un algorithme moins
e�cace mais plus simple et dans lequel on retrouve la majorité des idées de l'algorithme linéaire.
La di�érence principale est que l'ordonnacement par LexBFS respecte la propriété des parents,
c'est à dire que pour toute arête uv, si u n'est pas le parent (i.e., le plus petit prédécesseur) de
v, alors les parents de u et v sont adjacents. Et donc, l'arête contenant les parents de u et v est
dans la même Θ-classe que uv.

Nous commencerons donc par un algorithme utilisant le parcours en largeur BFS s'éxécutant
en temps O(dm). Pour cela, nous parcourons les arêtes dans l'ordre du BFS et distinguons deux
cas, le cas où uv est la plus petite arête de sa Θ-classe et nous créons donc une nouvelle Θ-classe.
Dans le second cas, nous cherchons un prédécesseur commun à deux prédécesseurs de u, c'est
cette recherche qui mène au facteur O(d) de la complexité de l'algorithme.

Proposition (1.1.3). Les Θ-classes d'un graphe médian de dimension d avec n sommets et m
arêtes peuvent être calculées en temps O(dm) = O(d · n log n).

Le second algorithme utilise un ra�nement du BFS, le LexBFS dé�nit par Rose, Tarjan et
Lucker [97]. Nous commençons par le dé�nir, puis par montrer un moyen de l'implémenter dans
les graphes médians de manière plus simple que dans le cas général. Ensuite, pour le calcul des
Θ-classes, nous procédons de manière similaire au cas du BFS, nous avons juste une méthode
plus e�cace dans le cas où uv n'est pas la première arête de sa Θ-classe, nous utiliserons le
théorème suivant :

Théorème (1.2.2). Tout graphe médian G satisfait la propriété des parents.

Ce théorème et la propriété des parents sont simples à énoncer mais la preuve que nous
présentons est assez technique, nous présenterons donc les grandes étapes de la preuve avant de
la faire dans le détail. Nous montrerons ensuite comment utiliser la propriété des parents pour
prouver le résultat suivant :

Théorème (1.2.5). Les Θ-classes d'un graphe médian G avec m arêtes peuvent être calculées en
temps O(m).
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Figure 1.1 � Illustration de la preuve du Lemme 1.1.1

1.1 Calcul des Θ-classes via BFS

Le parcours en largeur BFS (Breadth First Search), permet d'explorer un graphe à partir
d'un sommet source de la manière suivante : tout d'abord, nous partons du sommet source, que
l'on notera v0, puis nous explorons tous ses voisins. Ensuite on repart du sommet suivant dans
l'ordre d'exploration puis on regarde tous ses voisins encore non explorés et ainsi de suite. BFS
utilise une �le de priorité, au départ v0 est le seul sommet inséré, puis tant que la �le n'est pas
vide, l'algorithme retire le premier élément u de la �le, puis marque et insère à la �n de la �le
tous ses voisins v non marqués, u est alors le parent f(v) de v. L'ordre d'insertion dans la �le
dé�nit un ordre total < sur les sommets de G : x < y ssi x a été inséré avant y. Si u et v sont
voisins et d(v0, u) < d(v0, v), on dit que u est un prédécesseur de v (notons que dans le cas d'un
graphe biparti, on peut remplacer la seconde condition par u < v), et pour tout sommet v ̸= v0,
f(v) est le plus petit prédécesseur de v. D'après le Lemme 0.3.14, G satisfait la propriété du
cube descendant et donc tout sommet du graphe possède au plus d = dim(G) prédécesseurs. On
observe que l'ordre total < sur les sommets de G dé�nit également un ordre total sur les arêtes
de G : pour toute paire d'arêtes uv et u′v′, uv < u′v′ ssi u < u′ ou u = u′ et v < v′.

Nous montrons maintenant comment calculer pour chaque arête uv l'unique Θ-classe auquel
elle appartient. On suppose que chaque arête uv est orientée via BFS de u vers v, i.e., d(v0, u) <
d(v0, v). Nous distinguons deux cas : le cas où u est le seul prédécesseur de v et le cas où v a
d'autre prédécesseurs. Le lemme suivant permet de traiter le premier cas :

Lemme 1.1.1. L'arête uv ∈ Ei telle que d(v0, u) < d(v0, v) est la première arête de Ei ssi u est
l'unique prédécesseur de v.

Démonstration. Soit uv la première arête de Ei dans le BFS, étant donné que H ′′
i est porté, v

est la porte de v0 dans H ′′
i et u est l'unique voisin de v dans H ′

i. On a�rme que u est l'unique
voisin de v dans I(v0, v), supposons que v a un second voisin u′ ∈ I(v0, v) (cf Figure 1.1a). Étant
donné que v est la porte de v0 dans H ′′

i , et que v0 est plus proche de u′ que de v, u′ appartient
à H ′

i, ce qui contredit l'unicité de u.

Réciproquement, on suppose que u est l'unique voisin de v dans I(v0, v) mais que uv n'est
pas la première arête de Ei dans le BFS. Ceci implique que v n'est pas la porte de v0 dans H ′′

i ,
on notera x cette porte. Soit u′′ un voisin de v dans I(x, v), comme x est la porte de v0 dans H ′′

i ,
I(x, v) ⊆ I(v0, v). Étant donné que v et x appartiennent à H ′′

i qui est convexe, u′′ appartient
également à H ′′

i (cf Figure 1.1.2). Or, u appartient à H ′
i, u et u′′ sont donc deux voisins distincts

de v dans I(v0, v), une contradiction.
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Figure 1.2 � Recherche du prédécesseur w commun à u et x pour le calcul de la Θ-classe de uv

Si à l'inverse, uv n'est pas la première arête de sa Θ-classe, le lemme suivant montre comment
trouver à quelle Θ-classe elle appartient :

Lemme 1.1.2. Soit uv une arête d'un graphe médian telle que u est un prédécesseur de v. Si
v a un second prédécesseur x, alors il existe un carré wuvx avec wx comme arête opposée à uv
telle que w est un prédécesseur commun de u et x.

Démonstration. D'après la condition du quadrangle (QC), u et x ont un voisin commun w plus
proche de v0 que u et x tel que wuvx est un carré de G. Par conséquent, w est un prédécesseur
commun de u et x et uv et wx sont des arêtes opposées de wuvx (cf Figure 1.2).

On déduit l'algorithme suivant des Lemmes 1.1.1 et 1.1.2, son pseudo-code est présenté dans
l'Algorithme 1. Pour commencer, on exécute un BFS sur G renvoyant un ordonnancement par
BFS des arêtes et des sommets de G, ainsi qu'une liste ordonnée des prédécesseurs de chaque
sommet du graphe. Pour chaque arête uv du graphe prise dans l'ordre du BFS telle que u < v,
si u est l'unique prédécesseur de v, d'après le Lemme 1.1.1, uv est la première arête de sa Θ-
classe, on crée donc une nouvelle Θ-classe Ei et on insère uv dans Ei. Sinon, si v a un second
prédécesseur x, on parcours alors la liste ordonnée des prédécesseurs de u et des prédécesseurs
de x pour trouver un prédécesseur commun w (qui existe d'après le Lemme 1.1.2), nous verrons
dans le Lemme 1.2.1 qu'il est unique. On insère ensuite l'arête uv dans la Θ-classe de wx. Comme
les prédécesseurs de u et x sont stockées sous la forme d'une liste triée d'au plus d éléments, leur
intersection (qui contient uniquement w) peut être calculée en temps O(d), et donc la Θ-classe
de chaque arête uv peut être calculée en temps O(d) (cf Figure 1.2). Par conséquent :

Proposition 1.1.3. Les Θ-classes d'un graphe médian de dimension d avec n sommets et m
arêtes peuvent être calculées en temps O(dm) = O(d · nlogn).

1.2 Calcul des Θ-classes via LexBFS

Le but de cette partie est de supprimer le facteur O(d) de la complexité de l'algorithme
précédent. On a vu que ce facteur était dû à la recherche pour chaque arête uv qui n'est pas la
première arête de sa Θ-classe dans le BFS, d'une arête plus petite et sur le côté opposé à uv d'un
carré du graphe. Pour cela, nous utiliserons le parcours en largeur Lexicographic Breadth First
Search (LexBFS) dé�nit dans [97] qui est un ra�nement du BFS, et qui respecte la propriété
des parents que nous dé�nirons et qui permet de trouver une arête du LexBFS dans la même
Θ-classe que uv en temps constant.
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Algorithme 1 : CalculΘ-classesBFS(G, v0)

Entrées : Un graphe médian G = (V,E), v0 ∈ V
Sorties : Les Θ-classes Θ de G triées par distance croissantes à v0

1 début

2 Θ← ∅
3 (E,Λ)← BFS(G, v0)

// E : liste des arêtes ordonnées par BFS

// Λ : V → 2V tel que Λ(v) est l'ensemble des prédecesseurs de v
4 pour tous les uv ∈ E faire

5 si |Λ(v)| = 1 alors
6 ajouter une nouvelle Θ-classe {uv} à Θ // Première arête de la

Θ-classe

7 sinon

8 Prendre x ̸= u dans Λ(v)
9 w ← l'unique élément de Λ(u) ∩ Λ(x)

10 ajouter uv à la Θ-classe de wx

11 retourner Θ

Nous commençons par présenter l'algorithme du LexBFS, dans BFS, si u et v ont le même
parent, alors l'algorithme les ordonne de manière arbitraire. Dans LexBFS en revanche, u et v
sont ordonnés par rapport à l'ordre de leur second prédécesseur. Si seulement l'un des deux a un
second prédécesseur, alors c'est celui-ci qui est choisit. Si u et v ont le même second prédécesseur,
alors on choisit le troisième etc. LexBFS utilise un ra�nement de partition, ce qui permet de
l'implémenter en temps linéaire [97]. Dans les graphes médians, le lemme suivant montre qu'il
su�t de regarder les deux plus petits prédécesseurs pour ordonner deux sommets, et il n'est donc
pas nécessaire d'utiliser le ra�nement de partition :

Lemme 1.2.1. Si u et v sont deux sommets d'un graphe médian, alors ils ont au plus un
prédécesseur en commun.

Démonstration. Soient x et x′ deux prédécesseurs distincts communs de u et v, ce qui implique
que d(v0, u) = d(v0, v) = d(v0, x) + 1 = d(v0, x

′) + 1 = k + 1. D'après (QC), il existe un sommet
w adjacent à x et x′ à distance k − 1 de v0 (cf Figure 1.3). Ceci implique l'existence d'un K2,3

induit, ce qui est impossible.

v

x′

u

x

w

v0

k kk-1

Figure 1.3 � Illustration de la preuve du Lemme 1.2.1
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Figure 1.4 � Arrête uv respectant la propriété des parents

1.2.1 Propriété des parents

Dans cette sous-section, nous montrons que les arêtes des graphes médians véri�ent la pro-
priété des parents. On dit qu'une arête uv d'un graphe G véri�e la propriété des parents si les
parents de u et v sont adjacents ou coïncident pour tout ordonnancement via LexBFS de G tel
que u, v ̸= v0 le sommet source du LexBFS (cf Figure 1.4).

Théorème 1.2.2. Toute arête d'un graphe médian G satisfait la propriété des parents.

La démonstration de ce théorème étant un peu longue, nous commençons par présenter les
principales étapes. Nous procédons par l'absurde : soit u1v3 la première arête du LexBFS qui ne
véri�e pas la propriété des parents, c'est à dire que f(u1) = v1 et f(v3) = w3 ne sont pas adjacents.
En utilisant des propriétés des graphes médians, de BFS et de LexBFS, nous montrons que cela
implique l'existence d'un sous-graphe induit H (cf Figure 1.5a). Nous allons ensuite montrer
un résultat intermédiaire décrit dans le Lemme 1.2.4, qui dit que pour tout graphe contenant
le sous-graphe H et véri�ant la propriété des parents au moins jusqu'à la distance entre v0 et
chaque sommet de H, il existe un sommet x0 adjacent à certains sommets de H et avec des
contraintes sur l'ordre dans lequel LexBFs découvre ces sommets. Pour cela, nous procédons à
nouveau par récurrence sur la distance entre v0 et H, et étudierons le sous-graphe H le plus
proche v0 où un tel sommet x0 n'existe pas (cf Figure 1.5b), nous montrons que cela implique
qu'il y a un autre sous-graphe H plus proche de v0, et donc avec le sommet x0 désiré (cf Figure
1.5c), nous montrons que cela implique que pour la copie de H précédemment mentionnée, il y
a également le sommet x0 (cf Figure 1.5d), ce qui contredit notre hypothèse et �nit de prouver
le lemme. Pour conclure, nous montrons que cela implique que v1 n'est pas le parent de u1, ce
qui contredit notre hypothèse de départ.

Démonstration du Théorème 1.2.2. Soit < un ordonnancement par LexBFS des sommets de G,
étant donné que LexBFS est un BFS, < et f respectent les propriétés suivantes :

(BFS 1) Si u < v, alors f(u) ≤ f(v) ;

(BFS 2) Si f(u) < f(v) alors u < v ;

(BFS 3) Si v ̸= v0, alors f(v) = min<{u : u ∼ v} ;

(BFS 4) Si u < v et v ∼ f(u) alors f(v) = f(u).

On observe également le lemme suivant qui nous sera utile par la suite :

Lemme 1.2.3. Si uvwx est un carré de G, avec d(v0, w) = k, d(v0, v) = d(v0, x) = k + 1,
d(v0, u) = k + 2 et f(u) = v, si ux véri�e la propriété des parents, alors f(x) = w.
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Figure 1.5 � Schéma de la preuve du Théorème 1.2.2

Démonstration. Par la propriété des parents, f(x) ∼ f(u) = v. Si f(x) ̸= w, alors u, v, w, x, f(x)
induisent un K2,3 (cf Figure 1.6), ce qui est une contradiction.

u

v

w

x

f(x)

Figure 1.6 � Illustration de la preuve du Lemme 1.2.3

Nous montrons la propriété des parents par récurrence sur l'ordre des arêtes <. Nous illustrons
la preuve par di�érents dessins, l'arête orientée f(u)u sera représentée en gras. Pour clari�er la
preuve, tous les sommets situés à la même distance de v0 seront étiquetés par la même lettre
mais seront indexés di�éremment, par exemple w1 et w2 sont situés à même distance de v0.

Supposons par l'absurde que e = u1v3 telle que v3 < u1 est la première arête de l'ordre < telle
que les parents f(u1) et f(v3) de u1 et v3 ne soient pas adjacents, ceci implique que f(u1) ̸= v3.
Soient v1 = f(u1) et w3 = f(v3) (cf Figure 1.7a). Étant donné que d(v0, v1) = d(v0, v3) et
u1 ∼ v1, v3, d'après (QC) v1 et v3 ont un voisin commun à distance d(v0, v1) − 1 de v0. Ce
sommet ne peut être w3 sinon f(v1) et f(w3) seraient adjacents, par conséquent il existe un
sommet w4 adjacent à v1 et v3 à distance d(v0, v1)− 1 de v0 (cf Figure 1.7b). Par hypothèse de
récurrence, le parent x3 = f(w4) de w4 est adjacent à w3 = f(v3). Comme u1 ∼ v1 = f(u1), v3
et v3 ∼ w3 = f(v3), w4, nous pouvons déduire de (BFS 3) que v1 < v3 et w3 < w4. Par (BFS 2),
f(v1) ≤ f(v3), d'où f(v1) ≤ w3 et comme f(v1) ̸= f(v3) (sinon, f(u1) ∼ f(v3)), nous pouvons
déduire que f(v1) < w3 < w4, et donc f(v1) ̸= w4. Soit w1 = f(v1), par hypothèse de récurrence
f(v1) = w1 est adjacent à f(w4) = x3 et x3 ∼ w3. En appliquant la condition du cube aux
carrés w4v1w1x3, w4v1u1v3 et w4v3w3x3, il existe un sommet v2 adjacent à u1, w1 et w3. Comme
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Figure 1.7 � Preuve animée du Théorème 1.2.2
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Figure 1.8 � Le sous-graphe induit H du Lemme 1.2.4

u1 ∼ v2 et f(u1) = v1, d'après (BFS 3), v1 < v2. Comme v2 est adjacent à w1 = f(v1), d'après
(BFS 4) f(v2) = f(v1) = w1 et d'après (BFS 2), v2 < v3. Comme f(v2) = w1, d'après le Lemme
1.2.3 appliqué au carré v2w1x3w3, on obtient que f(w3) = x3 (cf Figure 1.7c). Comme v1 < v2,
f(v1) = f(v2) = w1, et v2 ∼ w1, w3, par la dé�nition de LexBFS, v1 a un second prédécesseur w2

qui est plus petit que w3. Étant donné que w4 est plus grand que w3, ce prédécesseur ne peut être
w4, on appelera w2 le second plus petit prédécesseur de v1, on remarque que w1 < w2 < w3 < w4.

D'après (QC), w2 et w4 sont adjacents à un sommet x5, qui n'est pas x3 car sinon il y aurait
un K2,3. Par hypothèse de récurrence, f(w2) et f(v1) = w1 sont adjacents, ce qui implique que
f(w2) ̸= x3, x5 car sinon il y aurait un K2,3, on pose f(w2) = x2. Par analogie, f(x5) = y5 et
f(w2) = x2 sont adjacents, ainsi que f(x5) = y5 et f(w4) = x3 (cf Figure 1.7d). D'après (BFS
1), x2 = f(w2) < f(w3) = x3, et d'après (BFS 3), x3 = f(w4) < x5. Étant donné que w3 < w4,
f(w3) = f(w4) et w4 est adjacent à x5, d'après LexBFS, w3 doit avoir un second prédécesseur
qui est plus petit que x5. Comme f(w3) = x3, d'après (BFS 3), ce second prédécesseur ne peut
être x2, on le notera x4. On observe que x2 < x3 < x4 < x5, par hypothèse de récurrence, le
parent de x4 que l'on notera y4 est adjacent à f(w3) = x3.

Si y4 = y5, en appliquant la condition du cube aux carrés x3w3x4y5, x3w4x5y5 et x3w4v3w3,
on trouve un sommet w adjacent adjacent à x4, v3 et x5. En appliquant la condition du cube
aux carrés w4v3wx5, w4v1w2x5, et w4v1u1v3, on obtient un sommet v adjacent à u1, w2 et w.
Étant donné que v ∼ w2, d'après (BFS 3), f(v) ≤ w2 < w3 = f(v3), donc d'après (BFS 2), on
obtient v < v3. Par conséquent, nous pouvons appliquer l'hypothèse de récurrence et d'après le
Lemme 1.2.3 appliqué au carré u1v1w2v, on en déduit que f(v) = w2. En appliquant le Lemme
1.2.3 à v3w3x4w, on en déduit que f(w) = x4 (cf Figure 1.7e). D'après l'hypothèse de récurrence
appliquée à l'arête vw, on obtient que f(v) = w2 est adjacent à f(w) = x4, ce qui implique un
K2,3 induit par v, x5, x4, w, w2 (cf Figure 1.7e). Tout ceci montre que y4 ̸= y5, et par la condition
du quandrangle, y4 et y5 ont un voisin commun que l'on notera z3 (cf Figures 1.7f et 1.5a).

On rappelle que x2 < x3 < x4 < x5, et d'après (BFS 1), y4 = f(x4) < f(x5) = y5. On notera
H = (VH , EH) le sous-graphe de G induit par les sommets VH = {w1, x2, x3, x4, x5, y4, y5, z3}, son
ensemble d'arêtes est EH = {z3y4, z3y5, y4x3, y4x4, y5x2, y5x3, y5x5, x2w1, x3w1}. Pour conclure
la preuve, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 1.2.4. Soit H = (VH , EH) (cf Figure 1.8a), un graphe induit de G avec d(v0, w1) =
d(v0, x2) + 1 = . . . = d(v0, x5) + 1 = d(v0, y4) + 2 = d(v0, y5) + 2 = d(v0, z3) + 3, f(x5) = y5 et
f(x4) = y4 tel que x2 < x3 < x4 < x5 et y4 < y5. Si G satisfait la propriété des parents jusqu'à la
distance d(v0, w1), alors il existe un sommet x0 tel que x0 < x2 et x0 ∼ w1, y4 (cf Figure 1.8b).

Démonstration. Soit G un graphe médian tel que le Lemme 1.2.4 est faux. Parmi tous les sous-
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1.2. Calcul des Θ-classes via LexBFS

graphe induits de G qui satisfont les conditions du lemme et tel qu'il nexiste pas de sommet x0 ̸=
x3 ∼ w1, y4 tel que x0 < x2, on choisit le sous-graphe H qui minimise la distance d(v0, w1). Pour
commencer, on suppose que f(w1) = x2. D'après le Lemme 1.2.3 appliqué au carré w1x2y5x3,
on déduit que f(x3) = y5. Par conséquent, d'après (BFS 1), on obtient que y5 = f(x3) ≤
f(x4) ≤ f(x5) = y5, donc que f(x4) = y5, une contradiction. On en déduit que f(w1) ̸= x2.
Étant donné que G satisfait la propriété des parents jusqu'à la distance d(v0, w1), on obtient que
f(x2) ∼ f(w1). Soit x1 le parent de w1 (cf Figure 1.9a) et soit y2 = f(x2) le parent de x2. Pour
ne pas avoir de K2,3 induit, y2 doit être di�érent de y5. De plus, y2 doit être di�érent de y4, sinon
x1 serait le sommet commun de w1 et y4, qui satisfait les conditions du Lemme 1.2.4. Soit z5 le
parent de y5, par la propriété des parents, z5 = f(y5) est adjacent à y2 = f(x2). En appliquant la
condition du cube appliquée aux carrés x2w1x1y2, x2w1x3y5 et x2y2z5y5, on obtient un voisin y3
de x3, x1 et z5. Si z5 = z3, alors y3 = y4 (sinon on obtient un K2,3), et x1 est le voisin de w1 et y4
qui satisfait les conditions du Lemme 1.2.4. Par conséquent, y3 ̸= y4 et z5 ̸= z3. De plus, d'après
le Lemme 1.2.3 appliqué au carré w1x1y3x3, y3 = f(x3) (cf Figure 1.9b). Soit t le parent de z3,
d'après la propriété des parents, z5 = f(y5) ∼ t = f(z3). En appliquant la condition du cube aux
carrés y5z3tz5, y5x3y3z5 et y5x3y4z3, on obtient un sommet z4 voisin de t, y3 et y4. En appliquant
le Lemme 1.2.3 au carré x3y3z4y4, on obtient que f(y4) = z4 (cf Figure 1.9c) et d'après (BFS
1), x2 < x3 < x4 < x5 implique y2 = f(x2) < y3 = f(x3) < y4 = f(x4) < y5 = f(x5). Étant
donné que d(x1, v0) < d(w1, v0), le choix de H implique l'existence d'un voisin y0 de x1 et z4 tel
que y0 < y2. En appliquant la condition du cube aux carrés y3x1y0z4, y3x1w1x3 et y3x3y4z4, on
obtient un voisin x0 de w1, y4 et y0. D'après (BFS 3), f(x0) ≤ y0 < y2 = f(x2) et donc, d'après
(BFS 2), x0 < x2 (cf Figure 1.9d), ce qui contredit le choix de H.

w1

x2 x3 x4x5

y4y5

z3

x1

(a)

w1

x2 x3 x4x5

y4y5

z3

x1

y3y2

z5

(b)

w1

x2 x3 x4x5

y4y5

z3

x1

y3y2

z5 z4

t

(c)

x0

y0

w1

x2 x3 x4x5

y4y5

z3

x1

y3y2

z5 z4

t

(d)

Figure 1.9 � Illustration de la preuve du Lemme 1.2.4

Étant donné que G contient un sous-graphe H satisfaisant les conditions du Lemme 1.2.4,
il existe un sommet x0 adjacent à w1 et y4 tel que x0 < x2 (cf Figure 1.7g). En appliquant la
condition du cube aux carrés x3w1x0y4, x3w1v2w3 et x3w3x4y4, on obtient un voisin w0 de x0, v2
et x4 (cf Figure 1.7g). Comme x0 est adjacent à w0, d'après (BFS 3), f(w0) ≤ x0 < x2 = f(w2).
D'après (BFS 2) , w0 < w2 et w0 est un prédécesseur v2, on déduit de LexBFS que v2 < v1.
Ceci avec le fait que v1 et v2 sont tous les deux adjacents à u1 contredit le fait que f(u1) = v1.
Cette contradiction montre que tout graphe médian satisfait la propriété des parents et conclut
la preuve du Théorème 1.2.2.
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Algorithme 2 : LexBFSGrapheMédian(G, v0)

Entrées : G = (V,E) un graphe médian, v0 ∈ V
1 début

2 F ← (v0) // F : File de priorité

3 tant que F n'est pas vide faire
4 Dé�ler le premier sommet u de F et le marquer en noir si ce n'est pas déjà fait
5 α(u)← ∅ // α(u) : position du premier sommet de F dont u est

l'unique prédécesseur

6 pour tous les v ∈ N(u) faire
7 si v n'est pas marqué alors
8 En�ler v dans F
9 Marquer v en gris
10 si α(u) = ∅ alors
11 Initialiser α(u) à la position de v dans F

12 sinon

13 si v marqué en gris alors
14 Échanger v avec le sommet à la position α(t) où t est le premier

prédécesseur de v.
15 Décaler α(t)
16 Marquer v en noir

1.2.2 Algorithme

Dans cette sous-section, nous présentons un algorithme permettant de calculer en temps
linéaire lesΘ-classes d'un graphe médian. Pour commencer, nous montrons comment implémenter
un LexBFS sur un graphe médian d'une manière plus simple que dans le cas général. D'après
le Lemme 1.2.1, il su�t pour chaque sommet de stocker ses deux plus petits prédécesseurs.
Autrement dit, si v et w ont le même plus petit prédécesseur, alors le LexBFS ordonnera v
devant w ssi soit le second prédécesseur de v est plus petit que celui de w, soit w n'a pas de
second prédécesseur. De manière similaire à BFS, LexBFS peut être implémenté en utilisant une
�le F . Mais à la di�érence de BFS, chaque sommet u déjà étiqueté doit stocker la position α(u)
dans F du plus petit sommet de F qui a u comme unique prédécesseur. Dans F , tous les sommets
qui ont u comme prédécesseur apparaissent consécutivement, d'abord les sommets ayant deux
prédécesseurs ordonnés selon leur second prédécesseur, puis ceux n'en ayant qu'un. Pour avoir
cette propriété, nous utilisons la règle suivante : si on découvre un second prédécesseur v à y,
qui avait pour l'instant u comme unique prédécesseur, alors on échange dans F le sommet y et
le sommet à la position α(u), puis on met α(u) à jour. On donne un exemple de mise à jour
de la �le de priorité F d'un LexBFS en lorsque l'on dé�le le sommet v en Figure 1.10. L'ordre
des sommets est indiqué en rouge. On observe que l'algorithme s'exécute en temps O(m), nous
présentons son pseudo-code dans l'Algorithme 2.

Nous utilisons maintenant le Théorème 1.2.2 pour calculer les Θ-classes de G. Premièrement
nous calculons un ordre sur les arêtes et les sommets du graphe en exécutant un LexBFS à partir
de v0. Nous explorons ensuite les arêtes du graphes dans l'ordre du LexBFS. Nous prenons la
première arête non explorée uv et on suppose que u est un prédécesseur de v. Si u est l'unique
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v0

t u v

w x y
z

1

2

F = (v, t, w, x, y)

α(v0)

α(u)

(a)

v0

t u v

w x y
z

1

2

F = (t, y, x, w, z)

α(u)3

α(v)α(v0)

(b)

Figure 1.10 � Mise à jour de la �le de priorité F d'un LexBFS lors du dé�lement du sommet v

Algorithme 3 : CalculΘClassesLexBFS(G, v0)

Entrées : G = (V,E), v0 ∈ V
Sorties : Les Θ-classes Θ de G ordonnées par distance croissante à v0

1 begin

2 Θ← ∅
3 (E,Λ, f)← LexBFS(G, v0)

// E : la liste des arêtes ordonnées via LexBFS

// Λ : V 7→ 2V tel que Λ(v) est l'ensemble des prédécesseur de v
// f : V 7→ V tel que f(v) est le parent de v

4 pour tous les uv ∈ E faire

5 si |Λ(v)| = 1 alors
6 ajouter une nouvelle Θ-classe {uv} à Θ // Première arête

7 sinon si f(v) ̸= u alors

8 ajouter l'arête uv à la Θ-classe de l'arête f(u)f(v)
9 sinon

10 Choisir arbitrairement x dans Λ(v) \ {u}
11 ajouter l'arête uv à la Θ-classe de l'arête f(x)x

12 retourner Θ
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E1

E2

E3
E4

(a)

E1

E2

E3

E4

(b)

Figure 1.11 � (a) Les Θ-classes d'un graphe médian G ; (b) son graphe de croisement Γ(G)

prédécesseur de v, alors d'après le Lemme 1.1.1, uv est la première arête de sa Θ-classe, nous
créons donc une nouvelle Θ-classe Ei et y insérons uv. On suppose maintenant que u a plusieurs
prédécesseurs et distinguons deux cas : Si u n'est pas le parent de v, d'après le Théorème 1.2.2, uv
et f(u)f(v) sont deux arêtes opposées d'un carré, par conséquent uv est dans la même Θ-classe
que f(u)f(v) (qui a déjà été calculée car f(u)f(v) < uv). Pour retrouver la Θ-classe de l'arête
f(u)f(v) en temps constant, on utilise une matrice A non initialisée, telle que les lignes et les
colonnes correspondent aux sommets de G et A[x, y] contient la Θ-classe de l'arête xy si x et
y sont adjacents et qu'elle a déjà été calculée, et A[x, y] est non dé�ni sinon. Dans le second
cas, si u est le père de v, on prend x, un autre prédécesseur de v. D'après le Théorème 1.2.2,
uv = f(v)v et f(x)x sont les arêtes opposées d'un carré. Comme f(x)x apparait avant uv dans
l'ordonnancement par LexBFS, la Θ-classe de f(x)x a déjà été calculée et l'algorithme insère u
dans la Θ-classe de f(x)x. On observe que les Θ-classes sont triées dans l'ordre dans lequel leur
première arête est insérée. Le pseudo-code de cet algorithme est présenté dans l'Algorithme 3.

Par conséquent, nous obtenons le théorème suivant :

Théorème 1.2.5. Les Θ-classes d'un graphe médian G avec m arêtes peuvent être calculées en
temps O(m).

1.3 Borne supérieure serrée sur le nombre de Θ-classes d'un graphe
médian

On donne dans cette section une borne supérieure sur le nombre de Θ-classes d'un graphe
médian en fonction de la dimension d du graphe et du nombre n de sommets. On appelle le
graphe de croisement noté Γ(G) d'un graphe médian G le graphe ayant pour sommets l'ensemble
des Θ-classes de G et deux Θ-classes appartiennent à la même arête ssi elle se croisent dans G.

On peut facilement voir que chaque sous-graphe induit par les sommets d'une clique est
également une clique, toute famille d'ensembles de sommets de cliques est donc fermée par sous-
ensemble et on peut donc étudier l'ensemble de toutes les cliques d'un graphe comme un complexe
simplicial, que l'on appellera complexe de cliques X(G). Une clique sera alors appelée une face
de X(G).

On donne en Figure 1.11 le graphe de croisement d'un graphe médian G dont on a représenté
les cliques. Le complexe de cliquesX(Γ(G)) est donc {∅, {E1}, {E2}, {E3}, {E4}, {E1, E2}, {E1, E3},
{E2, E3}, {E3, E4}, {E1, E2, E3}}.

Proposition 1.3.1. Si un graphe G a q Θ-classes et une dimension d, alors q ≤ d( d
√
n − 1).
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Cette borne supérieure est réalisée par les produits de d chemins de taille d
√
n− 1.

Démonstration. Soit Γ(G) le graphe de croisement de G. On observe que |V (Γ(G))| = q. Soit
X(Γ(G)) le complexe de cliques Γ(G). D'après la caractérisation des graphes médians parmi les
classes amples [16, Proposition 4], le nombre de sommets de G est égal au nombre |X(Γ(G))| de
faces de X(Γ(G)). Comme G est de dimension d, d'après le Lemme 0.3.11, Γ(G) ne contient pas
de cliques de taille d+1. D'après le théorème de Zykov [116] (voir aussi [115]), le nombre de k-faces
dansX(Γ(G)) est d'au plus

(
d
k

) ( q
d

)k. Ainsi n = |V (G)| = |X(Γ(G))| ≤
∑d

k=0

(
d
k

) ( q
d

)k
=
(
1 + q

d

)d
et donc q ≥ d( d

√
n− 1).

Et soit G le produit cartésien de d chemins de taille ( d
√
n−1). Alors G contient ( d

√
n−1+1)d =

n sommets et d( d
√
n−1) Θ-classes (chaque Θ-classe deG correspond à une arête d'un facteur).
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Chapitre 2

Calcul de l'ensemble médian dans les
graphes médians

Dans ce chapitre, nous étudierons le résultat principal de cette partie qui est le calcul du
médian dans les graphes médians en temps linéaire, ainsi que le calcul de l'indice de Wiener et
de la matrice des distances dans les graphes médians.

Nous commençons par expliquer comment obtenir un épluchage périphérique, i.e., une sé-
quence de graphes Gq = G,Gq−1, . . . , G0 tel que Gi−1 est obtenu à partir de Gi en supprimant
un demi-espace périphérique de Gi.

Par la suite, on montre comment calculer en temps linéaire le poids des demi-espaces de G,
pour cela on utilise l'épluchage périphérique ainsi que le fait que les demi-espaces sont portés :
on reporte le poids de chaque sommet d'un demi-espace périphérique supprimé sur son voisin
(qui est également sa porte) dans l'autre demi-espace.

Une fois que nous avons calculé le poids de tous les demi-espaces, on utilise la règle de
majorité établie indépendamment par Bandelt et Barthelemy [12] et par Soltan et Chepoi [105].
Cette règle indique que l'ensemble médian intersecte tous les demi-espaces contenant au moins
la moitié du poids du graphe et que les médians locaux sont globaux, c'est à dire que la somme
totale des distances pondérées sur un sommet est plus petite que celle de tous ses voisins ssi elle
est plus petite que celle de tout les sommets du graphe et ce sommet est donc dans l'ensemble
médian. Ainsi, si pour toute paire de demi-espaces complémentaires on oriente toutes les arêtes
du graphe du demi-espace minoritaire vers le demi-espace majoritaire, les puits sont les sommets
de l'ensemble médian, ce qui nous donne donc le résultat suivant :

Théorème (2.3.4). L'ensemble médian Med(π) d'un graphes médians G avec m arêtes peut être
calculé en temps O(m).

Bandelt et Barthelemy ont montré dans [12] que l'ensemble médian des graphes médians
coïncide avec l'intervalle entre une paire diamétrale de sommets de l'ensemble médian. Nous
montrons une preuve de cette a�rmation n'utilisant pas les treillis et un moyen de calculer une
paire diamétrale de l'ensemble médian. On montre également que les graphes médians sont les
seuls graphes bipartis respectant la règle de majorité.
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Par la suite, en utilisant le fait que les demi-espaces sont convexes et portés, on montrera que
le calcul en temps linéaire des poids des demi-espaces permet de calculer aussi l'indice de Wiener
en temps linéaire. Pour calculer la matrice des distances, on utilisera un épluchage périphérique
en sens inverse et à chaque fois que l'on ajoutera un demi-espace périphérique à Gi pour obtenir
Gi+1, on déduira pour chaque sommet du demi-espace périphérique ajouté sa distance à un autre
sommet du demi-espace de l'isomorphisme des frontières et sa distance à un sommet de Gi du
fait que les demi-espace sont portés.

2.1 Épluchage périphérique

L'ordre E1, E2, . . . , Eq dans lequel les Θ-classes de G sont retournées par l'Algorithme 3 cor-
respond à l'ordre décroissant des distances de v0 à H ′′

i : si i < j, alors d(v0, H
′′
i ) ≤ d(v0, H

′′
j )

(on rappelle que v0 ∈ H ′
i). D'après le Lemme 0.3.13, le demi-espace H ′′

q de Eq est périphé-
rique. Si l'on contracte toutes les arêtes de Eq (i.e., on identi�e les sommets de H ′′

q = ∂H ′′
q

avec leur voisin dans ∂H ′
q), on obtient un plus petit graphes médians G̃ = H ′

q avec q − 1 Θ-
classes Ẽ1, Ẽ2, . . . , Ẽq−1 telles que Ẽi correspond aux arêtes de Ei dans G̃. Les demi-espaces
de G̃ ont la forme H̃ ′

i = H ′
i ∩ H ′

q et H̃ ′′
i = H ′′

i ∩ H ′
q. Nous avons donc une liste de Θ-classes

Ẽ1, Ẽ2, . . . , Ẽq−1 qui correspond à l'ordonnancement des demis-espaces H̃ ′′
1 , H̃

′′
2 , . . . , H̃

′′
q−1 de G̃

en fonction de leur distance à v0. Ainsi, le dernier demi-espace H̃ ′′
q−1 est périphérique dans G̃.

Par conséquent, l'ordonnancement Eq, Eq−1, . . . , E1 des Θ-classes de G permet de construire un
ensemble Gq = G,Gq−1 = G̃, . . . , G0 = ({v0}, ∅) de graphes médians tels que G0 est le graphe
composé uniquement de v0 et pour tout i ≥ 1, la Θ-classe Ei dé�nit un demi-espace périphé-
rique du graphe Gi obtenu après les contractions successives des demi-espaces périphériques de
Gq, Gq−1, . . . , Gi+1 dé�nis par Eq, Eq−1, . . . , Ei+1. On appelle Gq, Gq−1, . . . , G0 un épluchage pé-
riphérique de G. Un exemple d'épluchage périphérique d'un graphes médians est donné en Figure
2.1, les arêtes contractées sont indiquées en rouge.

Étant donné que chaque sommet de G et chaque Θ-classe est contractée une seule fois, nous
n'avons pas besoin de calculer explicitement la restriction de chaque Θ-classe de G à chaque
Gi. Il su�t en e�et de conserver pour chaque sommet v une variable indiquant si ce sommet
appartient à un demi-espace déjà contracté ou non. Ainsi, lorsque la ième Θ-classe est contractée,
nous parcourons toutes les arêtes de Ei et sélectionnons les arêtes dont les extrémités n'ont pas
encore été contractées.

(a)

G4

(b)

G3

2

2
G2

4

22

2

(c) (d)

G14 6

(e)

G0

10

Figure 2.1 � Exemple d'épluchage périphérique d'un graphe médian
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2.2. Calcul du poids des demi-espaces de G

Algorithme 4 : CalculPoidsDesDemiEspaces(G, π,Θ)
Entrées : Un graphe médian G = (V,E), une fonction de poids π : V → R ∪ {0}, les

Θ-classes Θ = (E1, E2, . . . Eq) de G triées par distance croissante à v0.
Sorties : La liste des paires de poids

(
(π(H ′

q), π(H
′′
q )), . . . , (π(H

′
1), π(H

′′
1 ))
)

1 begin

2 si |V | = 1 alors
3 retourner la liste vide
4 sinon

5 Soient H ′ et H ′′ deux demi-espaces complémentaires dé�nis par Eq (v0 ∈ H ′)
6 π(H ′′)←

∑
v∈∂H′′ π(v)

7 π(H ′)← π(V )− π(H ′′)
8 pour tous les v′v′′ ∈ Eq avec v′ ∈ H ′ et v′′ ∈ H ′′ faire
9 π(v′)← π(v′) + π(v′′)

10 L← CalculPoidsDesDemiEspaces (H ′, π,Θ \ {Eq})
11 ajouter (π(H ′), π(H ′′)) à L
12 retourner L

2.2 Calcul du poids des demi-espaces de G

Nous utilisons un épluchage périphérique Gq, Gq−1, . . . , G0 de G pour calculer les poids π(H ′
i)

et π(H ′′
i ), i = 1, 2, . . . , q de tous les demi-espaces de G. Comme dans la section précédente, nous

appelons G̃ le graphe obtenu à partir de G en contractant les arêtes de la Θ-classe Eq. On
considère la fonction de poids π̃ sur G̃ = H ′

q dé�nie ci-dessous :

π̃(v′) =

{
π(v′) + π(v′′) si v′ ∈ ∂H ′

q, v
′′ ∈ H ′′

q , et v
′ ∼ v′′,

π(v′) si v′ ∈ H ′
q \ ∂H ′

q.
(2.1)

Lemme 2.2.1. Pour toute Θ-classe Ẽi de G̃, π̃(H̃ ′
i) = π(H ′

i) et π̃(H̃
′′
i ) = π(H ′′

i ).

D'après le Lemme 2.2.1, pour calculer tous les π(H ′
i) et π(H

′′
i ), il su�t de calculer le poids

π(H ′′
i ) du demi-espace périphérique de Ei dans le graphe Gi et d'en déduire le poids de H ′

i :
π(H ′

i) = π(G)− π(H ′′
i ).

Soit G le graphes médians courant, et soient H ′′
q un demi-espace périphérique de G et G̃ = H ′

q

le graphe obtenu en contractant les arêtes de laΘ-classe Eq. Pour calculer π(H ′′
q ), nous parcourons

les extrémités des arêtes de Eq qui appartiennent à H ′′
q , puis nous déduisons π(H ′

q) = π(G) −
π(H ′′

q ). Soit π̃ la fonction de poids en G̃ dé�nie par l'Équation 2.1. Immédiatement, π̃ peut être
calculée en temps O(|V (H ′

q)|) = O(|Eq|). Ainsi, d'après le Lemme 2.2.1, il su�t d'appliquer
récursivement l'algorithme au graphe G̃ et à la fonction de poids π̃. Un exemple de la mise à jour
des poids des sommets est donné dans la Figure 2.1, les sommets ont initialement un poids de 1
et leur mise à jour est donnée en bleu. Comme chaque arête de G n'est parcourue que quand sa
Θ-classe est contractée, l'algorithme a une complexité en O(m).
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2.3 Calcul de l'ensemble médian Med(π)

Nous débutons avec une propriété de Fπ qui découle du Lemme 0.3.6 :

Lemme 2.3.1. Si uv ∈ Ei avec u ∈ H ′
i et v ∈ H ′′

i , alors Fπ(u)− Fπ(v) = π(H ′′
i )− π(H ′

i).

Démonstration. On a Fπ(u) =
∑

x∈H′′
i
π(x)d(u, x)+

∑
x∈H′

i
π(x)d(u, x). Comme u est la porte de

v surH ′
i et v est la porte de u surH ′′

i , Fπ(u) =
∑

x∈H′′
i
π(x)(d(v, x)+1)+

∑
x∈H′

i
π(x)(d(v, x)−1).

Donc Fπ(u) = Fπ(v) + π(H ′′
i )− π(H ′

i), ce qui conclut la preuve.

Nous dirons qu'un demi-espace est majoritaire si π(H) > 1
2π(G), minoritaire si π(H) <

1
2π(G) et égalitaire si π(H) = 1

2π(G). Soit Medloc(π) = {v ∈ V : Fπ(v) ≤ Fπ(u), ∀u ∼ v}
l'ensemble des médians locaux de G. Nous poursuivons avec la règle de majorité suivante :

Proposition 2.3.2 ([12, 105]). L'ensemble médian Med(π) d'un graphes médians G respecte les
propriétés suivantes :

(i) Med(π) est l'intersection de tous les demi-espaces majoritaires

(ii) Med(π) intersecte tous les demi-espaces égalitaires

(iii) Med(π) = Medloc(π)

Démonstration. Nous allons commencer par montrer une généralisation du Lemme 2.3.1 dont
découlent plusieurs a�rmations de la Proposition 2.3.2.

Lemme 2.3.3. Soient Ei une Θ-classe d'un graphes médians G, et deux demi-espaces H ′
i et

H ′′
i dé�nis par Ei. Si x′′ ∈ H ′′

i et x′ est la porte de x′′ dans H ′
i, alors Fπ(x

′′) ≥ Fπ(x
′) +

d(x′, x′′)(π(H ′
i)− π(H ′′

i )).

Démonstration. Par dé�nition de la somme totale des distances :

Fπ(x
′′)− Fπ(x

′) =
∑
u∈V

π(u)d(x′′, u)−
∑
u∈V

π(u)d(x′, u) =
∑
u∈V

π(u)(d(x′′, u)− d(x′, u))

On sépare la somme entre les deux demi-espaces complémentaires H ′
i et H

′′
i :

Fπ(x
′′)− Fπ(x

′) =
∑
u′∈H′

i

π(u′)(d(x′′, u′)− d(x′, u′)) +
∑

u′′∈H′′
i

π(u′′)(d(x′′, u′′)− d(x′, u′′))

Comme x′ est la porte de x′′ sur H ′
i, pour tout u

′ ∈ H ′
i, d(x

′′, u′)− d(x′, u′) = d(x′′, x′). D'après
l'inégalité triangulaire, d(x′′, u′′)− d(x′, u′′) ≥ −d(x′′, x′) pour tout u′′ ∈ H ′′

i . On obtient donc

Fπ(x
′′)− Fπ(x

′) ≥
∑
u′∈H′

i

π(u′)d(x′′, x′)−
∑

u′′∈H′′
i

d(x′′, x′)π(u′′)

et nous pouvons donc conclure que Fπ(x
′′) ≥ Fπ(x

′) + d(x′′, x′)(π(H ′
i)− π(H ′′

i )).
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vuv′
I(v, v′)H

W (u, v)
Medπ(G)

Figure 2.2 � Illustration de la preuve de la Proposition 2.3.2(iii)

SoientH ′
i etH

′′
i , deux demi-espaces complémentaires deG tels que π(H ′

i) < π(H ′′
i ). On choisit

arbitrairement un sommet x′′ de H ′′
i et sa porte x′ sur H ′

i. D'après le Lemme 2.3.3, Fπ(x
′′) >

Fπ(x
′) et par conséquent, x′′ ne peut pas être un médian. Ceci montre que le complémentaire

d'un demi-espace majoritaire ne contient aucun sommet médian, ce qui implique que Med(π) est
inclus dans l'intersection M des demi-espaces majoritaires.

Si Med(π) n'est pas égal à M , étant donné que M est convexe, nous pouvons trouver deux
sommets adjacents x ∈ Med(π) et y ∈ M \ Med(π). Soit Ei la Θ-classe de xy avec x ∈ H ′

i

et y ∈ H ′′
i . Comme y appartient à M , H ′

i n'est pas un demi-espace majoritaire, et comme
x ∈ Med(π), H ′

i n'est pas un demi-espace minoritaire. H ′
i et H ′′

i sont donc des demi-espaces
égalitaires. Comme Fπ(x) − Fπ(y) = π(H ′′

i ) − π(H ′
i) = 0, on en déduit que y est un médian, et

donc que Med(π) = M , ce qui conclut (i).

Soient deux demi-espaces égalitaires complémentaires H ′
i et H

′′
i , comme ils sont complémen-

taires, Med(π) intersecte au moins un des deux. On suppose sans perte de généralité qu'un
sommet médian x′′ appartient à H ′′

i et soit x′ sa porte sur H ′′
i . D'après le Lemme 2.3.3, Fπ(x

′) ≤
Fπ(x

′′). Par conséquent, x′ est également médian, et par symétrie on en conclut que H ′
i et H

′′
i

contiennent tous les deux un sommet médian, ce qui montre (ii).

On montre à présent que tout médian local est un médian. Soit v /∈ Med(π). Comme Med(π)
est l'intersection de tous les demi-espaces majoritaires de G, il existe un demi-espace majoritaire
H incluantMed(π) et ne contenant pas v. Soit v′ la porte de v sur H, et soit u un voisin de v dans
I(v, v′). On a donc H ⊆ W (u, v) (cf Figure 2.2), donc W (u, v) est un demi-espace majoritaire.
Ceci implique que Fπ(u) < Fπ(v), et donc que v n'est pas un médian local, ce qui �nit de montrer
(iii) et conclut la preuve.

Nous utilisons la Proposition 2.3.2 et les poids des demi-espaces calculés plus haut pour
trouver Med(π). Pour cela, nous orientons les arêtes v′v′′ de chaque Θ-classe Ei de G de la façon
suivante : Si v′ ∈ H ′

i, et v′′ ∈ H ′′
i , alors on dirige v′v′′ de v′ vers v′′ si π(H ′′

i ) > π(H ′
i), de v′′

vers v′ si π(H ′′
i ) > π(H ′

i), et si π(H
′
i) = π(H ′′

i ), alors l'arête reste non orientée. On appellera
−→
G

ce graphe partiellement orienté, et un sommet u de
−→
G est un puits si il n'existe pas d'arête uv

orientée de u vers v. D'après le Lemme 2.3.1, u est un puits de
−→
G ssi u est un médian local de G.

D'après la Proposition 2.3.2(iii), Medlocπ (G) = Med(π) et donc Med(π) correspond à l'ensemble
des puits de

−→
G . On observe que dans le graphe induit par Med(π), toutes les arêtes sont non-

orientées dans
−→
G . Une fois que tous les poids des demi-espaces π(H ′

i) et π(H
′′
i ) ont été calculés,

il su�t de traverser chaque Θ-classe de G pour orienter les arêtes, puis de parcourir tous les
sommets et retourner les puits. Le pseudo-code est donné dans l'Algorithme 5, et la Figure 2.3
donne deux exemples d'orientation des arêtes, en (a) tous les sommets ont un poids de 1 et en
(b) les poids non nuls sont indiqués en bleu.
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1
1

1
1

1

1

1 1

1

1

(a)

1

1

2

1

1

(b)

Figure 2.3 � Orientation des arêtes vers deux exemples d'ensembles médians (en rouge)

Le graphe induit par les puits de
−→
G peut être calculé en temps O(m), ce qui nous donne le

résultat suivant :

Théorème 2.3.4. L'ensemble médian Med(π) d'un graphes médians G avec m arêtes peut être
calculé en temps O(m).

Algorithme 5 : CalculMedianGrapheMedian(G, π)

Entrées : Un graphe médian G = (V,E), une fonction de poids π : V → R+ ∪ {0}
Sorties : L'ensemble médian Med(π) de G

1 begin

2 Θ← CalculΘ-ClassesLexBFS(G, v0) // v0 un sommet choisi arbitrairement

3 L← CalculPoidsDesDemiEspaces(G, π,Θ)
4 pour tous les Ei ∈ Θ faire

5 si π(H ′
i) ̸= π(H ′′

i ) // H ′
i et H ′′

i étant les deux demi-espaces

complémentaires définis par Ei et dont les poids (π(H ′
i), π(H

′′
i )) sont

enregistrés dans L
6 alors

7 Orienter dans
−→
G les arêtes de Ei du demi-espace minoritaire vers le

demi-espace majoritaire

8 Med(π)← ∅
9 pour tous les v ∈ V faire

10 si v est un puits alors
11 ajouter v à Med(π)

12 retourner Med(π)

2.4 Calcul d'une paire diamétrale de Med(π)

Dans [12], Bandelt et Barthélémy ont montré que dans un graphes médians G, l'ensemble
médian Med(π) coïncide avec l'intervalle entre une paire diamétrale de Med(π). Nous montrons
comment trouver cette paire en temps O(m) en utilisant un corollaire de la Proposition 2.3.2 :
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H ′
H ′′

G \ (H ′ ∪H ′′)
1

1

2

1

1

Figure 2.4 � Une illustration du Corollaire 2.4.1.

Corollaire 2.4.1. Si deux demi-espaces disjoints H ′ et H ′′ dé�nis par deux Θ-classes laminaires
de G intersectent toute les deux Med(π) (cf Figure 2.4), alors π(v) = 0 pour tout sommet
v ∈ V \ (H ′ ∪H ′′).

Démonstration. Étant donné que Med(π) intersecte à la fois H ′ et H ′′, d'après la Proposition
2.3.2(i), H ′ et H ′′ ne sont pas minoritaires, et étant donné qu'ils sont disjoints, d'après la Pro-
position 2.3.2(ii), ils sont donc égalitaires, i.e. π(H ′) = π(H ′′) = 1

2π(G). Et étant donné qu'ils
sont disjoints, π(H ′) + π(H ′′) = π(G), et donc π(V \ (H ′ ∪H ′′)) = 0.

Corollaire 2.4.2. Si π(G) > 0, il est possible de trouver en temps O(m) deux sommets u, v tels
que Med(π) = I(u, v).

On rappelle qu'étant donné un ensemble porté H, l'ensemble PH(u) = {v ∈ V : u est la porte
de v sur H} est appelée la �bre de u par rapport à H. On dira qu'une �bre PH(u) est positive
si π(PH(u)) > 0. Les �bres {PH(u) : u ∈ H} dé�nissent une partition de V (G). Nous donnons
ci-dessous une preuve de [12, Proposition 6] n'utilisant pas les treillis.

Proposition 2.4.3 ([12]). Soit M = Med(π) et soit u un sommet de M avec une �bre positive
PM (u). Alors, M = I(u, v) où v est le sommet de M maximisant d(u, v).

Démonstration. Étant donné que M est convexe et que u, v ∈ M , nous avons I(u, v) ⊆ M ,
nous montrons maintenant l'inclusion inverse. On suppose par l'absurde qu'il existe un sommet
z appartenant àM mais pas à I(u, v) et on le choisit tel qu'il minimise d(v, z). Soit z′ le médian du
pro�l (u, v, z) (i.e., l'unique sommet dans I(u, v)∩ I(v, z)∩ I(u, z)). Par dé�nition, z′ appartient
à I(u, v), et donc à M . Étant donné que M est convexe et que z, z′ ∈ M , par minimalité de
d(v, z), nous pouvons conclure que z et z′ sont adjacents. Comme v maximise la distance à u
dans M et que z′ ∈ I(u, z), z′ ̸= v car l'inverse impliquerai que d(u, z) = d(u, v) + 1 > d(u, v) ce
qui est impossible car z est dans M . Étant donné que z′ ∈ I(z, u) ∩ I(z, v), u, v ∈W (z′, z). Soit
y un voisin de z′ dans I(z′, v) arbitrairement choisi, et soient Ei la Θ-classe de z′z et Ej celle de
z′y (cf Figure 2.5a).

On a�rme que Ei et Ej sont laminaires. En e�et si ce n'était pas le cas, d'après le Lemme
0.3.11, il existerait un sommet x adjacent à z et y. Étant donné que x ∈ I(z, y) et z, y ∈ M , x
appartient également à M et est plus proche de v que z (cf Figure 2.5b). La minimalité de d(v, z)
implique que x ∈ I(u, v). Comme u ∈ W (z, x), nous avons z ∈ I(x, u), ce qui implique que
z ∈ I(u, v). Cette contradiction montre que Ei et Ej sont laminaires, i.e., que les demi-espaces
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u v
I(u, v)

M
z

y

z′
Ej

Ei W (z, z′)

(a)

u v
I(u, v)

M
z

y

z′
Ej

Ei
x

(b)

u v
I(u, v)

M
z

y

z′
Ej

Ei

W (z′, y)

W (z, z′)

PM(u)
p

(c)

Figure 2.5 � Illustration de la preuve de la Proposition 2.4.3

W (z, z′) et W (y, z′) sont disjoints. Étant donné qu'ils intersectent tous les deux M , d'après le
Corollaire 2.4.1, tous les sommets de G n'appartenant pas à W (z, z′)∪W (y, z′) ont un poids nul.

On choisit arbitrairement un sommet p ∈ PM (u). Comme p appartient à la �bre PM (u) et z, y
àM , obligatoirement u ∈ I(y, p)∩I(z, p). Comme y est un voisin de z′ dans I(z′, v) et z′ ∈ I(v, u),
on a z′ ∈ I(y, u) ⊆ I(y, p), et donc p ∈ W (z′, y). De manière analogue, on déduit du choix de z
que z′ ∈ I(z, u) ⊆ I(z, p), et donc p ∈ W (z′, z). Ceci établit que PM (u) ⊆ W (z′, y) ∩W (z′, z),
i.e., PM (u) est disjoint des demi-espaces W (y, z′) et W (z, z′) (cf Figure 2.5c), ce qui est une
contradiction avec le fait que PM (u) a un poids positif.

Nous pouvons maintenant prouver le corollaire :

Démonstration du Corollaire 2.4.2. Une fois que M = Med(π) est calculé, on choisit arbitraire-
ment un sommet v1 de poids non nul. On exécute ensuite un BFS à partir de v1 et trouvons donc
en temps linéaire le sommet u de M le plus proche et le sommet v de M le plus éloigné de v1.
Le sommet u est donc la porte de v1 sur M , et v est à distance maximale de u dans M . D'après
la Proposition 2.4.3, I(u, v) = Med(π).

2.5 Graphes médians et règle de majorité

Dans cette section, nous montrons que les graphes médians sont exactement les graphes bipar-
tis véri�ant la règle de majorité. SoitG = (V,E) un graphe biparti. On rappelle qu'un demi-espace
d'un graphe biparti est le sous-graphe induit par W (u, v) = {x ∈ V : d(x, u) < d(x, v)} pour
l'arête uv. On rappelle que les demi-espaces de G sont convexes ssi G est plongeable isométrique-
ment dans un hypercube [55]. Pour une fonction de poids π sur les sommets de G et toute paire de
demi-espaces complémentaires W (u, v) et W (v, u), nous avons π(W (u, v))+π(W (v, u)) = π(G).
Un demi-espace majoritaire de G est un demi-espace W (u, v) tel que π(W (u, v)) > π(W (v, u)).
Un graphe biparti G satisfait la règle de majorité si pour toute fonction de poids π sur G, Med(π)
est l'intersection de tous les demi-espaces majoritaires de G.

Proposition 2.5.1. Un graphe biparti G satisfait la règle de majorité ssi G est un graphe médian.

Démonstration. La Proposition 2.3.2(i) établit que si G est un graphe médian, alors il satisfait
la règle de majorité, nous montrons maintenant la réciproque. On donne une illustration de la
preuve en Figure 2.6, les poids non nuls sont indiqués en bleu et la somme totale des distances
en rouge.
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Figure 2.6 � Illustration de la preuve de la Proposition 2.5.1

Pour montrer que G est un graphe médian, il su�t de montrer que G satisfait (QC) et
ne contient pas de K2,3 [88]. Nous commençons par montrer la condition du quadrangle, soit
d(u, z) = k + 1, d(u, x) = d(u, y) = k ≥ 2 et z ∼ x, y. On considère la fonction de poids
π(u) = π(x) = π(y) = 1 et π(v) = 0 si v ̸= u, x, y. On observe que Fπ(x) = Fπ(y) = k + 2,
Fπ(z) = k + 4, Fπ(u) = 2k. Comme W (x, z) et W (y, z) sont des demi-espaces majoritaires et
x /∈W (y, z), y /∈W (x, z), les sommets x et y ne sont pas médians (cf Figure 2.6a). Ceci implique
que si v ∈ Med(π), alors Fπ(v) ≤ k + 1. D'après l'inégalité triangulaire, d(u, v) + d(v, x) ≥ k
et l'égalité est véri�ée seulement si v ∈ I(u, x). De plus, si v ̸= y, d(v, y) ≥ 1 et d(v, y) = 1
seulement si v ∼ y. On a donc pour tout v Fπ(v) = d(v, x) + d(v, y) + d(v, u) ≥ k+1 et l'égalité
est véri�ée seulement si v ∈ I(u, x) et v ∼ y. Par symétrie, v médian ssi v ∈ I(u, y) et v ∼ x et
donc G satisfait (QC) (cf Figure 2.6b).

On suppose maintenant que G contient un K2,3 induit par les sommets x, y, z, u, u′ tels que u
et u′ sont adjacents à x, y, z. On considère la fonction de poids π(x) = π(y) = π(z) = 1 et π(v) = 0
pour tous les autres sommets v. On a alors Fπ(u) = Fπ(u

′) = 3 et Fπ(x) = Fπ(y) = Fπ(z) = 4.
Comme G est biparti, Fπ(v) ≥ 6 pour tout autre sommet v. On a doncMed(π) = {u, u′}. Comme
u, y, z ∈W (u, x) et x, u′ ∈W (x, u), on en déduit que W (u, x) est un demi-espace majoritaire, ou
u′ ∈ Med(π)\W (u, x) (cf Figure 2.6c), ce qui est une contradiction avec la règle de majorité.

2.6 L'indice de Wiener W (π) et la matrice des distances D(G)

En utilisant le calcul linéaire des Θ-classes et du poids des demi-espaces d'un graphes médians
G, nous pouvons calculer l'indice de Wiener de G en temps linéaire. On rappelle que l'indice de
Wiener est dé�ni comme suit : W (π) =

∑
u∈V

∑
v∈V π(u) · π(v) · d(u, v).

Proposition 2.6.1. L'indice de Wiener d'un graphes médians G avec m arêtes peut être calculé
en temps O(m).

Démonstration. Étant donné les poids π(H ′
i) et π(H ′′

i ) de tous les demi-espaces de G, l'indice
de Wiener W (π) peut être calculé en temps O(q) en utilisant la formule suivante (qui est vraie
pour tous les cubes partiels, voir par exemple [75]) :
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v′′

w′

∂H ′′
i

Ei

∂H ′
i

u′′

v′

u′

Figure 2.7 � Quelques plus courts chemins dans un graphes médians

Lemme 2.6.2. W (π) =
∑q

i=1 π(H
′
i) · π(H ′′

i )

Démonstration. Si G est un cube partiel, alors pour toute paire de sommets u, v de G, d(u, v)
est égal au nombre de Θ-classes Ei séparant u et v. On note u|iv si Ei sépare u et v. Nous avons
donc : ∑

u∈V

∑
v∈V

π(u) · π(v) · d(u, v) =
∑
u∈V

∑
v∈V

∑
i:u|iv

π(u) · π(v) · 1 =

q∑
i=1

∑
u∈H′

i

∑
v∈H′′

i

π(u)π(v)

et donc W (π) =
∑q

i=1 π(H
′
i) · π(H ′′

i ).

Comme les poids des demi-espaces peuvent être calculés en temps O(m), et comme q ≤ m,
W (π) peut également être calculé en temps O(m).

La matrice des distances D(G) d'un graphes médians G peut être calculée en temps O(n2)
en parcourant un épluchage périphérique en sens inverse G0, G1, . . . , Gq = G de G (on donne le
pseudo-code dans l'Algorithme 6). Pour tout i on calcule D(Gi) en supposant que D(Gi−1) est
déjà calculée. Comme Gi−1 coïncide avec le demi-espace H ′

i de Gi, Gi−1 est porté dans Gi, et
donc D(Gi) restreinte à Gi−1 coïncide avec D(Gi−1). Ainsi, pour obtenir D(Gi) nous n'avons
plus qu'à calculer les distances entre chaque sommet v′′ de H ′′

i et tous les autres sommets de
Gi. Pour chaque paire u′′, v′′ de H ′′

i , on notera u′, v′ leur unique voisin dans Gi = H ′
i. Comme

H ′′
i est périphérique dans Gi, H ′

i est isomorphe à la frontière ∂H ′
i de H

′
i. Comme ∂H ′

i est portée
(d'après le Lemme 0.3.12), d(u′′, v′′) = d(u′, v′) (cf les chemins verts de la Figure 2.7). Comme
u′ est la porte de u′′ sur H ′

i, pour tout sommet w′ ∈ H ′
i, nous avons d(u

′′, w′) = d(u′, w′) + 1 (cf
le chemin orange de la Figure 2.7). Ceci montre comment compléter la matrice D(Gi) à partie
de D(Gi−1). La complexité de cette complétion est égale au nombre d'éléments qui sont dans
D(Gi) mais pas D(Gi−1), et donc D(G) peut être calculée en temps O(n2). Par conséquent, on
obtient le résultat suivant :

Proposition 2.6.3. La matrice des distances D(G) d'un graphes médians G avec n sommets
peut être calculée en temps O(n2).
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Algorithme 6 : MatriceDistances(G,Θ)

Entrées : Un graphe médian G = (V,E), les Θ-classes Θ = (E1, E2, . . . , Eq) de G
ordonnées par distance croissante à un sommet v0

Sorties : La matrice des distances D : V × V → N
1 begin

2 si G ne contient qu'un sommet v alors
3 D(v, v)← 0
4 retourner D

5 sinon

6 Soient deux demi-espaces complémentaires H ′ et H ′′ dé�nis par Eq (v0 ∈ H ′)
7 D ← MatriceDistances(H ′,Θ \ {Eq})
8 pour tous les u′u′′ ∈ Eq avec u′ ∈ H ′ et u′′ ∈ H ′′ faire
9 D(u′′, u′) = 1
10 pour tous les v′′ ∈ H ′′ avec v′ la porte de v′′ sur H ′ faire
11 D(u′′, v′′) = D(u′, v′)

12 pour tous les w′ ∈ H ′ faire
13 D(u′′, w′) = D(u′, w′) + 1

14 retourner D
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Chapitre 3

Calcul des p-moments

Il peut être intéressant de regarder d'autres distances que la distance classique dans les
graphes. Pour reprendre le quatrième exemple de l'introduction, si on cherche à calculer le médian
de Kemeny des ordonnancements a < b < c, b < c < a et c < a < b alors on obtient 3 sommets
dans l'ensemble médian. Mais si on considère l'ensemble des sommets minimisant la somme des
carrés des distances aux sommets du pro�l alors on obtient a = b = c comme unique solution.

D'une manière plus générale, si on considère des problèmes de localisation où on veut donner
un poids plus important aux grandes distances entre la localisation choisie et les points donnés,
il peut-être intéressant de minimiser la somme des distances au carré plutôt que la somme des
distances. La notion de barycentre (ou centre de masse), qui joue un rôle important en mécanique
et en mathématiques, correspond à une localisation qui minimise cette somme. Plus généralement,
lorsque l'on minimise la somme des distances à la puissance p, plus la valeur de p est grande plus
les grandes distances ont du poids par rapport aux petites dans le choix de la localisation. A la
limite lorsque p vaut +∞, une localisation est optimale si elle minimise la distance au point le
plus éloigné de celle-ci, i.e. son excentricité. Le problème de localisation revient alors à calculer
le centre de l'ensemble des points, i.e. les localisations dont l'excentricité est minimum. Faire
varier la valeur de p permet donc de positionner le problème de localisation considéré quelque
part entre le problème du médian et le problème du centre. L'article [104] s'intéresse au calcul de
l'ensemble minimisant la somme pondérée des distances à la puissance p dans les graphes et [33]
dans le cas des arbres. Dans ce chapitre, on s'y intéressera dans le cadre des graphes médians.

Pour un graphe G et une fonction de poids π sur les sommets, on appelle p-moment en u la
fonction ρp(u,G, π) =

∑
x∈V (G) π(x)d

p(u, x) et on cherche l'ensemble de sommets la minimisant.
Pour le cas p = 1 traité dans le chapitre précédent, nous n'avions pas besoin de calculer la
somme totale des distances en chaque sommet pour en déduire l'ensemble médian, ce n'est
malheureusement plus le cas. Nous utiliserons un épluchage périphériqueG = Gq, Gq−1, . . . , G0 =
({v0}, ∅) dé�ni en Section 2.1. Chaque Gi est alors un sous-graphe porté de G. On appellera
H∗

i le demi-espace périphérique supprimé à l'étape i, Gi+1 \ Gi. On rappelle la dé�nition de
la �bre associée à un sous-graphe porté H d'un sommet v de H : FH(v) = {x ∈ V (G) :
v est la porte de x sur H}. Et on notera Fi(u) = {x ∈ V (G) : u est la porte de x sur Gi}. La
Figure 3.1 présente les di�érentes notations utilisées dans ce chapitre.

Nous commencerons par présenter quelques résultats qui nous seront utiles par la suite, puis
nous présenterons la méthode utilisée avant de passer à l'algorithme nous permettant de prouver
le résultat principal de ce chapitre :
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Chapitre 3. Calcul des p-moments

H∗
iGi

G = Gq

u
Fi(u)

E+
i

Figure 3.1 � Notations utilisées dans le Chapitre 3

Proposition (3.3.1). Pour tout graphes médians G avec n sommets et m arêtes et pour toute
fonction de poids π sur V (G), on peut calculer le p-moment ρp(v,G, π) =

∑
x∈V (G) π(x)d

p(v, x)

pour chaque sommet v ∈ V (G) en temps O(pm+ p32pn).

Ce chapitre présente un travail toujours en cours.

3.1 Lemmes préliminaires

Nous présentons dans cette section quelques lemmes qui nous seront utiles pour notre algo-
rithme. Le premier Lemme lie les p-moments dans G aux p-moments dans un demi-espace de G
et le second aux p-moments dans un sous-graphe porté de G.

Soient H ′ et H ′′, deux demi-espaces complémentaires et uv une arête entre H ′ et H ′′, le
lemme suivant montre comment calculer le j-moment de v dans G à partir du j-moment du
sommet u de G et des k-moments de v dans G et H ′′ pour tous les k inférieurs à j.

Lemme 3.1.1. Soient H ′, H ′′ deux demi-espaces complémentaires de G et soit u et v deux
sommets adjacents tels que u appartient à H ′ et v à H ′′. Alors :

ρj(u,G, π)− ρj(v,G, π) =

j−1∑
k=0

(
j

k

)(
ρk(v,H ′′, π) + (−1)j−k(ρk(v,G, π)− ρk(v,H ′′, π)

)

=

j−1∑
k=0

(
j

k

)
(−1)j−kρk(v,G, π) +

j−1∑
k=0

(
j

k

)(
1− (−1)j−k

)
ρk(v,H ′′, π).

Démonstration. D'après la dé�nition des demi-espacesH ′ etH ′′, ρj(u,G, π) =
∑

x∈H′′ π(x)dj(u, x)+∑
x∈H′ π(x)dj(u, x). Comme u est la porte de v surH ′ et v est la porte de u dansH ′′, ρj(u,G, π) =∑
x∈H′′ π(x)(d(v, x) + 1)j +

∑
x∈H′ π(x)(d(v, x) − 1)j . D'après la formule du binôme de New-

ton, (d(v, x) + 1)j =
∑j

k=0

(
j
k

)
dk(v, x) et (d(v, x) − 1)j =

∑j
k=0

(
j
k

)
(−1)j−kdk(v, x). Comme
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Gi

G = Gq
π0
i (u) = 3

π1
i (u) = 3

π2
i (u) = 5

π0
i (v) = 6

π1
i (v) = 9

π2
i (v) = 19

u

v

Figure 3.2 � Les poids dans les �bres pour deux sommets u et v

ρk(v,G, π) = ρk(v,H ′, π) + ρk(v,H ′′, π) pour tout 0 ≤ k ≤ j :

ρj(u,G, π) =

j∑
k=0

(
j

k

)(∑
x∈H′′

π(x)dk(v, x) + (−1)j−k
∑
x∈H′

π(x)dk(v, x)

)

=

j∑
k=0

(
j

k

)(
ρk(v,H ′′, π) + (−1)j−kρk(v,H ′, π)

)

=

(
j

j

)(
ρj(v,H ′′, π) + (−1)j−jρj(v,H ′, π)

)
+

j−1∑
k=0

(
j

k

)(
ρk(v,H ′′, π) + (−1)j−kρk(v,H ′, π)

)

= ρj(v,G, π) +

j−1∑
k=0

(
j

k

)(
ρk(v,H ′′, π) + (−1)j−kρk(v,H ′, π)

)

= ρj(v,G, π) +

j−1∑
k=0

(
j

k

)(
ρk(v,H ′′, π) + (−1)j−k

(
ρk(v,G, π)− ρk(v,H ′′, π)

))
.

Étant donnée une fonction de poids π sur les sommets d'un graphe G et un sous-graphe
porté H de G, on dé�ni pour tout entier j, une fonction de poids πk

H sur les sommets de H :
πk
H(u) =

∑
x∈FH(u) π(x)d

k(u, x) = ρk(u,H, π) pour tout u ∈ V (H). On donne en Figure 3.2
quelques exemples de calcul des poids. Le lemme suivant montre comment calculer ρj(v,G, π)
pour tout sommet v ∈ V (H) en supposant que nous connaissons la valeur de πk

H(u) pour tout
u ∈ V (H) et 0 ≤ k ≤ j.

Lemme 3.1.2. Si v est un sommet d'un sous-graphe porté H de G, alors pour toute fonction de
poids π sur les sommets de G :

ρj(v,G, π) =

j∑
k=0

(
j

k

)
ρk(v,H, πj−k

H ).

Démonstration. Pour tout x ∈ V (G), soit la porte xH de x sur H. En utilisant la formule
du binôme de Newton (seconde ligne), et en considérant les sommets de G regroupés par �bre
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Chapitre 3. Calcul des p-moments

(troisième ligne), et utilisant la dé�nition de πj−k
H (xH) (cinquième ligne), on obtient :

ρj(v,G, π) =
∑

x∈V (G)

π(x)dj(v, x) =
∑

x∈V (G)

π(x)(d(v, xH) + d(xH , x))j

=
∑

x∈V (G)

π(x)

j∑
k=0

(
j

k

)
dk(v, xH)dj−k(xH , x)

=
∑

xH∈V (H)

∑
x∈FH(xH)

π(x)

j∑
k=0

(
j

k

)
dk(v, xH)dj−k(xH , x)

=

j∑
k=0

(
j

k

) ∑
xH∈V (H)

dk(v, xH)
∑

x∈FH(xH)

π(x)dj−k(xH , x)

=

j∑
k=0

(
j

k

) ∑
xH∈V (H)

dk(v, xH)πj−k
H (xH)

=

j∑
k=0

(
j

k

)
ρk(v,H, πj−k

H ).

Le lemme suivant montre quelques propriétés des �bres :

Lemme 3.1.3. Soient uv ∈ Ei ∩ E(Gi−1) tels que u ∈ H ′
i et v ∈ H ′′

i . Alors :

1. Fi(u) est l'union disjointe de Fi+1(u) et Fi+1(v),

2. Pour tout x dans Fi+1(u), d(u, x) = d(v, x) − 1 et pour tout x dans Fi+1(v), d(u, x) =
d(v, x) + 1

Démonstration. Comme u est la porte de v dans H ′
i, alors u ∈ I(v, x′) pour tout x′ ∈ H ′

i, et
donc dans I(x′′, x′) pour tout x′′ ∈ Fi+1(v). Ainsi, Fi(u) = Fi+1(u) ∪ Fi+1(v). Comme Gi est un
sous-graphe porté de G, d'après la dé�nition des �bres Fi+1(u) ∩ Fi+1(v) = ∅.

Si x appartient à Fi+1(u), alors u est la porte de x dans Gi+1 et d(x, v) = d(x, u)+ d(u, v) =
d(x, u) + 1. De manière similaire, si x est dans Fi+1(v), alors d(x, u) = d(x, v) + 1.

Pour tout sommet u de Gi, soit π
j
i (u) =

∑
x∈Fi(u)

π(x)dj(u, x) = ρj(u, Fi(u), π). On observe

que si i = 0, alors F0(u) = {u}, π0
0(u) = π(u) et πj

0(u) = 0 si j > 0. De plus, si i > 0 et si u
n'a pas de voisin dans H ′′

i , alors Fi(u) = Fi+1(u) et π
j
i (u) = πj

i+1(u). Le lemme suivant montre
comment calculer πj

i (u) quand u a un voisin v dans H ′′
i , en utilisant πj

i+1(u) et les valeurs de
πk
i+1(v) pour 0 ≤ k ≤ j :

Lemme 3.1.4. Pour toute arête uv ∈ Ei ∩ E(Gi−1) telle que u ∈ H ′
i et v ∈ H ′′

i :

πj
i (u) = πj

i+1(u) +

j∑
k=0

(
j

k

)
πk
i+1(v)

Démonstration. D'après le Lemme 3.1.3(1), la �bre Fi(u) est l'union disjointe des �bres Fi+1(u)
et Fi+1(v), et donc πj

i (u) =
∑

x∈Fi+1(u)
π(x)dj(u, x) +

∑
x∈Fi+1(v)

π(x)dj(u, x) = πj
i+1(u) +
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3.2. Contractions et décontractions : un aperçu

∑
x∈Fi+1(v)

π(x)dj(u, x). D'après le Lemme 3.1.3(2), pour tout x appartenant à Fi+1(v), d(u, x) =
d(v, x) + 1 et donc :

πj
i (u) = πj

i+1(u) +
∑

x∈Fi+1(v)

π(x)(d(v, x) + 1)j = πj
i+1(u) +

∑
x∈Fi+1(v)

π(x)

j∑
k=0

(
j

k

)
d(v, x)k

= πj
i+1(u) +

j∑
k=0

(
j

k

) ∑
x∈Fi+1(v)

π(x)d(v, x)k = πj
i+1(u) +

j∑
k=0

(
j

k

)
πk
i+1(v).

3.2 Contractions et décontractions : un aperçu

Notre algorithme utilise le calcul rapide des Θ-classes du Chapitre 1 qui ordonne les Θ-classes
par distance croissante à v0 et donne donc un épluchage périphérique G = Gq, Gq−1, . . . , G0 =
({v0}, ∅) de G. Pour tout i, H∗

i est le graphe induit par les sommets de V (Gi+1) \ V (Gi). Soient
ni = |V (H∗

i )| et mi = |E(H∗
i )|. On note que H∗

i est un demi-espace périphérique de Gi+1 dé�ni
par Ei ∩ E(Gi+1). Ainsi, les sommets de H∗

i sont exactement les sommets de Gi+1 qui sont
séparés de v0 par Ei. Ils sont également les sommets de G séparés de v0 par Ei n'étant séparés de
v0 par aucun Ek, i ≤ k < q. On observe également que V (H∗

q−1)∪ · · · ∪ V (H∗
0 ) est une partition

de V (G) \ {v0}. On peut calculer cette partition en temps O(m). Pour chaque 1 ≤ i ≤ q, soit
E+

i = Ei ∩E(Gi+1), on observe que E+
i est l'ensemble des arêtes contractées pour aller de Gi+1

à Gi. On observe que |E+
i | = |V (H∗

i )| = ni et par conséquent,
∑q

i=1 |E
+
i | =

∑q
i=1 |V (H∗

i )| =∑q
i=1 ni = n− 1. On observe que

⋃q
i=1E(H∗

i ) ∪
⋃q

i=1E
+
i est une partition de E(G). Pour toute

arête uv ∈ E(G) avec u ∈ V (H∗
j ), v ∈ V (H∗

i ), et j ≤ i, on a uv ∈ E(H∗
i ) si i = j et uv ∈ E+

i

sinon. par conséquent, on peut calculer la partition des arêtes de E(G) en
⋃q

i=1E(H∗
i )∪

⋃q
i=1E

+
i

en temps O(m).

Une fois que nous avons calculé cette partition des sommets et des arêtes de G, notre al-
gorithme va avoir deux phases et des appels récursifs. Dans les phases de contraction, on part
de Gq = G et à chaque étape i, on �contracte� E+

i pour obtenir Gi à partir de Gi+1. Pendant
l'exécution, à chaque étape i, on calcule le j-moment πj

i (u) (0 ≤ j ≤ p) de chaque sommet u ∈ Gi

dans sa �bre Fi(u). Pour cela, on utilise le Lemme 3.1.4. À la �n de cette phase, G0 contient
seulement le sommet v0 et πj

q(v0) = ρj(v0, G, π) : nous avons calculé le j-moment ρj(v0, G, j)
(0 ≤ j ≤ p) de v0 dans G.

Nous commençons alors la phase de �décontraction�. Pour chaque étape i, en supposant que
nous avons calculé le j-moment ρj(u,G, j) (0 ≤ j ≤ p) de G pour chaque u ∈ V (Gi) dans G,
en utilisant les Lemmes 3.1.1 et 3.1.2, nous calculons le j-moment ρj(v,G, j) (0 ≤ j ≤ p) dans
G pour chaque v ∈ V (H∗

i ) = V (Gi+1) \ V (Gi). Pour calculer ces valeurs, nous avons besoin
des valeurs des p′-moments dans H ′′

i des sommets de H∗
i pour les fonctions de poids πj

i−1 avec
p′+ j′ ≤ p−1. Pour calculer ces p′-moments, nous faisons p−1 appels récursifs pour chaque H∗

i .

3.3 L'algorithme

On décrit maintenant un algorithme calculant ρp(u,G, π) pour tout p. On procède de manière
récursive, en calculant ρj(u,G, π) pour tout 0 ≤ j ≤ p. Comme expliqué plus haut, nous calculons
un épluchage périphérique G = Gq, Gq−1, . . . , G0 = ({v0}, ∅) de G en temps O(m).
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Chapitre 3. Calcul des p-moments

Algorithme 7 : p-moment(G ; π ; p)

Result : L'algorithme calcule ρj(G, v, π) pour chaque sommet v de G et chaque
0 ≤ j ≤ p,

1 begin

2 si p = 0 alors
3 πG =

∑
u∈V (G) π(u)

4 pour tous les v ∈ V (G) faire ρ0(G, v, π) = πG
5 sinon

/* Initialisation */

6 G∗ = G
7 Calculer Θ = E1, E2, . . . , Eq les Θ-classes de G ordonnées par distance croissante

à un sommet v0
8 pour tous les u ∈ V (G) faire
9 π0(u) = π(u)

10 pour tous les j = 1 à p faire πj(u) = 0

/* Phase de contraction */

11 pour tous les i = q à 1 faire
/* On construit le graphe H∗

i et l'ensemble E+
i */

12 H∗
i = (∅, ∅) ; E+

i = ∅
13 pour tous les uv ∈ Ei faire /* u ∈ H ′

i et v ∈ H ′′
i */

14 si v ∈ V (G∗) alors
/* On supprime v et ses arêtes incidentes à G∗ et on les

ajoute à H∗
i et E+

i */

15 V (G∗) = V (G∗) \ {v} ; V (H∗
i ) = V (H∗

i ) ∪ {v}
16 E(G∗) = E(G∗) \ {uv} ; E+

i = E+
i ∪ {uv}

17 pour tous les vx ∈ E(G∗) faire
18 E(G∗) = E(G∗) \ {vx} ; E(H∗

i ) = E(H∗
i ) ∪ {vx}

/* On met à jour πj(u) pour tous les u ∈ V (Gi) dans les frontières

de H ′
i */

19 pour tous les uv ∈ E+
i faire

20 pour j = 0 à p faire

21 πj(u) = πj(u) +
∑j

k=0

(
j
k

)
πk(v)

/* On calcule ρj(v0, G, π) pour tout 0 ≤ j ≤ p */

22 pour j = 0 à p faire ρj(v0, G, π) = πj(v0)
/* Phase de décontraction */

23 pour i = 1 à q faire
/* On calcule récursivement ρs(v,H∗

i , π
r
i+1) pour tout v ∈ H∗

i , tout

0 ≤ r ≤ p− 1, et tout 0 ≤ s ≤ p− 1− r */

24 pour r = 0 à p− 1 faire
25 p-moment(H∗

i ,π
r,p− 1− r)

/* On calcule ρj(v,G, π) pour tout v ∈ H∗
i pour tout 0 ≤ j ≤ p */

26 pour tous les uv ∈ E+
i faire /* u ∈ H ′

i et v ∈ H ′′
i */

27 pour j = 0 à p− 1 faire

28 ρj(v,G, π) = ρj(u,G, π)−
∑j−1

k=0

(
j
k

)
(−1)j−kρk(v,G, π)−∑j−1

k=0

(
j
k

) (
1− (−1)j−k

)∑k
l=0

(
k
l

)
ρl(v,H∗

i , π
k−l)
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Durant la phase de contraction, on calcule πj
i (u) pour chaque sommet u ∈ V (Gi) et 0 ≤

j ≤ p. À chaque étape i, pour chaque u ∈ V (Gi), on enregistre πj
i (u) dans une variable πj(u).

Initialement, pour chaque sommet u ∈ V (G0) = V (G), π0(u) = π0
0(u) = π(u) et πj(u) =

πj
0(u) = 0 pour j > 0. À l'étape i, pour chaque arête uv ∈ E+

i avec u ∈ V (Gi), d'après le
Lemme 3.1.4, nous avons πj

i (u) = πj
i+1(u) +

∑j
k=0

(
j
k

)
πk
i+1(v) et nous pouvons donc mettre à

jour πj(u) en temps O(j). Pour chaque u ∈ V (Gi) qui n'est incident à aucune arête de E+
i ,

πj
i (u) = πj

i+1(u) et nous n'avons pas à mettre à jour πj(u). par conséquent, à l'étape i, nous
pouvons mettre à jour les valeurs de πj(u) pour tout 0 ≤ j ≤ p et tout u ∈ V (Gi) en temps
O(p2ni). On observe qu'à la �n de la contraction, pour chaque 1 ≤ i ≤ q et chaque u ∈ V (H∗

i ),
nous avons πj(u) = πj

i+1(u) = ρj(u, Fi+1, π) pour tous 0 ≤ j ≤ p. De plus, à la �n du calcul
πj(v0) = πj

q(v0) = ρj(v0, G, π) pour tout 0 ≤ j ≤ p. On présente en Figure 3.3 un exemple de la
phase de contraction pour p = 2. On donne en vert pour chaque sommet u les mises à jour des
valeurs π0(u), π1(u) et π2(u) de haut en bas.
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Figure 3.3 � Mise à jour des poids dans les �bres pour p = 2 lors de la phase de contraction

On suppose pendant la phase de décontraction, que nous avons déjà calculé ρj(u,G, π) pour
tous les u ∈ V (Gi) et 0 ≤ j ≤ p, Notre but est de calculer ρj(v,G, π) pour tous les v ∈ V (H∗

i )
et 0 ≤ j ≤ p.

Comme Gi+1 et H ′′
i sont des sous-graphes portés de G et comme V (H∗

i ) = V (H ′′
i )∩V (Gi+1),

H∗
i est un sous-graphe porté de G et donc de H ′′

i et Gi+1. De plus, pour chaque sommet x de
G tel que la porte de x dans Gi+1 est v, nous avons x ∈ V (H ′′

i ). par conséquent, pour tout
v ∈ V (H∗

i ), Fi+1(v) = {x ∈ V (H ′′
i ) : v est la porte de x sur H∗

i } est également la �bre de v dans
H ′′

i . Comme πk
i+1(v) =

∑
x∈Fi+1(v)

π(x)dk(v, x) pour tout v ∈ V (H∗
i ) et tout 0 ≤ k ≤ p, d'après

le Lemme 3.1.2, nous avons :

ρk(v,H ′′
i , π) =

k∑
l=0

(
k

l

)
ρl(v,H∗

i , π
k−l
i+1).

D'après le Lemme 3.1.1 :

ρj(v,G, π) = ρj(u,G, π)−
j−1∑
k=0

(
j

k

)
(−1)j−kρk(v,G, π)−

j−1∑
k=0

(
j

k

)(
1− (−1)j−k

)
ρk(v,H ′′

i , π)

= ρj(u,G, π)−
j−1∑
k=0

(
j

k

)
(−1)j−kρk(v,G, π)−

j−1∑
k=0

(
j

k

)(
1− (−1)j−k

) k∑
l=0

(
k

l

)
ρl(v,H∗

i , π
k−l
i+1).
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Figure 3.4 � Exécution de l'algorithme pour p = 2 lors de la phase de décontraction ; en violet
ρj(v,G, π) pour les j ≤ p et en jaune ρs(v,H∗

i , π
r
i+1) pour r ≤ p− 1 et 0 ≤ s ≤ p− 1− r

On calcule les valeurs de ρj(v,G, π) pour les valeurs croissantes de j en commençant à j = 0.
par conséquent, lorsque l'on calcule ρj(v,G, π), on peut supposer que nous avons déjà calculé
ρk(v,G, π) for k ≤ j − 1.

Pour calculer ρj(v,G, π) avec cette formule, on a besoin de calculer ρl(v,H∗
i , π

k−l
i+1) pour tous

les 0 ≤ l ≤ k ≤ j−1. Comme on veut calculer ρj(v,G, π) pour tous les 0 ≤ j ≤ p, il faut que l'on
calcule ρs(v,H∗

i , π
t
i+1) pour tous s, t ≥ 0 tels que s + t ≤ p − 1. Ainsi on calcule récursivement

ρs(v,H∗
i , π

t), 0 ≤ s ≤ p− 1− t sur le graphe H∗
i , pour chaque 0 ≤ t ≤ p− 1. En d'autres termes,

on procède à p− 1 appels récursifs pour les p− 1 pro�ls di�érents π0, . . . , πp−1.

Une fois que l'on a récursivement calculé ces valeurs, pour chaque v ∈ H∗
i , on calcule

ρj(v,G, π) pour tout 0 ≤ j ≤ p en temps O(p3). On donne en Figure 3.4 l'exécution de l'al-
gorithme sur un exmeple dans le cas p = 2 lors de la phase de décontraction. Les mises à jour des
ρj(v,G, π) pour j = 0, 1, 2 sont indiqués de haut en bas en violet et les ρj(v,H∗

i , π) pour j = 0, 1
en jaune. On montre maintenant une borne supérieure sur la complexité de notre algorithme :

Proposition 3.3.1. Pour tout graphes médians G avec n sommets et m arêtes et pour toute
fonction de poids π sur V (G), on peut calculer le p-moment ρp(v,G, π) =

∑
x∈V (G) π(x)d

p(v, x)

pour chaque sommet v ∈ V (G) en temps O(pm+ p32pn).

Démonstration. L'algorithme éxécuté sur G, s'appelle récursivement sur chaque graphe H∗
i . Pour

chacun de ces graphes, il a donc besoin de calculer l'épluchaque périphérique de H∗
i et les parti-

tions correspondantes de V (H∗
i ) et E(H∗

i ). Il fait également p− 1 appels récursifs pour calculer
le s-moment de πt

i+1 pour 0 ≤ t ≤ p− 1 et 0 ≤ s ≤ p− 1− t. On observe que le calcul de l'éplu-
chage périphérique de H∗

i est indépendant de la fonction de poids considérée. Par conséquent,
l'algorithme n'a besoin de calculer l'épluchage périphérique de H∗

i une seule fois pour chaque H∗
i

apparaissant durant son exécution. Nous pouvons donc borner séparémment le temps nécessaire
au calcul de tous les épluchages périphériques (et les partitions correspondantes) durant l'exécu-
tion de l'algorithme et le temps nécessaire pour calculer récursivement les s-moments. On note
C1(m, p) le temps nécessaire au calcul de tous les épluchages périphériques et les partitions cor-
respondantes d'un graphes médians G de m sommets lorsque l'on veut calculer les p-moments sur
G. Et on appellera C2(n, p) le temps nécessaire au calcul de tous les j-moments tels que 0 ≤ j ≤ p
d'un graphes médians G de n sommets en supposant que tous les demi-espaces périphériques et
les partitions correspondantes ont déjà été calculées. Lorsque p = 0, pour chaque v ∈ V (G),
ρ0(v,G, π) =

∑
x∈V (G) π(x) et on peut donc supposer que C1(m, 0) = 0 et C2(n, 0) = O(n).

A�rmation 3.3.2. Il existe une constante K1 telle que C1(m, p) ≤ K1 · p ·m.
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3.3. L'algorithme

Démonstration. On peut calculer l'épluchage périphérique de G et les sous-graphes H∗
i , 1 ≤ i ≤ q

en temps O(m). Ensuite il y a un appel récursif sur chaque H∗
i . On rappelle que |E(H∗

i )| = mi

et que
∑q

i=1mi ≤ m. par conséquent, on peut supposer qu'il existe K1 telle que

C1(m, p) ≤ K1m+

q∑
i=1

C1(mi, p− 1).

Nous pouvons prouver l'a�rmation en faisant une récurrence sur p. Lorsque p = 0, l'a�rmation
est trivialement vraie car C1(m, 0) = 0. Et si l'a�rmation est vraie pour 0 ≤ j ≤ p− 1, alors :

C1(m, p) ≤ K1m+

q∑
i=1

C1(mi, p− 1)

≤ K1m+

q∑
i=1

K1(p− 1)mi = K1m+K1(p− 1)

q∑
i=1

mi

≤ K1m+K1(p− 1)m = K1pm.

A�rmation 3.3.3. Il existe une constante K2 telle que C2(n, p) ≤ K2 · (p+ 1)3 · 2p · n.

Démonstration. Pendant la phase de contraction de G, on calcule la valeur de πj
i+1(v) pour

chaque 1 ≤ i ≤ q, chaque u ∈ V (H∗
i ) et chaque 0 ≤ j ≤ p en temps O(p2n). Durant la

décontraction, une fois que nous avons �ni tous les appels récursifs, on calcule en temps O(p3n)
la valeur de ρj(v,G, π) pour chaque v ∈ V (G) et chaque 0 ≤ j ≤ p.

Pour chaque i, l'algorithme e�ectue p−1 appels récursifs H∗
i et pour chaque 0 ≤ j ≤ p−1, on

calcule les valeurs des s-moments, 0 ≤ s ≤ j pour le pro�le πp−1−s
i+1 . On rappelle que |V (H∗

i )| = ni

et que
∑q

i=1 ni = n− 1. par conséquent, il existe une constante K2 telle que

C2(n, p) ≤ K2p
3n+

q∑
i=1

p−1∑
j=0

C2(ni, j).

On prouve maintenant l'a�rmation en faisant une récurrence sur p. On suppose sans perte de
généralité que C2(n, 0) ≤ K2n et l'a�rmation est donc vraie pour p = 0. Si l'a�rmation est vraie
pour 0 ≤ j ≤ p− 1, alors

C2(n, p) ≤ K2p
3n+

q∑
i=1

p−1∑
j=0

C2(ni, j)

≤ K2p
3n+

q∑
i=1

p−1∑
j=0

K2(j + 1)32jni = K2p
3n+K2

q∑
i=1

ni

p−1∑
j=0

(j + 1)32j

≤ K2p
3n+K2n

p−1∑
j=0

p32j = K2p
3n

1 +

p−1∑
j=0

2j

 = K2p
3n2p

≤ K2(p+ 1)32pn.

D'après les A�rmations 3.3.2 et 3.3.3, notre algorithme calcule les j-moments, 0 ≤ j ≤ p,
pour chaque sommet v ∈ V (G) en temps O(pm+ p32pn).
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Chapitre 4

Calcul du médian dans les ℓ1-complexes
cubiques des graphes médians.

Dans ce chapitre, nous décrivons un algorithme linéaire pour calculer les médians des ℓ1-
complexes cubiques G. Ils sont obtenus en remplaçant chacun des cubes d'un graphe médian
G par un cube unité solide plongé dans la métrique ℓ1 et en identi�ant isométriquement les
sous-cubes en commun, G est alors le 1-squelette de G.

Nous commençons par présenter le problème du médian dans les ℓ1-complexes cubiques des
graphes médians. Le complexe cubique G est représenté par son 1-squelette G avec m arêtes et
les terminaux sont donnés par un système de coordonnées de taille δ que nous décrirons, la taille
de l'entrée du problème sera donc en O(m+ δ).

Nous montrons comment généraliser la notion de demi-espaces aux complexes cubiques, puis
comment généraliser la règle de majorité des graphes médians. Cette nouvelle règle de majorité
utilise les problèmes dits des Ei-médians que nous dé�nirons et qui peuvent être vus comme un
problème du médian dans le segment pour chaque Θ-classe.

Nous pourrons alors décrire l'algorithme, nécessitant un prétraitement de l'entrée, le calcul du
Ei-médian pour chaque Θ-classe, et en�n une généralisation de l'orientation des arêtes pointant
vers l'ensemble médian.

Tout ceci nous permet d'obtenir le résultat principal de ce chapitre :

Théorème (4.1.1). Soit G un graphe médian avec m arêtes et soit P un ensemble �ni de termi-
naux de G décrits par une entrée de taille δ. Le 1-squelette M̂ de Medπ(G) peut être calculé en
temps linéaire O(m+ δ).

Pour conclure le chapitre, nous montrerons comment calculer l'indice de Wiener dans les
ℓ1-complexes cubiques.
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D
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Figure 4.1 � (a) Le graphe D ; (b) le complexe cubique D associé au graphe D ; (c) les entrées
de 4 terminaux p1, p2, p3, p4 sur D

4.1 Description du problème

4.1.1 Le problème

Soit un graphe médian G = (V,E) avec n sommets, m arêtes et q Θ-classes E1, E2, . . . , Eq.
On appelle G le complexe cubique obtenu à partir d'un graphe médian G en remplaçant chacun
de ses cubes par un cube-unité solide et en identi�ant de manière isométrique les sous-cubes en
commun. On dit que G est la réalisation géométrique de G (cf Figure 4.1b). On suppose que G
est plongé dans la métrique intrinsèque ℓ1, et on note d1 la distance associée. Soit P un ensemble
�ni de points de (G, d1) que nous appelons les terminaux et soit π une fonction de poids de G
telle que π(p) > 0 si p ∈ P et π(p) = 0 sinon. L'objectif du problème du médian est de calculer
l'ensemble Medπ(G) des points médians de G, i.e., l'ensemble de tous les points de G minimisant
Fπ(x) =

∑
p∈G π(p)d1(x, p) =

∑
p∈P π(p)d1(x, p).

4.1.2 L'entrée

Le complexe cubique G est donné par son 1-squelette G. Chaque terminal p ∈ P est donné
par ses coordonnées dans le cube de plus petite dimension Q(p) de G contenant p. C'est à dire
que chaque terminal est représenté par un sommet v(p) de Q(p) choisit arbitrairement, les voisins
de v(p) dans Q(p) et les coordonnées de v selon le plongement de Q(p) dans le cube unité ayant
v(p) pour origine (cf Figure 4.1c). Soit δ la somme des tailles des encodages des points de P .
L'entrée du problème du médian a donc une taille en O(m+ δ).

68



4.2. Demi-espace géométrique et hyperplans

D

(a)

D̂D

p1

p2

p3

p4

(b)

H′
i

H′′
i

N ◦
i

Ei

D

(c)

Figure 4.2 � (a) un hyperplan de D ; (b) le complexe de boites D̂ de D associé aux terminaux
p1, p2, p3, p4 et (c) le support ouvert N ◦

i et les deux demi-espaces géométriques H′
i et H′′

i de Ei.

4.1.3 La sortie

Contrairement à Medπ(G) (qui est un sous-graphe porté de G), Medπ(G) n'est pas un sous-
complexe de G. Nous montrons néanmoins que Medπ(G) est un sous-complexe du complexe de
boîtes Ĝ obtenu en subdivisant G par chaque hyperplan passant par un terminal de P (cf Figure
4.2b). La sortie est le 1-squelette M̂ de Medπ(Ĝ), et les coordonnées locales des sommets de M̂
dans G. On montre que la sortie a une taille linéaire O(m).

Théorème 4.1.1. Soit un graphe médian G avec m arêtes et soit P un ensemble �ni de termi-
naux de G décrits par une entrée de taille δ. Le 1-squelette M̂ de Medπ(G) peut être calculé en
temps linéaire O(m+ δ).

4.2 Demi-espace géométrique et hyperplans

Nous �xons un sommet source v0 de G. Pour chaque point x de G, soit Q(x) le plus petit
cube de G contenant x et soit v(x) la porte de v0 sur Q(x). Pour chaque Θ-classe Ei dé�nissant
une dimension de Q(x), on appelle ϵi(x) la coordonnée de x selon Ei dans le plongement de
Q(x) dans le cube unité ayant v(x) comme origine. Pour une Θ-classe Ei et un cube Q ayant
Ei comme dimension, le i-semi-cube de Q est le sous-espace de Q obtenu en restreignant les Ei-
coordonnées de Q à 1

2 . Un semi-hyperplan hi de G est l'union de tous les i-semi-cubes. Chaque
hi sépare G en deux composants [100] et l'union de chacun de ces composants avec hi est appelé
un demi-espace géométrique. Le support Ni de Ei est l'union de tous les cubes de G intersectant
hi ; Ni est isomorphe à hi × [0, 1]. Pour toute Θ-classe Ei et 0 < ϵ < 1, l'hyperplan hi(ϵ) est
l'ensemble de tous les points x ∈ Ni tels que ϵi(x) = ϵ (cf Figure 4.2a). Soient hi(0) et hi(1) les
réalisations géométriques respectives de ∂H ′

i et ∂H ′′
i . On observe que hi(ϵ) est obtenu à partie

de hi via une translation. Le support ouvert N ◦
i est Ni \ (hi(0) ∪ hi(1)). On appelle H′

i(ϵ) et
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Êi

Q̂(x)

x

x′′

W (x, x′)

W (x, x′′) D̂

x′

Figure 4.3 � Une illustration de la preuve de la Proposition 4.3.1

H′′
i (ϵ) les demi-espaces géométriques de G dé�nis par hi(ϵ). Soient H′

i = H′
i(0) et H′′

i = H′′
i (1).

On observe que G est l'union disjointe de H′
i, H′′

i et N ◦
i (cf Figure 4.2c).

4.3 Règle de majorité dans G.

Dans cette sous-section, nous montrons une généralisation de la règle de majorité dans les
graphes médians aux ℓ1-complexes cubiques.

4.3.1 Le complexe de boîtes Ĝ.

D'après [110, Theorème 3.16], (G, d1) est un espace métrique médian (i.e., |I(x, y)∩ I(y, z)∩
I(z, x)| = 1 ∀x, y, z ∈ G) et le graphe G est isométriquement plongeable dans (G, d1). Pour
chaque p ∈ P et chaque coordonnée ϵi(p), on considère l'hyperplan hi(ϵi(p)). Tous ces hyperplans
subdivisent G en un complexe de boîtes Ĝ (cf Figure 4.2b), immédiatement (Ĝ, d1) est un espace
médian. On construit le graphe Ĝl = (V̂ , Ê) de la manière suivante : Soit P

V̂
, l'ensemble des

points de Ĝ correspondant à une intersection d'hyperplans et ceux correspondant aux sommets de
G. On ajoute un sommet à V̂ pour chaque élément de P

V̂
, et pour chaque paire de sommets u1,

u2 de V̂ associés aux points p1 et p2 de P
V̂
tels que p1 et p2 appartiennent au même hyperplan

et IĜ(p1, p2) ∩ P
V̂

= ∅ on ajoute une arête entre u1 et u2 de longueur d1(p1, p2). On appelle

Ĝ le graphe Ĝl = (V̂ , Ê) tel que chaque arête a une longueur de 1, Ĝ correspond alors au 1-
squelette de Ĝ. D'après [110, Theorem 3.13], le 1-squelette Ĝ de Ĝ est un graphe médian. Les
Θ-classes de Ĝ sont des subdivisions de celles deG. Immédiatement Ĝl est un espace médian, donc
Medπ(Ĝl) = Medπ(Ĝ) d'après [105]. D'après la Proposition 2.5.1, Medπ(Ĝl) est l'intersection des
demi-espaces majoritaires de Ĝ.

Proposition 4.3.1. Medπ(G) est le sous-complexe de Ĝ dé�ni par M̂ = Medπ(Ĝl)

Démonstration. Soient Ê1, Ê2, . . . , Êq, les Θ-classes de Ĝ. Pour un point x ∈ G, on appelle
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Figure 4.4 � Illustration des di�érents cas de la Proposition 4.3.2, en rouge les ensembles de
points susceptibles d'être contenus dans Medπ(G).

Q̂(x), la plus petite boîte de Ĝ contenant x, et pour toute Θ-classe Êi de Q̂(x), soit ϵ̂i(x) la
Êi-coordonnée de x selon le plongement de Q̂(x) dans le cube unité avec la porte de v0 dans
Q̂(x) comme origine.

Pour un point x ∈ G, soit Ĝ(x), la subdivision du complexe Ĝ par les hyperplans passant par
x, soit Ĝ(x) le 1-squelette de Ĝ(x) et soit Ĝl(x) le graphe aux arêtes pondérées correspondant.
À nouveau, Ĝ(x) est un graphe médian et Ĝl(x) est un sous-graphe isométrique de G et Ĝ.

On montre par induction sur la dimension de Q̂(x) que x ∈ Medπ(G) = Medπ(Ĝ) =
Medπ(Ĝ(x)) ssi pour tout sommet v de Q̂(x), v ∈ Medπ(G). Si Q̂(x) = {x}, alors immédia-
tement l'hypothèse est vraie. Sinon, on prend une Θ-classe Êi de Ĝ telle que 0 < ϵ̂i(x) < 1. Dans
Ĝ(x), x a exactement deux voisins x′, x′′ appartenant à deux faces opposées de Q̂(x) tels que
ϵ̂i(x

′) = 0 et ϵ̂i(x′′) = 1. On observe que V (Q̂(x)) = V (Q̂(x′)) ∪ V (Q̂(x′′)) et x ∈ I
Ĝ(x)

(x′, x′′).

Par dé�nition de Ĝ(x), il n'y a pas de terminal p ∈ P avec 0 < ϵ̂i(p) < 1. Par conséquent, dans
Ĝ(x),W (x′, x)∩P = W (x, x′′)∩P et W (x′′, x)∩P = W (x, x′)∩P . Ainsi, dans Ĝ(x) (et Ĝl(x)),
le demi-espace W (x′′, x) est majoritaire (resp. égalitaire, minoritaire) ssi W (x′, x) est minoritaire
(resp. égalitaire, majoritaire) (cf Figure 4.3).

On suppose que x ∈ Medπ(G). Si W (x, x′) (resp. W (x, x′′)) est minoritaire dans Ĝ(x),
alors d'après le Lemme 2.3.1 appliqué à Ĝl(x), Fπ(x) > Fπ(x

′) (resp. Fπ(x) > Fπ(x
′′)) et

x /∈ Medπ(G), ce qui est une contradiction. Donc W (x′, x) et W (x′′, x) sont nécessairement éga-
litaires et d'après le Lemme 2.3.1 appliqué à Ĝl(x), Fπ(x

′) = Fπ(x
′′) = Fπ(x). Comme Q̂(x′)

et Q̂(x′′) sont des faces de Q̂(x), par hypothèse d'induction, tous les sommets de V (Q̂(x)) =
V (Q̂(x′)) ∪ V (Q̂(x′′)) appartiennent à Medπ(G). Réciproquement, on suppose que V (Q̂(x)) =
V (Q̂(x′)) ∪ V (Q̂(x′′)) ⊆ Medπ(G). Alors, par hypothèse d'induction, x′, x′′ ∈ Medπ(G). Comme
Medπ(Ĝl(x)) = Medπ(Ĝ(x)) est convexe et x ∈ I

Ĝ(x)
(x′, x′′), on a Fπ(x) = Fπ(x

′) = Fπ(x
′′) et

par conséquent, x ∈ Medπ(G).

4.3.2 Les problèmes des Ei-médians

On adapte maintenant la Proposition 2.3.2 au cas continu. Dans notre algorithme et les
résultats suivants, nous ne construisons pas explicitement le complexe de boîtes Ĝ et son 1-
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squelette Ĝ (car ils ont trop d'éléments), mais nous les utilisons dans les preuves. Pour une
Θ-classe Ei de G, le Ei-médian est le médian du multi-ensemble de points du segment [0, 1]
pondéré comme suit : πi(0) = π(H′

i) et πi(1) = π(H′′
i ), et pour chaque p ∈ P ∩ N ◦

i , il existe
un point ϵi(p) de [0, 1] de poids πi(ϵi(p)) = π(p). D'après la Proposition 0.2.4 ce médian est
un segment [ρ′i, ρ

′′
i ] dé�ni par deux points consécutifs ρ′i ≤ ρ′′i de [0, 1] de poids positifs tels que

la somme des poids des points de coordonnée inférieure à ρ′i est égale à la somme des poids
des points de coordonnée supérieure à ρ′′i et pour tout p ∈ P , ϵi(p) ≤ ρ′i ou ϵi(p) ≥ ρ′′i . Les
demi-espaces géométriques majoritaires, minoritaires et égalitaires de G sont dé�nis de la même
manière que les demi-espaces de G.

Proposition 4.3.2. Soit une Θ-classe Ei de G, alors :

1 Medπ(G) ⊆ H′
i (resp. Medπ(G) ⊆ H′′

i ) ssi H′
i est majoritaire (resp. H′′

i est majoritaire),
i.e., ρ′i = ρ′′i = 0 (cf Figure 4.4a) (resp. ρ′i = ρ′′i = 1) ;

2 Medπ(G) ⊆ H′
i ∪ N ◦

i (resp. Medπ(G) ⊆ H′′
i ∪ N ◦

i ) et Medπ(G) intersecte chacun des
ensembles H′

i (resp. H′′
i ) et N ◦

i ssi H′
i (resp. H′′

i ) est égalitaire et H′′
i (resp. H′

i) est
minoritaire, i.e., 0 = ρ′i < ρ′′i < 1 (resp. 0 < ρ′i < ρ′′i = 1)(cf Figure 4.4b) ;

3 Medπ(G) ⊆ N ◦
i ssi H′

i et H′′
i sont minoritaires, i.e., 0 < ρ′i ≤ ρ′′i < 1(cf Figure 4.4c) ;

4 Medπ(G) intersecte les trois ensembles H′
i, H′′

i et N ◦
i ssi H′

i et H′′
i sont égalitaires,

i.e., 0 = ρ′i < ρ′′i = 1 (et donc π(N ◦
i ) = 0)(cf Figure 4.4d).

Démonstration. Soient 0 < ϵ1 < . . . < ϵk < 1, les valeurs possibles des coordonnées des points
de P selon la Θ-classe Ei. Ils dé�nissent les hyperplans parallèles hi(0), hi(ϵ1), . . . , hi(ϵk), hi(1).
Les parties des arêtes de Ei bornées par deux hyperplans consécutifs dé�nissent une Θ-classe
de Ĝ et ces Θ-classes sont laminaires. En fait, nous avons la chaine d'inclusions suivante entre
les demi-espaces géométriques de G (ou Ĝ) dé�nies par ces Θ-classes : H′

i = H′
i(0) ⊂ H′

i(ϵ1) ⊂
. . . ⊂ H′

i(ϵk) and H′′
i = H′′

i (1) ⊂ H′′
i (ϵk) ⊂ . . . ⊂ H′′

i (ϵ1). Les demi-espaces de Ĝ véri�ent des
inclusions similaires. On observe également que d'après les dé�nitions de Ĝ et Ĝ, les demi-espaces
géométriques et les demi-espaces graphiques correspondants ont le même poids. Ainsi, pour
réduire les di�érents cas de la proposition, il su�t d'appliquer la règle de majorité (Proposition
2.3.2 et Corollaire 2.4.1) aux demi-espaces de Ĝ qui apparaissent dans les deux chaînes d'inclusion
et d'utiliser le fait que M̂ est le 1-squelette de Medπ(G) = Medπ(Ĝ) dans Ĝ d'après la Proposition
4.3.1.

4.4 Algorithme

4.4.1 Prétraitement de l'entrée

On commence par calculer les Θ-classes E1, E2, . . . , Eq de G ordonnées par distance croissante
entre v0 et H ′′

i . Ensuite, on modi�e l'entrée en temps linéaire O(m + δ) telle que pour chaque
terminal p, v(p) est la porte de v0 dans Q(p) (cf Figure 4.5a). Une fois que les Θ-classes ont
été calculées, chaque terminal p est décrit par sa racine v(p) ainsi qu'une liste de coordonnées
∆(p) contenant une coordonnée 0 < ϵi(p) < 1 pour chaque Θ-classe Ei de Q(p) telle que ϵi(p)
est la coordonnée de p selon Ei dans le plongement de Q(p) comme cube unité avec v(p) comme
origine. Pour mettre à jour v(p) et ∆(p), on utilise une matrice B (non initialisée) et dont les
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Algorithme 8 : ComputeMedianCubeComplex(G,P, π,Θ)
Entrées : Un graphe médian G = (V,E), un ensemble de terminaux P , une fonction de

poids π : P → R+, les Θ-classes Θ = (E1, . . . , Eq) de G, ordonnées par
distance croissante au sommet source v0.

Sorties : Le graphe M̂ et les coordonnées de chaque sommet de M̂ dans G
1 begin

2 Modi�er la racine v(p) de chaque p ∈ P telle que v(p) est la porte de v0 sur Q(p)
3 Calculer π(Pi) pour chaque Θ-classe Ei en parcourant P
4 Calculer π∗(v) =

∑
p:v(p)=v π(p) pour tout v ∈ V en parcourant P

5 Appliquer CalculPoidsDesDemiEspaces (G,w∗,Θ) pour calculer les poids π∗(H ′
i) et

π∗(H
′′
i ) pour chaque Θ-classe Ei

6 Calculer π(H′
i) = π∗(H

′
i)− π(N ◦

i ) et π(H′′
i ) = π∗(H

′′
i ) pour chaque Θ-classe Ei

7 En parcourant P calculer l'entrée des problèmes des Ei-médians
8 Calculer le Ei-médian [ρ′i, ρ

′′
i ] pour chaque Θ-classe Ei

9 Orienter les arêtes de G et calculer les demi-arêtes autour de chaque v ∈ V

10 Calculer l'ensemble des puits de
−→
G en traversant les arêtes de G

11 V (M̂)← Ensemble des puits de
−→
G

12 E(M̂)← Arêtes de G dont chaque extrémité est un puits de
−→
G

13 retourner
(
V (M̂), E(M̂)

)

lignes et les colonnes sont respectivement indexées par les sommets et les Θ-classes de G et telle
que si un sommet v a un voisin v′ tel que vv′ appartient à la Θ-classe Ei, alors B[v,Ei] = v′ (et
B[v,Ei] n'est pas dé�nie si un tel voisin v′ de v n'existe pas). On construit B en temps O(m) en
parcourant les arêtes de G une fois que les Θ-classes ont été calculées. Une fois que nous avons
la matrice B, pour chaque sommet p ∈ P on considère chacune de ses coordonnées ϵi(p), et si
v′ = B[v(p), Ei] est plus proche de v0 que v(p), on remplace v(p) par v′ et ϵi(p) par 1 − ϵi(p).
On observe qu'à chaque fois que v(p) est modi�é, il reste un sommet de Q(p) et donc B[v(p), Ej ]
reste dé�ni pour toute coordonnée ϵj ∈ ∆(p). Notons que vp peut changer au plus |∆(p)| fois
durant ce processus, ainsi, une fois que B a été calculée, la modi�cation des racines de tous les
points p ∈ P peut être faite en temps O(

∑
p∈P |∆(p)|) = O(δ).

4.4.2 Calcul des Ei-médians

Tout d'abord, nous calculons les poids πi(0) = π(H′
i) et πi(1) = π(H′′

i ) des demi-espaces
géométriques H′

i et H′′
i de G. On utilise la fonction de poids π∗ sur V , telle que pour chaque

point p ∈ P , on reporte son poids sur v(p), i.e., π∗(v) =
∑

p:v(p)=v π(p) (cf Figure 4.5b). On
observe que π∗(V ) = π(P ). Comme v0 ∈ H ′

i, π∗(H
′
i) = π(H ′

i) + π(N ◦
i ) et π(H

′′
i ) = π(H′′

i ) pour
chaque Θ-classe Ei. On applique l'algorithme de la Section 2.2 à G avec la fonction de poids π∗
pour calculer les poids π∗(H

′
i) et π∗(H

′′
i ) de chaque demi-espace de G. Comme π(N ◦

i ) = π(Pi)
est connu, on peut calculer π(H′

i) = π∗(H
′
i) − π(N ◦

i ) et π(H′′
i ) = π∗(H

′′
i ). Ceci nous permet

de compléter la dé�nition de chaque problème du Ei-médian. la résolution de la totalité de ces
problèmes s'e�ectue en temps linéaire par rapport de l'entrée [54, Problem 9.2], i.e., en temps
O(
∑q

i=1(|Pi|+ 2)) = O(δ +m).
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v0

D

(a)

v0
1

1

1

1

D

(b)

Figure 4.5 � Prétraitement de D et report des poids des terminaux sur les sommets de Ĝ

4.4.3 Calcul de M̂

Pour calculer le 1-squelette M̂ de Medπ(G) dans Ĝ, on oriente les arêtes de Ei selon les poids
de H′

i et H′′
i : v′v′′ ∈ Ei avec v′ ∈ H′

i et v
′′ ∈ H′′

i est orientée de v′ vers v′′ si ρ′i = ρ′′i = 1 (H′′
i est

majoritaire) et de v′′ vers v′ si ρ′i = ρ′′i = 0 (H′
i est majoritaire), sinon les arêtes de Ei ne sont pas

orientées. On appelle ce graphe partiellement orienté
−→
G . Une arête non-orientée v′v′′ ∈ Ei dé�ni

une demi-arête ayant v′ comme origine si ρ′ > 0 et une demi-arête ayant v′′ comme origine si
ρ′′ < 1 (une arête v′v′′ telle que 0 < ρ′′i ≤ ρ′i < 1 dé�ni deux demi-arêtes) (cf Figure 4.6a).

Proposition 4.4.1. Pour tout sommet v de
−→
G , l'ensemble des demi-arêtes ayant v comme

origine dé�nit un cube Qv de G.

Démonstration. Pour chaque sommet v et paire de Θ-classes Ei, Ej contenant une demi-arête
ayant v comme origine, soient vi et vj les voisins respectifs de v dans Ĝ selon les directions Ei

et Ej . D'après la Proposition 4.3.2, vvi et vvj pointent deux demi-espaces majoritaires de Ĝ (et
G). Comme ces deux-demi-espaces ne peuvent être distincts, Ei et Ej se croisent. La proposition
découle donc du Lemme 0.3.11.

Pour tout cube Q de G, soit B(Q) ⊆ Q, le sous-complexe de Ĝ dé�ni par le produit carté-
sien des Ei-médians [ρ′i, ρ

′′
i ] de toutes les Θ-classes Ei qui dé�nissent les dimensions de Q. Par

dé�nition des Ei-médians, B(Q) est une boite de Ĝ et ses sommets appartiennent à Ĝ.

Proposition 4.4.2. Pour tout cube Q de G, si Q ∩Medπ(G) ̸= ∅, alors B(Q) = Medπ(G) ∩Q.

Démonstration. Si un sommet x de B(Q) n'est pas un médian de Ĝ, d'après la Proposition
2.3.2(iii), x n'est pas un médian local de Ĝ et donc il existe une arête xy de Ĝ telle que Fπ(x) >
Fπ(y). On suppose que xy est parallèle aux arêtes de la Θ-classe Ei de G, ce qui implique
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D̂D

(a)

D̂D

M̂

(b)

D

Medπ(G)

(c)

Figure 4.6 � Une illustration des di�érentes étapes du calcul de M̂

que ϵi(x) coïncide avec ρ′i ou ρ′′i . Comme Fπ(x) > Fπ(y), le demi-espace W (y, x) de Ĝ est
majoritaire, ce qui contredit le fait que ϵi(x) appartient au Ei-médian. Donc tous les sommets
de B(Q) appartiennent à M̂ et d'après la Proposition 4.3.2, B(Q) ⊆ Medπ(G). Il reste à montrer
que tout point appartenant à Q \ B(Q) n'est pas médian. On procède par l'absurde, d'après la
Proposition 4.3.2, et comme M̂ est convexe, il existe un sommet y /∈ B(Q) de (M̂ ∩Q) \ B(Q)
adjacent à un sommet x de B(Q). Soit xy parallèle à Ei, alors ϵi(x) coïncide avec ρ′i ou ρ′′i et
ϵi(y) n'appartient pas au Ei-médian [ρ′i, ρ

′′
i ]. Donc le demi-espace W (y, x) de Ĝ est minoritaire,

donc Fπ(y) > Fπ(x), ce qui contredit le fait que y soit médian.

Pour un puits v de
−→
G , soit g(v) le point de Qv tel que pour toute Θ-classe Ei de Qv,

ϵi(g(v)) = ρ′i si v ∈ H′
i et ϵi(g(v)) = ρ′′i si v ∈ H′′

i . On observe que g(v) est la porte de v

dans B(Qv) et que g(v) est un sommet de M̂ . Réciproquement, soit x ∈ M̂ , on considère le
cube Q(x). Comme B(Q(x)) est une cellule de Ĝ, pour chaque Θ-classe Ei de Q(x), nous avons
ϵi(x) ∈ {ρ′i, ρ′′i }. Soit f(x) le sommet de Q(x) tel que pour chaque Θ-classe Ei dé�nissant Q(x),
f(x) ∈ H′

i si ϵi(x) = ρ′i, et f(x) ∈ H′′
i si ϵi(x) = ρ′′i (cf Figure 4.7a).

Proposition 4.4.3. Pour tout puits v de
−→
G , g(v) est la porte de v dans M̂ et Medπ(G). Pour

tout x ∈ M̂ , x = g(f(x)) est la porte de f(x) dans M̂ et Medπ(G). De plus, pour toute arête uv

de G telle que u et v sont des puits de
−→
G , soit g(u) = g(v) soit g(u)g(v) est une arête de M̂ .

Réciproquement, pour toute arête xy de M̂ , f(x)f(y) est une arête de G.

Démonstration. D'après la Proposition 4.3.2 appliquée à G, la Proposition 2.3.2 appliquée à Ĝ

et la dé�nition des puits de
−→
G , g(v) est un puits de

−→
Ĝ , donc g(v) est un médian de Ĝ et G.

Comme B(Qv) = Medπ(G)∩Q(v) est porté et non-vide, la porte de v dans Medπ(G) appartient
à B(Qv) et donc la porte de v dans Medπ(G) est la porte de v sur B(Qv).
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v

Qvg(v)

x

Q(x)

B(Qv)

f (x)

D̂D

(a)

v′′

u′′

x′′

v′
u′

x′

y′′

y′

f (y′)

D̂D

f (y′′)

M̂

(b)

Figure 4.7 � En (a), une illustration des notations utilisées dans la Proposition 4.4.3 et en (b),
une illustration de sa preuve

Soit x ∈ M̂ et y = g(f(x)). Soit Ei une dimension de G Si Ei n'appartient pas à Q(x), on
suppose sans perte de généralités que x appartient à H′

i. D'après la Proposition 4.3.2, H′
i est soit

majoritaire, soit égalitaire et donc ϵi(y) = ρ′i = 0 = ϵi(x). Et si Ei ∈ Q(x), alors ϵi(x) ∈ {ρ′i, ρ′′i }.
On suppose sans perte de généralités que ϵi(x) = ρ′i, on a donc, f(x) ∈ H′

i et donc ϵi(y) = ρ′i.
On a donc x = g(f(x)).

Soit v′v′′ une arête de Ei entre deux puits de
−→
G tels que v′ ∈ H′

i et v
′′ ∈ H′′

i . Soit x
′ = g(v′)

et x′′ = g(v′′), on suppose que x′ ̸= x′′. Soient u′, u′′ les points de v′v′′ tels que ϵi(u
′) = ρ′i et

ϵi(u
′′) = ρ′′i (cf Figure 4.7b). u′ ∈ I

Ĝ
(v′, x′) et u′′ ∈ I

Ĝ
(v′′, x′′). Dans Ĝ, x′ est la porte de de u′

(et x′′ est la porte de u′′) dans M̂ . Comme d
Ĝ
(u′, x′) + d

Ĝ
(x′, x′′) = d

Ĝ
(u′, x′′) ≤ d

Ĝ
(u′′, x′′) + 1

et d
Ĝ
(u′′, x′′) + d

Ĝ
(x′, x′′) = d

Ĝ
(u′′, x′) ≤ d

Ĝ
(u′, x′) + 1, on obtient que d

Ĝ
(x′, x′′) ≤ 1.

Toute arête y′y′′ de M̂ est parallèle à une Θ-classe Ei de G. Pour toute Θ-classe Ej de Q(y′)
(resp. Q(y′′)) avec j ̸= i, Ej est une Θ-classe de Q(y′′) (resp. Q(y′)) et ϵj(y) = ϵj(y

′′). D'après leur
dé�nition, f(y′) et f(y′′) ne peuvent être séparés que par Ei, i.e., dG(f(y′), f(y′′)) ≤ 1. Comme
f est une injection de V (M̂) vers l'ensemble des puits de

−→
G , f(y′) et f(y′′) sont obligatoirement

adjacents dans G (cf Figure 4.7b).

L'algorithme calcule l'ensemble des puits de
−→
G et pour chaque puits v, il calcule la porte

g(v) de v dans M̂ et les coordonnées locales de g(v) dans G (cf Figure 4.6b) et renvoie V (M̂)

l'ensemble des g(v) pour chaque puits v et E(M̂), l'ensemble des arêtes g(u)g(v) telles que u

et v sont des puits de
−→
G . La Proposition 4.4.3 implique que V (M̂) et E(M̂) sont correctement

calculés et que M̂ contient au plus n sommets et m arêtes. De plus, chaque sommet x de M̂
est la porte g(f(x)) du sommet f(x) de Q(x) ayant une dimension d'au plus le degré de (f(x)).
Ainsi, la description de M̂ est de taille O(m), ce qui conclut la preuve du Théorème 4.1.1.
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4.5 Indice de Wiener

On décrit un algorithme linéaire pour calculer l'indice de Wiener d'un ensemble de sommets
dans le ℓ1-complexe cubique G d'un graphe médian G. De manière analogue aux graphes, l'indice
de Wiener dans G est la somme des distances pondérées entre chaque paire de terminaux.

Proposition 4.5.1. Soit G un graphe médian avec m arêtes et soit P un ensemble �ni de
terminaux de G décrit par une entrée de taille δ. L'indice de Wiener de P dans G peut être
calculé en temps O(m+ δ).

Démonstration. La preuve est similaire à celle de la Proposition 2.6.3. Soient 0 < ϵ1 < . . . < ϵk <
1 les Ei-coordonnées des points de P , et soient ϵ0 = 0 et ϵk+1 = 1. Tout comme la preuve de la
Proposition 4.3.2, nous avons la chaîne d'inclusion suivante entre les demi-espaces géométriques
dé�nis par les hyperplans hi(ϵ0), hi(ϵ1), . . . , hi(ϵk), hi(ϵk+1) :

H′
i = H′

i(ϵ0) ⊂ H′
i(ϵ1) ⊂ . . . ⊂ H′

i(ϵk)

et
H′′

i = H′′
i (ϵk+1) ⊂ H′′

i (ϵk) ⊂ . . . ⊂ H′′
i (ϵ1)

Nous avons donc, de manière similaire au Lemme 2.6.2 le résultat suivant :

Lemme 4.5.2. Wπ(G) =
∑q

i=1

∑k
j=0 π(H′

i(ϵj)) · π(H′′
i (ϵj+1)) · (ϵj+1 − ϵj)

Une fois que les O(δ) hyperplans sont ordonnés, on peut calculer les poids des demi-espaces
en temps O(m+ δ) et calculer l'indice de Wiener de P dans G en temps O(m+ δ).
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Chapitre 5

Le problème du médian dans les
structures d'évènements

Nous considérons dans cette section le problème du médian tel que le graphe médian est
dé�ni implicitement comme le domaine des con�gurations d'une structure d'évènements.

Bandelt et Barthelemy [12] ont prouvé une équivalence entre les graphes médians pointés
et les domaines des structures d'évènements. Plus tard, Feder a montré dans sa thèse [59] une
équivalence entre les graphes médians pointés et les formules 2-SAT sans variables équivalentes
ou triviales. Nous commençons par montrer une correspondance directe (de taille polynomiale)
entre les structures d'évènements et les formules 2-SAT.

Ensuite, nous étudions le problème du médian dans les structures d'évènements. Nous distin-
guons le cas où la structure d'évènements est données par son ensemble de con�gurations, dans
ce cas nous montrons un algorithme permettant d'obtenir le résultat suivant :

Proposition (5.3.6). Une con�guration médiane c∗ de tout ensemble de con�gurations C =
{c1, c2, . . . , ck} d'une structure d'évènements E peut être calculée en temps linéaire par rapport
à la taille O(

∑k
i=1 |ci|) de l'entrée.

Cependant, si on prend comme entrée la structure d'évènement et que l'on veut calculer le
médian de l'ensemble des con�gurations du domaine, alors ce problème algorithmique est #P-
di�cile. Pour montrer ceci, nous utilisons la correspondance entre les structures d'évènements et
les formules 2-SAT, puis la #P-di�culté du problème du médian pour 2-SAT présenté dans [59].

5.1 Dé�nitions et bijections

On commence par rappeler la dé�nition des structures d'évènements et des formules 2-SAT
et leur bijection avec les graphes médians.

5.1.1 Structure d'évènements

Les structures d'évènements, introduites par Nielsen, Plotkin et Winskel [95, 113], sont un
modèle abstrait de calcul concurrent largement reconnu. Une structure d'évènements est un
triplet E = (E,≤,#) où

79



Chapitre 5. Le problème du médian dans les structures d'évènements

� E est un ensemble d'évènements,

� ≤ ⊆ E × E est un ordre partiel de dépendance causale,

� # ⊆ E × E est une relation de con�it binaire, irré�exive et symétrique,

� ↓ e = {e′ ∈ E : e′ ≤ e} est �ni pour tout e ∈ E,

� e#e′ et e′ ≤ e′′ implique e#e′′.

Deux évènements e, e′ sont concurrents (notation e||e′) si ils sont incomparables et ne sont
pas en con�it. Une con�guration d'une structure d'évènements E est un ensemble �ni c ⊆ E
d'évènements qui est sans con�it (e, e′ ∈ c implique que e et e′ ne sont pas en con�it) et fermé
par le bas (e ∈ c et e′ ≤ e implique que e′ ∈ c). On observe que ∅ est toujours une con�guration
et que ↓ e et ↓ e \ {e} sont des con�gurations pour tout e ∈ E. Le domaine de E est l'ensemble
D(E) de toutes les con�gurations de E ordonnées par inclusion ; (c′, c) est une arête (dirigée) du
diagramme de Hasse du poset (D(E),⊆) ssi c = c′∪{e} pour un évènement e ∈ E\c. On remarque
que la distance entre deux con�gurations c, c′ dans le graphe (non dirigé) associé au diagramme
de Hasse est égale à la distance de Hamming entre c et c′ (d(c, c′) = |c∆c′|). Barthélemy et
Constantin [20] ont montrés la bijection suivante entre les structures d'évènements et les graphes
médians pointés (i.e., les graphes médians avec un sommet distingué des autres) :

Théorème 5.1.1 ([20]). Le diagramme de Hasse (non dirigé) du domaine (D(E),⊆) d'une
structure d'évènements E = (E,≤,#) est médian. Réciproquement, pour tout graphe médian G
et tout sommet v de G, le graphe médian pointé Gv est le diagramme de Hasse d'une structure
d'évènements Ev.

On rappelle brièvement la construction de la structure d'évènements Ev. On considère un
graphe médian G et un sommet arbitrairement choisis v. Les évènements de la structure d'évè-
nements Ev sont les hyperplans du complexe cubique G (ou les Θ-classes de G). Deux hyperplans
H et H ′ dé�nissent des évènements concurrents ssi ils se croisent (i.e., il existe un carré avec
deux arêtes opposée dans une des Θ-classes et les deux autres arêtes dans la seconde Θ-classe).
Les hyperplans H et H ′ sont en relation H ≤ H ′ ssi H = H ′ ou H sépare H ′ de v. Pour �nir,
les évènements dé�nis par H et H ′ sont en con�it ssi H et H ′ ne se croisent pas, H ne sépare
pas H ′ de v et H ′ ne sépare pas H de v.

Exemple 5.1.2. Le graphe médian pointé G illustré par la Figure 5.1 est le domaine de la
structure d'évènements E = (E,≤,#). Les septs évènements e1, e2, . . . , e7 de E correspondent aux
sept Θ-classes de G. La dépendance causale est dé�nie par e1 ≤ e3, e5, e6, e7 ; e2 ≤ e4, e5, e6, e7 ;
e3, e5 ≤ e6 ; e4, e5 ≤ e7. Les évènements e6 et e7 sont en con�it et toutes les paires restantes
d'évènements sont concurrents.

Par conséquent, les structures d'évènements permettent d'encoder les graphes médians et
cette représentation est beaucoup plus compacte que la représentation standard avec les sommets
et les arêtes. Par exemple, l'hypercube de dimension d est le domaine de la structure d'évènements
avec d évènements deux à deux concurrents.

5.1.2 Le problème du médian dans les structures d'évènements

Soit E = (E,≤,#), une structure d'évènements �nie. L'entrée est un ensemble C = c1, c2, . . . , ck
de con�gurations de E et leurs poids π1, π2, . . . , πk où chaque ci est donnée par la liste d'évène-
ments appartenant à ci. L'objectif du problème du médian dans les structures d'évènements E
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e1

e3

e2

e4

e5

e6 e7

v

Figure 5.1 � Le domaine de la structure d'évènements de l'Exemple 5.1.2

est de calculer une con�guration c minimisant la fonction Fπ(c) =
∑k

i=1 πid(c, ci), où d(c, c′) est
la distance de Hamming entre c et c′. On considère également un cas de ce problème du médian
où C est l'ensemble de toutes les con�gurations de E et l'entrée est la structure d'évènement E ,
i.e., les graphes (E,≤) et (E,#). On appelle ce problème le problème du médian compact.

5.1.3 Formules 2-SAT

Une formule 2-SAT sur les variables x1, x2, . . . , xn est une formule φ en forme normale
conjonctive avec deux littéraux par clause, i.e., un ensemble de clauses sous la forme (u ∨ v) où
chacun des deux littéraux u, v est soit un littéral positif xi, ou un littéral négatif ¬xi. Une solution
de φ est une a�ectation S des variables à 0 ou 1 satisfaisant toutes les clauses. L'ensemble des
solutions S(φ) de φ est l'ensemble de toutes les solutions de φ. On considère chaque ensemble de
solutions comme un sous-ensemble de sommets du cube n dimensionnel Qn. Un sous-ensemble
Y de sommets du cube Qn (vu comme un graphe médian) est appelé médian-stable si le médian
de chaque triplet x, y, z ∈ Y appartient également à Y .

Proposition 5.1.3 ([91, 102]). Les ensembles médian-stables sont exactement les ensembles de
solutions des formules 2-SAT.

Une variable d'une formule 2-SAT φ est dite triviale si elle a la même valeur dans chaque
solution. Deux variables de φ non triviales xi et xj sont équivalentes si xi = xj ou xi = ¬xj dans
toutes les solutions de φ. On donne une caractérisation des formules 2-SAT correspondant aux
graphes médians :

Proposition 5.1.4 ([59, Corollaire 3.34]). L'ensemble des solutions S(φ) d'une formule 2-SAT
φ induit un graphe médian ssi φ n'a pas de variables équivalentes.

5.2 Une relation directe entre les structures d'évènements et les
formules 2-SAT

On donne une correspondance entre les structures d'évènements et les formules 2-SAT (qui
peut être utile pour d'autres applications).
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D'après le Théorème 5.1.1 et les Propositions 5.1.3 et 5.1.4, il existe une bijection entre
le domaine des structures d'évènements et les graphes médians pointés ainsi qu'une bijection
entre les graphes médians (non pointés) et les formules 2-SAT ne contenant pas de variables
équivalentes. Comme ∅, et ↓ e, e ∈ E sont des con�gurations, leurs vecteurs caractéristiques
doivent nécessairement être des solutions de la formule 2-SAT correspondante. Ceci peut être
assuré en interdisant les clauses (xi ∨ xj) dans la formule 2-SAT.

Soit une structure d'évènements E = (E,≤,#) où E = {e1, e2, . . . , en}. On associe à E une
formule 2-SAT φE avec n variables x1, x2, . . . , xn. Pour chaque paire d'évènements ei ≤ ej , on
dé�nie la clause (xi ∨ ¬xj) et pour chaque paire d'évènements ei#ej on dé�nit la clause (¬xi ∨
¬xj). Par la suite, pour chaque sous-ensemble c de E on notera Sc son vecteur caractéristique.

Remarque. La construction ci-dessus appliquée à l'exemple 5.1.2 donne comme formule 2-SAT
φ = (e1 ∨¬e3), (e1 ∨¬e5), (e1 ∨¬e6), (e1 ∨¬e7), (e2 ∨¬e4), (e2 ∨¬e5), (e2 ∨¬e6), (e2 ∨¬e7), (e3 ∨
¬e6), (e4 ∨ ¬e7), (e5 ∨ ¬e6), (e5 ∨ ¬e7), (¬e6 ∨ ¬e7).

Proposition 5.2.1. S(φE) coïncide avec D(E).

Démonstration. Soit c ⊆ E n'appartenant pas à D(E), i.e., soit c n'est pas fermé par le bas, soit
c contient un con�it. Dans le premier cas, il existe deux évènements ei et ej tels que ei ≤ ej et c
contient ej mais pas ei. Ceci implique que φE contient la clause (¬xj ∨xi). Comme Sc(xj) = 1 et
Sc(xi) = 0, Sc n'est pas une solution de φE . Dans le second cas, il existe deux évènements ei, ej ∈ c
tels que ei#ej . Ceci implique φE contient la clause (¬xi ∨¬xj). Comme Sc(xi) = Sc(xj) = 1, Sc

n'est pas une solution de φE .

Réciproquement, on suppose que Sc n'est pas une solution de φE . On rappelle que φE contient
uniquement des clauses de la forme (¬xi ∨xj) et (¬xi ∨¬xj). Si une clause de φE ayant la forme
(¬xi ∨ xj) est fausse, alors Sc(xi) = 1 et Sc(xj) = 0. Donc ej ≤ ei et c contient xi mais ne
contient pas xj , par conséquent c n'est pas une con�guration de E . De manière analogue, si une
clause (¬xi ∨ ¬xj) est fausse alors S(xi) = S(xj) = 1. Donc c contient ei et ej avec ei#ej , et
n'est donc pas une con�guration de E . Ceci montre que S(φE) et D(E) coïncident.

Soit une formule 2-SAT φ sur les variables x1, x2, . . . , xn ne contenant aucune variable triviale
ou équivalente et aucune clause de la forme (xi∨xj). On associe à φ une structure d'évènements
Eφ = (E,≤,#) tel que E = {e1, e2, . . . , en}. On dé�nit ≤ et # de la façon suivante. Pour
commencer, on dé�nit deux relations binaires ≤0 et #0 telle que pour toute paire d'évènements
ei, ej : on a ei#0ej ssi φ contient la clause (¬xi ∨ ¬xj) et ei ≤0 ej ssi φ contient la clause
(xi∨¬xj). Soit ≤ la fermeture re�exive et transitive de ≤0 et soit # telle que ej#el pour chaque
quadruplet ei, ej , ek, el ∈ E où ei ≤ ej , ek ≤ el et ei#0ek. On observe que #0 ⊆ # et que #
satisfait le dernier axiome des structures d'évènements.

Remarque. La construction ci-dessus appliquée à la formule 2-SAT φ = (e1 ∨¬e3)∧ (e1 ∨¬e5)∧
(e2 ∨ ¬e4) ∧ (e2 ∨ ¬e5) ∧ (e3 ∨ ¬e6) ∧ (e4 ∨ ¬e7) ∧ (e5 ∨ ¬e6) ∧ (e5 ∨ ¬e7) donne la structure
d'évènements dont le domaine est représenté dans l'Éxemple 5.1.2.

Proposition 5.2.2. Eφ = (E,≤,#) est une structure d'évènements et D(Eφ) coïncide avec S(φ).

Démonstration. Au regard des conclusions précédentes, il su�t de prouver que ≤ est antisy-
métrique pour montrer que Eφ est une structure d'évènements. On suppose par l'absurde qu'il
existe ei, ej ∈ E tels que ei ≤ ej et ej ≤ ei. Par dé�nition de ≤, il existe e1, e2, . . . , ep ∈ E et
ep+1, ep+2, . . . , eq ∈ E tels que ei ≤0 e1 ≤0 e2 ≤0 . . . ≤0 ep ≤0 ej et ej ≤ ep+1 ≤0 ep+2 ≤0 . . . ≤0
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eq ≤0 ei. Par conséquent, la formule φ contient les clauses (¬xi ∨ x1), (¬x1 ∨ x2), . . . , (¬xp ∨
xj), (¬xj ∨ xp+1), . . . , (¬xq ∨ xi). Donc, les variables x1, . . . , xq, xi, xj sont équivalentes, ce qui
est impossible étant donné que φ est une formule 2-SAT sans variables triviales ou équivalentes.

Pour montrer la seconde a�rmation, soit c = {e1, e2, . . . , ep}, un sous-ensemble de E qui
n'est pas une con�guration de Eφ, i.e., soit c n'est pas fermé par le bas, soit c contient un con�it.
Tout d'abord, on suppose que c contient un évènement ej tel qu'il existe un évènement ei ≤ ej
n'appartenant pas à c. Comme ≤ est la fermeture transitive et ré�exive de ≤0, il existe une paire
d'évènements ek, el tels que el ∈ c, ek /∈ c et ek ≤0 el. Donc φ contient la clause (¬xl ∨ xk).
Comme S(xl) = 1 et S(xk) = 0, la valuation Sc n'est pas une solution de φ. Par conséquent, on
suppose maintenant que c est fermée par le bas. Deuxièmement, on suppose que c contient deux
évènements ei et ej tels que ei#ej . Par dé�nition de # et #0, il existe deux évènements ek ≤ ei et
el ≤ ej tels que ek#0el. Comme c est fermée par le bas et contient ei et ej , ek et el appartiennent
à c. Donc, S(xk) = S(xl) = 1. Mais comme ek#0el, φ contient la clause (¬xk ∨ ¬xl), qui n'est
pas satisfaite par Sc. Par conséquent, si c n'est pas une con�guration de E , alors Sc n'est pas une
solution de φ.

Réciproquement, on suppose que S est une valuation qui n'est pas une solution de φ. Soit
c ⊆ E telle que Sc = S. Comme φ ne contient pas de clause de la forme (xi ∨xj), soit φ contient
une clause (¬xi∨xj) telle que Sc(xi) = 1 et Sc(xj) = 0, soit φ contient une clause (¬xi∨¬xj) telle
que Sc(xi) = Sc(xj) = 1. Si φ contient une clause (¬xi ∨ xj) telle que Sc(xi) = 1 et Sc(xj) = 0,
alors xi ∈ c et xj /∈ c alors que xj ≤ xi, et c n'est donc pas une con�guration de Eφ. Si φ contient
(¬xi ∨ ¬xj) telle que Sc(xi) = Sc(xj) = 1, alors ei#ej et c n'est pas non plus une con�guration
de Eφ étant donné que c contient les deux évènements en con�it ei et ej .

5.3 Le problème du médian dans les structures d'évènements

Dans cette sous-section, nous montrons que le problème du médian dans les structures peut
être résolu en temps linéaire par rapport à la taille de l'entrée. Nous montrons également un
algorithme calculant une paire diamétrale des con�guration médianes en temps linéaire. D'autre
part, nous montrons que le problème du médian compact est #-di�cile.

5.3.1 Algorithme calculant l'ensemble médian des structures d'évènements

Soit E = (E,≤,#) une structure d'événements avec E = {e1, e2, . . . , en}. Soient C =
{c1, c2, . . . , ck} un ensemble de con�gurations de E et π1, π2, . . . , πk leurs poids respectifs. Soit
c∗ un sous-ensemble de E dé�ni par la règle de majorité dans l'hypercube Qn = {0, 1}E . Autre-
ment dit, c∗ est l'ensemble des évènements ei tels que le poids de toutes les con�gurations de C
contenant ei est strictement plus grand que le poids total des con�gurations ne contenant pas
ei : c∗ = {ei ∈ E :

∑
j:ei∈cj πj >

∑
j:ei /∈cj πj}. On a�rme que c∗ est une con�guration de E et

que c∗ minimise la somme totale des distances Fπ(c) =
∑k

i=1 πid(c, ci).

Comme Qn est un graphe médian, d'après la règle de majorité de la Proposition 2.5.1, l'en-
semble médian de Qn est l'intersection de tous les demi-espaces majoritaires de Qn. Chaque paire
H ′

i, H
′′
i de demi-espaces complémentaires de Qn correspond à un évènement ei de E : le demi-

espace H ′
i correspond à tous les c ⊆ E ne contenant pas ei et sont complément H ′′

i correspond
à tous les demi-espaces contenant ei.
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Si π(H ′′
i ) > π(H ′

i), alors H ′
i est majoritaire, ce qui signi�e que le poids de toutes les con�-

gurations de C contenant ei est strictement plus grand que la moitié du poids total de C. Par
dé�nition de c∗, ei appartient à c∗, c'est à dire que c∗ (considéré comme un vecteur caractéris-
tique) est un sommet de H ′′

i . De manière similaire, si π(H ′
i) > π(H ′′

i ), alors H
′
i est majoritaire,

ce qui signi�e que le poids de toutes les con�gurations de C ne contenant pas ei est strictement
plus grand que la moitié du poids total de C. Par dé�nition de c∗, ei n'appartient pas à c∗,
c'est à dire que c∗ est un sommet de H ′

i. Par conséquent, c
∗ est un sommet de l'hypercube Qn

minimisant Fπ(c) =
∑k

i=1 πid(c, ci) sur les c ⊆ E.

Comme c∗ minimise Fπ(c) sur Qn et donc sur D(E), pour �nir la preuve il reste à montrer que
c∗ est une con�guration de E . On suppose que ei ∈ c∗ et que ej ≤ ei. Comme chaque con�guration
de E est fermée par le bas, toutes les con�gurations de C contenant ei contiennent également ej .
Ainsi, le poids de toutes les con�gurations de C contenant ej est strictement plus grand que le
poids de toutes les con�gurations ne contenant pas ej et donc ej ∈ c∗. On suppose maintenant
par l'absurde que ei, ej ∈ c∗ et ei#ej . Comme ei, ej dans c∗, le poids total des con�gurations
contenant ei est strictement plus grand que la moitié du poids total de C et que le poids total
des con�gurations contenant ej est également strictement plus grand que la moitié du poids total
de C. Il doit donc y avoir dans C au moins une con�guration contenant à la fois ei et ej , ce qui
est impossible étant donné que ei#ej . Par conséquent, nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 5.3.1. Une con�guration médiane c∗ de tout ensemble de con�gurations C =
{c1, c2, . . . , ck} d'une structure d'évènements E peut être calculée en temps linéaire par rapport à
la taille O(

∑k
i=1 |ci|) de l'entrée.

Remarque. Étant donné la correspondance entre les structures d'évènements et les formules 2-
SAT établie dans les Propositions 5.2.1 et 5.2.2, on peut dé�nir un problème du médian similaire
pour un ensemble de solutions Sc1 , Sc2 , . . . , Sck de la formule 2-SAT φE et chercher une solution
Sc ∈ S(φE) minimisant

∑k
i=1 πid(Sc, Sci). Nous pouvons déduire des bijections précédentes que

Sc∗ appartient à S(φE) et est donc une solution optimale.

5.3.2 Calcul d'une paire diamétrale des con�gurations médianes

On sait depuis l'article [12] que l'ensemble médian d'un graphe médian coïncide avec l'inter-
valle entre une de ses paires diamétrales. Dans le Corollaire 2.4.2, nous avons montré comment
calculer une paire diamétrale {c′∗, c′′∗} des con�gurations médianes en temps linéaire par rapport
à la taille de l'entrée (la description de la structure d'évènements et de l'ensemble des con�gura-
tions).

Remarque. De manière similaire au problème du médian dans les complexes cubiques ℓ1 associés
aux graphes médians, on ne peut pas retourner toutes les con�gurations médianes car elles
peuvent être en nombre exponentiel.

Pour l'instant, on suppose que {c′, c′′} est une paire diamétrale de l'ensemble des con�gura-
tions médianes (qui existe d'après [12]). On rapelle également que dans la sous-section précédente,
on a dé�ni une con�guration médiane standard c∗ = {ei ∈ E :

∑
j:ei∈cj πj >

∑
j:ei /∈cj πj}. De

manière similaire aux classi�cations des Θ-classes d'un graphe médian, on peut partitionner les
évènements de E en trois classes : un évènement e ∈ E est noté (i) majoritaire si e appartient à
c∗, (ii) minoritaire si le demi-espace dé�ni par e et contenant e est un demi-espace minoritaire, et
(iii) égalitaire si les deux demi-espaces dé�nis par e ont le même poids. On notera E= l'ensemble
des évènements égalitaires. Nous commençons par quelques lemmes utiles pour la suite :
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Lemme 5.3.2. La distance d(c′, c′′) entre c′ et c′′ dans le graphe médian D(E) est egal au nombre
de demi-espaces égalitaires.

Démonstration. D'après la Proposition 2.5.1, aucun évènement majoritaire ou minoritaire de
E ne sépare deux con�gurations médianes. Ainsi, tout évènement correspondant à une Θ-classe
séparant c′ et c′′ est égalitaire ; ceci montre que d(c′, c′′) n'est pas plus grand que |E=|. Réciproque-
ment, on a�rme que tout évènement e ∈ E= sépare c′ et c′′. D'après la proposition 2.5.1, les deux
demi-espaces dé�nis par e intersectent chacun l'ensemble médian. Si c′, c′′ ne sont pas séparés par
ces demi-espaces, alors ils appartiennent nécessairement au même demi-espace et au moins une
con�guration médiane appartient au demi-espace complémentaire. Comme c ∈ I(c′, c′′), nous
obtenons une contradiction avec la convexité des demi-espaces. Ceci montre que c′ et c′′ sont
séparés par tous les évènements égalitaires.

Lemme 5.3.3. La con�guration médiane c∗ est la porte de la con�guration vide c∅ = ∅ dans
l'intervalle I(c′, c′′), en particulier, c∗ est le médian du triplet c∅, c

′ et c′′.

Démonstration. On suppose par l'absurde que c ̸= c∗ est la porte de c∅ dans I(c′, c′′). Ceci
implique que c ∈ I(c∅, c

∗), i.,e., c∗ est l'union de c et des événements séparant c et c∗. Comme
c, c∗ ∈ I(c′, c′′), d'après le Lemme 5.3.2, tout évènement séparant c et c∗ est un demi-espace
égalitaire. Ceci contredit la dé�nition de c∗ qui ne peut contenir que des évènements majoritaires.

D'après le Lemme 5.3.3, c∗ ∈ I(c∅, c
′) ∩ I(c∅, c

′′) et nous en déduisons que c′ = c∗ ∪ A et
c′′ = c∗ ∪ B où A et B sont des ensembles d'évènements égalitaires. D'après le Lemme 5.3.2,
d(c′, c′′) = |E=|, ce qui coïncide avec la distance de Hamming |c′∆c′′| = |A∆B|, les ensembles
A et B doivent constituer une partition de E=. Comme c′ = c∗ ∪ A et c′′ = c∗ ∪ B sont des
con�gurations, nous pouvons en déduire que les ensembles c∗ ∪ A et c∗ ∪ B sont sans con�it et
fermés par le bas. Par conséquent, les évènements de c∗ ne sont pas en con�it avec les évènements
de E= = A ∪B.

Nous dé�nissons la relation binaire symétrique R0 sur l'ensemble E= : e1R0e2 ssi e1 ≤ e2
ou e2 ≤ e1. Soit R la fermeture transitive de R0. On observe que les classes d'équivalence de R
sont les composantes connexes du graphe obtenu en ne tenant pas compte de l'orientation du
diagramme de Hasse de (E=,≤). On dé�nit maintenant le graphe des con�its Γ : les sommets
de Γ sont les classes d'équivalence de R et ces classes C ′ et C ′′ sont connectés par une arête ssi
il existe un évènement e′ ∈ C ′ et un évènement e′′ ∈ C ′′ tels que e′#e′′.

Lemme 5.3.4. Toute classe d'équivalence C de la relation R est sans con�it, par conséquent le
graphe des con�its Γ est biparti.

Démonstration. Soient A,B une bipartition de E= telle que c′ = c∗ ∪ A, c′′ = c∗ ∪ B est une
paire diamétrale de l'ensemble des con�gurations médianes (le fait que l'on puisse représenter c′

et c′′ de cette manière découle de la discussion après le Lemme 5.3.3). Comme les ensembles A
et B sont sans con�it, il su�t de montrer que C est contenu dans A ou B.

On suppose par l'absurde qu'il existe e ∈ A∩C et e′ ∈ B ∩C. Par dé�nition de R0, il existe
des évènements e = e0, e1, . . . , ep, ep+1 = e′ ∈ E= tels que (e0, e1), (e1, e2), . . . , (ep, ep+1) ∈ R0.
Comme A,B est une partition de E=, il existe (ej−1, ej) ∈ R0 tel que ej−1 ∈ A\B et ej ∈ B \A.
Comme (ej−1, ej) ∈ R0, soit ej−1 ≤ ej , soit ej ≤ ej−1. Sans perte de généralité, nous supposons
que nous sommes dans le premier cas. Par conséquent, comme c′′ = c∗ ∪ B est fermé par le
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Figure 5.2 � Une illustration des notations c∗ = {e1, e2, e5}, c′∗ = {e1, e2, e5, e3, e6} et c′′∗ =
{e1, e2, e5, e4, e7}. Les poids sont indiqués en bleu et les con�gurations médianes en rouges

bas et contient ej , ej−1 appartient nécessairement à c′′. Comme ej−1 est égalitaire et que tous
les évènements de c∗ sont majoritaires, ej−1 appartient nécessairement à B, une contradiction.
Ainsi, chaque classe d'équivalence de R est contenue soit dans A, soit dans B. Comme A et B
sont sans con�it, toute arête du graphe de con�it Γ possède une extrémité dans A et l'autre dans
B. Ainsi, les classes d'équivalences de R incluses dans A et celles incluses dans B dé�nissent une
bipartition de Γ en deux ensembles indépendants.

Lemme 5.3.5. Pour la bipartition A∗, B∗ de E= induite par une bipartition Q′
∗, Q

′′
∗ de Γ en

deux ensembles indépendants, c′∗ = c∗ ∪ A∗ et c′′∗ = c∗ ∪ B∗ forment une paire diamétrale de
l'ensemble des con�gurations médianes.

Démonstration. Soit A∗, l'union de toutes les classes d'équivalence de R contenues dans Q′
∗,

et soit B∗ l'union de toutes les classes d'équivalence de R contenues dans Q′′
∗. On a�rme que

c′∗ = c∗ ∪A∗ et c′′∗ = c∗ ∪B∗ sont des con�gurations de E . Nous prouvons cette assertion pour c′∗.
Comme d'après le Lemme 5.3.4, chaque classe d'équivalence de R est sans con�it et comme Q′

∗
est un ensemble indépendant de Γ, l'ensemble A∗ est est nécessairement sans con�it. Comme vu
plus haut, il n'y a pas d'évènement de c∗ et E= en con�it. Par conséquent , l'ensemble c′∗ = c∗∪A∗
est sans con�it.

On montre maintenant que c′∗ = c∗∪A∗ est fermé par le bas. On choisit arbitrairement e ∈ c′∗
et e′ ≤ e. Nous avons montré que c∗ était une con�guration, donc si e ∈ c∗, alors e′ ∈ c∗. On
suppose maintenant que e ∈ A∗, et on suppose par l'absurde que e′ /∈ c′∗ = c∗∪A∗, i.e., soit e′ est
minoritaire, soit e′ est égalitaire mais appartient à B∗. Comme toute con�guration contenant e
contient également e′, le poids total des con�gurations contenant e′ est d'au moins le poids total
des con�gurations contenant e. Comme e est égalitaire, e′ est soit majoritaire, soit égalitaire.
Dans le premier cas, d'après la dé�nition de c∗, e′ ∈ c∗ (et donc e ∈ c′∗). Dans le second cas, e
et e′ appartiennent à la même classe d'équivalence de R et donc soit ils appartiennent tous les
deux à A∗, soit ils appartiennent tous les deux à, B∗.

Par conséquent, c′∗ = c∗ ∪ A∗ et c′′∗ = c∗ ∪ B∗ sont des con�gurations de E . On a�rme que
c′∗ et c′′∗ sont des con�gurations médianes. Immédiatement, c′∗ et c′′∗ sont tous les deux contenus
dans tout les demi-espace H ′′

e tels que e ∈ c∗ (i.e., e est un évènement majoritaire). D'autre part,
c′∗ et c′′∗ sont tous les deux contenus dans tout les demi-espace H ′

e tels que e est un évènement
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minoritaire. Comme dans les deux cas ces demi-espaces ont un poids strictement plus grand
que la moitié du poids total, c′∗ et c′′∗ appartiennent à chaque demi-espace majoritaire et donc
d'après la Proposition 2.5.1, ce sont des con�gurations médianes. Pour �nir, étant donné que
d(c′∗, c

′′
∗) = |A∗∪B∗| = |E=|, nous pouvons conclure c′∗, c′′∗ est une paire diamétrale de l'ensemble

des con�gurations médianes.

Nous déduisons des résultats précédents l'algorithme suivant qui calcule une paire diamé-
trale c′∗, c

′′
∗ de l'ensmble des con�gurations médianes. Tout d'abord, nous calculons l'ensemble

des évènements majoritaires et l'ensemble des évènements égalitaires. Ceci peut être fait en un
temps O(

∑k
i=1 |ci|) en traversant la liste des évènements décrivant l'ensemble des con�gurations

c1, . . . , ck. Ensuite, nous calculons la relation binaire R0 et sa fermeture ré�exive et transitive
R. Comme observé plus haut, ceci peut être fait en calculant les composantes connexes du sous-
graphe induit par l'ensemble des évènements égalitaires du diagramme de Hasse de ≤ en ne
tenant pas compte de l'orientation. Ceci peut être en fait en temps linéaire en la taille de (E,≤).
Pour calculer graphe Γ, il su�t de considérer le graphe des con�its (E,#) et pour chaque paire
d'évènements égalitaires e1, e2 en con�it, on ajoute une arête entre les classes d'équivalence de
e1 et e2. Ceci peut être fait en temps linéaire en la taille de de (E,#) et la taille du graphe Γ
est linéaire par rapport à la taille de E .

Proposition 5.3.6. Une paire diamétrale c′∗ = c∗ ∪A∗, c′′∗ = c∗ ∪B∗ de l'ensemble des con�gu-
rations médianes de tout ensemble C = {c1, c2, . . . , ck} des con�gurations d'une structure d'évè-
nements E peut être calculé en temps O(|E|+

∑k
i=1 |ci|).

5.3.3 Le problème du médian compact est #P-di�cile

Un problème analogue au problème du médian compact pour les formules 2-SAT a déjà été
étudié par Feder [59] qui a montré le résultat suivant :

Proposition 5.3.7. [59, Lemme 3.54] Pour une formule 2-SAT φ sans variables triviales ou
équivalentes, le problème de trouver le médian du graphe médian S(φ) est #P-di�cile.

On montre comment obtenir une formule 2-SAT satis�able φ0 sans variables triviales ou
équivalentes à partir d'une formule 2-SAT quelconque φ telle que S(φ) soit en bijection avec
S(φ0) : Pour commencer, on peut supprimer sans risque toutes les clauses contenant une variable
équivalente, pour montrer ça on suppose sans perte de généralité que Sφ(xi) = 1 dans toutes
les solutions Sφ de S(φ), et que toutes les clauses contant xi sont de la forme (xi ∨ xj) ou
(¬xi ∨ xj). Dans le premier cas la clause est juste quelle que soit la valeur de xj et on peut
donc la supprimer, et dans le second cas Sφ(xj) doit forcément être vraie, et est donc également
une variable triviale. Dans le cas des variables équivalentes, si dans toutes les solutions Sφ(xi) =
Sφ(xj) (resp. Sφ(xi) = ¬Sφ(xj)), alors on remplace toutes les occurrences de xj par xi et ¬xj
par ¬xi (resp. on remplace toutes les occurrences de xj par ¬xi et xj par ¬xi).

Les littéraux de toute formule 2-SAT satis�able φ peut être renommée pour transformer φ
en une formule équivalente ne contenant pas les clauses (xi∨xj). Pour cela, il su�t de remplacer
toutes les occurrences de xi par ¬xi et de ¬xi par xi et de recommencer si cela crée de nouvelles
clauses de cette forme, ceci ne cause pas de problème étant donné que φ est satis�able. En e�et,
si on a une boucle de type (¬xi ∨ xj1), (¬xj1 ∨ xj2), . . . , (¬xjp ∨ xi) alors la formule n'est pas
satis�able.
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La Proposition 5.3.7 est vraie pour les formules 2-SAT sans variables triviales ni équivalentes,
ni clauses de la forme (xi ∨ xj). Comme la taille de la structure d'évènements Eφ de la Propo-
sition 5.3.7 est quadratique en la taille de la formule 2-SAT φ, on déduit le résultat suivant des
Propositions 5.2.2, 5.3.7 et de la Remarque 5.3.1 :

Proposition 5.3.8. Le problème du médian compact dans une structure d'évènements est #P-
di�cile.

Note : Nous tenons à remercier Florent Capelli, Nadia Creignou, et Yann Strozecki qui nous
donné une preuve de la Proposition 5.3.7 bien avant que nous ne découvrions le résultat de [59].
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Conclusion

Dans cette partie, nous avons essentiellement présenté des algorithmes pour calculer e�ca-
cement l'ensemble médian dans les graphes médians et dans d'autres structures proches.

Dans le Chapitre 1, nous avons présenté un algorithme calculant les Θ-classes des graphes
médians en temps linéaire, une ouverture naturelle est de se demander si c'est possible de les
calculer e�cacement pour d'autres sous-graphes d'hypercubes. Notre algorithme reposant essen-
tiellement sur la preuve du fait que les graphes médians respectent la propriété des parents, qui
est une preuve assez technique utilisant des propriétés propres aux graphes médians, on peut
cependant supposer qu'il faudra trouver d'autres astuces pour calculer e�cacement les Θ-classes
dans d'autre classes de graphes.

Le Chapitre 2 présente l'apport principal de cette partie qui est un algorithme permettant
de calculer l'ensemble médian des graphes médians en temps linéaire. Cet algorithme utilise le
calcul rapide des Θ-classes, on peut se demander si il est possible de calculer le médian en temps
linéaire dans d'autres classes de graphes, et si il y a d'autre problèmes dans les graphes médians
pour lesquels on peut se servir du calcul rapide des Θ-classes, comme les problèmes liés aux
excentricités étudiés dans [31] et [30].

Nous avons utilisé les techniques du chapitre précédent pour étendre le problème du médian au
problème des p-moments dans les graphes médians. Nous obtenons une complexité exponentielle
en p, peut être pourrions nous améliorer l'algorithme pour réduire sa complexité.

Nous avons également trouvé une solution linéaire pour le problème du médian dans les ℓ1-
complexes cubiques dans le Chapitre 4 et pour les structures d'événements si le problème prend
en entrée l'ensemble des con�gurations dans le Chapitre 5, en revanche, si l'entrée est donnée par
la structure d'évènements, le problème devient #P-di�cile. Il peut être intéressant de regarder
si des problèmes qui se comportent bien dans les graphes médians ont des solutions intéressantes
dans les ℓ1-complexes cubiques et dans les structures d'évènements.
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Troisième partie

Aspect structurel et axiomatique de la
fonction médian
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Chapitre 6

Caractérisation des graphes dont
l'ensemble médian est Gp-connexe

Dans ce chapitre, nous généralisons le résultat de Bandelt et Chepoi [14], caractérisant les
graphes aux médians connexes. Les résultats de ce Chapitre sont présentés dans l'article [27].

On rappelle que l'on dit qu'un sous-ensemble de sommets S d'un graphe est connexe si il
existe un chemin entre chaque paire de sommets de S. L'article [14] a montré que les graphes
aux médians connexes sont également les graphes dans lesquels la somme totale des distances
est unimodale, i.e., où les maximums locaux sont globaux. Ainsi, dans les graphes où la somme
totale des distances est unimodale, un sommet est soit médian, soit il a un voisin qui fait diminuer
cette somme et il n'est donc pas nécessaire de faire le calcul pour tous les sommets, il su�t de
"suivre le chemin" jusqu'à trouver un minimum local et donc global. Cette propriété permet de
trouver des algorithmes rapides pour le calcul du médian, par exemple l'article [56] présente un
algorithme calculant l'ensemble médian des graphes de Helly (dans lesquels l'ensemble médian
est connexe) en temps Õ(m

√
(n)).

Nous généralisons ce résultat pour caractériser les graphes G = (V,E) aux médians connexes
dans la pième puissance de G, le graphe Gp avec le même ensemble de sommets que G et où
deux sommets sont adjacents si ils sont à distance au plus p dans G. On rappelle la condition de
convexité pour une paire de sommets u, v et une fonction V → R : pour tout x ∈ I(u, v),

f(x) ≤
(
1− d(u, x)

d(u, v)

)
f(u) +

d(u, x)

d(u, v)
f(v)

Et on dit qu'une fonction est faiblement convexe si pour toute paire de sommets u, v, il existe
une (u, v)-géodésique P tel que f respecte la condition de convexité pour toute paire x, y ∈ P .
De même, une fonction est faiblement sans-pic sur G si pour toute paire de sommets u, v de
G, il existe une (u, v)-géodésique P = (w0, w1, . . . , wp) tel que pour tout triplet de sommets
wi, wj , wk avec 0 ≤ i < j < k ≤ p, f(wj) ≤ max{f(wi), f(wk)} et l'égalité est atteinte seulement
si f(wi) = f(wk).

Nous généralisons les fonctions faiblement-convexes et faiblement-sans-pic dans la Section 6.1
en dé�nissans les fonctions faiblement-p-convexes et faiblement-p-sans-pic, pour lesquelles nous
n'avons besoin de regarder que les paires de sommets de la géodésique à distance supérieure à p.

Nous pourrons alors passer au résultat principal de ce chapitre, caractérisant les graphes aux
médians Gp-connexes. Ce résultat a�rme notamment que les graphes aux médians Gp connexes
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sont équivalents aux graphes dont l'ensemble médian est local dans Gp, aux graphes dans lesquels
Fπ est faiblement-p-convexe et aux graphes dans lesquels Fπ est faiblement-p-sans-pic.

6.1 Fonctions faiblement-p-convexes et faiblement-p-sans-pic

Dans cette section, nous commençons par introduire les chaînes géodésiques dans les graphes,
ainsi que les fonctions convexes et sans-pic sur les chaînes géodésiques. Ceci nous permet de
dé�nir de manière similaire les fonctions faiblement-convexes sur les graphes [14] ainsi que leur
généralisation, les fonctions faiblement-p-convexes. Les fonctions faiblement-p-convexes sont les
fonctions où la condition de convexité est uniquement nécessaire pour les paires de sommets à
distance strictement plus grande que p. De manière analogue, on dé�nit les fonctions faiblement-
p-sans-pic.

Nous présentons une caractérisation locale vers globale des fonctions faiblement-p-convexes et
faiblement-p-sans-pic, qui sont similaires à celles des fonctions faiblement-convexes et faiblement-
sans-pic [14, 45], mais plus complexes.

Pour conclure cette section nous montrerons que les fonctions faiblement p-convexes/sans-pic
sont unimodales dans la pième puissance Gp de G.

6.1.1 Fonctions convexes et sans-pic sur les chaînes géodésiques

Une chaîne géodésique d'un graphe G = (V,E) est une séquence �nie de sommets P = (u =
w0, w1, . . . , wn = v) incluse dans une (u, v)-géodésique de G. On note qu'une géodésique est une
chaîne géodésique avec d(wi, wi+1) = 1. Soit une fonction f : V → R sur G et soit P une chaîne
géodésique. On note fP la fonction linéaire par morceaux sur le segment [0, d(u, v)] obtenu en
considérant (0, f(w0)), (d(u,w1), f(w1)), . . . , (d(u,wn−1), f(wn−1)), (d(u, v), f(wn)) en tant que
points du plan R2 et connectant deux points consécutifs par un segment (cf Figure 6.1). On dit
qu'une fonction f est convexe sur une géodésique P si pour tout i < j < k,

f(wj) ≤
d(wk, wj)

d(wi, wk)
· f(wi) +

d(wi, wj)

d(wi, wk)
· f(wk).

De manière équivalente, f est convexe sur P si fP est convexe. On dit que f est sans-pic sur
une chaîne géodésique P si 0 ≤ i < j < k ≤ p implique f(wj) ≤ max{f(wi, f(wk)}, et on a
l'égalité seulement si f(wi) = f(wj) = f(wk). De manière équivalente, f est sans-pic sur P si la
fonction linéaire par morceaux fP est sans-pic. Nous poursuivons avec une caractérisation locale
vers globale des fonction convexes et sans-pic sur les chaînes géodésiques qui nous sera utile par
la suite .

Lemme 6.1.1. Une fonction f sur un graphe G est convexe sur une chaîne géodésique P =
(u = w0, w1, . . . , wn = v) si f est localement convexe sur P , i.e., pour tout i = 1, . . . , n− 1, nous
avons :

f(wi) ≤
d(wi+1, wi)

d(wi−1, wi+1)
· f(wi−1) +

d(wi−1, wi)

d(wi−1, wi+1)
· f(wi+1).

Si P est une géodésique alors f est convexe sur P ssi f(wi) ≤ 1
2(f(wi−1) + f(wi+1)) pour tout

1 ≤ i ≤ n− 1.
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Figure 6.1 � Exemple d'une chaîne géodésique sur laquelle la somme totale n'est ni convexe,
ni sans-pic. À gauche, les poids non nuls sont indiqués en bleu et la somme totale des distances
en rouge. À droite, on notera d(u,wi) par wi

w0

w1

wℓ wℓ+1 wm
wm+1

wn

f (wi)

wℓ wi
wi+1

wj−1

wj

wj+1

wm

wm+1

wj−1

wj

wj+1

Figure 6.2 � Illustration du Lemme 6.1.2 et de sa preuve

Démonstration. Par dé�nition, f est convexe ssi la fonction linéaire par morceaux fP est convexes,
et par conséquent ssi l'épigraphe epi(fP ) de fP est convexe. La dernière condition est équivalente
à la nécessite que chaque point (i, f(wi)), i = 1, . . . , n − 1 de R2 soit un sommet convexe de
epi(fP ), i.e., à la condition que f(wi) ≤ d(wi+1,wi)

d(wi−1,wi+1)
· f(wi−1) +

d(wi−1,wi)
d(wi−1,wi+1)

· f(wi+1). Si P est
une géodésique de G, alors d(wi−1, wi+1) = 2 pour tout i = 1, . . . , n− 1 et l'inégalité précédente
peut se réduire à f(wi) ≤ 1

2(f(wi−1) + f(wi+1)).

Lemme 6.1.2. Pour une fonction f sur un graphe G et une chaîne géodésique P = (u =
w0, w1, . . . , wn = v) de G, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est sans-pic sur P ;

(ii) f est localement-sans-pic sur P , i.e., pour tout i = 1, . . . , n−1, f(wi) ≤ max{f(wi−1), f(wi+1)}
et on obtient l'égalité si f(wi−1) = f(wi) = f(wi+1) ;

(iii) P contient deux sommets (pas forcément distincts) wℓ, wm tels que f(w0) > f(w1) >
· · · > f(wℓ) = f(wℓ+1) = · · · = f(wm) < f(wm+1) < · · · < f(wn) (en noir sur la
Figure 6.2)

Démonstration. Les implications (i)⇒(ii) et (iii)⇒(i) sont triviales. Pour montrer (ii)⇒(iii), on
suppose que f localement-sans-pic sur P . Soient wℓ et wm les minimums de f sur P les plus
proches de u et de v respectivement. Pour commencer, on montre que f(wℓ) = f(wℓ+1) = . . . =
f(wm). Dans le cas contraire, on peut déduire du choix de wℓ et wm que nous pouvons trouver
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deux indices ℓ < i < j < m tels que f(wℓ) = · · · = f(wi) < f(wi+1) < · · · < f(wj−1) < f(wj) ≥
f(wj+1) (en bleu sur la Figure 6.2). Par conséquent, f n'est pas localement-sans-pic sur le triplet
(wj−1, wj , wj+1). Cette contradiction montre que f(wℓ) = f(wℓ+1) = · · · = f(wm) < f(wm+1).

On montre maintenant que f(wm) < f(wm+1) < · · · < f(wn) (la preuve des inégali-
tés f(w0) > f(w1) > · · · > f(wℓ) est similaire). On suppose que f(wm) < f(wm+1) <
· · · < f(wj−1) < f(wj) et que f(wj) ≥ f(wj+1) (en rouge sur la Figure 6.2). Par consé-
quent f(wj) ≥ max{f(wj−1), f(wj+1)} et comme f(wj−1) < f(wj) nous n'avons pas f(wj−1) =
f(wj) = f(wj+1) et obtenons donc une contradiction avec le fait que f est localement-sans-pic
sur P . Cette contradiction montre que f satisfait (iii) et conclut la preuve.

6.1.2 Fonctions faiblement-convexes et faiblement-sans-pic

On commence par donner la dé�nition des fonctions faiblement-convexes et faiblement-sans-
pic :

Dé�nition 6.1.1. Une fonction f sur un graphe G = (V,E) est faiblement-convexe si pour tout
u, v ∈ V , f est convexe sur au moins une (u, v)-géodésique.

Dé�nition 6.1.2. Une fonction f sur un graphe G = (V,E) est faiblement-sans-pic si pour tout
u, v ∈ V , f est sans-pic sur au moins une (u, v)-géodésique.

Les fonctions faiblement-convexe ont été introduites dans le papier [6] sous le nom de fonctions
r-convexes via la condition (ii) du Lemme 6.1.3 plus bas ; (voir également [79]).

Les fonctions faiblement-sans-pic ont été introduites et étudiées dans [14, 45] sous le nom de
"fonctions pseudopeakless".

Soit une fonction f sur G et deux sommets non adjacents u, v. On considère les conditions
suivantes sur f :

WC(u,v): il existe w ∈ I◦(u, v) tel que f(w) ≤ d(v,w)
d(u,v) · f(u) +

d(u,w)
d(u,v) · f(v).

WP(u,v): il existe w ∈ I◦(u, v) tel que f(w) ≤ max {f(u), f(v)}, et l'égalité est atteinte seule-
ment si f(u) = f(w) = f(v).

Loz(u,v): Il existe w,w′ ∈ I◦(u, v) (pas forcément distincts) tels que f(w)+f(w′) ≤ f(u)+f(v).

Remarque. La somme totale des distances de la Figure 6.1 ne respecte pas Loz(w2, w4) mais
respecte Loz(w1, w4).

Une fonction f est une fonction losange si f véri�e Loz(u, v) pour toute paire de sommets
u, v non adjacents.

Remarque. Les fonctions losange sur les graphes ont été introduites dans [14] a�n de mieux
étudier la somme totale des distances. Elles représentent une généralisation des fonctions L#-
convexes [58] et des fonctions N -convexes [69] sur des classes de graphes particulières, toutes
deux étudiées en théorie de la convexité discrète [68, 92].

Nous poursuivons en rappelant la caractérisation locale vers globale suivante des fonctions
faiblement-convexes et faiblement-sans-pic sur les les graphes (qui découle essentiellement des
Lemmes 6.1.1 et 6.1.2).
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Lemme 6.1.3 ([14, Remarque 1]). Pour toute fonction f sur un graphe G, les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) f est faiblement-convexe ;

(ii) f véri�e WC(u, v) pour tout u, v ∈ V non adjacents ;

(iii) f véri�es WC(u, v) pour tout u, v ∈ V avec d(u, v) = 2, i.e., toute paire de sommets
u, v à distance 2 ont un voisin en commun w avec 2f(w) ≤ f(u) + f(v).

Lemme 6.1.4 ([14, Remark 1]). Pour toute fonction f sur un graphe G, les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) f est faiblement-sans-pic ;

(ii) f véri�e WP(u, v) pour tout u, v ∈ V non adjacents ;

(iii) f véri�es WP(u, v) pour tout u, v ∈ V avec d(u, v) = 2,

(iv) La composition α ◦ f est faiblement-convexe pour une transformation α des réels stric-
tement croissante (α(r) < α(s) pour tout réel r < s).

Toute fonction faiblement-sans-pic est unimodale.

On donne l'idée de la preuve de [14] que (iii) implique (i) du Lemme 6.1.3. Pour deux
sommets non adjacents u et v, on considère le plus court chemin entre u et v, P = (u =
w0, w1, . . . , wn−1, wn = v) tel que

∑n
i=0 f(wi) est minimal. D'après le choix de P et la condition

(iii), on a f(wi) ≤ 1
2f(wi−1) +

1
2f(wi+1) pour tout 1 < i < n. Ainsi, f est localement-convexe

sur P et d'après le Lemme 6.1.3, f est convexe sur P . De manière analogue, pour montrer que
(iii) implique (i) dans le Lemme 6.1.4, il su�t de montrer que f est localement-sans-pic sur P et
d'appliquer le Lemme 6.1.2.

Lemme 6.1.5. Chacune des conditions WC(u, v) et Loz(u, v) impliquent WP(u, v) donc les
fonctions faiblement-convexe et les fonctions losanges sont faiblement-sans-pic.

Démonstration. Le fait que WC(u, v) implique WP(u, v) est trivial. On suppose que f véri�e
Loz(u, v) et que w,w′ ∈ I◦(u, v) sont deux sommets tels que f(w) + f(w′) ≤ f(u) + f(v).
On en déduit que min{f(w), f(w′)} ≤ max{f(u), f(v)}. Soit f(w) ≤ f(w′) et f(u) ≤ f(v). Si
f(w) = f(v), comme f(w) + f(w′) ≤ f(u) + f(v), on en conclut que f(w′) ≤ f(u) et donc
f(w) = f(w′) = f(u) = f(v).

Remarque. On dé�nit les fonctions faiblement-sans-pic et losanges car il est souvent plus simple de
montrer WP(u, v) ou Loz(u, v) que WC(u, v). La preuve de [14] montrant que la reconnaissance
des graphe aux médians connexes est un problème polynomial utilise cependant WC(u, v).

6.1.3 Graphes aux médians connexes

Dans cette sous-section, nous rappelons quelques résultats de [14] que nous généraliserons
plus tard. On rappelle pour commencer la caractérisation des graphes aux médians connexes :
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Proposition 6.1.6 ([14, Proposition 1]). Pour tout graphe G les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(1) MedlocG (π) = Med(π) pour tout pro�l π ;

(2) Fπ est faiblement-convexe pour tout pro�l π ;

(3) Fπ est faiblement-sans-pic pour tout pro�l π ;

(4) Tout plateau L⪯(Fπ, α) = {x : Fπ(x) ≤ α} est isométrique ;

(5) Tout ensemble médian Med(π) est isométrique ;

(6) Tout ensemble médian Med(π) est connexe.

Nous ne prouverons pas cette proposition car le Théorème 6.2.1 couvre toutes les a�rmations
à l'exception de (4), et le fait que (3) ⇒ (4) ⇒ (5) est trivial.

La dé�nition des graphes maillés est équivalente à WC pour f = d(·, x) (i.e., la distance à x).
Cette fonction est un cas particulier de la somme totale des distances où le seul sommet de poids
non nul est x. Ainsi, les graphes aux médians connexes sont maillés. Nous montrons le lemme
suivant avant de passer à la suite :

Lemme 6.1.7 ([14]). Les triangles métriques des graphes maillés sont équilatéraux.

Démonstration. Supposons qu'il existe un triangle métrique uvw dans un graphe maillé G tel
que d(u,w) < d(v, w). Une dé�nition alternative de la faible convexité [14] est que pour tout
réel λ entre 0 et 1 tel que λd(u, v) et (1 − λ)d(u, v) sont des entiers, il existe un sommet x de
I◦(u, v) tel que d(u, x) = λd(u, v), d(v, x) = (1 − λ)d(u, v) et f(x) ≤ (1 − λ)f(u) + λf(v). Si
on prend λ = 1 − 1

d(u,v) , on a λd(u, v) = d(u, v) − 1 et (1 − λ)d(u, v) = 1 qui sont tous les
deux des entiers, on en déduit l'existence d'un voisin x de v dans I◦(u, v) tel que pour la foncion
faiblement-convexe d(·, w), on a :

d(x,w) ≤ 1

d(u, v)
d(u,w) +

(
1− 1

d(u, v)

)
d(v, w)

≤ d(v, w)− d(v, w)− d(u,w)

d(u, v)

Comme d(u,w) < d(v, w), on a d(x,w) < d(v, w) et donc x ∈ I(u, v) ∩ I(v, w), ce qui est
impossible.

Pour énoncer le résultat principal de [14], nous avons besoin des notions suivantes. Pour une
paire de sommets u, v on a

J(u, v) = {z′ ∈ V : I(z′, u) ∩ I(z′, v) = {z′}}.

Nous dé�nissons également

M(u, v) = {z′ ∈ J(u, v) : d(u, z′) = d(v, z′)}

et J◦(u, v) = J(u, v) \M(u, v).
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z

z′ ∈ M(u, v)

u, u′ v, v′

(a)

z

u, u′, v′ v

z′ ∈ M(u, v)

(b)

z

u′, v′u v

z′ ∈ M(u, v)

(c)

z

v, v′u′u

z′ ∈ J◦(u, v)

(d)

Figure 6.3 � Quasi-médians u′v′z′ des graphes maillés pour tout triplet de sommets u, v, z avec
d(u, v) = 2 et aux symétries près.

Intuitivement, l'ensemble J(u, v) peut être interprété de la manière suivante : Pour tout
sommet z, tout quasi-médian du triplet z, u, v est un triangle métrique z′u′v′ où le côté I(u′, v′) est
inclut dans I(u, v) et son sommet opposé z′ appartient à I(z, u)∩I(z, v). Alors l'ensemble J(u, v)
est exactement l'ensemble des sommets z′ de tous les quasi-médians z′u′v′ pour tous les sommets z
de G. Si z appartient à I(u, v) alors trivialement z′ = z = u′ = v′, ainsi I(u, v) ⊆ J(u, v). D'après
le Lemme 6.1.7, tout quasi-médian z′u′v′ d'un graphe maillé est un triangle métrique équilatéral.
Comme 2 = d(u, v) = d(u, u′)+d(u′, v′)+d(v′, v), chacun de ces triangles métriques z′u′v′ a pour
taille 0,1 ou 2. Les ensembles J(u, v) se restreignent alors à une des 4 formes présentées en Figure
6.3 et détaillées ci-dessous. Alors M(u, v) est l'ensemble des z′ tels que z′u′v′ a une taille de 0 ou
2, i.e., l'ensemble des sommets de I◦(u, v) et tous les sommets z′ à distance 2 de u et v n'ayant
aucun voisin dans I◦(u, v). De manière analogue, J◦(u, v) = J(u, v) \M(u, v) est l'ensemble de
tous les sommets z′ tels que z′u′v′ a une taille de 1. Comme d(u, v) = 2, c'est possible seulement
si, soit v′ = v, u′ ∈ I◦(u, v), et z′ ∼ u′, v′, soit u′ = u, v′ ∈ I◦(u, v), et z′ ∼ u, v′ .

Nous concluons cette sous-section en rappelant le résultat principal de [14] :

Théorème 6.1.8 ([14, Theorème]). Un graphe G est un graphe aux médians connexes ssi G
est maillé et pour toute paire de sommets u et v à distance 2, il existe un ensemble non vide S
de I◦(u, v) et une fonction de poids η avec un support non vide inclut dans S véri�ant les deux
propriétés suivantes :

(α) chaque sommet s ∈ S a un compagnon t ∈ S (pas forcément distinct de s) tel que
d(s, x)+ d(t, x) ≤ d(u, x)+ d(v, x) pour tout x ∈M(u, v), et η(s) = η(t) si d(s, t) = 2;

(β) la somme des poids des voisins de tout sommet x ∈ J◦(u, v) dans S est d'au moins la
moitié du poids total de S :

∑
s∈S∩N(x) η(s) ≥

1
2

∑
s∈S η(s) pour tout x ∈ J◦(u, v).

On remarque que la condition (α) du théorème précédent appliquée au cas de la Figure 6.3c
impose que s et t soient adjacents à tout sommet x de I◦(u, v) \ {s, t}. On donne en Figure 6.4a
un contrexemple à la condition (α) et en Figure 6.4b un contrexemple à la condition (β) du
Théorème 6.1.8. On donne également dans les deux cas un exemple de pro�l (en bleu) ayant les
sommets u, v comme seuls sommets médians.

6.1.4 Fonctions faiblement-p-convexes et faiblement-p-sans-pic

Nous considérons une généralisation des fonctions faiblement-convexes, faiblement-sans-pic
et losanges en rendant nécessaire les conditions WC(u, v),WP(u, v) et Loz(u, v) uniquement pour
les paires de sommets à distance supérieures à p.
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u v

z ∈ M(u, v)1

2 2

I◦(u, v)

(a)

u v

I◦(u, v) x ∈ J◦(u, v)

y ∈ J◦(u, v)z ∈ J◦(u, v)

r

st

2 1

1
2

2

2

(b)

Figure 6.4 � Contrexemples des conditions (α) à gauche et (β) à droite du Théorème 6.1.8

Soit G = (V,E) un graphe et p un entier positif. Une p-géodésique entre deux sommets uv est
une chaîne géodésique P = (u = w0, w1, . . . , wn−1, wn = v) surG tel que dG(wi−1, wi+1) ≤ p pour
tout i = 0, . . . , n−1. Une p-géodésique tendu est une p-géodésique tel que p+1 < dG(wi, wi+1) ≤
2p pour tout i = 1, . . . , n − 1. Cette dé�nition implique que toute p-géodésique est un chemin
du graphe Gp et que toute p-géodésique est un chemin induit du graphe Gp. On observe ce-
pendant qu'une p-géodésique n'est pas forcément une géodésique de Gp. Réciproquement, toutes
les (u, v)-géodésique Q de Gp ne sont pas forcément une p-géodésique de G car Q n'est pas
forcément contenu dans l'intervale I(u, v). On dira qu'un sous-ensemble de sommets S de G est
p-isométrique si pour toute paire de sommets u, v ∈ S avec d(u, v) ≥ p+ 1, il existe un sommet
w ∈ I◦(u, v) ∩ S. On dit qu'un sous ensemble S de sommets de G est Gp-connexe si pour toute
paire de sommets u, v ∈ S, il existe les sommets u0 = u, u1, . . . , uk, uk+1 = v de S tels que
d(ui, ui+1) ≤ p pour tout i = 0, . . . , k, ou, de manière équivalente, si S induit un sous-graphe
connexe de Gp. Une illustration de ces notions est donnée en Figure 6.5.

P

P ′

S

G

(a)

P

P ′

S

(b)

Figure 6.5 � Une chaîne 2-géodésique P , une chaîne 2-géodésique tendue P ′ et un ensemble
G2-connexe S sur G.

Dé�nition 6.1.3. Une fonction f sur G est faiblement-p-convexe si toute paire u, v de G peut
être connectée par une p-géodésique le long duquel f est convexe (cf Figure 6.6)

Dé�nition 6.1.4. Une fonction f sur G est faiblement-p-sans-pic si toute paire u, v de G peut
être connectée par une p-géodésique le long duquel f est sans-pic (cf Figure 6.6).

Au regard des Lemmes 6.1.3 et 6.1.4, les fonctions faiblement-1-sans-pic (resp. faiblement-1-
convexes) sont exactement les fonctions faiblement-sans-pic (resp. faiblement-convexes).

Une fonction f est localement-faiblement-p-sans-pic (resp. localement-faiblement-p-convexe)
sur G si elle satisfait WP(u, v) (resp. WC(u, v)) pour tout u, v tels que p+ 1 ≤ d(u, v) ≤ 2p.
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8

10

12

Fπ(wi)

w′
0 w′

1 w′
2 w′

3 w′
4

13

u = w′
0

w′
4 = v

1

1
1

w′
3

10
w′

2

9

w′
1 9

9

Figure 6.6 � Chaîne 2-géodésique le long de laquelle Fπ est convexe et sans-pic

Nous établissons maintenant une caractérisation locale vers globale des fonctions faiblement-
p-convexes, qui est analogue à celle du Lemme 6.1.4. Nous montrons également que les fonctions
faiblement-p-sans-pic sont unimodales dans Gp.

Théorème 6.1.9. Pour toute fonction f sur un graphe G, les a�rmations suivantes sont équi-
valentes :

(i) f est faiblement-p-sans-pic ;

(ii) f respecte WP(u, v) pour toute paire de sommets u, v telle que d(u, v) ≥ p+ 1 ;

(iii) f est localement faiblement-p-sans-pic.

Toute fonction faiblement-p-sans-pic f sur un graphe G = (V,E) est unimodale sur Gp.

Démonstration. Les implications (i) ⇒ (ii) et (i) ⇒ (iii) sont triviales, nous commençons par
montrer (ii) ⇒ (i). Soient deux sommets u et v de G, nous procédons par induction sur d(u, v).
Si d(u, v) ≤ p alors la chaîne (u, v) est une chaîne p-géodésique le long de laquelle f est sans-pic.
Maintenant on suppose que d(u, v) ≥ p + 1. Soit le sommet w minimisant f sur I◦(u, v) et soit
un sommet w′ de I◦(u, v) véri�ant la condition WP(u, v). Nous pouvons déduire des choix de w
et w′ que soit (1) f(w) ≤ f(w′) < max{f(u), f(v)}, soit (2) f(w) ≤ f(w′) = f(u) = f(v). Ceci
implique que soit f(w) < max{f(u), f(v)}, soit f(w) = f(w′) = f(u) = f(v). Comme d(u,w) <
d(u, v) et d(w, v) < d(u, v), par hypothèse d'induction les paires u,w et w, v peuvent être reliées
par des p-géodésique P ′ = (u = w0, w1, . . . , wk = w) et P ′′ = (w = wk, wi+1, . . . , wn−1, wn = v)
telles que f est sans-pic le long de P ′ et P ′′. En concaténant P ′ et P ′′, on obtient une p-géodésique
P = (u = w0, w1, . . . , wk = w,wi+1, . . . , wn−1, wn = v). On montre qu'il existe une p-géodésique
P0 entre u et v inclut dans P tel que f est sans-pic sur P0 (dans la plupart des cas présentés
plus tard, nous avons P0 = P ).

On suppose pour commencer que f(w) = f(u) = f(v). Nous pouvons déduire du choix de
w et des p-géodésiques P ′ et P ′′ que f est constant sur tous les sommets de P , et est donc
sans-pic sur P (cf Figure 6.7a). On suppose maintenant que f(w) < max{f(u), f(v)} et soit
f(u) ≤ f(v). Comme f(w) < f(v), nous pouvons déduire du choix de w, de P ′′ et du Lemme
6.1.2(iii) que lorsque l'on se déplace de w à v sur P ′′, la fonction f est d'abord constante, puis
strictement croissante : f(wk) = · · · = f(wm) < f(wm+1) < · · · < f(wn) (il peut arriver que
m = k). De manière analogue, si f(w) ≤ f(u), en se déplaçant de u à w, la fonction f est
strictement décroissante puis constante : f(w0) > f(w1) > · · · > f(wℓ) = f(wℓ+1) = · · · = f(wk)
(il peut se produire que ℓ = 0, ℓ = k, ou ℓ = 0 = k). Dans ce cas, on conclut que sur la p-
géodésique P , la fonction f satisfait la condition (iii) du Lemme 6.1.2, et donc que f est sans-pic
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P ′

P ′′
u

v
w

f (u) = f (w) = f (v)

f (w) < min{f (u), f (v)}

wi

wi

f (wi)

f (wi)

u vwℓ w wm

u = wℓ w wm = v

I◦(u, v)

(a)

P ′′
u

v
w

P ′

f (w) = f (w′) = f (wm)

wi

f (wi)

wmw′

u w w′ wm

u w wmw′

f (wi) f (w′) < min{f (u), f (wm)}

I◦(u, v)

(b)

Figure 6.7 � Illustration de la preuve (ii) ⇒ (i) du Théorème 6.1.9

sur P (cf Figure 6.7a). Finalement, on- suppose que f(w) > f(u). Comme w est un sommet
minimisant f sur I◦(u, v), en appliquant le Lemme 6.1.2 à P ′, on conclut que P ′ = (u,w)
et donc w = w1 = wℓ. Si d(u,wm) ≤ p, alors P0 = (u = w0, wm, . . . , wn−1, wn = v) est
une p-géodésique entre u et v, inclut dans P et tel que f est strictement croissante sur P0 en
se déplaçant de u vers v. Par conséquent, f est sans-pic sur P0. On suppose maintenant que
d(u,wm) > p, et donc, m > ℓ = 1. En appliquant WP(u,wm), on peut trouver un sommet
w′ ∈ I◦(u,wm) ⊂ I◦(u, v) tel que f(w′) < max{f(u), f(wm)} ou f(w′) = f(u) = f(wm). Comme
f(wm) = f(w1) = f(w) > f(u), la seconde possibilité est impossible (cf Figure 6.7b). Et la
première possibilité implique que f(w′) < f(wm) = f(w), ce qui contredit la minimalité du choix
de w (cf Figure 6.7b). Ceci montre que le cas d(u,wm) > p est impossible et nous pouvons donc
conclure f est sans-pic sur une p-géodésique P0 ⊆ P .

La preuve de l'implication (iii) ⇒ (ii) est basée sur le lemme suivant :

Lemme 6.1.10. Soit f : V → R une fonction localement-faiblement-p-sans-pic sur G. Alors,
pour tout u, v ∈ V avec f(u) < f(v) et d(u, v) > p, il existe w ∈ I◦(u, v) ∩ Bp(v) tel que
f(w) < f(v).

Démonstration. On suppose que la propriété est fausse et on prend deux sommets u, v ∈ V
minimisant d(u, v) > p tels que f(u) < f(v) et f(w) ≥ f(v) pour tout w ∈ I◦(u, v) ∩ Bp(v).
On montre que comme f est localement-faiblement-p-sans-pic, obligatoirement d(u, v) > 2p.
En e�et, si p + 1 ≤ d(u, v) ≤ 2p, d'après WP(u, v) il existe un sommet w1 ∈ I◦(u, v) tel
que f(w1) < f(v). Si d(w1, v) > p, en appliquant WP(w1, v), on peut trouver un sommet
w2 ∈ I◦(w1, v) tel que f(w2) < f(v). En itérant la même méthode, on pourra trouver une
séquence de sommets w0 = u,w1, . . . , wk telle que wi ∈ I◦(wi−1, v), f(wi) < f(v) pour tout
i = 1, . . . , k, et d(wk, v) ≤ p. Par conséquent, nous pouvons supposer que d(u, v) > 2p.

La �n de la preuve est illustrée en Figure 6.8. On considère un sommet w minimisant f dans
I◦(u, v)∩Bp(v). On observe que p < d(u, v)−d(v, w) = d(u,w) < d(u, v). Comme f(w) ≥ f(v) >
f(u), d'après le choix de u, v, il existe un sommet x′ ∈ I(w, u) ∩ Bp(w) tel que f(x′) < f(w).
On a donc x′ ∈ I(w, u) ⊆ I(v, u) et d(v, x′) ≤ d(v, w) + d(w, x′) ≤ 2p. Soit x le plus proche
sommet de v dans I◦(u, v) tel que f(x) < f(w). D'après notre choix de w, x /∈ Bp(v) et donc
p+ 1 ≤ d(v, x) ≤ 2p. Comme f est localement-faiblement-p-sans-pic, d'après WP(v, x), il existe
un sommet z ∈ I◦(v, x) tel que f(z) ≤ max{f(v), f(x)}, et l'égalité est atteinte seulement si
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u

d(u, v) > 2p

I◦(u, v)

v

Bp(v)

Bp(w)

d(x′, v) < 2p

w

x z

I◦(x, v)

p+ 1 ≤ d(x, v) ≤ 2p
f(x) < f(w)

f(z) < f(w)

x′ ∈ I◦(u,w)

f(x′) < f(w)

Figure 6.8 � Illustration de la preuve du Lemme 6.1.10

f(v) = f(x). Par conséquent, soit f(z) < max{f(v), f(x)} ≤ f(w) soit f(z) = f(v) = f(x) <
f(w). Dans les deux cas, f(z) < f(w) et d(v, z) < d(v, x), contredisant notre choix de x et
concluant la preuve du lemme.

Nous pouvons maintenant prouver (iii)⇒ (ii). Soient deux sommets u et v de G avec d(u, v) ≥
p + 1. Si d(u, v) ≤ 2p, alors on peut appliquer la condition WP(u, v) car f est localement-
faiblement-p-sans-pic. On peut donc supposer que d(u, v) > 2p. Si f(u) < f(v), d'après le
Lemme 6.1.10, il existe un sommet w ∈ I◦(u, v) ∩ Bp(v) tel que f(w) < f(v) et la condition
WP(u, v) est bien respectée. On suppose donc maintenant que f(u) = f(v). Soit un sommet
w de I◦(u, v) minimisant f , si f(w) ≤ f(u) = f(v), WP(u, v) est respectée, on suppose donc
que f(w) > f(u) = f(v). Comme d(u, v) > 2p, soit d(u,w) > p, soit d(v, w) > p, on va
supposer d(u,w) > p. D'après le Lemme 6.1.10 il existe un sommet z ∈ I◦(u,w) ∩ Bp(w) tel
que f(z) < f(w). Comme z ∈ I◦(u,w) ⊂ I◦(u, v), ceci contredit le choix du sommet w. Par
conséquent, f satisfait WP(u, v) pour toute paire de sommets u, v à distance d(u, v) ≤ p+ 1.

Ce qui précède établit les équivalences entre les conditions (i), (ii) et (iii), il reste à montrer
que toute fonction faiblement-p-sans-pic est unimodale sur Gp. Soit u un minimum global et v
un minimum local de f sur G. On considère une p-géodésique P entre u et v le long duquel f
est sans-pic. Soit w le prédécesseur de v sur P , alors f(w) ≤ max{f(u), f(v)} = f(v). Comme
v est un minimum local, f(w) = f(v) et on a donc bien f(u) = f(v) = f(w), ce qui conclut la
preuve du théorème.

Une fonction f est appelée une fonction p-losange si elle satisfait Loz(u, v) pour toute paire
de sommets u, v où d(u, v) ≥ p + 1. Une fonction f est une fonction localement-p-losange si f
satisfait Loz(u, v) pour toute paire de sommets u, v où p + 1 ≤ d(u, v) ≤ 2p. Comme Loz(u, v)
implique WP(u, v) (Lemme 6.1.5), on peut déduire du Théorème 6.1.9 le corollaire suivant :

Corollaire 6.1.11. Toute fonction p-losange ou localement-p-losange sur un graphe G est faiblement-
p-sans-pic.

Le corollaire suivant est une autre conséquence du Théorème 6.1.9 :

Corollaire 6.1.12. Tous les plateaux L⪯(f, α) d'une fonction localement-faiblement-p-sans-pic
sur un graphe G sont p-isométriques (et donc induisent des sous-graphes connexes dans Gp). En
particulier, argmin(f) est p-isométrique.
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Nous laissons ouverte la question suivante :

Question. Tous les plateaux des fonctions faiblement-p-sans-pic induisent-ils des sous-graphes
isométriques de Gp ?

La di�culté de cette question vient du fait que les p-géodésiques le long d'une fonction f
faiblement-p-sans-pic ne sont pas forcément des géodésiques (plus courts chemins) de Gp.

Nous continuons avec un théorème analogue au Théorème 6.1.9 pour les fonction faiblement-
p-convexes. Dans les grandes lignes, sa preuve est similaire à celle du Théorème 6.1.9 mais plus
technique.

Théorème 6.1.13. Pour toute fonction f sur un graphe G, les a�rmations suivantes sont
équivalentes :

(i) f est faiblement-p-convexes ;

(ii) f véri�e WC(u, v) pour toute paire de sommets u, v telle que d(u, v) ≥ p+ 1 ;

(iii) f est localement-faiblement-p-convexe.

Démonstration. Les implications (i) ⇒ (ii) et (ii) ⇒ (iii) sont triviales. Pour prouver (ii) ⇒ (i),
on dé�nit la fonction αuv = f(v)−f(u)

d(u,v) . On a alors αvu = −αuv, f(v) = f(u) + αuvd(u, v), et
f(u) = f(v)− αuvd(u, v). Pour tout sommet t ∈ I◦(u, v), on note guv(t) la di�érence entre f(t)
et f(u)+αuvd(u, t) = f(v)−αuvd(t, v). Avec ces notations, nous pouvons reformuler la propriété
WC(u, v) de la manière suivante : il existe w ∈ I◦(u, v) tel que guv(w) ≤ 0.

Le début de la preuve est analogue à la preuve du Théorème 6.1.9. La première di�érence est
que l'on prend un sommet w ∈ I◦(u, v) minimisant guv(w) au lieu de f(w). De manière analogue
au Théorème 6.1.9, on applique l'hypothèse d'induction pour trouver une p-géodésique P ′ entre
u et w et une p-géodésique P ′′ entre w et v tels que f est convexe le long de P ′ et de P ′′. On
a�rme que f est également convexe sur la concaténation P de P ′ et P ′′. Pour prouver cette
assertion il su�t de montrer que pour toute paire de sommets x, y de P avec x ∈ P ′ et y ∈ P ′′,
nous avons d(x, y)f(w) ≤ d(y, w)f(x) + d(x,w)f(y).

D'après le choix de w, chaque combinaison convexe de guv(x) et guv(y) est supérieure ou égale
à guv(w). Ainsi, d(y, w)guv(x) + d(x,w)guv(y) ≥ d(x, y)guv(w). Dans cette expression, on peut
remplacer guv(x) par f(x) − (f(u) + αuvd(u, x)), de même pour guv(y) et guv(w). On obtient
donc :

d(x, y)guv(w) ≤ d(w, y)guv(x) + d(x,w)guv(y),

d(x, y) [f(w)− (f(u) + αuvd(u,w))] ≤ d(w, y) [f(x)− (f(u) + αuvd(u, x))]

+ d(x,w) [f(y)− (f(u) + αuvd(u, y))] ,

d(x, y)f(w)− d(x, y)f(u)− d(x, y)d(u,w)αuv ≤ d(w, y)f(x) + d(x,w)f(y)− [d(x,w) + d(w, y)] f(u)

− [d(w, y)d(u, x) + d(x,w)d(u, y)]αuv.

Comme d(x, y) = d(x,w)+d(w, y), les termes ayant f(u) comme facteur s'annulent. On considère
maintenant les termes ayant αuv comme facteur. En remplaçant d(x, y) par d(x,w) + d(w, y),
d(u,w) par d(u, x)+d(x,w), et d(u, y) = d(u, x)+d(x,w)+d(w, y), on peut facilement véri�er que
d(x, y)d(u,w) = d(w, y)d(u, x)+d(x,w)d(u, y), et donc les termes ayant αuv comme facteur s'an-
nulent également. Par conséquent, nous obtenons que d(x, y)f(w) ≤ d(w, y)f(x) + d(x,w)f(y),
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ce qui montre que f est bien convexe le long de P . Ceci conclut la preuve de l'implication (ii) ⇒
(i).

La preuve de l'implication (iii) ⇒ (ii) est identique à celle de (iii)⇒(ii) du Théorème 6.1.9
où le Lemme 6.1.10 est remplacé par le lemme suivant :

Lemme 6.1.14. Soit f : V → R une fonction localement-faiblement-p-convexe sur G. Alors,
pour tout u, v ∈ V avec f(u) ≤ f(v) et d(u, v) > p, il existe w ∈ I◦(u, v)∩Bp(w) tel que guv ≤ 0.

Démonstration. La preuve est similaire à celle du Lemme 6.1.10 mais demande des calculs
supplémentaires. Tout comme dans le Lemme 6.1.10, nous procédons par l'absurde et suppo-
sons que u, v ∈ V sont deux sommets minimisant d(u, v) et tels que guv(x) > 0 pour tout
x ∈ I◦(u, v) ∩ Bp(v). On considère un sommet w de I◦(u, v) ∩ Bp(v) minimisant guv(w) (au
lieu de f(w)). Pour commencer, on suppose que f(u) = f(v). Alors αuv = 0 et par conséquent,
0 < guv(x) = f(x) − f(u) = f(x) − f(v) pour tout sommet x ∈ I◦(u, v) ∩ Bp(v). Par minima-
lité de d(u, v), il existe un sommet x′ ∈ I◦(u,w) ∩ Bp(w) tel que f(x′) ≤ f(u) + αuwd(u, x

′).
Ceci implique que (f(x′) − f(u))d(u, v) ≤ (f(v) − f(u))d(u, x′), ce qui est impossible car
f(x′)− f(u) ≥ f(w)− f(u) et d(u,w) > d(u, x′).

On suppose maintenant que f(u) < f(v). Comme guv(w) > 0, on a αuw > αuv. Par minimalité
de d(u, v), il existe un sommet x′ ∈ I◦(u,w) ∩ Bp(w) tel que f(x′) ≤ f(u) + αuwd(u, x

′). Les
inégalités qui suivent montrent que guv(x

′) < guv(w) :

guv(x
′) = f(x′)− (f(u) + αuvd(u, x

′))

≤ f(u) + αuwd(u, x
′)− (f(u) + αuvd(u, x

′)) = (αuw − αuv)d(u, x
′)

< (αuw − αuv)d(u,w) = (f(u) + αuwd(u,w))− (f(u) + αuvd(u,w))

= f(w)− (f(u) + αuvd(u,w)) = guv(w).

Tout comme dans la preuve du Lemme 6.1.10, on prend un sommet x minimisant la distance à
v dans I◦(u, v) tel que guv(x) < guv(w). Comme d(x′, v) ≤ 2p, d'après notre choix de x et de
w, p + 1 ≤ d(x, v) ≤ d(x′, v) ≤ 2p. Comme f est localement-faiblement-p-convexe, il existe un
sommet z ∈ I(x, v) tel que f(z) ≤ f(v)− αxvd(z, v). Comme αxv ≤ αzv, d'après le choix de z et
αzv ≤ αuv car guv(z) ≥ guv(w) > 0 d'après le choix de x, nous obtenons :

guv(z) = f(z)− (f(v)− αuvd(z, v))

= f(v)− αzvd(z, v)− (f(v)− αuvd(v, z)) = (αuv − αzv)d(z, v)

≤ (αuv − αzv)d(x, v) = (f(v)− αzvd(x, v))− (f(v)− αuvd(x, v))

≤ (f(v)− αxvd(x, v))− (f(v)− αuvd(x, v))

= f(x)− (f(v)− αuvd(x, v)) = guv(x) < guv(w).

L'inégalité guv(z) < guv(w) contredit le choix de w si z ∈ Bp(v) et le choix de x sinon. Cette
contradiction prouve le lemme.

Ceci établit les équivalences entre (i), (ii) et (iii) et conlut la preuve.

6.2 Graphes aux médians Gp-connexes

Dans cette section, on caractérise les graphesG = (V,E) tels que pour tout pro�l π, l'ensemble
médian Medπ(G) induit un sous-graphe connexe dans la pième puissance Gp de G, généralisant
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[14, Proposition 1] qui caractérise le cas p = 1. En utilisant ce résultat, on montre une méthode
pour reconnaitre les graphes aux médians Gp-connexes en temps polynomial pour tout p ≥ 1.
Nous montrons également que les produits cartésiens, les amalgames portés et les rétractions
(dé�nis plus bas) préservent la Gp-connexité.

6.2.1 Caractérisation des graphes aux médians Gp-connexes

Dans cette sous-section, nous caractérisons les graphes aux médiansGp-connexes, généralisant
ainsi la Proposition 6.1.6. Nous appellerons Medpπ,loc l'ensemble de tous les minimums locaux de
la fonction Fπ dans le graphe Gp, c'est à dire qu'un sommet x appartient à Medpπ,loc ssi pour tout
voisin y de x dans Gp (i.e., pour tout sommet y tel que dG(x, y) ≤ p), nous avons Fπ(x) ≤ Fπ(y).

Théorème 6.2.1. Pour un graphe G et p ≥ 1, les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Medpπ,loc = Medπ pour tout pro�l entier π ;

(2) Medpπ,loc = Medπ pour tout pro�l π ;

(3) Fπ est faiblement-p-convexe pour tout pro�l π ;

(4) Fπ est faiblement-p-sans-pic pour tout pro�l π ;

(5) tous les plateaux L⪯(Fπ, α) = {x : Fπ(x) ≤ α} of Fπ sont p-isométriques ;

(6) tous les ensembles médians Medπ sont p-isométriques ;

(7) tous les ensembles médians Medπ sont connexes dans Gp (i.e., sont p-connexes).

Démonstration. Nous commençons par le lemme suivant, qui peut être vu comme un analogue
de [14, Lemme 2] pour p = 1.

Lemme 6.2.2. Si la somme totale des distances Fπ n'est pas faiblement-p-convexe pour un pro�l
(respectivement un pro�l entier) π sur G, alors il existe un pro�l (respectivement un pro�l entier)
π+ et des sommets u, v à distance p+ 1 ≤ d(u, v) ≤ 2p tels que Medπ+ = {u, v}.

Démonstration. Si Fπ n'est pas faiblement-p-convexe, alors d'après le Théorème 6.1.13, Fπ n'est
pas localement-faiblement p-convexe. Ainsi, il existe deux sommets u, v à distance p + 1 ≤
d(u, v) ≤ 2p tels que pour tout sommet w ∈ I◦(u, v), nous avons Fπ(w) > Fπ(u) + αuvd(u,w).
On suppose sans perte de généralité que Fπ(v) ≥ Fπ(u). Soient k := d(u, v), ϵ := Fπ(v)−Fπ(u),
et µ := kFπ(v) + 1. Trivialement, si π est un pro�l entier, ϵ est un entier non négatif et µ est un
entier positif. On dé�nit un pro�l (respectivement un pro�l entier) π+ par :

π+(x) =


kπ(u) + µ si x = u,

kπ(v) + µ+ ϵ si x = v,

kπ(x) sinon.

Alors, pour tout sommet x, nous avons :

Fπ+(x) = kFπ(x) + (d(u, x) + d(v, x))µ+ d(v, x)ϵ.
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Par conséquent,

Fπ+(u) = kFπ(u) + kµ+ kϵ = k(Fπ(u) + ϵ) + kµ = kFπ(v) + kµ = Fπ+(v).

Pour tout sommet x /∈ I(u, v), d(u, x) + d(v, x) ≥ k + 1 et comme µ > kFπ(v), we have

Fπ+(x) ≥ (k + 1)µ > kµ+ kFπ(v) = Fπ+(v).

Pour tout sommet w ∈ I◦(u, v), nous avons d(u,w) + d(v, w) = k, et donc

Fπ+(w) = kFπ(w) + kµ+ ϵd(w, v).

Comme Fπ n'est pas faiblement-p-convexe, Fπ(w) > Fπ(v)− ϵ
kd(v, w),

Fπ+(w) = kFπ(w) + kµ+ d(v, w)ϵ > k(Fπ(v)−
ϵ

k
d(v, w)) + kµ+ ϵd(v, w) = Fπ+(v).

Ainsi, les seuls sommets minimisant Fπ+ sont u et v et donc Medπ+ = {u, v}, ce qui conclut
la preuve.

Les implications (3) ⇒ (4) ⇒ (5) ⇒ (6) ⇒ (7) sont triviales.

L'implication (3)⇒ (2) découle du fait que les fonctions faiblement-p-convexes sont faiblement-
p-sans-pic et que les fonction faiblement-p-sans-pic sont unimodales dans Gp (Théorème 6.1.9),
ainsi l'ensemble Medpπ,loc des minimums locaux de Fπ sur Gp coïncident avec l'ensemble des
minimums globaux de Fπ, et donc Medπ = Medpπ,loc.

L'implication (7) ⇒ (3) découle du Lemme 6.2.2.

On prouve que (2) ⇒ (3). On suppose par l'absurde qu'il existe une fonction Fπ qui n'est
pas faiblement-p-convexe. D'après le Lemme 6.2.2, il existe un pro�l π+ et deux sommets u, v
à) distance p + 1 ≤ d(u, v) ≤ 2p tels que Med(π+) = {u, v}, i.e., tels que Fπ+(x) ≥ Fπ+(u) +
1 = Fπ+(v) + 1 pour tout x /∈ {u, v}. Soit k = d(u, v), on considère le pro�l π′ dé�ni par
π′(u) = kπ+(u) + 1 et π′(x) = kπ+(x) pour tout x ̸= u. On observe que Fπ′(u) = kFπ+(u) <
kFπ+(u) + k = kFπ+(v) + k = Fπ′(v). On observe également que pour tout x /∈ {u, v}, Fπ′(x) =
kFπ+(x) + d(x, u) ≥ k(Fπ+(v) + 1) + 1 = Fπ′(v) + 1. Ainsi, u et v sont des minimums locaux de
Fπ′ dans Gp, mais v /∈ Medπ′ .

Ceci établit l'équivalence entre les conditions (2) et (7). Avec la même preuve, mais en ap-
pliquant le Lemme 6.2.2 avec des pro�ls entiers, on conclut que la condition (1) est équivalente
à chacune des conditions (3) à (7) pour tous les pro�ls.

L'implication (2)⇒(1) est triviale.

Pour montrer (1)⇒(5) pour tous les pro�ls, on suppose par l'absurde que, pour un pro�l π, et
un α > 0, le plateau L⪯(Fπ, α) n'est pas p-isométrique. Ceci implique qu'il existe deux sommets
u, v avec d(u, v) > p tels que Fπ(u) ≤ α, Fπ(v) ≤ α, et Fπ(x) > α pour tout x ∈ I◦(u, v).
Pour tout entier n > 0, soit πn le pro�l tel πn(w) = n · π(w) pour tout w ∈ supp(π). Comme
Fπn(z) = n · Fπ(z) pour tout sommet z de G, on conclut que Fπn(u) ≤ nα, Fπn(v) ≤ nα, et
Fπn(x) > nα pour tout x ∈ I◦(u, v).

Comme supp(π) est �ni et que pour toute paire de sommets w ∈ supp(π) et x ∈ I(u, v), la
distance d(x,w) est bornée par max{d(u,w), d(v, w)}+ d(u, v), dans I(u, v) la somme totale des
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distances ne peut prendre qu'un nombre �ni de valeurs di�érentes. Soit ∆ la valeur maximale de
cette liste de valeurs. On peut alors trouver un entier n∗ > 0 tel que le pro�l π∗ = πn∗ est tel que
si y, z ∈ I(u, v) et Fπ(y) > Fπ(z), alors Fπ∗(y) > Fπ∗(z) + ∆. Soit π′ le pro�l entier obtenu en
arrondissant π∗, i.e., π′(w) = ⌊π∗(w)⌋ pour tout w ∈ supp(π∗) = supp(π). Ainsi, π′(w)d(z, w) ≥
(π∗(w) − 1)d(z, w) pour tout w ∈ supp(π′) = supp(π∗) et z ∈ V . En faisant la somme sur tous
les sommets de supp(π′), on conclut que Fπ′(z) ≥ Fπ∗(z)−∆. Ainsi, si pour y, z ∈ I(u, v) on a
Fπ(y) > Fπ(z), alors Fπ∗(y) > Fπ∗(z) + ∆, et, par conséquent, Fπ′(y) > Fπ′(z). En appliquant
ces inégalités aux paires {u, x} et {x, v} avec z ∈ I(u, v), on conclut que Fπ′(x) > Fπ′(u) et
Fπ′(x) > Fπ′(v) pour tout x ∈ I◦(u, v). En �xant α′ = max{Fπ′(u), Fπ′(v)}, on conclut que le
plateau L⪯(Fπ′ , α′) n'est pas p-isométrique, ce qui contredit le fait que π′ est un pro�l entier et
donc (1) ⇒ (5) pour les pro�ls entiers.

Il est montré dans l'article [14, Proposition 2 ] que G est un graphe aux médians p-connexes
(p = 1) ssi WC(u, v) est vrai pour toute paire de sommets u, v à distance 2 et pour tout pro�l
π dont le support est inclus dans J(u, v), Medπ = Medpπ,loc. Nous étendons ce résultat pour p
quelconque.

Proposition 6.2.3. Un graphe G est un graphe aux médians Gp-connexes ssi pour toute paire
de sommets u, v telle que p + 1 ≤ d(u, v) ≤ 2p et toute fonction de poids π dont le support
supp(π) est inclus dans J(u, v), la somme totale des distances Fπ satisfait la condition WP(u, v)
(respectivement WC(u, v)).

Démonstration. La nécessité découle immédiatement du Théorème 6.2.1. Pour prouver que la
condition est su�sante, au regard du Théorème 6.2.1, on suppose qu'il existe une fonction de
poids π dont le support est �ni et tel que la somme totale des distances Fπ n'est pas faiblement-
p-sans-pic (ou n'est pas faiblement-p-convexe). D'après les Lemmes 6.1.10 et 6.1.14, il existe
deux sommets u, v avec p+1 ≤ d(u, v) ≤ 2p tels que WP(u, v) (respectivement, WC(u, v)) n'est
pas véri�ée, i.e., pour tout w ∈ I◦(u, v), Fπ(w) ≥ max{Fπ(u), Fπ(v)} et l'égalité est atteinte
seulement si Fπ(u) ̸= Fπ(v). On suppose que parmi tous les pro�ls pour lesquels WP(u, v)
(respectivement WC(u, v)) n'est pas véri�é, π est un pro�l minimisant | supp(π) \ J(u, v)|. Si
supp(π) ⊆ J(u, v), les conditions de la proposition sont respectées, on suppose donc qu'il existe
un sommet x ∈ supp(π) \ J(u, v). Soit un sommet x′ ∈ I(u, x) ∩ I(v, x) à distance maximale de
x. On dé�nit le pro�l π′ suivant :

π′(y) =


0 si y = x

π(x) + π(x′) si y = x′

π(y) sinon.

Comme x′ ∈ I(u, x) ∩ I(v, x), on obtient que Fπ′(u) = Fπ(u) + π(x)(d(u, x′) − d(u, x)) =
Fπ(u)− π(x)d(x, x′) et similairement Fπ′(v) = Fπ(v)− π(x)d(x, x′). De manière analogue, pour
tout w ∈ I◦(u, v), on a Fπ(w)−Fπ′(w) = (d(w, x)− d(w, x′))π(x), et d'après l'inégalité triangu-
laire Fπ′(w) ≥ Fπ(w) − d(x, x′)π(x). Par conséquent Fπ′ ne respecte pas non plus la condition
WP(u, v). Comme | supp(π′) \ J(u, v)| < | supp(π) \ J(u, v)|, on a une contradiction avec le
choix de π. Nous montrons à présent que Fπ′ ne respecte pas non plus la condition de convexité
WC(u, v). En e�et,

d(v, w)Fπ′(u) + d(u,w)Fπ′(v) = d(v, w)(Fπ(u)− π(x)d(x, x′)) + d(u,w)(Fπ(v)− π(x)d(x, x′))

= d(v, w)Fπ(u) + d(u,w)Fπ(v)− d(x, x′)π(x)(d(v, w) + d(u,w))

= d(v, w)Fπ(u) + d(u,w)Fπ(v)− d(x, x′)π(x)d(u, v).
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u v

z

x y≤ 2p

≤ 2p ≤ 2p
B2p(I(u, v))

I(u, v)

I(u, z) I(v, z)I(v, z)

Figure 6.9 � Illustration de la preuve du Lemme 6.2.4

Comme d(u, v)Fπ′(w) = d(u, v)Fπ(w) + d(u, v)π(x)(d(x′, w) − d(x,w)) et π ne respecte pas
WC(u, v), pour montrer que Fπ′ ne respecte pas non plus WC(u, v), il su�t de prouver que
d(x′, w)− d(x,w) ≥ −d(x, x′), ce qui est vrai d'après l'inégalité triangulaire.

Lorsque p = 1, la Proposition 6.2.3 peut être vue comme une caractérisation de type local
vers global, étant donné que pour toute paire de sommets à distance 2, J(u, v) est inclus dans
le 2-voisinage de l'intervalle I(u, v). Ceci est une conséquence du fait que les triangles métriques
des graphes aux médians connexes sont équilatéraux [14, Remarque 2]. Sous la condition que G
est un graphe aux triangles métriques équilatéraux, la Proposition 6.2.3 peut être vue comme
une caractérisation de type local vers global des graphes aux médians Gp-connexes, d'après
l'observation suivante :

Lemme 6.2.4. Si G = (V,E) est un graphe aux triangles métriques équilatéraux, alors pour tout
p ≥ 1 et u, v ∈ V avec p+ 1 ≤ d(u, v) ≤ 2p, J(u, v) ⊆ B2p(I(u, v)).

Démonstration. Soit z ∈ J(u, v) et soit le sommet x de I(u, z) ∩ I(u, v) le plus loin de u, et soit
le sommet y de I(v, x) ∩ I(v, z) le plus loin de v. Alors, on peut facilement véri�er que (xyz)
est un triangle métrique et un quasi-médian du triplet u, v, z. Comme x et y appartiennent à
un même (u, v)-geodesique, d(x, y) ≤ 2p. Comme (xyz) est un triangle métrique équilatéral,
d(z, x) = d(z, y) = d(x, y) ≤ 2p, ainsi z ∈ B2p(I(u, v)) (cf Figure 6.9).

Pour un graphe G, on appellera p(G) le plus petit entier p tel que G est un graphe aux
médians Gp-connexes (p(G) =∞ si un tel entier n'existe pas). Nous concluons cette sous-section
en montrant que pour tout entier m ≥ 1, il existe un graphe Gm tel que p(Gm) ≥ m.

Proposition 6.2.5. Soit un cycle Cn de taille n = 2k +m, où k ≥ 2 et 2 ≤ m ≤ 2k − 1. Alors
p(Cn) ≥ m.

Démonstration. Soient deux sommets u, v de Cn à distance m et soit le sommet x de Cn à
distance k de u et v. Soit α > k. On dé�nit le pro�l π de la manière suivante : on �xe π(u) = α,
π(v) = α, π(x) = 1, et π(y) = 0 pour tout y /∈ {u, v, x}. Alors Fπ(u) = Fπ(v) = mα + k. On
a�rme que Fπ(z) > Fπ(v) = Fπ(u) pour tout sommet z /∈ {u, v}, établissant ainsi que l'ensemble
médian Med(π) = {u, v} induit un sous-graphe non-connexe de Cm−1

n .

On suppose sans perte de généralité que d(u, z) ≤ d(v, z) et soit d(u, z) = i ≥ 1. On suppose
pour commencer que z ∈ I◦(u, v) (comme m < 2k, I(u, v) est le chemin de Cn ne passant pas
par x). Alors u ∈ I(z, x) et Fπ(z) = iα+ (m− i)α+ k + i = mα+ k + i > mα+ k = Fπ(v). On
suppose maintenant que z ∈ I(u, x)\{u} et que u ∈ I(z, v) (i.e., d(z, v) = m+ i ≤ 2k− i). Alors,
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Fπ(z) = iα+(m+i)α+k−i = mα+k+i(2α−1) > mα+k = Fπ(v) comme i ≥ 1 et α > k. Pour
conclure, on suppose que u ∈ I(u, x)\{u} et que x ∈ I(z, v) (i.e., d(z, v) = 2k−i ≤ m+i). Ainsi,
Fπ(z) = iα+ (2k − i)α+ k − i ≥ 2kα. Comme 2k ≥ m+ 1 et α > k, nous avons (2k −m)α > k
et donc Fπ(z) ≥ 2kα > mα+ k = Fπ(v).

6.2.2 Reconnaissance des graphes aux médians Gp-connexes

Au regard des Théorèmes 6.1.13 et 6.2.1, l'ensemble médian d'un graphe est Gp-connexe ssi
pour chaque paire de sommets u, v tels que p + 1 ≤ d(u, v) ≤ 2p, il n'existe pas de fonction de
poids π véri�ant le système d'inégalités suivant :

Duvπ < 0 et π ≥ 0 avec la matrice
Duv = (d(v, w)d(u, x) + d(u,w)d(v, x)− d(u, v)d(w, x))w∈I◦(u,v),x∈V .

Comme les problèmes de programmation linéaire peuvent être résolus en temps polynomial, on
obtient le corollaire suivant, qui étend [14, Corollaire 1] :

Corollaire 6.2.6. Le problème consistant à décider si un graphe G a des médians Gp-connexes
est résoluble en temps polynomial, tout comme calculer p(G).

Dans le cas de graphes aux triangle métrique équilatéraux, d'après le Lemme 6.2.4 et la
Proposition 6.2.3, la matrice Duv peut être dé�nie localement : au lieu de considérer tous les
sommets x ∈ V , il su�t de considérer seulement les sommets x ∈ J(u, v) ⊆ B2p(I(u, v)).

6.2.3 Produits cartésiens, amalgames portés et rétractés

On rappelle qu'un produit cartésien G = G1□G2□ . . .□Gk est un graphe dont les sommets
sont tous les k-uplets (v1, v2, . . . , vk) avec vi ∈ V (Gi) pour tous 1 ≤ i ≤ k et deux sommets
(u1, u2, . . . , uk) et (v1, v2, . . . , vk) de V (G) sont adjacents dans G ssi il existe un indice 1 ≤ i ≤ k
tel que ui ∼ vi dans Gi et uj = vj pour tout j ̸= i (cf Figure 6.10).

Dé�nition 6.2.1. Un graphe G est un amalgame porté de deux graphes G1 et G2 si G1 et G2

sont isomorphes à deux sous-graphes portés de G s'intersectant et tels que G1 ∪ G2 = G (cf
Figure 6.11).

Dé�nition 6.2.2. Une rétraction f d'un graphe G vers un sous-graphe H est une application de
V (G) vers V (H) telle que si u, v ∈ V (G) sont adjacents dans G, alors f(u), f(v) sont adjacents
dans H et f(w) = w pour tous sommets de H. On dit alors que H est un rétracté de G (cf
Figure 6.12).

L'objectif de cette sous-section est de montrer le résultat suivant :

Proposition 6.2.7. Pour tout entier p ≥ 1, les produits cartésiens, amalgamations portées et
rétractions préservent la Gp-connexité.

Démonstration. Dans cette preuve, étant donné un pro�l π sur un graphe G, on appelle la somme
totale des distances Fπ par FG,π et l'ensemble médian Medπ(G). Pour tout sous-graphe H de G,
on �xe π(H) =

∑
v∈V (H) π(v).
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u = (u1, u2)

v = (v1, v2)w = (u1, v2)

Figure 6.10 � Illustration de la première partie de la preuve de la Proposition 6.2.7, les ensembles
médians sont indiqués en rouge et les poids non nuls en bleu

Produits cartésiens. Pour montrer la première a�rmation, il su�t de montrer que le produit
cartésien G = G1□G2 de deux graphes G1 et G2 aux médians Gp-connexe est également un
graphe aux médians connexes dans Gp. Soit un pro�l π de G. Pour tout sommet v1 de G1, on
�xe π1(v1) la somme de tous les π(v) tels que v = (v1, v2) avec v2 un sommet de G2. On dé�nit le
pro�l π2 sur les sommets de G2 de manière analogue. Comme dG(u, v) = dG1(u1, v1)+dG2(u2, v2)
si u = (u1, u2) et v = (v1, v2), nous concluons que FG,π(v) = FG1,π1(v1) + FG2,π2(v2) pour tout
sommet v = (v1, v2) de G. Par conséquent Medπ(G) = Medπ1(G1)□Medπ2(G2).

On montre que Medπ(G) est connexe dans Gp = (G1□G2)
p. Soient deux sommets u =

(u1, u2), v = (v1, v2) de Medπ(G) à distance au moins p + 1 dans G. On suppose pour com-
mencer que u1 ̸= v1 et u2 ̸= v2. Alors w = (u1, v2) ∈ I◦(u, v) et comme u1 ∈ Medπ1(G1)
et v2 ∈ Medπ2(G2), w = (u1, v2) ∈ Medπ1(G1)□Medπ2(G2) = Medπ(G). On suppose main-
tenant que u2 = v2 (le cas u1 = v1 est similaire). Comme dG(u, v) ≥ p + 1, nous avons
dG1(u1, v1) ≥ p + 1 et comme Medπ1(G1) est Gp-connexe, il existe w1 ∈ I◦(u, v) ∩MedG1(π1).
Alors, w = (w1, u2) ∈ I◦(u, v) et w = (w1, u2) ∈ MedG1(π1)□MedG2(π2) = MedG(π) (cf Figure
6.10). Ce qui conclut la preuve pour les produits cartésiens.

Amalgames portés. Soit un amalgame porté G de deux graphes G1 et G2 aux médians Gp-
connexes et soit un pro�l π de G. Pour tout sommet v de G1 (respectivement, de G2) on note v′

sa porte dans G2 (respectivement, dans G1). On rappelle que v′ est l'unique sommet de G2 tel
que v′ ∈ I(v, x) pour tout sommet x de G2.

A�rmation 6.2.8. Pour tout sommet v de G2\G1, FG,π(v)−FG,π(v
′) ≥ π(G1)−π(G2\G1). Par

conséquent, si π(G1) > π(G2), alors Medπ(G) ⊆ V (G1) et si π(G1) = π(G2) et v ∈ Medπ(G),
alors v′ ∈ Medπ(G).

Démonstration. Le pro�l π est l'union disjointe des pro�ls π′ et π′′, où π′ coïncide avec π surG1 et
est nul sinon et π′′ coïncide avec π surG2\G1 et est nul sinon. Alors FG,π(u) = FG,π′(u)+FG,π′′(u)
pour tout u de G. On prend maintenant un sommet v de G2 \ G1. Comme v′ est la porte de v
dans G1, pour tout x1 ∈ G1, dG(v, x1) = dG(v, v

′) + dG(v
′, x1), ainsi

FG,π′(v)− FG,π′(v′) = π′(G1)d(v, v
′) = π(G1)d(v, v

′).
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Figure 6.11 � Illustration de la seconde partie de la preuve de la Proposition 6.2.7, l'ensemble
médian est indiqué en rouge et les poids non nuls en bleu

D'après l'inégalité triangulaire, pour tout x2 ∈ G2 \G1, d(v, x2)− d(v′, x2) ≥ −d(v, v′), donc

FG,π′′(v)− FG,π′′(v′) ≥ −π′′(G2 \G1)d(v, v
′) = −π(G2 \G1)d(v, v

′).

Comme FG,π(v) = FG,π′(v)+FG,π′′(v) et FG,π(v
′) = FG,π′(v′)+FG,π′′(v′), nous avons FG,π(v)−

FG,π(v
′) ≥ (π(G1) − π(G2 \ G1))d(v, v

′). Si π(G1) > π(G2), alors FG,π(v) > FG,π(v′), et donc
v /∈ MedG(π). Par conséquent, Medπ(G) ⊆ V (G1). Si π(G1) = π(G2), alors FG,π(v′) ≤ FG,π(v).
Ainsi, si v ∈ Medπ(G), alors v′ ∈ Medπ(G).

Pour chaque sommet u deG1, soit P (u) = {x ∈ V (G) : u = x′ où x′ est la porte de x dans G1}
la �bre de u. Comme G1 est porté et que les portes sont uniques, les �bres P (u), u ∈ V (G1)
dé�nissent une partition de l'ensemble de sommets de G. Pour chaque sommet u de G1, soit
π1(u) =

∑
v∈P (u) π(v). Comme P (u) = {u} si u ∈ V (G1) \ V (G2), dans ce cas π1(u) = π(u).

A�rmation 6.2.9. Si π(G1) ≥ π(G2), alors Medπ(G) ∩ V (G1) = Medπ1(G1).

Démonstration. Soit K =
∑

x∈V (G2)
d(x, x′)π(x), où x′ est la porte de x dans G1. On montre

que pour tout sommet v de G1, l'égalité suivante est vraie : FG,π(v) = FG1,π1(v) + K. En
e�et, on prend un sommet x du pro�l π. Si x ∈ V (G1) \ V (G2), alors π1(x) = π(x) et donc
π(x)d(v, x) = π1(x)d(v, x). On suppose maintenant que x ∈ V (G2). Alors x appartient à la �bre
P (x′). Ainsi, le sommet x contribue de π(x) au poids π1(x′) de x′ et de π(x)d(x′, v) à FG1,π1(v).
Et x contribue de π(x)d(x, v) à FG,π(v). Comme d(x, v) = d(x, x′) + d(x′, v), la di�érence des
deux contributions est égale à π(x)d(x, x′). En additionnant sur tous les x ∈ V (G2), on obtient
que la di�érence totale FG,π(v) − FG,π1(v) est égale à K. Par conséquent, tout sommet de G1

minimisant FG,π minimise également FG1,π1 . D'après l'A�rmation 6.2.8, Medπ(G)∩V (G1) n'est
pas vide, et donc Medπ(G) ∩ V (G1) = Medπ1(G1).

On considère maintenant deux sommets u, v de Medπ(G) à distance au moins p + 1. On
montre qu'il existe un sommet w appartenant à I◦(u, v) ∩Medπ(G). On suppose d'abord que u
et v appartiennent au même graphe G1 ou G2. Si u et v appartiennent tous les deux à l'intersec-
tion entre G1 et G2, nous supposons que π(G1) ≥ π(G2). Sinon, nous pouvons supposer que u, v
appartienent à G1 et que u n'appartient pas à G2. Comme u, v ∈ Medπ(G) et u n'appartient pas
à G2, nous pouvons déduire de l'A�rmation 6.2.8 que π(G1) ≥ π(G2). Dans les deux cas, nous
pouvons déduire de l'A�rmation 6.2.8 que Medπ(G)∩V (G1) = Medπ1(G1). Comme Medπ1(G1)
est Gp-connexe, il existe un sommet w ∈ I◦(u, v) ∩Medπ1(G1) appartenant à Medπ(G) d'après
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Figure 6.12 � Illustration de la troisième partie de la preuve de la Proposition 6.2.7, l'ensemble
médian est indiqué en rouge et les poids non nuls en bleu

l'A�rmation 6.2.9. On suppose maintenant que u appartient à G1 \ G2 et que v appartient à
G2 \ G1. D'après l'A�rmation 6.2.8, π(G1) = π(G2) et la porte u′ de u dans G2 et la porte v′

de v dans G1 appartiennet toutes les deux à Medπ(G). Comme u′ et v′ appartiennent tous les
deux à G1 ∩ G2 et à I(u, v), nécessairement u′, v′ ∈ I◦(u, v), ce qui conclut la preuve pour les
amalgames portés.

Rétractés. On suppose qu'un graphe G est le rétracté d'un graphe G′ aux médians Gp-connexes.
Soit V (G) ⊆ V (G′) et soit r : V (G′) → V (G) la rétraction. Alors r est idempotent (i.e.,
r(u) = u pour tout u ∈ V (G)) et non-expansif (i.e., dG′(r(u), r(v)) ≤ dG(u, v) pour toute
paire de sommets u, v de G′). Soit un pro�l π au support �ni sur V (G), on prend deux sommets
u, v ∈ Medπ(G) avec dG(u, v) ≥ p + 1. Comme r est non-expansif, pour tout sommet x de G′

nous avons FG,π(r(x)) ≤ FG′,π(x). Comme r est idempotent et le support de π est contenu dans
G, pour tout sommet x de G nous avons FG,π(r(x)) = FG′,π(x). Par conséquent, Medπ(G) ⊆
Medπ(G

′). Comme G′ aux médians Gp-connexes et G est un sous-graphe isométrique de G,
il existe un sommet w ∈ I◦G′(u, v) ∩Medπ(G

′). Comme FG,π(r(w)) ≤ FG′,π(w), nous pouvons
conclure que r(w) ∈ Medπ(G). Comme w ∈ I◦G′(u, v) et r(u) = u, r(v) = v, nous obtenons que
r(w) ∈ I◦G(u, v), par conséquent r(w) ∈ Medπ(G) ∩ I◦(u, v) dans G.

Corollaire 6.2.10. Si un graphe �ni G peut être obtenu à partir des graphes G1, . . . , Gm via
produits cartésiens et amalgamations portées alors p(G) = max{p(Gi) : i = 1, . . . , n}.

Démonstration. L'inégalité p(G) ≤ max{p(Gi) : i = 1, . . . , n} découle directement de la Pro-
position 6.2.7, on montre donc l'inégalité réciproque : p(G) ≥ max{p(Gi) : i = 1, . . . , n}.
On observe que G contient une copie de tout Gi comme sous-graphe porté. En e�et, tout Gi

apparait dans G soit comme sous-graphe porté, soit comme un facteur du produit cartésien
H = Gj1□Gj2□ . . .□Gjk , disons Gi = Gj1 . Alors H est un sous-graphe porté de G. De plus,
tout sous-graphe H de la forme Gi□{vj2}□ . . .□{vjk}, où vjℓ est un sommet du facteur Gjℓ ,
est un sous-graphe porté de H isomorphe à Gi. Par conséquent, tout Gi apparait en tant que
sous-graphe porté de G, que nous appelons également Gi. Soit p = p(Gi) et soit une fonction de
poids π sur Gi telle que l'ensemble médian Medπ(Gi) est Gp-connexe mais pas Gp−1-connexe.
Soit une fonction de poids π′ sur G dé�nie de la façon suivante : π′(v) = π(v) si v est un sommet
de Gi et π′(v) = 0 sinon. Comme Gi est un sous-graphe porté de G, d'après la dé�nition de π′

nous pouvons conclure que MedG(π
′) = MedGi(π). Par conséquent, MedG(π

′) est Gp-connexe
mais pas Gp−1-connexe, et ainsi p(G) ≥ p = p(Gi).
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6.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons caractérisé les graphes G aux médians Gp-connexes. Nous avons
prouvé que ce sont les graphes dans lesquelles les sommes totales des distances sont faiblement
p-sans-pic et faiblement-p-convexes (ces fonctions sont unimodales dans Gp).

L'article [14] a montré que les plateaux des fonctions faiblement 1-sans-pic induisent des
sous-graphes isométriques de G, nous pouvons donc nous demander si les plateaux des fonctions
faiblement p-sans-pic induisent des sous-graphes isométriques de Gp.

Dans la théorie de la convexité discrète [68, 92], les fonctions sous-modulaires sur des cubes
booléens, les fonction L#-convexes et N -convexes sur Zd, les produits d'arbres, et les graphes
médians sont étudiés. Les fonctions losanges introduites dans [14] et utilisées dans la plupart de
nos preuves peuvent être vues comme une généralisation de ces fonctions discrètes convexes aux
graphes quelconques.
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Chapitre 7

Classes de graphes aux médians G2- et
Gp-connexes

Dans ce chapitre, nous utilisons les résultats du chapitre précédent pour montrer que les
graphes pontés, faiblement pontés (et donc les graphes triangulés), les graphes aux boules
convexes, les graphes bucoliques et hypercellulaires, les graphes de Helly bipartis et les sys-
tèmes de benzénoïdes sont des graphes G2-connexes. Nous étendons également le résultat de [14]
montrant que les ensembles médians des graphes de bases de matroïdes sont connexes dans plu-
sieurs directions, montrant que les graphes de bases des ∆-matroïdes pairs sont des graphes aux
médians connexes et en caractérisant les sous-graphes isométriques des graphes de Johnson et
des demi-cubes dont l'ensemble médian est connexe. Les résultats de ce Chapitre sont présentés
dans l'article [27].

On donne en Figure 7.1 un diagramme d'inclusion des classes de graphes apparaissant dans
ce chapitre (à l'exception des systèmes de benzénoïdes qui ne sont inclus dans aucune des classes
de graphes présentés dans ce diagramme). Les classes de graphes aux médians connexes ou G2-
connexes sont représentées en bleu.

7.1 Résultats auxiliaires

Dans cette sous-section, nous présentons des conditions su�santes pour que les ensembles
médians d'un graphe G soit Gp-connexe. Dans les sous-sections suivantes, nous restreignons
d'abord ces conditions au cas des graphes faiblement modulaires et modulaires, puis utiliserons
ces résultats pour montrer que les graphes pontés, faiblement pontés, les graphes aux boules
convexes et les graphes de Helly bipartis sont des graphes aux médians G2-connexes.

Pour un 3-intervalle I(u, v), nous considérons la condition suivante :

(a) Il existe x, y ∈ I◦(u, v), x ∼ u et y ∼ v, tels que x est adjacent à tous les z ∈
I(u, v) ∩N(v), z ̸= y et y est adjacent à tous les z′ ∈ I(u, v) ∩N(u), z′ ̸= x.

Pour un 4-intervalle I(u, v) d'un graphe G, on considère les conditions suivantes :

(b) Il existe x, y ∈ I◦(u, v) avec d(u, x) = d(u, y) = 2 tels que x est adjacent à tous les
sommets z ∈ I(u, v) ∩N(u) et y est adjacent à tous les sommets z ∈ I(u, v) ∩N(v) ;
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Graphes maillés

Semi-cubes partiels aux médians connexes Graphes faiblement modulaires Graphes aux boules convexes

Graphes de base des

∆-matroïdes paires

Graphes maillés des

graphes de Johnson partiels
Graphes faiblement médians Graphes bucoliques

Graphes de base des matroïdes Graphes faiblement pontés

Graphes médians

Graphes

modulaires

Graphes pseudo-modulaires

Graphes pontés

Graphes de Helly

Graphes de Helly

bipartis

Graphes triangulés

Figure 7.1 � Un diagramme d'inclusion des classes de graphes étudiées dans ce chapitre. Les
classes de graphes aux médians connexes et G2-connexes sont données en bleu

(c) Il existe x, y ∈ I◦(u, v), x ∼ u et y ∼ v, tels que x et y sont adjacents à tous les
z ∈ I◦(u, v) avec d(u, z) = d(v, z) = 2 ;

Dans la condition (a), les sommets x et y peuvent être adjacents ou non. Pour la condition
(b), les sommets x et y peuvent coïncider et être adjacents ou non, pour les graphes bipartis
cependant ils ne peuvent pas être adjacents.

Lemme 7.1.1. Soit un 3- ou 4-intervalle I(u, v) d'un graphe G. Si I(u, v) satisfait une des trois
conditions (a), (b) ou (c), alors pour toute fonction de poids π dont le support est inclus dans
I(u, v), la somme totale des distances satisfait Loz(u, v).

Démonstration. Pour montrer Loz(u, v), nous commençons par prouver que pour tout sommet
z ∈ I(u, v) nous avons d(x, z)+d(y, z) ≤ d(u, z)+d(v, z), avec x et y les sommets dé�nis dans les
conditions (a), (b) ou (c). Une illustration de la preuve est proposée en Figure 7.2. On suppose
d'abord que d(u, v) = 3. Alors, comme z appartient à I(u, v), d(u, z) + d(v, z) = 3. Si z coïncide
avec u ou v, alors trivialement d(x, z) + d(y, z) = 3. On suppose donc sans perte de généralité
que z ∈ I(u, v) ∩N(u). Si z = x, alors à nouveau d(x, z) + d(y, z) ≤ 3 car d(y, u) = 2 et u ∼ x.
Si z ̸= x, alors z ∼ y et d(x, z) ≤ 2 étant donné que u est adjacent à x et à z. Ainsi, dans ce cas
nous obtenons à nouveau d(x, z) + d(y, z) ≤ 3.

On suppose à présent que d(u, v) = 4, alors d(u, z) + d(v, z) = 4. On a d(x, z) + d(y, z) =
4 = d(u, z) + d(v, z) si z ∈ {u, v}. On suppose pour commencer que z est à distance 2 de u
et de v. Si I(u, v) véri�e la condition (b), alors d(x, z) ≤ 2 et d(y, z) ≤ 2 car x est adjacent à
tous les voisins communs à z et u, et y est adjacent à tous les voisins communs à z et v. Donc
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Figure 7.2 � Illustration des conditions (a), (b) et (c)

d(x, z) + d(y, z) ≤ 4 = d(u, z) + d(v, z) dans ce cas. Si I(u, v) véri�e la condition (c), alors x ∼ z
et y ∼ z et donc d(x, z) + d(y, z) ≤ 2.

On suppose maintenant que z est adjacent à u ou à v. Si I(u, v) véri�e la condition (b), alors
d(x, z) + d(y, z) ≤ 4 car z est adjacent à un des sommets x, y est à distance au plus 3 de l'autre.
Si I(u, v) véri�e la condition (c), alors d(x, z) ≤ 2, et d(y, z) ≤ 2 car x et y sont adjacents à tous
les voisins de z à distance 2 de u et v.

Pour �nir, soit une fonction de poids π telle que supp(π) ⊆ I(u, v). En appliquant les condi-
tions (a), (b) ou (c) à chaque sommet v de π et en additionnant les inégalités d(x, z) + d(y, z) ≤
d(u, z)+d(v, z) multipliées par π(z), nous pouvons conclure que Fπ(x)+Fπ(y) ≤ Fπ(u)+Fπ(v),
montrant Loz(u, v).

La condition suivante apparaît dans la caractérisation des graphes aux boules convexes des
articles [40] et [106] :

(INC) Condition du voisinage d'intervalle : Pour toute paire de sommets non adjacents
u, v, l'ensemble des voisins de u dans I(u, v) induit un sous-graphe complet.

Un triangle métrique équilatéral de taille k v1v2v3 est fortement équilatéral si d(v1, x) = k
pour tout x ∈ I(v2, v3). Pour toute paire de sommets non adjacents u, v d'un graphe G, on note
S(u, v) l'ensemble de tous les sommets z de G tels que le quasi-médian du triplet z, u, v est un
triangle métrique fortement équilatéral.

Lemme 7.1.2. Soit un graphe G véri�ant la condition (INC). Soit I(u, v), un 3-intervalle de G
véri�ant la condition (a) ou un 4-intervalle véri�ant une des conditions (b), (c) avec les sommets
x, y ∈ I◦(u, v). Alors pour tout sommet z ∈ S(u, v) nous avons d(z, x)+d(z, y) ≤ d(z, u)+d(z, v).
De plus, pour toute fonction de poids π avec supp(π) ⊆ S(u, v), la somme totale des distances
Fπ véri�e la condition du losange Loz(u, v).

Démonstration. Pour montrer Loz(u, v), il su�t de prouver que pour tout sommet z ∈ supp(π) ⊆
S(u, v) nous avons d(x, z) + d(y, z) ≤ d(u, z) + d(v, z). Soit un quasi-médian z′u′v′ du triplet
z, u, v tel que z′u′v′ est un triangle métrique fortement équilatéral. Comme d(z, u) = d(z, z′) +
d(z′, u), d(z, v) = d(z, z′) + d(z′, v) et d(z, x) ≤ d(z, z′) + d(z′, x), d(z, y) ≤ d(z, z′) + d(z′, y),
il su�t de montrer que d(z′, x) + d(z′, y) ≤ d(z′, u) + d(z′, v). Nous distinguons plusieurs cas
dépendant, de la taille du triangle métrique u′v′z′, de la localisation des sommets u′ and v′, et
de laquelle des conditions (a), (b) ou (c) est véri�ée par I(u, v). Les preuves suivent globalement
les mêmes idées, nous n'illustrerons donc que le Sous-cas 1.1.
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Figure 7.3 � Illustration de la preuve du Sous-cas 1.1

Cas 1. d(u, v) = 3

Comme G véri�e (INC) et I(u, v) véri�e la condition (a), les sommets x et y sont adjacents à
tous les sommets de I◦(u, v)\{x, y} (x et y peuvent ou non être adjacents). Si u′v′z′ est de taille
0, i.e., u′ = v′ = z′, alors z′ ∈ I(u, v) et l'inégalité d(z′, x)+d(z′, y) ≤ d(z′, u)+d(z′, v) découle du
Lemme 7.1.1. Si la taille de u′v′z′ est 3, alors u′ = u et v′ = v, donc d(u, z′)+d(v, z′) = 3+3 = 6.
Comme z′uv est un triangle métrique fortement équilatéral de taille 3 et x, y ∈ I(u, v), on a donc
d(x, z′) = d(y, z′) = 3, ainsi d(x, z′) + d(y, z′) = 6.

Sous-cas 1.1. La taille du triangle métrique z′u′v′ est de 2.

Alors u′ = u ou v′ = v, on �xe u′ = u. Dans ce cas v′ ∼ v et d(z′, u) + d(z′, v) = 2 + 3 = 5.
D'après la condition (a), soit v′ = y, soit x ∼ v′. Si y = v′, alors d(z′, y) = 2, comme x est adjacent
à u, d(z′, x) ≤ 3 (cf Figure 7.3a) et nous pouvons donc déduire que d(z′, x)+d(z′, y) ≤ 3+2 = 5.
Dans le second cas, comme x ∼ u, v′, on a x ∈ I(u, v′). Comme z′uv′ est fortement équilatéral,
on conclut que d(z′, x) = 2. Comme d'après (INC), si y ne coïncide pas avec v′ alors y ∼ v′ (cf
Figure 7.3b), donc d(z′, y) ≤ 3, et ainsi d(z′, x) + d(z′, y) ≤ 5.

Sous-cas 1.2. La taille du triangle métrique z′u′v′ est de 1.

Dans ce cas d(z′, u) + d(z′, v) = 4, on suppose dans un premier temps que u′ = u (le cas
v = v′ est similaire). D'après (INC) et (a), si x ̸= v′, alors x et y sont adjacents à v′, d'où
d(z′, x)+d(z′, y) ≤ 2+2 = 4. Si x = v′, alors d(z′, x) = 1. Comme d'après (INC) y coïncide ou est
adjacent à tout voisin commun à v′ et v, d(z′, y) ≤ 3. Par conséquent, d(z′, x)+d(z′, y) ≤ 1+3 = 4.
Si u′ ̸= u et v′ ̸= v, alors u ∼ u′ et v ∼ v′. D'après (INC), x coïncide ou est adjacent à u′ et y
coïncide ou est adjacent à v′, d'où d(z′, x) + d(z′, y) ≤ 2 + 2 = 4. Ceci conclut la preuve du Cas
1.

Cas 2. d(u, v) = 4

Si la taille de u′v′z′ est de 0, i.e., u′ = v′ = z′, alors z′ ∈ I(u, v) et l'inégalité d(z′, x)+d(z′, y) ≤
d(z′, u) + d(z′, v) découle du Lemme 7.1.1. Si sa taille est de 4, alors u′ = u et v′ = v, ainsi
d(u, z′) + d(v, z′) = 4 + 4 = 8. Comme z′uv est un triangle métrique fortement équilatéral
de taille 4 et que x, y ∈ I(u, v), nous pouvons conclure que d(x, z′) = d(y, z′) = 4, et donc
d(x, z′) + d(y, z′) = 8.

Sous-cas 2.1. La taille du triangle métrique z′u′v′ est de 3.

118



7.2. Graphes maillés, faiblement modulaires et modulaires

Dans ce cas u′ = u ou v′ = v, disons u′ = u, et alors v′ ∼ v et d(z′, u) + d(z′, v) = 3 + 4 = 7.
Si I(u, v) véri�e la condition (b), alors x est adjacent à tout sommet w ∈ I◦(u, v′) adjacent à u
et y est adjacent à v′. Par conséquent, y ∈ I(u, v′). Comme z′uv′ est fortement équilatéral, nous
pouvons déduire que d(z′, y) = 3 et d(z′, x) ≤ d(z′, w)+1 = 4. Par conséquent, d(z′, x)+d(z′, y) ≤
3 + 4 = 7. Si I(u, v) véri�e la condition (c), alors x et y sont adjacents à tous les voisins w de
v′ dans I(u, v′). Ceci implique que d(z′, y) ≤ d(z′, w) + 1 = 4 et x ∈ I(u, v′). Comme z′uv′ est
fortement équilatéral, on a d(x, z′) = 3. Par conséquent, d(z′, x) + d(z′, y) ≤ 3 + 4 = 7.

Sous-cas 2.2. La taille du triangle métrique z′u′v′ est de 2.

Pour commencer, nous supposons que u′ = u ou v′ = v, disons u′ = u. Alors d(v′, v) = 2
et d(z′, u) + d(z′, v) = 2 + 4 = 6. Si I(u, v) véri�e la condition (b), alors x est adjacent à
tous les w ∈ I◦(u, v′). Comme z′uv′ est fortement équilatéral, d(z′, w) = 2. Par conséquent,
d(z′, x) ≤ 3. Nous avons également y qui est adjacent à tous les voisins communs t de v′ et
v. Donc v′, y ∈ I(t, u) et d'après (INC) nous pouvons conclure que y ∼ v′. Par conséquent,
d(z′, y) ≤ 3 et nous obtenons donc d(z′, x) + d(z′, y) ≤ 3 + 3 = 6. Si I(u, v) véri�e la condition
(c), alors x et y sont ajacents à v′ et nous avons également d(z′, x) + d(z′, y) ≤ 3 + 3 = 6.

On suppose maintenant que u′ ̸= u et v′ ̸= v. Ceci implique que u′ ∼ u et v′ ∼ v et que
d(z′, u) + d(z′, v) = 3 + 3 = 6. Si I(u, v) véri�e la condition (b), alors x ∼ u′ et y ∼ v′, et ainsi
d(z′, x)+d(z′, y) ≤ 3+3 = 6. Si I(u, v) véri�e la condition (c), alors x et y sont adjacents à tous
les sommets w ∈ I◦(u′, v′). Comme z′u′v′ est fortement équilatéral, d(z′, w) = 2. Par conséquent,
d(z′, x) + d(z′, y) ≤ 3 + 3 = 6.

Sous-cas 2.3. La taille du triangle métrique z′u′v′ est de 1.

On suppose pour commencer que u′ = u ou v′ = v, disons u′ = u. Alors d(v′, v) = 3 et
d(z′, u) + d(z′, v) = 1 + 4 = 5. Si I(u, v) véri�e la condition (b), alors x est adjacent à v′ et
y est adjacent à tous les voisins t de v dans I(v, v′). Par conséquent, si w ∈ I◦(t, v′), alors
y, w ∈ I(t, u). D'après (INC), y ∼ w et donc d(z′, y) ≤ d(z′, w) + 1 = 3. Par conséquent,
d(z′, x) + d(z′, y) ≤ 2 + 3 = 5. Si I(u, v) véri�e la condition (c), alors y est adjacent à tous les
voisins t de v′ dans I(v′, v), d'où d(z′, y) ≤ d(z′, t)+1 = 3. Comme x, v′ ∈ I(u, v)∩N(u), d'après
(INC) x ∼ v′ ou x = v′, et donc d(z′, x) ≤ 2. Par conséquent, d(z′, x) + d(z′, v) ≤ 2 + 3 = 5.

On suppose maintenant que u′ ∼ u et d(v′, v) = 2 (les cas v′ ∼ v et d(u′, u) = 2 sont
similaires). Alors d(u, z′) = 2, d(v, z′) = 3, donc d(z′, u) + d(z′, v) = 5. Si I(u, v) véri�e la
condition (b), alors x est adjacent à u′ et y est à tout voisin commun t de v′ et v. Par conséquent,
d(z′, x) ≤ 2 et d(z′, y) ≤ 3, ainsi d(z′, x) + d(z′, y) ≤ 2 + 3 = 5. Si I(u, v) véri�e la condition (c),
alors x et y sont adjacents à v′, donc d(z′, x) ≤ 2 et d(z′, y) ≤ 2, ainsi d(z′, x)+d(z′, y) ≤ 4. Ceci
conclut l'analyse du Cas 2 et la preuve du lemme.

7.2 Graphes maillés, faiblement modulaires et modulaires

Dans cette sous-section, nous ra�nons les résultats de la sous-section précédente aux graphes
maillés et faiblement modulaires, nous montrons également que les ensembles médians des graphes
modulaires ne sont pas G2-connexes. On rappelle que les graphes maillés sont les graphes tels
que pour tout triplet de sommets u, v, w avec d(v, w) = 2, il existe un voisin commun x de v
et w tel que 2d(u, x) ≤ d(u, v) + d(u,w) et que d'après le Lemme 6.1.7, triangles métriques des
graphes maillés sont équilatéraux. Ceci implique que, pour toute paire de sommets u, v telle que
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Figure 7.4 � Illustration de la preuve du Lemme 7.2.1

3 ≤ d(u, v) ≤ 4, l'ensemble de sommets J(u, v) est un sous-ensemble du 3- ou 4-voisinage de
l'intervalle I(u, v). On rappelle le résultat suivant à propos des graphes faiblement modulaires
(i.e., les graphes véri�ant les conditions du triangle (TC) et du quadrangle (QC)) :

Lemme 7.2.1 ([41]). Les graphes modulaires sont maillés.

Démonstration. Soient trois sommets u, v, w de G tel que d(v, w) = 2. On montre qu'il existe
toujours un voisin commun x de v et w tel que 2d(u, x) ≤ d(u, v) + d(u,w). Si un des deux
sommets v, w est dans l'intervalle entre u et l'autre alors n'importe quel sommet de I◦(v, w)
véri�e l'inégalité. Si d(u, v) = d(u,w) = k, alors d'après (QC), il existe un voisin commun x à v
et w tel que d(u, x) = k−1 et x véri�e donc l'inégalité. On suppose �nalement que d(u, v) = k−1
et d(u,w) = k. Si il existe un voisin commun x à v et w tel que d(u, x) = k − 1, alors x véri�e
l'inégalité. On suppose donc que tous les sommets y dans I◦(v, w) sont à distance k de u. Daprès
la condition du triangle appliquée au triplet y, w, u, il existe un sommet z adjacent à y et w avec
d(u, z) = k−1. Si z est dans I◦(v, w), la condition du lemme est vraie, on suppose donc que z ≁ v.
D'après (QC) il existe donc u′ ∼ v, z avec d(u, u′) = k − 2 On a donc d(w, u′) = d(w, v) = 2,
D'après (TC) il existe x ∼ v, u′, w. Comme x est adjacent à u′, d(u, x) ≤ k− 1, ce qui conclut la
preuve.

Ainsi, dans le cas de graphes maillés ou faiblement modulaires, la Proposition 6.2.3 peut être
reformulée de la manière suivante :

Proposition 7.2.2. Un graphe maillé G est un graphe aux médians G2-connexes ssi toute paire
de sommets u, v telle que d(u, v) = k avec k ∈ {3, 4} et toute fonction de poids π avec supp(π) ⊆
Bk(I(u, v)), la somme totale des distances Fπ véri�e la condition WP(u, v).

Comme les graphes faiblement modulaires sont exactement les graphes aux triangles mé-
triques fortement équilatéraux, nous pouvons déduire du Lemme 6.2.2 et des Théorèmes 6.1.9 et
6.2.1 une condition su�sante pour la G2-connexité de l'ensemble médian des graphes faiblement
modulaires :

Proposition 7.2.3. Si G est un graphe faiblement modulaire véri�ant (INC) tel que chaque
3-intervalle véri�e la condition (a) et chaque 4-intervalle véri�e une des conditions (b) ou (c),
alors G est un graphe aux médians G2-connexes.

Pour la suite de cette sous-section, nous étudions les graphes modulaires, i.e., les graphes
tels que pour tout triplet de sommets u, v, w, I(u, v) ∩ I(u,w) ∩ I(v, w) ̸= ∅. La proposition
suivante énonce une condition su�sante pour la G2-connexité des ensembles médians des graphes
modulaires, cette condition découle de la Proposition 7.2.2 et du Lemme 7.1.1 :
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Figure 7.5 � Exemple de 4-intervalle non-modulaire d'un graphe modulaire [18, Figure 10]
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Figure 7.6 � Plan projectif PG(2, 2), aussi appelé plan de Fano et le graphe GPG(2,2) associé

Proposition 7.2.4. Les ensembles médians d'un graphe modulaire G sont G2-connexes ssi pour
toute paire de sommets u, v avec 3 ≤ d(u, v) ≤ 4 et chaque fonction de poids π avec supp(π) ⊆
I(u, v), la somme totale des distances Fπ véri�e la condition WP(u, v).

Bandelt, van de Vel et Verheul [18, Figure 10] ont montré que les 4-intervalles des graphes
modulaires ne sont pas nécessairement modulaires. On illustre leur contre-exemple dans la Figure
7.5, où l'intersection des intervalles du triplet y1, y2, y3 du 4-intervalle I(u, v) = G \ {w} est vide
dans I(u, v).

On montre maintenant qu'il existe des graphes modulaires dans lesquels les ensembles médians
ne sont pas G2-connexes. Soit PG(2, q) le plan projectif d'ordre q (avec q ≥ 2), qui est un espace
géométrique de points et de droites en nombre �ni où chaque point appartient à q + 1 droites,
chaque droite contient à q+1 points, pour chaque paire de points il existe une droite les contenant
tous les deux et chaque intersection de droite est un point. Il est bien connu que PG(2, q) contient
exactement q2 + q+1 points et q2 + q+1 droites. Soit GPG(2,q) le graphe dont les sommets sont
les points et les droites de PG(2, q) auxquels on ajoute deux sommets u et v. On ajoute une arête
entre u et chaque point et entre v et chaque droite, et une arête entre un point et une droite ssi le
point appartient à la droite. Le graphe PG(2, q) étant le graphe couvrant d'un treillis modulaire,
il est modulaire. On donne en Figure 7.6 un représentation en 2 dimensions du plan projectif
PG(2, 2) aussi appelé le plan de Fano et le graphe GPG(2,2) associé.

Proposition 7.2.5. Le graphe modulaire GPG(2,q) n'est pas un graphe aux médians G2-connexes,
i.e., p(GPG(2,q)) ≥ 3.

Démonstration. On considère le pro�l π sur V (GPG(2,q)) tel que π(x) = 1 pour tout x ∈
V (GPG(2,q)). Le sommet u est adjacent à q2+ q+1 points de PG(2, q), à distance 2 de toutes les
q2+q+1 droites de PG(2, q), et à distance 3 de v. Ainsi, Fπ(u) = (q2+q+1)+2(q2+q+1)+3 =
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Figure 7.7 � Exemples de graphes triangulés dont l'ensemble médian n'est pas connexe [114]

3q2 + 3q + 6. De manière analogue, Fπ(v) = 3q2 + 3q + 6. Et chaque sommet z ̸= u, v, disons
un point, est adjacent à u, à q + 1 droites contenant le point, à distance 2 de tous les autres
q2 + q points (car chaque paire de points appartient à une droite) et de v, et est à distance 3
des q2 droites ne contenant pas z. Par conséquent, Fπ(z) = 1 + (q + 1) + 2(q2 + q + 1) + 3q2 =
5q2 + 3q + 4 > 3q2 + 3q + 6 comme q ≥ 2. Ceci montre que l'ensemble médian de GPG(2,q) pour
le pro�l π est égal à {u, v}, et comme d(u, v) = 3, que p(GPG(2,q)) ≥ 3.

Comme déjà mentionné, le graphe de couverture Gd,q du treillis de faces de l'espace projectif
�ni PG(d, q) de dimension d et d'ordre q est modulaire. Nous conjecturons que p(Gd,q) > d.

7.3 Graphes pontés et faiblement pontés

Wittenberg a montré dans [114] des exemples de graphes triangulés (et donc pontés) dont les
médians ne sont pas connexes (cf Figure 7.7). L'article [14] montre qu'on ne peut pas caractériser
les graphes triangulés aux médians connexes en utilisant des ensembles S du Théorème 6.1.8 de
taille bornée. Dans cette sous-section, nous montrons que les ensembles médians des graphes
triangulés, et de manière plus générale, des graphes faiblement pontés sont G2-connexes.

On dit qu'un graphe est ponté [57, 106] si il ne contient aucun cycle isométrique de taille
supérieure à 3. De manière alternative, un graphe G est ponté ssi les boules Br(A) = {v ∈ V :
d(v,A) ≤ r} autour des ensembles convexes A de G sont également convexes. Les graphes pontés
sont exactement les graphes faiblement modulaires ne contenant pas de 4- ou 5-cycles induits
(et donc pas de 4- ou 5-roues) [43]. Les graphes pontés sont une large généralisation des graphes
triangulés ; qui sont les graphes G tels que tout cycle induit est de taille 3. Les graphes pontés
sont universels au sens que tout graphe ne contenant pas de 4- ou 5-roue est un sous-graphe
induit d'un graphe ponté. Avec les graphes médians et les graphes de Helly, les graphes pontés
sont une des classes de graphes les plus étudiées de la théorie métrique des graphes [15]. De
nombreuses application des graphes pontés (ou graphes systoliques) dans la théorie géométrique
des groupes sont données dans le papier [53]. Un graphe G est faiblement ponté [53] si G est
un graphe faiblement modulaire avec les boules Br(x) convexes. Le papier [53] a montré qu'un
graphe faiblement modulaire G est faiblement ponté ssi il ne contient pas de 4-cycles induits.
Comme les graphes pontés sont faiblement modulaires et que leur boules sont convexes, ils sont
faiblement pontés. De plus, comme les graphes faiblement pontés sont faiblement modulaires,
leurs triangles métriques sont fortement équilatéraux. Nous résumons tout ces résultats comme
suit :
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Figure 7.8 � Illustration de la preuve du Lemme 7.3.3

Lemme 7.3.1 ([53]). Les graphes faiblement pontés sont exactement les graphes faiblement mo-
dulaires avec des boules convexes.

Lemme 7.3.2. Les graphes faiblement pontés véri�ent (INC).

Démonstration. Soient u, v ∈ V et k = d(u, v) − 1. Si deux sommets x, y ∈ I(u, v) ∩ N(u) ne
sont pas adjacents, alors u ∈ I(x, y). Comme x, y ∈ Bk(v) et u /∈ Bk(v), cela contredit le Lemme
7.3.1.

Lemme 7.3.3. Si C est une clique d'un graphe faiblement ponté G et tous les sommets de C
sont à distance k d'un même sommet u, alors il existe un sommet x à distance k − 1 de u et
adjacent à tous les sommets de C.

Démonstration. Une illustration de cette preuve est donnée en Figure 7.8. Soit C ′ un sous-
ensemble maximal de C tel que tous les sommets de C ′ ont un voisin commun x à distance k− 1
de u. Comme les graphe faiblement pontés véri�ent la condition du triangle, |C ′| ≥ 2. On montre
que C ′ = C. Soit w ∈ C \ C ′, alors w ≁ x. On choisit arbtrairement w′ ∈ C ′ et soit y un voisin
commun à w et w′ à distance k − 1 de u (l'existence de y découle de la condition du triangle).
Comme w′ est adjacent à x et y, d'après la convexité de Bk−1(u), x et y sont adjacents. Soit un
autre sommet w′′ de C ′. Les sommets w′′, x, y, w dé�nissent alors un 4-cycle de G. Comme G
est faiblement ponté, ce 4-cycle n'est pas un cycle induit. Comme w ≁ x, nous pouvons conclure
que w′′ ∼ y. Ainsi y est adjacent à w ∈ C \ C ′ et à tous les sommets de C ′, ce qui contredit la
condition de minimalité de C ′.

Nous pouvons maintenant prouver le théorème suivant :

Théorème 7.3.4. Les ensembles médians des graphes faiblement pontés sont G2-connexes.

Démonstration. Pour montrer ce théorème, nous allons prouver que les graphes faiblement pontés
véri�ent les conditions de la Proposition 7.2.3. D'après les Lemmes 7.3.1 et 7.3.2, les graphes
faiblement pontés sont des graphes faiblement modulaires respectant (INC). Nous montrons que
tout 3-intervalle I(u, v) véri�e la condition (a) et que tous les 4-intervalles I(u, v) véri�ent la
condition (b). Si d(u, v) = 3, alors d'après les Lemmes 7.3.2 et 7.3.3 il existe un sommet x à
distance d(u, v) − 2 = 1 de u et adjacent à tous les sommets de la clique I(u, v) ∩ N(v) et un
sommet y à distance d(u, v)−2 = 1 de v et adjacent à tous les sommets de la clique I(u, v)∩N(v).
De manière analogue, si d(u, v) = 4, alors d'après les Lemmes 7.3.2 et 7.3.3, il existe un sommet
x à distance d(u, v)−2 = 2 de u et adjacent à tous les sommets de I(u, v)∩N(u) et à un sommet
y à distance d(u, v)− 2 = 2 de v et adjacent à tous les sommets de I(u, v)∩N(v). Si d(u, v) = 3,
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Figure 7.9 � Illustration de la condition TPC

alors x est adjacent à u et y est adjacent à v, montrant (a). Si d(u, v) = 4, alors x et y sont tous
les deux à distance 2 de u et v, montrant (b).

Comme les graphes triangulés sont pontés, nous pouvons déduire le résultat suivant :

Corollaire 7.3.5. Les ensembles médians des graphes triangulés sont G2-connexes.

7.4 Graphes aux boules convexes

Un graphe G est un graphe aux boules convexes (par la suite, nous les noterons CB-graphes)
si toute boule Br(v) de G est convexe. Les articles [57, 106] montrent que G est un CB-graphe
ssi tous les cycles isométriques de G sont de taille 3 ou 5 et G véri�e la condition (INC). Les
graphes pontés et faiblement pontés sont des CB-graphes. En revanche les CB-graphes ne sont
pas faiblement modulaires : le 5-cycle C5 est un CB-graphe mais n'est pas faiblement modulaire.
Les CB-graphes ont été étudiés en détail dans le papier [40]. En particulier, de manière similaire
au fait que les graphes pontés sont des graphes faiblement modulaires sans 4-cycle induit, il a
été montré dans [40] que les CB-graphes sont exactement les graphes véri�ant la condition (inc)
et la condition suivante, similaire à la condition du triangle (cf Figure 7.9) :

(TPC) Condition du Triangle-Pentagone : Pour tout triplet de sommets u, x, y tel que
d(u, x) = d(u, y) = k ≥ 2 et x ∼ y, soit il existe un sommet z ∼ x, y avec
d(v, z) = k − 1, soit il existe le triplet z, w,w′ tel que xwzw′y est un pentagone
de G et d(v, z) = k − 2.

L'article [40] montre également une caractérisation locale vers globale des CB-graphes, qui
indique que les CB-graphes sont exactement les graphes dans lesquels les complexes triangles-
pentagones sont simplement connexes et dans lesquels les boules de rayon au plus 3 sont convexes.
Le résultat de [40] suivant caractérise la structure des triangles métriques des CB-graphes :

Proposition 7.4.1 ([40]). Tout triangle métrique d'un CB-graphe est soit équilatéral, soit possède
deux côtés de taille 2 et un côté de taille 1.

Soit un triangle métrique xyz avec d(x, y) = d(x, z) = 2 et d(y, z) = 1. Alors pour tout
s ∼ x, y et t ∼ x, z, nous obtenons un 5-cycle induit. En e�et, s et t ne peuvent coïncider car
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xyz est un triangle métrique. Pour la même raison, s ≁ z et t ≁ y. Si s ∼ t, alors d'après (INC),
s et z ou t et y doivent également être adjacents, ce qui est impossible. Ainsi (x, t, z, y, s) est un
5-cycle induit et nous appellerons un tel triangle métrique xyz un pentagone.

Le Lemme suivant est analogue au Lemme 7.3.3 et a été prouvé dans [40].

Lemme 7.4.2 ([40]). Si G est un CB-graphe et d(u, v) = k ≥ 2, alors il existe un sommet x à
distance k − 2 de u et adjacent à tous les sommets de I(v, u) ∩N(v).

Nous poursuivons avec la généralisation suivante du Théorème 7.3.4 :

Théorème 7.4.3. Les ensembles médians des CB-graphes sont G2-connexes.

Démonstration. Pour commencer, on montre que tout 3-intervalle I(u, v) véri�e la condition (a)
et que tout 4-intervalle I(u, v) véri�e la condition (b). Si d(u, v) = 3, alors, d'après le Lemme
7.4.2, il existe un sommet x à distance d(u, v) − 2 = 1 de u et adjacent à tous les sommets de
la clique I(u, v) ∩ N(v) et un sommet y à distance d(u, v) − 2 = 1 de v et adjacent à tous les
sommets de la clique I(u, v) ∩ N(u). Si d(u, v) = 4, alors d'après le Lemme 7.4.2 il existe un
sommet x à distance d(u, v)− 2 = 2 de u et adjacent à tous les sommets de I(u, v) ∩N(u) et à
un sommet y à distance d(u, v) − 2 = 2 de v et adjacent à tous les sommets de I(u, v) ∩N(v).
Si d(u, v) = 3, alors x est adjacent à u et y est adjacent à v, ce qui montre (a). Si d(u, v) = 4,
alors x et y sont tous les deux à distance 2 de u et de v, montrant (b).

Soit π une fonction de poids sur G et soit u, v une paire de sommets avec 3 ≤ d(u, v) ≤ 4. On
montre que la somme totale des distances Fπ véri�e la condition du losange Loz(u, v) avec les
sommets x, y dé�nis plus haut. Pour cela, il su�t de montrer que d(z, x)+d(z, y) ≤ d(z, u)+d(z, v)
pour tout sommet z ∈ supp(π). Si z ∈ S(u, v) (i.e., le triplet z, u, v a pour quasi-median z′u′v′

qui est fortement équilatéral), alors l'inégalité désirée découle du Lemme 7.1.2 (on rappelle que
G véri�e (INC)). Il reste donc à considérer le cas où tout quasi-median z′u′v′ de z, u, v est un
pentagone. Comme dans la preuve du Lemme 7.1.2, il su�t de montrer que d(z′, x) + d(z′, y) ≤
d(z′, u) + d(z′, v). Nous distinguons deux cas :

Cas 1. d(u′, v′) = 1.

Dans ce cas, d(z′, u′) = d(z′, v′) = 2. Indépendamment de la position de l'arête u′v′ dans
I(u, v), nous avons d(z′, u) + d(z′, v) = 6 si d(u, v) = 3 et d(z′, u) + d(z′, v) = 7 si d(u, v) = 4.

Sous-cas 1.1. d(u, v) = 3.

Si u′ = u ou v′ = v, disons u′ = u, alors d'après la condition (a), y est adjacent à v′ et x est
adjacent à u, donc d(z′, x) + d(z′, y) ≤ 3 + 3 = 6. Sinon, u′ ∼ u et v′ ∼ v. Alors x est adjacent à
v′ et y est adjacent à u′ et on obtient à nouveau d(z′, x) + d(z′, y) ≤ 3 + 3 = 6.

Sous-cas 1.2. d(u, v) = 4.

On suppose à nouveau que u′ = u (le cas v′ = v est similaire). D'après la condition (b), x
est adjacent à v′ et d(z′, x) ≤ 3. Comme d(z′, y) ≤ d(z′, u) + d(u, y) = 4, nous avons d(z′, x) +
d(z′, y) ≤ 7. On suppose maintenant que u′ est adjacent à u (le cas v′ ∼ v est similaire). D'après
la condition (b), x est adjacent à u′ et d(z′, x) ≤ 3. D'après la condition (b), y est adjacent à
tout voisin commun w de v et v′ et donc d(z′, y) ≤ d(z′, v′)+2 = 4 et d(z′, x)+d(z′, y) ≤ 7. Ceci
conclut l'analyse du Cas 1.

Cas 2. d(u′, v′) = 2.
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On suppose sans perte de généralité que d(z′, u′) = 1 (le cas d(z′, v′) = 1 est similaire).
Indépendamment de la position de u′ et v′ dans I(u, v), nous avons d(z′, u) + d(z′, v) = 4 si
d(u, v) = 3 et d(z′, u) + d(z′, v) = 5 si d(u, v) = 4. On suppose que s est un voisin commun de z′

et v′ et que t est un voisin commun de u′ et v′. Les sommets z′, s, v′, t, u′ induisent un pentagone.

Sous-cas 2.1. d(u, v) = 3.

Si u′ = u, alors y est adjacent à t d'après la condition (a) et à v′ d'après (INC). Si d(z′, y) = 3,
alors u et s sont nécessairement des voisins de z′ dans I(z′, y) et d'après (INC), u ∼ s, ce qui
est impossible. On a donc d(z′, y) ≤ 2. Comme x est adjacent à u, d(z′, x) ≤ 2. Par conséquent,
d(z′, x) + d(z′, y) ≤ 4. On suppose maintenant que u′ ∼ u. Dans ce cas d'après la condition (a)
y est adjacent à u′, d'où d(z′, y) ≤ 2. D'après (INC), x est adjacent ou coïncide avec u′, d'où
d(z′, x) ≤ 2. Par conséquent, d(z′, x) + d(z′, y) ≤ 4.

Sous-cas 2.2. d(u, v) = 4.

Soit u′ = u. D'après la condition (b), x est adjacent à t (on rappelle que t est un voisin commun
de u = u′ et v′). Comme v′, x ∈ I(t, v), d'après (INC) les sommets v′ et x sont adjacents. On
a�rme que d(z′, x) ≤ 2. En e�et, si d(z′, x) = 3, alors u, s ∈ I(z′, x) et d'après (INC) nous
pouvons conclure que u ∼ s, ce qui est impossible car les sommets z′, s, v′, t, u induisent un
pentagone, nous avons donc d(z′, x) ≤ 2. Soit un voisin commun w de v′ et v. D'après la condition
(b), y ∼ w. Comme y, v′ ∈ I(w, u), d'après (INC) y ∼ v′, donc d(z′, y) ≤ 3. Par conséquent,
d(z′, x) + d(z′, y) ≤ 2 + 3 = 5.

Soit u′ ∼ u et v′ ∼ v, d'après la condition (b), x est adjacent à u′ et y est adjacent à v′.
Par conséquent, d(z′, x) + d(z′, y) ≤ 2 + 3 = 5. Pour �nir, on suppose que v′ = v. D'après la
condition (b), y ∼ t. Comme u′, y ∈ I(t, u), d'après (INC) u′ ∼ y, et donc d(z′, y) ≤ 2. D'après
la condition (b), x est adjacent à tout voisin commun w de u et u′. D'où d(z′, x) ≤ 3, et donc
d(z′, x) + d(z′, y) ≤ 3 + 2 = 5. Ceci conclut l'analyse du cas 2 et la preuve du théorème.

7.5 Graphes bucoliques et hypercellulaires

Les graphes bucoliques sont les rétractés des produits (faiblement) cartésiens des graphes
faiblement pontés [34]. Un cycle Cn auquel on a ajouté un sommet central adjacent à tous les
autres est appelé n-roue, noté Wn. Et on notera W−

n le graphe Wn auquel on a retiré une arête
entre le sommet central et un des sommets du cycle. Les graphes bucoliques ont été caractérisés
dans [34] comme les graphes faiblement modulaire ne contenant pas de K2,3,W4, ni W−

4 induits
(cette caractérisation peut également être utilisée comme une dé�nition). L'article [34] présente
également de nombreuses propriétés et caractérisations topologiques des graphes bucoliques.
Dans ce travail, nous utiliserons le théorème de décomposition des graphes bucoliques en graphes
premiers.

On rappelle qu'un produit cartésien G = G1□G2□ . . .□Gk est un graphe dont les sommets
sont tous les k-uplets (v1, v2, . . . , vk) avec vi ∈ V (Gi) pour tous 1 ≤ i ≤ k et deux sommets
(u1, u2, . . . , uk) et (v1, v2, . . . , vk) de V (G) sont adjacents dans G ssi il existe un indice 1 ≤ i ≤ k
tel que ui ∼ vi dans Gi et uj = vj pour tout j ̸= i. On rappelle qu'un graphe G est un amalgame
porté de deux graphes G1 et G2 si G1 et G2 sont isomorphes à deux sous-graphes portés de
G s'intersectant et tels que G1 ∪ G2 = G. On dit d'un graphe G qu'il est élémentaire si les
seuls ensembles portés de G sont des singletons. Un graphe avec au moins deux sommets est
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D

Ei

(a) (b)

Figure 7.10 � Contraction du graphe D selon la Θ-classe Ei

dit premier si ce n'est ni un produit cartésien, ni un amalgame porté de plus petit graphes. Les
sous-graphes premiers portés d'un graphe G sont appelés les sous-graphes premiers de G. Par
exemple, les sous-graphes premiers des graphes médians sont des K2. On peut reformuler des
résultats de [34] de la manière suivante :

Théorème 7.5.1 ([34]). Les graphes bucoliques �nis sont exactement les graphes obtenus à partir
des graphes faiblement pontés via amalgamations portées et produits cartésiens.

On déduit du Théorème 7.5.1, de la Proposition 6.2.7 et du Théorème 7.3.4 que les ensembles
médians des graphes bucoliques �nis sont G2-connexes. Nous étendons ce résultat à tous les
graphes bucoliques localement �nis (i.e., dont les sommets sont de degré �ni) :

Proposition 7.5.2. Les ensembles médians des graphes bucoliques localement �nis G sont G2-
connexes.

Démonstration. Soit un pro�l π dont le support supp(π) est �ni et soient deux sommets u, v
minimisant Fπ avec d(u, v) ≥ 3. Soit l'enveloppe convexe G′ de l'ensemble �ni supp(π) ∪ {u, v}.
D'après [34, Proposition 2], G′ est un graphe bucolique �ni. Comme G′ est un sous-graphe
isométrique de G contenant supp(π), la fonction Fπ a les mêmes valeurs sur les sommets de
V (G′), que l'on utilise la distance de G ou cette de G′. Comme u et v minimisent Fπ dans G′,
il existe un sommet médian w ∈ I◦(u, v) ⊂ V (G′) ⊆ V (G). On peut donc en déduire que w
minimise également Fπ dans G, ce qui conclut la preuve.

On dit d'un graphe G qu'il est hypercellulaire [52] si G peut être isométriquement plongé
dans un hypercube et ne contient pas Q−

3 comme cube partiel mineur (Q−
3 est le 3-cube Q3

auquel on a retiré un sommet). On rappelle qu'un graphe H est appelé cube partiel mineur
de G si G contient un sous-graphe convexe G′ pouvant être transformé en H en contractant
successivement les Θ-classes de G′ (cf Figure 7.10). Les graphes hypercellulaires généralisent les
graphes cellulaires bipartis qui sont les graphes dans lesquels tous les cycles isométriques sont
portés [13]. Les graphes hypercellulaires ne sont pas faiblement modulaires mais représentent
une généralisation large des graphes médians. De nombreuses propriétés et caractérisations des
graphes hypercellulaires sont présentées dans l'article [52]. Nous utiliserons la caractérisation des
graphes hypercellulaires �nis suivante :

127



Chapitre 7. Classes de graphes aux médians G2- et Gp-connexes

Théorème 7.5.3 ([52]). Les graphes hypercellulaires �nis sont exactement les graphes pouvant
être obtenus via produits cartésiens et amalgamations portées des cycles pairs.

Nous pouvons déduire du Théorème 7.5.3 et du Corollaire 6.2.10 que si G est un graphe
hypercellulaire �ni, alors p(G) est égal au plus grand p(C) parmi tous les cycles pairs portés de
G. Comme les graphes hypercellulaires sont isométriquement plongeables dans les hypercubes,
les enveloppes convexes d'ensembles �nis sont �nies [52]. En utilisant les mêmes arguments que
la preuve de la Proposition 7.5.2, on obtient le résultat suivant :

Proposition 7.5.4. Soit un graphe hypercellulaire G = (V,E) et soit la collection C de tous les
cycles portés de G. Alors p(G) = sup{p(C) : C ∈ C}.

7.6 Graphes de Helly bipartis

L'article [105] a montré que les graphes médians sont exactement les graphes modulaires
aux médians connexes, et l'article [14] que les graphes de Helly sont des graphes faiblement
modulaires aux médians connexes. Dans cette sous-partie, nous montrons que les graphes de
Helly bipartis (qui sont modulaires) sont des graphes aux médians G2-connexes. Une demi-boule
d'un graphe biparti G = (X ∪ Y,E) est l'intersection d'une boule de G avec une de ses deux
classes de couleurs X ou Y . Les graphes de Helly bipartis sont les graphes bipartis dans lesquels
les familles de demi-boules respectent la propriété de Helly, c'est à dire que si toutes les demi-
boules de la famille s'intersectent deux à deux alors leur intersection totale est non-vide. Les
graphes de Helly bipartis ont été caractérisés par Bandelt, Dählmann et Schütte dans l'article
[19] :

Théorème 7.6.1 ([19]). Un graphe biparti G est un graphe de Helly biparti ssi pour toute paire
de sommets u, v avec d(u, v) ≥ 3, tous les voisins de v dans I(u, v) ont un voisin commun
x ∈ I(u, v).

Les graphes de Helly bipartis possèdent de nombreuses propriétés intéressante, nous y revien-
drons plus en détail dans le Chapitre 8.

Proposition 7.6.2. Les ensembles médians des graphes de Helly bipartis G sont G2-connexes.

Démonstration. D'après la Proposition 7.2.4, il su�t de montrer que chaque 3-intervalle véri�e la
condition (a) et que 4-intervalle véri�e la condition (b). On choisit arbitrairement deux sommets
u, v de G avec 3 ≤ d(u, v) ≤ 4. D'après le Théorème 7.6.1, il existe un sommet x à distance
d(u, v)− 2 de v et adjacent à tous les voisins de u dans I(u, v). De manière analogue, il existe un
sommet y à distance d(u, v)−2 de u et adjacent à tous les voisins de v dans I(u, v). Si d(u, v) = 3,
alors x est adjacent à v et y est adjacent à u, montrant que G véri�e une version plus forte de la
condition (a) où x et y sont adjacents. Si d(u, v) = 4, alors x et y sont tous les deux à distance
2 de u et de v, et donc I(u, v) véri�e la condition (b), ce qui conclut la preuve.

La classe des graphes de Helly bipartis est fermée par amalgamations portées et rétractions
mais pas par produits cartésiens. Nous dirons qu'un graphe G est un graphe de Helly biparti
faible si G peut être obtenu à partir d'un ensemble de graphes de Helly bipartis via produits
cartésiens et amalgamations portées. Comme les graphes modulaires sont fermés par produits
cartésiens et amalgamations portées, les graphes de Helly bipartis faibles sont modulaires. Les
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graphes médians ne sont pas des graphes de Helly bipartis mais sont des graphes de Helly bipartis
faibles. D'après les Propositions 6.2.7 et 7.6.3, nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 7.6.3. Les graphes de Helly bipartis faibles G sont des graphes aux médians G2-
connexes.

7.7 Graphes de bases

Bandelt et Chepoi [14, Corollaire 4] ont montré que l'ensemble médian des graphes de base
de matroïdes est connexe et ont utilisé ce résultat pour construire un algorithme glouton pour
calculer l'ensemble médian sur ces graphes. La preuve découle du fait que les graphes de base
des matroïdes sont maillés, véri�ent la condition de positionnement (PC) (que nous dé�nissons
plus bas), et sont épais, c'est à dire que chaque paire de sommets à distance 2 est incluse dans
un cycle de taille 4. Dans cette sous-section, nous revisitons le résultat de [14] et l'étendons dans
plusieurs directions.

7.7.1 Graphes de bases de matroïdes et ∆�matroïdes paires

Un matroïde sur un ensemble �ni I est une collection B de sous-ensembles de I appelés bases
véri�ant la propriété d'échange suivante : pour tout A,B ∈ B et a ∈ A \B il existe b ∈ B \A tel
que A \ {a} ∪ {b} ∈ B. Il est bien connu que toutes les bases d'un matroïde ont le même nombre
d'éléments. Le graphe de bases G = G(B) d'un matroïde B est le graphe dont les sommets sont
les bases B et les arêtes sont les paires de bases A,B di�érant par la substitution d'un élément
(i.e., |A△B| = 2).

Un ∆�matroïde est une collection B de sous-ensembles d'un ensemble �ni I, appelés bases
(le nombre d'éléments des bases peut di�érer) véri�ant la propriété d'échange symétrique : pour
tout A,B ∈ B et a ∈ A△B, il existe b ∈ B△A(= A△B) tel que A△{a, b} ∈ B. Un ∆�matroïde
dont les bases ont la même parité est appelé un ∆�matroïde pair. Le graphe de base G = G(B)
d'un ∆�matroïde B est le graphe dont les sommets sont les bases de B et les arêtes sont les paires
de bases A,B di�érant par une unique substitution, i.e., |A△B| = 2 (De la même manière, on
peut dé�nir le graphe de bases de collections arbitraires de sous-ensembles de taille paire de I).

Les graphes de bases des matroïdes et des ∆�matroïdes pairs constituent une sous-classe des
graphes maillés [47]. Un demi-cube 1

2H(X) est le graphe ayant l'ensemble de sommets d'un hyper-
cube H(X) correspondant aux sous-ensembles �nis de X de cardinalité paire comme sommets,
et deux sommets sont adjacents dans 1

2H(X) ssi ils sont à distance 2 dans H(X) (on peut dé�nir
de manière analogue un demi-cube sur les ensembles �nis de cardinalité impaire). Le demi-cube
1
2H3 est donné en Figure 7.11a. Pour tout entier positif k, le graphe de Johnson J(X, k) a le
sous-ensemble de taille k X comme ensemble de sommets et deux de ses sommets sont adjacents
dans J(X, k) ssi leur distance dans H(X) est de 2. Le graphe de Johnson J(4, 2) est donné en
Figure 7.11b. Tous les graphes de Johnson J(X, k) avec k pair sont des sous-graphes isométriques
du demi-cube 1

2H(X). Si X est �ni et |X| = n, alors l'hypercube, le demi-cube et les graphes de
Johnson sont usuellement notés Hn,

1
2Hn, et J(n, k). Les graphes de bases des matroïdes de rang

k sur un ensemble de taille n sont des sous-graphes isométriques des graphes de Johnson J(n, k)
et les graphes de base de ∆�matroïdes pairs sur un ensemble de taille n sont des sous-graphes
isométriques du demi-cube 1

2Hn. Les graphes de Johnson J(n, k) sont les graphes de bases des
matroïdes uniformes de rang k, de manière analogue les demi-cubes 1

2Hn sont les graphes de
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(a) (b)

Figure 7.11 � Le demi-cube 1
2H3 (en rouge) et le graphe de Johnson J(4, 2)

base des ∆�matroïdes pairs uniformes. On rappelle maintenant la caractérisation des graphes de
bases des matroïdes et des ∆�matroïdes. Pour cela, nous introduisons les conditions suivantes :

(PC) Condition de positionnement : Pour chaque sommet u et chaque carré v1v2v3v4 de
G, d(u, v1) + d(u, v3) = d(u, v2) + d(u, v4).

(ICm) Condition du 2-intervalle : Chaque 2-intervalle I(u, v) est un sous-graphe induit du
m-hyperoctaèdre Km×2.

Il est connu que les graphes de base des matroïdes et des ∆�matroïdes pairs véri�ent (PC)
[47, 82], et que les 2-intervalles des graphes de bases des matroïdes sont des carrés, des pyramides,
ou des 3-octaèdres [82], les graphes de bases des matroïdes sont donc épais et véri�ent (IC3) ; de
manière analogue, les 2-intervalles des∆�matroïdes pairs sont épais et véri�ent (IC4). On observe
également que (PC) associé à (IC3) ou (IC4) implique que les graphes de bases sont maillés.
Maurer [82] a présenté une caractérisation complète des graphes de bases des matroïdes pour
les graphes �nis. Cette caractérisation a été a�née récemment dans l'article [42] en répondant à
une question de [82]. En étendant le résultat de Maurer, l'article [47] donne une caractérisation
des graphes de bases des ∆-matroïdes pairs. Ces caractérisations peuvent être formulées de la
manière suivante :

Théorème 7.7.1 ([42, 47, 82]). Un graphe �ni G est le graphe de base d'un matroïde ssi G est
un graphe connexe épais véri�ant (IC3) et (PC). Un graphe �ni G est un graphe de bases d'un
∆�matroïde pair ssi G est un graphe connexe épais véri�ant (IC4), (PC), et que aucun voisinage
N(v) ne contient une 5-roue W5 ou une 6-roue W6 comme sous-graphe induit.

L'article [55] donne une caractérisation des sous-graphes isométriques des hypercubes et l'ar-
ticle [49] des sous-graphes isométriques des graphes de Johnson. Comme les hypercubes peuvent
être isométriquement plongés dans les graphes de Johnson, le second résultat généralise le pre-
mier. On rappelle que la question de la caractérisation des sous-graphes isométriques des demi-
cubes est toujours ouverte.

7.7.2 Sous-graphes isométriques des graphes de Johnson et des demi-cubes
dont l'ensemble médian est connexe

Dans cette sous-section, nous caractérisons les sous-graphes isométriques des graphes de John-
son et des demi-cubes dont l'ensemble médian est connexe. En analogie avec les sous-graphes iso-
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Figure 7.12 � Illustration de la preuve du Théorème 7.7.3

métriques des demi-cubes, qui sont usuellement appelés cubes partiels, nous appelons les graphes
de Johnson partiels et les demi-cubes partiels, les sous-graphes isométriques des graphes de John-
son et des demi-cubes respectivement. On commence par étendre la preuve de [14] montrant que
l'ensemble médian des graphes de bases des matroïdes est connexe aux graphes de bases des
∆-matroïdes pairs.

Proposition 7.7.2. Soit G = (V,E) un graphe véri�ant la condition de positionnement (PC) et
soit π un pro�l sur V . Pour toute paire u, v ∈ V avec d(u, v) = 2 incluse dans un carré (u, s, v, t),
on a la version suivante de Loz(u, v) : Fπ(s) + Fπ(t) = Fπ(u) + Fπ(v). Par conséquent, si G
véri�e (PC) et est épais (en particulier, si G est le graphe de bases d'un ∆-matroïde pair), alors
l'ensemble médian de G est connexe.

Démonstration. Soient deux sommets u, v de G avec d(u, v) = 2 inclus dans un carré (u, s, v, t).
D'après (PC), d(s, x) + d(t, x) = d(u, x) + d(v, x) pour tout sommet x. En prenant la somme
de ces égalités multipliées par les poids des sommets x de supp(π), on obtient l'égalité désirée
Fπ(s)+Fπ(t) = Fπ(u)+Fπ(v). Si G est épais, alors toute paire de sommets u, v avec d(u, v) = 2
est incluse dans un carré (u, s, v, t) véri�ant l'égalité précédente, la somme totale des distances
Fπ est donc faiblement-convexe . Et comme les graphes de bases des ∆-matroïdes pairs sont
épais et véri�ent (PC) [47], on peut en conclure que leurs ensembles médians sont connexes.

Les graphes médians sont exactement les sous-graphes isométriques d'hypercubes maillés et
sont exactement les sous-graphes isométriques d'hypercubes dont l'ensemble médian est connexe.

On montre que ce type de caractérisation peut être étendue aux sous-graphes isométriques
des graphes de Johnson.

Théorème 7.7.3. Les ensembles médians d'un graphe de Johnson partiel G sont connexes ssi
G est maillé.

Démonstration. Une direction découle du fait que les graphes aux médians connexes sont maillés.
On suppose donc réciproquement que G est un graphe de Johnson partiel maillé, et soit π un
pro�l sur G. On montre que toute paire de sommets u, v à distance 2 véri�e la condition du
losange Loz(u, v). Les graphes de Johnson sont des graphes de bases des matroïdes, et véri�ent
donc la condition de positionnement (PC) [82], il véri�ent également la condition d'intervalle
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(IC3). Comme G est un sous-graphe isométrique d'un graphe de Johnson, G véri�e également
(PC) et (IC3). L'intervalle I(u, v) est donc inclus dans un 3-octaèdre (cf Figure 7.11). Si la paire
u, v est incluse dans un carré (u, s, v, t) alors, d'après la première a�rmation de la Proposition
7.7.2, Fπ(s) + Fπ(t) = Fπ(u) + Fπ(v). On suppose donc par la suite que la paire u, v n'est pas
incluse dans un carré. Comme I(u, v) est un sous-graphe sans carré d'un 3-octaèdre, I◦(u, v) est
soit un singleton s, soit deux sommets adjacents s, t. On suppose d'abord que I◦(u, v) = {s}.
Comme G est maillé, pour tout sommet x, la fonction radiale rx est faiblement-convexe. Ce qui
implique que d(s, x) ≤ 1

2(d(u, x) + d(v, x)) et donc que Fπ(s) ≤ 1
2(Fπ(u) + Fπ(v)).

On suppose maintenant que I◦(u, v) = {s, t}, où s ∼ t. On choisit arbitrairement un sommet
x du pro�l π. On montre que d(s, x) + d(t, x) ≤ d(u, x) + d(v, x). On suppose sans perte de
généralité que d(u, x) ≤ d(v, x). On observe que l'inégalité est vraie si d(v, x) = d(u, x)+ 2 et on
suppose donc que d(v, x) = d(u, x)+1. Comme G est maillé, on a min{d(s, x), d(t, x)} ≤ d(u, x),
disons d(s, x) ≤ d(u, x). Comme s et t sont adjacents d(t, x) ≤ d(s, x)+1 ≤ d(u, x)+1 = d(v, x),
nous avons donc bien l'inégalité d(s, x) + d(t, x) ≤ d(u, x) + d(v, x).

Soit d(u, x) = d(v, x) = ℓ, la �n de la preuve est illustrée en Figure 7.12. Comme G est maillé,
min{d(s, x), d(t, x)} ≤ ℓ, disons d(s, x) ≤ ℓ. Comme s ∼ t, si d(s, x) < ℓ, alors d(t, x) ≤ ℓ. On
suppose donc que d(s, x) = ℓ et d(t, x) = ℓ+ 1. Soit x′u′v′ un quasi-médian du triplet x, u, v de
G. Comme G est maillé, x′u′v′ est un triangle métrique équilatéral. Comme d(x, u) = d(x, v) et
d(u, v) = 2, soit x′ = u′ = v′, soit u′ = u, v′ = v et x′uv est un triangle métrique de taille 2. Si
x′ = u′ = v′ on conclut que x′ ∈ I◦(u, v) = {s, t}, et donc x′ = s. Comme d(x, x′) = ℓ − 1 et
d(x, s) = ℓ, c'est impossible. Ainsi, x′uv est un triangle métrique de taille 2 et d(x′, x) = ℓ − 2.
Comme G est maillé, x′ est à distance 2 de s ou de t. Si d(x′, t) = 2, alors d(t, x) ≤ 2+d(x′, x) = ℓ,
ce qui est impossible. On a donc, d(x′, s) = 2 et d(x′, t) = 3 (cf Figure 7.12a).

Comme les triangle métrique de G sont équilatéraux, G véri�e la condition (TC). En appli-
quant (TC) au triplet x′, s, v, on conclut qu'il existe un sommet z ∼ x′, s, v (cf Figure 7.12b). Si
z ∼ u, alors z ∈ I◦(u, v) = {s, t}, contrairement à l'a�rmation que d(x′, s) = 2 et d(x′, t) = 3.
Comme d(u, x′) = d(u, z) = 2 et x′ ∼ z, d'après (TC) il existe un sommet w ∼ u, x′, z et
w /∈ {s, t}. Comme w ∼ u, d(w, v) ≤ 2 et G est maillé, w est adjacent à un sommet de
I◦(u, v) = {s, t}. Comme d(t, x′) = 3, w est nécessairement adjacent à s et à distance 2 de
v. On obtient donc un W5 induit par les sommets w, z, v, t, u, s et centré sur s (cf Figure 7.12c),
ce qui est impossible car G est un sous-graphe isométrique d'un graphe de Johnson (en fait le
voisinage de tout sommet est le line graph d'un graphe biparti [49]).

Dans le cas des demi-cubes partiels en revanche, le fait que le graphe soit maillé n'est plus une
condition su�sante pour assurer la connexité de l'ensemble médian. Nous présentons en Figure
7.13 un graphe faiblement modulaire (plus particulièrement triangulé) R0 qui est un sous-graphe
isométrique du demi-cube 1

2H7 et un pro�l sur R0 pour lequel l'ensemble médian n'est pas
connexe. D'autres demi-cubes partiels dont l'ensemble médian n'est pas connexe peuvent être
trouvés à partir de R0, par exemple en ajoutant l'arête ac, où en ajoutant les arêtes ac, bc et ab.
On présente une méthode générale pour construire ces exemples, soient 5 sommets u, v, s, t, w
tels que comme dans R0, d(u, v) = 2, I◦(u, v) = {s, t, w} et les sommets s, t, w sont deux à deux
adjacents. On ajoute trois nouveaux sommets a, b, c tels que a est adjacent à s, b à t, c à w et
chaque sommet a, b, c est adjacent soit à u, soit à v. Il peut également y avoir des arêtes entre les
sommets a, b, c. On appelle un tel graphe une β-con�guration (car il ne respecte pas la condition
β du Théorème 6.1.8).

Proposition 7.7.4. L'ensemble médian de tout demi-cube partiel faiblement modulaire G est
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u = ∅

a = {2, 6}
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Figure 7.13 � À droite, le plongement d'une β-con�guration R0 dans le demi-cube 1
2H7, à

gauche un pro�l (en bleu) sur R0 pour lequel l'ensemble médian (en rouge) n'est pas connexe

connexe ssi pour aucune paire de sommets u, v avec d(u, v) = 2 et dont I◦(u, v) est égal à
trois sommets adjacents deux à deux s, t, w, l'intervalle I(u, v) n'est pas inclus dans une β-
con�guration.

Démonstration. Soit un demi-cube partiel faiblement modulaire G. On choisit arbitrairement
deux sommets u, v de G avec d(u, v) = 2. On a�rme que la paire u, v véri�e les conditions (α)
et (β) du Théorème 6.1.8 ssi I(u, v) n'est pas inclus dans une β-con�guration.

On suppose pour commencer que la paire u, v est incluse dans un carré (u, s′, v, t′). Alors
trivialement, I(u, v) ne peut pas être inclus dans une β-con�guration. Réciproquement, on montre
que dans ce cas, la paire u, v véri�e les conditions (α) et (β) du Théorème 6.1.8. On prend
comme ensemble S {s′, t′} et on �xe η(s′) = η(t′) = 1. Comme les demi-cubes sont des graphes
de bases des ∆-matroïdes pairs, ils véri�ent la condition de positionnement (PC). Comme G est
un sous-graphe isométrique d'un demi-cube, G véri�e également (PC). Ainsi, d(s′, x)+d(t′, x) =
d(u, x)+ d(v, x) pour tout sommet x de G, impliquant la condition (α) du Théorème 6.1.8. Pour
véri�er la condition (β) du même Théorème, on choisit arbitrairement un sommet x de J◦(u, v).
Comme G respecte la condition du triangle, d'après la condition de J◦(u, v) nous pouvons déduire
que x est adjacent à un des sommets u, v et est à distance 2 de l'autre, i.e., d(x, u)+ d(x, v) = 3.
D'après (PC), nous obtenons que d(x, s′)+d(x, t′) = 3, x est donc adjacent à un seul des sommets
s′, t′, montrant (β).

On suppose maintenant que la paire de sommets u, v n'est pas incluse dans un carré. Comme
tout demi-cube véri�e la condition d'intervalle (IC4), G véri�e également (IC4). Ceci implique
que I◦(u, v) consiste en au plus trois sommets adjacents deux à deux {s, t, w}. Dans tous les cas
suivant, nous �xons S = I◦(u, v). On montre que S véri�e la condition (α) du Théorème 6.1.8,
où le compagnon de chaque sommet de S est lui même.

Pour cela, on choisit arbitrairement x ∈ M(u, v). Si d(u, x) = d(v, x) = 2, comme x ∈
J(u, v), nous pouvons conclure que le triplet xuv est un triangle métrique de taille 2. D'après
la caractérisation des triangles métriques des graphes modulaires [43], nous pouvons conclure
que d(z, x) = 2 et donc d(z, x) + d(z, x) = d(u, x) + d(v, x) pour tout z ∈ I◦(u, v). Si d(u, x) =
d(v, x) = 1, alors x ∈ I◦(u, v). Comme tous les sommets de I◦(u, v) sont deux à deux adjacents,
nous obtenons d(z, x) + d(z, x) ≤ d(u, x) + d(v, x) pour tout z ∈ I◦(u, v) dans ce cas également.

Soit x ∈ J◦(u, v) = J(u, v) \ M(u, v). Alors soit x ∼ u et d(x, v) = 2 ou d(x, u) = 2 et
x ∼ v. Comme les triangles de G sont équilatéraux, tout quasi-médian du triplet x, u, v est de la
forme xuv′ dans le premier cas et xu′v dans le second, avec u′ et v′ des sommets de I◦(u, v). Si
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b = {2, 7}

t = ∅

u = {1, 2}

v = {3, 4}

s = {1, 3}

a = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

{1, 2, 3, 5} {1, 3, 4, 5}

(a)

b = {1, 2}

t = ∅

u = {2, 3}

v = {4, 5}

s = {3, 5}

a = {2, 3, 4, 5, 6, 7}

{2, 3, 4, 5} {3, 4, 5, 6}

w = {3, 4}

(b)

Figure 7.14 � Deux α-con�gurations de Type 1 et leur réalisation en tant que demi-cubes
partiels.

x ∈ J◦(u, v) a un voisin unique dans S = I◦(u, v), on dit qu'il est un voisin personnel de x.

On dé�nit maintenant une fonction de poids η sur S respectant la condition (β) du Théorème
6.1.8 ssi la paire u, v n'est pas incluse dans une β-con�guration. Si S = I◦(u, v) = {s}, on �xe
η(s) = 1. Alors s est le voisin personnel de tous les sommets x ∈ J◦(u, v). Si S = I◦(u, v) = {s, t},
on �xe alors η(s) = η(t) = 1 si s et t sont des voisins personnels de certains sommets de J◦(u, v)
et η(s) = 1, η(t) = 0 si t n'est un voisin personnel d'aucun sommet de J◦(u, v). Alors tout
sommet x ∈ J◦(u, v) est adjacent à au moins un des sommets s, t dans le premier cas et à s
dans le second, la condition (β) est donc respectée. Comme I(u, v) n'est pas inclus dans une
β-con�guration, on arrive à une contradiction.

Pour �nir, soit S = I◦(u, v) = {s, t, w}. Si chacun des sommets s, t, w est un voisin personnel
d'un sommet de J(u, v) \M(u, v), alors u, v, s, t, w associés à a, b, c de J(u, v) \M(u, v) dé�ni
une β-con�guration interdite. Dans ce cas, aucune fonction η sur S ne respectera la condition
(β). En e�et, (β) ne serait pas respectée par le sommet de a, b, c dont le voisin personnel réalise
min{η(s), η(t), η(w)}). Donc les ensembles médians de G ne sont pas connexes. Réciproquement,
si u, v, s, t, w n'est pas inclus dans une β-con�guration, alors au moins un des sommets de S,
disons w, n'est le voisin personnel d'aucun sommet de J◦(u, v). Alors on �xe η(s) = η(t) = 1 et
η(w) = 0. Comme tout sommet x de J◦(u, v) est adjacent à au moins un des sommets s, t, nous
pouvons conclure que la paire u, v respecte la condition (β).

Dans le cas des demi-cubes partiels maillés, la condition (α) du Théorème 6.1.8 n'est plus
respectée. Une α-con�guration contenant un 2-intervalle I(u, v) est un des trois types ci-dessous :

Type 1 : deux sommets adjacents s, t ou trois sommets adjacents deux à deux s, t, w de I◦(u, v),
un sommet a tel que d(a, u) = d(a, v) = d(a, s) = d(a,w) = 2, d(a, t) = 3 et un sommet
b tel que b ∼ t, b ≁ s, w, et b est adjacent à u ou à v.

Type 2 : trois sommets deux à deux adjacents s, t, w de I◦(u, v), deux sommets a1, a2 tels que
d(a1, u) = d(a1, v) = d(a1, s) = d(a1, w) = 2, d(a1, t) = 3, d(a2, u) = d(a2, v) =
d(a2, s) = d(a2, t) = 2, d(a2, w) = 3 et un sommet b tels que b ∼ t, w, b ≁ s, et b est
adjacent à u ou à v.

Type 3 : trois sommets deux à deux adjacents s, t, w de I◦(u, v), et trois sommets a1, a2, a3 tels
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Figure 7.15 � En (a) une α-con�guration de Type 2 et en (b) de Type 3

que d(a1, u) = d(a1, v) = d(a1, s) = d(a1, w) = 2, d(a1, t) = 3, d(a2, u) = d(a2, v) =
d(a2, s) = d(a2, t) = 2, d(a2, w) = 3, et d(a3, u) = d(a3, v) = d(a3, t) = d(a3, w) =
2, d(a1, s) = 3.

On donne en Figure 7.14 deux sous-graphes isométriques de demi-cubes réalisant une α-
con�guration de Type 1, et en Figure 7.15 une con�guration de Type 2 et une de Type 3.

Théorème 7.7.5. Les ensembles médians des demi-cubes partiels sont connexes ssi G est maillé
et lorsque d(u, v) = 2 et I◦(u, v) est égal à deux ou trois sommets ajacents deux à deux, alors
I(u, v) n'est pas inclus dans une α- ou β-con�guration.

Démonstration. Le cas où u, v sont inclus dans un carré est le même que la Proposition 7.7.4.
On suppose que I◦(u, v) possède au plus trois sommets deux à deux adjacents. La preuve de la
condition (β) du Theorem 6.1.8 est à nouveau la même que pour la Proposition 7.7.4. Ainsi, il
su�t de montrer que si un demi-cube partiel maillé G respecte les conditions (α) et (β), alors
G ne contient pas d'α-con�guration et que si G ne contient ni α-, ni β-con�gurations, alors G
respecte la condition (α).

Soit S = I◦(u, v) et soit la fonction de poids η sur S véri�ant les conditions (α) et (β) du
Théorème 6.1.8. On suppose par l'absurde que G contient une α-con�guration. Si cette con�gu-
ration est de Type 3, alors tout sommet de I◦(u, v) est à distance 3 d'un sommet de M(u, v)
à distance 2 de u, v et de tous les autres sommets de I◦(u, v), montrant que la condition (α)
n'est pas respectée. Si I(u, v) est inclus dans une con�guration de Type 2, alors la condition (α)
n'est pas respectée pour les sommets t et w de I◦(u, v). Donc S ne peut contenir que le sommet
s. Mais le sommet s n'est pas adjacent au sommet b de J◦(u, v), donc la condition (β) ne peut
être respectée. On suppose �nalement que I(u, v) est inclus dans une con�guration de Type 1.
Alors a ∈ M(u, v) et b ∈ J◦(u, v). Comme d(a, t) = 3 et a est à distance 2 de tous les autres
sommets de I◦(u, v), le sommet t ne peut pas être inclus dans S (sinon, pour t et chacun de
ses compagnons dans S, la condition (α) ne serait pas respectée). Mais t est le voisin personnel
dans I◦(u, v) du sommet b de J◦(u, v) et comme t /∈ S, la condition (β) n'est pas respectée. Ceci
montre que G ne contient pas d'α-con�guration.

Réciproquement, on suppose que pour toute paire de sommets u, v à distance 2, l'intervalle
I(u, v) n'est pas inclus dans une α-con�guration et véri�e la condition (β). Si tous les sommets
de I◦(u, v) sont à distance 2 de tous les sommets x de M(u, v) avec d(u, x) = d(v, x) = 2,
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alors la condition (α) serait respectée avec S = I◦(u, v) et la fonction de poids η dé�nie comme
dans la preuve de la Proposition 7.7.4. C'est en particulier vrai si |I◦(u, v)| = 1. On suppose
donc que 2 ≤ |I◦(u, v)| ≤ 3 et qu'il existe un sommet t ∈ I◦(u, v) à distance 3 d'un sommet
a1 ∈ M(u, v). Comme les intervalles des demi-cubes sont convexes [47, (3.4)] et G est un sous-
graphe isométrique d'un demi-cube, les intervalles de G sont convexes. Comme u, v ∈ I(t, a1),
nous pouvons conclure que tous les sommets de I◦(u, v) di�érant de t appartiennent également
à I(t, a1). Comme ils sont tous adjacents à t, ils sont tous à distance 2 de a1. Si t est le voisin
personnel d'un sommet b ∈ J◦(u, v), alors l'ensemble I(u, v) ∪ {a1, b} dé�ni une α-con�guration
de Type 1, ce qui est impossible. Ainsi, t n'est le voisin personnel d'aucun sommet de J◦(u, v).

On suppose pour commencer que I◦(u, v) = {s, t}. Si d(s, x) = 2 pour tout sommet x ∈
M(u, v) avec d(x, u) = d(x, v) = 2, on peut alors �xer S = {s} et η(s) = 1 et la condition (α)
serait véri�ée. Comme tout sommet de J◦(u, v) est adjacent à s, la condition (β) est également
respectée. On suppose donc que d(s, x) = 3 pour le sommet x ∈ M(u, v). Comme G est maillé,
d(x, t) = 2. D'après (TC), il existe un sommet b adjacent à x, u, et t. Comme b ∈ J◦(u, v)
et t n'est pas un voisin personnel de b, b doit être adjacent à s, ce qui contredit l'a�rmation
d(s, x) = 3.

Finalement, soit I◦(u, v) = {s, t, w}. Si d(s, x) = d(w, x) = 2 pour tout sommet x ∈M(u, v)
avec d(x, u) = d(x, v) = 2, on peut alors �xer S = {s, w} et η(s) = η(w) = 1 et la condition
(α) serait respectée. Comme tout sommet de J◦(u, v) est adjacent à au moins un des sommets
s ou w, la condition (β) est également respectée. On suppose donc que d(w, a2) = 3 pour un
sommet a2 ∈ M(u, v). Nous pouvons donc déduire de la convexité des intervalles de G que
d(a2, s) = d(a2, t) = 2. Tout comme dans le cas de t, on conclut que w n'est le voisin personnel
d'aucun sommet de J◦(u, v) (on aurait sinon une α-con�guration de Type 1). Si il existe un
sommet b ∈ J◦(u, v) adjacent à t et w mais pas à s, on obtiendrait alors une α-con�guration
de Type 2. Ainsi, tous les sommets de J◦(u, v) sont adjacents à s. Si d(s, x) = 2 pour tout
sommet x ∈ M(u, v) avec d(x, u) = d(x, v) = 2, on peut alors �xer S = {s} et η(s) = 1 et les
conditions (α) et (β) du Théorème 6.1.8 serait respectée. Il existe donc un sommet a3 ∈M(u, v)
avec d(s, a3) = 3. Nous pouvons donc à nouveau conclure que d(t, a3) = d(w, a3) = 2 et nous
obtenons une α-con�guration of Type 3. Cette contradiction �nale montre que si G ne contient
pas d'α- ni de β-con�guration, alors G respecte la condition (α) et (β) du Théorème 6.1.8, les
ensembles médians de G sont donc connexes.

Corollaire 7.7.6. Les ensembles médians d'un demi-cube partiel G sans triangle sont connexes
ssi G est un graphe médian.

Démonstration. Soit un graphe G respectant les conditions du Théorème 7.7.4, en particulier G
est maillé. Les graphes modulaires sont exactement les graphes maillés sans triangles et exac-
tement les graphes faiblement modulaires sans triangles [43]. D'autre part, les graphes médians
sont exactement les graphes modulaires sans K2,3 induits [88]. Or, les demi-cubes ne contiennent
pas de K2,3 induits. Pour montrer ça, on suppose par l'absurde que 1

2H(X) contient un K2,3

induit et on suppose sans perte de généralité qu'un sommet u de degré 3 de K2,3 est encodé par
∅. Comme l'autre sommet v de degré 3 de K2,3 est à distance 2 de u, v doit être encodé par
un sous-ensemble de taille 4 de 1

2H(X), disons pas l'ensemble {1, 2, 3, 4}. Alors les trois voisins
communs de u et v dansK2,3 doivent être encodés par des sous-ensembles de taille 2 de {1, 2, 3, 4}
deux à deux disjoints, ce qui est impossible.
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7.8 Systèmes de benzénoïdes

Une grille hexagonale est une grille formée par un pavage du plan R2 par des hexagones
réguliers. Soit un cycle Z de la grille hexagonale. Un système de benzénoïdes est un sous-graphe
de la grille hexagonale induit par les sommets situés dans la région �nie délimitée par Z. De
manière équivalente, un système de benzénoïdes est un graphe planaire connexe dont toutes les
faces intérieures sont des hexagones réguliers de côté 1. Les systèmes de benzénoïdes sont très
étudiés dans la théorie des graphes chimique [65].

Comme vu dans les préliminaires, on rappelle que tout système de benzénoïdes G = (V,E)
peut être isométriquement plongé dans le produit cartésien T1□T2□T3 de trois arbres T1, T2, T3,
on appelle hexagone incomplet un chemin de taille 3 dont chaque arête est issu d'un arbre
di�érent.. On rappelle également que comme dans les graphes médians , les arêtes des systèmes de
benzénoïdes peuvent être organisées sous forme de classes de parallélisme, on dira que deux arêtes
sont parallèles si elles viennent de la même arête d'un des trois arbres du produit cartésien. Les
classes de parallélisme d'un système de benzénoïde G correspond aux coordonnées du plongement
isométrique de G dans le plus petit hypercube possible [74]. Supprimer les arêtes de toute classe
de parallélisme de G le partitionne en deux sous-graphe convexes [55]. Ceci implique les deux
propriétés suivantes des classes de parallélisme de G que nous utiliserons plus bas :

(1) tout plus court chemin P de G contient au plus une arête de chaque classe de paral-
lélisme.

(2) Si C est un cycle de G et xy une arête de C, alors la classe de parallélisme de l'arête
xy contient au moins une autre arête de C.

On a montré plus tôt que p(G) d'un graphe hypercellulaire G est le supremum de P (C) sur
tous les cycles portés de G. Les hexagones C6 de tout système de benzénoïde G sont portés
et p(C6) = 2, cependant on ne peut pas obtenir G à partir d'amalgamations portées de C6.
Néanmoins, les ensembles médians des systèmes de benzénoïdes sont G2-connexes.

Proposition 7.8.1. Les ensembles médians des systèmes de benzénoïdes G sont G2-connexes.

Démonstration. D'après les Théorèmes 6.1.9 et 6.2.1, il su�t de montrer que la somme totale
des distances Fπ est localement-faiblement 2-sans-pic. Soit le plongement isométrique φ : V →
T1□T2□T3 de G dans le produit cartésien des trois arbres T1, T2, T3 dé�ni plus haut. Pour tout
sommet x de G, soit les coordonnées (x1, x2, x3) de φ(x) dans T1□T2□T3. On note la fonction de
distance de Ti par di au lieu de dTi , i = 1, 2, 3. On note également πi le pro�l sur Ti obtenu à partir
de π de la même manière que pour les produits cartésiens. Les systèmes de benzénoïdes étant
bipartis, pour tout triplet de sommets x, y, u de G tel que x ∼ y, alors |d(u, x) − d(u, y)| = 1
et soit x ∈ I(u, y), soit y ∈ I(u, x). En e�et, supposons l'inverse et considérons un sommet
u′ ∈ I(u, x)∩ I(u, y) à distance maximale de u. On a alors la concaténation de l'arête xy avec un
plus court chemin entre u′ et x et un plus court chemin entre u′ et y qui dé�nit un cycle impair.

On poursuit avec la propriété suivante des benzénoïdes :

A�rmation 7.8.2. Tout hexagone ou hexagone incomplet H de G est porté.

Démonstration. Soit un sommet u ∈ V et soit un sommet x de H minimisant d(u, x). Si x n'est
pas la porte de u dans H, il existe alors un sommet y dans H tel que d(u, y) < d(u, x) + d(x, y).

137



Chapitre 7. Classes de graphes aux médians G2- et Gp-connexes

Soit le sommet y de H le plus proche de u tel que cette inégalité est vraie. Si x ∼ y, alors par
minimalité de d(u, x), nous avons d(u, y) = d(u, x), ce qui est impossible comme G est biparti.
On a donc nécessairement d(x, y) = 2 ou d(x, y) = 3.

On suppose pour commencer que d(x, y) = 2. Soit l'unique voisin commun s de x et y.
Comme G est biparti, on peut déduire du choix de x et y que d(u, x) = d(u, y) = d(u, s)− 1. On
suppose sans perte de généralité que xs ∈ E1 et sy ∈ E2. Si x, y appartient à un hexagone H,
alors chacun des x, y ont un second voisin dans H. Si x, y appartient à un hexagone incomplet
H, alors soit x soit y a un second voisin dans H. On suppose sans perte de généralité que x a un
voisin z dans H et on observe que xz ∈ E3. D'après le choix de x, d(u, z) = d(u, x)+1 = d(u, s).
Soit p le voisin de x dans I(x, u). Comme xs ∈ E1 et xz ∈ E3, xp appartient nécessairement à E2

(cf Figure 7.16a). Par conséquent, il y a deux chemins dans T2 séparant les sommets s2 = x2 = z2
et u2 : un commence avec l'arête x2p2 et l'autre avec l'arête s2y2. Ceci est possible seulement si
les arêtes xp et sy sont parallèles. Comme x et s sont adjacents dans G, c'est impossible. Ceci
conclut l'analyse du cas d(x, y) = 2.

On suppose maintenant que d(x, y) = 3 et on considère deux sommets s, t tels que (x, s, t, y)
est un chemin de taille 3. Soit xs ∈ E1, st ∈ E2, et ty ∈ E3. Comme G est biparti, d'après le
choix de x et y, d(u, s) = d(u, x) + 1, d(u, t) = d(u, y) + 1, et |d(u, s) − d(u, t)| = 1. Comme
d(u, x) ≤ d(u, y), nous pouvons conclure que d(u, t) = d(u, s)+1 = d(u, y)+1 = d(u, x)+2. Soit
Px un plus court chemin entre u et x et Py entre u et y. La concaténation de Px, de (x, s, t, y),
et de Py inclus un C6 contenant les sommets x, s, t, y. D'après la propriété (2) des classes de
parallélisme, les arêtes xs, st, et ty du C6 sont parallèles aux arêtes e1, e2, e3, respectivement du
C6. Comme Px concaténé à l'arête sx est un plus court chemin entre les sommets s et u de G,
d'après la propriété (1) des classes de parallélismes, l'arête e1 ne peut appartenir à Px, et donc
e1 ∈ Py. De manière analogue, comme Px concaténé au chemin (x, s, t) est un plus court chemin
P ′ entre t et u et Py concaténé avec l'arête ty est un plus court chemin P ′′ entre t et u, nous
pouvons conclure que e2 /∈ Px et e3 /∈ Py, donc e2 ∈ Py et e3 ∈ Px. Si H est un hexagone et z est
le second voisin de x dans H, alors l'arête xz est parallèle à ty et donc à e3 (cf Figure 7.16b). On
peut conclure du choix de x comme plus proche sommet de u dans H et du fait que G biparti,
que Px plus l'arête xz est un plus court chemin entre z et u. Comme les arêtes xz et e3 sont
parallèles et appartiennent tous les deux à ce chemin, nous obtenons une contradiction avec la
propriété (1) des classes de parallélisme. On suppose donc que H est un hexagone incomplet.
Soit H ′ l'hexagone de la grille hexagonale contenant H et soit z et z′ les voisins de x et y dans H ′

respectivement. Soit également le voisin p de x dans Px et q le voisin de y dans Py. Alors xz ∈ E3

et z′y ∈ E1 (cf Figure 7.16c). Comme H est un hexagone incomplet, soit z /∈ V (G) et z ̸= p
ou z′ /∈ V (G) et z′ ̸= q. Si z′ ̸= q, alors nécessairement yq ∈ E2. Par conséquent, dans l'arbre
T2 nous avons deux chemins entre t2 = y2 et u2 : un commence avec l'arête t2s2 et l'autre avec
l'arête y2q2. Ceci est possible seulement si les arêtes st et yq sont parallèles. Comme t et y sont
adjacents dans G, c'est impossible. Si z ̸= p, alors dans l'abre T2, nous avons deux chemins entre
s2 = x2 et u2 : un commence avec l'arête x2p2 et l'autre avec l'arête s2t2. Ceci est uniquement
possible si les arêtes st et xp sont parallèles. Comme s et x sont adjacents dans G, ce n'est pas
possible. Cette contradiction �nit l'analyse du cas d(x, y) = 3 et conclut la preuve.

Tout comme dans les preuves précédentes nous allons montrer que Fπ véri�e la propriété du
losange Loz(u, v) pour tous u, v tels que 3 ≤ d(u, v) ≤ 4. Plus précisément, I◦(u, v) contient deux
sommets s et t (pas nécessairement di�érents) tels que Fπ(s) + Fπ(t) ≤ Fπ(u) + Fπ(v). Nous
distinguons deux cas : d(u, v) = 3 et d(u, v) = 4.
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Figure 7.16 � Illustration de la preuve de l'A�rmation 7.8.2

Cas 1. d(u, v) = 3.

D'après la dé�nition des benzénoïdes, toute paire d'arêtes consécutives sur une (u, v)-géodésique
appartiennent à di�érentes classes du triplet E1, E2, E3. Alors I(u, v) est soit un hexagone, soit
un 3-chemin. Si I(u, v) est un hexagone C, on choisit alors s et t tels que s ∼ u et t ∼ v sont
des sommets opposés de C. Pour tout sommet x du pro�le π, soit x′ sa porte sur C. Alors indé-
pendamment de la localisation de x′ sur C, nous avons d(x′, u)+ d(x′, v) = d(x′, s)+ d(x′, t) = 3
et donc d(x, u) + d(x, v) = d(x, s) + d(x, t). Par conséquent, Fπ(u) + Fπ(v) = Fπ(s) + Fπ(t).
De manière analogue, si I(u, v) est un hexagone incomplet P , on choisit s, t ∈ P avec s ∼ u
et t ∼ v. Soit la porte x′ de x sur P . Alors indépendamment de la localisation de x′ sur P ,
d(u, x′)+d(v, x′) = 3 et d(s, x′)+d(t, x′) ≤ 3. Par conséquent, d(x, s)+d(x, t) ≤ d(x, u)+d(x, v),
et ainsi Fπ(s) + Fπ(t) ≤ Fπ(u) + Fπ(v).

On suppose �nalement que I(u, v) est un 3-chemin P qui n'est pas inclus dans un hexagone.
Alors la première et la troisième arête de P appartiennent à la même classe, disons E1, et l'arête
du milieu appartient à une autre classe, disons E2. Nous �xons à nouveau s ∼ u et t ∼ v.
On observe que les coordonnées de u, v, s, t véri�ent les égalités u3 = s3 = t3 = u3, u2 = s2 et
t2 = v2. Comme dans T1, s1 = t1 ∈ I(u1, v1), pour tout x ∈ supp(π) et tout i = 1, 2, 3, nous avons
di(si, xi) + di(ti, xi) ≤ di(ui, xi) + di(vi, xi) pour tout i, et ainsi Fπ(s) + Fπ(t) ≤ Fπ(u) + Fπ(v).

Cas 2. d(u, v) = 4.

De manière analogue au cas d(u, v) = 3, I(u, v) est soit un 4-chemin P ou un hexagone avec
une arête supplémentaire. On suppose pour commencer que I(u, v) est un hexagone C avec une
arête supplémentaire e = zv. Alors u est le sommet de C à l'opposé de z. On suppose que l'arête e
appartient à E1 et on observe que C contient deux arêtes de E1. Soit s, t les deux voisins de z dans
C. Alors s, t sont à distance 2 de u et de v. On observe que s1 = t1 ∈ I(u1, v1) et que nous pouvons
supposer que s2 = u2, t2 = v2, s3 = v3, et t3 = u3. Par conséquent, pour tout x ∈ supp(π), nous
avons di(s, x) + di(t, x) ≤ di(u, x) + di(v, x) et donc Fπ(s) + Fπ(t) ≤ Fπ(u) + Fπ(v).

On suppose maintenant que I(u, v) est un 4-chemin P = (u, s, r, t, v). Alors les arêtes de P
apparaissent dans un de ces ordres : (a) E1, E2, E1, E2, (b) E1, E2, E3, E1, or (c) E1, E2, E3, E2.
Dans les deux derniers cas, P consiste en un hexagone incomplet P ′ = (u, s, r, t) plus une arête
tv. Pour un sommet x ∈ supp(π), on note x′ la porte de x dans P ′.

Dans le cas (a), soit le sommet r au milieu de P . Alors d1(u1, v1) = d1(u1, r1) + d1(r1, v1),
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d2(u2, v2) = d2(u2, r2) + d2(r2, v2), et u3 = r3 = v3. Comme la fonction de distance est convexe
dans les arbres, pour tout x = (x1, x2, x3) ∈ supp(π), nous avons 2di(ri, xi) ≤ di(ui, xi)+di(vi, xi)
et donc 2Fπ(r) ≤ Fπ(u)+Fπ(v). Donc dans ce cas nous pouvons supposer que les deux sommets
de Loz(u, v) coïncident avec r.

On considère maintenant le cas (b), i.e., us, tv ∈ E1, sr ∈ E2, et rt ∈ E3. Dans ce cas,
le 3-chemin P ′′ = (s, r, t, v) est un hexagone incomplet. On choisit arbitrairement un sommet
x ∈ supp(π). Si u n'est pas la porte x′ de x dans P ′, nous avons alors d(s, x) = d(u, x)−1. Comme
d(t, x) ≤ d(v, x)+1, nous obtenons que d(s, x)+d(t, x) ≤ d(u, x)+d(v, x). De manière similaire,
si v n'est pas la porte x′′ de x dans P ′′, on obtient alors d(s, x) + d(t, x) ≤ d(u, x) + d(v, x).
Finalement, si u est la porte de x dans P ′ et v est la porte de x dans P ′′, alors nous devons avoir
d(x, t) = d(x, s) + 2 et d(x, s) = d(x, t) + 2, ce qui est impossible.

On considère le cas (c), i.e., us ∈ E1, sr, tv ∈ E2, et rt ∈ E3. Comme dans le cas (b), on peut
supposer que u est la porte de x dans l'hexagone incomplet P ′ et que d(x, v) = d(x, t)−1. Comme
u est la porte de x dans P ′, nous avons d2(x2, u2) = d2(x2, s2) = d2(x2, r2)− 1 = d2(x2, t2)− 1.
Comme tv ∈ E2 et d(x, v) = d(x, t)− 1, nous avons d2(x2, v2) = d2(x2, t2)− 1. Par conséquent,
dans T2 le sommet r2 = t2 a deux voisins distincts s2 = u2 et v2 sur un plus court chemin entre
r2 et x2, ce qui est impossible car T2 est un arbre.

7.9 Conclusion

Nous avons montré que les graphes pontés et faiblement pontés (et donc triangulés), les
graphes aux boules convexes, les graphes bucoliques, hypercellulaires, les graphes de Helly bipar-
tis, et les sytèmes de benzénoïdes, ont leurs ensembles médians qui sont G2-connexes. Nous avons
donné des conditions locales su�santes pour qu'un graphe modulaire soit un graphe aux mé-
dians G2-connexes. Nous avons également caractérisé les sous-graphes isométriques des graphes
de Johnson et les demi-cubes pour lesquels les ensembles médians sont connexes.

Les demi-cubes sont exactement les carrés d'hypercubes et les graphes de Johnson sont les
sous-graphes isométriques des demi-cubes induits par les dimensions d'hypercubes. Il pourrait
donc être intéressant d'étudier les domaines d'ordres linéaires (ou d'autres types d'ordonnance-
ment partiels) induisant certains demi-cubes partiels ou certains graphes de Johnson partiels.
Dans ce cas, ces domaines sont vus non pas comme des sous-graphes de permutahèdres (ou
d'hypercubes) mais en temps que sous-graphes induits de demi-cubes ou de graphes de Johnson.
Notons que ces domaines sont encodés par les sommets de l'hypercube (vus comme des vecteurs
(0, 1)) ayant un nombre pair de 1 pour le demi-cube (respectivement le même nombre de 1 pour
le graphe de Johnson).
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Chapitre 8

ABC(T)-graphes : Une caractérisation
axiomatique de la procédure du médian
dans les graphes aux médians connexes
et G2-connexes

Dans ce chapitre, nous étudierons la fonction médian dans les graphes, i.e., la fonction qui, à
un pro�l de sommets π = (x1, . . . , xn), associe l'ensemble des sommets u minimisant la somme
totale des distances Fπ(u) =

∑
i=1,...,n d(u, xi) =

∑
x∈V π(x)d(u, x). Les résultats de ce Chapitre

sont présentés dans l'article [26].

On note V ∗ l'ensemble de tous les pro�ls de taille �nie. Une fonction consensus sur un graphe
G = (V,E) est une fonction de la forme L : V ∗ → 2V \∅. On observe que la fonction Med qui à
un pro�l π associe l'ensemble médian Med(π) est bien une fonction consensus.

Les trois axiomes simples (A), (B), (C) suivants pour les fonctions consensus sur les graphes
ont été introduits dans [83, 84, 90] :

(A) Anonymat : pour tout pro�l π = (x1, x2, . . . , xn) et toute permutation σ de {1, 2, . . . , n},
L(π) = L(πσ) avec πσ = (xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)).

(B) Intervalle (Betweeness) : L(u, v) = I(u, v).

(C) Cohérence : pour tout pro�ls π et ρ, si L(π) ∩ L(ρ) ̸= ∅, alors L(πρ) = L(π) ∩ L(ρ).

Une illustration de l'axiome (C) est proposée en Figure 8.1, en 8.1a et 8.1b les ensembles mé-
dians associés aux pro�ls bleu et rouge respectivement, et en 8.1c l'ensemble médian associé à
la concaténation des pro�ls bleus et rouges. Nous considérons également les axiomes triangles
suivants, qui n'ont du sens que pour les graphes contenant des triangles :

(T) Triangle : pour tout triplet de sommets u, v, w deG deux à deux adjacents, L(u, v, w) =
{u, v, w}.

(T−) Triangle faible : pour tout triplet de sommets u, v, w de G deux à deux adjacents, si
u ∈ L(u, v, w), alors {u, v, w} ⊆ L(u, v, w).
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(a) (b) (c)

Figure 8.1 � Illustration de l'axiome (C)

On peut rapidement véri�er que la fonction médian Med véri�e les axiomes (A), (B), (C), (T)
et (T−). D'après [83], les fonctions consensus véri�ant les axiomes (A), (B) et (C) sont appelées
ABC-fonctions. On dit qu'un graphe G est un ABC-graphe s'il existe une unique ABC-fonction
surG, i.e., si la fonction médian est l'unique ABC-fonction. Les ABCT- et ABCT−-fonctions et les
ABCT-, ABCT−-graphes sont dé�nis de manière similaire. La caractérisation des ABC-graphes
(et ABCT-graphes) est un problème ouvert. Le premier est nommé ABC-problème dans [83] et
nous nommerons le second ABCT-problème.

Nous montrons dans la Section 8.1 que dans les graphes dont l'ensemble médian est connexe
et dans les graphes modulaires dont l'ensemble médian est G2-connexe, la fonction médian Med
peut être caractérisée en utilisant des axiomes simples. Les deux démonstrations suivent la même
idée : soit une paire de sommets u, v telle que u et v sont adjacents (respectivement à distance 2).
Pour tout pro�l π, nous dé�nissons un pro�l π′ tel que pour toute ABC-fonction L, u, v ∈ L(π′).
Nous utilisons ce pro�l pour montrer qu'un sommet x appartient à L(π) ssi la fonction médian
appliquée à x est plus petite qu'appliquée à chacun de ses voisins (resp. à chacun des sommets à
distance au plus 2 de x) et utilisons les résultats du Chapitre 6 pour montrer les deux résultats
suivants :

Théorème (8.1.9). Tout graphe dont les médians sont connexes est un ABCT-graphe.

Théorème (8.1.18). Tout graphe modulaire G = (V,E) dont les médians sont G2-connexes est
un ABC-graphe.

MacMorris et al. [83] ont montré que les graphes véri�ant la propriété d'appariement (soient
les graphes tels que pour tout pro�l pair de taille 2n, il existe une partition de π contenant
n paires de sommets telle que l'intersection des intervalles de toutes ces paires est non nulle)
sont des ABC-graphes. En Section 8.2, nous étendons la propriété d'appariement en dé�nissant
la propriété de double appariement, qui se restreint aux pro�ls pairs de la forme ππ et nous
montrons que les graphes qui la respectent sont également des ABC-graphes. Certaines de nos
démonstrations de cette section utilisent l'équivalence entre les problème d'appariement et de
double appariement et un problème de π-couplage et de π-couplage fractionnaire respectivement.

Les graphes de Helly bipartis sont les graphes G où la condition de Helly (une famille d'en-
semble F véri�e la propriété de Helly si pour toute sous-famille F ′ de F telle que les ensembles
de F ′ s'intersectent deux à deux, l'intersection de tous les ensembles de F ′ est non-vide) est res-
pectée par l'intersection des boules et d'une des classes de couleurs de G. Ils ont été caractérisés
de plusieurs façons par Bandelt, Dälmann et Schütte [19], nous montrons le résultat suivant :

Proposition. 8.2.7 Si un graphe G respecte la propriété de double-appariement, alors G est un
graphe de Helly biparti.

Dans la sous-section suivante, nous construisons deux graphes de Helly bipartis ne respec-
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tant respectivement pas la propriété d'appariement et double appariement. Nous utilisons pour
cela les liens entre les graphes de Helly et les hypergraphes de Helly, qui sont les hypergraphes
dont les hyperarêtes respectent la propriété de Helly. Nous étudions par la suite le problème de
la reconnaissance des graphes respectant la propriété d'appariement et de double appariement.
Nous montrons une caractérisation locale vers globale des graphes respectant la propriété d'ap-
pariement en construisant pour chaque sommet u un graphe dont l'ensemble de sommets est la
boule de rayon 2 autour de u. Pour �nir cette section, nous montrons un résultat concernant la
complexité de la reconnaissance des graphes satisfaisant la propriété de double-appariement :

Proposition (8.2.17). La reconnaissance des graphes véri�ant la propriété de double-appariement
appartient à co-NP.

La preuve de ce résultat reformule ce problème en un problème d'inclusion de polytopes.

Pour �nir, en Section 8.3, nous étudions les systèmes de benzénoïdes et dé�ninissons tout
d'abord une fonction L6 sur les cycles de taille 6 et montrons le résultat suivant :

Proposition (8.3.5). C6 admet plusieurs ABC-fonctions.

C6 appartenant aux systèmes de benzénoïdes, nous en déduisons que les systèmes de ben-
zénoïdes ne sont pas des ABC-graphes. Nous dé�nissons donc de nouveaux axiomes simples
pour une fonction consensus L, (T2) forçant que pour tout triangle métrique équilatéral de taille
2, {u, v, w} ⊆ L(u, v, w) et (Ek) forçant que pour tout triangle métrique équilatéral de taille
k, si u ∈ L(u, v, w), alors {u, v, w} ⊆ L(u, v, w). Nous utilisons ensuite la même structure de
démonstration que dans la Section 8.3 pour montrer le résultat suivant :

Théorème (8.3.17). Les systèmes de benzenoïdes sont des ABCT2-graphes et ABCE2-graphes.

8.1 ABC(T)-graphes

Dans cette section, nous prouvons deux résultats : (1) que les graphes dont l'ensemble médian
est connexe sont des ABCT-graphes et (2) que lesgraphes modulaires aux médians G2-connexes
sont des ABC-graphes.

8.1.1 Quelques propriétés des ABC-fonctions

Nous montrons deux lemmes à propos des ABC-fonctions qui nous seront utiles par la suite :

Lemme 8.1.1. Soit une ABC-fonction L sur un graphe G. Alors pour tout pro�le π, tout sommet
x ∈ V , et tout x′ ∈ L(π, x), on a x′ ∈ L(π, x′) ⊆ L(π, x).

Démonstration. On choisit arbitrairement x′′ ∈ L(π, x′) et on considère le pro�l π′′ = π, x, x′, x′′.
Comme x′ ∈ L(π, x) et x′ ∈ L(x′, x′′) = I(x′, x′′), nous avons x′ ∈ L(π′′) = L(π, x) ∩ L(x′, x′′)
(cf Figure 8.2a). Comme x′′ ∈ L(π, x′) et x′′ ∈ L(x, x′′) = I(x, x′′), nous avons x′′ ∈ L(π′′) =
L(π, x′) ∩ L(x, x′′) ⊆ L(π, x) (cf Figure 8.2b).

Lemme 8.1.2. Soit L une ABC-fonction sur un graphe G. Alors pour tout pro�l π avec |π| ≥ 2
et tout sommet x ∈ V tel que x ∈ L(π, x), on a

⋂
y∈π I(x, y) = {x}.
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Figure 8.2 � Illustration de la preuve du Lemme 8.1.1 : la preuve en (a) que x′ ∈ L(π′′) et en
(b) que x′′ ∈ L(π′′) ; dans les deux cas on décompose π′′ (en violet) en deux autres pro�ls (en
bleu et orange)

Démonstration. On choisit arbitrairement z ∈
⋂

y∈π I(x, y) (qui contient au moins x), soit k =

|π|, on considère le pro�l π′ = π, xk, zk−1. Comme x ∈ L(π, x) et x ∈ L(xk−1, zk−1) = L(x, z) =
I(x, z), x ∈ L(π′) = L(π, x) ∩ I(x, z). Comme z ∈

⋂
y∈π L(y, x) =

⋂
y∈π I(y, x) et z ∈ L(zk−1) =

L(z) = {z}, L(π′) =
⋂

y∈π I(y, x) ∩ {z} = {z} et par conséquent x = z.

Le Lemme 8.1.2 implique que si {u, v, w} ⊆ L(u, v, w), alors u, v, w forme un triangle mé-
trique, i.e., les intervalles I(u, v), I(u,w) et I(v, w) ne s'intersectent deux à deux que sur l'ex-
trémité qu'ils ont en commun.

8.1.2 Les graphes aux médians connexes sont des ABCT-graphes

Dans cette section, on montre que Med est la seule ABCT-fonction dans les graphes aux
médians connexes. Ceci généralise le résultat de [90] dans les graphes médians qui sont exactement
les graphes bipartis (et donc sans triangle) dans lesquels l'ensemble médian est connexe pour tous
les pro�ls. Le lemme suivant montre que pour les ABC-fonctions dans les graphes aux médians
connexes, (T−) est équivalent à (T) :

Lemme 8.1.3. Si G est un graphe véri�ant la condition du triangle (TC) et L est une ABCT−-
fonction, alors L véri�e également l'axiome (T).

Démonstration. On considère trois sommets deux à deux adjacents u, v, w et on suppose qu'il
existe x ∈ L(u, v, w) \ {u, v, w}. Comme x ∈ L(u, v, w), d'après le Lemme 8.1.1, on a x ∈
L(u, v, x) et par conséquent, d'après le Lemme 8.1.2, I(u, x)∩ I(v, x) = {x}. Comme G véri�e la
condition du triangle, x est nécessairement adjacent à u et v. Comme x ∈ L(u, v, x), d'après (T−),
on a u, v, x ∈ L(u, v, x). Par conséquent, u ∈ L(u, v, x) ∩ L(u,w) = L(u, v, w, x, u) et comme
L(u,w) = {u,w}, on a donc L(u, v, w, x, u) ⊆ {u,w}. Mais on a x ∈ L(u, v, w) ∩ L(u, x) =
L(u, v, w, x, u), ce qui est une contradiction. Par conséquent, L(u, v, w) ⊆ {u, v, w} et d'après
(T−), on a L(u, v, w) = {u, v, w}.

On considèrera pour la suite de cette section que les fonctions consensus L sont des ABCT-
fonctions et que les graphes respectent la condition (TC). Nous généralisons quelques idées de
Mulder et Novick [90] pour montrer que si l'ensemble médian de G est connexe, alors L est la
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Figure 8.3 � Illustration de l'A�rmation 8.1.6

fonction médian sur G. Comme les graphes médians sont des graphes aux médians connexes et
ne contiennent pas de triangles, nous obtenons une nouvelle preuve du résultat principal de [90]
n'utilisant pas d'autre propriété des graphes médians que la connexité de leur ensemble médian.

On rappelle que pour toute arête uv de G, Wuv = {x ∈ V : d(u, x) < d(v, x)}, Wvu = {x ∈
V : d(v, x) < d(u, x)}, et W=

uv = {x ∈ V : d(u, x) = d(v, x)}. On observe que si G est biparti,
alors W=

uv = ∅. Étant donné un pro�l π, on note πuv (respectivement, πvu, π=
uv) la restriction de

π à Wuv (respectivement, Wvu,W
=
uv). L'observation suivante est immédiate :

Lemme 8.1.4. Pour toute arête uv d'un graphe G et toute paire de sommets x, y telle que
x ∈Wuv et y ∈Wvu, on a u, v ∈ L(v, x) = I(v, x) et u, v ∈ L(u, y) = I(u, y).

Le Lemme suivant sert pour les sommets du pro�l dans W=
uv.

Lemme 8.1.5. Soit G véri�ant la condition du triangle (TC). Pour toute arête uv de G et tout
z ∈W=

uv, on a u, v ∈ L(u, v, z).

Démonstration. En appliquant la condition du triangle à z, on obtient w ∼ u, v tel que d(w, z) =
d(u, z)− 1 = d(v, z)− 1.

A�rmation 8.1.6. Ou u, v, w ∈ L(u, v, z), ou bien u, v, w /∈ L(u, v, z).

Démonstration. Par symétrie, il su�t de montrer que u ∈ L(u, v, z) ssi w ∈ L(u, v, z). On suppose
que {u,w} ∩ L(u, v, z) ̸= ∅ et on considère le pro�l (u, v, z, u, w). Comme L(u,w) = {u,w} et
{u,w} ∩ L(u, v, z) ̸= ∅, on a L(u, v, z, u, w) = {u,w} ∩ L(u, v, z) (cf Figure 8.3a). D'après
(T), L(u, v, w) = {u, v, w} et comme L(u, z) = I(u, z), on a u,w ∈ L(u, v, w) ∩ L(u, z) =
L(u, v, z, u, w) = {u,w} ∩ L(u, v, z) (cf Figure 8.3b). Par conséquent, u ∈ L(u, v, z) ssi w ∈
L(u, v, z).

Si u ∈ L(u, v, z) ou v ∈ L(u, v, z), il su�t d'utiliser l'A�rmation 8.1.6 pour �nir la preuve.
On suppose donc que u, v /∈ L(u, v, z) et soit z′ ∈ L(u, v, z). D'après le Lemme 8.1.1, z′ ∈
L(u, v, z′) ⊆ L(u, v, z) et d'après le Lemme 8.1.2, I(u, z′) ∩ I(v, z′) = {z′}. Comme G respecte
(TC), nécessairement, z′ ∼ u, v. Ainsi, d'après (T), L(u, v, z′) = {u, v, z′} et par conséquent,
u, v ∈ L(u, v, z′) ⊆ L(u, v, z).

Lemme 8.1.7. Soit un graphe G = (V,E) véri�ant la condition du triangle (TC) et soit un
pro�l π ∈ V ∗. Pour toute arête uv de G, on a u, v ∈ L(π′), où π′ = π, uℓ+p, vk+p avec ℓ = |πvu|,
k = |πuv|, et p = |π=

uv|.
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Figure 8.4 � Illustration du Lemme 8.1.7

Démonstration. Une illustration de cette preuve est donnée en Figure 8.4. Soit πuv = (x1, . . . , xk),
πvu = (y1, . . . , yl), et π=

uv = (z1, . . . , zp). Considérons le pro�l π′ = π, uℓ+p, vk+p. On observe que
d'après le Lemme 8.1.4, u, v ∈

⋂k
i=1 L(v, xi) =

⋂k
i=1 I(v, xi) et que u, v ∈

⋂ℓ
i=1 L(u, yi) =⋂k

i=1 I(u, yi). On observe également que d'après le Lemme 8.1.5 u, v ∈
⋂p

i=1 L(u, v, zi). Et
nous avons donc par conséquent, u, v ∈ L(v, x1, . . . , v, xk, u, y1, . . . , u, yℓ, u, v, z1, . . . , u, v, zp) =
L(x1, . . . , xk, y1, . . . , yℓ, z1, . . . , zp, u

ℓ+p, vk+p) = L(π′).

Lemme 8.1.8. Soit un graphe G = (V,E) véri�ant la condition du triangle (TC) et un pro�l
π ∈ V ∗. Pour toute arête uv de G on a :

(1) Si Fπ(u) = Fπ(v), alors u ∈ L(π) ssi v ∈ L(π).

(2) Si Fπ(u) > Fπ(v), alors u /∈ L(π).

Démonstration. Soit ℓ = |πvu|, k = |πuv|, et p = |π=
uv|. Supposons que Fπ(u) ≥ Fπ(v). On observe

que Fπ(u) − Fπ(v) = |πvu| − |πuv| = ℓ − k ≥ 0. Comme dans le Lemme 8.1.7, on considère le
pro�l π′ = π, uℓ+p, vk+p. Observons que π′ = π, uℓ−k, uk+p, vk+p.

On suppose pour commencer que ℓ = k (i.e., Fπ(u) = Fπ(v)) et que u ∈ L(π). Comme
u ∈ L(uk+p, vk+p) = L(u, v) = {u, v}, nous avons L(π′) = L(π)∩{u, v}. D'après le Lemme 8.1.7,
u, v ∈ L(π′) et donc u, v ∈ L(π).

Supposons maintenant que ℓ > k (i.e., Fπ(u) > Fπ(v)) et que u ∈ L(π). Comme u ∈
L(uk+p, vk+p) = {u, v} et u ∈ L(uℓ−k) = L(u) = {u}, nous avons L(π′) = L(π) ∩ {u, v} ∩ {u} =
{u}, ce qui contredit le Lemme 8.1.7.

Théorème 8.1.9. Tout graphe dont les médians sont connexes est un ABCT-graphe et un
ABCT−-graphe.

Démonstration. Étant donné que les graphes aux médians connexes véri�ent la condition du
triangle, nous pouvons appliquer le Lemme 8.1.8. On considère une ABCT-function L et un pro�l
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π sur V . On montre pour commencer que L(π) ⊆ Med(π). On choisit arbitrairement u ∈ L(π).
D'après la Proposition 6.1.6(1), si u /∈ Med(π), il existe alors v ∈ N(u) tel que Fπ(v) < Fπ(u).
Donc d'après le Lemme 8.1.8(2), u /∈ L(π), et on arrive à une contradiction.

On montre maintenant que Med(π) ⊆ L(π). D'après la Proposition 6.1.6(6), Med(π) est
connexe dans G. Par conséquent, si L(π) ⊊ Med(π), il existe u ∈ L(π) et v ∈ Med(π) \ L(π)
tel que u ∼ v. Comme u, v ∈ Med(π), Fπ(u) = Fπ(v) et on arrive à une contradiction avec le
Lemme 8.1.8(1). Ainsi, les graphes aux médians connexes sont des ABCT-graphes. Et comme
ils véri�ent également la condition du triangle, d'après le Lemme 8.1.3, ce sont des ABCT−-
graphes.

Remarque. Comme le graphe complet K3 a plusieurs ABC-fonctions [83] et d'après le Théorème
8.1.9 une seule ABCT-fonction (ou ABCT−-fonction), les axiomes (A), (B), et (C) n'impliquent
ni (T), ni (T−).

8.1.3 Les graphes modulaires dont l'ensemble médian est G2-connexe sont
des ABC-graphes

Dans cette sous-section, nous montrons que tous les graphes modulaires aux médians G2-
connexes admettentMed comme unique ABC-fonction. Ce résultat généralise les résultats de [90]
et [83] qui montrent que les graphes médians et les graphes véri�ant la propriété d'appariement
sont des ABC-graphes. En e�et, dans la Section 8.2, nous montrons que les graphes avec la
propriété d'appariement sont des graphes de Helly bipartis, et sont donc des graphes modulaires
aux médians G2-connexes.

Une paire de sommets u, v à distance 2 est dite une 2-paire. Pour tout graphe biparti G =
(V,E) et toute 2-paire (u, v) de G, soient Xuv = {x ∈ V : d(u, x) < d(v, x)}, Xvu = {x ∈
V : d(v, x) < d(u, x)}, et X=

uv = {x ∈ V : d(u, x) = d(v, x)}. Comme G est biparti, pour tout
x ∈ Xuv, d(v, x) = d(u, x) + 2 et u ∈ I(v, x). L'observation suivante est triviale :

Lemme 8.1.10. Pour tout graphe biparti G, toute 2-paire (u, v) de G, tout x ∈ Xuv et y ∈ Xvu,
pour toute ABC-fonction L, nous avons u, v ∈ L(v, x) = I(v, x) et u, v ∈ L(u, y) = I(u, y).

Le lemme suivant est très similaire au Théorème 5 de [83]. La di�érence est que nous consi-
dérons ici un sous-graphe K2,n d'un graphe biparti quelconque G et non le graphe K2,n.

Lemme 8.1.11. Pour tout graphe biparti G, toute 2-paire (u, v) et tout ensemble de sommets
distincts w1, w2, . . . , wn ∈ I◦(u, v), avec n ≥ 2, pour toute ABC-fonction L, nous avons u, v ∈
L(w1, w2, . . . , wn) et u, v ∈ L(u, v, w1, w2, . . . , wn).

Démonstration. Soit le pro�l π = (w1, w2, . . . , wn). Pour tout 1 ≤ i ≤ n, on a u, v ∈ L(wi, wi+1) =
I(wi, wi+1) (avec la convention que wn+1 = w1). Par conséquent, u, v ∈ L(w1, w2) ∩L(w2, w3) ∩
· · ·∩L(wn−1, wn)∩L(wn, w1) = L(w1, w2, w2, w3, . . . , wn−1, wn, wn, w1) = L(ππ) = L(π). Comme
u, v ∈ L(u, v) = I(u, v), u, v ∈ L(u, v) ∩ L(π) = L(u, v, w1, w2, . . . , wn).

Lemme 8.1.12. Pour tout graphe modulaire G et toute 2-paire (u, v), s'il existe un pro�l π tel
que Fπ n'est pas faiblement-sans-pic sur (u, v), alors I◦(u, v) contient au moins trois sommets
w1, w2, w3.
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Figure 8.5 � Illustration de l'A�rmation 8.1.15

Démonstration. On suppose que I◦(u, v) contient au plus deux sommets w1, w2 (où w1 et w2

peuvent coïncider). Soit un sommet x de π, si d(u, x) < d(v, x), alors d(w1, x) + d(w2, x) =
d(u, x) + d(v, x). Et comme G est modulaire, si d(u, x) = d(v, x) soit w1, soit w2 appartient à
I(x, u)∩I(x, v)∩I(u, v), et ainsi d(x,w1)+d(x,w2) ≤ d(x, u)+d(x, v). Donc, Fπ(w1)+Fπ(w2) ≤
Fπ(u) + Fπ(v), ce qui contredit le fait que Fπ n'est pas faiblement-sans-pic sur (u, v).

Nous n'étudions donc par la suite que les propriétés des ABC-fonctions L sur les 2-paires
(u, v) de G pour lesquelles I◦(u, v) possède au moins trois sommets.

Lemme 8.1.13. Soit un graphe biparti G, une 2-paire (u, v) avec w1, w2, w3 ∈ I◦(u, v), et
z ∈ X=

uv. Alors u, v ∈ L(u, v, w1, w2, w3, z).

Démonstration. Soit k = d(u, z) = d(v, z). Nous considérons pour commencer le cas où u, v
appartient à un des intervalles I(w1, z), I(w2, z), I(w3, z). On observe que ceci couvre le cas où
z ∈ {w1, w2, w3}.

A�rmation 8.1.14. Si max{d(z, w1), d(z, w2), d(z, w3)} = k+1, alors u, v ∈ L(u, v, w1, w2, w3, z).

Démonstration. Soit d(z, w1) = k + 1. Comme u, v ∈ L(w1, z) = I(w1, z), u, v ∈ L(u, v) =
I(u, v), et u, v ∈ L(w2, w3) = I(w2, w3), nécessairement u, v ∈ L(w1, z) ∩ L(u, v) ∩ L(w2, w3) =
L(u, v, w1, w2, w3, z).

D'après l'A�rmation 8.1.14 et comme G est biparti, nous pouvons supposer que d(w1, z) =
d(w2, z) = d(w3, z) = k − 1.

A�rmation 8.1.15. Nous avons soit u, v, w1, w2, w3 ∈ L(u, v, w1, w2, w3, z), soit u, v, w1, w2, w3 /∈
L(u, v, w1, w2, w3, z).

Démonstration. Par symétrie, il su�t de montrer que u appartient à L(u, v, w1, w2, w3, z) ssi
w1 appartient à L(u, v, w1, w2, w3, z). On suppose que L(u, v, w1, w2, w3, z) ∩ {u,w1} ̸= ∅ et on
considère le pro�l π′ = (u, v, w1, w2, w3, z, u, w1). On note que L(u,w1) = I(u,w1) = {u,w1} et
donc L(π′) = L(u, v, w1, w2, w3, z)∩L(u,w1) = L(u, v, w1, w2, w3, z)∩{u,w1} (cf Figure 8.5a). On
observe également que u,w1 ∈ L(u, z) = I(u, z), u,w1 ∈ L(u, v) = I(u, v), u,w1 ∈ L(w1, w2) =
I(w1, w2), et u,w1 ∈ L(w1, w3) = I(w1, w3) (cf Figure 8.5b). Par conséquent, u,w1 ∈ L(u, z) ∩
L(u, v) ∩ L(w1, w2) ∩ L(w1, w3) = L(u, z, u, v, w1, w2, w1, w3) = L(π′) = L(u, v, w1, w2, w3, z) ∩
{u,w1}. Ainsi, u,w1 ∈ L(u, v, w1, w2, w3, z), ce qui conclut la preuve.
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Figure 8.6 � Illustration du Lemme 8.1.16

Nous pouvons maintenant prouver le lemme. Soit z′ ∈ L(u, v, w1, w2, w3, z). D'après le
Lemme 8.1.1, z′ ∈ L(u, v, w1, w2, w3, z

′) et L(u, v, w1, w2, w3, z
′) ⊆ L(u, v, w1, w2, w3, z). Pour

commencer nous supposons que d(u, z′) ̸= d(v, z′) et on suppose sans perte de généralité que
d(u, z′) < d(v, z′). Dans ce cas, d(v, z′) = d(w1, z

′) + 1 = d(w2, z
′) + 1 = d(w3, z

′) + 1 =
d(u, z′) + 2. Alors u ∈ L(z′, v) = I(v, z′), u ∈ L(w2, w3) = I(w2, w3), et u ∈ L(u,w1) =
{u,w1}. Par conséquent, L(u, v, w1, w2, w3, z

′) = I(v, z′) ∩ I(w2, w3) ∩ {u,w1} = {u}. Ainsi
u ∈ L(u, v, w1, w2, w3, z

′) ⊆ L(u, v, w1, w2, w3, z) et d'après l'A�rmation 8.1.15 les conditions du
lemme sont bien respectées.

On suppose que d(u, z′) = d(v, z′) et soit k′ = d(u, z′). Simax{d(z′, w1), d(z
′, w2), d(z

′, w3)} =
k′+1, disons d(w1, z

′) = k′+1, d'après l'A�rmation 8.1.14 appliquée au pro�l (u, v, w1, w2, w3, z
′),

nous avons u, v ∈ L(u, v, w1, w2, w3, z
′) ⊆ L(u, v, w1, w2, w3, z). On suppose donc que d(w1, z

′) =
d(w2, z

′) = d(w3, z
′) = k′− 1. Considérons le pro�l π′′ = (u, v, w1, w2, w3, z

′, w1, z
′). Comme z′ ∈

L(u, v, w1, w2, w3, z
′) et z′ ∈ L(w1, z

′) = I(w1, z
′), nous avons L(π′′) = L(u, v, w1, w2, w3, z

′) ∩
L(w1, z

′). On observe que w1 ∈ L(u, z′) = I(u, z′), w1 ∈ L(v, z′) = I(v, z′), w1 ∈ L(w1, w2) =
I(w1, w2), et w1 ∈ L(w1, w3) = I(w1, w3). Par conséquent, w1 ∈ L(u, z′) ∩ L(v, z′) ∩ L(w1, w2) ∩
L(w1, w3) = L(u, z′, v, z′, w1, w2, w1, w3) = L(π′′) = L(u, v, w1, w2, w3, z

′) ∩ L(w1, z
′). Ainsi,

w1 ∈ L(u, v, w1, w2, w3, z
′) ⊆ L(u, v, w1, w2, w3, z) et d'après l'A�rmation 8.1.15 les conditions

du lemme sont bien respectées.

Pour tout pro�l π d'un graphe bipartiG et toute 2-paire (u, v), soient πuv et πvu les restrictions
de π aux ensembles Xuv et Xvu, respectivement, et π=

uv la restriction de π à X=
uv.

Lemme 8.1.16. Soit un graphe biparti G, une 2-paire (u, v) avec w1, w2, w3 ∈ I◦(u, v). Alors
pour tout pro�l π, nous avons u, v ∈ L(π′) où π′ = π, uℓ+p, vk+p, wp

1, w
p
2, w

p
3 avec ℓ = |πvu|,

k = |πuv|, et p = |π=
uv| (cf Figure 8.6).

Démonstration. Soient πuv = (x1, . . . , xk), πvu = (y1, . . . , yℓ), et π=
uv = (z1, . . . , zp). Considé-

rons le pro�l π′ = π, ul+p, vk+p, wp
1, w

p
2, w

p
3. D'après le Lemme 8.1.10, u, v ∈

⋂k
i=1 L(v, xi) =⋂k

i=1 I(v, xi) et u, v ∈
⋂ℓ

i=1 L(u, yi) =
⋂ℓ

i=1 I(u, yi). Nous observons également que u, v ∈⋂p
i=1 L(u, v, w1, w2, w3, zi) d'après le Lemme 8.1.13.

Et donc u et v appartiennent à L(vk, x1, . . . , xk, u
ℓ, y1, . . . , yℓ, u

p, vp, wp
1, w

p
2, w

p
3, z1, . . . , zp) =

L(x1, . . . , xk, y1, . . . , yℓ, z1, . . . , zp, u
ℓ+p, vk+p, wp

1, w
p
2, w

p
3) = L(π′).

Lemme 8.1.17. Soit un graphe biparti G et une 2-paire (u, v) avec w1, w2, w3 ∈ I◦(u, v). Pour
tout pro�l π sur G nous avons :

(1) Si Fπ(u) = Fπ(v), alors u ∈ L(π) ssi v ∈ L(π).
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(2) Si Fπ(u) > Fπ(v), alors u /∈ L(π).

Démonstration. Soient ℓ = |πvu|, k = |πuv|, et p = |π=
uv|. On suppose sans perte de gé-

néralités que Fπ(u) ≥ Fπ(v). Alors Fπ(u) − Fπ(v) = |πvu| − |πuv| = ℓ − k ≥ 0. Comme
dans le Lemme 8.1.16, nous considérons le pro�l π′ = π, uℓ+p, vk+p, wp

1, w
p
2, w

p
3. On observe que

π′ = π, uℓ−k, uk, vk, up, vp, wp
1, w

p
2, w

p
3.

On suppose pour commencer que Fπ(u) = Fπ(v) (i.e., ℓ = k) et que u ∈ L(π). Comme
u ∈ L(uk, vk) = L(u, v) = I(u, v) et u ∈ L(up, vp, wp

1, w
p
2, w

p
3) = L(u, v, w1, w2, w3) d'après le

Lemme 8.1.11, nous avons L(π′) = L(π)∩L(u, v, w1, w2, w3)∩ I(u, v). D'après le Lemme 8.1.16,
u, v ∈ L(π′) et donc u, v ∈ L(π).

On suppose maintenant que Fπ(u) > Fπ(v) (i.e., ℓ > k) et que u ∈ L(π). Comme u ∈
L(uk, vk) ∩ L(up, vp, wp

1, w
p
2, w

p
3) = I(u, v) ∩ L(u, v, w1, w2, w3) et u ∈ L(uℓ−k) = L(u) = {u},

nous avons L(π′) = L(π) ∩ I(u, v) ∩ L(u, v, w1, w2, w3) ∩ {u} = {u}, une contradiction avec le
Lemme 8.1.16.

Théorème 8.1.18. Tout graphe modulaire G = (V,E) dont les médians sont G2-connexes est
un ABC-graphe. En particulier, tout graphe de Helly biparti est un ABC-graphe.

Démonstration. On considère une ABC-fonction L sur V et un pro�l π ∈ V ∗. Nous montrons
pour commencer que L(π) ⊆ Med(π). On �xe un sommet u ∈ L(π). Si u /∈ Med(π), alors d'après
le Théorème 6.2.1(1) pour p = 2 il existe un sommet v tel que 1 ≤ d(u, v) ≤ 2 et Fπ(v) < Fπ(u).
Comme G est biparti, G véri�e la condition du triangle. Ainsi, si d(u, v) = 1 nous arrivons à
une contradiction avec le Lemme 8.1.8(2). Nous pouvons donc supposer que d(u, v) = 2 et que
Fπ(w) ≥ Fπ(u) pour tout voisin w de u. D'après le Lemme 8.1.12 appliqué à la 2-paire (u, v), il
existe trois sommets distincts w1, w2, w3 ∈ I◦(u, v). Par conséquent, d'après le Lemme 8.1.17(2),
u /∈ L(π), ce qui est impossible, ce qui montre que L(π) ⊆ Med(π).

8.2 Graphes respectant la propriété d'appariement

Dans cette section, nous étudions les graphes avec les propriétés d'appariement et de double
appariement. MacMorris et al. [83] ont montré que les graphes avec la propriété d'appariement
sont des ABC-graphes, nous montrons que c'est aussi le cas pour les graphes avec la propriété
de double appariement. Nous montrons également que ces deux classes de graphes sont des sous-
classes propres des graphes de Helly bipartis, ce qui implique que le Théorème 8.1.18 est une
généralisation stricte de [83, Théorème 4]. Ensuite, nous présentons une caractérisation de type
local vers global des graphes respectant la propriété d'appariement. À la �n de cette section,
nous montrons que le problème décidant si un graphe véri�e la propriété de double appariement
est dans co-NP, la question de son appartenance à NP reste ouverte.

8.2.1 Propriétés d'appariement et de double appariement

Pour tout pro�l π pair de taille k = 2n de G, un appariement P de π est une partition
de π en n paires disjointes. Pour tout appariement P on dé�nit Dπ(P ) =

∑
{a,b}∈P d(a, b). Un

appariement P de π maximisant la fonction Dπ est appelé un appariement maximum. La notion
d'appariement a été dé�nie par Gerstel et Zaks [61] ; ils ont également montré la dualité faible
suivante entre les fonctions Fπ et Dπ :
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u

v

w

x

(a) (b)

Figure 8.7 � Un appariement maximal P = {{u, v}, {x,w}} dans un arbre à gauche, et un
exemple de pro�l pour lequel il n'en existe pas à droite

Lemme 8.2.1. Pour tout pro�l π de taille k = 2n de G, pour tout appariement P de π et tout
sommet v de G, Dπ(P ) ≤ Fπ(v) et l'égalité est atteinte ssi v ∈

⋂
{a,b}∈P I(a, b).

Démonstration. Soit P = {{ai, bi} : i = 1, . . . , n}. D'après l'inégalité triangulaire, Dπ(P ) =∑n
i=1 d(ai, bi) ≤

∑n
i=1(d(ai, v) + d(v, bi)) =

∑
x∈π d(v, x) = Fπ(v). On observe que Dπ(P ) =

Fπ(v) ssi d(ai, bi) = d(ai, v) + d(v, bi) pour tout 1 ≤ i ≤ n, i.e., ssi v ∈ I(ai, bi) pour tout
1 ≤ i ≤ n.

On dit qu'un graphe G véri�e la propriété d'appariement si pour tout pro�l π de taille paire
il existe un appariement P de π et un sommet v de G tel que Dπ(P ) = Fπ(v), i.e., les fonctions
Fπ et Dπ véri�ent la dualité forte. Un tel appariement est appelé appariement parfait. On dit
qu'un graphe G respecte la propriété de double appariement si pour tout pro�l π, le pro�l π2

admet un appariement parfait. Trivialement, un graphe satisfaisant la propriété d'appariement
véri�e également la propriété de double appariement.

Nous donnons un exemple de pro�l π = (u, v, w, x) en Figure 8.7a où l'appariement P =
{{u, v}, {x,w}} est maximal et parfait, on a alors Dπ(P ) = d(u, v) + d(w, x) = 17, et pour tout
sommet z dans l'intersection des intervalles I(u, v) et I(w, x) on a bien Fπ(z) = 17. Comme il
n'existe qu'un seul chemin entre chaque paire de sommets d'un arbre, on peut facilement voir
que les arbres admettent toujours un appariement parfait. On présente également en Figure 8.7b
un pro�l dans le cube n'admettant pas d'appariement parfait : tous les sommets v du cube sont
médians avec Fπ(v) = 6 et pour tous les appariements P , Dπ(P ) = 4.

D'après le Lemme 8.2.1, la propriété d'appariement de [61] coïncide avec la propriété d'in-
tersection d'intervalles de [83]. D'après [83, Theorem 4] les graphes véri�ant la propriété d'ap-
pariement sont des ABC-graphes. L'article [61] montre que les arbres véri�ent la propriété d'ap-
pariement. Plus généralement, il a été montré indépendament dans [84] et dans [51] que c'est
également le cas des graphes médians sans-cubes et dans [83] du graphe biparti complet K2,n.
Comme observé dans [83], le 3-cube est un exemple simple de graphe ne véri�ant pas la propriété
d'appariement. L'étude des graphes respectant la propriété d'appariement a été formulé comme
un problème ouvert dans [61].

Nous utilisons le lemme suivant, dont la première assertion correspond à [83, Théorème 4].
Ce lemme montre que tout graphe véri�ant la propriété d'appariement ou de double appariement
est un ABC-graphe.
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u

(a)

u

2

(b)

Figure 8.8 � Exemple de pro�l π (et d'appariement parfait de π) pour lequel le sommet u ∈
Med(π) est tel que Au admet un π-couplage entier parfait

Lemme 8.2.2. Soit une ABC-fonction L sur un graphe G. Alors pour tout pro�l pair π dans G
admettant un appariement parfait, nous avons L(π) = Med(π). De plus, pour tout pro�l π où il
existe un k ≥ 1 tel que π2k admet un appariement parfait, on a L(π) = Med(π).

Démonstration. On considère un appariement parfait P sur un pro�l pair π. Soit v ∈ V tel que
Dπ(P ) = Fπ(v). D'après le Lemme 8.2.1, v est un médian de π et v ∈

⋂
{a,b}∈P I(a, b). Par consé-

quent, Med(π) =
⋂

{a,b}∈P I(a, b). D'après (B) et (C), L(π) =
⋂

{a,b}∈P L(a, b) =
⋂

{a,b}∈P I(a, b),
et donc L(π) = Med(π).

On considère maintenant un pro�l π et un appariement parfait P de π2k. D'après la pre-
mière assertion, on a L(π2k) = Med(π2k). Et d'après (C), on a L(π2k) =

⋂2k
i=1 L(π) = L(π) et

Med(π2k) = Med(π).

Étant donné un pro�l π sur un graphe G = (V,E), décider si π (ou π2) admet un appariement
parfait peut être réduit à un problème de π-couplage parfait comme suit. Considérons un sommet
u ∈ Med(π) et le graphe auxiliaire Au = (V,Eu) où vw ∈ Eu ssi u ∈ I(v, w) dans G, i.e.,
d(v, w) = d(v, u) + d(u,w). Alors π admet un appariement parfait ssi le graphe Au admet un
π-couplage parfait, i.e., il existe un multi-ensemble P d'arêtes de Eu tel que chaque sommet
v ∈ V appartient à exactement π(v) arêtes de P .

On rappelle qu'étant donné une fonction de poids b : V → R+, un b-couplage fractionnaire
parfait de Au = (V,Eu) est une fonction de poids x : Eu → R+ sur les arêtes de Au telle que
pour chaque v ∈ V ,

∑
e∈Eu:v∈e x(e) = b(v).

Lemme 8.2.3. Pour toute fonction de poids b : V → R+ telle que Au admet un b-couplage
fractionnaire parfait, u ∈ Med(b).

Démonstration. On considère un b-couplage fractionnaire parfait x : Eu → R+ de Au et on
observe que d'après l'inégalité triangulaire, v ∈ V ,

Fb(v) =
∑
z∈V

b(z)d(v, z) =
∑
z∈V

(
∑
e:z∈e

x(e))d(v, z) =
∑

e=zz′∈Eu

x(e)(d(v, z)+d(v, z′)) ≥
∑

e=zz′∈Eu

x(e)d(z, z′).

Dans l'inégalité précédente, l'égalité est atteinte ssi v ∈ I(z, z′) pour toutes les arêtes e = zz′

telles que x(e) > 0. D'après la dé�nition des arêtes de Au, nous concluons donc que Fb(u) =∑
e=zz′∈Eu

x(e)d(z, z′) et par conséquent, que u ∈ Med(b).
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Étant donné que décider si un graphe G admet un b-couplage parfait fractionnaire peut être
fait en temps (fortement) polynomial [4, 81], le problème consistant à décider si un pro�l π d'un
graphe G a un appariement parfait est donc polynomial.

Pour une fonction de poids donnée b, l'ensemble de tous les b-couplages fractionnaires de Au

est décrit par le polytope suivant M(b, u) (cf [103]) :

M(b, u)

{∑
e:v∈e x(e) = b(v) pour tout v ∈ V

x(e) ≥ 0 pour tout e ∈ Eu

Si b est un pro�l π, i.e., b(v) ∈ N pour tout v ∈ V , alors soit le polytope M(b, u) est vide (et Au

n'admet pas de b-couplage fractionnaire parfait), soit chaque sommet x = (x(e))e∈Eu de M(b, u)
est demi-entier [11] (voir aussi [103, Theorem 30.2]), i.e., pour chaque e ∈ Eu, x(e) ∈ {0, 12 , 1}.
Par conséquent :

Lemme 8.2.4. Étant donné un graphe G, une fonction de poids entière b : V → N telle que
b(v) est pair pour tout v ∈ V , et un sommet u ∈ V , alors soit le graphe auxiliaire Au admet un
b-couplage entier parfait, soit Au n'admet pas de b-couplage parfait fractionnaire.

Le Lemme 8.2.2 suggère que les graphes respectant la propriété du 2k-appariement (i.e.,
les graphes tels que pour tout pro�l π, le pro�l π2k admet un appariement parfait) peuvent
être une généralisation intéressante des graphes avec la propriété d'appariement ou de double
appariement. Le résultat suivant montre cependant qu'il coïncident avec les graphes respectant
la propriété de double appariement.

Lemme 8.2.5. Étant donné un graphe G = (V,E), un sommet u ∈ V , et un pro�l π sur G,
si M(π, u) est non vide, alors π2 admet un appariement parfait. Par conséquent, si G admet un
π2k-appariement parfait pour un entier k ≥ 1, alors G admet un π2-appariement parfait.

Démonstration. On observe que si M(π, u) est non vide, alors M(π2, u) est également non vide.
D'après le Lemme 8.2.4, Au admet un π2-couplage entier parfait et par conséquent, π2 admet un
appariement parfait.

Pour montrer la seconde assertion, on considère un pro�l π sur G = (V,E) tel que π2k admet
un appariement parfait et on �xe u ∈ Med(π2k) = Med(π). On observe que si π2k admet un
appariement parfait, alors Au admet un π-couplage fractionnaire parfait (où x(e) est un multiple
de 1

2k pour chaque e ∈ Eu). Par conséquent, le polytope M(π, u) est non vide et donc π2 admet
un appariement parfait.

8.2.2 Les graphes respectant la propriété de (double-)appariement sont des
graphes de Helly bipartis

Nous montrons maintenant que si un graphe G respecte la propriété de double appariement
(et donc d'appariement) alors G est un graphe de Helly biparti.

On rappelle qu'une demi-boule d'un graphe biparti G = (X ∪ Y,E) est l'intersection d'une
boule de G avec une de ses deux classes de couleur X ou Y et que les graphes de Helly bipartis
sont des graphes G dans lesquels la collection des demi-boules de G respectent la propriété de
Helly. Les graphes de Helly bipartis ont été caractérisés de plusieurs façons par by Bandelt,
Dählmann, et Schütte [19] :
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a1 a2 an

b1 b2 b3 bn

a3

(a)

b

a

a1 a2 an

b1 b2 b3 bn

a3

(b)

Figure 8.9 � À gauche le graphe Bn, et à droite B̂n

Théorème 8.2.6 ([19]). Pour un graphe biparti G, les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) G est un graphe de Helly biparti ;

(2) G est un graphe modulaire de largeur au plus 2 ;

(3) G est un graphe modulaire tel que tout Bn (n ≥ 4) est inclut dans un B̂n dans G ;

(4) G véri�e la condition d'intervalle suivante : pour toute paire de sommets u et v avec
d(u, v) ≥ 3, les voisins de v dans I(u, v) sont tous adjacents à un unique sommet x ̸= v
dans I(u, v).

La condition (4) est la même que dans le Théorème 7.6.1 du Chapitre précédent. Le graphe
Bn est le graphe biparti complet Kn,n moins un couplage parfait, i.e., la bipartition de Bn est
dé�nie par a1, . . . , an et b1, . . . , bn et ai est adjacent à bj ssi i ̸= j (cf Figure 8.9a). Le graphe
B̂n est obtenu à partir de Bn en ajoutant deux nouveaux sommets adjacents a et b tels que a
est adjacent à tous les sommets b1, . . . , bn et b est adjacent à tous les sommets a1, . . . , an (cf
Figure 8.9a). On rappelle qu'un graphe G est de largeur au plus 2 [19] si pour tout sommet u
et tout ensemble de sommets W de G,

⋂
v∈W I(u, v) = {u} implique qu'il existe deux sommets

w′, w′′ ∈W tels que I(u,w′) ∩ I(u,w′′) = {u}.

Proposition 8.2.7. Si un graphe G respecte la propriété de double appariement, alors G est un
graphe de Helly biparti.

Démonstration. On commence par montrer par l'absurde que G est biparti. Soit C un cycle
impair de taille minimale sur G, alors C est un cycle isométrique de G. Soient une arête uv
de C et le sommet w de C opposé uv. Soit d(u,w) = d(v, w) = k ≥ 1. On considère le pro�l
τ = (u, v, w) et soit π = τ2 = (u, u, v, v, w,w). Alors Fπ(u) = Fπ(v) = 2k + 2. Pour tout autre
sommet x de G, soit k1 = d(x, u) ≥ 1, k2 = d(x, v) ≥ 1, et k3 = d(x,w), où k1 + k3 ≥ k et
k2 + k3 ≥ k (cf Figure 8.10a). On observe que Fπ(x) = 2k1 + 2k2 + 2k3 ≥ 2k + 2k2 ≥ 2k + 2.
Donc u, v ∈ Med(π). Aux symétries près, π admet trois appariements non triviaux : P1 =
{{u, v}, {v, w}, {w, u}}, P2 = {{u,w}, {u,w}, {v, v}}, P3 = {{u, v}, {u, v}, {w,w}}. On observe
que Dπ(P1) = 2k+1, Dπ(P2) = 2k, et Dπ(P3) = 2, i.e., Dπ(Pi) < Fπ(u) pour i = 1, 2, 3, et donc
π = τ2 n'admet pas d'appariement parfait.

D'après le Théorème 8.2.6, G est un graphe de Helly biparti ssi G est un graphe modulaire et
tout Bn (n ≥ 4) peut être étendu à B̂n. Pour montrer que G est modulaire, comme G est biparti,
il su�t de montrer que G véri�e la condition du quadrangle (QC). Supposons par l'absurde que
G contienne quatre sommets u, v, w, y tels que y ∼ u, v et d(u,w) = d(v, w) = d(y, w)−1 = k ≥ 2

154



8.2. Graphes respectant la propriété d'appariement
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a1 a2 a3 an

b1 b2 b3 bn

2 2 2 2
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Figure 8.10 � Illustration des di�érents contrexemples de la preuve de la Proposition 8.2.7

et I(u,w) ∩ I(v, w) = {w}. Considérons le pro�l τ = (u, v, w) et soit π = τ2 = (u, u, v, v, w,w).
Alors Fπ(u) = Fπ(v) = 2k+4. On �xe un autre sommet x de G et soit d(x, u) = k1 ≥ 1, d(x, v) =
k2 ≥ 1, et d(x,w) = k3 ≥ 0 (cf Figure 8.10b). Alors k1 + k3 ≥ k et k2 + k3 ≥ k. On observe
que Fπ(x) = 2k1 + 2k2 + 2k3. Supposons que Fπ(x) < Fπ(u), i.e., 2k1 + 2k2 + 2k3 < 2k + 4.
Comme k1+k3 ≥ k (respectivement. k2+k3 ≥ k) ce n'est possible que si k2 = 1 (respectivement.
k1 = 1). Donc x est un voisin commun de u et v. Comme I(u,w)∩I(v, w) = {w} et G est biparti,
nous devons avoir k3 = k + 1, i.e., Fπ(x) = 2k + 6 > 2k + 4, ce qui est impossible. Ceci montre
que u, v ∈ Med(π). À nouveau, aux symétries près, π admet trois appariements non triviaux :
P1 = {{u, v}, {v, w}, {w, u}}, P2 = {{u,w}, {u,w}, {v, v}}, et P3 = {{u, v}, {u, v}, {w,w}}. On
observe que Dπ(P1) = 2k+2, Dπ(P2) = 2k, et Dπ(P3) = 4, i.e., Dπ(Pi) < Fπ(u) pour i = 1, 2, 3,
est donc π = τ2 n'admet pas d'appariement parfait. Par conséquent, tout graphe G véri�ant la
propriété de double appariement est modulaire.

Il reste à prouver que tout Bn (n ≥ 4) induit peut être étendu à B̂n. On suppose par l'absurde
que G contient un sous-graphe Bn, n ≥ 3 induit qui n'est pas inclus dans un B̂n et on prend un tel
Bn avec un nombre maximum de sommets (ce maximum existe car G est �ni). On suppose que
l'ensemble de sommets de Bn est dé�ni par la bipartition {a1, . . . , an}∪{b1, . . . , bn}. Considérons
le pro�l τ = {a1, . . . , an} et soit π = τ2 = {a1, a1, . . . , an, an} (cf Figure 8.10a). On observe que
si P est un appariement maximal de π, alors Dπ(P ) = 2n. On note que Fπ(bi) = 2(n− 1) + 6 =
2n + 4 et Fπ(ai) = 4n − 4. Ainsi, si π admet un appariement parfait, alors il existe un sommet
x ̸= a1, . . . , an, b1, . . . , bn tel que Fπ(x) = Dπ(P ) = 2n. Si dans l'unique bipartition des sommets
de G, x appartient à la même partie que a1, . . . , an, alors d(x, ai) ≥ 2 et donc Fπ(x) ≥ 4n.
Ainsi, x appartient à la même partie que b1, . . . , bn et pour obtenir Fπ(x) = Dπ(P ) = 2n, x
doit nécessairement être adjacent à tous les sommets a1, . . . , an. De manière similaire, il existe
y ̸= a1, . . . , an adjacent à tous les sommets b1, . . . , bn. Si les sommets x et y ne sont pas adjacents
dans G, alors x, y ajouté à a1, . . . , an, b1, . . . , bn dé�ni un Bn+1, contrairement à la maximalité
de Bn. Donc, tout graphe G véri�ant la propriété de double appariement est un graphe de Helly
biparti.

8.2.3 Graphes de Helly bipartis ne respectant pas la propriété d'appariement

Il existe malheureusement des graphes de Helly ne respectant pas la propriété de double
appariement, ni donc d'appariement. Pour les construire, nous relions les graphes de Helly bipartis
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b1 b2

b3

b a3
a2

a1

b4

a4

Figure 8.11 � Hypergraphe Ha de B̂4

aux hypergraphes de Helly. Un hypergraphe H = (X, E) consiste en un ensemble X et une famille
E de sous-ensembles de X. Un hypergraphe H est appelé hypergraphe de Helly [29] si pour toute
sous-famille E ′ de E d'ensembles s'intersectant deux à deux, l'intersection

⋂
E ′ est non vide. Étant

donné un graphe G, pour tout sommet u de G, nous pouvons dé�nir un hypergraphe Hu de la
manière suivante : l'ensemble des éléments de Hu est l'ensemble N(u) des voisins du sommet u
et pour tout sommet v de G, l'ensemble Rv := N(u)∩I(u, v) est une hyperarête de Hu (cf Figure
8.11). Alors la condition (2) du Théorème 8.2.6 peut être reformulée de la manière suivante :

Lemme 8.2.8. Un graphe G est un graphe de Helly biparti ssi G estmodulaire et pour tout
sommet u, Hu est un hypergraphe de Helly.

Le lemme suivant nous permet de construire des graphes de Helly bipartis à partir d'hyper-
graphes de Helly. Nous associons à tout hypergraphe H = (X, E) le graphe R(H) suivant, que
nous appelons le graphe d'incidence de H. L'ensemble de sommets R(H) consiste en l'ensemble
X, un sommet u adjacent à tous les sommets de X, et un sommet vH pour chaque hyperarête
H ∈ E qui est adjacent à exactement tous les sommets de X appartenant à H (cf Figure 8.12).
Nous appelons les sommets x ∈ X v-sommets et les sommets vH , H ∈ H h-sommets. On observe
que R(H) est un graphe biparti dont la distance entre deux sommets ne peut être supérieure à
4.

v

w x y

z

(a)

v

w x y

z

u

(b)

Figure 8.12 � À gauche un hypergraphe de Helly H, et à droite le graphe R(H) associé

Lemme 8.2.9. Un hypergraphe H = (X, E) est Helly ssi son graphe d'incidence R(H) est un
graphe de Helly biparti.

Démonstration. Une direction découle du Lemme 8.2.8. Réciproquement, on suppose que H est
Helly. On observe que pour toute paire d'hyperarêtes H,H ′, d(vH , vH′) = 4 si H ∩ H ′ = ∅ et
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x

w

v v′

w′

x′
C

(a)

x

w

v v′

w′

x′
B = C

(b)

v

w

x

v′ w′ x′

(C(B))∗

(c)

v

w

x
w′ x′v′

u

R((C(B))∗)

(d)

Figure 8.13 � Construction selon la Proposition 8.2.11 d'un exemple de graphe de Helly biparti
R((C(B))∗) ne respectant pas la propriété d'appariement

d(vH , vH′) = 2 si H ∩ H ′ ̸= ∅. On observe également que d(x, x′) = 2 pour tout x, x′ ∈ X,
d(u, vH) = 2 et d(x, vH) ≤ 3 pour tout H ∈ E et x ∈ X. On montre que R(H) respecte la
condition (4) du Théorème 8.2.6. Nous devons considérer deux cas. On considère pour commencer
deux sommets vH , vH′ avec d(vH , vH′) = 4. Alors H et H ′ sont disjoints et les sommets de vH
dans I(vH , vH′)sont exactement les sommets de H. Le sommet u est un de leur second voisin en
commun dans I(vH , vH′).

Ensuite, nous considérons deux sommets x ∈ X et vH avec d(x, vH) = 3. Ceci implique que
x /∈ H. Alors à nouveau, les voisins de vH dans I(vH , x) ont u comme second voisin commun
dans I(vH , x). Et les voisins de x dans I(x, vH) sont le sommet u et tout les sommets vH′ tels
que H ′ ∩H ̸= ∅. Comme x ∈ H ′ ∩H ′′ pour toute paire de ces sommets vH′ , vH′′ , en appliquant
la propriété de Helly à H et à toutes les hyperarêtes H ′ telles que vH′ ∈ I(x, vH) nous trouvons
un élément en commun y ∈ X. Dans R(H), y est adjacent à tous les vH′ ∈ I(x, vH), et à u. Ceci
montre que R(H) est un graphe de Helly biparti.

Il existe un moyen simple de construire des hypergraphes de Helly à partir de graphes via
la dualité des hypergraphes. Le dual d'un hypergraphe H = (X, E) est l'hypergraphe H∗ =
(X∗, E∗) dont l'ensemble de sommets X∗ est en bijection avec l'ensemble d'arêtes E de H et
l'ensemble d'arêtes E∗ avec l'ensemble de sommets X, plus précisément E∗ consiste en tous les
Sx = {Hj ∈ E : x ∈ Hj} , x ∈ X. Par dé�nition, (H∗)∗ = H. L'hypergraphe de clique d'un graphe
B = (V,E) est l'hypergraphe C(B) dont l'ensemble de sommets est le même que B est dont
les hyperarêtes sont les cliques maximales de B. Le lemme suivant fait partie du folklore de la
théorie des hypergraphes :

Lemme 8.2.10 ([29]). Le dual (C(B))∗ de l'hypergraphe de clique de tout graphe B est un
hypergraphe de Helly.

Proposition 8.2.11. Il existe des graphes de Helly bipartis ne véri�ant pas la propriété d'appa-
riement (respectivement, la propriété de double appariement).

Démonstration. On construit un graphe de Helly biparti ne véri�ant pas la propriété d'appa-
riement et ayant la forme R := R((C(B))∗) pour un graphe spécialement choisit B. Le fait que
R soit un graphe de Helly biparti découle des Lemmes 8.2.9 et 8.2.10. Par dé�nition de l'hy-
pergraphe dual, les sommets de (C(B))∗ sont les cliques maximales de B et les hyperarêtes de
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(C(B))∗ sont en bijection avec les sommets de B. Pour chaque sommet b de B nous notons par
H(b) l'hyperarête de (C(B))∗ correspondante ; H(b) est constitué de toutes les cliques maximales
de B contenant b. Ainsi les h-sommets de R sont en bijection avec les sommets de B : vH(b) ↔ b.
On observe également que pour tous sommets b, b′ ∈ V (B) distincts, d(vH(b), vH(b′)) = 2 ssi
b ∼ b′.

On �xe B comme étant un graphe avec 2m sommets et on considère les pro�ls de taille 2m
π = (vH(b) : b ∈ V (B)), et le double pro�l τ = π2. On cherche à assurer que le sommet central
u de R est dans Med(π) = Med(τ). On observe que Fπ(u) = 4m. De plus, pour tout v-sommet
x dans R, x correspond à une clique maximale K dans B et l'ensemble de voisins de x dans R
est exactement K ∪ {u}. Par conséquent, Fπ(x) = |K|+ 3(2m− |K|) et donc Fπ(u) ≤ Fπ(x) ssi
|K| ≤ m. Toutes les cliques maximales de B sont donc taille au plus m ; de manière équivalente,
tous les ensembles stables maximaux du complémentaire B de B doivent être de taille au plus m.
Pour tout h-sommet vH(b), Fπ(vH(b)) = 2k+4(2m−1−k) = 8m−2k−4 où k = |NB(b)| ≤ 2m−1.
Étant donné que nous voulons avoir 4m = Fπ(u) ≤ Fπ(vH(b)) = 8m − 2k − 4, i.e., k ≤ 2m − 2,
aucun sommet de B n'est donc adjacent à tous les sommets ; de manière équivalente, tous les
sommets de B doivent avoir au moins un voisin.

Si le pro�l π (respectivement, τ) de R respecte la propriété d'appariement, alors nous pouvons
trouver un appariement P de π (respectivement, de τ) tel que pour toute paire

{
vH(b), vH(b′)

}
∈ P

nous avons u ∈ I(vH(b), vH(b′)). Comme mentionné précédemment, ceci est équivalent au fait que
l'on doit avoir H(b) ∩ H(b′) = ∅, qui est trivialement equivalent au fait que les sommets b
et b′ ne soient pas adjacents dans B. Ainsi, le pro�l π (respectivement, τ) de R admet un
appariement parfait ssi le complémentaire B de B admet un couplage parfait (respectivement,
un τ -couplage parfait). Comme τ = π2, le poids de chaque n÷ud de B dans τ est 2, et donc
d'après le Lemme 8.2.4 B admet un τ -couplage parfait ssi B admet un couplage fractionnaire
parfait.

Nous devons donc construire un graphe C avec 6 sommets, sans sommet isolé, dans lequel
l'ensemble stable maximal a une taille d'au plus 3 et n'admettant pas de couplage parfait (res-
pectivement, de couplage fractionnaire parfait). Nous pouvons donc choisir B = C et dans ce
cas R((C(B))∗) serait un graphe de Helly biparti ne respectant pas la propriété d'appariement
(respectivement, la double propriété d'appariement). Pour la propriété d'appariement, nous pou-
vons prendre l'union disjointe de triangles C (et on a donc B = K3,3). Dans ce graphe, il n'y a
pas de sommet isolé, tout ensemble stable maximal est de taille 2, et il ne contient clairement
pas de couplage parfait. On montre une illustration des di�érentes étapes de construction du
contrexemple en Figure 8.13, l'hypergraphe de cliques C(B) n'est pas représenté étant donné
que chacune de ses hyperarête est de taille 2. Pour la proprété de double appariement, nous
choisissons C comme étant le graphe de 6 sommets obtenu en considérant un graphe complet de
4 sommets a, b, c, d auquel nous ajoutons deux n÷uds x, y qui sont uniquement adjacents à a (cf
Figure 8.14). Dans ce graphe il n'y a pas de sommet isolé, tout stable maximal est de taille au
plus 3, et il ne contient pas de couplage fractionnaire parfait. En e�et, le stable S = {x, y} est
de taille 2, mais N(S) = {a} est de taille 1, empêchant tout couplage fractionnaire sur C d'être
parfait.
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Figure 8.14 � Construction selon la Proposition 8.2.11 d'un exemple de graphe de Helly biparti
R((C(B))∗) ne respectant pas la double propriété d'appariement

8.2.4 Une caractérisation locale vers globale de graphes respectant la pro-
priété d'appariement

Nous présentons dans cette sous-section une caractérisation locale vers globale des graphes
de Helly bipartis respectant la propriété d'appariement. Notons que les boules dans les graphes
de Helly bipartis induisent des graphes qui sont également Helly bipartis.

Lemme 8.2.12. Si G est un graphe de Helly biparti, alors pour tout sommet u et tout entier k,
le sous-graphe de G induit par la boule Bk(u) est un sous-graphe isométrique de G, et donc un
graphe de Helly biparti.

Démonstration. Soit le sous-graphe H de G induit par les sommets de Bk(u) . On montre pour
commencer que H est un sous-graphe isométrique de G. On �xe deux sommets x, y ∈ Bk(u).
Comme G est modulaire, le triplet x, y, u admet un sommet médian z. Comme x, y ∈ Bk(u) et
z ∈ I(u, x) ∩ I(u, y), le sommet z et les intervalles I(x, z) et I(z, y) appartiennent à la boule
Bk(u). Comme z ∈ I(x, y) et I(x, z) ∪ I(z, y) ⊂ Bk(u), x et y peuvent être connectés dans H
par un plus court chemin de G, H est donc un sous-graphe isométrique de G.

On montre maintenant que H est un graphe de Helly biparti. Soit une collection de demi-
boules de H s'entersectant deux à deux. On note 1

2Bri(xi), i = 1, . . . , n et 1
2B

′
ri(xi), i = 1, . . . , n

les demi-boules respectives de G. On suppose sans perte de généralité que 1
2Bri(xi) = Bri(xi)∩X,

où X et Y sont les classes de couleur de G. Soit 1
2Br(u) = Br(u) ∩ X. On montre que pour

tout i = 1, . . . , n, 1
2Bri(xi) ∩ 1

2Br(u) ̸= ∅. En e�et, si xi appartient à X, alors xi ∈ 1
2Bri(xi)

et comme xi ∈ Br(u) nous avons également xi ∈ 1
2Br(u). Sinon, si xi ∈ Y , alors ri ≥ 1

et tout voisin z de xi dans I(xi, u) appartiendrait à 1
2Bri(xi) et à Br(u) et donc à 1

2Br(u). Par
conséquent, 1

2Br(u),
1
2Br1(x1), . . . ,

1
2Brn(xn) est une collection de demi-boules de G s'intersectant

deux à deux. D'après la propriété de Helly, ces demi-boules contiennent un sommet commun que
nous appellerons y. Comme y ∈ 1

2Br(u) ⊂ Br(u), y est un voisin en commun aux demi-boules
1
2B

′
r1(x1), . . . ,

1
2B

′
rn(xn) de H.

Pour tout sommet u d'un graphe de Helly biparti, on dé�nit le graphe Bu de la manière
suivante : l'ensemble des sommets de Bu est égal à l'ensemble B2(u) de tous les sommets à
distance au plus 2 de u et deux de ces dits sommets v, v′ sont adjacents dans Bu ssi u ∈ I(v, v′).
On appellera Bu le graphe local du sommet u. On donne un exemple de graphe Bu en Figure
8.15.
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u

(a)

u

(b)

Figure 8.15 � Un graphe de Helly biparti à gauche et le graphe Bu correspondant à droite

On dit qu'un graphe G = (V,E) respecte la propriété du couplage-stable (respectivement, la
propriété du double-couplage-stable) si pour tout pro�l pair π (respectivement, tout double pro�l
π = τ2) sur G,

(1) soit il existe un sommet z de G tel que π(z) > π(NG(z)),

(2) soit il existe un stable maximal S tel que π(S) > π(NG(S)),

(3) soit il existe un π-couplage parfait dans G.

On observe que pour un stable maximal S, nous avons S ∪NG(S) = V , et donc la condition (2)
peut être reformulée en : il existe un stable (maximal) S tel que π(S) > 1

2π(V ).

Étant donné un graphe G = (V,E) et un double pro�l π sur V , d'après la condition de Hall
fractionnaire [11, 103], le graphe G admet un π-couplage parfait ssi pour tout ensemble stable
S de G, nous avons π(NG(S)) ≥ π(S). D'après cette condition, pour tout double pro�l π tel
que G n'admet pas de π-couplage parfait, il existe un stable S tel que π(NG(S)) < π(S). Un tel
ensemble est appelé stable invalidant pour π. Une famille D de stables de G est appelé invalidante
pour G si pour tout double pro�l π, soit G admet un π-couplage parfait, soit il existe S ∈ D
invalidant π. Alors, tout graphe G respecte la propriété de double-couplage-stable ssi la famille
de tous les stables maximaux et minimaux (i.e., les sommets) de G est une famille invalidante.

Proposition 8.2.13. Un graphe de Helly biparti G respecte la propriété d'appariement (respec-
tivement, la double propriété d'appariement) ssi tous les graphes locaux Bu, u ∈ V véri�ent la
propriété du couplage-stable (respectivement, la propriété du double-couplage-stable).

Démonstration. Soit G = (V,E) un graphe de Helly biparti véri�ant la propriété d'appariement
(respectivement, la double propriété d'appariement). Considérons un sommet u ∈ V et le graphe
local correspondant Bu = (Vu, Eu) ainsi qu'un pro�l pair (respectivement, un double pro�l) π
sur Vu ⊆ V . On note que Vu est l'ensemble de sommets à distance au plus 2 de u dans G. Soit
X = NG(u) et Z = {z ∈ Vu : dG(u, z) = 2}.

On suppose pour commencer qu'il existe un sommet z ∈ Z tel que Fπ(z) < Fπ(u). Soit
X1 = X ∩NG(z) et X2 = X \X1. Soit Z1 = {z′ ∈ Z : dG(z, z

′) ≤ 2} et Z = Z \ Z2. On observe
que comme G est biparti, pour tout x ∈ X, xz ∈ Eu ssi x ∈ X2 et pour tout z′ ∈ Z, zz′ ∈ Eu

ssi z′ ∈ Z2. Notons également que Fπ(z) − Fπ(u) = 2π(u) + 2π(X2) + 2π(Z2) − 2π(z). Comme
Fπ(z) < Fπ(u) et comme NBu(z) = {u} ∪X2 ∪Z2, nous avons π(NBu(z)) < π(z) et la condition
(1) est donc respectée.
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On suppose à présent qu'il existe x ∈ X tel que Fπ(x) < Fπ(u). Soit Z1 = Z ∩ NG(x) et
Z2 = Z \Z1. On observe que dans Bu, S = Z1 ∪ {x} est un stable. Notons que Fπ(x)−Fπ(u) =
π(u)−π(x)+

∑
x′∈X\{x} π(x

′)−
∑

z∈Z1
π(z)+

∑
z∈Z2

π(z) = π({u}∪(X \{x})∪Z2)−π({x}∪Z1).
Comme Fπ(x) < Fπ(u), nous avons π(S) > π(Vu\S) = π(NBu(S)) et donc la condition (2) est vé-
ri�ée. Nous supposons donc que u est un médian local de π dansG2. D'après le Théorème 6.2.1(2),
u ∈ Med(π). Comme G respecte la propriété d'appariement (respectivement, la propriété de
double appariement), il existe un appariement P de π tel que Med(π) =

⋂
{a,b}∈P I(a, b). Donc

pour tout {a, b} ∈ P , nous avons u ∈ I(a, b) et donc ab ∈ Eu. Par conséquent, dans ce cas,
l'appariement P dé�ni un π-couplage parfait dans Bu et la condition (3) est véri�ée.

On suppose réciproquement que pour tout u ∈ V , le graphe local Bu = (Vu, Eu) véri�e
la propriété de couplage-stable (respectivement, de double-couplage-stable), et on considère un
pro�l pair (respectivement, un double pro�l) π sur G. On considère un sommet u ∈ Med(π). Pour
chaque sommet v ∈ π tel que dG(u, v) ≥ 2, d'après le Théorème 8.2.6(4), il existe un sommet
zv ∈ I(u, v) tel que dG(u, zv) = 2 et zv ∼ I(u, v) ∩ NG(u). Nous construisons le pro�l π′ sur
Vu = B2(u,G) en remplaçant chaque occurrence de v dans π avec dG(u, v) ≥ 2 par un tel zv
(chaque occurrence de u et de x ∈ NG(u) dans π est conservée dans π′). On observe que π′ est un
pro�l pair et que nous pouvons supposer que π′ est un double pro�l lorsque π en est un. Notons
que si u ∈ I(v, v′), alors u ∈ I(zv, z

′
v). Réciproquement, si u ∈ I(zv, z

′
v), alors u ∈ I(v, v′). En

e�et, si G est biparti, soit dG(v, v′) = dG(v, u)+dG(u, v
′), soit dG(v, v′) ≤ dG(v, u)+dG(u, v

′)−2.
Dans le second cas, on considère les boules B1(u) de G et les boules de rayon dG(u, v) − 1 et
dG(u, v

′)− 1 respectivement centrées en v et en v′. Comme ces trois boules s'intersectent deux à
deux, il existe un voisin x de u tel que x ∈ I(u, v)∩I(u, v′). Ceci implique que x ∼ zv, zv′ d'après
la dé�nition de zv et de zv′ , et donc u /∈ I(zv, zv′).

Étant donné que u est un médian de π dans G, u est également un médian de π′ dans G. Si
π′(u) ≥ π′(Vu \ {u}), alors π(u) ≥ π(V \ {u}) et dans ce cas, il existe un appariement P de π tel
que pour chaque {a, b} ∈ P , a = u ou b = u. Dans ce cas, u ∈ I(a, b) pour chaque {a, b} ∈ P , et
donc Med(π) =

⋂
{a,b}∈P I(a, b). On suppose maintenant que π′(u) < π′(V \ {u}).

On suppose pour commencer qu'il existe un stable S de Bu tel que π′(S) > π′(Vu\S). Comme
u est un sommet universel (adjacent à tous les sommets) dans Bu et comme π′(u) < π′(V \{u}),
on a nécessairement u /∈ S. Soit X = NG(u) et Z = {z : dG(u, z) = 2}. Comme pour toute
paire de sommets distincts x, x′ ∈ X, nous avons xx′ ∈ Eu, |X ∩ S| ≤ 1. Si X ∩ S = {x} et
π′(x) > π′(Vu\{x}), alors π(x) > π(V \{x}), et dans ce cas, Med(π) = {x}, ce qui est impossible
étant donné le choix de u. Par conséquent, s'il existe x ∈ X∩S, alors S \{x} ≠ ∅ et S \{x} ⊆ Z.
De plus, s'il existe x ∈ X ∩ S, pour chaque z ∈ Z ∩ S, dG(x, z) = 1 et donc Z ∩ X ⊆ NG(x).
Comme S est un stable dans Bu, pour toute paire de sommets distincts z, z′ ∈ S ∩ Z, nous
avons dG(z, z′) = 2. Par conséquent, en considérant toutes les boules de rayon 1 centrés sur les
sommets de Z, on obtient qu'il existe x ∈ X tel que S ⊆ NG(x). Ainsi, pour tout cas, il existe
x tel que S ⊆ {x} ∪NG(x) et comme {x} ∪NG(x) est un stable de Bu, nous pouvons supposer
que S = {x}∪NG(x). Dans ce cas, Fπ′(x)−Fπ′(u) = π′(Vu \S)− π′(S) < 0, contredisant le fait
que u ∈ Med(π′).

On suppose à présent qu'il existe z ∈ Vu tel que π′(z) > π′(NBu(z)). Si z ∈ X, soit S =
{z}∪(NG(z)∩Z). On observe que S est un stable de Bu et que NBu(z) = Vu\S. Par conséquent,
il existe un stable S de Bu tel que π′(S) > π′(Vu \ S), ce qui est impossible. Nous pouvons donc
supposer que z ∈ Z. On observe que pour chaque y ∈ Vu \ {z}, soit dG(u, y) = dG(z, y), soit y ∈
NBu(z) and dG(z, y) = dG(u, y)+2. Par conséquent, Fπ′(z)−Fπ′(u) = 2π′(NBu(z))−2π′(z) < 0,
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une contradiction avec le fait que u ∈ MedG(π
′).

Par conséquent, nous pouvons supposer qu'il existe un π-couplage M dans Bu. À partir d'un
tel couplage M , on peut obtenir un pairing P de π tel que si {v, v′} ∈ P , alors zvzv′ ∈ M .
Par conséquent, pour tout {v, v′} ∈ P , nous avons u ∈ I(zv, zv′) et u ∈ I(v, v′). Ainsi, nous
avons u ∈

⋂
{v,v′}∈P I(v, v′) = Med(π). Ce qui montre que G respecte la propriété d'appariement

(respectivement, la propriété de double appariement).

Le résultat suivant découle du Lemme 8.2.12 et de la preuve de la Proposition 8.2.13 :

Corollaire 8.2.14. Un graphe de Helly biparti G respecte la propriété d'appariement (respecti-
vement, de double appariement) ssi tous les graphes de Helly bipartis induits par les boules de
rayon 2 de G respectent la propriété d'appariement (respectivement, de double appariement).

8.2.5 Reconaissance des graphes véri�ant la propriété de double appariement

Nous n'avons pas pu établir la complexité du problème décidant si un graphe respecte la
propriété de double appariement. Nous pouvons cependant montrer que ce problème est dans
co-NP. Comme détaillé plus tôt, étant donné un pro�l π, on peut véri�er si π admet un appa-
riement parfait en temps polynomial par rapport aux tailles de G et de π. Pour montrer que
la reconnaissance des graphes véri�ant la propriété d'appariement (respectivement, de double
appariement) est dans co-NP, il est donc su�sant de montrer que lorsqu'un graphe ne véri�e pas
la propriété d'appariement (respectivement, de double appariement), il existe un pro�l pair π
(respectivement un double pro�l π) n'admettant pas d'appariement parfait et dont la taille est
polynomiale en celle de G. Nous n'avons malheureusement pas pu prouver que ces pro�ls pairs
de taille polynomiale existent toujours. Pour la propriété de double appariement, nous montrons
notre résultat en reformulant notre problème en un problème d'inclusion de polytopes.

Pour tout graphe G = (V,E) et tout sommet u ∈ V , on dé�nit deux polytopes Ma(u) et
Me(u) comme suit. Le polytope Me(u) consiste en toutes les fonctions de poids b : V → R+ telles
que u appartient à l'ensemble médian Med(b). En particulier, pour chaque pro�l π sur G tel que
u ∈ Med(π), la fonction de poids dé�nie par π appartient à Me(u).

Me(u)

{∑
w∈V b(w)(d(v, w)− d(u,w)) ≥ 0 pour tout v ∈ V,

b(v) ≥ 0 pour tout v ∈ V.

Notons que Me(u) est un polytope non vide dé�ni par un nombre linéaire d'inégalités.

Le second polytope Ma(u) consiste en toutes les fonctions de poids b : V → R+ telles que le
graphe auxiliaire Au admet un b-couplage fractionnaire parfait. La description du polytope est
donnée en utilisant les inégalitées des conditions fractionnaires de Hall.

Ma(u)

{∑
v∈N(S) b(v)−

∑
v∈S b(v) ≥ 0 pour tout stable S de Au = (V,Eu),

b(v) ≥ 0 pour tout v ∈ V.

Le nombre d'inégalités dé�nissantMe(u) est potentiellement exponentiel en la taille de G. Notons
cependant que le problème de séparation sur Ma(u) peut être résolu en temps polynomial en
résolvant un problème de b-couplage fractionnaire. Un tel algorithme ou bien donne un b-couplage
où b est un point de Ma(u), ou bien permet de calculer un ensemble S tel que b ne respecte pas
la contrainte correspondant à S.
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On observe que les deux polytopes Me(u) et Ma(u) contiennent l'origine 0 et qu'ils sont
stables par multiplication d'un scalaire positif, c'est à dire que si Me(u) contient x, alors il
contient ègalement αx.

Lemme 8.2.15. Pour tout graphe G = (V,E), et tout sommet u ∈ V , Ma(u) ⊆ Me(u).

Démonstration. Pour toute fonction de poids b : V → R+, si b est un point de Ma(u), alors
d'après la condition fractionnaire de Hall, il existe un b-couplage parfait dans Au et donc, d'après
le Lemme 8.2.3, u ∈ Med(b). Ce qui montre que b ∈ Me(u).

Proposition 8.2.16. Un graphe G = (V,E) véri�e la propriété de double appariement ssi
Ma(u) = Me(u) pour tout u ∈ V .

Démonstration. On suppose pour commencer que G respecte la propriété de double appariement.
Comme les deux polytopes sont dé�nis avec des contraintes aux coe�cients entiers, leurs points
extrémaux et leurs demi-droites sont dé�nis par des coordonnées rationnelles. Comme les deux
polytopes sont stables par multiplication avec un scalaire positif, il su�t de prouver que tout
point de Me(u) correspondant à un double pro�l π appartient à Ma(u). Comme G respecte la
propriété de double appariement, pour tous ces doubles-pro�ls π, il existe un π-couplage parfait
dans Au, et donc π ∈ Ma(u).

Réciproquement, on suppose que Me(u) ⊆ Ma(u) pour tout u ∈ V et on considère un double
pro�l τ = π2 sur G. On �xe u ∈ Med(τ) = Med(π) et nous avons alors π ∈ Me(u) ⊆ Ma(u),
et donc, M(π, u) est non vide. D'après le Lemme 8.2.5, τ = π2 admet un couplage parfait. Ceci
montre que G véri�e la propriété de double appariement.

Nous expliquons à présent comment décider si un graphe G ne véri�e pas la propriété de
double-appariement en temps polynomial non déterministe. Pour cela, nous commençons par
trouver un sommet u tel que Ma(u) ⊊ Me(u). Nous construisons le graphe auxiliaire Au et
trouvons un stable S de Au telle que la contrainte correspondante de Ma(u) sépare un point de
Me(u) de Ma(u). Pour véri�er que cette contrainte sépare bien un point de Me(u) de Ma(u),
nous minimisons la fonction (b(v))v∈V 7→

∑
v∈N(S) b(v) −

∑
v∈S b(v) sur le polytope Me(u). Ce

qui peut être fait en temps polynomial étant donné que c'est un programme linéaire avec un
nombre linéaire de contraintes. Si le minimum est négatif, alors Me(u) n'est pas contenu dans
Ma(u) et d'après la Proposition 8.2.16 G ne respecte pas la propriété de double appariement.
Nous obtenons donc le résultat suivant :

Proposition 8.2.17. La reconnaissance des graphes véri�ant la propriété de double appariement
appartient à co-NP.

Remarque. Nous ne savons pas si nous pouvons étendre cette méthode à la reconnaissance
des graphes véri�ant la propriété d'appariement. Ceci est dû au fait que l'ensemble des pro-
�ls admettant un appariement parfait n'est pas stable par combinaison convexe. En e�et, si on
considère le graphe C de la Figure 8.13a qui est consituée de deux triangles disjoints u, v, w
et u′, v′, w′. Soit B le complément de C et on considère le graphe de Helly biparti R((C(B))∗)
dé�ni en Sous-section 8.2.3. Alors, comme B n'admet pas de couplage parfait, le pro�l pair
π = (u, v, w, u′, v′, w′) n'admet pas de couplage parfait dans R((C(B))∗). Cependant, le pro�l
vide et le double pro�l π2 admettent tous les deux un appariement parfait dans R((C(B))∗).

Nous laissons les questions suivantes ouvertes :
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Question. Peut on reconnaitre les graphes véri�ant la propriété de double appariement (res-
pectivement, d'appariement) en temps polynomial ? La reconnaissance des graphes véri�ant la
propriété d'appariement est elle dans co-NP ?

8.3 Systèmes de benzénoïdes

Les outils principaux de ce chapitre sont les axiomes (A), (B), (C) et (T), véri�és par la
fonction médian Med dans tous les graphes. Cependant, ces axiomes sont di�ciles à manipuler
et ne nous permettent pas d'établir de propriété structurelles, même simples, des ABC- et ABCT-
graphes. Dans cette section, nous formulons deux autres axiomes (T2) et (Ek) qui sont respectés
par Med. Nous montrons également que C6 admet une seconde ABC-fonction. Et pour �nir
cette section, nous montrons que les benzénoïdes (pouvant être obtenus à partir des 6-cycles par
amalgamations) sont des ABCT2- et ABCE2-graphes.

8.3.1 Axiomes dans les triangles métriques équilatéraux

Tout comme pour l'axiome (T), les axiomes que nous étudions considèrent les triplets de
sommets. Nous commençons par une généralisation des axiomes (T) et (T−) :

(T2) pour tout triangle métrique équilatéral uvw de taille 2, {u, v, w} ⊆ L(u, v, w).

Malheureusement, il n'existe pas de manière directe de généraliser (T) et (T2) aux triplets de
sommets à distance k de façons à ce que la fonction médian satisfasse ces axiomes. Nous pouvons
cependant dé�nir l'axiome (Ek), coïncidant avec (T−) lorsque k = 1 :

(Ek) Équilatéral : pour tout triangle métrique équilatéral uvw de taille k, si u ∈ L(u, v, w),
alors {u, v, w} ⊆ L(u, v, w).

Lemme 8.3.1. La fonction médian Med véri�e les axiomes (T2) et (Ek).

Démonstration. Pour montrer (T2), nous choisissons arbitrairement un triangle métrique équila-
téral uvw de taille 2. Alors Fπ(u) = Fπ(v) = Fπ(w) = 4. Tout sommet z de G n'est pas adjacent
à au moins un des sommets de u, v, w, donc Fπ(z) ≥ 4, montrant que {u, v, w} ⊆ Med(u, v, w).
Pour prouver (Ek), on choisit un triangle métrique équilatéral uvw de taille k et on suppose que
u ∈ Med(u, v, w). Comme Fπ(u) = 2k = Fπ(v) = Fπ(w), on conclut que v, w ∈ Med(u, v, w).

8.3.2 C6 admet une seconde ABC-fonction

Dans cette sous-section, nous dé�nissons une ABC-fonction L6 di�érente de Med sur C6.
Notons V = {v0, v1, v2, v3, v4, v5} l'ensemble ordonné des sommets de C6 tel que vi est un voisin
de vi−1 et vi+1 (toutes les additions sont modulo 6). Pour un pro�l π sur C6, soit le nombre
d'occurences πi = π(vi) de vi dans π.

Comme I(vi, vi+3) = V , pour chaque ABC-fonction L sur C6, L(vi, vi+3) = I(vi, vi+3) = V et
L(π, vi, vi+3) = L(π). Pour tout pro�l π, nous notons π◦ le pro�l tel que π◦

i = πi−min{πi, πi+3}
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v0 v1v5

3

5

3

1

8
Med(π)

v3
v4 v2

(a)

v0 v1v5

2

33 Med(π◦)

v3
v4 v2

(b)

Figure 8.16 � À gauche un pro�l π et à droite le pro�l π◦ (alterné) correspondant, L6(π
◦) =

L6(π) est indiqué en orange et Medπ = Medπ◦ en rouge.

pour chaque i ∈ {0, . . . , 5}. Notons que soit π◦
i , soit π

◦
i+3 est nul et L(π

◦) = L(π). Si π◦
i , π

◦
i+2, π

◦
i+4

ne sont pas nuls alors nous appelons π◦ un pro�l alterné (cf Figure 8.16).

On considère la fonction consensus suivante L6 :

L6(π) =

{
{vi} si π◦

i , π
◦
i+2, π

◦
i+4 > 0 et i = min{j : π◦

j = max{π◦
i , π

◦
i+2, π

◦
i+4}}

Med(π) sinon.

La Figure 8.16 donne L6(π) avec π◦ alterné, notons que le nombre d'occurences des 3 sommets
d'un pro�l alterné n'est pas forcément identique.

On observe que par dé�nition de L6, si π◦ n'est pas un pro�l alterné, alors L6(π) = Med(π) =
Med(π◦) = L6(π

◦). Trivialement, L6 ̸= Med car pour le pro�l π = (v0, v2, v4) nous avons
Med(π) = {v0, v2, v4} et L6(π) = {v0}. Pour montrer que L6 est une ABC-fonction, nous utilisons
le lemme suivant :

Lemme 8.3.2. Pour tout π, ρ ∈ V ∗, si σ = πρ et τ = π◦ρ◦, alors σ◦ = τ◦.

Démonstration. Pour tout i ∈ {0, . . . , 5} :

τ◦i = τi −min{τi, τi+3} = π◦
i + ρ◦i −min{π◦

i + ρ◦i , π
◦
i+3 + ρ◦i+3}

= π◦
i + ρ◦i − (min{πi + ρi, πi+3 + ρi+3} −min{πi, πi+3} −min{ρi, ρi+3})

= πi + ρi −min{πi + ρi, πi+3 + ρi+3} = σi −min{σi, σi+3} = σ◦
i ,

Ce qui conclut la preuve.

Lemme 8.3.3. Soit une ABC-fonction L sur C6 et π un pro�l tel que π◦ est non vide et non
alterné. Un sommet vi appartient à L(π) = L(π◦) ssi nous sommes dans un des cas suivants de
π◦ et L(π) (aux symétries près) qui sont illustrés dans la Figure 8.17

(i) si π◦ = (v
π◦
i

i ), L(π) = {vi}

(ii) si π◦ = (v
π◦
i

i , v
π◦
i+1

i+1 ) et π◦
i ≥ π◦

i+1, L(π) =

{
I(vi, vi+1) si π◦

i = π◦
i+1,

{vi} sinon

(iii) si π◦ = (v
π◦
i

i , v
π◦
i+2

i+2 ) et π◦
i ≥ π◦

i+2, L(π) =

{
I(vi, vi+2) si π◦

i = π◦
i+2,

{vi} sinon

(iv) si π◦ = (v
π◦
i−1

i−1 , v
π◦
i+1

i+1 ) et π◦
i+1 = π◦

i−1, L(π) = I(vi+1, vi−1)
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v0 v1v5

π◦
0

v3
v4 v2

(a)

v0 v1v5

π◦
0 ≥ π◦

1

π◦
1

v3
v4 v2

(b)

v0 v1v5

π◦
0 ≥ π◦

2

π◦
2

v3
v4 v2

(c)

v0 v1v5

π◦
5 π◦

1 = π◦
5

v3
v4 v2

(d)

v0 v1v5

π◦
0 ≥ π◦

1 + π◦
2

π◦
1

π◦
2

v3
v4 v2

(e)

v0 v1v5

π◦
5 π◦

1

π◦
0 ≥ |π◦

1 − π◦
5|

v3
v4 v2

(f)

Figure 8.17 � Les 6 pro�ls π◦ du Lemme 8.3.3 pour i = 0.

(v) si π◦ = (v
π◦
i

i , v
π◦
i+1

i+1 , v
π◦
i+2

i+2 ) et π◦
i ≥ π◦

i+1+π◦
i+2, L(π) =

{
I(vi, vi+1) si π◦

i = π◦
i+1 + π◦

i+2,

{vi} sinon

(vi) si π◦ = (v
π◦
i−1

i−1 , v
π◦
i

i , v
π◦
i+1

i+1 ) et π◦
i ≥ |π◦

i+1−π◦
i−1|, L(π) =


I(vi, vi+1) si π◦

i + π◦
i−1 = π◦

i+1,

I(vi, vi−1) si π◦
i + π◦

i+1 = π◦
i−1,

{vi} sinon.

Démonstration. Comme π◦ n'est pas alterné, nous pouvons supposer sans perte de généralité
que π◦

3 = π◦
4 = π◦

5 = 0. Soit a = π◦
0, b = π◦

1, c = π◦
2 et nous pouvons supposer aux symétries près

que a ≥ c. On observe que comme π◦ est non vide, a + b + c ≥ 1. Si a = c et b = 0 (dans ce
cas, a = c ≥ 1), alors L(π) = L(π◦) = L(v0, v2) = I(v0, v2), et pour v0, v2, nous sommes dans
le Cas (iii) alors que pour v1, nous sommes dans le Cas (iv). Si a = c et b > 0, alors comme
b ∈ L(va0 , v

c
2) = I(v0, v2), soit L(π◦) = L(vb1) = {v1} si a = c = 0, soit L(π◦) = L(va0 , v

c
2)∩L(vb1) =

{v1} si a = c > 1. Dans le premier cas, nous sommes dans le Cas (i), tandis que dans le second,
nous sommes dans le Cas (vi). Supposons maintenant que a > c et soit a′ = a − c = |a − c|. Si
c = 0, alors L(π◦) = L(va

′
0 , vb1). Si c > 0, alors L(π◦) = L(vc0, v

c
2) ∩ L(va

′
0 , vb1) = L(va

′
0 , vb1) comme

L(vc0, v
c
2) = I(v0, v2) et comme L(va

′
0 , vb1) ⊆ {v0, v1} ⊆ I(v0, v2). Si a′ = b (i.e., if a = b+ c), alors

L(π◦) = L(va
′

0 , vb1) = {v0, v1}. Dans ce cas, si c = 0, alors nous sommes dans le Cas (ii) pour v0
et v1, et si c > 0, alors nous sommes dans le Cas (v) pour v0 et dans le Cas (vi) pour v1. Si a′ < b
(i.e., si b > |a− c|), alors L(π◦) = L(va

′
0 , vb1) = {v1} et nous sommes dans le Cas (ii) si c = 0 et

dans le Cas (vi) si c > 0. Si a′ > b (i.e., si a > c), alors L(π◦) = L(va
′

0 ) = {v0}. Nous sommes
donc dans le Cas (i) si b = c = 0, dans le Cas (ii) si b > c = 0, dans le Cas (iii) si c > b = 0, et
dans le Cas (v) si b > 0 et c > 0.

Le corollaire suivant découle du lemme précédent et sera utilisé plus tard :

Corollaire 8.3.4. Si π◦ est un pro�l non alterné, alors pour toute ABC-fonction L, L(π) coïncide
avec la fonction médian Med(π).

Nous pouvons maintenant prouver le résultat principal de cette sous-section :

Proposition 8.3.5. L6 est une ABC-fonction sur C6.

Démonstration. Trivialement, L6 respecte les axiomes (A) et (B). Il nous reste à montrer que
L6 respecte également (C). Soit π = ρσ pour deux pro�ls ρ, σ ∈ V ∗. Nous montrons que si
L6(ρ) ∩ L6(σ) ̸= ∅, alors L6(ρσ) = L6(ρ) ∩ L6(σ).
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Supposons que vi ∈ L6(ρ) ∩ L6(σ) = L6(ρ
◦) ∩ L6(σ

◦). D'après la dé�nition de L6 et le
Lemme 8.3.3, ceci implique que σ◦

i+3 = ρ◦i+3 = 0. Par conséquent, soit σ◦ (respectivement, ρ◦)
n'est pas un pro�l alterné, soit σ◦

i , σ
◦
i+2, σ

◦
i+4 > 0 (respectivement, ρ◦i , ρ

◦
i+2, ρ

◦
i+4 > 0). D'après

le Lemme 8.3.2, nous avons π◦
i+3 = 0 et par conséquent, soit π◦ n'est pas un pro�l alterné, soit

π◦
i , π

◦
i+2, π

◦
i+4 > 0.

Si ρ◦ et σ◦ sont tous les deux des pro�ls alternés, alors π◦ est également un pro�l alterné
et pour j ∈ {i + 2, i + 4}, nous obtenons π◦

i = ρ◦i + σ◦
i ≥ ρ◦j + σ◦

j et l'égalité est atteinte
seulement si ρ◦i = ρ◦j et σ

◦
i = σ◦

j . Notons que si l'égalité est atteinte, alors 0 ≤ i < j ≤ 5, comme
L6(ρ) = {vi}. Par conséquent, soit π◦

i > π◦
j , soit π◦

i = π◦
j et 0 ≤ i < j ≤ 5. Et nous obtenons

bien L6(π) = {vi} = L6(ρ) ∩ L6(σ).

Si ni ρ◦, ni σ◦ n'est un pro�l alterné, alors L6(ρ) = L6(ρ
◦) = Med(ρ) et L6(σ) = L6(σ

◦) =
Med(σ). Dans ce cas, L6(ρ) ∩ L6(σ) = Med(ρ) ∩ Med(σ) = Med(ρσ) = Med(π). Si π◦ n'est
pas un pro�l alterné alors on a bien L6(π) = L6(π

◦) = Med(π◦) = Med(π). En revanche, si π◦

est un pro�l alterné, alors π◦
i , π

◦
i+2, π

◦
i+4 > 0. Comme ρ◦ n'est pas un pro�l alterné et comme

vi ∈ L6(ρ
◦), d'après le Lemme 8.3.2, soit ρ◦i+2 = 0, soit ρ◦i+4 = 0. De manière similaire, soit

σ◦
i+2 = 0, soit σ◦

i+4 = 0. Comme ρ◦i+2+σ◦
i+2 ≥ π◦

i+2 > 0 et ρ◦i+4+σ◦
i+4 ≥ π◦

i+4 > 0, nous pouvons
supposer sans perte de généralité que ρ◦i+2 > 0, ρ◦i+4 = 0, σ◦

i+2 = 0, et σ◦
i+4 > 0. D'après le

Lemme 8.3.3, nous pouvons supposer que ρ◦ = (vai , v
b
i+1, v

c
i+2) où a > 0, c > 0, b ≥ 0, et a ≥ b+c,

et que σ◦ = (vd
′

i+4, v
e′
i+5, v

a′
i ) où a′ > 0, d′ > 0, e′ ≥ 0, and a′ ≥ d′ + e′. Par conséquent, comme

π◦ est un pro�l alterné, π◦ = (va+a′

i , vc−e′

i+2 , vd
′−b

i+4 ). Comme a ≥ c > 0 et a′ ≥ d′ > 0, nous avons
a+ a′ > c− e′ et a+ a′ > d′ − b, et nous avons donc bien L6(π) = L6(π

◦) = {vi} = Med(π).

Supposons maintenant que ρ◦ est un pro�l alterné et que σ◦ ne l'est pas. Alors ρ◦ =
(vai , v

c
i+2, v

d
i+4) avec a ≥ c > 0 et a ≥ d > 0. De plus, si a = c (respectivement, a = d),

alors 0 ≤ i < i+ 2 ≤ 5 (respectivement, 0 ≤ i < i+ 4 ≤ 5). Pour σ◦, on considère les di�érents
cas donnés par le Lemme 8.3.3. Dans tous les cas nous montrons que L6(π) = L6(π

◦) = {vi} =
L6(ρ

◦) ∩ L6(σ
◦).

Dans les Cas (i) et (iii), σ◦ = (va
′

i , vc
′

i+2) avec a
′ > 0 et a′ ≥ c′ ≥ 0, et π◦ = (va+a′

i , vc+c′

i+2 , vdi+4)
est un pro�l alterné. Notons que a+a′ > d, que a+a′ ≥ c+ c′ et que quand a+a′ = c+ c′, a = c
et donc 0 ≤ i < i+ 2 ≤ 5 comme L6(ρ

◦) = {vi}. Dans tous les cas nous avons L6(π
◦) = {vi}.

Dans les Cas (ii) et (v), σ◦ = (va
′

i , vb
′

i+1, v
c′
i+2) avec b′ > 0, c′ ≥ 0, et a′ ≥ b′ + c′. Dans ce

cas, ρ◦σ◦ = (va+a′

i , vb
′

i+1, v
c+c′

i+2 , vdi+4). Si b
′ ≥ d, alors π◦ = (va+a′

i , vb
′−d

i+1 , vc+c′

i+2 ) et L6(π
◦) = {vi}

comme a + a′ ≥ c + b′ + c′ > b′ − d + c + c′. Si b′ < d, alors π◦ = (va+a′

i , vc+c′

i+2 , vd−b′

i+4 ) est un
pro�l alterné. Comme a+ a′ ≥ c+ c′ + b′ > c+ c′ et a+ a′ > d > d− b′, nous avons également
L6(π

◦) = {vi} dans ce cas.
Dans les Cas (iv) et (vi), σ◦ = (ve

′
i−1, v

a′
i , vb

′
i+1) avec a′ ≥ 0, b′ > 0, e′ > 0, a′ ≥ e′ − b′,

et a′ ≥ b′ − e′. Dans ce cas, ρ◦σ◦ = (ve
′

i−1, v
a+a′

i , vb
′

i+1, v
c
i+2, v

d
i+4). Si d > b′ et c > e′, alors

π◦ = (va+a′

i , vc−e′

i+2 , vd−b′

i+4 ) est un pro�l alterné et L6(π
◦) = {vi} comme a + a′ > c − e′ et

a + a′ > d − b′. Si d ≤ b′ et c > e′, alors π◦ = (va+a′

i , vb
′−d

i+1 , vc−e′

i+2 ) et L6(π) = {vi} comme
a + a′ ≥ c + b′ − e′ > b′ − d + c − e′. Pour des raisons similaires, nous avons L6(π) = {vi} si
d > b′ et c ≤ e′. Si d ≤ b′ et c ≤ e′, alors π◦ = (ve

′−c
i−1 , va+a′

i , vb
′−d

i+1 ). On suppose sans perte de
généralité que e′ − c ≤ b′ − d. Soit τ1 = (ve

′−c
i−1 , ve

′−c
i+1 ) et τ2 = (va+a′

i , vb
′−d−e′+c

i+1 ) et on observe
que π◦ = τ1τ2 si e′ > c et π◦ = τ2 si e′ = c. Si e′ > c, alors L6(τ1) = I(vi−1, vi+1). Comme
a + a′ ≥ c + b′ − e′ > c + b′ − e′ − d, nous avons L6(τ2) = {vi}. Donc, dans tous les cas
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Figure 8.18 � Illustration du Lemme 8.18.

L6(π
◦) = L(τ2) = {vi}.

8.3.3 Les systèmes de benzénoïdes sont des ABCT2- et ABCE2-graphes

D'après la Proposition 7.8.1, les ensembles médians des systèmes de benzénoïdes sont G2-
connexes. Ils ne sont cependant pas modulaires (les triplets de sommets à distance 2 dans chaque
6-cycle n'ont pas de médian). Comme d'après la Proposition 8.3.5, C6 n'est pas un ABC-graphe,
les systèmes de benzénoïdes (en tant que famille de graphes) ne le sont pas non plus. Dans cette
sous-section, nous montrons que ce sont des ABCT2- et ABCE2-graphes.

On rappelle que tout système de benzénoïdes G = (V,E) peut être plongé isométriquement
dans le produit cartésien T1□T2□T3 de trois arbres T1, T2, T3. On appellera E1, E2, et E3 les
arêtes de G dans les trois directions de la grille hexagonale et soit le graphe Gi = (V,E \ Ei)
obtenu à partir de G en supprimant les arêtes de Ei, i = 1, 2, 3. On rappelle également que
le plongement isométrique φ : V → T1□T2□T3 associe chaque sommet v de G à un triplet
(v1, v2, v3), où vi est la composante connexe de Gi contenant v, i = 1, 2, 3 [44]. En on dira à
nouveau qu'un chemin P est un hexagone incomplet si P est un chemin de taille 3 contenant une
arête de chaque classe Ei et P n'est pas inclus dans un C6.

On montrera par la suite que les systèmes de benzénoïdes sont des ABCT2-graphes. Pour
commencer, montrons que C6 est un ABCE2-graphe. D'après le Corollaire 8.3.4, nous devons
seulement traiter les pro�ls π tels que π◦ est un pro�l alterné. Nous utiliserons donc le Lemme
suivant :

Lemme 8.3.6. Si L est une ABCE2-fonction sur C6, alors L(vi, vi+2, vi+4) = {vi, vi+2, vi+4}.

Démonstration. Soit π = (vi, vi+2, vi+4). On suppose pour commencer que L(π) contient vi+1.
Soit π′ = πvi+1 (cf Figure 8.18a). Alors L(π′) = L(π) ∩ {vi+1} = {vi+1}. Comme L(vi, vi+2) ∩
L(vi+1, vi+4) contient vi et vi+2, nous avons L(π′) = L(vi, vi+2, vi+1, vi+4) = L(vi, vi+2) ∩
L(vi+1, vi+4) et donc vi, vi+2 ∈ L(π′) (cf Figure 8.18b), ce qui est impossible. Pour des rai-
sons similaires, vi+3, vi+5 /∈ L(π). Par conséquent, L(vi, vi+2, vi+4) ⊆ {vi, vi+2, vi+4} et donc
d'après (E2), nous avons L(vi, vi+2, vi+4) = {vi, vi+2, vi+4}.

D'après le Corollaire 8.3.4 Et le Lemme 8.3.6, nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 8.3.7. Le 6-cycle C6 est un ABCE2-graphe.

Démonstration. Soit π un pro�l sur C6. D'après le Corollaire 8.3.4, nous avons uniquement à
considérer les cas où π◦ est un pro�l alterné. Supposons sans perte de généralité que π◦ =
(ua, vb, wc), où u, v, w sont à distance 2 deux à deux et 1 ≤ a ≤ b ≤ c. Dans ce cas, π◦ =
(ua, va, wa, vb−a, wb−a, wc−b). D'après le Lemme 8.3.6, L(ua, va, wa) = {u, v, w}. Si b > a, alors
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L(vb−a, wb−a) = I(v, w), et si c > b, alors L(wc−b) = {w}. Donc L(π◦) = {u, v, w} si a = b = c,
L(π◦) = {v, w} si a < b = c, et L(π◦) = {w} si a ≤ b < c. Par conséquent, pour toute ABCE2-
fonction et tout pro�l π, nous avons L(π) = L(π◦) = Med(π◦) = Med(π) et Med est l'unique
ABCE-2 fonction sur C6.

Nous montrons à présent qu'il su�t de montrer que les benzénoïdes sont des ABCT2-graphes.
Nous rappelons l'A�rmation 7.8.2 du chapitre précédent :

A�rmation 8.3.8. Tout hexagone ou hexagone incomplet H de G est porté.

Lemme 8.3.9. Dans les systèmes de benzénoïdes, les ABCE2-fonctions sont des ABCT2-fonctions.

Démonstration. Soit un triplet de sommets u, v, w de G tel que d(u, v) = d(u,w) = d(v, w) = 2,
I(u, v) ∩ I(u,w) = {u}, I(u, v) ∩ I(v, w) = {v}, et I(v, w) ∩ I(w, u) = {w}. Notons que u, v, et
w sont des sommets non adjacents d'un C6, C. On montre que L(u, v, w) ⊆ {u, v, w}. Soit x ∈
L(u, v, w) et π′ = (x, u, v, w). Alors L(u, v, w, x) = L(u, v, w)∩L(x) = {x}. D'après l'A�rmation
8.3.8, C est porté et nous appellerons x′ la porte de x dans C. On suppose pour commencer que
x′ ̸= u, v, w, disons x ∼ u, v. Alors w est le sommet opposé à x′ dans C et I(u, v) ⊆ L(x,w).
Donc, I(u, v) ⊆ L(u, v) ∩ L(x,w) = L(π′), ce qui est impossible. Par conséquent, x′ ∈ {u, v, w},
disons x′ = u. Ainsi u appartient à L(x, v). Comme u appartient à L(u,w), nous concluons que
u ∈ L(u, v, w, x) = {x}, donc u = x ∈ L(u, v, w). D'après (E2), {u, v, w} = L(u, v, w).

Lemme 8.3.10. Soit une 2-paire (u, v) d'un système de benzénoïdes G. Si il existe un pro�l π
tel que Fπ n'est pas faiblement-sans-pic sur (u, v), alors u et v appartiennent au même hexagone
de G.

Démonstration. Soit un voisin commun w à u et v et soit un sommet x tel que 2d(w, x) >
d(u, x)+ d(v, x). Comme les benzénoïdes sont bipartis, d(u, x) = d(v, x) = d(w, x)− 1 et comme
les arêtes incidentes de G sont dans des classes di�érentes, alors nous pouvons supposer que
wu ∈ E1 et wv ∈ E2. Soit y un voisin de u dans I(u, x). Alors uy ne peut appartenir à E2, sinon
le sommet w2 dans T2 aurait deux voisins y2 et v2 appartenant à I(w2, x2), ce qui contredit le fait
que T2 est un arbre. Nous avons donc uy ∈ E3. Notons que (y, u, w, v) n'est pas porté. D'après
l'A�rmation 8.3.8, (y, u, w, v) n'est pas un hexagone incomplet, donc u et v appartiennent au
même hexagone.

Le lemme suivant découle du fait que tout sommet d'un hexagone C appartient à l'intervalle
entre deux sommets opposés de C.

Lemme 8.3.11. Soit un hexagone C d'un système de benzénoïde G et soit x le sommet de C
opposé à la porte d'un sommet x dans C. Alors tout sommet de C appartient à L(x, x).

Le Lemme suivant découle de l'A�rmation 8.3.8 :

Lemme 8.3.12. Soit un hexagone C d'un système de benzénoïdes G et soit une 2-paire (u, v)
de C. Alors pour tout sommet z de G avec v pour porte dans C, u, v ∈ L(u, z) = I(u, z).

La preuve du lemme suivant est identique à la preuve du Lemme 8.1.5 :

Lemme 8.3.13. Soit un hexagone C d'un système de benzénoïdes G et soit trois sommets u, v, w
de C à distance 2 deux à deux. Alors pour tout sommet z de G ayant w comme porte dans C,
u, v ∈ L(u, v, z).
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Figure 8.19 � Illustration de la preuve de l'A�rmation 8.3.14

Démonstration. On commence avec l'A�rmation suivante :

A�rmation 8.3.14. Soit u, v, w ∈ L(u, v, z), soit u, v, w /∈ L(u, v, z).

Démonstration. La preuve est similaire à la preuve de l'A�rmations 8.1.6, en utilisant (T2) à la
place de (T). Par symétrie, il su�t de montrer que u ∈ L(u, v, z) ssi w ∈ L(u, v, z). On suppose que
{u,w}∩L(u, v, z) ̸= ∅ et on considère le pro�l (u, v, z, u, w). Comme u,w ∈ I(u,w) = L(u,w) et
{u,w}∩L(u, v, z) ̸= ∅, L(u, v, z, u, w) = I(u,w)∩L(u, v, z). D'après (T2), {u, v, w} ⊆ L(u, v, w)
et comme L(u, z) = I(u, z), u,w ∈ L(u, v, w) ∩ L(u, z) = L(u, v, z, u, w) = I(u,w) ∩ L(u, v, z).
Par conséquent, u ∈ L(u, v, z) ssi w ∈ L(u, v, z).

Si u ∈ L(u, v, z) ou v ∈ L(u, v, z), d'après l'A�rmation 8.3.14 le Lemme est vrai dans ce cas.
Si au contraire u, v /∈ L(u, v, z), alors soit z′ ∈ L(u, v, z). D'après le Lemme 8.1.1, z′ ∈ L(u, v, z′)
et d'après le Lemme 8.1.2, I(u, z′) ∩ I(v, z′) = {z′}. Comme d(u, v) = 2 et G est biparti, ceci
implique que d(u, z′) = d(v, z′). D'après l'A�rmation 8.3.8, chaque hexagone est porté et donc
z′ = w ou z′ ∼ u, v. Dans le premier cas le Lemme est vrai d'après 8.3.14. Nous montrons
que le second cas ne peut arriver, pour cela on considère le pro�l (u, v, z, z′). Si z′ ∼ u, v,
alors z′ = w̄ et I(u, v) = L(u, v) ⊆ L(z′, w) ⊆ L(z′, z). Par conséquent, si z′ ∼ u, v, alors
z′ ∈ L(u, v, z) ∩ L(z′) = {z′} et z′ ∈ L(u, v) ∩ L(z′, z) = L(u, v) = I(u, v). Ce qui implique que
{z′} = L(u, v, z, z′) = I(u, v), ce qui est impossible.

Soit un hexagone C = (v0, v1, v2, v3, v4, v5) de G et πi
C la restriction d'un pro�l π à l'ensemble

de tous les sommets de G ayant vi comme porte dans C. Nous considèrerons chaque indice i de
vi modulo 6.

Lemme 8.3.15. Pour tout pro�l π de G, on considère le pro�l π′ = π, vℓ1+ℓ2+ℓ3+ℓ4
0 , vℓ0+ℓ1+ℓ4+ℓ5

2 , vℓ14
où ℓi = |πi

C |. Alors v0, v2 ∈ L(π′).

Démonstration. Soit πi
C = (xi,1, xi,2, . . . , xi,ℓi) pour i ∈ {0, 1, . . . , 5}. On illustre la décomposi-

tion de π′ qui suit en Figure 8.20. D'après le Lemme 8.3.11, v0, v2 ∈
⋂ℓ1

j=1 L(x1,j , v4), v0, v2 ∈⋂ℓ3
j=1 L(x3,j , v0) et v0, v2 ∈

⋂ℓ5
j=1 L(x5,j , v2). D'après le Lemme 8.3.12, v0, v2 ∈

⋂ℓ2
j=1 L(x2,j , v0),

et v0, v2 ∈
⋂ℓ0

j=1 L(x0,j , v2). D'après le Lemme 8.3.13, v0, v2 ∈
⋂ℓ4

j=1 L(x4,j , v2, v0). On observe
également que v0, v2 ∈ L(vℓ10 , vℓ12 ). Par conséquent, v0, v2 ∈ L(π′).
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Figure 8.20 � Illustration du Lemme 8.3.15

Lemme 8.3.16. Soit une 2-paire (v0, v2) d'un hexagone C = (v0, v1, . . . , v5) d'un système de
benzénoïdes G. alors pour tout pro�l π sur G :

(1) si Fπ(v0) = Fπ(v2), alors v0 ∈ L(π) ssi v2 ∈ L(π).

(2) si Fπ(v0) > Fπ(v2), alors v0 /∈ L(π).

Démonstration. Pour tout 0 ≤ i ≤ 5, let ℓi = |πi
C |. On suppose que Fπ(v0) ≥ Fπ(v2) et on

observe que Fπ(v0) − Fπ(v2) = 2(ℓ2 + ℓ3) − 2(ℓ0 + ℓ5). Tout comme dans le Lemme 8.3.15,
on considère le pro�l π′ = (π, vℓ1+ℓ2+ℓ3+ℓ4

0 , vℓ0+ℓ1+ℓ4+ℓ5
2 , vℓ14 ). Supposons que Fπ(v0) = Fπ(v2)

(alors ℓ2 + ℓ3 + ℓ4 = ℓ0 + ℓ4 + ℓ5 = p) et que v0 ∈ L(π). Comme v0 ∈ L(vp0 , v
p
2) = L(v0, v2),

v0 ∈ L(vℓ10 , vℓ12 , vℓ14 ) = L(v0, v2, v4) d'après (T2), et v0 ∈ L(π), nous avons L(π′) = L(π) ∩
L(vp0 , v

p
2) ∩ L(vℓ10 , vℓ12 , vℓ14 ). D'après le Lemme 8.3.15, v2 ∈ L(π′), et donc v2 ∈ L(π). Supposons

maintenant que Fπ(v0) > Fπ(v2) (alors q = ℓ2 + ℓ3 + ℓ4 > ℓ0 + ℓ4 + ℓ5 = r). Comme v0 ∈
L(vr0, v

r
2) = L(v0, v2), v0 ∈ L(vℓ10 , vℓ12 , vℓ14 ) = L(v0, v2, v4) by (T2) et v0 ∈ L(vq−r

0 ) = L(v0) = {v0},
alors L(π′) = L(π)∩L(vr0, vr2)∩L(v

ℓ1
0 , vℓ12 , vℓ14 )∩L(vq−r

0 ) = {v0} si v0 ∈ L(π), ce qui contredit le
Lemme 8.3.15.

Théorème 8.3.17. Les systèmes de benzenoïdes sont des ABCT2-graphes et ABCE2-graphes.

Démonstration. Soit une ABCT2-fonction L sur un système de benzénoïdes G et soit π ∈ V ∗.
On montre pour commencer que L(π) ⊆ Med(π). On choisit arbitrairement u ∈ L(π). Si u /∈
Med(π), comme les ensembles médians des systèmes de benzénoïdes sont G2-connexes, d'après
le Théorème 6.2.1 il existe un sommet v tel que 1 ≤ d(u, v) ≤ 2 et Fπ(v) < Fπ(u). Comme
G est biparti, G respecte la condition du triangle (TC). Ainsi, si d(u, v) = 1, nous obtenons
une contradiction avec le Lemme 8.1.8(2). Ainsi, nous pouvons supposer que d(u, v) = 2 et que
Fπ(w) ≥ Fπ(u) pour tout voisin w de u. D'après le Lemme 8.3.10 appliqué à la paire (u, v), u, v
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appartient au même hexagone et donc d'après le Lemme 8.3.16(2), u ne peut appartenir à L(π),
ce qui est impossible.

Nous montrons à présent l'inclusion réciproque Med(π) ⊆ L(π). Supposons qu'il existe u ∈
L(π) et v ∈ Med(π) \ L(π) minimisant d(u, v). Comme Med(π) est G2-connexe, d(u, v) ≤ 2.
Comme u, v ∈ Med(π), Fπ(u) = Fπ(v). Si d(u, v) = 1, nous obtenons une contradiction avec
le Lemme 8.1.8(1). Si d(u, v) = 2, d'après notre choix de u et v, nous devrions avoir Fπ(w) >
Fπ(u) pour tout w ∈ I◦(u, v). Donc, d'après le Lemme 8.3.10, u et v appartiennent au même
hexagone et nous obtenons une contradiction avec le Lemme 8.3.16. Par conséquent, les sytèmes
de benzénoïdes sont des ABCT2-graphes et d'après le Lemme 8.3.9, ce sont aussi des ABCE2-
graphes.

8.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étendu les classes de graphes dont la fonction médian peut être
caractérisée par un ensemble d'axiomes simples. Plus précisément, nous avons montré que que
les graphes dont l'ensemble médian est connexe sont des ABCT-graphes, que les systèmes de
benzénoïdes sont des ABCT2-graphes et que les graphes modulaires aux médians G2-connexes
sont des ABC-graphes. Une sous-classe importante des graphes aux médians G2-connexes sont les
graphes de Helly bipartis. Nous avons montré que les classes de graphes respectant la propriété
d'appariement ou de double-appariement sont des sous-classes propres aux graphes de Helly
bipartis. Les graphes médians étant modulaires et leurs médians étant connexes, nos résultats
généralisent le fait que les graphes médians sont des ABC-graphes.

La caractérisation des ABC-graphes reste ouverte. Au regard des résultats de ce chapitre, il
est peut être plausible (mais dangereux) de conjecturer que les ABC-graphes sont exactement les
graphes modulaires aux médians G2-connexes. Nous n'avons cependant pas pu montrer que les
ABC-graphes sont modulaires, ni bipartis (du fait de la faiblesse des axiomes (A), (B) et (C)).
Nous avons également échoué à prouver que G est un ABC- ou ABCT-graphe ssi chaque com-
posante 2-connexe de G l'est également. Nous pouvons également nous demander si le problème
consistant à décider si G un graphe est ABC- ou un ABCT-graphe est décidable.

L'article [83] montre que les graphes complets ne sont pas des ABC-graphes, nous avons
montré dans ce chapitre que les C6 ne le sont pas non plus, nous avons cependant échoué à
montrer que tout graphe contenant un triangle n'est pas un ABC-graphe.

L'axiome (B) peut être reformulé de la manière suivante : Pour tout pro�l π de taille 2,
L(π) = Med(π). Les axiomes que nous avons ajouté dans ce chapitre restreignent uniquement les
pro�ls de taille 3, peut être qu'une généralisation de l'axiome (B) aux pro�ls de taille 3 pourrait
donc donner des résultats intéressants.

Nous avons montré que le problème consistant à décider si un graphe véri�e la propriété de
double-appariement est dans co-NP. Nous ne savons cependant pas si il est possible de décider
en temps polynomial (ni même en temps polynomial non déterministe) si un graphe véri�e
la propriété d'appariement ou de double-appariement. Une piste pour cela serait de réussir à
montrer qu'un pro�l pair (respectivement un double pro�l) de taille polynomiale n'admettant
pas de couplage parfait existe pour tout graphe ne véri�ant pas la propriété d'appariement
(respectivement de double appariement).
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Conclusion

Cette thèse s'est intéressée au problème du médian sous di�érents aspects. En particulier
l'aspect algorithmique où nous avons cherché à calculer l'ensemble médian en temps linéaire
dans les graphes médians et certaines structures apparentées, l'aspect structurel où nous avons
cherché à caractériser la connexité de l'ensemble médian en général et dans certains graphes en
particulier, et en�n à l'aspect axiomatique, qui consiste à caractériser la fonction médian dans
certains graphes à l'aide d'axiomes simples. Pour conclure ce manuscrit, nous donnons quelques
perspectives qui découlent des résultats présentés.

Algorithmique

Nous avons pu voir dans cette thèse que le calcul linéaire des Θ-classes dans les graphes
médians ouvre à de nombreuses applications algorithmiques dans les graphes médians et dans
des structures proches. Une question naturelle est donc de se demander si il est possible de trouver
un calcul rapide des Θ-classes dans d'autres classes de graphes, voire dans tous les sous-graphes
d'hypercubes.

Parmis les applications du calcul rapide des Θ-classes il y a le calcul de médian dans les
graphes médians en temps linéaire, mais on a également pu montrer que cela permettait de
calculer l'indice de Wiener, la matrice des distances et les p-moments. Des travaux récents [30,
31] l'ont également utilisés pour le calcul du centre et des excentricités. On peut donc supposer
que d'autres problèmes métriques soient plus simples à résoudre dans les graphes médians que
dans le cas général, comme par exemple le problème de centralité intermédiaire (betweenness
centrality), qui pour un sommet u est égale au nombre d'intervalles entre deux sommets du
graphe contenant u.

On peut constater que les classes de graphes dans lesquelles un algorithme rapide existe pour
calculer le médian sont toujours des classes de graphes dont l'ensemble médian est connexe.
Il serait probablement intéressant d'étudier le problème du médian dans ce type de classes de
graphes, à commencer par les triangulations planaires pontées [50]. Il est possible que des classes
de graphes G2-connexes présentent également des propriétés algorithmiques intéressantes per-
mettant de calculer le médian rapidement.

On a pu calculer le médian des ℓ1-complexes cubiques et des structures d'évènements grâce
à leur proximité avec les graphes médians. Il pourrait être intéressant de regarder si on peut
appliquer des solutions aux problèmes métriques dans les graphes médians aux ℓ1-complexes
cubiques et aux structures d'évènements. Le calcul des p-moments dans les ℓ1-complexes cubiques
pourrait être à étudier, nous n'avons cependant à ce jour pas pu adapter notre algorithme.

La proximité des graphes médians avec les formules 2-SAT et les structures d'évènements

173



Conclusion

nous ont permis d'établir que le problème du médian dans les structures d'évènements sous
forme compacte était #P-di�cile. Les formules 2-SAT étant très étudiés dans la théorie de la
complexité, nous pouvons potentiellement nous appuyer sur des résultats existants pour mon-
trer des bornes inférieures de complexité à certains problèmes dans les graphes médians et les
structures d'évènements.

On peut déduire des résultats de [14] et du Chapitre 7 que les graphes de bases de matroïdes,
des ∆-matroïdes pairs, et plus généralement, les graphes de Johnson partiels maillés sont des
graphes dont les ensembles médians sont connexes. Nous avons également caractérisé les demi-
cubes partiels dont les ensembles médians sont connexes. On note que les graphes de Johnson
partiels maillés sont une généralisation intéressante des graphes médians et des graphes de bases
de matroïdes. En fait, d'après le Corollaire 7.7.6, les graphes médians sont exactement les demi-
cubes partiels ne contenant pas de triangles et dont les ensembles médians sont connexes. Il
pourrait être intéressant d'étudier quels demi-cubes partiels et graphes de Johnson partiels dont
les ensembles médians sont connexes dé�nissent des En particulier, si les domaines dé�nis par
les graphes de bases de matroïdes ou les ∆-matroïdes pairs sont fermés par médian. Tous ces
domaines ne sont pas des domaines de Condorcet à moins qu'ils soient médians (car ils contiennent
des triangles). On pourrait cependant se demander si l'ensemble médian de ces classes de graphes
peut être calculé via une relaxation de la règle de majorité.

Connexité

La caractérisation des graphes Gp-connexes a été l'occasion de dé�nir et étudier les fonctions
(faiblement) p-sans-pic et (faiblement) p-connexes, nous n'avons cependant pas réussi à montrer
si les plateaux des fonctions faiblement p-sans-pic induisent des sous-graphes isométriques de Gp.
Cette question découle du fait que Bandelt et Chepoi [14] avaient montré le cas p = 1.

Bandelt et Chepoi ont également montré une manière combinatoire de type local vers global
de tester si les médians d'un graphe donné sont connexes [14], on pourrait donc se demander si
il est possible d'étendre ce résultat aux graphe G2- et Gp-connexes.

Nous avons montré que la Gp-connexité de l'ensemble médian d'un graphe G est préservée
via produits cartésiens, amalgamations portées et rétractés. On pourrait chercher si c'est de cas
d'autres opérations dans les graphes.

Nous avons montré que les graphes pontés et faiblement pontés (et donc triangulés), les
graphes aux boules convexes, les graphes bucoliques, hypercellulaires, les graphes de Helly bipar-
tis, et les sytèmes de benzénoïdes, ont leurs ensembles médians qui sont G2-connexes. Nous avons
donné des conditions locales su�santes pour qu'un graphe modulaire soit un graphe aux médians
G2-connexes. Une question naturelle est la recherche d'autres graphes aux médians G2-connexes,
à commencer par des graphes modulaires.

Nous avons également caractérisé les sous-graphes isométriques des graphes de Johnson et
les demi-cubes pour lesquels les ensembles médians sont connexes. Il pourrait être intéressant
d'étudier les domaines d'ordres linéaires (ou d'autres types d'ordonnancement partiels) induisant
certains demi-cubes partiels ou certains graphes de Johnson partiels.

La caractérisation d'autres fonctions métriques réelles dans les graphes pourrait être inté-
ressante, par exemple les graphes dont l'ensemble minimisant les p-moments est connexe, à
commencer par le barycentre (p = 2). On pourrait se demander si ce sont toujours des graphes
aux médians connexes, nous n'avons cependant pas réussi à montrer si ils sont maillés. Nous
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avons pu noter pour le cas du barycentre durant nos recherches que les arbres et les graphes
de Helly sont des graphes dont les barycentres sont connexes, et que les graphes contenant un
cycle isométrique plus grand que 3 ne le sont pas. On peut également se demander si il existe
des graphes dont le barycentre n'est pas G2-connexe.

Axiomatique

Dans cette thèse, nous avons montré que les graphes modulaires aux médians G2-connexes
étaient des ABC-graphes. La caractérisation des ABC-graphes reste cependant largement ouverte,
on pourrait commencer par se demander si il existe des ABC-graphes n'étant pas des graphes
modulaires aux médians G2-connexes. La faiblesse des axiomes (A), (B) et (C), nous font nous
demander si le problème prenant en entrée un graphe G et indiquant en sortie si c'est ABC-
graphe est décidable. Il pourrait être intéressant de chercher si le fait que chaque composante
2-connexe d'un graphe soit un ABC-graphe implique que le graphe est un ABC-graphe.

Il est probablement plus simple dans un premier temps de ré�échir à ces questions en ajoutant
de nouveaux axiomes, ajouter l'axiome (T) nous ayant permi de caracteriser la fonction médians
dans les graphes aux médians connexes et ajouter l'axiome (T2) de la caractériser dans les
systèmes de benzénoïdes. Nous avons montré dans le Chapitre 7 que les graphes pontés (en
particulier les graphes triangulés) sont G2-connexes, on peut donc se demander si ce sont des
ABCT-graphes.

On peut également ré�échir à de nouveaux axiomes à ajouter, l'axiome (B) pouvant être
reformulé en : pour tout pro�l π de taille 2, L(π) = Med(π), et tous les axiomes ajoutés dans
ce manuscrit ne traitant que les pro�ls de taille 3, on peut peut être chercher des axiomes
généralisant l'axiome (B) aux pro�ls de taille 3 ou plus.

Une des directions de l'étude du ABC-problème cherche de nouvelles fonctions respectant les
axiomes (A), (B) et (C), à notre connaissance, ceci n'a été fait que pour les graphe complets
dans [83], et nous avons montré que c'était également le cas pour C6. Nous pouvons noter que
dans les deux cas, si on prend le pro�l π contenant chaque sommet de V (G) une et une seule
fois, alors L(π) contient tous les sommets du graphe. On peut donc commencer à chercher dans
cette direction, en particulier dans les cycles. Nous avons également cherché pour les graphes
contenant un triangle, mais sans succès.

L'article [83] montre que les graphes véri�ant la propriété d'appariement sont des ABC-
graphes, nous avons étendu cette dé�nition à la propriété de double-appariement et montré que
c'était une sous-classe propre des graphes de Helly bipartis. Nous avons montré que décider si
un graphe véri�e la propriété de double appariement est dans co-NP. Nous pouvons donc nous
demander si il est dans NP, voire dans P. Une direction consisterait à montrer que pour tout
graphe ne véri�ant pas la propriété d'appariement (respectivement de double appariement), il
existe un pro�l pair (respectivement, un double pro�l) de taille polynomial n'admettant pas de
couplage parfait.

La fonction barycentre a déjà été caractérisée axiomatiquement dans les arbres par Holtzman
[70], on pourait chercher à la caractériser dans d'autres graphes, peut être par exemple les graphes
dont l'ensemble barycentre est connexe.

D'une manière générale, la fonction barycentre et les p-moments nous semblent être un
champs de recherche intéressant touchant de nombreux domaines de la théorie métrique des
graphes qui mériterait d'être étudié plus en détail.
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Principales dé�nitions

Amalgame porté : Graphe G contenant deux sous-graphes portés G1 et G2 qui s'inter-
sectent et tels que leur union est isomorphe à G.

Demi-espace : Sous graphe H d'un graphe G tel que H et G \ H sont tous les deux
convexes.

Fonction-faiblement-convexe (resp. faiblement-p-convexe) : Fonction f sur un graphe
G = (V,E) telle que pour tout u, v ∈ V , f est convexe sur au moins une (u, v)-géodésique
(resp. p-géodésique) (u = w0, w1, . . . , wn = v), c'est à dire que pour tout i < j < k, f(wj) ≤
d(wk,wj)
d(wi,wk)

· f(wi) +
d(wi,wj)
d(wi,wk)

· f(wk).

Fonction faiblement-sans-pic (resp. faiblement-p-sans-pic) : Fonction f sur un graphe
G = (V,E) telle que pour tout u, v ∈ V , f est sans-pic sur au moins une (u, v)-géodésique (resp. p-
géodésique) (u = w0, w1, . . . , wn = v), c'est à dire que pour tout i < j < k, f(wj) ≤ max{wi, wk}
et l'égalité est atteinte seulement si f(wi) = f(wj) = f(wk).

Gp-connexité : On dit qu'un sous-ensemble d'un graphe G est Gp connexe si il est connexe
dans la pième puissance Gp de G.

Géodésiques : Une géodésique entre deux éléments p1, p2 d'un espace métrique X est un
plus court chemin entre p1 et p2 (on pourra alors l'appeler (p1, p2)-géodésique). Dans le cas des
graphe, les géodésiques sont exactement les plus courts chemins. Une chaîne géodésique d'un
graphe G est une séquence �nie de sommets incluse dans une géodésique et une p-géodésique
est une chaîne géodésique P = (u = w0, w1, . . . , wn = v) telle que d(wi, wi+1) ≤ p pour tout
i = 0, . . . , n− 1.

Graphe de Helly biparti : Graphe biparti dont les demi-boules respectent la propriété de
Helly.

Graphe faiblement modulaire : Graphe respectant les conditions du triangle et du
quadrangle en chaque sommet. Une dé�nition équivalente est que leurs triangles métriques sont
fortement équilatéraux.

Graphe médian : Graphe G = (V,E) tel que l'intersection des intervalles de tout triplet
u, v, w de sommets de V est un singleton, i.e., |I(u, v) ∩ I(u,w) ∩ I(v, w)| = 1.

Graphe modulaire : Graphe dont l'intersection des intervalles de tout triplet de som-
mets est non vide. Ce sont exactement les graphes faiblement modulaires dont tous les triangles
métriques sont des triangles équilatéraux de taille 0.

Intervalle : L'intervalle IG(u, v) entre deux sommets u et v de G est égal à l'ensemble des
sommets appartenant à un plus court chemin entre u et v. De manière équivalente, IG(u, v) =
{x : d(u, v) = d(u, x) + d(x, v)}. Si il n'y a pas d'ambiguïté, IG(u, v) pourra être noté I(u, v).
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Principales dé�nitions

pième puissance d'un graphe : La pième puissance du graphe G est le graphe Gp tel que
V (Gp) = V (G) et uv ∈ E(Gp) ssi dG(u, v) ≤ p.

Rétracté : Sous-graphe H d'un graphe G obtenu à partir de G via un rétraction : une
application f des sommets de G vers les sommets de H telle que si uv ∈ E(G), alors f(u)f(v) ∈
E(H).

Produit cartésien : GrapheG = G1□G2□ . . .□Gn avecG1 = (V1, E1), G2 = (V2, E2), . . . , Gn =
(Vn, En) une famille de graphe. V (G) = {u = (u1, u2, . . . , un) : u1 ∈ V1, u2 ∈ V2, . . . , un ∈ Vn} et
deux sommets u = (u1, u2, . . . , un) et v = (v1, v2, . . . , vn) sont adjacents dans G ssi il existe un
indice j pour lequel uj et vj sont adjacents dans Gj et ui = vi dans Gi pour tout i ̸= j.

Sous-graphe convexe : Sous-graphe H d'un graphe G tel que pour tout u, v ∈ V (H),
IG(u, v) est inclus dans H.

Sous-graphe porté : Sous-graphe H d'un graphe G tel que tout sommet u ∈ V (G) possède
une porte u′ dans H telle que u′ ∈ I(u, v) pour tout sommet v de H.

Système de benzénoïdes : Sous-graphe de la grille hexagonale induit par les sommets
situés dans la région délimitée par un circuit fermé sur la grille.

Θ-classe : Classe d'équivalence de la relation Θ dé�nie comme la fermeture ré�exive et
transitive de Θ0 telle que les arêtes uv et u′v′ sont en relation Θ0 si ce sont les arêtes opposées
d'un carré (C4).

Triangle métrique : Triplet de sommets x1, x2, x3 d'un graphe G tel que les trois intervalles
I(x1, x2), I(x1, x3) et I(x2, x3) ne s'intersectent deux à deux que sur leur extrémité commune.
Si d(x1, x2) = d(x1, x3) = d(x2, x3) = k alors le triangle métrique est dit équilatéral de taille k et
si pour tout sommet y dans dans I(xi, xj) alors d(y, xℓ) = k pour 1 ≤ i, j, ℓ ≤ 3 alors ce triangle
métrique est dit fortement équilatéral.
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