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Résumé

Les dynamiques causales de graphes sont une double extension des automates
cellulaires : la grille sous-jacente est étendue à un graphe arbitraire de degré borné et
le graphe lui-même peut évoluer dans le temps.

Du point de vue de la physique théorique, de telles dynamiques fournissent des
modèles jouets pertinents notamment lorsqu’elles sont portées aux régimes réver-
sible et quantique. Nous nous intéressons en particulier à l’émergence de propriétés
physiques complexes à partir d’un modèle simple, comme la flèche du temps ou
l’expansion de l’Univers.

Du point de vue de l’informatique, nos motivations sont liées à la forme physique de
la thèse de Church-Turing : les dynamiques causales de graphes quantiques aspirent
à être un modèle de calcul capturant les principales ressources de calcul connues
(parallélisme spatial et parallélisme quantique) permettant d’effectuer efficacement
un calcul dans un cadre cohérent.

Dans le régime réversible, nous prouvons qu’une dynamique causale de graphes
peut être réversible tout en créant/détruisant des sommets, à travers trois différents
modèles, que nous prouvons équivalents.

En s’appuyant sur ces résultats, nous exhibons des dynamiques causales à la fois
réversibles et croissantes en espace, ce qui apporte un nouveau regard sur la compati-
bilité entre la flèche du temps et la réversibilité.

Nous définissons une notion de sous-décalage de graphes, qui peut être utilisée pour
étudier les dynamiques causales de graphes en unifiant les dimensions temporelles et
spatiales, de la même manière que les automates cellulaires 1D peuvent être étudiés
par des sous-décalages de type fini 2D .

Dans le régime quantique, notre première contribution est de fournir une définition
rigoureuse de l’espace d’état. Une question notable était de savoir si les noms des
sommets sont nécessaires ; nous prouvons que c’est le cas afin d’empêcher une propa-
gation de l’information plus rapide que la lumière. Nous soulignons également que
les renommages sur les graphes sont l’analogue nativement discret des changements
de coordonnées.

Mots clés : Dynamiques de graphes, Quantique, Réversibilité, Sous-décalages, Flèche
du temps
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Abstract

Causal graph dynamics are a twofold extension of cellular automata : the underlying
grid is extended to an arbitrary graph of bounded degree and the graph itself can
evolve in time.

From the point of view of theoretical physics, such dynamics provide relevant toy
models, especially when they are brought to the reversible and quantum regimes. We
are particularly interested in the emergence of complex physical properties from a
simple model, such as the time arrow or the expansion of the Universe.

From a computational point of view, our motivations are related to the physical
Church-Turing thesis : quantum causal dynamics of graphs aspire to be a compu-
tational model capturing the known computational resources (spatial parallelism
and quantum parallelism) allowing to efficiently perform a computation, in a unified
framework.

In the reversible regime, we prove that causal graph dynamics can be reversible
while creating/destroying vertices, through three different models that we prove to be
equivalent.

Based on these results, we exhibit causal dynamics that are both reversible and
increasing in space, which brings new insights into the compatibility between the
time arrow and reversibility.

We define a notion of graph subshifts, which can be used to study causal dynamics
of graphs by unifying temporal and spatial dimensions, in the same way that 1D
cellular automata can be studied with 2D subshifts of finite type.

In the quantum regime, our first contribution is to provide a rigorous definition of
state space. A notable question was whether vertex names are necessary ; we prove
they are indeed necessary in order to prevent faster-than-light signaling. We also point
out that renaming on graphs is the natively discrete analog of coordinate changes.

Keywords : Graph dynamics, Quantum, Reversibility, Subshifts, Time Arrow
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Introduction

Bien que les ordinateurs soient omniprésent dans notre quotidien, il serait vain de
tenter de définir ce qui fait un ordinateur par des caractéristiques physiques, celles-ci
étant diverses et variées. Il nous faut plutôt définir un ordinateur par sa fonction : un
ordinateur est une machine qui calcule. Mais alors, qu’est-ce qu’un calcul ?

Une première réponse à cette question a été donnée indépendamment par Alonzo
Church et Alan Turing dans les années 30 lors de la définition du lambda-calcul et des
machines de Turing. Ces deux modèles s’avèrent être équivalents, et peuvent exécuter
tout algorithme conçu par l’humain sur le papier. Cette observation donna naissance
à la thèse de Church-Turing, que l’on peut résumer par : "Toute fonction effectivement
calculable peut être calculée par une machine de Turing".

Plus tard, une forme physique de la thèse de Church-Turing a été avancée, sug-
gérant que toute fonction physiquement calculable est calculable par une machine
de Turing. Cette variation semble à priori résister à l’épreuve du temps, en effet les
phénomènes physiques qui permettraient de dépasser la machine de Turing semblent
très spéculatifs [48].

Cette universalité physique de la machine de Turing est cependant remise en cause
dès lors que l’on s’intéresse à une caractérisation plus fine des algorithmes, c’est-à-dire
en termes de complexité. Diverses ressources accessibles dans notre univers, comme
l’aléatoire ou le parallélisme spatial [92], mènent à des modèles de calculs à priori plus
efficaces du point de vue de la complexité. Parmi ces modèles, on peut notamment
citer les machines de Turing probabilistes, les réseaux d’automates, ou les circuits
quantiques uniformes.

Ainsi, il semble qu’un ordinateur universellement efficace devrait prendre en compte
l’ensemble des ressources physiques à sa disposition. Parmi les exemples les plus
récents, l’idée d’un ‘internet quantique’[35, 69] associant parallélisme spatial et pa-
rallélisme quantique a été avancée, ainsi que le ‘quantum switch’ [42, 57, 84, 86] qui
propose une superposition de l’ordres des opérations afin diminuer le nombre de
portes quantiques nécessaires.

Dans cette thèse, nous définissons et étudions différents modèles généralisant les
automates cellulaires pour permettre à la dynamique de faire évoluer la géométrie
sur laquelle elle opère : les dynamiques causales de graphes. Nous proposons dans le
chapitre 2 trois modèles de dynamiques causales de graphes réversibles permettant
la création et la destruction de sommets, que nous prouvons équivalents. Dans le
chapitre 3, nous posons une définition de sous-décalages de graphes, comme généra-
lisation des sous-décalages de groupes. Ces objets sont une piste pour des résultats
de complexité sur les dynamiques causales de graphes, analogues à ceux obtenus sur
les automates cellulaires via l’étude des sous-décalages de groupes. Enfin, dans le
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chapitre 5 nous formalisons la notion de superposition de graphes, pavant la voie à
un modèle de dynamiques de graphes quantiques. L’ensemble de ces modèles sont
fortement inspirés de la physique théorique, et en particulier de la gravité quantique.

L’intérêt d’approcher la physique théorique par des modèles de calculs ne se limite
pas à l’exploitation des ressources de cette dernière, puisqu’il existe un vaste champs
d’application pour la simulation des phénomènes physiques. On peut notamment
citer la méthode des gaz sur réseaux, développée à partir des automates cellulaires, et
dont la version stochastique permet de faire des simulations précises du comporte-
ment d’un gaz [59]. Il existe également des résultats plus théoriques de simulations de
particules fermioniques par des marches quantiques (qui sont un cas particulier des
automates cellulaires quantiques), qui peuvent être vues comme un analogue discret
de l’équation de Dirac [17].

En considérant les dynamiques de graphes réversibles comme un modèle jouet de
la physique de l’Univers, nous apportons une interprétation nouvelle de l’orientation
de la flèche du temps. Cette interprétation amène à une flèche du temps qui est non
pas le résultat d’une configuration originelle atypique et de faible entropie, mais la
conséquence directe de l’existence d’un minimum, lui-même impliqué par la règle
d’évolution. Poursuivant dans cette lancée, le chapitre 4 souligne le fait que les iso-
morphismes de graphes peuvent être vus comme un équivalent discret de l’invariance
par changement de coordonnées (covariance générale [53]).

Nous montrons par une expérience de pensée que l’invariance par changement
de système de coordonnées doit être imposée simultanément sur l’ensemble des
branches de la superposition afin de prévenir la transmission instantanée d’infor-
mations. De manière plus générale, les dynamiques causales de graphes quantiques
amènent un formalisme qui pourrait s’avérer bénéfique pour de nombreux modèles
de gravité quantique, comme les réseaux de spins [96].
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1.1. Calculabilité et complexité
La calculabilité et la complexité des modèles de calculs sont au coeur des travaux

présentés dans cette thèse. Ici, nous les introduisons en quelques mots.

Définition 1.1.1 (Machine de Turing [106]). Une machine de Turing est définie par un
quintuplet T = (Σ, A, qo ,δ,F ) travaillant via une tête de lecture sur un ruban bi-infini
où :

— Σ est un ensemble fini d’états.
— A est l’alphabet fini de symboles du ruban.
— qo est l’état initial.
— δ :Σ× A →Σ× A× {←,→} est la fonction de mise à jour. Celle-ci prend en entrée

l’état de machine, le symbole présent sur le ruban sous la tête de lecture, et met
à jour ces deux derniers puis déplace la tête de lecture à droite ou à gauche sur
le ruban.

— F ⊆Σ un sous ensemble d’états finaux, qui une fois atteint arrête la machine.

Cette définition va de paire avec la thèse de Church-Turing [106], que l’on peut
résumer comme suit.
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Toute fonction effectivement calculable peut être calculée par une machine de Turing.

Dans le reste de cette thèse, on dit qu’une fonction f est calculable si et seulement
si elle est encodable dans une machine de Turing à deux rubans.

Définition 1.1.2 (Indécidabilité). Un problème de décision est dit décidable si et
seulement si il existe une machine de Turing à deux états finaux > et ⊥ et renvoyant >
(resp. ⊥) à une instance positive (resp. négative).

Les machines de Turing permettent d’établir une classification plus fine des pro-
blèmes de décision, en fonction des ressources temporelles et spatiales nécessaires
pour résoudre ces derniers [49, 67, 105].

Certaines classes de complexité sont définies à partir d’autres modèles de calcul,
ou permettent de catégoriser des problèmes différents, comme les problèmes de
d’énumération ou d’approximation [85, 107].

1.2. Automates cellulaires

1.2.1. Définition
Les automates cellulaires constituent un modèle de calcul partant d’un principle

simple : à partir d’une grille régulière de cellules et d’un alphabet donné, chaque
cellule ayant un étant correspondant à un élément de cet alphabet, on met à jour
simultanément l’état de chaque cellule en fonction de l’état de ses voisines.

Définition 1.2.1 (Automate cellulaire). Soit une grille de dimension d , un ensemble
d’état Σ et une configuration x :Zd →Σ associant à chaque cellule de la grille un état.
Le voisinage V de rayon r d’une cellule c est l’ensemble des cellules à distance (de
Manhattan) au plus r . On peut alors définir une fonction locale f :Σ|V | →Σ, mettant
à jour l’état d’une cellule en fonction de l’état des voisines. On définit un automate
cellulaire par un quadruplet (d ,r,Σ, f ).

Introduits dans les années 40 par Von Neuman [109] ils ont été popularisés par John
Conway au court des années 70, notamment via le célèbre "jeu de la vie" [55].

L’espace des configurations peut être muni d’une métrique d(x, x ′) = 2
min{i |x|Vi

6=x ′
|Vi

}

où les Vi sont les voisinages de rayon i autour de l’origine et x|Vi
, x ′

|Vi
sont les configu-

rations partielles associées à ces voisinages.

Théorème 1.2.1 (Curtis-Hedlund [62]). Un automate cellulaire peut-être formulé sous

la forme d’une fonction globale F :ΣZ
d →ΣZ

d
possédant deux propriétés :

— F est continue.
— F est invariante par translation, c’est-à-dire que pour tout vecteur v ∈Zd , F (x)v =

F (xv ) où xv est la configuration obtenue en translatant x par v .

13



1. Préliminaires – 1.2. Automates cellulaires

Il est à noter que dans la littérature, la notation xv est généralement utilisée pour
désigner l’état de la cellule en v , qui sera ici désignée par x{|v}. Nous nous écartons
de ce standard afin d’homogénéiser les notations avec celles pré-établies dans les
dynamiques de graphes.

Une technique assez classique pour se représenter le comportement dynamique
d’un automate cellulaire 1D consiste à représenter son diagramme espace-temps.

FIGURE 1.1. – Exemple d’un automate cellulaire et de son diagramme espace-temps. Le
temps s’écoule vers le bas.

De manière plus générale, il existe des définitions d’automates cellulaires sur des
objets plus complexes qu’une simple grille, en particulier sur des groupes [3, 73].

1.2.2. Universalité
En dépit de l’apparente simplicité des automates cellulaires, ceux-ci s’avèrent avoir

un comportement global riche et complexe. Cette richesse est en particulier caractéri-
sée par deux théorèmes d’universalité : l’universalité Turing et l’universalité intrin-
sèque.
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L’universalité Turing des automates était déjà connue et prouvée par Von Neuman
dès 1940.

Théorème 1.2.2 (Turing-Universalité [109]). Pour toute machine de Turing T , il existe
un automate cellulaire F de dimension 1 simulant T .

Informellement, cette simulation se fait en encodant l’état du ruban de calcul de
la machine de Turing, ainsi que l’état de la machine de Turing et la position de sa
tête de lecture dans une configuration de l’automate cellulaire. La fonction locale de
l’automate cellulaire consiste alors à faire respecter l’évolution de la configuration en
fonction de la fonction de mise à jour de la machine de Turing.

Il existe également une autre notion d’universalité des automates cellulaires, l’uni-
versité intrinsèque :

Théorème 1.2.3 (Universalité intrinsèque [21]). Il existe des automates cellulaires in-
trinsèquements universels, c’est-à-dire qui simulent pas à pas tout automate cellulaire
de même dimension grâce une mise à l’échelle et potentiellement en plusieurs étapes.

Cette universalité a fait l’objet de nombreuse études [83, 32, 82, 6], celle-ci permet-
tant de généraliser des propriétés à l’ensembles des automates cellulaires.

1.2.3. Réversibilité
Une caractéristique importante systèmes dynamiques est leur potentielle réversibi-

lité :

Définition 1.2.2 (Automates cellulaires réversibles). Un automate cellulaire F est dit
réversible si et seulement si il existe un automate cellulaire F ′ tel que F ◦F ′ = F ′ ◦F est
l’identité.

La première source d’intérêt pour ces objets est que les lois de la physique telles que
nous les connaissons sont réversibles à l’échelle microscopique. Étudier les automates
cellulaires sous cet angle nous permet donc de nous rapprocher de la physique théo-
rique, et constitue une première approche aux dynamiques de graphes quantiques.

Une seconde raison souvent citée en faveur de l’étude des automates cellulaires
réversibles est la promesse d’une méthode de calcul réversible, qui pourrait amener
à du calcul à très basse consommation d’énergie selon le principe de Landauer [70].
Cette promesse est appuyée par le fait que les automates cellulaires réversibles restent
Turing-universels [77] :

Théorème 1.2.4 (Universalité des automates cellulaires réversibles). Il existe des au-
tomates cellulaires réversibles Turing-universels.

Il s’avère de plus qu’il existe une caractérisation simple des automates cellulaires
réversibles.

Théorème 1.2.5 (Corrollaire du theorème de Hedlund). Un automate cellulaire est
réversible si et seulement si sa fonction globale est une bijection.
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Ceci est équivalent à dire que la fonction inverse d’un automate cellulaire bijectif
est toujours un automate cellulaire.

Malheureusement, sous leur formulation standard, il n’existe pas d’algorithme
permettant de décider si oui ou non un automate cellulaire est réversible.

Théorème 1.2.6 (Indécidabilité de la réversibilité des automates cellulaires). Le pro-
blème suivant est indécidable pour d ≥ 2 :

Reversibilité locale
Entrée : Un automate cellulaire A = (d ,r,Σ, f )
Sortie : A est-il réversible ?

Cela signifie qu’il n’existe pas de borne sur le rayon de l’automate cellulaire inverse
pour d ≥ 2, car sinon il suffirait de tester tous les automates cellulaires de rayon
inférieur à cette borne. Il existe cependant un algorithme lorsque l’on se restreint aux
automates cellulaires de dimension 1.

Il existe en revanche un moyen d’énumérer et de construire des automates cellu-
laires réversible sous la forme d’automates cellulaires partitionnés. Cela consiste à
répéter une permutation des motifs selon différentes partitions de la grille [64, 78,
104].

1.3. Sous-décalages

1.3.1. Sous-décalage sur la grille
Un autre modèle de calcul très lié aux automates cellulaires sont les sous-décalage

[79], et en particulier ceux de type fini. Etant donné un alphabet Σ, une configuration

c ∈ΣZd
d’un sous-décalage de dimension d est une coloration de la grille de dimension

d .

Définition 1.3.1 (Motif). On définit un motif comme une fonction m : w → Σ, où
w ⊂ Z d est un ensemble fini.

Définition 1.3.2 (Sous-décalage ). Un sous-décalage est défini comme l’ensemble

des configurations de ΣZ
d

ne contenant aucun élément d’une famille F de motifs
interdits :

Z = {c ∈ΣZd |∀z ∈Zd ,∀m ∈F ,c|z.P 6= m}

où c|z.P désigne le motif de fenêtre P en z. Une catégorie particulièrement étudiée [20,
114] des sous-décalages sont les sous-décalage dit de type fini, c’est-à-dire pouvant
décrits par une famille finie de motifs interdits.
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G = Z2

Σ = { }

F = { }

FIGURE 1.2. – Exemple de configuration d’un sous-décalage de type fini de dimension
2.

Intuitivement, cette condition impose une certaine notion de localité car il existe
une borne sur le rayon des motifs interdits.

Il s’avère que l’ensemble des diagrammes espace-temps d’un automate cellulaire
réversible constituent un sous-décalage de type fini de dimension supérieur. Cette
approche a notamment permis d’établir des résultats sur différentes propriétés des
automates cellulaires. Nous aborderons ce point plus en détail en introduction du
chapitre 3.

1.3.2. Généralisation sur des groupes
La notion de sous-décalage n’est pas restreinte aux grilles, mais peut être appliquée

sur des structures complexes comme les groupes [19, 66, 63]. Rappelons quelques
notions sur les groupes qui s’avèrent utiles lors de la généralisation de la notion de
sous-décalage de groupe aux sous-décalages de graphes.

Définition 1.3.3 (Groupe). Un groupe est un couple (G , .) où G est un ensemble et .
est une opération binaire tel que :

— Pour tout a,b ∈G , a.b ∈G (Composition interne)
— Pour tout a,b,c ∈G , (a.b).c = a.(b.c) (Associativité)
— Il existe ε ∈G tel que pour tout a ∈G , a.ε= ε.a = a (Élément neutre)
— Pour tout a ∈G il existe a−1 ∈G tel que a.a−1 = a−1.a = ε (Symétricité)

Définition 1.3.4 (Groupe de type fini). On dit qu’un groupe (G , .) est de type fini si et
seulement si il est engendré par une partie finie S ⊆G , c’est-à-dire que tout élément
x ∈ G peut être écrit comme un produit d’éléments de S. Soit R un sous ensemble
de G vu comme des relations, et FS le groupe libre sur l’ensemble S. On note 〈S|R〉,
le groupe obtenu en quotientant le groupe libre sur S par le plus petit sous-groupe
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distingué de Fs contenant R. On peut supposer sans perte de généralité que S est
symétrique, c’est-à-dire pour tout a ∈ S, a−1 ∈ S.

Un sous-groupe H de G est dit distingué (ou normal) si pour tout g ∈ G et pour
tout h ∈ H on a g .h.g−1 ∈ H . Un groupe G est finiment présenté si il admet une
présentation 〈S|R〉 telle que S et R sont tous deux des ensembles finis.

Soit un sous-groupe H ∈ G , on note g H le sous-groupe de G tel que g H = {g .h ∈
G|g ∈G ,h ∈ H }. L’indice de H dans G est défini par |{g H ⊆G|g ∈G}|. Ces notions nous
permettent en particulier d’étudier les groupes quotients, ce qui dans le cadre de cette
thèse sera utile pour étudier et utiliser la périodicité des graphes.

Définition 1.3.5 (Groupe résiduellement fini). Un groupe G est dit résiduellement fini
si pour tout g ∈G , avec g 6= ε, il existe un sous-groupe distingué d’indice fini H 6=G tel
que g n’appartient pas à H .

Alternativement, un groupe G est résiduellement fini, si et seulement si pour tout
g 6= ε, il existe un morphisme φ : G → K tel que φ(g ) 6= ε.

La structure d’un groupe peut être encodée dans un graphe, appelé graphe de
Cayley :

Définition 1.3.6 (Graphe de Cayley [38]). Soit une partie génératrice symétrique S de
G , on note CAY(G ,S) le graphe dont :

— Les sommets V sont les éléments de G
— Les arêtes de E sont les paires g ,h ∈G telles qu’il existe s ∈ S tel que g .s = h.

On peut enfin voir la généralisation des sous-décalages de groupes :

Définition 1.3.7 (Motif). On définit un motif comme une fonction m : w →Σ, où w
est un sous ensemble fini de G .

Définition 1.3.8 (Sous-décalage de groupe). Soit G un groupe et Σ un alphabet, pour
une certaine famille F de motifs interdits, on définit un sous-décalage Z de G par :

Z = {c ∈ΣG |∀g ∈G ,∀m ∈F ,∃p ∈ w tel que c(g .p) 6= m(p)}
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Σ= { }

F = {
a a−1 b−1

b
}

aa
b

b

ab

b

aba

a b

b

a

b

a

FIGURE 1.3. – Sous-décalage sur le groupe libre à deux générateurs, et une représenta-
tion partielle d’une de ses configurations.

Il est à noter que le terme de sous-décalage de graphes a déjà été employé pour
décrire les sous-décalage sur des graphes quelconques [18]. Il s’agit d’objets différents
de ceux définis dans cette thèse, car ils sont définis sur un graphe support fixé.

1.4. Automates cellulaires quantiques

1.4.1. Élements de théorie quantique
Un qubit est une combinaison linéaire des états d’un bit appelée superposition :∣∣φ〉=α |0〉+β |1〉

où α et β sont des nombres complexes tels que |α|2 +|β|2 = 1.

Définition 1.4.1 (Espace engendré). Pour tout ensemble S, l’espace de Hilbert engen-
dré par S et noté HS . Les états quantiques sont les éléments

∣∣φ〉 ∈HS de norme un,
c’est-à-dire pouvant s’écrire sous la forme :∣∣φ〉= ∑

s∈S
αs |s〉

avec αs ∈C et
∑

s |αs |2 = 1.

Définition 1.4.2 (Produit interne). Soit
∣∣φ1

〉=∑
g∈G αg

∣∣g〉
et

∣∣φ2
〉=∑

g∈G βg
∣∣g〉

, deux
éléments de HG . On note

〈
φ1

∣∣φ2
〉

le produit interne défini par :〈
φ1

∣∣φ2
〉= ∑

g∈G
α∗

gβg

où α∗
g est le conjugué complexe de αg .

Deux vecteurs sont dis orthogonaux si leur produit interne est 0.
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Définition 1.4.3 (Norme). La norme de
∣∣φ〉

est définie par || ∣∣φ〉 || =√〈
φ

∣∣φ〉
. La plu-

part du temps, nous considérerons des états normalisés, c’est-à-dire de norme 1.

Définition 1.4.4 (Opérateur). Soit H et H ′ deux espaces de Hilbert, on définit un
opérateur linéaire comme une fonction A : H → H ′ telle que :

A

( ∑
g∈G

αi
∣∣g〉)= ∑

g∈G
αi A(

∣∣g〉
)

On note A† l’adjoint de A, c’est à dire l’unique opérateur linéraire tel que pour tout
|h1〉 ∈ H et |h2〉 ∈ H ′ on a que 〈h2|Ah1〉 =

〈
A†h2

∣∣h1
〉

.

On dit qu’un opérateur est normal si A A† = A† A et unitaire si A A† = I , ou I est
l’identité.

Définition 1.4.5 (Produit tensoriel). Soit H et H ′ deux espaces de Hilbert, engendrés
respectivement par les bases orthonormés Bv et S. On définit H ⊗ H ′ l’espace de
Hilbert engendré par S ×S. Un élément de H ⊗H ′ peut être écrit sous la forme d’une
combinaison linéaire d’éléments |v w〉 ou |v〉⊗ |w〉.

Pour une introduction détaillée à l’informatique quantique, voir l’ouvrage de Nielsen
et Chuang [80].

1.4.2. Formalisme
Les automates cellulaires quantiques sont un modèle de calcul proposé initialement

en 1982 par Richard Feynman [54] puis formalisé par Watrous en 95 [111]. Ils ont été
plus tard redéfinis afin de préserver la localité [4, 5, 100].

Définition 1.4.6 (Configurations finies). Soit Σ un alphabet contenant un élément

particulier dit quiescent. Une configuration c ∈ ΣZd
est dite finie si elle contient un

nombre fini d’états non-quiescents. On note C l’ensemble des configurations finies.

Définition 1.4.7 (Espace d’état). L’espace d’état HC est l’espace de Hilbert engendré
par C .

Définition 1.4.8 (Invariance par translation). Soit z ∈ Zd , on définit l’opérateur de
translation τz comme l’unique opérateur linéaire tel que pour tout |c〉, on a τz |c〉 =

∣∣c ′〉
où c ′ est la configuration obtenue en translatant c par z. Un opérateur A est dit
invariant par translation si pour tout z, on a τz A = Aτz .

Définition 1.4.9 (Automate cellulaire quantique). Un automate cellulaire quantique
est un opérateur linéaire, unitaire, invariant par translation et causal.

La définition d’un opérateur causal est loin d’être triviale, et requiert le passage
au formalisme des matrices de densités. Essentiellement, il s’agit des opérateurs ne
permettant pas la transmission instantanée d’information au-delà d’un certain rayon
de localité et laissant inchangé l’état quiescent, voir [7] pour plus de détails.
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1.5. Dynamiques causales de graphes
Cette section reprend le formalisme proposé par Arrighi et Dowek dans [9] et sur

lequel cette thèse s’appuie.

1.5.1. Graphes pointés modulo isomorphisme
Pour un ensemble de noms V , on définit un graphe de la manière suivante.

Définition 1.5.1 (Graphes). Un graphe G est défini par
• Un sous-ensemble dénombrable de sommets V (G) ⊆ V .
• Un ensemble fini de ports, noté π.
• Un ensemble d’arêtes non-intersectantes E (G) ⊆ (V (G) :π)2. Formellement, une

arête e est de la forme {u : a, v : b}, et ∀e,e ′ ∈ E(G),e ∩e ′ 6= ;⇒ e = e ′.
• Une fonction partielle σ de V (G) vers un ensemble fini Σ ;

Dans l’ensemble de cette thèse, les graphes seront supposés connexes, c’est-à-dire que
pour tout u, v ∈ V (G), il existe un chemin fini c = a0b0 . . . an−1bn−1 entre u et v . For-
mellement, il existe v0, . . . , vn ∈ V (G), et a0,b0 . . . , an−1,bn−1 ∈ π tel que {vi : ai , vi+1 :
bi } ∈ E(G), pour i ∈ {0 . . .n −1} avec v0 = u et vn = v . On note u−1 = bn−1an−1 . . .b0, a0

le chemin inverse de u. L’ensemble des graphes avec états dans Σ et ports dans π est
noté GΣ,π.

Nous verrons plus tard qu’il est souvent utile de munir notre graphe d’un pointeur,
c’est à dire d’un sommet particulier servant d’origine. En ce sens, on définit un graphe
pointé comme une paire (G , p) avec p ∈V (G).

On veut définir une dynamique invariante par translation, c’est à dire indépendante
du nom donné aux sommets. Une manière de statuer cette indépendance est via les
isomorphismes de graphes [9].

Définition 1.5.2 (Isomorphisme). Un isomorphisme R est une fonction de Gπ vers Gπ

spécifiée par une bijection R de V vers V , conservant la structure du graphe. L’image
d’un graphe G par un isomorphisme R est le graphe noté RG dont l’ensemble des
sommets est R(V (G)), et ayant l’ensemble d’arêtes suivant E(RG) = {{R(u) : a,R(v) :
b} | {u : a, v : b} ∈ E (G)}. Similairement, l’image d’un graphe pointé P = (G , p) par R est
le graphe pointé RP = (RG ,R(p)). Deux graphes G et G ′ sont dit isomorphes (on note
G ≈G ′) si et seulement si il existe un isomorphisme R tel que RG =G ′. Cette définition
s’étend naturellement aux graphes pointés.

On note que les isomorphismes changent simultanément les noms de V (G) et celui
du pointeur. On peut maintenant définir les graphes pointés modulo isomorphisme.

Définition 1.5.3 (Graphes (pointés) modulo isomorphisme). Soit un graphe pointé
P = (G , p). Le graphe pointé modulo X (P ) est la classe d’équivalence de P induite
par la relation d’équivalence ≈. L’ensemble des graphes pointés modulo avec états
dans Σ et ports dans π est noté XΣ,π ou X pour faire court. De manière similaire, on
appelle graphe anonyme X (G) la classe d’équivalence de G induite par ≈. L’ensemble
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des graphes anonymes avec états dans Σ et ports dans π est noté X ◦
Σ,π ou X ◦ pour faire

court.

Dans les graphes pointés modulo, comme chaque port est utilisé au plus une fois,
un sommet est uniquement déterminé par un de ses chemin depuis le pointeur.
Cependant, dans les graphes anonymes, il peut arriver que deux sommets soit indis-
tinguables l’un de l’autre, notamment lorsque le graphe est sommet-transitif. Intuiti-
vement, considérer les graphes pointés modulo revient à se restreindre à la quantité
minimale d’information nécessaire pour identifier de manière unique chaque sommet
en "oubliant" les noms.

Cependant, l’intérêt principal de considérer les graphes pointés modulo est que
ceux-ci forment un espace compact, comme prouvé dans [13]. Cette condition est
cruciale pour prouver l’équivalence des deux définitions classiques des automates
cellulaires (par concaténation de fonctions locales et par fonction globale continue et
invariante par translation) [62].

Définition 1.5.4 (Graphe support). On définit le support d’un graphe (potentiellement
pointé et/ou modulo isomorphisme) comme le graphe obtenu en oubliant les états
des sommets, c’est à dire la fonction partielle σ. On notera sup(X ) le support de X .

1

2

3

4

:a
:b

:b
:c

:c

:b

:a

:b

(a)

1

2

3

4

:a
:b

:b
:c

:c

:b

:a

:b

(b)

:a
:b

:b
:c

:c

:b

:a

:b

(c)

:a
:b

:b
:c

:c

:b

:a

:b

(d)

FIGURE 1.4. – Les différents types de graphes monochromes (a) Un graphe G . (b) le
graphe pointé (G ,1). (c) Le graphe pointé modulo isomorphisme X . (d)
Un graphe anonyme (modulo isomorphisme et sans pointeur) X ◦.

On définit maintenant différentes opérations sur les graphes qui nous permettront
de les manipuler plus facilement :

Définition 1.5.5 (Translation du pointeur). Le pointeur de X ∈X peut être déplacé
le long d’un chemin u, menant au graphe Y = Xu . On peut également déplacer le
pointeur en sens inverse via le chemin u−1, ce qui nous mène à l’égalité : X = Yu−1 .

Définition 1.5.6 (Disques). Les voisins de rayons r sont les sommets pouvant être
atteints en parcourant au plus r arêtes en partant du pointeur p. Pour tout sommet u,
le disque de rayon r , écrit Gr

u , est le sous-graphe induit par les sommets à rayon r +1,
en se restreignant aux états des voisins à r et aux états des arêtes entre eux, et pointé
en p.
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Fondamentalement, le disque est élargi à un rayon r +1 de façon à inclure toute
l’information des voisins de rayon r , y compris leurs arêtes avec des voisins à rayon
r +1 mais rien de plus. Cette notion peut être également définie pour les graphes
pointés modulo isomorphisme :

Définition 1.5.7 (Disque de graphes modulo isomorphisme). Soit X ∈XΣ,π un graphe
pointé modulo et G son graphe associé. On définit X r comme X (Gr

ε). Le graphe
modulo isomorphisme X r ∈XΣ,π est appelé le disque de rayon r de X . L’ensemble des
disques de rayon r avec états dans Σ et ports dans π est noté X r

Σ,π.

On utilise la notation raccourcie X r
u pour le graphe (Xu)r , c’est à dire le graphe

obtenu en déplaçant dans un premier temps le pointeur le long du chemin u, puis en
prenant le disque de rayon r .

X

:a

:a :c

:a

:b

:b

:d

:a

:b

:a

:b

:c

:c

:b

Xda

:a

:a :c

:a

:b

:b

:d

:a

:b

:a

:b

:c

:c

:b

X0
da

:d

:a :b

:c

:c

:b

FIGURE 1.5. – Opérations sur les graphes pointés modulo isomorphisme. Le pointeur
de X est déplacé le long de l’arête d a, ce qui nous donne Xd a , et on
prend ensuite le disque de rayon 0 autour du pointeur et ce qui nous
donne X 0

d a .

1.5.2. Dynamiques de graphes
Nous pouvons maintenant définir les dynamiques de graphes, sous la forme de

fonction globales, de manière analogues aux automates cellulaires.

Définition 1.5.8 (Dynamique [13]). Une dynamique (F,R•) est définie par :
• une fonction F : XΣ,π→XΣ,π ;
• un ensemble de fonctions R• = {RX |X ∈ X } , avec RX : V (X ) → V (F (X )) pour

tout X .

Le rôle de R• est de permettre de traquer l’évolution d’un sommet et de son voisinage
lors de l’application de la dynamique.

Définition 1.5.9 (Continuité [13]). Une dynamique (F,R•) est dite continue si et seule-
ment si pour tout X et m, il existe n, tel que

• F (X )m = F (X n)m • domRm
X ⊆V (X n) et Rm

X = Rm
X n

où Rm
X est la fonction partielle obtenue en restreignant RX au co-domaine F (X )m , et

en utilisant l’inclusion naturelle de F (X )m dans F (X ).
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1. Préliminaires – 1.5. Dynamiques causales de graphes

On peut remarquer que la seconde condition impose la continuité de RX pour tout
X ∈X . Un point important est que par compacité, la continuité implique la continuité
uniforme, ce qui veut dire que n ne dépend pas de X et il existe donc une borne sur la
vitesse de propagation de l’information.

On peut maintenant exprimer l’invariance par translation d’une dynamique :

Définition 1.5.10 (Invariance par translation). Une dynamique (F,R•) est dites inva-
riante par translation si pour tous X , u ∈V (X ), et v ∈V (Xu) on a :

• F (Xu) = F (X )RX (u) • RX (u.v) = RX (u).RXu (v)

Finalement, on exige que les graphes ne croissent pas à une vitesse non-bornée :

Définition 1.5.11 (Borne de croissance). Une dynamique (F,R•) est dite bornée si il
existe une borne b telle que pour tout X et pour tout w ∈V (F (X )), il existe u ∈ Im(RX )
et v ∈V (F (X )b

u) tel que w = uv .

Définition 1.5.12 (Dynamique causale de graphes [13]). Une dynamique causale de
graphes (CGD) est une dynamique continue, bornée et invariante par translation.

Un exemple simple que l’on peut considérer est le déplacement réversible de parti-
cules dans un graphe arbitraire.

a

s(a)

a
:b:a

s(b)
:b:a

FIGURE 1.6. – Advection généralisée. Schéma représentant les deux évolutions pos-
sibles d’une particule a, soit le sommet ne contient pas de port a, auquel
cas la particule reste immobile, soit elle se déplace le long du port a.
Dans les deux cas la particule change d’état.

Exemple 1.5.1 (Advection réversible généralisée). Soit π= {a,b, · · · } un ensemble fini
de ports, et Σ=P (π) l’ensemble des états internes, tel que : ∅ signifie ‘il n’y a aucune
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1. Préliminaires – 1.5. Dynamiques causales de graphes

particule sur ce sommet’ ; {a} signifie ‘il y a au moins une particule se propageant
en suivant le port a’ ; {a,b} signifie ‘il y a au moins une particule se propageant en
suivant le port a et une autre en suivant le port b’... Soit s : π→ π une permutation
de l’ensemble des ports, spécifiant la direction successeur. La figure 1.6(a) spécifie
comment une particule individuelle se déplace. En arrivant à sa destination, la parti-
cule se met dans un état indiquant sa nouvelle direction. Les arêtes manquantes sont
traitées comme des boucles. La dynamique consiste alors simplement à appliquer
cette opération à toutes les particules simultanément.

On peut noter que l’advection est non seulement réversible mais également tempo-
rellement symétrique. En effet si on note T la dynamique qui replace, pour chaque
cellule, la particule p par s−1(p), on obtient A−1 = T AT . L’interprétation physique de
T serait de changer l’orientation de la particule en multipliant la vitesse par −1.
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2. Dynamiques causales de
graphes réversibles

La réversibilité est une propriété de fort intérêt, à la fois en tant que propriété isolée
et en tant qu’étape nécessaire vers un modèle quantique. Il est donc tout naturel de
s’intéresser aux dynamiques causales de graphes réversibles en tant que généralisation
des automates cellulaires réversibles.

Une question cruciale est la suivante : Une telle dynamique peut-elle créer ou détruire
des sommets? D’une part, les sommets étant les principaux porteurs d’information,
ceux-ci ne semblent pas pouvoir être détruits ou créés sans compromettre la réversibi-
lité. D’un autre coté, il est facile de définir des permutations de graphes ne préservant
pas les sommets. On doit donc savoir si la localité de la dynamique empêche la créa-
tion ou destruction de sommets, ce qui est le cas pour les modèles de précédents
travaux [9, 14].

Ce chapitre peut être vu comme un version longue de [10], dans lequel nous obte-
nons pour la première fois la création/destruction réversible et locale des sommets
via trois modèles différents, sur lesquels nous prouvons divers résultats de simulation.

Sommaire
2.1 Création/destruction de nœud . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.1.1 Incompatibilité apparente entre causalité et réversibilité . . . . 27
2.1.2 Hasslacher-Meyer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.1.3 Dynamique de graphe à matière invisible . . . . . . . . . . . . . . 29

2.1.3.1 Définition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.1.3.2 Compacité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.1.3.3 Réversibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.1.4 ACGD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.1.4.1 Définition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.1.4.2 Simulation de l’invisible par l’anonyme . . . . . . . . . 34
2.1.4.3 Simulation de l’anonyme par l’invisible . . . . . . . . . 38

2.1.5 Dynamique de graphes avec algèbre de noms . . . . . . . . . . . 43
2.1.5.1 Définition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.1.6 Simulation des IMCGD par les NCGD . . . . . . . . . . . . . . . . 45
2.1.7 Simulation des NCGD par les IMCGD . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.2 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

26



2. Dynamiques causales de graphes réversibles – 2.1. Création/destruction de nœud

2.1. Création/destruction de nœud

2.1.1. Incompatibilité apparente entre causalité et
réversibilité

Premièrement, fixons les définitions de l’inversibilité et de la réversibilité :

Définition 2.1.1 (Inversibilité). Une CGD (F,R) est dite inversible si et seulement si F
est une bijection.

Définition 2.1.2 (Réversibilité). Une CGD (F,R) est dite réversible (RCGD) si et seule-
ment si Fest inversible et il existe S tel que (F−1,S) est une CGD .

De manière similaire aux automates cellulaires réversibles, ces deux propriété
s’avèrent équivalente grâce à une généralisation du théorème de Hedlund sur les
RCGD :

Théorème 2.1.1 ([15]). Une CGD (F,R) est inversible si et seulement si (F,R) est réver-
sible.

Malheureusement, sans modification du modèle, il s’avère que la réversibilité se
paye au prix de l’impossibilité de créer ou de détruire des sommets pour presque tout
graphe pointé modulo isomorphisme.

Théorème 2.1.2 (Inversible implique la quasi-préservation des sommets [16]). Pour
toute CGD inversible (F,R), il existe une borne b tel que pour tout graphe X , si |V (X )| >
b alors RX est bijective.

Intuitivement, la source de cette impossibilité est le fait que si deux sommets u et
v fusionnent en sommet w contenant le pointeur, il y a ambiguïté sur l’origine du
pointeur. Le seul cas où cette ambiguïté n’est pas présente est lorsque u et v sont
symétriques comme on peut le voir dans la figure 2.1.

: a : a

: b

: c

: b

: c

: b

: c

: b

: c

: b

: c

: b

: c

FIGURE 2.1. – Exemple de graphe pointé symétrique. Ce graphe est symétrique car les
sommets ε sont des sommets différents et X = Xa .

Nous verrons plus loin que deux sommets symétriques ne peuvent fusionner que
dans un nombre borné de cas.

Cette incompatibilité s’avère être un problème fondamental, qui avait été également
constaté dans le cas des dynamiques de graphes nommés :
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Difficulté dans les graphes nommés : Comme le graphe évolue en fonction des
interactions entre plus proche voisins, les mêmes causes locales mènent aux mêmes
effets. C’est à dire que si le voisinage d’un sommet u et le même que celui du sommet
v , alors u et v évoluent de la même façon. Les noms ne doivent donc avoir aucun
impact sur la dynamique. La manière la plus naturelle d’imposer cette condition est
encore une fois via l’invariance par isomorphisme : Soit F une dynamique nommée,
on demande que pour tout renommage R, F ◦R = R ◦F . Il s’avère que cette condition
interdit la création et destruction de sommet, même en l’absence de toute condition
de réversibilité [9]. Intuitivement, si un sommet u ∈V (G) crée un sommet u′ ∈V (F (G))
via F , et qu’on considère le renommage R échangeant simplement le nom u′ pour un
nouveau nom v ′. On a F (RG) = F (G), qui ne contient pas v ′, contrairement à RF (G).

Difficulté avec une condition relaxée : Le problème ci-dessus peut-être partiel-
lement corrigé en :1) exigeant que les noms soit créés à partir des noms environnants
2) relaxant la condition d’invariance par translation en demandant que pour tout
renommage R, il existe un renommage R ′, tel que F ◦R = R ′ ◦F . Malheureusement
cette condition s’avère également trop restrictive, et une fois combinée à la réversi-
bilité, il est toujours impossible de créer des sommets [9]. Pour donner une idée des
difficultés rencontrées, supposons qu’il existe un sommet u créant deux sommets
u.l et u.r . Alors F−1 doit fusionner les deux sommets en u. Cependant, on attend
de F−1 d’avoir la même propriété que pour tout renommage S, il existe S′, tel que
F−1 ◦S = S′ ◦F−1. Considérons un S laissant u.l inchangé, mais renommant u.r en un
nouveau nom v ′. Que pourrait être le nom du sommet obtenu de la fusion de u.l et
v ′ par F−1 ? Quel changement devrait opérer S′ sur u de façon à obtenir ce nom? De
manière générale, la création de sommet entre G et F (G) augmente l’espace des noms,
ce qui compromet la bijectivité qui devrait être maintenue entre {RG} l’ensemble des
renommages possible de G et {RF (G)} l’ensemble des renommages de F (G).

Difficulté sur les graphes non pointés modulo isomorphisme : Les deux
théorèmes d’impossibilité cités ci-dessus proviennent des noms. De manière à contour-
ner ce problème, il serait naturel de tenter d’oublier les noms et de travailler avec des
graphes non pointés modulo isomorphisme. Cette solution présente cependant un
inconvénient : de simples énoncés comme “le voisinage de u détermine ce qui arrive
à u”, nécessaire pour exprimer la causalité, deviennent impossible car on ne peut
plus parler de u, mais seulement de l’ensemble des sommets appartenant à la classe
d’équivalence de u.

2.1.2. Hasslacher-Meyer
Malgré ces théorèmes d’impossibilité, il existe un exemple informel de dynamique

de graphe réversible créant et détruisant des sommets. Il s’agit de la dynamique
Hasslacher-Meyer, décrite dans la première figure de [61], à l’origine de manière à
simuler la dispersion de gaz dans un milieu.
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: a : b

: b : a: a : b

FIGURE 2.2. – Étape de collision d’Hasslacher-Meyer

Exemple 2.1.1 (Hasslacher-Meyer). La dynamique d’Hasslacher Meyer consiste à
alterner deux étapes : 1) Une étape d’advection comme dans l’exemple 1.5.1, qui
translate des particules en fonction de l’orientation 2) Une étape de collision comme
montrée dans la figure 2.2, créant ou détruisant des sommets en fonction de la parité
de la distance entre les deux particules.

Cette dynamique semble fondamentalement réversible, il s’agit en effet simplement
de déplacer des particules et d’interchanger deux motifs non intersectant. Pour être
exact, deux particule allant dans des directions opposées diviseront un sommet en
deux si elles sont à distance paire, et en fusionneront deux si elles sont à distance
impaire.

Le comportement à long terme de cette dynamique la rend particulièrement intéres-
sante. Pour un graphe circulaire et une répartition de particules choisis aléatoirement,
on pourrait s’attendre à ce que le cycle grandisse et rétrécisse de manière erratique,
mais périodique sur un espace de temps suffisamment long. Ce raisonnement est
assez intuitif, puisque la croissance et le rétrécissement dépendent de la parité, en plus
du fait que le nombre de cycles croissant et décroissant doit être équilibré. Cependant,
le comportement typique d’un cycle est de croître en taille vers l’infini, en suivant une
croissance en racine carrée, comme ce serait le cas si les particules ne pouvaient que
créer des sommets.

2.1.3. Dynamique de graphe à matière invisible
Les CGD réversibles préservent les sommets. Une idée simple pour ’créer/détruire’

des sommets serait de simuler une dynamique ne préservant pas les sommets en
distinguant deux types de sommets, ceux ’visibles’ et ceux ’invisibles’. On dote alors
chaque sommet visible d’un réservoir de matière invisible dans lequel celui-ci pio-
chera lors de la création d’un sommet. De manière symétrique, la fusion de deux
sommets sera simulée par l’envoi de l’un d’eux dans le réservoir de matière invisible
de l’autre. De façon à itérer ce schéma, et pour permettre aux sommets de créer
eux-mêmes des sommets, il est pratique de stocker la matière invisible sous la forme
d’arbres binaires infinis.
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2.1.3.1. Définition

Pour définir les graphes de matière invisible, nous nous appuierons sur la définition
de graphe pointé modulo isomorphisme 1.5.3 précédemment établie.

Définition 2.1.3 (Graphes à matière invisible). Soit X = XΣ,π, T = X{m},{m,l ,r } et
X ′ =XΣ∪{m},π∪{m,l ,r }, tel que {m}∩Σ=; et {m, l ,r }∩π=;. Soit T ∈T l’arbre binaire
infini dont l’origine ε a une copie de T au sommet l m, et une autre au sommet r m.
Chaque X ∈X peut être identifié à l’élément X ∈X ′ obtenu en attachant T à chaque
sommet via une arête labellisée mm. L’ensemble des graphes ainsi obtenus est noté
Y et sont dénommés graphes à matière invisible.

Des exemples de graphes à matière invisible sont donnés en Fig 2.3.
Comme on souhaite que les sommets de la matière invisibles ne servent qu’à simuler

la création et la destruction de sommets, on demande à ce que la dynamique soit
triviale sur tout sommet suffisamment profond dans la matière invisible :

Définition 2.1.4 (Quiescence sur l’invisible). Une dynamique sur Y est dite quies-
cente sur la matière invisible si il existe une borne b tel que, pour tout graphe Y ∈Y

et s, t ∈ {lm,r m}∗, alors |s| > b =⇒ RYmms (t ) = t et σ(t ) = m dans Y .

Essentiellement, si le pointeur est suffisamment profond dans la matière invisible,
alors tout arbre de matière invisible au dessus de celui-ci est préservé (les sommets
préservent leurs chemins et leurs états). Comme la création et la destruction de
sommet ne doit se faire que par la matière invisible, on se restreint aux dynamiques
préservant l’ensemble des sommets.

Définition 2.1.5 (Préservation de sommets). On dit qu’une dynamique (F,R•) sur Y

préserve les sommets si pour tout Y ∈Y , RY est bijective.

Définition 2.1.6 (Dynamique causale de graphes à matière invisible). On dit qu’une
CGD sur Y est une dynamique causale de graphes à matière invisible (IMCGD) si et
seulement si elle préserve les sommets et est quiescente sur la matière invisible.

Heureusement, la réversibilité est bien compatible avec la création et la destruction
de sommets, ce qui nous permet de réaliser formellement la dynamique d’Hasslacher-
Meyer dans l’exemple suivant.

Exemple 2.1.2 (HM avec matière invisible). On alterne 1) l’étape d’advection comme
dans l’exemple 1.5.1 2) l’étape de collision comme montré dans la figure précédente
2.3. La composition de ces deux étapes constituent une IMCGD inversible.

2.1.3.2. Compacité

De façon à prouver que (F−1,R−1
F−1(•)

) est une IMCGD, nous avons besoin de prouver
que c’est une dynamique continue, invariante par translation, préservant les sommets
et quiescente sur la matière invisible. Parmi ces propriétés, seule la continuité s’avère
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ab
:b :a

:m

:m

: l

:m

: l
:r

:r

:m

: l
:r

b
:b

a
:a :b :a

:m

:m

: l
:r

:m

:m

: l
:r

FIGURE 2.3. – Exemple de l’étape de collision de Hasslacher-Meyer via des graphes
pointés avec matière invisible. Les sommets en noir sont invisibles. Les
lignes en pointillés montrent comment les sommets se déplacent lors
de l’opération.

réellement difficile à prouver. Intuitivement on peut espérer que cette propriété sur
Y peut être obtenue de la même façon que pour les CGD sur X ′ ⊃ Y . Malheureu-
sement, le théorème 2.1.1, s’appuie sur la compacité de X , et il s’avère que Y n’est
pas compact. Cependant, il admet une clôture compacte Y , sur laquelle les IMCGD
admettent une extension naturelle continue.

Définition 2.1.7 (Clôture). La clôture compacte de Y dans X ′, notée Y , est l’ensemble
des éléments Y ′ de X ′ tels que, pour tout r , il existe un Y (r ) dans Y satisfaisant
Y (r )r = Y ′r .

Afin d’établir un caractérisation exacte de cette clôture, nous avons besoin de
quelques résultats préliminaires :

Proposition 2.1.1 (Clôture du visible). Soit Y ′ dans Y avec ε visible. Alors Y ′ appar-
tient à Y .

Démonstration. Soit v un sommet visible de Y ′. Par la première partie du lemme A.1,
le plus court chemin depuis ε à v est de la forme u•t avec u appartenant à Π∗ et t
appartenant à {lm,r m}∗. Or t doit être un mot vide, sinon v serait invisible. On a donc
que les sommets visibles forme une composante connexe connectée parΠ∗, que l’on
nomme X . Par la deuxième partie du lemme A.1 chaque sommet de X a, dans Y ′, un
arbre de matière invisible qui lui est attaché et aucune autre matière invisible, grâce
au lemme A.1. Enfin on obtient que Y ′ a son pointeur dans la matière visible, car Y ′

est connexe.

On obtient donc la caractérisation :

Proposition 2.1.2 (Caractérisation de la clôture).

Y =Y ∪ {Tu : u ∈ {lm,r m}−N}
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Démonstration. Ceci est une conséquence directe des lemmes A.1,A.2, A.3 et de la
proposition 2.1.1. Ces preuves étant simples mais relativement longues, elles sont
reléguées à l’annexe A.

Maintenant que nous savons à quoi ressemble la clôture compacte de Y nous
pouvons étendre les IMCGD à cette clôture :

Théorème 2.1.3 (Extension compacte d’une IMCGD). Soit (F,R•) une dynamique
continue et invariante par translation sur Y . (F,R•) est quiescente sur la matière invi-
sible si et seulement si (F,R•) peut être étendue continuellement sur Y en préservant
le fait que F (Tu) = Tu et RTu = I d pour tout u dans {lm,r m}−N.

Démonstration. La preuve formelle est assez technique, les détails ont donc été laissés
en annexe, voir A.1. L’implication de la gauche vers la droite est simplement obtenue
en combinant la shift-invariance et la continuité de F sur la matière invisible. En effet,
un graphe ne peut être différencié localement de Tu si son pointeur est suffisamment
éloigné dans la matière invisible. Tu partage donc la même image qu’un arbre de
matière invisible. F étant quiescente sur la matière invisible, on obtient donc que
F (Tu) = Tu et RTu = I d . L’implication de la droite vers la gauche utilise le fait que
comme Y est compact, (F,R•) est uniformément continue par le théorème de Heine-
Cantor. Utilisant le même raisonnement que précédemment, tout graphe est similaire
localement à Tu si son pointeur est suffisamment profond dans la matière invisible.
Combiné à la continuité uniforme, on obtient que (F,R•) est quiescente sur la matière
invisible.

2.1.3.3. Réversibilité

Nous sommes enfin capable d’étendre le théorème de réversibilité aux IMGCD :

Théorème 2.1.4 (Réversibilité des IMCGD). Si (F,R•) est une IMCGD inversible, alors
(F−1,R−1

F−1(•)
) est une IMCGD.

Ici R−1
F−1(•)

est une notation raccourcie pour la famille de fonctions S telle que pour

tout X , SX = R−1
F−1(X )

.

Démonstration. Soit (F,R•) une IMCGD inversible. On peut étendre celle-ci à Y de la
même manière que dans la proposition 2.1.3, et on note que l’extension ainsi obtenue
est également inversible. [Préservation des sommets] La bijectivité de SY pour tout
graphe Y est directement obtenue par la bijectivité de RY pour tout Y , (F−1,R−1

F−1(•)
)

préserve donc les sommets.
Soit SY la fonction telle que pour tout Y ∈Y , et v ′ ∈V (Y ), SY (v ′) = R−1

F−1(Y )
(v ′).

[Invariance par translation] Soit un graphe Y ∈Y et un sommet u ∈V (Y ). L’invariance
par translation de F nous donne les égalités suivantes :

F (F−1(Y )SY (u)) = F (F−1(Y ))RF−1(Y )(SY (u)) = YRF−1(Y )◦R−1
F−1(Y )

(u) = Yu
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En appliquant F−1 sur les deux cotés de l’équation, on obtient F−1(Y )SY (u) = F−1(Yu)
Vérifions maintenant que S satisfait bien l’invariance par translation. Soit v ∈V (Y ),
alors nous avons :

RF−1(Y )(SY (uv)) = RF−1(Y )(R−1
F−1(Y )(uv)) = uv

Maintenant, en appliquant l’invariance par translation de F :

RF−1(Y )(SY (u)SYu (v)) = RF−1(Y )(SY (u))RF−1(Y )SY (u)
(SYu (v))

= RF−1(Y ) ◦R−1
F−1(Y )(u)RF−1(Yu ) ◦R−1

F−1(Yu )(v) = uv

On a donc RF−1(Y )(SY (uv)) = RF−1(Y )(SY (u)SYu (v)). En simplifiant R−1
F−1(Y )

, on obtient

SY (uv) = SY (u)SYu (v). Cela nous permet de conclure que (F−1,S•) est invariante par
translation.
[Continuité] F est une fonction inversible et continue sur un espace compact, sa
fonction inverse F−1 est donc également compacte.
[Quiescence de la matière invisible] Nous avons étendu F à Y , tel que F|Y \Y = I d

et R|Y \Y = I d , et donc nous avons que F−1
|Y \Y

= I d et S|Y \Y = I d . En appliquant

la réciproque de la proposition 2.1.3, nous obtenons que F−1
|Y est quiescente sur la

matière invisible.
En combinant le tout, on obtient bien que l’inverse de (F,R•) est une IMCGD.

2.1.4. ACGD
2.1.4.1. Définition

Une manière directe d’obtenir la réversibilité est de considérer la dynamique obte-
nue en oubliant le pointeur, c’est à dire en projetant XΣ,∆,π sur l’espace des graphes
anonymes X ◦

Σ,∆,π. Pour rappel, étant donné un graphe pointé modulo isomorphisme
X , on note X ◦ le graphe non-pointé modulo isomorphisme obtenu en enlevant le
pointeur.

Définition 2.1.8 (Dynamique causale de graphe anonyme). Soit F ◦ une fonction sur
X ◦
Σ,∆,π. On dit que F ◦ est une dynamique causale de graphe anonyme (ACGD) si et

seulement si il existe une CGD (F,R•) sur XΣ,∆,π qui induit naturellement F ◦ sur X ◦
Σ,∆,π.

Plus formellement, F ◦ est la dynamique telle que pour tout X ∈X , F (X )◦ = F ◦(X ◦).

Démonstration. L’invariance par translation, et même plus précisément F (Xu) =
F (X )RX (u), implique que si deux graphes ne diffèrent que par leur pointeur, alors
c’est également le cas de leurs images. Retirer le pointeur ne provoque donc pas
d’ambiguïté dans la définition de F ◦.

La composabilité est une propriété évidente dans le cas des CGD, et n’a donc pas
été citée jusque là. La question ne s’avère guère plus difficile dans les cas des ACGD.
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Proposition 2.1.3. Pour toute paire de CGD F et G , on a :

(F ◦G)◦ = F ◦ ◦G◦

Démonstration. Soit X ∈X . Par définition des dynamiques induites, on a :

F ◦G◦(X ◦) = F (G(X ))◦ = F ◦(G(X )◦) = F ◦ ◦G◦(X ◦)

Enfin, on peut enfin s’intéresser à l’inversibilité :

Définition 2.1.9 (Inversibilité). Une ACGD F ◦ est dite inversible si et seulement si F ◦

est bijective.

Heureusement, cette condition s’avère moins contraignante dans le cas des ACGD,
et il est possible d’implémenter Hasslacher-Meyer généralisé. En effet, la fusion de
deux sommet ne remet plus en question l’injectivité de F en l’absence de pointeur :

(a)

a

s(a)

a
:b:a

s(b)
:b:a

(b)

ab
:b :a

b a
:a :b:b :a

b a
:a :b:b :a

FIGURE 2.4. – (a) Étape d’advection. (b) Étape de collision.

Exemple 2.1.3 (Hasslacher-Meyer anonyme). On alterne encore une fois une étape
d’advection, et une étape de collision comme on peut le voir dans la figure précédente
2.4. La dynamique anonyme est représentée en noir, en gris on peut voir la dynamique
pointée sous-jacente.

Maintenant que nous avons deux types de dynamiques causales dans lesquelles la
création de sommets et la réversibilité sont compatibles, il est naturel de se demander
si celles-ci sont fondamentalement différentes, ce qui est l’objet des deux sections
suivantes.

2.1.4.2. Simulation de l’invisible par l’anonyme

Pour tout chemin s = p0p1...pn−2pn−1 ∈ πn , on note s−1 le chemin parcourant les
ports pn−1pn−2...p1p0. Pour tout graphe X , on note uy ∈π la racine visible de u dans G ,
c’est à dire l’unique sommet de la matière visible tel qu’il existe s, t ∈ (ε|mm).{lm,r m}∗

avec u = s−1uyt . Ce sommet est unique car tout arbre de matière invisible n’admet
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qu’une seule racine dans la matière visible. On note X y la projection de X c’est à dire
le graphe obtenu en projetant le pointeur dans la matière visible. Pour éviter une
surcharge des notations, nous utiliserons dans cette section le même nom X comme
notation pour un graphe quelconque X ∈X et X ∈Y le graphe obtenu en ajoutant
un arbre de matière invisible à chaque sommet.

Remarque 2.1.1. Pour tout X ∈ Y et u ∈ V (X ), uy est un chemin valide de X y et de
X ∈Y si et seulement si X = X y. De plus, pour tout graphe X ∈X , on a que X y = X
dans Y .

Lemme 2.1.1. Soit Y ∈Y . Pour tout u, v ∈ (π∩ {m, l ,r })∗ tels que uv ∈V (Y ), on a que
(uv)y = uyvy.

Démonstration. Soit Y ∈ Y . Pour tout u, v ∈ (π∩ {m, l ,r })∗ tel que uv ∈ V (Y ). Soit
s,r,r ′, t ∈ (ε|mm).{lm,r m}∗ tel que u = s−1uyr ′ et v = r−1vyt . Comme uv est un
chemin valide de Y et que v par unicité du projeté, on a que r = r ′. Ceci nous permet
de conclure avec les égalités suivantes :

uv = s−1uyr r−1vyt = s−1uyvyt = s−1uvyt

Définition 2.1.10 (Projection). Soit (F,R•) une dynamique sur Y . On définit la dyna-
mique (F y,Ry• ) sur X par :

• F y(X ) = (F (X ))y

• RyX (u) = (RX (u))y.
pour tout X ∈X et pour tout u ∈Π∗. On se réfère à (F y,Ry• ) comme la projection de
(F,R•).

Proposition 2.1.4. La projection d’une dynamique invariante par translation est inva-
riante par translation.

Démonstration. Soit (F,R•) une dynamique invariante par translation sur Y . Soit
X ∈X et u un sommet de X . Par définition de F y(X ) et par l’invariance par translation
de (F,R•) on a :

F y(Xu) = F (Xu)y = (F (X )RX (u))
y = F y(X )(RX (u))y = F y(X )Ry

X (u)

Comme (F,R•) est invariante par translation, et que (uv)y = uyvy on a les égalités
suivantes :

RyX (uv) = (RX (uv))y = (RX (u)RXu (v))y = RX (u)yRXu (v)y = RyX (u)RyXu
(v)

(F y,Ry• ) est donc invariante par translation.

Avant de prouver la continuité de la projection, on a besoin de prouver que le
pointeur ne plonge pas trop profondément dans la matière invisible en une seule
étape de temps. Cela nous permettra de prouver que la dynamique projetée fusionne
un nombre borné de sommet, ce qui nous sera utile pour prouver la continuité.
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Lemme 2.1.2. Soit (F,R•) une IMCGD. Il existe une borne b ∈N telle que, pour tout
X ∈X ⊆Y , pour tout S ∈X , pour tout s ∈ {l m,r m}∗, F (X ) = Smms implique |s| ≤ b.

Démonstration. Par contradiction, soit (F,R•) une IMCGD, et supposons que pour
tout k ∈ N il existe Xk ∈ X , Sk ∈ X , et sk ∈ {lm,r m}∗ tel que F (Xk ) = Smmsk avec

|sk | > k. Par compacité, (Xk )k∈N admet une sous-suite convergente dans Y . Soit
(X ′

k )k∈N l’une de ces sous-suites et X ′ sa limite. Pour tout k, (X ′
k )0 est dans la matière

visible, c’est donc également le cas de (X ′)0, et donc X ′ ∈Y par la proposition 2.1.1.
Soit S ∈ X et s ∈ {lm,r m}∗ tel que F (X ′) = Smms . Pour tout k > |s|, F (Xk )|s| n’a pas
de matière visible car |sk | > |s|, c’est donc nécessairement le cas de F (X ′)|s|, ce qui
contredit F (X ′) = Smms .

Proposition 2.1.5. La projection d’une IMCGD est continue.

Démonstration. Soit (F,R•) une IMCGD. Soit b la borne fournie par le lemme 2.1.2.
Soit X ∈ X et m ∈ N. Par continuité de (F,R•), il existe n ≥ 0 telle que pour tout

Y ∈Y , X n = Y n implique :
• F (X )m+2b = F (Y )m+2b .
• domRX

m+2b ⊆V (X n), domRY
m+2b ⊆V (Y n), et RX

m+2b = RY
m+2b .

En particulier, pour Y ∈X , si on note F (X ) = F y(X ).s avec s ∈ {lm,r m}∗, on obtient
en translatant s−1 par s des deux cotés et en appliquant 2.1.2 :

F y(X )m+b = F y(Y )m+b

a fortiori
F y(X )m = F y(Y )m

Soit v ∈ F y(X )m . Soit u un antécédent de v par RyX . Il existe s, t ∈ (ε|mm).{lm,r m}∗

tel que RX (u) = sv t ∈ F (X )m+2b . On a donc u ∈ domRX
m+2b ⊆V (X n) et

domRyX
m ⊆ domRX

m+2b ⊆V (X n)

Similairement,
domRyY

m ⊆ domRY
m+2b ⊆V (Y n)

Soit u ∈ domRyX
m . u appartient également à domRX

m+2b , et donc

s−1.RyX (u).t = RX (u) = Rm+2b
X (u) = Rm+2b

Y (u) = s−1.RyY (u).t

On a donc finalement
RyX

m = RyY
m

ce qui conclue la continuité de (F y,R•).

Nous allons maintenant nous consacrer à prouver que la projection est bornée.

Lemme 2.1.3 (Borne d’éclatement). Pour tout CGD (F,R•), il existe une borne c telle
que pour tout u ∈V (X ) |u| = 2 =⇒ |RX (u)| ≤ c.
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Intuitivement, par continuité il suffit de regarder l’ensemble des disques de rayons
2 et prendre c comme le maximum des rayons produits par la dynamique sur ces
derniers.

Démonstration. Par contradiction, soit (F,R•) une dynamique et supposons que pour
tout c , il existe un graphe Xc et un sommet uc ∈V (X ) tel que |uc | = 2 (sommet adjacent,
à une distance de 2 ports), et RX (uc ) > c. Comme l’ensemble des ports π est fini et
en utilisant le principe des tiroirs, on peut extraire une séquence (Xc ) de manière à
avoir u constant. Par compacité de X , on peut également exiger que cette séquence
soit convergente et on note sa limite X (a fortiori, (Xc )c∈N satisfait toujours ∀c ≥
0, |RXc (u)| > c).

En utilisant la continuité de (F,R•), il existe un n tel que, pour tout graphe S, X n = Sn

implique R |RX (u)|
X = R |RX (u)|

S . Soit p ∈N tel que X n
p = X n et tel que |RXp (u)| > |RX (u)| (c-

a-d p > |RX (u)|). Ceci mène à une contradiction car RX (u) = R |RX (u)|
X (u) = R |RX (u)|

Xp
(u) =

RXp (u).

Comme nous avons utilisé la compacité de X , ce lemme ne s’applique par à toutes
les dynamiques causales de graphes partielles. Cependant, il s’applique aux IMCGD,
via l’application du théorème 2.1.2.

Corollaire 2.1.1. Pour toute CGD (F,R•), il existe une borne s telle que |RX (u)| ≤ s×|u|.
Proposition 2.1.6. La projection d’une IMCGD est bornée.

Cette borne est la directe conséquence de la quiescence de la matière invisible,
puisqu’elle impose une borne sur l’entrée de la matière invisible dans la matière
visible.

Démonstration. On doit prouver qu’il existe une borne b telle que pour tout X et pour
tout w ′ ∈ F y(X ), il existe u′ ∈ Im(RyX ) et v ′ ∈ F y(X )b

u′ tel que w ′ = u′.v ′. Soit (F,R•) une
IMCGD. Soit X ∈ X et y ∈ F y(X ) tel que y n’est pas une image de RyX . y appartient
également à V (F (X )), et par préservation des sommets, il admet un antécédent us
tel que RX (us) = y . Par quiescence de la matière invisible, s est bornée. Et par le
corollaire 2.1.1, cela implique que la distance entre RX (u) et RX (us) = y est bornée.
Comme RX (u) = t−1RyX (u)t ′ pour certains t et t ′ bornés par le lemme 2.1.2, la distance
entre y et un élément de RyX (u) dans Im(RyX ) est bornée.

En combinant les trois propriétés précédente, on obtient enfin le théorème de
simulation :

Théorème 2.1.5. Pour toute IMCGD (F,R•), sa projection (F y,Ry• ) est une CGD.

Cette CGD peut être facilement transformée en dynamique anonyme en oubliant le
pointeur.

Théorème 2.1.6. Soit (F,R•) une IMCGD. (F,R•) est inversible si et seulement si (F y)◦

est inversible.
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Démonstration. Soit (F,R•) une IMCGD. Soit (F,R•) une IMCGD inversible et donc
réversible. On a pour tout X ∈X :

F y(X ) ∼ F (X )

et donc
(F y)◦ = F ◦

Et finalement
F ◦ ◦ (F−1y)◦ = F ◦ ◦ (F−1)◦ = (F ◦F−1)◦ = I d

Similairement, on a (F−1y)◦ ◦F ◦ = I d , F ◦ est donc réversible.

Supposons maintenant que F ◦ est inversible. On veut construire une IMCGD (H ,S•)
inverse de (F,R•). Soit Y ∈Y , tel que Y = Xmms ou Y = X . Soit u un sommet du graphe
anonyme (F ◦)−1(X ), considérons le graphe pointé (F ◦)−1(X )u . On a :

F ((F ◦)−1(X )u) ∼ F y((F ◦)−1(X )u) ∼ X

F ((F ◦)−1(X )u) est donc égal à Xv t pour un certain t ∈ (ε|mm).{lm,r m}∗. Par bijec-
tivité de R(F ◦)−1(X )u

, il existe w tel que F ((F ◦)−1(X )uw ) = X (plus précisément, w est
l’antécédent de v t). On peut définir H(Y ) la fonction tel que (F ◦)−1(X )uw , et SY tel
que (R(F ◦)−1(X )uw

)−1, ce qui prouve que (F,R•) est inversible.

2.1.4.3. Simulation de l’anonyme par l’invisible

Comme énoncé en introduction, la création et la destruction de sommets peuvent-
être simulées en déplaçant les sommets depuis ou vers la matière invisible. Cependant
lorsqu’on simule une ACGD, déplacer un sommet dans la matière invisible peut briser
le déterminisme ou l’invariance par translation, comme le montre l’exemple 2.5. Dans
cette section, nous verrons que ceci ne peut se produire qu’un nombre fini de fois. Plus
exactement, cela se produit lorsqu’un graphe possède une symétrie par translation
pouvant être détectée par le rayon de continuité.

On défini formellement la un graphe symétrique de la manière suivante :

Définition 2.1.11 (Graphe symétrique). Étant donné un graphe X , on dit qu’un graphe
est symétrique si et seulement si il existe u ∈V (X ) tel que u 6= ε et X = Xu .

Nous nous appuyons sur ce lemme déjà connu :

Lemme 2.1.4 (Structure des graphes symétriques). [15] Soit X ∈ XΣ,∆,π un graphe
symétrique. Alors on a : X =⋃

u∈T u.G où
— T est un graphe sommet-transitif.
— V ⊆V (X ) tel que ε ∈V et {u.V }u∈T forme une partition de V (X ).
— G =G(X 0

V ).
— w ∼ w ′ si et seulement si w = u.v , w ′ = u′.v , u,u′ ∈ T , et v ∈V (G).

À partir de ce résultat, nous pouvons prouver l’existence d’une borne sur la taille
des graphes réalisant une fusion symétrique.
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:m

:m

: l

:m

: l
:r

:r

:m

: l
:r

:a :a

:m

:m

: l
:r

:m

:m

: l
:r

FIGURE 2.5. – La tortue et les dynamiques de graphes à matière invisible. Dans la dyna-
mique tortue, rien ne se passe à part une permutation entre le graphe à
un sommet et le graphe à deux sommets connectés par une arête étiquetée
{: a, : a}. Ceci constitue une CGD parfaitement valide, mais ce n’est pas
une IMCGD. En effet comme les deux sommets sont symétriques, on ne
peut pas décider lequel doit être envoyé dans la matière invisible sans bri-
ser l’invariance par translation. Les flèches pleines et pointillées montrent
les deux choix possibles pour l’évolution des sommets.

Lemme 2.1.5 (Borne sur les fusions symétriques). Soit (F,R•) une dynamique de
graphe causale. Il existe une borne d telle que, pour tout X ∈X , et u ∈V (X ) tel que
u 6= ε, (RX (u) = RX (ε) et Xu = X ) =⇒ X = X d .

L’idée de cette preuve est que si deux sommets sont symétriques, alors leurs voisi-
nages partagent cette symétrie. En les fusionnant, par invariance par translation, leurs
voisinages devront également fusionner. En raisonnant par induction, cette fusion se
propage à tout le reste du graphe et, si ce dernier est suffisamment grand, en dehors
du rayon de causalité. On peut alors modifier le graphe de manière à s’assurer que
deux sommets très éloignés fusionnent, ce qui brise la continuité.

Démonstration. Soit (F,R•) une dynamique causale de graphe sur XΣ,∆,π. Soit n0 la
borne d’uniforme continuité de F pour m = 0, c’est à dire que pour tout X ∈X , on a
F (X )0 = F (X n0 )0, domR0

X ⊆V (X n0 ) et R0
X = R0

X n0 . Par contradiction, supposons qu’il
existe un graphe X et un sommet u ∈V (X ) tel que RX (u) = RX (ε), Xu = X et X 2×n0 6= X .

Comme X 2×n0 6= X , il existe un sommet v tel quev ∉ V (X2×n0 ) et v est un chemin
simple (sans boucle) depuis ε. Soit v ′ le plus court préfixe de v tel que v ′ ∉V (X n0 ). On
a que |v | > 2×n0 et |v ′| = |n0|, donc |v ′−1v | > n0. Il existe un sommet w ∈V (X ) qui est
un préfixe v , tel que w ∉V (X n0 ) et u.w ∉V (X n0 ).

Soit Y le graphe obtenu en réalisant les opérations suivants : 1) Couper toutes les
arêtes x y telles que x ∈V (X n0 ) où y ∉V (X n0 ) mais préservant les chemins w et u.w .
2) Supprimer tout les sommets n’appartenant pas à la même composante connexe
que le pointeur 3) w et uw n’ont donc qu’un seul port connecté, ici nommé p1, ils ont
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donc au moins un port p2 libre. On étend w et uw de sorte que w(p2p1)n0 ∈V (Y ) et
uw(p2p1)n0 ∈V (Y ). 4) On complète toutes les demi-arêtes via des sommets isolés.

On a que X n0 = Y n0 , et RY (u) = Rn0
Y (u) = Rn0

X (u) = Rn0
X (ε) = Rn0

Y (ε) = RY (ε). En
utilisant l’invariance par translation, on obtient que R(w(p2p1)n0 ) = R(uw(p2p1)n0 ) ∈
V (Y ) ce qui contredit la continuité de (F,R•) car w(p2p1)n0 et uw(p2p1)n0 sont à une
distance supérieure à n0.

Encore une fois, nous reprendrons une construction de [15] permettant de briser la
symétrie d’un graphe.

Définition 2.1.12 (Extension asymétrique). [15] Étant donné un graphe fini et sy-
métrique X ∈XΣ,π, on obtient une Extension asymétrique X� en réalisant l’une des
opérations suivantes :

— Choisir un sommet w ∈V (X ) ayant un port libre p1 et lui connecter un nouveau
sommet w.p1p2.

— Choisir w ∈V (X ) faisant partie d’un cycle, supprimer une arête e de ce cycle w
connectant w et w ′, puis ajouter deux sommet w.e et w ′.e−1.

Lemme 2.1.6 (Asymétrie de l’extension asymétrique). [15] Étant donné un graphe
symétrique fini X ∈XΣ,∆,π, son extension asymétrique X� est asymétrique, et |X�| ≤
|X |+2.

Nous avons prouvé que seuls des graphes symétriques de rayon inférieur au rayon
de causalité peuvent réaliser une fusion symétrique. Cette impossibilité s’étend na-
turellement au graphes asymétriques, lorsque cette asymétrie n’est pas détectable
localement.

Lemme 2.1.7 (Asymétrie locale). Étant donnée une CGD (F,R•), on a que pour presque
tout graphe, les sommets fusionnant entre eux en appliquant F sont asymétriques.
Plus formellement, il existe une borne d , tel que pour tout graphe X de rayon supé-
rieur à d (X 6= X d ), et pour toute paire de sommet u, v ∈V (X ), RX (u) = RX (v) et u 6= v
implique Xu 6= Xv .

Démonstration. Par contradiction, supposons que pour tout d , il existe X ∈ X un
graphe de rayon supérieur à d , et u, v ∈ X tel que RX (u) = RX (v), u 6= v et Xu = Xv .

Supposons sans perte de généralité que v = ε. Soit n la borne d’uniforme continuité
de (F,R•), pour m = 0. En particulier on a que pour tout Y ∈X et pour tout u ∈V (Y ) tel
que |u| ≤ n, Y n = X n =⇒ RY (u) = ε. Soit X� une extension asymétrique de X obtenue
en considérant un des sommets les plus éloigné de ε. X� est donc asymétrique et
vérifie également (X�)d = X d . Comme d ≥ n, on a RY (u) = ε. Par asymétrie de X�,
X� 6= X�u , ainsi que les trois assertions précédentes contredisent le lemme 2.1.5.

Maintenant que nous avons prouvé que les CGD, et donc les ACGD ne réalisent
qu’un nombre fini de fusions symétriques nous pouvons enfin énoncer le théorème
de simulation :
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Théorème 2.1.7 (Extension d’une CGD en une IMCGD). Pour toute CGD (F,R•), il
existe une IMCGD (F ′,S•) dont la projection (F ′y,Sy•) est égale à (F,R•) pour tout
graphe dans X \ S, ou S est un ensemble fini de graphes symétriques.

Démonstration. Soit (F,R•) une CGD. Pour l’étendre en une IMCGD, nous avons be-
soin pour tout graphe X ∈Y d’expliciter ses sommets visibles, ainsi que la provenance
des sommets visibles F (X ), de façon à rétablir l’injectivité et la surjectivité de R respec-
tivement. Naturellement, nous pouvons réaliser cela en utilisant les arbres de matières
invisible, nous devons cependant être prudent à ne pas briser les autres propriétés de
F .

Par continuité de R, seulement un nombre fini de sommets peuvent fusionner si-
multanément en un même point (dom(R0

X ) ⊆V (X n), pour un certain n). Comme F
est bornée, nous sommes assurés de trouver assez de matière invisible pour chacun
des sommets sans antécédent par RX . En combinant ces deux propriétés, il est donc
possible de rétablir la préservation des sommets par la IMCGD en ne déplaçant qu’un
nombre borné de sommets depuis ou vers la matière invisible, c’est à dire sans briser
la quiescence de la matière invisible.

Rétablir l’injectivité : Premièrement, nous rétablirons l’injectivité en définissant
une fonction S1X , tel que pour tout x1, x2 ∈V (X ), S1X (x1) et S1X (x2) partage la même
racine dans la matière invisible si et seulement si R(x1) = R(x2). Soit y un sommet de
Im(RX ), c’est à dire une racine dans la matière visible ayant un antécédent dans RX . Il
nous suffit de définir un ordre total, local, invariant par translation R−1

X (y). On pourra
ainsi poser R−1

X (y) = {x0, x1, ...}, et en utilisant la continuité de R montrer que R−1
X (y)

est fini. On pourra facilement conclure en définissant S1X (x0) = y , S1X (x1+i ) = y.m.l i ,

S1X (x1+i .m) = y.m.l i .r et S1X (x0.m) = y.m.l |R
−1
X (y)|−1.

Pour ordonner R−1
X (y), il nous suffit de définir un ordre sur {Xx |RX (x) = y}, c’est à

dire les ordonner en fonction de leur classe de symétrie par translation (en fait, rien de
plus fin ne peut être fait sans violer l’invariance par translation). Le lemme d’asymétrie
locale (2.1.5) établit exactement que cet ordre est local. Le second lemme d’asymétrie
(2.1.7) indique que x 7→ Xx est injectif, prouvant qu’un ordre sur {Xx |RX (x) = y} fournit
en réalité un ordre sur R−1

X (y). Les deux lemmes ne s’appliquent que pour X assez
grand.

Rétablir la surjectivité : Soit u un sommet de V (F (X ))\Im(RX ). Soit u′ le sommet
le plus proche de u dans Im(RX ), en prenant l’ordre lexicographique des chemins
pour briser les égalités. Ce choix est relatif à u, donc indépendant de l’endroit où
X est pointé, ou pour le dire brièvement, invariant par translation. Il est nécessaire
que u provienne de la matière invisible de l’antécédent de u′ par S1X . Pour x dans
S−1

1X (Im(RX )), on définit Cx = {u|u′ = RX (x)} l’ensemble des nouveaux sommets qui
veulent provenir de la matière invisible de x. Il est possible d’ordonner Cx par distances
par rapport à RX (x), en brisant une fois de plus les égalités via l’ordre lexicographique.
Cet ordre est invariant par translation, et comme (F,R•) est bornée, Cx est fini. En
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écrivant Cx = {u0,u1, ...}, on peut donner la provenance des sommets qui la com-
posent en fixant, pour i < |Cx | : S2X (x.(lm)i ) = ui et en leur pourvoyant un arbre de
matière invisible : S2X (x.(lm)i r m) = ui mm et en redonnant à x un arbre intact avec :
S2X (x.(lm)|Cx |) = RX (x)mm.
On a donc défini S2X (x.(lm)|Cx |) = RX (x)mm. Pour terminer la définition de S2X , on
pose S2X (u.v) = S2X (u).v si u est le plus long préfixe de u.v tel que S2X (u) a été défini
précédemment.

Malheureusement, il s’avère que cette simulation ne permet pas de préserver la
réversibilité, celle-ci ne pouvant simuler un ensemble fini de graphe symétriques.
Il existe donc un nombre fini d’orbites de (F,R•), qui ne sont pas préservées par la
simulation. Au premier abord, on pourrait espérer rétablir la réversibilité en changeant
l’image d’un nombre fini de petit graphes à matière invisible finie. Nous argumentons
qu’une telle réparation est impossible, à travers l’exemple suivant :

Exemple 2.1.4 (Contraction-expansion). Soit X ◦
π,Σ un espace de graphes et F une

dynamique réversible sur X telle qu’il existe X fini avec :

lim
n→∞ |V (F n(X ))| = lim

n→∞ |V (F−n(X ))| = +∞

L’existence d’une telle dynamique est non-triviale et un point central du chapitre 4,
prouvé par le théorème 4.2.1. Soit s ∉π, et sym : X ◦

π,Σ→X ◦
π∪{s},Σ l’opération consistant

à dupliquer chaque sommet et relier chaque paire de sommet ainsi obtenue par une
arête {u : s,u′ : s}.

Soit F ′ la dynamique sur X ◦∪ sym(X ◦) telle que pour tout Y :
— F ′(Y ) = F (Y ) et sym(F ′(Y )) = F (sym(Y )) pour tout Y ∈X ◦ \ {X }.
— F ′(X ) = sym(F (X )) et F ′(sym(X )) = F (X ).
Une telle dynamique est réversible, mais elle admet au moins deux orbites disjointe

sur lesquelles elle ne préserve pas la symétrie/asymétrie du graphe. Une simulation
par projection d’une IMCGD ne simulerait pas la dynamique sur les graphes X et
sym X .

Nous conjecturons cependant qu’il est possible de réparer une telle simulation en
encodant la symétrie des graphes dans les états des sommets l’IMCGD associée. Ainsi
pour un nombre fini de petit graphe anonyme, chaque fusion/division de sommets
symétrique ne sera pas réalisée dans le graphe de matière invisible, mais sera encodé
dans l’état de chaque sommet. Définir formellement un telle simulation requiert
cependant plus de travaux.

Conjecture 2.1.1. Pour toute CGD (F,R•), il existe une IMCGD (F ′,S•) dont la projec-
tion symétrisée (F ′y,Sy•) est égale à (F,R•) pour tout graphe dans X . De plus (F ′,S•) est
réversible si et seulement si (F,R•) est réversible.

Une telle simulation nous permettrait d’obtenir la réversibilité des dynamiques de
graphe anonymes :

Conjecture 2.1.2. Si une ACGD est inversible, alors sa fonction inverse est une ACGD.
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2.1.5. Dynamique de graphes avec algèbre de noms
2.1.5.1. Définition

Jusque-là nous avons travaillé avec des graphes (pointés) modulo isomorphisme,
cependant les graphes nommés s’avèrent plus facilement manipulable lors d’une
implémentation et même nécessaires dans le régime quantique comme on le verra
dans le chapitre 5. Dans ce contexte, être capable de créer un nouveau sommet sans
briser la localité implique d’être capable de générer un nouveau nom à partir de
ceux disponibles localement. Par exemple, si une dynamique F sépare un sommet
u en deux nouveaux sommets, le choix naturel est d’appeler ces sommets u.l et u.r .
Maintenant, supposons que l’on applique un renommage R transformant u.l en v
et u.r en w , puis F−1. Cette fois-ci les sommets v et w ont fusionné en un seul ; et
de façon à maintenir l’inversibilité, celui-ci devrait être nommé (v ∨w) où ∨ est une
opération de fusion des noms. Cependant, en choisissant R trivial, le sommet obtenu
aurait été (u.l ∨u.r ), or F−1◦F = I d demande à ce que ce sommet soit nommé u. Ceci
nous amène vers une algèbre de noms telle que u = (u.l ∨u.r ).

Définition 2.1.13 (Algèbre de noms). Soit N un ensemble dénombrable. On consi-
dère les termes produits par la grammaire V :=N |V.{l ,r }∗ |V ∨V avec l’équivalence
induite par les réécritures suivantes :

— u.ε−→ u (N )
— (u ∨ v).l −→ u et (u ∨ v).r −→ v (S)
— (u.l ∨u.r ) −→ u (M)
C’est à dire que deux noms u et v sont égaux si et seulement si leurs formes normales

u↓S∪M et v ↓S∪M sont égales.

Ceci est l’algèbre correspondant à des arbres binaires infinis. En effet, chaque élé-
ment x de N peut être pensé comme une variable représentant un arbre binaire infini.
Les opérations de projection .l (resp. .r ) permettent de récupérer le sous-arbre gauche
(resp. droit). L’opération de jointure ∨ crée une racine puis lui associe les sous-arbres
gauche et droit — cette opération n’est donc ni commutative ni associative. Cette
structure en arbre binaire infini est réminiscence des IMCGD, nous verrons plus tard
que cette algèbre de noms peut être vue comme une abstraction de la matière invisible.

De façon à distinguer les sommets de manière unique, un graphe ne doit pas avoir
deux sommets différents avec le même nom. De plus, nous devons également interdire
l’existence d’un sommet x et de deux autres nommés x.r et x.l , car-ceux ci peuvent
plus tard fusionner et provoquer une collision des noms.

Définition 2.1.14 (Intersectant). Deux termes v, v ′ dans V sont dits intersectant si
et seulement si il existe t , t ′ dans {l ,r }∗ tels que v.t = v ′.t ′. On utilise v ∧ v ′ comme
une notation pour {v.t | t ∈ {l ,r }∗}∩ {v ′.t | t ∈ {l ,r }∗}. On écrit également v ∧V pour⋃
v ′∈V

v ∧ v ′.
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Définition 2.1.15 (Graphes bien nommés). On dit qu’un graphe G est bien nommé
si et seulement si pour tout v, v ′ dans V (G) ⊆ V , v ∧ v ′ 6= ; implique v = v ′. Nous
désignons par Wπ,Σ ou W le sous-ensemble des graphes bien nommés.

Une fois notre espace de graphe bien défini, on peut formuler la continuité et la
borne d’expansivité pour les dynamiques de graphes nommés.

Définition 2.1.16 (Continuité). Une fonction F sur W est dite continue si et seulement
si pour tout G et tout n ≥ 0, il existe m ≥ 0, tel que pour tout v, v ′ ∈ V , v ∧ v ′ = ;
implique F (G)n

v ′ = F (Gm
v )n

v ′ .

Définition 2.1.17 (Dynamique bornée). Une fonction F sur W est dite bornée si et
seulement si il existe une borne b telle que pour tout G , pour tous v ∈ V (G), v ′ ∈
V (F (G)) et t , t ′ ∈ {l ,r }∗ tels que v.t = v ′.t ′, |t | ≤ b et |t ′| ≤ b.

On veut encore une fois que notre dynamique soit indépendante du nommage, on
demande donc à ce qu’elle commute avec les renommages ne créant pas d’intersec-
tion entre les noms :

Définition 2.1.18 (Renommage). Soit R une fonction injective de N à V telle que
pour tout x 6= y ∈N , R(x) et R(y) ne s’intersectent pas. L’extension naturelle de R à
l’ensemble de V , selon

R(u.l ) = R(u).l R(u.r ) = R(u).r R(u ∨ v) = R(u)∨R(v)

est appelée un "renommage".

Définition 2.1.19 (Invariance par translation). Une fonction F sur W est dite inva-
riante par translation si et seulement si pour tout G ∈W et pour tout renommage R,
F (RG) = RF (G).

Enfin, on souhaite que notre dynamique préserve l’espace des noms de façon à
pouvoir traquer l’évolution des sommets.

Définition 2.1.20 (Préservation des noms). Soit F une fonction sur W . On dit que la
fonction F préserve les noms si et seulement si pour tous u dans V et G dans W on a
que u ∧V (G) = u ∧V (F (G)).

On peut enfin énoncer ce que sont les dynamiques causales de graphes nommés.

Définition 2.1.21 (Dynamique causale de graphe nommés). On dit d’une fonction F
sur W qu’elle est une Dynamique causale de graphes nommés (NCGD) si et seulement
si elle est invariante par translation, continue et préserve les noms.

Encore une fois, on s’assure que la création et destruction de sommets est compa-
tible avec l’inversibilité (nous verrons plus tard qu’elle correspond à la réversibilité) :

Exemple 2.1.5 (Hasslacher-Meyer nommée). Soit W avec ports et états comme dans
l’exemple anonyme 1.5.1. On alterne encore une fois l’étape d’advection avec l’étape
de collision explicitée en figure 2.6.
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FIGURE 2.6. – L’étape de collision d’Hasslacher-Meyer réalisée par une NCGD.

2.1.6. Simulation des IMCGD par les NCGD
La simulation des IMCGD par les NCGD s’avère être relativement simple. En effet,

les IMCGD sont uniquement une restriction des CGD à un certain type de graphe.
Les NCGD étant une généralisation directe des CGD permettant la création et la
destruction de sommets, la simulation se fait naturellement.

Définition 2.1.22. Soit (F,R•) une IMCGD sur Y . Soit W ′ ⊆W l’ensemble des graphes
bien nommés tel que G ∈W ′ si et seulement si G◦ ∈Y . La dynamique induite sur les
graphes nommés F # est définie telle que pour tout G ∈W ′ :

— Pour tout sommet u ∈V (G), (F #(G),u)◦ = F ((G ,u)◦)
— Pour tous sommets u, v ∈V (G), si p(v) est un chemin depuis u vers v , alors le

sommet obtenu en suivant R(G ,u)◦(p(v) dans F ((G ,u)◦) est nommé v .

Intuitivement, une IMCGD (F,R) est donc simulée en nommant l’ensemble du
graphe de façon à obtenir un graphe bien nommé, et en maintenant le nommage cohé-
rent avec R . R étant une bijection, il n’est donc même pas nécessaire de créer/détruire
de nouveaux nœuds.

Théorème 2.1.8. La dynamique induite par une IMCGD sur les graphes nommés est
une NCGD.

Démonstration. Nous devons prouver que la dynamique nommée induite préserve
les noms, est invariante par translation et continue. La préservation des noms par la
dynamique induite est facilement déduite du fait qu’un IMCGD préserve les noms de
manière encore plus stricte : aucun nom n’est créé ni détruit.
Soit un renommage S. Premièrement on peut constater que (G ,u)◦ = (SG ,S(u))◦. Pour
tout v ∈V (G), l’image de v dans F (G) est le sommet obtenu en suivant le chemin R(v)
depuis u. Comme les chemins sont invariants sous les renommages, il s’agit du même
sommet que celui que l’on obtient en suivant R(v) à partir d’un S(u), donc nous avons
que SF #(G) = F #(SG). Ceci conclut à la shift-invariance.
Par continuité de (F,R•) on a que pour tout m, il existe n tel que :

(F #(G),u)m◦ = F (Y )m = F (Y n)m = (F #(Gn
u ),u)m◦

.

Maintenant si nous nous concentrons sur les noms, par continuité nous avons égale-
ment dom Rm

Y ∈V (Y n) donc pour tout v ∈ (F #(G),u)
m

, on a v ∈V (Gn
u ). Ceci conclut

la continuité de F # car F #(G)m
u = F #(Gn

u )m
u .

Théorème 2.1.9. Soit (F,R•) une IMCGD et F # sa dynamique induite sur les graphes
nommés. (F,R•) est inversible si et seulement si F # est inversible.
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Démonstration. Supposons que F # est inversible, et notons F #−1
sa fonction inverse.

Soit F−1 la fonction tel que Y = (G ,u)◦, F−1(Y ) = (F #−1
(G),u)◦. Nous avons les égalités

suivantes :
F ◦F−1(Y ) = (F # ◦F #−1

((G),u))◦ = (G ,u)◦ = Y

F ◦F−1 = Id donc F est bijective, et donc inversible.
Supposons que (F,R•) est inversible, et notons F−1 la fonction inverse de F . Soit

F #−1
( la dynamique de graphes nommés induite par (F−1,R−1• ).

(G ,u)◦ = Y = F ◦F−1(Y ) = (F # ◦F #−1
(G),u)◦

Il existe donc un renommage S tel que F # ◦F #−1 = S. Mais comme prouvé précédem-
ment, F # est une NCGD et donc invariante par translation, ce qui nous permet de
conclure F # ◦F #−1 = Id.

2.1.7. Simulation des NCGD par les IMCGD
Nous allons maintenant montrer que les NCGD peuvent être simulées par les

IMCGD. Le but est donc d’induire, à partir d’une NCGD, une CGD sur les graphes avec
matière invisible telle que R• est une bijection. L’idée principale est donc d’utiliser
les noms afin d’établir R•. Il se pose alors la question de comment gérer la matière
invisible, vu que celle-ci n’est pas présente dans les graphes nommés? La première
étape consiste donc à attacher un arbre de matière invisible à chaque sommet de G ,
puis de nommer les nouveaux sommets en fonction de la racine. On peut remarquer
que le graphe obtenu GM n’est pas bien-nommé, mais celui-ci n’est qu’une étape in-
termédiaire nécessaire à la construction de R•. Une fois cette construction obtenue, il
nous suffira "d’oublier" les noms en considérant les graphes modulo isomorphismes.

Définition 2.1.23 (Graphes à matière invisible nommés). Soit G ∈ W . On construit
son graphe associé GM en attachant un arbre de matière invisible à chaque sommet, et
en nommant chaque sommet de la matière invisible en suivant la convention de la
figure 2.7. Plus précisément, si u est un sommet visible et t ∈ mm.{lm,r m}∗ dans la
matière invisible, le sommet obtenu en parcourant t à partir de u est nommé u.η(t ),
où η : mm{lm,r m}∗ → {l ,r }∗ est la fonction tel que :

— η(mms) = r n+1 si s = (r m)n ,
— η(mms) = s′, où s′ est le mot obtenu en retirant les ports m de s, sinon.

Le comportement d’une NCGD FM sur un graphe à matière invisible nommé induit
naturellement une IMCGD (F,R•) dans le cas particulier où V (G) =V (FM(G)). En re-
vanche, la question devient peu claire lorsque FM réalise des fusions et des séparations.
De manière à traquer les noms à travers les séparations et les fusions, on utilisera les
fonctions suivantes :

Définition 2.1.24 (Séparation des noms). Soit u ∈V . On définitσu : V →V la fonction
telle que :

— σu(u) = u.l
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FIGURE 2.7. – Schéma de nommage de la matière invisible.

— σu(u.l r n) = u.l r n+1

— σu(v.t ) = v.t , sinon.
Si A est un ensemble de noms, on écrit σu(A) = {σu(a) |a ∈ A}. On peut voir en figure
2.8 comment cette fonction nous permet de traquer les noms lors de la division en
deux d’un arbre de matière noire.

u
:b :a

u.r

:m

:m

u.l

: l

:m

: l
:r

u.rr

:r

:m

: l
:r

u.l
:b

u.r
:a :b :a

u.lr

:m

:m

: l
:r

u.rr

:m

:m

: l
:r

FIGURE 2.8. – Séparation d’un arbre u.{l ,r }∗ par σu .

Cette opération peut être interprétée comme changer le nom u en u.l et, de façon à
préserver l’injectivité, translater la branche l r n . Typiquement cela se produit quand
un arbre de racine u se fait couper en deux arbres de racines u.l et u.r , as in Fig. 2.8.
Le lemme suivant montre que les noms de G et de F (G) peuvent toujours être alignés
en utilisant de telles fonctions σ•.
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Lemme 2.1.8. Soit U ⊆V (G) et U ′ ⊆V (FM(G)). Il existe S =σu1 ◦ ...◦σun et S′ =σu′
1
◦

...◦σu′
m

, tel que pour tout v ∈ S(U ), v ′ ∈ S′(U ′), v ∧ v ′ =; ou v = v ′.

Démonstration. On décompose les noms de U et U ′ en utilisant σ jusqu’à ce qu’il
deviennent égaux, en suivant l’algorithme suivant :

S := I
S′ := I
while ∃u ∈ S(U ), ∃u′ ∈ S′(U ′), t , t ′ = {l ,r }∗ tel que u.t = u′.t ′ est le plus long suffixe
commun de t et t ′ est ε do

if |t | > |t ′| then
S :=σu ◦S

else
S′ :=σu′ ◦S′

end if
end while

Cet algorithme termine car pour tout u,u′, max(|t |, |t ′|) ne peut que décroître.

On peut donc maintenant déduire une notion ’successeur’ d’un sommet d’un graphe
à matière invisible nommé évoluant à travers une NCGD.

Définition 2.1.25 (Nommage induit). Soit FM une NCGD. Pour tout G , on définit son
nommage induit RMG de la manière suivante. Pour tout u.t ∈ V (G).{l ,r }∗, pour tout
u′.t ′ ∈V (FM(G)).{l ,r }∗, on a RMG (u.t ) = u′.t ′ si et seulement si S(u.t ) = S′(u′.t ′), où S et
S′ sont les résultats de l’application du lemme précédent 2.1.8 sur {u} et {u′}.

Remarque 2.1.2. Cette définition est bien fondée, c’est à dire pour tout u ∈V (G) et
t ∈ {l ,r }∗, il y a au plus un v et s tels que S(u.t ) = S′(v.s) où S et S′ sont les résultats de
l’application du lemme 2.1.8, voir A.1 pour la preuve formelle.

Maintenant que la NCGD a été étendue pour agir sur les arbres de matière invisible,
et qu’il est possible de traquer l’évolution de chacun des sommets, il nous suffit
d’oublier les noms afin d’obtenir une IMCGD.

Définition 2.1.26 (Dynamique induite). Soit FM une NCGD. Sa dynamique induite sur
les graphes de matière invisible (F,R•) est telle que pour tout G et u.t ∈V (G).{l ,r }∗ :

— F ((GM,u.t )◦) = (FM(G)M,RMG (u.t ))◦.
— R(GM,u.t )◦(p) est le chemin entre RMG (u.t) et RMG (v.s) dans FM(G)M, où v.s est ob-

tenu en suivant le chemin p depuis u.t dans GM.

Théorème 2.1.10. La dynamique induite par une NCGD est une IMCGD.

Démonstration. Nous devons prouver que la dynamique induite est invariante par
translation, continue, quiescente sur la matière invisible et préserve les sommets.

Concentrons nous dans un premier temps sur l’invariance par translation. Soit
Y ∈ Y un graphe de matière invisible, G ∈ W et a ∈ V (G).{l ,r }∗ tel que Y = (GM, a)◦.
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Soit u le chemin de a, et b le sommet obtenu en suivant u depuis a. Par définition de
(F,R•) on a les égalités suivantes :

F (Yu) = F ((GM,b)◦) = (FM(G)M,RM(b))◦ = (FM(G)M,RM(a))◦RY (u) = F (Y )RY (u)

L’équivalence entre les chemins nous donne RY (u.v) = RY (u)RYu (v), ce qui conclut
l’invariance par translation de (F,R).

Considérons maintenant la préservation des sommets, c’est à dire la bijectivité de
RM. Les graphes G et FM(G) ont tous deux un rôle symétrique dans la construction
de RM. Comme RM a été prouvée déterministe dans le lemme A.1, RM est également
injective. Soit u′.t ′ ∈V (FM(G)). Comme FM préserve le nom u′.t ′, il existe u ∈V (G) tel
que u∧u′.t ′ 6= ;. On peut également remarque que S′(u′.t ′) ∈ u′.t ′{l ,r }∗. Il existe donc
t ∈ {l ,r }∗ tel que u.t = S′(u′.t ′). Mais comme nous l’avons précédemment remarqué,
u.t est un préfixe de S(u.t ) et donc u ∧u′.t ′ 6= ;. Par le lemme 2.1.8 on a que S′(u′.t ′)
appartient à S(u.{l ,r }∗) ce qui conclut la surjectivité de RM.

La quiescence de la matière invisible provient du fait que pour tout u, les sommets
de matière invisible u.l et u.r peuvent être déplacés uniquement via l’application de
σu . Comme F est continue et invariante par translation, on peut prouver que S et S′

sont composées d’un nombre borné de σ, ce qui prouve la quiescence de la matière
invisible. Voir le lemme A.4 pour la preuve formelle.

La continuité est relativement technique à prouver, la preuve formelle a donc été
laissée en annexe voir le lemme A.5. Intuitivement, la quiescence sur la matière in-
visible de FM ainsi que la borne sur le nombre de σ dans S et S′ nous assure que les
sommets ne sont pas déplacés trop loin vers ou depuis la matière invisible, ce qui nous
permet de nous concentrer sur la matière visible. Pour celle-ci, la continuité de F est
une conséquence directe de la continuité de FM, car l’algorithme de décomposition
des noms peut être réalisé localement.

Théorème 2.1.11. Une NCGD est inversible si et seulement si sa dynamique de ma-
tière invisible induite est inversible.

Démonstration. Premièrement, prouvons que la dynamique induite d’une NCGD
inversible est inversible. Soit FM une NCGD. Comme prouvé dans le lemme 2.1.10, RM

est bijective. Soit FM−1 la dynamique telle que F−1((GM, a)◦) = (FM−1(G)M,RM−1(a))◦.
Nous avons les égalités :

F (F−1((GM, a)◦)) =F ((FM
−1

(G)M,RM
−1

(a))◦)

=(F ◦FM
−1

(G)M,R ◦RM
−1

(a))◦

=(GM, a)◦

Et donc F est bijective et (F,R•) inversible.
Supposons maintenant que F est bijective. Soit G 6= H tel que FM(G) = FM(H). On a

pour tout y ∈V (G) les égalités suivantes :

F ((GM,RMG
−1

(y))◦) = (FM(G)M, y)◦ = (FM(H)M, y)◦ = F ((HM,RMH
−1

(y))◦
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Par injectivité de F on a (GM,RMG
−1(y))◦ = (HM,RMH

−1(y))◦, il existe donc un renommage
S tel que G = SH . Ensuite, en utilisant l’invariance par translation on obtient FM(H ) =
FM(G) = FM(SH) = SFM(H), et donc pour tout u ∈ V (F (H)) = V (H), S(u) = u et G =
SH = H .

Soit H ∈W , et a ∈V (H). Comme F est surjective, il existe G ∈W et b ∈V (G) tel que :

(FM(G)M,RMG (b))◦ = F ((GM,b)◦) = (HM, a)◦

Il existe donc un renommage S tel que SFM(G) = H . Par invariance par translation, on
a FM(SG) = H et la surjectivité de FM. Ceci conclut la bijectivité de FM.

Malheureusement, à cause de la perte d’information lors de la simulation par une
IMCGD, il n’est pas possible, en l’état de conclure directement par la réversibilité des
NCGD. Nous pensons qu’il est cependant possible d’enrichir notre simulation par des
fonctions de nommage et ainsi préserver la réversibilité. Le rôle d’une fonction de
nommage serait de bien nommer la matière visible des graphes à matière invisible.
Cela nous permettrait de prouver que processus de simulation est inversible, et que
pour toute NCGD FM et dynamique induite (F,R•), (F−1)M = (FM)−1. Pour cette rai-
son, nous conjecturons qu’il existe une généralisation du théorème de réversibilité
applicable aux NCGD.

Conjecture 2.1.3. Si une NCGD est inversible, alors sa fonction inverse est une NCGD.

2.2. Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons établi trois modèles différents de dynamiques causales

de graphes permettant une création/destruction de sommets compatible avec la
réversibilité :

— Les dynamiques de graphes à matière invisible,
— Les dynamiques de graphes anonymes,
— Les dynamiques de graphes nommés.

Nous avons de plus prouvé que ces modèles se simulent intrinsèquement. Malheu-
reusement, en l’état actuel, ces simulations ne préservent pas la réversibilité, mais
nous conjecturons que cela est possible en enrichissant nos simulations. De telles
simulations permettrait directement de conclure par l’équivalence entre réversibilité
et inversibilité dans le cas anonyme et nommé, celui-ci étant déjà acquis dans le cas
des graphes à matière invisible. Nous avons également implémenté la dynamique
d’Hasslacher-Meyer dans chacun de ces modèles, donnant un cadre à la réversibilité
de cette dernière.

De tels modèles ouvrent des perspectives intéressantes dont certaines sont abordées
dans les chapitres suivants. D’un point de vue informatique, on peut se demander
dans quelle mesure de tels modèles s’intègrent ou s’opposent à d’autres modèles
de dynamiques de graphes, comme les réécritures de graphes [74]. Une autre piste
de recherche est de s’intéresser à des questions de complexité sur ces modèles et
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de voir quelles sont les différences sur ce point avec les automates cellulaires. Le
chapitre 3 définit les sous-décalages de graphes, qui sont une piste à l’élaboration
de tels résultats de complexités. Enfin, l’établissement d’un modèle analogue aux
automates cellulaires partitionnés permettrait l’énumération des dynamiques de
graphes réversibles.

D’un point de vue physique, la possibilité d’expliquer la flèche du temps par une
croissance réversible est abordée dans le chapitre 4. Cette étude se réserve pour
l’instant à des graphes de dimension 1, et la question de l’émergence naturelle de
graphes de dimensions supérieures ou de faible courbure (similaires à notre Univers)
reste ouverte.

Enfin, un modèle de dynamiques de graphes quantiques est abordé dans le chapitre
5. Ce modèle de calcul a un intérêt pour ‘l’internet quantique’ainsi que pour la gravité
quantique.
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3.1. Introduction
Les sous-décalages de type fini (SFT) sont des objets bien étudiés en dynamique

symbolique [72] et en théorie ergodique. En dépit de leur définition relativement
bénigne et locale, les SFT se sont avérés avoir des comportements globaux complexes.
Un exemple de tels résultats est l’existence de SFT apériodiques en dimension 2,
mais pas en dimension 1. Même certains problèmes naturels, tels que déterminer si
une SFT contient une configuration périodique, se révèlent indécidables [25]. Cette
complexité locale-globale est en fait partagée par de nombreux systèmes dynamiques
et plus particulièrement par les automates cellulaires (AC) [71]. Cependant, les deux
modèles sont profondément liés car l’AC de dimension d peut être vu comme un sous-
décalage de dimension d+1. Cette connexion a été utilisée pour prouver de nombreux
théorèmes sur différentes sous-classes de CA [65]. Ce résultat est également l’une des
motivations originales de cet article : Les sous-décalages de graphes devraient être un
moyen d’étudier les dynamiques causales des graphes. Les sous-décalages de graphes
visent à englober les diagrammes espace-temps CGD en tant que sous-classe.

Les sous-décalages ont déjà été généralisés aux configurations sur les graphes de
Cayley de groupes finiment présentés. Cependant, cela n’est pas suffisant pour simuler
le CGD car toutes les configurations partagent le même graphe de support comme on
peut le voir dans l’exemple ci-dessous.

Exemple 3.1.1 (Dynamique de graphe non-simulable par un sous-décalage sur graphe).
On peut voir en figure 3.1 un exemple de dynamique de graphe non ‘simulable’ par un
sous-décalage sur graphe Celle-ci opère sur des graphes à deux ports, laisse intacte
les sommets blancs et duplique les sommets noirs. Les ports ne sont pas représenté
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car la dynamique opère indépendamment de ceux-ci. Deux configurations peuvent
avoir le même graphe support (c-à-d qu’elle ne diffèrent que par l’état des sommets),
sans pour autant que leurs images partagent le même graphe support. Ainsi, les deux
orbites ne peuvent pas être représentée par un même graphe support, comme c’est le
cas sur les sous-décalages précédemment définis dans la littérature.

Dynamique :

Exemple d’évolution de deux configurations différentes :

Motifs associés présents dans sous-décalage associé :

FIGURE 3.1. – Exemple d’une dynamique et de deux configurations partageant le même
graphe support, mais dont les orbites ne peuvent pas être représentée sur
un unique graphe support dans le sous-décalage associé.

Dans cette section, nous fournissons un formalisme qui relâche cette contrainte,
permettant au support lui-même d’être également prescrit par un ensemble de mo-
tifs interdits. Les sous-décalages de graphes constituent donc une généralisation des
sous-décalages précédemment définis, en premier lieu dans l’espoir de simuler les
dynamiques de graphes. Bien que la formalisation exacte de cette simulation reste
à clarifier, les sous-décalages de graphes constituent un modèle riche d’un intérêt
propre.

Une question naturelle, mais servant également de préliminaire à la simulation de
CGD, est la suivante : peut-on forcer, par des contraintes locales, le graphe à avoir une
forme particulière? Dans ce contexte, nous établissons une notion de périodicité de
ces objets, ainsi que le lien que celle-ci entretient avec l’existence de configurations
finies. En s’appuyant sur ces résultats, nous prouvons l’indécidabilité de l’existence
d’une configuration finie, ainsi que l’indécidabilité de l’unicité du graphe support.
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3.2. Sous-décalages
Afin d’établir une notion formelle de sous-décalage de graphe, en premier établir

quel seront les configuration d’un tel sous-décalage. Comme nous l’avons vu dans le
chapitre précédent, il existe de multiples notions de graphes utilisée dans les CGD.
Dans l’intérêt de cette section, nous opérerons seulement sur des graphes pointés
modulo isomorphisme 1.5.1. Nous auront également besoin d’outils supplémentaires
afin de manipuler ces derniers.

Chemins et sommets. Contrairement au chapitre précédent, nous auront besoin
de régulièrement alterner entre la notion de chemin depuis le pointeur et de sommet
associé. Ainsi, tout sommet û peut toujours être désigné par une séquence de ports
u qui y mène, en partant de l’origine. Étant donné un graphe pointé modulo X , son
ensemble de chemins, en partant de l’origine, forme un sous-ensemble L(X ) deΠ∗

avecΠ=π2. Lorsque deux chemins u et v mènent au même sommet, on écrit u ≡X v .
Ainsi le sommet û est en réalité la classe d’≡X -équivalence de u, d’où la notation
en chapeau. L’ensemble de ces classes d’équivalence, alias sommets, est noté V (X ).
Remarquez que, en partant de l’origine, en suivant le chemin v = (ab) · · · (cd) puis le
chemin v = (dc) · · · (ba), on revient au sommet à l’origine, à savoir ε̂.

Remarque 3.2.1. Remarquez que deux chemins u,u′ désignent le même sommet
û = û′ si et seulement si pour chaque v ∈ L(X ), ûv = û′v .

Remarque 3.2.2. Un chemin réduit est un chemin qui ne passe pas deux fois consé-
cutivement par la même arête dans des directions opposées, c.à.d u.abba.v n’est pas
réduit car il est équivalent à u.v . Le langage jusqu’à cette équivalence de réduction est
un groupoïde pour la concaténation (et l’inversion), c.à.d ressemble à un groupe mais
sa loi est partiellement définie.
L’ensemble des cycles, c.à.d chemins réduits du pointeur vers lui-même, est un sous-
groupe de celui-ci (la concaténation et l’inversion sont toujours définies parmi eux).
L’ensemble des sommets est le quotient de l’ensemble des chemins réduits par la
relation d’équivalence suivante : u ≡X v si et seulement s’il existe un cycle c tel que
u = c.v . En effet, chaque fois qu’ils désignent le même sommet û = v̂ , on a u = (uv)v ,
où uv est un cycle.
Néanmoins, la concaténation, n’induit pas un semigroupe au niveau des sommets,
puisque nous pouvons avoir û = v̂ et pourtant ŵu 6= ŵ v .

Étant donné un graphe pointé modulo X , un mot dansΠ∗ désigne un sommet, et
un langage L ⊆Π∗ désigne un ensemble fini de sommets. Si, de plus, L est stable en
prenant le préfixe, alors les sommets désignés induisent un sous-graphe connexe de X
que nous appelons "coupe". Par exemple, une coupe pourrait représenter une surface
spatiale dans un diagramme espace-temps, mais également des objets plus complexes.
Étant donné un ensemble Z de graphes, on peut être intéressé par la sélection de
ceux dont la coupe selon L est égale à un certain graphe Z , que nous appelons
"cylindre". Cela peut être, par exemple, parce que Z représente l’ensemble de tous
les diagrammes possibles de l’espace-temps, et Z une condition initiale particulière.
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Définition 3.2.1 (Coupes et cylindres). . Considérons L ⊆ Π∗ un langage préfixe-
stable, c.à.d tel que uv ∈ L implique u ∈ L . La L -coupe d’un graphe X ∈ X est le
sous-graphe induit par les sommets { û|u ∈L ∩L(X )}. Il est noté X |L . Considérons
Z ⊆X , on écrit Z|L pour

{
X |L

∣∣ X ∈Z
}

. Considérons Z ∈Z|L , le cylindre de Z dans
Z est

{
X ∈Z

∣∣ X |L = Z
}

et est noté [Z ]Z .

Ces coupes, associées aux langages selon lesquelles elles ont été obtenues, nous
permettent de définir des "motifs", analogue à ceux définis dans les sous-décalages
sur les graphes de Cayley. À partir de ceux-ci, il est facile de généraliser la notion de
sous-décalage :

Définition 3.2.2 (Sous-décalage). Soit F un ensemble de tuples (F,L), où chaque F
est un graphe fini et chaque L un langage fini préfixable stable. Le sous-décalage
interdisant F est

Z = {
X ∈GΣ,π

∣∣∀v ∈ L(X ),∀(F,L) ∈F , (Xv )|L 6= F
}

.

Il est de type fini si F peut être choisi fini.

Tout comme dans les sous-décalages sur les graphes de Cayley, les sous-décalages
admettent plusieurs définition équivalentes :

Remarque 3.2.3. Les éléments suivants sont équivalents.

1. Z est un sous-décalage de type fini.

2. Z est le sous-décalage interdisant certains F ′× {M } où F ′ est un ensemble fini
de graphes finis et M un seul langage fini préfixe-stable.

3. Z est l’ensemble des graphes autorisant un ensemble fini A de tuples (A,L), où
A est un graphe fini et L un langage préfixe-stable fini, au sens où :

Z = {
X ∈GΣ,π

∣∣∀v ∈ L(X ),∃(A,L) ∈A , (Xv )|L = A
}

.

4. Z est l’ensemble des graphes permettant A ′× {M } où A ′ est un ensemble fini
de graphes finis et M un seul langage préfixe-stable fini.

Démonstration.
1 ⇒ 2 Pour chaque F , on pose M =⋃

(F,L)∈F L et F ′ = (X \Z )|M . F ′× {M } définit
le même sous-décalage que F .

3 ⇔ 4 De même, pour chaque A , on pose M = ⋃
(F,L)∈F L et A ′ = Z|M . A ′× {M }

définit le même sous-décalage que A .
2 ⇔ 4 Le sous-décalage Z obtenu en interdisant F ′× M est le même que celui

obtenu en autorisant A ′×M = (X|M \F ′)×M . On note que X|M est fini.
2 ⇒ 1;4 ⇒ 3 sont évidents.

Tout comme dans les sous-décalages de graphes de Cayley on peut également
définir la notion d’ordre d’un sous-décalage, et l’équivalence entre les définitions par
motifs autorisés et par motifs interdit n’est valide que pour les décalages de type finis.
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Définition 3.2.3 (Ordre d’un SFT). Le langage préfixe-stable M est le même dans les
conditions 2 et 4 de la remarque 3.2.3. On l’appelle une fenêtre de définition pour
Z . On assumera souvent supposer que celle-ci est minimale. On défini l’ordre de Z

comme le rayon de l’arbre lexicographique associé à m.

Remarque 3.2.4. L’équivalence entre les définitions par motifs autorisées et motifs
interdits n’est pas vraie pour les sous-décalage en général, on peut par exemple penser
à l’ensemble des graphes obtenu en autorisant exactement les graphes contenant un
seul sommet avec un certain label, ce qui n’est pas un ensemble clos topologiquement
(alors que c’est forcément le cas d’un ensemble obtenu par interdiction).

Les définitions équivalentes capturent toutes le concept de contrainte locale, et
dans les sections suivantes nous définissons souvent nos SFTs en décrivant certaines
conditions que les graphes doivent localement satisfaire. Parmi ces conditions, les
contraintes de plus proche voisin sont celles définies avec une seule arête entre deux
sommets, c’est-à-dire L ∈Π.

L’addition du langage de coupe au motif est nécessaire pour capturer certains
phénomènes locaux représentant un certain intérêt :

Remarque 3.2.5. Dans les paires (F,L), L n’est pas forcément le langage des chemins
du graphe F . Par exemple, demander que chaque sommet possède une arête avec
un port a ∈Σ est une condition de type fini, mais le sous-décalage correspondant ne
peut pas être écrit sous la forme

{
X ∈GΣ,π

∣∣∀v ∈ X ,∀F ∈F , (Xv )|LF 6= F
}

pour toute
collection finie F . Le dual est également vrai pour la définition via une collection finie
de motifs autorisés : on peut penser au SFT étant l’ensemble des graphes interdisant
le port a ∈Σ.

3.3. Exemples
Avant d’établir des résultats sur les sous-décalages de graphes, voyons quelques

exemples intéressants :

Exemple 3.3.1. Un SFT orienté 2-régulier est un SFT avec des ports π= {a, a′,b,b′}
obtenu en imposant des contraintes : 1/ imposant que les arêtes soient de la forme
aa′, a′a,bb′ ou b′b ; 2/ imposant que tous les ports soient occupés. Il contient, parmi
beaucoup d’autres, le graphe de Cayley du groupe libre sur deux générateurs (un
arbre), ainsi que ceux de tous ses quotients.

Exemple 3.3.2 (SFT localement similaire à la grille). Nous pouvons définir un SFT de
graphe avec π= {a, a′,b,b′} correspondant au décalage monochromatique sur
〈a,b|aba−1b−1 = ε〉, en imposant trois familles de contraintes :

1. imposant que les arêtes soient de la forme aa′, a′a,bb′ ou b′b ;

2. exigeant que tous les ports soient occupés;

3. qui impose que le sous-graphe induit par {ε, aa′,bb′, aa′bb′,bb′aa′} obéisse à la
relation c.à.d formant un carré comme dans la figure 3.2).
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Ce graphe SFT contient évidemment le graphe de Cayley de 〈a,b|aba−1b−1 = ε〉, mais
aussi les graphes de Cayley de la plupart des sous-groupes quotients(à l’exclusion des
groupes vraiment petits comme le groupe trivial).

a a′a a′

b

b′

b

b′

b

b′

a a′

b

b′

aa′

L = {ε, aa′, a′a,bb′,b′b} L = {ε, aa′, a′a, aa′bb′, a′ab′b}

FIGURE 3.2. – Condition d’un SFT localement similaire à la grille, alias la SFT mono-
chromatique étendant 〈a,b|aba−1b−1〉. Chaque famille de conditions
est vérifiée indépendamment, l’une forçant la présence des générateurs
et de leurs conditions, l’autre renforçant leurs relations.

Une construction similaire peut être effectuée pour tout groupe finiment présenté,
et via une troisième contrainte plus précise, inclure tous les quotients.

Exemple 3.3.3. Considérons un groupe finiment présenté Γ= 〈J |R〉.
Pour tout alphabet Σ, il existe une manière canonique d’associer un Cayley SFT Z Γ

Σ

à ce groupe. Définissez π= J t J−1 et les contraintes suivantes :

1. chaque arête implique deux ports inverses ;

2. chaque sommet doit avoir tous les ports possibles ;

3. pour tout mot u ∈ R et L son langage de préfixes, on interdit le couple (Y ,L)
pour tout graphe Y supporté par L dans lequel le chemin u n’est pas un cycle de
retour à l’origine.

Cette SFT contient évidemment le graphe de Cayley de Γ, mais aussi tous les graphes
de Cayley de ses sous-groupes quotients, comme on le verra dans la section suivante.
Par exemple, Z Z2

Σ contient la grille infinie ainsi que les tores et les cylindres, et Z F2

Σ

contient en fait tous les graphes de Cayley de tous les groupes à deux générateurs.

Soit Γ un groupe finiment présenté. Un SFT est défini par contraintes Γ-NN s’il
inclut précisément les motifs interdits définissant Z Γ et quelques motifs interdits
supplémentaires plus proches du voisin.

Exemple 3.3.4 (Modèle ‘hard-square’). Le modèle ‘hard-square’ SFT est défini par
les contraintes Z2-NN : Z ⊆X{0,1},a,a′,b,b′ telles que pour chaque configuration X et
arête {u : a, v : b} ∈ E(X ), on a σx(u) = 0 ou σx(v) = 0. Ceci peut être exprimé comme
un SFT en interdisant les versions colorées noir/blanc de la figure 3.2 qui ont deux
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sommets noirs adjacents. Il s’agit d’une généralisation directe d’un SFT bien connu sur
Z2 et d’autres sous-groupes. En tant que SFT de graphe, il ne contient pas seulement
toutes les configurations déjà présentes sur Z2 comme dans la Fig. 3.3, mais aussi
de nouvelles configurations infinies comme le cylindre de la Fig. 3.4, et même des
configurations finies comme les tores contenant seulement 0.
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FIGURE 3.3. – Configuration présente du ‘hard-square’ présente dans Z2. Les couleurs
représentent les états internes 0/1 des sommets
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FIGURE 3.4. – Configuration du modèle ‘hard-square’ n’étant pas présente dans Z2. A
des fins de visibilité, seule la moitié des ports est représentée et certaines
arrêtes ont été représentées en pointillés.
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Outre les groupes finiment présentés, la notion de quotient d’un groupe peut être
étendue aux graphes périodiques, ce qui fait l’objet de la section suivante.

Exemple 3.3.5. Étant donné tout sous-décalage Z , on peut définir le sous-décalage
de ses graphes infinis, en interdisant (F,Lπ2) pour tout langage préfixe-stable L ∈Π∗

et tout graphe F tel que F|L = F . En effet, cette condition signifie exactement que L
décrivait déjà tous les sommets possibles dans F , et que les chemins plus longs n’en
ajoutent aucun. Néanmoins, ce sous-décalage est très rarement de type fini, comme
nous allons le voir dans la section suivante.

3.4. Quotient et périodicité
Dans cette section nous supposerons que tout les graphes ne contiennent pas

d’arêtes symétriques, c’est-à-dire des arêtes ayant les même ports des deux cotés.

Définition 3.4.1 (Période). Tout mot u ∈ L(X ) tel que X = Xu est appelé une période-
chemin. Le sommet correspondant û est appelé une période. Le stabilisateur de X
est son ensemble de périodes ; il est noté STAB(X ). X est dit faiblement périodique si
STAB(X )) {ε̂}, fortement apériodique sinon.

On peut remarquer que si X est faiblement périodique, alors soit STAB(X ) est infini,
soit chaque période de û est de torsion, c.à.d ûn = ε̂ pour un certain n ≥ 2.

Remarque 3.4.1. L’ensemble des chemins-périodes réduits est un sous-groupe du
groupoïde des chemins réduits défini dans la remarque 3.2.2. L’ensemble des cycles
est un sous-groupe normal du groupe des chemins-périodes (puisque si u est une
période et v un cycle, alors uvu est encore un cycle). Comme dans la remarque 3.2.2,
le stabilisateur est le quotient du groupe des chemins-périodes réduits par le sous-
groupe normal des cycles (puisque si u et v sont des chemins vers le même sommet,
alors u = (uv)v , où uv est un cycle).

Toutes les propositions de la Remarque 3.4.1 sont faciles à prouver, mais nous nous
concentrons sur la preuve de la proposition suivante, qui sera la proposition utile dans
le reste de cette section.

Proposition 3.4.1. Soit X un graphe. Pour û, v̂ dans STAB(X ), l’opération de concaté-
nation ûv̂ 7→ ûv , et l’opération inverse û 7→ (̂u sont bien définies, et dotent STAB(X )
d’une structure de groupe.

Démonstration.
— Soit u ≡X u′ et v ≡X v ′. Remarque 3.2.1 donne déjà que uv ≡X u′v . Or de

Xu′ = X , on peut déduire que v ≡Xu′ v ′, ce qui signifie que u′v ≡X u′v ′. Nous
avons prouvé que uv ≡X u′v ′, de sorte que l’opération de concaténation est bien
définie sur les sommets.

— La Remarque 3.2.1 donne que u′u′ = ε= uu ≡X u′u. Cela signifie que u′ ≡Xu′ u,

et depuis X = Xu′ , u′ ≡X u. Nous avons prouvé que l’inversion est bien définie
sur les sommets.
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— Élément neutre : l’origine ε̂ est une période, car Xε = X .
— Associativité : Si û, v̂ ∈ STAB(X ), alors (Xuv ) = (Xu)v = Xv = X . Il s’ensuit que ûv

est une période.
— Inversion : Si û ∈ STAB(X ), alors on a X = Xuu = (Xu)u = Xu . Il s’ensuit que û est

une période. Cette période fournit un inverse droit et gauche pour û, puisque

ûu = ε̂= ûu = ûu.

Remarque 3.4.2. Si H est un sous-groupe stabilisateur de X , alors pour tout sommet
û ∈ V (X ), ûHû est un sous-groupe stabilisateur de Xu . (Xu)/uHu est bien défini et
s’avère être égal à (X /H)u .

On peut noter que les graphes de Cayley monochromatiques sont exactement les
graphes dont tous les sommets sont des périodes. Comme nous l’avons vu dans nos
exemples de SFT de Cayley, les graphes périodiques peuvent typiquement être “pliés
en graphes plus petits” qui appartiennent également au SFT de graphes. Ce qui suit
formalise l’idée du repliement d’un graphe dans un autre.

Définition 3.4.2 (Homomorphisme). Un homomorphisme du graphe X ∈ X au
graphe X ′ ∈X est une fonction ϕ de V (X ) à V (X ′) telle que pour tout u ∈ L(X ),

ϕ(û) = û (in particular L(X ) = L(X ′)) and σX (u) =σX ′(u).

Lorsqu’elle est surjective, on dit que X recouvre X ′.

Remarque 3.4.3. Un homomorphisme envoie les cycles vers des cycles et préserve
exactement l’ensemble des chemins-périodes et donc l’ensemble des périodes.

Considérons X ∈ X et un sous-groupe stabilisateur H . Nous pouvons définir un
graphe quotient X /H comme étant X ((G , p)) où :

— V (G) = {
Hû

∣∣ û ∈V (X )́l
}

, c.à.d chaque sommet est étiqueté par un ensemble Hû.
— p = H , c.à.d le pointeur est le sommet étiqueté par H .

— E(G) =
{

(Hû : a, H�uab : b)
∣∣∣uab ∈ L(X )

}
.

— σG (Hû) =σX (u).

Proposition 3.4.2 (Graphe quotient). X /H est un graphe bien défini, et û 7→ Hu est
un homomorphisme.

Démonstration. Tout d’abord, remarquons que Hû = Hû′ implique que il existe ĥ ∈ H
tel que û′ = ĥû, de sorte que Xu′ = (Xh)u = Xu .
Prouvons que σX /H est bien défini. Soit û, û′ ∈ V (X ) telle que Hû = Hû′. De la re-
marque ci-dessus, Xu = Xu′ , et donc σX (u) =σX (u′).
Prouvons maintenant que s’il existe une arête {Hû : a, H v̂ : b} dans G(X /H), alors il
existe une arête {û : a, ĥ′′v̂ : b} dans G(X ). En effet, par définition et par la remarque
ci-dessus, il existe une arête {ĥû : a, ĥ′v̂ : b} dans G(X ) pour une certaine ĥ, ĥ′ ∈ H .

Puisque Xu = Xhu , il existe aussi une arête {û : a, ĥĥ′v̂ : b}. Ainsi Hû hérite de û
l’absence de conflit de port. La fonction ϕ satisfait trivialement les deux conditions
d’homomorphisme.
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Nous disons qu’un ensemble de sommets H est M-séparé dans le graphe X si pour
chaque u ∈V (X ), H ∩ (Xu)|M = {ε}.

Si U ,V ⊂Σ∗, alors nous notons UV = {uv |u ∈U , v ∈V }.

Proposition 3.4.3. Soit X un graphe et H ≤ STAB(X ) un sous-groupe stabilisateur. Si H
est M-séparé dans X , alors le quotient préserve le langage de support M dans le sens
où pour tout u ∈ L(X ), (Xu)|M = (X /H u)|M (modulo le renommage des sommets).
En particulier, si X appartient à un SFT X avec une fenêtre de définition M , alors
X /H appartient aussi à X .

Démonstration. Par définition, si u est un chemin valide dans X , alors il est aussi un
chemin valide dans X /H , et l’état interneσX (u) =σX /H (u) est le même. Il reste à prou-
ver que si v̂ , ŵ désigne des sommets distincts dans (Xu)|M , alors ils désignent encore
des sommets distincts dans (X /H u)|M . Supposons au contraire que v ≡(X /H u )|M w .
Par le fait que la concaténation est bien définie (Proposition 3.4.2), il existe h telle
que ĥ ∈ H et hv ≡Xu w , c.à.d h ≡Xu w v̄ . Puisque w v̄ ∈ (Xu)|M(−M) et ĥ ∈ H , la sé-
paration donne que w v̄ ≡Xu h ≡Xu ε. Cela signifie que w ≡Xu v . Ceci prouve que
l’homomorphisme induit un isomorphisme sur (Xu)|M . Par définition, cet isomor-
phisme ne change pas l’alphabet d’étiquetage, donc (modulo le renommage des
sommets) (Xu)|M = (X /H u)|M . Si X a une fenêtre de définition M , alors par définition
X ∈X ⇐⇒ X /H ∈X .

3.4.1. Périodicité forte
Définition 3.4.3 (Périodicité forte). . On dit qu’un langage L ∈Π∗ est dense dans X
s’il existe un langage préfixe-stable fini M b Σ∗ (on dit que L est M-dense) tel que
pour tout û ∈ V (X ), ûM ∩L 6= ;. Un graphe X est dit fortement périodique si son
stabilisateur STAB(X ) est dense dans X .

Notons que les graphes finis sont fortement périodiques, mais pas faiblement pé-
riodiques. En dehors de ce cas dégénéré, les graphes fortement périodiques sont
faiblement périodiques.

Remarquez également que la périodicité forte est presque équivalente à un graphe
de Cayley, à remplacement près de chaque sommet par un graphe fini fixe (avec de pos-
sibles arêtes entre eux). Ce remplacement correspond en quelque sorte à l’application
d’une dynamique de graphe causale [13] au graphe de Cayley.

Corollaire 3.4.1. Un graphe X est fortement périodique si et seulement si X /H est
fini pour un sous-groupe stabilisateur H .

Démonstration. Premièrement, supposons que H = STAB(X ) est M-dense pour un
certain M b Σ∗ : Pour tout u ∈ L(X ), il existe ĥ ∈ STAB(X ) et v ∈ −M tels que û peut

être écrit ĥv̂ . Or pour tout ĥ′ ∈ H , ĥ′û = ĥ′ĥv̂ ∈ H v̂ , donc Hû ⊆ H v̂ et ĥ′v̂ = ĥ′ĥĥv̂ =
ĥ′ĥû ∈ Hû, donc H v̂ ⊆ Hû. Donc Hû = H v̂ . Donc, l’ensemble { Hû| û ∈V (X )} =
{ H v̂ |v ∈ M ∩L(X )} des sommets de X /H est fini. Nous concluons par la proposi-
tion 3.4.2. Inversement, si X admet un quotient fini X /H , il existe M tel que
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{ Hû|u ∈ L(X )} = { H v̂ |v ∈ M ∩L(X )}. Pour tout û ∈V (X ), puisque û ∈ Hû, on obtient
que û ∈ H v̂ pour un certain v ∈ M . Donc, û = ĥv̂ avec ĥ ∈ STAB(X ) et v ∈ M , de sorte
que H est (−M)-dense.

Le résultat suivant établit une connexion surprenante entre les SFT qui admettent
des graphes finis, et la notion bien établie (voir par exemple [39, Chap. 2]) de finitude
résiduelle en théorie des groupes :

Définition 3.4.4 (Groupe résiduellement fini). Un groupe S est résiduellement fini si
et seulement si pour tout élément non-trivial û ∈S , il existe un sous-groupe normal
H(û) ⊆S d’indice fini tel que û ∉ H(û).

Cette notion est très robuste. En particulier, la propriété s’étend aux ensembles finis
d’éléments non-identiques û1, . . . , ûn ∈S , c.à.d tel qu’il existe un sous-groupe normal
H(û1, . . . , ûn) ⊆ S d’indice fini tel que û1, . . . , ûn ∉ H(û1, . . . , ûn), simplement grâce
au fait que toute intersection finie de sous-groupes d’indice fini est un sous-groupe
d’indice fini.

Relions la finitude résiduelle aux graphes quotients, d’abord au niveau intuitif. Soit
X appartenant à un certain SFT Y tel que û1, . . . , ûn sont des éléments distincts de
V (X ). Nous savons que H(û1, . . . , ûn) ⊆S (X ) est un sous-groupe de son groupe stabi-
lisateur, et donc que X /H(û1, . . . , ûn) est un graphe quotient possible, qui maintient
que û1, . . . ûn est distinct. Bien choisir û1, . . . , ûn nous permet de nous assurer que
X /H(û1, . . . , ûn) appartient toujours au SFT Y .

Théorème 3.4.1. Soit Y un SFT. Y contient un graphe fini si et seulement si Y

contient une configuration fortement périodique X telle que STAB(X ) est résiduelle-
ment finie.

Démonstration. L’implication de droite à gauche vient directement du fait que les
graphes finis sont fortement périodiques et que les groupes finis sont résiduellement
finis.

Maintenant, supposons que Y a une fenêtre de définition M et admet une confi-
guration fortement périodique X telle que STAB(X ) est résiduellement fini. Puisque
STAB(X ) est résiduellement fini, il existe un sous-groupe H ≤ STAB(X ) d’indice fini qui
ne coupe pas l’ensemble fini STAB(X )∩⋃

û∈V (X )(Xu)|M(−M) \{ε}. Par conséquent, H est
M(−M)-séparé, de sorte que nous pouvons utiliser la Proposition 3.4.3 : pour tout
û ∈ V (X ) nous avons que (X /H u)|M = (Xu)|M . Étant donné que Y a une fenêtre de
définition M , nous obtenons que X /H ∈Y .

Il y a donc deux façons complémentaires pour qu’un SFT non-vide ne puisse avoir
que des configurations infinies : soit en prévenant les configurations fortement pério-
diques, soit en les forçant les stabilisateurs à être non résiduellement finis.

Dans le cas non résiduellement fini (comme les groupes monstres de Tarski, voir
par exemple [81]), cette preuve s’effondre et on peut construire des SFT avec des
configurations fortement périodiques qui ne se replient pas uniformément sur des
graphes finis.
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Remarque 3.4.4. Γ n’est pas résiduellement fini si Z Γ
{0} inclut un SFT contenant le

graphe de Cayley de Γmais aucun quotient fini de celui-ci. En effet, on peut considérer
le SFT Z inclus dans Z Γ

{0} défini par la contrainte supplémentaire que u n’est jamais
un cycle, où u est un chemin non cyclique qui témoigne du fait que Γ n’est pas
résiduellement fini, dans le sens que tous les quotients finis de Γ envoient u sur ε.

3.4.2. Quotients dans les SFT de graphes de Cayley
Nous avons vu que les notions de quotients et de SFT sont liées, car les contraintes

de type fini ne permettent pas de distinguer facilement un graphe de certains de ses
quotients. D’un point de vue opposé, on remarque que certains SFT admettent un
graphe support maximal par rapport au quotient.

Proposition 3.4.4. Soit Γ un groupe finiment présenté, X un graphe, et Z un SFT
défini par des contraintes Γ-NN. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. X ∈Z .

2. X est couvert par un graphe de Cayley coloré Y de Γ qui est dans Z .

Démonstration.
⇒ Supposons que le support de X soit dans Z . On remarque que les chemins

désignant le sommet û dans Y désignent tous le même sommet dans X : en
effet, si v̂ désigne aussi û dans Y , alors on peut les obtenir les uns des autres en
appliquant itérativement les règles de réduction de la présentation. Puis, grâce à
la troisième condition de la définition de Z Γ

Σ , v̂ désigne aussi le même sommet
que û dans X . Par conséquent, on peut simplement définirφ(û) = û ∈V (X ) pour
chaque û ∈V (Y ), et σY (û) =σX (û). Ceci satisfait clairement les conditions de la
définition 3.4.2.

⇐ Inversement, considérons un graphe X couvert par un certain graphe de Cayley
Y de Γ qui est dans Z . Considérons une contrainte de cycle de Z , c’est-à-dire :
chaque chemin étiqueté par un certain u (dans la présentation du groupe de Γ)
doit être un cycle. Cette contrainte est satisfaite dans X car les boucles sont pré-
servées par homomorphisme. Considérons maintenant une contrainte de bord
de Z . Celles-ci sont également préservées par homomorphisme, par définition.
Nous avons prouvé que X satisfait toutes les contraintes définissant Z .

Dans les graphes de Z Z2

Σ , tous les stabilisateurs sont des sous-groupes de la grille
générée par {hh′, v v ′}ce qui facilite de nombreuses propriétés.

Proposition 3.4.5. Soit Z un SFT de graphe défini par des contraintes Z2-NN. Alors
exactement l’une des situations suivantes se produit :

1. Chaque graphe de Z est supporté par la grille infinie, et est fortement apério-
dique.

2. Z contient un graphe fini et une grille infinie fortement périodique.
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Démonstration. Supposons que la condition 1 ne soit pas satisfaite. Il est bien connu
que par un argument classique de pompage, que Z contient alors une configuration
fortement périodique. Dans ce cas, son stabilisateur, en tant que sous-groupe de Z2,
est résiduellement fini (voir par exemple [39, Prop.2.2.1]). Le théorème 3.4.1 implique
donc que Z contient un graphe fini.

D’autre part, il est clair que les deux conditions ne peuvent être satisfaites simulta-
nément, et forment donc effectivement une dichotomie.

3.4.3. Indécidabilité
Au vu de nos précédents résultats, il nous est maintenant possible d’obtenir des

résultats d’indécidabilité, qui sont le sujet de cette section.

Théorème 3.4.2. Étant donné une liste de contraintes Z2-NN. La dichotomie de la
Proposition 3.4.5 est indécidable.

Démonstration. Chaque ensemble F de contraintes Z2-NN définit à la fois un SFT
de graphes Z et un SFT classique Z ′ sur la grille infinie (qui est inclus dans Z ). Si Z ′

est fortement apériodique, alors Z est dans la classe 1, alors que si elle contient une
configuration faiblement périodique, alors Z est dans la classe 2. La dichotomie est
alors directement équivalente à l’apériodicité forte de Z ′, qui est connue pour être
indécidable [58].

Par conséquent , la classe des SFT de graphes avec support unique et infini est
inséparable de la classe des SFT de graphes contenant à la fois des graphes finis et
infinis.

Cela signifie que toute propriété qui est impliquée par l’une des deux classes, et
implique la négation de l’autre, est indécidable.

Corollaire 3.4.2. Le problème de savoir si un SFT de graphes contient un graphe fini,
et le problème de savoir si un SFT de graphes a un support unique, sont tous deux
indécidables.

Le codage des graphes de Cayley en SFT de graphes implique aussi, plus directement,
le résultat d’indécidabilité suivant.

Théorème 3.4.3. Il existe un SFT de graphes de Cayley ZΓ tel que le problème de
savoir si, étant donné un mot u ∈Π∗, u représente un cycle de l’origine à lui-même
dans chaque graphe de ZΓ, est indécidable.

Ce problème est en fait Σ0
1-complet.

Démonstration. D’après la Proposition 3.4.4, u représente un cycle de l’origine vers
lui-même dans tout graphe de ZΓ si et seulement si elle représente l’élément d’identité
dans Γ, ce qui signifie qu’elle est dans le langage de word problem. On sait qu’il existe
un groupe finiment présenté Γ dont le problème des mots est indécidable.
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3.5. Conclusion
En résumé, nous avons fourni un formalisme généralisant les SFT sur les graphes

de Cayley en permettant au graphe support d’être déterminé par le SFT en section
3.2. Cette généralisation permet également aux SFT d’avoir une configuration finie et
nous avons fourni des exemples de tels SFT.

En définissant les graphes quotients, nous avons montré que la seule façon pour
un SFT de ne pas avoir de configuration finie est de n’avoir que des configurations
qui sont soit apériodiques, soit avec un stabilisateur qui n’est pas résiduellement fini.
De même, nous avons montré que le fait de n’avoir qu’un seul graphe de support
oblige les configurations à avoir des stabilisateurs finis, et nous avons utilisé ces deux
résultats pour prouver que le problème d’existence des configurations finies et le
problème de l’unicité du graphe support sont indécidables.

Dans le futur, nous souhaitons étudier le déterminisme et la relation entre les dyna-
miques causales de graphes et les sous-décalages de graphes, ainsi qu’utiliser cette
connexion pour prouver des résultats de structure et de complexité sur les dynamiques
causales des graphes. De plus, les sous-décalages de graphes pourraient fournir un
nouveau point de vue pour étudier les sous-décalages de groupes. De nombreuses
notions et résultats connus dans les sous-décalages de groupes, comme les sous-
décalages sofiques [40], l’expansivité [102] ou l’entropie [1], seraient intéressants à
adapter aux sous-décalages de graphes.

Enfin, les SFT de graphes peuvent potentiellement fournir un cadre général à l’étude
des sous-décalages sur des topologies multiples.
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4.1. Entropie et flèche du temps
Selon nos connaissances actuelles, nous vivons dans un univers à 3+1 dimensions.

Plus exactement, trois dimensions dites spatiales qui dites non-orientées, et une
dimension temporelle qui est dite orientée. La différence entre ces deux types de
dimensions est très intuitive : nous sommes parfaitement capable de nous déplacer à
gauche ou à droite, en avant ou en arrière, en haut ou en bas, mais nous ne pouvons
aller que vers le futur et pas vers le passé. Pourtant nombre de théories, comme la
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physique newtonienne et la mécanique quantique sont connues pour être réversibles,
et sont même symétriques temporellement : une dynamique F est symétrique tem-
porellement si il existe une involution locale T telle que F−1 = T F T . Comprendre
exactement ce que fait T sur une configuration est au-delà du propos de cette thèse,
mais intuitivement celle-ci pourrait notamment inverser la vitesse de chaque parti-
cule, leur spin, ou même leur champ magnétique. Cette symétrie est généralement
abrégée symétrie-T dans la littérature, et réconcilier celle-ci avec la relativité générale
est une question très étudiée ces dernières décennies en physique théorique [24, 29].

4.1.1. Historique de l’entropie
Dans un tel contexte, il est naturel de s’interroger sur la compatibilité et l’articulation

des notions de réversibilité et de flèche du temps. Avant d’aborder plus en détail cette
question, il nous faut définir plus précisément en quoi la dimension temporelle est
orientée. Historiquement, il nous faut remonter au début du 18ème siècle pour avoir
un premier début de réponse avec le deuxième principe de la thermodynamique.
Celui-ci a été esquissé par Sadi Carnot en 1824 lors de l’étude de l’efficacité des
moteurs à vapeur, puis généralisé en 1854 par Rudolf Clausius :

Principle 4.1.1 ([46]). "Heat can never pass from a colder to a warmer body without
some other change, connected therewith, occurring at the same time", ce qui peut
être traduit par "La chaleur ne peut jamais passer d’un corps plus froid à un corps
plus chaud sans un autre changement connecté et simultané".

En 1862, il énonça une version plus complète, dite l’inégalité de Clausius :

Loi 4.1.1 ([47]). Pour tout système clos et homogène, on a :∫ t

0

dQ

T
≥ 0

où dQ est le transfert de chaleur du système et T est la température absolue du
système. De plus, l’égalité n’est respectée que si l’évolution du système est réversible.

Bien que celle-ci n’était pas encore nommée, cette loi est l’une des premières in-
troduction du concept d’entropie d’un système physique. L’entropie fut formalisée
quelques années plus tard en tant que la fonction S telle que dS = dQ

T . C’est à cette
époque que fut théorisé pour la première fois que pour qu’une dynamique soit réver-
sible, son entropie doit rester constante ; l’augmentation de l’entropie constitue une
première notion de flèche du temps.

L’entropie resta définie par sa dérivée jusqu’à l’introduction de la physique statis-
tique par Ludwig Boltzmann dans les années 1870 :[28]

Définition 4.1.1. L’entropie S d’un état macroscopique est définie par :

S = kB . lnΩ
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où kB = 1,381.10−23 J .K −1 est la constante de Boltzmann etΩ est le nombre de confi-
gurations microscopiques correspondant à l’état macroscopique.

Intuitivement, un état macroscopique se réfère aux propriétés macroscopiques
d’un système, telles que la température, la pression, le volume ou la densité. Cette
définition reste cependant à formaliser, ce qui est l’objet de la section suivante.

4.1.2. Entropie et classes d’équivalences
Pour formaliser ce qu’est un état macroscopique, il nous faut nous poser la question

suivante : comment déterminer si des états microscopiques partagent le même état
macroscopique ? Dans un premier temps, imaginons donc un état microscopique que
l’on ne modifie que par un minuscule changement, comme changer le spin d’une
particule par exemple. Sommes-nous toujours dans le même état macroscopique?
On pourrait penser qu’un état macroscopique regrouperait tout un ensemble d’états
microscopiques ne différant que par de petites variations, négligeables à l’échelle
macroscopique, et donc que nos deux états microscopiques partagent le même état
macroscopique. Cependant, si l’on continue à itérer des changements à notre état
microscopique, nous pourrions à terme obtenir un état microscopique complètement
différent. Peut-t-on alors toujours dire qu’ils appartiennent au même état macrosco-
pique?

En physique statistique, un état macroscopique est défini par une distribution de
probabilité sur un ensemble d’états microscopiques. Cette définition est très générale,
mais il est souvent raisonnable de supposer que tout les micros-états partagent la
même probabilité. On exprime ainsi la probabilité pi d’un état microscopique xi par :

pi = 1

Ω

On obtient alors le lien avec l’entropie de Shannon [101] (à une constante près) en
posant :

S =−k
Ω−1∑
i=0

pi ln(pi ) =−k
Ω−1∑
i=0

1

Ω
ln(

1

Ω
) = k. lnΩ

Dans le reste de cette section, pour un système dynamique d’espace X , les états
microscopiques seront des configurations xi ∈ X de notre système, et les états macro-
scopiques seront des classes d’équivalence sur X . On note [x] la classe d’équivalence
de x.

Définition 4.1.2. Soit un ensemble X et une relation d’équivalence ≡ sur X . On définit
la fonction d’entropie S≡ : X →R associée à ≡ de la façon suivante :

S≡(x) = ln(|[x]|)

Par la suite on notera S au lieu de S≡ en l’absence d’ambiguïté.
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4.1.3. Périodicité de l’entropie d’un système dynamique fini
et discret

Cette interprétation statistique va nous permettre d’exhiber le lien entre la préserva-
tion de l’entropie et la réversibilité. Cependant, cette définition entre potentiellement
en conflit avec le second principe de la thermodynamique, car il est possible d’obser-
ver des variations négatives d’entropies dans un système clos. C’est même forcément
le cas pour une dynamique réversible sur un espace d’état fini où l’entropie n’est pas
constante :

Remarque 4.1.1. Soit X un espace d’états fini et f : X → X une bijection. Pour toute
fonction d’entropie S, et pour toute configuration x ∈ X , la suite (S( f n(x)))n∈N est
périodique car la suite f n(x)n∈N est-elle même périodique. Cela implique que la
suite des variations d’entropies (S( f n+1(x))−S( f n(x)))n∈N est elle-même périodique.
Si (S( f n(x)))n∈N n’est pas constante, alors ces variations d’entropies peuvent être
négatives.

Comment peut-t-on alors justifier le fait que, dans la vie courante, nous observions
une croissance de l’entropie, comme par exemple la dilution d’une goutte de colorant
dans un verre d’eau ?

La réponse réside dans le fait que bien que la dilution d’une goutte de colorant dans
un verre d’eau scellé réponde aux critères d’application de la remarque précédente,
cette expérience ne transmet qu’une vision partielle de la réalité. Il s’avère que deux
conditions, implicites dans cette expérience de pensée, sont nécessaires pour observer
un tel phénomène.

Premièrement, on peut constater que la durée d’une telle expérience est bien trop
courte pour observer une périodicité, tout en restant non négligeable. Pour donner un
ordre de grandeur, pour un volume molaire de 22.4L de gaz parfait, on obtient pour
Ω une valeur de 105×1024

. Or, on estime qu’il s’est écoulé seulement 1060 durées de
Planck (durée minimale observable) [89] depuis le Big Bang.

Deuxièmement, lors du début de l’expérience, le système n’est pas dans une confi-
guration typique, mais dans une configuration de faible entropie. En effet, si l’on
part d’une configuration choisie aléatoirement, la variation d’entropie sera nulle en
moyenne, indépendamment du nombre d’étapes entre les deux observations. En effet,
pour k étape de temps, on a :∑

x∈Σ

(
S( f k (x))−S(x)

)
= ∑

x∈Σ
S(x)− ∑

x∈Σ
S(x) = 0

À ce constat vient enfin s’ajouter un argument statistique : en pratique, la relation
d’équivalence et donc la fonction d’entropie sont choisies de manière à ce qu’il y ait
peu d’états de faible entropie. De cette manière, en partant d’un état de faible entropie
et en laissant s’écouler suffisamment de temps pour permettre à la dynamique de
mélanger la configuration, il est bien plus probable d’obtenir un état de plus forte
entropie.
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4.1.4. Entropie globale
Cette explication étant satisfaisante pour expliquer la croissance de l’entropie à

notre échelle, elle a également été avancée pour expliquer la présence de la flèche du
temps à l’échelle de l’Univers. Cependant, cette approche "système dynamique fini
et discret" échoue sur trois points différents : l’apériodicité temporelle apparente de
l’Univers, incompatibilité avec la dynamique inverse et l’atypicité de la configuration
initiale.

Le premier point est que nos observations ne semblent, a priori, pas corroborer une
périodicité de l’Univers et donc de l’entropie [41, 87]. En effet, un tel phénomène ne
serait compatible qu’avec une cosmologie intégrant un effondrement terminal (Big
Crunch) comme destin de l’Univers. Depuis la découverte dans les années 1990 de
l’accélération de l’expansion de l’Univers, cette hypothèse semble est défavorisée au
profit de l’hypothèse de la mort thermique de l’Univers.

Le second point, plus important, est le fait que cette explication ne fait, au final,
que reporter la question de la présence d’une flèche du temps. La question "Pourquoi
observe-t-on une flèche du temps ?" devient "Pourquoi l’Univers était à son origine de
faible entropie?". En effet, pour un système donné, une configuration typique sera
de forte entropie. Or, l’entropie à l’origine de l’Univers était suffisamment faible pour
qu’une flèche du temps soit toujours observable environ 13,7 milliards d’années après
le Big Bang. Ceci en fait donc une configuration très fortement atypique. L’explication
de la flèche du temps par une configuration initiale de faible entropie en devient
insatisfaisante car elle nécessite une hypothèse forte : l’atypicité de l’Univers à son
origine.

Enfin, en partant d’un état initial de faible entropie et en itérant la dynamique
vers l’avant, l’entropie augmente généralement (la flèche de l’"horloge entropique"
correspond à celle de l’"horloge dynamique" externe). Cependant, si nous appliquons
la dynamique inversée à la place, en itérant la dynamique vers l’arrière, l’entropie
augmente aussi typiquement (la flèche de l’horloge entropique ne correspond pas à
celle de l’horloge dynamique). Cette remarque est faite dans [56] par exemple, et est
souvent négligée.

Ces trois points constituent une motivation suffisante pour tenter de trouver une
explication différente à la flèche du temps. Dans ce chapitre nous proposons une
alternative, où cette augmentation de l’entropie ne serait pas due à une configuration
initiale de faible entropie, mais à l’expansion de l’Univers, elle-même induite par les
lois de la physique.

4.1.5. Explications avancées dans la littérature récente
Dans l’argument conventionnel dû à Boltzmann [28], la flèche du temps est la

conséquence de l’atypicité de la configuration initiale combinée à une dynamique
réversible. Cet argument fonctionne même pour des systèmes de taille limitée (par
exemple dans le cas de la goutte de colorant dans une verre d’eau), mais il souffre de
trois critiques importantes que nous avons abordé plus haut.
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Dans [36, 37], Carroll et Chen répondent à la troisième critique et fournissent la
première explication plausible par laquelle la "loi dynamique réversible implique
la flèche du temps". Leur nouvel ingrédient clé est le Big Bounce (Big Crunch puis
Big Bang) puis l’expansion éternelle (telle que décrite par plusieurs des premières
tentatives de restauration de la symétrie temporelle de la physique des particules à
l’échelle de l’univers [98, 33]). Leur modèle est laissé informel, ce qui laisse beaucoup
de place pour discuter s’il parvient vraiment à éliminer l’hypothèse du passé [110,
108, 112]. Les auteurs soulèvent eux-mêmes la question de savoir si l’expansion est
réellement compatible avec la réversibilité.

De manière informelle, dans un univers en expansion, la matière est comprimée par
le Big Crunch, et libérée par le Big Bang . L’expansion est si rapide que la matière se
retrouve hors d’équilibre, dans un état de faible entropie. La matière se diffuse alors et
l’entropie augmente sans jamais atteindre un maximum, car l’expansion est éternelle.
La flèche de l’horloge entropique correspond donc à celle de l’"horloge de la taille
de l’univers", qui correspond à son tour à celle de l’horloge dynamique après le Big
Bounce. Cette explication est convaincante. La conséquence logique de cet argument
est quelque peu déroutante : avant que le Big Bounce ne se produise, l’horloge de
la taille de l’univers, et donc l’horloge entropique, a sa flèche opposée à celle de
l’horloge dynamique. Dans le temps de l’horloge dynamique, nous sommes peut-
être assis ici en train de lire cet article ∼ 13.7 milliards d’années après le Big Bounce,
tandis que d’autres font peut-être de même ∼ 27.4 milliards d’années auparavant,
dans la direction opposée - ces temps entropiques jumeaux qui se font face ont en
fait été popularisés sous le nom de "temps de Janus" par Barbour [22]. Pourtant,
ce argument souffre de la même critiques l’argument conventionnel de Boltzmann,
comme souligné dans [56]. De plus, la relativité générale nous apprend à nous méfier
de la signification physique que nous attachons aux coordonnées : il se peut que les
coordonnées de l’horloge dynamique soient de simples coordonnées temporelles -
par exemple, dans les solutions dites sans frontières, il n’y a "pas de temps" au Big
Bounce [60].

Barbour et al. [22, 23] utilisent le problème à n-corps, avec la gravité classique
newtonienne (non locale) activée, comme une éclairante analogie au Big Bounce
suivi d’une expansion éternelle. Aussi simple soit-il, la question de savoir si ce modèle
permet vraiment de se débarrasser de l’hypothèse d’un passé atypique a de nouveau
été débattue dans [115]. De plus, l’horloge entropique (mesure de l’augmentation du
désordre microscopique) est remplacée par une "horloge de complexité de forme"
(mesure de l’augmentation de l’agglutination macroscopique). Cette solution n’est
pas standard et sujette aux critiques car, dans de nombreuses situations, il n’est pas
nécessaire d’avoir une agglutination gravitationnelle pour observer une flèche du
temps, par exemple à l’échelle cosmologique ou à l’échelle microscopique.

En thermodynamique, l’entropie augmente globalement, mais peut très bien di-
minuer localement et se stabiliser près de zéro, atteignant la "mort thermique". À ce
stade, il devient impossible d’observer localement une flèche du temps. Ce phéno-
mène se produit dans le modèle jouet développé dans cette section. En effet, à mesure
que l’univers s’étend, l’entropie globale augmente sans limite, car "il y a plus de façons
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de positionner la matière", mais en même temps, la matière se dilue. Dans toute fe-
nêtre de taille fixe, la matière se raréfie, il y a moins de façons de la positionner, et donc
l’entropie locale diminue. La somme des entropies locales augmente encore comme il
se doit, mais elle se stabilise bientôt autour d’une borne supérieure, caractéristique
de la mort thermique. En d’autres termes, il n’y a plus assez de matière pour que
l’entropie locale augmente. Trop rapidement, il n’y a plus aucun endroit du graphique
où nous sommes incapables d’observer une flèche du temps au niveau local. Cette
situation est quelque peu irréaliste. Bien que notre univers, ∼ 13.7 milliards d’années
après le Big Bang, soit en effet largement vide, il comporte des régions où la matière est
suffisamment concentrée pour que l’entropie locale puisse continuer à augmenter, ce
qui nous permet d’observer des horloges entropiques locales. Il est probable que cela
soit dû principalement à l’agglutination de la matière et à l’émission de rayonnement
par une interaction délicate entre la nucléosynthèse et la gravité, comme l’expliquent
Reichenbach et Rovelli [95, 94]. La modélisation de tels processus dépasse le cadre de
cette thèse. Néanmoins, nous fournissons des preuves numériques qu’il suffit d’ajou-
ter des collisions inélastiques de matière au modèle (et de déclencher l’émission de
rayonnement dans l’espace libre pour que les choses restent réversibles) pour que la
somme des entropies locales augmente beaucoup plus lentement. Localement, nous
sommes capables d’observer une flèche du temps durant une plus grande période.

4.2. L’augmentation de l’entropie globale comme
conséquence de l’expansion

4.2.1. Généralités sur le modèle
Dans les sections qui suivent, nous argumentons via différents modèles jouets

que la flèche du temps pourrait provenir de l’expansion de l’Univers et que cette
expansion peut tout à fait avoir lieu de façon réversible. Dans ces modèles, la remarque
4.1.1 ne s’applique pas à cause du fait que, bien que chaque configuration soit finie,
l’espace d’états en lui même est infini, car les configurations peuvent croître. Cela n’a
absolument rien de surprenant en soit, l’ensemble des entiers N est infini, et il est
facile de définir une bijection non-périodique sur ces derniers :

f (n) =


0 si n = 1

n +2 si n est pair

n −2 sinon

En revanche, ce qui est beaucoup moins évident, c’est l’existence d’une dynamique
causale, réversible, et ultimement croissante (en terme de taille) sur l’ensemble de
ses configurations. Nous verrons ensuite que la croissance de certaines fonctions
d’entropies est quasiment systématique pour ce type de dynamique.

Avant de décrire précisément une telle dynamique, il est important de considérer les
différentes options qui s’offrent à nous lors du choix du modèle. Dans ce chapitre, nous
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considérons des dynamiques de graphes nommées 2.1.5, mais également facilement
transposables en tant que dynamique de graphe anonyme 2.1.4. Par simplicité, nous
nous restreindrons à l’étude de graphes circulaires à 1 dimension, formés par un
ensemble de sommets ayant deux ports a,b en alternance, comme on peut le voir
dans la figure 4.1. Toutes ces dynamiques peuvent être généralisées sur les graphes
arbitraires à 2 ports, cependant cette restriction nous permet d’éviter les cas limites
(sommet à un seul port, sommets isolés). Dans un premier temps, chaque nœuds
pourront être dans 4 états différents : ne contenant aucune particule, contenant
une particule se déplaçant en suivant le port a, contenant une particule suivant le
port b, contenant une particule de chaque. Cet ensemble d’état est le même que
celui utilisé dans les marches quantiques pour représenter le spin d’une particule
fermionique comme l’électron [2, 51]. Il est également utilisé dans les méthodes de gaz
sur réseaux [59]. Ces dynamiques sont inspirées de la dynamique d’Hasslacher-Meyer,
déjà abordée dans le chapitre précédent 2.

: a

: b

: a

: b
: a

: b

: a

: b

: a

: b

: a

: b

: a
: b

: a

: b

: a

: b

FIGURE 4.1. – Exemple de configuration. La présence d’une particule est représentée
par le demi sommet coloré en noir orienté le long du port correspon-
dant.

On peut généraliser ces graphes en associant à chaque port non pas un bit d’infor-
mation, mais un nombre arbitraire de bit d’information. On note Cn l’ensemble des
graphes circulaires à 2n bits d’informations (n par port). Pour tout sommet x, on note
pi (x) la valeur du i -ième bit du port p du sommet x. On notera que cet ensemble n’est
pas compact, celui-ci ne contenant pas la ligne infinie.

Concernant les dynamiques en elle même, nous utiliserons la définition suivante
pour la symétrie temporelle :

Définition 4.2.1. Pour toute CGD F , on dit qu’elle est symétrique temporellement si et
seulement si il existe une CGD T telle que T 2 = Id et T F T = F−1.
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4.2.2. Dynamique
√
φI

Notre premier modèle agit sur l’ensemble C1 et peut être décrit comme la composée
de deux sous-dynamiques : une étape de translation que l’on notera

√
φ qui déplace

les particules, et une étape d’interaction notée I .

4.2.2.1. Étape
√
φ

La première étape
√
φ, consiste à inverser la position des arêtes et des nœuds,

comme on peut le voir schématisé dans la figure 4.2.

x4 x3

u.r ∨ v.l

x2 x1
a b a

t.r ∨ u.l

x6 x5
bb a

v.r ∨ w.l

x2 x3

u

x0 x1
a

t

x4 x5

v

x6 x7
b

w

b ab a b a

FIGURE 4.2. – Dynamique
√
φ. La position des arêtes et des sommets est inversée, les

particules gardant leur orientation et se déplaçant d’une demi-arête.

Le graphe ainsi obtenu peut être considéré comme le graphe dual.

Définition 4.2.2 (
√
φ). Formellement,

√
φ est définie pour tout graphe X ∈Cn de la

manière suivante :
— V (

√
φ(X )) = {u.r ∨ v.l | {u : b, v : a} ∈ E(X )}

— E(
√
φ(X )) = {{x ′ : b, y ′ : a} | u, x, y ∈V (X ) et x ′ = u.r ∨x.l et y ′ = y.r ∨u.l }

— ∀x ′ ∈ V (
√
φ(X )), et pour tout i ∈ [1,n], ai (x) = ai (u) et bi (x) = bi (v), où u et v

sont les sommets de X tels que x ′.l = u.r et x ′.r = v.l respectivement.

Cette dynamique est réversible et symétrique temporellement, ce qui est facilement
visible par l’égalité suivante : √

φ
−1 = F ◦√

φ◦F

où F est la fonction échangeant les bits d’informations gauches et droits de chaque
sommet.

Si on note φ l’opération consistant à déplacer les particules le long de leur port asso-
cié, on obtient que

√
φ◦√

φ=φ, ce qui justifie notre notation pour cette dynamique.
Essentiellement, chaque particule se déplace d’une demi-arête.
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4.2.2.2. Étape I

L’étape I est la même que pour la dynamique d’Hasslacher-Meyer [61], décrite
dans la section 2.1.2. Elle consiste à diviser un sommet en deux lors de la collision
de deux particules, ou à l’inverse à fusionner deux sommets. Ainsi, un sommet u tel
que a1(u) = b1(u) = 1 produira deux sommets u.l et u.r avec a1(u.l ) = b1(u.r ) = 1 et
b1(u.l ) = a1(u.r ) = 0. Réciproquement, deux sommets u et v , avec a1(u) = b1(v) = 1 et
b1(u) = a1(v) = 0 fusionneront en un sommet u ∨ v tel que a1(u ∨ v) = b1(u ∨ v) = 1.

Une représentation schématique est disponible dans la figure 4.3.

u

a b

a

u.l

b

u.r

b a

FIGURE 4.3. – Dynamique I . La présence d’une particule est signalée par un demi-
sommet noir, et son absence par un demi-sommet blanc.

Cette dynamique est évidemment réversible, celle-ci étant une involution (I 2 = Id)
s’appliquant sur des motifs sans chevauchement.

L’évolution d’une configuration sous dynamique de graphes circulaires peut être
représentée sous la forme de diagrammes espace-temps, par exemple la figure 4.4
est un diagramme espace temps de la dynamique

√
φI . Dans ces diagrammes, la

dimension spatiale est représentée horizontalement, et la dimension temporelle est
représentée verticalement. Chaque nœud est représenté par une cellule, séparée de
ses voisins par un trait noir vertical, et son état est représenté par sa couleur. La taille
des nœuds est variable, permettant à chaque fusion/division de se faire "sur place".
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FIGURE 4.4. – Diagramme espace temps de la dynamique
√
φI . Le temps s’écoule vers

le bas, les particules sur le port a (resp. b) sont représentées en vert (resp.
bleu). Les étapes intermédiaires I sont également représentées.

4.2.2.3. Croissance de
√
φI

Le premier constat que l’on peut faire à partir du diagramme précédent, c’est que la
dynamique

√
φI , bien que réversible, semble pouvoir faire croître la taille des graphes

circulaires. Il s’avère que cette croissance est observée pour tout graphe circulaire, et
est stricte pour tout graphe possédant au moins une particule de chaque type.

Cette croissance est due au fait que la fusion de sommet ne se produit qu’en pré-
sence d’un motif pouvant être vu comme instable :

Lemme 4.2.1 (Instabilité de la fusion). Soit un graphe circulaire X ∈C1. Soit une paire
u et v de sommets adjacents de X , on dit que ceux-ci appartienne à un motif de fusion
si et seulement si a1(u) = b1(v) = 1 et b1(u) = a1(v) = 0. Pour tout u v formant un
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motif de fusion dans X , il existe deux sommets u.r, v.l ∈V ((
√
φI )−1(X )) tels que u.r

et v.l forme un motif de fusion.

Démonstration. On peut prouver facilement ce lemme via un simple diagramme 4.5
représentant la pré-image d’un motif de fusion :

u.r ∨ v.l

a b

a

u

b

v

b a

a

u.r

b

v.l

b a

√
φ

−1

I−1

FIGURE 4.5. – Instabilité du motif de fusion par
√
φI .

La dynamique
√
φI ne peut donc pas créer de motif de fusion, et celui-ci détruit à

la moindre collision.
Cela nous permet de prouver le théorème de croissance suivant :

Définition 4.2.3. Soit deux suites (un)n∈N et (vn)n∈N. On dit que (un)n∈N est de l’ordre
de (vn)n∈N, et l’on note (un)n∈N =Θ((vn)n∈N) si il existe a,b ∈R et n0 ∈N tels que pour
tout n ≥ n0, a.vn ≤ un ≤ b.vn .

Afin d’alléger les notations, on écriera (un) afin de désigner la suite (un)n∈N en
l’absence d’ambiguïté.

Théorème 4.2.1. Pour tout X ∈C1 contenant au moins une particule de chaque type,
la suite

(|V (
(
√
φI )n(X )

) |)n∈N est de l’ordre de (
p

n)n∈N.

Démonstration. Premièrement, on argumente qu’il existe une étape de temps m à
partir de laquelle il ne se produira plus de fusion de sommets. On note n f (X ) le
nombre de motifs de fusion de X , et d f (X ) la distance minimale entre un motif de
fusion et une particule se déplaçant vers celui-ci (cela inclut une particule présente
dans un motif de fusion, et lui-même si il n’y a pas d’autres particules). Nous allons
montrer que la paire

(
n f (

√
φI )n(X ),d f (

√
φI )n(X )

)
décroît strictement dans l’ordre

lexicographique.
Comme nous l’avons vu dans le lemme 4.2.1, un motif de fusion ne peut pas être créé,

et est détruit en cas de collision. Il nous reste seulement à prouver que d f u((
√
φI )n X )
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décroît strictement lorsque p
(√

φI )n X
)

reste constant. Soient u, v deux sommets
d’un motif de fusion et p une particule tel que u, v et p réalisent la distance d f (X ).
Deux cas peuvent se produire, soit p fait elle-même partie d’un motif de fusion, auquel
cas il n’y a aucune particule entre les deux motifs de fusion, soit p se déplace librement,
auquel cas il n’y a que des particules allant dans la direction opposée entre p et u, v .
Dans le premier cas, les deux réalisent une fusion et il n’y a aucune particule entre les
deux motifs de fusion (il n’y a donc pas de division) ; la distance entre les deux motifs
diminue donc de 1. Dans le deuxième cas, la particule p va se déplacer vers le motif
de fusion, diminuant d f u((

√
φI )n X ).

De manière à préserver la lisibilité des notations, on notera (un)n∈N la suite(|V ((
√
φI )n(X ))|)n∈N. Grâce au point précédent, on sait donc qu’il existe une étape de

temps m ∈N à partir de laquelle chaque collision de particules provoquera la création
d’un sommet supplémentaire, la suite un est donc nécessairement croissante pour
tout n > m. Comme X contient au moins une particule de chaque type, on a que
pour tout n ≥ m, l’évolution de (

√
φI )n X pendant un étapes de temps provoque au

moins une collision. De manière similaire, on sait qu’il se produit au plus c = 2nanb

collisions dans le même laps de temps où na (resp nb) est le nombre de particules sur
le port a (resp b). Ceci nous permet d’obtenir les inégalités suivantes :

un +1 ≤ un+un ≤ un + c (4.1)

Notons (vk )k∈N la sous suite telle que v0 = um et pour tout k ∈N, vk+1 = uind(k)+vk ,
où ind(k) est la fonction telle que ind(0) = m et pour tout k ∈N, ind(k) =∑k−1

i=0 vi . Par
récurrence, on prouve que uind(k) = vk :

uind(k+1) = u∑k
i=0 vi

= uvk+
∑k−1

i=0 vi
= uind(k)+vk = vk+1 (4.2)

Ceci nous permet d’appliquer l’inégalité (4.1) sur vk+1 = uind(k)+vk . En combinant (4.1)
et (4.2), on obtient la croissance linéaire de (vk )k∈N :

vk +1 ≤ vk+1 = uind(k)+vk ≤ vk + c (4.3)

Concentrons nous maintenant sur la croissance de l’indice de (vk )k∈N. Par applica-
tion des inégalités de (4.3) à la définition de ind(k) on obtient :

k∑
i=0

(v0 + i ) ≤
k∑

i=0
(vi ) ≤

k∑
i=0

(v0 + ci ) (4.4)

kum + k(k −1)

2
=

k∑
i=0

(v0 + i ) ≤ ind(k) ≤
k∑

i=0
(v0 + ci ) = kum + c

k(k −1)

2
(4.5)

Pour conclure, revenons sur la suite principale (un)n∈N. Pour un n suffisamment
grand, il existe k ≥ 4um + c tel que :

ind(k) ≤ n ≤ ind(k +1)
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Ce qui nous donne, en considérant que (un)n∈N est croissante, l’équation précé-
dente(4.5) et que k ≥ 4um + c les inégalités suivantes :

ind(k) ≤ n ≤ ind(k +1) (4.6)

=⇒ kum + k(k −1)

2
≤ n ≤ (k +1)um + c

k(k +1)

2
(4.7)

=⇒ k(2um +k −1) ≤ 2n ≤ k(4um + c + ck) (4.8)

=⇒ 2k2 ≤ 2n ≤ (c +1)k2 (4.9)

=⇒ k ≤p
n ≤

√
(c +1)

2
k (4.10)

=⇒
√

2

c +1

p
n ≤ k ≤p

n (4.11)

La suite un étant croissante, et en utilisant les inégalités (4.11) et (4.3), on peut
conclure par les inégalités suivantes :

um +
√

2

c +1

p
n ≤ um +k ≤ vk ≤ un ≤ vk+1 ≤ um + c(k +1) ≤ um + c + c

p
n

On a donc bien que un est de l’ordre de (
p

n)n∈N.

Comme on peut le voir dans la figure 4.6, pour une configuration choisie aléatoire-
ment, le régime asymptotique est atteint rapidement et la taille du graphe n’a qu’une
très faible variation autour de celui-ci.
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FIGURE 4.6. – Évolution typique de la taille du graphe sous la dynamique
√
φI . La

configuration initiale a été tirée de manière uniformément aléatoire
parmi l’ensemble des graphes circulaires de taille 100.
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4.2.3. Évolution de l’entropie sous une dynamique
croissante

Il s’avère que cette croissance de la taille du graphe implique une croissance de
certaines fonctions d’entropies.

A partir de ce point, nous nous concentrerons sur la fonction d’entropie associée
à la classe d’équivalence suivante : deux configurations sont considérées comme
équivalentes si et seulement si elles ont la même taille et le même nombre de particules.
Cette fonction d’entropie peut être vue comme analogue à celle utilisée dans l’étude
des gaz parfaits.

En effet, l’entropie d’une configuration d’un gaz parfait est généralement associée
aux conditions de pression, de volume, de température et au nombre de particules.
Ces quatre variables étant liées entre elles par la loi des gaz parfaits, seules trois de ces
variables sont nécessaires à représenter complètement ces caractéristiques. De plus,
dans le cas de notre modélisation la vitesse des particules est constante, ce qui rend
inutile de considérer la température. Il nous reste donc à considérer deux variables
parmi le nombre de particules, la taille du graphe (analogue au volume), et la densité
de particules (analogue à la pression).

Cependant, à cause de la présence de l’algèbre de noms, toutes les classes d’équiva-
lences seraient de cardinal infini si l’on se restreignait seulement à ces deux paramètres.
Il nous faut donc un moyen de nous affranchir de l’algèbre de noms lors du calcul
de l’entropie. Pour ceci, nous avons deux moyens à notre disposition : considérer les
graphes modulo isomorphismes, ou quotienter l’équivalence ≡ par l’algèbre de noms.
Nous opterons pour cette dernière option, pour deux raisons : celle-ci amène à des
classes d’équivalences plus simples et efficaces à calculer, et permet de traiter une
notion d’entropie locale que nous développerons dans la prochaine section.

On note C p
n le coefficient binomial p parmi n, c’est à dire C p

n = n!
p !(n−p)! .

Définition 4.2.4. On définit la fonction d’entropie S′ par S′(X ) = log
(
C p
|V (X )|

)
où p est

le nombre de particules de X .

Il est évident que dans le cas de
√
φI , qui fait croître V (X ) en racine carré, on

obtient automatiquement une croissance de l’entropie en l’absence de croissance du
nombre de particules. En fait, par le théorème 4.2.1, on peut caractériser précisément
le comportement asymptotique de l’entropie :

Corollaire 4.2.1. Pour tout X ∈C1 contenant au moins une particule de chaque type,
la suite (S′(

√
φI )n(X ))n∈N est de l’ordre de log(n).

Démonstration. Grâce au théorème 4.2.1, on a que (S′(
√
φI )n(X ))n∈N =Θ(log

(
C p

Θ(
p

n)

)
)

En utilisant l’encadrement ( a
b )b ≤C b

a ≤ eb( a
b )b [50], et en constatant que p est constant,

on obtient :

(S′(
√
φI )n(X ))n∈N =Θ(p log

(
Θ(

p
n)

p

)
) =Θ(log

(
n1/2)) =Θ(log(n))
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On peut noter que ce corollaire s’applique également à toute dynamique dont le
nombre de particules reste constant et faisant croître la taille du graphe polynomiale-
ment.

Comme le régime asymptotique de la fonction taille est atteint dès que tout les
motifs de fusion sont détruits, c’est également le cas pour l’entropie globale du système
(cf figure 4.7).
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FIGURE 4.7. – Évolution typique de l’entropie globale sous la dynamique
√
φI . La confi-

guration initiale a été tirée de manière uniformément aléatoire parmi
l’ensemble des graphes circulaires de taille 100.

En fait, si l’on ne s’intéresse qu’à la croissance de l’entropie et non à caractériser
son comportement asymptotique, on peut facilement généraliser ce résultat. Sous
l’hypothèse que les particules ne remplissent pas tout l’espace, ni ne disparaissent
complètement, alors toute dynamique faisant croître la taille du graphe fera également
croître l’entropie :

Théorème 4.2.2. Pour tout X ∈Cu et f : Cu →Cu tels que :

— lim
n→+∞ |V ( f n(X ))| = +∞

— ∃m ∈ N tel que ∀n ≥ m,1 ≤ pn ≤ 2u × |V ( f n(X ))| − 1 où pn est le nombre de
particules à l’étape dans f n(X ).

On a que lim
n→+∞S′( f n(X )) =+∞.

Démonstration. Grace à la deuxième condition, on a pour tout n ≥ m :

S′( f n(X )) = log
(
C pn

|V ( f n (X ))|
)
≥ log

(
C 1
|V ( f n (X ))|

)
= log

(|V ( f n(X ))|)
Comme log

(|V ( f n(X ))|) tend vers +∞ lorsque n tend vers +∞, c’est également le cas
de S′( f n(X )).

81



4. Flèche du temps – 4.2. L’augmentation de l’entropie globale comme conséquence
de l’expansion

4.2.3.1. Temps de Janus

Le système
√
φI étant réversible, on peut naturellement se demander ce qui se

passe si l’on essaye de "remonter le temps", c’est-à-dire comment évolue le graphe

lorsqu’on applique la dynamique (
√
φI )−1 = I−1

√
φ
−1

. Le premier constat que l’on
peut faire en observant la dynamique inverse, est qu’elle fait également croître la taille
du graphe, mais à une vitesse différente :

Théorème 4.2.3. Pour tout X ∈C1 contenant au moins une particule de chaque type,
la suite (|V ((

√
φI )−n(X ))|)n∈N est de l’ordre de n.

Démonstration. En l’absence de motifs , la taille du graphe diminue stricte-
ment à chaque fois que deux particules se rencontrent. Par conservation du moment,
les particules continueront de se croiser. Comme le graphe ne peut pas sans cesse
diminuer un motif va inévitablement se former. Comme on peut le voir dans

la preuve du Lemme 4.2.1, le motif est stable par I−1
√
φ
−1

, et ne peut pas être
traversé par d’autres particules. Cela implique qu’une fois qu’un tel motif est présent,
toute paire de particules n’appartenant pas à un tel motif ne peuvent se croiser qu’au
plus une fois. Lorsque toutes ces collisions se sont réalisées, chaque application de

I−1
√
φ
−1

fait croître la taille du graphe par le nombre de motifs présents. On peut bor-

ner par min(na ,nb) le nombre de ces motifs dans X et ses successeurs par I−1
√
φ
−1

.
Il existe donc m ∈N tel que pour tout n ≥ m on a :

|V ((
√
φI )−m(X ))|+n ≤ |V ((

√
φI )−n(X ))| ≤ |V ((

√
φI )−m(X ))|+n ×min(na ,nb)

Ce constat est corroboré par les expérimentations, comme on peut le voir dans la
figure 4.8.
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FIGURE 4.8. – Évolution de la taille d’une même configuration sous les dynamiques
(
√
φH)−1 et

√
φH .
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Par le même schéma de preuve que pour le corollaire 4.2.1, on obtient la croissance

de l’entropie pour I−1
√
φ
−1

:

Corollaire 4.2.2. Pour tout X ∈C1 contenant au moins une particule de chaque type,
la suite (S′(

√
φI )−n(X ))n∈N est de l’ordre de log(n).

Cela veut également dire que l’entropie augmente dans les deux directions à partir
d’une "source", une hypothèse qui est parfois discutée en physique théorique sous
le nom de "temps de Janus" [45]. Autrement dit, la flèche du temps s’expliquerait
non pas par la croissance monotone de l’entropie, mais par l’existence d’un unique
minimum. Dès lors s’éloigner de ce temps d’entropie minimale, que cela soit par la
dynamique sous-jacente de la physique ou son inverse, signifierait "aller vers le futur".
Le point important est que cette interprétation résout la question de la "typicité" :
il n’est plus nécessaire de faire l’hypothèse que l’Univers a "démarré" dans un état
atypique de faible entropie ; la flèche du temps découle de l’existence d’un minimum,
lui même découlant de la dynamique.

Malheureusement, on peut voir une critique évidente : bien que réversible, cette
dynamique n’est pas symétrique temporellement. Or, comme nous l’avons mentionné
dans l’introduction de ce chapitre, celle-ci est une symétrie hypothétisée de la phy-
sique de notre Univers.

Remarque 4.2.1. Si F est symétrique temporellement par T alors pour tout n ∈
N,T F nT = F−n . En conséquence,

√
φI et I−1

√
φ
−1

n’ayant pas le même compor-
tement asymptotique, celles-ci ne sont pas symétriques temporellement.

Cependant, il existe un moyen de symétriser cette dynamique, en l’étendant l’espace
d’état à 4 bits d’information, c’est à dire en travaillant sur C2.

√
φ étant déjà définie

pour un n arbitraire, il nous suffit d’étendre I . Pour comprendre comment cette
extension doit se faire, il nous faut nous intéresser à l’origine de cette asymétrie. Bien
que I = I−1, l’orientation des particules influe sur le comportement de la dynamique :
par application de T les collisions provoquent des divisions de sommets, et dans le
sens opposé celles-ci vont provoquer des fusions.

On peut donc symétriser I en une dynamique I2, en ajoutant 2 bits d’informations
sur lesquels I2 n’agira pas sur mais sur , comme on peut le voir dans
la figure 4.9. Cela revient à dire que, sur le deuxième bit, I agit comme T I T sur le
premier bit.
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FIGURE 4.9. – Dynamique I2. La présence d’une particule est représentée en noir, et
son absence en blanc. Les bits d’informations correspondant au port a
(resp.b) sont représentés à gauche (resp à droite) du sommet.

Théorème 4.2.4. Les dynamiques
√
φI2 et I−1

2

√
φ
−1

sont symétriques temporelle-
ment.

Démonstration. On définit la dynamique R : C2 →C2 qui pour tout sommet u, échan-
ge les valeurs de a1(u) et de b2(u), ainsi que les valeurs de a2(u) et de b1(u). On peut
facilement vérifier qu’une telle dynamique commute avec I2, c’est à dire que I2R = RI2.

De plus, comme R échange les particules sur les ports a et b, on a que R
√
φR =√

φ
−1

.
En posant T = I2R, on obtient les égalités :

T 2 = I2RI2R = I2I2RR = Id

Et également :

T
√
φI2T = I2R

√
φI2I2R = I2R

√
φR = I2

√
φ
−1 = I−1

2

√
φ
−1

Cette nouvelle symétrie a cependant un prix : la présence de 4 types de particules
par nœud pouvant empêcher les interactions par I2, il devient difficile d’obtenir une
réponse analytique sur la croissance de la taille du graphe, bien que l’expérimentation
semble suggérer une croissance enΘ(n) (voir Figure 4.10).
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FIGURE 4.10. – Évolution typique de la taille d’une configuration de forte densité sous
la dynamique

√
φI2. La configuration est choisie de manière unifor-

mément aléatoire parmi l’ensemble des configurations de taille 100.

Comme discuté précédemment, le système n’a donc pas de configuration initiale
atypique, provoquant l’émergence d’une flèche du temps, mais sa dynamique possède
une configuration minimale à partir de laquelle découlent deux flèches du temps
orientées dans des directions opposées. Le fait que, dans notre expérimentation,
cette configuration est souvent la configuration initiale est simplement un artefact
de la manière dont elle est choisie. En tirant de manière uniformément aléatoire une
configuration parmi l’ensemble des graphes d’une certaine taille, on obtient avec
forte probabilité une densité proche de 2 particules par nœud. En revanche, en tirant
aléatoirement une configuration X parmi l’ensemble des configurations d’une orbite,
alors pour tout ε ∈ [0,1] la densité de X sera inférieure à ε avec probabilité 1, sous
l’hypothèse que la taille du graphe croît enΘ(n).

On peut facilement vérifier ce fait en abaissant fortement la densité de particules de
la configuration initiale (voir Figure 4.11).
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FIGURE 4.11. – Évolutions typiques de la taille de configuration de faible densité sous
la dynamique

√
φI2. La configuration initiale est de taille 1000 et est

choisie de manière à ce que chaque bit de chaque particule ait une
probabilité de présence de 0.01. Le temps 0 est choisi de façon à ce que
le graphe atteigne une taille 2000. Une phase chaotique est encadrée
par des phases de croissances linéaires.

4.2.4. Croissance exponentielle
Il existe également des dynamiques réversibles permettant d’obtenir une loi de

croissance exponentielle, plus proche de celle observée lors de la période d’inflation
de l’Univers. Intuitivement, il suffit que la croissance de la configuration soit pro-
portionnelle à la taille de celui-ci, et donc de modifier la dynamique

√
φI afin de

maintenir la densité de particule au dessus d’une certaine borne.
Pour cela, deux possibilité s’offrent à nous, la première consiste à créer de nouvelles

particules à chaque division de nœud, par exemple en remplaçant I par la dynamique
I3 illustrée en figure 4.12.

u

a b

u.lr u.rl

a

u.ll

b

u.rr

b ab a b a

FIGURE 4.12. – Dynamique I3. Chaque croisement de particule divise un sommet en 4
et crée 2 nouvelles particules.

Sous cette dynamique, la densité de particules tend vers 1/2, ce qui naturellement
pousse à une croissance exponentielle.
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L’autre possibilité consiste à inverser à chaque étape tous les bits d’informations de
chaque sommet via une dynamique B , illustrée en figure 4.13.

u

a b

u

a b

u

a b

u

a b

B B

FIGURE 4.13. – Dynamique B.

Une telle dynamique ne maintient pas réellement la densité de particule au dessus
d’une borne, mais celle-ci oscille entre plus ou moins de 1 particule par sommet. Ceci
nous assure donc qu’au moins une étape d’interaction sur deux se déroule à une
densité supérieure à 1

2 .
Ces deux dynamiques mènent à une croissance exponentielle, comme on peut le

voir ci-dessous en figures 4.14 et 4.15.
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FIGURE 4.14. – Évolution typique de la taille d’une configuration sous la dynamique√
φI3. La configuration initiale a une densité approximative de 0.1.
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FIGURE 4.15. – Évolution typique de la taille d’une configuration sous la dynamique√
φI B.

4.3. Entropie locale
La section précédente fournit une explication à l’orientation de la flèche du temps

dans une physique symétrique temporellement mais aux échelles cosmiques unique-
ment. Cependant, elle ne suffit pas à expliquer la flèche du temps à notre échelle, celle
du verre d’eau avec un peu de colorant, comme nous l’avons vu dans la section 4.1.3.
En réalité, il nous est même impossible de connaître l’entropie exacte de l’Univers,
notamment à cause de la borne sur la vitesse de propagation de l’information.

4.3.1. Entropies moyennes
Il nous faut donc définir une notion locale de l’entropie. Pour cela, il suffit d’appli-

quer la précédente notion d’entropie aux sous graphes de la configuration. Ceci nous
permet de définir une notion d’entropie moyenne d’une configuration :

Définition 4.3.1. Soit S une fonction d’entropie sur X , et r ∈N+. On définit la fonction
d’entropie moyenne de rayon r par :

Sr (X ) := 1

|V (X )|
∑

u∈V (X )
S(X r

u)

Cette définition peut être facilement interprétée comme l’entropie moyenne obser-
vée pour un certain rayon de localité.

Remarque 4.3.1. Pour r ≥ |V (X )| on a :

Sr (X ) = 1

|V (X )|
∑

u∈V (X )
S(X ) = S(X )
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Voyons maintenant comment évolue l’entropie moyenne définie par la fonction

d’entropie 4.2.4 S(X ) := log
(
C p(X )
|V (X )|

)
. Il s’avère que celle-ci est bornée par la densité du

graphe :

Théorème 4.3.1. Pour tout graphe X et pour tout r ∈N : Sr (X ) ≤ r p(X )
V (X )

Démonstration.

Sr (X ) = 1

|V (X )|
∑

u∈V (X )
S(X r

u)

= 1

|V (X )|

 ∑
u∈V (X )
p(X r

u )>0

S(X r
u)+ ∑

u∈V (X )
p(X r

u )=0

S(X r
u)


= 1

|V (X )|
∑

u∈V (X )
p(X r

u )>0

S(X r
u)

≤ 1

|V (X )| × r p(X )

Cela nous donne la limite de l’entropie moyenne de toute dynamique faisant croître
la taille du graphe tout en conservant le nombre de particules :

Corollaire 4.3.1. Pour toute dynamique F conservant le nombre de particules et
faisant croître la taille du graphe, pour tout r ∈N : lim

n→+∞Sr (F n(X )) = 0

Ceci semble en complète en contradiction avec la croissance apparente de l’en-
tropie locale dans nos observations de la vie courante. Comment expliquer cette
décroissance de la moyenne des entropies locales ? En fait, ce phénomène est normal,
et même attendu : il s’agit de la mort thermique de l’Univers, parfois appelé Grand
Gel. Celui-ci est un des destins envisagés pour l’Univers. Intuitivement, l’idée est
que l’Univers atteindra un jour un état pour lequel la distance entre les différentes
particules sera trop grande pour effectuer un quelconque travail. La croissance de
l’entropie globale est donc dominée par la croissance du graphe. Si l’on prend une
portion aléatoire de l’espace d’une certaine taille, plus le temps passe, plus avec une
forte probabilité cet espace sera vide, ce qui nous donne une entropie nulle.

Ce constat est vérifié expérimentalement pour
√
φI comme on peut le voir dans

la figure 4.16 ainsi que pour le cas symétrisé et leurs inverses. Dans le cas de
√
φI le

nombre d’interactions étant inversement proportionnel à la taille du graphe, celles-ci
deviennent de plus en plus rares. Pour (

√
φI )−1, on sait qu’il se forme au bout d’un

certain temps des motifs infranchissable par les autres particules, ce qui interdit
rapidement toute possibilité d’interaction en dehors de ces motifs.

√
φI2 semble

également former de tels motifs pour la plupart de ces configurations.
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FIGURE 4.16. – Évolution de l’entropie moyenne d’une configuration sous la dynamique√
φI .

4.3.2. Entropie à rayon variable
Pour voir une croissance de l’entropie locale, il nous faut compenser la perte de

densité de particules, et il existe deux moyens pour cela. Le premier consiste à direc-
tement augmenter le rayon d’observation proportionnellement à la taille du graphe,
de sorte que chaque disque représente toujours la même proportion du graphe, ce
qui conservera la densité de particules. L’autre moyen consiste à se servir des noms
comme repères afin de découper les configurations en différents sous-graphes induits.

Pour le premier cas, il suffit de poser pour r ∈ [0,1] :

S′
r (X ) := 1

|V (X )|
∑

u∈V (X )
S(X dr×|V (X )|e

u )

Ce qui nous donne bien une entropie croissante dans le cas de
√
φI , (

√
φI )−1 et

√
φI2

comme on peut le voir dans la figure 4.17.
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FIGURE 4.17. – Évolution de la moyenne de l’entropie locale d’une configuration sous la
dynamique

√
φI pour r = 0.05.

Bien que compensant l’expansion du graphe, cette entropie a cependant peu de sens
physique : une création de nœud à l’opposé du graphe peut augmenter la taille d’une
fenêtre locale. Pour s’affranchir de ce problème, il suffit d’utiliser l’algèbre de noms
comme système de coordonnées, et les utiliser pour déterminer si deux sommets
appartiennent à la même fenêtre. Comme les noms des sommets sont dans l’algèbre
V , ceux-ci peuvent être vus comme des arbres binaires fini étiquetés parN.{l ,r }∗. Il
nous suffit donc de poser qu’une fenêtre est constituée de l’ensemble des sommets
dont le fils le plus à gauche intersecte le même entier. Plus formellement, on pose
pour tout i ∈N :

Vi (X ) = {u|u ∈V (X ) et ∃m ∈N tel que u.l m ∧ i = u.l m}

On peut alors définir la moyenne de l’entropie locale comme :

SN (X ) := 1

|V (X )|
∑
i∈N

S(X 0
Vi

)

où n est le nombre d’entier composant les noms de X et X 0
Vi

est le sous-graphe induit
par l’ensemble des sommets dans Vi (X ).

Cette définition paraît au premier abord très restrictive, mais il est important de se
rappeler que les dynamiques de graphes nommés commutent avec tout renommage.
Ainsi, pour observer comment évolue l’entropie locale selon un découpage différent,
il nous suffit de renommer le graphe de manière appropriée, et d’observer l’entropie
du graphe ainsi obtenu.

Notons que, dans cette définition de l’entropie, les fenêtres locales ne s’intersectent
pas. De plus, une fenêtre n’augmente de taille que lorsque l’espace grandit à l’intérieur
de celle-ci. Ceci également un sens physique définir l’entropie de cette manière : cela
revient à placer un système de coordonnée dans l’espace et laisser la dynamique
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distordre celui-ci.
Comme pour la définition précédente de l’entropie, nous observons toujours une

croissance locale de l’entropie pour les trois dynamiques précédemment citées, illus-
trée en figure 4.18.
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FIGURE 4.18. – Évolution de l’entropie moyenne d’une configuration sous la dynamique√
φI pour des fenêtres ayant 5 sommets dans la configuration d’origine.

4.4. Poches de faible entropie

4.4.1. Somme des entropies locales
Bien que la section précédente compense la perte de densité, elle semble tout

de même en contradiction avec ce que nous expérimentons dans la vie de tout les
jours, lorsque qu’un colorant se dilue dans un fluide par exemple. En effet, pour des
expériences d’une durée aussi courte, sur des espaces aussi petits, il est raisonnable
d’assumer que l’expansion de l’espace est négligeable. Pour cela, nous justifierons que
bien que l’entropie moyenne décroît, les fenêtres locales peuvent croître en entropie.

Cependant un problème persiste avec notre définition actuelle de l’entropie : l’entro-
pie est directement liée à la densité de particules. Ainsi, l’entropie d’une fenêtre locale
ne peut augmenter qu’en gagnant des particules par les fenêtres voisines. Observer
seulement une faible entropie, n’est donc pas signe que l’entropie peut augmenter à lo-
calement. De plus, il faut distinguer un gain réel d’entropie, et un simple déplacement
de particules.

Une métrique permet d’étudier de tels gains locaux : la somme des entropies locales.
Celle-ci est définie par :

Sr (X ) = ∑
u∈V (X )

S(X r
u)

La somme des entropies nous permet de tout simplement ignorer la décroissance de
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l’entropie due à la création de fenêtre d’espace vide, ainsi que les variations d’entropies
due simplement au déplacement des particules. Ainsi, son augmentation indique la
préservations de poche ‘néguentropie ’, subsistantes du temps de Janus.

4.4.2. Cas de
√
φI , (

√
φI )−1 et

√
φI2

Malheureusement, la somme des entropies ne croît que très brièvement pour nos
dynamiques précédentes, comme on peut le voir dans la figure 4.19.
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FIGURE 4.19. – Évolution de la somme des entropies pour les dynamiques
√
φI et

√
φI2.

Dans les deux cas les fenêtres sont de taille 5 et les configurations sont choisies de
manière uniformément aléatoire parmi l’ensemble des configurations de taille 100. La
dynamique (

√
φI )−1 se comporte de manière similaire à

√
φI2.

Dans le cas
√
φI2 et (

√
φI )−1, ces résultats sont facilement explicables : la croissance

autour du temps 0 est la conséquence de la croissance du graphe. Puis, des motifs de
division fragmentent l’espace entre les particules, et empêchent toute interaction. On
obtient donc essentiellement des motifs s’éloignant à vitesse constante, entre lesquels
des motifs inactifs se déplacent.

On peut voir facilement ce phénomène sur un diagramme espace temps sur lequel
on superpose les particules et l’entropie locale (voir figure 4.20).
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FIGURE 4.20. – Diagramme espace temps de l’entropie de la dynamique
√
φI2. Le temps

s’écoule vers le bas, les particules sont représentées en niveau de gris,
et l’entropie est superposée en niveau de rouge.

La dynamique
√
φI demande un point de vue légèrement différent. On sait que

l’entropie maximale est atteinte lorsque chaque fenêtre locale contient au plus une
particule dans chaque direction. Or, à chaque fois qu’une particule en collisionne
une autre, la distance entre celle-ci et les autres particules ayant la même orientation
augmente. Pour des fenêtres locales de rayon r , celles-ci atteignent donc leur entro-
pie maximale lorsque chaque particule a réalisé 2r révolutions. Ceci explique donc
pourquoi la somme des entropies locales n’augmente plus.

4.4.3. Choc inélastique
Pour observer des poches de néguentropie et donc la possibilité d’une croissance

locale de l’entropie, il nous faut donc une dynamique plus complexe, permettant une
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véritable interaction entre les différentes fenêtres locales, et non pas un simple dépla-
cement. Il existe de nombreuses solutions à ce problème, nous proposons d’ajouter
2 bits d’information pour chaque état, sur lesquels opérera une dynamique de choc
inélastique.

Cette dynamique est la composée de plusieurs autres dynamiques :
√
φ que nous

avons déjà définie précédemment, ainsi que Dl et Dr . Dr est définie par la permuta-
tion de 4 motifs différents comme représenté dans la figure suivante 4.21 et l’identité
sur tout autres motifs.
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FIGURE 4.21. – Dynamique Dr . En noir sont représentées les particules du premier
bit d’information (matière), en rouge les particules du deuxième bit
d’information (chaleur). x y et z représentent des variables, permet-
tant à la règle de s’appliquer peu importe la présence ou l’absence de
particules.

Dl est le symétrique de Dr obtenu en : - inversant la position des nœuds u et v , -
échangeant les particules des ports a et b.

Intuitivement, Dl et Dr permettent aux particules du premier bit d’information de
s’agglutiner ("choc inélastique") en émettant des particules ("radiation", "chaleur")
sur le second bit d’information. À l’inverse, lorsqu’une agglomération de particules
du premier type rencontre une particule du second type, celle-ci est absorbée, et une
particule se sépare de l’agglomérat. Ce comportement est bien analogue à un choc
inélastique, où la collision de deux objets provoque la dissipation en chaleur de l’éner-
gie potentielle due à leur vitesse relative. De même, les radiations pourront éroder un
objet. Dans l’esprit de cette analogie, nous nommerons les particules encodées sur les
premier bits d’information matière et celles sur les deuxièmes bits chaleur . Par souci
de lisibilité, on notera D := Dl Dr .

On peut voir en figure 4.22 l’évolution d’une configuration sous la dynamique
√
φD .

Bien évidemment, cette dynamique ne suffit pas à observer une croissance de
l’entropie sur le long terme, puisqu’elle est facilement encodable dans un automate
cellulaire et conserve donc la taille du graphe. Pour obtenir notre dynamique finale,
on ajoute simplement un 3-ième bit d’information, sur lequel opère la dynamique√
φI . Pour ne pas interférer avec d’autres particules, I s’applique si et seulement si

le voisinage ne contient aucune particule. On peut voir en figure 4.23 un diagramme
espace temps d’une configuration ne contenant pas de particule de chaleur, et de
densité 1

4 pour les autres particules.
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FIGURE 4.22. – Diagramme espace-temps de l’entropie de la dynamique
√
φD. Le

temps s’écoule vers le bas, les particules de matière sont représen-
tées en niveaux de gris, et les particules de chaleur en rouge. Pour des
raisons de lisibilité, la configuration initiale a été choisie sans particule
de chaleur.

4.4.4. Loi de conservation du choc inélastique
Le lien entre l’agglomération de la matière et l’émission de radiation nous permet

d’établir la loi de conservation.

Théorème 4.4.1. Pour tout X ∈C2, E(
√
φD(X )) = E(X ) où E est définie par :

E(X ) := ∑
u∈V (X )

(a1(u)a1(u.b)b1(u.b)+b1(u)a1(u.a)b1(u.a))−
∑

u∈V (X )
(a2(u)+b2(u))

Informellement, cela revient à compter le nombre de particules de matière telles

96



4. Flèche du temps – 4.4. Poches de faible entropie

FIGURE 4.23. – Diagramme espace temps de l’entropie de la dynamique
√
φI D. Le

temps s’écoule vers le bas, les particules de matières sont représentées
en niveaux de gris, les particules de chaleur en rouge et les particules
créant de l’espace en vert et bleu.

que le voisin sur le port opposé contient deux particules de matière et en soustraire le
nombre de particules de chaleur.

Démonstration. On définit la fonction E ′ par :

E ′(X ) := ∑
u∈V (X )

a1(u)a1(u.a)b1(u.a)+b1(u)a1(u.b)b1(u.b)− ∑
u∈V (X )

(a2(u)+b2(u))

Celle-ci revient cette fois à compter le nombre de particules de matière telles que le
voisin sur le même port contient deux particules de matières et en déduire le nombre
de particules de chaleurs. Suivant cette intuition, on introduit les fonctions d’énergie
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localisées E et E ′ telles que pour tout X ∈C2 et pour tout u ∈ X :

E(X ,u) = a1(u)a1(u.b)b1(u.b)+b1(u)b1(u.a)a1(u.a)−a2(u)−b2(u)

et
E ′(X ,u) = a1(u)a1(u.a)b1(u.a)+b1(u)b1(u.b)a1(u.b)−a2(u)−b2(u)

Cette notation est justifiée par les égalités :

E(X ) := ∑
u∈V (X )

E(X ,u)

et
E ′(X ) := ∑

u∈V (X )
E ′(X ,u)

Prouvons que pour tout X , on a E(X ) = E ′(D(X )) = E(
√
φI3D(X )).

Dans un premier temps, prouvons que E(X ,u) = E ′(D X ,u). Par définition, D n’agit
qu’au voisinage de sommet u tels que a1(u) = b1(u) = 1. De plus, lorsque Dl et Dr

agissent sur le même sommet v , on a par symétrie des ports a et b que le sommet i
est laissé inchangé par D . Par cette même symétrie, on peut sans perte de généralité
supposer que seule Dl influe sur le sommet u, ce qui nous donne les calculs suivants :

E

(
xy

a
z

bb a

)
= 1− (x + y + z) = E ′

(
xy

a
z

bb a

)
E

(
xy

a
z

bb a

)
= −(x + y + z) = E ′

(
xy

a
z

bb a

)
E

(
xy

a
z

bb a

)
= −(x + y + z +1) = E ′

(
xy

a
z

bb a

)
E

(
xy

a
z

bb a

)
= −(x + y + z) = E ′

(
xy

a
z

bb a

)
En résumé, on a que E(X ) = E ′(D(X )). Similairement, pour

√
φ on obtient :

E ′
m1

c1 c2 c3 c4
m2b a b a

 = m1 +m2 − (c1 + c2 + c3 + c4)

= E

(
c2 c1

a m1

c4 c3

bm2b a

)
Et donc obtient que E ′(X ) = E(

√
φ(X )). Combinant le tout, on obtient que E(X ) =

E ′(D(X )) = E(
√
φD(X ))

Cette loi de conservation globale fournit une intuition sur le comportement d’entro-
pie locale : en s’agglomérant, la matière fait localement diminuer l’entropie, mais au
prix d’émettre de la chaleur , qui fera augmenter l’entropie d’autres fenêtres locales.
Ceci nous fournit également une borne sur le nombre de particules de chaleur parmi
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les successeurs d’une configuration, ainsi que sur la somme des entropies locales.

Corollaire 4.4.1. Comme les seules particules pouvant être crées par
√
φI3D sont les

particules de chaleurs, et que celles-ci suivent la loi de conservation précédente, on
a que pour tout X ∈ C3, et pour tout n ∈ N, p

(
(
√
φI3D)n(X )

) ≤ 2×p (X ). En consé-

quence, Sr (
√
φI3D)n(X )) ≤∑2×p(X )

i=0 log
(
C i

2r+1

)= 2×p(X )× log(2r +1).

Cela indique également que pour tout graphe X tel que
(
V ((

√
φI3D)n(X ))

)
n∈N est

strictement croissante, l’entropie moyenne tend vers 0 et l’entropie globale tend vers
+∞.

La présence ou non de particules de chaleur a donc un impact notable sur la dy-
namique. Pour cette raison, nous étudierons l’évolution à la fois des configurations
contenant à l’origine des particule de chaleur et celles n’en contenant pas. On peut
voir dans la figure 4.24 que bien que présentant des similarités, une configuration
saturée en particules de chaleur forme moins d’agglomérats de particules.

4.4.5. Résultats expérimentaux
À cause de la complexité d’une telle règle, son comportement asymptotique est

difficile à prédire. En revanche, nos expérimentations semblent indiquer que le com-
portement typique d’une configuration est bien de croître en espace, comme on peut
le voir dans la figure 4.25.

On voit que cette croissance semble elle aussi être en Θ(
p

n). Ce comportement
est intuitif puisque essentiellement, c’est la dynamique sous-jacente

√
φI qui est le

moteur de la croissance de
(
V ((

√
φI3D)n(X ))

)
n∈N. Les autres particules interfèrent

cependant avec cette croissance, ce qui ralentit et peut même empêcher la croissance
du graphe.

Du fait de cette croissance, nous obtenons naturellement la croissance de l’entropie
globale ainsi que la décroissance de l’entropie moyenne, illustrées en figures 4.26 et
4.27.

Enfin, nous pouvons terminer en analysant la somme des entropies. Nous avons pu
voir dans le corollaire 4.4.1 que celle-ci était bornée par le nombre de particules. Ce-
pendant, contrairement aux précédentes dynamiques, celle-ci atteint son maximum
bien plus lentement que dans les dynamiques que nous avons étudiées précédem-
ment, ce qui est illustré en figure 4.28.

On peut comprendre l’origine de cette croissance plus lente grâce à la loi de conser-
vation 4.4.1. L’agglutination des particules de matière crée des fenêtres de faible
entropie, au prix de l’émission de particules de chaleur qui font croître l’entropie
ailleurs dans le graphe. Intuitivement, l’émission d’une particule de chaleur transfère
l’entropie d’une fenêtre vers une autre, même si l’entropie globale ne fait qu’aug-
menter. Ce phénomène est communément appelé "démon de Maxwell" [113]. Pour
résumer brièvement, ce nom vient d’une expérience de pensée imaginée par Maxwell
dans lequel un "démon" contrôlerait parfaitement la perméabilité d’une membrane
entre deux réservoirs remplis de gaz parfait. Ce démon aurait la possibilité de faire

99



4. Flèche du temps – 4.4. Poches de faible entropie

FIGURE 4.24. – Diagramme espace-temps de l’entropie de la dynamique
√
φD. Le

temps s’écoule vers le bas, les particules de matière sont représentées
en niveaux de gris, les particules de chaleur en rouge et les particules
créant de l’espace en vert et bleu.

diminuer l’entropie des deux réservoirs en ne rendant la membrane perméable que
lorsque qu’une particule du réservoir gauche va la percuter. Au bout d’un certain
temps, on obtient qu’il y a peu de particules à gauche, et beaucoup à droite, et donc
l’entropie globale du système a diminué. Cet apparent paradoxe se résout dès lors
que l’on considère l’entropie du démon lui même : celui-ci n’aurait pu réaliser cette
opération qu’au prix de faire augmenter sa propre entropie. Essentiellement, une
partie de l’entropie du réservoir a été transférée au démon, tout comme l’entropie de
la matière est transférée sous forme de chaleur dans notre dynamique.

Cette perte d’entropie d’une fenêtre locale n’est que temporaire, et ne dure que tant
que l’agglomérat de particules de matière n’est pas collisionné par une particule de
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FIGURE 4.25. – Évolution typique de la taille du graphe sous la dynamique
√
φI D. La

configuration a été tirée de manière uniformément aléatoire parmi
l’ensemble des graphes circulaires de taille 100.

0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000

Temps

500

1000

1500

2000

2500

E
n

tr
op

ie
gl

ob
al

e

FIGURE 4.26. – Évolution typique de l’entropie globale sous la dynamique
√
φI D. La

configuration a été tirée de manière uniformément aléatoire parmi
l’ensemble des graphes circulaires de taille 100.

chaleur. Ainsi, la présence de fenêtres de faible entropie est fortement liée à la densité
de particules de chaleur, comme on a pu le voir dans la figure précédente. La durée
des pertes d’entropie locale est proportionnelle au temps de trajet des particules de
chaleur, et donc à taille du graphe. Moins le graphe sera dense et aura une croissance
lente, plus les agglomérats de particules seront stable et se désagrégeront lentement.

Ce phénomène est flagrant lorsque l’on remplace la dynamique de croissance sous-

jacente
√
φI par une variation de

√
φ
−1

I−1, ou par une dynamique à croissance
exponentielle comme

√
φI3 et

√
φI3B . Pour de telles dynamiques, la croissance at-
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FIGURE 4.27. – Évolution de l’entropie moyenne d’une configuration sous la dynamique√
φI D .
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FIGURE 4.28. – Évolution de la somme des entropies pour les dynamiques
√
φI D.

teint rapidement un stade critique, à partir duquel le graphe devient fragmenté en
différentes fenêtres ne pouvant plus communiquer entre elles.

4.5. Conclusion
Dans ce chapitre, nous implémentons plusieurs dynamiques causales de graphes

réversibles faisant croître la taille de leurs configurations, ce que nous prouvons analy-
tiquement lorsque c’est possible, ou expérimentalement lorsque celles-ci s’avèrent
trop complexes. Nous adaptons la notion d’entropie aux graphes, permettant de four-
nir une mesure précise à ce que nous appelons communément la flèche du temps.
Selon notre modèle, celle-ci découle naturellement de la croissance des configurations,
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et est donc parfaitement compatible avec la réversibilité.
Renforçant cette idée, nous établissons qu’une telle croissance se produit également

pour des dynamiques symétriques temporellement. Sous ce point de vue, la flèche du
temps n’est donc pas due à l’existence d’une configuration originelle atypique, mais à
une configuration d’entropie minimale de laquelle s’écoule deux flèches du temps
orientées dans des directions opposées. Cette idée est abordée dans certains modèles
cosmologiques sous le nom de ‘temps de Janus’.

Afin de prouver qu’une telle croissance de l’entropie est observable localement,
nous développons une dernière dynamique permettant d’observer la conservation de
poche de ‘néguentropie’. Ceci explique l’augmentation de l’entropie à une échelle où
l’inflation de l’Univers est négligeable.

En perspective, il existe de nombreuses propriétés physiques pouvant potentiel-
lement être simulées par les dynamiques causales de graphes réversibles. On peut
notamment s’intéresser à des graphes de dimensions supérieures, et étudier la possi-
bilité de l’émergence d’un espace de faible courbure à partir de telles dynamiques. Il
serait également intéressant de savoir si de tels résultats sont préservés pour d’autres
notions d’entropies, comme l’entropie métrique ou l’entropie topologique.
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5.1. Introduction
Motivations de la physique théorique. Une caractéristique frappante de la plupart

des approches de la gravité quantique est que l’espace-temps peut se trouver dans
une superposition de géométries. Une telle superposition se produirait par exemple
si un objet de masse non-nulle, était en superposition à deux positions relatives dif-
férentes. Il s’agit d’un véritable effet gravitationnel quantique, qui peut se produire
avec des vitesses non relativistes sous une gravité newtonienne. Un certain nombre
d’expériences sont à portée de main [30, 31, 75] qui devraient confirmer ou infirmer
cette caractéristique [43, 44] dans un avenir proche, par la détection de l’intrication
induite par la gravité. La superposition de géométries a également récemment été en-
visagée comme une ressource en calcul quantique dans le contexte des ordres causaux
indéfinis des opérations [42, 116, 86]. Les lignes de recherche ci-dessus apportent une
perspective pour la gravitation quantique en informatique quantique. Une motivation
principale de cette section est d’apporter un point de vue informatique à ces idées :
ici, une superposition de géométries peut être comprise comme une superposition de
graphes.

Motivations tirées de l’informatique. Comme abordé dans les préliminaires, la thèse
forte de Church-Turing est un point central d’intérêt pour les dynamiques de graphe
quantiques. En particulier, il est intéressant de se poser la question "quelle efficacité
(en terme de complexité en temps et en espace) peut être atteinte par un modèle
de calcul physiquement réalisable ?". La machine de Turing a été un des modèles de
calculs les plus utilisé dans la première moitié du siècle dernier. Puis, dans les années
1960, le parallélisme spatial a été reconnu comme une ressource supplémentaire
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majeure, capturée dans des modèles de calcul distribués : des réseaux dynamiques
d’automates en interaction. Durant la même période, les machines RAM ont égale-
ment été introduite comme modèle de calcul plus proche des contraintes physiques.
Dans les années 1990, il est devenu évident que le parallélisme quantique était une
autre ressource puissante de l’informatique théorique. Cette ressource a été intégrée
dans des modèles de calcul quantiques, comme la machine de Turing quantique. Dans
l’état actuel de nos connaissances, la réponse à la question ci-dessus pourrait donc
résider dans un modèle de calcul quantique distribué, un réseau dynamique d’auto-
mates quantiques en interaction. L’intuition d’un réseau d’ordinateurs quantiques a
été baptisée "réseau quantique", ce qui a poussé l’idée d’un futur "internet quantique"
[69, 88, 27]. Cependant, une question qui se pose est la suivante : la dynamique du
réseau lui-même doit-elle être quantique ? Si tel est le cas, le réseau lui-même devrait
pouvoir être placé en superposition, une ressource potentiellement puissante. En
effet, si l’espace-temps peut être trouvé dans une superposition quantique dans la
nature, cette situation devrait en principe se présenter naturellement au sein de notre
modèle.

Terrain commun. Nous nous inspirons ici de la gravité quantique à boucle (LQG)
[93], dont l’espace de Hilbert est engendré par des graphes colorés, appelés des états
de réseaux de spin. Bien que les superpositions de graphes soient une caractéristique
clé de l’espace d’états de la théorie, en raison de la nature intimidante des calculs, la
LQG travaille généralement au niveau d’un graphe fixe par praticité, une approxima-
tion dont la validité n’est pas claire. À ce sujet, certains paradigmes de l’informatique
quantique qui ont prouvé leur succès : les marches quantiques et leur régime multi-
particulaire d’automates cellulaires quantiques [7], ainsi que leur récente extension
aux graphes dynamiques, à savoir la dynamique des graphes causaux quantiques [12].

Contributions. Nous fournissons une notion robuste de superposition quantique de
graphes, pour servir d’espace d’état aux théories susnommées. La principale subtilité
réside dans le traitement d’une symétrie apportée par l’invariance par renommage.
Les noms donnés aux nœuds des graphes, et le fait de les renommer, peuvent sembler
inoffensifs à première vue. Ceux-ci sont cependant d’une importance capitale dès
que l’on pose la question : comment aligner une superposition de deux espaces-
temps? En effet, nous montrons que l’absence de nom mène à une transmission
instantanée de l’information. Cependant, en la présence des noms, il est crucial de
se poser la question suivante : comment s’assurer que les observables de la théorie
ne contiennent pas d’information superflue apportée par la présence des noms?
Pour cela, nous devons nous assurer que les noms ne sont pas observables et, par
conséquent, nous devons imposer l’invariance du renommage aux observables.

Nous verrons que les noms des nœuds servent donc un objectif similaire à l’éti-
quetage des points d’une surface via un choix de coordonnées. Nous concluons que
l’invariance de renommage pour les théories construites sur des graphes est un ana-
logue discret à l’invariance par difféomorphisme.
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5.2. L’importance des noms
Les théories quantiques que nous considérons ont un espace d’état engendré par

une base orthonormée constituée de graphes.
La dynamique est alors définie comme un opérateur (unitaire) sur cet espace d’état.

Les définitions précises sont reportées à la section 5.4.
Considérons un état de l’espace de Hilbert HG défini comme celui engendré par

une base orthonormale dénombrable G , où les éléments de G sont des graphes, notés
|G〉 ,

∣∣G ′〉 , . . . ∈ G . Autrement dit, chaque graphe correspond à un vecteur unitaire
différent |G〉, et un état générique dans HG est une superposition de ceux-ci :∣∣ψ〉=αG |G〉+αG ′

∣∣G ′〉+ . . .

avec αG ,αG ′ , . . . dans C. Le produit interne sur HG est défini par extension linéaire de
l’égalité :

〈G|G ′〉 = δGG ′ . (5.1)

où δGG ′ = 1 si G =G ′ et δGG ′ = 0 sinon. Munir HG d’un produit vectoriel requiert des
travaux complémentaires qui ont été adressés dans [11].

Or, il peut arriver que deux graphes |G〉 et
∣∣G ′〉 ne diffèrent que par certains noms

donnés à leurs sommets. En anticipant la notation, nous désignons ceux-ci par
∣∣G ′〉=

R |G〉 où R est un renommage. Une question se pose alors : ne devrions-nous pas
prendre 〈G|G ′〉 = 1 chaque fois que deux graphes ne diffèrent que par un renommage ?
Nous argumentons qu’au contraire, il est impératif que nous les prenions comme
orthogonaux, c-à-d 〈G|G ′〉 = 0 pour tout renommage non trivial sur G .

Prenons une analogie avec les ondes planes en mécanique quantique. Considé-
rons les états d’onde

∣∣p,0
〉 = ∫

e i pxd x et une copie décalée en position
∣∣p,∆

〉 =∫
e i p(x+∆)d x, avec p le momentum de l’onde et x la variable de position. Dans l’espace

vide, il n’y a aucun sens physique dans lequel les deux ondes planes sont différentes :
le décalage de position est immatériel, car l’onde plane se propage de manière ho-
mogène dans l’espace. Et pourtant, le produit interne 〈 ~p,0| ~p,∆〉 ne doit pas être de
norme 1. En fait, il est impératif de faire une distinction mathématique entre

∣∣p,0
〉

et
∣∣p,∆

〉
si l’on souhaite modéliser la mécanique quantique. Par exemple, lorsqu’une

particule se propage, les composantes de ses ondes évoluent généralement entre
∣∣p,0

〉
et

∣∣p,∆
〉

. Ainsi, alors que
∣∣p,0

〉
et

∣∣p,∆
〉

seuls ne détiennent aucune information de po-
sition physiquement pertinente, leur différence en détient une : elle porte en effet une
information sur la position relative de l’onde selon les branches de la superposition.

Le cœur du problème réside dans le fait qu’en ayant pris
〈
G

∣∣G ′〉= 0 pour des graphes
ne différant que par leur dénomination, les noms seront en principe observables si
nous ne restreignons pas davantage la théorie. Ceci est évidemment insatisfaisant. Par
analogie, dans le continu, les observables qui lisent les coordonnées d’un point dans la
variété sont exclus par l’exigence d’invariance du difféomorphisme, également connue
sous le nom de covariance générale. Il s’agit d’un concept central de la relativité
générale, qui garantit qu’aucune prédiction de la théorie ne dépend du système de
coordonnées utilisé. L’invariance des graphes sous les renommages devrait donc être
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d’importance similaire.

5.3. Graphe anonyme et transmission instantanée
de l’information

Dans cette section, nous montrons que lorsque l’on considère des superpositions de
graphes, tenter de travailler au niveau des "graphes anonymes" conduit à une théorie
compatible avec une transmission instantanée de l’information. Pour démontrer ce
point, nous utiliserons un modèle jouet pouvant être interprété comme un analogue
quantique de ceux considérés dans les chapitres précédents. Nous considérons que
l’espace d’état est généré par des graphes circulaires ayant un nombre n de nœuds
et d’arêtes. Chacun des nœuds possède un nom unique (par exemple, w, x, y, z) et
peut se trouver dans l’un des états internes suivants : vide, occupé par une particule
en mouvement dans la direction a, occupé par une particule en mouvement dans
la direction b, ou occupé par les deux. Comme précédemment, les nœuds ont des
ports :a et :b, sur lesquels les nœuds voisins sont connectés par des arêtes ab. Ainsi,
l’état quantique de chaque nœud peut être représenté par quatre nombre complexe,
un pour chaque bit d’information, et possède l’espace d’état C4. L’espace de Hilbert
global est alors isomorphe à H =⊗

n∈V (G)C
4, où

⊗
n∈V (G) désigne le produit tensoriel

sur les nœuds du graphe G .
Nous prenons une dynamique très simple, la marche quantique Hadamard [68]. Une

marche quantique est un opérateur unitaire déplaçant une particule sur un treillis
par étapes de temps discrets. De nombreux algorithmes quantiques peuvent être
exprimés de cette manière, la marche quantique Hadamard en particulier a été implé-
mentée physiquement sur une variété de substrats comme un réseau de séparateurs
de faisceaux traversé par des photons [99]. Mathématiquement, l’évolution est mise
en œuvre en appliquant un opérateur U =φH sur l’état du graphe.

L’étape H est l’application de la porte de Hadamard à l’état interne de chaque nœud.
Formellement, H =⊗

n∈V (G) Hn avec

Hn =


1 0 0 0
0 1p

2
1p
2

0

0 1p
2

− 1p
2

0

0 0 0 1


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Dorénavant, nous adoptons la notation imagée suivante :

H

∣∣∣∣ :a :b
〉
=

∣∣∣∣ :a :b
〉

H

∣∣∣∣ :a :b
〉
= 1p

2

(∣∣∣∣ :a :b
〉
+

∣∣∣∣ :a :b
〉)

H

∣∣∣∣ :a :b
〉
= 1p

2

(∣∣∣∣ :a :b
〉
−

∣∣∣∣ :a :b
〉)

H

∣∣∣∣ :a :b
〉
=

∣∣∣∣ :a :b
〉

Une fois que H est appliquée, l’étape φ déplace les ‘particules’ par le port a ou b
vers le nœud adjacent en fonction de leur type, de façon synchrone. Par exemple :

φ

∣∣∣∣∣ u

:a :b

v

:a :b

w

:a :b

〉
=

∣∣∣∣∣ u

:a :b

v

:a :b

w

:a :b

〉

φ

∣∣∣∣∣ u

:a :b

v

:a :b

w

:a :b

〉
=

∣∣∣∣∣ u

:a :b

v

:a :b

w

:a :b

〉
(5.2)

Rien de particulier ne se produit si les particules se croisent ou atterrissent sur le
même nœud (pas de collisions).

Maintenant, appliquons U =φH deux fois sur un état initial comportant une seule
particule se déplaçant vers la droite. Le calcul peut être suivi de manière imagée dans
la figure 5.1.

Dans l’état final, la position des ‘particules’ (c’est à dire les noms des nœuds) et leurs
couleurs sont enchevêtrées. Notez que les deux premières branches de la superposition
et les deux dernières branches de la superposition ne diffèrent que par un renommage
des nœuds ( u ↔ w, x ↔ v). Nous verrons que, si les noms n’étaient pas présents, nous
nous retrouverions avec une physique radicalement différente : l’état de la particule
est à présent non-enchevêtré.

Pour vraiment comprendre le problème, passons à un autre espace de Hilbert H ′,
engendré par des graphes anonymes. Comme abordé dans les chapitres précédents,
les graphes anonymes peuvent être définis comme des classes d’équivalence des
graphes nommés à renommages arbitraires près. Ci-dessous, on peut voir l’application
du quotient par cette relation d’équivalence ∼ sur une configuration infinie :

. . .
u

:a :b

v
:a :b

w
:a :b

x
:a :b . . . 6= . . .

u
:a :b

v
:a :b

w
:a :b

x
:a :b . . .

. . . :a :b :a :b :a :b :a :b . . . ∼ . . . :a :b :a :b :a :b :a :b . . .

108



5. Dynamiques de graphes quantiques – 5.3. Graphe anonyme et transmission
instantanée de l’information

H

(
:a

:b:a

:b

:a

:b :a

:b

v

u

x

w

)
= 1√

2

(
:a

:b:a

:b

:a

:b :a

:b

v

u

x

w

+
:a

:b:a

:b

:a

:b :a

:b

v

u

x

w

)

φH

(
:a

:b:a

:b

:a

:b :a

:b

v

u

x

w

)
= 1√

2

(
:a

:b:a

:b

:a

:b :a

:b

v

u

x

w

+
:a

:b:a

:b

:a

:b :a

:b

v

u

x

w

)

φHφH

(
:a

:b:a

:b

:a

:b :a

:b

v
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w

)
= 1

2

(
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:b
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:b
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FIGURE 5.1. – La marche quantique Hadamard répétée deux fois sur les graphes circu-
laires

En raison de l’identification ci-dessus, φ agit comme l’identité dans le cas d’une
particule seule. Puisque H 2 est l’identité, U 2 se réduit également à l’identité dans
le cas à une particule. De manière imagée, en oubliant les noms w, x, y, z dans la
figure 5.1, on obtient la figure 5.2. Les deux derniers termes s’annulent et les deux
premiers termes s’additionnent. Deux étapes de la dynamique nous ramènent donc
au point de départ. Par conséquent, avec les graphes anonymes et l’espace de Hilbert
engendré H ′, nous sommes incapables d’exprimer l’une des marches quantiques les
plus simples.

Pour permettre une richesse dynamique sans introduire de noms, une autre possibi-
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FIGURE 5.2. – La marche quantique Hadamard répétée deux fois sur les graphes circu-
laires abstraits

lité consisterait fournir des informations sur la position relative dans les graphes. Un
"repère" est parfois disponible dans les situations pratiques, qu’il s’agisse des murs
du laboratoire ou des "étoiles fixes". Cependant, un moment de réflexion montre que
cette solution ad hoc dévoile un problème encore plus grave. En effet, en fonction de
la présence ou non d’un quelconque ‘repère’ arbitrairement éloigné, la physique de
l’état final est amenée à changer de manière instantanée.

Illustrons ce point. Nous pouvons modéliser le repère en introduisant une nouvelle
couleur, qui n’est pas affectée par la dynamique. Nous modifions l’exemple ci-dessus
en plaçant cette nouvelle couleur au nœud x. Le point de repère interdit alors les iden-
tifications non souhaitées entre les états - le comportement original de la dynamique
est retrouvé. De manière inquiétante cependant, ce changement de comportement
est parfaitement observable localement. En effet, l’état de la particule noire originale
sera soit superposé, soit défini, en fonction de la présence ou non d’un point de repère
à x. On constate également que ce repère aurait pu être placé arbitrairement loin de
la particule. De plus, on peut remarquer que cette mesure du spin ne nécessite pas
d’informations sur la position. Par exemple, chaque nœud pourrait être équipé d’un
dispositif de mesure local, qui est déclenché juste après que U 2 se soit produit. Si l’un
de ces observateurs locaux voit une particule de spin b, il sait avec certitude qu’un
repère est présent, et ce quelle que soit la distance à laquelle le repère est placé. En
effet, les graphes circulaires auraient pu être pris arbitrairement grands dans l’exemple
ci-dessus. Un moment de réflexion montre que le même problème se poserait si, au
lieu de graphes circulaires, nous avions pris une chaîne (ou une grille) infinie.

Ce type de signalisation instantanée est en contradiction avec l’exigence de localité
des interactions issue de la physique telle que nous la connaissons. De plus, si l’on
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insiste à toujours utiliser un repère jouant quelque part le rôle d’un pointeur, nous
retombons dans le cas de l’incompatibilité création/destruction de nœud décrite dans
le chapitre 2.

Ainsi un choix s’offre à nous lorsqu’on veut définir une théorie quantique des
dynamiques de graphes : accepter une transmission instantanée de l’information, ou
recourir aux noms et y ajouter une certaine symétrie.

Bien qu’a priori farfelue, la première option n’est pas forcément incompatible avec
un modèle cohérent de la physique fondamentale. En effet, l’information transmise
par ce biais est très faible, et toujours la même : "l’univers ne possède pas de symétrie
spatiale". Il est également possible que de tels phénomènes disparaissent lorsque la
dimension temporelle est ajoutée au modèle. Ce dernier point reste à éclaircir, mais
pour celà nous avons besoin de "sous-décalages quantique de graphes", qui n’existent
pas encore à ce jour.

En revanche, la deuxième option possède de nombreux avantages. Premièrement,
elle est plus puissante, car la dynamique anonyme peut être toujours obtenue en
"oubliant" les noms (formellement, il s’agit d’une trace partielle). Deuxièmement, elle
permet de plus facilement statuer sur la causalité et l’invariance par translation, sous
la forme de l’invariance par renommage, ce qui est l’objet de la section suivante.

5.4. Superpositions de graphes : noms et
coloriage

Dans cette section, nous posons une définition rigoureuse de l’espace des états
engendrés par les graphes. Les graphes utilisés ici sont les mêmes que ceux définis
dans le chapitre 2, mais nous parlerons plus en détails des conséquences d’un tel
espace d’état pour une théorie physique.

Nous avons soutenu dans la section précédente que les superpositions quantiques
de graphes peuvent et doivent être définies comme l’ensemble des graphes nommés.
Par conséquent, nous construisons l’espace d’état à partir de la définition 1.5.1 établi
dans le chapitre 1 :

Définition 5.4.1 (Superpositions de graphes). Nous définissons H l’espace de Hilbert
des graphes comme celui ayant {|G〉}G∈G pour base orthonormale canonique.

Cet espace d’état doit être la base d’une théorie qui manipule les superpositions de
graphes. Nous posons donc :

Postulat 5.4.1. Les superpositions quantiques de graphes physiquement pertinentes
sont des éléments de H .

Comme d’habitude dans la théorie quantique, les états peuvent être soit des ‘vec-
teurs d’état’ (états purs), c’est-à-dire des vecteurs unitaires

∣∣ψ〉
dans H , soit des

‘matrices de densité’ (états éventuellement mixtes), c’est-à-dire des opérateurs stricte-
ment positifs de trace 1, généralement notés ρ. Les évolutions peuvent être opérées
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par les opérateurs unitaires U sur H , prenant
∣∣ψ〉

dans U
∣∣ψ〉

, ou alternativement ρ
dans UρU †.

5.5. Renommages, observables et évolution
Nous considérons maintenant les renommages comme un groupe de symétrie de

notre espace d’état quantique. Dans la section précédente, la définition des ‘renom-
mages’ (isomorphisme de graphe) a été employée à l’intérieur de la définition 1.5.1 des
graphes anonymes. Ayant établi que l’on ne doit pas travailler au niveau des graphes
anonymes, mais au niveau des graphes (nommés), il nous reste à faire respecter l’inva-
riance par renommages. Tout d’abord, nous définissons les renommages comme une
notion autonome agissant sur l’espace d’état H des graphes :

Définition 5.5.1 (Renommage). Un renommage R une fonction injective deN vers V

(l’algèbre des noms), telle que pour tout x, y ∈N, x 6= y implique R(x)∧R(y) =∅. Les
renommages agissent sur les éléments de G en renommant chaque sommet, et sont
étendus pour agir sur H par linéarité, c’est-à-dire que R |G〉 = |RG〉 et 〈G|R† = 〈RG|.

Observables. Les observables physiquement pertinentes doivent être invariantes par
rapport aux noms, de sorte que les probabilités ou les valeurs attendues données par
la règle de Born ne soient pas modifiées en cas de changement de nom. Ainsi, nous
devons exiger que les observables satisfassent

tr
(
OR |G〉〈G|R†

)
= tr

(
R†OR |G〉〈G|

)
= tr(O |G〉〈G|)

ce qui est vrai pour tout G si et seulement si [R,O] = 0. Cependant, une observable
locale physiquement pertinente O(u) peut être définit à un ‘endroit’ u, auquel cas sa
règle de Born dépend effectivement de u. Par exemple, nous pouvons être intéressés
par la connaissance de ‘la température en u’. Cependant, renommer l’emplacement u
en emplacement v ne devrait pas avoir d’importance. Ainsi, nous exigeons en outre
que

tr(O(u) |G〉〈G|) = tr
(
O(R(u))R |G〉〈G|R†

)
Nous sommes alors amenés à la définition suivante.

Définition 5.5.2 (Invariance de renommage). Un opérateur O(u) est dit invariant par
renommage si et seulement si pour tout G ∈G et pour tout renommage R , O(R(u))R =
RO(u).

Ceci se généralise aux observables à n points, u pouvant être considérée comme
une liste de nœuds u1, . . . ,un dans la définition ci-dessus.

Avec cette définition, nous interdisons effectivement d’"observer" les coordonnées
(noms). Par exemple, disons que les nœuds ont été numérotés par des entiers i . En
mesurant O(i ) = i I à i , avec I l’opération d’identité, on lirait la coordonnée i . Ce n’est
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pas une observable car elle n’est pas invariante par rapport aux noms, ce qui se voit
en prenant j = R(i ) 6= i :

RO(i )R† = Ri IR† = i I 6= j I =O( j ) =O(R(i )).

Un exemple d’observable locale valide est celui qui lit le ratio entre le nombre de
voisins de second degré et le nombre de voisins de premier degré d’un nœud u—
quantité souvent considéré comme un analogue discret de la courbure scalaire de
Ricci pour les graphes. Un exemple d’observable globale valide est le diamètre du
graphe.

Évolutions. Les évolutions physiquement pertinentes doivent être indépendantes
des noms des sommets. Ainsi, nous devons exiger que toute évolution globale U soit
invariante par renommage dans le sens suivant : pour tout renommage R, on exige
que U R = RU . De même, une évolution locale vérifiera que U (R(u))R = RU (u). Des
exemples d’évolutions valides ont été donnés dans la section 5.3 (sur des graphes
nommés). Nous posons donc :

Postulat 5.5.1. Les observables physiquement pertinents sur les superpositions quan-
tiques de graphes sont des opérateurs invariants par renommage sur H .

5.6. Lien avec la gravité quantique
L’invariance du difféomorphisme, ou covariance générale, est la symétrie centrale

sur laquelle est fondée la relativité générale. Son rôle consiste à garantir que les
prédictions de la théorie ne dépendent pas du choix d’un système de coordonnées,
car un changement de coordonnées correspond à un difféomorphisme. De même, les
renommages de graphes correspondent à des isomorphismes de graphes.

Les difféomorphismes sont un concept primitif défini déjà au niveau pré-
géométrique. C’est-à-dire avant que le tenseur métrique qui décrit l’espace-temps,
ou les champs de matière évoluant à l’intérieur de cet espace-temps, ne soient in-
troduits. Les renommages de graphes sont un analogue discret des changements
de coordonnées dans une variété, et ce déjà à ce niveau pré-géométrique. L’espace
pré-géométrique, maintenant discret, est le graphe. L’attribution de noms aux nœuds
est l’attribution de ‘coordonnées’ à l’ensemble des points de cet espace, les nœuds
du graphe. Les liens peuvent être compris comme une relation d’adjacence au sens
topologique, pré-géométrique. Une analogie avec le continu consiste à considérer les
ouverts d’une variété, à réduire chaque ensemble ouvert à un nœud et à ajouter un
lien entre deux nœuds si les ensembles ouverts s’intersectent.

Discutons maintenant de l’analogie entre les difféomorphismes et les renommages
dans le contexte de la gravité quantique à boucles (LQG). Dans cette approche pro-
visoire quoique bien développée de la gravité quantique, un résultat central est que
l’espace d’état se décompose en espaces de Hilbert correspondant chacun à un graphe
coloré. Ce graphe peut être compris comme dual à une ‘triangulation’ de l’espace tri-
dimensionnel avec des tétraèdres quantiques (voir par exemple[26]). Les paramètres
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géométriques de cette triangulation quantique sont sous-déterminés, les observables
géométriques (aires, angles, volume, etc.) satisfaisant des relations d’incertitude. Dans
la littérature, nous trouvons deux façons d’appliquer l’invariance par difféomorphisme
(spatial) au niveau quantique dans ce domaine. Une première façon [97] est de plon-
ger les graphes dans une variété, interprétés comme un ensemble de courbes dans
cette variété, puis de prendre la classe d’équivalence résultant de l’action avec les
difféomorphismes spatiaux sur le graphe plongé. Il s’agit d’une procédure fastidieuse
conduisant à un certain nombre de complications, telles que la création de nœuds.
Une autre stratégie [103], qui est en désaccord avec la première approche, consiste à
travailler directement au niveau des graphes non-plongés, également appelés ‘graphes
abstraits’. Cette dernière méthode est censée supprimer complètement la nécessité
d’imposer la contrainte d’invariance par difféomorphisme (spatiale) de manière expli-
cite au niveau quantique, puisqu’il n’y a pas de variété de plongement. Ce point de
vue minimaliste est donc beaucoup plus simple.

Notre analyse suggère que les deux points de vue sont en partie corrects et en partie
erronés. En ce qui concerne la première approche, qui emploie un plongement du
graphe dans une variété continue, il semble superflu de considérer un espace de
plongement continu supplémentaire si la théorie doit être basée sur les graphes. Les
graphes jouent déjà le rôle d’un espace topologique nativement discret sur lequel les
champs peuvent ensuite être définis.

Pour la seconde approche, qui utilise des graphes "abstraits" (non plongés), il
semble exagéré de prétendre que l’invariance par changements de coordonnées, une
symétrie centrale de la théorie classique, ait complètement disparu, en raison de
l’absence d’une variété d’incorporation. Alors que l’espace topologique continu de
plongement est abandonné, une structure topologique discrète subsiste - le graphe -
sur laquelle subsiste également une trace d’invariance spatiale par difféomorphisme.
Au niveau classique, ce qui survit d’un difféomorphisme spatial lorsque la géométrie
d’une surface spatiale est échantillonnée sur un graphe est le renommage des nœuds
des graphes. Ainsi, dans le contexte du LQG, nous pouvons penser que l’invariance
par renommage met en œuvre l’invariance par difféomorphisme spatial au niveau
quantique lorsque l’on travaille dans le contexte de graphes "abstraits" (non intégrés).
Il s’agit encore d’une invariance beaucoup plus simple et directe que celle définie
dans [103]car elle se concentre sur les nœuds et n’implique pas de ‘déplacer’ les liens
du graphe sur une variété de plongement.

5.7. Conclusion
Résumé des contributions. Nous avons fourni une notion robuste de superposition

quantique de graphes, pour servir d’espace d’état à diverses applications, allant des
modèles distribués d’informatique quantique, à l’"internet quantique" et à la gravité
quantique. Par exemple, le formalisme développé ici serait d’une utilité immédiate
dans les applications de la gravité quantique où les superpositions de géométries
tridimensionnelles sont étudiées.
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La principale difficulté réside dans le traitement des noms. Bien que les noms des
nœuds fassent partie de la définition des graphes, ils permettent des mesures trop
fortes et doivent donc être supprimés au niveau des observables. Nous avons montré
que le fait de s’en débarrasser trop tôt, en travaillant au niveau des graphes anonymes
c’est à dire classes d’équivalence par renommage, conduit à une signalisation instan-
tanée. Nous avons souligné que la raison sous-jacente à cela est que les noms jouent
un rôle essentiel dans le maintien des superpositions quantiques de graphes ‘alignés’
les uns par rapport aux autres.

Nous avons ensuite associé la définition des renommages comme une symétrie de
l’espace d’état quantique et avons postulé que les observables et les évolutions doivent
satisfaire l’invariance des renommages, c’est-à-dire qu’ils doivent commuter avec les
renommages. Nous avons fait remarquer que les renommages sur les graphes sont
l’analogue discret natif des difféomorphismes sur une variété — les deux renommant
les points d’un espace topologique. En ce sens, nous avons suivi ici la prescription
standard de la relativité générale : utiliser des coordonnées pour définir la situation
physique étudiée, puis exiger que les déclarations de pertinence physique soient
invariantes par changement de coordonnées. Les renommages de graphes ont en
outre été directement étendus au niveau quantique, ce qui en fait un candidat pour
mettre en œuvre l’invariance par difféomorphisme au niveau quantique.
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Conclusion

Par leur géométrie évolutive, les dynamiques causales de graphes et les sous déca-
lages de graphes ouvrent un éventail de questions dans les domaines de l’informatique
et de la physique théorique. Nous proposons, pour conclure, d’aborder quelques pers-
pectives sur les problématiques qui nous paraissent les plus prometteuses.

Dynamiques de graphes partitionnées Dans le chapitre 2, nous développons
des modèles de calculs rendant compatibles création/destruction de sommets et
réversibilité. Cependant, les dynamiques causales de graphes restent complexes à
décrire, et l’énumération des dynamiques de graphes réversibles est impossible sous
cette forme. Pour répondre à cette contrainte, nous proposons d’explorer le concept de
dynamique de graphes partitionnée, comme généralisation des automates cellulaires
partitionnés. Ainsi, les dynamiques causales de graphes partitionnées pourrait être
formulées par des permutations synchrones de motifs non-intersectant.

Simulation intrinsèque des dynamiques causales de graphes et des au-
tomates cellulaires Une notion très étudiée sur les automates cellulaires est la
notion de simulation intrinsèque. Premièrement, il serait intéressant de généraliser
certaines de ces notions aux dynamiques de graphes réversible, étendant des travaux
précédemment établis [76]. Dans un second temps, une telle notion pourrait être
directement appliquées aux automates cellulaires. Sous cette idée, un automate cellu-
laire en simulerait un autre si et seulement si la généralisation en dynamique causale
de graphes du premier simule celle du second. Il est probable qu’une telle notion
coïncide avec des modèles de simulation déjà existant, et apporterait une nouvelle
perspective à ces derniers.

Complexités des dynamiques causales de graphes Comme nous l’avons
précédemment cité, les dynamiques causales de graphes présentent un intérêt fort
du point de vue de la complexité. Ceux-ci ont le potentiel d’étendre leur espace de
calcul à vitesse exponentielle, menant potentiellement à des classes de complexités
différentes de celles des automates cellulaires. Ceci pourrait rappeler le calcul par
membranes ou les machines à signaux [90].

Sous-décalages déterministes Un moyen d’étude des classes de complexités
des dynamiques causales de graphes est la simulation par des sous-décalages de
graphes. Or, bien que nous établissons une définition des sous-décalages de graphes
et des résultats d’indécidabilité de ces derniers, nous ne fournissons pas de notion de
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simulation des dynamiques causales de graphes par des sous-décalages déterministes.
Cette notion, présente dans les sous-décalages de groupes, devient difficile à étudier
dans les sous-décalages de graphes du fait de leur géométrie variable.

Généralisation d’autres sous-décalages Dans ces travaux, nous nous sommes
principalement attardés sur des sous-décalages de graphes de type fini. Il existe
d’autres catégories de sous-décalages qu’il serait possible de généraliser aux sous-
décalages de graphes. On peut notamment citer les sous-décalages isométriques,
pouvant avoir un intérêt du point de vue des symétries de la physique théorique, ou
les sous-décalages sofiques.

Croissance d’un espace de faible courbure et dimensions supérieures
Comme nous l’avons prouvé dans le chapitre 4, il existe des dynamiques de graphes
faisant croître les configurations sur lesquelles elles opèrent. Cependant, lors de notre
étude, nous nous sommes restreints à des dynamiques sur des graphes que nous
pourrions considérer de dimension 1 (seulement 2 ports). Il existe déjà différentes
notions permettant de généraliser la notion de dimension d’un graphe, il reste donc à
savoir si certaines dynamiques croissantes font converger leurs configurations vers
des graphes de dimensions supérieures. Similairement, il existe des définitions de
courbure discrète, et il serait intéressant d’observer la croissances d’espaces de faible
courbure (similaire à celle de notre Univers).

Entropie topologique Lors du chapitre 4, nous nous sommes restreints à l’étude
d’une certaine notion d’entropie, adaptée de la physique théorique. Il existe également
d’autres notions d’entropies en dynamiques symboliques : l’entropie métrique et
l’entropie topologique. Bien qu’ayant un fort sens physique, l’entropie que nous
étudions reste quelque peu arbitraire du point de vue de la dynamique symbolique.
La croissance de l’entropie topologique renforcerait l’argument de l’orientation de la
flèche du temps par l’existence d’une configuration d’entropie minimale.

Dynamiques causales de graphes quantiques Dans le chapitre 5, nous four-
nissons un cadre formel aux dynamiques causales de graphes quantiques, en posant
une définition d’une superposition de graphes. La définition formelle d’une dyna-
mique causale de graphes quantique permettant la création/destruction de sommets
reste à établir, les précédents travaux [12] se limitant aux déplacements d’arêtes. En
particulier, la notion de localité devient complexe à définir dans le cadre d’une super-
position. Si deux sommets sont en superposition d’être proches et éloignés dans le
graphe, qu’est-ce qu’un rayon de localité autour d’un de ces sommets ? Une approche
serait de définir une notion de localité s’adaptant au contexte, et donc partiellement in-
dépendante entre les différentes branches de la superposition. Une autre perspective
serait d’établir un modèle de dynamiques de graphes partitionnées comme abordé
plus haut, et d’étendre celles-ci au régime quantique.
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Simulation en gravité quantique Il existe de nombreux succès de la simulation
de la physique théorique par des modèles de calculs discrets. On peut noter la simula-
tion des fermions par les marches quantiques ou la simulation des flux des gaz par
les méthodes de gaz sur réseaux. Une approche intéressante pour les dynamiques de
graphes serait de simuler certaines théories de la physique comme la relativité, ou la
gravité quantique avec le Regge calcul [91].
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A. Annexe

Réversibilité et création/destruction de sommets
Lemme A.1 (Chemins depuis la matière visible). Soit Y ′ ∈Y avec ε visible, et v ∈V (Y ′).
Alors v peut être décomposé enu•t , avec u etΠ∗, et t ∈ {lm,r m}∗ si et seulement si v
est invisible. De plus, pour tout s, t ∈ {l m,r m}∗, on a que •s, •t sont dans Y ′, et •s ≡Y ′ •t
si et seulement si s = t .

Démonstration. Premièrement on considère Y ∈Y avec ε visible. •s appartient Y et
est donc le chemin minimal de •s, car la matière invisible forme un arbre. Si v est
invisible alors v admet seulement un sommet u connectant son arbre de matière
invisible à la matière visible, v peut être décomposé minimalement en u•t avec t dans
{lm,r m}∗.
Cette propriété reste vrai pour la clôture. Soit Y ′ ∈ Y avec ε visible. Soit n =
max(|v |, |s| + 1, |t |) et choisissonsY ∈ Y tel que Y ′n = Y n . Par définition de |v | on
a que p est le plus court chemin depuis ε vers v dans Y si et seulement si c’est le
plus court chemin dans Y ′. On a donc que la décomposition de v , et son invisibilité
quand t n’est pas vide, est conservée dans Y ′. C’est également le cas de l’existence
de •s. Enfin, on a que •s ≡Y ′ •t implique •s ≡Y •t , et donc s = t , grâce à la structure en
arbre de la matière invisible dans Y .

Lemme A.2 (Chemins depuis la matière invisible). Soit Y ′ ∈ Y avec ε invisible, et
v ∈V (Y ′). Alors v peut être décomposé en s−1•u, auquel cas v est visible, ou s−1•u•t ,
auquel cas v est invisible avec u ∈Π∗, et s, t ∈ {lm,r m}∗. De plus, tout s, t appartenant
{lm,r m}∗, appartiennent également Y ′, et on a donc que s ≡Y ′ t si et seulement si
s = t .

Démonstration. Même schéma de preuve que dans le lemme précédentA.1.

Lemme A.3 (Racine invisible finie). Soit Y ′ ∈ Y . Si Y ′ ne contient pas de matière
visible, alors, pour tout n, il existe un mot un dans {lm,r m}n tel que Y n = T n

un
. En

conséquence, u−1
n est l’unique mot appartenant à {ml ,mr }n tel que u−1

n appartient à
Y ′. De plus, si p ≤ n, alors up est le suffixe de un .

Démonstration. Considérons Y ′ dans Y . Soit Y ∈Y tel que Y n = Y ′n . Comme Y ′ ne
contient pas de matière visible, Y ′ = Y•s avec |s| > n, et on peut choisir u le suffixe de
longueur n de s, et t le préfixe complémentaire, tel que s = tu. Y ′n est inclue dans
l’arbre de matière invisible enraciné en Y•t , on a donc que Y n = Y ′n = (Y•t )n

u = T n
u .

Pour l’unicité, il nous suffit de remarque que pour deux mots u, v de longueur n,
T n

u = T n
v implique u = v .

Comme u−1
n est l’unique mot de longueur n ∈ {ml ,mr }n représentant un chemin

valide de Y ′, son préfixe de longueur p est l’unique mot de longueur p appartenant à
{ml ,mr }p représentant un chemin valide de Y ′, que l’on connaît être u−1

p .

Proposition A.1 (Extension à la matière invisible). Soit (F,R•) une dynamique conti-
nue et invariante par translation sur Y . On a que (F,R•) est quiescent sur l’invisible
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si et seulement si (F,R•) peut être étendue continûment à Y en posant F (Tu) = Tu et
RTu = I d pour tout u dans {l ,r }−N.

Démonstration. On remarque que pour tout Y et uk+1 ∈ {lm,r m}k+1 ∩V (Y ), on a
Y k

uk+1
= T k

u .
[⇒]. Soit (F,R•) une dynamique continue, invariante pas translation et quiescente
sur l’invisible. Soit u un mot infini à gauche de {lm,r m}−N. La continuité de F sûr
Y dit que pour tout m il existe n ≥ m tel que F (Y )m = F (Y n)m . Par quiescence de
la matière invisible, il existe une borne b telle que pour tout X , p ∈ {lm,r m}b , v ∈
{lm,r m}∗, RX (•pv) = RX (•p)RX•p (v) = RX (•p)v . En combinant ces deux propriétés, on
obtient que F (T n

u )m = F (X n
•ub+n+1

)m = F (X•ub+n+1 )m = F (X )m
RX (•ub )un+1

= T m
u . Donc, si

on étend F à Y en posant F (Tu) = Tu , on obtient que F (Tu)m = F (T n
u )m , et donc F

reste continue. De manière similaire, la continuité de R• sur Y , nous dit que pour
tout m il existe n ≥ m tel que Rm

X = Rm
X n . En combinant une nouvelle fois avec la

quiescence sur la matière invisible on a que, Rm
T n

u
= Rm

X n•ub+n+1
= I d . Donc, si on étend R

à Y en posant RTu = I d , on obtient Rm
Tu

= Rm
T n

u
, et donc F reste continue. Cela conclu

l’implication de la gauche vers la droite.
[⇐]. Réciproquement, si on ne suppose plus la quiescence sur l’invisible de (F,R•),
mais qu’elle peut être étendue continûment sur Y en posant F (Tu) = Tu et RTu = I d .
Comme Y est compact, (F,R•) est uniformément continue par le théorème de Heine-
Cantor. Soit c tel que pour tout Y , a ∈ Y , et |a|=1, on a |RY (a)| ≤ c. Un tel c existe via
l’application du Lemma 3 de [13]. Soit b tel que, pour tout Y , on a :

• F (Y )c = F (Y b)c • domRY
c ⊆V (Y b) • RY

c = RY b
c

Prouvons par récurrence que b+1 est la borne de la quiescence de la matière invisible.
Notre hypothèse de récurrence est donc que pour tout p dans {lm,r m}b+1 et w dans
{lm,r m}n ,on a RX•p (w) = w . L’hypothèse est vraie pour n = 0, car RY (ε) = ε pour tout
Y par invariance par translation. Supposons maintenant l’hypothèse vraie pour un
certain n. Soit a ∈ {lm,r m}. On a que RX•p (w a) = RX•p (w)RX•pw (a). Comme |p| = b+1

et que X b
•pw = T b

upw pour tout mot u infini à gauche appartenant à {lm,r m}−N. Par
choix de c et b, on a RX•pw (a) = Rc

X•pw
(a) = Rc

X b•pw
(a) = Rc

T b
upw

(a) = Rc
Tupw

(a) = I d c (a) =
a. En combinant tout cela ensemble, on obtient bien que RX•p (w a) = w a.

Définition A.1 (fonction de nommage). Soit F un NCGD. Pour tout G , nous définis-
sons lafonction de nommage RG comme suit : pour tout u.t ∈V (G).{l ,r }∗, pour tout
u′.t ′ ∈ V (F (G)).{l ,r }∗, RG (u.t) = u′.t ′ si et seulement si S(u.t) = S′(u′.t ′), où S et S′

résultent de l’application du lemme 2.1.8 sur u et u′.

Démonstration. Nous devons prouver que cette définition est solide, c’est-à-dire que
pour tout u.t ∈ V (G).{l ,r }∗, il existe au moins un v et s tel que S(u.t) = S′(v.s) où S
et S′ résultent de l’application du lemme 2.1.8. Supposons qu’il existe v1.s1 et v2.t2

tels que S1(u.t) = S′
1(v1.s1) et S2(u.t) = S′

2(v2.s2). Par construction de S1 et S2, on a
qu’il existe t ′ ∈ {l ,r }∗ tel que S1(u.t)t ′ = S2(u.t) ou S1(u.t) = S1(u.t)t ′. Sans perte de
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généralité, supposons que S1(u.t )t ′ = S2(u.t ), donc nous avons les égalités suivantes :

S′
1(v1.s1)t ′ = S1(u.t )t ′ = S2(u.t ) = S′

2(v2.s2)

Ensuite, remarquons que pour tout u, pour tout S, u.t est un préfixe de S(u.t ), donc
nous pouvons réécrire l’égalité précédente comme v1.s1s′1t ′ = v2.s2s′2 avec certains
s′1, s′2 ∈ {l ,r }∗. Comme F (G) est un graphe bien nommé, cela implique v1 = v2. S1 = S2

et S′
1 = S′

2, ce qui nous donne S′
1(v1.s1) = S′

1(v1.s2). Pour tout u, σu est injectif, donc
S1 est injectif et nous avons v1.s1 = v1.s2. Encore une fois, F (G) est un graphe bien
nommé, donc s1 = s2.

Lemme A.4. La dynamique induite d’un NCGD est la matière invisible quiescente.

Démonstration. Nous voulons prouver qu’il existe une borne b telle que, pour tout
Y•s , et pour tout t dans {lm,r m}∗, nous avons |s| ≥ b =⇒ RY•s (t) = t . Pour R induite
par R, ceci est impliqué par : pour tout G , pour tout v ∈V (G) et s, t dans {l ,r }∗ alors
|s| ≥ b implique R(v.st ) = R(v.s)t .

Tout d’abord, prouvons qu’il existe une borne b ∈N telle que pour tout v ∈V (G) et
v ′ ∈ V (F (G)), v ∧ v ′ =; implique qu’il existe r,r ′ ∈ {l ,r }∗ telle que |r | ≤ b, |r ′| ≤ b et
S(v.r ) = S′(v ′.r ′). Cela vient du fait que R est S′−1 ◦S avec S et S′ compositions finies
de sigmas, dont la longueur totale peut être bornée par b. En effet, S et S′ sont calculés
à partir de disques de rayon r , et nous avons prouvé dans en posant la définition
2.1.26 que la longueur de S et S′ est invariante sous les renommages. Puisqu’il existe
un nombre limité de disques de rayon r , nous prenons b comme étant le maximum
de ces longueurs.

Par définition de S et S′, on a aussi que pour tout t ∈ {l ,r }∗, S(v.r t) = S′(v ′.r ′t) et
donc R(v.r t ) = v ′.r ′t .

Soit v ∈ V (G), et s ∈ {l ,r }∗ tels que |s| ≥ b. Comme F est conservateur de nom,
il existe v ′ tel que v.s ∧ v ′ 6= ;. Comme dit plus haut, il existe r,r ′ ∈ {l ,r }∗ tel que
s = r s2, |r | ≤ b, |r ′| ≤ b, S(v.r ) = S′(v ′.r ′) et donc R(v.r ) = v ′.r ′. Mais on a aussi que
S(v.r s2t) = S′(v ′.r ′s2t), donc R(v.st) = R(v.r s2t) = v ′.r ′s2t = R(v.r )s2t . Pour t = ε, on
a que R(v.s) = R(v.r )s2, ce qui nous donne R(v.st ) = R(v.r )s2t = R(v.s)t .

Lemme A.5. La dynamique induite d’un NCGD est continue.

Démonstration. Prouvons d’abord que pour tout Y ∈ Y , pour tout m ∈ N il existe
n ∈N tel que F (Y )m = F (Y n)m . Soit Y ∈ Y , G ∈ W et v ∈ V (G) tels que Y = (GM, v)◦.
Remarquons les égalités suivantes :

ã(GM, v)m = ã((GM)m
v , v) = ã((GmM

v )m
v , v)

On a par définition F que F (Y )m = F ã(GM, v)m = ã(F (G)M,R(v))m . En utilisant la re-

marque précédente, on a que F (Y )m = ã((F (G)mM
v )m

v , v). Par continuité de F , pour
v ′ = v on a qu’il existe n ∈N tel que :

F (Y )m = ã((F (Gn
v )mM

v )m
v ,RG (v)) = ã(F (Gn

v )M),RG (v))m = F (Y n)m
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Concentrons-nous maintenant sur la preuve que pour tout m ∈N, il existe n ∈N, tel
que dom R

m
(GM,v)◦ ⊆V ( ã(GM, v)n) et R

m
(GM,v)◦ = R

mã(GM,v)n .
Soit u.s ∈V (G).{l ,r }∗ et u′.s′ ∈V (G) tels que R(u.s) = u′.s′. S(u.s) = S′(u.s′) donc il

existe t , t ′ ∈ {l ,r }∗ tel que u.st = u′.s′t ′. Comme u ∧u′ 6= ; et par continuité de F on a
que pour tout m ∈N il existe n ∈N tel que si u′ ∈ F (G)m

v ′ alors u ∈V (Gn
v ).

Soit b la borne de quiescence de la matière invisible. Comme indiqué dans le lemme
A.4, S et S′ sont une composition bornée de sigmas, donc pour tout b ∈ N il existe
b′ ∈ N tel que |s| ≤ b implique |s′| ≤ b′. Si |s| > b, alors il existe s1, s2 ∈ {l ,r }∗ tel que
s = s1s2, |s1| ≤ b et R(u.s1s2) = R(u.s1)s2. Soit s′1 tel que u.s1 = u′.s′1, puis s′1 ≤ b′. On a :

u′s′ = R(u.s) = R(u.s1s2) = R(u.s1)s2 = u′.s′1s2

|s′1| ≤ b′ et s2 ≤ |s| donc |s′| ≤ b′+|s|. En résumé, on a que pour tout d , il existe un d ′

tel que |s| ≤ d implique |s′| ≤ d ′. Mais la construction de R est symétrique, on a donc
que pour tout d ′, il existe d ∈N tel que |s′| ≤ d ′ implique |s| ≤ d .

Soit u.s ∈V (G) et u′.s′ ∈V (G) tels que R(u.s) = u′.s′. Si u.s ∈V (Gn
v ) alors u ∈V (Gn

v )
car v est dans la matière visible et |s| ≤ n. Comme indiqué ci-dessus, il existe une
borne m telle que u ∈ V ã(GM, v)m et il existe une borne d telle que |s| ≤ d donc u.s ∈
V ( ã(GM, v)m+d ). Puisque u ∈V ( ã(GM, v)m+d ) et R(u.s) ne sont calculés qu’à partir de u,
nous avons aussi R(GM,v)◦(u.s) = R ã(GM,v)n (u.s).
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