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Introduction

Emergence du sujet

Ce texte étudie les marches aléatoires induites par des actions de groupes pro-
babilisés. Le premier exemple d’une telle marche est sans doute celui des chaînes
de Markov sur R à incréments indépendants identiquement distribués. Leur étude
constitue la base de la théorie des probabilités et repose sur des théorèmes limites,
comme la loi des grands nombres, le théorème central limite, etc.

A partir des années 60, on commence à s’intéresser à des marches sur Rd données
par l’action de transformations linéaires choisies aléatoirement. Plus précisément, on
se donne un vecteur v P Rdzt0u, une mesure de probabilité µ surGLdpRq, et une suite
b1, b2, . . . , bn, . . . d’éléments de GLdpRq choisis aléatoirement selon µ. Les travaux de
Furstenberg, Guivarc’h, Raugi, Lepage, et d’autres révèlent des théorèmes limites
pour la trajectoire pbn . . . b1vqně0 analogues à ceux des marches sur R (voir [18]). On
peut également citer Arnold et Krylov [3], ainsi que Kazhdan [53], qui prouvent des
propriétés d’équidistribution pour la loi de pbn . . . b1vq dans le cas où µ est supportée
par le groupe orthogonal SOdpRq ou par le groupe des déplacements euclidiens du
plan SO2pRq ˙R2. Dans les années 90, Bougerol, Picard, Babillot, Elie abordent le
cas plus général où µ est à support dans le groupe affine GLdpRq˙Rd et démontrent
des propriétés de récurrence, sous l’hypothèse d’un exposant de Lyapunov négatif
ou nul [19, 4].

Ces situations se placent dans le cadre abstrait suivant. On se donne un espace
topologique X sur lequel agit continument un groupe topologique G, tous deux
étant supposés localement compacts à base dénombrable. On munit G d’une mesure
de probabilité µ. Cela induit une marche aléatoire sur X dont la probabilité de
transition en un point x est donnée par

µ ‹ δx : A Ď X ÞÑ µ tg P G, g.x P Au

Avec des mots, on réalise un pas à partir de x en choisissant aléatoirement et
selon µ un élément du groupe G puis en le faisant agir sur x.

Ces 20 dernières années, le cas d’une marche sur un espace homogène de volume
fini a suscité un grand intérêt. On y suppose que X est un quotient X “ G{Λ où
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Λ est un réseau de G, i.e. un sous-groupe discret de covolume fini ; et l’action de G
sur X est l’action naturelle par translation à gauche. De façon assez suprenante, des
avancées considérables ont pu être réalisées dans ce cas, par analogie avec la théorie
de Ratner. Celle-ci étudie l’action de sous-groupes unipotents de G sur l’espace
homogène X.

Théorème (Ratner [72]). Soit G un groupe de Lie, Λ Ď G un réseau, et H Ď G un
sous-groupe de Lie connexe engendré par des éléments Ad-unipotents de G.

Alors toute probabilité H-invariante ergodique ν sur G{Λ est homogène.

L’homogénéité de la probabilité ν exprime qu’elle est de nature algébrique. For-
mellement, cela signifie que le stabilisateur de ν, à savoir Gν :“ tg P G, g‹ν “ νu,
agit transitivement sur le support de ν. On peut ainsi identifier ν à une mesure
Gν-invariante sur l’espace homogène Gν{Gν,x où x P supp ν, justifiant l’appellation
“homogène”.

Une première version probabiliste du théorème de Ratner est abordée par Breuillard
[23], qui étudie la dynamique des marches aléatoires portées par des sous-groupes
unipotents. Elle est suivie du théorème de Benoist-Quint qui classifie les probabili-
tés invariantes (dite stationnaires) pour une classe très large de marches aléatoires.
La stationnarité d’une mesure ν sur X signifie que ν “

ş

G
g‹ν dµpgq. On précise

qu’elle est ergodique si elle est extrémale parmi de telles mesures. De plus, nous
dirons qu’une probabilité µ sur un groupe de Lie G est Zariski-dense si le sous semi-
groupe fermé Γµ Ď G engendré par son support a sa représentation adjointe AdpΓµq
Zariski-dense dans AdpGq.

Théorème (Benoist-Quint [14]). Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe à
centre fini et sans facteur compact, Λ Ď G un réseau, et µ une probabilité sur G,
supposée Zariski-dense et à support compact.

Alors toute probabilité µ-stationnaire ergodique sur G{Λ est Γµ-invariante et ho-
mogène.

Un corollaire du théorème de Benoist-Quint est l’homogénéité des probabilités
ergodiques Γµ-invariantes, fait qui n’est pas prédit par la théorie de Ratner. C’est
un exemple remarquable où une approche probabiliste permet d’approfondir des
théorèmes de géométrie pure.

L’analogie entre les flots unipotents et les marches aléatoires sur les espaces ho-
mogènes n’est en fait pas nouvelle. A l’heure où Benoist et Quint démontrent leur
théorème, des ressemblances frappantes ont déjà été mises en lumière par Eskin et
Margulis, en ce qui concerne les propriétés de récurrence. Nous avons d’une part le
théorème de Dani-Margulis qui dit qu’en volume fini, l’orbite d’un point quelconque
sous l’action d’un flot unipotent ne s’échappe pas à l’infini et passe même la plupart
de son temps dans une partie compacte.
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Théorème (Dani-Margulis [29]). Soit G un groupe de Lie, Λ Ď G un réseau, putqtPR
un sous-groupe à un paramètre Ad-unipotent. Alors pour tout x P G{Λ, tout ε ą 0,
il existe un compact K Ď G{Λ tel que pour tout T ą 0,

1
T
lebtt P r0, T s, ut.x P Ku ě 1´ ε

D’autre part, nous avons sa version probabiliste.

Théorème (Eskin-Margulis [38]). Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe à
centre fini, Λ Ď G un réseau, µ une probabilité sur G, supposée Zariski-dense et à
support compact.

Alors la marche aléatoire sur l’espace homogène G{Λ induite par µ est uniformé-
ment récurrente en loi : pour tout ε ą 0, il existe un compact K Ď G{Λ tel que pour
tout x P G{Λ, il existe un rang Nx ě 0 tel que si n ě Nx alors

µ‹n ‹ δxpKq ě 1´ ε

Parallèlement au développement de ces analogies, Babillot, suivie de Ledrappier
et Sarig posent la question d’une théorie de Ratner en mesure infinie. Le cadre est
pour l’instant très concret et concerne le flot horocyclique sur les surfaces hyperbo-
liques. On peut en citer un premier succès :

Théorème (Babillot-Ledrappier-Sarig [5, 76]). Soit S un Z-revêtement de surface
hyperbolique compacte, notons putqtPR le flot horocyclique sur T 1S, et x ÞÑ x` 1 un
générateur du groupe des automorphismes de revêtement de T 1S.

Alors, pour tout réel positif c ą 0, il existe une unique mesure de Radon ut-
invariante ergodique ν telle que νp. ` 1q “ cν. De plus toute mesure de Radon
ut-invariante ergodique est de cette forme.

La réponse apportée a récemment été étendue par Sarig au cas de surfaces hyper-
boliques très générales, admettant une décomposition en pantalons dont les longeurs
de bords sont uniformément bornées [77].

Tout ce contexte pousse au questionnement suivant :

Y’a t’il une théorie de Ratner pour les marches aléatoires sur les espaces homo-
gènes de volume infini ?

Ma thèse est consacrée à ce thème. De même que pour le cas de volume fini,
nous abordons les sujets de la récurrence en loi et de la classification des mesures
stationnaires. D’autres questions apparaissent naturellement.
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Présentation des résultats

1) Récurrence et Transience

Revenons au cadre abstrait mentionné plus haut : un groupe localement compact
à base dénombrable G est muni d’une mesure de probabilité µ et agit continument
sur un espace topologique localement compact à base dénombrable X. Une marche
est induite sur X. On notera B “ GN‹ , β “ µbN

‹ .

1.a) Comportement en loi

La question de la récurrence de la µ-marche sur X peut être abordée selon plu-
sieurs points de vue. Au chapitre 3, nous étudions une version en loi.

Définition. Un point x P X est dit :

• récurrent en loi si pour tout ε ą 0 il existe un compact K Ď X tel que pour
tout n ě 0,

µ‹n ‹ δxpKq ą 1´ ε

• transient en loi si la suite de probabilités pµ‹n ‹ δxqně0 converge vers zéro pour
la topologie faible-˚.

La récurrence en loi traduit le fait que la probabilité de position à l’instant n
d’une marche issue de x a toutes ses limites faibles de masse 1 quand n tend vers
l’infini. On dit qu’il n’y a pas de fuite de masse. A l’extrême inverse, la transience
en loi exprime une fuite de toute la masse.

Supposons que X est muni une fois pour toute d’une mesure de Radon G-
invariante λ. Une partie A Ď X sera dite µ-invariante si pour µ-presque tout g P G,
on a λpgA∆Aq “ 0. Au chapitre 3 est démontré un résultat très général de transience
en loi :

Théorème. Supposons que la probabilité µ est symétrique (i.e. invariante par g ÞÑ
g´1) et que toute partie µ-invariante de X a une λ-mesure nulle ou infinie. Alors
λ-presque tout point x P X est transient en loi :

µ‹n ‹ δx ÝÑ
nÑ`8

0

Ce résultat peut être considéré comme une généralisation en mesure infinie de
résultats d’équirépartition obtenus par Rota [73] et Oseledets [66] pour les marches
symétriques en mesure finie (voir aussi [26, Lemma 1]). La première étape est d’éta-
blir que la suite de probabilités pµ‹2n ‹ δxqně0 converge pour la topologie faible-‹.
Cela repose sur le théorème de convergence des martingales rétrogrades en mesure
σ-fini, et sur le phénomène d’équirépartition des fibres décrit dans [14]. Ensuite, nous

12



prouvons à l’aide du théorème de Chacon-Ornstein que la limite des pµ‹2n ‹ δxqně0
est nécessairement la mesure nulle.

Il découle du théorème précédent une réciproque au théorème de récurrence en
loi d’Eskin-Margulis cité plus haut :

Théorème. Soit G un groupe de Lie réel semi-simple connexe à centre fini, Λ Ď G

un sous groupe discret de covolume infini, µ une probabilité sur G dont le support
engendre un sous-groupe Zariski-dense dans G.

Alors presque tout point x P G{Λ est transient en loi au sens de Césaro :

1
n

n´1
ÿ

k“0
µ‹k ‹ δx ÝÑ

nÑ`8
0

De plus, si la probabilité µ est symétrique, alors il y a transience en loi :

µ‹n ‹ δx ÝÑ
nÑ`8

0

Il est vraisemblable que la transience en loi annoncée par ce dernier théorème
soit en fait valable sans hypothèse de symétrie sur µ. Un argument reposant sur un
trou spectral nous permet de démontrer ce raffinement dans le cas où le sous-groupe
discret Λ est contenu dans des réseaux de G de covolume arbitrairement grand.
Cette hypothèse est par exemple satisfaite si G{Λ est un revêtement abélien à base
de volume fini.

1.b) Comportement presque-sûre

Le chapitre 4 étudie la récurrence des trajectoires.

Définition. Un point x P X est dit :

• récurrent presque-sûr si pour β-presque tout b “ pbnqně1 P B, le point x est
valeur d’adhérence de la trajectoire pbn . . . b1xqně0.

• transient presque-sûr si pour β-presque tout b “ pbnqně1 P B, la trajectoire
pbn . . . b1xqně0 quitte tout compact à partir d’un certain rang.

La question de la récurrence presque-sûre a récemment été étudiée par Prohaska
dans le cas de marches à densité, i.e. données par une mesure de probabilité µ non
singulière avec la mesure de Haar sur G (voir [70]). Nous nous intéressons plutôt à
des marches portées par des sous-groupes discrets et conjecturons le résultat suivant.
On dit qu’une marche ou un flot sur une variété est récurrent. (resp. transient) si
presque tout point de la variété est récurrent-ps (resp. transient-ps).
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Conjecture. Soit G un groupe de Lie réel connexe simple de rang réel 1, soit Λ Ď G

un sous-groupe discret, v0 P g un élément non nul d’un sous-espace de Cartan de g,
et at “ expptv0q. Soit µ une probabilité sur G, supposée Zariski-dense et à support
compact.

Alors le flot patqtPR et la µ-marche sur G{Λ sont simultanément transients, ou
bien simultanément récurrents et ergodiques.

Avec des mots, une marche sur un espace localement symétrique de type non
compact et de rang 1 est soit transiente, soit récurrente et ergodique. De plus ce
comportement ne dépend pas de la marche en question mais seulement de l’espace
ambiant, et se lit dans le flot géodésique. Remarquons que la dichotomie “transience
/ récurrence et ergodicité” est déjà connue dans le cas du flot géodésique [1, 52].

Nous démontrons en fin de chapitre 5 que la conjecture est vérifiée dans le cas des
revêtements abéliens de surfaces hyperboliques de volume fini. Le chapitre 4 aborde
le problème dans toute sa généralité, et démontre que la transience du flot implique
celle des marches. L’hypothèse que µ soit à support compact s’avèrera superflue et
nous supposerons seulement que µ a un moment d’ordre 1 fini, i.e que

ż

G

log ||Adpgq||dµpgq ă `8

où Ad : G Ñ SLpgq désigne la représentation adjointe, et ||.|| une norme d’espace
vectoriel sur Endpgq.

Théorème. Soit pG,Λ, v0, patqq comme dans l’énoncé de la conjecture, soit µ une
mesure de probabilité sur G supposée Zariski-dense à moment d’ordre 1 fini.

Si le flot géodésique patqtPR sur G{Λ est transient, alors c’est aussi le cas de la
µ-marche sur G{Λ.

Le lien entre la marche et le flot sera fait par la décomposition de Cartan : si
K Ď G est un sous-groupe compact maximal adapté au sous-groupe patq, alors tout
élément g P G s’écrit

g “ kgatg lg

où kg, lg P K et tg ě 0. De plus, le nombre tg est unique. La preuve du théorème
se résume ainsi : la transience du flot géodésique implique que sa fonction de Green
est finie, et même localement intégrable. En l’intégrant sur une partie K-invariante,
nous faisons disparaître les dépendances en kg, lg, et un lemme de renouvellement
pour la projection de Cartan permet d’en déduire que la fonction de Green de la µ-
marche est également localement intégrable, impliquant la transience de la marche.
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Il découle de notre théorème une dichotomie sur le comportement récurrent des
marches aléatoires en rang 1, analogue à celle du flot géodésique.

Corollaire. Soit G un groupe de Lie connexe simple de rang réel 1, soit Λ un
sous groupe discret de G, et soit µ une mesure de probabilité sur G Zariski-dense à
moment d’ordre 1 fini.

Alors la µ-marche sur G{Λ est soit transiente, soit récurrente et ergodique pour
une mesure de Haar quotient.

2) Dérive

Le chapitre 5 analyse la dérive d’une marche aléatoire sur un revêtement abélien
d’un espace homogène de volume fini.

Commençons par un exemple. La figure ci-dessous représente un Z2-revêtement S
d’une surface hyperbolique compacte S0 de genre 2. Son fibré unitaire tangent T 1S
s’identifie à un espace homogène G{Λ où G “ PSL2pRq et Λ Ď G est un sous-groupe
discret. On induit une marche aléatoire sur T 1S en se donnant une probabilité µ sur
G, que l’on supposera Zariski-dense et à support compact. On note aussi B “ GbN

‹ ,
β “ µbN

‹ .

S

D
0,0

D0,1

D
1,0

D-1,0

D1,1D
-1,1

x

Z2-revêtement d’une surface compacte de genre 2

Comme sur le dessin, S admet une subdivision naturelle en blocs fondamentaux
indexés par Z2. On se donne alors un vecteur unitaire x P T 1S sur S, une suite
d’instruction b P B et on note pour tout n ě 0,

ipbn . . . b1xq “ indice du bloc contenant bn . . . b1x
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La dérive de la trajectoire réalisée par pb, xq est definie (lorsqu’elle existe) par la
limite dans R2 :

δpb, xq :“ lim
nÑ`8

1
n
ipbn . . . b1.xq

Nous montrons que pour tout x P T 1S, β-presque tout b P B, la dérive δpb, xq
est bien définie, vaut 0 si le projeté x dans le quotient compact T 1S0 a sa Γµ-orbite
infinie, et peut être calculée simplement dans le cas contraire. La force de ce résultat
est qu’il décrit la dérive quelque soit le point de départ x. La nullité de la dérive en
presque-tout x est plus facile à obtenir et constitue une étape intermédiaire dans la
preuve.

Le résultat que nous démontrons est en fait général. Pour faciliter son énoncé, il
est commode d’introduire un cocycle de déplacement σ exprimant la variation de
l’indice de position sous l’action de G. Dans le cadre de l’exemple précédent, il est
défini sur Gˆ T 1S0 par la formule : pour g P G, x0 P T

1S0, et x P T 1S relevant x0,

σpg, x0q “ ipgxq ´ ipxq

On peut aussi bien exprimer la dérive d’une trajectoire à l’aide σ :

δpb, xq “ lim
nÑ`8

1
n
σpbn . . . b1, xq

Le théorème suivant considère un revêtement abélien d’un espace homogène de
volume fini et décrit la dérive d’une trajectoire typique issue d’un point quelconque,
sous l’hypothèse que l’application de revêtement admet un domaine fondamental à
bord compact.
Théorème. Soit G un groupe de Lie connexe simple et ΛEΛ0 Ď G des sous groupes
discrets, avec Λ0 de covolume fini dans G et Λ0{Λ » Zd (où d P N‹). On note les
espaces quotients X0 :“ G{Λ0 et X :“ G{Λ et on suppose que l’action de Zd sur X
admet un domaine fondamental connexe D à bord compact. Soit i : X Ñ Rd une
application mesurable Zd-équivariante bornée sur D et σ : G ˆX0 Ñ Rd le cocycle
de déplacement induit. Soit µ une probabilité Zariski-dense à support compact sur
G, et notons B :“ GN‹, β :“ µbN

‹.
Etant donné x0 P X0, on distingue alors deux cas :

1. Si l’orbite Γµ.x0 est infinie dans X0 alors la dérive est nulle : pour β-presque
tout b P B, on a

1
n
σpbn . . . b1, x0q ÝÑ

nÑ`8
0

2. Si l’orbite Γµ.x0 est finie dans X0, alors pour β-presque tout b P B, on a
1
n
σpbn . . . b1, x0q ÝÑ

nÑ`8
µb ν0pσq

où ν0 est l’équiprobabilité sur Γµ.x0 donnée par ν0 :“ 1
7Γµ.x0

ř

yPΓµ.x0
δy0.
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La preuve s’appuie sur la classifications des probabilités stationnaires sur le quo-
tient de volume fini X0 donnée dans [14]. Elle exploite de façon cruciale l’hypothèse
qu’il existe un domaine fondamental à bord compact pour l’action de Zd sur X.
Cette condition garantit que la variation de l’indice de position i sous un pas de la
marche est bornée.

Nous étudions dans un deuxième temps les phénomènes pouvant apparaître si
l’action de Zd sur X n’admet pas de domaine fondamental à bord compact. C’est le
cas par exemple si X est le fibré unitaire tangent d’un Z-revêtement d’une sphère hy-
perbolique à trois pointes. On observe alors un comportement radicalement différent.
Nous supposons fixé un domaine fondamental connexe par arcs D pour l’action de Z
sur X, une application i : X Ñ Rd mesurable Zd-équivariante, PSO2pRq-invariante,
et bornée sur D, et notons σ le cocycle de déplacement induit.

Théorème. Soit S un Z-revêtement d’une sphère à trois pointes S0, et µ une mesure
de probabilité sur G “ PSL2pRq, supposée Zariski-dense et à support compact. Alors
la µ-marche induite sur T 1S est récurrente et a sa dérive asymptotiquement dense :
pour presque-tout x0 P T

1S0, β-presque tout b P B, et t P R,

tvaleurs d’adhérence de la suite p 1
n
σpbn . . . b1, x0qqně1u “ R

Le point clef est un théorème de Enriquez et Le Jan décrivant la loi du nombre
d’enroulement du flot géodésique autour des différents cusps d’une surface hyper-
bolique de volume fini [35]. Nous en déduisons un théorème central limite affirmant
que la variable aléatoire 1

n
σpbn . . . , b1, x0q, où b varie selon β et x selon la probabilité

de Haar sur T 1S0, se comporte pour n grand comme une loi de Cauchy centrée sur
R.

Nous voyons enfin comment adapter ce dernier théorème au cas général d’un
Zd-revêtement S d’une surface hyperbolique de volume fini S0 quelconque. Plus
précisément, notons C1, . . . ,Cs les pointes de S0, puis v1, . . . , vs P Zd les translations
obtenues en relevant un tour de pointe au revêtement S, et enfin posons EC “

VectRtv1, . . . vsu le sous-espace vectoriel de Rd engendré les vi. Alors une marche
Zariski-dense à support compact sur T 1S a presque toutes ses trajectoires de dérive
asymptotiquement denses dans EC : pour presque-tout x0 P T

1S0, β-presque tout
b P B,

tvaleurs d’adhérence de la suite p 1
n
σpbn . . . b1, x0qqně1u “ EC
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3) Classification des mesures stationnaires

Le chapitre 6 aborde le problème de classification des mesures de Radon station-
naires pour une marche aléatoire sur un espace homogène de volume infini. Ce travail
est dans la lignée du théorème de Benoist-Quint mentionné plus haut. Un premier
cas naturel est celui où l’espace ambient X est un Z-revêtement d’un espace homo-
gène compact X0. On espère alors pouvoir adapter certaines techniques développées
pour comprendre le cas des marches sur la base X0, à travers la périodicité du re-
vêtement. Nous parvenons à mettre en place cette stratégie dans le cas où l’espace
ambient X est Td ˆR (que l’on peut voir comme un Z-revêtement de Td`1). L’idée
de considérer un revêtement du tore vient naturellement de l’histoire du sujet, car
le cas du tore a été le premier a être compris en volume fini. La classification des
probabilités stationnaires est alors donnée par le théorème suivant :

Théorème (Benoist-Quint [13], Bourgain-Furman-Lindenstrauss-Mozes [21],[22]).
Soit µ une probabilité sur SLdpZq dont le support est fini et engendre un sous semi-
groupe fortement irréductible Γµ Ď SLdpZq.

Alors toute probabilité µ-stationnaire ergodique sur le tore Td est soit une équi-
probabilité sur une Γµ-orbite finie dans Td, soit la probabilité de Haar.

L’hypothèse de forte irréductibilité signifie que l’action de Γµ sur Rd ne stabilise
pas d’union finie (non vide) de sous-espaces vectoriels différents de t0u et Rd.

Ce théorème est initialement dû à Bourgain-Furman-Lindentsrauss-Mozes sous
l’hypothèse supplémentaire que Γµ est proximal, c.a.d. qu’il possède un élement ayant
une valeur propre simple de module strictement supérieur à celui de ses autres valeurs
propres. La preuve repose sur l’analyse de Fourier. Peu après, Benoist et Quint
démontrent la version citée à l’aide d’une preuve différente. L’argument clef est le
phénomène de dérive exponentielle, inspiré par la dérive polynomiale de la théorie
de Ratner. C’est lui qui permettra d’obtenir l’énoncé très général de classification
des probabilités stationnaires rapporté plus haut dans l’introduction historique.

Décrivons maintenant notre résultat. On se donne une mesure de probabilité µ
sur SLdpZq et χ : Γµ Ñ R un morphisme de semi-groupes. Une action de Γµ sur
Td ˆ R est alors définie par la formule :

g.px, tq “ pgx, t` χpgqq

On montre le résultat suivant.

Théorème. Supposons que le support de µ est fini, que le semi-groupe engendré
Γµ est fortement irréductible, et que la probabilité image χ‹µ sur R est d’espérance
nulle.

Alors toute mesure de Radon µ-stationnaire ergodique sur TdˆR est Γµ-invariante
et homogène.

18



La preuve s’inspire de [13, 14] mais nécessite des adaptations pour gérer le vo-
lume infini de Td ˆ R. On en trouve un résumé dans l’introduction du chapitre
6. Il n’est pour l’instant pas clair qu’elle puisse être adaptée pour traiter le cas
d’une marche sur un Z-revetement de surface hyperbolique compacte, une première
difficulté consistant à comprendre si les mesures limites d’une mesure de Radon
stationnaire peuvent être nulles ou non (voir section 1.4).

Notre résultat permet aussi la description des probabilités stationnaires pour
certaines marches sur Td qui n’entrent pas dans le cadre de [14, 22], car induites par
une probabilité sur SLdpZq qui n’a pas de moment d’ordre 1. En effet, considérons
le cas où χpΓµq “ Z. On peut restreindre notre marche sur TdˆR en une marche sur
Td ˆ Z, puis considérer la marche induite sur le bloc Td ˆ t0u ” Td. Cette marche
est donnée par une probabilité µτ P SLdpZq qui n’a pas de moment d’ordre 1. Notre
théorème implique que toute probabilité µτ -stationnaire ergodique sur Td est soit
atomique, soit la probabilité de Haar.

Quelques mots sur la structure du texte

Le texte est divisé en deux parties.

La partie 1 présente les aspects généraux de la théorie des marches aléatoires
en mesure infinie : stationnarité, conservativité, ergodicité, mesures limites ; puis
rappelle les théorèmes limites fondamentaux régissant le comportement des marches
linéaires. Elle sera ponctuellement utilisée dans la partie 2. Noter aussi que la section
1.4 sur les mesures de Radon limites est nouvelle et constitue un travail de recherche.

La partie 2 contient quatre chapitres indépendants les uns des autres, et abordant
successivement les questions de récurrence en loi, de récurrence presque sûre, de
dérive, et de classifications des mesures stationnaires mentionnées plus haut. Les
chapitres 3 et 6 ont chacun été soumis à publication, le chapitre 5 le sera bientôt,
et le chapitre 4 restitue un travail en cours.
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Première partie

Théorie générale des marches
aléatoires
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Chapitre 1

Mesures de Radon stationnaires

Sommaire
1.1 Stationnarité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.2 Conservativité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.3 Ergodicité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.3.1 Désintégration ergodique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
1.3.2 Ergodicité d’une mesure conservative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.4 Mesures de Radon limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
1.4.1 Définition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
1.4.2 Conditionner la marche par un temps d’arrêt . . . . . . . . . . . . . . . 36
1.4.3 Application aux marches affines de Lyapunov nul . . . . . . . . . . . . . 37

Ce premier chapitre développe une théorie générale des marches aléatoires en
mesure infinie. On y adapte un certain nombre de résultats du livre “An introduction
to infinite ergodic theory” de J. Aaronson [1] consacré à des systèmes déterministes.

Nous commençons par introduire la notion de mesure stationnaire, i.e. de me-
sure invariante sous une marche aléatoire, ainsi que divers outils associés : opérateur
de Markov, dictionnaire entre marches aléatoires et systèmes dynamiques détermi-
nistes. Le concept de stationnarité est ensuite précisé dans la section 1.2 grâce aux
notions de conservativité ou dissipativité, qui gèrent la récurrence où la transience de
la marche pour presque tout point de départ. La section 1.3 définit les mesures sta-
tionnaires ergodiques, et explique comment toute mesure stationnaire est moyenne
de telles mesures. Enfin, la section 1.4 présente les mesures limites d’une mesure sta-
tionnaire. Cette dernière section peut être considérée nouvelle car elle généralise au
cadre de mesures infinies des notions connues jusqu’alors en mesure finie, et donne
des applications.
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1.1 Stationnarité

Soit G un semi-groupe localement compact à base dénombrable, X un espace
topologique localement compact à base dénombrable muni d’une action continue
de G, et µ une mesure de probabilité sur G. Ces données définissent une marche
aléatoire sur X, dont la probabilité de transition à partir d’un point x P X est
donnée par

µ ‹ δx : A Ď X ÞÑ µtg P G, g.x P A, u

Avec des mots, on se déplace à partir de x en choisissant aléatoirement et selon µ
un élément du semi-groupe, et en le faisant agir sur x. Une trajectoire s’obtient en
itérant le processus. Pour comprendre la statistique des trajectoires, on introduit la
notion de mesure stationnaire.

Définition (Stationnarité). Une mesure de Radon ν sur X est stationnaire si elle
invariante en moyenne sous l’action de marche, i.e. si

ż

gPG

g‹ν dµpgq “ ν

Exemples.
1) Toute mesure de Radon G-invariante sur X est stationnaire.
2) Si G “ X “ Z, µ “ 1

2pδ´1 ` δ1q, on peut exhiber deux mesures de Radon
stationnaires sur X :

ν1 “
ÿ

kPZ
δk ν2 “

ÿ

kPZ
2kδk

et tout autre mesure de Radon stationnaire est combinaison linéaire de celles ci (voir
section 1.3.2)
3) Si G “ PSL2pRq, X “ P 1pRq, et µ “ 1

2pδa0 ` δa1q où

a0 “

„

1 0
2 1



a1 “

„

1 2
0 1



alors X admet une unique probabilité stationnaire, et elle n’est pas G-invariante
(voir section 2.1)

Opérateur de Markov. La marche sur X est caractérisée par son opérateur de
Markov Pµ. Ce dernier agit sur les fonctions mesurables non-négatives sur X via la
formule

Pµϕpxq “

ż

G

ϕpgxq dµpgq

La stationnarité traduit ainsi une Pµ-invariance : une mesure de Radon ν est
stationnaire si et seulement si pour toute fonction mesurable ϕ : X Ñ r0,`8s, on
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a νpϕq “ νpPµϕq. Dans ce cas, on montre que Pµ s’étend en une contraction sur les
espaces de Banach pLppX, νq, ||.||pqpPr0,`8s.

Traduction en système dynamique. La marche surX s’interpète aussi comme
un système dynamique déterministe. Les instructions aléatoires s’obtiennent en po-
sant B “ GN‹ , β “ µbN

‹ , T : B Ñ B, pbiqiě1 Ñ pbi`1qiě1, et la dynamique de la
marche est donnée par

TX : B ˆX Ñ B ˆX, pb, xq ÞÑ pTb, b1xq

Une mesure de Radon ν surX est stationnaire si et seulement si la mesure produit
β b ν est TX-invariante :

Démonstration.

TX‹ β b ν “

ż

BbX

TX‹ pδb b νq dβpbq “

ż

BbX

δTb b pb1q‹ν dβpbq “ β b

ż

G

g‹ν dµpgq

donc β b ν “ TX‹ β b ν si et seulement si ν “
ş

G
g‹ν dµpgq

Nous verrons par la suite que l’analogie est totale : ν est conservative (resp.
conservative ergodique) si et seulement si c’est le cas de β b ν.

1.2 Conservativité

La conservativité exprime le fait qu’une transformation est récurrente en presque-
tout point. Elle est automatique si la dynamique préserve une mesure finie (théorème
de Poincaré). En revanche, la question se pose en mesure infinie. Nous définissons
et donnons quelques propriétés de cette notion dans le cadre des marches aléatoires.
Le cas déterministe est supposé connu et sera ponctuellement utilisé (voir [1], 1.1).
Les notations pG,X, µq sont celles de la section 1.1.

Définition (Conservativité). Une mesure de Radon stationnaire ν sur X est conser-
vative (ou récurrente p.s.) si elle vérifie l’une des conditions équivantes suivantes :

a) Pour toute partie mesurable Y Ď X et β b ν-presque tout pb, yq P B ˆ Y , la
trajectoire pbn . . . b1yqně1 revient dans Y .

b) Pour toute partie mesurable Y Ď X et ν-presque tout y P Y ,
ÿ

ně0
P n
µ 1Y pyq “ `8

c) Pour toute partie mesurable Ω Ď B ˆX et β b ν-presque tout ω P Ω, la suite
pTXqnpωq, n ě 0, revient infiniment souvent dans Ω.

25



Remarque. Dans le point b), la somme
ř

ně0 P
n
µ 1Y pyq est l’espérance du nombre

de passages dans Y d’une trajectoire aléatoire issue de y. L’équivalence entre a) et
b) traduit donc l’idée qu’une marche est récurrente p.s. si et seulement si sa fonction
de Green est presque partout infinie.

A l’extrême inverse, on dira qu’une mesure de Radon stationnaire ν sur X est
totalement dissipative (ou transiente p.s.) si l’espérance du nombre de passage
dans toute partie de mesure finie est finie, autrement dit si pour tout ν-presque tout
x P X et Y Ď X telle que νpY q ă 8,

ÿ

ně0
P n
µ 1Y pyq ă `8

Le théorème de décompostion de Hopf ([64] th.V-5.2) affirme qu’il existe
toujours une partition mesurable X “ C > D en parties ν-pp invariantes sous la
marche, i.e. vérifiant Pµ1C “ 1C ν-pp, Pµ1D “ 1D ν-pp, et telles que la marche
restreinte à C est ν|C-conservative, la marche restreinte à D est ν|D totalement
dissipative.

Preuve des équivalences. aq ùñ cq : Il s’agit de montrer que la transformation TX
est conservative pour la mesure β b ν (voir [1],1.1). L’hypothèse aq entraine que
sa partie conservative contient les sous-ensemble de la forme B ˆ Y où νpY q ă 8.
Comme ν est de Radon, B ˆ X est réunion de tels sous-ensembles, donc la partie
conservative de TX est B ˆX tout entier, ce qui donne cq.
cq ùñ bq : Une interversion somme-intégrale permet de réécrire

ÿ

ně0
P n
µ 1Y pyq “

ż

B

NY pb, yqdβpbq (˚)

où NY pb, yq est le nombre de passage dans Y de la trajectoire pbn . . . b1yqně0.
L’intégrale est donc infinie car c’est le cas de l’intégrande d’après cq.
bq ùñ aq : On raisonne par l’absurde en supposant aq faux. Il existe alors une

partie mesurable Y Ď X de mesure positive et une constante ε ą 0, telles que pour
tout y P Y ,

βpb P B, @n ě 1, bn . . . b1y R Y q ě ε

i.e. la probabilité de ne jamais revenir dans Y est au moins ε, quelque soit le point
de départ dans Y . Il résulte de la propriété de Markov que pour tout y P Y ,

βpb P B,NY pb, yq ě n` 1q ď p1´ εqn

La fonction NY p., yq est donc β-intégrable, et l’égalité (˚) donne une contradiction
avec l’hypothèse bq.
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Marche induite. Un système dynamique conservatif peut être interpété comme
une limite de systèmes dynamiques induits sur des parties de mesure finie de plus
en plus grandes. Ce point de vue est commode pour étendre au cadre conservatif
un grand nombre de propriétés déjà connues en mesure finie (voir section 1.3 sur
l’ergodicité). Dans le cadre d’une marche aléatoire, le processus d’induction est le
suivant.

Soit Y Ď X une partie mesurable telle que pour tout y P Y , presque toute
trajectoire issue de y revient dans Y . Par exemple, si ν est une mesure de Radon
conservative surX, toute partie mesurable admet un sous-ensemble plein ayant cette
propriété.

Notons
τY,y : B Ñ NY t8u, b ÞÑ inftn ě 1, bn . . . b1y P Y u

le temps de retour à Y en partant de y (fini β-p.s.). On définit une probabilité
de transition à partir du point y en notant Py l’image de β par l’application b ÞÑ
bτY,ypbq . . . b1y. La famille pPyqyPY définit une chaîne de Markov sur Y ([16], section
1.1.1). Il faut faire un peu attention car cette marche ne provient pas d’une action
de groupe probabilisé. Les notions vues plus haut s’adaptent cependant très bien.
L’opérateur de Markov associé est défini par la formule Pϕpyq “

ş

Y
ϕpzq dPypzq,

une mesure sur Y est stationnaire si elle est invariante par l’opérateur de Markov,
etc. On peut démontrer (en combinant [1], prop. 1.5.3 et [16] prop. 1.9.a) que la
restriction à Y d’une mesure de Radon stationnaire sur X est encore stationnaire
pour la chaîne induite sur Y . D’avantage de liens seront tissés dans la prochaine
section.

1.3 Ergodicité

Une transformation préservant une mesure finie est dite ergodique si l’espace
ambiant ne peut être partitionné en deux sous-ensembles non négligeables invariants
sous la dynamique. Une formulation équivalente est que la mesure considérée est sur
un rayon extrémal du cône convexe des mesures finie invariantes.

Dans la suite, nous choisissons ce deuxième point de vue, plus précis, pour définir
l’ergodicité d’une mesure de Radon stationnaire. Nous prouvons alors un théorème
de désintégration selon lequel toute mesure de Radon stationnaire est moyenne de
mesures ergodiques. Nous vérifions ensuite que dans un cadre conservatif, la défini-
tion d’ergodicité en termes de parties invariantes mentionnée plus haut est équiva-
lente à celle choisie. Les notations pG,X, µq sont celles de la section 1.1.
Définition (Ergodicité). Une mesure de Radon stationnaire ν sur X est ergodique
si elle appartient à un rayon extrémal du cône convexe des mesures de Radon sta-
tionnaires sur X.

Cela signifie que l’écriture ν “ ν1 ` ν2 avec ν1, ν2 stationnaires entrainent l’exis-
tence de constantes c1, c2 ě 0 telles que νi “ ciν.
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1.3.1 Désintégration ergodique

Le théorème suivant affirme que toute mesure stationnaire est moyenne de me-
sures stationnaires ergodiques. Ce résultat est prouvé par G. Choquet dans [27].
Comme ce document est difficile d’accès, on prend le soin d’en rapporter une preuve.
On noteMRadpXq le cône des mesures de Radon surX, muni de la topologie faible-‹.

Théorème 1.3.1 (Désintégration ergodique). Soit pG,X, µq comme dans la sec-
tion 1.1 et ν une mesure de Radon stationnaire sur X. Il existe un espace probabilisé
pΩ,Pq et une application mesurable Ω ÑMRadpXq, ω ÞÑ νω telle que :

‚ Pour P-presque tout ω P Ω, la mesure νω est stationnaire ergodique.

‚

ν “

ż

Ω
νω dPpωq

Démonstration. Notons E l’ensemble des mesures de Radon signées sur X. C’est
un espace vectoriel topologique métrisable localement convexe pour la topologie
faible-‹. On note C0 le cône convexe des mesures de Radon stationnaires :

C0 :“ tν P E, ν ě 0 et µ ‹ ν “ νu

On veut montrer que tout point de C0 est moyenne de points de C0 portés par
des rayons extrémaux. L’idée est de trouver une base convexe compacte L pour ce
cône puis d’appliquer une version fine du théorème de Krein-Milman :

Théorème 1.3.2. Soit E un espace vectoriel topologique métrisable localement
convexe, L Ď E une partie convexe compacte. Alors pour tout x P E, il existe
une mesure de probabilité P sur E, concentrée sur les points extrémaux de L et telle
que

x “

ż

L

y dPpyq

au sens où, pour toute forme linéaire continue ϕ : E Ñ R, nous avons x “
ş

E
ϕpyqdPpyq.

Ce théorème est également dû à Choquet. Il précise le théorème de Krein-Milman
dans le cas métrisable, au sens où ce dernier garantit seulement que la mesure P
est concentrée sur l’adhérence des points extémaux de L. On peut en trouver une
preuve relativement courte dans le livre de R. R. Phelps [69] (chapitre 3).

Revenons à l’obtention de notre base convexe compacte. Une première difficulté
est que le cône C0 n’est pas fermé en général. Pour contourner ce problème, on
définit le cône convexe des mesures de Radon sous-stationnaires en posant :

C :“ tν P E, ν ě 0 et µ ‹ ν ď νu
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On va voir que ce cône ci est bien fermé. De plus, il suffit de vérifier la désinté-
gration pour les points du cône C par rapports aux rayons extrémaux de C, car si
ν P C0 s’écrit sous la forme

ν “

ż

Ω
νω dPpωq

avec νω extrémal dans C, alors pour P-presque tout ω, on a νω stationnaire et
extrémal dans C0.

Lemme 1.3.3. C est un cône convexe fermé de E

Démonstration. Il s’agit de montrer que C est fermé. Soit pνnq P CN‹ , ν P E tels
que νn Ñ ν. Pour toute fonction f : X Ñ R` continue à support compact, on a
νpfq “ lim νnpfq ě 0, donc ν ě 0. Par ailleurs,

µ ‹ νpfq “

ż

G

νpfpg´1.qq dµpgq “

ż

G

lim νnpfpg
´1.qq dµpgq

En appliquant le lemme Fatou, puis l’hypothèse de sous-stationnarité des νn, il
vient :

µ ‹ νpfq ď lim inf
ż

G

νnpfpg
´1.qq dµpgq ď lim inf νnpfq “ νpfq

Ainsi µ ‹ ν ď ν, et le cône C est bien fermé.

On se donne χn : X Ñ r0, 1s, n ě 0 une suite de fonctions continues à support
compact surX dont les lignes de niveau tχn “ 1u, n ě 0 forment une suite exhaustive
de compacts de X.

Pour α P RN
ą0, on pose φα : C Ñ r0,8s, ν ÞÑ

ř

ně0
νpχnq
αn

, puis

Cα :“ tν P C, φαpνq ă 8u
C’est un cône convexe, constitué des mesures de Radon sous-stationnaires à crois-

sance contrôlée par la suite α. Il n’est pas nécessairement fermé, en revanche il admet
une base compacte :

Lα :“ tν P C, φαpνq ď 1u

Lemme 1.3.4. Lα est convexe compact.

Démonstration. On vérifie d’abord que Lα est fermé. Soit pνiq P LN
α, ν P Lα avec

νi Ñ ν. On a φαpνq “ limNÑ8

ř

nďN
νpχnq
αn

. Or le terme
ř

nďN
νpχnq
αn

est limite de
p
ř

nďN
νipχnq
αn

qiě0 quand i tend vers `8. Chaque terme de cette suite est plus petit
que 1 donc

ř

nďN
νpχnq
αn

ď 1 puis φαpνq ď 1.
Pour conclure à la compacité, on remarque que la condition φαpνq ď 1 implique

νpχnq ď αn pour tout n ě 0. Toute suite pνiq P LN
α admet donc une sous-suite

convergente (par extractions successives).
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Nous allons appliquer le théorème 1.3.2 dans cette base convexe compacte. A
partir de là, nous conclurons grâce à ce dernier lemme :

Lemme 1.3.5. Si ν0 est un point extrémal de Lα, alors ν0 appartient à un rayon
extrémal dans C.

Démonstration. On peut supposer ν0 ‰ 0. Donnons une décomposition ν0 “ ν1` ν2
avec νi P C ´ t0u. Nécessairement ν1 et ν2 sont dans Cα. On peut réécrire ν0 “

φαpν1q
ν1

φαpν1q
` φαpν2q

ν2
φαpν2q

. Comme ν0 est extrémal non nul dans Lα, on a φαpν1q `

φαpν2q “ φαpν0q “ 1 puis, toujours par extrémalité, ν1
φαpν1q

“ ν2
φαpν2q

“ ν0 ce qui
conclut.

Conclusion de la preuve. Soit ν P C´t0u. Il existe une suite α P RN
ą0 telle que

ν P Cα. Quitte à normaliser ν, on peut supposer que φαpνq “ 1, en particulier ν P Lα.
D’après le théorème 1.3.2, on peut écrire ν comme une moyenne : ν “

ş

Ω νω dPpωq
avec les νω extrémaux dans Lα. Comme φαpνq “ 1, les νω sont non nuls. De plus,
d’après le dernier lemme, ils sont aussi extrémaux dans C.

Cela termine la preuve de la désintégration ergodique annoncée.

1.3.2 Ergodicité d’une mesure conservative

La dynamique en mesure finie nous habitue à à des définitions équivalentes de
l’ergodicité. Il faut faire attention, car en mesure infinie, les équivalences ne tiennent
plus en général. Voici un exemple : On pose G “ X “ Z, µ “ 1

3δ´1 `
2
3δ1. A

scalaire près, la marche induite sur Z possède exactement deux mesures stationnaires
ergodiques

ν1 “
ÿ

kPZ
δk ν2 “

ÿ

kPZ
2kδk

Pourtant les mesures ν1, ν2 sont équivalentes sans être proportionnelles.

Démonstration. Soit ν une mesure stationnaire ergodique sur Z. La stationnarité
signifie que ν “ 1

3δ´1 ‹ ν `
2
3δ1 ‹ ν. Or chacun des translatés est également station-

naire, donc par ergodicité il existe c ą 0 tel que δ´1 ‹ ν “ cν, i.e. ν “
ř

kPZ c
kδk.

Nécessairemnet, 1 “ 1
3c`

2
3c
´1, imposant c “ 1 ou c “ 2, i.e. ν “ ν1 ou ν “ ν2. Par

ailleurs, le théorème de désintégration et la non-proportionnalité des νi entrainent
qu’elle sont effectivement ergodiques.

La proposition suivante affirme qu’un tel phénomène ne peut pas se produire
pour une marche conservative.
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Proposition 1.3.6. Soit pG,X, µq comme dans la section 1.1 et ν une mesure de
Radon stationnaire conservative sur X. Les points suivants sont équivalents :

a) La mesure ν est ergodique pour la marche induite par µ.

b) Toute partie partie mesurable A Ď X telle que Pµ1A “ 1A ν-pp est ν-pleine ou
ν-négligeable.

c) Toute fonction mesurable non-négative f : X Ñ r0,`8s telle que Pµf “ f

ν-pp est ν-pp constante.

d) Pour toute partie mesurable Y Ď X de volume νpY q fini, la chaîne de Markov
induite sur Y est ν|Y -ergodique.

e) Pour toute mesure de Radon stationnaire ν 1 telle que ν 1 ăă ν, il existe une
constante c ě 0 telle que ν 1 “ cν.

f) La transformation TX : B ˆX Ñ B ˆX, pb, xq ÞÑ pTb, b1xq est ergodique pour
la mesure β b ν

Démonstration. aq ùñ bq : On peut écrire ν “ ν|A`ν|X´A. L’hypothèse bq garantit
que c’est une décomposition en mesures stationnaires, puis l’hypothèse d’ergodicité
entraine que ν|A est proportionnelle à ν, donc νpAq “ 0 ou νpX ´ Aq “ 0.

bq ùñ cq : Cette implication repose sur le lemme suivant :

Lemme 1.3.7. Dans le contexte de la proposition 1.3.6, soit ϕ : X Ñ R` une
fonction mesurable non négative bornée telle que Pµϕ ě ϕ ν-pp. Alors Pµϕ “ ϕ
ν-pp.

En effet on pose ψ :“ Pµϕ ´ ϕ ě 0. Alors
ř

ně0 P
n
µψ est bornée donc ψ est

ν-presque partout nulle d’après la conservativité de ν.
Revenons à l’implication bq ùñ cq. Soit f : X Ñ sR mesurable telle que Pµf “ f

ν-pp et infX f ą ´8. On veut prouver que f est constante-pp. D’après bq, il suffit
de vérifier que pour tout t P R,

Pµ1tfătu “ 1tfătu ν-pp (˚)

Quitte à considérer f ´ t, on peut supposer t “ 0. On remarque que

1tfă0u “ lim
nÑ`8

minp1, nf´q

où f´ “ maxp´f, 0q. Comme Pµf´ ě f´ ν-pp avec f´ bornée, le lemme 1.3.7 assure
que Pµf´ “ f´ ν-pp. Par convergence monotone et non négativité de Pµ, on a donc
ν-presque sûrement,

Pµ1tfă0u “ lim
nÑ`8

P pminp1, nf´qq ď lim
nÑ`8

minp1, nf´q ď 1tfă0u
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Une nouvelle application du lemme 1.3.7 donne la Pµ-invariance de 1tfă0u ce qui
conclut la preuve de cq.

cq ùñ dq : Notons PY l’opérateur de Markov de la chaîne induite sur Y .
Soit f : Y Ñ r0,`8s mesurable telle que PY f “ f ν|Y -pp. On montre que f est
presque-partout constante sur Y . Pour x P X, notons

TY,x : B Ñ NY t8u, b ÞÑ inftn ě 0, bn . . . b1x P Y u

le temps de première atteinte de Y à partir de x. Il est nul si x P Y . Posons

F : X Ñ r0,8s, x ÞÑ
ż

tTY,xă8u

fpbTY,xpbq . . . b1xq dβpbq

La conservativité de ν et la PY -invariance de f entrainent que

PµF “ F ν-pp

Par cq, on a F presque-partout constante. C’est donc aussi le cas de sa restriction
F|Y “ f .

dq ùñ eq : Soit Y Ď X une partie compacte. Les mesures restreintes ν|Y ,
ν 1|Y sont stationnaires pour la marche induite, avec ν|Y ergodique d’après dq. La
théorie ergodique en mesure finie entraine qu’il existe une constante cY ě 0 telle
que ν 1|Y “ cY ν|Y . En considérant une suite exhaustive de parties compactes Y et en
remarquant que les constantes cY doivent coincider à partir d’un certain rang (si
ν ‰ 0), on obtient eq.

eq ùñ aq : immédiat vu la définition d’ergodicité.

eq ðñ fq : Les différentes caractérisations de l’ergodicité d’un système dy-
namique déterministe conservatif sont supposées connues (voir [1], sections 1.2, 1.5
). Soit Y Ď X de mesure finie. L’application de premier retour TXY : B ˆ Y Ñ

B ˆ Y, pb, yq ÞÑ pT τY,ypbqb, bτY,ypbq . . . b1yq régit la marche de premier retour. L’argu-
ment donné dans ([16] proposition 1.9) assure qu’elle est ergodique pour la mesure
βbν|Y si et seulement si la marche induite sur Y est ergodique. Comme l’ergodicité
de TX équivaut par ailleurs à celle de ses transformations induites sur toute partie
de mesure finie ([1], proposition 1.2.2 ), on obtient finalement l’équivalence entre eq
et fq.
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1.4 Mesures de Radon limites

La notion de mesure limite a été introduite par Furstenberg pour étudier des
probabilités stationnaires. Il s’agit d’écrire une mesure stationnaire comme moyenne
intégrale de mesures indexées par les instructions de la marche et qui vérifient une
propriété d’équivariance. Nous étendons ici la notion au cas d’une mesure station-
naire de masse infinie, puis donnons des applications.

1.4.1 Définition

La triplet pG,X, µq est celui de la section 1.1. On rappelle queMRadpXq désigne
le cône des mesures de Radon sur X, muni de la topologie faible-‹, et que les ins-
tructions aléatoires sont représentées par le système dymaique B “ GN‹ , β “ µbN

‹

et T : B Ñ B, pbiqiě1 ÞÑ pbi`1qiě1. Pour n ě 0, on pose Bn Ď B la sous-tribu des
n-premières coordonnées.

Définition (Mesures limites). Soit ν une mesure de Radon stationnaire sur X. Il
existe une application mesurable B Ñ MRadpXq, b ÞÑ νb telle que pour β-presque
tout b P B, on ait la convergence faible-‹

pb1 . . . bnq‹ν ÝÑ
nÑ`8

νb

On a de plus :

‚ Pour β-presque tout b P B, b1‹νTb “ νb

‚ ν ě
ş

B
νb dβpbq

Les mesures pνbqbPB sont appelées les mesures limites de ν.

Remarque. Dans le cas probabilisé, l’inégalité du deuxième point est une égalité.
Ce n’est pas vrai pour des mesures de Radon en général. Nous verrons plus bas que
pour une marche affine sur R, sans point fixe, de Lyapunov nul et admettant un
moment d’ordre 2` ε, la mesure de Radon stationnaire de Babillot-Bougerol-Elie a
toutes ses mesures limites nulles.

Preuve de la définition. Dans les grandes lignes, la démonstration suit celle du cas
probabilisé ([16], lemmas 1.17, 1.19), mais les arguments doivent être poussés plus
loin pour gérer l’éventualité où ν serait de mesure infinie.

On note CcpXq l’ensemble des fonctions réelles continues sur X à support com-
pact. Soit f P CcpXq, et pour n ě 0, posons ϕn : B Ñ R, b ÞÑ pb1 . . . bnq‹ν pfq. La
stationnarité de ν entraine que la suite de fonctions pϕnqně0 est une martingale par
rapport à la filtration pBnqně0. Elle est de plus uniformément bornée dans L1pB, βq
(avec

ş

B
|ϕn| dβ ď νp|f |q). Il existe donc ϕ8 P L1pB, βq tel que ϕn ÝÑ

nÑ`8
ϕ8 β-ps.
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On se donne pKnqně0 une suite exhaustive de compacts de X et D Ď CcpXq

un Q-sous espace vectoriel dénombrable tel que pour chaque n ě 0, on ait tf P
D, supppfq Ď Knu dense dans CKnpXq :“ tf P CcpXq, supppfq Ď Knu. On de-
mande aussi queD vérifie ces propriétés de densité quand on se restreint à considérer
les fonctions non négatives. D’après le premier paragraphe, il existe B1 Ď B mesu-
rable plein tel que pour tout b P B1, f P D, la limite de la suite ppb1 . . . bnq‹ν pfqqně0
soit définie, on la note νbpfq.

Soit b P B1. La fonction νb : D Ñ R est une application Q-linéaire non négative
surD. On aimerait vérifier qu’on peut la prolonger en une forme linéaire non négative
νb : CcpXq Ñ R. Il y a une difficulté car les mesures νb étant possiblement infinies,
pour f1, f2 P D, une majoration ||f1 ´ f2||8 ăă 1 n’implique pas νbpf1 ´ f2q ăă 1.
On va s’en sortir en se retreignant aux compacts Kn, et en utilisant que νbpf1 ´ f2q

est un nombre fini.
Soit n ě 0. Vérifions donc que νb|DXCKn pXq se prolonge en une forme linéaire non

négative continue νb : CKnpXq Ñ R. D’après les hypothèses de densité sur D, il
suffit de vérifier que l’application Q-linéaire νb|DXCKn pXq est continue. Soit n ě 0 et
pfkqkě0 P pD X CKnpXqq

N une suite de fonctions de D à support dans Kn telle que
||fk||8 Ñ 0 quand k Ñ `8. On montre que limkÑ`8 νbpfkq “ 0. Pour cela, on se
donne une fonction non négative p P D tel que p|Kn ě 1. On a alors

νbpfkq “ lim
n
pb1 . . . bnq‹νpfq

ď lim
n
pb1 . . . bnq‹νp||fk||8pq

“ ||fk||8νbppq

entrainant νbpfkq Ñ
kÑ`8

0
On peut donc prolonger νb en une forme linéaire non négative νb : CKnpXq Ñ R.

Ces différents prolongements se recollent sans ambiguité en νb : CcpXq Ñ R. D’après
le théorème de représentation de Riesz, νb provient d’une mesure de Radon, que l’on
note également νb. Remarquons que cette mesure est indépendante du prolongement
choisi car déterminée par ses valeurs sur D.

On a ainsi défini une application B1 ÑMRadpXq, b ÞÑ νb. Cette application est
bien mesurable (car si f P D, b ÞÑ νbpfq est mesurable comme limite, puis cela est
vrai pour tout f P CcpXq par passage à la limite). On la prolonge mesurablement à
B de façon quelconque.

Vérifions que l’application B ÑMRadpXq, b ÞÑ νb convient.
Soit b P B1, f0 P CcpXq on montre que pb1 . . . bnq‹ν pf0q Ñ

nÑ`8
νbpf0q. On se donne

n0 ě 0 tel que Kn0 contienne le support de f0 et p P D tel que p ě 0, p|Kn0
ě 1. Soit

ε ą 0. Soit f P D X CpKn0q telle que ||f0 ´ f ||8 ă ε{p3νbppqq.
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On a pour tout n ě 0 que :

|νbpf0q ´ pb1 . . . bnq‹ν pf0q| ď |νbpf0 ´ fq| ` |νbpfq ´ pb1 . . . bnq‹ν pfq| ` |pb1 . . . bnq‹ν pf ´ f0q|

ď ε{3` |νbpfq ´ pb1 . . . bnq‹ν pfq| ` ||f0 ´ f ||8 pb1 . . . bnq‹ν ppq

On obtient donc que pour n ě 0 assez grand, on a |νbpf0q´ pb1 . . . bnq‹ν pf0q| ď ε,
d’où la convergence.

Vérifions maintenant les deux points du lemme :

‚ Soit b P B1 tel que Tb P B1. Montrons que pb1q‹νTb “ νb. Soit f P CcpXq.
D’après le paragraphe précédent, on a

pb1q‹νTbpfq “ limpb2 . . . bnq‹ν pfpb1.qq “ limpb1 . . . bnq‹ν pfq “ νbpfq

D’où l’équivariance.

‚ Notons ν 1 :“
ş

B
νb dβpbq. C’est une mesure positive sur X. Soit f P CcpXq. On

a

ν 1pfq “

ż

B

νbpfq dβpbq

“

ż

B

limpb1 . . . bnq‹ν pfq dβpbq

ď lim inf
ż

B

pb1 . . . bnq‹ν pfq dβpbq (lemme de Fatou)

“ νpfq (stationnarité de ν)

On en déduit que ν 1 est de Radon, puis que ν 1 ď ν.

Il découle de l’équivariance des νb que la mesure
ş

B
νb dβpbq est également sta-

tionnaire. Si on suppose de plus la mesure ν ergodique, l’inégalité
ş

B
νb dβpbq ď ν

entraine l’existence d’une constante c P r0, 1s telle que
ż

B

νb dβpbq “ cν

Le lemme suivant assure que c vaut 0 ou 1.

Lemme 1.4.1. Soit ν une mesure de Radon stationnaire ergodique sur X dont les
mesures limites pνbqbPB ne sont pas β-presque-sûrement nulles. Alors

ν “

ż

B

νb dβpbq
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Démonstration. On peut écrire
ş

B
νb dβpbq “ c ν avec c P r0, 1s. Nous allons prouver

que pour β-presque tout a P B,

pa1 . . . anq‹

ż

B

νb dβpbq “

ż

B

νa1...anb dβpbq ÝÑ νa (˚)

Or pa1 . . . anq‹c ν Ñ c νa. On en déduit que cνa “ νa pour β-presque tout a P B puis
que c “ 1 car typiquement νa ‰ 0

Précisons maintenant la preuve de la convergence (˚). Soit f P CcpXq et posons
ϕ : B Ñ R, b ÞÑ νbpfq P L

1pB, βq, ϕn :“ Epϕ|Bnq : B Ñ R, a ÞÑ
ş

B
νa1...anbpfq dβpbq.

D’après le cours [32] (proposition II.2.16), l’intégrabilité de ϕ entraine que la suite
pϕnq converge presque-sûrement vers Epϕ|B8q “ ϕ. A l’aide de la séparabilité de
l’espace des fonctions continues à support compact sur X pour la norme infinie, et
en raisonnant à l’aide d’une partie D comme dans la preuve précédente, on obtient
la convergence p˚q.

1.4.2 Conditionner la marche par un temps d’arrêt

Ce paragraphe affirme qu’une mesure de Radon µ-stationnaire ergodique dont les
mesures limites ne sont pas toutes nulles et également µτ -stationnaire où µτ désigne
la mesure µ conditionnée par un temps d’arrêt τ . Il sera utilisé au paragraphe suivant
pour décrire les marches affines sur R de Lyapunov nul, mais aussi dans le chapitre
6 pour classer les mesures de Radon stationnaires d’une marche sur Td ˆ R.

Soit τ : B Ñ N Y t8u un temps d’arrêt pour la filtration pBnqně0 des premières
coordonnées. Si τ est fini β-ps, on note µτ P PpΓq la loi de b1 . . . bτpbq quand b
varie selon β. Attention, µτ ne correspond pas toujours à la loi de bτpbq . . . b1, et une
µτ -trajectoire n’est pas une µ-sous trajectoire à priori.

Lemme 1.4.2. Soit ν une mesure de Radon µ-stationnaire sur X telle que ν “
ş

B
νb dβpbq et τ : B Ñ NY t8u un temps d’arrêt pour la filtration pBnqně0, supposé

fini β-ps.
Alors la mesure ν est également µτ -stationnaire.

Démonstration. Pour i ě 1, on note τ 1 “ τ et τ i`1pbq :“ τ ipbq`τpT τ
ipbqpbqq. On pose

ensuite ρτ : B Ñ B, b ÞÑ pb1 . . . bτpbq, bτpbq`1 . . . bτ2pbq, . . . q et on note βτ :“ pρτ q‹β “
pµτ q

N‹ la loi image. Pour βτ presque tout a P B, la suite pa1 . . . anq‹ν converge vers
une mesure que l’on note νa et qui est une des mesures limites associées à ν. On a
de plus On a ν “

ş

B
νb dβpbq “

ş

B
νρτ pbq dβpbq car νb “ νρτ pbq β-ps.
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Vérifions la µτ -stationnarité de ν.
ż

G

g‹ν dµτ pgq “

ż

B

ż

B

b11 . . . b
1
τpbqνb dβpbq dβpb

1
q

“

ż

B

ż

B

νb11...b1τpbqb dβpbq dβpb
1
q

“

ż

B

ż

B

νρτ pb1q1ρτ pbq dβpbq dβpb
1
q

“

ż

B

νρτ pbq dβpbq

“ ν

1.4.3 Application aux marches affines de Lyapunov nul

Dans cette section, on considère une marche aléatoire affine sur R de Lyapunov
nul et on montre que la mesure stationnaire de Babillot-Bougerol-Elie a ses me-
sures limites nulles. On en déduit une démonstration alternative d’un théorème de
Brofferio.

Identifions le groupe affine G “ Aff`pRq à l’ensemble Rą0 ˆ R muni de la loi de
composition pu, vqpu1, v1q “ puu1, uv1 ` vq l’action sur R étant donnée par pu, vq.x “
ux` v. On notera g “ pupgq, vpgqq un élément de G. On se donne µ une probabilité
sur G vérifiant (H) :

• la µ-marche sur R n’a pas de point fixe

• Eµp| log u|2q ă 8 et il existe δ ą 0 tel que Eµp| log v|2`δq ă 8

• Eµplog uq “ 0 et u ı 1

Les travaux de Babillot-Bougerol-Elie [4] affirment que sous ces conditions, R
admet (à scalaire près) une unique mesure de Radon µ-stationnaire que l’on note
ν. Cette dernière est conservative ergodique et de masse infinie. On va prouver le
résultat suivant :

Proposition 1.4.3. Soit µ une probabilité sur le groupe affine G “ Aff`pRq satis-
faisant (H), et ν la mesure de Babillot-Bougerol-Elie associée. Les mesures limites
pνbqbPB sont β-presque sûrement nulles.

On déduit de cette proposition que la marche à droite sur le groupe affine part à
l’infini d’une façon bien particulière : les instants de forte contraction sont nécessai-
rement couplés à de grandes translations. Ce résultat est initialement du à Brofferio
par une approche différente (voir [24]).
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Corollaire 1.4.4. Soit µ une probabilité sur le groupe affine G “ Aff`pRq satisfai-
sant (H). Alors, pour β-presque tout b P B, la suite pupb1 . . . bnq ` |vpb1 . . . bnq|qně0
tend vers `8.

Preuve du corollaire 1.4.4. Soit b P B, σ une extraction telle que upb1 . . . bnq Ñ u0 ě

0 et vpb1 . . . bnq| Ñ v0 P R. Notons ϕ : R Ñ R, x ÞÑ u0x ` v0 (constante si u0 “ 0).
Alors pb1 . . . bσpnqq‹ν Ñ ϕ‹ν ‰ 0. Le corollaire découle alors de la proposition.

La démonstration de la proposition 1.4.3 repose sur le résultat suivant, du à
Bougerol et Picard [19] :

Théorème (Marches à Lyapunov négatif). Soit µ une probabilité sur G telle que
Eplog` uq ă 8, Eplog` |v|q ă 8 et Eplog uq ă 0 . Alors il existe une unique proba-
bilité µ-stationaire sur R.

Corollaire 1.4.5. Soit µ une probabilité sur G telle que Epuq ă 1 et Eplog` |v|q ă
8. Alors toute mesure de Radon µ-stationaire sur R est proportionelle à la proba-
bilité de Bougerol-Picard, et en particulier de masse finie.

Preuve du corollaire 1.4.5. Soit ν0 P PpRq l’unique probabilité µ-stationnaire sur
R donnée par le théorème de Bougerol et Picard, et ν P MRadpRq une mesure de
Radon µ-stationnaire.

Commençons par vérifier que ν est conservative. Comme ν0 est de masse fi-
nie, il existe un point x0 P R tel que pour β-presque tout b P B, la trajectoire
pbn . . . b1x0qně0 admet une sous suite convergeant vers x0. L’hypothèse de Lyapunov
négatif assure que pour tout x P R, β-presque tout b P B, on a dpbn . . . b1x, bn . . . b1x0q “

upbn . . . b1qdpx, yq Ñ 0. On a donc la conservativité pour tout point y, et en parti-
culier la conservativité de ν.

On vérifie maintenant que les mesures ν0 et ν sont proportionnelles. D’après le
théorème de Bougerol-Picard, il suffit de vérifier que ν est de masse finie. Nous avons
vu dans la section précédente que ν admet une désintégration ergodique. On peut
donc supposer ν µ-ergodique. Soit f, g : RÑ r0`8r des fonctions mesurables non
négatives bornées ν-intégrables, avec g ą 0. Le théorème de Chacon-Ornstein [61]
appliqué à P “ Pµ entraine les convergences presque-sûre :

‚ @ν0x0 P R,
řn´1
k“0 P

kfpx0q
řn´1
k“0 P

kgpx0q
Ñ

ν0pfq
ν0pgq

‚ @νx P R,
řn´1
k“0 P

kfpxq
řn´1
k“0 P

kgpxq
Ñ

νpfq
νpgq
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Estimons la différence |
řn´1
k“0 P

kfpx0q ´
řn´1
k“0 P

kfpxq|. On suppose que f est
C-lipschitzienne pour un certain C ą 0, et ν0pfq, νpfq ą 0.

|P kfpx0q ´ P
kfpxq| ď

ż

B

|fpbk . . . b1x0q ´ fpbk . . . b1xq|dβpbq

ď Cdpx0, xq

ż

B

ub1 . . . ubkdβpbq

“ Cdpx0, xqEpuqk

L’hypothèse Epuq ă 1 entraine que
ř

kě0 |P
kfpx0q ´ P kfpxq| ă 8. Comme les

séries
ř

kě0 P
kfpx0q et

ř

kě0 P
kfpxq divergent (typiquement), on en déduit que pour

ν0-presque tout x0 P R, ν-presque tout x P R,
řn´1
k“0 P

kfpx0q{
řn´1
k“0 P

kfpxq Ñ 1, puis
que

νpfq “ ν0pfq
νpgq

ν0pgq
lim
nÑ8

řn´1
k“0 P

kgpxq
řn´1
k“0 P

kgpx0q

Pour conclure, on se donne une suite exhaustive pKiqiě0 de compacts de R, et pour
tout i ě 0, fi une fonction 1-lipschitzienne à support compact telle que 1 ě fi ě 1Ki .
On peut choisir x et x0 dans la limite ci-dessus adaptés simultanément aux fi, et
noter c :“ νpgq

ν0pgq
limnÑ8

řn´1
k“0 P

kgpxq
řn´1
k“0 P

kgpx0q
Ps0,`8r. Alors pour tout i ě 0, νpfiq “ cν0pfiq

puis νpRq “ c. Ainsi ν est une mesure stationnaire finie, et le théorème de Bougerol
et Picard implique que ν “ cν0, ce qui conclut.

Preuve de la proposition 1.4.3. On suppose par l’absurde que les mesures limites
pνbqbPB ne sont pas presque toutes nulles. Comme la mesure stationnaire ν est ergo-
dique, le lemme 1.4.1 implique ν “

ş

B
νb dβpbq. On définit un temps d’arrêt β-presque

sûrement fini τ : B Ñ NY t8u en posant :

τpbq “ inftn ě 1, upb1 . . . bnq ă 1u

Le lemme 1.4.2 garantit que la mesure ν est également µτ -stationnaire. D’après [34]
(lemme 5.49) et les hypothèses de moments faites sur µ, la probabilité µτ satisfait
Eµτ plog` |v|q ă 8. Par construction la µτ marche est contractante et on peut donc
appliquer le corollaire 1.4.5, impliquant que la mesure ν est finie. Absurde.
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Chapitre 2

Marche sur un groupe linéaire

Sommaire
2.1 La probabilité de Furstenberg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.2 Théorèmes limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.2.1 Loi des grand nombres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.2.2 Théorème central limite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
2.2.3 Loi du logarithme itéré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
2.2.4 Principe des grandes déviations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
2.2.5 Théorème local limite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.2.6 Quelques mots sur les preuves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

Cette partie est consacrée à l’étude d’une marche aléatoire donnée par l’action
d’un groupe linéaire probabilisé sur un espace vectoriel. Les théorèmes fondamentaux
du sujet ont d’abord été exposés dans le livre de Bougerol-Lacroix [18] qui privilégie
une approche élémentaire, puis généralisés dans le livre de Benoist-Quint [16] à
l’aide du langage des variétés drapeaux, du cocycle d’Iwasawa, de la projection de
Cartan, etc. Ces résultats seront exploités tout au long de la partie 2. Nous prenons
ici le temps de les rappeler à travers l’exemple simple mais éloquent d’une marche
aléatoire induite par l’action de G “ SL2pRq sur R2. Notons que ce cas là seulement
sera utilisé dans le chapitre 5, et que la généralité de [16] sera rappelée et mise à
profit dans les chapitres 6 et 4.

La section 2.1 introduit la probabilité de Furstenberg. Etant donné une mesure
de probabilité fortement irréductible sur SL2pRq, il s’agit de l’unique probabilité
stationnaire sur sa variété drapeau P 1pRq. On rapporte ses principales caractéris-
tiques (proximalité, régularité hölder) et son lien avec la positivité de l’exposant de
Lyapunov de la marche.

La section 2.2 expose des théorèmes limites pour les trajectoires d’une marche
linéaire sur R2. On y trouve les analogues de la loi des grands nombres, du théorème
central limite, de la loi du logarithme itéré, du principe des grandes déviations ou
encore du théorème local limite.

41



2.1 La probabilité de Furstenberg

Soit µ une mesure de probabilité sur G “ SL2pRq. Nous allons voir que sous des
conditions raisonnables, la marche induite sur la droite projective P 1pRq admet une
unique probabilité stationnaire, dite de Furstenberg (cf. [40, 42, 47] pour la progres-
sion des idées, ou [16] pour un exposé moderne). C’est une étape essentielle vers la
compréhension des marches linéaires, et sur elle reposera la preuve des théorèmes
limites de la section 2.2. La probabilité de Furstenberg intervient également dans
la démonstration du théorème de superrigidité de G. Margulis [60](section VI-4),
ou dans la classification des probabilités stationnaires d’une marche sur un espace
homogène de volume fini [13, 14, 36]. Mère de tant d’applications, elle constitue à
vrai dire un objet d’étude en soi.

Théorème 2.1.1. Soit µ une probabilité sur SL2pRq. Si le semi-groupe fermé Γµ
engendré par le supprt de µ est fortement irréductible 1 et non-borné, alors il existe
une unique probabilité µ-stationnaire sur P 1pRq. Elle n’a pas d’atome et ses mesures
limites sont des masses de Dirac.

Résumé de preuve du théorème 2.1.1. Nous en expliquons les grandes lignes
de la démonstration donnée dans [16] (proposition 3.7). On rappelle la notation
B “ GN‹ , β “ µbN

‹ .
Le théorème de Kakutani garantit l’existence d’une probabilité stationnaire ν sur

P 1pRq, construite en se donnant un élément x P P 1pRq et en notant ν une limite
faible de la suite p 1

n

řn´1
k“0 µ

‹k ‹ δxqně1.
Soit b P B typique, et f P M2pRqzt0u une valeur d’adhérence de la suite de

matrices p||b1 . . . bn||
´1b1 . . . bnqně1. La forte irréductibilité de Γµ garantit que ν n’a

pas d’atome, si bien qu’on peut écrire :

νb “ f‹ν

Une version forte du lemme définissant les probabilités limites [16] (lemma 1.2.1)
permet de montrer qu’en fait, pour tout g P Γµ,

νb “ pfgq‹ν

Remarquons que que g peut être remplacé par ||g||´1g sans affecter l’égalité pré-
cédente. Comme Γµ n’est pas borné, il existe une suite pgnq P ΓN

µ telle que ||gn||´1gn
converge vers une matrice π de rang 1. En utilisant la forte irréductibilité de Γµ, on
peut supposer que fπ ‰ 0. L’égalité νb “ pf ||gn||´1gnq‹ν passe donc à la limite et
donne :

νb “ pfπq‹ν

1. Cela signifie que l’action de Γµ sur R2 ne stabilise pas d’union finie (non vide) de droites vectorielles.
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Tout en découle : la probabilité νb est une masse de Dirac en la droite image
de fπ. De plus, comme f et π ont été construits sans faire intervenir ν, on obtient
l’unicité des νb, puis de ν en intégrant. Le fait que ν n’a pas d’atome a déjà été
évoqué.

.

Remarques.
1) (Positivité du Lyapunov) Le fait que les mesures limites pνbqbPB de la probabi-

lité de Furstenberg soient des masses de Dirac (autrement dit la “proximalité” de ν)
signifie que la marche à droite b1 . . . bn sur G est presque-sûrement transiente. On en
déduira plus bas la positivité de l’exposant de Lyapunov de la marche, par applica-
tion du théorème de divergence linéaire des sommes de Birkhoff. Réciproquement,
la positivité du Lyapunov permet une démonstration alternative du théorème 2.1.1
([16], lemmas 10.5, 12.5)

2) (Régularité Hölder) Si la probabilité µ admet de plus un moment exponen-
tiel fini, alors la mesure de Furstenberg associée est Hölder-régulière : il existe des
constantes C, ε ą 0 tels que pour tout x P P 1pRq,

νpBpx, rqq ď Crε

Ce résultat est dû à Y. Guivarc’h [43]. Un résultat plus fort a récemment été démon-
tré par J. Li [58] : les coefficients de Fourier de ν ont une décroissance polynomiale.

3) (Thèmes de recherche) Un certains nombres d’articles cherche à construire une
probabilité µ dont la mesure de Furstenberg ν satisfait une condition de régularité
par rapport à la mesure de Lebesgue. Dans [41], Furstenberg montre qu’un réseau
de SL2pRq supporte toujours une probabilité génératrice µ telle que ν “ lebS1 . Si
le réseau n’est pas cocompact Guivarc’h et Y. LeJan ajoutent que µ ne peut avoir
un moment d’ordre 1 (voir [44]). Si le réseau est cocompact, l’existence d’un tel µ à
support fini reste ouverte. On peut aussi construire une probabilité µ symétrique à
support fini telle que ν est absolument continue par rapport à Lebesgue [6, 20, 17],
mais dont le support engendre un sous-groupe Γµ qui est dense dans G.

2.2 Théorèmes limites

Soit µ une probabilité sur G “ SL2pRq, et v P R2zt0u un vecteur non nul.
Nous avons décrit dans la section précédente comment varie la direction d’une µ-
trajectoire issue de v. Nous observons maintenant sa distance à l’origine. Il apparaît
que pour n ě 0 grand, la variable B ÞÑ R, b ÞÑ log ||bn . . . b1v|| se comporte comme
une somme de n variables aléatoires indépendantes sur R, au sens où l’on retrouve
les théorèmes limites habituels. Des preuves sont données dans les livres [18, 16] et
sont originellement dues à Furstenberg, Guivarc’h, Lepage et Raugi.
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Nous dirons que µ a un moment d’ordre p P r1,`8r si
ż

G

plog ||g||qpdµpgq ă 8

et un moment exponentiel s’il existe ε ą 0 tel que
ż

G

||g||εdµpgq ă 8

2.2.1 Loi des grand nombres

. La loi des grands nombres affirme qu’une marche aléatoire sur R admet une
dérive donnée par la moyenne de la loi d’incrément.

Théorème 2.2.1. Soit m une mesure de probabilité sur R admettant un moment
d’ordre 1, et pXnqně0 une suite de variables aléatoires i.i.d de loi m. Alors on a la
convergence presque-sûre :

1
n

n´1
ÿ

k“0
Xk ÝÑ

nÑ`8
Epmq

Le résultat se transpose au cadre une marche linéaire de la façon suivante :

Théorème 2.2.2. Soit µ une mesure de probabilité sur G admettant un moment
d’ordre 1 et telle que Γµ est fortement irréductible proximal. Alors pour tout v P
R2zt0u, β-presque tout b P B,

1
n

log ||bn . . . b1v|| ÝÑ
nÑ`8

λµ

où λµ ą 0 ne dépend que de µ, et est appelé le premier exposant de Lyapunov de la
marche.

Résumons la preuve du théorème 2.2.2. On introduit le cocycle d’Iwasawa

σ : Gˆ P 1
pRq Ñ R, pg,Rvq ÞÑ log ||gv||

||v||

ce qui permet de réécrire pour x “ Rv P P 1pRq et b P B,

log ||bn . . . b1v|| “ σpbn . . . b1, xq ` log ||v||

Une version forte de la loi des grands nombres (voir [16], appendix Theorem 1.5)
affirme que pour tout x P P 1pRq, et β-presque tout b P B,

1
n
σpbn . . . b1, xq ´

1
n

n´1
ÿ

k“0
ϕpbk . . . b1xq ÝÑ

nÑ`8
0
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où la fonction ϕ : P 1pRq Ñ R, x ÞÑ
ş

G
σpg, xqdµpgq est bien définie et continue grâce

à l’hypothèse de moment sur µ. Soit ν la probabilité de Furstenberg sur P 1pRq.
D’après la loi de Breiman ([16], lemma 2.3), pour tout x P P 1pRq, β-presque tout
b P B, la suite de probabilités 1

n

řn´1
k“0 δbk...b1x converge vers ν. On obtient finalement

1
n

log ||bn . . . b1v|| ÝÑ
nÑ`8

λµ

où λµ “
ş

GˆP 1pRq σpg, xq dµpgqdνpxq.
Vérifions la positivité de λµ. D’après le théorème de divergence linéaire des

sommes de Birkhoff ([16], lemma 2.18) il suffit de montrer que pour tout x P P 1pRq,
β-presque tout b P B,

σpbn . . . b1, xq ÝÑ
nÑ`8

`8

Mais cela découle du théorème de Furstenberg appliqué à la probabilité qµ, image
de µ par l’application d’inversion g ÞÑ g´1. En effet, comme les mesures limites sont
des masses de Dirac, nous avons ||bn . . . b1|| Ñ `8 et comme il n’y a pas d’atome,
pour β-presque tout b P B, il existe ε ą 0 tel que σpbn . . . b1, xq ě ε||bn . . . b1||. La
positivité en découle.

2.2.2 Théorème central limite

. Le théorème central limite affirme qu’une somme de n effets indépendants de
même loi centrée se comporte à l’échelle

?
n comme une loi Gaussienne.

Théorème 2.2.3. Soit m une mesure de probabilité sur R admettant un moment
d’ordre 2 et d’écart type η ‰ 0. Notons pXnqně0 une suite de variables aléatoires i.i.d
de loi m. Alors on a la convergence en loi :

řn´1
k“0 Xk ´ nEpmq

?
n

ÝÑ
nÑ`8

N p0, η2
q

où N p0, η2q “ 1?
2πηe

´ t2
2η2 dt désigne la loi Gaussienne sur R centrée de variance η2.

Le résultat se transpose au cadre d’une marche linéaire de la façon suivante :

Théorème 2.2.4. Soit µ une mesure de probabilité sur G admettant un moment
exponentiel et telle que Γµ est fortement irréductible et non borné. Alors, pour tout
vecteur v P R2zt0u, et pour b P B variant selon β, on a la convergence en loi :

log ||bn . . . b1v|| ´ nλµ
?
n

ÝÑ
nÑ`8

N p0, η2
µq

où η2
µ ą 0 ne dépend que de µ.
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2.2.3 Loi du logarithme itéré

La loi du logarithme itéré considère une trajectoire typique d’une marche centrée
sur R. Il affirme qu’à l’échelle

?
n log log n, la trajectoire s’accumule sur un intervalle

borné, qu’elle remplit entièrement.
Théorème 2.2.5. Soit m une mesure de probabilité sur R admettant un moment
d’ordre 2 et d’écart type η. Notons pXnqně0 une suite de variables aléatoires i.i.d de
loi m. Alors, presque sûrement, l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite

řn´1
k“0 Xk ´ nEpmq
?

2n log log n
est égal à r´η, ηs.

Le résultat se transpose au cadre d’une marche linéaire de la façon suivante :
Théorème 2.2.6. Soit µ une mesure de probabilité sur G admettant un moment
exponentiel et telle que Γµ est fortement irréductible et non borné. Alors, pour tout
vecteur v P R2zt0u, et β-presque tout b P B, l’ensemble des valeurs d’adhérence de
la suite :

log ||bn . . . b1v|| ´ nλµ
?

2n log log n
est égal à r´ηµ, ηµs.

2.2.4 Principe des grandes déviations

Le principe des grandes déviations affirme que la convergence dans la loi des
grands nombres est uniforme en dehors d’un ensemble de taille exponentiellement
petite.
Théorème 2.2.7. Soit m une mesure de probabilité sur R admettant un moment
exponentiel. Notons pXnqně0 une suite de variables aléatoires i.i.d de loi m. Alors,
pour tout ε ą 0, il existe δ ą 0 tel qu’à partir d’un certain rang,

Pp|
1
n

n´1
ÿ

k“0
Xk ´ Epmq| ą εq ď e´δn

Le résultat se transpose au cadre d’une marche linéaire de la façon suivante :
Théorème 2.2.8. Soit µ une mesure de probabilité sur G admettant un moment
exponentiel et telle que Γµ est fortement irréductible et non borné. Alors, pour tout
vecteur v P R2zt0u, pour tout ε ą 0, il existe δ ą 0 tel qu’à partir d’un certain rang,

βtb P B, |
1
n

log ||bn . . . b1v|| ´ λµ| ą εu ď e´δn
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2.2.5 Théorème local limite

Le théorème local limite estime la probabilité qu’une marche aléatoire centrée
sur R tombe à l’instant n dans une fenêtre fixée. Nous supposons sa loi d’incrément
apériodique, i.e. qu’elle n’est pas sur un translaté d’un sous-groupe discret c` rZ.

Théorème 2.2.9. Soit m une mesure de probabilité apériodique sur R admettant
un moment d’ordre 2, d’écart type η (nécessairement non nul). Notons pXnqně0 une
suite de variables aléatoires i.i.d de loi m. Alors pour tout intervalle borné I Ď R,

Pp
n´1
ÿ

k“0
Xk ´ nEpmq P Iq »

lebpIq
η
?

2πn

Le résultat se transpose au cadre d’une marche linéaire de la façon suivante :

Théorème 2.2.10. Soit µ une mesure de probabilité sur G admettant un moment
exponentiel et telle que Γµ est fortement irréductible et non borné. Alors, pour tout
vecteur v P R2zt0u,

βtb P B, log ||bn . . . b1v|| ´ nλµ P Iu »
lebpIq
ηµ
?

2πn

2.2.6 Quelques mots sur les preuves

On trouvera des preuves complètes de ces théorèmes limites dans [18, 16]. Nous
expliquons ici la méthode employée.

Comme pour les marches sur R, les preuves des théorèmes limites pour les marches
linéaires reposent sur de l’Analyse. Pour x “ Rv P P 1pRq, n ě 1 notons µn,x la loi
de log ||bn...b1v||

||v||
quand b varie suivant β. La formule d’inversion de Fourier ramène

l’étude de µn,x à celle de sa transformée de Fourier : pour toute fonction continue à
support compact f P C0

c pRq,

µn,xpfq “
1

2π

ż

R
yµn,xpθq pfpθqdθ

où pour θ P R,

yµn,xpθq “

ż

G

eiθ log ||bn...b1v||
||v|| dβpbq, pfpθq “

ż

R
fpxqe´iθxdx
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La transformée de Fourier de µn,x peut être exprimée à l’aide d’une perturbation
holomorphe de l’opérateur de Markov Pµ. Pour z P C de partie réelle assez petite,
ϕ P C0pP 1pRqq, x “ Rv P P 1pRq, on note

Pzϕpxq “

ż

G

ez log ||gv||
||v|| ϕpgxqdµpgq

On peut ainsi réécrire
yµn,xpθq “ P n

iθ1pxq

Nous sommes donc ramenés à l’analyse d’une famille d’opérateurs pPzq. Les pro-
priétés de contraction de l’action de G sur P 1pRq entrainent que, pour α ą 0 as-
sez petit, elle agit sur l’espace de Banach HαpP 1pRqq constitué des fonctions α-
hölderiennes sur P 1pRq. La dépendance en z est holomorphe grâce à l’hypothèse de
moment exponentiel faite sur µ, et il y a un trou spectral pour z assez proche de
zéro. Notons alors λz la valeur propre complexe dominante de l’opérateur Pz. Les
preuves des théorèmes limites (TCL, LLI, PGD, TLL) consistent en une analyse fine
du comportement de z ÞÑ λz, notamment de ses dérivées en zéro.

Cette approche adapte au cas d’un cocycle une méthode déjà éprouvée pour
établir des théorèmes limites sur un système dynamique probabilisé mélangeant et
dont l’opérateur de transfert admet un trou spectral. Elle trouve son origine dans
les articles de Nagaev [62, 63], puis est développée par LePage [56], Guivarc’h-Raugi
[48], et bien d’autres. On trouve un exposé très complet dans le livre de Hennion-
Hervé [50]. Une preuve courte et élémentaire du TCL est également donnée dans les
notes de Sarig [75].
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Chapitre 3

Transience en loi d’une marche
symétrique en mesure infinie
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Introduction

Ce chapitre a fait l’objet de l’article [11]. Il est motivé par un article publié
par Eskin et Margulis en 2004 qui étudie les propriétés de récurrence des marches
aléatoires sur des espaces homogènes [38]. Soit G un groupe de Lie réel, Λ Ď G un
sous-groupe discret, et notons X “ G{Λ l’espace quotient. Une probabilité µ sur
G induit une marche aléatoire sur X de probabilités de transitions pµ ‹ δxqxPX . Les
deux auteurs s’interrogent sur la position de la marche à l’instant n pour n grand.
Ils parviennent à montrer un résultat étonnant : si G est algébrique réel simple, si Λ
est de covolume fini, et si le support de µ est compact et engendre un sous-groupe
Zariski-dense dans G, alors pour tout point de départ x P X, la suite de probabilités
de position pµ‹n‹δxqně0 a toutes ses limites faibles-‹ de masse 1. On dit qu’il n’y a pas
de fuite de masse. Ce comportement rappelle celui du flot unipotent mis en lumière
par Dani et Margulis [29, 59], qui prouvent que les trajectoires d’un flot unipotent sur
X évoluent essentiellement dans des compacts de X. C’est le point de départ d’une
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analogie fructueuse qui conduit à la classification des probabilités stationnaires sur
X, sous les travaux de Benoist et Quint [13, 14], puis Eskin et Lindenstrauss [37].
Il en découle notamment que les moyennes de Césaro n´1 řn´1

k“0 µ
‹k ‹ δx convergent

pour tout point de départ x P X, avec pour limite la probabilité de Haar sur X
ou bien une équiprobabilité sur un ensemble fini. Le peu d’options possibles signe
un phénomène de rigidité, analogue à celui observé par M. Ratner pour un flot
unipotent.

Ce chapitre aborde la question d’une réciproque au théorème d’Eskin et Margulis :

L’absence de fuite de masse est elle caractéristique des marches sur un espace
homogène X de volume fini ou bien pourrait elle aussi apparaître pour des marches
en volume infini ?

Nous montrons qu’en volume infini et sous des conditions raisonnables, il y a
toujours fuite de (toute la) masse : pour-presque tout point de départ x P X, la
suite des probabilités de position pµ‹n ‹ δxqně0 converge en moyenne de Césaro vers
la mesure nulle.

De plus, la moyenne peut être retirée si la marche est symétrique, i.e. si µ est
invariante sous l’application d’inversion : GÑ G, g ÞÑ g´1.

Théorème 3.2.1. Soit G un groupe de Lie réel semi-simple connexe à centre fini,
Λ Ď G un sous groupe discret de covolume infini, µ une probabilité sur G dont le
support engendre un sous-groupe Zariski-dense dans G.

Alors pour presque tout x P G{Λ, on a la convergence faible-‹ :

1
n

n´1
ÿ

k“0
µ‹k ‹ δx ÝÑ

nÑ`8
0 (1)

De plus, si la probabilité µ est symétrique, alors la convergence peut être renfor-
cée :

µ‹n ‹ δx ÝÑ
nÑ`8

0 (2)

Ce résultat de transience en loi contraste fortement avec l’article [70], dans lequel
R. Prohaska étudie les propriétés de récurrence ponctuelle d’une marche aléatoire
sur un espace homogène G{Λ. Il montre notamment que si la marche est étalée 1 et
si l’espace G{Λ admet une mesure de Radon G-invariante à croissance quadratique,
alors il y a récurrence presque-sûre : pour tout point de départ x P G{Λ, presque
toute trajectoire issue de x admet une sous-suite convergeant vers x.

La convergence en moyenne de Césaro (1) de notre résultat 3.2.1 découle es-
sentiellement du théorème de Chacon-Ornstein et du théorème de Howe-Moore. Le

1. i.e. donnée par une probabilité µ sur G admettant une puissance de convolution µ‹n qui n’est pas singulière
avec la mesure de Haar sur G.
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convergence (2) est plus délicate. La difficulté tient au fait que l’opérateur de Mar-
kov Pµ : f ÞÑ

ş

G
fpg.qdµpgq associé à la marche n’a pas de trou spectral : son rayon

spectral sur L2pG{Λq est égal à 1. Nous contournons cette obstruction en utilisant
le théorème de convergence des martingales rétrogrades et aboutissons à une preuve
très générale, qui ne repose pas sur le cadre algébrique des espaces homogènes.

Le théorème 3.2.1 est ainsi un corollaire de notre théorème 3.1.1 :

Théorème 3.1.1. Soit X un espace topologique localement compact à base dénom-
brable équipé d’une mesure de Radon λ, soit Γ un groupe localement compact à base
dénombrable agissant continument sur X en préservant la mesure λ, et soit µ une
probabilité sur Γ dont le support génère Γ comme groupe fermé.

Si la probabilité µ est symétrique et si toute partie mesurable Γ-invariante de X
est de λ-mesure nulle ou infinie, alors pour λ-presque tout point de départ x P X,
on a la convergence faible-‹ :

µ‹n ‹ δx ÝÑ
nÑ`8

0

En quelques mots, une marche aléatoire symétrique sur un espace infini “quasi-
ergodique” est toujours transiente en loi. Ce résultat peut être vu comme un analogue
en mesure infinie de résultats d’équidistribution des marches aléatoires symétriques
en mesure finie dus à Rota [73] et Oseledets [66].

3.1 Un résultat général de transience en loi

3.1.1 Notations et énoncé du théorème de transience

Soit X un espace topologique localement compact à base dénombrable, et équipé
d’une mesure de Radon λ. Soit Γ un groupe localement compact à base dénombrable
agissant continument sur X en préservant la mesure λ, et soit µ une probabilité sur
Γ dont le support génère Γ comme groupe fermé. Nous avons vu que ce contexte
définit une marche aléatoire sur X.

Rappelons quelques terminologies :

• La probabilité µ est symétrique si µ “ i‹µ où i : Γ Ñ Γ, g ÞÑ g´1 désigne
l’application d’inversion.

• L’opérateur de Markov Pµ associé à µ agit sur l’ensemble des fonctions mesu-
rables non-négatives sur X via la formule

Pµϕpxq :“
ż

G

ϕpgxqdµpgq

et s’étend en une contraction sur les espaces LppX,λq pour tout p P r1,8s.
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• Une partie mesurable A Ď X sera dite Γ-invariante (du point de vue de λ) si
pour tout g P Γ, on a λpA∆gAq “ 0. Cela équivaut à dire que Pµ1A “ 1A λ-pp

Prenons le temps de vérifier ce dernier point. Il s’agit de montrer le sens indirect,
on suppose donc l’égalité Pµ1A “ 1A λ-pp. Cela signifie que pour λ-presque tout
x P X, µ-presque tout g P G, on a 1Apgxq “ 1Apxq. On en déduit via le théorème de
Fubini que pour µ-presque tout g P Γ, on a λpA∆gAq “ 0. Le sous groupe D Ď Γ
engendré par de tels éléments g est dense dans Γ et laisse la partie A invariante λ-pp.
Il reste donc à vérifier que l’invariance λ-pp passe à la limite. Soit g P Γ, pgnq P DN

tels que gn Ñ g, soit ϕ P C0
c pXq. Alors par convergence dominée,

ż

gnA

ϕdλ ´

ż

gA

ϕdλ “

ż

A

ϕpgn.q ´ ϕpg.q dλ ÝÑ
nÑ`8

0

On en déduit que
ş

A
ϕdλ “

ş

gA
ϕdλ. Comme cela vaut pour tout ϕ P C0

c pXq, on
conclut que λpA∆gAq “ 0.

Nous énonçons maintenant le résultat principal du chapitre, affirmant qu’une
marche symétrique sur un espace infini “quasi-ergodique” est transiente en loi. La
preuve est donnée dans la section 3.3.

Théorème 3.1.1. Soit X un espace topologique localement compact à base dénom-
brable équipé d’une mesure de Radon λ, soit Γ un groupe localement compact à base
dénombrable agissant continument sur X en préservant la mesure λ, et soit µ une
probabilité sur Γ dont le support génère Γ comme groupe fermé.

Si la probabilité µ est symétrique et si toute partie mesurable Γ-invariante de X
est de λ-mesure nulle ou infinie, alors pour λ-presque tout point de départ x P X,
on a la convergence faible-‹ :

µ‹n ‹ δx ÝÑ
nÑ`8

0

Remarques. 1) L’hypothèse sur la mesure λ entraine que la Γ-orbite de λ-presque
tout point de X est non bornée dans X. Il y a équivalence si l’action de Γ préserve
une distance induisant la topologie de X.

2) La transience en loi obtenue n’empêche pas qu’il y ait récurrence presque-
sûre. Par exemple, R. Prohaska démontre dans [70] qu’une marche à densité 2 sur
un espace homogène G{Λ à croissance quadratique est toujours récurrente-p.s.

3) Sans l’hypothèse de symétrie, la preuve fournit la convergence en moyenne

1
n

n´1
ÿ

k“0
µ‹k ‹ δx ÝÑ

nÑ`8
0

2. i.e. une marche donnée par une probabilité µ sur G admettant une puissance de convolution µ‹n qui n’est pas
singulière avec la mesure de Haar sur G.
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On ne peut pas espérer la convergence des probabilités pµ‹n ‹ δxqně0 en général. Par
exemple, considérons un Z-revêtement S d’une surface hyperbolique compacte. On
peut réaliser son fibré unitaire tangent T 1S comme un espace homogène G{Λ où

G “ SL2pRq et Λ Ď G est un sous-groupe discret. Posons µ “ δu1 où u1 :“
ˆ

1 1
0 1

˙

.

La µ-marche sur G{Λ correspond à l’action séquencée du flot horocyclique sur T 1S.
On peut vérifier que toute partie de T 1S invariante par la marche est de mesure
nulle ou infinie (conséquence directe du théorème de Howe-Moore, voir preuve du
théorème 3.2.1). En revanche, la marche est presque-partout récurrente [5]. On ne
peut donc pas avoir µ‹n ‹ δx Ñ 0 pour presque tout x.

Résumons la preuve du théorème 3.1.1. Le point clef est de démontrer que
pour λ-presque tout point de départ x P X, la suite de probabilités de positions
pµ‹2n ‹ δxqně0 a une limite faible-‹ (qui est une mesure sur X de masse inférieure
ou égale à 1). Nous obtenons cela à partir de la symétrie de µ et du théorème de
convergence des martingales rétrogrades, étendu au préalable à un contexte où les
mesures sont σ-finies. Une fois la convergence des pµ‹2n ‹ δxqně0 démontrée, il suffit
de vérifier que la suite de moyennes de Césaro p 1

n

řn´1
k“0 µ

‹k ‹ δxqně1 tend faiblement
vers la mesure nulle. Cela découle essentiellement du théorème de Chacon-Ornstein
et n’utilise pas la symétrie de la probabilité µ.

3.1.2 Martingales rétrogrades

Cette section démontre le théorème de convergence des martingales rétrogrades
sur des espaces mesurés σ-finis. Nous en aurons besoin pour prouver le théorème 3.1.6.
Notons que le résultat est déjà connu [51, p. 533].

Commençons par rappeler la définition de l’espérance conditionnelle [28].

Définition 3.1.2 (Espérance conditionnelle). Soit pΩ,Fq un espace mesurable, Q
une sous tribu de F , et m une mesure positive sur pΩ,Fq dont la restriction m|Q
est σ-finie. Alors pour toute fonction f P L1pΩ,F ,mq, il existe une unique fonction
f 1 P L1pΩ,Q,mq telle que pour tout A P Q, on ait mpf 1Aq “ mpf 1 1Aq. On note
cette fonction Empf |Qq.

Remarque. La condition que la mesure restreinte m|Q soit σ-finie est nécessaire.
Pour s’en convaincre, on peut considérer le cas où pΩ,F ,mq “ pR2,BpR2q, lebR2q et
Q est la tribu engendrée par la partition pri, i`1rˆRqiPZ. Une fonction intégrable et
Q-mesurable étant nécessairement nulle, l’espérance conditionnelle d’une fonction
non nulle f P L1pΩ,F ,mq n’existe pas.

Nous démontrons le résultat suivant.
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Théorème 3.1.3 (Convergence p.s. des martingales rétrogrades [51]). Soit pΩ,F ,mq
un espace mesuré, pQnqně0 une suite décroissante de sous tribus de F telle que
pour tout n ě 0, la mesure restreinte m|Qn est σ-finie. Alors pour toute fonction
f P L1pΩ,F ,mq, il existe ψ P L1pΩ,F ,mq telle qu’on ait la convergence presque
sûre :

Empf |Qnq ÝÑ
nÑ`8

ψ (m-pp)

Remarque. Si la mesurem est σ-finie par rapport à tribu queueQ8 :“
Ş

ně0Qn,
alors le théorème 3.1.3 se déduit directement du cas probabilisé (par restriction à
des domaines Q8-mesurables de mesure finie), et garantit que ψ “ Empf |Q8q. A
l’extrême inverse, si la tribu queue Q8 ne contient pas de partie de Ω de m-mesure
finie non nulle, alors l’intégrabilité de ψ entraine que ψ “ 0.

Le point clef de notre démonstration est le lemme 3.1.4, qui permet de contrôler
le rapport entre deux espérances conditionnelles en mesure infinie par une espérance
conditionnelle en mesure finie.

Lemme 3.1.4. Soit pΩ,F ,mq un espace mesuré et Q Ď F une sous tribu telle que
m|Q est σ-finie. Soit f, h P L1pΩ,F ,mq des fonctions intégrables avec h ą 0. Alors
on a l’égalité presque sûre :

Empf |Qq “ Emph|QqEhmp
f

h
|Qq (m-pp)

Démonstration. On peut supposer f ě 0. Notons

ϕ “ Empf |Qq, ψ “ Emph|QqEhmp
f

h
|Qq

Ce sont deux fonctions Q-mesurables non négatives sur Ω dont on veut montrer
l’égalité presque-sûre. Comme la mesure m|Q est σ-finie, il suffit de vérifier qu’elles
ont même intégrale sur toute partie Q-mesurable. Soit A P Q.

ż

A

ψ dm “

ż

A

hEhmp
f

h
|Qq dm “

ż

A

f

h
dhm “

ż

A

ϕdm

Lemme 3.1.5. On se place dans le cadre du théorème 3.1.3 et on suppose de plus
que mpΩq “ `8. Soit f P L1pΩ,F ,mq une fonction intégrable avec f ě 0. Alors
pour tout ε ą 0,

mtlim supEmpf |Qnq ă εu ą 0
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Démonstration. On se donne une fonction h : Ω Ñs0,`8rmesurable positive bornée
telle que mphq “ 1, que l’on ajustera à la fin. Le lemme 3.1.4 permet d’écrire pour
n ě 0 :

Empf |Qnq “ Emph|QnqEhmp
f

h
|Qnq (m-pp)

D’une part Emph|Qnq ď ||h||8 m-pp.
D’autre part, le théorème de convergence des martingales rétrogrades en mesure

finie ([33], th. 3.4.1) affirme que Ehmpfh |Qnq Ñ Ehmpfh |Q8q m-pp. Cette dernière
fonction est non négative et vérifie

ş

Ω Ehmpfh |Q8q dhm “ ||f ||L1pmq. On en déduit
que

hmtEhmp
f

h
|Q8q ď 2||f ||L1pmqu ě

1
2

On a finalement l’existence d’une partie de Ω non négligeable sur laquelle

lim supEmpf |Qnq ď 2||h||8||f ||L1pmq (˚)

Soit ε ą 0. Comme mpΩq “ `8, on peut choisir h dès le départ tel que ||h||8 ă
ε

2||f ||L1pmq
et l’inégalité p˚q donne alors le résultat annoncé.

On conclut la section en prouvant le théorème de convergence p.s. des martingales
rétrogrades en mesure infinie.

Preuve théorème 3.1.3. On peut supposer f ě 0. On se donne ε ą 0 et on note

Ω1 :“ tω P Ω, lim sup
nÑ`8

Empf |Qnqpωq ´ lim inf
nÑ`8

Empf |Qnqpωq ą εu

Il s’agit de montrer que mpΩ1q “ 0. Raisonnons par l’aburde en supposant
mpΩ1q ą 0. Comme Ω1 une partie Q8-mesurable, on a pour tout n ě 0 l’égalité

Empf |Qnq|Ω1 “ Em|Ω1 pf|Ω1 |Qn|Ω1q. (m|Ω1-pp)

Le théorème de convergence des martingales rétrogrades en mesure finie et la défi-
nition de Ω1 entrainent alors que mpΩ1q “ `8. En appliquant le lemme 3.1.5 aux
restrictions Ω1,m|Ω1 , pQn|Ω1qně0, f|Ω1 , on a donc

m|Ω1tlim supEmpf |Qnq ă εu ą 0

Cela contredit la définition de Ω1 ou la non négativité de f , qui réunies entrainent
que lim supEmpf |Qnq ą ε m|Ω1-pp.
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3.1.3 Convergence des aller-retours et preuve de la transience

L’enjeu de cette section est de prouver le théorème 3.1.1 de transience en loi
presque-sûre pour une marche en mesure infinie. Nous aurons besoin du théo-
rème 3.1.6 sur la convergence des aller-retours. La preuve de ce dernier suivra de près
celle du théorème “alternierende verfahren” de Rota [73] concernant les marches en
mesure finie (théorème 3.1.6). Comme il nous a été signalé, une preuve (plus longue,
mais aussi plus générale) existe déjà [2].

Etant donné une probabilité µ sur un groupe Γ, on notera qµ :“ i‹µ la probabilité
image de µ par l’application d’inversion i : Γ Ñ Γ, g ÞÑ g´1.

Théorème 3.1.6 (Convergence des aller-retours). Soit X un espace topologique
localement compact à base dénombrable équipé d’une mesure de Radon λ, soit Γ
un groupe localement compact à base dénombrable agissant continument sur X en
préservant la mesure λ, et soit µ une probabilité sur Γ.

Il existe une famille de mesures finies pνxqxPX PMf pXqX telle que pour λ-presque
tout x P X, on a la convergence faible-‹ :

pµ‹n ‹ qµ‹nq ‹ δx ÝÑ
nÑ`8

νx

Démonstration. La preuve s’inspire du phénomène d’équirépartition des fibres in-
troduit par Benoist-Quint dans [14]. Notons

B :“ ΓN‹ , β :“ µN‹ , T : B Ñ B, pbiqiě1 ÞÑ pbi`1qiě1

le décalage unilatère. On introduit un système dynamique fibré σ-fini pBX , βX , TXq
en posant

• BX :“ B ˆX

• βX :“ β b λ PMRadpB ˆXq

• TX : BX Ñ BX , pb, xq ÞÑ pTb, b´1
1 xq.

Notons B et X les tribus boréliennes respectives de B et X. La tribu borélienne
de BX s’identifie à la tribu produit BbX . Pour tout n ě 0, on définit la sous tribu
des n-fibres de TX en posant

Qn :“ pTXq´npB b X q

C’est une sous-tribu de B bX telle que pour tout c P BX , la plus petite partie Qn-
mesurable de BX contenant c est la n-fibre pTXq´npTXqnpcq. La mesure restreinte
βX|Qn

est σ-finie car βX est σ-finie par rapport à la tribu BbX et préservée par TX .
Dans un premier temps, nous montrons que si f P C0

c pXq est une fonction conti-
nue à support compact, alors la suite pµ‹n ‹ qµ‹n ‹ δxqpfqqně0 converge dans R pour
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λ-presque tout x. Pour cela, on exprime pµ‹n ‹ qµ‹n ‹ δxqpfq à l’aide d’une espérance
conditionnelle et on applique le théorème 3.1.3. Notons

rf : BX
Ñ R, pb, xq ÞÑ fpxq, ϕn :“ EβX p rf |Qnq P L1

pBX ,Qnq

On commence par donner une formule explicite pour la fonction ϕn. Intuitive-
ment, étant donné c “ pb, xq P BX , la valeur ϕnpcq représente la valeur moyenne de
rf sur la plus petite partie Qn-mesurable de BX contenant c. Cette partie est par
définition la n-fibre passant par c et s’identifie au produit Γn via la bijection

hn,c : Γn Ñ pTXq´npTXqnpcq, a “ pa1, . . . , anq Ñ paT nb, a1 . . . anb
´1
n . . . b´1

1 .xq

Le lemme qui suit affirme que ϕnpcq n’est autre que la valeur moyenne de rf sur
pTXq´npTXqnpcq ” Γn par rapport à la mesure µbn.

Lemme 3.1.7. Soit n ě 0. Pour βX-presque tout pb, xq P BX , on a

ϕnpb, xq “

ż

Γn
fpa1 . . . anb

´1
n . . . b´1

1 xq dµbnpaq

Démonstration du lemme 3.1.7. Ce résultat est démontré dans [14] (lemma 3.3).
Rappelons en la preuve. Quitte à séparer parties positives et négatives de f , on peut
supposer f ě 0. Notons alors ϕ1n : BX Ñ r0,`8s l’application définie par le membre
de droite ci dessus. On montre qu’elle coïncide presque-partout avec ϕn en prouvant
qu’elle aussi vérifie les axiomes de l’espérance conditionnelle définissant ϕn.

Comme la valeur de ϕ1n en un point c P BX ne dépend que de pTXqnpcq, cette
application est Qn-mesurable. Il reste à montrer que pour A P Qn, on a l’égalité
βXp1A rfq “ βXp1Aϕ1nq. En écrivant A sous la forme A “ pTXq´npEq où E P B b X
et en utilisant que la mesure λ est préservée par Γ, on calcule que :

βXp1Aϕ1nq “
ż

BˆXˆΓn
1Apb, xqfpa1 . . . anb

´1
n . . . b´1

1 xq dµbnpaqdβpbqdλpxq

“

ż

BˆXˆΓn
1EpT nb, b´1

n . . . b´1
1 xqfpa1 . . . anb

´1
n . . . b´1

1 xq dµbnpaqdβpbqdλpxq

“

ż

BˆXˆΓn
1EpT nb, xqfpa1 . . . anxq dµ

bn
paqdβpbqdλpxq

“

ż

BˆX

1EpT nb, xqfpb1 . . . bnxq dβpbqdλpxq

“

ż

BˆX

1EpT nb, b´1
n . . . b´1

1 xqfpxq dβpbqdλpxq

“ βXp1A rfq

concluant la preuve du lemme 3.1.7.
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Il découle du lemme 3.1.7 que pour λ-presque tout x P X,
ż

B

ϕnpb, xq dβpbq “ pµ
‹n
‹ qµ‹n ‹ δxqpfq (˚˚)

Par ailleurs, le théorème 3.1.3 de convergence des martingales rétrogrades assure
que la suite d’espérances conditionnelles pϕnqně0 converge βX-presque sûrement. En
remarquant que ||ϕn||8 ď ||f ||8, on obtient à l’aide du théorème de convergence
dominée et de l’égalité p˚˚q que pour λ-presque tout x P X, la suite ppµ‹n ‹ qµ‹n ‹
δxqpfqqně0 admet une limite dans R.

On déduit du paragraphe précédent que pour λ-presque tout x P X, la suite de
probabilités pµ‹n ‹ qµ‹n ‹ δxqně0 a une limite faible-‹ (qui est une mesure sur X de
masse inférieure ou égale à 1, éventuellement nulle). Il s’agit d’un argument standard
reposant sur la séparabilité de l’espace des fonctions continues à support compact
sur X muni de la norme infinie pC0

c pXq, ||.||8q et sur le théorème de représentation
des formes linéaires non négatives sur X par des mesures de Radon (théorème de
Riesz). La preuve du théorème 3.1.6 est terminée.

Nous concluons la section en prouvant la transience en loi d’une marche symé-
trique “quasi-ergodique” en mesure infinie.

Preuve du théorème 3.1.1. Il suffit de montrer que pour λ-presque tout x P X, on a
la convergence µ‹2n ‹ δx ÝÑ 0. D’après le théorème 3.1.6 et la symétrie de µ, la suite
pµ‹2n ‹ δxqně0 converge vers une mesure finie. Il suffit donc de vérifier la convergence
en moyenne : pour λ-presque tout x P X,

1
n

n´1
ÿ

k“0
µ‹k ‹ δx ÝÑ 0

Conformément à la remarque de la section 3.1.1, nous démontrons cette der-
nière convergence sans utiliser l’hypothèse de symétrie sur µ. Il s’agit de vérifier que
pour toute fonction ϕ P C0

c pXq
` continue non-négative à support compact, on a la

convergence

1
n

n´1
ÿ

k“0
P k
µϕ ÝÑ 0 ( λ-pp)

où Pµ désigne l’opérateur de Markov associé à la marche (cf. section 3.1.1).
Le théorème de Chacon-Ornstein (cf [61]) implique que la suite de fonctions

p 1
n

řn´1
k“0 P

k
µϕqně1 a une limite presque-sûre ψ : X Ñ R`. Comme les termes P k

µϕ

sont uniformément bornés dans L2pX,λq, le lemme de Fatou implique que cette
fonction limite ψ est de carré λ-intégrable. Par ailleurs, la fonction ϕ étant bornée,
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le théorème de convergence dominée appliqué sur l’espace probabilisé pΓ, µq entraine
la Pµ-invariance

Pµψ “ ψ (λ-pp)

Nous en déduisons maintenant que ψ est Γ-invariante au sens où pour tout g P Γ,
on a ψ ˝ g “ ψ λ-pp. Pour cela, on observe que la Pµ-invariance de ψ exprime ψ
comme une moyenne de translatés ψ ˝ g :

ż

Γ
ψ ˝ g dµpgq “ ψ (λ-pp)

Or ces termes ψ ˝ g sont tous dans L2pX,λq et de même norme que ψ. La stricte
convexité des boules d’un espace de Hilbert entraine alors que pour µ-presque tout
g P Γ, on a l’égalité ψ ˝ g “ ψ λ-pp. Comme le support de µ engendre Γ comme
groupe fermé, on en déduit par une méthode déjà exposée dans la section 3.1.1, que
pour tout g P Γ, on a ψ ˝ g “ ψ λ-pp, prouvant la Γ-invariance annoncée.

La Γ-invariance de ψ entraine que pour tout réel c ą 0, l’ensemble tψ ą cu est
Γ-invariant, donc de λ-mesure nulle ou infinie par hypothèse. L’intégrabilité de ψ2

permet de trancher : λtψ ą cu “ 0. On en conclut que ψ “ 0 λ-pp ce qui termine la
preuve.

3.2 Application : une réciproque au théorème de récurrence
d’Eskin-Margulis

3.2.1 Enoncé de la réciproque

Nous allons utiliser le théorème 3.1.1 pour démontrer qu’une marche symétrique
sur un espace homogène G{Λ de volume infini est presque-partout transiente en loi
(théorème 3.2.1). La difficulté tient au fait que l’opérateur de Markov Pµ associé n’a
alors pas de trou spectral, au sens où son action sur L2pG{Λq a un rayon spectral
égal à 1. On peut voir notre résultat comme une réciproque à un théorème d’Eskin et
Margulis affirmant “qu’une marche Zariski-dense sur un espace homogène de volume
fini est uniformément récurrente en loi”.

Théorème (Eskin-Margulis, [38]). Soit G est un groupe de Lie réel semi-simple
connexe à centre fini, Λ Ď G un réseau, µ une probabilité sur G à support compact
engendrant un sous-groupe Zariski dense dans G.

Alors la marche aléatoire sur l’espace homogène G{Λ induite par µ est uniformé-
ment récurrente en loi.
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Précisons les termes employés :
Un sous-groupe de G est Zariski-dense s’il est “gros” du point de vue algébrique.

Plus formellement, notons g l’algèbre de Lie du groupe G, et Ad : GÑ Autpgq, g ÞÑ
Tepg.g

´1q sa représentation adjointe. Un sous-groupe Γ Ď G est dit Zariski-dense
si toute fonction polynomiale sur l’espace vectoriel des endomorphismes de g qui
s’annule sur AdpΓq est nulle sur AdpGq.

La récurrence uniforme en loi signifie que pour un certain compactK assez grand
dans G{Λ, quelque soit le point de départ x P G{Λ, la µ-marche issue de x aura une
très forte probabilité d’être dans K à l’instant n, pourvu que n soit assez grand. En
termes plus formels, pour tout ε ą 0, il existe un compact K Ď G{Λ tel que pour
tout x P G{Λ, il existe un rang Nx ě 0 tel que si n ě Nx alors µ‹n ‹ δxpKq ě 1´ ε.
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Nous montrons la réciproque suivante du théorème d’Eskin-Margulis :

Théorème 3.2.1. Soit G un groupe de Lie réel semi-simple connexe à centre fini,
Λ Ď G un sous groupe discret de covolume infini, µ une probabilité sur G dont le
support engendre un sous-groupe Zariski-dense dans G.

Alors pour presque tout x P G{Λ, on a la convergence faible-‹ :

1
n

n´1
ÿ

k“0
µ‹k ‹ δx ÝÑ

nÑ`8
0

De plus, si la probabilité µ est symétrique, alors la convergence peut être renfor-
cée :

µ‹n ‹ δx ÝÑ
nÑ`8

0

Remarques. 1) Le théorème 3.2.1 est valable plus généralement si le sous-groupe
généré par le support de µ a ses projections non bornées dans les facteurs non
compacts de G (voir la preuve).

2) Que la probabilité µ soit symétrique ou non, nous avons pour presque tout
x P G{Λ l’existence d’une extraction σ : NÑ N telle que

µ‹σpnq ‹ δx Ñ
nÑ`8

0

Le phénomène observé par Eskin et Margulis ne peut donc pas se produire en mesure
infinie.

3) Le théorème 3.2.1 décrit l’asymptotique des probabilités de position pour
presque-tout point de départ x P G{Λ. On ne peut pas espérer avoir la transience
en loi pour tout point de départ, car il est possible que l’orbite Γ.x soit finie.

3.2.2 Preuve de la réciproque

Le théorème 3.2.1 est conséquence du théorème 3.1.1 et de la remarque 3) qui
le suit. Pour pouvoir appliquer ce dernier, il faut cependant vérifier que la mesure
de Haar sur G{Λ donne une masse nulle ou infinie aux parties invariantes par la
marche. On va le démontrer comme conséquence du théorème de Howe-Moore que
l’on rappelle d’abord (cf. [82], theorem 2.2.20) :

Théorème (Howe-Moore). Soit G un groupe de Lie réel connexe semi-simple à
centre fini et π une représentation unitaire de G sur un espace de Hilbert séparable
pH, x., .yq. On suppose que tout facteur Gi de G a son fixateur HGi :“ tx P H, Gi.x “
xu réduit à t0u.

Alors pour tout v, w P H, on a

xπpgq.v, wy Ñ
gÑ8

0
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Dans l’énoncé précédent, la notation g Ñ 8 signifie que g sort de tout compact.
Rappelons par ailleurs la définition des facteurs de G que nous utiliserons. On note g
l’algèbre de Lie de G. Elle se décompose de façon unique en somme directe d’idéaux
simples : g “ g1‘¨ ¨ ¨‘gs. Les facteurs de G sont les sous-groupes connexes immergés
G1, . . . , Gs de G d’algèbres de Lie g1, . . . , gs. Ils sont fermés dans G et commutent
entre eux : pour i ‰ j P t1, . . . , su et gi P Gi, gj P Gj on a gigj “ gjgi. Enfin
l’application produit π : G1ˆ¨ ¨ ¨ˆGs Ñ G, pg1, . . . , gsq ÞÑ g1 . . . gs est un morphisme
de groupe surjectif de noyau fini. Dans la suite, nous dirons qu’un sous groupe Γ Ď G
a ses projections non bornées dans les facteurs de G si pour tout i P t1, . . . , su, la
projection de π´1pΓq Ď G1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆGs dans Gi est non bornée.

On déduit du théorème de Howe-Moore un lemme de rigidité.

Lemme 3.2.2. Soit G un groupe de Lie réel semi-simple connexe à centre fini,
Γ Ď G un sous groupe dont les projections dans les facteurs de G ne sont pas bornées.
Soit pH, ρq une représentation unitaire de G sur un espace de Hilbert séparable.

Si HG
“ t0u alors HΓ

“ t0u

Démonstration du lemme 3.2.2. Notons G1, . . . , Gs les facteurs de G. Quitte à tirer
en arrière la représentation de G par l’application produit π : G1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Gs Ñ

G, pg1, . . . , gsq ÞÑ g1 . . . gs, on peut supposer que G est un produit direct de groupes
de Lie réels connexes quasi-simples 3 de centres finis G “ G1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆGs. Supposons
s “ 2. L’hypothèse HG “ t0u implique que HG1 X HG2 “ t0u. On a donc la
décomposition

H “ HG1 ‘HG2 ‘H1

où H1 est l’orthogonal de HG1 ‘ HG2 dans H. De plus chaque sous espace est
invariant par G. Soit v P H un vecteur Γ-invariant, décomposé en v “ v1 ` v2 ` v1

avec vi P HGi , v1 P H1. La représentation de G sur H induit une représentation
unitaire de G2 sur HG1 et la Γ invariance de v implique que v1 est invariant par
p2pΓq projection de Γ sur le facteur G2. Comme p2pΓq est non borné dans G2, on
peut appliquer le théorème de Howe-Moore pour obtenir v1 “ 0. De même v2 “ 0.
Ainsi v “ v1 P H1. Les représentations de G1 et G2 induites par celle de G sur H1
n’ont pas de point fixe non nul. On peut donc appliquer à nouveau le théorème de
Howe-Moore pour en déduire que v1 “ 0. Ainsi HΓ “ t0u.

Pour le cas général où s ě 1, il suffit de raisonner par récurrence sur s en reprenant
la méthode ci dessus et en décomposant H en HG1ˆ¨¨¨ˆGs´1 ‘HGs ‘H1.

3. Un groupe de Lie réel est dit quasi-simple si son algèbre de Lie est simple.
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Nous déduisons du lemme précédent que lorsque le groupe G est sans facteur
compact, la mesure de Haar sur G{Λ est “quasi-ergodique”.

Lemme 3.2.3. Plaçons nous dans le cadre du théorème 3.2.1 et supposons que le
groupe G n’a pas de facteur compact. Soit Γ le plus petit sous-groupe fermé de G
contenant le support de µ et soit λ une mesure de Haar sur G{Λ.

Alors toute partie Γ-invariante de G{Λ est de λ-mesure nulle ou infinie.

Remarque. En volume infini, l’action de Γ sur l’espace homogène G{Λ n’a pas
de raison d’être ergodique pour la mesure de Haar. C’est évident si Λ est réduit
au sous-groupe trivial, mais on peut aussi construire un exemple où Λ est Zariski-
dense. Pour cela, notons D le disque de Poincaré, G “ SL2pRq ” Isom`

pDq ” T 1D,
et donnons nous un sous-groupe de Schottky S0 Ď G dont l’ensemble limite L0 sur le
bord de D est contenu sous quatre arcs géodésiques disjoints et assez petits. Posons
Γ “ Λ “ S0. Pour un ensemble non négligeable de vecteurs unitaires x P T 1D,
l’ensemble ĎxΛ X BD “ xL0 ne rencontre par l’ensemble limite L0 de Γ. Un tel x
étant fixé, cela entraine que dans l’espace homogène quotient, l’application orbitale
Λ Ñ ΓzG, g ÞÑ Γxg est propre, donc d’image non dense. On en déduit que l’action
à droite de Λ sur ΓzG n’est pas ergodique, ou de façon équivalente, que l’action à
gauche de Γ sur G{Λ n’est pas ergodique.

Démonstration du lemme 3.2.3. On raisonne par l’absurde en supposant l’existence
d’une partie mesurable Γ-invariante A Ď G{Λ telle que λpAq Ps0,`8r. On considère
la représentation unitaire de G sur L2pG{Λq, donnée par la formule g.f “ fpg´1.q.
La fonction caractéristique 1A P L2pG{Λq est un point fixe non nul pour l’action
de Γ. Comme G est sans facteur compact, le lemme 3.2.2 et la Zariski-densité de µ
impliquent qu’il existe un point fixe non nul ϕ P L2pG{Λq pour l’action de G. Une
telle fonction est λ-pp constante, impliquant que λ est de masse finie. Absurde.

On conclut par la preuve du théorème 3.2.1, réciproque au théorème de récurrence
uniforme d’Eskin-Margulis.

Preuve du théorème 3.2.1. Supposons dans un premier temps le groupe G sans fac-
teur compact. Dans le cas où la probabilité µ est symétrique, la convergence (2)
découle du lemme 3.2.3 et du théorème 3.1.1. Sans hypothèse de symétrie, on ob-
tient tout de même la convergence en moyenne de Césaro (1) via la remarque 3q
suivant le théorème 3.1.1.

Nous expliquons maintenant comment se ramener au cas où G est sans fac-
teur compact. Notons G1, . . . , Gs les facteurs de G, et π le revêtement fini de G
associé, i.e. π : G1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Gs Ñ G, pg1, . . . , gsq ÞÑ g1 . . . gs. Il existe une proba-
bilité rµ sur Πs

i“1Gi dont le support est π´1psupp µq et telle que la rµ-marche sur
Πs
i“1Gi{π

´1pΛq relève la µ-marche sur G{Λ. Il suffit de montrer notre résultat de
transience pour cette rµ-marche. Notons G1, . . . , Gk les facteurs non compacts de G
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et p : Πs
i“1Gi Ñ Πk

i“1Gi, pgiqiďs ÞÑ pgiqiďk la projection sur ces derniers (remarquons
que k ě 1 sinon G n’admettrait pas de sous-groupe discret de covolume infini). Alors
le projeté ppπ´1pΛqq est un sous-groupe discret de covolume infini dans Πk

i“1Gi. Il
suffit de prouver notre résultat de transience pour la probabilité image p‹rµ sur
Πk
i“1Gi. Celle ci est bien Zariski-dense. On est ainsi ramené au cas d’un groupe sans

facteur compact, ce qui conclut la preuve.

3.2.3 Pour aller plus loin

Il vraisemblable que la convergence faible µ‹n ‹ δx ÝÑ 0 de notre théorème 3.2.1
soit valable sans hypothèse de symétrie sur µ. Nous démontrons ce raffinement dans
le cas où le sous-groupe discret Λ est contenu dans des réseaux de G de covolumes
arbitrairement grands. Cette hypothèse est par exemple satisfaite si G{Λ est un
revêtement abélien à base de volume fini, i.e. s’il existe un réseau Λ0 Ď G contenant
Λ comme sous-groupe distingué et tel que le quotient Λ0{Λ est abélien.

Théorème 3.2.4. Soit G,Λ, µ comme dans le théorème 3.2.1, µ n’étant pas néces-
sairement symétrique.

(H) : Supposons que le sous-groupe Λ soit contenu dans des réseaux de G de
covolumes arbitrairement grands.

Alors, pour presque tout x P G{Λ, on a la convergence faible-‹ :

µ‹n ‹ δx ÝÑ
nÑ`8

0

Remarque. L’hypothèse (H) n’est pas satisfaite en général. Par exemple, posons
G :“ SL3pRq, λ0 ą 0, g0 :“ diagpλ0, λ

´1
0 , 1q P G et Λ :“ tgk0 , k P Zu. Si le coefficient

λ0 n’est pas algébrique sur Q, alors Λ est un sous-groupe discret de G qui n’est inclus
dans aucun réseau de G (conséquence du théorème de superrigidité de Margulis, cf.
[12], section 11.3).

Le point clef derrière le théorème 3.2.4 est qu’une marche Zariski-dense sur un es-
pace homogène de volume fini admet un trou spectral (modulo quelques hypothèses).
C’est le contenu de la proposition suivante :

Proposition 3.2.5. Soit G un groupe de Lie réel semi-simple connexe à centre
fini et sans facteur compact, Λ0 un réseau de G, et µ une probabilité sur G dont
le support engendre un sous-groupe Zariski-dense dans G. Soit λ0 la probabilité de
Haar sur G{Λ0 et

L2
0pG{Λ0q :“ tf P L2

pG{Λ0q,

ż

G{Λ0

fdλ0 “ 0u

Alors l’opérateur de Markov Pµ agissant sur l’espace de Hilbert L2
0pG{Λ0q a un rayon

spectral strictement inférieur à 1 (i.e. il existe k ě 1 tel que ||P k
µ ||L2

0
ă 1 où ||.||L2

0
désigne la norme d’opérateur).
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Démonstration. Il est montré dans l’article [8] (lemma 3) de M. B. Bekka que la
représentation régulière de G sur L2

0pG{Λ0q ne contient pas faiblement la représen-
tation triviale. De plus, comme G est sans facteur compact, l’hypothèse de Zariski-
densité sur µ entraine que ses projections dans les différents facteurs de G ne sont
pas supportées par des groupes moyennables. Le résultat annoncé provient alors du
théorème C de l’article [79] de Y. Shalom.

On déduit du trou spectral l’équidistribution des probabilités de position à partir
de presque-tout point.

Corollaire 3.2.6. Sous les hypothèses de la proposition 3.2.5, pour presque tout
point de départ x P G{Λ0, la suite de probabilités de position pµ‹n ‹ δxqně0 converge
faiblement vers la probabilité de Haar sur G{Λ0.

Démonstration. Soit f P C0
c pG{Λ0q une fonction continue à support compact sur

G{Λ0, notons f0 “ f´
ş

G{Λ0
fdλ0. D’après la proposition 3.2.5, la suite p||P n

µ f0||L2qně0

tend vers 0 à vitesse exponentielle, donc la suite de fonctions pP n
µ f0qně0 est de série

λ-pp convergente. On en déduit que P n
µ f0 Ñ 0 λ-pp, autrement dit, pour λ-presque

tout x P G{Λ0,
µ‹n ‹ δxpfq ÝÑ

ż

G{Λ0

fdλ0

Le corollaire en découle grâce à la séparabilité de l’espace des fonctions continues
à support compact sur G{Λ0, pour la norme infinie.

Nous pouvons maintenant conclure.

Démonstration du théorème 3.2.4. En raisonnant comme dans la preuve du théo-
rème 3.2.1, on peut supposer que le groupe G est sans facteur compact. Nous devons
montrer que pour toute partie compacte K Ď G{Λ, pour tout ε ą 0, pour presque
tout x P G{Λ, on a

lim supµ‹n ‹ δxpKq ď ε

Fixons donc un compact K de G{Λ et une constante ε ą 0, et notons π0 : G{Λ Ñ
G{Λ0 la projection. D’après l’hypothèse (H), il existe un réseau Λ0 Ď G, tel qu’en
notant λ0 la probabilité de Haar sur G{Λ0, on ait

λ0pπ0pKqq ă ε

Le corollaire 3.2.6 entraine que pour presque tout y P G{Λ0,

lim supµ‹n ‹ δypπ0pKqq ď λ0pπ0pKqq ă ε

Or pour x P G{Λ, on a µ‹n ‹ δxpKq ď µ‹n ‹ δp0pxqpp0pKqq. On en déduit que pour
presque tout x P G{Λ, on a lim supµ‹n ‹ δxpKq ď ε ce qui conclut.

67





Chapitre 4

Récurrence presque-sûre sur un
espace homogène de rang 1
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Introduction

Ce qui suit fait partie d’un travail en cours, dont le but est d’obtenir un critère de
récurrence-presque sûre pour une marche aléatoire sur un espace homogène de rang
1. Le point de départ est un théorème de Hopf et Tsuji qui caractérise la récurrence
du flot géodésique sur une surface hyperbolique ([1, 81]).

Théorème (Hopf, Tsuji). Soit G “ PSL2pRq, Λ Ď G un sous-groupe discret, et
pour t P R, notons at “ diagpet{2, e´t{2q.

Alors, le flot géodésique patqtPR et le mouvement Brownien sur G{Λ sont tous
deux conservatifs et ergodiques, ou bien tous deux totalement dissipatifs.

De plus, la conservativité équivaut à la divergence de la série de Poincaré en
l’exposant maximal, i.e. en notant K “ PSO2pRq, z1, z2 P KzG » D, et d la
distance hyperbolique sur D, à la divergence

ÿ

gPΛ
e´dpz1,z2gq “ `8
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Dans l’énoncé précédent, les notions de conservativité, dissipativité et ergodicité
sont à comprendre par rapport à une mesure de Haar quotient sur G{Λ. Le théo-
rème de Hopf et Tsuji a ensuite été généralisé par Sullivan [80] pour des variétés
hyperboliques de dimension supérieure, puis par Kaimanovich [52] dans le cas des
espaces localement symétriques de type non compact et de rang 1. Nous cherchons
à poursuivre ces généralisations en comparant le comportement récurrent du flot
non pas au mouvement Brownien mais à celui d’une marche Zariski-dense à support
compact quelconque sur G{Λ.

Conjecture. Soit G un groupe de Lie réel connexe simple et de rang réel 1, soit
Λ Ď G un sous-groupe discret, soit v0 P g un élément non nul d’un sous-espace de
Cartan de g, et pour t P R, notons at “ expptv0q. Soit µ une mesure de probabilité
sur G dont le support est compact et engendre un sous-groupe Zariski-dense dans G.

Alors, le flot géodésique patqtPR et la µ-marche sur G{Λ sont tous deux conservatifs
et ergodiques, ou bien tous deux totalement dissipatifs.

Cette conjecture dit en particulier que la récurrence ou transience d’une marche
Zariski-dense à support compact sur un espace localement symétrique de type non
compact et de rang 1 ne dépend pas de la mesure de probabilité µ qui l’induit, mais
seulement de la géométrie de l’espace. Nous la démontrerons entièrement dans le
cas des revêtements abéliens de surfaces hyperboliques de volume fini à la fin du
chapitre 5 (corollaire 5.3.3). Présentement, la conjecture est abordée dans toute sa
généralité et nous prouvons que la transience du flot implique celle des marches.
L’hypothèse que µ soit à support compact s’avèrera superflue et nous supposerons
seulement que µ a un moment d’ordre 1 fini, i.e que

ż

G

log ||Adpgq||dµpgq ă `8

où Ad : G Ñ SLpgq désigne la représentation adjointe, et ||.|| une norme d’espace
vectoriel sur Endpgq.

Théorème 4.3.1. Soit pG,Λ, v0, patqq comme dans l’énoncé de la conjecture, soit µ
une mesure de probabilité sur G supposée Zariski-dense à moment d’ordre 1 fini.

Si le flot géodésique patqtPR sur G{Λ est totalement dissipatif, alors c’est aussi le
cas de la µ-marche sur G{Λ.

Le théorème 4.3.1 repose sur la décomposition de Cartan qui établit un lien fort
en l’action de G sur X et celle du flot. Cette décomposition affirme qu’étant donné
un sous-groupe compact maximal K de G bien positionné par rapport à v0, tout
élément de g P G s’écrit sous la forme

g “ kgatg lg
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où kg, lg P K et tg ě 0. De plus, le nombre tg est unique, et appelé la projection de
Cartan de g. Au chapitre 5, nous utiliserons aussi la décomposition de Cartan pour
transposer un théorème central limite déjà connu pour le flot géodésique au cadre
des marches aléatoires (proposition 5.2.4).

La preuve du théorème 4.3.1 se résume ainsi : la transience du flot géodésique im-
plique que sa fonction de Green est finie, et même localement intégrable (lemme 4.1.1).
En l’intégrant sur une partie K-invariante, nous faisons disparaître les dépendances
en kg, lg, et un lemme de renouvellement pour la projection de Cartan (lemme 4.2.1)
permet d’en déduire que la fonction de Green de la µ-marche est également locale-
ment intégrable, impliquant la transience de la marche.

On obtient comme corollaire de notre théorème 4.3.1 une dichotomie sur le com-
portement récurrent des marches en rang 1, analogue à celle citée plus haut pour le
flot géodésique.

Corollaire 4.4.1. Soit G un groupe de Lie connexe simple de rang réel 1, soit Λ un
sous groupe discret de G, et soit µ une mesure de probabilité sur G Zariski-dense à
moment d’ordre 1 fini.

Alors la µ-marche sur G{Λ est soit totalement dissipative, soit conservative et
ergodique.

Remarquons que ce dernier point n’a rien d’évident dans la mesure où une µ-
marche sur X n’est pas nécessairement ergodique (un exemple, dans lequel G “

PSL2pRq et Λ et Γµ “ xsupp µy sont des groupes de Schottky, a été donné en
section 3.2). Il n’y a donc à priori pas d’obstruction à l’existence simultanée de
parties totalement dissipative et conservative pour la marche sur G{Λ.

4.1 Espaces symétriques de type non compact et de rang 1

Cette section commence par situer le cadre algébrique élaboré lors de l’introduc-
tion dans le contexte des espaces symétriques. On y démontre aussi que si le flot
géodésique sur un espace symétrique de type non compact de rang 1 est dissipa-
tif, alors sa fonction de Green est non seulement finie, mais localement intégrable
(lemme 4.1.1).

4.1.1 Rappels algébriques

Présentons tout d’abord les espaces symétriques et leur flot géodésique d’un point
de vue algébrique. Pour plus de détails, on pourra se référer au cours de F. Paulin
([68], chapitre 4).

Un espace (globalement) symétrique de type non compact et de rang 1, noté
ĂM , se réalise de la façon suivante. On se donne un groupe de Lie réel G connexe
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simple de rang réel 1 et un sous-groupe compact maximal K Ď G. Soit g, k leurs
algèbres de Lie respectives et s Ď g l’orthogonal de k pour la forme de Killing
B : g ˆ g Ñ R. On a alors la décomposition g “ k ‘ s et la forme de Killing
est définie positive sur s. Nous notons ĂM la variété quotient ĂM “ KzG munie
de l’unique métrique riemannienne G-invariante à droite qui coïncide avec B sur
l’espace tangent TKzKKzG » s. La topologie de ĂM est simplement connexe d’après
la décomposition d’Iwasawa. Nous noterons M un espace (localement) symétrique
quotient, i.e. de la forme M “ KzG{Λ où Λ Ď G est un sous-groupe discret sans
torsion, et muni de la métrique quotient.

Fixons un vecteur non nul v0 P szt0u et pour t P R, posons at “ expptv0q.
Le sous groupe à un paramètre patqtPR agit sur G{Λ, définissant un flot que nous
appellerons flot géodésique. Cette terminologie est justifiée dans la mesure où, pour
g P G, le chemin R Ñ M, t ÞÑ KatgΛ décrit à vitesse constante un arc géodésique
de M passant par KgΛ, et tous les arcs géodésiques de M admettent une telle
paramétrisation.

Exemple. Le disque de Poincaré ĂM “ D est réalisé en posant G “ PSL2pRq et
K “ PSO2pRq. Alors g “ tX PM2pRq, trpXq “ 0u et k “ tX P g, X est antisymétriqueu,
s “ tX P g, X est symétriqueu. En choisissant v0 “ diagp1{2,´1{2q, nous obtenons
at “ diagpet{2, e´t{2q et retrouvons la notion usuelle de flot géodésique sur le fibré
unitaire tangent d’une surface hyperbolique, représenté sous la forme G{Λ où Λ Ď G
est un sous-groupe discret sans torsion.

4.1.2 Transience et fonction de Green

Gardons les notations précédentes. Nous allons maintenant montrer que la tran-
sience du flot géodésique sur X “ G{Λ équivaut non seulement à la finitude de sa
fonction de Green, mais plus précisément à son intégrabilité locale.

Soit F Ď X. La fonction de Green du flot patqtPR relative à F est définie par :

Gp., F q : X Ñ R`, x ÞÑ
ż

R`
1F patxq dt

Avec des mots, Gpx, F q estime le temps de passage dans F du rayon géodésique
issu de x. Pour la suite, λ désignera une mesure de Haar sur G, ainsi que la mesure
quotient induite sur G{Λ.

Lemme 4.1.1. Le flot géodésique sur X est totalement dissipatif si et seulement si
pour toutes parties compactes E,F Ď X,

ż

E

Gpx, F q dλpxq ă 8
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La preuve repose sur une interprétation de la transience du flot en termes de
série de Poincaré. Rappelons de quoi il s’agit. Soit d la distance riemanienne sur
ĂM “ KzG. Etant donné des points z1, z2 P ĂM , et un réel positif s ą 0, la série de
Poincaré de Λ en pz1, z2, sq est définie par :

ppz1, z2, sq :“
ÿ

gPΛ
e´sdpz1,z2gq

Soit δG ą 0 le taux de croissance exponentielle du volume des boules de ĂM , défini
par

δG :“ lim
RÑ`8

1
R

logpVRq

où VR ą 0 désigne le volume riemannien d’une boule de rayon R sur ĂM .
Il est démontré dans r52s (Theorem 3.3) que le flot géodésique sur X est to-

talement dissipatif si et seulement si la série de Poincaré ppz1, z2, sq converge en
s “ δG.

Nous en déduisons le lemme 4.1.1.

Démonstration du lemme 4.1.1. Il s’agit de montrer le sens direct. On suppose donc
le flot géodésique transient, on se donne deux parties compactes E,F Ď X, et
on cherche à borner l’intégrale

ş

E
Gpx, F q dλpxq. Nous commençons par relever la

situation dansG. On note pour cela π : GÑ X “ G{Λ la projection, rx0 P π
´1px0q un

relevé de x0 et rE, rF Ď G des parties compacte telle que πp rEq “ E. Il sera commode
de supposer que les parties E et rE sont K-invariantes. Notant λK la probabilité de
Haar sur K, nous avons

ż

E

Gpx, F q dλpxq ď

ż

rE

ż

R`
1
rFΛpatrxq dtdλprxq

ď
ÿ

gPΛ

ż

rE

ż

R`
1
rFgpatrxq dtdλprxq

“
ÿ

gPΛ

ż

rE

ż

K

ż

R`
1
rFgpatkrxq dtdλKpkqdλprxq

où la dernière égalité provient de la K-invariance de rE.
Notons p : G Ñ ĂM “ KzG la projection quotient. D’après le théorème 5.8 du

livre d’Helgason [49], il existe un constante η ě 1, dépendant seulement de rF (plus
précisément du volume riemannien et du diamètre de pp rF q), telle que pour tout
rx P G, g P Λ,

ż

K

ż

R`
1
rFgpatkrxq dtdλKpkq ď ηe´δGdppprxq,pp

rF qgq
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On a donc en intégrant sur rE,
ż

rE

ż

K

ż

R`
1
rFgpatkrxq dtdλKpkqdλprxq ď λp rEqηe´δGdppp

rEq,pp rF qgq

Puis en sommant sur g P Λ,
ÿ

gPΛ

ż

rE

ż

K

ż

R`
1
rFgpatkrxq dtdλKpkqdλprxq ď λp rEqη

ÿ

gPΛ
e´δGdppp

rEq,pp rF qgq

La transience du flot géodésique sur X entraine que la série de Poincaré de Λ
converge en s “ δG, ([52] Theorem 3.3). Il en résulte finalement que

ż

E

Gpx, F q dλpxq ă `8

4.2 Un lemme de renouvellement

Cette section considère une marche aléatoire sur un groupe de Lie réel G connexe
simple de rang 1 et établit un lemme de renouvellement pour la projection de Cartan
des trajectoires de la marche (lemme 4.2.1). Ce résultat sera utile pour comparer
les fonctions de Green du flot géodésique et d’une marche aléatoire sur un quotient
G{Λ.

Un théorème de renouvellement est un résultat estimant le nombre de passages
moyens d’une marche transiente dans une partie bornée lorsque cette partie est
amenée à dégénérer. On a par exemple dans le cas d’une marche sur R :

Théorème (Renouvellement d’une marche sur R [54]). Soit µ une mesure de pro-
babilité sur R admettant un moment d’ordre 1 fini, d’espérance strictement positive
Epµq ą 0, et dont le support n’est pas contenu dans un translaté d’un réseau de R.
Notons pSnqně0 la chaîne de Markov sur R issue de 0 de loi d’incrément µ, et I un
intervalle borné de R.

Alors l’espérance du nombre de passage de pSnq dans un translaté I ` t converge
quand t tend vers `8 :

Ep7tn ě 0, Sn P I ` tqq ÝÑ
tÑ`8

lebpIq
Epµq

En 2016, Guivarc’h et Lepage démontrent un analogue de ce théorème pour le
cocycle d’Iwasawa d’une marche sur SLdpRq (voir [45]). Leur résultat est ensuite
raffiné par Li [58] qui estime que la vitesse de convergence est exponentielle en t.
Nous nous intéressons plutôt à la projection de Cartan de la marche. Par soucis de
simplicité et de cohérence thématique, nous nous placerons en rang 1.
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Comme dans la section 4.1, on se donne un groupe de Lie réel G connexe simple
de rang 1, un sous-groupe compact maximal K de G, un vecteur non nul v0 P g

orthogonal à l’algèbre de Lie de K pour la forme de Killing, et pour t P R, on pose
at “ expptv0q P G. La décomposition de Cartan affirme que pour tout élément g P G,
il existe un unique réel non négatif tg ě 0 tel que

g P KatgK

Munissons G d’une mesure de probabilité µ supposée Zariski-dense et à moment
d’ordre 1 fini. Cette dernière hypothèse signifie que

ż

G

log ||Adpgq||dµpgq ă 8

où Ad : G Ñ GLpgq désigne la représentation adjointe, et ||.|| une norme d’espace
vectoriel sur Endpgq (voir [16] lemma 9.6 pour des définitions équivalentes).

Notons aussi B “ GN‹ , β “ µN‹ et pour b P B, n ě 0 posons

tnpbq “ tbn...b1

la projection de Cartan du n-ième pas de la trajectoire sur G définie par b. La loi
des grands nombres affirme que la projection de Cartan d’une µ-trajectoire sur G a
une dérive non nulle : il existe une constante λµ ą 0, telle que pour β-presque tout
b P B, on a l’équivalence asymptotique :

tnpbq „
nÑ`8

nλµ

Le lemme de renouvellement cité plus haut pousse donc à conjecturer que si I Ď R
est un intervalle borné, alors

Eβp7tn ě 0, tn P I ` tuq ÝÑ
tÑ`8

lebpIq
λµ

Nous nous contenterons d’un résultat plus faible et adapté à nos besoins. Il sera
utilisé dans la prochaine section pour comparer les fonctions de Green du flot géo-
désique et d’une marche aléatoire sur un espace homogène de rang 1.

Lemme 4.2.1 (Renouvellement). Soit G,K, v0, µ comme ci-dessus et I Ď R un
intervalle borné. Alors,

sup
tPR

Eβp7tn ě 0, tn P I ` tuq ă 8

La preuve du lemme 4.2.1 repose sur l’idée que la projection de Cartan d’une
marche sur G a peu de chance de revenir dans un intervalle donné après y être
passée une fois. On commence par un lemme exprimant que le cocycle d’Iwasawa
d’une marche sur Rd a une croissance aussi uniforme que possible en le point de
départ.
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Lemme 4.2.2. Soit µ une mesure de probabilité sur SLdpRq dont le support en-
gendre un semi-groupe fortement irréductible et proximal et admettant un moment
d’ordre 1 fini, B “ SLdpRqN

‹, β “ µN‹. Alors pour toutes constantes C, ε ą 0, il
existe un rang n0 ě 0 tel que pour tout vecteur unitaire v P Sd´1, on ait

βpb P B, @n ě n0, ||bn . . . b1v|| ě Cq ě 1´ ε

Preuve du lemme 4.2.2. Dans le cas où µ est à moment exponentiel, le lemme dé-
coule directement du principe des grandes déviations ([16], theorem 12.11 appli-
qué à l’action µ-contractante de G sur PpRdq et au cocycle d’Iwasawa σ : G ˆ
P pRdq, pg,Rvq ÞÑ log ||gv||

||v||
). Nous le démontrons plus généralement sous l’hypothèse

d’un moment d’ordre 1 qui est plus naturelle dans le contexte d’un lemme de renou-
vellement.

Notations de distance sur P pRdq

Dans toute la preuve nous munirons P pRdq de la distance

dpRv,Rwq “
||v ^ w||

||v|| ||w||

où ||.|| est la norme euclidienne sur Λ2Rd induite par celle de Rd. Etant donné
un hyperplan W Ď Rd, on note dpRv,W q “ infRwĎW dpRv,Rwq. Cela se réécrit
dpRv,W q “ |xv,wKy|

||v|| ||wK||
pour tout choix de vecteur wK P WKzt0u, si bien que dpRv,W q “

dpWK, pRvqKq. Enfin, la distance de Hausdorff entre deux hyperplans W1,W2 Ď Rd

sera définie par dHpW1,W2q “ supw1PW1zt0u dpRw1,W2q ` supw2PW2zt0u dpRw2,W1q

Passons à la preuve. Fixons C, ε ą 0. Raisonnons par l’absurde en supposant que
pour tout n0 ě 0, il existe un vecteur unitaire vn0 P Sd´1 tel que :

βpb P B, Dn ě n0, ||bn . . . b1vn0 || ă Cq ě ε

Soit v8 P Sd´1 un point d’accumulation de la suite pvn0qn0ě0, soit tµ l’image de
µ par la transposition g ÞÑ tg, et tν l’unique probabilité tµ-stationnaire sur P pRdq

(voir [16], proposition 3.7). Nous allons montrer que tν donne une masse positive
à l’hyperplan pRv8qK ce qui amènera une contradiction avec le lemme 3.6.b) de
[16]. Fixons pour cela une (petite) constante δ ą 0, et on minorons la tν-masse du
δ-voisinage de pRv8qK.

• On choisit n0 tel que dHppRv8qK, pRvn0q
Kq ď δ{3

On fixe pour tout élément g P SLdpRq une décomposition de Cartan : g “ kgaglg
où kg, lg P SOdpRq et ag “ diagpag,1, . . . , ag,dq est diagonale à coefficients positifs
classés par ordre décroissants : ag,1 ě ¨ ¨ ¨ ě ag,d ą 0.
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• D’après le lemme 13.2 de [16], il existe une constante R ą 0 telle que si g P
SLdpRq, ||g|| ě R, v P Sd´1, et ||gv|| ă C alors

dpRv, l´1
g pt0u ˆ Rd´1

qq ď δ{3

Par ailleurs, la proximalité de tν (voir [16], proposition 3.7) entraine que pour
β-presque tout b P B, on a ||bn . . . b1|| ÝÑ

nÑ`8
`8.

On peut donc choisir n0 assez grand pour que

βpb P B, @n ě n0, ||bn . . . b1|| ě Rq ě 1´ ε{4

• La relation tb1 . . .
t bn “ l´1

bn...b1abn...b1k
´1
bn...b1 et la proximalité de tν impliquent que

pour β-presque tout b P B,

l´1
bn...b1pRˆ t0u

d´1
q ÝÑ
nÑ`8

ξtb

où ξtb désigne la droite limite associée à la suite d’instruction tb, et est définie
par la relation ptνqtb “ δξtb .
Choisissons n0 assez grand pour que

βpb P B, @n ě n0, dpl
´1
bn...b1pRˆ t0u

d´1
q, ξtbq ď δ{3q ě 1´ ε{4

Conclusion. Les trois conditions imposées sur n0 permettent de conclure. On a
tout d’abord l’existence d’une partie mesurable B1 Ď B de β-mesure au moins ε{2
telle que pour tout b P B1,

1. Dn1 ě n0, ||bn1 . . . b1vn0 || ă C

2. @n ě n0, ||bn . . . b1|| ě R

3. @n ě n0, dpl
´1
bn...b1pRˆ t0u

d´1q, ξtbq ď δ{3q

Si b P B1, les points 1 et 2 entrainent que

dpRvn0 , l
´1
bn1 ...b1

pt0u ˆ Rd´1
qq ď δ{3

ou de manière équivalente en passant aux orthogonaux

dpl´1
bn...b1pRˆ t0u

d´1
q, pRvn0q

K
q ď δ{3

Par le point 3 et la première condition sur n0, il vient que

dpξtb, pRv8qKq ď δ

On en déduit que les δ-voisinage de pRv8qK a une tν-masse minorée par ε{2. En
faisant tendre δ vers 0, on obtient que tν charge pRv8qK ce qui contredit le lemme
3.6 de [16].
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Revenons au contexte du début de section. Le résultat suivant affirme que la
projection de Cartan d’une trajectoire sur G a beaucoup de chance de croître sans
retour.

Lemme 4.2.3. Soit pG,K, v0, µq comme dans le lemme 4.2.1. Soit r, ε ą 0. Il existe
un rang n0 ě 0 tel que pour tout élément g P G,

βpb P B, @n ě n0, tbn...b1g ě r ` tgq ě 1´ ε

Démonstration. Soit pV, ρq une représentation algébrique proximale (fortement-)irréductible
de G, munie d’un produit scalaire ρpKq-invariant et tel que Teρpv0q P End(V) est
autoadjoint (une telle représentation existe bien d’après [16], lemma 5.33 a). Alors,
pour g P G, nous avons

log ||ρpgq|| “ log ||ρpatgq|| “ log || expptgTeρpv0qq|| “ tg log ||ρpa0q||

Le facteur log ||ρpa0q|| est strictement positif. En effet, il est non négatif car ρpa0q

est symétrique et de déterminant 1, et non nul sinon l’image ρpGq serait bornée
(d’après la décomposition de Cartan). Nous sommes donc ramenés à montrer :

Il existe un rang n0 ě 0 tel que pour tout élément f P SLpV q,

βpb P B, @n ě n0, ||ρpbn . . . b1qf || ě er||f ||q ě 1´ ε

En approximant ||f || par ||fpvq|| pour un vecteur unitaire v bien choisi, il suffit de
montrer :

Il existe un rang n0 ě 0 tel que pour tout vecteur unitaire v P V ,

βpb P B, @n ě n0, ||ρpbn . . . b1qv|| ě erq ě 1´ ε

Or le semi-groupe ρpΓµq est Zariski-dense dans ρpGq, donc également fortement
irréductible et proximal (voir [16] lemma 5.23 pour ce dernier point). De plus la
probabilité image ρ‹µ admet un moment d’ordre 1 fini ([16], lemma 9.6 b)). On
peut donc appliquer le lemme 4.2.2, ce qui termine la démonstration.

Concluons la section en démontrant le lemme de renouvellement 4.2.1.

Preuve du lemme 4.2.1. Notons NI : B Ñ N Y t8u, b ÞÑ 7tn ě 0, tnpbq P Iu la
fonction comptant le nombre de passages de la projection de Cartan d’une trajectoire
sur G dans l’intervalle I. Nous allons majorer l’espérance de NI par une constante
dépendant uniquement des données initiales pG,K, v0, µq et de la longueur de I. On
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se donne des constantes r ą lebpIq, ε Ps0, 1r, ainsi qu’un rang n0 ě 0 comme dans
le lemme 4.2.3. On commence par montrer que pour tout k ě 0,

βpb P B,NIpbq ě kn0 ` 1q ď εk

On introduit une suite de temps d’arrêt pτi : B Ñ NYt8uqiě1 indiquant le temps
de premier passage de la suite des projections de Cartan ptnpbqqně0 dans I puis ses
temps de retour après au moins n0 pas :

τ1 “ inftn ě 0, tn P Iu, τi`1 “ inftn ě τi ` n0, tn P Iu

On observe que

βpb P B,NIpbq ě kn0 ` 1q ď βpb P B, τk`1pbq ă 8q

“
ÿ

jPNk
βpb P B, pτipbqqiďk “ j, τk`1pbq ă 8q

L’inégalité r ą lebpIq entraîne pour j P Nk fixé l’inclusion

tb P B, pτipbqqiďk “ j, τk`1pbq ă 8u Ď tb P B, pτipbqqiďk “ j et Dn ě jk`n0, tnpbq ă r`tjkpbq||u

On en déduit, via la propriété de Markov et le lemme 4.2.3, que

βpb P B, pτipbqqiďk “ j, τk`1pbq ă 8q ď βpb P B, pτipbqqiďk “ jqε

En sommant sur les différents j P Nk, puis en itérant, il vient

βpb P B, τk`1pbq ă 8q ď βpb P B, τkpbq ă 8q ε ď ¨ ¨ ¨ ď εk

puis comme annoncé,

βpb P B,NIpbq ě kn0 ` 1q ď εk

Majorons maintenant l’espérance du nombre de passages NI .

ż

B

NI dβ “
ÿ

ně0
βpNI ě nq ď

ÿ

kě0
n0βpNI ě kn0 ` 1q ď n0

1
1´ ε

et la majoration ne dépend de I qu’à travers n0, qui ne prend en compte que les
données initiales (G,K, v0, µ) et les constantes r ą lebpIq et ε Ps0, 1r fixées arbitrai-
rement.
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4.3 Transience presque-sûre

Nous allons maintenant mettre en oeuvre les lemmes 4.1.1 et 4.2.1 démontrés plus
haut afin de montrer que si le flot géodésique d’un espace localement symétrique
de type non compact de rang 1 est totalement dissipatif, alors c’est aussi le cas de
toute marche Zariski-dense à moment d’ordre 1.

Théorème 4.3.1. Soit G un groupe de Lie réel connexe simple et de rang réel 1,
soit Λ Ď G un sous-groupe discret, soit v0 P g un élément non nul d’un sous-espace
de Cartan de g, et pour t P R, notons at “ expptv0q. Soit µ une mesure de probabilité
Zariski-dense sur G à moment d’ordre 1 fini.

Si le flot géodésique patqtPR sur G{Λ est totalement dissipatif alors c’est aussi le
cas de la µ-marche sur G{Λ.

Soit X “ G{Λ et F Ď X. On introduit la fonction de Green relative à F de la
µ-marche sur X en posant :

Gµp., F q : X Ñ r0,`8s, x ÞÑ
ż

B

ÿ

ně0
1F pbn . . . b1xqdβpbq

Avec des mots, Gµpx, F q estime le nombre de passages moyen dans F d’une µ-
trajectoire issue de x. La preuve théorème 4.3.1 reposera sur une comparaison des
fonctions de Green du flot et de la marche.

Comme précédemment, on note λ une mesure de Haar quotient sur X, on fixe un
sous-groupe compact maximal K de G dont l’algèbre de Lie est orthogonale à v0,
on pose aussi B “ GN‹ , β “ µbN

‹ , et pour b P B, n ě 0, on fixe une décomposition
de Cartan du produit bn . . . b1 :

bn . . . b1 “ knpbqatnpbqlnpbq

où knpbq, lnpbq P K, tnpbq ě 0.

Preuve du théorème 4.3.1. Soit E,F Ď X des parties compactes K-invariantes.
Nous pouvons écrire :

ż

E

Gµpx, F qdλpxq “

ż

E

ż

B

ÿ

ně0
1F pbn . . . b1xq dβpbqdλpxq

“

ż

E

ż

B

ÿ

ně0
1F patnpbqxq dβpbqdλpxq

où la dernière égalité découle de la K-invariance de E, F et λ.
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Soit F 1 Ď X un voisinage compact de F tel que l’action du flot patqtPR restreint
à la fenêtre t P r´1, 1s envoie F dans F 1, i.e. tel que

Ť

tPr´1,1s atF Ď F 1. Alors,

1F patnpbqkxq ď
ż

R`
1F 1patkxq1rtnpbq´1,tnpbq`1sptqdt

En injectant dans les égalités précédentes, on obtient
ż

E

Gµpx, F qdλpxq ď

ż

E

ż

B

ż

R`

ÿ

ně0
1F 1patkxq1rtnpbq´1,tnpbq`1sptq dtdβpbqdλpxq

“

ż

E

ż

R`
1F 1patkxqr

ż

B

ÿ

ně0
1rtnpbq´1,tnpbq`1sptqdβpbqs dtdλpxq

Le terme entre crochets compte le nombre de passages moyen de la projection
de Cartan d’une µ-trajectoire sur G dans l’intervalle rt ´ 1, t ` 1s. Le lemme 4.2.1
assure que ce terme est majoré par une constante α Ps0,`8r ne dépendant pas de
t mais seulement des données initiales pG,K, v0, µq. On a finalement

ż

E

Gµpx, F qdλpxq ď α

ż

E

ż

R`
1F 1patkxq dtdλpxq

“ α

ż

E

Gpx, F 1qdλpxq

L’hypothèse de transience du flot géodésique assure via le lemme 4.1.1 que le
membre de droite est fini. La fonction de Green de la marche sur X est donc loca-
lement intégrable, et à fortiori, la marche est transiente.

4.4 Dichotomie

Nous déduisons du théorème 4.3.1 une dichotomie “transience / récurrence et
ergodicité” pour les marches en rang 1.

Corollaire 4.4.1. Soit G un groupe de Lie réel connexe simple et de rang réel 1,
soit Λ Ď G un sous-groupe discret, et soit µ une mesure de probabilité Zariski-dense
sur G à moment d’ordre 1 fini.

Alors la µ-marche sur G{Λ est soit totalement dissipative, soit conservative et
ergodique.

Notons K, v0, patqtPR comme dans les sections précédentes et rappelons qu’un
élément g0 P G est dit loxodromique si on peut l’écrire à conjugaison et inversion
près sous la forme g0 “ mac où m P K, c ą 0, et mac “ acm (voir aussi [16] section
5.10). La preuve de la dichotomie s’appuie sur le lemme suivant. On note X “ G{Λ.
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Lemme 4.4.2. Si le flot géodésique patqtPR sur X est conservatif ergodique, alors
c’est aussi le cas de l’action de tout élément loxodromique de G.

Démonstration. Soit g0 P G un élément loxodromique. Pour montrer le lemme, on
peut supposer g0 de la forme g0 “ mac où m P K, c ą 0, et mac “ acm. La
conservativité du flot géodésique sur X entraine donc celle de g0. La preuve de
l’ergodicité de g0 est alors standard et suit les lignes de celle donnée pour le flot
dans [1] (Theorem 7.4.3). Expliquons sommairement. On se donne f, p P L1pX,Λq
avec p ą 0, λppq “ 1. Le théorème ergodique de Hopf ([1], 2.2.5) et la conservativité
de g0 entrainent la convergence presque-sûre :

řn´1
k“0 f ˝ g

k
0

řn´1
k“0 p ˝ g

k
0
ÝÑ
nÑ˘8

Epλp
f

p
|Iq

loooomoooon

Φf,p

où Epλpfp |Iq désigne l’espérance conditionnelle de f{p pour la probabilité pλ et par
rapport à la tribu I des parties λ-pp g0-invariantes de X. On doit montrer que cette
tribu est λ-triviale, ce qui revient à dire que pour tous choix de f, p, la limite Φf,p

est λ-pp constante. Nous munissons G d’une métrique riemanienne G-invariante à
droite, K-invariante à gauche et X de la métrique quotient. En raisonnant comme
dans [1], (7.4.3) on peut se permettre de supposer p, puis f , assez régulières de
sorte que Φf,p soit constante le long des variétés stables ou instables de g0. Plus
précisément, notons U` Ď G (resp U´) le sous-groupe unipotent connexe de G
dont l’algèbre de Lie est la somme des espaces propres de adpv0q de valeur propre
strictement positive (resp. strictement négative). Alors pour x P X, u` P U`,

dpgk0u
`x, gk0xq “ dpakcu

`x, akcxq ÝÑ
kÑ´8

0

et de même avec U´ et k Ñ `8. Par les choix de régularité de p et f , il en découle
pour tout u˘ P U˘ l’égalité presque-sûre

Φf,p ˝ u
˘
“ Φf,p (λ-pp)

Comme U` et U´ engendrent tout G, l’invariance λ-pp de Φf,p sous U` et U´
entraine son invariance λ-pp par une partie dénombrable dense de G, puis par G
tout entier. L’application Φf,p est donc constante λ-pp.

On peut maintenant conclure le chapitre en prouvant la dichotomie 4.4.1.

Preuve du corollaire 4.4.1. Supposons que la µ-marche sur X n’est pas totalement
dissipative. D’après le théorème 4.3.1, le flot géodésique surX ne l’est pas non plus. Il
est donc conservatif et ergodique ([52], theorem 3.3), et il en va de même pour l’action
de tout élément loxodromique de G (lemme 4.4.2). Or le semi-groupe engendré
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par le support de µ est supposé Zariski-dense dans G, donc contient un élément
loxodromique g0 (voir [16], theorem 5.36). Notons C Ď X la partie conservative de
la marche. Nous avons Pµ1C “ 1C mod λ. Comme dans la section 3.1, cela entraine
l’invariance g0C “ C mod λ, et l’ergodicité de g0 fait que C est de mesure pleine.
On a donc que la marche est conservative, puis ergodique d’après la caractérisation
bq de la proposition 1.3.6 et l’ergodicité de g0.
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Chapitre 5

Dérive d’une marche sur un
revêtement abélien
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Introduction

Ce chapitre fera bientôt l’objet de l’article [9]. Il a pour but de décrire la vitesse
d’éloignement vers l’infini d’une marche aléatoire sur un revêtement abélien d’un
espace homogène de volume fini. Le cas le plus simple est celui d’une marche sur
Zd (que l’on peut voir comme Zd-revêtement d’un point) et une réponse est alors
apportée par la loi des grands nombres.

Théorème (Loi des grands nombres). Soit Sn une chaîne de Markov sur Zd dont
la loi d’incrément est donnée par une probabilité µ sur Zd admettant un moment
d’ordre 1 fini. Alors presque-sûrement,

1
n
Sn ÝÑ

nÑ`8
Epµq

Dans ce cas, nous disons que la µ-marche sur Zd admet une dérive, qui est égale
à l’espérance de µ.
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Ce texte pose la question d’un analogue de la loi des grands nombres dans le
cadre d’une marche sur un Zd-revêtement d’un espace homogène de volume fini. On
se donne un groupe de Lie connexe simple G, un réseau Λ0 de G, et un sous-groupe
distingué ΛEΛ0 tel que Λ0{Λ » Zd. L’espace homogène G{Λ admet alors une action
libre et propre de Zd telle que pG{Λq{Zd “ G{Λ0.

La “position” d’un point sur le revêtement G{Λ est alors repérée en se donnant
une application Zd-équivariante i : G{Λ Ñ Zd que l’on supposera bornée sur un
domaine fondamental connexe par arcs D pour l’action de Zd sur X.

Soit µ une mesure de probabilité sur G dont le support est compact et engendre
un sous semi-groupe Γµ Zariski dense dans G. Une loi des grands nombres pour une
µ-trajectoire pωnqně0 sur G{Λ consisterait à répondre aux questions suivantes :

La dérive lim
nÑ`8

1
n
ipωnq est elle bien définie dans Rd ? Et si oui peut on la caracté-

riser ?

Dans le cas où D est à bord compact, la variation de l’indice de position i sous un
pas de la marche est bornée. Une simple application du théorème ergodique permet
alors d’affirmer que la limite des 1

n
ipωnq existe pour presque toute trajectoire pωnqně0.

Le premier résultat de ce chapitre renforce cette conclusion : pour tout point de
départ ω0, la dérive d’une µ-trajectoire typique issue de ω0 est bien définie et peut
être calculée simplement. On note X0 :“ G{Λ0, X :“ G{Λ les espaces quotients et
on appelle π : X Ñ X0 l’application de revêtement.

Théorème 5.1.1. Supposons que le domaine fondamental D est à bord compact.
Etant donné ω0 P X, on distingue alors deux cas :

1. Si l’orbite projetée Γµ.πpω0q est infinie dans X0 alors la dérive est nulle : pour
presque-toute µ-trajectoire pωnq P XN issue de ω0,

1
n
ipωnq ÝÑ

nÑ`8
0

2. Si l’orbite projetée Γµ.πpω0q est finie dans X0, alors pour presque-toute µ-
trajectoire pωnq P XN issue de ω0,

1
n
ipωnq ÝÑ

nÑ`8

1
7Γµ.ω0

ÿ

yPΓµ.πpω0q

ipgryq ´ ipryq

où pour tout y P Γµ.πpω0q, on a noté ry un relevé de y dans X.
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Remarquons que ce théorème affirme en particulier que la dérive de presque
toute µ-trajectoire est nulle, contrastant avec le cas d’une marche sur Zd où la
dérive dépend de la loi d’incrément µ. La preuve de notre résultat s’appuie sur la
classification des probabilités stationnaires sur le quotient de volume fini X0 donnée
dans [14].

Nous étudions dans un deuxième temps les phénomènes pouvant apparaître si
le revêtement X n’a pas de domaine fondamental à bord compact. On commence
par étudier un exemple explicite, dans lequel X est le fibré unitaire tangent d’un
Z-revêtement d’une sphère hyperbolique à trois pointes, comme dans le dessin ci
dessous. On observe dans ce cas que la dérive a un comportement radicalement
différent.

D

SS0

Une sphère hyperbolique à trois pointes S0 et un Z-revêtement S

Théorème 5.2.1. Soit S un Z-revêtement d’une sphère hyperbolique à trois pointes
S0, obtenu en déroulant deux pointes comme dans le dessin ci-dessous. Soit µ une
mesure de probabilité sur G “ PSL2pRq, supposée Zariski-dense et à support com-
pact. Alors la µ-marche induite sur T 1S est récurrente et a sa dérive asymptotique-
ment dense : pour presque-toute µ-trajectoire pωnq P pT 1SqN,

tvaleurs d’adhérence de la suite p 1
n
ipωnqqně1u “ R

Notons qu’à la différence du théorème 5.1.1, ce résultat décrit la dérive pour
seulement presque tout point de départ. L’argument repose sur un théorème de
Enriquez et Le Jan décrivant la loi du nombre d’enroulement du flot géodésique
autour des différents cusps d’une surface hyperbolique de volume fini [35]. Nous
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en déduisons (proposition 5.2.4) un théorème central limite affirmant que pour un
vecteur de départ ω0 choisi uniformément sur le domaine fondamental D, la loi de
l’indice de position normalisé 1

n
ipωnq pour la marche à l’instant n converge vers une

loi de Cauchy centrée sur R.

Nous voyons ensuite dans la dernière section comment adapter le théorème 5.2.1
pour décrire la dérive dans le cas général d’un Zd-revêtement S d’une surface hy-
perbolique de volume fini S0 quelconque. Plus précisément, nous supposons l’indice
i invariant sous PSO2pRq, notons C1, . . . ,Cs les cusps de S0, puis v1, . . . , vs P Zd les
translations obtenues en relevant un tour de cusp au revêtement S, et enfin posons
EC “ VectRtv1, . . . vsu le sous-espace vectoriel de Rd engendré les vi. Alors

Théorème 5.3.1. Soit S un Zd-revêtement d’une surface hyperbolique S0 de volume
fini. Alors une marche Zariski-dense à support compact sur T 1S a presque toutes
ses trajectoires pωnq de dérive asymptotiquement denses dans EC :

tvaleurs d’adhérence de la suite p 1
n
ipωnqqně1u “ EC

5.1 Dérive en tout point

Cette section considère une marche sur un Zd-revêtement d’un espace homogène
de volume fini et décrit sa dérive quelque soit le point de départ. On fera l’hypothèse
que l’action de Zd sur le revêtement admet un domaine fondamental connexe à bord
compact.

5.1.1 Notation et énoncé du théorème

On se donne un groupe de Lie réel connexe simple G, ainsi que des sous groupes
discrets Λ E Λ0 Ď G avec Λ0 de covolume fini dans G et Λ0{Λ » Zd (où d P N‹).
Cela définit deux espaces homogènes

X0 :“ G{Λ0, X :“ G{Λ

De plus, la projection canonique X Ñ X0, gΛ ÞÑ gΛ0 est un revêtement dont le
groupe d’automorphismes s’identifie à Λ0{Λ » Zd. On fixe une fois pour toute une
identification Λ0{Λ “ Zd, et pour x P X, k P Z et on note x ` k l’image de x sous
l’action de l’automorphisme de revêtement identifié à k.
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Exemples types. L’existence de tels sous-groupes Λ et Λ0 entraine que l’algèbre
de Lie g de G est isomorphe à sopn, 1q ou bien supn, 1q pour un certain n ě 2 [en
effet, dans le cas contraire, le groupe G aurait alors la propriété (T) de Kazhdan ([7],
page 8), donc Λ0 aussi en tant que réseau, et également son quotient Λ0{Λ » Zd,
ce qui est absurde]. On peut donc considérer les cas où G “ SO`pn, 1q ou G “

PUpn, 1q comme des exemples typiques. Dans le premier cas, X0 s’identifie au fibré
des repères d’une variété hyperbolique de dimension n définie par M0 “ KzG{Λ0
où K “ SOpnq ˆ t1u, et X au fibré des repères d’un Zd-revêtement de M0, à
savoir M “ KzG{Λ. Il en va de même dans le cas où G “ PUpn, 1q, excepté
que l’on considère cette fois ci des variétés hyperboliques complexes, et que K “

P pUpnq ˆ Up1qq » Upnq.

On munit G d’une mesure de probabilité µ, induisant ainsi une marche aléatoire
sur l’espace homogène X. Ce chapitre s’intéresse à la vitesse de fuite vers l’infini
des trajectoires de la marche, appelée dérive. Afin d’en donner une interprétation
quantitative, on fixe un domaine fondamental D pour l’action de Zd sur X. Cela
signifiera que D est une partie fermée de X dont les translatés pD` kqkPZd forment
un recouvrement localement fini de X, d’intérieurs p

˝

D`kqkPZd deux à deux disjoints
et d’union de mesure pleine dans X. On repère alors la “position” d’un point sur X
en se donnant une application i : X Ñ Rd supposée Zd-équivariante bornée sur D.

Notons B :“ GN‹ , β :“ µbN
‹ . On cherche alors à estimer pour tout point de

départ x P X, et β-presque tout b P B, le comportement asymptotique de la suite

p
1
n
ipbn . . . b1xqqně1 P pRd

q
N‹

Il est commode de se ramener à l’étude d’un cocycle sur X0. Pour cela, on re-
marque qu’à chaque étape de la marche, l’indice de position varie suivant le cocycle

GˆX Ñ Rd, pg, xq ÞÑ ipg.xq ´ ipxq

L’hypothèse que i commute à l’action de Zd implique que ce cocycle est Zd-
invariant et passe au quotient en un cocycle

σ : GˆX0 Ñ Rd, pg, x` Zdq ÞÑ ipg.xq ´ ipxq

Comme pour x P X, b P B, on a ipbn . . . b1xq “ σpbn . . . b1, x`Zdq`ipxq, l’étude de la
dérive se ramène à celle du comportement asymptotique de la suite p 1

n
σpbn . . . b1, x0qqně1

où x0 P X0, b P B. On peut donc aussi bien parler de dérive en un point de X0.

Notre premier résultat décrit la dérive en tout point de la baseX0 sous l’hypothèse
que le domaine fondamental D est à bord compact : elle vaut zéro si on part d’un
point de Γµ-orbite infinie, et admet une formule explicite dans le contraire.
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Théorème 5.1.1. Soit G un groupe de Lie connexe simple et ΛEΛ0 Ď G des sous
groupes discrets, avec Λ0 de covolume fini dans G et Λ0{Λ » Zd (où d P N‹). On note
les espaces quotients X0 :“ G{Λ0 et X :“ G{Λ et on suppose que l’action de Zd sur
X admet un domaine fondamental connexe D à bord compact. Soit i : X Ñ Rd une
application mesurable Zd-équivariante bornée sur D et σ : G ˆX0 Ñ Rd le cocycle
de déplacement induit. Soit µ une probabilité Zariski-dense à support compact sur
G, et notons B :“ GN‹, β :“ µbN

‹.
Etant donné x0 P X0, on distingue alors deux cas :

1. Si l’orbite Γµ.x0 est infinie dans X0 alors la dérive est nulle : pour β-presque
tout b P B, on a

1
n
σpbn . . . b1, x0q ÝÑ

nÑ`8
0

2. Si l’orbite Γµ.x0 est finie dans X0, alors pour β-presque tout b P B, on a

1
n
σpbn . . . b1, x0q ÝÑ

nÑ`8
µb ν0pσq

où ν0 est l’équiprobabilité sur Γµ.x0 donnée par ν0 :“ 1
7Γµ.x0

ř

yPΓµ.x0
δy0.

Remarques. 1) La condition d’existence d’un domaine fondamental connexe à bord
compact est vérifiée dans le cas d’un revêtement abélien d’une variété hyperbolique
de volume fini, et au niveau duquel les cusps présents sur la base ne sont pas déroulés
(comme dans la figure 1 ci-dessous). Nous verrons en deuxième partie de ce chapitre
ce qu’il advient de la dérive lorsqu’on se permet de dérouler un cusp.

2) Les valeurs limites annoncées dans le théorème ne dépendent pas du choix de
D ou i. En effet, soit pD1, i1q une autre paire convenable. Alors D est reunion d’un
nombre fini de translatés de D1 donc i1 est bornée sur D. Par Zd-équivariance, la
différence i´ i1 est bornée sur tout X, puis i1 induit la même notion de dérive.

3) Nous verrons plus bas comment construire une telle application i : X Ñ Rd

Zd-équivariante et bornée sur D (lemme 5.1.3).

Une conséquence du théorème 5.1.1 est que la dérive est nulle en tout point si
la probabilité µ est symétrique, i.e. si µ est invariante sous l’application d’inversion
GÑ G, g ÞÑ g´1.

Corollaire 5.1.2. Sous les hypothèses du théorème 5.1.1 et si la probabilité µ est
symétrique, alors pour tout x0 P X0, β-presque tout b P B, on a

1
n
σpbn . . . b1, x0q ÝÑ

nÑ`8
0
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M

X=T M1

x

D

Figure 1 : Exemple où G “ SO`p2, 1q, M0 “ KzG{Λ0 est une
surface hyperolique de genre 2 à une pointe, et M est un Z2-
revêtement de M0 de domaine fondamental D à bord compact

Preuve du corollaire. D’après le théorème, il suffit de vérifier que si x0 est d’orbite
finie sous Γµ, alors µb ν0pσq “ 0. Notons ω :“ Γµ.x0 Ď X0. En utilisant la symétrie
du µ et la Γµ-invariance de ν0, on calcule que

µb ν0pσq “
1
2

ż

GˆX0

σpg, y0q ` σpg
´1, y0qdµpgqdν0py0q

“
1
2

ż

GˆX0

σpg, y0q ` σpg
´1, g.y0qdµpgqdν0py0q

“ 0

car σpg, y0q`σpg
´1, g.y0q “ 0 pour tout g P G, y0 P X0 d’après la relation de cocycle.

Exemple où apparaît une dérive non nulle. On construit un tel exemple dans
le cas où G “ PSL2pRq, i.e. on considérant un revêtement abélien de surface hyper-
bolique. Soit S0 une surface hyperbolique compacte de genre 2. On note c1, c2 les
géodésiques simples fermées (non paramétrées) de S0 représentées dans la figure ci
dessous et p0 P S0 leur unique point d’intersection. Quitte à bien choisir S0, on peut
supposer que ces géodésiques s’intersectent perpendiculairement.
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p
S0

0

1c

2c

Figure 2 : la surface hyperbolique S0 et les
courbes géodésiques c1, c2 d’intersection p0

Le Z-revêtement S de S0 que nous allons considérer s’obtient ainsi : on découpe
S0 le long de sa géodésique c1 pour obtenir une surface hyperbolique Σ0 de genre 1
à deux bords δ1, δ2. On se donne des copies pΣiqiPZ de cette surface, de bords cor-
respondant δi,1, δi,2. On recolle entre elles les surfaces Σi en identifiant chaque bord
δi,2 avec le bord δi`1,1 (de la même façon que δ2 s’identifie à δ1). La surface hyperbo-
lique obtenue est notée S. Remarquons que les segments géodésiques correspondant
à c2 dans chaque Σi sont recollés bout à bout en une géodésique globale de S. Par
ailleurs, la projection de Z-revêtement π : S Ñ S0 est définie en un point p P S, en
se donnant un relevé pi P Σi dans un des Σi, en notant pi,0 le point équivalent dans
Σ0, et πppq P Σ son image par l’application Σ0 Ñ S0 qui recolle les bords.

Précisons maintenant la marche aléatoire en question. Pour t, θ P R, on pose

gt :“
„

et{2 0
0 e´t{2



, Rθ :“
„

cospθ{2q ´ sinpθ{2q
sinpθ{2q cospθ{2q



Si on note X0 le fibré unitaire tangent de S0, et qu’on s’en donne une description
comme un espace homogène X0 “ G{Λ0 où Λ0 Ď G discret sans torsion, alors
l’action d’un élément gt sur un vecteur x0 P X0 déplace x0 suivant le flot géodésique
pendant une durée t, tandis que l’action de Rθ fait tourner x0 d’un angle θ sans
changer son point base. Notons l1, l2 P Rą0 les longueurs des géodésiques c1, c2. On
définit une probabilité sur G en posant

µ :“ 1
2pδa1 ` δa2q où a1 :“ R´π{2gl1Rπ2 , et a2 :“ gl2

.
Comme les matrices a1, a2 sont hyperboliques et ne commutent pas, elles en-

gendrent un semi-groupe Γµ Zariski-dense dans G. Considérons x0 P X0 un vecteur
de point base p0 et tangent à c2 (donc perpendiculaire à c1). La Γµ-orbite de x0 est
réduite à un point : Γµ.x0 “ x0. De plus, quelque soit l’application i définissant le
cocycle de déplacement σ, nous avons σpa1, x0q “ 0 et σpa2, x0q “ 1 (quitte à choisir
plutôt ´x0 dès le début).

On déduit de ce qui précède que pour β-presque tout b P B,

σpbn . . . b1, x0q “ 7tj ď n, bj “ a2u »
n

2
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5.1.2 Preuve du théorème 5.1.1

Prouvons le théorème 5.1.1. On rappelle que B :“ GN‹ , β :“ µbN
‹ , et on note

T : B Ñ B, pbiqiě1 ÞÑ pbi`1qiě1 le décalage unilatère.

On commence par traiter le deuxième cas qui est élémentaire. Soit x0 P X0 dont
la Γµ-orbite ω :“ Γµ.x0 est finie. La probabilité uniforme ν0 sur ω est alors µ-
stationnaire ergodique. On en déduit que le système dynamique probabilisé (avec
mesure préservée) pBX0 , βX0 , TX0q défini par

BX0 :“ B ˆX0, βX0 :“ β b ν0, TX0 :“ BX0 Ñ BX0 , pb, x0q ÞÑ pTb, b1x0q

est ergodique. On applique alors le théorème de Birkhoff à la fonction rσ : BˆX0 Ñ

R, pb, x0q ÞÑ σpb1, x0q pour obtenir la convergence attendue : pour β-presque tout
b P B,

1
n
σpbn . . . b1, x0q “

1
n

n´1
ÿ

k“0
rσ ˝ pTX0q

k
pb, x0q ÝÑ

nÑ`8
βX0prσq “ µb ν0pσq

On traite maintenant le premier cas. Pour alléger les notations dans la suite, on
s’autorisera à noter x un point de X0 (et non de X).

Nous commençons par nous ramener au cas où l’indice de position i : X Ñ Rd

est continu.

Lemme 5.1.3. Pour prouver le théorème 5.1.1, on peut supposer que l’indice de
position i : X Ñ Rd est continu.

Démonstration. Nous avons remarqué que l’énoncé du théorème ne dépendait pas
du choix de l’application i. Il suffit donc de construire une application i : X Ñ Rd

qui est Zd-équivariante, bornée sur D, et continue.
Définissons une première ébauche pour i en posant j : X Ñ Zd l’application telle

que pour k P Zd, j
|
˝

D`k
” k et j

|X´
Ť

kPZd
˝

D`k
” 0. L’application j est Zd-équivariante

sur
Ť

kPZd
˝

D`k, et n’est pas continue à priori. SoitmG PMpGq une mesure de Haar à
droite sur G et U Ď G un voisinage ouvert relativement compact de l’élément neutre
tel que mGpUq “ 1. Comme l’application j est localement bornée, on peut poser

i : X Ñ Rd, x ÞÑ

ż

U

jpgxq dmGpgq

.
Vérifions que l’application i est Zd-équivariante. Soit x P X, k P Zd. Par construc-

tion, l’application j est équivariante sur l’union
Ť

kPZd
˝

D`k, qui est de mesure pleine
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dans X. On en déduit que pour mG-presque tout g P G, jpgpx ` kqq “ jpgxq ` k.
Par intégration sur U , cela donne l’équivariance de i cherchée.

Vérifions que l’application i est continue. Soit x, y P X, et rx, ry P G des relevés
dans G.

||ipxq ´ ipyq|| “ ||

ż

U

jpgxq ´ jpgyq dmGpgq||

“ ||

ż

U

jpgxq dmGpgq ´

ż

U ryrx´1
jpgxq dmGpgq||

ď mGpU∆Uryrx´1
q sup
UxYUy

||j||

Si pynqnPN P XN est une suite qui tend vers x, alors on peut choisir des relé-
vés prynqnPN P GN tendant vers rx et dans ce cas mGpU∆Urynrx´1

n q Ñ 0. De plus,
supUxnYUyn ||j|| est uniformément borné en n car

Ť

n Uxn Y Uyn est relativement
compact dans X et j est localement bornée. On en déduit que l’application i est
continue.

Le lemme suivant permet de ramener l’étude de la dérive du cocycle σ sur GˆX0
à celle de sa µ-moyenne sur X0.

Lemme 5.1.4. Soit σ : G ˆX0 Ñ Rd un cocycle continu, borné sur supp µ ˆX0.
Alors pour tout x P X0, β-presque tout b P B, on a la convergence :

1
n
σpbn . . . b1, xq ´

1
n

n´1
ÿ

k“0

ż

G

σpg, bk . . . b1xqdµpgq ÝÑ
nÑ`8

0

Démonstration. Il s’agit d’un corollaire d’une version forte de la loi des grands
nombres. Une démonstration est donnée dans [16], proposition 2.2.

Fixons x P X0 un point de Γµ-orbite infinie et montrons que pour β-presque tout
b P B,

1
n
σpbn . . . b1, xq ÝÑ

nÑ`8
0

Le cocycle de déplacement σ est continu d’après la continuité de i. Il est de plus
borné sur supp µ ˆ X0 [car le support de µ est compact si bien que l’ensemble
psupp µq.D n’intersecte qu’un nombre fini de translatés pD ` kqkPZd ]. Le cocycle de
déplacement σ vérifie donc les hypothèses du lemme 5.1.4. Posant ϕ : X0 Ñ Rd, x ÞÑ
ş

G
σpg, xqdµpgq, nous sommes ramenés à vérifier que pour β-presque tout b P B

1
n

n´1
ÿ

k“0
ϕpbk . . . b1xq ÝÑ

nÑ`8
0
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Le lemme suivant permet de contrôler cette somme. Il est du à Benoist-Quint et
affirme qu’une µ-trajectoire sur X0 doit s’équirépartir selon la probabilité de Haar
λ0 sur X0 dès lors que son point de départ est de Γµ-orbite infinie.

Lemme 5.1.5. Pour tout x P X0 de Γµ-orbite infinie, β-presque tout b P B, on a
la convergence faible-‹ :

1
n

n´1
ÿ

k“0
δbk...b1x ÝÑ

nÑ`8
λ0

Démonstration. Ce résultat s’obtient en combinant les théorèmes 1.1 et 1.3 de [15]
ainsi que le corollaire 1.2 de [13]. Le premier théorème affirme que pour tout x P
X0, la Γ-orbite de x a son adhérence homogène i.e. de la forme ĎΓ.x “ H.x où
H est un sous-groupe fermé de G, et admet de plus une (unique) probabilité H-
invariante νx. Le second théorème ajoute que pour β-presque tout b P B, la suite
de probabilités p 1

n

řn´1
k“0 δbk...b1xqně1 converge ‹-faiblement vers νx. Si la Γ-orbite de

x est infinie, alors νx ne peut avoir d’atome, et le corollaire 1.2 de [13] implique que
νx est nécessairement G-invariante, i.e. égale à λ0.

Comme nous avons supposé l’indice i continu et le support de µ compact, l’ap-
plication ϕ doit être continue et bornée. On déduit du lemme 5.1.5 que

1
n

n´1
ÿ

k“0
ϕpbk . . . b1xq ÝÑ

nÑ`8
λ0pϕq

Il reste à donc à vérifier que la dérive est nulle du point de vue de λ0.

Lemme 5.1.6. Pour tout g P G,
ż

X0

σpg, xq dλ0pxq “ 0

En particulier, λ0pϕq “ 0.

Démonstration. Notons φ : G Ñ Rd, g Ñ
ş

X0
σpg, xqdλ0pxq. Soit g, h P G. On a via

la relation de cocycle et la G-invariance de λ0 que :

φpghq “

ż

X0

σpg, hxq ` σph, xq dλ0pxq

“

ż

X0

σpg, xq ` σph, xq dλ0pxq

“ φpgq ` φphq

L’application φ est donc un morphisme de groupes. Comme G est égal à son groupe
dérivé, on en déduit que φpGq “ 0.

Le théorème 5.1.1 est ainsi démontré.
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5.2 Le cas d’une marche sur C´ Z

On peut s’interroger sur la validité du théorème 5.1.1 si on supprime l’hypothèse
que l’action de Zd sur le revêtement X a un domaine fondamental à bord compact.
Il apparaît que le comportement de la dérive est alors radicalement différent. On
donne dans cette section un exemple de Z-revêtement d’un espace homogène X0
de volume fini tel que pour toute marche Zariski-dense à support compact, presque
tout x0 P X0, β-presque tout b P B,

tvaleurs d’adhérence de la suite p 1
n
σpbn . . . b1, x0qqně1u “ R

Cet exemple sera construit comme le fibré unitaire tangent d’un Z-revêtement
de la sphère hyperbolique à trois pointes. Nous verrons en fin de chapitre com-
ment généraliser les conclusions obtenues à tout revêtement abélien d’une surface
hyperbolique de volume fini.

PosonsG :“ PSL2pRq,K “ PSO2pRq et on introduit le sous-groupe de congruence

Λ0 :“ tg P PSL2pZq, g “ Id mod 2u

de covolume fini dans G, librement engendré par les matrices

g0 :“
ˆ

1 0
2 1

˙

g1 :“
ˆ

1 2
0 1

˙

L’espace homogène X0 :“ G{Λ0 s’identifie au fibré unitaire tangent d’une sphère
hyperbolique à trois pointes S0 :“ KzG{Λ0.

0 1-1

1g

0g

Figure 3 : domaine fondamental de Λ0 dans le
demi-plan de Poincaré

Notons f : Λ0 Ñ Z l’unique morphisme tel que fpg0q “ 0, fpg1q “ 1 et posons
Λ “ Kerf . La surface S :“ KzG{Λ est donc un Z-revêtement de S0, de fibré
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unitaire X “ G{Λ. D’un point de vue plus géométrique, on obtient S à partir de S0
en déroulant deux cusps de la surface S0 (voir figure 4, et 1er paragraphe de 5.2.1).

D

SS0

Figure 4 : la sphère à trois pointes S0 et son Z-revêtement S

On décompose le Z-revêtement S en domaines fondamentaux pD` kqkPZ comme
dans la figure 4, et on se donne i : T 1S Ñ R une application mesurable Z-
équivariante bornée sur D. Il sera commode de supposer que pour tout vecteur
x P T 1S, l’image ipxq ne dépend que du point base de x dans S. Comme dans la
section 4.1.1, on note σ : Gˆ T 1S0 Ñ R le cocycle de déplacement associé.

L’enjeu de la section est de prouver le résultat suivant :
Théorème 5.2.1. Gardons les notations ci-dessus, et soit µ une probabilité sur
G dont le support est compact et engendre un sous-groupe Zariski-dense. Posons
B “ GN‹, β “ µbN

‹. Alors,

1. La µ-marche aléatoire sur T 1S est conservative et ergodique pour la mesure
de Haar quotient.

2. La µ-marche aléatoire sur T 1S a une dérive asymptotiquement dense :
pour presque tout x0 P T

1S0, β-presque tout b P B, pour tout t P R,

lim inf
nÑ`8

|
1
n
σpbn . . . b1, x0q ´ t| “ 0

Remarques. 1) L’espace ambiant T 1S fournit un exemple d’espace homogène à
croissance volumique exponentielle 1 et sur lequel toute marche Zariski-dense à sup-
port compact est récurrente presque-sûre. Cela contraste avec la “quadratic growth

1. Un espace métrique mesuré pX,λq est à croissance exponentielle s’il existe ε tel que pour tout x P X, et r ą 0
assez grand, on ait λpBpx, rqq ě eεr.
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conjecture” [46, 71] qui prédit qu’un groupe localement compact admet une marche
adaptée 2 récurrente si et seulement si sa croissance est au plus quadratique.

2) Le Z-revêtement S de la sphère à trois pointes est biholomorphe à C´ Z.
3) En raison du dévelopement des cusps, le cocycle de déplacement σ n’est pas

intégrable pour la probabilité µb λ0 (cf. corollaire 5.2.3)

5.2.1 Description du revêtement

Avant d’aller plus loin, nous décrivons plus en détails la surface S, en commençant
par justifier la figure 4. Les cusps de la surface S0, notés C0,C1,C2 correspondent
respectivement aux éléments paraboliques g0, g1, g´1

0 g1. Notons γ l’arc géodésique
sur S0 reliant les points à l’infini des cusps C1 et C2, et ne s’enroulant pas autour
du cusp C0. Notant π0 : D Ñ S0 la projection et p0 “ π0p0q, on a un isomorphisme
Γ0 Ñ π1pS0, p0q, g ÞÑ cg :“ π0pr0, g.0sq. Alors l’application f : Γ0 Ñ Z définissant le
sous-groupe Γ n’est autre que l’application qui à g associe le nombre d’intersections
entre cg et γ. On en déduit que la surface S s’obtient en découpant S0 le long de γ
et en recollant le long de leurs bords et sans décalage des copies de la surface ainsi
obtenue. Cela aboutit au dessin de la figure 4.

Expliquons maintenant comment les préimages dans S des cusps déroulés C1,C2
s’identifient à des horoboules de D. Considérons le cas de C1 défini par l’élément
unipotent g1. On notera p : S Ñ S0 la projection, H » D le demi-plan hyperbolique,
et pour t P R,

Ht :“ tz P H, Imz ą etu

Par définition, il existe t1 P R tel que la projection π0 : H Ñ S0 induit un
isomorphisme entre Ht1{xg1y et un voisinage U1 du cusp C1. Comme dans Γ0{Γ » Z,
l’élément g1 correspond à l’entier 1 P Z, on en déduit que la préimage p´1U1 de
U1 dans S s’identifie à Ht1 et que l’action de translation par un entier k P Z sur
p´1U1 correspond à l’action par isométrie de ak1 sur Ht1 . On peut raisonner de la
même façon pour le cusp C2, relativement à des horoboules centrées en le point fixe
à l’infini de l’élément unipotent g´1

0 g1 représentant C2. On note U2 ” Ht2{g
´1
0 g1 le

voisinage de C2 obtenu, et on le suppose disjoint de U1.

Comme première application de cette description, vérifions que le cocycle σ n’est
pas intégrable sur G ˆ T 1S0. Ce point nous empêche de raisonner comme pour
le théorème 5.1.1 et exprime toute la difficulté à contrôler les déplacements de la
marche. On commence par un lemme portant sur le flot géodésique.

2. Une marche sur un groupe localement compact G est dite adaptée si elle provient d’une mesure de probabilité
sur G dont le support engendre un sous-groupe dense.
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Lemme 5.2.2. Soit t ą 0 et at :“ diagpet, e´tq. Alors
ż

T 1S0

|σpat, xq| dλ0pxq “ `8

Démonstration. On se contente de minorer les déplacements ayant lieu dans le cusp
déroulé au dessus de C1, et identifié ci dessus à Ht1 . Quitte à perturber de façon
inessentielle l’application d’indice de position, on peut supposer que pour pz, vq P
T 1Ht1 , on a ipz, vq “ 1

2Rez. Il s’agit ainsi d’étudier la variation moyenne d’abscisse
sous l’action du flot géodésique jusqu’à l’instant t pour un point de départ choisi
aléatoirement sur T 1H0

t1`t :“ tpz, vq P T 1Ht1`t, |Rez| ď 1u. En rappelant que nous
notons le flot géodésique comme agissant à gauche (et non à droite), et l’identification
naturelle T 1H » Hˆ S1, on calcule que

ż

T 1S0

|σpat, xq| dλ0pxq ě

ż

T 1H0
t1`t

1
2 |Repat.pz, vqq ´ Rez| 1

pImzq2 dz dlebS
1pvq

ě
1
2

ż

T 1H0
t1`t

|Repat.pz, vqq|
1

pImzq2 dz dlebS
1pvq ´ C0

“
1
2

ż 8

et1`t

1
u2

2

ż

r´1,1sˆtu2uˆS1
|Repat.pz, vqq| dz dlebS1pvq du2 ´ C0

où C0 :“
ş

H0
t1`t

1
2 |Rez|

1
pImzq2dlebpzq ă 8. Le changement de variable identi-

fiant par homotéthie le segment de cercles unitaires tangents r´1, 1s ˆ tu2u ˆ S1

à r´1{u2, 1{u2s ˆ t1u ˆ S1 donne alors

ż

r´1,1sˆtu2uˆS1
|Repat.pz, vqq| dz dlebS1pvq “ u2Ipu2q

où
Ipu2q :“

ż

r´1{u2,1{u2sˆt1uˆS1
|Repat.pu1 ` i, vqq|u2dz dlebS1pvq

La quantité Ipu2q converge vers
ş

S1 |Repat.pi, vqq|dlebS1pvq ą 0 quand u2 tend
vers l’infini. On déduit finalement que

ż

T 1S0

|σpat, xq| dλ0pxq ě
1
2

ż 8

et1`t

1
u2
Ipu2q du2 ´ C0 “ `8
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Notons λ0 la probabilité de Haar sur T 1S0 “ G{Λ0.

Corollaire 5.2.3. Le cocycle de déplacement σ : GˆT 1S0 Ñ R n’est pas intégrable
pour la probabilité µb λ0.

Démonstration. Le support de la probabilité µ engendre un sous-groupe Zariski-
dense deG. Il attribue donc une masse positive au complémentaire deK “ PSO2pRq.
Si g P G ´ K, on peut écrire g “ katl où k, l P K, et t ą 0. En utilisant la
K-invariance de l’indice de position i et la G-ivariance de λ0, puis appliquant le
lemme 5.2.2, on calcule que

ż

T 1S0

|σpg, xq| dλ0pxq “

ż

T 1S0

|σpat, xq| dλ0pxq “ `8

ce qui conclut la preuve.

5.2.2 Un théorème central limite

Le corollaire 5.2.3 souligne la difficulté à décrire les déplacements d’une marche
aléatoire sur T 1S. On s’en sort en estimant la loi limite de la variable 1

n
σpbn . . . b1, xq

quand n tend vers l’infini. On rappelle que B “ GN‹ , β “ µN‹ et λ0 désigne la
probabilité de Haar sur T 1S0.

Proposition 5.2.4 (TCL). Soit νn la probabilité image de β b λ0 par l’application
B ˆ T 1S0 Ñ R, pb, xq ÞÑ 1

n
σpbn . . . b1, xq. Alors la suite pνnqně0 converge faiblement

vers une loi de Cauchy centrée sur R.

On rappelle qu’une loi de Cauchy centrée sur R est une loi de la forme

mc “
c

πpc2 ` t2q
dt

où c ą 0 est un paramètre positif.

La preuve de la proposition 5.2.4 s’appuie un résulat de Enriquez et Le Jan,
estimant la loi des déplacements dus à l’action du flot géodésique.

Lemme 5.2.5. Pour t ą 0, notons ν 1t la probabilité image de λ0 par l’application
T 1S0 Ñ R, x ÞÑ 1

t
σpat, xq. Alors il existe c ą 0 tel que ν 1t converge faiblement vers la

loi de Cauchy mc quand t tend vers `8.
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Démonstration. Nous déduisons ce lemme de l’article [35] de Enriquez et Le Jan
qui considèrent le flot géodésique sur une surface hyperbolique de volume fini et
prouvent que la loi normalisée des nombres d’enroulement du flot autour des dif-
férents cusps se comporte asymptotiquement comme un produit de lois de Cauchy
indépendantes. Détaillons dans notre cas. On commence par décomposer le cocycle
σ en comptabilisant séparément les déplacements au dessus des cusps déroulés et au
dessus de leur complémentaire dans S0. Pour cela, on écrit S comme une réunion
disjointe S “ H >F où H “ Ht1 >Ht2 (voir section 4.2.1) et F est fermé. Pour t ą 0,
x0 P T

1S0, x P pTpq´1px0q, notons ss0, s1r> ¨ ¨ ¨ >ss2n, s2n`1r“ ts Ps0, tr, as.x P T 1Hu
et posons

σHpt, x0q :“
n
ÿ

k“0
ipas2k`1 .xq ´ ipas2k .xq

σF pt, x0q :“ σpat, x0q ´ σHpt, x0q

de sorte que σpat, x0q “ σHpt, x0q`σF pt, x0q où σH , σF sont des cocycles continus
sur RˆX0. Le résultat [35] affirme que la famille de probabilités 1

t
σHpt, .q‹λ0 converge

faiblement vers une loi de Cauchy centrée mc quand t tend vers l’infini. Nous devons
montrer que c’est aussi vrai pour le cocycle σ.

La différence cocycle σF est borné sur r0, 1sˆT 1S0 et de moyenne nulle, car pour
t ě 0,

ż

T 1S0

σF pt, xqdλ0pxq “
1
2

ż

T 1S0

σF pt, xq ` σF pt, Rπatxq
loooooomoooooon

´σF pt,xq

dλ0pxq “ 0

où on a utilisé la G-invariance de λ0 et où Rπ agit sur un vecteur en le tournant
d’un angle π à point base fixé. Par ergodicité du flot géodésique sur pT 1S0, λ0q, on
a donc pour λ0-presque tout x P T 1S0,

1
t
σF pt, xq ÝÑ

tÑ`8
0

Si ϕ P C0
c pRq est une fonction continue à support compact sur R, il découle de ce

qui précède , de l’uniforme continuité de ϕ, et du théorème de convergence dominée
que :

ż

T 1S0

ϕp
1
t
σpat, xqq dλ0pxq “

ż

T 1S0

ϕp
1
t
σHpt, x0q `

1
t
σF pt, x0qq dλ0pxq

“

ż

T 1S0

ϕp
1
t
σHpt, x0qq dλ0pxq ` op1q

ÝÑ
tÑ`8

mcpϕq

concluant la preuve du lemme 5.2.5.
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Démonstration de la proposition 5.2.4. La preuve repose sur le lemme 5.2.5 et sur
la décomposition de Cartan des élement de G qui crée un lien fort entre le flot
géodésique et la µ-marche sur T 1S. Cette décompositon affirme que tout élément
g P G s’écrit de sous la forme

g “ kgatg lg

où kg, lg P K “ PSO2pRq, tg ě 0, atg “ diagpetg , e´tgq.
Fixons une telle décomposition pour chaque élément du groupe (et ce de façon

mesurable). On note alors, pour b P B, bn . . . b1 “ knpbqatnpbqlnpbq la décomposition
associée au produit bn . . . b1.

Lemme 5.2.6. Soit ϕ P C0
c pRq. Alors

νnpϕq “

ż

BˆT 1S0

ϕp
1
n
σpatnpbq, xqqdβpbqdλ0pxq

Démonstration. Cela découle de la K-invariance de l’indice de position i et de la
probabilité λ0.

Soit ϕ P C0
c pRq. Notons λµ ą 0 le pemier exposant de Lypaunov de la probabilité

µ sur G (cf. section 2.1 ou bien [16], p.72). Il découle du lemme précédent et du
théorème de Fubini que

νnpϕq “

ż

B

ν 1tnpbqpϕp
tnpbq

n
.qq dβpbq

“

ż

B

ν 1tnpbqpϕpλµ.qq dβpbq `

ż

B

ν 1tnpbqpϕp
tnpbq

n
.q ´ ϕpλµ.qq dβpbq

La positivité du premier Lyapunov ([16], Theorem. 3.31) entraine que pour β-
presque tout b P B, on a tnpbq Ñ `8 quand n tend vers l’infini. Par le théorème de
convergence dominée et le lemme 5.2.5, le premier terme converge donc :

ż

B

ν 1tnpbqpϕpλµ.qq dβpbq ÝÑnÑ`8
mcλµpϕq (1)

Vérifions que le second terme tend vers 0. Soit ε ą 0. Comme ϕ est à support
compact, il existe δ ą 0 tel que pour tout α P rλµ ´ δ, λµ ` δs, on ait ||ϕpα.q ´
ϕpλµ.q||8 ă ε{2. D’après la loi des grands nombres ([16], lemma 3.27), il existe un
rang n0 ě 1, tel que si n ě n0, alors

βtb P B,
tnpbq

n
P rλµ ´ δ, λµ ` δsu ě 1´ ε

4||ϕ||8
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Soit n ě n0, il vient que :

|

ż

B

ν 1tnpbqpϕp
tnpbq

n
.q ´ ϕpλµ.qq dβpbq| ď

ż

B

||ϕp
tnpbq

n
.q ´ ϕpλµ.q||8 dβpbq

ď ε{2` ε{2
“ ε (2)

Combinant (1) et (2), on obtient

νnpϕq ÝÑ
nÑ`8

mcλµpϕq

ce qui conclut la preuve de la proposition 5.2.4.

5.2.3 Application à la récurrence et à la dérive

Nous déduisons le théorème 5.2.1 à partir de la proposition 5.2.4. Les points 1 et
2 sont démontrés séparément.

Récurrence
Le théorème de Schmidt-Conze [78] relie la récurrence ou transience presque-sûre

d’un skew-product au comportement en loi asymptotique de son n-ième itéré. Le
cas particulier suivant est remarquable :

Théorème (Schmidt-Conze). Soit pZ,Z,Pq un espace probabilisé, R : Z Ñ Z un
automorphisme préservant la mesure et ergodique. Soit d P t1, 2u et f : Z Ñ Rd une
application mesurable telle que la suite pn´1{dřn´1

k“0 f ˝ R
kqně1 converge en loi vers

une distribution de Cauchy centrée si d “ 1, ou une loi gaussienne centrée si d “ 2.
Alors, pour P-presque tout z P Z,

lim inf
nÑ`8

||

n´1
ÿ

k“0
f ˝Rk

pzq|| “ 0

Corollaire 5.2.7. Dans le contexte du théorème 5.2.1, la µ-marche sur T 1S est
conservative et ergodique pour la mesure de Haar quotient.

Preuve du corollaire 5.2.7. Nous avons vu dans le chapitre 4 qu’une marche conser-
vative sur T 1S est nécessairement ergodique (corollaire 4.4.1). Il suffit donc de
montrer la récurrence-presque sûre. En vue d’appliquer le théorème de Schmidt-
Conze, on pose Z “ GZ ˆ T 1S0, Z sa tribu produit, P “ µbZ b λ0, et R :
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Z Ñ Z, pb, xq ÞÑ pTb, b1xq où T désigne le décalage vers la gauche sur GZ, i.e.
T : pbiqPZ ÞÑ pbi`1qiPZ. L’application T est un automorphisme préservant la mesure
et ergodique de pZ,Z,Pq. On pose également f : Z Ñ R, pb, xq ÞÑ σpb1, xq. En
remarquant que

řn´1
k“0 f ˝ R

kpb, xq “ σpbn . . . b1, xq, en appliquant proposition 5.2.4
et le théorème de Schmidt-Conze (avec d “ 1), il vient que pour λ0-presque tout
x P T 1S0, β-presque tout b P B,

lim inf
nÑ`8

|σpbn . . . b1, xq| “ 0

Soit I Ď R un ouvert borné et Ω Ď T 1S l’ouvert défini par un indice de position
i P I. D’après ce qui précède, presque-toute trajectoire de la µ-marche issue de Ω
revient infiniment souvent dans Ω. Cela permet de définir une marche de premier
retour sur Ω, pour laquelle la mesure de Haar sur Ω est stationnaire. Comme Ω est
de volume fini, le théorème de récurrence de Poincaré entraine que la marche de
premier retour est récurrente presque sûre sur Ω, donnant à fortiori la récurrence de
la µ-marche sur T 1S en presque tout point de Ω. Comme l’ouvert I peut être pris
arbitrairement grand, cela montre que la µ-marche est récurrente presque-sûre sur
T 1S.

Dérive

Corollaire 5.2.8. Dans le contexte du théorème 5.2.1, la µ-marche sur T 1S a une
dérive asymptotiquement dense : pour presque tout x0 P T

1S0, β-presque tout b P B,
pour tout t P R,

lim inf
nÑ`8

|
1
n
σpbn . . . b1, x0q ´ t| “ 0

Démonstration. Fixons des constantes t P R, ε ą 0. Pour n ě 1, on note

En “ tpb, xq P B ˆ T
1S0, |

1
n
σpbn . . . b1, xq ´ t| ď εu

La proposition 5.2.4 implique que la suite pβ b λ0pEnqqně1 converge vers une limite
positive δ “ δpt, εq ą 0. On a donc β b λ0plim supEnq ą δ.

Posons

E “ tpb, xq P B ˆ T 1S0, lim inf
nÑ`8

|
1
n
σpbn . . . b1, xq ´ t| ď εu

Comme E Ě lim supEn, on a β b λ0pEq ą δ. Or l’ensemble E est invariant par
la transformation B ˆ T 1S0 Ñ B ˆ T 1S0, pb, xq ÞÑ pTb, b1xq qui est ergodique et
préserve la mesure. Il en résulte que β b λ0pEq “ 1. En choisissant ε arbitrairement
petit, il vient que β b λ0-presque-sûrement

lim inf
nÑ`8

|σpbn . . . b1, xq ´ t| “ 0

ce qui termine la preuve.
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5.3 Le cas général d’un revêtement abélien d’une surface
hyperbolique de volume fini

On note G “ PSL2pRq, K “ PSO2Rq, Λ0 Ď G un réseau sans torsion et Λ Ď Λ0
un sous-groupe discret distingué tel que Λ{Λ0 » Zd. Soit comme plus haut S “
KzG{Λ, S0 “ KzG{Λ0 “ S{Zd. Notons i : T 1S Ñ Rd une application d’indice de
position, supposée Zd-équivariante et bornée sur un domaine fondamentale connexe
par arcs D pour l’action de Zd sur T 1S. Soit σ : G ˆ T 1S0 Ñ Rd, pg, x ` Zdq ÞÑ
ipg.xq´ ipxq le cocycle de déplacement associé à i. On supposera l’indice de position
ipxq d’un vecteur x P T 1S ne dépend que du point base de x sur S.

Nous allons voir que la dérive d’une µ-trajectoire typique sur T 1S est asymptoti-
quement dense dans un sous espace vectoriel EC de Rd, engendré par les directions
de translations au dessus des cusps déroulés de S0. On note C1, . . . ,Cs les cusps de
S0, puis v1, . . . , vs P Zd les translations obtenues en relevant un tour de cusp au
revêtement S, et on pose EC “ VectRtv1, . . . vsu.

Théorème 5.3.1. Gardons les notations ci-dessus et soit µ une probabilité sur
G dont le support est compact et engendre un sous-groupe Zariski-dense. Posons
B “ GN‹, β “ µbN

‹.
Alors pour presque tout x0 P T

1S0, pour β-presque tout b P B, on a

tvaleurs d’adhérence de la suite p 1
n
σpbn . . . b1, x0qqně1u “ EC

Nous expliquons comment adapter la preuve du théorème 5.2.1 pour obtenir une
telle généralisation. On commence par se donner un sous-espace vectoriel E 1 Ď Rd

tel que
Rd
“ EC ‘ E

1

On peut alors décomposer σ en σ “ σC ` σ1 où σC et σ1 sont des cocycles à
valeurs respectives dans EC et E 1. Soit λ0 la probabilité de Haar sur T 1S0 “ G{Λ0.

Lemme 5.3.2. Dans le contexte du théorème 5.3.1,

i) Pour presque tout x0 P T
1S0, pour β-presque tout b P B,

1
n
σ1pbn . . . b1, xq ÝÑ

nÑ`8
0

ii) [TCL] Soit νn la loi image de β b λ0 par l’application B ˆ T 1S0 Ñ R, pb, xq ÞÑ
1
n
σCpbn . . . b1, xq. Alors la suite pνnqně0 converge faiblement vers une loi de Cau-

chy centrée sur EC.
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Preuve du lemme 5.3.2 . i) Vérifions d’abord que le cocycle σ1 est borné sur le do-
maine supp µ ˆ T 1S0. Comme la famille de translatés pD ` kqkPZd est localement
finie, on a pour tout compact L Ď T 1S0, que

supt||σpg, xq||, g P supp µ, x P Lu ă 8

et cela est aussi vrai à fortiori pour la projection σ1.
Il reste donc à voir que σ1pg, xq est uniformément borné lorsque g varie dans le

support de µ, et x dans un bout de cusp de S0. Soit g “ kgatg lg une décomposition
de Cartan de g et γg,x : r0, tgs Ñ T 1S0, t ÞÑ kgatlgx. Comme l’indice i est PSO2pRq
invariant, on peut voir σpg, xq comme la variation de i le long d’un relevé rγg,x :
r0, tgs Ñ T 1S du chemin γg,x. On choisit x assez haut dans le cusp pour que l’arc
γg,x soit entièrement inclus dans le cusp, et ce quelque que soit g P supp µ. Comme
le domaine D est connexe par arcs, on peut alors compléter le chemin γg,x en un
chemin cg.xγg,xcx contenu dans le cusp, avec extrémités dans le bord du cusp, et de
sorte cg,x, cx se relèvent en des chemins continus de D. Complétons enfin cg.xγg,xcx
en un lacet fermé δcg.xγg,xcx par l’ajout d’un arc δ à valeurs dans le bord du cusp et
réalisant moins d’un tour de cusp. Comme le bord du cusp est compact, la variation
de i le long d’un relevé rδ à T 1S est bornée, par une constante M ą 0 ne dépendant
que du cusp en question et du pavage pD ` kqkPZd . Finalement les variations de i
le long de relevés à T 1S de γg,x et δcg.xγg,xcx diffèrent au plus de 4 supD |i| `M .
On en déduit que la distance de σpg, xq à EC , et donc la norme de σ1pg, xq, est
uniformément bornée lorsque g varie dans le support de µ et x dans un bout de cusp
de S0.

Le cocycle σ1 étant borné sur supp µˆT 1S0, l’ergodicité de la µ-marche sur T 1S0
pour la mesure Haar ramène la convergence du point iq à montrer que

ż

GˆT 1S0

σ1pg, xq dµpgqλ0pxq “ 0

Comme dans la preuve du lemme 5.1.6, cela découle de la simplicité de G et du
fait que l’application g ÞÑ

ş

T 1S0
σ1pg, xqλ0pxq est un morphisme de groupes.

ii) La preuve est essentiellement la même que celle de la proposition 5.2.4. Comme
dans le lemme 5.2.5, on commence par montrer que la loi 1

t
pσCpat, .qq‹λ0 converge

faiblement vers une loi de Cauchy centrée sur EC lorsque t tend vers `8. Cela
s’obtient de [35] en décomposant le cocycle σC en σC “ σC,H ` σC,F , où σC,H , σC,F
décrivent respectivement les enroulements du flot à l’intérieur et en dehors des cusps
de S0. On en déduit alors ii) à l’aide de la décomposition de Cartan et de la positivité
de l’exposant de Lyapunov de µ.

Preuve du théorème 5.3.1. Le résultat découle du lemme 5.3.2, en raisonnant comme
dans la preuve du corollaire 5.2.8.
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Du théorème 5.3.1] découle un critère de récurrence pour la µ-marche sur T 1S.
Il répond positivement à notre conjecture du chapitre 4 dans le cas particulier des
marches sur un revêtement abélien de surface hyperbolique de volume fini.

Corollaire 5.3.3. Soit S un Zd-revêtement d’une surface hyperbolique de volume
fini. Ecrivons T 1S “ G{Λ où G “ PSL2pRq et Λ est un sous-groupe discret. Soit µ
une probabilité Zariski-dense à support compact sur G.

Alors le flot géodésique et la µ-marche sur T 1S sont soit simultanément totale-
ment dissipatifs, soit simultanément conservatifs et ergodiques.

Démonstration. La dichotomie “transience/récurrence et ergodicité” est connue dans
le cas du flot géodésique [1]. De plus, nous avons vu au chapitre 4 que la transience
du flot entraine celle de la marche. Il suffit donc de montrer que si le flot géodésique
sur T 1S est conservatif ergodique alors c’est aussi le cas de la µ-marche. Le théorème
local limite pour le flot géodésique (voir [65, 67]) affirme que pour des ouverts
U, V Ď T 1S,

mpatU X V q „ c0mpUqmpV q t
´ 1

2 dimE1´dimEC

pour une certaine constante c0 ą 0 indépendante de U et V . Nécessairement par
conservativité,

1
2 dimE 1 ` dimEC ď 1

Il y a alors trois cas, correspondant à pdimE 1, dimECq P tp1, 0q, p2, 0q, p0, 1qu.
Dans les deux premiers cas, la loi de 1?

n
σpbn . . . b1, xq où b varie selon β et x selon

λ0 converge vers une loi normale centrée sur R ou R2 (appliquer [57] section 1.1 pour
le cas du flot géodésique et transcrire aux marches par la décomposition de Cartan
comme précédemment).

Dans le troisième cas, le lemme 5.3.2 affirme que la variable 1
n
σpbn . . . b1, xq

converge en loi vers une loi de Cauchy centrée sur R.
Pour toutes ces situations, le théorème de Schmidt-Conze cité plus haut entraine

la récurrence de la marche. L’ergodicité de la marche en découle grâce à la dichotomie
du corollaire 4.4.1.
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Introduction

Ce chapitre fit l’objet de l’article [10] aborde le problème de classification des
mesures stationnaires pour une marche aléatoire sur un espace homogène de volume
infini. Soit G un groupe de Lie réel, Λ Ď G un sous groupe discret, et µ une proba-
bilité sur G. Comme précédemment, on obtient une marche aléatoire sur le quotient
X “ G{Λ telle que la probabilité de transition à partir d’un point x P X est donnée
par la convolution µ ‹ δx.

Le comportement de la µ-marche sur X est intimement lié à ses mesures station-
naires. On rappelle qu’une mesure de Radon ν PMRadpXq est dite stationnaire si
elle est invariante par la marche, ou plus formellement si : ν “

ş

G
g‹ν dµpgq (voir la

section 1.1). On précise qu’elle est ergodique si elle appartient à un rayon extrémal
du cône convexe des mesures de Radon stationnaires sur X (voir la section 1.3).

L’ergodicité d’une mesure stationnaire ν est une information clef pour étudier
une marche aléatoire, car elle garantit l’équidistribution de ν-presque toute tra-
jectoire récurrente selon la mesure ν. De plus, par désintégration ergodique, toute
mesure stationnaire s’exprime comme moyenne intégrale de mesures stationnaires
ergodiques (théorème 1.3.1).

En 2013, Benoist et Quint parviennent à classer les probabilités stationnaires
pour une large classe de marches en volume fini.

Théorème (Benoist-Quint [14]). Soit G un groupe de Lie réel, Λ Ď G un sous
groupe discret de covolume fini, X “ G{Λ et µ P PpGq une probabilité sur G dont
le support est compact et engendre un sous groupe Γ tel que ĚAdΓZ est semi-simple,
Zariski connexe et sans facteur compact. Alors toute probabilité µ-stationnaire er-
godique ν sur X est Γ-invariante et homogène.

La notation AdΓ désigne l’image de Γ par la représentation adjointe de G, et
ĚAdΓZ son adhérence de Zariski dans le groupe Autg des automorphismes de g.
L’homogénéité signifie que le support de ν est une orbite de son stabilisateur Gν :“
tg P G, g‹ν “ νu (on peut ainsi identifier ν à une mesure Gν-invariante sur l’espace
homogène Gν{Gν,x).

L’idée clef est le phénomène de dérive exponentielle, découvert quelques années
plus tôt dans [13]. La classification des mesures stationnaires vient alors d’être éta-
blie par Bourgain, Furman, Lindenstrauss et Mozes dans le cas particulier d’une
marche sur le tore Td induite par une probabilité µ P SLdpZq proximale forte-
ment irréductible (voir [21], [22]). Rappelons que la proximalité de µ signifie que le
semi-groupe Γ Ď SLdpZq engendré par son support contient un élément ayant une
valeur propre simple de module strictement supérieur à celui de ses autres valeurs
propres, et que l’hypothèse de forte irréductibilité signifie que l’action Γ sur Rd ne
préserve pas de réunion finie de sous-espaces vectoriels propres non nuls. La preuve
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de [21] s’appuie sur la théorie de Fourier et développe une approche quantitative
permettant d’obtenir aussi des résultats d’équidistribution des probabilités de posi-
tion pµn ‹δxqxPTd quand n tend vers l’infini. Cependant, la démarche repose de façon
cruciale sur l’hypothèse de proximalité. Benoist et Quint proposent dans r13s une
méthode complètement différente qui s’inspire des travaux de Ratner et ne requiert
pas d’hypothèse de proximalité.

Théorème (Benoist-Quint [13], Bourgain-Furman-Lindenstrauss-Mozes [21],[22]).
Soit µ une probabilité sur SLdpZq à support fini engendrant un sous semi-groupe
Γ Ď SLdpZq fortement irréductible.

Alors toute probabilité µ-stationnaire ergodique sur le tore Td est soit une équi-
probabilité sur une Γ-orbite finie dans Td, soit la probabilité de Haar.

Les preuves des théorèmes [13] et [14] ont été reprises pour étudier des marches
aléatoires dans des cadres similaires. Citons par exemple Eskin et Mirzakhani qui
décrivent les mesures invariantes et stationnaires pour l’action de SL2pRq sur l’es-
pace des modules des surfaces de translations ([39]), Brown et Rodriguez Hertz qui
s’intéressent plus généralement à des marches par difféomorphismes sur des variétés
compactes ([25]), ou encore Sargent et Shapira qui considèrent une marche sur un
espace homogène défini par un stabilisateur non discret ([74]).

Ce chapitre aborde le cas où l’espace homogène supportant la marche est de
volume infini. Peu de résultats sont connus dans cette voie. On se concentre sur un
premier cas concret : classer les mesures de Radon stationnaires pour une marche
sur Td ˆ R. Nous réaliserons Td ˆ R comme un espace homogène en posant

G :“ pSLdpZq ˙ Rd
q ‘ R, Λ :“ pSLdpZq ˙ Zdq ‘ t0u

On vérifie que G{Λ ” Td ˆ R et que via cette identification, l’action d’un élément
pg, r, sq P G est donnée pour px, tq P Td ˆ R par la formule pg, r, sq.px, tq “ pgx `
r, s` tq.

Définissons maintenant notre marche aléatoire. On fixe une mesure de probabilité
µ sur SLdpZq, on note Γ :“ xsuppµy Ď SLdpZq le sous semi-groupe engendré par
son support, et on se donne χ : Γ Ñ R un morphisme de semi-groupes. On peut voir
Γ comme un sous semi-groupe de G via le plongement i : Γ ãÑ G, g ÞÑ pg, 0, χpgqq, et
l’action de Γ sur G{Λ “ TdˆR est alors donnée par g.px, tq “ pgx, t`χpgqq. Comme
précédemment, ce contexte induit une marche aléatoire sur Td ˆ R, de probabilités
de transition pµ ‹ δpx,tqqpx,tqPTdˆR. On va démontrer le théorème suivant :

Théorème 6.0.1. Supposons la probabilité µ à support fini engendrant un sous
semi-groupe Γ Ď SLdpZq fortement irréductible, et supposons la probabilité image
χ‹µ d’espérance nulle.

Alors toute mesure de Radon µ-stationnaire ergodique sur TdˆR est Γ-invariante
et homogène.
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On constate que ce théorème décrit les mesures de Radon stationaires ergodiques,
mais plus généralement toutes les mesures de Radon stationnaires sur Td ˆ R car
elles s’écrivent comme une moyenne de mesures ergodiques (théorème 1.3.1). Il en
découle notamment la rigidité des mesures stationnaires sur Td ˆ R :

Corollaire 6.0.2. Dans le cadre du théorème 6.0.1, toute mesure de Radon µ-
stationnaire sur Td ˆ R est Γ-invariante.

Le théorème 6.0.1 décrit aussi les probabilités stationnaires pour certaines marches
sur Td qui n’entrent pas dans le cadre du théorème de Benoist-Quint car induites
par une probabilité sur SLdpZq qui n’a pas de moment d’ordre 1. En effet, consi-
dérons le cas où χpΓq “ Z. On peut restreindre notre marche sur Td ˆ R en une
marche sur Td ˆ Z, puis considérer la marche induite sur le bloc Td ˆ t0u ” Td.
Cette marche est donnée par une probabilité µτ P PpSLdpZqq sans moment d’ordre
1. Le théorème 6.0.1 implique que toute probabilité µτ -stationnaire ergodique sur
Td est soit atomique, soit la probabilité de Haar.

La démonstration du théorème 6.0.1 s’inspirera de [14] mais nécessitera des adap-
tations pour gérer le volume infini de G{Λ “ Td ˆ R. Le texte s’organise ainsi :

Section 6.1 : On présente une version plus détaillée du théorème 6.0.1, et on
explique l’intérêt d’avoir supposé le paramètre de translation réelle χ de µ-moyenne
nulle.

Section 6.2 : On prouve qu’une mesure de Radon stationnaire sur TdˆR admet
une décomposition en mesures limites. Cela signifie qu’elle est une moyenne intégrale
de mesures indexées par les trajectoires de la marche et vérifiant une certaine pro-
priété d’équivariance. La section 2 étend des méthodes d’habitude employées pour
l’étude de probabilités stationnaires.

Section 6.3 : On démontre le théorème 6.0.1 pour des mesures de Radon station-
naires ergodiques ν sur Td ˆ R dont le projeté sur Td est atomique. Nous aurons
besoin d’exclure ce cas par la suite. La preuve repose sur les propriétés de récurrence
de la marche.

A partir de la section 6.4, on fixe une mesure ν P MRadpTd ˆ Rq stationnaire
ergodique dont le projeté sur Td est sans atome.

Section 6.4 : Après quelques rappels sur les groupes algébriques, on explique
la stratégie mise en oeuvre pour décrire la mesure ν. L’idée est de montrer que
les mesures limites décomposant ν sont chacune invariante par translation sur Td
suivant une certaine direction limite. Pour cela, on définit un système dynamique
fibré pB`, T`, β`q (de mesure infinie) et un flot pφtqtPRr sur B` tels que l’invariance
recherchée équivaut à l’invariance de la mesure β` sous l’action du flot pφtqtPRr .
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Après désintégration de β` le long de pφtqtPRr , on se ramène à un énoncé général
sur pB`, T`, β`q, appelé théorème de dérive exponentielle dont la démonstration
occupe le reste du texte. La preuve repose sur l’étude des fibres de l’opérateur T`,
plus précisément de leur intersection avec une fenêtre W Ď B` de mesure finie fixée
au préalable.

Section 6.5 : On montre que les mesures limites de ν sur Td ˆ R sont non dégé-
nérées, i.e. que leurs projections sur Td sont sans atomes. Cela permettra plus tard
de choisir deux points de B` dont les fibres s’écartent à vitesse exponentielle. La
preuve distingue les cas où le semi-groupe de translation χpΓq Ď R est discret ou
dense. Dans le premier cas, on se ramène à montrer la récurrence hors de t0u pour
une marche sur le tore. La difficulté est que cette marche n’a pas de moment d’ordre
1. Dans le second cas, on raisonne par l’absurde et on utilise la récurrence de la
marche et un argument de connexité.

Section 6.6 : On explicite les fibres de l’opérateur T` puis on donne une formule
générale décrivant leur distribution au sein d’une fenêtre W Ď B` de mesure finie,
du point de vue de la mesure restreinte β`

|W . C’est l’équirépartition des morceaux de
fibres.

Section 6.7 : On prouve un théorème local limite pour le cocycle pσ, χq où σ
désigne le cocycle d’Iwasawa et χ le paramètre de translation réelle de la marche.
Grâce à la section 6, cela permet d’estimer selon quelle proportion une fibre du
système dynamique pB`, T`, β`q rencontre la fenêtre W Ď B`.

Section 6.8 : On démontre la loi des angles qui permet de contrôler l’écart (en
termes de norme et de direction) entre deux morceaux de fibres du système dyna-
mique pB`, T`, β`q.

Section 6.9 : A l’aide des sections 6.5-6.8, on prouve le théorème de dérive expo-
nentielle.

Section 6.10 : On explique comment le théorème de dérive exponentielle permet
de conclure la preuve du théorème 6.0.1.
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6.1 Premières considérations

On présente une version détaillée du théorème 6.0.1, et on explique l’intérêt
d’avoir supposé le paramètre de translation réelle χ de µ-moyenne nulle.

Notations. On se donne µ une probabilité sur SLdpZq, on note Γ :“ xsuppµy
le sous semi-groupe de SLdpZq engendré par son support, et on fixe χ : Γ Ñ R
un morphisme de semi-groupes. Ces données induisent une action de Γ sur Td ˆ R
via la formule g.px, tq “ pgx, t` χpgqq, puis une marche aléatoire de probabilités de
transitions données par pµ‹δpx,tqqpx,tqPTdˆR. Nous notonsMRadpTdˆRq l’ensemble des
mesures de Radon sur Td ˆ R, et PpSLdpZq) l’ensemble des mesures de probabilité
de SLdpZq.

Nous prouvons une version plus explicite du théorème 6.0.1 :
Théorème 6.1.1. Soit µ P PpSLdpZqq une probabilité à support fini engendrant
un sous semi-groupe Γ Ď SLdpZq fortement irréductible et soit χ : Γ Ñ R un
morphisme de semi-groupes tel que la probabilité χ‹µ P PpRq est centrée. On se
donne une mesure de Radon µ-stationnaire ergodique ν sur Td ˆR. Il y a plusieurs
cas :

1er cas : il existe un point x P Td pour lequel νpx ˆ Rq ą 0. Alors ce point est
rationnel, on note ω :“ Γx Ď Td sa Γ-orbite (finie) dans Td. Si χpΓq Ď R est
discret, alors ν est une mesure uniforme sur une Γ-orbite incluse dans ωˆχpΓq
ou un translaté. Si χpΓq Ď R est dense, alors ν “ νω b leb où νω PMf pTdq est
une mesure uniforme sur ω.

2ème cas : la mesure projetée νp.ˆ Rq PMRadpTdq est sans atome. La mesure ν est
alors une mesure de Haar sur Td ˆĘχpΓq ou un translaté.

Nous allons maintenant mettre en lumière quelques remarques essentielles pour
la suite du texte, à savoir que la µ-marche que l’on considère est récurrente presque
sûre, et que les mesures de Radon µ-stationnaires sur TdˆR projetées sur l’axe réel
sont χpΓq-invariantes. Le lemme général derrière ce phénomène est le suivant :
Lemme 6.1.2. Soit m P PpRq une probabilité centrée sur R, notons Γm Ď R le
semi-groupe engendré par son support. Alors :
• Pour tout t0 P R, presque toute m-trajectoire issue de t0 revient arbitrairement
proche de t0.

• Toute mesure de Radon m-stationnaire sur R est Γm-invariante (pour l’action
par translation).

En particulier, si Γm est discret dans R, alors Γm est un sous groupe de R. Si Γm
n’est pas discret, alors Γm est dense dans R et la mesure de Lebesgue est la seule
mesure de Radon m-stationnaire sur R (à scalaire près).
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Démonstration. Pour prouver le premier point, donnons nous pΩ,F ,Pq un espace
probabilisé et Xn : Ω Ñ R des variables aléatoires indépendantes de loi m. La loi
des grands nombres affirme que presque pour presque tout ω P Ω, on a X1pωq `
¨ ¨ ¨`Xnpωq “ opnq. Le lemme 2.18 de [16] sur la divergence des sommes de Birkhoff
affirme que pour presque tout ω P Ω, pX1pωq`¨ ¨ ¨`Xnpωqqně0 admet une sous suite
tendant vers 0, ce qui donne le résultat.

Le deuxième point est un corollaire du théorème de Choquet-Deny ([30]). On en
donne une démonstration dans ce cas particulier. Soit ν PMRadpRq m-stationnaire.
Notons B “ RN‹ , β “ mN‹ . Le théorème de convergence presque sûre des mar-
tingales positives permet de définir β-presque sûrement ses mesures limites νb “
limpbn . . . b1q‹ν PMRadpRq (voir section 1.4.1). D’après le premier point, nous avons
νb “ ν β-ps. Par ailleurs, les νb vérifient la relation d’équivariance : b1‹νb2b3... “ νb
β-ps. On en déduit que ν est invariante par µ-presque tout élement de R d’où le
résultat.

Dans le cas où Γm est discret, le premier point donne que Γm est stable par
passage à l’opposé, donc est un groupe. Si le semi-groupe Γm n’est pas discret, le
premier point assure qu’il est dense dans R. Dans ce cas, soit λ une mesure de
Radon Γm invariante sur R. Comme le stabilisateur de λ dans R est fermé, on a λ
R-invariante, donc multiple de la mesure de Lebesgue.

On en déduit les propriétés annoncées plus haut.

Corollaire 6.1.3. Dans le cadre du théorème 6.0.1 : Soit ν PMRadpTd ˆ Rq une
mesure de Radon µ-stationnaire sur Td ˆ R. Alors

• ν est conservative : pour ν-presque tout px0, t0q P Td ˆ R, presque toute µ-
trajectoire issue de px0, t0q revient arbitrairement proche de px0, t0q.

• La projection de ν sur R, notée par la suite νpTd ˆ .q P MRadpRq, est χpΓq-
invariante (et en particulier un multiple de la mesure de Lebesgue si χpΓq est
dense dans R).

Démonstration. La conservativité de ν découle du premier point dans le lemme 6.1.2
appliqué à la probabilité centrée χ‹µ. En effet, ce dernier garantit que pour tout
ouvert borné de Td ˆ R de la forme U :“ Tdˆs ´ r, rr avec r ą 0, presque toute
µ-trajectoire issue de U revient dans U . Cela permet de considérer la marche induite
sur U , qui est nécessairement récurrente par le théorème de récurrence de Poincaré.

Par ailleurs, la mesure projetée νpTd ˆ .q PMRadpRq est χ‹µ-stationnaire donc
χpΓq-invariante par le lemme 6.1.2.

La conservativité garantit que les caractérisations usuelles de l’ergodicité en me-
sure finie sont encore vraies dans notre situation (voir proposition 1.3.6). En parti-
culier,
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Corollaire 6.1.4. Soit ν, ν 1 PMRadpTdˆRq des mesures de Radon µ-stationnaires
sur Td ˆ R. Supposons ν ergodique et ν 1 ăă ν. Alors il existe une constante c ě 0
telle que

ν 1 “ c ν
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6.2 Mesures limites

La notion de mesure de Radon limite a été introduite au premier chapitre dans un
cadre très général. Nous observons ici quelques propriétés supplémentaires propres
au cas de TdˆR. La preuve du théorème 6.0.1 consistera (essentiellement) à montrer
que ces mesures limites sont invariantes par translation de la coordonnée en Td selon
des directions denses dans le tore.

On reprend les notations de la section 6.1. En particulier µ est une probabilité sur
Γ Ď SLdpZq dont le poussé en avant χ‹µ P PpRq est centré. On introduit B :“ ΓN‹ ,
β :“ µbN

‹

P PpBq, T : B Ñ B, b “ pbiqiě1 ÞÑ pbi`1qiě1 le décalage unilatère. Le
résultat suivant rappelle et renforce la définition des mesures limites du chapitre 1.

Lemme 6.2.1. Soit ν P MRadpTd ˆ Rq une mesure de Radon µ-stationnaire sur
Td ˆ R. Il existe une application mesurable B Ñ MRadpTd ˆ Rq, b ÞÑ νb telle que
pour β-presque tout b P B, on a la convergence pb1 . . . bnq‹ν Ñ νb pour la topologie
faible-‹. De plus,

• Pour β-presque tout b P B, on a pb1q‹νTb “ νb

• ν “
ş

B
νb dβpbq

• Pour tout intervalle I Ď R et β-presque tout b P B, on a νpTdˆIq “ νbpTd ˆIq

Démonstration. La convergence qui définit les νb, la relation d’équivariance et l’in-
égalité ν ě

ş

B
νb dβpbq sont démontrées dans le section 1.4.1. Il reste à vérifier le

troisième point. Fixons I Ď R un intervalle borné.
1er cas : χpΓq Ď R discret. D’après le lemme 6.1.2, χpΓq est un groupe, on peut

donc supposer χpΓq “ Z puis ν portée sur Td ˆZ par ergodicité. D’après l’inégalité
ν ě

ş

B
νb dβpbq, le résultat est vrai si I ne rencontre pas Z. On peut donc supposer

I “sk´ 1{2, k` 1{2r où k P Z. Soit b P B tel que pb1 . . . bnq‹ν Ñ νb, νbpTdˆBIq “ 0
et tel qu’il existe une extraction σ : N Ñ N vérifiant χpb1 . . . bσpnqq “ 0. On a alors
νbpTd ˆ Iq “ lim νppb1 . . . bσpnqq

´1Td ˆ Iq “ νpTd ˆ Iq.
2ème cas : χpΓq Ď R dense. La mesure νpTd ˆ .q PMRadpRq est un multiple de

la mesure de lebesgue (corollaire 6.1.3). En particulier, νpTdˆBIq “ 0. On se donne
b P B tel que pb1 . . . bnq‹ν Ñ νb, νbpTd ˆ BIq “ 0 et tel qu’il existe une extraction
σ : NÑ N vérifiant χpb1 . . . bσpnqq Ñ 0. Alors νbpTd ˆ Iq “ lim νppb1 . . . bσpnqq

´1Td ˆ
Iq “ lim νpTd ˆ I ´ χpb1 . . . bσpnqq “ νpTd ˆ Iq.

On donne un premier corollaire de cette définition, qui autorise de modifier la
probabilité µ induisant la marche :

117



Stationnarité et temps d’arrêt. Comme nous l’avions remarqué dans la section
1.4.2, le résultat précédent entraine qu’une mesure µ-stationnaire est aussi µτ -
stationnaire où µτ désigne la probabilité µ conditionnée par un temps d’arrêt τ .
Rappelons l’énoncé précis. Soit Bn Ď B la sous tribu des n premières coordonnées,
τ : B Ñ N Y t8u un temps d’arrêt pour la filtration pBnqně0. On suppose τ fini
β-ps. On note µτ P PpΓq la loi de b1 . . . bτpbq quand b varie selon β.

Corollaire 6.2.2. La mesure ν est µτ -stationnaire.

Démonstration. Cela découle de l’égalité ν “
ş

B
νb dβpbq et du lemme 1.4.2.

Dans le cas où χpΓq Ď R est discret, nous serons souvent amenés à conditionner
µ par rapport au temps d’arrêt τ : B Ñ N Y t8u, b ÞÑ inftn ě 1, χpb1 . . . bnq “ 0u
qui donne le temps de premier retour d’une trajectoire à son bloc de départ (β-
presque sûrement fini d’après le corollaire 6.1.3). On note Γ0 :“ tg P Γ, χpgq “ 0u le
semi-groupe engendré par le support de µτ . Le lemme suivant nous sera utile.

Lemme 6.2.3. Le groupe Γ0 est fortement irréductible sur Rd.

Démonstration. Soit g, h P Γ. Comme χpΓq est un groupe (lemme 6.1.2), il existe
g1, h1 P Γ tels que χpg1q “ ´χpgq, χph1q “ ´χphq. Ainsi le commutateur rg, hs “
pghg1h1qphgg1h1q´1 P Γ0Γ´1

0 Ď sΓZ0 . On en déduit que sΓZ0 Ě ĞrΓ,ΓsZ “ rG,Gs Ě Gc

où G “ sΓZ est l’adhérence de Zariski de Γ (semi-simple). Comme Γ est fortement
irréductible par hypothèse, c’est aussi le cas de G, puis de sΓZ0 et Γ0.
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6.3 Cas atomique

Dans cette section, on prouve le théorème 6.1.1 dans le cas où la mesure projetée
νp.ˆRq PMpTdq admet un atome. Les notations sont celles des sections précédentes.

Proposition 6.3.1 (cas atomique). Soit µ P PpSLdpZqq une probabilité à support
fini engendrant un sous semi-groupe Γ Ď SLdpZq fortement irréductible, et soit
χ : Γ Ñ R un morphisme de semi-groupes tel que la probabilité image χ‹µ P PpRq
est centrée. On se donne une mesure de Radon µ-stationnaire ergodique ν sur TdˆR
tel qu’il existe x P Td pour lequel νptxuˆRq Ps0,`8s. Alors le point x est rationnel.
On note ω :“ Γx Ď Td sa Γ-orbite. Il y a deux cas :

1. Si χpΓq Ď R est discret, alors ν est une mesure uniforme sur une Γ-orbite
incluse dans ω ˆ χpΓq ou un translaté.

2. Si χpΓq Ď R est dense, alors ν “ νω b leb où νω P Mf pTdq est une mesure
uniforme sur ω.

Remarque. Dans le premier cas de la proposition, le sous ensemble ωˆχpΓq Ď Tdˆ
R est stable par Γ mais peut contenir plusieurs Γ-orbites. Par exemple, considérons

les matrices g0 :“
ˆ

1 2
0 1

˙

, g1 :“
ˆ

1 0
2 1

˙

et µ :“ 1
4pδg0 ` δg´1

0
` δg1 ` δg´1

1
q. Le

semi-groupe Γ engendré par le support de µ est un sous groupe de SL2pZq, librement
engendré par g0, g1, et Zariski dense dans SL2pRq. On note χ : Γ Ñ Z le morphisme
défini par χpg0q “ 0, χpg1q “ 1. Le point x “ p1

4 , 0q P T2 est tel que g0.x “ x,
g1.x ‰ x, g0g1x “ g1x, g2

1.x “ x. Ainsi Γx “ tx, g1xu dans T2. Finalement, dans
T2 ˆ R, l’ensemble Γ.px, 0q :“ tpy, kq P T2 ˆ Z, y “ x si k pair, y “ g1x sinonu est
une Γ-orbite strictement incluse dans Γxˆ χpΓq.

La suite de la section est consacrée à la preuve de la proposition.

1q Cas où χpΓq Ď R est discret.

Rappelons que χpΓq est alors un sous groupe de R (via le lemme 6.1.2). Le cas
où χpΓq “ t0u est celui traité par Benoist-Quint. On peut supposer χpΓq “ Z et ν
portée par TdˆZ. Il existe alors k P Z tel que νpxˆtkuq ą 0. On note Dk “ Tdˆtku
le k-ième bloc de Td ˆ Z, et τ : B Ñ J1,`8K, b ÞÑ inftn ě 1, χpb1 . . . bnq “ 0u le
temps que met une trajectoire pour revenir au bloc duquel elle est partie. C’est
un temps d’arrêt fini β-ps. On note µτ P PpΓq la loi de bτpbq . . . b1 (qui est aussi
celle de b1 . . . bτpbq). La loi µτ régit la chaîne de Markov induite sur Dk donc ν|Dk
est µτ -stationnaire ergodique. C’est aussi le cas de sa partie atomique de poids
maximal. On en déduit que ν|Dk est une mesure uniforme sur une Γ0-orbite finie, où
Γ0 “ tg P Γ, χpgq “ 0u Ď Γ est le semi-groupe engendré par le support de µτ .
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Le lemme 6.2.3 assure que l’action de Γ0 sur Rd est irréductible donc que les
atomes de ν|Dk sont des points rationnels dans Td. Notons ω “ Γ.x Ď Qd{Zd la
Γ-orbite de x dans Td. La mesure ν 1 “

ř

yPω δy b
ř

kPZ δk P MRadpTd ˆ Rq est µ-
stationnaire et ν ăă ν 1. Le support de ν étant dénombrable, les mesures ν 1|suppν et
ν sont donc équivalentes puis proportionnelles (par le corollaire 6.1.4 et l’ergodicité
de ν), ce qui conclut.

2q Cas où χpΓq Ď R est dense.

Soit x P Td tel que νpxˆRq ą 0. Montrons qu’il existe une constante cx ą 0 telle
que ν|xˆR “ cxδx b leb. Par conservativité de ν, presque toute µ-trajectoire issue de
xˆ R revient à xˆ R, autrement dit le temps d’arrêt

τ : B Ñ NY t`8u, b ÞÑ inftn ě 0, bn . . . b1x “ xu

est fini β-presque sûrement. On note µτ P PpΓq la loi de bτpbq . . . b1 lorsque b varie
suivant β, elle régit la marche induite sur x ˆ R. Cette marche étant à fortiori
conservative, le lemme 6.1.2 (ou plutôt sa démonstration) implique que la mesure
ν|xˆR est invariante par le support de µτ . Comme ν|xˆR est de plus µτ -ergodique et
sans atome (voir le 2ème point du corollaire 6.1.3), la composante de translation
χ‹µτ n’est pas contenue dans un réseau rZ pour un r ą 0. Par le lemme 6.1.2, on
peut donc écrire ν|xˆR “ cxδx b leb pour une constante cx ą 0.

Notons E “ tx P Td, νpxˆRq ą 0u et Pµ l’opérateur de Markov associé à µ (voir
la section 1.1). Si x P E, et g P supp µ, alors par stationnarité de ν,

νpgxˆ Rq “
ż

G

νph´1gxˆ Rqdµphq ě µpgqνpxˆ Rq ą 0

Ainsi gE Ď E puis g.pE ˆ Rq Ď E ˆ R, entrainant que Pµ1EˆR ě 1EˆR. Par
conservativité de ν, on a nécessairement Pµ1EˆR “ 1EˆR ν-pp. Notons en effet
ϕ “ Pµ1EˆR ´ 1EˆR. Alors ϕ une fonction bornée non négative telle que

ř

kě0 P
k
µϕ

est bornée, donc est nulle ν-pp par conservativité de ν.
L’ergodicité de la mesure ν entraîne alors qu’elle est concentrée sur EˆR, et par

ce qui précède :
ν “

ÿ

xPE

cxδx b leb

La mesure finie
ř

xPE cxδx sur Td est µ-stationnaire ergodique car c’est le cas de
la mesure ν sur Td ˆ R. Comme elle est de plus atomique, il s’agit nécessairement
d’une mesure uniforme sur la Γµ-orbite d’un point rationnel. On rappelle que cela
se prouve en remarquant que la marche préserve la couche de poids maximal tx P
E, cx “ maxyPE cyu, qui coïncide donc avec E tout entier par ergodicité, et doit être
de cardinal fini. La rationalité de x provient du fait que sa Γµ-orbite est finie et que
Γµ est supposé fortement irréductible.
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6.4 Réduction du cas non atomique

D’après la conclusion de la section 6.3, nous avons réduit le problème au cas où
la mesure projetée νp.ˆRq PMpTdq est sans atome. Le reste du texte est consacré
à la preuve du résultat suivant :

Théorème 6.4.1. Soit µ P PpSLdpZqq une probabilité à support fini engendrant
un sous semi-groupe Γ Ď SLdpZq fortement irréductible, et soit χ : Γ Ñ R un
morphisme de semi-groupes tel que la probabilité χ‹µ P PpRq est centrée. Alors
toute mesure de Radon µ-stationnaire ergodique ν sur Td ˆ R dont la projection
νp. ˆ Rq PMpTdq est sans atome est (à translation près) une mesure de Haar sur
Td ˆĘχpΓq.

Toute mesure µ-stationnaire (ergodique) sur Td ˆR étant 1
2pµ` δeq-stationnaire

(ergodique), et le cas où χ ” 0 ayant été traité dans [14], on pourra supposer :

µpeq ą 0 et χ ı 0

La méthode que nous allons employer s’inspire de celle de Benoist-Quint [14].
L’approche consiste à prouver que les mesures limites νb P MRadpTd ˆ Rq sont
invariantes par translations de la coordonnée Td suivant des directions denses dans
le tore. On commence par des rappels sur les groupes algébriques réels semi-simples.
Remarquons que l’adhérence de Zariski G :“ sΓZ de Γ dans SLdpRq est bien semi-
simple ([13], lemme 8.5).

6.4.1 Rappels sur les groupes algébriques

Cette sous-section rappelle les théorèmes de structure des groupes algébriques
réels semi-simples, les notions de projection de Cartan et de cocycle d’Iwasawa, leur
interprétation en terme de représentations, une description de la variété drapeau à
partir de représentations proximales, et enfin les propriétés d’une marche aléatoire
sur la variété drapeau. On conseille pour une première lecture de supposer le groupe
G en question Zariski-connexe, ce qui allège les notations. Pour plus de détails, on
peut consulter la référence [16], notamment les sections 5.7 ´ 5.10, 7.1 ´ 7.5. Les
groupes algébriques considérés seront tous linéaires.

SoitG un groupe algébrique réel semi-simple,K un sous groupe compact maximal
de G, g et k leurs algèbres de Lie. On note s :“ kK l’orthogonal de k pour la forme
de Killing sur g. Comme elle est non-dégénérée sur k, on a k‘ s “ g. Soit a Ď s une
sous-algèbre de Lie abélienne maximale. C’est un sous-espace de Cartan i.e. une sous
algèbre de g abélienne ad-diagonalisable sur g et maximale pour ces propriétés (mais
elle n’est pas forcément abélienne maximale dans g). On note g :“ z ‘ p‘αPΣgαq

la décomposition de g en espaces de racines associée, où Σ Ď a‹ ´ t0u désigne
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l’ensemble des racines de a dans g, et gα :“ ty P g, @x P a, adxpyq “ αpxqyu,
z :“ ty P g, @x P a, adxpyq “ 0u. On choisit ensuite Π Ď Σ une base de Σ et on
note Σ` Ď Σ l’ensemble des racines positives de Σ (i.e. s’écrivant comme somme
d’éléments de Π). Posons u :“ ‘αPΣ`gα sous-algèbre nilpotente de g, a` :“ tx P

a, @α P Σ`, αpxq ě 0u.
On revient maintenant au groupe G. On note Gc la composante Zariski-connexe

de G contenant l’élément neutre, Kc “ K X Gc sous groupe compact maximal de
Gc. On appelle A et U Ď Gc les sous groupes de G Zariski-fermés Zariski-connexes
d’algèbres de Lie respectives a et u (ils existent bien). On note P :“ NGpz ‘ uq le
sous-groupe parabolique minimal associé à Σ`. On peut écrire P “ M exppaqU où
M :“ P X K est un sous groupe qui rencontre chaque composante connexe de G,
qui normalise A (donc exppaq), et tel que Mc :“M XGc centralise A.

Introduisons maintenant quelques décompositions utiles de G.

Lemme 6.4.2 (Décomposition de Cartan).

G “ K exppa`qKc

Plus précisément, pour tout g P G, il existe k P K, lc P Kc et un unique élément
x P a` tel que g “ k exppxqlc. On note κpgq “ x, appelé projection de Cartan de g.

Lemme 6.4.3 (Décomposition d’Iwasawa).

G “ K exppaqU

Plus précisément, l’application K ˆ exppaq ˆ U Ñ G, pk, a, uq ÞÑ kau est un homé-
morphisme.

On définit la variété drapeau P :“ G{Pc où Pc :“ P X Gc. Elle jouera un rôle
clef dans toute la suite du texte. Le groupe G agit sur P par translation à gauche
et l’action du sous groupe K est transitive. Notons ξ0 :“ Pc{Pc le drapeau standard.
On définit sur P un cocycle continu σ : GˆP Ñ a appelé cocycle d’Iwasawa : soit
g P G, on note σpg, ξ0q l’unique élément de a tel que g P K exppσpg, ξ0qqU ; si ξ P P
est quelconque, on écrit ξ “ kPc pour un k P K et on pose σpg, ξq “ σpgk, ξ0q.

Le groupe des composantes connexes F :“ G{Gc a plusieurs actions naturelles. Il
agit à droite sur la variété drapeau P :“ G{Pc à travers l’identification F ” P {Pc.
Il agit aussi (à gauche) sur l’espace de Cartan a de la façon suivante : si f P F est
représenté par m P M , alors l’action de f sur a est donnée par la représentation
adjointe Adm restreinte à a. Cette action est bien définie d’après les propriétés de
M et Mc énoncées plus haut. Par ailleurs, le cocycle d’Iwasawa σ : GˆP Ñ a est
équivariant à droite pour ces actions au sens où pour g P G, ξ P P, f P F , on a
σpg, ξfq “ f´1σpg, ξq.

Rappelons quelques éléments de théorie du plus haut poids pour une représenta-
tion de Gc . Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie, ρ : Gc Ñ SLpV q une
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représentation algébrique irréductible de Gc. Alors l’action de l’algèbre de Lie a in-
duite sur V est diagonalisable. On note V “ ‘iPIVi une décomposition de V en sous-
espaces propres. Chaque Vi correspond à une forme linéaire αi P a‹. Cet ensemble de
formes linéaires admet un (unique) plus grand élément ω P a‹ au sens où pour tout
i P I, ω´αi est somme de racines dans la base Π. On appelle ω le plus haut poids de
la représentation ρ. Le sous-espace propre associé est V U :“ tv P V, ρpUqv “ vu. Sa
dimension est appelée dimension proximale de ρpGcq. On dit que la représentation
ρ est proximale si sa dimension proximale est égale à 1.

Une représentation pV, ρq de Gc peut se “prolonger” en une représentation de G
appelée représentation induite. Elle est construite ainsi : on note

W :“ tϕ : GÑ V, ϕp . gcq “ ρpgcq
´1ϕu

R-espace vectoriel de dimension |G{Gc|. dim V , et pour g P G, ϕ P W , on pose
ρW pgqϕ :“ ϕpg´1.q. On peut décomposer W en copies de V indexées par l’ensemble
des composantes connexes F :“ G{Gc de G. Pour cela on pose pour f P F , V f :“
tϕ P W, ϕ “ 0 en dehors de fu et on remarque que W “

À

fPF V
f . Notons G Ñ

F, g ÞÑ fg le morphisme naturel. On identifie V fe ” V via l’isomorphisme ϕ ÞÑ ϕpeq.
Pour tout g P G, ρW pgqV “ V fg , et si g P Gc, alors ρW pgq : V Ñ V coïncide avec
ρpgq.

Le lemme suivant permet de voir toute représentation de G à travers une repré-
sentation induite par Gc.

Lemme 6.4.4. Soit pV, ρq une représentation de G, pW, ρW q “ IndGGcpV, ρq la repré-
sentation induite par ρ|Gc. Il existe une (unique) application linéaire G-équivariante
Ψ : W Ñ V telle que Ψ|V “ IdV .

Nous allons maintenant voir comment la projection de Cartan et le cocycle d’Iwa-
sawa s’interprètent en termes de représentations. Donnons nous pV, ρq une représen-
tation algébrique irréductible de Gc, on note ω P a‹ son plus haut poids, r P N la
dimension proximale de ρpGcq et pW, ρW q “ IndGGcpV, ρq la représentation induite
à G. On munit W d’un “bon” produit scalaire x..y où “bon” signifie que ρW pKq
préserve x..y (noté plus tard ρW pKq Ď OpW q), que ρW pAq est constitué d’éléments
auto-adjoints (noté plus tard ρW pAq Ď SympW q), et que les sous-espaces pV f qfPF

sont orthogonaux entre eux. On introduit aussi une application G-équivariante de
P vers la variété Grassmanienne >fPFGrpV

f q donnée par :

P Ñ >fPFGrpV
f
q, ξ “ gξ0 ÞÑ Vξ :“ ρW pgqV

U

On a alors le dictionnaire suivant :

Lemme 6.4.5. Soit g P G, ξ P P

• ωpκpgqq “ logp||ρW pgq|V ||q

• ωpσpg, ξqq “ log ||ρW pgqw||
||w||

pour w P Vξ
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La combinaison du lemme 6.4.4 et du lemme 6.4.5 donnent une interprétation
de la projection de Cartan et du cocycle d’Iwasawa en termes de représentations
algébriques fortement irréductibles de G. Plus explicitement, soit pV, ρq une telle
représentation, ω P a‹ et r ě 0 comme précédemment. On peut munir V d’un
produit scalaire ρpKq-invariant tel que ρpAq Ď SympV q (cf. [16], lemma 7.9). Pour
ξ “ gξ0 P P, on pose Vξ :“ gV U . Alors l’application P Ñ GrpV q, ξ ÞÑ Vξ et le
plus haut poids ω P a‹ sont F -invariants et ωpκpgqq “ logp||ρpgq||q et ωpσpg, ξqq “
log ||ρpgqv||

||v||
pour v P Vξ.

Les paragraphes précédents montrent comment les objets algébriques tels que P,
a, κ, σ fournissent des informations intrinsèques qui décrivent simultanément toutes
les représentations fortement irréductibles de G. Réciproquement, ces objets peuvent
être caractérisés par un nombre fini de réprésentations irréductibles proximales de
Gc.

Lemme 6.4.6. Il existe une famille finie pρα, VαqαPΠ de représentations algébriques
proximales irréductibles de Gc telle que :

• l’application produit

P Ñ >fPFΠαPΠPpV f
α q, ξ ÞÑ pVα,ξqαPΠ

est un plongement G-équivariant.

• les plus haut poids pωαqαPΠ de ces représentations forment une base de a‹

Dans la suite on fixe une telle famille pρα, VαqαPΠ. On munit chaque représentation
induite Wα d’un “bon” produit scalaire. On a alors une distance dfα sur PpV f

α q

donnée par dfαpRv,Rwq :“ ||v^w||
||v||||w||

pour tout v, w P V f
α ´ t0u. Etant donné f P F ,

on munit ΠαPΠPpV f
α q de la distance produit dppRvαq, pRwαqq :“

ř

αPΠ d
f
αpRvα,Rwαq.

Cela induit une distance sur P (telle que deux points appartenant à des composantes
connexes différentes sont par convention à distance infinie).

Terminons les rappels par la dynamique des marches aléatoires sur la variété
drapeau, dont une version élémentaire a été présentée en section 2.1. Pour plus de
détails, on pourra consulter ([16], 9.1). Soit µ P PpGq une probabilité sur G dont
le support engendre un sous semi-groupe Zariski-dense de G. Notons µGc P PpGcq

la loi du premier retour à Gc pour la marche à droite sur G. Plus formellement, on
pose B “ GN‹ , β :“ µbN

‹ , τGc : B Ñ N Y t8u, b ÞÑ inftn ě 1, b1 . . . bn P Gcu le
temps de retour à Gc (fini β-ps), et on définit µGc comme étant la loi de b1 . . . bτGc pbq
quand b varie suivant β.

La composante connexe Pc :“ Gc{Pc de la variété drapeau admet une unique pro-
babilité µGc-stationnaire νPc P PpPcq. Notons βGc :“ µbN

‹

Gc P PpBq. La probabilité
νPc est proximale au sens où ses mesures limites pνPc,bqbPB sont βGc-presque sûre-
ment des masses de Dirac. Comme l’application de retour s : pB, βq Ñ pB, βGcq, b ÞÑ
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pb1 . . . bτGc pbq, bτGc pbq`1 . . . bτGc pT
τGc

pbqbq
, . . . q respecte les mesures, on dispose d’une fa-

mille mesurable de drapeaux pξbqbPB P PB
c β-ps bien définie telle que pour β-presque

tout b P B, νPc,spbq “ δξb .
La variété drapeau P admet une unique probabilité µ-stationnaire que l’on dé-

signera par νP P PpPq. Via l’identification P ” Pc ˆ F donnée par l’action de
F sur P, cette probabilité s’écrit νP “ νPc b df où df est la probabilité uniforme
sur F . En particulier, νP est F -invariante à droite, et pour β-presque tout b P B,
la mesure limite νP,b “

1
|F |

ř

fPF δξb,f où ξb,f :“ ξb.f . On dit que νP est µ-proximale
au dessus de F .

On note σµ :“
ş

GˆP
σpg, ξq dµpgqdνPpξq P a le vecteur de Lyapunov associé. Il

est F -invariant. Etant donné représentation algébrique fortement irréductible ρ :
GÑ GLpV q, de plus haut poids ω P a‹ (par rapport à Gc), on note λµ :“ ωpσµq P R
le premier exposant de Lyapunov de la µ-marche sur V . Si l’image ρpGq Ď GLpV q
n’est pas bornée, alors on a λµ ą 0 ([16], 3.7)

6.4.2 Réduction au théorème de dérive exponentielle

On réduit la preuve du théorème 6.4.1 à un théorème de dérive exponentielle
sur un système dynamique fibré. On explique aussi l’intuition derrière une telle
démarche.

Revenons au cadre du théorème 6.4.1. Le groupeG :“ sΓZ Ď SLdpRq est fortement
irréductible et contient Γ Ď SLdpZq comme semi-groupe Zariski-dense. Il est donc
semi-simple (cf [13], lemme 8.5). On peut ainsi appliquer la sous-section précédente à
G et se donner un sous groupe compact maximal K, un sous espace de Cartan a, un
système de racines Σ Ď a‹, etc. fixés une fois pour toute dans la suite. Par ailleurs,
G est inclus dans SLdpRq donc admet une représentation canonique sur V “ Rd

(donnée par l’identité). Le plus haut poids de Gc sera noté ω P a‹, sa dimension
proximale sera notée r P J1, d´ 1K (r ă d car G n’est pas borné). On munit V d’un
produit scalaire x., .y tel que K Ď OpV q, A Ď SympV q.

On reprend les notations P,Pc, pξbqbPB P PB
c ainsi que l’application (F -invariante)

P Ñ GrpV q, ξ “ gξ0 ÞÑ Vξ :“ gV U de la sous-section précédente et on pose
Vb :“ Vξb , appelé r-plan limite pour la trajectoire b P B. Il est prouvé dans r16s
(section 10.2) que pour β-presque tout b P B, toute valeur d’adhérence de la suite
de matrices p b1...bn

||b1...bn||
qně1 PMdpRqN

‹ a pour image Vb.

L’idée fondamentale motivant la preuve du théorème 6.4.1 est de montrer que
les mesures limites νb de ν P MRadpTd ˆ Rq sont invariantes par translation de la
coordonnée Td suivant les r-plans limites Vb. Un tel résultat permettrait de conclure.
En effet, la forte irréductibilité de G assure que les projections de ces r-plans dans
Td sont presque sûrement denses, et ainsi que les mesures νb, puis ν, sont invariantes
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par translation de la coordonnée Td. On termine alors la preuve en appliquant le
deuxième point du corollaire 6.1.3.

On cherche donc à prouver l’invariance des νb selon les r-plans Vb. On note X :“
Td ˆ R et on introduit le système dynamique fibré BX :“ B ˆ X, TX : BX Ñ

BX , pb, xq ÞÑ pTb, b´1
1 xq muni de la mesure de Radon invariante βX :“

ş

B
δb b

νb dβpbq. Donnons nous de plus une famille mesurable pebqbPB P pRdqr telle que pour
β-presque tout b P B, eb “ peb,1, . . . , eb,rq est une base orthonormée de Vb. On peut
définir sur BX un flot à r-paramètres pφtqtPRr via la formule φtpb, xq :“ pb, x `
řr
i“1 tieb,iq, la translation concernant la coordonnée sur Td. Montrer l’invariance des

νb suivant les r-plans Vb revient alors à montrer que la mesure βX est φt invariante.
Une première difficulté est que le flot φt ne commute pas avec la transformation TX .
On rajoute alors des paramètres au système pour contourner cette obstruction.

Notons σ : G ˆP Ñ a le cocycle d’Iwasawa, aF :“ tx P a, F.x “ xu le sous-
espace F -invariant de a, σF :“ 1

|F |
ΣfPFf.σ le cocycle projeté de σ sur aF , et θ :

B Ñ aF , b ÞÑ σF pb1, ξTbq (où T désigne le shift sur B “ ΓN‹q. Pour β-presque
tout b P B, on a la relation d’équivariance b1VTb “ Vb, et quelque soit v P VTb,
l’égalité ||b1v|| “ eωpθpbqq||v|| (cf. lemme 6.4.5). Il existe donc une matrice orthogonale
Opbq P OrpRq tel que

b1eTb “ eωpθpbqqOpbqeb (˚)

On définit un système dynamique fibré au dessus du shift en posant :

• B` “ B ˆ aF ˆOrpRq ˆX

• T` : B` Ñ B`, pb, z, O, xq ÞÑ pTb, z ´ θpbq, OOpbq´1, b´1
1 xq.

• β` :“
ş

B
δpb,z,Oq b νb dβpbqdlebaF pzqdhpOq

où lebaF et h sont des mesures de Haar sur a et OrpRq, fixées une fois pour toute.

On munit B` d’un flot pφtqtPRr respectant les fibres défini par φt : B` Ñ

B`, pb, z, O, xq ÞÑ pb, z, O, x ` xt, eωpzqOeby
1q, où x., .y1 : Rr ˆ pRdqr Ñ Rd, pt, vq ÞÑ

řr
i“1 tivi et la translation concerne la coordonnée sur Td de X “ Td ˆ R.

Lemme 6.4.7. • T` préserve la mesure β`.

• Pour β-presque b P B, pour tout pz,O, x, tq P aF ˆOrpRq ˆX ˆ R,

T` ˝ φtpb, z, O, xq “ φt ˝ T
`
pb, z, O, xq
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Démonstration. Vérifions le premier point. Soit ϕ : B` Ñ r0,`8s mesurable.

T`‹ β
`
pϕq “

ż

B`
ϕpTb, z ´ θpbq, OOpbq´1, b´1

1 xq dνbpxqdβpbqdlebaF pzqdhpOq

“

ż

B`
ϕpTb, z, O, b´1

1 xq dνbpxqdβpbqdlebaF pzqdhpOq

“

ż

B`
ϕpb, z, O, xq dνbpxqdβpbqdlebaF pzqdhpOq

“ β`pϕq

en utilisant l’invariance par translation à droite des mesures de Haar, et l’équiva-
riance des νb. Ainsi, T`‹ β` “ β`.

Vérifions le second point. On se donne b P B tel que b1eTb “ eωpθpbqqOpbqeb (vérifié
β-ps.). Soit pz,O, x, tq P aF ˆOrpRq ˆX ˆ R. Alors

T` ˝ φtpb, z, O, xq “ pTb, z ´ θpbq, OOpbq
´1, b´1

1 px` xt, e
ωpzqOeby

1
qq

φt ˝ T
`
pb, z, O, xq “ pTb, z ´ θpbq, OOpbq´1, b´1

1 x` xt, eωpz´θpbqqOOpbq´1eTby
1
q

Il suffit donc de vérifier que b´1
1 eωpzqOeb “ eωpz´θpbqqOOpbq´1eTb ce qui est une ré-

écriture de p˚q ci dessus.

L’invariance des νb suivant les r-plans Vb revient à montrer que β` est invariante
sous le flot pφtqtPRr . L’idée est alors de désintégrer β` le long des orbites de φt.
Dans le cas où l’espace des orbites muni de la tribu quotient est un espace borélien
standard, cette désintégration est une désintégration au sens classique (par rapport à
l’application de projection B` Ñ φtzB

`) et attribue à chaque φt-orbite une mesure
de Radon. Notons que pour tout c P B`, on peut alors relever la mesure sur son
orbite tφtpcq, t P Rru via l’homéomorphisme local : Rr Ñ tφtpcq, t P Rru, t ÞÑ φtpcq.
On obtient finalement une famille de mesures σ : B` Ñ MRadpRrq qui vérifie la
propriété d’équivariance : σpφtcq “ δ‹t σpcq où δt désigne la translation de pas t sur
Rr.

Le problème de cette approche est que l’espace des orbites n’est pas standard en
général. NotonsMRad

1 pRrq “MRadpRrq{ „ l’ensemble des mesures de Radon (non
nulles) sur Rr quotienté par la relation d’équivalence m „ m1 s’il existe λ ą 0 tel
que m “ λm1. Un élément de MRad

1 pRrq sera appelé classe projective de mesures.
L’action par translation de Rr sur MRadpRrq respecte la relation d’équivalence „,
donc induit une action sur MRad

1 pRrq. La théorie générale donne un sens à une
désintégration de β` le long du flot pφtqtPRr (voir [13] ou [31]), et conduit à une
application mesurable σ : B` ÑMRad

1 pRrq ainsi qu’à une partie E Ď B` de mesure
pleine telle que pour tout c P E, t P Rr tel que φtc P E, on a σpφtcq “ δ‹t σpcq. On a
de plus que
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Lemme 6.4.8. La mesure de Radon β` est invariante par le flot pφtqtPRr si et
seulement si l’application σ est β`-pp égale à la classe projective Rą0leb.

Démonstration. On réfère au chapitre 2 de la thèse de L. Dufloux [31] pour une
introduction détaillée aux mesures conditionnelles le long d’une action de groupe à
stabilisateurs discrets. Ce dernier lemme est une application du théorème 2.1.2.14.

On est donc ramené à montrer que σ : B` ÑMRad
1 pRrq est β`-pp égale à la classe

projective de Lebesgue. Le point clef est de montrer que pour presque tout point
c P B`, la classe projective σpcq PMRad

1 pRrq est invariante par translation suivant
une droite de Rr (attention, il s’agit de l’invariance d’un ensemble de mesures, mais
pas forcément des mesures individuellement). Dans le cas où r “ 1, on peut alors
conclure directement (en utilisant ([13], proposition 4.3) et en remarquant que le flot
φt stabilise une suite exhaustive de compacts de B` pour se ramener à une mesure
finie). Le cas général nécessitera quelques efforts supplémentaires (voir la dernière
section).

Pour n ě 0, on note Q`n “ pT`q´npB`q la tribu des n-fibres de T`. C’est une
famille décroissante de sous tribus de Bf . Leur intersection Q`8 :“ Xně0Q`n est
appelée la tribu queue du système dynamique pB`, T`q. La tribu queue d’un système
dynamique fournit beaucoup d’informations sur celui ci, par exemple sa trivialité
par rapport à une mesure invariante implique que cette mesure est ergodique.

Lemme 6.4.9. Quitte à modifier σ sur un ensemble β`-négligeable, on peut supposer
σ ˝ T` “ σ (en tout point). L’application σ est alors Q`8-mesurable.

Démonstration. On commence par montrer que σ ˝ T` “ σ β`-pp. Cela provient
essentiellement du fait que T` commute avec le flot pφtqtPRr .

Fixons pb, z, Oq P B ˆ aF ˆ OrpRq un point β b lebaF b h-typique. On entend
par là que ce qui suit est valable pour presque tout choix de pb, z, Oq. On note
E :“ tpb, z, Oqu ˆX, E 1 :“ tpTb, z ´ θpbq, OOpbq´1qu ˆX munis naturellement des
mesures νE :“ δpb,z,Oq b νb et νE1 :“ δpTb,z´θpbq,OOpbq´1q b νTb. Remarquons que E et
E 1 sont tous deux stables par le flot φt et que d’après le lemme 6.4.7 l’application
T`
|E : E Ñ E 1 est une bijection bimesurable qui respecte les mesures et commute

à l’action du flot. Soit σE : E Ñ MRad
1 pRrq, σE1 : E 1 Ñ MRad

1 pRrq les mesures
conditionnelles associées aux flots sur E et E 1. On a alors que σE1 ˝T`|E “ σE νE-pp.
Par ailleurs, on a que σE “ σ|E νE-pp et σE1 “ σ|E1 νE1-pp. Finalement, pour presque
tout pb, z, Oq et νb-presque tout x P X, on a σ ˝ T`pb, z, O, xq “ σpb, z, O, xq d’où
l’égalité β`-presque partout.

Pour conclure, on se donne D Ď B` plein tel que σ ˝ T`
|D “ σ|D. On pose D1 “

Yně0 Xpěn pT
`q´pD. C’est un sous ensemble plein de B` tel que pT`q´1D1 “ D1.

On se donne une apllication σ1 : B` Ñ MRad
1 pRq telle que σ1 est constante sur le

complémentaire de D1 et σ1pcq “ limn σ ˝ pT
`qnpcq pour c P D1 (cette limite est
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définie car la suite est stationnaire). L’application σ1 coïncide avec σ sur D donc
presque partout et est T`-invariante.

Le théorème de dérive exponentielle déduit du lemme précédent l’invariance de
presque toute classe projective σpcq P MRad

1 pRrq suivant une droite de Rr. Il est
du à Benoist-Quint ([14]) dans le cas des espaces homogènes de volume fini. Sa
démonstration occupera toute la prochaine section.

Théorème (Dérive exponentielle). Soit Y un espace mesurable standard, σ : B` Ñ
Y une application Q`8-mesurable, E Ď B` une partie β`-pleine. Alors pour presque
tout c P E, pour tout ε ą 0, il existe c1, c2 P E, t Ps ´ ε, εrr non nul, tels que
c2 “ φtpc

1q et σpcq “ σpc1q “ σpc2q.

En appliquant la dérive à la mesure conditionnelle σ : B` Ñ MRad
1 pRrq, on

obtient :

Corollaire 6.4.10. Pour β-presque tout c P B`, l’ensemble

tt P Rr, σpcq PMRad
1 pRr

q est t-invarianteu

contient une droite.

Démonstration du corollaire. D’après le dernier lemme, on a peut appliquer le théo-
rème de dérive à la mesure conditionnelle σ : B` Ñ MRad

1 pRq et à une partie
E Ď B` telle que pour tout c P E, t P R tel que φtpcq P E on a σpφtpcqq “ δ‹t σpcq.
Notons E 1 Ď E l’ensemble des c P E tels que la conclusion du théorème de dérive
est vérifiée. Pour c P E 1, l’ensemble tt P Rr, σpcq PMRad

1 pRrq est t-invarianteu est
un sous-groupe fermé de Rr qui n’est pas discret. Il contient donc forcément une
droite, d’où le corollaire.

On en déduira le théorème 6.4.1 dans la dernière section.

6.4.3 Stratégie pour la dérive exponentielle

Les prochaines sections sont consacrées à la preuve de la dérive exponentielle
énoncée en fin de section 6.4.

La stratégie de la preuve est la suivante. On se donne W Ď B` une partie
de mesure finie, vue comme une fenêtre. On montre le résultat pour presque tout
c P W X E. On fixe K Ď W X E une partie compacte de mesure presque pleine
dans W et sur laquelle l’application σ est continue (possible via le théorème de
Lusin), ainsi qu’un point c “ pb, z, O, xq P K (β`-typique). Via le théorème de
non-dégénérescence des mesures limites (section 6.5), on peut construire une suite
d’approximations pcpqpě0 P KN du point c de la forme cp “ pb, z, O, x ` upq où
le terme de dérive up P Rd, agit sur la coordonnée en Td, est bien positionné par
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rapport à x, et tend vers 0 quand pÑ 8. Appelons n-fibre passant par c l’ensemble
Fn,c :“ tc1 P B`, pT`qnpc1q “ pT`qnpcqu. Pour tout p ě 0, on peut choisir des entiers
np ě 0 et des éléments hp,c P Fnp,c, hp,cp P Fnp,cp dans les np-fibres passant par c et
cp tels que (quitte à extraire) :

• hp,c, hp,cp P K (section 6.6.2, équirépartition des morceaux fibres)

• hp,cp “ hp,c`Dp où le terme de dérive Dp P Rd agit sur la coordonnée en Td et
se comporte bien du point de vue de la norme et de la direction (section 6.8.6,
contrôle de la dérive).

On peut de plus supposer que les suites php,cq et php,cpq convergent dans K vers
des points limites c1, c2 P K.

Alors σpcq “ σpc1q “ σpc2q. En effet, la continuité de σ sur K entraine que
σpc1q “ limpÑ8 σphp,cq. Comme l’application σ est Q`8-mesurable, elle est constante
sur les n-fibres passant par un point, donc σphp,cq “ σpcq puis σpc1q “ σpcq. De
même avec c2.

De plus c2 “ φtc
1 où le paramètre t est arbitrairement petit (quitte à bien choisir

les hp,c, hp,cp), grâce au bon comportement du terme de dérive Dp, ce qui conclut.
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6.5 Non dégénérescence des mesures limites

Les notations sont celles de la section 6.4. On rappelle que µ est une proba-
bilité sur SLdpZq à support fini engendrant un semi-groupe Γ Ď SLdpZq forte-
ment irréductible, que χ : Γ Ñ R est un morphisme de semi-groupes tel que
la probabilité image χ‹µ est centrée. Ces données induisent une action de Γ sur
X :“ Td ˆ R via la formule g.px, tq “ pgx, t ` χpgqq, puis une marche aléatoire
de probabilités de transitions données par pµ ‹ δxqxPX . On s’est donné une mesure
de Radon stationnaire ergodique ν P MRadpXq dont la projection sur Td est sans
atome. On note par ailleurs B :“ ΓN‹ , β :“ µbN

‹ et pour β-presque tout b P B,
νb :“ limnÑ8pb1 . . . bnq‹ν PMRadpXq (cf. sections 1.4 et 6.2 sur les mesures limites).

Le but de cette section est de montrer que les mesures limites pνbqbPB se projettent
sur Td en des mesures sans atome. Autrement dit :
Théorème 6.5.1 (Non dégénérescence). Pour β-presque tout b P B, on a

@x P Td, νbptxu ˆ Rq “ 0

Signalons tout de suite le corollaire utilisé dans la preuve de la dérive exponen-
tielle. Pour b P B, x P Td, on note :

Wbpxq :“ ty P Td, lim
nÑ8

dpb´1
n . . . b´1

1 x, b´1
n . . . b´1

1 yq “ 0u

où la distance considérée est la distance euclidienne standard sur le tore.
Corollaire 6.5.2. Pour β-presque tout b P B, pour tout x P Td, on a

νbpWbpxq ˆ Rq “ 0

.
Preuve du corollaire. Soit x, y P Td, x ‰ y. Pour β-presque tout b P B, la suite
pb´1
n . . . b´1

1 px ´ yqqně0 ne tend pas vers 0 dans Td, i.e. y R Wbpxq. Soit I Ď R un
intervalle borné. D’après le théorème 6.5.1, pour β-presque tout b P B, la mesure
νb,I :“ νbp. ˆ Iq P Mf pTdq est sans atome, donc νb2

b,I ne charge pas la diagonale
∆Td Ď Td ˆ Td. On en déduit via le théorème de Fubini que pour β-presque tout
b P B,

νb2
b,I ppx, yq P Td ˆ Td, y P Wbpxqq “ 0

autrement dit que
ż

B

νb,IpWbpxqqdνb,Ipxq “ 0

Ainsi, pour νb,I-presque tout x P Td, on a νb,IpWbpxqq “ 0. C’est en fait vrai pour
tout x. Sinon, il existerait x P Td tel que νb,IpWbpxqq ą 0. On aurait alors pour
tout y P Wbpxq que νb,IpWbpyqq ą 0, ce qui contredit la première assertion. On
a finalement montré que pour tout intervalle I Ď R borné, pour β-presque tout
b P B, pour tout x P Td, on a νbpWbpxq ˆ Iq “ 0. En considérant des intervalles I
arbitrairement grands, on obtient le résultat.
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6.5.1 Cas où χpΓq Ď R est discret.

L’image χpΓq est alors un sous-groupe de R (cf. lemme 6.1.2). Le cas où χpΓq “
t0u provient des travaux de Benoist-Quint r13s. On peut donc supposer χpΓq discret
non trivial, et même χpΓq “ Z. Comme la mesure ν PMRadpXq est µ-stationnaire
ergodique sur X “ TdˆR, son support est inclus dans un sous ensemble de la forme
Td ˆ pr ` Zq où r P R. Quitte à considérer un translaté de ν, on peut supposer
que supp ν Ď Td ˆ Z. On est ainsi ramené à considérer une marche sur Td ˆ Z.
L’objectif est de montrer que les mesures limites νb P MRadpTd ˆ Zq n’ont pas
d’atome. Il suffit de montrer que les mesures limites restreintes au bloc de base
νb|Tdˆt0u PMRadpTdq n’ont pas d’atome (le cas des autres blocs s’en déduisant par
translation). La stratégie est alors de voir les νb|Tdˆt0u comme des mesures limites
pour une marche induite sur le tore Td. Le point clef est de montrer que cette marche
est récurrente hors de zéro. Un argument tiré de Benoist-Quint r13s implique alors
la non dégénérescence cherchée.

Construisons la marche induite. On définit un “temps de retour au bloc de départ”
τ : B Ñ N Y t8u : b ÞÑ inftn ě 1, χpbn . . . b1q “ 0u et on note µτ P PpΓq la loi de
bτpbq . . . b1 quand b varie suivant β. Notons que c’est aussi la loi de b1 . . . bτpbq dans
notre cas, donc que la mesure ν|Tdˆt0u est µτ -stationnaire d’après le corollaire 6.2.2.
On pose βτ :“ µbN

‹

τ P PpBq.
La proposition suivante affirme que le point 0 P Td est positivement instable pour

la marche induite par µτ sur Td et permet de conclure. On note Pµτ l’opérateur de
Markov associé à µτ , défini sur les fonctions mesurables non négatives f : Td Ñ
r0,8s par Pµτfpxq “

ş

G
fpgxq dµτ pgq. On dit qu’une fonction u : Td´t0u Ñ r0,`8r

est propre si elle est continue et si l’image inverse de tout compact est compacte.

Proposition 6.5.3. Il existe une fonction propre u : Td ´ t0u Ñ r0,`8r et des
constantes a P r0, 1r, C P r0,`8r telles que

Pµτu ď au` C

Voyons comment en déduire le théorème de non dégénérescence.

Proposition 6.5.3 ùñ théorème 6.5.1 : Notons ν0 :“ ν|Tdˆt0u PMf pTdq. C’est une
mesure finie µτ -stationnaire sur Td, on peut donc s’en donner une décomposition en
mesures limites pν0,aqaPB (par rapport à la marche µτ ). Vérifions qu’elles coïncident
avec les νb|Tdˆt0u. On introduit les différents temps de retour à χ “ 0 en posant

#

τ 0
“ 0

τ k`1 : B Ñ NY t8u, b ÞÑ inftn ą τ kpbq, χpbn . . . b1q “ 0u

En particulier τ 1 “ τ . On pose alors ρ : B Ñ B, b ÞÑ pbτkpbq`1 . . . bτk`1pbqqkě0.
L’application ρ vérifie ρ‹β “ βτ et pour β-presque tout b P B, on a νb|Tdˆt0u “
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rlimpb1 . . . bnq‹νs|Tdˆt0u “ rlimpρpbq1 . . . ρpbqnq‹νs|Tdˆt0u “ limpρpbq1 . . . ρpbqnq‹rν|Tdˆt0us “
ν0,ρpbq. On est donc ramené à montrer que les mesures limites de ν0 sont sans atome.

Soit u, a, C comme dans la proposition précédente et posons

v : Td ˆ Td ´∆Td Ñ R`, px, yq ÞÑ upx´ yq

L’application v est propre et vérifie Pµτv ď av ` C (ce qui s’interprète comme un
phénomène de récurrence hors de la diagonale pour la marche induite par µτ sur
Td ˆ Td). Le lemme 3.11 de r13s affirme alors que pour βτ -presque tout a P B, la
probabilité ν0,a n’a pas d’atome, ce qui conclut.

On va maintenant prouver la proposition 6.5.3. La difficulté est que la probabilité
µτ n’a pas de moment d’ordre 1. On ne peut donc pas appliquer les résultats de
Benoist-Quint qui concernent les marches à moment exponentiel.

Lemme 6.5.4. La probabilité µτ n’a pas de moment d’ordre 1.

Démonstration. Il s’agit de prouver que
ş

G
| logp||g||q|dµτ pgq “ `8. On a la mino-

ration
ż

G

| logp||g||q|dµτ pgq ě
ż

tτěku

| logp||bτpbq . . . b1||q|dβpbq

Or βtτ ě ku ě ck´1{2 pour un certain c ą 0 (voir par exemple [55],p5.1.1q). Par
ailleurs, d’après le principe des grandes déviations ([16], p12.6q), il existe α ą 0 tel
que pour k assez grand, on a

βtb P B, @n ě k, ||bn . . . b1|| ě e
n
2 λµu ě 1´ e´αk

(où λµ ą 0 désigne l’exposant de Lyapunov associé à µ, voir (4.1)). On en déduit que
ş

G
| logp||g||q|dµτ pgq ě pck´1{2´e´αkqk2λµ Ñ `8 quand k Ñ 8. D’où le résultat.

Cette difficulté est surmontée en considérant la µτ -marche comme une sous
marche de la µ-marche sur Td, qui elle est à moment exponentiel fini donc plus
facile à contrôler (notamment grâce au principe des grandes déviations).

Preuve de la proposition 6.5.3

Dans toute cette preuve, on munira Rd de la distance euclidienne standard, et
Td “ Rd{Zd de la distance quotient. Plus précisément, en notant π : Rd Ñ Td la
projection canonique, on pose pour x, y P Td,

dpx, yq :“ inftdprx, ryq, rx P π´1
pxq, ry P π´1

pyqqu

On va montrer le résultat suivant.
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Proposition 6.5.3 bis. Fixons δ ą 0 et notons u la fonction u : Td ´ t0u Ñ
s0,`8r, x ÞÑ dpx, 0q´δ. On peut choisir le paramètre δ pour qu’il existe des constantes
a P r0, 1r, C P r0,`8r, k ě 1 telles que

P k
µτu ď au` C

Remarque. 1q La proposition 6.5.3 s’en déduit en considérant la fonction propre
řk´1
i“0 α

iP i
µu où α Ps1, p 1

a
q

1
k´1 r.

2q µ‹kτ “ µτk où τ k : B Ñ N Y t8u est le temps de k-ième atteinte de χ “ 0.
Ainsi, P k

µτ est l’opérateur de Markov associé à la marche µτk sur Td.

Démonstration de la proposition 6.5.3 bis. On fixe des paramètres δ ą 0, k ě 1 que
l’on ajustera à la fin. On partitionne le tore Td en deux régions : une petite boule ou-
verte centrée en 0 notée D :“ Bp0, εq et son complémentaire noté R :“ X´D. L’hy-
pothèse que la boule est petite signifiera ε ă 1

4e
´2M où M :“ log supt||g||, ||g1||, g P

suppµu.
Fixons x P Td ´ t0u. On note T x1 :“ inftn ą 0, bn . . . b1x P Ru, T x2 :“ inftn ą

T x1 , bn . . . b1x P Ru, etc. les temps de passage dans R, et T x´ :“ maxtT xi , T xi ď τ ku
le dernier temps de passage dans R avant de rencontrer χ “ 0 pour la k-ième fois.

On écrit

pP k
µτuqpxq “

ż

B

upbτkpbq . . . b1xq dβpbq

“

ż

tTx
´
“0u

upbτkpbq . . . b1xq dβpbq `

ż

tTx
´
ě1u

upbτkpbq . . . b1xq dβpbq

Cette décomposition distingue les cas où la trajectoire pbn . . . b1xqně0 sort ou
non du disque D avant l’instant τ kpbq. On va majorer chacune des intégrales en
montrant :

1q Si δ ą 0 est assez petit, alors il existe une constante C P r0,`8r tel que pour
tout x P Td ´ t0u, on a

ş

tTx
´
ě1u upbτkpbq . . . b1xq dβpbq ď C.

2q Si δ ą 0 est assez petit, et k ě 1 assez grand, alors il existe a P r0, 1r tel que
pour tout x P Td ´ t0u, on a

ş

tTx
´
“0u upbτkpbq . . . b1xq dβpbq ď aupxq.

La proposition s’en déduit immédiatement. Comme la preuve à venir est un peu
technique, on explique d’abord la démarche mise en jeu :

Idée pour 1q : Dans ce cas, la µ-marche sur Td issue de x passe par R avant la
k-ième annulation de χ. Or le principe des grandes déviations implique que le temps
de retour à R de la µ-marche sur Td ´ t0u a un moment exponentiel. On s’attend
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donc à ce que la trajectoire issue de x revienne souvent dans R puis que l’instant de
k-ième annulation de χ se fasse à proximité de R. La difficulté est que l’on ne sait
pas quelle excursion hors de R verra χ s’annuler pour la k-ième fois, autrement dit
pour quelle valeur de i ě 1, on a T xi ď τ k ă T xi`1. Cela oblige à sommer sur tous les
cas possibles. Pour obtenir une majoration, on distingue alors suivant la valeur de
χ à l’instant T xi .

Idée pour 2q : Dans ce cas, la µ-marche sur Td issue de x reste dans la boule D
jusqu’à l’instant τ k. On peut donc voir cette marche comme une marche sur Rd´t0u
sans perte d’information. On applique alors le principe des grandes déviations.

Preuve du point 1q

Le paramètre k ě 1 ne sera utile pour le point 2q. On conseille donc pour une
première lecture de supposer k “ 1.

En observant qu’un µ-pas rapproche au plus de 0 par un facteur e´M , on obtient
que :

ż

tTx
´
ě1u

upbτkpbq . . . b1xq dβpbq ď

ż

tTx
´
ě1u

ε´δeδMpτ
k´Tx´q dβ

Il suffit donc de montrer que la variable τ k ´ T x´ a un moment exponentiel uni-
formément borné en x P X ´ t0u au sens où :

Lemme 6.5.5. Il existe des constantes C1 ą 0, α1 ą 0 telles que pour tout x P
Td ´ t0u, n ě 1 on a :

βpT x´ ě 1, τ k ´ T x´ ě nq ď C1e
´α1n

Dans cette preuve, on sera amené à considérer les variables aléatoires Sn :“ B Ñ

Z, b ÞÑ χpbn . . . b1q. Elles constituent une chaîne de Markov sur Z de probabilités de
transition induites par µZ :“ χ‹µ P PpZq. Rappelons que χ‹µ est à support borné
et d’espérance nulle, et que Sn est en particulier récurrente. On se donne l ě 1 tel
que suppχ‹µ Ď r´l, ls.
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Soit n ě 1, en notant pj “ tlog2ju on a :

βpT x´ ě 1, τ k ´ T x´ ě nq “
ÿ

iě1
βpT x´ “ T xi , τ

k
´ T xi ě nq

“
ÿ

iě1
βpτ k ą T xi , T

x
i`1 ´ T

x
i ą τ k ´ T xi ě nq

“
ÿ

i,jě1
βpT xi “ j, τ k ą j, |Sj| ą pj, T

x
i`1 ´ T

x
i ą τ k ´ T xi ě nq

`
ÿ

i,jě1
βpT xi “ j, τ k ą j, |Sj| ď pj, T

x
i`1 ´ T

x
i ą τ k ´ T xi ě nq

ď
ÿ

i,jě1
βpT xi “ j, τ k ą j, |Sj| ą pj, T

x
i`1 ´ T

x
i ą

pj
l
` n

2 q

`
ÿ

i,jě1
βpT xi “ j, τ k ą j, |Sj| ď pj, T

x
i`1 ´ T

x
i ě nq

ď
ÿ

i,jě1
βpT xi “ j, T xi`1 ´ T

x
i ą

pj
l
` n

2 q

`
ÿ

i,jě1
βpT xi “ j, τ k ą j, |Sj| ď pj, T

x
i`1 ´ T

x
i ě nq

où la première des deux inégalités s’obtient en remarquant que si STx
´
ą p ą 0,

alors τ k ´ T x´ ą p{l.
Nous allons maintenant majorer ces deux sommes, que l’on note respectivement

Σ1 et Σ2 :

Σ1 :“
ÿ

i,jě1
βpT xi “ j, T xi`1 ´ T

x
i ą

pj
l
` n

2 q

Σ2 :“
ÿ

i,jě1
βpT xi “ j, τ k ą j, |Sj| ď pj, T

x
i`1 ´ T

x
i ě nq

Nous aurons besoin du lemme suivant qui découle directement du principe des
grandes déviations :

Lemme 6.5.6. Il existe des constantes C2 ą 0, α2 ą 0 telles que pour tout y P R,
n ě 1, on a

βpT y1 ě nq ď C2e
´α2n

Admettons ce lemme provisoirement.
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Majoration de Σ1

Pour i, j ě 1, y P R, on a la majoration de probabilité conditionnelle suivante :

βpT xi`1 ´ T
x
i ą

pj
l
` n

2 | T xi “ j, bj . . . b1x “ yq “ βpT xi`1 ´ T
x
i ą

pj
l
` n

2 | bTxi . . . b1x “ yq

“ βpT y1 ą
pj
l
` n

2 q

ď C2e
´α2

pj`ln

2l

Aini, on peut majorer Σ1 via :

Σ1 “
ÿ

i,jě1

ÿ

yPRXΓ.x
βpT xi “ j, T xi`1 ´ T

x
i ą

pj
l
` n

2 , bj . . . b1x “ yq

ď
ÿ

i,jě1

ÿ

yPRXΓ.x
βpT xi “ j, bj . . . b1x “ yqC2e

´α2
pj`ln

2l

“
ÿ

i,jě1
βpT xi “ jqC2e

´α2
pj`ln

2l

ď pC2
ÿ

jě1
e´α2

pj
2l q e´α2

n
2

où la somme
ř

jě1 e
´α2

pj
2l est finie car car e´α2

pj
2l “ op 1

j2
q. Notons que la dépendance

en x a disparu.

Majoration de Σ2

On raisonne de la même façon que pour Σ1 afin d’obtenir :

Σ2 ď
ÿ

i,jě1
βpT xi “ j, τ k ą j, |Sj| ď pjqC2e

´α2n

ď C2
ÿ

jě1
βpτ k ą j, |Sj| ď pjq e

´α2n

Il reste à montrer que la somme
ř

jě1 βpτ
k ą j, |Sj| ď pjq est finie. Cela découle

des propriétés générales des marches aléatoires sur Z induites par une probabilité
de transition centrée à support borné (voir plus loin). Notons par ailleurs que la
dépendance en x a disparu.

Pour conclure, on obtient la majoration :

βpT x´ ě 1, τ k ´ T x´ ě nq ď pC2
ÿ

jě1
e´α2

pj
2l q e´α2

n
2 ` C2

ÿ

jě1
βpτ k ą j, |Sj| ď pjq e

´α2n

ce qui prouve le lemme 6.5.5, donc le point 1q.
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Preuve du point 2q

Si dpx, 0q ą ε eM , alors le résultat est immédiat car alors tT x´ “ 0u est de mesure
nulle. On peut donc supposer dpx, 0q ă ε eM ă 1

4e
´M où la deuxième inégalité

provient du choix de ε. Procédons à la majoration :

ż

tTx
´
“0u

upbτkpbq . . . b1xq dβpbq “
ÿ

něk

ż

tTx
´
“0,τk“nu

upbn . . . b1xq dβpbq

ď
ÿ

něk

ż

B

||bn . . . b1rx||
´δ dβpbq

où ||.|| dénote la norme euclidienne standard sur Rd, où rx P Rd ´ t0u désigne
l’unique relevé de x de norme ||rx|| ă 1

4e
´M , et où la deuxième inégalité provient

du fait que si T x´pbq “ 0 alors upbτkpbq . . . b1xq “ ||bτkpbq . . . b1rx||
´δ. On poursuit la

majoration grâce au principe des grandes déviations ([16], p12.6q) qui implique le
résultat suivant :

Lemme 6.5.7. Pour v P Rd ´ t0u, n ě 1, notons En
v :“ tb P B, ||bn . . . b1v|| ě

e
λµ
2 n||v||u. Alors il existe des constantes C3 ą 0, α3 ą 0 telles que pour tout v P

Rd ´ t0u, n ě 1, on a :
βpEn

v q ě 1´ C3e
´α3n

On décompose alors
ż

B

||bn . . . b1rx||
´δ dβpbq “

ż

En
rx

||bn . . . b1rx||
´δ dβpbq `

ż

B´En
rx

||bn . . . b1rx||
´δ dβpbq

ď e´
δλµ

2 n
||rx||´δ ` C3e

´α3neδMn
||rx||´δ

On choisit alors δ tel que 0 ă δ ă α3
M
.

ż

B

||bn . . . b1rx||
´δ dβpbq ď p

ÿ

něk

e´
δλµ

2 n
` C3e

´pα3´δMqnqupxq

Le facteur devant upxq étant le reste d’une série convergente, il est strictement
inférieur à 1 pour k assez grand. Cela conclut la preuve du point 2q.

Quelques précisions

1q Preuve du lemme 6.5.6 : on peut se limiter à considérer les points y P R tels
que βpT y1 ě 2q ą 0. Soit un tel y P R. Nécessairement, y P Bp0, εeMq Ď Bp0, 1

4e
´Mq.

Notons ry P Rd son unique de relevé de norme ||ry|| ď εeM . Soit n ě 1. Si b P B est
tel que T y1 pbq ě n, alors on voit par récurrence que pour tout k “ 1, . . . , n, on a
||bk . . . b1ry|| ă ε ă ||ry||. En particulier, b R En

ry (défini dans le lemme 6.5.7). On a
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donc pour tout n ě 1 l’inégalité βpT y1 ě nq ď βpB´En
ry q ď C3e

´α3n avec C3, α3 ą 0
indépendants de y ce qui conclut.

2q A la fin de la majoration de Σ2, dans le point 1q nous avons affirmé que
ř

jě1 βpτ
k ą j, |Sj| ď pjq ą 8. Expliquons pourquoi. Comme c’est un problème de

marche aléatoire général, on préfère revenir à un cadre plus abstrait. On se donne
une probabilité m P PpZq à support fini, centrée, et on note pSnqnPZ la chaîne de
Markov sur Z de probabilités de transition pm ‹ δkqkPZ. On fixe un entier k ě 1, et
on s’intéresse au temps de k-ième passage en 0, noté τ k. Pour l P Z, on notera Pl la
loi de la chaîne pSnqně0 issue du point l.

On note Fj l’évènement Fj :“ tτ k ą j, |Sj| ď pju où pj :“ tlog2ju. On veut
démontrer que

ÿ

jě1
P0pFjq ă 8

L’idée est que la réalisation de l’évènement Fj contraint le temps τ k à appartenir
à une petite fenêtre de valeurs, puis de conclure en utilisant que τ k a un moment
d’ordre 1{4.

On fixe a P N tel que les Xi sont presque sûrement à valeurs dans l’intervalle
A :“ J´a, aK, et on note τA :“ inftn ą 0, Sn P Au le temps de premier retour à A.
Nous nous appuierons sur le lemme suivant :

Lemme 6.5.8. Il existe une constante c ą 0 telle que pour tout l P Z, pour tout
r ą 0,

PlpτA ą rq ď c
|l| ` 1
?
r

Démonstration. Notons τZ´ , τZ` les temps de premier retour aux demi-axes négatif
Z´ :“ tl P Z, l ď 0u et positif Z` “ N. La référence [55] (Proposition 5.15) affirme
qu’il existe une constante c´ ą 0 telle que pour tout l ě 0, pour tout r ą 0,

PlpτZ´ ą rq ď c´
l ` 1
?
r

Par symétrie, il existe une constante c` ą 0 telle que pour tout l ď 0, pour tout
r ą 0,

PlpτZ` ą rq ď c`
|l| ` 1
?
r

Finalement, en posant c :“ maxpc´, c`q et en remarquant que tout changement de
demi-axe impose de rencontrer A, on obtient le résultat.

Pour la suite, on se donne ε Ps0, 1
2a`1r et N ě 0 tels que pour tout l P A, on a

Plpτ k ď Nq ě 1´ ε. On commence par donner une première majoration de P0pFjq.
Remarquons l’inégalité :
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P0pj ă τ k ď j ` j1{4
|Fjq ě inf

lPJ´pj ,pjK
PlppSnqnďj1{4 rencontre 0 au moins k foisq

On vérifie que ce minorant tend vers 1 quand j Ñ `8. On a pour j ě 0 assez
grand, pour tout l P J´pj, pjK,

Plpτ k ď j
1
4 q ě PlpτA ď

1
2j

1
4 , et la suite pSnq

τAďnďτA`
1
2 j

1
4
rencontre k fois 0q

ě PlpτA ď
1
2j

1
4 qp1´ εq

ě p1´ 2cpj ` 1
j1{8 qp1´ εq

ě 1´ ε{2

Comme la valeur ε ą 0 peut être choisie arbitrairement petite, cela donne la
convergence annoncée.

Ainsi, pour j ě 0 assez grand, on a l’inégalité :

P0pj ă τ k ď j ` j1{4
|Fjq ě

1
2

i.e.
P0pj ă τ k ď j ` j1{4

q ě
1
2P0pFjq

On est donc ramené à majorer
ř

jě0 P0pj ă τ k ď j ` j1{4q. Or on peut écrire
ÿ

jě0
P0pj ă τ k ď j ` j1{4

q “
ÿ

jě0

ÿ

jănďj`j1{4

P0pτ
k
“ nq

ď
ÿ

ně0
n

1
4P0pτ

k
“ nq

“ Erpτ kq
1
4 s

où l’inégalité provient de la condition j ă n ď j` j1{4 qui implique que j P NXrn´
n

1
4 , n´ 1s, intervalle d’entiers de cardinal au plus n 1

4 .
Il suffit donc de montrer que τ k admet un moment d’ordre 1{4. Cela équivaut à

montrer la convergence
ÿ

jě0
P0pτ

k
ą j4

q ă 8

Ecrivons P0pτ
k ą j4q “ uj ` vj où

uj :“ P0pτ
k
ą j4, sτ

pj
A ď j4

´Nq vj :“ P0pτ
k
ą j4, sτ

pj
A ą j4

´Nq

avec sτ pjA défini par récurrence en posant : sτ 1
A “ τA et sτ i`1

A :“ inftn ě sτ iA`N |Sn P

Au (temps de retour à A avec écart).
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•
ř

jě0 uj ă 8 :
Pour l1, . . . , lpj P A, on définit l’évènement :

Epl1, . . . , lpjq :“
č

i“1...pj

tS
sτ iA
“ li, et la suite pSnq

sτ iAďnăsτ iA`N
rencontre 0 au plus k ´ 1 fois u

On a uj “
ř

l1,...,lpj PA
P0pτ ą j4, sτ

pj
A ď j4´N,Epl1, . . . , lpjqq ď

ř

l1,...,lpj PA
P0pEpl1, . . . , lpjqq.

Or P0pEpl1, . . . , lpjqq ď εP0pEpl1, . . . , lpj´1qq ď εpj . Finalement uj ď pp2a `
1qεqpj et la somme converge par choix de ε ă 1

2a`1 .

•
ř

jě0 vj ă 8 : Notons τ iA le temps de i-ème retour à l’intervalle A (sans
contrainte d’écart minimal entre τ iA et τ i`1

A ) avec pour convention τ 0
A “ 0.

Pour j ą N
1
4 , on a

vj ď P0psτ
pj
A ą j4

´Nq

ď P0pτ
Npj
A ą j4

´Nq

ď
ÿ

0ďiďNpj´1
P0pτ

i`1
A ´ τ iA ą

j4 ´N

Npj
q

ď Npjc
a
a

Npj
?
j4 ´N

(d’après le lemme 6.5.8)

“ Op
p

3{2
j

j2 q

. Les pvjq sont donc de série convergente.

6.5.2 Cas où χpΓq Ď R est dense

Introduisons quelques notations utiles. Etant donné un intervalle I Ď R, on note
νI :“ νp.ˆ Iq, νb,I :“ νbp.ˆ Iq PMf pTdq. Le lemme 6.2.1 définissant les νb implique
que
• νI “

ş

B
νb,I dβpbq

• @βb P B, νb,IpTdq “ νIpTdq

• @βb P B, pb1q‹νTb,I “ νb,I´χpb1q

Par ailleurs, on rappelle le deuxième point du corollaire 6.1.3 : il existe une
constante c ą 0 tel que la mesure projetée νpTd ˆ .q “ cleb. Quitte à normaliser ν,
on pourra supposer que

νpTd ˆ .q “ leb
Le lemme 6.2.1 implique alors que pour β-presque tout b P B, on a νbpTdˆ .q “ leb,
ou de façon équivalente νb,IpTdq “ lebpIq pour tout intervalle I Ď R.
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Preuve du théorème 6.5.1. Il suffit de montrer que pour β-presque tout b P B, pour
tout intervalle I Ď R de longueur 1, la mesure νb,I sur Td est sans atome. On suppose
par l’absurde que ce n’est pas le cas. Il existe alors I0 Ď R intervalle de longueur 1
tel que

βtb P B, νb,I0 a au moins un atomeu ą 0 p‹q

La première étape est de montrer que les νb,I sont tous atomiques, avec les mêmes
poids :

Lemme 6.5.9. Il existe un ensemble dénombrable S, une famille de coefficients
pαiqiPS P RS

ą0 tels que pour β-presque tout b P B, pour tout intervalle I Ď R de
longueur 1, il existe une famille pxiqiPS P pTdqS de points deux à deux distincts de
Td tels que la mesure νb,I est de la forme :

νb,I “
ÿ

iPS

αiδxi

Démonstration. Commençons par prouver que les νb,I sont atomiques. L’idée est
de décomposer νb comme somme d’une mesure dont la projection sur Td est sans
atome, et d’une autre dont la projection sur Td est purement atomique, puis d’utiliser
l’ergodicité de ν pour montrer que la première est nulle.

Lemme 6.5.10. Pour β-presque tout b P B, il existe une décomposition

νb “ νnatb ` νatb

où νnatb , νatb P MRadpTd ˆ Rq, telle que pour tout I Ď R, νnatb,I est sans atome, νatb,I
est atomique. De plus, cette décomposition est unique et µ-équivariante : @βb P
B, pb1q‹ν

nat
Tb “ νnatb , pb1q‹ν

at
Tb “ νatb .

Preuve du lemme 6.5.10. Soit b P B tel que νbpTd ˆ .q “ leb. On pose Ab :“ tx P
Td, νbptxu ˆ Rq Ps0,`8squ, puis νatb :“ νb|AbˆR, νnatb :“ νb|Ac

b
ˆR. Par défintion, pour

tout intervalle I, les mesures νatb,I , νnatb sont respectivement atomiques et sans atome.
L’unicité se vérifie directement. L’équivariance annoncée provient de l’équivariance
des νb, qui implique notamment que pour β-presque tout b P B, on a b1ATb “ Ab.

Montrons maintenant que β-presque sûrement, on a νb “ νatb . On pose νnat :“
ş

B
νnatb dβpbq, νat :“

ş

B
νatb dβpbq. Ce sont des mesures µ stationnaires grâce à la

relation d’équivariance du lemme 2. De plus, νat ‰ 0 par hypothèse p‹q. On a
ν “ νnat ` νat donc par ergodicité de ν, il existe c ą 0 tel que ν “ cνat. Or les
mesures limites de νat sont les pνatb q. On en déduit que les νb,I “ cνatb,I sont atomiques,
puis que νnatb “ 0. Finalement, ν “ νat et pour β-presque tout b P B, νb “ νatb .

On prouve maintenant que les poids des atomes intervenant dans νb,I , où I Ď R
est un intervalle de longueur 1, ne dépendent pas de b et I. On rappelle qu’au
vue de la normalisation de ν, presque tous les νb,I sont de masse 1. Soit N ě 0,
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k “ pkiqiě1 P t0, . . . , 2N ´ 1uN‹ . On définit EN,k :“ Πiě1s
ki
2N ,

ki`1
2N s Ďs0, 1s

N‹ . On note
EN,k Ď B l’ensemble des b P B tels que les poids des atomes de νb,r0,1s classés par
ordre décroissant appartiennent à EN,k.

On a ainsi des partitions B “ E0,0, et EN,k “ >tEN`1,l, EN`1,l Ď EN,ku. De
plus, à N fixé, la probabilité β est concentrée sur une union finie d’ensembles EN,k
où k varie dans t0, . . . , 2N ´ 1uN‹ . On peut donc se donner une suite décroissante
pEN,kpNqqNě0 (pour l’inclusion) telle que pour tout N ě 0, on a βpEN,kpNqq ą 0. Pour
i ě 1, la suite pk

pNq
i

2N q P r0, 1s
N‹ est de Cauchy, on note αi :“ limNÑ8

k
pNq
i

2N . La suite
des pαiq est décroissante et

ř

iě1 αi “ 1 (en se rappelant que ν est normalisée, donc
que les νb,r0,1s sont tous de masse 1).

On pose S :“ ti ě 1, αi ą 0u et on vérifie que la famille de coefficients pαiqiPS
convient. Soit b P B β-typique, écrivons νb,r0,1s “

ř

iPJ1,pK ciδxi où p P N Y t8u, la
suite pciq est décroissante strictement positive, les xi sont deux à deux distincts. Soit
N ě 0. Comme βpEN,kq ą 0, il existe une extraction σ : N Ñ N telle que pour tout
n ě 0, T σpnqpbq P EN,k et χpb1 . . . bσpnqq Ñ

nÑ8
0 (par conservativité et ergodicité de la

marche χ‹µ sur R pour la mesure de lebesgue et application de la proposition 1.3.6
f)). De plus, on a l’égalité :

νb,r0,1s “ pb1 . . . bσpnqq‹νTσpnqb, r0,1s`εn

où εn “ χpb1 . . . bσpnqq.
Les poids des atomes de νb,r0,1s sont donc les mêmes que ceux de νTσpnqb, r0,1s`εn .

Comme on a normalisé ν pour avoir νpTd ˆ r0, 1sq “ 1, on a |νTσpnqb, r0,1s`εn ´
νTσpnqb,r0,1s| ď εn. Le fait que T σpnqpbq P EN,k implique alors que pour tout i P J1, pK,
pour tout n ě 0 assez grand, on a k

pNq
i

2N ´εn ď ci ď
k
pNq
i `1
2N `εn. On fait tendre nÑ `8

pour obtenir k
pNq
i

2N ď ci ď
k
pNq
i `1
2N , puis N Ñ `8 pour obtenir ci “ αi. On a montré

que J1, pK Ď S et pour tout i P J1, pK, ci “ αi. Comme
ř

iPJ1,pK ci “ 1 “
ř

iPS αi, on a
nécessairement que J1, pK “ S, ce qui conclut la preuve du lemme 6.5.9.

La suite de la preuve consiste à montrer que les mesures νI P Mf pTdq ne dé-
pendent pas de l’intervalle I de longueur 1. Cela implique qu’à I fixé, la mesure
projetée νI est µ-stationnaire sans atome, donc que les νb,I sont sans atomes (via
Benoist-Quint). Pour prouver que νI ne dépend pas de I, il suffit de remarquer que
c’est le cas des mesures limites νb,I .

Lemme 6.5.11. Pour β-presque tout b P B, pour tous intervalles I, J Ď R de
longueurs 1 on a νb,I “ νb,J . En particulier, νI “ νJ .

Démonstration. Soit b P B comme dans le lemme 6.5.9 et tel que νbpTd ˆ .q “ leb.
On énumère l’ensemble des poids αi en une suite strictement décroissante a1 :“
maxαi ą a2 :“ maxαiăa1 αi ą . . . éventuellement finie. On raisonne par couches en
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montrant d’abord que les atomes de masse a1 de νb,I et νb,J sont les mêmes, puis
que ceux de masse a2 sont les mêmes etc.

Soit ε Ps0, a1 ´ a2r. Pour tout x P Td tel que νb,Ipxq “ a1, on a νb,I` εpxq ě
a1 ´ ε ą a2 (car νbpTd ˆ .q “ leb). On a ainsi νb,I` εpxq “ a1 d’après le lemme 6.5.9.
Par symétrie, on a donc montré que tx P Td, νb,I “ a1u “ tx P Td, νb,I`ε “ a1u. Par
connexité de R, on en déduit que tx P Td, νb,I “ a1u “ tx P Td, νb,J “ a1u.

On reprend ensuite le raisonnement précédant avec ε Ps0, a2´a3r, puis ε Ps0, a3´

a4r, etc. pour en déduire l’égalité des couches successives. Finalement, νb,I “ νb,J .
Enfin, νI “ νJ en intégrant l’égalité obtenue.

Corollaire. Pour I Ď R intervalle de longueur 1, la mesure νI est µ-stationnaire.

Démonstration. Soit A Ď Td mesurable. On a
ş

G
g‹νIpAqdµpgq “

ş

G
νpg´1A ˆ

Iq dµpgq “
ş

G
νpg´1Aˆ I ´ χpgqq dµpgq “

ş

G
pg‹νqpAˆ Iq dµpgq “ νIpAq.

Conclusion. Soit I0 l’intervalle mentionné au début de la preuve. Comme la me-
sure νI0 sur Td est finie, µ-stationnaire, sans atome, et comme µ est à support fini
engendrant un semi-groupe Γ :“ xsuppµy fortement irréductible, on a via Benoist-
Quint [13] que les mesures limites pνI0,bqbPB sont sans atome. Or pour β-presque tout
b P B, on a νb,I0 “ νI0,b. Cela génère une contradiction car on était parti de l’hypo-
thèse qu’une proportion non nulle de mesures pνb,I0qbPB avait au moins un atome,
donc conclut la preuve du théorème 6.5.1.
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6.6 Description des fibres

L’argument de dérive exponentielle repose sur une description précise des fibres
du système dynamique pB`, T`q introduit dans la section 6.4. Rappelons brièvement
sa définition. On s’est fixé une probabilité µ P PpSLdpZqq à support fini, on a noté
Γ :“ xsupp µy le semi-groupe engendré par son support, et on s’est donné χ : Γ Ñ R
un morphisme de semi-groupes. Cela définit une action de Γ sur X :“ Td ˆ R via
g.px, tq :“ pgx, t` χpgqq, puis une marche aléatoire sur X de probabilités de transi-
tions pµ‹δpx,tqqpx,tqPX . On a noté B “ ΓN‹ , β :“ µbN

‹ , T : B Ñ B, pbiqiě1 ÞÑ pbi`1qiě1
le shift. On a introduit G :“ sΓZ Ď SLdpRq l’adhérence de Zariski de Γ puis des
objets algrébiques K, a, Σ, Π, P, etc. permettant d’exploiter la nature algébrique
de G, ainsi que des applications θ : B Ñ aF , O : B Ñ OrpRq. On s’est enfin donné
une mesure de Radon ν PMRadpXq µ-stationnaire, et une décomposition pνbqbPB de
ν en mesures limites. Tout cela a été possible sous l’hypothèse que Γ est fortement
irréductible et χ‹µ P PpRq est centrée.

Dans cette sous-section, on n’utilisera pas les définitions précises des applications
θ et O, ni les hypothèses faites sur µ.

Le système dynamique pB`, β`, T`q que nous considérons est donné par :

• B` “ B ˆ aF ˆOrpRq ˆX

• T` : B` Ñ B`, pb, z, O, xq ÞÑ pTb, z ´ θpbq, OOpbq´1, b´1
1 xq.

• β` :“
ş

B
δpb,z,Oq b νb dβpbqdlebaF pzqdhpOq

où lebaF et h sont des mesures de Haar sur aF et OrpRq, fixées une fois pour toute.
On notera B` la tribu produit sur B`.

Dans un premier temps, on donne une description précise des fibres de pB`, β`, T`q
et de la désintégration de β` le long de celles ci. On voit ensuite pourquoi les fibres ne
peuvent pas s’accumuler dans des parties de petite mesure (ce qui est un phénomène
général).

6.6.1 Mesures conditionnelles le long des fibres

Soit c P B`, n ě 0. On appelle n-fibre passant par c l’ensemble

Fn,c :“ tc1 P B`, pT`qnpc1q “ pT`qnpcqu

Le lemme suivant affirme qu’on peut paramétrer Fn,c par Γn. On note

θnpbq :“
n´1
ÿ

k“0
θpT kbq Onpbq :“ OpT n´1bqOpT n´2bq . . . Opbq
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Lemme 6.6.1. Pour c “ pb, z, O, xq P Bf , n ě 0, définissons
hn,c : Γn Ñ B`, a ÞÑ paT nb, z´θnpbq`θnpaT

nbq, OOnpbq
´1OnpaT

nbq, a1 . . . anb
´1
n . . . b´1

1 .xq

où on a noté a “ pa1, . . . , anq et aT nb “ pa1, . . . , an, bn`1, bn`2, . . . q.
Alors hn,c est une bijection entre Gn et Fn,c.

Démonstration. C’est un calcul direct.

Désintégrons maintenant β` le long des fibres. Pour n ě 0, on note Q`n :“
pT`q´npB`q. C’est une sous tribu de B` dont l’atome contenant un point c P B`
est exactement Fn,c. Comme la mesure restreinte β`

|Q`n
est σ-finie, on peut se donner

une décomposition de β` en mesures conditionnelles par rapport à la sous tribu
Q`n , que l’on note pβ`n,cqcPB` . Rappelons que la famille pβ`n,cqcPB` est une famille
Q`n -mesurable de mesures sur B` telle que β` “

ş

B`
β`n,c dβ

`pcq et vérifiant pour
β`-presque tout c que β`n,c est concentrée sur Fn,c. De plus, une telle famille est
unique (en dehors d’un ensemble β`-négligeable) et liée à la notion d’espérance
conditionnelle : si ϕ : B` Ñ r0,`8s est une fonction positive B`-mesurable, alors
pour β`-presque tout c P B`, on a Epϕ|Q`n qpcq “ β`n,cpϕq.

Le lemme 6.6.1 identifie Fn,c à Γn. La mesure conditionnelle β`n,c P MpFn,cq
correspond alors à la probabilité µbn :
Lemme 6.6.2. Pour β`-presque tout c P B`, on a β`n,c “ phn,cq‹µbn

Démonstration. Il s’agit de vérifier que les phn,cq‹µbn vérifient les propriétés ca-
ractérisant les mesures conditionnelles β`n,c. L’application hn,c ne dépend que de
pT`qnpcq donc la famille phn,cq‹µbn est Q`n,c-mesurable. Le lemme précédent garan-
tit que ces mesures sont concentrées sur les n-fibres. Pour conclure, on doit vérifier
que

ş

B`
phn,cq‹µ

bn dβ`pcq “ β`. Soit ϕ : B` Ñ r0,`8s une application mesurable.
En notant c “ pb, z, O, xq P B`, en utilisant le théorème de Fubini, l’invariance des
mesures Haar et l’équivariance des mesures limites, on obtient :

ż

B`
phn,cq‹µ

bn
pϕqdβ`pcq

“

ż

B`

ż

Γn
ϕpaT nb, z ´ θnpbq ` θnpaT

nbq, OOnpbq
´1OnpaT

nbq, a1 . . . anb
´1
n . . . b´1

1 xqdµbnpaqdβ`pcq

“

ż

B`

ż

Γn
ϕpaT nb, z, O, a1 . . . anb

´1
n . . . b´1

1 xq dµbnpaqdβ`pcq

“

ż

BˆaFˆOrpRq

ż

Γn

ż

X

ϕpaT nb, z, O, a1 . . . anb
´1
n . . . b´1

1 xq dνbpxqdµ
bn
paqdβpbqdlebaF pzqdhpOq

“

ż

BˆaFˆOrpRq

ż

Γn

ż

X

ϕpaT nb, z, O, xq dνaTnbpxqdµ
bn
paqdβpbqdlebaF pzqdhpOq

“

ż

BˆaFˆOrpRq

ż

X

ϕpaT nb, z, O, xq dνbpxqdβpbqdlebaF pzqdhpOq

“ β`pϕq
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La preuve de la dérive exponentielle se fera en restriction à une fenêtre W Ď

B` (formellement une partie B`-mesurable de mesure finie non nulle). On termine
ce paragraphe en désintégrant la mesure β`

|W restreinte à la fenêtre par rapport
aux morceaux de fibres Fn,c XW . Pour cela, notons β`W :“ β`

|W , Q`W,n :“ pQ`n q|W
la tribu trace de Q`n sur W , et pβ`W,n,cqcPW une décomposition de β`W en mesures
conditionnelles par rapport à la sous tribu Q`W,n. On pose par ailleurs Qn,c :“ ta P
Γn, hn,cpaq P W u.

Le morceau de fibre Fn,cXW s’identifie àQn,c. Le lemme suivant affirme qu’alors la
mesure conditionnelle β`W,n,c PMpFn,cXW q correspond à la mesure µbn

|Qn,c
normalisée.

Lemme 6.6.3. Soit Qn,c :“ ta P Γn, hn,cpaq P W u. Pour β`W -presque tout c P W ,
on a µbnpQn,cq ą 0 et

β`W,n,c “ phn,cq‹
1

µbnpQn,cq
µbn
|Qn,c

Démonstration. Au vu du lemme 6.6.2, il s’agit de montrer que pour β`W -presque
tout c P W , on a β`n,cpW q ą 0 et

β`W,n,c “
1

β`n,cpW q
pβ`n,cq|W

Vérifions la première assertion. On pose E :“ tc P B`, β`n,cpW q “ 0 u. Alors
0 “

ş

E
β`n,cpW qdβ

`pcq “
ş

E
Eβ`p1W |Q`n qpcqdβ`pcq “

ş

E
1W pcqdβ`pcq car E est Q`n -

mesurable. Ainsi, β`pE XW q “ 0.
Vérifions l’expression de β`W,n,c. Il s’agit de voir que la famille p 1

β`n,cpW q
pβ`n,cq|W qcPW

(définie pp) vérifie les propriétés caractérisant les mesures conditionnelles. Il est im-
médiat qu’elle estQ`W,n-mesurable, et que pour presque tout c P W , on a 1

β`n,cpW q
pβ`n,cq|W

concentré sur l’atome de Q`W,n contenant c. Par ailleurs, si ϕ : W Ñ r0,`8s est une
fonction positive B`

|W -mesurable, on a
ż

W

pβ`n,cq|W pϕq

β`n,cpW q
dβ`pcq “

ż

B`
1W pcq

Eβ`pϕ|Q`n qpcq
Eβ`p1W |Q`n qpcq

dβ`pcq

“

ż

B`
Eβ`p1W |Q`n qpcq

Eβ`pϕ|Q`n qpcq
Eβ`p1W |Q`n qpcq

dβ`pcq

“

ż

B`
Eβ`pϕ|Q`n qpcqdβ`pcq

“ β`pϕq

On a donc l’expression annoncée pour les mesures conditionnelles restreintes.
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6.6.2 Equirépartition des morceaux de fibres

Dans cette partie, on montre que les morceaux de fibres Fn,cXW du paragraphe
précédent ne peuvent pas s’accumuler dans des parties de W de mesure trop petite.
C’est en fait un résultat général que nous allons expliquer dans un cadre abstrait.
Soit pE, Eq un espace mesurable, m P MσpE, Eq une mesure σ-finie sur pE, Eq, et
T : E Ñ E une application mesurable telle que T‹m “ m.

Cas probabilisé : équirépartition des fibres

Supposons mpEq “ 1. Pour c P E, n ě 0, on note toujours Fn,c :“ tc1 P
E, T npc1q “ T npcqu la n-fibre passant par c.

On veut comprendre comment se répartissent les points de Fn,c dans E pour n
grand et c fixé. Pour cela, on introduit Qn :“ T´npEq sous tribu de E , dont l’atome
contenant c est exactement Fn,c. Alors, si on se donne une partie mesurable A P E ,
l’espérance conditionnelle Emp1A|Qnqpcq décrit la proportion selon m d’éléments de
Fn,c se trouvant dans A. On énonce le théorème d’équirépartition des fibres de la
façon suivante : on note Q8 :“ Xně0Qn.

Théorème 6.6.4. Soit ψ P L1pE, E ,mq. On a la convergence presque sûre :

Empψ|Qnq Ñ Empψ|Q8q

Démonstration. La suite de sous-tribus pQnqně0 est de plus en plus grossière. On
applique un théorème de convergence des martingales (par rapport à des filtrations
décroissantes).

En restriction à une fenêtre : équirépartition des morceaux de fibres

Nous serons amenés à étudier les fibres d’un système dynamique en mesure infinie,
et plus précisément la façon dont ces fibres se répartissent dans une fenêtre de mesure
finie. Voyons que les résultats du cas probabilisé se transposent à ce cadre.

Reprenons les notations précédentes, mais avec m seulement supposée σ-finie. On
se donne W Ď E une partie mesurable de mesure finie non nulle.

On a alors un espace mesuré restreint pW, E|W ,m|W q et des sous-tribus traces
QW,n :“ Qn|W , QW,8 :“

Ş

ně0QW,n. Alors, si on se donne une partie mesurable A P
E|W , l’espérance conditionnelle Em|W p1A|QW,nqpcq décrit la proportion d’éléments de
Fn,c se trouvant dans A parmi ceux qui se trouvent dans la fenêtre W . On énonce
le théorème d’équirépartition des morceaux de fibres de la façon suivante :

Théorème 6.6.5. Soit ψ P L1pW, E|W ,m|W q. On a la convergence presque sûre :

Em|W pψ|QW,nq Ñ Em|W pψ|QW,8q

Démonstration. C’est la même démonstration que dans le cas des fibres.
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Expliquons enfin pourquoi ce théorème affirme que les morceaux de fibres ne
s’accumulent pas dans des parties de W de mesure trop petite.

Corollaire 6.6.6. Soit ε ą 0, N Ď W une partie mesurable telle que mpNq ă ε2

2 .
Alors il existe K Ď W mesurable vérifiant mpW ´ Kq ă ε et un rang n0 ě 0 tels
que pour tout c P K, pour tout n ě n0, on a

Em|W p1N |QW,nqpcq ă ε

Remarque. L’énoncé du corollaire suppose qu’on a fixé des versions des espérances
conditionnelles Ep1N |QW,nq dans L 1

m|W
pW,QW,nq.

Démonstration. Notons ψ “ Em|W p1N |QW,8q P L 1
m|W

pW,QW,8q une version de l’es-
pérance conditionnelle de 1N par rapport à QW,8. C’est une fonction non négative
telle que

ş

W
ψ dm|W ă ε2

2 . On en déduit que m|W tψ ě
ε
2u ă ε. Or d’après le théo-

rème d’équirépartition des morceaux de fibres, on a la convergence presque sûre
Em|W p1N |QW,nq Ñ ψ. De plus, le théorème d’Egoroff donne l’existence d’une partie
mesurable K Ď tψ ă ε

2u telle que mpW ´ Kq ă ε et sur laquelle la convergence
est uniforme. Il existe donc un rang n0 ě 0 à partir duquel pour tout c P K, on a
|Em|W p1N |QW,nqpcq ´ ψpcq| ă ε{2 puis Em|W p1N |QW,nqpcq ă ε.
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6.7 Théorème local limite

Ce qui suit prépare la preuve de la loi des angles donnée dans la section suivante.
On y prouve un théorème local limite qui permettra d’estimer selon quelle proportion
une fibre du système dynamique pB`, T`, β`q rencontre une fenêtre W Ď B` fixée
au préalable.

6.7.1 Rappels

On rappelle un théorème local limite avec déviations modérées démontré dans
[16]. Les notations de cette sous-section sont indépendantes de ce qui précède. On
pourra se référer à [16] (sections 10, 14, 15) pour un exposé détaillé. Soit X un
espace métrique compact, Γ un semi-groupe localement compact à base dénombrable
agissant continument sur X, F un groupe fini, s : Γ Ñ F un morphisme de groupes,
et f : X Ñ F, x ÞÑ fx une application continue Γ-équivariante.

Plus tard, on spécifiera X “ G{Pc variété drapeau d’un groupe algébrique réel
semi-simple, Γ Ď G sous groupe discret Zariski-dense agissant sur X par multipli-
cation à gauche, F “ G{Gc, s, f les projections canoniques sur F .

On se donne une probabilité µ P PpΓq sur Γ, apériodique dans F (autrement dit,
le support de s‹µ egendre F et n’est contenu dans aucun translaté de sous-groupe
cocylique de F , hormis F tout entier). On suppose de plus que l’action de Γ sur X
est µ-contractante au dessus de F (i.e. que l’itération de la µ-marche sur X contracte
la distance sur chaque fibre de f , cf. [16], section 10.1 pour une définition précise).
Dans ce cas, X admet une unique probabilité µ-stationnaire que l’on note ν0 (cf.
[16], lemme 10.5)

On se donne σ : ΓˆX Ñ Rd un cocycle continu tel que les fonctions σsup : Γ Ñ
r0,`8s, g ÞÑ supxPX ||σpg, xq|| et σlip : Γ Ñ r0,`8s, g ÞÑ sup

fx“fx1

||σpg,xq´σpg,x1q||
dpx,x1q

sont

µ-presque sûrement bornées.
D’après ([16], 2.4.1), le cocycle σ est cohomologue à un cocycle σ0 : ΓˆX Ñ Rd

dont la fonction σ0,sup est µ-presque sûrement bornée et tel que l’application de
dérive X Ñ Rd, x ÞÑ

ş

Γ σ0pg, xqdµpgq est constante (on dit que σ est spécial). On
notera

σµ :“
ż

ΓˆX
σpg, xq dµb ν0pg, xq P Rd

cette constante et

Eµ :“ VectRtσ0pg, xq ´ σµ, g P suppµ, x P supp ν0u

On a par ailleurs (via [16], corollary 14.10) l’existence d’un plus petit sous groupe
fermé de Rd, noté ∆µ, tel qu’il existe une fonction continue ϕ : supp ν0 Ñ Rd{∆µ et
une constante v P Rd{∆µ pour lesquels, pour tout g P supp µ, x P supp ν0 on a

σpg, xq mod ∆µ “ v ` ϕpxq ´ ϕpgxq
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.
Remarquons qu’à priori, ϕ n’admet pas de relevé à Rd. Le sous groupe ∆µ est

appelé image résiduelle du cocycle σ. On a de plus ∆µ Ď Eµ cocompact ([16],
proposition 14.8).

On énonce maintenant le théorème local limite sous les hypothèse où Eµ “ Rd

et il existe une fonction continue rϕ0 : supp ν0 Ñ Rd telle que pour tout g P supp µ,
x P supp ν0 on a

σpg, xq mod ∆µ “ rϕ0pxq ´ rϕ0pgxq mod ∆µ

La première hypothèse garantit que la matrice de covariance Φµ :“ covµbν0pσ0q P

MdpRq est symétrique définie positive, et induit donc un produit scalaire sur Rd.
C’est en particulier un produit scalaire sur la composante neutre ∆µ,0 de ∆µ (qui
est un sous-espace vectoriel de Rd). On note πµ la mesure de Haar sur ∆µ qui donne
le poids 1 aux cubes unités de Φµ|∆µ,0 . Dans le cas où ∆µ est discret, il s’agit de la
mesure de comptage. La mesure intervenant dans le théorème local limite est une
moyenne de translatés de πµ, définie pour C Ď Rd mesurable, par :

ΠµpCq :“
ż

X

πµpC ` rϕ0pxqq dν0pxq

On peut enfin énoncer un théorème local limite avec déviations modérées. Une
démonstration se trouve dans [16] (theorem 15.1).

Théorème 6.7.1. Fixons une partie convexe bornée C Ď Rd et une constante R ą 0.
On se donne un point x P supp ν0, une suite de vecteurs pvnq P pRdqN telle que
||vn||Φµ ď R

?
n log n pour tout n ě 1. Alors on a la convergence :

p2πnq d2 e
1

2n ||vn||
2
Φµµ‹npg P Γ, σpg, xq´nσµ P C`vnq´ΠµpC`vn`nσµ´ rϕ0pxqq Ñ

nÑ`8
0

De plus, cette convergence est uniforme en le point x P supp ν0 et en la suite pvnq
satisfaisant l’hypothèse de domination (avec R fixé au préalable.)

6.7.2 Taille des morceaux de fibres

On revient au cadre de la marche sur Td ˆ R. On se donne µ P PpSLdpZqq
une probabilité à support fini engendrant un sous semi-groupe Γ Ď SLdpZq dont
l’adhérence de Zariski G :“ sΓZ Ď SLdpRq est semi-simple, et χ : Γ Ñ R un
morphisme de semi-groupes tel que la probabilité image χ‹µ P PpRq est centrée. Pour
prouver la dérive exponentielle, on pourra toujours se ramener au cas où µpeq ą 0
(qui implique que µ est apériodique dans F :“ G{Gc) et χ ı 0. On fera donc ces
hypothèses, qui simplifient les énoncés et les preuves dans la suite.
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On reprend les notations de la section 6.4. Nous allons appliquer les rappels
précédents à la variété drapeau P :“ G{Pc munie de l’action de Γ par translation,
les morphismes s : Γ Ñ F , f : P Ñ F désignant les projections canoniques dans
F . L’application f est bien continue Γ-équivariante.

L’action de Γ sur P est µ-contractante au dessus de F (cf. [16], 12.2), on note
νP P PpPq l’unique probabilité µ-stationnaire sur P. Soit aF :“ tx P a, F.x “ xu
le sous espace vectoriel de a fixé par F , σ : G ˆ P Ñ a le cocycle d’Iwasawa,
σF :“ 1

|F |
ΣfPFf.σ : GˆP Ñ aF son projeté sur aF . On introduit

σF,χ : ΓˆP Ñ aF ˆ R, pg, xq ÞÑ pσF pg, xq, χpgqq

Alors σF,χ est un cocycle continu dont les fonctions pσF,χqsup et pσF,χqlip sont µ-
presque sûrement bornées (car c’est le cas pour σ, cf [16], 12.1). De plus, comme le
vecteur de Lyapunov σµ :“ µb νPpσq P a

F est F -invariant et comme la probabilité
χ‹µ est centrée, la moyenne pσF,χqµ :“ µbνPpσF,χq de σF,χ est donnée par pσF,χqµ “
pσµ, 0q.

On va prouver un théorème local limite pour σF,χ. La première étape sera de
démontrer le lemme suivant :

Lemme 6.7.2. Pour le cocycle σF,χ : GˆP Ñ aF ˆ R, nous avons :

• Eµ “ aF ˆ R.

• Si ĘχpΓq “ R, alors ∆µ “ aF ˆ R.

• Si χpΓq Ď R est discret, alors ∆µ “ aF ˆ kχpΓq pour un certain k ě 1.

Notons l :“ dimR a
F , fixons une fois pour toute Πµ PMRadpaFˆRq une mesure de

Haar sur aF ˆĘχpΓq, ainsi qu’une norme sur a,. Nous déduirons du lemme précédent
que quitte à normaliser Πµ, on a un théorème local limite avec déviations modérées
pour le cocycle σF,χ :

Théorème 6.7.3 (TLL pour TdˆR ). Fixons des parties convexes bornées U Ď aF ,
I Ď R et une constante R ą 0. On se donne un point x P supp νP , et des suites
punq P pa

F qN, ptnq P RN telles que ||an||, |tn| ď R
?
n log n pour tout n ě 1. Alors on

a la convergence :

p2πnq
l`1
2 e

1
2n ||pun,tnq||

2
Φµµ‹npg P Γ, σF pg, xq´nσµ P U`un, χpgq P I`tnq´ΠµpUˆI`tnq Ñ

nÑ`8
0

De plus, cette convergence est uniforme en le point x P supp νP et en les suites
punq, ptnq satisfaisant l’hypothèse de domination (avec R fixé au préalable.)
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Preuve du lemme 6.7.2

On montre d’abord que l’hypothèse µpeq ą 0 simplifie la caractérisation de ∆µ.
C’est un phénomène général, on reprend donc momentanément les notations de
6.7.1.

Lemme 6.7.4 (“v “ 0, g P Γ”). Supposons que supp µ engendre Γ comme semi-
groupe, et µpeq ą 0. Alors ∆µ est le plus petit sous-groupe fermé ∆ Ď Rd tel qu’il
existe une application continue ϕ : supp ν0 Ñ Rd{∆ vérifiant pour tout g P Γ,
x P supp ν0 :

σpg, xq mod ∆ “ ϕpxq ´ ϕpgxq

Démonstration. Il est clair qu’un tel sous groupe ∆ vérifie la propriété pour laquelle
∆µ est un minorant global (définie dans le rappel). On a donc ∆ Ě ∆µ. Par ailleurs,
∆µ lui même vérifie la propriété du lemme. En effet, par définition, il existe une
fonction continue ϕ : supp ν0 Ñ Rd{∆µ et une constante v P Rd{∆µ pour lesquels,
pour tout g P supp µ, x P supp ν0 on a

σpg, xq mod ∆µ “ v ` ϕpxq ´ ϕpgxq

Appliqué en g “ e P supp µ, on obtient que v “ 0. On en déduit alors par la propriété
de cocycle et le fait que supp ν0 est Γ-invariant que σpg, xq mod ∆ “ ϕpxq ´ϕpgxq
pour tout g P Γ, x P supp ν0

On revient au cadre de la section 6.7.2. En particulier, σ désigne le cocycle d’Iwa-
sawa.

Lemme 6.7.5 (Apériodicité d’un projeté du cocycle d’Iwasawa). Soit b Ď a un
sous-espace vectoriel et p : a Ñ b un projecteur sur b. Alors pour le cocycle p ˝ σ :
GˆP Ñ b, nous avons

∆µpp ˝ σq “ Eµpp ˝ σq “ b

C’est en particulier le cas pour le cocycle projeté σF .

Démonstration. Remarquons que p˝σ est bien un cocycle continu dont les fonctions
pp ˝ σqlip et pp ˝ σqsup sont µ-presque sûrement bornées. Les notations ∆µpp ˝ σq et
Eµpp ˝ σq ont donc bien un sens. Le reste est une conséquence de l’apériodicité du
cocycle d’Iwasawa (voir [14], proposition 17.1). En effet, soit ∆ Ď b un sous groupe
fermé et ϕ : supp νP Ñ b{∆ une fonction continue telle que pour tout g P supp Γ,
x P supp νP on a

p ˝ σpg, xq mod ∆ “ ϕpxq ´ ϕpgxq

Alors, pour tout g P supp Γ, x P supp νP on a

σpg, xq mod Ker p`∆ “ ϕpxq ´ ϕpgxq
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où on voit ϕ comme une fonction à valeurs dans a{pKer p ` ∆q ” b{∆. On en
déduit que Ker p`∆ Ě ∆pσq “ a puis que ∆ “ b.

Lemme 6.7.6. On a l’inclusion : aF ˆ t0u Ď ∆µ

Démonstration. L’idée est de restreindre σF,χ en un cocycle pour lequel χ “ 0 puis
d’utiliser l’apériodicité d’un projeté du cocycle d’Iwasawa. La difficulté est que Γ
n’est pas un groupe à priori mais seulement un semi-groupe, si bien que l’ensemble
d’annulation tχ “ 0u pourrait être trivial, et ce même en sachant que Γ est Zariski-
dense dans G semi-simple (considérer par exemple : G “ SL2pRq, Γ Ď SL2pRq
semi-groupe Zariski-dense, librement engendré par deux éléments a0, a1 et définir χ
tel que χpa0q “ 1, χpa1q “ ´

?
2).

Pour contourner cette difficulté, on note tg1, . . . , gsu :“ supp µ, on introduit
L :“ xa1, . . . , asy le groupe libre à s générateurs a1, . . . , as, on pose µL P PpLq la
probabilité sur L donnée par µLpaiq “ µpgiq et on fait agir L sur la variété drapeau
P via le morphisme de groupes LÑ G, ai ÞÑ gi. Comme les marches sur P données
par pL, µLq et pΓ, µq coïncident, on a en particulier que ∆µL “ ∆µ. Dans la suite,
on notera abusivement Γ Ď L le sous semi-groupe de L engendré par a1, . . . , as,
xΓy “ L et χ : xΓy Ñ R le morphisme défini par χpaiq “ χpgiq.

D’après le lemme 6.7.4, il existe une application continue ϕ : supp νP Ñ paF ˆ

Rq{∆µ vérifiant pour tout g P Γ, x P supp νP :

pσF pg, xq, χpgqq mod ∆µ “ ϕpxq ´ ϕpgxq (˚)

En remplaçant x par g´1x, on obtient

p´σF pg
´1, xq, χpgqq mod ∆µ “ ϕpg´1xq ´ ϕpxq

puis, ∆µ étant stable par passage à l’opposé :

pσF pg
´1, xq, χpg´1

qq mod ∆µ “ ϕpxq ´ ϕpg´1xq

Ainsi la relation p˚q est également satisfaite pour g´1, puis finalement pour tout
g P xΓy, x P supp νP . Considérons le sous groupe Γ0 :“ tχ “ 0u Ď xΓy. Il contient le
sous groupe dérivé rxΓy, xΓys. Sa réalisation dansG (via le morphisme LÑ G) a donc
pour adhérence de Zariski un sous groupe G0 qui contient rG,Gs, et est en particulier
d’indice fini dans G (qui est semi-simple). On se donne une probabilité µ0 P PpΓ0q à
support fini engendrant un sous groupe Zariski dense dans G0, et apériodique dans
F0 :“ G0{Gc. La marche pΓ0, µ0q est ainsi contractante sur P0 :“ G0{Pc au dessus
de F0, d’unique probabilité stationnaire notée νP0 P PpP0q. On note ∆µ0 Ď aF

l’image résiduelle du cocycle pσF,χq|Γ0ˆP0 . Comme supp νP Ď P est xΓy-invariant,
il est en particulier Γ0-invariant, donc supp νP0 Ď supp νP . La relation p˚q entraine
alors l’inclusion : ∆µ0 Ď ∆µ.
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Il suffit donc de vérifier que ∆µ0 “ aF ˆ t0u pour terminer la preuve. Comme
ImpσF,χq|Γ0ˆP0 Ď aF ˆ t0u, on a par minimalité que ∆µ0 Ď aF ˆ t0u, si bien que
∆µ0 “ ∆ˆ t0u où ∆ Ď aF est un sous groupe fermé de aF . Mais ∆ contient l’image
essentielle de pσF q|Γ0ˆP0 pour la µ0-marche, donc ∆ “ aF d’après le lemme 6.7.5, ce
qui conclut.

Corollaire 6.7.7. Eµ “ aF ˆ R.

Démonstration. Rappelons que

Eµ :“ VectRtpσF pg, xq ´ σµ, χpgqq, g P suppµ, x P supp νPu

C’est un sous espace vectoriel de aF ˆR qui contient ∆µ donc aF ˆt0u. Par ailleurs,
comme χ est non trivial par hypothèse, Eµ n’est pas inclus dans aFˆt0u. Finalement
Eµ “ aF ˆ R.

Corollaire 6.7.8.
Si ĘχpΓq “ R, alors ∆µ “ aF ˆ R.
Si χpΓq Ď R est discret, alors ∆µ “ aF ˆ kχpΓq pour un certain k ě 1.

Démonstration. ∆µ est un sous groupe fermé cocompact de Eµ “ aF ˆR et contient
aF ˆ t0u. Il est donc de la forme ∆µ “ aF ˆ R ou ∆µ “ aF ˆ cZ pour un c ą 0.
Comme ∆µ Ď aF ˆĘχpΓq par minimalité, on obtient directement l’expression de ∆µ

lorsque χpΓq est discret. On traite maintenant le cas où χpΓq est dense dans R en
supposant par l’absurde que ∆µ “ aF ˆ cZ pour un c ą 0.

Par définition de ∆µ, il existe une fonction continue ϕ : supp νP Ñ R{cZ telle
que pour tout g P Γ, x P supp νP

χpgq mod cZ “ ϕpxq ´ ϕpgxq

On enrichit cette égalité en reprenant le groupe L introduit dans la preuve du
lemme 6.7.6. Comme montré alors, la relation précédente est valable pour tout g P L,
x P supp νP . On obtient en particulier pour tout g P rL,Ls, x P supp νP , l’égalité
ϕpxq “ ϕpgxq.

On en déduit que ϕ est constante sur chaque composante connexe de P. Consi-
dérons le sous groupe Γ1c :“ xΓ X Gcy de Gc généré par Γ X Gc et son groupe
dérivé rΓ1c,Γ1cs Ď Γ1c. Le paragraphe précédent implique que ϕ est invariante sous
l’action de rΓ1c,Γ1cs. On se ramène ainsi à vérifier que rΓ1c,Γ1cs agit minimalement
sur chaque composante f X supp νP où f P F . Notons Pc :“ Gc{Pc et ΛΓ1c Ď Pc

l’ensemble limite associé au sous groupe Zariski-dense Γ1c Ď Gc. On trouve dans [14]
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la description suivante : supp νP “ >fPFΛΓ1cf . Par ailleurs rΓ1c,Γ1cs est aussi Zariski-
dense dans Gc (en se rappelant que G est semi-simple), et a même ensemble limite
que Γ1c (étant distingué dans Γ1c). Il agit donc minimalement sur les composantes
f X supp νP “ ΛΓ1cf ce qui prouve le résultat annoncé.

Finalement, on conclut que χ est à valeurs dans un nombre fini de translatés de
cZ ce qui contredit la densité de χpΓq dans R.

Preuve du théorème 6.7.3

L’enjeu de la preuve est de montrer qu’on peut choisir la fonction rϕ0 qui apparait
dans le théorème local limite à valeurs dans aF ˆĘχpΓq et de sorte que la mesure
Πµ qu’elle induit est une mesure de Haar sur aF ˆĘχpΓq. On conclut alors par une
application directe du théorème 6.7.1, avec C :“ U ˆ I et vn :“ un ` tn.

Supposons χpΓq dense dans R. D’après le lemme 6.7.2, on peut choisir la fonction
rϕ0 identiquement nulle, et la mesure Πµ induite coïncide alors avec πµ, i.e. est la
mesure de Haar sur aF ˆ R qui donne masse 1 aux cubes unités de ∆µ,0.

Supposons χpΓq discret dans R. On peut supposer χpΓq “ Z. On commence par
construire une bonne fonction rϕ0. Le lemme 6.7.2, combiné au lemme 6.7.4, donne
l’existence d’une fonction continue ϕ : supp νP Ñ R{kZ telle que pour g P supp Γ,
x P supp νP on a χpgq mod kZ “ ϕpxq ´ ϕpgxq.

En raisonnant comme dans la preuve du corollaire 6.7.8, on constate que ϕ est
constante sur chaque composante f X supp νP où f P F . On peut donc relever ϕ
en une fonction rϕ : P Ñ R localement constante telle que pour tout g P Γ, x P P,
on ait χpgq mod kZ “ rϕpxq ´ rϕpgxq mod kZ. Quitte à imposer rϕ|Pc “ 0, on peut
supposer rϕ à valeurs dans χpΓq “ Z. On pose rϕ0 : P Ñ aF ˆ R, x ÞÑ p0, rϕpxqq,
fonction localement constante telle que pour tout g P G, x P P,

σF,χpg, xq mod ∆µ “ rϕ0pxq ´ rϕ0pgxq mod ∆µ

Notons lebaF la mesure de Lebesgue sur aF donnant masse 1 aux cubes uni-
tés de Φµ|aFˆt0u. On a par définition πµ :“ lebaF b

ř

jPkZ δj, puis Πµ “ lebaF b
1
|F |

ř

fPF

ř

jPkZ δj´rϕpfq.
De plus, pour g P Γ, on a

Πµt.´ p0, χpgqqu “ lebaF b
1
|F |

ÿ

fPF

ÿ

jPkZ
δj´rϕpfq`χpgq

“ lebaF b
1
|F |

ÿ

fPF

ÿ

jPkZ
δj´rϕpgfq

“ Πµ
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La mesure Πµ est donc χpΓq-invariante, i.e. de la forme Πµ “ c lebaF b
ř

jPZ δj pour
un c ą 0.

.
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6.8 Loi des angles et contrôle de la dérive

Reprenons le schéma de preuve de la dérive exponentielle expliqué à la fin de
la section 6.4. On dispose de points c “ pb, z, O, xq, cp “ pb, z, O, x ` upq P B`

où up P Rd, est très petit, et agit sur la coordonnée en Td. C’est le terme de dé-
rive. Pour n ě 0, nous avons vu dans la section précédente que les n-fibres pas-
sant par c et cp sont paramétrées par Γn. Etant donné a P Γn, les points des n-
fibres correspondants diffèrent seulement d’un nouveau terme de dérive, donné par :
Dn,c,cppaq “ a1 . . . anb

´1
n . . . b´1

1 up P Rd. L’objectif de cette section est de contrôler
la norme et la direction de la dérive pour n grand, lorsqu’on ne voit les fibres qu’à
travers une fenêtre W Ď B` de mesure finie. On montrera notamment que la norme
croît exponentiellement avec n, justifiant le nom de dérive exponentielle.

La section 6.8.1 introduit une notion de points de densité et explique comment
ils conditionnent la croissance de la norme et la contraction des directions dans une
représentation.

La section 6.8.2 décrit la loi asymptotique de ces points de densité.
La section 6.8.3 est un préliminaire technique à la section 6.8.4.
La section 6.8.4 décrit la loi asymptotique des points de densité le long des

morceaux de fibres : c’est la loi des angles.
La section 6.8.5 décrit la divergence de la projection de Cartan le long des mor-

ceaux de fibres.
La section 6.8.6 conclut en démontrant les théorèmes de contrôle annoncés.

A partir de la section 6.8.4, les énoncés deviendront plus complexes. Pour les
alléger, on utilisera la notation “Soit c P B` β`-typique” pour signifier que les
propriétés qui suivent sont valables pour β`-presque tout point c P B`.

6.8.1 Points de densité

Soit G un sous groupe algébrique réel semi-simple (implicitement linéaire, on
spécifiera plus tard G “ sΓZ Ď SLdpRq). On se donne pour G des objets K, a, A,
Σ, Π, P , P “ G{Pc, etc. comme dans les rappels algébriques de la section 6.4.
On réalise G via un plongement G ãÑ SLpV0q, où V0 est un R-espace vectoriel de
dimension finie. On peut munir V0 d’un produit scalaire x., .y tel que K Ď OpV0q,
A Ď SympV0q ([16], 7.9). En considérant la décomposition de Cartan, on constate
que le groupe G est alors stable par transposition : G “ tG.

Rappelons que la décomposition de Cartan introduite dans la section 6.4 est
donnée par l’égalité G “ K exppa`qKc. Cependant, nous aurions très bien pu consi-
dérer la décomposition duale G “ Kc exppa`qK. Cette dernière fournit une notion
de projection de Cartan κ1 liée à κ via l’action de F : si g P G, κ1pgq “ fg.κpgq où
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GÑ F, f ÞÑ fg est la projection canonique. Nous allons définir des points de densité
pour ces deux décompositions et voir comment ils sont liés par l’action de F .

Soit g P G. La décomposition de Cartan permet d’écrire g sous la forme

g “ kcgmg exppxgqlcg

où kcg, lcg P Kc, mg PM “ K X P , xg P a`.
On a alors automatiquement une décomposition duale de g et des décompositions

de tg via les égalités :

g “ kcg exppfg.xgqmgl
c
g

tg “ plcgq
´1m´1

g exppfg.xgqpkcgq´1

tg “ plcgq
´1 exppxgqm´1

g pk
c
gq
´1

On choisit alors pour tout g P G, une décomposition g “ kcgmg exppxgqlcg comme
ci dessus de sorte que la fonction g ÞÑ pkcg,mg, xg, l

c
gq soit mesurable et compatible

avec la transposition : pkctg,mtg, xtg, l
c
tgq “ pl

c
gq
´1,m´1

g , fg.xg, pk
c
gq
´1q. On définit alors

les points de densité annoncés en notant ξ0 :“ Pc{Pc P P le drapeau standard et en
posant :

ξ`g :“ kcgmgξ0, ξ´g :“ pmgl
c
gq
´1ξ0, η`g :“ kcgξ0, η´g :“ plcgq´1ξ0

On a ξ`g , ξ´g P P, η`g , η
´
g P Pc “ Gc{Pc et les relations ξ`g “ η`g fg, ξ´g “ η´g f

´1
g .

De plus, la compatibilité des décompositions choisies entraine que ξ`tg “ ξ´g , η`tg “ η´g .

Soit pV, ρq une représentation algébrique irréductible de Gc, r :“ dimprox ρpGcq

sa dimension proximale, ω P a‹ son plus haut poids. On note pW, ρq :“ IndGGcpV, ρq
sa représentation induite (voir 6.4.1). On munit W d’un “bon” produit scalaire
i.e. choisi tel que ρpKq Ď OpW q, ρpAq Ď SympW q et les sous espaces pV f qfPF

décomposant W sont deux à deux orthogonaux. On se donne g P G, v P V et on
veut estimer la norme et la direction ρpgqv P V . Cela est possible lorsque v est
suffisament éloigné d’un sous-espace vectoriel V ´g Ď V . Plus précisément, on note
V U :“ tv P V, ρpUqv “ vu (sous espace propre du plus haut poids ω de ρ, de
dimension r), et on pose :

W`
g :“ ρpkcgmgqV

U
P GrpW q, V ´g :“ pplcgq´1V U

q
K
X V P Gn´rpV q

On peut les appeler respectivement espace attracteur et espace répulsif de ρpgq
dansW . Ils sont liés au points de densités ξ`g et η´g : en notant ξ ÞÑ Vξ le morphisme
G-équivariant de P dans GrpW q vérifiant Vξ0 “ V U (voir 4.1), on a W`

g “ Vξ`g ,
V ´g “ V K

η´g
X V . On remarquera que les intersections avec V dans les définitions de

V ´g sont là pour garantir que V ´g ne rencontre aucun autre sous-espace V f Ď W que
V , autrement dit on considère l’orthogonal au sein de V et non de W .
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Lemme 6.8.1 (Croissance et contraction). Supposons la représentaiton ρpGcq non
bornée dans SLpV q (ou de manière équivalente r ă dim V ). Alors pour, g P G,
v P V ´ t0u, on a :

• eωpκpgqq||v||dpRv, V ´g q ď ||ρpgqv|| ď eωpκpgqq||v||

• dpρpgqRv,W`
g q ď

1
dpRv,V ´g q

maxαPΠ e´αpκpgqq

Remarque. 1q Le terme eωpκpgqq n’est autre que ||ρpgq|V || (cf. lemme 6.4.5). Le
premier point compare donc ||ρpgqv|| et ||ρpgq|V || ||v||.

2q On pourrait formuler un lemme similaire contrôlant ρpgqw pour w P V f´1
g , à

l’aide de Vη`g , Vξ´g .
3q La distance sur l’espace projectif PpW q est donnée par dpRw,Rw1q :“ ||w^w1||

||w||||w1||
,

et si E Ď W est un sous-espace vectoriel, on définit dpRw,Eq :“ infRw1ĎE dpRw,Rw1q.
4q Le lemme 6.8.1 reste vrai lorsqu’on remplace V et W par une même repré-

sentation fortement irréductible V de G, munie d’un produit scalaire K-invariant
tel que les éléments de A sont auto-adjoints. Les espaces attractif et répulsif de
g P G sont définis de même par V `g :“ Vξ`g p“ Vη`g q, V

´
g :“ V K

η´g
p“ V K

ξ´g
q. La version

fortement irréductible se déduit du lemme précédent en utilisant l’application Ψ du
lemme 6.4.4.

Démonstration. En remarquant que kgmg n’intervient pas dans les inégalités et
quitte à remplacer v par plcgq´1v, on pourra supposer que g “ a P exppa`q. Par
abus de notation, on écrira V Kξ0 pour désigner V Kξ0 X V . On décomposera v P V en
v “ v0 ` v

K
0 où v0 P Vξ0 , vK0 P V Kξ0 .

Le premier point demande de vérifier que ||ρpaqv|| ě eωpκpaqq ||v||dpRv, V Kξ0 q. On
a dpRv, V Kξ0 q “

||v0||
||v||

. Par ailleurs, en remarquant que ρpaq stabilise Vξ0 et V Kξ0 , on
obtient ||ρpaqv|| ě ||ρpaqv0|| “ eωpκpaqq||v0|| “ eωpκpaqq||v||dpRv, V Kξ0 q. Cela prouve le
premier point.

Le deuxième point demande de vérifier que dpρpaqRv, Vξ0q ď 1
dpRv,V K

ξ0
q
maxαPΠ e´αpκpaqq.

On a dpRv, V Kξ0 q “
||v0||
||v||

De même, comme ρpaq stabilise Vξ0 et V Kξ0 , on peut écrire
dpρpaqRv, Vξ0q “

||ρpaqvK0 ||

||ρpaqv||
. On veut donc montrer que

||ρpaqvK0 ||

||ρpaqv||

||v0||

||v||
ď max

αPΠ
e´αpκpaqq

Mais ||ρpaqv|| ě ||ρpaqv0|| “ eωpκpaqq||v0|| donc ||v0||
||ρpaqv||

ď e´ωpκpaqq. Notons ωi P a‹, i P
I les poids de la représentation pV, ρ|Gcq autres que ω. Comme ρpGcq n’est pas borné,
on a r :“ dimprox ρpGcq ă dim V donc I ‰ H. Par définition du plus haut poids,
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on a pour tout i P I, l’écriture ω ´ ωi “
ř

αPΠ kα,iα où kα,i P N. Décomposons vK0
en vecteurs propres vK0 “

ř

iPI v
K
0,i avec ρpaqvK0,i “ eωipκpaqqvK0,i et les v0,i deux à deux

orthogonaux (quitte à en choisir certains nuls pour qu’il n’y en ait qu’un par valeur
propre). Alors

||e´ωpκpaqqρpaqvK0 ||
2
“
ÿ

iPI

e´2pω´ωiqpκpaqq||vK0,i||
2
ď max

αPΠ
e´2αpκpaqq

ÿ

iPI

||vK0,i||
2

car I ‰ H et κpaq P a`. Comme
ř

iPI ||v
K
0,i||

2 ď ||v||2, on obtient finalement que
||ρpaqvK0 ||

||ρpaqv||
||v0||
||v||

ď maxαPΠ e´αpκpaqq, prouvant le point 2.

Dans la suite on revient au cadre de la marche sur Td ˆ R correspondant à
V0 “ Rd, G :“ sΓZ Ď SLpV0q, groupe semi-simple, non borné, fortement irréductible
sur V0. Le dernier lemme montre que la dérive a1 . . . anb

´1
n . . . b´1

1 up P V0 est contrôlée
par la position de l’espace répulsif pV0q

´
a1...an par rapport à b´1

n . . . b´1
1 up, et par les

évaluations αpκpa1 . . . anqq P R`. La section est essentiellement consacrée à décrire
la distribution des espaces répulsifs pV0q

´
a1...an . Cet objectif sera atteint à travers la

loi des angles. On montrera aussi que les αpκpa1 . . . anqq tendent vers `8, puis les
théorèmes de contrôle annoncés.

6.8.2 Convergence des points de densité

Les notations sont celles des sous-sections 6.4.1 et 6.8.1. On reprend le groupe
algébrique réel semi-simple G de 6.8.1, on se donne µ P PpGq une probabilité sur
G à support fini et apériodique dans F :“ G{Gc. Cette dernière hypothèse signifie
que supp µ engendre un sous-groupe Zariski dense de G et que son image dans
F par la projection naturelle n’est pas inclus dans le translaté d’un sous groupe
propre cocyclique de F . Elle est par exemple vérifiée si µpeq ą 0 (ce que l’on peut
supposer pour prouver le théorème 6.0.1). On note B :“ GN‹ , β :“ µbN

‹

P PpBq,
T : B Ñ B, pbiqiě1 ÞÑ pbi`1qiě1 le shift unilatère. On rappelle que la variété drapeau
P :“ G{Pc admet une unique probabilité µ-stationnaire, notée νP P PpPq, et
que ses mesures limites s’écrivent β-presque sûrement νP,b “

1
|F |

ř

fPF δξb.f avec
ξb P Pc :“ Gc{Pc. Nous allons voir que les points de densité ξ`b1...bn approximent
bien les drapeaux limites ξb.fb1...bn si n est assez grand. On notera ξb,f :“ ξb.f .

Lemme 6.8.2. Soit pV, ρq une représentation irréductible proximale de Gc, pW, ρq :“
IndGGcpV, ρq sa représentation induite. Il existe une constante ε ą 0 et un rang n0 ě 0
tels que pour tout n ě n0, on a :

βpb P B, dpVξ`
b1...bn

, ρpb1 . . . bnqVξTnbq ď e´εnq ě 1´ e´εn
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Démonstration. On peut supposer dim V ě 2. L’hypothèse de proximalité implique
alors que l’image ρpGcq n’est pas bornée. On peut donc appliquer le lemme 6.8.1 qui
donne la majoration

dpVξ`
b1...bn

, ρpb1 . . . bnqVξTnbq ď
1

dpVξTnb , V
´
b1...bnq

max
αPΠ

e´αpκpb1...bnqq

La régularité Hölder des mesures stationnaires sur les espaces projectifs ([16],
section 13.1, appliquée à pGc, µGcq) affirme que la loi image de β par l’application
B Ñ PpV q, b ÞÑ Vξb est Hölder régulière. Cela signifie qu’ il existe des constantes
C, s ą 0 telles que pour tout r ą 0, pour tout hyperplan H Ď V ,

βpb P B, dpVξb , Hq ď rq ď Crs

En particulier, pour tout r ą 0, on a

βpb P B, dpVξTnb , V
´
b1...bnq ą e´rnq ě 1´ Ce´rsn

Par ailleurs, le principe des grandes déviations ([16], 12.6) affirme que pour t ą 0,
il existe un rang n0 ě 0 et une constante δ ą 0 tels que pour n ě n0 :

βpb P B,
||κpb1 . . . bnq ´ nσµ||

n
ď tq ě 1´ e´δn

Rappelons que le vecteur de Lyapunov σµ est dans l’intérieur de la chambre de
Weyl a`, autrement dit que m :“ minαPΠ αpσµq ą 0 ([16], 9.4). On peut donc choisir
le paramètre r ă 1

3m, et le paramètre t ą 0 de sorte que pour tout x P a tel que
||x|| ď t, on a |αpxq| ď 1

3m. On déduit alors de ce qui précède que pour tout n ě n0,

βpb P B, dpVξ`
b1...bn

, ρpb1 . . . bnqVξTnbq ď e´n
m
3 q ě 1´ Ce´rsn ´ e´δn

Cela conduit au résultat en choisissant ε ą 0 assez petit puis n0 ě 0 assez
grand.

On déduit du lemme précédent l’approximation des drapeaux limites pξb,f qbPB,fPF
par les points de densités.

Corollaire 6.8.3. Il existe une constante ε ą 0 et un rang n0 ě 0 tels que pour tout
n ě n0, on a :

βpb P B, @p ě n, dpξ`b1...bp , ξb,fb1...bp q ď e´εpq ě 1´ e´εn

Démonstration. On a vu dans p4.1q que la variété drapeau admet un plongement

P ãÑ >fPFΠαPΠPpV f
α q, ξ ÞÑ pVα,ξq
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où les Vα sont des représentations proximales irréductibles de Gc, et que la distance
sur P est définie via ce plongement. En appliquant le lemme précédent aux repré-
sentations Vα, et en se rappelant que b1 . . . bnξTnb “ ξb,fb1...bn β-ps, on obtient qu’il
existe une constante ε ą 0 et un rang n0 ě 0 tels que pour tout n ě n0, on a :

βpb P B, dpξ`b1...bn , ξb,fb1...bn q ď e´εnq ě 1´ e´εn

Le corollaire en découle directement : pour n ě n0,

βpb P B, Dp ě n, dpξ`b1...bp , ξb,fb1...bp q ą e´εpq ď
ÿ

pěn

e´εp

“
e´εn

1´ e´ε

d’où résultat en passant au complémentaire (quitte à diminuer la valeur de ε ą 0,
augmenter le rang n0 ě 0).

On en déduit la loi des points de densité pξ`b1...bnq pour n grand.

Corollaire 6.8.4. Soit ϕ P C0pPq. Alors
ż

B

ϕpξ`b1...bnqdβpbq Ñ νPpϕq

Remarque. La relation η`g fg “ ξ`g entraine que
ş

B
ϕpη`b1...bnqdβpbq Ñ νPcpϕq.

Démonstration. D’après le corollaire 6.8.3, il suffit de noter νn P PpPq la loi de
ξb,fb1...bn quand b varie suivant β et de montrer que νnpϕq Ñ νPpϕq. Or on a l’égalité
β-presque sûre ξb,fb1...bn “ b1 . . . bnξTnb. Cela entraîne νn “ µ‹n ‹νPc . Comme l’action
de Γ sur P est µ-contractante au dessus de F , et comme µ est apériodique dans F ,
on a pour tout ξ P P la convergence faible-‹ µ‹n‹δξ Ñ νP , ce qui conclut la preuve.
Remarquons que dans le cas où F est trivial, cette dernière assertion se démontre en
utilisant le lemme 10.5 pbq de [16] qui donne immédiatement que pour toute fonction
continue ϕ : P Ñ R, on a µ‹n ‹ δξpϕq ´ νPpϕq “ µ‹n ‹ δξpϕq ´ µ‹n ‹ νPpϕq Ñ 0.
Dans le cas général, on démontre de la même façon que µ‹n ‹ δξ |Pc

Ñ νP|Pc puis on
utilise le corollaire 10.7 de [16] (requérant l’apériodicité) pour conclure.

6.8.3 Contrôle de θnpbq

On a défini dans la section 6.4 le projeté du cocycle d’Iwasawa σF “ 1
|F |

ř

fPF f.σ :
GˆP Ñ aF , la fonction θ : B Ñ aF , b ÞÑ σF pb1, ξTbq, et posé θnpbq :“

řn
k“1 θpb1 . . . bk, T

kbq “
σF pb1 . . . bn, ξTnbq (où la dernière égalité est β-presque sûre). Nous allons estimer le
comportement asymptotique de θnpbq. Cela s’avérera utile pour vérifier les conditions
de majoration dans le théorème local limite.
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Lemme 6.8.5. Pour β-presque tout b P B, la suite

p
σpb1 . . . bn, ξTnbq ´ nσµ

?
n log log n qně3

est bornée dans a.

Démonstration. La loi du logarithme itéré ([16] 12.6) implique que pour β-presque
tout b P B, la suite pκpb1...bnq´nσµ?

n log logn qně3 est bornée dans a. Il suffit donc de prouver
que pour β-presque tout b P B, la suite pσpb1...bn,ξTnbq´κpb1...bnqlogn qně2 est bornée dans
a. Pour cela, on reprend les représentations pVα, ραqαPΠ introduites dans la section
6.4.1, ainsi que leurs plus hauts poids pωαqαPΠ. Commes les ωα forment une base
de a‹, il suffit de prouver que pour tout α P Π, β-presque tout b P B, la suite
p
ωαpσpb1...bn,ξTnbq´κpb1...bnqq

logn qně2 est bornée dans R. Fixons α P Π, notons pV, ρ, ωq “
pVα, ρα, ωαq. On se donne une famille mesurable pvbqbPB P V B telle que pour tout
b P B, vb P Vξb ´ t0u. En choisissant un bon produit scalaire sur la représentation
induite de V et en accord avec le lemme 6.4.5, on peut écrire : ωpσpb1 . . . bn, ξTnbqq “
log ||ρpb1...bnqvTnb||

||vTnb||
, κpb1 . . . bnq “ log ||ρpb1 . . . bnq|V ||. On cherche donc à montrer que

pour β-presque tout b P B, il existe C ą 0 tel que pour n ě 0 assez grand,

||ρpb1 . . . bnqvTnb||

||ρpb1 . . . bnq|V || ||vTnb||
ě n´C

D’après le lemme 6.8.1, cette condition est réalisée si

dpVξTnb , V
´
b1...bnq ě n´C

Fixons C ą 0. Notons En “ tb P B, dpVξTnb , V
´
b1...bnq ă n´Cu. Alors βpEnq ď

Mn´Cs pour certainsM, s ą 0 indépendants de n, par régularité Hölder des mesures
stationnaires sur les espaces projectifs (voir preuve du lemme 6.8.2). En choisissant
C ą s´1, on obtient que

ř

ně0 βpEnq ă 8. Le lemme de Borel-Cantelli donne alors
le résultat.

Corollaire 6.8.6. Pour β-presque tout b P B, la suite

p
θnpbq ´ nσµ
?
n log log nqně3

est bornée dans aF .

Démonstration. Cela découle directement du lemme précédent et l’invariance de σµ
sous l’action de F sur a.
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6.8.4 Loi des angles

Considérons le système dynamique fibré pB`, β`, T`q des sections 6.4.2 et 6.6.1,
avec les hypothèses µpeq ą 0 et χ non trivial (permettant d’appliquer le théorème
local limite de la section précédente, et garantissant l’apériodicité de µ dans F ). On
fixe une fenêtre W Ď B` de la forme

W “ B ˆ U ˆOrpRq ˆ Td ˆ I

où U Ď aF I Ď R sont des parties convexes bornés ouvertes non vides de aF et R,
avec I assez grand pour que tout translaté I`t de I rencontre χpΓq. On rappelle que
la n-fibre de pB`, T`q passant par un point c P B` est Fn,c :“ pT`q´npT`qnpcq et
qu’on appelle morceau de fibre l’intersection Fn,cXW . Nous avons expliqué comment
désintégrer β`

|W par rapport aux morceaux de fibres pFn,c XW qcPW , et obtenu ainsi
des probabilités conditionnelles pβ`W,n,cqcPW , concentrées sur ces morceaux de fibres.
Rappelons aussi que si c “ pb, z, O, xq P W , tout point c1 de la n-fibre passant par c
est de la forme c1 “ pb11 . . . b1nT nb, z1, O1, x1q.

La loi des angles décrit le comportement des points de densité ξ`b11...b1n , ξ
´

b11...b
1
n
P P,

η`b11...b1n
, η´b11...b1n

P Pc le long des morceaux de fibres. On en déduit le distribution des
espaces répulsifs dans n’importe quelle représentation irréductible pV, ρq de Gc grâce
à la relation V ´b11...b1n “ pVξ´b11...b1n

qK X V (l’orthogonal étant pris par rapport à un bon

produit scalaire sur la représentation induite). On appelle qµ P PpGq le poussé en
avant de la probabilité µ par la transposition, et qνP P PpPq l’unique probabilité
qµ-stationnaire sur P (voir 4.1) et qνPc sa restriction à Pc.

Théorème 6.8.7 (Loi des angles). Soit ϕ : P Ñ R une fonction continue. Pour
β`W -presque tout c “ pb, z, O, xq P W , on a :

ż

W

ϕpξ`b1n...b11
q dβ`W,n,cpc

1
q Ñ
nÑ`8

νPpϕq

ż

W

ϕpξ´b11...b1n
q dβ`W,n,cpc

1
q Ñ
nÑ`8

qνPpϕq

Remarque. Les relation η`g fg “ ξ`g , η´g f´1
g “ ξ´g entrainent les lois des angles pour

η`, η´ :
ż

W

ϕpη`b1n...b11
q dβ`W,n,cpc

1
q Ñ
nÑ`8

νPcpϕq

ż

W

ϕpη´b11...b1n
q dβ`W,n,cpc

1
q Ñ
nÑ`8

qνPcpϕq

Exposons tout de suite le corollaire que nous utiliserons.
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Corollaire 6.8.8. Soit pV, ρq une représentation algébrique irréductible non bornée
de Gc. Soit c “ pb, z, O, xq P W un point β`W -typique. Alors pour tout ε ą 0, il existe
une constante r ą 0 et un rang n0 ě 0 tels que pour tout n ě n0, tout v P V ´ t0u,
on ait :

β`W,n,ctc
1
P W, dpRv, V ´b11...b1nq ě ru ą 1´ ε

Démonstration. La définition de V ´b11...b1n suppose implicitement que V est muni d’un
produit scalaire, induit par un bon produit scalaire sur IndGGcpV, ρq. Notons r0 :“
dimprox ρpGcq la dimension proximal de la représentation. Pour Rv P PpV q, r ą 0,
on pose BpRv, rq :“ tE P Gr0pV q, dpRv, EKq ă ru (bien défini car r0 ă dim V par
l’hypothèse de non compacité). Soit m P PpGr0pV qq la probabilité image de qνPc par
le morphisme Gc-équivariant Pc Ñ Gr0pV q, ξ0 ÞÑ V U . Il est prouvé dans ([16], 13.5)
que m est Hölder-régulière au sens où il existe C, s ą 0 tel que pour tout Rv P PpV q,
pour tout r ą 0, mpBpRv, rqq ď Crs. En particulier, on peut choisir r ą 0 assez
petit pour que mpBpRv, 2rqq ă 1

2ε pour tout Rv P PpV q.

Notons mn la loi de Vη´
b11...b

1
n

P Gr0pV q quand c1 “ pb1, z1, O1, x1q P W varie suivant

β`W,n,c. La loi des angles affirme que mn Ñ m quand n Ñ 8. Il existe donc un
rang n0 ě 0 à partir duquel mnpBpRv, rqq ă ε pour tout Rv P PpV q (raisonner
par l’absurde et utiliser la compacité de PpV q). Comme mnpBpRv, rqq “ β`W,n,ctc

1 P

W, dpξ, V ´b11...b1n
q ă ru, on obtient le résultat voulu.

Preuve de la loi des angles

Nous avons choisi les décompositions de Cartan des éléments de G de sorte que
pour tout g P G on ait ξ`tg “ ξ´g . Il suffit donc de vérifier que pour β`W -presque tout
c “ pb, z, O, xq P W ,

ż

W

ϕpξ`b1n...b11
q dβ`W,n,cpc

1
q Ñ
nÑ`8

νPpϕq

Introduisons les suites qn :“ tlognu2, pn :“ n´ qn. On va montrer que

a)
ş

W
|ϕpξ`b1n...b11

q ´ ϕpξ`b1n...b1pn`1
q| dβ`W,n,cpc

1q Ñ
nÑ`8

0

b)
ş

W
ϕpξ`b1n...b1pn`1

q dβ`W,n,cpc
1q Ñ

nÑ`8
νPpϕq

Nous utiliserons la description des fibres du système dynamique pB`, β`, T`q
faite précédemment ainsi que le théorème local limite de la section 6.7.2. Quelques
rappels. La n-fibre passant par un point c “ pb, z, O, xq P W est par définition
Fn,c :“ pT`q´npT`qnpcq et est paramétrée par Γn via une application notée hn,c :
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Γn Ñ Fn,c. Le morceau de fibre Fn,c XW est alors paramétré par un sous ensemble
de Γn que l’on note

Qn,c :“ ta P Γn, hn,cpaq P W u “ ta P Γn, θnpaT nbq P U´z`θnpbq, χpa1 . . . anq P I´t`χpb1 . . . bnqqu

où t représente la coordonnée réelle de x P TdˆR. Via ces identifications, la mesure
conditionnelle β`W,n,c P MpFn,c X W q correspond à la probabilité 1

µbnpQn,cq
µbn
|Qn,c

P

PpQn,cq.

Soit c “ pb, z, O, xq P W β`W -typique.

Preuve de aq : Il suffit de montrer que pour tout ε ą 0, la suite

β`W,n,ctc
1
P W, dpξ`b1n...b11

, ξ`b1n...b1pn`1
q ě εu Ñ

nÑ`8
0

Mais le terme général de cette suite est plus petit que

1
µbnpQn,cq

µbnta P Γn, dpξ`a1...an , ξ
`
a1...aqn

q ě εu

Le théorème 6.7.3, combiné avec le corollaire 6.8.6 et le fait que χ‹µ est centrée,
assure que le dénominateur décroît moins vite qu’une puissance de n : il existe R ą 0
tel que pour n assez grand, on a µbnpQn,cq ě n´R. Mais le corollaire 6.8.3 sur la
convergence des points de densités implique que le numérateur décroît infiniment
plus vite : il existe α ą 0 tel que µbnta P Γn, dpξ`a1...an , ξ

`
a1...aqn

q ě εu ď e´εqn à partir
d’un certain rang. Finalement, le rapport tend vers 0 ce qui justifie le point aq.

Preuve de bq :

ż

W

ϕpξ`b1n...b1pn`1
q dβ`W,n,cpc

1
q

“
1

µbnpQn,cq

ż

Γn
ϕpξ`an...apn`1q1Upz ` θnpaT

nbq ´ θnpbqq1Ipt` χpa1 . . . anq ´ χpb1 . . . bnqqdµ
bn
paq

“

ż

Γqn
ϕpξ`a1...aqn

qLn,cpaqdβpaq

où la dernière égalité s’obtient en renversant l’ordre des ai et en utilisant le
théorème de Fubini, la fonction Ln,c : B Ñ r0,`8s étant définie par :

Ln,cpaq :“ 1
µbnpQn,cq

ż

Γpn
1U pz`θnph1 . . . hpnaqn . . . a1T

nbq´θnpbqq 1Ipt`χph1 . . . hpnaqn . . . a1q´χpb1 . . . bnqq dµ
bpnphq

Admettons provisoirement que la suite de fonctions pLn,cqně1 converge vers 1 dans
L1pB, βq lorsque nÑ 8. Comme ϕ est bornée, on a alors
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ż

Γqn
|ϕpξ`a1...aqn

qLn,cpaq ´ ϕpξ
`
a1...aqn

q|dβpaq Ñ 0

Or
ş

Γqn ϕpξ
`
a1...aqn

qdβpaq Ñ νPpϕq d’après le corollaire 6.8.4 sur la convergence
des points de densité.

Cela permet de conclure que
ż

W

ϕpξ`b1n...b1pn`1
q dβ`W,n,cpc

1
q Ñ νPpϕq

Il reste à prouver le lemme technique suivant :

Lemme. La suite de fonctions pLn,cqně1 converge vers 1 dans L1pB, βq lorsque nÑ
8.

Démonstration. On peut réécrire la formule pour Ln,cpaq sous la forme :

Ln,cpaq “
1

µbnpQn,cq
µbpn th P Γpn , σF ph1 . . . hpnaqn . . . a1, ξTnbq P U ´ z ` θnpbq,

χph1 . . . hpnaqn . . . a1q P I ´ t` χpb1 . . . bnq u

puis en utilisant la propriété de cocycle et l’équivariance des pξbqbPB,

Ln,cpaq “
1

µbnpQn,cq
µbpn th P Γpn , σF ph1 . . . hpn , ξaqn ...a1Tnbq P U ´ z ` θnpbq ´ σF paqn . . . a1, ξTnbq,

χph1 . . . hpnq P I ´ t` χpb1 . . . bnq ´ χpaqn . . . a1qq u

Le théorème local limite de la section précédente permet d’estimer de façon pré-
cise les numérateurs et dénominateurs de Ln,cpaq. On a besoin toutefois de vérifier
que les perturbations |θnpbq ´ nσµ ´ σF paqn . . . a1, ξTnbq ` qnσµ| et |χpb1 . . . bnq ´
χpaqn . . . a1q| ne croissent pas trop vite avec n, plus précisément qu’elles sont toutes
deux inférieures à R

?
nlogn pour un certain R ą 0 indépendant de a (mais pouvant

dépendre de b). On a d’emblée les majorations suivantes (pour n ě 3) :
‚ |χpb1 . . . bnq| ď R1

?
n loglogn en utilisant le fait que χ‹ µ est centrée à support

fini.
‚ |χpaqn . . . a1q| ď R2qn car χ‹ µ est à support fini.
‚ |θnpbq ´ nσµ| ď R3

?
n loglogn d’après le corollaire 6.8.6.

Pour la majoration de |σF paqn . . . a1, ξTnbq ´ qnσµ|, on restreint la variable a P B
à un sous ensemble quasi-plein de B. Posons pour cela :

En :“ ta P B, @p ě n, ||
1
qn
σF paqn . . . a1, ξTnbq ´ σµ|| ď 1u

Le principe des grandes déviations ([16], 12.4) combiné à la F -invariance de σµ
implique que βpEnq ě 1´ e´αn pour α ą 0 assez petit, n ě 0 assez grand.

On a alors
ş

B
|Ln,c ´ 1| dβ ď

ş

En
|Ln,c ´ 1| dβ `

ş

Ecn
Ln,c dβ ` βpE

c
nq et les termes

ş

Ecn
Ln,c dβ et βpEc

nq tendent vers 0 (pour le premier, remarquer que
ş

Ecn
Ln,c dβ ď

168



βpEcnq
µbnpQn,cq

avec µbnpQn,cq décroissant moins vite qu’un n´R1 via le théorème local li-
mite). Pour conclure la preuve, il suffit de montrer la convergence uniforme ||1EnLn,c´
1En ||8 Ñ 0.

Notons Nn,cpaq et Dn,c les numérateurs et dénominateurs de Ln,cpaq. Le théo-
rème 6.7.3 entraine qu’uniformément pour a P En, on a

Nn,cpaq 2πpn e
1

2pn
||θnpbq´nσµ´σF paqn ...a1,ξTnbq`qnσµ, χpb1...bnq´χpaqn ...a1q||2Φµ Ñ ΠµpUˆpI´tqq

Par ailleurs,

Dn,c 2πn e
1

2n ||θnpbq´nσµ,χpb1...bnq||
2
Φµ Ñ ΠµpU ˆ pI ´ tqq

Remarquons que ΠµpU ´ z ˆ pI ´ tqq ą 0 par définition de Πµ et par choix de I
assez grand. On est donc ramené à montrer que, uniformément en a P En, on a :

1
2n ||θnpbq ´ nσµ, χpb1 . . . bnq||

2
Φµ ´

1
2pn

||θnpbq ´ nσµ ´ σF paqn . . . a1, ξTnbq ` qnσµ, χpb1 . . . bnq ´ χpaqn . . . a1q||
2
Φµ Ñ 0

Notons pour cela

rn :“ pθnpbq ´ nσµ, 0q sn :“ pσF paqn . . . a1, ξTnbq ` qnσµ, 0q
tn :“ p0, χpb1 . . . bnqq un :“ p0, χpaqn . . . a1qq

On a
||θnpbq ´ nσµ, χpb1 . . . bnq||

2
Φµ “ ||rn||

2
Φµ ` ||tn||

2
Φµ ` 2xrn, tnyΦµ

Par ailleurs,

||θnpbq ´ nσµ ´ σF paqn . . . a1, ξTnbq ` qnσµ, χpb1 . . . bnq ´ χpaqn . . . a1q||
2
Φµ

“ ||rn ` sn ` tn ` un||
2
Φµ

“
ÿ

x,yPtr,s,t,uu

xxn, yny

“ ||rn||
2
Φµ ` ||tn||

2
Φµ ` 2xrn, tnyΦµ ` qn

a

n lognψpn, aq

où ψ : NˆB Ñ R est bornée uniformément pour tout n et β-presque tout a (utiliser
l’inégalité de Cauchy-Schwartz, l’équivalence des normes en dimension finie et les
majorations précédentes de rn, sn, tn, unq.

On en déduit donc la convergence souhaitée, concluant la preuve du lemme et de
la loi des angles.
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6.8.5 Divergence de la projection de Cartan

Le lemme 6.8.1 qui contrôle la norme et la direction de ρpgqv fait intervenir la
projection de Cartan κ, lue par le plus haut poids ω de Gc sur V , ainsi que par
les racines simples α P Π du système de racines de a. Pour contrôler la dérive
b11 . . . b

1
nb
´1
n . . . b´1

1 up, il convient donc de préciser le comportement asymptotique de
κpb11 . . . b

1
nq quand c1 “ pb1, z1, O1, x1q P W décrit un morceau de n-fibre, du point de

vue de ω et des α P Π.
Lemme 6.8.9. Soit c “ pb, z, O, xq P W un point β`W -typique. Pour tout ε ą 0, il
existe une constante R ą 0 et un rang n0 ě 0 tels que pour tous n ě n0, ξ P Pc,

β`W,n,ctc
1
P W, ||κpb11 . . . b

1
nq ´ σpb

1
1 . . . b

1
n, ξq|| ď Ru ě 1´ ε

Démonstration. Reprenons les représentations pρα, VαqαPΠ de la section 6.4.1. Leurs
plus hauts poids pωαqαPΠ forment une base de a‹. Il suffit donc de prouver le résul-
tat énoncé après avoir remplacé ||κpb11 . . . b1nq ´ σpb11 . . . b

1
n, ξq|| par |ωαpκpb11 . . . b1nq ´

σpb11 . . . b
1
n, ξqq|, et ce quelque soit α P Π. On rappelle que les Vα sont munis d’un

produit scalaire, restriction d’un bon produit scalaire sur leurs représentations in-
duites.

Fixons α P Π, notons pV, ρ, ωq “ pVα, ρα, ωαq. Le lemme 6.4.5 assure que pour
g P G, ξ P Pc, v P Vξ ´ t0u, on a ωpσpg, ξqq “ log ||ρpgqv||

||v||
. Le premier point du

lemme 6.8.1 entraine alors que :
0 ď ωpκpgq ´ σpg, ξqq ď |log dpVξ, V ´g q|

Le corollaire 6.8.8 de la loi des angles implique alors que pour tout ε ą 0, il existe
une constante R ą 0 et un rang n0 ě 0 tels que pour tout n ě n0, tout ξ P Pc, on
ait :

β`W,n,ctc
1
P W, |ωpκpb11 . . . b

1
nq ´ σpb

1
1 . . . b

1
n, ξq| ď Ru ą 1´ ε

Cela conclut la preuve.

On déduit une estimation de ωpκpb11 . . . b1nqq le long des morceaux de fibres.
Corollaire 6.8.10. Soit pV, ρq une représentation fortement irréductible de G, de
plus haut poids ω P a‹. Soit c “ pb, z, O, xq P W un point β`W -typique. Pour tout
ε ą 0, il existe une constante R ą 0 et un rang n0 ě 0 tels que pour tous n ě n0,

β`W,n,ctc
1
P W, |ωpκpb11 . . . b

1
nq ´ θnpbqq| ď Ru ě 1´ ε

Démonstration. Cela provient directement du lemme 6.8.9 appliqué avec ξ “ ξTnb,
et de la F -invariance du plus haut poids ω.

Le lemme suivant permettra de minorer les valeurs des αpκpb11 . . . b1nqq, α P Π, le
long des morceaux de fibres.
Lemme 6.8.11. Soit c “ pb, z, O, xq P W un point β`W -typique. Pour tout t0, ε ą 0,
il existe un rang n0 ě 0 tels que pour tous n ě n0,

β`W,n,ctc
1
P W, ||κpb11 . . . b

1
nq ´ nσµ|| ď nt0u ě 1´ ε
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Démonstration. On note

En :“ tg P Γ, σF pg, ξTnbq P U ´ z ` θnpbq, χpgq P I ´ t` χpb1 . . . bnqu

E :“ tg P Γ, ||κpgq´nσµ|| ď nt0u. D’après la description des mesures conditionnelles
(6.1), pour n ě 0, la probabilité à estimer est µ‹npEnXEq

µ‹npEnq
. Le principe des grandes

déviations pour la projection de Cartan ([16], 12.6) affirme qu’il existe c ą 0 tel que
pour n assez grand, on a µ‹npEq ě 1´ e´cn. Par ailleurs, d’après le théorème 6.7.3,
il existe R ą 0 tel que pour n assez grand, on a µ‹npEnq ě n´R. Finalement, à
partir d’un certain rang, on a µ‹npEnXEq

µ‹npEnq
“ 1´ µ‹npEnXEcq

µ‹npEnq
ě 1´ e´cn

n´R
ÝÑ
nÑ`8

1. D’où le
résultat.

6.8.6 Contrôle de la dérive

On conclut la section par les théorèmes de contrôle annoncés, valables pour des
représentations très générales.

Soit pV, ρq une représentation algébrique fortement irréductible non bornée de G,
et ω P a‹ le plus haut poids de pV, ρ|Gcq. On suppose V muni d’un produit scalaire
tel que ρpKq Ď OpV q, ρpAq Ď SympV q.

• Contrôle de la norme. Soit c “ pb, z, O, xq P W un point β`W -typique. Alors
pour tout ε ą 0, il existe une constante C ą 0 et un rang n0 ě 0 tel que pour
tous n ě n0, v P V , on ait :

β`W,n,ctc
1
P W, C´1eωpθnpbqq||v|| ď ||ρpb11 . . . b

1
nqv|| ď Ceωpθnpbqq||v||u ą 1´ ε

• Contrôle de la direction. Soit c “ pb, z, O, xq P W un point β`W -typique.
Alors pour tout ε ą 0 il existe une constante δ ą 0 et un rang n0 ě 0 tels que
pour tous n ě n0, v P V ´ t0u, on ait :

β`W,n,ctc
1
P W, dpρpb11 . . . b

1
nqRv, V `b11...b1nq ď e´δnu ą 1´ ε

Démonstration. Pour la norme : Soit ε ą 0. D’après le corollaire 6.8.8 de la loi des
angles et le corollaire 6.8.10, il existe des constantes r ą 0, R ą 0 et un rang n0 ě 0
tel que pour tout n ě n0, v P V ´ t0u on a

β`W,n,ctc
1
P W, dpRv, V ´b11...b1nq ě r et ||ωpκpb11 . . . b1nq ´ θnpbqq|| ď Ru ą 1´ ε

Le résultat est alors une conséquence directe du premier point du lemme 6.8.1.

Pour la direction : Soit ε ą 0. D’après le corollaire 6.8.8 et le lemme 6.8.11, étant
donné t0 ą 0, il existe des constantes r ą 0, R ą 0 et un rang n0 ě 3 tel que pour
tout n ě n0, v P V ´ t0u on a
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β`W,n,ctc
1
P W, dpRv, V ´b11...b1nq ě r et ||κpb11 . . . b1nq ´ nσµ|| ď nt0u ą 1´ ε

Soit c1 P W dans cet ensemble. En utilisant le point 2 du lemme 6.8.1, on obtient
que

dpρpb11 . . . b
1
nqRv, V `b11...b1nq ď

1
dpRv, V ´b11...b1nq

max
αPΠ

e´αpκpb
1
1...b

1
nqq

ď r´1 max
αPΠ

e´npαpσµq`αpxn,c1 qq

où on a noté xn,c1 :“ 1
n
κpb11 . . . b

1
nq ´ σµ, élément de a de norme au plus t0. Il est

prouvé dans [16] (section 9.4) que le vecteur de Lyapunov σµ est dans l’intérieur de
la chambre de Weyl a`, autrement dit que pour tout α P Π, on a αpσµq ą 0. On
peut donc choisir t0 ą 0 tel que ||α|| ď 1

2t0αpσµq pour tout α P Π. On a alors

dpρpb11 . . . b
1
nqRv, V `b11...b1nq ď r´1e´

n
2 minαPΠ αpσµq

Cela donne le résultat annoncé.

Remarque. Le contrôle de la direction reste vrai pour des représentations induites
à G à partir de représentations irréductibles non bornées de Gc, et munies d’un bon
produit scalaire. L’hypothèse de forte irréductibilité est seulement utilisée dans le
contrôle de la norme, pour lequel on utilise la F -invariance du plus haut poids à
travers le corollaire 6.8.10.

On termine la section par un dernier corollaire qui permettra de préciser le
contrôle directionnel dans la preuve de la dérive.
Corollaire 6.8.12. Soit c “ pb, z, O, xq P W un point β`W -typique. Pour tout ε ą 0,
il existe une constante δ ą 0 et un rang n0 ě 0 tels que, pour n ě n0, on a

β`W,n,ctc
1
P W, dpb11 . . . b

1
nξTnb, ξ

`

b11...b
1
n
q ă e´δnu ą 1´ ε

Démonstration. En raisonnant à l’aide des pVα, ραqαPΠ comme dans la preuve du
corollaire 6.8.3, on voit qu’il suffit de prouver le résultat suivant : Soit pV, ρq une re-
présentation irréductible proximale non bornée de Gc, et x., .y un bon produit scalaire
sur la représentation induite à G. Alors pour β`W -presque tout c “ pb, z, O, xq P W ,
pour tout ε ą 0, il existe une constante δ ą 0 et un rang n0 ě 0 tels que, pour
n ě n0, on a

β`W,n,ctc
1
P W, dpρpb11 . . . b

1
nqVξTnb , Vξ`

b11...b
1
n

q ă e´δnu ą 1´ ε

Comme pV, ρq est proximale, les Vξ P PpV q sont des droites. On conclut directement
à partir du contrôle de la direction démontré plus haut (avec Rv “ VξTnb) combiné
à la dernière remarque.
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6.9 Preuve de la dérive exponentielle

Nous allons mettre ensemble les résultats des sections précédentes pour prouver le
théorème de dérive exponentielle. On rappelle quelques hypothèses : µ P PpSLdpZqq
est une probabilité sur SLdpZq à support fini engendrant un semigroupe Γ fortement
irréductible (donc d’adhérence de Zariski G Ď SLdpRq semi-simple, non bornée), et
χ : Γ Ñ R est un morphisme de groupes tel que χ‹µ P PpRq est centrée. On fait
de plus les hypothèses µpeq ą 0 et χ non trivial pour pouvoir appliquer le théorème
local limite et les théorèmes de contrôle démontrés dans les sections 6.7.2 et 6.8.6.
La notation ν PMRadpTdˆRq désigne une mesure de Radon stationnaire ergodique
pour la marche induite par (µ, χ) sur TdˆR, dont la projection sur Td est sans atome.
Ces données ont permis de construire un système dynamique fibré pB`, T`, β`q dans
la section 6.4.2. On note Q`8 sa tribu queue.

Théorème 6.9.1 (Dérive exponentielle). Soit Y un espace mesurable standard,
σ : B` Ñ Y une application Q`8-mesurable, E Ď B` une partie β`-pleine. Alors
pour presque tout c P E, pour tout ε ą 0, il existe c1, c2 P E, t Ps ´ ε, εrr non nul,
tels que c2 “ φtpc

1q et σpcq “ σpc1q “ σpc2q.

Démonstration. Soit U Ď aF , I Ď R des ouverts convexes bornés non vides, avec
I assez grand pour que tous ses translatés I ` t intersectent χpΓq. Posons W :“
B ˆ U ˆ OrpRq ˆ pTd ˆ Iq Ď B`. On va montrer le résultat pour β`-presque tout
c P W , ce qui est suffisant car U et I peuvent être choisis arbitrairement grands.
Les points c1, c2 seront construits dans W également. L’espace d’arrivée Y étant
standard, on peut supposer Y “ r0, 1s. Quitte à multiplier ν par une constante, on
peut supposer β`pW q “ 1. Enfin, comme la composante sur a est uniformément
bornée dans la fenêtre W , il suffit de prouver le théorème 6.9.1 en remplaçant le
flot φt par le flot φ1tpb, z, O, xq “ pb, z, O, x `

řr
i“1 tieb,iq (voir section 6.4 pour la

définition des eb,i).
Dans un premier temps, introduisons des compacts K0, K1 Ď W vérifiant de

bonnes propriétés. Soit α ą 0 (petit). D’après le théorème de Lusin, il existe un
compact K0 Ď W de mesure β`W pKq ą 1 ´ α2

2 sur lequel les restrictions σ|K0 :
K0 Ñ Y , ξ|K0 : K0 Ñ P, c “ pb, z, O, xq ÞÑ ξb sont continues. D’après le théorème
d’équirépartition des morceaux de fibres (plus précisément le corollaire 6.6.6), il
existe un compact K1 Ď W de mesure β`W pK1q ą 1´ α, et un rang N0 ě 0 tels que
pour tout c P K1, n ě N0, on a

β`W,n,cpK0q ą 1´ α

D’après le théorème de Lusin, quitte à réduire K1, on peut supposer que l’appli-
cation σ|K1 : K1 Ñ Y est continue. On montre de plus que la non-dégénérescence des
mesures limites νb (corollaire 6.5.2) assure que β`W -presque tout c “ pb, z, O, xq P K1
est limite d’une suite pcpqpě1 de points de K1 de la forme cp “ pb, z, O, x ` pup, tpqq
où up P Rd, tp P R, up agit sur la coordonnée en Td, a sa projection sur Td en dehors
de l’ensemble stable Wbp0q, et up, tp tendent vers 0 quand p tend vers l’infini. En
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effet, remarquons que la mesure β`W |K1
s’écrit

β`W |K1
“

ż

BˆaFˆOrpRq
δpb,z,Oq b νb|Kpb,z,Oq1

dβpbqdlebaF pzqdhpOq

oùKpb,z,Oq
1 :“ tx P X, pb, z, O, xq P K1u. Ainsi, pour β`W -presque tout c “ pb, z, O, xq P

K1, on a x dans le support de ν
b|K

pb,z,Oq
1

, autrement dit, pour tout voisinage V de
p0, 0q dans TdˆR, on a ν

b|K
pb,z,Oq
1

px`V q ą 0. En remarquant queWbpxq “ x`Wbp0q,
le corollaire 6.5.2 implique que

ν
b|K

pb,z,Oq
1

px` pV ´Wbp0q ˆ Rqq ą 0

On obtient donc la suite pcpqpě1 annoncée en se donnant une base décroissante de
voisinages pVpqpě1 de p0, 0q dans Td ˆR, en choisissant xp dans Kpb,z,Oq

1 X x` pVp ´
Wbp0q ˆ Rq puis en posant cp :“ pb, z, O, xpq.

Fixons un point c P K1 admettant une telle approximation pcpq P KN‹
1 . On va

construire les points c1, c2 du théorème de dérive exponentielle comme limites de
points pris dans les fibres passant par c et les cp. Pour c1 “ pb1, z1, O1, x1q P W ,
notons

Dnpc
1
q “ b11 . . . b

1
nb
´1
n . . . b´1

1 P SLdpZq
Le calcul explicite des mesures conditionnelles par rapport aux morceaux de fibres
montre que lorsque c1 “ pb1, z1, O1, x1q varie dans W selon la loi β`W,n,c, le translaté
c2 “ c1 ` pDnpc

1qup, tpq :“ pb1, z1, O1, x1 ` pDnpc
1qup, tpqq varie selon la loi β`W,n,cp . En

particulier, on a

β`W,n,ctc
1
P W, c1 ` pDnpc

1
qup, tpq P K0u ą 1´ α

On applique maintenant les théorèmes de contrôle donnés par la loi des angles
pour la représentation canonique de G sur V “ Rd. Quitte à réduire K1 dès le début,
cela donne :
Lemme. • (Contrôle de la norme) Soit ε2 ą 0. Il existe ε1 Ps0, ε2r, p0 ě 0 tel

que pour tout p ě p0, il existe un entier np ě 1 pour lequel

β`W,np,ctc
1
P W, ||Dnppc

1
qup|| P rε1, ε2su ą 1´ α

• (Contrôle de la direction) Pour toute constante δ ą 0, il existe un rang N1 ě 0
tel que pour n ě N1, pour tout p ě 0, on a

β`W,n,ctc
1
P W, dpDnpc

1
qRup, Vb11...b1nTnbq ă δu ą 1´ α

Démonstration. Reportée plus bas.

Concluons la preuve. On se donne ε2 ą ε1 et p0 ě 0 comme dans le lemme
précédent. Quitte à tronquer la suite pcpq, on peut supposer que p0 “ 0. Par ailleurs,
la suite np tend vers `8. Quitte à tronquer davantage, on peut donc supposer
np ě N0 pour tout p ě 1. On peut de plus choisir α ă 1{4 dès le début de la preuve.
D’après ce qui précède, on peut alors se donner pour tout p ě 1, un point c1p P K0
de la np fibre passant par c tel que :
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- c2p :“ c1p ` pDnppc
1
pqup, tpq P K0 X Fnp,cp

- ||Dnppc
1
pqup|| P rε1, ε2s

- dpDnppc
1
pqRup, Vb1ppq1 ...b

1ppq
np T

npb
q ă δp avec δp Ñ 0 (en notant c1p “ pb

1ppq
1 . . . b1ppqnp T

npb, . . . q)

Par compacité de K0 et quitte à extraire, on peut supposer qu’on a les convergence
pc1pq Ñ c1 et pc2pq Ñ c2 avec c1, c2 P K0.

On a les égalités σpcq “ σpc1q “ σpc2q. En effet, comme l’application σ est Q`8-
mesurable, elle est en particulier constante sur les fibres. On a ainsi σpcq “ σpc1pq et
σpcpq “ σpc2pq pour p ě 1. Comme l’application σ est continue sur K0 et K1, on a
finalement σpc1q “ lim σpc1pq “ σpcq, et σpc2q “ lim σpc2pq “ lim σpcpq “ σpcq.

Enfin, quitte à extraire on peut supposer que la dérive Dnppc
1
pqup converge vers

un vecteur v P Rd de norme ||v|| P rε1, ε2s. Vérifions qu’alors c1 et c2 sont liés par
l’action du flot. Ecrivons c1 “ pb1, z1, O1, x1q. La convergence de c1p vers c1 implique
que b1ppq1 . . . b1ppqnp T

npb Ñ b1. La continuité de l’application ξ sur K0 et le contrôle
directionnel de la dérive entrainent alors que v P Vb1 . Finalement, en utilisant que
la suite ptpqpě1 tend vers 0, on obtient c2 “ c1 ` pv, 0q avec v P Vb1 , de norme dans
rε1, ε2s. Comme ε2 est arbitrairement petit, cela prouve la dérive exponentielle pour
presque tout point de K1. Comme α peut être choisi arbitrairement petit, la preuve
est terminée.

Il reste à démontrer le lemme utilisé dans la preuve de la dérive exponentielle.

Démonstration du lemme. Vérifions le premier point. Notons ω P a‹ le plus haut
poids de Gc sur V “ Rd. D’après le contrôle de la norme, il existe une constante
C ą 0 et un rang N 1

0 ě 0 tel que pour tous n ě N 1
0, p ě 1 on a :

β`W,n,ctc
1
P W, C´1eωpθnpbqq||b´1

n . . . b´1
1 up|| ď ||Dnpc

1
qup|| ď Ceωpθnpbqq||b´1

n . . . b´1
1 up||u ą 1´α

Il suffit donc de montrer que si ε1 Ps0, ε2r est assez petit, et p ě 0 assez grand,
alors il existe n ě N 1

0 tel que l’intervalle rsn, tns :“ eωpθnpbqq||b´1
n . . . b´1

1 up|| rC
´1, Cs

est inclus dans rε1, ε2s. On note R “ maxt||g|| ` ||g´1||, g P suppµu. On choisit
ε1 ą 0 tel que ε2{ε1 ą C2R2. On se donne p0 ě 0 tel que pour p ě p0 on a
||up|| ă R´2N 10ε1. Soit p ě p0, et np le premier entier tel que snp ą ε1. Un tel entier
existe bien car la suite psnq n’est pas bornée (par la condition up R Wbp0q dans
Td et la positivité du premier Lyapunov sur V qui donne ωpθnpbqq Ñ `8 via le
corollaire 6.8.6). Comme sn`1{sn ď R2 pour tout n ě 1, on a de plus np ě N 1

0 et
snp ď ε1R

2. Comme tn{sn ď C2 pour tout n ě 1, on a tn ď ε1R
2C2 ď ε2 d’où

l’inclusion rsnp , tnps Ď rε1, ε2s. D’où le premier point.

Vérifions le second point. Soit δ ą 0. D’après le contrôle de la direction donné
par la loi des angles (voir 6.8.6), il existe un rang N ě 0 tel que pour n ě N , pour
tout p ě 0, on a

β`W,n,ctc
1
P W, dpDnpc

1
qRup, Vξ`

b11...b
1
n

q ă δ{2u ą 1´ α

2
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Il reste à vérifier que Vξ`
b11...b

1
n

est proche de Vb11...b1nTnb pour n grand. Soit r :“ dimproxG

la dimension proximal de G Ď SLdpRq. On voit GrpV q comme un sous-ensemble des
parties fermées de PpV q et on le munit de la distance de Hausdorff. On munit P
de la distance introduite dans la section 6.4. L’application P Ñ GrpV q, ξ ÞÑ Vξ est
continue sur P compact, donc uniformément continue. Il existe ainsi δ1 ą 0 tel que
pour tous ξ1, ξ2 P P à distance dpξ1, ξ2q ă δ1, on a dpVξ1 , Vξ2q ă δ{2. Il suffit donc
de montrer qu’il existe un rang N 1 ě 0 tel que pour n ě N 1, on a

β`W,n,ctc
1
P W, dpξ`b11...b1n

, ξb11...b1nTnbq ă δ1u ą 1´ α

2
C’est une application directe du corollaire 6.8.12 du contrôle de la direction dans la
section précédente.
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6.10 Conclusion

On termine la preuve du théorème 6.1.1 en prouvant le théorème 6.4.1 énoncé
dans la section 6.4 :

Théorème. Soit µ P PpSLdpZqq une probabilité à support fini engendrant un sous
semi-groupe Γ Ď SLdpZq fortement irréductible, et soit χ : Γ Ñ R un morphisme
de semi-groupes tel que la probabilité χ‹µ P PpRq est centrée. Alors toute mesure de
Radon µ-stationnaire ergodique ν sur Td ˆ R dont la projection νp. ˆ Rq PMpTdq
est sans atome est (à translation près) une mesure de Haar sur Td ˆĘχpΓq.

Notons X :“ Td ˆ R et pνbqbPB P MRadpXqB les mesures limites associées à ν.
On a en particulier la décomposition ν “

ş

B
νb dβpbq (cf. section 2.1). Nous allons

montrer que les νb sont invariants par translation de leur coordonnée en Td. C’est
alors aussi le cas de ν. On conclura ensuite en utilisant que la projection de ν sur R
est une mesure de Radon χpΓq-invariante. On note toujours r :“ dimprox Γ P J1, d´1K
la dimension proximale de Γ Ď SLdpRq.

Soit b P B, Vb Ď Rd le r-plan limite associé (cf. section 6.4). On désintègre la
mesure de Radon νb PMRadpXq sous l’action de Vb par translation de la coordon-
née en Td. On obtient une application mesurable σb : X Ñ MRad

1 pVbq, x ÞÑ σb,x.
On voudrait montrer que les σb,x sont invariants par une même droite de Vb. On
aurait alors que la mesure νb est invariante sous l’action de cette droite. La forte
irréductibilité de Γ sur Rd permettrait alors de conclure que νb est Td-invariante
pour presque tout b (voir plus bas). Pour se ramener à ce cas là, on note pour
x P X, Vb,x :“ rStabVbσb,xs0 la composante neutre du stabilisateur de σb,x dans Vb
(agissant par translation sur les mesures projectives deMRad

1 pVbq). C’est un élément
de GpVbq ensemble des sous-espaces vectoriels de Vb. On désintègre νb par rapport
à l’application πb : X Ñ GpVbq, x ÞÑ Vb,x et on obtient une famille mesurable
pνb,xqxPX PMRadpXqX νb-presque partout caractérisée par :
• νb “

ş

X
νb,x dνbpxq

• Pour tout x P X, νb,x est concentré sur π´1
b pVb,xq Ď X.

Lemme 6.10.1. Soit b P B. Pour νb-presque tout x P X, la mesure νb,x est Vb,x-
invariante.

Démonstration. Remarquons que l’action de Vb sur X “ Td ˆ R ne modifie pas la
coordonnée réelle. Il suffit donc de montrer que pour tout intervalle borné I Ď R,
pour νb-presque tout x P X, la mesure finie νb,x|TdˆI est Vb,x-invariante. Cela est
démontré dans ([13], proposition 4.3).

Le théorème de dérive exponentielle est utilisé pour obtenir le résultat suivant.

Lemme 6.10.2. Pour β-presque tout b P B, νb-presque tout x P X, on a Vb,x ‰ t0u.

Rappelons d’abord un lemme général les mesures conditionnelles. On dira qu’une
action d’un groupe topologique G sur un ensemble Z est à stabilisateurs discrets si
pour tout z P Z, le fixateur Gz :“ tg P G, g.z “ zu est discret dans G.
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Lemme 6.10.3. Soit Z un espace borélien standard, m une mesure σ-finie sur Z, G
un groupe localement compact à base dénombrable muni d’une action sur Z qui est
mesurable à stabilisateurs discrets. De même soit pZ 1,m1, G1q. On se donne f : Z Ñ
Z 1 une bijection bimesurable telle que f‹m “ m1 et φ : GÑ G1 un isomorphisme de
groupes topologiques tel que pour tout z P Z, g P G, on a fpg.zq “ φpgq.fpzq.

Alors, si σ : Z ÑM1pGq, σ1 : Z 1 ÑM1pGq
1 sont des décomposition de m et m1

en mesures conditionnelles pour les actions de G et G1, on a pour m-presque tout
z P Z que

σ1pfpzqq “ φ‹σpzq

Démonstration. Cela découle de l’unicité des mesures conditionnelles. Voir [31] pour
plus de détails.

Démonstration du lemme 6.10.2. On reprend les notations de la section 6.4. Pour
βblebabh-presque tout pb, z, Oq P BˆaFˆOrpRq, on a que p‹q la famille de mesures
projectives pσpb, z, O, xqqxPX P MRad

1 pRrq est une décomposition de δpb,z,Oq b νb P
MRadppb, z, Oq ˆ Xq par rapport à l’action de Rr-flot pφtqtPRr . Soit b P B tel qu’il
existe pz,Oq vérifiant p‹q. Notons A l’isomorphisme vectoriel A : Rr Ñ Vb, t ÞÑ
xt, eωpzqOeby

1. On a ainsi φtpb, z, O, xq “ pb, z, O, x`Aptqq. On déduit de lemme 6.10.3
que pour νb-presque tout x P X, on a A‹σpb, z, O, xq “ σb,x. Quitte à bien choisir
pb, z, Oq dès le départ, le théorème de dérive exponentielle donne que pour νb-presque
tout x P X, la mesure projective σpb, z, O, xq est invariante selon une droite de Rr

(corollaire 6.4.10). On en déduit que σb,x est invariante par une droite Vb , i.e.
Vb,x ‰ t0u.

Corollaire 6.10.4. Pour β-presque tout b P B, νb-presque tout x P X, on a Vb,x “
Td.

Pour prouver ce corollaire, nous utiliserons le lemme général suivant :

Lemme 6.10.5. Soit µ P PpSLdpZqq une probabilité dont le support engendre un
semi-groupe Γ fortement irréductible sur Rd. Soit F l’ensemble (dénombrable) des
sous-groupes fermés connexes non nuls du tore Td. Alors F n’admet qu’une seule
probabilité µ-stationnaire : la masse de Dirac δTd.

Démonstration. On raisonne par l’absurde en supposant qu’il existe m P PpFq une
probabilité µ-stationnaire sur F telle que mptTduq ă 1. Quitte à restreindre m à
F ´tTdu (Γ-stable) puis normaliser, on peut même supposer mptTduq “ 0. On note
α “ maxuPFpmpuqq et F 1 “ tu P F ,mpuq “ αu. Pour u P F 1, on pose Vu Ď Rd

le sous espace vectoriel se projetant sur u. Alors tVu, u P F 1u est un ensemble fini
Γ-invariant de sous-espaces vectoriels stricts non triviaux de Rd. Cela contredit la
forte irréductibilité de Γ sur Rd.

Démonstration du corollaire 6.10.4. Notons BX :“ B ˆX, βX :“
ş

B
δb b νb dβpbq P

MRadpBXq.
Remarquons que pour βX-presque tout pb, xq P BX , µ-presque tout g P Γ, on

a gVb,x “ Vgb,gx. En effet, pour β-presque tout b P B, µ-presque tout g P Γ, on a
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g‹νb “ νgb et gVb “ Vgb. Le lemme 6.10.3 implique alors que pour νb-presque tout
x P X, on a g‹σb,x “ σgb,gx, ce qui prouve l’affirmation.

Considérons l’application Φ : BX Ñ F , pb, xq ÞÑ Vb,x. Elle est presque sûrement
Γ-équivariante d’après ce qui précède. La mesure de Radon µ-stationnaire βX a donc
pour image une mesure µ-stationnaire Φ‹βX PMpFq. On montre que cette mesure
est concentrée sur Td.

1er cas : χpΓq Ď R est discret. C’est alors un sous groupe de R (cf. lemme 6.1.2).
L’ergodicité de ν implique que ν, et donc les νb, sont portés par un ensemble de
la forme Td ˆ pr ` χpΓqq où r P R. On peut supposer que c’est Td ˆ Z. Notons
τ : B Ñ N Y t8u, b ÞÑ inftn ě 1, χpb1 . . . bnq “ 0u (fini β-ps) le temps de retour
au bloc de départ, et µτ P PpΓq la loi de b1 . . . bτpbq quand b varie selon β. D’après
la section 6.2, la mesure βX est µτ -stationnaire. Soit N ě 0 un entier. Comme la
µτ -marche stabilise les blocs pTdˆtkuqkPZ, la mesure finie βX

|Tdˆr´N,Ns est également
µτ -stationnaire sur BX . Par ailleurs, le semi-groupe Γ0 engendré par le support de µτ
est fortement irréductible sur Rd (lemme 6.2.3). Le lemme 6.10.5 implique donc que
la mesure image Φ‹βX|Tdˆr´N,Ns sur F est concentrée sur Td. Comme N est arbitraire,
c’est finalement le cas de βX .

2-ème cas : χpΓq Ď R est dense. La preuve est essentiellement la même que
celle donnée dans la sous-section 6.6.2 où on montre la non-dégénérescence des me-
sures limites. On rappelle les grandes lignes. On fixe pβXb qbPB une décomposition
de βX en mesures limites ainsi qu’une constante r ą 0, et pour tout I Ď R in-
tervalle de longueur r, et on note βXb,I :“ βXb|BˆTdˆI . On montre que les mesures
finies pΦ‹pβXb,Iqqb,I P Mf pFq ont presque-toutes les mêmes poids (comptés avec
multiplicités, voir lemme 6.5.9). On en déduit que pour presque tout b P B, la
mesure Φ‹pβXb,Iq ne dépend pas de I à translation près, puis que la mesure finie
m :“ Φ‹βX|BˆTdˆI “

ş

B
Φ‹pβXb,Iq dβpbq est µ-stationnaire. Par le lemme 6.10.5, elle

donc concentrée sur Td ce qui conclut étant donné que I est de taille arbitraire.

Corollaire. Pour β-presque tout b P B, νb est Td-invariante.
Démonstration. Cela découle du lemme 6.10.1, du corollaire 6.10.4 et de l’expression
de νb comme moyenne intégrale des νb,x.

Preuve du théorème 6.4.1. D’après le corollaire précédent, les νb sont invariants par
translation quelconque de la coordonée en Td. C’est donc aussi le cas de ν car
ν “

ş

B
νb dβpbq.

Supposons χpΓq Ď R discret. C’est alors un sous groupe de R (cf. lemme 6.1.2).
L’ergodicité de ν implique que ν est portée par un ensemble de la forme Td ˆ pr `
χpΓqq où r P R. On peut supposer que c’est Td ˆ Z. La mesure ν se décompose
sur les blocs ν “

ř

kPZ ν|Tdˆtku et chaque mesure ν|Tdˆtku est Td-invariante donc une
mesure de Haar. D’après le deuxième point du corollaire 6.1.3, les masses totales
des ν|Tdˆtku sont les mêmes, ce qui conclut.
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Supposons que χpΓq Ď R est dense. Pour I Ď R mesurable, la mesure νp.ˆ Iq P
Mf pTdq est Td-invariante donc SLdpZq-invariante. La relation de µ-stationnarité
donne alors que pour A Ď Td, I Ď R mesurables, on a : νpA ˆ Iq “

ş

G
νpA ˆ

rI ´ χpgqsq dµpgq. La mesure νpAˆ .q PMRadpRq est donc χ‹µ-stationnaire, i.e. un
multiple de la mesure de lebesgue (cf. lemme 6.1.2). Finalement, νpA ` z, I ` tq “
νpAˆ Iq pour tout z P Td, t P R, d’où le résultat.
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Titre : Marches aléatoires sur les espaces homogènes de volume infini
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Résumé : Soit G un groupe de Lie réel et Λ Ď G un sous-groupe discret. La donnée d’une
mesure de probabilité µ sur G permet de définir une marche aléatoire sur le quotient G{Λ, la
probabilité de transition en un point x P G{Λ étant µ ‹ δx. Nous étudierons la µ-marche sur
G{Λ dans le cas où le sous-groupe Λ est de covolume infini dans G. Les questions abordées
sont multiples : récurrence en loi, récurrence presque-sûre, estimation de la dérive dans le cas
d’un revêtement abélien, classification des mesures de Radon stationnaires.
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Abstract : Let G be a real Lie group and Λ Ď G a discrete subgroup. Given a probability
measure µ on G, one can define a random walk on the quotient space G{Λ, the probability of
transition starting from a point x P G{Λ being µ ‹ δx. We shall study the µ-walk on G{Λ in
the case where Λ has infinite covolume in G. Multiple questions are discussed : recurrence in
law, almost-sure recurrence, estimate of the drift in the case of abelian covers, classification of
locally finite stationary measures.
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