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Résumé

L’objectif de cette these est I’étude d’'une classe de modeles mathématiques décrivant
quelques problemes relatifs a I'infection par le parasite Plasmodium falciparum qui cause
le paludisme et dont le vecteur responsable de la transmission est le moustique femelle du
genre Anophéle.

On divise le travail en trois grandes parties, la premiere partie concerne ’analyse de la
propagation du paludisme au sein d'une population isolée. On a étudié la stabilité globale
de I’équilibre sans maladie en fonction des différents parametres épidémiologiques quand
le nombre de reproduction de base est inférieur a un. Quand ce nombre est supérieur a
un on a prouvé 'existence d’un unique équilibre endémique. En s’inspirant de I’approche
géométrique introduite par Li et Muldowney, on a donné une condition suffisante pour
que cet équilibre endémique soit globalement asymptotiquement stable. Un estimateur
d’état est construit dans le but d’estimer la taille des différentes classes des populations
humaines en utilisant la mesure du nombre de nouveaux humains infectés par unité de
temps. Nous avons aussi proposé deux stratégies de controle pour éradiquer la maladie.
Enfin pour mieux comprendre la dynamique de propagation de la maladie et pour désigner
les parametres dont l'influence est la plus forte, nous avons fait 1’étude de la sensibilité
locale du nombre de reproduction de base par rapport a chaque parameétre.

La deuxieme partie est dédiée a ’étude d’un modele qui décrit 'interaction et la propa-
gation de la maladie au sein d'une population humaine divisée en deux sous-populations
locale et non-locale, la premiere sous-population suit une croissance linéaire quant a la
population des non-locaux, elle suit une croissance logistique au sein de la premiére. Nous
faisons le choix d’étudier I'impact de la migration des personnes d’un pays endémique
vers un autre pays déclaré sans maladie ou en voie d’éradication de la maladie. Notre
analyse a donné des conditions de la persistance de la maladie, nous avons étudié la possi-
bilité de controle de la maladie dans un premier temps a travers le controle de la capacité
limite, puis nous avons développé une méthode basée sur une matrice dite matrice de
transmission vectorielle qui a servi a déterminer le lien entre les deux sous-populations et
la population des moustiques, et en fonction des valeurs d’entrée de cette derniere dans
le but de contréler la maladie. Par ailleurs une étude de sensibilité locale et globale du
niveau d’infectés locaux et non-locaux a été faite pour déterminer les parametres d’entrée
du modele les plus sensibles.

La derniére partie est consacrée a 1’étude de la dynamique globale des modeles avec de
multiples sous-populations qui sont supposées étre faiblement interconnectées. Notre tra-
vail met en évidence une procédure qui permet d’avoir une analyse complete de beaucoup
de systemes dynamiques modélisant la propagation d’une maladie qui fait intervenir diffé-
rentes populations. Le but est de pouvoir déterminer la stabilité globale de 1’équilibre sans
maladie quand le nombre de reproduction de base est inférieur a un ainsi que la stabilité
globale des différents types (intérieurs ou frontiere) des équilibres endémiques en fonction
des différents nombres de reproduction de base locaux et de la nature des interconnexions
entre les composantes du réseau.

Mots-clés: épidémiologie mathématique, systemes non linéaires, stabilité, modeles multi-
groupes, systemes en réseaul.
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Abstract

The main purpose of this thesis is to study a class of mathematical models describing some
problems related to the infection by the Plasmodium falciparum parasite which causes
malaria and whose vector is the female mosquito of the species Anopheles.

The work is divided into three main parts, the first part is related to the analysis of
the spread of malaria in an isolated population. The global stability of the disease-free
equilibrium is studied according to the different epidemiological parameters when the
basic reproduction number is lower than one. When this number is higher than one, the
existence of a unique endemic equilibrium is proved. Inspired by the geometric approach
introduced by Li and Muldowney, we provided a sufficient condition for this endemic
equilibrium to be globally asymptotically stable. A state estimator was constructed to
estimate the size of human populations based on the measurement of the number of
newly infected humans per unit time. We also proposed two control strategies to eradicate
the disease. Finally, to better understand the dynamics of the spread of the disease and
to identify the most influential parameters, we have studied the local sensitivity of the
number of basic reproduction with respect to each parameter.

The second part is about the study of a model that describes the interaction and the
spread of the disease within a human population that is divided into two subpopulations,
local and non-local. The first subpopulation follows a linear growth while the non-local
population follows a logistic growth among the first. We choose to study the impact of
the migration of people from an endemic country to another country declared free of
the disease or towards the eradication of the disease. Our analysis yielded conditions
of the persistence of the disease, we studied the possibility of controlling the disease in
a first step through the control of the carrying capacity, then we developed a method
based on a matrix called matrix of vectorial transmission which was used to determine
the link between the two subpopulations and the population of mosquitoes, according to
the values of this matrix entries in order to ensure the control of the disease spread. In
addition, a local and global sensitivity study of the level of local and non-local infection
was performed to determine the most influential model input parameters.

The last part is devoted to the study of the global dynamics of models with multiple
subpopulations that are assumed to be weakly interconnected. Our work highlights a
process that allows us to perform a complete analysis of many dynamical systems modeling
the spread of a disease that involves different populations. The objective is to be able to
determine the global stability of the disease-free equilibrium when the basic reproduction
number is less than one as well as the global stability of the different types (interior
or frontier) of endemic equilibria as a function of the different local basic reproduction
numbers and the nature of the interconnections between the network components.

Keywords: mathematical epidemiology, nonlinear systems, stability, multi-group models,
networked systems.
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Introduction générale

Le paludisme est une maladie vectorielle transmise a I’étre humain principalement par la
piqlire des moustiques plus précisément les anopheles femelles infectées. Elle est considé-
rée comme 'une des maladies les plus dangereuses au monde. L’organisation mondiale de
la santé (OMS) estime qu’il y a eu environ 219 millions de cas et 435000 déces liés a cette
maladie en 2017. Le paludisme est 'un des plus grands risques auxquels les voyageurs
peuvent étre confrontés a 1’étranger. Ils peuvent étre exposés a cette infection dans 87
pays du monde, principalement en Afrique, en Asie et dans les Amériques [91].
Malheureusement, les victimes les plus exposées au risque d’infection par le paludisme
comprennent beaucoup plus de nourrissons et d’enfants de moins de 5 ans. Cependant,
I'impact de la maladie est trés fort sur les femmes enceintes, notamment pendant leurs
premiere grossesse, elles présentent des manifestations cliniques graves pouvant entrainer
la mort [71]. Les personnes vivant avec le VIH&SIDA font partie de la catégorie des per-
sonnes qui peuvent contracter un paludisme aigu [68].

Il est avéré que les modeles mathématiques représentant un phénomene réel interviennent
dans toutes les disciplines, rappelons que le premier modele décrivant une maladie remonte
a 1766 qui n’est autre que le modele de Bernoulli pour I'inoculation contre la variole et
I’augmentation de 'espérance de vie. Depuis, beaucoup de modeles mathématiques ont
été développés et étudiés, mais la base des modeles compartimentaux qu’on utilise de nos
jours est le modele mathématique de Ronald Ross proposé en 1911.

Dans cette these, on s’intéresse a 1’étude d’une classe de modeles mathématiques basés
sur les équations différentielles ordinaires non-linéaires décrivant la transmission du palu-
disme au sein d’une population humaine, nous proposons différents modeles dont les buts
principaux peuvent étre résumés en les points suivants :

* L’étude mathématique de la transmission du paludisme pour une population iso-
lée dans un premier temps, puis dans une population composée de deux sous-
populations en interaction et enfin une généralisation pour une population hétéro-
gene composée de plusieurs groupes distincts et interconnectés.

* L’analyse de la stabilité des modeles mathématiques proposés.

* Proposer des moyens de controle efficaces pour éradiquer la maladie.

Pour faciliter la compréhension de notre problématique et pour mettre le lecteur en po-
sition lui permettant d’assimiler la modélisation mathématique en épidémiologie, nous
commengons par présenter quelques modeles de base liés a 1’étude de maladie infectieuse
dans le chapitre 1.

Dans le chapitre 2, nous étudions un modele SI(S)R(S) — SI, on suppose que la classe
R représente les individus semi-immunes qui ont développé une immunité temporaire du
fait d’avoir été exposés a cette maladie mais qui restent faiblement infectieux. Nous sup-
posons qu’il n’y a pas de migration, et qu’il y a un recrutement constant dans la classe
des susceptibles. L’étude de la stabilité globale de 1’équilibre sans maladie a été faite en
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Introduction générale

utilisant une fonction de Lyapunov. Sous certaines conditions nous prouvons que le mo-
dele a un unique équilibre endémique globalement asymptotiquement stable en utilisant
une fonction de Lyapunov et en s’inspirant de ’approche géométrique introduite par Li
et Muldowney [62]. Une étude de I'estimation de la taille des populations S, I et R est
faite dans le but de pouvoir mesurer 1’état complet a n’importe quel moment donné, en
utilisant la seule mesure disponible en réalité qui est le nombre des nouveaux infectés
humains par jour, notre but est de tirer profit de cette information pour donner des esti-
mations dynamiques de Sy, I, et Rj, en employant un observateur ou un estimateur d’état
développé dans la théorie de la commande automatique. Nous proposons deux stratégies
de controle, la premiere consiste en 'utilisation d'un taux de surmortalité due aux pesti-
cides, ce qui conduit a une disparition de la maladie quand le nombre de reproduction de
base reste bien inférieur a un certain seuil. D’autre part, en appliquant un traitement aux
personnes infectées, sachant que le taux de traitement sera considéré comme un controle
u, on opte pour calculer u en fonction de I'état de facon a rendre 1’équilibre sans mala-
die globalement asymptotiquement stable, nous fournissons une formule pour le feedback
stabilisant en utilisant une fonction de Lyapunov contrdlée [83]. Pour mieux comprendre
la dynamique de propagation de la maladie et pour designer les parametres les plus in-
fluents dont la valeur est critique, nous avons fait 1’étude de la sensibilité locale du R,
par rapport a chaque parametre. Les résultats des simulations indiquent plusieurs carac-
téristiques intéressantes comme la possibilité de persistance de la maladie quand Ry < 1.
Les résultats de ce chapitre font I’'objet d’'un article soumis.

Dans le chapitre 3, nous supposons qu'il y a deux populations humaines (locale et non-
locale) en interaction, contrairement au modele proposé en premier. Nous faisons le choix
d’étudier 'impact de la migration des personnes d’une région endémique vers une région
sans maladie ou en voie d’éradication de la maladie. Nous supposons que la population
des non-locaux suit une croissance logistique au sein de la population locale qui suit une
croissance linéaire, la croissance logistique est justifiée par le fait qu’il y a un nombre
limité autorisé a résider dans la région d’accueil. On assume que le flux de population
non-locale est supposé susceptible, la division en sous-classe de cette derniere population
se fait dans le pays d’accueil apres arrivée. Notre analyse a donné des conditions de la
persistance de la maladie et a montré que la population non-locale pourrait avoir un effet
positif en réduisant la propagation du paludisme, on a montré que notre modele peut
avoir deux équilibres sans maladie dont un est instable, 'autre est démontré globalement
stable sous condition en utilisant la théorie des fonctions de Lyapunov ainsi que le principe
d’invariance de LaSalle. Nous avons réussi a établir la persistance de la maladie quand
Ro > 1 ainsi que l'existence d’ équilibres endémiques, ce qui nous a conduit vers des
calculs tres complexes, a cause de la possibilité d’avoir jusqu’a 7 équilibres endémiques.
Cela ne nous a pas permis d’effectuer une étude détaillée de la stabilité des équilibres
endémiques. Nous avons étudié la possibilité de controle de la maladie dans un premier
temps a travers le contréle de la capacité limite, puis nous avons développé une méthode
basée sur une matrice dite matrice de transmission vectorielle qui a servi a déterminer le
lien entre les deux sous-populations et la population des moustiques, et en fonction des
valeurs d’entrée de cette derniere dans le but de contréler la maladie. Par ailleurs une étude
de sensibilité locale et globale du niveau d’infectés locaux et non-locaux a été faite pour
déterminer les parametres d’entrée du modele les plus influents, ce qui nous a permis de
mettre en évidence I'impact de la capacité limite sur 'augmentation du nombre d’infectés
humains et aussi de voir le lien clair entre les entrées de la matrice de transmission et la
propagation de la maladie. Une partie de ce chapitre a fait I'objet d'un article publié [84]



et une autre partie constitue un article soumis.

Dans le chapitre 4, nous développons une méthode qui caractérise completement la dy-
namique globale des modeles avec de multiples sous-populations qui sont supposés fai-
blement inter-connectées. Notre travail met en évidence la procédure qui permet d’avoir
une analyse complete de beaucoup de systémes dynamiques modélisant la propagation
d’une maladie qui fait intervenir différentes populations. Le but est de pouvoir détermi-
ner la stabilité globale de 1’équilibre sans maladie ainsi que la nature (point intérieur ou
frontiére) de I'unique équilibre endémique et sa stabilité globale tout en se basant sur la
position du nombre de reproduction de base global par rapport a I'unité et la comparaison
des différents nombre de reproduction de base locaux. La méthode est appliquée en détail
sur deux classes de modeles avec de multiples sous-populations, le premier est un modele
épidémique qui implique de multiples especes hotes et de multiples espéces de vecteurs et
le deuxiéme est un modele vectoriel en patchs. La méthode se compose de deux étapes
principales : la réduction du systeme a l'aide d’outils des systémes a grande échelle et
I’étude de la dynamique d’un systeme auxiliaire lié au systeme original. La méthode déve-
loppée détermine la dynamique sous-jacente et le "poids" de chaque sous-population par
rapport a la dynamique de la population entiére, et comment la topologie de la matrice
de connectivité modifie la dynamique de la population globale, sachant que tous les ré-
sultats de stabilité dépendent de I'irréductibilité ou non de la matrice de connectivité. La
méthode fournit des résultats de stabilité globale pour tous les types d’équilibres, a savoir
les équilibres triviaux, mixtes ou intérieurs. Les résultats de ce chapitre ont été publiés
dans Darticle [17].
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Quelques modeles mathématiques de
propagation du paludisme

Les modeles mathématiques de la propagation du paludisme remontent au début du 20°™¢
siecle, avec le modeéle compartimental de Sir Ronald Ross [73]. Depuis, beaucoup de tra-
vaux en épidémiologie mathématique sont basés sur les modeles compartimentaux en
incluant différents facteurs. MacDonald en 1957 [64] a été le premier a introduire le com-
partiment latent pour la population de moustiques, alors qu’Anderson et May en 1991 [4]
avaient introduit cette phase pour la population humaine.

Plusieurs facteurs ont été introduits pour mieux représenter la réalité du processus de
transmission du paludisme : I’environnement, la migration, la fonctionnalité de I'immunité,
les facteurs socio-économiques et bien d’autres [73, 9, 96, 64].

De multiples articles ont étudié la méme classification de la population humaine et donc
celle des moustiques [9, 70, 56], mais ces modeles ne différencient pas les individus semi-
immune des individus infectieux contrairement aux travaux de J.Arino et al [§].

Un des modeles classiques en épidémiologie mathématique est le modele STR, depuis qu’il
a été introduit par Kermack [92], de nombreux papiers ont été publiés en adaptant le mo-
dele a des populations hétérogenes.

On rappelle dans ce chapitre quelques modeles de base, qui font référence jusqu’a aujour-
d’hui.

1.1 Modeéle de Ronald Ross 1911

Ronald Ross (R. Ross) a proposé le premier modele mathématique de la transmission
du paludisme ; dans son modele il prédit qu’en dessous d’un certain seuil critique de la
densité des moustiques, cette maladie mortelle disparait d’elle méme.

Il suppose dans son travail que la population des moustiques et celle des étres humains
sont divisées en deux compartiments :

Susceptibles : les individus ou les moustiques sains qui peuvent étre infectés.

Infectés : les individus ou les moustiques qui sont infectés et peuvent transmettre
la maladie.



Chapitre 1. Quelques modéles mathématiques de propagation du paludisme

avec retour dans la classe des susceptibles pour les humains, il s’agit donc d’un modele
de type S-I-S [31] pour les humains, et de type S-1 [31] pour les moustiques.
Su(t), Sy(t) représente la densité des humains susceptibles respectivement celles des

ab, I /H
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—> Sh —D In
Susceptibles | Infectieux Humains
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Uy i ¢ Uy
by V )
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Susceptibles |r— Infectieux Tomelles
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FIGURE 1.1 — Représentation graphique du modele de Ross.

moustiques susceptibles.
La densité des humains infectés est notée par Iy (t), celle des moustiques infectés par Iy (t) .

Le modele mathématique est donné comme suit :

dS I
Tf = pugH — pg Sy — ab1ﬁVSH +vuln,
dl I
I — by Sy — (g + ve) T,
dt H
is ; (1.1)
7; = vV — py Sy — abzﬁHSV,
dl I
72/ = &b2ﬁHSv — pvily.

Les parametres sont donnés par le tableau suivant :

a taux des piqtires a ’homme par unité de temps.

b1 proportion des piqtires produisant une infection sur I’humain.

by proportion des piqiires par lesquelles un moustique susceptible devient infecté.
YH taux de guérison pour les humains.

W taux de mortalité des humains.

Ly taux de mortalité des moustiques.

H la population totale des humains (cste).

Vv la population totale des moustiques (cste).




1.1. Modéle de Ronald Ross 1911

L’évolution de la fraction des individus dans les classes des infectés (I, Iy) a été étudiée
par R. Ross en utilisant deux équations différentielles ordinaires :

T
i rabyy(l —z) — ma

d
d—i = abyr(l —y) — puyy

ou :
x : proportion des humains infectés r = %H
y : proportion des moustiques infectés y = %V
r : ratio du nombre de moustiques femelles humains r =

m : taux moyen de quitter la classe des infectés pour les humains pg + vg.

<

x et y sont des proportions tel que :x,y € [0, 1].
On peut réécrire le systeme (1.2) comme suit :

X =AX)X

Avec :

=) ety ™)

La matrice A(X) est une matrice de Metzler, quand 0 < z < 1 et 0 <y < 1, la matrice
laisse invariant orthant positif, ce qui implique que le carré positif [0, 1] x [0, 1] est posi-
tivement invariant par le systeme (1.2).

Les points d’équilibre sont solutions du systéme algébrique suivant :

(1.3)

rabiy(l —x) —mzx =0
bra(l —y)z — py =0

Le systeme différentiel (1.2) admet deux points d’équilibre dans I'intervalle [0, 1] x [0, 1]
si ra’biby(1 —7)(1 — ) < mpu.

x Si ra’biby < pm on a un unique équilibre L’équilibre trivial (0,0), que I'on ap-
pellera équilibre sans maladie (DFE) (en anglais DFE : Disease Free Equilibrium).

% Si ra?biby > wm on a un autre équilibre strictement positif, 1’équilibre endémique
(EE),

(T —)T rbibea® — pm  rbibya® — um
T = .
, rbibya? + mbya’ rbibya® + rbiaj

Théoréme 1.1 :

1. Le DFE est localement asymptotiquement stable si ma?b;by > pm, et il est instable
si ma2bi by < pm.

2. I'EE est localement asymptotiquement stable si ma?b;by < pum.
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Démonstration.
La matrice Jacobienne en (x,y)” du systéme (1.2) est donnée par :

_ (—m —rabiy rabi(1 —x)
J@,y) = ( bea(l —y) —p — brax

1. J au point DFE |

7(0.0) = (—m mbl)

boa —p

Le systeme est en dimension deux avec,

trJ(0,0) = —m — pu < 0 et det J(0,0) = mu — ra®bbs.

Les valeurs propres sont toutes de parties réelles strictement négative si seulement
si det J(0,0) > 0, ce qui implique que le DFE est LAS si ma®bby > pm.

2. J au point EE,

_ . [—m—raby rab (1 —7)
J(7,7) = ( boa(l —7)  —p — boaT

Comme (Z,7) est un point d’équilibre on peut se servir des équations d’équilibre
d’ou la forme suivante de la matrice Jacobienne :

| —rabiLt  raby(1-7)
J(z,9) = <b2a(1 —7) _bw%

Nous avons ¢rJ(Z,7) < 0 et det J(T,7) = ra*b1by —mu. Sachant que ra’b;by > mypu
donc det J(Z,7) > 0, ceci implique que le point d’équilibre EE (T,7) est LAS.

Notons par,

RO _ T’CLlebQ .
mp

Nous résumons les résultats comme suit :

e Si Ry < 1 on a un unique point d’équilibre sans maladie DFE qui est localement asymp-
totiquement stable.

e si Ry > 1 on a deux points d’équilibre, le DFE qui devient instable et I'EE équilibre
endémique, qui est localement asymptotiquement stable.

Ry : est défini comme le nombre moyen de cas secondaires d’une maladie infectieuse,
engendré par un individu infectieux introduit dans une population constituée entiérement

d’individus susceptibles, durant sa période infectieuse. (pour plus de détails voir A.6.1).
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1.2. Le modéle de Ross-Macdonald en 1926

1.2 Le modeéle de Ross-Macdonald en 1926

Le modele de Macdonald est basé sur le modele de Ross, en vue que le parasite respon-
sable de la maladie passe environ 10 jours a l'intérieur d’un moustique pendant son cycle
de vie [64]. Le modele simple de Ross ne tenait pas compte de cette période de latence
du parasite dans les moustiques et de leur survie durant cette derniere.
En conséquence, Macdonald a intégré les informations biologiques de latence et la sur-
vivance des anopheles adultes, en gardant la méme division de la population humaine
comme auparavant, et en supposant que la population du vecteur est divisée comme suit :
— S, les moustiques susceptibles.
— F, les moustiques exposés
— I, les moustiques infectés.
On remarque que l'on a négligé la natalité et la mortalité naturelles chez la population
humaine, car 1’échelle de temps dans laquelle elle évolue est beaucoup plus importante
(grande) que celle de la population des moustiques.
On assume que la population humaine ainsi que celle des moustiques sont constantes.

HZSh+]h etV:Sv+EU+IV(t)

Soit le changement de variable suivant :

I (t
x : proportion des humains infectés z(t) = i}([)
. . , E,(t)
y : proportion des moustiques exposés y(t) = v
I,(t
z : proportion des moustiques infectés z(t) = é)
En utilisant les nouvelles variables, le modele est donné comme suit :
dx
pri mabz(t)(1 — z(t)) — yx(t)
dy _
- = ace()(1 —y(t) = 2(1)) = py(t) —ace(t = 7)(1 —y(t —7) = 2(t — 7))
dz _
o= acx(t — 1)1 —y(t —7) — 2(t = 7))e " — pz(t)
(1.4)
Ou les parametres sont représentés par le tableau suivant :
m nombre des moustiques par humain (hote).
a nombre de piqure par moustiques par unité de temps (temps™1).
b probabilité de transmission de 'infection de moustique infectieux a I’homme par
piqure.
c probabilité de transmission de linfection d’'un homme infectée a un moustique
par piqure.
~y taux de guérison pour les humains (temps™1).
i taux de mortalité des moustiques (temps™!).
T la période de latence des moustiques (estimée entre 5 et 15 jours).

On représente le mouvement des moustiques de la classe des exposés a la classe infectieuse
avec un taux constant.
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Le temps passé dans la classe des exposés est représenté par une distribution exponen-
tielle.

En utilisant les équations différentielles a retard nous pouvons modéliser la période d’in-
cubation (le temps qu’il faut & un moustique infecté pour devenir infectieux) comme une
durée fixe. On garde les mémes hypotheses concernant la dynamique de la population
humaine comme dans le modele de Ross.

Le modele de Mcdonald-Ross nécessite une théorie des équations différentielles a retard,
qu’on peut le simplifier & un systeme d’équations différentielles ordinaires (comme dans
I'article Nakul Chitnis [25] ot I’étude mathématique est bien détaillée).

1.3 Modele d’Anderson et May

Anderson et May [4] ont construit une extension des modeles de R. Ross et Macdonald, en
introduisant la classe des exposés dans la population humaine. Cela a divisé la population
hote en trois compartiments (Sg, Fy, I), méme chose pour la population des moustiques
(Sv, Ev, Iy).

Leur modele est composé de quatre équations différentielles ordinaires décrivant 1’évolu-
tion, en fonction du temps, des classes exposés et infectés,

B —abmIy (01 = Ent) = Ln(1) = vEu(®) — s Ea 1)
—abmly(t — )|l — Ex(t — i) — Iu(t — 7g)] e~ Crtre
dg —abmlIy(t — i)l — Ep(t — 1) — In(t — 7)€ OO N T () — gl (t)
Y —aela (1~ Ev(t) ~ Fo(e)
—acly(t —1v)[1 = Ev(t —7v) — Iv(t — 7v)] e "™ —py By (1)
M eyt =)L = Bt = ) = It = )] ™ Iy (0)

Les parametres du modele sont donnés dans le tableau suivant :

a nombres de piqfires par moustique et par unité de temps (temps™!).

b probabilité de transmission de I'infection de moustiques infectieux a ’homme par
piqtre.

c probabilité de transmission de l'infection d’un homme infecté a un moustique

par piqtre.

v taux de guérison moyen pour les humains.

m nombre des moustiques par humain (hote)(temps™).

1% taux de mortalité naturelle des hotes (temps™1).

Ly taux de mortalité des moustiques (temps™!).

Tv la période de latence des moustiques (estimée entre 5 et 15 jours).
TH la période de latence des humains, estimée entre 10 et 100 jours.

TABLE 1.1 — Table des parametres
Au fil de I'histoire, beaucoup de modeles mathématiques décrivant la propagation du

paludisme ont été développés et étudiés, on trouve toujours des recherches sur les méca-
nismes de propagation de la maladie et les facteurs qui peuvent 'influencer. La théorie
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1.4. Modéle de Tumwiine et Mugisha

des modeles mathématiques a été initiée d’abord par Ross (1911) puis Martini (1921),
Lotka (1923) , Mashkovskii (1950) et George Mcdonald(1957), et elle a été modifiée par
Macdonald en 1950 puis par Garret-Jones.

Kermack et Mckendrick ont repris le travail de Ross pour un modele S — I — R en 'appli-
quant sur I'étude de ’épidémie de peste et le choléra, ce qui a mené apres a un nouveau
modele sur la malaria celui de Tumwiine et Mugisha.

1.4 Modele de Tumwiine et Mugisha

Ce modele est de type S — I — R(S) pour les hotes et S — I pour les vecteurs, les auteurs
supposent que les individus de toutes les classes ont le méme taux de mortalité. Ils excluent
dans leur modele les moustiques a partir du moment ou ils ne participent plus au cycle
d’infection.

Leur modele est donné comme suit [86] :

R EE————
‘4 SH II-[ —+ RH
2 | Humains

Anopheles
femelles

e S\_.- > I\.-'

! !

FI1GURE 1.2 — Représentation graphique du modele de Tumwiine et Mugisha

ddiH — Ay Ny — ]C\;ZSH[V +vlg +~vRy — puSu

dd? — ;\?Z{SH]V—(V—FT—F(S‘FMH)IH

Mty — R~ pn R (L)
djtv = W Ny = S-Sl — Sy

ddI;/ = ]C\L[ZSVIH — py Iy
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a taux d’infection.

b proportion de piqtires produisant une infection sur I’homme.
c la probabilité qu’un moustique devienne infectieux.

r taux d’acquisition d’immunité pour I'humain.

) taux de mortalité du a la maladie chez ’homme.

L taux de mortalité naturelle des hotes.
v taux de récupération des hotes.

y taux perte d’'immunité des hotes.

Ay taux de natalité des hotes.

Av taux de natalité des moustiques.

iy taux de mortalité des moustiques.
Ny population totale des hotes.

Ny population totale des moustiques.

TABLE 1.2 — Table des parametres du modele de Tumwiine et Mugisha

Ou, Sy, Iy, Ry représentent la densité des hotes susceptibles, infectés et partiellement
immunisés. Sy, Iy la densité des moustiques susceptibles et infectés.

Le modele de Tumwiine et Mugiisha prend en considération la possibilité de passer d’une
classe des infectés vers une classe des immunes, leur modele simple d’'immunité, incorpore
le facteur d’immunité en ajoutant un terme supplémentaire yRy dans la classe sensible
(des personnes qui perdent 'immunité), et en soustrayant le méme terme de la classe des
immunes Ry.

Dans leur modele, il est clair que la population totale des humains n’est pas constante, car
il tient compte de la mortalité due a la maladie qui n’était pas incluse dans les modeles
précédents.

Une modélisation mathématique approfondie sur la malaria est développée, jusqu’aux
modeles intra-hotes c’est-a-dire des modeles mathématiques qui décrivent ’évolution du
parasite au sein du corps humain, un des premiers modeles de base a été proposé et étudié
par Anderson, May, Gupta en 1989 [3].
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2

Analyse mathématique et controle
d’un modele homogene du paludisme

2.1 Introduction

Apres les études qui ont montré que (60 — 90%) des humains dans les zones endémiques
sont des porteurs asymptomatiques des parasites, des modeles mathématiques qui tiennent
compte de la possibilité de transmission de la maladie a travers les semi-immunes ont été
introduits, nous citons celui de Chitnis et al [24], ainsi que le modele de meta-population
publié¢ par J.Arino et al [8].

Dans ce type de modeles, les auteurs considerent la classe des semi-immunes comme des
humains porteurs asymptomatiques de la maladie, c’est-a-dire, ils ne présentent pas de
symptomes de la maladie mais ils peuvent toujours transmettre la maladie aux moustiques
susceptibles lors d’une piqiire, sachant que la probabilité de transmission est plus faible
que celle des humains infectieux.

En se basant sur le résultat de [8], nous traitons un systeéme issu des modeles déterministes
compartimentaux ou nous supposons qu’il n’y a pas d’immigration d’individus infectés
ou infectieux dans la population. On fait 'hypotheése que les semi-immunes sont des
porteurs asymptomatiques de la maladie [8, 24]. On prend en considération qu’'une partie
des infectés peut retourner directement dans la classe des susceptibles sans passer par la
classe des semi-immunes. Pour la population des moustiques, nous utiliserons un modele
ST.

Notre objectif principal est de réaliser une étude mathématique de la stabilité globale
de I’équilibre sans maladie en cherchant sous quelles conditions nous pouvons avoir une
situation sans maladie, on cherche également a étudier la stabilité asymptotique locale
et la stabilité asymptotique globale de 1’équilibre endémique quand il existe. Une étude
de persistance a également été traitée dans la derniere section dans le but de mettre en
évidence la persistance de la maladie une fois que le nombre de reproduction de base
franchit I'unité.

Une section est consacrée a I'estimation de la taille des populations Sy, I, et Ry, dont le
but est de pouvoir mesurer 1’état complet a tout moment donné, pour cela un estimateur
d’état a été construit. Une analyse de 'effet des pesticides pour controler la transmission
du paludisme, ou nous avons introduit un autre taux de mortalité pour les moustiques
afin d’éradiquer la maladie au sein de la population considérée.

Une étude similaire a été établie par Chitnis et al [24] en considérant un modele semblable
a celui qu’on étudie sauf que dans leur travail, ils négligent la probabilité de retour directe
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de la classe des infectés vers la classe des susceptibles.

Mathématiquement, I’étude de la stabilité asymptotique locale de I’équilibre sans maladie
a été bien réalisée, mais pas la stabilité globale. Un résultat approfondi sur 'existence
d’équilibres endémiques fut réalisée, mais pas d’étude de stabilité pour I’état endémique.

Dans 'article d’Arino et al [8] on trouve l'existence et I'unicité de 1’équilibre sans maladie
dont la stabilité fut annoncée sans étre démontrée. Les auteurs ont étudié la possibilité
d’avoir une bifurcation rétrograde (backward). Ils ont montré I'existence et I'unicité de
I’état d’équilibre endémique quand Rg > 1 mais aucune étude de stabilité n’a été faite.

Un des articles de base dans notre travail, est 'article de Gao et al publié en 2012 [39], ils
proposent un recrutement de loi logistique dans la classe des susceptibles contrairement
a notre travail ou le recrutement est constant. L’équilibre sans maladie est démontré lo-
calement asymptotiquement stable si Ry < 1 et instable si Ry > 1. Mais aucune étude
de stabilité globale. Une condition suffisante pour I'existence d’un équilibre endémique
lorsque Ry > 1 est obtenue, sans aucun résultat sur la stabilité de I'équilibre endémique.

Dans le travail publié en 2013 par R.Anguelov et al [5] le méme type de modeéle était étudié
avec un modele SETR(S) pour les humains et SET pour les moustiques, contrairement &
notre travail, ils ne prennent pas en considération le retour direct de la classe des infectés
a la classe des susceptibles, ce qui complique I’étude mathématique dans notre cas.

Ils ont démontré la stabilité globale de 1’équilibre sans maladie sous une condition qui
coincide avec la notre, ils n’ont pas traité la stabilité de 1’équilibre endémique.

Les auteurs XiaomeiFeng et al [35] étudient un modele S — I(S) — R(S) pour les hu-
mains et un modele ST pour les moustiques, leur modele déterministe de transmission du
paludisme proposé a un taux d’incidence standard et contient un traitement, dans leur
modele la probabilité de transmission de la maladie des humains immun vers les mous-
tiques susceptibles est nulle ce qui fait la différence par rapport a notre travail. Ils ont
montré, en utilisant une fonction de Lyapunov et le principe d’invariance de LaSalle, la
stabilité globale de DFE sous la condition que Ry < C' (C' constante qui dépend des pa-
rametres du modele.). Une étude de bifurcation a été établie en utilisant le Théoreme de
Castillo-Chavez et Song, contrairement a notre travail aucune étude de contréle feed-back
n’a été réalisée dans leur travail.

Récemment, un article a été publié par Yanyuan Xing et al [94] ot ils divisent la population
humaine en trois classes S — I — R avec un retour de R vers S, mais pas de retour direct
de la classe d’infectés vers la classe des susceptibles. Les Ry, () représentent exactement le
nombre des guéris de 'infection, mais perdent partiellement leur immunité pour redevenir
susceptibles, un humain dans la classe des R ne transmet pas la maladie donc pour leur
article la probabilité de transmissions de la maladie d'un individu de classe R vers les
moustiques susceptibles est nul. Ils ont choisi une fonction de taux de natalité saturée pour
les moustiques (alors que nous utilisons un recrutement constant pour les moustiques).
Une preuve de la stabilité globale du DFE est réalisée sous certaines conditions. Dans le
cas ou on n’a pas de mortalité due a la maladie, on montre dans notre travail la stabilité
globale de DFE quand Ry < 1, pour eux, ils ont besoin d’une condition supplémentaire
que mortalité due a la maladie nulle. L’étude de la stabilité globale de I'EE est faite quand
il n y a pas de surmortalité et pas de retour des R vers la classe des S. Une étude de
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2.2.  Présentation du modele mathématique :

bifurcation est établie en utilisant le théoreme de Chavez-Song.

2.2 Présentation du modele mathématique :

Dans ce chapitre, nous étudions un modele mathématique décrivant la transmission du
paludisme en considérant un modele SI(S)R(S) pour les humains et un modele de type
ST pour les moustiques :

Nous supposons que la population humaine est divisée en trois sous-classes comme suit :

e S, représente les individus susceptibles, qui sont les personnes indemnes au palu-
disme mais capables d’étre infectées.

e [, les individus infectieux, ceux qui peuvent transmettre la maladie dans sa forme
gametocytes.

e Ry les individus semi-immunes sont des porteurs asymptomatiques moins infec-
tieux pour les moustiques que les porteurs symptomatiques Iy, ils sont capables de
transmettre le parasite dans sa forme gametocyte [8].

La population des moustiques est divisée en 2 classes comme suit :
e S, représente les moustiques susceptibles qui sont aptes a étre infectés par le pa-
ludisme.
e ], sont les moustiques infectés qui hébergent le parasite sous la forme sporozoites.

Notons par :

H(t) la population totale des étres humains a l'instant ¢ :
H(i) = Sh<t) + Ih(i) + Rh(t>.
V() la population totale des moustiques a l'instant ¢ :

V(t) = Su(t) + 1,(1).

FIGURE 2.1 — Diagramme représentant notre modele du paludisme.

On considere que la population des humains infectés et des semi-immunes peut devenir
a nouveau susceptible a la maladie, alors que pour la population des moustiques il n'y a
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Chapitre 2. Analyse mathématique et controle d’un modeéle homogéne du paludisme

pas de retour vers la classe des susceptibles, car cela est admis par tous les entomologistes
qu’un moustique lorsqu’il est infecté, le restera toute sa vie.
Le modele représentant la dynamique de transmission est donné par :

On note par :

dS S
dith = Np + prn Ry + o dy, — Bon— H — [nSh,
dl
J _th "I, — anly — ln — undn — Snln,
dR
Tth = Ydn — pnBy — pn R, (I)
dSv A
dt — (Bhv + Bhv > Sv - ,quva
d] «
(6}11; + 5111} ) Sv - MvIv-

€n = Qp+ Y+ pp + Op, (2.1)
On = pn+
Ay,
my = —h 2.3
" fp + Op, (2:3)
A,
pro= Do (2.4)
o

Sachant que tous les parametres de notre modele sont strictement positifs exceptée la
mortalité (due a la maladie) qui est positive ou nulle &, > 0.

Parametres| Description

Ay, Recrutement dans la classe des susceptibles humains.

Bon Probabilité de transmission de la maladie des moustiques infectés vers les hu-
mains susceptibles dans sa forme sporozoites.

B Probabilité de transmission de la maladie des humains infectés vers les mous-
tiques susceptibles dans sa forme gametocyte.

B;w Probabilité de transmission de la maladie des humains semi-immunes vers les
moustiques susceptibles dans sa forme gametocyte.

Y Taux de passage de la classe infectieuse a la classe des semi-immunes.

ap, Taux de guérison apres avoir été infecté.

On Taux de mortalité due a la maladie.

I Taux de mortalité naturelle des humains.

A, Recrutement dans la classe des moustiques susceptibles .

[y Taux de mortalité naturel des moustiques.

V La population totale de moustiques.

H La population totale des humains.
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2.3. Analyse mathématique du modele

2.3 Analyse mathématique du modele

Pour déterminer les propriétés dynamiques du modele, nous commencgons par étudier
I’évolution de la population totale humaine H = S} + I, + R), et la population totale des
moustiques V =S, + .

Lemme 2.1 :
L’ensemble,

A

A A o
Q:{(Sh,lh,Rh,SvJv)eRi: e Sy 4+l 4+ Ry < —H 0<S, 4+, <=y

[h + Op, Hh 2%

est un ensemble compact positivement invariant et attractif pour le systeme (I).

Démonstration.
Cette évolution est gouvernée par le systeme suivant :
dH
b = Ny — pupH — 0p 1y,
t
v (2.5)
Y, = Av - ’UV
dt s
A
Si H= h , on obtient :
o+ O
. Ay,
H = A, - — oply,
h Mh/ﬁh Yo hip
A A
> A — pp——r i

Vv
o

A
Si H="" alors,
Hh

H = =y,
< 0.
Deméme V >0siV=0etV =0siV =V* Ceci montre que le champ de vecteurs

(2.5) est entrant sur les frontieres de ’ensemble
Par conséquent, nous avons prouvé que €2 est bien un compact positivement invariant. Il

. . A . A
estaussiattractifcarV<OsiV>V*,H<OsiH>—hetH>OsiH< h
Un U

2.3.1 L’équilibre sans maladie DF'E et le nombre de reproduc-
tion de base (Ry)

Le DFE désigne la solution constante du systéme (I) en I'absence de la maladie i.e I}, =
Ry, = I, = 0. En remplagant ces valeurs nulles dans les équations d’équilibre cela nous
permet d’aboutir aux équations suivantes :

Ap — ppSp =0
Av _,qu'u =0

15
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Chapitre 2. Analyse mathématique et controle d’un modeéle homogéne du paludisme

Le systeme (I) possede un unique équilibre sans maladie (DFE) qui sera noté par :

A A,
EO = (7h70707 770)
Hh, oy

En utilisant la méthode Van Driessche et Watmough décrite dans 'appendice, nous pou-
vons réécrire notre systeme principal sous la forme suivante :

yi = 9;(z,y) 1<j<2, '

avec x = (I, Rp, I,) et y = (Sp, S,).
F(x,y) est donnée par :

F = (@Jh Imo(Bhv Bhvi}z)sv)Tv

et V est donnée par :

—EhIh
V = — (= O0uRy
_,uvIv

Soient F' = DF|g, et V. = DV|g, les matrices Jacobiennes des applications F et V,
évaluées au point d’équilibre sans maladie FEj,

T .
F= V=- —0 0 |. 2.7
g A A, m Bh && 0 ) VOh Oh L (2.7)

v Ah U,UQ; Ah v

Le nombre de reproductlon de base Ry est le rayon spectral de la matrice de prochaine
génération i.e :

1
0 0 61)]17
fho
Fv—! = 0 0 0
Ay pp, 1 R 3w Ay
7&7 <Bhv + %Bhv> ﬁh 7@
fo Ap €n On On too A
Par ailleurs, nous obtenons :
1 A
\/ﬁvh Mh (Bhv + Vhﬁhv) (28)
[o€h fo A

2.3.2 Comportement du systeme quand R, < 1
2.3.2.1 Etude de la stabilité de I’équilibre sans maladie

Dans cette section, nous allons montrer la stabilité asymptotique locale de 1’équilibre sans
maladie DF E, ainsi que sa stabilité globale.
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2.3. Analyse mathématique du modele

Stabilité asymptotique locale : IL’étude de cette stabilité permet de connaitre si la
propagation locale de la maladie est inévitable ou non dans une population totalement
susceptible.

Nous montrons dans ce qui suit que la maladie sera éliminée localement si Ry < 1.

Théoréeme 2.1 (Stabilité asymptotique locale) :
L’équilibre sans maladie Ej est localement asymptotiquement stable si Rg < 1 et instable
si Rg > 1.

Démonstration.

La stabilité locale de 1’équilibre sans maladie Ej est donnée par la nature des valeurs
propres de la matrice Jacobienne appliquée au point d’équilibre en question.

Afin de réduire la dimension du systéme et de simplifier les calculs, nous exploitons les
propriétés de la population totale des vecteurs V' qui satisfait la relation suivante :

V = A, — 1,V

A
qui possede un équilibre unique V* = —“qui est trivialement globalement asymptotique-

ment stable (GAS). '

Par conséquent, il est possible d’utiliser le Théoreme de Vidyasagar A.8 (voir I"appendice
A.3.5), ce qui implique que les propriétés de stabilité du systéme (I) sont analogues a
celles du systeme suivant :

dH
— = Ay — up, H — 6,1
i h — Hh hdh,
dl
dith = Bon(H — 1), — Ry) — ey,
(2.9)

dRy,
— =y 1, — O, R
dt Yrin hdth,
dl, I, ~ Ry

- vy [T *_Iv - vIv-
7 (5h H+5h H>(V ) — 1

A

En partant des coordonnées (H, Iy, Ry, I,), le DFE est donné par Ey = (—h,0,0,0). La
Hh

matrice Jacobienne au DFE est la suivante :

—Uhp —(Sh 0 0

0 —€p 0 th
J 0 0 0 H* An tV* A
= — , avec =—ce = —.
R R " Hn Ho
BuuV*  BrV*
0 Ve T he
J1

Les valeurs propres de J sont : —uh plus les valeurs propres de J; qui est une matrice de
Metzler, donc elle est stable si et seulement si elle est inversible avec J; ' < 0 [12].
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Nous avons,
—enOn iy Bpo H* + V* B, (3%% + Bho (i + Ph))
det(Jl) = H*
= ep0n by B (Ré - 1)
oh B V*
Foo BnoOn Bhf;* OnBon
_ 1 ethH* - Bhv th V=
1_
Ji = det(J1) Vi tbo B L Bonh
% (6hv7h + ehﬁhv) eh@hvV* 6
H H* hoh

Si R2 < 1 alors J; est inversible et J;' < 0 ce qui implique que le DFE est locale-
ment asymptotiquement stable.

Si R3 > 1 alors J; 1'> 0 et donc J; n’est pas une matrice de Hurwitz et par suite
le DFE est instable.
O

Stabilité globale : Dans cette section nous explorons les propriétés de stabilité globale
du DFE Fy.

Grace au Théoreme 2.1, il suffit d’étudier I'attraction globale de cet équilibre.

En considérant les individus infectés I(t) = (I,(t), Ru(t), I,(t))", nous cherchons une
condition sous laquelle :

I(t) — 0 Vv (Sh(0)>[h(o)aRh(O)HS’v(O)v]v(O)) €.

t—o00

Théoréme 2.2 :

Si Ry < 'lf:’ 5 alors le DFE est globalement asymptotiquement stable (GAS).
Hn h
Démonstration.
On sépare la démonstration en deux cas :
. Hr
i) 1°" cas : quand Ry <
) o+ On
En réécrivant les équations de Iy, Ry, Iy (avec €, = pup+ap+yn+ 0, On = pn+pn
A
et my, = "), et en utilisant le fait que :
i+ Op,
. Ap
Sp < H, S, < V" et < H,
o+ O

nous aurons :
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dly, I,
h S — ] < I, — eyl
7 @;hHSh endp < Bonly — enly
dRy,
—— =1, — O, R
dt Yrdn rith
dl, I, - Rh> < I, A Rh>
== 77— v T Sv_ v[v S v v vV — vIv
i <5h H+5h % e Bh — + Bn p— iz

Soit A la matrice suivante,

—€p 0 ﬁvh

_ Th —0p 0
A —_— V* R V* )
Bhv hv — My
mp mp
Ce qui conduit a :
dl(t)
L < AI®R).
dt — *)

Nous remarquons que la matrice A est une matrice de Metzler. Pour montrer que
A est Hurwitz, il est nécessaire et suffisant de montrer que A est inversible et que
A7t >0. R

VI BroBon + V7 Oh BroBuon — €nmunlh iy

Nous avons, det(A) et
mp
On ey, BonBrV* On Bunma,
m *
1= - h Vi oM, €n Mpfty — V7 BroBon Yh Bonmin
BorV* (h Bho + On Bro) — €n mpbh, 1y LA s
Vv (’Vhﬁhv + 6h6hv) en BroV en, mp0p,

Donc, A™! existe et —A~! > 0 si et seulement si :

5th*(’Yh Bhv + 0h Bro) — €nmpbp p, < 0 et e mppiy, — V7 By o > 0.

En se servant des expressions de RZ (2.8), V* (2.4) et my, (2.3). Nous obtenons :

B A R2 1
BorV* (Yh Brw + On Bro) — € mubp py = Ay (0 — )
Hn O
< 0 siet seulement si 7'\’,(2) < Al .
fn + Op

D’un autre coté,

A Av € vA vav + 0
h g h(l_ﬁhﬁh [oh h)i

€pMp U—V*ﬁhvﬁvh = €np Mty =
a H iy =+ Op [y M+ Op en 2Ny L,
Or,

@;h A, Hhr YR 5 _ 5hvﬁuh/\vuh

R — ———12 2B,
0 Ho€n fho Ap O, P €n ,U?,Ah

9
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on peut donc écrire,

oBon\y ) 0 wn Ay A )
1 _ BroBonfopin pin +0n - _ I_Rgﬂh‘f‘ by Bon Ao pn dn g pin o+ O

— 2 DBho
€n 2 Ay o s Ho€h flo A O o

> 0 si R2Z< MM

[t =+ Op

De la, A™! existe et —A™! > 0 si et seulement si R2 < ol
i fn =+ O
ii) 2™ cas : lorsque R2 = h
) O im0

La méthode ci-dessus ne permet pas de conclure car dans ce cas la matrice A
n’est pas inversible. Proposons alors une preuve alternative utilisant une fonction
de Lyapunov.

Nous considérons la fonction de Lyapunov (linéaire) suivante pour le systeme (2.9)
sur I’ensemble compact €2 :

O, 112\ O, 11, A
_ Ry R RSIh+Rh+ A hfvilh ;
ﬂhAvﬁvhﬂhv ﬂthv (,uh + 5h)

La dérivée de W le long des solutions du systéeme (2.9) est :

. Onpi> AR O\ By
W:<_ wito Ao o O 1 )Ih
ftn o Bon Bro Bro (b + 61) H

O A, ) 0,12\, R2 2
_<ph+ﬂh+ Y >R+<h“v’i o_gph+uh)uvh>]
(pn + 0p) H N Bry  Broly (ftn + 60p)
B ol
(%M?;AhRg On o AnBho )Ih+ (9}1#3/\}1733 On oAy, )Rh I
N BroH  BroNy (pn, + ) H N B H Ny (pn +6n) H °
1) €
Nous avons : ) )
_ Oy A Rien n O\ n B

~ Yh =
Ln Ao Bon B B (1 + 0r) H

_ OnBho ((n + 0n) H — Ay)
B (i + 0n) H

<0 car A < 4.
h =+ Op
3= (s e
= —(pn + ) <1 " (un ﬁgh)H>
<Ocaruh 5
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(o + i) o AWRE — (pn + pn) g An

,uhAvBhv Bthv (pn + 0n)
_ (put )iy <R2 M )
:uhAvBhv Hh + 5}1
. K
< 0 Ry < .
= U= iy + Op,

De plus, nous avons 9, > 0 et €5 > 0.
Par conséquent,

W S 0 si RO S Al .
fin + Op
W = 0 si et seulement si (I, = R, = I, = 0) ou ( Ry = Hh ot
i+ Op,

I = Ry, = 0).

Dans ce dernier cas, il est facile de montrer que le plus grand ensemble invariant
contenu dans {z € Q : W(x) = 0} est réduit au DFE. Ainsi, par le principe
d’invariance de LaSalle, nous concluons que le DFE est GAS.

O
Remarque 2.1 :
Le Théoreme 2.2 peut étre démontré a l'aide du [51, Théoreme 4.3].
En suivant les mémes notations que le [51], nous aurons :
['h —€p 0 th% I,
is=| R, |=| ™ 0 0 R |, (2.10)
: Sy 5 S
IU vl vl Mo IU
Brogr Prgy  —H
Az ()

et

—€p 0 Buh

5hv 3

A, =

m

Remarque 2.2 :
La condition suffisante pour la stabilité globale du DFE donnée par le Théoreme 2.2 est
exactement la méme que celle donnée par le [5, Théoreme 6].

Lorsqu’il n’y a pas de mortalité due a la maladie, le Théoreme 2.2 implique le résultat

suivant.
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Corollaire 2.1 :
Supposons que o, = 0, alors le DFE est globalement asymptotiquement stable si et seule-
ment si Ry < 1.

Démonstration.
Dans ce cas, nous considérons la fonction de Lyapunov suivante :

V* B
V= 5 Bg" Ry+1,, V(In, Ry, 1) >0, VI, Ry I, €R;
vh
Ah Av ~ ~
Avec H* = , V= — et & = ap+ v+ un (e = € + 0,) . On remarque que cette

,uh v
fonction de Lyapunov est plus simple que celle proposée dans le cas ou 6, # 0,

. ~ V* ) Y
Vo= B (th —(H* — I, — Ry,) — 6h1h> + H*BH}; (vudn — O Ry)
<6hv + Bhv > (V* - Iv) - vaIv
Iv * Vo~ V v * 5
= Nv?(H — I — Ry) — gvh%fh + o gh Yrlp — ,ﬁthh
(ﬁhv + Bhv ) (v* - IU) - /vaIv
I, v - V* B Ve
= oy — o I (In + Ry) — g}hﬁh[h + I 69}; Yndn — Eﬁthh
<6hv + Bhv ) (6hv + Bh'u ) [v - Nv[v
[ Ho 5hv | AN
= I, — 1 I I, — —
oy MUH* (In + Ry) — Bon ot nt 9 Yndn H*ﬁhuRh
(6hv + Bhv ) (ﬂhv + Bhv ) [v - ,Uv[v

_ Ho ) N gh,uv P2
= —1, (H* (In + Rp) + <Bhv + Bho 7, >> (1 Ro) I
< 0

V =0 si et seulement si (I, = 0 et I, = 0) ot (I, =0 et Ry = 1).

On note par D; l'ensemble {I, = 0,1, = 0} et on désigne par £3 un ensemble invariant
inclus dans D; :

([h,Rh, )623 = [v(t):() VteR
I, =0

=
= (ﬂhv + Bhv > V* =0

= Buodn + BroRy =0

= Ry(t) =0 VteR (car dans Dy, I, =0)
= (IhaRhalv) = (07070)

= Sg = {Eo}
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2.3. Analyse mathématique du modele

Alors le plus grand ensemble invariant se réduit au DF E.

Meéme démonstration pour le reste des cas. Ainsi dans toutes les situations le plus grand
ensemble invariant se réduit au DF'E.

En utilisant le principe d’invariance de LaSalle, nous déduisons que le DFE est globalement
asymptotiquement stable quand Ry < 1. O]

Dans ce qui suit, nous nous intéressons a la possibilité d’avoir la coexistence d’équilibre
endémique quand Ry < 1, un résultat qui a été étudié dans I'article de J.Arino et al [§]
ainsi le travail de Dumont et al [5]. Nous avons développé davantage le résultat et mis en
évidence tous les scénarios possibles.

2.3.2.2 Les équilibres endémiques quand R, < 1
Un équilibre endémique du modele (2.9) est une solution des équations suivantes :
Ay, — ppH — opl, =

th (H In—Ry) —enly =

Wiy — O Ry, =

<5hv + Bhv > (V' =1,) — ply, =

o o o O

Théoreme 2.3 :
Quand Ry < 1, le systeme (2.9) admet un unique équilibre sans maladie (DFE) et
eventuellement, deux équilibres endémiques si :

20, !
vV R2<§ v AU i ’ 7
o < 0nBupd\y min <9hﬁthhAv + Y BontinNo + 0n0nBon N + Openpion EthAh>

v p?—dpops > 0.

avec :
A
po = mo(=1)%(1-RY),
Hh
A 0
p= Bl SRS+ (B )+ (RS- 2)]
Uh h O Hn
on [ On €n folp 2)
p— Ui - R .
P : e, (Hh Bon iy °
Démonstration.

Notons par (H, I, Ry, I,) équilibre endemlque du modele (2.9).
A partir de 'équation (2.11), (2.12) et (2.13) nous obtenons :

_ A )
H = =2_27
Hh 273
— ’yh_
Ry = f
h 0]7, h
A 1)
o Thp
I = €n Hr i
v A )
Bon An ]<1+5+%>
I, pn Oy
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en remplacant H, Ry, et I, dans I'équation (2.14), nous obtenons I’équation polynomiale
suivante :

I (p2(f_h)2 +pily +po> =0, (2.15)
avec,
A
po = m(=)(1-R}),
Hh
A 1)
o= —h [M (1+ %)Rz + (B + 5HV ) + iy — h (723 - 2)1 )
i On O Hh
Ap fty [ Vhng2 . €h Holh o On o ]
= 1+ =)R5+ R: + Ro—2
L ( 9h) Bon ptnly, ,uh( )
Ap fty [ Vo €n ,uvAh o 5h]
- g RZ—2
[h ( Bun Mh/\ ) T
5h h A h
= v - vt v,
P2 (M (“h) o (Bho + B 9h)>
on ( On €n folAn 2)
= fp— | — — R: .
: K, (#h Bon pn\y

_ A
Si (H, I, Ry, I,) est un équilibre du systéme (2.9), alors I, appartient a I'intervalle [0, —h)
Hh

A

11 reste donc & discuter Iexistence de solutions pour (2.15) avec I, € (0, —) car le cas
Hh

I, = 0 donne I'équilibre sans maladie.

Notons par P le polynéme suivant :

A
= pox® + prw + po, avec z € (0, —h)

Ple) Hh,

En utilisant la regle des signes de Descartes (voir 'appendice A.3.4), nous obtenons les
différents cas possibles :

Quand Ry < 1 alors pg > 0, ceci méne au tableau suivant :

Po + + + +

P1 + + - -

P2 + - + -
Nombre de changements | 0 1 2 1

de signes

Nombre possible d’EE 0 EE 1 EE 2 EE 1 EE

Nous remarquons que nous pouvons avoir jusqu’a deux équilibres endémiques lorsque
Ro < 1 pour des résultats plus précis, nous étudions le polynéme P sachant que :

- P(O) Do- )

Ay, Ah Th
- P

(Mh) “ Ot <<9

- P'(z) = 2psx + 1.
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2.3. Analyse mathématique du modele

Pour simplifier I’écriture, notons :

) 1
by = 22 7 TR
i h h h Mo\
1+ 4+ =+
( eh K /B’L)h/"LhA’U
On Bon iy
by = OnPminbe
Hn €n Holp

Les situations possibles que nous pouvons obtenir sont les suivantes :

1. p; > 0 si seulement si R3 > k; dans ce cas, nous pouvons avoir les changements
de signes suivants pour pso,
— po > 0 si seulement si R2 < k.
) € A
Sil—l—ﬁ—i—fhg h Holh
Qh 1223 ﬁvh MhAv
Ay

n’a pas de solutions positives dans I'intervalle (0, —).
Hn

alors R32 € [k, ko], dans ce cas 'équation P(x) =0

) oA
Méme si la condition 1 + Jh + h< €h_HolAn

eh 27 - /th ﬂ'hAfu

n’est pas satisfaite, nous ob-

tenons le méme résultat.
— py < 0 si seulement si RZ > ko, dans ce cas, 'équation P(z) = 0 n’a pas de

solutions dans 'intervalle (0, —h)
Hn

Dans les deux cas, notre systeme n’a pas d’équilibres endémiques.

2. p1 < 0 si seulement si RZ < k; pour cette situation, nous pouvons avoir les chan-
gements de signe suivants pour ps.
— py > 0 si seulement si R3 < k.
— po < 0 si seulement si Rg > ko.

Nous concluons que :

. L . o On Bon Ay
Si Rg < 1 cela implique que pg > 0, alors si 2— ——
o €n Ap

ce cas le polynéme P n’a pas de solution nulle dans (0, —h)
Hh

< R2 alors, p; > 0 et py <0 dans

A
Le seul cas ou I'on peut avoir deux racines positives du polynéme P dans (0, —h) est sous

Hh
les conditions suivantes :
7-\),2 5h5vh,uhAv . < 29h,uh 1 >
— R < ——— min ,
0 OnponBonin Ny + Yo pin Bonttn Ny + 0n0nBonttn Ny + OnpinentinAp "~ €npiyAp,
— pi —4pop2 > 0.

Nous avons démontré que le modele (2.9) admet jusqu’a deux équilibres non-triviaux
lorsque Ry < 1 sous certaines conditions. O

2.3.3 Comportement du systeme quand R, > 1

Une maladie est endémique, si la population des infectées persiste a un niveau suffisam-
ment élevé pendant une période assez longue.
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Dans cette section, nous montrons que la maladie persiste lorsque Ry > 1. La notion
d’endémicité de la maladie peut bien étre établie et analysée a travers la théorie de la
persistance uniforme (voir la section A.5).

2.3.3.1 La persistance uniforme

Théoreme 2.4 :
Si Rg > 1, alors le systeme (I) est uniformément persistant.

Démonstration.

Soit X un ensemble w—limite de 2. Puisque €2 est positivement invariant, nous avons
X CQ.

Le champ de vecteur définissant le systeme (I) est strictement rentrant en tout point de
0 sauf sur 'ensemble My = {(Sy, Iy, Rp, Sy, I,) € 02 : I, = Ry, = I, = 0} ou il est
tangent. L’ensemble M; est donc positivement invariant et Ey, € M;. Cependant, pour
tout x € M \ {Ep}, la solution de (I) issue de = quitte M; en temps négatif. Il s’en suit
que seul I’équilibre Ej est négativement invariant et donc le plus grand ensemble compact
invariant dans 02 est réduit a I'ensemble {Ey} qui est isolé dans X.

Toutefois, lorsque Rg > 1, Ey est instable et la variété stable de Ej est contenu dans 0f2.
Par conséquent, les conditions (1) et (2) du [46, Théoreme 4.1] sont satisfaites et donc la
persistance uniforme est prouvée. O

Il s’en suit que, lorsque Ry > 1, il existe 7 > 0 tel que pour toutes les conditions initiales
dans Q) (I'intérieur de €2), nous avons :

h%gégf Sp(t) >, htrgéonf In(t) >, htrgéonf Ry(t) >, h{ilé?f Sy(t) >, et h{I_l}g)lf I,(t) > r.

2.3.3.2 L’équilibre endémique FFE

Rappelons qu'un état d’équilibre endémique (H, Iy, Ry, I,) doit vérifier les équations
(2.11)-(2.14).

Théoréeme 2.5 :
Si Ry > 1 alors le systeme (2.9) a un unique équilibre endémique EE.

Démonstration.

. N : Ay Ay
En utilisant la premiére équation de (2.11) et le fait que < H < —, nous avons
_ pn + Op [,
I}, qui satisfait a :

- A
0<I<—"—. (2.16)
o+ On,
_ - _ Ap— 6]
En substituant R;, = %]h, ot H = ="""""" dans les deuxieme et quatrieme relations
h Hh

26



2.3. Analyse mathématique du modele

ci-dessus, nous obtenons :

Ah,uvjv

I, =
Vhﬁhv
On

() 8

(7 - [ ) + 5h,uvjv

v

(Ah - 5hj_h)€hj_h

v

A, — 0,1
i Bon (hhh —(1+ %)I )
o On
Notons par z = I, et y = I, ce qui donne :
o Ah,u'u
xr = )
h (Bhv /Yh‘gi}w) (;: - y) + 5h,uv
(Ah — (5h$)€h$
v= Ap, — op Th
pnBon | ——— — (1 + )z
0 On

Soit f la fonction définie comme suit :

Ah,uv

N (ﬁhv ﬁ}/hﬁhv)

0
f(z,y) '

— —y) + Onity
(u )

(Ah — (ShllJ)EhSC

v

Ap

Hh

:uhﬂvh <

(1+—+

o T

On

)

Ah/~6 Ony

oy (ﬁhveh + %ﬁhv) (Ay

toly) + Onpity

Qh(Ah — 5h1’)€hl'

Bon (An — (pn +
fily)

fa(7)

0)2)0n — Ynpin)

Le couple (z,y) est un point fixe de la fonction f.
Notre étude rev1ens a montrer I'existence et I'unicité d’un point fixe de la focntion f.

Pour z € [0, } fa(x) > 0 si et seulement si x <

Pour y € [0, /7] fily) =0

Ay,
Mh+5h+ ’Yth :
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Nous avons f(0,0) = (0,0)7.

La Jacobienne de f est donnée par :

Hey) = (fé(()x) 0

Avec,

On Appi2 Ny pin (Bhﬂh + 0p 5}“;)
<— (Bhﬂh + 0 6hv) (o y — ANy) pn + 65 Oy 112 y)2

1 ()

o) O (an +yn + 1 + 6p) <(5h (6n + pn) 2% — 20, Apx + A3) ), +5h7huhl”2>
folx) = .
i Bun (((On + n) @ = Ap) On + o o )

f1 et f5 sont positives sur les ensembles ou elles sont définies. Alors,

A
pi O+ B

f2 est croissante et tend vers +oo lorsque x —

. . h A, A,
donc il existe r; < tel que fo(x1) = — et fo(x) < — pour tout
i+ O+ T (o) =7, et fol@) <
x € [0, xq].
Par conséquent, fi o fy est bien définie sur [0, z;] et est croissante.

De plus, (f10 f2) (0) = 0 et (f 0 fu) (1) = ﬁ(ﬁ”) -2

Nous avons aussi que (f; o f2)'(0) = = < 1.
Ceci montre que la courbe représentative de flg fo est en dessous de la premiere bissectrice
dans un voisinage de 0 et elle est au dessus en x; donc elle la traverse au moins une fois
en un point different de 0 et de z;. On a donc prouvé que fi o fo a au moins un point fixe
z € (0,21). On a :

(frofo)(z) = fi(fa(z)).fo(x) > 0.

(frof)'(x) = fl(f2(2)).fo(2)* + fi(fa(2)).f3 (2)

"2) = 2(0n) €n Ajpn(yh + 6n) =0 pour < Ay,
2 - 3 Anpin
1) Yh Ay fin + O + hth
Ponlpan =00+ %5.) L+ Oy + i
On,

205, ANy pon i (%Bhu + 0y, /Bhv) (5h9huv — (VB + O 5hv)uh)
((Bhﬂh + 0y, ﬁhu) (Ay — oY) o, + O O i y>3

‘() =

A
est de signe fixe pour y < —.

v

A ~ 2
60n Ap Ay pip i (’Yhﬁhv + 0, /Bhv) (5h9h#v — (VB + On 5hv)uh) >0 pour y < A,

((Bhﬂh + 6 ﬁm) (Ay — o y) pin, + 6 0 12 y)4 o

1'(y)
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Nous avons dans ce cas :

o Si 640ntte > (VnBho + On Buo)pur, alors fi > 0 et ainsi (f1 o f2)" > 0.
Il en résulte que (fi o f2) est convexe, ce qui assure 1'unicité du point fixe en (0, z;).

e Si0pbpp, < (”y;ﬁ;w + 01, B, alors fi < 0 donc f] est décroissante.
Etant donné que f est positive croissante, que fy est positive croissante, f| est
décroissante, f; est croissante, et f{' est croissante, nous avons que pour tout x €

[O, [L’l] :

(frof)'(@) = fI(£(0)f0)* + fi(f2(21)) /5 (0)

— FRO) 02 + 1, (A) 1(0) = A

v

Apres calcul on obtient que :

R 3
Ao 2 1202 Npé2 6y, i (’Yh Bho + On 5hv) (v + On) Bondy
A2p12 (’Vh /@hv + 6y, 5hv>2 32, Nv49h4/\h€h5h3
+uh<7h ﬁhv + 6h00> 1.
5h ,uve

Puisque 65,0511, < (%Bhv + 61, Bry) fin, nous avons A > 0 ainsi que (f; o f3)"(x) > 0 pour
tout = € [0, x1].

Dans les deux cas, (fi o f2) est convexe sur Uintervalle [0, z1] ce qui assure I'unicité du
point fixe en (0, z1).

Ap A, Ap Ap
Y 6 R t Z = > .

fin + Op + LgE o) [Mv %) et fio () On ~ Hn+On
Ap

o+ O+ B

Pour 21 <z <

) puisqu’un

Par conséquent, (f; o f2) ne peut avoir un point fixe en [z,
point fixe doit satisfaire la relation (2.16).

A,
Donc la fonction f a un unique point fixe (z, fo(z)) qui appartient a (0,z) X (O, )
fho

Ce qui implique que le systeme (2.9) a un unique équilibre endémique EE quand Rq > 1.
m

Nous allons analyser dans la section suivante la stabilité du point d’équilibre endémique
EE du systeme en deux grandes parties, en premier, nous étudions le cas ou il n'y a pas
de mortalité due a la maladie d;, = 0.

Dans la seconde partie, nous nous concentrons sur le cas général qui est plus compliqué
que le cas ou &, = 0.

2.3.3.3 Stabilité de I’équilibre endémique dans le cas ou d;, =0

Puisque 9;, = 0, I’équation de la population totale des humains devient :

dH

— = A, —uH.
dt h — Mhn
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A
Cette derniere équation admet un unique point d’équilibre H* = —h qui est GAS, nous

Hh
pouvons dans ce cas utiliser le Théoreme de Vidyasagar A.8, et réduire la dimension du
systéme (2.9) a un systeme de dimension 3 (avec €, = ay + Y, + pp) -

dl 1, -

dith = ﬁvhﬁ(H* — I — Ry) — &1,

dR

e M — I — 04 Ry, (2.17)
t

dl, (. Ln s Ru\ .

dt - (ﬂhvl{* + Bhvl_—,*> (V Iv) ,U/vj'u-

L’équilibre endémique (EE) du Systeme (2.17) est la solution des équations suivantes :
Ly o, _
thﬁ(H —In—Ry) =&l = 0,
Wdp — O Ry = .0
In 5 Ry
P RT R V*_Iv - v[v = 0.
(B + g ) (V= L) =
Alors 'EE est donné par :
= ghﬂvH*(Rg — 1)

Ih - = h V* ) )
<5hv + /Btheh) <ﬁvhH* (1 + *’;) + Eh)
Ry = I
h Qh hs
_ (6hv + Bhv%) th*
I, = O |
o H* + <5hv + Bhvgh> I
h
Avec H* = & et V* = &
23 228

Proposition 2.1 :

Soit Ry > 1,

alors il existe un unique équilibre endémique E'E du systéme (2.17) qui est localement
asymptotiquement stable.

Démonstration.
La matrice Jacobienne a 1’équilibre endémique est donnée par :

I, N I, 1 . 7 _
_thﬁ — €n _thﬁ thﬁ(H — I — Rh)
J(I, Ry, 1) = Th —0p 0
| I,  ~ Ry
Bhv o+ (V - Iv) ﬁhvﬁ(v Iv) <Bhv o+ + 5hv H*) Moy
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En utilisant les équations d’équilibre, nous pouvons écrire la matrice Jacobienne comme
suit :

jv ~ jv ~ [h
_thﬁ — €h _B”hﬁ Ehlfv
J = Yh —eh 0
1 | _ I v
v V* - Iv UV 71 V* - [v - v v -
B H*< ) DB H*( ) <5h + By ) T

En utilisant la définition de la seconde matrice composée additive (voir A.3.6) nous obte-
nons :

—Boni — & — O 0 —en g
J[Q] = B}w V* I_ jv v I_v
- W( - v) _51)77,@ (Bhv + Bhv ) I, _6vh H*

%}: <V* - TU) Th - <6hv I{[h* + Bhvﬁi) %

(2.18)

Un simple calcul nous donne,

det(']) = _eh‘{ (6’0/1 ) (ﬁhv +5hv > 5vh7hv <6hv +Bth )

’U

(v m+%mvﬂwh44

Bhv
H*

I,
+-€p—= v
€En= T [’Yhﬂh

= —(0n+ ) [th (ﬁhv + B ) + énlp

det(J?) = (@h +eh+9h>

Kmh +%+@m[ ¥ Pt )ij(@m + P )KU&Q]

Iy Bry o =
(@m + &, + 9h> @)h —Vh — Ehjhi;* (V* = L)y
_ 1y, By . Ry\ V*
—Ch Ihij;*< ) <5vh + 6h + (ﬂhv + 5hv h) [—U >

det(.J), tr(J) et det(J?) sont tous négatifs alors en utilisant ( le lemme A.3) nous consta-
tons que 1’équilibre endémique est localement asymptotiquement stable. O

La stabilité globale de I’'EE quand 6, =0
Pour la stabilité globale de I'EE, nous disposons du résultat suivant :

Proposition 2.2 :
Sous I’hypothese Ry > 1. Si pp, — ap < % alors I’ EE du systeéme (2.17) est globalement

asymptotiquement stable.
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Démonstration.

Pour prouver la stabilité globale de 1’équilibre endémique, nous utiliserons ’approche
géométrique introduite par Li et Muldowney [62] qui est bien détaillée dans I"appendice
section A.5. La seconde matrice composée additive en un point (I, Ry, I,,) est donnée
comme suit :

Ji2 =
L, oh [y
—Boh g — € — On 0 _gf(ﬂ — Iy — Ry)
Bhv % Iv Ih A Rh ~ Iv
H* (V - Iv) _/B’Uhﬁ - ﬁhvﬁ - Bhvﬁ — €h — My _/thﬁ
Bho /« a I~ Ry
- I+ (V - Iv) Yh - <5hv1{* —+ /Bhvj{*) —0p — Ho
Soit la matrice P non singuliere a 'intérieur de €2 :
1 0 0
I,
p_|0 7 0
Iy, Iy
o L P
I, I,
Soit Py = (DP)(f), ot f est le champ vectoriel de (2.17), nous avons :
0 0 0 0 0 0
In, — 1,1, I 1,
I, — I, I, — 1, Iy 1,
0 0 0 - = =
2 2 I, 1,

Soit B la fonction a valeur matricielle définie comme suit :

B(t) = PyP~' +PJEP!

Bn(t) Blg(t)
B<t>:<le(t) Bm@)) (2.19)

ou (on écrit B au lieu de B(t) pour alléger les notations)

I,
By = _thﬁ — €p — ‘9h7
th ]U ﬁvh ]v
By = Gyt g, v
12 (H* h]h7 H* h]h 3
Bho . I,
R
By = 5 Y
ﬁhv - 6hv (V* I )ﬁ
H* T,
In I, In 5 Rp I,
5 Thfﬂfﬁhvﬁ /Bhvﬁ*eh*,uv *5vhﬁ
2 = . .
I, I, I, Iy 5 Ry
Ph — Op Th—ﬂ—ﬁvhﬁ—ﬁ}wﬁ—ﬁhvm oy — O,
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La norme vectorielle |.| est définie par :

|(uw, v, w)| = sup {Jul, [v] + [w[}

La mesure de Lozinskii u(B) (voir 'appendice A.26) par rapport a |.| peut étre estimée

comme suit :

w(B) < sup{gi(t), g2(t)}.

Avec,

G1(t) = Buii + |Bi2|,  92(t) = |Ba| + p1(Ba2).

Iv ~ /th

0;“ et |B12| = S -

Nous avons : Bj; =

De ce fait,

g1(t) = B+ |Biol

th

I,
= _thﬁ — €, — 0 + Sh

En exploitant I’équation 1 du Systéme (2.17), nous obtenons :

Iy ﬁuhS I, :
Ih H* hI hs
ce qui nous conduit a,
I, Iy _ I
t) = —Bon— — < —=—4
g1(t) 5 W T ht I =1, h-

Pour estimer go(t), nous procédons aux calculs suivants :

(V*—1,)1

B = R v 3 v v
| Bai | I [v(\ﬁh | + 1Bho — Brol)
Ve —1,)1 A
= &M}(H*)Ih en présumant que S, < Bho,

En utilisant le fait que :

I, 1 I 5 R\ o
Z - Tv (Bhv[{* +Bhv]_1*> (V - Iv) — Mo,

nous pouvons ensuite écrire que :
I, ~ Ry
Boi| = — — Bho—+-(V* =1, -
| Ba1 | I, B H*L,( )+ 1

D’autre part, nous avons :

I

B I
p1(Bag) = maX{*—*—ﬁhv Bhv —€p—wF|pn—anl, o ﬂhv ﬂhv
I, I, Iy,

(2.20)

—Hy— Qh}
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Puisque €, = ay, + vn + pn et 0, = pp + pp, nous aurons :
I, I, I, 5 Ry
B < — == = Dwpy — Ve | Mv T axy— - - ’
fi1(Ba2) < I, I Bropre = Progpy = Ho = pn+m x{—an =+ |pn — anl, —pn}
Soit [, un nombre défini par :

I, = max{—ah — Yn + ]ph - ah’a —Ph}'

Alors nous avons :

I
Ga(t) = |Bar| + p1(Ba) < Th — pp 1y
h

Nous pouvons constater deux cas selon le signe de pp, — ay, :
1- Si pp < oy, alors |pp, — ay| = —pp + ay, alors

I = max{—", — pn, —pr} = —ph,

et donc
I
g(t) < fh — Wn — P
h
Iy
=
Ih hs
d’ou, . . .
I I, I,
w(B) <sup{gi(t),g2(t)} <sup{— — b, — — O} = — — 0.
I, I, I,

2- Si py, > ay, alors |py, — ap| = pn — ay, et on a l, = max{p, — 2ap — Y, —pn}-
D’ou, par hypothese, pp, — aj < % nous obtenons I, < —pp, et que :

Ainsi,

wB) < sup{gi(t), 92(1)}

1, I
< — -0, — =40
< Sillp{]h h,]h h}
I,
= ——0
n, "

Nous avons déja prouvé que le Systéme (2.17) est uniformément persistant, donc il existe
un r > 0 tel que I;,(t) > r, Ry(t) > r et I,(t) > r. Ceci assure également 'existence d'un
ensemble compact K, absorbant a l'intérieur de 2.
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La constante de persistance uniforme 7 peut étre ajustée de maniére a ce qu’il existe £ > 0
indépendant de la condition initiale en €, de telle sorte que : I(t) > r, Ry(t) > r et
I,(t) > r pour t > t.
Ceci nous conduit a,

[ umeas = ¢ [ um)eds -1 [ uB)s)ds

= / ds+t/<_9h>

1/0t/L<B)(S)dS < 1/Otu(B)(s)ds + m —O(1 — i). (2.21)

Définissons ¢ comme suit :

o = limsup  sup /
t—o0  (S(0), 1(0 ek t

Nous aurons :

Sup>exi/t“(3)<s)ds = soue (1 [ s)as + 4 o1 - i>>

(S(0),1(0)ek \ In(7,(t))
1 st 1 In(H*) t
< su f/ B)(s)ds + ————= — 0,,(1 — -
(S(O)J(E))GKt 0 HB)s) t In(I,(t)) 3 t)

Cela implique que :
72 < —0h.

Le Théoreme 3.5 de [62] permet de conclure que 'équilibre endémique E'E' est globalement
asymptotiquement stable dans 2. O

Nous traitons dans la section suivante le deuxieme cas quand d;, # 0 qui est plus compliqué
que le cas précédent.

2.3.3.4 Stabilité de I’équilibre endémique quand ¢, > 0

Théoreme 2.6 :
L’équilibre endémique EE du systeme (I) est localement asymptotiquement stable si Rg >
1 et,

Bhﬂh

ﬁhv + Qh

- < max | 1,
Uh Moy

(2.22)

Démonstration.

Nous avons déja prouvé dans la section 2.3.3.2 I'existence et ['unicité de I’équilibre endé-
mique.
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Nous allons montrer que toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne calculée au au
point d’équilibre endémique EE sont a parties réelles strictement négatives si la condition
(2.22) est satisfaite. La matrice Jacobienne a 'EE est donnée par :

—[n —0p, 0 0 ]
_6vhiv (Hijhiéh) + ﬂuhjv ﬁufv Eh Evhjv B“h<H7jh7Rh)
H? H T H T H - H
Jeg = (2.23)
0 Vh —Ph — 0
L’Ui 3 UR A'U T v AU T 3 X AU T Uf 3 UR
(b - ) (1) (=) G () - o

L’application du critere de Routh-Hurwitz s’avere difficile et ne permet pas de donner
des conditions qui peuvent facilement étre écrites en fonction des parametres du systeme.
Nous allons donc procéder différemment.

Soit Z un vecteur propre, associé a une valeur propre w. Alors Z = (Zy, Zy, Z3, Z4)" #
(0,0,0,0) satisfait les équations suivantes :

le = _5h ZQ - Zl 125 (224&)
thl_v gh th]_fu 6vhj_v thl_v Z3 thgh Z4
7o — 7. | =2 4 S o — _ + _ 2.24b
v 1( i i g ") h i (2.24b)
ng = "Yn Zg + (—ph - uh) Z3 (2240)
Bhvjh Bthh ﬁh’UZQ BthS Av T Bhvih Bthh
Zy= |z, |-k D . ol B el el 7 T |Z
wWhy 1 ( 2 2 + i + i o i + i + p 4
(2.24d)

On va montrer que si les relations ci-dessus sont satisfaites avec w telle que Re(w) > 0
alors la condition (2.22) n’est pas satisfaite.
Brovn

On

) 5hv +
On commence par le cas — <
Hh oy
On va combiner les relations (2.24a-2.24d) pour les réduire a une relation matricielle de
la forme : diag(a;(w),asz(w)) 22 M 2> avec M qui satisfait M Iy
Zy Zy I,

I, , I e
( ]—h . D’autre part, etant donné que le vecteur ]—h est positif, il existe un nombre
v v
Bh T
Bhv + ;
réel positif minimal r satisfaisant : |Z| < rz. et on va montrer que si — < h
Hh oy

alors Re(w) > 0 impliquera une relation qui contredit la minimalité de r.
En utilisant I’équation (2.24a) nous obtenons :

—0
[ 2)z = b,
Hh 122
—0
= 7, = h 7,
W+ pn
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Un réarrangement de 1’équation (2.24b) nous donne :

<1 + w) Zy = ﬁzz,
O

:>Z3:

De I'équation (2.24b) et en remplagant Z; et Z3 par leur formule, nous aurons :

_5h thl_”u gh th]_”u ﬁvhl_v th]_v Th th‘gh
Zy = Ly | ———= + — + | —-——= - Loy — —= Lo+ —27
ez w+uh2< J2E i g )T T wre, T
5h th]_v gh ﬁvh]_v ﬁvh]_v thl_v Yh 6vh§h
Jy = _ — = —— — — —= o+ ——27
e [wﬂbh( 2 i H "7 H wte,* H
5vhj_v On Sh Th BunSh
Ly = — — 1—-—= Z. -~ 7
e l H w + Ly H * +w+9h Ten| L2t 4
Cela peut s’écrire : ) )
ohS,
(14 Go(w))Zy = Ponn 7 _ In Zy, (2.25)
EhH IU
avec )
Bunlv ) S
G (w) _ w+ fh] (w+huh ( ﬁh) +1+ wlhé’h)
2 o
D’autre part,
o Broln  BroRn BwZs P 5 Buoln  BroRn
2y = Zy |\ g+ |t + 5 Zy| Sp— | 4+ 22 4 | Z
e w+uh2<H2 2 H & Huwt6,? i o e
On 5hv1:h Bthh Bhﬂh gv Bhvf_h Bthh
Zy = I + I + v+ =2y — = + = + Uy Z
e w—i—,uh(H i oo 0, | B2 i g Hee
5 UI_U 3 U ’Uj’l) ’U[_’U
Wy = b pely g Bhovn fo- 7, _ (M_ +uv> 7,
w+ pn S, w + O Bhv’Yh T Sy
(B + 7 1,
h
’U_’U 6 ’Uj’l} 3 v ’U]_’U
<w + /lg + ,uy> 1= |- +h,uh Mg + Bho + th—i—vehh Mﬁ Ty
b h (Brw + ]Z%)]h
h
Bhﬁh
Bho + i i
; - 0y 3 (w 4 Mg vy Nv) Ty = ﬂ;thQ
h /J”li v + Bhv + hvVh v
w + Hh Sv w + Qh
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ol H
S T Uj’U ’U]Tfl)
_Suly = (w + By /LU) Zy= o Zy
5h ,uv[v _|_5 + hvYh Sv [h
w + Uy, gv h w + Qh
Nous obtenons la relation suivante :
[ i
S T, ’Uj’U 71)
e [ <w g ooy m) Zi =27, (2.26)
5h ,ulijv +5 + 5hv7h Sv Ih
w+ Hh Sv " w + eh
f(w)
Nous avons :
6h :uv]_v Bhv’Yh 1 6hﬂvjv 5
= + Bro + < =+ Bho + B
w~+ S, Bn w + 0 lw+ pnl S, Br B 7h|w+0h|
1 5hﬂvjv A
< = + Ohv + Pho
S Relw) + S, Bho + B " Re(w) + 0
1 Oppioly A 1.
< = B+ B si Re(w) > 0
Hh, v eh
5}1#1}]_@ 5 Th
- = + v + VA
e
o (Sh,uvjv + ,uvaﬁ
B ,uhgv S’vjh
Et donc,
I,H [,H
S T, ’Uj’l) S T 1)71)
b o) 2 ()
5h ,uv]v _|_5 + hvVh Sv 5hﬂii[v + 'UEIU,H v
w+ p, S, w6, [pShy Sulp,
il - I, +1
= I, Q +1)| = S’i
@ E S, only,
n o Iy, o
Nous avons aussi
_ Bhﬂh B
i _ Bhv + eh ]Th
o H
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Alors,
I Bho + B}g% I,
T O Dy
Sy _ Ho
onl, N onl,
e g Ol
pnH pnH
Nous constatons donc que :
ﬁhv + 5}2)7’1 6h
Si ———— > = alors Re(w) > 0= |f(w)|] > 1.
oy Hh,
Nous pouvons exprimer les relations (2.25-2.26) sous forme matricielle comme suit
diag(1 4+ Gy(w), f(w)) Z =M Z, (2.27)

la matrice M étant définie par :

0o =

M — j Iv
= 0
In,

Mentionnons que la matrice M a des éléments positifs et que I’équilibre x = (I:h, I:U) sa-
tisfait Mz = x.

Supposons que Re(w) > 0. Nous emploierons une astuce due a Krasnoselskii ([57], Preuve
du Théoreme 6.1, voir aussi [45]) pour obtenir une contradiction.
De (2.27), nous obtenons en utilisant le module et en dénotant |Z| = (|Z|, |Z4])T que :

min(1 + ReGa(w), | f(w)])|Z] < M|Z|. (2.28)

Etant donné que le vecteur x est positif, il existe un nombre réel positif minimal r satis-

faisant :
|Z] <rx. (2.29)

Soit n(w) = min(1 + ReGa(w), | f(w)]).
Nous avons prouvé que Re(w) > 0 entraine que |f(w)| > 1 et ReGa(w) > 0 ainsi,
n(w) > 1.
En combinant les relations (2.28) et (2.29), nous obtenons :
n(w)|Z| < M|Z| < Mrz = rx.

Ceci contredit la minimalité de r.

Maintenant étudions le cas &y, < py, :
De I’équation (2.26), nous aboutissons a la relation suivante :

J vlv v

+" MS + Bho + B}‘Jjg 7
74 — W T Hh v h TUZ2

[qu + Hoydy + Ih

— w — v

Sth v
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Rappelons que :

S I /thl_v 6h Yh
o d wt S oy - 7)) T+ 3
6 i *h Z4 = Th Z4 avec Gg(u)) = H ( +Hn ( > +9h>
en, H 1, .

En remplacant Z; par sa formule dans la derniere équation, cela nous donne :

(14 Ga(w))Zy =

On :“g]_v By + B h
(L4 Co(w))Zy = LM S Wty
ol (w ol m)
Sulp Sy
on  pwly .
o P (e (1= 5) 41 ) s, et
€ {v}_[ <w n ;U/E[v n U)
Sulp Sy
On__ pwly Broh
eh—i—w+ﬁ”h v ( On (1_5h> 1 Vh ) . w+ pn S, +ﬂhf w + 0
H \w+pu, H w + 6 LH <w+m+%>
Sulh, Sy

On obtient donc la relation suivante :

I_U ljl'u-[’l] ﬂv ]Tv ) v _h v,
3 \U T g +uu> (eh+w+g F%(IJF?)ﬁ*l“waeh

(S 'Uj'U AU
— e b e +5m+£h%)

Si Re(w) > 0 alors,

5h ,uvjv Bhv’Yh 5h,uv[ ,UUI H ,uvjv 5h 1:{ ,UUI Ah ijv Ah
22+ Bho + + 22 =+ = =
w+ pn S, w+ ‘9h prSe  Sulp Sy \tn Iy Se iy Suly tn
et done le membre de droite satisfait
5h ,uUI_U Bhv’}/h /"LU-[ Ah
e | —— =+ Bt — | <e 2.31
h(w+uh S, B w + 0y, Sy fin ( )

Pour le membre de gauche de la relation (2.30), on a si Re(w) >0 :

I, s I,
B (e ) (v oy (B () e i) )|
I_ Mvv ﬁth ,uv]v — =
> == = ’U + — == H—|— vI'u
_SI<S ><€h H) 51h<y )h funl)
vln S Sh thuvv S
o1y oL A
>77 ( ):'lf,gh h 1_7
S[ Sth Hn
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2.3. Analyse mathématique du modele

A o+ _ A
Si 6y, < p, alors —* + (1-— —h)Ih > = ot donc Re(w) > 0 implique
Feh Feh Fn

I,H

(2.32)
)
On voit donc que sous ’hypothese Zh < 1, si Re(w) > 0 alors on aboutit a deux relations

h
contradictoires (2.31) et (2.32). On en déduit que Re(w) < 0. O

2.3.4 Simulations numériques

Afin d’illustrer certains des résultats théoriques précédents, nous effectuons deux séries de

simulations de notre systeme dans le cas ou il existerait deux équilibres endémiques avec

Ry < 1. La seconde simulation est faite quand Ry > 1. Les parametres des simulations

sont ceux indiqués dans le tableau (2.3).

Si nous définissons les parametres de 'exemple 1 ou le nombre de reproduction de base
Hh Hh

fin + Op, fn + Op

est compris entre et 1, c’est-a-dire < Ry < 1, nous aboutirons aux

résultats suivants,
* DFE = (300000, 0, 0,20000,0).
* le premier équilibre endémique EE; = (18190, 702.0392,292.5163, 17610, 2389.8).

:uvjv 5vhjv é‘h ( PY) jh Th ,uvIv
= | W+ —=— + Uy € W+ ——= 1+ ) =+1+ > =—=¢€
Syl ( S, a ) ( " H (w + U 0) H w + Oy, Sy1, "

Ap
Hn

* le deuxiéme équilibre endémique E'Fy = (226.6221,746.7886, 311.1619, 6337.4, 13663).

* Le spectre de la Jacobienne au point FE; est donné par
pee, = {—0.0311,0.0005, —0.0016, —0.0009}.

* Le spectre de la Jacobienne au point EFE5 est donné par
pee, = {—0.0777,—0.0184, —0.0049, —0.0007}.

h
Fh — 0.0499.
U
1000 T T T T T 15000
900 H _Sh _Ih Rh R
800
700
10000
600 - q r
500 q \
400 [
500 5000
200
100 7 —_—S
0 0 5(;0 1 0‘00 1 5‘00 20‘00 25‘00 3000 0 0 5(;0 1 O‘OO 1 5‘00 20‘00 25‘00 3000
temps temps
FiGuURE 2.2 — Représentation gra- FIGURE 2.3 — Simulation pour les classes
hi rl 1 humaines lor : h
b ql':be PoOuL es classes huihaines forsque g, moustiques lorsque /jr 5 <Rop<1
h :
< Ro < 1 sur le premier . Fin 1 On
th + Op sur le premier exemple donné dans le ta-
exemple donné dans le tableau 2.3. bleau 2.3.
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Chapitre 2. Analyse mathématique et controle d’un modeéle homogéne du paludisme

Avec une condition initiale donnée par le vecteur (Sp = 1000, I} = 200, R} = 100, S? =
1000, I? = 3000), les figures 2.2, 2.3 montrent que les trajectoires des solutions tendent
vers I’équilibre endémique 2, ce qui implique que méme si Ry < 1 la solution de notre
systeme peut tendre vers un équilibre endémique qui est localement asymptotiquement
stable selon le spectre numérique du J(EE;) donné ci-dessus.

En utilisant les mémes parametres de 'exemple 1 dans le tableau (2.3) et sous la condi-
tion initiale donnée par (SY = 40000, I? = 1000, RY = 30000, S? = 4000, I? = 30), nous
obtenons les simulations présentées dans les figures 2.4, 2.5, ou il apparait clairement que
la solution converge vers 1’équilibre sans maladie dont il est mathématiquement prouvé
qu’il est localement asymptotiquement stable.

Le dernier exemple est donné lorsque Ry > 1, dans ce cas nous prouvons l’existence et

5
12710 1000 2 X0

1.15 800
15
600
1.1

400 1

h Ih \
0.5 4

1 I I I I 1
0 2000 4000 6000 0 2000 4000 6000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

8000 800
6000 600 [

4000 400

2000 200 T
—

0 . . . -
0 2000 4000 6000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
temps

FiGuRE 2.4 — Représentation gra- FIGURE 2.5 — Simulation pour les classes

phique pour les classes humaines lorsque de moustiques lorsque /ML(s <Ry <1
Hn < Ro < 1 sur le premier , Hi 7+ On

1h + Op sur le premier exemple donné dans le ta-

exemple donné dans le tableau 2.3.

bleau 2.3.

I'unicité de I’équilibre endémique ot nous avons également montré que la maladie persis-

tera. Les simulations illustrant ce scénario sont données dans la Figure 2.6, 2.7. En effet,
’équilibre endémique est donné par (6102300, 715910, 318180, 45148, 54852) et le spectre

de la matrice Jacobienne par ppp = {—0.0199, —0.0001, —0.0011 4+ 0.0002¢, —0.0011 — 0.0002:},
ne contenant clairement que des valeurs propres a partie réelle négative.
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YE

)
A o @ ®
o = N w & o
Yx

6 x10%
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N
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0 2 4 6 temps x10*
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o

FIGURE 2.7 — Simulation pour les classes
de moustiques lorsque Ry > 1 sur le
deuxieme exemple donné dans le tableau
2.3..

FIGURE 2.6 — Simulation pour les classes
humaines lorsque Ry > 1 sur le deuxieme
exemple donné dans le tableau 2.3.

2.4 Estimation des variables d’état

Nous sommes intéressés par 'estimation de la taille des populations Sy(t), I5(t) et Rp(t)
solutions du systéme (I) ou d’une maniere équivalente H(t), I;(t) et Rp(t) solutions du
systéme (2.9). Si on connait la valeur de I'état (H, Iy, Ry, I,) & un certain temps ¢, alors il
est possible de calculer (H(t), I,(t), Ry(t), I,(t)) pour tout t > ty en intégrant le systéme
différentiel (2.9) avec la condition initiale (H(to), In(to), Ru(to), Lo(to)).

Malheureusement, il est souvent impossible de mesurer I'état complet & un moment donné
et il n’est donc pas possible d’intégrer I’équation différentielle car on ne connait pas de
condition initiale. En pratique, la seule mesure disponible est le nombre de nouveaux
humains infectés par unité de temps (en supposant que tous les nouveaux cas sont repor-
tés). Cette information est généralement accessible aux services de santé publique. Cette
mesure disponible sera notée y(t). Dans le modeéle considéré, elle correspond au terme

L,(t)
Boh % Sh(t).

Notre objectif est d’utiliser I'information (que nous supposons étre continuellement dis-

ponible) y(t) = B LjH(t) Sh(t) = Bon 222 (H(t) — In(t) — Ry(t)) avec le modele (I) (ou, de

maniere équivalente, le systeme (2.9)) afin d’obtenir des estimations dynamiques H (),
In(t) et Ry (t) de H(t), In(t) et Ry(t).

Une solution de ce probleme d’estimation peut étre fournie par un outil développé en
théorie du contrdle : 'utilisation d’observateurs ou d’estimateurs d’état.

Un observateur est un systeme dynamique auxiliaire ) congu pour fournir des estimations
dynamiques de ’état complet d'un autre systeme ¥ - dans ce cas le modele épidémiolo-
gique qui nous intéresse - par utilisation des informations disponibles données par les
mesures partielles y(t) de 'état de X.

Les solutions de ce systeme dynamique auxiliaire doivent converger (aussi vite que pos-
sible) vers les solutions du systéme original. Plus précisément, un observateur exponentiel
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(ou estimateur d’état) pour (2.9)) est un systeme dynamique
(2.33)

dont les solutions Z(¢) convergent exponentiellement vers les solutions z(¢) du systeme (2.9),
c’est-a-dire qu’il existe A > 0 tel que, pour tout ¢ > 0 et pour toutes les conditions initiales
z(0), 2(0), les solutions correspondantes de (2.9)— (2.33) satisfont

12(t) — x(8)[| < exp(=At) [|£(0) — =(0)[].

II faut préciser que I’état initial zo de (2.9) est inconnu alors que ’état initial 2z, de
I'observateur (2.33) peut étre choisi arbitrairement.

Le probléme 4 résoudre est de construire le bon champ de vecteurs F' et 'application G
de telle sorte que la condition ci-dessus soit satisfaite.

Dans la suite, nous donnerons trois constructions possibles.

2.4.1 Un simple observateur

Nous nous concentrons sur la partie "humaine" du modele (I) et nous I’écrivons en intro-
duisant y(t) et en faisant apparaitre la variable H au lieu de S}, :

W~ Nl 801,

dly,
i
dRy,

—— =1, — O, R
i Yhih hATh,

I,
6vhﬁ(H — Iy — Rh) - EhIha
(2.34)

y =B (H — I — Ry)
Un observateur pour le systéme (2.34) est simplement donné par :

dH . .
— =Ny — upH — 6,1
dt h — Hn hdh,

dl, .
U (2.35)

L’erreur d’estimation e(t) = Z(t) — x(t) satisfait a I’équation différentielle é = Ae avec

—pn —0p 0
A= 0 —€p 0
0  wm -0

La matrice A est de type Hurwitz, ce qui implique que Uerreur d’estimation e(t) converge
a une vitesse exponentielle vers zéro. Il faut remarquer que 'observateur (2.35) fournit
des estimations H(t), In(t) et Ry(t) de I'état sans utiliser les valeurs des différents g qui
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2.4. FEstimation des variables d’état

sont en général mal connues. Si ., est connu, alors nous avons également une estimation
de I,(t) donnée par

Iv<t) = = ~ y(t)

La faiblesse de l'estimateur d’état (2.35) est que sa vitesse de convergence ne peut pas
étre ajustée. Les figures 2.8-2.9 montrent la convergence des estimations fournies par
I'estimateur (2.35) vers les solutions d’états non mesurées de (2.9). Les parametres utilisés
sont Ah = 1, Mp = 4 10_5, th =29+x 10_2,ﬁ}w = 2.7 10_2, Bhv = 10_4, ap = 0005, 5h =
0.5%107%, 7, = 0.0035, p, = 0.0083, A, = 400, p,, = 0.02. Les conditions initiales : H(0) =
22000, I, (0) = 80, R, (0) = 20, I,(0) = 800 et H(0) = 21000, I,,(0) = 300, R, (0) = 400.
On peut remarquer que l'estimateur est bon pour estimer la taille des humains infectés
Iy (t) et Rp(t) mais il n’est pas si bon pour estimer la population humaine totale H(¢) : la
convergence de H(t) vers H(t) est plutdt lente en raison du fait que le taux de mortalité
naturelle p; gouverne la convergence de l’estimation : cette valeur est une valeur propre
de la matrice A. Ceci dit, ce sont les estimations de [, et R, qui sont les plus importantes
car la valeur de H(t) est généralement connue.

4000

30004

2000

1000+

0 50 100 150 200
time (days)
|

state estimate |

FIGURE 2.8 - L’évolution de I,(t) (courbe verte), solution de (2.9), et son estimation Iy (t)
(courbe rouge) fournie par I'observateur (2.35). les parametres utilisés sont Ay, = 1, py, =
45107, By, = 2.9 % 1072, By = 2.7% 1072, By = 1074, v, = 0.005, 5, = 0.5 % 1074, =
0.0035, pr, = 0.0083, A, = 400, 1, = 0.02. Les conditions initiales : H(0) = 22000, [,(0) =
80, R,(0) = 20, I,(0) = 800 et H(0) = 21000, I,,(0) = 300, R,(0) = 400.
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2500+

2000+

1500+
Rh

1000+

5004

0 100 200 300 400
time (days)
|

FIGURE 2.9 — L’évolution de Ry(t) (courbe verte), solution de (2.9), et son estimation
Ry (t) (courbe rouge) délivrée par I'observateur (2.35).

state estimate |

2.4.2 Un estimateur plus rapide

Si, en plus du nombre de nouveaux cas, la population totale H(t) peut étre mesurée, il est
alors possible de construire un autre estimateur pour estimer dynamiquement ,(¢). La
convergence de cet estimateur est plus rapide que celle de I'estimateur donné par (2.35).

I,(t)
HD) (H(t) = In(t) = RBp(1)) et

Maintenant, le systeme (2.34) a deux sorties : y(t) = Bun
yl(t) :H<t) A

Une estimation & = (H, I, Ry)T de 1'état x = (H, I, R;)T peut étre calculée grace a
I’estimateur exponentiel suivant donné par ’'observateur déterministe de Kalman suivant
([13], page 16) :

£=F(#,y) = 2()CT(C2 — ),
¥ = Q¢+ ZAT + AY — 2CT 0y,
1 0 0
Qe=¢ |01/ 0 |,c=(100), (2.36)
0 0 1/¢
—Hh _5h 0 Ah
A= 0 —e 0 |, Fay=Ai+]| y |,
0 v —0Oh 0

Le nombre réel positif £ peut étre choisi pour ajuster la vitesse de convergence de I'es-
timation I, (t) vers I,(t) mais la vitesse de convergence de Ry, (t) vers Ry(t) ne peut étre
ajustée, elle est donnée par —0,. La figure 2.10 montre la convergence de I’estimation I (t)
fournie par l'estimateur (2.36) vers I’état non mesuré I, (¢) solution de (2.9). On peut noter

46



2.4. FEstimation des variables d’état

que la convergence est beaucoup plus rapide que celle correspondant a | estimateur (2.35).
Les simulations ont été faites avec les mémes parameétres et les mémes conditions initiales
100
que pour le premier observateur. On a choisi X(0) = [ 0 1 0 [ et &= 2000.
0 01

14004
1200
10004
h 8004
600+

400

0 20 40 60 80 100
fime (days)
|

state estimalel

FIGURE 2.10 — L’évolution de I(t) (courbe verte), solution de (2.9), et son estimation
I1,(t) (courbe rouge) délivrée par I'observateur (2.36).

2.4.3 Un observateur grand-gain

Le plus important intérét des deux observateurs précédents est qu’ils n’utilisent pas les
valeurs des différentes forces d’infection S qui sont généralement mal connues. Si nous
supposons que tous les parameétres du modele (I) sont connus, il est alors possible de
construire un observateur dont la vitesse de convergence peut étre ajustée par I'utilisateur
afin d’avoir une convergence tres rapide.

Pour ce faire, nous utiliserons un "observateur grand-gain" dont la construction a été
développée dans [40].

Nous considérons le modele complet (2.9). Au début de I’épidémie, il est raisonnable de
H—-In—-R
supposer que Sy (t) = H(t) — I(t) — Ry (t) est proche de H(t), soit # ~ 1. Par
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conséquent, le systéeme (2.9) peut étre approximé par le systéme suivant :

dH
— = Ay — upH — 6041
o h — Hh hdh,
dl;,
Y, = U-[’U_ ]7
dt Bh €nln
) (2.37)
Ry
— =1, — O R
dt Yhin hdtp,
d[ ~ Rp\ A,
TR (R - 1) = .
<Bhv 6hv H> (,UU v) Moy Ly

La sortie mesurable peut étre approximée par y(t) = B,nl,(t). Puisque [,, est supposé
étre connu, nous pouvons supposer que la sortie mesurable disponible est y(t) = I, (t).
On note x = (H, I,, Ry, I,)T, on effectue un changement de coordonnées z = ®(x) comme
suit

dy d*y d3y

21 =Y, %2 = E’ZB a2 Z4 = an

, A,
Par conséquent, nous avons z; = I,,, 29 = (5th + ﬁth) (— — 1)) — ppl,. Les expres-

v
sions explicites de z3 et z4 sont trop longues mais sont facilement calculables.
Avec les nouvelles coordonnées, System (2.37) est donné par la forme plus simple suivante :

da

dt — <2

d22 —

E — <3

@ (2.38)
at

dz d*

d7t4 = d—;i(é_l(z)) = (21, 22, 23, 21)-

Pour calculer ¥(z, 29, 23, 24) on prend la dérivée quatrieme de y et on exprime le résultat
comme fonction de z en exprimant x en fonction de z.

La fonction ¢ est régulieére sur I’ensemble compact ®(2). Elle est donc globalement Lip-
schitz sur ®().

Nous considérons ¢ comme une extension Lipschitzienne de ¢ & Pensemble de R*, ¢’est-
a-dire que v est une fonction globalement Lipschitz définie sur R* et satisfaisant &

Y(z) = 1(2) pour tout z € B(Q).

En utilisant la construction de [40], un observateur exponentiel pour le systéme (2.38) est
donné par :

Ci;l = 2y —4(% — ),

CZZ; = 23— 62(3, — 21),

A5 ) (2.39)
p = 24— 453(21 — 21),

CZZ; = 72(21, 2y, 23, 24) — 54(51 - 21).
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Si le nombre réel positif £ est choisi suffisamment grand, les solutions de (2.39) convergent
de maniere exponentielle vers les solutions du Systéme (2.38). Plus précisément, les so-
lutions 2(t) de (2.39) et les solutions z(t) de (2.38) satisfont pour toutes les conditions
initiales (2(0), 2(0)) :

12(£) = 2(B)]] < exp(=£1/3) [|2(0) — 2(0)]|

Cela montre que l'utilisateur peut ajuster la vitesse de convergence en choisissant £. Les
estimations dynamiques de H(t), I,(t), Rn(t) et I,(t) sont données par :

A A A ~

(F (), Iu(t), But), I(£)) = &7 (22(8), 22(1), 23(1), 24(t) ),

ol ® est une extension Lipschitz de ®. La figure 2.11 illustre les performances de I’estima-
teur grand-gain (2.39). On peut remarquer que la convergence est beaucoup plus rapide
que celle de l'estimateur "simple" (2.35). Les simulations de ’observateur grand-gain ont
ont été faites avec les mémes parametres et les mémes conditions initiales que pour les
deux premiers observateurs. On a choisi comme gain

80+
704
60+
504

40+

o T
time (days)

FIGURE 2.11 — L’evolution de I,(t) (courbe verte), solution de (2.9), et son estimation
I1,(t) (courbe rouge) fournie par 1'observateur (2.39).

state estimate |
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2.5 Stratégies de controle de la propagation de la ma-
ladie

Nous proposons dans cette section deux stratégies de controle pour lutter contre la proli-
fération de l'infection.

2.5.1 Utilisation d’un taux de mortalité constant induit par les
pesticides

Ce paragraphe est consacré a 1’étude de 'effet du pesticide pour le controle de la trans-
mission du paludisme, nous introduisons un autre taux de mortalité pour les moustiques
afin d’eradiquer la maladie au sein de la population considérée, c¢’est a dire de telle fagon
que le DFE soit un équilibre globalement asymptotiquement stable. Notons par v, le taux
de mortalité des moustiques induit par les pesticides, dans ce cas notre modele s’écrit
comme suit :

dsS
dth = Ap + pnBRy + aply, — ﬁvh —Sh — 1thSh,
d
T ﬁvh Sp — endp,
dR
7; = thIh — Gth (240)
ds, A
- (Bhv + ﬂhv ) S’v - ,quv - VvSva
dt
dl A
- (ﬂhv Bhv ) //Jv[v - vIv~

Notons par Ry le nombre de reproduction de base du systéme (2.40). En utilisant la méme
méthode que précédemment, nous obtenons :

5 1 U ( Yh A )
Ro = ot 5B ) 2.41
0 i \/ﬁ oA, B 5h (2.41)
o
- Ro, 2.42
oty (242)

ol Ry est le nombre de reproduction de base du systeme initial (I).

En utilisant les mémes techniques de démonstration développées dans la section 2.3.2.1
concernant la stabilité locale et globale de ’équilibre sans maladie, on montre que le nou-
veau modele (2.40) a un un équilibre sans maladie qui est globalement asymptotiquement
stable si

5 Hh
R <
’ fn =+ Op

(2.43)

De ce fait, afin de controler la maladie et de maintenir la situation sans présence de pa-
ludisme, il suffit de choisir v, de telle fagon que I’équilibre sans maladie du systeme (2.40)
soit globalement asymptotiquement stable ce qui revient a choisir v, de sorte que la condi-
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2.5. Stratégies de contrdle de la propagation de la maladie

tion (2.43) soit satisfaite :

5 Hn
Ro <
¢ = \' in + O
Mo RO S Hn
ILLU+VU ;uh"i'(;h
+ 9
= Mo Hh hRO S Hv"’yv
Hh
)
= Mo uh+ hRO S ”v_‘_l/v
Hh
0
= v 2 PR —
Hn

donc le taux de mortalité v, induit par le pesticide doit satisfaire la condition suivante :

[, On n
v > o[ 1+ — [ Ro — 2.44
v, 7 + i ( 0 ” +5h> ( )

2.5.2 Traitement des personnes infectées en tant que feedback

Nous nous intéressons maintenant au role du traitement des humains infectés dans le
controle de la maladie. Le taux de traitement sera considéré comme un controle u. Nous
supposons que les individus guéris grace au contrdle du traitement retournent dans la
classe susceptible avec un taux u. L’objectif est de calculer v en fonction de I'état qui
rend le DFE globalement asymptotiquement stable.

Le systeme apres ’'ajout du contréle u s’écrit comme suit :

ddih = N+ pr By + (o + u) Iy — ﬁthSh ~ FnSh,

Cii]th = ﬁthSh —enlp —ulp (2.45)
dd}ih =Yl — O Ry, |
Oiljtv = (Blw;}]l + B}w];;) (A: - ]v> = Holy.

En utilisant les variables H = Sy, + I, + Ry, I, Ry, et I, le systéme (2.45) peut étre
exprimé par :

T = X(x)+uY(z), (2.46)
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avec, * = (H, I, Ry, I,)T, u € R™, et

—pnH — op I, + Ay, 0
ondy (H—1, — R
Bh ( - h )—(ah+7h+ﬂh+5h)[h —[h
X: ’Y:

’}/Ih—ehR 0
I~ Rp\ (A, 0

VT (VA 7_[1) - v]v

(5h H+5h H)( ; ) 1%
Ap

A A,
<HK —h, 0<I, < } est un ensemble po-
o+ O, foh P

sitivement invariant et attractif (d’apres le lemme (2.1)).

Il suffit donc de considérer le systéme (2.45) sur I'ensemble (2.

Nous cherchons & construire une commande stabilisatrice de (2.45) en suivant une méthode
de rétroaction stabilisante [63], utilisant un contréle borné, sous ’hypotheése qu'une fonc-
tion de contrdle de Lyapunov (Control Lyapunov Function CLF voir [83, 63]) appropriée
est connue.

Rappelons que 'ensemble ) = {

Théoréme 2.7 :
Soit la fonction W définie comme suit :

Ay In (H ) By 5 ,+1. A A
W) = g o O 2(”” D) (o 1) By e L g, A (1—1n <h>>
Hh, Boh 5y fn\p, My Hh K

W une CLF pour le systeme (2.46).
La commande u donnée comme suit est stabilisante pour le systeme (2.46) (voir [63]) :

0 pour I, =0
u(®) =13 a(H, Iy, Ry, 1)+ \/(a(H, I, Ry, 1))* + (b(H, I, Ry, 1) oy
_ pour I,
b(H, In, Ry, I,) (14 \/1+ b(H, Iy, Ry, 1,)?)
(2.47)
Avec,
Ap Y\ I Bthv<,U/h + 01,) : Mo+ 1
a(H, Ty, Ry, I,) = [1— I+ 2%+ s+ DRy, + I,
(H, I B, 1) ( MhH> Bon " 12 pn A, (u VB fo
b(H,In, Ry 1) = 221,
ﬁvh

Cela signifie que le DFE est un point d’équilibre GAS pour le systeme (2.45) ou (2.46)
avec un taux de traitement u(x) donné par la formule (2.47).

Démonstration.
La fonction W est bien définie, differentiable sur €. D’autre part, on a, pour tout = € €2,

A
W(z)>0et W(z)=0ssiz= (M—h,o,o, 0) = DFE.
h
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2.5. Stratégies de contrdle de la propagation de la maladie

Nous utilisons, les mémes notations comme dans [83] :

a(z) = (VW(z),X(z)),
b(z) = (VW(z),Y(x)).
On a donc '
W =a(z) + ub(z).

Pour montrer que W est une CLF pour le systéme (2.46), il faut et il suffit de montrer
(voir [83]) :

Ve e Q:b(x) =0= a(x) <0. (2.48)
Nous avons b (H, I, Ry, I,) = (VW (x),Y (z)) = —gv I.
. vh
Donc W s’écrit comme suit : '
W =a(x)—u Po 1.
th

Nous allons montrer que W une CLF pour le systéme (2.46). Cela signifie que W doit
satisfaire :
Ve e Q:b(x) =0= a(z) <0.

On a:
a(H, Iy, Ry, 1,) = (VW(x), X (x))

Ay,
- (1- i H — I, 6, + A
( MhH>( 1 nOn + Ap)

+

Ho thjv (-H - ]h - Rh) I
th H Chih

+Bthv(Mh + 5h)
12 pnp

Ho + 1 5hv~[h Bthh Av
S S
e (C S CEA R

Nous avons d’un autre coté que b(z) =0 = I, = 0.

(o + 1) (v I — 01.Ry)

Ap
pnH

I, (H—Ry)
H

Cl(H, O7Rh7[’l)) = <1 - ) (_,uhH + Ah) + Ly

Bh’UAU(:uh + 5h) Ho +1 Bthh A’U
- 1 - [U - v[v
122 punAp (o - 100 R + b H v :

_ (mH = M)’ g
pnH !

(,uv + 1)6h +

v v 1 3 v 3 v+ 5
fo o+ 15 I, Bh AQ(thr h)
oy Hn A po  H

H Wy H
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A Ay
On a h < H < —. Par conséquent,
[th =+ On [h
. Moy + 15
Brol\o(pin + 0n) o holo
_ D Y R U N— ) - N
12 pin A, (o )0+ = =
14
3 BNy (pon + 0n)
Bholo (i + 0n) 1
— o+ 1 t R
ILL%ILLhAh (:u + )(ph+/’6h)+ //LvAh h
Bthv(,uh + 6n)
=2 A, (o + 1) (=(pn + pn) + p1n) R
On obtient
oLy
Bholo (i + 0n) W il Brolo (i + 0n)
— o+ 10+ ————— | Ry < — »+ 1) pr Rp.
2uh, et >h+ Hp, NS Ty, et e
D’ou
(,uhH - Ah)2 Bthv(,uh + 5h) v+ 1. Rth
H O R IU<— - v]- R_]v_ v v
alH, 0, By, L) < pnH ta HnAn (p71) o B a [ O ) o
Cela prouve que la fonction :
ApIn (H . B\ (11, + 6 o+ 1
W(e) = i — D | oy B 2(“" 0 (g + 1) B+ P L
Hh th Hy ,uhAh My
est une CLF pour le systeme (2.46).
Tout comme dans [63], nous construisons la commande stabilisatrice comme suit (z =
(H7 [ha Rh: Iv)) :
0 pour I, =0
(@) =N a(H, Iy, R, 1) +/(a(H, I, R, 1) + (0 (H, Iy, R, 1)) oy
_ pour I,
b(H, I, Bu, 1) (14 \/1+ b(H, I, Ry, 1,,)?)
(2.49)
O

Cette commande de rétroaction fait du DFE un équilibre globalement asymptotiquement
stable pour le systéme en boucle fermée (2.46-2.47), c’est-a-dire que toutes les trajectoires
convergeront vers le DFE.

2.5.2.1 Simulations

Nous allons illustrer l'effet du traitement utilisé comme un contrdle par feedback et le
calculer selon la formule (2.47). Nous utilisons les parameétres suivants «y, = 0.0005, 6, =
5 x 1072, 7, = 0.00035, p5, = 0.00083, A, = 1, A, = 400,,p, =5 x 1075, y, = 0.02, Bp,, =
0.027, B = 0.029, B, = 10,
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2.5. Stratégies de contrdle de la propagation de la maladie

Avec ces valeurs, le nombre de reproduction de base R est égal a 1,91. Les figures 2.12-
2.13 montrent la dynamique des populations infectées (I, et I,), donnée par le mo-
dele (2.45) sans traitement (u = 0). Ces figures montrent que le paludisme reste persistant
dans les deux populations. Les figures 2.14-2.15 montrent 1’évolution des populations in-
fectées lorsqu'un traitement est appliqué et que son taux est donné par la commande de
rétroaction (2.47). On peut observer que I'application de la rétroaction fait disparaitre la
maladie dans les deux populations.
La figure 2.16 compare ’évolution de la population humaine infectée () lorsqu’aucun
traitement n’est appliqué et lorsqu’il est appliqué avec un taux donné par (2.47).

90001 70004
8000 6000-
7000
5000
60001
I I
" 50001 v 40004
4000- 3000
30001
2000-
2000-
1000- 1000-
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
time (days) time (days)

FIGURE 2.12 — I;,(t) sans contrdle.

8001
700
600
500-

1, 4004
300

2004

100 \

800
700
600
500

I 4004
300
200

1004

FIGURE 2.13 — I,(t) sans controle.

FIGURE 2.14 — I(t)
back (2.47) est appliqué.

20

40 60 80 100
time (days)

with feedback control

100 200 300

time (days)

with feedback control|

quand le feed-FIGURE 2.15 - I,(t) quand le feedback (2.47)
est appliqué.
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25004
2000+

15004
Ih 1

10004

1

5004

=
20 40 60 80 100
time (days)

with feedback control without treatment

FIGURE 2.16 — Evolution de la solution I;(t) de (2.45) sans contrdle (courbe rouge) et
lorsque le contrdle par retour d’état (2.47) est appliqué (courbe verte).

2.6 Analyse de sensibilité du nombre de reproduc-
tion de base R,

Nous étudions dans cette section I'analyse de sensibilité du nombre de reproduction de
base R en termes de reconnaissance de l'influence de chaque parametre d’entrée sur la
transmission de la maladie. Pour pouvoir obtenir une information aussi cruciale, I'indice
de sensibilité de Ry est déterminé par rapport a chaque parameéetre d’entrée. Ces derniers
indices nous permettent de mesurer la variation relative d’une variable lorsqu’un para-
metre change.

Notons pas ¢, s I'indice de sensibilité normalisé d'un parametre p (voir la définition A.36)
qui est pour notre cas défini comme suit :

IRy A
Pp,Ro = @7]) pE {Ah7 tha /Bhln 6)7/07 Thy Ch, 5h7 273 AU? :u”U}

Ou p représente exactement I'un des parametres d’entrée.
Rappelons que le nombre de reproduction de base est donné par I’équation (2.8) :

1 Av Hn
Ry = ” —_—
’ \/ﬁ th(Ph+Oéh+Mh+5h) o Ap,

Yh 5
(5hv + eﬂhv)-
h
L’indice de sensibilité normalisé est donné par :

_p ORo
P Ry oy
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2.6. Analyse de sensibilité du nombre de reproduction de base Ry

Les indices de sensibilité normalisés pour les 11 parametres sont les suivants :

1
SDA}HRO = _57
1
PBunRo  — 57
_ 1 ﬁhv
SO/BMHRO 2 ﬁhv + gizﬁfn)’
Bhv%
R _ h
SO/BMHRO a 5hv + giﬁhv’
h
1 Yh (Bhv
\ = 5 = Op + ap + pp, —@w),
SO’W 7R0 2 Gh(ﬁhv + ngﬁ}ﬂ)) eh ( /“L )
1 ap,
Pap,Ro = _ia
16y,
Y5, Ro = _557
o 1 PhVh B
P, Ro — T o ~ )
m 26, (@hqﬁh + %Bhu)
o0 Rl = B (pn(cn + 0n + ) — 13) + Brob3 (an, + 84 + )
e 204 (VhBro + Brobn)en 7
1
(pAU,RO = 57
()ON'LMRO = _1

Selon les résultats obtenus a partir de I'indice de sensibilité de Ry par rapport a chaque
parametre, nous pouvons remarquer que l'impact des parameétres peut étre divisé en trois
groupes, les parametres qui ont un impact positif, les parametres qui ont un impact néga-
tif, et le dernier groupe comprend les parametres qui peuvent avoir un impact positif ou
négatif selon les valeurs des parametres. Les parametres By, Bho, ﬁAhv et A, ont un impact
positif sur Ry, une augmentation de ces derniers parametres implique la croissance de R,.
Nous pouvons voir que, 'augmentation de (35, augmente la valeur de Ry de 50%.

Les parametres qui ont une influence négative sont clairement résumés dans la table 2.2
a Ry avec une magnitude différente, qui sont Ay, ayp, on, pr et 1. Une petite perturbation
de A, entrainera une diminution de Ry de 50% alors que p, diminuera Rq de 100% ce qui
signifie que le taux de mortalité des moustiques est le parametre le plus influent. Ajouter
une surmortalité a la population de moustiques nous aide ainsi a controler la maladie et
a réduire le nombre d’infections. En outre ay, d, et p, affectent négativement Rg, une
incrémentation de I'un de ces parametres entraine une diminution de Ro d’'une valeur

allant de 0 a 50%.
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Chapitre 2.  Analyse mathématique et controle d’un modéle homogene du paludisme

Le dernier groupe est constitué de parametres dont les expressions de I'indice de sensibilité
sont plus complexes. Il s’agit du taux de progression de la classe infectieuse vers la classe
immunitaire v, et du taux de mortalité naturelle des humains py,.

Dans le tableau ci-dessous, nous remarquons que pour le premier échantillon, v, a un
impact négatif de 4,65% alors qu’il a un impact positif dans la situation résumée par le
second échantillon d’un impact de 21,08% sur R,.

D’apres la formule mathématique de I'indice de sensibilité du Ry, nous remarquons que
On + o +

O

. On peut résumer cela en comparant [, la

v, & un impact positif si et seulement si 3, < B;w

On + an + pn
O
probabilité de transmission d’un humain infectieux a des moustiques susceptibles, et Bhv,
la probabilité de transmission d’humains semi-immunes a des moustiques susceptibles,
modulo une fraction qui dépend de la somme de la probabilité des personnes quittant le

compartiment de [, sur celles quittant le compartiment de Rj,.

L’impact de la mortalité naturelle humaine pu;, est positif sous la condition suffisante
que Bpy > Bhv’yh. Ceci indique que la probabilité de transmission d’un humain infectieux
a des moustiques susceptibles [, doit étre supérieure au produit de la probabilité de
transmission d’un humain semi-immune a des moustiques sensibles 3y, et v, le taux de
progression de la classe infectieuse a la classe semi-immune.

, ou il a un impact négatif

si et seulement si Bu, > Bhe

Sensitivity Index
Sensitivity Index

-1.2

An Bon Bre B M an Sh opn opn A
Parameters

-1.2

Av Bon Bro Bre W on O pn o Ao g
Parameters

FIGURE 2.18 — Représentation gra-
phique des indices de sensibilité dans le
cas du deuxieme échantillon donné dans
le tableau 2.1.

FIGURE 2.17 — Graphe des indices de
sensibilité dans le cas du premier échan-
tillon donné dans le tableau 2.1.
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2.6. Analyse de sensibilité du nombre de reproduction de base Ry

] Parametres H Indice de sensibilité pour I’échantillon 1 \ Indice de sensibilité pour I’échantillon 2

A -0.5000 -0.5000
Bon 0.5000 0.5000
Bro 0.3623 0.1050
B 0.1377 0.3950
T ~0.0465 0.2108
an ~0.2632 -0.2632
on ~0.0474 -0.0474
on ~0.1229 -0.3526
m 0.4799 0.4523
A, 0.5000 0.5000
o 1 1

TABLE 2.1 — Indices de sensibilité de Ry pour tous les parametres du modele (I), évalués

aux deux échantillons donnés dans le tableau 2.2.

Parametres || Echantillon 1 | Echantillon 2
Ay, 200 200
Bun 2.9 x 1073 2.9 x 1073.
Bho 0.099 0.01
Bro 0.01 0.01
Y 0.00035 0.00035
o, 0.005 0.005
On 0.0009 0.0009
Ph 0.00083 0.00083
U 10~ 10~
A, 400 400
Ly 0.02 0.02

TABLE 2.2 — Deux échantillons différents pour illustrer les résultats obtenus mathémati-
quement, les échantillons 1 et 2 se réferent au cas de la stabilité globale de I’équilibre sans

maladie, les parameétres donnés estimés sont tirés d’une large sélection d’articles [25] .
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Parametres || Exemple 1 | Exemple 2
A 3 1000
Bun 2.9x 1073 | 2.9 x 1072,
Bro 0.07 0.09
Breo 0.01 0.07
Yh 0.00035 0.0004
an 0.005 0.0004
Sn 0.004 0.0009
on 0.00083 0.0008
K 107° 1074
Ay 400 1000
[ho 0.02 0.01

| Ro [ 02768 [ 1.3596 |

TABLE 2.3 — Deux différents exemples de parametres pour illustrer les résultats obtenus
mathématiquement.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un modele mathématique déterministe basé sur des
équation différentielle ordinaire non-linéaire pour la transmission du paludisme, inspiré
du modele proposé par Arino et al [8].

En raison de la complexité du systeme, nous avons traité notre modele dans deux cas
différent, d’abord en I’absence d’une mortalité due a la maladie en supposant que 6, = 0
et puis en prenant en considération la mortalité due a la maladie c’est-a-dire &, > 0.
Dans le cas ou ¢, = 0, nous avons montré que le point d’équilibre sans maladie est glo-
balement asymptotiquement stable quand Ry < 1 en utilisant la théorie des fonctions de
Lyapunov et le principe d’invariance de LaSalle. Dans le cas ot le taux de mortalité induit
par la maladie est non nul, la stabilité globale de 1’équilibre sans maladie est établie si le

) e X . 4 | Hn
nombre de reproduction de base reste inférieur a un certain seuil /iL 5
Hh T Oh

Nous avons montré 'existence d’un point d’équilibre endémique unique lorsque Ry > 1 qui
est globalement asymptotiquement stable sous certaines conditions. L’analyse de stabilité
globale a montré que la condition de seuil Ry > 1 seule ne pouvait pas garantir la stabilité
globale de I’équilibre endémique car le modele traité est tres complexe, malheureusement
nous n’avons pas pu établir d’autres résultats sur la stabilité globale. Nous avons montré
aussi que notre modele peux avoir deux équilibres strictement positifs lorsque le nombre
de reproduction de base R est inférieur a 1'unit.

Les stratégies actuelles de controle des infections transmises par les moustiques utilisent
des pesticides. Nous discutons dans notre travail d’un moyen possible de controler I'impact
de la maladie en utilisant un taux de mortalité du aux pesticides. Nous montrons que si le
taux de mortalité par pesticides est supérieur a une certaine valeur alors I’équilibre sans
maladie est globalement asymptotiquement stable. Cette valeur minimale dépend fonda-
mentalement du nombre de reproduction de base du systéme R, initial (sans utilisation
de pesticides).

Nous avons aussi étudié le role du traitement des humains infectés dans le controle de la

60



2.7. Conclusion

maladie en introduisant dans le modele le taux de traitement comme un contrdle noté wu.
Nous avons déterminé Le taux de traitement en tant que feedback qui depend de I’état du
systeme et qui rend le DFE globalement asymptotiquement stable et ce indépendamment
de la valeur de Ry . Le feedback stabilisant a été calculé en construisant une fonction de
Lyapunov controlée.

Il ressort également de notre étude que la transmission du paludisme est influencée par
la classe semi-immune ainsi que par la probabilité de transmission de I'humain semi-
immun aux moustiques sensibles ma et dépend fortement du taux de mortalité induit
par la maladie J;,, ou une petite perturbation de ce dernier peut conduire a de nouveaux
scénarios, comme l'existence de deux équilibres endémiques lorsque Ry est inférieur a un.
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3

Effets de ’arrivée d’une nouvelle
population sur la dynamique de
I’infection

3.1 Introduction

Plusieurs travaux ont étudié l'effet des mouvements humains sur la propagation de la
maladie (voir par exemple [6, 89]).

Le travail de Gao et Ruan [39] s’est concentré sur un modele de paludisme multi-patch avec
croissance logistique. Leur article examine 'effet des mouvements de population dans la
propagation du paludisme entre différentes régions en analysant la monotonie du nombre
de reproduction de base en fonction des taux de déplacements. Dans leur travail, ils ont
donné les conditions de persistance de la maladie dans la population totale.

Dans notre travail, on traite 'effet de la croissance logistique de la population non-locale
dans une région d’accueil ou la population locale connait une croissance linéaire. La crois-
sance logistique vise a capter un nombre limité de la population non-locale qui est autorisée
a résider dans la région d’accueil. Cette hypothese nous permet d’étudier les effets de la
capacité limite de la population non-locale sur la dynamique du paludisme dans la popu-
lation totale. Plus précisément, nous considérons deux patchs. Le premier représente la
population de la région d’accueil, que nous appelons la population locale. Le second est
la population non-locale. Cette population est supposée avoir une croissance logistique.
A notre connaissance, il n’existe aucune étude sur l'effet de la capacité limite par rapport
a la croissance linéaire, dans deux populations, sur la propagation du paludisme.

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans un premier temps, nous présenterons notre
modele mathématique dans la section 3.2. Dans la section 3.3, nous donnerons les pro-
priétés mathématiques de base du modele et calculerons le nombre de reproduction de
base. La stabilité locale et globale de I'équilibre sans maladie sera traitée dans la section
3.3.2. Dans la section 3.4, nous étudierons la condition de I'existence d’un équilibre endé-
mique, et nous donnerons le résultat de la persistance de la maladie. Enfin, dans la section
3.5, nous étudierons la possibilité de controler la maladie a travers la capacité limite des
non-locaux.

Au vu de la complexité du systeme, nous utiliserons la matrice de transmission vecto-
rielle (WAIFW "Who Acquires Infection From Whom", Qui acquiert ’infection de
qui ?) [53] pour déterminer le lien entre les deux sous-populations et la population de
moustiques. Nous analyserons, en fonction de la valeur des entrées de la matrice WAIFW,
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les différents scénarios a l'intérieur de la zone non-traitée. Nous effectuerons également
une analyse de sensibilité pour identifier les effets des parametres du modele, y compris
la capacité limite et les entrées de la matrice WAIFW | sur la dynamique dans l'intervalle
d’absence d’information.

Une conclusion et une discussion des résultats de ce travail se trouvent dans la section 3.6.

3.2 La présentation du modele

Dans ce chapitre nous avons adopté un modele SETR(S) pour les étres humains (voir par
exemple [24, 26, 69]). L’avantage de cette approche par rapport aux modeles existants est
qu’elle nous permet d’étudier la dynamique de la maladie sur une longue période pour les
populations locales et non-locales.

La population humaine est divisée entre locaux, L(t), et en non-locaux, N(t). La popula-
tion de moustiques est désignée par M (t).

Les sous-populations humaines, L et N, sont divisées en quatre classes selon leur statut
de maladie : susceptibles S(t), exposés E(t), infectieux I(t) et rétablis (guéris) R(t).
D’Ol\l, L(t) = SL(t> + EL<t> + IL(t) + RL(t) et N(t) = SN(t) + EN(t) + IN(t) + RN<t> La
population totale des humains, >-(¢), dépend du temps, avec > (t) = L(t) + N ().

Nous divisons la population de moustiques en trois sous-classes : les moustiques suscep-
tibles Sp/(t), les moustiques infectés Ipr;1(f) et les moustiques infectieux Ip/2(t), nous
supposons que les moustiques infectieux restent infectieux toute leur vie et n’ont pas
de classe de récupération [23, 60]. La population totale de moustiques est donnée par,
M(t) = Sy (t) + Ina(t) + Inra(2).

Nous supposons que les susceptibles (locaux) sont introduits dans la population locale
par un taux d’entrée constant Ay et ont un taux de mortalité dj. Cependant, les non-
locaux sont supposés avoir une croissance logistique avec un taux de croissance ry et
une capacité limite K. Le taux de mortalité des non-locaux est dy. Le taux moyen de
piqiires de moustiques sur un humain est a, alors que les ¢; représentent, respectivement,
la probabilité de transmission de la maladie des moustiques infectieux aux locaux (i = 1),
des moustiques aux non locaux (i = 2), des locaux aux moustiques (i = 3) et des non
locaux aux moustiques (i = 4). Le taux de mortalité di a I'infection est oy, avec k = L, N,
et le taux de récupération est oy, avec k = L, N. Enfin, v, avec k = L, N est le taux de
progression auquel les humains exposés deviennent infectieux.

De méme, nous supposons que les moustiques susceptibles ont un taux de recrutement
constant Ay, et meurent au taux dy, pys représente le taux de mortalité di a I'utilisation
de pesticides sur la population de moustiques. Enfin, vy, représente le taux de contagion
des moustiques infectés. Tous les parametres du modele sont représentés dans la table
3.1, et le schéma ci-dessous nous donne le cheminement des différentes possibilités de
transmission de la maladie entre les compartiments du modele.
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FIGURE 3.1 — Le schéma représentant le modele mathématique. Les fleches pointillées
indiquent la direction de la transmission infectieuse humaine aux moustiques susceptibles
ou du moustique infectieux aux humains susceptibles.

Les équations de la propagation du paludisme au sein de la population locale sont données

par :

dsr, St

i A — aclf M2 —dpSp +0LRy,
dE S
d_tL = aC1§LIM,2 — (vp +dL)Ep,
(3.1)
dI
d_tL =vErL — (vp + o +di);,
dR
d_tL =l — (6p +dr)Ry.

Pour la simplification de la notation, nous posons :

e =vp+dp, Op =7 +ap+dy, no=0dL+dg.

Les équations de la propagation de la maladie au sein de la population non-locale sont

données par :

,

On note par :

ds S
d_tN = rySn(1— 25) — acngIM,z + dn Ry,
dE S
d_tN = CLCQSNIM,Q — (VN + dN)ENJ
(3.2)
dl
dR

ey =vn+dy, Oy =79y +an+dy, Ny =0n+dy.
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La dynamique de la propagation du paludisme au sein de la population des moustiques

est donnée par :

dSM
dt
dlpa
dt
dIn
dt

I 1
= AM — CLCgSMfL — &C4SM7N - (,UM + dM)SM,

2

1 I
= acst*L + aC4SM7N —vn Iy — (s + dar) Do, (3.3)

2 2

= vyl — (e + doar) Lo

TABLE 3.1 — Interprétation des parametres

Parametres Description

a Taux moyen de piqiires de moustiques par un humain.

c1 Probabilité de transmission des moustiques infectieux a la population locale.
C Probabilité de transmission des moustiques infectieux a la population non-locale.
C3 Probabilité de transmission des locaux infectieux aux moustiques.
Cy Probabilité de transmission d’une infection non-locale aux moustiques.
Ap Taux de recrutement de la population locale.

rN Taux de croissance de la population non-locale.
Ky Capacité limite de la population non-locale.
Ay Taux de recrutement des moustiques.

dr, Taux de mortalité naturelle des habitants.

dn Taux de mortalité naturelle pour les non-locaux.
dr Taux de mortalité naturelle des moustiques.

vy, Taux d’infection des populations locales exposées.

UN Taux d’infection des personnes non-locales exposées.

50 Taux de contagion des moustiques infectés.

ar, Taux de mortalité par maladie pour les habitants.
ay Taux de mortalité due a la maladie pour les non-locaux.

YL Taux de guérison des populations locales infectées.
YN Taux de récupération pour les non-locaux infectés.

or, Taux de perte d’immunité de la population locale.

on Taux de perte d’immunité de la population non-locale.
15y, Taux de mortalité des moustiques due aux pesticides.

3.3 L’analyse du modele

La premiere étape de I'analyse de notre modele consiste a montrer que les solutions sont
positives et bornées. Soit 2 = R x R% et on note les points dans Q par (S, E, I, R), ou
S - (SL7 SN; SM); E = (EL7 EN; IM,I)) I= (ILa EN) IM,Q) et R = (RL7 RN)

En utilisant ces notations, nous pouvons écrire tout le systeme sous une forme compacte

comme suit :
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dsS
— = S, E IR
dt fl( y o 4y )7
dFE
E - fQ(SanlaR)7
(3.4)
dl
— = E I
dt f3<Sa ) 7R>7
dR
— = S, E. I R).
dt f4< y oy 4y )
Soit,
2
I'={(S,E,I,R) e Ay ngﬁ,ogNg“N*dN) KN,ogMgAﬂ (3.5)
dr + ar, dy, 4drydyn M

Théoreme 3.1 :
Le systéme (3.4) possede une solution unique positive pour toutes conditions initiales dans
Q). De plus, I est positivement invariant et globalement attractif pour notre systeme.

Démonstration.

L’existence locale et l'unicité des solutions découlent de la régularité de la fonction
f = (f1, f2, f3, f1) qui est de classe C' dans T'. Pour la positivité de la solution, nous
utilisons la proposition A.1 de 'appendice. Il est donc facile de voir que pour tout t > 0,
fi(S,E,I,R) > 0 lorsque (S, E,I,R) € 2, S = Ogs,

fo(S, E, I, R) > 0, lorsque (S, E,I,R) € Q, E = Ogs,

f3(S,E, I, R) > 0, lorsque (S, E,I,R) € Q, I = Ogs

f4(S,E, I, R) > 0, lorsque (S, E,I,R) € Q, R = Oge,

alors (S, E, I, R) € Q pour tout ¢t > 0 et pour tout (S(0), £(0),1(0), R(0)) € Q.

Par conséquent, € est positivement invariant pour toutes conditions initiales (S(0), £(0), I(0), R(0)) €
Q2. Comme le systeme (3.4) admet une solution unique positive, par des calculs simples,
nous obtenons que L, N, M vérifient les équations suivantes :

La population locale totale :

L = S+ E,+ 1+ Ry

L = S,+E,+I,+R;
= Ap—dpSp —dpEp — (ap +dp)Ip, — diRyp
= Ap—diL—apl;

Par des calculs simples, nous montrons que pour tout ¢t > 0,

Ap

AL
L(t) <
CYL—i—dL_ ()

T do
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Pour la population non-locale N nous avons :

. S
N = TNSN(l - KiN) - dNEN — (O./N + dN)[N — dNRN
N
. SN
N S TNSN(l—i)—dNN—i-dNSN
Ky
52
= (TN—FdN)SN—TNiN—dNN
Ky
SN
= dy)Sy(l —ry——"——) —dyN
(rv +dn)Sn( TNKN(TN—FdN)) N
ry +dy
Notons par K = ——— Ky et r = ry + dy alors :
N
: S
N = rSy(l— ?N) —dyN
- h(SN) - dNN
. B
N < Ogrgl]zvm}ch(h(SN)) dyN
. K
N o< Y ayN
4
La résolution de cette inéquation différentielle donne que pour tout ¢ > 0 :
rkK
0< N < —
<N < 1

Pour la population de moustiques M nous avons :

M = Sy+ Iy +Ty
M = Sy+1},+1%

En utilisant des arguments similaires, nous montrons que pour tous t > 0 :
A

0< M(t) <M

b

Pour toute condition initiale en I" notre systéme a une solution unique définie globalement
qui reste dans I', V ¢t > 0. O

3.3.1 Equilibres sans maladie et le nombre de reproduction de
base

Un équilibre sans maladie est un équilibre du systéeme ((3.4)) ou il n’y a pas de maladie,
c’est-a-dire que Ep = I, = Ey = Iy = I}, = I3, = 0, ce qui correspond a la solution du
systeme algébrique suivant :
f1(5,0,0, R)
fQ(Sa 07 07 R) =
f3(5,0,0, R)
f4(S7 07 07 R)

|
o o o o
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Notons par S* = (S5, Sk, Si/), en résolvant le systeme d’équations précédent nous obte-
nons :

Ar
S7 =
L dL
S}kv = KN ou S;; =0
Ay
Sy =
M dM

Théoréme 3.2 :

Le modele étudié présente deux équilibres sans maladie (DFE) en I'

1. Ep; est le DFE en 'absence de la population non-locale, c’est-a-dire Sy = 0.

A A
EOl = (52707070707 07070757\/[7070) = (7L707070707070707 7M7070>
dr, b

2. Ey est le DF'E ou on une totale capacité limite de la population non-locale, c¢’est-
a-dire Sy = Ky.

A A
E02 = (8270707075?\/707070a SJT/hOaO) - (diL)07070a KNaO70707 biMaoa 0)
L M

Pour trouver le nombre de reproduction de base Ry, nous utilisons la méthode décrite
dans [87] (voir 'annexe A.6). Ainsi, nous pouvons réécrire notre modele comme suit :

i; = Fi(z,y) = Vi(z,y)  pour i=1,...,6
' : (3.6)
yj = gj(x,y) pour 7 =1,...,5
Avec x = (EL,IL; ENlealM,17IM72> et Y= (SLyRL,SN, RN7 SM)

F(z,y) est la vitesse d’apparition des nouveaux cas infectieux dans le compartiment des
infectieux.

S
CLC1§LIM,2
0
SN 1
F = CLCQZ M,2
0
I Sl
ac3SM§L+ac4 A;:N

0

V contient toutes les autres entrées et sorties de la classe des infectés, qui est donné par :

—erbp
vi B — 01y,
Y = —enEn
vnEn —OnIy
—(var + bar) I
VMIM,l - bM[M,z
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Soient F' = DF|g=0) et V = DV|(s+ ) les matrices Jacobiennes des applications F et V,
évaluées au DFFE.

0 0 0 0 0 ansk
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 acyX
F = P .
0 0 0 0 0 0 (3.7)
0 acsdt 0 ac2L 00
0 0 0 0 0 0
e, O 0 0 0 0
vy 0 0 0 0 0
o 0 ew 0 0 0
Vo= 0 0 —UN QN 0 0 (38)
0 0 0 0 vy+by O
0O 0 0 0 —vy by
1
— 0 0 0
€L
1
Lo 0 0
Vfl — ELQL QL 1 (39)
0 0 _
vn + b
0 0 L S

bar(var +bar) b

En suivant Van den Driessche et Watmough [87], la matrice F'V~! nommée matrice de
prochaine génération, est bien définie et est notée K = FV 1.

Si 14V ST 1
0 0 0 0 aci—2 = a2 —
'S (var + bar)bus 'Y b
0 0 0 0 0 0
S}k\/ Umr SR[ 1
0 0 0 0 —_— —
K = ez " (Va4 bar)bu e > bu
0 0 0 0 0 0
Sy VL Syl Sy UN Sy 1
— — — = 0 0
e > ebr e > oL e > enty e > 0N
0 0 0 0 0 0
Ry est le rayon spectral de la matrice de la matrice de prochaine génération,
Ro = p(K)
. Il y a deux types de Ry comme suit :
0 — i * Vum ( * vp )
RO Sz \/SM bM(VM + bM) ClchL €L9L
(3.10)
a Uy UN VL
REN — S < S S* >
0 SE—{—SR;\/ MbM(VM+bM) c2c NENQN +CIC3 LELQL

On s'intéresse au nombre de reproduction correspond au DFE = Ey (REY), et on le
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note comme suit :

a AM Vp UN AL vy,
e e K — . 11
Ro Ap K J bar bar(var + bar) (C2C4 N6N9N ac dr, €L(9L> (3:11)

En utilisant la méme technique comme auparavant, soit RY le nombre de reproduction
de base de la sous-population locale en ’absence de la sous-population non-locale,

a |Ay Uym A vp
RE— 2 |2M_ "M (0L 3.12
’ AL\I bar by (var + bur) (Clcg )’ (812

dr

De méme R) est le nombre de reproduction de base de la sous-population non-locale en
I’absence de la sous-population locale.

N a I/MAM VN
= K 1
R =%y \/CQC%%M(VM Fou) NVenby (3.13)
De maniére triviale :
1 A 2
Ry = ——\ (ExRY ) + (;735) : (3.14)
Ky+— L
dr,

Remarque 3.1 :
On remarque que le nombre de reproduction de base quand DFE = Ey; (R)), représente
le nombre de reproduction de base en I'absence de la population non locale RY (3.12).

3.3.2 Stabilité des points d’équilibre sans maladie

Dans cette section, nous étudions les conditions de la stabilité locale et globale des points
d’équilibre sans maladie.

3.3.3 Stabilité asymptotique locale

En linéarisant le systeme d’équations différentielles (3.6), on obtient la matrice Jacobienne
J* qui peut étre écrite dans une structure de bloc comme suit :

. (F-V 0
r=("3"3)

Théoréme 3.3 : 1. Le point d’équilibre sans maladie Ey; du systeme (3.1-3.2-3.3) est
instable.

2. L’équilibre sans maladie Fyy du systéme (3.1-3.2-3.3) est localement asymptotique-
ment stable si Ry < 1 et instable si Ry > 1.
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Démonstration.
Les valeurs propres de la matrice Jacobienne J* sont celles de ' — V et Jy, ou Jy est
donné par :

—d; 6, 0 0 0
0 —n 0 0 0
L= 0 0 ry1-27%) oy 0
0 0 0 gy 0
0 0 0 0 —by

Le spectre de la matrice J; est donné par A(J;) = {—dL, —nr,ry(1 — 2%), —NN, —bM}.
1 Lorsque Sy = 0, J; a une valeur propre avec une partie réelle positive, cela implique
que Fy; est instable.
2 Lorsque Sy = Ky, toutes les valeurs propres .Jo ont des parties réelles négatives,
il reste alors a démontrer dans ce cas que toutes les valeurs propres de la matrice
F —V ont toutes des parties réelles négatives.

F' est une matrice non-négative et V' est une M-matrice non-singuliere. En utilisant
[21, Lemme 9.2], notre F' et V' vérifient toutes les conditions suivantes :
— (F;j) > 0 pour tout i # j,1 <i,j <6.

. (Vw) < 0 pour tout 7 # 5,1 < 1,5 <6.

— On peut exprimer V sous la forme V = kI — B, ou B = (b;;) avec b;; > 0,
pour tous les ¢ # j,1 <i,j <6, ou k = max(er, 0, en, On, Un + bar, bpr) > 0 le
maximum des modules des valeurs propres de B est k, k > 0, donc V' est une
M-matrice.

Si F' est une matrice non-négative et V' est une M-matrice non-singuliere, alors

Ro = p(FV~1) < 1 si et seulement si toutes les valeurs propres de F' — V ont des

parties réelles négatives.

Nous pouvons maintenant dire que toutes les valeurs propres de J* ont une partie

réelle négative si et seulement si Ry < 1.
m
3.3.3.1 Relations entre les différents nombres de reproduction de base Ry, R}, R)
Nous définissons les parametres suivants :

AL . AL)
— min | Ky, —
KN+ dL ( N dL

(bl = ) (b? = )
Ay ’ max (K AL)
v (3) v
Remarque 3.2 :

I1 est facile de montrer que ¢o < 1 < ¢y.

Proposition 3.1 : 1) Si RY < 1et RY <1, alors Ry < 1.
2) Si max (ng ,Rg) < ¢y, alors Ry < 1.
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3) Si max (RéV,R@ < V2¢y, alors Ry < 1.
4) Si min (Rg,Ré) > ¢ , alors Rg > 1.

2
5) Si min (RéV,Ré) > V2 , alors R > 1.
P2
Démonstration.
On a
2 1 N2 Ap ’
(Ro)? = e (KvRY) + R
(Kn + —=)? .
dr
1. Si RY < 1et RY <1 alors,
2
(Kn)"+ (i;L) 1
(Ra)" < e o
K 4 2Ly2
(Kyv+77)
< 1

2. Si max (RéV,Ré) < ¢, alors,

(Ro)?

IN

(K max (R, ROL))2 + @L max (RY), R0L>>2]
L

IA

VAN
|
—~
-
iy
~—
no
Il
—_

3. Si max (RéV,Ré) < V/2¢s, alors
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IN

IA

-

h
S

IA
S
S
e
VAN
—_

1 2 A 2
Rt = o ) () ]
(Ky + )2 -
L
1 L 2 AL N L ’
> (KNmm(RO,RO)) + —mln(RO,R())
(K + 2L y: &
dr
_ min (Rév , R0L> e AL\
N A, "84,
(Ky +—=)? t
dr
> 1

5. Si min (RY,RE) >

&S
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1 2 A 2
ot = () () ]
(Ky + =) g
dr,
2
> (mln (RéV,ROL))Q ! A K} + (?)
(Ky + ) -
L

]

Nous observons que 2) implique 3) et que 5) implique 4). Les affirmations 2 et 3 montrent
quil est possible d’avoir R > 1,7 = N, L et pourtant R est inférieur & 1. En revanche, si
les deux sous-nombre de reproduction de base RE et RY sont supérieurs & 1, de (3.14) on
obtient que Ry > 1. Par conséquent, la persistance du paludisme dans les deux populations
n’entraine pas nécessairement une épidémie de la maladie dans la population totale.

Les affirmations 4 et 5 donnent de telles conditions, sur les reproductions de base des deux
populations, qui pourraient entrainer la persistance de la maladie.

3.3.4 Stabilité globale

On discute dans cette section la stabilité globale de 1'équilibre sans maladie Ejs.

Proposition 3.2 :

A A dy)?
Si Rg < 1 et la population humaine totale Y € LYK N, = M

K 1
d, d, + Arndn N |, alors

Eys est globalement asymptotiquement stable

Démonstration.

Pour prouver la stabilité globale de Eqs, nous utilisons ’approche donnée dans [87]. Ainsi,
notre modele est donnée par les équation (3.6).

Soit ¢ une fonction donnée comme suit :

Alors notre systeme (3.6) peut étre écrit comme suit :

T = (F_ V>x_w(];7y)

v =g(z,y) (3.16)

75



Chapitre 3. Effets de l'arrivée d’une nouvelle population sur la dynamique de ['infection

On suppose que mon modele suit les hypotheéses mentionnées dans |78, Theorem 2.1]. ¢
et g sont données par :

*

S
aCl(fg — 313

0
acg(z& — %\’)I?w
(z,y) =
0
ac;;(;?g — )]L + (IC4(SX %)]N
0
AL—dLSL—a(:1 M —|—5 RL
velp — BBy
g(:L’,y) = TNSN(l— %JJVV) —aCQSNIM +5NRN
YwIn — Ry
Anr — acgMIL — qe SN — Sy,

Ar A dy)?
On remarque que ¢ (x,y) > 0 dans ' quand ¥ € |— 4+ Ky, — L MKN , F
dL dL 47"NdN
et V! tel que défini dans (3.7), (3.9) sont respectivement positives et Ry < 1, alors la
fonction Q(x,y) = wTV 1z est une fonction de Lyapunov pour notre modele, avec

P
aclz—ﬁ—Ro

ac 2L VLR,
15+ eL0L 0

S

acy Z’X LRy

N _VN
CLCQ M* ENQN 0

Sx ST SN
a M VN
v by X (0163 Y* €, 0 + C204 > eNON)

R3S
1. Q >0 et QUDFE) =0.
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2. Reste & étudier le signe de Q.

Q = W'Vl
= W'V ((F=V)r—(z,y))
= W'V HF - V) —w'V Y(z,y)
= w'(VI'F -V V) — w0V (z,y)
= w'(Ro—Da —w'V 1z, y)
= — ((1 —Ro)wlz + wV1y(z, y))
< 0

Donc le DFE est globalement asymptotiquement stable si Ry < 1.

En utilisant la proposition 3.1, nous avons le résultat de stabilité globale suivant :

Proposition 3.3 :

min( Ky, AL)

Si Ry < L alors Ey, is globalement asymptotiquement stable.

2 max(Ky, —2)
dr,

Démonstration.

Pour démontrer ce résultat, nous utilisons le Théoreme de Barbashin-Krasovskii [55, Theo-
rem 4.2, page 124]. On note par x = (S, E, I, R) et nous considérons la fonction scalaire
continue V' définie par,

Ay 1 v Ay 1 vy + b
V_CLC;;iM*( LEL+IL)+QC47M7( EN+IN)+[]1\/[+MIM72
bM HL €r, bM 9]\[ EN Um

Pour montrer que I'équilibre Epy est globalement asymptotiquement stable, nous devons
montrer que V(z) est globalement négatif, ¢’est-a-dire V(z) <0, V€ RH \ {Eo2}-
Nous avons

. Ay 1 /v Srl
V = ac?)ﬁa (;(acl LZM’Q - GLEL) + v B — 9L1L>
Ay 1 /v Sy
+6LC47M* (N( Cao AL enEn) +vnEN — 9N1N>
bM QN EN
Sl Sal +b
+acs ML + ClC4M — (var + o) Iprg + M(’/M[M,l — byl )
> > Unm
Ay vy S Ay vy S vy + b
9 M VL oL M VN ON M+ On
= —1 —Iyo —byy—-+-1
aC1C3bM 0.3 M2+a CzC4bM el S M2 M nr M,2
A I I
—aﬁ(c;;h + C4]N) + aSM(C3Z +cy g)
Puisque L(t) > t N(t) >0 btient 3> = L(t) + N(t) > A
uisque e , on obtien = >
d T dr + ap - drp + or
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Par le fait que 5 + -2 1, nous obtenons :

. AM vy, SL AM UN SN Unr +bM
vV < — =7 — Iy —byy————1
< aC163bM S Mz+a CzC4bM NES M2 M nr M2
Ay
—GT(CSIL + caln) + aSy(csly + caln)
M
Ay vy S Ay vy S Uy + b
9 M VL 9oL M VN ON M M
CLC1C3bM S M2+a CQC4bM NS M2 M o M2
A
+a(03IL + C4[N)<SM — ﬁ)
A
Comme Sy, Sy <Y et Sy < M(t) < b—M, nous obtenons :
M
. A b
V S (I2C103 M VL IM2—|—CL CoCy—— M _VN IMQ —bMVM+ MIM2
bM QLGL bM QNEN Vm
_ bar(var + bM)I a2 VM e Ay vg a2 VM o Ay vn 1
Unmr M2 bM(VM + bM) S b bM ‘gLEL bM(VM + bM) 2 bM QNEN
. b b A
vV < MJM2 l SLREY? + Ky(RY)2— 1) (3.17)
Unm dr,
En utilisant,
A 202 AL L\2 N\2
(KNJFE) Ro (dLRo) + (KnRy )7,
Nous avons deux cas :
Ap
Cas 1, Ky < —.
dL A A
L L
(Kn + di) (d*)Q
On remplace Ky(RY)? = K—L”Rg — KL (RE)?, nous obtenons :
N N
. by(var + 0 (A
Vo< W]Mﬂ dL(RL) L K(RY)? -
(2582
bar (var + bar) d
< = T L_R2_1].
>~ Ut M,2 KN 7?/0
Ar
min(Ky, —)
JE .
Dans ce cas Ry < XL = AN conduit a V' < 0.
2max( Ky, L =
) (Kn dL) a
Cas 2, Ky > —
dr,
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A
AL (KN + diL)Q K2
Nous remplagons (E)(R(W = TLR% — ﬁ(Ré\f )2, nous obtenons :
dy, dr,
- b b A
V < M(VM——i_M)IM,z *L(ROL)Q + Kn(RY)? -1
Unr dL
byr(var +0 2K y)?
< M(A;M)[W ( AN) R2_1
M —_
L dg
A A
min( Ky, d—L) ,/d—L
Dans ce cas Ry < AL = 2KL implique que V < 0.
2max(Ky, d—L) N
L

En plus du résultat de la stabilité asymptotique globale du DFE par rapport a Ry, la
proposition 3.3, donne une nouvelle condition de stabilité globale sans aucune condition
sur la population totale 3. A partir de (3.14), nous pouvons montrer la stabilité globale
du DFE, en utilisant la méme fonction de Lyapunov, sous la condition,

‘/;LL(ROL)2+KN (RY) < 1.

3.4 L’équilibre endémique et la persistance uniforme

3.4.1 L’équilibre endémique (EE)

Pour trouver le point d’équilibre endémique, EE = (S}, 7, I7, Ry, Sy, Exs InRy, Sips iy i)
on définit A}, A5 et A} comme suit :

acily;

Al = =, 3.18
1 Z* ( )
. acsly

Ay = , 3.19
2 Z* ( )
. acaly

As = . 3.20
3 E* ( )
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Les coordonnées de F'E pour la population humaine sont données par :

AL Ay — Ay

S — I 3.21

L dL + dL L ( )
0

E; = 213 (3.22)
VL

R, = Lpr (3.23)
L

ALX:
I = 3.24
L Aq(dy, + X)) — Ao (3:24)
C1 1

St = Bi——I 3.25

N N (3.25)
0

Ey = NIy (3.26)
Un

Ry = Xr, (3.27)
N

o= NG e B o) (By— BY)) (3.28)

N N (Bier )2t NPT A v .

Avec,
A, = ELQL’ A, = 5L’YL7 B, = ENHN’ B, — M
145 nr VN N

Remarque 3.3 :
OnaAQ—A1SOeth—31§OCar

drvL _ erdr

Ay — A =
nL v,
1
= [0ryLvL — enfrni)
nLvL
1
— 0pyve — (v +dp) (v + ap +dp)(0p + dp))
nLvr
1
= — 0ryeve —vp(ye +ap +dp) (6 +dr) + dp(vp + ap +dp) (0 + dp)]
1
= o ey = vip(On+ do) = vilar +dp)(0p +dp) = dip (v + an + di) (01, + di)
VL
1
= NLVIL Oryeve — vy — viyedy — vi(ap +dp)(6p +di) — dp(yve + o +dp) (0 + dp)]
1
N _77 v [veyedr +vi(an +dp)(6p +dr) +di(ve + arp +dp)(0n + di)]
LVL
< 0

Méme démonstration pour By — By < 0.
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En utilisant (3.21), nous obtenons

Af 1
L = — Aidr, — Nj(Ay — A
4y Andy — (A — Ay o il = At ar))
. _ LS N T~ "
N* = I(NJFTNBIC1 (Bl( 1+€N)+BQ(1+5N)+7=N) A;

2K B B
GAN S 1)(Ba = B (M)

_{_7 P
TN(3101)2 EN on

ce qui nous donne 1’équation de " en fonction de A} comme suit,

# 1
= 2\F 2\ 2 \* 3
Z AldL+(A1_A2>/\T {a0+a1 1—|—052( 1) +a3( 1)]7
avec :
A
oy = AldL(fL-i-KN),
dr,
A c K r r
a1 = _7dL(A2_A1+OZL)_(AQ_AI)KN_AldeT N (Bl(]_—EN)—BQ(l—f—(SN)—TN),
L 17" NP1 N N
2
c; Ky < <31 By ) Cl( rN ))
= 22N (Ajdp(By— By) [ 4+ 22 41) + Bi(A — A) = (B (-1 + =~
(6%) C%T’NB% 1 L( 2 1) N + 5N + + 1( 1 2)62 1( + EN)
co Ky N
+arNB1 (Al — A2)<B2(1 + E) + TN),
2
C2KN (Bl BQ )
= — 2= (= 4+ = +1) (A — A)(By — By).
@ 7’1\/(/9101)2 €N+5N+ ( ! 2)( 2 1)

Nous remarquons que ag > 0 et az < 0.

2
C € 0
De plus, si 2> NTINTN
c1 — dp(ennnOn — InYNUN)
alors nous avons a7 > 0 et ap < 0.

dr, (&)

c1 NnenOy

et Ty € |en, (77N€N9N - 5N7NVN) )

Les autres composantes de I’EE, concernant la population de moustiques, sont :

I . A/A\]\/[V]\4)\>f<
M2 (b + AX)(Ky + bar) (bar)’
Ly = = , (329)
’ (bM + )\*)(VM + bM)
g = Au
M by A
Notons par,
a
A= f(CgIz + caly) (3.30)

En utilisant les équations(3.19) et (3.20) alors A* = A5 + Aj.
De I’équation (3.18) on a :

*

1
—ADY =13, 3.31
A Y =T (331)
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En substituant 1’équation (3.31) dans I'equation 1 du systeéme (3.29), on aura :

by AT X"

=
(Apracie — A5 3%)

(3.32)

En remplagant la valeur de I} et I} dans I’équation (3.30), on obtient :

a Ci’)/xL)\i< C4CQKN 5
N = BieiA] — (B — Ba)ea(A))?) |- (3.33
> (AldL_ (A — A} TN(Blcl)2(rN 1Ay — (By 2)c2(A1)7) (3.33)
Vm
Avec c = ——m————,
(Var + bar)bas

Nous avons deux équations de A* (3.32) et (3.33). En utilisant ces équations, nous obte-
nons :

by AT 37

> a(Ayacic — AT YY) ( csALAT cacaKn

S Ardr—(Az—ADN T n(Bia)? (ryBici A\ — (By — BQ)CQ()\’{)Q)) =0,

(3.34)
Puisque A} # 0, en remplacant >* par sa formule, nous obtenons I’équation polynomiale
suivante :

o+ PiAT +pa(A)? + ps(A)? + pa(A])" + ps(A)° + ps(A)° +pr(A))T = 0. (3.35)
Les coefficients p;, i = 0,...7, du polynéme (3.35) sont donnés par :

*

po = bMA%d%(%:f(l—(Rof)?

C2
Bic

K K
p1 = 2byopan + CL2AMCCQC4?NA1A2 + a?Apreeqcy N

: A, ((31 _By)

dL—TN>

b
F A, (Ro)* (X)) ((awdy, — alprerc) Ay + alprercAy),
acicA s 5

1 *
P2 = buai+ agby (2042 — A1(Az — Ay)dy (R0)2<Z)2)

acicA s 5
Ky C2
“+acy (T’NAQ + Al((Bl — Bg) dL — ’I“N)> ((aAMclc — OjodL)Al — aAMcchg) s
'ND1Cy By
_ > 2 (A (23)° 2
Ps = bMOéO 2@3 + OéQAldL (R()) + O[le 20[2 (A2 Al)AlAQdL (Ro)
acicA\ acicA\

C
—|—CLCgC4 (TNAQ + Al((Bl — Bg) 2 dL - ’I“N)> (OZQAQ - CLOzlAldL)
rND1Cy Biey
K
—|—CLC%C4(A2 — Al) N 5 (Bl — Bg) (aAMclc(Ag — Al) + Oé()AldL) s
rn(Bicr)
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Ky
= —aapcic B, — By)(Ay — A 2+aozcchd7A A) (B, — B
P4 0Cy 47’N( 161) ( 1= 2)( 2 1) 16C4A10T (3161) ( 2 — 1)( 1 2)
+CZCQC4 (TNAQ + A1(( Bg) dL — ’I“N)> (OélAz — (Ql + O./QdL)Al)
rnDi1C1 Bl C1
d Aid )2
+asbys [2&1 + W(RO)Z] + aabps [&2 — (Ag — A1);C21(/§;)(Ro)2 )
Ky
Ps = acCCy (TNA2A1(dL(B1 Bz) - TN)) (042(142 - A1) - Q3A1dL)
rnD1C1 131
Ad ;
—f-ang [2042 — (A2 — Al);cil(/%i‘i)(,]zo)ﬂ
Ky
—CLC%C4 (A2 Al)(BQ — Bl) (a1A2 — Al (Oél + OZQdL)) R
TN( 101)
2 2 2 2 Ky
pe = byag— aa202047(31 By)(As — Ay)* + aa202047A dr(As — Ay)(By — By)
~(Bicr)? ~(Bicr)?
Ky

+GCQC4O./2(AQ — Al) (’I”NAQ + Al((Bl BQ)B dL — TN)>
1C1

rnb1Cy
s K%v) (B B

= 5
br 242 (Byey ) on

4 1) (As — A)*(By — B).

Les calculs développés dans le paragraphe précédent nous permettent de trouver le nombre
d’équilibres endémiques ce qui revient plus précisément a étudier le nombre de racines po-
sitif du polynéme (3.35).

Dans la section suivante on donne quelques résultats sur le nombre s’équilibrent endé-
miques possibles selon le signe des coefficients du polynéme (3.35).

3.4.2 L’existence, 'unicité et la multiplicité des équilibres en-
démiques

Bien évidemment, il n’est pas si facile de trouver le nombre exact de solutions de I’équa-
tion polynomiale (3.35), et donc de déterminer le nombre exact d’équilibres endémique.
Néanmoins, en utilisant la régle des signes de Descartes, nous déterminons les équilibres
endémiques possibles en fonction du signe des coefficients p;, ¢« = 0,...,6 du polynéme
défini dans 'équation (3.35).

On remarque que le signe de p; est positif donc selon la regle des signes de Descartes, si
Ry < 1, alors soit nous n’avons pas de solution, soit nous avons un nombre pair d’équilibres
endémiques (E'F) et quand R > 1 nous avons un nombre impair £ E. Nous pouvons étre
plus précis en indiquant les résultats suivants.

Proposition 3.4 :

Supposons que p; > 0 pour tout ¢ =1,--- ,6, alors :
e Si Ry < 1alors py > 0, il n’existe pas d’équilibres endémiques.
e Si Ry > 1 alors py < 0, il existe un unique équilibre endémique.
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D’autres cas sont traités dans les propositions suivantes : La proposition 3.4 traite un cas
d’existence d’équilibres endémiques parmi plusieurs autres. Selon le signe de p;, il y a plus
de cas du nombre d’équilibres endémiques possibles.
. C exNON dp, ¢
Si—= > et ry € |en, —————(nnenOn — dnynv) | alors nous
c1 — dp(ennnOn — InynvN) c1 nyenty
pouvons avoir les résultats suivants :

1. pg > 0.
nvr d%

2. Si (Ry)? < 2«
(Ro) 9_ 25L7LKL — €O A +d Ky
RS AY S afprcc .
si > on obtient >0et < 0.
vy, - (AL + dLKN)dL p1 P
opyeve —erbiny  erfrdy
nLvr vy

3. Si (Ro)? > 2a L 7
. ol 2
0 dryrvr — erfnp AL +dr Ky

)
(AL +dKy) < alpeie(l — Yo

L ELQLUL
opyeve —erbinn  erfrdy

alors,

— SiCYl

dras < 0 nous avons ps > 0.

alors,

. €L9LdL
Sl

) nous avons py > 0.

— Si oy dras < 0 on obtient py < 0.
nLvr VL
cas | Ro | po | p1 | p2 | P3| Pa | D5 | Pe | P7 | nombre de changements de signe | NOMbre maximum d’EE
L [>1] -+ [+ -+ [+ [+~ 3 1.3
<L+ |4+ |+ - | +]|+]+]|+ 2 0,2
2 [>1| - [+ |+ |- -1+ [+~ 3 1.3
<L+ |+ |+ -] -|+]+]|+ 2 0,2
3 >1] -+ -1-1+[+]+]+ 3 1.3
<l|+|+|-|-|+|+|+]|+ 2 0,2
A>T -+ -1-1-1+1+]+ 3 13
<l|4+|+|-|-|-|+|+]+ 2 0,2

TABLE 3.2 — Nombre de racines réelles positives possibles de P(z) donné dans les deux
cas Ro < 1et Rg > 1, dans le cas ou p1 > 0, p3 <0, ps > 0 et ps > 0 sachant que p; > 0

Proposition 3.5 :
Si p1,ps,ps > 0 et p3 < 0 alors;
— Nous avons un nombre pair de racines réelles positives de P(z) (0 ou 2) lorsque
Ro < 1.
— Ot un nombre impair de racines réelles positives de P(z) (1 ou 3) lorsque Ry > 1.

Proposition 3.6 :
Sipa,ps > 0 et py < 0 conduisent au résultat suivant.
— Si Rg < 1 nous avons un nombre pair de racines réelles positives possibles de P(x)
(0 ou 2).
— Si Ry > 1 nous possédons un nombre impair de racines réelles positives possibles
de P(z) (1 ou 3).
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cas | Ro | po | p1 | P2 | P3| Pa | P5 | Pe | P7 | nombre de changements de signe | NOMbre maximum d’EE
1 {>1| - |+ |+|+]-]+]+]+ 3 1,3
<l|+ |+ |+ |+]-|+|+]|+ 2 0,2
2 |\ >1 |- |+ |+ |+]|-|-|+]+ 3 1,3
<l|+|+|+|+]-1]-|+]+ 2 0,2
3| >1 - |+ |+|-|-]+|+]|+ 3 1,3
<L+ |+ +]-|-|+]+]+ 2 0,2
4 ' >1 | - |+ |+|-1]-1-|+|+ 3 1,3
<1+ |+ |+]-|-|-|+]|+ 2 0,2
O | >1 |- |- |+ |+]|-|+|+]|+ 3 1,3
<L+ - |+ +]-]+]+]+ 2 0,2
6 |[>1 |- |- |+ [+|-1]-|+]|+ 3 1,3
<L+ - |+ +]-]-|+]+ 2 0,2
Tt -] -]+ -1-1T+]+]+ 3 1.3
<L+ - |+ -|-|+]+]+ 2 0,2
8 |>1| - | -|+|-1]1-1-|+]+ 3 1,3
<l|+|-|+|-1-1-|++ 2 0,2

TABLE 3.3 — Nombre de racines réelles positives possibles de P(z) donné dans les deux
cas Rg < 1 et Rg > 1, dans le cas ou p, > 0, py <0 et pg > 0 sachant que p; >0

Proposition 3.7 :
Si pg > 0 nous pourrions avoir jusqu’a 6 équilibres endémiques lorsque Ry < 1 et pas plus
de 5 lorsque Ry > 1.

3.4.3 La persistance uniforme

Comme il est difficile d’étudier la stabilité globale des équilibres endémiques, puisqu’il
existe différents scénarios d’existence d’équilibres endémiques, nous nous concentrons dans
cette section sur la recherche des conditions de la persistance uniforme.

Nous rappelons que I', défini dans (3.5), est un sous-ensemble positivement invariant de
R

Avant de présenter le résultat principal, nous définissons ®,(.S, F, I, R) comme le flux cor-
respondant au systeme (3.6). En effet, ®,(S, F, I, R) désigne la solution de notre systéme
qui commence en S(0), £(0), 1(0), R(0) >0 :

(I)t(507 E07[07R0> = (S(t)7E(t)7[(t)7R(t)>7
ou
S — (SL,SN,SM), E = (EL,EN,]MJ), I= (ILvENalM,2)7 R - (RLJRN)

En utilisant le résultat de I'unicité de la solution, nous obtenons :

Théoreme 3.4 :
Si Ry > 1 alors le systeéme (3.1)-(3.3) est uniformément persistent.

Démonstration.
Le systeme (3.1)-(3.3) est dit uniformément persistant s’il existe une constante r > 0,
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indépendante des conditions initiales, telle que toute solution S(t), E(t), I(t), R(t) de notre
systeme satisfait les inégalités suivantes :

liminfS(t) > r, iminfE(¢t) > r, iminfl(t) > r, liminfR(t) > r.
t—o0 t—o00 t—o00 t—o0

La persistance uniforme de notre systéme peut étre prouvée en appliquant le Théoreme
A.13 ( Voir 'annexe A.5). En effet, ® est un flux continu sur I qui est un sous-ensemble
fermé positivement invariant de Rf.

On désigne la restriction de ®; a II" par 0P,. L’ensemble maximal invariant de 9®; sur
Ol est le singleton & = {Fp2} qui est un ensemble invariant fermé et qui est également
isolé.

Soit {Sa}aca désigne la couverture de S ot A est un ensemble d’indices non vide, S, C
O, § C Unea Sa et S, sont des ensembles invariants fermés deux a deux disjoints.

Aucun sous-ensemble des {Sa} ne forme un cycle i.e il n’existe pas de o € A tel que
S = Sap-

Les ensembles correspondants sont désignés par v(Egp2), v~ (Eo2), 77 (Fo2) et sont, res-
pectivement, appelés la trajectoire de la forme, la trajectoire positive et la trajectoire
négative.

L’hypotheses (H) de l'annexe (A.5) est vérifiée pour le systeme (1). Par conséquent,

si Rg > 1 alors Eyy est instable, ce qui donne la condition nécessaire et suffisante du
Théoreme A.13, et nous concluons que notre systeme est uniformément persistant.

]

S’il y a un ou plusieurs équilibres endémiques, le résultat prouvé montre que si Ry > 1,
I’équilibre sans maladie est instable et la maladie persiste.

3.5 L’effet de la capacité limite Ky sur la propagation
de la maladie

Nous nous intéressons a exploiter les propriétés de Ry comme fonction de K (la capacité
limite de la population non-locale), notre objectif est d’étudier 'effet positif de la capacité
limite Ky dans la réduction de la propagation de I'infection dans la population totale.
C’est pourquoi, nous étudions le signe de la fonction 1 — R(Ky) a fin de comparer le la
position du nombre de reproduction de base avec 'unité.

En réarrangeant cette fonction a partir de (3.11). Notre probleme se réduit alors a I’étude
du signe de la fonction P(Ky), ot :

AL AMVM UN AL 2 2
P(Ky) = (Ky)? R K — (1— L).
() = (K +< dr “Czc4b§4(uM+bM)eN9N> N+<dL> (%)
(3.36)

Les racines de P(Ky) sont données par :

1 AL 9 AMVM 19\
Kig=-|—[2==— A
1,2 9 [ ( a C2C4b?\4(uM i bM) ENQN + \/_ ,
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avec,

AL AMVM VN 2 AL 2 2
I G o (A2) (mey 1),
< dr R (v + bur) eN9N> g, ) (%)

Soit,
AMVM VN
b%(l/]\/[ + bM) ENQN.

Enm = a’cacy

Ainsi, nous avons les cas suivants :
Cas 1. Si RY > 1 alors A > 0, I’équation quadratique (3.36) n’a qu'une seule racine
positive K.
A
Cas 2. Si R} < 1 alors cela dépend du signe de Qd—L — &np et nous pouvons observer

L
les possibilités suivantes :

— Si Qd—L < &nar notre polyndme quadratique (3.36) possede deux racines posi-
L
tives K1 < K.

— Si Qd—L > Env le polyndéme quadratique (3.36) n’a aucune racine positive.
L

Ro (a) Ry (b) B (c)

g
=
-
=
=
Dg
-

FIGURE 3.2 — Le graphe de la fonction Ry de Ky i.e, Ro(Ky). Les trois courbes montrent
tous les cas possibles du niveau de Ry quand Ky augmente.

La figure 3.2 représente les tracés de tous les différents cas possibles.
Figure 3.2 (a) représente le cas 1, ou le taux de reproduction de base de la maladie dans
la population locale est supérieur & 1. A mesure que la capacité limite des non-locaux Ky
augmente, R diminue, ce qui conduit a I’éradication de la maladie puisque Ky dépasse
la valeur critique de la capacité limite K,. D’autre part, si le taux de reproduction de
base de la population locale est inférieur a 1, il y aura deux scénarios.
(i) Le premier scénario est représenté par Figure 3.2 (b). Dans ce cas, nous avons
deux valeurs de capacités limites critiques K7 et K. Lorsque Ky est inférieur a
K4 ou supérieur a Ky, Ry est inférieur a 1, et la maladie disparaitra. La deuxieme
situation est celle ou K appartient a U'intervalle | Ky, K[, R est supérieur a 1, et
la maladie persistera dans la population totale.
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(ii) Deuxieme scénario, Figure 4 (c), Ry reste toujours inférieur a 1 et 'augmentation
de la capacité limite de la population non-locale n’a aucun effet sur la transmission
de la maladie au sein de la population totale.

Matrice de transmission vectorielle et 1’étude de sen-
sibilité

Dans cette partie, nous nous concentrons sur la compréhension de I'intervalle du nombre
de reproduction de base ou nous n’avons pas assez d’information, ¢’est-a-dire I’exploration
de la partie qui manque de la proposition 3.1. Pour ce faire, nous donnons d’abord des
scénarios possibles de la valeur du nombre de reproduction de base a I'intérieur de la zone
non traitée. Ensuite, nous définissons la matrice de transmission vectorielle, qui décrit la
probabilité d’infection de I’humain au vecteur ou du vecteur a I’humain. Cette matrice,
également appelée WAIFW (Who Acquires Infection From Whom) [53], a été utilisée
dans la modélisation des maladies a transmission sexuelle multi-patch.

C’est la premiere fois qu’une telle approche est utilisée pour modéliser la transmission du
paludisme, ce qui permettrait d’identifier des stratégies de controle plus efficaces prenant
en compte le type de population affectée par I'infection et le cycle du paludisme, afin de
développer et détailler notre approche on procede comme suit :

Puisque notre objectif est de comprendre I'interaction entre les deux populations et prin-
cipalement la propagation de la maladie dans la population totale nous rappelons que le
nombre de reproduction de base Ry est donné par les équation (3.11) et (3.14).

Nous définissons 1y y comme le taux total de survie de la population locale en ’absence
de maladie sur la capacité limite des non-locaux, par :

Ay
O (3.37)
Ky’
alors, nous pouvons réécrire Ry comme suit :
1
Ro(RERY) = ————(RY) + (0wRE). (3.38)
1+ 9N

En utilisant cette équation, il existe plusieurs alternatives qui peuvent déterminer la trans-
mission de la maladie dans la population totale. Ces possibilités sont décrites dans la
proposition ci-dessous :

Proposition 3.8 :

1. SiRE<TetRY <1+ 4y alors Ry < 1.

]

1
CSiRY <let R <1+ — alors Ry < 1.
LN

w

CSiRE>1et RY > 1+ 1y alors Ry > 1.

W

1
.SiRéV>1etR5>1+ralorsRo>1.
LN
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1
5. Si RE > 1+ —— alors Ry > 1.
LN

6. Si RY > 1+ ¢y alors Ry > 1.

Les assertions 1 et 2 nous montrent qu’il est possible d’avoir un des Rf > 1,7 = L, N
et pourtant R est inférieur a 1. Ce qui signifie que la maladie peut persister dans une
population et pourtant la maladie reste sous controle dans la population totale.

D’autre part, les affirmations 3 et 4 montrent que si la transmission persiste dans une
population au sens ou R > 1, i = L, N, alors la maladie persistera dans la population
entiere, c’est-a-dire Ry > 1, si et seulement si la transmission dans I’autre population est
tres élevée au sens ou le sous-nombre de reproduction de base de cette population est
supérieur a un seuil bien plus grand que 1.

Cette analyse nous a laissé une situation d’écart une zone non-traitée qui doit étre étudiée.
Cette zone ou cet intervalle est décrit par la formule suivante :

1
1< RE <1+w— (3.39)
LN

1< R(])V <1+ Q/JLN (340)
Notons que dans ce cas, la maladie persiste dans les deux populations locales et non-

locales, mais nous ne pouvons pas affirmer que Rg > 1 implique la persistance de la
maladie dans la population totale. En effet, les inégalités précédentes donnent :

1+ (Yrn)?

T o) < Ry < V2, (3.41)

ce qui est illustré dans la partie bleue de la figure 3.3.
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Ry
% N
1+ Yy \\N
. NN
%
V7
1 1+ 1/ RS

FIGURE 3.3 — Schéma qui résume les différentes situations relatives au nombre de repro-
duction de base local RE et non-local R avec le nombre de reproduction de base Ry et
I'intervalle de seuil ou la zone non-traitée (la boite bleue).
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Dans le but de bien comprendre ce qui se passe dans la boite bleue, nous devons dé-
terminer les conditions nécessaires qui garantissent la situation sans maladie et étudier
les différentes conditions qui pourraient conduire a la persistance de la maladie dans la
population totale.

Tout d’abord, nous examinons les deux cas extrémes ou 1'une des densités des deux po-
pulations est beaucoup plus grande que 'autre dans le sens suivant :

— ¢y — 0, d’apres I'équation (3.4) ce cas représente la situation ou la population
non-locale est dominante.
— YNy — 00, dans cette situation, nous examinons le cas ou la population locale est

dominante.

Ce qui conduit & deux cas différents, comme l'illustre la figure (3.4).

~
(=]
/X
—_
=y
o
V
—

1 RL 1 R§

FI1GURE 3.4 — Graphe illustrant les deux situations de base. Le schéma de gauche se réfere
au cas ol ¥y — 0 et celui de droite représente la situation lorsque ¥y — o0

Dans ces deux cas, les propriétés épidémiques dans la population totale coincident avec
celles de la population dominante. Ceci est naturel car ’endémicité de la maladie ne serait
pas affectée par une petite sous-population de la population totale.

Puis, nous nous concentrons sur 1’étude de l'intérieur de la boite bleue, lorsque nous ne
disposons pas d’informations suffisantes sur la persistance ou ’extinction de la maladie.

Rappelons que R est donné par :

1 A ?
Ro(RE,RY) = AJ (KNRY)? + (%g) (3.42)
L dL
Ky + —
dp,
Nous cherchons a étudier I’évolution de Ry en fonction des deux sous-seuils, ¢’est pourquoi
1
nous nous intéressons a la situation ou RE € (1,1 + r) et RY € (1,1 +vry).
LN
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En utilisant 1’équation (3.38) de taux de reproduction de base en fonction de R et RY
et en fixant ¢y nous obtenons les résultats suivants :

Proposition 3.9 :

1
Supposons que RY € (1, 14 —) et RY € (1,1 +¢rn). En utilisant I'équation (3.38),
LN

nous obtenons les résultats suivants : Soit a et b deux nombres réels non-négatifs avec

a+b<1,

1
— si RE < Va(l + ¢—) et RY < vVb(1+ ) alors Ry < 1.
LN

1
— Si RE > /a1l + M) et RY > vb(1 + ) alors Ry > 1.

1 1
Pour illustrer le choix de a et b on choisit a = — et b=1— — avec n € N*.

n n
Ré\]»
N
1+yn 7
Vb(1+ Py)
Ry<1
1
@v
N7
1 R ;
= +
+ <=
Ein 5
Z\./

FIGURE 3.5 — Graphe illustrant les deux scénarios de la proposition (3.9) ou a > b.

La proposition 3.9 décrit les situations possibles qui peuvent survenir dans la boite bleue,
ce qui mettra en évidence les cas non traités par la proposition 3.8.
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La situation dans la boite bleue est cruciale et dépend de la position des nombres de
reproduction de base RY et RY', nous remarquons que si n tend vers I'infini le carré devient
presque vert, ce qui implique une situation ou l’équilibre sans maladie est localement
asymptotiquement stable pour la population totale malgré la persistance de la maladie
dans chaque sous-population séparément.

La deuxiéme situation est celle ou, n tend vers 0, nous obtenons une zone plus rouge, ce
qui signifie que la situation se transforme en un état de persistance de la maladie.

Cela montre clairement que la position entre la région de stabilité de 1’équilibre sans
maladie et la persistance est tres problématique. Afin d’obtenir une région ou le nombre
de cas secondaires d’infection est inférieur a 1, il est conseillé d’avoir un a tres grand par
rapport a b. Pour pouvoir comprendre I’évolution du nombre de reproduction de base de
la population totale dans la zone de seuil, nous réalisons deux simulations différentes selon
la position de ¥y par rapport a I'unité.

Nous constatons a partir des figures 3.6, 3.7 I'apparition de deux zones différentes une fois
que nous croisons les valeurs sur les axes x et y. La zone de stabilité locale de I’équilibre
sans maladie change différemment entre la figure 3.6 et la figure 3.7 selon la position de

Y. Sur la figure 3.6, ou ¢,y = 2 (ce qui signifie que d—L = 2Ky ), nous voyons clairement
L
que nous croisons la valeur de Ry = 1 pour les valeurs élevées de R} en comparant avec
A
RE, ce qui est logique car lorsque ¢y > 1 implique que d_L > Ky, la présence de

L
personnes non-locales sur le territoire local est beaucoup plus basse que la limite de la
population locale.
A
Dans la figure 3.6, ou ¥y = 2 (ce qui correspond a d_L = 20%Ky), nous voyons claire-
L
ment que nous croisons la valeur de Ry = 1 pour les valeurs élevées de RY en comparant
avec R, ce qui signifie que 'évolution de Ry dépasse 1 pour une transmission treés élevée

dans la population locale.

FIGURE 3.6 — Représentation de l’évolution du nombre de reproduction de base

1
Ro(RE, RY), lorsque RE € (1,1+ ¢—>, RY € (1,1 +4¢ry) et ¥y = 2. La surface
LN

noire représente Ry = 1.
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1.4

FIGURE 3.7 — La simulation de I’évolution du nombre de reproduction de base.

1
Ro(RE,RY), o RE € (1, 1+ 1/J_>’ RY € (1,1 +¢ry) et vy = 0.2, ou le graphique
LN

noir représente le cas ou Ry = 1.

La matrice de transmission vectorielle

Pour étudier plus en profondeur ce cas particulier de transmission du paludisme entre les
sous-populations a I'intérieur de la boite bleue, nous définissons la matrice de transmission
vectorielle donnée par :

m = (Cl CQ) (3.43)

C3 4

Cette matrice de transmission, qui peut également étre appelée WAIFW (Qui acquiert
I'infection de qui?) [53], donne un moyen adéquat de représenter la probabilité de
transmission entre humain-vecteur/vecteur-humain. En fonction du poids des éléments
de la matrice 91, nous avons différents cas. Ici, nous étudions quatre cas illustrés par la
figure 3.8 et donnés comme suit :

C1 Co
C3 C4

Dans ce cas, la probabilité de transmission des moustiques infectieux a la popula-
tion locale (respectivement de la population locale infectée aux moustiques) est su-
périeure a la probabilité de transmission des moustiques infectieux a la population
non-locale (respectivement de la population non-locale infectée aux moustiques).

1 C2
C3 C4

Dans ce cas, la probabilité de transmission des moustiques infectieux vers la popu-
lation non-locale (respectivement de la population infectée non-locale aux mous-
tiques) est supérieure a la probabilité de transmission des moustiques infectieux a la
population locale (respectivement de la population infectée locale aux moustiques).

Cas 1 Lorsque ¢; > cg et c3 > ¢y

Cas 2 Lorsque ¢y > ¢ et ¢q4 > c3,
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CASE 1 CASE 2
Humain @ Humain
(e
. o
o .,
v
CASE 3 CASE 4

Humain

FIGURE 3.8 — Le processus de transmission entre les humains (locaux et non locaux)
et les moustiques, ou les lignes pointillées indiquent une faible transmission et les lignes
continues une forte transmission.

Ces deux cas refletent le fait qu’une seule population est plus susceptible d’étre infectée,
ou encore qu’une sous-population possede 'immunité naturellement acquise (INA) contre
une souche spécifique de moustiques [33].

C1 Co

C3 (4

Dans ce cas, la probabilité de transmission des moustiques infectieux a la popu-
lation locale est supérieure a celle de la transmission de la population locale aux
moustiques infectieux. De méme, la probabilité de transmission des moustiques in-
fectieux a la population non-locale est supérieure a la probabilité de transmission
de la population non-locale aux moustiques infectieux.

1 C
C3 C4

Cela représente la situation ou la probabilité de transmission de la population
locale infectieuse aux moustiques est supérieure a la probabilité de transmission des
moustiques infectieux a la population locale. Et la probabilité de transmission de
la population non-locale infectieuse aux moustiques est supérieure a la probabilité
de transmission des moustiques infectieux a la population non-locale.

Cas 3 Quand ¢y > c3 et ¢g > ¢y,

Cas 4 Lorsque c3 > ¢ et ¢q > co,

Les deux cas précédents correspondent a des cycles différents de 'infection par le palu-
disme. En effet, le cas 3 représente la période ou il y a une forte injection de sporozoites

95




Chapitre 3. Effets de l'arrivée d’une nouvelle population sur la dynamique de ['infection

lors des piqires, alors que le cas 4 est la période de forte injection de gamétocytes éga-
lement effectuée lors des piqiires. Bien que les mécanismes sous-jacents a l'injection des
sporozoites et a U'infectivité des gamérocytes restent mal compris [50], aucune étude ne ca-
ractérise la chronologie des deux types de piqiires. Cependant, certains rapports montrent
que, pour certains types de moustiques, la transmission des gamétocytes se fait davantage
la nuit [77].

Pour les simulations obtenu on a utilisées les valeurs numériques donnée dans le tableau

suivant :

Variables || Ligne de base | Ligne supérieure Intervalle
a 0.2 0.18 [0.02, 0.67]
1 0.2 0.3 [0.022, 0.80]
Co 0.03 0.08 [0.022, 0.80]
3 0.2 0.48 [0.08, 0.80]
cy 0.03 0.48 [0.200, 0.80]
Ap 2000 4000 [2000, 10000]
dr, 4.3 x 1073 4.57 x 1073 [4.57 x 1072,3.33 x 1077]
009 0.0035 0.03 (3.5 x 10733 x 1071
v, 0.8 0.1 (0.1, 2]
oy, 9x107° 9x 107 9% 107°,5 x 1072
oL 2.7 x 1073 0.35 [5.5 x 1074, 1.4 x 1072
N 0.2 0.2 [0.2,0.6]
Ky 1000 1000 (100, 4 x 1000]
dy 8.8 x 107 8.8 x 107° (8.8 x 107°,5 x 1077
YN 0.0035 0.00355 [3.55 x 107%,3 x 107!
VN 0.1 0.1 [0.1, 2]
an 0.05 0.05 [9x 107°,8 x 107!
N 2.7 x 1073 0.2 [5.5 x 1074, 1.4 x 1072
Ay 1800 1400 [1000, 20000]
dpr 0.03 0.03 [0.03,0.1]
U 0.1 0.091 8.3 x 1072,0.1]
5y, 0.0033 0.0033 3.3 x 107%,0.8]

TABLE 3.4 — Valeur numérique des parametres : ligne de base, ligne supérieure et rang.
[1, 81, 69, 5, 26, 39, 24, 37]
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% 10° %10°

02 04 06 08

Ci

01 02 03 04 05 0.2 0.4 0.6 0.8
C3 Cq

FIGURE 3.9 — Ce graphe représente les courbes de niveau de la fonction Ro(Ky,c1),
Ro(Kn,c2), Ro(Kn,c3) et Ro(Kn,cq) respectivement lorsque nous faisons varier Ky, ¢;
pour i € {1,2,3,4} dans l'intervalle donné dans la table 3.4, en prenant une maille de
longueur A, = 0.001 pour ¢; et hx = 100 pour Ky.

Tout d’abord, nous examinons l'effet des amplitudes des éléments de la matrice 91, par
rapport a K, avec toutes les variables fixées sachant que les figues obtenus sont construits
a partir (3.14).

D’apres le contour du graphe Ro(Kn, c2) et Ro(Ky, ¢4), dans la figure 3.9, il est clair que
I’augmentation de Ky entraine une diminution du R en dessous de 1. Cependant ce n’est
pas le cas pour Ro(Kn,c1) et Ro(Kn,c3).

Pour un choix spécifique de ¢;, par exemple ¢, inférieur a 0.1 et c3 inférieur a 0.2, Rq reste
inférieur a 1 lorsque Ky, augmente. Cependant, si on prend cs et ¢4, tels que ¢; > ¢ et
c3 > ¢4, R peut atteindre une valeur supérieure a 1. Ce qui signifie que le cas 1 a peu de
chances de se produire. Une analogie similaire peut étre utilisée pour montrer que le cas
2 n’est pas applicable.

Pour les cas 3 et 4, on remarque que Ry < 1 pour une valeur plus élevée de K. Nous
pouvons ainsi observer que 'augmentation de K conduit le seuil Ry en dessous de 1.
Cette analyse montre bien que si deux populations sont affectées par la transmission du
paludisme, alors le fait d’avoir une population protégée de 'infection, soit par 'immunité
naturellement acquise, soit par d’autres moyens, ne joue pas un réle majeur dans le progres
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global entre les deux populations.

D’autre part, le taux de piqiires du vecteur a plus d’impact sur la dynamique de la maladie.
En effet, selon le stade du cycle du paludisme, si la population non-locale est suffisamment
importante, le nombre de reproduction de base sera inférieur a 1. Si 'endémicité de la
maladie est élevée et que les moustiques piqueurs sont agressifs, 'augmentation de la
population non-locale entrainera une réduction du Ry a moins de 1.

Analyse de sensibilité
Sensibilité de R, basée sur la perturbation locale des parameétres

Afin de donner une image complete de I'impact de tous les parametres d’entrée sur le
modele, dans cette section, nous étudions la sensibilité du nombre de reproduction de base,
par rapport a tous les parametres du modele. L’objectif est de déterminer la sensibilité
d’un parametre prédicateur a un parametre d’entrée, et de quelle maniere cela pourrait
aider a déterminer le niveau de variation nécessaire d’'un parametre d’entrée pour atteindre
la valeur désirée du parametre de sortie.
Notre modele contient 22 parametres. Alors que seuls 19 interviennent dans I’équation
de Ry. Afin d’étudier 'analyse de sensibilité, les valeurs des parametres ont été choisies
comme indiqué dans la table (3.5).
Rappelons que l'indice de sensibilité normalisé noté ¢, d'un parametre p est défini comme
suit :
_p IRy
Yp = RO ap

Le calcul de l'indice de sensibilité normalisé pour les 19 parametres est donné par les
équations suivantes et le graphique a barres de la sensibilité normalisée est donné dans la
figure 3.10.

0o =1
ciesA\pvy
oo = dp(vp +dp)(ye +ap +dp)
' cacs Knvy ciesApvg
((VN +dn) (v + any +dy) " dr(vp +dp)(ve +ar + dL))

coca Knvy
_ (vn +dn)(yv + an + dy)
Pea =
( CQC4KNVN i ClcSALVL >
(vy +dn)(yw +an +dn)  dp(vp +dp) (v +ap +dyr)

Clc3ALVL
_ dr(ve +di) (v +ar +dz)
Pez =
( CQC4KNI/N i Clc3ALVL )
(vn +dn)(yw +an +dy)  d(vp +dp) (v +ap +dg)

CQC4KNVN
_ (vn +dn)(yv +an +dy)
Pes =
( CQC4KNI/N I ClcSALVL )
(vn +dn)(yw +an +dn)  dp(vp +dp) (v + ap +dy)
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1
PAy = 5
cicsA\pvy
or = — AL N drp(vp +dp) (v +ap +dyg)
Ar + Kndy, 5 ( coca Ky n cicsApvy )
(vn +dn)(yv +an+dy)  di(ve +dp) (v + o +dy)
caca Knvy
- Kndp, (vn +dn)(yn + an + dy)
PHy = AL+ Kndy, + cocs Knvy cies\pvg
((VN +dy) (v + an + dy) + dp(vp +dp) (v + ap + dL)>
cresApvp (3d2 + 2dp (v + ap +vp) +vi(y + ag))
o Ap dr(v +dp)*(yr + ap + dp)?
Pl TN+ Kndp , s KUy creshpur,
((VN +dn) (v + ay +dy) " dr(vp +dp)(ve +ar + dL))
cacs Knvn
a = — dy(vn + ax + ) (vn +dn) (W + an + dn)
(v~ +dn)(vv + an +dy) 9 ( cacs Knvn " ciesApvr )
(vn +dn)(yw +an +dy)  dp(vp +dp)(yp + ap +dg)
Pu — —dyy 2wy + dy) + pr
2wy + dag)(var + dagr + )
_ 2(var + dar) + pu
e = S (un + dar) (var + das + o)
o) = (dor + pnr)
o 2(var + dar + pnr)
ciesApvr
oo, = — ag, dp(ve +dp)(ve +arp +dz)
o (p+ap+d), ( cocs Knvy N cresApv )
(v +dn)(yv +any +dy)  dp(vp+dp) (v + ap +dp)
ciesApvr
P VL dp(vy +dp)(ye +ar +dy)
(vp + ap +dz) 9 ( cacs Knvn " ciesApvr )
(vn +dn)(vw +an +dy)  dp(vp +dp) (v + ap +dg)
ciesApvr
0y — dr dr(vp +dp)(ye + ap +dp)
L (v +dy) 5 ( coca KUy . ciesM\pvy, )
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coca K NUN
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(vv +dn)(w +an +dy)  do(vp +d) (v +ar +dr)
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cacs Knvn

Gy = — N (vn +dn) (v + an +dy)

(Y +an +dy) 9 ( cocs Knvn n ciesApvg )
(vn +dn)(yw +an +dy)  dp(vp +dp) (v + ap +dr)
Cacy Knvy
oy — dn (vn +dn)(Yn + an +dy)
N (uy + dy) 5 ( cacs K vy N cresApvp >
(vn +dn)(yw +an +dy)  dp(vp+dp) (v + ap +dp)
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FIGURE 3.10 — Indice de sensibilité du nombre de reproduction de base.
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La sensibilité des parametres de la matrice 9T a un impact différent sur Ry. La figure 3.10
montre que le nombre de reproduction de base est plus sensible au taux de piqtires et a
la durée de vie des moustiques que tous les autres parametres. Cependant, on remarque
également que la probabilité de transmission des moustiques infectieux aux locaux c; et la
probabilité de transmission des locaux infectieux aux moustiques c3 ont le méme impact
sur Ry. En revanche, ¢y et ¢4 n’ont pratiquement aucun impact sur Ry. Ce qui signifie
que la diminution de ¢; pour ¢ = 1,3 diminuera la valeur du nombre de reproduction de
base. Par conséquent, toute stratégie de controle doit se concentrer sur la diminution de
la capacité des moustiques a avoir une transmission efficace dans la population locale.

Pour mieux comprendre les scénarios et mettre en évidence 'impact de la matrice de
transmission vectorielle 9 et de la capacité limite Ky, nous effectuons une analyse de
sensibilité locale dans ce qui suit. Toutes les analyses de sensibilité sont effectuées en

1

utilisant une série de paramétres qui garantissent que 1 < RE <1+ —— et 1 < RY <
LN

L+ N

Le but de I'analyse de sensibilité locale détaillée dans la partie suivante, est 'identification
des parametres d’entrée qui ont une forte influence sur les variables de sortie, que nous ap-
pelons parametres a forte sensibilité. Il est également important de connaitre les variables
d’entrée ayant un effet plus faible, que nous représentons par les parametres a une faible
sensibilité. Notre objectif est de déterminer les parametres qui pourraient aider a controler
la maladie et a réduire le niveau des personnes infectées. Nous souhaitons identifier les
parametres les plus influents qui augmentent le nombre de personnes infectées, locales et
non-locales, entrainant une large diffusion de la maladie.

Les simulations de sensibilité sont générées a l'aide du logiciel R [85], et 'analyse de
sensibilité a 'aide du progiciel Flexible Modelling Environment (FME) [82].

Analyse de sensibilité locale par rapport a I,

Tout d’abord, nous étudions la sensibilité de tous les parametres d’entrée de notre modele
par rapport au compartiment infecté local I;. Pour une meilleure visualisation, nous
divisons ces sensibilités en deux catégories : Tres sensible et Peu sensible.

La figure 3.11 montre les parametres qui ont une forte influence, tandis que la figure 3.12
représente le reste des parametres qui ont un faible impact sur Iy.

Nous remarquons pour les parametres de haute et de basse sensibilité que I'impact peut
étre positif ou négatif, ce qui signifie que 'augmentation de certains parametres augmente
le nombre d’infectés locaux, alors que l'augmentation d’autres parametres diminue le
nombre d’infectés.

D’apres les figures 3.11 et 3.12, il est clair que le taux de piqiires et la durée de vie du
moustique ont un impact positif et plus important sur I;. D’autre part, nous voyons
clairement que Ky la capacité limite des non-locaux a un effet négatif sur I, ce qui
implique que 'augmentation de Ky donnera en une diminution de I, nous confirmons
I’effet d’absorption de la population non-locale étudié dans la section 3.5.

De la figure 3.11, nous remarquons également que les valeurs des éléments de la matrice de
la matrice de transmission vectorielle 9t augmentera 'infection I7. En effet, la variation
des ¢; dans la figure 3.11 ressemble au cas 3 avec ¢; > c3 et cg > ¢4.
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Cette analyse de sensibilité confirme nos résultats précédents, dans le sens ou, afin de
réduire 'impact de la maladie et le nombre d’infectés locaux, nous devons réduire le taux
de transmission, dans la matrice de transmission vectorielle 91, et augmenter la capacité
limite K des non locaux.

Analyse de sensibilité locale par rapport a I,

Suivant une approche similaire a celle de I’analyse de sensibilité précédente, la simula-
tion représentant ’analyse de sensibilité locale du compartiment des infectés non-locaux
est présentée dans les figures 3.14 et 3.13. Ces figures sont représentées en partant des
parametres d’entrée les plus sensibles vers les moins sensibles par rapport a .

La figure 3.13 nous montre que le taux de piqiires et la durée de vie des moustiques ont
le plus grand impact sur le nombre de personnes infectées dans la population non-locale.
Ensuite, viennent le recrutement (taux de natalité) des moustiques et la durée de vie de la
sous-population non-locale. On remarque clairement que plus les entrées de la matrice de
transmission vectorielle 90T sont importantes, plus 'infection Iy augmente. Naturellement,
I’augmentation de la capacité limite K entrainera une augmentation de la population
non-locale. D’autres parametres, 0y, ay et vy, ont un impact négatif sur Iy, c’est-a-dire
lorsque ces parametres augmentent, on observe une diminution de la population non-locale
infectée.

La figure 3.14 nous montre 'impact de la variation des parametres qui ont une faible
sensibilité a I, nous remarquons que le taux de perte d’immunité de la population non-
locale § n’est pas du tout sensible a la population non-locale infectée ainsi que le taux
de croissance de la population non-locale ry.

L’analyse de sensibilité globale

Dans cette partie, nous examinerons 'impact des parametres d’entrée sur nos variables de
sortie, ou les parametres d’entrée varieront sur une large marge. La série des parametres
utilisés dans ces simulations est présentée dans la table 3.4. Nous nous concentrons sur la
sensibilité globale de certains parametres dans une série de temps de 1000 jours. La ligne
noire de chaque graphique représente les variables de sortie de base pour un échantillon
tel que Ry < 1 et RY € int Ql,l + 1]), RY €int ([1,1 4+ ¢rn]) -

VLN
En utilisant la fonction sensRange du R-package FME, nous avons, dans la figure 3.15,
les variables de sortie avec ¢; qui varie sur 'intervalle [0.022,0.80]. Le reste des valeurs
numériques des parametres est donné dans la table 3.4. Nous mesurons l'effet sur chaque
variable de sortie en ayant une distribution pour le parameétre de sensibilité ¢; et nous
exécutons le modele 100 fois.
La méme approche est utilisée pour les variables ¢, (figure 3.16), ¢ (figure 3.17) et ¢y
(figure 3.18).
Nous observons que la variation de ¢; reflete une grande sensibilité sur les variables de
sortie de la population locale et des moustiques que sur la population non-locale. Cette
sensibilité peut étre vue comme une grande variation du pic ainsi qu’une longue extension
de l'infection. En revanche, les variables de sortie de la population non-locale sont plus
sensibles a cy. Cette sensibilité peut conduire a une période d’extension plus longue,
comme le montre la figure 3.16. Les résultats de la sensibilité globale de c3, dans la figure
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FIGURE 3.11 — Analyse de sensibilité locale a fort impact par rapport aux infectés
locaux dans le cas intérieur de la boite bleue.
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FIGURE 3.12 — Analyse de sensibilité locale a faible impact par rapport aux infectés
locaux dans le cas intérieur de la boite bleue
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FIGURE 3.13 — Analyse de sensibilité locale par rapport a la population infectée non-locale
dans le cas intérieur du cadre bleu, parametres d’impact élevé.
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FIGURE 3.14 — Analyse de sensibilité locale par rapport aux infectés non-locaux dans le
cas intérieur du cadre bleue, les parametres de faible impact.
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3.17 sont similaires a ceux de ¢;. Cependant, ¢4 est le parametre qui affecte le moins les

variables de sortie de toute la population.
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F1GURE 3.15 — Les graphes de sensibilité globale de la population locale, non-locale et
des moustiques lorsque nous faisons varier ¢; dans la I'intervalle donné dans la table 3.4.
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FIGURE 3.16 — Les graphes de sensibilité globale de la population locale, non-locale et
des moustiques lorsque nous faisons varier ¢y dans 'intervalle indiqué dans la table 3.4.
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FIGURE 3.17 — Les graphes de sensibilité globale de la population locale, non-locale et
des moustiques lorsque nous faisons varier ¢z dans l'intervalle indiqué dans la table 3.4.
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FIGURE 3.18 — Les graphes de sensibilité globale de la population locale, non-locale et
des moustiques lorsque nous faisons varier ¢4 dans l'intervalle donné dans la table 3.4.

108



3.6. Conclusion et discussion

3.6 Conclusion et discussion

Cette étude a pour but d’analyser un modele mathématique du paludisme qui inclut deux
types de populations humaines (locale et non-locale) et une population de moustiques.
La population locale est caractérisée par une croissance de type linéaire, et la population
non-locale par une croissance logistique. La croissance logistique représente la possibilité
d’avoir une limite pour accueillir une nouvelle population dans la région.

L’étude de la dynamique de la maladie du paludisme nécessite d’examiner attentivement
les différents facteurs qui conduisent a la persistance ou a ’extinction de la maladie.

En utilisant le nombre de reproduction de base de la maladie R, qui a été calculée par
la méthode standard mnext-generation matriz, nous avons donné, dans la remarque 3.1,
la caractérisation de toutes les conditions possibles, sur RE et R, ce qui a conduit &
Ro < 1 ou Ry > 1. Ce résultat a montré que la maladie pourrait persister, légerement,
dans les deux populations humaines (locale et non-locale) bien que Ry < 1. D’autre
part, la transmission de la maladie dans les deux populations doit atteindre un niveau
spécifique, c’est-a-dire que le minimum du nombre de reproduction de base des locaux

2
et des non-locaux doit dépasser ¢; ou — (Remarque 3.1) avant qu’elle ne devienne tres
2
infectieuse dans toute la population.
L’analyse de la stabilité globale a montré que la condition de limite Ry < 1 ne pourrait pas
a elle seule garantir la stabilité globale de ’équilibre sans maladie. En effet, la population
totale doit avoir des limites supérieures et inférieures pour avoir une stabilité globale.
Cependant, grace a une fonction de Lyapunov, nous avons montré que si R est inférieur
a une constante, qui est inférieure a 1, alors la maladie disparait (Théoreme 3.3).

En utilisant la Regle des signes de Descartes, nous avons pu trouver les conditions de
I'existence d'un équilibre endémique. En effet, en fonction des signes des coefficients du
polynome (3.35), les propositions (3.5), (3.6) et (3.7) ont donné tous les cas possibles du
nombre d’équilibres endémiques. Plus précisément, le nombre d’équilibres endémiques est
pair si Rg < 1 et impair si Rg > 1. Comme nous ne pouvions pas donner un résultat
général pour la stabilité globale d’un équilibre endémique, nous avons prouvé, dans le
Théoreme 3.4, que si Ry > 1, alors nous avions la persistance uniforme de la solution.

Nous avons étudié I'impact de la capacité de charge de la population non-locale sur la
transmission de la maladie dans les deux populations. Nos conclusions ont montré que si
RE > 1, alors la capacité limite augmentait, la maladie est passée de persistante (Rg > 1)
a une éventuelle éradication ; dans ce cas, il y a un effet d’absorption de l'infection dans
la population totale. Toutefois, si RE < 1, il y avait deux scénarios :
A
Si la croissance de la population locale n’est pas assez élevée (c-a-d, d—L < &\;M), alors
L
I'augmentation de la capacité limite des non-locaux n’affecte pas la transmission de la

maladie jusqu’a ce qu’elle atteigne un seuil spécifique de K. Apres cela, la maladie devient
persistante. L’augmentation de la capacité limite, pour atteindre un autre seuil de Ko,
entraine une diminution de l'infection de la maladie dans la population totale, et nous
pouvons de nouveau observer ’effet d’absorption de Ky.

Le deuxiéme scénario est celui ou la croissance de la population locale est suffisamment

A
élevée (c’est-a-dire d—L > &VQM) Dans ce cas, une augmentation de la capacité limite de

la population non-locale n’a pas d’incidence sur la transmission du paludisme dans la
population.
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Nos résultats suggerent que les infections du paludisme importées ne peuvent étre at-
tribuées au nombre croissant des non-locaux. Si la maladie est déja endémique dans la
population locale, alors I’augmentation de la capacité limite pour la population non-locale
a un effet d’absorption sur I'infection. Cependant, si la maladie n’est pas endémique dans
la population locale, la transmission du paludisme importée dépend du niveau de crois-
sance de la population locale.

L’analyse de la stabilité du modele proposé donné par (3.1), (3.2) et (3.3) n’a pas montré
de propriétés épidémiques nettes, comme c’est généralement le cas pour la plupart des
modeles épidémiologiques, et il existe un manque d’information sur des valeurs de seuil
qui nécessite une étude plus approfondie. Cet écart de seuil représenté par la boite bleue

1
(figure 3.3) est définie par 1 < R < 1+ Yin et 1 < RY <4y + 1 ( Proposition 3.8).
LN

Pour éclairer cette situation, nous donnons, dans la proposition 3.9, une caractérisation
générale du Ry a 'intérieur de I'intervalle non traité en fonction du niveau du ratio noté
YN, qui varie en fonction de la capacité limite, en supposant que le taux de croissance
de la population locale est fixé. Bien que cette caractérisation ait donné un apergu de
la propriété épidémique dans la boite bleue, il était nécessaire d’étudier davantage les
parametres qui affectent la variation Ry.

A ces effets, nous définissons la matrice de transmission vectorielle, également appelée
matrice Who Acquires Infection From Whom (WAIFW). Ce type de matrice est utilisé
pour modéliser le taux de transmission de l'infection entre différentes sous-populations.
Nous avons employé cette matrice, qui est principalement utilisée dans la modélisation
des maladies a transmission sexuelle, pour capturer la probabilité de transmission entre
humain-vecteur /vecteur-humain. A notre connaissance, c’est la premiére fois que cette
approche est utilisée dans le contexte des maladies a transmission vectorielle telles que le
paludisme.

En fonction de 'amplitude des entrées de la matrice de transmission vectorielle, nous
avons distingué quatre cas possibles de la maladie. Ces cas peuvent étre résumés en deux
possibilités comme suit :

(a) Une sous-population a un risque plus élevé d’étre infectée que I'autre, ce que 'on
peut appeler 'immunité naturellement acquise (NAI) a une souche de moustique
spécifique.

(b) Une étape de la transmission de la maladie (injection des sporozoites ou infectivité
des gamétocytes) est dominante.

Notre analyse de simulation a montré que lorsque la capacité limite de la population
non-locale augmente, le seul facteur possible qui joue un role dans cet écart est le stade
dominant du cycle de transmission du paludisme. Cependant, la premiere situation d’une
sous-population a risque plus élevé n’est pas réalisable dans I'écart de seuil. Cela signifie
que l'effet d’absorption de la population non-locale ne peut pas étre vu si une seule po-
pulation est a risque d’infection. En d’autres termes, 'effet d’absorption de la population
non-locale ne joue un role que si les deux populations sont susceptibles d’étre infectées.

De plus, nous avons étudié la sensibilité du nombre de reproduction de base pour les para-
metres du modele. L’objectif est de déterminer le niveau correct de changement nécessaire
dans les parametres qui affectent le Ry. Notre analyse de sensibilité a montré que ’aug-
mentation de la transmission de la maladie entre les moustiques et la population locale
conduit a 'augmentation du Ry. Cela signifie qu’en ’absence de 'effet d’absorption de la
population non-locale, le statut épidémique dépend du niveau d’infection de la population
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locale.

Enfin, pour comprendre I'impact des parameétres du modele (entrées) sur le niveau d’in-
fection dans chaque sous-population (variables de sortie), ¢’est-a-dire par rapport a I, et
Iy, nous avons effectué une étude de la sensibilité locale et globale. Dans la sensibilité
locale, nous avons constaté que 'infection dans les deux sous-populations augmentait a
mesure que 'amplitude des entrées de la matrice de transmission vectorielle )t augmen-
tait. D’autre part, 'augmentation de la capacité limite Ky a fait augmenter la population
non-locale et diminuer la population locale.

La sensibilité globale a confirmé que les entrées de la matrice de transmission vectorielle
M qui refletent la population locale affectent davantage la variation de la population
locale et les variables de sortie des moustiques.

Ainsi les résultats de notre étude montrent I'importance de quantifier le niveau de trans-
mission du paludisme dans une population multiple, non seulement en étudiant le statut
de la maladie, via le Ry, mais aussi en se concentrant sur le rapport entre la taille de
la population et la matrice de transmission vectorielle. Une telle approche permettra
d’améliorer la qualité des mesures de contrdle qui visent a contribuer a l’éradication du
paludisme.
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Parametres Cas Premiere Deuxieme Troisieme Quatrieme
intérieur frontiere frontiere frontiere frontiere
a 0.16 (0.22) 0.2 (0.4) 0.3 0.2 0.18
1 0.48 0.8 0.47 0.4554 (0.2277) 0.3050
3 0.7 0.24 0.6169 0.5 0.4
Co 0.2 0.04 (0.06) 0.46 0.48 0.48
4 0.9 0.04375 0.2 0.8 0.8
Ky 1.9912 x 10° 10000 20000 10000 20000
Ap 900 100 800 1000 (500) 700
dy, 4.52 x 1073 4 x 1072 3.5 x 1073 3.5 x 1073 8 x 1073
vy 0.2 0.01 0.08 0.09 0.09
oy, 9x107° 9x10~* 9.8 x 107 9.8 x 107° 9.8 x 107°
YL 0.03 0.01 0.097 0.034 0.034
or, 2.7 x 1073 2.7 x 1073 2.7 x 1073 2.7 x 1073 2.7 x 1073
N 0.4 0.4 0.4 0.4 0.4
dy 8.8 x 107° 8.7 x107° 8.7 x107° 8.7 x107° 8.7 x107°
VN 0.1 0.2 0.5 0.5 0.5
an 0.02 0.05 0.001 0.05 0.3
YN 0.001 0.0035 0.0035 0.0035 0.0035
N 2.7 x 1073 2.7 x 1073 2.7 x 1073 2.7 x 1073 2.7 x 1073
Any 2000 2000 2000 2000 2000
dar 0.033 0.033 0.033 0.033 0.033
Un 0.083 0.081 0.081 0.081 0.081
15y, 0.00033 0.00032 0.00032 0.00032 0.00032
RE 1.2522 (1.7217) | 1.6024 (3.2049) 1.0173 1 1.2286
K, 2 5 1.0875 1.0350 1.2286
RY 1.1868 (1.6318) 1 12.4285 6.1728 1.4762
K 2 1.2500 12.4286 29.5714 5.3750
Ro 0.8626 (1.1861) | 0.8618 (1.0251) 1.3693 0.9885 (1.0181) 1.0370

TABLE 3.5 — Les valeurs numériques de tout les parametres afin d’illustrer toutes les
situations possibles de seuil d’écart, toutes les valeurs de nos parametres sont basées sur

le tableau 3.4.
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4

L’effet de I’hétérogénéité et
dynamique globale de
sous-populations faiblement
connectées

Introduction

Les modeles mathématiques de dynamique des populations qui incorporent des hétérogé-
néités d’age, de groupe ou d’espace utilisent un réseau pour décrire les interactions entre
les unités du modele. La dynamique globale de ces modeles est, naturellement, déterminée
par l'interconnexion des sous-populations. Par exemple, les effets des modeles de mélange
et de connectivité des populations sur la propagation des maladies infectieuses sont recon-
nus depuis longtemps dans la littérature [4, 54, 58]. La dynamique compléte ou partielle
de ces types de modeles a été étudiée dans [8, 7, 10, 15, 19, 18, 42, 43, 49, 74, 95], et les
références qui y figurent. Cependant, un point commun a ces articles est qu'une analyse
mathématique rigoureuse et complete de ces modeles nécessite que les sous-populations
soient fortement connectées. C’est-a-dire qu'une hypothese d’irréductibilité sur la configu-
ration du réseau est supposée dans ces études [15, 16, 19, 20, 48, 74]. Cette hypothese syn-
chronise la dynamique dans chacune des sous-populations ou des patchs concernés : pour
les modeles épidémiques la maladie disparalt dans toutes les sous-populations, lorsque
le nombre de reproduction de base est inférieur a un, et persiste dans toutes les sous-
populations dans le cas contraire.

Cependant, dans la plupart des cas, le graphe qui représente les connexions entre les sous-
populations n’est pas fortement connecté et la dynamique n’est pas bien comprise. Bien
que 'on ait longtemps supposé dans la littérature des modeles écologiques et épidémio-
logiques de dispersion que lorsque la connectivité (entre les patchs ou les groupes) est
réductible, la dynamique dans ces patchs ou groupes sera relativement indépendante, un
formalisme mathématique clair manquait. Il a été souligné dans [6] la possibilité d’avoir
des équilibres mixtes, avec certains patchs sans maladie et d’autres ou la maladie persiste
quand ils sont faiblement connectés. Ceci a été formalisé dans [34]. Dans ce chapitre, nous
proposons une méthode qui donne une caractérisation complete de la dynamique d’une
classe de modeles mathématiques qui incorpore les interactions entre les sous-populations,
indépendamment de la topologie de leur matrice de connectivité. En effet, bien que les
conséquences du mélange et de la connectivité sur la dynamique des populations soient
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reconnues depuis longtemps dans la littérature [4, 6, 44, 54, 58], I'étendue de leur im-
pact sur le résultat n’est pas bien comprise. La méthode que nous proposons apporte des
réponses a des questions telles que : Quelle est la dynamique sous-jacente de chaque sous-
population ? Quel est le "poids" de chaque sous-population par rapport a la dynamique
de I'’ensemble de la population? Quelle sous-population est connectée a quelle autre?
Et comment la topologie de la matrice de connectivité modifie-t-elle la dynamique de la
population globale ?

Nous utilisons la méthode proposée comme modele pour étudier la dynamique de deux
classes de maladies les plus complexes avec de multiples sous-populations : les zoonoses
(maladies infectieuses causées par des agents pathogenes transmissibles dans des condi-
tions naturelles des animaux vertébrés aux humains) et les modéles de maladies & transmis-
sion vectorielle dans un environnement en patch. De plus, une catégorie de ces zoonoses est
multi-hotes et multi-vecteurs. C’est-a-dire que ’agent pathogene est partagé par plusieurs
especes d’hotes définitifs ou intermédiaires et transmis par plusieurs especes d’arthropodes
vecteurs. Ces multiples aspects mettent en péril notre capacité a comprendre et a contro-
ler les zoonoses [90], une catégorie de maladies qui représentent une charge économique
directe de plus de 20 milliards de dollars dans le monde [52, 93]. Un facteur clé dans le
controle de ces modeles multi-hotes et multi-vecteurs est 1’évaluation de la contribution
de chaque espéce hote et vecteur dans la dynamique de la maladie. En effet, la conception
de programmes de lutte contre les zoonoses qui ne ciblent que certaines especes hotes (les
humains par exemple) peut conduire a un effort de lutte inefficace [90].

En outre, pour de nombreuses zoonoses, tous les hdtes ou vecteurs ne sont pas égaux [30]
car les différentes espéces hotes et vecteurs different dans leur propension a infecter ou a
acquérir une infection en raison de leurs habitats écologiques ou de leurs comportements.

De méme, les humains et les arthropodes sont souvent répartis de maniere hétérogene
dans ’espace, ce qui rend le risque de transmission du paludisme et d’autres maladies a
transmission vectorielle tres variable [41, 79]. Cette grande variabilité fait que certaines
zones ont une transmission stable et d’autres une transmission instable [41]. De plus, les
risques de transmission dans des zones ou des patchs ne sont pas seulement liés aux groupes
de moustiques et d’humains, mais aussi a la mobilité depuis et vers ces patchs [74, 79].
Lorsque les patchs sont faiblement connectés, la détermination des puits et des sources
de ces maladies vectorielles permet d’élaborer des stratégies d’intervention informées qui
ciblent les patchs les plus prolifiques et donc des stratégies de controle rentables.

Le choix de ces deux types de modeles est également motivé par le fait que leur dynamique
a été bien comprise si le réseau est fortement connecté [15, 19, 49, 74]. 1l reste donc a
étudier le comportement de ces modeles avec des sous-populations faiblement connectées.

Dans ce chapitre, nous étudions la dynamique de ces deux classes de modeles lorsque la
connectivité du réseau n’est pas nécessairement irréductible. En particulier, nous propo-
sons une méthode qui caractérise compléetement la facon dont 1’hétérogénéité de 1’hote,
I’hétérogénéité du vecteur et les modeles de connectivité entre les sous-populations mo-
difient ou limitent la dynamique de la maladie. Bien que nous illustrions notre méthode
en utilisant des modeles épidémiques avec de multiples sous-populations, le cadre est
applicable a tous les systemes impliquant le mélange de nombreuses sous-populations,
y compris les modeles immunologiques et écologiques. Le point fort de notre méthode
consiste a distinguer quel groupe ou parcelle agit comme puits ou source de l'infection,
fournissant ainsi une feuille de route pour les stratégies de controle. Notre cadre identifie
également les classes de populations qu’il est inutile de cibler pour le contrdle, a moins
que d’autres groupes de populations aient été atténués.
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Ce chapitre est organisé comme suit : 4.1 présente la méthode globale a I’aide d’un modele
général. Dans la section 4.2, nous illustrons la méthode sur deux classes de modeles : les
modeles de zoonoses multi-hdtes et multi-vecteurs (4.2.1) et les modeles vectoriels dans
un environnement patchy (4.2.2). Nous revenons brievement sur la dérivation de ces deux
modeles et sur les propriétés de base avant de présenter le résultat principal, a savoir la
stabilité globale des équilibres, quelle que soit la structure de la configuration du réseau.
Ces équilibres peuvent étre intérieurs (toutes les composantes sont strictement positives)
ou mixtes ( certaines composantes sont strictement positives et d’autres sont nulles). La
section 4.3 fournit une illustration de la méthode pour un systéme de petite dimension (7
hotes et 7 vecteurs) et la section 4.4 rassemble nos remarques finales.

4.1 Résultat principal

De nombreux problemes de dynamique de populations tels que les méta-populations, les
multi-groupes peuvent étre écrits comme :

dzl - fl(mlaw%‘ .. an)
d:Q — f2<w1aw27 L amn)
B 4.1
mi:fi(wlam%"'vmn) ( )
d;n = fn(:r;l,azg, Ce ,a:n)

Ou «x; est le vecteur de chaque sous-population et f; est la fonction qui décrit comment
la sous-population évolue pour elle-méme et comment elle est connectée avec les autres
sous-populations.

De nombreuses recherches ont été menées pour tenter de comprendre la dynamique de
ces types de modeles dans différents contextes. La dynamique de ces modeles dépend
naturellement de la fagon dont ces populations sont interconnectées.

La stabilité globale des états d’équilibre de ces modeles a été partiellement ou totalement
étudiée [10, 15, 16, 19, 30, 42, 43, 48, 49, 58, 74, 76] lorsque la matrice qui représente la
connectivité entre les sous-populations, groupes ou patchs est irréductible. Typiquement,
si I’hypothese d’irréductibilité est vérifiée, il n’y a que deux équilibres, a savoir I’équilibre
trivial et I’équilibre intérieur, et les trajectoires convergent soit vers 1’équilibre trivial
dans tous les patchs, soit vers I’équilibre intérieur dans tous les patchs, en fonction d’une
condition de seuil.

L’objectif de cette section est de fournir une méthode qui permet de comprendre la dyna-
mique globale des modeéles lorsque les populations impliquées sont faiblement interconnec-
tées, si la dynamique est bien comprise lorsque le réseau est irréductible. Supposons que
le systéme (4.1), en tant que modele décrivant ’évolution de plusieurs populations, est
biologiquement fondé. C’est-a-dire que les trajectoires du systéme (4.1) restent positives
et bornées.

Soit M la matrice qui décrit les interactions entre les sous-populations dans (4.1). Il est
bien connu [12] que la matrice M est irréductible si et seulement si le graphe orienté
correspondant est fortement connecté ( voir la définition A.33). Cela conduit a notre
hypothése principale :
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H: La dynamique globale du modele(4.1) est connue si M est irréductible.

Si M est réductible, le graphe correspondant de la connectivité du réseau n’est pas forte-
ment connecté. Cependant, il peut étre partitionné en composantes fortement connectées.
En particulier, par une permutation appropriée des sous-populations, la matrice M peut
prendre la forme :

My 0 ... 0
My My ... 0

M: ‘21 ‘22 ' ‘ ’ (42)
My My ... M,

ou chaque bloc M;; est carré et est soit irréductible soit une matrice 1 x 1.

Les graphes correspondant a ces M;; sont appelés composantes irréductibles. Notons que
tout ou une partie des M;; avec i # j = 2,...,7 — 1 peuvent étre égaux a 0. Si M;; = 0,
pour tout ¢ # j, alors les différentes composantes irréductibles M;;, pour 1 < i < s, sont
déconnectées et, en utilisant H, le systeme dynamique global (4.1) est simple.
Maintenant, supposons que certains des M;; avec 7 # j sont non nuls.

Dans la suite de cet chapitre, nous utiliserons les notations suivantes.

Pour deux matrices réelles A et B, nous écrivons :

e A< BsiA(i,j) < B(i,j) pour tout i et j.
e A<BsiA< Bet A#B.
e A Bsi A(i,j) < B(i,7) pour tout i et j.

De la méme maniere, nous utiliserons les mémes notations pour les vecteurs réels.

La clé de la méthode consiste a étudier de maniere incrémentale la dynamique du modele,
en commencant par M. Avec le graphe réarrangé, le systéme (4.1) peut étre écrit comme :

&1 = fi(x1)

Ty = f2(m1’$2)

331 = fi(xy, xa, ..., @) (43)
:Cbs = fs(w17w27-"7w5>7

ol les x; sont de dimensions appropriées. Notons que la dynamique de x; est indépendante
de xs, x3,...,x,. De plus, puisque M;; est une composante irréductible, sa dynamique
est connue, par H. Soit @; ’équilibre de &1 = f(z1) qui est supposé globalement asymp-
totiquement stable.

Maintenant, nous utilisons un résultat de décomposition des systemes pour déterminer la
dynamique de (@1, x2).

Théoreme 4.1 :
Soit Cy le graphe fortement connecté correspondant a la composante irréductible M, et
d; > Oge. Si la dynamique globale du systeme

&y = fo(dy, x2)
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est connue, alors la dynamique du Systeéme

{ 1= h() (4.4)

Ty = fo(x1, 22),

est compléetement caractérisée.

Démonstration.

Puisque C; est un graphe fortement connecté, sa matrice correspondante Mi; est irréduc-
tible. Par conséquent, en utilisant H, la dynamique globale du sous-systeme &1 = fi(x1),
en tant que projection du systéme (4.1) sur My, est connue.

Soit d; ’équilibre correspondant qui est globalement asymptotiquement stable (GAS),
éventuellement sous certaines conditions, notées H;.

Rappelons maintenant que les trajectoires de (4.4) sont bornées et que tout équilibre de
o = fo(dy, x2) est globalement asymptotiquement stable pour tout d; > Ogq ( éventuel-
lement sous certaines conditions, notées Hs).

En utilisant un résultat de Vidyasagar [88] (Théorémes 3.1 et 3.4), nous concluons que
I'équilibre (d1, ds) est GAS pour le systeme (4.4), ou dy est I’équilibre de &5 = fo(d;, x2)
qui est GAS.

Ceci termine la preuve. O

En appliquant successivement le Théoréme 4.1 sur le Systéme (4.3), une caractérisation
complete des équilibres du Systeme (4.3) sera obtenue.

La partie la plus difficile pour appliquer le Théoreme 4.1 et ainsi caractériser le Systeéme
(4.1), quelle que soit la configuration du réseau est 'étude de la stabilité globale des
équilibres pour le systéme auxiliaire

m] — fj(d17d27 e ,dj—l)mj)'

Dans la section suivante, nous appliquons cette méthode a deux modeles particuliers,
a savoir un modele multi-hotes et multi-vecteurs (4.2.1) et un modele vectoriel patchy
(4.2.2). Dans ces deux cas, nous supposons que le réseau est faiblement connecté et nous
étudions la dynamique globale de leurs équilibres en utilisant la méthode décrite dans le
Théoreme 4.1.

Il est utile de noter que précédemment, nous avons supposé¢ que, pour tout i, M;; # 0
pour un certain j = 2,...,7 — 1. Si M;; = 0 pour quelques j = 2,...,7 — 1, alors nous
définissons des composantes irréductibles maximales et minimales du graphe. En effet,
si le réseau est faiblement connecté, il est toujours possible de réduire le graphe en un
graphe condensé avec des méta-noeuds (Voir A.7). Les arétes d'un méta-nceud a un autre
décrivent les arétes entre les composantes irréductibles. Les matrices M;; pour ¢ # j dé-
crivent les arétes entre les méta-nceuds.

Une composante irréductible C; est dite minimale (ou source) si elle peut influencer la
dynamique d’autres C;, avec j # ¢, mais sans étre elle-méme influencée par celles-ci C;,

avec j # i (Voir A.7).

117



Chapitre 4. L’effet de I’hétérogénéité et dynamique globale de sous-populations faiblement connectées

En d’autres termes, une composante irréductible est dite minimale si elle ne possede
aucun bord entrant. Dans le cas contraire, la composante irréductible est dite maximale.
Par exemple, dans le modele 4.3, seule C; (ou Mj;) est minimale, puisque x; influence
la dynamique de xsy, ;x3, ..., ;T mais ceux-ci n'influencent pas la dynamique de x;.
Elles sont appelées composantes irréductibles maximales. Le cas ou il peut y avoir plus
d’une composante minimale ou maximale irréductible est traité dans la section suivante.

4.2 Applications

Dans cette section, nous appliquons la méthode générale a deux cas spécifiques, a savoir
sur le modele des zoonoses et des maladies vectorielles dans un environnement divisé en
parcelles. Ces classes de modeles impliquent des interactions de multiples sous-populations
et leur dynamique globale est connue lorsque les réseaux sont fortement connectés.

Dans les deux sous-sections suivantes, nous déterminons successivement la dynamique
globale lorsque les configurations de réseau ne sont pas irréductibles. En particulier, nous
fournissons la dynamique globale complete des systemes auxiliaires correspondants qui
conduit a la caractérisation des systemes généraux.

4.2.1 Modele multi-hotes et multi-vecteurs

Les zoonoses multi-vecteurs sont des maladies dont le pathogene est partagé par de nom-
breuses especes hotes et transmis par un ou plusieurs arthropodes. Par conséquent, pour
saisir la dynamique de ces types de maladies, il faut tenir compte de la dynamique de
toutes les especes hotes et vecteurs concernés, ainsi que des processus d’infection. Pour des
raisons de généralité, nous supposons que I’épidémiologie des zoonoses suit une structure
SEIR — S1T.

De plus, nous considérons m especes d’hotes et p especes d’arthropodes. Le processus d’in-
fection est représenté comme suit.

m), désignés par S;, sont infectés par un

Les hotes susceptibles de lespece i (1 < ¢
1 p) par piqure ou contact, & un taux a;; et

, <
arthropode infectieux de 'espece j (1 < j <
une infectiosité 57 ;.

il

N;

p
Le taux d’infection de I'espéce hote i est donc de Z ai B ; , ou N; est la population
j=1
totale d’hotes de 1’espece 1.

Les arthropodes vecteurs susceptibles de I'espece j, désignés par S, ;, sont infectés par

o~ BiSugli ,JI

I’hote infectieux de Pespece . Par conséquent, le taux d’infection de S, j est de > a; N

=1
Les hotes susceptibles de 1’espece i et les vecteurs de 'espéce j sont recrutés a un taux

respectivement de A; et A, ;.
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Prises ensemble, ces hypothéses conduisent au systeme suivant :
S = Aj, — diag (N },)diag(S)A o B°I, — diag(u)S
E = diag ' (N},)diag(S)A o B°I, — diag(n + v)E
I = diag(v)E — diag(y + p)I

R = diag(y)I — diag(x)R

S, = A, — diag(8,)(A o B) diag™ (N,)I — diag(p, + 6,)S,

I, = ding(8,)(A 0 B) diag ™' (N4)I — diag(u, + 6,)1,

ou
o représente le produit de Hadamard,

S =1[S1,5,...,8.", E =[E\, Es,...,E,]" sont les vecteurs de I'hote susceptible
et latent de toutes les especes,

I=1[I,1,...,1,]7 est le vecteur de I'infectieux pour toutes les espéces d’hotes.

Sy =1[Sv1,S02, -, Sup|t et I, =[I,1,1,2,...,1,,]7 désignent respectivement les
vecteurs des susceptibles et des infectés arthropodes.

Pour faciliter les notations, nous désignons par @ = v + p. Les matrices A, B® et B sont
données par :

11 Q12 ... Qi1p Bi1 5?,2 pr 51,1 5172

> > >
O - e N VT
am,l am,Z am,p fn,l fn72 B;,p ﬁm,l Bm,2

Ces matrices représentent respectivement le taux de piqiire, la transmission vecteur-hote
et la transmission hote-vecteur.

La description des vecteurs de parametres est résumée dans le tableau (4.1), et une des-
cription schématique du flux du modele est illustrée par la Figure 4.1.

Le systeme (4.5) est le modele considéré dans [15], pour un seul stade d’infection.

La dynamique des populations totales d’hotes et de vecteurs est donnée par

NhZAh—MNm

Nv = Av — (,uv + (SU)NU. (46)

Et donc, ces populations sont asymptotiquement constantes en tant que

A . A, _
Nh—>—h::Nheth—> := NN, quand t — oo.
% ,LL'U+5'U
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FIGURE 4.1 — Le schéma de flux du modele 4.5. Les lignes en tirets, en pointillés et en
tirets-points représentent les voies d’infection des vecteurs de tous les hotes infectieux.
Les lignes pleines représentent les voies d’infection des hotes a partir des vecteurs.

TABLE 4.1 — Description des parametres utilisés dans le systeme (4.5).

Parametrss Description
Ap =[N, Ag, .. ALY Vecteur de recrutement des hotes.
Ay =[Ny1, N2, ..., Ay )T Vecteur de recrutement des vecteurs.
;. j Taux de piqure du vecteur j sur ’héte 7.
g Vecteur de l'infectiosité de I'espece j sur ’hdte ¢ par piqure.

o= [p1, fa, - - s phon) T Taux de mortalité des hotes.

v=1[v,va,. . V)T Taux d’incubation des hotes.

a=lay,ag,. .., anT Durée totale d’infectiosité des hotes.

v =17, e Yl Taux de récupération des hotes.

Bi.; Infectiosité de I’'hote ¢ pour les vecteurs de 'espéce j par piqiire.
o = (o1, o2y - - - Hop)? Taux de mortalité naturelle des vecteurs.

Oy = [00,1,0p2, - - . ,5U7P]T Taux de mortalité induite par le controle des vecteurs.

En utilisant la théorie des systemes triangulaires, le systeme (4.5) est équivalent au sys-
teme (4.5) pour N = N et N, = N,.
Les equations (4.6) impliquent le lemme suivant :

Lemme 4.1 :
L’ensemble

1
Q= {(S,E,I,Sv,IU) ERYPIS+E+T<Apo—, S, +I,<A,o0 o }
12 Ho v

est un ensemble compact attracteur positivement invariant pour le systéme (4.5).
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L’équilibre trivial du systeme (4.5) est [’équilibre sans maladie. (D.F.E) et est donné par

E() = (S', Ogm, SU,Op> ou

- 1 - 1
S=Ap,o— et S,=A,o0 )
It foo + Oy

Le nombre de reproduction de base R, défini comme le nombre moyen de cas secondaires
produit par un individu infecté pendant sa période infectieuse alors qu’il est en interaction
avec une population purement susceptible, peut étre calculé a I'aide de la méthode de la
prochaine génération [32, 87].

Le nombre de reproduction de base du systeme (4.5) avec m hétes et p vecteurs est donné
par :

Ro(m.p)las) = p(N") = p(N™) (4.7)
ol
N = diag(N,) ((A o B)!diag(v)diag ' ((u + v) o a)) diag ™ (N},)A o B°diag ™ (pty + 0,),
avec
N = Ao B°diag (1, + 6,)diag(IN,) (A o B) diag(v)diag (1 + v) o a)diag ™ (N},).

En effet, en décomposant les compartiments infectés de (4.5) comme une somme de nou-
veaux termes d’infection et de transition,

E
I | = F(E,IIL)+V(E,II,)
I,
diag™!(N},)diag(S)A o B°I, —diag(p +v)E
= 0 ) + | diag(v)E — diag(a)I
diag(S,)(A o B) diag ™ (NI —diag(ji, + 0,1,
Les matrices Jacobiennes au D.F.E (Ey) de F(E,I,1,) et V(E,I,1,) sont données par :
O O Ao B

- Om,m Om,m Om,p

o 0, diag(N,)(Ao B)'diag '(N,) 0,,

F=DF(E,II,)

et,
—dlag(# + V) Om,m Om,p
V=DV(EII,)| = diag(v) —diag(«) 0, p
Eo 0,.m 0,.m —diag(p, + dy)
On obtient donc
diag™ (1 + v) O m O p
—V~t=| diag(v)diag ' ((u +v) o) diag™'(a) 0.p
0p,m Opm  diag™ (py +6,)

Le nombre de reproduction de base est le rayon spectral de la matrice de la prochaine
génération

O, O Zondiag ™ (s + 60)
_val = Om,m Om,m Om,p )
Znpdiag(v)diag ™' ((u+v) oa) Zp,diag(a) 0,,
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ou L, = diag(NU)(A o B)Tdiag’l(Nh) et Zy, = Ao B°.
Donc, le nombre de reproduction de base est

Ro(m,p)lusy = p(Znodiag(v)diag™" (1 +v) o a) Zypdiag™" (o + )
= p(Zundiag™ (po + 6,) Znpdiag(v)diag ™ ((n+ v) 0 a)).

La dynamique du multi-hote et du multi-vecteur est liée a la facon dont les différentes
unités du modele sont inter-connectées. C’est-a-dire, la connectivité entre les hotes et les
vecteurs.

Pour le modéle (4.5), le réseau de configuration hote-vecteur est donné par N, ou :

02m 2m Ao B° )
N = ’ :
< (Ao B)T Ormtpp

En effet, il a été montré dans [15] que, pour le systéme (4.5), la maladie s’éteint ou
persiste dans tous les hotes et vecteurs, sous ’hypothese que la configuration du réseau
héte-vecteur est fortement connectée. Pour la commodité du lecteur, nous rappelons le
théoréme suivant qui résume les résultats dans [15].

Théoréme 4.2 ([15]) :
Si la configuration de connectivité hote-vecteur N est irréductible, les conditions suivantes
sont, satisfaites :

1. Si Ro(m,p)|@us <1, le DFE est GAS.

2. Si Ro(m,p)|as > 1, un équilibre endémique intérieur unique existe et est GAS.

La matrice de connectivité A est irréductible si, et seulement si , (A o B)TA o B° et
Ao B°(Ao B)T sont irréductibles (voir [49, 75]).

Cependant, dans le cas des zoonoses, cette hypothese d’irréductibilité n’est pas toujours
satisfaite car de nombreuses espeéces d’hotes et de vecteurs, bien que partageant le méme
pathogene, ont leurs habitats naturels éloignés les uns des autres, pour qu’une infection
directe puisse avoir lieu. Par conséquent, il est important d’étudier la dynamique de
la maladie lorsque la configuration du réseau entre les hotes et les vecteurs n’est pas
fortement connectée.

Dans le reste du chapitre, on va écrire le systéeme (4.5) en utilisant les composantes
Si, Bi, I, Sy, I, jpouri=1,....met j=1,...,p:

I,
Ni

. p
Si=MN; — E ai,jﬂzjsi — WiSi
j=1
I
NJ — (ki + ) E;

)

E; = E§:1 ai,jﬁzjsi

I = viB; — o4l (4.8)
: m I,
Suj = Auj = D i jBijSuirr = (Mo + 0u;) S0,
i=1 ?
. m I,
L=, @i.iBijSvj 57 — (Mo + Oug) Lo
=1 1

Le théoreme suivant donne le résultat principal de ce chapitre, qui caractérise la dyna-
mique du Systéme (4.8) (ou celle du Systeéme (4.5)), quelle que soit la configuration du
réseail.
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FIGURE 4.2 — Diagramme de V(C). C’est le méme que celui de 4.1, avec n = p = 7, et
I’absence de fleches entre les especes hotes et vecteurs signifie que les taux d’infectiosité
entre elles sont fixés a zéro. Le graphe est réarrangé en termes de composantes connectées

Ci.
H

FIGURE 4.3 — Graphe orienté du réseau condensé V(C).

Théoréme 4.3 :

1. Si Ro(m,p)|@us) <1, le DFE est GAS.

2. Si Ro(m,p)|sy > 1, un équilibre endémique unique, eventuellement mixte ou
intérieur, existe et est GAS.

Le théoreme 4.3 fournit un résultat global des équilibres du systeme (4.8). En particulier,
le Théoreme 4.3, 2. évoque l'existence possible des équilibres limites et détermine leur
comportement global. Ce résultat est obtenu sans aucune hypothese sur la structure de
la configuration du réseau hote-vecteur et généralise ainsi le résultat dans [15] ou la
configuration hote-vecteur est irréductible.

Dans notre modele et avec les maladies vectorielles en général, une infection a lieu s’il y
a au moins une interaction entre un vecteur et un hote. Ainsi, nous définissons un neceud
comme une unité avec au moins un hote et un vecteur.

En gardant a I'esprit la relaxation de I’hypothese d’irréductibilité, réorganisons le réseau
hote-vecteur d’'une maniere qui le rende comme un ensemble de composantes fortement
connectées (voir 4.2). Supposons qu’il existe [ composantes fortement connectées C;, pour
i=1,2,...,1.

Sil =1, le réseau hote-vecteur est irréductible, ce qui est traité dans [15] et la dynamique
du modele est completement capturée par le Théoreme 4.2.

Nous supposons que [ > 2. Soit V(C) = {C;, ;i =1,2,...,1}, Pensemble de tous les C;. On
peut montrer, en utilisant la forme (4.2) en blocs de la matrice M (voir [34], Théoréme
3.3), que le nombre de reproduction de base pour le systéme (4.5), est donné par :

RO(m7p)|(4.5) = RO(m7p)|(4.8) = {g?«}l{no,c“ Ci e V(C)}-

Le Théoreme suivant fournit une brique de base pour prouver le Théoreme 4.3.
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Théoreme 4.4 :
Soit C une composante fortement connectée avec m’ hotes et p’ vecteurs, m" < met p’ < p.
Alors, pour tout vecteur (d,d)” > 0, le Systéme

/

p p

o o d;
Si= A — Zawﬁz] ‘]\/i] - > ai,jﬁi,jsiﬁ — WilS;
(] '_p +1 (2

E; = Zauﬁ b Y S (B,

Nl Jj=p'+1
I, = VlEz az[@ (4.9)

) d;
vaj = U] Za’lﬂﬁ’b,] 7]N Z a’lJﬁ’L,] 7]N (Mvaj _l— 6 7])5

? i=m’/+1

d
L; = Zamﬁw »JN + Z @i,jBijSv JN — (fog + 0u) v

¢ i=m/+1

a le comportement suivant

— Si R(m',p)|(s0) < 1 et (d,d)T =0, alors le DFE est GAS.
— SiR3(m/,p')|a9) > 1 ou (d,d)” > 0, il y a un équilibre endémique intérieur unique
qui est GAS.

Le systéme (4.9) est appelé le systéme restreint a C au point (d, d)7.

Remarque 4.1 :
Dans le théoréme ci-dessus, la quantité R§(m/, p')|(19) est le le nombre de reproduction
de base du systeme (4.9) avec (d, d)" = (Ogm—rm’, Ogp—p' ).

Le résultat suivant relie la dynamique du systeme (4.9) a celle du systeme (4.8).

Théoréme 4.5 :
Le comportement asymptotique du Systéme (4.9) est analogue a celui du Systeme (4.8).

Démonstration.
Nous réorganisons V(C) de sorte qu’il existe k éléments minimaux Cy,Cs,...,Cp et 7 — k
éléments maximaux Cyy1,Cpyo,...,C,, avec 7 = |V(C)|.

Soit Ty = (Sl, RN Si(q), Ey, ... Ei(q),fl, c. ,]i(q), S’u,b RN Sv,j(q),ful, ceey Ivg(q))T € Cq.

Ici, i(q) et j(g) sont le nombre d’hétes et de vecteurs dans C,, respectivement. Par consé-
quent, étant donné que les C,, pour 1 < g < k, sont minimales, le systeme (4.8) peut étre
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écrit comme suit :

&1 = fi(z1)

&y = fo(xs)

:vk = fr(xr) (4.10)
Tprr = fer1 (T, Ty Tpgs - -, Ty

.:i}r = fr(®y, ..., T, Tps1, ..., 2;)

Les k premiers sous-systemes du systeme (4.10) sont indépendants des variables des autres
et des variables des r — k sous-systemes restants.
De plus, pour chaque ¢ € {1,...,k}, C, est fortement connecté et donc la configuration
hote-vecteur correspondante est irréductible. Par conséquent, la dynamique des sous-
systemes &, = f,(x,), pour ¢ € {1,...,k}, est connue (voir le Théoreme 4.3) comme
suit :

— Si Racq < 1, I'équilibre sans maladie correspondant, DFE,, est GAS.

— Si Rg,cq > 1, un unique équilibre endémique positif z, est GAS.

Notons par x; (x; = :132 si Iéquilibre est le DFE, ou x; = &, si I'équilibre est endémique)
I'unique équilibre GAS pour &, = f,(x,) (pour 1 < ¢ < k), le comportement asympto-
tique du systeme (4.10) peut étre obtenu, en utilisant les techniques de décomposition de
Vidyasagar, en étudiant le systéme

Tps1 = fropr (2], .. XF, Trgr, -, Ty)
: (4.11)
a.".'/‘ = fT(m;"'7w27wk+17"'7m7‘)

Maintenant, nous considérons le Systéme (4.11) comme un nouveau systéme, qui est
un systeme autonome dont les variables d’état sont xjyq,...,x,. (les Zy, ..., sont
constants).

Le systeme (4.11) est associé & une nouvelle configuration de réseau V (C)

-ott les connexions d’entrée des éléments minimaux de V(C) ont été coupées.

Si la nouvelle configuration du réseau associée au Systeéme (4.11) est fortement connectée,
alors elle est équivalente au Systeme (4.9). Sinon, on répete le processus.

Par exemple, ce cas est illustré dans 4.4, apres la premiere itération de la méthode sur
le réseau donné dans 4.2. En effet, dans la configuration du réseau de 4.2, C; et C5 sont
les éléments minimaux, et donc apres la premiere itération, le réseau associé au Systeéme
correspondant (4.11) est illustré dans 4.4.

On identifie les éléments minimaux (Cy dans 4.4 est un élément minimal et C; est décou-
plé du reste du systéme) sur le nouveau réseau V(C) et on réitére la méthode. Répéter
ce processus conduit a réduire I'étude de la dynamique a l'intérieur d’une composante
irréductible, disons s. On obtient le systeme

i * * * * * *
= fo(x],. ., X Ty, Ty X, Ty, -, ),

qui est le systéme (4.9) avec (d;, d;) étant les coordonnées correspondantes de x;, qF s
Ceci termine la preuve du Théoreme 4.5. O
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FIGURE 4.4 — Configuration du réseau apres la premiere itération de la méthode de
réduction sur 4.2.

Preuve (Preuve du théoréme 4.4) :

Si (J, d)T =0, la stabilité asymptotique globale est connue grace a 'Hypotheése H.

En particulier, si Rg(m’,p/)|(4.9) <1, le DFE est GAS.

Si RE(m/, p')|(a9) > 1 et (CZ, d)T = 0, alors il existe un équilibre intérieur qui est GAS, par
Hypothese H.

Maintenant on considere le cas ou (cz, d)T > 0. L’ensemble convexe compact §2 est positi-
vement invariant pour le systeme (4.9). Par conséquent, le systeme (4.9) a au moins un
équilibre (S*, E*, I*,S*, I}}) dans Q grace au théoreme du point fixe de Brouwer. L unicité
découlera de la global asymptoti stabilité.

Il est clair ici que S* > 0 et S} > 0.

Pouri=1,2,...,m',ona:
St (& . o (it v)ag
ﬁ (Z ai,]ﬁoﬂlvj + Z al,]ﬁz ]d ) = (/“Ll + VZ)Ez = ” Iz . (412)
7 ]:1 _p/+1 7
et pour j =1,2,...,p,
> aiiBij + Z ai ;3 = (ftog + 005) 15 (4.13)
( J JNZ = J JN) J jv,j

La relation (4.12) montre que pour tout ¢, I > 0 si au moins un d; est non nul et donc
I > 0. En reportant dans (4.13), on voit que I;; > 0 pour tout j et donc I; > 0
et ce independament de valeurs des d;. Le méme raisonnement (en commencant par la
relation (4.13)) montre que si au moins un d; est non nul alors I* > 0 et 1 > 0.

Pour montrer la global asymptotic stabilité (et donc 'unicité de I’équilibre), nous consi-
dérons la fonction de Lyapunov candidate suivante :

V = Zvivi7
=1
= [ )i [ o D F
* x E; x Vi * x e

& * UJ
Sv,' S* . Iv,j I* . aZJB ,]SZ
Vv,j = / ’ (]_ - UJ) dx + <1 - UJ) dl‘, Wi = N (4 14)

T Ix T m/ [l
o Zl:l al,jﬁl,] v,J N
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La dérivée de la partie "hote" de V; est donnée par :

Vi

. Sk E?

- ,quz

SZS

— A,
Si

(,LL’L + Vz) i

vi + pi <1_I*)[

v; IZ
E* LV + p
E V;

(1 S>S+<1—E>E+M’+M (1—11‘)@

S E; v
. ;‘ E* Vi + [
S* E*

Az PJ@Sz (,uz + Vz) ) S’LS -

E;

N; TN,

I

I\ .
i)
IZ->

I

Vi

(1 - II> i (415)

i

1 1 [* r
ZE+V+/’L <1_Z>Iz

Zaljﬁf Sz* UJ + Z az]ﬁf S*‘"i_ﬂzS*) Si_(ﬂi+Vi)Ei

Jj=p'+1
D

I
s (A Z“”B N

j=pi+1

Log .+ Z i B3 jSi~r

i=p'+1

_E (Zawﬁ

JzN JTEN

> aiB85,8

m&)

(,ui + Vi)Eh) +

; i I7
(- 1)

v Iz

U > *d *
(Zazgﬁf Si ]‘f’ Z a; ;B S—l—uS) — 1iSi — (i +v3) s

=p'+1

i=p'+1

Q. (Zawﬂfjsz* v + Z az]ﬁijjN+’Lt'S*) +Zawﬁfjsl*

+ Z o

] 7
J=p'+1 Ni

(Zawﬂ Uj‘i‘ Z auﬂf;

j=p'+1

Sk ; I
S} (2_5-_> (Z(l// 3 V,

S*

11
_E (Z”/I})//S/ \/ +

*

].,
L4

N i

(i“u

Vi + [
Vi

’l,
*

I
+ (V/Ez/_ ail; — IiViEi + OéJf))

) (pi + i) Ej +

)+Zamﬁfﬁf
) +Z”1/ 2,74 V/

l (2 [*
)

Vi

127



Chapitre 4. L’effet de I’hétérogénéité et dynamique globale de sous-populations faiblement connectées

En regroupant les termes colorés, on obtient :

,_Si_ SilLy E*
S, SiI,E

[*
)—FZ(I/,i?/S, {/

1,

. S
Vhi = 1S; (2 5

Sz* S E* O Q* U:J
i ( _&_$E1>+Zaz’]ﬁz g N;
I; IF E;
—(vi + MZ)E:F — (v + Mz)Ez*TE + (Vi + i) E; (4.16)

De plus, en utilisant la relation endémique qui découle de I’équation de E' :

Zamﬂf S: S N’

Z Jj=p'+1

(hi +vi) B} =

En remplagant cette derniere relation dans (4.16) on obtient

. St S; S* S; I, Ef
i = Z.ka 9 _ v % e e}
Vi = pid; ( S, S*) + ( S, Sl E)

P d; Sy S Er 4
—1—2 a; ;535 97 (3——*> Z ,]ﬁf z*
j=p'+1 7N, Si ST Ei j=1 N;
- Zawm * ”J+ Z a;i ;32 [ I
P .7 'Z, ] p/+1 ’ J N ]l*
* ’U7 * j Iz* El
- Zaz]ﬁf] 7 j+ Z azgﬁ:] ZN TE*
_p/-‘rl (2 1
o Qi ]
+ + Z (1,,3,15,\‘

[)
+ Z @i/

J=p'+1

~

~

a

—

(&
-8
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p
o> * ’U,J
ZCLZJB'L] 7

i,jﬁo S*

Sy S

L dj
))/O/g/ \

I’Uh]
1,71
N;

Jj=p'+1

Q* 2_7_7

S* P’
4 i v
( Si SiE )

S, B
+ Z ai B St~
_pl+1

+ Z ai ;B iS;

Jj=p'+1

N;

N;
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4.2. Applications

. . Sy Sy S 1, E
Vhi = M <2—&—9>+ (3_&_91* )
& 1; Sy S, Ef P v.j
+ Qg ;| ))IO/ S? (\ (4 — ? — ,S'*) -+ amﬁfdsz* ]VJ
i j=1 1

J=p'+1

~

—_

j=

P o o ;] P d; \ I
a”ﬁusl N + Z (l,/))//S[T F

Nous obtenons,

Vhi = Miﬁ( - >+Zawﬁf]8f ”7

3_5_51* . L, E;

S SL,JE* I E;
5,

p . §

i 05’* - v r " _ 2
+.§+1‘“5”1N< S, S B LE I
I

(4.17)

[Zazgﬁu 2* vj] ]*

Maintenant, nous allons déterminer la dérivée de la partie vectorielle de V;. C’est-a-dire,

Sv,5 v,j I
Voi = | ( )d:v+/ (1—“>d$
S
Nous obtenons,

b = <1 _ 53’1') Gt (1 . ffif) i, = (s‘m phy = Dag ]I>
Sy j I, Sy j I, ;
(g + 30,5, ( ﬁ -5 ) + 3wt (1- 5 -l k)
—(tv,j + 0vj) Lo + gai,jﬂi,j o N + (fho,j + 0uj) 1y, (4.18)
: i

x m’
Cependant, nous avons (f, ; + 5v,j)[u,j =3 a3k ”N + 2 1 @i i Se N

ij ou

Par conséquent, I’équation (4.18) donne :

. ) S:, S, (. S, IS,
Voj = (Mv]+5vy)5 ( S, S* >+ZGZ]B2J vJN <2_Sv7j ] S;J Z*)

cz' Sy IS, ; g 17\ L
+ Z az]ﬁz] v, N <3_S_IS*_I*> (Zaljﬁlj UJN)[*'
»J 2J v,J t v,3

i=m/+1

[.
+ZGZJBZJ v,7 AT (419)
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Maintenant, la dérivée globale de la fonction de Lyapunov candidate est, en utilisant
(4.17) et (4.19) :

V = ZU,VZ :ZUZ'
i=1 i=1

. p .
Vi + Z Wi; Vo j
i—1

*

= Soufmst (2- 3 - 5) 4] 5 a1
i=1 i N;

Ap,i

: QS*‘ O A Rt B M A 2 : QS*
+ Z a7]/61] ZN < Sz S* Ez I E* I*) Za/JBz] 7 N

Jj=p'+1 i 4 i

v v 7

S, S;Ii;E, I, E;

)

( S SJME* 1E>

p o o lo ] . S;t ) SU )
(ZGWBJSZ J) T* + Zwu 221 + 0y ,J)S ( Si’] — S*7J>
v,J v,]

Ao, 5
I* Sii Iii S, I

+waza%]61] v]N < Tj_] S* *)
1= v, v,J z

i d; Sei A Su; L
+Zwij Z @ ;3i,5S, vJN <3_SJ._[J.S*J,_[*J,>
i= g Huiou,

i=m/+1

(4.20)

_wa (Za”ﬂ”S*JN) ]*o szZau/ﬁu ,,JN

Les termes A, ;, A, ;, €;; et @ij sont définis négatifs.
Nous nous concentrons donc sur les autres termes de (4.20). De plus, en utilisant I'expres-

I
013875
sion de w;; = N donnée au début de la preuve (4.14), les termes en I, ;

[*
Zl 1alﬂﬁld v]N

s’annulent dans (4.20), et donc :

Y = Z% Wi + Z Q:ZJ+ZQLM+Zw” Z ¢,

j=p’+1 i=m’+1

Sy ST E* I;
; o QxUJ ”UJ Pi Pifvg ; ¢ o U,J v
+Za jﬁl] i N < Si Sz* ]* i [ E*) (Za JBJ i ) I*

I St Ir S, I
+Zwmzaz,jﬁl,] U‘]N ( gj_ [ S* )

Uj’L

(4.21)

P’ m’ ,

* Z

2wy ) aiBigSne

j=1 =1 i
Maintenant, nous affirmons que les termes linéaires en /; s’annulent dans (4.21). C’est-a-
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dire : i

< I \L 2
S [ (Z%ﬁf s )1 + S Es, | o
=1 i

ou de maniere équivalente,

!

& I;

vi | L .
Z |: (Z amﬁijsz* 7]) + Z Wiy Z al,]ﬂl,js v,j N =0. (422)

i=1 H j=1 =1

Cependant, notons que :

p/ m/ / 1
Z Wi (Z al,]/Bl,j v,j N ) - Z (Z wljal,]/gl,]S*’] N ) Z (Z wljal,]/Bl,j v,j N )
j=1 =1 J=1
(677
= ZIlail' (423)
=1

Par conséquent, en additionnant 1’équation (4.23), on obtient

[lail) = sz (Z Iiali) = Z (Z Uﬂu) I;
=1 '

M=

Z (Zmeaz,JﬂzJS*JN) —

m/
> Ui
=1 7=1 1= =1 = =1 =
m/ m’ P’ I* ]
*
= ZUZ Zwl]awﬁws JN [*
i=1 \I=1 j=1

Donc, pour montrer (4.22), nous devons montrer que :

/

Z Zaﬁ°5*w Ii:m/ ivaaﬁ UG
4,30, [* l lg%i,j P15 vgN [

=1

—

N
Il
-

<.

Ou de maniere équivalente,

/
m/ D

v; Z a; ;55 S* Lo Z U] Z wl]amﬂms*’] N pour tout 7. (4.24)
j=

7.] ?
Z

Les v; sont alors des solutions de Bv = 0 ou

o al,]ﬂl,]S [* o alyjﬁLjS [*
L 3% Zj:1 Wa; N, e Ej:1 Wyp N,
* *
vy 1208235015 & _ a2, 82,55 51
J— 19—/ ~- 22 e -
B _ j=1 J N2 7j=1 m/j ]\72
*
P Ay Jﬁm ,JSvg m P Ay Jﬁm J ] m’ &
15 =] 27 e Toy !
j=1 j le j=1 J le m’'m

ou

p/ . 7 Sv 7 7
&kk:Zwkj< > —a,] iPiil )

j=1 i=1,i#k 'L
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74 g

Par conséquent, la relation (4.24) est satisfaite étant donné que les v; sont les composantes
de la solution de Bv = 0. Etant donné les expressions de w;;, les entrées de B, pour ¢ # j,
peuvent étre écrites comme :

_ I P I S; Poa; B2 ik Binly g
Zw]kazkﬂzk NN S I* , (4.25)
NiiS I k=1 M g B

N,

t (Ao B°.(Ao B)T),;; = - ;135 1,0,k Bi ke, POUT i F .

La composante C est une composante fortement connectée avec m’ hotes et p’ vecteurs.
Par conséquent, la matrice A o B°(A o B)T et (Ao B)TA o B® sont irréductibles. Ceci
implique que, par construction, la matrice B est irréductible (Voir la relation (4.25)).
La matrice B représente le Laplacien de la connectivité du réseau sur C et donc la positivité
de v telle que Bv = 0 peut étre prouvée en utilisant le théoréeme de Gershgorin et le
théoreme de Perron-Frobenius pour les matrices de Metzler irréductibles ([80], Chap. 4,
Corollaire 3.2). De plus, v; = Cj;, ou Cy; sont les cofacteurs de B.

Par conséquent, I’équation (4.21) se réduit a

l

v - S

=1

RApi + Z Q:ZJ"‘ZQLUJ"‘ZU}U Z Q:w
7j=p’+1 i=m/+1
Iw.< Sk S[vJE*_[*E>

3.5 32 PP
+;G’JBWZN S, SiL,E I Ef

v]z

I Sk i Su, I
+wazaz7]ﬁl7] U]N (2_ Sj - [ S* *)]
Jj=1 = s

Pour éviter toute confusion, nous remplacons l'indice ¢ par [ dans le troisieme terme de
I’équation précédente. D’ou,

l

v = T

=1

Ani + Z Q:ZJ+ZQLUJ+ZU)U Z Qw

j=p’+1 i=m’/+1

I S; SilLy; Ef
. i * ’Uv.j v 7Y ’U]
*2%5”& A BT )

[

+ZmeauBm N ( - - ] S*] l)] (4.26)
v?J

7=1
En utilisant 'expression de w;;, (4.26) devient :

/

v = T

Ap,i + Z Qw+zﬂv]+zww Z %]

i=1 j=p'+1 i=m/+1
m P om * I* S* S Iv E* I* E S;‘ . S ’ Il
tL 2 2 vnasbySigy (5—5.—5*13.—13—3’; T )
i=1j=11=1 g Ei v

!

m
= ZUZ

=1

+ H,, (4.27)

P P’ P m
Api + Z < + va,j + Z Wi Z (
j=1 j=1

j=p'+1 i=m/+1
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ou
LR S¢S I,Er I'E St IS,
Hm’ = Wi ; 5—71—71 V. Tro v T TY) TY) U T ’
;J:l st vitighi ( S SiLi; ki LiEF Sy LSy [l*>
Iy

!
Maintenant, puisque la matrice B est irréductible, en utilisant I'inégalité moyenne arithmétique-
moyenne géométrique, nous avons que H,, est définie négative [43]. Il s’ensuit que (4.27),
en tant que somme de termes définis négatifs, est définie négative. Ceci termine la preuve.

4.2.2 Modeles vectoriels dans des environnements hétérogenes

Les modeles mathématiques qui décrivent I’évolution des maladies a transmission vecto-
rielle ou I'environnement est structuré en patchs ont été étudiés dans différents contextes.
Cependant, la dynamique globale de ces modeles n’a été établie que récemment [19, 49, 74]
sous certaines hypotheses. Pour ces modeles, une hypothese d’irréductibilité est nécessaire
pour prouver l'unicité et la stabilité globale de 1’équilibre intérieur. Dans [19], des simula-
tions numériques ont été utilisées pour indiquer 'existence et la stabilité potentielle d’un
équilibre limite lorsque la matrice de mobilité n’est pas irréductible. Cependant, une éva-
luation théorique de la dynamique lorsque le réseau est réductible est un probléme ouvert.

Dans cette sous-section, nous établissons la stabilité asymptotique globale des équilibres
lorsque le réseau est réductible, en utilisant la méthode décrite dans 4.1. Un cas particulier
de ce résultat est que I’hypothese d’irréductibilité est une condition suffisante mais non
nécessaire a l'existence d'un équilibre intérieur.

Considérons un environnement spatialement hétérogene avec n patchs, dans lequel se
trouvent des hotes humains et des moustiques vecteurs. Les populations d’hotes voyagent
entre les patchs suivant une approche lagrangienne [19, 29, 72|, pour laquelle les temps de
résidence sont utilisés pour modéliser la mobilité humaine. Nous considérons une structure
épidémiologique S — I. En particulier, nous considérons le modeéle :

Si = Ani — Sni > lijloj — 11h,iShi

Jj=1

Ini = Sni > lijlo — (uni + i) In
j=1

Pouri=1,...,n, . n (4.28)
Svi=Npi — Sy Z Mijln; — (i + 0v,)Su
)
j'u,i =Sy Z mijln; — (i + 0v,i) v,

J=1

Ce modele est équivalent aux modeles considérés dans [19, 49]. Les entrées des matrices
M = (my;) et L = (l;;) représentent une cascade d’événements biologiques complexes
conduisant a l'infection, y compris le taux de piqures par patch, la probabilité d’infectio-
sité, la force d’infection et les schémas de mobilité des hotes.

Nous rappelons les résultats lorsque la matrice de connectivité est irréductible. Dans ce
cas, le modele présente une propriété de seuil nette : la maladie disparait de tous les
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patchs ou persiste dans tous, selon que le seuil appelé nombre de reproduction de base
est inférieur ou supérieur a l'unité.

En utilisant la méthode de prochaine génération comme auparavant, le nombre de repro-
duction de base du systeme (4.28) est donné par (voir [19, 49] :

Ry = p(diag(sﬂ) M diag™" (pun + yn) diag(Sp) L diag™ (1, + 5)>,

ou

Sy = diag™" (un)Ap, S = diag ™" (py + 6) Ay, M = (my;), L = (L),

et p(.) opérateur de rayon spectral.

Théoréme 4.6 :
[19, 49] En supposant que le réseau est irréductible, nous avons que

1. Si Ry <1, le DFE est globalement asymptotiquement stable.
2. Si Ry > 1, le DFE est instable et il existe un unique équilibre intérieur que GAS.

Maintenant, notre objectif est d’étudier la dynamique lorsque le réseau est réductible.
Dans ce cas, nous pouvons restructurer le réseau en composants irréductibles plus petits.
Les composantes peuvent étre soit maximales (c¢’est-a-dire un puits), soit minimales (c’est-
a~dire une source). Si la composante est minimale, alors sa dynamique n’est pas influencée
par le reste du réseau et sa dynamique est équivalente a celle du Théoreme 4.6.

Soit C, une composante irréductible qui possede n’ patchs (avec n’ < n) et qui est maxi-
male. Considérons la dynamique du systéme auxiliaire sur cette composante :

Sh,i = Ah,i - Sh,i Z lijjv,j - Sh,i Z lijdj - ,Uh,iSh,i
j=1

j=n'+1

/

Ini=Snid lijloj +Sni > lijdy — (pni + vni) i

pour i =1...n/ = L
Sui = Aui = Sus > miglhg = Sui Y mijd; — (Hoi + 604) S
J=1 j=n'+1
. n n B
[v,i - vai Z mij[hJ + Sv,i Z mijdj - (,uv,i + 51},1’)[1),1'
Jj=1 j=n/+1
(4.29)

Théoréme 4.7 :
Soit &* un équilibre pour le modele (4.29). Alors, * est un équilibre GAS pour tout
(d,d) > 0. En particulier, * est un équilibre intérieur si Roe > 1 ou si (d,d) > 0.

L’équilibre * peut étre un équilibre frontiere ou un équilibre intérieur selon son Ry et
selon I'équilibre des états des autres composantes irréductibles affectant la dynamique sur
C. C'est-a-dire sur la valeur du vecteur (d, d).

Si (d,d) := 0, le systétme (4.29) a la méme dynamique que le systéme (4.28), qui sont
fournis par le Théoreme 4.6.
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Si (d,d) > 0, les trajectoires du Systéme (4.29) convergent vers un équilibre intérieur,
quelle que soit la valeur du nombre de reproduction de base du Systeme (4.29).

Preuve (Preuve du Théoréme 4.7) :
Considérons la fonction de Lyapunov candidate suivante :

V= Z Ghi (Sh,i = Sp Sy + Iy — I ;In [h,i> +Z Gu.i (Sv,i =Sy IS+ 1L —1;;In [v,i) ;
i=1 i=1
ol gy k, pour k =1,...,n' sont donnés par
1 il .
Gvk = Zgh ZSh'L 1k]v,k

*
kz lka[hjz 1

Puisque C est une composante irréductible avec n' patchs, les coefficients g, sont bien
définis. Les coefficients gy ;, pour i = 1,2,...,n' seront définis ultérieurement. La dérivée
de V selon les trajectoires du systeme (4.29) est donnée par :

s S S, i
7 S 7 S ] ,% v,0 IUZ_I'U ot
Zzlgh (" MG, "iT, )+Zg ( Siig,, 1>

On commence par le premier terme de la somme comme suit :
) S,
* )2
Sh,i - Sh,z‘

. Iy . 1 ) 1
=1 —=5,;11—-5 .— I (1= 1F.
Sha , hﬂ]h{i h, ( h,zSh,i> + 1p, ( h,z]]m)

n’ n S*z
= (Ah,i - Sh,z‘ Z lij]v,j - Sh,i Z lijdj - Mh,iSh,i) <1 B SZ)

j=n'+1

n' [*l
(Shz > Uil ; + Sh Z lLijd; — (pns + ’Yh,i)[h,i) (1 _ [f’)

S n' 9
:All—ﬂ —Sz lzle— hﬂ
u(1-5) - (1-5)

)

. Shi Shi
—Sh,i | > lyd; (1 g2 ) — [h,iSh,i <1 - S:)

j=n'+1 Sh,’i s
i If, n I,
—l—ShzZlUIJ 1- + Shi Y ligdy (1 — 22
j=1 ]h,z j=n'+1 ]h,i
Iy,

i)

= A <1 — ?Z:) - i lijlo, (Shﬂ' - Z»i)

)

Z lwd (S}” Sh Z) M i (Sh,i - S;:,’L)

— (i + Vi) Insi (1 -

j=n'+1
n' n I* 4
+S;”ZZU ( ) +Shi S lid; (1 - h)
_] 1 j:n’+1 Ih}i

— (i + Yhi) (]hz fhz)
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Le deuxiéme terme nous donne :

+ Sy o o S; *
S SWZSUZ I Ivl[v,i - Av,i( sz) melhﬂ( o SUZ)

n

= > midy (Sui = S5) = (o + 003) (Sus — Si)
j=n'+1
d I, T
+Sv,i Zmijlh,j 1-— [ " + Sv,i Z mijdj 1-— [ "
j=1 V0 j=n/+1 .1

(//Jvz + 51} z) ( v,1 I:,z)

Ce qui nous donne :

. w St S S
- l{Al SusS ol (1 - h)- Si<1— ’M)
Zz;gh h ( S ) h Z j /( Shﬂ' h, Sh’i

/ *

I T
—Hhi (Shi - Shl) —i—ShlZ/L,L ; <1 = IT) + Shi (1 _ ’”)

Mhz+7hz (Ihz Ihz)}

g+ n ) g
_'_ngl AUZ <1 > Z“’u]/z/ v,i < - S“y%) - Z TI'LZ‘jdjSv,i <1 — Sv,z.>

j=n'+1

/’LUZ+(5UZ

I I,
) (Svi — ) - SMZ mijln i (1 — I:f) + S, Z m;d; ( [:z>

( j=n/41
) (1o = 1)

/"LUZ—"_5U%

) n’ S*z n' n' T
V=3 gniln, h" +> gni lilos | Shi— #Sh,i
i=1 Shii i=1  j=1 In,

n’ Ir n
+ Zghvi (S:L,i - ﬁsh,i> - Zgh,iuh,i (Sh,i — S;;z)
=1 " =1
n’ ) n S:Z
- Zghﬂ?(ﬂ'h,i + Yhi) (Ih,i - [h,i) + ng/\v,i (1 ~ g )
=1 V,0
I*. n' n B T*
+ng lZ'”z/]/z J ( v U’Z‘Sv,z) +ng,i Z ’NL,‘jdj (S* — IUZ'Sv,z)
v’ j=n'+1 v,

/

=3 ol + 000) (Sus — S5,) Z%”W+&J( - 1I;,)

=1
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4.2. Applications

‘ n S*Z n’ n’ . *i S :
V= S gnilni (1= 2 ) 3 gnid 1S5 Loy (1= 220
i=1 Shii i=1  j=1 I, hyi
a - Iy ; Shy s «
+D gni > lydiS, (1= o )~ > Ghitthi (Sh,i - S,w»)
i=1  j=n/+1 Ini hi i=1
n' n’ *
— > 9nilkni + i) ([h,i - f;ii) + ng,iAv,i (1 - S“)
=1 v,
CRR IS, a . I3 S
+ngz 9, A = |+ ng Z mud,SvL 1 —
i=1 j=1 ] S j=n/+1 ]v,i Sv,i
- Z gv,i(/lbui + 6v,i) (Sv,i ) ng 7 ,uv 7 + 611 2) ( v, ]:)(,z)
=1 =1
En se servant des équations de 1’équilibre on a
= Sh Z LDy 450, > Lydy + pnaSh,
j=n’+1
=S Z m,,[h] + S* Z TTl/ij(Zj + (po; + (5v7i)S;j’i
j=n/+1
(:uhl—i_ryhl Ihz Shzzlll v] /1/ Z ]f,/(]./
j=n'+1
(foi + 0pi) 1, Zm,,b” Ay + Z mwd Sei
Jj=n'+1
On obtient :
V = h,i /;/Z]z] U]+ S/H Z ]/vi(]./‘_‘_:uh,is;;i 1_ﬂ
'=1 j=n'+1 7 Sh,i
n’ ZS ; n' n I zS ;
( L h>+29h,iz li;d; S,,,<1 Z)
i=1 h,i Phi

+Zgh ZZ ]7] ]]1 I
hyi hi j=n'+1
n’ I
+Zgh,zuhﬂs;;,z ( S ) Zghz (SY/I i Z Z// v,j + S/] i Z ]/ ) ([ 1)
Z 1 hl Z 1 / // -+ h’L
n ~ S*
—i—ng (5, ; Z mily i+ Sy Z mijdj 4 (poi + 0u,i) S, ; (1 - S“)
j=n'+1 vt

I:,i Sv,i )

+ ;gw; I/),]'.,]‘A‘);J-Ihvj <1 — I ) S* '
+igv,i i mi;d; Sy ( LST)
=1 j=n’'+1 I,; S
n, * S’UZ
+ Z Gui (,uv,i + 51,,1‘)51}77; (1 — S* >

1= 1
eSSt 3 S“)< )

j=n'+1
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D’ou

¥ Shi _ Shi) , < Sti_ Su
V= Zghl:u’hlshz< bl _Sh >+ng1 /lez‘i_év,i)S:,i (2_ - = 7)
hz

*
i=1 i=1 S'U,i Sv,i
*
Zg Iy i S L [h,i>
h.i - - =
i=1 Shz Ih,i h.i Ih,i

h
gh,z kh.[ ] Uj Shz ]hl
+Zghzzlubhz v,j <_ hlShZ)
Ini Sh
n ~ S*
—I-ng (S, /Z”'u[h] +S5 > 777,7-]-(1]-) (1 - S“)

j=n’'+1 Uyt
:z Sv K s " 7 o :z Svi
+ng,lz /“/_I"Sz'./'-[h»j (1 Ivz S* ) + zgv,ij HZ/Jrl Tnijdjsw,'/ﬁ (1 - Ivz S* >
]vi
+ng(2m,, Ihj—i— Z m,Jd S, L) ( ]*7>
] n’+1 ’U,i

Ce qui nous mene a

/= A, + A, ; lid: _ Zhi _ Phizhi  Thi
% n+ +Zgh (Shl Z j )(3 S St T

j=n'+1

+ Z 9niSt Z lIE ( S:Z> - Z IS Z Ll

n
Iy

_Zgh,i[}{' (Shzzlm vg) Zghz

i=1

' (Shzzlml,]) +Zghl (Shzzll] v]) :

,’L

n’ i n 5 S* SUJ I,Z:l
+i§::19u,i5@,¢ j_;—i_l mz‘jdj (3 - ? — ?T — I*7> + ngz ’ijzlmij]h’j

n/

[ u * SZ,@ sz [vz ]h
Lo, ( Zm”l’”) +ng &t (2_ Sui Siilu I;*;,j) 30

=1

n’ S* S n' S;; Sh'
u A, = vi( i +003) S5 |2 — 222 t A, — insS i Phi)
. izzlg it 0u) w( Sui Sni ) o ;gh i hz( Shyi SZ,z‘)

Maintenant, étant donné l'expression de g, ;, '’équation (4.30) peut étre écrite comme :
: - = Shi Snilhi  Ina
Vo= At A+ gni [ Sis X lydy | (83— g — Gt — o
i=1 el Shi  Ohilni Ih7z'

SZ@ Shil;zki[v]

+Zg’”5’”zl"’ ( Shi z;Ih;I:::) ?z h’fzz(s’”zl” )
" 7 S* szI:z

D S B RO AT

i=1 ] v,i LUyt v,i j=1

j=nit1 v,i
n’ n’ S S . T ]h
+30 00085 Y my Iy (2 - S - T ) 4.31
;g, U,ij::l J h,]( Sv,i S* Isz}tj> ( )
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4.2. Applications

Nous choisissons g, = (gn.1,gh2,- - gna)’ comme solution du systéeme Bgy, = 0, ou :
,nl
— Z blj b21 c. bnll
=2
n/
blg — Z bgj . bn/2
B = =12

n'—1

b1 bops c. = Z by
=1

ou, pour 1 <r k <n'etr+#k, nous avons :

n' *
_oQx T )
ka - Sh,r 2 :l”Ivz
=1

—.
j=1 mij]h,j

Puisque C est irréductible, alors la matrice B est également irréductible, et donc le systéme
Bgj, = 0 a une solution positive g, > 0. En particulier, pour tout k£ € {1,2,...,n'}, gn
satisfait la relation

mlk[h k

=0. (4.32)

_gh,kSh,kZlkl]’L)7z ( J i/z]?ék' I+ h,j + Z gh TShTerZI
=1

* *
j=1 mij[h,j r=1,r#k 1mZJ[hj

En utilisant expression g, ;, I’équation (4.32) peut étre écrite comme :

gh]Shjlel l+zgvz mijl}t’j =0.

Par conséquent, ’équation (4.31) conduit a :

: a . Shi  Snilni  Ing
= A A E . * L-d. JE ot A L o b
v ESAP -t (Sh’Z 2.l j) <3 Shi  Shilni I,

i=1 j=n'+1

n' . n ~ S:J Syﬂ» [1’;1 ]v,i
et 35 ma (3= 5= - 72

j*n’—f—l

S;;z Shz[hz ,
+ZQMSMZZU M( Sh7 Iy, I} i
a 71 7Z ’U,]
S:z Sv,i I:i[h,'
+ngz me‘lh] ( - s 7‘ - 8*17];:]> (433)
v,i J

Les quatre premiers termes de (4.33) sont définis négatifs grace a l'inégalité moyenne
arithmétique-moyenne géométrique. Désignons par N les deux derniéres sommes de (4.33).
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En remplacant g,; par son expression et en commutant les indices [ et 7, on obtient :

- Shi S Lhi Ly Log
N = Zgh,z Zlm v]( S Sh Ih
_ K3 K i vg

+Z

S*l Sp1 L5 I,
Sl Syt (2= St Sea L Iy
gh7 h’z : ’U7l ]:1 mlj hJ ( S’U,l S*ZI'UJ IZ

] 1 lJIh] i=1 v, »J

S;;z Sh,i[;;,i]v,'
- Zgh%s’”zl” ]K Sh-_s;;.fh'pf
)2 7 N

n/
> ope1 Myrdp 7 k=1

1 il SR S S
[* 2 _ v] — ’U,] ’U,] 3

= Zg}”gh Zl ZZ 1mjk];:,k <4_ Shi  Snilniloy  Ssy;  Suy Ly Ihk>’

tjtu J * - -
Sy myed, v.j

- * * * *
Shi SpiInily;  Sey  Suilug iy

qui est définie-négative puisque le systéeme avec n’ patchs est irréductible (voir [43] fin
de la preuve du Théoréme 1.1). Ceci implique que V' est définie-négative et donc que
I’équilibre * est GAS; ceci termine la preuve.

Le Théoréme 4.7 nous assure la dynamique globale du systéme auxiliaire (4.29) et donc en
utilisant le Théoreme 4.1, une caractérisation globale complete de ’équilibre du Systeme
(4.28) est obtenue, indépendamment de la topologie de la matrice de connectivité.

4.3 Illustrations

Dans cette section, nous illustrons la méthode proposée dans 4.1 et 4.2.1 avec un cas
particulier et proposons quelques simulations numériques pour mettre en évidence les
résultats précédents.

4.3.1 Etude d’un cas avec 7 hotes et 7 vecteurs

Nous considérons un modele avec 7 hotes et 7 vecteurs ou la configuration du réseau
hote-vecteur est représentée par la Figure 4.2. Pour ce cas, le modele (4.5), sans tenir
compte des équations de R qui n’ont pas d’impact sur les équations restantes, peut étre
écrit comme suit :

S = A, — diag ' (N},)diag(S)A o B°I, — diag(1)S

E = diag '(N},)diag(S)A o B°I,, — diag(y + v)E

I = diag(v)E — diag(a)I), (4.34)
S, = A, — diag(8,)(A o B) diag™ (N,) I, — diag(p, + 6,)S,

I, = diag(8,)(A o B) diag™ (NI, — diag(p, + 6,) 1,
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4.3. Illustrations

ou
B, 0 0 0 0 0 0 Bii 0 0 0 0 B 0
o o
B31 P52 0 0 0 0 0 Pa1 Po2 O 0 0 0 0
o o o
Bs1 0 B33 P54 O 0 0 0 0 B33 B34 O 0 0
B=| 0 0 0 0 B 0 0 |.B=| 0 0 0 0 Bz 0 0
0 0 0 0 B 0 0 0 0 0 0 fBs 0 0
0 0 0 0 0 B 0 0 0 0 0 0 fg O
0 0 0 0 0 0 B, 0 0 0 0 0 Brs frs
En supposant que les éléments de la matrice de piqures A sont positifs, on pourrait
montrer que les matrices (Ao B)T Ao B® et Ao B°(Ao B)T ne sont pas irréductibles : En
effet, on a :
(AoB)TAo B® =
a?)151.15<f11 +a§11ﬁ2,1f3§)1 a2,162,1a2,265 , 0 0 0 0 0
a2,252,2a2,153)1 a§12/32,23§772 0 0 0 0 0
a3,3683,3a3,185 1 0 a3 383,385 3 a3,363,3a3,455 4 0 0 0
a3,463,4a3,15§,1 Y a3,453,4@3,3ﬂ§,3 a§,4B3,4,@§,4 0 0 0
0 0 0 0 a3 584,585 5 + a2 585,588 0 0
01,651.5(11,1%{1 0 0 0 0 (lgﬁﬂe,sﬂgﬁ a7,6[37,6a7,7ﬂ%7
0 0 0 0 0 0 a2 87,783 ;
Ao B°(Ao B)T =
Uf‘ilﬁl,lﬁf:l a1,15f11a2,152,1 0 0 0 0 0
a2,165 1a1,181,1 03,152,155,1 +a§,252,2ﬁ§,2 0 0 0 0 0
a3,15§,1a1,1ﬂ1,1 a3,15§,1a2,1f32,1 a§,353,3ﬁ§,3 + a§,453,45§,4 0 0 0 0
0 0 0 ai,5ﬁ4.5/3215 04,5527505,5135,5 0 0
0 0 0 as,585 5a4,584,5 aZ 585,583 5 0 0
a6,6688 691,651,6 0 0 0 0 ag 686,685 ¢ 6,688 697,687,6
0 0 0 0 0 0 a2 ;87,783 4

Ces deux matrices ne sont pas irréductibles car leurs graphes respectifs ne sont pas for-

1000000
0100000
001 0O0O00©O0

tement connectés. On peut aussi voir que, avec P = 0000O01O0]/|,ona
000O0O0O01
0001000
0000100

PT Ao B°(Ao B)T P est de la forme ]\04 ][\j

Cependant, comme indiqué précédemment, nous pouvons structurer le réseau en compo-
santes irréductibles comme dans la figure 4.2. De plus, nous pouvons remarquer a partir
de la figure 4.2 (ou le diagramme condensé 4.3), que C; et Cs sont des sources du graphe
condensé. C’est-a-dire que ce sont des noeuds sans arétes entrantes. Ainsi, la dynamique
de ces composants est indépendante de variables autres que les leurs propres. Nous effec-
tuons I'étude sur ces deux sources C; et Cs :
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Chapitre 4. L’effet de I’hétérogénéité et dynamique globale de sous-populations faiblement connectées

e Sur (q, la dynamique est donnée par, pour i = 1,2 et j = 1,2,

2

) I,

Si=A; — 221 ai,jBZjSiﬁ — 1135
j= 7

2
. I,
Ei=)_ aiif7;S N’J — (i + i) B
.= i
I = v, By — o1 (Cl)
2
. I,
Sug=Noj = @iiPigSoi 7 — (Hv,j + 00,5) S j
=1 7

= — (pj + 00 )L

2 .
Loy =2 aiiBijSui 57
i=1 i

Dans la suite, on va utiliser le résultat général (4.7) du calcul de R pour le systeme (4.5).
Le taux de reproduction de base du modele Cy est R ., = p(Ne,) ol

Ny a%ﬁl,lﬁillﬂ i aglﬂz,lﬂg,ll’z Ny a11a1,2P1,157 o1 a2102,232,155 5v2
po, 14001 \ (r14p1)or Ny (va+u2)aaNa Ho,2+00,2 (vi4p1)a1 Ny (v2+p2)aaNo
Ncl =
Ny.2 a1,1a1,2P1,287 11 a2102,2532,285 V2 Ny.2 aﬁﬁmﬁf@yl + 03252,253,21/2
Ho,1+0u,1 (v1+p1)or Ny (v2+p2)oa No Ho,2+0u,2 \ (V14p1)or Ny (v2+p2)oa No
e Sur Cs, la dynamique est donnée par :
. I
[o3 U’7
Sy = A7 — aljﬁlﬁ&ﬁ — p7S7
7
. I
o > v,7
By = a7787 51+ — (pr + v7) B
. Ny
I = B — aqly (05)
. [7
Svr =Ny — a'7,7ﬂ7,75v,77N — (w7 + 60,7)Su7
7
. ]7
I, = G7,757,75v,7*N — (o7 + Ou ) Lur
7

Le nombre de reproduction de base pour la composante irréductible Cs est :

a$,757,75<7>,7V7Nu,7

R2, = '
%6 (G074 po) (7 + v7) oz Ny

Remarque 4.2 :
Si R(Q),Cl > 1 et Ra% > 1, alors nous pouvons prévoir que l’équilibre endémique dans
I’ensemble du réseau est fortement endémique grace au Theoreme 4.4.

Supposons que Racl < 1let R&CS > 1. Par conséquent, les trajectoires du modele (C)
convergent vers le DF Ec,, que nous dénotons par ¢ = (59,59,0,0,0,0,S,.1, Sy2,0,0).
De méme, il existe un équilibre endémique unique de GAS &5 = (S, B, Ir, S,.7, Sy 7) pour
le modele (C5).

Ainsi, en appliquant la méthode de réduction du paragraphe 4.1, la dynamique du
Systeme 4.34 est équivalente au modele représenté par le réseau illustré dans la figure
4.4. Etant donné la dynamique sur C; et Cs, la dynamique sur la composante irréductible
restante est la suivante :

142



4.3. Illustrations

e Sur Cy4, la dynamique est donnée par :

) I,
Se = N — a6,65g,656F’6 - ,U656
6

. ]v
Ee = aﬁ,e‘ﬁgﬁsﬁﬁﬁ — (6 + v6) B
. 6
Is = v s — sl _ (04)
' Ig I
5v,6 = Av,6 - a6,656,65v,67 - a7,6ﬁ7,63v,67 - (,%,6 + 5v,6)5v,6

Ng - Ng
. 1, I
I,6 = a6,656,65v,6ﬁ66 + a?,ﬁﬁ?,ﬁsvﬁﬁ; — (fto,6 + 00,6) L,

puisque ]371 = 0 (le vecteur infecté a 1’équilibre de C;). En utilisant la Remarque 4.1, le
nombre de reproduction de base sur Cy est :

2 a%,eﬁﬁ,Gﬁg,ﬁVﬁNm
(6 + V) (0,6 + fo,6) No

0,C4 —

Cependant, il est intéressant de noter que, quelles que soient les valeurs de R%,Cu la maladie
sera endémique dans cette composante. Cela est dii au fait que le systeme se comporte
comme s'il y avait un afflux continu d’infectés (I; > 0) dans le systeéme (voir [14]). De
plus, le Systeme (C}) a la méme forme que le Systeme (4.9) donné dans le Théoreme 4.4,
ott d7 = 0 et d; = I. Ainsi, selon le Théoréme 4.4, Punique équilibre endémique du
Modele (Cy), &4 = (Ss, Es, Is, Su.6, Sus), est GAS. De plus, le composant Cy est découplé
du reste du systeme (Voir 4.4). Il reste donc a étudier le systéme donné par le schéma
suivant (4.5) :

g N\ g
Cy C's
N
N
7 AN \ |
Ve AN \
| 13<> 1
\
B3,3 B3,4 ' 4,5 BS 5 !
. B2 LN Ba,s A
| 3,3 50 \ %
B?) 4 ! \
b
! | 83,5 N Bs,5
N 7
@ A
N - _ _
J S J

FIGURE 4.5 — Partie connectée de 4.4.

Maintenant, nous appliquons la méthode de réduction au systéme dont la configuration
réseau est donnée par la figure 4.5. En effet, dans la figure 4.5, Cy est I’élément minimal
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et la dynamique sur celui-ci est donnée par :

4
. I,
Sy =A3 = ag;35 S5~ — j13Ss

=3 N3
) 4 I,
b3 = Za&jﬁg,jsi% N — (3 + 13) E3
. j=3 3 (02)
Is = v3bis — a3l
. I
Svj =Ny j — a3,j53,j5v,jﬁ3 — (fo,j + 6u,5)Su,;
. I
I, ;= a3,j53,jsv,jﬁ — (M j + 0p )1y s

3

pour j = 3,4, puisque 13,1 = 0 (le vecteur infecté a 1’équilibre de C;). Le nombre de
reproduction de base du modele (Cy) est :

Vs G§,353,35§,3Nv,3 a§,453,45§,4Nv,4

as(ps + v3) N3 0,3 + fho3 Op.a + o4

2 _
RO,CQ -

La dynamique du systeme (C5) est complétement déterminée par R%@, par le Théo-
reme 4.4. Pour notre illustration, nous choisissons des parametres tels que Ra@ > 1.
C’est-a-dire qu’il existe un unique équilibre endémique interieur

Ty = (Ss, B3, I, Sv,?,, Sv,4>jv,37jv74)

et il est GAS. Par conséquent, en appliquant notre méthode de réduction sur la figure
4.5, la seule composante irréductible restante sur le réseau est Cs, qui est traitée dans le
point suivant :

e Sur C3, la dynamique de la maladie est capturée par le systeme :

- o IU,5
Si =N — az‘,55[2-,55i N, 1S
E; = i 505 K[s — (pi +vi) B
ji = ViEi — O-/i]i Z
. g I I (C2)
Svs = Nys — Z ai,55z‘,55v,5ﬁ — a3,563,55v,5ﬁ — (fo5 + 005)55
i=4 7 _ 3

: > I; I3
I,5 = Zai,sﬁi,SSv,Sﬁ + a3,563,55v,5ﬁ — (pos + 0u5) 105,

i=4 ( 3

pour ¢ = 4,5. Le nombre de reproduction de base correspondant est :

s Nys GZ,554,55Z,5V4 a§7555755§’5u5
003 — )
5 Ops+ fos |a(pa +va) Ny as(ps + v5)Ns

Comme indiqué précédemment, un équilibre fortement endémique est GAS, quelle que soit
la valeur de R%,C;g' Nous désignons cet équilibre par &3 = (S4, S5, F4, Es, 4, I5, Sy 5, 1y 5).
Ceci termine 1'étude asymptotique du systeme (4.34). L’équilibre global du systeme (4.34)
est

* 0 = = = =
T = (x17w27w37w47w5)7

qui est un équilibre endémique mixte et est GAS.
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4.3. Illustrations

Pour résumer, la figure 4.6 fournit les différents scénarios qui conduiraient a différents
types d’équilibres.

o (X1,X2,X3,%4,X5)

> (x9,%9,X3,%4,%5)

ﬁ Ra% > 1

Co \\\ 040 = = =
- R2 <1 \ 117 (x17X2aX3’X47X5)

0,03 = 25 -
AN s
Rg,CH > Lo [ \\\\\ > /'» (X(I)?Xgaxg,ilhif))

TN
9 \\\

Rio,cy > Lo vl /

|
I SO VA 0 0 3. 5 0
Z Gl
l R2 . < )
‘ )
| &

2 A
RO,CH <1

0 0 0 % 0
’R%C (x1, X3, X3, X4, X5)
,Cs

2

0 0
R07C5 —

(X(1)7X83X37X47X(5))

(5(175(2’5(3;5(47Xg)

()_(17)_(27)_{37X27Xg)

FIGURE 4.6 — Effets des nombres de reproduction de base locaux sur la nature des équi-
libres du systeme global.

Remarque 4.3 :

Apres la premiere itération de la méthode, le nombre de reproduction locale sur chaque
composante irréductible, jocq, ne détermine pas toujours l'issue de I'infection dans cette
composante particulier. En effet, c’était le cas avec R%,Cg et R%,C ,» ou ils peuvent étre
inférieurs a un alors que la maladie est toujours endémique dans leurs composants irré-
ductibles respectifs.

Le trajet vert dans 4.6 présente le cas ou Racl > 1 et R&CS > 1. Dans ce cas, les autres
nombres de reproduction de base des autres populations locales ne sont pas pertinents et
la maladie persistera dans toutes les populations. L’identification de ce type de scénarios
permet d’allouer les ressources limitées la ou elles sont le plus importantes. Par exemple,
dans ce cas particulier, cibler les populations de Cs, C3 ou C5 aurait été un effort infructueux
pour diminuer ou éliminer I'infection. De méme, si R§., > 1 et Rf .. < 1, les nombres de
reproduction de base des autres populations locales dans Cy et Cs ne sont pas pertinents
et la maladie persistera dans ces composantes. Seule Rg,c , a de 'importance en termes de
résultat global — chemins en rouge si R§., <1 et chemins en bleu si R§,, > 1.

4.3.2 Simulations numériques

Comme le souligne la section 4.3.1, si la connectivité du réseau est réductible, méme un
systeme de dimension relativement faible peut donner lieu a un comportement dynamique
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global riche. Selon les nombres de reproduction de base de certains composants fortement
connectés, I’équilibre globalement asymptotiquement stable du systéme peut étre un équi-
libre sans maladie, un équilibre de frontiere ou un équilibre intérieur, comme vu dans 4.6.
Dans ce qui suit, nous effectuons quelques simulations numériques pour illustrer ’existence
d’un équilibre a la frontiere globalement asymptotiquement stable, lorsque la connectivité
du réseau des sous-populations est réductible. A cette fin, nous considérons le cas étudié
dans 4.3.1, avec sept sous-populations d’hotes et sept sous-populations de vecteurs. Sauf
indication contraire, les parametres de base du modele sont choisis comme suit :

000 0 0 0 0 0 0
003 000 0 0 0 0 0
000 0 00l 001 0 0 0
B=| 0o 0o 0 0 00l 0 0 [,
0 0 0 0 00l 0 0
0o 0 0 0 0 00l 0
0 0 0 0 0 0 005
002 0 0 0 0 04 0
000 000 0 0 0 0 0
0 0 00l 001 0 0 0
B=| 0o 0o 0 0 00l 0 0
0O 0 0 0 00l 0 0
0o 0 0 0 0 00l 0
0 0 0 0 0 00l 005
2 1 1 31/1500 500
3 1 | 31/1500 1000
1 Ll N 7/6000 3000
M=|1l,u=—| 1|, v==|5],a=| 1/600 |,A =] 1000 |,
1 150011 4 151 5 1/375 1000
3 1 5 2/1875 200
1 1 5 11/1500 1000
1 10
1 10
e 1
o=—1\11,6=10""] 7 et a; =1, pourtout i,je€{1,2,...,7}
5], ;
1 4
1 5

Avec ces valeurs, et les expressions des nombres de reproduction de base obtenues dans
le paragraphe 4.3.1, nous obtenons les inégalités suivantes : Roc, < 1, Roc, > 1, Roc, >
1, Roc, > 1et Roe, < 1. Les figures 4.7 et 4.8 montrent les trajectoires des solutions
représentant les sous-populations d’hotes et de vecteurs infectés, respectivement. Comme
prévu par 'analyse effectuée ci-dessus, les solutions convergent vers un équilibre endé-
mique de frontiere. On peut remarquer que la maladie est endémique dans la composante
Cy (Ig(t) — Is > 0 et Ly(t) — I, > 0) malgré le fait que Roe, < 1. Dans ce cas,
I’équilibre mixte obtenu coincide avec le type d’équilibre obtenu dans le cas d’étude. En
effet, avec ces conditions sur les nombres de reproduction de base, la méthode mene au
deuxiéme équilibre du haut sur la figure 4.6 : &* = (29, Zo, T3, T4, Ts5).
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RO,C& < 1, R0705 > 1, RU-C2 > 1, 'R,(),C3 > 1 and R0704 <1
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FIGURE 4.7 — Simulation de la dynamique des populations d’hotes infectieux.

/R,(),C1 < 1, R0705 > 1, RO,C’Z > 1, 7—\’,0_/03 > 1 and RO,C’4 <1
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FIGURE 4.8 — Simulation de la dynamique des populations de vecteurs infectieux.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une procédure qui permet une analyse complete
d’une classe de grands systemes dynamiques qui modélisent une maladie impliquant les in-
teractions de plusieurs populations. En effet, typiquement, la dynamique d’un modeéle épi-
démique qui incorpore des populations multiples dépend de la satisfaction d’une condition
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de seuil. C’est-a-dire qu’un équilibre trivial, ou I’équilibre sans maladie est globalement
asymptotiquement stable (GAS) quand le nombre de reproduction de base est inférieure a
I'unité ainsi que l'existence d’un équilibre intérieur unique qui est GAS lorsque le nombre
de reproduction de base est supérieur a I'unité. Cependant, tous ces résultats, notamment
celui de la stabilité de I’équilibre endémique, nécessitaient une irréductibilité de la matrice
qui relie les populations. Ici, nous avons proposé une méthode qui permet de caractériser
la dynamique globale de ce type de modele quelle que soit la nature de la configuration du
réseau. En particulier, nous montrons que la dynamique de ces sous-populations faible-
ment connectées est liée a la dynamique des systemes auxiliaires et a la dynamique lorsque
le réseau est irréductible. Comme modele, nous avons considéré la dynamique de deux mo-
deles mathématiques qui décrivent 'interaction entre plusieurs sous-populations, pour la
stabilité globale des équilibres sont connus si les matrices de connectivité sont irréduc-
tibles. Pour ces deux classes de modeles, nous analysons le comportement asymptotique
des systemes auxiliaires correspondants, ce qui permet de caractériser completement la
dynamique globale de ces modeles. La méthode consiste a décomposer le réseau en une
collection de sous-réseaux irréductibles et a étudier la dynamique d’un systeme dynamique
auxiliaire qui rend compte de la dynamique de chaque sous-réseau irréductible ainsi que
des effets des autres sous-réseaux connectés a ce dernier.

Plus important encore, nous avons présenté la procédure ainsi que les liens naturels entre
les nombres de reproduction de base “locaux” et la dynamique du sous-réseau avec lequel
ils peuvent étre connectés mais pas fortement connectés. La méthode permet également
de déterminer si un sous-réseau constitue une source - ou l'infection non seulement per-
siste, mais déclenche également l'infection dans d’autres sous-réseaux - ou un puits - ou
Iinfection est maintenue uniquement en raison de sa connectivité avec d’autres sources.
La méthode se compose de deux étapes principales. La premiere étape étudie la dyna-
mique du modele sur une composante irréductible du réseau. Ce systeme auxiliaire est
le systeme réduit sur un sous-réseau irréductible. La deuxieme étape consiste a utiliser
un résultat de Vidyasagar sur les systemes dynamiques triangulaires pour réduire I’étude
du systeme global a I’étude des sous-systemes auxiliaires. Par incrémentation successive,
nous complétons 'analyse du systeme. Par notre méthode, il est possible de montrer qu'un
équilibre intérieur peut étre GAS méme si la matrice de connectivité est réductible. De
plus, il est également possible de montrer qu’un équilibre limite est également GAS. Nous
avons appliqué la méthode a deux modeles épidémiques complexes avec de multiples sous-
populations. Pour ces modeles, nous avons caractérisé la dynamique complete des systemes
auxiliaires correspondants et déduit la dynamique globale des systémes initiaux, quelle
que soit la structure de la connectivité entre les sous-populations. Ces résultats caracté-
risent la dynamique globale de tous les types d’équilibres. Bien qu’un résultat similaire ait
été présenté dans [34] et appliqué a des modeles multi-groupes SEIR pour les maladies
directement transmissibles, notre méthode est plus simple a mettre en ceuvre.
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A

Outils mathématiques

Cette annexe est consacré a la présentation des définitions et outils mathématiques utilisés
dans notre travail.

A.1 Notions de base sur les systemes différentiels or-
dinaires

Définition A.1 (Systémes autonomes, non autonomes) :
Soit X un sous ensemble de R™ et T" un sous ensemble de R.
Un systeme différentiel de la forme suivante :

dx

E:f(x,lt) reX, teT (A.1)
est dit un systéme autonome si la fonction f ne dépend que de la variable vectorielle z.
Sinon, il est non-autonome.

Un systeme autonome s’écrit comme suit :

d

dit” —f(z) zeX (A.2)
ou f est une fonction définie sur un ouvert connexe X de R", a valeur dans R"”. On
suppose que f € C'(X).

Définition A.2 :

On appelle probleme de Cauchy, la solution d’un systeme différentielle (A.1) ou la fonction
f est définie sur le domaine X x T, et d’un point de départ (o, z¢) € R x R™ dite condition
initiale du probléme (A.1). On le note

dat (A.3)

d
{ x—f(a:,t) reX, teT,
ZE(t()):l’().

Le théoreme de Cauchy-Lipschitz nous donne les conditions qui assurent l’existence et
I'unicité de la solution du systeme (A.3).
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Dans tout ce qui suit, nous ne nous intéressons qu’aux systeémes de type autonome ou la
fonction f dépend implicitement de ¢, ou x sera la variable d’état et t représente le temps.

Définition A.3 (Flot) :
On appelle flot du systeme des équations différentielles (A.2) avec condition initiale z(¢y) =
xo 'application

o,: (T,X) — R"
(t,z9) — Py = P(x,t)

Un semi-flot sur X est une fonction continue ® : X x RT — X qui satisfait :
(i) &g = Idx (ou Idx représente l'identité de X).
(ii)) @40 Py = Py, pour t,s > 0.

Ou ®@;(z) = ®(x,t) pour z € X et t € RT.

On note la solution du systeme différentielle (A.2) par ®,(z).
Définition A.4 (Trajectoire, semi-orbite, orbite) :

Trajectoire On appelle trajectoire d'un point x de X D'application @, : ¢t — &;(x).

Semi-orbite vt = {®;(x): t € Rt} (resp. v~ = {P4(z) : t € R™}) est la semi-orbite
positive de = (resp. est la semi-orbite négative de x).

Orbite y(z) = {®:(z) : t € R} est 'orbite de x.

Corollaire A.1 (Propriétés du systéme différentiel autonome) :

— Les trajectoires d'un systeme différentiel autonome ne peuvent pas se croiser.

— Un systeme autonome est invariant par translation, c’es-a-dire, si x est solution du
systeme (A.2) sur un intervalle X C R” et une condition initiale (o, z9) € T x X
alors pour tout 7 € R, la fonction t — z(¢ + 7) est aussi solution.

Définition A.5 (Ensemble simplement connexe dans le plan) :
Un ensemble M est dit simplement connexe si toute courbe fermée dans M n’entoure que
des points de M.

Définition A.6 (Ensemble invariant) :

e Un sous-ensemble I' de X est dit positivement invariant si &,I' C I' pour tout
t>0.

e Un sous-ensemble I' de X est dit négativement invariant si &,I' C I' pour tout
t <0.

o Un ensemble I' de X est dit invariant si &,I' = I' pour tout t € R.
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Définition A.7 (Ensemble invariant maximal) :
L’ensemble I',,,. € X est dit un ensemble invariant maximal s’il est le plus petit ensemble
invariant positif qui contient tous les ensembles positifs contenus dans X.

Définition A.8 (Ensemble invariant isolé) :
Un sous-ensemble non vide I' de X, invariant pour ®,, est appelé ensemble invariant isolé
[11] sl s’agit de 'ensemble invariant maximal dans un voisinage de lui-méme.

Un résultat plus simple est donnée dans la proposition suivante afin de montrer que
Iorthant positif est positivement invariant.

Proposition A.1 :
Considérons le systeme d’équations différentielles en R™ donné par (A.1),

x(t) = (x1(t), - ,2a(t), f(t,x) = (fi(t,x), -, fu(t,x)), ou f(t,z) est défini pour tout
t>0, 1 €R"

Supposons que f a la propriété telle que la solution du probleme (A.1) avec la valeur
initiale x(tg) = xo est unique pour zy € [0,00), tg > 0. En outre, supposons que pour tout
j=1,---,n,t >0, nous avons :

fi(t,z) > 0 pour tout z € [0,00)", z; =0, t>0.
Alors x(t) € [0,00)™ pour tout t > t; > 0 et pour tout z(ty) € [0, 00)".
Définition A.9 (Point d’équilibre) :
On appelle point d’équilibre (point critique ol point stationnaire) du systeme (A.2) tout

point x* € X tel que :
Ve e X, f(z*) =0.

Les points d’équilibre sont des trajectoires du systéme (A.2), ils correspondent aux solu-
tions constantes.

Définition A.10 (Notion de stabilité) :
Soit le systeme (A.2) avec 2* € X C R" un point d’équilibre et ||.|| une norme de R"
* On dit que z* est un point d’équilibre stable si

Ve>0,30>0tel que |zg— 2| <= |P(x0) — "] < €Vt >t
* On dit que le point d’équilibre x* du systeme (A.2) est instable s’il n’est pas stable.
Définition A.11 (Point d’équilibre asymptotiquement stable) :
On dit qu’un point d’équilibre x* du systémes d’équations différentielles (A.2) est asymp-
totiquement stable si z* est stable et si,

39 > 0 tel que ||zg — 2*|| < dy = tggl ||®4 () — x*|| = 0.
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Définition A.12 (Point d’équilibre globalement asymptotiquement stable) :
Le point d’équilibre est dit globalement asymptotiquement stable si la stabilité asympto-
tique définie dans la Définition A.11 est valable pour tout état initial dans R™.

A.2 Quelques propriétés utiles des matrices

Définition A.13 :

1. Une matrice A dans M,, ,,(R) est dite positive [resp. strictement positive] et on
note A > 0 [resp. A > 0], si tous ses coefficients sont positifs ou nuls [resp. stricte-
ment positifs].

2. Une matrice A dans M,, ,,,(R) est dite négative [resp. strictement négative| et on
note A < 0 [resp. A < 0], si tous ses coefficients sont négatifs ou nuls [resp.
strictement négatifs].

Définition A.14 :
Une matrice A dans M, ,(R) est dite a diagonale strictement dominante si pour tout

1 €N
Jazil > D lai,l.
J#i
Définition A.15 :
Soit A € M,,(R) une matrice ayant ses valeurs propres Ay, -, A, € C.

— Le rayon spectral de A noté par p(A) est défini par :

p(A) = max [\

1<i<n
— L’abscisse spectrale de A notée par s(A) est définie par :

s(A) = max Re(\)

1<i<n

Définition A.16 (Z-signe) :
Une matrice B = [b;;] a le Z-signe si b;; <0, Vi # j.

Définition A.17 (M-Matrice) :
On dit qu'une matrice A = (a;;); j=1,..n € M, (R) est une M-Matrice si tous ses coeflicients
extra-diagonaux sont négatifs, c’est-a-dire a,; < 0 pour tout ¢ , j avec i # j
et 8'il existe un k > 0 et une matrice B tels que B = b;j avec b;; € M, (R)Vi,j=1,---,n
tel que

A=kI—B et k>p(B),

avec [ est la matrice identité.
Si k> 0 alors A est dite une M-Matrice non singuliere.
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Définition A.18 (Décomposition réguliere d’'une M-Matrice) :
Soit A une M-matrice dans M,,(R), on appelle décomposition réguliere de A toute dé-

composition de la forme
A=F-V

Avec F' et V sont deux matrices tel que F' > 0i.e (F};); j=1,...» > 0, et V est une M-matrice
asymptotiquement stable.

Remarque A.1 :
V' est une M-matrice asymptotiquement stable si seulement si V' est inversible.

Théoréeme A.1 :

Soit A = (aij)ij=1,.n. € My(R) ayant tous ces éléments extra diagonaux négatifs i.e
a;; < 0 pour tout ¢ # j. Si la somme de chaque colonne de A est strictement positif, alors
A est une M-Matrice non-singuliére.

Lemme A.1 :
Si F est positive et V est une M-matrice inversible, alors p(FV 1) < 1 si et seulement si
toutes les valeurs propres de A = (F' — V') ont des parties réelles négatives.

Théoréme A.2 (Théoréeme de Hadamard) :
Soit M € M,,(R), si M est a diagonale strictement dominante alors M est inversible.

A.3 Critéres de stabilité

On considere le systeme d’équations différentielles donné par I’équation (A.2), selon la
fonction f on distingue deux cas comme suit :

A.3.1 Cas linéaire

Dans ce cas le systeme différentielle (A.2) s’écrit
T = Az, (A.4)

ol A est une matrice d’ordre n, (A € M, (R)).

Théoréme A.3 :

* L’état d’équilibre * = 0 du (A.4) est asymptotiquement stable si et seulement si
toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement négative.
L’équilibre est aussi dit exponentiellement stable (c-a-d il existe C, v > 0 tel que

|et4]] < Ce™t, vt > 0).

* L’état d’équilibre z* est stable si et seulement si toutes les valeurs propres de la
matrice A sont de partie réelle négative ou nulle et que celles de partie réelle nulle
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sont semi-simples.
Le semi-flot est uniformément borné : il existe C' > 0 tel que ||| < C, V¢ > 0.

Remarque A.2 :
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

e Une valeur propre A est semi-simple (ou non-défective).
e La multiplicité de A dans le polynéme minimal est 1

e Les multiplicités algébriques et géométriques de A\ coincident.

A.3.2 Cas non-linéaire

Définition A.19 :
On note par le systéme linéarisé du systéme (A.2) en z*, le systéme qui s’écrit comme
suit :

i = J(2")(x — 2*) + f(z*) (A.5)

ou J = (Df)(z*) est la dérivée de f en x* est appelé la matrice Jacobienne.

Avant d’énoncer le théoréeme qui nous donne la relation entre la stabilité des systemes
(A.5) et (A.2).

On fait appel aux résultats suivants :

Définition A.20 :

Soient x et y deux champs de vecteurs sur une variété M. On dit qu’ils
sont topologiquement équivalents s’il existe un homeomorphisme A : M — M qui envoie
les trajectoires de = sur celles de y et qui respecte la direction du temps. Si, en outre, h
est un C*-diffeomorphisme, z et y sont k-equivalents.

Théoréme A.4 (Hartman-Grobman, voir [27]) :

Soit x* est un point d’équilibre hyperbolique d’un champ de vecteurs régulier z, il existe
un voisinage U de z* tel que les champs de vecteurs = et de J(z*) soient topologiquement
équivalent sur U.

Théoréme A.5 :

— La matrice Jacobienne J est une matrice Hurwitz (c-a-d toutes les valeurs propres
sont de parties réelles négatives) alors I’équilibre z* est localement asymptotique-
ment stable.

— Supposons que J(z*) a au moins une valeur propre de partie réelle strictement
positive, alors x* est instable.

Finalement, c’est claire que la condition de stabilité d’un point d’équilibre nécessite une
vérification que toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne sont de partie réelle
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négative, chose qui n’est pas toujours facile et évidente car le calcul des valeurs propres
de la Jacobienne n’est pas toujours facile. Cependant, il existe des criteres permettant de
conclure a la stabilité locale ou I'instabilité d’un point d’équilibre sans calculer les valeurs
propres de la matrice Jacobienne associée au systeme.

On commence par le critere de Routh-Hurwitz suivant :

A.3.3 Critere de Routh-Hurwitz [28]

Le critere de Routh-Hurwitz est un critere algébrique permettant d’évaluer la stabilité
d’un systeme et de déterminer une condition nécessaire et suffisante pour qu’un poly-
nome admette toutes ses racines dans le demi-plan gauche ouvert.

Soit le polynome P, défini par I'expression ci-dessous,
P()\) = Oén>\n + an—l/\n—l + -+ Oél/\ + +ag (A6)

Soit H une matrice dite de Hurwitz, H est une matrice carrée d’ordre n définie comme

suit :

Qp—1 Op_3 Opp5 Qp_7

Qp—2 Op_g Op_g

Op—1 Qp_3 Qp_5
(079 Qp_9 Op_g
0 Op—1 Op_3

coof

Notons par Hj, le mineur d’ordre k de la matrice H.
Hl = 0Op-1

H2:

H3 = Qp Qp—2 Op_yg

Théoréme A.6 :
Toutes les racines de P ont une partie réelle négative <= Hy >0,V k € [1,n].

Dans notre étude les racines de P sont les valeurs propres de 1’équation caractéristique
det(J — AI) = 0, ce qui implique le résultat suivant :
Le point d’équilibre est asymptotiquement stable <= Hy, > 0,V k € [1,n].

e Pour n = 1, nous avons clairement H; = «y > 0 implique que la racine de P(\)

Q
est ——2 < 0.
a

e Pour n = 2, les conditions de Hurwitz, sont H; > 0 et Hy > 0 :

(03] 0

= g1
Qo O 0

H1 = |Oé0| et HQ =
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Les criteres de Routh-Hurwitz H; > 0 et Hy > 0 se réduisent a
ag >0 et apag > 0.

Ces conditions sont équivalentes & Tr(A) < 0 et det(A) > 0 ou A est une matrice
de dimension 2 dont P est son polyndéme caractéristique.

A.3.4 Regle de Descartes [2, 61]

Soit P un polynéme d’ordre n défini par :

P(z) = ap + a1z + asx® + - - + apxy, a, # 0.

Proposition A.2 :
Si tous les coefficients de P sont positifs, alors P n’a pas de racines positives.

Corollaire A.2 :
Si tous les coefficients de P sont non nuls et de signes alternés alors P n’admet pas de
racine négative.

Proposition A.3 :
S’il y a un seul changement de signe dans les coefficients de P, alors il y’a exactement une
racine positive.

Théoréme A.7 (Régle de Descartes des signes ) :

Le nombre de racines positives d'un polynéme P avec des coefficients réels ne dépasse pas
le nombre de changements de signe de ses coefficients ordonnés ( ordonnés par la valeur
de leur indice). Un coefficient nul n’est pas compté comme un changement de signe.

A.3.5 Théoréme de Vidyasagar
On rappelle ’énoncé du théoreme de Vidyasaga [88]

Théoréme A.8 :
On considére un systéme de classe C!' comme suit :

{ = hin) (A7)

Ty = fow1,22)

Tel que l'origine de R™ est globalement asymptotiquement stable pour le systéeme isolé
i1 = fi(zq) sur R™ et tel que lorigine de R™ est globalement asymptotiquement stable

pour iy = f5(0, z3).

Alors 'origine est asymptotiquement stable pour le systéme (A.7).

Si toutes les trajectoires sont bornées alors 'origine est globalement asymptotiquement
stable sur R™ x R™.
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A.3.6 La seconde matrice composée additive [67]

Une des méthodes qui permet de montrer et d’étudier la stabilité de ’équilibre z* autre
que le critere de Routh-Hrurwitz se base sur la matrice Jacobienne et les propriétés de la
seconde matrice composée additive de la matrice Jacobienne.

Soit une matrice A d’ordre n et soit k£ un entier tel que 1 < k < n.
La k®™ matrice composée additive A*! de A est une matrice ( " ) X ( 5 ) La k®™° matrice
composée additive est définie comme suit :

Définition A.21 (La k®*™° composée additive d’une matrice) :
La k®™ composée additive d’une matrice est calculée comme suit :

d
AN = (T +tA)W)-

dt

(I +tA)R — R
= lim

h—0 h

Il s’en suit que Uentrée b5 ( ou (r) et (s) sont des n-uplets d’indices, librement choisis
dans un certain ensemble) dans A" est donnée par :

apt + -+ apk si (1) =(s)
(—=1)"ag i une seule entrée ren (r) ne se produit pas en
(s) et s; ne se produit pas
0 si (1) # (s) dans une ou plusieurs choix

b =

r

(A.8)

Remarque A.3: 1. Si k=1, A¥ = A et dans le cas ot k = n, AM = tr(A).
2. (A+ B)lF = BIF 1AM,
3. L’application A — A" est linéaire.

Exemple A.1 (Pour le casou k=2 et k=3) :
La deuxiéme composée additive d’une matrice Al de taille n x n, A = (@ij)1<i j<n pOUr
n =1,2 et 3 est donnée comme suit :

n=2 ai1 + age = tr(A),
ai; + age a3 —ay3
n=3 asp arjr + ass a12 :
—ag; an Q22 + G33
[a11 + ag a3 o —ay3 —a1q 0 ]
as2 a1 + ass a34 ay2 0 —ayq
ned 42 43 a1y + Qg 0 ay2 a3
—asy a91 0 (9o + a33 a34 —Q24
—ay1 0 a1 Q43 A2z + Qyq 23
.0 —ay1 asy —Qy42 asz a33 1+ Qg4
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Lemme A.2 :
Soit M une matrice d’ordre n avec des entrées réelles. Pour que M soit stable, il est
nécessaire et suffisant que

1. la seconde matrice composée additive M@ soit stable,
2. (=1)" det(A) > 0.

Dans le cas d’une matrice d’ordre 3 nous avons le lemme suivant

Lemme A.3 :

Soit M une matrice réelle de taille 3x 3. Si tr(M), det(M) et det( M) sont tous négatives,
alors toutes les valeurs propres de la matrice M sont de parties réelles négatives [66,
Lemma 3.

A.4 Meéthode de Lyapunov et Principe d’invariance
de LaSalle

Définition A.22 (Fonction définie positive) :
Soit X un sous-ensemble de R™. Une fonction V € X est dite :

v' Localement définie positive si pour tout z € D (D : un ensemble voisinage de z*)
V(z) > 0 sauf pour z = z*, V(z*) = 0. Si X = R" | c’est-a-dire la propriété
ci-dessus pour ’ensemble de 'espace de départ, la fonction V' est dite globalement
définie positive.

v La fonction V' est dite définie négative si —V est définie positive.
v' La fonction V est dite semi-définie positive si V(z*) =0 et V(x) > 0.

v' La fonction V' est dite semi-définie négative si V(z*) =0 et V(z) < 0.

Définition A.23 (fonction candidate de Lyapunov) :
Soit la fonction V' : X — R™ et 2 = 0 est un point d’équilibre dans X, la fonction V' :
R™ — R est une fonction candidate de Lyapounov si

* V est est définie positive,

* ces dérivées sont partielles continues,

* V(0) =0,

* Ve e U\ {0} V(z) >0, pour un certain voisinage U de l'origine.
La dérivée de Lie V de la fonction V le long du champ de vecteurs f du systéeme (A.2)
est définie par :

V(@) = (VV(x), f(x)).

ou (-,-) désigne le produit scalaire dans I’espace considéré et V 'opérateur gradient.

Si de plus une fonction candidate de Lyapounov V vérifie : Vo € W\ {0} V(x) < 0 pour
un certain voisinage U de l'origine, on dit que V' est une fonction de Lyapounov.
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Définition A.24 ( Fonction radialement non-bornée) :
On dit qu’une fonction V' définie positive est radialement non-bornée si

lim V(x)= +oo.
||z||=+o0

Théoréme A.9 (Théoréme de stabilité de Lyapunov) :
Supposons qu’il existe une fonction V' tel que :

1. V est définie positive.
2. V est définie négative.
3. V est radialement non-bornée.

alors le point d’équilibre x* est globalement asymptotiquement stable pour le systeme

(A.2).

Le théoreme de LaSalle (1960) nous permet de conclure la stabilité asymptotique globale
d’un systeéme dans le cas plus général i.e V' < 0.

Théoréme A.10 (Principe d’invariance de LaSalle [59]) :
Soit V' une fonction de X C R™ — R, supposons que X est un ensemble compact positi-
vement invariant pour le systéme (A.2) en z* tel que :

1. V est une fonction définie positive de classe C*.
2. V est semi-définie négative sur X (c-a-d V(x) < 0 pour tout z € X).
3. La seule solution de w = f(w), V(w) = 0 est w(t) = 0 pour tout t € T'.

alors le point d’équilibre x* est globalement asymptotiquement stable pour le systeme

(A.2).

Remarque A .4 :
La derniere propriété est équivalent a prouver que le plus grand ensemble positivement
invariant est inclue dans F = {x e X |V(ix)= O}, et E est réduit au point d’équilibre

{z7}.

A.4.1 Une fonction de controle de Lyapunov CLF

Une fonction de controle de Lyapunov (CLF) [83] est utilisée pour vérifier si un systeéme
est asymptotiquement stabilisable, ¢’est-a-dire si, pour tout état x, il existe une commande
u(z,t) telle que le systéme peut étre amené a Iétat zéro asymptotiquement en appliquant
le controle wu.

Plus formellement, supposons que 1’on nous donne un systéme dynamique autonome avec
des entrées,

T = f(z,u)

ou x € R" est le vecteur d’état et u € R™ est le vecteur de controle, et nous voulons
conduire les états a un équilibre sans maladie, soit x = 0, a partir de chaque état initial
dans un certain domaine D C R".
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Définition A.25 :

Une fonction de contréle de Lyapunov (CLF) est une fonction V' : D — R qui est conti-
nuellement différentiable, définie positive (c’est-a-dire que V' (z) est positive sauf a = = 0
ou elle est nulle), et telle que

Vo #0,Ju V(z,u) = VV(z)- f(z,u) < 0¥z #0,3u V(z,u) = VV(z)- f(z,u) <O0.

A.5 Théorie de Li-Muldowney (approche gémotrique
pour la stabilité globale)

Définition A.26 (mesure de Lozinskii) :
Notons par |.| une norme sur R". Associée a ||.|| la norme matricielle induite.
Soit  un vecteur de R™ et M une matrice de taille n x n telle que

M| = sup [Mz|
lz|=1

Est également associée a la norme ||.|| une application g : M, x, — R est appelée la
mesure de Lozinskii [65] définie par

T +RM| -1
N(M)_hlgéi h

(A.9)

ou I désigne l'opérateur identité.

Nous exposons brievement un cadre mathématique général pour prouver la stabilité glo-
bale de I’équilibre endémique :

Considérons le systeme des équations différentielles (A.2) dans R™.
Ou f est une fonction C'(D,R™) avec D un ouvert de R™, on note par x(t, zy) la solution
de (A.2) telle que x(0,z9) = 2o . On considere les hypotheses suivantes :

7-[1) D est simplement connexe.
Hs) 11 existe un ensemble compact K absorbant tel que K C D.
H3) L’équation (A.2) possede un unique équilibre & dans D.

On définit une matrice B par :

B = P,pP! Paf[z]P‘l Al
= Py + 9 (A.10)

ou :
P est une fonction matricielle de classe C! pour x € D. Supposons que P! existe et soit
continue pour x € K, I'ensemble compact absorbant.

opi; "
les coefficients de la matrice Py sont données par : (p;;); = 8p L f(x),
T
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of® 0
et g est la seconde matrice composée additive associée a la matrice Jacobienne 8f
x x
On définit la quantité q par :
1 gt
g = lim supsup— | wu(B(z(s,z0)))ds
t—o00 zeD t 0

Alors nous avons le résultat suivant

Théoréme A.11 :
Sous les hypotheses(H,), (Hz) et (H3), s'il existe un 6 > 0 tel que ¢ < § < 0 sur 'ensemble
K, alors il n’existe pas une courbe fermée rectifiable simple dans D.

Théoréme A.12 :
Supposons que D est simplement connexe. Si les trois conditions (#H;), (Hz2) et (Hs) sont
satisfaites et ¢ < 0 alors le point d’équilibre = est globalement stable.

Remarque A.5 :
Exemple de courbe fermée rectifiable simple dans notre cas sont : les cycles, les
orbites homoclines et les cycles limites.

La persistance uniforme [38]

Avant d’énoncer le Théoréme principale de la persistance uniforme [38, Theoréeme 4.3],
nous avons besoin de quelques notations et définitions.

Soit X un espace métrique avec la métrique d. Soit R I'ensemble des nombres réels avec
la structure topologique et algébrique habituelle, et soit R, (I’ensembles de nombres réels
positifs). Nous considérons le flot continu ® sur X voir la définition A.3.

Pour tout I' C X, on définit :

y([) =@(T,R), ~+7(I)=2T,R"), + ()= R")

Remarque A.6 :

Pour le singleton {z}, les ensembles correspondants sont dénommés ~y(zx), v (x), v~ (x)
et sont, respectivement, appelés trajectoire, trajectoire positive et trajectoire négative de
x.

Définition A.27 :
Un ensemble I' C X est dit invariant, positivement invariant ou négativement invariant
si et seulement si I' = (T"), I' = 4 (T') ou I' = v (T'), respectivement.

Définition A.28 :
Pour tout e, I' € X et pour tout x € X, nous définissons :
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STel={z : v € X, dz,M) <e}.

L’ensemble oméga limite de x € X est défini comme suit

At (x) = {y € X ily aunesuite {t,} C Ry, avec lim 7, = oo et lim O(x,t,) =y

n—oo

Proposition A.4 :
Pour tout z € X, AT (x) est un ensemble invariant fermé.

Notons la restriction de ®; a OI" par 0®;.

Définition A.29 (Acyclique) :
O®, est dit acyclique s’il existe un recouvrement isolé S = U%, S; tel qu’aucun sous-
ensemble des {S;} ne forme un cycle (voir [22, Définition 2.6))

Définition A.30 (Point dissipatif) :

Le flot est dit point dissipatif sur un ensemble non vide I' C X s’il existe un ensemble
compact N C X tel que pour tout y € I, il existe t(y) > 0 tel que pour tout t > t(y),
d(y,t) el

Soit I' un sous-ensemble fermé de X, la frontiere, la fermeture et l'intérieur de I' sont
dénotés par OI', I" et I, respectivement.

Définition A.31 (persistance uniforme) :
® est uniformément persistante si de > 0,Vx € I,

lim inf(d®(x,t)),0l) > e.

t—+o00

Maintenant, soit S I’ensemble invariant maximal de 9, sur OI'.

Supposons que S est un ensemble invariant fermé et qu’il existe un recouvrement {Ss }aca
de &, ou A est un ensemble des indices non vide, S, C II'; S C Upea Sa et S, sont des
ensembles invariants fermés disjoints deux a deux. En outre, nous faisons I'hypothese
suivante :

(H)
(i) Tous les S, sont des ensembles invariants isolés du flot ;.
(i1) {Sa}aca est acyclique.

(iii) Tout sous-ensemble compact de OI" contient au plus des ensembles finis de {S, }aca-

Théoréme A.13 (Persistance uniforme (Théoréme 4.3 [38])) :
Soit F un sous-ensemble fermé positivement invariant de X sur lequel un flot ® continu
est bien défini.

162

|



A.6. Le nombre de reproduction de base Ry

Supposons qu’il existe une constante a > 0 telle que le flot soit point dissipatif sur
S[OT, a] N T et 'hypothese (H) est vérifiée.

Alors le flot ® est uniformément persistant si et seulement si
WH(N,)NS[Or, o] NT = .

Pour tout o € A, ou WH(N,) {y € X : AT(y) C N,}.

A.6 Le nombre de reproduction de base R,

Etant donnée une maladie, une des questions fondamentales est de savoir si elle peut
se propager dans la population ou non, c’est-a-dire si elle peut causer des dégats et se
transformer en une épidémie, ou bien elle finira par disparaitre au bout d’un certain temps.
Ceci revient a calculer un parametre clé en épidémiologie le Ry.

Cette technique a été élaborée et introduite par Diekmann et Heesterbeek dans [32] et
puis reprise par Van den Driessche et Watmough dans [87] pour les systémes en dimension
finie.

Mathématiquement le calcul de ce parametre clé Ry revient a calculer le rayon spectral
d’une matrice dite "matrice de prochaine génération".

Une breve présentation de la méthode de prochaine génération pour des systemes déter-
ministes en dimension finie est donnée dans la section suivante :

A.6.1 Meéthode de Van den Driessche et Watmough pour calcu-
ler le Ry [87]

La détermination de la matrice de prochaine génération implique la répartition du sys-
teme a étudier en deux compartiments ; le compartiment des infectés (latents , infectieux,
semi-immune,...) et le compartiment des individus non infectés (susceptibles, guéris,...).

Soit une épidémie modélisée par un systeme d’équations différentielles ordinaires, on sup-
pose qu’il existe n compartiments dans lesquels les m premiers compartiments sont ceux
des infectés.

Suivant cette répartition on peut écrire notre systéme comme suit :

dz; -

U= fiwy) s 2(0) 20 pour i=1,...,m; x=(r1,....20)7,

dt

" (A)
o = 9@ )5 y(0) =0 pour j=mlng = (YmirseeYa)'

Notons par X, I'ensemble des états sans maladie, i.e.

tel que :
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F(X)

'™ T, (X)

F1GURE A.1 — Le bilan de ce qui rentre et de ce qui sort d’'un compartiment d’infecté ¢

Fi(x) représente le taux d’apparition de nouveaux cas d’infections (de toute sorte ho-
rizontale! ou verticale?) dans le compartiment i.

ViH(x) représente le taux des individus infectés qui proviennent des autres comparti-
ments au compartiment ¢, par toute autre cause (déplacement, guérison, vieillisse-
ment, etc ...).

V. (x) représente le taux des individus infectés qui quittent le compartiment i, exemple
par mortalité, par changement de statut épidémiologique, par mouvement etc ....

Chaque fonction est supposée étre au moins deux fois différentiable par rapport a la va-
riable z.

Le systeme (A) peut s’écrire sous la forme :
i = Fi(x) = Vi(z) (A.1)

avec V(z) = V; (z) — Vi ().

Les fonctions F;, V; et V" sont supposées vérifier les hypothéses (H;)-(Hs). Comme
chaque fonction représente un transfert direct des individus, elles sont toutes positives.

Alors :

(Hy) Siz >0alors F;, Vi et Vi > 0pouri=1,...,m.
Si un compartiment est vide, rien ne peut en sortir ni par mortalité, infection ou

autre moyen.
(Hs) Six; =0alors V; = 0. En particulier si x € X alors V, =0 pouri=1,...,m.
La condition suivante provient du simple fait que I'incidence de I'infection pour les

compartiments des non infectés est nulles.

(H;) F; =0 pouri>m.

1. transmission de la maladie d’un individu & un individu.
2. transmission de la maladie de la mére & son enfant.
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(H,) Sixe X, alors Fi(x) =V (z) =0 pouri=1,---,m.

(Hs) Si F(z) = 0 alors toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne D f(zy)

ont des parties réelles positives en un point zo € X,.

Sous les conditions précédentes, pour un xy € X, les matrices I’ et V' sont définies par

le lemme suivant :

Lemme A4 :

Si xg est un équilibre sans maladie (un équilibre ou tous les compartiments des infectés
sont nuls noté DFE) du systeme (A.1) et fi(z) satisfait (H;)—(Hs), alors les matrice

Jacobiennes DF(zq) et DV(x() sont données par :

DF(wo) = (1; 8)

DV(0) = (1 ;4) |

Ou F et V sont deux matrices de taille m x m définies par :

oV

po [

n a.l'j 8$j

(xo)] V= [(:co)] avec 1 < i,§ < m.

F' est positive et V' est une M-matrice non-singuliere et toutes les valeurs propres de Jy

sont de partie réelle positive.

Preuve :
Soit x¢ un équilibre sans maladie i.e 5 € X,

O O0Tm OTm+1 Oxn
_ 0x1 O0Tm OTm+1 OTn
DF(xo) = OFmy1 . Fmyr OFmyr . OFmpr
ox1 Orm OTm 41 Oxn
61‘1 833771 6xm+1 8In

En utilisant les hypotheses (Hs) et (Hy) 22t = 0si i > m ou j > m.

ox;
(250 e oV o L. V1
91 Ozm 0Tm41 O,
% . LV”L 8]}77% e WV
= g1 o 0T m41 Ox
DV(xo) = |ovun . ovah olli | ovals
9z1 Ozm OTm+t1 Oxn
% “ e 8Vn % e 8Vn
9z1 Ozm O0Tm 41 Oty
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De méme, en utilisant (Hs),(Hy) si x € X, alors V; = 0 pour ¢ < m, par conséquent,
% =0 pour ¢ < m et 7 > m. Cela montre la partition indiquée dans le lemme.

J
F' est une matrice positive F' > 0, car F vérifie les hypotheses (Hy),(Hs).

oV
Reste a montrer que V' est une M-matrice non-singuliere, V = 5 (xo)].
Ly

yEME

Soit e; un vecteur de la base euclidienne ; autrement dit e; est la 7 colonne de la matrice

identité de taille n x n. Ensuite, pour j =1--- ,m,
oV Vi(zo + 1) — Vi(zo)
=1
Oz, (z0) h—0+ h

Pour i = 1,---m, Vi(z9) = 0, car de (Hs) V;

“(x0) = 0, et de (Hy), V;' (x9) = 0 pour
t=1---m.

€

Le DFE zy € X, alors ces m premiers éléments sont tous nuls, et si i # j la i com-

posante de xg + he; = 0, de (Hs), nous avons si x = 0; V;” = 0 et on sait que si > 0,
aV; . S,
V" > 0 alors Vi(zo + he;) < 0, tout cela implique a—(:cg) < 0Opouri<metij. On
N

j
conclue que V' a le Z-signe.

En utilisant I’hypothese (Hj), toutes les valeurs propres de V sont de parties réelles
positives, ces deux conditions impliquant que V' est une M-matrice non singuliere ; voir le
Théoreme A.1.

La condition (Hs) implique aussi que toutes les valeurs propres de J; sont de parties
réelles positives.

La matrice F'V ™! est appelée opérateur de la prochaine génération.

Un élément (i, k) de F est interprété comme le nombre d’individus infectés dans le com-
partiment ¢ engendré par un individu infecté initialement introduit dans le compartiment

k.

Un élément (i,k) de V! est interprété comme le temps passé dans le compartiment i
d’un individu infecté initialement introduit dans le compartiment k.

Un élément (i,k) de FV ™! est interprété comme le nombre de nouvelles infections at-
tendues dans le compartiment ¢ produit par un individu infecté présenté originellement
dans le compartiment k.

Alors Rq est défini comme le rayon spectral de l'opérateur de la prochaine génération
FVv-lie.
Ro = p(FV ).

Théoreme A.14 :

Considérons le modele de transmission d’une maladie donnée par (A) ou f satisfait les
conditions(H;)-(Hs).

Si zg est un équilibre sans maladie (DFE) du modele, alors :
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— Si Ry < 1, le DFE 1z est localement asymptotiquement stable (LAS).
— Si R > 1, alors le DFE xq est instable.

Preuve :
Soit J* la matrice Jacobienne du systéme du (A.1) calculée au point d’équilibre sans
maladie,

. F-V 0
s A
Notons par J; = F' — V', I’équilibre sans maladie est localement asymptotiquement stable
si toutes les valeurs propres de J* ont des parties réelles négatives. Les valeurs propres de
J* sont celles de J; et —J4.

Du lemme précédent les valeurs propres de —J; ont toutes des parties réelles négatives,
donc pour que I'équilibre sans maladie soit localement asymptotiquement stable (LAS) il
faut que toutes les valeurs propres de .J; soient négatives, rappelons que F' est positive et
V' est une M-matrice non-singuliére et en utilisant le lemme A.1, on déduit que DFE est
LAS si seulement si Rg < 1.

Pour que le DFE soit instable il suffit qu’il existe au moins une valeur propre de J; de
partie réelle positive. On peut directement appliquer le lemme [87, Lemme 6|, avec H = V/
et K =F.

A.7 Eléments de base de la théorie des graphes

Dans cette partie, nous présentons brievement certains éléments de base de la théorie des
graphes.

Définition A.32 :
Un graphe est une paire G = (V,€) qui se compose d’un ensemble de sommets (ou
neeuds ou points) V et d'un ensemble d’arétes (ou lignes) £ CV x V' :

e Sommets : v; € V,
o Arétes : e;; = (v;,v;) € €.

Par exemple, dans A.3a, nous avons :
V - {Ula 1)27/037,04} et g == {(Ula ,02)7 (/027,01)7 (U27v4)7 (U47 UQ)a (U3a 1)4)7 (1)377)1)}-

Voici quelques propriétés importantes :

v' Le graphe G est appelé non-orienté si e;; € £ = e;; € £.

v Un chemin est une séquence d’arétes (v;, vy, ), (viy,v,), - -, (v1,_,,v;), qui mene de
V; a vy .

v" Un graphe non-orienté G est appelé connecté s’il existe un chemin entre deux nceuds
distincts quelconques de G.
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VYV

(a) Un exemple de graphe avec 3 som- (b) Un graphe orienté avec trois som-
mets et 3 arrétes (Un graphe simple non  mets et quatre arétes (Un graphe simple
orienté). orienté).

8 8
Z - Z

§O ()
OO OIOSS OSSN

FiGURE A.3 — Exemples des graphes

Définition A.33 :

e Un graphe orienté (digraphe) G est fortement connecté si pour toute paire ordon-
née (v;,v;) de sommets de G, il existe un chemin qui mene de v; a v,.

e Un digraphe est dit faiblement connecté s’il existe un chemin non orienté entre

deux sommets distincts quelconques de G.

Un graphe peut avoir une représentation matricielle et la structure d’'un graphe peut étre
déterminée a ’aide des propriétés de la matrice correspondante.

Un graphe G(A) de A est défini comme étant le graphe orienté sur n sommets {vy, va, ..., v, }
dans lequel il existe une aréte dirigée menant de v; a v; si et seulement si a;; # 0.

Par exemple, les matrices A et B qui représentent les graphes G(A) dans A.3a et G(B)
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dans A.3b sont :

0200 0270
300 4 300 4
A=15058 1] ¢ B=|g 0 s 1
0500 0500

Définition A.34 :
Une matrice A, «, est dite réductible §’il existe une matrice de permutation P telle que

ran (XY
PAP_<0 pap

ou X et Z sont toutes les deux carrées. Sinon, on dit que A est irréductible.

L’irréductibilité des matrices peut étre caractérisée en utilisant les graphes associés qui
représentent les matrices correspondantes.

Le théoreme suivant lie I'irréductibilité d’une matrice a la connexité de son graphe. Sa
preuve peut étre trouvée dans tous les manuels standards d’analyse matricielle (voir [47],
par exemple).

Théoréme A.15 :
Une matrice n x n A est irréductible si et seulement si le graphe orienté G(A) correspon-
dant est fortement connecté.

Par exemple, la matrice A qui représente les graphes G(A) dans A.3a est réductible, tan-
dis que la matrice B qui représente les graphes G(B) dans A.3b est irréductible.

Selon ce théoreme, si une matrice A est irréductible, alors son graphe orienté corres-
pondant G(A) est fortement connecté. Toutefois, si G(A) = (V,E) n’est pas fortement
connecté, il est toujours possible de partitionner V en un ensemble disjoint de sommets
appelés composantes fortement connectées du graphe.

Définition A.35 :

Une composante fortement connectée d’un graphe orienté G(A) = (V, E) est 'ensemble
maximal de sommets C C V telle que pour toute paire ordonnée (v;,v;) de sommets de C,
il existe un chemin qui mene de v; a v;.

Par exemple, le graphe G(A) dans A.3a n’est pas fortement connecté car sa matrice
correspondante n’est pas irréductible. Cependant, il est possible de décomposer G(A) en
un ensemble de composantes irréductibles comme indiqué dans A 4.

En particulier, A.4a décompose les sommets de A.3a en deux composantes irréductibles
Cy et Cy (ensembles de sommets hachurés). A.4b montre le graphe condensé en termes de
composantes irréductibles. La composante irréductible C; est appelée source (un nceud
sans arétes entrantes) et Cy est appelé sink (un nceud sans arétes sortantes).
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(a) Composantes irréductibles du graphe en A.3a.  (b) Graphe condensé de A.4a.

FIGURE A.4 — Décomposition d'un graphe non fortement connecté en composantes
fortement connectées.

A.8 Sensibilité locale

A.8.1 Introduction

Puisque les modeles que nous étudions deviennent complexes méme trop complexes a
cause du phénomene naturelle modélisé.
Dans ce cas, de nombreuses questions se posent lorsque nous voulons représenter un
modele qui représente un phénomene réel.
— Le modele fonctionne-t-il correctement ? Répond-il de maniere appropriée aux va-
riations des parametres ?
— Quels processus sont prédominants dans le systeme étudié ? Quels processus inter-
agissent 7
— Quel est le poids des incertitudes des différents parametres d’entrée sur la simula-
tion des sorties 7 Quels parametres dois-je estimer plus précisément pour réduire
les incertitudes de la sortie simulée 7 Quels sont ceux qu’on pourra fixer sans consé-
quences ?
Pour tout ce qui suit, considérons la représentation graphique suivante : En général, Y

Input (Factor)

X

est donné par
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Ou X et Y sont des signaux a valeurs vectorielles.

L’idée générale de I'analyse de sensibilité est de fournir aux auteurs de modeles mathé-
matiques et de simulation des outils permettant d’apprécier la dépendance de la sortie du
modele par rapport a son entrée, et d’étudier I'importance de chaque entrée du modele
dans la détermination de sa sortie.

A.8.2 Analyse de sensibilité locale

Définition A.36 :

L’analyse de sensibilité locale, est 'effet d’'une petite perturbation autour d’un des facteurs
d’entrée sur la sortie du modele.

L’indice de sensibilité normalisé d'une variable a un parameétre est le rapport entre la
variation relative de la variable d’intérét et la variation relative de chaque parametre
d’entrée. Lorsque la variable est une fonction différentiable du parametre, 'indice de
sensibilité normalisé ¢, d'un parametre p est défini comme suit :

oY,
= =1,...N,7=1,.... M.
(pXuYJ 8X1 G y e AV J PR

Analyse de sensibilité locale quantifie 'importance des entrées du modele par rapport a
la sortie du modele, ce qui est mathématiquement une vue locale des dérivées partielles .
La perturbation est appliquée facteur par facteur (méthode OAT One-At-a-Time).

D 0 (=p

D

X

A.8.3 Analyse de sensibilité globale

L’analyse de sensibilité globale est le processus qui consiste a attribuer l'incertitude des
résultats a l'incertitude de chaque facteur d’entrée sur toute leur plage d’intérét. Une
analyse de sensibilité est considérée comme globale lorsque tous les facteurs d’entrée sont
modifiés simultanément et que la sensibilité est évaluée sur toute la gamme de chaque
facteur d’entrée.

L’Analyse de sensibilité globale quantifie I'importance des entrées du modele et de leurs
interactions par rapport a la sortie du modele. Elle fournit une vision globale de I'influence
des entrées sur les sorties.

Remarque A.7 :

L’analyse d’incertitude fait appel & un certain nombre de techniques pour déterminer la
fiabilité des prédictions du modeéle, en tenant compte de diverses sources d’incertitude
dans les données d’entrée du modele.
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A.9 Interprétation

Définition A.37 ( Le niéme percentile) :

Le nieme percentile est le plus petit score qui est supérieur ou égal a un certain pourcentage
des données. Pour reformuler, il s’agit du pourcentage de données qui se situe au niveau
ou en dessous d'une certaine observation. C’est la définition utilisée dans les statistiques.
Supposons que notre n est de 25, nous recherchons donc le score le plus minimal qui est
plus proéminent que 25%.

A.9.1 Les diagrammes en boite

Les diagrammes en boite présentent graphiquement le résumé a cinq chiffres. La boite
principale indique les 25e et 75e percentiles des données tracées. La médiane est indiquée
par une ligne épaisse traversant la boite. Les moustaches qui partent de la boite indiquent
I’étendue des données..

F1GURE A.5 — Un exemple de diagramme en boite dite boite a moustache

A.9.2 Conclusion

— L’analyse de sensibilité (AS) permet d’étudier comment l'incertitude de la sortie
d’un modele peut étre affectée a différentes sources d’incertitude dans I'entrée du
modele.

— Elle peut étre utilisée pour déterminer les variables d’entrée qui contribuent le plus
au comportement d’une sortie dans le but de bien contrdler la maladie.

— Il nous aide & identifier les entrées non influentes.

— Identifier les parametres et les variables d’entrée qui influencent le plus la sortie de
notre modele et les connaitre précisément.

— Identifier les parametres et les variables d’entrée qui n’ont pas une forte influence
sur la sortie de notre modele et les connaitre précisément.
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