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(mention mathématiques appliquées)

par
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Directeur : Abderrahman IGGIDR Chargé de Recherche (HDR) Inria,
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Résumé
L’objectif de cette thèse est l’étude d’une classe de modèles mathématiques décrivant
quelques problèmes relatifs à l’infection par le parasite Plasmodium falciparum qui cause
le paludisme et dont le vecteur responsable de la transmission est le moustique femelle du
genre Anophèle.
On divise le travail en trois grandes parties, la première partie concerne l’analyse de la
propagation du paludisme au sein d’une population isolée. On a étudié la stabilité globale
de l’équilibre sans maladie en fonction des différents paramètres épidémiologiques quand
le nombre de reproduction de base est inférieur à un. Quand ce nombre est supérieur à
un on a prouvé l’existence d’un unique équilibre endémique. En s’inspirant de l’approche
géométrique introduite par Li et Muldowney, on a donné une condition suffisante pour
que cet équilibre endémique soit globalement asymptotiquement stable. Un estimateur
d’état est construit dans le but d’estimer la taille des différentes classes des populations
humaines en utilisant la mesure du nombre de nouveaux humains infectés par unité de
temps. Nous avons aussi proposé deux stratégies de contrôle pour éradiquer la maladie.
Enfin pour mieux comprendre la dynamique de propagation de la maladie et pour désigner
les paramètres dont l’influence est la plus forte, nous avons fait l’étude de la sensibilité
locale du nombre de reproduction de base par rapport à chaque paramètre.
La deuxième partie est dédiée à l’étude d’un modèle qui décrit l’interaction et la propa-
gation de la maladie au sein d’une population humaine divisée en deux sous-populations
locale et non-locale, la première sous-population suit une croissance linéaire quant à la
population des non-locaux, elle suit une croissance logistique au sein de la première. Nous
faisons le choix d’étudier l’impact de la migration des personnes d’un pays endémique
vers un autre pays déclaré sans maladie ou en voie d’éradication de la maladie. Notre
analyse a donné des conditions de la persistance de la maladie, nous avons étudié la possi-
bilité de contrôle de la maladie dans un premier temps à travers le contrôle de la capacité
limite, puis nous avons développé une méthode basée sur une matrice dite matrice de
transmission vectorielle qui a servi à déterminer le lien entre les deux sous-populations et
la population des moustiques, et en fonction des valeurs d’entrée de cette dernière dans
le but de contrôler la maladie. Par ailleurs une étude de sensibilité locale et globale du
niveau d’infectés locaux et non-locaux a été faite pour déterminer les paramètres d’entrée
du modèle les plus sensibles.
La dernière partie est consacrée à l’étude de la dynamique globale des modèles avec de
multiples sous-populations qui sont supposées être faiblement interconnectées. Notre tra-
vail met en évidence une procédure qui permet d’avoir une analyse complète de beaucoup
de systèmes dynamiques modélisant la propagation d’une maladie qui fait intervenir diffé-
rentes populations. Le but est de pouvoir déterminer la stabilité globale de l’équilibre sans
maladie quand le nombre de reproduction de base est inférieur à un ainsi que la stabilité
globale des différents types (intérieurs ou frontière) des équilibres endémiques en fonction
des différents nombres de reproduction de base locaux et de la nature des interconnexions
entre les composantes du réseau.

Mots-clés: épidémiologie mathématique, systèmes non linéaires, stabilité, modèles multi-
groupes, systèmes en réseau.
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Abstract

The main purpose of this thesis is to study a class of mathematical models describing some
problems related to the infection by the Plasmodium falciparum parasite which causes
malaria and whose vector is the female mosquito of the species Anopheles.
The work is divided into three main parts, the first part is related to the analysis of
the spread of malaria in an isolated population. The global stability of the disease-free
equilibrium is studied according to the different epidemiological parameters when the
basic reproduction number is lower than one. When this number is higher than one, the
existence of a unique endemic equilibrium is proved. Inspired by the geometric approach
introduced by Li and Muldowney, we provided a sufficient condition for this endemic
equilibrium to be globally asymptotically stable. A state estimator was constructed to
estimate the size of human populations based on the measurement of the number of
newly infected humans per unit time. We also proposed two control strategies to eradicate
the disease. Finally, to better understand the dynamics of the spread of the disease and
to identify the most influential parameters, we have studied the local sensitivity of the
number of basic reproduction with respect to each parameter.
The second part is about the study of a model that describes the interaction and the
spread of the disease within a human population that is divided into two subpopulations,
local and non-local. The first subpopulation follows a linear growth while the non-local
population follows a logistic growth among the first. We choose to study the impact of
the migration of people from an endemic country to another country declared free of
the disease or towards the eradication of the disease. Our analysis yielded conditions
of the persistence of the disease, we studied the possibility of controlling the disease in
a first step through the control of the carrying capacity, then we developed a method
based on a matrix called matrix of vectorial transmission which was used to determine
the link between the two subpopulations and the population of mosquitoes, according to
the values of this matrix entries in order to ensure the control of the disease spread. In
addition, a local and global sensitivity study of the level of local and non-local infection
was performed to determine the most influential model input parameters.
The last part is devoted to the study of the global dynamics of models with multiple
subpopulations that are assumed to be weakly interconnected. Our work highlights a
process that allows us to perform a complete analysis of many dynamical systems modeling
the spread of a disease that involves different populations. The objective is to be able to
determine the global stability of the disease-free equilibrium when the basic reproduction
number is less than one as well as the global stability of the different types (interior
or frontier) of endemic equilibria as a function of the different local basic reproduction
numbers and the nature of the interconnections between the network components.

Keywords: mathematical epidemiology, nonlinear systems, stability, multi-group models,
networked systems.
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Introduction générale

Le paludisme est une maladie vectorielle transmise à l’être humain principalement par la
piqûre des moustiques plus précisément les anophèles femelles infectées. Elle est considé-
rée comme l’une des maladies les plus dangereuses au monde. L’organisation mondiale de
la santé (OMS) estime qu’il y a eu environ 219 millions de cas et 435000 décès liés à cette
maladie en 2017. Le paludisme est l’un des plus grands risques auxquels les voyageurs
peuvent être confrontés à l’étranger. Ils peuvent être exposés à cette infection dans 87
pays du monde, principalement en Afrique, en Asie et dans les Amériques [91].
Malheureusement, les victimes les plus exposées au risque d’infection par le paludisme
comprennent beaucoup plus de nourrissons et d’enfants de moins de 5 ans. Cependant,
l’impact de la maladie est très fort sur les femmes enceintes, notamment pendant leurs
première grossesse, elles présentent des manifestations cliniques graves pouvant entrainer
la mort [71]. Les personnes vivant avec le VIH&SIDA font partie de la catégorie des per-
sonnes qui peuvent contracter un paludisme aigu [68].

Il est avéré que les modèles mathématiques représentant un phénomène réel interviennent
dans toutes les disciplines, rappelons que le premier modèle décrivant une maladie remonte
à 1766 qui n’est autre que le modèle de Bernoulli pour l’inoculation contre la variole et
l’augmentation de l’espérance de vie. Depuis, beaucoup de modèles mathématiques ont
été développés et étudiés, mais la base des modèles compartimentaux qu’on utilise de nos
jours est le modèle mathématique de Ronald Ross proposé en 1911.
Dans cette thèse, on s’intéresse à l’étude d’une classe de modèles mathématiques basés
sur les équations différentielles ordinaires non-linéaires décrivant la transmission du palu-
disme au sein d’une population humaine, nous proposons différents modèles dont les buts
principaux peuvent être résumés en les points suivants :

⋆ L’étude mathématique de la transmission du paludisme pour une population iso-
lée dans un premier temps, puis dans une population composée de deux sous-
populations en interaction et enfin une généralisation pour une population hétéro-
gène composée de plusieurs groupes distincts et interconnectés.

⋆ L’analyse de la stabilité des modèles mathématiques proposés.
⋆ Proposer des moyens de contrôle efficaces pour éradiquer la maladie.

Pour faciliter la compréhension de notre problématique et pour mettre le lecteur en po-
sition lui permettant d’assimiler la modélisation mathématique en épidémiologie, nous
commençons par présenter quelques modèles de base liés à l’étude de maladie infectieuse
dans le chapitre 1.
Dans le chapitre 2, nous étudions un modèle SI(S)R(S) − SI, on suppose que la classe
R représente les individus semi-immunes qui ont développé une immunité temporaire du
fait d’avoir été exposés à cette maladie mais qui restent faiblement infectieux. Nous sup-
posons qu’il n’y a pas de migration, et qu’il y a un recrutement constant dans la classe
des susceptibles. L’étude de la stabilité globale de l’équilibre sans maladie a été faite en
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Introduction générale

utilisant une fonction de Lyapunov. Sous certaines conditions nous prouvons que le mo-
dèle a un unique équilibre endémique globalement asymptotiquement stable en utilisant
une fonction de Lyapunov et en s’inspirant de l’approche géométrique introduite par Li
et Muldowney [62]. Une étude de l’estimation de la taille des populations S, I et R est
faite dans le but de pouvoir mesurer l’état complet à n’importe quel moment donné, en
utilisant la seule mesure disponible en réalité qui est le nombre des nouveaux infectés
humains par jour, notre but est de tirer profit de cette information pour donner des esti-
mations dynamiques de Sh, Ih et Rh en employant un observateur ou un estimateur d’état
développé dans la théorie de la commande automatique. Nous proposons deux stratégies
de contrôle, la première consiste en l’utilisation d’un taux de surmortalité due aux pesti-
cides, ce qui conduit à une disparition de la maladie quand le nombre de reproduction de
base reste bien inférieur à un certain seuil. D’autre part, en appliquant un traitement aux
personnes infectées, sachant que le taux de traitement sera considéré comme un contrôle
u, on opte pour calculer u en fonction de l’état de façon à rendre l’équilibre sans mala-
die globalement asymptotiquement stable, nous fournissons une formule pour le feedback
stabilisant en utilisant une fonction de Lyapunov contrôlée [83]. Pour mieux comprendre
la dynamique de propagation de la maladie et pour designer les paramètres les plus in-
fluents dont la valeur est critique, nous avons fait l’étude de la sensibilité locale du R0
par rapport à chaque paramètre. Les résultats des simulations indiquent plusieurs carac-
téristiques intéressantes comme la possibilité de persistance de la maladie quand R0 < 1.
Les résultats de ce chapitre font l’objet d’un article soumis.

Dans le chapitre 3, nous supposons qu’il y a deux populations humaines (locale et non-
locale) en interaction, contrairement au modèle proposé en premier. Nous faisons le choix
d’étudier l’impact de la migration des personnes d’une région endémique vers une région
sans maladie ou en voie d’éradication de la maladie. Nous supposons que la population
des non-locaux suit une croissance logistique au sein de la population locale qui suit une
croissance linéaire, la croissance logistique est justifiée par le fait qu’il y a un nombre
limité autorisé à résider dans la région d’accueil. On assume que le flux de population
non-locale est supposé susceptible, la division en sous-classe de cette dernière population
se fait dans le pays d’accueil après arrivée. Notre analyse a donné des conditions de la
persistance de la maladie et a montré que la population non-locale pourrait avoir un effet
positif en réduisant la propagation du paludisme, on a montré que notre modèle peut
avoir deux équilibres sans maladie dont un est instable, l’autre est démontré globalement
stable sous condition en utilisant la théorie des fonctions de Lyapunov ainsi que le principe
d’invariance de LaSalle. Nous avons réussi à établir la persistance de la maladie quand
R0 > 1 ainsi que l’existence d’ équilibres endémiques, ce qui nous a conduit vers des
calculs très complexes, à cause de la possibilité d’avoir jusqu’à 7 équilibres endémiques.
Cela ne nous a pas permis d’effectuer une étude détaillée de la stabilité des équilibres
endémiques. Nous avons étudié la possibilité de contrôle de la maladie dans un premier
temps à travers le contrôle de la capacité limite, puis nous avons développé une méthode
basée sur une matrice dite matrice de transmission vectorielle qui a servi à déterminer le
lien entre les deux sous-populations et la population des moustiques, et en fonction des
valeurs d’entrée de cette dernière dans le but de contrôler la maladie. Par ailleurs une étude
de sensibilité locale et globale du niveau d’infectés locaux et non-locaux a été faite pour
déterminer les paramètres d’entrée du modèle les plus influents, ce qui nous a permis de
mettre en évidence l’impact de la capacité limite sur l’augmentation du nombre d’infectés
humains et aussi de voir le lien clair entre les entrées de la matrice de transmission et la
propagation de la maladie. Une partie de ce chapitre a fait l’objet d’un article publié [84]
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et une autre partie constitue un article soumis.
Dans le chapitre 4, nous développons une méthode qui caractérise complètement la dy-
namique globale des modèles avec de multiples sous-populations qui sont supposés fai-
blement inter-connectées. Notre travail met en évidence la procédure qui permet d’avoir
une analyse complète de beaucoup de systèmes dynamiques modélisant la propagation
d’une maladie qui fait intervenir différentes populations. Le but est de pouvoir détermi-
ner la stabilité globale de l’équilibre sans maladie ainsi que la nature (point intérieur ou
frontière) de l’unique équilibre endémique et sa stabilité globale tout en se basant sur la
position du nombre de reproduction de base global par rapport à l’unité et la comparaison
des différents nombre de reproduction de base locaux. La méthode est appliquée en détail
sur deux classes de modèles avec de multiples sous-populations, le premier est un modèle
épidémique qui implique de multiples espèces hôtes et de multiples espèces de vecteurs et
le deuxième est un modèle vectoriel en patchs. La méthode se compose de deux étapes
principales : la réduction du système à l’aide d’outils des systèmes à grande échelle et
l’étude de la dynamique d’un système auxiliaire lié au système original. La méthode déve-
loppée détermine la dynamique sous-jacente et le "poids" de chaque sous-population par
rapport à la dynamique de la population entière, et comment la topologie de la matrice
de connectivité modifie la dynamique de la population globale, sachant que tous les ré-
sultats de stabilité dépendent de l’irréductibilité ou non de la matrice de connectivité. La
méthode fournit des résultats de stabilité globale pour tous les types d’équilibres, à savoir
les équilibres triviaux, mixtes ou intérieurs. Les résultats de ce chapitre ont été publiés
dans l’article [17].
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Quelques modèles mathématiques de
propagation du paludisme

Les modèles mathématiques de la propagation du paludisme remontent au début du 20eme
siècle, avec le modèle compartimental de Sir Ronald Ross [73]. Depuis, beaucoup de tra-
vaux en épidémiologie mathématique sont basés sur les modèles compartimentaux en
incluant différents facteurs. MacDonald en 1957 [64] a été le premier à introduire le com-
partiment latent pour la population de moustiques, alors qu’Anderson et May en 1991 [4]
avaient introduit cette phase pour la population humaine.
Plusieurs facteurs ont été introduits pour mieux représenter la réalité du processus de
transmission du paludisme : l’environnement, la migration, la fonctionnalité de l’immunité,
les facteurs socio-économiques et bien d’autres [73, 9, 96, 64].
De multiples articles ont étudié la même classification de la population humaine et donc
celle des moustiques [9, 70, 56], mais ces modèles ne différencient pas les individus semi-
immune des individus infectieux contrairement aux travaux de J.Arino et al [8].
Un des modèles classiques en épidémiologie mathématique est le modèle SIR, depuis qu’il
a été introduit par Kermack [92], de nombreux papiers ont été publiés en adaptant le mo-
dèle à des populations hétérogènes.

On rappelle dans ce chapitre quelques modèles de base, qui font référence jusqu’à aujour-
d’hui.

1.1 Modèle de Ronald Ross 1911
Ronald Ross (R. Ross) a proposé le premier modèle mathématique de la transmission
du paludisme ; dans son modèle il prédit qu’en dessous d’un certain seuil critique de la
densité des moustiques, cette maladie mortelle disparait d’elle même.
Il suppose dans son travail que la population des moustiques et celle des êtres humains
sont divisées en deux compartiments :

Susceptibles : les individus ou les moustiques sains qui peuvent être infectés.

Infectés : les individus ou les moustiques qui sont infectés et peuvent transmettre
la maladie.
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Chapitre 1. Quelques modèles mathématiques de propagation du paludisme

avec retour dans la classe des susceptibles pour les humains, il s’agit donc d’un modèle
de type S-I-S [31] pour les humains, et de type S-I [31] pour les moustiques.
SH(t), SV (t) représente la densité des humains susceptibles respectivement celles des

Figure 1.1 – Représentation graphique du modèle de Ross.

moustiques susceptibles.
La densité des humains infectés est notée par IH(t), celle des moustiques infectés par IV (t) .

Le modèle mathématique est donné comme suit :


dSH
dt

= µHH − µHSH − ab1
IV
H
SH + γHIH ,

dIH
dt

= ab1
IV
H
SH − (µH + γH)IH ,

dSV
dt

= µV V − µV SV − ab2
IH
H
SV ,

dIV
dt

= ab2
IH
H
SV − µV IV .

(1.1)

Les paramètres sont donnés par le tableau suivant :

a taux des piqûres à l’homme par unité de temps.
b1 proportion des piqûres produisant une infection sur l’humain.
b2 proportion des piqûres par lesquelles un moustique susceptible devient infecté.
γH taux de guérison pour les humains.
µH taux de mortalité des humains.
µV taux de mortalité des moustiques.
H la population totale des humains (cste).
V la population totale des moustiques (cste).
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1.1. Modèle de Ronald Ross 1911

L’évolution de la fraction des individus dans les classes des infectés (IH , IV ) a été étudiée
par R. Ross en utilisant deux équations différentielles ordinaires :

dx

dt
= rab1y(1 − x) −mx

dy

dt
= ab2x(1 − y) − µV y

(1.2)

où :
x : proportion des humains infectés x = IH

H
.

y : proportion des moustiques infectés y = IV
V

.
r : ratio du nombre de moustiques femelles humains r = V

H
.

m : taux moyen de quitter la classe des infectés pour les humains µH + γH .

x et y sont des proportions tel que :x,y ∈ [0, 1].
On peut réécrire le système (1.2) comme suit :

Ẋ = A(X)X

Avec :

X =
(
x

y

)
A(X) =

(
−m rab1(1 − x)

b2a(1 − y) −µ

)

La matrice A(X) est une matrice de Metzler, quand 0 ≤ x ≤ 1 et 0 ≤ y ≤ 1, la matrice
laisse invariant l’orthant positif, ce qui implique que le carré positif [0, 1] × [0, 1] est posi-
tivement invariant par le système (1.2).
Les points d’équilibre sont solutions du système algébrique suivant :{

rab1y(1 − x) −mx = 0
b2a(1 − y)x− µy = 0 (1.3)

Le système différentiel (1.2) admet deux points d’équilibre dans l’intervalle [0, 1] × [0, 1]
si ra2b1b2(1 − x)(1 − y) < mµ.

⋆ Si ra2b1b2 ≤ µm on a un unique équilibre L’équilibre trivial (0, 0)T , que l’on ap-
pellera équilibre sans maladie (DFE) (en anglais DFE : Disease Free Equilibrium).

⋆ Si ra2b1b2 > µm on a un autre équilibre strictement positif, l’équilibre endémique
(EE),

(x, y)T =
(
rb1b2a

2 − µm

rb1b2a2 +mb2a
,
rb1b2a

2 − µm

rb1b2a2 + rb1aµ

)
.

Théorème 1.1 :

1. Le DFE est localement asymptotiquement stable si ma2b1b2 > µm, et il est instable
si ma2b1b2 < µm.

2. l’EE est localement asymptotiquement stable si ma2b1b2 < µm.
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Chapitre 1. Quelques modèles mathématiques de propagation du paludisme

Démonstration.
La matrice Jacobienne en (x, y)T du système (1.2) est donnée par :

J(x, y) =
(

−m− rab1y rab1(1 − x)
b2a(1 − y) −µ− b2ax

)

1. J au point DFE ,

J(0, 0) =
(

−m rab1
b2a −µ

)

Le système est en dimension deux avec,
trJ(0, 0) = −m− µ < 0 et det J(0, 0) = mµ− ra2b1b2.
Les valeurs propres sont toutes de parties réelles strictement négative si seulement
si det J(0, 0) > 0, ce qui implique que le DFE est LAS si ma2b1b2 > µm.

2. J au point EE,

J(x, y) =
(

−m− rab1y rab1(1 − x)
b2a(1 − y) −µ− b2ax

)

Comme (x, y) est un point d’équilibre on peut se servir des équations d’équilibre
d’où la forme suivante de la matrice Jacobienne :

J(x, y) =
(

−rab1
y
x

rab1(1 − x)
b2a(1 − y) −b2a

x
y

)

Nous avons trJ(x, y) < 0 et det J(x, y) = ra2b1b2 −mµ. Sachant que ra2b1b2 > mµ
donc det J(x, y) > 0, ceci implique que le point d’équilibre EE (x, y) est LAS.

Notons par,

R0 = ra2b1b2

mµ
.

Nous résumons les résultats comme suit :
• Si R0 < 1 on a un unique point d’équilibre sans maladie DFE qui est localement asymp-
totiquement stable.
• si R0 > 1 on a deux points d’équilibre, le DFE qui devient instable et l’EE équilibre
endémique, qui est localement asymptotiquement stable.

R0 : est défini comme le nombre moyen de cas secondaires d’une maladie infectieuse,
engendré par un individu infectieux introduit dans une population constituée entièrement
d’individus susceptibles, durant sa période infectieuse. (pour plus de détails voir A.6.1).
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1.2 Le modèle de Ross-Macdonald en 1926
Le modèle de Macdonald est basé sur le modèle de Ross, en vue que le parasite respon-
sable de la maladie passe environ 10 jours à l’intérieur d’un moustique pendant son cycle
de vie [64]. Le modèle simple de Ross ne tenait pas compte de cette période de latence
du parasite dans les moustiques et de leur survie durant cette dernière.
En conséquence, Macdonald a intégré les informations biologiques de latence et la sur-
vivance des anophèles adultes, en gardant la même division de la population humaine
comme auparavant, et en supposant que la population du vecteur est divisée comme suit :

— Sv les moustiques susceptibles.
— Ev les moustiques exposés
— Iv les moustiques infectés.

On remarque que l’on a négligé la natalité et la mortalité naturelles chez la population
humaine, car l’échelle de temps dans laquelle elle évolue est beaucoup plus importante
(grande) que celle de la population des moustiques.
On assume que la population humaine ainsi que celle des moustiques sont constantes.

H = Sh + Ih et V = Sv + Ev + IV (t)

Soit le changement de variable suivant :
x : proportion des humains infectés x(t) = Ih(t)

H
.

y : proportion des moustiques exposés y(t) = Ev(t)
V

.

z : proportion des moustiques infectés z(t) = Iv(t)
V

.
En utilisant les nouvelles variables, le modèle est donné comme suit :

dx

dt
= mabz(t)(1 − x(t)) − γx(t)

dy

dt
= acx(t)(1 − y(t) − z(t)) − µy(t) − acx(t− τ)(1 − y(t− τ) − z(t− τ))e−µτ

dz

dt
= acx(t− τ)(1 − y(t− τ) − z(t− τ))e−µτ − µz(t)

(1.4)
Où les paramètres sont représentés par le tableau suivant :

m nombre des moustiques par humain (hôte).
a nombre de piqure par moustiques par unité de temps (temps−1).
b probabilité de transmission de l’infection de moustique infectieux à l’homme par

piqure.
c probabilité de transmission de l’infection d’un homme infectée à un moustique

par piqure.
γ taux de guérison pour les humains (temps−1).
µ taux de mortalité des moustiques (temps−1).
τ la période de latence des moustiques (estimée entre 5 et 15 jours).

On représente le mouvement des moustiques de la classe des exposés à la classe infectieuse
avec un taux constant.
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Le temps passé dans la classe des exposés est représenté par une distribution exponen-
tielle.
En utilisant les équations différentielles à retard nous pouvons modéliser la période d’in-
cubation (le temps qu’il faut à un moustique infecté pour devenir infectieux) comme une
durée fixe. On garde les mêmes hypothèses concernant la dynamique de la population
humaine comme dans le modèle de Ross.
Le modèle de Mcdonald-Ross nécessite une théorie des équations différentielles à retard,
qu’on peut le simplifier à un système d’équations différentielles ordinaires (comme dans
l’article Nakul Chitnis [25] où l’étude mathématique est bien détaillée).

1.3 Modèle d’Anderson et May
Anderson et May [4] ont construit une extension des modèles de R. Ross et Macdonald, en
introduisant la classe des exposés dans la population humaine. Cela a divisé la population
hôte en trois compartiments (SH , EH , IH), même chose pour la population des moustiques
(SV , EV , IV ).
Leur modèle est composé de quatre équations différentielles ordinaires décrivant l’évolu-
tion, en fonction du temps, des classes exposés et infectés,

dEH
dt

=abmIV (t)(1 − EH(t) − IH(t)) − γEH(t) − µHEH(t)

− abmIV (t− τH)[1 − EH(t− τH) − IH(t− τH)] e−(γ+µH)τH

dIH
dt

=abmIV (t− τH)[1 − EH(t− τH) − IH(t− τH)] e−(γ+µH)τH −γIH(t) − µHIH(t)
dEV
dt

=acIH(t)[1 − EV (t) − IV (t)]

− acIH(t− τV )[1 − EV (t− τV ) − IV (t− τV )] e−µV τV −µVEV (t)
dIV
dt

=acIH(t− τV )[1 − EV (t− τV ) − IV (t− τV )] e−µV τV −µV IV (t)

Les paramètres du modèle sont donnés dans le tableau suivant :

a nombres de piqûres par moustique et par unité de temps (temps−1).
b probabilité de transmission de l’infection de moustiques infectieux à l’homme par

piqûre.
c probabilité de transmission de l’infection d’un homme infecté à un moustique

par piqûre.
γ taux de guérison moyen pour les humains.
m nombre des moustiques par humain (hôte)(temps−1).
µH taux de mortalité naturelle des hôtes (temps−1).
µV taux de mortalité des moustiques (temps−1).
τV la période de latence des moustiques (estimée entre 5 et 15 jours).
τH la période de latence des humains, estimée entre 10 et 100 jours.

Table 1.1 – Table des paramètres

Au fil de l’histoire, beaucoup de modèles mathématiques décrivant la propagation du
paludisme ont été développés et étudiés, on trouve toujours des recherches sur les méca-
nismes de propagation de la maladie et les facteurs qui peuvent l’influencer. La théorie
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1.4. Modèle de Tumwiine et Mugisha

des modèles mathématiques a été initiée d’abord par Ross (1911) puis Martini (1921),
Lotka (1923) , Mashkovskii (1950) et George Mcdonald(1957), et elle a été modifiée par
Macdonald en 1950 puis par Garret-Jones.
Kermack et Mckendrick ont repris le travail de Ross pour un modèle S− I −R en l’appli-
quant sur l’étude de l’épidémie de peste et le choléra, ce qui a mené après à un nouveau
modèle sur la malaria celui de Tumwiine et Mugisha.

1.4 Modèle de Tumwiine et Mugisha
Ce modèle est de type S − I −R(S) pour les hôtes et S − I pour les vecteurs, les auteurs
supposent que les individus de toutes les classes ont le même taux de mortalité. Ils excluent
dans leur modèle les moustiques à partir du moment où ils ne participent plus au cycle
d’infection.
Leur modèle est donné comme suit [86] :

Figure 1.2 – Représentation graphique du modèle de Tumwiine et Mugisha



dSH
dt

= λHNH − ab

NH

SHIV + νIH + γRH − µHSH

dIH
dt

= ab

NH

SHIV − (ν + r + δ + µH)IH

dRH

dt
= rIH − γRH − µHRH

dSV
dt

= λVNV − ac

NH

SV IH − µV SV

dIV
dt

= ac

NH

SV IH − µV IV

(1.5)
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a taux d’infection.
b proportion de piqûres produisant une infection sur l’homme.
c la probabilité qu’un moustique devienne infectieux.
r taux d’acquisition d’immunité pour l’humain.
δ taux de mortalité du à la maladie chez l’homme.
µH taux de mortalité naturelle des hôtes.
ν taux de récupération des hôtes.
γ taux perte d’immunité des hôtes.
λH taux de natalité des hôtes.
λV taux de natalité des moustiques.
µV taux de mortalité des moustiques.
NH population totale des hôtes.
NV population totale des moustiques.

Table 1.2 – Table des paramètres du modèle de Tumwiine et Mugisha

Où, SH , IH , RH représentent la densité des hôtes susceptibles, infectés et partiellement
immunisés. SV , IV la densité des moustiques susceptibles et infectés.

Le modèle de Tumwiine et Mugiisha prend en considération la possibilité de passer d’une
classe des infectés vers une classe des immunes, leur modèle simple d’immunité, incorpore
le facteur d’immunité en ajoutant un terme supplémentaire γRH dans la classe sensible
(des personnes qui perdent l’immunité), et en soustrayant le même terme de la classe des
immunes RH .
Dans leur modèle, il est clair que la population totale des humains n’est pas constante, car
il tient compte de la mortalité due à la maladie qui n’était pas incluse dans les modèles
précédents.

Une modélisation mathématique approfondie sur la malaria est développée, jusqu’aux
modèles intra-hôtes c’est-à-dire des modèles mathématiques qui décrivent l’évolution du
parasite au sein du corps humain, un des premiers modèles de base a été proposé et étudié
par Anderson, May, Gupta en 1989 [3].
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2

Analyse mathématique et contrôle
d’un modèle homogène du paludisme

2.1 Introduction
Après les études qui ont montré que (60 − 90%) des humains dans les zones endémiques
sont des porteurs asymptomatiques des parasites, des modèles mathématiques qui tiennent
compte de la possibilité de transmission de la maladie à travers les semi-immunes ont été
introduits, nous citons celui de Chitnis et al [24], ainsi que le modèle de meta-population
publié par J.Arino et al [8].
Dans ce type de modèles, les auteurs considèrent la classe des semi-immunes comme des
humains porteurs asymptomatiques de la maladie, c’est-à-dire, ils ne présentent pas de
symptômes de la maladie mais ils peuvent toujours transmettre la maladie aux moustiques
susceptibles lors d’une piqûre, sachant que la probabilité de transmission est plus faible
que celle des humains infectieux.
En se basant sur le résultat de [8], nous traitons un système issu des modèles déterministes
compartimentaux où nous supposons qu’il n’y a pas d’immigration d’individus infectés
ou infectieux dans la population. On fait l’hypothèse que les semi-immunes sont des
porteurs asymptomatiques de la maladie [8, 24]. On prend en considération qu’une partie
des infectés peut retourner directement dans la classe des susceptibles sans passer par la
classe des semi-immunes. Pour la population des moustiques, nous utiliserons un modèle
SI.
Notre objectif principal est de réaliser une étude mathématique de la stabilité globale
de l’équilibre sans maladie en cherchant sous quelles conditions nous pouvons avoir une
situation sans maladie, on cherche également à étudier la stabilité asymptotique locale
et la stabilité asymptotique globale de l’équilibre endémique quand il existe. Une étude
de persistance a également été traitée dans la dernière section dans le but de mettre en
évidence la persistance de la maladie une fois que le nombre de reproduction de base
franchit l’unité.
Une section est consacrée à l’estimation de la taille des populations Sh, Ih et Rh, dont le
but est de pouvoir mesurer l’état complet à tout moment donné, pour cela un estimateur
d’état a été construit. Une analyse de l’effet des pesticides pour contrôler la transmission
du paludisme, où nous avons introduit un autre taux de mortalité pour les moustiques
afin d’éradiquer la maladie au sein de la population considérée.
Une étude similaire a été établie par Chitnis et al [24] en considérant un modèle semblable
à celui qu’on étudie sauf que dans leur travail, ils négligent la probabilité de retour directe
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de la classe des infectés vers la classe des susceptibles.
Mathématiquement, l’étude de la stabilité asymptotique locale de l’équilibre sans maladie
a été bien réalisée, mais pas la stabilité globale. Un résultat approfondi sur l’existence
d’équilibres endémiques fut réalisée, mais pas d’étude de stabilité pour l’état endémique.

Dans l’article d’Arino et al [8] on trouve l’existence et l’unicité de l’équilibre sans maladie
dont la stabilité fut annoncée sans être démontrée. Les auteurs ont étudié la possibilité
d’avoir une bifurcation rétrograde (backward). Ils ont montré l’existence et l’unicité de
l’état d’équilibre endémique quand R0 > 1 mais aucune étude de stabilité n’a été faite.

Un des articles de base dans notre travail, est l’article de Gao et al publié en 2012 [39], ils
proposent un recrutement de loi logistique dans la classe des susceptibles contrairement
à notre travail ou le recrutement est constant. L’équilibre sans maladie est démontré lo-
calement asymptotiquement stable si R0 < 1 et instable si R0 > 1. Mais aucune étude
de stabilité globale. Une condition suffisante pour l’existence d’un équilibre endémique
lorsque R0 > 1 est obtenue, sans aucun résultat sur la stabilité de l’équilibre endémique.

Dans le travail publié en 2013 par R.Anguelov et al [5] le même type de modèle était étudié
avec un modèle SEIR(S) pour les humains et SEI pour les moustiques, contrairement à
notre travail, ils ne prennent pas en considération le retour direct de la classe des infectés
à la classe des susceptibles, ce qui complique l’étude mathématique dans notre cas.
Ils ont démontré la stabilité globale de l’équilibre sans maladie sous une condition qui
coïncide avec la nôtre, ils n’ont pas traité la stabilité de l’équilibre endémique.

Les auteurs XiaomeiFeng et al [35] étudient un modèle S − I(S) − R(S) pour les hu-
mains et un modèle SI pour les moustiques, leur modèle déterministe de transmission du
paludisme proposé a un taux d’incidence standard et contient un traitement, dans leur
modèle la probabilité de transmission de la maladie des humains immun vers les mous-
tiques susceptibles est nulle ce qui fait la différence par rapport à notre travail. Ils ont
montré, en utilisant une fonction de Lyapunov et le principe d’invariance de LaSalle, la
stabilité globale de DFE sous la condition que R0 < C (C constante qui dépend des pa-
ramètres du modèle.). Une étude de bifurcation a été établie en utilisant le Théorème de
Castillo-Chavez et Song, contrairement à notre travail aucune étude de contrôle feed-back
n’a été réalisée dans leur travail.

Récemment, un article a été publié par Yanyuan Xing et al [94] où ils divisent la population
humaine en trois classes S − I −R avec un retour de R vers S, mais pas de retour direct
de la classe d’infectés vers la classe des susceptibles. Les Rh(t) représentent exactement le
nombre des guéris de l’infection, mais perdent partiellement leur immunité pour redevenir
susceptibles, un humain dans la classe des R ne transmet pas la maladie donc pour leur
article la probabilité de transmissions de la maladie d’un individu de classe R vers les
moustiques susceptibles est nul. Ils ont choisi une fonction de taux de natalité saturée pour
les moustiques (alors que nous utilisons un recrutement constant pour les moustiques).
Une preuve de la stabilité globale du DFE est réalisée sous certaines conditions. Dans le
cas où on n’a pas de mortalité due à la maladie, on montre dans notre travail la stabilité
globale de DFE quand R0 < 1, pour eux, ils ont besoin d’une condition supplémentaire
que mortalité due à la maladie nulle. L’étude de la stabilité globale de l’EE est faite quand
il n y a pas de surmortalité et pas de retour des R vers la classe des S. Une étude de
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bifurcation est établie en utilisant le théorème de Chavez-Song.

2.2 Présentation du modèle mathématique :
Dans ce chapitre, nous étudions un modèle mathématique décrivant la transmission du
paludisme en considérant un modèle SI(S)R(S) pour les humains et un modèle de type
SI pour les moustiques :

Nous supposons que la population humaine est divisée en trois sous-classes comme suit :
• Sh représente les individus susceptibles, qui sont les personnes indemnes au palu-

disme mais capables d’être infectées.
• Ih les individus infectieux, ceux qui peuvent transmettre la maladie dans sa forme

gametocytes.
• Rh les individus semi-immunes sont des porteurs asymptomatiques moins infec-

tieux pour les moustiques que les porteurs symptomatiques Ih, ils sont capables de
transmettre le parasite dans sa forme gametocyte [8].

La population des moustiques est divisée en 2 classes comme suit :
• Sv représente les moustiques susceptibles qui sont aptes à être infectés par le pa-

ludisme.
• Iv sont les moustiques infectés qui hébergent le parasite sous la forme sporozoites.

Notons par :

H(t) la population totale des êtres humains à l’instant t :

H(t) = Sh(t) + Ih(t) +Rh(t).

V (t) la population totale des moustiques à l’instant t :

V (t) = Sv(t) + Iv(t).

Sh Ih Rh

Sm Im

Figure 2.1 – Diagramme représentant notre modèle du paludisme.

On considère que la population des humains infectés et des semi-immunes peut devenir
à nouveau susceptible à la maladie, alors que pour la population des moustiques il n’y a
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pas de retour vers la classe des susceptibles, car cela est admis par tous les entomologistes
qu’un moustique lorsqu’il est infecté, le restera toute sa vie.
Le modèle représentant la dynamique de transmission est donné par :

dSh
dt

= Λh + ρhRh + αhIh − βvh
Sh
H
Iv − µhSh,

dIh
dt

= βvh
Sh
H
Iv − αhIh − γhIh − µhIh − δhIh,

dRh

dt
= γhIh − ρhRh − µhRh,

dSv
dt

= Λv −
(
βhv

Ih
H

+ β̂hv
Rh

H

)
Sv − µvSv,

dIv
dt

=
(
βhv

Ih
H

+ β̂hv
Rh

H

)
Sv − µvIv.

(I)

On note par :

ϵh = αh + γh + µh + δh, (2.1)
θh = ρh + µh (2.2)

mh = Λh

µh + δh
, (2.3)

V ∗ = Λv

µv
. (2.4)

Sachant que tous les paramètres de notre modèle sont strictement positifs exceptée la
mortalité (due à la maladie) qui est positive ou nulle δh ≥ 0.

Paramètres Description
Λh Recrutement dans la classe des susceptibles humains.
βvh Probabilité de transmission de la maladie des moustiques infectés vers les hu-

mains susceptibles dans sa forme sporozoites.
βhv Probabilité de transmission de la maladie des humains infectés vers les mous-

tiques susceptibles dans sa forme gametocyte.
β̂hv Probabilité de transmission de la maladie des humains semi-immunes vers les

moustiques susceptibles dans sa forme gametocyte.
γh Taux de passage de la classe infectieuse à la classe des semi-immunes.
αh Taux de guérison après avoir été infecté.
δh Taux de mortalité due à la maladie.
µh Taux de mortalité naturelle des humains.
Λv Recrutement dans la classe des moustiques susceptibles .
µv Taux de mortalité naturel des moustiques.
V La population totale de moustiques.
H La population totale des humains.
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2.3 Analyse mathématique du modèle
Pour déterminer les propriétés dynamiques du modèle, nous commençons par étudier
l’évolution de la population totale humaine H = Sh + Ih +Rh et la population totale des
moustiques V = Sv + Iv.

Lemme 2.1 :
L’ensemble,

Ω =
{

(Sh, Ih, Rh, SvIv) ∈ R5
+ : Λh

µh + δh
≤ Sh + Ih +Rh ≤ Λh

µh
= H∗, 0 ≤ Sv + Iv ≤ Λv

µv
= V ∗

}

est un ensemble compact positivement invariant et attractif pour le système (I).

Démonstration.
Cette évolution est gouvernée par le système suivant :

dH

dt
= Λh − µhH − δhIh,

dV

dt
= Λv − µvV.

(2.5)

Si H = Λh

µh + δh
, on obtient :

Ḣ = Λh − µh
Λh

µh + δh
− δhIh,

≥ Λh − µh
Λh

µh + δh
− δh

Λh

µh + δh
,

≥ 0.

Si H = Λh

µh
alors,

Ḣ = −δhIh,
≤ 0.

De même V̇ > 0 si V = 0 et V̇ = 0 si V = V ∗. Ceci montre que le champ de vecteurs
(2.5) est entrant sur les frontières de l’ensemble Ω
Par conséquent, nous avons prouvé que Ω est bien un compact positivement invariant. Il
est aussi attractif car V̇ < 0 si V > V ∗, Ḣ < 0 si H >

Λh

µh
et Ḣ > 0 si H <

Λh

µh + δh

2.3.1 L’équilibre sans maladie DFE et le nombre de reproduc-
tion de base (R0)

Le DFE désigne la solution constante du système (I) en l’absence de la maladie i.e Ih =
Rh = Iv = 0. En remplaçant ces valeurs nulles dans les équations d’équilibre cela nous
permet d’aboutir aux équations suivantes :{

Λh − µhSh = 0
Λv − µvSv = 0
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Le système (I) possède un unique équilibre sans maladie (DFE) qui sera noté par :

E0 = (Λh

µh
, 0, 0, Λv

µv
, 0).

En utilisant la méthode Van Driessche et Watmough décrite dans l’appendice, nous pou-
vons réécrire notre système principal sous la forme suivante :{

ẋi = Fi(x, y) − Vi(x, y) 1 ≤ i ≤ 3,
ẏj = gj(x, y) 1 ≤ j ≤ 2, (2.6)

avec x = (Ih, Rh, Iv) et y = (Sh, Sv).
F(x, y) est donnée par :

F =
(
βvh

Sh
H
Iv, 0, (βhv

Ih
H

+ β̂hv
Rh

H
)Sv

)T
,

et V est donnée par :

V = −

 −ϵhIh
γhIh − θhRh

−µvIv

 .

Soient F = DF|E0 et V = DV|E0 les matrices Jacobiennes des applications F et V ,
évaluées au point d’équilibre sans maladie E0,

F =


0 0 βvh
0 0 0

βhv
Λv

µv

µh
Λh

β̂hv
Λv

µv

µh
Λh

0

 , V = −

−ϵh 0 0
γh −θh 0
0 0 −µv

 . (2.7)

Le nombre de reproduction de base R0 est le rayon spectral de la matrice de prochaine
génération i.e :

FV −1 =


0 0 βvh

1
µv

0 0 0
Λv

µv

µh
Λh

1
ϵh

(
βhv + γh

θh
β̂hv

)
β̂hv
θh

Λv

µv

µh
Λh

0

 .

Par ailleurs, nous obtenons :

R0 =
√
βvh

1
µvϵh

Λv

µv

µh
Λh

(
βhv + γh

θh
β̂hv

)
(2.8)

2.3.2 Comportement du système quand R0 ≤ 1
2.3.2.1 Etude de la stabilité de l’équilibre sans maladie

Dans cette section, nous allons montrer la stabilité asymptotique locale de l’équilibre sans
maladie DFE, ainsi que sa stabilité globale.
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Stabilité asymptotique locale : L’étude de cette stabilité permet de connaître si la
propagation locale de la maladie est inévitable ou non dans une population totalement
susceptible.
Nous montrons dans ce qui suit que la maladie sera éliminée localement si R0 < 1.

Théorème 2.1 (Stabilité asymptotique locale) :
L’équilibre sans maladie E0 est localement asymptotiquement stable si R0 < 1 et instable
si R0 > 1.

Démonstration.
La stabilité locale de l’équilibre sans maladie E0 est donnée par la nature des valeurs
propres de la matrice Jacobienne appliquée au point d’équilibre en question.
Afin de réduire la dimension du système et de simplifier les calculs, nous exploitons les
propriétés de la population totale des vecteurs V qui satisfait la relation suivante :

V̇ = Λv − µvV,

qui possède un équilibre unique V ∗ = Λv

µv
qui est trivialement globalement asymptotique-

ment stable (GAS).

Par conséquent, il est possible d’utiliser le Théorème de Vidyasagar A.8 (voir l’appendice
A.3.5), ce qui implique que les propriétés de stabilité du système (I) sont analogues à
celles du système suivant :

dH

dt
= Λh − µhH − δhIh,

dIh
dt

= βvh
Iv
H

(H − Ih −Rh) − ϵhIh,

dRh

dt
= γhIh − θhRh,

dIv
dt

=
(
βhv

Ih
H

+ β̂hv
Rh

H

)
(V ∗ − Iv) − µvIv.

(2.9)

En partant des coordonnées (H, Ih, Rh, Iv), le DFE est donné par E0 = (Λh

µh
, 0, 0, 0). La

matrice Jacobienne au DFE est la suivante :

J =



−µh −δh 0 0


0 −ϵh 0 βvh

0 γh −θh 0

0 βhvV
∗

H∗
β̂hvV

∗

H∗ −µv︸ ︷︷ ︸
J1


, avec H∗ = Λh

µh
et V ∗ = Λv

µv
.

Les valeurs propres de J sont : −µh plus les valeurs propres de J1 qui est une matrice de
Metzler, donc elle est stable si et seulement si elle est inversible avec J−1

1 < 0 [12].
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Nous avons,

det(J1) =
−ϵhθhµvβhvH∗ + V ∗ βvh

(
β̂hvγh + βhv(µh + ρh)

)
H∗

= ϵhθhµvβhv
(
R2

0 − 1
)

J−1
1 = 1

det(J1)



µvβhvθh
βvhβ̂hvV

∗

H∗ θhβvh

γhµvβhv
ϵhµvH

∗ − βhv βvh V
∗

H∗ βvhγh

V ∗
(
β̂hvγh + θhβhv

)
H∗

ϵhβ̂hvV
∗

H∗ ϵhθh


Si R2

0 < 1 alors J1 est inversible et J−1
1 < 0 ce qui implique que le DFE est locale-

ment asymptotiquement stable.

Si R2
0 > 1 alors J−1

1 > 0 et donc J1 n’est pas une matrice de Hurwitz et par suite
le DFE est instable.

Stabilité globale : Dans cette section nous explorons les propriétés de stabilité globale
du DFE E0.
Grâce au Théorème 2.1, il suffit d’étudier l’attraction globale de cet équilibre.
En considérant les individus infectés I(t) = (Ih(t), Rh(t), Iv(t))T , nous cherchons une
condition sous laquelle :

I(t) −→
t→∞

0 ∀ (Sh(0), Ih(0), Rh(0), Sv(0), Iv(0)) ∈ Ω.

Théorème 2.2 :
Si R0 ≤

√
µh

µh + δh
alors le DFE est globalement asymptotiquement stable (GAS).

Démonstration.
On sépare la démonstration en deux cas :

i) 1er cas : quand R0 <

√
µh

µh + δh

En réécrivant les équations de IH , RH , IV (avec ϵh = µh+αh+γh+δh, θh = µh+ρh
et mh = Λh

µh + δh
), et en utilisant le fait que :

Sh ≤ H, Sv ≤ V ∗ et Λh

µh + δh
≤ H,

nous aurons :
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dIh
dt

= βvh
Iv
H
Sh − ϵhIh ≤ βvhIv − ϵhIh

dRh

dt
= γhIh − θhRh

dIv
dt

=
(
βhv

Ih
H

+ β̂hv
Rh

H

)
Sv − µvIv ≤

(
βhv

Ih
mh

+ β̂hv
Rh

mh

)
V ∗ − µvIv

Soit A la matrice suivante,

A =


−ϵh 0 βvh
γh −θh 0

βhv
V ∗

mh

β̂hv
V ∗

mh

−µv

 ,

Ce qui conduit à :
dI(t)
dt

≤ AI(t).

Nous remarquons que la matrice A est une matrice de Metzler. Pour montrer que
A est Hurwitz, il est nécessaire et suffisant de montrer que A est inversible et que
−A−1 > 0.

Nous avons, det(A) = V ∗γh β̂hvβvh + V ∗θh βhvβvh − ϵhmhθh µv
mh

, et

A−1= mh

βvhV ∗(γh β̂hv + θh βhv) − ϵhmhθh µv


θh µvmh βvhβ̂hvV

∗ θh βvhmh

γh µvmh ϵhmhµv − V ∗βhvβvh γh βvhmh

V ∗
(
γhβ̂hv + θhβhv

)
ϵh β̂hvV

∗ ϵhmhθh


Donc, A−1 existe et −A−1 > 0 si et seulement si :

βvhV
∗(γh β̂hv + θh βhv) − ϵhmhθh µv < 0 et ϵhmhµv − V ∗βhvβvh ≥ 0.

En se servant des expressions de R2
0 (2.8), V ∗ (2.4) et mh (2.3). Nous obtenons :

βvhV
∗(γh β̂hv + θh βhv) − ϵhmhθh µv = Λh

(
R2

0
µh

− 1
µh + δh

)

< 0 si et seulement si R2
0 <

µh
µh + δh

.

D’un autre côté,

ϵhmhµv−V ∗βhvβvh = ϵh µv
Λh

µh + δh
−βhvβvh

Λv

µv
= ϵh µvΛh

µh + δh

(
1 − βhvβvhΛvµh

ϵh µ2
vΛh

µh + δh
µh

)
.

Or,

R2
0 − βvh

µvϵh

Λv

µv

µh
Λh

γh
θh
β̂hv = βhvβvhΛvµh

ϵh µ2
vΛh

,
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on peut donc écrire,

1 − βhvβvhΛvµh
ϵh µ2

vΛh

µh + δh
µh

= 1 − R2
0
µh + δh
µh

+ βvh
µvϵh

Λv

µv

µh
Λh

γh
θh
β̂hv

µh + δh
µh

≥ 0 si R2
0 ≤ µh

µh + δh
.

De là, A−1 existe et −A−1 > 0 si et seulement si R2
0 <

µh
µh + δh

ii) 2ème cas : lorsque R2
0 = µh

µh + δh

La méthode ci-dessus ne permet pas de conclure car dans ce cas la matrice A
n’est pas inversible. Proposons alors une preuve alternative utilisant une fonction
de Lyapunov.
Nous considérons la fonction de Lyapunov (linéaire) suivante pour le système (2.9)
sur l’ensemble compact Ω :

W = θhµ
2
vΛh

µhΛvβvhβ̂hv
R2

0 Ih +Rh + θhµvΛh

β̂hvΛv (µh + δh)
Iv

La dérivée de W le long des solutions du système (2.9) est :

Ẇ =
(

−θhµv
2ΛhR2

0ϵh

µhΛvβvhβ̂hv
+ γh + θhΛhβhv

β̂hv (µh + δh)H

)
︸ ︷︷ ︸

α

Ih

−
(
ρh + µh + θhΛh

(µh + δh)H

)
︸ ︷︷ ︸

β

Rh +
(
θhµ

2
vΛhR2

0

µhΛvβ̂hv
− (ρh + µh)µ2

vΛh

β̂hvΛv (µh + δh)

)
︸ ︷︷ ︸

γ

Iv

−


(
θhµ

2
vΛhR2

0

µhΛvβ̂hvH
+ θhµvΛhβhv

β̂hvΛv (µh + δh)H

)
︸ ︷︷ ︸

δ

Ih +
(
θhµ

2
vΛhR2

0

µhΛvβ̂hvH
+ θhµvΛh

Λv (µh + δh)H

)
︸ ︷︷ ︸

ϵ

Rh

 Iv
Nous avons :

α = −θhµ
2
vΛhR2

0ϵh

µhΛvβvhβ̂hv
+ γh + θhΛhβhv

β̂hv (µh + δh)H

= −θhβhv ((µh + δh)H − Λh)
β̂hv (µh + δh)H

≤ 0 car Λh

µh + δh
≤ H.

β = −
(
ρh + µh + θhΛh

(µh + δh)H

)

= −(ρh + µh)
(

1 − Λh

(µh + δh)H

)

≤ 0 car Λh

µh + δh
≤ H.
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γ = (ρh + µh)µ2
vΛhR2

0

µhΛvβ̂hv
− (ρh + µh)µ2

vΛh

β̂hvΛv (µh + δh)

= (ρh + µh)µ2
vΛh

µhΛvβ̂hv

(
R2

0 − µh
µh + δh

)

≤ 0 si R0 ≤
√

µh
µh + δh

.

De plus, nous avons δh > 0 et ϵh > 0.
Par conséquent,

Ẇ ≤ 0 si R0 ≤
√

µh
µh + δh

.

Ẇ = 0 si et seulement si (Ih = Rh = Iv = 0) ou ( R0 =
√

µh
µh + δh

et

Ih = Rh = 0).

Dans ce dernier cas, il est facile de montrer que le plus grand ensemble invariant
contenu dans {x ∈ Ω : Ẇ (x) = 0} est réduit au DFE. Ainsi, par le principe
d’invariance de LaSalle, nous concluons que le DFE est GAS.

Remarque 2.1 :
Le Théorème 2.2 peut être démontré à l’aide du [51, Théorème 4.3].

En suivant les mêmes notations que le [51], nous aurons :

ẋ2 =


İh

Ṙh

İv

 =


−ϵh 0 βvh

Sh
H

γh −θh 0

βhv
Sv
H

β̂hv
Sv
H

−µv


︸ ︷︷ ︸

A2(x)


Ih

Rh

Iv

 , (2.10)

et

Ā2 =


−ϵh 0 βvh
γh −θh 0

βhv
V ∗

m
β̂hv

V ∗

m
−µv

 .

Remarque 2.2 :
La condition suffisante pour la stabilité globale du DFE donnée par le Théorème 2.2 est
exactement la même que celle donnée par le [5, Théorème 6].

Lorsqu’il n’y a pas de mortalité due à la maladie, le Théorème 2.2 implique le résultat
suivant.
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Corollaire 2.1 :
Supposons que δh = 0, alors le DFE est globalement asymptotiquement stable si et seule-
ment si R0 ≤ 1.

Démonstration.
Dans ce cas, nous considérons la fonction de Lyapunov suivante :

V = µv
βvh

Ih + V ∗

H∗
β̂hv
θh
Rh + Iv, V (Ih, Rh, Iv) > 0, ∀Ih, Rh, Iv ∈ R∗

+

Avec H∗ = Λh

µh
, V ∗ = Λv

µv
et ϵ̃h = αh + γh + µh (ϵh = ϵ̃h + δh) . On remarque que cette

fonction de Lyapunov est plus simple que celle proposée dans le cas où δh ̸= 0,

V̇ = µv
βvh

(
βvh

Iv
H∗ (H∗ − Ih −Rh) − ϵ̃hIh

)
+ V ∗

H∗
β̂hv
θh

(γhIh − θhRh)

+
(
βhv

Ih
H∗ + β̂hv

Rh

H∗

)
(V ∗ − Iv) − µvIv

= µv
Iv
H∗ (H∗ − Ih −Rh) − µv

βvh
ϵ̃hIh + V ∗

H∗
β̂hv
θh
γhIh − V ∗

H∗ β̂hvRh

+
(
βhv

Ih
H∗ + β̂hv

Rh

H∗

)
(V ∗ − Iv) − µvIv

= µvIv − µv
Iv
H∗ (Ih +Rh) − µv

βvh
ϵ̃hIh + V ∗

H∗
β̂hv
θh
γhIh − V ∗

H∗ β̂hvRh

+
(
βhv

Ih
H∗ + β̂hv

Rh

H∗

)
V ∗ −

(
βhv

Ih
H∗ + β̂hv

Rh

H∗

)
Iv − µvIv

= µvIv − µv
Iv
H∗ (Ih +Rh) − µv

βvh
ϵ̃hIh + V ∗

H∗
β̂hv
θh
γhIh − V ∗

H∗ β̂hvRh

+V ∗
(
βhv

Ih
H∗ + β̂hv

Rh

H∗

)
−
(
βhv

Ih
H∗ + β̂hv

Rh

H∗

)
Iv − µvIv

= −Iv
(
µv
H∗ (Ih +Rh) +

(
βhv

Ih
H∗ + β̂hv

Rh

H∗

))
− ϵ̃hµv

βvh

(
1 − R2

0

)
Ih

≤ 0

V̇ = 0 si et seulement si (Iv = 0 et Ih = 0) où (Iv = 0 et R0 = 1).
On note par D1 l’ensemble {Ih = 0, Iv = 0} et on désigne par L3 un ensemble invariant
inclus dans D1 :

(Ih, Rh, Iv) ∈ L3 ⇒ Iv(t) = 0 ∀t ∈ R
⇒ İv = 0

⇒
(
βhv

Ih
H∗ + β̂hv

Rh

H∗

)
V ∗ = 0

⇒ βhvIh + β̂hvRh = 0
⇒ Rh(t) = 0 ∀t ∈ R (car dans D1, Ih = 0)
⇒ (Ih, Rh, Iv) = (0, 0, 0)
⇒ L3 = {E0}
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2.3. Analyse mathématique du modèle

Alors le plus grand ensemble invariant se réduit au DFE.
Même démonstration pour le reste des cas. Ainsi dans toutes les situations le plus grand
ensemble invariant se réduit au DFE.
En utilisant le principe d’invariance de LaSalle, nous déduisons que le DFE est globalement
asymptotiquement stable quand R0 ≤ 1.

Dans ce qui suit, nous nous intéressons à la possibilité d’avoir la coexistence d’équilibre
endémique quand R0 ≤ 1, un résultat qui a été étudié dans l’article de J.Arino et al [8]
ainsi le travail de Dumont et al [5]. Nous avons développé davantage le résultat et mis en
évidence tous les scénarios possibles.

2.3.2.2 Les équilibres endémiques quand R0 ≤ 1

Un équilibre endémique du modèle (2.9) est une solution des équations suivantes :

Λh − µhH − δhIh = 0 (2.11)

βvh
Iv
H

(H − Ih −Rh) − ϵhIh = 0 (2.12)

γhIh − θhRh = 0 (2.13)(
βhv

Ih
H

+ β̂hv
Rh

H

)
(V ∗ − Iv) − µvIv = 0 (2.14)

Théorème 2.3 :
Quand R0 < 1, le système (2.9) admet un unique équilibre sans maladie (DFE) et,
eventuellement, deux équilibres endémiques si :

✓ R2
0 < δhβvhΛv min

(
2θh

θhβvhµhΛv + γhβvhµhΛv + δhθhβvhΛv + θhϵhµvΛh

,
1

ϵhµvΛh

)
,

✓ p2
1 − 4p0p2 > 0.

avec :

p0 = µv(
Λh

µh
)2(1 − R2

0),

p1 = Λh

µh

[
µv(1 + γh

θh
)R2

0 + (βhv + β̂HV
γh
θh

) + µv
δh
µh

(R2
0 − 2)

]
,

p2 = µv
δh
µh

(
δh
µh

− ϵh
βvh

µvΛh

µhΛv

R2
0

)
.

Démonstration.
Notons par (H̄, Īh, R̄h, Īv) l’équilibre endémique du modèle (2.9).
A partir de l’équation (2.11), (2.12) et (2.13) nous obtenons :

H̄ = Λh

µh
− δh
µh
Īh,

R̄h = γh
θh
Īh,

Īv = ϵh
βvh

Λh

µh
− δh
µh
Īh

Λh

µh
− Īh

(
1 + δh

µh
+ γh
θh

) Īh,
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en remplaçant H̄, R̄h et Īv dans l’équation (2.14), nous obtenons l’équation polynomiale
suivante :

Īh
(
p2(Īh)2 + p1Īh + p0

)
= 0, (2.15)

avec,

p0 = µv(
Λh

µh
)2(1 − R2

0),

p1 = Λh

µh

[
µv(1 + γh

θh
)R2

0 + (βhv + β̂HV
γh
θh

) + µv
δh
µh

(R2
0 − 2)

]
,

= Λhµv
µh

[
(1 + γh

θh
)R2

0 + ϵh
βvh

µvΛh

µhΛv

R2
0 + δh

µh
(R2

0 − 2)
]

= Λhµv
µh

[
(1 + γh

θh
+ ϵh
βvh

µvΛh

µhΛv

+ δh
µh

)R2
0 − 2 δh

µh

]

p2 =
(
µv(

δh
µh

)2 − δh
µh

(βhv + β̂hv
γh
θh

)
)

= µv
δh
µh

(
δh
µh

− ϵh
βvh

µvΛh

µhΛv

R2
0

)
.

Si (H̄, Īh, R̄h, Īv) est un équilibre du système (2.9), alors Īh appartient à l’intervalle [0, Λh

µh
).

Il reste donc à discuter l’existence de solutions pour (2.15) avec Ih ∈ (0, Λh

µh
) car le cas

Ih = 0 donne l’équilibre sans maladie.

Notons par P le polynôme suivant :

P (x) = p2x
2 + p1x+ p0, avec x ∈ (0, Λh

µh
).

En utilisant la règle des signes de Descartes (voir l’appendice A.3.4), nous obtenons les
différents cas possibles :

Quand R0 < 1 alors p0 > 0, ceci mène au tableau suivant :

p0 + + + +
p1 + + - -
p2 + - + -
Nombre de changements
de signes

0 1 2 1

Nombre possible d’EE 0 EE 1 EE 2 EE 1 EE

Nous remarquons que nous pouvons avoir jusqu’à deux équilibres endémiques lorsque
R0 < 1 pour des résultats plus précis, nous étudions le polynôme P sachant que :

- P (0) = p0.

- P (Λh

µh
) = µv

Λ2
h

δhµh
(γh
θh

+ 1)R2
0 ≥ 0

- P ′(x) = 2p2x+ p1.

24



2.3. Analyse mathématique du modèle

Pour simplifier l’écriture, notons :

k1 = 2 δh
µh

1

(1 + γh
θh

+ δh
µh

+ ϵh
βvh

µvΛh

µhΛv

)
> 0,

k2 = δh
µh

βvh
ϵh

µhΛv

µvΛh

> 0.

Les situations possibles que nous pouvons obtenir sont les suivantes :

1. p1 > 0 si seulement si R2
0 > k1 dans ce cas, nous pouvons avoir les changements

de signes suivants pour p2,
— p2 > 0 si seulement si R2

0 < k2.

Si 1 + γh
θh

+ δh
µh

≤ ϵh
βvh

µvΛh

µhΛv

alors R2
0 ∈ [k1, k2], dans ce cas l’équation P (x) = 0

n’a pas de solutions positives dans l’intervalle (0, Λh

µh
).

Même si la condition 1 + γh
θh

+ δh
µh

≤ ϵh
βvh

µvΛh

µhΛv

n’est pas satisfaite, nous ob-
tenons le même résultat.

— p2 < 0 si seulement si R2
0 > k2, dans ce cas, l’équation P (x) = 0 n’a pas de

solutions dans l’intervalle (0, Λh

µh
).

Dans les deux cas, notre système n’a pas d’équilibres endémiques.

2. p1 < 0 si seulement si R2
0 < k1 pour cette situation, nous pouvons avoir les chan-

gements de signe suivants pour p2.
— p2 > 0 si seulement si R2

0 < k2.
— p2 < 0 si seulement si R2

0 > k2.

Nous concluons que :
Si R0 < 1 cela implique que p0 > 0, alors si 2 δh

µv

βvh
ϵh

Λv

Λh

≤ R2
0 alors, p1 > 0 et p2 ≤ 0 dans

ce cas le polynôme P n’a pas de solution nulle dans (0, Λh

µh
).

Le seul cas où l’on peut avoir deux racines positives du polynôme P dans (0, Λh

µh
) est sous

les conditions suivantes :
— R2

0 <
δhβvhµhΛv

µh
min

(
2θhµh

θhµhβvhµhΛv + γhµhβvhµhΛv + δhθhβvhµhΛv + θhµhϵhµvΛh

,
1

ϵhµvΛh

)
— p2

1 − 4p0p2 > 0.

Nous avons démontré que le modèle (2.9) admet jusqu’à deux équilibres non-triviaux
lorsque R0 < 1 sous certaines conditions.

2.3.3 Comportement du système quand R0 > 1
Une maladie est endémique, si la population des infectées persiste à un niveau suffisam-
ment élevé pendant une période assez longue.
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Dans cette section, nous montrons que la maladie persiste lorsque R0 > 1. La notion
d’endémicité de la maladie peut bien être établie et analysée à travers la théorie de la
persistance uniforme (voir la section A.5).

2.3.3.1 La persistance uniforme

Théorème 2.4 :
Si R0 > 1, alors le système (I) est uniformément persistant.

Démonstration.
Soit X un ensemble ω−limite de Ω. Puisque Ω est positivement invariant, nous avons
X ⊂ Ω.
Le champ de vecteur définissant le système (I) est strictement rentrant en tout point de
∂Ω sauf sur l’ensemble M1 = {(Sh, Ih, Rh, Sv, Iv) ∈ ∂Ω : Ih = Rh = Iv = 0} où il est
tangent. L’ensemble M1 est donc positivement invariant et E0 ∈ M1. Cependant, pour
tout x ∈ M \ {E0}, la solution de (I) issue de x quitte M1 en temps négatif. Il s’en suit
que seul l’équilibre E0 est négativement invariant et donc le plus grand ensemble compact
invariant dans ∂Ω est réduit à l’ensemble {E0} qui est isolé dans X.
Toutefois, lorsque R0 > 1, E0 est instable et la variété stable de E0 est contenu dans ∂Ω.
Par conséquent, les conditions (1) et (2) du [46, Théorème 4.1] sont satisfaites et donc la
persistance uniforme est prouvée.

Il s’en suit que, lorsque R0 > 1, il existe r > 0 tel que pour toutes les conditions initiales
dans Ω̊ (l’intérieur de Ω), nous avons :

lim inf
t→∞

Sh(t) > r, lim inf
t→∞

Ih(t) > r, lim inf
t→∞

Rh(t) > r, lim inf
t→∞

Sv(t) > r, et lim inf
t→∞

Iv(t) > r.

2.3.3.2 L’équilibre endémique EE

Rappelons qu’un état d’équilibre endémique (H̄, Īh, R̄h, Īv) doit vérifier les équations
(2.11)-(2.14).

Théorème 2.5 :
Si R0 > 1 alors le système (2.9) a un unique équilibre endémique EE.

Démonstration.

En utilisant la première équation de (2.11) et le fait que Λh

µh + δh
≤ H ≤ Λh

µh
, nous avons

Īh qui satisfait à :

0 < Īh ≤ Λh

µh + δh
. (2.16)

En substituant R̄h = γh
θh
Īh, et H̄ = Λh − δhĪh

µh
dans les deuxième et quatrième relations
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ci-dessus, nous obtenons :

Īh = Λhµv Īv

µh

βhv + γhβ̂hv
θh

 (Λv

µv
− Īv) + δhµv Īv

,

Īv = (Λh − δhĪh)ϵhĪh

µhβvh

(
Λh − δhĪh

µh
− (1 + γh

θh
)Īh
)

Notons par x = Īh et y = Īv ce qui donne :

x = Λhµvy

µh

βhv + γhβ̂hv
θh

 (Λv

µv
− y) + δhµvy

,

y = (Λh − δhx)ϵhx

µhβvh

(
Λh − δhx

µh
− (1 + γh

θh
)x
)

Soit f la fonction définie comme suit :

f(x, y) =



Λhµvy

µh

βhv + γhβ̂hv
θh

 (Λv

µv
− y) + δhµvy

(Λh − δhx)ϵhx

µhβvh

(
Λh

µh
− (1 + δh

µh
+ γh
θh

)x
)



=



Λhµ
2
vθhy

µhµv
(
βhvθh + γhβ̂hv

)
(Λv − µvy) + δhµ2

vy

θh(Λh − δhx)ϵhx
βvh ((Λh − (µh + δh)x)θh − γhµhx)



=


f1(y)

f2(x)

 .

Le couple (x, y) est un point fixe de la fonction f .
Notre étude reviens à montrer l’existence et l’unicité d’un point fixe de la focntion f .
Pour x ∈ [0, Λh

µh
], f2(x) ≥ 0 si et seulement si x < Λh

µh + δh + γh µh
θh

.

Pour y ∈ [0, Λv

µv
], f1(y) ≥ 0.
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Nous avons f(0, 0) = (0, 0)T .

La Jacobienne de f est donnée par :

Jf(x, y) =
(

0 f ′
1(y)

f ′
2(x) 0

)
.

Avec,

f ′
1(y) =

θh Λhµ
2
vΛvµh

(
β̂hvγh + θh βhv

)
(
−
(
β̂hvγh + θh βhv

)
(µv y − Λv)µh + δh θh µ2

v y
)2

f ′
2(x) =

θh (αh + γh + µh + δh)
(

(δh (δh + µh)x2 − 2 δh Λh x+ Λ2
h) θh + δh γh µh x

2
)

βvh (((δh + µh)x− Λh) θh + γh µh x)2 .

f ′
1 et f ′

2 sont positives sur les ensembles où elles sont définies. Alors,

f2 est croissante et tend vers +∞ lorsque x → Λh

µh + δh + γh µh
θh

,

donc il existe x1 <
Λh

µh + δh + γh µh
θh

tel que f2(x1) = Λv

µv
et f2(x) ≤ Λv

µv
pour tout

x ∈ [0, x1].
Par conséquent, f1 ◦ f2 est bien définie sur [0, x1] et est croissante.
De plus, (f1 ◦ f2) (0) = 0 et (f1 ◦ f2) (x1) = f1(

Λv

µv
) = Λh

δh
> x1.

Nous avons aussi que (f1 ◦ f2)′(0) = 1
R2

0
< 1.

Ceci montre que la courbe représentative de f1◦f2 est en dessous de la première bissectrice
dans un voisinage de 0 et elle est au dessus en x1 donc elle la traverse au moins une fois
en un point different de 0 et de x1. On a donc prouvé que f1 ◦ f2 a au moins un point fixe
x̄ ∈ (0, x1). On a :

(f1 ◦ f2)′(x) = f ′
1(f2(x)).f ′

2(x) > 0.

(f1 ◦ f2)′′(x) = f ′′
1 (f2(x)).f ′

2(x)2 + f ′
1(f2(x)).f ′′

2 (x)

f ′′
2 (x) = 2(θh) ϵh Λ2

hµh(γh + θh)

βvh(µh + δh + γh µh
θh

)
 Λh

µh + δh + γh µh
θh

− x

3 > 0 pour x <
Λh

µh + δh + γh µh
θh

.

f ′′
1 (y) =

2θh ΛhΛvµhµ
3
v

(
γhβ̂hv + θh βhv

) (
δhθhµv − (γhβ̂hv + θh βhv)µh

)
((
β̂hvγh + θh βhv

)
(Λv − µv y)µh + δh θh µ2

v y
)3

est de signe fixe pour y ≤ Λv

µv
.

f ′′′
1 (y) =

6θh ΛhΛvµhµ
4
v

(
γhβ̂hv + θh βhv

) (
δhθhµv − (γhβ̂hv + θh βhv)µh

)2

((
β̂hvγh + θh βhv

)
(Λv − µv y)µh + δh θh µ2

v y
)4 > 0 pour y ≤ Λv

µv
.
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Nous avons dans ce cas :
• Si δhθhµv > (γhβ̂hv + θh βhv)µh alors f ′′

1 > 0 et ainsi (f1 ◦ f2)′′ > 0.
Il en résulte que (f1 ◦f2) est convexe, ce qui assure l’unicité du point fixe en (0, x1).

• Si δhθhµv < (γhβ̂hv + θh βhv)µh alors f ′′
1 < 0 donc f ′

1 est décroissante.
Etant donné que f ′′

2 est positive croissante, que f2 est positive croissante, f ′
1 est

décroissante, f ′
2 est croissante, et f ′′

1 est croissante, nous avons que pour tout x ∈
[0, x1] :

(f1 ◦ f2)′′(x) ≥ f ′′
1 (f2(0))f ′

2(0)2 + f ′
1(f2(x1))f ′′

2 (0)

= f ′′
1 (f2(0))f ′

2(0)2 + f ′
1

(
Λv

µv

)
f ′′

2 (0) := A

Après calcul on obtient que :

A = 2µ4
vθ

2Λhϵ
2
hδh

Λ2
vµh

2
(
γh β̂hv + θh βhv

)2
β2
vh

µh4
(
γh β̂hv + θh βhv

)3
(γh + θh) βvhΛv

µv4θh
4Λhϵhδh

3

+µh(γh β̂hv + βhvθ)
δh µvθ

− 1
 .

Puisque δhθhµv < (γhβ̂hv + θh βhv)µh, nous avons A > 0 ainsi que (f1 ◦ f2)′′(x) > 0 pour
tout x ∈ [0, x1].

Dans les deux cas, (f1 ◦ f2) est convexe sur l’intervalle [0, x1] ce qui assure l’unicité du
point fixe en (0, x1).
Pour x1 ≤ x <

Λh

µh + δh + γh µh
θh

, f2(x) ∈ [Λv

µv
,∞) et f1 ◦ f2(x) ≥ Λh

δh
>

Λh

µh + δh
.

Par conséquent, (f1 ◦ f2) ne peut avoir un point fixe en [x1,
Λh

µh + δh + γh µh
θh

) puisqu’un

point fixe doit satisfaire la relation (2.16).

Donc la fonction f a un unique point fixe (x̄, f2(x̄)) qui appartient à (0, x1) ×
(

0, Λv

µv

)
.

Ce qui implique que le système (2.9) a un unique équilibre endémique EE quand R0 > 1.

Nous allons analyser dans la section suivante la stabilité du point d’équilibre endémique
EE du système en deux grandes parties, en premier, nous étudions le cas où il n’y a pas
de mortalité due à la maladie δh = 0.
Dans la seconde partie, nous nous concentrons sur le cas général qui est plus compliqué
que le cas où δh = 0.

2.3.3.3 Stabilité de l’équilibre endémique dans le cas où δh = 0

Puisque δh = 0, l’équation de la population totale des humains devient :

dH

dt
= Λh − µhH.
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Cette dernière équation admet un unique point d’équilibre H∗ = Λh

µh
qui est GAS, nous

pouvons dans ce cas utiliser le Théorème de Vidyasagar A.8, et réduire la dimension du
système (2.9) à un système de dimension 3 (avec ϵ̃h = αh + γh + µh) :

dIh
dt

= βvh
Iv
H∗ (H∗ − Ih −Rh) − ϵ̃hIh,

dRh

dt
= γhIh − θhRh,

dIv
dt

=
(
βhv

Ih
H∗ + β̂hv

Rh

H∗

)
(V ∗ − Iv) − µvIv.

(2.17)

L’équilibre endémique (EE) du Système (2.17) est la solution des équations suivantes :

βvh
Iv
H∗ (H∗ − Ih −Rh) − ϵ̃hIh = 0,

γhIh − θhRh = , 0(
βhv

Ih
H∗ + β̂hv

Rh

H∗

)
(V ∗ − Iv) − µvIv = 0.

Alors l’EE est donné par :

Īh = ϵ̃hµvH
∗(R2

0 − 1)(
βhv + β̂hv

γh
θh

)(
βvh

V ∗

H∗

(
1 + θh

γh

)
+ ϵ̃h

) ,
R̄h = γh

θh
Īh,

Īv =

(
βhv + β̂hv

γh
θh

)
ĪhV

∗

µvH∗ +
(
βhv + β̂hv

γh
θh

)
Īh

.

Avec H∗ = Λh

µh
et V ∗ = Λv

µv
.

Proposition 2.1 :
Soit R0 > 1,
alors il existe un unique équilibre endémique EE du système (2.17) qui est localement
asymptotiquement stable.

Démonstration.
La matrice Jacobienne à l’équilibre endémique est donnée par :

J(Īh, R̄h, Īv) =



−βvh
Īv
H∗ − ϵ̃h −βvh

Īv
H∗ βvh

1
H∗ (H∗ − Īh − R̄h)

γh −θh 0

βhv
1
H∗ (V ∗ − Īv) β̂hv

1
H∗ (V ∗ − Īv) −

(
βhv

Īh
H∗ + β̂hv

R̄h

H∗

)
− µv


.
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En utilisant les équations d’équilibre, nous pouvons écrire la matrice Jacobienne comme
suit :

J =



−βvh
Īv
H∗ − ϵ̃h −βvh

Īv
H∗ ϵ̃h

Īh

Īv

γh −θh 0

βhv
1
H∗ (V ∗ − Īv) β̂hv

1
H∗ (V ∗ − Īv) −

(
βhv

Īh
H∗ + β̂hv

R̄h

H∗

)
V ∗

Īv


.

En utilisant la définition de la seconde matrice composée additive (voir A.3.6) nous obte-
nons :

J [2] =



−βvh Īv
H∗ − ϵ̃h − θh 0 −ϵ̃h ĪhĪv

β̂hv
H∗ (V ∗ − Īv) −βvh

Īv
H∗ − ϵ̃h −

(
βhv

Īh
H∗ + β̂hv

R̄h
H∗

)
V ∗

Īv
−βvh Īv

H∗

βhv
H∗ (V ∗ − Īv) γh −

(
βhv

Īh
H∗ + β̂hv

R̄h
H∗

)
V ∗

Īv
− θh


(2.18)

Un simple calcul nous donne,

det(J) = −θh
V ∗

Īv

(
βvh

Īv
H∗ + ϵ̃h

)(
βhv

Īh
H∗ + β̂hv

R̄h

H∗

)
− βvhγh

V ∗

H∗

(
βhv

Īh
H∗ + β̂hv

R̄h

H∗

)

+ϵ̃h
Īh

Īv

[
γhβ̂hv

1
H∗ (V ∗ − Īv) + θhβhv

1
H∗ (V ∗ − Īv)

]

= −(θh + γh)
[
βvh

V ∗

H∗

(
βhv

Īh
H∗ + β̂hv

R̄h

H∗

)
+ ϵ̃hĪh

βhv
H∗

]

det(J [2]) = −
(
βvh

Īv
H∗ + ϵ̃h + θh

)
[(
βvh

Īv
H∗ + ϵ̃h +

(
βhv

Īh
H∗ + β̂hv

R̄h

H∗

)
V ∗

Īv

)((
βhv

Īh
H∗ + β̂hv

R̄h

H∗

)
V ∗

Īv
+ θh

)]

−
(
βvh

Īv
H∗ + ϵ̃h + θh

)
βvh

Īv
H∗γh − ϵ̃h

Īh

Īv

β̂hv
H∗ (V ∗ − Īv)γh

−ϵ̃h
Īh

Īv

βhv
H∗ (V ∗ − Īv)

(
βvh

Īv
H∗ + ϵ̃h +

(
βhv

Īh
H∗ + β̂hv

R̄h

H∗

)
V ∗

Īv

)

det(J), tr(J) et det(J [2]) sont tous négatifs alors en utilisant ( le lemme A.3) nous consta-
tons que l’équilibre endémique est localement asymptotiquement stable.

La stabilité globale de l’EE quand δh = 0
Pour la stabilité globale de l’EE, nous disposons du résultat suivant :

Proposition 2.2 :
Sous l’hypothèse R0 > 1. Si ρh − αh ≤ γh

2 alors l’ EE du système (2.17) est globalement
asymptotiquement stable.
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Démonstration.
Pour prouver la stabilité globale de l’équilibre endémique, nous utiliserons l’approche
géométrique introduite par Li et Muldowney [62] qui est bien détaillée dans l’appendice
section A.5. La seconde matrice composée additive en un point (Ih, Rh, Iv) est donnée
comme suit :

J [2] =

−βvh
Iv
H∗ − ϵ̃h − θh 0 −βvh

H∗ (H∗ − Ih − Rh)

β̂hv
H∗ (V ∗ − Iv) −βvh

Iv
H∗ − βhv

Ih
H∗ − β̂hv

Rh

H∗ − ϵ̃h − µv −βvh
Iv
H∗

−βhv
H∗ (V ∗ − Iv) γh −

(
βhv

Ih
H∗ + β̂hv

Rh

H∗

)
− θh − µv


Soit la matrice P non singulière à l’intérieur de Ω :

P =



1 0 0

0 Ih
Iv

0

0 Ih
Iv

Ih
Iv


Soit Pf = (DP)(f), où f est le champ vectoriel de (2.17), nous avons :

Pf =



0 0 0

0 İhIv − Ihİv
I2
v

0

0 İhIv − Ihİv
I2
v

İhIv − Ihİv
I2
v


et PfP−1 =



0 0 0

0 İh
Ih

− İv
Iv

0

0 0 İh
Ih

− İv
Iv


Soit B la fonction à valeur matricielle définie comme suit :

B(t) = PfP−1 + PJ [2]P−1

B(t) =
(
B11(t) B12(t)
B21(t) B22(t)

)
(2.19)

où (on écrit B au lieu de B(t) pour alléger les notations)

B11 = −βvh
Iv
H∗ − ϵ̃h − θh,

B12 =
(
βvh
H∗ Sh

Iv
Ih
,−βvh

H∗ Sh
Iv
Ih

)
,

B21 =


β̂hv
H∗ (V ∗ − Iv)

Ih
Iv

β̂hv − βhv
H∗ (V ∗ − Iv)

Ih
Iv



B22 =


İh
Ih

− İv
Iv

− βhv
Ih
H∗ − β̂hv

Rh

H∗ − ϵ̃h − µv −βvh
Iv
H∗

ρh − αh
İh
Ih

− İv
Iv

− βvh
Iv
H∗ − βhv

Ih
H∗ − β̂hv

Rh

H∗ − µv − θh
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La norme vectorielle |.| est définie par :

|(u, v, w)| = sup {|u|, |v| + |w|}

La mesure de Lozinskii µ(B) (voir l’appendice A.26) par rapport à |.| peut être estimée
comme suit :

µ(B) ≤ sup{g1(t), g2(t)}. (2.20)

Avec,

g1(t) = B11 + |B12|, g2(t) = |B21| + µ1(B22).

Nous avons : B11 = −βvh
Iv
H∗ − ϵ̃h − θh, et |B12| = βvh

H∗ Sh
Iv
Ih

.
De ce fait,

g1(t) = B11 + |B12|

= −βvh
Iv
H∗ − ϵ̃h − θh + βvh

H∗ Sh
Iv
Ih
.

En exploitant l’équation 1 du Système (2.17), nous obtenons :

İh
Ih

= βvh
H∗ Sh

Iv
Ih

− ϵ̃h,

ce qui nous conduit à,

g1(t) = −βvh
Iv
H∗ − θh + İh

Ih
≤ İh
Ih

− θh.

Pour estimer g2(t), nous procédons aux calculs suivants :

|B21| = (V ∗ − Iv)
H∗

Ih
Iv

(|β̂hv| + |β̂hv − βhv|)

= βhv
(V ∗ − Iv)

H∗
Ih
Iv

en présumant que β̂hv < βhv,

En utilisant le fait que :

İv
Iv

= 1
Iv

(
βhv

Ih
H∗ + β̂hv

Rh

H∗

)
(V ∗ − Iv) − µv,

nous pouvons ensuite écrire que :

|B21| = İv
Iv

− β̂hv
Rh

H∗Iv
(V ∗ − Iv) + µv.

D’autre part, nous avons :

µ1(B22) = max{ İh
Ih

− İv
Iv

−βhv
Ih
H∗ −β̂hv

Rh

H∗ −ϵ̃h−µv+|ρh−αh|,
İh
Ih

− İv
Iv

−βhv
Ih
H∗ −β̂hv

Rh

H∗ −µv−θh}
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Puisque ϵ̃h = αh + γh + µh et θh = ρh + µh, nous aurons :

µ1(B22) ≤ İh
Ih

− İv
Iv

− βhv
Ih
H∗ − β̂hv

Rh

H∗ − µv − µh + max{−αh − γh + |ρh − αh|,−ρh}

Soit lh un nombre défini par :

lh = max{−αh − γh + |ρh − αh|,−ρh}.

Alors nous avons :

g2(t) = |B21| + µ1(B22) ≤ İh
Ih

− µh + lh

Nous pouvons constater deux cas selon le signe de ρh − αh :
1- Si ρh ≤ αh alors |ρh − αh| = −ρh + αh, alors

lh = max{−γh − ρh,−ρh} = −ρh,

et donc

g2(t) ≤ İh
Ih

− µh − ρh

= İh
Ih

− θh,

d’où,

µ(B) ≤ sup{g1(t), g2(t)} ≤ sup{ İh
Ih

− θh,
İh
Ih

− θh} = İh
Ih

− θh.

2- Si ρh > αh alors |ρh − αh| = ρh − αh et on a lh = max{ρh − 2αh − γh,−ρh}.
D’où, par hypothèse, ρh − αh ≤ γh

2 nous obtenons lh ≤ −ρh, et que :

g2(t) ≤ İh
Ih

− µh − ρh = İh
Ih

− θh.

Ainsi,

µ(B) ≤ sup{g1(t), g2(t)}

≤ sup{ İh
Ih

− θh,
İh
Ih

− θh}

= İh
Ih

− θh

Finalement les deux cas conduisent à l’inégalité suivante,

µ(B) ≤ İh
Ih

− θh.

Nous avons déjà prouvé que le Système (2.17) est uniformément persistant, donc il existe
un r ≥ 0 tel que Ih(t) > r, Rh(t) > r et Iv(t) > r. Ceci assure également l’existence d’un
ensemble compact K, absorbant à l’intérieur de Ω.
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La constante de persistance uniforme r peut être ajustée de manière à ce qu’il existe t̄ > 0
indépendant de la condition initiale en Ω, de telle sorte que : Ih(t) > r, Rh(t) > r et
Iv(t) > r pour t > t̄.
Ceci nous conduit à,

1
t

∫ t

0
µ(B)(s)ds = 1

t

∫ t̄

0
µ(B)(s)ds+ 1

t

∫ t

t̄
µ(B)(s)ds,

≤ 1
t

∫ t̄

0
µ(B)(s)ds+ 1

t

∫ t

t̄

(
İh
Ih

− θh

)
ds,

1
t

∫ t

0
µ(B)(s)ds ≤ 1

t

∫ t̄

0
µ(B)(s)ds+ ln(Ih(t))

ln(Ih(t̄))
− θh(1 − t̄

t
). (2.21)

Définissons q̄2 comme suit :

q̄2 = lim sup
t→∞

sup
(S(0),I(0))∈K

1
t

∫ t

0
µ(B)(s)ds.

Nous aurons :

sup
(S(0),I(0))∈K

1
t

∫ t

0
µ(B)(s)ds ≤ sup

(S(0),I(0))∈K

(
1
t

∫ t̄

0
µ(B)(s)ds+ 1

t

ln(Ih(t))
ln(Ih(t̄))

− θh(1 − t̄

t
)
)

≤ sup
(S(0),I(0))∈K

1
t

∫ t̄

0
µ(B)(s)ds+ 1

t

ln(H∗)
ln(Ih(t̄))

− θh(1 − t̄

t
).

Cela implique que :
q̄2 ≤ −θh.

Le Théorème 3.5 de [62] permet de conclure que l’équilibre endémique EE est globalement
asymptotiquement stable dans Ω̊.

Nous traitons dans la section suivante le deuxième cas quand δh ̸= 0 qui est plus compliqué
que le cas précédent.

2.3.3.4 Stabilité de l’équilibre endémique quand δh > 0

Théorème 2.6 :
L’équilibre endémique EE du système (I) est localement asymptotiquement stable si R0 >
1 et,

δh
µh

≤ max

1,
βhv + β̂hvγh

θh
µv

 (2.22)

Démonstration.

Nous avons déjà prouvé dans la section 2.3.3.2 l’existence et l’unicité de l’équilibre endé-
mique.
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Nous allons montrer que toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne calculée au au
point d’équilibre endémique EE sont à parties réelles strictement négatives si la condition
(2.22) est satisfaite. La matrice Jacobienne à l’EE est donnée par :

JEE =



−µh −δh 0 0

−βvhĪv (H̄−Īh−R̄h)
H̄2 + βvhĪv

H̄
−βv Īv

H̄
− ϵh −βvhĪv

H̄

βvh(H̄−Īh−R̄h)
H̄

0 γh −ρh − µh 0
(
−βhv Īh

H̄2 − β̂hvR̄h
H̄2

) (
Λv
µv

− Īv
)

βhv
H̄

(
Λv
µv

− Īv
)

β̂hv
H̄

(
Λv
µv

− Īv
)

−βhv Īh
H̄

− β̂hvR̄h
H̄

− µv


(2.23)

L’application du critère de Routh-Hurwitz s’avère difficile et ne permet pas de donner
des conditions qui peuvent facilement être écrites en fonction des paramètres du système.
Nous allons donc procéder différemment.
Soit Z un vecteur propre, associé à une valeur propre w. Alors Z = (Z1, Z2, Z3, Z4)T ̸=
(0, 0, 0, 0) satisfait les équations suivantes :
wZ1 = −δh Z2 − Z1 µh (2.24a)

wZ2 = Z1

(
−βvhĪv S̄h

H̄2 + βvhĪv

H̄

)
+
(

−βvhĪv

H̄
− ϵh

)
Z2 − βvhĪv Z3

H̄
+ βvhS̄h Z4

H̄
(2.24b)

wZ3 = γh Z2 + (−ρh − µh)Z3 (2.24c)

wZ4 =
Z1

−βhv Īh

H̄2 − β̂hvR̄h

H̄2

+ βhvZ2

H̄
+ β̂hvZ3

H̄

(Λv

µv
− Īv

)
−

βhv Īh
H̄

+ β̂hvR̄h

H̄
+ µv

Z4

(2.24d)
On va montrer que si les relations ci-dessus sont satisfaites avec w telle que Re(w) ≥ 0
alors la condition (2.22) n’est pas satisfaite.

On commence par le cas δh
µh

≤
βhv + β̂hvγh

θh
µv

.
On va combiner les relations (2.24a–2.24d) pour les réduire à une relation matricielle de

la forme : diag(a1(w), a2(w))
(
Z2
Z4

)
= M

(
Z2
Z4

)
avec M qui satisfait M

(
Īh
Īv

)
=(

Īh
Īv

)
. D’autre part, etant donné que le vecteur

(
Īh
Īv

)
est positif, il existe un nombre

réel positif minimal r satisfaisant : |Z| ≤ rx̄. et on va montrer que si δh
µh

≤
βhv + β̂hvγh

θh
µv

alors Re(w) ≥ 0 impliquera une relation qui contredit la minimalité de r.
En utilisant l’équation (2.24a) nous obtenons :(

1 + w

µh

)
Z1 = −δh

µh
Z2,

⇒ Z1 = −δh
w + µh

Z2.
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Un réarrangement de l’équation (2.24b) nous donne :(
1 + w

θh

)
Z3 = γh

θh
Z2,

⇒ Z3 = γh
w + θh

Z2

De l’équation (2.24b) et en remplaçant Z1 et Z3 par leur formule, nous aurons :

wZ2 = −δh
w + µh

Z2

(
−βvhĪv S̄h

H̄2 + βvhĪv

H̄

)
+
(

−βvhĪv

H̄
− ϵh

)
Z2 − βvhĪv

H̄

γh
w + θh

Z2 + βvhS̄h

H̄
Z4

wZ2 =
[

δh
w + µh

(
βvhĪv S̄h

H̄2 − βvhĪv

H̄

)
− βvhĪv

H̄
− ϵh − βvhĪv

H̄

γh
w + θh

]
Z2 + βvhS̄h

H̄
Z4

wZ2 = −
[
βvhĪv

H̄

(
δh

w + µh

(
1 − S̄h

H̄

)
+ 1 + γh

w + θh

)
+ ϵh

]
Z2 + βvhS̄h

H̄
Z4

Cela peut s’écrire :

(1 +G2(w))Z2 = βvhS̄h

ϵh H̄
Z4 = Īh

Īv
Z4, (2.25)

avec

G2(w) =
w + βvhĪv

H̄

(
δh

w+µh

(
1 − S̄h

H̄

)
+ 1 + γh

w+θh

)
ϵh

D’autre part,

wZ4 =
 δh
w + µh

Z2

βhv Īh
H̄2 + β̂hvR̄h

H̄2

+ βhvZ2

H̄
+ β̂hv

H̄

γh
w + θh

Z2

 S̄v−
βhv Īh

H̄
+ β̂hvR̄h

H̄
+ µv

Z4

wZ4 =
 δh
w + µh

βhv Īh
H̄

+ β̂hvR̄h

H̄

+ βhv + β̂hvγh
w + θh

 S̄v
H̄
Z2 −

βhv Īh
H̄

+ β̂hvR̄h

H̄
+ µv

Z4

wZ4 =
 δh
w + µh

µv Īv

S̄v
+ βhv + β̂hvγh

w + θh

 µv Īv

(βhv + β̂hvγh
θh

)Īh
Z2 −

(
µv Īv

S̄v
+ µv

)
Z4

(
w + µv Īv

S̄v
+ µv

)
Z4 =

 δh
w + µh

µv Īv

S̄v
+ βhv + β̂hvγh

w + θh

 µv Īv

(βhv + β̂hvγh
θh

)Īh
Z2

βhv + β̂hvγh
θh

δh
w + µh

µv Īv

S̄v
+ βhv + β̂hvγh

w + θh

(
w + µv Īv

S̄v
+ µv

)
Z4 = µv Īv

Īh
Z2
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µv ĪvH̄

S̄v Īh
δh

w + µh

µv Īv

S̄v
+ βhv + β̂hvγh

w + θh

(
w + µv Īv

S̄v
+ µv

)
Z4 = µv Īv

Īh
Z2

Nous obtenons la relation suivante :

ĪvH̄

S̄v Īh
δh

w + µh

µv Īv

S̄v
+ βhv + β̂hvγh

w + θh

(
w + µv Īv

S̄v
+ µv

)

︸ ︷︷ ︸
f(w)

Z4 = Īv

Īh
Z2 (2.26)

Nous avons :∣∣∣∣∣∣ δh
w + µh

µv Īv

S̄v
+ βhv + β̂hvγh

w + θh

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1
|w + µh|

δhµv Īv

S̄v
+ βhv + β̂hvγh

1
|w + θh|

≤ 1
Re(w) + µh

δhµv Īv

S̄v
+ βhv + β̂hvγh

1
Re(w) + θh

≤ 1
µh

δhµv Īv

S̄v
+ βhv + β̂hvγh

1
θh

si Re(w) ≥ 0

= δhµv Īv

µhS̄v
+ βhv + β̂hv

γh
θh

= δhµv Īv

µhS̄v
+ µv ĪvH̄

S̄v Īh

Et donc,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ĪvH̄

S̄v Īh
δh

w + µh

µv Īv

S̄v
+ βhv + β̂hvγh

w + θh

(
w + µv Īv

S̄v
+ µv

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≥

ĪvH̄

S̄v Īh
δhµv Īv

µhS̄v
+ µv ĪvH̄

S̄v Īh

(
µv Īv

S̄v
+ µv

)

=

H̄

Īh
δh
µh

+ H̄

Īh

(
Īv

S̄v
+ 1

)
=

Īv

S̄v
+ 1

δhĪh

µhH̄
+ 1

Nous avons aussi :

Īv

S̄v
=
βhv + β̂hvγh

θh
µv

Īh

H̄
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Alors,

Īv

S̄v
+ 1

δhĪh

µhH̄
+ 1

=

βhv + β̂hvγh
θh

µv

Īh

H̄
+ 1

δhĪh

µhH̄
+ 1

Nous constatons donc que :

Si
βhv + β̂hvγh

θh
µv

>
δh
µh

alors Re(w) ≥ 0 =⇒ |f(w)| > 1.

Nous pouvons exprimer les relations (2.25-2.26) sous forme matricielle comme suit

diag(1 +G2(w), f(w))Z = M Z, (2.27)

la matrice M étant définie par :

M =


0 Īh

Īv
Īv

Īh
0


Mentionnons que la matrice M a des éléments positifs et que l’équilibre x̄ = (Īh, Īv) sa-
tisfait Mx̄ = x̄.

Supposons que Re(w) ≥ 0. Nous emploierons une astuce due à Krasnoselskii ([57], Preuve
du Théorème 6.1, voir aussi [45]) pour obtenir une contradiction.
De (2.27), nous obtenons en utilisant le module et en dénotant |Z| = (|Z2|, |Z4|)T que :

min(1 + ReG2(w), |f(w)|) |Z| ≤ M |Z|. (2.28)

Etant donné que le vecteur x̄ est positif, il existe un nombre réel positif minimal r satis-
faisant :

|Z| ≤ rx̄. (2.29)
Soit η(w) = min(1 + ReG2(w), |f(w)|).
Nous avons prouvé que Re(w) ≥ 0 entraîne que |f(w)| > 1 et ReG2(w) > 0 ainsi,
η(w) > 1.

En combinant les relations (2.28) et (2.29), nous obtenons :

η(w) |Z| ≤ M |Z| ≤ Mrx̄ = rx̄.

Ceci contredit la minimalité de r.

Maintenant étudions le cas δh ≤ µh :
De l’équation (2.26), nous aboutissons à la relation suivante :

Z4 =

δh
w + µh

µv Īv

S̄v
+ βhv + β̂hvγh

w + θh
ĪvH̄

S̄v Īh

(
w + µv Īv

S̄v
+ µv

) Īv

Īh
Z2
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Rappelons que :

(1 +G2(w))Z2 = βvhS̄h

ϵh H̄
Z4 = Īh

Īv
Z4 avec G2(w) =

w + βvhĪv
H̄

(
δh

w+µh

(
1 − S̄h

H̄

)
+ 1 + γh

w+θh

)
ϵh

En remplaçant Z4 par sa formule dans la dernière équation, cela nous donne :

(1 +G2(w))Z2 =

δh
w + µh

µv Īv

S̄v
+ βhv + β̂hvγh

w + θh
ĪvH̄

S̄v Īh

(
w + µv Īv

S̄v
+ µv

) Z2

ϵh + w + βvhĪv
H̄

(
δh

w+µh

(
1 − S̄h

H̄

)
+ 1 + γh

w+θh

)
ϵh

=

δh
w + µh

µv Īv

S̄v
+ βhv + β̂hvγh

w + θh
ĪvH̄

S̄v Īh

(
w + µv Īv

S̄v
+ µv

)

ϵh + w + βvhĪv

H̄

(
δh

w + µh

(
1 − S̄h

H̄

)
+ 1 + γh

w + θh

)
= ϵh

δh
w + µh

µv Īv

S̄v
+ βhv + β̂hvγh

w + θh
ĪvH̄

S̄v Īh

(
w + µv Īv

S̄v
+ µv

)

On obtient donc la relation suivante :

ĪvH̄

S̄v Īh

(
w + µv Īv

S̄v
+ µv

)(
ϵh + w + βvhĪv

H̄

(
δh

w+µh

(
1 + γ

θ

) Īh
H̄

+ 1 + γh
w+θh

))

= ϵh

 δh
w + µh

µv Īv

S̄v
+ βhv + β̂hvγh

w + θh

 (2.30)

Si Re(w) ≥ 0 alors,∣∣∣∣∣∣ δh
w + µh

µv Īv

S̄v
+ βhv + β̂hvγh

w + θh

∣∣∣∣∣∣ ≤ δhµv Īv

µhS̄v
+µv ĪvH̄

S̄v Īh
= µv Īv

S̄v

(
δh
µh

+ H̄

Īh

)
= µv Īv

S̄v

Λh

µhĪh
= µv Īv

S̄v Īh

Λh

µh

et donc le membre de droite satisfait∣∣∣∣∣∣ϵh
 δh
w + µh

µv Īv

S̄v
+ βhv + β̂hvγh

w + θh

∣∣∣∣∣∣ ≤ ϵh
µv Īv

S̄v Īh

Λh

µh
(2.31)

Pour le membre de gauche de la relation (2.30), on a si Re(w) ≥ 0 :∣∣∣∣∣ ĪvH̄S̄v Īh
(
w + µv Īv

S̄v
+ µv

)(
ϵh + w + βvhĪv

H̄

(
δh

w+µh

(
1 + γ

θ

) Īh
H̄

+ 1 + γh
w+θh

))∣∣∣∣∣
≥ ĪvH̄

S̄v Īh

(
µv Īv

S̄v
+ µv

)(
ϵh + βvhĪv

H̄

)
= µv Īv

S̄v Īh

(
Īv

S̄v
+ 1

)(
ϵhH̄ + βvhĪv

)

= µv Īv

S̄v Īh

Λv

µvS̄v
ϵh H̄

(
1 + Īh

S̄h

)
= µv Īv

S̄v Īh

Λv

µvS̄v
ϵh

(
H̄ + H̄Īh

S̄h

)

>
µv Īv

S̄v Īh
ϵh
(
H̄ + Īh

)
= µv Īv

S̄v Īh
ϵh

(
Λh

µh
+ (1 − δh

µh
)Īh
)
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Si δh ≤ µh alors Λh

µh
+ (1 − δh

µh
)Īh ≥ Λh

µh
et donc Re(w) ≥ 0 implique

∣∣∣∣∣ ĪvH̄S̄v Īh
(
w + µv Īv

S̄v
+ µv

)(
ϵh + w + βvhĪv

H̄

(
δh

w + µh

(
1 + γ

θ

)
Īh

H̄
+ 1 + γh

w + θh

))∣∣∣∣∣ > µv Īv

S̄v Īh
ϵh

Λh

µh
(2.32)

On voit donc que sous l’hypothèse δh
µh

≤ 1, si Re(w) ≥ 0 alors on aboutit à deux relations
contradictoires (2.31) et (2.32). On en déduit que Re(w) < 0.

2.3.4 Simulations numériques
Afin d’illustrer certains des résultats théoriques précédents, nous effectuons deux séries de
simulations de notre système dans le cas où il existerait deux équilibres endémiques avec
R0 < 1. La seconde simulation est faite quand R0 > 1. Les paramètres des simulations
sont ceux indiqués dans le tableau (2.3).
Si nous définissons les paramètres de l’exemple 1 où le nombre de reproduction de base
est compris entre

√
µh

µh + δh
et 1, c’est-à-dire

√
µh

µh + δh
< R0 < 1, nous aboutirons aux

résultats suivants,
⋆ DFE = (300000, 0, 0, 20000, 0).
⋆ le premier équilibre endémique EE1 = (18190, 702.0392, 292.5163, 17610, 2389.8).
⋆ le deuxième équilibre endémique EE2 = (226.6221, 746.7886, 311.1619, 6337.4, 13663).
⋆ Le spectre de la Jacobienne au point EE1 est donné par
ρEE1 = {−0.0311, 0.0005,−0.0016,−0.0009}.

⋆ Le spectre de la Jacobienne au point EE2 est donné par
ρEE2 = {−0.0777,−0.0184,−0.0049,−0.0007}.

⋆

√
µh

µh + δh
= 0.0499.
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Figure 2.2 – Représentation gra-
phique pour les classes humaines lorsque√

µh
µh + δh

< R0 < 1 sur le premier

exemple donné dans le tableau 2.3.
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sur le premier exemple donné dans le ta-
bleau 2.3.
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Avec une condition initiale donnée par le vecteur (S0
h = 1000, I0

h = 200, R0
h = 100, S0

v =
1000, I0

v = 3000), les figures 2.2, 2.3 montrent que les trajectoires des solutions tendent
vers l’équilibre endémique 2, ce qui implique que même si R0 < 1 la solution de notre
système peut tendre vers un équilibre endémique qui est localement asymptotiquement
stable selon le spectre numérique du J(EE2) donné ci-dessus.

En utilisant les mêmes paramètres de l’exemple 1 dans le tableau (2.3) et sous la condi-
tion initiale donnée par (S0

h = 40000, I0
h = 1000, R0

h = 30000, S0
v = 4000, I0

v = 30), nous
obtenons les simulations présentées dans les figures 2.4, 2.5, où il apparaît clairement que
la solution converge vers l’équilibre sans maladie dont il est mathématiquement prouvé
qu’il est localement asymptotiquement stable.
Le dernier exemple est donné lorsque R0 > 1, dans ce cas nous prouvons l’existence et
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Figure 2.4 – Représentation gra-
phique pour les classes humaines lorsque√

µh
µh + δh

< R0 < 1 sur le premier

exemple donné dans le tableau 2.3.
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Figure 2.5 – Simulation pour les classes
de moustiques lorsque

√
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µh + δh
< R0 < 1

sur le premier exemple donné dans le ta-
bleau 2.3.

l’unicité de l’équilibre endémique où nous avons également montré que la maladie persis-
tera. Les simulations illustrant ce scénario sont données dans la Figure 2.6, 2.7. En effet,
l’équilibre endémique est donné par (6102300, 715910, 318180, 45148, 54852) et le spectre
de la matrice Jacobienne par ρEE = {−0.0199,−0.0001,−0.0011 + 0.0002i,−0.0011 − 0.0002i},
ne contenant clairement que des valeurs propres à partie réelle négative.

42



2.4. Estimation des variables d’état

0 2 4 6

10
4

0

2

4

6
10

6

S
h

0 2 4 6

10
4

0

2

4

6

8
10

5

I
h

0 2 4 6

10
4

0

1

2

3

4
10

5

R
h

Figure 2.6 – Simulation pour les classes
humaines lorsque R0 > 1 sur le deuxième
exemple donné dans le tableau 2.3.
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Figure 2.7 – Simulation pour les classes
de moustiques lorsque R0 > 1 sur le
deuxième exemple donné dans le tableau
2.3..

2.4 Estimation des variables d’état

Nous sommes intéressés par l’estimation de la taille des populations Sh(t), Ih(t) et Rh(t)
solutions du système (I) ou d’une manière équivalente H(t), Ih(t) et Rh(t) solutions du
système (2.9). Si on connaît la valeur de l’état (H, Ih, Rh, Iv) à un certain temps t0 alors il
est possible de calculer (H(t), Ih(t), Rh(t), Iv(t)) pour tout t ≥ t0 en intégrant le système
différentiel (2.9) avec la condition initiale (H(t0), Ih(t0), Rh(t0), Iv(t0)).
Malheureusement, il est souvent impossible de mesurer l’état complet à un moment donné
et il n’est donc pas possible d’intégrer l’équation différentielle car on ne connaît pas de
condition initiale. En pratique, la seule mesure disponible est le nombre de nouveaux
humains infectés par unité de temps (en supposant que tous les nouveaux cas sont repor-
tés). Cette information est généralement accessible aux services de santé publique. Cette
mesure disponible sera notée y(t). Dans le modèle considéré, elle correspond au terme

βvh
Iv(t)
H

Sh(t).

Notre objectif est d’utiliser l’information (que nous supposons être continuellement dis-

ponible) y(t) = βvh
Iv(t)
H

Sh(t) = βvh
Iv(t)
H(t)(H(t) − Ih(t) −Rh(t)) avec le modèle (I) (ou, de

manière équivalente, le système (2.9)) afin d’obtenir des estimations dynamiques Ĥ(t),
Îh(t) et R̂h(t) de H(t), Ih(t) et Rh(t).
Une solution de ce problème d’estimation peut être fournie par un outil développé en
théorie du contrôle : l’utilisation d’observateurs ou d’estimateurs d’état.

Un observateur est un système dynamique auxiliaire Σ̂ conçu pour fournir des estimations
dynamiques de l’état complet d’un autre système Σ - dans ce cas le modèle épidémiolo-
gique qui nous intéresse - par utilisation des informations disponibles données par les
mesures partielles y(t) de l’état de Σ.
Les solutions de ce système dynamique auxiliaire doivent converger (aussi vite que pos-
sible) vers les solutions du système original. Plus précisément, un observateur exponentiel
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(ou estimateur d’état) pour (2.9)) est un système dynamique
dẑ

dt
= F̂ (ẑ(t), y(t)),

x̂(t) = G(ẑ(t), y(t)),
(2.33)

dont les solutions x̂(t) convergent exponentiellement vers les solutions x(t) du système (2.9),
c’est-à-dire qu’il existe λ > 0 tel que, pour tout t ≥ 0 et pour toutes les conditions initiales
x(0), ẑ(0), les solutions correspondantes de (2.9)– (2.33) satisfont

∥x̂(t) − x(t)∥ ≤ exp(−λt) ∥x̂(0) − x(0)∥.

Il faut préciser que l’état initial x0 de (2.9) est inconnu alors que l’état initial z0 de
l’observateur (2.33) peut être choisi arbitrairement.
Le problème à résoudre est de construire le bon champ de vecteurs F̂ et l’application G
de telle sorte que la condition ci-dessus soit satisfaite.
Dans la suite, nous donnerons trois constructions possibles.

2.4.1 Un simple observateur
Nous nous concentrons sur la partie "humaine" du modèle (I) et nous l’écrivons en intro-
duisant y(t) et en faisant apparaitre la variable H au lieu de Sh :

dH

dt
= Λh − µhH − δhIh,

dIh
dt

= βvh
Iv
H

(H − Ih −Rh) − ϵhIh,

dRh

dt
= γhIh − θhRh,

y = βvh
Iv
H

(H − Ih −Rh)

(2.34)

Un observateur pour le système (2.34) est simplement donné par :

dĤ

dt
= Λh − µhĤ − δhÎh,

dÎh
dt

= y − ϵhÎh,

dR̂h

dt
= γhÎh − θhR̂h.

(2.35)

L’erreur d’estimation e(t) = x̂(t) − x(t) satisfait à l’équation différentielle ė = Ae avec

A =

 −µh −δh 0
0 −ϵh 0
0 γh −θh

 .
La matrice A est de type Hurwitz, ce qui implique que l’erreur d’estimation e(t) converge
à une vitesse exponentielle vers zéro. Il faut remarquer que l’observateur (2.35) fournit
des estimations Ĥ(t), Îh(t) et R̂h(t) de l’état sans utiliser les valeurs des différents β qui
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sont en général mal connues. Si βvh est connu, alors nous avons également une estimation
de Iv(t) donnée par

Îv(t) = Ĥ(t)
βvh(Ĥ(t) − Îh(t) − R̂h(t))

y(t).

La faiblesse de l’estimateur d’état (2.35) est que sa vitesse de convergence ne peut pas
être ajustée. Les figures 2.8-2.9 montrent la convergence des estimations fournies par
l’estimateur (2.35) vers les solutions d’états non mesurées de (2.9). Les paramètres utilisés
sont Λh = 1, µh = 4 ∗ 10−5, βvh = 2.9 ∗ 10−2, βhv = 2.7 ∗ 10−2, β̂hv = 10−4, αh = 0.005, δh =
0.5 ∗ 10−4, γh = 0.0035, ρh = 0.0083,Λv = 400, µv = 0.02. Les conditions initiales : H(0) =
22000, Ih(0) = 80, Rh(0) = 20, Iv(0) = 800 et Ĥ(0) = 21000, Îh(0) = 300, R̂h(0) = 400.
On peut remarquer que l’estimateur est bon pour estimer la taille des humains infectés
Ih(t) et Rh(t) mais il n’est pas si bon pour estimer la population humaine totale H(t) : la
convergence de Ĥ(t) vers H(t) est plutôt lente en raison du fait que le taux de mortalité
naturelle µh gouverne la convergence de l’estimation : cette valeur est une valeur propre
de la matrice A. Ceci dit, ce sont les estimations de Ih et Rh qui sont les plus importantes
car la valeur de H(t) est généralement connue.

Figure 2.8 – L’évolution de Ih(t) (courbe verte), solution de (2.9), et son estimation Îh(t)
(courbe rouge) fournie par l’observateur (2.35). les paramètres utilisés sont Λh = 1, µh =
4 ∗ 10−5, βvh = 2.9 ∗ 10−2, βhv = 2.7 ∗ 10−2, β̂hv = 10−4, αh = 0.005, δh = 0.5 ∗ 10−4, γh =
0.0035, ρh = 0.0083,Λv = 400, µv = 0.02. Les conditions initiales : H(0) = 22000, Ih(0) =
80, Rh(0) = 20, Iv(0) = 800 et Ĥ(0) = 21000, Îh(0) = 300, R̂h(0) = 400.
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Figure 2.9 – L’évolution de Rh(t) (courbe verte), solution de (2.9), et son estimation
R̂h(t) (courbe rouge) délivrée par l’observateur (2.35).

2.4.2 Un estimateur plus rapide
Si, en plus du nombre de nouveaux cas, la population totale H(t) peut être mesurée, il est
alors possible de construire un autre estimateur pour estimer dynamiquement Ih(t). La
convergence de cet estimateur est plus rapide que celle de l’estimateur donné par (2.35).

Maintenant, le système (2.34) a deux sorties : y(t) = βvh
Iv(t)
H(t)(H(t) − Ih(t) − Rh(t)) et

y1(t) = H(t).
Une estimation x̂ = (Ĥ, Îh, R̂h)T de l’état x = (H, Ih, Rh)T peut être calculée grâce à
l’estimateur exponentiel suivant donné par l’observateur déterministe de Kalman suivant
([13], page 16) :

˙̂z = F (x̂, y) − Σ(t)CT (Cẑ − y1),

Σ̇ = Qξ + ΣAT + AΣ − ΣCTCΣ,

Qξ = ξ2

 1 0 0
0 1/ξ2 0
0 0 1/ξ4

 , C =
(

1 0 0
)
,

A =

 −µh −δh 0
0 −ϵh 0
0 γh −θh

 , F (x̂, y) = A x̂+

 Λh

y
0

 ,
(2.36)

Le nombre réel positif ξ peut être choisi pour ajuster la vitesse de convergence de l’es-
timation Îh(t) vers Ih(t) mais la vitesse de convergence de R̂h(t) vers Rh(t) ne peut être
ajustée, elle est donnée par −θh. La figure 2.10 montre la convergence de l’estimation Îh(t)
fournie par l’estimateur (2.36) vers l’état non mesuré Ih(t) solution de (2.9). On peut noter
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que la convergence est beaucoup plus rapide que celle correspondant à l estimateur (2.35).
Les simulations ont été faites avec les mêmes paramètres et les mêmes conditions initiales

que pour le premier observateur. On a choisi Σ(0) =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 et ξ = 2000.

Figure 2.10 – L’évolution de Ih(t) (courbe verte), solution de (2.9), et son estimation
Îh(t) (courbe rouge) délivrée par l’observateur (2.36).

2.4.3 Un observateur grand-gain

Le plus important intérêt des deux observateurs précédents est qu’ils n’utilisent pas les
valeurs des différentes forces d’infection β qui sont généralement mal connues. Si nous
supposons que tous les paramètres du modèle (I) sont connus, il est alors possible de
construire un observateur dont la vitesse de convergence peut être ajustée par l’utilisateur
afin d’avoir une convergence très rapide.
Pour ce faire, nous utiliserons un "observateur grand-gain" dont la construction a été
développée dans [40].

Nous considérons le modèle complet (2.9). Au début de l’épidémie, il est raisonnable de
supposer que Sh(t) = H(t) − Ih(t) −Rh(t) est proche de H(t), soit H − Ih −Rh

H
≃ 1. Par
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conséquent, le système (2.9) peut être approximé par le système suivant :

dH

dt
= Λh − µhH − δhIh,

dIh
dt

= βvhIv − ϵhIh,

dRh

dt
= γhIh − θhRh,

dIv
dt

=
(
βhv

Ih
H

+ β̂hv
Rh

H

)
(Λv

µv
− Iv) − µvIv.

(2.37)

La sortie mesurable peut être approximée par y(t) = βvhIv(t). Puisque βvh est supposé
être connu, nous pouvons supposer que la sortie mesurable disponible est y(t) = Iv(t).
On note x = (H, Ih, Rh, Iv)T , on effectue un changement de coordonnées z = Φ(x) comme
suit

z1 = y, z2 = dy

dt
, z3 = d2y

dt2
, z4 = d3y

dt3
.

Par conséquent, nous avons z1 = Iv, z2 =
(
βhv

Ih
H

+ β̂hv
Rh

H

)
(Λv

µv
− Iv) − µvIv. Les expres-

sions explicites de z3 et z4 sont trop longues mais sont facilement calculables.
Avec les nouvelles coordonnées, System (2.37) est donné par la forme plus simple suivante :

dz1

dt
= z2,

dz2

dt
= z3,

dz3

dt
= z4,

dz4

dt
= d4y

dt4
(Φ−1(z)) = ψ(z1, z2, z3, z4).

(2.38)

Pour calculer ψ(z1, z2, z3, z4) on prend la dérivée quatrième de y et on exprime le résultat
comme fonction de z en exprimant x en fonction de z.
La fonction ψ est régulière sur l’ensemble compact Φ(Ω). Elle est donc globalement Lip-
schitz sur Φ(Ω).
Nous considérons ψ̃ comme une extension Lipschitzienne de ψ à l’ensemble de IR4, c’est-
à-dire que ψ̃ est une fonction globalement Lipschitz définie sur IR4 et satisfaisant à
ψ̃(z) = ψ(z) pour tout z ∈ Φ(Ω).

En utilisant la construction de [40], un observateur exponentiel pour le système (2.38) est
donné par : 

dẑ1

dt
= ẑ2 − 4ξ(ẑ1 − z1),

dẑ2

dt
= ẑ3 − 6ξ2(ẑ1 − z1),

dẑ3

dt
= ẑ4 − 4ξ3(ẑ1 − z1),

dẑ4

dt
= ψ̃(ẑ1, ẑ2, ẑ3, ẑ4) − ξ4(ẑ1 − z1).

(2.39)
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2.4. Estimation des variables d’état

Si le nombre réel positif ξ est choisi suffisamment grand, les solutions de (2.39) convergent
de manière exponentielle vers les solutions du Système (2.38). Plus précisément, les so-
lutions ẑ(t) de (2.39) et les solutions z(t) de (2.38) satisfont pour toutes les conditions
initiales (ẑ(0), z(0)) :

∥ẑ(t) − z(t)∥ ≤ exp(−ξ t/3) ∥ẑ(0) − z(0)∥.

Cela montre que l’utilisateur peut ajuster la vitesse de convergence en choisissant ξ. Les
estimations dynamiques de H(t), Ih(t), Rh(t) et Iv(t) sont données par :(

Ĥ(t), Îh(t), R̂h(t), Îv(t)
)

= Φ̃−1
(
ẑ2(t), ẑ2(t), ẑ3(t), ẑ4(t)

)
,

où Φ̃ est une extension Lipschitz de Φ. La figure 2.11 illustre les performances de l’estima-
teur grand-gain (2.39). On peut remarquer que la convergence est beaucoup plus rapide
que celle de l’estimateur "simple" (2.35). Les simulations de l’observateur grand-gain ont
ont été faites avec les mêmes paramètres et les mêmes conditions initiales que pour les
deux premiers observateurs. On a choisi comme gain

Figure 2.11 – L’evolution de Ih(t) (courbe verte), solution de (2.9), et son estimation
Îh(t) (courbe rouge) fournie par l’observateur (2.39).
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Chapitre 2. Analyse mathématique et contrôle d’un modèle homogène du paludisme

2.5 Stratégies de contrôle de la propagation de la ma-
ladie

Nous proposons dans cette section deux stratégies de contrôle pour lutter contre la proli-
fération de l’infection.

2.5.1 Utilisation d’un taux de mortalité constant induit par les
pesticides

Ce paragraphe est consacré à l’étude de l’effet du pesticide pour le contrôle de la trans-
mission du paludisme, nous introduisons un autre taux de mortalité pour les moustiques
afin d’eradiquer la maladie au sein de la population considérée, c’est à dire de telle façon
que le DFE soit un équilibre globalement asymptotiquement stable. Notons par νv le taux
de mortalité des moustiques induit par les pesticides, dans ce cas notre modèle s’écrit
comme suit : 

dSh
dt

= Λh + ρhRh + αhIh − βvh
Iv
H
Sh − µhSh,

dIh
dt

= βvh
Iv
H
Sh − ϵhIh,

dRh

dt
= γhIh − θhRh

dSv
dt

= Λv −
(
βhv

Ih
H

+ β̂hv
Rh

H

)
Sv − µvSv − νvSv,

dIv
dt

=
(
βhv

Ih
H

+ β̂hv
Rh

H

)
Sv − µvIv − νvIv.

(2.40)

Notons par R̃0 le nombre de reproduction de base du système (2.40). En utilisant la même
méthode que précédemment, nous obtenons :

R̃0 = 1
µv + νv

√
βvh

µh
ϵh

Λv

Λh

(
βhv + γh

θh
β̂hv

)
, (2.41)

= µv
µv + νv

R0, (2.42)

où R0 est le nombre de reproduction de base du système initial (I).
En utilisant les mêmes techniques de démonstration développées dans la section 2.3.2.1
concernant la stabilité locale et globale de l’équilibre sans maladie, on montre que le nou-
veau modèle (2.40) a un un équilibre sans maladie qui est globalement asymptotiquement
stable si

R̃0 ≤
√

µh
µh + δh

(2.43)

De ce fait, afin de contrôler la maladie et de maintenir la situation sans présence de pa-
ludisme, il suffit de choisir νv de telle façon que l’équilibre sans maladie du système (2.40)
soit globalement asymptotiquement stable ce qui revient à choisir νv de sorte que la condi-
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2.5. Stratégies de contrôle de la propagation de la maladie

tion (2.43) soit satisfaite :

R̃0 ≤
√

µh
µh + δh

µv
µv + νv

R0 ≤
√

µh
µh + δh

⇒ µv

√
µh + δh
µh

R0 ≤ µv + νv

⇒ µv

√
µh + δh
µh

R0 ≤ µv + νv

⇒ νv ≥ µv

√
µh + δh
µh

R0 − µv

donc le taux de mortalité νv induit par le pesticide doit satisfaire la condition suivante :

νv > µv

√
1 + δh

µh

(
R0 −

√
µh

µh + δh

)
(2.44)

2.5.2 Traitement des personnes infectées en tant que feedback

Nous nous intéressons maintenant au rôle du traitement des humains infectés dans le
contrôle de la maladie. Le taux de traitement sera considéré comme un contrôle u. Nous
supposons que les individus guéris grâce au contrôle du traitement retournent dans la
classe susceptible avec un taux u. L’objectif est de calculer u en fonction de l’état qui
rend le DFE globalement asymptotiquement stable.
Le système après l’ajout du contrôle u s’écrit comme suit :



dSh
dt

= Λh + ρhRh + (αh + u)Ih − βvh
Iv
H
Sh − µhSh,

dIh
dt

= βvh
Iv
H
Sh − ϵhIh − u Ih

dRh

dt
= γhIh − θhRh

dIv
dt

=
(
βhv

Ih
H

+ β̂hv
Rh

H

)(Λv

µv
− Iv

)
− µvIv.

(2.45)

En utilisant les variables H = Sh + Ih + Rh, Ih, Rh, et Iv, le système (2.45) peut être
exprimé par :

ẋ = X(x) + uY (x), (2.46)
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avec, x = (H, Ih, Rh, Iv)T , u ∈ IR+, et

X =



−µhH − δh Ih + Λh

βvhIv (H − Ih −R)
H

− (αh + γh + µh + δh) Ih

γ Ih − θhR

(
βhv

Ih
H

+ β̂hv
Rh

H

)(Λv

µv
− Iv

)
− µvIv


, Y =



0

−Ih

0

0


.

Rappelons que l’ensemble Ω =
{

Λh

µh + δh
≤ H ≤ Λh

µh
, 0 ≤ Iv ≤ Λv

µv

}
est un ensemble po-

sitivement invariant et attractif (d’après le lemme (2.1)).
Il suffit donc de considérer le système (2.45) sur l’ensemble Ω.
Nous cherchons à construire une commande stabilisatrice de (2.45) en suivant une méthode
de rétroaction stabilisante [63], utilisant un contrôle borné, sous l’hypothèse qu’une fonc-
tion de contrôle de Lyapunov (Control Lyapunov Function CLF voir [83, 63]) appropriée
est connue.

Théorème 2.7 :
Soit la fonction W définie comme suit :

W (x) = H−Λh ln (H)
µh

+ µv
βvh

Ih+ β̂hvΛv(µh + δh)
µ2
v µhΛh

(µv+1)Rh+µv + 1
µv

Iv−
Λh

µh

(
1 − ln

(
Λh

µh

))

W une CLF pour le système (2.46).
La commande u donnée comme suit est stabilisante pour le système (2.46) (voir [63]) :

u(x) =


0 pour Ih = 0

−
a (H, Ih, Rh, Iv) +

√
(a (H, Ih, Rh, Iv))2 + (b (H, Ih, Rh, Iv))4

b(H, Ih, Rh, Iv)
(
1 +

√
1 + b(H, Ih, Rh, Iv)2

) pour Ih ̸= 0

(2.47)
Avec,

a (H, Ih, Rh, Iv) =
(

1 − Λh

µhH

)
Ḣ + µv

βvh
İh + β̂hvΛv(µh + δh)

µ2
v µhΛh

(µv + 1)Ṙh + µv + 1
µv

İv

b (H, Ih, Rh, Iv) = µv
βvh

Ih

Cela signifie que le DFE est un point d’équilibre GAS pour le système (2.45) ou (2.46)
avec un taux de traitement u(x) donné par la formule (2.47).

Démonstration.
La fonction W est bien définie, differentiable sur Ω. D’autre part, on a, pour tout x ∈ Ω,
W (x) ≥ 0 et W (x) = 0 ssi x = (Λh

µh
, 0, 0, 0) = DFE.
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2.5. Stratégies de contrôle de la propagation de la maladie

Nous utilisons, les mêmes notations comme dans [83] :

a(x) = ⟨ ∇W (x), X(x)⟩,
b(x) = ⟨ ∇W (x), Y (x)⟩.

On a donc
Ẇ = a(x) + u b(x).

Pour montrer que W est une CLF pour le système (2.46), il faut et il suffit de montrer
(voir [83]) :

∀x ∈ Ω : b(x) = 0 =⇒ a(x) < 0. (2.48)

Nous avons b (H, Ih, Rh, Iv) = ⟨ ∇W (x), Y (x)⟩ = − µv
βvh

Ih.

Donc Ẇ s’écrit comme suit :
Ẇ = a(x) − u

µv
βvh

Ih.

Nous allons montrer que W une CLF pour le système (2.46). Cela signifie que W doit
satisfaire :

∀x ∈ Ω : b(x) = 0 =⇒ a(x) < 0.
On a :

a (H, Ih, Rh, Iv) = ⟨ ∇W (x), X(x)⟩

=
(

1 − Λh

µhH

)
(−µhH − Ih δh + Λh)

+ µv
βvh

(
βvhIv (H − Ih −Rh)

H
− ϵhIh

)

+ β̂hvΛv(µh + δh)
µ2
v µhΛh

(µv + 1) (γh Ih − θhRh)

+µv + 1
µv

βhvIh
H

+ β̂hvRh

H

(Λv

µv
− Iv

)
− µvIv


Nous avons d’un autre coté que b(x) = 0 =⇒ Ih = 0.

a (H, 0, Rh, Iv) =
(

1 − Λh

µhH

)
(−µhH + Λh) + µv

Iv (H −Rh)
H

− β̂hvΛv(µh + δh)
µ2
v µhΛh

(µv + 1)θhRh + µv + 1
µv

 β̂hvRh

H

(
Λv

µv
− Iv

)
− µvIv



= −(µhH − Λh)2

µhH
− Iv

+
−

µv
H

+ µv + 1
µv

β̂hv
H

 Iv − β̂hvΛv(µh + δh)
µ2
v µhΛh

(µv + 1)θh + µv + 1
µv

β̂hv
H

Λv

µv

Rh
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On a Λh

µh + δh
≤ H ≤ Λh

µh
. Par conséquent,− β̂hvΛv(µh + δh)
µ2
v µhΛh

(µv + 1)θh +

µv + 1
µv

β̂hvΛv

Hµv

Rh ≤

− β̂hvΛv(µh + δh)
µ2
v µhΛh

(µv + 1) (ρh + µh) +

µv + 1
µv

β̂hvΛv (µh + δh)

µvΛh

Rh

= β̂hvΛv(µh + δh)
µ2
v µhΛh

(µv + 1) (−(ρh + µh) + µh)Rh

On obtient− β̂hvΛv(µh + δh)
µ2
v µhΛh

(µv + 1)θh +

µv + 1
µv

β̂hvΛv

Hµv

Rh ≤ − β̂hvΛv(µh + δh)
µ2
v µhΛh

(µv + 1) ρhRh.

D’où

a(H, 0, Rh, Iv) ≤ −(µhH − Λh)2

µhH
− β̂hvΛv(µh + δh)

µ2
v µhΛh

(µv+1) ρhRh−Iv−
(
µv + µv + 1

µv
β̂hv

)
RhIv
H

< 0.

Cela prouve que la fonction :

W (x) = H − Λh ln (H)
µh

+ µv
βvh

Ih + β̂hvΛv(µh + δh)
µ2
v µhΛh

(µv + 1)Rh + µv + 1
µv

Iv

est une CLF pour le système (2.46).

Tout comme dans [63], nous construisons la commande stabilisatrice comme suit (x =
(H, Ih, Rh, Iv)) :

u(x) =


0 pour Ih = 0

−
a (H, Ih, Rh, Iv) +

√
(a (H, Ih, Rh, Iv))2 + (b (H, Ih, Rh, Iv))4

b(H, Ih, Rh, Iv)
(
1 +

√
1 + b(H, Ih, Rh, Iv)2

) pour Ih ̸= 0

(2.49)

Cette commande de rétroaction fait du DFE un équilibre globalement asymptotiquement
stable pour le système en boucle fermée (2.46-2.47), c’est-à-dire que toutes les trajectoires
convergeront vers le DFE.

2.5.2.1 Simulations

Nous allons illustrer l’effet du traitement utilisé comme un contrôle par feedback et le
calculer selon la formule (2.47). Nous utilisons les paramètres suivants αh = 0.0005, δh =
5 × 10−5, γh = 0.00035, ρh = 0.00083,Λh = 1,Λv = 400, , µh = 5 × 10−5, µv = 0.02, βhv =
0.027, βvh = 0.029, β̂hv = 10−4.

54



2.5. Stratégies de contrôle de la propagation de la maladie

Avec ces valeurs, le nombre de reproduction de base R0 est égal à 1, 91. Les figures 2.12-
2.13 montrent la dynamique des populations infectées (Ih et Iv), donnée par le mo-
dèle (2.45) sans traitement (u = 0). Ces figures montrent que le paludisme reste persistant
dans les deux populations. Les figures 2.14-2.15 montrent l’évolution des populations in-
fectées lorsqu’un traitement est appliqué et que son taux est donné par la commande de
rétroaction (2.47). On peut observer que l’application de la rétroaction fait disparaître la
maladie dans les deux populations.
La figure 2.16 compare l’évolution de la population humaine infectée (Ih) lorsqu’aucun
traitement n’est appliqué et lorsqu’il est appliqué avec un taux donné par (2.47).

Figure 2.12 – Ih(t) sans contrôle. Figure 2.13 – Iv(t) sans contrôle.

Figure 2.14 – Ih(t) quand le feed-
back (2.47) est appliqué.

Figure 2.15 – Iv(t) quand le feedback (2.47)
est appliqué.
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Figure 2.16 – Évolution de la solution Ih(t) de (2.45) sans contrôle (courbe rouge) et
lorsque le contrôle par retour d’état (2.47) est appliqué (courbe verte).

2.6 Analyse de sensibilité du nombre de reproduc-
tion de base R0

Nous étudions dans cette section l’analyse de sensibilité du nombre de reproduction de
base R0 en termes de reconnaissance de l’influence de chaque paramètre d’entrée sur la
transmission de la maladie. Pour pouvoir obtenir une information aussi cruciale, l’indice
de sensibilité de R0 est déterminé par rapport à chaque paramètre d’entrée. Ces derniers
indices nous permettent de mesurer la variation relative d’une variable lorsqu’un para-
mètre change.
Notons pas φp,f l’indice de sensibilité normalisé d’un paramètre p (voir la définition A.36)
qui est pour notre cas défini comme suit :

φp,R0 = ∂R0

∂p
p ∈

{
Λh, βvh, βhv, β̂hv, γh, αh, δh, µh, Λv, µv

}
Ou p représente exactement l’un des paramètres d’entrée.
Rappelons que le nombre de reproduction de base est donné par l’équation (2.8) :

R0 =
√
βvh

1
µv(ρh + αh + µh + δh)

Λv

µv

µh
Λh

(
βhv + γh

θh
β̂hv

)
.

L’indice de sensibilité normalisé est donné par :

φp,R0 = p

R0

∂R0

∂p

56



2.6. Analyse de sensibilité du nombre de reproduction de base R0

Les indices de sensibilité normalisés pour les 11 paramètres sont les suivants :

φΛh,R0 = −1
2 ,

φβvh,R0 = 1
2 ,

φβhv ,R0 = 1
2

βhv

βhv + γh
θh
β̂hv

,

φβ̂hv ,R0
=

β̂hv
γh
θh

βhv + γh
θh
β̂hv

,

φγh,R0 = 1
2

γh

ϵh(βhv + γh
θh
β̂hv)

(
β̂hv
θh

(δh + αh + µh) − βhv

)
,

φαh,R0 = −1
2
αh
ϵh

φδh,R0 = −1
2
δh
ϵh
,

φρh,R0 = −1
2

ρhγhβ̂hv

θh
(
βhvθh + γhβ̂hv

) ,

φµh,R0 = β̂hvγh(ρh(αh + δh + γh) − µ2
h) + βhvθ

2
h(αh + δh + γh)

2θh(γhβ̂hv + βhvθh)ϵh
,

φΛv ,R0 = 1
2 ,

φµv ,R0 = −1.

Selon les résultats obtenus à partir de l’indice de sensibilité de R0 par rapport à chaque
paramètre, nous pouvons remarquer que l’impact des paramètres peut être divisé en trois
groupes, les paramètres qui ont un impact positif, les paramètres qui ont un impact néga-
tif, et le dernier groupe comprend les paramètres qui peuvent avoir un impact positif ou
négatif selon les valeurs des paramètres. Les paramètres βvh, βhv, β̂hv et Λv ont un impact
positif sur R0, une augmentation de ces derniers paramètres implique la croissance de R0.
Nous pouvons voir que, l’augmentation de βhv augmente la valeur de R0 de 50%.

Les paramètres qui ont une influence négative sont clairement résumés dans la table 2.2
à R0 avec une magnitude différente, qui sont Λh, αh, δh, ρh et µv. Une petite perturbation
de Λh entraînera une diminution de R0 de 50% alors que µv diminuera R0 de 100% ce qui
signifie que le taux de mortalité des moustiques est le paramètre le plus influent. Ajouter
une surmortalité à la population de moustiques nous aide ainsi à contrôler la maladie et
à réduire le nombre d’infections. En outre αh, δh et ρh affectent négativement R0, une
incrémentation de l’un de ces paramètres entraîne une diminution de R0 d’une valeur
allant de 0 à 50%.
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Le dernier groupe est constitué de paramètres dont les expressions de l’indice de sensibilité
sont plus complexes. Il s’agit du taux de progression de la classe infectieuse vers la classe
immunitaire γh et du taux de mortalité naturelle des humains µh.
Dans le tableau ci-dessous, nous remarquons que pour le premier échantillon, γh a un
impact négatif de 4, 65% alors qu’il a un impact positif dans la situation résumée par le
second échantillon d’un impact de 21, 08% sur R0.
D’après la formule mathématique de l’indice de sensibilité du R0, nous remarquons que
γh a un impact positif si et seulement si βhv < β̂hv

δh + αh + µh
θh

, ou il a un impact négatif

si et seulement si βhv > β̂hv
δh + αh + µh

θh
. On peut résumer cela en comparant βhv, la

probabilité de transmission d’un humain infectieux à des moustiques susceptibles, et β̂hv,
la probabilité de transmission d’humains semi-immunes à des moustiques susceptibles,
modulo une fraction qui dépend de la somme de la probabilité des personnes quittant le
compartiment de Ih sur celles quittant le compartiment de Rh.
L’impact de la mortalité naturelle humaine µh est positif sous la condition suffisante
que βhv > β̂hvγh. Ceci indique que la probabilité de transmission d’un humain infectieux
à des moustiques susceptibles βhv doit être supérieure au produit de la probabilité de
transmission d’un humain semi-immune à des moustiques sensibles βhv et γh le taux de
progression de la classe infectieuse à la classe semi-immune.

Parameters
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Figure 2.17 – Graphe des indices de
sensibilité dans le cas du premier échan-
tillon donné dans le tableau 2.1.
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Figure 2.18 – Représentation gra-
phique des indices de sensibilité dans le
cas du deuxième échantillon donné dans
le tableau 2.1.
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Paramètres Indice de sensibilité pour l’échantillon 1 Indice de sensibilité pour l’échantillon 2
Λh -0.5000 -0.5000
βvh 0.5000 0.5000
βhv 0.3623 0.1050
β̂hv 0.1377 0.3950
γh -0.0465 0.2108
αh -0.2632 -0.2632
δh -0.0474 -0.0474
ρh -0.1229 -0.3526
µh 0.4799 0.4523
Λv 0.5000 0.5000
µv -1 -1

Table 2.1 – Indices de sensibilité de R0 pour tous les paramètres du modèle (I), évalués
aux deux échantillons donnés dans le tableau 2.2.

Paramètres Echantillon 1 Echantillon 2
Λh 200 200
βvh 2.9 × 10−3 2.9 × 10−3.
βhv 0.099 0.01
β̂hv 0.01 0.01
γh 0.00035 0.00035
αh 0.005 0.005
δh 0.0009 0.0009
ρh 0.00083 0.00083
µh 10−4 10−4

Λv 400 400
µv 0.02 0.02

Table 2.2 – Deux échantillons différents pour illustrer les résultats obtenus mathémati-
quement, les échantillons 1 et 2 se réfèrent au cas de la stabilité globale de l’équilibre sans
maladie, les paramètres donnés estimés sont tirés d’une large sélection d’articles [25] .
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Paramètres Exemple 1 Exemple 2
Λh 3 1000
βvh 2.9 × 10−3 2.9 × 10−2.
βhv 0.07 0.09
β̂hv 0.01 0.07
γh 0.00035 0.0004
αh 0.005 0.0004
δh 0.004 0.0009
ρh 0.00083 0.0008
µh 10−5 10−4

Λv 400 1000
µv 0.02 0.01
R0 0.2768 1.3596

Table 2.3 – Deux différents exemples de paramètres pour illustrer les résultats obtenus
mathématiquement.

2.7 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté un modèle mathématique déterministe basé sur des
équation différentielle ordinaire non-linéaire pour la transmission du paludisme, inspiré
du modèle proposé par Arino et al [8].
En raison de la complexité du système, nous avons traité notre modèle dans deux cas
différent, d’abord en l’absence d’une mortalité due à la maladie en supposant que δh = 0
et puis en prenant en considération la mortalité due à la maladie c’est-à-dire δh > 0.
Dans le cas ou δh = 0, nous avons montré que le point d’équilibre sans maladie est glo-
balement asymptotiquement stable quand R0 ≤ 1 en utilisant la théorie des fonctions de
Lyapunov et le principe d’invariance de LaSalle. Dans le cas où le taux de mortalité induit
par la maladie est non nul, la stabilité globale de l’équilibre sans maladie est établie si le
nombre de reproduction de base reste inférieur à un certain seuil

√
µh

µh + δh
.

Nous avons montré l’existence d’un point d’équilibre endémique unique lorsque R0 > 1 qui
est globalement asymptotiquement stable sous certaines conditions. L’analyse de stabilité
globale a montré que la condition de seuil R0 > 1 seule ne pouvait pas garantir la stabilité
globale de l’équilibre endémique car le modèle traité est très complexe, malheureusement
nous n’avons pas pu établir d’autres résultats sur la stabilité globale. Nous avons montré
aussi que notre modèle peux avoir deux équilibres strictement positifs lorsque le nombre
de reproduction de base R0 est inférieur à l’unit.

Les stratégies actuelles de contrôle des infections transmises par les moustiques utilisent
des pesticides. Nous discutons dans notre travail d’un moyen possible de contrôler l’impact
de la maladie en utilisant un taux de mortalité du aux pesticides. Nous montrons que si le
taux de mortalité par pesticides est supérieur à une certaine valeur alors l’équilibre sans
maladie est globalement asymptotiquement stable. Cette valeur minimale dépend fonda-
mentalement du nombre de reproduction de base du système R0 initial (sans utilisation
de pesticides).
Nous avons aussi étudié le rôle du traitement des humains infectés dans le contrôle de la
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maladie en introduisant dans le modèle le taux de traitement comme un contrôle noté u.
Nous avons déterminé Le taux de traitement en tant que feedback qui depend de l’état du
système et qui rend le DFE globalement asymptotiquement stable et ce indépendamment
de la valeur de R0. Le feedback stabilisant a été calculé en construisant une fonction de
Lyapunov controlée.

Il ressort également de notre étude que la transmission du paludisme est influencée par
la classe semi-immune ainsi que par la probabilité de transmission de l’humain semi-
immun aux moustiques sensibles β̂hv, et dépend fortement du taux de mortalité induit
par la maladie δh, où une petite perturbation de ce dernier peut conduire à de nouveaux
scénarios, comme l’existence de deux équilibres endémiques lorsque R0 est inférieur à un.

61



Chapitre 2. Analyse mathématique et contrôle d’un modèle homogène du paludisme

62



3

Effets de l’arrivée d’une nouvelle
population sur la dynamique de

l’infection

3.1 Introduction
Plusieurs travaux ont étudié l’effet des mouvements humains sur la propagation de la
maladie (voir par exemple [6, 89]).
Le travail de Gao et Ruan [39] s’est concentré sur un modèle de paludisme multi-patch avec
croissance logistique. Leur article examine l’effet des mouvements de population dans la
propagation du paludisme entre différentes régions en analysant la monotonie du nombre
de reproduction de base en fonction des taux de déplacements. Dans leur travail, ils ont
donné les conditions de persistance de la maladie dans la population totale.
Dans notre travail, on traite l’effet de la croissance logistique de la population non-locale
dans une région d’accueil où la population locale connaît une croissance linéaire. La crois-
sance logistique vise à capter un nombre limité de la population non-locale qui est autorisée
à résider dans la région d’accueil. Cette hypothèse nous permet d’étudier les effets de la
capacité limite de la population non-locale sur la dynamique du paludisme dans la popu-
lation totale. Plus précisément, nous considérons deux patchs. Le premier représente la
population de la région d’accueil, que nous appelons la population locale. Le second est
la population non-locale. Cette population est supposée avoir une croissance logistique.
À notre connaissance, il n’existe aucune étude sur l’effet de la capacité limite par rapport
à la croissance linéaire, dans deux populations, sur la propagation du paludisme.
Ce chapitre est organisé comme suit : Dans un premier temps, nous présenterons notre
modèle mathématique dans la section 3.2. Dans la section 3.3, nous donnerons les pro-
priétés mathématiques de base du modèle et calculerons le nombre de reproduction de
base. La stabilité locale et globale de l’équilibre sans maladie sera traitée dans la section
3.3.2. Dans la section 3.4, nous étudierons la condition de l’existence d’un équilibre endé-
mique, et nous donnerons le résultat de la persistance de la maladie. Enfin, dans la section
3.5, nous étudierons la possibilité de contrôler la maladie à travers la capacité limite des
non-locaux.
Au vu de la complexité du système, nous utiliserons la matrice de transmission vecto-
rielle (WAIFW "Who Acquires Infection From Whom", Qui acquiert l’infection de
qui ?) [53] pour déterminer le lien entre les deux sous-populations et la population de
moustiques. Nous analyserons, en fonction de la valeur des entrées de la matrice WAIFW,
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les différents scénarios à l’intérieur de la zone non-traitée. Nous effectuerons également
une analyse de sensibilité pour identifier les effets des paramètres du modèle, y compris
la capacité limite et les entrées de la matrice WAIFW, sur la dynamique dans l’intervalle
d’absence d’information.

Une conclusion et une discussion des résultats de ce travail se trouvent dans la section 3.6.

3.2 La présentation du modèle
Dans ce chapitre nous avons adopté un modèle SEIR(S) pour les êtres humains (voir par
exemple [24, 26, 69]). L’avantage de cette approche par rapport aux modèles existants est
qu’elle nous permet d’étudier la dynamique de la maladie sur une longue période pour les
populations locales et non-locales.
La population humaine est divisée entre locaux, L(t), et en non-locaux, N(t). La popula-
tion de moustiques est désignée par M(t).
Les sous-populations humaines, L et N , sont divisées en quatre classes selon leur statut
de maladie : susceptibles S(t), exposés E(t), infectieux I(t) et rétablis (guéris) R(t).
D’où, L(t) = SL(t) +EL(t) + IL(t) +RL(t) et N(t) = SN(t) +EN(t) + IN(t) +RN(t). La
population totale des humains, ∑(t), dépend du temps, avec ∑(t) = L(t) +N(t).
Nous divisons la population de moustiques en trois sous-classes : les moustiques suscep-
tibles SM(t), les moustiques infectés IM,1(t) et les moustiques infectieux IM,2(t), nous
supposons que les moustiques infectieux restent infectieux toute leur vie et n’ont pas
de classe de récupération [23, 60]. La population totale de moustiques est donnée par,
M(t) = SM(t) + IM,1(t) + IM,2(t).
Nous supposons que les susceptibles (locaux) sont introduits dans la population locale
par un taux d’entrée constant ΛL et ont un taux de mortalité dL. Cependant, les non-
locaux sont supposés avoir une croissance logistique avec un taux de croissance rN et
une capacité limite KN . Le taux de mortalité des non-locaux est dN . Le taux moyen de
piqûres de moustiques sur un humain est a, alors que les ci représentent, respectivement,
la probabilité de transmission de la maladie des moustiques infectieux aux locaux (i = 1),
des moustiques aux non locaux (i = 2), des locaux aux moustiques (i = 3) et des non
locaux aux moustiques (i = 4). Le taux de mortalité dû à l’infection est αk, avec k = L,N ,
et le taux de récupération est δk, avec k = L,N . Enfin, νk, avec k = L,N est le taux de
progression auquel les humains exposés deviennent infectieux.
De même, nous supposons que les moustiques susceptibles ont un taux de recrutement
constant ΛM et meurent au taux dM , µM représente le taux de mortalité dû à l’utilisation
de pesticides sur la population de moustiques. Enfin, νM représente le taux de contagion
des moustiques infectés. Tous les paramètres du modèle sont représentés dans la table
3.1, et le schéma ci-dessous nous donne le cheminement des différentes possibilités de
transmission de la maladie entre les compartiments du modèle.
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SL EL IL RL

SM IM,1 IM,2

SN EN IN RN

Figure 3.1 – Le schéma représentant le modèle mathématique. Les flèches pointillées
indiquent la direction de la transmission infectieuse humaine aux moustiques susceptibles
ou du moustique infectieux aux humains susceptibles.

Les équations de la propagation du paludisme au sein de la population locale sont données
par : 

dSL
dt

= ΛL − ac1
SL∑ IM,2 − dLSL + δLRL,

dEL
dt

= ac1
SL∑ IM,2 − (νL + dL)EL,

dIL
dt

= νLEL − (γL + αL + dL)IL,

dRL

dt
= γLIL − (δL + dL)RL.

(3.1)

Pour la simplification de la notation, nous posons :
ϵL = νL + dL, θL = γL + αL + dL, ηL = δL + dL.

Les équations de la propagation de la maladie au sein de la population non-locale sont
données par : 

dSN
dt

= rNSN(1 − SN
KN

) − ac2
SN∑ IM,2 + δNRN ,

dEN
dt

= ac2
SN∑ IM,2 − (νN + dN)EN ,

dIN
dt

= νNEN − (γN + αN + dN)IN ,

dRN

dt
= γNIN − (δN + dN)RN .

(3.2)

On note par :
ϵN = νN + dN , θN = γN + αN + dN , ηN = δN + dN .
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La dynamique de la propagation du paludisme au sein de la population des moustiques
est donnée par :

dSM
dt

= ΛM − ac3SM
IL∑ − ac4SM

IN∑ − (µM + dM)SM ,

dIM,1

dt
= ac3SM

IL∑ + ac4SM
IN∑ − νMIM,1 − (µM + dM)IM,1,

dIM,2

dt
= νMIM,1 − (µM + dM)IM,2.

(3.3)

Où bM = µM + dM .

Table 3.1 – Interprétation des paramètres

Paramètres Description
a Taux moyen de piqûres de moustiques par un humain.
c1 Probabilité de transmission des moustiques infectieux à la population locale.
c2 Probabilité de transmission des moustiques infectieux à la population non-locale.
c3 Probabilité de transmission des locaux infectieux aux moustiques.
c4 Probabilité de transmission d’une infection non-locale aux moustiques.
ΛL Taux de recrutement de la population locale.
rN Taux de croissance de la population non-locale.
KN Capacité limite de la population non-locale.
ΛM Taux de recrutement des moustiques.
dL Taux de mortalité naturelle des habitants.
dN Taux de mortalité naturelle pour les non-locaux.
dM Taux de mortalité naturelle des moustiques.
νL Taux d’infection des populations locales exposées.
νN Taux d’infection des personnes non-locales exposées.
νM Taux de contagion des moustiques infectés.
αL Taux de mortalité par maladie pour les habitants.
αN Taux de mortalité due à la maladie pour les non-locaux.
γL Taux de guérison des populations locales infectées.
γN Taux de récupération pour les non-locaux infectés.
δL Taux de perte d’immunité de la population locale.
δN Taux de perte d’immunité de la population non-locale.
µM Taux de mortalité des moustiques due aux pesticides.

3.3 L’analyse du modèle
La première étape de l’analyse de notre modèle consiste à montrer que les solutions sont
positives et bornées. Soit Ω = R3

+ × R8
+ et on note les points dans Ω par (S,E, I, R), où

S = (SL, SN , SM), E = (EL, EN , IM,1), I = (IL, EN , IM,2) et R = (RL, RN).
En utilisant ces notations, nous pouvons écrire tout le système sous une forme compacte
comme suit :
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dS

dt
= f1(S,E, I, R),

dE

dt
= f2(S,E, I, R),

dI

dt
= f3(S,E, I, R),

dR

dt
= f4(S,E, I, R).

(3.4)

Soit,

Γ =
{

(S,E, I, R) ∈ Ω; ΛL

dL + αL
≤ L ≤ ΛL

dL
, 0 ≤ N ≤ (rN + dN)2KN

4rNdN
, 0 ≤ M ≤ ΛM

bM

}
(3.5)

Théorème 3.1 :
Le système (3.4) possède une solution unique positive pour toutes conditions initiales dans
Ω. De plus, Γ est positivement invariant et globalement attractif pour notre système.

Démonstration.
L’existence locale et l’unicité des solutions découlent de la régularité de la fonction
f = (f1, f2, f3, f4) qui est de classe C1 dans Γ. Pour la positivité de la solution, nous
utilisons la proposition A.1 de l’appendice. Il est donc facile de voir que pour tout t ≥ 0,
f1(S,E, I, R) ≥ 0 lorsque (S,E, I, R) ∈ Ω, S = 0R3 ,
f2(S,E, I, R) ≥ 0, lorsque (S,E, I, R) ∈ Ω, E = 0R3 ,
f3(S,E, I, R) ≥ 0, lorsque (S,E, I, R) ∈ Ω, I = 0R3

f4(S,E, I, R) ≥ 0, lorsque (S,E, I, R) ∈ Ω, R = 0R2 ,
alors (S,E, I, R) ∈ Ω pour tout t ≥ 0 et pour tout (S(0), E(0), I(0), R(0)) ∈ Ω.
Par conséquent, Ω est positivement invariant pour toutes conditions initiales (S(0), E(0), I(0), R(0)) ∈
Ω. Comme le système (3.4) admet une solution unique positive, par des calculs simples,
nous obtenons que L,N,M vérifient les équations suivantes :
La population locale totale :

L = SL + EL + IL +RL

L̇ = ṠL + ĖL + İL + ṘL

= ΛL − dLSL − dLEL − (αL + dL)IL − dLRL

= ΛL − dLL− αLIL

Par des calculs simples, nous montrons que pour tout t ≥ 0,

ΛL

αL + dL
≤ L(t) ≤ ΛL

dL
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Pour la population non-locale N nous avons :

Ṅ = rNSN(1 − SN
KN

) − dNEN − (αN + dN)IN − dNRN

Ṅ ≤ rNSN(1 − SN
KN

) − dNN + dNSN

= (rN + dN)SN − rN
S2
N

KN

− dNN

= (rN + dN)SN(1 − rN
SN

KN(rN + dN)) − dNN

Notons par K = rN + dN
rN

KN et r = rN + dN alors :

Ṅ = rSN(1 − SN
K

) − dNN

= h(SN) − dNN

Ṅ ≤ max
0≤SN≤N

(h(SN)) − dNN

Ṅ ≤ rK

4 − dNN

La résolution de cette inéquation différentielle donne que pour tout t ≥ 0 :

0 ≤ N(t) ≤ rK

4dN
Pour la population de moustiques M nous avons :

M = SM + I1
M + T 2

M

Ṁ = ˙SM + ˙I1
M + ˙I2

M

= ΛM − bMM

En utilisant des arguments similaires, nous montrons que pour tous t ≥ 0 :

0 ≤ M(t) ≤ ΛM

bM

Pour toute condition initiale en Γ notre système a une solution unique définie globalement
qui reste dans Γ, ∀ t ≥ 0.

3.3.1 Equilibres sans maladie et le nombre de reproduction de
base

Un équilibre sans maladie est un équilibre du système ((3.4)) où il n’y a pas de maladie,
c’est-à-dire que EL = IL = EN = IN = I1

M = I2
M = 0, ce qui correspond à la solution du

système algébrique suivant :

f1(S, 0, 0, R) = 0
f2(S, 0, 0, R) = 0
f3(S, 0, 0, R) = 0
f4(S, 0, 0, R) = 0
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Notons par S∗ = (S∗
L, S

∗
N , S

∗
M), en résolvant le système d’équations précédent nous obte-

nons :

S∗
L = ΛL

dL
S∗
N = KN ou S∗

N = 0

S∗
M = ΛM

dM

Théorème 3.2 :
Le modèle étudié présente deux équilibres sans maladie (DFE) en Γ

1. E01 est le DFE en l’absence de la population non-locale, c’est-à-dire S∗
N = 0.

E01 = (S∗
L, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, S∗

M , 0, 0) = (ΛL

dL
, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, ΛM

bM
, 0, 0)

2. E02 est le DFE où on une totale capacité limite de la population non-locale, c’est-
à-dire S∗

N = KN .

E02 = (S∗
L, 0, 0, 0, S∗

N , 0, 0, 0, S∗
M , 0, 0) = (ΛL

dL
, 0, 0, 0, KN , 0, 0, 0,

ΛM

bM
, 0, 0)

Pour trouver le nombre de reproduction de base R0, nous utilisons la méthode décrite
dans [87] (voir l’annexe A.6). Ainsi, nous pouvons réécrire notre modèle comme suit :

ẋi = Fi(x, y) − Vi(x, y) pour i = 1, ..., 6
ẏj = gj(x, y) pour j = 1, ..., 5 (3.6)

Avec x = (EL, IL, EN , IN , IM,1, IM,2) et y = (SL, RL, SN , RN , SM).
F(x, y) est la vitesse d’apparition des nouveaux cas infectieux dans le compartiment des
infectieux.

F =



ac1
SL∑ IM,2

0
ac2

SN∑ IM,2

0
ac3SM

IL∑ + ac4
SMIN∑

0


.

V contient toutes les autres entrées et sorties de la classe des infectés, qui est donné par :

V = −



−ϵLEL
νLEL − θLIL

−ϵNEN
νNEN − θNIN

−(νM + bM)IM,1
νMIM,1 − bMIM,2


.
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Soient F = DF|(S∗,0) et V = DV|(S∗,0) les matrices Jacobiennes des applications F et V ,
évaluées au DFE.

F =



0 0 0 0 0 ac1
S∗
L

Σ∗

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ac2

S∗
N

Σ∗

0 0 0 0 0 0
0 ac3

S∗
M

Σ∗ 0 ac4
S∗
M

Σ∗ 0 0
0 0 0 0 0 0


(3.7)

V =



ϵL 0 0 0 0 0
−νL θL 0 0 0 0

0 0 ϵN 0 0 0
0 0 −νN θN 0 0
0 0 0 0 νM + bM 0
0 0 0 0 −νM bM


(3.8)

V −1 =



1
ϵL

0 0 0
νL
ϵLθL

1
θL

0 0

0 0 1
νM + bM

0

0 0 νM
bM(νM + bM)

1
bM


(3.9)

En suivant Van den Driessche et Watmough [87], la matrice FV −1 nommée matrice de
prochaine génération, est bien définie et est notée K = FV −1.

K =



0 0 0 0 ac1
S∗
L∑∗

νM
(νM + bM)bM

ac1
S∗
L∑ 1
bM

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 ac2

S∗
N∑∗

νM
(νM + bM)bM

ac2
S∗
N∑ 1
bM

0 0 0 0 0 0
ac3

S∗
M∑∗

νL
ϵLθL

ac3
S∗
M∑∗

1
θL

ac4
S∗
M∑∗

νN
ϵNθN

ac4
S∗
M∑∗

1
θN

0 0
0 0 0 0 0 0


R0 est le rayon spectral de la matrice de la matrice de prochaine génération,

R0 = ρ(K)

. Il y a deux types de R0 comme suit :

R0
0 = a

S∗
L

√
S∗
M

νM
bM(νM + bM)

(
c1c3S∗

L

νL
ϵLθL

)

RKN
0 = a

S∗
L + S∗

N

√
S∗
M

νM
bM(νM + bM)

(
c2c4S∗

N

νN
ϵNθN

+ c1c3S∗
L

νL
ϵLθL

) (3.10)

On s’intéresse au nombre de reproduction correspond au DFE = E02 (RKN
0 ), et on le
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note comme suit :

R0 = a
ΛL

dL
+KN

√√√√ΛM

bM

νM
bM(νM + bM)

(
c2c4KN

νN
ϵNθN

+ c1c3
ΛL

dL

νL
ϵLθL

)
. (3.11)

En utilisant la même technique comme auparavant, soit RL
0 le nombre de reproduction

de base de la sous-population locale en l’absence de la sous-population non-locale,

RL
0 = a

ΛL

dL

√√√√ΛM

bM

νM
bM(νM + bM)

(
c1c3

ΛL

dL

νL
ϵLθL

)
, (3.12)

De même RN
0 est le nombre de reproduction de base de la sous-population non-locale en

l’absence de la sous-population locale.

RN
0 = a

KN

√
c2c4

νMΛM

b2
M(νM + bM)KN

νN
ϵNθN

, (3.13)

De manière triviale :

R0 = 1

KN + ΛL

dL

√√√√(KNRN
0 )2 +

(
ΛL

dL
RL

0

)2

, (3.14)

Remarque 3.1 :
On remarque que le nombre de reproduction de base quand DFE = E01 (R0

0), représente
le nombre de reproduction de base en l’absence de la population non locale RL

0 (3.12).

3.3.2 Stabilité des points d’équilibre sans maladie
Dans cette section, nous étudions les conditions de la stabilité locale et globale des points
d’équilibre sans maladie.

3.3.3 Stabilité asymptotique locale
En linéarisant le système d’équations différentielles (3.6), on obtient la matrice Jacobienne
J∗ qui peut être écrite dans une structure de bloc comme suit :

J∗ =
(
F − V 0
J1 J2

)

Théorème 3.3 : 1. Le point d’équilibre sans maladie E01 du système (3.1-3.2-3.3) est
instable.

2. L’équilibre sans maladie E02 du système (3.1-3.2-3.3) est localement asymptotique-
ment stable si R0 < 1 et instable si R0 > 1.
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Démonstration.
Les valeurs propres de la matrice Jacobienne J∗ sont celles de F − V et J2, où J2 est
donné par :

J2 =


−dL δL 0 0 0

0 −ηL 0 0 0
0 0 rN(1 − 2 S∗

N

KN
) δN 0

0 0 0 −ηN 0
0 0 0 0 −bM

 .

Le spectre de la matrice J2 est donné par λ(J2) =
{
−dL,−ηL, rN(1 − 2 S∗

N

KN
),−ηN ,−bM

}
.

1 Lorsque S∗
N = 0, J2 a une valeur propre avec une partie réelle positive, cela implique

que E01 est instable.
2 Lorsque S∗

N = KN , toutes les valeurs propres J2 ont des parties réelles négatives,
il reste alors à démontrer dans ce cas que toutes les valeurs propres de la matrice
F − V ont toutes des parties réelles négatives.

F est une matrice non-négative et V est une M-matrice non-singulière. En utilisant
[21, Lemme 9.2], notre F et V vérifient toutes les conditions suivantes :
— (Fij) ≥ 0 pour tout i ̸= j, 1 ≤ i, j ≤ 6.
— (Vij) ≤ 0 pour tout i ̸= j, 1 ≤ i, j ≤ 6.
— On peut exprimer V sous la forme V = kI − B, où B = (bij) avec bij ≥ 0,

pour tous les i ̸= j, 1 ≤ i, j ≤ 6, où k = max(ϵL, θL, ϵN , θN , νN + bM , bM) > 0 le
maximum des modules des valeurs propres de B est k, k > 0, donc V est une
M-matrice.

Si F est une matrice non-négative et V est une M-matrice non-singulière, alors
R0 = ρ(FV −1) < 1 si et seulement si toutes les valeurs propres de F − V ont des
parties réelles négatives.
Nous pouvons maintenant dire que toutes les valeurs propres de J∗ ont une partie
réelle négative si et seulement si R0 < 1.

3.3.3.1 Relations entre les différents nombres de reproduction de base R0, RL
0 , RN

0

Nous définissons les paramètres suivants :

ϕ1 =
KN + ΛL

dL√√√√K2
N +

(
ΛL

dL

)2
, ϕ2 =

min
(
KN ,

ΛL

dL

)

max
(
KN ,

ΛL

dL

) ,

Remarque 3.2 :
Il est facile de montrer que ϕ2 < 1 < ϕ1.

Proposition 3.1 : 1) Si RN
0 < 1 et RL

0 < 1, alors R0 < 1.
2) Si max

(
RN

0 ,RL
0

)
≤ ϕ1, alors R0 ≤ 1.
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3) Si max
(
RN

0 ,RL
0

)
≤

√
2ϕ2, alors R0 ≤ 1.

4) Si min
(
RN

0 ,RL
0

)
> ϕ1 , alors R0 > 1.

5) Si min
(
RN

0 ,RL
0

)
>

√
2

ϕ2
, alors R0 > 1.

Démonstration.
On a

(R0)2 = 1

(KN + ΛL

dL
)2

(KNRN
0

)2
+
(

ΛL

dL
RL

0

)2


1. Si RN
0 < 1 et RL

0 < 1 alors,

(R0)2 <

(KN)2 +
(

ΛL

dL

)2

(KN + ΛL

dL
)2

= 1
ϕ1

< 1

2. Si max
(
RN

0 ,RL
0

)
≤ ϕ1 alors,

(R0)2 ≤ 1

(KN + ΛL

dL
)2

(KN max
(
RN

0 ,RL
0

))2
+
(

ΛL

dL
max

(
RN

0 ,RL
0

))2


≤
K2
N +

(
ΛL

dL

)2

(KN + ΛL

dL
)2

(
max

(
RN

0 ,RL
0

))2

≤ 1
ϕ2

1
(ϕ1)2 = 1

3. Si max
(
RN

0 ,RL
0

)
≤

√
2ϕ2, alors
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(R0)2 ≤ 1

(KN + ΛL

dL
)2

(KN max
(
RN

0 ,RL
0

))2
+
(

ΛL

dL
max

(
RN

0 ,RL
0

))2


≤
K2
N +

(
ΛL

dL

)2

(KN + ΛL

dL
)2

(
max

(
RN

0 ,RL
0

))2

≤
K2
N +

(
ΛL

dL

)2

(KN + ΛL

dL
)2
ϕ2

2

≤ ϕ2
2
ϕ2

1
(ϕ1)2 ≤ 1

4. Si min
(
RN

0 ,RL
0

)
> ϕ1

(R0)2 = 1

(KN + ΛL

dL
)2

(KNRN
0

)2
+
(

ΛL

dL
RL

0

)2


≥ 1

(KN + ΛL

dL
)2

(KN min
(
RN

0 ,RL
0

))2
+
(

ΛL

dL
min

(
RN

0 ,RL
0

))2


=
min

(
RN

0 ,RL
0

)
(KN + ΛL

dL
)2

K2
N +

(
ΛL

dL

)2


> 1

5. Si min
(
RN

0 ,RL
0

)
>

√
2

ϕ2
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(R0)2 = 1

(KN + ΛL

dL
)2

(KNRN
0

)2
+
(

ΛL

dL
RL

0

)2


≥
(
min

(
RN

0 ,RL
0

))2 1

(KN + ΛL

dL
)2

K2
N +

(
ΛL

dL

)2


≥
(
min

(
RN

0 ,RL
0

))2
2
(

min
(
KN ,

ΛL

dL

))2

(KN + ΛL

dL
)2

≥
(
min

(
RN

0 ,RL
0

))2
2
(

min
(
KN ,

ΛL

dL

))2

(
max

(
KN ,

ΛL

dL

))2

> 1

Nous observons que 2) implique 3) et que 5) implique 4). Les affirmations 2 et 3 montrent
qu’il est possible d’avoir Ri

0 ≥ 1, i = N,L et pourtant R0 est inférieur à 1. En revanche, si
les deux sous-nombre de reproduction de base RL

0 et RN
0 sont supérieurs à 1, de (3.14) on

obtient que R0 > 1. Par conséquent, la persistance du paludisme dans les deux populations
n’entraîne pas nécessairement une épidémie de la maladie dans la population totale.
Les affirmations 4 et 5 donnent de telles conditions, sur les reproductions de base des deux
populations, qui pourraient entraîner la persistance de la maladie.

3.3.4 Stabilité globale
On discute dans cette section la stabilité globale de l’équilibre sans maladie E02.

Proposition 3.2 :

Si R0 < 1 et la population humaine totale ∑ ∈
[

ΛL

dL
+KN ,

ΛL

dL
+ (rN + dN)2

4rNdN
KN

]
, alors

E02 est globalement asymptotiquement stable

Démonstration.
Pour prouver la stabilité globale de E02, nous utilisons l’approche donnée dans [87]. Ainsi,
notre modèle est donnée par les équation (3.6).
Soit ψ une fonction donnée comme suit :

ψ(x, y) := (F − V )x− F(x, y) + V(x, y) (3.15)

Alors notre système (3.6) peut être écrit comme suit :

ẋ = (F − V )x− ψ(x, y)
ẏ = g(x, y) (3.16)
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On suppose que mon modèle suit les hypothèses mentionnées dans [78, Theorem 2.1]. ψ
et g sont données par :

ψ(x, y) =



ac1(S
∗
L

Σ∗
2

− SL
Σ )I2

M

0

ac2(S
∗
N

Σ∗
2

− SN
Σ )I2

M

0

ac3(S
∗
M

Σ∗
2

− SM
Σ )IL + ac4(S

∗
M

Σ∗
2

− SM
Σ )IN

0



g(x, y) =



ΛL − dLSL − ac1
SLI

2
M

Σ + δLRL

γLIL − βLRL

rNSN(1 − SN
KN

) − ac2
SN I

2
M

Σ + δNRN

γNIN − βNRN

ΛM − ac3
SM IL

Σ − ac4
SM IN

Σ − bMSM



On remarque que ψ(x, y) ≥ 0 dans Γ quand Σ ∈
[

ΛL

dL
+KN ,

ΛL

dL
+ (rN + dN)2

4rNdN
KN

]
, F

et V −1 tel que défini dans (3.7), (3.9) sont respectivement positives et R0 ≤ 1, alors la
fonction Q(x, y) = wTV −1x est une fonction de Lyapunov pour notre modèle, avec

w =



ac1
S∗
L

Σ∗
1
ϵL

R0

ac1
S∗
L

Σ∗
νL
ϵLθL

R0

ac2
S∗
N

Σ∗
1
ϵN

R0

ac2
S∗
N

Σ∗
νN
ϵNθN

R0

a2

νM+bM
S∗
M

Σ∗

(
c1c3

S∗
L

Σ∗
νL
ϵLθL

+ c2c4
S∗
N

Σ∗
νN
ϵNθN

)
R2

0



1. Q > 0 et Q(DFE) = 0.

76



3.3. L’analyse du modèle

2. Reste à étudier le signe de Q̇.

Q̇ = wTV −1ẋ

= wTV −1 ((F − V )x− ψ(x, y))
= wTV −1(F − V )x− wTV −1ψ(x, y)
= wT (V −1F − V −1V )x− wTV −1ψ(x, y)
= wT (R0 − 1)x− wTV −1ψ(x, y)
= −

(
(1 − R0)wTx+ wTV −1ψ(x, y)

)
< 0

Donc le DFE est globalement asymptotiquement stable si R0 < 1.

En utilisant la proposition 3.1, nous avons le résultat de stabilité globale suivant :

Proposition 3.3 :

Si R0 <

√
min(KN ,

ΛL

dL
)

2 max(KN ,
ΛL

dL
)

alors E02 is globalement asymptotiquement stable.

Démonstration.
Pour démontrer ce résultat, nous utilisons le Théorème de Barbashin-Krasovskii [55, Theo-
rem 4.2, page 124]. On note par x = (S,E, I, R) et nous considérons la fonction scalaire
continue V définie par,

V = ac3
ΛM

bM

1
θL

(νL
ϵL
EL + IL) + ac4

ΛM

bM

1
θN

(νN
ϵN
EN + IN) + I1

M + νM + bM
νM

IM,2.

Pour montrer que l’équilibre E02 est globalement asymptotiquement stable, nous devons
montrer que V̇ (x) est globalement négatif, c’est-à-dire V̇ (x) < 0, ∀x ∈ R11

+ \ {E02}.
Nous avons

V̇ = ac3
ΛM

bM

1
θL

(
νL
ϵL

(ac1
SLIM,2∑ − ϵLEL) + νLEL − θLIL

)
+ac4

ΛM

bM

1
θN

(
νN
ϵN

(ac2
SNIM,2∑ − ϵNEN) + νNEN − θNIN

)
+ac3

SMIL∑ + ac4
SMIN∑ − (νM + bM)IM,1 + νM + bM

νM
(νMIM,1 − bMIM,2)

= a2c1c3
ΛM

bM

νL
ϵLθL

SL∑ IM,2 + a2c2c4
ΛM

bM

νN
ϵNθN

SN∑ IM,2 − bM
νM + bM
νM

IM,2

−aΛM

bM
(c3IL + c4IN) + aSM(c3

IL∑ + c4
IN∑ )

Puisque L(t) ≥ ΛL

dL + αL
et N(t) ≥ 0, on obtient ∑ = L(t) +N(t) ≥ ΛL

dL + αL
.

77



Chapitre 3. Effets de l’arrivée d’une nouvelle population sur la dynamique de l’infection

Par le fait que ΛL
dL+αL ≥ 1, nous obtenons :

V̇ ≤ a2c1c3
ΛM

bM

νL
ϵLθL

SL∑ IM,2 + a2c2c4
ΛM

bM

νN
ϵNθN

SN∑ IM,2 − bM
νM + bM
νM

IM,2

−aΛM

bM
(c3IL + c4IN) + aSM(c3IL + c4IN)

= a2c1c3
ΛM

bM

νL
ϵLθL

SL∑ IM,2 + a2c2c4
ΛM

bM

νN
ϵNθN

SN∑ IM,2 − bM
νM + bM
νM

IM,2

+a(c3IL + c4IN)(SM − ΛM

bM
).

Comme SL, SN ≤ ∑ et SM ≤ M(t) ≤ ΛM

bM
, nous obtenons :

V̇ ≤ a2c1c3
ΛM

bM

νL
θLϵL

IM,2 + a2c2c4
ΛM

bM

νN
θNϵN

IM,2 − bM
νM + bM
νM

IM,2

= bM(νM + bM)
νM

IM,2

[
a2 νM
bM(νM + bM)c1c3

ΛM

bM

νL
θLϵL

+ a2 νM
bM(νM + bM)c2c4

ΛM

bM

νN
θNϵN

− 1
]

V̇ ≤ bM(νM + bM)
νM

IM,2

[
ΛL

dL
(RL

0 )2 +KN(RN
0 )2 − 1

]
. (3.17)

En utilisant,

(KN + ΛL

dL
)2R2

0 = (ΛL

dL
RL

0 )2 + (KNRN
0 )2,

Nous avons deux cas :
Cas 1, KN ≤ ΛL

dL
.

On remplace KN(RN
0 )2 =

(KN + ΛL

dL
)2

KN

R2
0 −

(ΛL

dL
)2

KN

(RL
0 )2, nous obtenons :

V̇ ≤ bM(νM + bM)
νM

IM,2

[
ΛL

dL
(RL

0 )2 +KN(RN
0 )2 − 1

]

≤ bM(νM + bM)
νM

IM,2


(2ΛL

dL
)2

KN

R2
0 − 1

 .

Dans ce cas R0 <

√
min(KN ,

ΛL

dL
)

2 max(KN ,
ΛL

dL
)

=
√
KN

2ΛL

dL

conduit à V̇ < 0.

Cas 2, KN ≥ ΛL

dL
.
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Nous remplaçons (ΛL

dL
)(RL

0 )2 =
(KN + ΛL

dL
)2

ΛL

dL

R2
0 − K2

N

ΛL

dL

(RN
0 )2, nous obtenons :

V̇ ≤ bM(νM + bM)
νM

IM,2

[
ΛL

dL
(RL

0 )2 +KN(RN
0 )2 − 1

]

≤ bM(νM + bM)
νM

IM,2

(2KN)2

ΛL

dL

R2
0 − 1

 .

Dans ce cas R0 <

√
min(KN ,

ΛL

dL
)

2 max(KN ,
ΛL

dL
)

=

√
ΛL

dL
2KN

implique que V̇ < 0.

En plus du résultat de la stabilité asymptotique globale du DFE par rapport à R0, la
proposition 3.3, donne une nouvelle condition de stabilité globale sans aucune condition
sur la population totale ∑. A partir de (3.14), nous pouvons montrer la stabilité globale
du DFE, en utilisant la même fonction de Lyapunov, sous la condition,

ΛL

dL

(
RL

0

)2
+KN

(
RN

0

)2
< 1.

3.4 L’équilibre endémique et la persistance uniforme

3.4.1 L’équilibre endémique (EE)

Pour trouver le point d’équilibre endémique, EE = (S∗
L, E

∗
L, I

∗
L, R

∗
L, S

∗
N , E

∗
N , I

,
NR

∗
N , S

∗
M , I

∗
M,1, I

∗
M,2),

on définit λ∗
1, λ∗

2 et λ∗
3 comme suit :

λ∗
1 =

ac1I
∗
M,2∑∗ , (3.18)

λ∗
2 = ac3I

∗
L∑∗ , (3.19)

λ∗
3 = ac4I

∗
N∑∗ . (3.20)
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Les coordonnées de EE pour la population humaine sont données par :

S∗
L = ΛL

dL
+ A2 − A1

dL
I∗
L (3.21)

E∗
L = θL

νL
I∗
L (3.22)

R∗
L = γL

ηL
I∗
L (3.23)

I∗
L = ΛLλ

∗
1

A1(dL + λ∗
1) − A2λ∗

1
(3.24)

S∗
N = B1

c1

c2

1
λ∗

1
I∗
N (3.25)

E∗
N = θN

νN
I∗
N (3.26)

R∗
N = γN

ηN
I∗
N (3.27)

I∗
N = KNc2

rN(B1c1)2λ
∗
1 (rNB1c1 + c2λ

∗
1(B2 −B1)) . (3.28)

Avec,

A1 = ϵLθL
νL

, A2 = δLγL
ηL

, B1 = ϵNθN
νN

, B2 = δNγN
ηN

.

Remarque 3.3 :
On a A2 − A1 ≤ 0 et B2 −B1 ≤ 0 car

A2 − A1 = δLγL
ηL

− ϵLθL
νL

= 1
ηLνL

[δLγLνL − ϵLθLηL]

= 1
ηLνL

[δLγLνL − (νL + dL)(γL + αL + dL)(δL + dL)]

= 1
ηLνL

[δLγLνL − νL(γL + αL + dL)(δL + dL) + dL(γL + αL + dL)(δL + dL)]

= 1
ηLνL

[δLγLνL − νLγL(δL + dL) − νL(αL + dL)(δL + dL) − dL(γL + αL + dL)(δL + dL)]

= 1
ηLνL

[δLγLνL − νLγLδL − νLγLdL − νL(αL + dL)(δL + dL) − dL(γL + αL + dL)(δL + dL)]

= − 1
ηLνL

[νLγLdL + νL(αL + dL)(δL + dL) + dL(γL + αL + dL)(δL + dL)]

≤ 0

Même démonstration pour B2 −B1 ≤ 0.
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En utilisant (3.21), nous obtenons

L∗ = ΛL

dL

1
A1dL − (A2 − A1)λ∗

1
(A1dL − λ∗

1(A2 − A1 + αL))

N∗ = KN + c2KN

rNB1c1

(
B1(−1 + rN

ϵN
) +B2(1 + rN

δN
) + rN

)
λ∗

1

+ c2
2KN

rN(B1c1)2 (B1

ϵN
+ B2

δN
+ 1)(B2 −B1)(λ∗

1)2,

ce qui nous donne l’équation de ∑∗ en fonction de λ∗
1 comme suit,

∑∗ = 1
A1dL + (A1 − A2)λ∗

1

[
α0 + α1λ

∗
1 + α2(λ∗

1)2 + α3(λ∗
1)3
]
,

avec :

α0 = A1dL(ΛL

dL
+KN),

α1 = −ΛL

dL
(A2 − A1 + αL) − (A2 − A1)KN − A1dL

c2

c1

KN

rNB1

(
B1(1 − rN

ϵN
) −B2(1 + rN

δN
) − rN

)
,

α2 = c2
2
c2

1

KN

rNB2
1

(
A1dL(B2 −B1)

(
B1

ϵN
+ B2

δN
+ 1

)
+B1(A1 − A2)

c1

c2

(
B1(−1 + rN

ϵN
)
))

+c2

c1

KN

rNB1
(A1 − A2)(B2(1 + rN

δN
) + rN),

α3 = c2
2KN

rN(B1c1)2

(
B1

ϵN
+ B2

δN
+ 1

)
(A1 − A2)(B2 −B1).

Nous remarquons que α0 > 0 et α3 < 0.

De plus, si c2

c1
≥ ϵ2

NηNθN
dL(ϵNηNθN − δNγNνN) et rN ∈

[
ϵN ,

dL
c1

c2

ηNϵNθN
(ηNϵNθN − δNγNνN)

]
,

alors nous avons α1 > 0 et α2 ≤ 0.

Les autres composantes de l’EE, concernant la population de moustiques, sont :

I∗
M,2 = ΛMνMλ

∗

(bM + λ∗)(νM + bM)(bM) ,

I∗
M,1 = ΛMλ

∗

(bM + λ∗)(νM + bM) ,

S∗
M = ΛM

bM + λ∗ .

(3.29)

Notons par,
λ∗ = a∑∗ (c3I

∗
L + c4I

∗
N) (3.30)

En utilisant les équations(3.19) et (3.20) alors λ∗ = λ∗
2 + λ∗

3.
De l’équation (3.18) on a :

1
ac1

λ∗
1

∗∑
= I∗

M,2. (3.31)
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En substituant l’équation (3.31) dans l’equation 1 du système (3.29), on aura :

λ∗ = bMλ
∗
1
∑∗

(ΛMac1c− λ∗
1
∑∗) (3.32)

En remplaçant la valeur de I∗
L et I∗

N dans l’équation (3.30), on obtient :

λ∗ = a∑∗

(
c3ΛLλ

∗
1

A1dL − (A2 − A1)λ∗
1

+ c4c2KN

rN(B1c1)2 (rNB1c1λ
∗
1 − (B1 −B2)c2(λ∗

1)2)
)
. (3.33)

Avec c = νM
(νM + bM)bM

.

Nous avons deux équations de λ∗ (3.32) et (3.33). En utilisant ces équations, nous obte-
nons :

bMλ
∗
1
∑∗2 −a(ΛMac1c− λ∗

1
∑∗)∑∗

(
c3ΛLλ∗

1
A1dL−(A2−A1)λ∗

1
+ c2c4KN

rN (B1c1)2 (rNB1c1λ
∗
1 − (B1 −B2)c2(λ∗

1)2)
)

= 0,
(3.34)

Puisque λ∗
1 ̸= 0, en remplaçant ∑∗ par sa formule, nous obtenons l’équation polynomiale

suivante :

p0 + p1λ
∗
1 + p2(λ∗

1)2 + p3(λ∗
1)3 + p4(λ∗

1)4 + p5(λ∗
1)5 + p6(λ∗

1)6 + p7(λ∗
1)7 = 0. (3.35)

Les coefficients pi, i = 0, ...7, du polynôme (3.35) sont donnés par :

p0 = bMA
2
1d

2
L(

∗∑
2

)2(1 − (R0)2),

p1 = 2bMα0α1 + a2ΛMcc2c4
KN

B1
A1A2 + a2ΛMcc2c4

KN

rNB1
A2

1dL

(
(B1 −B2)

c2

B1c1
dL − rN

)
+A1dL

bM
ac1cΛM

(R0)2(
∗∑
2

)2((α0dL − aΛMc1c)A1 + aΛMc1cA2),

p2 = bMα
2
1 + α0bM

(
2α2 − A1(A2 − A1)dL

1
ac1cΛM

(R0)2(
∗∑
2

)2
)

+ac4
c2KN

rNB1c1

(
rNA2 + A1((B1 −B2)

c2

B1c1
dL − rN)

)
((aΛMc1c− α0dL)A1 − aΛMc1cA2) ,

p3 = bMα0

[
2α3 + α2A1dL

∑∗
2

ac1cΛM

(R0)2
]

+ α1bM

[
2α2 − (A2 − A1)A1A2dL

(∑∗
2)2

ac1cΛM

(R0)2
]

+ac2c4
KN

rNB1c1

(
rNA2 + A1((B1 −B2)

c2

B1c1
dL − rN)

)
(α0A2 − aα1A1dL)

+ac2
2c4(A2 − A1)

KN

rN(B1c1)2 (B1 −B2) (aΛMc1c(A2 − A1) + α0A1dL) ,
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p4 = −aα0c
2
2c4

KN

rN(B1c1)2 (B1 −B2)(A2 − A1)2 + aα1c
2
2c4A1dL

KN

rN(B1c1)2 (A2 − A1)(B1 −B2)

+ac2c4
KN

rNB1c1

(
rNA2 + A1((B1 −B2)

c2

B1c1
dL − rN)

)
(α1A2 − (α1 + α2dL)A1)

+α3bM

[
2α1 + (A1dL)2(∑∗

2)2

acc1ΛM

(R0)2
]

+ α2bM

[
α2 − (A2 − A1)

A1dL(∑∗
2)2

acc1ΛM

(R0)2
]
,

p5 = ac2c4
KN

rNB1c1

(
rNA2A1(dL(B1 −B2)

c2

c1B1
− rN)

)
(α2(A2 − A1) − α3A1dL)

+α3bM

[
2α2 − (A2 − A1)

A1dL(∑∗
2)2

acc1ΛM

(R0)2
]

−ac2
2c4

KN

rN(B1c1)2 (A2 − A1)(B2 −B1) (α1A2 − A1(α1 + α2dL)) ,

p6 = bMα
2
3 − aα2c

2
2c4

KN

rN(B1c1)2 (B1 −B2)(A2 − A1)2 + aα2c
2
2c4

KN

rN(B1c1)2A1dL(A2 − A1)(B1 −B2)

+ac2c4α2(A2 − A1)
KN

rNB1c1

(
rNA2 + A1((B1 −B2)

c2

B1c1
dL − rN)

)
,

p7 = −c4
2c4

K2
N

r2
N(B1c1)4

(
B1

ϵN
+ B2

δN
+ 1

)
(A2 − A1)3(B1 −B2).

Les calculs développés dans le paragraphe précédent nous permettent de trouver le nombre
d’équilibres endémiques ce qui revient plus précisément à étudier le nombre de racines po-
sitif du polynôme (3.35).
Dans la section suivante on donne quelques résultats sur le nombre s’équilibrent endé-
miques possibles selon le signe des coefficients du polynôme (3.35).

3.4.2 L’existence, l’unicité et la multiplicité des équilibres en-
démiques

Bien évidemment, il n’est pas si facile de trouver le nombre exact de solutions de l’équa-
tion polynomiale (3.35), et donc de déterminer le nombre exact d’équilibres endémique.
Néanmoins, en utilisant la règle des signes de Descartes, nous déterminons les équilibres
endémiques possibles en fonction du signe des coefficients pi, i = 0, ..., 6 du polynôme
défini dans l’équation (3.35).

On remarque que le signe de p7 est positif donc selon la règle des signes de Descartes, si
R0 < 1, alors soit nous n’avons pas de solution, soit nous avons un nombre pair d’équilibres
endémiques (EE) et quand R0 > 1 nous avons un nombre impair EE. Nous pouvons être
plus précis en indiquant les résultats suivants.

Proposition 3.4 :
Supposons que pi > 0 pour tout i = 1, · · · , 6, alors :

• Si R0 < 1 alors p0 > 0, il n’existe pas d’équilibres endémiques.
• Si R0 > 1 alors p0 < 0, il existe un unique équilibre endémique.

83



Chapitre 3. Effets de l’arrivée d’une nouvelle population sur la dynamique de l’infection

D’autres cas sont traités dans les propositions suivantes : La proposition 3.4 traite un cas
d’existence d’équilibres endémiques parmi plusieurs autres. Selon le signe de pi, il y a plus
de cas du nombre d’équilibres endémiques possibles.

Si c2

c1
≥ ϵ2

NηNθN
dL(ϵNηNθN − δNγNνN) et rN ∈

[
ϵN ,

dL
c1

c2

ηNϵNθN
(ηNϵNθN − δNγNνN)

]
alors nous

pouvons avoir les résultats suivants :
1. p6 > 0.
2. Si (R0)2 ≤ 2α2

ηLνL
δLγLνL − ϵLθLηL

d2
L

ΛL + dLKN

alors,

— si ϵLθL
νL

≥ aΛMc1c

(ΛL + dLKN)dL
on obtient p1 > 0 et p3 < 0.

— Si α1
δLγLνL − ϵLθLηL

ηLνL
− ϵLθLdL

νL
dLα2 ≤ 0 nous avons p5 > 0.

3. Si (R0)2 ≥ 2α2
ηLνL

δLγLνL − ϵLθLηL

d2
L

ΛL + dLKN

alors,

— si ϵLθLdL
νL

(ΛL + dLKN) ≤ aΛMc1c(1 − νLδLγL
ϵLθLηL

) nous avons p2 > 0.

— Si α1
δLγLνL − ϵLθLηL

ηLνL
− ϵLθLdL

νL
dLα2 ≤ 0 on obtient p4 < 0.

cas R0 p0 p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 nombre de changements de signe nombre maximum d’EE
1 > 1 - + + - + + + + 3 1,3

< 1 + + + - + + + + 2 0,2
2 > 1 - + + - - + + + 3 1,3

< 1 + + + - - + + + 2 0,2
3 > 1 - + - - + + + + 3 1,3

< 1 + + - - + + + + 2 0,2
4 > 1 - + - - - + + + 3 1,3

< 1 + + - - - + + + 2 0,2

Table 3.2 – Nombre de racines réelles positives possibles de P (x) donné dans les deux
cas R0 < 1 et R0 > 1, dans le cas ou p1 ≥ 0, p3 ≤ 0, p5 ≥ 0 et p6 ≥ 0 sachant que p7 > 0

Proposition 3.5 :
Si p1, p5, p6 ≥ 0 et p3 ≤ 0 alors ;

— Nous avons un nombre pair de racines réelles positives de P (x) (0 ou 2) lorsque
R0 < 1.

— Où un nombre impair de racines réelles positives de P (x) (1 ou 3) lorsque R0 > 1.

Proposition 3.6 :
Si p2, p6 ≥ 0 et p4 ≤ 0 conduisent au résultat suivant.

— Si R0 < 1 nous avons un nombre pair de racines réelles positives possibles de P (x)
(0 où 2).

— Si R0 > 1 nous possédons un nombre impair de racines réelles positives possibles
de P (x) (1 où 3).
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cas R0 p0 p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 nombre de changements de signe nombre maximum d’EE
1 > 1 - + + + - + + + 3 1,3

< 1 + + + + - + + + 2 0,2
2 > 1 - + + + - - + + 3 1,3

< 1 + + + + - - + + 2 0,2
3 > 1 - + + - - + + + 3 1,3

< 1 + + + - - + + + 2 0,2
4 > 1 - + + - - - + + 3 1,3

< 1 + + + - - - + + 2 0,2
5 > 1 - - + + - + + + 3 1,3

< 1 + - + + - + + + 2 0,2
6 > 1 - - + + - - + + 3 1,3

< 1 + - + + - - + + 2 0,2
7 > 1 - - + - - + + + 3 1,3

< 1 + - + - - + + + 2 0,2
8 > 1 - - + - - - + + 3 1,3

< 1 + - + - - - + + 2 0,2

Table 3.3 – Nombre de racines réelles positives possibles de P (x) donné dans les deux
cas R0 < 1 et R0 > 1, dans le cas où p2 ≥ 0, p4 ≤ 0 et p6 ≥ 0 sachant que p7 > 0

Proposition 3.7 :
Si p6 ≥ 0 nous pourrions avoir jusqu’à 6 équilibres endémiques lorsque R0 < 1 et pas plus
de 5 lorsque R0 > 1.

3.4.3 La persistance uniforme
Comme il est difficile d’étudier la stabilité globale des équilibres endémiques, puisqu’il
existe différents scénarios d’existence d’équilibres endémiques, nous nous concentrons dans
cette section sur la recherche des conditions de la persistance uniforme.
Nous rappelons que Γ, défini dans (3.5), est un sous-ensemble positivement invariant de
R11

+ .
Avant de présenter le résultat principal, nous définissons Φt(S,E, I, R) comme le flux cor-
respondant au système (3.6). En effet, Φt(S,E, I, R) désigne la solution de notre système
qui commence en S(0), E(0), I(0), R(0) ≥ 0 :

Φt(S0, E0, I0, R0) = (S(t), E(t), I(t), R(t)),

où

S = (SL, SN , SM), E = (EL, EN , IM,1), I = (IL, EN , IM,2), R = (RL, RN).

En utilisant le résultat de l’unicité de la solution, nous obtenons :

Théorème 3.4 :
Si R0 > 1 alors le système (3.1)-(3.3) est uniformément persistent.

Démonstration.
Le système (3.1)-(3.3) est dit uniformément persistant s’il existe une constante r > 0,
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indépendante des conditions initiales, telle que toute solution S(t), E(t), I(t), R(t) de notre
système satisfait les inégalités suivantes :

lim inf
t→∞

S(t) ≥ r, lim inf
t→∞

E(t) ≥ r, lim inf
t→∞

I(t) ≥ r, lim inf
t→∞

R(t) ≥ r.

La persistance uniforme de notre système peut être prouvée en appliquant le Théorème
A.13 ( Voir l’annexe A.5). En effet, Φ est un flux continu sur Γ qui est un sous-ensemble
fermé positivement invariant de R11

+ .
On désigne la restriction de Φt à ∂Γ par ∂Φt. L’ensemble maximal invariant de ∂Φt sur
∂Γ est le singleton S = {E02} qui est un ensemble invariant fermé et qui est également
isolé.
Soit {Sα}α∈A désigne la couverture de S où A est un ensemble d’indices non vide, Sα ⊂
∂Γ, S ⊂ ⋃

α∈A Sα et Sα sont des ensembles invariants fermés deux à deux disjoints.
Aucun sous-ensemble des {Sα} ne forme un cycle i.e il n’existe pas de α ∈ A tel que
Sα = Sα0 .
Les ensembles correspondants sont désignés par γ(E02), γ−(E02), γ+(E02) et sont, res-
pectivement, appelés la trajectoire de la forme, la trajectoire positive et la trajectoire
négative.

L’hypothèses (H) de l’annexe (A.5) est vérifiée pour le système (1). Par conséquent,
si R0 > 1 alors E02 est instable, ce qui donne la condition nécessaire et suffisante du
Théorème A.13, et nous concluons que notre système est uniformément persistant.

S’il y a un ou plusieurs équilibres endémiques, le résultat prouvé montre que si R0 > 1,
l’équilibre sans maladie est instable et la maladie persiste.

3.5 L’effet de la capacité limite KN sur la propagation
de la maladie

Nous nous intéressons à exploiter les propriétés de R0 comme fonction de KN (la capacité
limite de la population non-locale), notre objectif est d’étudier l’effet positif de la capacité
limite KN dans la réduction de la propagation de l’infection dans la population totale.
C’est pourquoi, nous étudions le signe de la fonction 1 − R0(KN) a fin de comparer le la
position du nombre de reproduction de base avec l’unité.
En réarrangeant cette fonction à partir de (3.11). Notre problème se réduit alors à l’étude
du signe de la fonction P(KN), où :

P(KN) = (KN)2 +
(

2ΛL

dL
− a2c2c4

ΛMνM
b2
M(νM + bM)

νN
ϵNθN

)
KN +

(
ΛL

dL

)2 (
1 −

(
RL

0

)2
)
.

(3.36)
Les racines de P (KN) sont données par :

K1,2 = 1
2

[
−
(

2ΛL

dL
− a2c2c4

ΛMνM
b2
M(νM + bM)

νN
ϵNθN

)
∓

√
∆
]
,

86



3.5. L’effet de la capacité limite KN sur la propagation de la maladie

avec,

∆ =
(

2ΛL

dL
− a2c2c4

ΛMνM
b2
M(νM + bM)

νN
ϵNθN

)2

+ 4
(

ΛL

dL

)2 ((
RL

0

)2
− 1

)
.

Soit,

ξNM = a2c2c4
ΛMνM

b2
M(νM + bM)

νN
ϵNθN

.

Ainsi, nous avons les cas suivants :
Cas 1. Si RL

0 > 1 alors ∆ > 0, l’équation quadratique (3.36) n’a qu’une seule racine
positive K2.

Cas 2. Si RL
0 < 1 alors cela dépend du signe de 2ΛL

dL
− ξNM et nous pouvons observer

les possibilités suivantes :
— Si 2ΛL

dL
< ξNM notre polynôme quadratique (3.36) possède deux racines posi-

tives K1 < K2.
— Si 2ΛL

dL
> ξNM le polynôme quadratique (3.36) n’a aucune racine positive.

Figure 3.2 – Le graphe de la fonction R0 de KN i.e, R0(KN). Les trois courbes montrent
tous les cas possibles du niveau de R0 quand KN augmente.

La figure 3.2 représente les tracés de tous les différents cas possibles.
Figure 3.2 (a) représente le cas 1, où le taux de reproduction de base de la maladie dans
la population locale est supérieur à 1. À mesure que la capacité limite des non-locaux KN

augmente, R0 diminue, ce qui conduit à l’éradication de la maladie puisque KN dépasse
la valeur critique de la capacité limite K2. D’autre part, si le taux de reproduction de
base de la population locale est inférieur à 1, il y aura deux scénarios.

(i) Le premier scénario est représenté par Figure 3.2 (b). Dans ce cas, nous avons
deux valeurs de capacités limites critiques K1 et K2. Lorsque KN est inférieur à
K1 ou supérieur à K2, R0 est inférieur à 1, et la maladie disparaîtra. La deuxième
situation est celle où KN appartient à l’intervalle ]K1, K2[, R0 est supérieur à 1, et
la maladie persistera dans la population totale.
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(ii) Deuxième scénario, Figure 4 (c), R0 reste toujours inférieur à 1 et l’augmentation
de la capacité limite de la population non-locale n’a aucun effet sur la transmission
de la maladie au sein de la population totale.

Matrice de transmission vectorielle et l’étude de sen-
sibilité
Dans cette partie, nous nous concentrons sur la compréhension de l’intervalle du nombre
de reproduction de base où nous n’avons pas assez d’information, c’est-à-dire l’exploration
de la partie qui manque de la proposition 3.1. Pour ce faire, nous donnons d’abord des
scénarios possibles de la valeur du nombre de reproduction de base à l’intérieur de la zone
non traitée. Ensuite, nous définissons la matrice de transmission vectorielle, qui décrit la
probabilité d’infection de l’humain au vecteur ou du vecteur à l’humain. Cette matrice,
également appelée WAIFW (Who Acquires Infection From Whom) [53], a été utilisée
dans la modélisation des maladies à transmission sexuelle multi-patch.
C’est la première fois qu’une telle approche est utilisée pour modéliser la transmission du
paludisme, ce qui permettrait d’identifier des stratégies de contrôle plus efficaces prenant
en compte le type de population affectée par l’infection et le cycle du paludisme, afin de
développer et détailler notre approche on procède comme suit :

Puisque notre objectif est de comprendre l’interaction entre les deux populations et prin-
cipalement la propagation de la maladie dans la population totale nous rappelons que le
nombre de reproduction de base R0 est donné par les équation (3.11) et (3.14).
Nous définissons ψLN comme le taux total de survie de la population locale en l’absence
de maladie sur la capacité limite des non-locaux, par :

ψLN =

ΛL

dL
KN

, (3.37)

alors, nous pouvons réécrire R0 comme suit :

R0(RL
0 ,RN

0 ) = 1
1 + ψLN

√
(RN

0 )2 + (ψLNRL
0 )2

. (3.38)

En utilisant cette équation, il existe plusieurs alternatives qui peuvent déterminer la trans-
mission de la maladie dans la population totale. Ces possibilités sont décrites dans la
proposition ci-dessous :

Proposition 3.8 :

1. Si RL
0 ≤ 1 et RN

0 ≤ 1 + ψLN alors R0 ≤ 1.

2. Si RN
0 ≤ 1 et RL

0 ≤ 1 + 1
ψLN

alors R0 ≤ 1.

3. Si RL
0 > 1 et RN

0 > 1 + ψLN alors R0 > 1.

4. Si RN
0 > 1 et RL

0 > 1 + 1
ψLN

alors R0 > 1.
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5. Si RL
0 > 1 + 1

ψLN
alors R0 > 1.

6. Si RN
0 > 1 + ψLN alors R0 > 1.

Les assertions 1 et 2 nous montrent qu’il est possible d’avoir un des Ri
0 > 1, i = L,N

et pourtant R0 est inférieur à 1. Ce qui signifie que la maladie peut persister dans une
population et pourtant la maladie reste sous contrôle dans la population totale.

D’autre part, les affirmations 3 et 4 montrent que si la transmission persiste dans une
population au sens où Ri

0 > 1, i = L,N , alors la maladie persistera dans la population
entière, c’est-à-dire R0 > 1, si et seulement si la transmission dans l’autre population est
très élevée au sens où le sous-nombre de reproduction de base de cette population est
supérieur à un seuil bien plus grand que 1.
Cette analyse nous a laissé une situation d’écart une zone non-traitée qui doit être étudiée.
Cette zone ou cet intervalle est décrit par la formule suivante :

1 < RL
0 < 1 + 1

ψLN
(3.39)

1 < RN
0 < 1 + ψLN (3.40)

Notons que dans ce cas, la maladie persiste dans les deux populations locales et non-
locales, mais nous ne pouvons pas affirmer que R0 > 1 implique la persistance de la
maladie dans la population totale. En effet, les inégalités précédentes donnent :

√√√√1 + (ψLN)2

(1 + ψLN)2 < R0 <
√

2, (3.41)

ce qui est illustré dans la partie bleue de la figure 3.3.
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Figure 3.3 – Schéma qui résume les différentes situations relatives au nombre de repro-
duction de base local RL

0 et non-local RN
0 avec le nombre de reproduction de base R0 et

l’intervalle de seuil ou la zone non-traitée (la boîte bleue).
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Dans le but de bien comprendre ce qui se passe dans la boîte bleue, nous devons dé-
terminer les conditions nécessaires qui garantissent la situation sans maladie et étudier
les différentes conditions qui pourraient conduire à la persistance de la maladie dans la
population totale.
Tout d’abord, nous examinons les deux cas extrêmes où l’une des densités des deux po-
pulations est beaucoup plus grande que l’autre dans le sens suivant :

— ψLN → 0, d’après l’équation (3.4) ce cas représente la situation où la population
non-locale est dominante.

— ψLN → ∞, dans cette situation, nous examinons le cas où la population locale est
dominante.

Ce qui conduit à deux cas différents, comme l’illustre la figure (3.4).

Figure 3.4 – Graphe illustrant les deux situations de base. Le schéma de gauche se réfère
au cas où ψLN → 0 et celui de droite représente la situation lorsque ψLN → ∞

Dans ces deux cas, les propriétés épidémiques dans la population totale coïncident avec
celles de la population dominante. Ceci est naturel car l’endémicité de la maladie ne serait
pas affectée par une petite sous-population de la population totale.
Puis, nous nous concentrons sur l’étude de l’intérieur de la boîte bleue, lorsque nous ne
disposons pas d’informations suffisantes sur la persistance ou l’extinction de la maladie.

Rappelons que R0 est donné par :

R0(RL
0 ,RN

0 ) = 1

KN + ΛL

dL

√√√√(KNRN
0 )2 +

(
ΛL

dL
RL

0

)2

(3.42)

Nous cherchons à étudier l’évolution de R0 en fonction des deux sous-seuils, c’est pourquoi
nous nous intéressons à la situation où RL

0 ∈ (1, 1 + 1
ψLN

) et RN
0 ∈ (1, 1 + ψLN).
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En utilisant l’équation (3.38) de taux de reproduction de base en fonction de RL
0 et RN

0
et en fixant ψLN nous obtenons les résultats suivants :

Proposition 3.9 :

Supposons que RL
0 ∈

(
1, 1 + 1

ψLN

)
et RN

0 ∈ (1, 1 + ψLN). En utilisant l’équation (3.38),

nous obtenons les résultats suivants : Soit a et b deux nombres réels non-négatifs avec
a+ b ≤ 1,

— si RL
0 ≤

√
a(1 + 1

ψLN
) et RN

0 ≤
√
b(1 + ψ) alors R0 ≤ 1.

— Si RL
0 >

√
a(1 + 1

ψLN
) et RN

0 >
√
b(1 + ψ) alors R0 > 1.

Pour illustrer le choix de a et b on choisit a = 1
n

et b = 1 − 1
n

avec n ∈ N∗.

Figure 3.5 – Graphe illustrant les deux scénarios de la proposition (3.9) où a > b.

La proposition 3.9 décrit les situations possibles qui peuvent survenir dans la boite bleue,
ce qui mettra en évidence les cas non traités par la proposition 3.8.
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La situation dans la boite bleue est cruciale et dépend de la position des nombres de
reproduction de base RL

0 et RN
0 , nous remarquons que si n tend vers l’infini le carré devient

presque vert, ce qui implique une situation où l’équilibre sans maladie est localement
asymptotiquement stable pour la population totale malgré la persistance de la maladie
dans chaque sous-population séparément.
La deuxième situation est celle où, n tend vers 0, nous obtenons une zone plus rouge, ce
qui signifie que la situation se transforme en un état de persistance de la maladie.
Cela montre clairement que la position entre la région de stabilité de l’équilibre sans
maladie et la persistance est très problématique. Afin d’obtenir une région où le nombre
de cas secondaires d’infection est inférieur à 1, il est conseillé d’avoir un a très grand par
rapport à b. Pour pouvoir comprendre l’évolution du nombre de reproduction de base de
la population totale dans la zone de seuil, nous réalisons deux simulations différentes selon
la position de ψLN par rapport à l’unité.
Nous constatons à partir des figures 3.6, 3.7 l’apparition de deux zones différentes une fois
que nous croisons les valeurs sur les axes x et y. La zone de stabilité locale de l’équilibre
sans maladie change différemment entre la figure 3.6 et la figure 3.7 selon la position de
ψLN . Sur la figure 3.6, où ψLN = 2 (ce qui signifie que ΛL

dL
= 2KN), nous voyons clairement

que nous croisons la valeur de R0 = 1 pour les valeurs élevées de RN
0 en comparant avec

RL
0 , ce qui est logique car lorsque ψLN > 1 implique que ΛL

dL
> KN , la présence de

personnes non-locales sur le territoire local est beaucoup plus basse que la limite de la
population locale.
Dans la figure 3.6, où ψLN = 2 (ce qui correspond à ΛL

dL
= 20%KN), nous voyons claire-

ment que nous croisons la valeur de R0 = 1 pour les valeurs élevées de RL
0 en comparant

avec RN
0 , ce qui signifie que l’évolution de R0 dépasse 1 pour une transmission très élevée

dans la population locale.

Figure 3.6 – Représentation de l’évolution du nombre de reproduction de base

R0(RL
0 ,RN

0 ), lorsque RL
0 ∈

(
1, 1 + 1

ψLN

)
, RN

0 ∈ (1, 1 + ψLN) et ψLN = 2. La surface

noire représente R0 = 1.
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Figure 3.7 – La simulation de l’évolution du nombre de reproduction de base.

R0(RL
0 ,RN

0 ), où RL
0 ∈

(
1, 1 + 1

ψLN

)
, RN

0 ∈ (1, 1 + ψLN) et ψLN = 0.2, où le graphique

noir représente le cas où R0 = 1.

La matrice de transmission vectorielle

Pour étudier plus en profondeur ce cas particulier de transmission du paludisme entre les
sous-populations à l’intérieur de la boite bleue, nous définissons la matrice de transmission
vectorielle donnée par :

M =
(
c1 c2
c3 c4

)
(3.43)

Cette matrice de transmission, qui peut également être appelée WAIFW (Qui acquiert
l’infection de qui ?) [53], donne un moyen adéquat de représenter la probabilité de
transmission entre humain-vecteur/vecteur-humain. En fonction du poids des éléments
de la matrice M, nous avons différents cas. Ici, nous étudions quatre cas illustrés par la
figure 3.8 et donnés comme suit :

Cas 1 Lorsque c1 > c2 et c3 > c4 , (
c1 c2
c3 c4

)

Dans ce cas, la probabilité de transmission des moustiques infectieux à la popula-
tion locale (respectivement de la population locale infectée aux moustiques) est su-
périeure à la probabilité de transmission des moustiques infectieux à la population
non-locale (respectivement de la population non-locale infectée aux moustiques).

Cas 2 Lorsque c2 > c1 et c4 > c3, (
c1 c2
c3 c4

)

Dans ce cas, la probabilité de transmission des moustiques infectieux vers la popu-
lation non-locale (respectivement de la population infectée non-locale aux mous-
tiques) est supérieure à la probabilité de transmission des moustiques infectieux à la
population locale (respectivement de la population infectée locale aux moustiques).
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Figure 3.8 – Le processus de transmission entre les humains (locaux et non locaux)
et les moustiques, où les lignes pointillées indiquent une faible transmission et les lignes
continues une forte transmission.

Ces deux cas reflètent le fait qu’une seule population est plus susceptible d’être infectée,
ou encore qu’une sous-population possède l’immunité naturellement acquise (INA) contre
une souche spécifique de moustiques [33].

Cas 3 Quand c1 > c3 et c2 > c4, (
c1 c2
c3 c4

)

Dans ce cas, la probabilité de transmission des moustiques infectieux à la popu-
lation locale est supérieure à celle de la transmission de la population locale aux
moustiques infectieux. De même, la probabilité de transmission des moustiques in-
fectieux à la population non-locale est supérieure à la probabilité de transmission
de la population non-locale aux moustiques infectieux.

Cas 4 Lorsque c3 > c1 et c4 > c2, (
c1 c2
c3 c4

)

Cela représente la situation où la probabilité de transmission de la population
locale infectieuse aux moustiques est supérieure à la probabilité de transmission des
moustiques infectieux à la population locale. Et la probabilité de transmission de
la population non-locale infectieuse aux moustiques est supérieure à la probabilité
de transmission des moustiques infectieux à la population non-locale.

Les deux cas précédents correspondent à des cycles différents de l’infection par le palu-
disme. En effet, le cas 3 représente la période où il y a une forte injection de sporozoïtes
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lors des piqûres, alors que le cas 4 est la période de forte injection de gamétocytes éga-
lement effectuée lors des piqûres. Bien que les mécanismes sous-jacents à l’injection des
sporozoïtes et à l’infectivité des gamérocytes restent mal compris [50], aucune étude ne ca-
ractérise la chronologie des deux types de piqûres. Cependant, certains rapports montrent
que, pour certains types de moustiques, la transmission des gamétocytes se fait davantage
la nuit [77].

Pour les simulations obtenu on a utilisées les valeurs numériques donnée dans le tableau
suivant :

Variables Ligne de base Ligne supérieure Intervalle
a 0.2 0.18 [0.02, 0.67]
c1 0.2 0.3 [0.022, 0.80]
c2 0.03 0.08 [0.022, 0.80]
c3 0.2 0.48 [0.08, 0.80]
c4 0.03 0.48 [0.200, 0.80]
ΛL 2000 4000 [2000, 10000]
dL 4.3 × 10−3 4.57 × 10−3 [4.57 × 10−3, 3.33 × 10−2]
γL 0.0035 0.03 [3.5 × 10−3, 3 × 10−1]
νL 0.8 0.1 [0.1, 2]
αL 9 × 10−5 9 × 10−5 [9 × 10−5, 5 × 10−2]
δL 2.7 × 10−3 0.35 [5.5 × 10−4, 1.4 × 10−2]
rN 0.2 0.2 [0.2, 0.6]
KN 1000 1000 [100, 4 × 1000]
dN 8.8 × 10−5 8.8 × 10−5 [8.8 × 10−5, 5 × 10−2]
γN 0.0035 0.00355 [3.55 × 10−3, 3 × 10−1]
νN 0.1 0.1 [0.1, 2]
αN 0.05 0.05 [9 × 10−5, 8 × 10−1]
δN 2.7 × 10−3 0.2 [5.5 × 10−4, 1.4 × 10−2]
ΛM 1800 1400 [1000, 20000]
dM 0.03 0.03 [0.03, 0.1]
νM 0.1 0.091 [8.3 × 10−2, 0.1]
µM 0.0033 0.0033 [3.3 × 10−4, 0.8]

Table 3.4 – Valeur numérique des paramètres : ligne de base, ligne supérieure et rang.
[1, 81, 69, 5, 26, 39, 24, 37]
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Figure 3.9 – Ce graphe représente les courbes de niveau de la fonction R0(KN , c1),
R0(KN , c2), R0(KN , c3) et R0(KN , c4) respectivement lorsque nous faisons varier KN , ci
pour i ∈ {1, 2, 3, 4} dans l’intervalle donné dans la table 3.4, en prenant une maille de
longueur hc = 0.001 pour ci et hK = 100 pour KN .

Tout d’abord, nous examinons l’effet des amplitudes des éléments de la matrice M, par
rapport à KN , avec toutes les variables fixées sachant que les figues obtenus sont construits
à partir (3.14).
D’après le contour du graphe R0(KN , c2) et R0(KN , c4), dans la figure 3.9, il est clair que
l’augmentation de KN entraîne une diminution du R0 en dessous de 1. Cependant ce n’est
pas le cas pour R0(KN , c1) et R0(KN , c3).
Pour un choix spécifique de ci, par exemple c1 inférieur à 0.1 et c3 inférieur à 0.2, R0 reste
inférieur à 1 lorsque KN , augmente. Cependant, si on prend c2 et c4, tels que c1 > c2 et
c3 > c4, R0 peut atteindre une valeur supérieure à 1. Ce qui signifie que le cas 1 a peu de
chances de se produire. Une analogie similaire peut être utilisée pour montrer que le cas
2 n’est pas applicable.
Pour les cas 3 et 4, on remarque que R0 < 1 pour une valeur plus élevée de KN . Nous
pouvons ainsi observer que l’augmentation de KN conduit le seuil R0 en dessous de 1.
Cette analyse montre bien que si deux populations sont affectées par la transmission du
paludisme, alors le fait d’avoir une population protégée de l’infection, soit par l’immunité
naturellement acquise, soit par d’autres moyens, ne joue pas un rôle majeur dans le progrès
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global entre les deux populations.
D’autre part, le taux de piqûres du vecteur a plus d’impact sur la dynamique de la maladie.
En effet, selon le stade du cycle du paludisme, si la population non-locale est suffisamment
importante, le nombre de reproduction de base sera inférieur à 1. Si l’endémicité de la
maladie est élevée et que les moustiques piqueurs sont agressifs, l’augmentation de la
population non-locale entraînera une réduction du R0 à moins de 1.

Analyse de sensibilité

Sensibilité de R0 basée sur la perturbation locale des paramètres

Afin de donner une image complète de l’impact de tous les paramètres d’entrée sur le
modèle, dans cette section, nous étudions la sensibilité du nombre de reproduction de base,
par rapport à tous les paramètres du modèle. L’objectif est de déterminer la sensibilité
d’un paramètre prédicateur à un paramètre d’entrée, et de quelle manière cela pourrait
aider à déterminer le niveau de variation nécessaire d’un paramètre d’entrée pour atteindre
la valeur désirée du paramètre de sortie.
Notre modèle contient 22 paramètres. Alors que seuls 19 interviennent dans l’équation
de R0. Afin d’étudier l’analyse de sensibilité, les valeurs des paramètres ont été choisies
comme indiqué dans la table (3.5).
Rappelons que l’indice de sensibilité normalisé noté φp d’un paramètre p est défini comme
suit :

φp = p

R0

∂R0

∂p

Le calcul de l’indice de sensibilité normalisé pour les 19 paramètres est donné par les
équations suivantes et le graphique à barres de la sensibilité normalisée est donné dans la
figure 3.10.

φa = 1

φc1 =

c1c3ΛLνL
dL(νL + dL)(γL + αL + dL)

2
(

c2c4KNνN
(νN + dN)(γN + αN + dN) + c1c3ΛLνL

dL(νL + dL)(γL + αL + dL)

)

φc2 =

c2c4KNνN
(νN + dN)(γN + αN + dN)

2
(

c2c4KNνN
(νN + dN)(γN + αN + dN) + c1c3ΛLνL

dL(νL + dL)(γL + αL + dL)

)

φc3 =

c1c3ΛLνL
dL(νL + dL)(γL + αL + dL)

2
(

c2c4KNνN
(νN + dN)(γN + αN + dN) + c1c3ΛLνL

dL(νL + dL)(γL + αL + dL)

)

φc4 =

c2c4KNνN
(νN + dN)(γN + αN + dN)

2
(

c2c4KNνN
(νN + dN)(γN + αN + dN) + c1c3ΛLνL

dL(νL + dL)(γL + αL + dL)

)
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φΛM = 1
2

φΛL = − ΛL

ΛL +KNdL
+

c1c3ΛLνL
dL(νL + dL)(γL + αL + dL)

2
(

c2c4KNνN
(νN + dN)(γN + αN + dN) + c1c3ΛLνL

dL(νL + dL)(γL + αL + dL)

)

φKN = − KNdL
ΛL +KNdL

+

c2c4KNνN
(νN + dN)(γN + αN + dN)

2
(

c2c4KNνN
(νN + dN)(γN + αN + dN) + c1c3ΛLνL

dL(νL + dL)(γL + αL + dL)

)

φdL = ΛL

ΛL +KNdL
−

c1c3ΛLνL (3d2
L + 2dL(γL + αL + νL) + νL(γL + αL))
dL(νL + dL)2(γL + αL + dL)2

2
(

c2c4KNνN
(νN + dN)(γN + αN + dN) + c1c3ΛLνL

dL(νL + dL)(γL + αL + dL)

)

φdN = − dN(νN + αN + γN)
(νN + dN)(γN + αN + dN)

c2c4KNνN
(νN + dN)(γN + αN + dN)

2
(

c2c4KNνN
(νN + dN)(γN + αN + dN) + c1c3ΛLνL

dL(νL + dL)(γL + αL + dL)

)

φdM = −dM
2(νM + dM) + µM

2(νM + dM)(νM + dM + µM)

φµM = −µM
2(νM + dM) + µM

2(νM + dM)(νM + dM + µM)

φνM = (dM + µM)
2(νM + dM + µM)

φαL = − αL
(γL + αL + dL)

c1c3ΛLνL
dL(νL + dL)(γL + αL + dL)

2
(

c2c4KNνN
(νN + dN)(γN + αN + dN) + c1c3ΛLνL

dL(νL + dL)(γL + αL + dL)

)

φγL = − γL
(γL + αL + dL)

c1c3ΛLνL
dL(νL + dL)(γL + αL + dL)

2
(

c2c4KNνN
(νN + dN)(γN + αN + dN) + c1c3ΛLνL

dL(νL + dL)(γL + αL + dL)

)

φνL = dL
(νL + dL)

c1c3ΛLνL
dL(νL + dL)(γL + αL + dL)

2
(

c2c4KNνN
(νN + dN)(γN + αN + dN) + c1c3ΛLνL

dL(νL + dL)(γL + αL + dL)

)

φαN = − αN
(γN + αN + dN)

c2c4KNνN
(νN + dN)(γN + αN + dN)

2
(

c2c4KNνN
(νN + dN)(γN + αN + dN) + c1c3ΛLνL

dL(νL + dL)(γL + αL + dL)

)
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φγN = − γN
(γN + αN + dN)

c2c4KNνN
(νN + dN)(γN + αN + dN)

2
(

c2c4KNνN
(νN + dN)(γN + αN + dN) + c1c3ΛLνL

dL(νL + dL)(γL + αL + dL)

)

φνN = dN
(νN + dN)

c2c4KNνN
(νN + dN)(γN + αN + dN)

2
(

c2c4KNνN
(νN + dN)(γN + αN + dN) + c1c3ΛLνL

dL(νL + dL)(γL + αL + dL)

)
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Figure 3.10 – Indice de sensibilité du nombre de reproduction de base.
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La sensibilité des paramètres de la matrice M a un impact différent sur R0. La figure 3.10
montre que le nombre de reproduction de base est plus sensible au taux de piqûres et à
la durée de vie des moustiques que tous les autres paramètres. Cependant, on remarque
également que la probabilité de transmission des moustiques infectieux aux locaux c1 et la
probabilité de transmission des locaux infectieux aux moustiques c3 ont le même impact
sur R0. En revanche, c2 et c4 n’ont pratiquement aucun impact sur R0. Ce qui signifie
que la diminution de ci pour i = 1, 3 diminuera la valeur du nombre de reproduction de
base. Par conséquent, toute stratégie de contrôle doit se concentrer sur la diminution de
la capacité des moustiques à avoir une transmission efficace dans la population locale.
Pour mieux comprendre les scénarios et mettre en évidence l’impact de la matrice de
transmission vectorielle M et de la capacité limite KN , nous effectuons une analyse de
sensibilité locale dans ce qui suit. Toutes les analyses de sensibilité sont effectuées en
utilisant une série de paramètres qui garantissent que 1 ≤ RL

0 ≤ 1 + 1
ψLN

et 1 ≤ RN
0 ≤

1 + ψLN .
Le but de l’analyse de sensibilité locale détaillée dans la partie suivante, est l’identification
des paramètres d’entrée qui ont une forte influence sur les variables de sortie, que nous ap-
pelons paramètres à forte sensibilité. Il est également important de connaître les variables
d’entrée ayant un effet plus faible, que nous représentons par les paramètres a une faible
sensibilité. Notre objectif est de déterminer les paramètres qui pourraient aider à contrôler
la maladie et à réduire le niveau des personnes infectées. Nous souhaitons identifier les
paramètres les plus influents qui augmentent le nombre de personnes infectées, locales et
non-locales, entrainant une large diffusion de la maladie.
Les simulations de sensibilité sont générées à l’aide du logiciel R [85], et l’analyse de
sensibilité à l’aide du progiciel Flexible Modelling Environment (FME) [82].

Analyse de sensibilité locale par rapport à IL

Tout d’abord, nous étudions la sensibilité de tous les paramètres d’entrée de notre modèle
par rapport au compartiment infecté local IL. Pour une meilleure visualisation, nous
divisons ces sensibilités en deux catégories : Très sensible et Peu sensible.
La figure 3.11 montre les paramètres qui ont une forte influence, tandis que la figure 3.12
représente le reste des paramètres qui ont un faible impact sur IL.
Nous remarquons pour les paramètres de haute et de basse sensibilité que l’impact peut
être positif ou négatif, ce qui signifie que l’augmentation de certains paramètres augmente
le nombre d’infectés locaux, alors que l’augmentation d’autres paramètres diminue le
nombre d’infectés.
D’après les figures 3.11 et 3.12, il est clair que le taux de piqûres et la durée de vie du
moustique ont un impact positif et plus important sur IL. D’autre part, nous voyons
clairement que KN la capacité limite des non-locaux a un effet négatif sur IL, ce qui
implique que l’augmentation de KN donnera en une diminution de IL, nous confirmons
l’effet d’absorption de la population non-locale étudié dans la section 3.5.
De la figure 3.11, nous remarquons également que les valeurs des éléments de la matrice de
la matrice de transmission vectorielle M augmentera l’infection IL. En effet, la variation
des ci dans la figure 3.11 ressemble au cas 3 avec c1 > c3 et c2 > c4.

102



3.5. L’effet de la capacité limite KN sur la propagation de la maladie

Cette analyse de sensibilité confirme nos résultats précédents, dans le sens où, afin de
réduire l’impact de la maladie et le nombre d’infectés locaux, nous devons réduire le taux
de transmission, dans la matrice de transmission vectorielle M, et augmenter la capacité
limite KN des non locaux.

Analyse de sensibilité locale par rapport à IL

Suivant une approche similaire à celle de l’analyse de sensibilité précédente, la simula-
tion représentant l’analyse de sensibilité locale du compartiment des infectés non-locaux
est présentée dans les figures 3.14 et 3.13. Ces figures sont représentées en partant des
paramètres d’entrée les plus sensibles vers les moins sensibles par rapport à IN .

La figure 3.13 nous montre que le taux de piqûres et la durée de vie des moustiques ont
le plus grand impact sur le nombre de personnes infectées dans la population non-locale.
Ensuite, viennent le recrutement (taux de natalité) des moustiques et la durée de vie de la
sous-population non-locale. On remarque clairement que plus les entrées de la matrice de
transmission vectorielle M sont importantes, plus l’infection IN augmente. Naturellement,
l’augmentation de la capacité limite KN entraînera une augmentation de la population
non-locale. D’autres paramètres, δL, αN et νM , ont un impact négatif sur IN , c’est-à-dire
lorsque ces paramètres augmentent, on observe une diminution de la population non-locale
infectée.
La figure 3.14 nous montre l’impact de la variation des paramètres qui ont une faible
sensibilité à IN , nous remarquons que le taux de perte d’immunité de la population non-
locale δN n’est pas du tout sensible à la population non-locale infectée ainsi que le taux
de croissance de la population non-locale rN .

L’analyse de sensibilité globale

Dans cette partie, nous examinerons l’impact des paramètres d’entrée sur nos variables de
sortie, où les paramètres d’entrée varieront sur une large marge. La série des paramètres
utilisés dans ces simulations est présentée dans la table 3.4. Nous nous concentrons sur la
sensibilité globale de certains paramètres dans une série de temps de 1000 jours. La ligne
noire de chaque graphique représente les variables de sortie de base pour un échantillon

tel que R0 < 1 et RL
0 ∈ int

([
1, 1 + 1

ψLN

])
, RN

0 ∈ int ([1, 1 + ψLN ]) .

En utilisant la fonction sensRange du R-package FME, nous avons, dans la figure 3.15,
les variables de sortie avec c1 qui varie sur l’intervalle [0.022, 0.80]. Le reste des valeurs
numériques des paramètres est donné dans la table 3.4. Nous mesurons l’effet sur chaque
variable de sortie en ayant une distribution pour le paramètre de sensibilité c1 et nous
exécutons le modèle 100 fois.
La même approche est utilisée pour les variables c2 (figure 3.16), c3 (figure 3.17) et c4
(figure 3.18).
Nous observons que la variation de c1 reflète une grande sensibilité sur les variables de
sortie de la population locale et des moustiques que sur la population non-locale. Cette
sensibilité peut être vue comme une grande variation du pic ainsi qu’une longue extension
de l’infection. En revanche, les variables de sortie de la population non-locale sont plus
sensibles à c2. Cette sensibilité peut conduire à une période d’extension plus longue,
comme le montre la figure 3.16. Les résultats de la sensibilité globale de c3, dans la figure
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Figure 3.11 – Analyse de sensibilité locale à fort impact par rapport aux infectés
locaux dans le cas intérieur de la boîte bleue.
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Figure 3.12 – Analyse de sensibilité locale à faible impact par rapport aux infectés
locaux dans le cas intérieur de la boîte bleue
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Figure 3.13 – Analyse de sensibilité locale par rapport à la population infectée non-locale
dans le cas intérieur du cadre bleu, paramètres d’impact élevé.

αL

νN

γN

µM

−
1 0 1 2 3

ΛL

γL

rN

dN

δN

−
0.

1

0.
0

0.
1

0.
2

Figure 3.14 – Analyse de sensibilité locale par rapport aux infectés non-locaux dans le
cas intérieur du cadre bleue, les paramètres de faible impact.
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3.17 sont similaires à ceux de c1. Cependant, c4 est le paramètre qui affecte le moins les
variables de sortie de toute la population.
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Figure 3.15 – Les graphes de sensibilité globale de la population locale, non-locale et
des moustiques lorsque nous faisons varier c1 dans la l’intervalle donné dans la table 3.4.
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Figure 3.16 – Les graphes de sensibilité globale de la population locale, non-locale et
des moustiques lorsque nous faisons varier c2 dans l’intervalle indiqué dans la table 3.4.
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Figure 3.17 – Les graphes de sensibilité globale de la population locale, non-locale et
des moustiques lorsque nous faisons varier c3 dans l’intervalle indiqué dans la table 3.4.
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Figure 3.18 – Les graphes de sensibilité globale de la population locale, non-locale et
des moustiques lorsque nous faisons varier c4 dans l’intervalle donné dans la table 3.4.

108



3.6. Conclusion et discussion

3.6 Conclusion et discussion
Cette étude a pour but d’analyser un modèle mathématique du paludisme qui inclut deux
types de populations humaines (locale et non-locale) et une population de moustiques.
La population locale est caractérisée par une croissance de type linéaire, et la population
non-locale par une croissance logistique. La croissance logistique représente la possibilité
d’avoir une limite pour accueillir une nouvelle population dans la région.
L’étude de la dynamique de la maladie du paludisme nécessite d’examiner attentivement
les différents facteurs qui conduisent à la persistance ou à l’extinction de la maladie.
En utilisant le nombre de reproduction de base de la maladie R0, qui a été calculée par
la méthode standard next-generation matrix, nous avons donné, dans la remarque 3.1,
la caractérisation de toutes les conditions possibles, sur RL

0 et RN
0 , ce qui a conduit à

R0 < 1 ou R0 > 1. Ce résultat a montré que la maladie pourrait persister, légèrement,
dans les deux populations humaines (locale et non-locale) bien que R0 < 1. D’autre
part, la transmission de la maladie dans les deux populations doit atteindre un niveau
spécifique, c’est-à-dire que le minimum du nombre de reproduction de base des locaux

et des non-locaux doit dépasser ϕ1 ou
√

2
ϕ2

(Remarque 3.1) avant qu’elle ne devienne très
infectieuse dans toute la population.
L’analyse de la stabilité globale a montré que la condition de limite R0 < 1 ne pourrait pas
à elle seule garantir la stabilité globale de l’équilibre sans maladie. En effet, la population
totale doit avoir des limites supérieures et inférieures pour avoir une stabilité globale.
Cependant, grâce à une fonction de Lyapunov, nous avons montré que si R0 est inférieur
à une constante, qui est inférieure à 1, alors la maladie disparaît (Théorème 3.3).
En utilisant la Règle des signes de Descartes, nous avons pu trouver les conditions de
l’existence d’un équilibre endémique. En effet, en fonction des signes des coefficients du
polynôme (3.35), les propositions (3.5), (3.6) et (3.7) ont donné tous les cas possibles du
nombre d’équilibres endémiques. Plus précisément, le nombre d’équilibres endémiques est
pair si R0 < 1 et impair si R0 > 1. Comme nous ne pouvions pas donner un résultat
général pour la stabilité globale d’un équilibre endémique, nous avons prouvé, dans le
Théorème 3.4, que si R0 > 1, alors nous avions la persistance uniforme de la solution.
Nous avons étudié l’impact de la capacité de charge de la population non-locale sur la
transmission de la maladie dans les deux populations. Nos conclusions ont montré que si
RL

0 > 1, alors la capacité limite augmentait, la maladie est passée de persistante (R0 > 1)
à une éventuelle éradication ; dans ce cas, il y a un effet d’absorption de l’infection dans
la population totale. Toutefois, si RL

0 < 1, il y avait deux scénarios :
Si la croissance de la population locale n’est pas assez élevée (c-à-d, ΛL

dL
<
ξNM

2 ), alors
l’augmentation de la capacité limite des non-locaux n’affecte pas la transmission de la
maladie jusqu’à ce qu’elle atteigne un seuil spécifique de K1. Après cela, la maladie devient
persistante. L’augmentation de la capacité limite, pour atteindre un autre seuil de K2,
entraîne une diminution de l’infection de la maladie dans la population totale, et nous
pouvons de nouveau observer l’effet d’absorption de KN .
Le deuxième scénario est celui où la croissance de la population locale est suffisamment
élevée (c’est-à-dire ΛL

dL
>
ξNM

2 ). Dans ce cas, une augmentation de la capacité limite de
la population non-locale n’a pas d’incidence sur la transmission du paludisme dans la
population.
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Nos résultats suggèrent que les infections du paludisme importées ne peuvent être at-
tribuées au nombre croissant des non-locaux. Si la maladie est déjà endémique dans la
population locale, alors l’augmentation de la capacité limite pour la population non-locale
a un effet d’absorption sur l’infection. Cependant, si la maladie n’est pas endémique dans
la population locale, la transmission du paludisme importée dépend du niveau de crois-
sance de la population locale.

L’analyse de la stabilité du modèle proposé donné par (3.1), (3.2) et (3.3) n’a pas montré
de propriétés épidémiques nettes, comme c’est généralement le cas pour la plupart des
modèles épidémiologiques, et il existe un manque d’information sur des valeurs de seuil
qui nécessite une étude plus approfondie. Cet écart de seuil représenté par la boîte bleue
(figure 3.3) est définie par 1 < RL

0 < 1 + 1
ψLN

et 1 < RN
0 < ψLN + 1 ( Proposition 3.8).

Pour éclairer cette situation, nous donnons, dans la proposition 3.9, une caractérisation
générale du R0 à l’intérieur de l’intervalle non traité en fonction du niveau du ratio noté
ψLN , qui varie en fonction de la capacité limite, en supposant que le taux de croissance
de la population locale est fixé. Bien que cette caractérisation ait donné un aperçu de
la propriété épidémique dans la boîte bleue, il était nécessaire d’étudier davantage les
paramètres qui affectent la variation R0.

À ces effets, nous définissons la matrice de transmission vectorielle, également appelée
matrice Who Acquires Infection From Whom (WAIFW). Ce type de matrice est utilisé
pour modéliser le taux de transmission de l’infection entre différentes sous-populations.
Nous avons employé cette matrice, qui est principalement utilisée dans la modélisation
des maladies à transmission sexuelle, pour capturer la probabilité de transmission entre
humain-vecteur/vecteur-humain. À notre connaissance, c’est la première fois que cette
approche est utilisée dans le contexte des maladies à transmission vectorielle telles que le
paludisme.

En fonction de l’amplitude des entrées de la matrice de transmission vectorielle, nous
avons distingué quatre cas possibles de la maladie. Ces cas peuvent être résumés en deux
possibilités comme suit :

(a) Une sous-population a un risque plus élevé d’être infectée que l’autre, ce que l’on
peut appeler l’immunité naturellement acquise (NAI) à une souche de moustique
spécifique.

(b) Une étape de la transmission de la maladie (injection des sporozoïtes ou infectivité
des gamétocytes) est dominante.

Notre analyse de simulation a montré que lorsque la capacité limite de la population
non-locale augmente, le seul facteur possible qui joue un rôle dans cet écart est le stade
dominant du cycle de transmission du paludisme. Cependant, la première situation d’une
sous-population à risque plus élevé n’est pas réalisable dans l’écart de seuil. Cela signifie
que l’effet d’absorption de la population non-locale ne peut pas être vu si une seule po-
pulation est à risque d’infection. En d’autres termes, l’effet d’absorption de la population
non-locale ne joue un rôle que si les deux populations sont susceptibles d’être infectées.
De plus, nous avons étudié la sensibilité du nombre de reproduction de base pour les para-
mètres du modèle. L’objectif est de déterminer le niveau correct de changement nécessaire
dans les paramètres qui affectent le R0. Notre analyse de sensibilité a montré que l’aug-
mentation de la transmission de la maladie entre les moustiques et la population locale
conduit à l’augmentation du R0. Cela signifie qu’en l’absence de l’effet d’absorption de la
population non-locale, le statut épidémique dépend du niveau d’infection de la population
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locale.
Enfin, pour comprendre l’impact des paramètres du modèle (entrées) sur le niveau d’in-
fection dans chaque sous-population (variables de sortie), c’est-à-dire par rapport à IL et
IN , nous avons effectué une étude de la sensibilité locale et globale. Dans la sensibilité
locale, nous avons constaté que l’infection dans les deux sous-populations augmentait à
mesure que l’amplitude des entrées de la matrice de transmission vectorielle M augmen-
tait. D’autre part, l’augmentation de la capacité limite KN a fait augmenter la population
non-locale et diminuer la population locale.
La sensibilité globale a confirmé que les entrées de la matrice de transmission vectorielle
M qui reflètent la population locale affectent davantage la variation de la population
locale et les variables de sortie des moustiques.
Ainsi les résultats de notre étude montrent l’importance de quantifier le niveau de trans-
mission du paludisme dans une population multiple, non seulement en étudiant le statut
de la maladie, via le R0, mais aussi en se concentrant sur le rapport entre la taille de
la population et la matrice de transmission vectorielle. Une telle approche permettra
d’améliorer la qualité des mesures de contrôle qui visent à contribuer à l’éradication du
paludisme.
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Paramètres Cas Première Deuxième Troisième Quatrième
intérieur frontière frontière frontière frontière

a 0.16 (0.22) 0.2 (0.4) 0.3 0.2 0.18
c1 0.48 0.8 0.47 0.4554 (0.2277) 0.3050
c3 0.7 0.24 0.6169 0.5 0.4
c2 0.2 0.04 (0.06) 0.46 0.48 0.48
c4 0.9 0.04375 0.2 0.8 0.8
KN 1.9912 × 105 10000 20000 10000 20000
ΛL 900 100 800 1000 (500) 700
dL 4.52 × 10−3 4 × 10−2 3.5 × 10−3 3.5 × 10−3 8 × 10−3

νL 0.2 0.01 0.08 0.09 0.09
αL 9 × 10−5 9 × 10−4 9.8 × 10−5 9.8 × 10−5 9.8 × 10−5

γL 0.03 0.01 0.097 0.034 0.034
δL 2.7 × 10−3 2.7 × 10−3 2.7 × 10−3 2.7 × 10−3 2.7 × 10−3

rN 0.4 0.4 0.4 0.4 0.4
dN 8.8 × 10−5 8.7 × 10−5 8.7 × 10−5 8.7 × 10−5 8.7 × 10−5

νN 0.1 0.2 0.5 0.5 0.5
αN 0.02 0.05 0.001 0.05 0.3
γN 0.001 0.0035 0.0035 0.0035 0.0035
δN 2.7 × 10−3 2.7 × 10−3 2.7 × 10−3 2.7 × 10−3 2.7 × 10−3

ΛM 2000 2000 2000 2000 2000
dM 0.033 0.033 0.033 0.033 0.033
νM 0.083 0.081 0.081 0.081 0.081
µM 0.00033 0.00032 0.00032 0.00032 0.00032
RL

0 1.2522 (1.7217) 1.6024 (3.2049) 1.0173 1 1.2286
K2 2 5 1.0875 1.0350 1.2286
RN

0 1.1868 (1.6318) 1 12.4285 6.1728 1.4762
K1 2 1.2500 12.4286 29.5714 5.3750
R0 0.8626 (1.1861) 0.8618 (1.0251) 1.3693 0.9885 (1.0181) 1.0370

Table 3.5 – Les valeurs numériques de tout les paramètres afin d’illustrer toutes les
situations possibles de seuil d’écart, toutes les valeurs de nos paramètres sont basées sur
le tableau 3.4.
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4

L’effet de l’hétérogénéité et
dynamique globale de

sous-populations faiblement
connectées

Introduction
Les modèles mathématiques de dynamique des populations qui incorporent des hétérogé-
néités d’âge, de groupe ou d’espace utilisent un réseau pour décrire les interactions entre
les unités du modèle. La dynamique globale de ces modèles est, naturellement, déterminée
par l’interconnexion des sous-populations. Par exemple, les effets des modèles de mélange
et de connectivité des populations sur la propagation des maladies infectieuses sont recon-
nus depuis longtemps dans la littérature [4, 54, 58]. La dynamique complète ou partielle
de ces types de modèles a été étudiée dans [8, 7, 10, 15, 19, 18, 42, 43, 49, 74, 95], et les
références qui y figurent. Cependant, un point commun à ces articles est qu’une analyse
mathématique rigoureuse et complète de ces modèles nécessite que les sous-populations
soient fortement connectées. C’est-à-dire qu’une hypothèse d’irréductibilité sur la configu-
ration du réseau est supposée dans ces études [15, 16, 19, 20, 48, 74]. Cette hypothèse syn-
chronise la dynamique dans chacune des sous-populations ou des patchs concernés : pour
les modèles épidémiques la maladie disparaît dans toutes les sous-populations, lorsque
le nombre de reproduction de base est inférieur à un, et persiste dans toutes les sous-
populations dans le cas contraire.
Cependant, dans la plupart des cas, le graphe qui représente les connexions entre les sous-
populations n’est pas fortement connecté et la dynamique n’est pas bien comprise. Bien
que l’on ait longtemps supposé dans la littérature des modèles écologiques et épidémio-
logiques de dispersion que lorsque la connectivité (entre les patchs ou les groupes) est
réductible, la dynamique dans ces patchs ou groupes sera relativement indépendante, un
formalisme mathématique clair manquait. Il a été souligné dans [6] la possibilité d’avoir
des équilibres mixtes, avec certains patchs sans maladie et d’autres où la maladie persiste
quand ils sont faiblement connectés. Ceci a été formalisé dans [34]. Dans ce chapitre, nous
proposons une méthode qui donne une caractérisation complète de la dynamique d’une
classe de modèles mathématiques qui incorpore les interactions entre les sous-populations,
indépendamment de la topologie de leur matrice de connectivité. En effet, bien que les
conséquences du mélange et de la connectivité sur la dynamique des populations soient
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reconnues depuis longtemps dans la littérature [4, 6, 44, 54, 58], l’étendue de leur im-
pact sur le résultat n’est pas bien comprise. La méthode que nous proposons apporte des
réponses à des questions telles que : Quelle est la dynamique sous-jacente de chaque sous-
population ? Quel est le "poids" de chaque sous-population par rapport à la dynamique
de l’ensemble de la population ? Quelle sous-population est connectée à quelle autre ?
Et comment la topologie de la matrice de connectivité modifie-t-elle la dynamique de la
population globale ?
Nous utilisons la méthode proposée comme modèle pour étudier la dynamique de deux
classes de maladies les plus complexes avec de multiples sous-populations : les zoonoses
(maladies infectieuses causées par des agents pathogènes transmissibles dans des condi-
tions naturelles des animaux vertébrés aux humains) et les modèles de maladies à transmis-
sion vectorielle dans un environnement en patch. De plus, une catégorie de ces zoonoses est
multi-hôtes et multi-vecteurs. C’est-à-dire que l’agent pathogène est partagé par plusieurs
espèces d’hôtes définitifs ou intermédiaires et transmis par plusieurs espèces d’arthropodes
vecteurs. Ces multiples aspects mettent en péril notre capacité à comprendre et à contrô-
ler les zoonoses [90], une catégorie de maladies qui représentent une charge économique
directe de plus de 20 milliards de dollars dans le monde [52, 93]. Un facteur clé dans le
contrôle de ces modèles multi-hôtes et multi-vecteurs est l’évaluation de la contribution
de chaque espèce hôte et vecteur dans la dynamique de la maladie. En effet, la conception
de programmes de lutte contre les zoonoses qui ne ciblent que certaines espèces hôtes (les
humains par exemple) peut conduire à un effort de lutte inefficace [90].
En outre, pour de nombreuses zoonoses, tous les hôtes ou vecteurs ne sont pas égaux [36]
car les différentes espèces hôtes et vecteurs diffèrent dans leur propension à infecter ou à
acquérir une infection en raison de leurs habitats écologiques ou de leurs comportements.
De même, les humains et les arthropodes sont souvent répartis de manière hétérogène
dans l’espace, ce qui rend le risque de transmission du paludisme et d’autres maladies à
transmission vectorielle très variable [41, 79]. Cette grande variabilité fait que certaines
zones ont une transmission stable et d’autres une transmission instable [41]. De plus, les
risques de transmission dans des zones ou des patchs ne sont pas seulement liés aux groupes
de moustiques et d’humains, mais aussi à la mobilité depuis et vers ces patchs [74, 79].
Lorsque les patchs sont faiblement connectés, la détermination des puits et des sources
de ces maladies vectorielles permet d’élaborer des stratégies d’intervention informées qui
ciblent les patchs les plus prolifiques et donc des stratégies de contrôle rentables.
Le choix de ces deux types de modèles est également motivé par le fait que leur dynamique
a été bien comprise si le réseau est fortement connecté [15, 19, 49, 74]. Il reste donc à
étudier le comportement de ces modèles avec des sous-populations faiblement connectées.
Dans ce chapitre, nous étudions la dynamique de ces deux classes de modèles lorsque la
connectivité du réseau n’est pas nécessairement irréductible. En particulier, nous propo-
sons une méthode qui caractérise complètement la façon dont l’hétérogénéité de l’hôte,
l’hétérogénéité du vecteur et les modèles de connectivité entre les sous-populations mo-
difient ou limitent la dynamique de la maladie. Bien que nous illustrions notre méthode
en utilisant des modèles épidémiques avec de multiples sous-populations, le cadre est
applicable à tous les systèmes impliquant le mélange de nombreuses sous-populations,
y compris les modèles immunologiques et écologiques. Le point fort de notre méthode
consiste à distinguer quel groupe ou parcelle agit comme puits ou source de l’infection,
fournissant ainsi une feuille de route pour les stratégies de contrôle. Notre cadre identifie
également les classes de populations qu’il est inutile de cibler pour le contrôle, à moins
que d’autres groupes de populations aient été atténués.

114



4.1. Résultat principal

Ce chapitre est organisé comme suit : 4.1 présente la méthode globale à l’aide d’un modèle
général. Dans la section 4.2, nous illustrons la méthode sur deux classes de modèles : les
modèles de zoonoses multi-hôtes et multi-vecteurs (4.2.1) et les modèles vectoriels dans
un environnement patchy (4.2.2). Nous revenons brièvement sur la dérivation de ces deux
modèles et sur les propriétés de base avant de présenter le résultat principal, à savoir la
stabilité globale des équilibres, quelle que soit la structure de la configuration du réseau.
Ces équilibres peuvent être intérieurs (toutes les composantes sont strictement positives)
ou mixtes ( certaines composantes sont strictement positives et d’autres sont nulles). La
section 4.3 fournit une illustration de la méthode pour un système de petite dimension (7
hôtes et 7 vecteurs) et la section 4.4 rassemble nos remarques finales.

4.1 Résultat principal
De nombreux problèmes de dynamique de populations tels que les méta-populations, les
multi-groupes peuvent être écrits comme :

ẋ1 = f1(x1,x2, . . . ,xn)
ẋ2 = f2(x1,x2, . . . ,xn)
...
ẋi = fi(x1,x2, . . . ,xn)
...
ẋn = fn(x1,x2, . . . ,xn)

(4.1)

Où xi est le vecteur de chaque sous-population et fi est la fonction qui décrit comment
la sous-population évolue pour elle-même et comment elle est connectée avec les autres
sous-populations.
De nombreuses recherches ont été menées pour tenter de comprendre la dynamique de
ces types de modèles dans différents contextes. La dynamique de ces modèles dépend
naturellement de la façon dont ces populations sont interconnectées.
La stabilité globale des états d’équilibre de ces modèles a été partiellement ou totalement
étudiée [10, 15, 16, 19, 30, 42, 43, 48, 49, 58, 74, 76] lorsque la matrice qui représente la
connectivité entre les sous-populations, groupes ou patchs est irréductible. Typiquement,
si l’hypothèse d’irréductibilité est vérifiée, il n’y a que deux équilibres, à savoir l’équilibre
trivial et l’équilibre intérieur, et les trajectoires convergent soit vers l’équilibre trivial
dans tous les patchs, soit vers l’équilibre intérieur dans tous les patchs, en fonction d’une
condition de seuil.
L’objectif de cette section est de fournir une méthode qui permet de comprendre la dyna-
mique globale des modèles lorsque les populations impliquées sont faiblement interconnec-
tées, si la dynamique est bien comprise lorsque le réseau est irréductible. Supposons que
le système (4.1), en tant que modèle décrivant l’évolution de plusieurs populations, est
biologiquement fondé. C’est-à-dire que les trajectoires du système (4.1) restent positives
et bornées.

Soit M la matrice qui décrit les interactions entre les sous-populations dans (4.1). Il est
bien connu [12] que la matrice M est irréductible si et seulement si le graphe orienté
correspondant est fortement connecté ( voir la définition A.33). Cela conduit à notre
hypothèse principale :

115



Chapitre 4. L’effet de l’hétérogénéité et dynamique globale de sous-populations faiblement connectées

H: La dynamique globale du modèle(4.1) est connue si M est irréductible.

Si M est réductible, le graphe correspondant de la connectivité du réseau n’est pas forte-
ment connecté. Cependant, il peut être partitionné en composantes fortement connectées.
En particulier, par une permutation appropriée des sous-populations, la matrice M peut
prendre la forme :

M =


M11 0 . . . 0
M21 M22 . . . 0

... ... . . . ...
Ms1 Ms2 . . . Mss

 , (4.2)

où chaque bloc Mii est carré et est soit irréductible soit une matrice 1 × 1.
Les graphes correspondant à ces Mii sont appelés composantes irréductibles. Notons que
tout ou une partie des Mij avec i ̸= j = 2, . . . , i − 1 peuvent être égaux à 0. Si Mij = 0,
pour tout i ̸= j, alors les différentes composantes irréductibles Mii, pour 1 ≤ i ≤ s, sont
déconnectées et, en utilisant H, le système dynamique global (4.1) est simple.
Maintenant, supposons que certains des Mij avec i ̸= j sont non nuls.
Dans la suite de cet chapitre, nous utiliserons les notations suivantes.
Pour deux matrices réelles A et B, nous écrivons :

• A ≤ B si A(i, j) ≤ B(i, j) pour tout i et j.
• A < B si A ≤ B et A ̸= B.
• A ≪ B si A(i, j) < B(i, j) pour tout i et j.

De la même manière, nous utiliserons les mêmes notations pour les vecteurs réels.

La clé de la méthode consiste à étudier de manière incrémentale la dynamique du modèle,
en commençant par M11. Avec le graphe réarrangé, le système (4.1) peut être écrit comme :



ẋ1 = f1(x1)
ẋ2 = f2(x1,x2)
...
ẋi = fi(x1,x2, . . . ,xk)
...
ẋs = fs(x1,x2, . . . ,xs),

(4.3)

où les xi sont de dimensions appropriées. Notons que la dynamique de x1 est indépendante
de x2, x3, . . . ,xs. De plus, puisque M11 est une composante irréductible, sa dynamique
est connue, par H. Soit x̄1 l’équilibre de ẋ1 = f(x1) qui est supposé globalement asymp-
totiquement stable.
Maintenant, nous utilisons un résultat de décomposition des systèmes pour déterminer la
dynamique de (x1,x2).

Théorème 4.1 :
Soit C1 le graphe fortement connecté correspondant à la composante irréductible M11 et
d1 ≥ 0Rq . Si la dynamique globale du système

ẋ2 = f2(d1,x2)
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est connue, alors la dynamique du Système{
ẋ1 = f1(x1)
ẋ2 = f2(x1,x2),

(4.4)

est complètement caractérisée.

Démonstration.
Puisque C1 est un graphe fortement connecté, sa matrice correspondante M11 est irréduc-
tible. Par conséquent, en utilisant H, la dynamique globale du sous-système ẋ1 = f1(x1),
en tant que projection du système (4.1) sur M11, est connue.
Soit d1 l’équilibre correspondant qui est globalement asymptotiquement stable (GAS),
éventuellement sous certaines conditions, notées H1.

Rappelons maintenant que les trajectoires de (4.4) sont bornées et que tout équilibre de
ẋ2 = f2(d1,x2) est globalement asymptotiquement stable pour tout d1 ≥ 0Rq ( éventuel-
lement sous certaines conditions, notées H2).

En utilisant un résultat de Vidyasagar [88] (Théorèmes 3.1 et 3.4), nous concluons que
l’équilibre (d1,d2) est GAS pour le système (4.4), où d2 est l’équilibre de ẋ2 = f2(d1,x2)
qui est GAS.
Ceci termine la preuve.

En appliquant successivement le Théorème 4.1 sur le Système (4.3), une caractérisation
complète des équilibres du Système (4.3) sera obtenue.

La partie la plus difficile pour appliquer le Théorème 4.1 et ainsi caractériser le Système
(4.1), quelle que soit la configuration du réseau est l’étude de la stabilité globale des
équilibres pour le système auxiliaire

ẋj = fj(d1,d2, . . . ,dj−1,xj).

Dans la section suivante, nous appliquons cette méthode à deux modèles particuliers,
à savoir un modèle multi-hôtes et multi-vecteurs (4.2.1) et un modèle vectoriel patchy
(4.2.2). Dans ces deux cas, nous supposons que le réseau est faiblement connecté et nous
étudions la dynamique globale de leurs équilibres en utilisant la méthode décrite dans le
Théorème 4.1.

Il est utile de noter que précédemment, nous avons supposé que, pour tout i, Mij ̸= 0
pour un certain j = 2, . . . , i − 1. Si Mij = 0 pour quelques j = 2, . . . , i − 1, alors nous
définissons des composantes irréductibles maximales et minimales du graphe. En effet,
si le réseau est faiblement connecté, il est toujours possible de réduire le graphe en un
graphe condensé avec des méta-nœuds (Voir A.7). Les arêtes d’un méta-nœud à un autre
décrivent les arêtes entre les composantes irréductibles. Les matrices Mij pour i ̸= j dé-
crivent les arêtes entre les méta-nœuds.

Une composante irréductible Ci est dite minimale (ou source) si elle peut influencer la
dynamique d’autres Cj, avec j ̸= i, mais sans être elle-même influencée par celles-ci Cj,
avec j ̸= i (Voir A.7).
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En d’autres termes, une composante irréductible est dite minimale si elle ne possède
aucun bord entrant. Dans le cas contraire, la composante irréductible est dite maximale.
Par exemple, dans le modèle 4.3, seule C1 (ou M11) est minimale, puisque x1 influence
la dynamique de x2, ; x3, . . . , ; xs, mais ceux-ci n’influencent pas la dynamique de x1.
Elles sont appelées composantes irréductibles maximales. Le cas où il peut y avoir plus
d’une composante minimale ou maximale irréductible est traité dans la section suivante.

4.2 Applications

Dans cette section, nous appliquons la méthode générale à deux cas spécifiques, à savoir
sur le modèle des zoonoses et des maladies vectorielles dans un environnement divisé en
parcelles. Ces classes de modèles impliquent des interactions de multiples sous-populations
et leur dynamique globale est connue lorsque les réseaux sont fortement connectés.
Dans les deux sous-sections suivantes, nous déterminons successivement la dynamique
globale lorsque les configurations de réseau ne sont pas irréductibles. En particulier, nous
fournissons la dynamique globale complète des systèmes auxiliaires correspondants qui
conduit à la caractérisation des systèmes généraux.

4.2.1 Modèle multi-hôtes et multi-vecteurs

Les zoonoses multi-vecteurs sont des maladies dont le pathogène est partagé par de nom-
breuses espèces hôtes et transmis par un ou plusieurs arthropodes. Par conséquent, pour
saisir la dynamique de ces types de maladies, il faut tenir compte de la dynamique de
toutes les espèces hôtes et vecteurs concernés, ainsi que des processus d’infection. Pour des
raisons de généralité, nous supposons que l’épidémiologie des zoonoses suit une structure
SEIR − SI.
De plus, nous considérons m espèces d’hôtes et p espèces d’arthropodes. Le processus d’in-
fection est représenté comme suit.

Les hôtes susceptibles de l’espèce i (1 ≤ i ≤ m), désignés par Si, sont infectés par un
arthropode infectieux de l’espèce j (1 ≤ j ≤ p) par piqure ou contact, à un taux aij et
une infectiosité β⋄

i,j.

Le taux d’infection de l’espèce hôte i est donc de
p∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,j

SiIv,j
Ni

, où Ni est la population

totale d’hôtes de l’espèce i.
Les arthropodes vecteurs susceptibles de l’espèce j, désignés par Sv,j, sont infectés par

l’hôte infectieux de l’espèce i. Par conséquent, le taux d’infection de Sv,j est de
m∑
i=1

ai,j
βi,jSv,jIi
Ni

.

Les hôtes susceptibles de l’espèce i et les vecteurs de l’espèce j sont recrutés à un taux
respectivement de Λi et Λv,j.
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Prises ensemble, ces hypothèses conduisent au système suivant :

Ṡ = Λh − diag−1(Nh)diag(S)A ◦B⋄Iv − diag(µ)S

Ė = diag−1(Nh)diag(S)A ◦B⋄Iv − diag(µ+ ν)E

İ = diag(ν)E − diag(γ + µ)I

Ṙ = diag(γ)I − diag(µ)R

Ṡv = Λv − diag(Sv)(A ◦B)Tdiag−1(Nh)I − diag(µv + δv)Sv

İv = diag(Sv)(A ◦B)Tdiag−1(Nh)I − diag(µv + δv)Iv

(4.5)

où
◦ représente le produit de Hadamard,

S = [S1, S2, . . . , Sm]T , E = [E1, E2, . . . , Em]T sont les vecteurs de l’hôte susceptible
et latent de toutes les espèces,

I = [I1, I2, . . . , Im]T est le vecteur de l’infectieux pour toutes les espèces d’hôtes.

Sv = [Sv,1, Sv,2, . . . , Sv,p]T et Iv = [Iv,1, Iv,2, . . . , Iv,p]T désignent respectivement les
vecteurs des susceptibles et des infectés arthropodes.

Pour faciliter les notations, nous désignons par α = γ + µ. Les matrices A, B⋄ et B sont
données par :

A =


a1,1 a1,2 . . . a1,p
a2,1 a2,2 . . . a2,p

... ... . . . ...
am,1 am,2 . . . am,p

 , B⋄ =


β⋄

1,1 β⋄
1,2 . . . β⋄

1,p
β⋄

2,1 β⋄
2,2 . . . β⋄

2,p
... ... . . . ...

β⋄
m,1 β⋄

m,2 . . . β⋄
m,p

 , B =


β1,1 β1,2 . . . β1,p
β2,1 β2,2 . . . β2,p

... ... . . . ...
βm,1 βm,2 . . . βm,p

 .

Ces matrices représentent respectivement le taux de piqûre, la transmission vecteur-hôte
et la transmission hôte-vecteur.
La description des vecteurs de paramètres est résumée dans le tableau (4.1), et une des-
cription schématique du flux du modèle est illustrée par la Figure 4.1.
Le système (4.5) est le modèle considéré dans [15], pour un seul stade d’infection.
La dynamique des populations totales d’hôtes et de vecteurs est donnée par

Ṅh = Λh − µNh,
Ṅ v = Λv − (µv + δv)N v.

(4.6)

Et donc, ces populations sont asymptotiquement constantes en tant que

Nh → Λh

µ
:= N̄h et N v → Λv

µv + δv
:= N̄ v quand t → ∞.
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Host 1

S1 E1 I1 R1

Host 2

S2 E2 I2 R2

Host m

Sm Em Im Rm
. . . . . .

‹1 “1 ‹2 “2 ‹m “m

Vector 1

Sv,1 Iv,1

Vector 2

Sv,2 Iv,2

Vector p

. . . . . . Sv,p Iv,p

—1,1
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2,1
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Figure 4.1 – Le schéma de flux du modèle 4.5. Les lignes en tirets, en pointillés et en
tirets-points représentent les voies d’infection des vecteurs de tous les hôtes infectieux.
Les lignes pleines représentent les voies d’infection des hôtes à partir des vecteurs.

Table 4.1 – Description des paramètres utilisés dans le système (4.5).

Paramètrss Description

Λh = [Λ1,Λ2, . . . ,Λm]T Vecteur de recrutement des hôtes.
Λv = [Λv,1,Λv,2, . . . ,Λv,p]TVecteur de recrutement des vecteurs.
ai,j Taux de piqure du vecteur j sur l’hôte i.
β⋄
i,j Vecteur de l’infectiosité de l’espèce j sur l’hôte i par piqure.
µ = [µ1, µ2, . . . , µm]T Taux de mortalité des hôtes.
ν = [ν1, ν2, . . . , νm]T Taux d’incubation des hôtes.
α = [α1, α2, . . . , αm]T Durée totale d’infectiosité des hôtes.
γ = [γ1, γ2, . . . , γm]T Taux de récupération des hôtes.
βi,j Infectiosité de l’hôte i pour les vecteurs de l’espèce j par piqûre.
µv = [µv,1, µv,2, . . . , µv,p]T Taux de mortalité naturelle des vecteurs.
δv = [δv,1, δv,2, . . . , δv,p]T Taux de mortalité induite par le contrôle des vecteurs.

En utilisant la théorie des systèmes triangulaires, le système (4.5) est équivalent au sys-
tème (4.5) pour Nh = N̄h et N v = N̄ v.
Les equations (4.6) impliquent le lemme suivant :

Lemme 4.1 :
L’ensemble

Ω =
{

(S,E, I,Sv, Iv) ∈ R3m+2p
+ |S + E + I ≤ Λh ◦ 1

µ
, Sv + Iv ≤ Λv ◦ 1

µv + δv

}

est un ensemble compact attracteur positivement invariant pour le système (4.5).
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L’équilibre trivial du système (4.5) est l’équilibre sans maladie. (D.F.E) et est donné par
E0 =

(
S̄,02m, S̄v,0p

)
où

S̄ = Λh ◦ 1
µ

et S̄v = Λv ◦ 1
µv + δv

.

Le nombre de reproduction de base R0, défini comme le nombre moyen de cas secondaires
produit par un individu infecté pendant sa période infectieuse alors qu’il est en interaction
avec une population purement susceptible, peut être calculé à l’aide de la méthode de la
prochaine génération [32, 87].

Le nombre de reproduction de base du système (4.5) avec m hôtes et p vecteurs est donné
par :

R0(m, p)|(4.5) = ρ(N v) = ρ(N h) (4.7)
où

N v = diag(N̄ v)
(
(A ◦B)Tdiag(ν)diag−1((µ+ ν) ◦ α)

)
diag−1(N̄h)A ◦B⋄diag−1(µv + δv),

avec

N h = A ◦B⋄diag−1(µv + δv)diag(N̄ v)(A ◦B)Tdiag(ν)diag−1((µ+ ν) ◦ α)diag−1(N̄h).

En effet, en décomposant les compartiments infectés de (4.5) comme une somme de nou-
veaux termes d’infection et de transition, Ė

İ
İv

 = F(E, I, Iv) + V(E, I, Iv)

=

 diag−1(N̄h)diag(S)A ◦B⋄Iv
0

diag(Sv)(A ◦B)Tdiag−1(N̄h)I

+

 −diag(µ+ ν)E
diag(ν)E − diag(α)I

−diag(µv + δv)Iv


Les matrices Jacobiennes au D.F.E (E0) de F(E, I, Iv) et V(E, I, Iv) sont données par :

F = DF(E, I, Iv)
∣∣∣∣∣∣
E0

=

 0m,m 0m,m A ◦B⋄

0m,m 0m,m 0m,p
0p,m diag(N̄ v)(A ◦B)Tdiag−1(N̄h) 0p,p


et,

V = DV(E, I, Iv)
∣∣∣∣∣∣
E0

=

 −diag(µ+ ν) 0m,m 0m,p
diag(ν) −diag(α) 0m,p

0p,m 0p,m −diag(µv + δv)


On obtient donc

−V −1 =

 diag−1(µ+ ν) 0m,m 0m,p
diag(ν)diag−1((µ+ ν) ◦ α) diag−1(α) 0m,p

0p,m 0p,m diag−1(µv + δv)


Le nombre de reproduction de base est le rayon spectral de la matrice de la prochaine
génération

−FV −1 =

 0m,m 0m,m Zvhdiag−1(µv + δv)
0m,m 0m,m 0m,p

Zhvdiag(ν)diag−1((µ+ ν) ◦ α) Zhvdiag(α) 0p,p

 ,
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où Zhv = diag(N̄ v)(A ◦B)Tdiag−1(N̄h) et Zvh = A ◦B⋄.
Donc, le nombre de reproduction de base est

R0(m, p)|(4.5) = ρ(Zhvdiag(ν)diag−1((µ+ ν) ◦ α)Zvhdiag−1(µv + δv))

= ρ(Zvhdiag−1(µv + δv)Zhvdiag(ν)diag−1((µ+ ν) ◦ α)).

La dynamique du multi-hôte et du multi-vecteur est liée à la façon dont les différentes
unités du modèle sont inter-connectées. C’est-à-dire, la connectivité entre les hôtes et les
vecteurs.
Pour le modèle (4.5), le réseau de configuration hôte-vecteur est donné par N , où :

N =
(

02m,2m A ◦B⋄

(A ◦B)T 0m+p,p

)
.

En effet, il a été montré dans [15] que, pour le système (4.5), la maladie s’éteint ou
persiste dans tous les hôtes et vecteurs, sous l’hypothèse que la configuration du réseau
hôte-vecteur est fortement connectée. Pour la commodité du lecteur, nous rappelons le
théorème suivant qui résume les résultats dans [15].

Théorème 4.2 ([15]) :
Si la configuration de connectivité hôte-vecteur N est irréductible, les conditions suivantes
sont satisfaites :

1. Si R0(m, p)|(4.5) ≤ 1, le DFE est GAS.
2. Si R0(m, p)|(4.5) > 1, un équilibre endémique intérieur unique existe et est GAS.

La matrice de connectivité N est irréductible si, et seulement si , (A ◦ B)TA ◦ B⋄ et
A ◦B⋄(A ◦B)T sont irréductibles (voir [49, 75]).
Cependant, dans le cas des zoonoses, cette hypothèse d’irréductibilité n’est pas toujours
satisfaite car de nombreuses espèces d’hôtes et de vecteurs, bien que partageant le même
pathogène, ont leurs habitats naturels éloignés les uns des autres, pour qu’une infection
directe puisse avoir lieu. Par conséquent, il est important d’étudier la dynamique de
la maladie lorsque la configuration du réseau entre les hôtes et les vecteurs n’est pas
fortement connectée.
Dans le reste du chapitre, on va écrire le système (4.5) en utilisant les composantes
Si, Ei, Ii, Sv,j, Iv,j pour i = 1, . . . ,m et j = 1, . . . , p :

Ṡi = Λi −
p∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jSi

Iv,j
Ni

− µiSi

Ėi = ∑p
j=1 ai,jβ

⋄
i,jSi

Iv,j
Ni

− (µi + νi)Ei
İi = νiEi − αiIi

Ṡv,j = Λv,j −
m∑
i=1

ai,jβi,jSv,j
Ii
Ni

− (µv,j + δv,j)Sv,j

İv,j =
m∑
i=1

ai,jβi,jSv,j
Ii
Ni

− (µv,j + δv,j)Iv,j

(4.8)

Le théorème suivant donne le résultat principal de ce chapitre, qui caractérise la dyna-
mique du Système (4.8) (ou celle du Système (4.5)), quelle que soit la configuration du
réseau.
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Figure 4.2 – Diagramme de V (C). C’est le même que celui de 4.1, avec n = p = 7, et
l’absence de flèches entre les espèces hôtes et vecteurs signifie que les taux d’infectiosité
entre elles sont fixés à zéro. Le graphe est réarrangé en termes de composantes connectées
Ci.

C1 C2 C3

C4 C5

Figure 4.3 – Graphe orienté du réseau condensé V (C).

Théorème 4.3 :

1. Si R0(m, p)|(4.8) ≤ 1, le DFE est GAS.
2. Si R0(m, p)|(4.8) > 1, un équilibre endémique unique, eventuellement mixte ou

intérieur, existe et est GAS.

Le théorème 4.3 fournit un résultat global des équilibres du système (4.8). En particulier,
le Théorème 4.3, 2. évoque l’existence possible des équilibres limites et détermine leur
comportement global. Ce résultat est obtenu sans aucune hypothèse sur la structure de
la configuration du réseau hôte-vecteur et généralise ainsi le résultat dans [15] où la
configuration hôte-vecteur est irréductible.
Dans notre modèle et avec les maladies vectorielles en général, une infection a lieu s’il y
a au moins une interaction entre un vecteur et un hôte. Ainsi, nous définissons un nœud
comme une unité avec au moins un hôte et un vecteur.
En gardant à l’esprit la relaxation de l’hypothèse d’irréductibilité, réorganisons le réseau
hôte-vecteur d’une manière qui le rende comme un ensemble de composantes fortement
connectées (voir 4.2). Supposons qu’il existe l composantes fortement connectées Ci, pour
i = 1, 2, . . . , l.
Si l = 1, le réseau hôte-vecteur est irréductible, ce qui est traité dans [15] et la dynamique
du modèle est complètement capturée par le Théorème 4.2.
Nous supposons que l ≥ 2. Soit V (C) = {Ci, ; i = 1, 2, . . . , l}, l’ensemble de tous les Ci. On
peut montrer, en utilisant la forme (4.2) en blocs de la matrice M (voir [34], Théorème
3.3), que le nombre de reproduction de base pour le système (4.5), est donné par :

R0(m, p)|(4.5) = R0(m, p)|(4.8) = max
1≤i≤l

{R0,Ci , Ci ∈ V (C)}.

Le Théorème suivant fournit une brique de base pour prouver le Théorème 4.3.
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Théorème 4.4 :
Soit C une composante fortement connectée avec m′ hôtes et p′ vecteurs, m′ ≤ m et p′ ≤ p.
Alors, pour tout vecteur (d̃, d)T ≥ 0, le Système



Ṡi = Λi −
p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jSi

Iv,j
Ni

−
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jSi

dj
Ni

− µiSi

Ėi =
p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jSi

Iv,j
Ni

+
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jSi

dj
Ni

− (µi + νi)Ei

İi = νiEi − αiIi

Ṡv,j = Λv,j −
m′∑
i=1

ai,jβi,jSv,j
Ii
Ni

−
m∑

i=m′+1
ai,jβi,jSv,j

d̃i
Ni

− (µv,j + δv,j)Sv,j

İv,j =
m′∑
i=1

ai,jβi,jSv,j
Ii
Ni

+
m∑

i=m′+1
ai,jβi,jSv,j

d̃i
Ni

− (µv,j + δv,j)Iv,j

(4.9)

a le comportement suivant

— Si R2
0(m′, p′)|(4.9) ≤ 1 et (d̃, d)T = 0, alors le DFE est GAS.

— Si R2
0(m′, p′)|(4.9) > 1 ou (d̃, d)T > 0, il y a un équilibre endémique intérieur unique

qui est GAS.

Le système (4.9) est appelé le système restreint à C au point (d̃, d)T .

Remarque 4.1 :
Dans le théorème ci-dessus, la quantité R2

0(m′, p′)|(4.9) est le le nombre de reproduction
de base du système (4.9) avec (d̃, d)T = (0Rm−m′ , 0Rp−p′ ).

Le résultat suivant relie la dynamique du système (4.9) à celle du système (4.8).

Théorème 4.5 :
Le comportement asymptotique du Système (4.9) est analogue à celui du Système (4.8).

Démonstration.
Nous réorganisons V (C) de sorte qu’il existe k éléments minimaux C1, C2, . . . , Ck et r − k
éléments maximaux Ck+1, Ck+2, . . . , Cr, avec r = |V (C)|.

Soit xq = (S1, . . . , Si(q), E1, . . . , Ei(q), I1, . . . , Ii(q), Sv,1, . . . , Sv,j(q), Iv,1, . . . , Iv,j(q))T ∈ Cq.

Ici, i(q) et j(q) sont le nombre d’hôtes et de vecteurs dans Cq, respectivement. Par consé-
quent, étant donné que les Cq, pour 1 ≤ q ≤ k, sont minimales, le système (4.8) peut être
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écrit comme suit : 

ẋ1 = f1(x1)

ẋ2 = f2(x2)
...
ẋk = fk(xk)

ẋk+1 = fk+1(x1, . . . ,xk,xk+1, . . . ,xr)
...
ẋr = fr(x1, . . . ,xk,xk+1, . . . ,xr)

(4.10)

Les k premiers sous-systèmes du système (4.10) sont indépendants des variables des autres
et des variables des r − k sous-systèmes restants.
De plus, pour chaque q ∈ {1, ..., k}, Cq est fortement connecté et donc la configuration
hôte-vecteur correspondante est irréductible. Par conséquent, la dynamique des sous-
systèmes ẋq = fq(xq), pour q ∈ {1, ..., k}, est connue (voir le Théorème 4.3) comme
suit :

— Si R2
0,Cq ≤ 1, l’équilibre sans maladie correspondant, DFEq, est GAS.

— Si R2
0,Cq > 1, un unique équilibre endémique positif x̄q est GAS.

Notons par x∗
q (x∗

q = x0
q si l’équilibre est le DFEq ou x∗

q = x̄q si l’équilibre est endémique)
l’unique équilibre GAS pour ẋq = fq(xq) (pour 1 ≤ q ≤ k), le comportement asympto-
tique du système (4.10) peut être obtenu, en utilisant les techniques de décomposition de
Vidyasagar, en étudiant le système

ẋk+1 = fk+1(x∗
1, . . . ,x

∗
k,xk+1, . . . ,xr)

...
ẋr = fr(x∗

1, . . . ,x
∗
k,xk+1, . . . ,xr)

(4.11)

Maintenant, nous considérons le Système (4.11) comme un nouveau système, qui est
un système autonome dont les variables d’état sont xk+1, . . . ,xr. (les x∗

q, . . . ,x
∗
k sont

constants).
Le système (4.11) est associé à une nouvelle configuration de réseau V (C)
-où les connexions d’entrée des éléments minimaux de V (C) ont été coupées.
Si la nouvelle configuration du réseau associée au Système (4.11) est fortement connectée,
alors elle est équivalente au Système (4.9). Sinon, on répète le processus.

Par exemple, ce cas est illustré dans 4.4, après la première itération de la méthode sur
le réseau donné dans 4.2. En effet, dans la configuration du réseau de 4.2, C1 et C5 sont
les éléments minimaux, et donc après la première itération, le réseau associé au Système
correspondant (4.11) est illustré dans 4.4.
On identifie les éléments minimaux (C2 dans 4.4 est un élément minimal et C4 est décou-
plé du reste du système) sur le nouveau réseau V (C) et on réitère la méthode. Répéter
ce processus conduit à réduire l’étude de la dynamique à l’intérieur d’une composante
irréductible, disons s. On obtient le système

ẋs = fs(x∗
1, . . . ,x

∗
k,x

∗
k+1, . . . ,x

∗
s−1,xs,x

∗
s+1, . . . ,x

∗
r),

qui est le système (4.9) avec (d̃i, di) étant les coordonnées correspondantes de x∗
q, q ̸= s.

Ceci termine la preuve du Théorème 4.5.
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Figure 4.4 – Configuration du réseau après la première itération de la méthode de
réduction sur 4.2.

Preuve (Preuve du théorème 4.4) :
Si (d̃, d)T = 0, la stabilité asymptotique globale est connue grâce à l’Hypothèse H.
En particulier, si R2

0(m′, p′)|(4.9) ≤ 1, le DFE est GAS.
Si R2

0(m′, p′)|(4.9) > 1 et (d̃, d)T = 0, alors il existe un équilibre intérieur qui est GAS, par
Hypothèse H.
Maintenant on considère le cas où (d̃, d)T > 0. L’ensemble convexe compact Ω est positi-
vement invariant pour le système (4.9). Par conséquent, le système (4.9) a au moins un
équilibre (S∗, E∗, I∗, S∗

v , I
∗
v ) dans Ω grâce au théorème du point fixe de Brouwer. L’unicité

découlera de la global asymptoti stabilité.
Il est clair ici que S∗ ≫ 0 et S∗

v ≫ 0.
Pour i = 1, 2, . . . ,m′, on a :

S∗
i

Ni

 p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jI

∗
v,j +

p∑
j=p′+1

ai,jβ
⋄
i,jdj

 = (µi + νi)E∗
i = (µi + νi)αi

νi
I∗
i . (4.12)

et pour j = 1, 2, . . . , p′,

S∗
v,j

m′∑
i=1

ai,jβi,j
I∗
i

Ni

+
m∑

i=m′+1
ai,jβi,j

d̃i
Ni

 = (µv,j + δv,j)I∗
v,j (4.13)

La relation (4.12) montre que pour tout i, I∗
i > 0 si au moins un dj est non nul et donc

I ≫ 0. En reportant dans (4.13), on voit que I∗
v,j > 0 pour tout j et donc I∗

v ≫ 0
et ce independament de valeurs des d̃i. Le même raisonnement (en commençant par la
relation (4.13)) montre que si au moins un d̃i est non nul alors I∗

v ≫ 0 et I ≫ 0.
Pour montrer la global asymptotic stabilité (et donc l’unicité de l’équilibre), nous consi-
dérons la fonction de Lyapunov candidate suivante :

V =
m∑
i=1

viVi,

Vi =
∫ Si

S∗
i

(
1 − S∗

i

x

)
dx+

∫ Ei

E∗
i

(
1 − E∗

i

x

)
dx+ νi + µi

νi

∫ Ii

I∗
i

(
1 − I∗

i

x

)
dx+

p∑
j=1

wijVv,j

avec

Vv,j =
∫ Sv,j

S∗
v,j

(
1 −

S∗
v,j

x

)
dx+

∫ Iv,j

I∗
v,j

(
1 −

I∗
v,j

x

)
dx, wij =

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni∑m′
l=1 al,jβl,jS

∗
v,j

I∗
l

Nl

.(4.14)
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La dérivée de la partie "hôte" de Vi est donnée par :

V̇h,i =
(

1 − S∗
i

Si

)
Ṡi +

(
1 − E∗

i

Ei

)
Ėi + νi + µi

νi

(
1 − I∗

i

Ii

)
İi

= Λi − µiSi − (µi + νi)Ei − S∗
i

Si
Ṡi − E∗

i

Ei
Ėi + νi + µi

νi

(
1 − I∗

i

Ii

)
İi (4.15)

V̇h,i =
(

1 − S∗
i

Si

)
Ṡi +

(
1 − E∗

i

Ei

)
Ėi + νi + µi

νi

(
1 − I∗

i

Ii

)
İi

=
(
Ṡi + Ėi − S∗

i

Si
Ṡi − E∗

i

Ei
Ėi

)
+ νi + µi

νi

(
1 − I∗

i

Ii

)
İi

= Λi − µiSi − (µi + νi)Ei − S∗
i

Si
Ṡi − E∗

i

Ei
Ėi + νi + µi

νi

(
1 − I∗

i

Ii

)
İi

=
 p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

+
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jS

∗
i

dj
Ni

+ µiS
∗
i

− µiSi − (µi + νi)Ei

−S∗
i

Si

Λi −
p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jSi

Iv,j
Ni

−
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jSi

dj
Ni

− µiSi


−E∗

i

Ei

 p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jSi

Iv,j
Ni

+
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jSi

dj
Ni

− (µi + νi)Eh

+ νi + µi
νi

(
İi − I∗

i

Ii
İi

)

=
 p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

+
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jS

∗
i

dj
Ni

+ µiS
∗
i

− µiSi − (µi + νi)Ei

−S∗
i

Si

 p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

+
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jS

∗
i

dj
Ni

+ µiS
∗
i

+
p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

Iv,j
Ni

+
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jS

∗
i

dj
Ni

+ µiS
∗
i

−E∗
i

Ei

 p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jSi

Iv,j
Ni

+
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jSi

dj
Ni

+ (µi + νi)E∗
h + νi + µi

νi

(
İi − I∗

i

Ii
İi

)

= µiS
∗
i

(
2 − S∗

i

Si
− Si
S∗
i

)
+
 p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

+
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jS

∗
i

dj
Ni

−������(µi + νi)Ei

−S∗
i

Si

 p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

+
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jS

∗
i

dj
Ni

+
p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

Iv,j
Ni

+
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jS

∗
i

dj
Ni

−E∗
i

Ei

 p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jSi

Iv,j
Ni

+
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jSi

dj
Ni

+
p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

+
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jS

∗
i

dj
Ni

+νi + µi
νi

(
���νiEi − αiIi − I∗

i

Ii
νiEi + αiI

∗
i )
)
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En regroupant les termes colorés, on obtient :

V̇h,i = µiS
∗
i

(
2 − S∗

i

Si
− Si
S∗
i

)
+

p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

(
2 − S∗

i

Si
− Si
S∗
i

Iv,j
I∗
v,j

E∗
i

Ei

)

+
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jS

∗
i

dj
Ni

(
3 − S∗

i

Si
− Si
S∗
i

E∗
i

Ei

)
+

p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

Iv,j
Ni

−(νi + µi)E∗
i

Ii
I∗
i

− (νi + µi)E∗
i

I∗
i

Ii

Ei
E∗
i

+ (νi + µi)E∗
i (4.16)

De plus, en utilisant la relation endémique qui découle de l’équation de E :

(µi + νi)E∗
i =

p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

+
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jS

∗
i

dj
Ni

.

En remplaçant cette dernière relation dans (4.16) on obtient

V̇h,i = µiS
∗
i

(
2 − S∗

i

Si
− Si
S∗
i

)
+

p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

(
2 − S∗

i

Si
− Si
S∗
i

Iv,j
I∗
v,j

E∗
i

Ei

)

+
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jS

∗
i

dj
Ni

(
3 − S∗

i

Si
− Si
S∗
i

E∗
i

Ei

)
+

p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

Iv,j
Ni

−

 p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

+
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jS

∗
i

dj
Ni

 Ii
I∗
i

−

 p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

+
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jS

∗
i

dj
Ni

 I∗
i

Ii

Ei
E∗
i

+
 p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

+
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jS

∗
i

dj
Ni


= µiS

∗
i

(
2 − S∗

i

Si
− Si
S∗
i

)
+

p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

(
3 − S∗

i

Si
− Si
S∗
i

Iv,j
I∗
v,j

E∗
i

Ei

)

+
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jS

∗
i

dj
Ni

(
4 − S∗

i

Si
− Si
S∗
i

E∗
i

Ei

)
+

p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

Iv,j
Ni

−

 p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

+
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jS

∗
i

dj
Ni

 Ii
I∗
i

−

 p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

+
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jS

∗
i

dj
Ni

 I∗
i

Ii

Ei
E∗
i
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V̇h,i = µiS
∗
i

(
2 − S∗

i

Si
− Si
S∗
i

)
+

p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

(
3 − S∗

i

Si
− Si
S∗
i

Iv,j
I∗
v,j

E∗
i

Ei

)

+
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jS

∗
i

dj
Ni

(
4 − S∗

i

Si
− Si
S∗
i

E∗
i

Ei

)
+

p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

Iv,j
Ni

−

 p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

+
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jS

∗
i

dj
Ni

 Ii
I∗
i

−

 p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

+
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jS

∗
i

dj
Ni

 I∗
i

Ii

Ei
E∗
i

.

Nous obtenons,

V̇h,i = µiS
∗
i

(
2 − S∗

i

Si
− Si
S∗
i

)
+

p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

(
3 − S∗

i

Si
− Si
S∗
i

Iv,j
I∗
v,j

E∗
i

Ei
− I∗

i

Ii

Ei
E∗
i

)

+
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jS

∗
i

dj
Ni

(
4 − S∗

i

Si
− Si
S∗
i

E∗
i

Ei
− I∗

i

Ii

Ei
E∗
i

− Ii
I∗
i

)
+

p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

Iv,j
Ni

−

 p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

 Ii
I∗
i

. (4.17)

Maintenant, nous allons déterminer la dérivée de la partie vectorielle de Vi. C’est-à-dire,
Vv,j où

Vv,j =
∫ Sv,j

S∗
v,j

(
1 −

S∗
v,j

x

)
dx+

∫ Iv,j

I∗
v,j

(
1 −

I∗
v,j

x

)
dx.

Nous obtenons,

V̇v,j =
(

1 −
S∗
v,j

Sv,j

)
Ṡv,j +

(
1 −

I∗
v,j

Iv,j

)
İv,j =

(
Ṡv,j + İv,j −

S∗
v,j

Sv,j
Ṡv,j −

I∗
v,j

Iv,j
İv,j

)

= (µv,j + δv,j)S∗
v,j

(
2 −

S∗
v,j

Sv,j
− Sv,j
S∗
v,j

)
+

m′∑
i=1

ai,jβi,jS
∗
v,j

I∗
i

Ni

(
1 −

S∗
v,j

Sv,j
−
I∗
v,j

Iv,j

Sv,j
S∗
v,j

Ii
I∗
i

)

+
m∑

i=m′+1
ai,jβi,jS

∗
v,j

d̃i
Ni

(
2 −

S∗
v,j

Sv,j
−
I∗
v,j

Iv,j

Sv,j
S∗
v,j

)

−(µv,j + δv,j)Iv,j +
m′∑
i=1

ai,jβi,jS
∗
v,j

Ii
Ni

+ (µv,j + δv,j)I∗
v,j (4.18)

Cependant, nous avons (µv,j + δv,j)I∗
v,j = ∑m′

i=1 ai,jβi,jS
∗
v,j

I∗
i

Ni

+∑m
i=m′+1 ai,jβi,jS

∗
v,j

d̃i
Ni

.

Par conséquent, l’équation (4.18) donne :

V̇v,j = (µv,j + δv,j)S∗
v,j

(
2 −

S∗
v,j

Sv,j
− Sv,j
S∗
v,j

)
+

m′∑
i=1

ai,jβi,jS
∗
v,j

I∗
i

Ni

(
2 −

S∗
v,j

Sv,j
−
I∗
v,j

Iv,j

Sv,j
S∗
v,j

Ii
I∗
i

)

+
m∑

i=m′+1
ai,jβi,jS

∗
v,j

d̃i
Ni

(
3 −

S∗
v,j

Sv,j
−
I∗
v,j

Iv,j

Sv,j
S∗
v,j

− Iv,j
I∗
v,j

)
−

m′∑
i=1

ai,jβi,jS
∗
v,j

I∗
i

Ni

 Iv,j
I∗
v,j

+
m′∑
i=1

ai,jβi,jS
∗
v,j

Ii
Ni

(4.19)
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Maintenant, la dérivée globale de la fonction de Lyapunov candidate est, en utilisant
(4.17) et (4.19) :

V̇ =
m∑
i=1

viV̇i =
m∑
i=1

vi

V̇h,i +
p∑
j=1

wijV̇v,j



=
m∑
i=1

vi

µiS∗
i

(
2 − S∗

i

Si
− Si
S∗
i

)
︸ ︷︷ ︸

Ah,i

+
p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

(
3 − S∗

i

Si
− Si
S∗
i

Iv,j
I∗
v,j

E∗
i

Ei
− I∗

i

Ii

Ei
E∗
i

)

+
p∑

j=p′+1
ai,jβ

⋄
i,jS

∗
i

dj
Ni

(
4 − S∗

i

Si
− Si
S∗
i

E∗
i

Ei
− I∗

i

Ii

Ei
E∗
i

− Ii
I∗
i

)
︸ ︷︷ ︸

Cij

+
p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

Iv,j
Ni

−

 p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

 Ii
I∗
i

+
p′∑
j=1

wij(µv,j + δv,j)S∗
v,j

(
2 −

S∗
v,j

Sv,j
− Sv,j
S∗
v,j

)
︸ ︷︷ ︸

Av,j

+
p′∑
j=1

wij
m′∑
i=1

ai,jβi,jS
∗
v,j

I∗
i

Ni

(
2 −

S∗
v,j

Sv,j
−
I∗
v,j

Iv,j

Sv,j
S∗
v,j

Ii
I∗
i

)

+
p′∑
j=1

wij
m∑

i=m′+1
ai,jβi,jS

∗
v,j

d̃i
Ni

(
3 −

S∗
v,j

Sv,j
−
I∗
v,j

Iv,j

Sv,j
S∗
v,j

− Iv,j
I∗
v,j

)
︸ ︷︷ ︸

C̃ij

−
p′∑
j=1

wij

m′∑
i=1

ai,jβi,jS
∗
v,j

I∗
i

Ni

 Iv,j
I∗
v,j

+
p′∑
j=1

wij
m′∑
i=1

ai,jβi,jS
∗
v,j

Ii
Ni

 (4.20)

Les termes Ah,i, Av,j, Cij et C̃ij sont définis négatifs.
Nous nous concentrons donc sur les autres termes de (4.20). De plus, en utilisant l’expres-

sion de wij =
ai,jβ

⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni∑m′
l=1 al,jβl,jS

∗
v,j

I∗
l

Nl

donnée au début de la preuve (4.14), les termes en Iv,j

s’annulent dans (4.20), et donc :

V̇ =
m′∑
i=1

vi

Ah,i +
p∑

j=p′+1
Cij +

p′∑
j=1

Av,j +
p′∑
j=1

wij
m∑

i=m′+1
C̃ij

+
p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

(
3 − S∗

i

Si
− Si
S∗
i

Iv,j
I∗
v,j

E∗
i

Ei
− I∗

i

Ii

Ei
E∗
i

)
−

 p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

 Ii
I∗
i

+
p′∑
j=1

wij
m′∑
i=1

ai,jβi,jS
∗
v,j

I∗
i

Ni

(
2 −

S∗
v,j

Sv,j
−
I∗
v,j

Iv,j

Sv,j
S∗
v,j

Ii
I∗
i

)

+
p′∑
j=1

wij
m′∑
i=1

ai,jβi,jS
∗
v,j

Ii
Ni

 (4.21)

Maintenant, nous affirmons que les termes linéaires en Ii s’annulent dans (4.21). C’est-à-
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dire :
m′∑
i=1

vi

−

 p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

 Ii
I∗
i

+
p′∑
j=1

wij
m′∑
i=1

ai,jβi,jS
∗
v,j

Ii
Ni

 = 0.

ou de manière équivalente,

m′∑
i=1

vi

−

 p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

 Ii
I∗
i

+
p′∑
j=1

wij
m′∑
l=1

al,jβl,jS
∗
v,j

Il
Nl

 = 0. (4.22)

Cependant, notons que :

p′∑
j=1

wij

m′∑
l=1

al,jβl,jS
∗
v,j

Il
Nl

 =
p′∑
j=1

m′∑
l=1

wijal,jβl,jS
∗
v,j

Il
Nl

 =
m′∑
l=1

Il

 p′∑
j=1

wijal,jβl,jS
∗
v,j

1
Nl


︸ ︷︷ ︸

αil

=
m′∑
l=1

Ilαil. (4.23)

Par conséquent, en additionnant l’équation (4.23), on obtient

m′∑
i=1

vi

 p′∑
j=1

wij
m′∑
l=1

al,jβl,jS
∗
v,j

Il
Nl

 =
m′∑
i=1

vi

m′∑
l=1

Ilαil

 =
m′∑
l=1

vl

m′∑
i=1

Iiαli

 =
m′∑
i=1

m′∑
l=1

vlαli

 Ii
=

m′∑
i=1

m′∑
l=1

vl

p′∑
j=1

wljai,jβi,jS
∗
v,j

I∗
i

Ni

 Ii
I∗
i

.

Donc, pour montrer (4.22), nous devons montrer que :

m′∑
i=1

vi

 p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

 Ii
I∗
i

=
m′∑
i=1

m′∑
l=1

vl

p′∑
j=1

wljai,jβi,jS
∗
v,j

I∗
i

Ni

 Ii
I∗
i

.

Ou de manière équivalente,

vi

p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

=
m′∑
l=1

vl

p′∑
j=1

wljai,jβi,jS
∗
v,j

I∗
i

Ni

, pour tout i. (4.24)

Les vl sont alors des solutions de Bv = 0 où

B =



♣11
∑p′
j=1 w2j

a1,jβ1,jS
∗
v,jI

∗
1

N1
. . .

∑p′
j=1 wm′j

a1,jβ1,jS
∗
v,jI

∗
1

N1∑p′
j=1 w1j

a2,jβ2,jS
∗
v,jI

∗
2

N2
♣22 . . .

∑p′
j=1 wm′j

a2,jβ2,jS
∗
v,jI

∗
2

N2... ... . . . ...∑p′
j=1 w1j

am′,jβm′,jS
∗
v,jI

∗
m′

Nm′

∑p′
j=1 w2j

am′,jβm′,jS
∗
v,jI

∗
m′

Nm′
. . . ♣m′m′


où

♣kk =
p′∑
j=1

wkj

−
m′∑

i=1,i ̸=k

ai,jS
∗
v,jβi,jI

∗
i

Ni

 .
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Par conséquent, la relation (4.24) est satisfaite étant donné que les vl sont les composantes
de la solution de Bv = 0. Étant donné les expressions de wij, les entrées de B, pour i ̸= j,
peuvent être écrites comme :

♣ij = I∗
i

Ni

p′∑
k=1

wjkai,kβi,kS
∗
v,k =

I∗
i S

∗
j

NiNj

p′∑
k=1

aj,kβ
⋄
j,kai,kβi,kI

∗
v,k∑m′

l=1 al,kβl,k
I∗
l

Nl

, (4.25)

et (A ◦B⋄.(A ◦B)T )ij = ∑p′
k=1 aj,kβ

⋄
j,kai,kβi,k, pour i ̸= j.

La composante C est une composante fortement connectée avec m′ hôtes et p′ vecteurs.
Par conséquent, la matrice A ◦ B⋄(A ◦ B)T et (A ◦ B)TA ◦ B⋄ sont irréductibles. Ceci
implique que, par construction, la matrice B est irréductible (Voir la relation (4.25)).
La matrice B représente le Laplacien de la connectivité du réseau sur C et donc la positivité
de v telle que Bv = 0 peut être prouvée en utilisant le théorème de Gershgorin et le
théorème de Perron-Frobenius pour les matrices de Metzler irréductibles ([80], Chap. 4,
Corollaire 3.2). De plus, vi = Cii, où Cii sont les cofacteurs de B.
Par conséquent, l’équation (4.21) se réduit à

V̇ =
m′∑
i=1

vi

Ah,i +
p∑

j=p′+1
Cij +

p′∑
j=1

Av,j +
p′∑
j=1

wij
m∑

i=m′+1
C̃ij

+
p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

(
3 − S∗

i

Si
− Si
S∗
i

Iv,j
I∗
v,j

E∗
i

Ei
− I∗

i

Ii

Ei
E∗
i

)

+
p′∑
j=1

wij
m′∑
i=1

ai,jβi,jS
∗
v,j

I∗
i

Ni

(
2 −

S∗
v,j

Sv,j
−
I∗
v,j

Iv,j

Sv,j
S∗
v,j

Ii
I∗
i

)
Pour éviter toute confusion, nous remplaçons l’indice i par l dans le troisième terme de
l’équation précédente. D’où,

V̇ =
m′∑
i=1

vi

Ah,i +
p∑

j=p′+1
Cij +

p′∑
j=1

Av,j +
p′∑
j=1

wij
m∑

i=m′+1
C̃ij

+
p′∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jS

∗
i

I∗
v,j

Ni

(
3 − S∗

i

Si
− Si
S∗
i

Iv,j
I∗
v,j

E∗
i

Ei
− I∗

i

Ii

Ei
E∗
i

)

+
p′∑
j=1

wij
m′∑
l=1

al,jβl,jS
∗
v,j

I∗
l

Nl

(
2 −

S∗
v,j

Sv,j
−
I∗
v,j

Iv,j

Sv,j
S∗
v,j

Il
I∗
l

) (4.26)

En utilisant l’expression de wij, (4.26) devient :

V̇ =
m′∑
i=1

vi

Ah,i +
p∑

j=p′+1
Cij +

p′∑
j=1

Av,j +
p′∑
j=1

wij
m∑

i=m′+1
C̃ij


+

m′∑
i=1

p′∑
j=1

m′∑
l=1

viwijal,jβl,jS
∗
v,j

I∗
l

Nl

(
5 − S∗

i

Si
− Si
S∗
i

Iv,j
I∗
v,j

E∗
i

Ei
− I∗

i

Ii

Ei
E∗
i

−
S∗
v,j

Sv,j
−
I∗
v,j

Iv,j

Sv,j
S∗
v,j

Il
I∗
l

)

=
m′∑
i=1

vi

Ah,i +
p∑

j=p′+1
Cij +

p′∑
j=1

Av,j +
p′∑
j=1

wij
m∑

i=m′+1
C̃ij

+Hm′ , (4.27)
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où

Hm′ :=
m′∑
i=1

p′∑
j=1

m′∑
l=1

viwijβ̄l,j

(
5 − S∗

i

Si
− Si
S∗
i

Iv,j
I∗
v,j

E∗
i

Ei
− I∗

i

Ii

Ei
E∗
i

−
S∗
v,j

Sv,j
−
I∗
v,j

Iv,j

Sv,j
S∗
v,j

Il
I∗
l

)
,

avec β̄l,j = al,jβl,jS
∗
v,j

I∗
l

Nl

.
Maintenant, puisque la matriceB est irréductible, en utilisant l’inégalité moyenne arithmétique-
moyenne géométrique, nous avons que Hm′ est définie négative [43]. Il s’ensuit que (4.27),
en tant que somme de termes définis négatifs, est définie négative. Ceci termine la preuve.

4.2.2 Modèles vectoriels dans des environnements hétérogènes
Les modèles mathématiques qui décrivent l’évolution des maladies à transmission vecto-
rielle où l’environnement est structuré en patchs ont été étudiés dans différents contextes.
Cependant, la dynamique globale de ces modèles n’a été établie que récemment [19, 49, 74]
sous certaines hypothèses. Pour ces modèles, une hypothèse d’irréductibilité est nécessaire
pour prouver l’unicité et la stabilité globale de l’équilibre intérieur. Dans [19], des simula-
tions numériques ont été utilisées pour indiquer l’existence et la stabilité potentielle d’un
équilibre limite lorsque la matrice de mobilité n’est pas irréductible. Cependant, une éva-
luation théorique de la dynamique lorsque le réseau est réductible est un problème ouvert.

Dans cette sous-section, nous établissons la stabilité asymptotique globale des équilibres
lorsque le réseau est réductible, en utilisant la méthode décrite dans 4.1. Un cas particulier
de ce résultat est que l’hypothèse d’irréductibilité est une condition suffisante mais non
nécessaire à l’existence d’un équilibre intérieur.
Considérons un environnement spatialement hétérogène avec n patchs, dans lequel se
trouvent des hôtes humains et des moustiques vecteurs. Les populations d’hôtes voyagent
entre les patchs suivant une approche lagrangienne [19, 29, 72], pour laquelle les temps de
résidence sont utilisés pour modéliser la mobilité humaine. Nous considérons une structure
épidémiologique S − I. En particulier, nous considérons le modèle :

Pour i = 1, . . . , n,



Ṡi = Λh,i − Sh,i
n∑
j=1

lijIv,j − µh,iSh,i

İh,i = Sh,i
n∑
j=1

lijIv,j − (µh,i + γh,i)Ih,i

Ṡv,i = Λv,i − Sv,i
n∑
j=1

mijIh,j − (µv,i + δv,i)Sv,i

İv,i = Sv,i
n∑
j=1

mijIh,j − (µv,i + δv,i)Iv,i,

(4.28)

Ce modèle est équivalent aux modèles considérés dans [19, 49]. Les entrées des matrices
M = (mij) et L = (lij) représentent une cascade d’événements biologiques complexes
conduisant à l’infection, y compris le taux de piqures par patch, la probabilité d’infectio-
sité, la force d’infection et les schémas de mobilité des hôtes.

Nous rappelons les résultats lorsque la matrice de connectivité est irréductible. Dans ce
cas, le modèle présente une propriété de seuil nette : la maladie disparaît de tous les

133



Chapitre 4. L’effet de l’hétérogénéité et dynamique globale de sous-populations faiblement connectées

patchs ou persiste dans tous, selon que le seuil appelé nombre de reproduction de base
est inférieur ou supérieur à l’unité.
En utilisant la méthode de prochaine génération comme auparavant, le nombre de repro-
duction de base du système (4.28) est donné par (voir [19, 49] :

R2
0 = ρ

(
diag(S0

v)M diag−1(µh + γh) diag(S0
h)L diag−1(µv + δ)

)
,

où
S0
h = diag−1(µh)Λh,S0

v = diag−1(µv + δ)Λv,M = (mij), L = (lij),
et ρ(.) l’opérateur de rayon spectral.

Théorème 4.6 :
[19, 49] En supposant que le réseau est irréductible, nous avons que

1. Si R0 ≤ 1, le DFE est globalement asymptotiquement stable.
2. Si R0 > 1, le DFE est instable et il existe un unique équilibre intérieur que GAS.

Maintenant, notre objectif est d’étudier la dynamique lorsque le réseau est réductible.
Dans ce cas, nous pouvons restructurer le réseau en composants irréductibles plus petits.
Les composantes peuvent être soit maximales (c’est-à-dire un puits), soit minimales (c’est-
à-dire une source). Si la composante est minimale, alors sa dynamique n’est pas influencée
par le reste du réseau et sa dynamique est équivalente à celle du Théorème 4.6.

Soit C, une composante irréductible qui possède n′ patchs (avec n′ ≤ n) et qui est maxi-
male. Considérons la dynamique du système auxiliaire sur cette composante :

pour i = 1 . . . n′,



Ṡh,i = Λh,i − Sh,i
n′∑
j=1

lijIv,j − Sh,i
n∑

j=n′+1
lijdj − µh,iSh,i

İh,i = Sh,i
n′∑
j=1

lijIv,j + Sh,i
n∑

j=n′+1
lijdj − (µh,i + γh,i)Ih,i

Ṡv,i = Λv,i − Sv,i
n′∑
j=1

mijIh,j − Sv,i
n∑

j=n′+1
mij d̃j − (µv,i + δv,i)Sv,i

İv,i = Sv,i
n′∑
j=1

mijIh,j + Sv,i
n∑

j=n′+1
mij d̃j − (µv,i + δv,i)Iv,i

(4.29)

Théorème 4.7 :
Soit x∗ un équilibre pour le modèle (4.29). Alors, x∗ est un équilibre GAS pour tout
(d̃, d) ≥ 0. En particulier, x∗ est un équilibre intérieur si R0,C > 1 ou si (d̃, d) ≫ 0.

L’équilibre x∗ peut être un équilibre frontière ou un équilibre intérieur selon son R0,C et
selon l’équilibre des états des autres composantes irréductibles affectant la dynamique sur
C. C’est-à-dire sur la valeur du vecteur (d̃, d).

Si (d̃, d) := 0, le système (4.29) a la même dynamique que le système (4.28), qui sont
fournis par le Théorème 4.6.
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Si (d̃, d) ≫ 0, les trajectoires du Système (4.29) convergent vers un équilibre intérieur,
quelle que soit la valeur du nombre de reproduction de base du Système (4.29).

Preuve (Preuve du Théorème 4.7) :
Considérons la fonction de Lyapunov candidate suivante :

V =
n′∑
i=1

gh,i
(
Sh,i − S∗

h,i lnSh,i + Ih,i − I∗
h,i ln Ih,i

)
+

n′∑
i=1

gv,i
(
Sv,i − S∗

v,i lnSv,i + Iv,i − I∗
v,i ln Iv,i

)
,

où gv,k, pour k = 1, . . . , n′ sont donnés par

gv,k = 1
S∗
v,k

∑n′
j=1 mkjI∗

h,j

n′∑
i=1

gh,iS
∗
h,ilikI

∗
v,k

Puisque C est une composante irréductible avec n′ patchs, les coefficients gv,k sont bien
définis. Les coefficients gh,i, pour i = 1, 2, . . . , n′ seront définis ultérieurement. La dérivée
de V selon les trajectoires du système (4.29) est donnée par :

V̇ =
n′∑
i=1

gh,i

(
Ṡh,i − S∗

h,i

Ṡh,i
Sh,i

+ İh,i − I∗
h,i

İh,i
Ih,i

)
+

n′∑
i=1

gv,i

(
Ṡv,i − S∗

v,i

Ṡv,i
Sv,i

+ İv,i − I∗
v,i

İv,i
Iv,i

)

On commence par le premier terme de la somme comme suit :

Ṡh,i − S∗
h,i

Ṡh,i
Sh,i

+ İh,i − I∗
h,i

İh,i
Ih,i

= Ṡh,i

(
1 − S∗

h,i

1
Sh,i

)
+ İh,i

(
1 − I∗

h,i

1
Ih,i

)

=
Λh,i − Sh,i

n′∑
j=1

lijIv,j − Sh,i
n∑

j=n′+1
lijdj − µh,iSh,i

(1 −
S∗
h,i

Sh,i

)

+
Sh,i n′∑

j=1
lijIv,j + Sh,i

n∑
j=n′+1

lijdj − (µh,i + γh,i)Ih,i

(1 −
I∗
h,i

Ih,i

)

= Λh,i

(
1 −

S∗
h,i

Sh,i

)
− Sh,i

n′∑
j=1

lijIv,j

(
1 −

S∗
h,i

Sh,i

)

−Sh,i
n∑

j=n′+1
lijdj

(
1 −

S∗
h,i

Sh,i

)
− µh,iSh,i

(
1 −

S∗
h,i

Sh,i

)

+Sh,i
n′∑
j=1

lijIv,j

(
1 −

I∗
h,i

Ih,i

)
+ Sh,i

n∑
j=n′+1

lijdj

(
1 −

I∗
h,i

Ih,i

)

−(µh,i + γh,i)Ih,i
(

1 −
I∗
h,i

Ih,i

)

= Λh,i

(
1 −

S∗
h,i

Sh,i

)
−

n′∑
j=1

lijIv,j
(
Sh,i − S∗

h,i

)
−

n∑
j=n′+1

lijdj
(
Sh,i − S∗

h,i

)
− µh,i

(
Sh,i − S∗

h,i

)
+Sh,i

n′∑
j=1

lijIv,j

(
1 −

I∗
h,i

Ih,i

)
+ Sh,i

n∑
j=n′+1

lijdj

(
1 −

I∗
h,i

Ih,i

)
−(µh,i + γh,i)

(
Ih,i − I∗

h,i

)
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Le deuxième terme nous donne :

Ṡv,i − S∗
v,i

Ṡv,i
Sv,i

+ İv,i − I∗
v,i

İv,i
Iv,i

= Λv,i

(
1 −

S∗
v,i

Sv,i

)
−

n′∑
j=1

mijIh,j
(
Sv,i − S∗

v,i

)

−
n∑

j=n′+1
mij d̃j

(
Sv,i − S∗

v,i

)
− (µv,i + δv,i)

(
Sv,i − S∗

v,i

)

+Sv,i
n′∑
j=1

mijIh,j

(
1 −

I∗
v,i

Iv,i

)
+ Sv,i

n∑
j=n′+1

mij d̃j

(
1 −

I∗
v,i

Iv,i

)

−(µv,i + δv,i)
(
Iv,i − I∗

v,i

)

Ce qui nous donne :

V̇ =
n′∑
i=1

gh,i

[
Λh,i

(
1 −

S∗
h,i

Sh,i

)
− Sh,i

n′∑
j=1

lijIv,j

(
1 −

S∗
h,i

Sh,i

)
−

n∑
j=n′+1

lijdjSh,i

(
1 −

S∗
h,i

Sh,i

)

−µh,i
(
Sh,i − S∗

h,i

)
+ Sh,i

n′∑
j=1

lijIv,j

(
1 −

I∗
h,i

Ih,i

)
+ Sh,i

n∑
j=n′+1

lijdj

(
1 −

I∗
h,i

Ih,i

)

−(µh,i + γh,i)
(
Ih,i − I∗

h,i

)]

+
n′∑
i=1

gv,i

[
Λv,i

(
1 −

S∗
v,i

Sv,i

)
−

n′∑
j=1

mijIh,jSv,i

(
1 −

S∗
v,i

Sv,i

)
−

n∑
j=n′+1

mij d̃jSv,i

(
1 −

S∗
v,i

Sv,i

)

−(µv,i + δv,i)
(
Sv,i − S∗

v,i

)
+ Sv,i

n′∑
j=1

mijIh,j

(
1 −

I∗
v,i

Iv,i

)
+ Sv,i

n∑
j=n′+1

mij d̃j

(
1 −

I∗
v,i

Iv,i

)

−(µv,i + δv,i)
(
Iv,i − I∗

v,i

)]

V̇ =
n′∑
i=1

gh,iΛh,i

(
1 −

S∗
h,i

Sh,i

)
+

n′∑
i=1

gh,i
n′∑
j=1

lijIv,j

(
S∗
h,i −

I∗
h,i

Ih,i
Sh,i

)

+
n′∑
i=1

gh,i
n∑

j=n′+1
lijdj

(
S∗
h,i −

I∗
h,i

Ih,i
Sh,i

)
−

n′∑
i=1

gh,iµh,i
(
Sh,i − S∗

h,i

)
−

n′∑
i=1

gh,i(µh,i + γh,i)
(
Ih,i − I∗

h,i

)
+

n′∑
i=1

gv,iΛv,i

(
1 −

S∗
v,i

Sv,i

)

+
n′∑
i=1

gv,i
n′∑
j=1

mijIh,j

(
S∗
v,i −

I∗
v,i

Iv,i
Sv,i

)
+

n′∑
i=1

gv,i
n∑

j=n′+1
mij d̃j

(
S∗
v,i −

I∗
v,i

Iv,i
Sv,i

)

−
n′∑
i=1

gv,i(µv,i + δv,i)
(
Sv,i − S∗

v,i

)
−

n′∑
i=1

gv,i(µv,i + δv,i)
(
Iv,i − I∗

v,i

)
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V̇ =
n′∑
i=1

gh,iΛh,i

(
1 −

S∗
h,i

Sh,i

)
+

n′∑
i=1

gh,i
n′∑
j=1

lijS
∗
h,iIv,j

(
1 −

I∗
h,i

Ih,i

Sh,i
S∗
h,i

)

+
n′∑
i=1

gh,i
n∑

j=n′+1
lijdjS

∗
h,i

(
1 −

I∗
h,i

Ih,i

Sh,i
S∗
h,i

)
−

n′∑
i=1

gh,iµh,i
(
Sh,i − S∗

h,i

)
−

n′∑
i=1

gh,i(µh,i + γh,i)
(
Ih,i − I∗

h,i

)
+

n′∑
i=1

gv,iΛv,i

(
1 −

S∗
v,i

Sv,i

)

+
n′∑
i=1

gv,i
n′∑
j=1

mijS
∗
v,iIh,j

(
1 −

I∗
v,i

Iv,i

Sv,i
S∗
v,i

)
+

n′∑
i=1

gv,i
n∑

j=n′+1
mij d̃jS

∗
v,i

(
1 −

I∗
v,i

Iv,i

Sv,i
S∗
v,i

)

−
n′∑
i=1

gv,i(µv,i + δv,i)
(
Sv,i − S∗

v,i

)
−

n′∑
i=1

gv,i(µv,i + δv,i)
(
Iv,i − I∗

v,i

)

En se servant des équations de l’équilibre on a :

Λh,i = S∗
h,i

n′∑
j=1

lijI
∗
v,j + S∗

h,i

n∑
j=n′+1

lijdj + µh,iS
∗
h,i

Λv,i = S∗
v,i

n′∑
j=1

mijI
∗
h,j + S∗

v,i

n∑
j=n′+1

mij d̃j + (µv,i + δv,i)S∗
v,i

(µh,i + γh,i)I∗
h,i = S∗

h,i

n′∑
j=1

lijI
∗
v,j + S∗

h,i

n∑
j=n′+1

lijdj

(µv,i + δv,i)I∗
v,i =

n′∑
j=1

mijS
∗
v,iI

∗
h,j +

n∑
j=n′+1

mij d̃jS
∗
v,i

On obtient :

V̇ =
n′∑
i=1

gh,i

S∗
h,i

n′∑
j=1

lijI
∗
v,j + S∗

h,i

n∑
j=n′+1

lijdj + µh,iS
∗
h,i

(1 −
S∗
h,i

Sh,i

)

+
n′∑
i=1

gh,i
n′∑
j=1

lijS
∗
h,iIv,j

(
1 −

I∗
h,i

Ih,i

Sh,i
S∗
h,i

)
+

n′∑
i=1

gh,i
n∑

j=n′+1
lijdjS

∗
h,i

(
1 −

I∗
h,i

Ih,i

Sh,i
S∗
h,i

)

+
n′∑
i=1

gh,iµh,iS
∗
h,i

(
1 − Sh,i

S∗
h,i

)
−

n′∑
i=1

gh,i

S∗
h,i

n′∑
j=1

lijI
∗
v,j + S∗

h,i

n∑
j=n′+1

lijdj

(Ih,i
I∗
h,i

− 1
)

+
n′∑
i=1

gv,i

S∗
v,i

n′∑
j=1

mijI
∗
h,j + S∗

v,i

n∑
j=n′+1

mij d̃j + (µv,i + δv,i)S∗
v,i

(1 −
S∗
v,i

Sv,i

)

+
n′∑
i=1

gv,i
n′∑
j=1

mijS
∗
v,iIh,j

(
1 −

I∗
v,i

Iv,i

Sv,i
S∗
v,i

)

+
n′∑
i=1

gv,i
n∑

j=n′+1
mij d̃jS

∗
v,i

(
1 −

I∗
v,i

Iv,i

Sv,i
S∗
v,i

)

+
n′∑
i=1

gv,i(µv,i + δv,i)S∗
v,i

(
1 − Sv,i

S∗
v,i

)

+
n′∑
i=1

gv,i

 n′∑
j=1

mijS
∗
v,iI

∗
h,j +

n∑
j=n′+1

mij d̃jS
∗
v,i

(1 − Iv,i
I∗
v,i

)
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D’où

V̇ =
n′∑
i=1

gh,iµh,iS
∗
h,i

(
2 −

S∗
h,i

Sh,i
− Sh,i
S∗
h,i

)
+

n′∑
i=1

gv,i(µv,i + δv,i)S∗
v,i

(
2 −

S∗
v,i

Sv,i
− Sv,i
S∗
v,i

)
n′∑
i=1

gh,iS
∗
h,i

n∑
j=n′+1

lijdj

(
1 −

S∗
h,i

Sh,i
+ 1 −

I∗
h,i

Ih,i

Sh,i
S∗
h,i

+ 1 − Ih,i
I∗
h,i

)
n′∑
i=1

gh,i

S∗
h,i

n′∑
j=1

lijI
∗
v,j

(
�
�
�

��
1 −

S∗
h,i

Sh,i
+ 1 − Ih,i

I∗
h,i

)

+
n′∑
i=1

gh,i
n′∑
j=1

lijS
∗
h,iIv,j

(
−
I∗
h,i

Ih,i

Sh,i
S∗
h,i

)

+
n′∑
i=1

gv,i

S∗
v,i

n′∑
j=1

mijI
∗
h,j + S∗

v,i

n∑
j=n′+1

mij d̃j

(1 −
S∗
v,i

Sv,i

)

+
n′∑
i=1

gv,i
n′∑
j=1

mijS
∗
v,iIh,j

(
1 −

I∗
v,i

Iv,i

Sv,i
S∗
v,i

)
+

n′∑
i=1

gv,i
n∑

j=n′+1
mij d̃jS

∗
v,i

(
1 −

I∗
v,i

Iv,i

Sv,i
S∗
v,i

)

+
n′∑
i=1

gv,i

 n′∑
j=1

mijS
∗
v,iI

∗
h,j +

n∑
j=n′+1

mij d̃jS
∗
v,i

(1 − Iv,i
I∗
v,i

)

Ce qui nous mène à

V̇ = Ah + Av +
n′∑
i=1

gh,i

S∗
h,i

n∑
j=n′+1

lijdj

(3 −
S∗
h,i

Sh,i
− Sh,i
S∗
h,i

I∗
h,i

Ih,i
− Ih,i
I∗
h,i

)

+
n′∑
i=1

gh,iS
∗
h,i

n′∑
j=1

lijI
∗
v,j

(
1 −

S∗
h,i

Sh,i

)
+

n′∑
i=1

gh,iS
∗
h,i

n′∑
j=1

lijIv,j

−
n′∑
i=1

gh,i
Ih,i
I∗
h,i

S∗
h,i

n′∑
j=1

lijI
∗
v,j

−
n′∑
i=1

gh,i
I∗
h,i

Ih,i

Sh,i n′∑
j=1

lijIv,j

+
n′∑
i=1

gh,i

S∗
h,i

n′∑
j=1

lijI
∗
v,j

 .
+

n′∑
i=1

gv,iS
∗
v,i

n∑
j=n′+1

mij d̃j

(
3 −

S∗
v,i

Sv,i
− Sv,i
S∗
v,i

I∗
v,i

Iv,i
− Iv,i
I∗
v,i

)
+

n′∑
i=1

gv,iS
∗
v,i

n′∑
j=1

mijIh,j

−
n′∑
i=1

gv,i
Iv,i
I∗
v,i

S∗
v,i

n′∑
j=1

mijI
∗
h,j

+
n′∑
i=1

gv,iS
∗
v,i

n′∑
j=1

mijI
∗
h,j

(
2 −

S∗
v,i

Sv,i
− Sv,i
S∗
v,i

I∗
v,i

Iv,i

Ih,j
I∗
h,j

)
(4.30)

où Av =
n′∑
i=1

gv,i(µv,i+δv,i)S∗
v,i

(
2 −

S∗
v,i

Sv,i
− Sv,i
S∗
v,i

)
et Ah =

n′∑
i=1

gh,iµh,iS
∗
h,i

(
2 −

S∗
h,i

Sh,i
− Sh,i
S∗
h,i

)
.

Maintenant, étant donné l’expression de gv,i, l’équation (4.30) peut être écrite comme :

V̇ = Ah + Av +
n′∑
i=1

gh,i

S∗
h,i

n∑
j=n′+1

lijdj

(3 −
S∗
h,i

Sh,i
− Sh,i
S∗
h,i

I∗
h,i

Ih,i
− Ih,i
I∗
h,i

)

+
n′∑
i=1

gh,iS
∗
h,i

n′∑
j=1

lijI
∗
v,j

(
2 −

S∗
h,i

Sh,i
− Sh,i
S∗
h,i

I∗
h,i

Ih,i

Iv,j
I∗
v,j

)
−

n′∑
i=1

gh,i
Ih,i
I∗
h,i

S∗
h,i

n′∑
j=1

lijI
∗
v,j


+

n′∑
i=1

gv,iS
∗
v,i

n∑
j=n′+1

mij d̃j

(
3 −

S∗
v,i

Sv,i
− Sv,i
S∗
v,i

I∗
v,i

Iv,i
− Iv,i
I∗
v,i

)
+

n′∑
i=1

gv,iS
∗
v,i

n′∑
j=1

mijIh,j

+
n′∑
i=1

gv,iS
∗
v,i

n′∑
j=1

mijI
∗
h,j

(
2 −

S∗
v,i

Sv,i
− Sv,i
S∗
v,i

I∗
v,i

Iv,i

Ih,j
I∗
h,j

)
. (4.31)
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Nous choisissons gh = (gh,1, gh,2, . . . , gh,n′)T comme solution du système Bgh = 0, où :

B =



−
n′∑
j=2

b1j b21 . . . bn′1

b12 −
n′∑

j=1,j ̸=2
b2j . . . bn′2

... ... . . . ...

b1n′ b2n′ . . . −
n′−1∑
j=1

bn′j



où, pour 1 ≤ r, k ≤ n′ et r ̸= k, nous avons :

brk = S∗
h,r

n′∑
i=1

lriI
∗
v,i

mikI
∗
h,k∑n′

j=1 mijI∗
h,j

.

Puisque C est irréductible, alors la matrice B est également irréductible, et donc le système
Bgh = 0 a une solution positive gh ≫ 0. En particulier, pour tout k ∈ {1, 2, . . . , n′}, gh,k
satisfait la relation

−gh,kS
∗
h,k

n′∑
i=1

lkiI
∗
v,i

∑n′
j=1,j ̸=kmijI

∗
h,j∑n′

j=1 mijI∗
h,j

+
n′∑

r=1,r ̸=k
gh,rS

∗
h,r

n′∑
i=1

lriI
∗
v,i

mikI
∗
h,k∑n′

j=1 mijI∗
h,j

= 0. (4.32)

En utilisant l’expression gv,i, l’équation (4.32) peut être écrite comme :

−gh,jS∗
h,j

n′∑
l=1

ljlI
∗
v,l +

n′∑
i=1

gv,iS
∗
v,imijI

∗
h,j = 0.

Par conséquent, l’équation (4.31) conduit à :

V̇ = Ah + Av +
n′∑
i=1

gh,i

S∗
h,i

n∑
j=n′+1

lijdj

(3 −
S∗
h,i

Sh,i
− Sh,i
S∗
h,i

I∗
h,i

Ih,i
− Ih,i
I∗
h,i

)

+
n′∑
i=1

gv,iS
∗
v,i

n∑
j=n′+1

mij d̃j

(
3 −

S∗
v,i

Sv,i
− Sv,i
S∗
v,i

I∗
v,i

Iv,i
− Iv,i
I∗
v,i

)

+
n′∑
i=1

gh,iS
∗
h,i

n′∑
j=1

lijI
∗
v,j

(
2 −

S∗
h,i

Sh,i
− Sh,i
S∗
h,i

I∗
h,i

Ih,i

Iv,j
I∗
v,j

)

+
n′∑
i=1

gv,iS
∗
v,i

n′∑
j=1

mijI
∗
h,j

(
2 −

S∗
v,i

Sv,i
− Sv,i
S∗
v,i

I∗
v,i

Iv,i

Ih,j
I∗
h,j

)
(4.33)

Les quatre premiers termes de (4.33) sont définis négatifs grâce à l’inégalité moyenne
arithmétique-moyenne géométrique. Désignons par N les deux dernières sommes de (4.33).
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En remplaçant gv,i par son expression et en commutant les indices l et i, on obtient :

N =
n′∑
i=1

gh,iS
∗
h,i

n′∑
j=1

lijI
∗
v,j

(
2 −

S∗
h,i

Sh,i
− Sh,i
S∗
h,i

I∗
h,i

Ih,i

Iv,j
I∗
v,j

)

+
n′∑
l=1

1∑n′
j=1 mljI∗

h,j

n′∑
i=1

gh,iS
∗
h,ililI

∗
v,l

n′∑
j=1

mljI
∗
h,j

(
2 −

S∗
v,l

Sv,l
− Sv,l
S∗
v,l

I∗
v,l

Iv,l

Ih,j
I∗
h,j

)

=
n′∑
i=1

gh,iS
∗
h,i

n′∑
j=1

lijI
∗
v,j

[(
2 −

S∗
h,i

Sh,i
− Sh,i
S∗
h,i

I∗
h,i

Ih,i

Iv,j
I∗
v,j

)

+ 1∑n′
r=1 mjrI∗

h,r

n′∑
k=1

mjkI
∗
h,k

(
2 −

S∗
v,j

Sv,j
− Sv,j
S∗
v,j

I∗
v,j

Iv,j

Ih,k
I∗
h,k

)
=

n′∑
i=1

gh,iS
∗
h,i

n′∑
j=1

lijI
∗
v,j

∑n′
k=1 mjkI

∗
h,k∑n′

r=1 mjrI∗
h,r

(
4 −

S∗
h,i

Sh,i
− Sh,i
S∗
h,i

I∗
h,i

Ih,i

Iv,j
I∗
v,j

−
S∗
v,j

Sv,j
− Sv,j
S∗
v,j

I∗
v,j

Iv,j

Ih,k
I∗
h,k

)
,

qui est définie-négative puisque le système avec n′ patchs est irréductible (voir [43] fin
de la preuve du Théorème 1.1). Ceci implique que V̇ est définie-négative et donc que
l’équilibre x∗ est GAS ; ceci termine la preuve.

Le Théorème 4.7 nous assure la dynamique globale du système auxiliaire (4.29) et donc en
utilisant le Théorème 4.1, une caractérisation globale complète de l’équilibre du Système
(4.28) est obtenue, indépendamment de la topologie de la matrice de connectivité.

4.3 Illustrations

Dans cette section, nous illustrons la méthode proposée dans 4.1 et 4.2.1 avec un cas
particulier et proposons quelques simulations numériques pour mettre en évidence les
résultats précédents.

4.3.1 Etude d’un cas avec 7 hôtes et 7 vecteurs

Nous considérons un modèle avec 7 hôtes et 7 vecteurs où la configuration du réseau
hôte-vecteur est représentée par la Figure 4.2. Pour ce cas, le modèle (4.5), sans tenir
compte des équations de R qui n’ont pas d’impact sur les équations restantes, peut être
écrit comme suit :



Ṡ = Λh − diag−1(N̄h)diag(S)A ◦B⋄Iv − diag(µ)S
Ė = diag−1(N̄h)diag(S)A ◦B⋄Iv − diag(µ+ ν)E
İ = diag(ν)E − diag(α)Ih
Ṡv = Λv − diag(Sv)(A ◦B)Tdiag−1(N̄h)Ih − diag(µv + δv)Sv

İv = diag(Sv)(A ◦B)Tdiag−1(N̄h)Ih − diag(µv + δv)Iv,

(4.34)
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où

B⋄ =



β⋄
1,1 0 0 0 0 0 0
β⋄

2,1 β⋄
2,2 0 0 0 0 0

β⋄
3,1 0 β⋄

3,3 β⋄
3,4 0 0 0

0 0 0 0 β⋄
4,5 0 0

0 0 0 0 β⋄
5,5 0 0

0 0 0 0 0 β⋄
6,6 0

0 0 0 0 0 0 β⋄
7,7


, B =



β1,1 0 0 0 0 β1,6 0
β2,1 β2,2 0 0 0 0 0
0 0 β3,3 β3,4 0 0 0
0 0 0 0 β4,5 0 0
0 0 0 0 β5,5 0 0
0 0 0 0 0 β6,6 0
0 0 0 0 0 β7,6 β7,7


.

En supposant que les éléments de la matrice de piqures A sont positifs, on pourrait
montrer que les matrices (A ◦B)TA ◦B⋄ et A ◦B⋄(A ◦B)T ne sont pas irréductibles : En
effet, on a :

(A ◦B)TA ◦B⋄ =
a2

1,1β1,1β
⋄
1,1 + a2

2,1β2,1β
⋄
2,1 a2,1β2,1a2,2β

⋄
2,2 0 0 0 0 0

a2,2β2,2a2,1β
⋄
2,1 a2

2,2β2,2β
⋄
2,2 0 0 0 0 0

a3,3β3,3a3,1β
⋄
3,1 0 a2

3,3β3,3β
⋄
3,3 a3,3β3,3a3,4β

⋄
3,4 0 0 0

a3,4β3,4a3,1β
⋄
3,1 0 a3,4β3,4a3,3β

⋄
3,3 a2

3,4β3,4β
⋄
3,4 0 0 0

0 0 0 0 a2
4,5β4,5β

⋄
4,5 + a2

5,5β5,5β
⋄
5,5 0 0

a1,6β1,6a1,1β
⋄
1,1 0 0 0 0 a2

6,6β6,6β
⋄
6,6 a7,6β7,6a7,7β

⋄
7,7

0 0 0 0 0 0 a2
7,7β7,7β

⋄
7,7



A ◦B⋄(A ◦B)T =
a2

1,1β1,1β
⋄
1,1 a1,1β

⋄
1,1a2,1β2,1 0 0 0 0 0

a2,1β
⋄
2,1a1,1β1,1 a2

2,1β2,1β
⋄
2,1 + a2

2,2β2,2β
⋄
2,2 0 0 0 0 0

a3,1β
⋄
3,1a1,1β1,1 a3,1β

⋄
3,1a2,1β2,1 a2

3,3β3,3β
⋄
3,3 + a2

3,4β3,4β
⋄
3,4 0 0 0 0

0 0 0 a2
4,5β4,5β

⋄
4,5 a4,5β

⋄
4,5a5,5β5,5 0 0

0 0 0 a5,5β
⋄
5,5a4,5β4,5 a2

5,5β5,5β
⋄
5,5 0 0

a6,6β
⋄
6,6a1,6β1,6 0 0 0 0 a2

6,6β6,6β
⋄
6,6 a6,6β

⋄
6,6a7,6β7,6

0 0 0 0 0 0 a2
7,7β7,7β

⋄
7,7



Ces deux matrices ne sont pas irréductibles car leurs graphes respectifs ne sont pas for-

tement connectés. On peut aussi voir que, avec P =



1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0


, on a

P T A ◦B⋄(A ◦B)T P est de la forme
(
M N
0 L

)
.

Cependant, comme indiqué précédemment, nous pouvons structurer le réseau en compo-
santes irréductibles comme dans la figure 4.2. De plus, nous pouvons remarquer à partir
de la figure 4.2 (ou le diagramme condensé 4.3), que C1 et C5 sont des sources du graphe
condensé. C’est-à-dire que ce sont des nœuds sans arêtes entrantes. Ainsi, la dynamique
de ces composants est indépendante de variables autres que les leurs propres. Nous effec-
tuons l’étude sur ces deux sources C1 et C5 :
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• Sur C1, la dynamique est donnée par, pour i = 1, 2 et j = 1, 2,

Ṡi = Λi −
2∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jSi

Iv,j
Ni

− µiSi

Ėi =
2∑
j=1

ai,jβ
⋄
i,jSi

Iv,j
Ni

− (µi + νi)Ei

İi = νiEi − αiIi

Ṡv,j = Λv,j −
2∑
i=1

ai,jβi,jSv,j
Ii
Ni

− (µv,j + δv,j)Sv,j

İv,j =
2∑
i=1

ai,jβi,jSv,j
Ii
Ni

− (µv,j + δv,j)Iv,j

(C1)

Dans la suite, on va utiliser le résultat général (4.7) du calcul de R0 pour le système (4.5).
Le taux de reproduction de base du modèle C1 est R2

0,C1 = ρ(NC1) où

NC1 :=


Nv,1

µv,1+δv,1

(
a2

11β1,1β⋄
1,1ν1

(ν1+µ1)α1N1
+ a2

21β2,1β⋄
2,1ν2

(ν2+µ2)α2N2

)
Nv,1

µv,2+δv,2

(
a11a1,2β1,1β⋄

1,2ν1
(ν1+µ1)α1N1

+ a21a2,2β2,1β⋄
2,2ν2

(ν2+µ2)α2N2

)

Nv,2
µv,1+δv,1

(
a1,1a1,2β1,2β⋄

1,1ν1
(ν1+µ1)α1N1

+ a21a2,2β2,2β⋄
2,1ν2

(ν2+µ2)α2N2

)
Nv,2

µv,2+δv,2

(
a2

12β1,2β⋄
1,2ν1

(ν1+µ1)α1N1
+ a2

22β2,2β⋄
2,2ν2

(ν2+µ2)α2N2

)


• Sur C5, la dynamique est donnée par :

Ṡ7 = Λ7 − a1,7β
⋄
1,7S7

Iv,7
N7

− µ7S7

Ė7 = a7,7β
⋄
7,7S7

Iv,7
N7

− (µ7 + ν7)Eh
İ7 = ν7E7 − α7I7

Ṡv,7 = Λv,7 − a7,7β7,7Sv,7
I7

N7
− (µv,7 + δv,7)Sv,7

İv,7 = a7,7β7,7Sv,7
I7

N7
− (µv,7 + δv,7)Iv,7

(C5)

Le nombre de reproduction de base pour la composante irréductible C5 est :

R2
0,C5 =

a2
7,7β7,7β

⋄
7,7ν7Nv,7

(δv,7 + µv,7)(µ7 + ν7)α7N7
.

Remarque 4.2 :
Si R2

0,C1 > 1 et R2
0,C5 > 1, alors nous pouvons prévoir que l’équilibre endémique dans

l’ensemble du réseau est fortement endémique grâce au Theoreme 4.4.

Supposons que R2
0,C1 < 1 et R2

0,C5 > 1. Par conséquent, les trajectoires du modèle (C1)
convergent vers le DFEC1 , que nous dénotons par x0

1 = (S0
1 , S

0
2 , 0, 0, 0, 0, Sv,1, Sv,2, 0, 0).

De même, il existe un équilibre endémique unique de GAS x̄5 = (S̄7, Ē7, Ī7, S̄v,7, S̄v,7) pour
le modèle (C5).
Ainsi, en appliquant la méthode de réduction du paragraphe 4.1, la dynamique du
Système 4.34 est équivalente au modèle représenté par le réseau illustré dans la figure
4.4. Étant donné la dynamique sur C1 et C5, la dynamique sur la composante irréductible
restante est la suivante :
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• Sur C4, la dynamique est donnée par :



Ṡ6 = Λ6 − a6,6β
⋄
6,6S6

Iv,6
N6

− µ6S6

Ė6 = a6,6β
⋄
6,6S6

Iv,6
N6

− (µ6 + ν6)E6

İ6 = ν6E6 − α6I6

Ṡv,6 = Λv,6 − a6,6β6,6Sv,6
I6

N6
− a7,6β7,6Sv,6

Ī7

N6
− (µv,6 + δv,6)Sv,6

İv,6 = a6,6β6,6Sv,6
I6

N6
+ a7,6β7,6Sv,6

Ī7

N6
− (µv,6 + δv,6)Iv,6,

(C4)

puisque I0
v,1 = 0 (le vecteur infecté à l’équilibre de C1). En utilisant la Remarque 4.1, le

nombre de reproduction de base sur C4 est :

R2
0,C4 =

a2
6,6β6,6β

⋄
6,6ν6Nv,6

α6(µ6 + ν6)(δv,6 + µv,6)N6
.

Cependant, il est intéressant de noter que, quelles que soient les valeurs de R2
0,C4 , la maladie

sera endémique dans cette composante. Cela est dû au fait que le système se comporte
comme s’il y avait un afflux continu d’infectés (Ī7 ≫ 0) dans le système (voir [14]). De
plus, le Système (C4) a la même forme que le Système (4.9) donné dans le Théorème 4.4,
où d7 = 0 et d̃7 = Ī7. Ainsi, selon le Théorème 4.4, l’unique équilibre endémique du
Modèle (C4), x̄4 = (S̄6, Ē6, Ī6, S̄v,6, S̄v,6), est GAS. De plus, le composant C4 est découplé
du reste du système (Voir 4.4). Il reste donc à étudier le système donné par le schéma
suivant (4.5) :

C2 H3

V3 V4

β3,3

β�
3,3

β3,4

β�
3,4

C3 H4 H5

V5

β4,5

β�
4,5

β5,5

β�
5,5

β3,5

Figure 4.5 – Partie connectée de 4.4.

Maintenant, nous appliquons la méthode de réduction au système dont la configuration
réseau est donnée par la figure 4.5. En effet, dans la figure 4.5, C2 est l’élément minimal
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et la dynamique sur celui-ci est donnée par :

Ṡ3 = Λ3 −
4∑
j=3

a3,jβ
⋄
3,jS3

Iv,j
N3

− µ3S3

Ė3 =
4∑
j=3

a3,jβ
⋄
3,jS3

Iv,j
N3

− (µ3 + ν3)E3

İ3 = ν3E3 − α3I3

Ṡv,j = Λv,j − a3,jβ3,jSv,j
I3

N3
− (µv,j + δv,j)Sv,j

İv,j = a3,jβ3,jSv,j
I3

N3
− (µv,j + δv,j)Iv,j,

(C2)

pour j = 3, 4, puisque I0
v,1 = 0 (le vecteur infecté à l’équilibre de C1). Le nombre de

reproduction de base du modèle (C2) est :

R2
0,C2 = ν3

α3(µ3 + ν3)N3

[
a2

3,3β3,3β
⋄
3,3Nv,3

δv,3 + µv,3
+
a2

3,4β3,4β
⋄
3,4Nv,4

δv,4 + µv,4

]
.

La dynamique du système (C2) est complètement déterminée par R2
0,C2 , par le Théo-

rème 4.4. Pour notre illustration, nous choisissons des paramètres tels que R2
0,C2 > 1.

C’est-à-dire qu’il existe un unique équilibre endémique interieur

x̄2 = (S̄3, Ē3, Ī3, S̄v,3, S̄v,4, Īv,3, Īv,4)

et il est GAS. Par conséquent, en appliquant notre méthode de réduction sur la figure
4.5, la seule composante irréductible restante sur le réseau est C3, qui est traitée dans le
point suivant :
• Sur C3, la dynamique de la maladie est capturée par le système :

Ṡi = Λi − ai,5β
⋄
i,5Si

Iv,5
Ni

− µiSi

Ėi = ai,5β
⋄
i,5Si

Iv,5
Ni

− (µi + νi)Eh
İi = νiEi − αiIi

Ṡv,5 = Λv,5 −
5∑
i=4

ai,5βi,5Sv,5
Ii
Ni

− a3,5β3,5Sv,5
Ī3

N3
− (µv,5 + δv,5)Sv,5

İv,5 =
5∑
i=4

ai,5βi,5Sv,5
Ii
Ni

+ a3,5β3,5Sv,5
Ī3

N3
− (µv,5 + δv,5)Iv,5,

(C3)

pour i = 4, 5. Le nombre de reproduction de base correspondant est :

R2
0,C3 = Nv,5

δv,5 + µv,5

[
a2

4,5β4,5β
⋄
4,5ν4

α4(µ4 + ν4)N4
+

a2
5,5β5,5β

⋄
5,5ν5

α5(µ5 + ν5)N5

]
.

Comme indiqué précédemment, un équilibre fortement endémique est GAS, quelle que soit
la valeur de R2

0,C3 . Nous désignons cet équilibre par x̄3 = (S̄4, S̄5, Ē4, Ē5, Ī4, Ī5, S̄v,5, Īv,5).
Ceci termine l’étude asymptotique du système (4.34). L’équilibre global du système (4.34)
est

x∗ = (x0
1, x̄2, x̄3, x̄4, x̄5),

qui est un équilibre endémique mixte et est GAS.
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Pour résumer, la figure 4.6 fournit les différents scénarios qui conduiraient à différents
types d’équilibres.

C1

R2
0,C1

> 1

R2
0,C1
≤ 1

C2

R2
0,C2

> 1

R2
0,C2
≤ 1

C3

R2
0,C3

> 1

R2
0,C3
≤ 1

C4

R2
0,C4

> 1

R2
0,C4
≤ 1

C5

R2
0,C5

> 1

R2
0,C5
≤ 1

(x̄1, x̄2, x̄3, x̄4, x̄5)

(x0
1, x̄2, x̄3, x̄4, x̄5)

(x0
1,x

0
2, x̄3, x̄4, x̄5)

(x0
1,x

0
2,x

0
3, x̄4, x̄5)

(x0
1,x

0
2, x̄3, x̄4,x

0
5)

(x0
1,x

0
2,x

0
3, x̄4,x

0
5)

(x0
1,x

0
2,x

0
3,x

0
4,x

0
5)

(x̄1, x̄2, x̄3, x̄4,x
0
5)

(x̄1, x̄2, x̄3,x
0
4,x

0
5)

Figure 4.6 – Effets des nombres de reproduction de base locaux sur la nature des équi-
libres du système global.

Remarque 4.3 :
Après la première itération de la méthode, le nombre de reproduction locale sur chaque
composante irréductible, R2

0,Cq , ne détermine pas toujours l’issue de l’infection dans cette
composante particulier. En effet, c’était le cas avec R2

0,C3 et R2
0,C4 , où ils peuvent être

inférieurs à un alors que la maladie est toujours endémique dans leurs composants irré-
ductibles respectifs.

Le trajet vert dans 4.6 présente le cas où R2
0,C1 > 1 et R2

0,C5 > 1. Dans ce cas, les autres
nombres de reproduction de base des autres populations locales ne sont pas pertinents et
la maladie persistera dans toutes les populations. L’identification de ce type de scénarios
permet d’allouer les ressources limitées là où elles sont le plus importantes. Par exemple,
dans ce cas particulier, cibler les populations de C2, C3 ou C5 aurait été un effort infructueux
pour diminuer ou éliminer l’infection. De même, si R2

0,C1 > 1 et R2
0,C5 < 1, les nombres de

reproduction de base des autres populations locales dans C2 et C5 ne sont pas pertinents
et la maladie persistera dans ces composantes. Seule R2

0,C4 a de l’importance en termes de
résultat global – chemins en rouge si R2

0,C4 ≤ 1 et chemins en bleu si R2
0,C4 > 1.

4.3.2 Simulations numériques
Comme le souligne la section 4.3.1, si la connectivité du réseau est réductible, même un
système de dimension relativement faible peut donner lieu à un comportement dynamique
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global riche. Selon les nombres de reproduction de base de certains composants fortement
connectés, l’équilibre globalement asymptotiquement stable du système peut être un équi-
libre sans maladie, un équilibre de frontière ou un équilibre intérieur, comme vu dans 4.6.
Dans ce qui suit, nous effectuons quelques simulations numériques pour illustrer l’existence
d’un équilibre à la frontière globalement asymptotiquement stable, lorsque la connectivité
du réseau des sous-populations est réductible. À cette fin, nous considérons le cas étudié
dans 4.3.1, avec sept sous-populations d’hôtes et sept sous-populations de vecteurs. Sauf
indication contraire, les paramètres de base du modèle sont choisis comme suit :

B⋄ =



0.01 0 0 0 0 0 0
0.03 0.01 0 0 0 0 0
0.01 0 0.01 0.01 0 0 0

0 0 0 0 0.01 0 0
0 0 0 0 0.01 0 0
0 0 0 0 0 0.01 0
0 0 0 0 0 0 0.05


,

B =



0.02 0 0 0 0 0.4 0
0.01 0.01 0 0 0 0 0

0 0 0.01 0.01 0 0 0
0 0 0 0 0.01 0 0
0 0 0 0 0.01 0 0
0 0 0 0 0 0.01 0
0 0 0 0 0 0.01 0.05



Λh =



2
3
1
1
1
3
1


, µ = 1

1500



1
1
1
1
1
1
1


, ν = 1

15



1
1
5
5
5
5
5


, α =



31/1500
31/1500
7/6000
1/600
1/375
2/1875
11/1500


,Λv =



500
1000
3000
1000
1000
200
1000


,

µv = 1
15



1
1
1
1
1
1
1


, δv = 10−4



10
10
1
7
3
4
5


et aij = 1, pour tout i, j ∈ {1, 2, . . . , 7}.

Avec ces valeurs, et les expressions des nombres de reproduction de base obtenues dans
le paragraphe 4.3.1, nous obtenons les inégalités suivantes : R0,C1 < 1, R0,C5 > 1, R0,C2 >
1, R0,C3 > 1 et R0,C4 < 1. Les figures 4.7 et 4.8 montrent les trajectoires des solutions
représentant les sous-populations d’hôtes et de vecteurs infectés, respectivement. Comme
prévu par l’analyse effectuée ci-dessus, les solutions convergent vers un équilibre endé-
mique de frontière. On peut remarquer que la maladie est endémique dans la composante
C4 (I6(t) → Ī6 > 0 et Iv6(t) → Īv6 > 0) malgré le fait que R0,C4 < 1. Dans ce cas,
l’équilibre mixte obtenu coïncide avec le type d’équilibre obtenu dans le cas d’étude. En
effet, avec ces conditions sur les nombres de reproduction de base, la méthode mène au
deuxième équilibre du haut sur la figure 4.6 : x∗ = (x0

1, x̄2, x̄3, x̄4, x̄5).
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Figure 4.7 – Simulation de la dynamique des populations d’hôtes infectieux.

Figure 4.8 – Simulation de la dynamique des populations de vecteurs infectieux.

4.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté une procédure qui permet une analyse complète
d’une classe de grands systèmes dynamiques qui modélisent une maladie impliquant les in-
teractions de plusieurs populations. En effet, typiquement, la dynamique d’un modèle épi-
démique qui incorpore des populations multiples dépend de la satisfaction d’une condition
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de seuil. C’est-à-dire qu’un équilibre trivial, ou l’équilibre sans maladie est globalement
asymptotiquement stable (GAS) quand le nombre de reproduction de base est inférieure à
l’unité ainsi que l’existence d’un équilibre intérieur unique qui est GAS lorsque le nombre
de reproduction de base est supérieur à l’unité. Cependant, tous ces résultats, notamment
celui de la stabilité de l’équilibre endémique, nécessitaient une irréductibilité de la matrice
qui relie les populations. Ici, nous avons proposé une méthode qui permet de caractériser
la dynamique globale de ce type de modèle quelle que soit la nature de la configuration du
réseau. En particulier, nous montrons que la dynamique de ces sous-populations faible-
ment connectées est liée à la dynamique des systèmes auxiliaires et à la dynamique lorsque
le réseau est irréductible. Comme modèle, nous avons considéré la dynamique de deux mo-
dèles mathématiques qui décrivent l’interaction entre plusieurs sous-populations, pour la
stabilité globale des équilibres sont connus si les matrices de connectivité sont irréduc-
tibles. Pour ces deux classes de modèles, nous analysons le comportement asymptotique
des systèmes auxiliaires correspondants, ce qui permet de caractériser complètement la
dynamique globale de ces modèles. La méthode consiste à décomposer le réseau en une
collection de sous-réseaux irréductibles et à étudier la dynamique d’un système dynamique
auxiliaire qui rend compte de la dynamique de chaque sous-réseau irréductible ainsi que
des effets des autres sous-réseaux connectés à ce dernier.
Plus important encore, nous avons présenté la procédure ainsi que les liens naturels entre
les nombres de reproduction de base “locaux” et la dynamique du sous-réseau avec lequel
ils peuvent être connectés mais pas fortement connectés. La méthode permet également
de déterminer si un sous-réseau constitue une source - où l’infection non seulement per-
siste, mais déclenche également l’infection dans d’autres sous-réseaux - ou un puits - où
l’infection est maintenue uniquement en raison de sa connectivité avec d’autres sources.
La méthode se compose de deux étapes principales. La première étape étudie la dyna-
mique du modèle sur une composante irréductible du réseau. Ce système auxiliaire est
le système réduit sur un sous-réseau irréductible. La deuxième étape consiste à utiliser
un résultat de Vidyasagar sur les systèmes dynamiques triangulaires pour réduire l’étude
du système global à l’étude des sous-systèmes auxiliaires. Par incrémentation successive,
nous complétons l’analyse du système. Par notre méthode, il est possible de montrer qu’un
équilibre intérieur peut être GAS même si la matrice de connectivité est réductible. De
plus, il est également possible de montrer qu’un équilibre limite est également GAS. Nous
avons appliqué la méthode à deux modèles épidémiques complexes avec de multiples sous-
populations. Pour ces modèles, nous avons caractérisé la dynamique complète des systèmes
auxiliaires correspondants et déduit la dynamique globale des systèmes initiaux, quelle
que soit la structure de la connectivité entre les sous-populations. Ces résultats caracté-
risent la dynamique globale de tous les types d’équilibres. Bien qu’un résultat similaire ait
été présenté dans [34] et appliqué à des modèles multi-groupes SEIR pour les maladies
directement transmissibles, notre méthode est plus simple à mettre en œuvre.
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Outils mathématiques

Cette annexe est consacré à la présentation des définitions et outils mathématiques utilisés
dans notre travail.

A.1 Notions de base sur les systèmes différentiels or-
dinaires

Définition A.1 (Systèmes autonomes, non autonomes) :
Soit X un sous ensemble de Rn et T un sous ensemble de R.
Un système différentiel de la forme suivante :

dx

dt
= f(x, t) x ∈ X, t ∈ T (A.1)

est dit un système autonome si la fonction f ne dépend que de la variable vectorielle x.
Sinon, il est non-autonome.
Un système autonome s’écrit comme suit :

dx

dt
= f(x) x ∈ X (A.2)

où f est une fonction définie sur un ouvert connexe X de Rn, à valeur dans Rn. On
suppose que f ∈ C1(X).

Définition A.2 :
On appelle problème de Cauchy, la solution d’un système différentielle (A.1) où la fonction
f est définie sur le domaine X×T , et d’un point de départ (t0, x0) ∈ R×Rn dite condition
initiale du problème (A.1). On le note

dx

dt
= f(x, t) x ∈ X, t ∈ T,

x(t0) = x0.
(A.3)

Le théorème de Cauchy-Lipschitz nous donne les conditions qui assurent l’existence et
l’unicité de la solution du système (A.3).
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Dans tout ce qui suit, nous ne nous intéressons qu’aux systèmes de type autonome où la
fonction f dépend implicitement de t, où x sera la variable d’état et t représente le temps.

Définition A.3 (Flot) :
On appelle flot du système des équations différentielles (A.2) avec condition initiale x(t0) =
x0 l’application

Φt : (T,X) → Rn

(t, x0) → Φt = Φ(x, t)

Un semi-flot sur X est une fonction continue Φ : X × R+ → X qui satisfait :
(i) Φ0 = IdX (où IdX représente l’identité de X).
(ii) Φt ◦ Φs = Φt+s pour t, s ≥ 0.

Où Φt(x) ≡ Φ(x, t) pour x ∈ X et t ∈ R+.

On note la solution du système différentielle (A.2) par Φt(x).

Définition A.4 (Trajectoire, semi-orbite, orbite) :

Trajectoire On appelle trajectoire d’un point x de X l’application Φx : t → Φt(x).
Semi-orbite γ+ = {Φt(x) : t ∈ R+} (resp. γ− = {Φt(x) : t ∈ R−}) est la semi-orbite

positive de x (resp. est la semi-orbite négative de x).
Orbite γ(x) = {Φt(x) : t ∈ R} est l’orbite de x.

Corollaire A.1 (Propriétés du système différentiel autonome) :

— Les trajectoires d’un système différentiel autonome ne peuvent pas se croiser.
— Un système autonome est invariant par translation, c’es-à-dire, si x est solution du

système (A.2) sur un intervalle X ⊂ Rn et une condition initiale (t0, x0) ∈ T × X
alors pour tout τ ∈ R, la fonction t −→ x(t+ τ) est aussi solution.

Définition A.5 (Ensemble simplement connexe dans le plan) :
Un ensemble M est dit simplement connexe si toute courbe fermée dans M n’entoure que
des points de M .

Définition A.6 (Ensemble invariant) :

• Un sous-ensemble Γ de X est dit positivement invariant si ΦtΓ ⊂ Γ pour tout
t ≥ 0.

• Un sous-ensemble Γ de X est dit négativement invariant si ΦtΓ ⊂ Γ pour tout
t ≤ 0.

• Un ensemble Γ de X est dit invariant si ΦtΓ = Γ pour tout t ∈ R.
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Définition A.7 (Ensemble invariant maximal) :
L’ensemble Γmax ⊆ X est dit un ensemble invariant maximal s’il est le plus petit ensemble
invariant positif qui contient tous les ensembles positifs contenus dans X.

Définition A.8 (Ensemble invariant isolé) :
Un sous-ensemble non vide Γ de X, invariant pour Φt, est appelé ensemble invariant isolé
[11] s’il s’agit de l’ensemble invariant maximal dans un voisinage de lui-même.

Un résultat plus simple est donnée dans la proposition suivante afin de montrer que
l’orthant positif est positivement invariant.

Proposition A.1 :
Considérons le système d’équations différentielles en Rn donné par (A.1),
x(t) = (x1(t), · · · , xn(t)), f(t, x) = (f1(t, x), · · · , fn(t, x)), où f(t, x) est défini pour tout
t ≥ 0, x ∈ Rn.

Supposons que f a la propriété telle que la solution du problème (A.1) avec la valeur
initiale x(t0) = x0 est unique pour x0 ∈ [0,∞), t0 ≥ 0. En outre, supposons que pour tout
j = 1, · · · , n, t ≥ 0, nous avons :

fj(t, x) ≥ 0 pour tout x ∈ [0,∞)n, xj = 0, t ≥ 0.

Alors x(t) ∈ [0,∞)n pour tout t ≥ t0 ≥ 0 et pour tout x(t0) ∈ [0,∞)n.

Définition A.9 (Point d’équilibre) :
On appelle point d’équilibre (point critique où point stationnaire) du système (A.2) tout
point x∗ ∈ X tel que :

∀x ∈ X, f(x∗) = 0.
Les points d’équilibre sont des trajectoires du système (A.2), ils correspondent aux solu-
tions constantes.

Définition A.10 (Notion de stabilité) :
Soit le système (A.2) avec x∗ ∈ X ⊂ Rn un point d’équilibre et ∥.∥ une norme de Rn

⋆ On dit que x∗ est un point d’équilibre stable si

∀ ϵ > 0 ,∃ δ > 0 tel que ∥x0 − x∗∥ < δ ⇒ ∥Φt(x0) − x∗∥ < ϵ ∀t ≥ t0.

⋆ On dit que le point d’équilibre x∗ du système (A.2) est instable s’il n’est pas stable.

Définition A.11 (Point d’équilibre asymptotiquement stable) :
On dit qu’un point d’équilibre x∗ du systèmes d’équations différentielles (A.2) est asymp-
totiquement stable si x∗ est stable et si,

∃ δ0 > 0 tel que ∥x0 − x∗∥ ≤ δ0 =⇒ lim
t7→+∞

||Φt(x0) − x∗|| = 0.
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Définition A.12 (Point d’équilibre globalement asymptotiquement stable) :
Le point d’équilibre est dit globalement asymptotiquement stable si la stabilité asympto-
tique définie dans la Définition A.11 est valable pour tout état initial dans Rn.

A.2 Quelques propriétés utiles des matrices
Définition A.13 :

1. Une matrice A dans Mn,m(R) est dite positive [resp. strictement positive] et on
note A ≥ 0 [resp. A > 0], si tous ses coefficients sont positifs ou nuls [resp. stricte-
ment positifs].

2. Une matrice A dans Mn,m(R) est dite négative [resp. strictement négative] et on
note A ≤ 0 [resp. A < 0], si tous ses coefficients sont négatifs ou nuls [resp.
strictement négatifs].

Définition A.14 :
Une matrice A dans Mn,n(R) est dite à diagonale strictement dominante si pour tout
i ∈ N :

|ai,i| >
∑
j ̸=i

|ai,j|.

Définition A.15 :
Soit A ∈ Mn(R) une matrice ayant ses valeurs propres λ1, · · · , λn ∈ C.

— Le rayon spectral de A noté par ρ(A) est défini par :

ρ(A) = max
1≤i≤n

|λi|

— L’abscisse spectrale de A notée par s(A) est définie par :

s(A) = max
1≤i≤n

Re(λ)

Définition A.16 (Z-signe) :
Une matrice B = [bij] a le Z-signe si bij ≤ 0, ∀i ̸= j.

Définition A.17 (M-Matrice) :
On dit qu’une matriceA = (aij)i,j=1,...,n ∈ Mn(R) est une M-Matrice si tous ses coefficients
extra-diagonaux sont négatifs, c’est-à-dire aij ≤ 0 pour tout i , j avec i ̸= j
et s’il existe un k ≥ 0 et une matrice B tels que B = bij avec bij ∈ Mn(R) ∀ i, j = 1, · · · , n
tel que

A = kI −B et k ≥ ρ(B),

avec I est la matrice identité.
Si k > 0 alors A est dite une M-Matrice non singulière.
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Définition A.18 (Décomposition régulière d’une M-Matrice) :
Soit A une M-matrice dans Mn(R), on appelle décomposition régulière de A toute dé-
composition de la forme

A = F − V

Avec F et V sont deux matrices tel que F ≥ 0 i.e (Fij)i,j=1,··· ,n ≥ 0, et V est une M-matrice
asymptotiquement stable.

Remarque A.1 :
V est une M-matrice asymptotiquement stable si seulement si V est inversible.

Théorème A.1 :
Soit A = (aij)i,j=1,...,n ∈ Mn(R) ayant tous ces éléments extra diagonaux négatifs i.e
aij ≤ 0 pour tout i ̸= j. Si la somme de chaque colonne de A est strictement positif, alors
A est une M-Matrice non-singulière.

Lemme A.1 :
Si F est positive et V est une M-matrice inversible, alors ρ(FV −1) < 1 si et seulement si
toutes les valeurs propres de A = (F − V ) ont des parties réelles négatives.

Théorème A.2 (Théorème de Hadamard) :
Soit M ∈ Mn(R), si M est a diagonale strictement dominante alors M est inversible.

A.3 Critères de stabilité
On considère le système d’équations différentielles donné par l’équation (A.2), selon la
fonction f on distingue deux cas comme suit :

A.3.1 Cas linéaire
Dans ce cas le système différentielle (A.2) s’écrit

ẋ = Ax, (A.4)

où A est une matrice d’ordre n, (A ∈ Mn(R)).

Théorème A.3 :

⋆ L’état d’équilibre x∗ = 0 du (A.4) est asymptotiquement stable si et seulement si
toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement négative.
L’équilibre est aussi dit exponentiellement stable (c-à-d il existe C, γ > 0 tel que
||etA|| ≤ Ce−γt,∀t > 0).

⋆ L’état d’équilibre x∗ est stable si et seulement si toutes les valeurs propres de la
matrice A sont de partie réelle négative ou nulle et que celles de partie réelle nulle
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sont semi-simples.
Le semi-flot est uniformément borné : s’il existe C > 0 tel que ||etA|| ≤ C, ∀ t > 0.

Remarque A.2 :
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

• Une valeur propre λ est semi-simple (ou non-défective).
• La multiplicité de λ dans le polynôme minimal est 1
• Les multiplicités algébriques et géométriques de λ coïncident.

A.3.2 Cas non-linéaire
Définition A.19 :

On note par le système linéarisé du système (A.2) en x∗, le système qui s’écrit comme
suit :

ẋ = J(x∗)(x− x∗) + f(x∗) (A.5)

où J = (Df)(x∗) est la dérivée de f en x∗ est appelé la matrice Jacobienne.

Avant d’énoncer le théorème qui nous donne la relation entre la stabilité des systèmes
(A.5) et (A.2).

On fait appel aux résultats suivants :

Définition A.20 :
Soient x et y deux champs de vecteurs sur une variété M . On dit qu’ils

sont topologiquement équivalents s’il existe un homeomorphisme h : M → M qui envoie
les trajectoires de x sur celles de y et qui respecte la direction du temps. Si, en outre, h
est un Ck-diffeomorphisme, x et y sont k-equivalents.

Théorème A.4 (Hartman-Grobman, voir [27]) :
Soit x∗ est un point d’équilibre hyperbolique d’un champ de vecteurs régulier x, il existe
un voisinage U de x∗ tel que les champs de vecteurs x et de J(x∗) soient topologiquement
équivalent sur U .

Théorème A.5 :

— La matrice Jacobienne J est une matrice Hurwitz (c-à-d toutes les valeurs propres
sont de parties réelles négatives) alors l’équilibre x∗ est localement asymptotique-
ment stable.

— Supposons que J(x∗) a au moins une valeur propre de partie réelle strictement
positive, alors x∗ est instable.

Finalement, c’est claire que la condition de stabilité d’un point d’équilibre nécessite une
vérification que toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne sont de partie réelle
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négative, chose qui n’est pas toujours facile et évidente car le calcul des valeurs propres
de la Jacobienne n’est pas toujours facile. Cependant, il existe des critères permettant de
conclure à la stabilité locale ou l’instabilité d’un point d’équilibre sans calculer les valeurs
propres de la matrice Jacobienne associée au système.

On commence par le critère de Routh-Hurwitz suivant :

A.3.3 Critère de Routh-Hurwitz [28]
Le critère de Routh-Hurwitz est un critère algébrique permettant d’évaluer la stabilité
d’un système et de déterminer une condition nécessaire et suffisante pour qu’un poly-
nôme admette toutes ses racines dans le demi-plan gauche ouvert.

Soit le polynôme P , défini par l’expression ci-dessous,

P (λ) = αnλ
n + αn−1λn−1 + · · · + α1λ+ +α0 (A.6)

Soit H une matrice dite de Hurwitz, H est une matrice carrée d’ordre n définie comme
suit :

H =



αn−1 αn−3 αn−5 αn−7 · · ·
αn αn−2 αn−4 αn−6 · · ·
0 αn−1 αn−3 αn−5 · · ·
0 αn αn−2 αn−4 · · ·
0 0 αn−1 αn−3 · · ·
... ... ... ... ...


Notons par Hk le mineur d’ordre k de la matrice H.

H1 = αn−1

H2 =
∣∣∣∣∣αn−1 αn−3
αn αn−2

∣∣∣∣∣
H3 =

∣∣∣∣∣∣∣
αn−1 αn−3 αn−5
αn αn−2 αn−4
0 αn−1 αn−3

∣∣∣∣∣∣∣
Théorème A.6 :

Toutes les racines de P ont une partie réelle négative ⇐⇒ Hk > 0, ∀ k ∈ [1, n].

Dans notre étude les racines de P sont les valeurs propres de l’équation caractéristique
det(J − λI) = 0, ce qui implique le résultat suivant :
Le point d’équilibre est asymptotiquement stable ⇐⇒ Hk > 0, ∀ k ∈ [1, n].

• Pour n = 1, nous avons clairement H1 = α0 > 0 implique que la racine de P (λ)
est −α0

α1
< 0.

• Pour n = 2, les conditions de Hurwitz, sont H1 > 0 et H2 > 0 :

H1 = |α0| et H2 =
∣∣∣∣∣ α1 0
α2 α0

∣∣∣∣∣ = α0α1
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Les critères de Routh-Hurwitz H1 > 0 et H2 > 0 se réduisent à

α0 > 0 et α0α1 > 0.

Ces conditions sont équivalentes à Tr(A) < 0 et det(A) > 0 où A est une matrice
de dimension 2 dont P est son polynôme caractéristique.

A.3.4 Règle de Descartes [2, 61]
Soit P un polynôme d’ordre n défini par :

P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · · + anxn, an ̸= 0.

Proposition A.2 :
Si tous les coefficients de P sont positifs, alors P n’a pas de racines positives.

Corollaire A.2 :
Si tous les coefficients de P sont non nuls et de signes alternés alors P n’admet pas de
racine négative.

Proposition A.3 :
S’il y a un seul changement de signe dans les coefficients de P , alors il y’a exactement une
racine positive.

Théorème A.7 (Règle de Descartes des signes ) :
Le nombre de racines positives d’un polynôme P avec des coefficients réels ne dépasse pas
le nombre de changements de signe de ses coefficients ordonnés ( ordonnés par la valeur
de leur indice). Un coefficient nul n’est pas compté comme un changement de signe.

A.3.5 Théorème de Vidyasagar
On rappelle l’énoncé du théorème de Vidyasaga [88]

Théorème A.8 :
On considère un système de classe C1 comme suit :{

ẋ1 = f1(x1)
ẋ2 = f2(x1, x2)

(A.7)

Tel que l’origine de Rn est globalement asymptotiquement stable pour le système isolé
ẋ1 = f1(x1) sur Rn et tel que l’origine de Rm est globalement asymptotiquement stable
pour ẋ2 = f2(0, x2).

Alors l’origine est asymptotiquement stable pour le système (A.7).

Si toutes les trajectoires sont bornées alors l’origine est globalement asymptotiquement
stable sur Rn × Rm.
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A.3.6 La seconde matrice composée additive [67]
Une des méthodes qui permet de montrer et d’étudier la stabilité de l’équilibre x∗ autre
que le critère de Routh-Hrurwitz se base sur la matrice Jacobienne et les propriétés de la
seconde matrice composée additive de la matrice Jacobienne.

Soit une matrice A d’ordre n et soit k un entier tel que 1 ≤ k ≤ n.
La kème matrice composée additive A[k] de A est une matrice

(
n
k

)
×
(

n
k

)
. La kème matrice

composée additive est définie comme suit :

Définition A.21 (La kème composée additive d’une matrice) :
La kème composée additive d’une matrice est calculée comme suit :

A[k] = d

dt
(I + tA)(k)|t=0

= lim
h→0

(I + tA)(k) − I(k)

h

Il s’en suit que l’entrée bsr ( ou (r) et (s) sont des n-uplets d’indices, librement choisis
dans un certain ensemble) dans A[k] est donnée par :

bsr =


ar1
r1 + · · · + arkrk si (r) = (s)
(−1)i+jarisj si une seule entrée rien (r) ne se produit pas en

(s) et sj ne se produit pas
0 si (r) ̸= (s) dans une où plusieurs choix

(A.8)

Remarque A.3 : 1. Si k = 1, A[k] = A et dans le cas où k = n, A[k] = tr(A).
2. (A+B)[k] = B[k] + A[k].
3. L’application A 7→ A[k] est linéaire.

Exemple A.1 (Pour le cas où k = 2 et k = 3) :
La deuxième composée additive d’une matrice A[2] de taille n × n, A = (aij)1≤i,j≤n pour
n = 1, 2 et 3 est donnée comme suit :

n=2 a11 + a22 = tr(A),

n=3

a11 + a22 a23 −a13
a32 a11 + a33 a12

−a31 a21 a22 + a33

,

n=4



a11 + a22 a23 a24 −a13 −a14 0
a32 a11 + a33 a34 a12 0 −a14
a42 a43 a11 + a44 0 a12 a13

−a31 a21 0 a22 + a33 a34 −a24
−a41 0 a21 a43 a22 + a44 a23

0 −a41 a31 −a42 a32 a33 + a44


.
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Lemme A.2 :
Soit M une matrice d’ordre n avec des entrées réelles. Pour que M soit stable, il est
nécessaire et suffisant que

1. la seconde matrice composée additive M [2] soit stable,
2. (−1)n det(A) > 0.

Dans le cas d’une matrice d’ordre 3 nous avons le lemme suivant

Lemme A.3 :
Soit M une matrice réelle de taille 3×3. Si tr(M), det(M) et det(M [2]) sont tous négatives,
alors toutes les valeurs propres de la matrice M sont de parties réelles négatives [66,
Lemma 3].

A.4 Méthode de Lyapunov et Principe d’invariance
de LaSalle

Définition A.22 (Fonction définie positive) :
Soit X un sous-ensemble de Rn. Une fonction V ∈ X est dite :

✓ Localement définie positive si pour tout x ∈ D (D : un ensemble voisinage de x∗)
V (x) > 0 sauf pour x = x∗, V (x∗) = 0. Si X = Rn , c’est-à-dire la propriété
ci-dessus pour l’ensemble de l’espace de départ, la fonction V est dite globalement
définie positive.

✓ La fonction V est dite définie négative si −V est définie positive.

✓ La fonction V est dite semi-définie positive si V (x∗) = 0 et V (x) ≥ 0.

✓ La fonction V est dite semi-définie négative si V (x∗) = 0 et V (x) ≤ 0.

Définition A.23 (fonction candidate de Lyapunov) :
Soit la fonction V : X −→ Rn et x∗ = 0 est un point d’équilibre dans X, la fonction V :
Rn → R est une fonction candidate de Lyapounov si

⋆ V est est définie positive,
⋆ ces dérivées sont partielles continues,
⋆ V (0) = 0,
⋆ ∀x ∈ U \ {0} V (x) > 0, pour un certain voisinage U de l’origine.

La dérivée de Lie V̇ de la fonction V le long du champ de vecteurs f du système (A.2)
est définie par :

V̇ (x) = ⟨∇V (x), f(x)⟩.

où ⟨·, ·⟩ désigne le produit scalaire dans l’espace considéré et ∇ l’opérateur gradient.

Si de plus une fonction candidate de Lyapounov V vérifie : ∀x ∈ W \{0} V̇ (x) ≤ 0 pour
un certain voisinage U de l’origine, on dit que V est une fonction de Lyapounov.
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Définition A.24 ( Fonction radialement non-bornée) :
On dit qu’une fonction V définie positive est radialement non-bornée si

lim
||x||→+∞

V (x) = +∞.

Théorème A.9 (Théorème de stabilité de Lyapunov) :
Supposons qu’il existe une fonction V tel que :

1. V est définie positive.
2. V̇ est définie négative.
3. V est radialement non-bornée.

alors le point d’équilibre x∗ est globalement asymptotiquement stable pour le système
(A.2).

Le théorème de LaSalle (1960) nous permet de conclure la stabilité asymptotique globale
d’un système dans le cas plus général i.e V̇ ≤ 0.

Théorème A.10 (Principe d’invariance de LaSalle [59]) :
Soit V une fonction de X ⊂ Rn → R, supposons que X est un ensemble compact positi-
vement invariant pour le système (A.2) en x∗ tel que :

1. V est une fonction définie positive de classe C1.
2. V̇ est semi-définie négative sur X (c-à-d V̇ (x) ≤ 0 pour tout x ∈ X).
3. La seule solution de ẇ = f(w), V (w) = 0 est w(t) = 0 pour tout t ∈ T .

alors le point d’équilibre x∗ est globalement asymptotiquement stable pour le système
(A.2).

Remarque A.4 :
La dernière propriété est équivalent à prouver que le plus grand ensemble positivement
invariant est inclue dans E =

{
x ∈ X | V̇ (x) = 0

}
, et E est réduit au point d’équilibre

{x∗}.

A.4.1 Une fonction de contrôle de Lyapunov CLF
Une fonction de contrôle de Lyapunov (CLF) [83] est utilisée pour vérifier si un système
est asymptotiquement stabilisable, c’est-à-dire si, pour tout état x, il existe une commande
u(x, t) telle que le système peut être amené à l’état zéro asymptotiquement en appliquant
le contrôle u.
Plus formellement, supposons que l’on nous donne un système dynamique autonome avec
des entrées,

ẋ = f(x, u)

où x ∈ Rn est le vecteur d’état et u ∈ Rm est le vecteur de contrôle, et nous voulons
conduire les états à un équilibre sans maladie, soit x = 0, à partir de chaque état initial
dans un certain domaine D ⊂ Rn.
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Définition A.25 :
Une fonction de contrôle de Lyapunov (CLF) est une fonction V : D → R qui est conti-
nuellement différentiable, définie positive (c’est-à-dire que V (x) est positive sauf à x = 0
où elle est nulle), et telle que

∀x ̸= 0,∃u V̇ (x, u) = ∇V (x) · f(x, u) < 0.∀x ̸= 0,∃u V̇ (x, u) = ∇V (x) · f(x, u) < 0.

A.5 Théorie de Li-Muldowney (approche gémotrique
pour la stabilité globale)

Définition A.26 (mesure de Lozinskii) :
Notons par |.| une norme sur Rn. Associée à ∥.∥ la norme matricielle induite.
Soit x un vecteur de Rn et M une matrice de taille n× n telle que

∥M∥ = sup
|x|=1

|Mx|

Est également associée à la norme ∥.∥ une application µ : Mn×n → R est appelée la
mesure de Lozinskii [65] définie par

µ(M) = lim
h→0+

∥I + hM∥ − 1
h

(A.9)

où I désigne l’opérateur identité.

Nous exposons brièvement un cadre mathématique général pour prouver la stabilité glo-
bale de l’équilibre endémique :

Considérons le système des équations différentielles (A.2) dans Rn.
Où f est une fonction C1(D,Rn) avec D un ouvert de Rn, on note par x(t, x0) la solution
de (A.2) telle que x(0, x0) = x0 . On considère les hypothèses suivantes :

H1) D est simplement connexe.
H2) Il existe un ensemble compact K absorbant tel que K ⊂ D.
H3) L’équation (A.2) possède un unique équilibre x̄ dans D.

On définit une matrice B par :

B = PfP
−1 + P ∂f

∂x

[2]
P−1 (A.10)

où :
P est une fonction matricielle de classe C1 pour x ∈ D. Supposons que P−1 existe et soit
continue pour x ∈ K, l’ensemble compact absorbant.

les coefficients de la matrice Pf sont données par : (pij)f = ∂pij
∂x

T

f(x),
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et ∂f
∂x

[2]
est la seconde matrice composée additive associée à la matrice Jacobienne ∂f

∂x
.

On définit la quantité q̄ par :

q̄ = lim
t→∞

sup sup
x∈D

1
t

∫ t

0
µ(B(x(s, x0))) ds

Alors nous avons le résultat suivant

Théorème A.11 :
Sous les hypothèses(H1), (H2) et (H3), s’il existe un δ > 0 tel que q̄ ≤ δ < 0 sur l’ensemble
K, alors il n’existe pas une courbe fermée rectifiable simple dans D.

Théorème A.12 :
Supposons que D est simplement connexe. Si les trois conditions (H1), (H2) et (H3) sont
satisfaites et q̄ < 0 alors le point d’équilibre x̄ est globalement stable.

Remarque A.5 :
Exemple de courbe fermée rectifiable simple dans notre cas sont : les cycles, les
orbites homoclines et les cycles limites.

La persistance uniforme [38]
Avant d’énoncer le Théorème principale de la persistance uniforme [38, Theorème 4.3],
nous avons besoin de quelques notations et définitions.
Soit X un espace métrique avec la métrique d. Soit R l’ensemble des nombres réels avec
la structure topologique et algébrique habituelle, et soit R+ (l’ensembles de nombres réels
positifs). Nous considérons le flot continu Φ sur X voir la définition A.3.

Pour tout Γ ⊂ X, on définit :

γ(Γ) = Φ(Γ,R), γ+(Γ) = Φ(Γ,R+), γ−(Γ) = Φ(Γ,R−)

Remarque A.6 :
Pour le singleton {x}, les ensembles correspondants sont dénommés γ(x), γ+(x), γ−(x)
et sont, respectivement, appelés trajectoire, trajectoire positive et trajectoire négative de
x.

Définition A.27 :
Un ensemble Γ ⊂ X est dit invariant, positivement invariant ou négativement invariant

si et seulement si Γ = γ(Γ), Γ = γ+(Γ) ou Γ = γ−(Γ), respectivement.

Définition A.28 :
Pour tout ε, Γ ⊂ X et pour tout x ∈ X, nous définissons :
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S[Γ, ε] = {x : x ∈ X, d(x,M) ≤ ε}.

L’ensemble oméga limite de x ∈ X est défini comme suit

Λ+(x) =
{
y ∈ X il y a une suite {tn} ⊂ R+, avec lim

n→∞
tn = ∞ et lim

n→∞
Φ(x, tn) = y

}

Proposition A.4 :
Pour tout x ∈ X, Λ+(x) est un ensemble invariant fermé.

Notons la restriction de Φt à ∂Γ par ∂Φt.

Définition A.29 (Acyclique) :
∂Φt est dit acyclique s’il existe un recouvrement isolé S = ⋃k

i=1 Si tel qu’aucun sous-
ensemble des {Si} ne forme un cycle (voir [22, Définition 2.6])

Définition A.30 (Point dissipatif) :
Le flot est dit point dissipatif sur un ensemble non vide Γ ⊂ X s’il existe un ensemble
compact N ⊂ X tel que pour tout y ∈ Γ, il existe t(y) > 0 tel que pour tout t ≥ t(y),
Φ(y, t) ∈ Γ̊.

Soit Γ un sous-ensemble fermé de X, la frontière, la fermeture et l’intérieur de Γ sont
dénotés par ∂Γ, Γ et Γ̊, respectivement.

Définition A.31 (persistance uniforme) :
Φ est uniformément persistante si ∃ϵ > 0, ∀x ∈ Γ̊,

lim inf
t→+∞

(dΦ(x, t)), ∂Γ) > ϵ.

Maintenant, soit S l’ensemble invariant maximal de ∂Φt sur ∂Γ.
Supposons que S est un ensemble invariant fermé et qu’il existe un recouvrement {Sα}α∈A
de S, où A est un ensemble des indices non vide, Sα ⊂ ∂Γ, S ⊂ ⋃

α∈A Sα et Sα sont des
ensembles invariants fermés disjoints deux à deux. En outre, nous faisons l’hypothèse
suivante :

(H)
(i) Tous les Sα sont des ensembles invariants isolés du flot Φt.
(ii) {Sα}α∈A est acyclique.
(iii) Tout sous-ensemble compact de ∂Γ contient au plus des ensembles finis de {Sα}α∈A.

Théorème A.13 (Persistance uniforme (Théorème 4.3 [38])) :
Soit E un sous-ensemble fermé positivement invariant de X sur lequel un flot Φ continu
est bien défini.
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Supposons qu’il existe une constante α > 0 telle que le flot soit point dissipatif sur
S[∂Γ, α] ∩ Γ̊ et l’hypothèse (H) est vérifiée.

Alors le flot Φ est uniformément persistant si et seulement si

W+(Nα) ∩ S[∂Γ, α] ∩ Γ̊ = ∅.

Pour tout α ∈ A , où W+(Nα) {y ∈ X : Λ+(y) ⊂ Nα}.

A.6 Le nombre de reproduction de base R0

Etant donnée une maladie, une des questions fondamentales est de savoir si elle peut
se propager dans la population ou non, c’est-à-dire si elle peut causer des dégâts et se
transformer en une épidémie, ou bien elle finira par disparaître au bout d’un certain temps.
Ceci revient à calculer un paramètre clé en épidémiologie le R0.
Cette technique a été élaborée et introduite par Diekmann et Heesterbeek dans [32] et
puis reprise par Van den Driessche et Watmough dans [87] pour les systèmes en dimension
finie.
Mathématiquement le calcul de ce paramètre clé R0 revient à calculer le rayon spectral
d’une matrice dite "matrice de prochaine génération".
Une brève présentation de la méthode de prochaine génération pour des systèmes déter-
ministes en dimension finie est donnée dans la section suivante :

A.6.1 Méthode de Van den Driessche et Watmough pour calcu-
ler le R0 [87]

La détermination de la matrice de prochaine génération implique la répartition du sys-
tème à étudier en deux compartiments ; le compartiment des infectés (latents , infectieux,
semi-immune,...) et le compartiment des individus non infectés (susceptibles, guéris,...).

Soit une épidémie modélisée par un système d’équations différentielles ordinaires, on sup-
pose qu’il existe n compartiments dans lesquels les m premiers compartiments sont ceux
des infectés.
Suivant cette répartition on peut écrire notre système comme suit :


dxi
dt

= fi(x, y) ; xi(0) ⩾ 0 pour i = 1, . . . ,m ; x = (x1, . . . , xm)T ,

dyj
dt

= gj(x, y) ; yj(0) ⩾ 0 pour j = m+ 1, . . . , n ; x = (ym+1, . . . , yn)T .
(A)

Notons par Xs l’ensemble des états sans maladie, i.e.

Xs = {x ⩾ 0 : xi = 0 ; i = 1, · · · ,m}

tel que :
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Figure A.1 – Le bilan de ce qui rentre et de ce qui sort d’un compartiment d’infecté i

Fi(x) représente le taux d’apparition de nouveaux cas d’infections (de toute sorte ho-
rizontale 1 ou verticale 2) dans le compartiment i.

V+
i (x) représente le taux des individus infectés qui proviennent des autres comparti-

ments au compartiment i, par toute autre cause (déplacement, guérison, vieillisse-
ment, etc ...).

V−
i (x) représente le taux des individus infectés qui quittent le compartiment i, exemple

par mortalité, par changement de statut épidémiologique, par mouvement etc ....

Chaque fonction est supposée être au moins deux fois différentiable par rapport à la va-
riable x.

Le système (A) peut s’écrire sous la forme :

ẋi = Fi(x) − Vi(x) (A.1)

avec Vi(x) = V−
i (x) − V+

i (x).

Les fonctions Fi, V−
i et V+

i sont supposées vérifier les hypothèses (H1)-(H5). Comme
chaque fonction représente un transfert direct des individus, elles sont toutes positives.
Alors :

(H1) Si x ⩾ 0 alors Fi, V+
i et V−

i ⩾ 0 pour i = 1, . . . ,m.
Si un compartiment est vide, rien ne peut en sortir ni par mortalité, infection ou
autre moyen.

(H2) Si xi = 0 alors V−
i = 0. En particulier si x ∈ Xs alors V−

i = 0 pour i = 1, . . . ,m.
La condition suivante provient du simple fait que l’incidence de l’infection pour les
compartiments des non infectés est nulles.

(H3) Fi = 0 pour i > m.

1. transmission de la maladie d’un individu à un individu.
2. transmission de la maladie de la mère à son enfant.
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(H4) Si x ∈ Xs alors Fi(x) = V+
i (x) = 0 pour i = 1, · · · ,m.

(H5) Si F(x) = 0 alors toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne Df(x0)
ont des parties réelles positives en un point x0 ∈ Xs.

Sous les conditions précédentes, pour un x0 ∈ Xs, les matrices F et V sont définies par
le lemme suivant :

Lemme A.4 :
Si x0 est un équilibre sans maladie (un équilibre ou tous les compartiments des infectés
sont nuls noté DFE) du système (A.1) et fi(x) satisfait (H1)–(H5), alors les matrice
Jacobiennes DF(x0) et DV(x0) sont données par :

DF(x0) =
(
F 0
0 0

)
et

DV(x0) =
(
V 0
J3 J4

)
.

Où F et V sont deux matrices de taille m×m définies par :

F =
[
∂Fi

∂xj
(x0)

]
V =

[
∂Vi
∂xj

(x0)
]

avec 1 ≤ i, j ≤ m.

F est positive et V est une M-matrice non-singulière et toutes les valeurs propres de J4
sont de partie réelle positive.

Preuve :
Soit x0 un équilibre sans maladie i.e x0 ∈ Xs,

DF(x0) =



∂F1
∂x1

· · · ∂F1
∂xm

∂F1
∂xm+1

· · · ∂F1
∂xn... ... ... ...

∂Fm
∂x1

· · · ∂Fm
∂xm

∂Fm
∂xm+1

· · · ∂Fm
∂xn

∂Fm+1
∂x1

· · · ∂Fm+1
∂xm

∂Fm+1
∂xm+1

· · · ∂Fm+1
∂xn... ... ... ...

∂Fn
∂x1

· · · ∂Fn
∂xm

∂Fn
∂xm+1

· · · ∂Fn
∂xn


En utilisant les hypothèses (H3) et (H4) ∂Fi

∂xj
= 0 si i > m ou j > m.

DV(x0) =



∂V1
∂x1

· · · ∂V1
∂xm

∂V1
∂xm+1

· · · ∂V1
∂xn... ... ... ...

∂Vm
∂x1

· · · ∂Vm
∂xm

∂Vm
∂xm+1

· · · ∂Vm
∂xn

∂Vm+1
∂x1

· · · ∂Vm+1
∂xm

∂Vm+1
∂xm+1

· · · ∂Vm+1
∂xn... ... ... ...

∂Vn
∂x1

· · · ∂Vn
∂xm

∂Vn
∂xm+1

· · · ∂Vn
∂xn
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De même, en utilisant (H2),(H4) si x ∈ Xs alors Vi = 0 pour i ≤ m, par conséquent,
∂Vi
∂xj

= 0 pour i ≤ m et j > m. Cela montre la partition indiquée dans le lemme.

F est une matrice positive F ≥ 0, car F vérifie les hypothèses (H1),(H5).

Reste à montrer que V est une M-matrice non-singulière, V =
[
∂Vi
∂xj

(x0)
]
.

Soit ej un vecteur de la base euclidienne ; autrement dit ej est la jeme colonne de la matrice
identité de taille n× n. Ensuite, pour j = 1 · · · ,m,

∂Vi
∂xj

(x0) = lim
h→0+

Vi(x0 + h) − Vi(x0)
h

Pour i = 1, · · ·m, Vi(x0) = 0, car de (H2) V−
i (x0) = 0 , et de (H4), V+

i (x0) = 0 pour
i = 1 · · ·m.

Le DFE x0 ∈ Xs, alors ces m premiers éléments sont tous nuls, et si i ̸= j la ieme com-
posante de x0 + hej = 0, de (H2), nous avons si x = 0 ; V−

i = 0 et on sait que si x ≥ 0,
V+
i ≥ 0 alors Vi(x0 + hej) ≤ 0, tout cela implique ∂Vi

∂xj
(x0) ≤ 0 pour i ≤ m et i ̸= j. On

conclue que V a le Z-signe.

En utilisant l’hypothèse (H5), toutes les valeurs propres de V sont de parties réelles
positives, ces deux conditions impliquant que V est une M-matrice non singulière ; voir le
Théorème A.1.
La condition (H5) implique aussi que toutes les valeurs propres de J4 sont de parties
réelles positives.

La matrice FV −1 est appelée opérateur de la prochaine génération.

Un élément (i, k) de F est interprété comme le nombre d’individus infectés dans le com-
partiment i engendré par un individu infecté initialement introduit dans le compartiment
k.

Un élément (i, k) de V −1 est interprété comme le temps passé dans le compartiment i
d’un individu infecté initialement introduit dans le compartiment k.

Un élément (i, k) de FV −1 est interprété comme le nombre de nouvelles infections at-
tendues dans le compartiment i produit par un individu infecté présenté originellement
dans le compartiment k.

Alors R0 est défini comme le rayon spectral de l’opérateur de la prochaine génération
FV −1 i.e.

R0 = ρ(FV −1).

Théorème A.14 :
Considérons le modèle de transmission d’une maladie donnée par (A) où f satisfait les
conditions(H1)-(H5).
Si x0 est un équilibre sans maladie (DFE) du modèle, alors :
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— Si R0 < 1, le DFE x0 est localement asymptotiquement stable (LAS).
— Si R0 > 1, alors le DFE x0 est instable.

Preuve :
Soit J∗ la matrice Jacobienne du système du (A.1) calculée au point d’équilibre sans
maladie,

J∗ =
(
F − V 0
−J3 −J4

)
(A.11)

Notons par J1 = F − V , l’équilibre sans maladie est localement asymptotiquement stable
si toutes les valeurs propres de J∗ ont des parties réelles négatives. Les valeurs propres de
J∗ sont celles de J1 et −J4.
Du lemme précédent les valeurs propres de −J4 ont toutes des parties réelles négatives,
donc pour que l’équilibre sans maladie soit localement asymptotiquement stable (LAS) il
faut que toutes les valeurs propres de J1 soient négatives, rappelons que F est positive et
V est une M-matrice non-singulière et en utilisant le lemme A.1, on déduit que DFE est
LAS si seulement si R0 < 1.
Pour que le DFE soit instable il suffit qu’il existe au moins une valeur propre de J1 de
partie réelle positive. On peut directement appliquer le lemme [87, Lemme 6], avec H = V
et K = F .

A.7 Eléments de base de la théorie des graphes
Dans cette partie, nous présentons brièvement certains éléments de base de la théorie des
graphes.

Définition A.32 :
Un graphe est une paire G = (V , E) qui se compose d’un ensemble de sommets (ou

nœuds ou points) V et d’un ensemble d’arêtes (ou lignes) E ⊆ V × V :

• Sommets : vi ∈ V ,
• Arêtes : eij = (vi, vj) ∈ E .

Par exemple, dans A.3a, nous avons :
V = {v1, v2, v3, v4} et E = {(v1, v2), (v2, v1), (v2, v4), (v4, v2), (v3, v4), (v3, v1)}.

Voici quelques propriétés importantes :

✓ Le graphe G est appelé non-orienté si eij ∈ E =⇒ eji ∈ E .
✓ Un chemin est une séquence d’arêtes (vi, vl1), (vl1 , vl2), . . . , (vlr−1 , vj), qui mène de

vi à vj.
✓ Un graphe non-orienté G est appelé connecté s’il existe un chemin entre deux nœuds

distincts quelconques de G.

167



Annexe A. Outils mathématiques

(a) Un exemple de graphe avec 3 som-
mets et 3 arrêtes (Un graphe simple non
orienté).

(b) Un graphe orienté avec trois som-
mets et quatre arêtes (Un graphe simple
orienté).

v1 v2 v4

v3

2

3

4

8

5

6

1

(a)

v1 v2 v4

v3

2

3

7

4

8

5

6

1

(b)

Figure A.3 – Exemples des graphes

Définition A.33 :

• Un graphe orienté (digraphe) G est fortement connecté si pour toute paire ordon-
née (vi, vj) de sommets de G, il existe un chemin qui mène de vi à vj.

• Un digraphe est dit faiblement connecté s’il existe un chemin non orienté entre
deux sommets distincts quelconques de G.

Un graphe peut avoir une représentation matricielle et la structure d’un graphe peut être
déterminée à l’aide des propriétés de la matrice correspondante.
Un graphe G(A) de A est défini comme étant le graphe orienté sur n sommets {v1, v2, . . . , vn}
dans lequel il existe une arête dirigée menant de vi à vj si et seulement si aij ̸= 0.

Par exemple, les matrices A et B qui représentent les graphes G(A) dans A.3a et G(B)
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dans A.3b sont :

A =


0 2 0 0
3 0 0 4
6 0 8 1
0 5 0 0

 et B =


0 2 7 0
3 0 0 4
6 0 8 1
0 5 0 0

 .

Définition A.34 :
Une matrice An×n est dite réductible s’il existe une matrice de permutation P telle que

P TAP =
(

X Y
0 Z

)
,

où X et Z sont toutes les deux carrées. Sinon, on dit que A est irréductible.

L’irréductibilité des matrices peut être caractérisée en utilisant les graphes associés qui
représentent les matrices correspondantes.
Le théorème suivant lie l’irréductibilité d’une matrice à la connexité de son graphe. Sa
preuve peut être trouvée dans tous les manuels standards d’analyse matricielle (voir [47],
par exemple).

Théorème A.15 :
Une matrice n×n A est irréductible si et seulement si le graphe orienté G(A) correspon-
dant est fortement connecté.

Par exemple, la matrice A qui représente les graphes G(A) dans A.3a est réductible, tan-
dis que la matrice B qui représente les graphes G(B) dans A.3b est irréductible.

Selon ce théorème, si une matrice A est irréductible, alors son graphe orienté corres-
pondant G(A) est fortement connecté. Toutefois, si G(A) = (V , E) n’est pas fortement
connecté, il est toujours possible de partitionner V en un ensemble disjoint de sommets
appelés composantes fortement connectées du graphe.

Définition A.35 :
Une composante fortement connectée d’un graphe orienté G(A) = (V , E) est l’ensemble
maximal de sommets C ⊆ V telle que pour toute paire ordonnée (vi, vj) de sommets de C,
il existe un chemin qui mène de vi à vj.

Par exemple, le graphe G(A) dans A.3a n’est pas fortement connecté car sa matrice
correspondante n’est pas irréductible. Cependant, il est possible de décomposer G(A) en
un ensemble de composantes irréductibles comme indiqué dans A.4.
En particulier, A.4a décompose les sommets de A.3a en deux composantes irréductibles
C1 et C2 (ensembles de sommets hachurés). A.4b montre le graphe condensé en termes de
composantes irréductibles. La composante irréductible C1 est appelée source (un nœud
sans arêtes entrantes) et C2 est appelé sink (un nœud sans arêtes sortantes).
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C1

C2

v1 v2 v4

v3

2

3

4

8

5

6

1

(a) Composantes irréductibles du graphe en A.3a.

C1

C2

6 1

(b) Graphe condensé de A.4a.

Figure A.4 – Décomposition d’un graphe non fortement connecté en composantes
fortement connectées.

A.8 Sensibilité locale

A.8.1 Introduction
Puisque les modèles que nous étudions deviennent complexes même trop complexes a
cause du phénomène naturelle modélisé.
Dans ce cas, de nombreuses questions se posent lorsque nous voulons représenter un
modèle qui représente un phénomène réel.

— Le modèle fonctionne-t-il correctement ? Répond-il de manière appropriée aux va-
riations des paramètres ?

— Quels processus sont prédominants dans le système étudié ? Quels processus inter-
agissent ?

— Quel est le poids des incertitudes des différents paramètres d’entrée sur la simula-
tion des sorties ? Quels paramètres dois-je estimer plus précisément pour réduire
les incertitudes de la sortie simulée ? Quels sont ceux qu’on pourra fixer sans consé-
quences ?

Pour tout ce qui suit, considérons la représentation graphique suivante : En général, Y

est donné par
Y = f(X).
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Où X et Y sont des signaux à valeurs vectorielles.
L’idée générale de l’analyse de sensibilité est de fournir aux auteurs de modèles mathé-
matiques et de simulation des outils permettant d’apprécier la dépendance de la sortie du
modèle par rapport à son entrée, et d’étudier l’importance de chaque entrée du modèle
dans la détermination de sa sortie.

A.8.2 Analyse de sensibilité locale
Définition A.36 :
L’analyse de sensibilité locale, est l’effet d’une petite perturbation autour d’un des facteurs
d’entrée sur la sortie du modèle.
L’indice de sensibilité normalisé d’une variable à un paramètre est le rapport entre la
variation relative de la variable d’intérêt et la variation relative de chaque paramètre
d’entrée. Lorsque la variable est une fonction différentiable du paramètre, l’indice de
sensibilité normalisé φp d’un paramètre p est défini comme suit :

φXi,Yj = ∂Yj
∂Xi

i = 1, .., N, j = 1, ...,M.

Analyse de sensibilité locale quantifie l’importance des entrées du modèle par rapport à
la sortie du modèle, ce qui est mathématiquement une vue locale des dérivées partielles .
La perturbation est appliquée facteur par facteur (méthode OAT One-At-a-Time).

A.8.3 Analyse de sensibilité globale
L’analyse de sensibilité globale est le processus qui consiste à attribuer l’incertitude des
résultats à l’incertitude de chaque facteur d’entrée sur toute leur plage d’intérêt. Une
analyse de sensibilité est considérée comme globale lorsque tous les facteurs d’entrée sont
modifiés simultanément et que la sensibilité est évaluée sur toute la gamme de chaque
facteur d’entrée.

L’Analyse de sensibilité globale quantifie l’importance des entrées du modèle et de leurs
interactions par rapport à la sortie du modèle. Elle fournit une vision globale de l’influence
des entrées sur les sorties.

Remarque A.7 :
L’analyse d’incertitude fait appel à un certain nombre de techniques pour déterminer la
fiabilité des prédictions du modèle, en tenant compte de diverses sources d’incertitude
dans les données d’entrée du modèle.
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Annexe A. Outils mathématiques

A.9 Interprétation
Définition A.37 ( Le nième percentile) :
Le nième percentile est le plus petit score qui est supérieur ou égal à un certain pourcentage
des données. Pour reformuler, il s’agit du pourcentage de données qui se situe au niveau
ou en dessous d’une certaine observation. C’est la définition utilisée dans les statistiques.
Supposons que notre n est de 25, nous recherchons donc le score le plus minimal qui est
plus proéminent que 25%.

A.9.1 Les diagrammes en boîte
Les diagrammes en boîte présentent graphiquement le résumé à cinq chiffres. La boîte
principale indique les 25e et 75e percentiles des données tracées. La médiane est indiquée
par une ligne épaisse traversant la boîte. Les moustaches qui partent de la boîte indiquent
l’étendue des données..

Figure A.5 – Un exemple de diagramme en boîte dite boite a moustache

A.9.2 Conclusion
— L’analyse de sensibilité (AS) permet d’étudier comment l’incertitude de la sortie

d’un modèle peut être affectée à différentes sources d’incertitude dans l’entrée du
modèle.

— Elle peut être utilisée pour déterminer les variables d’entrée qui contribuent le plus
au comportement d’une sortie dans le but de bien contrôler la maladie.

— Il nous aide à identifier les entrées non influentes.

— Identifier les paramètres et les variables d’entrée qui influencent le plus la sortie de
notre modèle et les connaître précisément.

— Identifier les paramètres et les variables d’entrée qui n’ont pas une forte influence
sur la sortie de notre modèle et les connaître précisément.
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