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RESUME

Dans cette these, nous proposons des résultat d’existence et de non-existence pour les solu-
tions de systemes d’équations elliptiques convectifs et fortement couplés, pour lesquels les termes
de diffusion sont modélisés par des opérateurs quasi-linéaires a exposants variables, tel que le
pseudo-Laplacien. Ces systémes présentent également des termes sources avec des singularités.
Des études sur la régularité et le comportement des solutions y sont également consacrées. Notre
approche est basée essentiellement sur le degré topologique de Berkovits, le théoréme du point
fixe de Schauder, ainsi que la méthode des sous-et-sur-solutions.

Précisément, dans le Chapitre 1, nous nous intéressons a l’existence de solutions non-triviales
pour une classe de systemes elliptiques quasi-linéaires a exposants variables et présentant des
termes de convection. Notre approche est basée essentiellement sur I'application du récent degré
topologique de Berkovits.

Dans le Chapitre 2, nous considérons des systémes convectifs a exposants variables plus géné-
raux, qui présentent éventuellement des singularités a l'origine. Ces derniéres se caractérisent
par la présence de non-linéarités qui explosent au bord du domaine. L’existence de solutions
positives est obtenue en combinant la méthode des sur- et sous-solutions avec le théoreme du
point fixe de Schauder. Cela nécessite non seulement des estimations a priori sur les solutions
mais aussi un contrdle sur leur gradient du fait de la convection. Par ailleurs, il est important
de noter que le recours au théoreme des valeurs intermédiaires est fondamental afin de parer a
I’absence de propriétés importantes telles que ’homogénéité. Cette derniere constitue un obs-
tacle majeur dans 'obtention des estimations a priori ainsi que dans la construction des sous et
sur solutions.

Le Chapitre 3 est consacré a 1’étude de 'absence de solutions pour des problémes elliptiques
quasi-linéaires et singuliers, a exposants variables. Les résultats obtenus sont basés sur les pro-
priétés spectrales de I'opérateur p(z)-Laplacien.

La these s’acheve par le chapitre 4. Au vu des résultats obtenus dans les chapitres précédents,
nous précisons des études, nécessitant des approches nouvelles et plus approfondies, qui pourront
étre proposées et abordées ultérieurement. Cependant, dans certaines situations, nous montrons
que nous pouvons apporter un début de réponse.

Dans le but d’alléger la lecture du manuscrit, nous regroupons dans des sections annexes un
certain nombre de résultats fondamentaux, mais assez denses en raisonnement. Ces résultats
portent sur les propriétés spectrales du p(z)-Laplacien et une variante du théoreme de la Valeur

3



Moyenne.

Mots clés : Probleme elliptique non-linéaire,
Systeme elliptique singulier,
Espaces de Lebesgue et de Sobolev généralisés,
Pseudo-Laplacien a exposants variables,

Degré topologique.

Classifications : 35J60,46FE35,47J05,4TH11



ABSTRACT

In this thesis, we provide existence and non-existence results for solutions of systems of
convective elliptic equations and strongly coupled, for which the diffusion terms are governed
by quasi-linear operators with variable exponents such as pseudo-Laplacian. These systems also
present source terms with singularities. Our approach is based essentially on the topological
degree of Berkovits, the fixed-point theorem of Schauder, as well as the method of lower-and-
upper-solutions.

Precisely, in Chapter 1, we are interested in the existence of solutions of non-trivial solutions
for a class of quasi-linear elliptic systems involving variable exponents and convection terms.
Our approach is based essentially on the recent topological degree of Berkovits.

In Chapter 2, we study more general convective systems involving variable exponents, and pre-
senting eventually singularities at the origin. The latter are caracterized of non-linearities which
blow-up at the boundary of the domain. The existence of positive solutions is obtained by com-
bining the upper-and-lower solutions with Schauder’s fixed-point theorem. This requires not
only a priori estimation of the solutions but also a control on their gradient due to convection.
Moreover, it is worth noting that the use of the Mean Value Theorem is crucial in order to ward
off the absence of important properties such as homogeneity. The latter constitutes a major obs-
tacle in obtaining a priori estimates as well as in the construction of upper-and-lower solutions.

Chapter 3 is devoted to the study of the non-existence of solutions for quasi-linear and singular
elliptic problems with variable exponents. The results obtained are based on the spectral pro-
perties of the p(z)-Laplacian operator.

The thesis concludes with chapter 4. Based on the results obtained in the previous chapters, we
have identified studies that require new and more in-depth approaches, that can be proposed
and addressed in the future. However, we show that one can provide a beginning of answer in
certain cases.

In order to simplify the reading of the manuscript, we group in appendices some fundamental
results, but rather dense in reasoning. These results are related to the spectral properties of
p(z)-Laplacian and a variant of the Mean Value Theorem.
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0.1 Positionnement de la these

0.1.1 Présentation des problemes étudiés

Dans cette thése, nous nous intéressons a l'existence et la non-existence de solutions pour
des équations aux dérivées partielles du second ordre de la forme

— Ap @1 = fi(x, ur,ug, Vur, Vug), dans
(S) — Apyuz = fa, ur, ug, Vuy, Vuy), dans Q

Uy = ug = 0 sur 092,

ol —Ay, ) = —div(|[V()[Pi@=2V(.)), i = 1,2 sont des opérateurs, et f; : @ x Rx RY x R¥ — R
(¢ = 1,2) sont des applications. Le systéme (S) implique de fortes non-linéarités dues a la
présence de puissances variables en uq,us et Vuq, Vug. Ces fortes non-linéarités, ainsi que la
présence de termes gradients, ou termes de convection, dans les termes sources f;, compliquent
I'utilisation des méthodes classiques, telles que méthodes variationnelles ou les méthodes dites
topologiques. De plus, compte tenu de la non validité de certaines propriétés telles que la
compacité, due a la structure des applications f;, nos méthodes seront basées sur ’adaptation
de nouveaux concepts, tel que le degré topologique de Berkovits[Ber07b], ainsi que I'utilisation
du point fixe de Schauder|[GT98] et la méthode des sur- et sous-solutions[Kel69, AMT71].

0.2 Quelques études antérieures

Les systemes tels que (S) ont largement été investigués depuis les derniéres décennies. En
effet, ils interviennent dans la modélisation de nombreux phénomenes complexes rencontrés dans
divers domaines scientifiques, et constituent un défi en termes d’étude mathématique.

0.2.1 Travaux liés aux problemes non convectifs

Pour les systéemes a deux EDPs dont les termes sources ne dépendent pas du gradient, i.e.
les problemes du type
{_Apl(x)ul = f(x,u,uz) dans
_Apz(m)UQ = g(x,ul,UQ) sur €2

les auteurs Alves et Moussaoui [AM18] se sont intéressés au cas suivant

—Dpy@ytn = Mug|* @]y dans Q

_Apz(x)UQ = >\|U1|a2($)|uQ|B2(”ﬁ) dans Q2

u; = ugy = 0 sur 052,

sous les conditions oy, 7 > 0 (resp. of , 37 < 0) et of , B4 < 0 (resp. af, 85 < 0) appelée
structure coopérative (resp. structure compétitive). Leurs résultats d’existence ont été établis

a l'aide de la méthode des sur- et sous-solutions, combinée au point fixe de Schauder. D’autres
résultats ont été obtenus par Saifia et Vélin[SV14], qui ont étudié le systéme

—Apyur = c(@)uug |*Huo P dans Q
—Apy@yuz = 0(93)|U1‘a(x)u2fuz|52(x)_1 dans €

u = ug = 0 sur 01,



au moyen de la méthode de fibrage, basée sur les travaux de Pohozaev. Finalement, ce probléme
fut encore généralisé par Vélin[Vé16], qui a considéré le cas suivant

— Ayt = c(@)ugug [P uo| P + f(2) dans Q
—Apy @)Uz = C(ﬁ)‘ulla(x)uz|u2\ﬁmfl + g(x) dans Q

u; = ug = 0 sur 09,

et a prouvé l'existence d’au moins une solution, en établissant explicitement une paire de sous-
et-sur-solutions de type radiale et en exploitant la monotonie d’opérateurs associés au systeme.

0.2.2 Travaux liés aux problémes convectifs

Dans le cas scalaire, les problemes elliptiques quasi-linéaires avec dépendance en le gradient du
type

—Apyu = f(x,u, Vu) dans €, (1)

ont fait 'objet d’un grand intérét ces 30-40 derniéres années, depuis les travaux pionniers de
Kazdan et Kramer [KK78]. La méthode des sous-et-sur-solutions, basée sur le principe du maxi-
mum de Choquet-Bruhat et Leray[CBL72] et Kramer[Kra78|, a été appliquée par [KK78] pour
montrer 'existence de solutions pour le probléeme suivant :

—Au = cu+ F(z) 4 |Vu|* sur Q
u =0 sur 0f).

Cependant, les méthodes variationnelles ne peuvent étre appliquées aux problemes du type
(1), méme lorsque lexposant p(11) est une fonction constante. Puisque les non-linéarités ne
dérivent pas d’un potentiel ou encore qu’aucune une fonctionnelle énergie ne peut étre associée
a (1) (voir Girardi et al.[DFGMO04], ou encore Motreanu et al.[CLMO07]). Ceux-ci sont souvent
étudiés via le théoreme de point fixe, avec des approximations sur des sous-espaces de dimension
finie, voir Gallouét et al.[FMM14], Le et al.[Tan13], Gallouét et al.[BGO97], ou encore via des
arguments blow-up, voir Iturriaga et Loucal[IL07], MontenegrolMMO00] ou Ruiz[Rui04]. A cela,
I’homogénéité, bien connue pour le p-Laplacien, tombe en défaut lorsque p est non constant
ce qui rend difficilement applicables les propriétés usuelles sur les espaces de Sobolev, voir
Ekincioglu et Ayazoglu[AE16]. Par ailleurs, pour traiter ce probléme, de nombreux travaux ont
été établis sur des espaces adéquats, & savoir les espaces de Orlicz-Lebesgue LP(®)| les espaces de
Orlicz-Sobolev W) et plus généralement les espaces de Orlicz-Muzielak W™»(®)  présentant
de meilleures propriétés lorsqu’ils sont équipés de la norme de Luxembourg, qui généralise la
norme classique de Lebesgue (voir la section 0.5 pour plus de détails sur ces nouveaux espaces).
Dans [LZZ14], en se basant sur les travaux de Garcia-Melian et al. [ AGMQ12], Betle et Giarrusso
[BGI6], Giarrusso[Gia00] et Zhang[ZhaO6], Girardi et al. ont prouvé lexistence de solutions
radiales de type blow-up sur le bord pour le probleme

—Apyu + f(x,u) = p(z,u) + K(|I|)|VU|5(|I|) sur §)
u(z) — +oo when d(z,0Q) — 0,

en combinant la méthode des sur- et sous-solutions et celle du point fixe de Schauder. Pour plus
d’informations sur la méthode des sur- et sous-solutions pour des problemes non-linéaires avec
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dépendance en le gradient, le lecteur peut consulter Le et al.[CLMO07]. Récemment, Ekincioglu
et Ayazoglu[AE16] ont prouvé l'existence d’une solution positive pour I’équation

{—dz’v (|Vu\p("”)’2Vu> + [u[f@ =2y = f(z,u, |VulP2Vu) sur Q @)

u = 0 sur 0f).

Dans cette étude, les auteurs ont considéré une famille de problémes auxiliaires sans termes

gradients, puis ont utilisé des méthodes variationnelles de type passe-montagne, en s’inspirant
des travaux de Girardi et al.[DFGMO04] et Figueiredo[DF08].
Récemment, les auteurs Ait Hammou et al.[HAL19] ont considéré le probleme suivant

—Apyu = MNuP 2y + f(z,u,Vu), x€Q,
u =20, x € 08,

ou un résultat d’existence de solutions a été obtenu a 'aide du degré topologique de Berkovits.
Pour les systemes a deux EDPs avec dépendance du gradient dans les termes sources, i.e. les
systemes du type (5), les exposants p; (i = 1,2) sont considérés constants dans la littérature,
de méme que les exposants intervenant dans la croissance polynomiale des termes sources f;
(1 =1,2), et & notre connaissance, le cas ol tous ces exposants sont variables n’a pas encore été
considéré. Par exemple, Carl et Motreanu [CM15a] ont étudié en 2007 le probléme suivant

{—Aplul = fi(x, u1, uz, Vuy, Vug) sur Q )

_Apzu2 - f?(xaula Uz, VUl, VUQ) sur Q,

sous la condition de bord de Dirichlet, et les conditions suivantes

|f1($a31752a§17€2)‘ < pl(ﬂf) + <’§1|P1—1 + ’§2|£§>
‘f2($a317$2a§17€2)‘ < pQ(Z’) + ¢ <’£1|Zé + ’52’])2—1)

¢ >0(=1,2),p €L 1<p; <ooli=12),Q2CRY borné,

Ils ont prouvé 'existence de solutions de deux facons, I'une en adoptant une approche topolo-
gique (plus précisément la théorie des opérateurs pseudo-monotones, combinée avec des résultats
de régularité dus a Cianchi et Maz’ya), 'autre en adoptant une approche variationnelle (basée
sur la construction d’une suite de régions piéges avec le principe du maximum de Pucci-Serrin).
Plus tard, en 2017, Motreanu, Moussaoui et Zhang[MMZ17]| ont étudié le systeme (3) sous la
condition de bord de Dirichlet, et les conditions suivantes

my (s1+ &)™ (s2 + &)™ < fiw, 51,802,601, &) < My (s1 + &))" (52 + &)™

my (514 €)% (52 4 |&]) < fa(, 51,52, &1, &) < My (s1+ €))% (52 + |&2])™
mi,Mi > O(Z = 1,2),0&2,51 <0< Oél,ﬁg, QO C RV borné.

Les auteurs ont prouvé l'existence d’une solution positive au moyen du théoreme de point fixe
de Schauder, avec la méthode des sous-et sur-solutions. L’année suivante, le probleme (3) a
été repris par Motreanu, Vetro et Vetro[MVV18]| sous la condition de bord de Dirichlet, et les
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conditions suivantes suivantes

Bi1p2
| fi(w, 51,82,&1,&)| < or(x) + by (’51’ﬁ1 + |&o| 7 )

Bapy
51,50, 60, )] < 0alw) + b (Jeal 1ol
bi, B > 0(i = 1,2)Q C RY ouvert borné.
Les auteurs ont prouvé l'existence d’une solution, avec la méthode des sous-et sur-solution et
le théoreme des opérateurs pseudo-monotones [CLM07, Théoreme 2.99]. Par la suite, en 2020,
Candito, Livrea et Moussaoui[CLM20] ont étudié le systéme (3) sous la condition de bord de
Dirichlet, et les hypotheses suivantes
mys§tshyt < fi(w, 51, 80,60, &) < Mysitsh + |&" + |&)”
masi2sy’ < fo, 51,89, 61,6) < Masi?sy® + €1 + |6
mi, M, 7,0 > 0(i = 1,2), a1, B < 0 < By, a0, € RY ouvert borné.
Les auteurs ont utilisé le théoréme de point fixe de Schauder, avec la méthode des sous-et sur-

solutions, pour prouver l'existence d’une solution au probleme. L’année suivante, Guarnotta et
Marano [GM21] se sont intéressés au probleme (3) sous les conditions suivantes

f1(, 51,82, &1, &2)| < ar(@)st' 85" + by (@) (‘51|W1 + 152‘51) + i ()

o, 51, 92,61, 6)] < as(@)s52s5* + bo() (|6 +162]) + ex(w)
ai, b, c; € L®(Q), a1, By < 0 < B, 0,7, 6 (i = 1,2),Q € RY ouvert borné.

Les auteurs ont prouvé l'existence d’une infinité de solutions, grace au théoreme de point fixe
de Schauder et a la méthode des sous- et sur-solutions.
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0.3 Exemples de phénomeénes associés aux problemes étu-
diés

Dans cette section, nous montrons comment il est possible d’obtenir, a partir d’un probleme
concret, un modele d’EDPs du type (5), en particulier dans les domaines de l'informatique, de
la chimie et de la biologie, a travers plusieurs champs différents, a savoir :

e La restoration d’images, basée sur la recherche d’une image parfaite a partir d’'une image
bruitée. Cette étude fut associée pour la premiere fois, par les auteurs Chen, Levine et Rao
au début des années 2000, a la recherche de solutions d’une classe d’EDPs elliptiques, faisant
intervenir l'opérateur p(z)-Laplacien ;

e Les fluides électrorhéologiques, i.e. les fluides qui changent leur propriétés chimiques lorsqu’ils
sont soumis a un champ éléctrique. Ce champ a récemment été développé par les auteurs Raja-
gopal et Ruzicka dans les années 90, et a donné naissance a 1’étude des problemes de diffusion
avec exposants variables. Ces problémes concernent aussi la biologie, puisqu’il a été découvert
que le sang a des propriétés de fluide électrorhéologique ;

e La méthode d’auto- et cross-catalyse, initiée par Turing dans les années 90, qui constitue la
base théorique des modeles de réaction chimique entre deux substances dans un milieu donné
(un liquide si on fait de la chimie ou une cellule si on fait de la biologie). Cette méthode, basée
sur la loi bien connue d’action de masse, est appliquée en embryogenese pour expliquer comment
I'interaction entre un morphogene activateur, i.e. une enzyme catalysant la croissance d’un em-
bryon, et un morphogene inhibiteur, peut conduire a la formation de structures physiologiques
complexes (ex. : formes de 'anatomie ou motifs sur la peau) ;

e Le champ des ondes de convection, initié depuis les années 70 par Nicolis et Prigogine. Ces
auteurs ont étudié les fronts de propagation d’ondes chimiques qui peuvent intervenir au cours
d’une réaction chimique et de ce fait, la modifier.

0.3.1 Restoration d’images

Le but de la restoration d’images est de supprimer le bruit dans une image, tout en conservant
les détails qui y figurent. Soit uy une telle image bruitée, définie sur une grille de pixels 2 de
dimension N x N, et composée de la "vraie" image u et du bruit n supposé additif, i.e. ug = u-+n.
Récupérer u a partir de ug conduit a la minimisation de la fonctionnelle énergie

E(u) = /Q |Vul*dz + A/Q lup(7) — u(z)*dz.

composée d'une énergie de lissage / |Vul?dz, et d'une énergie d’approximation / lup(z) —
Q Q
u(z)|*dx. 1l s’agit donc de résoudre Iéquation d’Euler-Lagrange associée
—Au = AMug — u) dans Q.

Cependant, ce processus de restoration, bien connu des informaticiens (voir le monographe
[H&05]), a le défaut de détruire les "petits" détails présents a l'intérieur de I'image. Pour remédier
a ce probléme, on pourrait considérer une fonctionnelle énergie plus générale, de la forme

E,(u) = /Q \VulPdz + A/Q o) — u(x)|?de,
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associée a 1’équation elliptique
—Apu = Mug — u).

Le cas p = 1 est bien connu dans la littérature pour ses propriétés de conservation des variations
de I'image (voir les travaux de Chambolle et Lions), et est appelé lissage avec variation totale.
Cependant, il produit le phénomene inverse du lissage classique (i.e. le cas p = 2), a savoir la
création de variations superflues a l'intérieur de I'image, appelé effet "staircase', voir [HA05].
La solution naturelle aux problemes rencontrés dans le cas p = 1 et p = 2, développée par
les auteurs Chen, Levine et Rao [CLRO06], a été de combiner les forces des deux techniques en
une seule technique. Plus spécifiquement, les auteurs ont cherché a minimiser la fonctionnelle
suivante :

By (u /|vuyp dx+>\/\u0 ) — u(x)|%dz,
associée a 1’équation elliptique
—Ap@u = AMug — u).

ou p(.) est une fonction variant entre 1 et 2.

0.3.2 Modélisation de fluides électrorhéologiques

Un autre champ d’application des EDPs faisant intervenir 'opérateur p(z)-Laplacien concerne
la chimie, a travers I’étude des fluides électrorhéologiques. L’électrorhéologie est un terme fai-
sant référence a la réaction rapide et réversible d'un matériau ou de particules sous ’action d’un
champ électrique.

Dans la littérature, les matériaux les plus utilisés pour observer un tel phénomeéne sont : le
P1723, composé d’huile paraffine et de gel de silicone, avec une viscosité de 100 millipascal
(mPa) a 25°C; le MY-41, composé de particules polarisées dispersées a 35% en huile de silicone,
avec une viscosité de 270 mPa a 25°C.

Ces deux fluids ER ont un comportement newtonien en I’absence de champ électrique. L’étude
des propriétés de ces fluides peut étre effectuée a l'aide d’un viscometre, qui peut étre soit
rotationnel, soit fendu. Les viscometres rotationnels sont généralement composés d'un stator
cylindrique externe, équipé d’aimants, et d’un rotor interne, équipé d’une cavité ou sont placés
les échantillons de fluide, avec a ses extrémités différents capteurs chargés de mesurer la vélocité
du fluide, sa viscosité, etc. Un viscometre fendu est composé d’un canal rectangulaire recouvert
en haut et en bas de deux couches de métal générant un champ électrique, couches entre les-
quelles sont placés les échantillons de fluides.

On distingue deux modeles de représentation du tenseur de stress 7 des fluides ER lorsqu’ils
sont soumis a un champ électrique E. Ces modeles sont :

e Les "modeles linéaires", tels que le "modele Bingham", représentant le tenseur de stress de
certains fluides, tels que le P1723, a l'intérieur d’un viscometre rotationnel, et le "modele Cas-
son", représentant le tenseur de stress de certains fluides tels que le MY-41 a l'intérieur d’un
viscometre rotationnel. Ils sont définis par les relations

T(E,5) = 10(E) + nYy (modele Bingham)

m VTo(E) + vney (modele Casson),
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ou 7y fait référence a la contrainte d’élasticité, np la constante de viscosité de Bingham, 7, la
constante de viscosité de Casson et 4 la vitesse de cisaillement. Ces modeles représentent des
situations ou la puissance de la vitesse de cisaillement 7 ne dépend pas de la position spatiale
x.

e Les "modeles non-linéaires", tels que le modele "Power-law", représentant le tenseur de stress
de certains fluides, tels que le P1723, a l'intérieur d’un viscometre fendu. Ils sont définis par la
relation

7(E, %) = mAy™® (modele Power-law),

ol m est une constante. A la différence des modéles précédents, le modele "Power law" présente
une forte non-linéarité, compte tenu du fait que la puissance de la vélocité de cisaillement dépend
de la position spatiale x, sous ’hypothese que le champ électrique E est variable a l'intérieur
du domaine.

Pour plus d’informations sur ces différents modeles, voir [AJB97],[AJB96] et [AJB95].

Par soucis de simplification, dans un grand nombre de travaux, les auteurs considerent que
le champ électrique responsable de la variation de la vélocité et de la viscosité des fluides
ER est constant, et par conséquent ne dépend pas de la position spatiale = (voir par exemple
[BGHa89],|Whi90],[WB00],|AJBI7],[AJBI6],[AJBI5],[HMI2]). Pour traiter des tenseurs de stress
avec une puissance variable du type Power-law, les auteurs Rajagopal et Ruzicka ont proposé,
vers la fin des années 90, un modele mathématique prenant en compte cette situation. Ce modele
est basé sur 'adaptation des lois physiques et thermodynamiques interprétant la dynamique des
fluides ER, que sont : la loi de conservation de la masse, la loi de conservation du mouvement
linéaire, la loi de conservation du mouvement angulaire, la loi de conservation de ’énergie, la
seconde loi de thermodynamique et les équations de Maxwell.

L’approche adoptée est de résoudre les équations de Maxwell afin de déterminer le champ élec-
trique F; puis de résoudre I’équation de mouvement linéaire afin de déterminer le champ de
vélocité v ; et enfin de résoudre les autres équations a 'aide de F et v. Le point clé dans I'ap-
proche de Ruzicka et Rajagopal est d’exprimer 1’équation de conservation du mouvement linéaire
de la fagon suivante

p0 — div(—mly+ S) = pb+ f. (conservation du mouvement linéaire), (4)

ou v fait référence a la vélocité de cisaillement ("shear rate" en anglais), 7 la pression, b la force
externe, f, la force électromagnétique, et

-1

(b(0)-2)/2 )
S(z) = { ]w + [Vl } p [aﬂ {k + ; Vo + (Vo] } E(z) ® E(x)
+ (s + al B@) ) (Vo + Vo)) + an {5(V0 + [V B2) @ B(2) ®)
+E(x) ® ;(VU + [Vv]t)E(x)H — kag E(z) @ E(x).

Ici, £ désigne le champ électrique, qui dépend de la position spatiale x dans le domaine, et
p(z) = p(JE(z)]?) est une fonction de classe C! telle que

1 <P < p(z) < po.
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D’autres conditions, liées a I'inégalité de Clausius-Duhem, sont a prendre en considération pour
assurer la validité des coefficients «;;, formulées a travers les inégalités suivantes :

¢ aSig)(DE,D)Bz'jBkl > n(k+ D) (k+ ‘D|2)(p(|E(x)‘2)72)/2’B|2 (monotonie uniforme) — (6)
kl
| P5uEDY k4 B @) + | D)2 7
0Dy
0S;;(E, D
w]&2)fymE@N%+ﬂE(HXk+HNY“E” DRk kD) ()
© S(E,D).D > e(k -+ |B(@))(k + [DP)PIEE 272 DR, (coercivitd), Q)

pour des matrices B, D € X := {F € R‘Z’;n?;,tr(F )= } On peut consulter [Ruz04] pour plus
de détails.

0.3.3 Modeles de réaction avec coefficients stoechiométriques constants

Soit a considérer une réaction bio-moléculaire élémentaire du type
aA+ B — produits (10)

ou «, [ sont des coefficients dits stoechiométriques et A, B sont les réactifs. Ici, les coefficients
stoechiométriques sont supposés étre des quantités indépendantes de la position z, i.e. des
constantes. Dans toute la suite de cette section, les quantités [A] et [B] feront référence a la
concentration (en moles par litre) de A et B respectivement.
Depuis les travaux pionniers de Turing [Tur90], on considére que le taux de réaction v de (10),
défini par

10[A 10

1o 10 )

a Ot B ot
obéit a la loi d’action de masse, i.e. v est proportionnel au produit des concentrations des
réactifs. Cela signifie, d’apres (10) et (11), qu'’il existe une constante k appelée constante taux
(ou "rate constant" en anglais), telle que

10[A]  10[B]

a 0t B ot = —k{A[B)".

L’étude d’un systeéme de la forme

OélA + BIB — P1
OéQA + 628 — PQ,

ou P, P, sont les représentations moléculaires des différents produits obtenus au cours de la
réaction chimique, conduit au systéme différentiel suivant

ol R
o = kA (B
oL —
o = —klAIB)",
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ou k1, ko sont des constantes taux.
Dans le cas d’une réaction bio-moléculaire du type

a1 A+ 1B = S + T, (12)

I’étude de la vitesse de réaction directe, notée Vy, et de la vitesse de réaction inverse, notée V;,
revient a considérer le systeme suivant

Va = —k[A]*[B]™
Vi = —ha[S (7]
qui vérifie a I’état d’équilibre
kr[A] (B = ko[S]°2(T), (13)

puisque, a ’équilibre, on a V; = V;. Par substitution, on déduit, d’apres (13), qu’a 1’équilibre

ki [A]*[B]*

Ty ST =1 (14)

Maintenant, si on considere (12) dans le cas particulier S = A et T = B, alors la réaction (12)
est appelée réaction de cross-catalyse. D’apres (14), le taux de réaction a ’équilibre associé a la
réaction (12) est

ki

E[A]araz [B]Brﬁz -1 (15)

0.3.4 Modeles de réaction avec coefficients stoechiométriques va-
riables

Dans la littérature, la plupart des modeles de la forme (10) sont considérés dans le cas ou
les coefficients « et B sont des constantes par rapport a la position spatiale z. Cependant, pour
certaines réactions chimiques telles que le craquage thermique d’huiles d’hydrocarbure, décrit
par le modele simplifié

CroHap — Z vi b,

ou P; représente la formule moléculaire du i-éme produit, et v; le coefficient stoechiométrique
associé, il a été observé que des variations au niveau des coefficients v; peuvent intervenir en
fonction de la position spatiale x a des pressions super-critiques. En d’autres termes, le processus
de craquage thermique génere un taux de production pouvant varier d’une position a une autre
dans le domaine. Voir [JWZ19] pour une exposition compléte de ce phénomene intéressant.
Sous cette hypothese, I’équation de réaction (15) devient

kl(l’> _ —
A a1 (z)—az(x) B Bi(z)—PB2(z) _ 1, 16
oL [B] (16)

ou ki, ko et aq, B1, an, B2 sont des fonctions dépendant de la position spatiale x.
Dans la suite, nous garderons cette hypothese de dépendance des parametres kq, ks et aq, 51, as, B2
en la position spatiale x, par soucis de généralité.
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0.3.5 Modeles de réaction coopérative et compétitive
Posons

a1 (z)—az(x)
1AL B) = (s

Dans le cas ou
a; —ag >0 et B, — B <0,

alors f([A], [B]) représente le taux de croissance de [A], croissance de type activateur-inhibiteur,
ou A joue le role de I'activateur et B le role de 'inhibiteur. Dans un tel cas, la croissance de la
concentration de la substance A est inhibée par celle de la substance B. Inversement, si

af —ay <0 et By — By <0

alors A devient I'inhibiteur et B I'activateur. Ces situations ont des applications importantes en
morphogenese, pour la modélisation de 'interaction entre des enzymes activateurs (tels que les
peptides, les protéines ou les lipides), et les enzymes inhibiteurs (tels que la plupart des produits
pharmaceutiques).

A titre d’exemple, un modele particulier de type activateur-inhibiteur fut proposé en 1972 par
les auteurs Gierer et Meinhardt [GM72], pour des organismes multicellulaires. Sa formulation
en dimension N est la suivante

2

(u1); — diAuy = —auy + cpZ; + pop dans €2, (17)

(ug) — doAug = —Puy + ' p'ul dans Q,

ou up, us = uy(x,t), us(z,t) sont des fonctions définies sur Q X R, «, 8, ¢, ¢, po, dy,dy sont des
constantes positives, et p, p' = p(x), p'(z) sont des fonctions réelles positives et bornées définies
sur ).

Ce modele est particulier dans la mesure ou il fait intervenir a la fois des termes de dégradation,
—auy et —fug, et la combinaison d’une équation présentant un terme d’activation-inhibition

2
cp%, avec une équation présentant uniquement un terme d’activation ¢p’ u%
Voici I'explication fournie par Gierer et Meinhardt a propos de la validité de ce modele :

¢ [maginons une région bornée du corps d’un organisme multicellulaire, composée de cellules
activatrices (i.e. de cellules composées d’enzymes d’activation), de densité p, et de cellules inhi-
bitrices (i.e. de cellules composées d’enzymes d’inhibition), de densité p’. La concentration des
activateurs est dénotée par u;, tandis que la concentration des inhibiteurs est dénotée par us.
Les activateurs, comme les inhibiteurs, sont supposés diffusifs, i.e. capables de se propager entre
les cellules.

Au début de la réaction, une concentration basale py d’activateurs est produite, proportionnel-
lement a la densité de la cellule, d’ou la présence d'un terme pyp dans le taux de croissance de
Uuq.

Au cours du processus d’activation-inhibition, lorsque les activateurs pénetrent les différentes

18



cellules, ils s’activent eux-méme ainsi que les inhibiteurs, tandis que les inhibiteurs inhibent
seulement les activateurs, proportionnellement a la densité de chaque cellule. Il en résulte la
présence de termes cpg et p'u? dans le taux de croissance de u; et ug, ol ¢ et ¢ sont des
constantes expérimentales.

De plus, on peut supposer que u; et uy subissent des dégradations cinétiques de premier ordre,
représentées par —au; et —[fuy respectivement, soit par fuite, re-capture par la source, ou la
combinaison de tels mécanismes. Ici a et S sont des constantes expérimentales.

Toutes ces considérations conduisent a I’étude du systeme (17).%

Ce probleme est 1ié au phénomene de formation de motifs, dont I’étude fut initiée par Turing,
et est basé sur trois postulats, qui sont :

- L’activation a courte portée, i.e. la diffusivité des activateurs représentée par la constante d;
doit étre faible;

- L’inhibition a longue portée, i.e la diffusivité des inhibiteurs représentée par la constante ds
doit étre grande, de sorte que v devienne rapidement égal dans tout le domaine;;

- La distinction entre les concentrations effectives uy, us (i.e. la distribution des activateurs et des
inhibiteurs a travers leurs cellules respectives), et les densités de source p, p’ (i.e. la distribution
des cellules activatrices et inhibitrices). Ceci est di au fait que la distribution des quantités u
et v peut varier au cours du temps sans pour autant que le nombre de leurs cellules respectives
varie.

On peut consulter [GM72] pour plus de détail sur ces postulats. En implémentant 1’équation (17)
dans un logiciel, sous I'’hypothese que le domaine est une portion de ligne, Gierer et Meinhardt
ont pu obtenir, apres 3000 itérations, et en partant d’'une distribution uniforme des activateurs
et des inhibiteurs, la distribution des deux substances a l'état d’équilibre, voir [GMT72] Fig.
la)-1m).

Le fait intéressant est que ’on obtient un pic aigu de la quantité u; uniquement aux endroits ou
p, la densité des cellules activatrices, est le plus élevé, tandis qu’aux autres endroits (i.e. au dela
d’un petit voisinage des endroits ou p le plus élevé), les valeurs de u; deviennent pratiquement
nulles.

Ce comportement est observé méme si p est supposé étre une fonction linéaire avec une pente
tres faible. Le motif représenté par la courbe de la concentration des activateurs est appelé motif
de Turing. Par ailleurs, le motif de Turing de la quantité uy est beaucoup plus homogene, ce
qui n’est pas surprenant compte tenu de ’hypothése d’inhibition a longue portée.

Ce phénomene est a l'origine de nombreuses structures motiviques présentes dans notre entou-
rage, telles que les rayures de zebre, les ondes de surface, le développement des organes humains,
ou la structure des paysages dans les écosystemes. On peut consulter [SWW17] pour une biblio-
graphie complete sur ces différentes applications.

Les cas
af —ay <0 et By — B >0, (18)
ou

a; —ag >0 et By — B <0, (19)
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correspondent a des cas de croissance compétitive des quantités [A] et [B] (compétition posi-
tive dans le cas (18) ou compétition négative dans le cas (19)). Ces situations interviennent en
catalyse constructive ou catalyse destructive.

Il est a remarquer que (15) englobe des situations beaucoup plus complexes que celles mention-
nées, car compte tenu de la variabilité des coefficients il peut y avoir compétition sur certaines
régions du domaine, et coopération sur d’autres.

La généralisation de (15) a un systéme a deux équations est

() [A] 00
ky(x) [B]P2@) @) —
by() [A]7H 020
ka(z) [BJr@-n@) —

qui englobe, entre autres, les systémes d’activation-inhibition croisés.

0.3.6 Modéles de réaction-diffusion

Supposons que la réaction entre les substances A et B se déroule dans les cellules d’un

organisme, que l'on peut représenter par un anneau de cercle pour faire simple. Supposons aussi
que ces cellules ont une paroi poreuse, et que A et B peuvent se diffuser de cellule en cellule
a travers les pores, dans le sens ou ils perdent de leur concentration pour la partager avec les
autres cellules.
Enfin, supposons que le processus de diffusion est proportionnel a la différence unitaire entre la
concentration des substances dans les cellules voisines. Cela signifie, dans le cas & une dimension
pour une substance arbitraire K, que la diffusion D([K]) entre trois cellules adjacentes placées
sur un anneau est

D([K]) = px ([K]r = 2[K]x + [K]L)

ou [K]g, [K]um et [K] sont les concentrations de K dans la cellule de droite, la cellule du milieu
et la cellule de gauche respectivement.

Par conséquent, si I'on tient compte de termes de croissance f([A], [B]) et g([A], [B]), on obtient
le systeme d’équations suivant

JA
L~ 1) 18) + b (40— 21A) + (4]
o(B) (20)
5 = 9UALLB]) + s ([Blr — 2Bl + [BlL),
ou g et pup sont les constantes de diffusivité des substances A et B.
Lorsque pa et pp sont inversement proportionnels au carré de la distance angulaire entre la
cellule et la source de propagation, le cas limite de (20) pour un anneau continu de cellules est

oA, 3?4

- MA 2 = f A) B
3%] t ;TB] ([A],[B]) 1)
5 — iy B2 = g([A], [B]),
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ou p'y et u'y sont des constantes.
Le systeme (21) peut étre généralisé pour des domaines de dimension N comme suit

% — Wy ALA] = F([AL [B)
o (22)

5~ HBABl = g([A][B)),

ou A correspond a l'opérateur Laplacien.

0.3.7 Modéles de réaction-diffusion-convection

Les équations de réaction-diffusion, telles que (22), sont valides pourvu que les substances
chimiques sont placées dans un milieu inerte a la réaction, tels que les gels. Cette hypothese est
nécessaire afin d’éviter des phénomenes de convection.

En effet, selon [RADW12], on observe que lorsqu'’ils sont placés dans des solutions liquides arbi-
traires, certaines réactions, telles que la réaction Isoamylol-Eau-Sodium, génerent une onde de
propagation sous forme de rouleaux (voir [SDHa07] pour des illustrations).

Les ondes de convection les plus étudiées, dans des solutions a 'air libre, sont les ondes Maran-
goni et les ondes buoyancy. Les ondes Marangoni sont des ondes apparaissant au niveau de la
surface séparant deux substances diffusives. L’effet de couplage entre la réaction et la diffusion
entraine la formation de rouleaux d’ondes, comme on peut le voir sur la Figure 1. On peut

FIGURE 1 — Rouleaux d’ondes dévelop-
pés a la surface entre de l'isoamylol et
de l'eau, en la présence de sulfate de
sodium surfactant hexadecyl, un déter-
gent commun. Un tel phénomene est
appelé effet Marangoni.

consulter [RADW12] ou [Per97] pour plus de détails sur les ondes Marangoni.

Les ondes buoyancy (ou ondes de flottabilité) sont des ondes générées par des variation de
densité de la solution. En effet, certaines réactions chimiques peuvent affecter les propriétés
chimiques du milieu, dans lequel les réactifs sont placés, i.e. un liquide, et ainsi modifier la
densité, la viscosité et la tension surfacique de ce milieu, ce qui en retour affecte la réaction.
Si la densité de la solution est affectée, on peut assister a I'apparition d’ondes buoyancy tandis
que lorsqu’il s’agit de la tension de surface qui est affectée, on voit apparaitre des ondes Ma-
rangoni. Les modeles mathématiques utilisés pour décrire des réactions présentant des ondes de
convection font intervenir la combinaison des équations incompressibles de Navier-Stokes, dont
la solution donne le champ de vélocité o, avec une équation de réaction-diffusion-convection
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dont la solution solution donne la concentration c. Le modeéle est le suivant

@ —v.Av = —7?7 — in +q
ot Po

VT =0
oc

pri DAc = f(¢) — ¥ .Ve (équation de réaction-diffusion-convection),

(équations de Navier-Stokes)

ou p dénote la pression, ? = (0, —g) l'accélération gravitationnelle le long de I’axe z, pg la densité
de la solution, v = p/pg la viscosité cinématique, D le coefficient de diffusivité moléculaire. Voir
[RADW12] et [SDHa07] pour plus de détails sur ces équations.

0.3.8 Mouvement d’un gaz

Lorsque la substance chimique considérée correspond a un amas de particules, ou plus pré-
cisément un gaz, il a été considéré, dans [CM15b], le systeme d’équations suivant

0 0
el + pzl =0 (conservation de la masse)
ot Ox (23)
Ov  20p : L
5 +a 97 0 (conservation du mouvement linéaire),
x

ou v(z,t), p(x,t),a(x,t) désignent respectivement la vélocité du gaz, la densité du gaz et la
vitesse du son, au niveau d’une particule x donnée, et a un temps ¢ donné. Ce systeme modélise
le comportement d’un gaz, enfermé dans un tube cylindrique de longueur L, dont une des
extrémités est équipée d’un piston oscillant, tandis que l'autre est fermée. Selon les auteurs,
I’équation d’état du flot isentropique d’un gaz parfait peut étre écrit de la fagon suivante

a’=p, (24)

ou v correspond au coefficient adiabatique du gaz, aussi appelé "coefficient de Laplace", et est
défini par

_Cr

Ici, Cp représente la capacité thermique isobare (a pression P constante), et Cy la capacité
thermique isochore (& volume V' constant). Ces quantités sont définies par

OH ou
oo=(or), = o=(ar),

ou U représente I'énergie interne du gaz, H 'enthalpie et T' la température. Il est a remarquer
qu’en général, d’apres la définition de Cp et Cy, le coefficient v dépend de la température T,
ie. v=~(T).

Supposons que la température T est constante sur tout le domaine, i.e. dans tout le tube, et
ne varie pas en fonction du temps, i.e. T'(x,t) = Ty. Par conséquent le coefficient v(7") devient
une constante indépendante du temps et de la position spatiale x, i.e. v(T') = . Aussi, suivant
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I'approche de [CMB83], si on remplace p(x,t) dans (23) par a(z,t) grace a 1'égalité (24), on
obtient, apres calculs, sous 'hypothese qu’il s’agit d’un gaz isotropique, 1’équation suivante

da Lﬂaa : &z_y—l@(zvl)
o~ " ox T T2y e \Y )

A titre d’exemple, dans ’hypothese ot le gaz étudié est diffusif, les auteurs de [ABGS89] se sont
intéressés au probleme suivant

U = Uyy + (u?),, x€(0,1), te(0,T)
u, + f(u) =0, xe€{0,1}, t€(0,7T) (25)
u(z,0) = up(x),

avec py une constante positive telle que ¢ > 1. En posant v = [ u(y, t)dy, ils ont considéré que
si w est une solution de (25), alors v est solution du probléme suivant

Vg = Vgp + (V)7 re(0,1), te(0,7T)
v(0,t) =0, v(1,t) = /01 ug(z)dx (26)

o(a,0) = [ uoly)dy.

0.3.9 Connexion de ces thématiques a notre probleme

Dans la littérature, les situations évoquées précédemment sont traitées indépendemment
I'une de l'autre, dans la mesure ou elles font I'objet d’'une activité de recherche intense. Cepen-
dant, celles-ci laissent entrevoir la possibilité de considérer des modeles mathématiques faisant
intervenir des termes de réaction, de diffusion et de convection, qui peuvent tous varier par rap-
port a la position spatiale x. Par conséquent, il est intéressant d’étudier des systemes d’EDPs
elliptiques avec des termes de diffusion non homogenes par rapport a la position spatiale, et des
termes sources avec des conditions de croissances dépendant aussi de la position spatiale. Ces
systeémes peuvent étre représentés comme suit

— div ¢1(x, Vuy) = fi(x,uq, us, Vuy, Vus)
— div ¢o(x, Vug) = folx,uq, uz, Vu, Vus),

ol ¢ et ¢9 sont des fonctions non-linéaires satisfaisant (6)-(9), sous la condition de croissance
miu?i(x)ugi(x) < fi(z, ur, ug, Vuy, Vug) < M; (U?i(x)ugi(x) + |VU1|%($) + |VU2|%($)) )

oum;, M; (i = 1,2) sont des constantes strictement positives. Un exemple de telles fonctions ¢;
et ¢o est ¢y (x, Vuy) = [Vug [P1@=2Vuy et ¢o(x, Vug) = [Vug|P2® 2V u,.

Dans la section suivante, nous donnons une exposition complete des notations qui seront adop-
tées dans tout le reste du manuscrit, suivie d’'une autre section faisant la présentation des espaces
a exposants variables avec lesquels nous allons travailler.
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0.4 Notations

0.4.1 Notations basiques

Q Ensemble borné de RN.
o2 Bord de .
d(x) Distance euclidienne, définie sur 2 par

d(z) = d(z,00) = ylenafﬂ|x —yl.

Qg Voisinage de 0f), défini par

Qy ={x € Q|d(zx) <o}.

M(Q) Ensemble de toutes les fonctions réelles et mesurables définies sur
Q.
—Apy(a) Opérateur m(z)-Laplacien, défini sur W™ (Q) par

—Apyu = —div (|Vu|m(x)72 Vu) :

— Symbole de convergence forte.
— Symbole de convergence faible.
J Fonctionnelle énergie, définie sur WP (Q) par

1
J(u) = /Q ) \Vu|p(m) dx, pour tout u € Wol’p(x) ().

J' Dérivée faible de J, définie sur W@ (Q) par

J (u;v) = /Q ]Vu|p(m)_2 VuVudz, pour tout v € Wol’p(x) (Q).

s7,87T s = inf( ){s(x)} et st:= sup {s(z)}.

z€Dom(s x€Dom(s)
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0.4.2 Espaces de Orlicz

Pp(x)

LP@) (Q)

-1y

L) (Q)

-1 )

Wir) ()

| . ‘Lp(ﬂﬁ)

W17 @) (Q)

-1

Fonction modulaire convexe, définie sur M (£2) par

ot () = [ fua|"da.

Espace de Lebesgue généralisé, défini sur €2 par

L7 (Q) = {u € M(Q)| pyia)(u) < 00} .

Norme de Luxembourg, définie sur LP(*) (Q) par

, u
ullp@) = 1nf{)\ >0 Ppa) (A) < 1} :

(z) 1 1 _
Espace dual de LP®) (Q) avec o T = L

Norme duale de ||.||p(), définie sur L7 @ () par

91y = sup { [ wéda: ol < 1}

Espace de Sobolev généralisé, défini sur €2 par

W) Q) = {u € I’ (Q) |Du € L’ (Q) pouri=1,..,N}.

Norme de Luxembourg, définie sur W' (Q) par
ut]1pz) = ltllp@) + [[Dullpe)-

Sous-espace de WHP@) (Q), qui est la fermeture de C5° (Q) par rap-
port a la norme ||.||1 p(a).-

Espace dual de W™ (Q).

Norme de W~17'(*) (Q) définie par

N
1P| 1 pr() = inf{”‘DoHp'(w) +> H‘I’in'(ao)} , & =&y — div(F),

=1

avec &g € L) (Q) et F = (P, .., dy) € (/@ ()"
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0.4.3 Produit cartésien d’espaces de Orlicz

Lr1@)p(2) ()

H . ”Pl(ﬂﬁ),pz(m)

P (2).py(2) ()

-1l @)y )

X& P1 (x),pg (x)

111,01 (2) 2 ()

-1l =1.p (2).p )

(3 N1 @) pa(a)

Espace produit de Orlicz-Lebesgue LP1@) (Q) x LP2(@) (Q).
Norme de Luxembourg, définie sur LP*@)r2(@) () par

”(ula u2)Hp1(fE),P2($) = Hul”pl(w) + Hu2”pz(m)

Espace dual de LP1®)22() () correspondant & 'espace produit de
Orlicz-Lebesgue LPi@®) (Q) x LP2(®) (Q).
Norme de Luxembourg, définie sur LP1(@)P2(®) () par

(@1, @)l (@) (@) = NPl (@) + 1Pl )

1,p1(x (Q) > Wl p2(x

Espace produit de Orlicz-Sobolev W) (Q)

Norme de Luxembourg, définie sur Xé P1(@)p2() par

[ (w1, u2) 1,1 @) pa(2) = Ul 11 (@) + V)1 paa)s

Espace dual de X722 (Q) correspondant a l’espace de Orlicz-
Sobolev W~ Lo} (e) (Q) x W=tr@) (Q).

, définie sur X~171(@)#(2) () par

= 191y

Norme duale de ||.|[1,p;(2) ps (o

1P, D)1 1 (2, o) TP 1 )

Crochet de dualité entre les espaces duaux X;”' 72 (Q) et
X)) (Q), défini par

(1, 12), (21, ®2))1 (@), p2 @) = (U D1 () T (0 V)1 ()

pour tout (uj,us) €  XgP@P@ () et (0,0, €

X —Lpi(2)ph(z) (Q).
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0.4.4 Autres espaces

CY(Q) Espace des fonctions continues définies sur €.

C*(Q) Espaces fonctionnels, définis par

C(Q) = {uec®(@Q) | DrueL>®@nC(Q}, keN.
Cke(Q) Espaces des fonctions C*-Holder continues, définis sur € lorsque
(k,a) € N x (0,1) par

Cre (@) = {u e C*(Q) [fu(x) — u(y)| < |o —y|* Yo,y € Q}.

|11 k.0 Norme de Holder des espaces C*< (Q), définie par

a — Dl oo Dl af-
il = s (1D + s 15

Ck:1/log(t) Espaces des fonctions log-Holder continues, définis par

k1 log(t) — {u € O | |u(z) — u(y)| VT, y € Q} '

1
[ —
— [log(|z = y])|

Ci () C’J(Q)z{uéC’(ﬁ)]u>0dans Q, u=0sur 89}.

0.5 Espaces a exposants variables

0.5.1 Eléments de base

L’histoire mathématique des espaces a exposants variables remonte a ’article publié en 1931
par Orlicz[Orl31], dans lequel le probléeme suivant a été considéré :

Enoncé :  Soit (p;) (avec p; > 1) et (z;) des suites de nombres réels tels que >zt
converge.
Question :  Quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes sur (y;) pour que Zwiyi converge ?

Cette anecdote, rapportée dans le travail de Diening, Hasto et Nekvinda [DHNO4], connait la
réponse suivante :

Réponse :3(A\y;)¥ devrait converger pour une certaine constante A > 0 avec p} = p;/(p; — 1).

Ce probleme correspond a la version discrétisée de I'inégalité de Holder pour I'espace de Le-
besgue généralisé LPi(2), qui a d’abord été étudiée par Orlicz lorsque 2 C R, puis qui a été
généralisée au cas ou Q C RY. Dans I’étude des espaces de Orlicz, on définit I'ensemble L?(€2)
des fonctions mesurables a valeurs réelles définies sur 2, telles qu’il existe un réel A > 0 pour
lequel [ ¢(Aui(x)|)dx < co. Sila fonction ¢ dépend de la position dans €2, de tels espaces sont
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appelés espaces modulaires, et I'un des pionniers dans leur étude fut Nakano (voir [Nak50] par
exemple), en tant que cas particulier des espaces dits de Nakano.
0.5.2 Propriétés basiques de espaces de Orlicz modulaires

Sharapudinov [Sha79] et Rakosnik et Kovacik [KR91] ont démontré que les espaces LP() ()
et WP (Q) sont des espaces de Banach, lorsqu’ils sont munis des normes de Luxembourg ||. p()
et ||.|[1p() définies par

. u
lallo, :mf{)\ >0 ;/Q’A

(w1, uz) € LPO(Q) x WHPO(Q). Aussi, ces espaces sont séparables et réflexifs pourvu que 1 <
ess igf p(z) < ess supp(z) < oco. Par ailleurs, grace aux travaux de Kovacik et Rakosnik|[ KR91]
Q

p(x)
a < 1} D ol = ol + 1900,

dans les années 90, qui ont permis d’apporter une meilleure compréhension des espaces a expo-
sants variables, d’autre résultats importants sont apparus. On peut citer, par exemple, I'impor-
tance de la propriété de log-Holder continuité de 1’'exposant variable p(.), i.e. 'existence d’une
constante ¢ > 0 telle que

Ip(z) — p(y)| < ‘

= [log |z —yl|’

pour tout |z —y| < 1/2. On peut citer aussi 'importance des espaces a exposants variables dans
la modélisation des fluides électrorhéologiques. Les espaces des fonctions log-Holder continues,
aussi appelées fonctions 0-Holder continues, fonctions de Dini ou fonctions faiblement Lipschitz
continues, sont notés C%/lls®l Cependant, beaucoup de problémes subsistent et ralentissent
le développement des connaissances sur les espaces LP(), principalement dus au fait que ces
espaces sont virtuellement jamais invariant par translation, et que la convolution entre deux
fonctions appartenant a ces espaces ne satisfait plus I'inégalité de Young lorsque p(.) differe
d’une constante, i.e.

1f*gllp) < el fllpeyllgllr a lieu si et seulement si p est constant,

pour tout f,g € LP\), voir [Die04a]. Ces deux points majeurs marquent la différence entre les
espaces de Lebesgue a exposant constant et ceux a exposants variables. On peut citer également
I'injection compacte de Sobolev I/VO1 P(@) (Q) < LP@ (Q), qui n’est plus valide pour un exposant
p(.) général, mais qui est vérifiée lorsque p(.) est log-Holder continu, voir Diening|[Die04b] et
Samko[Sam98]. La question de la nécessité d'une telle condition pour assurer les injections de
Sobolev reste a ce jour un probléme ouvert, bien qu’il a été démontré par Kovacik et Rakosnik
Pexistence d’une fonction continue p telle que Iinjection Wy ™™ (Q) < LP"0O(Q) n’ait pas lieu,
ou p*(x) = Np(z)/(N — p(z)) est la généralisation de I'exposant critique de Sobolev.

Un autre probleme, et pas des moindre, concerne la densité des fonctions lisses dans les espaces de
Orlicz-Sobolev, i.e. les fonctions appartenant a ’espace C'*°(£2), qui est une propriété importante
dans la mesure ou elle permet I'approximation des fonctions faibles par une suite de fonctions
régulieres selon la norme considérée. Par ailleurs, il existe des espaces de Orlicz-Sobolev pour
lesquels les fonctions lisses ne sont pas denses. Aussi, Kovacik et Rakosnik [KR91]| ont démontré
que la propriété de densité a lieue lorsque 1'exposant variable p(.) est borné, condition qui fut
plus tard affaiblie par Samko[Sam00], par la condition de log-Holder continuité de p(.).
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Pour finir, juste un mot sur la dualité de ces espaces : dans [KR91], 'auteur démontre que le dual
de I'espace LP(®)(Q) correspond a I'espace LP (*)(2), sous la condition unique que p € L®(Q),
ou p'(x) = p(z)/(p(x) — 1) est 'exposant conjugué de p(.). Aussi la caractérisation du dual des
espaces de Sobolev a été donnée dans [KR91] dans le cas ou p(.) est une fonction mesurable

et bornée, a savoir que pour toute distribution G € (Wl’p(x)(Q))* = WL @)(Q), il existe un

2
couple unique (g, |Vyg|) € (Lp(')(Q)) tel que l'identification suivante ait lieue

G(f) = [ (Fg+[VSIIVahdr,  pour tout f € WHO().

De surcroit, lorsque le domaine est un sous-ensemble borné de RV, et que p, ¢ sont des fonctions
mesurables, les injections continues LP2() < LP() et WhP2(2) s JWEP() (] > () sont assurées,
pourvu que p(x) < po(z) pour tout z € €. Aussi, U'extension de l'inégalité de Holder pour les
espaces de Orlicz-Lebesgue est donné par le lemme suivant.

Lemme 0.5.1 (voir [KWZ10a] Lemme 2.1). Pour tous u € LP®) (Q) et v € LF'@) (Q), Iinégalité
suivante est vérifiée :

/ uvdx
0

1 1
<\l —+— Ul|p(x) N V]p! (z < 2{u ) || V]lp! (z)-
(p_ (p_),) il e < 2l ol
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0.6 Organisation générale de I’étude

L’étude dans sa globalité suit 1'organisation suivante :

e Les chapitres 1 et 2 traitent de I'existence de solutions pour le systéme (S), sous certaines
conditions, dans un premier temps au moyen de la méthode du degré topologique (chapitre 1),
et dans un deuxiéme temps au moyen du théoreme de point fixe de Schauder et de la méthode
des sur- et sous-solutions (chapitre 2).

— Dans le chapitre 1, nous considérons le systeme () sous les conditions suivantes

{fl (x,u1,ug, Vuy, Vuy) = cl(x)ul\ullal(x)_luQ|uz|ﬁl(I)_l + dl(x)|Vu1|'”(x) + e () (27)

fo (x,u1,u9, Vuy, Vug) = CQ(x)ul\ul]”(x)’luﬂug]ﬁ?(x)*l + dQ(x)|Vu2]72(x) + es(x),

ol ¢, dy, i, B, i ei € C(Q) (i = 1,2), sont des fonctions positives et bornées, avec e; > 0
(1=1,2).

Nous prouvons qu’un tel probleme admet au moins une solution, sous certaines conditions sur
les coefficients ¢;, d;, e; (i = 1,2) et les puissances «;, 5;,7; (i = 1,2), par application du degré
toplogique de Berkovits. L utilisation d’un degré topologique, initiée par Leray-Schauder[LS34],
est basée globalement sur le passage par homotopie entre le probléme initial et un autre probleme
admettant des solutions non triviales. De ce fait, on déduit 'existence d’une solution pour le
probléme initial par invariance homotopique du degré topologique.

— Dans le chapitre 2, nous considérons le systeme () sous les conditions suivantes

mlu?l(x)ugl(x) < f1(z,uy,ug, Vug, Vug) < M,y (u?“%@l(” + [V @ 4 \Vugﬁl(x))

mauS? P < £ (2w, us, Vg, V) < Moy (u{fe(x)ugﬂx) + |V 2@ + |Vuz|72(x)) , (28)

u; >0 (Z = 1,2),
ol oy, Bi, Vi, V; € C(Q) (i = 1,2), sont des fonctions bornées sur Q (pouvant étre négatives) et
m;, M; sont des constantes positives.
Moyennant certaines conditions sur les coefficients m;, M; (i = 1,2) et les puissances o, 5, Vi, 7;
(¢ = 1,2), nous montrons que le probléme admet au moins une solution en appliquant le théo-
reme de point fixe de Schauder ainsi que la méthodes des sur- et sous-solutions. La méthode des
sur- et sous-solutions, introduite historiquement par Keller [Kel69] et Amann et Moser [AMT71],
est basée sur des techniques de comparaison entre la solution du probléme (ou celle d'un pro-
bleme auxiliaire), et des fonctions (u;,u,), (41, 2), appelées respectivement sous-solutions et
sur-solutions. Dans ce chapitre, ces derniéres seront construites au moyen des fonctions (bien
connues) (pi(z), p2(x))-torsion.

e Dans le chapitre 3, nous prouvons, dans un premier temps, des résultats de non-existence pour
le systeme (), dans le cas ou les non-linéarités f; (¢ = 1,2) sont définies d’une part de la fagon
suivante

{fl (1‘7 ul; U/Q, VU/l, V'LLQ) — )\u?l($)ugl($)

f2 (1‘7 ul; U/Q, VU/l, V'LLQ) — )\UTCQ(CC)USQ(ZE)7
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et d’autre part de la fagon suivante
fi (,ur, ug, Vug, Vug) = A ( ar(my or(@ |V @) 4 ]VW’%(I))
fz (.T, Up, U2, Vul, Vu2> Y ( as(z) 52(&? + |VU |72 -+ |VU2|’Y?(m)) :

ot o, Bs,7i,7; € C(Q) (i =1,2), sont des fonctions positives et bornées, et \ est une constante
strictement positive.

Le raisonnement suit les idées de Moussaoui, Didi et Khodja [DKM20, Théoréeme 1]. Précisément,
les auteurs ont prouvé que, lorsque les termes sources sont du type fi(z,uy,us, Vuy, Vug) =
Autt u2 , alors sous certaines conditions strictes sur les puissances «;, 3;, supposées constantes,
le probleme (S) n’admet aucune solution non-triviale positive lorsque A excede une certaine
constante, construite a partir de la premiere valeur propre du (p;(z), p2(x))-Laplacien. De tels
résultats peuvent étre étendus a des situations plus générales, ou les puissances «;, 5; sont
variables, et avec présence de termes de convection dans l'expression de f; (i = 1,2), ce qui sera
I'objet de la premiere partie de ce chapitre.

Dans un deuxiéme temps, nous prouvons la non-existence de solutions pour le systéme (.5) dans
le cas scalaire, avec d’une part la condition

f (Z’, u, VU) = )\u—oz(x) + qur(:c)’ (29)
et d’autre part la condition
f (@, u, V) = A= 4 g™ ® 4 ()| V@) (30)

ou a,r,d sont des fonctions positives et bornées, et A, u sont des constantes strictement posi-
tives.

Dans la littérature, Giacomoni, Schlinder et Takac [GST07, Lemme 3.3] ont montré que des
EDPs du type —A,u = Au™ + «” n’admettent aucune solution lorsque A excéde une certaine
valeur implicite, sous certaines conditions des exposants « et r, supposés constants. Ils ont
raisonné par I'absurde, en utilisant l'isolation de la premiére valeur propre du p-Laplacien (p
constant). Ici, le terme isolation signifie qu'’il n’existe aucune suite de valeurs propres \; conver-
geant vers la premiere valeur propre. Nous allons étendre ce résultat dans le cas scalaire, pour
les termes sources (29) et (30).

e Le chapitre 4 est dédié a I’étude de deux pistes, laissées en perspective, qui pourraient faire
I'objet de résultats futurs.

La premiere piste considérée concerne 1'obtention d’une estimation globale du gradient de la
solution a priori du systeme (.5), dans le cas scalaire, sous la condition

f (ZE, u, Vu) = A (u—a(fﬂ) + |vu|’y(w)) :

ot o,y € C(9) sont des fonctions positives et bornées, et \ est une constante positive.

Tout d’abord, suivant les idées de Zhang[Zha07], nous donnons une sous-estimation de la so-
lution & priori d’un tel probleme sur tout le domaine 2. Puis, en s’inspirant des travaux de
Ladyzhenskaya et Ural’tseva[LUGS|, nous prouvons une estimation du gradient a 'intérieur du
domaine au moyen de la sous-estimation.

La deuxieéme piste porte sur l'existence d’au moins une solution non-triviale pour le systéme (.5)
sous la condition (27), suivant une autre approche que celle utilisée dans le Chapitre 1. Cette
approche est basée sur la construction de sur-et-sous-solutions de type radial adaptées a (.5),
inspirées de [Vé16].
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CHAPITRE 1

RESULTAT D’EXISTENCE AVEC LE DEGRE
TOPOLOGIQUE DE BERKOVITS
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Dans ce chapitre, nous étudions le probléme suivant :

—Apmyur = e () |ug [ g [ug PO 4 d ()| Vg ) 4 e () dans Q
(Sa,p) —Ap, () U2 = cz(:v)ul|u1|°‘2($)_1uz|uz|ﬁ2(x)_l + dz(x)|VuQ|72(x) +eg(r) dans Q  (1.1)

U =ug =0 sur 052,

ou o, Bi,Vis€i, ¢i,d; € C(Q) (i = 1,2) sont des fonctions positives et bornées, avec e; > 0
(i=1,2).

Le but de ce chapitre est de généraliser les travaux de Vélin[Vé16]. Notre approche technique
sera la méme que celle de [HAL19], a savoir Iapplication du degré de Berkovits, introduit

dans [Ber(7a], et qui n’est autre que la généralisation du degré topologique classique de Leray-
Schauder.

1.1 A propos de la notion de degré topologique

1.1.1 Définition d’un degré topologique

Soit G un sous-ensemble borné d'un espace de Banach X, f une application définie de X
a valeur dans un espace de Banach Y, et yy un nombre réel. Considérons une fonction d, asso-
ciant au triplet (f, G,yo) 'entier d(f, G, yo). Une telle fonction d est appelée degré topologique,
pourvu qu’elle satisfait trois propriétés importantes, a savoir :

e (Propriété de normalisation) Si fo : X — Y désigne une application identité, alors d( fo, G, y0) =
+1;

e (Propriété d’additivité) Si G et G5 sont deux sous-ensembles de G tels que yy ¢ f(cl(G)\(G1U
G2))7 alors d(fv G7 yO) = d(f7 G17 yO) + d(f> G27 yO) )

e (Propriété d’invariance homotopique) Si 'ensemble {f; : cl(G) — Y : 0 <t < 1} représente
une famille d’homotopies continues, et {y; : 0 < ¢t < 1} représente une courbe continue de Y,
telle que y; ¢ f;(0Q2) pour tout ¢t € [0, 1], alors d(f;, G, y;) est constant en ¢ sur [0, 1].

De tels outils sont utilisés pour prouver 'existence de solutions pour des problemes du type
g(x) = x, en considérant 1'équation (I — g)(z) = 0 (appelée équation d’Hammerstein du pro-
bléme), et en posant f = I — g et yo = 0. Voici un court aper¢u de 'évolution des degrés
topologiques, bien détaillée dans [Bro83b).

1.1.2 Degré topologique de Leray-Schauder

En dimension finie, i.e. lorsque X et Y sont isomorphes a des sous-ensembles de RY, il est
bien connu l'existence d’une unique fonction dg(f, G, yo) satisfaisant les propriétés d'un degré
topologique, voir [Broll]. La construction d’un tel degré fait intervenir la solution fondamentale
du probléme de Laplace dans  C RY, voir [Bro83b, Théoréme 1] pour plus de détails.

En dimension infinie, le degré de Brouwer peut étre généralisé, pourvu que f(cl(G)) est un
ensemble relativement compact de X, i.e. un ensemble dont ’adhérence est compacte, voir
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[Bro83b, Théoreme 3]. Un tel degré, apparu en 1931, est le bien connu degré topologique de
Leray-Schauder[LS34].

Pour construire ce degré, les auteurs ont eu recours a des méthodes de :

e Approximation de la fonction f par une fonction f de rang finie, en utilisant la compacité de
(L = f)(c(G));

e Invariance du degré de Brouwer par modification de 'approximant de f. Cette propriété se
justifie en considérant une homotopie affine entre deux approximations différentes de f, et en
utilisant I'invariance homotopique du degré de Brouwer;

e Invariance du degré de Brouwer par restriction de f a un sous espace de dimension finie de
G. Ce résultat est d’'une importance capitale pour la construction du degré de Leray-Schauder,
et sa justification repose sur la suspension de f par l'opérateur de suspension S; : cl(G) — X,
défini par

Si(f)(x) = Si(f)(xo + x1) = f(x0) + 71, avec r = (x9,21) € G =Gy X By.

L’idée est de décomposer tout domaine X*) € X de dimension k (k € N), en le produit cartésien
d’un sous-domaine Xék), avec son complémentaire dans X*). noté Xl(k). De ce fait, pour tout
sous-ensemble borné G* ¢ X®) on peut écrire que G*) = ng) X Bik) C Xék) X Xl(k), ou CNJ(()k)
est un ensemble borné de X(()k), et B%k) une boule unité de X 1(k) centrée a l'origine (voir [Bro83b]

Propositions 5 et 6). Cela permet de prouver que
(k) Ak) (K ; ~ k k) A k
d(fs”, ", ys") = dp(S$1(fM), GW, ") = d(F®, G, 4",

ot f), y[()k) font référence aux approximations de f et yo dans 'espace X*)| et fék) est la res-

triction de f®) & Pensemble Go(k). Par conséquent, le degré de Leray-Schauder ds(f, G, o)

correspond a la valeur commune de dg( fék), ng), y(()k)), pour toute approximation finie fék) de

f, associée a un sous-ensemble éék) de G, de dimension k (k € N).

1.1.3 Degré topologique de Browder

L’approche de Leray-Schauder fut reprise et généralisée par Browder pour une classe d’ap-
plications f, plus nécessairement compactes, mais vérifiant la propriété de classe (S5,), avec la
propriété de demi-continuité. Ces propriétés sont définies comme suit :

(A) f est dite de classe (S4) si, pour toute suite x; dans G, convergeant faiblement vers x dans X,
et pour laquelle lim < f(x;),z; —x ><0, on a z; — .
(B) f est dite demi-continue si elle est continue de la topologie forte de X

vers la topologie faible de X™.

Pour approcher I'application f par une suite d’approximations de dimension finie, 'auteur a
utilisé la méthode d’approximation de Galerkin, et a considéré un opérateur de suspension
Sy (P~ (Go)N (I — P)~Y(By)) — X, défini par

So(f) =P fP+ (I —P)"J(I—-P),

34



ou P est I'opérateur de projection de X sur un sous-espace fermé Xy C X, P* et (I — P)* sont
des opérateurs d’injection de X dans X*, et J: X — X* est I’application de dualité.

1.1.4 Degré topologique de Berkovits

Par la suite, les travaux de Browder ont été adaptés par Berkovits [Ber07b] & des probléemes
de point fixe de la forme (Pr) : foT }x) = z, ou T7' : X* — X est I'opérateur inverse
d’un opérateur T : X — X*, satisfaisant f(y) = Ty. Ici, T est supposé borné, demi-continu,
et de classe (S ). Ainsi, Berkovits a prouvé que, lorsque f satisfait les propriétés de bornitude,
demi-continuité, et la propriété de classe (S, )r, définie par

(C) f est dite de classe (S4)r si, pour toute suite x; dans G, convergeant faiblement vers x dans X,

telle que la suite {y;} = {T'(z;)} converge vers y dans X*, et pour laquelle
lim < f(x;),y; —y ><0, onaz; =z,

alors il existe une unique fonction degré, basée sur le degré de Browder, qui est invariante par
approximation de f, et par discrétisation de G. L’auteur a utilisé la méthode d’approximation
appelée "régularisation super elliptique" pour approcher f par une suite d’approximations de
dimension finie, et a considéré I'opérateur de suspension Ss : G — X*, défini par

S3(f) = Moo f + T, pour tout A > 0 suffisamment large,

ou ¢ désigne une injection linéaire compacte d'un espace de Hilbert séparable W dans X*,
¢ : X — W est son auxiliaire, défini par

((;Aﬁ(u)\v)w = (u,¢(v)), pour tout v e W et u € X.

I1 est a remarquer que la solution de (Pr), notée x*, obtenue a partir du degré de Berkovits et
satisfaisant g(T~'z*) = 2*, appartient a lespace dual X*, étant donné que 77! : X* — X.

1.1.5 Articulation du chapitre

En vue de l'application du degré de Berkovits, nous nous focaliserons sur les propriétés de
l’application f : Xé’pl (I)’pz(m)(Q) — X 1n@)re@)(Q) définie par

fur,uz) = (fi(w, u, ug, Vuy, Vug), fo(x, ur, ug, Vug, Vug)), (1.2)
ainsi que les propriétés de l'opérateur T : X&’pl(w)’m(w)(Q) — X L@ E)(Q), défini par
T(u1, uz) = (=Ap @ytn, =Apy(a)tiz),

afin de prouver 'existence de point fixe a I'opérateur I — foT 1 : X ~1Ai@»n@) () — X-1P @) Q).
Une des raisons principales justifiant 1'utilisation du degré de Berkovits, au lieu du degré de

Leray-Schauder, provient du fait que, généralement, I'opérateur 7' n’est pas compact (voir, par
exemple, [PS99]).

Plus précisément, il s’agira pour nous de :
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e Prouver que les applications f et T, ainsi définies, vérifient les propriétés de bornitude, demi-
continuité, ainsi que la propriété de classe (Sy) (pour l'opérateur T), et celle de classe (Sy)r
(pour l'application f).

e Reformuler notre probléme sous la forme
(B1,@2) — f 0 T (1, 82) = 0, (@1, B5) € X HHHEECI (), (1.3)
appelée équation d’Hammerstein du probléme, et qui n’est autre que le probleme dual de
T(uy,ug) = flug,ug), (ur,up) € XHPr@r2@)(Q),
dans le sens out T71(®y, ®y) = (ug, uy) € X1 P1(@)p2(),

e Etablir une homotopie adéquate, permettant de passer de (1.3) vers une autre équation ad-
mettant des solutions non triviales. Pour ce faire, on va tout simplement considérer I’lhomotopie
affine H(t,.) = I(.)—tfoT7!(.), et conclure, en utilisant I'invariance homotopique et la norma-
lisation du degré de Berkovits, que d(I,G,0) = d(H (1, (P, P2)),G,0) = 1, i.e. que la solution
duale (@7, ®3) existe, et ainsi, par bijection de T, que la solution de notre probleme (uf,u})
existe. Ici, 'ensemble G € X ~171(@)2:(=)(Q)) correspond & un ensemble borné tel que

H(t, (®),85)) = (&1, Bo) — tf o T~ H(By, By) £ 0, V(y, By) € IG, (1.4)

et dont la construction sera précisée par la suite.

1.2 Hypotheses

Dans ce chapitre, nous nous plagons sous les hypotheses suivantes (voir section Notations
pour plus de détails).

(H)  pieCHQ) et 1<p <ple) <pf <N (i=1,2)

(H2) € : sous-ensemble borné de RY (N € N) suffisamment régulier,

(H3) ¢, di, e, € C(Q)(i = 1,2) sont des fonctions positives et bornées, avec e; > 0 (i = 1,2),
(H4) 0<a;,B7, a;, 8 €C(Q) (i =1,2),

p1(z) p2(z)  n'p1(x) np2 () np1 () n'p2(z)
n € (Lmin{pr,pr}), n' =34 (i =1,2

(H6) 0<~yi(z)<p, —1,7%€C() (1=1,2).

(H5) ()2 4 By(2) %D < min (1 A GO I VACO I it A CO p;pxx)) Vo € Q.
)

1.3 Résultats principaux

Le principal résultat de ce chapitre est le théoreme suivant. Ce théoreme assure I’existence
de solutions, par application du degré topologique de Berkovits, pour le systeme quasi-linéaire
suivant

—Ap (@)U = cl(m)ul|u1|°‘1(””)_1u2|u2|ﬁl(m)_1 + d1($)|Vu1|71($) + e1(x) dans Q
—Ap, (@)U = cz(x)ul|u1|O‘2(f‘)_1u2|uz|52(”"’)_1 + dg(ﬁ)lVUng + eo(xz) dans Q (1.5)

up = ug =0 sur 0.
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Théoréme 1.3.1. Sous les hypothéses (H1) a (H6), le systéme (1.5) admet au moins une

solution non triviale dans Xé’pl(x)’m(x) ().

1.4 Définitions et résultats préliminaires

Etant donné que Pon considére des solutions faibles de (1.5), on se place sous la définition
suivante.

Définition 1.4.1. On appelle solution faible de (1.5) tout couple (u1,us) € WoP"™(Q) x
Wy (Q) satisfaisant

/Q |V, [P@ 2V, Vi, da = /Q (cl(x)ul|u1|a1(””)’1u2|u2|51(x)*1 + dy ()| Vu | @ oy + el(x)) ord,
/Q Vg [P2 @) "2V uy Vi, dao = /Q (cg(a:)ul]u1|a2(x)’1u2|u2|52(x)*1 + dy ()| Vug |2 @ oy + 62(3:)) pod,

pour tout (o1, p) € Wy (Q) x W™ (qQ).

Dans la suite, X fait référence a un espace de Banach réel, séparable et réflexif, X* son
espace dual, et G € O, avec O la collection de tous les ensembles ouverts et bornés dans X. Le
symbole ||.|| fait référence a la norme sur X, et < .,. > désigne le crochet de dualité entre X et
X*.

1.4.1 Propriétés du degré de Berkovits
Considérons la classe d’opérateurs suivante :

Fi (G) = {F : G — X*|F est borné, demi-continu et de classe (S+)},

Fr (@) = {F : G — X|F est demi-continu et de classe (S+)T} :

Frp (C_J) = {F : G — X|F est borné, demi-continu et de classe (S+)T} :
Le résultat clé de ce chapitre est le résultat d’existence suivant.
Lemme 1.4.1 (voir [Ber07b]). Il existe une unique fonction degré
d:{(F,G,h)|GeO,TeF(G),FeFrp(G) h¢F(G)}—2Z

satisfaisant les propriétés suivantes :

1. (Ezistence) Si d(F,G, H) # 0, alors l’équation F(u) = h admet une solution dans G.

2. (Additivité) Soit F' € Fr g (é) Si Gy et Gy sont deux sous-ensembles ouverts et disjoints
de G, tels que h ¢ F (é\(Gl UG2)>, alors on a

d(F,G,h) = d(F,G1,h) + d(F,Ga,h).

3. (Invariance homotopique) Si H : [0,1] x G — X est une homotopie bornée, admis-
sible avec le graphe intérieur essentiel d’une application commune, et continue, et si
h:[0,1] = X est un chemin continu dans X, tel que h(t) ¢ H(t,0G), pour tout t € [0, 1],
alors la valeur de d (H(t,.), G, h(t)) est constante pour tout t € [0, 1].

4. (Normalisation) Pour tout h € G, on a d(I,G,h) = 1.
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1.4.2 Définition des propriétés de demi-continuité et de classe (S, )r

Nous rappelons certaines propriétés basiques, et donnons la définition d'une fonction demi-
continue. Cette définition sera utilisée plus tard pour I'application du degré de Berkovits.

Définition 1.4.2. Soit Y un espace de Banach réel. Une application F': D C X — Y est dite :
1. bornée si l'image de tout ensemble borné est un ensemble borné.
2. demi-continue si pour tout suite (u,) C D, u, — u, on a F(u,) = F(u).

3. compacte si elle est continue, et que ['image de tout ensemble borné est un ensemble
relativement compact.

Dans ce qui suit, apres avoir présenté certaines propriétés de monotonie, nous donnons
la définition de fonctions de classe (S;) et (Sy)r, nécessaire pour l'application du degré de
Berkovits.

Définition 1.4.3 (voir [Ber07a] p.291). On définit les propriétés suivantes.
— Propriété de monotonie : une application F' : D C X — X* est monotone si, pour tout
u,v € D,

(F(u) — F(v),u—v) > 0.

— Propriété de pseudo-monotonie : une application F : D C X — X* est pseudo-monotone si,
pour toute suite (u,) C D, telle que u, — u, et satisfaisant

n@o (< Fup),up, —u>) <0,
et (F(up),u, —u) — 0 dans X,u € D, on a F(u,) — F(u).
— Propriété de classe (Sy) : une application F: D C X — X* est de classe (S,) si, pour toute
suite (u,) C D, telle que u, — u, avec

n@ (< Fup),u, —u>) <0,
on a u, — u dans X.
— Propriété de classe (S4)r : une application F': D C X — X satisfait la condition (Sy)r si,
pour toutes suites (u,) C D et (yn) = (T'(uy,)) C X*, telles que u, — u, y, — vy, avec
on au, —uinX.
— Propriété de quasi-monotonie : une application F : D C X — X* est dite quasi-monotone
st, pour toute suite (u,) C D, telle que u,, — u, on a

lim (< F(up),up —u>)>0

n—00 -

1.4.3 Homotopie de classe (S, )r

L’utilisation de la propriété d’invariance homotopique du degré de Berkovits nécessite de
considérer des homotopies de classe (S ). Tout d’abord, nous définissons le concept d’homo-
topie affine admissible.
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Définition 1.4.4. Soit T : G C X — X* un opérateur borné, continu, et de classe (S;).
Considérons les applications M, N : G C X — X. L’homotopie affine H : [0,1] x G — X,
définie par

H(t,u) :== (1 —t)M(u) +tN(u), pour tout (t,u) € [0,1] x G, (1.6)

est appelée homotopie affine, admissible avec le graphe intérieur essentiel de l’opérateur commun
et continu T

Ensuite, nous établissons une relation entre les homotopies affines admissibles et les homo-
topies de classe (S )r.

Lemme 1.4.2 (voir [Ber07al). Si les applications M,N : G € X — X sont des applications
bornées, demi-continues, et de classe (S4)p, alors Uhomotopie affine H : [0,1] x G — X, définie
dans (1.6), a la propriété de classe (Sy)qp.

1.4.4 Principe de Leray-Schauder
Notre approche est basée grandement sur le lemme suivant.

Lemme 1.4.3 (Principe de Leray-Schauder, voir [Ber07a, Corollaire 9.3]). Soit F =1 —TS :
G C X — X* une application bornée, demi-continue, et de classe (S4 )7, avec T une application
bornée, demi-continue, et de classe (S). L’équation F(u) = 0 admet au moins une solution,
pourvu que les conditions suivantes sont satisfaites

0 €@,
t(u—F(u)) #u, Yu e 0G,0 <t < 1.
Dans le but d’appliquer le Lemme 1.4.3, on aura besoin du lemme suivant.

Lemme 1.4.4 (voir [Ber07a] Lemmes 2.2 et 2.4). ] Soit T : G C X — X* une application
bornée, demi-continue, et de classe (Si), et soit S : Dg : X* — X et L : Dy : X* — X des

applications demi-continues, telles que T(G) C Ds N Dy. Les énoncés suivants sont vérifiés :

1. Si S est quasi-monotone, alors [+ SoT : G C X — X est demi-continue et satisfait la
condition (S4).

2. Si L est de classe (Sy), alors ToT™' : G C X — X est demi-continue et satisfait la
condition (S4).

1.4.5 Propriétés de 'opérateur p(r)-Laplacien

Dans le but de prouver que l'opérateur p(x)-Laplacien appartient a 'ensemble Fi(G), F;
défini plus tot, ou G est un ensemble qui sera précisé plus tard, le lemme suivant sera d’une
grande aide.

Lemme 1.4.5 (voir [Cha86, Théoreme 3.1]). Soit Ly : Wol’p(x) (Q) — W12 @) (Q) l'opérateur
p(z)-Laplacien défini dans la section Notations, alors

1. Ly est un opérateur borné, continu, et strictement monotone.

2. Ly est un opérateur de classe (S;).

3. Ly est un homéomorphisme.
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1.4.6 Propriétés algébriques

En pratique, la norme de Luxembourg ||.|,) n’est pas aisément maniable, du fait que sa
définition n’est pas aussi explicite que celle de la norme de Lebesgue dans le cas constant, définie
dans la section Notations. Par conséquent, il s’agira plutot d’utiliser la fonction modulaire py( ),
et de faire appel au lemme suivant pour estimer p,) en fonction de ||.||,()-

Lemme 1.4.6 (voir [KWZ10a] Lemme 2.6). Soit p,(), défini par pp(u) = Jq [ui[P@dz,
Yu € LP®) (Q). Par conséquent, les énoncés suivants sont valides :

(1) pp@) (1) > 1(= 1; < 1) si et seulement si ||ulpm) > 1(=1; < 1) respectivement.
(2) 52 lullpey < 1, alors ull%, < oy (u) < Il

(3)
(4)

+
3) Si ullp) > 1, alors [[ully) < pp)(u) < ully,
4 n&T |t — t||pz) = 0 = nﬁinoopp(x)(un —u) = 0.

Remarque 1.4.1. A partir des points (2) et (3) du Lemme 1.4.6, on peut déduire les inégalités
sutvantes :

(D) lullp) < ppa)(w) +1
(2)pp(a)(u) < ||U||§( + ||u||p(1’)
Nous énongons les lemmes suivants qui seront tres utiles pour la suite.

Lemme 1.4.7 (voir [FIN97]). Pour tous vecteurs réels u,v € RN, il existe deux nombres positifs
C4,Cy, dépendant de p(z) (x € Q fixé), tels que les inégalités suivantes soient vérifiées

(P21 — [y, — gy 3 | Ol PP =] 1 < pla) <2 et (u1,02) # (0,0,
’ B C2|U—v|p(m) si p(x) > 2,

ot Cy = p(z) — 1 et Cy = 4177,
Lemme 1.4.8 (voir [KWZ10a, Théoreme 3.2]). Soit u,v € Wy P (Q) et p: Q — Ry, satisfai-

sant 1 < p(x) < 2 pour tout x € Q. Les inégalités suivantes sont valides :
p(z)(p(a)=

(IVu| + |Vvl) \Vu — V@) > 1, alors
p(x)
/Q Vu — VoPDdz < Ky (uy, us) /Q (V| + [Vo )92 [Vu — Vol2de. (1.7)
p@)(p(e)-2)
Si ||(|Vu| + [Vvl) |Vu — Vo|P@) <1, alors

e
/Q |Vu — VoP@de < K (uy, us) (/ (IVu| + |Vo|)P™ 72 |[Vu — Vo daz:)+ : (1.8)

avee K (u1,t2) = 2 (poa) (|Vul) + ppiw) ([V0]) + 1)),
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Démonstration. Etant donné que

/ \Vu — VoP@dy

p(z)(2—p(z)) p(z)(p(z)—

= [ (vl + 190D (V] + (Vo) 5 [Tu - Tup

d’apres le Lemme 0.5.1, on peut écrire que :

p(z)(2—p(z))
2

2
2—p(z)

[ 19— Vepiz <2 H(|Vu| Vo))

x |[(17u] + Vo) 5 |V — Vo p@

(r)

D’apres le Corollaire 1.4.1, et la convexité de ¢ — [t[P®) pour tout x € €, on peut remarquer
que :

p(dL)(2 p(z))
|(val + 190

<p

2 2—

2—p(x)
= (\Vu|+|Vv\)+1
S ) (IVu]) + ppeay (IVo]) +

p(xz)(2—p(x))
((|Vu| + |vv|)> 41

Dans le but de simplifier, et pour une meilleure lecture, on pose

p(m)(p(l) )
= 4u + 190" v - wop
p(z)
Si A > 1, alors le Lemme 1.4.6 implique que
p()(p(x)=2) =
A< p ((Vul +]90) Vu- Vop)”

1

( (IVu| + [Vo|)P™) 2 |V — Vv|2d:x> ’
/ (V| + [V 72 | Vu — Vol da.

Si A <1, alors le Lemme 1.4.6 implique que

A< (/Q(|Vu|+|Vv|)p(x)2|Vu v dx>+.

Ceci complete la démonstration. O

1.4.7 Un théoreme de la Valeur Moyenne

Dans la suite, nous serons confrontés a des situations ou nous aurons a estimer l'intégrale
du produit de deux fonctions génériques f et ¢ uniquement a partir de l'intégrale de f. Une
telle estimation est fournie par le Théoreme de la Valeur Moyenne suivant, introduit par Banks
dans [Bro83a].
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Théoréme 1.4.1 (voir [Bro83a| théoreme 6). Soit f et ¢ des fonctions a valeur réelle, définies
sur x € Q, avec f intégrable sur €2, ¢ mesurable sur ), et satisfaisant la condition

—oco<m < ¢(x) <M < +oo.
Soit [’ensemble
w={reQ:¢(x) >y}
Si
0< [ faw< [ fan,

pour tout y € [m, M|, alors il existe un réel v € [m, M] tel que

’y/Qfdx:/Q]%dx.

1.5 Quelques éléments de base

1.5.1 Définition du probléme (1.5)

Tout d’abord, précisons que, sous I'hypothese (H), le probleme (1.5) est bien défini. En
d’autres termes, les termes sources f; appartiennent aux espaces duaux LPi)(Q) (i = 1,2). En
effet, on a le lemme suivant.

Lemme 1.5.1. Sous les hypothéses (H), supposons que (uy,us) € Xol’pl(m) X X&’m(r). Alors les
propriétés suivantes sont vérifiées :

(ea(@yun () ()] Oy () ) P o () o ()| ) ()] P2

/ / (19)
c [Pi(@) (Q) x LP2(@) (Q),
et

(d1(1‘)|vul|%(x) +e1(x), da(w)[Vup 2 + 62(95)) € LMW (Q) x LMW (Q) (1.10)

Démonstration. Il est clair que (e1(x), ea(x)) € LP1® (Q) x LP2(®) (Q). Aussi, pour tout (uy, uy) €
L@ (Q) x LP2(®) (Q), le Lemme 1.5.2 assure que

() (z)
(Jua |5, [P0} € [7OWIT (Q) ¢ LW (), (1.11)
1 = 1,2. Par conséquent,
Ci(m)|ul(x)|ai(w)p§(w)|u2(x)|ﬂi(w)p;(w) e L@ (Q), (1.12)

ou t; est une fonction définie, pour tout x € €2, par :

L _ a@)pi(z) | Bilx)pi()

ti() p1(7) pa2()

Y
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i = 1,2. De plus, 'hypothese (H5) assure, pour tout = € €2, que ¢;(x) > 1. Maintenant, d’apres
(1.12), I'inégalité de Holder implique :

| e@hn )

ai(x)pg(a:)‘w(m) Bi@)pi(*) g < s Bi(x)pi(x)

|ur ()

ai(z)p;(z) |y ()

a;i(z)p ’U2( ) .

B@R@) 4 1]

i(z)

< const [pt (|u1( )

. /
< const Hlul(f) R
a; ()P (@)
Bi(2)p, ()
x |[[uz() pe 1
Bi(I)P;(I)

(1.13)

ou, pour tout x € 2, on a ti(z) = tt&()xll (1 =1,2). Par conséquent, a partir du Lemme 1.5.2 et

de l'inégalité de Poincaré, il existe zj, ¢ € Q (i = 1,2) tel que 'on ait :

a;(z i (xd)p)(xf) Bi(z)ph(at)
Py (i) () oty (@)l

|ua(z)

ﬁi(x)) < const

lu ()

+1]. (114)

Ceci, d’apres le Lemme 1.4.6, montre que ¢;(z)uy (x)|u; (2)]%® g (2)|ug ()
(1 =1,2). Grace a ’hypothese (H6), I'injection suivante est vérifiée :

Bi(z)-1 ¢ LPi(@) (Q)

pi(@) (Q) — 1,7 (@)pi(z) (Q),
1 = 1,2. Par conséquent, en vertu du Lemme 1.4.6 et du Corollaire 1.4.1, on a :
vi(z)) — d-: Y
) 0 i(2) |V

< oo (Vo)
< 1l (||Vu1

vi(z)

P} () (di(l’) |V,

; )) (1.15)

P
5 T IVulyep e

vi(z)p

*
< ] cconst (||uz||1,pl o+l )

ce qui, d’apres le Lemme 1.4.6, implique que d;(x)|Vu;

%@ e [P (Q) (i = 1,2). O

1.5.2 Une propriété liée a la norme de Luxembourg

Le lemme suivant est la généralisation, au cas variable, de l’estimation de la quantité
I|w ||| = & par rapport a la quantité ||lul|. Cette estimation sera trés souvent utilisée au cours
de nos travaux.

Lemme 1.5.2. Soit u une fonction a valeur réelle, définie sur Q@ C RY, et k,m deux fonctions

K(z)
réelles, bornées, et positives, avec m™ > 0. Supposons que u € LF¥®) (Q). Alors u™® € L=G) (Q),
et il existe xg € ) tel que

|m(z)

[l s = Il (1.16)
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Démonstration. Dans la suite, nous supposons que u # 0 p.p. dans €2, auquel cas 1’égalité (1.16)
serait trivialement vérifiée.
Tout d’abord, on peut remarquer que, grace au Théoreme C.0.5, I'égalité suivante est vérifiée :

|u| )
1= pu 1.17
Pk(z) (Hqu(x) ( )

k(z)

T m(x m() m(x
-/ |u’kk((;)dx - [ ( i m((;)) dr = p i ( il m((:)) . (1.18)
(0 @\ [l @\l

D’apres l'inégalité

m(z)
Uu .
P k(z) [« — sifJullr@) <1
( || () ) > me \ [|ulli

[l Ju™@
Pk siofJul|p@) > 1,
m(x) || ||k(:v)
on peut déduire que

min (o Tolf) € £ = {3 0: sy (M) <1},

De plus, on prouve que E admet une borne inférieure. En effet, d’apres les propriétés de p, il
résulte que

1 1
EC{0<>\§1:Hpk(z> (|u’m(x))§1}U{1<)\ pk(z (|u\ )Sl}
1 1
~{o<a= 1 () < UL <3 ey <|u|><1}

Am+

En utilisant le Théoreme de la Valeur Moyenne, énoncé dans le Lemme 1.4.1, il existe xy € (2
tel que

1 U U
EC{0<A< 1 —lulliy pr) ) < Ut <A —= ||u|lk ' pr(a i) <
Ao [l k) AT [l k)
1
:{0<>\§1 — | ||k”“°)<1}U{O<)\§1 || etz < }
Am—

m—

k(zg)m ™ k(zo)m+
Il s’ensuit que min <||u\|k(x’§+ Mllys ) < inf(E). Par conséquent, inf(FE) existe, ce qui

k(x)
signifie que |u|™® € L&) (Q), pour tout z € Q. Maintenant, grace au Théoréme C.0.5, 'égalité
suivante est valide :

]_ = . _—
P \ T ey
m(x)

(1.19)
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De surcroit, d’apres la définition de p, 1’égalité suivante est vérifiée

k(
) lu|™ / u | [l 3 A
e m(@) - iy
@\l ”% @ ||l k(a) || |u|m @] &)

Par conséquent, on peut utiliser le Théoreme de la Valeur Moyenne, énoncé dans le Lemme
1.4.1, pour garantir I'existence de xy € §2, tels que l'on ait :

w [ ulli)
A e
’ |||U1|m(“’)||@
k(x k(x
ol w o\l
- k((xo)) Pk(x) Hqu(m) = k((To)) )
[ [ ey [[|u™@ | ey
m(x) m(x)
d’ou Iégalité (1.16) d’apres (1.19). O

1.6 Existence d’au moins une solution pour le probleme
(1.5)

1.6.1 Une propriété de classe (S;) pour I’opérateur (p;(z), p2(x))-Laplacien

On rappelle (cf Introduction) que I'application du degré de Berkovits nécessite de prouver

que l'opérateur T' = (—Apl(x), —Apz(x)) est de classe (S,). Ceci est assuré par la proposition
suivante.

Proposition 1.6.1. Soit l'opérateur T : X" #2(®) Q) — (Xé’pl(m)’pQ(x) (Q)>*, défini par
T(“l)“?) - (_Apl(:v)ula _Apz(:c)UQ) ;

c’est-a-dire, pour tout couple de fonctions tests (¢1,¢p9) € X&’pl(m)7p2(z), par

(T(U1,U2) (¢1>¢2)>1 p1(z),p2(z) <Lp1(x)u17¢1>1’pl(m) + <Lp2(m)u27¢2>17p2(x)
= /Q |V [P =2V 0y Vo da + /Q Vg [P2 @) =2V 0y Vo da.

Alors T est de classe (S+) (voir Définition 1.4.3).

Démonstration. On pose

Q={reQ|1<p(x),px) <2}, Q={reQ|l<p(z)<2, 2<py(x)},
Q={reQ|2<p(z), 1<px) <2}, QU={re|2<p(x),p(x)}.

Soit (uy,, us,) une suite de Xé’pl(m)’m(x) (2), faiblement convergente vers (u1, u2). On suppose
que

m <L(U17n, U,27n)7 (ul,n — U1, U n — u2>>1,p1(x),p2(:v) S 0. (120)

n—-+00
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L est de classe (S), pourvu que (1 5, us,,) converge fortement vers (uy, uz). Pour cela, a 'aide
de (1.20), on établit la convergence forte de (uy ,, us,,) vers (ug, ug). Dans cette perspective, on
considérera les cas suivants.

e Cas 1 : Estimation sur €y

D’apres les inégalités algébriques fournies par les Lemmes 1.4.7 et 1.4.6, il est vrai que :
/ (|Vu1,n|p1(x)_2 Vg, — |Vu1|pl(x)_2 Vul) (Vuy, — Vuy)de > [ 47 7@ |y, — Vu1|p1($) dx
Q4 Q4

> 41-p! / Vg, — Vullpl(x) dz.
Q4
(1.21)

On établit une estimation similaire en remplacant uy , par us, et pi(.) par pa(.).
e Cas 2 : Estimation sur )

Les Lemmes 1.4.7 et 1.4.8, ainsi que la condition

p1(z)(py(z)—2

)
(9001955 G = | >,

p1 (=)
impliquent 'inégalité suivante :

/Q (|VU17n|p1(x)72 VULn — |VU1|pl(x)72 VU1> (Vul,n — Vul) dx

1

z/ﬂ (pr(z) — 1) ([Varn] + [V )P @2 [V, — Vi |? d
> (7 = 1) [ (Vunl + [Vur)" 07 [Vur, = V[ do

5 (=1

—_ Y, — Vui|P*@dz.
— K(uyp,u) /Ql IV, ol v

p1(z)(p1(z)—2

)
(V] + [Fea) =55 V= Va2 | <1, alors

p1(x)

Dans la cas ou

/ (|Vul7n|pl($)_2 Vuy, — |Vulfr™? Vul) (Vuy, — Vuy) de
Q

(py — 1) { / a
= YV, — Vu [P*0d
— K(uypn,ur) Uy Vs, il v

Y

avec K (uy,,uy) =2 (/ |V [P di +/ |V [P1®) da + 1>.
Ql Ql
Finalement, en posant A; (u1,, 1) = fo, [Vt — Vug [P*®dz, on aboutit a I'estimation suivante
/ (\Vulm\pl(z)_z Vuy, — |Vu1]p1(m)_2 Vu1> (Vuy, — Vug) dz
951

(py — 1)

- : pi'—
- K(ul,nyul) — {Al(uLn’ul)’Al(ul,n7ul) } .
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On établit une estimation similaire en remplacant uy ,, par us, et pi(.) par pa(.).
e Cas 3 : Estimation sur €2,

On reprend la démarche utilisée dans le cas 2 pour établir que

lé (IVu o972 Vg, = [V [P Vg ) (Vuary — V) dae
2

(pr —1) )
- m B {Ag(ul’"’ uy), Ao (U, ug) } )

avec K (uyn,uy) = 2 (/ |Vu1,n|p1(x)d:v+/ \Vu1|p1(x)dx+ 1) et Ao(urp,u1) = fo, [Vurn —
QQ Q2

Vuy [Pr @ dx. Aussi, suivant la démarche utilisée dans le cas 1, on établit que

/ (|vu27"|p2(x)_2 Vg, — [V 72 Vu2) (Vug, — Vug) dx > 4172 /

Vg, — Vug|”?™ dz.
QQ QQ

e Cas 4 : Estimation sur ()3

On reprend la démarche utilisée dans le cas 2 pour établir que
/Q (|Vu27n\p2(x)72 Vg, — |Vug|P? 2 VuQ> (Vug,, — Vug) dz
3

(ps —1) . +
> A mny 7A mny p2 )
T

avec K (ugn,uz) = 2 (/ Vg, [P dae +/ |V [P2® da + 1> et Az(uom,u2) = Jo, Vg, —
Qg Q3

Vuglm(x)dx. Aussi, suivant la démarche utilisée dans le cas 1, on établit que
/ (]Vul,n]pl(m)_Q Vuq, — |Vu1\p1(z)_2 Vul) (Vuy, — Vuy) de > g1-pl / Vg, — Vu1|p1(x) dz.
Qg QS

Cas général : Estimation sur §2

4

Puisque Q = U 2;, avec les ensembles disjoints €2; (i = 1,---,4), on obtient les inégalités
i=1

suivantes :

/Q (|Vu17n|p1($)_2 Vg, — |V [P1 2 Vul) (Vuy, — Vuy) de

(py —1)

ot . +
> 417 A(Ls)(ul,mul) + K(Ul,n,m) min {A(2,4)(u1,n:u1)7 A(2,4)(U1,mul)p1 } )

avec Aq,) (Ui, w1) = Jo, Jo, [V, — VulP'? da et Agay(tnn, ur) = Jou s Vurn — Vul"' ™ de.
Cela entraine que

[ (190172 V= (9017 V) (T, = Vo) da

(pr — 1)

> min 41_pl+ _—
o ( " K (U, u)

) X min (/Q Vg, — Vu1|p1(x) dx, An ) (U1, ur) + A(2,4)(U1,n,U1)p1+> .
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On établit une estimation similaire en remplagant w, ,, par us, et p1(.) par pa(.). De ce fait, on
obtient, grace au Lemme 1.4.6, le résultat suivant :

< Lpl(a:) (ul,n) - Lp1 (z) (ul)a Ul,n — UL >1,p1(x)
+
Py

pi(z)’ C2,p1(x)(u17n’u1)> si ”VULn - VU1le(m) <1

CLPl(:Jc) (Ul,naul) min (HVUL” _ vuln
>

Ch py () (U1,n, u1) min (||Vu1,n — Vu1||ii_(x), Copy () (U1, u1)> si [Vurn — Vuillp, @) > 1,
(1.22)

. . P +
avec C p, (z) (U1,n, u1) = min <41 P, IM), et O py (2) (U105 U1) = A13) (U1, u1)+A@a) (Urn, ur)P

e Conclusion : Propriété de classe (5)

D’apres le Lemme 1.4.5, on sait que l'opérateur L,, ) est monotone au sens de la Définition
1.4.3, ce qui conduit a la monotonie de l'opérateur T := (Ly,(2), Lpy(x))- La continuité de T
entraine sa demi-continuité, qui, combinée avec la propriété de monotonie, entraine la pseudo-
monotonie de T, au sens de la Définition 1.4.3.

En vertu de la pseudo-monotonie de T, on obtient la faible convergence de la suite (uy p, u2,).
Remarquons que 'hypothese (1.20) garantit la convergence faible suivante

T (tr,m; tgg) = T(us, ug). (1.23)
Par conséquent, puisque

,p1($),p2(55) o nl—l)l}»loo <T<u1’n7 u2’n)7 <u17 u2>>1,p1(m)7p2(z)

S m <T(u1,n7 u2,n)7 (ul,n — U, u2,n - u2)>1,p1(a:),p2(x)

S n@m <T(u1,n7 u2,n>a (ul,n — Uy, u?,n - u2)>17p1 (I),pz(m)

<0,
alors, d’apres (1.23), l'inégalité suivante est vérifiée

lim K(ugp,w) < lim (K (u1n,u1) + K(ug,, ug))

n—-4o00o n—-4o0o
= lim 2 (/ |V, [P da —|—/ Vg P2 de +/ |VulPr @ dz +/ |V, P2 da + 2>
n—-+oo (951 (951 (951 Q1

<4 (/ V| @ dx + / |V P2 da: + 1) :
0 0

On établit une estimation similaire en remplacant K (uy ,,u1) par K (ug,, uz). En combinant la
convergence faible de (uy,,, us,) vers (ui, us) avec I'hypothese (1.20), on obtient :
0> lim < T(uin,uon), (Urn = U, o n = Ua) >1p(2)pae)

+ lim < =T, ug), (wn = s Uzn = U2) >1p @) () -
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De plus, par définition de la limite supérieure, et grace aux hypotheéses (1.20) et (1.22), on peut
écrire que

0> lim < T(urn, tzn), (U1 =1, Usn = U2) >1p: () pa(e)

+ nEIJIrlOO < —T(U1, Uz), (Ul,n — U1, U2n — u2) >1,p1(x)p2(2)

> lim < T(Ul ny U2 n) - L(Uh U2), (ul,n — Uy, U2n — U2) >1,p1(a;),p2(x)2 0.

n—-+o0o

Ainsi, d’aprés (1.22), la suite (u1,)n (resp. (ugn)n) converge fortement dans W, @) (Q) (resp.
W (Q)). O

1.6.2 Une propriété de compacité

On a mentionné dans I'introduction de ce chapitre 'importance que 'application f = (f1, f2),
ou fi et fy sont les termes sources du probleme (1.5), soit bornée, demi-continue, et de classe
(S4)7. Ces différentes propriétés sont partiellement assurées, grace a la propriété de compacité
de f, que nous prouvons dans la proposition suivante.

*

Proposition 1.6.2. Sous les hypothéses (H), Uopérateur S = Xy P () — (X&’pl(x)’m(x) (Q)) ,
défini pour tout (®y, o) € Xo™' W72 (Q) par

< S(Ul, Ug), (q)b (DQ) >1,p1(x),p2(z)

- ay(z)—1 Pr@)=1 4 g Vo, |® d

= | c1(x)uq ug| Usg|us| + dyi(2)|Vuy| +e1(x)) pdx (1.24)

+ / (CQ(x)ul]u1]a2(x)’1u2]u2|62(x)*1 + dy ()| Vug[72@ + €2<£L')> dx,
o

est compact, au sens de la Définition 1.4.2.

Démonstration. Etape 1 : Nous prouvons que les termes d’interaction

a;i(z)—1 Bi(z)— 1

(ug,us) = ci(x)ur|uy Usg|ug

= 1,2, donnés dans la définition de S(uj,us), satisfont les propriétés de bornitude et de
continuité.

Pour ce faire, soit ¢ : Xg7"#2) (Q) — Lr@r:@) () une application, définie pour tout
(ur,uz) € Xg ™7 (Q2) par

C(ul,UQ) = (cl(x)ul|u1|a1(x)_1u2|u2|51 CQ( >U1|U1’az(m)_1U2|UQ|B2(x)_l) .

Nous montrons que 'application ¢ est continue. De plus, en utilisant (1.14), nous précisons
qu’elle est bornée au sens de la Deﬁmtlon 1.4.2.
En effet, soit une suite (uy ,, u2,,) dans X Lp1(@).p2(@) Q)

Xo’pl(x)’m(x) (Q). Notons tout d’abord que

, fortement convergente vers (uy, uy) dans

||C(U1,m U2,n) — ((u1, UQ) Hp’l (z),ph (x)

= ea(@) (wrnlunnl @ g g P = g |1 g )

u2|u2|62(w)*1)

Py ()
|ﬁ2 (w)f 1

|a2(az)71

+ [lea(@) (unnlunal ™ sz — 1w

Ph(x)
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Cette remarque assure que la continuité sera obtenue pourvu que le terme de droite tend vers
0. En effet, nous montrons que

Bi(x)—1

ai(@)— U2 ]u

=0,

p; (@)

lim
n—-+o0o

Bi(x)— 1)

ci(z) (ul,n|u1,n|ai(z)71u2,n|u2,n

1= 1,2, ce qui est équivalent, d’apres le Lemme 1.4.6, a montrer que

| ai(x)_lug7n|u2,n|ﬁi(z)_1 . ul|u1|Oéi(l')_1u2|u2|/8i(l‘)_1)) =0,

Jm e (e (
1 = 1,2. Afin d’établir ce résultat, nous pouvons remarquer au préalable que

a;(z)—1 Bi(xz)—1 a;(z)—1 ﬁi(aﬁ)—l)

C; (ZL’) (ul,n|u1,n

= ci(z) Kul,nlul,N|ai(x)_l - U1|U1|ai(x)_1) U [t |7
ai(z)—1 52'(33)*1)] ’

1 = 1,2. Par conséquent, d’apres I'inégalité de Holder et I'inégalité triangulaire, nous pouvons
écrire que
Bi Z‘) 1))

t; (x)

(UZ,n ’u2,n

ai(z)—1

Bi(x)— —U,1’U ai(z)—1

U2.n |U2,n Uz ’U2

-1 _ u1|ul|ai($)_1> |u27n|/3i($)

52‘(90)—1) ( )) ’
ti(x

avec t;,t; (i = 1,2) définis comme dans le Lemme 1.5.1.
Il en résulte, d’apres I'inégalité de Holder généralisée, que

Pti(x) ((ul,n|u1,n|ai(x)_1 - u1|u1|°‘i(1’)—1) |, |ﬁi<x>>

Ppl(x) (Cz(ﬁ) (U17n|U1,n
< fleslloe 1oy (]

e

Bi(x)—1

@i(®) (u2,n |u2,n

o o | 1.25
< ai(z)-1 Ul‘ul a;(x) o) “ Us Bi(z) o) ( )
a; (@) Bi(x)
1=1,2, et
ey (10117 (103,091 — iz PO1Y) < [ ) [, = a5
e Bi (@)
(1.26)

i = 1,2. Comme (U, Us2,), est fortement convergente, alors, d’apres [FZ01, Théoreme 1.4],
cela revient a dire que

(U1, u2y) converge vers (ui,us) dans € en mesure,

et

im pp, @) (Uin) = Ppy(2) (@) et m pp, @) (U2,n) = Ppy(a) (V)- (1.27)

n—-+00 n—-+o00

Avec la continuité de la fonction s + [s]%®) 2 € Q (i = 1,2), d’aprés [Gra07, Théoréme 10],
nous avons

() Jans  en mesure,

(@) converge vers

|u1,n
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1 =1, 2. Cela signifie que, pour tout £ > 0, nous avons

ai(z o ()

26}) =0,

t =1,2, pn étant la mesure de Lebesgue. On établit une estimation similaire en remplacant u ,,
par us, et o;(.) par G;(.) (i = 1,2). De plus, I’ensemble E, défini par

lim p ({x € Q| “uln ) — |uq

n—-+00

a;(z ()

)_|u1

E={zeQ||u,

> 6},
1 =1,2, est tel que
{m e ’u17n|u1,n|o"'(””)_1 — u1|u1|‘”(x)_1’ > 6} CF,

ai(z) _ |U1 a;(z) o (z)—1

ozi(x)—l‘

1= 1,2, ce qui provient du fait que ¢ < ‘|u1n < ‘ul,n|u1,n — uy |ug

pour tout x € E. Par conséquent, nous avons aussi que
Uy | urp |71 converge vers ug|ug |7 dans Q en mesure,

i = 1,2. 1l est clair, d’apres (Hg), que a;(z) < pi(x), pour tout x € Q (i = 1,2). Par ailleurs,
d’apres (1.27), et le fait que

ai(z)> = Ppi(a) (u11n|u17n ai(w)—l) )

a;(x

Pp1(z) (Ul,n) = Pri(=) (|U1,n

a;(x

N
No

1 = 1,2, nous avons

ai(x)fl)’

W o) (U1 0|07 = o) (1) = s (us |

n—=+00" a;(w) o (@

NS

a;(z)—1

i = 1,2. Cela implique, d’apres [FZ01, Théoreme 1.4], que uy |ty converge fortement

p1(z)
vers u; up [*@®)~1 dans La® Q) (1=1,2).
De fagon similaire, d’apres (Hg), nous savons que [;(z) < pa(x), pour tout =z € Q (i = 1,2).
Alors

WM ppoy (Uzn) = M ppoce) ([U2,n]P ™) = ooy (U2) = poaw (ua]ug| 71,

n—-4o0o n—+oo B.(z) B (=

p2(x)

Bi@)=1 dans L&® (Q)

Bi(@)=1 converge fortement vers Uz |uz

i = 1,2. Cela signifie que ug,|usz
(i=1,2).

En conclusion, d’apres les inégalités (1.25) et (1.26), et [FZ01, Théoreme 1.4], nous obtenons
que

lim
n—-+0o

=0,

P (z)

CZ(ZL’) (U/l,n|u1,n|ai($)_1u2,n|u2,’n|5i(z)_1 _ u1|u1|ai($)—1u2|u2|ﬂi($)—1)

i = 1,2. Nous concluons que ( est continue sur X&’pl(w)’m(x)(ﬂ).

Etape 2 : Nous prouvons que les termes de convection

(ur, uz) — di ()| Vg | 4 () et (uy, ug) — do(z)|Vug |2 + ey(z),
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satisfont les propriétés de bornitude et de continuité.

Soit
- Xé,m(x),pz(x) (Q) — P (@).p5(z) (Q)

un opérateur défini, pour tout (uy,us) € Xyr @) (Q), par
KUy, ug) := (dl(x)|Vu1|“(x) + e1(z), do(z) | Vg 2@ + 62($)> :

L’opérateur x est borné, au sens de la Définition 1.4.2, grace a 'inégalité (1.15). L'opérateur s

1,p1(x),p2(2) (Q)

est aussi continu. En effet, soit (u1 5, us,,) une suite dans X, fortement convergente
vers (uy, uy) dans X" (@),p2(e) (). Par conséquent, en tenant compte de la définition de k, nous

avons

(15 (U1m, Uzin) — KU1, U2) |t (@) (@) < Il oo H|Vu1,n|71($) — [V [
S 7l (1.28)

+ ||da][oo H|Vu2m|vz(r) — |Vu2®)

Ph(x)

Nous prouvons également que (]Vuanl(z |Vusp, ) converge fortement dans LP1(®) (Q) x
LP2(®) (Q) vers (|Vuy @) |[Vug|2(®), pour tout = € €. Le raisonnement suit la méme démarche
que celle adoptée dans lEtape 1. En effet, comme (|Vuy |, |Vug,|) est fortement convergente
dans LP1@»2(@)(Q) vers (|Vul|, |Vvl|), alors, d’aprés [FZ01, Théoreme 1.4], cela revient & dire que

(|Vurnl, [Vug,|) converge vers (|Vul,|Vu|) dans € en mesure,
et

lim Ppi(z (|Vu1n|) = Ppi(z (|Vu|) et lim Ppa(x (lvu?nl) = Ppa(z (|VU|) (1‘29)

n——4o00 n—-4o00

D’apres (Hy), il est clair que v (x) < p1(z), pour tout x € Q. Aussi, d’apreés (1.29), nous avons

lim pp I>(’vu1 n”h ) = Ppi(= (’VUD =

n——+o0o 1 ()

EI; (\Vul\“(x)).

Avec la continuité de la fonction s + |s|(®) z € Q, d’aprés [Gra07, Théoréme 10], nous avons
Vg | @ converge vers |Vuy["@ dans Q en mesure.

Cela implique, d’apres [FZ01, Théoreme 1.4], que |Vuy | converge fortement vers |V, |1(®)
dans L% (). Nous établissons une estimation similaire en remplagant u, ,, par us,, et ¥(.)
par ya(.).

A partir de (H;) et (Hg), Vinjection L% (Q) x L% (Q) — L) (Q) x LP2®) (Q) est réalisée,
pour tout # € . Nous en déduisons que la suite (|Vuy "™, [Vug, ™)) converge fortement
dans LP1(®) (Q) x LP2(®) (Q) vers (|Vuy |1®)| |Vuy|72@)). D’apres (1.28), nous pouvons donc écrire
que

Jim 16, u2n) = (1, 12) o 0. 0)

< ||d1||oon1—i>l+noo HWuanl(w) — |V 1@

. yo(z) Yo ()
py(z) + “dQHOOnl—lgloo H|Vu2n| : |Vug [

P ()
= 0.

52



Etape 3 : Nous montrons que application S est compacte sur Xo#'@#2® ().

Comme Pinjection I : Xg7" 2@ () 5 [n@-e2() (Q) est compacte, au sens de la Définition
1.4.2, il est connu que l'injection adjointe I* : LP1(®)#2(2) (Q) — X ~1P1@)P5() () est également
compacte. Par conséquent, les applications composées I* o ¢ et I* o k : Xg7P 2() Q) —
X172 (Q) sont compactes. Nous concluons que l'application f = I* o ( 4+ I* o k est
compacte. Ceci complete la preuve de la Proposition 1.6.2. O

1.6.3 Preuve du Théoréme 1.3.1

En considérant les Lemmes 1.4.3, 1.4.4 et 1.4.5, ainsi que les Propositions 1.6.1 et 1.6.2,
nous pouvons procéder a la preuve du Théoreme 1.3.1. Nous suivons le plan présenté dans
I'introduction de ce chapitre.

e Etape 1 : Reformulation du probléme (1.5)

Définissons I'application non-linéaire f : Xy ™™ #2® () — (Xé’p H(®):pa () (Q))* et 'opérateur
T Xyoor@ ) (Xé’pl(x)’M(I) (Q))*, associés au probleme (1.5), et donnés comme dans

les Propositions 1.6.2 et 1.6.1.

En vue de I'application du Lemme 1.4.3, nous introduisons 'application f : X& P1(@).p2(e) Q) —
. ~
(Xé,pl(w):m(@ (Q)) , en posant [ := —f. Il s’ensuit que :

(uf, us) € XoP @) (Q) est solution faible de (1.5) si et seulement si T(u*, uf) = — f(u?, u3).

(1.30)

Aussi, grace a la bijection de 'opérateur k(x)-Laplacien (voir Lemme 1.4.5), 'opérateur T" est
*

aussi bijectif. De ce fait, nous conviendrons de définir son opérateur inverse 7! : (X JPr(@)p2() (Q)) —
Xé’pl(x)’m(x) (Q) par
T (D, By) = (T (@1, Ty D2) - (1.31)

p1( p2(x)

Pour garder la cohérence avec les notations de [Ber07a], nous disons que (&%, ®3) € X ~1Pi@»a(@) ()
est une solution faible de (P*), si et seulement si :

(P*) (®7,03) = — (FoT71) (®7,03), T7(D}, ®3) = (uf, u3), (1.32)

ou (uj,u}) est la solution a priori de (1.30). Dire que (1.30) admet pour solution le couple

(uf, us) € X7 WP revient a dire que (%, ®3) est la solution duale de (1.32). En d’autres

termes, trouver la solution du probléme dual (1.32), revient & trouver la solution du probléme
initial (1.30).

Dans la suite, nous considérons 'opérateur d’Hammerstein abstrait F' : X, L1 (@).5(x) Q) —
Xo_l’pll(x)’pé(x) (), défini par

F:=I1+foT™. (1.33)
e Etape 2 : Construction du domaine de recherche du point fixe
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Maintenant, afin de déterminer le domaine de recherche du point fixe de (1.5), satisfaisant (1.4),
on postule que I'ensemble

B = {(®1,®;) € X HORE(Q) | (By,®5) +1 (foT 1) (01, 02) =0, t €[0,1]}

est borné. Pour ce faire, nous prouvons que l'ensemble {T7(®y, ®,) | (®1, Py) € B} est borné.
En effet, d’apres 1'égalité T—1(®y, ®y) = (uy, us), alors

|71 (@1, ®,)| = 11 (s 1)l o 0y ey = 1Vl pu ey + V0l ey -

1,p1 ((E) P2 (x)

Nous définissons les ensembles

X, = {u17u2 elel (z),p2(z) 0

@QOTB) | 1< [IVull,, 0y 1Vl b
X, = { c lel (z),p2(z) (Q)

()

()

(
(B | IVl <1 et 1< [Voll, 0}
B [ 1< |Vull, ) et Vol <1},
B | 1Vl (90l < 1}

Uy, Uz
X; { c Xl p1(x),p2(z) 0
X4 { U1, Us c Xl p1(z),p2(2) 0O

(1, uz) )
(1, uz) )
(u1, uz) )
(1, uz) )

Pour tout (uy,us) € Xy, alors [|[T7H(P1, Po)|l1,py(x)pa(z) €St borné (par définition). Pour tout

(u1,us) € Xy, grace au Lemmes 1.4.6 et 1.4.6, aux inégalités de Holder et Young, et a I'injection
(@) (2) , ,

Lh® () x L) (Q) — LPA@ (Q)x LP2@) (Q), nous obtenons, par définition de || T7(®,, @)

que

H 1,p1(x),p2(x)’

|71 (@1, )| VS IVullp )+ V0l ) < Prae) (Vi) + Py (V).

Lpi(z),p2(z
Le fait que pp,(z) (Vuz) + pp o) (Vur) = (T(ur, u2), (U1, U2))y 4, () po(a)» COMbIné avec les proprié-
tés T (D1, Do) = (uy,usz) et (@1, ®,) € B, conduisent a 1'égalité

(T (1, u2), (U1, 12)) 1 (o) oy = — (0 T7H( @1, @2), T (D1, D))

1,p1 (x),pz (SC) .

D’apres I'égalité

—t(fo T (@1, @), T (1, B2)) = —t(f(ur, ua), (u1, uz))

Lpi(z),p2(x) Lpi(a)p2(z)’

nous déduisons, avec les inégalités de Holder et Young, I’estimation suivante

1 1 /
TP, & < - /f n(a1(z)+1) /7 " B1(z)
2@, <l ([, 3 a0t [ L o™

1 /a T 1 .
+ ”Cz”oo (/Q W \u]" 2( )dij/inU’n(ﬁz( )+1) dx)

+ ldallocl s @) 1V g o) + Ndalloc a2 oo 1 Va2l g0

+ ”61H00H1Hp’1(x)Huall(w) + ”62HOOH1HP’2($)Hu2Hp2($)’

pour une certaine constante 17 > 1. En utilisant les inégalités de Holder et de Poincaré, avec le
Lemme 1.5.2, nous pouvons trouver z; € (i = 0,5), et des constantes C; (j = 1,5), tels que
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nous ayons

1 ) + 2l o)

aq(x 1 ao(z Bi(z B (@ )
< O (lealo + llealloo) [R5 + N7 + N 26 + a9 ] g
o oo Collun [T + lldall o Calluall 22"

+ [le1locCalluall1p @) + lle2llooCslluz]l1pa(z)-

En regroupant et en factorisant les termes en ||u11p,(2) €t ||t2]|1py@) de (1.34), nous obtenons
I'estimation suivante

(z0)+1)—p )— (z4)+1— 1-p]
Hule1 )(1—K1HU1\|717;1(;0 Kll\ulﬂ’fifff " K 1H¥1pf4 o KBH“l\h,;f@))

'B (B2(z3)+1)— )+1— 1—p,
bl (1= Kalluall ™ = Kallua ™0™ = Kalluall P = Ksluall} 22, )

<0.
Cependant, en choisissant n € (1, min{py, py }), nous avons, en vertu de (H5)

e n(ai(m) +1)—p; <O, o naz(x) —py <0,
o 1/'B1(x2) —p; <0, o 1 (B2(x3)+1) —py <O.

De surcroit, a partir de ’hypothese (H6), nous avons :
* (@) +1—py <0, o 7o(z5) +1—py <0,
et a partir de I'hypothese (H1), nous avons :
o 1—p <0, e 1—p, <O.

Cela signifie que [|T1(®y, Py)
implique que

”1,p1(x),p2(x) est borné. Pour tout (uj,us) € X, le Lemme 1.4.6

|77 (@1, )| <1+ Vsl < 1+ [ Vusl 2,y + [ Ve |2

1,p1(2),p2(2) p1(z)

< 1+ ppya) (Vuy) + Ppi(z) (Vuy) .

De ce fait, suivant le méme raisonnement que pour le cas précédent, nous concluons que
1T 1P, @) |y, (1) po(ay €5t bOrné. La méme chose est vérifiée pour tout (ui,uz) € X3, en
inversant les positions de u et v. Par conséquent, nous avons prouvé que ’ensemble

{T7(21,@)|(®1, ) € B}
est borné. Aussi, puisque l'opérateur f est borné, au sens de la Définition 1.4.2, il est clair,
d’aprés (1.32), que I'ensemble B est borné dans X ~1Pi@w2(#) (). Par conséquent, il existe

R > 0 tel que
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Il en découle que
(Pq, Do) + tf o T Y(®,,®y) #0, pour tout (&1, Py) € IBR(0), et tout ¢ € [0,1].

Puisque f est compacte, alors il est connu que f est continue et quasi-monotone, et, grace au
Lemme 1.4.4, on a

I+ foT '€ Fr(Bp(0)) et I=ToT "€ Fr(Bg(0)).
De plus, puisque I, f et T sont bornés, au sens de la Définition 1.4.2, alors
I+ foT ™' € Frp(Br(0)) et I=ToT '€ Frp(Br(0)).
e Etape 3 : Application du degré de Berkovits

Considérons I’homotopie H : [0,1] x Br(0) — X~ '71(@#» () () définie par

H(t, &y, ®y) := (By, D) + tf o TPy, ®y), pour tout (¢, Py, Ps) € [0,1] x Br(0).

Le Lemme 1.4.2 garantit que H € Frp (BR(O)). Aussi, d’apres les propriétés d’invariance
homotopique et de normalisation du degré dp (presenté dans le Théoreme 1.4.1), nous avons

dp (I+ foT™", Br(0),0) = dg (I, Br(0),0) = 1.
Par conséquent, il existe (P37, ®3) € Br(0) tel que
(@], @3) + fo T7H(®], ®3) = 0.

Nous concluons que (u}, u}) = T~1(®}, P3) est une solution faible de (1.5), ce qui revient & dire,
par définition de l'opérateur T', qu’une solution faible du systeme de Dirichlet suivant

— Apl(x)ul = (I); dans Q2
— Ap, U2 = ®5  dans Q (1.35)

Uy = uy =0 sur 0f2

est aussi une solution faible de (1.5). D’apres le théoréeme de Browder-Minty, une telle solution
existe toujours. Par ailleurs, cette solution est non-triviale car (0,0) n’est pas solution de (1.5).
Ceci acheve la preuve du théoreme, et de ce fait complete le chapitre.
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CHAPITRE 2

RESULTAT D’EXISTENCE AVEC LA METHODE
DES SOUS- ET SUR-SOLUTIONS
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2.5.3 Preuve du Théoreme 2.2.1 . . . . . . . . . . ... .. ... ... ..., 84

Dans ce chapitre, différentes situations seront prises en compte concernant les termes d’interac-
tion (28).

De telles situations seront appelées "coopératives" lorsque o + 3 > 0, et "compétitives" lorsque
af + 85 <0,

Il est & remarquer qu’en réalité, les expressions "coopératif' et "compétitif’ ne sont pas tout a
fait adaptées a notre probleme. En effet, du fait de la présence des termes de convection, 'appli-
cation fi(z,uq, uz, Vuy, Vug) n’est plus forcément croissante en v lorsque fo(z, uq, uz, Vuy, Vusg)
est croissante en wu, ou inversement croissante en u lorsque fo(z, uq, uz, Vuy, Vug) est croissante
en v, propriété qui correspond a la définition classique d’un systéme coopératif (voir [Kel69] ou
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[AMT1]). Il s’ensuit que le systeme (.5), sous I'hypothese (28), n’est pas exactement "coopératif’
ou "compétitif'. Cependant, nous continuerons d’employer ces termes par abus de langage.

La différence principale entre les situations o + 3 > 0 et of + & < 0 est que nous ne
sommes pas capables de prouver 'existence de solutions régulieres, ni d’établir 'existence de
sur-solutions dans le oi° 4+ 5 < 0. Alors que dans le cas oif + 8 > 0, nous parvenons a le faire.

Notons que dans la littérature, la plupart des phénomenes étudiés sont non-coopératifs, a I’'excep-
tion des phénomenes de symbiose, bien que la plupart des méthodes de résolution, d’existence,
et de non-existence existant concernent les systemes coopératifs. Par conséquent, si on rajoute
en plus la présence des termes de convection g;, dont la considération est plutdt rare (voir la
section Introduction générale), il s’agira dans ce chapitre d’étendre les techniques des cas co-
opératifs aux cas non-coopératifs, tout en gérant les termes de convection.

2.1 A propos du théoreme de point fixe de Schauder et
de la méthode des sous- et sur-solutions

2.1.1 Présentation du théoreme de point fixe de Schauder

L’extension du théoreme de point fixe de Brouwer a la dimension infinie est le tres célébré
théoréeme de point fixe de Schauder, qui garantit I'existence d’une solution au probleme T'(f) =
f, [ € B, sous 'hypothese que T est une application continue et contractante, et que B est
un sous-ensemble compact et convexe de X. La preuve de ce théoreme, qui peut étre trouvée
dans les travaux de Gilbarg et Trudinger [GT98, Théoreme 11.1], est basée sur le raisonnement
suivant :

e Remarque 1 : par définition de la compacité de ’ensemble B, on peut recouvrir B par une
réunion finie de boules B* = By (x;), centrées en x; € B (i = 1,..,N) et de rayon 1/k, ol k
peut étre aussi petit que N = N (k) est large.

e Remarque 2 : par définition de la convexité de I’ensemble B, on peut considérer ’enveloppe
convexe de I'ensemble {x1,...,xy}, notée By, qui est un sous-ensemble de dimension finie de B.

e Remarque 3 : L’application J, : B — By, définie par

S dist (z, By — B)x;

. B
Sdist (. Br — B ©©

ka =

est continue pour tout x € B. De plus, si ’ensemble B est restreint au sous-ensemble B, J; est
contractante, puisque
S dist (z, By — BY)||z; — x|

1
Jex —z|| < . < -
Iew =2l < ==t . B = BY K

(2.1)

e Remarque 4 : par définition de la continuité et de la contractance de l'application T sur
I'ensemble B, I'application J|g, o T|p, , définie sur By, par la composée des restrictions des appli-
cations J et T sur I’ensemble By, est aussi continue et contractante, et par conséquent admet
un point fixe d’aprés le théoréme de point fixe de Brouwer, noté z(*).
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e Remarque 5 : Par compacité de 'ensemble B, la suite des z(*) converge vers un élément = € B,
qui correspond au point fixe de 'application 7', puisque selon (2.1) on a

2 — Te®] = 5, o Ty z® — Ta®] < 1.
Ce paragraphe illustre I'importance de la condition de compacité, qui est utilisée a deux reprise
dans la démonstration. Le point fort de cette approche réside dans le fait qu’aucune information
a priori sur la solution n’est requise pour garantir son existence. En revanche, il n’y a aucune
moyen de savoir s’il s’agit d’'une solution triviale ou non triviale. Pour contourner ce probléme,
on peut utiliser la méthodes des sous- et sur-solutions.

2.1.2 Définition d’une sous- et sur-solution

Une sous-solution pour le systéme (S) désigne tout paire de fonctions (u, uy) € Xo** ™72 ()
satisfaisant

— Ay < fi(2,u1, Uy, Vuy, Vu,) dans Q
- Apl(ﬂf)u2 S f2 (Ivglau% vgh VQZ) dans Q

Une sur-solution pour le systéme (S) désigne toute paire de fonctions (,3) € X, 1(@):p2(e) (Q)
satisfaisant

— Ap @)U = fi (2,71, T, Vg, Vi) dans €
— Apy @)Uz > fo (@,U, U, VU, VUip) dans €.

La méthode des sous- et sur-solutions consiste a rechercher le point fixe de 'application T, définie
précédemment, dans un ensemble B faisant intervenir le rectangle formé par ces fameuses sous-
et sur-solutions. Son avantage est de garantir la non-trivialité de la solution, pourvu que les sous-
et sur-solutions ont de bonnes propriétés, comme par exemple u, us > 0 ou @, Uy < 0. Cependant,
la solution trouvée va dépendre du choix des sous- et sur-solutions, a moins de prouver que celle-
ci est unique, ou que n’'importe qu’elle solution a priori du systeéme (S) appartient au rectangle
formé par w,u, et u,uy. Compte tenu de 1’éventuelle présence de singularités dans les termes
sources du du systéme (5), par solution il faut comprendre une solution faible au sens de la
définition suivante.

oc oc

Définition 2.1.1 (voir [Zha07)). Soit (uy,up) € (W2 () N CF (Q)) x (W, (Q) N Cf ().

Le couple (uy,us) est appelé une solution faible du systéme (S) si

/Q|VU1|p1(m)_2VU1V¢1dI':/Qfl(l’,Ul,Ug,VUl,VUQ)gbldm

/Q |VU2|p2(x)_2VUQV¢2dl' = /Q fg(l’, Uy, U2, Vul, VU2)¢2d1’7

pour tout couple (¢1, ¢2) € Wol’pl(x)(K) XW&’pQ(I)(K), ou K désigne n’importe quel sous-ensemble

compact de €.
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Articulation du chapitre

Dans ce chapitre, nous construisons nos sur-solutions a partir des fonctions pi(x)- et ps(x)-
torsion, notées &; et & respectivement, et satisfaisant le systeme découplé suivant

— Ay &1 =1, dans Q
—Ap,ée =1, dans )
&1 =6 =0, sur 0f2.

Aussi, nous construisons nos sous-solutions a partir des troncatures des fonctions py(x)- et po(z)-
torsion sur l'ensemble Q5 = {x € Q|d(z) <}, § > 0 supposé tres petit, notées &5 et a4, €t
satisfaisant le systeme suivant

—Ap &5 =1, dans Q\Q; — Ap, &2 =1, dans Q\Q;
— Ap &1 =0, dans Qs et — Ap,)62,5 = 0, dans Qs
&1 =0, sur Of) §26 =0, sur 0.

Dans le but de prouver que le systéeme (S) admet au moins une solution non-triviale sous
I'hypothese (28), il s’agira de :

e Prouver que les fonctions u; = C& et uy = C& sont des sur-solutions de (), pour une
certaine constante C' > 0.

e Prouver que les fonctions u; = 0_151,5 et uy = 0_15275 sont des sous-solutions de (5).
e Considérer le probleme auxiliaire associé a (.S) suivant
— Ap U1 = fi(x,21,2,V21,V2,), dans Q
(S) - Apg(a:)UQ,z = f2 (.T, 215 225 Vzb VZQ) ) dans (2

Uy, = U, =0 sur 052,

ou 21 et zy sont des fonctions fixées appartenant a un ensemble adéquat, et ou les applications
f; satisfont

mﬂ?i(x)zgi(x) < fi (53: 21, 72, V21, sz) <M, (Z?i(z)zgi(m) + |V21 7i(@) + ‘VZQ

) i=1,2

Dans le cas ot aif + 57 < 0 (i = 1,2), on supposera que (21, 2) appartient & I’ensemble K~
tandis que dans le cas o + 55 > 0 (i = 1,2), les fonctions (21, 2;) sont supposées appartenir a
I'ensemble KT,

e Prouver que les solutions du systeme auxiliaire (S), appelées solutions auxiliaires, appar-
tiennent aussi a 'ensemble Kt ou K=, de sorte que 'application 7+ : K* — Xé’p(')’pz(')(Q),
satisfaisant 7%(21, 22) = (.., ug ), soit contractante.

e Identifier le point fixe de 7= avec la solution du probléme initial ().

e Prouver que 'application 7+ vérifie les propriétés de continuité et de compacité, pour conclure,
grace au théoréme de point fixe de Schauder, que 7= admet au moins un point fixe, i.e. ()
admet au moins une solution.
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2.2 Positionnement et traitement du probléme

Les résultats présentés dans ce chapitre nécessitent un certain nombre d’hypotheses adé-
quates. Celles-ci sont les suivantes :

Hypotheses

Les termes non-linéaires f; : © x (0, +00) x (0, +00) x R*¥ — (0, +00) sont supposés étre de
type Carathéodory, et peuvent présenter des singularités en les variables u; et uy. Plus préci-
sément, on suppose que f;i(.,s1, S2, &1, &) est Lebesgue mesurable, pour tout (z, s1, $2,&1,&2) €
0% (0,00)2xR*N et que fi(x,, ) est continue, pour presque tout z € §2. De plus, on suppose
que les termes f; vérifient les conditions suivantes :

(H;) 1l existe des constantes M;, m; > 0, et des fonctions oy, f;,7:, % € C(Q), telles que

mst sy < fils1 s, 6,6) < M7 sy 4G 4 [6[M), 2 e, i = 1,2,
(2.2)
pour tout s; > 0, et tout & € RY, sous les conditions suivantes :
(Hy) Siaf +85>0:
0 < min{y;, 5 } < max{y;", 5"} <p; — 1, (2.3)
et
o[+ 165 < pi — 1, (2.4)
(H.) Siaf +8f<0:
1 + + + + 1
_Np'*g_(ai + 15; )S a; |+ |5 SNp’*’ (2.5)
avec
pi() - p2()
i(r) < ———, t (z) < , € Q, 2.6
O R OES : (26)
ou

<

_Joay ifa()>0 B itp)>0
ai'_{&j if a(-) <0 ﬁf'_{ﬁj if 8(-) <0 » 1=1,2.

Ici, les parametres p; (i = 1,2) satisfont la condition suivante :

(Hy) p; e CHQ) et 1<p; <pi(z) <pf <N (i=12).

Cette hypothese de régularité jusqu’au bord sur les parametres de diffusion p; (i = 1,2)
sera nécessaire lors de l'application du résultat de régularité de Fan (voir Théoreme
C.0.3), lors de la construction des sur-solutions adaptées au systeme (P).
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Résultat principal

Le résultat principal de ce chapitre est énoncé comme suit.

Théoréme 2.2.1. Supposons que les hypothéses (Hy) et (H,) sont vérifiées.

(1) Sous Uhypothése (H, ) le systeme (P) admet une solution positive et bornée (u1,uz) dans
Cy(Q) x Cy™ (), pour un certain T € (0,1), satisfaisant

wi(x) > cod(z), pouri=1,2, (2.7)

ot ¢y est une constante positive.

(ii) Sous U’hypothése (H_) alors le systéme (P) admet une solution positive (ui,us) dans
(WP @) N Le(Q)) x (W™ (Q) N L®(Q)), satisfaisant (2.7).
2.3 Reésultats préliminaires
Considérons le probleme de Dirichlet suivant
—Apyu = h(z) dans Q, u =0 sur 0. (2.8)

Soient &, &5 € C17(Q), T € (0, 1), les solutions des problémes de Dirichlet

—Ap,&i(x) =1dans Q, &(x) =0 sur 00 (2.9)
et _
1 dans Q\Q
—A,&s(2) :{ L dzEZ Q} O &s(x) =0 sur 09, (2.10)
ou

Qs :={r € Q:d(x) <d},

pour une constante o > 0 suffisamment petite.

2.3.1 Estimation uniforme de la norme infinie du gradient de la so-
lution

Ici, nous donnons un résultat d’estimation uniforme de la norme infinie du gradient de la solution
du probleme (2.8) dans €.

Lemme 2.3.1. Supposons que la fonction h, définie dans (2.8), appartienne a l'espace L°(€2).
Alors, il existe une constante positive k,, dépendant uniquement de p, N, et €2, telle que

1

IVulloo < KplIRfI22 (2.11)

Démonstration. Nous distinguerons deux situations.

62



1. Supposons que [|hl|s < 1.
Alors, en multipliant le probléme (2.8) par la fonction test ¢ € W,* (')(Q), on obtient

/ﬂ IVu[f@-2VuVe dr = /Q hz)p da < /Q o do = /ﬂ IVEPD2VEVy de,  (2.12)

pour tout ¢ € Wol’p(x)(Q), avec ¢ > 0, ou &(x) est la fonction p(x)-torsion définie par
—Apé =11in Q, £ =0 on 99. (2.13)

Ainsi, d’apres le principe de comparaison, on a ||t < [|€]|c. Aussi, le résultat de
régularité de Fan (Théoreme C.0.3) assure 'existence de constantes ¢ € (0,1) et k, > 0,
telles que ||Vulloo < ||u]lcrs < kp.

Par ailleurs, sans perte de généralité, on peut supposer que

/Qh(x)go dx >0, (2.14)

parce que autrement, au lieu de (2.8), on considére le probleme

—Appyu = —h(z) dans Q, w =0 sur 09, (2.15)
dont la solution est & = —u. Ainsi, d’apres (2.14), on a
/ VuP@-27uVy da > 0. (2.16)
Q

2. Si ||h]|w > 1, d’apres (2.16) et le Théoreme B.1.1, il existe x) € € tel que

-1 -1 —(p(z)—1)
/|V(||h||§é T POV (B2 W) Ve dl‘:/ 1h]lo™ " [V 2 VUV da
Q Q
*(p(fk)*l) *(P(fk-)*l)
" [ VT de = " [ () d
Q

~(py 1)

<kl [ e de = [ IRIh@)e do < [ o da.

Par conséquent, d’apres I'argument précédent, on déduit que
-1

A& Vel < Ky,

ce qui montre que (2.11) est vérifié.

2.3.2 Estimation non-uniforme de la norme infinie de la solution

Afin d’établir une estimation non-uniforme de la norme infinie de la solution, on aura besoin
du lemme suivant, qui garantit une propriété L>(£2) a toute solution du probleme (2.8). Ce
résultat jouera un role important par la suite dans la situation ot af + 8 < 0.
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Lemme 2.3.2. Supposons que h € LP@ Q)N LN (Q) dans (2.8). Alors, il existe une constante
ko > 0 telle que

N
+ L

Py
(CH}LHLN(Q))pl_fl +1] +1

N2

1+ N
) (N + Dllull 155

pi —1
pp — 1

lulloe < Ko + (C

Démonstration. En testant (2.8) avec la fonction (u — k)T, et en définissant, pour k € Ry,
I'ensemble Ay = {z € Q|u(x) > k} = supp(u — k)™, on obtient

p(z) — + +
/Ak V"™ dz = /A h(z) (u— k) da < ||l ||(w = k) HL%W .

Comme (u — k)™ € WH1(Q), I'inégalité de Sobolev entraine que

[CRON C/Ak Vuldz,

LN-T(

pour une certaine constante C' > 0. Ainsi, il en découle que
p(x)
/Ak V'@ dz < 0||h||LN(Ak)/Ak Vuldz. (2.17)

En utilisant 'inégalité de Young, (2.17) devient

p

-1 () 1
Vu p(zx) dr </ p(ZL‘) Clh p(z)—1 d.T+/ Yu P(x)dx
/Ak| | = Ja, pla) (C 1Nz a) Ay p(ﬂﬁ)| |

pf —1 f{r
=T (CMAllveay) s +1
1

1
|Ak|+—_/ V@ da.
P1 YAk

Apres quelques calculs, on obtient I'existence d’une constante C; > 0, telle que
A
Finalement, on déduit que
/ V| dr < /A IVulP™ da + |A| < (Ch + 1)| Ay (2.18)
Ag, k
Par ailleurs, d’apres 'inégalité de Sobolev, on a

[ (= Ry < A flu— k]

k

< ¥ . .
< ClA /A Vuldz (2.19)

N
N—1 (A

Par conséquent, on obtient, d’apres (2.18) et (2.19), 'existence d’une constante Cy > 0 satisfai-
sant

/ (u — k)dz < Co| A1+,
Ak

En appliquant le Lemme C.0.5, I’énoncé du Lemme 2.3.2 est vérifié. Ceci complete la preuve. [
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2.3.3 Application a un probleme auxiliaire

Avant de procéder aux applications, on commence par rappeler le résultat suivant.

Lemme 2.3.3. Pour toute fonction r : Q — R continue telle que r— < 0, avec r* < oo, et

satisfaisant —1 < r(z) < 0, pour tout x € Qs, 0 < I suffisamment petit. Alors, on a
/d(x)r(”ﬁ)qbcm < 0, (2.20)
Q

pour toute fonction test ¢ appartenant a un espace de Orlicz-Sobolev.

De plus, s’il existe une constante positive s > 1 telle que la fonction r satisfasse —i <r(x) <0,
pour tout x € s, alors

d(z)"™@ e L3(Q). (2.21)
Démonstration. La preuve est réalisée en deux étapes.

e Etape 1 : On prouve que (2.20) est vérifié lorsque —1 < 7(z) < 0 dans Qs. En effet, I'inégalité
de Holder généralisée et l'inégalité de Hardy-Sobolev généralisée (voir respectivement Lemme
C.0.2 et Lemme C.0.9) assurent l'existence de constantes 0 < C9,Cy telles que, pour tout

¢ € WiP(Q), on a

’/Qd(x)r(x)gﬁdx‘ < max {5T(w)’diam<Q)r(x)}/ |de

€\ Qs Q\Qs
: 1+7r(z) -1
+ max {dlam(Q) } ‘/96 d(z)” ¢dx

< Cillglh + Co [Vl

Ceci complete la preuve de (2.20).
e Etape 2 : On prouve que (2.24) est vérifié lorsque —% < r(z) < 0 dans Q4, s > 1. En
effet, d’aprés Lemme C.0.3, on sait que [, d(z)'dx < oo pour toute constante ¢ > —1. Par

conséquent, puisque, par hypothése, il existe une constante négative —1 < t5 < m}zn {sr(x)},
xells

alors en procédant comme précédemment on peut écrire que

ey

< max {5ST($),diam(Q)sr(z)}/ dx
5 7 2eQ\Qs Q\Qs

< Q.

+ max {diam(Q)_t”sr(”C)} ‘/Q d(z)"*dx
é

€N

Ceci compleéte la preuve de (2.24). ]

Pour tout (z1,2) € W ™(Q) x Wy (Q), on considére le probleme auxiliaire suivant,
qui est a la base de 'application du théoreme de point fixe de Schauder :

(P.) —Ap )t = fi(x, 21,22, V21, V2y) dans
? u; =0 sur 99, 1 =1,2,

ou les applications f; vérifient 'hypothese (Hy).

On établit une propriété de bornitude faible pour le gradient des solutions du probléme (P,),
sous certaines conditions sur les fonctions z;.
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Lemme 2.3.4. Soit z = (21, 22) € Xé’pl(m)’m(m)(ﬂ) satisfaisant la condition suivante

1 |
éd(z) < = (i=1,2) et 5/ V1 [P @ dz + 5/ V2@ dy < I, (2.22)
Q Q

pour certaines constantes positives C, ¢, L indépendantes de z, et zs.
Alors, le probléme (P,), sous les hypothéses (Hy), (2.5) et (2.6), admet une unique solution

dans X&’pl(z)’m(z)(ﬂ), notée u, = (u1,,us,), et satisfaisant

;/{)qul,Apl(x)dx +;/Q|Vu2,z|p2(“”)dx <L. (2.23)
Démonstration. La démonstration se fait en deux étapes.
e Etape 1 : Existence et unicité de la solution de (P.)
On vérifie que, sous I'hypothese (Hy), on a
filz, 21,20, V21, V2y) € LP@Q) N LY (Q), i =1,2.
ou encore, d’apres 'hypothese (2.2), que

205 LT 0 4 V[T e IPE@Q) N IN(Q), i =1,2.

En effet, sous I’hypothese (2.6) il en résulte 'injection suivante

p2(z) ,
Q) x LE6 (Q) = (LW)(Q))Q, i=1,2.
De plus, sous I’hypothese (2.6), nous avons aussi l'injection suivante
@)
L5 (@) x LEF (@) = (2¥ (@), i = 1,2

_ ()
Ainsi, puisqu’on a (|Vz1]%'(w), |Vzg|%(”")> € L5® (Q) x L@ (Q) (1 =1,2), alors on déduit que

(IV21["@, [V2[7@) € (27@(@) n LY ()", i = 1,2.

II reste & prouver que 2" 51 ¢ L@ (Q) N LY(Q) (i = 1,2). Faisons la disjonction de cas
suivante.

1) Supposons que «;, 3 < 0 (i = 1,2). D’apres (2.22), (2.5) et le Lemme 2.3.3, il est garantit
que

220 0@ < () @A) ¢ IAT(QY N IV(Q), i = 1,2, (2.24)
et donc 201 ¢ [P@(Q) N LY (Q) (i =1,2).

2) Supposons que «o;f <0< f; (i =1,2). D’apres (2.22), (2.20) et 'inégalité de Young, on a

1

a) ( / 2 0ile)  Vhi) dx) "
Q

< (/ (ed(z))Nei®) 5 Nﬁi(:c)dx> (2.25)

N Noy@)pa(@) Np;
</ pz 51 )(Cd(x))pz(m),p]gi(z) dr + ﬁz(fﬂ) zgz@)dl‘) ,
Q pa(z)

2|~

=
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et

(2.26)

+

RN

p O‘7,<I)p (=) P
/p2 pz+ﬁl< )( ( ));72(95 -] ;I)dl’—i-/ p;+61 JZ) 2(ac)dx 7
p2 )
et donc 201 ¢ [F@(Q) N LY (Q) (i =1,2).

3) Supposons que ;7 < 0 < «; (i = 1,2). Alors on adopte le méme raisonnement que dans 2)
en échangeant les roles de z; et 2.

En conclusion, des situations 1), 2) et 3), on déduit que dans le cas général zl’( @) B‘( ) €

L@ Q) N LN (Q) (i = 1,2).

Par conséquent, l'existence et 1'unicité de u, résultent directement du théoreme de Browder-
Minty.

e Etape 2 : Preuve de (2.23)

Choisissons ¢ = (uy ., us .) comme fonction test, et multiplions (P,) par ¢. En utilisant I'inégalité
de Holder, avec Iinjection W1(Q) < L¥1(Q), on obtient

/ IV L |Pr @ de < M, Hzl 25

1V

1wzl

sl s sl

S MlcT/ HZi“ZQﬂl

|VU1’Z| dl’ —+ MlCT |Hv21|71||N ||Vu1,z 1

+ MIC'T H |V22|71

N ||VU1,z||1-
(2.27)

En appliquant 'inégalité de Young a la derniére inégalité de (2.27), on obtient

p1(z)
— 1 | MCp |Pr®-T e 5 P
/‘VU1,z|pl(x)d:C§/ pi(z) [ 1 T} 2?1251 N R ("E) |vu172|p1(m) dr
Q ol p(x) d(x) Cpi(x)
pr—1 P1: 7 Pf1*1 2y
T [MiCr]" [V [y +* [V}
1
-1 L L
(Pt o e T ).
1

(2.28)
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2%
En vertu de la convexité des fonctions ¢ — tP1 et t +— t71 ~* I'inégalité de Jensen appliquée au
membre de droite de I'inégalité (2.28), donne

p1(z)

/ |VU1 |P1(a:)dx < / pl(x) — 1| MCp |1 Zoqzﬁl pf(lgzl dr
o "7 “Ja pi(z) | o(x) Py
0 p1
+ Q(;C)(x)|Vu12,|p1 da:+—/|Vu1 Pr dx
- N1 @] ¥ (2.29)
+pp (M, Cr] 1(/|Vﬁ| T ¢a
1

1
Py

p__l Nﬁl(a,)pl_ N
* lp‘ [M,Cr] ™ (/ V| 717! dm)
1

De plus, en appliquant une nouvelle fois I'inégalité de Young au membre de droite de (2.29), on
déduit que

/|Vu1,z|p1($)dx
Q

p1(z)
- / pl(x) -1 [M1C'T1 p1(z)—1
~Ja pi(x) | o)

2 () —pr g, e p1d(x)P up L@
o (P e+ I

(2.30)
s
N_1 -_1 il N-— Ny (2)py
+ (plp (M Cr]™ 1) N/ [Var| n de
1
N—1{(p -1 = S
+— (pzf_ [Aﬁchqml) l/|Vh@| T d
1

Aussi, sous I'hypothese (H,5), nous sommes en mesure d’appliquer I'inégalité de Young au
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membre de droite de I'inégalité (2.30) de la fagon suivante

p1(2)
— (@)—1 _pi(@)
/|Vulz|p1(x)dx§/pl($) L | M Crp | ™ 2(1112251 @1 g,
’ pi(x) 6(x) N

p1(x) 34(x
/p1 plé (z)Tn@ dz + 3@ V[P da

o pi(z)
b\ N1
+2Nj\_[1 ( = 1[M10T]1>
N/ (pl o _)12)91 _N17>1(x)p1— E(x)Nﬁ(zI;;?)_(;l(;)l;;_l) -
N1 (z)py @y -1

pi(x)(pr — 1)

_ _ _ pa(z)(p; —1)

/ p2 ) _ N’Yl (‘r)pl u(x) NWl(z>p;7p;(z)<p;*1)
N (z)(py —1)

N7, (z)py e, 1
pg(;)b(:i)]ill)u(x) MO |V P2 ) .
1

e(z) Nn@r |V21|p1(x)) dr

Le méme raisonnement, appliqué a la seconde équation sous I'hypothese (H, =), permet d’obtenir
une estimation de [, |Vus . [P?®)dx similaire & (2.31).

p1(z)
p1(z)—1

1(z) 251 (z)

Maintenant, afin d’estimer le terme Hz? , x € Q) fixé, on fait la disjonction de cas

suivante.

1) Sous I'hypothese ai, 8 < 0, d’apres (2.22), on a

p1(z)
p1(z)—1

N Y

o

m(fv) 1 H x)+B1(x)

rf

2) Sous I'hypothese af < 0 < 87, et la convexité de la fonction t 7 ", Pinégalité de Jensen
donne

+
pl ,
Hzl 1() ,31(95) pl z) i < 1+“ Nai(x 25\751() N -1 <14+ ('éd(l,))Nal(x)p/1+zév/81(x)pl+ N
N ! 1 (2.32)
N — 1 / /+

D’apres (2.22), en appliquant une nouvelle fois I'inégalité de Young dans la derniére estimation
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de (2.32), il s’ensuit que

) N-1 1 i
Hztlyl(:c)zgl(x) ;{1(1)—1 < 1+T+N/Q(6d< Na1(z) I+ Nﬂl z)py dx
Nal(z)pl
< 1+7+ / (1 Nﬁl p-I-) 1 Nﬂ1(r)p1 d$+/ NBI pl ngl’
Nal(:v)pl
<1+ My [ (- NB@) (@d(@) T da NG () vl
N-1
Nal(:c)pl
< 1+7+ / (1 Ny (z p+) )N @R d 4 ||N By (2)p | v Crl| V221
N Nal(x)pl
<1f%———f+]v/“1-Nﬂ1 p+)(d )) T gy
1 Ph(
+/ N C pz(w) V 2, [P2(®) 11
7y (e@ INB @R I Cr) ™ Va2

On a ainsi prouvé I'existence de constantes C, Cy, C3 > 0 indépendantes de z, telles que

siaf, B <0

1410 ST C2+/ @OV @dz i af <0< B

<1 2 N 2(

(2.33)
1

cz+/ e @V @dz si B <0< ar.
X

De ce fait, I'inégalité (2.33) se résume de la fagon suivante

Hziu(w) B1(x)

p1(z) 1
pl(x),l <O / A A pi(@) |\ 5, [P1 (@) g
< Oy + o pa(@) 2(2) ) 1(z) V2| T

(2.34)
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avec Cy = Cy + Cy + (5. En injectant (2.34) dans (2.31), on obtient

pi(x)

pi(x) =1 [MyCp |71
Pie) gy < / d
/|VU1 | X 04 ) - (5(1‘)] X

_ _ PI(T)
z)—1 | MCp|r@-1 1
+ / plz(n) (5(196)T e /Qp2<£U) Mg ()72 V 2,2 d
) M C P(1()I) 1
p(x O | PeT (z \(z
+ / pl(w 5(7) dx /S2p1<x)/\1(x)p ( )|V21|P ) 4
p1 () P1($)
b1 (iL‘ pl 5 )1—101(1) dx + 735((%) |VU,1 Z|p1(x) dx
o p(z) ’
-\ Mo
N—1{p -1 2\ YT (2.35)
2 M,C
+ N ( o [ 1 T] )
p1(2)(p] —1)
/p1 _ va)l( ) (x)Nn(z)pf—m(z)(p;—mdx

y (x)p p1<z>(p1 -1
p2(@)(p] —1)
/p2 N';l( )Py M(m)Na(a:)p;—p;m)(p;—l)dx
1 —1

p2(z)(p; —1)

Y1 ((E)pl_ N (2)p p2(x)
+/ — e _u(x) Y@ |V dx.
o 7o) (01 —1>“< ) V|

On fait le choix des fonctions 6, €, i, A1 et Ay de la facon suivante :

Lpi(2)\ 7
o) = (12472)77
Nyi(@)py

2) e(x) = (1791(93)(291_—1));@;711)

16 8y(2)
( )( ) N7y (2)py
B ipz z)(py — 1)\ re@@; -1
00 = (i
i 1 ( ) 1 _M c _ 10(1()36)1 -1 ] ﬁ
pP(r) — prie
D) = |6 | [ > o) dz | (o)
M 1 ( ) 1 _M c _ p(1()w) -1 ] le(w)
pPr) — .
5) AQ(J:) = E Q 1p1(l’) (SEZL’)T dx pQ(x)

En ajoutant (2.35) avec son analogue pour la seconde équation en [, |V, .|P2(*)dx, on obtient,
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aprés simplification, I’existence de C' > 0 tel que

3 1 -
- (/ |Vu1z|p1($)dx —|—/ |Vu2z|p2(z)dx) - = </ |Vzl|p1(x) dx —I—/ |Vz2|p2(x) dx) <C.
4 \Ja ’ Q ’ 4 \Ja Q

(2.36)
Maintenant, supposons que z; et 29 satisfont
1 1 -
s / Ve o + / V22 @de < C. (2.37)
Q Q
A partir de (2.36) et (2.37), on montre que
1 1 .
- Y, , p1(T) o 4= Vs, p2(2) o <C,
2 ’ 2 ’
Q Q
Ceci complete la preuve. O

2.3.4 Estimation uniforme de la norme infinie de la solution auxi-
liaire
Considérons 1’ensemble

B {(31, 32) € XpP PO Q) [ cod(z) < sy et [ |Vsy o+ [ [Vy2 e < z} ,
Q Q

ot L > 0 est la constante apparaissant dans le Lemme 2.3.4.

Voici un résultat d’estimation de la solution du probleme (P,).

Lemme 2.3.5. Supposons que (z1,2,) € B. Sous les hypothéses (Hy) et (2.6), il existe une

constante L > 1, indépendante de z;, telle que toute solution (uy,us) € Wol’pl(x)(Q) X Wol’m(x)(Q)
de (P,) appartient a l'espace L*°(2) x L>®(Q)), et vérifie

luill . < L. (2.38)

Démonstration. Posons h(x) = fi(x, 21, 22, Vz1, Vzs) dans le Lemme 2.3.1. Tout d’abord, re-
marquons que, d’apres le Lemme 1.5.2 et le Lemme 2.3.4, il existe xy € ) et une constante
C: > 0, indépendante de u; et z;, telle que

[will @) < Ul i g 1ill oo @) < constl|L] e o) [Vl oo )
1

= const||1||Lp;<z)(Q) </Q |V |Pi€ )dx> 0 (2.39)
S Cla
1 = 1,2. Aussi, remarquons que, d’apres 'inégalité de Minkowski, on a

1l oy < M ||25025"

MV A+ M [V

N
En étudiant I’étape 2 de la preuve du Lemme 2.3.4, on vérifie facilement qu’il existe une constante
Cs5 > 0, indépendante de u; et z;, telle que

||h||LN(Q) < Oy, (2.40)
En vertu de (2.39), (2.40) et du Lemme 2.3.2, on déduit (2.38). Ceci achéve la démonstration. [
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2.4 Construction et comparaison des sous- et sur-solutions

Dans cette section, on considere certains résultats asymptotiques impliquant les fonctions
pi(z)-torsions (i = 1,2) et leurs troncature sur le bord du domaine, présentées dans I'introduc-
tion de ce chapitre. Ces fonctions seront a la base de la construction de nos sous- et sur-solutions
u; et w; (i =1,2).

Avant de passer a la construction nous rappelons le lemme suivant.

Lemme 2.4.1 (voir [AM18] Lemme 3). Soit € > 0 et h satisfaisant
\h(z)] < Cd(x)"™@, 2 €Q, (2.41)

ot Q C RY est un domaine borné suffisamment régulier, et vy : Q — R est une fonction continue
telle que

lim N~(z) = L 1).
A, v(x) €(0,1)

Supposons que h > 0, et soit h € L2 () satisfaisant (2.41). Alors, pour € suffisamment petit,
on a

et u. € WoP'™(Q) est la solution du probléme

h(z) sid(x) > e
—Apz)Ue = 3 - ) , ue = 0 sur 0f).
h(z) sid(z) <e

Soit &, &s € CV7(Q), 7 € (0,1) les solutions des problémes de Dirichlet (2.9) et (2.10)
respectivement. Voici un lemme fournissant des informations sur le comportement asymptotique
de ces fonctions.

Lemme 2.4.2. [ existe des constantes cyi,kp,,ky,, > 1 et co,01,02 € (0,1),, avec 61,05 =~ 1,,
telles que

cod(x) <& 5(x) < &(x), pour tout x € €, (2.42)
&i(x) < crd(2)%, pour tout x € Qs (2.43)

et
IVEisllo» 1VEillog < By i =1, 2. (2.44)

Démonstration. D’apres (2.9) et (2.10), il est clair que & s5(z) < &(z), pour tout z € Q, (i =
1,2). Le principe fort du maximum (Lemme C.0.2), combiné avec le Lemme 2.4.1, entraine que
&is(x) > cod(z) dans Q, pour § > 0 suffisamment petit dans (2.10). De plus, grace au Lemme
2.3.1, nous pouvons valider les estimations exprimées par (2.44).
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Par conséquent, il ne reste plus qu’a montrer que (2.43) est valide. D’apres [AM18, Lemme
1], en considérant une constante suffisamment large A > 1, qui sera précisée ultérieurement, il
est bien connu que le probleme de Dirichlet

—Api(gg)wi = w‘i‘” dans Q2

i

w; >0 dans Q (2.45)
w; =0 sur 0f),
avec

admet une solution unique w; € C*(Q) satisfaisant

1

min{d, d(z)} <w;(z) <éA» ' inQ, i=1,2, (2.47)

pour une certaine constante positive ¢, indépendante de A, et avec & > 0 petit. De plus, il
existe une constante ¢ > 0, dépendant de A, telle que

wi(z) < yd(x)% dans Qs, (2.48)

pour certaines constantes 61,0, € (0,1), avec 61,05 = 1, et § > 0 petit (voir [Zha07, Théoreme
4.4]). D’apres (2.45), on peut observer que

Q

pour tout ¢; € VV1 pile (Q), avec @; > 0. Ainsi, en vertu du Théoréme B.1.1, il existe 29, 29 € Q
tels que, pour toute constante L > 0, on ait

pi(x)_QVingpida: > 0,

pi(@ QVw,VgpZ dx

/ LPi@) 1|le pi(@ 2VwZVgol dor = [P / |Vw;

P2,V d,

pour tout ¢; € Wo P (Q), avec ¢; >0, i = 1,2.
Fixons A > 0, suffisamment large, de sorte que

d(z) < A7 dans Q. (2.49)

En vertu de (2.9), (2.49), (2.46) et (2.45), on a

JReL S

/ |V§,~|pi("")_2V§ngpi dr = / pide= [ _ An " Pl do +/ i dx
Q Q 0N\Qs Qs

< Ap'f‘l(c Vi, dm+/ v)”cpi dx
w;

O\

)

- A
< 7A VVip d:er/ id:):SLpi_l/ 5
O\Qs wl Qw,;”"

—pi- / Vs pim_QVw,-Vgpi dr < / IV (Lawy) [P =2 (Lw,) Vg, da,
Q Q

- dx
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i

pour L > max;— ¢ o , et pour tout ¢; € I/V1 pil@ (Q), avec ; > 0. D’apres le principe de

comparaison faible et (2.48), on conclut que
&i(x) < Lw; < crd(z)% pour tout = € Qj,
pour une certaine constante ¢; > 0. Ceci achéve la démonstration. O

Remarque 2.4.1. En raison de la régularité des fonctions & (i = 1,2), qui sont de classe
CH(Q) (cf résultat de régularité de Fan, Théoréme C.0.3), on peut prendre 6; = 1 (i = 1,2)
dans Uestimation (2.43). Ainsi, dans la suite du chapitre, nous considérerons (2.43) avec 6; = 1

(i=1,2).
Pour une constante C' > 1, posons
w,=C"1,; et w=C¢. (2.50)

On affirme que w; > u; dans Q. En effet, d’aprés (2.9) et (2.10), on peut observer que les
intégrales

foa, [V VE Vo da, (251)
&

—/96 (V&

[ 19692V, da, (2.53)

sont positives pour tout ©0; € Wlpi(x)(ﬂ), avec ¢; > 0. D’apres (2.50), et grdce au Théoreme
B.1.1, il existe x!, 2? € Q tels que

/Q |V@i

= | _ Ccr@D|vg;
Q\Qs

P®=2g¢, Vo, dr, (2.52)

7 Z

pi(x)ﬂvfi,év% dx

P27, Vor da :/ O~ @1y, ;
Q

pi(z 2V§z (5V<101) dz

VG Vs do — [ (~C7 0 V|Tg
Qs

Pi@)=2g¢, sV;) da.

= ¢~ pile) / V&P TVE 5V s da — Ci(pi(z?)fl)/ (=IV&is
O\Qs Qs

(2.54)
En utilisant (2.10), on obtient
/ |v%|pi(l’)—2vﬂiv% dr — C—(pi(x})—l)/ g dr — O (pi()=1) ©; dr
Q ON\Qs Qs (2.55)
~(; -1) de — O~ D) . ‘
< O™ _ i de —CTW w; dx.
Q\Qg Qs
Encore, le Théoreme B.1.1 et (2.9) impliquent que
/Q VTP -2V, Ve, de = /Q P @=Ly, P2V o, dr
_ Cpi(x?)—l/ V& pi(x)—2vfiv% dx
@ (2.56)

> oFi -1 /Q V&P @D -2VE Vi, de

= C’p;_l/ w; dx,
Q
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pour un certain z{ € Q. De ce fait, la combinaison de (2.54) - (2.56) entraine

/ |Vﬂi
Q

pour tout ¢; € Wlp i) (Q), avec ¢; > 0, pourvu que la constante C' > 0 est suffisamment
grande. Ceci démontre notre affirmation.

pi(x)_QVﬂngpi dx,

pi(x)_2V@,~Vg0i dx < / |V,
Q

Posons
R = max{1, ky,, lEillcrr@) » 1ollorr @b (2.57)

Les résultats suivants sont au coeur de la raison pour laquelle les fonctions (2.50) constituent
des sur et sous solution du probleme (S5).

2.4.1 Cas o +85>0

Ici, on énonce un résultat de comparaison, faisant intervenir les fonctions (2.50) dans la
situation af 4 3 > 0.

Proposition 2.4.1. Supposons que (2.3) et (2.4) sont vérifiés, avec of + £ > 0 (i = 1,2).
Alors, pour C > 0 assez large dans (2.50), on a

O g BT >0
—Apwts <mi { w g™ siat <0< g7 dans Q, (2.58)

O i B <0< oy

ﬂ?i(m)fﬁi(@ si oy, B >0
~ AT = 2M(RC)™ 00 £ M i ay ) siaf <0< 7 dans Q0= 1,2, (2.59)

WO 5 g <0<ar

ot R > 0 est donné dans (2.57).

Démonstration. Tout d’abord, supposons que «; , 3; > 0. D’apres (2.51)-(2.52), ainsi que le
Théoreme B.1.1, il existe 29 € Q\Qs, et 2} € Qs, tels que

POV Vs de = OO [ (Ve

cmn [ |V PEVE V) de

\Qs
> O-vi(a) / VEis

P2 Vo do - [ Co0@D (2|vg,
Qs

P@=2y¢,; Vi, dr — C~wi@D=D / (~1V&is

pi(x)ﬂvfi,av%) dz

= [ )= |V€z‘,5

PO2YE V) da
O\Qs

- /Q IV, P2V, Vs da.
(2.60)
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A partir de (2.50), (2.4) et le Lemme 2.4.2, puisque «; , 3; >0, on a
mz/ﬂﬂ(fZ( “ % dr = ml/ O~ (@i@)+Ai(@) faz 525 p; d
> m, / (Cegt)~(@@H+8:(2) g(7) @+ @ . gy
Q
> my(Cey )~ +00) <5O‘i++/31'+/ _pida+ [ d(z) @, dx)

> C_(p;_l)/ _ i dr — C_(pj_l)/ p; dz,
Q\Q5 Qs

pour tout ¢; € Wol’p"(w)(ﬂ), avec @; > 0 (1 = 1,2), et C' > 0 assez large. Ainsi, en combinant
(2.55) avec (2.60)-(2.61), il découle que

/ IVui
Q

pour tout ¢; € WoP™(Q), avec ; > 0 (i = 1,2). Ceci démontre le premier cas dans (2.58).
Ensuite, nous prouvons (2.59) dans le cas «a; ,5; > 0. En utilisant (2.50), (2.57), (2.4) et
(2.9), le Théoréme B.1.1 garantit I'existence de x? € Q tel que

Q

M; [ (@@ 4+ 2(RCy0T g, da

_ M / (CHEHB@ DB | o ROt H N, du

< M, / (Col+8F gl +8 4 o( ROyt 3 Y, da

< Mp maX{Co‘i THAT C’max{“Y 7+}}/ @; do < COPi ~ / i dx
< orite / s dr = / CP D=1 |G P2V o) da

:/ |V,
0

pour tout ¢; € Wy ™'“/(Q), avec ¢; > 0 (i = 1,2), et C' > 0 assez grand.

Maintenant, nous considérons les autres cas dans (2.58) et (2.59). Nous prouvons uniquement
les inégalités correspondant au cas af < 0 < 31, puisque la situation complémentaire 3; <
0 < o7 est prouvée de facon similaire. Supposons donc que af < 0 < B;. En vertu du Lemme

2.4.2, et (2.4), on a

/Q Cor@-B@ @@ gy

_ _ - + oL
> T RO (¢o) /Q\Q o1 o+ CTH G [ d@)h et Do ar (0.62)
5

Qs

pi(e _2VHng0i dx,

> C’f(plffl)/ _prde—C Y [ o da,
Qs

pour tout ¢ € Wlpl( )(Q), avec 1 > 0, pourvu que C' > 0 est suffisamment grand. Alors
d’apres (2.50), (2.9) et (2.10), on obtient

mlfﬂﬂ‘fl(x)ggl(x)gpl dz 2/9|V@1|p1(x)_2Vg1V901 dz.
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Ensuite, nous prouvons (2.59) lorsque af” < 0 < 37 . La positivité de I'intégrale (2.53), combinée
avec le Théoreme B.1.1, implique 'existence de x5 € € tel que

ot [ Va9 Va Ve, dr < e [ Ve 026 Ve da
_ /Q CP@O-1ve -2 Te Vo, da (2.63)

- / \Vﬂl\pl(””Vﬂthl da.
Q
D’apres (2.57), (Ha ), (2.38), (2.42) et le Lemme 2.4.2, il s’ensuit que

M, / @@ | 9ROy x0T T ) da
Q

= My [ (OO g (ReymOia )y do

_ _ i . (2.64)
< M0~ +BF [(coé)al RS /Q\Q o1 do + cffcgl /Q d(x)™ +915rg01 dx
§ é

4 (RO 0T AT / o1 da < CPr! / o1 da,
Q Q

pour tout 1 € I/VO1 P 1(35)(9), avec @1 > 0, pourvu que C > 0 est suffisamment grand. Ainsi, en
regroupant (2.63) et (2.64), on aboutit a

/ IV, [P Ve, de > M, / (w5 P ag' ™ 1 2(ROY™ ™01 o) da.
Q Q

24.2 Casai +835<0

L’extension naturelle de la Proposition 2.4.1 pour la situation o + & < 0 nécessite de
considérer d’autres quantités que les fonctions %;, dans la mesure ou une inégalité telle que
(2.59) ne peut pas étre obtenue. En effet, les termes sources f; ne sont pas bornés sur toute la
région (2, compte tenu de 'explosion du terme z‘fi(')zg i) sur le bord de Q. Par conséquent, on ne
peut assurer une estimation C't* du gradient de la solution, comme ce fut le cas pour la situation
complémentaire. A la place, on peut utiliser I'estimation faible fournie par la Proposition 2.3.5,
et remplacer les fonctions 7; par la constante L, définie dans le Lemme 2.3.5. La proposition
suivante garantit un résultat de comparaison pour les fonctions u; dans (2.50), et partage un
certain nombre de similarités avec I'inégalité (2.58).

Proposition 2.4.2. Supposons que (2.4) est vérifié, avec of + B < 0. Alors, pour C > 0
suffisamment grand dans (2.57), on a

Lo uy™ s af <0< B/
i <mid LA s B <0<a;  dans Q,i = 1,2, (2.65)
L8 sial, B <0

ot la borne L > 1 est fournie par le Lemme 2.3.5.
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Démonstration. La preuve sera séparée en deux étapes.

Etape 1 : Cas lorsque of <0< 37 ou ff <0< o

+

On prouve seulement le cas lorsque o;" < 0 < f;7, puisque l'autre cas peut étre justifié de

facon similaire. Supposons que ;" < 0 < 3;, et prenons ¢; € Wol P i(m)(Q). D’apres (2.57), on a

/ L@ o 5@(7))55 (w)¢ dz > m;C~ B; 7751 mln LO‘ (/ _ ¢ydx +/ qﬁldx)

> orrn /Q VE P2 Ve, 5V rda

Z/ |v%
Q

R A )

Etape 2 : Cas lorsque o, 57 < 0

Soit ¢; € Wol’pi(”")(Q). Alors, par définition de u;, on a

/ L@ 6 dy > m, mln L(O‘ﬁﬁl (/ __ ¢udx +/ ¢zdx>
> [ (96,

Q

Ceci acheéve la démonstration. O

pile)= v€z 5V¢zdx

Pi@) =27y Vida.

2.5 Preuve du résultat principal

Dans cette section, nous prouvons le Théoreme 2.2.1. La preuve suit le raisonnement établi
dans l'introduction du chapitre.

2.5.1 Résultats pour le cas o + 57 > 0

En utilisant les fonctions (2.50), ainsi que les constantes R > 0 et C' > 0, définies dans (2.57)
et (2.50) respectivement, on considere I'ensemble fermé, borné, et convexe suivant

ICJF = {(31752) € (Cl’a(Q)>2 ’Ql <s; <1y oet HVSZHOO < CR,Z = 1,2} .

Définissons ’application

T+ Kt 5 CNQ) x CLQ)
(Zla 22) — T+(Zla 22) - (ula u?)(zl,ZQ)a

ou (u1,ug) sont les solutions auxiliaires de (P,). Il est important de remarquer que les solutions
du probleme (P, .,) coincident avec les points fixes de 'application 7.
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Etant donné que o 4+ 5 > 0, il s’ensuit que of + 6287 > 0 (resp. aif + 6,5 > 0), pour
af <0< B (resp. B <0< ), et pour 01,0y ~ 1. Pour (21, 29) € KT, on obtient

w5 siar B > 0
z?i(x)zéii(x) < Q?i(x)ﬂgi(x) sioff <0< f;
ﬂ?i(f)ugi(x) sift<0<aj.

Dans l’ensemble €25, défini dans la section Notations, en utilisant (2.50), avec le Lemme 2.4.2,
on aboutit au fait que

Oa;r_hgjd(x)elai(x)+92,3i(x) si Q; , 61_ >0
@50 < L Omai 18] ()i @+028:0) i o < 0 < BT
Ca?—ﬁ;d(x)Hlai(x)Jrﬁi(m) si Bj_ <0<a;
Caf+5?591a;+925; s oy, 5; >0

< o AT H0B it < 0 < B
Coi =B §0er +AT i BT < 0 < af,
alors que dans Q\Qs on a
+15F i Bi s = o—
o s | NGNS Nl ™ i o BT > 0
PRI SN AP LU I f;(‘”) siaf <0<
t_B3- i ; . —
Cod =0 gy || i) siff<0<aj.

Ainsi, on déduit a partir de (Hy), (2.50) et le Lemme 2.4.2 l'estimation
|fz(xa 21, ZQ,VZl, v22)| S MZ(Z(fM(x)Zgl(x) + |V21 vi(@) + |v22 ’Vz(x)>

< Micla?HIﬁ?\Lo + QMi(CR)max{ﬁﬂf} dans Q,

(2.66)

ou la constante Ly > 0 est indépendante de C'.

Par conséquent, I'unicité de la solution (u;,us) de (P(., .,)), garantie par le théoreme de
Browder-Minty (voir [Bre83b]), implique que I'application 7 est bien définie. De plus, le ré-
sultat de régularité de [Fan07] entraine que (uy,us) € Cy7 ()2, pour un certain 7 € (0, 1), et il
existe une constante B > 0 telle que l'on ait

uill ey < R (2.67)
Maintenant, on affirme que l’application 7' est contractante.

Proposition 2.5.1. L’ensemble Kt est invariant par lapplication T .

Démonstration. En utilisant le fait que z1, 2o € KT, il s’ensuit que

Oy giar B >0
21117;(-%)2251‘(37) > ﬂ?i(w)ggi(x) siaf <0< B dans Q.

O G gt <0< af

Ainsi, en considérant '’hypothese (Hy), et la Proposition 2.4.1, le principe de comparaison faible
implique que
wu <y <up et uy < uy < Uy dans Q. (2.68)

80



Par ailleurs, puisque max{|ai"| + 8], 7", 37} < pi — 1, il découle de (2.66) que
|fi(x, 21, 20, V21, Vo) | < (CR)P™H
pourvu que C' est suffisamment large. D’ou, grace au Lemme 2.3.1, on déduit que
V]l o [Vl < CR. (2.69)

Par conséquent, la réunion de (2.67) - (2.69) conduit au fait que (ug,us) € K*, ce qui montre
que TH(K*T) c K. O

Aussi, nous assurons de bonnes propriétés pour 'application 7 .
Proposition 2.5.2. L’application T+ est compacte et continue.

Démonstration. Sur la base de (2.67), avec la compacité de l'injection C17(Q) C CL(Q),
obtient que T+ (CL(Q) x CL(Q)) est un sous-ensemble relativement compact de C3(Q) x C3(Q).
Ceci prouve la compacité de 'opérateur 7.

Ensuite, nous montrons que 7 est continue par rapport a la topologie de C}(Q2) x C3(Q).
Soit la suite convergente (21, 20.,) — (21, 22) dans C3(Q) x C¢(Q), pour tout n € N. En posant
(U1, u2.) = T (210, 22.n), o0 obtient, d’apres (2.67), que (u1,,us2,) € CY7(Q) x CH7(Q). En
vertu du théoreme d’Ascoli-Arzela, on a aussi

(U s Un) — (u1,uz) in Cy(Q) x Cy(Q).
Par ailleurs, pour tout 2y, 2, € KT, il est vrai que
fi(zl,n7 22,n7 VZLn, sz,n) — fl('x; 21, 22, V’Zlu VZQ) € W*l,p;(ib) (Q)

Ainsi, on conclut que I'application 7' est continue. O

2.5.2 Résultats pour le cas oz?E + Bl-i <0

En utilisant les fonctions u; (i = 1,2), définies dans (2.50), la constante L, définie dans le
Lemme 2.3.4, et la borne L, introduite dans le Lemme 2.3.5, on considére I’ensemble suivant

- — (11, y2) € Wol’pl(x)(Q) X WOI’pQ(m)(Q) tu; <y; < L dans Q
et Y10 Jo |V Pil@)dy < 21 ’

qui est fermé, borné, et convexe dans Wy ™™ (Q) x Wy 2™ (Q). Définissons 'opérateur

T K- = WP @) x W (@)

2.70
(21,22) =T (21,22) = (ulau2)(zl,ZQ)a ( )

ou (uy,us) est la solution auxiliaire du probleme (P,). En vertu de (2.42), (2.50), et du Lemme
2.3.4, on déduit que (u1,ug) existe et est la solution unique du probleme (P, .,)).
Maintenant nous affirmons que I'application 7~ est contractante.

Proposition 2.5.3. L’ensemble K~ est invariant par 'application T .
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Démonstration. Pour tout (21, 22) € K~, en combinant (H) avec la Proposition 2.4.2, on déduit
que u; > u; dans €. De plus, le Lemme 2.3.5 implique que u; < L, tandis que le Lemme 2.3.4

garantit ’existence de L > 0 tel que Z / |V, Pi@)dy < 2L. D’ot le fait que u; € K™, ce qui
1=1,2

signifie que 7 (K~) C K. O

Aussi nous garantissons de bonne propriétés pour I'application T .
Proposition 2.5.4. L’application T~ est compacte et continue.

Démonstration. Soit une suite convergente (21, 22,,) — (21, 22) dans Wol’pl(x)(Q) X Wol’m(x)(Q),
i.e.
(21, 22.n) = (21, 22) dans Lpl(x)(Q) X LPZ(Q”)(Q),
et N N
(Vi Vign) = (Va1, Vzg) dans (L70(Q)) x (2#(Q)) ",

avec (z1,,%2,) € K. D’apres [FZ03, Théoreme 2.4], les suites (z1n,22,) €t (V21,, V2a,)
convergent en mesure vers (21, 22) et (Vzy1, Vz), respectivement. Par conséquent, étant donné
que la fonction f; est de type Carathéodory, on peut écrire

fi (@, 210(x), 220(2), V21 0(2), Vaou(x)) — fi (z,21(x), 22(2), V21(2), V2o (x)) p.p. dans €.

De plus, [FZ03, Théoreme 2.4] assure que la suite (Vzy,, Vza,) converge vers (Vzy, Vzy) en
module, c’est-a-dire que
lim pp, @) (Vzin — Vz;) =0,

n—oo

ou de fagon équivalente
(IVzrn — Va PP Vg, — VzoP™) = (0,0) dans L'(Q) x L(Q).

Ainsi, il existe une sous-suite (|Vzy,, — Vz1|” 1(@) | Vzon, — VP 2(z)), et des fonctions mesu-
rables et positives (g1, g2) € L' (2) x L*(), telles que

V21, (7) — VZ1(93)|p1(’”) < g1()
| p.d Q. 2.71
{ \sz,nk (x) — VzQ(x)‘m(l") < go(2) p.p. dans ( )

Ici, il est important de remarquer que, puisque z;,, € [u;, L], alors z; € [u;, L]. De plus, d’apres
le Lemme 2.4.2 et (2.50), on a

0w siaf B <0
Z?n(x)zgéx) < W LEE i af <0< B
La’(x) i@ g B+ <0<aq;. (2.72)
(:E)a’(‘” 0@ si o ;r <0
< My{ d(x)>®) siaf <0< B
d ()% si B <0< ay,

pour une certaine constante positive My := My(L, C, co, a;, [3;).
Supposons que oi + B < 0. En vertu de (Hy) et (2.72), on déduit, d’apres (2.71), que
¥i(x) + |22m %(@)
1 ¥i(@)
Hm@m + val} ),

‘fl (il?, Zl,na 22,717 VZl,n: VZZ,n)’ S M (Z?ZTL(I)ZQTE + ’zl,n

1 (ﬂf)
< Mi(K(z) + {g1<x)m<w> + \vm}
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ou

(ed(ar) )5 si g, B <0
K(z) = { (ed(x))@ 22,5’”) _osiaf <0<p;
Hz?lnw) d(z)% @ s g <0 <aj.

En posant
1 vi(z) 1 7 ()
Gi(zr) = M; | K(z) + {gl(:v)m(” + ]Vzl\} - {gg(x)mm + IVz2|} ,

on affirme que G; € L7 (Q). En effet, puisque gy, go € L*(Q), il est clair que

p1(x)

1 ()
{gl(l‘)m(Z) + |Vzl|} € L@ (Q), (2.73)

et

{92(%)”21‘“” + [V € L7® (Q). (2.74)

L’hypothese (2.5) combinée avec [LM91, Lemme page 726] garantit que

/ K(z)Pi®dr < oo, (2.75)
0

(@) ,
Ainsi, en regroupant (2.73)-(2.75), et en observant que les injections L%(Q) — LPi@)(Q) et

L%(Q) < LPi®)(Q) sont valides grace a I'hypothése (2.6), on conclut que Gy(z) € LP:®) (1),
ce qu’il fallait démontrer.

Le théoreme de convergence dominée de Lebesgue généralisé (voir [DHHR11, Lemme 3.2.8]
), implique que

/
T
fi (.CL’, Zl,nkv ZZ,nka Vzl,nka VZZ,nk) — fz (1'7 21, 22, Vzla VZZ) dans Lpl( )<Q)
Le principe de convergence assure que toute la suite f; (2, 21, 220, V210, V22,) cOnverge vers

fi (@, 21, 220, V210, V2o,,) dans LPi@(Q) — WP (Q), ce qui prouve la continuité de 7.
Une autre interprétation de 'application 7 —, définie dans (2.70), serait

T~ =(Li'o®y, Ly o ®y),

ou @, : X" Q) XL O (Q) est une application, et L; : X770 Q) — X0 0(Q)
est un opérateur défini par

Li = —Ap,) et @i(21, 20) = fi (x, 21, 22, V21, Vo) pour tout (21, 20) € X&’p(')’pZ(')(Q).
La compacité de I'injection L7(®)(Q) < W=1Pi®)(Q) implique que ®; (K ~) est un sous-ensemble

relativement compact de W~=17i(®)(Q), d’ott la compacité de ®;. Par conséquent, la compacité de
®;, et la bornitude de L; ', due & [KWZ10b, Théoréme 3.2], impliquent la compacité de 7. [
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2.5.3 Preuve du Théoréme 2.2.1

En vertu des Propositions 2.5.1 et 2.5.2 (resp. Propositions 2.5.3 et 2.5.4), nous sommes en
mesure d’appliquer le théoréme de point fixe de Schauder pour 'application 7+ : Kt — KT
(resp. T~ : K~ — K7), avec 'ensemble T (resp. K7). Celui-ci assure l'existence de (u1,us) €
Kt (vesp. (u1,u2) € K, satisfaisant (uq,ug) = T (ug,ug) (resp. (ui,uz) = T (u1,uz)). En
prenant en compte la définition de 7+ (resp. 7-), il s’ensuit que (uy,uz) € Cy(Q) x Cy7 (),
pour un certain 7 € (0,1) (resp. (u1, uy) € (Wo* ™ (Q) N Lo(Q)) x (Wy ™ (Q) N L*(RQ))), est
une solution positive du systeme (S). De plus, puisque la solution (uy, us) appartient a I’ensemble
Kt (resp. K7), le Lemme 2.4.2 implique que (2.7) est vérifié. Ceci achéve la démonstration et
cloture le chapitre.
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CHAPITRE 3

NON-EXISTENCE AVEC SINGULARITES

Contents
3.1 Casnonconvectif . . . .. . .. . ...t 86
3.1.1 Cas vectoriel . . . . . . . . . ... 86
3.1.2 Casscalaire . . . . . . . . 88
3.2 Casconvectif . . . . . . . . . . . i i e e e e e e e e . 90
3.2.1 Casvectoriel . . . . . . . . ... 90
3.2.2 Casscalaire . . . . . ... 92

Dans la suite, nous supposerons que le parametres de diffusion p dans le cas scalaire (ou p;,
i = 1,2, dans le cas vectoriel) satisfait les conditions suivantes :

Cas scalaire perturbé : pe C'(Q) et 1 <p < p(x) <p" < N.

_ 3.1
Cas vectoriel : pi € CY(Q) et 1 <p; <pi(x) <pf < N(i=1,2). (3.1)

Cette hypothese de régularité jusqu’au bord sur les parametres de diffusion p; (i = 1,2) sera
requise lors de I'application du Théoreme C.0.2 (voir Annexe A) afin de prouver l'isolation
de la premiere valeur propre du p(z)-Laplacien et ainsi prouver les résultats de non-existence
donnés par les Théoremes 3.1.2 et 3.2.2. Dans ce chapitre, nous donnons quelques résultats
de non-existence pour des EDPs du type (5), a une ou deux équations, avec des approches
différentes, basées sur les propriétés spectrales de la premiere valeur propre du p(z)-Laplacien.
Cette valeur propre correspond a la plus petite valeur de A > 0 pour laquelle le probleme de
Dirichlet elliptique suivant admet une solution

{ —Apyu = Mu[P@=2y  dans Q2

u=>0 sur 052, (3.2)

u A > 0 est une constante.

Par solution de (3.2), il faut comprendre une solution faible au sens de la définition suivante.

Définition 3.0.1 (voir [FZZ05] Définition 1.1). Soit A € R et u € Wy ™(Q). (u, \) est appelé
une solution faible du probléme (5.2) si

/ Va2V uVede — A / WP 2updz, Vb € WP (Q).
Q JQ
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Considérons A, I'ensemble de toutes les valeurs non négatives A, pour lesquelles (3.2) admet
une solution. Dans [FZZ05, Théoreme 2.2] | les auteurs ont prouvé que A est non vide, et que
le supremum de A est +00. De plus, d’apres [FZZ05, Théoréme 3.1], on sait que I'infinimum de
A est zéro, pourvu qu’il existe un sous-ensemble ouvert U C €2, et un élément xq € U, tel que
p(zo) < p(x) ou p(xg) > p(z), pour tout x € AU, i.e. le parametre p ne doit pas atteindre ses
valeurs extrémes sur I’ensemble QU . Par ailleurs, I’auteur démontre le théoreme suivant

Théoréme 3.0.1 (voir [FZZ05] Théoreme 3.4). Soit N > 1 la dimension de 2. Supposons qu’il
existe xo & , tel que, pour tout w € RV\{0}, avec ||w|| = 1, la fonction f(t) = p(xo + tw) est
monotone pour t € I ., :={t € R|xy +tw € Q}. Alors

A = inf {\ € R| X\ est une valeur propre de (3.2)} > 0.

3.1 Cas non convectif

3.1.1 Cas vectoriel

Considérons le systeme de Dirichlet elliptique suivant

—Ap (U1 = At 2’61(90) dans Q
—Apy ()2 = S22 qans
Uy, Us > 0 dans €
U =uy =0 sur 052,

(3.3)

oll oy, B; € C(R2) sont des fonctions bornées sur €2, et \ est une constante strictement positive.
Dans [DKM20, Théoreme 1], les auteurs établissent que, lorsque p;(z) = p;, a;(x) = a; et
Bi(z) = p;, alors il existe une constante A, > 0 telle que (3.3) n’admette aucune solution non-
triviale sous les conditions B1 = 22(p; — 1 — ) ou az = Z(py — 1 — ), et A € (0, \,). Les
auteurs ont exploité la premiere valeur propre du pi—Laplamen notée A, (¢ = 1,2), pour établir
I'existence de la borne A, définie par A\, = Ay (A1p,, A1 ps)-

L’extension naturelle de ce résultat est donnée par le théoreme suivant, basé sur les propriétés
spectrales de la premiére valeur propre du p;(x)-Laplacien, notée Ay p, ) (i = 1,2), oup; (i = 1,2)
est une fonction, satisfaisant la condition de [FZZ05].

Théoréme 3.1.1. Supposons l’existence de x; ¢ Q, tel que, pour tout (t,w) € [0,1] x RY, la
fonction p;(z; + tw) est monotone (i =1,2), ot p; € C*(Q) est une fonction satisfaisant (3.1).
Supposons aussi que

o) = 25 0n(0) ~ 1= (o) et aalo) = LB ulo) - 1= o). ()
avec —1 < ay +ay et =1 < By + By, ainsi que ay(z) < pr(x) — 1 et Bo(z) < po(z) — 1 pour
tout x € (0.

Alors, le systéme (3.3) n‘admet aucune solution, pour tout A > 0 satisfaisant la condition
suivante

. pi(z) p2()
A< A*—mm{&l(xHaQ(xH ALpi(2)s B )+52(x)+1)‘1,p2(x)}' (3.5)
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Démonstration. En multipliant (3.3) par u;, en intégrant sur €2, et en appliquant I'inégalité de

Young au membre de droite, on obtient

a1 (x 1 = — 1= _Bi@py(x)
/ IVUHM dl’ = )\/ )+l 51 dI < )\/ 7—1_“71’1( ) + pl(x) Oél(I) ugl(ﬂﬁ)*lﬂﬂq(m)dm7
() pi()
(3.6)
et
— 1= M 1 .
/ Vo [P dz = )\/ ’BQ(I ar < )\/ Pa(2 BQ(I)u?(x)f —H@ 4 Mugz( ) dee.
pz(x) pa()
(3.7)

En combinant (3.6) avec (3.7), et en utilisant (3.4), il s’ensuit que

(oq(x)+1+P2(x>_1_52<$>>/ﬂu1{'1(:v)dx

/ \Vul\pl(x)dx—l—/ Vo2 dz < A
Q Q

pi(z) pa()
1(7) —1—ai(x)  Balz) +1 pa(e
! (p n@ ) ) = )dml |

Puisque Ay, () est tel que

Pi®) gy

/|V'UZ
M opi(z) = inf
r vieWy i (@)\{0} / |vi

Di (:1:

alors, pour le choix particulier v; = u; (i = 1,2), on a
/ IV [P dz > Ay, () / WP g,
Q Q

et
/Q|VUQ|”2(x)dx > Al,pz(m)/ﬂu?@)dm.

Par conséquent, en combinant (3.10) et (3.11), on obtient
[Vl @+ [ [Vulr e > Ay [0l Ode + Ay [ o8O

Remarquons que ’hypothese (3.4) conduit aux identités suivantes

o (z) +1 n p2(z) —1—=Pa(x)  on(z) + an(z) +
pi(z) pa(z) pi(z)

o pi(x) =1 —a(x) n Ba(x) +1 _ Br(x) +52($)
pi(z) pa(z) pa(z)

La soustraction (3.12)-(3.8) conduit a la caractérisation suivante

p1(x) pa()

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

1 = 1 .
Mote) — ay () + ao(z) + /\] /Quzin( )\da l/\lm(w) _ Bi(@) + Balz) + ] /ngx e < 0,

ce qui entraine une contradiction, si on se place sous la condition (3.5). Ceci achéve la démons-

tration.
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3.1.2 Cas scalaire

Considérons le probleme de Dirichlet elliptique suivant

—Ap@yu = ﬁ + pu™™®  dans Q
u>0 dans Q (314)
u=0 sur 012,

ou o, 7 : £ — R, sont des fonctions bornées, continues et positives, et A > 0 est une constante.
Dans [Zha07, Théoreme 3.3|, 'auteur prouve que, lorsque 1 = 0, alors (3.14) possede une unique
solution wu,, croissante par rapport a A\, pourvu que A > 0 est suffisamment grand. Aussi, nous
énongons le résultat de comparaison suivant, qui est la généralisation directe de [GST07, Lemme
3.1] dans le cas variable.

Lemme 3.1.1. Soit uy la solution de (3.14) sous la condition
=20 et 0<alr)<l, Veel. (3.15)

Soit ¢y le vecteur propre associé d la premiére valeur propre A\ de (3.2). Alors il existe une
constante €y > 0 telle que

uy > expy presque partout dans €.

Démonstration. Soit E : Wy (x)(Q) — R la fonctionnelle énergie associée au probleme (3.14),
définie par

1 A
= N p(z) _ - 1—a(z) 1,p(x)
Eu) : /Qp(x)wuy dx /Q ) e w e (@),

Soit u € Wy P(Q) tel que E'(u) € (Wol’p(x)(Q))*, o E'(u) est la dérivée de Gateaux de E en
u, alors on a

E'(u) = —Ap@yu — du™®),

Aussi, pour tout € > 0, E'(epy) € <W01’p(x)(§2))* et on a, en supposant que 0 < € < €) pour une
constante €, suffisamment petite, I'inégalité suivante

El<€¢1) = _Ap(z) (E(bl) - )\<€¢1)7a(z) (316)
= M) = Aey) @) (3.17)
= (e61) ™) [ Ay (e )Pl — A (3.18)
A
< =S (e) ™ <. (3.19)
Maintenant, raisonnons par ’absurde, et supposons que la fonction v = (exp; — uy) 4 nest pas

identiquement nulle dans €2. On pose

OF = {x e Q|v(z) >0} et E(t) == E(u+tv), t € Ry.

x + x
En vertu du fait que la restriction de £ sur le cone positif (Wol’p( )(Q)) = {u e W™ )(Q) |u > O}
est convexe, alorson a &(t) > £(0) = E(u,) pour tout ¢ > 0. Aussi, puisque tex¢; < max{uy,tv} <

88



uy + tv pour tout ¢ > 0, alors la dérivée de Gateaux E’'(uy + tv) de E en uy + tv existe et on a
€' (t) = (F'(uy + tv),v). Comme & est non-négative et non-décroissante, on peut écrire d’apres
(3.16) que

0<&) =€) = (FE (uyr+v) — E'(uy + tv),v)
= | Eleduds - €()

A

< _Z

2

(6/\(?1)70[@) < 07

ce qui entraine une contradiction. On peut donc conclure que v = 0 p.p. dans €2, i.e. uy > €xoy.
Ceci acheve la démonstration. O

Dans [GST07, Lemme 3.3, les auteurs ont établi que, si p(z) = p, a(x) = a € (0,1), r(x) =r
et u # 0, alors il existe une constante 0 < L telle que le probléeme (3.14) n’admette aucune
solution non-triviale lorsque A > L. L’isolation de la premiere valeur propre du p-Laplacien a
été un des arguments principaux.

Dans ce qui suit, on note A 'application définie par

<Au¢m::A;Uvuww*ﬂvUv¢-FAuﬂ@wgdx,v¢e;mﬁmwkﬂx
pour tout u € S, avec
S = {v e Wy"(Q)] Aue ("))} (3.20)

Nous aurons besoin du lemme suivant, qui établit un principe de comparaison entre les sur-et-
sous solutions du probleme (3.14).

Lemme 3.1.2 (voir [Zha05] Lemme 2.3). Soient u,v € S, défini dans (3.20), tels que
Au— Av >0 dans (Wol’p(x)(ﬂ))*.
Soit la fonction ¢ : 0 — R définie par
¢(x) = min {u(z) — v(z),0} .
Si ¢ € Wol’p(r)(Q) (i.e. u>v sur dS2), alors u > v p.p. dans Q.

Dans le théoréme qui suit, nous démontrons un résultat de non-existence qui généralise
partiellement [GST07, Lemme 3.3].

Théoreme 3.1.2. Supposons que
w# 0, 0<a <at <1 et O<p —1<pt—1<r, (3.21)

ot p est une fonction satisfaisant les conditions du Théoréme 3.1.1. Alors, il existe une constante
L > 0 telle que le probléeme (3.14) n’admette aucune solution, pour tout

A> L. (3.22)
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Démonstration. Nous rappelons que A; est la premiere valeur propre du probleme (3.2).
Raisonnons par 1’absurde. Posons

A ={X >0, tel que le probleme (3.14) admette une solution positive }.
Supposons qu’il existe une suite A, € A (n € N), telle A\, — 0. Alors, il existe une constante
n—oo

L > 0 telle que

A
T pt™@ > (A + )@= pour tout z € Q, t >0, € (0,1) et A > L. (3.23)

Soit € € (0,1), considérons le probleme de Dirichlet elliptique suivant

{ — Apyu = (A + e)uP® dans Q, (3.24)

u > 0, U0 =0.

D’apres (3.23), toute solution (un, A,) de (3.14), avec A, > L, est une sur-solution du probléme
(3.24). Aussi, on peut trouver u < A\; + ¢ telle que p.¢; est une sous-solution de (3.24), ou ¢,
fait référence a une fonction propre associée a la premieére valeur propre A\; du probléme (3.2).

Maintenant, on vérifie que toute solution a priori du probleme (3.14) dans le cas p # 0 est aussi
une sur-solution du probléme (3.14) dans le cas g = 0. Par conséquent, d’apres le Lemme 3.1.1
et le Lemme 3.1.2, il existe une constante €y > 0 telle que

Up 2 Uy 2 Ex[-O1,
ou uy, désigne la solution du probléme (3.14) dans le cas 1 = 0 en choisissant 0 < A < \,.

En effectuant un processus d’itération monotone (voir [LLV85],[Pa092],[Zei86]), on obtient une
solution pour (3.24), pour tout € € (0,1), ce qui contredit le fait que A; est une valeur iso-

lée du spectre de l'opérateur —A,,) dans W, (x)(Q) (voir Théoreme A.0.1). Ceci acheve la
démonstration. 0

3.2 Cas convectif

3.2.1 Cas vectoriel

Considérons le probleme de Dirichlet elliptique suivant

_Apl(x)ul =\ u?l(x)ugﬂx) + |vul|'y1(:c) + |VU2|W(I) dans Q

—Dpy(@ytz = A uP? PO [Ty [2@) 4 |Vuy[P@)  dans Q (3.25)
Uy, ug >0 dans €
uy = uy =0 sur 02,

ot ay, Bs,7i,7; € C(Q) sont des fonctions bornées sur €, et A est une constante strictement
positive.

Dans le chapitre 2, il a été prouvé que, lorsque oi° + 3 > 0 (resp. af + 5 < 0), le systéme
(3.25) admet une solution positive, pourvu que v;(x) < pi(x) — 1 et 7;(x) < pa(x) — 1 (resp.
vi(x) < %17(? et 7;(x) < %?), pour tout z €  (voir Théoreme 2.2.1).
Dans ce qui suit, nous établissons le résultat de non-existence suivant
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Théoréme 3.2.1. Supposons que p; (i = 1,2) satisfait les conditions du Théoréme 3.1.1, avec
—1<ay +ay et =1 < By + By, ainsi que aq(x) < pr(z) — 1 et Po(z) < po(x) — 1, pour tout
x € Q. Supposons aussi que pour tout x € ),

_ () r)—1—ai(z)) et as(z :pl(:c) x)—1— fox
Bi(x) = () (pi(x) =1 —au(z)) et as(x) o) (p2(z) — 1 = Bao(x)) (3.26)
() =7 (x) = pi(r) =1 et ya(z) =T(z) = p2(x) — 1. (3.27)

Alors, le systéme (3.25) n’admet aucune solution, pour tout X > 0 satisfaisant la condition
sutvante

= min - T pi() -7 P(2) TM
A= {(1 >oz1(x) + as(z) + 1)\1’101(36)7 (1 )51(1') + Bo(x) + 1)\1’7?2(:6)’ p1(z) -|Ep2(x)) } :
3.28

Démonstration. Multiplions (3.25) par u;, et intégrons sur €. En appliquant I'inégalité de Young
au membre de droite, nous obtenons alors

/|vu1|m dx—A/( 24 e dx+/ Vg [ u1+/ V[T u1> dz

§>\</ oy (v )+1 m(m)+p1( )—1—a1($)u%m
Q

U
() 1)y (2) 1 @) (3.29)
7|VU1| Pl (z)—1 _|__ pl dx
 p1(z)y1(z) pl(x)
P1(z ’Y1(z) 1
%|VU2| p@-T 4 — pl(x)dl‘) 7
o pr(2)7 (@) @)
et
Jy vtz = | (“?2“)u§2(‘”’”)+1+ [ 19 s+ [ [0, ) da
Q
—_ 1= _oo@)pa(@)
< )\ (/ pQ 1 62( )ufg(z —1—B5(x) /62( )"— 1u§2($)dx
pa(z)
p2(T) — nGwRE 1 ® (3.30)
IR YSZRY ub> dx

V| =01 +
o o) (e >' i »

pa() — |Vu2|pi;z?2<l + ! p2(m)dx>.
P2

@ p2(7)72(x)
En combinant (3.29) avec (3.30) et (3.26), il s’ensuit que

/9(1—#?1(95)_1 SR ok >|Vu Pz + [ (1—>\p1(x)_1 —x\pQ(x)_1>!Vu2\m(z)dx

pi(x)n(z) pa()ye(w) pi(@)7(z)  pa(x)7a()

ar(x) +1  pa(z) — 1 — Ba(x) e pi() —1—on(z) | Palx) +1 pa(e
( + )/g}ul()dx—l—( + )/QUQ()da:].

pi() pa(7) pi(z) pa(7)

<A

(3.31)

Sous I'hypothese (3.27), si nous supposons que

p1(z)pa(z)

AT @) + pala)

0<7<1,
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alors (3.31) devient

—1—
[V @zt [ Vi de < (1 7)71A Ko‘l(x)+1+p2(“") 62(”5))/(2%1“%
Q Q

p1(z) p2(x)

. <p1<x> “l-a@) | fla) + 1) [ ugz<w>d4 .

p1(x) pa(x)

(3.32)

Puisque A; , () est tel que

Pi(2) ]

/|VUZ
Mate) = zewlpl’%f) 2)\{0} /|v

Di (x

alors, pour le choix particulier v; = w; (i = 1,2), nous avons
/Q Vun [P @z > Ay o) /Q D (3.33)
et
/Q Vsl Ddz > A o) /Q B2 e (3.34)
Par conséquent, en combinant (3.33) et (3.34), nous obtenons
/Q |V [P @ d + /Q Vua P2 dz > My /Quffl(x)dm + M po(a) /Quéu(x)da:. (3.35)
Remarquons que, sous I'hypothese (3.26), les égalités (3.13) sont valides. En faisant la soustrac-

tion des relations (3.35) et (3.32) entre elles, et en utilisant 'identité (3.26), nous obtenons la
caractérisation suivante

( ) + CYQ(-I’) — T
[Al,pl(x) - (:v) (1 — 7—) 1y /Quzlh( )dx
+ )\ pa(z) — ( ) + 52(95) (1 B 7_)—1/\ / ugz(x)dx <0,
’ p2(x) Q
ce qui contredit 'hypothese (3.28). Ceci acheve la démonstration. n

3.2.2 Cas scalaire

Considérons le probleme de Dirichlet elliptique suivant

{ —Apyu = oy + pu"® + v(z)|[Vu'™®  dans Q (3.36)

u=2>0 on 0,

ou r,v,a, v : {2 — R sont des fonctions positives, continues et bornées dans €2, et u, A sont des
constantes positives.
On énonce le résultat de non-existence suivant pour le probleme (3.36).
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Théoreme 3.2.2. Supposons que
nw#0, v#0, 0<a <a" <1 et 0<~y<p —1<pT—1<r", (337

avec p satisfaisant les conditions du Théoreme 3.1.1. Il existe une constante L >0 telle que le
probléme (3.86) n’admette aucune solution, pour tout

A> L.
Démonstration. Raisonnons par ’absurde. Posons

A ={X>0, tel que le probleme (3.36) admette une solution positive } .

Supposons qu’il existe une suite A, € A (n € N), telle A, —— 00. Alors, d’apres (3.23), on a

o Tt @I 2 Tt > (A )

pour tout (z,£) € X xRy, t>0,e€ (0,1) et A > L.

(3.38)

D’apres (3.38), toute solution (uy ,, A,) de (3.36), avec A, > L, est une sur-solution du probleme
(3.24). Aussi, on peut trouver u < A\; + ¢ telle que p.¢; est une sous-solution de (3.24), ou ¢
fait référence a une fonction propre associée a la premiere valeur propre A; du probleme (3.2).

Maintenant, on vérifie que toute solution a priori du probléme (3.36) dans le cas p # 0 et v £ 0
est aussi une sur-solution du probléme (3.36) dans le cas u = 0 et v = 0. Par conséquent, d’apres
le Lemme 3.1.1 et le Lemme 3.1.2, il existe une constante ¢, > 0 telle que

Up > Uy > EXJL.O1,

ou uy, désigne la solution du probleme (3.36) dans le cas p = 0 et v = 0 en choisissant
0< A< A\,

En effectuant un processus d’itération monotone, on obtient une solution pour (3.24), pour tout
e € (0,1), ce qui contredit le fait que A est une valeur isolée du spectre de 'opérateur —A,)

dans WP (Q) (voir Théoréme A.0.1). Ceci achéve la démonstration. O
0
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4.1 Estimation globale du gradient pour un probléme

singulier convectif

4.1.1 Introduction

Dans la suite, nous nous placerons sous la condition suivante :

peC(Q)etl<p <plx)<p" <N.

(4.1)

La perspective de ce chapitre serait d’établir une estimation du gradient de la solution des EDPs

de la forme

— Apyu = f(z,u, Vu) dans
u = sur 0f2

94
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dans tout le domaine 2, sous la condition suivante

{msaw < flas, ) < M (70 4 g @) (4.3)

m,M,a~ >0, o,y € C(Q) NL®(Q) s €R, £ €RY, psatisfaisant (4.1).

A cause de la présence de singularité dans le terme source de (4.2), par solution il faut com-
prendre une solution faible au sens de la définition suivante.

Définition 4.1.1 (voir [Zha07]). Si u € Wi (Q) N CJ (), u est appelé une solution faible
du probléme (4.2) si

/Q VU2V dda — /Q Fz,u, Vu)odz, Yo € WEr®(K),

ou K désigne un sous-ensemble compact quelconque de §2.

Pour le cas vectoriel, i.e. le systeme (S), sous la condition

{mis?i(z)sgi(m) <fi (96, 51, 52751752) <M, (S?i(x)Sgi(m) + |§1 (@) + |£2 7i(x))

miaMi > 07 aiaﬁiaf}/iaﬁi € C(ﬁ) N LOO<Q) S € R: gz € RNv Di € 01<Q) (2 = 172>7
nous avons mis en évidence dans le chapitre 2 que :

e D'un coté, dans le cas o + B > 0 (¢ = 1,2), on dispose du Lemme 2.3.1 qui garantit
I’estimation suivante

HVUZHOO < kp:“fz”oo dans tout {2, (44)
ce qui a permit de construire en particulier un couple de sur-et-sous-solutions pour (.5).

e D’un autre coté, lorsque o + 3 < 0 (i = 1,2), nous n’avons pas pu raisonner comme cela
I’a été pour le cas précédent, dans la mesure ou nous ne disposions pas d’estimations uniformes
adéquates des termes sources f; (i = 1,2).

11 convient donc d’étendre (4.4) pour le cas scalaire (4.2), sous la condition (4.3). Cependant, ne
pouvant pas encore établir une telle estimation sur le bord de €2, nous sommes déja en mesure
de le faire a I'intérieur du domaine €2. C’est en ce sens que nous proposons les résultats de cette
section.

Dans la littérature, d'un coté, un tel résultat peut étre trouvé dans les travaux de Giacomoni,
Schlinder, Takac [GSTO07], Cianchi et Maz’ya [CM15b] ou Alves et Moussaoui [AM18], mais
uniquement pour les probléemes singuliers non convectifs. D’un autre c6té, dans le Théoréme
C.0.3, Fan établit que les solutions a priori pour des problemes convectifs mais sans singularités
sont de classe C*. Dans cette section, il sera question de généraliser ces résultats pour des
problemes singuliers avec des termes de convection. Dans cette perspective, nous nous inspirerons
du travail pionnier de Ladyzhenskaya et Ural’tseva [LU68]. L’enjeu pour nous sera de surmonter
les difficultés liées a la présence d’un terme singulier et non-homogene en le gradient de la
solution.
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4.1.2 Premier résultat obtenu

Le premier résultat obtenu dans ce chapitre est le théoreme suivant, qui établit une estima-
tion de la solution de tout probleme de la forme

(P) — divA(z,Vu) = B(x,u, Vu), (4.5)

N
oun A:Qx (Lp(’”)(Q)> — RN est un opérateur continu et dérivable, et B : Q x LP@(Q) x

N
<Lp(x)(Q)) — R est une application de type Carathéodory, sous les hypotheéses suivantes

N
-2)/2
[Ai] > Y 8 e = [+ )" le
J,k=1 Nj
al (2)-2)/2
[As] Z <2 e+ Inf]” :
7.k=
N 21p(2)/2 21 (p(z)—2)/2
A z <73([s+|n|} + [+ Inf] )
7.k=
w(z)/2
Al IB(fvun)|<74( "t [e+ )" ")
Y. |9B wlr)=L
Ad > |28 ooun)| < e+ [9uf]
ij—=1191j
0B
[AG] %(%Uﬂ?) S,%V(x)—a(x)
0B

[A7] >

)

%(SC,U, 77)

p(2)+2 u(z)=2
<y ([5+ ]Vu]z] * 4+ {5 + |Vu\2} ? > ,
pour tous vecteurs 1,£ € RN, tout parametre e € (0,1), et toutes fonctions v, o, u € C(Q) N
L>(Q), avec k,j =1,2,..., N et p € C'(Q). Il s’énonce comme suit.

Théoréme 4.1.1. Supposons que A et B ont les propriétés [Ai] da [Az]. Supposons aussi qu’il
existe une constante M > 0, indépendante de u, telle que

/Q IVulP@de < M, (4.6)

sous la condition suivante :
—2
max {1, p(w)z} < p(x) < plx) - 1. (4.7)

Alors, pour toute solution u € Wy (Q) de (4.5), on a
[Vu| € Lig.(). (4.8)

De plus, la quantité ||Vul|p=) est estimée uniquement en termes de ||Vullpow) (), pour tout
ensemble compact IC C ).

Afin de démontrer ce théoreme, nous aurons besoin de plusieurs résultats préliminaires, a
commencer par une estimation inférieure de la solution de (4.2), sous la condition (4.3).
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4.1.3 Estimation inférieure de la solution a priori

Parmi les auteurs ayant étudié des EDPs faisant intervenir 'opérateur p(x)-Laplacien, avec
un terme source présentant des singularités par rapport a la solution, on peut citer Zhang
[Zha07]. Sous I'hypotheése que 02 est de classe C?, et en posant y_ = ming, v(x) et 77 =
maxgq, Y(z) (0 > 0 suffisamment petit), Zhang [Zha07] a prouvé que toute solution u du pro-
bleme singulier suivant

A
— Apyu = eTes) dans 2 (4.9)

u(z) =0 sur OS2

ot v € C(Q) est une fonction positive, et bornée et A > 0 est une constante, a les propriétés
suivantes :

o Cyd(x) < w lorsque x — 09 (voir [Zha07, Théoreme 4.1]) ;

e Sil <. <~ alors Csd(2)” < u(z) < Cyd(z)? lorsque z — 99, ot 6 = max )<, (p(z)/(p(x)—
14+ 7(x))) et Oy = ming)<,(p(z)/(p(x) — 1 + v(x))) (voir [Zha07, Théoreme 4.2]);

e Si v <At <1, alors Cid(z) < u(r) < Csd(z)? lorsque x — 99, pour toute constante
positive 0 € (0,1) (voir [Zha07, Théoreme 4.4]);

e Siv_ <1 <~T, alors Cid(z) < u(z) < Ced(x)? lorsque x — 98, ot § = ming <, (p(z)/(p(z)—
1+ v(x))) (voir [Zha07, Théoreme 4.5]).

La preuve de ces estimations est basée sur le principe de comparaison [Zha05, Lemme 2.3].

Le principe de comparaison faible classique affirme que, si —=Apyu > —Apgyv (resp. —Apyu <
—Ap)v) dans Q, avec la condition que v = v sur le bord de 2, alors © > v (resp. u < v) dans 2.
La démonstration est basée sur un raisonnement par ’absurde, faisant intervenir la fonction test
(v—u)t (resp. (u—v)"), la monotonie de 'opérateur p(z)-Laplacien, et une certaine propriété
algébrique du p(z)-Laplacien (apparue dans les travaux de Fukagai et al. [FIN97] et Tolksdorf
[Tol84]).

La nouveauté du principe de comparaison de Zhang est de combiner la monotonie du p(z)-
Laplacien avec la décroissance des termes singulier figurant dans le terme source. L’auteur
démontre que, si —A,yu — f(u) > =Ayv — f(v) (resp. —Apamu — f(u) < =Apmyv — f(v))
dans 2, avec la condition que u = v sur le bord de €2, alors u > v (resp. u < v) dans Q. Ici f
représente toute fonction satisfaisant la propriété f(u) — 0, lorsque u — 0.

11 est possible d’adapter le principe de comparaison [Zha05, Lemme 2.3] afin d’estimer inférieu-
rement dans € les solutions de (4.2) a partir de la fonction v : Q — R, définie par :

ad(z) d(x) < ¢
d(z) 2§ — ¢ 2/(p™-1)
- ad + ; a<5> dt 6 <d(x) <26 (4.10)
d(z) N2/
ad + a<255 t) dt 26 < d(x),
5

ou a,d > 0 sont des constantes.



En effet, considérons 'application A définie par :

(A

(v), @) = / (\Vv|p(:”)_2VvV<p - mv_a(x)go) dx,
Q
pour tout v € {u e WoP(Q)| B(u) € (Wol’p(x)(ﬂ))*} et pour tout ¢ € W™ (Q), ott m, M >
0 sont des contantes et o désigne la méme fonction que dans (4.2). D’apres (4.3), on a
(A(u), ¢) >0, (4.11)

ou u fait référence a la solution de (4.2).
Aussi, considérons 'application B définie par :

(B(v),p) = /Q (\Vv|p(x)_2VvVg0 - )\U_V(x)go) dx, (4.12)

pour tout v € {u e WoP(Q) | B(u) € (Wol’p(x)(ﬂ))*} et pour tout ¢ € Wy P™(Q), ot v désigne
la méme fonction que dans (4.9). Dans [Zha07, Lemme 3.2], auteur a établi que, lorsque 0 est
suffisamment petit, et a € (0,1), alors la fonction v, définie dans (4.10), satisfait

A

pour toute fonction positive 7, et toute constante A > 0 assez grande. De ce fait, d’apres (4.13),
et par définition de B, on a

(B(v),p) <0 dans Q. (4.14)
On énonce le lemme suivant, qui est la généralisation partielle de [Zha07, Théoreme 4.4].

Lemme 4.1.1 (Principe de comparaison). Soit u la solution a priori du probléme (4.2). Sup-
posons que

0<alr) <l (4.15)
Alors,
v(z) <ulx), Vo € Q. (4.16)

Démonstration. Supposons dans (4.13) que v = «, et dans (4.3) que m > \. Considérons
'ensemble Dy = {z € Q,u(z) < v(z)}, et posons ¢; = — (v — u)*. Remarquons que ¢; est une
fonction test admissible de Wo*™(Q). D’apres (4.11), (4.14), et la monotonie de ¢ — [¢[Pi(®)=2¢,
teRY ona

0< (BU) ~ Aw). o) =~ [ (Vv

— (mu_o‘(””) — )\1/_7(””)) (v —u)dx <0.
Dy

Pi(®)=2x7,, Vu

pi(z)qu) (Vv — Vu)dz

Ainsi,

Pi()=2x7, Vu

pi(x)72vu> (VV _ Vu)dx = 0. (4.17)

/01 (v
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D’apres le Lemme 1.4.7, (4.17) implique que

e (V] + |Vu "2 |Vu — Vuldz + 02/ Vv — Vu[f@dz < 0,

Din{p<2} Din{p>2}

ce qui entralne que
Vi =0et ¢ =0 p.p. dans €2,
i.e. v < wu p.p. dans €. O]

Remarque 4.1.1. [l est intéressant de noter qu’un tel principe de comparaison n’est plus valide
lorsque mu®® < f(z,u,Vu) avec a~ > 0. Dans une telle situation, la meilleure idée serait
d’utiliser le principe de comparaison faible classique, évoqué précédemment.

Maintenant que nous disposons d’une estimation inférieure de la solution de tout probleme
de la forme (4.2), sous la condition (4.3), nous sommes en mesure d’estimer la norme infinie
du gradient de la solution a l'intérieur de ). Cependant, par soucis de généralisation et de
simplification, on considere le probleme (4.5), sous les hypotheses [A;] — [A7], dans le cas ou
v = v(x) représente la fonction définie dans (4.10).

4.1.4 Une condition de Ladyzhenskaya

La dérivée formelle de (P) par rapport a x; donne

N OA(x,Vu) du;  0A(z, Vu) 0
—di 7 ’ = 4.1
div (Jz::l s o, + o + Oa:ib<x’u’ Vu) =0 (4.18)
dans €. Au sens faible, (4.18) devient
N OA(x,Vu) Ou;  0A(z, Vu) 0o
7 ’ . — = 4.1
/| { S et g | VO Mew Vg de =0, (419)

pour toute fonction test ¢; € WP(#)(Q) (p~ > 1). En additionnant (4.19) sur i = 1,2,..., N, on
obtient

N N OAk(z, Vu) du; 0¢  OA(x,Vu) O N O¢
: : de =3 [ ba,u, dz = 0.
;kz::l/ﬂ Jzz:l Ou; Ox; Oxy, * ox; oxy, v ; 0 (2, V“>axi o
(4.20)
Dans la suite, on adopte les notations f,, = a%, et froz, = %ﬁf, pour une fonction arbitraire f.
Aussi, on note
w= [e+|Vul?]. (4.21)

Choisissons la fonction test

¢ = vuy n(w)¢?,
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ou 7(.) est une fonction lisse non-négative, avec n'(w) > 0, ou v = v(z) est la fonction appa-
raissant dans [A4], et ou ( est la fonction de troncature, qui vaut 1 dans la boule B(R — o R),
et dont le support est inclus dans la boule B(R). La dérivée de ¢ par rapport a x; donne

Guy = 205, VU, (W) + VU, (W) + VP Ug w1 (0)C 4 202U, (W), -
Remarquons que
10 ,,\ 10 ,\ 10 N
vt =S = (2) = 2 & o Val?) = zw,.. 4.2
Zuu 7 20z (1) 2 0x; (Zu> 20, (e vl 2 (4.22)
Le résultat suivant a été inspiré de [Dib82, p.834-835].

Lemme 4.1.2. Supposons que les hypothéses [A1] — [A4] sont vérifiées, et que le probléeme (P)
admette une solution, notée u € W,y m)(Q)
Alors, il existe une constante v, indépendante de R et k, telle que

/ 7a\v, (wp/2 ) |*Cidx < 'y/ wp/2 )+2 V¢ |*dx
B(R)

+ fy/ wht (1 + 24 1/2(1"‘)) x(WwP? > k)Cdz, k> 1,
B(R)
(4.23)
ot w est défini dans (4.21).

Démonstration. Additionnons sur les i = 1,2, .., N les identités (4.20), avec le choix indiqué de

la fonction test ¢. D’apres [A;] — [As], on obtient les estimations :
N N N .
AV Ui G, do
i—1 kz=:1j—1 /B(R) EA

I
]
M= 3
M=

‘/B(R) Aﬁz] U/atiwj [VQU:ci:ckn(w)C2 + VQUIiwl‘kn,<w)€2:| dI
=1

i=1k=1j
N N N
FRDS [ ALty [Pata ()6 2 m(w0)CGo ]
i=1k=1j
> 71/ V2 ®P=2)/2 (Z |Vuxi|2> n(w)(*dx
B(R) -
1
Fom [ v DTy () e
2 B(R)

N
D UsUsz,

1,j=1

n(w)Cv (¢ + v|V(]) dx

— 27, / w®=2)/2
B(R)

I(R) :/B(R) viwe=2/ <Z|VU1 ) CQd:C—i-/ V2 P22 |Vl 1 (w)de. (4.24)
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AL [Pt ()G + VP 0 ()¢ d

i=1 k=1 i=1 k=17 B(R)
N N
+ Z Z /B(R) A’; {ZinVUxﬂ?(w)CQ + 2y2umn(w)ggxk} dx
i=1 k=1

1/2
yg(wp/z + w®2) /2 (Z 1V, ) n(w)czdx
)fyg,(wp/2 + w22 V2 V| (w)Cd
49 / 3 (w2 + w2 (w)w' ¢ [ + v|VC]] da

Avec I'inégalité de Holder (Lemme C.O.Q), on trouve

ZZ/ Al [y, ) da < (/B(R) p2P2)/2 (ZyvumP) n(w)CQd:E)

=1 k=1

1
2

X ( / w2 [w+ 1) n(w)C2dx>
B(R)

+ </ VQw(pQ)/2|Vw|27]'(w)(2dx>
B(R)

» ( [ vt g 1 wn'<w><2dx)
B(R)

b2 [ @O R [C+ vV da

1
2

Avec I'inégalité de Young, on conclut que
ZZ/ Ay, 6] du < 5/ v 2/ (Zlvum \2> n(w)Cdx
i=1 k=1 ¢

+5_17§/( )l/zw(p 22 (w4 1) n(w)CPdx
B(R

1
55 B(R)V w2\ Vw |y (w)dx
1
+2617§/( )I/ wp/2[w+1] "(w)(Pda

b2 [ @O P ¢+ vV da

c’est-a-dire

Z Z/ Al ¢y, de < 551 + 73(5 / w22y (w) + wp/Qn’(w)) [w+ 1]* (*dw

i=1 k=1
F2 [ @O w2 [+ vV da
B(R
(4.25)
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Remarquons aussi que, d’apres [A4], on a
N N
; /B(R) B (z,u, Vu) [¢g,] doe = ; /B(R) B (z,u, Vu) [VQUzizkﬁ(w)CQ + Vzuxikan/<w)cz} du
+ ﬁ;/B(R) B (z,u, Vu) [QI/xil/uxm(w)@ + 2V2Uxﬂ7(w)<@k} dx

1/2
2) n(w)Pda

< ) P Vi,

> /B(R) Y4 (1/ w ) z@: | .

/ V4 (Vﬁo‘ + ’w“/2> V2wVl (w)Cdz
B(R)

+2 /B(R) Y4 (y*a + w“/2> n(w)wY2v¢ [¢ + v|V¢|] da.
(4.26)

Avec I'inégalité de Holder, on trouve

N
Z/ " B (z,u,Vu) [¢p,,] dx < (/B(R) 20 P=2)/2 (Z |Vuxi|2> n(w)C2d$>

=1

1

|=

2

2
B(R)

[NIES

=

2

! </B(R) V2w(p2)/2ww‘277/(w)42d$>

2
B(R)

(= + wh?) p(w)w' v [¢ + v| V() da

Avec I'inégalité de Young, on conclut que

st (5 ) s

)

N
1
B \Y v dr < =6
;/B(R) (@0, V) [gn] dv < 2 JBm®w)
1o, 2/ L2 (2-P)/2 (V_a‘|‘w”/2)277(w)§'2dx
B(R)

1
+ 75/ V2w(p_2)/2|Vw|2n’(w)C2dx
2 JB(R)
Loy 2/ L2 (4-P)/2 (Vﬁa+w“/2)2n’(w)gzdx
B(R)

(V_“ + wm) n(w)yw?v¢ [¢ + v|V{]|] d,
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c’est-a-dire,
N
S [ Blwu, V) (o] de
i=1 /B[R
1 1 2
< SOIR)+ 57367 [ v (v wr)” (w P Ep(w) 4w (w))
2 2 B(R)
£2 [ (v w2 ) A [+ vV da
B(R)
Finalement, en utilisant les estimations (4.20), avec le choix § = 7, /4, on obtient :
N
I R) S/Y/ w®2)/2 Z Uz Uz,
ij=1

+ ’y/ w22 (w) + w”%’(w)) [w+ 1) dx

—i—fy/ s y’ +w“/2>2 (w(zfp)/Q'r]( ) 4 w2y (w ))( dzx

n(w)Cv (¢ +v|V(]) dx

(4.27)

+ / w2 o gpe=D/2 gl /2=0 D2y ()¢ [ + |V C[] da
Maintenant, adoptons les notations suivantes

v=wP? et p(w) = (wp/2 — k:)Jr =@w-k*tk>1 (4.28)

D’apres I'inégalité de Young, (4.28), et (4.22), il est vrai que

N

(p—2)/2

w E Uy U
/B(R) v

,j=1

= i/m) w272 |G| (v — k) Cv (¢ +v|VC|) da
_ /B . L v@_k>+\<v—k>+u2c|vadx
— — + 2
+/(z%)p ]Vu )’(” k) v¢tdz
. 2p 5/ N +\2¢2dx+1_51/ V(v — k)2 (2de

+ L VQ]V( oMl Cdm+—5 / k)22 da,
2p~ JB(R)

n(w)¢v (¢ + v|V(]) da

(4.29)

Ceci revient & dire, en majorant (v — k)*2¢? par wP*! (1 + 12+ 1270+ 1/2(1_0‘)) ¢,

/ w272
B(R)

<L v V(v — k)+\2 Cdx + y(0) / V(v — k)Y P
B(R)

N
Z Uz Ui

i,j=1

n(w)Cv (¢ +v|V(]) dx

p B(R)
+v(0) / wPt (1 + A+ V2(1_°“)> *d.
B(R)
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Aussi, puisque 7' (w) = (p(x)/2)wP® =22y (v > k), ou x(v > k) = {x € B(R)|v(z) > k}, alors
on trouve :

[ w2 (w2 (w) + w2 (w)) o+ 1 Cda
B(R)
2 (V w“/Q) ( @=P)/2p () + w22 (w ))C dr

Jon
— /B ]/2 ’lUp 2)/2 wp/? k)+ +U)p/2p/2w(p_2)/2X(’U > k’)) [UJ + 1]2 deZE
J

(4.30)
+ (1/2(1 @) 4ot 4y w“) w@P)/2 (wp/2 - k>+ Cdax
(R)
+ | (P 2wt g ) w PR (p() /20w Py (v > k)P da
B(R)
< 7(p+)/ wht! (1 + A 1/2(1_a)) x(v > k)(Pda.
Q
Ici, on a juste majoré tous les termes en w par wP®*!. De facon similaire, puisque
(v = k)2 [C + | VC[P < 2 [wrx(v > k)¢ + (v — k)22 V¢
il est vrai, d’apres l'inégalité de Young, que
L 07002 0O 27 P ) [+ vV
- (w (P+1)/2 o gy(p=1)/2 g 1/2—a w(“+1)/2)(v — k)tuC ¢+ v| V(| da
B(R
< 2 / WPHD/2 4 =D/2 412y D292 (0 S 122 (4.31)

2 / (v—Kk)[C+ V‘VCH
< 7/ wht! (1 F2 e VZ(H")) x(v > k)da + ’V/ (v — k) P22V Pda.
B B(R)

Par conséquent, en insérant les dernieres inégalités de (4.29), (4.30), et (4.31), dans (4.27), et
en laissant tomber le terme en 7(.) dans (4.24), on déduit que

/ V2w P22 022 7 2y (v > k) Cdx
B(R)
1
<6 V(- k)Cdr + () / VAo — k)P2VC 2 (4.32)
P JB(R) B(R)

+~(p™) /Q wPt! (1 + 12+ 4 1/2(1_°‘)> x(v > k)(Pdz.

Finalement, observons que

2
/ 2w 2y =22 7y 2y (v > k) Cdr = / —— |V (v — k)" Pv*%dx
5 :

> — 2V (v — k) T|*¢d.
> VIV = B
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Par conséquent, en choisissant § = p~ /p* dans (4.32), et en utilisant (4.33), on conclut a
I'existence d’une constante v, indépendante de R et k, telle que

/ Lﬂvw—mﬂ%%xgy/ V(v — k) 2V C|Pda
B(R) B(R)

+ 7/ wP™! (1 + A VQ(I_C“)) x(v > k)dr, k> 1.
B(R)
Ceci acheve la démonstration. O

4.1.5 Une itération de Moser

Le résultat suivant est une généralisation directe de [Dib82, Lemme 2.4]. 11 utilise le fait que
toute solution de (4.5) est uniformément localement Hélder continue dans €2, ¢’est-a-dire que,
pour tout compact I C €, il existe des constantes C, 5 € (0, 1), dépendant uniquement des
données et de dist(/C, 012), telles que

[u(@) = u(y)| < Claz —yI”, (z,y) € K.

Un tel résultat a été prouvé dans [LU68, Théoreéme 1.1], pour des problémes plus généraux que
(4.5), pourvu que la borne essentielle maximum de la solution soit uniformément bornée dans

Q.

Lemme 4.1.3. Soit u € Wo"™(Q) la solution de (4.5), et considérons lensemble B(R) C Y,
ou Q' est un sous-domaine de Q tel que ' C Q. Supposons ’existence d’une constante M > 0,
telle que u satisfasse

ess mazlu(x)| < M. (4.34)

Alors, il existe une constante v, dépendant uniquement des données, telle que, pour tout & €

Whe@) (B(R)), on ait

z)+2)/2
/ [5 n |Vu|2} (p(z)+2)/ dy
B(R)

(p@)-2)/2 (X
< ’YRw/ { e+ |Vul? ( Vg,
. [ |Vl ] ;|

p(x)/2
+ / €+ CU2

2>§2+[s+|vuﬁrwwﬂvgﬁ}dx
dx.

Démonstration. 11 suffit de remplacer p par p(z) dans la preuve de [Dib82, Lemme 2.4], et le
lemme suit. 0

Maintenant, dans le but de surmonter la perte de la propriété d’homogénéité du terme source
de (4.5) par rapport au gradient de la solution, nous considérerons le lemme suivant, qui établit
une autre version de 'estimation (4.27) sous les hypotheses [A;]-[A7].
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Lemme 4.1.4. Supposons que les hypothéses [A1]-[A7] sont vérifiées. Alors, pour toute solution
u € WeP™(Q) de (4.5), on a
N

R) <+ / w22
B(R) ij=1

£ [ (00 () P () o+ 1)

I 7/ w - wB+B/2 L m=D/2 4 - p+2>/2) V2(w) ¢tz

n(w)v (¢ +v¢|V¢|) da

(4.35)

f T, ¢+ velve] de,
B(R)

ot la quantité I(R) est définie dans (4.24), avec le choiz n(w) = wBs+1/2,

Démonstration. Dans la preuve du Lemme 4.1.2, nous allons modifier I’estimation effectuée sur
le terme B(z,u,Vu), a savoir 'estimation (4.26). Pour ce faire, nous utilisons l'inégalité de
Holder discrete
1/2
2> |

sous les hypotheses [As]-[A7], avec la notation w = [¢ + |Vul?], pour démontrer que

i/m (@0, V) i) d Z / (z,u, V), [¢]do

N N 2,y N\ 12 N
> U, < (Z uizrg) (Z 1) =N <Z |V,
i=1

4,j=1 1,j=1 4,j=1

:_/B(R)<Z B,,, “w]$z+ZB Ug, —1—28 ) {Vux n(w )(ﬂdm

4,7=1

N 1/2
u(x)—1
</ (R)%w“i N(wa) v wn(w)2da

i=1
+ /( : [’yGNwl/Q + vz (wm‘z)+2 + w“(z2)2)] V2w n(w)Cd.
B(R

D’apres l'inégalité de Holder, on a

N
zz::l /B(R) B (z,u,Vu) [¢g,] da

< (/ B (ZWU% ) )Cz)é </B(R) 7u2w(2“p+2)/277(w)§2>

7/ w4 w2 1 e 1)/2) V2 (w)(2dz.

[N

Avec I'inégalité de Young, on trouve

N
i:Zl /B(R) B (z,u, Vu) [¢,] dz
N
= </B(R) vl (Z |Vuxi|2> U(w)42> +n7! </B(R) 2w p+2)/2n(w)C2>

i=1
+ 7/ (w + W2 4 w(“_l)/Q) v n(w)(Pdz.
B(R)
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En regroupant les termes en .V | |Vu,,|?> dans I(R), défini dans (4.24), avec le choix n = 1/2,
I'estimation (4.27) devient
N

R) <+ / w22
B(R) =1

+ ’y/ w2 (w) + wp/Qn'(w)> [w+ 1] dx

I 7/ w o w2 g B/ g B2 2 )P

n(wyv (¢ + v¢|V¢]) da

+f T ¢+ velve] de.
B(R)

Ceci acheve la démonstration. O
Le lemme suivant dérive d'une application du Lemme 4.1.4, avec un choix particulier de 7(.).

Lemme 4.1.5. Supposons que les hypothéses [A1]-[A7] sont vérifiées, et que

0 < min{u(z) — 1, 2u(z) — p(x) + 2}

4.36
i () + 3, 20(x) () + 2} < plr) +2. 0

Alors, pour toute solution u € Wy ™ (Q) de (4.5), on a
)< [ WO VP oty [ w2 e (4.37)

Démonstration. Dans (4.35), posons n(w) = w®+V/2 (s > 0).
D’apres (4.22), 'inégalité de Holder discrete

N 12 /N 1/2 N
i=1 ij=1 i=1
et I'inégalité de Young, on a
(p(x)-2)/ -
wP@)=2)/2 Uy, Uy
/B(R) ijzl ’

<6 / v2pP@) (év:

4 A25 / W P@=2)/2,,,,B3s5+1)/2 [CZ 4 V2|VC]2} do

N
D UsUsz,

ij=1

2) - : (4.38)

n(w)v [¢ + v¢|V¢]] da

) w202 (4.39)

Remarquons que, d’apres les hypotheses sur v, ( et |[V(], il est vrai que

42671 / wP@=2)/2 5, 35+1)/2 [C2 +V2\V(|2} dz < ~ (/

B(R)N{w>1}

+/ (p(ac)+3s+1)/2 [CQ —|—1/2|V§|2} dm)
R)N{w<1}

<’Y/ p+3+3s)/2< dl"l—’}// p+3)/2_+_,y

wP@+3s+1)/2 [C2 + 1/2|VC|2] dx
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Ici, sur I'ensemble {w > 1}, on a juste majoré les termes en (2 (resp. |V(|?) par w®+3+39)/2
(resp. w®*39)/2) alors que sur I'ensemble {w < 1}, on a majoré tous les termes en w par 1.
Par conséquent, on déduit de (4.39) et (4.38) que

N

D Uy Uy,

/ L@ -2)/2
B(R) ij=1

< 5/ 2@ (Z |Vu,,

+7/ w(PH3+39)/22 dx—i—y/ w2 |y

n(w)v (¢ + v¢|V¢|| da

) wB /22y (4.40)

Aussi, d’apres (4.35), avec le choix indiqué de 7(.) et (4.36), on obtient en suivant le méme
raisonnement que précédemment, et en remarquant que 7'(w) = [(3s+1)/2JwB~V/2 Pinégalité
suivante

L/RQ@@W%<HWWW<»m+w€w
/ w - wBB/2 1 m=)/2 2 p+2>/2) V2 (w)C2dz

w2 (w) + w4y (w)) [w + 1) Cda

/ (R)ﬂ{w>1}
* e @QWmm+wW#mDm+u%%x (441)

ﬂ{w<1}

/ (w 4B D2 w(2u—p+2)/2) V2n(w)d
(R)N{w>1}
n / (w L2 =12 w(2u—p+2)/2> V2 (w)(2dx
(R)N{w<1}
< v[3s +1] / w P332y 4 .
Q
De fagon similaire, d’apres (4.35), et l'inégalité de Young, on obtient
/B(R) (w®TV/2 4 p®=D/2)p () [CQ + VC|VC|} dx
1 1
/ (w(p+1)/2 + w(p_l)/z)n(UJ)l/ |:CQ + v {2C2 + 2|v<—|2}:| dﬂf

<
B(R)
1, 1
= (p+1)/2 (p—1)/2 2 S v QHd
7([3(R)m{w21}<w twr ) {C +V{2C olVely]de (4.42)
+

1 1
/ (@D DRy |2+ v {267 + 5[ 9¢1R} | do
B(R)N{w<1} 2 9

S v w(p+3+3s)/2 [<2 + |v§’2:| dx + 5.
B(R)
En regroupant les termes en YN, |Vu,,|? de (4.39) dans (4.24), avec le choix § = 1/2, et en

combinant les termes restants de (4.39) avec les dernieres inégalités de (4.41),(4.42), dans (4.35),
on obtient finalement 1’estimation

I(R) <4[3s+1] [

wPH3+35)/2 [C + |VC| }dm—l—’y/ wPt3s /2|V<| dz.
B(R)
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Remarquons ici que I'on a juste majoré tous les termes en w®*3+39)/2 par [3s 4 1].
Ceci acheve la démonstration. n

Le lemme suivant utilise les itérations de Moser pour prouver la bornitude locale du gradient
de la solution a priori de (4.5).

Lemme 4.1.6. Supposons que les hypothéses [A1]-[A7] sont vérifiées, et que les conditions (4.34)
et (4.36) sont valides. Supposons aussi l'existence d’une constante M > 0, indépendante de la
solution, telle que

/ w24y < M. (4.43)
Q

Alors, pour toute solution u € WoP™(Q) de (4.5), on a
|Vu| € LL.(Q), Vg € (1,00).

Démonstration. Appliquons le Lemme 4.1.3, avec la notation w = [ + |Vul|?], et posons ¢ =
wBtD/4C. De ce fait, en remarquant que

VIw® AP < 2 (V[P + w2 v P)
= 2[(3s + 1) /4P| Vw[Pw® 32 + 20DV ()7,

on obtient

/ WP HE/202
B(R)

N
< VR / {w@(x)—z)/z ( YV,
. 2|

i 6/ WP/ B +0/22 g
B(R)

) 38+1)/2C +wp(a: /2|v[ (3s+1) /4<]| }dI

N
< ’YRQﬁ/ {w(p(a:)—Z)/Q (Z |Vux|2> w(3s+1)/2<=2 + [(33 + 1)/4]2wp(x)/2|Vw|2w(3s—3)/2g2} dr
- B(R) =

n 7Rm/ W@/ 2B+ D/2 17 ¢ 2 4 5/ wP@)/2yBs+0/202 4,
B(R) B(R)
< ~[3s 4+ 1]2R*’I(R) + (YR* +¢) /B . WD\ 12 4 () da
(4.44)
Remarquons que
/ w(p(x)+3s+1)/2(|vc|2 + CQ)dZB _ / w(p($)+3s+1)/2(|vc‘2 + CQ)dl'
B(R) B(R)N{w>1}
+ / WP HD2(YC 4 (2)da (4.45)
ﬂ{w<1}

< / p(z)+3s+3) /2(lvc|2 +<— )dl“"'}/
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D’apres le Lemme 4.1.5, (4.44), et (4.45), on déduit que

/ wPT339/2¢2 03 < 4[3s + 1]2R* ([33 +1] / w2 (172 4+ (?)da
B(R) B(R)

+/ w(p(x)+3s)/2|VC|2d$+’7>
B(R)

+ (R +e) [ b (TR 4 Y + o,
B(R)

c’est-a-dire,
/B(R) w(p+3+38)/2<2dx < (’YRQB —|—€)[3S + 1]3/ w(p(m)+3s+3)/2<|VC|2 +C2)dx

B (4.46)

+[3s + 1]2/ wP@+3)/2|G ¢ 2dz + ~[35 + 1]2.
B(R)
Supposons que € > 0 est assez petit, et considérons une suite de nombre décroissants { R}, telle
que
Ry = (27)71#}-

Définissons les boules concentriques B(R;) et B(Rsy1). Si x — (s(x) est une fonction de tronca-
ture a support dans Br_, qui vaut 1 dans B(R,,1), on a |[V{|> < Ry?(s+42)%5. Par conséquent,
(4.46) devient

/ wPHBE3/202 1 / W PH3E9)/2 g
B(R) ’ B(Rs+1)
< ORY s +11 [ ISR (TGP 4 e
B(R)
+7[3s + 1] / " wP@F39)/2 |7 2dx 4 [3s + 1]? (4.47)
B(R

<2RP(3s +1)3(s + 2)8/ﬁ /( wPH3+39)/2 1o
B(R

s+1)

+v[3s + 1P Ry *(s + 2)8/5/ wP@T39/205 4 435 + 1)2

B(R)
Posons
1
R, = 533(35 +1)73B(s 4+ 2)78/5. (4.48)
D’apres (4.47), et (4.48), on a
/ wPT339)/2 0y < 1 wPT3+39)/2 7.
B(Rs+1) 2 JB(Ret1) (4.49)

+7[3s + 12Ry % (s + 2)%/° /B(R) wP@+39/2q 4 y[3s + 1]

En regroupant les termes en w®+3+3)/2 dans le membre de gauche de (4.49), on obtient finale-
ment 'inégalité

/ wPH3H39/2 4y < 9(3s + 1)2Ry (s + 2)8/6/ wP@3)/ 200 4 94[3s +1)2,  (4.50)
B(Rs+1) B(R)
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ou v est une constante, indépendante de Ry et s. En itérant (4.50) sur s, en commengant par
s = 0, on obtient une borne locale pour la quantité [, w9dx sur un compact 2’ C €2, dépendant
uniquement des données et de (4.43).

Ceci acheve la démonstration. O]

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le Théoreme 4.1.1.

4.1.6 Preuve du Théoréme 4.1.1

D’apres l'inégalité de Holder, la derniére intégrale de (4.23) peut étre estimée comme suit

ol s wPt! (1 A 1/2(1_‘1)) x(v > k)Pdx

(meas A;;R) e

bl

(2-Nw)/N (4.51)
<7(v) ( /B " wN @/ (Q_N”)dx>

ou k € (0,1/N] et Al = {x € B(R)|v(x) > k}. Si K est un sous-domaine de  adéquat, on
sait, grace au Lemme 4.1.6, que la quantité

(2—Nk)/N
( / wN(p(x)H)/(z—Nn)dx)

K
est bornée uniformément en ¢ par une constante v, dépendant uniquement des données et de
dist(KC, 092). Supposons que B(R) C K. Par conséquent, d’apres le Lemme 4.1.2 et (4.51), on
obtient

/B o VIV =) Pdr < AW (oR) /B ORI )

1-(2/N)+x
+v(v) (meas AZR) :

D’apres le théoreme de la Valeur Moyenne (Théoréme 1.4.1), et la bornitude de v, il existe une
constante v* € [v™, ], telle que

/ V|V (v — k)T Pde = 1/*2/ V(v —k)*|dz.
B(R—oR) B(R—0oR)

2

En supposant que v~ > 0, et en divisant (4.52) par v*?, on obtient finalement 'inégalité

/ V(0 — k) PPde < (") (0R)™2 / (v — k)*2dz
B(R—oR) B(R) (4.53)
+~(v¥) (meas A,JQR)l_(Q/N)MC .

Le lemme découle de (4.53) et du Lemme C.0.6. Ceci acheve la démonstration.

4.1.7 Perspective

Grace au Théoreme 4.1.1, nous disposons d'une estimation du gradient de la solution de
tout probleme de la forme (4.2), sous la condition (4.3), a 'intérieur du domaine (2. 11 s’agirait
par la suite d’établir une telle estimation dans un voisinage du bord de 2, ce qui pourrait étre
fait selon [LU68], & moins de disposer d'une estimation du gradient de la solution sur le bord.
Nous poursuivrons donc dans cette direction apres la these.
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4.2 Sur- et sous-solutions pour un systéeme convectif sans
singularités

4.2.1 Introduction

Dans cette section, on s’intéresse a la localisation des solutions du probléeme de Dirichlet
elliptique suivant

Ay myur = (@ )ug|u|*Hug | + dy () [V ") dans Q,
Apyytiz = (@) ur|*“uslug Pt + do(z)|Vug[?®  dans Q, (4.54)

U =uy =0 sur 0.

ot p; € CHOQ)NL®(Q) (i = 1,2), a, B sont des constantes strictement positives et ¢, d;y; € C(Q)
(¢ = 1,2) sont des fonctions positives et bornées.

Dans le Chapitre 1, on a prouvé, au moyen du degré topologique de Berkovits, que, sous
certaines conditions des exposants «, 3,7,0, le probleme (4.54) admet au moins une solution
non-triviale (voir Théoréeme 1.5). Une autre approche que I'on pourrait exploiter est de prouver
'existence d'une solution pour (4.54) via le théoreme de point fixe de Schauder et la méthode des
sous-et-sur-solutions. L’avantage d’une telle approche serait, en plus de ’existence, de connaitre
le comportement asymptotique de la solution dans ). Aussi, nous proposons une méthode de
construction de sous-et-sur-solutions adaptées au probléme (4.54), quelque peu différente de
celle employée dans le Chapitre 2. Elle suit un raisonnement établi par Vélin dans [Vé16], et
repose sur la construction de fonctions radiales.

Dans la suite, on note Ry = sup{r > 0| B(0,r) C Q}, ou B(0,r) désigne la boule centrée en
lorigine et de rayon r > 0. Remarquons qu’un tel Ry > 0 existe car ) est supposé étre un
sous-ensemble ouvert de RY.
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4.2.2 Hypotheéses et données empiriques

Dans toute la suite de la section, nous définirons un certain nombre de données empiriques
afin de construire nos sur-et-sous-solutions de type radial. Ces données sont :

N +1\%»"1 /N 'Ys_li
o= (5T (V)

Ry N+1
e, — 10 (NRO >%4+(NRO >7
N+1\N+1 N +1
> il
L4 s Y
7 s——1
0 <0y <mi ! !
. s < min - ; ,
s (M)S (=17 (N 4+ 1)5” (s =D (N Rg)s™ (s =1)
s \N+1
1
inf |r* — B, i — B|P (= (M) 4 B, ¢
il 1= B = B (- (38) 4 )

)(vs—l)(pf—l)—1 HCHoo )

(N +57) (3%

-1
.dzll_(a“ﬂ“ﬂ |
Y4 D2

I pro P20 — (B+1)] +p2o(B+1) ’
P1op20 — Pro(B+ 1) — pao(a+1)

P20 [p1o— (@+ 1) +piola+1)

p1op20 — P1o(B+ 1) —paola+ 1)
- P si RO <1

*PLo= {p;r siRy>1"

. _fpy siRy<1
P20 p;_ SiR0>1’

R"mfl m ||c||00 ‘ R"’szl re
Op 7 Rgl’o( - 1)(Up1 1) Opy 7
( lelloo y
R (ps = Doy = 1)) |
-1
i [1_ (“*_1 ﬂtlﬂ |
P1 D2

d
Ro(a+B+1)
vas inf [”C” ] n

®Op, =

e () < e < min

Ici, N est un entier naturel qui désigne la dimension de 2.
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4.2.3 Construction des sous-solutions pour le systéme (4.54)

Soit xq, ,xa- et Xo; désignent les fonctions caractéristiques des ensembles des sous-ensembles
de €2 suivants

Q- ={z€Q|c(r) = —|lc|l=}
Q= {z € Qc(x) = ||c[lo} (4.55)
OF ={z e Q| —|ldleo < c(z) < [lclloc},

ou ¢ correspond au coefficient des termes d’interaction dans le systeme (4.54).
On note ug et vy les fonctions définies sur €2 par

{UO(-) = Vupy (1) Xy 4 P2 (1) X + P30 (I11]) X0

4.56
() = D10 (1) Xty + e (L) X + 5 (1) X0 450

ou les fonctions radiales ¥, s : 2 — R (i = 1,2,3 et s = py, p2) sont définies, pour r = |z|, par

L NR,
_ ‘gss Vs __ Bs : 0 < < ,
(r ) si0<r< N1
— . NR
1,s(r) Cs(Ry—1)" st +01 <r < Ry,
0 si Rg <,
) (4.57)
(1) = —es (Ry—7)” s 0<r <Ry,
2 0 si Ry <r,

L/ Rg r :
—as (e —e¢ si0<r <Ry,
P3.5(r) = ( ) ,
0 si Ry <.

Ici, nous présentons un résultat qui nous sera utile pour la construction de la paire de sous-
solutions adaptée au probleme (4.54).

Proposition 4.2.1 (see [Vé16] Proposition 3.3). La paire (ug,vy), définie dans (4.56), satisfait
les inégalités suivantes :

{Am(z)uo + c(@)ugluo|* Hvo T + d(x) (4.58)

>0
A ayvo + (x)volvol "~ |uo|** + f(z) > 0.

Dans le corollaire suivant, nous prouvons que la paire (ug, vg), définie dans (4.56), constitue
une sous-solution adaptée au probleme (4.54).

Corollaire 4.2.1. Considérons les hypothéses de la Proposition 4.2.1.
Alors la paire (ug,vy), définie dans (4.56), satisfait les inégalités

A, o + c(z)uglug|*HuoP T + d(2)|Vue” >0
{p()o (x)uuo o]~ fuol **" + (@) [ Vuo|” = (4.59)

Apy(yvo + (@) |uol* M uglvg) P + f ()| V] > 0.

Démonstration. Cela provient directement de la Proposition 4.2.1, et du fait que d(x)|Vuo|[®) >
0 et f(z)| V2™ > 0. O
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4.2.4 Construction des sur-solutions pour le systéme (4.54)

Soit u" et v° les fonctions définies sur € par

=7 (- or) 1] (4.60)

1

O() = A7 {(RO o 1] ,

avec 0 < § < 1, et Ry une constante positive telle que 0 < ||z|| < Ry.
Ici, nous présentons un résultat qui nous sera utile pour la construction de la paire de sur-
solutions adaptée au probleme (4.54).

Proposition 4.2.2 (see [Vé16] Proposition 3.3). Il existe une constante positive A°, dépendant
de pi°,R% p1,p2,0,N ,c, telle que, pour tout A > A°, on ait

Ayt + (@)l [ul] PP 4 d(x) < 0. (4.61)

-

=

Aussi, en posant a,, = A" , il existe K € R tel que, pour tout 0 < ||z|| < R, on ait
p; —1

<KA7" +KAn 7 (4.62)

)l

B+1

Ap () + c(x)u’(z) ‘uo(x)‘a_l ‘

o)

ot la paire (u°,0°) est définie dans (4.60), et avec

B+1

K = llel ({Ro}*~ + 1) (R0}~ + 1) (4.63)

Dans le corollaire suivant, nous prouvons que la paire (u°,v°), définie dans (4.60), constitue

une sur-solution adaptée au probleme (4.54).

Corollaire 4.2.2. Considérons les hypothéses de la Proposition 4.2.2.
Si

0<7(z)<p; —1i=12, (4.64)

alors il existe une constante positive agl, dépendant de u°,R°,p; (i = 1,2),71,N ¢, telle que, pour

tout A > agl, on ait

Ap1(a:)uo + c(2)ul|ul |70 P 4 f ()| Vbt < 0. (4.65)

Aussi, il existe une constante positive ASQ, dépendant de p°,R°p; (i = 1,2),0,N ,c, telle que,

0 .
pour tout A > Am, on ait

Ay a0 + (@) [u’ |0 |1 4 g ()| Vo2 < 0. (4.66)

1
Démonstration. D’apres la Proposition 4.2.2, en posant a,, = A1, on obtient, pour 0 < r < R,
I'inégalité suivante :

py —1

= b
Apyyt® + c(z)ul |l TP < KA T KA (4.67)
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De plus, comme

W) = A [(RO - (57‘)#071 + 1} , (4.68)
alors
Vil = =5 (5 — 1) AV (RO —gr)" (4.69)
et
017(x) — (@) (0 M@)o T (0 ()0 =271 ()
f(@)|[Vul ™ = f(2)6 (u — 1) AN/ (R —5r)
< o™ (40 = 1) A e (RO (1)) (4.70)
21 (@)
< KA "

Par conséquent, on en déduit que

Ay oy’ + efz)u’ || P () [Vl

< KA KA 7 KA (4.71)
a B+1 1
< A m [/c AT+ lCAs(w)] ,
avec
1 a+1l [+ 1]
B T i 4.72
d l b1 Y2 ( )
et
1
12%@—[01+6f ] (4.73)
s(z)  p 2 P2

Par ailleurs, comme 0 < vy (z) < p; —1 < py, il dérive que % 1 . Il s’ensuit que 7; <+ 5p+1 <
1 2
afl 4 B4l
pr Py

poloa + BH , ce qui signifie, apres transformation, que (_”“") — { + B“] <1-
28 Py Py Py

Pour conclure on peut écrire que
Apl(x)uo+c(:13)u0|u0|°‘_1|v0|’8+1 +f(x)|vu0|’v1(:c)
P (4.74)
<An 7 K- Ad(K-K)].

K
K-K

d
Finalement, en choisissant A tel que A > A° = ( ) , on obtient effectivement que

Apl(x)uo + c(z)u® [ul | 0P+ f(a:)\VuO\“(x) <0. (4.75)

4.2.5 Perspective

Maintenant que nous avons pu établir I'existence d’'une paire de sous-et-sur-solutions pour
le probleme (4.54), il reste a appliquer le théoréme de point fixe de Schauder, suivant la méme
démarche adoptée dans le Chapitre 2. C’est dans cette direction que nous poursuivrons apres
la these.
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ANNEXE A

LPROPRIETE LIEE A LA PREMIERE VALEUR
PROPRE DU P(X)-LAPLACIEN

L’isolation de la premiére valeur propre du p(x)-Laplacien, lorsque p(.) = p (constant),
fait I'objet d’une vaste littérature, et fut connue depuis les travaux de Annane et Lions[AL87].
Cependant, a notre connaissance, il n’a pas encore été prouvé de résultat d’isolation dans le cas
ol p est une fonction. Considérons les hypotheses suivantes :

(r) epeC'(Q) et l<p_:=minp(z) < p(zr) < ps = maxp(z) < oo.

e e
(Ay) @ Az, t&) = '@ Az, €) pour tout (t,£) € Ry x RN et p.p. z € Q.
_ _ 10A —

AeC(QxRYINC (QxRY) et a;= -7 € C" (2 x RM\{0 tout i = 1,..,n.
(AQ)OE(X ) (>< )ea p@@e (x \{})pourouz )

o da; p(x)—2|), |2 ;
(As) o> a—é(:c,f).nmj > (€| |n|* pour une certaine constante v € (0, 00).

ij=1 YSi

N 1 9a
(As) © > 852 (z,6)| < TI€[P™2 pour une certaine constante I' € (0, 00).

ij=1 ¢

Dans cette section, nous utiliserons l'inégalité de type Diaz et Saa, rappelée dans le Lemme
suivant.

Lemme A.0.1 (Inégalité de Diaz et Saa, voir [DS87] Lemme 2). Pour i = 1,2, soient w; €
1 1

L>(Q) telles que w; > 0 p.p. sur Q, wf € WP(Q), Ajw? € L®(Q) et wy = wy sur 0. Alors
on a,

pr}/p pr;/p
/Q (_wgpl)/p -+ wgpfl)/p (wy —wg) dz > 0. (A.1)

si l’on suppose que (w;/w;) € L>(Q) pour i # j, i,j =1,2.

Dans la littérature, une généralisation de I'inégalité (A.1) est la suivante

/Q (_ div(a(z, Vui(2)))  diva(z, Vuz(x)))> (W} — ub) dz > 0, (A.2)

U,l(.fl?)r*l u2($)r71
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ot € [1,00), u; = w.'" (i = 1,2), p est une fonction satisfaisant (p) et a(z, &) = ﬁVgA(xf),

avec A une fonction convexe pour tout x €  fixé, satisfaisant (A). L'inégalité (A.2) est appelée
inégalité de type Diaz et Saa, et a été établie par les auteurs :

- Arora, Giacomoni et Warnault en 2020 (voir [AGW20, Lemme 2.1]), dans le casou 1 < r < p~,
- Giacomoni et Takac en 2020 (voir [TG20, Théoreme 2.4]), dans le casou 1 <r < p~.

Dans [AGW20], les auteurs ont établi leur inégalité de type de Diaz et Saa en utilisant des
identités de Picone adaptées aux opérateurs a croissance non standard (voir [AGW20, Théoreme
1.4]). Ces identités de Picone sont une extension au cas d’exposants variables de celles obtenues
par Brasco et Franzina dans le cas d’exposants constants (voir [BF14, Proposition 2.9]).

Ici, nous proposons une version de 'inégalité (A.2) (voir Lemme A.3.2), dans le cas ou a(z, &) =
(P72 et 1 = p*.

Grace a I'adaptation et I'application du théoréeme de la valeur moyenne, nous établissons que
le sous-espace associé a une valeur propre du p(z)-Laplacien est de dimension 1. Ainsi, nous
affirmons le théoreme suivant

Théoréme A.0.1 (Isolation de la premiére valeur propre). La premiére valeur propre, notée
A1, du probléme (3.2), est isolée, c’est-a-dire qu’il existe une constante a > Ay, telle que A\ est
lunique valeur propre de (3.2) dans Uintervalle [0, al.

Dans toute la suite, nous considérerons ’hypothéese suivante :

(H,) p € C'(Q) est une fonction satisfaisant 1 < p_ < p(z) < py < N, et il existe z ¢ Q, tel
que, pour tout (t,w) € [0,1] x R, la fonction p(x + tw) est monotone.

A.1 Etat du sous-espace propre associé a une valeur propre
du p(z)-Laplacien.

Dans le but de prouver le théoréeme A.0.1, on aura besoin du lemme suivant, qui assure que
le probleme de valeur propre (3.2) est homogene par rapport a toute constante positive C'.

Lemme A.1.1. Soit (v,\) une solution propre du probléme (5.2), au sens faible, alors pour
toute constante C' € Ry la paire (C.v, \) est aussi une solution de (3.2).

Démonstration. D’aprés le Théoréme B.3.1, en posant f(z) = CP®~1 il s’ensuit que pour toute
solution (v, A) de (3.2) et pour toute constante C' € Ry, on a

/Q (IV(C.0) )72V (Cv) Vo — A [Caof )72 (C.0)) dx

_ / CrO (VP 2T0V g — AP -20g) da (A.3)
Q
=0

pour toute fonction test ¢ € Wy ™™ (). Ceci achéve la démonstration. O
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A.2 Invariance du signe des premieres fonctions propres
Le lemme suivant affirme que toute fonction propre, associée a la premiere A ), est de
signe constant sur 2. Ce résultat est d’une importance capitale pour la suite.

Lemme A.2.1. Soit (u1, A1) une premiére solution propre de (3.2), alors uy ne change pas de
signe sur Q.

Démonstration. Etant donné que u; est une solution de (3.2), alors il en est de méme pour |u,|.
Par conséquent, en appliquant le Théoreme C.0.2, il existe, pour tout sous-ensemble compacte
non vide K C 2, une constante positive ¢ telle que |u| > ¢ p.p. dans K. Q étant un ouvert
borné de RY, il s’ensuit que u < 0 dans €2, ou v > 0 dans €. O

A.3 Une inégalité de type Diaz et Saa
Suivant le méme raisonnement que [DS87, Lemme 1], nous établissons que la fonctionnelle

énergie

1 i v

E(u) :/ —]Vu|p(z)d:c—/ F(z,u)dr with u € Wyt )(Q) et F(x,u) :/ f(z, t)dt
o p(x) Q 0

est convexe par rapport & la variable w = u?". De ce fait, on conclut que I'opérateur

(—Apyw'™")

wl/p+

w —

est monotone.

Lemme A.3.1. Soit l’application J : L'(Q) — (—oo, +00], définie par

1 1/p+
J(w)—/ﬂp(x)’Vw/

+ o0 stnon.

2@ e siw >0 et w7 e Wol’p(m)(ﬂ),

Alors, J est conveze.

Démonstration. Soient wy,wy € A, avec 'ensemble A défini par
A= {w e L) |w >0 p.p. dans Q, w #£0, w'/?" € Wol’p(x)(Q)} :

et soit z; = wil/p+ (1=1,2), et z3 = (twy + (1 — t)wQ)l/PJr, avec t € (0,1). Remarquons que
. 11 1
& V| = — |V | = — [V(twi + (1 = hws)[ = — [tVw; + (1 — ) Vwy|
1 +p ! + + g + (A4)
=— ‘thrzf Vo +pt(1 1) 71Vz2‘ <tV TNV |+ (1 —1)28 NVl
p

Fixons x € (2, et définissions I'espérance modulaire E {|.|s(z)}, par E {|Z|S($)} = tzf(x)—l—(l—t)z;(x),
pour tout Z € R?, et pour toute fonction s telle que 1 < s~. Dans ce cas, la forme discréte de
I'inégalité de Holder implique que

E|[XY[)] W < E [|XP@)] " [[Y]#®] ol (A.5)
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1

avec ﬁ + i = ( 5 pour tout x € 2. D’apres (A.4) et (A.5), on peut écrire que

p(z)—1

p(z) p(x) 1
& NV <E|[{4 A W“] E[[{IVal, V] ] 7
p(z)—1 (AG)
" —Dp() et -Dp@) \ pl@) 1
(tzl PO (1 =)z PO ) (t|Vz1|p ) 4 (1— t)|V22|p ) 2 .
Q —
Remarquons que, puisque (x) ’Ei) L > 1, pour tout z € €, alors t — t »* = est convexe, et
on a
p(z) pt—1
(24" (1= t)z") TP
<1. (A7)

+_1 p(x) +_1 p(z) —_—
tZip )p(m)—l + (1 . t)Zép )p(m)—l

Par conséquent, en élevant les deux membres de (A.6) a la puissance p(z) (z € Q fixé), on
obtient, d’apres (A.7), I'inégalité

|V 23|71 < |V [P@) 4+ (1 — )|V [P@) . pour tout z € Q, (A.8)
c’est-a-dire, en multipliant par ( ) et en intégrant sur €,
J (twy + (1 = t)wy) < tJ (wy) + (1 —t)J (we).
Ceci acheve la démonstration. O

Dans le lemme qui suit, on donne une extension, au cas d’exposant variable, de I'inégalité
de Diaz et Saa.

Lemme A.3.2. Soit p: Q — (1,00) une fonction continue, satisfaisant 1 < p~. Alors, l'inéga-
lité suivante

A A Us + +
[ (Tt 2 g o > 0

Uy Ug

est vérifiee, au sens des distributions, pour tous ui,us € L, tels que wy,uy > 0 et ¥ 22 ¢
p ) ) ) )

ug ? ul
L=(9Q).

Démonstration. D’apres le Lemme A.3.1, on sait que la fonction w — J(w) est convexe. Par
conséquent la dérivée directionnelle de J par rapport a wy, dans la direction w, — wy, entraine

J(wy + t(we —wy) — J(wy) J((1 = t)wy + tws) — J(wn)

dJ(wy;wy —wq) = lim = lim
| B )
< g LTI Z IO _ ) ),

De fagon similaire, la dérivée directionnelle de J par rapport a ws, dans la direction w; — wo,
entraine

dJ(we; w1 — wy) < J(wy) — J(wy). (A.10)
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Considérons les fonctions f : R — Ry, g : Wo™™(Q) = RY, et h : Wy ™(Q) — W™ (),
définies de la fagon suivante

fore [rP@) 2 e Q fixé,
g:5s—Vs
hot—t/?"

Posons ® = f o g o h, c’est-a-dire, par définition,

‘p(w)

d(w) = ‘le/l’+ pour tout w € Wol’p(gc)(Q)~

La dérivée directionnelle de ¢ par rapport a w, dans la direction & € Wol P (x)(Q), est

d®(w; &) = dPy(§) = dfg(n(w)) © dgnw) © dhw(§) = df {g(h(w)); dg [h(w); dh(w; &)]}.  (A.11)

D’apres le théoréme des accroissements finis, le calcul de dh,, (&) = dh(w; &) donne

¢ 1/pt 1/pt 1/p+—lt 1
dh(w; &) = hm<w 1) © = lim (w+ad) & = —wl/p+_1f1.
t—0 t t—0,c4—0 p+t p+

De fagon similaire, le calcul de dgp () (&2) = dg(h(w); ;) donne

t—0 t

et le calcul de dfynw)) (&) = df (9(h(w)); &) donne

A (g (h(w)): &) = T 900D + 8" = lg((w)P

t—0 t

p(@) |g(h(w)) + et (g(h(w)) + cis) & (A.12)

o t—0,ct—0 t
= p() [g(h(w)) "% g(h(w))é; = p(z) [Ve' "]

On pose &3 = dg(h(w); dh(w; §)) dans (A.12). D’apres les précédents calculs et (A.11), on obtient

p(z)—2

le/p+€3.

‘p(ﬂﬁ)*2 Val/r* dg(h(w); dh(w;§))

d®(w; &) = df (g(h(w)); &3) = p(x) ‘le/;mr

= p() ‘le/i”+ ’p(m)

_ ) 1
2Vw1/p+th(w;§) = p(2) ‘le/er‘P( )—2 vul/rt vy <+w1/p+_1§> .
p
(A.13)
Maintenant, soit la fonctionnelle J, définie par

‘p(w)

J(w) = / ﬂ@(w)dz = / e ‘le/p+ dz pour tout w € Wy ().
o p(x) o p(z)
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D’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, et (A.13), la dérivée directionnelle
de J par rapport a w, dans la direction &, donne

() )] + o _ P
A, (€) = dJ (w; €) = lim Pt Pwtte) —w), [ op" . Pt —P(w)
a p(z) t  p(z)t=0 +
+ .
/ 7dCI) w 5 d$ = LP(I) ’vwl/zfr’l’( ) Qle/erv <1+w1/p+_15> do
op o p(z) P
_Ap(fff)wl/p+

p(x)—2 le/p+v (wl/p+_1§) dr — /

Q w(p+—1)/P+

= / ‘le/zfr
Q

Par conséquent, en combinant (A.9) et (A.10), on obtient, d’apres (A.14), en posant £ = w; —ws,

(A.14)

0 < dJ(wl;w1 — wg) — dJ(wg; w, — wg)
+ 1/p+
Ap(a) W
_/ ( p* 1 /zJ+ + WP/ (w1 — wp)dz,
2
c’est-a-dire, en faisant le changement de variable wi1 w u; (i=1,2),

A z)U2 + +
o< [ ( A S o~ o

2

Ceci acheve la démonstration. O]

A.4 Un résultat lié a ’isolation

Le lemme suivant est la généralisation partielle de [Per97, Lemme 1.4.6].

Lemme A.4.1. Soit (w, \) une solution propre du probléme (3.2), avec X # A1, ot A1 désigne
la premiére valeur propre. Alors, w change de signe dans Q, ¢’est a dire que wt # 0, et w™ # 0.
De plus, il existe xg, x1 € €, tels que

p*(z9)p(zq)

Q7] > (OQ/\_p($1)>p*(zo)—p(lo) ’

p(zo)N

ou Q- = {z € Quw(z) <0}, Cq est une constante (indépendante de w), et p*(xy) = M p(z0)

(resp. p*(xo) = 2p(xg)) si 1l <p~ <pt <N (resp. si N <p~).

Démonstration. Raisonnons par l'absurde, et supposons que w ne change pas de signe dans
). Sans perte de généralité, supposons que w > 0 (resp. w < 0) dans €2, et choisissons une
paire (u1, A1), solution de (3.2), telle que u; > 0 (resp. u; < 0). D’apres le Lemme A2.1, un
tel choix est touJours possible. De plus, en vertu du Lemme A.3.2, puisque € L>(Q), et

u’? +,w1/p € Wolp (), on sait que

p(z)—1 (x)—1
@ Ul Apzyw + + b AwP n N
0= / < p( w];’&)—l ) (uf —w’ ) dv = /Q ( ul’1+—1 o ortl ) (u]i7 —wr ) dz

B /Q =N (=) do + /Q A (77— (' — ") da

w’u
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Naturellement, on a
/ A1 ( ple)=p" _ wp("”)_’ﬁ) (ulf+ — wp+) dx < 0. (A.16)

Aussi, remarquons que, si (w, A) est une solution de (3.2), alors il en est de méme pour (k.w, A),
pour tout k € Ry (voir Lemme A.1.1). Replagons w par k.w dans le premier terme de la derniere

égalité de (A.15). Puisque u} @ ¢ L>(Q), d’apres le théoreme de la Valeur Moyenne (Théoreme
1.4.1), il existe o € (2 tel que

/ (=N O (" = (kw0 de = (0~ ) / EPdr — (A — ) / BOP () de
Q Q Q

=(A1—A) {/Qul dx — kP* uq (z0)? 5”0)/ u1+ dw] )
(A.17)

+

p
Remarquons que | Ziﬁ dx < oo, puisque “ € L>°(€2). Aussi, choisissons & suffisamment petit,
de sorte que

. 1
1 o>k 1 gy :
min{1, [|uy[|p@) } > kmax{1, [[u % } w et o)

Alors, d’apres [Fan07, Théoreme 1.3], et la derniere égalité de (A.17), on obtient, pour une telle
constante k, que

/ (A= N7 (W~ (k") de <0, (A.18)
0
la négativité étant due au fait que A\; < A. La combinaison de (A.15) avec (A.16) et (A.18)
entraine
AP@7 \pp@) =1 + +
0</< pﬁl T (uﬁ’ —wp)dx<(),

ce qui est une contradiction. Alors w doit obligatoirement changer de signe dans ).

-1
Maintenant, évaluons le probleme (3.2) en la solution (k.w,\), ou k = (fQ |Vw’|p(m)dz) , et
multiplions I’égalité obtenue par la fonction test k.w™. De ce fait, on obtient

1 :/ IV (k.w™) P d = )\/ .~ P dx. (A.19)
Q Q

D’apres le théoreme de la Valeur Moyenne (Théoreme 1.4.1), il existe g,z € €2, tels que
Jo IV (kw™) P@dz = ||V (kaw™ )HP(IO et [o |kw |P@dr = Hk.w‘HiEi)l). Par conséquent, d’aprés

p(z)
(A.19), on obtient
(1"1)

(:Eo (wl

En considérant 'inégalité de Sobolev suivante
p(z)N . - +
3 N < ———— sil<p <p" <N
IV (k™) llp@) = Callb-w™llp@ ot p*(x) = { N — p(z)
2p(z) siN<p,
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on obtient, d’apres (A.20), et I'inégalité de Holder,

CE™ kw520 g < IV (kw58 ) = Ak 1752 ) < Mk 5 o) 1P e
LP* @2 (O-)

c’est-a-dire,

(| e > C APy,

=) (Q7)
D’apres le théoreme de la Valeur Moyenne (Théoréme 1.4.1), il existe z € €2, tel que

p*(zg) —p(zg)
L L T
(z)—p(z)

Pi2) (Q7)

d’ou 'affirmation

p* (zg)p(zg)

Q7] > (CQ/\‘p(m)P*(wo)—p(zo) ‘
Ceci acheve la démonstration. .

Nous sommes maintenant en position de prouver le Théoreme A.0.1.

A.5 Preuve du Théoreme A.0.1

Soit A > 0 une valeur propre du probleme (3.2), et v la fonction propre associée. Par
définition de la premiere valeur propre A\; on a que A > A;. Ainsi, A\; est isolée a gauche.
Maintenant, raisonnons par I’absurde. Supposons qu'’il existe une suite de valeurs propres (\g),
Ak # A1, convergeant vers A;. Soit (uy) la suite des fonctions propres associée avec ||ug || = 1.
Remarquons que, d’apres le Lemme A.1.1, un tel choix est toujours possible, en posant k& =

-1
[
On peut, par conséquent, considérer une sous-suite, notée encore (uy), qui converge faiblement
dans W, * (x)(Q), fortement dans LP®)(Q), et presque partout dans €, vers une fonction u €

-1

Wy (). Puisque uy, = (—Ap(x)) (/\k]uk|p(1’)_2uk), la sous-suite (uz) converge fortement
dans Wol P (I)(Q), et, par conséquent, la limite u est une fonction propre associée a la premiere
valeur propre \;, avec une nome égale a 1. D’ot, en appliquant le Théoréme C.0.1, (uy) converge
uniformément vers u a I'extérieur d’'un ensemble de mesure arbitrairement nulle. Ainsi, il existe

une portion de €2, de mesure arbitrairement nulle, en dehors de laquelle u; est positive, pour k
suffisamment grand, ce qui contredit le Lemme A.4.1.
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ANNEXE B

THEOREME DE LA VALEUR MOYENNE

Dans cette annexe, nous établissons deux résultats importants liés au Théoreme de la Valeur
Moyenne et au sous-espace propre de la valeur propre du p(z)-Laplacien. Ces résultats sont
directement inspirés de [Ban63].

Dans toute la suite, nous supposerons que :

pe () et 1<p-<p(z)<py <N. (B.1)

B.1 Un théoreme de la Valeur Moyenne

Soit u € W™ @) () la solution du probleme de Dirichlet

{ — Apyu = h(z) inQ

(B.2)
u=0 on 0f),

pour toute fonction h € L*°(Q2), non-négative, et non-nulle presque partout.

Le résultat principal de cette section est le suivant :

Théoréme B.1.1 (Théoreme de la Valeur Moyenne). Soit u € WP (Q) une solution du
probléme (B.2). Soit f : Q — R une fonction de classe C'(Q), positive et bornée satisfaisant
0<m< f(x) <M < 0.

Considérons une fonction test ¢ € Wol’p(m)(Q), non-négative. Alors, il existe un réel v(¢) €

[m, M|, tel que
/Q F(@)|[VuP@2VuVede = () /Q VuP@-2VuVédz. (B.3)

Afin de démontrer ce théoréme, nous aurons besoin d’un certains nombre d’outils, dont le Lemme
B.1.1, décrits dans la sous-section suivante.
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B.1.1 Résultats préliminaires

Soit f :  — R une fonction de classe C*(€), positive et bornée. Considérons I’ensemble
Qy) = {s € Q| f(s) <y}, y € [m, M], (B4)
oum = 12£f(x) et M = supf(x). Considérons une suite de fonctions ¥, : RN — R (e > 0),
x xef)

appelée suite régularisante, définie par

U,(2) = —w (f) , z €RY, (B.5)

eN

ou ¥ : RN — R est une fonction bosse, satisfaisant les propriétés suivantes :

o U e CXRY), Ve e R (B.6)
e supp(¥) C By(0); (B.7)
. /R U(z)dr = 1; (B.8)
3 /RN g;lj (x)dr =0, i € {1, N}; (B.9)

ot B1(0) désigne la boule unité de RY. Un exemple typique de fonction satisfaisant les propriétés
(B.6)-(B.9) est la fonction suivante

.
U(z)=4° o SleBl(O), z € RV,
0 sinon

Ici, la convolution de ¥, avec la fonction indicatrice sur ’ensemble Q(y) est définie par
Lo * Ve(x) = /RN low) (x — 2)¥(2)dz, pour tout x € .
Cette convolution satisfait la propriété suivante

supp(law) * ¥e) C supp(lag)) + supp(¥e) C Q(y) + B(0),
ol le symbole + fait référence a I’addition de Minkowski, définie pour tout ensemble A et B par

A+B:={a+b, ac Aectbe B}.

Maintenant, considérons les fonctionnelles F., F, : [m, M| — R, définies par

F.(y) = /Qf(x)wu\p(vc)—?vuv ({2ow) * W} 6) dz, e (m, M]

0, y=m

2 (B.10)
/Q Vul@2Vu¥ ({Log) * 0.} ¢) de, y € (m, M]

Fe(y) =
0, Yy=m,

pour toute fonction test ¢ € Wy (), ot u désigne la solution du probleme (B.2). Il est &

remarquer que, d’aprés les observations précédentes, {1Q(y) * \Ife} ¢ e WP (m)(Q) (voir Lemme

C.0.1), ce qui justifie que les fonctionnelles F. et F. sont bien définies. Afin d’établir le théoréme
de la Valeur Moyenne annoncé, on démontre le lemme intermédiaire suivant.
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Lemme B.1.1. Supposons que f est une fonction de classe C*(Q), avec —oo < m < f(z) <

M < oco. Supposons aussi que u € Wlp x)(Q)
Alors, les fonctionnelles F., E., définies dans (B.10), satisfont

lim
e—0

/ dF.(y) — /Mydn(y)’:o. (B.11)

m

Démonstration. Soit P, = {m =y < ... < y, = M} une partition de Uintervalle [m, M], telle
que N = yp — yp—1 = 6 < 1. Soit y;, € Y1, Ykl

On montre que

n

> [Felye) = Felye)| - Xij ~ F(yen)]

k=1

I
M=

[ /Q @) VulPD2VuV ({Lag, 0.} ¢) do - /Q @) Va2V ({Lag, )+ 0.} 6) d:v]

=
Il

1

[M]=
=,

/Q VuP@2Vuy ({Lag, * U} ) de /Q VP 2VuV ({Lag, ) * U} ¢) de

- L

[ 0@ =Vl 2Vu ([{Lag « W) = {Logu ) 0. }] ) dol.

k=1
(B.12)
Il est a noter que
{1Q(yk) x \Ijﬁ} () — {19(%71) * \Ijé} () = ./RN (lQ(yk) - 19(%—1)) (z — 2)Ve(z)dz
= /RN Lca iy <s@<u (@ — 2)We(2)dz
= Lea|y 1 <s@<u) * Ve
D’apres (B.12), en posant Ay = {z € Q| yx—1 < f(z) < yx}, on en déduit que
Z [ F ykz 1 } Z Fe(yk—1)]
=l . k=t (B.13)
=12 /Q(f(x) ~ YDIVaP D2V (L, * W} ) da.
k=1

Il est a observer que

supp ((f(x) = y)| Vel 2VuV ({1, * ¥} 6)) C ([Ax + BLOIN2) UN,

ou N ={z € Q|¢(x) =+oo}U{x € Q||Vo(zx)| = +00}. Aussi, on peut remarquer que

[ (F(@) = IVl 2T (14, 50, 6) o =

En effet, on montre que A est un ensemble de mesure nulle, sinon cela contredit le fait que
¢ € Wol’p(m)(Q) < WUL(Q). Aussi, puisque u € W™ (), on sait, d’apres [Fan07, Théoreme

133



1.2], qu’il existe o € (0,1) tel que u € C1*(Q). Ainsi, d’apres 'inégalité de Holder, on a
0< ’/ I VuPO2TGY ({14 4 0.} 6) da

(M — m) max{1, [[ullZ g I Ln o IV ({2, % 93 6),) =

D’apres (B.13), cela permet d’écrire que

Z[F ue) = Fulyie)] = 3 vk [Fuln) — Felyn)]
k=1 k=1
< _a p(:r:)—2 1 \Ile d .
= (At Be( ]ﬂﬂ (@) = yi) [Vl Vu{ly, x ¥} Vodr (B.14)
/ " (x) = y) [VulP P 2 VugV (14, * V) d
k+Be(

Dans un premier temps, pour tout € [Ay + Bc(0)] N €2, il existe (y,2) € Ay, x B(0), tel que
r = y+ 2. On en déduit, d’apres le Théoréme des Accroissements finis, et le fait que f € C1(Q),
que

1f@) =yl = 1fly+2) = f) + ) — vl <1fw+2) = F)l+1f(y) — vl
< (i‘ég \Vf(w)!> -yl (B.15)
< Ce+n.

Dans un deuxieme temps, puisque log,) = lowm) = 0, et log,) = lonn = lg, alors

ZlAk*\If _/ 22114,c T —2) dz—/ Z Lowy — Lo 1)} (x — 2)¥(2)dz

- /Q Log.) — 19(1;1)} (z — 2)U.(2)dz (B.16)

En utilisant (B.15) et (B.16) dans le second membre de 'estimation (B.14), il s’ensuit que

5= [Fut) = Fulyas] = 32 vk ) ~ Flyicr)
< (Cet) [ [Vl V] {Lo* W} da (B.17)

4 (Ce+1) /Q VP S |V (L, * T,)| da.
k=1
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En vertu de (B.5) et (B.9), on vérifie que, pour tout ¢ € {1,.., N},

9 )
5o (L x 0) (@) = [ 14, () g (Wil = 2))dz
- [ 1Ak(z)£i [0, (x — 2)]dz — 14, (2) /R i ai W, (z — 2)|d=
_ /R (a,(2) — 14, (@) (,)Zi (U (x — )] dz (B.18)

_ /RN (1a,(2) — 1a,(2)) 6N1+1§§: (x Z Z) *

14 (x — — 14 (z) 0¥
_ / Ak( ey) Ak( )a(y)dy
RN € Yi

Aussi, puisque que 'ensemble {Ay, k = 1,..,n} forme une partition de €2, pour tout = € 2 fixé,
il existe un unique k, € {1,..,n} tel que = € A, . Par conséquent, d’apres (B.18), on peut écrire
que

ki IV (La # 0,)| (2)

< 0
<SS (L, * )| (2)
k=11=1 axl
n N
1Ak (z —ey) — 14,(z) OF ‘
N = (y)dy
Lz —ep) = 1a,() (B.19)
< N|V¥ Oo/ i (@)
< N[Vl ) Z ; y
- N||V\I/||OO/ 3 al@—ey) = 1a(@)| | |Lan (@~ ey) — 1a, (@) "
5o | (= ¢ ;
k#ke
1 — 1 _ 1
— NIV ( o, (7 =€) | |La, (2 =€) |> "
B1(0) € €
En regroupant les estimations (B.17) et (B.19), on obtient
3 [Fiwe) = Floee)] = 30k [Flo) = Fulonr)
1 :
< (Ce+n) /Q VPO V| {1g x U} dx (B.20)

o) 1 L (T — ey
+K(Ce+77)/Q]Vu|p() Ly (/Bl(o)[ o4, ) 4

€

1 — —1
€

D’apres les propriétés (B.6)-(B.8) et [Evad8, Théoreme 7 p.714], on sait que, pour tout x € €,
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Aussi, pour tout z € ) fixé, en posant A, = {z € Q| f(z) = f(x)}, on a

i i (Ce 4+ ) </Bl(0) [19\&@ (z — ey) N 1a, (x—ey)—1 H dy)

e—0 ’I]*) € €

= C'lim (/131(0) |:1Q\Ax<x —ey) + |14, (2 —ey) — 1” dy)

e—0

(B.22)

= 0.
On peut donc conclure, d’apres (B.20), (B.21), (B.22) et le TCD, que

i [Felye) = Felyr)] - Xij — F(yhr)]

< lim lim [(C’e—l—n /|W|p<x> V| {10 % . }dx}

lim lim
e—=0n—0

e—0n
1 — 1 — —1
+ K lim hm l(Ce + 17)/ | VP </ [ s, (T~ €)) 4 |k (z = ) H dy> dx]
e=>0n—0 Q B1(0) € €
=0.
(B.23)
Ceci acheve la démonstration. O]

Grace au Lemme B.1.1, nous sommes en position de démontrer le théoreme de la Valeur
Moyenne que nous avons annoncé, dont la preuve est inspirée de [Ban63, Théoreme 5].

B.2 Preuve du Théoreme B.3.1

En faisant une intégration par partie, on peut écrire que

[ var) = [ dyrw) - / E(y)dy

M (B.24)
= [MF.(M) — mF.(m F.(y
Autrement dit, d’apres le Lemme B.1.1 et (B.24),
~ ~ M
lim | (£ (M) = Fo(m)) — <MF€(M) — mE.(m) — / Fe(y)dy>‘ —0. (B.25)

D’aprés la définition de F. et F. dans (B.10), il est clair que F.(m) = F.(m) = 0, et que
F(M) = [ |9uf®2VuV ({1g + 0} ¢) da
Q
FO0) = | f@)[ Tl 2VaV ({10 + 9.} ¢) da

Par conséquent, (B.25) devient

?L%/ f(@)|[VulPP2TuV ({1o+ U} ¢) do — MH%/Q |VulP@2VuV ({1g x U .} ¢) dx

e—0

+lim [/ |V [P@ 2vuv({19(y)*xp}qs)dx}dy‘:o.
(B.26)
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Par ailleurs, comme 1o\ (7) = 1o(z) — low)(z) (z € §2), on vérifie que

/mM {/g |Vul|P@) 2 vuV <{1Q(y) * \Df} ¢) dm} 4y

— (M —m) / IVu@2VuV ({1g % .} ¢) dz (B.27)

_/mM [/ V|27 u v ({1Q\Q )*\IJﬁ} ¢) dx

De (B.26) et (B.27), on déduit que

dy.

hm/ ()| VP 2VuV ({1g * 0.} ¢) do — mhm/ Va2V uY ({1g * 0.} ¢) da
_hm/ |:/ ‘Vu‘P(x QVUV ({1Q\Q () * \Ile} (b) dl':| dy| =0.
(B.28)

Pour finir, puisque u est solution du probleme (B.2), et d’apres I'hypothése de non-négativité
des fonctions h et ¢, on a

: M (z)—2

lim | Ugwuv’ VuV ({lag) * ¥} ¢) dx] dy (B.29)
. M

~tim [ /Qh(:zc){lg(y)*\lfe}gbdx dy > 0. (B.30)

De la méme facon, on a

lim U Vul@2VuV ({Laag * ¥} 0) dw} dy > 0. (B.31)

e—0

En combinant (B.26) avec (B.29), et (B.28) avec (B.31), on aboutit a

mhm/ IVl =2VuV ({1« ¥} ¢) d;c<hm/ f(@)|[VulPP2VuV ({1 + 0.} ¢) do
(B.32)
<M11m/ IVu@-2VuV ({1g + .} ¢) da.

En procédant comme dans (B.19), et en utilisant le fait que Q est un ouvert de R, on montre,
pour tout x € €2, que lir% IV (1o * ¥,) (z)] = 0. D’apres le TCD, cela implique que
[ d

liny / F@)| Va2 VuV ({1a % W} ¢) do = lim / (Lo 0.} £(2)| Va2 VuVede
e—0 JQ e—0 JQ

+ lim /Q O f (2)|Vu@D2VuV (1o« U.) de  (B.33)

:/f(:c)|Vu]p(x)’2VuV¢dx.
Q
De la méme facon, on a

lim / Va2V ({1g % 0.} ¢) do = / V@2V dz. (B.34)
Q

e—0 /O
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En vertu de (B.32), (B.33) et (B.34), on en déduit que
m /Q VuP@-2VuVedr < /Q F(@)|VuP@2VuVede < M /Q VuP@ -2V V pda.
On aboutit donc & l'existence de v(¢) € [m, M], tel que
/Q F(@)|[VuP@2VuVede = () /Q VuP@2VuV édz.

Ceci achéve la démonstration.

B.3 Etat du sous-espace propre associé a la valeur propre
du p(z)-Laplacien

Soit u € W,* (x)(Q) la solution du probléme de Dirichlet

{ — Apyu = AulP™ 2y in Q

(B.35)
u=20 on 0f),

olt A est un réel strictement positif, et p € C*(Q) est tel que la fonction p(z + tw) est monotone
pour tout (¢,w) € [0,1] x RY, pour un certain = ¢ €.

Le résultat principal de cette section est le suivant :

Théoréme B.3.1. Soit u € Wol’p(x)(Q) une solution du probléme (B.35). Soit f : Q@ — R une

fonction de classe C*(Q), positive et bornée satisfaisant —oo < m < f(x) < M < oo. Alors,

pour toute fonction test ¢ € Wol’p(x)(Q), on a

/Q F(@)[VuP D2V uVddr — A /Q F(2)[ulP@2ugdz = 0. (B.36)

La démonstration de ce théoreme nécessite un certains nombre d’outils, dont le Lemme B.3.1,
décrits dans la sous-section suivante.

B.3.1 Reésultats préliminaires

Soit f : © — R une fonction dérivable, positive et bornée. Considérons I’ensemble (y),
défini dans (B.4), ainsi que la fonction bosse W, : @ — R, définie dans (B.5), pour un parametre
e > 0 fixé, supposé tres petit. Considérons aussi les fonctionnelles G, G : [m, M] — R, définies
par

/Q F@)VuPD2VuV ({log) * e} ) do — A /Q F@)ul™2u{loy) * ¥} ¢da,

(y) = y € (m, M|
0, y=m
(z)—2 _ (z)—2
Culy) = /Q |Vu|P'"==VuV ({1Q(y) * \I/E} qb) dx )\/Q [uP ™=y {1Q(y) * \IJE} ¢dz, y e (m,M]
0, Yy=m,
(B.37)

pour toute fonction test ¢ € Wy (), ot u désigne la solution du probleme (B.2). Nous
énoncons le lemme intermédiaire suivant
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Lemme B.3.1. Supposons que f est une fonction de classe C*(Q), avec —oo < m < f(z) <
M < 0. ~
Alors, les fonctionnelles G, G, définies dans (B.37), satisfont

[0~ oo

Démonstration. Le raisonnement suit la méme démarche que la preuve du Lemme B.1.1, donc
certaines explications seront omises.

lim
e—0

(B.38)

Soit P, = {m =y < ... <y, = M} une partition de I'intervalle [m, M], telle que N' = gy, —
Yr—1 =06 <. Soit yi € [yr-1,Yk]-

En posant Ay = {z € Q|yr_1 < f(x) < yx}, on montre que

i [ée(yk) Ge(yp- 1} Zy — Ge(yp_1)]

[ (F@) = g VuP 2TV (L4, 0.} 6) da (.39)

A [ [ (@) — o)l (L, w0} ]

i=1

Soit N ={z € Q| ¢(z) = oo} U{z € Q||Veo(x)| = +00}, on peut observer que
J (F@) = B[Vl ({14, 5 0} 6) do

+>\/ a2 {1, %W, ) pd = 0.

En effet, AV est un ensemble de mesure nulle, sinon cela contredit le fait que ¢ € I/VO1 P (x)(Q) —
WHH(Q). Aussi, on sait, d’apres [FZ99, Théoreme 4.2] et [Fan07, Théoreme 1.2], qu'il existe
€ (0,1), tel que u € C*(Q). Ainsi, d’apres I'inégalité de Holder, on a

0= [ 1£@) = GhlIVaP 9 ({La, W} )l do+ X [ 17() = ghllaP @ {La, W} foldo

+
< 2M max{L, [[ullfnaio} 1Lnll ey (IV ({24, % T3 000 + A{Lay % T3 6l ) = 0.
D’apres (B.39) et (B.15), (B.16), on obtient

Enj (Gel) = Gelyn—s)| = 3¢/ [Gelwr) = Gelypn)]

=1

bl

n

< (Ce+) [ [ I9up© S (1, W Vol dr+ [ [Vup o] S [V (L, <0 >|dx]
k=1

k=1

MCetn) [P S (L b olds

— (Ce) [ VU™ {1g 0.} [Vo|da + (Ce+ ) [ [Vl o S0 IV Ly, + W) d
k=1

FA(Cet 1) /Q PO (1o % U} |6|dz
(B.40)
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Pour finir, en faisant n — 0, puis € — 0, on aboutit a

n

[GE(W - Ge(yk,l)] - kg Y [Ge(yr) — Ge(yr—1)]| = 0.

Ceci acheve la démonstration. O]

Grace aux Lemme B.3.1, nous sommes en position de démontrer le théoreme de la Valeur
Moyenne que nous avons annoncé, dont la preuve est similaire a celle du Théoreme B.1.1.

B.4 Preuve du Théoreme B.3.1
En procédant a une intégration par partie, on montre, comme dans (B.25), que

lim
e—0 m

. - M
(600 = o)) = (MG00) = mGtm) ~ [ ) =0 @y
D’aprés la définition de G et G, dans (B.37), il est clair que G(m) = G(m) = 0, et que

G(M) = /Q IVulP@-27u ({10 % 0.} ¢) dz — A /Q P2 {1 % U} ¢da

G.(M) = /Q F(@)|[VulP@2uy ({1g % 0.} ¢) da — A /Q F(@) @20 {10 « 0.} ¢d.

Par conséquent, (B.41) devient

lim { /Q F(@)|VuPD 2V ({1 * .} ¢) dr — A /Q F@) P20 {1o + .} ¢dz

e—0

~ Mlim ( [19uP®2VaY ({105 0} ) dr = A [ Julr2u {10+ 0.} gbdx)
€ Q Q

| y o s (B.42)
—l—llg%/m [/Q |Vul? VuV ({1Q(y) * \IIC} ¢) dx — )\/Q |ul|? u {lQ(y) * \IJE} odx dy|
=0.
Pour finir, puisque u est solution du probleme (B.35), on a
/ (VP 2VuV ({1 ¥} ¢) dx — )\/ P2y {1 % U} ¢pdx = 0, (B.43)
Q Q

et

/[m v [/Q Va2V uV ({log) * Ve ¢) d — /\/Q [ulP @2y {16, * ¥} ¢dx] dy = 0.

(B.44)
En combinant (B.42) avec (B.43) et (B.44), on aboutit a
1i_r)r(1) /Qf($)|Vu|p($)_2VuV {1ox ¥ }¢p)dr — A /Q F(@)|ulf® 20 {1gx ¥} pdz| = 0. (B.45)
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En procédant comme dans (B.34), on montre que

lim ( /Q F(2)|[ValP®2VuY ({Lo * U} 6) de — A /Q F()|ufP) 20 {1+ ) gbdx)

e—0

(B.46)
- / F(2)[VulP @D -2V uVdr — A / F(@) [P @ 2ugdz.
Q Q

On peut donc conclure, d’apres (B.45) et (B.46), que

p(z)-2 _ p(z)—2 —
/Qf(:c)yvuy VuVd A/Qf(x)\uy udz = 0.

Ceci acheve la démonstration.
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ANNEXE C

AUTRES RESULTATS DE BASE

Théoréme C.0.1 (Egorov, voir [Bre83a] Théoreme IV.28). On suppose que || < oo. Soit (f,)
une suite de fonctions mesurables de §2 dans R telle que

fn(x) = f(x) p.p. sur Q (avec | f(x)| < oo p.p.).
Alors
Ve > 0 JA C Q mesurable tel que |Q\A| < € et f, = [ uniformément sur A.

Considérons I’équation de type p(z)-Laplace suivante
— div <|Vu]p(x)’2Vu) + d(x)[u|* @2y =0 dans Q, (C.1)

ott © est un ensemble ouvert de RY, N > 2 p(.) € CYQ), p(x) > 1 pour tout z € Q,

g(.) € C°(Q), p(x) < g(w) < p*(x) (o p*(z) = FEL, si p(x) < N; p(x) = +o00, si p(z) > N),
d(.) € L>(), d(z) > 0 p.p. dans Q. Sous ces hypotheses nous énongons le principe de maximum

fort suivant.

Théoréme C.0.2 (Principe du maximum fort, voir [FZZ03] Théoreme 1.1). Soit u une solution
faible du probléme (C.1), u >0 p.p. dans Q, et u non identiquement nulle dans §2. Alors, pour
tout sous-ensemble compact non-vide K C €, il existe une constante positive c telle que u > ¢
p.p. dans K.

Lemme C.0.1 (voir [Tar07] Lemme 7.6). (i) Si 1 < p,q,r < oo, et % =
ue WHP(Q) et v e WH(Q) on a uv € WH(Q) (et [[uv|1, < Cllullipllv]iq)-
(1) Si1 < pgs < Ne?l=214+1_2 alorspouru e WQ) et v e WH(Q) on a
wo € Wi ().

% + %, alors pour

Q=

1
p
Considérons 1’équation elliptique de type divergence avec condition de bord de Dirichlet

{ — divA(x,u, Vu) = B(z,u,Vu) dans (2)

u=gq sur 0f2.
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Hypotheése (py). p est Holder continu sur €, qui est noté par p € C%P1(Q), i.e. il existe une
contante positive L et un exposant 3; € (0,1) tels que

Ip(z1) — p(x2)| < Llzy — 22| ™ pour z1, Ty € €.

Hypothése (AF). A = (A}, Ay, ..., A,) € C(Q) x R x RY RN, Pour tout (z,u) € Q x R,
A(z,u,.) € CHRNM\{0},RY), et il existe une constante non-negative k > 0, une fonction continue
non-croissante A : [0,00) — (0,00) et une fonction continue non-décroissante A : [0,00) —
(0,00) telle que pour tout z,x1, 2o € Q, u,ur,us € R, n € RM\{0} et £ = (&,&,...,En) € RV
les conditions suivantes sont satisfaites :

(z, ) (C.3)
z (2w )& > Allul)(k + [n]*) ™ (C.4)
Z < AJul)(k + ) == 2, (C.5)

. IA(xhum) - A(m,uz,nn < A (max{fu, [uz}) (1 = 22 + |us — ua]™)
plzy) plrg)=2 (C.6)
x U+ )+ G 1) 5l (14 [log(h + 1))

Hypotheése (B).B x Q x Rx RY — R, la fonction B(x,u,n) est mesurable en z et est continue

n (u,n), et
B, u,m)| < Aful]) (1 + [nl"™) ¥(w,u,n) €0 x RxRY, (C.7)

ot A est comme dans I'hypothése (AF).

Supposons qu’il existe une constante positive M telle que pour la solution généralisée u du
probléme (C.2) on a

suplu(z)| := esssup|u(z)| < M. (C.8)
Q Q

Théoréme C.0.3 (voir [Fan07] Théoréme 1.2). Soient les hypothéses (py), (A¥) et (B), aussi
supposons que le bord 92 de ) est de classe C17 et g € CY(99Q), v € (0,1). Siu € WHPE(Q)N
L>(Q) est une solution généralisée bornée du probleme (C.2) et satisfait (C.8), alors u €
CA(0), i ct vy dépendent seulement dep” ', NN, A, M, L. 6 oy oo
et {2

On considere le probléme

— Apyu = —div (|Vu|p(x)_2Vu) = f(z,u), ©€Q
u =0, x € 08,

ott  C RY est un domaine borné, 1 < p(z), et p(z) € C(Q).

Théoréme C.0.4 (voir [FZ99] Théoréme 4.2). Si f(z,u) = (x), f € L*®, ot a € C(Q),
satisfait ﬁ + ﬁ, alors (C.9) admet une unique solution faible.
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Soit  C RY un sous-ensemble mesurable et meas 2 > 0. On pose
E = {u : u est une fonction mesurable dans }.
Soit p € E. On adopte les notations suivantes :
o (z,s) = ", Vo €Q,5>0, (C.10)
o pu) = pyo(e) = [ Ol lul)de = [ Ju(a) P, (€.11)

p(z) - R F -
@) () {ueE.g&p(Au) 0},

o Li(Q) ={ueE:pu) < oo},

o ') ={ue E:VA>0, p(hu) < oo},

o L(Q) = {u € L>*(Q) : ess igfu > 1}.
Considérons le cas ot p € L°(Q2), i.e.

1 <p :=essinf p(z) <supp(zx) := p < oo
z€eQ €N

Par simplicité, on écrit E, = LP@(Q) = LFP(Q) = LF)(Q), et on introduit la norme 1wl Lot )
sur £, (notée ||ul|,) comme
lul, = inf {)\ ~0:p (K) < 1} . (C.16)

Théoréme C.0.5 ([FZ01] Théoreme 1.2). Soit u € E,\{0}, alors ||ul|, = 0 si et seulement si

(-1
Théoréme C.0.6 ([FZ01] Théoreme 1.4). Soient u,u, € E,, k = 1,2,... Alors les énoncés
sutvants sont équivalents :

1) Jim{jug — ul], = 0;

2) Jim p(uy —u) = 0;

3) uy converge vers u dans £ en mesure et klim p(ug) = p(u).
— 00

Théoréme C.0.7 (voir [Gra07| Théoreme 8). Soit (X, M, ) un espace de mesure finie, soit
Y un espace métrique, soit (f,) une suite d’applications arbitraires de X dans Y, et soit [ :
X — Y une application M-mesurable telle que f, — f en mesure. Si Z est un espace métrique
séparable et si g : Y — Z est une application borélienne et continue en tout point de f(X), alors
go fn— go f en mesure.

Théoréme C.0.8. Soit S un sous-ensemble compact et convexe d’un espace de Banach B, et
soit T une application continue de S dans lui-méme. Alors T admet un point fize, i.e. Tx = x
pour un certain x € S.

Lemme C.0.2 (voir [Fan07] page 431). Soient u € LP@(Q) et v € LI@(Q) (au sens de la
notation (C.12), alors l'inégalités de Hélder suivante est réalisée :

‘/Q u(z)v(z)dx

< [ullp@ V]l pg(a)-

au sens de la notation (C.16).

144



Théoréme C.0.9 (voir [HHKO05] Théoreme 3.3). Soit Q un sous-ensemble ouvert et borné de
RN. Soit p : Q — [1,00) une fonction log-Hélder continue dans Q, avec 1 < p~ < pt < 0.
Supposons qu’il existe une constante b > 0 telle que

|B(z,7) N Q| >b|B(z,1)]

pour tout z € OS2 et r > 0. Alors il existe des constantes C' et ag dépendant seulement de p,n
et b telles que ['inégalité suivante

|| u(z)
d(aj)lfa

< Ol Vu(z)d(z)*(] s
p(z)

est vérifiée pour tout u € Wol’p(')(Q) et tout 0 < a < ag.

On considere ¢; une fonction propre associée a la plus petite valeur propre A\; du probléme de
Dirichlet suivant

Ap+ Ao =0 dans
=0 sur 0f),

ol A > 0 est une constante, et que ¢; > 0 dans €.

Lemme C.0.3 (voir [LM91] page 726).

/gbrda:< 00
Q

si et seulement si r > —1.

On consideére le probléme suivant

— Apyu = M@ dans Q
u>0 dans Q (C.17)
u=>0 sur 0f),

ot A > 0 est une constante et —1 <~ <~ < 0.

Lemme C.0.4 (voir [AM18] Lemme 1). Soit u la solution de (C.17) donnée dans [Zha07] pour
A suffisamment grand. Alors, pour & > 0 suffisamment petit,

min{d, d(z)} < u(z) < CAm=T dans Q,
ou C,;0 > 0 sont des constantes indépendantes de .

Lemme C.0.5 (voir [LU68] Chapitre 2 Lemme 5.1). Soit u(z) une fonction mesurable dans €Q.
Supposons que pour tout parametre k > ky > 0, on a

/A (u — k)dz < yk*mes(Ag)' T, (C.18)
k
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ot Ay désigne l'ensemble des points x € € pour lesquels u(x) > k, et ou 7, « et € sont des
constantes telles que

0<e,
0<a<l+e.

Alors le maximum essentiel u(x) n’excéde pas une certaine constante qui dépend uniquement de

7, &, €, ko et HUHLl(AkO)'
Plus précisément, en notant kpy.x le mazimum essentiel de u(x), et en posant f(k) = ||u —
EllLicay, on a

o - 1 — e
rlna)%JrE < ké e 4 f)/plre ﬂfpre (k[))a a<l1l+e
€

1+¢
€

(C.19)

In(Kinax) < In(ko) + 775 k), a=1l+e

On désigne par K, les spheres de rayon p > 0 centrées dans Q.

Lemme C.0.6. Supposons que K, est inclus dans €). Supposons, pour un parametre k arbitraire

plus grand qu’un certain /Ac, et pour des sphéres, arbitraires K, et K,_,,, concentriques avec K,
ot po — oopo < p—op < p < po, que la fonction u(x) satisfasse les inégalités :

/ Vul"dz < v [(o—p)m [ = ke g VR mes(Ay 1K) R
ApNKp—op AnK,

ou 09,7, et € sont des constantes et ot o9 < 1, ¢ < 5, et m < a < em + m. Alors, dans la
sphére K, _copo, le mazimum essentiel max(u(x)) est borné supérieurement par une constante

dépendant uniquement de oo, k, N, m,~, €, a, et la quantité centre

a=py™ /A (u(z) — k)™ dx.

kNKpg
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