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RÉSUMÉ

Dans cette thèse, nous proposons des résultat d’existence et de non-existence pour les solu-
tions de systèmes d’équations elliptiques convectifs et fortement couplés, pour lesquels les termes
de diffusion sont modélisés par des opérateurs quasi-linéaires à exposants variables, tel que le
pseudo-Laplacien. Ces systèmes présentent également des termes sources avec des singularités.
Des études sur la régularité et le comportement des solutions y sont également consacrées. Notre
approche est basée essentiellement sur le degré topologique de Berkovits, le théorème du point
fixe de Schauder, ainsi que la méthode des sous-et-sur-solutions.

Précisément, dans le Chapitre 1, nous nous intéressons à l’existence de solutions non-triviales
pour une classe de systèmes elliptiques quasi-linéaires à exposants variables et présentant des
termes de convection. Notre approche est basée essentiellement sur l’application du récent degré
topologique de Berkovits.

Dans le Chapitre 2, nous considérons des systèmes convectifs à exposants variables plus géné-
raux, qui présentent éventuellement des singularités à l’origine. Ces dernières se caractérisent
par la présence de non-linéarités qui explosent au bord du domaine. L’existence de solutions
positives est obtenue en combinant la méthode des sur- et sous-solutions avec le théorème du
point fixe de Schauder. Cela nécessite non seulement des estimations à priori sur les solutions
mais aussi un contrôle sur leur gradient du fait de la convection. Par ailleurs, il est important
de noter que le recours au théorème des valeurs intermédiaires est fondamental afin de parer à
l’absence de propriétés importantes telles que l’homogénéité. Cette dernière constitue un obs-
tacle majeur dans l’obtention des estimations a priori ainsi que dans la construction des sous et
sur solutions.

Le Chapitre 3 est consacré à l’étude de l’absence de solutions pour des problèmes elliptiques
quasi-linéaires et singuliers, à exposants variables. Les résultats obtenus sont basés sur les pro-
priétés spectrales de l’opérateur p(x)-Laplacien.

La thèse s’achève par le chapitre 4. Au vu des résultats obtenus dans les chapitres précédents,
nous précisons des études, nécessitant des approches nouvelles et plus approfondies, qui pourront
être proposées et abordées ultérieurement. Cependant, dans certaines situations, nous montrons
que nous pouvons apporter un début de réponse.

Dans le but d’alléger la lecture du manuscrit, nous regroupons dans des sections annexes un
certain nombre de résultats fondamentaux, mais assez denses en raisonnement. Ces résultats
portent sur les propriétés spectrales du p(x)-Laplacien et une variante du théorème de la Valeur
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ABSTRACT

In this thesis, we provide existence and non-existence results for solutions of systems of
convective elliptic equations and strongly coupled, for which the diffusion terms are governed
by quasi-linear operators with variable exponents such as pseudo-Laplacian. These systems also
present source terms with singularities. Our approach is based essentially on the topological
degree of Berkovits, the fixed-point theorem of Schauder, as well as the method of lower-and-
upper-solutions.

Precisely, in Chapter 1, we are interested in the existence of solutions of non-trivial solutions
for a class of quasi-linear elliptic systems involving variable exponents and convection terms.
Our approach is based essentially on the recent topological degree of Berkovits.

In Chapter 2, we study more general convective systems involving variable exponents, and pre-
senting eventually singularities at the origin. The latter are caracterized of non-linearities which
blow-up at the boundary of the domain. The existence of positive solutions is obtained by com-
bining the upper-and-lower solutions with Schauder’s fixed-point theorem. This requires not
only a priori estimation of the solutions but also a control on their gradient due to convection.
Moreover, it is worth noting that the use of the Mean Value Theorem is crucial in order to ward
off the absence of important properties such as homogeneity. The latter constitutes a major obs-
tacle in obtaining a priori estimates as well as in the construction of upper-and-lower solutions.

Chapter 3 is devoted to the study of the non-existence of solutions for quasi-linear and singular
elliptic problems with variable exponents. The results obtained are based on the spectral pro-
perties of the p(x)-Laplacian operator.

The thesis concludes with chapter 4. Based on the results obtained in the previous chapters, we
have identified studies that require new and more in-depth approaches, that can be proposed
and addressed in the future. However, we show that one can provide a beginning of answer in
certain cases.

In order to simplify the reading of the manuscript, we group in appendices some fundamental
results, but rather dense in reasoning. These results are related to the spectral properties of
p(x)-Laplacian and a variant of the Mean Value Theorem.
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0.1 Positionnement de la thèse

0.1.1 Présentation des problèmes étudiés
Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’existence et la non-existence de solutions pour

des équations aux dérivées partielles du second ordre de la forme

(S)


− ∆p1(x)u1 = f1(x, u1, u2,∇u1,∇u2), dans Ω
− ∆p2(x)u2 = f2(x, u1, u2,∇u1,∇u2), dans Ω
u1 = u2 = 0 sur ∂Ω,

où −∆pi(x) = −div(|∇(.)|pi(x)−2∇(.)), i = 1, 2 sont des opérateurs, et fi : Ω × R × RN × RN → R
(i = 1, 2) sont des applications. Le système (S) implique de fortes non-linéarités dues à la
présence de puissances variables en u1, u2 et ∇u1,∇u2. Ces fortes non-linéarités, ainsi que la
présence de termes gradients, ou termes de convection, dans les termes sources fi, compliquent
l’utilisation des méthodes classiques, telles que méthodes variationnelles ou les méthodes dites
topologiques. De plus, compte tenu de la non validité de certaines propriétés telles que la
compacité, due à la structure des applications fi, nos méthodes seront basées sur l’adaptation
de nouveaux concepts, tel que le degré topologique de Berkovits[Ber07b], ainsi que l’utilisation
du point fixe de Schauder[GT98] et la méthode des sur- et sous-solutions[Kel69, AM71].

0.2 Quelques études antérieures
Les systèmes tels que (S) ont largement été investigués depuis les dernières décennies. En

effet, ils interviennent dans la modélisation de nombreux phénomènes complexes rencontrés dans
divers domaines scientifiques, et constituent un défi en termes d’étude mathématique.

0.2.1 Travaux liés aux problèmes non convectifs
Pour les systèmes à deux EDPs dont les termes sources ne dépendent pas du gradient, i.e.

les problèmes du type {
−∆p1(x)u1 = f(x, u1, u2) dans Ω
−∆p2(x)u2 = g(x, u1, u2) sur Ω

les auteurs Alves et Moussaoui [AM18] se sont intéressés au cas suivant
−∆p1(x)u1 = λ|u1|α1(x)|u2|β1(x) dans Ω
−∆p2(x)u2 = λ|u1|α2(x)|u2|β2(x) dans Ω

u1 = u2 = 0 sur ∂Ω,
sous les conditions α−

2 , β
−
1 > 0 (resp. α+

2 , β
+
1 < 0) et α+

1 , β
+
2 < 0 (resp. α+

1 , β
+
2 < 0) appelée

structure coopérative (resp. structure compétitive). Leurs résultats d’existence ont été établis
à l’aide de la méthode des sur- et sous-solutions, combinée au point fixe de Schauder. D’autres
résultats ont été obtenus par Saifia et Vélin[SV14], qui ont étudié le système

−∆p1(x)u1 = c(x)u1|u1|α(x)−1|u2|β(x) dans Ω
−∆p2(x)u2 = c(x)|u1|α(x)u2|u2|β2(x)−1 dans Ω

u1 = u2 = 0 sur ∂Ω,
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au moyen de la méthode de fibrage, basée sur les travaux de Pohozaev. Finalement, ce problème
fut encore généralisé par Vélin[Vé16], qui a considéré le cas suivant

−∆p1(x)u1 = c(x)u1|u1|α(x)−1|u2|β(x) + f(x) dans Ω
−∆p2(x)u2 = c(x)|u1|α(x)u2|u2|β(x)−1 + g(x) dans Ω

u1 = u2 = 0 sur ∂Ω,

et a prouvé l’existence d’au moins une solution, en établissant explicitement une paire de sous-
et-sur-solutions de type radiale et en exploitant la monotonie d’opérateurs associés au système.

0.2.2 Travaux liés aux problèmes convectifs
Dans le cas scalaire, les problèmes elliptiques quasi-linéaires avec dépendance en le gradient du
type

−∆p(x)u = f(x, u,∇u) dans Ω, (1)

ont fait l’objet d’un grand intérêt ces 30-40 dernières années, depuis les travaux pionniers de
Kazdan et Kramer [KK78]. La méthode des sous-et-sur-solutions, basée sur le principe du maxi-
mum de Choquet-Bruhat et Leray[CBL72] et Kramer[Kra78], a été appliquée par [KK78] pour
montrer l’existence de solutions pour le problème suivant :{

−∆u = cu+ F (x) + |∇u|2 sur Ω
u = 0 sur ∂Ω.

Cependant, les méthodes variationnelles ne peuvent être appliquées aux problèmes du type
(1), même lorsque l’exposant p(ů) est une fonction constante. Puisque les non-linéarités ne
dérivent pas d’un potentiel ou encore qu’aucune une fonctionnelle énergie ne peut être associée
à (1) (voir Girardi et al.[DFGM04], ou encore Motreanu et al.[CLM07]). Ceux-ci sont souvent
étudiés via le théorème de point fixe, avec des approximations sur des sous-espaces de dimension
finie, voir Gallouët et al.[FMM14], Le et al.[Tan13], Gallouët et al.[BGO97], ou encore via des
arguments blow-up, voir Iturriaga et Louca[IL07], Montenegro[MM00] ou Ruiz[Rui04]. A cela,
l’homogénéité, bien connue pour le p-Laplacien, tombe en défaut lorsque p est non constant
ce qui rend difficilement applicables les propriétés usuelles sur les espaces de Sobolev, voir
Ekincioglu et Ayazoglu[AE16]. Par ailleurs, pour traiter ce problème, de nombreux travaux ont
été établis sur des espaces adéquats, à savoir les espaces de Orlicz-Lebesgue Lp(x), les espaces de
Orlicz-Sobolev W 1,p(x), et plus généralement les espaces de Orlicz-Muzielak Wm,p(x), présentant
de meilleures propriétés lorsqu’ils sont équipés de la norme de Luxembourg, qui généralise la
norme classique de Lebesgue (voir la section 0.5 pour plus de détails sur ces nouveaux espaces).
Dans [LZZ14], en se basant sur les travaux de Garcia-Melian et al.[AGMQ12], Betle et Giarrusso
[BG96], Giarrusso[Gia00] et Zhang[Zha06], Girardi et al. ont prouvé l’existence de solutions
radiales de type blow-up sur le bord pour le problème{

−∆p(x)u+ f(x, u) = ρ(x, u) +K(|x|)|∇u|δ(|x|) sur Ω
u(x) → +∞ when d(x, ∂Ω) → 0,

en combinant la méthode des sur- et sous-solutions et celle du point fixe de Schauder. Pour plus
d’informations sur la méthode des sur- et sous-solutions pour des problèmes non-linéaires avec
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dépendance en le gradient, le lecteur peut consulter Le et al.[CLM07]. Récemment, Ekincioglu
et Ayazoglu[AE16] ont prouvé l’existence d’une solution positive pour l’équation−div

(
|∇u|p(x)−2∇u

)
+ |u|p(x)−2u = f(x, u, |∇u|p(x)−2∇u) sur Ω

u = 0 sur ∂Ω.
(2)

Dans cette étude, les auteurs ont considéré une famille de problèmes auxiliaires sans termes
gradients, puis ont utilisé des méthodes variationnelles de type passe-montagne, en s’inspirant
des travaux de Girardi et al.[DFGM04] et Figueiredo[DF08].
Récemment, les auteurs Ait Hammou et al.[HAL19] ont considéré le problème suivant{

−∆p(x)u = λ|u|p(x)−2u+ f(x, u,∇u), x ∈ Ω,
u = 0, x ∈ ∂Ω,

où un résultat d’existence de solutions a été obtenu à l’aide du degré topologique de Berkovits.
Pour les systèmes à deux EDPs avec dépendance du gradient dans les termes sources, i.e. les
systèmes du type (S), les exposants pi (i = 1, 2) sont considérés constants dans la littérature,
de même que les exposants intervenant dans la croissance polynomiale des termes sources fi

(i = 1, 2), et à notre connaissance, le cas où tous ces exposants sont variables n’a pas encore été
considéré. Par exemple, Carl et Motreanu [CM15a] ont étudié en 2007 le problème suivant{

−∆p1u1 = f1(x, u1, u2,∇u1,∇u2) sur Ω
−∆p2u2 = f2(x, u1, u2,∇u1,∇u2) sur Ω,

(3)

sous la condition de bord de Dirichlet, et les conditions suivantes

|f1(x, s1, s2, ξ1, ξ2)| ≤ ρ1(x) + c1

(
|ξ1|p1−1 + |ξ2|

p2
p′

1

)
|f2(x, s1, s2, ξ1, ξ2)| ≤ ρ2(x) + c2

(
|ξ1|

p1
p′

2 + |ξ2|p2−1
)

ci > 0 (i = 1, 2), ρi ∈ L
p′

i
+ , 1 < pi < ∞ (i = 1, 2),Ω ⊂ RN borné,

Ils ont prouvé l’existence de solutions de deux façons, l’une en adoptant une approche topolo-
gique (plus précisément la théorie des opérateurs pseudo-monotones, combinée avec des résultats
de régularité dus à Cianchi et Maz’ya), l’autre en adoptant une approche variationnelle (basée
sur la construction d’une suite de régions pièges avec le principe du maximum de Pucci-Serrin).
Plus tard, en 2017, Motreanu, Moussaoui et Zhang[MMZ17] ont étudié le système (3) sous la
condition de bord de Dirichlet, et les conditions suivantes

m1 (s1 + |ξ1|)α1 (s2 + |ξ2|)β1 ≤ f1(x, s1, s2, ξ1, ξ2) ≤ M1 (s1 + |ξ1|)α1 (s2 + |ξ2|)β1

m2 (s1 + |ξ1|)α2 (s2 + |ξ2|)β2 ≤ f2(x, s1, s2, ξ1, ξ2) ≤ M1 (s1 + |ξ1|)α2 (s2 + |ξ2|)β2

mi,Mi > 0 (i = 1, 2), α2, β1 < 0 < α1, β2, Ω ⊂ RN borné.

Les auteurs ont prouvé l’existence d’une solution positive au moyen du théorème de point fixe
de Schauder, avec la méthode des sous-et sur-solutions. L’année suivante, le problème (3) a
été repris par Motreanu, Vetro et Vetro[MVV18] sous la condition de bord de Dirichlet, et les
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conditions suivantes suivantes
|f1(x, s1, s2, ξ1, ξ2)| ≤ σ1(x) + b1

(
|ξ1|β1 + |ξ2|

β1p2
p1

)
|f2(x, s1, s2, ξ1, ξ2)| ≤ σ2(x) + b2

(
|ξ1|

β2p1
p2 + |ξ2|β2

)
bi, βi ≥ 0 (i = 1, 2)Ω ⊂ RN ouvert borné.

Les auteurs ont prouvé l’existence d’une solution, avec la méthode des sous-et sur-solution et
le théorème des opérateurs pseudo-monotones [CLM07, Théorème 2.99]. Par la suite, en 2020,
Candito, Livrea et Moussaoui[CLM20] ont étudié le système (3) sous la condition de bord de
Dirichlet, et les hypothèses suivantes

m1s
α1
1 sβ1

2 ≤ f1(x, s1, s2, ξ1, ξ2) ≤ M1s
α1
1 sβ1

2 + |ξ1|γ1 + |ξ2|θ1

m2s
α2
1 sβ2

2 ≤ f2(x, s1, s2, ξ1, ξ2) ≤ M2s
α2
1 sβ2

2 + |ξ1|γ2 + |ξ2|θ2

mi,Mi, γi, θi > 0 (i = 1, 2), α1, β2 < 0 < β1, α2,Ω ⊂ RN ouvert borné.

Les auteurs ont utilisé le théorème de point fixe de Schauder, avec la méthode des sous-et sur-
solutions, pour prouver l’existence d’une solution au problème. L’année suivante, Guarnotta et
Marano [GM21] se sont intéressés au problème (3) sous les conditions suivantes

|f1(x, s1, s2, ξ1, ξ2)| ≤ a1(x)sα1
1 sβ1

2 + b1(x)
(
|ξ1|γ1 + |ξ2|δ1

)
+ c1(x)

|f2(x, s1, s2, ξ1, ξ2)| ≤ a2(x)sα2
1 sβ2

2 + b2(x)
(
|ξ1|γ2 + |ξ2|δ2

)
+ c2(x)

ai, bi, ci ∈ L∞(Ω), α1, β2 < 0 < β1, α2, γi, δi (i = 1, 2),Ω ⊂ RN ouvert borné.

Les auteurs ont prouvé l’existence d’une infinité de solutions, grâce au théorème de point fixe
de Schauder et à la méthode des sous- et sur-solutions.
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0.3 Exemples de phénomènes associés aux problèmes étu-
diés

Dans cette section, nous montrons comment il est possible d’obtenir, à partir d’un problème
concret, un modèle d’EDPs du type (S), en particulier dans les domaines de l’informatique, de
la chimie et de la biologie, à travers plusieurs champs différents, à savoir :

• La restoration d’images, basée sur la recherche d’une image parfaite à partir d’une image
bruitée. Cette étude fut associée pour la première fois, par les auteurs Chen, Levine et Rao
au début des années 2000, à la recherche de solutions d’une classe d’EDPs elliptiques, faisant
intervenir l’opérateur p(x)-Laplacien ;

• Les fluides électrorhéologiques, i.e. les fluides qui changent leur propriétés chimiques lorsqu’ils
sont soumis à un champ éléctrique. Ce champ a récemment été développé par les auteurs Raja-
gopal et Ruzicka dans les années 90, et a donné naissance à l’étude des problèmes de diffusion
avec exposants variables. Ces problèmes concernent aussi la biologie, puisqu’il a été découvert
que le sang a des propriétés de fluide électrorhéologique ;

• La méthode d’auto- et cross-catalyse, initiée par Turing dans les années 90, qui constitue la
base théorique des modèles de réaction chimique entre deux substances dans un milieu donné
(un liquide si on fait de la chimie ou une cellule si on fait de la biologie). Cette méthode, basée
sur la loi bien connue d’action de masse, est appliquée en embryogenèse pour expliquer comment
l’interaction entre un morphogène activateur, i.e. une enzyme catalysant la croissance d’un em-
bryon, et un morphogène inhibiteur, peut conduire à la formation de structures physiologiques
complexes (ex. : formes de l’anatomie ou motifs sur la peau) ;

• Le champ des ondes de convection, initié depuis les années 70 par Nicolis et Prigogine. Ces
auteurs ont étudié les fronts de propagation d’ondes chimiques qui peuvent intervenir au cours
d’une réaction chimique et de ce fait, la modifier.

0.3.1 Restoration d’images
Le but de la restoration d’images est de supprimer le bruit dans une image, tout en conservant

les détails qui y figurent. Soit u0 une telle image bruitée, définie sur une grille de pixels Ω de
dimension N×N , et composée de la "vraie" image u et du bruit η supposé additif, i.e. u0 = u+η.
Récupérer u à partir de u0 conduit à la minimisation de la fonctionnelle énergie

E(u) =
∫

Ω
|∇u|2dx+ λ

∫
Ω

|u0(x) − u(x)|2dx.

composée d’une énergie de lissage
∫

Ω
|∇u|2dx, et d’une énergie d’approximation

∫
Ω

|u0(x) −
u(x)|2dx. Il s’agit donc de résoudre l’équation d’Euler-Lagrange associée

−∆u = λ(u0 − u) dans Ω.

Cependant, ce processus de restoration, bien connu des informaticiens (voir le monographe
[Hä05]), a le défaut de détruire les "petits" détails présents à l’intérieur de l’image. Pour remédier
à ce problème, on pourrait considérer une fonctionnelle énergie plus générale, de la forme

Ep(u) =
∫

Ω
|∇u|pdx+ λ

∫
Ω

|u0(x) − u(x)|2dx,
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associée à l’équation elliptique

−∆pu = λ(u0 − u).

Le cas p = 1 est bien connu dans la littérature pour ses propriétés de conservation des variations
de l’image (voir les travaux de Chambolle et Lions), et est appelé lissage avec variation totale.
Cependant, il produit le phénomène inverse du lissage classique (i.e. le cas p = 2), à savoir la
création de variations superflues à l’intérieur de l’image, appelé effet "staircase", voir [Hä05].
La solution naturelle aux problèmes rencontrés dans le cas p = 1 et p = 2, développée par
les auteurs Chen, Levine et Rao [CLR06], a été de combiner les forces des deux techniques en
une seule technique. Plus spécifiquement, les auteurs ont cherché à minimiser la fonctionnelle
suivante :

Ep(.)(u) =
∫

Ω
|∇u|p(x)dx+ λ

∫
Ω

|u0(x) − u(x)|2dx,

associée à l’équation elliptique

−∆p(x)u = λ(u0 − u).

où p(.) est une fonction variant entre 1 et 2.

0.3.2 Modélisation de fluides électrorhéologiques
Un autre champ d’application des EDPs faisant intervenir l’opérateur p(x)-Laplacien concerne

la chimie, à travers l’étude des fluides électrorhéologiques. L’électrorhéologie est un terme fai-
sant référence à la réaction rapide et réversible d’un matériau ou de particules sous l’action d’un
champ électrique.
Dans la littérature, les matériaux les plus utilisés pour observer un tel phénomène sont : le
P1723, composé d’huile paraffine et de gel de silicone, avec une viscosité de 100 millipascal
(mPa) à 25oC ; le MY-41, composé de particules polarisées dispersées à 35% en huile de silicone,
avec une viscosité de 270 mPa à 25oC.
Ces deux fluids ER ont un comportement newtonien en l’absence de champ électrique. L’étude
des propriétés de ces fluides peut être effectuée à l’aide d’un viscomètre, qui peut être soit
rotationnel, soit fendu. Les viscomètres rotationnels sont généralement composés d’un stator
cylindrique externe, équipé d’aimants, et d’un rotor interne, équipé d’une cavité où sont placés
les échantillons de fluide, avec à ses extrémités différents capteurs chargés de mesurer la vélocité
du fluide, sa viscosité, etc. Un viscomètre fendu est composé d’un canal rectangulaire recouvert
en haut et en bas de deux couches de métal générant un champ électrique, couches entre les-
quelles sont placés les échantillons de fluides.
On distingue deux modèles de représentation du tenseur de stress τ des fluides ER lorsqu’ils
sont soumis à un champ électrique E. Ces modèles sont :

• Les "modèles linéaires", tels que le "modèle Bingham", représentant le tenseur de stress de
certains fluides, tels que le P1723, à l’intérieur d’un viscomètre rotationnel, et le "modèle Cas-
son", représentant le tenseur de stress de certains fluides tels que le MY-41 à l’intérieur d’un
viscomètre rotationnel. Ils sont définis par les relations

τ(E, γ̇) = τ0(E) + ηBγ̇ (modèle Bingham)√
τ(E, γ̇) = √

τ0(E) +
√
ηcγ̇ (modèle Casson),
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où τ0 fait référence à la contrainte d’élasticité, ηB la constante de viscosité de Bingham, ηc la
constante de viscosité de Casson et γ̇ la vitesse de cisaillement. Ces modèles représentent des
situations où la puissance de la vitesse de cisaillement γ̇ ne dépend pas de la position spatiale
x.
• Les "modèles non-linéaires", tels que le modèle "Power-law", représentant le tenseur de stress
de certains fluides, tels que le P1723, à l’intérieur d’un viscomètre fendu. Ils sont définis par la
relation

τ(E, γ̇) = mγ̇n(E) (modèle Power-law),

où m est une constante. À la différence des modèles précédents, le modèle "Power law" présente
une forte non-linéarité, compte tenu du fait que la puissance de la vélocité de cisaillement dépend
de la position spatiale x, sous l’hypothèse que le champ électrique E est variable à l’intérieur
du domaine.

Pour plus d’informations sur ces différents modèles, voir [AJB97],[AJB96] et [AJB95].

Par soucis de simplification, dans un grand nombre de travaux, les auteurs considèrent que
le champ électrique responsable de la variation de la vélocité et de la viscosité des fluides
ER est constant, et par conséquent ne dépend pas de la position spatiale x (voir par exemple
[BGHa89],[Whi90],[WB00],[AJB97],[AJB96],[AJB95],[HM92]). Pour traiter des tenseurs de stress
avec une puissance variable du type Power-law, les auteurs Rajagopal et Ruzicka ont proposé,
vers la fin des années 90, un modèle mathématique prenant en compte cette situation. Ce modèle
est basé sur l’adaptation des lois physiques et thermodynamiques interprétant la dynamique des
fluides ER, que sont : la loi de conservation de la masse, la loi de conservation du mouvement
linéaire, la loi de conservation du mouvement angulaire, la loi de conservation de l’énergie, la
seconde loi de thermodynamique et les équations de Maxwell.
L’approche adoptée est de résoudre les équations de Maxwell afin de déterminer le champ élec-
trique E ; puis de résoudre l’équation de mouvement linéaire afin de déterminer le champ de
vélocité v ; et enfin de résoudre les autres équations à l’aide de E et v. Le point clé dans l’ap-
proche de Ruzicka et Rajagopal est d’exprimer l’équation de conservation du mouvement linéaire
de la façon suivante

ρv̇ − div(−πId + S) = ρb+ fe (conservation du mouvement linéaire), (4)

où v fait référence à la vélocité de cisaillement ("shear rate" en anglais), π la pression, b la force
externe, fe la force électromagnétique, et

S(x) =
{
k + 1

2
∣∣∣∇v + [∇v]t

∣∣∣2}(p(x)−2)/2 [
α21

{
k + 1

2
∣∣∣∇v + [∇v]t

∣∣∣2}−1
E(x) ⊗ E(x)

+ (α31 + α33|E(x)|2)1
2(∇v + [∇v]t) + α51

{1
2(∇v + [∇v]t)E(x) ⊗ E(x)

+E(x) ⊗ 1
2(∇v + [∇v]t)E(x)

}]
− kα21E(x) ⊗ E(x).

(5)

Ici, E désigne le champ électrique, qui dépend de la position spatiale x dans le domaine, et
p(x) = p(|E(x)|2) est une fonction de classe C1 telle que

1 < p∞ ≤ p(x) ≤ p0.
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D’autres conditions, liées à l’inégalité de Clausius-Duhem, sont à prendre en considération pour
assurer la validité des coefficients αij, formulées à travers les inégalités suivantes :

• ∂Sij(E,D)
∂Dkl

BijBkl ≥ γ1(k + |D|2)(k + |D|2)(p(|E(x)|2)−2)/2|B|2 (monotonie uniforme) (6)

•
∣∣∣∣∣∂Sij(E,D)

∂Dkl

∣∣∣∣∣ ≤ γ2(k + |E(x)|2)(k + |D|2)(p(|E(x)|2)−2)/2 (7)

•
∣∣∣∣∣∂Sij(E,D)

∂En

∣∣∣∣∣ ≤ γ3|E(x)|(k + |E(x)|2)(k + |D|2)(p(|E(x)|2)−1)/2(k + ln(k + |D|2)) (8)

• S(E,D).D ≥ c(k + |E(x)|2)(k + |D|2)(p(|E(x)|2)−2)/2|D|2, (coercivité), (9)

pour des matrices B,D ∈ X :=
{
F ∈ R3×3

sym, tr(F ) = 0
}
. On peut consulter [Ruz04] pour plus

de détails.

0.3.3 Modèles de réaction avec coefficients stoechiométriques constants
Soit à considérer une réaction bio-moléculaire élémentaire du type

αA+ βB → produits (10)

où α, β sont des coefficients dits stoechiométriques et A,B sont les réactifs. Ici, les coefficients
stoechiométriques sont supposés être des quantités indépendantes de la position x, i.e. des
constantes. Dans toute la suite de cette section, les quantités [A] et [B] feront référence à la
concentration (en moles par litre) de A et B respectivement.
Depuis les travaux pionniers de Turing [Tur90], on considère que le taux de réaction v de (10),
défini par

v = − 1
α

∂[A]
∂t

= − 1
β

∂[B]
∂t

, (11)

obéit à la loi d’action de masse, i.e. v est proportionnel au produit des concentrations des
réactifs. Cela signifie, d’après (10) et (11), qu’il existe une constante k appelée constante taux
(ou "rate constant" en anglais), telle que

1
α

∂[A]
∂t

= 1
β

∂[B]
∂t

= −k[A]α[B]β.

L’étude d’un système de la forme {
α1A+ β1B → P1

α2A+ β2B → P2,

où P1, P2 sont les représentations moléculaires des différents produits obtenus au cours de la
réaction chimique, conduit au système différentiel suivant

∂[A]
∂t

= −k1[A]α1 [B]β1

∂[B]
∂t

= −k2[A]α2 [B]β2 ,
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où k1, k2 sont des constantes taux.
Dans le cas d’une réaction bio-moléculaire du type

α1A+ β1B ⇌ α2S + β2T, (12)

l’étude de la vitesse de réaction directe, notée Vd, et de la vitesse de réaction inverse, notée Vi,
revient à considérer le système suivantVd = −k1[A]α1 [B]β1

Vi = −k2[S]α2 [T ]β2 ,

qui vérifie à l’état d’équilibre

k1[A]α1 [B]β1 = k2[S]α2 [T ]β2 , (13)

puisque, à l’équilibre, on a Vd = Vi. Par substitution, on déduit, d’après (13), qu’à l’équilibre

k1

k2

[A]α1 [B]β1

[S]α2 [T ]β2
= 1. (14)

Maintenant, si on considère (12) dans le cas particulier S ≡ A et T ≡ B, alors la réaction (12)
est appelée réaction de cross-catalyse. D’après (14), le taux de réaction à l’équilibre associé à la
réaction (12) est

k1

k2
[A]α1−α2 [B]β1−β2 = 1. (15)

0.3.4 Modèles de réaction avec coefficients stoechiométriques va-
riables

Dans la littérature, la plupart des modèles de la forme (10) sont considérés dans le cas où
les coefficients α et β sont des constantes par rapport à la position spatiale x. Cependant, pour
certaines réactions chimiques telles que le craquage thermique d’huiles d’hydrocarbure, décrit
par le modèle simplifié

C10H22 →
∑

i

νiPi,

où Pi représente la formule moléculaire du i-ème produit, et νi le coefficient stoechiométrique
associé, il a été observé que des variations au niveau des coefficients νi peuvent intervenir en
fonction de la position spatiale x à des pressions super-critiques. En d’autres termes, le processus
de craquage thermique génère un taux de production pouvant varier d’une position à une autre
dans le domaine. Voir [JWZ19] pour une exposition complète de ce phénomène intéressant.
Sous cette hypothèse, l’équation de réaction (15) devient

k1(x)
k2(x) [A]α1(x)−α2(x)[B]β1(x)−β2(x) = 1, (16)

où k1, k2 et α1, β1, α2, β2 sont des fonctions dépendant de la position spatiale x.
Dans la suite, nous garderons cette hypothèse de dépendance des paramètres k1, k2 et α1, β1, α2, β2
en la position spatiale x, par soucis de généralité.
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0.3.5 Modèles de réaction coopérative et compétitive
Posons

f([A], [B]) = [A]α1(x)−α2(x)

[B]β2(x)−β1(x) .

Dans le cas où

α−
1 − α+

2 > 0 et β−
2 − β+

1 < 0,

alors f([A], [B]) représente le taux de croissance de [A], croissance de type activateur-inhibiteur,
où A joue le rôle de l’activateur et B le rôle de l’inhibiteur. Dans un tel cas, la croissance de la
concentration de la substance A est inhibée par celle de la substance B. Inversement, si

α+
1 − α−

2 < 0 et β+
2 − β−

1 < 0

alors A devient l’inhibiteur et B l’activateur. Ces situations ont des applications importantes en
morphogenèse, pour la modélisation de l’interaction entre des enzymes activateurs (tels que les
peptides, les protéines ou les lipides), et les enzymes inhibiteurs (tels que la plupart des produits
pharmaceutiques).

A titre d’exemple, un modèle particulier de type activateur-inhibiteur fut proposé en 1972 par
les auteurs Gierer et Meinhardt [GM72], pour des organismes multicellulaires. Sa formulation
en dimension N est la suivante(u1)t − d1∆u1 = −αu1 + cρ

u2
1
u2

+ ρ0ρ dans Ω,

(u2)t − d2∆u2 = −βu2 + c′ρ′u2
1 dans Ω,

(17)

où u1, u2 ≡ u1(x, t), u2(x, t) sont des fonctions définies sur Ω × R, α, β, c, c′, ρ0, d1, d2 sont des
constantes positives, et ρ, ρ′ ≡ ρ(x), ρ′(x) sont des fonctions réelles positives et bornées définies
sur Ω.

Ce modèle est particulier dans la mesure où il fait intervenir à la fois des termes de dégradation,
−αu1 et −βu2, et la combinaison d’une équation présentant un terme d’activation-inhibition
cρ

u2
1

u2
, avec une équation présentant uniquement un terme d’activation c′ρ′u2

1.

Voici l’explication fournie par Gierer et Meinhardt à propos de la validité de ce modèle :

❝ Imaginons une région bornée du corps d’un organisme multicellulaire, composée de cellules
activatrices (i.e. de cellules composées d’enzymes d’activation), de densité ρ, et de cellules inhi-
bitrices (i.e. de cellules composées d’enzymes d’inhibition), de densité ρ′. La concentration des
activateurs est dénotée par u1, tandis que la concentration des inhibiteurs est dénotée par u2.
Les activateurs, comme les inhibiteurs, sont supposés diffusifs, i.e. capables de se propager entre
les cellules.

Au début de la réaction, une concentration basale ρ0 d’activateurs est produite, proportionnel-
lement à la densité de la cellule, d’où la présence d’un terme ρ0ρ dans le taux de croissance de
u1.

Au cours du processus d’activation-inhibition, lorsque les activateurs pénètrent les différentes
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cellules, ils s’activent eux-même ainsi que les inhibiteurs, tandis que les inhibiteurs inhibent
seulement les activateurs, proportionnellement à la densité de chaque cellule. Il en résulte la
présence de termes cρu2

1
u2

et c′ρ′u2
1 dans le taux de croissance de u1 et u2, où c et c′ sont des

constantes expérimentales.

De plus, on peut supposer que u1 et u2 subissent des dégradations cinétiques de premier ordre,
représentées par −αu1 et −βu2 respectivement, soit par fuite, re-capture par la source, ou la
combinaison de tels mécanismes. Ici α et β sont des constantes expérimentales.

Toutes ces considérations conduisent à l’étude du système (17).❞

Ce problème est lié au phénomène de formation de motifs, dont l’étude fut initiée par Turing,
et est basé sur trois postulats, qui sont :

- L’activation à courte portée, i.e. la diffusivité des activateurs représentée par la constante d1
doit être faible ;

- L’inhibition à longue portée, i.e la diffusivité des inhibiteurs représentée par la constante d2
doit être grande, de sorte que v devienne rapidement égal dans tout le domaine ;

- La distinction entre les concentrations effectives u1, u2 (i.e. la distribution des activateurs et des
inhibiteurs à travers leurs cellules respectives), et les densités de source ρ, ρ′ (i.e. la distribution
des cellules activatrices et inhibitrices). Ceci est dû au fait que la distribution des quantités u
et v peut varier au cours du temps sans pour autant que le nombre de leurs cellules respectives
varie.

On peut consulter [GM72] pour plus de détail sur ces postulats. En implémentant l’équation (17)
dans un logiciel, sous l’hypothèse que le domaine est une portion de ligne, Gierer et Meinhardt
ont pu obtenir, après 3000 itérations, et en partant d’une distribution uniforme des activateurs
et des inhibiteurs, la distribution des deux substances à l’état d’équilibre, voir [GM72] Fig.
1a)-1m).

Le fait intéressant est que l’on obtient un pic aigu de la quantité u1 uniquement aux endroits où
ρ, la densité des cellules activatrices, est le plus élevé, tandis qu’aux autres endroits (i.e. au delà
d’un petit voisinage des endroits où ρ le plus élevé), les valeurs de u1 deviennent pratiquement
nulles.

Ce comportement est observé même si ρ est supposé être une fonction linéaire avec une pente
très faible. Le motif représenté par la courbe de la concentration des activateurs est appelé motif
de Turing. Par ailleurs, le motif de Turing de la quantité u2 est beaucoup plus homogène, ce
qui n’est pas surprenant compte tenu de l’hypothèse d’inhibition à longue portée.

Ce phénomène est à l’origine de nombreuses structures motiviques présentes dans notre entou-
rage, telles que les rayures de zèbre, les ondes de surface, le développement des organes humains,
ou la structure des paysages dans les écosystèmes. On peut consulter [SWW17] pour une biblio-
graphie complète sur ces différentes applications.

Les cas
α+

1 − α−
2 < 0 et β−

2 − β+
1 > 0, (18)

ou
α−

1 − α+
2 > 0 et β−

2 − β+
1 < 0, (19)
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correspondent à des cas de croissance compétitive des quantités [A] et [B] (compétition posi-
tive dans le cas (18) ou compétition négative dans le cas (19)). Ces situations interviennent en
catalyse constructive ou catalyse destructive.
Il est à remarquer que (15) englobe des situations beaucoup plus complexes que celles mention-
nées, car compte tenu de la variabilité des coefficients il peut y avoir compétition sur certaines
régions du domaine, et coopération sur d’autres.
La généralisation de (15) à un système à deux équations est

k1(x)
k2(x)

[A]α1(x)−α2(x)

[B]β2(x)−β1(x) = 1

k3(x)
k4(x)

[A]σ1(x)−σ2(x)

[B]τ2(x)−τ1(x) = 1,

qui englobe, entre autres, les systèmes d’activation-inhibition croisés.

0.3.6 Modèles de réaction-diffusion
Supposons que la réaction entre les substances A et B se déroule dans les cellules d’un

organisme, que l’on peut représenter par un anneau de cercle pour faire simple. Supposons aussi
que ces cellules ont une paroi poreuse, et que A et B peuvent se diffuser de cellule en cellule
à travers les pores, dans le sens où ils perdent de leur concentration pour la partager avec les
autres cellules.
Enfin, supposons que le processus de diffusion est proportionnel à la différence unitaire entre la
concentration des substances dans les cellules voisines. Cela signifie, dans le cas à une dimension
pour une substance arbitraire K, que la diffusion D([K]) entre trois cellules adjacentes placées
sur un anneau est

D([K]) = µK ([K]R − 2[K]M + [K]L) ,

où [K]R, [K]M et [K]L sont les concentrations de K dans la cellule de droite, la cellule du milieu
et la cellule de gauche respectivement.
Par conséquent, si l’on tient compte de termes de croissance f([A], [B]) et g([A], [B]), on obtient
le système d’équations suivant

∂[A]
∂t

= f([A], [B]) + µA ([A]R − 2[A]M + [A]L)

∂[B]
∂t

= g([A], [B]) + µB ([B]R − 2[B]M + [B]L) ,
(20)

où µA et µB sont les constantes de diffusivité des substances A et B.
Lorsque µA et µB sont inversement proportionnels au carré de la distance angulaire entre la
cellule et la source de propagation, le cas limite de (20) pour un anneau continu de cellules est

∂[A]
∂t

− µ′
A

∂2[A]
∂x2 = f([A], [B])

∂[B]
∂t

− µ′
B

∂2[B]
∂x2 = g([A], [B]),

(21)
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où µ′
A et µ′

B sont des constantes.
Le système (21) peut être généralisé pour des domaines de dimension N comme suit

∂[A]
∂t

− µ′
A∆[A] = f([A], [B])

∂[B]
∂t

− µ′
B∆[B] = g([A], [B]),

(22)

où ∆ correspond à l’opérateur Laplacien.

0.3.7 Modèles de réaction-diffusion-convection
Les équations de réaction-diffusion, telles que (22), sont valides pourvu que les substances

chimiques sont placées dans un milieu inerte à la réaction, tels que les gels. Cette hypothèse est
nécessaire afin d’éviter des phénomènes de convection.
En effet, selon [RADW12], on observe que lorsqu’ils sont placés dans des solutions liquides arbi-
traires, certaines réactions, telles que la réaction Isoamylol-Eau-Sodium, génèrent une onde de
propagation sous forme de rouleaux (voir [SDHa07] pour des illustrations).
Les ondes de convection les plus étudiées, dans des solutions à l’air libre, sont les ondes Maran-
goni et les ondes buoyancy. Les ondes Marangoni sont des ondes apparaissant au niveau de la
surface séparant deux substances diffusives. L’effet de couplage entre la réaction et la diffusion
entraîne la formation de rouleaux d’ondes, comme on peut le voir sur la Figure 1. On peut

Figure 1 – Rouleaux d’ondes dévelop-
pés à la surface entre de l’isoamylol et
de l’eau, en la présence de sulfate de
sodium surfactant hexadecyl, un déter-
gent commun. Un tel phénomène est
appelé effet Marangoni.

consulter [RADW12] ou [Per97] pour plus de détails sur les ondes Marangoni.
Les ondes buoyancy (ou ondes de flottabilité) sont des ondes générées par des variation de
densité de la solution. En effet, certaines réactions chimiques peuvent affecter les propriétés
chimiques du milieu, dans lequel les réactifs sont placés, i.e. un liquide, et ainsi modifier la
densité, la viscosité et la tension surfacique de ce milieu, ce qui en retour affecte la réaction.
Si la densité de la solution est affectée, on peut assister à l’apparition d’ondes buoyancy tandis
que lorsqu’il s’agit de la tension de surface qui est affectée, on voit apparaître des ondes Ma-
rangoni. Les modèles mathématiques utilisés pour décrire des réactions présentant des ondes de
convection font intervenir la combinaison des équations incompressibles de Navier-Stokes, dont
la solution donne le champ de vélocité −→v , avec une équation de réaction-diffusion-convection
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dont la solution solution donne la concentration c. Le modèle est le suivant

∂−→v
∂t

− ν.∆v = −−→v .
−→
∇−→v − 1

ρ0
∇p+ −→g

−→
∇ .−→v = 0

 (équations de Navier-Stokes)

∂c

∂t
−D∆c = f(c) − −→v .∇c (équation de réaction-diffusion-convection),

où p dénote la pression, −→g = (0,−g) l’accélération gravitationnelle le long de l’axe z, ρ0 la densité
de la solution, ν = µ/ρ0 la viscosité cinématique, D le coefficient de diffusivité moléculaire. Voir
[RADW12] et [SDHa07] pour plus de détails sur ces équations.

0.3.8 Mouvement d’un gaz
Lorsque la substance chimique considérée correspond à un amas de particules, ou plus pré-

cisément un gaz, il a été considéré, dans [CM15b], le système d’équations suivant
∂ρ

∂t
+ ρ2 ∂v

∂x
= 0 (conservation de la masse)

∂v

∂t
+ a2 ∂ρ

∂x
= 0 (conservation du mouvement linéaire),

(23)

où v(x, t), ρ(x, t), a(x, t) désignent respectivement la vélocité du gaz, la densité du gaz et la
vitesse du son, au niveau d’une particule x donnée, et à un temps t donné. Ce système modélise
le comportement d’un gaz, enfermé dans un tube cylindrique de longueur L, dont une des
extrémités est équipée d’un piston oscillant, tandis que l’autre est fermée. Selon les auteurs,
l’équation d’état du flot isentropique d’un gaz parfait peut être écrit de la façon suivante

a2 = ργ−1, (24)

où γ correspond au coefficient adiabatique du gaz, aussi appelé "coefficient de Laplace", et est
défini par

γ = CP

CV

.

Ici, CP représente la capacité thermique isobare (à pression P constante), et CV la capacité
thermique isochore (à volume V constant). Ces quantités sont définies par

CP =
(
∂H

∂T

)
P

et CV =
(
∂U

∂T

)
V

,

où U représente l’énergie interne du gaz, H l’enthalpie et T la température. Il est à remarquer
qu’en général, d’après la définition de CP et CV , le coefficient γ dépend de la température T ,
i.e. γ ≡ γ(T ).
Supposons que la température T est constante sur tout le domaine, i.e. dans tout le tube, et
ne varie pas en fonction du temps, i.e. T (x, t) ≡ T0. Par conséquent le coefficient γ(T ) devient
une constante indépendante du temps et de la position spatiale x, i.e. γ(T ) ≡ γ. Aussi, suivant
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l’approche de [CM83], si on remplace ρ(x, t) dans (23) par a(x, t) grâce à l’égalité (24), on
obtient, après calculs, sous l’hypothèse qu’il s’agit d’un gaz isotropique, l’équation suivante

∂a

∂t
= a

γ+1
γ−1

∂a

∂x
i.e. ∂a

∂t
= γ − 1

2γ
∂

∂x

(
a

2γ
γ−1

)
.

À titre d’exemple, dans l’hypothèse où le gaz étudié est diffusif, les auteurs de [ABG89] se sont
intéressés au problème suivant

ut = uxx + (uq)x , x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T )
ux + f(u) = 0, x ∈ {0, 1}, t ∈ (0, T )
u(x, 0) = u0(x),

(25)

avec p2 une constante positive telle que q > 1. En posant v =
∫ x

0 u(y, t)dy, ils ont considéré que
si u est une solution de (25), alors v est solution du problème suivant

vt = vxx + (vx)q , x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T )

v(0, t) = 0, v(1, t) =
∫ 1

0
u0(x)dx

v(x, 0) =
∫ x

0
u0(y)dy.

(26)

0.3.9 Connexion de ces thématiques à notre problème
Dans la littérature, les situations évoquées précédemment sont traitées indépendemment

l’une de l’autre, dans la mesure où elles font l’objet d’une activité de recherche intense. Cepen-
dant, celles-ci laissent entrevoir la possibilité de considérer des modèles mathématiques faisant
intervenir des termes de réaction, de diffusion et de convection, qui peuvent tous varier par rap-
port à la position spatiale x. Par conséquent, il est intéressant d’étudier des systèmes d’EDPs
elliptiques avec des termes de diffusion non homogènes par rapport à la position spatiale, et des
termes sources avec des conditions de croissances dépendant aussi de la position spatiale. Ces
systèmes peuvent être représentés comme suit{

− div ϕ1(x,∇u1) = f1(x, u1, u2,∇u1,∇u2)
− div ϕ2(x,∇u2) = f2(x, u1, u2,∇u1,∇u2),

où ϕ1 et ϕ2 sont des fonctions non-linéaires satisfaisant (6)-(9), sous la condition de croissance

miu
αi(x)
1 u

βi(x)
2 ≤ fi(x, u1, u2,∇u1,∇u2) ≤ Mi

(
u

αi(x)
1 u

βi(x)
2 + |∇u1|γi(x) + |∇u2|γi(x)

)
,

où mi,Mi (i = 1, 2) sont des constantes strictement positives. Un exemple de telles fonctions ϕ1
et ϕ2 est ϕ1(x,∇u1) = |∇u1|p1(x)−2∇u1 et ϕ2(x,∇u2) = |∇u2|p2(x)−2∇u2.

Dans la section suivante, nous donnons une exposition complète des notations qui seront adop-
tées dans tout le reste du manuscrit, suivie d’une autre section faisant la présentation des espaces
à exposants variables avec lesquels nous allons travailler.
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0.4 Notations

0.4.1 Notations basiques

Ω Ensemble borné de RN.

∂Ω Bord de Ω.

d(x) Distance euclidienne, définie sur Ω par

d(x) = d(x, ∂Ω) = inf
y∈∂Ω

|x− y|.

Ωσ Voisinage de ∂Ω, défini par

Ωσ = {x ∈ Ω | d(x) ≤ σ} .

M(Ω) Ensemble de toutes les fonctions réelles et mesurables définies sur
Ω.

−∆m(x) Opérateur m(x)-Laplacien, défini sur W 1,m(x)
0 (Ω) par

−∆m(x)u = −div
(
|∇u|m(x)−2 ∇u

)
.

→ Symbole de convergence forte.

⇀ Symbole de convergence faible.

J Fonctionnelle énergie, définie sur W 1,p(x)(Ω) par

J(u) =
∫

Ω

1
p(x) |∇u|p(x) dx, pour tout u ∈ W

1,p(x)
0 (Ω) .

J ′ Dérivée faible de J , définie sur W 1,p(x)(Ω) par

J ′(u; v) =
∫

Ω
|∇u|p(x)−2 ∇u∇vdx, pour tout v ∈ W

1,p(x)
0 (Ω) .

s−,s+ s− := inf
x∈Dom(s)

{s(x)} et s+ := sup
x∈Dom(s)

{s(x)}.
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0.4.2 Espaces de Orlicz

ρp(x) Fonction modulaire convexe, définie sur M(Ω) par

ρp(x)(u) =
∫

Ω
|u1|p(x)dx.

Lp(x) (Ω) Espace de Lebesgue généralisé, défini sur Ω par

Lp(x) (Ω) =
{
u ∈ M(Ω)| ρp(x)(u) < ∞

}
.

∥.∥p(x) Norme de Luxembourg, définie sur Lp(x) (Ω) par

∥u∥p(x) = inf
{
λ > 0 : ρp(x)

(
u

λ

)
≤ 1

}
.

Lp′(x) (Ω) Espace dual de Lp(x) (Ω) avec 1
p(x) + 1

p′(x) = 1.

∥.∥p′(x) Norme duale de ∥.∥p(x), définie sur Lp′(x) (Ω) par

∥ϕ∥p′(x) = sup
{∫

Ω
uϕdx : ∥ϕ∥p(x) ≤ 1

}
.

W 1,p(x) (Ω) Espace de Sobolev généralisé, défini sur Ω par

W 1,p(x) (Ω) =
{
u ∈ Lp(x) (Ω) |Diu ∈ Lp(x) (Ω) pour i = 1, ..., N

}
.

|.|1,p(x) Norme de Luxembourg, définie sur W 1,p(x) (Ω) par

|u1|1,p(x) = ∥u∥p(x) + ∥Du∥p(x).

W
1,p(x)
0 (Ω) Sous-espace de W 1,p(x) (Ω), qui est la fermeture de C∞

0 (Ω) par rap-
port à la norme ∥.∥1,p(x).

W−1,p′(x) (Ω) Espace dual de W 1,p(x)
0 (Ω).

∥.∥−1,p′(x) Norme de W−1,p′(x) (Ω) définie par

|Φ|−1,p′(x) = inf
{

∥Φ0∥p′(x) +
N∑

i=1
∥Φi∥p′(x)

}
, Φ = Φ0 − div(F ),

avec Φ0 ∈ Lp′(x) (Ω) et F = (Φ0, ...,ΦN) ∈
(
Lp′(x) (Ω)

)N
.
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0.4.3 Produit cartésien d’espaces de Orlicz

Lp1(x),p2(x) (Ω) Espace produit de Orlicz-Lebesgue Lp1(x) (Ω) × Lp2(x) (Ω).

∥.∥p1(x),p2(x) Norme de Luxembourg, définie sur Lp1(x),p2(x) (Ω) par

∥(u1, u2)∥p1(x),p2(x) = ∥u1∥p1(x) + ∥u2∥p2(x).

Lp′
1(x),p′

2(x) (Ω) Espace dual de Lp1(x),p2(x) (Ω), correspondant à l’espace produit de
Orlicz-Lebesgue Lp′

1(x) (Ω) × Lp′
2(x) (Ω).

∥.∥p′
1(x),p′

2(x) Norme de Luxembourg, définie sur Lp′
1(x),p′

2(x) (Ω) par

∥(Φ1,Φ2)∥p′
1(x),p′

2(x) = ∥ϕ∥p′
1(x) + ∥ψ∥p′

2(x).

X
1,p1(x),p2(x)
0 Espace produit de Orlicz-Sobolev W 1,p1(x)

0 (Ω) ×W
1,p2(x)
0 (Ω).

∥.∥1,p1(x),p2(x) Norme de Luxembourg, définie sur X1,p1(x),p2(x)
0 par

∥(u1, u2)∥1,p1(x),p2(x) = ∥u∥1,p1(x) + ∥v∥1,p2(x),

X−1,p′
1(x),p′

2(x) (Ω) Espace dual de X1,p1(x),p2(x)
0 (Ω), correspondant à l’espace de Orlicz-

Sobolev W−1,p′
1(x) (Ω) ×W−1,p′

2(x) (Ω).

∥.∥−1,p′
1(x),p′

2(x) Norme duale de ∥.∥1,p1(x),p2(x), définie sur X−1,p′
1(x),p′

2(x) (Ω) par

∥(Φ,Ψ)∥−1,p′
1(x),p′

2(x) = ∥Φ∥−1,p′
1(x) + ∥Φ∥−1,p′

2(x) .

⟨., .⟩1,p1(x),p2(x) Crochet de dualité entre les espaces duaux X
1,p1(x),p2(x)
0 (Ω) et

X−1,p′
1(x),p′

2(x) (Ω), défini par

⟨(u1, u2), (Φ1,Φ2)⟩1,p1(x),p2(x) = ⟨u, ϕ⟩1,p1(x) + ⟨v, ψ⟩1,p2(x) ,

pour tout (u1, u2) ∈ X
1,p1(x),p2(x)
0 (Ω) et (Φ1,Φ2) ∈

X−1,p′
1(x),p′

2(x) (Ω).
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0.4.4 Autres espaces

C0 (Ω) Espace des fonctions continues définies sur Ω.

Ck (Ω) Espaces fonctionnels, définis par

Ck (Ω) =
{
u ∈ C0 (Ω) |Dku ∈ L∞ (Ω) ∩ C0 (Ω)

}
, k ∈ N.

Ck,α (Ω) Espaces des fonctions Ck-Hölder continues, définis sur Ω lorsque
(k, α) ∈ N × (0, 1) par

Ck,α (Ω) =
{
u ∈ Ck (Ω) | |u(x) − u(y)| ≤ |x− y|α, ∀x, y ∈ Ω

}
.

∥.∥k,α Norme de Hölder des espaces Ck,α (Ω), définie par

∥u∥k,α = max
i∈[0,k]

{∥Di∥∞} + max
i∈[0,k]

{∥Di∥0,α}.

Ck,1/log(t) Espaces des fonctions log-Hölder continues, définis par

Ck,1/log(t) =
{
u ∈ Ck | |u(x) − u(y)| ≤ 1

|log(|x− y|)| , ∀x, y ∈ Ω
}
.

C+
0 (Ω) C+

0 (Ω) =
{
u ∈ C(Ω) |u > 0 dans Ω, u = 0 sur ∂Ω

}
.

0.5 Espaces à exposants variables

0.5.1 Éléments de base
L’histoire mathématique des espaces à exposants variables remonte à l’article publié en 1931

par Orlicz[Orl31], dans lequel le problème suivant a été considéré :

Enoncé : Soit (pi) (avec pi > 1) et (xi) des suites de nombres réels tels que
∑

xpi
i

converge.
Question : Quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes sur (yi) pour que

∑
xiyi converge ?

Cette anecdote, rapportée dans le travail de Diening, Hasto et Nekvinda [DHN04], connait la
réponse suivante :

Réponse :∑(λyi)p′
i devrait converger pour une certaine constante λ > 0 avec p′

i = pi/(pi − 1).

Ce problème correspond à la version discrétisée de l’inégalité de Hölder pour l’espace de Le-
besgue généralisé Lpi(Ω), qui a d’abord été étudiée par Orlicz lorsque Ω ⊂ R, puis qui a été
généralisée au cas où Ω ⊂ RN . Dans l’étude des espaces de Orlicz, on définit l’ensemble Lφ(Ω)
des fonctions mesurables à valeurs réelles définies sur Ω, telles qu’il existe un réel λ > 0 pour
lequel

∫
Ω ϕ(λ|u1(x)|)dx < ∞. Si la fonction φ dépend de la position dans Ω, de tels espaces sont
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appelés espaces modulaires, et l’un des pionniers dans leur étude fut Nakano (voir [Nak50] par
exemple), en tant que cas particulier des espaces dits de Nakano.

0.5.2 Propriétés basiques de espaces de Orlicz modulaires

Sharapudinov [Sha79] et Rakosnik et Kovacik [KR91] ont démontré que les espaces Lp(.)(Ω)
et W 1,p(.)(Ω) sont des espaces de Banach, lorsqu’ils sont munis des normes de Luxembourg ∥.∥p(.)
et ∥.∥1,p(.) définies par

∥u∥p(.) = inf
{
λ > 0 :

∫
Ω

∣∣∣∣uλ
∣∣∣∣p(x)

dx ≤ 1
}
, ∥v∥1,p(.) = ∥v∥p(.) + ∥∇v∥p(.),

(u1, u2) ∈ Lp(.)(Ω) × W 1,p(.)(Ω). Aussi, ces espaces sont séparables et réflexifs pourvu que 1 <
ess inf

Ω
p(x) ≤ ess sup

Ω
p(x) < ∞. Par ailleurs, grâce aux travaux de Kovacik et Rakosnik[KR91]

dans les années 90, qui ont permis d’apporter une meilleure compréhension des espaces à expo-
sants variables, d’autre résultats importants sont apparus. On peut citer, par exemple, l’impor-
tance de la propriété de log-Hölder continuité de l’exposant variable p(.), i.e. l’existence d’une
constante c > 0 telle que

|p(x) − p(y)| ≤ c

| log |x− y||
,

pour tout |x−y| < 1/2. On peut citer aussi l’importance des espaces à exposants variables dans
la modélisation des fluides électrorhéologiques. Les espaces des fonctions log-Hölder continues,
aussi appelées fonctions 0-Hölder continues, fonctions de Dini ou fonctions faiblement Lipschitz
continues, sont notés C0,1/|log(t)|. Cependant, beaucoup de problèmes subsistent et ralentissent
le développement des connaissances sur les espaces Lp(.), principalement dus au fait que ces
espaces sont virtuellement jamais invariant par translation, et que la convolution entre deux
fonctions appartenant à ces espaces ne satisfait plus l’inégalité de Young lorsque p(.) diffère
d’une constante, i.e.

∥f ⋆ g∥p(.) ≤ c∥f∥p(.)∥g∥1 a lieu si et seulement si p est constant,

pour tout f, g ∈ Lp(.), voir [Die04a]. Ces deux points majeurs marquent la différence entre les
espaces de Lebesgue à exposant constant et ceux à exposants variables. On peut citer également
l’injection compacte de Sobolev W 1,p(x)

0 (Ω) ↪→ Lp(x) (Ω), qui n’est plus valide pour un exposant
p(.) général, mais qui est vérifiée lorsque p(.) est log-Hölder continu, voir Diening[Die04b] et
Samko[Sam98]. La question de la nécessité d’une telle condition pour assurer les injections de
Sobolev reste à ce jour un problème ouvert, bien qu’il a été démontré par Kovacik et Rakosnik
l’existence d’une fonction continue p telle que l’injection W

1,p(x)
0 (Ω) ↪→ Lp⋆(.)(Ω) n’ait pas lieu,

où p⋆(x) = Np(x)/(N − p(x)) est la généralisation de l’exposant critique de Sobolev.

Un autre problème, et pas des moindre, concerne la densité des fonctions lisses dans les espaces de
Orlicz-Sobolev, i.e. les fonctions appartenant à l’espace C∞(Ω), qui est une propriété importante
dans la mesure où elle permet l’approximation des fonctions faibles par une suite de fonctions
régulières selon la norme considérée. Par ailleurs, il existe des espaces de Orlicz-Sobolev pour
lesquels les fonctions lisses ne sont pas denses. Aussi, Kovacik et Rakosnik [KR91] ont démontré
que la propriété de densité a lieue lorsque l’exposant variable p(.) est borné, condition qui fut
plus tard affaiblie par Samko[Sam00], par la condition de log-Hölder continuité de p(.).
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Pour finir, juste un mot sur la dualité de ces espaces : dans [KR91], l’auteur démontre que le dual
de l’espace Lp(x)(Ω) correspond à l’espace Lp′(x)(Ω), sous la condition unique que p ∈ L∞(Ω),
où p′(x) = p(x)/(p(x) − 1) est l’exposant conjugué de p(.). Aussi la caractérisation du dual des
espaces de Sobolev a été donnée dans [KR91] dans le cas où p(.) est une fonction mesurable
et bornée, à savoir que pour toute distribution G ∈

(
W 1,p(x)(Ω)

)⋆
= W−1,p′(x)(Ω), il existe un

couple unique (g, |∇g|) ∈
(
Lp(.)(Ω)

)2
tel que l’identification suivante ait lieue

G(f) =
∫

Ω
(fg + |∇f ||∇g|) dx, pour tout f ∈ W 1,p(.)(Ω).

De surcroît, lorsque le domaine est un sous-ensemble borné de RN , et que p, q sont des fonctions
mesurables, les injections continues Lp2(.) ↪→ Lp(.) et W k,p2(x) ↪→ W k,p(x) (k ≥ 0) sont assurées,
pourvu que p(x) ≤ p2(x) pour tout x ∈ Ω. Aussi, l’extension de l’inégalité de Hölder pour les
espaces de Orlicz-Lebesgue est donné par le lemme suivant.

Lemme 0.5.1 (voir [KWZ10a] Lemme 2.1). Pour tous u ∈ Lp(x) (Ω) et v ∈ Lp′(x) (Ω), l’inégalité
suivante est vérifiée :∣∣∣∣∫

Ω
uvdx

∣∣∣∣ ≤
(

1
p− + 1

(p−)′

)
∥u∥p(x)∥v∥p′(x) ≤ 2∥u∥p(x)∥v∥p′(x).
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0.6 Organisation générale de l’étude
L’étude dans sa globalité suit l’organisation suivante :

• Les chapitres 1 et 2 traitent de l’existence de solutions pour le système (S), sous certaines
conditions, dans un premier temps au moyen de la méthode du degré topologique (chapitre 1),
et dans un deuxième temps au moyen du théorème de point fixe de Schauder et de la méthode
des sur- et sous-solutions (chapitre 2).

− Dans le chapitre 1, nous considérons le système (S) sous les conditions suivantesf1 (x, u1, u2,∇u1,∇u2) = c1(x)u1|u1|α1(x)−1u2|u2|β1(x)−1 + d1(x)|∇u1|γ1(x) + e1(x)
f2 (x, u1, u2,∇u1,∇u2) = c2(x)u1|u1|α2(x)−1u2|u2|β2(x)−1 + d2(x)|∇u2|γ2(x) + e2(x),

(27)

où ci, di, αi, βi, γi, ei ∈ C(Ω) (i = 1, 2), sont des fonctions positives et bornées, avec e−
i > 0

(i = 1, 2).
Nous prouvons qu’un tel problème admet au moins une solution, sous certaines conditions sur
les coefficients ci, di, ei (i = 1, 2) et les puissances αi, βi, γi (i = 1, 2), par application du degré
toplogique de Berkovits. L’utilisation d’un degré topologique, initiée par Leray-Schauder[LS34],
est basée globalement sur le passage par homotopie entre le problème initial et un autre problème
admettant des solutions non triviales. De ce fait, on déduit l’existence d’une solution pour le
problème initial par invariance homotopique du degré topologique.

− Dans le chapitre 2, nous considérons le système (S) sous les conditions suivantes
m1u

α1(x)
1 u

β1(x)
2 ≤ f1 (x, u1, u2,∇u1,∇u2) ≤ M1

(
u

α1(x)
1 u

β1(x)
2 + |∇u1|γ1(x) + |∇u2|γ1(x)

)
m2u

α2(x)
1 u

β2(x)
2 ≤ f2 (x, u1, u2,∇u1,∇u2) ≤ M2

(
u

α2(x)
1 u

β2(x)
2 + |∇u1|γ2(x) + |∇u2|γ2(x)

)
,

ui > 0 (i = 1, 2),

(28)

où αi, βi, γi, γi ∈ C(Ω) (i = 1, 2), sont des fonctions bornées sur Ω (pouvant être négatives) et
mi,Mi sont des constantes positives.
Moyennant certaines conditions sur les coefficients mi,Mi (i = 1, 2) et les puissances αi, βi, γi, γi

(i = 1, 2), nous montrons que le problème admet au moins une solution en appliquant le théo-
rème de point fixe de Schauder ainsi que la méthodes des sur- et sous-solutions. La méthode des
sur- et sous-solutions, introduite historiquement par Keller [Kel69] et Amann et Moser [AM71],
est basée sur des techniques de comparaison entre la solution du problème (ou celle d’un pro-
blème auxiliaire), et des fonctions (u1, u2), (u1, u2), appelées respectivement sous-solutions et
sur-solutions. Dans ce chapitre, ces dernières seront construites au moyen des fonctions (bien
connues) (p1(x), p2(x))-torsion.

• Dans le chapitre 3, nous prouvons, dans un premier temps, des résultats de non-existence pour
le système (S), dans le cas où les non-linéarités fi (i = 1, 2) sont définies d’une part de la façon
suivante f1 (x, u1, u2,∇u1,∇u2) = λu

α1(x)
1 u

β1(x)
2

f2 (x, u1, u2,∇u1,∇u2) = λu
α2(x)
1 u

β2(x)
2 ,
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et d’autre part de la façon suivante
f1 (x, u1, u2,∇u1,∇u2) = λ

(
u

α1(x)
1 u

β1(x)
2 + |∇u1|γ1(x) + |∇u2|γ1(x)

)
f2 (x, u1, u2,∇u1,∇u2) = λ

(
u

α2(x)
1 u

β2(x)
2 + |∇u1|γ2(x) + |∇u2|γ2(x)

)
,

où αi, βi, γi, γi ∈ C(Ω) (i = 1, 2), sont des fonctions positives et bornées, et λ est une constante
strictement positive.
Le raisonnement suit les idées de Moussaoui, Didi et Khodja [DKM20, Théorème 1]. Précisément,
les auteurs ont prouvé que, lorsque les termes sources sont du type fi(x, u1, u2,∇u1,∇u2) =
λuαi

1 u
βi
2 , alors sous certaines conditions strictes sur les puissances αi, βi, supposées constantes,

le problème (S) n’admet aucune solution non-triviale positive lorsque λ excède une certaine
constante, construite à partir de la première valeur propre du (p1(x), p2(x))-Laplacien. De tels
résultats peuvent être étendus à des situations plus générales, où les puissances αi, βi sont
variables, et avec présence de termes de convection dans l’expression de fi (i = 1, 2), ce qui sera
l’objet de la première partie de ce chapitre.
Dans un deuxième temps, nous prouvons la non-existence de solutions pour le système (S) dans
le cas scalaire, avec d’une part la condition

f (x, u,∇u) = λu−α(x) + µur(x), (29)

et d’autre part la condition

f (x, u,∇u) = λu−α(x) + µur(x) + ν(x)|∇u|δ(x), (30)

où α, r, δ sont des fonctions positives et bornées, et λ, µ sont des constantes strictement posi-
tives.
Dans la littérature, Giacomoni, Schlinder et Takac [GST07, Lemme 3.3] ont montré que des
EDPs du type −∆pu = λu−α + ur n’admettent aucune solution lorsque λ excède une certaine
valeur implicite, sous certaines conditions des exposants α et r, supposés constants. Ils ont
raisonné par l’absurde, en utilisant l’isolation de la première valeur propre du p-Laplacien (p
constant). Ici, le terme isolation signifie qu’il n’existe aucune suite de valeurs propres λi conver-
geant vers la première valeur propre. Nous allons étendre ce résultat dans le cas scalaire, pour
les termes sources (29) et (30).

• Le chapitre 4 est dédié à l’étude de deux pistes, laissées en perspective, qui pourraient faire
l’objet de résultats futurs.
La première piste considérée concerne l’obtention d’une estimation globale du gradient de la
solution a priori du système (S), dans le cas scalaire, sous la condition

f (x, u,∇u) = λ
(
u−α(x) + |∇u|γ(x)

)
,

où α, γ ∈ C(Ω) sont des fonctions positives et bornées, et λ est une constante positive.
Tout d’abord, suivant les idées de Zhang[Zha07], nous donnons une sous-estimation de la so-
lution à priori d’un tel problème sur tout le domaine Ω. Puis, en s’inspirant des travaux de
Ladyzhenskaya et Ural’tseva[LU68], nous prouvons une estimation du gradient à l’intérieur du
domaine au moyen de la sous-estimation.
La deuxième piste porte sur l’existence d’au moins une solution non-triviale pour le système (S)
sous la condition (27), suivant une autre approche que celle utilisée dans le Chapitre 1. Cette
approche est basée sur la construction de sur-et-sous-solutions de type radial adaptées à (S),
inspirées de [Vé16].
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Dans ce chapitre, nous étudions le problème suivant :

(Sα,β)


−∆p1(x)u1 = c1(x)u1|u1|α1(x)−1u2|u2|β1(x)−1 + d1(x)|∇u1|γ1(x) + e1(x) dans Ω
−∆p2(x)u2 = c2(x)u1|u1|α2(x)−1u2|u2|β2(x)−1 + d2(x)|∇u2|γ2(x) + e2(x) dans Ω
u1 = u2 = 0 sur ∂Ω,

(1.1)

où αi, βi, γi, ei, ci, di ∈ C(Ω) (i = 1, 2) sont des fonctions positives et bornées, avec e−
i > 0

(i = 1, 2).

Le but de ce chapitre est de généraliser les travaux de Vélin[Vé16]. Notre approche technique
sera la même que celle de [HAL19], à savoir l’application du degré de Berkovits, introduit
dans [Ber07a], et qui n’est autre que la généralisation du degré topologique classique de Leray-
Schauder.

1.1 A propos de la notion de degré topologique

1.1.1 Définition d’un degré topologique
Soit G un sous-ensemble borné d’un espace de Banach X, f une application définie de X

à valeur dans un espace de Banach Y , et y0 un nombre réel. Considérons une fonction d, asso-
ciant au triplet (f,G, y0) l’entier d(f,G, y0). Une telle fonction d est appelée degré topologique,
pourvu qu’elle satisfait trois propriétés importantes, à savoir :

• (Propriété de normalisation) Si f0 : X → Y désigne une application identité, alors d(f0, G, y0) =
+1 ;

• (Propriété d’additivité) Si G1 et G2 sont deux sous-ensembles de G tels que y0 /∈ f(cl(G)\(G1∪
G2)), alors d(f,G, y0) = d(f,G1, y0) + d(f,G2, y0) ;

• (Propriété d’invariance homotopique) Si l’ensemble {ft : cl(G) → Y : 0 ≤ t ≤ 1} représente
une famille d’homotopies continues, et {yt : 0 ≤ t ≤ 1} représente une courbe continue de Y ,
telle que yt /∈ ft(∂Ω) pour tout t ∈ [0, 1], alors d(ft, G, yt) est constant en t sur [0, 1].

De tels outils sont utilisés pour prouver l’existence de solutions pour des problèmes du type
g(x) = x, en considérant l’équation (I − g)(x) = 0 (appelée équation d’Hammerstein du pro-
blème), et en posant f = I − g et y0 = 0. Voici un court aperçu de l’évolution des degrés
topologiques, bien détaillée dans [Bro83b].

1.1.2 Degré topologique de Leray-Schauder
En dimension finie, i.e. lorsque X et Y sont isomorphes à des sous-ensembles de RN , il est

bien connu l’existence d’une unique fonction dB(f,G, y0) satisfaisant les propriétés d’un degré
topologique, voir [Bro11]. La construction d’un tel degré fait intervenir la solution fondamentale
du problème de Laplace dans Ω ⊂ RN , voir [Bro83b, Théorème 1] pour plus de détails.

En dimension infinie, le degré de Brouwer peut être généralisé, pourvu que f(cl(G)) est un
ensemble relativement compact de X, i.e. un ensemble dont l’adhérence est compacte, voir
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[Bro83b, Théorème 3]. Un tel degré, apparu en 1931, est le bien connu degré topologique de
Leray-Schauder[LS34].

Pour construire ce degré, les auteurs ont eu recours à des méthodes de :

• Approximation de la fonction f par une fonction f̃ de rang finie, en utilisant la compacité de
(I − f)(cl(G)) ;

• Invariance du degré de Brouwer par modification de l’approximant de f . Cette propriété se
justifie en considérant une homotopie affine entre deux approximations différentes de f , et en
utilisant l’invariance homotopique du degré de Brouwer ;

• Invariance du degré de Brouwer par restriction de f à un sous espace de dimension finie de
G. Ce résultat est d’une importance capitale pour la construction du degré de Leray-Schauder,
et sa justification repose sur la suspension de f par l’opérateur de suspension S1 : cl(G) → X,
défini par

S1(f)(x) = S1(f)(x0 + x1) = f(x0) + x1, avec x = (x0, x1) ∈ G = G0 ×B1.

L’idée est de décomposer tout domaine X̃(k) ⊂ X de dimension k (k ∈ N), en le produit cartésien
d’un sous-domaine X̃(k)

0 , avec son complémentaire dans X̃(k), noté X̃(k)
1 . De ce fait, pour tout

sous-ensemble borné G̃(k) ⊂ X̃(k), on peut écrire que G̃(k) = G̃
(k)
0 ×B

(k)
1 ⊂ X̃

(k)
0 × X̃

(k)
1 , où G̃

(k)
0

est un ensemble borné de X̃(k)
0 , et B(k)

1 une boule unité de X̃(k)
1 centrée à l’origine (voir [Bro83b]

Propositions 5 et 6). Cela permet de prouver que

dB(f̃ (k)
0 , G̃

(k)
0 , y

(k)
0 ) = dB(S1(f̃ (k)), G̃(k), y

(k)
0 ) = dB(f̃ (k), G̃(k), y

(k)
0 ),

où f̃ (k), y
(k)
0 font référence aux approximations de f et y0 dans l’espace X̃(k), et f̃ (k)

0 est la res-
triction de f̃ (k) à l’ensemble G̃0(k). Par conséquent, le degré de Leray-Schauder dLS(f,G, y0)
correspond à la valeur commune de dB(f̃ (k)

0 , G̃
(k)
0 , y

(k)
0 ), pour toute approximation finie f̃ (k)

0 de
f , associée à un sous-ensemble G̃(k)

0 de G, de dimension k (k ∈ N).

1.1.3 Degré topologique de Browder
L’approche de Leray-Schauder fut reprise et généralisée par Browder pour une classe d’ap-

plications f , plus nécessairement compactes, mais vérifiant la propriété de classe (S+), avec la
propriété de demi-continuité. Ces propriétés sont définies comme suit :

(A) f est dite de classe (S+) si, pour toute suite xj dans G, convergeant faiblement vers x dans X,
et pour laquelle lim < f(xj), xj − x >≤ 0, on a xj → x.

(B) f est dite demi-continue si elle est continue de la topologie forte de X
vers la topologie faible de X⋆.

Pour approcher l’application f par une suite d’approximations de dimension finie, l’auteur a
utilisé la méthode d’approximation de Galerkin, et a considéré un opérateur de suspension
S2 : cl(P−1(G0) ∩ (I − P )−1(B1)) → X⋆

0 , défini par

S2(f) = P ⋆fP + (I − P )⋆J(I − P ),
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où P est l’opérateur de projection de X sur un sous-espace fermé X0 ⊂ X, P ⋆ et (I − P )⋆ sont
des opérateurs d’injection de X⋆

0 dans X⋆, et J : X → X⋆ est l’application de dualité.

1.1.4 Degré topologique de Berkovits
Par la suite, les travaux de Browder ont été adaptés par Berkovits [Ber07b] à des problèmes

de point fixe de la forme (PT ) : f ◦ T−1(x) = x, où T−1 : X⋆ → X est l’opérateur inverse
d’un opérateur T : X → X⋆, satisfaisant f(y) = Ty. Ici, T est supposé borné, demi-continu,
et de classe (S+). Ainsi, Berkovits a prouvé que, lorsque f satisfait les propriétés de bornitude,
demi-continuité, et la propriété de classe (S+)T , définie par

(C) f est dite de classe (S+)T si, pour toute suite xj dans G, convergeant faiblement vers x dans X,
telle que la suite {yj} = {T (xj)} converge vers y dans X⋆, et pour laquelle
lim < f(xj), yj − y >≤ 0, on a xj → x,

alors il existe une unique fonction degré, basée sur le degré de Browder, qui est invariante par
approximation de f , et par discrétisation de G. L’auteur a utilisé la méthode d’approximation
appelée "régularisation super elliptique" pour approcher f par une suite d’approximations de
dimension finie, et a considéré l’opérateur de suspension S3 : G → X⋆, défini par

S3(f) = λϕϕ̂f + T, pour tout λ > 0 suffisamment large,

où ϕ désigne une injection linéaire compacte d’un espace de Hilbert séparable W dans X⋆,
ϕ̂ : X → W est son auxiliaire, défini par(

ϕ̂(u)|v
)

W
= ⟨u, ϕ(v)⟩ , pour tout v ∈ W et u ∈ X.

Il est à remarquer que la solution de (PT ), notée x⋆, obtenue à partir du degré de Berkovits et
satisfaisant g(T−1x⋆) = x⋆, appartient à l’espace dual X⋆, étant donné que T−1 : X⋆ → X.

1.1.5 Articulation du chapitre
En vue de l’application du degré de Berkovits, nous nous focaliserons sur les propriétés de

l’application f : X1,p1(x),p2(x)
0 (Ω) → X−1,p′

1(x),p′
2(x)(Ω), définie par

f(u1, u2) ≡ (f1(x, u1, u2,∇u1,∇u2), f2(x, u1, u2,∇u1,∇u2)), (1.2)

ainsi que les propriétés de l’opérateur T : X1,p1(x),p2(x)
0 (Ω) → X−1,p′

1(x),p′
2(x)(Ω), défini par

T (u1, u2) ≡ (−∆p1(x)u1,−∆p2(x)u2),

afin de prouver l’existence de point fixe à l’opérateur I−f◦T−1 : X−1,p′
1(x),p′

2(x)(Ω) → X−1,p′
1(x),p′

2(x)(Ω).
Une des raisons principales justifiant l’utilisation du degré de Berkovits, au lieu du degré de
Leray-Schauder, provient du fait que, généralement, l’opérateur T n’est pas compact (voir, par
exemple, [PS99]).

Plus précisément, il s’agira pour nous de :
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• Prouver que les applications f et T , ainsi définies, vérifient les propriétés de bornitude, demi-
continuité, ainsi que la propriété de classe (S+) (pour l’opérateur T ), et celle de classe (S+)T

(pour l’application f).

• Reformuler notre problème sous la forme
(Φ1,Φ2) − f ◦ T−1(Φ1,Φ2) = 0, (Φ1,Φ2) ∈ X−1,p′

1(x),p′
2(x)(Ω), (1.3)

appelée équation d’Hammerstein du problème, et qui n’est autre que le problème dual de
T (u1, u2) = f(u1, u2), (u1, u2) ∈ X1,p1(x),p2(x)(Ω),

dans le sens où T−1(Φ1,Φ2) = (u1, u2) ∈ X1,p1(x),p2(x).

• Établir une homotopie adéquate, permettant de passer de (1.3) vers une autre équation ad-
mettant des solutions non triviales. Pour ce faire, on va tout simplement considérer l’homotopie
affine H(t, .) = I(.)− tf ◦T−1(.), et conclure, en utilisant l’invariance homotopique et la norma-
lisation du degré de Berkovits, que d(I,G, 0) = d(H(1, (Φ1,Φ2)), G, 0) = 1, i.e. que la solution
duale (Φ⋆

1,Φ⋆
2) existe, et ainsi, par bijection de T , que la solution de notre problème (u⋆

1, u
⋆
2)

existe. Ici, l’ensemble G ⊂ X−1,p′
1(x),p′

2(x)(Ω) correspond à un ensemble borné tel que
H(t, (Φ1,Φ2)) = (Φ1,Φ2) − tf ◦ T−1(Φ1,Φ2) ̸= 0, ∀(Φ1,Φ2) ∈ ∂G, (1.4)

et dont la construction sera précisée par la suite.

1.2 Hypothèses
Dans ce chapitre, nous nous plaçons sous les hypothèses suivantes (voir section Notations

pour plus de détails).

(H1) pi ∈ C1(Ω) et 1 < p−
i ≤ pi(x) ≤ p+

i < N (i = 1, 2),

(H2) Ω : sous-ensemble borné de RN (N ∈ N) suffisamment régulier,

(H3) ci, di, ei ∈ C(Ω)(i = 1, 2) sont des fonctions positives et bornées, avec e−
i > 0 (i = 1, 2),

(H4) 0 < α−
i , β

−
i , αi, βi ∈ C(Ω) (i = 1, 2),

(H5) αi(x) p′
i(x)

p1(x) + βi(x) p′
i(x)

p2(x) < min
(

1, p−
1 p′

i(x)
η′p1(x) + (p−

2 −η)p′
i(x)

ηp2(x) ,
(p−

1 −η)p′
i(x)

ηp1(x) + p−
2 p′

i(x)
η′p2(x)

)
∀x ∈ Ω,

η ∈
(
1,min{p−

1 , p
−
2 }
)
, η′ = η

η−1 (i = 1, 2)

(H6) 0 ≤ γi(x) < p−
i − 1, γi ∈ C(Ω) (i = 1, 2).

1.3 Résultats principaux
Le principal résultat de ce chapitre est le théorème suivant. Ce théorème assure l’existence

de solutions, par application du degré topologique de Berkovits, pour le système quasi-linéaire
suivant

−∆p1(x)u1 = c1(x)u1|u1|α1(x)−1u2|u2|β1(x)−1 + d1(x)|∇u1|γ1(x) + e1(x) dans Ω
−∆p2(x)u2 = c2(x)u1|u1|α2(x)−1u2|u2|β2(x)−1 + d2(x)|∇u2|γ2(x) + e2(x) dans Ω
u1 = u2 = 0 sur ∂Ω.

(1.5)
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Théorème 1.3.1. Sous les hypothèses (H1) à (H6), le système (1.5) admet au moins une
solution non triviale dans X1,p1(x),p2(x)

0 (Ω).

1.4 Définitions et résultats préliminaires

Étant donné que l’on considère des solutions faibles de (1.5), on se place sous la définition
suivante.

Définition 1.4.1. On appelle solution faible de (1.5) tout couple (u1, u2) ∈ W
1,p1(x)
0 (Ω) ×

W
1,p2(x)
0 (Ω) satisfaisant
∫

Ω
|∇u1|p1(x)−2∇u1∇φ1 dx =

∫
Ω

(
c1(x)u1|u1|α1(x)−1u2|u2|β1(x)−1 + d1(x)|∇u1|γ1(x)φ1 + e1(x)

)
φ1dx,∫

Ω
|∇u2|p2(x)−2∇u2∇φ2 dx =

∫
Ω

(
c2(x)u1|u1|α2(x)−1u2|u2|β2(x)−1 + d2(x)|∇u2|γ2(x)φ2 + e2(x)

)
φ2dx,

pour tout (φ1, φ2) ∈ W
1,p1(x)
0 (Ω) ×W

1,p2(x)
0 (Ω).

Dans la suite, X fait référence à un espace de Banach réel, séparable et réflexif, X⋆ son
espace dual, et G ∈ O, avec O la collection de tous les ensembles ouverts et bornés dans X. Le
symbole ∥.∥ fait référence à la norme sur X, et < ., . > désigne le crochet de dualité entre X et
X⋆.

1.4.1 Propriétés du degré de Berkovits
Considérons la classe d’opérateurs suivante :

F1
(
Ḡ
)

:=
{
F : Ḡ → X⋆|F est borné, demi-continu et de classe (S+)

}
,

FT

(
Ḡ
)

:=
{
F : Ḡ → X|F est demi-continu et de classe (S+)T

}
,

FT,B

(
Ḡ
)

:=
{
F : Ḡ → X|F est borné, demi-continu et de classe (S+)T

}
.

Le résultat clé de ce chapitre est le résultat d’existence suivant.

Lemme 1.4.1 (voir [Ber07b]). Il existe une unique fonction degré

d :
{
(F,G, h)|G ∈ O, T ∈ F1

(
Ḡ
)
, F ∈ FT,B

(
Ḡ
)
, h /∈ F (∂G)

}
→ Z,

satisfaisant les propriétés suivantes :
1. (Existence) Si d(F,G,H) ̸= 0, alors l’équation F (u) = h admet une solution dans G.
2. (Additivité) Soit F ∈ FT,B

(
Ḡ
)
. Si G1 et G2 sont deux sous-ensembles ouverts et disjoints

de G, tels que h /∈ F
(
Ḡ\(G1

⋃
G2)

)
, alors on a

d(F,G, h) = d(F,G1, h) + d(F,G2, h).

3. (Invariance homotopique) Si H : [0, 1] × Ḡ → X est une homotopie bornée, admis-
sible avec le graphe intérieur essentiel d’une application commune, et continue, et si
h : [0, 1] → X est un chemin continu dans X, tel que h(t) /∈ H(t, ∂G), pour tout t ∈ [0, 1],
alors la valeur de d (H(t, .), G, h(t)) est constante pour tout t ∈ [0, 1].

4. (Normalisation) Pour tout h ∈ G, on a d(I,G, h) = 1.
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1.4.2 Définition des propriétés de demi-continuité et de classe (S+)T

Nous rappelons certaines propriétés basiques, et donnons la définition d’une fonction demi-
continue. Cette définition sera utilisée plus tard pour l’application du degré de Berkovits.

Définition 1.4.2. Soit Y un espace de Banach réel. Une application F : D ⊂ X → Y est dite :
1. bornée si l’image de tout ensemble borné est un ensemble borné.
2. demi-continue si pour tout suite (un) ⊂ D, un → u, on a F (un) ⇀ F (u).
3. compacte si elle est continue, et que l’image de tout ensemble borné est un ensemble

relativement compact.

Dans ce qui suit, après avoir présenté certaines propriétés de monotonie, nous donnons
la définition de fonctions de classe (S+) et (S+)T , nécessaire pour l’application du degré de
Berkovits.

Définition 1.4.3 (voir [Ber07a] p.291). On définit les propriétés suivantes.
− Propriété de monotonie : une application F : D ⊂ X → X⋆ est monotone si, pour tout
u, v ∈ D,

⟨F (u) − F (v), u− v⟩ ≥ 0.

− Propriété de pseudo-monotonie : une application F : D ⊂ X → X⋆ est pseudo-monotone si,
pour toute suite (un) ⊂ D, telle que un ⇀ u, et satisfaisant

lim
n→∞

(< F (un), un − u >) ≤ 0,

et ⟨F (un), un − u⟩ → 0 dans X,u ∈ D, on a F (un) ⇀ F (u).
− Propriété de classe (S+) : une application F : D ⊂ X → X⋆ est de classe (S+) si, pour toute
suite (un) ⊂ D, telle que un ⇀ u, avec

lim
n→∞

(< F (un), un − u >) ≤ 0,

on a un → u dans X.
− Propriété de classe (S+)T : une application F : D ⊂ X → X satisfait la condition (S+)T si,
pour toutes suites (un) ⊂ D et (yn) = (T (un)) ⊂ X⋆, telles que un ⇀ u, yn ⇀ y, avec

lim
n→∞

(< F (un), yn − y >) ≤ 0,

on a un → u in X.
− Propriété de quasi-monotonie : une application F : D ⊂ X → X⋆ est dite quasi-monotone
si, pour toute suite (un) ⊂ D, telle que un ⇀ u, on a

lim
n→∞

(< F (un), un − u >) ≥ 0.

1.4.3 Homotopie de classe (S+)T

L’utilisation de la propriété d’invariance homotopique du degré de Berkovits nécessite de
considérer des homotopies de classe (S+)T . Tout d’abord, nous définissons le concept d’homo-
topie affine admissible.

38



Définition 1.4.4. Soit T : Ḡ ⊂ X → X⋆ un opérateur borné, continu, et de classe (S+).
Considérons les applications M,N : Ḡ ⊂ X → X. L’homotopie affine H : [0, 1] × Ḡ → X,
définie par

H(t, u) := (1 − t)M(u) + tN(u), pour tout (t, u) ∈ [0, 1] × Ḡ, (1.6)

est appelée homotopie affine, admissible avec le graphe intérieur essentiel de l’opérateur commun
et continu T .

Ensuite, nous établissons une relation entre les homotopies affines admissibles et les homo-
topies de classe (S+)T .

Lemme 1.4.2 (voir [Ber07a]). Si les applications M,N : Ḡ ⊂ X → X sont des applications
bornées, demi-continues, et de classe (S+)T , alors l’homotopie affine H : [0, 1]× Ḡ → X, définie
dans (1.6), a la propriété de classe (S+)T .

1.4.4 Principe de Leray-Schauder
Notre approche est basée grandement sur le lemme suivant.

Lemme 1.4.3 (Principe de Leray-Schauder, voir [Ber07a, Corollaire 9.3]). Soit F = I − TS :
Ḡ ⊂ X → X⋆ une application bornée, demi-continue, et de classe (S+)T , avec T une application
bornée, demi-continue, et de classe (S+). L’équation F (u) = 0 admet au moins une solution,
pourvu que les conditions suivantes sont satisfaites{

0 ∈ G,

t (u− F (u)) ̸= u, ∀u ∈ ∂G, 0 < t < 1.

Dans le but d’appliquer le Lemme 1.4.3, on aura besoin du lemme suivant.

Lemme 1.4.4 (voir [Ber07a] Lemmes 2.2 et 2.4). ] Soit T : Ḡ ⊂ X → X⋆ une application
bornée, demi-continue, et de classe (S+), et soit S : DS : X⋆ → X et L : DL : X⋆ → X des
applications demi-continues, telles que T (Ḡ) ⊂ DS ∩DL. Les énoncés suivants sont vérifiés :

1. Si S est quasi-monotone, alors I + S ◦ T : Ḡ ⊂ X → X est demi-continue et satisfait la
condition (S+)T .

2. Si L est de classe (S+), alors T ◦ T−1 : Ḡ ⊂ X → X est demi-continue et satisfait la
condition (S+)T .

1.4.5 Propriétés de l’opérateur p(x)-Laplacien

Dans le but de prouver que l’opérateur p(x)-Laplacien appartient à l’ensemble F1(G), F1
défini plus tôt, où G est un ensemble qui sera précisé plus tard, le lemme suivant sera d’une
grande aide.

Lemme 1.4.5 (voir [Cha86, Théorème 3.1]). Soit Lp(x) : W 1,p(x)
0 (Ω) → W−1,p′(x) (Ω) l’opérateur

p(x)-Laplacien défini dans la section Notations, alors
1. Lp(x) est un opérateur borné, continu, et strictement monotone.
2. Lp(x) est un opérateur de classe (S+).
3. Lp(x) est un homéomorphisme.
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1.4.6 Propriétés algébriques
En pratique, la norme de Luxembourg ∥.∥p(.) n’est pas aisément maniable, du fait que sa

définition n’est pas aussi explicite que celle de la norme de Lebesgue dans le cas constant, définie
dans la section Notations. Par conséquent, il s’agira plutôt d’utiliser la fonction modulaire ρp(.),
et de faire appel au lemme suivant pour estimer ρp(.) en fonction de ∥.∥p(.).

Lemme 1.4.6 (voir [KWZ10a] Lemme 2.6). Soit ρp(.), défini par ρp(x)(u) =
∫

Ω |u1|p(x)dx,
∀u ∈ Lp(x) (Ω). Par conséquent, les énoncés suivants sont valides :

(1) ρp(x)(u) > 1(= 1;< 1) si et seulement si ∥u∥p(x) > 1(= 1;< 1) respectivement.

(2) Si ∥u∥p(x) < 1, alors ∥u∥p+

p(x) ≤ ρp(x)(u) ≤ ∥u∥p−

p(x).

(3) Si ∥u∥p(x) > 1, alors ∥u∥p−

p(x) ≤ ρp(x)(u) ≤ ∥u∥p+

p(x).

(4) lim
n→+∞

∥un − u∥p(x) = 0 ⇐⇒ lim
n→+∞

ρp(x)(un − u) = 0.

Remarque 1.4.1. A partir des points (2) et (3) du Lemme 1.4.6, on peut déduire les inégalités
suivantes :

(1) ∥u∥p(x) ≤ ρp(x)(u) + 1
(2)ρp(x)(u) ≤ ∥u∥p−

p(x) + ∥u∥p+

p(x).

Nous énonçons les lemmes suivants qui seront très utiles pour la suite.

Lemme 1.4.7 (voir [FIN97]). Pour tous vecteurs réels u, v ∈ RN , il existe deux nombres positifs
C1, C2, dépendant de p(x) (x ∈ Ω fixé), tels que les inégalités suivantes soient vérifiées

〈
|u|p(x)−2u− |v|p(x)−2v, u− v

〉
≥

C1 (|u| + |v|)p(x)−2 |u− v| si 1 < p(x) < 2 et (u1, u2) ̸= (0, 0),
C2|u− v|p(x) si p(x) ≥ 2,

où C1 = p(x) − 1 et C2 = 41−p(x).

Lemme 1.4.8 (voir [KWZ10a, Théorème 3.2]). Soit u, v ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) et p : Ω → R+, satisfai-

sant 1 ≤ p(x) ≤ 2 pour tout x ∈ Ω. Les inégalités suivantes sont valides :
Si
∥∥∥∥(|∇u| + |∇v|)

p(x)(p(x)−2)
2 |∇u− ∇v|p(x)

∥∥∥∥ 2
p(x)

> 1, alors

∫
Ω

|∇u− ∇v|p(x)dx ≤ K1(u1, u2)
∫

Ω
(|∇u| + |∇v|)p(x)−2 |∇u− ∇v|2dx. (1.7)

Si
∥∥∥∥(|∇u| + |∇v|)

p(x)(p(x)−2)
2 |∇u− ∇v|p(x)

∥∥∥∥ 2
p(x)

≤ 1, alors

∫
Ω

|∇u− ∇v|p(x)dx ≤ K1(u1, u2)
(∫

Ω
(|∇u| + |∇v|)p(x)−2 |∇u− ∇v|2dx

) 1
p+
, (1.8)

avec K1(u1, u2) = 2
(
ρp(x) (|∇u|) + ρp(x) (|∇v|) + 1

)
.
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Démonstration. Étant donné que∫
Ω

|∇u− ∇v|p(x)dx

=
∫

Ω
(|∇u| + |∇v|)

p(x)(2−p(x))
2 (|∇u| + |∇v|)

p(x)(p(x)−2)
2 |∇u− ∇v|p(x)dx,

d’après le Lemme 0.5.1, on peut écrire que :∫
Ω

|∇u− ∇v|p(x)dx ≤ 2
∥∥∥∥(|∇u| + |∇v|)

p(x)(2−p(x))
2

∥∥∥∥ 2
2−p(x)

×
∥∥∥∥(|∇u| + |∇v|)

p(x)(p(x)−2)
2 |∇u− ∇v|p(x)

∥∥∥∥ 2
p(x)

.

D’après le Corollaire 1.4.1, et la convexité de t 7→ |t|p(x) pour tout x ∈ Ω, on peut remarquer
que : ∥∥∥∥(|∇u| + |∇v|)

p(x)(2−p(x))
2

∥∥∥∥ 2
2−p(x)

≤ ρ 2
2−p(x)

(
(|∇u| + |∇v|)

p(x)(2−p(x))
2

)
+ 1

= ρp(x) (|∇u| + |∇v|) + 1
≤ ρp(x) (|∇u|) + ρp(x) (|∇v|) + 1

Dans le but de simplifier, et pour une meilleure lecture, on pose

A =
∥∥∥∥(|∇u| + |∇v|)

p(x)(p(x)−2)
2 |∇u− ∇v|p(x)

∥∥∥∥ 2
p(x)

.

Si A > 1, alors le Lemme 1.4.6 implique que

A ≤ ρ 2
p(x)

(
(|∇u| + |∇v|)

p(x)(p(x)−2)
2 |∇u− ∇v|p(x)

) 1
p−

=
(∫

Ω
(|∇u| + |∇v|)p(x)−2 |∇u− ∇v|2dx

) 1
p−

≤
∫

Ω
(|∇u| + |∇v|)p(x)−2 |∇u− ∇v|2dx.

Si A ≤ 1, alors le Lemme 1.4.6 implique que

A ≤
(∫

Ω
(|∇u| + |∇v|)p(x)−2 |∇u− ∇v|2dx

) 1
p+
.

Ceci complète la démonstration.

1.4.7 Un théorème de la Valeur Moyenne
Dans la suite, nous serons confrontés à des situations où nous aurons à estimer l’intégrale

du produit de deux fonctions génériques f et ϕ uniquement à partir de l’intégrale de f . Une
telle estimation est fournie par le Théorème de la Valeur Moyenne suivant, introduit par Banks
dans [Bro83a].

41



Théorème 1.4.1 (voir [Bro83a] théorème 6). Soit f et ϕ des fonctions à valeur réelle, définies
sur x ∈ Ω, avec f intégrable sur Ω, ϕ mesurable sur Ω, et satisfaisant la condition

−∞ < m ≤ ϕ(x) ≤ M < +∞.

Soit l’ensemble

ω = {x ∈ Ω : ϕ(x) ≥ y} .

Si

0 ≤
∫

ω
fdx ≤

∫
Ω
fdx,

pour tout y ∈ [m,M ], alors il existe un réel γ ∈ [m,M ] tel que

γ
∫

Ω
fdx =

∫
Ω
fϕdx.

1.5 Quelques éléments de base

1.5.1 Définition du problème (1.5)
Tout d’abord, précisons que, sous l’hypothèse (H), le problème (1.5) est bien défini. En

d’autres termes, les termes sources fi appartiennent aux espaces duaux Lp′
i(.)(Ω) (i = 1, 2). En

effet, on a le lemme suivant.

Lemme 1.5.1. Sous les hypothèses (H), supposons que (u1, u2) ∈ X
1,p1(x)
0 ×X

1,p2(x)
0 . Alors les

propriétés suivantes sont vérifiées :(
c1(x)u1(x)|u1(x)|α1(x)−1u2(x)|u2(x)|β1(x)−1, c2(x)u1(x)|u1(x)|α2(x)−1u2(x)|u2(x)|β2(x)−1

)
∈ Lp′

1(x) (Ω) × Lp′
2(x) (Ω) ,

(1.9)

et (
d1(x)|∇u1|γ1(x) + e1(x), d2(x)|∇u2|γ2(x) + e2(x)

)
∈ Lp′

1(x) (Ω) × Lp′
2(x) (Ω) . (1.10)

Démonstration. Il est clair que (e1(x), e2(x)) ∈ Lp′
1(x) (Ω)×Lp′

2(x) (Ω). Aussi, pour tout (u1, u2) ∈
Lp1(x) (Ω) × Lp2(x) (Ω), le Lemme 1.5.2 assure que

(
|u1|αi(x)p′

i(x), |u2|βi(x)p′
i(x)
)

∈ L
p1(x)

αi(x)p′
i
(x) (Ω) × L

p2(x)
βi(x)p′

i
(x) (Ω) , (1.11)

i = 1, 2. Par conséquent,

ci(x)|u1(x)|αi(x)p′
i(x)|u2(x)|βi(x)p′

i(x) ∈ Lti(x) (Ω) , (1.12)

où ti est une fonction définie, pour tout x ∈ Ω, par :

1
ti(x) = αi(x)p′

i(x)
p1(x) + βi(x)p′

i(x)
p2(x) ,
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i = 1, 2. De plus, l’hypothèse (H5) assure, pour tout x ∈ Ω, que t1(x) > 1. Maintenant, d’après
(1.12), l’inégalité de Hölder implique :∫

Ω
ci(x)|u1(x)|αi(x)p′

i(x)|u2(x)|βi(x)p′
i(x)dx ≤ ∥ci∥∞∥1∥t′

i(x)

∥∥∥|u1(x)|αi(x)p′
i(x)|u2(x)|βi(x)p′

i(x)
∥∥∥

ti(x)

≤ const
[
ρti(x)

(
|u1(x)|αi(x)p′

i(x)|u2(x)|βi(x)p′
i(x)
)

+ 1
]

≤ const

∥∥∥|u1(x)|αi(x)p′
i(x)
∥∥∥ p1(x)

αi(x)p′
i
(x)

×
∥∥∥|u2(x)|βi(x)p′

i(x)
∥∥∥ p2(x)

βi(x)p′
i
(x)

+ 1
 ,

(1.13)

où, pour tout x ∈ Ω, on a t′i(x) = ti(x)
ti(x)−1 (i = 1, 2). Par conséquent, à partir du Lemme 1.5.2 et

de l’inégalité de Poincaré, il existe xi
0, x

i
1 ∈ Ω (i = 1, 2) tel que l’on ait :

ρp′
i(x)

(
ci(x)|u1(x)|αi(x)|u2(x)|βi(x)

)
≤ const

[
∥u1(x)∥αi(xi

0)p′
i(x

i
0)

1,p1(x) ∥u2(x)∥βi(xi
1)p′

i(x
i
1)

1,p2(x) + 1
]
. (1.14)

Ceci, d’après le Lemme 1.4.6, montre que ci(x)u1(x)|u1(x)|αi(x)−1u2(x)|u2(x)|βi(x)−1 ∈ Lp′
i(x) (Ω)

(i = 1, 2). Grâce à l’hypothèse (H6), l’injection suivante est vérifiée :

Lpi(x) (Ω) ↪→ Lγi(x)p′
i(x) (Ω) ,

i = 1, 2. Par conséquent, en vertu du Lemme 1.4.6 et du Corollaire 1.4.1, on a :

ρp′
i(x)

(
di(x)|∇ui|γi(x)

)
=
∫

Ω

∣∣∣di(x)|∇ui|γi(x)
∣∣∣p′

i(x)
dx

≤ ∥di∥∞ργi(x)p′
i(x) (|∇ui|)

≤ ∥di∥∞

(
∥∇ui∥

p−
i

γi(x)p′
i(x) + ∥∇ui∥

p+
i

γi(x)p′
i(x)

)
≤ ∥di∥∞const

(
∥ui∥

p−
i

1,pi(x) + ∥ui∥
p+

i

1,pi(x)

)
,

(1.15)

ce qui, d’après le Lemme 1.4.6, implique que di(x)|∇ui|γi(x) ∈ Lp′
i(x) (Ω) (i = 1, 2).

1.5.2 Une propriété liée à la norme de Luxembourg
Le lemme suivant est la généralisation, au cas variable, de l’estimation de la quantité

∥|u1|m∥ k
m

par rapport à la quantité ∥u∥m
k . Cette estimation sera très souvent utilisée au cours

de nos travaux.

Lemme 1.5.2. Soit u une fonction à valeur réelle, définie sur Ω ⊂ RN , et k,m deux fonctions
réelles, bornées, et positives, avec m− > 0. Supposons que u ∈ Lk(x) (Ω). Alors um(x) ∈ L

k(x)
m(x) (Ω),

et il existe x0 ∈ Ω tel que ∥∥∥|u|m(x)
∥∥∥ k(x)

m(x)
= ∥u∥m(x0)

k(x) . (1.16)
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Démonstration. Dans la suite, nous supposons que u ̸= 0 p.p. dans Ω, auquel cas l’égalité (1.16)
serait trivialement vérifiée.
Tout d’abord, on peut remarquer que, grâce au Théorème C.0.5, l’égalité suivante est vérifiée :

1 = ρk(x)

(
|u|

∥u∥k(x)

)
(1.17)

=
∫

Ω

|u|k(x)

∥u∥k(x)
k(x)

dx =
∫

Ω

 |u|m(x)

∥u∥m(x)
k(x)


k(x)
m(x)

dx = ρ k(x)
m(x)

 |u|m(x)

∥u∥m(x)
k(x)

 . (1.18)

D’après l’inégalité

ρ k(x)
m(x)

 |u|m(x)

∥u∥m(x)
k(x)

 ≥


ρ k(x)

m(x)

 |u|m(x)

∥u∥m−
k(x)

 si ∥u∥k(x) ≤ 1

ρ k(x)
m(x)

 |u|m(x)

∥u∥m+
k(x)

 si ∥u∥k(x) > 1,

on peut déduire que

min
(
∥u∥m−

k(x), ∥u∥m+

k(x)

)
∈ E :=

{
λ > 0 : ρ k(x)

m(x)

(
|u|m(x)

λ

)
≤ 1

}
.

De plus, on prouve que E admet une borne inférieure. En effet, d’après les propriétés de ρ, il
résulte que

E ⊂
{

0 < λ ≤ 1 : 1
λ

k+
m−

ρ k(x)
m(x)

(
|u|m(x)

)
≤ 1

}⋃{
1 < λ : 1

λ
k−
m+

ρ k(x)
m(x)

(
|u|m(x)

)
≤ 1

}

=
{

0 < λ ≤ 1 : 1
λ

k+
m−

ρk(x) (|u|) ≤ 1
}⋃{

1 < λ : 1
λ

k−
m+

ρk(x) (|u|) ≤ 1
}
.

En utilisant le Théorème de la Valeur Moyenne, énoncé dans le Lemme 1.4.1, il existe x0 ∈ Ω
tel que

E ⊂
{

0 < λ ≤ 1 : 1
λ

k+
m−

∥u∥k(x0)
k(x) ρk(x)

(
|u|

∥u∥k(x)

)
≤ 1

}⋃{
1 < λ : 1

λ
k−
m+

∥u∥k(x0)
k(x) ρk(x)

(
|u|

∥u∥k(x)

)
≤ 1

}

=
{

0 < λ ≤ 1 : 1
λ

k+
m−

∥u∥k(x0)
k(x) ≤ 1

}⋃{
0 < λ ≤ 1 : 1

λ
k−
m+

∥u∥k(x0)
k(x) ≤ 1

}
.

Il s’ensuit que min
(

∥u∥
k(x0)m−

k+
k(x) , ∥u∥

k(x0)m+

k−
k(x)

)
≤ inf(E). Par conséquent, inf(E) existe, ce qui

signifie que |u|m(x) ∈ L
k(x)
m(x) (Ω), pour tout x ∈ Ω. Maintenant, grâce au Théorème C.0.5, l’égalité

suivante est valide :

1 = ρ k(x)
m(x)

 |u|m(x)

∥|u|m(x)∥ k(x)
m(x)

 . (1.19)
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De surcroît, d’après la définition de ρ, l’égalité suivante est vérifiée

ρ k(x)
m(x)

 |u|m(x)

∥|u|m(x)∥ k(x)
m(x)

 =
∫

Ω

∣∣∣∣∣ u

∥u∥k(x)

∣∣∣∣∣
k(x) ∥u∥k(x)

k(x)

∥|u|m(x)∥
k(x)
m(x)
k(x)
m(x)

dx.

Par conséquent, on peut utiliser le Théorème de la Valeur Moyenne, énoncé dans le Lemme
1.4.1, pour garantir l’existence de x0 ∈ Ω, tels que l’on ait :

∫
Ω

∣∣∣∣∣ u

∥u∥k(x)

∣∣∣∣∣
k(x) ∥u∥k(x)

k(x)

∥|u1|m(x)∥
k(x)
m(x)
k(x)
m(x)

dx

=
∥u∥k(x0)

k(x)

∥|u1|m(x)∥
k(x0)
m(x0)
k(x)
m(x)

ρk(x)

(
u

∥u∥k(x)

)
=

∥u∥k(x0)
k(x)

∥|u|m(x)∥
k(x0)
m(x0)
k(x)
m(x)

,

d’où l’égalité (1.16) d’après (1.19).

1.6 Existence d’au moins une solution pour le problème
(1.5)

1.6.1 Une propriété de classe (S+) pour l’opérateur (p1(x), p2(x))-Laplacien
On rappelle (cf Introduction) que l’application du degré de Berkovits nécessite de prouver

que l’opérateur T =
(
−∆p1(x),−∆p2(x)

)
est de classe (S+). Ceci est assuré par la proposition

suivante.

Proposition 1.6.1. Soit l’opérateur T : X1,p1(x),p2(x)
0 (Ω) →

(
X

1,p1(x),p2(x)
0 (Ω)

)⋆
, défini par

T (u1, u2) =
(
−∆p1(x)u1,−∆p2(x)u2

)
,

c’est-à-dire, pour tout couple de fonctions tests (ϕ1, ϕ2) ∈ X
1,p1(x),p2(x)
0 , par

⟨T (u1, u2), (ϕ1, ϕ2)⟩1,p1(x),p2(x) =
〈
Lp1(x)u1, ϕ1

〉
1,p1(x)

+
〈
Lp2(x)u2, ϕ2

〉
1,p2(x)

=
∫

Ω
|∇u1|p1(x)−2∇u1∇ϕ1dx+

∫
Ω

|∇u2|p2(x)−2∇u2∇ϕ2dx.

Alors T est de classe (S+) (voir Définition 1.4.3).

Démonstration. On pose

Ω1 = {x ∈ Ω | 1 < p1(x), p2(x) < 2} , Ω2 = {x ∈ Ω | 1 < p1(x) < 2, 2 ≤ p2(x)} ,
Ω3 = {x ∈ Ω | 2 ≤ p1(x), 1 < p2(x) < 2} , Ω4 = {x ∈ Ω | 2 ≤ p1(x), p2(x)} .

Soit (u1,n, u2,n) une suite de X1,p1(x),p2(x)
0 (Ω), faiblement convergente vers (u1, u2). On suppose

que

lim
n→+∞

⟨L(u1,n, u2,n), (u1,n − u1, u2,n − u2)⟩1,p1(x),p2(x) ≤ 0. (1.20)
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L est de classe (S+), pourvu que (u1,n, u2,n) converge fortement vers (u1, u2). Pour cela, à l’aide
de (1.20), on établit la convergence forte de (u1,n, u2,n) vers (u1, u2). Dans cette perspective, on
considérera les cas suivants.

• Cas 1 : Estimation sur Ω4

D’après les inégalités algébriques fournies par les Lemmes 1.4.7 et 1.4.6, il est vrai que :∫
Ω4

(
|∇u1,n|p1(x)−2 ∇u1,n − |∇u1|p1(x)−2 ∇u1

)
(∇u1,n − ∇u1) dx ≥

∫
Ω4

41−p1(x) |∇u1,n − ∇u1|p1(x) dx

≥ 41−p+
1

∫
Ω4

|∇u1,n − ∇u1|p1(x) dx.

(1.21)

On établit une estimation similaire en remplaçant u1,n par u2,n et p1(.) par p2(.).

• Cas 2 : Estimation sur Ω1

Les Lemmes 1.4.7 et 1.4.8, ainsi que la condition∥∥∥∥(|∇u1,n| + |∇u1|)
p1(x)(p1(x)−2)

2 |∇u1,n − ∇u1|p1(x)
∥∥∥∥ 2

p1(x)

> 1,

impliquent l’inégalité suivante :∫
Ω1

(
|∇u1,n|p1(x)−2 ∇u1,n − |∇u1|p1(x)−2 ∇u1

)
(∇u1,n − ∇u1) dx

≥
∫

Ω1
(p1(x) − 1) (|∇u1,n| + |∇u1|)p1(x)−2 |∇u1,n − ∇u1|2 dx

≥ (p−
1 − 1)

∫
Ω1

(|∇u1,n| + |∇u1|)p1(x)−2 |∇u1,n − ∇u1|2 dx

≥ (p−
1 − 1)

K(u1,n, u1)

∫
Ω1

|∇u1,n − ∇u1|p1(x)dx.

Dans la cas où
∥∥∥∥(|∇u1,n| + |∇u1|)

p1(x)(p1(x)−2)
2 |∇u1,n − ∇u1|p1(x)

∥∥∥∥ 2
p1(x)

≤ 1, alors

∫
Ω1

(
|∇u1,n|p1(x)−2 ∇u1,n − |∇u|p1(x)−2 ∇u1

)
(∇u1,n − ∇u1) dx

≥ (p−
1 − 1)

K(u1,n, u1)

[∫
Ω1

|∇u1,n − ∇u1|p1(x)dx
]p+

1
,

avec K(u1,n, u1) = 2
(∫

Ω1
|∇u1,n|p1(x)dx+

∫
Ω1

|∇u1|p1(x)dx+ 1
)

.

Finalement, en posant A1(u1,n, u1) =
∫

Ω1
|∇u1,n −∇u1|p1(x)dx, on aboutit à l’estimation suivante∫

Ω1

(
|∇u1,n|p1(x)−2 ∇u1,n − |∇u1|p1(x)−2 ∇u1

)
(∇u1,n − ∇u1) dx

≥ (p−
1 − 1)

K(u1,n, u1)
min

{
A1(u1,n, u1), A1(u1,n, u1)p+

1
}
.
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On établit une estimation similaire en remplaçant u1,n par u2,n et p1(.) par p2(.).

• Cas 3 : Estimation sur Ω2

On reprend la démarche utilisée dans le cas 2 pour établir que∫
Ω2

(
|∇u1,n|p1(x)−2 ∇u1,n − |∇u1|p1(x)−2 ∇u1

)
(∇u1,n − ∇u1) dx

≥ (p−
1 − 1)

K(u1,n, u1)
min

{
A2(u1,n, u1), A2(u1,n, u1)p+

1
}
,

avec K(u1,n, u1) = 2
(∫

Ω2
|∇u1,n|p1(x)dx+

∫
Ω2

|∇u1|p1(x)dx+ 1
)

et A2(u1,n, u1) =
∫

Ω2
|∇u1,n −

∇u1|p1(x)dx. Aussi, suivant la démarche utilisée dans le cas 1, on établit que∫
Ω2

(
|∇u2,n|p2(x)−2 ∇u2,n − |∇u2|p2(x)−2 ∇u2

)
(∇u2,n − ∇u2) dx ≥ 41−p+

2

∫
Ω2

|∇u2,n − ∇u2|p2(x) dx.

• Cas 4 : Estimation sur Ω3

On reprend la démarche utilisée dans le cas 2 pour établir que∫
Ω3

(
|∇u2,n|p2(x)−2 ∇u2,n − |∇u2|p2(x)−2 ∇u2

)
(∇u2,n − ∇u2) dx

≥ (p−
2 − 1)

K(u2,n, u2)
min

{
A3(u2,n, u2), A3(u2,n, u2)p+

2
}
,

avec K(u2,n, u2) = 2
(∫

Ω3
|∇u2,n|p1(x)dx+

∫
Ω3

|∇u2|p2(x)dx+ 1
)

et A3(u2,n, u2) =
∫

Ω3
|∇u2,n −

∇u2|p2(x)dx. Aussi, suivant la démarche utilisée dans le cas 1, on établit que∫
Ω3

(
|∇u1,n|p1(x)−2 ∇u1,n − |∇u1|p1(x)−2 ∇u1

)
(∇u1,n − ∇u1) dx ≥ 41−p+

1

∫
Ω3

|∇u1,n − ∇u1|p1(x) dx.

Cas général : Estimation sur Ω

Puisque Ω =
4⋃

i=1
Ωi, avec les ensembles disjoints Ωi (i = 1, · · · , 4), on obtient les inégalités

suivantes :∫
Ω

(
|∇u1,n|p1(x)−2 ∇u1,n − |∇u1|p1(x)−2 ∇u1

)
(∇u1,n − ∇u1) dx

≥ 41−p+
1 A(1,3)(u1,n, u1) + (p−

1 − 1)
K(u1,n, u1)

min
{
A(2,4)(u1,n, u1), A(2,4)(u1,n, u1)p+

1
}
,

avecA(1,3)(u1,n, u1) =
∫

Ω1
⋃

Ω3
|∇u1,n − ∇u|p1(x) dx etA(2,4)(u1,n, u1) =

∫
Ω2
⋃

Ω4
|∇u1,n − ∇u|p1(x) dx.

Cela entraîne que∫
Ω

(
|∇u1,n|p1(x)−2 ∇u1,n − |∇u1|p1(x)−2 ∇u1

)
(∇u1,n − ∇u1) dx

≥ min
(

41−p+
1 ,

(p−
1 − 1)

K(u1,n, u1)

)
× min

(∫
Ω

|∇u1,n − ∇u1|p1(x) dx,A(1,3)(u1,n, u1) + A(2,4)(u1,n, u1)p+
1

)
.
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On établit une estimation similaire en remplaçant u1,n par u2,n et p1(.) par p2(.). De ce fait, on
obtient, grâce au Lemme 1.4.6, le résultat suivant :

< Lp1(x)(u1,n) − Lp1(x)(u1), u1,n − u1 >1,p1(x)

≥


C1,p1(x)(u1,n, u1) min

(
∥∇u1,n − ∇u1∥p+

1
p1(x), C2,p1(x)(u1,n, u1)

)
si ∥∇u1,n − ∇u1∥p1(x) ≤ 1

C1,p1(x)(u1,n, u1) min
(

∥∇u1,n − ∇u1∥p−
1

p1(x), C2,p1(x)(u1,n, u1)
)

si ∥∇u1,n − ∇u1∥p1(x) > 1,

(1.22)

avec C1,p1(x)(u1,n, u1) = min
(

41−p+
1 ,

p−
1 −1

K(u1,n,u1)

)
, et C2,p1(x)(u1,n, u1) = A(1,3)(u1,n, u1)+A(2,4)(u1,n, u1)p+

1 .

• Conclusion : Propriété de classe (S+)

D’après le Lemme 1.4.5, on sait que l’opérateur Lp1(x) est monotone au sens de la Définition
1.4.3, ce qui conduit à la monotonie de l’opérateur T := (Lp1(x), Lp2(x)). La continuité de T
entraîne sa demi-continuité, qui, combinée avec la propriété de monotonie, entraîne la pseudo-
monotonie de T , au sens de la Définition 1.4.3.
En vertu de la pseudo-monotonie de T , on obtient la faible convergence de la suite (u1,n, u2,n).
Remarquons que l’hypothèse (1.20) garantit la convergence faible suivante

T (u1,n, u2,n) ⇀ T (u1, u2). (1.23)

Par conséquent, puisque

lim
n→+∞

⟨T (u1,n, u2,n), (u1,n, u2,n)⟩1,p1(x),p2(x) − lim
n→+∞

⟨T (u1,n, u2,n), (u1, u2)⟩1,p1(x),p2(x)

≤ lim
n→+∞

⟨T (u1,n, u2,n), (u1,n − u1, u2,n − u2)⟩1,p1(x),p2(x)

≤ lim
n→+∞

⟨T (u1,n, u2,n), (u1,n − u1, u2,n − u2)⟩1,p1(x),p2(x)

≤ 0,

alors, d’après (1.23), l’inégalité suivante est vérifiée

lim
n→+∞

K(u1,n, u1) ≤ lim
n→+∞

(K(u1,n, u1) +K(u2,n, u2))

= lim
n→+∞

2
(∫

Ω1
|∇u1,n|p1(x)dx+

∫
Ω1

|∇u2,n|p2(x)dx+
∫

Ω1
|∇u|p1(x)dx+

∫
Ω1

|∇u2|p2(x)dx+ 2
)

≤ 4
(∫

Ω
|∇u|p1(x)dx+

∫
Ω

|∇u2|p2(x)dx+ 1
)
.

On établit une estimation similaire en remplaçant K(u1,n, u1) par K(u2,n, u2). En combinant la
convergence faible de (u1,n, u2,n) vers (u1, u2) avec l’hypothèse (1.20), on obtient :

0 ≥ lim
n→+∞

< T (u1,n, u2,n), (u1,n − u1, u2,n − u2) >1,p1(x),p2(x)

+ lim
n→+∞

< −T (u1, u2), (u1,n − u1, u2,n − u2) >1,p1(x),p2(x) .
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De plus, par définition de la limite supérieure, et grâce aux hypothèses (1.20) et (1.22), on peut
écrire que

0 ≥ lim
n→+∞

< T (u1,n, u2,n), (u1,n − u1, u2,n − u2) >1,p1(x),p2(x)

+ lim
n→+∞

< −T (u1, u2), (u1,n − u1, u2,n − u2) >1,p1(x),p2(x)

≥ lim
n→+∞

< T (u1,n, u2,n) − L(u1, u2), (u1,n − u1, u2,n − u2) >1,p1(x),p2(x)≥ 0.

Ainsi, d’après (1.22), la suite (u1,n)n (resp. (u2,n)n) converge fortement dans W 1,p1(x)
0 (Ω) (resp.

W
1,p2(x)
0 (Ω)).

1.6.2 Une propriété de compacité
On a mentionné dans l’introduction de ce chapitre l’importance que l’application f = (f1, f2),

où f1 et f2 sont les termes sources du problème (1.5), soit bornée, demi-continue, et de classe
(S+)T . Ces différentes propriétés sont partiellement assurées, grâce à la propriété de compacité
de f , que nous prouvons dans la proposition suivante.

Proposition 1.6.2. Sous les hypothèses (H), l’opérateur S : X1,p1(x),p2(x)
0 (Ω) →

(
X

1,p1(x),p2(x)
0 (Ω)

)⋆
,

défini pour tout (Φ1,Φ2) ∈ X
1,p1(x),p2(x)
0 (Ω) par

< S(u1, u2), (Φ1,Φ2) >1,p1(x),p2(x)

:=
∫

Ω

(
c1(x)u1|u1|α1(x)−1u2|u2|β1(x)−1 + d1(x)|∇u1|γ1(x) + e1(x)

)
ϕdx

+
∫

Ω

(
c2(x)u1|u1|α2(x)−1u2|u2|β2(x)−1 + d2(x)|∇u2|γ2(x) + e2(x)

)
ψdx,

(1.24)

est compact, au sens de la Définition 1.4.2.

Démonstration. Étape 1 : Nous prouvons que les termes d’interaction

(u1, u2) → ci(x)u1|u1|αi(x)−1u2|u2|βi(x)−1,

i = 1, 2, donnés dans la définition de S(u1, u2), satisfont les propriétés de bornitude et de
continuité.

Pour ce faire, soit ζ : X1,p1(x),p2(x)
0 (Ω) → Lp′

1(x),p′
2(x) (Ω) une application, définie pour tout

(u1, u2) ∈ X
1,p1(x),p2(x)
0 (Ω) par

ζ(u1, u2) :=
(
c1(x)u1|u1|α1(x)−1u2|u2|β1(x)−1, c2(x)u1|u1|α2(x)−1u2|u2|β2(x)−1

)
.

Nous montrons que l’application ζ est continue. De plus, en utilisant (1.14), nous précisons
qu’elle est bornée au sens de la Définition 1.4.2.
En effet, soit une suite (u1,n, u2,n) dans X1,p1(x),p2(x)

0 (Ω), fortement convergente vers (u1, u2) dans
X

1,p1(x),p2(x)
0 (Ω). Notons tout d’abord que

∥ζ(u1,n, u2,n) − ζ(u1, u2)∥p′
1(x),p′

2(x)

=
∥∥∥c1(x)

(
u1,n|u1,n|α1(x)−1u2,n|u2,n|β1(x)−1 − u1|u1|α1(x)−1u2|u2|β1(x)−1

)∥∥∥
p′

1(x)

+
∥∥∥c2(x)

(
u1,n|u1,n|α2(x)−1u2,n|u2,n|β2(x)−1 − u1|u1|α2(x)−1u2|u2|β2(x)−1

)∥∥∥
p′

2(x)
.
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Cette remarque assure que la continuité sera obtenue pourvu que le terme de droite tend vers
0. En effet, nous montrons que

lim
n→+∞

∥∥∥ci(x)
(
u1,n|u1,n|αi(x)−1u2,n|u2,n|βi(x)−1 − u1|u1|αi(x)−1u2|u2|βi(x)−1

)∥∥∥
p′

i(x)
= 0,

i = 1, 2, ce qui est équivalent, d’après le Lemme 1.4.6, à montrer que

lim
n→+∞

ρp′
i(x)

(
ci(x)

(
u1,n|u1,n|αi(x)−1u2,n|u2,n|βi(x)−1 − u1|u1|αi(x)−1u2|u2|βi(x)−1

))
= 0,

i = 1, 2. Afin d’établir ce résultat, nous pouvons remarquer au préalable que

ci(x)
(
u1,n|u1,n|αi(x)−1u2,n|u2,n|βi(x)−1 − u1|u1|αi(x)−1u2|u2|βi(x)−1

)
= ci(x)

[(
u1,n|u1,n|αi(x)−1 − u1|u1|αi(x)−1

)
u2,n|u2,n|βi(x)−1

+u1|u1|αi(x)−1
(
u2,n|u2,n|βi(x)−1 − u2|u2|βi(x)−1

)]
,

i = 1, 2. Par conséquent, d’après l’inégalité de Hölder et l’inégalité triangulaire, nous pouvons
écrire que

ρp′
i(x)

(
ci(x)

(
u1,n|u1,n|αi(x)−1u2,n|u2,n|βi(x)−1 − u1|u1|αi(x)−1u2|u2|βi(x)−1

))
≤ ∥ci∥∞∥1∥t′

i(x)

(∥∥∥(u1,n|u1,n|αi(x)−1 − u1|u1|αi(x)−1
)

|u2,n|βi(x)
∥∥∥

ti(x)

+
∥∥∥|u1|αi(x)

(
u2,n|u2,n|βi(x)−1 − u2|u2|βi(x)−1

)∥∥∥
ti(x)

)
,

avec ti, t′i (i = 1, 2) définis comme dans le Lemme 1.5.1.
Il en résulte, d’après l’inégalité de Hölder généralisée, que

ρti(x)
((
u1,n|u1,n|αi(x)−1 − u1|u1|αi(x)−1

)
|u2,n|βi(x)

)
≤
∥∥∥u1,n|u1,n|αi(x)−1 − u1|u1|αi(x)−1

∥∥∥ p1(x)
αi(x)

∥∥∥|u2,n|βi(x)
∥∥∥ p2(x)

βi(x)
,

(1.25)

i = 1, 2, et

ρti(x)
(
|u1|αi(x)

(
u2,n|u2,n|βi(x)−1 − u2|u2|βi(x)−1

))
≤
∥∥∥|u1|αi(x)

∥∥∥ p1(x)
αi(x)

∥∥∥u2,n|u2,n|βi(x)−1 − u2|u2|βi(x)−1
∥∥∥ p2(x)

βi(x)
,

(1.26)

i = 1, 2. Comme (u1,n, u2,n)n est fortement convergente, alors, d’après [FZ01, Théorème 1.4],
cela revient à dire que

(u1,n, u2,n) converge vers (u1, u2) dans Ω en mesure,

et

lim
n→+∞

ρp1(x)(u1,n) = ρp1(x)(u) et lim
n→+∞

ρp2(x)(u2,n) = ρp2(x)(v). (1.27)

Avec la continuité de la fonction s 7→ |s|αi(x), x ∈ Ω (i = 1, 2), d’après [Gra07, Théorème 10],
nous avons

|u1,n|αi(x) converge vers |u1|αi(x) dans Ω en mesure,
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i = 1, 2. Cela signifie que, pour tout ε > 0, nous avons

lim
n→+∞

µ
({
x ∈ Ω|

∣∣∣|u1,n|αi(x) − |u1|αi(x)
∣∣∣ ≥ ε

})
= 0,

i = 1, 2, µ étant la mesure de Lebesgue. On établit une estimation similaire en remplaçant u1,n

par u2,n et αi(.) par βi(.) (i = 1, 2). De plus, l’ensemble E, défini par

E =
{
x ∈ Ω |

∣∣∣|u1,n|αi(x) − |u1|αi(x)
∣∣∣ ≥ ε

}
,

i = 1, 2, est tel que {
x ∈ Ω |

∣∣∣u1,n|u1,n|αi(x)−1 − u1|u1|αi(x)−1
∣∣∣ ≥ ε

}
⊂ E,

i = 1, 2, ce qui provient du fait que ε ≤
∣∣∣|u1,n|αi(x) − |u1|αi(x)

∣∣∣ ≤
∣∣∣u1,n|u1,n|αi(x)−1 − u1|u1|αi(x)−1

∣∣∣
pour tout x ∈ E. Par conséquent, nous avons aussi que

u1,n|u1,n|αi(x)−1 converge vers u1|u1|αi(x)−1 dans Ω en mesure,

i = 1, 2. Il est clair, d’après (H6), que αi(x) < p1(x), pour tout x ∈ Ω (i = 1, 2). Par ailleurs,
d’après (1.27), et le fait que

ρp1(x)(u1,n) = ρ p1(x)
αi(x)

(
|u1,n|αi(x)

)
= ρ p1(x)

αi(x)

(
u1,n|u1,n|αi(x)−1

)
,

i = 1, 2, nous avons

lim
n→+∞

ρ p1(x)
αi(x)

(u1,n|u1,n|αi(x)−1) = ρp1(x)(u1) = ρ p1(x)
αi(x)

(u1|u1|αi(x)−1),

i = 1, 2. Cela implique, d’après [FZ01, Théorème 1.4], que u1,n|u1,n|αi(x)−1 converge fortement
vers u1|u1|αi(x)−1 dans L

p1(x)
αi(x) (Ω) (i = 1, 2).

De façon similaire, d’après (H6), nous savons que βi(x) < p2(x), pour tout x ∈ Ω (i = 1, 2).
Alors

lim
n→+∞

ρp2(x)(u2,n) = lim
n→+∞

ρ p2(x)
βi(x)

(|u2,n|βi(x)) = ρp2(x)(u2) = ρ p2(x)
βi(x)

(u2|u2|βi(x)−1),

i = 1, 2. Cela signifie que u2,n|u2,n|βi(x)−1 converge fortement vers u2|u2|βi(x)−1 dans L
p2(x)
βi(x) (Ω)

(i = 1, 2).
En conclusion, d’après les inégalités (1.25) et (1.26), et [FZ01, Théorème 1.4], nous obtenons
que

lim
n→+∞

∥∥∥ci(x)
(
u1,n|u1,n|αi(x)−1u2,n|u2,n|βi(x)−1 − u1|u1|αi(x)−1u2|u2|βi(x)−1

)∥∥∥
p′

i(x)
= 0,

i = 1, 2. Nous concluons que ζ est continue sur X1,p1(x),p2(x)
0 (Ω).

Étape 2 : Nous prouvons que les termes de convection

(u1, u2) → d1(x)|∇u1|γ1(x) + e1(x) et (u1, u2) → d2(x)|∇u2|γ2(x) + e2(x),
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satisfont les propriétés de bornitude et de continuité.

Soit
κ : X1,p1(x),p2(x)

0 (Ω) → Lp′
1(x),p′

2(x) (Ω)

un opérateur défini, pour tout (u1, u2) ∈ X
1,p1(x),p2(x)
0 (Ω), par

κ(u1, u2) :=
(
d1(x)|∇u1|γ1(x) + e1(x), d2(x)|∇u2|γ2(x) + e2(x)

)
.

L’opérateur κ est borné, au sens de la Définition 1.4.2, grâce à l’inégalité (1.15). L’opérateur κ
est aussi continu. En effet, soit (u1,n, u2,n) une suite dans X1,p1(x),p2(x)

0 (Ω) fortement convergente
vers (u1, u2) dans X1,p1(x),p2(x)

0 (Ω). Par conséquent, en tenant compte de la définition de κ, nous
avons

∥κ(u1,n, u2,n) − κ(u1, u2)∥p′
1(x),p′

2(x) ≤ ∥d1∥∞

∥∥∥|∇u1,n|γ1(x) − |∇u1|γ1(x)
∥∥∥

p′
1(x)

+ ∥d2∥∞

∥∥∥|∇u2,n|γ2(x) − |∇u2|γ2(x)
∥∥∥

p′
2(x)

.
(1.28)

Nous prouvons également que (|∇u1,n|γ1(x) , |∇u2,n|γ2(x)) converge fortement dans Lp′
1(x) (Ω) ×

Lp′
2(x) (Ω) vers (|∇u1|γ1(x), |∇u2|γ2(x)), pour tout x ∈ Ω. Le raisonnement suit la même démarche

que celle adoptée dans l’Étape 1. En effet, comme (|∇u1,n|, |∇u2,n|) est fortement convergente
dans Lp1(x),p2(x)(Ω) vers (|∇u|, |∇v|), alors, d’après [FZ01, Théorème 1.4], cela revient à dire que

(|∇u1,n|, |∇u2,n|) converge vers (|∇u|, |∇v|) dans Ω en mesure,

et

lim
n→+∞

ρp1(x)(|∇u1,n|) = ρp1(x)(|∇u|) et lim
n→+∞

ρp2(x)(|∇u2,n|) = ρp2(x)(|∇v|). (1.29)

D’après (H7), il est clair que γ1(x) < p1(x), pour tout x ∈ Ω. Aussi, d’après (1.29), nous avons

lim
n→+∞

ρ p1(x)
γ1(x)

(|∇u1,n|γ1(x)) = ρp1(x)(|∇u|) = ρ p1(x)
γ1(x)

(|∇u1|γ1(x)).

Avec la continuité de la fonction s 7→ |s|γ1(x), x ∈ Ω, d’après [Gra07, Théorème 10], nous avons

|∇u1,n|γ1(x) converge vers |∇u1|γ1(x) dans Ω en mesure.

Cela implique, d’après [FZ01, Théorème 1.4], que |∇u1,n|γ1(x) converge fortement vers |∇u1|γ1(x)

dans L
p1(x)
γ1(x) (Ω). Nous établissons une estimation similaire en remplaçant u1,n par u2,n et γ1(.)

par γ2(.).
À partir de (H7) et (H8), l’injection L

p1(x)
γ1(x) (Ω) ×L

p2(x)
γ2(x) (Ω) ↪→ Lp′

1(x) (Ω) ×Lp′
2(x) (Ω) est réalisée,

pour tout x ∈ Ω. Nous en déduisons que la suite (|∇u1,n|γ1(x) , |∇u2,n|γ2(x)) converge fortement
dans Lp′

1(x) (Ω)×Lp′
2(x) (Ω) vers (|∇u1|γ1(x), |∇u2|γ2(x)). D’après (1.28), nous pouvons donc écrire

que

lim
n→+∞

∥κ(un, u2,n) − κ(u1, u2)∥p′
1(x),p′

2(x)

≤ ∥d1∥∞ lim
n→+∞

∥∥∥|∇u1,n|γ1(x) − |∇u1|γ1(x)
∥∥∥

p′
1(x)

+ ∥d2∥∞ lim
n→+∞

∥∥∥|∇u2,n|γ2(x) − |∇u2|γ2(x)
∥∥∥

p′
2(x)

= 0.
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É́tape 3 : Nous montrons que l’application S est compacte sur X1,p1(x),p2(x)
0 (Ω).

Comme l’injection I : X1,p1(x),p2(x)
0 (Ω) → Lp1(x),p2(x) (Ω) est compacte, au sens de la Définition

1.4.2, il est connu que l’injection adjointe I⋆ : Lp′
1(x),p′

2(x) (Ω) → X−1,p′
1(x),p′

2(x) (Ω) est également
compacte. Par conséquent, les applications composées I⋆ ◦ ζ et I⋆ ◦ κ : X1,p1(x),p2(x)

0 (Ω) →
X−1,p′

1(x),p′
2(x) (Ω) sont compactes. Nous concluons que l’application f = I⋆ ◦ ζ + I⋆ ◦ κ est

compacte. Ceci complète la preuve de la Proposition 1.6.2.

1.6.3 Preuve du Théorème 1.3.1
En considérant les Lemmes 1.4.3, 1.4.4 et 1.4.5, ainsi que les Propositions 1.6.1 et 1.6.2,

nous pouvons procéder à la preuve du Théorème 1.3.1. Nous suivons le plan présenté dans
l’introduction de ce chapitre.

• Étape 1 : Reformulation du problème (1.5)

Définissons l’application non-linéaire f : X1,p1(x),p2(x)
0 (Ω) →

(
X

1,p1(x),p2(x)
0 (Ω)

)⋆
et l’opérateur

T : X1,p1(x),p2(x)
0 (Ω) →

(
X

1,p1(x),p2(x)
0 (Ω)

)⋆
, associés au problème (1.5), et donnés comme dans

les Propositions 1.6.2 et 1.6.1.

En vue de l’application du Lemme 1.4.3, nous introduisons l’application f̃ : X1,p1(x),p2(x)
0 (Ω) →(

X
1,p1(x),p2(x)
0 (Ω)

)⋆
, en posant f̃ := −f . Il s’ensuit que :

(u⋆
1, u

⋆
2) ∈ X

1,p1(x),p2(x)
0 (Ω) est solution faible de (1.5) si et seulement si T (u⋆

1, u
⋆
2) = −f̃(u⋆

1, u
⋆
2).

(1.30)

Aussi, grâce à la bijection de l’opérateur k(x)-Laplacien (voir Lemme 1.4.5), l’opérateur T est
aussi bijectif. De ce fait, nous conviendrons de définir son opérateur inverse T−1 :

(
X

1,p1(x),p2(x)
0 (Ω)

)⋆
→

X
1,p1(x),p2(x)
0 (Ω) par

T−1(Φ1,Φ2) =
(
T−1

p1(x)Φ1, T
−1
p2(x)Φ2

)
. (1.31)

Pour garder la cohérence avec les notations de [Ber07a], nous disons que (Φ⋆
1,Φ⋆

2) ∈ X−1,p′
1(x),p′

2(x) (Ω)
est une solution faible de (P ⋆), si et seulement si :

(P ⋆) (Φ⋆
1,Φ⋆

2) = −
(
f̃ ◦ T−1

)
(Φ⋆

1,Φ⋆
2), T−1(Φ⋆

1,Φ⋆
2) = (u⋆

1, u
⋆
2), (1.32)

où (u⋆
1, u

⋆
2) est la solution à priori de (1.30). Dire que (1.30) admet pour solution le couple

(u⋆
1, u

⋆
2) ∈ X

1,p1(x),p2(x)
0 , revient à dire que (Φ⋆

1,Φ⋆
2) est la solution duale de (1.32). En d’autres

termes, trouver la solution du problème dual (1.32), revient à trouver la solution du problème
initial (1.30).
Dans la suite, nous considérons l’opérateur d’Hammerstein abstrait F : X−1,p′

1(x),p′
2(x)

0 (Ω) →
X

−1,p′
1(x),p′

2(x)
0 (Ω), défini par

F := I + f̃ ◦ T−1. (1.33)

• Étape 2 : Construction du domaine de recherche du point fixe
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Maintenant, afin de déterminer le domaine de recherche du point fixe de (1.5), satisfaisant (1.4),
on postule que l’ensemble

B :=
{
(Φ1,Φ2) ∈ X−1,p′

1(x),p′
2(x) (Ω) | (Φ1,Φ2) + t

(
f̃ ◦ T−1

)
(Φ1,Φ2) = 0, t ∈ [0, 1]

}
est borné. Pour ce faire, nous prouvons que l’ensemble {T−1(Φ1,Φ2) | (Φ1,Φ2) ∈ B} est borné.
En effet, d’après l’égalité T−1(Φ1,Φ2) = (u1, u2), alors∥∥∥T−1(Φ1,Φ2)

∥∥∥
1,p1(x),p2(x)

= ∥(u1, u2)∥1,p1(x),p2(x) = ∥∇u∥p1(x) + ∥∇v∥p2(x) .

Nous définissons les ensembles

X1 =
{
(u1, u2) ∈ X

1,p1(x),p2(x)
0 (Ω)

⋂
T−1(B) | 1 < ∥∇u∥p1(x) , ∥∇v∥p2(x)

}
,

X2 =
{
(u1, u2) ∈ X

1,p1(x),p2(x)
0 (Ω)

⋂
T−1(B) | ∥∇u∥p1(x) ≤ 1 et 1 < ∥∇v∥p2(x)

}
,

X3 =
{
(u1, u2) ∈ X

1,p1(x),p2(x)
0 (Ω)

⋂
T−1(B) | 1 < ∥∇u∥p1(x) et ∥∇v∥p2(x) ≤ 1

}
,

X4 =
{
(u1, u2) ∈ X

1,p1(x),p2(x)
0 (Ω)

⋂
T−1(B) | ∥∇u∥p1(x) , ∥∇v∥p2(x) ≤ 1

}
.

Pour tout (u1, u2) ∈ X4, alors ∥T−1(Φ1,Φ2)∥1,p1(x),p2(x) est borné (par définition). Pour tout
(u1, u2) ∈ X1, grâce au Lemmes 1.4.6 et 1.4.6, aux inégalités de Hölder et Young, et à l’injection
L

p1(x)
γ1(x) (Ω)×L

p2(x)
γ2(x) (Ω) ↪→ Lp′

1(x) (Ω)×Lp′
2(x) (Ω), nous obtenons, par définition de ∥T−1(Φ1,Φ2)∥1,p1(x),p2(x),

que ∥∥∥T−1(Φ1,Φ2)
∥∥∥

1,p1(x),p2(x)
≤ ∥∇u∥p−

1
p1(x) + ∥∇v∥p−

2
p2(x) ≤ ρp2(x) (∇u2) + ρp1(x) (∇u1) .

Le fait que ρp2(x) (∇u2) +ρp1(x) (∇u1) = ⟨T (u1, u2), (u1, u2)⟩1,p1(x),p2(x), combiné avec les proprié-
tés T−1(Φ1,Φ2) = (u1, u2) et (Φ1,Φ2) ∈ B, conduisent à l’égalité

⟨T (u1, u2), (u1, u2)⟩1,p1(x),p2(x) = −t
〈
f̃ ◦ T−1(Φ1,Φ2), T−1(Φ1,Φ2)

〉
1,p1(x),p2(x)

.

D’après l’égalité

−t
〈
f̃ ◦ T−1(Φ1,Φ2), T−1(Φ1,Φ2)

〉
1,p1(x),p2(x)

= −t
〈
f̃(u1, u2), (u1, u2)

〉
1,p1(x),p2(x)

,

nous déduisons, avec les inégalités de Hölder et Young, l’estimation suivante

∥∥∥T−1(Φ1,Φ2)
∥∥∥

1,p1(x),p2(x)
≤ ∥c1∥∞

(∫
Ω

1
η

|u|η(α1(x)+1) dx+
∫

Ω

1
η′ |v|η

′β1(x) dx

)

+ ∥c2∥∞

(∫
Ω

1
η′ |u|η

′α2(x) dx+
∫

Ω

1
η

|v|η(β2(x)+1) dx

)
+ ∥d1∥∞∥u1∥p1(x)∥|∇u1|γ1(x)∥p′

1(x) + ∥d2∥∞∥u2∥p2(x)∥|∇u2|γ2(x)∥p′
2(x)

+ ∥e1∥∞∥1∥p′
1(x)∥u1∥p1(x) + ∥e2∥∞∥1∥p′

2(x)∥u2∥p2(x),

pour une certaine constante η > 1. En utilisant les inégalités de Hölder et de Poincaré, avec le
Lemme 1.5.2, nous pouvons trouver xi ∈ Ω (i = 0, 5), et des constantes Cj (j = 1, 5), tels que
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nous ayons

∥u1∥
p−

1
1,p1(x) + ∥u2∥

p−
1

1,p2(x)

≤ C1 (∥c1∥∞ + ∥c2∥∞)
[
∥u1∥η(α1(x0)+1)

1,p1(x) + ∥u1∥η′α2(x1)
1,p1(x) + ∥u2∥η′β1(x2)

1,p2(x) + ∥u2∥η(β2(x3)+1)
1,p2(x)

]
+ ∥d1∥∞C2∥u1∥γ1(x4)+1

1,p1(x) + ∥d2∥∞C3∥u2∥γ2(x5)+1
1,p2(x)

+ ∥e1∥∞C4∥u1∥1,p1(x) + ∥e2∥∞C5∥u2∥1,p2(x).

(1.34)

En regroupant et en factorisant les termes en ∥u1∥1,p1(x) et ∥u2∥1,p2(x) de (1.34), nous obtenons
l’estimation suivante

∥u1∥
p−

1
1,p1(x)

(
1 −K1∥u1∥

η(α1(x0)+1)−p−
1

1,p1(x) −K1∥u1∥
η′α2(x1)−p−

1
1,p1(x) −K2∥u1∥

γ1(x4)+1−p−
1

1,p1(x) −K3∥u1∥
1−p−

1
1,p1(x)

)
+ ∥u2∥

p−
2

1,p2(x)

(
1 −K4∥u2∥

η′β1(x2)−p−
2

1,p2(x) −K4∥u2∥
η(β2(x3)+1)−p−

2
1,p2(x) −K5∥u2∥

γ2(x5)+1−p−
2

1,p2(x) −K5∥u2∥
1−p−

2
1,p2(x)

)
≤ 0.

Cependant, en choisissant η ∈
(
1,min{p−

1 , p
−
2 }
)
, nous avons, en vertu de (H5)

• η (α1(x0) + 1) − p−
1 < 0, • η′α2(x1) − p−

1 < 0,
• η′β1(x2) − p−

2 < 0, • η (β2(x3) + 1) − p−
2 < 0.

De surcroît, à partir de l’hypothèse (H6), nous avons :

• γ1(x4) + 1 − p−
1 < 0, • γ2(x5) + 1 − p−

2 < 0,

et à partir de l’hypothèse (H1), nous avons :

• 1 − p−
1 < 0, • 1 − p−

2 < 0.

Cela signifie que ∥T−1(Φ1,Φ2)∥1,p1(x),p2(x) est borné. Pour tout (u1, u2) ∈ X2, le Lemme 1.4.6
implique que∥∥∥T−1(Φ1,Φ2)

∥∥∥
1,p1(x),p2(x)

≤ 1 + ∥∇u2∥
p−

2
p2(x) ≤ 1 + ∥∇u2∥

p−
2

p2(x) + ∥∇u1∥
p+

1
p1(x)

≤ 1 + ρp2(x) (∇u2) + ρp1(x) (∇u1) .

De ce fait, suivant le même raisonnement que pour le cas précédent, nous concluons que
∥T−1(Φ1,Φ2)∥1,p1(x),p2(x) est borné. La même chose est vérifiée pour tout (u1, u2) ∈ X3, en
inversant les positions de u et v. Par conséquent, nous avons prouvé que l’ensemble{

T−1(Φ1,Φ2)|(Φ1,Φ2) ∈ B
}

est borné. Aussi, puisque l’opérateur f̃ est borné, au sens de la Définition 1.4.2, il est clair,
d’après (1.32), que l’ensemble B est borné dans X−1,p′

1(x),p′
2(x) (Ω). Par conséquent, il existe

R > 0 tel que

∥(Φ1,Φ2)∥1,p′
1(x),p′

2(x) < R, pour tout (Φ1,Φ2) ∈ B.
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Il en découle que

(Φ1,Φ2) + tf̃ ◦ T−1(Φ1,Φ2) ̸= 0, pour tout (Φ1,Φ2) ∈ ∂BR(0), et tout t ∈ [0, 1].

Puisque f̃ est compacte, alors il est connu que f̃ est continue et quasi-monotone, et, grâce au
Lemme 1.4.4, on a

I + f̃ ◦ T−1 ∈ FT

(
BR(0)

)
et I = T ◦ T−1 ∈ FT

(
BR(0)

)
.

De plus, puisque I, f̃ et T sont bornés, au sens de la Définition 1.4.2, alors

I + f̃ ◦ T−1 ∈ FT,B

(
BR(0)

)
et I = T ◦ T−1 ∈ FT,B

(
BR(0)

)
.

• Étape 3 : Application du degré de Berkovits

Considérons l’homotopie H : [0, 1] ×BR(0) → X−1,p′
1(x),p′

2(x) (Ω), définie par

H(t,Φ1,Φ2) := (Φ1,Φ2) + tf̃ ◦ T−1(Φ1,Φ2), pour tout (t,Φ1,Φ2) ∈ [0, 1] ×BR(0).

Le Lemme 1.4.2 garantit que H ∈ FT,B

(
BR(0)

)
. Aussi, d’après les propriétés d’invariance

homotopique et de normalisation du degré dB (presenté dans le Théorème 1.4.1), nous avons

dB

(
I + f̃ ◦ T−1, BR(0), 0

)
= dB (I, BR(0), 0) = 1.

Par conséquent, il existe (Φ⋆
1,Φ⋆

2) ∈ BR(0) tel que

(Φ⋆
1,Φ⋆

2) + f̃ ◦ T−1(Φ⋆
1,Φ⋆

2) = 0.

Nous concluons que (u⋆
1, u

⋆
2) = T−1(Φ⋆

1,Φ⋆
2) est une solution faible de (1.5), ce qui revient à dire,

par définition de l’opérateur T , qu’une solution faible du système de Dirichlet suivant
− ∆p1(x)u1 = Φ⋆

1 dans Ω
− ∆p2(x)u2 = Φ⋆

2 dans Ω
u1 = u2 = 0 sur ∂Ω

(1.35)

est aussi une solution faible de (1.5). D’après le théorème de Browder-Minty, une telle solution
existe toujours. Par ailleurs, cette solution est non-triviale car (0, 0) n’est pas solution de (1.5).
Ceci achève la preuve du théorème, et de ce fait complète le chapitre.
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CHAPITRE 2

RÉSULTAT D’EXISTENCE AVEC LA MÉTHODE
DES SOUS- ET SUR-SOLUTIONS
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2.5.1 Résultats pour le cas α±
i + β±
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2.5.3 Preuve du Théorème 2.2.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

Dans ce chapitre, différentes situations seront prises en compte concernant les termes d’interac-
tion (28).

De telles situations seront appelées "coopératives" lorsque α±
i +β±

i ≥ 0, et "compétitives" lorsque
α±

i + β±
i < 0.

Il est à remarquer qu’en réalité, les expressions "coopératif" et "compétitif" ne sont pas tout à
fait adaptées à notre problème. En effet, du fait de la présence des termes de convection, l’appli-
cation f1(x, u1, u2,∇u1,∇u2) n’est plus forcément croissante en v lorsque f2(x, u1, u2,∇u1,∇u2)
est croissante en u, ou inversement croissante en u lorsque f2(x, u1, u2,∇u1,∇u2) est croissante
en v, propriété qui correspond à la définition classique d’un système coopératif (voir [Kel69] ou
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[AM71]). Il s’ensuit que le système (S), sous l’hypothèse (28), n’est pas exactement "coopératif"
ou "compétitif". Cependant, nous continuerons d’employer ces termes par abus de langage.

La différence principale entre les situations α±
i + β±

i ≥ 0 et α±
i + β±

i < 0 est que nous ne
sommes pas capables de prouver l’existence de solutions régulières, ni d’établir l’existence de
sur-solutions dans le α±

i +β±
i < 0. Alors que dans le cas α±

i +β±
i ≥ 0, nous parvenons à le faire.

Notons que dans la littérature, la plupart des phénomènes étudiés sont non-coopératifs, à l’excep-
tion des phénomènes de symbiose, bien que la plupart des méthodes de résolution, d’existence,
et de non-existence existant concernent les systèmes coopératifs. Par conséquent, si on rajoute
en plus la présence des termes de convection gi, dont la considération est plutôt rare (voir la
section Introduction générale), il s’agira dans ce chapitre d’étendre les techniques des cas co-
opératifs aux cas non-coopératifs, tout en gérant les termes de convection.

2.1 A propos du théorème de point fixe de Schauder et
de la méthode des sous- et sur-solutions

2.1.1 Présentation du théorème de point fixe de Schauder
L’extension du théorème de point fixe de Brouwer à la dimension infinie est le très célébré

théorème de point fixe de Schauder, qui garantit l’existence d’une solution au problème T (f) =
f , f ∈ B, sous l’hypothèse que T est une application continue et contractante, et que B est
un sous-ensemble compact et convexe de X. La preuve de ce théorème, qui peut être trouvée
dans les travaux de Gilbarg et Trudinger [GT98, Théorème 11.1], est basée sur le raisonnement
suivant :

• Remarque 1 : par définition de la compacité de l’ensemble B, on peut recouvrir B par une
réunion finie de boules Bi = B1/k(xi), centrées en xi ∈ B (i = 1, .., N) et de rayon 1/k, où k
peut être aussi petit que N = N(k) est large.

• Remarque 2 : par définition de la convexité de l’ensemble B, on peut considérer l’enveloppe
convexe de l’ensemble {x1, ..., xN}, notée Bk, qui est un sous-ensemble de dimension finie de B.

• Remarque 3 : L’application Jk : B → Bk définie par

Jkx =
∑ dist (x,Bk −Bi)xi∑ dist (x,Bk −Bi) , x ∈ B

est continue pour tout x ∈ B. De plus, si l’ensemble B est restreint au sous-ensemble Bk, Jk est
contractante, puisque

∥Jkx− x∥ ≤
∑ dist (x,Bk −Bi)∥xi − x∥∑ dist (x,Bk −Bi) <

1
k
. (2.1)

• Remarque 4 : par définition de la continuité et de la contractance de l’application T sur
l’ensemble B, l’application J|Bk

◦T|Bk
, définie sur Bk par la composée des restrictions des appli-

cations J et T sur l’ensemble Bk, est aussi continue et contractante, et par conséquent admet
un point fixe d’après le théorème de point fixe de Brouwer, noté x(k).
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• Remarque 5 : Par compacité de l’ensemble B, la suite des x(k) converge vers un élément x ∈ B,
qui correspond au point fixe de l’application T , puisque selon (2.1) on a

∥x(k) − Tx(k)∥ = ∥J|Bk
◦ T|Bk

x(k) − Tx(k)∥ < 1
k
.

Ce paragraphe illustre l’importance de la condition de compacité, qui est utilisée à deux reprise
dans la démonstration. Le point fort de cette approche réside dans le fait qu’aucune information
a priori sur la solution n’est requise pour garantir son existence. En revanche, il n’y a aucune
moyen de savoir s’il s’agit d’une solution triviale ou non triviale. Pour contourner ce problème,
on peut utiliser la méthodes des sous- et sur-solutions.

2.1.2 Définition d’une sous- et sur-solution

Une sous-solution pour le système (S) désigne tout paire de fonctions (u, u2) ∈ X
1,p1(x),p2(x)
0 (Ω)

satisfaisant {
− ∆p1(x)u1 ≤ f1 (x, u1, u2,∇u1,∇u2) dans Ω
− ∆p1(x)u2 ≤ f2 (x, u1, u2,∇u1,∇u2) dans Ω.

Une sur-solution pour le système (S) désigne toute paire de fonctions (u, u2) ∈ X
1,p1(x),p2(x)
0 (Ω)

satisfaisant {
− ∆p1(x)u1 ≥ f1 (x, u1, u2,∇u1,∇u2) dans Ω
− ∆p2(x)u2 ≥ f2 (x, u1, u2,∇u1,∇u2) dans Ω.

La méthode des sous- et sur-solutions consiste à rechercher le point fixe de l’application T , définie
précédemment, dans un ensemble B faisant intervenir le rectangle formé par ces fameuses sous-
et sur-solutions. Son avantage est de garantir la non-trivialité de la solution, pourvu que les sous-
et sur-solutions ont de bonnes propriétés, comme par exemple u, u2 ≥ 0 ou u, u2 ≤ 0. Cependant,
la solution trouvée va dépendre du choix des sous- et sur-solutions, à moins de prouver que celle-
ci est unique, ou que n’importe qu’elle solution a priori du système (S) appartient au rectangle
formé par u, u2 et u, u2. Compte tenu de l’éventuelle présence de singularités dans les termes
sources du du système (S), par solution il faut comprendre une solution faible au sens de la
définition suivante.

Définition 2.1.1 (voir [Zha07]). Soit (u1, u2) ∈
(
W

1,p1(x)
loc (Ω) ∩ C+

0 (Ω)
)
×
(
W

1,p2(x)
loc (Ω) ∩ C+

0 (Ω)
)
.

Le couple (u1, u2) est appelé une solution faible du système (S) si∫
Ω

|∇u1|p1(x)−2∇u1∇ϕ1dx =
∫

Ω
f1(x, u1, u2,∇u1,∇u2)ϕ1dx∫

Ω
|∇u2|p2(x)−2∇u2∇ϕ2dx =

∫
Ω
f2(x, u1, u2,∇u1,∇u2)ϕ2dx,

pour tout couple (ϕ1, ϕ2) ∈ W
1,p1(x)
0 (K)×W 1,p2(x)

0 (K), où K désigne n’importe quel sous-ensemble
compact de Ω.
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Articulation du chapitre
Dans ce chapitre, nous construisons nos sur-solutions à partir des fonctions p1(x)- et p2(x)-

torsion, notées ξ1 et ξ2 respectivement, et satisfaisant le système découplé suivant
− ∆p1(x)ξ1 = 1, dans Ω
− ∆p2(x)ξ2 = 1, dans Ω
ξ1 = ξ2 = 0, sur ∂Ω.

Aussi, nous construisons nos sous-solutions à partir des troncatures des fonctions p1(x)- et p2(x)-
torsion sur l’ensemble Ωδ = {x ∈ Ω | d(x) < δ}, δ > 0 supposé très petit, notées ξ1,δ et ξ2,δ, et
satisfaisant le système suivant

− ∆p1(x)ξ1,δ = 1, dans Ω\Ωδ

− ∆p1(x)ξ1,δ = 0, dans Ωδ

ξ1,δ = 0, sur ∂Ω
et


− ∆p2(x)ξ2,δ = 1, dans Ω\Ωδ

− ∆p2(x)ξ2,δ = 0, dans Ωδ

ξ2,δ = 0, sur ∂Ω.

Dans le but de prouver que le système (S) admet au moins une solution non-triviale sous
l’hypothèse (28), il s’agira de :

• Prouver que les fonctions u1 = Cξ1 et u2 = Cξ2 sont des sur-solutions de (S), pour une
certaine constante C > 0.

• Prouver que les fonctions u1 = C−1ξ1,δ et u2 = C−1ξ2,δ sont des sous-solutions de (S).

• Considérer le problème auxiliaire associé à (S) suivant

(S̃)


− ∆p1(x)u1,z = f1 (x, z1, z2,∇z1,∇z2) , dans Ω
− ∆p2(x)u2,z = f2 (x, z1, z2,∇z1,∇z2) , dans Ω
u1,z = u2,z = 0 sur ∂Ω,

où z1 et z2 sont des fonctions fixées appartenant à un ensemble adéquat, et où les applications
fi satisfont

miz
αi(x)
1 z

βi(x)
2 ≤ fi (x, z1, z2,∇z1,∇z2) ≤ Mi

(
z

αi(x)
1 z

βi(x)
2 + |∇z1|γi(x) + |∇z2|γi(x)

)
, i = 1, 2.

Dans le cas où α±
i + β±

i ≤ 0 (i = 1, 2), on supposera que (z1, z2) appartient à l’ensemble K−,
tandis que dans le cas α±

i + β±
i > 0 (i = 1, 2), les fonctions (z1, z2) sont supposées appartenir à

l’ensemble K+.

• Prouver que les solutions du système auxiliaire (S̃), appelées solutions auxiliaires, appar-
tiennent aussi à l’ensemble K+ ou K−, de sorte que l’application T ± : K± → X

1,p(.),p2(.)
0 (Ω),

satisfaisant T ±(z1, z2) = (u1,z, u2,z), soit contractante.

• Identifier le point fixe de T ± avec la solution du problème initial (S).

• Prouver que l’application T ± vérifie les propriétés de continuité et de compacité, pour conclure,
grâce au théorème de point fixe de Schauder, que T ± admet au moins un point fixe, i.e. (S)
admet au moins une solution.
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2.2 Positionnement et traitement du problème
Les résultats présentés dans ce chapitre nécessitent un certain nombre d’hypothèses adé-

quates. Celles-ci sont les suivantes :

Hypothèses

Les termes non-linéaires fi : Ω × (0,+∞) × (0,+∞) × R2N → (0,+∞) sont supposés être de
type Carathéodory, et peuvent présenter des singularités en les variables u1 et u2. Plus préci-
sément, on suppose que fi(., s1, s2, ξ1, ξ2) est Lebesgue mesurable, pour tout (x, s1, s2, ξ1, ξ2) ∈
Ω×(0,∞)2×R2N , et que fi(x, ·, ·, ·, ·) est continue, pour presque tout x ∈ Ω. De plus, on suppose
que les termes fi vérifient les conditions suivantes :

(Hf) Il existe des constantes Mi,mi > 0, et des fonctions αi, βi, γi, γ̄i ∈ C(Ω), telles que

mis
αi(x)
1 s

βi(x)
2 ≤ fi(s1, s2, ξ1, ξ2) ≤ Mi(sαi(x)

1 s
βi(x)
2 + |ξ1|γi(x) + |ξ2|γ̄i(x)), x ∈ Ω, i = 1, 2,

(2.2)
pour tout si > 0, et tout ξi ∈ RN , sous les conditions suivantes :

(H+) Si α±
i + β±

i ≥ 0 :

0 ≤ min{γ−
i , γ̄

−
i } ≤ max{γ+

i , γ̄
+
i } < p−

i − 1, (2.3)

et
|α±

i | + |β±
i | < p−

i − 1, (2.4)

(H−) Si α±
i + β±

i < 0 :

− 1
Np′+

i

≤ −
(∣∣∣α±

i

∣∣∣+ ∣∣∣β±
i

∣∣∣) ≤
∣∣∣α±

i

∣∣∣+ ∣∣∣β±
i

∣∣∣ ≤ 1
Np′+

i

, (2.5)

avec

γi(x) ≤ p1(x)
Np′

i(x) , et γi(x) ≤ p2(x)
Np′

i(x) , x ∈ Ω, (2.6)

où
α±

i :=
{
α−

i if α(·) > 0
α+

i if α(·) < 0 β±
i :=

{
β−

i if β(·) > 0
β+

i if β(·) < 0 , i = 1, 2.

Ici, les paramètres pi (i = 1, 2) satisfont la condition suivante :
(Hp) pi ∈ C1(Ω) et 1 < p−

i ≤ pi(x) ≤ p+
i < N (i = 1, 2).

Cette hypothèse de régularité jusqu’au bord sur les paramètres de diffusion pi (i = 1, 2)
sera nécessaire lors de l’application du résultat de régularité de Fan (voir Théorème
C.0.3), lors de la construction des sur-solutions adaptées au système (P).

61



Résultat principal
Le résultat principal de ce chapitre est énoncé comme suit.

Théorème 2.2.1. Supposons que les hypothèses (Hf) et (Hp) sont vérifiées.

(i) Sous l’hypothèse (H+) le système (P) admet une solution positive et bornée (u1, u2) dans
C1,τ

0 (Ω) × C1,τ
0 (Ω), pour un certain τ ∈ (0, 1), satisfaisant

ui(x) ≥ c0d(x), pour i = 1, 2, (2.7)

où c0 est une constante positive.
(ii) Sous l’hypothèse (H−) alors le système (P) admet une solution positive (u1, u2) dans

(W 1,p1(x)
0 (Ω) ∩ L∞(Ω)) × (W 1,p2(x)

0 (Ω) ∩ L∞(Ω)), satisfaisant (2.7).

2.3 Résultats préliminaires
Considérons le problème de Dirichlet suivant

−∆p(x)u = h(x) dans Ω, u = 0 sur ∂Ω. (2.8)

Soient ξi, ξi,δ ∈ C1,τ (Ω), τ ∈ (0, 1), les solutions des problèmes de Dirichlet

−∆pi(x)ξi(x) = 1 dans Ω, ξi(x) = 0 sur ∂Ω (2.9)

et
−∆pi

ξi,δ(x) =
{

1 dans Ω\Ωδ

−1 dans Ωδ
, ξi,δ(x) = 0 sur ∂Ω, (2.10)

où
Ωδ := {x ∈ Ω : d(x) < δ},

pour une constante δ > 0 suffisamment petite.

2.3.1 Estimation uniforme de la norme infinie du gradient de la so-
lution

Ici, nous donnons un résultat d’estimation uniforme de la norme infinie du gradient de la solution
du problème (2.8) dans Ω.

Lemme 2.3.1. Supposons que la fonction h, définie dans (2.8), appartienne à l’espace L∞(Ω).
Alors, il existe une constante positive kp, dépendant uniquement de p, N , et Ω, telle que

∥∇u∥∞ ≤ kp∥h∥
1

p−
1 −1

∞ . (2.11)

Démonstration. Nous distinguerons deux situations.
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1. Supposons que ∥h∥∞ ≤ 1.
Alors, en multipliant le problème (2.8) par la fonction test ϕ ∈ W

1,p(.)
0 (Ω), on obtient∫

Ω
|∇u|p(x)−2∇u∇φ dx =

∫
Ω
h(x)φ dx ≤

∫
Ω
φ dx =

∫
Ω

|∇ξ|p(x)−2∇ξ∇φ dx, (2.12)

pour tout φ ∈ W
1,p(x)
0 (Ω), avec φ ≥ 0, où ξ(x) est la fonction p(x)-torsion définie par

−∆p(x)ξ = 1 in Ω, ξ = 0 on ∂Ω. (2.13)

Ainsi, d’après le principe de comparaison, on a ∥u∥∞ ≤ ∥ξ∥∞. Aussi, le résultat de
régularité de Fan (Théorème C.0.3) assure l’existence de constantes δ ∈ (0, 1) et kp > 0,
telles que ∥∇u∥∞ ≤ ∥u∥C1,δ ≤ kp.

Par ailleurs, sans perte de généralité, on peut supposer que∫
Ω
h(x)φ dx > 0, (2.14)

parce que autrement, au lieu de (2.8), on considère le problème

−∆p(x)u = −h(x) dans Ω, u = 0 sur ∂Ω, (2.15)

dont la solution est û = −u. Ainsi, d’après (2.14), on a∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇φ dx > 0. (2.16)

2. Si ∥h∥∞ > 1, d’après (2.16) et le Théorème B.1.1, il existe xk ∈ Ω tel que

∫
Ω

|∇(∥h∥
−1

p−
1 −1

∞ u)|p(x)−2∇(∥h∥
−1

p−
1 −1

∞ u)∇φ dx =
∫

Ω
∥h∥

−(p(x)−1)
p−

1 −1
∞ |∇u|p(x)−2∇u∇φ dx

= ∥h∥
−(p(xk)−1)

p−
1 −1

∞

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇φ dx = ∥h∥
−(p(xk)−1)

p−
1 −1

∞

∫
Ω
h(x)φ dx

≤ ∥h∥
−(p−

1 −1)

p−
1 −1

∞

∫
Ω
h(x)φ dx =

∫
Ω

∥h∥−1
∞ h(x)φ dx ≤

∫
Ω
φ dx.

Par conséquent, d’après l’argument précédent, on déduit que

∥h∥
−1

p−
1 −1

∞ ∥∇u∥∞ ≤ kp,

ce qui montre que (2.11) est vérifié.

2.3.2 Estimation non-uniforme de la norme infinie de la solution
Afin d’établir une estimation non-uniforme de la norme infinie de la solution, on aura besoin

du lemme suivant, qui garantit une propriété L∞(Ω) à toute solution du problème (2.8). Ce
résultat jouera un rôle important par la suite dans la situation où α±

i + β±
i < 0.
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Lemme 2.3.2. Supposons que h ∈ Lp′(x)(Ω) ∩LN(Ω) dans (2.8). Alors, il existe une constante
k̄0 > 0 telle que

∥u∥∞ ≤ k̄0 +
C

p+
1 − 1
p−

1 − 1

(C∥h∥LN (Ω)

) p+
1

p−
1 −1 + 1

+ 1


N
1+N

(N + 1)∥u∥
N2

N+1
L1(Ω).

Démonstration. En testant (2.8) avec la fonction (u − k)+, et en définissant, pour k ∈ R+,
l’ensemble Ak = {x ∈ Ω |u(x) ≥ k} = supp(u− k)+, on obtient∫

Ak

|∇u|p(x) dx =
∫

Ak

h (x) (u− k)+dx ≤ ∥h∥LN (Ak)

∥∥∥(u− k)+
∥∥∥

L
N

N−1 (Ak)
.

Comme (u− k)+ ∈ W 1,1(Ω), l’inégalité de Sobolev entraîne que∥∥∥(u− k)+
∥∥∥

L
N

N−1 (Ak)
≤ C

∫
Ak

|∇u|dx,

pour une certaine constante C > 0. Ainsi, il en découle que∫
Ak

|∇u|p(x) dx ≤ C ∥h∥LN (Ak)

∫
Ak

|∇u|dx. (2.17)

En utilisant l’inégalité de Young, (2.17) devient
∫

Ak

|∇u|p(x) dx ≤
∫

Ak

p(x) − 1
p(x)

(
C ∥h∥LN (Ak)

) p(x)
p(x)−1 dx+

∫
Ak

1
p(x) |∇u|p(x)dx

≤ p+
1 − 1
p−

1

(C ∥h∥LN (Ak)

) p+
1

p−
1 −1 + 1

 |Ak| + 1
p−

1

∫
Ak

|∇u|p(x)dx.

Après quelques calculs, on obtient l’existence d’une constante C1 > 0, telle que∫
Ak

|∇u|p(x) dx ≤ C1|Ak|.

Finalement, on déduit que∫
Ak

|∇u| dx ≤
∫

Ak

|∇u|p(x) dx+ |Ak| ≤ (C1 + 1)|Ak|. (2.18)

Par ailleurs, d’après l’inégalité de Sobolev, on a∫
Ak

(u− k)dx ≤ |Ak|
1
N ∥u− k∥

L
N

N−1 (Ak)
≤ C|Ak|

1
N

∫
Ak

|∇u|dx. (2.19)

Par conséquent, on obtient, d’après (2.18) et (2.19), l’existence d’une constante C2 > 0 satisfai-
sant ∫

Ak

(u− k)dx ≤ C2|Ak|1+ 1
N .

En appliquant le Lemme C.0.5, l’énoncé du Lemme 2.3.2 est vérifié. Ceci complète la preuve.
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2.3.3 Application à un problème auxiliaire
Avant de procéder aux applications, on commence par rappeler le résultat suivant.

Lemme 2.3.3. Pour toute fonction r : Ω → R continue telle que r− < 0, avec r+ < ∞, et
satisfaisant −1 < r(x) < 0, pour tout x ∈ Ωδ, 0 < δ suffisamment petit. Alors, on a∣∣∣∣∫

Ω
d(x)r(x)ϕdx

∣∣∣∣ < ∞, (2.20)

pour toute fonction test ϕ appartenant à un espace de Orlicz-Sobolev.

De plus, s’il existe une constante positive s > 1 telle que la fonction r satisfasse −1
s
< r(x) < 0,

pour tout x ∈ Ωδ, alors

d(x)r(x) ∈ Ls(Ω). (2.21)

Démonstration. La preuve est réalisée en deux étapes.

• Étape 1 : On prouve que (2.20) est vérifié lorsque −1 < r(x) < 0 dans Ωδ. En effet, l’inégalité
de Hölder généralisée et l’inégalité de Hardy-Sobolev généralisée (voir respectivement Lemme
C.0.2 et Lemme C.0.9) assurent l’existence de constantes 0 < C1, C2 telles que, pour tout
ϕ ∈ W

1,p(x)
0 (Ω), on a∣∣∣∣∫

Ω
d(x)r(x)ϕdx

∣∣∣∣ ≤ max
x∈Ω\Ωδ

{
δr(x), diam(Ω)r(x)

} ∫
Ω\Ωδ

|ϕ|dx

+ max
x∈Ωδ

{
diam(Ω)1+r(x)

} ∣∣∣∣∫
Ωδ

d(x)−1ϕdx
∣∣∣∣

≤ C1∥ϕ∥1 + C2 ∥∇ϕ∥p(x) .

Ceci complète la preuve de (2.20).

• Étape 2 : On prouve que (2.24) est vérifié lorsque −1
s
< r(x) < 0 dans Ωδ, s > 1. En

effet, d’après Lemme C.0.3, on sait que
∫

Ω d(x)tdx < ∞ pour toute constante t > −1. Par
conséquent, puisque, par hypothèse, il existe une constante négative −1 < t0 < min

x∈Ωδ

{sr(x)},
alors en procédant comme précédemment on peut écrire que∥∥∥d(x)r(x)

∥∥∥
s

≤ max
x∈Ω\Ωδ

{
δsr(x), diam(Ω)sr(x)

} ∫
Ω\Ωδ

dx

+ max
x∈Ωδ

{
diam(Ω)−t0+sr(x)

} ∣∣∣∣∫
Ωδ

d(x)t0dx
∣∣∣∣ < ∞.

Ceci complète la preuve de (2.24).

Pour tout (z1, z2) ∈ W
1,p1(x)
0 (Ω) × W

1,p2(x)
0 (Ω), on considère le problème auxiliaire suivant,

qui est à la base de l’application du théorème de point fixe de Schauder :

(Pz)
{

−∆pi(x)ui = fi(x, z1, z2,∇z1,∇z2) dans Ω
ui = 0 sur ∂Ω, i = 1, 2,

où les applications fi vérifient l’hypothèse (Hf ).
On établit une propriété de bornitude faible pour le gradient des solutions du problème (Pz),
sous certaines conditions sur les fonctions zi.
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Lemme 2.3.4. Soit z = (z1, z2) ∈ X
1,p1(x),p2(x)
0 (Ω) satisfaisant la condition suivante

c̃d(x) ≤ zi (i = 1, 2) et 1
2

∫
Ω

|∇z1|p1(x)dx+ 1
2

∫
Ω

|∇z2|p2(x)dx ≤ L̃, (2.22)

pour certaines constantes positives C, c̃, L̃ indépendantes de z1 et z2.
Alors, le problème (Pz), sous les hypothèses (Hf), (2.5) et (2.6), admet une unique solution
dans X1,p1(x),p2(x)

0 (Ω), notée uz = (u1,z, u2,z), et satisfaisant
1
2

∫
Ω

|∇u1,z|p1(x)dx+ 1
2

∫
Ω

|∇u2,z|p2(x)dx ≤ L̃. (2.23)

Démonstration. La démonstration se fait en deux étapes.

• Étape 1 : Existence et unicité de la solution de (Pz)

On vérifie que, sous l’hypothèse (Hf ), on a

fi(x, z1, z2,∇z1,∇z2) ∈ Lp′
i(x)(Ω) ∩ LN(Ω), i = 1, 2.

ou encore, d’après l’hypothèse (2.2), que

z
αi(x)
1 z

βi(x)
2 + |∇z1|γi(x) + |∇z2|γi(x) ∈ Lp′

i(x)(Ω) ∩ LN(Ω), i = 1, 2.

En effet, sous l’hypothèse (2.6), il en résulte l’injection suivante

L
p1(x)
γi(x) (Ω) × L

p2(x)
γi(x) (Ω) ↪→

(
Lp′

i(x)(Ω)
)2
, i = 1, 2.

De plus, sous l’hypothèse (2.6), nous avons aussi l’injection suivante

L
p1(x)
γi(x) (Ω) × L

p2(x)
γi(x) (Ω) ↪→

(
LN(Ω)

)2
, i = 1, 2.

Ainsi, puisqu’on a
(
|∇z1|γi(x), |∇z2|γi(x)

)
∈ L

p1(x)
γi(x) (Ω) × L

p2(x)
γi(x) (Ω) (i = 1, 2), alors on déduit que(

|∇z1|γi(x), |∇z2|γi(x)
)

∈
(
Lp′

i(x)(Ω) ∩ LN(Ω)
)2
, i = 1, 2.

Il reste à prouver que zαi(x)
1 z

βi(x)
2 ∈ Lp′

i(x)(Ω) ∩ LN(Ω) (i = 1, 2). Faisons la disjonction de cas
suivante.

1) Supposons que α+
i , β

+
i < 0 (i = 1, 2). D’après (2.22), (2.5) et le Lemme 2.3.3, il est garantit

que

z
αi(x)
1 z

βi(x)
2 ≤ (c̃d(x))αi(x)+βi(x) ∈ Lp′+

i (Ω) ∩ LN(Ω), i = 1, 2, (2.24)

et donc zαi(x)
1 z

βi(x)
2 ∈ Lp′

i(x)(Ω) ∩ LN(Ω) (i = 1, 2).

2) Supposons que α+
i < 0 < β−

i (i = 1, 2). D’après (2.22), (2.20) et l’inégalité de Young, on a

a)
(∫

Ω
z

Nαi(x)
1 z

Nβi(x)
2 dx

) 1
N

≤
(∫

Ω
(c̃d(x))Nαi(x)z

Nβi(x)
2 dx

) 1
N

≤
(∫

Ω

p2(x) −Nβi(x)
p2(x) (c̃d(x))

Nαi(x)p2(x)
p2(x)−Nβi(x)dx+

∫
Ω

Nβi(x)
p2(x) z

p2(x)
2 dx

) 1
N

,

(2.25)
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et

b)
(∫

Ω
z

p′+
i αi(x)

1 z
p′+

i βi(x)
2 dx

) 1
p′+

i

≤
(∫

Ω
(c̃d(x))p′+

i αi(x)z
p′+

i βi(x)
2 dx

) 1
p′+

i

≤

∫
Ω

p2(x) − p′+
i βi(x)

p2(x) (c̃d(x))
p′+

i
αi(x)p2(x)

p2(x)−p′+
i

βi(x)dx+
∫

Ω

p′+
i βi(x)
p2(x) z

p2(x)
2 dx


1

p′+
i

,

(2.26)

et donc zαi(x)
1 z

βi(x)
2 ∈ Lp′

i(x)(Ω) ∩ LN(Ω) (i = 1, 2).

3) Supposons que β+
i < 0 < α−

i (i = 1, 2). Alors on adopte le même raisonnement que dans 2)
en échangeant les rôles de z1 et z2.

En conclusion, des situations 1), 2) et 3), on déduit que dans le cas général zαi(x)
1 z

βi(x)
2 ∈

Lp′
i(x)(Ω) ∩ LN(Ω) (i = 1, 2).

Par conséquent, l’existence et l’unicité de uz résultent directement du théorème de Browder-
Minty.

• Étape 2 : Preuve de (2.23)

Choisissons ϕ = (u1,z, u2,z) comme fonction test, et multiplions (Pz) par ϕ. En utilisant l’inégalité
de Hölder, avec l’injection W 1,1(Ω) ↪→ L

N
N−1 (Ω), on obtient∫

Ω
|∇u1,z|p1(x)dx ≤ M1

∥∥∥zα1
1 zβ1

2

∥∥∥
N

∥u1,z∥ N
N−1

+M1 ∥|∇z1|γ1∥N ∥u1,z∥ N
N−1

+M1

∥∥∥|∇z2|γ1
∥∥∥

N
∥u1,z∥ N

N−1

≤ M1CT

∫
Ω

∥∥∥zα1
1 zβ1

2

∥∥∥
N

|∇u1,z| dx+M1CT ∥|∇z1|γ1∥N ∥∇u1,z∥1

+M1CT

∥∥∥|∇z2|γ1
∥∥∥

N
∥∇u1,z∥1 .

(2.27)

En appliquant l’inégalité de Young à la dernière inégalité de (2.27), on obtient

∫
Ω

|∇u1,z|p1(x)dx ≤
∫

Ω

p1(x) − 1
p1(x)

[
M1CT

δ(x)

] p1(x)
p1(x)−1 ∥∥∥zα1

1 zβ1
2

∥∥∥ p1(x)
p1(x)−1

N
+ δ(x)p1(x)

p1(x) |∇u1,z|p1(x)

 dx

+

p−
1 − 1
p−

1
[M1CT ]

p−
1

p−
1 −1 ∥|∇z1|γ1∥

p−
1

p−
1 −1

N + 1
p−

1
∥∇u1,z∥p−

1
1


+
p−

1 − 1
p−

1
[M1CT ]

p−
1

p−
1 −1

∥∥∥|∇z2|γ1
∥∥∥ p−

1
p−

1 −1

N
+ 1
p−

1
∥∇u1,z∥p−

1
1

 .
(2.28)
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En vertu de la convexité des fonctions t 7→ tp
−
1 et t 7→ t

p−
1

p−
1 −1 , l’inégalité de Jensen appliquée au

membre de droite de l’inégalité (2.28), donne

∫
Ω

|∇u1,z|p1(x)dx ≤
∫

Ω

p1(x) − 1
p1(x)

[
M1CT

δ(x)

] p1(x)
p1(x)−1 ∥∥∥zα1

1 zβ1
2

∥∥∥ p1(x)
p1(x)−1

N
dx

+
∫

Ω

δ(x)p1(x)

p1(x) |∇u1,z|p1(x) dx+ 2
p−

1

∫
Ω

|∇u1,z|p
−
1 dx

+ p−
1 − 1
p−

1
[M1CT ]

p−
1

p−
1 −1

∫
Ω

|∇z1|
Nγ1(x)p−

1
p−

1 −1 dx


1
N

+ p−
1 − 1
p−

1
[M1CT ]

p−
1

p−
1 −1

∫
Ω

|∇z2|
Nγ1(x)p−

1
p−

1 −1 dx


1
N

.

(2.29)

De plus, en appliquant une nouvelle fois l’inégalité de Young au membre de droite de (2.29), on
déduit que∫

Ω
|∇u1,z|p1(x)dx

≤
∫

Ω

p1(x) − 1
p1(x)

[
M1CT

δ(x)

] p1(x)
p1(x)−1 ∥∥∥zα1

1 zβ1
2

∥∥∥ p1(x)
p1(x)−1

N
dx+

∫
Ω

δ(x)p1(x)

p1(x) |∇u1,z|p1(x) dx

+ 2
p−

1

∫
Ω

(
p1(x) − p−

1
p1(x) δ(x)

p1(x)
1−p1(x) + p−

1 δ(x)p1(x)

p1(x) |∇u1,z|p1(x)
)
dx

+ N − 1
N

p−
1 − 1
p−

1
[M1CT ]

p−
1

p−
1 −1


N

N−1

+ 1
N

∫
Ω

|∇z1|
Nγ1(x)p−

1
p−

1 −1 dx

+ N − 1
N

p−
1 − 1
p−

1
[M1CT ]

p−
1

p−
1 −1


N

N−1

+ 1
N

∫
Ω

|∇z2|
Nγ1(x)p−

1
p−

1 −1 dx.

(2.30)

Aussi, sous l’hypothèse (Hγ,γ), nous sommes en mesure d’appliquer l’inégalité de Young au
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membre de droite de l’inégalité (2.30) de la façon suivante

∫
Ω

|∇u1,z|p1(x)dx ≤
∫

Ω

p1(x) − 1
p1(x)

[
M1CT

δ(x)

] p1(x)
p1(x)−1 ∥∥∥zα1

1 zβ1
2

∥∥∥ p1(x)
p1(x)−1

N
dx

+ 2
p−

1

∫
Ω

p1(x) − p−
1

p1(x) δ(x)
p1(x)

1−p1(x)dx+
∫

Ω

3δ(x)p1(x)

p1(x) |∇u1,z|p1(x) dx

+ 2N − 1
N

p−
1 − 1
p−

1
[M1CT ]

p−
1

p−
1 −1


N

N−1

+ 1
N

∫
Ω

p1(x)(p−
1 − 1) −Nγ1(x)p−

1
p1(x)(p−

1 − 1) ϵ(x)
p1(x)(p−

1 −1)

Nγ1(x)p−
1 −p1(x)(p−

1 −1)

+ Nγ1(x)p−
1

p1(x)(p−
1 − 1)ϵ(x)

p1(x)(p−
1 −1)

Nγ1(x)p−
1 |∇z1|p1(x)

 dx
+ 1
N

∫
Ω

p2(x)(p−
1 − 1) −Nγ1(x)p−

1
p2(x)(p−

1 − 1) µ(x)
p2(x)(p−

1 −1)

Nγ1(x)p−
1 −p2(x)(p−

1 −1)

+ Nγ1(x)p−
1

p2(x)(p−
1 − 1)µ(x)

p2(x)(p−
1 −1)

Nγ1(x)p−
1 |∇z2|p2(x)

 dx.

(2.31)

Le même raisonnement, appliqué à la seconde équation sous l’hypothèse (Hγ,γ), permet d’obtenir
une estimation de

∫
Ω |∇u2,z|p2(x)dx similaire à (2.31).

Maintenant, afin d’estimer le terme
∥∥∥zα1(x)

1 z
β1(x)
2

∥∥∥ p1(x)
p1(x)−1

N
, x ∈ Ω fixé, on fait la disjonction de cas

suivante.

1) Sous l’hypothèse α+
1 , β

+
1 < 0, d’après (2.22), on a

∥∥∥zα1(x)
1 z

β1(x)
2

∥∥∥ p1(x)
p1(x)−1

N
≤
∥∥∥(c̃d(x))α1(x)+β1(x)

∥∥∥ p1(x)
p1(x)−1

N
,

2) Sous l’hypothèse α+
1 < 0 < β−

1 , et la convexité de la fonction t 7→ t

p+
1

p+
1 −1 , l’inégalité de Jensen

donne

∥∥∥zα1(x)
1 z

β1(x)
2

∥∥∥ p1(x)
p1(x)−1

N
≤ 1 +

∥∥∥zNα1(x)
1 z

Nβ1(x)
2

∥∥∥ p+
1

N(p+
1 −1)

1
≤ 1 +

∥∥∥∥(c̃d(x))Nα1(x)p′+
1 z

Nβ1(x)p′+
1

2

∥∥∥∥ 1
N

1

≤ 1 + N − 1
N

+ 1
N

∫
Ω
(c̃d(x))Nα1(x)p′+

1 z
Nβ1(x)p′+

1
2 dx.

(2.32)

D’après (2.22), en appliquant une nouvelle fois l’inégalité de Young dans la dernière estimation
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de (2.32), il s’ensuit que

∥∥∥zα1(x)
1 z

β1(x)
2

∥∥∥ p1(x)
p1(x)−1

N
≤ 1 + N − 1

N
+ 1
N

∫
Ω
(c̃d(x))Nα1(x)p′+

1 z
Nβ1(x)p′+

1
2 dx

≤ 1 + N − 1
N

+ 1
N

∫
Ω

(
1 −Nβ1(x)p′+

1

)
(c̃d(x))

Nα1(x)p′+
1

1−Nβ1(x)p′+
1 dx+

∫
Ω
Nβ1(x)p′+

1 z2dx

≤ 1 + N − 1
N

+ 1
N

∫
Ω

(
1 −Nβ1(x)p′+

1

)
(c̃d(x))

Nα1(x)p′+
1

1−Nβ1(x)p′+
1 dx+ ∥Nβ1(x)p′+

1 ∥N∥z2∥ N
N−1

≤ 1 + N − 1
N

+ 1
N

∫
Ω

(
1 −Nβ1(x)p′+

1

)
(c̃d(x))

Nα1(x)p′+
1

1−Nβ1(x)p′+
1 dx+ ∥Nβ1(x)p′+

1 ∥NCT ∥∇z2∥1

≤ 1 + N − 1
N

+ 1
N

∫
Ω

(
1 −Nβ1(x)p′+

1

)
(c̃d(x))

Nα1(x)p′+
1

1−Nβ1(x)p′+
1 dx

+
∫

Ω

1
p′

2(x)
(
λ2(x)−1∥Nβ1(x)p′+

1 ∥NCT

)p′
2(x)

dx+
∫

Ω

1
p2(x)λ2(x)p2(x)|∇z2|p2(x)dx.

On a ainsi prouvé l’existence de constantes C1, C2, C3 > 0 indépendantes de z, telles que

∥∥∥zα1(x)
1 z

β1(x)
2

∥∥∥ p1(x)
p1(x)−1

N
≤



C1 si α+
1 , β

+
1 < 0

C2 +
∫

Ω

1
p2(x)λ2(x)p2(x)|∇z2|p2(x)dx si α+

1 < 0 < β−
1

C3 +
∫

Ω

1
p1(x)λ1(x)p1(x)|∇z1|p1(x)dx si β+

1 < 0 < α−
1 .

(2.33)

De ce fait, l’inégalité (2.33) se résume de la façon suivante

∥∥∥zα1(x)
1 z

β1(x)
2

∥∥∥ p1(x)
p1(x)−1

N
≤ C4 +

∫
Ω

1
p2(x)λ2(x)p2(x)|∇z2|p2(x)dx+

∫
Ω

1
p1(x)λ1(x)p1(x)|∇z1|p1(x)dx,

(2.34)

70



avec C4 = C1 + C2 + C3. En injectant (2.34) dans (2.31), on obtient

∫
Ω

|∇u1,z|p1(x)dx ≤ C4

∫
Ω

p1(x) − 1
p1(x)

[
M1CT

δ(x)

] p1(x)
p1(x)−1

dx

+

∫
Ω

p1(x) − 1
p1(x)

[
M1CT

δ(x)

] p1(x)
p1(x)−1

dx

∫
Ω

1
p2(x)λ2(x)p2(x)|∇z2|p2(x)dx

+

∫
Ω

p1(x) − 1
p1(x)

[
M1CT

δ(x)

] p1(x)
p1(x)−1

dx

∫
Ω

1
p1(x)λ1(x)p1(x)|∇z1|p1(x)dx

+ 2
p−

1

∫
Ω

p1(x) − p−
1

p1(x) δ(x)
p1(x)

1−p1(x)dx+
∫

Ω

3δ(x)p1(x)

p1(x) |∇u1,z|p1(x) dx

+ 2N − 1
N

p−
1 − 1
p−

1
[M1CT ]

p−
1

p−
1 −1


N

N−1

+ 1
N

∫
Ω

p1(x)(p−
1 − 1) −Nγ1(x)p−

1
p1(x)(p−

1 − 1) ϵ(x)
p1(x)(p−

1 −1)

Nγ1(x)p−
1 −p1(x)(p−

1 −1)dx

+
∫

Ω

γ1(x)p−
1

p1(x)(p−
1 − 1)ϵ(x)

p1(x)(p−
1 −1)

Nγ1(x)p−
1 |∇z1|p1(x) dx

+ 1
N

∫
Ω

p2(x)(p−
1 − 1) −Nγ1(x)p−

1
p2(x)(p−

1 − 1) µ(x)
p2(x)(p−

1 −1)

Nγ1(x)p−
1 −p2(x)(p−

1 −1)dx

+
∫

Ω

γ1(x)p−
1

p2(x)(p−
1 − 1)µ(x)

p2(x)(p−
1 −1)

Nγ1(x)p−
1 |∇z2|p2(x) dx.

(2.35)

On fait le choix des fonctions δ, ϵ, µ, λ1 et λ2 de la façon suivante :

1) δ(x) =
(

1
4
p1(x)

3

) 1
p1(x)

,

2) ϵ(x) =
(

1
16
p1(x)(p−

1 − 1)
8γ1(x)

) Nγ1(x)p−
1

p1(x)(p−
1 −1)

3) µ(x) =
(

1
16
p2(x)(p−

1 − 1)
4γ1(x)

) Nγ1(x)p−
1

p2(x)(p−
1 −1)

4) λ1(x) =

 1
16

∫
Ω

p1(x) − 1
p1(x)

[
M1CT

δ(x)

] p1(x)
p1(x)−1

dx


−1

p1(x)


1

p1(x)

5) λ2(x) =

 1
16

∫
Ω

p1(x) − 1
p1(x)

[
M1CT

δ(x)

] p1(x)
p1(x)−1

dx


−1

p2(x)


1

p2(x)

.

En ajoutant (2.35) avec son analogue pour la seconde équation en
∫

Ω |∇u2,z|p2(x)dx, on obtient,
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après simplification, l’existence de C̃ > 0 tel que
3
4

(∫
Ω

|∇u1,z|p1(x)dx+
∫

Ω
|∇u2,z|p2(x)dx

)
− 1

4

(∫
Ω

|∇z1|p1(x) dx+
∫

Ω
|∇z2|p2(x) dx

)
≤ C̃.

(2.36)

Maintenant, supposons que z1 et z2 satisfont
1
2

∫
Ω

|∇z1|p1(x)dx+ 1
2

∫
Ω

|∇z2|p2(x)dx ≤ C̃. (2.37)

A partir de (2.36) et (2.37), on montre que
1
2

∫
Ω

|∇u1,z|p1(x)dx+ 1
2

∫
Ω

|∇u2,z|p2(x)dx ≤ C̃,

Ceci complète la preuve.

2.3.4 Estimation uniforme de la norme infinie de la solution auxi-
liaire

Considérons l’ensemble

B̃ =
{

(s1, s2) ∈ X
1,p(x),p2(x)
0 (Ω) | c0d(x) ≤ si et

∫
Ω

|∇s1|p(x)dx+
∫

Ω
|∇s2|p2(x)dx < L̃

}
,

où L̃ > 0 est la constante apparaissant dans le Lemme 2.3.4.
Voici un résultat d’estimation de la solution du problème (Pz).

Lemme 2.3.5. Supposons que (z1, z2) ∈ B̃. Sous les hypothèses (Hf) et (2.6), il existe une
constante L > 1, indépendante de zi, telle que toute solution (u1, u2) ∈ W

1,p1(x)
0 (Ω)×W

1,p2(x)
0 (Ω)

de (Pz) appartient à l’espace L∞(Ω) × L∞(Ω), et vérifie

∥ui∥∞ < L. (2.38)

Démonstration. Posons h(x) = fi(x, z1, z2,∇z1,∇z2) dans le Lemme 2.3.1. Tout d’abord, re-
marquons que, d’après le Lemme 1.5.2 et le Lemme 2.3.4, il existe x0 ∈ Ω et une constante
C1 > 0, indépendante de ui et zi, telle que

∥ui∥L1(Ω) ≤ ∥1∥
L

p′
i
(x)(Ω)

∥ui∥Lpi(x)(Ω) ≤ const∥1∥
L

p′
i
(x)(Ω)

∥∇ui∥Lpi(x)(Ω)

= const∥1∥
L

p′
i
(x)(Ω)

(∫
Ω

|∇ui|pi(x)dx
) 1

pi(x0)

≤ C1,

(2.39)

i = 1, 2. Aussi, remarquons que, d’après l’inégalité de Minkowski, on a

∥h∥LN (Ω) ≤ M1

∥∥∥zα1
1 zβ1

2

∥∥∥
N

+M1 ∥|∇z1|γ1∥N +M1

∥∥∥|∇z2|γ1
∥∥∥

N
.

En étudiant l’étape 2 de la preuve du Lemme 2.3.4, on vérifie facilement qu’il existe une constante
C2 > 0, indépendante de ui et zi, telle que

∥h∥LN (Ω) ≤ C2, (2.40)

En vertu de (2.39), (2.40) et du Lemme 2.3.2, on déduit (2.38). Ceci achève la démonstration.
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2.4 Construction et comparaison des sous- et sur-solutions
Dans cette section, on considère certains résultats asymptotiques impliquant les fonctions

pi(x)-torsions (i = 1, 2) et leurs troncature sur le bord du domaine, présentées dans l’introduc-
tion de ce chapitre. Ces fonctions seront à la base de la construction de nos sous- et sur-solutions
ui et ui (i = 1, 2).

Avant de passer à la construction nous rappelons le lemme suivant.

Lemme 2.4.1 (voir [AM18] Lemme 3). Soit ϵ > 0 et h satisfaisant

|h(x)| ≤ Cd(x)−γ(x), x ∈ Ω, (2.41)

où Ω ⊂ RN est un domaine borné suffisamment régulier, et γ : Ω → R est une fonction continue
telle que

lim
d(x)→0

Nγ(x) = L ∈ (0, 1).

Supposons que h > 0, et soit h̃ ∈ L∞
loc(Ω) satisfaisant (2.41). Alors, pour ϵ suffisamment petit,

on a

uϵ ≥ u

2 dans Ω,

où u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) est la solution du problème{

−∆p(x)u = h(x) dans Ω
u = 0 sur ∂Ω,

et uϵ ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) est la solution du problème

−∆p(x)uϵ =

h(x) si d(x) > ϵ

h̃(x) si d(x) < ϵ
, uϵ = 0 sur ∂Ω.

Soit ξi, ξi,δ ∈ C1,τ (Ω), τ ∈ (0, 1) les solutions des problèmes de Dirichlet (2.9) et (2.10)
respectivement. Voici un lemme fournissant des informations sur le comportement asymptotique
de ces fonctions.

Lemme 2.4.2. Il existe des constantes c1, kp1 , kp2 > 1 et c0, θ1, θ2 ∈ (0, 1),, avec θ1, θ2 ≈ 1,,
telles que

c0d(x) ≤ ξi,δ(x) ≤ ξi(x), pour tout x ∈ Ω, (2.42)
ξi(x) ≤ c1d(x)θi , pour tout x ∈ Ωδ (2.43)

et
∥∇ξi,δ∥∞ , ∥∇ξi∥∞ ≤ kpi

, i = 1, 2. (2.44)

Démonstration. D’après (2.9) et (2.10), il est clair que ξi,δ(x) ≤ ξi(x), pour tout x ∈ Ω, (i =
1, 2). Le principe fort du maximum (Lemme C.0.2), combiné avec le Lemme 2.4.1, entraîne que
ξi,δ(x) ≥ c0d(x) dans Ω, pour δ > 0 suffisamment petit dans (2.10). De plus, grâce au Lemme
2.3.1, nous pouvons valider les estimations exprimées par (2.44).
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Par conséquent, il ne reste plus qu’à montrer que (2.43) est valide. D’après [AM18, Lemme
1], en considérant une constante suffisamment large A > 1, qui sera précisée ultérieurement, il
est bien connu que le problème de Dirichlet

−∆pi(x)wi = A
w

γi
i

dans Ω
wi > 0 dans Ω
wi = 0 sur ∂Ω,

(2.45)

avec
γi ∈ (0,min{1, p−

i − 1}), (2.46)

admet une solution unique wi ∈ C1(Ω) satisfaisant

min{δ, d(x)} ≤ wi(x) ≤ c̄1A
1

p−
i

−1 in Ω, i = 1, 2, (2.47)

pour une certaine constante positive c̄1, indépendante de A, et avec δ > 0 petit. De plus, il
existe une constante c̄2 > 0, dépendant de A, telle que

wi(x) ≤ c̄2d(x)θi dans Ωδ, (2.48)

pour certaines constantes θ1, θ2 ∈ (0, 1), avec θ1, θ2 ≈ 1, et δ > 0 petit (voir [Zha07, Théorème
4.4]). D’après (2.45), on peut observer que∫

Ω
|∇wi|pi(x)−2∇wi∇φidx > 0,

pour tout φi ∈ W
1,pi(x)
0 (Ω), avec φi ≥ 0. Ainsi, en vertu du Théorème B.1.1, il existe x0

1, x
0
2 ∈ Ω

tels que, pour toute constante L > 0, on ait∫
Ω
Lpi(x)−1|∇wi|pi(x)−2∇wi∇φi dx = Lpi(x0

i )−1
∫

Ω
|∇wi|pi(x)−2∇wi∇φi dx

≥ Lp−
i −1

∫
Ω

|∇wi|pi(x)−2∇wi∇φi dx,

pour tout φi ∈ W
1,pi(x)
0 (Ω), avec φi ≥ 0, i = 1, 2.

Fixons A > 0, suffisamment large, de sorte que

d(x) ≤ A
1

θiγi dans Ω. (2.49)

En vertu de (2.9), (2.49), (2.46) et (2.45), on a
∫

Ω
|∇ξi|pi(x)−2∇ξi∇φi dx =

∫
Ω
φi dx =

∫
Ω\Ωδ

A
γi

p−
i

−1
− γi

p−
i

−1φi dx+
∫

Ωδ

φi dx

≤
∫

Ω\Ωδ

A
γi

p−
i

−1 ( c̄1

wi

)γiφi dx+
∫

Ωδ

A( 1
d(x)θi

)γiφi dx

≤
∫

Ω\Ωδ

A( c̄1

wi

)γiφi dx+
∫

Ωδ

A( c̄2

wi

)γiφi dx ≤ Lp−
i −1

∫
Ω

A

wγi
i

φi dx

= Lp−
i −1

∫
Ω

|∇wi|pi(x)−2∇wi∇φi dx ≤
∫

Ω
|∇(Lwi)|pi(x)−2∇(Lwi)∇φi dx,
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pour L > maxi=1,2

c̄
γi

p−
i

−1

i

, et pour tout φi ∈ W
1,pi(x)
0 (Ω), avec φi ≥ 0. D’après le principe de

comparaison faible et (2.48), on conclut que

ξi(x) ≤ Lwi ≤ c1d(x)θi pour tout x ∈ Ωδ,

pour une certaine constante c1 > 0. Ceci achève la démonstration.
Remarque 2.4.1. En raison de la régularité des fonctions ξi (i = 1, 2), qui sont de classe
C1,α(Ω) (cf résultat de régularité de Fan, Théorème C.0.3), on peut prendre θi = 1 (i = 1, 2)
dans l’estimation (2.43). Ainsi, dans la suite du chapitre, nous considérerons (2.43) avec θi = 1
(i = 1, 2).

Pour une constante C > 1, posons

ui = C−1ξi,δ et ui = Cξi. (2.50)

On affirme que ui ≥ ui dans Ω. En effet, d’après (2.9) et (2.10), on peut observer que les
intégrales ∫

Ω\Ωδ

|∇ξi,δ|pi(x)−2∇ξi,δ∇φi dx, (2.51)

−
∫

Ωδ

|∇ξi,δ|pi(x)−2∇ξi,δ∇φi dx, (2.52)∫
Ω

|∇ξi|pi(x)−2∇ξi∇φi dx, (2.53)

sont positives pour tout φi ∈ W
1,pi(x)
0 (Ω), avec φi ≥ 0. D’après (2.50), et grâce au Théorème

B.1.1, il existe x1
i , x

2
i ∈ Ω tels que∫

Ω
|∇ui|pi(x)−2∇ui∇φi dx =

∫
Ω
C−(pi(x)−1)|∇ξi,δ|pi(x)−2∇ξi,δ∇φi dx

=
∫

Ω\Ωδ

C−(pi(x)−1)|∇ξi,δ|pi(x)−2∇ξi,δ∇φi dx−
∫

Ωδ

(−C−(pi(x)−1)|∇ξi,δ|pi(x)−2∇ξi,δ∇φi) dx

= C−(pi(x1
i )−1)

∫
Ω\Ωδ

|∇ξi,δ|pi(x)−2∇ξi,δ∇φi dx− C−(pi(x2
i )−1)

∫
Ωδ

(−|∇ξi,δ|pi(x)−2∇ξi,δ∇φi) dx.

(2.54)

En utilisant (2.10), on obtient∫
Ω

|∇ui|pi(x)−2∇ui∇φi dx = C−(pi(x1
i )−1)

∫
Ω\Ωδ

φi dx− C−(pi(x2
i )−1)

∫
Ωδ

φi dx

≤ C−(p−
i −1)

∫
Ω\Ωδ

φi dx− C−(p+
i −1)

∫
Ωδ

φi dx.
(2.55)

Encore, le Théorème B.1.1 et (2.9) impliquent que∫
Ω

|∇ui|pi(x)−2∇ui∇φi dx =
∫

Ω
Cpi(x)−1|∇ξi|pi(x)−2∇ξi∇φi dx

= Cpi(x0
i )−1

∫
Ω

|∇ξi|pi(x)−2∇ξi∇φi dx

≥ Cp−
i −1

∫
Ω

|∇ξi|pi(x)−2∇ξi∇φi dx

= Cp−
i −1

∫
Ω
φi dx,

(2.56)

75



pour un certain x0
i ∈ Ω. De ce fait, la combinaison de (2.54) - (2.56) entraîne∫

Ω
|∇ui|pi(x)−2∇ui∇φi dx ≤

∫
Ω

|∇ui|pi(x)−2∇ui∇φi dx,

pour tout φi ∈ W
1,pi(x)
0 (Ω), avec φi ≥ 0, pourvu que la constante C > 0 est suffisamment

grande. Ceci démontre notre affirmation.

Posons
R := max

i=1,2
{1, kpi

, ∥ξi∥C1,τ (Ω) , ∥ξi,δ∥C1,τ (Ω)}. (2.57)

Les résultats suivants sont au coeur de la raison pour laquelle les fonctions (2.50) constituent
des sur et sous solution du problème (S).

2.4.1 Cas α±
i + β±

i ≥ 0
Ici, on énonce un résultat de comparaison, faisant intervenir les fonctions (2.50) dans la

situation α±
i + β±

i ≥ 0.

Proposition 2.4.1. Supposons que (2.3) et (2.4) sont vérifiés, avec α±
i + β±

i > 0 (i = 1, 2).
Alors, pour C > 0 assez large dans (2.50), on a

−∆pi(x)ui ≤ mi


u

αi(x)
1 u

βi(x)
2 si α−

i , β
−
i > 0

u
αi(x)
1 u

βi(x)
2 si α+

i < 0 < β−
i

u
αi(x)
1 u

βi(x)
2 si β+

i < 0 < α−
i

dans Ω, (2.58)

−∆pi(x)ui ≥ 2Mi(RC)max{γ+
i ,γ̄+

i } +Mi


u

αi(x)
1 u

βi(x)
2 si α−

i , β
−
i > 0

u
αi(x)
1 u

βi(x)
2 si α+

i < 0 < β−
i

u
αi(x)
1 u

βi(x)
2 si β+

i < 0 < α−
i

dans Ω, i = 1, 2, (2.59)

où R > 0 est donné dans (2.57).

Démonstration. Tout d’abord, supposons que α−
i , β

−
i > 0. D’après (2.51)-(2.52), ainsi que le

Théorème B.1.1, il existe x0
i ∈ Ω\Ωδ, et x1

i ∈ Ωδ, tels que

C−(p−
i −1)

∫
Ω\Ωδ

|∇ξi,δ|pi(x)−2∇ξi,δ∇φi dx− C−(p+
i −1)

∫
Ωδ

(
−|∇ξi,δ|pi(x)−2∇ξi,δ∇φi

)
dx

≥ C−(pi(x0
i )−1)

∫
Ω\Ωδ

|∇ξi,δ|pi(x)−2∇ξi,δ∇φi dx− C−(pi(x1
i )−1)

∫
Ωδ

(
−|∇ξi,δ|pi(x)−2∇ξi,δ∇φi

)
dx

=
∫

Ω\Ωδ

C−(pi(x)−1)|∇ξi,δ|pi(x)−2∇ξi,δ∇φi dx−
∫

Ωδ

C−(pi(x)−1)
(
−|∇ξi,δ|pi(x)−2∇ξi,δ∇φi

)
dx

=
∫

Ω
|∇ui|pi(x)−2∇ui∇φi dx.

(2.60)
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A partir de (2.50), (2.4) et le Lemme 2.4.2, puisque α−
i , β

−
i > 0, on a

mi

∫
Ω
u

αi(x)
1 u

βi(x)
2 φi dx = mi

∫
Ω
C−(αi(x)+βi(x))ξ

αi(x)
1,δ ξ

βi(x)
2,δ φi dx

≥ mi

∫
Ω
(Cc−1

0 )−(αi(x)+βi(x))d(x)αi(x)+βi(x)φi dx

≥ mi(Cc−1
0 )−(α+

i +β+
i )
(
δα+

i +β+
i

∫
Ω\Ωδ

φi dx+
∫

Ωδ

d(x)αi(x)+βi(x)φi dx
)

≥ C−(p−
i −1)

∫
Ω\Ωδ

φi dx− C−(p+
i −1)

∫
Ωδ

φi dx,

(2.61)

pour tout φi ∈ W
1,pi(x)
0 (Ω), avec φi ≥ 0 (i = 1, 2), et C > 0 assez large. Ainsi, en combinant

(2.55) avec (2.60)-(2.61), il découle que∫
Ω

|∇ui|pi(x)−2∇ui∇φi dx ≤ mi

∫
Ω
u

αi(x)
1 u

βi(x)
2 φi dx,

pour tout φi ∈ W
1,pi(x)
0 (Ω), avec φi ≥ 0 (i = 1, 2). Ceci démontre le premier cas dans (2.58).

Ensuite, nous prouvons (2.59) dans le cas α−
i , β

−
i > 0. En utilisant (2.50), (2.57), (2.4) et

(2.9), le Théorème B.1.1 garantit l’existence de x2
i ∈ Ω tel que

Mi

∫
Ω
(uαi(x)

1 u
βi(x)
2 + 2(RC)max{γ+

i ,γ̄+
i })φi dx

= Mi

∫
Ω
(Cαi(x)+βi(x)ξ

αi(x)
1 ξ

βi(x)
2 + 2(RC)max{γ+

i ,γ̄+
i })φi dx

≤ Mi

∫
Ω
(Cα+

i +β+
i Rα+

i +β+
i + 2(RC)max{γ+

i ,γ̄+
i })φi dx

≤ M̃R max{Cα+
i +β+

i , Cmax{γ+
i ,γ̄+

i }}
∫

Ω
φi dx ≤ Cp−

i −1
∫

Ω
φi dx

≤ Cpi(x2
i )−1

∫
Ω
φi dx =

∫
Ω
Cpi(x)−1|∇ξi|pi(x)−2∇ξi∇φi dx

=
∫

Ω
|∇ui|pi(x)−2∇ui∇φi dx,

pour tout φi ∈ W
1,pi(x)
0 (Ω), avec φi ≥ 0 (i = 1, 2), et C > 0 assez grand.

Maintenant, nous considérons les autres cas dans (2.58) et (2.59). Nous prouvons uniquement
les inégalités correspondant au cas α+

1 < 0 < β−
1 , puisque la situation complémentaire β+

1 <
0 < α−

1 est prouvée de façon similaire. Supposons donc que α+
1 < 0 < β−

1 . En vertu du Lemme
2.4.2, et (2.4), on a∫

Ω
Cα1(x)−β1(x)ξ

α1(x)
1 ξ

β1(x)
2,δ φ1 dx

≥ Cα−
1 −β+

1 Rα−
1 (c0δ)β+

1

∫
Ω\Ωδ

φ1 dx+ Cα−
1 −β+

1 c
β+

1
0 c

α−
1

1

∫
Ωδ

d(x)θ1α1(x)+β1(x)φ1 dx

≥ C−(p−
1 −1)

∫
Ω\Ωδ

φ1 dx− C−(p+
1 −1)

∫
Ωδ

φ1 dx,

(2.62)

pour tout φ1 ∈ W
1,p1(x)
0 (Ω), avec φ1 ≥ 0, pourvu que C > 0 est suffisamment grand. Alors

d’après (2.50), (2.9) et (2.10), on obtient

m1

∫
Ω
u

α1(x)
1 u

β1(x)
2 φ1 dx ≥

∫
Ω

|∇u1|p1(x)−2∇u1∇φ1 dx.
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Ensuite, nous prouvons (2.59) lorsque α+
1 < 0 < β−

1 . La positivité de l’intégrale (2.53), combinée
avec le Théorème B.1.1, implique l’existence de x2 ∈ Ω tel que

Cp−
1 −1

∫
Ω

|∇ξ1|p1(x)−2∇ξ1∇φ1 dx ≤ Cp1(x2)−1
∫

Ω
|∇ξ1|p1(x)−2∇ξ1∇φ1 dx

=
∫

Ω
Cp1(x)−1|∇ξ1|p1(x)−2∇ξ1∇φ1 dx

=
∫

Ω
|∇u1|p1(x)−2∇u1∇φ1 dx.

(2.63)

D’après (2.57), (Hα,β), (2.38), (2.42) et le Lemme 2.4.2, il s’ensuit que

M1

∫
Ω
(uα1(x)

1 u
β1(x)
2 + 2(RC)max{γ+

1 ,γ̄+
1 })φ1 dx

= M1

∫
Ω
(C−α1(x)+β1(x)ξ

α1(x)
1,δ ξ

β1(x)
2 + 2(RC)max{γ+

1 ,γ̄+
1 })φ1 dx

≤ M1C
−α−

1 +β+
1

[
(c0δ)α−

1 Rβ+
i

∫
Ω\Ωδ

φ1 dx+ c
β+

1
1 c

α−
1

0

∫
Ωδ

d(x)α−
1 +θ1β+

1 φ1 dx
]

+ 2(RC)max{γ+
1 ,γ̄+

1 })
∫

Ω
φ1 dx ≤ Cp−

1 −1
∫

Ω
φ1 dx,

(2.64)

pour tout φ1 ∈ W
1,p1(x)
0 (Ω), avec φ1 ≥ 0, pourvu que C > 0 est suffisamment grand. Ainsi, en

regroupant (2.63) et (2.64), on aboutit à∫
Ω

|∇u1|p1(x)−2∇u1∇φ1 dx ≥ M1

∫
Ω
(uα1(x)

1 u
β1(x)
2 + 2(RC)max{γ+

1 ,γ̄+
1 })φ1 dx.

2.4.2 Cas α±
i + β±

i < 0
L’extension naturelle de la Proposition 2.4.1 pour la situation α±

i + β±
i < 0 nécessite de

considérer d’autres quantités que les fonctions ui, dans la mesure où une inégalité telle que
(2.59) ne peut pas être obtenue. En effet, les termes sources fi ne sont pas bornés sur toute la
région Ω, compte tenu de l’explosion du terme zαi(.)

1 z
βi(.)
2 sur le bord de Ω. Par conséquent, on ne

peut assurer une estimation C1,α du gradient de la solution, comme ce fut le cas pour la situation
complémentaire. Á la place, on peut utiliser l’estimation faible fournie par la Proposition 2.3.5,
et remplacer les fonctions ui par la constante L, définie dans le Lemme 2.3.5. La proposition
suivante garantit un résultat de comparaison pour les fonctions ui dans (2.50), et partage un
certain nombre de similarités avec l’inégalité (2.58).

Proposition 2.4.2. Supposons que (2.4) est vérifié, avec α±
i + β±

i < 0. Alors, pour C > 0
suffisamment grand dans (2.57), on a

−∆pi(x)ui ≤ mi


Lα−

i u
βi(x)
2 si α+

i < 0 < β−
i

Lβ−
i u

αi(x)
1 si β+

i < 0 < α−
i

Lα−
i +β−

i si α+
i , β

+
i < 0

dans Ω, i = 1, 2, (2.65)

où la borne L > 1 est fournie par le Lemme 2.3.5.
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Démonstration. La preuve sera séparée en deux étapes.

Étape 1 : Cas lorsque α+
i < 0 < β−

i ou β+
i < 0 < α−

i

On prouve seulement le cas lorsque α+
i < 0 < β−

i , puisque l’autre cas peut être justifié de
façon similaire. Supposons que α+

i < 0 < β−
i , et prenons ϕi ∈ W

1,pi(x)
0 (Ω). D’après (2.57), on a

mi

∫
Ω
Lαi(x)C−βi(x)ξ

βi(x)
2,δ ϕidx ≥ miC

−β−
i ηβ+

i min
{
Lα±

i

}(∫
Ω\Ωδ

ϕidx+
∫

Ωδ

ϕidx

)

≥ C1−p−
i

∫
Ω

|∇ξi,δ|pi(x)−2 ∇ξi,δ∇ϕidx

≥
∫

Ω
|∇ui|

pi(x)−2 ∇ui∇ϕidx.

Étape 2 : Cas lorsque α+
i , β

+
i < 0

Soit ϕi ∈ W
1,pi(x)
0 (Ω). Alors, par définition de ui, on a

mi

∫
Ω
Lαi(x)+βi(x)ϕidx ≥ mi min

{
L(αi+βi)±}(∫

Ω\Ωδ

ϕidx+
∫

Ωδ

ϕidx

)

≥ C1−p−
i

∫
Ω

|∇ξi,δ|pi(x)−2 ∇ξi,δ∇ϕidx

≥
∫

Ω
|∇ui|

pi(x)−2 ∇ui∇ϕidx.

Ceci achève la démonstration.

2.5 Preuve du résultat principal
Dans cette section, nous prouvons le Théorème 2.2.1. La preuve suit le raisonnement établi

dans l’introduction du chapitre.

2.5.1 Résultats pour le cas α±
i + β±

i > 0
En utilisant les fonctions (2.50), ainsi que les constantes R > 0 et C > 0, définies dans (2.57)

et (2.50) respectivement, on considère l’ensemble fermé, borné, et convexe suivant

K+ =
{

(s1, s2) ∈
(
C1,α(Ω)

)2
|ui ≤ si ≤ ui et ∥∇si∥∞ < CR, i = 1, 2

}
.

Définissons l’application

T + : K+ → C1
0(Ω) × C1

0(Ω)
(z1, z2) 7→ T +(z1, z2) = (u1, u2)(z1,z2),

où (u1, u2) sont les solutions auxiliaires de (Pz). Il est important de remarquer que les solutions
du problème (P(z1,z2) coïncident avec les points fixes de l’application T +.
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Étant donné que α±
i + β±

i > 0, il s’ensuit que α+
i + θ2β

−
i ≥ 0 (resp. α+

i + θ2β
−
i ≥ 0), pour

α+
i < 0 < β−

i (resp. β+
i < 0 < α−

i ), et pour θ1, θ2 ≈ 1. Pour (z1, z2) ∈ K+, on obtient

z
αi(x)
1 z

βi(x)
2 ≤


u

αi(x)
1 u

βi(x)
2 si α−

i , β
−
i > 0

u
αi(x)
1 u

βi(x)
2 si α+

i < 0 < β−
i

u
αi(x)
1 u

βi(x)
2 si β+

i < 0 < α−
i .

Dans l’ensemble Ωδ, défini dans la section Notations, en utilisant (2.50), avec le Lemme 2.4.2,
on aboutit au fait que

z
αi(x)
1 z

βi(x)
2 ≤


Cα+

i +β+
i d(x)θ1αi(x)+θ2βi(x) si α−

i , β
−
i > 0

C−α−
i +β+

i d(x)αi(x)+θ2βi(x) si α+
i < 0 < β−

i

Cα+
i −β−

i d(x)θ1αi(x)+βi(x) si β+
i < 0 < α−

i

≤


Cα+

i +β+
i δθ1α−

i +θ2β−
i si α−

i , β
−
i > 0

C−α−
i +β+

i δα+
i +θ2β−

i si α+
i < 0 < β−

i

Cα+
i −β−

i δθ1α−
i +β+

i si β+
i < 0 < α−

i ,

alors que dans Ω\Ωδ on a

z
αi(x)
1 z

βi(x)
2 ≤


Cα+

i +β+
i ∥ξ1∥αi(x)

∞ ∥ξ2∥βi(x)
∞ si α−

i , β
−
i > 0

C−α−
i +β+

i δαi(x) ∥ξ2∥βi(x)
∞ si α+

i < 0 < β−
i

Cα+
i −β−

i ∥ξ1∥αi(x)
∞ δβi(x) si β+

i < 0 < α−
i .

Ainsi, on déduit à partir de (Hf ), (2.50) et le Lemme 2.4.2 l’estimation

|fi(x, z1, z2,∇z1,∇z2)| ≤ Mi(zαi(x)
1 z

βi(x)
2 + |∇z1|γi(x) + |∇z2|γ̄i(x))

≤ MiC
|α±

i |+|β±
i |L0 + 2Mi(CR)max{γ+

i ,γ̄+
i } dans Ω,

(2.66)

où la constante L0 > 0 est indépendante de C.
Par conséquent, l’unicité de la solution (u1, u2) de (P(z1,z2)), garantie par le théorème de

Browder-Minty (voir [Bre83b]), implique que l’application T + est bien définie. De plus, le ré-
sultat de régularité de [Fan07] entraîne que (u1, u2) ∈ C1,τ

0 (Ω)2, pour un certain τ ∈ (0, 1), et il
existe une constante R̂ > 0 telle que l’on ait

∥ui∥C1,τ (Ω) < R̂. (2.67)

Maintenant, on affirme que l’application T + est contractante.

Proposition 2.5.1. L’ensemble K+ est invariant par l’application T +.

Démonstration. En utilisant le fait que z1, z2 ∈ K+, il s’ensuit que

z
αi(x)
1 z

βi(x)
2 ≥


u

αi(x)
1 u

βi(x)
2 si α−

i , β
−
i > 0

u
αi(x)
1 u

βi(x)
2 si α+

i < 0 < β−
i

u
αi(x)
1 u

βi(x)
2 si β+

i < 0 < α−
i

dans Ω.

Ainsi, en considérant l’hypothèse (Hf ), et la Proposition 2.4.1, le principe de comparaison faible
implique que

u1 ≤ y1 ≤ u1 et u2 ≤ u2 ≤ u2 dans Ω. (2.68)
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Par ailleurs, puisque max{|α±
i | + |β±

i |, γ+
i , γ̄

+
i } < pi − 1, il découle de (2.66) que

|fi(x, z1, z2,∇z1,∇z2)| ≤ (CR)pi−1,

pourvu que C est suffisamment large. D’où, grâce au Lemme 2.3.1, on déduit que

∥∇u1∥∞ , ∥∇u2∥∞ ≤ CR. (2.69)

Par conséquent, la réunion de (2.67) - (2.69) conduit au fait que (u1, u2) ∈ K+, ce qui montre
que T +(K+) ⊂ K+.

Aussi, nous assurons de bonnes propriétés pour l’application T +.

Proposition 2.5.2. L’application T + est compacte et continue.

Démonstration. Sur la base de (2.67), avec la compacité de l’injection C1,τ (Ω) ⊂ C1
0(Ω), on

obtient que T +(C1
0(Ω) ×C1

0(Ω)) est un sous-ensemble relativement compact de C1
0(Ω) ×C1

0(Ω).
Ceci prouve la compacité de l’opérateur T +.

Ensuite, nous montrons que T + est continue par rapport à la topologie de C1
0(Ω) × C1

0(Ω).
Soit la suite convergente (z1,n, z2,n) → (z1, z2) dans C1

0(Ω) ×C1
0(Ω), pour tout n ∈ N. En posant

(u1,n, u2,n) = T +(z1,n, z2,n), on obtient, d’après (2.67), que (u1,n, u2,n) ∈ C1,τ (Ω) × C1,τ (Ω). En
vertu du théorème d’Ascoli-Arzelà, on a aussi

(u1,n, u2,n) → (u1, u2) in C1
0(Ω) × C1

0(Ω).

Par ailleurs, pour tout z1, z2 ∈ K+, il est vrai que

fi(z1,n, z2,n,∇z1,n,∇z2,n) → fi(x, z1, z2,∇z1,∇z2) ∈ W−1,p′
i(x)(Ω).

Ainsi, on conclut que l’application T + est continue.

2.5.2 Résultats pour le cas α±
i + β±

i ≤ 0
En utilisant les fonctions ui (i = 1, 2), définies dans (2.50), la constante L̃, définie dans le

Lemme 2.3.4, et la borne L, introduite dans le Lemme 2.3.5, on considère l’ensemble suivant

K− =
{

(y1, y2) ∈ W
1,p1(x)
0 (Ω) ×W

1,p2(x)
0 (Ω) : ui ≤ yi ≤ L dans Ω

et ∑
i=1,2

∫
Ω |∇yi|pi(x)dx ≤ 2L̃

}
,

qui est fermé, borné, et convexe dans W 1,p1(x)
0 (Ω) ×W

1,p2(x)
0 (Ω). Définissons l’opérateur

T − : K− → W
1,p1(x)
0 (Ω) ×W

1,p2(x)
0 (Ω)

(z1, z2) 7→ T −(z1, z2) = (u1, u2)(z1,z2),
(2.70)

où (u1, u2) est la solution auxiliaire du problème (Pz). En vertu de (2.42), (2.50), et du Lemme
2.3.4, on déduit que (u1, u2) existe et est la solution unique du problème (P(z1,z2)).
Maintenant nous affirmons que l’application T − est contractante.

Proposition 2.5.3. L’ensemble K− est invariant par l’application T −.
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Démonstration. Pour tout (z1, z2) ∈ K−, en combinant (Hf ) avec la Proposition 2.4.2, on déduit
que ui ≥ ui dans Ω. De plus, le Lemme 2.3.5 implique que ui ≤ L, tandis que le Lemme 2.3.4
garantit l’existence de L̃ > 0 tel que

∑
i=1,2

∫
Ω

|∇ui|pi(x)dx ≤ 2L̃. D’où le fait que ui ∈ K−, ce qui

signifie que T −(K−) ⊂ K−.

Aussi nous garantissons de bonne propriétés pour l’application T −.

Proposition 2.5.4. L’application T − est compacte et continue.

Démonstration. Soit une suite convergente (z1,n, z2,n) → (z1, z2) dans W 1,p1(x)
0 (Ω) ×W

1,p2(x)
0 (Ω),

i.e.
(z1,n, z2,n) → (z1, z2) dans Lp1(x)(Ω) × Lp2(x)(Ω),

et
(∇z1,n,∇z2,n) → (∇z1,∇z2) dans

(
Lp1(x)(Ω)

)N
×
(
Lp2(x)(Ω)

)N
,

avec (z1,n, z2,n) ∈ K−. D’après [FZ03, Théorème 2.4], les suites (z1,n, z2,n) et (∇z1,n,∇z2,n)
convergent en mesure vers (z1, z2) et (∇z1,∇z2), respectivement. Par conséquent, étant donné
que la fonction fi est de type Carathéodory, on peut écrire

fi (x, z1,n(x), z2,n(x),∇z1,n(x),∇z2,n(x)) −→ fi (x, z1(x), z2(x),∇z1(x),∇z2(x)) p.p. dans Ω.

De plus, [FZ03, Théorème 2.4] assure que la suite (∇z1,n,∇z2,n) converge vers (∇z1,∇z2) en
module, c’est-à-dire que

lim
n→∞

ρpi(x) (∇zi,n − ∇zi) = 0,

ou de façon équivalente

(|∇z1,n − ∇z1|p1(x) , |∇z2,n − ∇z2|p2(x)) → (0, 0) dans L1(Ω) × L1(Ω).

Ainsi, il existe une sous-suite (|∇z1,nk
− ∇z1|p1(x) , |∇z2,nk

− ∇z1|p2(x)), et des fonctions mesu-
rables et positives (g1, g2) ∈ L1(Ω) × L1(Ω), telles que{

|∇z1,nk
(x) − ∇z1(x)|p1(x) ≤ g1(x)

|∇z2,nk
(x) − ∇z2(x)|p2(x) ≤ g2(x)

p.p. dans Ω. (2.71)

Ici, il est important de remarquer que, puisque zi,n ∈ [ui, L], alors zi ∈ [ui, L]. De plus, d’après
le Lemme 2.4.2 et (2.50), on a

z
αi(x)
1,n z

βi(x)
2,n ≤


u

αi(x)
1 u

βi(x)
2 si α+

i , β
+
i < 0

u
αi(x)
1 Lβi(x) si α+

i < 0 < β−
i

Lαi(x)u
βi(x)
2 si β+

i < 0 < α−
i .

≤ M0


d(x)αi(x)+βi(x) si α+

i , β
+
i < 0

d(x)αi(x) si α+
i < 0 < β−

i

d(x)βi(x) si β+
i < 0 < α−

i ,

(2.72)

pour une certaine constante positive M0 := M0(L,C, c0, αi, βi).
Supposons que α±

i + β±
i < 0. En vertu de (Hf ) et (2.72), on déduit, d’après (2.71), que

|fi (x, z1,n, z2,n,∇z1,n,∇z2,n)| ≤ Mi(zαi(x)
1,n z

βi(x)
2,n + |z1,n|γi(x) + |z2,n|γ̄i(x))

≤ Mi(K(x) +
{
g1(x)

1
p1(x) + |∇z1|

}γi(x)
+
{
g2(x)

1
p2(x) + |∇z2|

}γi(x)
),
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où

K(x) =


(c̃d(x))αi(x)+βi(x) si α+

i , β
+
i < 0

(c̃d(x))αi(x)
∥∥∥zβi(x)

2,n

∥∥∥
∞

si α+
i < 0 < β−

i∥∥∥zαi(x)
1,n

∥∥∥
∞

(c̃d(x))βi(x) si β+
i < 0 < α−

i .

En posant

Gi(x) = Mi

(
K(x) +

{
g1(x)

1
p1(x) + |∇z1|

}γi(x)
+
{
g2(x)

1
p2(x) + |∇z2|

}γi(x)
)
,

on affirme que Gi ∈ Lp′
i(x)(Ω). En effet, puisque g1, g2 ∈ L1(Ω), il est clair que

{
g1(x)

1
p1(x) + |∇z1|

}γi(x)
∈ L

p1(x)
γi(x) (Ω), (2.73)

et {
g2(x)

1
p2(x) + |∇z2|

}γi(x)
∈ L

p2(x)
γi(x) (Ω). (2.74)

L’hypothèse (2.5) combinée avec [LM91, Lemme page 726] garantit que∫
Ω
K(x)p′

i(x)dx < ∞. (2.75)

Ainsi, en regroupant (2.73)-(2.75), et en observant que les injections L
p1(x)
γi(x) (Ω) ↪→ Lp′

i(x)(Ω) et
L

p2(x)
γi(x) (Ω) ↪→ Lp′

i(x)(Ω) sont valides grâce à l’hypothèse (2.6), on conclut que Gi(x) ∈ Lp′
i(x)(Ω),

ce qu’il fallait démontrer.
Le théorème de convergence dominée de Lebesgue généralisé (voir [DHHR11, Lemme 3.2.8]

), implique que

fi (x, z1,nk
, z2,nk

,∇z1,nk
,∇z2,nk

) → fi (x, z1, z2,∇z1,∇z2) dans Lp′
i(x)(Ω).

Le principe de convergence assure que toute la suite fi (x, z1,n, z2,n,∇z1,n,∇z2,n) converge vers
fi (x, z1,n, z2,n,∇z1,n,∇z2,n) dans Lp′

i(x)(Ω) ↪→ W−1,p′
i(x)(Ω), ce qui prouve la continuité de T −.

Une autre interprétation de l’application T −, définie dans (2.70), serait

T − =
(
L−1

1 ◦ Φ1, L
−1
2 ◦ Φ2

)
,

où Φi : X1,p(.),p2(.)
0 (Ω) → X−1,p′(.),q′(.)(Ω) est une application, et Li : X1,p(.),p2(.)

0 (Ω) → X−1,p′(.),q′(.)(Ω)
est un opérateur défini par

Li = −∆pi(x) et Φi(z1, z2) = fi (x, z1, z2,∇z1,∇z2) pour tout (z1, z2) ∈ X
1,p(.),p2(.)
0 (Ω).

La compacité de l’injection Lp′
i(x)(Ω) ↪→ W−1,p′

i(x)(Ω) implique que Φi (K−) est un sous-ensemble
relativement compact de W−1,p′

i(x)(Ω), d’où la compacité de Φi. Par conséquent, la compacité de
Φi, et la bornitude de L−1

i , due à [KWZ10b, Théorème 3.2], impliquent la compacité de T −.
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2.5.3 Preuve du Théorème 2.2.1
En vertu des Propositions 2.5.1 et 2.5.2 (resp. Propositions 2.5.3 et 2.5.4), nous sommes en

mesure d’appliquer le théorème de point fixe de Schauder pour l’application T + : K+ → K+

(resp. T − : K− → K−), avec l’ensemble K+ (resp. K−). Celui-ci assure l’existence de (u1, u2) ∈
K+ (resp. (u1, u2) ∈ K−, satisfaisant (u1, u2) = T +(u1, u2) (resp. (u1, u2) = T −(u1, u2)). En
prenant en compte la définition de T + (resp. T −), il s’ensuit que (u1, u2) ∈ C1,τ

0 (Ω) × C1,τ
0 (Ω),

pour un certain τ ∈ (0, 1) (resp. (u1, u2) ∈ (W 1,p1(x)
0 (Ω) ∩L∞(Ω)) × (W 1,p2(x)

0 (Ω) ∩L∞(Ω))), est
une solution positive du système (S). De plus, puisque la solution (u1, u2) appartient à l’ensemble
K+ (resp. K−), le Lemme 2.4.2 implique que (2.7) est vérifié. Ceci achève la démonstration et
clôture le chapitre.
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CHAPITRE 3

NON-EXISTENCE AVEC SINGULARITÉS

Contents
3.1 Cas non convectif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

3.1.1 Cas vectoriel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
3.1.2 Cas scalaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

3.2 Cas convectif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
3.2.1 Cas vectoriel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
3.2.2 Cas scalaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

Dans la suite, nous supposerons que le paramètres de diffusion p dans le cas scalaire (ou pi,
i = 1, 2, dans le cas vectoriel) satisfait les conditions suivantes :

Cas scalaire perturbé : p ∈ C1(Ω) et 1 < p− ≤ p(x) ≤ p+ < N.

Cas vectoriel : pi ∈ C1(Ω) et 1 < p−
i ≤ pi(x) ≤ p+

i < N(i = 1, 2).
(3.1)

Cette hypothèse de régularité jusqu’au bord sur les paramètres de diffusion pi (i = 1, 2) sera
requise lors de l’application du Théorème C.0.2 (voir Annexe A) afin de prouver l’isolation
de la première valeur propre du p(x)-Laplacien et ainsi prouver les résultats de non-existence
donnés par les Théorèmes 3.1.2 et 3.2.2. Dans ce chapitre, nous donnons quelques résultats
de non-existence pour des EDPs du type (S), à une ou deux équations, avec des approches
différentes, basées sur les propriétés spectrales de la première valeur propre du p(x)-Laplacien.
Cette valeur propre correspond à la plus petite valeur de λ > 0 pour laquelle le problème de
Dirichlet elliptique suivant admet une solution{

−∆p(x)u = λ|u|p(x)−2u dans Ω
u = 0 sur ∂Ω, (3.2)

ù λ > 0 est une constante.

Par solution de (3.2), il faut comprendre une solution faible au sens de la définition suivante.

Définition 3.0.1 (voir [FZZ05] Définition 1.1). Soit λ ∈ R et u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω). (u, λ) est appelé

une solution faible du problème (3.2) si∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx = λ
∫

Ω
|u|p(x)−2uϕdx, ∀ϕ ∈ W

1,p(x)
0 (Ω).
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Considérons Λ, l’ensemble de toutes les valeurs non négatives λ, pour lesquelles (3.2) admet
une solution. Dans [FZZ05, Théorème 2.2] , les auteurs ont prouvé que Λ est non vide, et que
le supremum de Λ est +∞. De plus, d’après [FZZ05, Théorème 3.1], on sait que l’infinimum de
Λ est zéro, pourvu qu’il existe un sous-ensemble ouvert U ⊂ Ω, et un élément x0 ∈ U , tel que
p(x0) < p(x) ou p(x0) > p(x), pour tout x ∈ ∂U , i.e. le paramètre p ne doit pas atteindre ses
valeurs extrêmes sur l’ensemble ∂U . Par ailleurs, l’auteur démontre le théorème suivant

Théorème 3.0.1 (voir [FZZ05] Théorème 3.4). Soit N > 1 la dimension de Ω. Supposons qu’il
existe x0 /∈ Ω, tel que, pour tout w ∈ RN\{0}, avec ∥w∥ = 1, la fonction f(t) = p(x0 + tw) est
monotone pour t ∈ Ix0,w := {t ∈ R |x0 + tw ∈ Ω}. Alors

λ⋆ = inf {λ ∈ R |λ est une valeur propre de (3.2)} > 0.

3.1 Cas non convectif

3.1.1 Cas vectoriel
Considérons le système de Dirichlet elliptique suivant

−∆p1(x)u1 = λu
α1(x)
1 u

β1(x)
2 dans Ω

−∆p2(x)u2 = λu
α2(x)
1 u

β2(x)
2 dans Ω

u1, u2 > 0 dans Ω
u1 = u2 = 0 sur ∂Ω,

(3.3)

où αi, βi ∈ C(Ω) sont des fonctions bornées sur Ω, et λ est une constante strictement positive.
Dans [DKM20, Théorème 1], les auteurs établissent que, lorsque pi(x) ≡ pi, αi(x) ≡ αi et
βi(x) ≡ βi, alors il existe une constante λ⋆ > 0 telle que (3.3) n’admette aucune solution non-
triviale sous les conditions β1 = p2

p1
(p1 − 1 − α1) ou α2 = p1

p2
(p2 − 1 − β2), et λ ∈ (0, λ⋆). Les

auteurs ont exploité la première valeur propre du pi-Laplacien, notée λ1,pi
(i = 1, 2), pour établir

l’existence de la borne λ⋆, définie par λ⋆ ≡ λ⋆ (λ1,p1 , λ1,p2).
L’extension naturelle de ce résultat est donnée par le théorème suivant, basé sur les propriétés
spectrales de la première valeur propre du pi(x)-Laplacien, notée λ1,pi(x) (i = 1, 2), où pi (i = 1, 2)
est une fonction, satisfaisant la condition de [FZZ05].

Théorème 3.1.1. Supposons l’existence de xi /∈ Ω, tel que, pour tout (t, w) ∈ [0, 1] × RN , la
fonction pi(xi + tw) est monotone (i = 1, 2), où pi ∈ C1(Ω) est une fonction satisfaisant (3.1).
Supposons aussi que

β1(x) = p2(x)
p1(x)(p1(x) − 1 − α1(x)) et α2(x) = p1(x)

p2(x)(p2(x) − 1 − β2(x)), (3.4)

avec −1 < α−
1 + α−

2 et −1 < β−
1 + β−

2 , ainsi que α1(x) < p1(x) − 1 et β2(x) < p2(x) − 1 pour
tout x ∈ Ω.
Alors, le système (3.3) n’admet aucune solution, pour tout λ > 0 satisfaisant la condition
suivante

λ < λ⋆ = min
{

p1(x)
α1(x) + α2(x) + 1λ1,p1(x),

p2(x)
β1(x) + β2(x) + 1λ1,p2(x)

}
. (3.5)
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Démonstration. En multipliant (3.3) par ui, en intégrant sur Ω, et en appliquant l’inégalité de
Young au membre de droite, on obtient∫

Ω
|∇u1|p1(x)dx = λ

∫
Ω
u

α1(x)+1
1 u

β1(x)
2 dx ≤ λ

∫
Ω

α1(x) + 1
p1(x) u

p1(x)
1 + p1(x) − 1 − α1(x)

p1(x) u
β1(x)p1(x)

p1(x)−1−α1(x)
2 dx,

(3.6)

et∫
Ω

|∇u2|p2(x)dx = λ
∫

Ω
u

α2(x)
1 u

β2(x)+1
2 dx ≤ λ

∫
Ω

p2(x) − 1 − β2(x)
p2(x) u

α2(x)p2(x)
p2(x)−1−β2(x)
1 + β2(x) + 1

p2(x) u
p2(x)
2 dx.

(3.7)

En combinant (3.6) avec (3.7), et en utilisant (3.4), il s’ensuit que∫
Ω

|∇u1|p1(x)dx+
∫

Ω
|∇u2|p2(x)dx ≤ λ

[(
α1(x) + 1
p1(x) + p2(x) − 1 − β2(x)

p2(x)

)∫
Ω
u

p1(x)
1 dx (3.8)

+
(
p1(x) − 1 − α1(x)

p1(x) + β2(x) + 1
p2(x)

)∫
Ω
u

p2(x)
2 dx

]
. (3.9)

Puisque λ1,pi(x) est tel que

λ1,pi(x) = inf
vi∈W

1,pi(x)
0 (Ω)\{0}

∫
Ω

|∇vi|pi(x)dx∫
Ω

|vi|pi(x)dx
,

alors, pour le choix particulier vi = ui (i = 1, 2), on a∫
Ω

|∇u1|p1(x)dx ≥ λ1,p1(x)

∫
Ω
u

p1(x)
1 dx, (3.10)

et ∫
Ω

|∇u2|p2(x)dx ≥ λ1,p2(x)

∫
Ω
u

p2(x)
2 dx. (3.11)

Par conséquent, en combinant (3.10) et (3.11), on obtient∫
Ω

|∇u1|p1(x)dx+
∫

Ω
|∇u2|p2(x)dx ≥ λ1,p1(x)

∫
Ω
u

p1(x)
1 dx+ λ1,p2(x)

∫
Ω
u

p2(x)
2 dx. (3.12)

Remarquons que l’hypothèse (3.4) conduit aux identités suivantes

α1(x) + 1
p1(x) + p2(x) − 1 − β2(x)

p2(x) = α1(x) + α2(x) + 1
p1(x)

et p1(x) − 1 − α1(x)
p1(x) + β2(x) + 1

p2(x) = β1(x) + β2(x) + 2
p2(x) .

(3.13)

La soustraction (3.12)-(3.8) conduit à la caractérisation suivante[
λ1,p1(x) − α1(x) + α2(x) + 1

p1(x) λ

] ∫
Ω
u

p1(x)
1 dx+

[
λ1,p2(x) − β1(x) + β2(x) + 1

p2(x)

] ∫
Ω
u

p2(x)
2 dx ≤ 0,

ce qui entraîne une contradiction, si on se place sous la condition (3.5). Ceci achève la démons-
tration.
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3.1.2 Cas scalaire
Considérons le problème de Dirichlet elliptique suivant

−∆p(x)u = λ
uα(x) + µur(x) dans Ω

u > 0 dans Ω
u = 0 sur ∂Ω,

(3.14)

où α, r : Ω → R+ sont des fonctions bornées, continues et positives, et λ > 0 est une constante.
Dans [Zha07, Théorème 3.3], l’auteur prouve que, lorsque µ = 0, alors (3.14) possède une unique
solution uλ, croissante par rapport à λ, pourvu que λ > 0 est suffisamment grand. Aussi, nous
énonçons le résultat de comparaison suivant, qui est la généralisation directe de [GST07, Lemme
3.1] dans le cas variable.

Lemme 3.1.1. Soit uλ la solution de (3.14) sous la condition

µ = 0 et 0 < α(x) < 1, ∀x ∈ Ω. (3.15)

Soit ϕ1 le vecteur propre associé à la première valeur propre λ1 de (3.2). Alors il existe une
constante ϵλ > 0 telle que

uλ ≥ ϵλϕ1 presque partout dans Ω.

Démonstration. Soit E : W 1,p(x)
0 (Ω) → R la fonctionnelle énergie associée au problème (3.14),

définie par

E(u) :=
∫

Ω

1
p(x) |∇u|p(x)dx−

∫
Ω

λ

1 − α(x)(u+)1−α(x)dx, u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω).

Soit u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) tel que E ′(u) ∈

(
W

1,p(x)
0 (Ω)

)⋆
, où E ′(u) est la dérivée de Gâteaux de E en

u, alors on a

E ′(u) := −∆p(x)u− λu−α(x).

Aussi, pour tout ϵ > 0, E ′(ϵϕ1) ∈
(
W

1,p(x)
0 (Ω)

)⋆
et on a, en supposant que 0 < ϵ ≤ ϵλ pour une

constante ϵλ suffisamment petite, l’inégalité suivante

E ′(ϵϕ1) = −∆p(x)(ϵϕ1) − λ(ϵϕ1)−α(x) (3.16)
= λ(ϵϕ1)p(x)−1 − λ(ϵϕ1)−α(x) (3.17)
= (ϵϕ1)−α(x)

[
λ1(ϵϕ1)p(x)−1+α(x) − λ

]
(3.18)

≤ −λ

2 (ϵϕ1)−α(x) < 0. (3.19)

Maintenant, raisonnons par l’absurde, et supposons que la fonction v = (ϵλϕ1 − uλ)+ n’est pas
identiquement nulle dans Ω. On pose

Ω+ := {x ∈ Ω | v(x) > 0} et ξ(t) := E(u+ tv), t ∈ R+.

En vertu du fait que la restriction de ξ sur le cône positif
(
W

1,p(x)
0 (Ω)

)+
=
{
u ∈ W

1,p(x)
0 (Ω) |u ≥ 0

}
est convexe, alors on a ξ(t) ≥ ξ(0) = E(uλ) pour tout t > 0. Aussi, puisque tϵλϕ1 ≤ max{uλ, tv} ≤
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uλ + tv pour tout t > 0, alors la dérivée de Gâteaux E ′(uλ + tv) de E en uλ + tv existe et on a
ξ′(t) = ⟨E ′(uλ + tv), v⟩. Comme ξ′ est non-négative et non-décroissante, on peut écrire d’après
(3.16) que

0 ≤ ξ′(1) − ξ′(t) = ⟨E ′(uλ + v) − E ′(uλ + tv), v⟩

=
∫

Ω+
E ′(ϵλϕ1)vdx− ξ′(t)

≤ −λ

2 (ϵλϕ1)−α(x) < 0,

ce qui entraîne une contradiction. On peut donc conclure que v ≡ 0 p.p. dans Ω, i.e. uλ ≥ ϵλϕ1.
Ceci achève la démonstration.

Dans [GST07, Lemme 3.3], les auteurs ont établi que, si p(x) ≡ p, α(x) ≡ α ∈ (0, 1), r(x) ≡ r
et µ ̸= 0, alors il existe une constante 0 < L telle que le problème (3.14) n’admette aucune
solution non-triviale lorsque λ > L. L’isolation de la première valeur propre du p-Laplacien a
été un des arguments principaux.
Dans ce qui suit, on note A l’application définie par

⟨Au, ϕ⟩ =
∫

Ω

(
|∇u|p(x)−2∇u∇ϕ+ λu−α(x)ϕ

)
dx, ∀ϕ ∈ W

1,p(x)
0 (Ω),

pour tout u ∈ S, avec

S :=
{
v ∈ W

1,p(x)
0 (Ω) |Au ∈

(
W

1,p(x)
0 (Ω)

)⋆}
. (3.20)

Nous aurons besoin du lemme suivant, qui établit un principe de comparaison entre les sur-et-
sous solutions du problème (3.14).

Lemme 3.1.2 (voir [Zha05] Lemme 2.3). Soient u, v ∈ S, défini dans (3.20), tels que

Au− Av ≥ 0 dans
(
W

1,p(x)
0 (Ω)

)⋆
.

Soit la fonction ϕ : Ω → R définie par

ϕ(x) = min {u(x) − v(x), 0} .

Si ϕ ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) (i.e. u ≥ v sur ∂Ω), alors u ≥ v p.p. dans Ω.

Dans le théorème qui suit, nous démontrons un résultat de non-existence qui généralise
partiellement [GST07, Lemme 3.3].

Théorème 3.1.2. Supposons que

µ ̸= 0, 0 < α− ≤ α+ < 1 et 0 < p− − 1 ≤ p+ − 1 < r−, (3.21)

où p est une fonction satisfaisant les conditions du Théorème 3.1.1. Alors, il existe une constante
L̃ > 0 telle que le problème (3.14) n’admette aucune solution, pour tout

λ > L̃. (3.22)
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Démonstration. Nous rappelons que λ1 est la première valeur propre du problème (3.2).
Raisonnons par l’absurde. Posons

Λ = {λ > 0, tel que le problème (3.14) admette une solution positive } .

Supposons qu’il existe une suite λn ∈ Λ (n ∈ N), telle λn −−−→
n→∞

∞. Alors, il existe une constante
L > 0 telle que

λ

tα(x) + µtr(x) ≥ (λ1 + ε)tp(x)−1 pour tout x ∈ Ω, t > 0, ε ∈ (0, 1) et λ > L. (3.23)

Soit ε ∈ (0, 1), considérons le problème de Dirichlet elliptique suivant{
− ∆p(x)u = (λ1 + ε)up(x)−1 dans Ω,
u > 0, u|∂Ω = 0.

(3.24)

D’après (3.23), toute solution (un, λn) de (3.14), avec λn > L, est une sur-solution du problème
(3.24). Aussi, on peut trouver µ < λ1 + ε telle que µ.ϕ1 est une sous-solution de (3.24), où ϕ1
fait référence à une fonction propre associée à la première valeur propre λ1 du problème (3.2).

Maintenant, on vérifie que toute solution a priori du problème (3.14) dans le cas µ ̸= 0 est aussi
une sur-solution du problème (3.14) dans le cas µ = 0. Par conséquent, d’après le Lemme 3.1.1
et le Lemme 3.1.2, il existe une constante ϵλ > 0 telle que

un ≥ uλ ≥ ϵλµ.ϕ1,

où uλn désigne la solution du problème (3.14) dans le cas µ = 0 en choisissant 0 < λ < λn.

En effectuant un processus d’itération monotone (voir [LLV85],[Pao92],[Zei86]), on obtient une
solution pour (3.24), pour tout ε ∈ (0, 1), ce qui contredit le fait que λ1 est une valeur iso-
lée du spectre de l’opérateur −∆p(x) dans W 1,p(x)

0 (Ω) (voir Théorème A.0.1). Ceci achève la
démonstration.

3.2 Cas convectif

3.2.1 Cas vectoriel
Considérons le problème de Dirichlet elliptique suivant

−∆p1(x)u1 = λ
(
u

α1(x)
1 u

β1(x)
2 + |∇u1|γ1(x) + |∇u2|γ1(x)

)
dans Ω

−∆p2(x)u2 = λ
(
u

α2(x)
1 u

β2(x)
2 + |∇u2|γ2(x) + |∇u2|γ2(x)

)
dans Ω

u1, u2 > 0 dans Ω
u1 = u2 = 0 sur ∂Ω,

(3.25)

où αi, βi, γi, γi ∈ C(Ω) sont des fonctions bornées sur Ω, et λ est une constante strictement
positive.
Dans le chapitre 2, il a été prouvé que, lorsque α±

i + β±
i ≥ 0 (resp. α±

i + β±
i < 0), le système

(3.25) admet une solution positive, pourvu que γi(x) < p1(x) − 1 et γi(x) < p2(x) − 1 (resp.
γi(x) < p1(x)

Np′−
i

et γi(x) < p2(x)
Np′−

i

), pour tout x ∈ Ω (voir Théorème 2.2.1).
Dans ce qui suit, nous établissons le résultat de non-existence suivant
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Théorème 3.2.1. Supposons que pi (i = 1, 2) satisfait les conditions du Théorème 3.1.1, avec
−1 < α−

1 + α−
2 et −1 < β−

1 + β−
2 , ainsi que α1(x) < p1(x) − 1 et β2(x) < p2(x) − 1, pour tout

x ∈ Ω. Supposons aussi que pour tout x ∈ Ω,

β1(x) = p2(x)
p1(x)(p1(x) − 1 − α1(x)) et α2(x) = p1(x)

p2(x)(p2(x) − 1 − β2(x)) (3.26)

γ1(x) = γ1(x) = p1(x) − 1 et γ2(x) = γ2(x) = p2(x) − 1. (3.27)

Alors, le système (3.25) n’admet aucune solution, pour tout λ > 0 satisfaisant la condition
suivante

λ < λ⋆ = min
{

(1 − τ) p1(x)
α1(x) + α2(x) + 1λ1,p1(x), (1 − τ) p2(x)

β1(x) + β2(x) + 1λ1,p2(x), τ
p1(x)p2(x)
p1(x) + p2(x)

}
.

(3.28)

Démonstration. Multiplions (3.25) par ui, et intégrons sur Ω. En appliquant l’inégalité de Young
au membre de droite, nous obtenons alors∫

Ω
|∇u1|p1(x)dx = λ

∫
Ω

(
u

α1(x)+1
1 u

β1(x)
2 dx+

∫
Ω

|∇u1|γ1(x)u1 +
∫

Ω
|∇u2|γ1(x)u1

)
dx

≤ λ

(∫
Ω

α1(x) + 1
p1(x) u

p1(x)
1 + p1(x) − 1 − α1(x)

p1(x) u
β1(x)p1(x)

p1(x)−1−α1(x)
2 dx

+
∫

Ω

p1(x) − 1
p1(x)γ1(x) |∇u1|

p1(x)γ1(x)
p1(x)−1 + 1

p1(x)u
p1(x)
1 dx

+
∫

Ω

p1(x) − 1
p1(x)γ1(x) |∇u2|

p1(x)γ1(x)
p1(x)−1 + 1

p1(x)u
p1(x)
1 dx

)
,

(3.29)

et ∫
Ω

|∇u2|p2(x)dx = λ
∫

Ω

(
u

α2(x)
1 u

β2(x)+1
2 +

∫
Ω

|∇u1|γ1(x)u2 +
∫

Ω
|∇u2|γ1(x)u2

)
dx

≤ λ

(∫
Ω

p2(x) − 1 − β2(x)
p2(x) u

α2(x)p2(x)
p2(x)−1−β2(x)
1 + β2(x) + 1

p2(x) u
p2(x)
2 dx

+
∫

Ω

p2(x) − 1
p2(x)γ2(x) |∇u1|

p2(x)γ2(x)
p2(x)−1 + 1

p2(x)u
p2(x)
2 dx

+
∫

Ω

p2(x) − 1
p2(x)γ2(x) |∇u2|

p2(x)γ2(x)
p2(x)−1 + 1

p2(x)u
p2(x)
2 dx

)
.

(3.30)

En combinant (3.29) avec (3.30) et (3.26), il s’ensuit que∫
Ω

(
1 − λ

p1(x) − 1
p1(x)γ1(x) − λ

p2(x) − 1
p2(x)γ2(x)

)
|∇u1|p1(x)dx+

∫
Ω

(
1 − λ

p1(x) − 1
p1(x)γ1(x) − λ

p2(x) − 1
p2(x)γ2(x)

)
|∇u2|p2(x)dx

≤ λ

[(
α1(x) + 1
p1(x) + p2(x) − 1 − β2(x)

p2(x)

)∫
Ω
u

p1(x)
1 dx+

(
p1(x) − 1 − α1(x)

p1(x) + β2(x) + 1
p2(x)

)∫
Ω
u

p2(x)
2 dx

]
.

(3.31)

Sous l’hypothèse (3.27), si nous supposons que

λ < τ
p1(x)p2(x)
p1(x) + p2(x) , 0 < τ < 1,
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alors (3.31) devient
∫

Ω
|∇u1|p1(x)dx+

∫
Ω

|∇u2|p2(x)dx ≤ (1 − τ)−1λ

[(
α1(x) + 1
p1(x) + p2(x) − 1 − β2(x)

p2(x)

)∫
Ω
u

p1(x)
1 dx

+
(
p1(x) − 1 − α1(x)

p1(x) + β2(x) + 1
p2(x)

)∫
Ω
u

p2(x)
2 dx

]
.

(3.32)

Puisque λ1,pi(x) est tel que

λ1,pi(x) = inf
vi∈W

1,pi(x)
0 (Ω)\{0}

∫
Ω

|∇vi|pi(x)dx∫
Ω

|vi|pi(x)dx
,

alors, pour le choix particulier vi = ui (i = 1, 2), nous avons∫
Ω

|∇u1|p1(x)dx ≥ λ1,p1(x)

∫
Ω
u

p1(x)
1 dx, (3.33)

et ∫
Ω

|∇u2|p2(x)dx ≥ λ1,p2(x)

∫
Ω
u

p2(x)
2 dx. (3.34)

Par conséquent, en combinant (3.33) et (3.34), nous obtenons∫
Ω

|∇u1|p1(x)dx+
∫

Ω
|∇u2|p2(x)dx ≥ λ1,p1(x)

∫
Ω
u

p1(x)
1 dx+ λ1,p2(x)

∫
Ω
u

p2(x)
2 dx. (3.35)

Remarquons que, sous l’hypothèse (3.26), les égalités (3.13) sont valides. En faisant la soustrac-
tion des relations (3.35) et (3.32) entre elles, et en utilisant l’identité (3.26), nous obtenons la
caractérisation suivante[

λ1,p1(x) − α1(x) + α2(x) + 1
p1(x) (1 − τ)−1λ

] ∫
Ω
u

p1(x)
1 dx

+
[
λ1,p2(x) − β1(x) + β2(x) + 1

p2(x) (1 − τ)−1λ

] ∫
Ω
u

p2(x)
2 dx ≤ 0,

ce qui contredit l’hypothèse (3.28). Ceci achève la démonstration.

3.2.2 Cas scalaire
Considérons le problème de Dirichlet elliptique suivant{

−∆p(x)u = λ
uα(x) + µur(x) + ν(x)|∇u|γ(x) dans Ω

u = 0 on ∂Ω, (3.36)

où r, ν, α, γ : Ω → R sont des fonctions positives, continues et bornées dans Ω, et µ, λ sont des
constantes positives.
On énonce le résultat de non-existence suivant pour le problème (3.36).
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Théorème 3.2.2. Supposons que

µ ̸= 0, ν ̸≡ 0, 0 < α− ≤ α+ < 1 et 0 ≤ γ < p− − 1 ≤ p+ − 1 < r−, (3.37)

avec p satisfaisant les conditions du Théorème 3.1.1. Il existe une constante L̂ > 0 telle que le
problème (3.36) n’admette aucune solution, pour tout

λ > L̂.

Démonstration. Raisonnons par l’absurde. Posons

Λ̃ = {λ > 0, tel que le problème (3.36) admette une solution positive } .

Supposons qu’il existe une suite λn ∈ Λ̃ (n ∈ N), telle λn −−−→
n→∞

∞. Alors, d’après (3.23), on a

λ

tα(x) + µtr(x) + ν(x)|ξ|γ(x) ≥ λ

tα(x) + µtr(x) ≥ (λ1 + ε)tp(x)−1

pour tout (x, ξ) ∈ Ω × R+, t > 0, ε ∈ (0, 1) et λ > L.
(3.38)

D’après (3.38), toute solution (u1,n, λn) de (3.36), avec λn > L, est une sur-solution du problème
(3.24). Aussi, on peut trouver µ < λ1 + ε telle que µ.ϕ1 est une sous-solution de (3.24), où ϕ1
fait référence à une fonction propre associée à la première valeur propre λ1 du problème (3.2).

Maintenant, on vérifie que toute solution a priori du problème (3.36) dans le cas µ ̸= 0 et ν ̸≡ 0
est aussi une sur-solution du problème (3.36) dans le cas µ = 0 et ν ≡ 0. Par conséquent, d’après
le Lemme 3.1.1 et le Lemme 3.1.2, il existe une constante ϵλ > 0 telle que

un ≥ uλ ≥ ϵλµ.ϕ1,

où uλn désigne la solution du problème (3.36) dans le cas µ = 0 et ν ≡ 0 en choisissant
0 < λ < λn.

En effectuant un processus d’itération monotone, on obtient une solution pour (3.24), pour tout
ε ∈ (0, 1), ce qui contredit le fait que λ1 est une valeur isolée du spectre de l’opérateur −∆p(x)

dans W 1,p(x)
0 (Ω) (voir Théorème A.0.1). Ceci achève la démonstration.
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CHAPITRE 4
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4.1 Estimation globale du gradient pour un problème
singulier convectif

4.1.1 Introduction
Dans la suite, nous nous placerons sous la condition suivante :

p ∈ C1(Ω) et 1 < p− ≤ p(x) ≤ p+ < N. (4.1)

La perspective de ce chapitre serait d’établir une estimation du gradient de la solution des EDPs
de la forme {

− ∆p(x)u = f(x, u,∇u) dans Ω
u = 0 sur ∂Ω

(4.2)
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dans tout le domaine Ω, sous la condition suivantems
−α(x) ≤ f(x, s, ξ) ≤ M

(
s−α(x) + |ξ|γ(x)

)
m,M,α− > 0, α, γ ∈ C(Ω) ∩ L∞(Ω) s ∈ R, ξ ∈ RN , p satisfaisant (4.1).

(4.3)

A cause de la présence de singularité dans le terme source de (4.2), par solution il faut com-
prendre une solution faible au sens de la définition suivante.

Définition 4.1.1 (voir [Zha07]). Si u ∈ W
1,p(x)
loc (Ω) ∩ C+

0 (Ω), u est appelé une solution faible
du problème (4.2) si∫

Ω
|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx =

∫
Ω
f(x, u,∇u)ϕdx, ∀ϕ ∈ W

1,p(x)
0 (K),

où K désigne un sous-ensemble compact quelconque de Ω.

Pour le cas vectoriel, i.e. le système (S), sous la conditionmis
αi(x)
1 s

βi(x)
2 ≤ fi (x, s1, s2, ξ1, ξ2) ≤ Mi

(
s

αi(x)
1 s

βi(x)
2 + |ξ1|γi(x) + |ξ2|γi(x)

)
mi,Mi > 0, αi, βi, γi, γi ∈ C(Ω) ∩ L∞(Ω) si ∈ R, ξi ∈ RN , pi ∈ C1(Ω) (i = 1, 2),

nous avons mis en évidence dans le chapitre 2 que :

• D’un côté, dans le cas α±
i + β±

i ≥ 0 (i = 1, 2), on dispose du Lemme 2.3.1 qui garantit
l’estimation suivante

∥∇ui∥∞ ≤ kpi
∥fi∥∞ dans tout Ω, (4.4)

ce qui a permit de construire en particulier un couple de sur-et-sous-solutions pour (S).

• D’un autre côté, lorsque α±
i + β±

i < 0 (i = 1, 2), nous n’avons pas pu raisonner comme cela
l’a été pour le cas précédent, dans la mesure où nous ne disposions pas d’estimations uniformes
adéquates des termes sources fi (i = 1, 2).

Il convient donc d’étendre (4.4) pour le cas scalaire (4.2), sous la condition (4.3). Cependant, ne
pouvant pas encore établir une telle estimation sur le bord de Ω, nous sommes déjà en mesure
de le faire à l’intérieur du domaine Ω. C’est en ce sens que nous proposons les résultats de cette
section.

Dans la littérature, d’un côté, un tel résultat peut être trouvé dans les travaux de Giacomoni,
Schlinder, Takac [GST07], Cianchi et Maz’ya [CM15b] ou Alves et Moussaoui [AM18], mais
uniquement pour les problèmes singuliers non convectifs. D’un autre côté, dans le Théorème
C.0.3, Fan établit que les solutions a priori pour des problèmes convectifs mais sans singularités
sont de classe C1,α. Dans cette section, il sera question de généraliser ces résultats pour des
problèmes singuliers avec des termes de convection. Dans cette perspective, nous nous inspirerons
du travail pionnier de Ladyzhenskaya et Ural’tseva [LU68]. L’enjeu pour nous sera de surmonter
les difficultés liées à la présence d’un terme singulier et non-homogène en le gradient de la
solution.
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4.1.2 Premier résultat obtenu
Le premier résultat obtenu dans ce chapitre est le théorème suivant, qui établit une estima-

tion de la solution de tout problème de la forme

(P) − divA(x,∇u) = B(x, u,∇u), (4.5)

où A : Ω ×
(
Lp(x)(Ω)

)N
→ RN est un opérateur continu et dérivable, et B : Ω × Lp(x)(Ω) ×(

Lp(x)(Ω)
)N

→ R est une application de type Carathéodory, sous les hypothèses suivantes

[A1]
N∑

j,k=1

∂Ak

∂ηj

(x, η)ξjξk ≥ γ1
[
ε+ |η|2

](p(x)−2)/2
|ξ|2;

[A2]
N∑

j,k=1

∣∣∣∣∣∂Ak

∂ηj

(x, η)
∣∣∣∣∣ ≤ γ2

[
ε+ |η|2

](p(x)−2)/2
;

[A3]
N∑

j,k=1

∣∣∣∣∣∂Ak

∂xj

(x, η)
∣∣∣∣∣ ≤ γ3

([
ε+ |η|2

]p(x)/2
+
[
ε+ |η|2

](p(x)−2)/2
)

;

[A4] |B (x, u, η)| ≤ γ4

(
ν−α(x) +

[
ε+ |η|2

]µ(x)/2
)

[A5]
N∑

i,j=1

∣∣∣∣∣∂B∂ηj

(x, u, η)
∣∣∣∣∣ ≤ γ5

[
ε+ |∇u|2

]µ(x)−1
2

[A6]
∣∣∣∣∣∂B∂u (x, u, η)

∣∣∣∣∣ ≤ γ6ν(x)−α(x)

[A7]
∑

i

∣∣∣∣∣∂B∂xi

(x, u, η)
∣∣∣∣∣ ≤ γ7

([
ε+ |∇u|2

]µ(x)+2
2 +

[
ε+ |∇u|2

]µ(x)−2
2

)
,

pour tous vecteurs η, ξ ∈ RN , tout paramètre ε ∈ (0, 1), et toutes fonctions ν, α, µ ∈ C(Ω) ∩
L∞(Ω), avec k, j = 1, 2, ..., N et p ∈ C1(Ω). Il s’énonce comme suit.

Théorème 4.1.1. Supposons que A et B ont les propriétés [A1] à [A7]. Supposons aussi qu’il
existe une constante M > 0, indépendante de u, telle que∫

Ω
|∇u|p(x)dx < M, (4.6)

sous la condition suivante :

max
{

1, p(x) − 2
2

}
≤ µ(x) ≤ p(x) − 1. (4.7)

Alors, pour toute solution u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) de (4.5), on a

|∇u| ∈ L∞
loc(Ω). (4.8)

De plus, la quantité ∥∇u∥L∞(K) est estimée uniquement en termes de ∥∇u∥Lp(x)(Ω), pour tout
ensemble compact K ⊂ Ω.

Afin de démontrer ce théorème, nous aurons besoin de plusieurs résultats préliminaires, à
commencer par une estimation inférieure de la solution de (4.2), sous la condition (4.3).
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4.1.3 Estimation inférieure de la solution a priori
Parmi les auteurs ayant étudié des EDPs faisant intervenir l’opérateur p(x)-Laplacien, avec

un terme source présentant des singularités par rapport à la solution, on peut citer Zhang
[Zha07]. Sous l’hypothèse que ∂Ω est de classe C2, et en posant γ− = minΩσ γ(x) et γ+ =
maxΩσ γ(x) (σ > 0 suffisamment petit), Zhang [Zha07] a prouvé que toute solution u du pro-
blème singulier suivant − ∆p(x)u = λ

uγ(x) dans Ω

u(x) = 0 sur ∂Ω
(4.9)

où γ ∈ C(Ω) est une fonction positive, et bornée et λ > 0 est une constante, a les propriétés
suivantes :
• C2d(x) ≤ u lorsque x → ∂Ω (voir [Zha07, Théorème 4.1]) ;
• Si 1 ≤ γ− < γ+, alors C3d(x)θ1 ≤ u(x) ≤ C4d(x)θ2 lorsque x → ∂Ω, où θ1 = maxd(x)≤σ(p(x)/(p(x)−
1 + γ(x))) et θ2 = mind(x)≤σ(p(x)/(p(x) − 1 + γ(x))) (voir [Zha07, Théorème 4.2]) ;
• Si γ− < γ+ ≤ 1, alors C1d(x) ≤ u(x) ≤ C5d(x)θ lorsque x → ∂Ω, pour toute constante
positive θ ∈ (0, 1) (voir [Zha07, Théorème 4.4]) ;
• Si γ− < 1 < γ+, alors C1d(x) ≤ u(x) ≤ C6d(x)θ lorsque x → ∂Ω, où θ = mind(x)≤σ(p(x)/(p(x)−
1 + γ(x))) (voir [Zha07, Théorème 4.5]).
La preuve de ces estimations est basée sur le principe de comparaison [Zha05, Lemme 2.3].

Le principe de comparaison faible classique affirme que, si −∆p(x)u ≥ −∆p(x)v (resp. −∆p(x)u ≤
−∆p(x)v) dans Ω, avec la condition que u = v sur le bord de Ω, alors u ≥ v (resp. u ≤ v) dans Ω.
La démonstration est basée sur un raisonnement par l’absurde, faisant intervenir la fonction test
(v− u)+ (resp. (u− v)+), la monotonie de l’opérateur p(x)-Laplacien, et une certaine propriété
algébrique du p(x)-Laplacien (apparue dans les travaux de Fukagai et al. [FIN97] et Tolksdorf
[Tol84]).

La nouveauté du principe de comparaison de Zhang est de combiner la monotonie du p(x)-
Laplacien avec la décroissance des termes singulier figurant dans le terme source. L’auteur
démontre que, si −∆p(x)u − f(u) ≥ −∆p(x)v − f(v) (resp. −∆p(x)u − f(u) ≤ −∆p(x)v − f(v))
dans Ω, avec la condition que u = v sur le bord de Ω, alors u ≥ v (resp. u ≤ v) dans Ω. Ici f
représente toute fonction satisfaisant la propriété f(u) → 0, lorsque u → ∞.

Il est possible d’adapter le principe de comparaison [Zha05, Lemme 2.3] afin d’estimer inférieu-
rement dans Ω les solutions de (4.2) à partir de la fonction ν : Ω → R+, définie par :

ν =



ad(x) d(x) < δ

aδ +
∫ d(x)

δ
a

(
2δ − t

δ

)2/(p−−1)

dt δ ≤ d(x) < 2δ

aδ +
∫ d(x)

δ
a

(
2δ − t

δ

)2/(p−−1)

dt 2δ ≤ d(x),

(4.10)

où a, δ > 0 sont des constantes.
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En effet, considérons l’application A définie par :

⟨A(v), φ⟩ =
∫

Ω

(
|∇v|p(x)−2∇v∇φ−mv−α(x)φ

)
dx,

pour tout v ∈
{
u ∈ W

1,p(x)
0 (Ω) |B(u) ∈

(
W

1,p(x)
0 (Ω)

)⋆}
et pour tout φ ∈ W

1,p(x)
0 (Ω), où m,M >

0 sont des contantes et α désigne la même fonction que dans (4.2). D’après (4.3), on a

⟨A(u), ϕ⟩ ≥ 0, (4.11)

où u fait référence à la solution de (4.2).
Aussi, considérons l’application B définie par :

⟨B(v), φ⟩ =
∫

Ω

(
|∇v|p(x)−2∇v∇φ− λv−γ(x)φ

)
dx, (4.12)

pour tout v ∈
{
u ∈ W

1,p(x)
0 (Ω) |B(u) ∈

(
W

1,p(x)
0 (Ω)

)⋆}
et pour tout φ ∈ W

1,p(x)
0 (Ω), où γ désigne

la même fonction que dans (4.9). Dans [Zha07, Lemme 3.2], l’auteur a établi que, lorsque δ est
suffisamment petit, et a ∈ (0, 1), alors la fonction ν, définie dans (4.10), satisfait

−∆p(x)ν ≤ λ

νγ(x) ∀x ∈ Ω, (4.13)

pour toute fonction positive γ, et toute constante λ > 0 assez grande. De ce fait, d’après (4.13),
et par définition de B, on a

⟨B(ν), φ⟩ ≤ 0 dans Ω. (4.14)

On énonce le lemme suivant, qui est la généralisation partielle de [Zha07, Théorème 4.4].

Lemme 4.1.1 (Principe de comparaison). Soit u la solution a priori du problème (4.2). Sup-
posons que

0 < α(x) < 1. (4.15)

Alors,

ν(x) ≤ u(x), ∀x ∈ Ω. (4.16)

Démonstration. Supposons dans (4.13) que γ ≡ α, et dans (4.3) que m ≥ λ. Considérons
l’ensemble D1 = {x ∈ Ω, u(x) < ν(x)}, et posons φ1 = − (ν − u)+. Remarquons que φ1 est une
fonction test admissible de W 1,p(x)

0 (Ω). D’après (4.11), (4.14), et la monotonie de t 7→ |t|pi(x)−2t,
t ∈ RN , on a

0 ≤ ⟨B(ν) − A(u), φ1⟩ = −
∫

D1

(
|∇ν|pi(x)−2∇ν − |∇u|pi(x)−2∇u

)
(∇ν − ∇u)dx

−
∫

D1

(
mu−α(x) − λν−γ(x)

)
(ν − u)dx ≤ 0.

Ainsi, ∫
D1

(
|∇ν|pi(x)−2∇ν − |∇u|pi(x)−2∇u

)
(∇ν − ∇u)dx = 0. (4.17)
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D’après le Lemme 1.4.7, (4.17) implique que

C1

∫
D1∩{p<2}

(|∇ν| + |∇u|)p(x)−2 |∇ν − ∇u|dx+ C2

∫
D1∩{p≥2}

|∇ν − ∇u|p(x)dx ≤ 0,

ce qui entraîne que

∇φ = 0 et φ = 0 p.p. dans Ω,

i.e. ν ≤ u p.p. dans Ω.

Remarque 4.1.1. Il est intéressant de noter qu’un tel principe de comparaison n’est plus valide
lorsque muα(x) ≤ f(x, u,∇u) avec α− > 0. Dans une telle situation, la meilleure idée serait
d’utiliser le principe de comparaison faible classique, évoqué précédemment.

Maintenant que nous disposons d’une estimation inférieure de la solution de tout problème
de la forme (4.2), sous la condition (4.3), nous sommes en mesure d’estimer la norme infinie
du gradient de la solution à l’intérieur de Ω. Cependant, par soucis de généralisation et de
simplification, on considère le problème (4.5), sous les hypothèses [A1] − [A7], dans le cas où
ν ≡ ν(x) représente la fonction définie dans (4.10).

4.1.4 Une condition de Ladyzhenskaya
La dérivée formelle de (P) par rapport à xi donne

−div
 N∑

j=1

∂A(x,∇u)
∂uj

∂uj

∂xi

+ ∂A(x,∇u)
∂xi

+ ∂

∂xi

b(x, u,∇u) = 0 (4.18)

dans Ω. Au sens faible, (4.18) devient

∫
Ω


 N∑

j=1

∂A(x,∇u)
∂uj

∂uj

∂xi

+ ∂A(x,∇u)
∂xi

 .∇ϕ− b(x, u,∇u) ∂ϕ
∂xi

 dx = 0, (4.19)

pour toute fonction test ϕi ∈ W 1,p(x)(Ω) (p− > 1). En additionnant (4.19) sur i = 1, 2, ..., N , on
obtient

N∑
i=1

N∑
k=1

∫
Ω

 N∑
j=1

∂Ak(x,∇u)
∂uj

∂uj

∂xi

∂ϕ

∂xk

+ ∂A(x,∇u)
∂xi

∂ϕ

∂xk

 dx−
N∑

i=1

∫
Ω
b(x, u,∇u) ∂ϕ

∂xi

dx = 0.

(4.20)

Dans la suite, on adopte les notations fxs = ∂f
∂xs

, et fxsxr = ∂fxs

∂xr
, pour une fonction arbitraire f .

Aussi, on note

w ≡
[
ε+ |∇u|2

]
. (4.21)

Choisissons la fonction test

ϕ = ν2uxi
η(w)ζ2,
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où η(.) est une fonction lisse non-négative, avec η′(w) ≥ 0, où ν ≡ ν(x) est la fonction appa-
raissant dans [A4], et où ζ est la fonction de troncature, qui vaut 1 dans la boule B(R − σR),
et dont le support est inclus dans la boule B(R). La dérivée de ϕ par rapport à xk donne

ϕxk
= 2νxi

νuxi
η(w)ζ2 + ν2uxixk

η(w)ζ2 + ν2uxi
wxk

η′(w)ζ2 + 2ν2uxi
η(w)ζζxk

.

Remarquons que

∑
i

uxixj
uxi

=
∑

i

1
2
∂

∂xj

(
u2

xi

)
= 1

2
∂

∂xj

(∑
i

u2
xi

)
= 1

2
∂

∂xj

(
ε+ |∇u|2

)
= 1

2wxj
. (4.22)

Le résultat suivant a été inspiré de [Dib82, p.834-835].

Lemme 4.1.2. Supposons que les hypothèses [A1] − [A4] sont vérifiées, et que le problème (P)
admette une solution, notée u ∈ W

1,p(x)
0 (Ω).

Alors, il existe une constante γ, indépendante de R et k, telle que∫
B(R)

ν2|∇
(
wp/2 − k

)+
|2ζ2dx ≤ γ

∫
B(R)

ν2
(
wp/2 − k

)+2
|∇ζ|2dx

+ γ
∫

B(R)
wp+1

(
1 + ν2 + ν2−α + ν2(1−α)

)
χ(wp/2 > k)ζ2dx, k ≥ 1,

(4.23)

où w est défini dans (4.21).

Démonstration. Additionnons sur les i = 1, 2, .., N les identités (4.20), avec le choix indiqué de
la fonction test ϕ. D’après [A1] − [A2], on obtient les estimations :

N∑
i=1

N∑
k=1

N∑
j=1

∫
B(R)

Ak
uxj
uxixj

[ϕxk
] dx

=
N∑

i=1

N∑
k=1

N∑
j=1

∫
B(R)

Ak
uxj
uxixj

[
ν2uxixk

η(w)ζ2 + ν2uxi
wxk

η′(w)ζ2
]
dx

+
N∑

i=1

N∑
k=1

N∑
j=1

∫
B(R)

Ak
uxj
uxixj

[
2νxi

νuxi
η(w)ζ2 + 2ν2uxi

η(w)ζζxk

]

≥ γ1

∫
B(R)

ν2w(p−2)/2
(∑

i

|∇uxi
|2
)
η(w)ζ2dx

+ 1
2γ1

∫
B(R)

ν2w(p−2)/2|∇w|2η′(w)ζ2dx

− 2γ2

∫
B(R)

w(p−2)/2

∣∣∣∣∣∣
N∑

i,j=1
uxi
uxixj

∣∣∣∣∣∣ η(w)ζν (ζ + ν|∇ζ|) dx.

On pose

I(R) =
∫

B(R)
ν2w(p−2)/2

(
N∑

i=1
|∇uxi

|2
)
η(w)ζ2dx+

∫
B(R)

ν2w(p−2)/2 |∇w|2 η′(w)ζ2dx. (4.24)
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D’après [A3], on a
N∑

i=1

N∑
k=1

∫
B(R)

Ak
xi

[ϕxk
] dx =

N∑
i=1

N∑
k=1

∫
B(R)

Ak
xi

[
ν2uxixk

η(w)ζ2 + ν2uxi
wxk

η′(w)ζ2
]
dx

+
N∑

i=1

N∑
k=1

∫
B(R)

Ak
xi

[
2νxi

νuxi
η(w)ζ2 + 2ν2uxi

η(w)ζζxk

]
dx

≤
∫

B(R)
γ3(wp/2 + w(p−2)/2)ν2

(∑
i

|∇uxi
|2
)1/2

η(w)ζ2dx

+
∫

B(R)
γ3(wp/2 + w(p−2)/2)ν2w1/2|∇w|η′(w)ζ2dx

+ 2
∫

B(R)
γ3(wp/2 + w(p−2)/2)η(w)w1/2νζ [ζ + ν|∇ζ|] dx.

Avec l’inégalité de Hölder (Lemme C.0.2), on trouve

N∑
i=1

N∑
k=1

∫
B(R)

Ak
xi

[ϕxk
] dx ≤

(∫
B(R)

ν2w(p−2)/2
(∑

i

|∇uxi
|2
)
η(w)ζ2dx

) 1
2

×
(∫

B(R)
ν2γ2

3w
(p−2)/2 [w + 1]2 η(w)ζ2dx

) 1
2

+
(∫

B(R)
ν2w(p−2)/2|∇w|2η′(w)ζ2dx

) 1
2

×
(∫

B(R)
ν2γ2

3w
(p−2)/2 [w + 1]2 wη′(w)ζ2dx

) 1
2

+ 2γ3

∫
B(R)

(w(p+1)/2 + w(p−1)/2)η(w)νζ [ζ + ν|∇ζ|] dx.

Avec l’inégalité de Young, on conclut que
N∑

i=1

N∑
k=1

∫
B(R)

Ak
xi

[ϕxk
] dx ≤ 1

2δ
∫

B(R)
ν2w(p−2)/2

(∑
i

|∇uxi
|2
)
η(w)ζ2dx

+ 1
2δ

−1γ2
3

∫
B(R)

ν2w(p−2)/2 [w + 1]2 η(w)ζ2dx

+ 1
2δ
∫

B(R)
ν2w(p−2)/2|∇w|2η′(w)ζ2dx

+ 1
2δ

−1γ2
3

∫
B(R)

ν2wp/2 [w + 1]2 η′(w)ζ2dx

+ 2γ3

∫
B(R)

(w(p+1)/2 + w(p−1)/2)η(w)νζ [ζ + ν|∇ζ|] dx,

c’est-à-dire
N∑

i=1

N∑
k=1

∫
B(R)

Ak
xi

[ϕxk
] dx ≤ 1

2δI(R) + 1
2γ

2
3δ

−1
∫

B(R)
ν2
(
w(p−2)/2η(w) + wp/2η′(w)

)
[w + 1]2 ζ2dx

+ 2γ3

∫
B(R)

(w(p+1)/2 + w(p−1)/2)η(w)νζ [ζ + ν|∇ζ|] dx.

(4.25)
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Remarquons aussi que, d’après [A4], on a

N∑
i=1

∫
B(R)

B (x, u,∇u) [ϕxi
] dx =

N∑
i=1

∫
B(R)

B (x, u,∇u)
[
ν2uxixk

η(w)ζ2 + ν2uxi
wxk

η′(w)ζ2
]
dx

+
N∑

i=1

∫
B(R)

B (x, u,∇u)
[
2νxi

νuxi
η(w)ζ2 + 2ν2uxi

η(w)ζζxk

]
dx

≤
∫

B(R)
γ4
(
ν−α + wµ/2

)
ν2
(∑

i

|∇uxi
|2
)1/2

η(w)ζ2dx

+
∫

B(R)
γ4
(
ν−α + wµ/2

)
ν2w1/2|∇w|η′(w)ζ2dx

+ 2
∫

B(R)
γ4
(
ν−α + wµ/2

)
η(w)w1/2νζ [ζ + ν|∇ζ|] dx.

(4.26)

Avec l’inégalité de Hölder, on trouve

N∑
i=1

∫
B(R)

B (x, u,∇u) [ϕxi
] dx ≤

(∫
B(R)

ν2w(p−2)/2
(∑

i

|∇uxi
|2
)
η(w)ζ2dx

) 1
2

×
(∫

B(R)
ν2γ2

4w
(2−p)/2

(
ν−α + wµ/2

)2
η(w)ζ2dx

) 1
2

+
(∫

B(R)
ν2w(p−2)/2|∇w|2η′(w)ζ2dx

) 1
2

×
(∫

B(R)
ν2γ2

4w
(2−p)/2

(
ν−α + wµ/2

)2
wη′(w)ζ2dx

) 1
2

+ 2
∫

B(R)
γ4
(
ν−α + wµ/2

)
η(w)w1/2νζ [ζ + ν|∇ζ|] dx.

Avec l’inégalité de Young, on conclut que

N∑
i=1

∫
B(R)

B (x, u,∇u) [ϕxi
] dx ≤ 1

2δ
∫

B(R)
ν2w(p−2)/2

(∑
i

|∇uxi
|2
)
η(w)ζ2dx

+ 1
2δ

−1γ2
4

∫
B(R)

ν2w(2−p)/2
(
ν−α + wµ/2

)2
η(w)ζ2dx

+ 1
2δ
∫

B(R)
ν2w(p−2)/2|∇w|2η′(w)ζ2dx

+ 1
2δ

−1γ2
4

∫
B(R)

ν2w(4−p)/2
(
ν−α + wµ/2

)2
η′(w)ζ2dx

+ 2
∫

B(R)
γ4
(
ν−α + wµ/2

)
η(w)w1/2νζ [ζ + ν|∇ζ|] dx,
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c’est-à-dire,
N∑

i=1

∫
B(R)

B (x, u,∇u) [ϕxi
] dx

≤ 1
2δI(R) + 1

2γ
2
4δ

−1
∫

B(R)
ν2
(
ν−α + wµ/2

)2 (
w(2−p)/2η(w) + w(4−p)/2η′(w)

)
ζ2dx

+ 2
∫

B(R)
γ4
(
ν−α + wµ/2

)
η(w)w1/2νζ [ζ + ν|∇ζ|] dx.

Finalement, en utilisant les estimations (4.20), avec le choix δ = γ1/4, on obtient :

I(R) ≤γ
∫

B(R)
w(p−2)/2

∣∣∣∣∣∣
N∑

i,j=1
uxi
uxixj

∣∣∣∣∣∣ η(w)ζν (ζ + ν|∇ζ|) dx

+ γ
∫

B(R)
ν2
(
w(p−2)/2η(w) + wp/2η′(w)

)
[w + 1]2 ζ2dx

+ γ
∫

B(R)
ν2
(
ν−α + wµ/2

)2 (
w(2−p)/2η(w) + w(4−p)/2η′(w)

)
ζ2dx

+
∫

B(R)
(w(p+1)/2 + w(p−1)/2 + w1/2ν−α + w(µ+1)/2)η(w)νζ [ζ + ν|∇ζ|] dx.

(4.27)

Maintenant, adoptons les notations suivantes

v ≡ wp/2 et η(w) =
(
wp/2 − k

)+
≡ (v − k)+ k > 1. (4.28)

D’après l’inégalité de Young, (4.28), et (4.22), il est vrai que
∫

B(R)
w(p−2)/2

∣∣∣∣∣∣
N∑

i,j=1
uxi
uxixj

∣∣∣∣∣∣ η(w)ζν (ζ + ν|∇ζ|) dx

≤ 1
2

∫
B(R)

w(p−2)/2 |∇w| (v − k)+ζν (ζ + ν|∇ζ|) dx

=
∫

B(R)

1
p(x)

∣∣∣∇(v − k)+
∣∣∣ (v − k)+ν2ζ|∇ζ|dx

+
∫

B(R)

1
p(x)

∣∣∣∇(v − k)+
∣∣∣ (v − k)+νζ2dx

≤ 1
2p− δ

∫
B(R)

ν2
∣∣∣∇(v − k)+

∣∣∣2 ζ2dx+ 1
2p− δ

−1
∫

B(R)
ν2(v − k)+2|∇ζ|2dx

+ 1
2p− δ

∫
B(R)

ν2
∣∣∣∇(v − k)+

∣∣∣2 ζ2dx+ 1
2p− δ

−1
∫

B(R)
(v − k)+2ζ2dx.

(4.29)

Ceci revient à dire, en majorant (v − k)+2ζ2 par wp+1
(
1 + ν2 + ν2−α + ν2(1−α)

)
ζ2,

∫
B(R)

w(p−2)/2

∣∣∣∣∣∣
N∑

i,j=1
uxi
uxixj

∣∣∣∣∣∣ η(w)ζν (ζ + ν|∇ζ|) dx

≤ 1
p− δ

∫
B(R)

ν2
∣∣∣∇(v − k)+

∣∣∣2 ζ2dx+ γ(δ)
∫

B(R)
ν2(v − k)+2|∇ζ|2dx

+ γ(δ)
∫

B(R)
wp+1

(
1 + ν2 + ν2−α + ν2(1−α)

)
ζ2dx.
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Aussi, puisque η′(w) = (p(x)/2)w(p(x)−2)/2χ(v > k), où χ(v > k) = {x ∈ B(R) | v(x) > k}, alors
on trouve :∫

B(R)
ν2
(
w(p−2)/2η(w) + wp/2η′(w)

)
[w + 1]2 ζ2dx

+
∫

B(R)
ν2
(
ν−α + wµ/2

)2 (
w(2−p)/2η(w) + w(4−p)/2η′(w)

)
ζ2dx

=
∫

B(R)
ν2
(
w(p−2)/2

(
wp/2 − k

)+
+ wp/2p/2w(p−2)/2χ(v > k)

)
[w + 1]2 ζ2dx

+
∫

B(R)

(
ν2(1−α) + 2ν2−αwµ/2 + ν2wµ

)
w(2−p)/2

(
wp/2 − k

)+
ζ2dx

+
∫

B(R)

(
ν2(1−α) + 2ν2−αwµ/2 + ν2wµ

)
w(4−p)/2(p(x)/2)w(p−2)/2χ(v > k)ζ2dx

≤ γ(p+)
∫

Ω
wp+1

(
1 + ν2 + ν2−α + ν2(1−α)

)
χ(v > k)ζ2dx.

(4.30)

Ici, on a juste majoré tous les termes en w par wp(x)+1. De façon similaire, puisque

(v − k)+2 [ζ + ν|∇ζ|]2 ≤ 2
[
wp+1χ(v > k)ζ2 + (v − k)+2ν2|∇ζ|2

]
,

il est vrai, d’après l’inégalité de Young, que∫
B(R)

(w(p+1)/2 + w(p−1)/2 + w1/2ν−α + w(µ+1)/2)η(w)νζ [ζ + ν|∇ζ|] dx

=
∫

B(R)
(w(p+1)/2 + w(p−1)/2 + w1/2ν−α + w(µ+1)/2)(v − k)+νζ [ζ + ν|∇ζ|] dx

≤ 1
2

∫
B(R)

(w(p+1)/2 + w(p−1)/2 + w1/2ν−α + w(µ+1)/2)2χ(v > k)ν2ζ2dx

+ 1
2

∫
B(R)

(v − k)+2 [ζ + ν|∇ζ|]2 dx

≤ γ
∫

B(R)
wp+1

(
1 + ν2 + ν2−α + ν2(1−α)

)
χ(v > k)ζ2dx+ γ

∫
B(R)

(v − k)+2ν2|∇ζ|2dx.

(4.31)

Par conséquent, en insérant les dernières inégalités de (4.29), (4.30), et (4.31), dans (4.27), et
en laissant tomber le terme en η(.) dans (4.24), on déduit que∫

B(R)
ν2w(p−2)/2w(p−2)/2|∇w|2χ(v > k)ζ2dx

≤ 1
p− δ

∫
B(R)

ν2|∇(v − k)|2ζ2dx+ γ(δ)
∫

B(R)
ν2(v − k)+2|∇ζ|2dx

+ γ(p+)
∫

Ω
wp+1

(
1 + ν2 + ν2−α + ν2(1−α)

)
χ(v > k)ζ2dx.

(4.32)

Finalement, observons que∫
B(R)

ν2w(p−2)/2w(p−2)/2|∇w|2χ(v > k)ζ2dx =
∫

B(R)

2
p(x) |∇(v − k)+|2ν2ζ2dx

≥ 2
p+

∫
B(R)

ν2|∇(v − k)+|2ζ2dx.
(4.33)
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Par conséquent, en choisissant δ = p−/p+ dans (4.32), et en utilisant (4.33), on conclut à
l’existence d’une constante γ, indépendante de R et k, telle que∫

B(R)
ν2|∇(v − k)+|2ζ2dx ≤ γ

∫
B(R)

ν2(v − k)+2|∇ζ|2dx

+ γ
∫

B(R)
wp+1

(
1 + ν2 + ν2−α + ν2(1−α)

)
χ(v > k)ζ2dx, k ≥ 1.

Ceci achève la démonstration.

4.1.5 Une itération de Moser
Le résultat suivant est une généralisation directe de [Dib82, Lemme 2.4]. Il utilise le fait que

toute solution de (4.5) est uniformément localement Hölder continue dans Ω, c’est-à-dire que,
pour tout compact K ⊂ Ω, il existe des constantes C, β ∈ (0, 1), dépendant uniquement des
données et de dist(K, ∂Ω), telles que

|u(x) − u(y)| ≤ C|x− y|β, (x, y) ∈ K.

Un tel résultat a été prouvé dans [LU68, Théorème 1.1], pour des problèmes plus généraux que
(4.5), pourvu que la borne essentielle maximum de la solution soit uniformément bornée dans
Ω.

Lemme 4.1.3. Soit u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) la solution de (4.5), et considérons l’ensemble B(R) ⊂ Ω′,

où Ω′ est un sous-domaine de Ω tel que Ω′ ⊂ Ω. Supposons l’existence d’une constante M > 0,
telle que u satisfasse

ess max|u(x)| < M. (4.34)

Alors, il existe une constante γ, dépendant uniquement des données, telle que, pour tout ξ ∈
W 1,p(x)(B(R)), on ait∫

B(R)

[
ε+ |∇u|2

](p(x)+2)/2
ξ2dx

≤ γR2β
∫

B(R)

{[
ε+ |∇u|2

](p(x)−2)/2
(

N∑
i=1

|∇uxi
|2
)
ξ2 +

[
ε+ |∇u|2

]p(x)/2
|∇ξ|2

}
dx

+ γ
∫

B(R)

[
ε+ |∇u|2

]p(x)/2
ξ2dx.

Démonstration. Il suffit de remplacer p par p(x) dans la preuve de [Dib82, Lemme 2.4], et le
lemme suit.

Maintenant, dans le but de surmonter la perte de la propriété d’homogénéité du terme source
de (4.5) par rapport au gradient de la solution, nous considérerons le lemme suivant, qui établit
une autre version de l’estimation (4.27) sous les hypothèses [A1]-[A7].
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Lemme 4.1.4. Supposons que les hypothèses [A1]-[A7] sont vérifiées. Alors, pour toute solution
u ∈ W

1,p(x)
0 (Ω) de (4.5), on a

I(R) ≤γ
∫

B(R)
w(p−2)/2

∣∣∣∣∣∣
N∑

i,j=1
uxi
uxixj

∣∣∣∣∣∣ η(w)ν
(
ζ2 + νζ|∇ζ|

)
dx

+ γ
∫

B(R)
ν2
(
w(p−2)/2η(w) + wp/2η′(w)

)
[w + 1]2 ζ2dx

+ γ
∫

B(R)

(
w + w(µ+3)/2 + w(µ−1)/2 + w(2µ−p+2)/2

)
ν2η(w)ζ2dx

+
∫

B(R)
(w(p+1)/2 + w(p−1)/2)η(w)ν

[
ζ2 + νζ|∇ζ|

]
dx,

(4.35)

où la quantité I(R) est définie dans (4.24), avec le choix η(w) = w(3s+1)/2.
Démonstration. Dans la preuve du Lemme 4.1.2, nous allons modifier l’estimation effectuée sur
le terme B(x, u,∇u), à savoir l’estimation (4.26). Pour ce faire, nous utilisons l’inégalité de
Hölder discrète

N∑
i,j=1

uxixj
≤

 N∑
i,j=1

u2
xixj

1/2 N∑
i,j=1

1
1/2

= N

(
N∑

i=1
|∇uxi

|2
)1/2

,

sous les hypothèses [A5]-[A7], avec la notation w = [ε+ |∇u|2], pour démontrer que
N∑

i=1

∫
B(R)

B (x, u,∇u) [ϕxi
] dx = −

N∑
i=1

∫
B(R)

B (x, u,∇u)xi
[ϕ] dx

= −
∫

B(R)

 N∑
i,j=1

Buxj
uxjxi

+
N∑

i=1
Buuxi

+
N∑

i=1
Bxi

[ν2uxi
η(w)ζ2

]
dx

≤
∫

B(R)
γ5w

µ(x)−1
2 N

(
N∑

i=1
|∇uxi

|2
)1/2

ν2w1/2η(w)ζ2dx

+
∫

B(R)

[
γ6Nw

1/2 + γ7

(
w

µ(x)+2
2 + w

µ(x)−2
2

)]
ν2w1/2η(w)ζ2dx.

D’après l’inégalité de Hölder, on a
N∑

i=1

∫
B(R)

B (x, u,∇u) [ϕxi
] dx

≤
(∫

B(R)
ν2w(p−2)/2

(
N∑

i=1
|∇uxi

|2
)
η(w)ζ2

) 1
2
(∫

B(R)
γν2w(2µ−p+2)/2η(w)ζ2

) 1
2

+ γ
∫

B(R)

(
w + w(µ+3)/2 + w(µ−1)/2

)
ν2η(w)ζ2dx.

Avec l’inégalité de Young, on trouve
N∑

i=1

∫
B(R)

B (x, u,∇u) [ϕxi
] dx

≤ η

(∫
B(R)

ν2w(p−2)/2
(

N∑
i=1

|∇uxi
|2
)
η(w)ζ2

)
+ η−1

(∫
B(R)

γν2w(2µ−p+2)/2η(w)ζ2
)

+ γ
∫

B(R)

(
w + w(µ+3)/2 + w(µ−1)/2

)
ν2η(w)ζ2dx.
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En regroupant les termes en ∑N
i=1 |∇uxi

|2 dans I(R), défini dans (4.24), avec le choix η = 1/2,
l’estimation (4.27) devient

I(R) ≤γ
∫

B(R)
w(p−2)/2

∣∣∣∣∣∣
N∑

i,j=1
uxi
uxixj

∣∣∣∣∣∣ η(w)ν
(
ζ2 + νζ|∇ζ|

)
dx

+ γ
∫

B(R)
ν2
(
w(p−2)/2η(w) + wp/2η′(w)

)
[w + 1]2 ζ2dx

+ γ
∫

B(R)

(
w + w(µ+3)/2 + w(µ−1)/2 + w(2µ−p+2)/2

)
ν2η(w)ζ2dx

+
∫

B(R)
(w(p+1)/2 + w(p−1)/2)η(w)ν

[
ζ2 + νζ|∇ζ|

]
dx.

Ceci achève la démonstration.

Le lemme suivant dérive d’une application du Lemme 4.1.4, avec un choix particulier de η(.).

Lemme 4.1.5. Supposons que les hypothèses [A1]-[A7] sont vérifiées, et que

0 ≤ min{µ(x) − 1, 2µ(x) − p(x) + 2}
max{µ(x) + 3, 2µ(x) − p(x) + 2} ≤ p(x) + 2.

(4.36)

Alors, pour toute solution u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) de (4.5), on a

I(R) ≤ γ
∫

B(R)
w(p+3+3s)/2

[
ζ2 + |∇ζ|2

]
dx+ γ

∫
B(R)

w(p+3s)/2|∇ζ|2dx. (4.37)

Démonstration. Dans (4.35), posons η(w) = w(3s+1)/2 (s ≥ 0).
D’après (4.22), l’inégalité de Hölder discrète∣∣∣∣∣∣

N∑
i,j=1

uxi
uxixj

∣∣∣∣∣∣ ≤
(
N

N∑
i=1

u2
xi

)1/2 N∑
i,j=1

u2
xixj

1/2

≤
√
Nw1/2

(
N∑

i=1
|∇uxi

|2
)1/2

, (4.38)

et l’inégalité de Young, on a
∫

B(R)
w(p(x)−2)/2

∣∣∣∣∣∣
N∑

i,j=1
uxi
uxixj

∣∣∣∣∣∣ η(w)ν
[
ζ2 + νζ|∇ζ|

]
dx

≤ δ
∫

B(R)
ν2w(p(x)−2)/2

(
N∑

i=1
|∇uxi

|2
)
w(3s+1)/2ζ2dx

+ γ2δ−1
∫

B(R)
w(p(x)−2)/2ww(3s+1)/2

[
ζ2 + ν2|∇ζ|2

]
dx.

(4.39)

Remarquons que, d’après les hypothèses sur ν, ζ et |∇ζ|, il est vrai que

γ2δ−1
∫

B(R)
w(p(x)−2)/2ww(3s+1)/2

[
ζ2 + ν2|∇ζ|2

]
dx ≤ γ

(∫
B(R)∩{w≥1}

w(p(x)+3s+1)/2
[
ζ2 + ν2|∇ζ|2

]
dx

+
∫

B(R)∩{w<1}
w(p(x)+3s+1)/2

[
ζ2 + ν2|∇ζ|2

]
dx

)

≤ γ
∫

B(R)
w(p+3+3s)/2ζ2dx+ γ

∫
B(R)

w(p+3)/2 + γ.
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Ici, sur l’ensemble {w ≥ 1}, on a juste majoré les termes en ζ2 (resp. |∇ζ|2) par w(p+3+3s)/2

(resp. w(p+3s)/2), alors que sur l’ensemble {w < 1}, on a majoré tous les termes en w par 1.
Par conséquent, on déduit de (4.39) et (4.38) que

∫
B(R)

w(p(x)−2)/2

∣∣∣∣∣∣
N∑

i,j=1
uxi
uxixj

∣∣∣∣∣∣ η(w)ν
[
ζ2 + νζ|∇ζ|

]
dx

≤ δ
∫

B(R)
ν2w(p(x)−2)/2

(
N∑

i=1
|∇uxi

|2
)
w(3s+1)/2ζ2dx

+ γ
∫

B(R)
w(p+3+3s)/2ζ2dx+ γ

∫
B(R)

w(p+3)/2 + γ.

(4.40)

Aussi, d’après (4.35), avec le choix indiqué de η(.) et (4.36), on obtient en suivant le même
raisonnement que précédemment, et en remarquant que η′(w) = [(3s+ 1)/2]w(3s−1)/2, l’inégalité
suivante ∫

B(R)
ν2
(
w(p−2)/2η(w) + wp/2η′(w)

)
[w + 1]2 ζ2dx

+
∫

B(R)

(
w + w(µ+3)/2 + w(µ−1)/2 + w(2µ−p+2)/2

)
ν2η(w)ζ2dx

=
∫

B(R)∩{w≥1}
ν2
(
w(p−2)/2η(w) + wp/2η′(w)

)
[w + 1]2 ζ2dx

+
∫

B(R)∩{w<1}
ν2
(
w(p−2)/2η(w) + wp/2η′(w)

)
[w + 1]2 ζ2dx∫

B(R)∩{w≥1}

(
w + w(µ+3)/2 + w(µ−1)/2 + w(2µ−p+2)/2

)
ν2η(w)ζ2dx

+
∫

B(R)∩{w<1}

(
w + w(µ+3)/2 + w(µ−1)/2 + w(2µ−p+2)/2

)
ν2η(w)ζ2dx

≤ γ[3s+ 1]
∫

Ω
w(p+3+3s)/2ζ2dx+ γ.

(4.41)

De façon similaire, d’après (4.35), et l’inégalité de Young, on obtient∫
B(R)

(w(p+1)/2 + w(p−1)/2)η(w)ν
[
ζ2 + νζ|∇ζ|

]
dx

≤
∫

B(R)
(w(p+1)/2 + w(p−1)/2)η(w)ν

[
ζ2 + ν

{1
2ζ

2 + 1
2 |∇ζ|2

}]
dx

= γ

(∫
B(R)∩{w≥1}

(w(p+1)/2 + w(p−1)/2)η(w)ν
[
ζ2 + ν

{1
2ζ

2 + 1
2 |∇ζ|2

}]
dx

+
∫

B(R)∩{w<1}
(w(p+1)/2 + w(p−1)/2)η(w)ν

[
ζ2 + ν

{1
2ζ

2 + 1
2 |∇ζ|2

}]
dx

)

≤ γ
∫

B(R)
w(p+3+3s)/2

[
ζ2 + |∇ζ|2

]
dx+ γ.

(4.42)

En regroupant les termes en ∑N
i=1 |∇uxi

|2 de (4.39) dans (4.24), avec le choix δ = 1/2, et en
combinant les termes restants de (4.39) avec les dernières inégalités de (4.41),(4.42), dans (4.35),
on obtient finalement l’estimation

I(R) ≤ γ[3s+ 1]
∫

B(R)
w(p+3+3s)/2

[
ζ2 + |∇ζ|2

]
dx+ γ

∫
B(R)

w(p+3s)/2|∇ζ|2dx.
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Remarquons ici que l’on a juste majoré tous les termes en w(p+3+3s)/2 par [3s+ 1].
Ceci achève la démonstration.

Le lemme suivant utilise les itérations de Moser pour prouver la bornitude locale du gradient
de la solution a priori de (4.5).

Lemme 4.1.6. Supposons que les hypothèses [A1]-[A7] sont vérifiées, et que les conditions (4.34)
et (4.36) sont valides. Supposons aussi l’existence d’une constante M > 0, indépendante de la
solution, telle que ∫

Ω
wp(x)/2dx < M. (4.43)

Alors, pour toute solution u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) de (4.5), on a

|∇u| ∈ Lq
loc(Ω), ∀q ∈ (1,∞).

Démonstration. Appliquons le Lemme 4.1.3, avec la notation w = [ε+ |∇u|2], et posons ξ =
w(3s+1)/4ζ. De ce fait, en remarquant que

|∇[w(3s+1)/4ζ]|2 ≤ 2
(
|∇[w(3s+1)/4]|2ζ2 + w(3s+1)/2|∇ζ|2

)
= 2[(3s+ 1)/4]2|∇w|2w(3s−3)/2ζ2 + 2w(3s+1)/2|∇ζ|2,

on obtient∫
B(R)

w(p+3+3s)/2ζ2dx

≤ γR2β
∫

B(R)

{
w(p(x)−2)/2

(
N∑

i=1
|∇uxi

|2
)
w(3s+1)/2ζ2 + wp(x)/2|∇[w(3s+1)/4ζ]|2

}
dx

+ ε
∫

B(R)
wp(x)/2w(3s+1)/2ζ2dx

≤ γR2β
∫

B(R)

{
w(p(x)−2)/2

(
N∑

i=1
|∇uxi

|2
)
w(3s+1)/2ζ2 + [(3s+ 1)/4]2wp(x)/2|∇w|2w(3s−3)/2ζ2

}
dx

+ γR2β
∫

B(R)
wp(x)/2w(3s+1)/2|∇ζ|2dx+ ε

∫
B(R)

wp(x)/2w(3s+1)/2ζ2dx

≤ γ[3s+ 1]2R2βI(R) + (γR2β + ε)
∫

B(R)
w(p(x)+3s+1)/2(|∇ζ|2 + ζ2)dx.

(4.44)

Remarquons que∫
B(R)

w(p(x)+3s+1)/2(|∇ζ|2 + ζ2)dx =
∫

B(R)∩{w≥1}
w(p(x)+3s+1)/2(|∇ζ|2 + ζ2)dx

+
∫

B(R)∩{w<1}
w(p(x)+3s+1)/2(|∇ζ|2 + ζ2)dx

≤
∫

B(R)
w(p(x)+3s+3)/2(|∇ζ|2 + ζ2)dx+ γ.

(4.45)
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D’après le Lemme 4.1.5, (4.44), et (4.45), on déduit que∫
B(R)

w(p+3+3s)/2ζ2dx ≤ γ[3s+ 1]2R2β

(
[3s+ 1]

∫
B(R)

w(p(x)+3s+3)/2(|∇ζ|2 + ζ2)dx

+
∫

B(R)
w(p(x)+3s)/2|∇ζ|2dx+ γ

)

+ (γR2β + ε)
∫

B(R)
w(p(x)+3s+3)/2(|∇ζ|2 + ζ2)dx+ γ,

c’est-à-dire,∫
B(R)

w(p+3+3s)/2ζ2dx ≤ (γR2β + ε)[3s+ 1]3
∫

B(R)
w(p(x)+3s+3)/2(|∇ζ|2 + ζ2)dx

+ γ[3s+ 1]2
∫

B(R)
w(p(x)+3s)/2|∇ζ|2dx+ γ[3s+ 1]2.

(4.46)

Supposons que ε > 0 est assez petit, et considérons une suite de nombre décroissants {Rs}, telle
que

R0 = (2γ)−1/β.

Définissons les boules concentriques B(Rs) et B(Rs+1). Si x → ζs(x) est une fonction de tronca-
ture à support dans BRs , qui vaut 1 dans B(Rs+1), on a |∇ζs|2 ≤ R−2

0 (s+2)8/β. Par conséquent,
(4.46) devient∫

B(R)
w(p+3+3s)/2ζ2

sdx =
∫

B(Rs+1)
w(p+3+3s)/2dx

≤ (γR2β
s + ε)[3s+ 1]3

∫
B(R)

w(p(x)+3s+3)/2(|∇ζs|2 + ζ2
s )dx

+ γ[3s+ 1]2
∫

B(R)
w(p(x)+3s)/2|∇ζs|2dx+ γ[3s+ 1]2

≤ 2Rβ
s (3s+ 1)3(s+ 2)8/β

∫
B(Rs+1)

w(p+3+3s)/2dx

+ γ[3s+ 1]2R−2
0 (s+ 2)8/β

∫
B(R)

w(p(x)+3s)/2dx+ γ[3s+ 1]2.

(4.47)

Posons

Rs = 1
2R

3
0(3s+ 1)−3/β(s+ 2)−8/β. (4.48)

D’après (4.47), et (4.48), on a∫
B(Rs+1)

w(p+3+3s)/2dx ≤ 1
2

∫
B(Rs+1)

w(p+3+3s)/2dx

+ γ[3s+ 1]2R−2
0 (s+ 2)8/β

∫
B(R)

w(p(x)+3s)/2dx+ γ[3s+ 1]2.
(4.49)

En regroupant les termes en w(p+3+3s)/2 dans le membre de gauche de (4.49), on obtient finale-
ment l’inégalité∫

B(Rs+1)
w(p+3+3s)/2dx ≤ 2γ[3s+ 1]2R−2

0 (s+ 2)8/β
∫

B(R)
w(p(x)+3s)/2dx+ 2γ[3s+ 1]2, (4.50)
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où γ est une constante, indépendante de R0 et s. En itérant (4.50) sur s, en commençant par
s = 0, on obtient une borne locale pour la quantité

∫
Ω′ wqdx sur un compact Ω′ ⊂ Ω, dépendant

uniquement des données et de (4.43).
Ceci achève la démonstration.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le Théorème 4.1.1.

4.1.6 Preuve du Théorème 4.1.1
D’après l’inégalité de Hölder, la dernière intégrale de (4.23) peut être estimée comme suit

γ
∫

B(R)
wp+1

(
1 + ν2 + ν2−α + ν2(1−α)

)
χ(v > k)ζ2dx

≤ γ(ν)
(∫

B(R)
wN(p(x)+1)/(2−Nκ)dx

)(2−Nκ)/N (
meas A+

k,R

)1−(2/N)+κ
,

(4.51)

où κ ∈ (0, 1/N ] et A+
k,R = {x ∈ B(R) | v(x) > k}. Si K est un sous-domaine de Ω adéquat, on

sait, grâce au Lemme 4.1.6, que la quantité(∫
K
wN(p(x)+1)/(2−Nκ)dx

)(2−Nκ)/N

est bornée uniformément en ε par une constante γ, dépendant uniquement des données et de
dist(K, ∂Ω). Supposons que B(R) ⊂ K. Par conséquent, d’après le Lemme 4.1.2 et (4.51), on
obtient ∫

B(R−σR)
ν2|∇(v − k)+|2dx ≤ γ(ν)(σR)−2

∫
B(R)

(v − k)+2dx

+ γ(ν)
(
meas A+

k,R

)1−(2/N)+κ
.

(4.52)

D’après le théorème de la Valeur Moyenne (Théorème 1.4.1), et la bornitude de ν, il existe une
constante ν⋆ ∈ [ν−, ν+], telle que∫

B(R−σR)
ν2|∇(v − k)+|2dx = ν⋆2

∫
B(R−σR)

|∇(v − k)+|2dx.

En supposant que ν− > 0, et en divisant (4.52) par ν⋆2, on obtient finalement l’inégalité∫
B(R−σR)

|∇(v − k)+|2dx ≤ γ(ν⋆)(σR)−2
∫

B(R)
(v − k)+2dx

+ γ(ν⋆)
(
meas A+

k,R

)1−(2/N)+κ
.

(4.53)

Le lemme découle de (4.53) et du Lemme C.0.6. Ceci achève la démonstration.

4.1.7 Perspective
Grâce au Théorème 4.1.1, nous disposons d’une estimation du gradient de la solution de

tout problème de la forme (4.2), sous la condition (4.3), à l’intérieur du domaine Ω. Il s’agirait
par la suite d’établir une telle estimation dans un voisinage du bord de Ω, ce qui pourrait être
fait selon [LU68], à moins de disposer d’une estimation du gradient de la solution sur le bord.
Nous poursuivrons donc dans cette direction après la thèse.
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4.2 Sur- et sous-solutions pour un système convectif sans
singularités

4.2.1 Introduction
Dans cette section, on s’intéresse à la localisation des solutions du problème de Dirichlet

elliptique suivant
∆p1(x)u1 = c(x)u1|u1|α−1|u2|β+1 + d1(x)|∇u1|γ1(x) dans Ω,
∆p2(x)u2 = c(x)|u1|α+1u2|u2|β−1 + d2(x)|∇u2|γ2(x) dans Ω,
u1 = u2 = 0 sur ∂Ω.

(4.54)

où pi ∈ C1(Ω)∩L∞(Ω) (i = 1, 2), α, β sont des constantes strictement positives et c, diγi ∈ C(Ω)
(i = 1, 2) sont des fonctions positives et bornées.

Dans le Chapitre 1, on a prouvé, au moyen du degré topologique de Berkovits, que, sous
certaines conditions des exposants α, β, γ, δ, le problème (4.54) admet au moins une solution
non-triviale (voir Théorème 1.5). Une autre approche que l’on pourrait exploiter est de prouver
l’existence d’une solution pour (4.54) via le théorème de point fixe de Schauder et la méthode des
sous-et-sur-solutions. L’avantage d’une telle approche serait, en plus de l’existence, de connaître
le comportement asymptotique de la solution dans Ω. Aussi, nous proposons une méthode de
construction de sous-et-sur-solutions adaptées au problème (4.54), quelque peu différente de
celle employée dans le Chapitre 2. Elle suit un raisonnement établi par Vélin dans [Vé16], et
repose sur la construction de fonctions radiales.

Dans la suite, on note R0 = sup{r > 0 |B(0, r) ⊂ Ω}, où B(0, r) désigne la boule centrée en
l’origine et de rayon r > 0. Remarquons qu’un tel R0 > 0 existe car Ω est supposé être un
sous-ensemble ouvert de RN .
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4.2.2 Hypothèses et données empiriques
Dans toute la suite de la section, nous définirons un certain nombre de données empiriques

afin de construire nos sur-et-sous-solutions de type radial. Ces données sont :

• Cs =
(
N + 1
R0

)γs−1 ( NR0

N + 1

)γs−1
θ

1
s−
s ,

•Bs = R0

N + 1

(
NR0

N + 1

)γs−1
+
(
NR0

N + 1

)γs

,

• γs ≥ s−

s− − 1 ,

• 0 < θs < min

 1

γs−
s

(
NR0
N+1

)s−(γs−1) ,
1

(N + 1)s−(γs−1)(NR0)s−(γs−1) , ,


inf

0≤r≤ NR0
N+1

|rγs −Bs|α−1 |rγp1 −Bs|β+1
(
−
(

NR0
N+1

)γs +Bs

)
(N + s+)γs−

s

(
NR0
N+1

)(γs−1)(p−
1 −1)−1

∥c∥∞


1
d

 ,

• d =
[
1 −

(
α + 1
p−

1
+ β + 1

p−
2

)]−1

.

• σp1 = p1,0 [p2,0 − (β + 1)] + p2,0(β + 1)
p1,0p2,0 − p1,0(β + 1) − p2,0(α + 1) ,

• σp2 = p2,0 [p1,0 − (α + 1)] + p1,0(α + 1)
p1,0p2,0 − p1,0(β + 1) − p2,0(α + 1) ,

• p1,0 =
{
p−

1 si R0 < 1
p+

1 si R0 > 1
,

• p2,0 =
{
p−

2 si R0 < 1
p+

2 si R0 > 1
,

• 0 < ε < min
( 1

σp1

R
σp1 −1
0

)p−
1

,

(
∥c∥∞

R
p1,0
0 (p+

1 − 1)(σp1 − 1)

)d

,

(
1
σp2

R
σp2 −1
0

)p−
2

,

(
∥c∥∞

R
p2,0
0 (p+

2 − 1)(σp2 − 1)

)d
 ,

• d =
[
1 −

(
α + 1
p−

1
+ β + 1

p−
2

)]−1

.

• a ≥ inf


∥c∥∞e

R0(α+β+1)

N−1
R0

+ p−
1 − 1

d

, 1

 ,
• d =

[
1 −

(
α + 1
p−

1
+ β + 1

p−
2

)]−1

.

Ici, N est un entier naturel qui désigne la dimension de Ω.
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4.2.3 Construction des sous-solutions pour le système (4.54)
Soit χΩ+ ,χΩ− et χΩ−

+
désignent les fonctions caractéristiques des ensembles des sous-ensembles

de Ω suivants

Ω− = {x ∈ Ω | c(x) = −∥c∥∞}
Ω+ = {x ∈ Ω | c(x) = ∥c∥∞}
Ω+

− = {x ∈ Ω | − ∥c∥∞ < c(x) < ∥c∥∞} ,
(4.55)

où c correspond au coefficient des termes d’interaction dans le système (4.54).
On note u0 et v0 les fonctions définies sur Ω paru0(.) = ψ1,p1 (∥.∥)χΩ+ + ψ2,p1 (∥.∥)χΩ− + ψ3,p1 (∥.∥)χΩ−

+

v0(.) = ψ1,p2 (∥.∥)χΩ+ + ψ2,p2 (∥.∥)χΩ− + ψ3,p2 (∥.∥)χΩ−
+
,

(4.56)

où les fonctions radiales ψi,s : Ω → R (i = 1, 2, 3 et s = p1, p2) sont définies, pour r = |x|, par

ψ1,s(r) =



− θ
1

s−
s (rγs −Bs) si 0 ≤ r ≤ NR0

N + 1 ,

Cs (R0 − r)γs si NR0

N + 1 < r < R0,

0 si R0 ≤ r,

ψ2,s(r) =

− ε
1

s− (R0 − r)σs si 0 ≤ r ≤ R0,

0 si R0 < r,

ψ3,s(r) =

− a
1

s−
(
eR0 − er

)
si 0 ≤ r ≤ R0,

0 si R0 ≤ r.

(4.57)

Ici, nous présentons un résultat qui nous sera utile pour la construction de la paire de sous-
solutions adaptée au problème (4.54).

Proposition 4.2.1 (see [Vé16] Proposition 3.3). La paire (u0, v0), définie dans (4.56), satisfait
les inégalités suivantes : ∆p1(x)u0 + c(x)u0|u0|α−1|v0|β+1 + d(x) ≥ 0

∆p2(x)v0 + c(x)v0|v0|β−1|u0|α+1 + f(x) ≥ 0.
(4.58)

Dans le corollaire suivant, nous prouvons que la paire (u0, v0), définie dans (4.56), constitue
une sous-solution adaptée au problème (4.54).

Corollaire 4.2.1. Considérons les hypothèses de la Proposition 4.2.1.
Alors la paire (u0, v0), définie dans (4.56), satisfait les inégalités∆p1(x)u0 + c(x)u0|u0|α−1|v0|β+1 + d(x)|∇u0|γ ≥ 0

∆p2(x)v0 + c(x)|u0|α+1v0|v0|β−1 + f(x)|∇v|δ ≥ 0.
(4.59)

Démonstration. Cela provient directement de la Proposition 4.2.1, et du fait que d(x)|∇u0|γ1(x) >
0 et f(x)|∇v0|γ2(x) > 0.
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4.2.4 Construction des sur-solutions pour le système (4.54)
Soit u0 et v0 les fonctions définies sur Ω par

u0(.) = A
1

p−
1

[(
R0 − δr

)µ0−1
+ 1

]
v0(.) = A

1
p−

2

[(
R0 − δr

)µ0−1
+ 1

]
,

(4.60)

avec 0 < δ < 1, et R0 une constante positive telle que 0 ≤ ∥x∥ ≤ R0.
Ici, nous présentons un résultat qui nous sera utile pour la construction de la paire de sur-
solutions adaptée au problème (4.54).

Proposition 4.2.2 (see [Vé16] Proposition 3.3). Il existe une constante positive A0, dépendant
de µ0,R0,p1,p2,δ,N ,c, telle que, pour tout A ≥ A0, on ait

∆p1(x)u
0 + c(x)u0|u0|α−1|v0|β+1 + d(x) ≤ 0. (4.61)

Aussi, en posant ap1 = A
1

p−
1 , il existe K ∈ R tel que, pour tout 0 ≤ ∥x∥ ≤ R, on ait

∆p1(x)u
0(x) + c(x)u0(x)

∣∣∣u0(x)
∣∣∣α−1 ∣∣∣v0(x)

∣∣∣β+1
≤ KA

p−
1 −1

p−
1 + KA

α

p−
1

+ β+1
p−

2 , (4.62)

où la paire (u0, v0) est définie dans (4.60), et avec

K = ∥c∥∞
(
{R0}µ0−1 + 1

)α (
{R0}µ0−1 + 1

)β+1
. (4.63)

Dans le corollaire suivant, nous prouvons que la paire (u0, v0), définie dans (4.60), constitue
une sur-solution adaptée au problème (4.54).

Corollaire 4.2.2. Considérons les hypothèses de la Proposition 4.2.2.
Si

0 ≤ γi(x) ≤ p−
i − 1 i = 1, 2, (4.64)

alors il existe une constante positive a0
p1, dépendant de µ0,R0,pi (i = 1, 2),γ1,N ,c, telle que, pour

tout A ≥ a0
p1, on ait

∆p1(x)u
0 + c(x)u0|u0|α−1|v0|β+1 + f(x)|∇u0|γ1 ≤ 0. (4.65)

Aussi, il existe une constante positive A0
p2, dépendant de µ0,R0,pi (i = 1, 2),δ,N ,c, telle que,

pour tout A ≥ A0
p2, on ait

∆p2(x)v
0 + c(x)|u0|α+1v0|v0|β−1 + g(x)|∇v|γ2 ≤ 0. (4.66)

Démonstration. D’après la Proposition 4.2.2, en posant ap1 = A
1

p−
1 , on obtient, pour 0 ≤ r ≤ R,

l’inégalité suivante :

∆p1(x)u
0 + c(x)u0|u0|α−1|v0|β+1 ≤ −KA

p−
1 −1

p−
1 + KA

α

p−
1

+ β+1
p−

2 .
(4.67)
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De plus, comme

u0(.) = A
1

p−
1

[(
R0 − δr

)µ0−1
+ 1

]
, (4.68)

alors

∇u0 = −δ
(
µ0 − 1

)
A1/p−

1
(
R0 − δr

)µ0−2
, (4.69)

et

f(x)|∇u0|γ(x) = f(x)δγ1(x)
(
µ0 − 1

)γ1(x)
Aγ1/p−

1
(
R0 − δr

)γ1(x)µ0−2γ1(x)

≤ ∥f∥∞δ
γ1(x)

(
µ0 − 1

)γ1(x)
Aγ1(x)/p−

1
{
R0 (1 − δ)

}γ1(x)µ0−2γ1(x)

≤ K̃A
γ1(x)

p−
1 .

(4.70)

Par conséquent, on en déduit que

∆p1(x)u
0 + c(x)u0|u0|α−1|v0|β+1 + f(x)|∇u0|γ1(x)

≤ −KA
p−

1 −1

p−
1 + KA

α

p−
1

+ β+1
p−

2 + K̃A
γ1(x)

p−
1

≤ A
α

p−
1

+ β+1
p−

2

[
K − KA

1
d + K̃A

1
s(x)

]
,

(4.71)

avec
1
d

= 1 −
[
α + 1
p−

1
+ β + 1

p−
2

]
, (4.72)

et
1

s(x) = γ1(x)
p−

1
−
[
α

p−
1

+ β + 1
p−

2

]
. (4.73)

Par ailleurs, comme 0 ≤ γ1(x) ≤ p−
1 −1 < p−

1 , il dérive que 1
s(x) ≤ 1

d
. Il s’ensuit que γ1−α

p−
1

+ β+1
p−

2
≤

p−
1 −1−α

p−
1

+ β+1
p−

2
, ce qui signifie, après transformation, que γ1(x)

p−
1

−
[

α
p−

1
+ β+1

p−
2

]
≤ 1 −

[
α+1
p−

1
+ β+1

p−
2

]
.

Pour conclure, on peut écrire que

∆p1(x)u
0 + c(x)u0|u0|α−1|v0|β+1 + f(x)|∇u0|γ1(x)

≤ A
α

p−
1

+ β+1
p−

2
[
K − A

1
d

(
K̃ − K

)]
.

(4.74)

Finalement, en choisissant A tel que A > A0 =
(

K
K̃−K

)d
, on obtient effectivement que

∆p1(x)u
0 + c(x)u0|u0|α−1|v0|β+1 + f(x)|∇u0|γ1(x) ≤ 0. (4.75)

4.2.5 Perspective
Maintenant que nous avons pu établir l’existence d’une paire de sous-et-sur-solutions pour

le problème (4.54), il reste à appliquer le théorème de point fixe de Schauder, suivant la même
démarche adoptée dans le Chapitre 2. C’est dans cette direction que nous poursuivrons après
la thèse.
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ANNEXE A

PROPRIÉTÉ LIÉE À LA PREMIÈRE VALEUR
PROPRE DU P (X)-LAPLACIEN

L’isolation de la première valeur propre du p(x)-Laplacien, lorsque p(.) ≡ p (constant),
fait l’objet d’une vaste littérature, et fut connue depuis les travaux de Annane et Lions[AL87].
Cependant, à notre connaissance, il n’a pas encore été prouvé de résultat d’isolation dans le cas
où p est une fonction. Considérons les hypothèses suivantes :

(p) • p ∈ C1(Ω) et 1 < p− := min
x∈Ω

p(x) ≤ p(x) ≤ p+ := max
x∈Ω

p(x) < ∞.

(A1) • A(x, tξ) = tp(x)A(x, ξ) pour tout (t, ξ) ∈ R+ × RN et p.p. x ∈ Ω.

(A2) • A ∈ C
(
Ω × RN

)
∩ C1

(
Ω × RN

)
et ai = 1

p

∂A

∂ξi

∈ C1
(
Ω × RN\{0}

)
pour tout i = 1, .., n.

(A3) •
N∑

i,j=1

∂ai

∂ξi

(x, ξ).ηiηj ≥ γ|ξ|p(x)−2|η|2 pour une certaine constante γ ∈ (0,∞).

(A4) •
N∑

i,j=1

∣∣∣∣∣∂ai

∂ξi

(x, ξ)
∣∣∣∣∣ ≤ Γ|ξ|p(x)−2 pour une certaine constante Γ ∈ (0,∞).

Dans cette section, nous utiliserons l’inégalité de type Diaz et Saa, rappelée dans le Lemme
suivant.
Lemme A.0.1 (Inégalité de Diaz et Saa, voir [DS87] Lemme 2). Pour i = 1, 2, soient wi ∈
L∞(Ω) telles que wi ≥ 0 p.p. sur Ω, w

1
p

i ∈ W 1,p(Ω), ∆pw
1
p

i ∈ L∞(Ω) et w1 = w2 sur ∂Ω. Alors
on a, ∫

Ω

− ∆pw
1/p
1

w
(p−1)/p
1

+ ∆pw
1/p
2

w
(p−1)/p
2

 (w1 − w2) dx ≥ 0. (A.1)

si l’on suppose que (wi/wj) ∈ L∞(Ω) pour i ̸= j, i, j = 1, 2.

Dans la littérature, une généralisation de l’inégalité (A.1) est la suivante∫
Ω

(
−div(a(x,∇u1(x)))

u1(x)r−1 + div(a(x,∇u2(x)))
u2(x)r−1

)
(ur

1 − ur
2) dx ≥ 0, (A.2)
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où r ∈ [1,∞), ui = w
1/r
i (i = 1, 2), p est une fonction satisfaisant (p) et a(x, ξ) = 1

p(x)∇ξA(x, ξ),
avec A une fonction convexe pour tout x ∈ Ω fixé, satisfaisant (A). L’inégalité (A.2) est appelée
inégalité de type Diaz et Saa, et a été établie par les auteurs :

- Arora, Giacomoni et Warnault en 2020 (voir [AGW20, Lemme 2.1]), dans le cas où 1 ≤ r < p−,

- Giacomoni et Takac en 2020 (voir [TG20, Théorème 2.4]), dans le cas où 1 ≤ r ≤ p−.

Dans [AGW20], les auteurs ont établi leur inégalité de type de Diaz et Saa en utilisant des
identités de Picone adaptées aux opérateurs à croissance non standard (voir [AGW20, Théorème
1.4]). Ces identités de Picone sont une extension au cas d’exposants variables de celles obtenues
par Brasco et Franzina dans le cas d’exposants constants (voir [BF14, Proposition 2.9]).

Ici, nous proposons une version de l’inégalité (A.2) (voir Lemme A.3.2), dans le cas où a(x, ξ) =
|ξ|p(x)−2ξ et r = p+.

Grâce à l’adaptation et l’application du théorème de la valeur moyenne, nous établissons que
le sous-espace associé à une valeur propre du p(x)-Laplacien est de dimension 1. Ainsi, nous
affirmons le théorème suivant

Théorème A.0.1 (Isolation de la première valeur propre). La première valeur propre, notée
λ1, du problème (3.2), est isolée, c’est-à-dire qu’il existe une constante a > λ1, telle que λ1 est
l’unique valeur propre de (3.2) dans l’intervalle [0, a].

Dans toute la suite, nous considérerons l’hypothèse suivante :

(Hp) p ∈ C1(Ω) est une fonction satisfaisant 1 < p− ≤ p(x) ≤ p+ < N , et il existe x /∈ Ω, tel
que, pour tout (t, w) ∈ [0, 1] × RN , la fonction p(x+ tw) est monotone.

A.1 État du sous-espace propre associé à une valeur propre
du p(x)-Laplacien.

Dans le but de prouver le théorème A.0.1, on aura besoin du lemme suivant, qui assure que
le problème de valeur propre (3.2) est homogène par rapport à toute constante positive C.

Lemme A.1.1. Soit (v, λ) une solution propre du problème (3.2), au sens faible, alors pour
toute constante C ∈ R+ la paire (C.v, λ) est aussi une solution de (3.2).

Démonstration. D’après le Théorème B.3.1, en posant f(x) = Cp(x)−1, il s’ensuit que pour toute
solution (v, λ) de (3.2) et pour toute constante C ∈ R+, on a∫

Ω

(
|∇(C.v)|p(x)−2 ∇(C.v)∇ϕ− λ |C.v|p(x)−2 (C.v)ϕ

)
dx

=
∫

Ω
Cp(x)−1

(
|∇v|p(x)−2∇v∇ϕ− λ|v|p(x)−2vϕ

)
dx

= 0,

(A.3)

pour toute fonction test φ ∈ W
1,p(x)
0 (Ω). Ceci achève la démonstration.
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A.2 Invariance du signe des premières fonctions propres
Le lemme suivant affirme que toute fonction propre, associée à la première λ1,p(.), est de

signe constant sur Ω. Ce résultat est d’une importance capitale pour la suite.

Lemme A.2.1. Soit (u1, λ1) une première solution propre de (3.2), alors u1 ne change pas de
signe sur Ω.

Démonstration. Étant donné que u1 est une solution de (3.2), alors il en est de même pour |u1|.
Par conséquent, en appliquant le Théorème C.0.2, il existe, pour tout sous-ensemble compacte
non vide K ⊂ Ω, une constante positive c telle que |u| ≥ c p.p. dans K. Ω étant un ouvert
borné de RN , il s’ensuit que u < 0 dans Ω, ou u > 0 dans Ω.

A.3 Une inégalité de type Diaz et Saa
Suivant le même raisonnement que [DS87, Lemme 1], nous établissons que la fonctionnelle

énergie

E(u) =
∫

Ω

1
p(x) |∇u|p(x)dx−

∫
Ω
F (x, u)dx with u ∈ W

1,p(x)
0 (Ω) et F (x, u) =

∫ u

0
f(x, t)dt

est convexe par rapport à la variable w = up+ . De ce fait, on conclut que l’opérateur

w 7→

(
−∆p(x)w

1/p+
)

w1/p+

est monotone.

Lemme A.3.1. Soit l’application J : L1(Ω) → (−∞,+∞], définie par
J(w) =

∫
Ω

1
p(x)

∣∣∣∇w1/p+
∣∣∣p(x)

dx si w ≥ 0 et w1/p+ ∈ W
1,p(x)
0 (Ω),

+ ∞ sinon.

Alors, J est convexe.

Démonstration. Soient w1, w2 ∈ A, avec l’ensemble A défini par

A =
{
w ∈ L1(Ω) |w ≥ 0 p.p. dans Ω, w ̸= 0, w1/p+ ∈ W

1,p(x)
0 (Ω)

}
,

et soit zi = w
1/p+

i (i = 1, 2), et z3 = (tw1 + (1 − t)w2)1/p+
, avec t ∈ (0, 1). Remarquons que

zp+−1
3 |∇z3| = 1

p+ |∇zp+

3 | = 1
p+ |∇(tw1 + (1 − t)w2)| = 1

p+ |t∇w1 + (1 − t)∇w2|

= 1
p+

∣∣∣tp+zp+−1
1 ∇z1 + p+(1 − t)zp+−1

2 ∇z2

∣∣∣ ≤ tzp+−1
1 |∇z1| + (1 − t)zp+−1

2 |∇z2|.
(A.4)

Fixons x ∈ Ω, et définissions l’espérance modulaire E
[
|.|s(x)

]
, par E

[
|Z|s(x)

]
= tz

s(x)
1 +(1−t)zs(x)

2 ,
pour tout Z ∈ R2, et pour toute fonction s telle que 1 ≤ s−. Dans ce cas, la forme discrète de
l’inégalité de Hölder implique que

E
[
|XY |r(x)

] 1
r(x) ≤ E

[
|X|p(x)

] 1
p(x) E

[
|Y |q(x)

] 1
q(x) , (A.5)
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avec 1
p(x) + 1

q(x) = 1
r(x) pour tout x ∈ Ω. D’après (A.4) et (A.5), on peut écrire que

zp+−1
3 |∇z3| ≤ E

[∣∣∣{zp+−1
1 , zp+−1

2

}∣∣∣ p(x)
p(x)−1

] p(x)−1
p(x)

E
[
|{|∇z1|, |∇z2|}|p(x)

] 1
p(x)

=
(
tz

(p+−1)p(x)
p(x)−1

1 + (1 − t)z
(p+−1)p(x)

p(x)−1
2

) p(x)−1
p(x) (

t|∇z1|p(x) + (1 − t)|∇z2|p(x)
) 1

p(x) .

(A.6)

Remarquons que, puisque p(x)
p+

p+−1
p(x)−1 ≥ 1, pour tout x ∈ Ω, alors t 7→ t

p(x)
p+

p+−1
p(x)−1 est convexe, et

on a
(
tzp+

1 + (1 − t)zp+

2

) p(x)
p+

p+−1
p(x)−1

tz
(p+−1) p(x)

p(x)−1
1 + (1 − t)z

(p+−1) p(x)
p(x)−1

2

≤ 1. (A.7)

Par conséquent, en élevant les deux membres de (A.6) à la puissance p(x) (x ∈ Ω fixé), on
obtient, d’après (A.7), l’inégalité

|∇z3|p(x) ≤ t|∇z1|p(x) + (1 − t)|∇z2|p(x), pour tout x ∈ Ω, (A.8)

c’est-à-dire, en multipliant par 1
p(x) et en intégrant sur Ω,

J (tw1 + (1 − t)w2) ≤ tJ (w1) + (1 − t)J (w2) .

Ceci achève la démonstration.

Dans le lemme qui suit, on donne une extension, au cas d’exposant variable, de l’inégalité
de Diaz et Saa.

Lemme A.3.2. Soit p : Ω → (1,∞) une fonction continue, satisfaisant 1 ≤ p−. Alors, l’inéga-
lité suivante ∫

Ω

(
−∆p(x)u1

up+−1
1

+ ∆p(x)u2

up+−1
2

)
(up+

1 − up+

2 )dx ≥ 0

est vérifiée, au sens des distributions, pour tous u1, u2 ∈ L∞, tels que u1, u2 > 0 et u1
u2
, u2

u1
∈

L∞(Ω).

Démonstration. D’après le Lemme A.3.1, on sait que la fonction w 7→ J(w) est convexe. Par
conséquent la dérivée directionnelle de J par rapport à w1, dans la direction w2 − w1, entraîne

dJ(w1;w2 − w1) = lim
t→0

J(w1 + t(w2 − w1) − J(w1)
t

= lim
t→0

J((1 − t)w1 + tw2) − J(w1)
t

≤ lim
t→0

(1 − t)J(w1) + tJ(w2) − J(w1)
t

= J(w2) − J(w1).
(A.9)

De façon similaire, la dérivée directionnelle de J par rapport à w2, dans la direction w1 − w2,
entraîne

dJ(w2;w1 − w2) ≤ J(w1) − J(w2). (A.10)
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Considérons les fonctions f : R → R+, g : W 1,p(x)
0 (Ω) → RN , et h : W 1,p(x)

0 (Ω) → W
1,p(x)
0 (Ω),

définies de la façon suivante

f : r 7→ |r|p(x), x ∈ Ω fixé,
g : s → ∇s
h : t → t1/p+

.

Posons Φ = f ◦ g ◦ h, c’est-à-dire, par définition,

Φ(w) =
∣∣∣∇w1/p+

∣∣∣p(x)
pour tout w ∈ W

1,p(x)
0 (Ω).

La dérivée directionnelle de Φ par rapport à w, dans la direction ξ ∈ W
1,p(x)
0 (Ω), est

dΦ(w; ξ) = dΦw(ξ) = dfg(h(w)) ◦ dgh(w) ◦ dhw(ξ) = df {g(h(w)); dg [h(w); dh(w; ξ)]} . (A.11)

D’après le théorème des accroissements finis, le calcul de dhw(ξ1) = dh(w; ξ1) donne

dh(w; ξ1) = lim
t→0

(w + tξ1)1/p+
− w1/p+

t
= lim

t→0,ct→0

(w + ctξ1)1/p+−1 tξ1

p+t
= 1
p+w

1/p+−1ξ1.

De façon similaire, le calcul de dgh(w)(ξ2) = dg(h(w); ξ2) donne

dg(h(w); ξ2) = lim
t→0

∇ (h(w) + tξ2) − ∇(h(w))
t

= ∇ξ2,

et le calcul de dfg(h(w))(ξ3) = df(g(h(w)); ξ3) donne

df(g(h(w)); ξ3) = lim
t→0

|g(h(w)) + tξ3|p(x) − |g(h(w))|p(x)

t

= lim
t→0,ct→0

p(x) |g(h(w)) + ctξ3|p(x)−2 t (g(h(w)) + ctξ3) ξ3

t

= p(x) |g(h(w))|p(x)−2 g(h(w))ξ3 = p(x)
∣∣∣∇w1/p+

∣∣∣p(x)−2
∇w1/p+

ξ3.

(A.12)

On pose ξ3 = dg(h(w); dh(w; ξ)) dans (A.12). D’après les précédents calculs et (A.11), on obtient

dΦ(w; ξ) = df(g(h(w)); ξ3) = p(x)
∣∣∣∇w1/p+

∣∣∣p(x)−2
∇w1/p+

dg(h(w); dh(w; ξ))

= p(x)
∣∣∣∇w1/p+

∣∣∣p(x)−2
∇w1/p+∇dh(w; ξ) = p(x)

∣∣∣∇w1/p+
∣∣∣p(x)−2

∇w1/p+∇
(

1
p+w

1/p+−1ξ

)
.

(A.13)

Maintenant, soit la fonctionnelle J , définie par

J(w) =
∫

Ω

p+

p(x)Φ(w)dx =
∫

Ω

p+

p(x)
∣∣∣∇w1/p+

∣∣∣p(x)
dx pour tout w ∈ W

1,p(x)
0 (Ω).
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D’après le théorème de convergence dominée de Lebesgue, et (A.13), la dérivée directionnelle
de J par rapport à w, dans la direction ξ, donne

dJw(ξ) = dJ(w; ξ) = lim
t→0

∫
Ω

p+

p(x)
Φ(w + tξ) − Φ(w)

t
dx =

∫
Ω

p+

p(x) lim
t→0

Φ(w + tξ) − Φ(w)
t

dx

∫
Ω

p+

p(x)dΦ(w; ξ)dx =
∫

Ω

p+

p(x)p(x)
∣∣∣∇w1/p+

∣∣∣p(x)−2
∇w1/p+∇

(
1
p+w

1/p+−1ξ

)
dx

=
∫

Ω

∣∣∣∇w1/p+
∣∣∣p(x)−2

∇w1/p+∇
(
w1/p+−1ξ

)
dx =

∫
Ω

−∆p(x)w
1/p+

w(p+−1)/p+ ξ.

(A.14)

Par conséquent, en combinant (A.9) et (A.10), on obtient, d’après (A.14), en posant ξ = w1−w2,

0 ≤ dJ(w1;w1 − w2) − dJ(w2;w1 − w2)

=
∫

Ω

−∆p(x)w
1/p+

1

w
(p+−1)/p+

1
+ ∆p(x)w

1/p+

2

w
(p+−1)/p+

2

 (w1 − w2)dx,

c’est-à-dire, en faisant le changement de variable w1/p+

i = ui (i = 1, 2),

0 ≤
∫

Ω

(
−∆p(x)u1

up+−1
1

+ ∆p(x)u2

up+−1
2

)
(up+

1 − up+

2 )dx.

Ceci achève la démonstration.

A.4 Un résultat lié à l’isolation
Le lemme suivant est la généralisation partielle de [Per97, Lemme 1.4.6].

Lemme A.4.1. Soit (w, λ) une solution propre du problème (3.2), avec λ ̸= λ1, où λ1 désigne
la première valeur propre. Alors, w change de signe dans Ω, c’est à dire que w+ ̸= 0, et w− ̸= 0.
De plus, il existe x0, x1 ∈ Ω, tels que

|Ω−| ≥
(
CΩλ

−p(x1)
) p⋆(x0)p(x0)

p⋆(x0)−p(x0) ,

où Ω− = {x ∈ Ω|w(x) < 0}, CΩ est une constante (indépendante de w), et p⋆(x0) = p(x0)N
N−p(x0)

(resp. p⋆(x0) = 2p(x0)) si 1 < p− ≤ p+ < N (resp. si N ≤ p−).

Démonstration. Raisonnons par l’absurde, et supposons que w ne change pas de signe dans
Ω. Sans perte de généralité, supposons que w > 0 (resp. w < 0) dans Ω, et choisissons une
paire (u1, λ1), solution de (3.2), telle que u1 > 0 (resp. u1 < 0). D’après le Lemme A.2.1, un
tel choix est toujours possible. De plus, en vertu du Lemme A.3.2, puisque u1

w
, w

u1
∈ L∞(Ω), et

u
1/p+

1 , w1/p+ ∈ W
1,p(x)
0 (Ω), on sait que

0 ≤
∫

Ω

(
−∆p(x)u1

up+−1
1

+ ∆p(x)w

wp+−1

)(
up+

1 − wp+)
dx =

∫
Ω

λ1u
p(x)−1
1

up+−1
1

− λwp(x)−1

wp+−1

(up+

1 − wp+)
dx

=
∫

Ω
(λ1 − λ)up(x)−p+

1

(
up+

1 − wp+)
dx+

∫
Ω
λ1
(
u

p(x)−p+

1 − wp(x)−p+) (
up+

1 − wp+)
dx.

(A.15)
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Naturellement, on a ∫
Ω
λ1
(
u

p(x)−p+

1 − wp(x)−p+) (
up+

1 − wp+)
dx < 0. (A.16)

Aussi, remarquons que, si (w, λ) est une solution de (3.2), alors il en est de même pour (k.w, λ),
pour tout k ∈ R+ (voir Lemme A.1.1). Replaçons w par k.w dans le premier terme de la dernière
égalité de (A.15). Puisque up(x)

1 ∈ L∞(Ω), d’après le théorème de la Valeur Moyenne (Théorème
1.4.1), il existe x0 ∈ Ω tel que∫

Ω
(λ1 − λ)up(x)−p+

1

(
up+

1 − (kw)p+)
dx = (λ1 − λ)

∫
Ω
u

p(x)
1 dx− (λ1 − λ)

∫
Ω
u

p(x)−p+

1 (kw)p+
dx

= (λ1 − λ)
∫

Ω
u

p(x)
1 dx− kp+

u1(x0)p(x0)
∫

Ω

up+

1
wp+ dx

 .
(A.17)

Remarquons que
∫

Ω
up+

1
wp+ dx < ∞, puisque u1

w
∈ L∞(Ω). Aussi, choisissons k suffisamment petit,

de sorte que

min{1, ∥u1∥p(x)} ≥ kmax{1, ∥u1∥p+

∞ }
∥∥∥∥u1

w

∥∥∥∥
Lp+ (Ω)

.

Alors, d’après [Fan07, Théorème 1.3], et la dernière égalité de (A.17), on obtient, pour une telle
constante k, que ∫

Ω
(λ1 − λ)up(x)−p+

1

(
up+

1 − (kw)p+)
dx < 0, (A.18)

la négativité étant due au fait que λ1 < λ. La combinaison de (A.15) avec (A.16) et (A.18)
entraîne

0 ≤
∫

Ω

λ1u
p(x)−1
1

up+−1
1

− λwp(x)−1

wp+−1

(up+

1 − wp+)
dx < 0,

ce qui est une contradiction. Alors w doit obligatoirement changer de signe dans Ω.
Maintenant, évaluons le problème (3.2) en la solution (k.w, λ), où k =

(∫
Ω |∇w−|p(x)dx

)−1
, et

multiplions l’égalité obtenue par la fonction test k.w−. De ce fait, on obtient

1 =
∫

Ω
|∇(k.w−)|p(x)dx = λ

∫
Ω

|k.w−|p(x)dx. (A.19)

D’après le théorème de la Valeur Moyenne (Théorème 1.4.1), il existe x0, x1 ∈ Ω, tels que∫
Ω |∇(k.w−)|p(x)dx = ∥∇(k.w−)∥p(x0)

p(x) et
∫

Ω |k.w−|p(x)dx = ∥k.w−∥p(x1)
p(x) . Par conséquent, d’après

(A.19), on obtient

1 =
∥∥∥∇(k.w−)

∥∥∥p(x0)

p(x)
=
∥∥∥∇(k.w−)

∥∥∥p(x1)

p(x)
= λ

∥∥∥k.w−
∥∥∥p(x1)

p(x)
. (A.20)

En considérant l’inégalité de Sobolev suivante

∥∇(k.w−)∥p(x) ≥ CΩ∥k.w−∥p⋆(x) où p⋆(x) =


p(x)N
N − p(x) si 1 < p− ≤ p+ < N

2p(x) si N ≤ p−,

129



on obtient, d’après (A.20), et l’inégalité de Hölder,

C
p(x1)
Ω ∥k.w−∥p(x1)

Lp⋆(x)(Ω) ≤ ∥∇(k.w−)∥p(x1)
Lp(x)(Ω) = λ∥k.w−∥p(x1)

Lp(x)(Ω) ≤ λ∥k.w−∥p(x1)
Lp⋆(x)(Ω)∥1∥p(x1)

L
p⋆(x)p(x)

p⋆(x)−p(x) (Ω−)
,

c’est-à-dire,

∥1∥
L

p⋆(x)p(x)
p⋆(x)−p(x) (Ω−)

≥ CΩλ
−p(x1).

D’après le théorème de la Valeur Moyenne (Théorème 1.4.1), il existe x0 ∈ Ω, tel que

∥1∥
L

p⋆(x)p(x)
p⋆(x)−p(x) (Ω−)

= |Ω−|
p⋆(x0)−p(x0)
p⋆(x0)p(x0) ,

d’où l’affirmation

|Ω−| ≥
(
CΩλ

−p(x1)
) p⋆(x0)p(x0)

p⋆(x0)−p(x0) .

Ceci achève la démonstration.

Nous sommes maintenant en position de prouver le Théorème A.0.1.

A.5 Preuve du Théorème A.0.1
Soit λ ≥ 0 une valeur propre du problème (3.2), et v la fonction propre associée. Par

définition de la première valeur propre λ1 on a que λ ≥ λ1. Ainsi, λ1 est isolée à gauche.
Maintenant, raisonnons par l’absurde. Supposons qu’il existe une suite de valeurs propres (λk),
λk ̸= λ1, convergeant vers λ1. Soit (uk) la suite des fonctions propres associée avec ∥uk∥p(x) = 1.
Remarquons que, d’après le Lemme A.1.1, un tel choix est toujours possible, en posant k =
∥uk∥−1

p(x).
On peut, par conséquent, considérer une sous-suite, notée encore (uk), qui converge faiblement
dans W 1,p(x)

0 (Ω), fortement dans Lp(x)(Ω), et presque partout dans Ω, vers une fonction u ∈
W

1,p(x)
0 (Ω). Puisque uk =

(
−∆p(x)

)−1 (
λk|uk|p(x)−2uk

)
, la sous-suite (uk) converge fortement

dans W 1,p(x)
0 (Ω), et, par conséquent, la limite u est une fonction propre associée à la première

valeur propre λ1, avec une nome égale à 1. D’où, en appliquant le Théorème C.0.1, (uk) converge
uniformément vers u à l’extérieur d’un ensemble de mesure arbitrairement nulle. Ainsi, il existe
une portion de Ω, de mesure arbitrairement nulle, en dehors de laquelle uk est positive, pour k
suffisamment grand, ce qui contredit le Lemme A.4.1.
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ANNEXE B

THÉORÈME DE LA VALEUR MOYENNE

Dans cette annexe, nous établissons deux résultats importants liés au Théorème de la Valeur
Moyenne et au sous-espace propre de la valeur propre du p(x)-Laplacien. Ces résultats sont
directement inspirés de [Ban63].

Dans toute la suite, nous supposerons que :

p ∈ C1(Ω) et 1 < p− ≤ p(x) ≤ p+ < N. (B.1)

B.1 Un théorème de la Valeur Moyenne

Soit u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) la solution du problème de Dirichlet{

− ∆p(x)u = h(x) in Ω
u = 0 on ∂Ω,

(B.2)

pour toute fonction h ∈ L∞(Ω), non-négative, et non-nulle presque partout.

Le résultat principal de cette section est le suivant :

Théorème B.1.1 (Théorème de la Valeur Moyenne). Soit u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) une solution du

problème (B.2). Soit f : Ω → R une fonction de classe C1(Ω), positive et bornée satisfaisant
0 ≤ m ≤ f(x) ≤ M < ∞.

Considérons une fonction test ϕ ∈ W
1,p(x)
0 (Ω), non-négative. Alors, il existe un réel γ(ϕ) ∈

[m,M ], tel que ∫
Ω
f(x)|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx = γ(ϕ)

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx. (B.3)

Afin de démontrer ce théorème, nous aurons besoin d’un certains nombre d’outils, dont le Lemme
B.1.1, décrits dans la sous-section suivante.
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B.1.1 Résultats préliminaires

Soit f : Ω → R une fonction de classe C1(Ω), positive et bornée. Considérons l’ensemble

Ω(y) = {s ∈ Ω | f(s) ≤ y} , y ∈ [m,M ] , (B.4)

où m = inf
x∈Ω

f(x) et M = sup
x∈Ω

f(x). Considérons une suite de fonctions Ψϵ : RN → R (ϵ > 0),
appelée suite régularisante, définie par

Ψϵ(x) = 1
ϵN

Ψ
(
x

ϵ

)
, x ∈ RN , (B.5)

où Ψ : RN → R est une fonction bosse, satisfaisant les propriétés suivantes :

• Ψ ∈ C∞
c (RN), ∀ϵ ∈ R⋆

+; (B.6)
• supp(Ψ) ⊂ B1(0); (B.7)

•
∫

RN
Ψ(x)dx = 1; (B.8)

•
∫

RN

∂Ψ
∂xi

(x)dx = 0, i ∈ {1, N}; (B.9)

où B1(0) désigne la boule unité de RN . Un exemple typique de fonction satisfaisant les propriétés
(B.6)-(B.9) est la fonction suivante

Ψ(x) =

e
− 1

1−|x|2 si x ∈ B1(0)
0 sinon

, x ∈ RN .

Ici, la convolution de Ψϵ avec la fonction indicatrice sur l’ensemble Ω(y) est définie par

1Ω(y) ⋆Ψϵ(x) =
∫

RN
1Ω(y)(x− z)Ψϵ(z)dz, pour tout x ∈ Ω.

Cette convolution satisfait la propriété suivante

supp(1Ω(y) ⋆Ψϵ) ⊂ supp(1Ω(y)) + supp(Ψϵ) ⊂ Ω(y) +Bϵ(0),

où le symbole + fait référence à l’addition de Minkowski, définie pour tout ensemble A et B par

A+B := {a+ b, a ∈ A et b ∈ B} .

Maintenant, considérons les fonctionnelles F̃ϵ, Fϵ : [m,M ] → R, définies par

F̃ϵ(y) =


∫

Ω
f(x)|∇u|p(x)−2∇u∇

({
1Ω(y) ⋆Ψϵ

}
ϕ
)
dx, y ∈ (m,M ]

0, y = m

Fϵ(y) =


∫

Ω
|∇u|p(x)−2∇u∇

({
1Ω(y) ⋆Ψϵ

}
ϕ
)
dx, y ∈ (m,M ]

0, y = m,

(B.10)

pour toute fonction test ϕ ∈ W
1,p(x)
0 (Ω), où u désigne la solution du problème (B.2). Il est à

remarquer que, d’après les observations précédentes,
{
1Ω(y) ⋆Ψϵ

}
ϕ ∈ W

1,p(x)
0 (Ω) (voir Lemme

C.0.1), ce qui justifie que les fonctionnelles F̃ϵ et Fϵ sont bien définies. Afin d’établir le théorème
de la Valeur Moyenne annoncé, on démontre le lemme intermédiaire suivant.
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Lemme B.1.1. Supposons que f est une fonction de classe C1(Ω), avec −∞ < m ≤ f(x) ≤
M < ∞. Supposons aussi que u ∈ W

1,p(x)
0 (Ω).

Alors, les fonctionnelles Fϵ, F̃ϵ, définies dans (B.10), satisfont

lim
ϵ→0

∣∣∣∣∣
∫ M

m
dF̃ϵ(y) −

∫ M

m
ydFϵ(y)

∣∣∣∣∣ = 0. (B.11)

Démonstration. Soit Pn = {m = y0 < ... < yn = M} une partition de l’intervalle [m,M ], telle
que N = yk − yk−1 = δ < η. Soit y′

k ∈ [yk−1, yk].

On montre que∣∣∣∣∣
n∑

k=1

[
F̃ϵ(yk) − F̃ϵ(yk−1)

]
−

n∑
k=1

y′
k [Fϵ(yk) − Fϵ(yk−1)]

∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

[∫
Ω
f(x)|∇u|p(x)−2∇u∇

({
1Ω(yk) ⋆Ψϵ

}
ϕ
)
dx−

∫
Ω
f(x)|∇u|p(x)−2∇u∇

({
1Ω(yk−1) ⋆Ψϵ

}
ϕ
)
dx
]

−
n∑

k=1
y′

k

[∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇
({

1Ω(yk) ⋆Ψϵ

}
ϕ
)
dx−

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇
({

1Ω(yk−1) ⋆Ψϵ

}
ϕ
)
dx
]∣∣∣∣∣

=
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

∫
Ω
(f(x) − y′

k)|∇u|p(x)−2∇u∇
([{

1Ω(yk) ⋆Ψϵ

}
−
{
1Ω(yk−1) ⋆Ψϵ

}]
ϕ
)
dx

∣∣∣∣∣ .
(B.12)

Il est à noter que{
1Ω(yk) ⋆Ψϵ

}
(x) −

{
1Ω(yk−1) ⋆Ψϵ

}
(x) =

∫
RN

(
1Ω(yk) − 1Ω(yk−1)

)
(x− z)Ψϵ(z)dz

=
∫

RN
1{x∈Ω | yk−1<f(x)≤yk}(x− z)Ψϵ(z)dz

= 1{x∈Ω | yk−1<f(x)≤yk} ⋆Ψϵ.

D’après (B.12), en posant Ak = {x ∈ Ω | yk−1 < f(x) ≤ yk}, on en déduit que∣∣∣∣∣
n∑

k=1

[
F̃ϵ(yk) − F̃ϵ(yk−1)

]
−

n∑
k=1

y′
k [Fϵ(yk) − Fϵ(yk−1)]

∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

∫
Ω
(f(x) − y′

k)|∇u|p(x)−2∇u∇ ({1Ak
⋆Ψϵ}ϕ) dx

∣∣∣∣∣ .
(B.13)

Il est à observer que

supp
(
(f(x) − y′

k)|∇u|p(x)−2∇u∇ ({1Ak
⋆Ψϵ}ϕ)

)
⊂
(
[Ak +Bϵ(0)]

⋂
Ω
)⋃

N ,

où N = {x ∈ Ω |ϕ(x) = +∞} ∪ {x ∈ Ω | |∇ϕ(x)| = +∞}. Aussi, on peut remarquer que∫
N

(f(x) − y′
k)|∇u|p(x)−2∇u∇ ({1Ak

⋆Ψϵ}ϕ) dx = 0.

En effet, on montre que N est un ensemble de mesure nulle, sinon cela contredit le fait que
ϕ ∈ W

1,p(x)
0 (Ω) ↪→ W 1,1(Ω). Aussi, puisque u ∈ W

1,p(x)
0 (Ω), on sait, d’après [Fan07, Théorème
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1.2], qu’il existe α ∈ (0, 1) tel que u ∈ C1,α(Ω). Ainsi, d’après l’inégalité de Hölder, on a

0 ≤
∣∣∣∣∫

N
(f(x) − y′

k)|∇u|p(x)−2∇u∇ ({1Ak
⋆Ψϵ}ϕ) dx

∣∣∣∣
≤ (M −m) max{1, ∥u∥p+−1

C1,α(Ω)} ∥1N ∥p′(x) ∥∇ ({1Ak
⋆Ψϵ}ϕ)∥p(x) = 0.

D’après (B.13), cela permet d’écrire que∣∣∣∣∣
n∑

k=1

[
F̃ϵ(yk) − F̃ϵ(yk−1)

]
−

n∑
k=1

y′
k [Fϵ(yk) − Fϵ(yk−1)]

∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

∫
[Ak+Bϵ(0)]

⋂
Ω
(f(x) − y′

k)|∇u|p(x)−2∇u {1Ak
⋆Ψϵ} ∇ϕdx

∣∣∣∣∣
+
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

∫
[Ak+Bϵ(0)]

⋂
Ω
(f(x) − y′

k)|∇u|p(x)−2∇uϕ∇ (1Ak
⋆Ψϵ) dx

∣∣∣∣∣ .
(B.14)

Dans un premier temps, pour tout x ∈ [Ak +Bϵ(0)] ∩ Ω, il existe (y, z) ∈ Ak × Bϵ(0), tel que
x = y+ z. On en déduit, d’après le Théorème des Accroissements finis, et le fait que f ∈ C1(Ω),
que

|f(x) − y′
k| = |f(y + z) − f(y) + f(y) − y′

k| ≤ |f(y + z) − f(y)| + |f(y) − y′
k|

≤
(

sup
x∈Ω

|∇f(x)|
)

|z| + |yk − yk−1|

≤ Cϵ+ η.

(B.15)

Dans un deuxième temps, puisque 1Ω(y0) = 1Ω(m) = 0, et 1Ω(yn) = 1Ω(M) = 1Ω, alors

n∑
k=1

1Ak
⋆Ψϵ =

∫
Ω

n∑
k=1

1Ak
(x− z)Ψϵ(z)dz =

∫
Ω

n∑
k=1

[
1Ω(yk) − 1Ω(yk−1)

]
(x− z)Ψϵ(z)dz

=
∫

Ω

[
1Ω(yn) − 1Ω(y1)

]
(x− z)Ψϵ(z)dz

=
∫

Ω
1Ω(x− z)Ψϵ(z)dz = 1Ω ⋆Ψϵ,

(B.16)

En utilisant (B.15) et (B.16) dans le second membre de l’estimation (B.14), il s’ensuit que∣∣∣∣∣
n∑

k=1

[
F̃ϵ(yk) − F̃ϵ(yk−1)

]
−

n∑
k=1

y′
k [Fϵ(yk) − Fϵ(yk−1)]

∣∣∣∣∣
≤ (Cϵ+ η)

∫
Ω

|∇u|p(x)−1 |∇ϕ| {1Ω ⋆Ψϵ} dx

+ (Cϵ+ η)
∫

Ω
|∇u|p(x)−1ϕ

n∑
k=1

|∇ (1Ak
⋆Ψϵ)| dx.

(B.17)
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En vertu de (B.5) et (B.9), on vérifie que, pour tout i ∈ {1, .., N},

∂

∂xi

(1Ak
⋆Ψϵ) (x) =

∫
RN

1Ak
(z) ∂

∂xi

[Ψϵ(x− z)] dz

=
∫

RN
1Ak

(z) ∂

∂xi

[Ψϵ(x− z)] dz − 1Ak
(x)

∫
RN

∂

∂xi

[Ψϵ(x− z)] dz

=
∫

RN
(1Ak

(z) − 1Ak
(x)) ∂

∂xi

[Ψϵ(x− z)] dz

=
∫

RN
(1Ak

(z) − 1Ak
(x)) 1

ϵN+1
∂Ψ
∂xi

(
x− z

ϵ

)
dz

= −
∫

RN

1Ak
(x− ϵy) − 1Ak

(x)
ϵ

∂Ψ
∂yi

(y)dy.

(B.18)

Aussi, puisque que l’ensemble {Ak, k = 1, .., n} forme une partition de Ω, pour tout x ∈ Ω fixé,
il existe un unique kx ∈ {1, .., n} tel que x ∈ Akx . Par conséquent, d’après (B.18), on peut écrire
que

n∑
k=1

|∇ (1Ak
⋆Ψϵ)| (x)

≤
n∑

k=1

N∑
i=1

∣∣∣∣∣ ∂∂xi

(1Ak
⋆Ψϵ)

∣∣∣∣∣ (x)

=
n∑

k=1

N∑
i=1

∣∣∣∣∣
∫

RN

1Ak
(x− ϵy) − 1Ak

(x)
ϵ

∂Ψ
∂yi

(y)dy
∣∣∣∣∣

≤ N∥∇Ψ∥∞

∫
B1(0)

n∑
k=1

∣∣∣∣∣1Ak
(x− ϵy) − 1Ak

(x)
ϵ

∣∣∣∣∣ dy
= N∥∇Ψ∥∞

∫
B1(0)

 n∑
k=1
k ̸=kx

∣∣∣∣∣1Ak
(x− ϵy) − 1Ak

(x)
ϵ

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣1Akx

(x− ϵy) − 1Akx
(x)

ϵ

∣∣∣∣∣
 dy

= N∥∇Ψ∥∞

∫
B1(0)

(
1Ω\Akx

(x− ϵy)
ϵ

+
∣∣∣∣∣1Akx

(x− ϵy) − 1
ϵ

∣∣∣∣∣
)
dy.

(B.19)

En regroupant les estimations (B.17) et (B.19), on obtient∣∣∣∣∣
n∑

k=1

[
F̃ϵ(yk) − F̃ϵ(yk−1)

]
−

n∑
k=1

y′
k [Fϵ(yk) − Fϵ(yk−1)]

∣∣∣∣∣
≤ (Cϵ+ η)

∫
Ω

|∇u|p(x)−1 |∇ϕ| {1Ω ⋆Ψϵ} dx

+K(Cϵ+ η)
∫

Ω
|∇u|p(x)−1ϕ

(∫
B1(0)

[
1Ω\Akx

(x− ϵy)
ϵ

+
∣∣∣∣∣1Akx

(x− ϵy) − 1
ϵ

∣∣∣∣∣
]
dy

)
dx.

(B.20)

D’après les propriétés (B.6)-(B.8) et [Eva98, Théorème 7 p.714], on sait que, pour tout x ∈ Ω,

lim
ϵ→0

1Ω ⋆Ψϵ(x) = 1Ω(x) = 1. (B.21)
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Aussi, pour tout x ∈ Ω fixé, en posant Ax = {z ∈ Ω | f(z) = f(x)}, on a

lim
ϵ→0

lim
η→0

(Cϵ+ η)
(∫

B1(0)

[
1Ω\Akx

(x− ϵy)
ϵ

+
∣∣∣∣∣1Akx

(x− ϵy) − 1
ϵ

∣∣∣∣∣
]
dy

)

= C lim
ϵ→0

(∫
B1(0)

[
1Ω\Ax(x− ϵy) + |1Ax(x− ϵy) − 1|

]
dy

)
= 0.

(B.22)

On peut donc conclure, d’après (B.20), (B.21), (B.22) et le TCD, que

lim
ϵ→0

lim
η→0

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

[
F̃ϵ(yk) − F̃ϵ(yk−1)

]
−

n∑
k=1

y′
k [Fϵ(yk) − Fϵ(yk−1)]

∣∣∣∣∣
≤ lim

ϵ→0
lim
η→0

[
(Cϵ+ η)

∫
Ω

|∇u|p(x)−1 |∇ϕ| {1Ω ⋆Ψϵ} dx
]

+K lim
ϵ→0

lim
η→0

[
(Cϵ+ η)

∫
Ω

|∇u|p(x)−1ϕ

(∫
B1(0)

[
1Ω\Akx

(x− ϵy)
ϵ

+
∣∣∣∣∣1Akx

(x− ϵy) − 1
ϵ

∣∣∣∣∣
]
dy

)
dx

]
= 0.

(B.23)
Ceci achève la démonstration.

Grâce au Lemme B.1.1, nous sommes en position de démontrer le théorème de la Valeur
Moyenne que nous avons annoncé, dont la preuve est inspirée de [Ban63, Théorème 5].

B.2 Preuve du Théorème B.3.1
En faisant une intégration par partie, on peut écrire que∫ M

m
ydFϵ(y) =

∫ M

m
d[yFϵ(y)] −

∫ M

m
Fϵ(y)dy

= [MFϵ(M) −mFϵ(m)] −
∫ M

m
Fϵ(y)dy.

(B.24)

Autrement dit, d’après le Lemme B.1.1 et (B.24),

lim
ϵ→0

∣∣∣∣∣(F̃ϵ(M) − F̃ϵ(m)
)

−
(
MFϵ(M) −mFϵ(m) −

∫ M

m
Fϵ(y)dy

)∣∣∣∣∣ = 0. (B.25)

D’après la définition de Fϵ et F̃ϵ dans (B.10), il est clair que Fϵ(m) = F̃ϵ(m) = 0, et que

Fϵ(M) =
∫

Ω
|∇u|p(x)−2∇u∇ ({1Ω ⋆Ψϵ}ϕ) dx

F̃ϵ(M) =
∫

Ω
f(x)|∇u|p(x)−2∇u∇ ({1Ω ⋆Ψϵ}ϕ) dx.

Par conséquent, (B.25) devient∣∣∣∣limϵ→0

∫
Ω
f(x)|∇u|p(x)−2∇u∇ ({1Ω ⋆Ψϵ}ϕ) dx−M lim

ϵ→0

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ ({1Ω ⋆Ψϵ}ϕ) dx

+lim
ϵ→0

∫ M

m

[∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇
({

1Ω(y) ⋆Ψϵ

}
ϕ
)
dx
]
dy

∣∣∣∣∣ = 0.

(B.26)
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Par ailleurs, comme 1Ω\Ω(y)(x) = 1Ω(x) − 1Ω(y)(x) (x ∈ Ω), on vérifie que
∫ M

m

[∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇
({

1Ω(y) ⋆Ψϵ

}
ϕ
)
dx
]
dy

= (M −m)
∫

Ω
|∇u|p(x)−2∇u∇ ({1Ω ⋆Ψϵ}ϕ) dx

−
∫ M

m

[∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇
({

1Ω\Ω(y) ⋆Ψϵ

}
ϕ
)
dx
]
dy.

(B.27)

De (B.26) et (B.27), on déduit que∣∣∣∣limϵ→0

∫
Ω
f(x)|∇u|p(x)−2∇u∇ ({1Ω ⋆Ψϵ}ϕ) dx−m lim

ϵ→0

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ ({1Ω ⋆Ψϵ}ϕ) dx

−lim
ϵ→0

∫ M

m

[∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇
({

1Ω\Ω(y) ⋆Ψϵ

}
ϕ
)
dx
]
dy

∣∣∣∣∣ = 0.

(B.28)

Pour finir, puisque u est solution du problème (B.2), et d’après l’hypothèse de non-négativité
des fonctions h et ϕ, on a

lim
ϵ→0

∫ M

m

[∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇
({

1Ω(y) ⋆Ψϵ

}
ϕ
)
dx
]
dy (B.29)

= lim
ϵ→0

∫ M

m

[∫
Ω
h(x)

{
1Ω(y) ⋆Ψϵ

}
ϕdx

]
dy ≥ 0. (B.30)

De la même façon, on a

lim
ϵ→0

∫ M

m

[∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇
({

1Ω\Ω(y) ⋆Ψϵ

}
ϕ
)
dx
]
dy ≥ 0. (B.31)

En combinant (B.26) avec (B.29), et (B.28) avec (B.31), on aboutit à

m lim
ϵ→0

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ ({1Ω ⋆Ψϵ}ϕ) dx ≤ lim
ϵ→0

∫
Ω
f(x)|∇u|p(x)−2∇u∇ ({1Ω ⋆Ψϵ}ϕ) dx

≤ M lim
ϵ→0

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ ({1Ω ⋆Ψϵ}ϕ) dx.
(B.32)

En procédant comme dans (B.19), et en utilisant le fait que Ω est un ouvert de RN , on montre,
pour tout x ∈ Ω, que lim

ϵ→0
|∇ (1Ω ⋆Ψϵ) (x)| = 0. D’après le TCD, cela implique que

lim
ϵ→0

∫
Ω
f(x)|∇u|p(x)−2∇u∇ ({1Ω ⋆Ψϵ}ϕ) dx = lim

ϵ→0

∫
Ω

{1Ω ⋆Ψϵ} f(x)|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx

+ lim
ϵ→0

∫
Ω
ϕf(x)|∇u|p(x)−2∇u∇ (1Ω ⋆Ψϵ) dx

=
∫

Ω
f(x)|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx.

(B.33)

De la même façon, on a

lim
ϵ→0

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ ({1Ω ⋆Ψϵ}ϕ) dx =
∫

Ω
|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx. (B.34)

137



En vertu de (B.32), (B.33) et (B.34), on en déduit que

m
∫

Ω
|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx ≤

∫
Ω
f(x)|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx ≤ M

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx.

On aboutit donc à l’existence de γ(ϕ) ∈ [m,M ], tel que∫
Ω
f(x)|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx = γ(ϕ)

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx.

Ceci achève la démonstration.

B.3 État du sous-espace propre associé à la valeur propre
du p(x)-Laplacien

Soit u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) la solution du problème de Dirichlet{

− ∆p(x)u = λ|u|p(x)−2u in Ω
u = 0 on ∂Ω,

(B.35)

où λ est un réel strictement positif, et p ∈ C1(Ω) est tel que la fonction p(x+ tw) est monotone
pour tout (t, w) ∈ [0, 1] × RN , pour un certain x /∈ Ω.

Le résultat principal de cette section est le suivant :
Théorème B.3.1. Soit u ∈ W

1,p(x)
0 (Ω) une solution du problème (B.35). Soit f : Ω → R une

fonction de classe C1(Ω), positive et bornée satisfaisant −∞ < m ≤ f(x) ≤ M < ∞. Alors,
pour toute fonction test ϕ ∈ W

1,p(x)
0 (Ω), on a∫

Ω
f(x)|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx− λ

∫
Ω
f(x)|u|p(x)−2uϕdx = 0. (B.36)

La démonstration de ce théorème nécessite un certains nombre d’outils, dont le Lemme B.3.1,
décrits dans la sous-section suivante.

B.3.1 Résultats préliminaires
Soit f : Ω → R une fonction dérivable, positive et bornée. Considérons l’ensemble Ω(y),

défini dans (B.4), ainsi que la fonction bosse Ψϵ : Ω → R, définie dans (B.5), pour un paramètre
ϵ > 0 fixé, supposé très petit. Considérons aussi les fonctionnelles G̃ϵ, Gϵ : [m,M ] → R, définies
par

G̃ϵ(y) =



∫
Ω
f(x)|∇u|p(x)−2∇u∇

({
1Ω(y) ⋆Ψϵ

}
ϕ
)
dx− λ

∫
Ω
f(x)|u|p(x)−2u

{
1Ω(y) ⋆Ψϵ

}
ϕdx,

y ∈ (m,M ]
0, y = m

Gϵ(y) =


∫

Ω
|∇u|p(x)−2∇u∇

({
1Ω(y) ⋆Ψϵ

}
ϕ
)
dx− λ

∫
Ω

|u|p(x)−2u
{
1Ω(y) ⋆Ψϵ

}
ϕdx, y ∈ (m,M ]

0, y = m,

(B.37)

pour toute fonction test ϕ ∈ W
1,p(x)
0 (Ω), où u désigne la solution du problème (B.2). Nous

énonçons le lemme intermédiaire suivant
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Lemme B.3.1. Supposons que f est une fonction de classe C1(Ω), avec −∞ < m ≤ f(x) ≤
M < ∞.
Alors, les fonctionnelles Gϵ, G̃ϵ, définies dans (B.37), satisfont

lim
ϵ→0

∣∣∣∣∣
∫ M

m
dG̃ϵ(y) −

∫ M

m
ydGϵ(y)

∣∣∣∣∣ = 0. (B.38)

Démonstration. Le raisonnement suit la même démarche que la preuve du Lemme B.1.1, donc
certaines explications seront omises.

Soit Pn = {m = y0 < ... < yn = M} une partition de l’intervalle [m,M ], telle que N = yk −
yk−1 = δ < η. Soit y′

k ∈ [yk−1, yk].

En posant Ak = {x ∈ Ω | yk−1 < f(x) ≤ yk}, on montre que∣∣∣∣∣
n∑

k=1

[
G̃ϵ(yk) − G̃ϵ(yk−1)

]
−

n∑
k=1

y′ [Gϵ(yk) −Gϵ(yk−1)]
∣∣∣∣∣

=
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

[∫
Ω
(f(x) − y′

k)|∇u|p(x)−2∇u∇ ({1Ak
⋆Ψϵ}ϕ) dx

]

+ λ
n∑

i=1

[∫
Ω
(f(x) − y′

k)|u|p(x)−2u {1Ak
⋆Ψϵ}ϕdx

]∣∣∣∣∣
(B.39)

Soit N = {x ∈ Ω |ϕ(x) = +∞} ∪ {x ∈ Ω | |∇ϕ(x)| = +∞}, on peut observer que∫
N

(f(x) − y′
k)|∇u|p(x)−2∇u∇ ({1Ak

⋆Ψϵ}ϕ) dx

+ λ
∫

N
(f(x) − y′

k)|u|p(x)−2u {1Ak
⋆Ψϵ}ϕdx = 0.

En effet, N est un ensemble de mesure nulle, sinon cela contredit le fait que ϕ ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) ↪→

W 1,1(Ω). Aussi, on sait, d’après [FZ99, Théorème 4.2] et [Fan07, Théorème 1.2], qu’il existe
α ∈ (0, 1), tel que u ∈ C1,α(Ω). Ainsi, d’après l’inégalité de Hölder, on a

0 ≤
∫

N
|f(x) − y′

k||∇u|p(x)−1 |∇ ({1Ak
⋆Ψϵ}ϕ)| dx+ λ

∫
N

|f(x) − y′
k||u|p(x)−1 {1Ak

⋆Ψϵ} |ϕ|dx

≤ 2M max{1, ∥u∥p+−1
C1,α(Ω)} ∥1N ∥p′(x)

(
∥∇ ({1Ak

⋆Ψϵ}ϕ)∥p(x) + λ ∥{1Ak
⋆Ψϵ}ϕ∥p(x)

)
= 0.

D’après (B.39) et (B.15), (B.16), on obtient∣∣∣∣∣
n∑

k=1

[
G̃ϵ(yk) − G̃ϵ(yk−1)

]
−

n∑
k=1

y′ [Gϵ(yk) −Gϵ(yk−1)]
∣∣∣∣∣

≤ (Cϵ+ η)
[∫

Ω
|∇u|p(x)−1

n∑
k=1

{1Ak
⋆Ψϵ} |∇ϕ| dx+

∫
Ω

|∇u|p(x)−1|ϕ|
n∑

k=1
|∇ (1Ak

⋆Ψϵ)| dx
]

+ λ (Cϵ+ η)
∫

Ω
|u|p(x)−1

n∑
k=1

{1Ak
⋆Ψϵ} |ϕ|dx

= (Cϵ+ η)
∫

Ω
|∇u|p(x)−1 {1Ω ⋆Ψϵ} |∇ϕ| dx+ (Cϵ+ η)

∫
Ω

|∇u|p(x)−1|ϕ|
n∑

k=1
|∇ (1Ak

⋆Ψϵ)| dx

+ λ (Cϵ+ η)
∫

Ω
|u|p(x)−1 {1Ω ⋆Ψϵ} |ϕ|dx

(B.40)
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Pour finir, en faisant η → 0, puis ϵ → 0, on aboutit à

lim
ϵ→0

lim
η→0

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

[
G̃ϵ(yk) − G̃ϵ(yk−1)

]
−

n∑
k=1

y′
k [Gϵ(yk) −Gϵ(yk−1)]

∣∣∣∣∣ = 0.

Ceci achève la démonstration.

Grâce aux Lemme B.3.1, nous sommes en position de démontrer le théorème de la Valeur
Moyenne que nous avons annoncé, dont la preuve est similaire à celle du Théorème B.1.1.

B.4 Preuve du Théorème B.3.1
En procédant à une intégration par partie, on montre, comme dans (B.25), que

lim
ϵ→0

∣∣∣∣∣(G̃ϵ(M) − G̃ϵ(m)
)

−
(
MGϵ(M) −mGϵ(m) −

∫ M

m
Gϵ(y)dy

)∣∣∣∣∣ = 0. (B.41)

D’après la définition de G et G̃ϵ dans (B.37), il est clair que G(m) = G̃ϵ(m) = 0, et que

G(M) =
∫

Ω
|∇u|p(x)−2∇u∇ ({1Ω ⋆Ψϵ}ϕ) dx− λ

∫
Ω

|u|p(x)−2u {1Ω ⋆Ψϵ}ϕdx

G̃ϵ(M) =
∫

Ω
f(x)|∇u|p(x)−2∇u∇ ({1Ω ⋆Ψϵ}ϕ) dx− λ

∫
Ω
f(x)|u|p(x)−2u {1Ω ⋆Ψϵ}ϕdx.

Par conséquent, (B.41) devient∣∣∣∣limϵ→0

[∫
Ω
f(x)|∇u|p(x)−2∇u∇ ({1Ω ⋆Ψϵ}ϕ) dx− λ

∫
Ω
f(x)|u|p(x)−2u {1Ω ⋆Ψϵ}ϕdx

]
−M lim

ϵ→0

(∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ ({1Ω ⋆Ψϵ}ϕ) dx− λ
∫

Ω
|u|p(x)−2u {1Ω ⋆Ψϵ}ϕdx

)
+lim

ϵ→0

∫ M

m

[∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇
({

1Ω(y) ⋆Ψϵ

}
ϕ
)
dx− λ

∫
Ω

|u|p(x)−2u
{
1Ω(y) ⋆Ψϵ

}
ϕdx

]
dy

∣∣∣∣∣
= 0.

(B.42)

Pour finir, puisque u est solution du problème (B.35), on a∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇ ({1Ω ⋆Ψϵ}ϕ) dx− λ
∫

Ω
|u|p(x)−2u {1Ω ⋆Ψϵ}ϕdx = 0, (B.43)

et ∫
[m,M ]

[∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇
({

1Ω(y) ⋆Ψϵ

}
ϕ
)
dx− λ

∫
Ω

|u|p(x)−2u
{
1Ω(y) ⋆Ψϵ

}
ϕdx

]
dy = 0.

(B.44)

En combinant (B.42) avec (B.43) et (B.44), on aboutit à

lim
ϵ→0

∣∣∣∣∫
Ω
f(x)|∇u|p(x)−2∇u∇ ({1Ω ⋆Ψϵ}ϕ) dx− λ

∫
Ω
f(x)|u|p(x)−2u {1Ω ⋆Ψϵ}ϕdx

∣∣∣∣ = 0. (B.45)
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En procédant comme dans (B.34), on montre que

lim
ϵ→0

(∫
Ω
f(x)|∇u|p(x)−2∇u∇ ({1Ω ⋆Ψϵ}ϕ) dx− λ

∫
Ω
f(x)|u|p(x)−2u {1Ω ⋆Ψϵ}ϕdx

)
=
∫

Ω
f(x)|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx− λ

∫
Ω
f(x)|u|p(x)−2uϕdx.

(B.46)

On peut donc conclure, d’après (B.45) et (B.46), que∫
Ω
f(x)|∇u|p(x)−2∇u∇ϕdx− λ

∫
Ω
f(x)|u|p(x)−2uϕdx = 0.

Ceci achève la démonstration.
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ANNEXE C

AUTRES RÉSULTATS DE BASE

Théorème C.0.1 (Egorov, voir [Bre83a] Théorème IV.28). On suppose que |Ω| < ∞. Soit (fn)
une suite de fonctions mesurables de Ω dans R telle que

fn(x) → f(x) p.p. sur Ω (avec |f(x)| < ∞ p.p.).

Alors

∀ϵ > 0 ∃A ⊂ Ω mesurable tel que |Ω\A| < ϵ et fn → f uniformément sur A.

Considérons l’équation de type p(x)-Laplace suivante

− div
(
|∇u|p(x)−2∇u

)
+ d(x)|u|q(x)−2u = 0 dans Ω, (C.1)

où Ω est un ensemble ouvert de RN , N ≥ 2, p(.) ∈ C1(Ω), p(x) > 1 pour tout x ∈ Ω,
q(.) ∈ C0(Ω), p(x) ≤ q(x) < p⋆(x) (où p⋆(x) = Np(x)

N−p(x) , si p(x) < N ; p⋆(x) = +∞, si p(x) ≥ N),
d(.) ∈ L∞(Ω), d(x) ≥ 0 p.p. dans Ω. Sous ces hypothèses nous énonçons le principe de maximum
fort suivant.

Théorème C.0.2 (Principe du maximum fort, voir [FZZ03] Théorème 1.1). Soit u une solution
faible du problème (C.1), u ≥ 0 p.p. dans Ω, et u non identiquement nulle dans Ω. Alors, pour
tout sous-ensemble compact non-vide K ⊂ Ω, il existe une constante positive c telle que u ≥ c
p.p. dans K.

Lemme C.0.1 (voir [Tar07] Lemme 7.6). (i) Si 1 ≤ p, q, r ≤ ∞, et 1
r

= 1
p

+ 1
q
, alors pour

u ∈ W 1,p(Ω) et v ∈ W 1,q(Ω) on a uv ∈ W 1,r(Ω) (et ∥uv∥1,r ≤ C∥u∥1,p∥v∥1,q).
(ii) Si 1 ≤ p, q, s < N et 1

s
= 1

p
+ 1

q
− 1

N
, alors pour u ∈ W 1,p(Ω) et v ∈ W 1,q(Ω) on a

uv ∈ W 1,s
loc (Ω).

Considérons l’équation elliptique de type divergence avec condition de bord de Dirichlet{
− divA(x, u,∇u) = B(x, u,∇u) dans Ω
u = g sur ∂Ω.

(C.2)
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Hypothèse (pH). p est Hölder continu sur Ω, qui est noté par p ∈ C0,β1(Ω), i.e. il existe une
contante positive L et un exposant β1 ∈ (0, 1) tels que

|p(x1) − p(x2)| ≤ L|x1 − x2|β1 pour x1, x2 ∈ Ω.

Hypothèse (Ak). A = (A1, A2, ..., An) ∈ C(Ω) × R × RN ,RN . Pour tout (x, u) ∈ Ω × R,
A(x, u, .) ∈ C1(RN\{0},RN), et il existe une constante non-negative k ≥ 0, une fonction continue
non-croissante λ : [0,∞) → (0,∞) et une fonction continue non-décroissante Λ : [0,∞) →
(0,∞) telle que pour tout x, x1, x2 ∈ Ω, u, u1, u2 ∈ R, η ∈ RN\{0} et ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξN) ∈ RN ,
les conditions suivantes sont satisfaites :

• A(x, u, 0) = 0, (C.3)

•
N∑

i,j=1

∂Aj

∂ηi

(x, u, η)ξiξj ≥ λ(|u|)(k + |η|2)
p(x)−2

2 |ξ|2, (C.4)

•
N∑

i,j=1

∣∣∣∣∣∂Aj

∂ηi

(x, u, η)
∣∣∣∣∣ ≤ Λ(|u|)(k + |η|2)

p(x)−2
2 |ξ|2, (C.5)

• |A(x1, u1, η) − A(x2, u2, η)| ≤ Λ (max{|u1|, |u2|})
(
|x1 − x2|β1 + |u1 − u2|β2

)
×
[
(k + |η|2)

p(x1)−2
2 + (k + |η|2)

p(x2)−2
2

]
|η|
(
1 +

∣∣∣log(k + |η|2)
∣∣∣) (C.6)

Hypothèse (B).B× Ω × R × RN → R, la fonction B(x, u, η) est mesurable en x et est continue
en (u, η), et

|B(x, u, η)| ≤ Λ(|u|)
(
1 + |η|p(x)

)
, ∀(x, u, η) ∈ Ω × R × RN , (C.7)

où Λ est comme dans l’hypothèse (Ak).

Supposons qu’il existe une constante positive M telle que pour la solution généralisée u du
problème (C.2) on a

sup
Ω

|u(x)| := esssup
Ω

|u(x)| ≤ M. (C.8)

Théorème C.0.3 (voir [Fan07] Théorème 1.2). Soient les hypothèses (pH), (Ak) et (B), aussi
supposons que le bord ∂Ω de Ω est de classe C1,γ et g ∈ C1,γ(∂Ω), γ ∈ (0, 1). Si u ∈ W 1,p(x)(Ω)∩
L∞(Ω) est une solution généralisée bornée du problème (C.2) et satisfait (C.8), alors u ∈
C1,α(Ω), où α et |u|C1,α(Ω) dépendent seulement de p−, p+, N ,λ(M), Λ(M), M , L, β1,β2,γ,|γ|C1,γ(∂Ω)
et Ω.

On considère le problème− ∆p(x)u := −div
(
|∇u|p(x)−2∇u

)
= f(x, u), x ∈ Ω

u = 0, x ∈ ∂Ω,
(C.9)

où Ω ⊂ RN est un domaine borné, 1 < p(x), et p(x) ∈ C(Ω).

Théorème C.0.4 (voir [FZ99] Théorème 4.2). Si f(x, u) = (x), f ∈ Lα(x), où α ∈ C+(Ω),
satisfait 1

α(x) + 1
p⋆(x) , alors (C.9) admet une unique solution faible.
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Soit Ω ⊂ RN un sous-ensemble mesurable et meas Ω > 0. On pose

E = {u : u est une fonction mesurable dans Ω}.

Soit p ∈ E. On adopte les notations suivantes :

• ϕ(x, s) = sp(x), ∀x ∈ Ω, s ≥ 0, (C.10)

• ρ(u) = ρp(x)(u) =
∫

Ω
ϕ(x, |u|)dx =

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx, (C.11)

• Lp(x)(Ω) =
{
u ∈ E : lim

λ→0+
ρ(λu) = 0

}
, (C.12)

• L
p(x)
0 (Ω) = {u ∈ E : ρ(u) < ∞} , (C.13)

• L
p(x)
1 (Ω) = {u ∈ E : ∀λ > 0, ρ(λu) < ∞} , (C.14)

• L∞
+ (Ω) =

{
u ∈ L∞(Ω) : ess inf

Ω
u ≥ 1

}
. (C.15)

Considérons le cas où p ∈ L∞
+ (Ω), i.e.

1 ≤ p− := ess inf
x∈Ω

p(x) ≤ sup
x∈Ω

p(x) := p+ < ∞.

Par simplicité, on écrit Eρ = Lp(x)(Ω) = L
p(x)
0 (Ω) = L

p(x)
0 (Ω), et on introduit la norme ∥u∥Lp(x)(Ω)

sur Eρ (notée ∥u∥ρ) comme

∥u∥ρ = inf
{
λ > 0 : ρ

(
u

λ

)
≤ 1

}
. (C.16)

Théorème C.0.5 ([FZ01] Théorème 1.2). Soit u ∈ Eρ\{0}, alors ∥u∥ρ = 0 si et seulement si
ρ
(

u
a

)
= 1.

Théorème C.0.6 ([FZ01] Théorème 1.4). Soient u, uk ∈ Eρ, k = 1, 2, ... Alors les énoncés
suivants sont équivalents :

1) lim
k→∞

∥uk − u∥ρ = 0;

2) lim
k→∞

ρ(uk − u) = 0;

3) uk converge vers u dans Ω en mesure et lim
k→∞

ρ(uk) = ρ(u).

Théorème C.0.7 (voir [Gra07] Théorème 8). Soit (X,M, µ) un espace de mesure finie, soit
Y un espace métrique, soit (fn) une suite d’applications arbitraires de X dans Y , et soit f :
X → Y une application M-mesurable telle que fn → f en mesure. Si Z est un espace métrique
séparable et si g : Y → Z est une application borélienne et continue en tout point de f(X), alors
g ◦ fn → g ◦ f en mesure.
Théorème C.0.8. Soit S un sous-ensemble compact et convexe d’un espace de Banach B, et
soit T une application continue de S dans lui-même. Alors T admet un point fixe, i.e. Tx = x
pour un certain x ∈ S.
Lemme C.0.2 (voir [Fan07] page 431). Soient u ∈ Lp(x)(Ω) et v ∈ Lq(x)(Ω) (au sens de la
notation (C.12), alors l’inégalités de Hölder suivante est réalisée :∣∣∣∣∫

Ω
u(x)v(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∥u∥ρ(x)∥v∥ρ(q(x).

au sens de la notation (C.16).
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Théorème C.0.9 (voir [HHK05] Théorème 3.3). Soit Ω un sous-ensemble ouvert et borné de
RN . Soit p : Ω → [1,∞) une fonction log-Hölder continue dans Ω, avec 1 < p− ≤ p+ < ∞.
Supposons qu’il existe une constante b > 0 telle que

|B(z, r) ∩ Ωc| ≥ b |B(z, r)|

pour tout z ∈ ∂Ω et r > 0. Alors il existe des constantes C et a0 dépendant seulement de p, n
et b telles que l’inégalité suivante∥∥∥∥∥ u(x)

d(x)1−a

∥∥∥∥∥
p(x)

≤ C ∥∇u(x)d(x)a∥p(x)

est vérifiée pour tout u ∈ W
1,p(.)
0 (Ω) et tout 0 ≤ a < a0.

On considère ϕ1 une fonction propre associée à la plus petite valeur propre λ1 du problème de
Dirichlet suivant {

∆ϕ+ λϕ = 0 dans Ω
ϕ = 0 sur ∂Ω,

où λ > 0 est une constante, et que ϕ1 > 0 dans Ω.

Lemme C.0.3 (voir [LM91] page 726). ∫
Ω
ϕrdx < ∞

si et seulement si r > −1.

On considère le problème suivant
− ∆p(x)u = λuγ(x) dans Ω
u > 0 dans Ω
u = 0 sur ∂Ω,

(C.17)

où λ > 0 est une constante et −1 < γ− ≤ γ+ < 0.

Lemme C.0.4 (voir [AM18] Lemme 1). Soit u la solution de (C.17) donnée dans [Zha07] pour
λ suffisamment grand. Alors, pour δ > 0 suffisamment petit,

min{δ, d(x)} ≤ u(x) ≤ Cλ
1

p−−1 dans Ω,

où C, δ > 0 sont des constantes indépendantes de λ.

Lemme C.0.5 (voir [LU68] Chapitre 2 Lemme 5.1). Soit u(x) une fonction mesurable dans Ω.
Supposons que pour tout paramètre k ≥ k0 > 0, on a∫

Ak

(u− k)dx ≤ γkαmes(Ak)1+ϵ, (C.18)
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où Ak désigne l’ensemble des points x ∈ Ω pour lesquels u(x) > k, et où γ, α et ϵ sont des
constantes telles que {

0 < ϵ,

0 ≤ α ≤ 1 + ϵ.

Alors le maximum essentiel u(x) n’excède pas une certaine constante qui dépend uniquement de
γ, α, ϵ, k0 et ∥u∥L1(Ak0 ).
Plus précisément, en notant kmax le maximum essentiel de u(x), et en posant f(k) = ∥u −
k∥L1(Ak), on a


k

1− α
1+ϵ

max ≤ k
1− α

1+ϵ

0 + γ
1

1+ϵ
1 + ϵ− α

ϵ
f

ϵ
1+ϵ (k0), α < 1 + ϵ

ln(kmax) ≤ ln(k0) + γ
1

1+ϵ
1 + ϵ

ϵ
f

ϵ
1+ϵ (k0), α = 1 + ϵ.

(C.19)

On désigne par Kρ les sphères de rayon ρ > 0 centrées dans Ω.

Lemme C.0.6. Supposons que Kρ0 est inclus dans Ω. Supposons, pour un paramètre k arbitraire
plus grand qu’un certain k̂, et pour des sphères, arbitraires Kρ et Kρ−σρ, concentriques avec Kρ0,
où ρ0 − σ0ρ0 ≤ ρ− σρ < ρ ≤ ρ0, que la fonction u(x) satisfasse les inégalités :

∫
Ak∩Kρ−σρ

|∇u|mdx ≤ γ

[
(σρ)−m

∫
Ak∩Kρ

(u− k)mdx+ ρ−ϵNkαmes(Ak ∩Kρ)1− m
N

+ϵ

]
,

où σ0, γ, α et ϵ sont des constantes et où σ0 < 1, ϵ ≤ m
N

, et m ≤ α < ϵm + m. Alors, dans la
sphère Kρ0−ϵ0ρ0, le maximum essentiel max(u(x)) est borné supérieurement par une constante
dépendant uniquement de σ0, k̂, N,m, γ, ϵ, α, et la quantité centre

a = ρ−N
0

∫
Ak̂∩Kρ0

(u(x) − k̂)mdx.
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