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Introduction

1. Introduction
Les contraintes environnementales associées à l’augmentation du trafic aérien poussent les ac-

teurs du domaine aéronautique à diminuer la consommation des aéronefs. D’après l’IATA (In-
ternational Air Transport Association), le nombre de voyageurs devrait dépasser les 7 milliards à
l’horizon 2035 soit une augmentation de près de 50% du nombre de voyageurs depuis 2016 1. Cette
augmentation se traduit aussi par une augmentation des émissions de CO2 (+16 % depuis 2005
en Europe [2])). La prévision de la transition laminaire-turbulent dans la couche limite est alors
un enjeu majeur du fait de son impact sur l’efficacité énergétique de l’avion. En effet, le passage
d’un état laminaire à un état turbulent implique une augmentation du coefficient de frottement
et donc de la trainée globale de l’avion. D’autre part, il est bien connu qu’avec des conditions
atmosphériques givrantes, du givre peut se former sur les ailes. L’apparition de ce givre cause des
problèmes de sécurité lors du vol. En effet, cette accrétion peut à la fois modifier les performances
de la prise d’air de la nacelle et donc du moteur, et générer une perte de portance de l’avion
ce qui peut engendrer des accidents graves. Pour éviter cela, les industriels placent des éléments
chauffants proche du bord d’attaque des ailes ou des nacelles ce qui évite l’accrétion de givre.
Cependant la présence d’un élément chauffant va amplifier les instabilités présentes au sein de la
couche limite. Or le phénomène de transition est régi par l’amplification de ces instabilités. Cette
amplification déplace la transition laminaire-turbulent proche du bord d’attaque. C’est pourquoi
la modélisation de ces amplifications avec une prise en compte des effets de température de paroi
dans un contexte RANS est primordiale pour le design d’ailes ou de nacelles laminaires.

Van Ingen et Smith et Gamberoni (1956) ont étudié des résultats expérimentaux montrant
l’effet du gradient de pression sur la position de transition et les ont corrélés à des résultats
numériques. Cela leur a permis de déterminer un rapport d’amplification des ondes instables au
sein de la couche limite à partir duquel le phénomène de transition apparait. C’est la méthode du
facteur N. Cette méthode permet de lier les amplifications totales des instabilités présentes dans
la couche limite à une position de transition. Elle repose sur la théorie de la stabilité linéaire locale
et a été validée dans un premier temps pour des écoulements incompressibles bi-dimensionnels. Il
a été montré que cette méthode pouvait être utilisée pour des écoulements tri-dimensionnels com-
pressibles et qu’elle permettait de prendre en compte les effets d’aspiration et de température de
paroi [3]. Cependant cette méthode repose sur l’utilisation de la stabilité linéaire locale appliquée
aux profils de l’écoulement au sein de la couche limite ; elle est de ce fait coûteuse en temps de
calcul et compliquée à mettre en œuvre dans le cadre de simulations numériques de type RANS.
C’est pourquoi de nombreuses alternatives ont été mises au point comme des couplages externes
entre des solveurs Navier-Stokes et des codes de stabilité ou bien des critères de transition ou
des modèles à équations de transport plus ou moins physiques directement implémenté dans le
solveur RANS.

Arnal, Habiballah et Delcourt (1984) ont étudié la stabilité de différents profils de vitesse repré-
sentatifs d’écoulements de couche limite 2D incompressibles. Ils ont ensuite modélisé l’évolution
des courbes de facteurs N pour ces profils. Cela leur a permis de développer une corrélation nom-
mée AHD basée sur le nombre de Reynolds de quantité de mouvement et une valeur critique
de ce paramètre au dessus duquel la transition a lieu. Ce critère permet de remplacer l’utilisa-
tion de la méthode du facteur N pour la détermination d’une position de transition. Ce critère
est uniquement valable pour les ondes de Tollmien-Schlichting. Il a été étendu aux écoulements
compressibles et aux parois chaudes. Cependant cette extension ne prend pas en compte les ef-
fets d’histoire de la couche limite thermique se développant au sein de la couche limite dynamique.

Arnal (1989) a réalisé une étude de stabilité sur des profils de vitesse représentatifs des écoule-
ments de couche limite 2D. Il a ensuite tabulé la valeur des taux d’amplification spatiale dans une
base de données indexée par le facteur de forme incompressible et le nombre de Mach extérieur.

1. Cette prévision a été réalisée avant la crise sanitaire liée au Covid19
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Ceci a permis le développement de la méthode dite des paraboles qui propose une représentation
analytique des amplifications spatiales des instabilités responsables de la transition, ce qui permet
une mise en œuvre à faible coût de la méthode du facteur N. Cette méthode représente bien la
physique de la transition car les résultats qu’elle donne sont similaires à ceux obtenus par l’étude
de stabilité. Elle se place à mi-chemin entre la stabilité exacte et les critères de transition donc
présente certains avantages. Cependant l’utilisation de ce modèle initialement développé pour un
code parabolique de résolution de la couche limite est difficile à mettre en œuvre dans un approche
RANS : intégration des taux d’amplification, calcul difficile du facteur de forme Hi. De plus, ce
modèle est limité aux parois froides et aux parois athermanes.

Depuis les années 1990, de nombreux auteurs se sont intéressés à l’élaboration de bases de
données associées à l’amplification des ondes instables de la couche limite. L’élaboration de ces
bases passe par une étude de stabilité de profils représentatifs des écoulements de couche limite.
Stock et Dagenhart (1989) et Drela (2003) ont élaboré des bases de données pour des écoulements
incompressibles bidimensionnels. Van Ingen (2008) a élaboré une base de données permettant la
prise en compte de l’aspiration de la couche limite. Cette base de données ne concerne que les
écoulements incompressibles bidimensionnels.

Menter (2003) et Langtry et Menter (2009) ont développé un modèle permettant la prise en
compte de la transition dans un solveur RANS. Ce modèle couple des corrélations permettant le
calcul de la transition à des grandeurs locales d’un point de vue RANS. Bien qu’il fut construit
dans un premier temps pour des écoulements autour des aubes de turbomachines, différentes
calibrations ont permis de l’utiliser pour déterminer la transition autour d’ailes. Cependant ce
modèle est un modèle ingénieur. Il ne permet pas de prendre en compte la physique de la transi-
tion. De plus, il n’est valable que pour des parois athermanes.

Pour résumer, la méthode du facteur N est la meilleure pour déterminer une position de tran-
sition physique mais difficile à mettre en œuvre car elle est non locale donc non adaptée à une
formulation RANS. Elle repose aussi sur des calculs de stabilité exacte. Un couplage entre un
code RANS et un outil de transition permet de contourner cette difficulté mais se heurte à des
difficultés informatiques. L’utilisation de corrélations permet d’éviter le calcul du facteur N. Ces
corrélations peuvent être utilisables sur parois athermanes et sur parois chaudes. Des modèles
RANS (comme le modèle de Menter) peuvent être calibrés à partir de ces corrélations. Depuis
la thèse de Bégou [4], la méthode du facteur N a été reformulée pour une approche RANS et la
méthode des paraboles peut être utilisée afin de remplacer les calculs de stabilité exacte.
Toutefois les modèles RANS basés sur les corrélations ne reproduisent pas la physique de la tran-
sition. La méthode des paraboles ne permet pas la prévision de la transition laminaire-turbulent
sur parois chaudes.

C’est ce qui justifie cette étude. Elle consiste à mettre en place un modèle de prévision de la
transition laminaire-turbulent dans un code RANS par extension de la méthode des paraboles
sur parois chaudes.

Une étude bibliographique a d’abord été faite, portant sur la transition de la couche limite
(Chapitre 1), sur la stabilité de cette dernière (Chapitre 2) et sur la méthode des paraboles elle-
même (Chapitre 3).
La démarche a ensuite consisté dans le Chapitre 4 à étudier des amplifications spatiales des in-
stabilités longitudinales de la couche limite sur parois chaudes à l’aide d’une analyse de stabilité
linéaire locale. Pour cela, la première étape a été de générer des profils de vitesse et de tempéra-
tures représentatifs des écoulements de couche limite sur parois chaudes à l’aide de la résolution
d’équations de similitude avec prise en compte de la température de paroi. Ensuite l’objectif a été
de construire des diagrammes de stabilité afin de déterminer la plage de stabilité des profils de
couche limite. Pour cela, nous avons résolu les équations de stabilité linéaire locale pour chaque
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profil de couche limite en faisant varier le nombre de Reynolds basé sur l’épaisseur de déplacement
afin de déterminer le taux d’amplification spatiale. Ce nombre de Reynolds est un paramètre clé
dans la résolution des équations de stabilité linéaire locale.

La deuxième étape, qui est présentée dans le Chapitre 5 a été de modéliser, à l’aide de ces
diagrammes de stabilité, la nature parabolique de l’évolution des amplifications des instabilités
sur parois chaudes par construction d’une base de données. Pour cela, nous avons étudié l’évolu-
tion du taux d’amplification spatiale en fonction du nombre de Reynolds basé sur l’épaisseur de
déplacement. Nous avons vérifié que cette évolution pouvait être assimilée à des demi-paraboles
pour une fréquence fixée afin de pouvoir utiliser la modélisation proposée par la méthode des
paraboles. Ensuite, l’objectif a été de construire une base données afin d’étendre la méthode des
paraboles aux parois chaudes.

L’étape suivante, présentée dans le Chapitre 6 a été d’adapter la base de données précédemment
construite à une approche RANS. Pour cela, l’objectif a été d’indexer la base de données par des
paramètres afin de prendre en compte les différents effets physiques influant sur le phénomène de
transition. Pour cela, une recherche de paramètres de similitudes a été effectuée afin de prendre
en compte à la fois les effets de gradient de pression et de température de paroi. Ces paramètres
doivent être accessibles pour des calculs RANS et être le plus robuste possible.

L’objectif du Chapitre 7 a été d’étudier la capacité de la base de données à prévoir une position
de transition dans un calcul RANS. Pour cela, on a effectué des simulations numériques RANS
autour d’un profil ONERAD sous plusieurs configurations. Nous avons cherché la position de
transition sur l’extrados de ce profil en utilisant notre base de données. Une comparaison a été
faite avec des résultats expérimentaux et des résultats issus de la stabilité linéaire locale. A l’heure
actuelle, le couplage entre le solveur RANS et la base de données est externe mais à priori il n’y
a pas de difficulté à l’intégrer dans le solveur elsA (cf thèse de Bégou [4]).
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Première partie

État de l’art





Chapitre 1
Couche limite et transition
laminaire-turbulent

L’objectif de ce chapitre est de présenter les éléments essentiels à la compréhension des écou-
lements de couche limite incompressible et compressible. Ces éléments sont tirés de Cousteix [5].
Le cas de la couche limite bidimensionnelle est présenté en détail puisque dans cette étude nous
nous intéressons seulement aux ondes de Tollmien-Schlichting. La couche limite tridimensionnelle
est présentée succinctement. Les équations de similitude permettant de prendre en compte la
température de paroi obtenues à l’aide du changement de variable de Levy-Lees sont détaillées.
Enfin le phénomène de transition du régime laminaire au régime turbulent de la couche limite
est expliqué. Le processus de transition vers la turbulence provoqué par des instabilités modales
(ondes de Tollmien-Schlichting pour la couche limite 2D, ondes crossflow pour la couche limite
3D) est détaillé. L’influence d’une paroi chauffée sur la croissance des instabilités et donc sur la
transition est ensuite présentée.
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Chapitre 1. Couche limite et transition laminaire-turbulent

1.1. Hypothèses relatives à la couche limite

Le concept de couche limite a été introduit par Prandtl en 1904 en faisant l’hypothèse que
les effets de la viscosité n’interviennent qu’au voisinage de la paroi. En d’autres termes, Prandtl
affirme qu’il existe deux régions distinctes dans un écoulement autour d’une paroi quelconque :
une région externe qui peut être décrite par les équations d’Euler (équations régissant le compor-
tement d’un fluide parfait) et une région interne nommée couche limite où la viscosité domine la
dynamique de l’écoulement.
Dans la région interne, dans la direction normale à la paroi, la vitesse longitudinale passe d’une
valeur nulle (condition d’adhérence à la paroi) à la valeur Ue la vitesse de l’écoulement en fluide
parfait. Cette évolution suggère la définition d’une certaine hauteur δ, nommée épaisseur de couche
limite, qui est la distance à laquelle la vitesse longitudinale U atteint la valeur Ue. Classiquement,
cette distance est définie comme étant la distance où U/Ue = 0,99.

Le corps considéré et sa couche limite doivent donc former un ensemble élancé du point de vue
de l’écoulement extérieur. Autrement dit, à une distance donnée Lref sur un corps présentant une
couche limite, nous devons avoir :

δ � Lref (1.1)

Cette condition peut être reformulée de la façon suivante : la couche limite est une région dans
laquelle les efforts de cisaillement visqueux engendrés par la forte variation normale de vitesse
sont de l’ordre de grandeur de ceux d’inertie. Nous noterons ρ la masse volumique du fluide, P
la pression, U la vitesse longitudinale et Vref une vitesse de référence. Dans la suite, nous nous
plaçons dans un repère cartésien (x est la direction longitudinale,y la direction normale à la paroi
et z la direction transervale).
Comparons les ordres de grandeur des efforts d’inertie et visqueux sur un volume fluide élémentaire
de forme parallélépipédique dxdydz en s’appuyant sur les ordres de grandeur suivants :

U ≈ Vref
∂2U

∂y2 ≈
Vref
δ2 ρ

∂U

∂x
≈ ρrefVref

Lref
(1.2)

Les efforts d’inertie sont de l’ordre de grandeur de leur composante suivant x :

Finert = ρU
∂U

∂x
dxdydz ≈ ρref

V 2
ref

Lref
dxdydz

Les efforts de cisaillement peuvent être exprimés comme :

Fvisc = µ
∂2U

∂y2 dxdydz ≈ µ
Vref
δ2 dxdydz

où µ est la viscosité dynamique et peut être considérée comme constante.
Le rapport entre les deux efforts est donné par :

Finert
Fvisc

≈ ρref
µ

Vref
Lref

δ2 = ReLref
δ2

L2
ref

Soit, pour garder ce rapport proche de l’unité :

δ

Lref
∼ 1√

ReLref
(1.3)

La conclusion est que pour respecter la condition δ � L la notion de couche limite s’applique
lorsque le nombre de Reynolds est grand. Plus la vitesse est élevée et plus l’épaisseur de la couche
limite est faible.
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1.2. Équations de Prandtl

1.2. Équations de Prandtl

Comme nous venons de le voir, l’hypothèse de couche limite est intimement liée à l’hypothèse
de grand nombre de Reynolds. Il a été souligné précédemment que la zone externe de la couche
limite peut être décrite par les équations de fluide parfait (équations d’Euler), qui sont obtenues
à partir des équations de Navier-Stokes en négligeant les termes liés à la viscosité. L’idée est de
faire une analyse dimensionnelle des équations de Navier-Stokes et de négliger des termes sous
l’hypothèse grand nombre de Reynolds.

1.2.1. Couche limite incompressible

Plaçons nous dans un cas incompressible bidimensionnel, en considérant que les forces de masse
sont négligeables et que le rayon de courbure de la paroi est grand devant l’épaisseur de couche
limite. Cette dernière hypothèse permet de se placer dans un repère cartésien (axe longitudinal
suivant x, normale à la paroi selon y).
Dans ce repère les équations de Navier-Stokes sont, en notant ν la viscosité cinématique définie
par ν = µ/ρ :

∂U

∂x
+ ∂V

∂y
= 0 (1.4a)

∂U

∂t
+ U

∂U

∂x
+ V

∂U

∂y
= −1

ρ

∂P

∂x
+ ν

(
∂2U

∂x2 + ∂2U

∂y2

)
(1.4b)

∂V

∂t
+ U

∂V

∂x
+ V

∂V

∂y
= −1

ρ

∂P

∂y
+ ν

(
∂2V

∂x2 + ∂2V

∂y2

)
(1.4c)

Les équations de Navier-Stokes sont adimensionnées par :

U = U

Vref
x∗ = x

Lref
y∗ = y

δ
(1.5)

Il faut déterminer maintenant un adimensionnement pour la vitesse normale à la paroi V . Nous
injectons dans l’équation de continuité (1.4a) les adimensionnements précédents (1.5) ainsi que
l’hypothèse δ/Lref ∼ Re

−1/2
Lref

. Cela donne :

Vref
Lref

∂U

∂x∗
+

√
ReLref

Lref

∂V

∂y∗
= 0 (1.6)

En posant :
V = V

Vref

√
ReLref (1.7)

nous pouvons écrire l’équation de continuité sous la forme :

∂U

∂x∗
+ ∂V

∂y∗
= 0 (1.8)

qui est non-triviale si ∂V /∂y∗ est d’ordre 1.
Il faut maintenant traiter les équations de quantité de mouvement (1.4b) et (1.4c). Pour cela,
deux variables adimensionnées supplémentaires sont introduites :

P = P

ρrefV
2
ref

t∗ = t

tref
, (1.9)
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Chapitre 1. Couche limite et transition laminaire-turbulent

qui sont de l’ordre de l’unité si l’on considère que t∗ est de l’ordre de grandeur des variations
temporelles de l’écoulement.
Les équations du mouvement s’écrivent donc :

Vref
tref

∂U

∂t∗
+
V 2
ref

Lref
U
∂U

∂x∗
+

V 2
ref√

ReLref δ
V
∂U

∂y∗
= −

V 2
ref

Lref

∂P

∂x∗
+ ν

Vref
L2
ref

∂2U

∂x∗2
+ ν

Vref
δ2

∂2U

∂y∗2

(1.10a)
Vref

tref
√
ReLref

∂V

∂t∗
+

V 2
ref

Lref
√
ReLref

U
∂V

∂x∗
+

V 2
ref

ReLref δ
V
∂V

∂y∗
= −

V 2
ref

δ

∂P

∂y∗
+ ν

Vref√
ReLrefL

2
ref

∂2V

∂x∗2
+ ν

Vref√
ReLref δ

2

∂2V

∂y∗2

(1.10b)

En simplifiant la première équation par V 2
ref/Lref et la seconde par V 2

ref/δ et en utilisant à
nouveau l’hypothèse δ ' LrefRe−1/2

Lref
, le précédent système devient :

Lref
Vref tref

∂U

∂t∗
+ U

∂U

∂x∗
+ V

∂U

∂y∗
= − ∂P

∂x∗
+ 1
ReLref

∂2U

∂x∗2
+ ∂2U

∂y∗2
(1.11a)

1
ReLref

(
Lref

Vref tref

∂V

∂t∗
+ +U ∂V

∂x∗
+ V

∂V

∂y∗

)
= − ∂P

∂y∗
+ 1
Re2

Lref

∂2V

∂x∗2
+ 1
ReLref

∂2V

∂y∗2
(1.11b)

Nous avons supposé que tous les termes sans dimension et leurs dérivées par rapport à x∗ et
y∗ étaient d’ordre 1. Tous les termes de ces équations sont du même ordre de grandeur excepté
ceux multipliés par Re−αLref (α > 1) qui deviennent négligeables lorsque ReLref devient grand. En
admettant que Lref/(Vref tref ) est au plus d’ordre 1, ce qui exclut donc l’étude de phénomènes
instationnaires à haute fréquence ou avec des accélérations brutales, les équations de quantité de
mouvement se simplifient sous la forme :

Lref
Vref tref

∂U

∂t∗
+ U

∂U

∂x∗
+ V

∂U

∂y∗
= − ∂P

∂x∗
+ ∂2U

∂y∗2
(1.12)

0 = ∂P

∂y∗
(1.13)

Le retour aux variables dimensionnées nous donne :

∂U

∂x
+ ∂V

∂y
= 0 (1.14a)

ρ
∂U

∂t
+ ρU

∂U

∂x
+ ρV

∂U

∂y
= −∂P

∂x
+ µ

∂2U

∂y2 (1.14b)

∂P

∂y
= 0⇒ ∂P

∂x
= dP

dx
(1.14c)

L’hypothèse de couche limite conduit à négliger le terme de diffusion longitudinale dans l’équation
de quantité de mouvement longitudinale (1.14b).
L’équation de quantité de mouvement dans la direction normale (1.14c) exprime le fait que selon
la normale à la paroi, la pression statique ne varie pas. La connaissance de la pression à la
frontière de la couche limite ou à la paroi suffit pour connaître la pression dans la couche limite.
Il est important de préciser que cette remarque ne concerne que la pression statique. En effet, la
pression totale varie selon la direction y. Cette variation vient des forces de viscosité.
Les équations de Navier-Stokes simplifiées par les hypothèses de couche limite sont appelées
équations de Prandtl. Elles sont obtenues par application directe de l’hypothèse d’un grand
nombre de Reynolds et ne correspondent pas aux équations de fluide parfait : les effets dûs à la
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1.2. Équations de Prandtl

viscosité ne sont pas négligés sur tous les termes.

1.2.2. Couche limite compressible

Les écoulements compressibles se rencontrent lorsque le nombre de Mach augmente (M > 0,3)
ou lorsque le rapport entre la température de frottement Tf

1 et la température de la paroi Tp
diffère de l’unité. Dans ce dernier cas, la masse volumique ne peut plus être considérée comme
constante. Une équation supplémentaire s’ajoute à celles de continuité et de quantité de mou-
vement : l’équation de l’énergie. Le coefficient de diffusivité thermique a intervenant dans cette
nouvelle équation joue un rôle identique à la viscosité cinématique ν dans l’équation du mouve-
ment. De plus, ce coefficient a est directement lié à la conductivité thermique κ du fluide par
a = κ

ρCp
où Cp est la capacité calorifique à pression constante.

De la même façon que les variations importantes de vitesse sont confinées dans une couche
limite d’épaisseur δ donnée par :

δ ' Lref√
ReLref

avec ReLref = VrefLref
ν

(1.15)

les variations importantes de température sont confinées dans une couche limite thermique d’épais-
seur δT donnée par :

δT '
Lref√

Pe
avec Pe = VrefLref

a
(1.16)

où Pe est le nombre de Péclet. Le rapport des épaisseurs est :

δT
δ

= 1√
Pr

(1.17)

où Pr = ν/a est le nombre de Prandtl qui compare les temps caractéristiques des phénomènes
thermiques et dynamiques.

Dans le cas de l’air à température ambiante, le nombre de Prandtl est voisin de l’unité (Pr =
0,725). Les couches limites thermique et dynamique ont donc des épaisseurs du même ordre de
grandeur. Ce constat nous permet d’appliquer à l’équation de l’énergie un raisonnement analogue
à celui fait pour l’équation de quantité de mouvement et d’écrire :

∂ρ

∂t
+ ∂ρU

∂x
+ ∂ρV

∂y
= 0 (1.18a)

ρ
∂U

∂t
+ ρU

∂U

∂x
+ ρV

∂U

∂y
= −∂P

∂x
+ ∂

∂y

(
µ
∂U

∂y

)
(1.18b)

∂P

∂y
= 0 (1.18c)

ρ
∂h

∂t
+ ρU

∂h

∂x
+ ρV

∂h

∂y
= ∂

∂y

(
κ
∂T

∂y

)
+ ∂P

∂t
+ U

∂P

∂x
+ µ

(
∂U

∂y

)2
(1.18d)

où h est l’enthalpie spécifique du fluide.
L’équation d’énergie peut encore s’écrire, en considérant Cp = cste, sous la forme :

ρ
∂hi
∂t

+ ρU
∂hi
∂x

+ ρV
∂hi
∂y

= ∂P

∂t
+ ∂

∂y

(
µ
∂hi
∂y

)
+ ∂

∂y

[( 1
Pr
− 1

)
µ
∂hi
∂y

]
(1.19)

où hi est l’enthalpie totale.

1. On définira plus loin Tf comme étant la température qu’aurait la paroi si elle était athermane

7



Chapitre 1. Couche limite et transition laminaire-turbulent

1.3. Grandeurs caractéristiques de la couche limite
1.3.1. Coefficient de frottement et épaisseurs de couche limite

Un des objectifs majeurs d’un calcul de couche limite autour d’une paroi (par exemple une aile)
est la détermination de la force de frottement pariétale, responsable en grande partie de la trainée.
Elle s’obtient par intégration suivant la direction longitudinale x de la contrainte pariétale τp qui,
à l’aide de la loi de Newton, est exprimée par :

τp =
(
µ
∂U

∂y

)
y=0

(1.20)

On appelle coefficient de frottement pariétal Cf la contrainte pariétale rendue sans dimension par
la pression dynamique extérieure :

Cf = τp
1
2ρeUe2 , (1.21)

avec ρe et Ue la masse volumique et la vitesse à l’extérieur de la couche limite, pris à la même
abscisse que τp.
Les effets thermiques font intervenir un flux de chaleur pariétal qui suit la loi de Fourier :

Φp = −
(
κ
∂T

∂y

)
y=0

. (1.22)

où κ est le coefficient de conductivité thermique de la paroi.
Comme dans le cas de la contrainte pariétale, ce flux de chaleur peut être adimensionné à l’aide
des valeurs de masse volumique, vitesse et enthalpie spécifique totale à l’extérieur de la couche
limite hie, ce qui donne le coefficient de flux de chaleur

Ch = Φp
ρeUehie

(1.23)

Dans le cas d’une paroi athermane (isolante et non rayonnante), la température de la paroi
a une valeur Tf appelée température de frottement ou de récupération. La différence entre la
température de récupération et la température d’arrêt extérieure est caractérisée par le facteur
de récupération r :

r = Tf − Te
Tie − Te

(1.24)

où Tie = Te + |Ue|2
2Cp

est la température d’arrêt à la frontière de la couche limite.
De plus, en faisant intervenir le facteur de récupération nous obtenons la relation suivante :

Tf = Te

(
1 + r

γ − 1
2 Me

2
)

(1.25)

où Me est le nombre de Mach à la frontière de la couche limite. En pratique, r = 0,85 pour une
couche limite laminaire et r = 0,9 pour une couche limite turbulente. Il est important de noter
que ces valeurs ont été déterminées de façon empirique pour des écoulements sur plaques planes.
Si la température de paroi est supérieure à la température de frottement, on dit que la paroi est
chaude ; la paroi cède de la chaleur au fluide et le flux de chaleur Φp est positif ((∂T/∂y)y=0 < 0).
Lorsque la paroi est froide, elle absorbe la chaleur cédée par le fluide. Les différents scénarios sont
représentés sur la figure 1.1.
Une grandeur primordiale d’une couche limite est son épaisseur δ. Cette épaisseur, dont la

définition a été introduite précédemment, permet de définir d’autres grandeurs caractéristiques :

Épaisseur de déplacement δ1 =
∫ δ

0

(
1− ρU

ρeUe

)
dy (1.26)
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1.3. Grandeurs caractéristiques de la couche limite

T
T1 Tf T2

y

Te

Figure 1.1. – Allure des distributions de températures d’une couche limite avec flux de chaleur
à la paroi d’après [5].
T = Tf : paroi athermane ; T1 < Tf : paroi froide ; T2 > Tf : paroi chaude.

Épaisseur de quantité de mouvement θ11 =
∫ δ

0

ρU

ρeUe

(
1− U

Ue

)
dy (1.27)

Facteur de forme H = δ1
θ11

(1.28)

Épaisseur d’énergie ∆ =
∫ δ

0

ρU

ρeUe

(
hi
hie
− 1

)
dy (1.29)

Épaisseur d’énergie cinétique δ3 =
∫ δ

0

ρU

ρeUe

(
1−

(
U

Ue

)2
)
dy (1.30)

H32 = δ3
θ11

(1.31)

En écoulement incompressible, les masses volumiques peuvent être considérées comme constantes.
Ceci permet de définir des épaisseurs caractéristiques "incompressibles".

δ1i =
∫ δ

0

(
1− U

Ue

)
dy (1.32)

θ11i =
∫ δ

0

U

Ue

(
1− U

Ue

)
dy (1.33)

Hi = δ1i
θ11i

(1.34)

Bien entendu nous avons équivalence des deux définitions dans le cas d’un écoulement réellement
incompressible.

1.3.2. Interprétation physique des épaisseurs de couche limite

Les épaisseurs caractéristiques définies précédemment peuvent être interprétées en terme de
pertes de débit entre l’écoulement de fluide parfait et l’écoulement en présence de couche limite
[5] (débit de masse, débit de quantité de mouvement, débit d’énergie . . . ).
Le débit massique dans la couche limite est donné par :
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Chapitre 1. Couche limite et transition laminaire-turbulent

q =
∫ δ

0
ρUdy (1.35)

Dans le cas d’un fluide parfait ce débit vaut :

Q =
∫ δ

0
ρeUedy (1.36)

La perte de débit engendrée par les effets visqueux de la couche limite est :

Q− q =
∫ δ

0
(ρeUe − ρU)dy (1.37)

soit en utilisant la définition de l’épaisseur de déplacement δ1 (équation (1.26)) :

Q− q = ρeUeδ1 (1.38)

ce qui revient à dire que la perte de débit de masse engendrée par la présence d’une couche limite
est confinée dans une couche fictive d’épaisseur δ1.

Une autre façon d’interpréter l’épaisseur de déplacement est de dire qu’il y a égalité des débits
massiques entre un écoulement réel d’épaisseur de couche limite δ (Figure 1.2a) et un écoulement
pour lequel la paroi est "relevée" de δ1 et vaut la vitesse de fluide parfait entre δ1 et δ (Figure
1.2b). Ceci se traduit par : ∫ δ

0
ρUdy =

∫ δ

δ1
ρeUedy (1.39)

L’épaisseur de déplacement est donc la hauteur dont il faudrait déplacer en chaque point la
paroi pour maintenir le débit inchangé en fluide parfait. La surface fictive ainsi définie s’appelle
surface de déplacement.

ρu

δ

(a) Écoulement réel

ρeue

δ

δ1

(b) Écoulement fictif de même débit massique

Figure 1.2. – Interprétation de l’épaisseur de déplacement δ1 tirée de la thèse de Bégou [4],
d’après [5]

Le même raisonnement est possible pour l’épaisseur de quantité de mouvement θ11, qui peut
être interprétée en s’intéressant au débit de quantité de mouvement qui pour un écoulement réel
est :

m =
∫ δ

0
ρU2dy (1.40)

Supposons qu’à la place de l’écoulement de couche limite, il y ait un écoulement de même débit
q mais de vitesse constante Ue. Cette quantité devient alors :

M = Ueq = Ue

∫ δ

0
ρUdy =

∫ δ

0
ρUUedy (1.41)

La perte de débit de quantité de mouvement est donc reliée à l’épaisseur de quantité de mouve-
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ment :
M −m = ρeUe

2θ11. (1.42)

L’épaisseur de quantité de mouvement définit ainsi la hauteur dont il faudrait déplacer en chaque
point la surface de déplacement pour conserver le débit de quantité de mouvement.

ρu2

δ

(a) Écoulement réel

ρeue
2

δ

δ1

θ11

(b) Écoulement fictif de même débit de quantité de mou-
vement

Figure 1.3. – Interprétation de l’épaisseur de quantité de mouvement θ11 tirée de la thèse de
Bégou [4], d’après [5]

De la même façon, l’épaisseur d’énergie cinétique représente la perte de cette énergie cinétique
due à la présence de la couche limite, pour une même valeur du débit masse :

Ue
2
∫ δ

0
ρUdy −

∫ δ

0
ρU3dy = ρeUe

3δ3 (1.43)

Enfin, l’épaisseur d’énergie ou épaisseur d’enthalpie d’arrêt représente le gain (positif ou négatif)
du débit d’enthalpie d’arrêt pour une même valeur du débit masse :∫ δ

0
ρUhidy − hie

∫ δ

0
ρUdy = ρeUehie∆ (1.44)

1.4. Note sur la couche limite tridimensionnelle

1.4.1. Repère aile et repère aérodynamique

Pour un écoulement tridimensionnel, une nouvelle composante de la vitesse est introduite en
considérant un premier repère lié à l’aile : U est dans la direction x normale au bord d’attaque,
W est la vitesse dans la direction z parallèle au bord d’attaque et V est toujours selon y normale
à la paroi. C’est dans ce premier repère que les équations de couche limite sont établies par une
approche similaire à celle utilisée pour le cas bidimensionnel.

Considérons la vitesse Ue = (Ue,We, Ve) à la frontière de la couche limite. Elle nous permet de
définir l’angle θ de la ligne de courant extérieure à la couche limite (la projection des lignes de
courant traversant la frontière de couche limite) par rapport à la direction x (Figure 1.4) :

θ = tan−1
(
We
Ue

)
(1.45)

Si la courbure du profil est assez faible, le changement de repère s’effectue par simple rotation
de θ autour de y, ce qui nous permet de définir un repère couche limite (ξ, η, y) dans lequel les
composantes de la vitesse sont :

u = U cos θ +W sin θ (1.46)
w = −U sin θ +W cos θ (1.47)
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Chapitre 1. Couche limite et transition laminaire-turbulent

v = V (1.48)

et donc à la frontière de la couche limite

ue = Ue cos θ +We sin θ we = 0 ve = Ve (1.49)
=
√
Ue2 +We2

Ce qui nous permet de définir les adimensionnements suivants :

u = u

Ue
= U cos2 θ +W sin2 θ (1.50)

w = w

Ue
= sin θ cos θ(W − U) (1.51)

où U = U/Ue et W = W/Ue.

x
Normale au bord d’attaque

z

ξ

η

θ Ue

We
ue

(a) Vitesse à la frontière de la couche limite

η

y

ξ

Ue

U

w

y

(b) Profil complet de vitesse dans le repère couche limite

Figure 1.4. – Définitions des repères liés à l’aile (x, z, y) et à la couche limite (ξ, η, y)

Notons que w est nulle à la paroi (condition d’adhérence à la paroi) et est nulle à la frontière de
la couche limite par construction. L’orientation du repère (ξ, η, y) est imposée par la direction de
la vitesse à la frontière à la couche limite et la normale à la paroi. Le signe de w dépend donc de
cette orientation. Ainsi sur un profil symétrique mis en flèche à incidence nulle, nous trouverons
des signes opposés pour w si nous considérons soit l’extrados soit l’intrados.

1.4.2. Équations de couche limite compressible tridimensionnelle instationnaire

Nous considérons le cas général d’une couche limite tridimensionnelle compressible instation-
naire. Suivant les cas considérés (aile en flèche d’envergure infinie, écoulement stationnaire . . . )
des simplifications peuvent être effectuées.
En suivant le même raisonnement que dans le cas de la couche limite bidimensionnelle et en
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1.5. Équations de similitude avec prise en compte de la température de paroi

adimensionnant W par Vref et z par Lref , nous obtenons :

∂ρ

∂t
+ ∂ρU

∂x
+ ∂ρV

∂y
+ ∂ρW

∂z
= 0 (1.52a)

ρ
∂U

∂t
+ ρU

∂U

∂x
+ ρV

∂U

∂y
+ ρW

∂U

∂z
= −∂P

∂x
+ ∂

∂y

(
µ
∂U

∂y

)
(1.52b)

∂P

∂y
= 0 (1.52c)

ρ
∂W

∂t
+ ρU

∂W

∂x
+ ρV

∂W

∂y
+ ρW

∂W

∂z
= −∂P

∂z
+ ∂

∂y

(
µ
∂W

∂y

)
(1.52d)

ρ
∂hi
∂t

+ ρU
∂hi
∂x

+ ρV
∂hi
∂y

= ∂P

∂t
+ ∂

∂y

(
µ
∂hi
∂y

)
+ ∂

∂y

[( 1
Pr
− 1

)
µ
∂hi
∂y

]
(1.52e)

Comme dans le cas de la couche limite bidimensionelle, pour une couche limite tridimensionnelle
des grandeurs caractéristiques peuvent être déterminées. Elles sont détaillées dans la thèse de
Bégou [4].

1.5. Équations de similitude avec prise en compte de la température
de paroi

Dans le cadre des écoulements incompressibles, les équations de Falkner-Skan (Falkner-Skan-
Cooke pour un écoulement tridimensionnel) sont des équations de similitude et fournissent une
base de profils de vitesse intéressante puisqu’elle est représentative des écoulements de couche
limite. Dans le cas particulier de la plaque plane où le gradient pression est nul (∂P∂x = 0) nous
retrouvons la solution de Blasius.

Pour le cas d’un écoulement compressible, la notion de similitude est à considérer avec précau-
tion. Il existe plusieurs transformations permettant d’avoir des équations de similitude (Steward-
son [6], Howarth [7], Levy-Lees [8]). Pour le cas de la couche limite sur paroi chaude, nous allons
nous focaliser sur le changement de variable de Levy-Lees [8] qui permet une prise en compte des
effets de la température de paroi sur l’écoulement moyen.

Transformation de Levy-Lees

Les équations de la couche limite bidimensionnelle compressible sont :

∂

∂x
(ρU) + ∂

∂y
(ρV ) = 0

ρU
∂U

∂x
+ ρV

∂U

∂y
= −∂P

∂x
+ ∂

∂y

(
µ
∂U

∂y

)
ρU

∂hi
∂x

+ ρV
∂hi
∂y

= 1
Pr

∂

∂y

(
µ
∂hi
∂y

)
+
(

1− 1
Pr

)
∂

∂y

(
Uµ

∂U

∂y

) (1.53)

avec hi = h+ |V |2
2 l’enthalpie totale et Pr le nombre de Prandtl.

En se plaçant à l’extérieur de la couche limite, nous obtenons la relation suivante pour le gradient
de pression :

− ∂P

∂x
= ρeUe

dUe
dx

(1.54)

où l’indice e désigne les quantités à la frontière de la couche limite.
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Chapitre 1. Couche limite et transition laminaire-turbulent

La transformation de Levy-Lees correspond au changement de variable suivant :

ξ(x) =
∫ x

0
ρpµpUedx η(x, y) = Ue√

2ξ

∫ y

0
ρdy (1.55)

Ce changement de variable est légèrement différent de celui que nous trouvons dans [8], dans la
mesure où dans la définition de ξ les grandeurs à la paroi sont utilisées à la place des grandeurs
à la frontière de la couche limite (ρp, µp remplace ρe, µe).

En définissant :
U

Ue
= ∂f

∂η
(1.56)

et
g = hi

hie
(1.57)

les équations de quantités de mouvement et d’énergie deviennent :

∂

∂η

(
ρµ

ρpµp
f ′′
)

+ ff ′′ + βH

(
ρe
ρ
− f ′2

)
= 2ξ

(
∂f

∂η

∂2f

∂η∂ξ
− ∂f

∂ξ

∂2f

∂η2

)
(1.58)

où le paramètre de gradient de pression, appelé paramètre de Hartree, est βH = 2ξ
Ue

dUe
dξ . Ce para-

mètre est lié au gradient de vitesse extérieure et donc aussi au gradient de pression longitudinal.

∂

∂η

(
ρµ

ρpµp

g′

Pr

)
+ fg′ + Ue

2

hie

∂

∂η

(
Pr − 1

Pr

ρµ

ρpµp
f ′f ′′

)
= 2ξ

(
∂f

∂η

∂g

∂ξ
− ∂f

∂ξ

∂g

∂η

)
(1.59)

Les conditions aux limites sont :
— en η = 0 : ∂f∂η = 0 et g = gP = hP

hie
ou ∂g

∂η

∣∣∣
0

= 0 pour une paroi athermane
— en η = 1 : ∂f∂η = 1 et g = 1

Les équations encadrées (équation (1.58) et (1.59)) sont les équations de similitude pour une
couche limite compressible avec prise en compte de la température de paroi. Afin d’obtenir des
solutions semblables, il faut que les fonctions f et g soient indépendantes de la variable ξ. Ainsi
les seconds membres des deux équations seront nuls. Dans les premiers membres, les conditions
seront alors en toute rigueur :

1. ρµ
ρpµp

fonction de η

2. βH
(
ρe
ρ − f

′2
)
fonction de η

3. Pr = 1 ou
{

Pr fonction de η ou Pr constant et Ue2

hie
constant

4. gP constant

Il est bien évident que l’ensemble de ces conditions ne sont rassemblées que dans des cas particu-
liers. Ces cas sont essentiellement celui de l’écoulement uniforme et celui du point d’arrêt.
Dans le cas général d’un gradient de vitesse extérieure, les changements de variables (1.55) ne
permettent pas de transformer les équations de la couche limite en équations différentielles ordi-
naires. Les équations (1.58) et (1.59) comportent alors des termes dépendants de ξ, c’est-à-dire
de l’abscisse. Il convient alors de faire appel à des techniques approchées dont la plus simple
correspond au concept de similitude locale [5].

Dans ce concept, il est supposé que les caractéristiques de l’écoulement extérieur et de la
température de paroi varient assez lentement pour que les dérivées de f et de g par rapport à ξ
soient négligeables devant les dérivées par rapport à η.
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1.6. Route vers la turbulence : le phénomène de transition

Les seconds membres des équations (1.58) et (1.59) sont ainsi négligés et celles-ci s’écrivent :

∂

∂η

(
ρµ

ρpµp
f ′′
)

+ ff ′′ + βH

(
ρe
ρ
− f ′2

)
= 0 (1.60)

∂

∂η

(
ρµ

ρpµp

g′

Pr

)
+ fg′ + Ue

2

hie

∂

∂η

(
Pr − 1

Pr

ρµ

ρpµp
f ′f ′′

)
= 0 (1.61)

Il est alors supposé que ces équations sont des équations différentielles ordinaires en η et que les
termes dépendants de ξ qui y figurent encore n’interviennent qu’à titre de paramètres et par leurs
valeurs locales. La résolution des équations (1.60) et (1.61) permet la détermination de profils de
vitesse et de température.

1.6. Route vers la turbulence : le phénomène de transition

Les premières expériences systématiques relatives aux conditions dans lesquelles se produit la
transformation d’un écoulement laminaire en écoulement turbulent sont celles effectuées par Rey-
nolds (1883). Ces expériences concernaient l’étude de l’écoulement des liquides dans des conduites
cylindriques (figure 1.5). Ce sont ces expériences qui ont conduit Reynolds à formuler la loi de
similitude qui porte son nom, loi découverte lors d’études d’un phénomène de transition.
Observant un filet de colorant dans un écoulement d’eau dans un tube en verre et pour différents
débits, il fait le constat suivant :
— à faible vitesse le filet coloré demeure rigoureusement parallèle aux génératrices du tube :

c’est l’écoulement laminaire.
— pour des vitesses plus élevées, le filet demeure parallèle à l’axe jusqu’à une faible distance de

l’entrée et se met à osciller ; la matière colorée se diffusant dans tout le tube : l’écoulement
est devenu turbulent.

— répétant l’expérience pour des tubes de différents diamètres, Reynolds s’aperçoit que la
vitesse à laquelle apparaît la turbulence est inversement proportionnelle au diamètre du
tube.

Il dégage ainsi trois paramètres d’influence (la vitesse U∞ de l’écoulement, le diamètre D du
tube et la viscosité cinématique ν du fluide) et une relation entre ces paramètres permettant de
caractériser le régime d’écoulement : c’est le nombre de Reynolds ReD défini par :

ReD = U∞D

ν
. (1.62)

L’écoulement est turbulent à partir d’une certaine valeur de ce nombre sans dimension nommée
nombre de Reynolds critique Recrit. Ce nombre de Reynolds critique est très sensible aux condi-
tions de l’expérience et aux types d’écoulements (en conduite, sur plaque plane, sur une aile . . . ).
L’écoulement devient turbulent après être passé par une phase dite transitoire qui sera l’objet de
ce paragraphe.
Il a été découvert plus tard que la couche limite qui se développe le long de la paroi d’un

obstacle immergé dans un fluide est également sujette au phénomène de transition et ne demeure
laminaire que sur une certaine distance, et plus précisément jusqu’à un certain nombre de Rey-
nolds (alors défini en fonction de l’abscisse curviligne x).
De nombreuses expériences ont été réalisées sur plaque plane pour l’étude des fluctuations turbu-
lentes au sein de la couche limite. À la suite de ces travaux, il a été reconnu que le processus de
transition le long d’une paroi solide se prête d’une façon très générale à la description schématique
suivante (cette description a été recueillie dans [9]) :
— La transition est due à des perturbations produites par différentes causes possibles au sein de

la couche limite laminaire, et qui sont amplifiées lorsqu’elles se propagent jusqu’à conduire
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Chapitre 1. Couche limite et transition laminaire-turbulent

(a) Régime laminaire (b) Régime transitoire (c) Régime turbulent

Figure 1.5. – Expérience de Reynolds
source image : http ://olivier.granier.free.fr/MOOC/co/rappels-de-cours-meca-
fluide-nbre-reynolds.html

au régime turbulent.

La figure 1.6 permet de distinguer différentes régions dans l’écoulement de la couche limite
se développant sur une plaque plane.

xc xT1 xT2 x

Laminaire Transition Turbulent

Stable Instable

Figure 1.6. – Couche limite et transition sur plaque plane [9]

— Jusqu’à une distance xc correspondant à un nombre de Reynolds critique Recrit = Uexc
ν

toutes les perturbations sont amorties par la viscosité.
— Au delà de xc les perturbations sont amplifiées : leur amplitude croit à mesure qu’elles se

propagent en aval.
— À partir de l’abscisse xT1 c’est le début de la transition : les perturbations semblent se

grouper pour affecter l’ensemble des particules fluides et former des "taches turbulentes"
(turbulent spot) [9]. Le régime turbulent est établi lorsque l’ensemble de la couche limite est
soumise à un système de fluctuations complètement 2 désordonnées. Le point xT2 marque
la fin de la zone de transition et le début du régime turbulent.

1.6.1. Différents mécanismes de transition

Dans le cadre d’écoulements externes, la couche limite est soumise à des perturbations venant
de l’environnement (turbulence extérieure, bruit rayonné, rugosité de paroi . . . ). La réponse de
la couche limite à ces perturbations ainsi que la nature de celles-ci va donner lieu à différents
scénarios de transition. C’est au travers d’une étape dite de réceptivité [11] que les propriétés de

2. le terme "complètement" est à prendre avec des pincettes, au vu des recherches en cours dans la communauté
de la turbulence sur l’existence de structures cohérentes au sein des couches limites turbulentes [10]
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1.6. Route vers la turbulence : le phénomène de transition

la couche limite vont déterminer la suite du processus. Reshotko [12] a schématisé les différents
scénarios possibles (Figure 1.7).

Perturbations environnementales

Réceptivité

Croissance transitoire

Modes primaires Bypass

Modes secondaires

Déstabilisation

Turbulence

A

B
C

D
E

Figure 1.7. – Scénarios de transition d’après Reshotko [12]

Dans cette étude, nous ne nous intéresserons qu’au scénario décrit par le chemin A, et nous
nous restreindrons aux écoulements subsoniques à supersoniques c’est-à-dire jusqu’à M = 4 (les
écoulements hypersoniques ne seront donc pas pris en compte).

Les différents chemins vers la turbulence

Les différents chemins présentés sur la figure 1.7 correspondent aux mécanismes suivants :

Chemin A : c’est le mécanisme classique de transition pour les écoulements externes à faible
niveau de turbulence extérieure (voilures d’aéronefs, véhicules automobiles . . . ), qui sont notre
cas d’étude. Nous parlerons dans ce cas de transition naturelle. Au cours de ce scénario, les
perturbations sont amplifiées de façon modale [13]. En 2D, les ondes sont appelées modes de
Tollmien-Schlichting (TS) auxquelles viennent s’ajouter les ondes "crossflow" (CF) en 3D. Dans
des cas particuliers d’autres instabilités peuvent apparaitre (instabilités de Görtler pour les sur-
faces concaves [14], instabilités de Görtler-Hämmerlin sur la ligne de partage [15]).
Ce mécanisme de transition est un mécanisme modal, la transition étant causée par la dégéné-

rescence du mode le plus instable après son amplification linéaire. L’identification et le suivi de
ce mode permet donc d’évaluer la position de la transition.

Autres chemins : lorsque le niveau des perturbations extérieures augmente, un phénomène de
croissance transitoire intervient. De par sa faible amplitude, une cohabitation entre l’amplifica-
tion modale (onde TS) et l’amplification multi-modale des modes de Klebanoff est possible. Ce
processus apparaît à un taux de turbulence extérieure moyen 0,1% 6 Tu 6 0,7% avec une inter-
action entre les deux types d’instabilités (Kosorygin et Polyakov [16]). Ceci est le cas de figure
décrit par le chemin B.
Pour le chemin C, le taux de turbulence extérieure devient supérieur à 0,7% (0,7% 6 Tu 6 1%)
et l’instabilité modale (onde TS) est entièrement cachée par la croissance transitoire [16]. La
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Chapitre 1. Couche limite et transition laminaire-turbulent

théorie des perturbations optimales [17] [18] [19] a montrée que les perturbations initiales, corres-
pondant à des tourbillons longitudinaux, entrainent la formation de stries (modes de Klebanoff)
dans la couche limite qui provoquent la transition.
Lorsque le taux de turbulence extérieure dépasse 1% (chemin D), ce sont les modes de Kleba-
noff qui pilotent la transition. Ce cas se rencontre dans les turbomachines où les étages avals sont
soumis au sillage d’éléments en amont donc à de forts taux de turbulence extérieure. L’absence
de filtrage des hautes fréquences permet une amplification des stries jusqu’à une amplitude cri-
tique, atteinte proche du bord d’attaque, qui permet une interaction des modes de Klebanoff. La
transition dans ce cas est dite bypass.
Enfin si les perturbations extérieures augmentent encore (chemin E), leur amplitude est telle
que le forçage de la couche limite qui en découle ne permet pas l’existence de zone laminaire. Il
est alors difficile de parler de zone de transition puisque la couche limite est turbulente dès sa
formation.

1.6.2. Les perturbations modales en transition naturelle
Les perturbations auxquelles la couche limite est soumise dans le cas de la transition naturelle

sont de faible intensité. Ce type de configuration se retrouve sur les ailes ou les nacelles d’avions
de transport en croisière avec un état de surface de bonne qualité.

Instabilités de Tollmien-Schlichting

L’existence des ondes de Tollmien-Schlichting (TS) a été établie mathématiquement par Toll-
mien (1929) et Schlichting (1933) lorsqu’ils ont déterminé l’amplification des ondes les plus in-
stables sur un écoulement de couche limite bidimensionnel. Ces instabilités sont de type visqueux
et ont été observées expérimentalement par Schubauer et Skramstad [20] sur une couche limite
de plaque plane excitée artificiellement par un ruban vibrant aux fréquences prévues par Toll-
mien et Schlichting. Les modes TS sont des ondes longitudinales qui s’amplifient dans le sens de
l’écoulement.

Écoulement

Réceptivité Croissance linéaire
Intéractions non-linéaires

Transition

Figure 1.8. – Visualisation d’ondes TS dans un tunnel hydraulique (Werlé, Onera 1980)

Instabilités Crossflow

Dans le cas d’une couche limite tridimensionnelle (par exemple pour une aile en flèche), des
instabilités transversales ("crossflow" en anglais, abrégé CF) apparaissent ; leur direction de pro-
pagation est presque parallèle au bord d’attaque.
Nous avons vu précédemment que w était nulle à la paroi et à la frontière de la couche limite
par construction avec une dérivée normale nulle à la frontière de la couche limite. Il existe donc
nécessairement un point d’inflexion sur ce profil de vitesse (voir Figure 1.9). C’est ce point d’in-
flexion dans le profil de w qui est à l’origine des instabilités CF [21]. Ces instabilités ne peuvent
pas exister dans le cas d’écoulement purement bidimensionnel.
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η

y

ξ

Ue

U

w

Point d’inflexion

y

Figure 1.9. – Point d’inflexion dans le profil de vitesse transversale w

Les CF se manifestent sous la forme de tourbillons longitudinaux périodiques en z. Ils ont la
particularité d’exister à des fréquences non nulles (CF instationnaires) mais aussi à une fréquence
nulle (CF stationnaires). Ces CF stationnaires peuvent être mis en évidence expérimentalement
en enduisant la paroi d’un marqueur (acénapthène par exemple) : les tourbillons étant source de
frottements importants le marqueur s’évapore formant ainsi des "stries". Une évaporation plus
étendue du marqueur indique la fin de la zone de croissance linéaire (voir Figure 1.10).

Écoulement

Transition

Figure 1.10. – Visualisation d’instabilités de type crossflow stationnaire obtenues à l’Onera par
sublimation pariétale

1.6.3. Nature des instabilités

Afin de normaliser le problème, nous posons F la fréquence réduite définie par :

F = 2πfνe
Ue2 = 2πf δ1

Ue

νe
δ1Ue

= ω

Reδ1

δ1
Ue

= ω∗

Reδ1

(1.63)
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Chapitre 1. Couche limite et transition laminaire-turbulent

où ω∗ est une pulsation adimensionnée.
Ainsi dans la plan (ω∗,Reδ1), les courbes iso-fréquence réduite F (iso-F) sont des droites passant
par l’origine.
Ici différents types d’instabilités nous intéressent : les instabilités de type visqueuses, visqueuses-
inflexionnelles et inflexionnelles. Les ondes de Tollmien-Schlichting relèvent des deux premiers
types tandis que les ondes CF relèvent elles du troisième.

Instabilités visqueuses Ces instabilités se rencontrent principalement sur les profils de vitesse
ne présentant pas de point d’inflexion (figure 1.11a)

Instabilités visqueuses-inflexionnelles Ces instabilités sont la superposition d’instabilités vis-
queuses et inflexionnelles émergeant par la présence d’un point d’inflexion relativement bas dans
la couche limite. Ces instabilités se retrouvent sur des profils de vitesse avec gradient de pression
adverse modéré (figure 1.11b) et jusqu’en amont d’un décollement. Elles se retrouvent aussi dans
le cas d’écoulements sur paroi chaude.

Instabilités inflexionnelles Ces instabilités émergent par la présence d’un point d’inflexion plus
prononcé et plus haut dans la couche limite que dans le cas précédent (figure 1.11c). Ce type de
profil présente un courant de retour et correspond à un écoulement décollé ou au profil de vitesse
projeté dans la direction opposée au signe de w.

0 1

1

U
Ue

y
δ

(a) Gradient de pression favorable

0 1

1

Point d’inflexion

U
Ue

y
δ

(b) Gradient de pression adverse modéré

0 1

1

Point d’inflexion

U
Ue

y
δ

(c) Courant de retour

Figure 1.11. – Profils de vitesse de couche limite

1.6.3.1. Instabilités visqueuses

Les instabilités visqueuses sont dues à l’effet déstabilisant de la viscosité. Cet effet a été mis
en évidence par Prandtl en 1921. Ce type d’instabilités se rencontre en écoulement accéléré
(gradient de pression négatif) pour les écoulements bidimensionnels, ou en écoulement uniforme
(type Blasius).
La forme schématique du diagramme de stabilité pour ce type d’instabilités est représenté sur la
figure 1.12a . De plus l’évolution du taux d’amplification le long d’une iso-F est représentée par
la figure 1.12b .
La courbe en pointillé noir représente la courbe neutre, courbe sur laquelle les ondes ne sont

ni amplifiées ni amorties. Le point critique, marqué par un cercle rouge sur la figure, correspond
à la valeur de Reδ1 à partir de laquelle les ondes peuvent être amplifiées. Autrement dit pour
un nombre de Reynolds Reδ1 inférieur à cette valeur critique, tous les modes sont stables. Une
caractéristique des instabilités visqueuses est que la courbe neutre peut se refermer pour un
nombre de Reynolds élevé.
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F

R0R1

Point critique

Reδ1

ω∗

Iso-σ∗3
Iso-σ∗2
Iso-σ∗1
Courbe Neutre

(a) Diagramme de stabilité

R0 R1
Reδ1

σ∗P
Iso-F

(b) Courbe iso-F

Figure 1.12. – Diagramme de stabilité pour des instabilités visqueuses

La figure 1.12b représente l’évolution du taux d’amplification σ∗P (taux d’amplification spatiale
adimensionné) le long d’une iso-F. Nous pouvons constater que ce type de courbe est proche de
la superposition de deux demi-paraboles.

1.6.3.2. Instabilités visqueuses-inflexionnelles

Ce type d’instabilités correspond à la juxtaposition d’instabilités visqueuses et inflexionnelles.
Au cours de ses travaux, Reynolds a remarqué que deux types de comportement pouvaient se
dégager lors l’apparition de ce type d’instabilités. Dans un premier cas les instabilités visqueuses
apparaissent naturellement mais de façon irrégulière. Dans un second cas, le profil de vitesse
présente un point d’inflexion et les instabilités associées apparaissent plus régulièrement. Lors de
l’étude de son équation de stabilité pour les écoulements non-visqueux, Rayleigh [22] a montré
qu’un paramètre pertinent pour l’étude d’instabilités était le point d’inflexion du profil de vitesse.
Il a formulé le théorème suivant :

Théorème du point d’inflexion de Rayleigh : La présence d’un point d’inflexion dans le profil de
vitesse est une condition nécessaire mais non-suffisante à la présence d’instabilités non-visqueuses.
Un écoulement non-visqueux sans point d’inflexion est donc inconditionnellement stable.

Bien que la démonstration de ce théorème ait été réalisée pour un écoulement incompressible,
Lees et Lin [23] ont généralisé ce théorème au cas des écoulements compressibles en considérant
cette fois le point d’inflexion généralisé.

Ces instabilités apparaissent lorsque le point d’inflexion du profil de vitesse est bas dans la
couche limite (y/δ < 0,2). Elles se rencontrent pour des écoulements avec gradient de pression
adverse modéré et jusqu’en amont d’un décollement.
Nous pouvons distinguer deux branches distinctes sur cette forme schématique du diagramme

de stabilité (figure 1.13a). Une première branche qui tend vers 0 lorsque Reδ1 tend vers l’infini ce
qui est caractéristique de la partie visqueuse de l’instabilité, et une seconde branche qui "s’ouvre"
et qui tend vers une valeur constante de ω∗ pour des nombres de Reynolds élevés. Contrairement
aux instabilités purement visqueuses, il existe donc une plage de pulsations inconditionnellement
instables quand Reδ1 tend vers l’infini.
À iso-F, l’évolution du taux d’amplification peut être approché par quatre demi-paraboles comme
l’illustre la figure 1.13b.
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F

R0 R1

Point critique

Branche supérieureBranche
inférieure

Reδ1

ω∗

Iso-σ∗3
Iso-σ∗2
Iso-σ∗1
Courbe Neutre

(a) Diagramme de stabilité

R0 R1
Reδ1

σ∗P
Iso-F

(b) Évolution de σ∗P selon une iso-F

Figure 1.13. – Diagramme de stabilité pour des instabilités visqueuses-inflexionelles

1.6.3.3. Instabilités inflexionnelles

Le diagramme de stabilité de ce type d’instabilités, présenté sur la figure 1.14a, diffère gran-
dement de celui des instabilités visqueuses. En effet, comme nous pouvons le voir, le diagramme
ne se referme pas aux nombres de Reynolds Reδ1 élevés. Pour une pulsation ω∗ donnée, nous
pouvons observer une faible dépendance de σ∗P à Reδ1 ce qui correspond au fait que c’est le point
d’inflexion qui gouverne toute la stabilité. La contribution visqueuse n’est aperçue qu’aux faibles
valeurs de Reδ1 .

F

R0 R1

Point critique

Reδ1

ω∗

Iso-σ∗
3

Iso-σ∗
2

Iso-σ∗
1

Courbe Neutre

(a) Diagramme de stabilité

R0 R1
Reδ1

σ∗P
Iso-F

(b) Courbe iso-F

Figure 1.14. – Diagramme de stabilité pour des instabilités inflexionelles

Le long d’une iso-F l’évolution du taux d’amplification peut être approchée par deux demi-
paraboles (figure 1.14b) comme dans le cas des instabilités visqueuses.
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1.6. Route vers la turbulence : le phénomène de transition

1.6.4. Paramètres agissant sur la transition
On distingue deux types de paramètres agissant sur la transition : les facteurs ayant trait à

l’écoulement de base et les facteurs influant directement sur les perturbations ou la réceptivité
de la couche limite.

1.6.4.1. Modification de l’écoulement de base

Saric et al. [24] mentionnent que pour un écoulement bidimensionnel, l’étude de l’équation
d’Orr-Sommerfeld (détaillée en annexe B) met en évidence que la courbure du profil de vitesse,
dU2/dy2 est un paramètre clé de la stabilité du profil : le profil est stable quand ce paramètre est
négatif et d’autant plus stable que sa valeur absolue est grande proche de la paroi.
Étant donné que notre écoulement de base est celui d’une couche limite, l’équation de quantité
de mouvement longitudinale compressible s’écrit à la paroi :

µ(Tp)∂
2U

∂y2 = ∂P

∂x
+ ρU

∂U

∂x
+ ρVp

∂U

∂y
− fvol avec fvol une force volumique extérieure (1.64)

où Vp est la vitesse verticale à la paroi de l’écoulement de base. Cette vitesse est non-nulle
uniquement pour les parois équipées d’un dispositif d’aspiration ou de soufflage.
Les effets stabilisant possibles sont :

Aspiration en paroi L’aspiration en paroi à un effet sur Vp qui est alors négatif, ce qui va
stabiliser la couche limite.

Gradient de pression Les gradients de pression négatifs (ou favorables, écoulements accélérés)
vont permettre de stabiliser la couche limite. Ces gradients se retrouvent en général sur les bords
d’attaques où l’écoulement est accéléré et stabilisent les ondes TS.

Température de paroi L’effet de la température sur la stabilité de la couche limite intervient à
travers la viscosité dynamique µ. La loi de Sutherland s’écrit :

µ(Tp) = µref

(
Tp
Tsuth

)3/2 Tsuth + Ssuth
Tp + Ssuth

(1.65)

avec pour l’air

µref = 1,716× 10−5kg.m−1.s−1 Tsuth = 273,15K Ssuth = 110,4K (1.66)

Cette loi nous montre que la viscosité augmente avec la température. La diminution de la visco-
sité permet des vitesses plus importante proche paroi [25]. Les parois froides ont donc un effet
stabilisant, ce qui est le cas des écoulements à haute vitesse et à haute altitude où un refroidisse-
ment relatif de la paroi est observé [26]. Au contraire, les parois chaudes ont un effet déstabilisant
(c’est le cas pour les dispositifs anti-givrage qui peuvent se retrouver sur les ailes ou sur les na-
celles). Cependant il a été montré qu’un chauffage localisé pouvait avoir un effet stabilisant sur
la couche limite [27]. L’influence de la température de paroi est détaillée dans la prochaine section.

Force volumique En fournissant une force volumique fvol (ici fvol > 0) au fluide, l’écoulement
se stabilise. C’est le but des actionneurs à plasma [28]. Ces actionneurs peuvent réduire fortement
l’amplitude des ondes TS [29].
Pour des écoulements de couche limite tridimensionnelle, ces propriétés sont retrouvées. Ce-

pendant, il est important de noter que les CF sont déstabilisées par la présence d’un gradient de
pression négatif et stabilisées par un gradient de pression positif à l’inverse des ondes TS.

23



Chapitre 1. Couche limite et transition laminaire-turbulent

1.6.4.2. Modification de la réceptivité

Turbulence extérieure L’augmentation de l’intensité de la turbulence extérieure diminue le
nombre de Reynolds de transition, ce qui rapproche le point de transition vers le bord d’attaque.
La turbulence extérieure se propage le long de la ligne de courant, à la vitesse de l’écoulement.
Elle est tridimensionnelle et couvre une large gamme de fréquence.

Bruit rayonné Le bruit est un mode irrotationnel de la perturbation extérieure, il peut être
considéré comme monodimensionnel et peut être constitué d’une fréquence unique comme couvrir
la totalité du spectre acoustique. Il peut modifier l’amplitude initiale des modes présents dans la
couche limite.

Rugosités de paroi Les rugosités de paroi, en créant un sillage turbulent au sein de la couche
limite, favorisent les CF et rapprochent le point de transition du bord d’attaque. Elles amplifient
aussi les stries et amplifient ou atténuent les TS. Elles se rencontrent très facilement sur les ailes
d’avions (défaut de surfaces, raccordement, insectes . . . ).

1.7. Cas de la couche limite avec paroi chaude

Dans ce cas d’étude, le rapport Tp/Tf est pris comme étant plus grand que l’unité. Tp est la
température de la paroi et Tf la température de frottement adiabatique.
Le résultat général des études réalisées dans le cadre d’un écoulement de couche limite dans de
l’air avec paroi chauffée est le suivant : une paroi chaude tend à déstabiliser la couche limite. Pour
un écoulement autour d’un profil, cela signifie que le point de transition se déplace vers le bord
d’attaque.
Özgen [30] s’est intéressé aux comportements de la couche limite pour une plaque plane chauffée.
Il a tracé les profils de vitesse ainsi que les profils de courbure (dérivée seconde) du profil de vitesse
pour différents taux de transfert thermique. Le tracé des profils de vitesse pour les différents taux
de transfert thermique (figure 1.15) montre que lorsque la paroi est chauffée un déficit de vitesse
se crée comme pour un écoulement soumis à un gradient de pression adverse (βH < 0). De plus,
ces profils nous donnent une information importante : le chauffage crée un point d’inflexion sur le
profil de vitesse longitudinale dans la couche limite. Plus la différence Tp−Tf est élevée et plus le
point d’inflexion "monte" dans la couche limite. L’existence d’un point d’inflexion généralisé est
la cause de la déstabilisation de la couche limite (théorème de Rayleigh [22]). Le point d’inflexion
généralisé est tel qu’à y = yig :

d

dy

(
ρ
dU

dy

)∣∣∣∣
y=yig

= 0 (1.67)

Pour un écoulement d’air, la relation entre la viscosité dynamique µ et la température T est
donnée par la loi de Sutherland (1.6.4.1). La masse volumique est inversement proportionnelle à
la température :

ρ ∝ 1
T

(1.68)

D’après les deux relations ci-dessus, la viscosité cinématique ν augmente avec la température :

ν = µ

ρ
∝ (T )

3
2 (1.69)

Lorsque la paroi est chauffée, la viscosité cinématique augmente proche de la paroi ce qui désta-
bilise la couche limite. Ozgen [30] a de plus montré que le chauffage de la paroi augmente aussi
le déficit de vitesse par rapport au cas athermane ce qui tend à déstabiliser la couche limite. Ce
résultat a été montré expérimentalement par Liepmann et Fila [31].
Les calculs de stabilité exacte menés par Ozgen, dans le cadre d’une analyse de stabilité tempo-
relle, ont permis de tracer les courbes neutres (courbes telles que le taux d’amplification σ est
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1.7. Cas de la couche limite avec paroi chaude

Figure 1.15. – Profil de vitesse (a) et profil de courbure (b) pour différentes température de
paroi (Ozgen [30]). La courbe présentant le point d’inflexion le plus haut sur la
figure (b) correspond à Tp − Te = 100◦C.

nul) pour différentes températures de paroi. Encore une fois, la figure 1.16 illustre le fait que le
chauffage de paroi tend à déstabiliser la couche limite.
Pour des températures de paroi élevées, la courbe neutre ne se referme pas lorsque Re→∞. Ceci
est la trace d’une instabilité visqueuse-inflexionnelle due à la présence, dans la couche limite, d’un
point d’inflexion généralisé.

Figure 1.16. – Courbe neutre (σ∗ = 0) pour différentes températures de paroi (Ozgen [30]) avec
R le nombre de Reynolds basé sur l’échelle de longueur de Blasius L =

√
uex/νe
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Chapitre 2
Analyse de stabilité modale de la couche
limite

En transition naturelle, les instabilités sont considérées comme modales. L’étude du phénomène
de transition passe donc nécessairement par une analyse de stabilité modale de la couche limite.
L’objectif de ce chapitre est de rappeler les équations de stabilité linéaire locale nécessaires à
l’analyse de stabilité de la couche limite. La mise en place de ces équations est détaillée puis-
qu’elles constituent l’élément majeur de notre étude par la suite. Ensuite les différentes théories
de stabilité sont rappelées. Le cas particulier d’un écoulement tridimensionnel est traité. Les prin-
cipaux théorèmes de stabilité sont rappelés de façon succincte.
La résolution de ces équations permet la détermination des taux d’amplification des instabilités
présentes dans la couche limite. La méthode du eN , qui permet de faire un lien entre taux d’ampli-
fication et position de transition, est introduite à la fin de ce chapitre. Une reformulation de cette
méthode pour une approche RANS est présentée brièvement. Les détails de cette reformulation
sont accessibles dans la thèse de Bégou [4].
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Chapitre 2. Analyse de stabilité modale de la couche limite

2.1. Analyse de stabilité modale

Dans cette section, les équations du mouvement pour les petites perturbations ainsi que les
équations de l’analyse de stabilité linéaire locale vont être développées. Ces développements sont
inspirés par l’étude de Mack [1].

2.1.1. Équation de stabilité linéaire locale (LLS equations)

Mack [1] a détaillé la mise en place des équations de stabilité linéaire dans le cadre d’une couche
limite compressible. Nous rappelons que pour le cas incompressible, ces équations se ramènent à
l’équation d’Orr-Sommerfeld. Dans toute la suite de la section nous nous placerons dans le cas
compressible.

Équations des petites perturbations

Considérons un écoulement tridimensionnel. Les équations de Navier-Stokes sont, avec la conven-
tion d’Einstein :

∂ρ

∂t
+ ∂ρui

∂xi
= 0 (2.1a)

∂ui
∂t

+ uj
∂ui
∂xj

= 1
ρ

∂τij
∂xj

(2.1b)

ρCv

(
∂T

∂t
+ uj

∂T

∂xj

)
= ∂

∂xj

(
κ
∂T

∂xj

)
+ τijSij (2.1c)

p = ρrgazT (2.1d)

avec

Sij = 1
2

(
∂ui
∂xj

+ ∂uj
∂xi

)
(2.2a)

τij = 2µSij +
[2

3(λ− µ)Skk − p
]
δij (2.2b)

Sij représente le taux de déformation de l’écoulement et τij la contrainte totale où δij est le
symbole de Kronecker (δij = 1 pour i = j, 0 sinon).
L’équation (2.1a) est l’équation de continuité, (2.1b) les équations de conservation de quantité
de mouvement, (2.1c) l’équation d’énergie exprimée en fonction de la température T et (2.1d)
l’équation d’état. L’air est supposé comme étant un gaz parfait.
Contrairement au cas incompressible, nous voyons apparaître ici de nouvelles grandeurs telles que
T la température, κ le coefficient de conductivité thermique, rgaz la constante spécifique des gaz
(rgaz = 287,058 J.kg−1.K−1 pour l’air), Cv la capacité thermique à volume constant qui est prise
constante grâce à l’hypothèse de gaz parfait, λ le coefficient de seconde viscosité, assimilé ici à
la viscosité de volume (bulk viscosity). L’hypothèse de Stokes impose que la viscosité de volume
soit nulle :

λ = 0.

Les équations de stabilité linéaire s’obtiennent en suivant la même démarche que pour l’ob-
tention de l’équation d’Orr-Sommerfeld lorsqu’on est en régime incompressible. Les grandeurs
physiques sont écrites comme la somme d’une valeur moyenne temporelle et d’une petite pertur-
bation :

φ = φ+ φ′ avec φ = [u, v, w, T, p, ρ, µ, κ] (2.3)

À la différence du cas incompressible, la masse volumique, la viscosité dynamique et le coefficient
de conductivité thermique ne sont plus pris comme égaux à leur valeur moyenne. Néanmoins, on
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2.1. Analyse de stabilité modale

suppose que la variation de ces deux dernière grandeurs ne dépend que de la température. Nous
avons donc :

µ′ = dµ

dT
θ (2.4a)

κ′ = dκ

dT
θ (2.4b)

où θ représente la fluctuation de température ( T = T + θ).
Les hypothèses utilisées dans le cas compressible sont identiques à celles utilisées dans le cas
incompressible :

1. L’écoulement moyen est un écoulement parallèle. Les composantes du vecteur vitesse moyen
ne dépendent que de la direction y normale à la paroi : V = (U(y), V (y),W (y)). L’équation
de continuité (2.1a) nous permet de dire que V (y) = const = Vp.
En l’absence de soufflage ou d’aspiration, nous prendrons Vp = 0. Le vecteur vitesse est
donc
V = (U(y), 0,W (y)).

2. Les grandeurs moyennes vérifient les équations de Navier-Stokes stationnaires.
3. Les perturbations étant petites (φ′ � 1), les termes quadratiques ( par ex : φ′ ∂φ′∂x ) sont

négligeables.
4. La température moyenne T ne dépend que de y. Les grandeurs µ, κ, ρ ne dépendent alors

que de y.

La prochaine étape est d’écrire les équations de Navier-Stokes (2.1a)-(2.1d) en utilisant la
décomposition (2.3).
Commençons par l’équation de continuité. Pour un écoulement tridimensionnel compressible, nous
avons

∂ρ

∂t
+ ∂ρui

∂xi
= 0 (2.5)

En utilisant (2.3), nous obtenons :

∂(ρ+ ρ′)
∂t

+ ∂((ρ+ ρ′)(Ui + u′i))
∂xi

= 0 (2.6)

Soit en développant,

∂(ρ+ ρ′)
∂t

+ ∂

∂x
(ρU+ρu′+ρ′U+ρ′u′)+ ∂

∂y
(ρV +ρv′+ρ′V +ρ′v′)+ ∂

∂z
(ρW+ρw′+ρ′W+ρ′w′) = 0

(2.7)
L’hypothèse 1 nous permet d’écrire que V = 0 et que ∂U

∂x = ∂W
∂z = 0.

L’hypothèse 2 nous permet de dire que :

∂ρ

∂t
+ ∂ρ.Ui

∂xi
= 0

et l’hypothèse 3 que ρ′u′i est négligeable.
En combinant toutes les hypothèses et leurs implications, l’équation suivante est obtenue :

∂ρ′

∂t
+ ∂ρu′

∂x
+ ∂ρv′

∂y
+ ∂ρw′

∂z
+ U

∂ρ′

∂x
+W

∂ρ′

∂z
= 0 (2.8)

Soit en développant les dérivées et en factorisant ensuite,

∂ρ′

∂t
+ ρ

(
∂u′

∂x
+ ∂v′

∂y
+ ∂w′

∂z

)
+ v′

dρ

dy
+ U

∂ρ′

∂x
+W

∂ρ′

∂z
= 0 (2.9)
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Chapitre 2. Analyse de stabilité modale de la couche limite

L’équation ci-dessus est donc l’équation de continuité pour les petites perturbations. L’étape
suivante est d’adimensionner cette équation. Pour cela, on utilise la vitesse à l’extérieure de la
couche limite Ue, une longueur de référence L comme par exemple l’épaisseur de couche limite
δ, et les valeurs à l’extérieure de la couche limite des grandeurs physiques (ρe, µe, Pe . . .). Les
grandeurs adimensionnelles seront annotées d’une étoile.
Pour la variable temporelle, nous aurons t∗ = t

tref
avec tref = L

Ue
.

Pour l’équation de continuité l’adimensionnement donne :

ρeUe
L

∂ρ′∗

∂t∗
+ ρeUe

L
ρ∗
(
∂u′∗

∂x∗
+ ∂v′∗

∂y∗
+ ∂w′∗

∂z∗

)
+ ρeUe

L
v′∗
dρ∗

dy∗
+ ρeUe

L
U∗

∂ρ′∗

∂x∗
+ ρeUe

L
W ∗

∂ρ′∗

∂z∗
= 0
(2.10)

d’où en simplifiant,

∂ρ′∗

∂t∗
+ ρ∗

(
∂u′∗

∂x∗
+ ∂v′∗

∂y∗
+ ∂w′∗

∂z∗

)
+ v′∗

dρ∗

dy∗
+ U∗

∂ρ′∗

∂x∗
+W ∗

∂ρ′∗

∂z∗
= 0 (2.11)

Maintenant que nous avons déterminé l’équation de continuité pour les petites perturbations, il
nous reste à effectuer la même démarche afin de déterminer les équations de quantité de mouve-
ment et d’énergie pour les petites perturbations. L’équation de quantité de mouvement selon x
sera détaillée et nous donnerons directement les résultats pour les autres équations afin de ne pas
surcharger ce manuscrit.

L’équation de quantité de mouvement selon x s’écrit :

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z
= 1
ρ

∂

∂x

[
−2

3µSkk − p
]

+ 1
ρ

∂

∂x

(
2µ∂u
∂x

)
+ 1
ρ

∂

∂y

(
µ

(
∂u

∂y
+ ∂v

∂x

))
+ 1
ρ

∂

∂z

(
µ

(
∂u

∂z
+ ∂w

∂x

))
(2.12)

avec Skk = ∂u
∂x + ∂v

∂y + ∂w
∂z la trace du tenseur taux de déformation Sij .

D’après l’hypothèse (4), nous savons que µ ne dépend que de y. D’où en développant, nous
obtenons :

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+w

∂u

∂z
= −1

ρ

∂p

∂x
+ 1
ρ

[
2µ∂

2u

∂x2 + ∂

∂y

(
µ

(
∂u

∂y
+ ∂v

∂x

))
+ µ

(
∂2u

∂z2 + ∂2w

∂x∂z

)]
−

1
ρ

2
3µ
(
∂2u

∂x2 + ∂2v

∂x∂y
+ ∂2w

∂x∂z

)
(2.13)

Nous décomposons les grandeurs physiques présentes dans cette équation en utilisant la décom-
position (2.3).

∂(U + u′)
∂t

+ (U +u′)∂(U + u′)
∂x

+ (V + v′)∂(U + u′)
∂y

+ (W +w′)∂(U + u′)
∂z

= − 1
ρ+ ρ′

∂(P + Π)
∂x

+ 1
ρ+ ρ′

[
2(µ+ µ′)∂

2(U + u′)
∂x2 + ∂

∂y

(
(µ+ µ′)

(
∂(U + u′)

∂y
+ ∂(V + v′)

∂x

))]

+(µ+ µ′)
ρ+ ρ′

[
∂2(U + u′)

∂z2 + ∂2(W + w′)
∂x∂z

]
− 1
ρ+ ρ′

2
3(µ+µ′)

(
∂2(U + u′)

∂x2 + ∂2(V + v′)
∂x∂y

+ ∂2(W + w′)
∂x∂z

)
(2.14)

où Π représente la fluctuation de pression.
En développant terme à terme en utilisant l’hypothèse d’écoulement parallèle et en linéarisant,
nous arrivons à :
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∂u′

∂t
+U ∂u

′

∂x
+v′∂U

∂y
+W ∂u′

∂z
= −1

ρ

∂(P + Π)
∂x

+1
ρ

[
2µ∂

2u′

∂x2 + ∂

∂y

(
(µ+ µ′)

(
∂(U + u′)

∂y
+ ∂v′

∂x

))]

+ µ

ρ

[
∂2u′

∂z2 + ∂2w′

∂x∂z

]
− 1
ρ

2
3µ
(
∂2u′

∂x2 + ∂2v′

∂x∂y
+ ∂2w′

∂x∂z

)
(2.15)

Les grandeurs moyennes vérifiant les équations de Navier-Stokes stationnaires (hypothèse (2)), il
nous vient alors :

0 = −1
ρ

∂P

∂x
+ 1
ρ

∂

∂y

(
µ
∂U

∂y

)
(2.16)

L’équation (5.2) devient :

ρ

(
∂u′

∂t
+ U

∂u′

∂x
+ v′

∂U

∂y
+W

∂u′

∂z

)
= −∂Π

∂x
+
[
2µ∂

2u′

∂x2 + µ

(
∂2u′

∂y2 + ∂2u′

∂z2 + ∂2v′

∂x∂y
+ ∂2w′

∂x∂z

)]

+ dµ

dy

(
∂u′

∂y
+ ∂v′

∂x

)
− 2

3µ
(
∂2u′

∂x2 + ∂2v′

∂x∂y
+ ∂2w′

∂x∂z

)
+ d

dy

(
µ′
dU

dy

)
(2.17)

Nous savons que µ ne dépend que de la température. Or l’hypothèse (4) nous dit que T ne dépend
que de y. Nous pouvons donc écrire que dµ

dy = dµ
dT

dT
dy . De plus le dernier terme du membre de droite

de l’équation s’écrit :

d

dy

(
µ′
dU

dy

)
= d

dy

(
dµ

dT
θ
dU

dy

)
= dµ

dT

(
d2U

dy2 θ + dU

dy

∂θ

∂y

)
+ d2µ

dT 2
dU

dy
θ (2.18)

Finalement en remplaçant ce terme dans (5.3), nous obtenons :

ρ

(
∂u′

∂t
+ U

∂u′

∂x
+ v′

∂U

∂y
+W

∂u′

∂z

)
= −∂Π

∂x
+
[
2µ∂

2u′

∂x2 + µ

(
∂2u′

∂y2 + ∂2u′

∂z2 + ∂2v′

∂x∂y
+ ∂2w′

∂x∂z

)]
dµ

dT

dT

dy

(
∂u′

∂y
+ ∂v′

∂x

)
− 2

3µ
(
∂2u′

∂x2 + ∂2v′

∂x∂y
+ ∂2w′

∂x∂z

)
+ dµ

dT

(
d2U

dy2 θ + dU

dy

∂θ

∂y

)
+ d2µ

dT 2
dU

dy
θ (2.19)

Cette équation est donc l’équation de quantité de mouvement longitudinale pour les perturbations.
L’étape suivante est l’adimensionnement de cette équation. Pour cela, on utilise la vitesse à
l’extérieure de la couche limite Ue, une longueur de référence L mais aussi ρe pour adimensionner
la masse volumique, Te pour la température, Pe pour le terme de pression et µe pour les termes
de diffusion.
L’adimensionnement nous donne donc :

ρeρ∗

(
Ue

2

L

∂u′∗

∂t∗
+ Ue

2

L
U∗

∂u′∗

∂x∗
+ Ue

2

L
v′∗

∂U∗

∂y∗
+ Ue

2

L
W ∗

∂u′∗

∂z∗

)
= −Pe

L

∂Π∗
∂x∗

+

µe
Ue
L2

[
2µ∗∂

2u′∗

∂x∗2
+ µ∗

(
∂2u′∗

∂y∗2
+ ∂2u′∗

∂z∗2
+ ∂2v′∗

∂x∗∂y∗
+ ∂2w′∗

∂x∗∂z∗

)]
+ µe

Ue
L2

dµ∗

dT ∗
dT ∗

dy∗

(
∂u′∗

∂y∗
+ ∂v′∗

∂x∗

)
−

µe
Ue
L2

2
3µ
∗

(
∂2u′∗

∂x∗2
+ ∂2v′∗

∂x∗∂y∗
+ ∂2w′∗

∂x∗∂z∗

)
+ µe

Ue
L2

dµ∗

dT ∗

(
d2U∗

dy∗2
θ∗ + dU∗

dy∗
∂θ∗

∂y∗

)
+

µe
Ue
L2

d2µ∗

dT ∗2
dU∗

dy∗
θ∗ (2.20)

Il nous reste à multiplier (2.20) par L/ρeUe
2. Le terme P∞ nous est donné par l’équation d’état

(2.1d). L’adimensionnement du terme de pression nous donne la forme suivante :

− Pe
L

∂Π∗
∂x∗

= −ρergazTe
L

∂Π∗
∂x∗

(2.21)
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Soit en multipliant par L/ρeUe
2,

− L

ρeUe2
ρergazTe

L

∂Π∗
∂x∗

= − 1
γMe2

∂Π∗
∂x∗

(2.22)

avec Me = Ue
a le nombre de Mach, a =

√
γrgazTe la célérité du son et γ le rapport des chaleurs

spécifiques. Finalement, l’équation de quantité de mouvement longitudinale pour les perturbations
est :

ρ∗

(
∂u′∗

∂t∗
+ U∗

∂u′∗

∂x∗
+ v′∗

∂U∗

∂y∗
+W ∗

∂u′∗

∂z∗

)
= − 1

γMe2
∂Π∗
∂x∗

+

1
Re

[
2µ∗∂

2u′∗

∂x∗2
+ µ∗

(
∂2u′∗

∂y∗2
+ ∂2u′∗

∂z∗2
+ ∂2v′∗

∂x∗∂y∗
+ ∂2w′∗

∂x∗∂z∗

)]
+ 1

Re
dµ∗

dT ∗
dT ∗

dy∗

(
∂u′∗

∂y∗
+ ∂v′∗

∂x∗

)
−

1
Re

2
3µ
∗

(
∂2u′∗

∂x∗2
+ ∂2v′∗

∂x∗∂y∗
+ ∂2w′∗

∂x∗∂z∗

)
+ 1

Re
dµ∗
dT ∗

(
d2U∗

dy∗2
θ∗ + dU∗

dy∗
∂θ∗

∂y∗

)
+

1
Re

d2µ∗

dT ∗2
dT ∗

dy∗
dU∗

dy∗
θ∗ (2.23)

avec Re = ρeUeL
µe

le nombre de Reynolds.

Étant donné que la démarche pour obtenir les équations de quantité de mouvement selon y et
z, l’équation d’énergie ainsi que l’équation d’état est identique, ces équations seront directement
données sous forme adimensionnelle.
L’équation de quantité de mouvement selon y est :

ρ∗
(
∂v′∗

∂t∗
+ U∗

∂v′∗

∂x∗
+W ∗

∂v′∗

∂z∗

)
= − 1

γMe2
∂Π∗
∂y∗

+

1
Re

[
2µ∗∂

2v′∗

∂y∗2
+ µ∗

(
∂2v′∗

∂x∗2
+ ∂2v′∗

∂z∗2
+ ∂2u′∗

∂x∗∂y∗
+ ∂2w′∗

∂y∗∂z∗

)]
−

1
Re

2
3µ
∗

(
∂2u′∗

∂x∗∂y∗
+ ∂2v′∗

∂y∗2
+ ∂2w′∗

∂y∗∂z∗

)
+ 1

Re
dµ∗
dT ∗

(
2dT

∗

dy∗
∂v′∗

∂y
+ dU∗

dy∗
∂θ∗

∂x∗
+ dW ∗

dy∗
∂θ∗

∂z∗

)

− 1
Re

2
3
dµ∗

dT ∗
dT ∗

dy∗

(
∂u′∗

∂x∗
+ ∂v′∗

∂y∗
+ ∂w′∗

∂z∗

)
(2.24)

L’équation de quantité de mouvement adimensionnée selon z pour les perturbations est :

ρ∗

(
∂w′∗

∂t∗
+ U∗

∂w′∗

∂x∗
+ v′∗

∂W ∗

∂y∗
+W ∗

∂w′∗

∂z∗

)
= − 1

γMe2
∂Π∗
∂z∗

+

1
Re

[
2µ∗∂

2w′∗

∂z∗2
+ µ∗

(
∂2w′∗

∂y∗2
+ ∂2w′∗

∂x∗2
+ ∂2v′∗

∂y∗∂z∗
+ ∂2u′∗

∂x∗∂z∗

)]
+ 1

Re
dµ∗

dT ∗
dT ∗

dy∗

(
∂w′∗

∂y∗
+ ∂v′∗

∂z∗

)
−

1
Re

2
3µ
∗

(
∂2w′∗

∂z∗2
+ ∂2v′∗

∂y∗∂z∗
+ ∂2u′∗

∂x∗∂z∗

)
+ 1

Re
dµ∗
dT ∗

(
d2W ∗

dy∗2
θ∗ + dW ∗

dy∗
∂θ∗

∂y∗

)
+

1
Re

d2µ∗

dT ∗2
dT ∗

dy∗
dW ∗

dy∗
θ∗ (2.25)
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L’équation d’énergie adimensionnée pour les perturbations est :

ρ∗

(
∂θ∗

∂t∗
+ U∗

∂θ∗

∂x∗
+ v′∗

∂T ∗

∂y∗
+W ∗

∂θ∗

∂z∗

)
= −(γ − 1)

(
∂u′∗

∂x∗
+ ∂v′∗

∂y∗
+ ∂w′∗

∂z∗

)
+

γµ∗

PrRe

∂2θ∗

∂x∗2
+ ∂2θ∗

∂y∗2
+ ∂2θ∗

∂z∗2
+ 1
κ∗
dκ∗

dT ∗
d2T ∗

dy∗2
θ∗ + 2

κ∗
dκ∗

dT ∗
dT ∗

dy∗
∂θ∗

∂y
+ 1
κ∗
d2κ∗

dT ∗2

(
dT ∗

dy∗

)2

θ∗


+γ(γ−1)Me

2 1
Re

2µ∗dU
∗

dy∗

(
∂u′∗

∂y∗
+ ∂v′∗

∂x∗

)
+ 2µ∗dW

∗

dy∗

(
∂v′∗

∂z∗
+ ∂w′∗

∂y∗

)
+ dµ∗

dT ∗
θ∗

(dU∗
dy∗

)2

+
(
dW ∗

dy∗

)2

(2.26)

avec Pr = Cpµ
κ le nombre de Prandtl. La forme de cette équation est celle donnée par Mack [1].

L’équation d’état pour les perturbations est :

Π∗ = ρ′∗

ρ∗
+ θ∗

T ∗
(2.27)

Nous venons d’obtenir les différentes équations pour les perturbations. Les équations (2.11) et
(2.23) - (2.27) ont pour conditions aux limites :

u′∗ = 0, v′∗ = 0, w′∗ = 0, θ∗ = 0 en y∗ = 0
u′∗ = 0, v′∗ = 0, w′∗ = 0, θ∗ = 0, Π∗ = 0 en y∗ →∞

(2.28)

À noter (Mack [1]) que lorsque y∗ tend vers∞, les perturbations peuvent être prises comme étant
non nulles mais bornées (comme par exemple pour un écoulement supersonique). Il nous reste
à déterminer la forme des perturbations et à injecter cette dernière dans les équations (2.11) et
(2.23)-(2.27).

Équations de stabilité : Orr-Sommerfeld généralisée

Dans le cadre de notre étude, la transition naturelle, les perturbations sont modales. Elles
peuvent donc être écrites comme le produit d’une fonction propre (appelée aussi fonction de forme
ou fonction d’amplitude) notée ϕ et d’une fonction d’onde. L’hypothèse d’écoulement parallèle
nous permet de postuler que la fonction propre ne dépend que de y et la fonction d’onde de
(x, z, t). Nous avons donc :

ϕ′ = ϕ(y)ei(αcx+βcz−ωct) + C.C (2.29)

avec (αc, βc, ωc) ∈ C constant. En variables adimensionnées cela devient :

ϕ′∗ = ϕ∗(y∗)ei(α∗cx∗+β∗c z∗−ω∗c t∗) + C.C (2.30)

On injecte (2.30) dans les équations (2.11) et (2.23)-(2.27).On notera D l’opérateur dérivation
dans la direction y et D2 celui de la dérivée seconde.
L’équation de continuité (équation (2.11)) devient :

i(α∗cU∗ + β∗cW
∗ − ω∗c )ρ∗ + ρ∗(Dv∗ + iβ∗cw

∗ + iα∗cu
∗) + Dρ∗v∗ = 0 (2.31)

L’équation de quantité de mouvement longitudinale (équation (2.23)) devient :
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ρ∗
[
i(α∗cU∗ + β∗cW

∗ − ω∗c )u∗ + v∗DU∗
]

= −iα∗c
p∗

γMe2 +

1
Re

[
−2µ∗α∗2c u∗ + µ∗(D2u∗ − β∗2c u∗ + iα∗cDv∗ − α∗cβ∗cw∗)

]
− 2

3
µ∗

Re(−α∗2c u∗+ iα∗cDv∗−α∗cβ∗cw∗)+

1
Re

[
dµ∗

dT ∗
DT ∗(Du∗ + iα∗cv

∗) + dµ∗

dT ∗
(D2U∗θ∗ + DU∗Dθ∗) + d2µ∗

dT ∗2
DT ∗DU∗θ∗

]
(2.32)

L’équation de quantité de mouvement normale (équation (2.24)) devient :

ρ∗
[
i(α∗cU∗ + β∗cW

∗ − ω∗c )v∗
]

= − 1
γMe2Dp

∗+

1
Re

[
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]
+ 1

Re

[
−2
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∗(iα∗cDu∗ + D2v∗ + iβ∗cDw∗) + dµ∗
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]

− 1
Re

2
3
dµ∗

dT ∗
DT ∗(iα∗cu∗ + Dv∗ + iβ∗cw

∗) (2.33)

L’équation de quantité de mouvement transversale (équation (2.25)) devient :

ρ∗
[
i(α∗cU∗ + β∗cW

∗ − ω∗c )w∗ + v∗DW ∗
]

= −iβ∗c
p∗

γMe2 +

1
Re

[
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]
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(D2W ∗θ∗ + DW ∗Dθ∗) + d2µ∗

dT ∗2
DT ∗DW ∗θ∗

]
(2.34)

L’équation de l’énergie (équation (2.26)) devient :

ρ∗
[
i(α∗cU∗ + β∗cW

∗ − ω∗c )θ∗ + v∗DT ∗
]

= −(γ − 1)(iα∗cu∗ + Dv∗ + iβ∗cw
∗)

+ γµ∗

PrRe

[
D2 − (α∗2c + β∗2c ) + 1

κ∗
dκ∗

dT ∗
D2T ∗θ∗ + 1

κ∗
d2κ∗

dT ∗2
(DT ∗)2θ∗ + 2

κ∗
dκ∗

dT ∗
DT ∗Dθ∗

]

+γ(γ−1)Me
2

Re

[
2µ∗DU∗(Du∗ + iα∗cv

∗) + 2µ∗DW ∗(Dw∗ + iβ∗c v
∗) + dµ∗

dT ∗
θ∗((DU∗)2 + (DW ∗)2)

]
(2.35)

L’équation d’état nous donne :
p∗ = ρ∗/ρ∗ + θ∗/T ∗ (2.36)

Les équations (2.31)-(2.36) sont les équations de stabilité linéaire locale pour un écoulement
compressible tridimensionnel. C’est l’équivalent en compressible de l’équation d’Orr-Sommerfeld.
Mack [1] a combiné les équations précédemment obtenues afin d’obtenir une équation de quantité
de mouvement dans la direction parallèle et dans la direction perpendiculaire au vecteur nombre
d’onde k (cf figures 2.2 et 2.3). Ces équations ainsi que la démarche seront données en annexe de
ce manuscrit.
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La résolution de ce système d’équations revient à résoudre un problème aux valeurs propres. La
résolution de ce problème aux valeurs propres va permettre de construire des diagrammes de
stabilité.

2.1.2. Pertinence de l’utilisation de la stabilité linéaire locale

L’utilisation de la stabilité linéaire locale fait appel à des hypothèses fortes sur la forme de
l’écoulement. Elle suppose de modéliser linéairement un phénomène complexe et non-linéaire et
fait aussi l’impasse sur la modélisation des effets non-parallèles et des effets de courbure.
L’utilisation des équations de stabilité linéaire parabolisée (PSE) permet de prendre en compte
ces effets. L’hypothèse d’écoulement parallèle n’est plus faite et les effets de courbure 1 peuvent
être pris en compte. La prise en compte des effets non-linéaires peut être effectuée par une
approche non-linéaire (NPSE par exemple). Cependant, Obremski et al [33] ont montré que pour
un écoulement 2D incompressible, la partie linéaire de l’amplification des instabilités couvre entre
75 et 85 % de la distance entre l’apparition des premières instabilités et la fin de la transition.
Pour des écoulements 3D compressibles, et en particulier en présence d’instabilités CF, la portion
"linéaire" n’est pas toujours aussi importante. Néanmoins, et sous réserve d’un choix intelligent
du facteur N à la transition (qui sera défini plus loin), l’approche par stabilité linéaire locale
représente un compromis très intéressant entre représentativité physique et facilité de mise en
oeuvre. Nous pouvons nous référer à Arnal & Casalis [32] pour une discussion détaillée sur cette
question et une présentation des différentes approches possibles.

2.1.3. Résolution des équations de stabilité linéaire locale

Dans la littérature, il existe plusieurs manières de résoudre les équations de stabilité linéaire
dans le cas compressible. Hauptmann [34] a résolu ces équations par le biais d’une méthode
de perturbation. Cette résolution est valide pour des transferts de chaleur faibles à modérés
(0 6 Tp − Te 6 50K).
Herwig & Schäfer [35], Schäfer [36] ont résolu une version modifiée de l’équation d’Orr-Sommerfeld,
incluant les effets de la pression et de la température sur les propriétés du fluide, en utilisant des
séries de Taylor en fonction de la pression et de la température. Ces résultats sont valides pour
de faibles flux de chaleur (−10K6 Tp − Te 6 10K).
Une extension de l’équation d’Orr-Sommerfeld peut être obtenue en combinant les équations
(2.31)-(2.36). Cependant, cette extension fait intervenir la dérivée seconde voir troisième de la
viscosité par rapport à la température ce qui peut demander une précision accrue de l’évolution
de la viscosité en fonction de la température.
La méthode de tir (ou méthode de Newton-Raphson) est une méthode efficace pour résoudre ce
genre d’équations. Elle permet d’avoir des résultats généraux dans le sens où elle ne se limite pas
à de faibles rapports de température. Cependant, cette méthode nécessite la connaissance d’une
valeur initiale, proche de la valeur recherchée, qui peut être délicate à déterminer.

Peu importe la méthode de résolution choisie, la résolution des équations de stabilité linéaire
locale (LLS) pour un écoulement moyen donné va permettre de construire un diagramme de
stabilité. Il est important de noter que ce diagramme est associé à l’écoulement moyen utilisé
pour la résolution des équations LLS. Autrement dit, pour un écoulement moyen donné il existe
un seul diagramme de stabilité et réciproquement.
Les figures 2.1a et 2.1b montrent des diagrammes de stabilité pour des nombres de Mach M = 0
et M = 4,5 pour des écoulements sur plaque plane, βH = 0. Sur ces figures, l’abscisse représente
le nombre de Reynolds basé sur l’épaisseur de déplacement Reδ1 . Ces diagrammes sont tirés de
Vignau et al [37]. L’augmentation du nombre de Mach 0 < M < 4 stabilise la couche limite (les
instabilités sont de moins en moins amplifiées). À partir de M = 4, un second mode, appelé mode

1. Les effets non-parallèles et de courbure du même ordre de grandeurs se compensent (les effets non-parallèles
sont déstabilisant et les effets de courbure stabilisant) [32]
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de Mack, apparaît et va déstabiliser la couche limite. Ce mode est visible sur la partie supérieure
de la figure 2.1b.

(a) Diagramme de stabilité pour M = 0 (b) Diagramme de stabilité pour M = 4,5

Figure 2.1. – Diagrammes de stabilité pour différents nombres de Mach sur plaque plane
d’après [37]

2.2. Mise en place des calculs de stabilité
Les hypothèses faites sur (α∗c , β∗c ) et sur ω∗c vont conditionner le type de stabilité étudié :

stabilité temporelle ou stabilité spatiale.
Afin de simplifier les notations nous noterons α∗c = α, β∗c = β, ω∗c = ω et les ∗ des quantités
adimensionnées seront supprimées dans la suite de ce manuscrit. Le taux d’amplification locale
adimensionnée est toujours noté σ∗.

2.2.1. Théorie de la stabilité temporelle
En stabilité temporelle, nous avons :

ω = ωr + iωi (2.37)

Dans ce cas (α, β)∈ R et ωr représente la pulsation de l’onde. On note α = αr et β = βr
Les perturbations peuvent donc s’écrire comme :

ϕ′ = ϕ(y)eωitei(αrx+βrz−ωrt) + C.C (2.38)

Les perturbations seront :
— amplifiées si ωi > 0
— neutres si ωi = 0
— amorties si ωi 6 0
α et β sont les composantes du vecteur d’onde k dans la direction x et z respectivement (Figure

2.2). L’angle φk entre le vecteur d’onde k et la direction x est défini :

φk = arctan
(
βr
αr

)
(2.39)

2.2.2. Théorie de la stabilité spatiale
Lorsque la stabilité spatiale est utilisée, ω ∈ R, α et β sont complexes :

α = αr + iαi (2.40)
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Figure 2.2. – Description de la direction de propagation en stabilité temporelle dans le repère
fixe (x, y, z)

β = βr + iβi (2.41)

Les perturbations s’écrivent alors comme :

ϕ′ = ϕ(y)e−αix−βizei(αrx+βrz−ωt) + C.C (2.42)

Comme dans le cas de l’approche temporelle, nous pouvons définir un vecteur nombre d’onde
k dont la composante dans la direction x (respectivement z) est αr (respectivement βr) comme
illustré sur la figure 2.3. Dans le cadre de la stabilité spatiale, nous pouvons définir un vecteur
amplification A dont la composante dans la direction x (respectivement z) est αi (respectivement
βi).
Nous pouvons associer à ces deux vecteurs les angles φk et φA définit dans le repère fixe (x, y, z)
par :

φk = arctan
(
βr
αr

)
(2.43)

φA = arctan
(
βi
αi

)
(2.44)

Si βi = 0 (c’est-à-dire pas d’amplification selon z), les perturbations seront :
— amplifiées si αi 6 0
— neutres si αi = 0
— amorties si αi > 0
Le cas de la valeur de βi pour un écoulement tridimensionnel est traité dans la suite de ce

chapitre.
Il est important de noter que φi = ψi + θ.

2.2.3. Mise en données d’un calcul de stabilité

L’écoulement de base est déterminé à l’aide des équations de similitudes détaillées au chapitre
1. Des deux formulations précédentes (temporelle et spatiale), il apparaît clairement que la ré-
solution d’un problème aux valeurs propres impliquera 5 paramètres pour la stabilité temporelle
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Figure 2.3. – Description des directions de propagation et d’amplification en stabilité spatiale
dans le repère fixe (x, y, z)

(α, β, ωr, ωi,Re) et 6 paramètres pour la stabilité spatiale (αr, αi, βr, βi, ω,Re). Le premier en-
semble de paramètres peut être remplacé par (α,ψ, ωr, ωi,Re) alors que le deuxième ensemble
peut être remplacé par (αr, αi, ψk, ψA, ω,Re). Nous nous plaçons ici dans un repère couche limite
comme décrit dans la figure 2.4.

Numériquement, les données d’entrée pour un calcul de stabilité sont les profils de vitesse et de
température moyens et l’ensemble des paramètres précédemment introduits excepté 2 paramètres
(αr et αi en théorie spatiale ou ωr et ωi en théorie temporelle). Le calcul donne alors les 2
paramètres restants (valeurs propres) et les profils des amplitudes des perturbations (vecteurs
propres).

2.2.4. Cas d’un écoulement tridimensionnel

En théorie temporelle, le passage d’un écoulement bidimensionnel à un écoulement tridimen-
sionnel ne pose pas de problème pour le calcul du taux d’amplification. En effet, pour cette théorie
α et β sont réels et ω = ωr + iωi est complexe. Pour un écoulement tri-dimensionnel en théorie
temporelle, le taux d’amplification σ∗ reste donc ωi. En théorie spatiale, la détermination du

taux d’amplification locale pour un écoulement 3D n’est pas directe contrairement au cas 2D. En
effet, pour cette théorie α et β sont complexes. Le vecteur taux d’amplification locale A est donc
(−αi,−βi).
Lorsque nous sommes en présence d’un écoulement 3D ou 2D avec des perturbations tridimension-
nelles, la résolution du problème aux valeurs propres implique 6 paramètres (αr, αi, βr, βi, ω,Re)
ou (αr, αi, ψk, ψA, ω,Re). Les paramètres Re et ω sont fixés ainsi que βr (ou ψk). Nous devons
donc faire une hypothèse sur la valeur βi (ou de ψA).
Arnal [3] donne un récapitulatif des différentes méthodes existantes pour calculer βi.

• La première méthode est celle de Cebeci-Stewartson [38] [39] qui utilise la théorie des paquets
d’ondes. Cette méthode connue sous le nom de "saddle point method" ou "méthode du point selle"
introduite par Nayfeh [40] consiste à déterminer βi à partir de la condition :

∂α

∂β
réel pour un ω et Reδ1 fixé (2.45)
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pour chaque direction ψk. Cette condition vient de l’évaluation asymptotique de l’intégrale don-
nant la pression p pour un paquet d’onde :

p(x, z, y, t) =
∫

1(y, β) exp[i(αx+ βz − ωt)]dβ (2.46)

La méthode du point selle est utilisée pour obtenir la partie principale de l’intégrale ce qui conduit
à la relation ∂α

∂β = − z
x qui doit être réelle.

• La deuxième méthode est de faire une hypothèse sur la direction d’amplification. Une hy-
pothèse simple est de considérer que la direction d’amplification est la direction de la vitesse de
groupe soit :

βi = αi tanφg (2.47)

où φg est la direction de la vitesse de groupe dans le repère fixe (x,z). De plus, Mack [1] a montré
que la direction de la vitesse de groupe était très peu éloignée de celle de la ligne de courant
extérieure. Nous pouvons donc écrire que φg = θ où θ est l’angle que fait la ligne de courant
extérieure dans le repère fixe.

• La troisième est proposée par Mack [41]. Elle consiste à supposer que dans le cas d’une aile
en flèche d’envergure infinie et de corde constante dans le repère fixe (le repère lié à l’aile) βi = 0.

Le but de ces différentes méthodes est de résoudre le problème aux valeurs propres en effectuant
une hypothèse sur la valeur de βi.
La méthode du point selle implique un calcul supplémentaire pour déterminer l’expression de βi.
Nous ne nous intéresserons donc qu’aux deux dernières méthodes. En ce qui concerne le calcul
du facteur N la méthode de Mack ou de Cebeci donne un résultat identique [42].

Dans sa thèse, Laburthe [42] a pu comparer différentes méthodes pour le calcul du facteur N,
méthode détaillée plus loin, pour un écoulement 3D (théorie temporelle, βi = 0 et βi = αi tan θ).
Nous nous intéresserons particulièrement aux comparaisons entre βi = 0 et βi = αi tan θ.
Laburthe s’est placé dans un repère fixe et a effectué des calculs de facteur N avec les deux
hypothèses sur la valeur de βi. Après comparaison des résultats sur différentes configurations,
il s’est avéré qu’il existe une très faible différence entre l’hypothèse βi = 0 et l’hypothèse βi =
αi tan θ. Afin de garder une continuité lors des calculs de stabilité entre la ligne de partage et le
reste de l’aile, Laburthe recommande de choisir βi = αi tan θ. Cela évite de passer d’un calcul
avec αi = 0 et βi 6= 0 le long de la ligne de partage à un calcul où αi 6= 0 et βi = 0 de façon
discontinue.
Nous choisirons donc cette dernière hypothèse. Cependant, rappelons que l’hypothèse

βi = αi tan θ (2.48)

est "faite" dans un repère fixe (x,z,y). Si nous nous plaçons dans le repère (ξ, η, y) lié à la ligne
de courant extérieure (comme c’est le cas dans le solveur RANS elsA) la relation (2.48) est
équivalente à

βi = 0 (2.49)

En nous plaçant dans le repère lié à la ligne de courant, nous considérerons alors βi = 0. Pour des
écoulements 3D ou 2D soumis à des perturbations tridimensionnelles, les instabilités s’amplifient
dans la direction de la ligne de courant extérieure.

2.2.5. Stabilité : principaux théorèmes

Il existe différents théorèmes qui permettent une simplification du problème aux valeurs propres.
Nous nous contenterons de les donner directement. Les démonstrations peuvent se trouver dans
la thèse de Bégou [4].
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Théorème de Squire [43] : réduction de perturbations 3D à 2D en stabilité temporelle

En comparant l’équation d’Orr-Sommerfeld dans le cas de perturbations bidimensionnelles à
celle dans le cas de perturbations tridimensionnelles, pour un écoulement de base bidimension-
nel V = (U(y), 0, 0), Squire a pu déterminer un théorème qui peut se formuler de trois façons
différentes.

Première formulation Si un écoulement parallèle admet des perturbations tridimensionnelles
temporellement instables à un nombre de Reynolds Re, il admet aussi des perturbations bidimen-
sionnelles temporellement plus instables à un nombre de Reynolds inférieur.

Deuxième formulation Pour toute perturbation tridimensionnelle instable il existe une pertur-
bation bidimensionnelle moins stable.

Troisième formulation Pour déterminer le nombre de Reynolds critique (à partir duquel appa-
raissent les premières instabilités), il est suffisant de ne considérer que des perturbations bidimen-
sionnelles.

Théorème de Stuart : réduction de l’écoulement de base 3D à 2D

Stuart [44] a montré une équivalence entre l’analyse de stabilité temporelle d’un écoulement
3D parallèle pour des perturbations se propageant dans une direction ψk et l’analyse de stabilité
temporelle du même profil projeté dans cette direction pour ne considérer qu’un écoulement 2D.

η

y

ξ

u

w

ψk

y

Figure 2.4. – Projection des composantes de l’écoulement de base dans la direction de propaga-
tion de l’instabilité dans le repère (ξ, y, η) de couche limite

Le théorème de Stuart s’énonce de la façon suivante :

Théorème L’analyse de stabilité temporelle d’un écoulement de base parallèle de la forme

(U(y), 0,W (y)) (2.50)
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soumis à des perturbations 3D de direction φk peut être faite en faisant l’analyse temporelle de
l’écoulement de base

Uψk(y) = cosφkU(y) + sinφkW (y) (2.51)

soumis à des perturbations 2D, le taux d’amplification étant le même.
Cette propriété a été démontrée par Dunn et Lin [45] pour les écoulements compressibles.

Relation de Gaster : passage du temporel au spatial

Gaster [46] s’intéresse à des perturbations 2D d’un écoulement 2D en analyse temporelle puis
en analyse spatiale et cherche à relier les deux résultats.
Le taux d’amplification spatiale σ∗ = −αi qui nous intéresse en stabilité spatiale peut être déduit
du taux d’amplification ωi de la stabilité temporelle :

σ∗ = ωi
<(Vg) (2.52)

où Vg représente la vitesse de groupe . Ce taux d’amplification correspond en fait à l’amplification
de la perturbation dans la direction de la vitesse de groupe φg. Dans le cas de perturbations 3D,
la transformation de Squire permet de déterminer le taux d’amplification dans n’importe quelle
direction ψA (entre la ligne de courant extérieure et k) ou φA (entre k et x)

σ∗φA = ωi
‖<(Vg)‖ cos(φA − φg) (2.53)

En faisant l’hypothèse que φg ' θ (Arnal [3]), la relation de Gaster sera utilisée sous la forme :

σ∗φA = ωi
‖<(Vg)‖ cos(φA − θ)

(2.54)

Le calcul du taux d’amplification spatiale pour différentes directions d’amplification φA est
alors rendu possible. On va considérer maintenant les différentes hypothèses possibles pour le
choix de la direction d’amplification.

• Direction de propagation φA = φk = ψk + θ, dans ce cas l’amplification se fait dans la
direction de propagation et nous avons

σ∗P = ωi
‖<(Vg)‖ cos(ψk) (2.55)

• Direction de la ligne de courant extérieure Dans ce cas φA = θ et on considère une amplifi-
cation dans la direction de la vitesse de groupe

σ∗str = ωi
<(Vg) = σ∗P cos(ψk) (2.56)

• Direction normale au bord d’attaque Ici φA = 0

σ∗LE = ωi
<(Vg) cos(θ) = σ∗P

cos(ψk)
cos(θ) (2.57)

Nous verrons dans le prochain chapitre que la méthode des paraboles nous permet d’obtenir σ∗P
ce qui explique l’intérêt des transformations qui permettent d’exprimer le taux d’amplification
spatiale à partir de σ∗P dans n’importe quelle direction d’amplification.
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Chapitre 2. Analyse de stabilité modale de la couche limite

2.3. Prévision de la position de transition naturelle : différentes
méthodes

2.3.1. Méthode du eN

La méthode du facteur N développée par J.L. Van Ingen [47] et Smith et Gamberoni [48]
en 1956 consiste à déterminer l’amplification totale d’un mode à partir de la connaissance des
taux d’amplification locaux, déterminés à l’aide des équations de stabilité linéaire locale. Un
mode d’amplitude initiale A0 en scrit s’amplifie jusqu’à une amplitude A en s et l’amplification
est définie comme étant le rapport A/A0. Un facteur N est alors défini pour chaque mode dont
l’amplification est exponentielle, donné par :

N(s, f, ψk) = ln A

A0
=
∫ s

scrit
σ∗(f, ψk, η)ds (2.58)

où s représente l’abscisse curviligne du chemin d’intégration qui doit correspondre au chemin le
long duquel s’amplifie le mode et scrit l’abscisse critique, abscisse à partir de laquelle les modes
commencent à s’amplifier. Pour un mode qui s’amplifie suivant la direction de la vitesse de groupe,
dont la direction est proche de celle de la ligne de courant extérieure, nous aurons :

s = s(x) scr = s(xcr) σ∗ = σ∗str (2.59)

alors que pour un mode s’amplifiant dans la direction normale au bord d’attaque

s = x scr = xcr σ∗ = σ∗LE . (2.60)

La méthode du facteur N suppose que la transition a lieu à la position xT lorsqu’une quantité
Nenv atteint une valeur seuil NT comme visible sur la figure 2.5.

xTrxcr

NT
N1

N2
N3

En
vel
op
pe
du
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cte
ur
N

x

Facteur N

Figure 2.5. – Courbes de facteurs N pour différentes fréquences, méthode enveloppe.

On distinguera trois méthodes pour construire Nenv :

Méthode enveloppe : Pour réduire le coût de la méthode il est possible de maximiser les
taux d’amplifications par rapport à ψk. Cette méthode ne fait donc pas la distinction entre des
perturbations se propageant dans des directions proches de celle de la vitesse extérieure (ce qui
est le cas des ondes de Tollmien-Schlichting) et des perturbations se propageant dans la direction
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transversale (ondes CF).
Nenv = max

f

[∫ s

scr
max
ψk

σ∗(f, ψk)ds
]

(2.61)

Méthode à paramètre fixé : Une autre approche consiste à fixer la fréquence ainsi qu’un autre
paramètre tel que βr (longueur d’onde transversale physique), 2π/

√
α2
r + β2

r (longueur d’onde
totale physique) ou ψk (direction de propagation par rapport à la direction de la ligne de courant
extérieure). Par cette approche des ondes de natures différentes sont donc séparées.

Nenv(ψk) = max
f

[∫ s

scrit
σ∗(s, ψk)ds

]
(2.62)

Méthode N-longi, N-crossflow : Il est possible de calculer un facteur N associé aux instabilités
longitudinales (NTS) et transversales (NCF). La distinction entre ces deux types d’instabilités est
ainsi réalisée explicitement et la couche limite est considérée comme laminaire tant que le couple
(NTS,NCF) est contenu dans une courbe limite définie au préalable.

Mack [1] a établi une relation semi-empirique dans le cas de la méthode à paramètre fixé
permettant de lier un facteur NT critique, à partir duquel les perturbations TS sont suffisamment
amplifiées pour provoquer la transition, à l’intensité des perturbations extérieures Tu :

NT = −8,41− 2,4 ln(Tu) 10−3 < Tu < 10−2 (2.63)

La dépendance en Tu de cette relation représente bien la sensibilité des ondes TS à la turbulence
infinie amont. Les ondes CF stationnaires sont quant à elles sensibles à la rugosité de paroi.
Malgré quelques tentatives, il n’existe pas à l’heure actuelle un critère aussi universel que celui de
Mack permettant de relier l’état de surface d’une paroi à une valeur de transition pour les ondes
CF.

Quelques remarques sur la valeur de NT

Il est important de noter que la valeur de NT est dépendante de la méthode employée. La
relation de Mack pourra être utilisée pour des méthodes à paramètre fixé mais pas pour des
méthodes enveloppes.

Ensuite, le facteur N de transition NT est le seul paramètre de la méthode du facteur N qui
permet d’introduire une notion de réceptivité. En effet, la réceptivité pilote l’amplitude initiale
des perturbations et la méthode du facteur N donne leur amplification totale. Si nous considérons
que la transition est due à une amplification critique des perturbations, alors NT peut être vu
comme le lien entre l’amplitude critique et l’amplitude initiale. Ainsi une modification de l’envi-
ronnement dans lequel se développent les perturbations (donc de la réceptivité) se traduira par
une modification de la valeur de NT.

Enfin, c’est le facteur N qui permet de faire le lien entre des calculs de stabilité exacte et
des positions de transition expérimentales. Il est donc courant dans le cadre d’une campagne
expérimentale comprenant plusieurs régimes d’écoulements de sélectionner quelques cas pour
étalonner la valeur de NT à utiliser pour les autres cas (en supposant bien sûr que l’état de
surface ne varie pas pour ne pas modifier la réceptivité des ondes CF et que le taux de turbulence
extérieure varie peu pour ne pas modifier la réceptivité des ondes TS).

Il n’y a pas de signification physique à vouloir modifier à tout prix la valeur de NT pour
obtenir des positions de transition cohérentes sur tous les cas d’une série de tests pour lesquels les
paramètres liés à la réceptivité sont constants : la variation de NT est alors à imputer à l’emploi
de la méthode du facteur N et à la mise en défaut éventuelle des hypothèses sur lesquelles elle
repose (écoulement parallèle, croissance linéaire).
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2.3.2. Méthodes simplifiées

Afin de palier à l’utilisation de calculs de stabilité exacte pour déterminer le taux d’amplification
locale σ qui sont très coûteux en temps ingénieur, des méthodes simplifiées (critères de transition,
méthodes databases, réseaux de neurones . . . ) ont été mises au point. L’objectif de ces méthodes
est soit de remplacer le calcul du facteur N (utilisation de critères de transition) soit de rendre le
calcul du facteur N moins coûteux en stockant dans une base de données des taux d’amplification
par exemple (méthodes databases). Des modèles RANS pour la prise en compte de la transition
ont aussi été développés à partir des critères de transition. Ces modèles permettent de remplacer
le calcul du facteur N.

Critères de transition

Le principe des critères de transition est de donner une position de transition à partir d’une
méthode simple. La simplification de l’expression du facteur N donne lieu à une zoologie de
critères de transition dont notamment ceux de Gleyzes et al [49] pour la détermination de la
transition dans un bulbe, Abu-Ghannam et Shaw (ABS) [50] pour la transition bypass et Arnal,
Habiballah, et Delcourt (AHD) [51] pour la transition par ondes TS. Le critère C1 [52] peut être
utilisé pour la détermination de la transition pour des écoulements tridimensionnels. Dans ce cas,
la transition est provoquée par amplification des ondes CF. L’ensemble de ces critères est détaillé
dans [4].
Pour le cas des parois chaudes peu de critères de transition existent. Le critère AHD, valable pour
les ondes TS, a été étendu aux parois chaudes [53]. Masad et al [54] ont développé une corrélation
de transition permettant la prise en compte de la température de paroi ainsi que de l’aspiration
à la paroi. Ce critère a été déterminé par une analyse de stabilité de profils de couche limite sur
plaque plane. Il est valable pour des rapports de température Tp/Tf entre 0,95 et 1,05.

Approche de type base de données

Une autre approche consiste à simplifier le calcul du taux d’amplification des perturbations.
Ce dernier peut être par exemple stocké dans une base de données, indexée sur des paramètres
particuliers des profils de vitesse de la couche limite.
Van Ingen [55] a étudié la stabilité de profils de couche limite avec ou sans aspiration et jusqu’au
décollement. Ceci lui a permis de créer une base de données. Cette base de données est indexée
par le facteur de forme incompressible Hi et stocke les taux d’amplification −αi et la fréquence
des instabilités ω. Cette base de données est valide pour des écoulements avec aspiration de paroi.
Drela [56] a construit une base de données en appliquant l’équation d’Orr-Sommerfeld adimen-
sionnée à des profils de similitude. Cette base de données fournit les taux d’amplification des
ondes TS en fonction de Hi, Reθ11 et ωθ11/Ue, ce qui lui permet d’intégrer directement le taux
d’amplification du mode le plus instable à chaque station et ainsi utiliser la méthode enveloppe
du facteur N.
Stock et Dagenhart [57] ont réalisé une étude de stabilité de profils de couche limite laminaire
allant des profils de couche limite pour des écoulements accélérés jusqu’aux écoulements proches
du décollement. Cela leur a permis de construire une base de données afin de pouvoir utiliser la
méthode du facteur N. Les taux d’amplification sont stockés dans cette base de données indexée
par le facteur de forme incompressible Hi. Un recalcul de ce paramètre est effectué à l’aide du
paramètre CfReθ11 . Une interpolation cubique permet de déterminer le taux d’amplification à
partir de la valeur du Hi.
Dagenhart [58] a proposé une base de données pour les ondes CF qui se base sur la distance à
laquelle le profil transversal atteint 10% de sa valeur maximale.
La méthode des paraboles [59] développée à l’ONERA depuis une trentaine d’années est aussi
une approche simplifiée. La base de données, indexée par le nombre de Mach à l’extérieur de la
couche limite Me et par Hi, stocke des coefficients permettant le calcul du taux d’amplification
σ∗. Cette méthode est présentée en détail dans ce manuscrit au chapitre 3 et est valable pour
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les ondes TS et CF sur parois froides et sur parois athermanes. Elle se trouve à mi-chemin entre
l’utilisation de critères et l’utilisation de la stabilité linéaire locale.

Modèle RANS : modèle γinterm − Reθt
La formulation du calcul du facteur N n’étant pas adaptable, dans un premier temps, à une

approche RANS, Menter et Langtry [60] ont construit un modèle RANS permettant la prise en
compte de la transition. Ce modèle est basé sur une modélisation par équations de transport.
Les grandeurs γinterm représentant la valeur de l’intermittence et Reθt , représentant le nombre
de Reynolds basé sur l’épaisseur de quantité de mouvement à la position de transition, sont
transportées. Ces équations sont construites de la même façon que les équations de transport
pour les modèles de turbulence à savoir avec des termes de production, de destruction et de
diffusion. Ces différents termes font appel à des fonctions et à des coefficients qui doivent être
calibrés. Cette calibration s’effectue à l’aide de configurations de référence. La détermination de
γinterm et Reθt est effectuée à l’aide de variables locales d’un point de vue RANS. Seules les valeurs
dans les cellules voisines sont nécessaires.

Les détails de ce modèle ne sont pas donnés dans ce manuscrit. Le modèle γinterm −Reθt a été
initialement conçu pour des écoulements de turbomachines et pour des transitions de type bypass
sur paroi athermane. En calibrant différemment les fonctions, ce modèle peut être utilisé avec
précaution pour de la transition naturelle et toujours sur paroi athermane [61] [62].
Ce modèle se veut être un modèle ingénieur et n’est donc pas un modèle physique. Le passage
du formalisme local en approche couche limite (c’est-à-dire la connaissance du profil de vitesse
et de température en une station donnée) au formalisme local en approche RANS (c’est-à-dire la
connaissance des grandeurs uniquement dans la cellule de calcul et ses voisins immédiats) implique
donc une perte de la physique complexe du phénomène de transition, difficile à contre-balancer
par l’optimisation des paramètres des corrélations utilisées.

Limitations

Les méthodes databases présentées précédemment sont valides pour des écoulements incompres-
sibles bidimensionnels. Malgré le nombre important de méthodes simplifiées existantes (critères,
méthodes databases, modèle RANS, réseaux de neurones) dans la littérature, aucunes (ou très
peu) ne peuvent prendre en compte les effets de la température de paroi sur la transition. Ac-
tuellement, seule la stabilité linéaire locale est capable de prendre en compte ces effets.

2.3.3. Utilisation de la méthode eN dans un solveur RANS

Au cours de sa thèse, Bégou a reformulé et a implémenté le calcul du facteur N dans le solveur
RANS elsA. Ce travail de reformulation peut être trouvé dans [63]. Cette reformulation est réalisée
à l’aide d’une modélisation par équations de transport. Cette modélisation est très appropriée à
une approche RANS.
La nouvelle équation de transport est la suivante :

∂ρN
∂t

+ div (ρNV ) = ρ ‖ V ‖ σ∗ − ΓattσattρN (2.64)

où σatt est un coefficient de forçage égal à 1,1 et

Γatt =
{

1 si la cellule se trouve dans la zone du point d’arrêt
0 sinon (2.65)

Une fois le champ de facteur N déterminé, la valeur du facteur N est extraite à la frontière de
la couche limite. La bonne détermination de l’épaisseur de la couche limite est donc un élément
essentiel pour ce modèle. Bégou a proposé une méthode de calcul de cette épaisseur à l’aide d’une
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fonction test inspirée de [57]. Les détails de la mise en place de cette méthode se trouvent dans
[4].
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Chapitre 3
La méthode des paraboles pour les instabilités
de type Tollmien-Schlichting

La résolution des équations de stabilité linéaire locale (LLS) (ou d’Orr-Sommerfeld dans le
cas incompressible) peut s’avérer extrêmement coûteuse surtout s’il est question d’une mise à
jour de la position de transition dans un calcul RANS par exemple. La méthode des paraboles,
méthode dite database, permet la modélisation du taux d’amplification pour différents types
d’instabilités. Dans ce chapitre le principe de fonctionnement de la méthode des paraboles est
introduit sans toutefois rentrer dans tous les détails. Ces développements sont fortement inspirés
par la thèse de Bégou [4]. Nous présenterons seulement la modélisation des ondes TS (visqueux
et visqueux-inflexionnel). La modélisation des CF stationnaires, instationnaires et des instabilités
inflexionnelles en écoulement décollé se trouvera dans [4]. Nous nous limitons dans ce chapitre à
présenter la méthode des paraboles pour les ondes TS, qui a été mise en place dans le contexte
des parois athermanes ou des parois froides. Son extension aux parois chauffées sera présentée
dans les chapitres suivants.
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Chapitre 3. La méthode des paraboles pour les instabilités de type Tollmien-Schlichting

3.1. Modèle V : instabilités visqueuses en régime transsonique
Une étude concernant la stabilité d’un nombre important de profils de Falkner-Skan-Cooke a

été menée à l’ONERA/DERAT par Arnal. Cette étude a permis de constater que l’évolution du
taux d’amplification en fonction du nombre de Reynolds Reδ1 pouvait être modélisée par deux
demi-paraboles (Vialle [64]). Les paramètres de ces paraboles ont été déterminés et ce premier
modèle a été complété pour des écoulements transsoniques et validé sur des cas expérimentaux
[59].

Coefficients des paraboles
Comme vu au chapitre 1, l’évolution du taux d’amplification pour des instabilités visqueuses

peut être approchée par deux demi-paraboles.

R0v R1vRMv

σMv

Reδ1

σ∗P
Paraboles
Stabilité exacte

Figure 3.1. – Courbe iso-F approchée par deux demi-paraboles pour les instabilités visqueuses

L’expression analytique associée à la modélisation par des demi-paraboles s’écrit :

σ∗P
σMv

= 1−
[Reδ1 −RMv
Rkv −RMv

]2
avec Rkv =

{
R0v si Reδ1 < RMv
R1v sinon (3.1)

Il reste maintenant à déterminer les coefficients RMv, R0v, R1v et σMv. Arnal [59] a tracé des
diagrammes de stabilité pour différents écoulements adiabatiques et différentes fréquences et a
ensuite déterminé l’évolution en fonction de F de ces coefficients.
Il aboutit aux résultats suivants :

σMv = AMv

(
1− F

FMv

)
(3.2)

RMv = KMvF
−EMv (3.3)

R0v = RMv

[
1−A0v

(
1− F

F0v

)]
(3.4)

R1v = RMv

[
1−A1v

(
1− F

F1v

)]
(3.5)

Paramètres des coefficients
Les paramètres AMv, A0v, A1v, FMv, F0v, F1v,KMv et EMv sont tabulés en fonction du facteur

de forme incompressible Hi, qui joue le rôle d’un paramètre de gradient de pression, et le nombre
de Mach extérieur Me qui tient compte des effets de compressibilité.
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3.2. Modèle VI : instabilités visqueuses-inflexionnelles en régime supersonique

Il s’agit donc d’une méthode type base de données, dont l’intérêt majeur est que le temps de
calcul est réduit d’un facteur quatre par rapport à des calculs de stabilité exacte ce qui permet
de réaliser des études paramétriques.

Lors de sa thèse, Jelliti [65] a étendu cette méthode à des nombres de Mach allant jusqu’à
Me = 1,3. La différence avec le premier modèle est que la direction de propagation des ondes ψk
n’est plus considérée comme étant nulle.
Un premier cas d’application, à bas nombre de Mach, a été réalisé par Arnal [59]. Il a ensuite testé
cette méthode sur le profil supercritique CAST10 pour un écoulement transsonique. Il a montré
lors de cette étude que le nombre de Mach extérieur Me était un paramètre indispensable pour
la tabulation des différents paramètres. Ces deux cas d’application sont résumés dans la thèse de
Bégou [4].

3.2. Modèle VI : instabilités visqueuses-inflexionnelles en régime
supersonique

Lors d’une étude de laminarisation sur la coiffe d’Ariane V [26], la méthode des paraboles a
été étendue pour des nombres de Mach allant jusqu’à Me = 4 et pour des rapports Tp/Tf compris
entre 0,4 et 1. Un rapport Tp/Tf < 1 implique donc un refroidissement de paroi.
Cette extension a été obtenue en réalisant des calculs de stabilité sur des profils de similitude
suivie d’une modélisation des résultats. Les profils utilisés pour cette extension sont obtenus par
le changement de variable de Levy-Lees [8] qui donne des solutions de similitude.

Coefficients des paraboles

Cette fois-ci, les instabilités sont de nature visqueuses-inflexionnelles dont le diagramme de
stabilité est représenté par la figure 1.13a.
Dans un écoulement compressible, l’instabilité est pilotée par la présence d’un point d’inflexion
généralisé (PIG) dans lequel intervient la masse volumique ρ. Ce point lorsqu’il existe, est à
l’altitude yig telle que

∂

∂y

(
ρ
∂U

∂y

)∣∣∣∣∣
y=yig

= 0 (3.6)

Une façon de différencier les instabilités visqueuses des instabilités inflexionnelles est de dire que
l’instabilité est visqueuse si une augmentation du nombre de Reynolds permet de passer d’un état
instable à un état stable.
L’instabilité inflexionnelle commence à intervenir pour Me = 0 sur paroi athermane pour des
écoulements ralentis et dans ce cas le gradient de pression doit être relativement important pour
que cette instabilité se manisfeste à des nombres de Reynolds réalistes. Lorsque le nombre de
Mach augmente, le profil de masse volumique permet l’apparition d’un PIG en écoulement uni-
forme voir accéléré. À partir de Me = 2, l’instabilité inflexionnelle est omniprésente.
Comme nous l’avons vu sur la figure 1.13b, l’évolution du taux d’amplification peut être modélisée
par quatre demi-paraboles. La méthode des paraboles modélise l’évolution du taux d’amplifica-
tion σ∗v (pour les instabilités visqueuses) d’une part et du taux d’amplification σ∗i (pour les
instabilités inflexionnelles) d’autre part par deux jeux distincts de deux demi-paraboles. Le taux
d’amplification final est donné par σ∗P = max(σ∗v, σ∗i) où σ∗v et σ∗i sont donnés par :

σ∗v
σMv

= 1−
[Reδ1 −RMv
Rkv −RMv

]2
avec Rkv =

{
R0v si Reδ1 < RMv
R1v sinon (3.7)

σ∗i
σMi = 1−

[Reδ1 −RMi
Rki −RMi

]2
avec Rki =

{
R0i si Reδ1 < RMi
R1i sinon (3.8)
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Chapitre 3. La méthode des paraboles pour les instabilités de type Tollmien-Schlichting

L’indice "v" désigne les coefficients des paraboles liés aux instabilités visqueuses et "i" correspond
aux instabilités inflexionnelles.

Il est apparu que la décroissance du taux d’amplification inflexionnelle était mieux représentée
par une loi linéaire que par une loi parabolique pour σ∗i → 0 comme représenté sur la figure 5.8.

R0i = R0v RMv RMi R1v R̃ RpiR1i

KσMi

σMi

σMv

Modèle visqueux

Modèle inflexionnel

Correction linéaire

Reδ1

σ∗P

Figure 3.2. – Courbe iso-F approchée par quatre demi-paraboles pour les instabilités visqueuses-
inflexionnelles

Le raccord entre les deux lois d’évolution est effectué lorsque σ∗i = KσMi, avec K = 0,5, en
Reδ1 = R̃ avec une condition d’égalité des tangentes. La loi linéaire est donnée par :

σ∗i
σMi = (Reδ1 −R1i)

K

R̃−R1i
avec R̃ = 2(1−K)R1i +KRMi

2−K (3.9)

Quand F décroit, σMv atteint un maximum avant de décroître. De plus, pour les instabilités vis-
queuses, les deux branches du diagramme de stabilité se referment lorsque le nombre de Reynolds
devient grand (figure 1.12a). σMv tend donc vers 0 lorsque F tend vers 0. Afin d’éviter de modé-
liser ce phénomène qui ne se rencontre que pour des nombres de Reynolds trop élevés, le choix a
été fait de limiter σMv :

σMv = σMl si F < FMv

(
1− σMi

AMv

)
(3.10)

Les coefficients s’expriment par :

σMv = min
(
AMv

(
1− F

FMv

)
, σMl

)
(3.11)

σMi = AMi

(
1− F

FMi

)
(3.12)

RMv = KMv(105F)−EMv (3.13)
RMi = max(RMv,KMi(105F)−EMi) (3.14)

R0v = RMv

[
1−A0v

(
1− F

F0v

)]
(3.15)

R0i = R0v (3.16)
R1v = K1v(105F)−E1v (3.17)
R1i = K1i(105F)−E1i (3.18)

Les coefficients présents dans les équations précédentes sont tabulés dans une base de données
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3.2. Modèle VI : instabilités visqueuses-inflexionnelles en régime supersonique

indexée par le facteur de forme Hi et par le nombre de Mach à l’extérieur de la couche limite Me.
En pratique, c’est ce modèle qui est utilisé dans les codes ONERA. Le modèle visqueux présenté
dans la section précédente apparaît alors comme étant un cas particulier de ce modèle.

Paramètres des coefficients avec paroi en déséquilibre thermique
Le paramètre Tp/Tf est maintenant pris en compte. Le cas athermane correspond à Tp/Tf = 1

et les cas étudiés correspondent à des parois froides, soit Tp/Tf < 1.
L’extension aux parois froides de la méthode s’est effectuée de la façon suivante : 4 nombres
de Mach ont été choisis Me = 1,6; 2,2; 3 et 4, et pour chaque nombre de Mach deux valeurs du
facteur de forme Hi ont été choisis (une correspondante à un écoulement uniforme et l’autre à un
écoulement accéléré). Pour chaque doublet Me, Hi des calculs de stabilité exacte ont été réalisés
pour différentes valeurs de Tp/Tf . L’ensemble des résultats peut être trouvé dans [26].

Il est apparu que le refroidissement de la paroi exerce un effet stabilisant, dû au fait que le
PIG se rapproche de la paroi (Vignau [66]). L’allure générale des courbes du taux d’amplification
n’est pas modifiée. L’expression analytique du modèle reste donc valable. Cet effet stabilisant est
tel que pour Tp/Tf = 0,4 l’écoulement est inconditionnellement stable.

Une correction a été apportée par Arnal [26] et consiste en une fonction correctrice

f =
Tp
Tf
− T̃

1− T̃
(3.19)

où T̃ dépend de Me et représente le rapport Tp/Tf en dessous duquel les instabilités ne subsistent
plus. Cette fonction permet alors de corriger les paramètres des coefficients des paraboles :
— AMv, AMi, σMl et A0v sont égaux à leur valeur sur paroi athermane multipliée par f
— FMv, FMi et F0v sont égaux à leur valeur sur paroi athermane multipliée par f1,6

— KMv,KMi,K1v et K1i sont égaux à leur valeur sur paroi athermane multipliée par f0,4

— EMv, EMi, E1v et E1i ne sont pas modifiés.

Dans le cadre d’écoulement sur paroi chaude, ce raisonnement ne peut être appliqué car en
présence d’une paroi chauffée les instabilités sont amplifiées et ce quelque soit la valeur de Tp/Tf .
Le paramètre T̃ ne peut alors exister dans ce cas.

Cette première partie a permis d’expliquer les différents phénomènes de transition de la couche
limite. La méthode des paraboles est un modèle de transition basé sur une approximation de
l’évolution du taux d’amplification locale σ∗ le long d’une iso-F. Dans la suite de ce manuscrit,
les différentes étapes de l’extension de la méthode des paraboles seront présentées.
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Deuxième partie

Développement de la nouvelle base de
données





Chapitre 4
Étude des instabilités longitudinales de la
couche limite sur paroi chaude

L’extension de la méthode des paraboles aux parois chaudes passe par la construction d’une
nouvelle base de données. Pour cela, des calculs de stabilité sont effectués sur des profils de couche
limite (vitesse et température) de référence.
La première partie de ce chapitre est consacrée à la génération des profils de couche limite de
référence. Ils sont obtenus par la résolution des équations de similitude détaillées dans le chapitre
1. La seconde partie est consacrée aux calculs de stabilité effectués sur ces profils. Une mise
sous forme matricielle des équations de stabilité linéaire locale en théorie pseudo-temporelle est
effectuée. La résolution de ce problème aux valeurs propres est faite à l’aide d’une méthode de
tir. Une fois cette méthode validée, la construction des diagrammes de stabilité est effectuée et
des comparaisons avec des diagrammes de référence sont réalisées.
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Chapitre 4. Étude des instabilités longitudinales de la couche limite sur paroi chaude

4.1. Génération des profils de vitesse et de température de référence
Afin de construire une base de données avec prise en compte des effets de température de paroi,

il faut des profils de vitesse et de température de référence. L’obtention de ces profils a pour but
de construire une famille de profils représentative des écoulements de couche limite sur paroi
chaude.

4.1.1. Résolutions des équations de similitude

Pour rappel, les équations de similitude avec prise en compte des effets de température de paroi
sur l’écoulement moyen sont :

∂

∂η

(
ρµ

ρpµp
f ′′
)

+ ff ′′ + βH

(
ρe
ρ
− f ′2

)
= 0 (4.1)

∂

∂η

(
ρµ

ρpµp

g′

Pr

)
+ fg′ = −Ue

2

hie

∂

∂η

(
Pr − 1

Pr

ρµ

ρpµp
f ′f ′′

)
(4.2)

avec

f ′ = U

Ue
et g = hi

hie
(4.3)

La résolution des équations de Levy-Lees avec le concept de similitude locale (équations (4.1)
et (4.2)) permet de déterminer les profils de vitesse et de température de l’écoulement de base.
La résolution de ces équations passe par la détermination de f ′ et g. Les équations (4.1) et (4.2)
forme un système non-linéaire. La résolution de ce système est réalisée à l’aide d’une méthode
pseudo-instationnaire qui converge vers l’état stationnaire. La différence entre une solution initiale
et une solution à l’instant n est considérée comme un accroissement temporel. La discrétisation
présentée en annexe conduit à la résolution d’un système tri-diagonal pour calculer les incréments
temporels. Un système tri-diagonal est un système qui peut se mettre sous la forme :

aixi−1 + bixi + cixi+1 = di pour i = 1..n (4.4)

avec a1 = 0 et cn = 0.
La transformation des équations de Levy-Lees en système tri-diagonal est effectuée en annexe de
ce manuscrit. Une fois cette transformation effectuée, l’algorithme de Thomas (détaillé en annexe
C) est utilisé pour résoudre ce système tri-diagonal. Le code Similc2, disponible à l’ONERA,
repose sur cette "stratégie" et fournit les profils de vitesse et de température de référence.

Pour un écoulement de plaque plane, βH = 0 à Mach M = 0,6 sur paroi athermane Tp = Tf le
code fournit les profils tracés sur la figure 4.1. La température de frottement est définie par

Tf =
(

1 + γ − 1
2 Me

2
)
Te (4.5)

soit ici,
Tf = 1,0612Te (4.6)

Ceci est la raison pour laquelle sur la figure 4.1, à la paroi, T
Te
6= 1.

Afin de valider la détermination des profils de vitesse et de température, une comparaison a été
faite avec le code de couche limite 3C3D. Cette comparaison s’effectue sur un écoulement de type
Blasius à savoir un écoulement sans gradient de pression. Pour cet écoulement le nombre de Mach
est fixé à Me = 0,001 et le rapport de température vaut Tp/Tf = 1,5. Les profils de vitesse et de
température sont tracés à l’aide du code Similc2 d’une part et d’autre part à l’aide de 3C3D. La
superposition des profils de vitesse (figure 4.2a) et de température (figure 4.2b) permet de valider
la détermination des profils de similitude avec prise en compte de la température de paroi à l’aide
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4.1. Génération des profils de vitesse et de température de référence

0 1
0

4

U/Ue

y/δ1

(a) Profil de vitesse
1 1.06

0

4

T/Te

y/δ1

(b) Profil de température

Figure 4.1. – Profils de vitesse et de température sur plaque plane pour Me = 0,6 et sur paroi
athermane Tp/Tf = 1.

du code Similc2. Les figures 4.3a et 4.3b permettent de valider la détermination des profils de
similitude pour un cas avec un gradient de pression négatif (βH = −0,12) et un nombre de Mach
non nul (Me = 0,6).

0 1
0

3

U/Ue

y/δ1
Similc2
3C3D

(a) Profils de vitesse
1 1.5

0

3

T/Te

y/δ1
Similc2
3C3D

(b) Profils de température

Figure 4.2. – Comparaison des profils de vitesse et de température sur plaque plane (βH = 0)
pour Me = 0,001 et Tp/Tf = 1,5 entre Similc2 et 3C3D.

4.1.2. Construction de la base de profils de couche limite de référence

Les profils déterminés dépendent de 3 paramètres : le paramètre d’Hartree βH, le nombre de
Mach à l’extérieur de la couche limite Me et le rapport de température Tp/Tf .
Pour l’extension de la méthode des paraboles aux parois chaudes, la base de profils de référence
est construite en faisant varier ces 3 paramètres. Pour la construction il a été choisi :
— 5 nombres de Mach : Me = [0,001; 0,6; 0,9; 1,1; 1,3]
— 9 gradients de vitesse extérieure différents : 5 gradients négatifs, 1 gradient nul et 3 gradients

positifs.
— 8 rapports de température Tp/Tf : Tp/Tf = [1; 1,05; 1,1; 1,2; 1,5; 1,65; 1,8; 2]
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Chapitre 4. Étude des instabilités longitudinales de la couche limite sur paroi chaude
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(b) Profils de température

Figure 4.3. – Comparaison des profils de vitesse et de température avec gradient de pression
(βH = −0,12) pour Me = 0,6 et Tp/Tf = 1,5 entre Similc2 et 3C3D.

Les nombres de Mach ont été choisis de la même façon que la base de données originale [65]. Les
effets de compressibilité deviennent important à partir deMe = 0,6. C’est pourquoi il n’y a aucun
point entre Me = 0,001 et Me = 0,6. Les gradients de vitesse extérieure ont été choisis de telle
sorte à être proches du décollement pour les gradients négatifs les plus élevés. La valeur maximale
du gradient positif a été fixée à βH = 0,2. Pour des gradients de vitesse extérieur positifs plus
élevés et sous certaines conditions de température, un phénomène de survitesse locale apparait.
La forme du profil de vitesse est alors grandement modifiée. Ce phénomène sera traité à part
(voir la discussion section 6.4 et l’annexe G).
Pour les applications dégivrage ou anti-givrage, les rapports de température utilisés sont aux
alentours de Tp/Tf = 1,5. C’est pourquoi, il a été choisi de fixer la valeur maximale de Tp/Tf à 2.

4.2. Construction des diagrammes de stabilité
4.2.1. Résolution d’un problème aux valeurs propres à l’aide de la méthode de tir
Pour rappel les diagrammes de stabilité sont des diagrammes (ω,Reδ1) en théorie spatiale et

(α,Reδ1) en théorie temporelle. Il faut une méthode de résolution rapide afin de pouvoir construire
les diagrammes de stabilité. En effet, la construction des diagrammes passe par un balayage du
plan (ω,Reδ1) ou (α,Reδ1). Suivant les plages de variations de ω (respectivement α) et de Reδ1 , le
nombre de résolutions du problème aux valeurs propres à effectuer peut atteindre jusqu’à quelques
milliers.
Pour cela, nous avons choisi la méthode de tir (shooting method). Cette méthode permet de
déterminer une valeur propre pour un couple (ω, Reδ1) donné en théorie spatiale ou pour un
couple (α, Reδ1) en théorie temporelle. Cela permet de placer un point sur le diagramme.

4.2.1.1. Méthode de tir en théorie spatiale

Les équations de stabilité linéaire locale déterminées précédemment (Chapitre 2) sont mises
sous forme matricielle où le nombre d’onde longitudinal α est factorisé dans le membre de droite
et représente la valeur propre générale qui doit être déterminée :

A · q = α ·B · q (4.7)

où q est le vecteur perturbation : c’est un vecteur propre. Comme nous nous sommes placés
en théorie spatiale, nous nous intéressons à l’amplification longitudinale des instabilités dans la
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4.2. Construction des diagrammes de stabilité

couche limite, donc à la partie imaginaire de α.
Le vecteur propre q est définit comme suit :

q =



u′

v′

w′

θ
Π
αu′

αv′

αw′

αθ


(4.8)

où Π représente la perturbation de pression. Les matrices A et B sont des matrices creuses
de dimension (9Ny; 9Ny) où Ny (typiquement Ny = 100) représente le nombre de points de
collocation spectrale utilisés pour calculer les matrices dérivées premières D et secondes D2, par
rapport à y. Ici ce sont les points de Gauss-Lobatto qui sont utilisés. Ces points sont définis sur
[−1, 1] par :

ξi = cos
(
π · i
Ny

)
Une fois les matrices dérivées calculées, une projection de ces dernières est réalisée, sur un inter-
valle physique [0, Yinf ].
Les coefficients des matrices A et B dépendent des grandeurs moyennes de l’écoulement.
Les termes non nuls des matrices sont :



· A12 A13 A14 A15 · · · ·
A21 A22 · A24 · · · · ·

· A32 A33 A34 A35 · · · ·
· A42 A43 A44 A45 · · · ·

A51 A52 A53 A54 · · · · ·
· · · · · Id · · ·
· · · · · · Id · ·
· · · · · · · Id ·
· · · · · · · · Id


×



u′

v′

w′

θ
Π
αu′

αv′

αw′

αθ


= α×



B11 · · B14 B15 · · · ·
B21 B22 B23 · B25 B26 · · ·
B31 B32 · B34 · · B37 · ·
B41 · B43 · · · · B48 ·
B51 B52 · B54 · · · · B59
Id · · · · · · · ·
· Id · · · · · · ·
· · Id · · · · · ·
· · · Id · · · · ·


×



u′

v′

w′

θ
Π
αu′

αv′

αw′

αθ


(4.9)

où Id est la matrice identité de dimension Ny×Ny. Les termes Aij et Bij sont aussi des matrices
de dimension Ny ×Ny.
Dans tout ce qui suit, ρ et T font références à la valeur moyenne de la masse volumique et de la
température. Les coefficients ci-dessous proviennent de la discrétisation spatiale des équations de
stabilité linéaire locale. Toutes les grandeurs sont adimensionnelles.

A12 = Dρ+ ρD
A13 = iβρ

A14 = iωρ/T − iβρW/T

A15 = −iωρ+ iβρW

A21 = ρi(βW − ω)− 1
Re

(
µ(D2 − β2) + dµ

dT
DTD)

)
A22 = ρDU

A24 = − 1
Re

(
dµ

dT
(D2U + DUD) + d2µ

dT 2DTDU
)
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A32 = ρi(βW − ω)− 1
Re

(
−4

3µD
2 − µβ2 − 4

3
dµ

dT
DTD

)
A33 = − 1

Re

(1
3µiβD−

2
3
dµ

dT
DTiβ

)
A34 = − 1

Re
dµ

dT
iβDW

A35 = D/γMe
2

A42 = ρDW − 1
Re

(1
3µiβD + dµ

dT
DTiβ

)
A43 = ρi(βW − ω)− 1

Re

(4
3µβ

2 + µD2 + dµ

dT
DTD

)
A44 = − 1

Re

(
dµ

dT
(D2W + DWD) + d2µ

dT 2DTDW
)

A45 = iβ/γMe
2

A51 = −2γ(γ − 1)Me
2

Re µDUD

A52 = ρDT + (γ − 1)D− 2γ(γ − 1)Me
2

Re µiβDW

A53 = (γ − 1)iβ − 2γ(γ − 1)Me
2

Re µDWD

A54 = ρi(βW − ω)− γµ

PrRe

(
(D2 − β2) + 1

κ

dκ

dT
D2T + 2

κ

dκ

dT
DTD + 1

κ

d2κ

dT 2 (DT )2
)

− γ(γ − 1)Me
2

Re
dµ

dT
((DU)2 + (DW )2)

B11 = −iρ
B14 = iU

ρ

T
B15 = −iρU

B21 = −iρU

B22 = i
1

Re

(
dµ

dT
DT + 1

3µD
)

B23 = −1
3

1
Reβµ

B25 = −i/γMe
2

B26 = 4
3

1
Reµ

B31 = i
1

Re

(1
3µD−

2
3
dµ

dT
DT

)
B32 = −iρU

B34 = i
1

Re
dµ

dT
DU

B37 = − 1
Reµ

60



4.2. Construction des diagrammes de stabilité

B41 = − 1
Reβµ

B43 = −iρU

B48 = − 1
Reµ

B51 = −i(γ − 1)

B52 = 2iγ(γ − 1)Me
2

Re µDU

B54 = −iρU

B59 = − γµ

PrRe

où κ est la conductivité thermique de l’air. Nous considérons que le nombre de Prandtl est constant
(Pr = 0,725). Cette hypothèse nous permet de remplacer 1

κ
dκ
dT par 1

µ
dµ
dT dans l’expression de la

matrice A54. Les coefficients ci-dessus font apparaître le nombre d’onde transversale β. Or celui-ci
peut être relié à ψk comme nous l’avons vu précédemment. Ceci permet de prendre en compte
la direction de propagation des instabilités. La transformation de β en α tan(ψk) implique une
transformation des coefficients des matrices A et B. Ces nouveaux coefficients sont détaillés en
annexe.

Nous rappelons les conditions aux limites des équations de stabilité linéaire locale [1] :

u′ = 0, v′ = 0, w′ = 0, θ = 0 en y = 0
u′ = 0, v′ = 0, w′ = 0, θ = 0, Π = 0 en y →∞

(4.10)

Ces conditions limites sont directement implémentées dans les matrices A et B dans les lignes
"bordures" de ces dernières.
La condition limite u′ = 0 en y = 0 se traduit donc par :

A(1, 1) = 1 A(1, 2 : 9 ∗Ny) = 0 et B(1, 1 : 9 ∗Ny) = 0 (4.11)

et la condition u′ = 0 en y →∞ par :

A(Ny,Ny) = 1 A(Ny, 1 : Ny−1) = 0 A(Ny,Ny+1 : 9∗Ny) = 0 et B(Ny, 1 : 9∗Ny) = 0
(4.12)

La condition en +∞ est imposée à l’ordonnée maximale Y∞. Cette valeur est choisie de telle sorte
que U

Ue
= 1 et que Π soit nulle en y = Y∞ (ici Y∞ = 200).

Comme mentionné au début de cette partie, nous allons utiliser une méthode de tir pour
déterminer la valeur propre α. Cette valeur propre sera recherchée à proximité d’une valeur α0.
Au préalable, une étape de déshomogénéisation des matrices A et B est nécessaire. Elle a pour
but d’éviter que la matrice A−α·B soit singulière et donc non-inversible. Cette étape est détaillée
dans la thèse de Piot [67].
Cette étape consiste à remplacer la condition aux limites v′(0) = 0, traduit dans les matrices A
et B par :

A(Ny + 1, :) = 0 A(Ny + 1, Ny + 1) = 1 et B(Ny + 1, :) = 0 , (4.13)

par la condition Du′(0) = 1 qui se traduit par :

Ad(Ny + 1, :) = 0 Ad(Ny + 1, 1 : Ny) = D(1, :) et Bd(Ny + 1, :) = 1 (4.14)

Les nouvelles matrices seront notées Ad et Bd.
La condition v′(0) = 0 devient alors un critère de convergence pour la méthode de tir.
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Le problème au valeur propre était :

A · q = α ·B · q ⇒ (A− α ·B) · q = 0 (4.15)

Avec les nouvelles matrices Ad et Bd ce problème peut se mettre sous la forme :

(Ad − α ·Bd) · q = b (4.16)

où b est un vecteur rempli de zéro excepté à la ligne Ny + 1 où b = 1. Cette valeur correspond à
la condition Du′(0) = 1 que nous imposons.
Le système (4.16) peut s’inverser et se mettre sous la forme :

q = (Ad − α ·Bd)−1 · b (4.17)

α va varier, selon un algorithme de Newton-Raphson, jusqu’à ce que la condition v′(0) = q(Ny+
1) = 0 soit vérifiée. La valeur de α qui vérifiera cette condition sera donc le mode propre des
équations de stabilité linéaire locale pour le couple (ω,Reδ1) en théorie spatiale.
Détaillons maintenant la méthode de tir. Pour converger vers la valeur appropriée de α un

premier calcul est effectué avec une valeur initiale choisie par l’utilisateur. Ce premier calcul va
nous permettre d’obtenir un première valeur vα(0). Un second calcul est effectué avec la valeur
α′ = α + ∆α ce qui nous donne une deuxième valeur vα+∆α(0). Le choix de ∆α ∈ R est laissé à
l’utilisateur.
Ainsi en initialisant le calcul avec une valeur arbitraire α0, la valeur suivante α1 est donnée par :

α1 = α0 −
∆α · vα(0)

vα+∆α(0)− vα(0) (4.18)

Ainsi, pour la k-ème itération :

αk+1 = αk −
∆α · vkα(0)

vkα+∆α(0)− vkα(0)
(4.19)

Le calcul s’arrête lorsque que αk+1−αk
αk

6 ε où ε est l’erreur de convergence choisie par l’utilisateur
(ici ε = 10−5). La condition v′(0) = 0 est alors vérifiée. Pour que cette méthode soit efficace il
faut que la valeur arbitraire initiale α0 ne soit pas très éloignée de la valeur convergée finale.

4.2.1.2. Méthode de tir en théorie pseudo-temporelle

Nous venons de voir la mise en place de la méthode de tir en théorie spatiale ainsi que les
différents coefficients des matrices A et B pour cette théorie. Nous pouvons remarquer que par
le choix du vecteur perturbation q, les matrices A et B pouvaient être de grande taille (nous
avons généralement Ny = 100 ce qui donne des matrices de dimensions 900 x 900). Ceci peut être
"handicapant" d’un point de vue temps de calcul et a fortiori pour la détermination de diagrammes
de stabilité.
Pour contourner cette difficulté, le problème aux valeurs propres peut être réécrit sous une forme
pseudo-temporelle où ce n’est plus le nombre d’onde longitudinal α qui est factorisé mais la
pulsation ω :

A · q = ω ·B · q (4.20)

où q est le vecteur perturbation. Pour cette formulation le vecteur propre q est défini par :

q =


u′

v′

w′

θ
Π

 (4.21)
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Cette forme est appelée pseudo-temporelle puisque la forme de la factorisation est identique à
celle de la théorie temporelle mais ici le nombre d’onde longitudinal α est toujours complexe
et la pulsation ω est réelle (contrairement à la théorie temporelle). Nous pouvons directement
remarquer que le vecteur q ne contient plus que 5 éléments contrairement à la théorie spatiale où
il en comptait 9. Les matrices A et B sont donc des matrices de dimension (5Ny, 5Ny).
Les termes non-nuls de ces matrices sont :

A11 A12 A13 A14 A15
A21 A22 A23 A24 A25
A31 A32 A33 A34 A35
A41 A42 A43 A44 A45
A51 A52 A53 A54 ·

×


u′

v′

w′

θ
Π

 = ω ×


· · · B14 B15

B21 · · · ·
· B32 · · ·
· · B43 · ·
· · · B54 ·

×


u′

v′

w′

θ
Π

 (4.22)

Les termes Aij et Bij sont des matrices Ny ×Ny.

A11 = iαρ

A12 = ρD + Dρ
A13 = iβρ

A14 = −i ρ
T

(αU + βW )

A15 = iρ(αU + βW )

A21 = iρ(αU + βW )− 1
Re

(4
3µα

2 + µ(D2 − β2) + dµ

dT
DTD

)
A22 = ρDU − 1

Re iα
(1

3µD + dµ

dT
DT

)
A23 = 1

Re
1
3αβµ

A24 = − 1
Re

(
dµ

dT
(D2U + DUD) + d2µ

dT 2DTDU
)

A25 = iα/γMe
2

A31 = − 1
Re iα

(1
3µD−

2
3
dµ

dT
DT

)
A32 = iρ(αU + βW )− 1

Re

(4
3µD

2 − µ(α2 − β2)− 4
3
dµ

dT
DTD

)
A33 = − 1

Re iβ
(1

3µD−
2
3
dµ

dT
DT

)
A34 = − 1

Re
dµ

dT
(iαDU + iβDW )

A35 = D/γMe
2

A41 = 1
Re

1
3αβµ

A42 = ρDW − 1
Re iβ

(1
3µD + dµ

dT
DT

)
A43 = iρ(αU + βW )− 1

Re

(4
3µβ

2 + µ(D2 − α2) + dµ

dT
DTD

)
A44 = − 1

Re

(
dµ

dT
(D2W + DWD) + d2µ

dT 2DTDW
)

A45 = iβ/γMe
2
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A51 = iα(γ − 1)− 2γ(γ − 1)Me
2

Re DUD

A52 = ρDT + (γ − 1)D− 2iγ(γ − 1)Me
2

Re (αDU + βDW )

A53 = iβ(γ − 1)− 2γ(γ − 1)Me
2

Re DWD

A54 = iρ(αU + βW )− γµ

PrRe

(
(D2 − α2 − β2) + 1

κ

dκ

dT
D2T + 2

κ

dκ

dT
DTD + 1

κ

d2κ

dT 2 (DT )2
)

− γ(γ − 1)Me
2

Re
dµ

dT
((DU)2 + (DW )2)

B14 = −i ρ
T

B15 = iρ

B21 = iρ

B32 = iρ

B43 = iρ

B54 = iρ

Comme en théorie spatiale, l’hypothèse de nombre de Prandtl constant nous permet de rempla-
cer les termes en 1

κ
dκ
dT par 1

µ
dµ
dT dans l’expression de la matrice A54. Comme précédemment, nous

pouvons effectuer une transformation sur β = α tan(ψk) afin de tenir compte de la direction de
propagation des perturbations ψk. Cependant cette transformation ne conduit pas à une modifi-
cation des coefficients des matrices.
Les conditions limites et leurs implémentations restent inchangées par rapport à la théorie spa-
tiale.
Dans ce cadre pseudo-temporel, nous utiliserons toujours la méthode de tir détaillée dans la

partie précédente. Nous changeons donc la condition limite v′(0) = 0 par Du′(0) = 1. Ceci est
effectué en modifiant la Ny-ème ligne des matrices A et B. Cela nous conduit à la création de
deux nouvelles matrices notées Ad et Bd.
Le problème aux valeurs propres se met sous la forme :

(Ad − ω ·Bd) · q = b⇒ q = (Ad − ω ·Bd)−1 · b (4.23)

où b est un vecteur rempli de zéro excepté à la ligne Ny + 1 où b = 1. Cette valeur correspond à
la condition Du′(0) = 1 que nous imposons.
Les matrices Ad et Bd dépendent toutes les deux du nombre d’onde longitudinal α. Nous allons
tirer sur la valeur de α jusqu’à que la condition v′(0) = q(Ny + 1) = 0 soit vérifiée. La valeur
de α vérifiant cette condition sera le mode propre des équations de stabilité linéaire locale pour
le couple (ω,Reδ1) considéré. Cela implique donc que ω soit constant lors de l’application de la
méthode de tir.
Avec cette méthode nous obtenons le nombre d’onde longitudinal avec une formulation temporelle
du problème aux valeurs propres à condition que les matrices Ad et Bd soient mis à jour à chaque
itération.

4.2.1.3. Bilan des deux formulations

Comme nous venons de le voir, le problème aux valeurs propres peut être traité de différentes
formes selon le type de stabilité que nous souhaitons (théorie spatiale ou pseudo-temporelle).
La théorie spatiale nous permet naturellement d’obtenir le nombre d’onde longitudinal α. En
utilisant une méthode de tir, nous pouvons déterminer α pour un couple (ω,Reδ1) fixé. La répé-
tition de cette méthode pour différents couples (ω,Reδ1) nous permet d’obtenir un diagramme
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de stabilité. Cependant nous avons remarqué que, de par l’expression du vecteur perturbation q,
les matrices manipulées peuvent être de taille importante ((900 x 900) par exemple) ce qui peut
être handicapant d’un point de vue temps de calcul. C’est pourquoi une autre formulation du
problème aux valeurs propres a été proposée.
En formulation pseudo-temporelle, nous avons vu, lors de la mise sous forme matricielle, que le
vecteur perturbation q considéré ne contenait plus que 5 éléments ce qui par conséquent nous per-
met de réduire la taille des matrices manipulées. Nous passons de matrices de dimensions 900×900
en formulation spatiale à des matrices de dimension 500× 500 en formulation pseudo-temporelle
(nous considérons Ny = 100). C’est là tout l’avantage de cette formulation. L’importante réduc-
tion des dimensions des matrices nous permet d’espérer un important gain en terme de temps de
calcul. C’est pourquoi nous utilisons cette formulation pour appliquer la méthode de tir visant
à étudier la stabilité spatiale. En effet, même si nous nous sommes placés dans une formulation
pseudo-temporelle, nous tirons sur la valeur du nombre d’onde complexe α en gardant ω ∈ R.

L’hypothèse d’une importante réduction du temps de calcul nécessaire à la convergence de
la méthode de tir en formulation pseudo-temporelle, nous pousse à choisir cette dernière pour
la détermination des diagrammes de stabilité. Lors de nos premiers calculs de stabilité nous
vérifierons bien que nous obtenons la même valeur de α entre les deux formulations pour un
couple (ω,Reδ1) fixé. Les calculs de stabilité ont été réalisés à l’aide d’un script Matlab déjà
disponible à l’ONERA. Cependant la détermination des coefficients des différentes matrices a été
réalisée durant la thèse.

4.2.2. Validation des diagrammes de stabilité sur paroi athermane
Le but de cette validation est double. Elle permet d’une part de vérifier les coefficients des

matrices A et B en comparant les résultats à des résultats de référence, et d’autre part de vérifier
l’égalité des résultats entre la méthode de tir avec une formulation spatiale ou une formulation
pseudo-temporelle. Nous commencerons cette validation par ce dernier point.

4.2.2.1. Validation de la méthode de tir avec formulation pseudo-temporelle

Nous allons vérifier que les formulations pseudo-temporelle et spatiale du problème aux valeurs
propres sont bien identiques.

Pour la comparaison des deux formulations, nous regarderons les résultats donnés par la mé-
thode de tir pour un nombre de Mach extérieur deMe = 0,001; 0,9; 3, pour un nombre de Reynolds
Reδ1 fixé et une pulsation adimensionnée ω variable mais réelle. Tous ces calculs seront effectués
sur paroi athermane (Tp/Tf = 1) et sur plaque plane (βH = 0). L’écoulement moyen utilisé est
solution des équations de similitude de Levy-Lees.

Commençons par Me = 0,001.

Reδ1 = 4000 αinit α Nombre d’itérations Temps CPU
ω = 0,0250 0,2−0,001i 0,10432 - 0,0023449i 6 9,66s
ω = 0,0400 0,2−0,001i 0,15241 - 0,010367i 5 9,71s
ω = 0,0750 0,2−0,001i 0,25636 - 0,0048356i 6 9,73s

Table 4.1. – Valeur propre en formulation spatiale pour Me = 0,001

Reδ1 = 4000 αinit α Nombre d’itérations Temps CPU
ω = 0,0250 0,2 - 0,001i 0,10432 - 0,0023449i 6 6,51s
ω = 0,0400 0,2 - 0,001i 0,15241 - 0,010367i 5 6,48s
ω = 0,0750 0,2 - 0,001i 0,25636 - 0,0048356i 6 7,09s

Table 4.2. – Valeur propre en formulation pseudo-temporelle pour Me = 0,001
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Passons maintenant à Me = 0,9.

Reδ1 = 4000 αinit α Nombre d’itérations Temps CPU
ω = 0,0250 0,2 - 0,001i 0,088912 - 0,002199i 8 12,2s
ω = 0,0400 0,2 - 0,001i 0,13016 - 0,0079058i 7 10,75s
ω = 0,0750 0,2 - 0,001i 0,21798 - 0,0032517i 5 9,05s

Table 4.3. – Valeur propre en formulation spatiale pour Me = 0,9

Reδ1 = 4000 αinit α Nombre d’itérations Temps CPU
ω = 0,0250 0,2 - 0,001i 0,088912 - 0,002199i 8 7,08s
ω = 0,0400 0,2 - 0,001i 0,13016 - 0,0079058i 7 6,71s
ω = 0,0750 0,2 - 0,001i 0,21798 - 0,0032519i 5 7,23s

Table 4.4. – Valeur propre en formulation pseudo-temporelle pour Me = 0,9

Enfin étudions le cas Me = 3.

Reδ1 = 10000 αinit α Nombre d’itérations Temps CPU
ω = 0,100 0,146 - 0,001i 0,1463 - 0,00046723i 5 8,99s
ω = 0,150 0,215 - 0,001i 0,2149 - 0,00098896i 3 7,26s
ω = 0,175 0,25 - 0,001i 0,24814 - 0,0011659i 5 9,05s

Table 4.5. – Valeur propre en formulation spatiale pour Me = 3 et ψk = 0

Reδ1 = 10000 αinit α Nombre d’itérations Temps CPU
ω = 0,100 0,146 - 0,001i 0,14629 - 0,00046631i 5 6,2s
ω = 0,150 0,215 - 0,001i 0,21488 - 0,00098743i 3 6,28s
ω = 0,175 0,25 - 0,001i 0,24811 - 0,0011643i 5 6,81s

Table 4.6. – Valeur propre en formulation pseudo-temporelle pour Me = 3 et ψk = 0

À la lecture des tableaux précédents (tableaux 4.1-4.6), plusieurs remarques peuvent être faites.
Premièrement, les valeurs propres α déterminées par les deux formulations sont identiques à
10−6 près. Lorsque le nombre de Mach vaut 3, la différence entre les deux valeurs de α est
inférieure à 10−5 (tableaux 4.5 et 4.6 ). L’équivalence entre l’application de la méthode de tir
pour la formulation spatiale et temporelle est vérifiée. De plus, nous pouvons remarquer que
même si le nombre d’itérations nécessaire à la convergence reste identique dans les deux cas, la
formulation pseudo-temporelle permet un gain de temps CPU non négligeable (environ 30% de
gain). Cela nous conforte dans le choix de la formulation pseudo-temporelle pour la construction de
diagrammes de stabilité. Un travail informatique permettrait certainement de diminuer le temps
de calcul de chaque valeur propre. Cependant cette optimisation ne fait pas partie du cadre de la
thèse et le temps de calcul s’est avéré suffisamment rapide pour notre besoin. Néanmoins, cette
comparaison nous permet juste de montrer que les deux formulations de la méthode de tir sont
équivalentes. Elle ne justifie en rien l’exactitude des coefficients des matrices Ad et Bd et des
résultats.
Il est important de remarquer que la méthode de tir est très sensible à la valeur initiale αinit
surtout lorsque le nombre de Mach devient important (Me > 1). Alors que dans le cas oùMe < 1,
nous pouvions garder une même valeur de αinit, il nous est impossible de faire la même chose pour
le cas Me = 3. Lorsque le nombre de Mach augmente, le bassin de convergence de la méthode de
tir diminue. Pour des nombres de Mach importants, la valeur initiale αinit devra être très proche
de la valeur finale α. C’est un des inconvénients de cette méthode. Il faudra donc porter un soin
particulier à l’initialisation de la méthode de tir lors de la construction de diagrammes de stabilité
au risque d’obtenir des valeurs complètement fausses.
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4.2.2.2. Validation de la méthode de tir avec des valeurs de référence

Nous venons de valider l’utilisation de la méthode de tir avec une formulation pseudo-temporelle
par comparaison à la formulation spatiale. Nous n’utiliserons donc que la formulation pseudo-
temporelle dans la suite de ce manuscrit. Il faut maintenant valider cette méthode avec des
résultats de référence. Ces résultats seront ceux de Vignau & Arnal [37] et d’Arnal [68]. Les
résultats de référence sont obtenus à l’aide d’un changement de variable qui permet de transformer
les équations de stabilité linéaire en un système de huit équations du premier ordre. Cette méthode
est détaillée dans l’article de Mack [1].
Commençons par valider nos résultats sur quelques points. La valeur αref est celle donnée par

Vigneau & Arnal [37] et ∆αi correspond à l’erreur relative sur αi = Im(α) définie par :

∆αi =
| αiref − αi |

αiref
(4.24)

Reδ1 = 4000 αref α ∆αi
ω = 0,0250 0,10486 - 0,002783i 0,10432 - 0,0023449i 15%
ω = 0,0400 0,15331 - 0,01070i 0,15241 - 0,010367i 3%
ω = 0,0750 0,25737 - 0,003932i 0,25636 - 0,0048356i 23%

Table 4.7. – Comparaison des résultats entre la méthode de tir et [37] pour Me = 0,001

Reδ1 = 4000 αref α ∆αi
ω = 0,0250 0,0888 - 0,001960 0,088912 - 0,002199i 12%
ω = 0,0400 0,1299 - 0,007784 0,13016 - 0,0079058i 1,5%
ω = 0,0750 0,2179 - 0,003834 0,21798 - 0,0032519i 15%

Table 4.8. – Comparaison des résultats entre la méthode de tir et [37] pour Me = 0,9

Reδ1 = 10000 αref α ∆αi
ω = 0,100 0,1468 - 0,0003929 0,14629 - 0,00046631i 18,6%
ω = 0,150 0,2155 - 0,0008767 0,21488 - 0,00098743i 12,6%
ω = 0,175 0,2488 - 0,001086 0,24811 - 0,0011643i 7,2%

Table 4.9. – Comparaison des résultats entre la méthode de tir et [37] pour Me = 3 et ψk = 0

Au vu des valeurs de ∆αi il nous paraît plus pertinent de comparer directement les diagrammes
de stabilité donnés par notre méthode et ceux donnés par [37]. En effet, nous pouvons remarquer
que l’erreur relative peut varier de façon importante entre différents points pour un nombre de
Mach fixé. Les valeurs importantes de ∆αi viennent du fait que les valeurs de αi sont petites.

Pour un nombre de Mach extérieur de 0,001 et de 0,9 , nous obtenons les diagrammes représentés
sur les figures 4.4 et 4.5.
Afin de ne pas surcharger ce manuscrit de diagrammes, nous avons joint en annexe d’autres

cas de validation pour différents nombres de Mach, des directions de propagation non nulles et
des rapports Tp/Tf différents de l’unité (Tp/Tf < 1) car les travaux de Vignau & Arnal [37] n’ont
porté que sur des parois froides. Comme nous pouvons le voir sur les figures 4.4 et 4.5 ainsi que
sur les figures disponibles en annexe, nos résultats sont en très bon accord avec les résultats de
référence même si des écarts sont observables pour le cas Me = 0,001. Ce décalage disparaît dès
lors que nous utilisons une formulation incompressible pour les matrices A et B (figure 4.6).

4.2.3. Diagrammes de stabilité sur paroi chaude
La méthodologie de construction des diagrammes de stabilité ayant été validée pour des parois

athermanes, les diagrammes de stabilité pour des écoulements de couche limite sur paroi chaude
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Figure 4.4. – Comparaison du diagramme de stabilité pour Me = 0,001 entre la méthode de tir
et les résultats d’Arnal [68] pour différents taux d’amplification σ = −αi.

Figure 4.5. – Comparaison du diagramme de stabilité pour Me = 0,9 entre la méthode de tir et
les résultats de Vignau et Arnal [37] pour différents taux d’amplification σ = −αi.
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Figure 4.6. – Comparaison du diagramme de stabilité pour Me = 0,001 entre la méthode de tir
avec une formulation incompressible et les résultats d’Arnal [68] avec σ = −αi

peuvent être construits. La figure 4.7 montre un diagramme de stabilité pour Me = 0,6, βH = 0
et Tp/Tf = 1,5. Comme attendu, d’après l’étude bibliographique, le diagramme de stabilité est
caractéristique d’une instabilité visqueuse-inflexionnelle.
Il est intéressant de voir l’influence de la température de paroi sur la stabilité. Pour cela, des

calculs de stabilité ont été réalisés sur des profils avec un nombre de Mach extérieur Me = 0,3,
un gradient de pression βH = 0 et trois rapports de température Tp/Tf = 1, 1,2, 1,5.
Lorsque que la température de paroi augmente, la plage du domaine instable augmente. Pour

un nombre de Reynolds Reδ1 = 6000 la valeur maximale de la pulsation ω passe de 0,7 à 0,13 pour
un Tp/Tf = 1,2 (figures 4.8a et4.8b). Cette remarque est valable pour un Tp/Tf = 1,5 (figure 4.9).
De plus, il apparait clairement dans ces trois figures que plus la température de paroi augmente et
plus les taux d’amplification σ∗ (ici σ∗ = −αi) augmentent. Nous passons d’une valeur maximale
proche de σ∗ = 0.016 sur une paroi athermane à une valeur maximale de σ∗ = 0.03 pour un
rapport de température égal à 1,5. Autrement dit, plus on augmente la température de paroi
et plus les instabilités sont amplifiées. La transition se produit plus tôt (plus proche du bord
d’attaque) lorsque la paroi est chaude que sur une paroi athermane. Ce résultat était attendu
mais la validation de ce constat permet de confronter les résultats obtenus.
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Figure 4.7. – Diagramme de stabilité pour Me = 0,6, βH = 0 et Tp/Tf = 1,5

(a) Diagramme de stabilité pour Tp/Tf = 1 (b) [Diagramme de stabilité pour Tp/Tf = 1,2

Figure 4.8. – Diagrammes de stabilité pour Me = 0,3, βH = 0 et un rapport de température
Tp/Tf = 1 et Tp/Tf = 1,2
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Figure 4.9. – Diagramme de stabilité pour Me = 0,3, βH = 0 et Tp/Tf = 1,5
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Chapitre 5
Modélisation de l’évolution des taux
d’amplification des instabilités longitudinales

Le chapitre précédent a décrit la méthode de résolution du problème aux valeurs propres et
la construction des diagrammes de stabilité pour des écoulements de couche limite sur parois
chaudes. L’objectif de ce chapitre est de modéliser les taux d’amplification des instabilités lon-
gitudinales. Pour cela, une vérification de l’évolution parabolique des taux d’amplification des
instabilités est effectuée. Ensuite, la méthode de construction de la base de données est dé-
taillée suivant la nature des instabilités. Pour chaque fréquence réduite F, 4 demi-paraboles sont
construites. Ces demi-paraboles sont définies par des paramètres (R0, R1i, R1v, RMv,. . . ). Le cal-
cul de σ∗(Reδ1 ,F) repose sur une détermination simple des 4 demi-paraboles correspondant à une
fréquence réduite F. Il faut donc modéliser les fonctions R0(F), RMv(F), etc . . . .
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Chapitre 5. Modélisation de l’évolution des taux d’amplification des instabilités longitudinales

5.1. Évolution des taux d’amplification des instabilités longitudinales
sur paroi chaude

La méthode des paraboles originale construite sur paroi adiabatique repose sur le fait que
selon une iso-F, le taux d’amplification σ∗ peut être modélisé à l’aide de demi-paraboles. Une
vérification du caractère parabolique de σ∗ le long d’une iso-fréquence réduite F pour des parois
chaudes doit être effectuée.

Vérification du caractère parabolique de σ∗

Le diagramme de stabilité représenté figure 5.1 est le diagramme de stabilité pour un écoulement
avec Me = 0,6, βH = 0 et Tp/Tf = 1,5 obtenu suite aux travaux présentés dans le chapitre
précédent.

68 9800

0,055

0,29 stable
σ∗ = 0

instable

σ∗ = 0.01

σ∗ = 0.02σ∗ = 0.027

Reδ1

ω∗

Figure 5.1. – Diagramme de stabilité pour Me = 0,6, βH = 0 et Tp/Tf = 1,5

Ce diagramme de stabilité est comme attendu caractéristique d’une instabilité visqueuse-
inflexionnelle puisque lorsque Reδ1 tend vers l’infini la branche inférieure tend vers 0 et la branche
supérieure reste ouverte. Il reste à regarder l’évolution du taux d’amplification σ∗ selon Reδ1 en
traçant des iso-fréquences réduites F (Figure 5.2a).

D’après la figure 5.2b, le taux d’amplification σ∗ peut être modélisé par des arcs de paraboles.
La figure 5.3 permet de visualiser les quatre demi-paraboles utilisées pour reconstruire l’évolution
de σ∗. Deux demi-paraboles correspondent à l’instabilité visqueuse et les deux autres à l’instabilité
inflexionnelle. Le raccordement entre les deux jeux de demi-paraboles est un point délicat de la
modélisation. C’est dans cette zone que les écarts entre la modélisation et la stabilité exacte seront
les plus important.
Il s’avère que la reconstruction à l’aide de demi-paraboles est valide au moins jusqu’à Tp/Tf = 2,7.
Du moment où il y a existence d’instabilités visqueuses-inflexionnelles, la modélisation par demi-
paraboles est valide.
En pratique, les diagrammes de stabilité sont tracés en fonction de la fréquence réduite F qui

est reliée à la pulsation ω∗ par :
F = ω∗

Reδ1
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100 8000

0,02

0,35

σ∗ = 0

σ∗ = 0.01

σ∗ = 0.02σ∗ = 0.027

F = 1,75.10−4 F = 5,83.10−5

F = 4,375.10−5

Reδ1

ω∗

(a) Diagramme de stabilité avec des iso-fréquences réduites
F

70 6700

0,003

0,026

Reδ1

σ∗

(b) Évolution du taux d’amplification σ∗ pour trois fréquences réduites

Figure 5.2. – Diagramme de stabilité et évolution de σ∗ = f(Reδ1)

750 6000

0,008

0,027

Reδ1

σ∗

Stabilité exacte
Modélisation

Figure 5.3. – Modélisation à l’aide de demi-paraboles de σ∗ = f(Reδ1) pour F = 4,38.10−5

5.2. Construction de la nouvelle base de données

Nous allons détailler la construction de la base de données utilisée par la méthode des paraboles
pour les instabilités visqueuses et visqueuses-inflexionnelles comme expliqué au chapitre 3 de l’état
de l’art. Les paraboles sont définies à partir des paramètres R1v, R0, RMv,. . . . Ces paramètres sont
calculés à partir de F et de coefficients comme E1i,K1i, EMv,KMv,. . . . Le terme construction est
synonyme dans ce cas de détermination des coefficients présents dans la future base de données.

5.2.1. Instabilités visqueuses

Dans son stage, Reynaud [69] a étendu la méthode des paraboles aux parois chaudes seulement
sur plaque plane et jusqu’à un rapport de Tp/Tf = 1,1. Cette base de données est trop restrictive
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pour des applications industrielles. Nous allons donc créer une nouvelle base de données per-
mettant de prendre en compte des rapports de Tp/Tf plus importants et différents gradients de
pression c’est-à-dire tels que βH 6= 0.
De plus, Reynaud a voulu savoir si une autre formulation des paramètres du modèle des paraboles
(σMv, RMv, R0v, R1v) était possible. Il a donc regardé l’évolution de ces différents paramètres en
fonction de la grandeur Tp/Tf . Un calcul avec gradient de pression positif a donné des résultats
moins concluants puisque l’évolution "linéaire" des coefficients R1v et RMv en fonction de Tp/Tf
est perdue (Figure 5.4).
Nous choisirons donc de garder l’expression des coefficients en fonction de la fréquence réduite F.

0,8 0,9 1 1,1
0

10000

20000

Tp/Tf

R1v

F = 0,035.10−4

F = 0,06.10−4

F = 0,1.10−4

0,8 0,9 1 1,1
0

10000

20000

Tp/Tf

RMv

F = 0,035.10−4

F = 0,06.10−4

F = 0,1.10−4

Figure 5.4. – Évolution de R1v et RMv pour Me = 1,3 et pour un gradient de pression positif
d’après Reynaud [69]

Dans le cas visqueux, l’évolution du taux d’amplification en fonction de Reδ1 peut être modélisée
par deux-demi paraboles dont les équations sont rappelées ci-dessous :

σ∗P
σMv

= 1−
[Reδ1 −RMv
Rk −RMv

]2
avec Rk =

{
R0v si Reδ1 < RM
R1v sinon (5.1)

L’objectif ici est de déterminer les coefficients du modèle. Nous rappelons que l’évolution des
paramètres du modèle en fonction de la fréquence réduite F est :

σMv = AMv

(
1− F

FMv

)
(5.2)

RMv = KMv(105F)−EMv (5.3)

R0v = RMv

[
1−A0v

(
1− F

F0v

)]
(5.4)

R1v = RMv

[
1−A1v

(
1− F

F1v

)]
(5.5)

Les équations (5.2), (5.4) et (5.5) correspondent à des droites et l’équation (5.3) à une droite dans
un système logarithmique.
Pour déterminer la valeur des coefficients à tabuler, il faut dans un premier temps déterminer
l’évolution de σMv, RMv, R0v et R1v en fonction de F puis dans un second temps, réaliser une
régression linéaire. Les coefficients issus de la régression linéaire peuvent être liés aux coefficients
de la méthode des paraboles comme nous le verrons dans la suite. La démarche utilisée pour la
détermination des paramètres est tirée du rapport de stage de Reynaud [69].
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Déterminons l’évolution des paramètres du modèle en fonction de F. Pour cela, pour chaque
fréquence F instable l’évolution du taux d’amplification σ∗ en fonction de Reδ1 est tracée. Ensuite
des interpolations polynomiales locales d’ordre 2 sont effectuées. Ces interpolations sont réalisées
aux voisinages de σ∗ = 0 et σ∗ = σMv.
• Au voisinage de σ∗ = 0, la détermination des zéros du polynôme permet de déterminer R0v et
R1v.
• Au voisinage de σ∗ = σMv, la détermination de la valeur pour laquelle la dérivée du polynôme
est nulle permet de connaître la valeur de RMv. À partir de cette valeur, il est possible de connaître
σMv.
Ce travail est à réaliser pour chaque fréquence instable contenue dans le diagramme de stabilité
étudié.

Une fois ces 4 valeurs déterminées, il est possible de reconstruire l’évolution de σ∗ à l’aide des
deux demi-paraboles. Cette démarche va être illustrée sur le cas Me = 0,3 et Tp/Tf = 1. La figure
5.5 montre la comparaison entre l’amplification donnée par la stabilité exacte et le modèle des
deux demi-paraboles pour F = 1,5.10−5.

R0v RMv R1v
0

σMv

Reδ1

σ∗

Stabilité exacte
Méthode des paraboles

Figure 5.5. – Évolution de σ∗ à partir d’un calcul de stabilité exacte et à partir de la modélisation
de la méthode des paraboles en fonction de Reδ1 pour Me = 0,3, Tp/Tf = 1 et
F = 1,5.10−5

Lorsque que toutes les fréquences instables ont été traitées, il reste à réaliser une approximation
linéaire pour déterminer les coefficients du modèle (Figure 5.6 et Figure 5.7). En effet, une droite
est obtenue dans tous les cas avec la stabilité exacte. La régression linéaire pour le paramètre
RMv s’effectue dans un repère logarithmique comme précisé plus haut.

Une fois la régression linéaire réalisée, la détermination des différents coefficients est possible.
Prenons comme exemple, le cas de la détermination des paramètres AMv et FMv comme définis
dans l’équation (5.2).
La régression linéaire de l’évolution de σMv en fonction de F nous donne une droite d’équation
y = 56,1115F + 0,012 917 que nous noterons y = aF + b pour plus de simplicité. L’équation (5.2)
peut se mettre sous la forme suivante :

σMv = AMv −AMv
F
FMv

(5.6)
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1 6 11
0,006

0,01

0,012

105F

σMv

Stabilité exacte
Approximation

(a) Paramètre σMv

0 1,5 2,4
6,5

7

8

ln(105F)

ln(RMv)
Stabilité exacte
Approximation

(b) Paramètre RMv

Figure 5.6. – Détermination des paramètres pour σMv et RMv

1 6 11
0,24

0,35

0,4

105F

RMv−R0v
RMv

Stabilité exacte
Approximation

(a) Paramètre RMv−R0v
RMv

1 6 11

0,23

0,3

0,36

105F

RMv−R1v
RMv

Stabilité exacte
Approximation

(b) Paramètre RMv−R1v
RMv

Figure 5.7. – Détermination des paramètres pour R0v et R1v

Nous en déduisons directement :

AMv/FMv = −a et AMv = b (5.7)

d’où
AMv = b et FMv = − b

a
(5.8)

Cette démarche est effectuée pour déterminer tous les coefficients du modèle. Ensuite, ils
peuvent être stockés dans une base de données.
Pour des écoulements sur plaque plane à faible nombre de Mach (M < 1) et pour des chauffages
de paroi faibles (Tp/Tf 6 1,1), les instabilités présentent dans la couche limite sont considérées
comme purement visqueuses.
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5.2.2. Instabilités visqueuses-inflexionnelles

Un chauffage de la paroi modéré (Tp/Tf > 1,1) ou l’association d’un chauffage de paroi faible
et d’un paramètre d’Hartree βH négatif va créer un point d’inflexion sur le profil de vitesse de
couche limite et par conséquent va faire naître une instabilité inflexionnelle. Cette instabilité ne
contrôlant pas entièrement le phénomène de transition, nous nous retrouvons avec des instabilités
dites visqueuses-inflexionnelles. L’évolution du taux d’amplification est dans ce cas modélisée par
quatre demi-paraboles. La méthode des paraboles fournie l’évolution du taux d’amplification σ∗v
(pour les instabilités visqueuses) d’une part et du taux d’amplification σ∗i (pour les instabilités
inflexionnelles) d’autre part par deux jeux distincts de deux demi-paraboles comme détaillé dans
le chapitre 3.
Pour rappel, σ∗v et σ∗i sont donnés par :

σ∗v
σMv

= 1−
[Reδ1 −RMv
Rkv −RMv

]2
avec Rkv =

{
R0v si Reδ1 < RMv
R1v sinon (5.9)

σ∗i
σMi = 1−

[Reδ1 −RMi
Rki −RMi

]2
avec Rki =

{
R0i si Reδ1 < RMi
R1i sinon (5.10)

R0i = R0v RMv RMi R1v R̃ RpiR1i

KσMi

σMi

σMv

Modèle visqueux

Modèle inflexionnel

Correction linéaire

Reδ1

σ∗P

Figure 5.8. – Courbe iso-F approchée par quatre demi-paraboles pour les instabilités visqueuses-
inflexionnelles

Pour la détermination de l’ensemble des paramètres, la méthode suivante est utilisée :

1. Les paramètres R0v(= R0i) et σMv sont déterminés par une interpolation parabolique locale.
2. Le paramètre RMv est la valeur de Reδ1 pour laquelle σ∗ = σMv.
3. Le paramètre R1i est déterminé par une interpolation linéaire locale au niveau de σ∗ = 0.
4. La valeur de σMi est prise comme la valeur de σ∗ au "creux" défini comme l’endroit où il y

a un changement de pente dans la décroissance de σ∗(Reδ1). La position de ce "creux" est
donnée par la valeur maximale de la dérivée seconde de σ∗ = f(Reδ1).

5. On fait passer une parabole partant de σMv et passant par le "creux". Ceci nous permet de
déterminer R1v.

6. La correction linéaire se raccorde à l’évolution parabolique en σ∗P = KσMi en Reδ1 = R̃
avec K = 0,5 (valeur empirique). Connaissant KσMi, nous pouvons trouver la valeur de R̃.

7. Nous faisons passer une parabole par KσMi avec égalité des pentes en Reδ1 = R̃ et on déter-
mine son zéro et son maximum. On trouve alors Rpi et RMi. Le paramètre Rpi correspondrait
à R1i en l’absence de correction linéaire (Figure 5.8).
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R0v RMv RMi R1v R1i

σMv

σMi

Reδ1

σ∗

Stabilité exacte
Méthode des paraboles étendue

Figure 5.9. – Construction des arcs de paraboles en rouge pour F = 1,56.10−4,Me =
0,3, Tp/Tf = 2,7 et βH = 0

Nous pouvons reconstruire les arcs de paraboles pour chaque fréquence réduite (Figure 5.9).
Ainsi en faisant un balayage en fréquence, les lois d’évolution des paramètres en fonction de F
peuvent être définies.
La démarche pour déterminer les coefficients est identique au cas de l’instabilité visqueuse. Une ré-
gression linéaire est effectuée à partir des lois d’évolution des paramètres. À partir des coefficients
de cette régression linéaire, les coefficients peuvent être déterminés. L’ensemble des coefficients
peut être définis pour l’écoulement concerné et être stocké dans la base de données.

5.2.2.1. Discussion sur la loi d’évolution de R0v

Dans le modèle visqueux-inflexionnel de la méthode des paraboles sur paroi adiabatique, l’évo-
lution de R0v suit une loi linéaire en fonction de F. Lorsque le rapport Tp/Tf devient plus grand
que l’unité cette loi n’est plus valable dans le sens où il y a une perte du caractère linéaire du
groupement RMv−R0v

RMv
en fonction de F. Il a été remarqué qu’une loi du type K0(105F)E0 per-

mettait de prendre en compte l’ensemble des rapports de température utilisé pour la création
de la base de données. De plus, cette loi logarithmique permet de s’affranchir de la recherche du
paramètre RMv pour déterminer R0v. Dans un repère log-log, l’évolution de R0v suit bien une loi
linéaire en fonction de 105F comme le montre la figure 5.10. À partir de maintenant, l’évolution
de R0v sera donnée par la loi logarithmique.

5.2.2.2. Discussion sur la loi d’évolution de σMv

Dans la méthode des paraboles, le paramètre σMv répond à une évolution linéaire décroissante
(Figure 5.6(a)) en fonction de F à partir d’une fréquence FC de "coupure". Cette fréquence FC
vaut 10−7 pour la méthode des paraboles sur paroi athermane. Pour des fréquences inférieures à
FC , σMv croît en fonction de F. Dans le cas d’une paroi athermane cela ne posait pas de problème
puisqu’une fréquence réduite de 10−7 n’était observée que pour des nombres de Reynolds Reδ1

difficilement atteignables en pratique car très élevés.
Par contre, lorsque le rapport de température Tp/Tf augmente, la fréquence de coupure augmente
et devient non négligeable. L’évolution parabolique du paramètre σMv doit être prise en compte
dans ce cas comme le montre la figure 5.11. Sur cette figure, la fréquence de "coupure" FC est
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2,5 3 3,3

5,9

6,1

6,3

ln(105F)

ln(R0v)
Stabilité exacte
Interpolation

Figure 5.10. – Évolution logarithmique du paramètre R0v pour Me = 0,6, Tp/Tf = 2 et βH = 0

de l’ordre de 6,6.10−5. Cette prise en compte implique l’ajout de coefficients supplémentaires à
stocker dans la base de données.
Pour une fréquence réduite inférieure à la fréquence de "coupure", σMv est modélisé par :

σMv = BMvF2 + CMvF +DMv (5.11)

où BMv, CMv et DMv sont des coefficients à stocker dans la base de données.

5,5 · 10−5 8 · 10−5 1,2 · 10−4

0,126

0,129

F

σMv

Figure 5.11. – Évolution "complète" du paramètre σMv pour Me = 0,6, Tp/Tf = 1,1 et βH =
−0,1765
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5.2.3. Reconstruction des paraboles
Afin de valider la détermination des coefficients du modèle, il faut, à partir d’une fréquence

réduite donnée, reconstruire les arcs de paraboles et se comparer aux calculs de stabilité exacte.
Le paragraphe précédent a permis, à partir des calculs de stabilité exacte, de construire les demi-
paraboles afin de modéliser au mieux l’évolution de σ∗ en fonction de Reδ1 . Dans ce paragraphe,
les demi-paraboles vont être reconstruites à partir des coefficients stockés dans la base de données
et d’une fréquence réduite. Le taux d’amplification σ∗P est déterminé à partir du modèle des
paraboles. Cette reconstruction est comparée à la stabilité exacte.

5.2.3.1. Modèle visqueux

Pour le modèle visqueux, il n’y a que deux demi-paraboles à construire. Les coefficientsAMv, FMv,KMv,
EMv, A0v, F0v, A1v et F1v ont été déterminés à partir des lois d’évolution, en fonction de F, des
paramètres σMv, RMv, R0v et R1v.
Prenons le cas d’un écoulement dont le nombre de Mach vaut 0,9 sur paroi athermane (Tp/Tf = 1)
et sur plaque plane. Choisissons une fréquence réduite F = 1,10−4.

700 1250
0

5 · 10−3

Reδ1

σ∗P
Stabilité exacte
Reconstruction

Figure 5.12. – Comparaison entre un calcul de stabilité exacte, et la reconstruction des paraboles
pour Me = 0,9, Tp/Tf = 1 et βH = 0

La figure 5.12 compare l’évolution du taux d’amplification local σ∗P en fonction de Reδ1 pour un
calcul de stabilité exacte (pointillés bleu) et la construction des paraboles à partir des coefficients
stockés dans la base de données pour l’écoulement considéré (trait vert). D’un point de vue
qualitatif, les 2 courbes sont proches.
Regardons maintenant les différences dans le calcul des paramètres.

σMv R0v RMv R1v
Stabilité exacte 0,0055 758,5988 1019,8 1270,3

Construction des paraboles 0,0055 763,3797 1026,4 1269,7
Erreur relative (%) 0 0,63 0,65 0,047

Table 5.1. – Comparaison des valeurs des paramètres pourMe = 0,9, Tp/Tf = 1 et βH = 0

Les deux demi-paraboles obtenues à l’aide des coefficients sont très proches de la courbe de
stabilité exacte. De plus, d’après les valeurs des erreurs relatives dans le tableau 6.1 la détermi-
nation des paramètres est excellente.
La démarche de l’obtention des coefficients ainsi que des lois d’évolutions des paramètres du
modèle visqueux est validée comme l’illustre la figure 5.12 et le tableau 6.1.
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5.2. Construction de la nouvelle base de données

Comparaison avec la base de données originale pour un écoulement uniforme Afin de valider
la méthode de détermination des différents coefficients de la méthode des paraboles, une compa-
raison a été faite avec les coefficients de la base de données originale d’Arnal [65]. Une comparaison
est réalisée pour un écoulement sans gradient de pression puisque c’est le seul gradient de pression
commun entre les deux bases de données.

Le nombre de Mach Me de cet écoulement est fixé à 0,6. Dans la base de données actuelle le
modèle visqueux-inflexionnel est utilisé. Pour des écoulements uniformes et accélérés, les coeffi-
cients liés à l’instabilité inflexionnelle sont fixés à des valeurs particulières (AMi = 0, KMi = 0,
EMi = 1, . . . ) afin de négliger la partie inflexionnelle.
Trois fréquences réduites F ont été choisies : F = 1,10−5, F = 3,5.10−5, et F = 1,10−4. L’évolution
du taux d’amplification σ∗P a été calculé à l’aide des différents coefficients se trouvant dans la
base de données. Même si lorsque la fréquence réduite diminue des écarts sont visibles, la figure
5.13 permet de valider la méthode de détermination des différents coefficients de la méthode des
paraboles.

300 3000 7000
0

0,005

0,01

F = 1.10−4

F = 3,5.10−5
F = 1.10−5

Reδ1

σ∗P
Nouvelle BDD
BDD actuelle

Figure 5.13. – Comparaison entre les coefficients d’Arnal et les nouveaux coefficients pour
Me = 0,6, Tp/Tf = 1 et βH = 0

5.2.3.2. Modèle visqueux-inflexionnel

Pour le modèle visqueux-inflexionnel, il y a 4 demi-paraboles à construire et 15 coefficients à
stocker. Comme précédemment, les coefficients ont été déterminés à l’aide des lois d’évolutions
des différents paramètres du modèle.
Prenons le cas d’un écoulement avec un nombre de Mach nul (Me = 0,001) sur paroi chaude
(Tp/Tf = 1,5) et sans gradient de pression (βH = 0). Choisissons une fréquence réduite F =
1,036.10−4.
La figure 5.14 représente l’évolution de σ∗ pour une fréquence réduite de 1,036.10−4 pour

un calcul de stabilité exacte et la reconstruction de cette évolution à l’aide des coefficients. La
première demi-parabole liée à l’instabilité visqueuse est très bien reconstruite. La reconstruction
des demi-paraboles liée à l’instabilité inflexionnelle laisse place à des écarts entre le modèle et la
stabilité exacte. Cette erreur vient du fait que la modélisation de σ∗ par 4 demi-paraboles pour
la fréquence réduite considérée est moins précise dans ce cas que dans d’autres, tel celui qui avait
été présenté sur la figure 5.9.
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Chapitre 5. Modélisation de l’évolution des taux d’amplification des instabilités longitudinales

500 2700

0,002

0,030 38

Reδ1

σ∗P
Stabilité exacte
Reconstruction

Figure 5.14. – Comparaison entre un calcul de stabilité exacte, et la reconstruction des paraboles
pour Me = 0,001, Tp/Tf = 1,5 et βH = 0

σMv R0 RMv R1i
Stabilité exacte 0,0304 730 1480 2700

Construction des paraboles 0,0304 735,4642 1472 2670,2
Erreur relative (%) 0 0,75 0,54 1,12

Table 5.2. – Comparaison des valeurs de quelques paramètres pour Me = 0,001, Tp/Tf = 1,5 et
βH = 0

Le tableau 6.2 montre bien que la partie visqueuse du modèle est très bien reconstruite par les
demi-paraboles et le paramètre R1i est bien déterminé par les demi-paraboles. Dans ce tableau,
les paramètres liés à l’instabilité inflexionnelle tels que RMi et σMi ne sont pas détaillés car la
détermination à partir de la stabilité exacte n’est pas directement visible.
L’écart existant entre la stabilité exacte et la méthode des paraboles vient de la détermination
des paramètres. En effet, cette détermination, s’effectuant pour chaque fréquence instable, va
dépendre de la fréquence. Autrement dit, il se peut que pour une fréquence fixée, la reconstruction
s’effectue très bien comme sur la figure 5.9 alors que pour une fréquence autre, des écarts peuvent
être observés entre la reconstruction et la stabilité exacte comme sur la figure 5.14.
Il sera important de vérifier dans le chapitre 7, l’impact des écarts de modélisation entre la
méthode des paraboles et la stabilité exacte sur la prévision de la transition.
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Chapitre 6
Adaptation de la base de données à une
approche RANS

La base de données étant construite, il faut maintenant l’indexer. L’indexation permet de relier
les profils de couche limite issus d’un calcul RANS aux profils de couche limite utilisés pour la
construction de la base de données. La première partie de ce chapitre traite de la prise en compte
des effets de gradient de pression. La méthode des paraboles a été initialement utilisée dans un
code de couche limite, les effets de gradient de pression étant pris en compte au travers du facteur
de forme incompressible Hi. La question qui se pose dans cette étude est de savoir si ce paramètre
est toujours pertinent dans le cadre d’une approche RANS. La seconde partie du chapitre traite
de la recherche d’un paramètre de similitude pour les profils de température.
Les effets de compressibilité sont retranscrits à l’aide du nombre de Mach à l’extérieur de la
couche limite Me comme dans la base de données originale.
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6.1. La méthode des paraboles dans un calcul RANS

Lors d’un calcul RANS, nous obtenons un profil de vitesse dont nous étudions la stabilité afin
de calculer l’amplification des ondes instables dans la zone laminaire de l’écoulement. Dans un
premier temps, la détermination de la zone laminaire s’effectue en imposant une position de tran-
sition loin du bord d’attaque (aux alentours de 70 % de corde).
Il est alors possible dans cette zone laminaire étendue de calculer des grandeurs intégrales
(δ1, θ11, Hi,. . . ) à chaque station. À partir de ces grandeurs (Hi et Me pour la base de don-
nées originale), nous pouvons "entrer" dans la base de données de la méthode des paraboles.
Après interpolations entre les différents coefficients, un taux d’amplification à chaque station de
calcul peut être déterminé. L’intégration de ces taux d’amplification le long de la ligne de courant
à l’aide d’équations de transport (chapitre 2) permet de déterminer une position de transition.
Cette position est alors calculée en interne du solveur et mise à jour au fil de la convergence du
calcul.



Chapitre 6. Adaptation de la base de données à une approche RANS

6.2. Prise en compte des effets de gradient de pression sur paroi
athermane

La base de données originale de la méthode des paraboles est indexée par le nombre de Mach
Me et le facteur de forme incompressible Hi.
Le facteur de forme Hi permet la prise en compte des effets du gradient de pression sur la
stabilité du profil de vitesse. Néanmoins est-il pertinent d’indexer la base de données par Hi
pour une approche RANS? En effet, lors d’un calcul RANS, le nombre de points présents dans
la couche limite est limité. Ceci implique donc des écarts sur les grandeurs intégrales de couche
limite (δ1, θ11) et donc Hi par rapport à un calcul équivalent réalisé avec un solveur de couche
limite. Il est donc important de savoir si l’erreur commise sur la valeur du Hi implique des écarts
sur les taux d’amplification, déterminés par la méthode des paraboles, et par conséquence sur la
prévision du point de transition.

Afin de pouvoir répondre à la question précédente, une étude approfondie a été menée sur un
profil ONERAD sans incidence. Cette étude va permettre de comparer les résultats obtenus à
partir d’une indexation via le facteur de forme Hi ou bien un autre paramètre de similitude qui
est CfReθ11 . Les calculs de cette étude ont été réalisés avec le solveur RANS elsA. Ce profil a
une corde c = 0,35m et est un profil laminaire couramment utilisé à l’ONERA pour étudier ex-
périmentalement les mécanismes de transition. Les conditions génératrices sont un nombre Mach
infini amont M∞ de 0,17, un nombre de Reynolds basé sur la corde Rec de 2,5.106 et une tempé-
rature génératrice Ti∞ de 300K. Le calcul est un calcul bidimensionnel sans flèche.
Pour cela trois maillages ont été réalisés. Un premier maillage très raffiné avec 200 points dans
l’épaisseur de couche limite, un deuxième avec environ 110 points et enfin un dernier plus grossier
présentant entre 60 et 70 points dans l’épaisseur de couche limite. Dans tous ces cas, la distance
entre la paroi et la première maille est gardée constante (le long de l’extrados 0,05 6 y+ 6 0,2).
Pour chaque maillage, 6 positions longitudinales ont été choisies afin de balayer différentes va-
leurs du facteur de forme Hi. Pour chaque station, les taux d’amplification ont été détermi-
nés par la méthode des paraboles (à l’aide d’un calcul elsA) pour trois fréquences physiques
(f = 2000, 3000, 4000 Hz). Pour chaque maillage, un calcul de pré-convergence avec une position
de transition fixée à environ 70 % de corde est réalisé. Après cette étape, le calcul est prolongé
en activant la méthode des paraboles.
Ensuite, les profils de vitesse déterminés par elsA aux stations choisies sont extraits. Un calcul
de stabilité exacte a été effectué pour chaque profil et pour chaque fréquence. Les taux d’ampli-
fication obtenus sont considérés comme valeurs de référence.
Pour finir, des profils de similitudes à iso-Hi et iso-CfReθ11 ont été déterminés à l’aide du code de
similitude Similc2. Des calculs de stabilité exacte ont été réalisés sur chaque profil de similitude
et pour chaque fréquence. Les résultats sont résumés dans les paragraphes suivants.

Afin d’éviter toutes erreurs liées à des adimensionnements, les taux d’amplification sont dim-
mensionnés et donnés en m−1.

6.2.1. Comparaison et validation sur différents maillages

6.2.1.1. Comparaison et validation sur maillage raffiné

Le maillage raffiné contient entre 190 et 200 points dans la couche limite.

Le tableau 6.1 correspond aux taux d’amplification donnés par la méthode des paraboles ori-
ginale après un calcul RANS elsA. Les valeurs σ2000, σ3000 et σ4000 sont les taux d’amplification
pour une fréquence de 2000 Hz, 3000 Hz et 4000 Hz respectivement.
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6.2. Prise en compte des effets de gradient de pression sur paroi athermane

Stations (%) Hi
Cf
2 Reθ11 σ2000 σ3000 σ4000

x/c=30,87 2,5926 0,2240 8,7301 39,3907 47,7651
x/c=33,63 2,59599 0,2217 14,9605 42,7724 46,9369
x/c=37,24 2,61364 0,2150 25,709 50,5071 48,3103
x/c=42,13 2,66412 0,1961 45,5022 66,8345 56,0182
x/c=49,07 2,80085 0,1529 80,1982 93,056 74,5927
x/c=63,22 3,18101 0,0773 159,741 163,761 157,179

Table 6.1. – Taux d’amplification donnés par elsA après interpolation dans la base de données
originale à différentes stations et pour différentes fréquences

Le tableau 6.2 correspond aux taux d’amplification déterminés par un calcul de stabilité exacte
à chaque station. Ces valeurs seront prises comme valeurs de référence. Idéalement les valeurs de
référence auraient été les valeurs données par un calcul de stabilité exacte à partir de profils de
vitesse issus d’un calcul de couche limite (en utilisant 3C3D par exemple). Cependant pour ce
maillage, les profils elsA et 3C3D sont identiques (figure 6.1).
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8
·10−4

U
Ue

y

Profil elsA
Profil 3C3D

Figure 6.1. – Comparaison du profil de vitesse donné par elsA sur le maillage fin et par 3C3D à
x/c = 37, 24%

Stations (%) σref2000 σref3000 σref4000

x/c=30,87 -0,4908 34,2862 44,4443
x/c=33,63 6,7819 39,3996 44,6034
x/c=37,24 20,0836 50,1313 48,8004
x/c=42,13 45,1557 71,2258 60,1805
x/c=49,07 90,8155 108,0739 86,5704
x/c=63,22 152,4430 169,0329 171,2465

Table 6.2. – Taux d’amplification donnés par la stabilité exacte à différentes stations et pour
différentes fréquences. Valeurs de référence.

Comme expliqué précédemment, des profils de similitude ont été déterminés. Ces profils cor-
respondent à une valeur donnée du facteur de forme Hi ou du produit CfReθ11 déterminées aux
positions longitudinales étudiées et fournie par le tableau 6.1. Des calculs de stabilité exacte ont
été effectués sur ces profils.
Le tableau 6.3 donne les différents taux d’amplification pour les profils à iso-Hi et le tableau 6.4
les donne pour les profils à iso-CfReθ11 .
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Chapitre 6. Adaptation de la base de données à une approche RANS

Stations (%) σHi2000 σHi3000 σHi4000

x/c=30,87 1,1748 37,8777 50,8886
x/c=33,63 8,2143 42,4336 50,2064
x/c=37,24 20,5494 51,3291 51,5953
x/c=42,13 42,8817 67,6930 55,8761
x/c=49,07 82,8126 96,0695 74,5661
x/c=63,22 140,2804 155,9997 159,9296

Table 6.3. – Taux d’amplification donnés par la stabilité exacte pour des profils de similitude à
iso-Hi à différentes stations et pour différentes fréquences

Stations (%) σCf
2 Reθ11 2000

σCf
2 Reθ11 3000

σCf
2 Reθ11 4000

x/c=30,87 -1,1474 34,9125 47,3655
x/c=33,63 7,0683 40,9776 48,4687
x/c=37,24 20,7091 51,5510 51,8171
x/c=42,13 46,9831 73,0126 62,8200
x/c=49,07 94,4704 112,3885 98,4704
x/c=63,22 155,3033 177,2408 185,9710

Table 6.4. – Taux d’amplification donnés par la stabilité exacte pour des profils de similitude à
iso-Cf

2 Reθ11 à différentes stations et pour différentes fréquences

Comparaison avec les résultats de référence

Pour rappel, les valeurs de référence sont celles obtenues par des calculs de stabilité exacte à
partir des profils de vitesse RANS (profils déterminés par elsA). Nous allons comparer les valeurs
des taux d’amplification obtenue avec des profils de similitude aux valeurs de référence.
Le tableau 6.5 résume les différents résultats et donne les écarts relatifs ε en % pour f = 2000
Hz, le tableau 6.6 pour f = 3000 Hz et le tableau 6.7 pour f = 4000 Hz.

Stations (%) σref σHi σCf
2 Reθ11

εHi (%) εCf
2 Reθ11

(%)
x/c=30,87 -0,4908 1,1748 -1,1474 . . . . . .
x/c=33,63 6,7819 8,2143 7,0683 21,12 4,22
x/c=37,24 20,0836 20,5494 20,7091 2,32 3,11
x/c=42,13 45,1557 42,8817 46,9831 5,04 4,05
x/c=49,07 90,8155 82,8126 94,4690 8,81 4,02
x/c=63,22 152,4430 140,2804 155,3033 7.98 1,88

Table 6.5. – Comparaisons des taux d’amplification pour f = 2000 Hz

Stations (%) σref σHi σCf
2 Reθ11

εHi (%) εCf
2 Reθ11

(%)
x/c=30,87 34,2862 37,8777 34,9125 10,48 1,83
x/c=33,63 39,3996 42,4336 40,9776 7,70 4,01
x/c=37,24 50,1313 51,3291 51,5510 2,57 2,83
x/c=42,13 71,2258 67,6930 73,0126 4,96 2,51
x/c=49,07 108,0739 96,4690 112,3885 10,74 3,99
x/c=63,22 169,0329 155,9997 177,2408 7,71 4,86

Table 6.6. – Comparaisons des taux d’amplification pour f = 3000 Hz
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6.2. Prise en compte des effets de gradient de pression sur paroi athermane

Stations (%) σref σHi σCf
2 Reθ11

εHi (%) εCf
2 Reθ11

(%)
x/c=30,87 44,4443 50,8886 47,3655 14,50 6,57
x/c=33,63 44,6034 50,2064 48,4687 12,56 8,67
x/c=37,24 48,8004 51,5953 51,8171 5,73 6,18
x/c=42,13 60,1805 55,8761 62,8200 7,15 4,39
x/c=49,07 86,5704 74,5661 98,4704 13,87 13,75
x/c=63,22 171,2465 159,9296 185,9710 6,61 8,60

Table 6.7. – Comparaisons des taux d’amplification pour f = 4000 Hz

Au vu des valeurs des erreurs relatives ε pour les différentes fréquences, la paramétrisation
par CfReθ11 donne de meilleurs résultats comme le confirme l’évolution des taux d’amplification
donnés par les profils de similitudes à iso-Hi et à iso-CfReθ11 et l’évolution des valeurs de référence
des taux d’amplification (figures 6.2, 6.3 et 6.4).

0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7
0

50

100

150

x/c

σ
Référence
iso-Hi

iso-Cf
2 Reθ11

Figure 6.2. – Comparaisons des taux
d’amplification de référence
et des taux d’amplification
donnés par les profils de
similitude pour le maillage
raffiné et pour f = 2000 Hz

0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

50

100

150

x/c

σ
Référence
iso-Hi

iso-Cf
2 Reθ11

Figure 6.3. – Comparaisons des taux
d’amplification de référence
et des taux d’amplification
donnés par les profils de
similitude pour le maillage
raffiné et pour f = 3000 Hz
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Figure 6.4. – Comparaisons des taux d’amplification de référence et des taux d’amplification
donnés par les profils de similitude pour le maillage raffiné et pour f = 4000 Hz
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Chapitre 6. Adaptation de la base de données à une approche RANS

6.2.1.2. Comparaison et validation sur maillage moyen

Dans ce maillage, le nombre de points dans l’épaisseur de couche limite oscille entre 110 et 120.
L’étude effectuée pour ce maillage est identique à la précédente. Les coefficients σ2000, σ3000 et
σ4000 correspondent aux taux d’amplification pour une fréquence de 2000 Hz, 3000 Hz et
4000 Hz respectivement. Le tableau 6.8 regroupe les taux d’amplification donnés par la méthode
des paraboles originale après un calcul RANS elsA.

Stations (%) Hi
Cf
2 Reθ11 σ2000 σ3000 σ4000

x/c=30,87 2,57804 0,2283 2,40092 34,0589 43,8184
x/c=33,63 2,58003 0,2263 8,58034 37,1873 42,8178
x/c=37,24 2,59484 0,2204 19,0804 43,5705 42,5352
x/c=42,13 2,63893 0,2033 37,9475 59,091 49,0179
x/c=49,07 2,75543 0,1646 70,5312 84,6201 65,9565
x/c=63,22 3,1108 0,0878 145,059 148,261 141,127

Table 6.8. – Taux d’amplification donnés par elsA à différentes stations et pour différentes fré-
quences pour le maillage moyen

Le tableau 6.9 correspond aux taux d’amplification déterminés par un calcul de stabilité exacte
à chaque station. Ces valeurs seront prises comme valeurs de référence.

Stations (%) σref2000 σref3000 σref4000

x/c=30,87 -7,4338 27,08 38,0442
x/c=33,63 -0,2348 32,1651 38,4959
x/c=37,24 12,4371 42,7319 42,7862
x/c=42,13 36,5504 63,6580 53,9412
x/c=49,07 79,3588 97,3851 74,9061
x/c=63,22 145,1930 157,5657 156,7392

Table 6.9. – Taux d’amplification donnés par la stabilité exacte à différentes stations et pour
différentes fréquences

Le tableau 6.10 donne les différents taux d’amplification pour les profils à iso-Hi et le tableau
6.2.1.2 pour les profils à iso-Cf

2 Reθ11 .

Stations (%) σHi2000 σHi3000 σHi4000

x/c=30,87 -5,4498 31,1823 45,2941
x/c=33,63 1,4759 35,6769 44,8410
x/c=37,24 13,1062 44,3414 46,4300
x/c=42,13 34,4742 60,2114 50,4530
x/c=49,07 72,1052 86,2892 62,1943
x/c=63,22 131,3478 142,9457 143,9789

Table 6.10. – Taux d’amplification donnés par la stabilité exacte pour des profils de similitude
à iso-Hi à différentes stations et pour différentes fréquences
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6.2. Prise en compte des effets de gradient de pression sur paroi athermane

Stations (%) σCf
2 Reθ11 2000

σCf
2 Reθ11 3000

σCf
2 Reθ11 4000

x/c=30,87 -7,6427 28,3778 41,9526
x/c=33,63 0,5213 34,4633 43,3885
x/c=37,24 13,4091 44,7256 46,8821
x/c=42,13 38,4606 65,3190 56,9725
x/c=49,07 83,0215 101,2992 84,2065
x/c=63,22 147,2077 165,8315 172,1858

Table 6.11. – Taux d’amplification donnés par la stabilité exacte pour des profils de similitude
à iso-Cf

2 Reθ11 à différentes stations et pour différentes fréquences

Comparaison avec les résultats de référence

Nous allons comparer les valeurs des taux d’amplification obtenus avec des profils de similitude
aux valeurs de référence.
Le tableau 6.12 résume les différents résultats et donne les écarts relatifs (ε) en % pour f = 2000
Hz, le tableau 6.13 pour f = 3000 Hz et le tableau 6.14 pour f = 4000 Hz.

Stations (%) σref σHi σCf
2 Reθ11

εHi (%) εCf
2 Reθ11

(%)
x/c=30,87 -7,4338 -5,4498 -7,6427 . . . . . .
x/c=33,63 -0,2348 1,4759 0,5213 . . . . . .
x/c=37,24 12,4371 13,1062 13,4091 5,38 7,82
x/c=42,13 36,5504 34,4742 38,4606 5,68 5,23
x/c=49,07 79,3588 72,1052 83,0215 9,14 4,62
x/c=63,22 145,1930 131,3478 147,2077 9,81 1,39

Table 6.12. – Comparaisons des taux d’amplification pour f = 2000 Hz

Stations (%) σref σHi σCf
2 Reθ11

εHi (%) εCf
2 Reθ11

(%)
x/c=30,87 27,08 31,1823 28,3778 15,15 4,79
x/c=33,63 32,1651 35,6769 34,4633 10,92 7,15
x/c=37,24 42,7319 44,3414 44,7256 3,77 4,67
x/c=42,13 63,6580 60,2114 65,3190 5,41 2,61
x/c=49,07 97,3851 86,2892 101,2992 11,39 4,02
x/c=63,22 157,5657 142,9457 165,8315 9,28 5,25

Table 6.13. – Comparaisons des taux d’amplification pour f = 3000 Hz

Stations (%) σref σHi σCf
2 Reθ11

εHi (%) εCf
2 Reθ11

(%)
x/c=30,87 38,0442 45,2941 41,9526 19,06 10,27
x/c=33,63 38,4959 44,8410 43,3885 16,48 12,71
x/c=37,24 42,7862 46,4300 46,8821 8,52 9,57
x/c=42,13 53,9412 50,4530 56,9725 6,47 5,62
x/c=49,07 74,9061 62,1943 84,2065 16,97 12,42
x/c=63,22 156,7392 143,9789 172,1858 8,14 9,85

Table 6.14. – Comparaisons des taux d’amplification pour f = 4000 Hz

Comme dans le cas du maillage fin, les tableaux ci-dessus ainsi que les comparaisons illustrées
sur les figures 6.5, 6.6 et 6.7 nous permettent de dire que ce sont les profils de similitude à iso-
Cf
2 Reθ11 qui donnent, dans l’ensemble, les taux d’amplification les plus proches des valeurs de
référence.
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Figure 6.5. – Comparaisons des taux
d’amplification de référence
et des taux d’amplification
donnés par les profils de
similitude pour le maillage
moyen et pour f = 2000 Hz
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Figure 6.6. – Comparaisons des taux
d’amplification de référence
et des taux d’amplification
donnés par les profils de
similitude pour le maillage
moyen et pour f = 3000 Hz
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Figure 6.7. – Comparaisons des taux d’amplification de référence et des taux d’amplification
donnés par les profils de similitude pour le maillage moyen et pour f = 4000 Hz

6.2.1.3. Comparaison et validation sur maillage grossier

Pour ce cas le nombre de points dans l’épaisseur de couche limite est entre 60 et 70.
L’étude effectuée pour ce maillage est identique aux deux précédentes. Le tableau 6.15 présente
les taux d’amplification donnés par la méthode des paraboles originale après un calcul RANS
elsA.

Stations (%) Hi
Cf
2 Reθ11 σ2000 σ3000 σ4000

x/c=30,87 2,57332 0,2302 4,18468 34,2793 41,8032
x/c=33,63 2,57329 0,2285 9,40413 36,4509 39,4803
x/c=37,24 2,58431 0,2227 34,7472 40,8248 36,235
x/c=42,13 2,62015 0,2068 34,7472 52,0899 36,235
x/c=49,07 2,72901 0,1668 65,9891 75,8262 50,606
x/c=63,22 3,10182 0,0807 140,115 139,682 131,481

Table 6.15. – Taux d’amplification donnés par elsA à différentes stations et pour différentes
fréquences

Le tableau 6.16 correspond aux taux d’amplification déterminés par un calcul de stabilité exacte
à chaque station. Ces valeurs seront prises comme valeurs de référence.
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6.2. Prise en compte des effets de gradient de pression sur paroi athermane

Stations (%) σref2000 σref3000 σref4000

x/c=30,87 -0,4602 34,6994 45,9006
x/c=33,63 6,3827 39,7631 46,6097
x/c=37,24 18,7583 50,2946 51,6719
x/c=42,13 42,3164 71,0180 64,5172
x/c=49,07 86,2532 107,8077 90,8468
x/c=63,22 161,1253 181,0637 185,3451

Table 6.16. – Taux d’amplification donnés par la stabilité exacte à différentes stations et pour
différentes fréquences

Le tableau 6.17 donne les différents taux d’amplification pour les profils à iso-Hi et le tableau
6.18 pour les profils à iso-Cf

2 Reθ11 .

Stations (%) σHi2000 σHi3000 σHi4000

x/c=30,87 -3,2289 31,6215 42,8617
x/c=33,63 2,5437 34,9128 40,9159
x/c=37,24 12,7291 41,6885 40,0935
x/c=42,13 31,2896 54,0096 39,5158
x/c=49,07 66,6775 76,1120 45,2644
x/c=63,22 126,3726 135,9845 135,3871

Table 6.17. – Taux d’amplification donnés par la stabilité exacte pour des profils de similitude
à iso-Hi à différentes stations et pour différentes fréquences

Stations (%) σCf
2 Reθ11 2000

σCf
2 Reθ11 3000

σCf
2 Reθ11 4000

x/c=30,87 -5,8100 28,3342 38,9510
x/c=33,63 1,4813 33,5678 39,3085
x/c=37,24 13,7644 42,9992 41,6796
x/c=42,13 36,8418 61,1237 48,6128
x/c=49,07 81,4476 96,5711 76,0413
x/c=63,22 151,6913 172,0778 179,5453

Table 6.18. – Taux d’amplification donnés par la stabilité exacte pour des profils de similitude
à iso-Cf

2 Reθ11 à différentes stations et pour différentes fréquences

Comparaison avec les résultats de référence

Nous allons comparer les valeurs des taux d’amplification obtenues avec des profils de similitude
aux valeurs de référence.
Le tableau 6.19 résume les différents résultats et donne les écarts relatifs (ε) en % pour f = 2000
Hz, le tableau 6.20 pour f = 3000 Hz et le tableau 6.21 pour f = 4000 Hz.

Stations (%) σref σHi σCf
2 Reθ11

εHi (%) εCf
2 Reθ11

(%)
x/c=30,87 -0,4602 -3,2289 -5,8100 . . . . . .
x/c=33,63 6,3827 2,5437 1,4813 60,15 76,79
x/c=37,24 18,7583 12,7291 13,7644 32,14 26,62
x/c=42,13 42,3164 31,2896 36,8418 26,06 12,94
x/c=49,07 86,2532 66,6775 81,4476 22,70 5,57
x/c=63,22 161,1253 126,3726 151,6913 21,57 5,86

Table 6.19. – Comparaisons des taux d’amplification pour f = 2000 Hz
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Stations (%) σref σHi σCf
2 Reθ11

εHi (%) εCf
2 Reθ11

(%)
x/c=30,87 34,6994 31,6215 28,3342 8,87 18,34
x/c=33,63 39,7631 34,9128 33,5678 12,20 15,58
x/c=37,24 50,2946 41,6885 42,9992 17,11 14,51
x/c=42,13 71,0180 54,0096 61,1237 23,95 13,93
x/c=49,07 107,8077 76,1120 96,5711 29,40 10,42
x/c=63,22 181,0637 135,9845 172,0778 24,90 4,96

Table 6.20. – Comparaisons des taux d’amplification pour f = 3000 Hz

Stations (%) σref σHi σCf
2 Reθ11

εHi (%) εCf
2 Reθ11

(%)
x/c=30,87 45,9006 42,8617 38,9510 6,62 15,14
x/c=33,63 46,6097 40,9159 39,3085 12,22 15,66
x/c=37,24 51,6719 40,0935 41,6796 22,41 19,43
x/c=42,13 64,5172 39,5158 48,6128 38,75 24,65
x/c=49,07 90,8468 45,2644 76,0413 50,18 16,30
x/c=63,22 185,3451 135,3871 179,5453 26,95 3,13

Table 6.21. – Comparaisons des taux d’amplification pour f = 4000 Hz

Pour cette étude, conclure quant au meilleur choix de paramètres est plus délicat. Les erreurs
relatives sont très importantes dans certains cas et les profils iso-Hi donnent parfois de meilleurs
résultats que les profils iso-CfReθ11 . De manière général, les profils iso-CfReθ11 donnent néanmoins
des taux d’amplification plus proches des valeurs de référence comme le confirme la comparaison
des taux d’amplification donnés par les profils de similitudes à iso-Hi et à iso-CfReθ11 et valeurs
de référence des taux d’amplification (figures 6.8, 6.9 et 6.10).
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Figure 6.8. – Comparaisons des taux
d’amplification de référence
et des taux d’amplification
donnés par les profils de
similitude pour f = 2000 Hz
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Figure 6.9. – Comparaisons des taux
d’amplification de référence
et des taux d’amplification
donnés par les profils de
similitude pour f = 3000 Hz

Conclusion

Au vu de l’ensemble des résultats, le choix a été fait d’indexer la nouvelle base de données par
CfReθ11 au lieu de Hi comme dans la base de données précédente [59] [4]. Les sections suivantes
auront pour vocation de confirmer la pertinence de ce choix.
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Figure 6.10. – Comparaisons des taux d’amplification de référence et des taux d’amplification
donnés par les profils de similitude pour f = 4000 Hz

6.2.2. Comparaison stabilité exacte et base de données
6.2.2.1. Taux d’amplification

Nous allons maintenant comparer les taux d’amplification donnés par la méthode des paraboles
originale indexée via le facteur de formeHi, par la méthode des paraboles indexée via le paramètre
CfReθ11 et par la stabilité exacte. Cette comparaison est réalisée d’un point de vue qualitatif et
pour les 3 maillages. Cela permettra de conclure sur la robustesse du paramètre d’indexation de
la base de données.

Les taux d’amplification donnés par la méthode des paraboles classique seront notés σparab,
ceux de la "nouvelle" méthode des paraboles σnew, et ceux des calculs de stabilité exacte σstab.
Afin de ne pas surcharger en figures ce manuscrit, les comparaisons sont effectuées pour f = 3000
Hz seulement.
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Figure 6.11. – Comparaisons des taux
d’amplification de référence
et des taux d’amplification
donnés par les méthodes
des paraboles pour le
maillage grossier et pour
f = 3000 Hz
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Figure 6.12. – Comparaisons des taux
d’amplification de référence
et des taux d’amplification
donnés par les méthodes
des paraboles pour le
maillage moyen et pour
f = 3000 Hz

D’après les figures 6.11, 6.12 et 6.13 les taux d’amplification donnés par la méthode des para-
boles avec une indexation de la base de données par CfReθ11 sont plus proches des résultats de la
stabilité exacte excepté à la dernière station. Cependant cet écart ne pose pas de problème car,

95



Chapitre 6. Adaptation de la base de données à une approche RANS

0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7
0

50

100

150

x/c

σ
σstab
σparab
σnew

Figure 6.13. – Comparaisons des taux d’amplification de référence et des taux d’amplification
donnés par les méthodes des paraboles pour le maillage raffiné et pour f = 3000
Hz

comme nous le verrons dans la section suivante, à cette position l’écoulement est déjà turbulent.

Il est intéressant de regarder l’évolution de σparab et de σnew en fonction de la qualité du
maillage.

0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

50

100

150

x/c

σparab
Maillage fin
Maillage moyen
Maillage grossier

Figure 6.14. – Évolution de σparab le long
du profil pour différentes
qualités de maillage et pour
f = 3000 Hz
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Figure 6.15. – Évolution de σnew le long
du profil pour différentes
qualités de maillage et pour
f = 3000 Hz

D’après les figures 6.14 et 6.15, l’indexation de la base de données par CfReθ11 semble plus
robuste que celle par Hi. Les valeurs de σnew sont très proches pour le maillage grossier et le
maillage moyen contrairement aux valeurs de σparab où un écart existe. Cela confirme la robustesse
du paramètre CfReθ11 puisque sa sensibilité au maillage est moindre que pour le facteur de forme
Hi.

6.2.2.2. Facteur N

La méthode du facteur N étant largement utilisée pour la détermination de la position de
transition, il est intéressant et nécessaire de comparer les évolutions des différents facteurs N :
le facteur N calculé par la stabilité exacte à partir des profils elsA, et ceux fournis par σparab et
σnew. Les fréquences physiques utilisées pour le calcul du facteur N sont comprises entre 2000
et 6000 Hz. La comparaison est effectuée sur les courbes enveloppes des facteurs N définies par
Nenv = max

F
N(F).
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Dans cette analyse, la position de transition "réelle" (c’est-à-dire la position de transition déter-
minée à l’aide d’une étude expérimentale) n’est pas recherchée. L’objectif ici est de comparer les
différentes indexations de la base de données.

Les figures 6.16, 6.17 et 6.18 comparent les courbes enveloppes des trois facteurs N pour les dif-
férents maillages utilisés précédemment. Pour chaque maillage, l’évolution de la vitesse extérieure
Ue est ajoutée à la figure.
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Figure 6.16. – Comparaison entre le fac-
teur N déterminé par la sta-
bilité exacte et les deux in-
dexations de la méthode des
paraboles pour le maillage
grossier
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Figure 6.17. – Comparaison entre le fac-
teur N déterminé par la sta-
bilité exacte et les deux in-
dexations de la méthode des
paraboles pour le maillage
moyen
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Figure 6.18. – Comparaison entre le facteur N déterminé par la stabilité exacte et les deux
indexations de la méthode des paraboles pour le maillage fin

Pour les 3 maillages, les évolutions de Nnew et de Nparab sont identiques à celle de Nstab. Après
la décélération proche du bord d’attaque, les ondes TS s’amplifient une première fois. Ensuite
cette amplification diminue légèrement du fait du faible gradient de vitesse extérieure Ue. Puis
lors du deuxième ralentissement, les ondes TS sont de nouveaux amplifiées.
L’écart entre la courbe de Nstab et les courbes de Nnew et Nparab sur la figure 6.16 vient du
fait qu’après le pic de vitesse, l’amplification des ondes TS est sous-estimée par la méthode des
paraboles. Cet écart disparaît à mesure que le maillage devient de plus en plus fin.
Pour le maillage fin (figure 6.18), les trois courbes sont très proches les unes des autres comme
attendu. En effet, le nombre important de points dans la couche limite pour ce maillage permet
d’avoir très peu d’erreur sur le calcul des grandeurs intégrales et donc sur Hi et sur Reθ11 . Ceci
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permet donc un très bon calcul des taux d’amplification. Pour ce genre de configuration similaire
à ce qui est obtenu dans un calcul de couche limite, la méthode des paraboles permet bien de
retomber sur les calculs de stabilité exacte.
Dans les trois cas, l’indexation de la base de données par CfReθ11 donne des résultats plus proches
de la stabilité exacte que par Hi lorsque N est supérieur à 5. Utiliser ce paramètre d’indexation
plutôt que le facteur de forme Hi est donc une des améliorations apportées par cette thèse.

6.2.3. Analyse de sensibilité

6.2.3.1. À partir des profils de similitude

Un point important à étudier est la sensibilité des taux d’amplification par rapport aux pa-
ramètres Hi et CfReθ11 . Pour cela, des profils de similitude ont été déterminés avec des erreurs
relatives, notées εsimi, de 1 %, 3% et de 5 % sur les paramètres Hi et CfReθ11 par rapport à
une valeur de "base". Cette valeur de base a été choisie arbitrairement et correspond à la station
x/c = 42,13% où Hi = 2,6389 et CfReθ11 = 0,2033 pour le maillage moyen. Les taux d’amplifica-
tion donnés par la stabilité exacte à partir de ces valeurs de bases ont été pris comme valeurs de
référence.
Une fois ces profils déterminés, des calculs de stabilité exacte ont été réalisés puis une compa-
raison entre les différents taux d’amplification est effectuée. Les erreurs relatives entre les taux
d’amplification donnés par la valeur de base (pour εsimi = 0) et les taux d’amplification donnés
par les autres valeurs des paramètres sont notées εHi et εCfReθ11

.
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Figure 6.19. – Profils de vitesse détermi-
nés à partir des erreurs rela-
tives εsimi sur le paramètre
CfReθ11

0 1
0

1

3

U
Ue

y
δ1

Profil de base
εsimi = 1%
εsimi = 3%
εsimi = 5%

0 1
0

1

3

U
Ue

y
δ1

Profil de base
εsimi = 1%
εsimi = 3%
εsimi = 5%

Figure 6.20. – Profils de vitesse détermi-
nés à partir des erreurs re-
latives εsimi sur Hi

La figure 6.19 présente les différents profils de vitesse associés aux différentes erreurs relatives
εsimi. Les profils donnés à partir des erreurs relatives sur le paramètre CfReθ11 sont pratiquement
identiques. En y/δ1 = 2, une erreur relative de 3% sur CfReθ11 implique une erreur relative de
0,25% sur la valeur de U/Ue.
Les profils déterminés à partir des écarts relatifs identiques sur le facteur de forme Hi présentent
de plus grandes différences (figure 6.20). En y/δ1 = 2, un écart relatif de 3% implique un écart
relatif de 0,8% sur la valeur de U/Ue. Même si cet écart est petit, la différence sur les profils de
vitesse est nettement plus visible que dans le cas des écarts associés au paramètre CfReθ11 .

Le tableau 6.22 donne les différentes valeurs de Hi et de CfReθ11 en fonction des erreurs εsimi.
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εsimi (%) Hi CfReθ11

0 2,6389 0,2033
1 2,6653 0,2053
3 2,7181 0,2094
5 2,7708 0,2135

Table 6.22. – Valeurs de Hi et de CfReθ11 en fonction de εsimi

Le tableau 6.23 donne les taux d’amplification obtenus pour chaque profil de similitude ainsi
que les écarts relatifs ε en % pour f = 2000 Hz, le tableau 6.24 pour f = 3000 Hz et le tableau
6.25 pour f = 4000 Hz.

εsimi (%) σHi σCf
2 Reθ11

εHi (%) εCf
2 Reθ11

(%)
0 34,4742 38,4606 . . . . . .
1 40,9604 36,7041 18,81 4,57
3 53,6920 33,1537 55,75 13,8
5 66,0665 29,6323 91,64 22,95

Table 6.23. – Comparaisons des taux d’amplification pour f = 2000 Hz

εsimi (%) σHi σCf
2 Reθ11

εHi (%) εCf
2 Reθ11

(%)
0 60,2114 65,3190 . . . . . .
1 68,5580 63,0767 13,11 3,43
3 84,9604 58,5504 40,17 10,36
5 101,0307 54,0242 66,69 17,29

Table 6.24. – Comparaisons des taux d’amplification pour f = 3000 Hz

εsimi (%) σHi σCf
2 Reθ11

εHi (%) εCf
2 Reθ11

(%)
0 50,4530 56,9725 . . . . . .
1 61,0835 54,1073 21,07 5,03
3 82,3028 48,2937 63,13 15,23
5 103,1069 42,6048 104,4 25,22

Table 6.25. – Comparaisons des taux d’amplification pour f = 4000 Hz

Les tableaux 6.23, 6.24 et 6.25 permettent de dire que les taux d’amplification sont beaucoup
moins sensibles aux variations sur les valeurs de CfReθ11 que sur celles de Hi.
Le paramètre CfReθ11 apparait ainsi comme étant un paramètre pertinent pour l’indexation de
la base de données dans la mesure où la marge d’erreur admissible sur le calcul de CfReθ11 est
plus importante que pour Hi.

6.2.3.2. À partir du calcul RANS

Peu importe les paramètres utilisés pour indexer la base de données, un effort particulier doit
être réalisé afin de permettre une détermination correcte des grandeurs de couche limite (δ, δ1, θ11,
. . . ) (cf section 6.2.3.1).
Un aspect important pour la méthode des paraboles est de quantifier l’erreur commise sur la
position de transition à partir de l’erreur commise sur la détermination des grandeurs de couche
limite dans un calcul RANS. Les trois maillages utilisés pour l’étude donnent des évolutions de
CfReθ11 et Hi différentes. Ces différences peuvent être vues comme des erreurs commises sur le
calcul des grandeurs intégrales. L’évolution du nombre de Mach à l’extérieur de la couche limite
Me est donnée par la figure 6.21. L’évolution de Me ne dépend pas du maillage puisque les trois
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Chapitre 6. Adaptation de la base de données à une approche RANS

courbes se superposent. Ceci signifie que seuls les écarts sur les valeurs de CfReθ11 et de Hi vont
impacter les positions de transition. L’évolution de ces paramètres est donnée par les figures 6.22
et 6.23. L’écart sur la position où Hi atteint son maximum est dû à un écart sur la position de
transition imposée initialement pour le calcul RANS sur les trois maillages.
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Figure 6.21. – Évolution de Me le long de la corde et pour différents maillages
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Figure 6.22. – Évolution de Hi le long de
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Figure 6.23. – Évolution de CfReθ11 le
long de la corde et pour dif-
férents maillages

Pour le calcul de la position de transition, une valeur seuil NT est fixée à 8. Cette valeur est
une valeur typique pour des expériences dans des souffleries silencieuses. Pour rappel, la valeur
seuil est déterminée à partir de la loi de Mack (équation (2.63)) avec, dans ce cas, une intensité
de turbulence extérieure proche de 0,1%.
Premièrement, une comparaison des positions de transition données par les différents maillages
est effectuée. Ensuite, une étude de sensibilité est faite sur les taux d’amplification.

Le tableau 6.26 donne les positions de transition déterminées pour les 3 maillages. Une erreur
relative εX , entre les positions de transition, est calculée en prenant comme valeur de référence
les positions de transition données par la stabilité exacte. εHi est l’erreur relative entre la position
de transition donnée par la stabilité exacte et celle calculée par la méthode des paraboles avec
une indexation de la base de données par Hi. εCfReθ11

est l’erreur relative entre la position de
transition donnée par la stabilité exacte et celle calculée par la méthode des paraboles indexée
par CfReθ11 .
D’après le tableau 6.26, l’erreur commise sur la position de transition est moins importante

(d’un facteur 3 pour le maillage moyen et fin) lorsque la base de données de la méthode des
paraboles est indexée par CfReθ11 .
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6.2. Prise en compte des effets de gradient de pression sur paroi athermane

Maillage grossier (%) Maillage moyen (%) Maillage fin (%)
Stabilité exacte 48 51 46

Base de données indexée par Hi 57 57 49
Base de données indexée par CfReθ11 53 53 45

εHi (%) 18.8 11.6 6.5
εCfReθ11

(%) 10.4 3.9 2.2

Table 6.26. – Positions de transition (%) pour les différents maillages et erreurs relatives εX
associées

À x/c = 0,35, l’erreur relative sur la valeur de Hi entre le maillage fin (courbe verte) et le
maillage grossier (courbe bleue) est proche de 0,97% (voir zoom sur la figure 6.22). À la même
position, l’erreur sur CfReθ11 est proche de 3,3% (voir zoom sur la figure 6.23).
Pour cette station, la fréquence la plus instable est de 3600Hz. La figure 6.24 montre, pour
cette fréquence, les taux d’amplification calculés par la méthode des paraboles pour les deux
indexations, σHi et σCfReθ11

, et pour le maillage fin et grossier. À x/c = 0,35, l’erreur relative sur
σHi entre les deux maillages est de 16% alors que pour σCfReθ11

l’erreur est de 15,7%.
Ces résultats montrent qu’on obtient une erreur identique sur les taux d’amplification alors même
que l’erreur faite sur le calcul de CfReθ11 est 3 fois plus importante que sur le calcul de Hi. Ceci
prouve de nouveau la robustesse du paramètre CfReθ11 par rapport à Hi. De plus, il est intéressant
de noter que malgré l’écart sur la position de la valeur maximale du taux d’amplification σCfReθ11

,
cette valeur est bien calculée pour le maillage grossier. Ce n’est pas le cas de σHi .
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Figure 6.24. – Évolution de σP le long de la corde pour le maillage fin et grossier et pour
f = 3600 Hz

6.2.4. Conclusion

Au vu de l’ensemble des résultats (qualitatifs et quantitatifs), la paramétrisation de la base
de données par le paramètre CfReθ11 apparaît comme étant meilleure (plus proche des résultats
de la stabilité exacte) et plus robuste (moins dépendante du nombre de points dans la couche
limite). C’est donc ce paramètre qui prendra en compte les effets de gradients de pression sur les
taux d’amplification.

Le profil de vitesse de couche limite est "mieux représenté" par une paramétrisation par Hi
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Chapitre 6. Adaptation de la base de données à une approche RANS

(figure 6.25) mais la paramétrisation par CfReθ11 permet une meilleure correspondance avec les
résultats de stabilité exacte notamment grâce au fait que proche paroi le profil de vitesse elsA et
le profil de vitesse à iso-CfReθ11 sont identiques.
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Figure 6.25. – Comparaisons des profils de couche limite elsA et de similitude à iso-Hi et iso-
CfReθ11

6.3. Prise en compte des effets de température de paroi

Pour un écoulement sur paroi athermane, la base de données est indexée par le paramètre
CfReθ11 et le nombre de Mach extérieur Me. La prise en compte de la température de paroi
nécessite l’ajout d’un paramètre supplémentaire car le paramètre CfReθ11 seul ne permet pas de
prendre en compte cet effet [30]. Ce paramètre additionnel doit être compatible RANS et doit
caractériser la forme des profils de température dans la couche limite.

6.3.1. Détermination d’un paramètre de similitude pour les profils de température

Le paramètre CfReθ11 ou le facteur de forme incompressible Hi sont deux des nombreux para-
mètres de similitude existant pour les profils de Falkner-Skan. Ces profils dépendent d’un gradient
de pression directement relié à la valeur βH. La notion de paramètre de similitude signifie qu’il
existe une relation bijective entre un paramètre de similitude et le gradient de pression dans le
cas des profils de Falkner-Skan. Ainsi quelle que soit la valeur de βH, il est possible de déterminer
une et une seule valeur de CfReθ11 . Le raisonnement inverse est tout aussi juste.

L’idée pour la recherche d’un paramètre pertinent pour les profils de température est de suivre le
raisonnement précédent non pas pour le gradient de pression (et donc le paramètre βH) mais pour
le rapport de température Tp/Tf . Un travail bibliographique a mis en avant la notion d’analogie
de Reynolds. Celle-ci permet de faire un lien entre un coefficient de flux de chaleur pariétal ChM
et le coefficient de frottement Cf . Dans la littérature [5], le coefficient de flux de chaleur pariétal
est défini par :

ChM = Φp
ρeUe(hp − hf)

(6.1)

où Φp est le flux de chaleur à la paroi, hp l’enthalpie à la paroi et hf l’enthalpie de frottement
adiabatique. Le coefficient ChM est aussi connu comme étant le nombre de Margoulis ou nombre
de Stanton.
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6.3. Prise en compte des effets de température de paroi

Le flux de chaleur transmis au fluide à travers la paroi Φp est :

Φp = −κp

(
∂T

∂y

)∣∣∣∣
y=0

(6.2)

où κp est la conductivité thermique du fluide à la paroi.
L’analogie de Reynolds permet de relier ChM et Cf par un facteur d’analogie s :

ChM
Cf/2

= s (6.3)

Ce rapport consiste à traduire l’analogie entre les transports de quantité de mouvement et d’en-
thalpie. Le facteur s dépend fortement du gradient de pression.

Le paramètre CfReθ11 étant un paramètre de similitude pour les profils de Falkner-Skan, l’idée
a été de voir si son équivalent en thermique existait.

La définition du ChM, ou nombre de Margoulis, (équation (6.1)) fait appaître un terme hf qui
est l’enthalpie de frottement. Cette enthalpie s’exprime à l’aide de la température de frottement
Tf par :

hf = CpTf

La température Tf s’exprime par :

Tf = Te

(
1 + r

γ − 1
2 Me

2
)

(6.4)

où r est le facteur de récupération défini par

r = Tf − Te
Tie − Te

Pour rappel, ce facteur a été déterminé empiriquement pour des écoulements sur plaque plane
donc sans gradient de pression. Afin d’éviter l’utilisation de ce paramètre dans le calcul du ChM,
il a été décidé de trouver un groupement différent de grandeurs pour adimensionner le flux de
chaleur à la paroi Φp. L’équation globale de l’énergie permet d’écrire :

Φp
ρeUehie

= 1
ρeUe

d

dx
(ρeUe∆) (6.5)

Le terme de gauche est sans dimension et peut être vu comme un coefficient de flux de chaleur.
Il sera donc utilisé comme définition du nouveau coefficient de flux de chaleur pariétal :

Ch = Φp
ρeUehie

(6.6)

Cette définition permet d’éviter le calcul de la température de frottement. De plus, elle permet
d’avoir une valeur finie de Ch (à savoir Ch = 0) pour des calculs sur parois athermanes. Ce n’est
pas le cas du nombre de Margoulis ChM où dans ce cas ChM n’est pas défini puisque hp = hf .
Enfin, la bibliographie [5] donne aussi la définition de l’épaisseur intégrale d’enthalpie :

∆ =
∫ ∞

0

ρU

ρeUe

(
hi
hie
− 1

)
dy (6.7)

Il est alors possible de définir un nombre de Reynolds Re∆ basé sur cette épaisseur d’enthalpie.

La prochaine étape consiste à vérifier l’existence d’une relation bijective entre le paramètre
ChRe∆ et le rapport Tp/Tf . C’est ce qui va être détaillé dans la prochaine section.
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Chapitre 6. Adaptation de la base de données à une approche RANS

6.3.2. Validation du paramètre ChRe∆

Pour vérifier l’existence d’une relation bijective, le paramètre ChRe∆ a été calculé à l’aide de
plusieurs écoulements de similitude (similitude de Levy-Lees) obtenus pour différentes valeurs du
rapport de température Tp/Tf .
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Figure 6.26. – Évolution de ChRe∆ en fonction de Tp/Tf pour βH = 0 et pour différents nombres
de Mach Me

La figure 6.26 montre l’existence d’une relation bijective entre ChRe∆ et Tp/Tf . En effet, pour
un nombre de MachMe et un rapport Tp/Tf fixés, il existe une et une seule valeur de ChRe∆. Sur
la figure 6.26, le gradient de pression a été pris comme nul. La conclusion précédente est toujours
valable lorsque βH 6= 0 (Figure 6.27 et Figure 6.28).
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Figure 6.27. – Évolution de ChRe∆ en
fonction de Tp/Tf pour
βH = 0,05 et pour différents
nombres de Mach Me

1 1,3 1,5 2 2,5 2,7
0

0,25

0,45

Tp/Tf

ChRe∆

Me = 0,3
Me = 0,6
Me = 0,9
Me = 1,1

Figure 6.28. – Évolution de ChRe∆ en
fonction de Tp/Tf pour
βH = −0,05 et pour diffé-
rents nombres de MachMe

6.3.3. Détermination d’un autre paramètre d’indexation
Au cours de ces travaux, un premier choix de paramètre permettant de prendre en compte la

forme du profil de température avait d’abord été fait. L’idée ici avait été de trouver un équivalent
thermique au facteur de forme incompressible Hi pour le profil de température. Comme détaillé
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6.4. Mise en évidence de l’unicité des paramètres indexant la base de données

dans les sections précédentes, une épaisseur d’enthalpie ∆ a été déterminée à partir du profil
hi/hie. En raisonnant de la même façon que dans le cas d’un profil de vitesse, une épaisseur de
déplacement thermique peut être calculée à partir de hi/hie. Cette épaisseur est définie par :

δ1T =
∫ ∞

0

ρ

ρe

(
hi
hie
− 1

)
dy (6.8)

Á partir de ces deux épaisseurs, une facteur de forme thermique peut être définie par :

HT = δ1T
∆ (6.9)

Cependant, ce paramètre n’est pas bijectif vis à vis du rapport Tp/Tf comme illustré sur la
figure 6.29 pour Me = 0,9 et βH = 0. C’est pourquoi ce paramètre n’a pas été retenu comme
paramètre pertinent pour l’indexation de la base de données. Le choix s’est porté à la place sur
ChRe∆.
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Figure 6.29. – Évolution de HT en fonction de Tp/Tf pour βH = 0 et pour Me = 0,9

6.4. Mise en évidence de l’unicité des paramètres indexant la base de
données

Pour un écoulement compressible de couche limite, les équations de Prandtl sont couplées.
Ceci implique que le gradient de pression a une influence sur le profil de température et que
la température influence le profil de vitesse. Ce couplage se retrouve donc dans l’évolution du
paramètre ChRe∆ mais aussi sur l’évolution de CfReθ11 . Sur la figure 6.30 le nombre de Mach
extérieur est fixé à 0,9. Le fait que pour un rapport Tp/Tf donné, le paramètre ChRe∆ varie avec
la gradient de pression justifie le couplage évoqué précédemment.
L’évolution du paramètre CfReθ11 dépend du gradient de pression mais aussi du rapport de

température Tp/Tf (Figure 6.31). La question de l’unicité de la valeur de CfReθ11 pour un couple
(βH, Tp/Tf) et pour un nombre de Mach donné s’est posée. La figure 6.31 montre qu’une même va-
leur de CfReθ11 peut être obtenue pour deux écoulements différents (soit deux couples (βH, Tp/Tf)
différents). La même chose se passe pour le paramètre ChRe∆ (Figure 6.30). Cela équivaut à dire
que pour une valeur identique de CfReθ11 ou une valeur de ChRe∆, deux taux d’amplification
différents pourraient être obtenus.

Pour palier à ce problème d’unicité, un raisonnement sur le couple (CfReθ11 ,ChRe∆) a été
effectué. Nous avons tracé dans le plan (CfReθ11 ,ChRe∆) des courbes paramétrées par le couple
(βH, Tp/Tf) (Figure 6.32). Chaque courbe correspond à une valeur de βH et chaque point de la
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Figure 6.30. – Évolution de ChRe∆ en
fonction de Tp/Tf pour
Me = 0,9 et pour différents
gradients de pression (va-
riations de βH)
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Figure 6.31. – Évolution de CfReθ11 en
fonction de Tp/Tf pour
Me = 0,9 et pour différents
gradients de pression (va-
riations de βH)

courbe correspond à une valeur du rapport Tp/Tf . Les courbes ne se coupant pas, nous pou-
vons dire qu’une valeur du couple (βH, Tp/Tf) correspond à une et une seule valeur du couple
(CfReθ11 ,ChRe∆). Le raisonnement inverse est tout aussi justifié. Un couple (CfReθ11 ,ChRe∆)
donné va ainsi rencontrer une et une seule courbe. Ceci montre l’unicité du couple (CfReθ11 ,ChRe∆)
pour un couple (βH, Tp/Tf) donné.
En raisonnant non plus avec des valeurs indépendantes mais avec des couples, nous nous assurons
de la détermination d’un unique taux d’amplification pour le couple considéré. Ceci est illustré
pour Me = 0,9 mais se retrouve aux autres valeurs de Mach.
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Figure 6.32. – Évolution de ChRe∆ = f(CfReθ11) pour Me = 0,9 et pour différents gradients de
pression (variations de βH) et différents rapports Tp/Tf

Limitations

Afin de valider l’unicité précédemment montrée, il a fallu réaliser un balayage en βH afin
d’explorer tout le plan (CfReθ11 ,ChRe∆). Lors de ce balayage, il a été remarqué l’existence
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6.5. Note sur la construction de la base de données

d’une valeur limite βHlim du gradient de vitesse extérieure βH au delà de laquelle les courbes
ChRe∆ = f(CfReθ11) se croisaient (figure 6.33) . Cette valeur dépend du nombre de Mach ex-
térieur Me et du rapport de température Tp/Tf . Au delà de la valeur βH = βHlim , l’unicité du
couple (CfReθ11 ,ChRe∆) au regard du couple (βH, Tp/Tf) est donc perdue.
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Figure 6.33. – Évolution de ChRe∆ = f(CfReθ11) pour Me = 0,9 après un balayage en βH (ici
βHlim = 0,39)

Pour des gradients de pression correspondant à des valeurs de βH supérieures à βHlim et des
rapports de température Tp/Tf > 1,5, il est apparu que la forme du profil de vitesse de couche
limite se trouvait largement modifiée. Proche paroi, il y a existence d’une survitesse. Cela veut
dire que localement, la vitesse U est supérieure à la vitesse à la frontière de la couche limite Ue
(Figure 6.35). C’est la quantité de mouvement ρU qui subit l’influence du gradient de pression.
Cette quantité est constante dans toute l’épaisseur de la couche limite. Lorsque la paroi est
chaude, la masse volumique ρ peut devenir inférieur à sa valeur ρe et la vitesse U peut devenir
supérieure à Ue. Pour des rapports de température inférieurs à 1,5, ce phénomène apparaît pour
des valeurs de βH très élevées (βH > 1).
Pour des valeurs inférieures à βHlim , les profils de vitesse sont des profils "classiques" de couche
limite (figure 6.34).
La survitesse implique une diminution des grandeurs intégrales de couche limite telle que l’épais-

seur de déplacement δ1 ou l’épaisseur de quantité de mouvement θ11. La diminution de θ11 im-
plique la diminution de CfReθ11 . Pour des survitesses importantes le paramètre CfReθ11 peut
devenir négatif. Ce changement de signe est à imputer au changement de signe de θ11. C’est pour
cette raison, que dans le plan (ChRe∆,CfReθ11) à partir d’une certaine valeur de βH les courbes
se croisent.
Il a donc été décidé de traiter les profils avec survitesse comme une famille de profils à part. Dans
cette thèse, les profils avec survitesse ne seront pas considérés. Néanmoins, il serait éventuelle-
ment possible de traiter la stabilité de ces profils via une seconde base de données. Durant ces
travaux de thèse, un stage a été réalisé sur le phénomène de survitesse. Ce stage se focalisait sur
la détermination dans un solveur RANS d’un profil avec survitesse. Les principaux résultats de
ce stage sont résumés dans l’annexe G de ce manuscrit.

6.5. Note sur la construction de la base de données
Les deux chapitres précédents détaillent la mise en place de la nouvelle base de données. Le

chapitre 5 a expliqué les différentes étapes pour déterminer l’ensemble des coefficients à placer
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Figure 6.34. – Profils de vitesse pour βH =
0,28 < βHlim pour Me =
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Figure 6.35. – Profils de vitesse pour βH =
1 > βHlim pour Me = 0,9 et
différents rapports de tem-
pérature

dans la base de données. Le chapitre 6 a traité du choix des paramètres afin d’indexer la base. Le
point de départ de la construction de la base de données est l’utilisation des profils de Levy-Lees
avec le concept de similitude locale. Comme expliqué au chapitre 1 de l’état de l’art, ce concept
est lié à des hypothèses fortes pouvant être restrictives.
Il faut noter cependant qu’il est tout à fait possible de créer une base de données à l’aide de
profils extraits d’un calcul Navier-Stokes par exemple (comme ce fût le cas pour la méthode
des paraboles pour les crossflows instationnaires [32]). Les différentes étapes de construction et
d’indexation restent inchangées et s’appliquent sans aucun problème. Cette option n’a pas été
choisi puisqu’il était plus facile de contrôler tous les paramètres de la détermination des profils
de similitude.
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Chapitre 7
Étude de la capacité de la méthode des
paraboles étendue à prévoir une position de
transition

Dans la partie précédente, la mise en place des calculs de stabilité a été détaillée. À partir des
diagrammes de stabilité, la nature parabolique de l’évolution du taux d’amplification des insta-
bilités le long d’une iso-fréquence réduite a été vérifiée avec un chauffage de paroi. Ensuite, la
nouvelle base de données a été construite (détermination de l’ensemble des coefficients à stocker)
et indexée.
Dans cette partie, la méthode des paraboles étendue va être appliquée à des profils d’aile avec
une paroi chauffée. Une première validation est réalisée par comparaison avec des résultats expé-
rimentaux. Ensuite, une seconde est effectuée à partir de comparaisons avec des résultats issus
de la stabilité exacte.
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Chapitre 7. Étude de la capacité de la méthode des paraboles étendue à prévoir une position de
transition

7.1. Validation à l’aide de données expérimentales
La validation numérique de la méthode des paraboles étendue est réalisée à l’aide du solveur

RANS elsA (détenu par le groupement Airbus-Safran-ONERA) sur un profil d’aile ONERAD avec
une peau chauffante recouvrant entièrement l’extrados (Figure 7.1). Pour cette configuration des
résultats expérimentaux sont disponibles [70] avec des mesures de positions de transition. Cette
configuration a été testée dans la soufflerie F2 de l’ONERA (centre Fauga-Mauzac).
Pour enrichir cette validation, des calculs de stabilité exacte sont réalisés sur les profils de couche
limite (u, T ) obtenus à partir des simulations RANS. Une comparaison entre les résultats de
stabilité exacte et de la méthode des paraboles étendue est effectuée.

Figure 7.1. – Montage expérimental du
profil ONERAD avec peau
chauffante dans la soufflerie
F2 [70]

Figure 7.2. – Maillage autour du profil
ONERAD

7.1.1. Montage expérimental
Pour cette expérience, un profil d’aile ONERAD, d’une longueur de corde de 0,35m, est utilisé.

La vitesse infinie amont V∞ est fixée à 80 m.s−1, le nombre de Reynolds basé sur la corde est
proche de 2.106 et le nombre de Mach infini amont M∞ est de 0,23. La température totale est de
290K et la pression totale est fixée à 105Pa. Dans cette soufflerie, le taux de turbulence extérieure
Tu est proche de 0,1%. Le montage expérimental correspond à un courant plan bidimensionnel
(pas de flèche).
Comme illustré sur la figure 7.1 une peau chauffante est montée sur la partie centrale de l’extrados
afin d’éviter tout effet de bord. Cette peau chauffante est appliquée sur toute la corde. Ceci permet
d’éviter un effet de marche à la jonction chauffée-non chauffée. Les spécifications techniques de
la peau chauffante et sa mise en place sont décrites dans [70].
Pendant cette campagne d’essai, deux températures de paroi ont été étudiées : Tp = 320 K et
Tp = 340 K.

7.1.2. Mise en place du calcul numérique
Les données d’entrée du calcul sont le nombre de Mach infini amont M∞ fixé à 0,23, le nombre

de Reynolds basé sur la corde égal à 1,75 × 106 et la température d’arrêt Ti qui vaut 290K. Le
maillage utilisé pour la simulation, comprenant entre 60 et 70 points dans l’épaisseur de la couche
limite, est celui visible sur la figure 7.2. Le calcul est mené en atmosphère infinie.
Dans un premier temps, un calcul de pré-convergence est effectué avec une position de transition
fixée (proche de 70% de la longueur corde). Ce calcul de pré-convergence permet de connaître
l’évolution du coefficient de pression Kp le long de l’extrados. Cette évolution est ensuite comparée
aux valeurs expérimentales pour chaque angle d’attaque (figures 7.3, 7.4 et 7.5). Pour un angle
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7.1. Validation à l’aide de données expérimentales

d’attaque AoA = −1˚, la valeur numérique de l’angle d’attaque est réajustée à AoAnum =
−0,8˚afin d’avoir un meilleur accord entre le profil numérique et expérimental de la distribution
de pression. Cette différence sur les valeurs de l’angle d’incidence provient sûrement d’un effet de
blocage qui commence à apparaître dans la veine lorsque l’incidence augmente.
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Figure 7.3. – Comparaison entre les distributions de Kp expérimentale et numérique pour
AoA = 0˚
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Figure 7.4. – Comparaison entre les distri-
butions de Kp expérimentale
et numérique pour
AoA = −0,5˚
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Figure 7.5. – Comparaison entre les distri-
butions de Kp expérimentale
et numérique pour
AoAexp = −1 ˚et
AoAnum = −0,8˚

Dans un second temps, la simulation RANS est poursuivie à partir des résultats du calcul de
pré-convergence. Cette fois-ci, la méthode des paraboles est activée pour déterminer la position de
transition. Une fois ce calcul effectué, les profils de vitesse et de température de la couche limite
sont extraits le long de l’extrados. Un calcul de stabilité exacte est alors effectué à partir de ces
profils. De cette façon la comparaison entre la méthode des paraboles et les calculs de stabilité
exacte qui va suivre se fait sur un écoulement de base identique.
A partir des calculs de stabilité exacte, il est possible de déterminer des facteurs N pour différentes
fréquences f . La courbe enveloppe du facteur N est alors définie comme Nenv = maxF(N(F)). La
comparaison s’effectuera sur l’évolution des différentes courbes enveloppes déterminées par la
méthode des paraboles d’une part et d’autre part par le calcul de stabilité exacte.
Les mesures expérimentales seront utilisées pour comparer les positions de transition.

7.1.3. Cas avec paroi athermane
Afin de valider la nouvelle base de données, une première étape est de considérer une paroi

athermane sur le profil ONERAD. Une simulation RANS est effectuée avec trois angles d’attaque
(AoAnum = −0,8˚, −0,5˚et 0˚) afin de reproduire les Kp expérimentaux. L’évolution de la
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courbe enveloppe Nenv déterminée par la nouvelle base de données (BDD étendue) est comparée
à l’évolution de la courbe enveloppe de référence (courbe enveloppe déterminée via le calcul de
stabilité exacte) et à l’évolution de la courbe enveloppe déterminée à partir de la méthode des
paraboles originale (BDD originale) utilisée dans [4].
Le calcul des facteurs N est effectué sur la plage de fréquences [3000 , 8000] Hz, ce qui correspond
à la plage de fréquences où les ondes TS sont amplifiées. Une condition de paroi athermane est
imposée sur le profil. Cette condition limité est réalisée en imposant ∂T

∂y = 0. La détermination
de la position de transition expérimentale est réalisée en l’absence de la peau chauffante.
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Figure 7.6. – Comparaison entre les courbes enveloppes du facteur N pour AoA = 0 ˚.
Tp = 290K
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Figure 7.7. – Comparaison entre les
courbes enveloppes du fac-
teur N pour
AoA = −0,5 ˚. Paroi
athermane
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Figure 7.8. – Comparaison entre les
courbes enveloppes du fac-
teur N pour AoA = −1˚.
Paroi athermane

Les figures 7.6, 7.7 et 7.8 montrent un très bon accord entre la courbe enveloppe fournie par la
méthode des paraboles étendue et celle calculée par la stabilité exacte. L’indexation de la base de
données à l’aide du paramètre CfReθ11 plutôt que le facteur de forme incompressible Hi, utilisé
dans la base de données originale [59], fournit de meilleurs résultats comparés aux calculs de
stabilité exacte.
La courbe en pointillés noire représente la valeur seuil NT, déterminée par la loi de Mack, corres-
pondant au déclenchement de la transition. Le taux de turbulence Tu de 0,1% donne une valeur
seuil NT de 8.

Une comparaison entre les positions de transition expérimentale et numérique est réalisée pour
les trois angles d’attaque. Le tableau 7.1 montre des résultats corrects et valide ainsi la nouvelle
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base de données. La différence maximale entre la position de transition expérimentale et numé-
rique est de l’ordre de 7% de corde ce qui est acceptable.
Les écarts entre les positions de transition expérimentale et numérique peuvent s’expliquer par
le fait que la valeur seuil NT = 8 n’est peut être pas adaptée. De plus il faut garder en tête
qu’il y a une incertitude de mesure, non disponible dans ce cas, sur les positions de transition
expérimentales. Expérimentalement la transition est détectée à l’aide d’un pitot lécheur.

Expérience Base de données étendue
AoA = 0˚ 59% 55%

AoA = −0,5˚ 65% 60%
AoA = −1˚ 69% 62%

Table 7.1. – Positions de transition laminaire-turbulent sur paroi athermane, pour
U0 = 80 m.s−1 et les trois angles d’attaque.

7.1.4. Cas avec paroi chauffée

Puisque la nouvelle base de données a été validée pour des écoulements sur paroi athermane,
les effets de température de paroi peuvent maintenant être pris en compte. Pour cela deux tem-
pératures de paroi vont être étudiées : Tp = 320K et Tp = 340K correspondant à celles imposées
lors de l’expérience sur le profil ONERAD dans la soufflerie F2.

7.1.4.1. Tp = 320K

La température de paroi est fixée à 320K ce qui correspond à un rapport de température Tp/Tf
proche de 1,06. La simulation RANS est effectuée pour les trois angles d’incidence précédemment
étudiés avec une condition isotherme à la paroi. Pour le calcul des facteurs N, une plage de fré-
quences f comprises entre 3000 et 8000 Hz est utilisée. Comme dans le cas d’une paroi athermane,
ce sont les courbes enveloppes qui seront comparées.
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Figure 7.9. – Comparaison entre les différentes courbes enveloppes du facteur N pour
AoA = 0˚et Tp = 320K et rappel des conditions limites

Les figures 7.9, 7.10 et 7.11 montrent un bon accord entre les courbes enveloppes Nenv issues
de la méthode des paraboles étendue et du calcul de stabilité exacte. Pour le cas d’un angle
d’incidence AoA = 0˚, l’écart entre les deux courbes est plus important et atteint 7% de corde
pour la position de transition. Cela s’explique par le fait que la courbe enveloppe atteint la valeur
seuil NT dans une zone où l’enveloppe du facteur N est quasi-constante le long de l’extrados. Cette
zone vient de la géométrie même du profil ONERAD. En effet ce profil a été dans un premier
temps designé afin de réduire le choc présent sur l’extrados pour des écoulements transsoniques.
Cela passe donc par une zone où l’écoulement est très peu ralenti (le coefficient de pression Kp
est alors quasi-constant dans cette zone). Ceci implique donc ce plateau sur les évolutions de
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Figure 7.10. – Comparaison entre les dif-
férentes courbes enveloppes
du facteur N pour
AoA = −0,5˚et Tp = 320K
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Figure 7.11. – Comparaison entre les dif-
férentes courbes enveloppes
du facteur N pour
AoA = −1˚et Tp = 320K

Nenv. De plus, il est clairement visible que dans cette zone la détermination de NT est primordiale
puisque une légère variation de cette valeur implique une variation importante de la position de
transition. Ce n’est plus le cas pour les deux autres angles d’incidence. Comme dans le cas de la
paroi athermane, une comparaison entre les positions de transition déterminées numériquement
et expérimentalement est effectuée (figure 7.12).
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Figure 7.12. – Positions de transition laminaire-turbulent pour Tp = 320K, U0 = 80 m.s−1 et
les trois angles d’incidence.

La figure 7.12 montre un très bon accord entre les positions de transition déterminées nu-
mériquement et expérimentalement mis à part pour un angle d’incidence nul comme expliqué
précédemment.

7.1.4.2. Tp = 340K

Ici, la température de paroi est fixée à 340K ce qui correspond à un rapport de température
Tp/Tf proche de 1,13. Pour le calcul des facteurs N, la plage de fréquences f reste entre 3000
et 8000 Hz. Comme dans les deux précédents cas, une comparaison des courbes enveloppes est
effectuée.
Un très bon accord entre les courbes enveloppes Nenv issues de la méthode des paraboles éten-

due et du calcul de stabilité exacte est observé (figures 7.13, 7.14 et 7.15). Il est clairement visible
sur la figure 7.13 que la prise en compte de la température de paroi est essentielle pour calculer
la position de transition.
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Figure 7.13. – Comparaison entre les différentes courbes enveloppes du facteur N pour
AoA = 0˚et Tp = 340K

0 0.5 1
0
2
4
6
8
10

14

x/c

Nenv
Stabilité exacte
BDD étendue

Figure 7.14. – Comparaison entre les dif-
férentes courbes enveloppes
du facteur N pour
AoA = −0,5˚et Tp = 340K
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Figure 7.15. – Comparaison entre les dif-
férentes courbes enveloppes
du facteur N pour
AoA = −1˚et Tp = 340K

Pour le cas Tp = 340K l’écart le plus important entre la stabilité exacte et la méthode des pa-
raboles se trouve pour un angle d’incidence de 0˚et vaut 7% de corde. La raison de cet écart
est identique à celle avancée pour une température de paroi de 320K : la présence d’un plateau
sur les courbes enveloppes. La présence de ce plateau rend la détermination de la position de
transition très sensible à la valeur seuil NT. En effet, pour NT = 7,8, la méthode des paraboles
donne une position de transition à xT/c = 0,24 alors que pour NT = 8,2 la position de transition
est xT/c = 0,34.
Une comparaison entre les positions de transition déterminées numériquement et expérimentale-
ment est réalisée (figure 7.16).

La figure 7.16 montre un très bon accord entre les positions de transition déterminées numé-
riquement et expérimentalement. Ceci permet de valider le choix du paramètre ChRe∆ comme
paramètre d’indexation de la base de données pour la prise en compte de la température de paroi.

Cette première partie a permis, à l’aide de résultat expérimentaux, une première validation de
la méthode des paraboles étendue sur paroi chaude. De plus, cela valide le bon choix des différents
rapports Tp/Tf pour la construction de la base de données.
À priori, les résultats de la base de données sont cohérents avec des faibles valeurs de Tp/Tf . Il
est légitime de se demander si le modèle apporte de réelles améliorations par rapport à la base de
données originale et s’il permet de réellement prendre en compte l’influence de la température de
paroi. C’est pourquoi un autres cas de validation va être présenté pour un nombre de Mach plus
élevé et un rapport de température Tp/Tf plus élevé tout en restant dans une configuration où
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Figure 7.16. – Positions de transition laminaire-turbulent pour Tp = 340K, U0 = 80 m.s−1 et
les trois angles d’incidence.

il est possible d’obtenir une convergence de la simulation numérique. En effet, une température
de paroi trop élevée ou un gradient de pression positif (βH 6 0) provoque un décollement de la
couche limite proche du bord d’attaque. Le mécanisme de transition est alors une transition par
bulbe. Nous sortons du cadre de notre étude. Une attention particulière sera donc portée pour
obtenir des écoulements attachés. Cette deuxième validation sera réalisée uniquement avec une
comparaison entre les résultats de la méthode des paraboles et de la stabilité exacte. Ceci est dû
au fait qu’il y a peu d’expériences qui ont été réalisées sur des profils avec un chauffage de paroi
pour des écoulements subsoniques.

7.2. Validation à l’aide de la stabilité exacte avec une paroi chauffée
uniformément à 400K

Pour ce cas de validation, la température de paroi sur l’extrados est fixée à 400K. Afin d’éviter
l’apparition d’un bulbe de décollement sur cette partie du profil, le nombre de Mach infini amont
est augmenté. Pour ce calcul, le nombre de Mach vaut M∞ = 0,5. Le rapport de température Tp/Tf
est d’environ 1,3. L’angle d’incidence vaut ici −0,2˚. Les conditions génératrices correspondent
à M∞ = 0,5, Ti∞ = 290K et Rec = 3,59.106.

La figure 7.17 compare la courbe enveloppe du facteur N déterminée par la stabilité exacte et
la courbe enveloppe du facteur N donnée par la méthode des paraboles étendue. La gamme de
fréquences pour le calcul du facteur N est entre 5000 et 10000 Hz.
Ici, la position de transition est estimée à xT/c = 0,28. Comme visible sur cette figure, le résultat
de la méthode des paraboles est très proche de celui de la stabilité exacte puisque l’écart sur la
position de transition est de 0,8% de corde. Ceci permet de donner une première réponse positive
sur la prise en compte des effets de la température de paroi par la méthode des paraboles étendue.
Afin de valider la nouvelle base de données, il faudrait de nouveaux cas avec des rapports

de Tp/Tf plus élevés. Cependant, pour ces cas l’obtention d’une simulation où l’écoulement est
attaché et avec convergence du calcul est vraiment délicate sur ce profil ONERAD. Il a donc
été décidé plutôt de se rapprocher des problématiques industrielles en traitant des cas avec un
chauffage localisé.
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Figure 7.17. – Comparaison entre les différentes courbes enveloppes du facteur N pour
AoA = −0,2˚et Tp = 400K

7.3. Cas particulier du chauffage localisé
Les dispositifs de de-icing ou d’anti-icing ne se trouvent pas sur la totalité de l’aile. Ils sont en

général placés proche du bord d’attaque de l’aile ou de la nacelle. Le chauffage de la paroi est
donc localisé sur cette zone. Le but de cette section est de confronter la méthode des paraboles
à ce type de cas, plus proches des configurations industrielles.

7.3.1. Chauffage jusqu’à x/c = 0,1 avec Tp = 340K
Dans cette première configuration, le chauffage est appliqué sur la zone du bord d’attaque

jusqu’à x/c = 0,1 avec une température de paroi Tp = 340K. Au delà, la condition ∂T
∂y = 0 est

imposée.
Pour le calcul, les conditions génératrices sont identiques à celles du cas d’un chauffage uniforme
à Tp = 340K avec AoA = 0˚(paragraphe 7.1.4.2). Les fréquences utilisées pour le calculs du
facteur N varient entre 3000 et 8000Hz.

La figure 7.18 compare les différentes évolutions des courbes enveloppes du facteur N. Sur la
zone chauffée, les courbes sont très proches même si la courbe enveloppe de la nouvelle base de
données s’écarte de la courbe exacte un peu avant x/c = 0,1. Ce comportement est identique
à celui observé pour un chauffage uniforme 7.13. Ensuite l’écart entre les deux courbes devient
de plus en plus important. Puis à partir de x/c = 0,5, cet écart reste constant. Les pentes de
Nenv deviennent identiques ce qui signifie que les taux d’amplification donnés par la méthode des
paraboles sont très proches de ceux de la stabilité exacte. Les courbes en pointillés représentent
les courbes enveloppes du facteur N pour le cas de la paroi athermane présenté au début de ce
chapitre. Pour x/c > 0,5, les évolutions de toutes les courbes sont très proches que ce soit dans
le cas où la paroi est localement chauffée ou entièrement athermane.

L’augmentation de l’écart entre les deux courbes entre x/c = 0,1 et x/c = 0,5 est due au
changement de condition à la paroi. En effet, pour x/c > 0,1, la paroi est considérée comme
athermane (la condition ∂T/∂y = 0 est imposée). Cette condition implique une discontinuité de
la valeur du flux de chaleur à la paroi. Le paramètre ChRe∆ passe alors d’une valeur non nulle à une
valeur nulle caractéristique d’une paroi athermane. Cette discontinuité implique une discontinuité
dans le calcul des taux d’amplification par la méthode des paraboles. Les interpolations se font
seulement sur les profils adiabatiques. Les effets d’histoire ne sont alors pas pris en compte. En
effet, en imposant ∂T/∂y = 0 à la paroi à partir de x/c = 0,1, il y a une zone (ici jusqu’à
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Figure 7.18. – Comparaison entre les différentes courbes enveloppes du facteur N pour
AoA = 0˚et un chauffage localisé avec Tp = 340K et rappel des conditions limites

x/c = 0,4) où Tp évolue vers Tf . Ceci est illustré sur la figure 7.19. La courbe bleue représente le
profil de température à la première position où la paroi n’est pas chauffée. Du point de vue de la
base de données, les profils de température passent brusquement d’un profil isotherme à un profil
adiabatique. La figure 7.20 illustre le fait qu’après le chauffage, la base de données va "encadrer"
les profils elsA avec des profils de température adiabatique ce qui est évidemment non souhaité.
En effet, les profils de similitude doivent encadrer de part et d’autre les profils elsA (vitesse et
température) pour obtenir une détermination correcte du taux d’amplification.
Cette non prise en compte des effets d’histoire peut venir de l’indexation de la base de données par
le paramètre ChRe∆. Les profils de similitude choisis pour la construction de la base de données
sont soit isothermes soit adiabatiques. La discontinuité observée est donc attendue. Proche de
la jonction chauffée-non-chauffée, le profil de température réel se situe entre un profil isotherme
et un profil adiabatique. À la paroi, il a une forme de profil adiabatique alors que plus loin
il est proche d’un profil isotherme. Un paramètre d’indexation basé sur la forme du profil de
température aurait peut être été en mesure de prendre en compte la forme particulière des profils
de température à l’aval de la jonction.

Toutefois, l’erreur sur la position de transition est d’environ 4% ce qui est tout a fait acceptable.
Ici la stabilité exacte donne une position de transition xT/c = 0,51 alors que pour la méthode des
paraboles xT/c = 0,55. Cette remarque est valable pour des NT proche de 8. Pour une valeur seuil
plus faible (par exemple NT = 6), l’écart entre la stabilité exacte et la méthode des paraboles est
beaucoup plus important. Ceci s’explique que pour NT = 6, la transition s’effectue dans la zone
où les effets d’histoire sur le profil de température sont importants.

7.3.2. Chauffage jusqu’à x/c = 0,1 avec Tp = 400K

Cette configuration est identique à la précédente à l’exception près que la température de paroi
vaut Tp = 400K dans la zone du bord d’attaque. Les conditions génératrices sont identiques à
celles détaillées pour le cas d’un chauffage uniforme (paragraphe 7.2). L’angle d’attaque vaut
AoA = −0,2˚. Les fréquences pour le calcul du facteur N sont comprises entre 3000 et 8000Hz.

La comparaison entre les différentes courbes enveloppes donne les mêmes conclusions que le
paragraphe précédent (figure 7.21). Sur la zone chauffée, les deux courbes se superposent par-
faitement. Lorsque la paroi n’est plus chauffée, la différence entre les deux courbes augmente.
C’est dans cette zone que progressivement, les profils de température vont tendre vers des profils
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Figure 7.19. – Profils de température à différentes positions longitudinales pour un chauffage
localisé avec Tp = 340K
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Figure 7.20. – Profil de température elsA à x/c = 0,102 et profils de similitude pour un chauffage
localisé avec Tp = 340K

adiabatiques. Quant à la méthode des paraboles, elle va directement chercher des profils adiaba-
tiques dans la base de données. À partir de x/c = 0,4, l’écart se stabilise et l’égalité des pentes
est observée.
Pour cette gamme de fréquences, la méthode des paraboles donne une position de transition

xT/c = 0,54 alors que pour la stabilité exacte xT/c = 0,50. Encore une fois, une erreur de 4% de
corde est très acceptable sachant que les effets d’histoire ne sont actuellement pas pris en compte
pour ce genre de configuration.

7.3.3. Chauffage localisé jusqu’à x/c = 0,04
Pour cette configuration, l’extrados est chauffé jusqu’à 4% de corde. Dans le cas de la paroi

athermane x/c = 0,04 représente l’abscisse critique.
D’après Arnal [71], un chauffage localisé, au bon endroit, permet une stabilisation de la couche
limite. En effet, le fluide voit dans un premier temps une paroi chaude. Les instabilités sont alors
amplifiées. Puis après cet élément chauffant, le fluide voit une paroi froide. Ceci implique un
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Figure 7.21. – Comparaison entre les différentes courbes enveloppes pour AoA = −0,2˚et un
chauffage localisé avec Tp = 400K

amortissement des instabilités. Une fois que l’équilibre thermique entre le fluide et la paroi est
atteint, les instabilités s’amplifient de la même façon que si la paroi était athermane. La présence
de la zone d’amortissement permet un recul de la position de transition. Cependant, la position
de l’élément chauffant est primordiale. Placé dans une zone où les instabilités ne sont pas encore
amplifiées, cet élément va permettre la stabilisation de la couche limite. Dans le cas contraire,
l’élément va "sur-amplifier" les instabilités par rapport à une configuration où il n’y aurait pas
d’élément chauffant ce qui va inévitablement déstabiliser la couche limite.

L’objectif ici est de valider la méthode des paraboles étendue dans une configuration où le
chauffage est localisé très proche du bord d’attaque. Le chauffage de la paroi est réalisé jusqu’à
x/c = 0,04. La température de paroi est Tp = 340K. Les conditions génératrices sont identiques
à celles de la section 7.1.4.2. L’angle d’incidence est fixé à AoA = 0˚. Pour prendre en compte
la "paroi froide" après la zone chauffée, la température de la paroi Tp vaut Tf . Dans ce cas
Tp = 289,5K. C’est une condition de paroi isotherme et non de paroi athermane.
La figure 7.22 compare les courbes enveloppes du facteur N issues de la stabilité exacte et de la

méthode des paraboles. Les fréquences f utilisées pour le calcul du facteur N varient entre 3000
et 8000Hz.
Jusqu’à x/c = 0,25, les deux courbes se superposent très bien. Ensuite la courbe de stabilité
exacte décroit légèrement alors que la courbe de facteur N issue de la méthode des paraboles
reste constante. La position de transition est très bien calculée par la méthode des paraboles.
L’écart entre la stabilité exacte et la méthode des paraboles est de 1% de corde pour la position
de transition. Pour la méthode des paraboles xT/c = 0,55 et pour la stabilité exacte la position
de transition est proche de xT/c = 0,56.

L’effet d’un chauffage localisé sur la stabilité de la couche limite n’est visible que sur les courbes
de facteurs N issues de la stabilité exacte. En amont de la partie chauffée, la paroi est considérée
comme froide. La valeur de ChRe∆ est donc négative. Cependant avant l’utilisation de la base de
données un test est effectué sur les valeurs des paramètres d’indexation. Ce test a pour but d’être
sur que ces valeurs sont présentes dans la base de données. Ainsi pour une valeur négative de
ChRe∆, la base de données va faire comme si ChRe∆ = 0 puisque la base ne contient pas de valeur
négative du paramètre ChRe∆. La figure 7.23 compare les courbes enveloppes dans un cas où la
paroi est chauffée localement (ici jusqu’à x/c = 0,04) et dans un cas où la paroi est athermane.
L’écart sur la position de transition est faible mais bien visible. Le cas d’un chauffage localisé
donne ici une position légèrement plus en aval (xT/c = 0,56) que pour une paroi athermane
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Figure 7.22. – Comparaison entre les différentes courbes enveloppes pour AoA = 0˚et un chauf-
fage localisé jusqu’à x/c = 0,04 avec Tp = 340K et rappel des conditions limites

(xT/c = 0,54) dans le cas de la stabilité exacte (courbes rouges). Cependant la méthode des
paraboles (courbes bleues) n’est pas capable de prendre en compte l’effet de la "paroi froide" sur
la position de transition. Les positions de transition prévues par la méthode des paraboles pour
un chauffage local et pour une paroi athermane sont très proches comme l’illustre la figure 7.23.
Tout se passe comme si, immédiatement après l’élément chauffant, la paroi était athermane. Cela
vient du fait que l’extension de la base de données originale a été réalisée pour les parois chaudes.
L’utilisation de la méthode des paraboles avec des parois froides (cf section 3.2) ou son extension
aux parois froides permettrait sûrement de tenir compte de cet effet.
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Figure 7.23. – Comparaison entre les courbes enveloppes pour AoA = 0˚, un chauffage localisé
jusqu’à x/c = 0,04 avec Tp = 340K et une paroi athermane
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7.4. Cas avec un chauffage localisé non uniforme

Pour cette configuration, le chauffage reste localisé dans la zone du bord d’attaque mais cette
fois-ci il n’est plus considéré comme uniforme. En se déplaçant du bord d’attaque vers la fin de
la zone de chauffage, la température de la paroi décroit. Le chauffage est appliqué jusqu’au quart
de corde (longueur de chauffage utilisée pour les dispositifs anti-givrage [72]).
La figure 7.24 représente le profil ONERAD utilisé pour les différentes simulations. La tempé-
rature de paroi Tp est fixée à 400K proche du bord d’attaque et décroit jusqu’à Tp = 380K à
x/c = 0,25. Cette zone de chauffage est repérée en rouge sur la figure. Au delà, la condition
∂T/∂y = 0 est imposée. L’angle d’incidence est ici AoA = −0,2˚. Le gradient de température est
de l’ordre de ∇T = 230K.m−1 ce qui correspond à l’ordre de grandeur des systèmes de protection
contre le givre.
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Figure 7.24. – Profil ONERAD chauffé avec un rappel des conditions limites

La mise en place d’une rampe de température dans le solveur elsA n’étant pas facile, il a été
décidé de modéliser cette rampe avec différents paliers. Sur chaque palier, la température de paroi
est uniforme. Les paliers de température sont Tp = [400, 397, 395, 390, 385, 380]K.
Les conditions génératrices sont identiques à celles utilisées dans le paragraphe 7.2. Les fréquences
f sont toujours comprises entre 3000 et 8000Hz.

Sur la partie chauffée du profil (0 6 x/c 6 0,25), la méthode des paraboles donne des résultats
en accord avec la stabilité exacte comme l’illustre la figure 7.25. Les différents paliers de tempéra-
ture de paroi sont bien pris en compte par la méthode des paraboles. Lorsque le chauffage s’arrête
la courbe enveloppe du facteur N donnée par la méthode des paraboles décroche par rapport à
la courbe enveloppe de la stabilité exacte. Ce "décrochage" est du au changement de la condition
à la paroi pour le profil de température comme discuté au paragraphe 7.3.1.
Pour la méthode des paraboles, Nenv atteint difficilement NT = 8 (l’augmentation de Nenv après
le palier est purement numérique). Dans ce cas, l’erreur sur la position de transition est de 6%
de corde (pour la méthode des paraboles xT/c = 0,52 et pour la stabilité exacte xT/c = 0,46). La
base de données originale (en vert sur la figure 7.25) donne dans ce cas une position de transition
xT/c = 0,34. Pour ce type de configuration, la prise en compte des effets de température de paroi
est nécessaire pour obtenir une bonne prévision de la position de transition.
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Figure 7.25. – Comparaison entre les courbes enveloppes pour AoA = −0,2˚, un chauffage
localisé jusqu’à x/c = 0,25 avec ∇T = 230K.m−1

7.5. Conclusion
Ce chapitre a permis de valider la méthode des paraboles étendue tout en montrant ses limi-

tations. Tout d’abord cette validation a été réalisée sur un chauffage uniforme et sur toute la
longueur de l’extrados d’un profil ONERAD. Ensuite pour se rapprocher des utilisations indus-
trielles des dispositifs de lutte contre le givrage, un chauffage uniforme et localisé sur la zone du
bord d’attaque a été réalisé. Dans ces configurations la méthode des paraboles donne de très bons
résultats sur la partie chauffée du profil. Cependant juste après la zone chauffée, le changement
brusque de condition limite du profil de température impose une discontinuité dans le calcul du
paramètre ChRe∆. La courbe enveloppe du facteur N de la méthode des paraboles s’écarte de
celle donnée par la stabilité exacte. Une fois une zone transitoire passée, les pentes des courbes
enveloppes sont similaires ce qui permet de dire que les taux d’amplification donnés par la mé-
thode des paraboles sont proches de ceux de la stabilité exacte.
Enfin, une configuration encore plus réaliste avec différents paliers de températures a été réalisée.
Sur l’ensemble de la partie chauffée, la méthode des paraboles donne de très bons résultats vis
à vis de la stabilité exacte. Lorsque la paroi n’est plus chauffée, un décrochage entre les deux
courbes enveloppes est là encore observé. Ce décrochage était attendu au vu des résultats sur
la configuration avec un chauffage uniforme et localisé. Cette limitation pourrait être levée en
indexant la base de données par un paramètre représentatif de la forme et indépendant de la
condition à la paroi du profil de température. Une première tentative a été réalisée à l’aide d’un
facteur de forme thermique (cf Chapitre 6). Malheureusement il n’y a pas de bijection entre ce
paramètre et le rapport Tp/Tf . Cette condition doit être obligatoirement respectée.
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Chapitre 8
Conclusion
8.1. Discussion

L’objectif de ce travail de thèse était de prévoir la transition laminaire-turbulent sur parois
chaudes par extension de la méthode des paraboles. Cet objectif a donné naissance à quatre
axes de recherche : la détermination d’un écoulement de base permettant la prise en compte de
la température de paroi tout en étant représentatif des profils rencontrés par des écoulements
réels, l’étude de stabilité de cet écoulement, la détermination d’un paramètre indexant la base
de données contenant les effets de la température de paroi et l’étude de la capacité de la base de
données étendue à prévoir la position de transition.

Tout d’abord, un écoulement de base permettant la prise en compte de la température de
paroi a été déterminé. Cet écoulement est solution des équations de similitude de Levy-Lees [8].
La résolution de ces équations fait appel au concept de similitude locale. Ce concept suppose
que les caractéristiques de l’écoulement extérieur et de la température de paroi varient assez
lentement pour que les dérivées dans la direction longitudinale de la vitesse et de la température
soient négligeables devant les dérivées dans la direction normale. Les profils de vitesse et de
température issus de ces équations ont été validés à l’aide du code de couche limite 3C3D. Ces
profils sont les points d’entrées des calculs de stabilité.
En revanche, les écoulements avec des fortes accélérations ou décélérations et des températures

de paroi non constantes ne sont pas bien modélisés par les solutions de similitude. Ceci est
causé par l’utilisation du concept de similitude locale. Ce problème de représentativité de la base
de données pourrait être levé en utilisant par exemple des solutions Navier-Stokes sur différentes
configurations de chauffage de paroi afin d’obtenir une base de profils représentative d’écoulements
de couche limite sur parois chaudes.

L’étude de stabilité linéaire de ces écoulements a été effectuée en appliquant une approche locale.
Cette approche a été appliquée avec succès sur des écoulements incompressible et compressible. En
supposant que toutes les grandeurs physiques de l’écoulement pouvaient se décomposer comme
une valeur moyenne et une perturbation, les équations aux petites perturbations ont pu être
déterminées. Cette thèse se focalisait sur le phénomène de transition naturelle. Pour ce type de
transition, les perturbations sont considérées comme étant modales. En utilisant cette propriété,
les équations de stabilité linéaire locale ont pu être déterminées. Résoudre ce système d’équations
revenait à résoudre un problème aux valeurs propres. La mise sous forme matricielle des équations
de stabilité linéaire locale a permis de résoudre ce problème aux valeurs propres. Cette mise sous
forme matricielle s’est effectuée en utilisant une théorie pseudo-temporelle. L’utilisation de cette
théorie a permis un gain de temps de calcul non négligeable sur le calcul des valeurs propres.
À partir de là, des diagrammes de stabilité ont pu être déterminés pour la base de profils de
similitude prenant en compte la température de paroi.

La recherche des paramètres d’indexation de la base de données a été une étape clé de ces
travaux. En effet, ce sont ces paramètres qui permettent de faire le lien entre les profils issus d’une
simulation RANS et les profils utilisés pour la construction de la base de données. Une étude de
sensibilité sur différents maillages a permis de montrer que le paramètre CfReθ11 permettait une
meilleur prise en compte des effets de gradient de pression que le facteur de forme incompressible
Hi. La prise en compte des effets de la température de paroi est passée par la recherche et la
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création d’un paramètre de similitude pour les profils de température. L’idée a été de trouver un
équivalent thermique du paramètre CfReθ11 (paramètre de similitude pour les profils de vitesse).
Le produit entre le coefficient de flux de chaleur Ch et un nombre de Reynolds basé sur une
épaisseur d’enthalpie ∆ a permis de créer le paramètre ChRe∆. Ce paramètre a été considéré
comme paramètre de similitude pour les profils de température. Dans le cas d’un écoulement
compressible, les équations de Navier-Stokes sont liées les unes aux autres. Cette caractéristique
est visible sur les paramètres de similitude. Autrement dit, la température de paroi va agir sur
le profil de vitesse et donc sur le paramètre CfReθ11 et le gradient de pression va influencer la
forme du profil de température et va donc jouer sur le paramètre ChRe∆. Pour éviter des pertes
de bijectivité, il a été décidé de raisonner sur le couple (CfReθ11 ,ChRe∆). En traçant un abaque
(CfReθ11 = f(ChRe∆)) pour différents rapports de température Tp/Tf et différents gradients de
pression βH, la bijectivité du couple (CfReθ11 ,ChRe∆) vis à vis du couple (βH, Tp/Tf) a été validé
sur des profils de similitude. Il faudra la vérifier si la base de données est étendue à des profils
issus de calcul RANS.
En revanche, cette bjectivité est restreinte à une valeur maximale du gradient de pression βH

dépendante du rapport Tp/Tf . Il a été observé un repliement des courbes de l’abaque à partir
d’une certaine valeur du couple (βH,Tp/Tf). Au delà de cette valeur limite, un phénomène de
survitesse sur le profil de vitesse a été observé. Ces profils ont pu être identifiés (voir Annexe
G). Pour tenir compte de ce phénomène lors de la détermination de la transition, une base de
données spécifique aux profils avec survitesse peut être créée.

Enfin, des simulations RANS autour d’un profil ONERAD pour différentes conditions de tempé-
rature de paroi et de gradient de pression ont pu valider la capacité de la base de données étendue
à prédire correctement une position de transition. Certaines de ces simulations ont pu être com-
parées à des résultats expérimentaux [70] où le chauffage est appliqué sur toute la longueur de
l’extrados. La présence d’un plateau sur les courbes enveloppes du facteur N, caractéristique de
la géométrie du profil ONERAD, rend la détermination de la position de transition très dépen-
dante de la valeur seuil NT. Des simulations plus proche des problématiques industrielles pour le
dégivrage des ailes ont été réalisées. Dans ces simulations le chauffage n’est plus appliqué sur la
totalité de l’extrados mais est localisé dans une zone proche du bord d’attaque (sur le premier
quart de corde). Différents cas de chauffage ont été étudiés : un chauffage localisé uniforme et un
chauffage localisé non-uniforme. Dans les deux configurations, la méthode des paraboles étendue
a permis une détermination précise de la position de transition.

En revanche, sur ces configurations localisées, il a été montré l’existence d’un effet d’histoire
sur le profil de température. Cet effet vient de la discontinuité de la condition à la paroi pour la
température. Pour la base de données, les profils de température sont soit isothermes soit adia-
batiques. Or dans ce cas, les profils de température ont une forme proche d’un profil isotherme
mais avec une condition à la paroi identique à un profil adiabatique. Dans la zone où les profils
de température issus de la simulation RANS passent d’un profil isotherme à un profil adiaba-
tique, la méthode des paraboles étendue sous-estime les taux d’amplification ce qui provoque un
"décrochage" de la courbe enveloppe du facteur N par rapport à la stabilité exacte. Une solution
pour prendre en compte ces effets d’histoire serait de trouver un autre paramètre d’indexation
lié au profil de température qui prend en compte la forme de ce profil. Ce paramètre doit être
indépendant de la condition à la paroi du profil de température.
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8.2. Bilan
Les travaux au cours de cette thèse ont permis d’étendre la méthode des paraboles aux parois

chaudes. Cette extension est capable de déterminer une position de transition sur des configura-
tions avec des parois isothermes et athermanes.

Tout d’abord, il a été montré que le changement de variable de Levy-Lees fourni des profils
de similitude permettant de prendre en compte la température de paroi. Il est alors possible
d’obtenir une base de profils représentative des écoulements de couche limite sur parois chaudes.
La mise sous forme matricielle des équations de stabilité linéaire locale en utilisant la théorie

pseudo-temporelle a permis de déterminer les diagrammes de stabilité associés aux profils de
similitude.
La recherche des paramètres d’indexation a permis de montrer que le paramètre de similitude

CfReθ11 était mieux adapté à la prise en compte des effets de gradient de pression pour une
approche RANS. Elle a aussi permet de créer un paramètre de similitude pour les profils de
température : le paramètre ChRe∆.
Enfin, des simulations RANS autour d’un profil ONERAD sous plusieurs configurations a

permis de valider la capacité de la méthode des paraboles étendue à prévoir une position de
transition que la paroi soit athermane ou isotherme. Ces simulations ont aussi montré les limites
de la base de données construite au cours de la thèse.

8.3. Perspectives
Les limites observées lors de la détermination des paramètres d’indexation et lors de la valida-

tion de la méthode des paraboles amènent à établir plusieurs perspectives.
Sous des conditions de gradient de pression et de température particulières, un phénomène de

survitesse apparaît au sein de la couche limite. La présence de ce phénomène change radicale-
ment la forme du profil de vitesse. Afin d’être capable de prévoir une position de transition sur
un nombre important de configurations et ainsi d’augmenter le domaine de validité de la méthode
des paraboles, il faudrait étendre cette méthode aux profils avec survitesse.

De plus, lorsque le chauffage de la paroi est localisé (ce qui est représentatif des probléma-
tiques industrielles), la méthode des paraboles sous-estime les taux d’amplification des instabili-
tés lorsque que la paroi passe d’une condition isotherme à une condition athermane. L’utilisation
du paramètre ChRe∆ ne permet pas de prendre en compte les effets d’histoire sur le profil de
température. Un paramètre basé entièrement sur la forme du profil de température pourrait être
capable de prendre en compte cet effet et ainsi améliorer la prévision de la position de transition
dans ce genre de configuration. Une autre solution serait d’imposer Tp = Tf dans les zones non-
chauffées et étendre la base de données aux parois froides.

Enfin, toujours pour étendre le domaine de validité de la méthode des paraboles, il semble
important d’étudier en profondeur le phénomène de transition par bulbes et ainsi étendre la
méthode à ce type de transition.
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Annexe A
Tri-diagonalisation du système d’équations de
Levy-Lees
La résolution des équations de Levy-Lees nous permet de déterminer des profils de vitesse et

de température de l’écoulement de base. La résolution de ces équations est réalisée à l’aide d’une
méthode dite pseudo-instationnaire. La différence entre une solution initiale et une solution à
l’instant n est considérée comme un accroissement temporel. L’objectif est d’obtenir une solution
stationnaire donc une différence, entre les deux solutions, nulle. Cette méthode couplée avec une
discrétisation adaptée (détaillée dans ce qui suit) nous permet d’obtenir un système linéaire sous
forme d’un système tri-diagonal.
L’algorithme de Thomas (détaillé en annexe C) permet de résoudre des systèmes tri-diagonaux.
Un système tri-diagonal est un système qui peut se mettre sous la forme :

aixi−1 + bixi + cixi+1 = di pour i = 1..n (A.1)

avec a1 = 0 et cn = 0.
Si nous pouvons transformer les équations (4.1) et (4.2) en un système tri-diagonal nous pourrons
utiliser l’algorithme de Thomas et ainsi déterminer les profils de vitesse et de température.
Nous nous intéresserons dans un premier temps à l’équation de similitude pour la quantité de
mouvement puis à celle de l’énergie.

i

i-1

i+1

i+1/2

i-1/2

 δi

  δi-1

 Δi

Figure A.1. – Description
du maillage
pour la tri-
diagonalisation
de l’équation
(1.58)

Équation de quantité de mouvement L’équation de similitude
pour la quantité de mouvement est la suivante :

∂

∂η

(
ρµ

ρpµp
f ′′
)

︸ ︷︷ ︸
1©

+ ff ′′︸︷︷︸
2©

+βH

(
ρe
ρ
− f ′2

)
︸ ︷︷ ︸

3©

= 0

Afin de simplifier les notations, nous noterons ρµ
ρpµp

= mr.
Nous noterons aussi ∆i = δi + δi−1 la discrétisation dans la direc-
tion η.
L’objectif ici est de discrétiser l’équation ci-dessus au point i.

Le terme d’accroissement temporel lié à la méthode de résolution
vaut df ′(i)

dt = f ′(i)n−f ′(i)n−1

∆t
.

La valeur de ∆t est fixée par l’utilisateur. La dérivée en η est
évaluée aux points i+ 1/2 et i− 1/2.
Le terme 1© nous donne donc :

1©⇔
[
mr(i+ 1

2)f ′′(i+ 1
2)−mr(i− 1

2)f ′′(i− 1
2)
]

1
δ
i− 1

2
+δ

i+ 1
2
(A.2)

⇔
[
mr(i+ 1

2)f ′′(i+ 1
2)−mr(i− 1

2)f ′′(i− 1
2)
]

2
∆i

(A.3)

avec

mr(i+1
2) = 1

2 (mr(i+ 1) +mr(i)) ; mr(i−1
2) = 1

2 (mr(i) +mr(i− 1))
(A.4)
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f ′′(i+ 1
2) = f ′(i+ 1)− f ′(i)

δi
; f ′′(i− 1

2) = f ′(i)− f ′(i− 1)
δi−1

(A.5)

Ainsi le terme 1© devient :

1©⇔
[
(mr(i+ 1) +mr(i)) f

′(i+ 1)− f ′(i)
δi

− (mr(i) +mr(i− 1)) f
′(i)− f ′(i− 1)

δi−1

] 1
∆i

(A.6)

Les termes 2© et 3© deviennent :

2©⇔ f(i)f
′(i+ 1)− f ′(i− 1)

∆i
(A.7)

3©⇔ β

(
ρe
ρ

(i)− f ′(i)f ′(i)
)

(A.8)

En recombinant tous ces termes et en ajoutant le terme d’accroissement temporel, l’équation (4.1)
devient :[

(mr(i+ 1) +mr(i)) f
′(i+ 1)− f ′(i)

δi
− (mr(i) +mr(i− 1)) f

′(i)− f ′(i− 1)
δi−1

] 1
∆i

+

f(i)f
′(i+ 1)− f ′(i− 1)

∆i
− βf ′(i)f ′(i) + f ′(i)

∆t
= −βρe

ρ
(i) + f ′(i)n−1

∆t
(A.9)

Nous pouvons regrouper les termes en f ′(i+ 1), f ′(i) et f ′(i− 1) :

f ′(i− 1) 1
∆i

[
mr(i) +mr(i− 1)

δi−1
− f(i)

]
−

f ′(i)
[ 1

∆t
+
(
mr(i+ 1) +mr(i)

δi
+ mr(i) +mr(i− 1)

δi−1

) 1
∆i

+ βf ′(i)
]

+

f ′(i+ 1) 1
∆i

[
mr(i+ 1) +mr(i)

δi
+ f(i)

]
= −β ρe

ρ
(i) + f ′(i)n−1

∆t
(A.10)

En notant :

ai = 1
∆i

[
mr(i) +mr(i− 1)

δi−1
− f(i)

]
(A.11)

bi = −
[ 1

∆t
+
(
mr(i+ 1) +mr(i)

δi
+ mr(i) +mr(i− 1)

δi−1

) 1
∆i

+ βf ′(i)
]

(A.12)

ci = 1
∆i

[
mr(i+ 1) +mr(i)

δi
+ f(i)

]
(A.13)

di = −β ρe
ρ

(i) + f ′(i)n−1

∆t
(A.14)

nous pouvons mettre l’équation (4.1) sous la forme :

aif
′(i− 1) + bif

′(i) + cif
′(i+ 1) = di (A.15)

Étant donnée que l’équation (A.15) représente un système tri-diagonal, nous pouvons utiliser
l’algorithme de Thomas.
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i

i-1

i+1

i+1/2

i-1/2

 δi

  δi-1

 Δi

Figure A.2. – Description
du maillage
pour la tri-
diagonalisation
de l’équation
(1.59)

Équation de l’énergie L’équation de similitude pour l’énergie est
la suivante :

∂

∂η

(
ρµ

ρpµp

g′

Pr

)
︸ ︷︷ ︸

1©

+ fg′︸︷︷︸
2©

= − Ue
2

hie

∂

∂η

(
Pr − 1

Pr

ρµ

ρpµp
f ′f ′′

)
︸ ︷︷ ︸

3©

Comme précédemment, on notemr = ρµ
ρpµp

et les dérivées en η sont
évaluées aux points i + 1/2 et i − 1/2. Le terme d’accroissement
temporel vaut dg(i)

dt = g(i)n−g(i)n−1

∆t
.

On a donc :

1©⇔ 1
Pr

[
mr(i+ 1

2)g′(i+ 1
2)−mr(i− 1

2)g′(i− 1
2) 2

∆i

]
(A.16)

avec

mr(i+1
2) = 1

2 (mr(i+ 1) +mr(i)) ; mr(i−1
2) = 1

2 (mr(i) +mr(i− 1))
(A.17)

g′(i+ 1
2) = g(i+ 1)− g(i)

δi
; g′(i− 1

2) = g(i)− g(i− 1)
δi−1

(A.18)
Ainsi,

1©⇔ 1
Pr

[
(mr(i+ 1) +mr(i)) g(i+ 1)− g(i)

δi
− (mr(i) +mr(i− 1)) g(i)− g(i− 1)

δi−1

] 1
∆i

(A.19)

Le terme 2© devient :
2©⇔ f(i)g(i+ 1)− g(i− 1)

∆i
(A.20)

Le terme 3© devient :

3©⇔
(

1− 1
Pr

)[
(mrf ′)(i+ 1

2)f ′′(i+ 1
2)− (mrf ′)(i− 1

2)f ′′(i− 1
2)
] 2

∆i

Ue
2

hie
(A.21)

avec
(mrf ′)(i+ 1

2) = 1
2(mr(i+ 1)f ′(i+ 1) +mr(i)f ′(i)) (A.22)

(mrf ′)(i− 1
2) = 1

2(mr(i)f ′(i) +mr(i− 1)f ′(i− 1)) (A.23)

f ′′(i+ 1
2) = f ′(i+ 1)− f ′(i)

δi
f ′′(i− 1

2) = f ′(i)− f ′(i− 1)
δi−1

(A.24)

d’où,

3©⇔
(

1− 1
Pr

) 1
∆i

Ue
2

hie

[
(mr(i+ 1)f ′(i+ 1) +mr(i)f ′(i))f

′(i+ 1)− f ′(i)
δi

]
−(

1− 1
Pr

) 1
∆i

Ue
2

hie

[
(mr(i)f ′(i) +mr(i− 1)f ′(i− 1))f

′(i)− f ′(i− 1)
δi−1

]
(A.25)

En recombinant les différents termes et en ajoutant le terme d’accroissement temporel, l’équa-
tion(4.2) devient :

1
Pr

[
(mr(i+ 1) +mr(i)) g(i+ 1)− g(i)

δi
− (mr(i) +mr(i− 1)) g(i)− g(i− 1)

δi−1

] 1
∆i

+
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f(i)g(i+ 1)− g(i− 1)
∆i

+ g(i)
∆t

= term1(term2− term3) + g(i)n−1

∆t
(A.26)

en notant :

term1 =
(

1− 1
Pr

) 1
∆i

Ue
2

hie
(A.27)

term2 = (mr(i+ 1)f ′(i+ 1) +mr(i)f ′(i))f
′(i+ 1)− f ′(i)

δi
(A.28)

term3 = (mr(i)f ′(i) +mr(i− 1)f ′(i− 1))f
′(i)− f ′(i− 1)

δi−1
(A.29)

Nous pouvons regrouper les termes en g(i+ 1), g(i) et g(i− 1) :

g(i− 1) 1
Pr

1
∆i

[
mr(i+ 1) +mr(i)

δi
+ f(i)

]
−

g(i) 1
Pr

1
∆i

[
mr(i+ 1) +mr(i)

δi
+ mr(i) +mr(i− 1)

δi−1

]
+ g(i)

∆t

g(i+ 1) 1
Pr

1
∆i

[
mr(i) +mr(i− 1)

δi−1
− f(i)

]
= term1(term2− term3) + g(i)n−1

∆t
(A.30)

En notant :

ai = 1
Pr

1
∆i

[
mr(i+ 1) +mr(i)

δi
+ f(i)

]
(A.31)

bi = − 1
Pr

1
∆i

[
mr(i+ 1) +mr(i)

δi
+ mr(i) +mr(i− 1)

δi−1

]
+ 1

∆t
(A.32)

ci = 1
Pr

1
∆i

[
mr(i) +mr(i− 1)

δi−1
− f(i)

]
(A.33)

di = term1(term2− term3) + g(i)n−1

∆t
(A.34)

nous pouvons mettre l’équation (4.2) sous la forme :

aig(i− 1) + big(i) + cig(i+ 1) = di (A.35)

L’équation (A.35) représente un système tri-diagonal donc nous pouvons utiliser l’algorithme de
Thomas pour sa résolution.
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Annexe B
Équation d’Orr-Sommerfeld
B.1. Mise en place des équations aux petites perturbations pour un

écoulement incompressible. Équation de stabilité linéaire locale

Afin de mettre en place l’équation d’Orr-Sommerfeld, une décomposition des différentes gran-
deurs est réalisée : −→V =

〈−→
V
〉

+ v′. Toutes grandeurs se décomposent en une grandeur moyenne
et une partie fluctuante : 

u∗ = U + u′

v∗ = V + v′

w∗ = W + w′

p∗ = P + p′

(B.1)

où ϕ est la partie moyenne, ϕ′ la fluctuations et ϕ∗ la grandeur sous forme adimensionnelle.
Nous allons considérer l’hypothèse d’écoulement parallèle ce qui nous permet de simplifier l’écri-
ture du vecteur vitesse et par suite des équations de Navier-Stokes. Cette hypothèse nous permet
d’écrire

〈−→
V
〉

= (U(y∗), 0,W (y∗)).
La décomposition vue précédemment (relation B.1) est utilisée puis les équations sont rendues

sans dimensions. L’hypothèse d’écoulement parallèle est ensuite appliquée :

∂u′

∂t∗
+ (U + u′) ∂u

′

∂x∗
+ v′

∂(U + u′)
∂y∗

+(W + w′) ∂u
′

∂z∗
+∂(P + p′)

∂x∗
= 1

Re( ∂
2u′

∂x∗2
+ ∂2(U + u′)

∂y∗2
+ ∂2u′

∂z∗2
)

(B.2)
∂v′

∂t∗
+ (U + u′) ∂v

′

∂x∗
+ v′

∂v′

∂y∗
+(W + w′) ∂v

′

∂z∗
+∂(P + p′)

∂y∗
= 1

Re( ∂
2v′

∂x∗2
+ ∂2v′

∂y∗2
+ ∂2v′

∂z∗2
)

(B.3)
∂w′

∂t∗
+ (U + u′)∂w

′

∂x∗
+ v′

∂(W + w′)
∂y∗

+(W + w′)∂w
′

∂z∗
+∂(P + p′)

∂z∗
= 1

Re(∂
2w′

∂x∗2
+ ∂2(W + w′)

∂y∗2
+ ∂2w′

∂z∗2
)

(B.4)

où Re représente le nombre de Reynolds.
Nous supposons maintenant que les grandeurs moyennes vérifient les équations de Navier-Stokes
stationnaires. Cette hypothèse nous permet d’obtenir une condition sur le terme de pression.

∂U

∂t∗
+ U

∂U

∂x∗
+ V

∂U

∂y∗
+W

∂U

∂z∗
+ ∂P

∂x∗
= 1

Re( ∂
2U

∂x∗2
+ ∂2U

∂y∗2
+ ∂2U

∂z∗2
) (B.5)

∂V

∂t∗
+ U

∂V

∂x∗
+ V

∂V

∂y∗
+W

∂V

∂z∗
+ ∂P

∂y∗
= 1

Re( ∂
2V

∂x∗2
+ ∂2V

∂y∗2
+ ∂2V

∂z∗2
) (B.6)

∂W

∂t∗
+ U

∂W

∂x∗
+ V

∂W

∂y∗
+W

∂W

∂z∗
+ ∂P

∂z∗
= 1

Re(∂
2W

∂x∗2
+ ∂2W

∂y∗2
+ ∂2W

∂z∗2
) (B.7)

et après application de la dernière hypothèse :

∂P

∂x∗
= 1

Re
∂2U

∂y∗2
, ∂P

∂y∗
= 0 et ∂P

∂z∗
= 1

Re
∂2W

∂y∗2
(B.8)
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En injectant ces dernières relations et en effectuant une linéarisation (les termes quadratiques
sont négligés), nous obtenons les équations pour les petites perturbations pour un écoulement
incompressible :

∂u′

∂x∗
+ ∂v′

∂y∗
+ ∂w′

∂z∗
= 0 (B.9)

∂u′

∂t∗
+ U

∂u′

∂x∗
+ v′

∂U

∂y∗
+W

∂u′

∂z∗
+ ∂p′

∂x∗
= 1

Re∇
2u′ (B.10)

∂v′

∂t∗
+ U

∂v′

∂x∗
+W

∂v′

∂z∗
+ ∂p′

∂y∗
= 1

Re∇
2v′ (B.11)

∂w′

∂t∗
+ U

∂w′

∂x∗
+ v′

∂W

∂y∗
+W

∂w′

∂z∗
+ ∂p′

∂z∗
= 1

Re∇
2w′ (B.12)

où ∇2 est l’opérateur laplacien : ∇2(.) = ( ∂2.
∂x∗2 + ∂2.

∂y∗2 + ∂2.
∂z∗2 )

B.2. Approche locale : équation d’Orr-Sommerfeld
En transition naturelle, les perturbations sont modales et peuvent s’écrire sous la forme :

ϕ′ = ϕ′(y∗)ei(α∗x∗+β∗z∗−ω∗t∗) + C.C (B.13)

avec (α∗, β∗, ω∗) ∈ C constants.
En injectant cette forme de perturbations dans les équations des petites perturbations, nous
obtenons :

iα∗u′ + Dv′ + iβ∗w′ = 0 (B.14)

−iω∗u′ + iα∗Uu′ + v′DU + iβ∗Wu′ + iα∗p′ + 1
Re(α∗2u′ −Du′ + β∗2u′) = 0 (B.15)

−iω∗v′ + iα∗Uv′ + iβ∗Wv′ + Dp′ + 1
Re(α∗2v′ −Dv′ + β∗2v′) = 0 (B.16)

−iω∗w′ + iα∗Uw′ + v′DW + iβ∗Ww′ + iβ∗p′ + 1
Re(α∗2w′ −Dw′ + β∗2w′) = 0 (B.17)

où D est l’opérateur de dérivation dans la direction y.
En factorisant les équations, elles deviennent :

i(α∗U + β∗W − ω∗)u′ + v′DU + iα∗p′ − [D2 − k2] u
′

Re = 0 (B.18)

i(α∗U + β∗W − ω∗)v′ + Dp′ − [D2 − k2] v
′

Re = 0 (B.19)

i(α∗U + β∗W − ω∗)w′ + v′DW + iβ∗p′ − [D2 − k2]w
′

Re = 0 (B.20)

avec k2 = α∗2 + β∗2.

Le changement de variable suivant est réalisé :

φ = v′ et χ1 = iα∗u′ + iβ∗w′ (B.21)

L’équation de conservation de la masse permet d’obtenir la relation

χ1 + Dφ = 0⇐⇒ χ1 = −Dφ (B.22)

La prochaine étape consiste à éliminer le terme de pression. Pour cela, les équations de quantité
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de mouvement selon x et z sont multipliées par iα∗Re et iβ∗Re respectivement. Ensuite, les deux
équations sont sommées :

iRe(α∗U + β∗W − ω∗)χ1 + iRe(α∗DU + β∗DW )φ− k2Rep′ − [D2 − k2]χ1 = 0 (B.23)

Grâce à (B.22), l’équation (B.23) devient :

− iRe(α∗U + β∗W − ω∗)Dφ+ iRe(α∗DU + β∗DW )φ− k2Rep′ + [D2 − k2]Dφ = 0 (B.24)

L’équation ainsi obtenue est ensuite dérivée selon y et l’équation de quantité de mouvement
selon y (équation (B.19)) est multipliée par Rek2 :

D(B.24)⇒ −iRe(α∗U + β∗W − ω∗)D2φ+ iRe(α∗D2U + β∗D2W )φ −k2ReDp′ + [D2 − k2]D2φ = 0
(B.25)

Rek2(B.19)⇒ iRe(α∗U + β∗W − ω∗)k2φ +k2ReDp′ − [D2 − k2]k2φ = 0
(B.26)

Enfin ces deux dernières équations sont sommées et factorisées. Nous obtenons :

L(φ) = [D2 − k2]2φ− iRe
[
(α∗U + β∗W − ω∗)[D2 − k2]φ− (α∗D2U + β∗D2W )φ

]
(B.27)

Les conditions aux limites associées sont :

φ(0) = Dφ(0) = 0 et φ(y∗ →∞) = 0 (B.28)

ce qui correspond à des perturbations s’annulant loin de la couche limite et d’avoir u′ = v′ =
w′ = 0 à la paroi. L’équation (B.27) est l’équation d’Orr-Sommerfeld.
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Annexe C
Équations de stabilité linéaire locale selon
Mack [1]
Mack [1] a donné une autre forme pour équations de stabilité linéaire locale. Il a effectué des

combinaisons afin d’obtenir une équation de quantité de mouvement dans la direction parallèle
et dans la direction perpendiculaire au vecteur nombre d’onde k. Ici nous garderons le terme de
viscosité de volume λ pour plus de généralité.

Le point de départ de la démarche pour obtenir une autre forme des équations de stabilité
linéaire locale reste toujours les équations pour les petites perturbations déterminées plus tôt
dans ce manuscrit (équations (2.11) et (2.23)-(2.27)).
La démarche pour obtenir les équations de stabilité linéaire locale selon la direction parallèle et
perpendiculaire au vecteur nombre d’onde k est la suivante :

1. On injecte (2.30) dans les équations (2.11) et (2.23)-(2.27).On notera D l’opérateur dériva-
tion dans la direction y.

2. On introduit le changement de variable suivant : χ1 = α∗cu
∗ + β∗cw

∗ et χ2 = α∗cw
∗ − β∗cu∗

3. On multiplie l’équation de quantité de mouvement selon x et z par α∗c et β∗c respectivement.
On somme ensuite ces deux equations pour faire apparaître χ1.

4. On multiplie ensuite l’équation de quantité de mouvement selon x et z par −β∗c et α∗c
respectivement. On somme ensuite ces deux equations pour faire apparaître χ2.

En suivant cette démarche nous obtenons les équations de stabilité linéaire locale selon Mack [1].
Pour l’équation de continuité, nous avons :

i(α∗cU∗ + β∗cW
∗ − ω∗c )ρ∗ + ρ∗(Dv∗ + iχ1) + Dρ∗v∗ = 0 (C.1)

Pour l’équation de quantité de mouvement dans la direction parallèle au vecteur nombre d’onde
k, nous avons :

ρ∗
[
i(α∗cU∗ + β∗cW

∗ − ω∗c )χ1 + (α∗cDU∗ + β∗cDW ∗)v∗
]

= −i(α∗2c + β∗2c )
p∗

γMe2

+ µ∗

Re
[
D2χ1 + (α∗2c + β∗2c )(iDv∗ − 2χ1)

]
+ 2

3
λ∗ − µ∗

Re (α∗2c + β∗2c )(iDv∗ − χ1)

+ 1
Re

[
dµ∗

dT ∗
(α∗cD2U∗ + β∗cD2W ∗)θ∗ + dµ∗

dT ∗
Dθ∗ + d2µ∗

dT ∗2
DT ∗θ∗(α∗cDU∗ + β∗cDW ∗)

]

+ 1
Re

dµ∗

dT ∗
(Dχ1 + i(α∗2c + β∗2c )v∗) (C.2)

Pour l’équation de quantité de mouvement selon y, nous avons :

iρ∗(α∗cU∗+β∗cW ∗−ω∗c )v∗ = −
Dp∗

γM∞2 + µ∗

Re∞

[
2D2v∗ + iDχ1 − (α∗2c + β∗2c )v∗

]
+2

3
λ∗ − µ∗

Re∞
(D2v∗+iχ1)

+ 1
Re∞

[
i
dµ∗

dT ∗
(α∗cDU∗ + β∗cDW ∗)θ∗ + 2 dµ

∗

dT ∗
DT ∗Dv∗ + 2

3
d

dT ∗
(λ∗ − µ∗)DT ∗(Dv∗ + iχ1)

]
(C.3)
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Pour l’équation de quantité de mouvement dans la direction perpendiculaire au vecteur nombre
d’onde k, nous avons :

ρ∗
[
i(α∗cU∗ + β∗cW

∗ − ω∗c )χ2 + (α∗cDW ∗ + β∗cDU∗)v∗
]

= µ∗

Re
[
D2χ2 + (α∗2c + β∗2c )χ2

]
+ 1

Re
dµ∗

dT ∗
DT ∗Dχ2

+ 1
Re

[
dµ∗

dT ∗
(α∗cD2W ∗ + β∗cD2U∗)θ∗ + ( dµ

∗

dT ∗
Dθ∗ + d2µ∗

dT ∗2
DT ∗θ∗)(α∗cDW ∗ + β∗cDU∗)

]
(C.4)

Pour l’équation d’énergie nous avons :

ρ∗
[
i(α∗cU∗ + β∗cW

∗ − ω∗c )θ∗ + DT ∗v∗
]

= −(γ − 1)(Dv∗ + iχ1) + γµ∗

σRe(D2θ∗ − (α∗2c + β∗2c )θ∗)

+ γµ∗

σRe

(
1
κ∗

[
dκ∗

dT ∗
D2T ∗ + d2κ∗

dT ∗2
(DT ∗)2

]
θ∗ + 2

κ∗
dκ∗

dT ∗
DT ∗Dθ∗

)

+ γ(γ − 1)Me
2 1
Re

[
i2µ∗(α∗cDU∗ + β∗cDW ∗)v∗ + dµ∗

dT ∗
((DU∗)2 + (DW ∗)2)

]

+ γ(γ − 1)Me
2 1
Re

2µ∗
(α∗2c + β∗2c )

[
(α∗cDU∗ + β∗cDW ∗)Dχ1 + (α∗cDW ∗ + β∗cDU∗)Dχ2

]
(C.5)

L’équation d’état nous donne :
p∗ = ρ∗/ρ∗ + θ∗/T ∗ (C.6)

Les équations (C.1)-(C.6) représentent une forme différente des équations de stabilité linéaire
locale pour un écoulement compressible tri-dimensionnel.

142



Annexe D
L’algorithme de Thomas
L’algorithme de Thomas est une forme simplifiée de la méthode par élimination de Gauss et

est utilisée pour résoudre des systèmes tri-diagonaux d’équations.

D.1. Forme du système d’équations
Un système tridiagonal avec n inconnues s’écrit sous la forme suivante :

aixi−1 + bixi + cixi+1 = di pour i = 1..n (D.1)

avec a1 = 0 et cn = 0.
Soit sous forme matricielle :

b1 c1 0
a2 b2 c2

a3 b3
. . .

. . . . . . cn−1
an bn




x1
x2
x3
...
xn

 =


d1
d2
d3
...
dn

 (D.2)

D.2. Résolution du système
Supposons que les inconnues du système soient x1, x2, . . . , xn et que nous devons résoudre les

équations suivantes :

b1x1 + c1x1 = d1 i = 1 (D.3)
aixi−1 + bixi + cixi+1 = di i = 1, . . . , n− 1 (D.4)

anxn−1 + bnxn = dn i = n (D.5)

Nous allons modifier l’équation pour i = 2 avec la première (i = 1) :

(équation 2).b1 − (équation 1).a2 (D.6)

ce qui donne après simplification :

(b2b1 − c1a2)x2 + c2b1x3 = d2b1 − d1a2 (D.7)

L’effet de cette modification est d’éliminer le terme en x1 de la deuxième équation. En utilisant
la même transformation avec l’équation 2 modifiée sur la troisième, nous obtenons :

(b3(b2b1 − c1a2)− c2b1a3)x3 + c3(b2b1 − c1a2)x4 = d3(b2b1 − c1a2)− (d2b1 − d1a2)a3 (D.8)

Cette fois c’est le terme en x2 qui a été éliminé.
Nous pouvons donc continuer cette procédure jusqu’à la n-ième ligne. La n-ième équation ne
dépendra que d’une seule inconnue, xn. Nous pouvons donc déterminer l’expression de xn et
l’utiliser afin de résoudre la (n-1)-ième équation et donc déterminer l’expression de xn−1 et
ainsi de suite. C’est ce que l’on pourrait appeler une procédure de marche en arrière (backward
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susbtitution).
Il est clair que plus nous avancerons dans la modification des équations et plus les coefficients
seront longs et compliqués. Nous pouvons donc introduire les coefficients modifiés (s’il n’y a aucun
risque de division par zéro) ci-dessous :

a′i = 0 (D.9)
b′i = 1 (D.10)
c′1 = c1

b1
(D.11)

c′i = ci
bi − c′i−1ai

(D.12)

d′1 = d1
b1

(D.13)

d′i =
di − d′i−1ai
bi − c′i−1ai

(D.14)

(D.15)

Avec les coefficients ci-dessus, le système devient :

xi + c′ixi+1 = d′i i = 1, . . . , n− 1 (D.16)
xn = d′n (D.17)

(D.18)

Étant donné que la dernière équation ne fait intervenir qu’une seule inconnue, xn, la substitution
par marche en arrière nous donne :

xn = d′n (D.19)
xi = d′i − c′ixi+1 i = n− 1, n− 2, . . . , 1 (D.20)

(D.21)
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Annexe E
Formulation en ψk des coefficients des
matrices A et B en théorie spatiale
Nous rappelons qu’en théorie spatiale, le problème aux valeurs propres est mis sous la forme :

A · q = α ·B · q (E.1)

Afin de tenir compte facilement de la direction de propagation des perturbations ψk, nous avons
vu que nous pouvions écrire

β = α tan(ψk) (E.2)

Cette transformation implique donc une modification des coefficients des matrices A et B via
la présence de α dans l’écriture de β.
Les nouveaux coefficients sont donc :

A12 = Dρ+ ρD
A13 = 0
A14 = iωρ/T

A15 = −iωρ

A21 = −iρω − 1
Re

(
µD2 + dµ

dT
DTD)

)
A22 = ρDU

A24 = − 1
Re

(
dµ

dT
(D2U + DUD) + d2µ

dT 2DTDU
)

A32 = −iρω − 1
Re

(
−4

3µD
2 − 4

3
dµ

dT
DTD

)
A33 = 0
A35 = D/γMe

2

A42 = ρDW

A43 = −iρω − 1
Re

(
µD2 + dµ

dT
DTD

)
A44 = 0

A45 = − 1
Re

(
dµ

dT
(D2W + DWD) + d2µ

dT 2DTDW
)

A51 = −2γ(γ − 1)Me
2

Re µDUD

A52 = ρDT + (γ − 1)D

A53 = −2γ(γ − 1)Me
2

Re µDWD
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A54 = −iρω − γµ

PrRe

(
D2 + 1

κ

dκ

dT
D2T + 2

κ

dκ

dT
DTD + 1

κ

d2κ

dT 2 (DT )2
)

− γ(γ − 1)Me
2

Re
dµ

dT
((DU)2 + (DW )2)

B11 = −iρ
B13 = −iρ tan(ψk)
B14 = iU

ρ

T
+ i tan(ψk)ρW/T

B15 = −iρU − i tan(ψk)ρW

B21 = −iρU − iρ tan(ψk)W

B22 = i
1

Re

(
dµ

dT
DT + 1

3µD
)

B23 = 0
B25 = −i/γMe

2

B26 = −4
3

1
Reµ−

1
Re tan(ψk)2µ

B28 = −1
3

1
Re tan(ψk)µ

B31 = −i 1
Re

(1
3µD + 2

3
dµ

dT
DT

)
B32 = −iρU − iρ tan(ψk)W

B33 = 1
Re

(1
3µi tan(ψk)D− 2

3
dµ

dT
DTi tan(ψk)

)
B34 = i

1
Re

dµ

dT
DU + i

1
Re tan(ψk) dµ

dT
DW

B35 = 1
Re

dµ

dT
i tan(ψk)DW

B37 = − 1
Reµ−

1
Re tan(ψk)2µ

B41 = − 1
Reβµ

B42 = 1
Re

(1
3µiβD + dµ

dT
DTiβ

)
B43 = −iρU − iρ tan(ψk)W

B46 = − 1
Re

1
3βµ

B48 = − 1
Reµ− i

1
Re

4
3µ tan(ψk)2

B51 = −i(γ − 1)

B52 = 2iγ(γ − 1)Me
2

Re µDU + 2γ(γ − 1)Me
2

Re µi tan(ψk)DW

B53 = −(γ − 1)i tan(ψk)
B54 = −iρU − iρ tan(ψk)W

B59 = − γµ

PrRe −
γµ

PrRe tan(ψk)2

146



Annexe F
Validation de la méthode de tir
Le but de cette annexe est de compléter la phase de validation commencée dans le chapitre 3.

Nous allons directement comparer les diagrammes de stabilité donnés par Jelliti [65] et Arnal et
Vignau [37] avec ceux déterminés avec la méthode de tir.
Ces comparaisons ont été réalisées pour différents nombres de Mach extérieur, différentes direc-
tions de propagation ψk et avec différents rapports Tp/Tf et toujours sur plaque plane (βH = 0).

Figure F.1. – Comparaison du diagramme de stabilité pour Me = 0,6 entre la méthode de tir et
les résultats de Jelliti [65] avec σ = −αi
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Figure F.2. – Comparaison du diagramme de stabilité pour Me = 1,1 entre la méthode de tir et
les résultats de Jelliti [65] avec σ = −αi

Figure F.3. – Comparaison du diagramme de stabilité pour Me = 1,1 et ψk = 40◦ entre la
méthode de tir et les résultats de Jelliti [65] avec σ = −αi
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Figure F.4. – Comparaison du diagramme de stabilité pour Me = 1,3 entre la méthode de tir et
les résultats de Jelliti [65] avec σ = −αi

Figure F.5. – Comparaison du diagramme de stabilité pour Me = 1,3 et ψk = 45◦ entre la
méthode de tir et les résultats de Jelliti [65] avec σ = −αi
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Figure F.6. – Comparaison du diagramme de stabilité pour Me = 0,9 et Tp/Tf = 0,8 entre la
méthode de tir et les résultats d’Arnal et Vignau [37] avec σ = −αi

Figure F.7. – Comparaison du diagramme de stabilité pour Me = 0,9 et Tp/Tf = 0,724 entre la
méthode de tir et les résultats d’Arnal et Vignau [37] avec σ = −αi
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Annexe F. Validation de la méthode de tir

Figure F.8. – Comparaison du diagramme de stabilité pour Me = 0,9 et Tp/Tf = 0,667 entre la
méthode de tir et les résultats d’Arnal et Vignau [37] avec σ = −αi
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Annexe G
Détermination d’un profil avec survitesse dans
un solveur RANS
Cette section est basée sur les travaux de Vivien Gillo réalisés durant son stage à l’ONERA

lors du printemps 2020.

Il a été vu dans le chapitre 6 que pour des certaines conditions de gradient de pression et de
température de paroi, un phénomène de survitesse apparaît au sein de la couche limite. Localement
la vitesse U devient supérieure à la vitesse à l’extérieure de la couche limite Ue.
Il a été observé que ce phénomène impliquait un repliement de l’abaque et donc une perte de
l’unicité du couple (CfReθ11 ,ChRe∆) ce qui est problématique pour l’indexation de la base de
données.

La base de données développée dans cette thèse ne prend pas en compte les effets de survi-
tesse. Ces effets peuvent être pris en compte via une nouvelle base de données exclusivement
dédiée à ce phénomène. L’objectif de cette section est d’être capable de déterminer si oui ou non,
dans un solveur RANS, un profil de couche limite est un profil présentant une survitesse. Cette
détermination se fera à l’aide d’un ou des paramètre(s).
Dans toute cette étude la survitesse sera caractérisée par son écart par rapport à la vitesse

extérieure Ue. Ainsi on parlera d’une survitesse de 1% lorsque max(U)−Ue
Ue

= 1%. Un profil aura
une survitesse si cet écart est supérieur ou égal à 1%.

G.1. Paramètre lié au profil de vitesse

L’apparition d’une survitesse entraîne des modifications sur les paramètres liés au profil de
vitesse tel que le gradient de pression ou sur la forme du profil avec la présence d’un point
d’inflexion. La présence d’une survitesse crée un point d’inflexion dans le profil de vitesse comme
illustré sur la figure G.1.
Cependant cette caractéristique n’est pas suffisante pour caractériser la survitesse puisque pour

des écoulements avec un rapport de température Tp/Tf modéré et des gradients de pression faibles,
un point d’inflexion peut exister (figure G.2) sans présence de survitesse.
Un autre moyen doit être trouvé pour caractériser la présence d’une survitesse au sein de la

couche limite.

G.2. Couplage paramètre de similitude - paramètre lié au profil de
vitesse

L’idée de ce paragraphe est de coupler un paramètre de similitude et un paramètre du profil
de vitesse afin de prévoir la survitesse. Le point d’inflexion n’étant pas un paramètre viable pour
la détermination de la survitesse, il a été décidé d’utiliser le maximum du gradient de vitesse. Ce
maximum est facilement accessible puisqu’il apparaît toujours proche de la paroi. Le paramètre
de similitude utilisé est le paramètre CfReθ11 .

Le tracé du paramètre CfReθ11 en fonction du maximum du gradient de vitesse pour différents
profils et pour des gammes de nombres de Mach Me, de Tp/Tf et de βH larges présentent une
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Figure G.1. – Dérivée seconde du profil de vitesse pour une survitesse de 1% avec Tp/Tf = 1,5,
Me = 0,6 et βH = 1,14

-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

Figure G.2. – Profil de la dérivée seconde du profil de vitesse pour Tp/Tf = 1,2, Me = 0,6 et
βH = 0. Apparition d’un point d’inflexion sans survitesse

nette séparation entre les profils avec et sans survitesse comme le montre la figure G.3. Cette
séparation peut être utilisée comme critère de prévision de la survitesse.

Une approximation linéaire de la séparation permet d’obtenir une équation de droite comme
l’illustre la figure G.4. Cette équation permet de prévoir le comportement du profil de vitesse

y = 0,890x− 0,620 (G.1)

Pour déterminer si un profil donné présente une survitesse (> 1%), il suffit de déterminer
CfReθ11 ainsi que le maximum du gradient à la paroi de ce profil. Ensuite, il faut déterminer de
quel côté le point (CfReθ11 ,max(grad)) se situe par rapport à la droite.

Cette méthode a été utilisée sur l’ensemble des profils de similitude utilisés dans la figure
précédente comme illustrée sur la figure G.5 Les triangles noirs représentent les points où les
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Figure G.3. – Tracé de CfReθ11 = f(max(gradU)) pour Me ∈ [0; 1,3], Tp/Tf ∈ [1; 2] et βH ∈
[0; 1,5]
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Figure G.4. – Approximation linéaire de
la séparation de CfReθ11 =
f(max(gradU)) pour Me ∈
[0; 1,3], Tp/Tf ∈ [1; 2] et
βH ∈ [0; 1,5]
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Figure G.5. – Tracé de CfReθ11 =
f(max(gradU)) pour
Me ∈ [0; 1,3], Tp/Tf ∈ [1; 2]
et βH ∈ [0; 1,5] avec les
erreurs de la méthode de
détermination de survitesse

résultats de la méthode sont erronés. La proportion d’erreurs de prédiction d’une survitesse est
minime. Cependant, il est possible de diminuer cette proportion en effectuant les mêmes tracés
que la figure G.4 mais cette fois-ci pour un nombre de Mach fixé. Le nombre d’erreur diminue
considérablement comme illustré par les figure G.6, G.7, G.8 et G.9.
L’inconvénient de cette méthode est qu’il faut stocker les différentes équations de droites dans

une base de données. Ensuite, à chaque station des interpolations entre les coefficients devront
être réalisées ce qui complexifie un peu plus la structure du solveur.
C’est pourquoi dans un premier temps, l’approximation réalisée sur l’ensemble des nombres de
Mach peut être utilisée.
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Figure G.6. – Approximation linéaire de
la séparation de CfReθ11 =
f(max(gradU)) pour Me =
0,3, Tp/Tf ∈ [1; 2] et βH ∈
[0; 1,5]

0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45 Surv > 1%
Surv <1%
Erreur

Figure G.7. – Tracé de CfReθ11 =
f(max(gradU)) pour
Me = 0,3, Tp/Tf ∈ [1; 2]
et βH ∈ [0; 1,5] avec les
erreurs de la méthode de
détermination de survitesse
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Figure G.8. – Approximation linéaire de
la séparation de CfReθ11 =
f(max(gradU)) pour Me =
0,6, Tp/Tf ∈ [1; 2] et βH ∈
[0; 1,5]
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Figure G.9. – Tracé de CfReθ11 =
f(max(gradU)) pour
Me = 0,6, Tp/Tf ∈ [1; 2]
et βH ∈ [0; 1,5] avec les
erreurs de la méthode de
détermination de survitesse
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Prévision de la transition laminaire-turbulent dans le code elsA. Extension de la
méthode des paraboles aux parois chauffées.

Mots cléf : Transition laminaire-turbulent, couche limite, facteur N, méthode des paraboles,
elsA, base de données, instabilités de Tollmien-Schlichting, parois chaudes, RANS

Cette thèse propose une extension d’une méthode simplifiée de prévision de la transition
laminaire-turbulent naturelle sur paroi chaude, la méthode des paraboles. Elle a été construite
originalement pour des écoulements sur paroi athermane.
Lors d’une précédente thèse, elle a été implémentée dans le solveur RANS elsA. Cette méthode
s’appuie sur une base de données pour fournir une expression analytique des taux d’amplification
de perturbations modales de la couche limite. La prise en compte de la température de paroi
impose la construction d’une nouvelle base de données.
Ces travaux proposent une méthodologie pour la construction de cette nouvelle base de don-
nées depuis les calculs de stabilité exacte jusqu’à la détermination de paramètres pertinents pour
son indexation. Ce modèle permet ainsi de prévoir la position de transition lorsque les effets de
température de paroi sont pris en compte.

Laminar-turbulent transition prediction into the solver elsA. Extension of the
parabolas method to heated walls

Keywords : Laminar-turbulent transition, boundary-layer, N factor, parabolas method, elsA,
database, Tollmien-Schlichting instabilities, heated walls, RANS

Contrary to transition criteria, the parabolas method allow a sharp analysis of the transition
phenomenon. This method relies on a database, created with a stability study of generic boundary
layer profiles, and constitutes a robust and accurate method to determine the transition position.
At the present time, the parabolas method is limited to adiabatic and attached flows.
During a previous thesis, this method has been implemented into the RANS solver elsA. This
method uses a database to give an estimation of the growth rates of modal perturbations growing
in the boundary layer.
The aim of the thesis is to extend this method to heated walls. This extension will consist to
create a new the database in fullfilling stability analysis of the boundary-layer profiles over a
heated surface. Moreover, new parameters have to be found to index the new database.
The extension of the parabolas method can determine transition position when temperature
effects are taken into account.
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