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RESUME

Dans cette these, nous nous intéressons a la modélisation, la discrétisation, la simulation et
I’analyse numérique de systemes d’équations aux dérivées partielles dissipatives, controlées et
observées a la frontiere, via le formalisme des systemes Hamiltonien a ports d’interaction, ou
port-Hamiltonian systems (pHs). L’objectif principal est de préserver le bilan de puissance des
systemes continus lors du passage au discret. Le probleme des ondes et de la chaleur y sont
largement étudiés.

Dans la premiere partie de la these, nous avons étudié un modele d’ondes hétérogenes aniso-
tropes avec plusieurs types d’amortissement, interne et frontiere. Non seulement nous avons
rigoureusement éclairci le cadre fonctionnel du probleme, mais nous avons mis en évidence
son aspect géométrique, plus précisément, en mettant en lumiere la structure de Stokes-Dirac
sous-jacente au bilan de puissance. Pour discrétiser le probleme des ondes amorties, la récente
méthode des éléments finis partitionnés, ou Partitioned Finite Element Method (PFEM), est
adoptée pour sa construction systématique et sans traitement supplémentaire d’une structure
de Dirac de dimension finie, ce qui permet 1’obtention naturelle d’une version discrete du bilan
de puissance; la simulation s’effectue par la résolution d'une équation différentielle ordinaire
(ODE) linéaire. Cette discrétisation structurée est appliquée aux dissipations internes de type
fluide et visco-€élastique et aux dissipations frontieres de type admittance et impédance.

Dans la deuxieme partie, nous nous sommes intéressés a un probleme de diffusion. Le probleme
de la chaleur est modélisé, en formulation Hamiltonienne, par plusieurs choix de Hamiltoniens
possibles, qui découlent soit de la littérature mathématique, soit de la littérature thermody-
namique (énergie interne ou bien entropie). Puisque le probleme des ondes et le probleme de
la chaleur partagent le méme opérateur de structure, la discrétisation du probleme de diffu-
sion hérite d’un grand nombre de raisonnements faits dans la premiere partie. Néanmoins, le
systeéme discret obtenu est alors une équation différentielle algébrique (DAE), linéaire ou bien
non-linéaire. La méthode PFEM retenue dans ce travail démontre son efficacité par sa capacité
a mimer, au niveau discret, la diffusion bien connue de I’équation de la chaleur, mais également
les premier et second principes de la thermodynamique (selon le Hamiltonien choisi lors de la
modélisation).

La troisieme partie de la these, tres originale, est consacrée a I’analyse numérique de la méthode
de discrétisation proposée. La convergence du schéma numérique est démontrée pour des confi-
gurations multiples de familles d’éléments finis sur le modele des ondes de la premiere partie, et
les ordres obtenus sont vérifiées numériquement. En particulier, la configuration optimale des fa-
milles d’éléments finis, ¢’est-a-dire la minimisation du nombre de degrés de liberté pour un ordre
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de convergence donné, est obtenue en corollaire. La simulation numérique, n-dimensionnelle,
des problemes étudiés a donné lieu a des codes scientifiques développés en Python. Ces derniers
sont adressés a destination, a la fois, des utilisateurs novices et des développeurs intéressés pour
améliorer les codes ou pour les adapter a d’autres modeles.
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ABSTRACT

In this Ph.D. thesis, we are interested in the modeling, discretization, simulation and numerical
analysis of boundary control systems with collocated observation, which are described by dis-
sipative Partial Differential Equations (PDEs), using the port-Hamiltonian formalism (pHs).
The main target of this work is to preserve the continuous power balance at the discrete level.
The wave and heat problems are addressed thoroughly.

In the first part, an anisotropic hetergeneous wave problem is beeing studied, accounting for se-
veral dissipation models : boundary and internal damping. Not only do we have rigorously clari-
fied the functional framework, but also we have emphasized its geometric nature by highlighting
the underlying Stokes-Dirac structure, from which the power balance follows. In order to discre-
tize the damped wave problem, we chose the recent Partitioned Finite Element Method(PFEM).
Thanks to the property of systematic construction without additional post-processing, we ob-
tain a straightforward discrete counterpart of the power balance. The simulation therein is
performed through the resolution of a set of linear ordinary differential equations (ODEs). The
proposed structure-preserving method is then applied to both internal dissipations of fluid or
visco-elastic type, and boundary damping, of impedance or admittance type.

The second part of the thesis is dedicated to the study of a diffusion problem. We model the heat
problem as a port-Hamiltonian system, making use either of a thermodynamically meaningful
Hamiltonian candidate (entropy or internal energy), or a quadratic Hamiltonian usually used
in the mathematical literature. Since the wave and the heat problems share the same structure
operator, the discretization in the second part inherits many results already available in the
first part. Nevertheless, the discrete system obtained is then a linear or non-linear differential
algebraic equation (DAE). PFEM, as developped in this work, proves its ability to mimic, at
the discrete level, the well-known diffusion of the heat equation, but also the first or second
principles of thermodynamics (depending on the chosen Hamiltonian).

In the third part, which is very original, the numerical analysis of the discretization method
is proposed. The convergence of the numerical scheme is rigorously proved for various confi-
gurations of finite element families on the wave model. Furthermore, the obtained orders of
convergence have been numerically checked. In particular, we provide the optimal configura-
tion of the finite element families, optimality meaning that for a given convergence rate, the
minimal number of degrees of freedom is obtained. The N-dimensional numerical simulation of
the problems under study has given rise to scientific codes developed in Python. These codes
are intended to both novice users and developers, who are either interested in improving the
codes or adapting them to other models.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte général

Les systemes Hamiltoniens a port d’interactions (PHS) permettent d’étendre les systemes Ha-
miltoniens classiques en introduisant des ports qui prennent en compte des échanges d’énergie
avec I’environnement extérieur. L’approche port-Hamiltonienne a été introduite pour la premiere
fois dans [Maschke and van der Schaft, 1992] pour des systemes de dimension finie (systémes a
paramétres localisés), puis étendue aux systemes de dimension infinie (systémes a paramétres
distribués) d’'une maniere géométrique mature dans [van der Schaft and Maschke, 2002]. Tech-
niquement, les systemes Hamiltoniens a ports d’interaction sont des représentations de systemes
multi-physiques linéaires ou non-linéaires ouverts, c’est-a~dire avec des entrées (ou controles)
et des sorties (ou observations), ces modeles étant fondés sur une fonctionnelle d’énergie, tout
comme les systemes Hamiltoniens développés pour les systemes fermés, ie. sans interaction
avec 'extérieur. Dérivé de I'étude des variations énergétiques, ce formalisme permet de décrire
la dynamique du systéme au moyen d’opérateurs anti-symétriques' conduisant ainsi & une
structure géométrique sous-jacente appelée structure de Dirac [Courant, 1990]. Pour une intro-
duction tres pédagogique et un apercu de littérature, a ce sujet, nous renvoyons le lecteur a
[van der Schaft and Jeltsema, 2014] et [Rashad et al., 2020].

Ce formalisme est un cadre puissant pour la modélisation, ’analyse, le controle et la simulation
des systemes physiques controlés et observés. En effet, il existe de nombreuses applications
en physique et en ingénierie qui sont modélisées par des systemes Hamiltoniens a ports d’in-
teraction ; nous en trouvons de nombreux exemples en électricité, cf. [Maschke et al., 1995] et
[Escobar et al., 1999]; en mécanique des fluides, c¢f. [van der Schaft and Maschke, 2001] et cf.
[Altmann and Schulze, 2017] ; en mécanique des structures, cf. [Macchelli and Melchiorri, 2004],
[Brugnoli et al., 2019b] et [Brugnoli et al., 2019¢| ; en interaction fluide-structure, cf.
[Cardoso-Ribeiro, 2016], [Cardoso-Ribeiro et al., 2017] et [Cardoso-Ribeiro et al., 2020] ; dans
les processus irréversibles de la thermodynamique, cf. [Ramirez et al., 2013], [Zhou, 2015],
[van der Schaft and Maschke, 2018] et plus particulierement [Moses Badlyan et al., 2018] pour
le formalisme GENERIC (General Equation for Non-Equilibrium Reversible-Irreversible Cou-
pling) ; et finalement en acoustique, cf. [Le Gorrec and Matignon, 2013] et méme dans les
systemes audios, cf. [Falaize and Hélie, 2016] et [Falaize and Hélie, 2020].

1. anti-symétrique, formellement anti-symétrique ou anti-adjoint selon le contexte.
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L’analyse et le traitement des systemes Hamiltoniens a ports d’interaction peuvent étre faits
de plusieurs maniéres, selon les perspectives visées. Entre autres, dans [Le Gorrec et al., 2005],
[Villegas, 2007] et [Jacob and Zwart, 2012], les PHS en dimension 1 d’espace uniquement sont
traités par la théorie des systemes linéaires conduisant a un cadre fonctionnel pour prouver
I'existence, 'unicité et la stabilité, etc... des systemes étudiés. Egalement, les PHS sont ana-
lysés sous forme géométrique dans [van der Schaft and Maschke, 2002], [Duindam et al., 2009]
afin de bien mettre en exergue la structure géométrique sous-jacente et les propriétés des solu-
tions qui en découlent (cela n’assurant pas pour autant la preuve de I'existence de solutions). En
outre, les PHS sont traités par la théorie des graphes dans [van der Schaft and Maschke, 2013]
et par la théorie mathématique des Jets dans [Schoberl and Siuka, 2014]. L'une des propriétés
les plus avantageuses de 'approche Hamiltonienne a ports d’interaction est sa modularité :
I'interconnexion de plusieurs PHS restera toujours un PHS, pour peu qu’on les connecte cor-
rectement, cf. [Cervera et al., 2007].

Depuis quelques années, les méthodes de discrétisation structurée (structure-preserving me-
thods) ont commencé a étre étudiées par la communauté des systémes Hamiltoniens a ports
d’interactions. Nous entendons par discrétisation structurée une méthode mimétique (cf. par
exemple [Bochev and Hyman, 2006]) qui préserve la structure et certaines propriétés du PHS de
dimension infinie lors du passage au PHS de dimension finie. La premiere approche de méthode
structurée se trouve dans [Golo et al., 2004], ou les auteurs proposaient une “méthode des
éléments finis mixtes” utilisant I’approximation directe des variables sans passer par une formu-
lation faible. Ce travail pionnier fut suivi par une méthode des éléments finis pseudo-spectraux,
proposée dans [Moulla et al., 2012], enfin une généralisation compleéte de cette méthode, utili-
sant la discrétisation mixte de Galerkin, a été récemment proposée dans [Kotyczka et al., 2018],
elle est fondée sur le calcul extérieur d’éléments finis (voir par exemple [Arnold et al., 2010]). De
plus, la discrétisation structurée basée sur un calcul extérieur discret et des maillages primaires
et duaux est proposée dans [Seslija et al., 2011], [Gugercin et al., 2012], [Farle et al., 2013],
[Seslija et al., 2014], [Kotyczka and Maschke, 2017]. En outre, il existe des méthodes struc-
turées construites a partir de grilles décalées (staggered grids) de méthodes de différences finies,
comme expliqué dans [Trenchant et al., 2017] et [Trenchant et al., 2018], et enfin des méthodes
de type volumes finis développées dans [Kotyczka, 2016] et [Serhani et al., 2018]. Nous nous
référerons a [Kotyczka, 2019] pour un apergu global de ces méthodes. Afin d’obtenir une simu-
lation numérique plus performante, apres avoir effectué une discrétisation structurée appropriée,
une réduction du modele tout aussi structurée (structure-preserving model reduction) sera une
derniere option qui pourra s’avérer essentielle pour rendre le PHS de dimension finie obtenu fa-
cile a controler et & manipuler sur ordinateur, c¢f. [Antoulas, 2005], [Chaturantabut et al., 2016]
et [Egger et al., 2018].

Tout récemment, dans [Cardoso-Ribeiro et al., 2018] et [Cardoso-Ribeiro et al., 2019], les au-
teurs proposent une méthodes des éléments finis mixtes structurée appelé Méthode des Eléments
Finis Partitionnés, en anglais Partionned Finite Elements Methods (PFEM). Tout comme dans
[Joly, 2003] pour les systemes hyperboliques fermés, ou sans controle, I'idée de la méthode se
base sur I'écriture du systeme en formulation variationnelle, suivie d’une intégration par par-
ties sur un sous-ensemble de variables, la nouveauté pour un systeme ouvert est que cela fait
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précisément apparaitre le terme de controle. Grace a sa construction, le controle frontiere
et l'observation frontiere apparaissent naturellement dans le systeme, ce qui permet la si-
mulation et le controle des PHS dimensions infinies d’une maniere structurée. La facilité
d’implémentation de cette méthode dans un logiciel de calcul numérique d’éléments finis comme
FEniCS [Logg et al., 2012], Firedrake [Rathgeber et al., 2016] ou FreeFEM++ [Hecht, 2012]
est un avantage décisif de cette méthode qui se révele, en quelque sorte, dédiée aux PHS.

Les méthodes d’intégration géométrique, souvent connues par les méthodes symplectiques, sont
des schémas d’intégration temporelle permettant la préservation de la conservation de 1’énergie
pour les systemes Hamiltoniens, cf. [Hairer et al., 2006], [Leimkuhler and Reich, 2005]. A notre
connaissance, un développement logiciel concernant les systemes Hamiltoniens a ports d’in-
teraction n’est pas fait, sauf dans la these d’Antoine Falaize, c¢f. [Falaize, 2016], ou le logiciel
PyPHS? décrit a 1'aide de la théorie des graphes a été élaboré pour simuler des PHS de di-
mension finie, avec comme applications les systemes acoustiques et audios ; 'objectif de PyPHS
était d’utiliser du calcul formel avant de passer au calcul numérique.

1.2 Plan détaillé du document

L’objectif de cette these est de modéliser, discrétiser, simuler et procéder a I’analyse numérique
des systemes Hamiltoniens a ports d’interaction dissipatifs. Dans le chapitre 2, nous présentons
le contexte du travail et nous rappelons les outils d’analyse fonctionnelle et d’analyse numérique
qui nous seront utiles dans les chapitres suivants, cela permet par la méme occasion de fixer
les notations. Par ailleurs, cette these nous aura également permis de démontrer que la struc-
ture géométrique sous-jacente d’'une classe de systemes Hamiltoniens a ports d’interaction de
dimension infinie est bien une structure de Stokes-Dirac, en dimension d’espace supérieure a 1.

Dans le chapitre 3, nous avons étudié¢ un modele d’ondes hétérogenes anisotropes avec plusieurs
types d’amortissement, interne et frontiere. En premier lieu, nous avons présenté le systeme sans
perte en bien mettant en évidence son cadre fonctionnel en ’écrivant en écriture en wvariables
d’énergie. Son aspect géométrique, ie. la structure de Stokes-Dirac sous-jacente, est également
largement étudié en écrivant le probleme en wvariables de fluz-efforts. Nous avons opté pour
la méthode des éléments finis partitionnés (PFEM) pour discrétiser le probleme grace a sa
construction systématique, sa préservation du bilan de puissance, ainsi que 1’obtention d’une
structure de Dirac de dimension finie. En second lieu, et en gardant la méme stratégie d’analyse
et de discrétisation du probleme, nous étudions le probleme d’ondes avec des amortissement
interne de type fluide et de type Kelvin-Voigt. L’étude avec I'amortissement fluide est assez
directe grace a l'opérateur de dissipation qui est borné. Cependant 1’étude du probleme avec
I’amortissement Kelvin-Voigt n’est pas évidente a cause de l'opérateur de dissipation considéré
qui est non-borné (opérateur différentiel). Pour surmonter cette difficulté, nous avons fait appel
au langage de I'automatique en considérant un controle et une observation fictifs distribués, puis
en utilisant un retour négatif de sortie pour prendre en compte I'amortissement viscoélastique.
En troisieme lieu, nous étudions le probleme avec un amortissement frontiere de type admit-
tance ou impédance. La difficulté dans ce cas-la, est que la dissipation n’est pas donnée par

2. https://github.com/pyphs/pyphs
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un opérateur (de type R) présent explicitement dans le systeme, mais elle est cachée dans le
domaine de l'opérateur de structure et ce, quelle que soit la dimension d’espace. Des lors, la
discrétisation poursuit la méme stratégie que dans le cas de 'amortissement viscoélastique,
mais cette fois-ci le retour négatif de sortie se fait par un controle et une observation localisés a
la frontiere (puisque ’amortissement n’est localisé que sur le bord du domaine). En quatrieme
lieu, un probleme dissipatif global avec des conditions limites est étudié dans son ensemble.
Les problemes écrits en variables d’énergie permettent de récupérer des équations différentielles
ordinaires (ODE) que nous avons simulées. Finalement, des simulations ont été réalisées en
utilisant les codes de calcul détaillés dans le chapitre 6, sur chaque type de dissipation et avec
des problemes de référence pour pouvoir comparer les résultats obtenus. Plusieurs résultats de
ce chapitre ont fait I'objet de publications dans [Serhani et al., 2019d] et [Serhani et al., 2019¢].

Dans le chapitre 4, nous étudions un probleme de diffusion. Le probleme de la chaleur est
modélisé en formulation Hamiltonienne au travers de plusieurs choix de Hamiltoniens pos-
sibles : ceux-ci découlent soit de la littérature mathématique (fonctionnelle de Lyapunov), soit
de la littérature thermodynamique (énergie interne ou bien entropie). Comme le PHS de la
chaleur et le PHS des ondes partagent le méme opérateur différentiel de structure, aussi bien
I’analyse et que la discrétisation du probleme diffusif héritent de plusieurs raisonnements déja
faits au chapitre 3. En premiere approche (probleme dissipatif), nous étudions le systeme Ha-
miltonien a ports d’interaction modélisé par la fonctionnelle quadratique de Lyapunov. Ce
choix de Hamiltonien conduit, en prenant en compte les relations constitutives usuelles, au
probleme de la chaleur décrit par une EDP parabolique classique. La discrétisation structurée
de ce probleme fait apparaitre une équation algébro-différentielle (DAE) qui reste linéaire. La
discrétisation proposée (PFEM) démontre son efficacité a& mimer, au niveau discret, la diffu-
sion bien connue de I’équation de la chaleur. En deuxiéme approche (probleme accrétif), nous
étudions le PHS modélisé par ’entropie comme Hamiltonien. En utilisant les lois constitutives,
nous retrouvons le deuxieme principe de la thermodynamique, ce choix est donc physiquement
pertinent. La discrétisation structurée de ce probleme fait apparaitre une DAE non-linéaire, au
travers d'un systeme de 4 équations, que nous avons pu résoudre par un algorithme adapté.
La discrétisation proposée (PFEM) permet de retrouver au niveau discret une entropie crois-
sante, grace a la production irréversible d’entropie discrétisée. En troisieme et derniere approche
(probleme conservatif), nous étudions le PHS modélisé par 1'énergie interne comme Hamilto-
nien. En utilisant les lois constitutives, le premier principe de la thermodynamique est retrouvé,
ce choix est donc également un choix physiquement pertinent. La discrétisation structurée de
ce probleme fait apparaitre une DAE non-linéaire au travers d’un systeme de 6 équations, que
nous avons pu résoudre par un autre algorithme adapté. Une fois encore, la discrétisation pro-
posée (PFEM) démontre sa capacité a préserver 'énergie interne du probleme, ie. a respecter
le premier principe de la thermodynamique au niveau discret. Finalement, des simulations ont
été réalisées sur les trois formulations pour illustrer leurs propriétés respectives au niveau dis-
cret. Plusieurs résultats de ce chapitre ont donné lieu a publication dans [Serhani et al., 2019a],
[Serhani et al., 2019b] et [Serhani et al., 2019¢].

Dans le chapitre 5, nous présentons un résultat tres original. Nous avons montré la convergence
du schéma de discrétisation PFEM du probleme des ondes. Nous avons donné une estimation
de I'erreur absolue, en temps continu, commise entre la variable d’énergie continue et la variable
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d’énergie discrétisée dans la norme d’énergie, et également une estimation de ’erreur commise,
en temps continu, entre le Hamiltonien continu et le Hamiltonien discrétisé. Ensuite, nous avons
fourni le choix des ordres optimaux des familles d’éléments finis, ¢’est-a-dire le choix qui permet
de garantir la convergence avec le nombre minimal de degrés de liberté possible pour un taux de
convergence donné. Finalement, nous avons réalisé des simulations qui confirment nos résultats
théoriques. Ces résultats ont été soumis a publication dans [Haine et al., 2020]

Dans le chapitre 6 enfin, nous présentons les codes de calcul que nous avons développés durant
cette these. Ces codes sont réalisés en Python 3 et utilisent plusieurs bibliotheques, entre autres
FEniCS, NumPy, SciPy, Assimulo, ... Ces codes contiennent deux grands templates : le template
Waves () permet la discrétisation structurée et la simulation du probleme des ondes vu comme
PHS, avec toutes les dissipations et les conditions aux limites étudiées dans le chapitre 3; le
template Heat () permet la discrétisation structurée et la simulation du probleme de la chaleur
vu comme PHS, avec trois choix possibles pour le Hamiltonien : Lyapunov, Entropie ou Energie,
probleme étudié au chapitre 5. Plusieurs résultats de ce chapitre ont été soumis a publication
dans [Brugnoli et al., 2020].
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2.1

Rappel des outils nécessaires

2.1.1 Structure de Dirac et de Stokes-Dirac

Dans cette section, nous présentons les deux structures géométriques, structure de Dirac et
structure de Stokes-Dirac, que nous utilisons au long de cette these. Les définitions et les
résultats ci-dessous sont issus de [van der Schaft and Maschke, 2002], [Duindam et al., 2009] et

[van der Schaft and Jeltsema, 2014].

2.1.1.A

Soient F et £ deux espaces vectoriels de dimension finie. Nous définissons B comme étant le

Structure de Dirac

produit cartésien de F et &,

B:=FxE€.

(2.1.1)
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Nous munissons l'espace B d’une forme bilinéaire, notée (e, f), Vf € F, e € £ et appelée
produit de puissance. L’espace B muni du produit de puissance (.,.) est appelé 'espace de
puissance. Ainsi nous définissons I’appariement symétrisé ((-,-)), appelé produit de Bond,

B x B —

(fi,e1), (fr,e2) — {(f1,e1), (F2,€2))) := (e1, fo) + (€2, f1) (2.1.2)

Si par exemple F est défini comme étant le dual de &, ie. F = £*, 'espace B := F x & est
muni de la forme bilinéaire définie par (e, f) := f(e).

Définition 2.1 (Structure de Dirac). Une structure de Dirac sur B := F x & est un sous-espace
linéaire D C B, tel que D = D+ pour l'appariement symétrisé ((-,-)), ot

D= {(f.e)€ B, ((f.e).(f.€) =0 V(f.&) cD} (2.1.3)

Représentation noyau
Soient F,& C RY, B:= F x £ muni d’un produit scalaire (.,.)z et £, F € RV*V

D:={(f,e)e Fx& Ff+FEe=0} (2.1.4)

est une structure de Dirac pour I'appariement ((-,-)) défini a partir du produit scalaire (.,.)s
par (2.1.2), si et seulement si,

e La matrice F F'T est anti-symétrique pour le produit scalaire (.,.)s.

e rang([F : E])=dimF, ou la notation [F : E] représente la concaténation horizontale des
matrices F' et I.

Représentation image
Soient F,& C RY, B:= F x £ muni d’un produit scalaire (.,.)z et £, F € RV*V

D:={(f.e)e Fx& TAeRY telque f=F'A e=E'A} (2.1.5)

est une structure de Dirac pour appariement ((-,-)) défini a partir du produit scalaire (.,.)s
par (2.1.2), si et seulement si,

e La matrice F F'7 est anti-symétrique pour le produit scalaire (.,.)s.

e rang([F' : E])=dimF.

Représentation entrée/sortie sous contrainte
Soient F,€ C RY, B := F x £ muni d’un produit scalaire (.,.)s,

D:={(f.e)c Fx& IAeR™telque f=Je+BA, B'e=0}, (2.1.6)

ot J € RM*N est anti-symétrique pour le produit scalaire (.,.)s et B € RV*Nx est une structure
de Dirac pour I'appariement ((-,-)) défini a partir de (.,.)s par (2.1.2).

8
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2.1.1.B Structure de Stokes-Dirac

Soient X un espace de Hilbert, £ C X un sous-espace de Hilbert, F son dual topologique par
rapport a l'espace pivot X'. Nous définissons 'espace de puissance B := F x € muni de (-, -)¢ 7,
le crochet de dualité entre £ et F. Nous définissons ainsi 'appariement symétrisé ((-,-)),

B x B — R
(fi,e1), (fo,e2) = (((fi,e1), (f2,€2))) = (€1, f2)e r+ (€2, fi)e +

Définition 2.2 (Structure de Stokes-Dirac). Une structure de Stokes-Dirac sur B := F x &
est un sous-espace linéaire D C B, tel que D = D+ pour l'appariement symétrisé ({-,-)) défini
en (2.1.7).

(2.1.7)

Pour les systemes de dimension infinie (systemes a parametres distribués), la structure de
Dirac associée est appelée une structure de Stokes-Dirac. En effet, le théoreme de Stokes' (cf.
[van der Schaft and Maschke, 2002]) permet de retrouver le bilan entre le flux d’énergie sur le
bord et I'énergie stockée a 'intérieur du systeme.

2.1.2 Outils d’analyse fonctionnelle

Dans cette section, nous rappelons des outils d’analyse fonctionnelle qui nous seront utiles.
Pour plus de détails, nous nous référerons a [Evans, 1998] et

[Tucsnak and Weiss, 2009].

2.1.2.A Espaces de Lebesgue

Définition 2.3 (Espaces de Lebesgue). Soit Q un ouvert de R™, avec n > 1.
o L’espace de Lebesque scalaire L*(2) est défini par

L3(Q) = {U Q> R, /Q |o(z)|* dz < oo} : (2.1.8)

0]l 20y = (/Q |o()[” dm)é, (2.1.9)

o L’espace de Lebesque vectoriel L*(S)) est défini par
L*(Q) == L*(Q) x --- x L*(), (2.1.10)

TV
n fois

munit de la norme

est un espace de Banach.

munt de la norme

||’U||L2(Q) =

D il oy, ot = (v1, . vm), (2.1.11)
=1

est un espace de Banach.

1. fQ dw = [, 9o W, ol w est une forme différentielle définie sur un domaine 2. En particulier, nous utiliserons
le théoreme de Green défini dans la suite.
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o [’espace de Lebesgue scalaire L™ () est défini par

L) = {v Q= R, sup|v(z)| < oo} , (2.1.12)
xe)
munt de la norme
o220 += 5P |v()|, (2.1.13)

est un espace de Banach.

L’espace L*(€2), muni du produit scalaire
(v, 0)p2iq) = / v(z) () de, VYv,v € L*(Q), (2.1.14)
Q
est un espace de Hilbert. En conséquence, L?(§2) est aussi un espace de Hilbert pour le produit

scalaire

U1 U1 n

(’U ) IE>L2(Q) = ) = Z (Ui ) ii)L2(Q)7 V’U, vE L2(Q) (2115)

~ 1
Un Un L2(Q) v

2.1.2.B Espaces de Sobolev

Définition 2.4 (Espaces de Sobolev). Soit Q un ouvert de R™, avec n > 1. Nous définissons
espace de Sobolev scalaire H*(Q) par

HY Q) :={v:Q =R, D%e L), |a| <k}, (2.1.16)
ot a:= (ay,...,a,) € N, |a| :== """ | a; et D™ est la dérivée partielle au sens des distributions,
notée par

" 9u .0
D% (x) = (1, ey Tp), a| <k, @x:=(x1,...,2,).

—
a1
Oz, ...0%m

L’espace H*(Q) est muni de la norme

a 2
Wllriey = | D 1D V3 | (2.1.17)

la|<k

est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(0, iy = D (D0, D*T) 1 (2.1.18)

Jal <k

Nous définissons [’espace de Sobolev vectoriel,

HQ) := H*(Q) x --- x H*(Q), (2.1.19)
n‘f,ois

qui est également un espace de Hilbert.
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Nous noterons,
HO(Q) :=L*(Q) et H°(Q):= L*Q). (2.1.20)

Définition 2.5 (Espaces de Sobolev HYY et HY*), Soit Q un ouvert de R™, avec n > 1.
Nous définissons lespace de Sobolev H (Q) par

HY(Q):={veL*Q), divveL*Q)}, (2.1.21)
c’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(v, 'TJ)HdiV(Q) = (v, 5)L2(Q) + (divw, div'E)LQ(Q). (2.1.22)
Nous définissons par récurrence l’espace de Sobolev HYW*(Q) par
H"*Q):={ve H"'(Q), divveH '(Q)}, (2.1.23)
c’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(v, V) grava(gy = (U, V) g1 + (div v, div 0) i .- (2.1.24)
Avec les notations (2.1.20), nous avons
HY(Q) = H™(Q). (2.1.25)

Nous remarquons que H'(Q2) C HY(Q), cette inclusion nous sera utile pour la discrétisation.

2.1.2.C Formule de Green

Théoréme 2.1 (Trace de Dirichlet dans H'(Q)). Soit Q un ouvert de R" (ot n > 1), avec une
frontiere OS2 lipschitzienne-continue. Alors, il existe un unique opérateur linéaire continu

Yo : H'(Q) — L*(09), (2.1.26)

tel que yov = U‘m, siv € C(Q), ou C(Q) est I'ensemble des fonctions continues sur Q jusqu’au
bord.

La continuité de l'opérateur 7y, appelé la trace de Dirichlet dans H'(2), donne 'inégalité
suivante :

3Cq >0 ne dépendant que de 2, tel que [y vl 290y < Callvllgig)y, Vv E HY(Q).
(2.1.27)

Définition 2.6 (Espaces H2(9Q) et H~2(8)). Nous définissons Uespace Hz(8Q) comme

[t'mage de la trace de Dirichlet,

N

Hz(09Q) :== v (H'()), (2.1.28)

munt de la norme

101113 5 = 0 {||@“||H1(Q), T e HY(Q) tel que 7o(V) = v} . (2.1.29)

En particulier 'opérateur o est continue de H'(Q) dans H%(E)Q).

L’espace H’%(aﬁ) est défini comme le dual de H%(aQ) par rapport a l'espace pivot L*(0).
Ce sont des espaces de Hilbert munis de la norme définie en (2.1.29) et de la norme duale
respectivement.
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Théoréme 2.2 (Trace normale dans HY(2)). Soient Q un ouvert de R™ (ot n > 1) avec
une frontiere OS2 lipschitzienne-continue et n la normale extérieure associée. Alors, il existe un
unique opérateur linéaire continu surjectif

vt HY(Q) = H2(09), (2.1.30)

tel que v, (v) = vy (v) - n pour tout v € C(Q2), ou C(Q) U'ensemble des fonctions continues sur
Q jusqu’au bord. De plus, nous avons v, (v) € L*(09) pour tout v € H ().

Théoréme 2.3 (Formule de Green dans HYY(Q)). Soit Q un ouvert de R™ (o n > 1) avec
une frontiere dS) lipschitzienne-continue. Nous avons

0 () YL @D 1 90y 1 o) = (V0 DV V)2 F (v, grad ) e,
Yo € HY(Q), Yo € HY(Q).
(2.1.31)

Corollaire 2.1 (Formule de Green dans H'(R2)). Soient Q un ouvert de R" (ot n > 1) avec
une frontiere 0S) lipschitzienne-continue et n la normale extérieure associée. Nous avons

(0 (v) , 7L ('U))L2(ag) = (v, div ’U)L2(Q) + (v, grad U)LQ(Q)a
Yo € HY(), Yo € H'(Q)
(2.1.32)

Le corollaire 2.1 découle directement de I'inclusion de H'(€2) dans HY(Q) et de I'identification
du crochet de dualité avec le produit scalaire de 'espace pivot L?*(99) puisque v, (v) € L*(09)
pour tout v € H'(Q) d’apres le théoréeme 2.2.

2.1.2.D Dérivée variationnelle

Définition 2.7 ([Olver, 1993]). Soit H une fonctionnelle de c,
H (at,x)) ::/ﬁ(a(t,m)) de, (2.1.33)
Q

ot H est la densité de la fonctionnelle H. Soient € > 0, i une fonction réquliére et a(t, x) =
a(t,z) + en(z) une variation de v, la dérivée variationnelle de H, SoH := 2L est définie par
l’expression suivante :

~ OH
H(a(t,x)+en(x)) =H(alt,x)) + € 5o (x) dx + o(e?). (2.1.34)
Q
Notons que pour le cas ou la fonctionnelle H ne dépend ni des dérivées temporelles ni des
dérivées spatiales de a, nous obtenons

6% a@lﬁ Oél
So = grada”;‘:l\ = : , ola:= | : (2.1.35)
aa,ﬂ/-z an



2.2. DISCRETISATION PAR ELEMENTS FINIS

et ( 8‘?) sont les dérivées partielles usuelles.
Qi ) 1<i<N

Prenons par exemple une fonctionnelle H de densité H quadratique, ie. H = %aTQa, ou 9
est un opérateur borné symétrique défini positif. Ainsi,

(;_Z — grad, H = % grad, (a'Qa) = Qo (2.1.36)

2.1.2.E Opérateurs anti-symétriques

Définition 2.8. Soient X un espace de Hilbert muni du produit scalaire (.,.)x, J un opérateur
linéaire fermé, de domaine D(J) dense dans X.

o 7 est formellement anti-symétrique, si
(Jv,v), =—(v,Jv),, Vv,veDT)NDIT") (2.1.37)

e J est anti-symétrique, s’il est formellement anti-symétrique et st D(J) C D(J™).

e J est anti-adjoint, s’il est formellement anti-symétrique et si D(J) = D(J*).

2.2 Discrétisation par éléments finis

Dans cette section, nous présentons la notion d’élément fini qui nous sera indispensable dans
les chapitres qui suivent. Les définitions et résultats présentés sont issues de [Gatica, 2014] et
[Girault and Raviart, 1986].

2.2.1 Elément fini abstrait

Définition 2.9 (Triplet). Nous définissons le triplet (K,IP,S) tel que :
o K est un sous-ensemble convexe fermé d’intérieur non vide de R™.

o P est un espace vectoriel de dimension finie de fonctions scalaires ou vectorielles définies
sur K.

e S est un ensemble de formes linéaires sur P de cardinal fini que l'on notera {o1,...,on}.
Les éléments de ’ensemble S sont appelés les degrés de liberté.
Définition 2.10 (Unisolvance). S est dit P-unisolvant si
V(ai,...,an), 3I'peP telque oi(p)=a; i=1,..,N. (2.2.1)

Définition 2.11 (Elément fini). Le triplet (K,P,S) de la définition 2.9 est appelé un élément
fini si S est P-unisolvant.
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2.2. DISCRETISATION PAR ELEMENTS FINIS

2.2.2 Exemples de familles

Maillage Soit 2 un ouvert de R™, n > 1. Nous définissons un maillage comme une collection
de sous-ensembles, 7, == (K;), ci<ng SUr 2= QU 0Q, satisfaisant les propriétés suivantes :

o )= UJKeTh'

e K+£0, VKeT,.

e K,NK, =@, VK.,K, €T K #K;.

o 5i F =K, NK;, K, K; € Tj,, K; # K;, alors F est une face commune ou une aréte
commune entre K; et K.

o diam(K) =: hx < h, VK eT,.

Dans cette these, nous utiliserons pour sous-ensembles des simplexes : intervalles en 1D, tri-
angles en 2D et tétraedres en 3D.

Définition 2.12 (Elément de Lagrange Py). L’élément de Lagrange Py d’ordre k est défini par
e K un simplexe de R".
o P:= P := Vect{a* - -2, Y7 a0, <k, (21,..,2,) = x € R"}.

n ?

o S:={01,...,0n}, ot les o;, i = 1,..., N sont définies par

P — R

. i=1,..,N, 2.2.2
p = oip) = p(x;) ( )

0;

avec x; N points distincts de K associés aux degrés de liberté o;.

Le nombre de degrés de liberté est la dimension de ’ensemble des polynomes de Lagrange,
N = dim(P;) = &t

k!n!

Exemple 2D En pratique, P, est défini par le biais des coordonnées barycentriques. Ces
dernieres permettent également de définir le treillis principal, ie. un ensemble de N points
distincts, équi-répartis, définissant ainsi S.
Soit K un triangle de sommets @, x5 et @3, les coordonnées barycentriques d’un point « € K
sont définis par les fonctions affines \;, © = 1, 2, 3, chacune associée a un sommet x;, i = 1,2, 3,
telles que

Nile) =1 <= zx=u,

NE)=0 <= zclmym), jAk#i#] (2.2.3)

Le treillis principal TE est 'ensemble des points de R? défini par les coordonnées barycentriques
ci-dessus,

1 k—1
Tk = {a: = (21, 19) ER?, N\i(x) € {O’E’ T 1} 1= 1,2,3} (2.2.4)

L’élément fini de Lagrange d’ordre 1

e K est un triangle sur R? défini par les sommets x;, 5 et x3.

o P:—= P1 = {a1 + ao X1 + as xa, ai, ag,as € R, (Z‘l,IQ) =T c RQ}
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2.2. DISCRETISATION PAR ELEMENTS FINIS

T3

A T2

FI1GURE 2.1 — L’élément fini de Lagrange d’ordre 1

o S:={01,09,03}, o 0;(p) =p(x;), Vp € P, i =1,2,3, ot les x; sont les éléments de Tf.

L’élément fini de Lagrange d’ordre 2

e K est un triangle sur R? défini par les sommets x;, 5 et x3.

a1a2a3a4a5a6€R
o]P’::Pg::{al—|—a2x1+a3x2+a4x1x2+a5xf+a6x§, e T R T ’

(x1,19) = x € R?
e S:={0y,...,06}, ot 0;(p) = p(x;), Vp P, i=1,..,6, ot les x; sont les éléments de TZ.

Ty Ty T2

FIGURE 2.2 — L’élément fini de Lagrange d’ordre 2
Dans la construction de I’élément fini de Raviart-Thomas d’ordre ¢, RT}, ci-dessous, nous allons
utiliser I’élément fini de Lagrange d’ordre ¢, P, de la définition 2.12.

Définition 2.13 (Elément de Raviart-Thomas RTy). L’élément de Raviart-Thomas RT, d’ordre
( est défini par

o K un simplexe de R™, avec n > 2, de faces ou d’arétes associées F. Le nombre de faces
ou d’arétes est ainsi n + 1.

e P:=RT, = (P)"® P x, ou @ est la somme directe, (P)" := Py X -+ X Py et P, est
I’ensemble des polynomes homogenes d’ordre £.

e Nous définissons S l'ensemble des degrés de liberté par
S = S]F U SK, (225)

ou Sk et Sp sont l’ensemble de degrés de liberté définis sur le simplexe K et sur ses faces
(ou arétes) F, définis explicitement ci-dessous.

15



2.2. DISCRETISATION PAR ELEMENTS FINIS

— Si 0 >0, nous définissons Sy par Ngp moments distincts sur chaque face F du sim-

pleze K,
o F1 Fq F; F; Fr41 Frn+1
Sg := { O sy Oney oo o5 01 s Oy oo 0o e (2.2.6)
~————
moments de Fq moments de F; moments de Fp41

ot les Ufj, t=1,...,Nr, 3 =1,...,n+ 1, sont appelées les moments de F;, et sont
définies par

P — R
J]iFj L p Ulfj<p) :/ p-n g F; face de K, j=1,...n+1, i=1,.., N,
F;
(2.2.7)
0l (0i)1<i<n, €t une base de Py(TF;) et Ny = dim (Py(F;)) = ((Ztﬁﬁ!lz)!’; j=1,..,n+1.
— Si £ =0, l’ensemble Sk se réduit a [’ensemble vide, ie. Sx := &.
— Si ¢ > 1, nous définissons Sg par Nx moments distincts sur le simplexe K,
Sk = {O']F, N }, (2.2.8)
| ——
moments de K
ot les o, i =1,..., Ng sont appelées les moments de K, et sont définies par
P — R
K 4
o , 1=1,..., Ng, 2.2.9
p o U]F(p)z/p-soi « (2.29)
K
ot (Soi)gigNK est une base de (Pp_1(K))" et Nx = dim ((P,_1(K))") = é((:ff)_!z!.

Le nombre de degrés de liberté est la dimension de I’ensemble des polynomes de Raviart—

Thomas, N := dim(RT;) = (n+ 1) Np + Ng = %'

Exemple 2D
L’élément fini de Raviart-Thomas d’ordre 0

e K est un triangle sur R? et IFy, Fy et [F5 sont les faces associées.

o P:= RI,:= {a1 [(1)] + as [(1)] + as Bj , aj,ag,a3 € R, (r,29) = x € RQ}.

e S := Sy U Sk avec Sy := {afl,a¥2,a¥3} et Sk := T ou

Ulfj(p)z/ p-ny, VpeP, j=1,23, (2.2.10)
]F.

J

ol 1 = 1, puisque {1} est une base de Py(F;), j =1,2,3.
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Fq F3
04 01
K
Fy Fs
l :
Fo

oh]

FIGURE 2.3 — L’élément fini de Raviart—Thomas d’ordre 0

L’élément fini de Raviart-Thomas d’ordre 1

e K est un triangle sur R? et IFy, Fy et [F5 sont les faces associées.

an M a0 4as |7 £ | O] +as 122 s [ O] 4 an |FT] 4 as |
e P=RT, ={ |0 21 310 ay °10 e e e
ay, az, a3, A4, as, 6, A7, A € Ra (x17x2) =T c R?
e S:= SpUSk avec Sp := {alfl,051,0152,052,0?3,053} et Sk := {0]{&,05} ou
a?f(p)—/ png, VpeP, j=123 i=12 (2.2.11)
I

ou ) =1 et gy = m‘Fj, puisque {1, az‘FJ_} est une base de P (F,), j =1,2,3.

ai(p) :/p'%’? VpeP, i=1,2, (2.2.12)
K

ol 1 = [é] et g = [(ﬂ, puisque { {(ﬂ , {(ﬂ } est une base de (PO(K))2.

Fo Fo
01° 09

FIGURE 2.4 — L’élément fini de Raviart—Thomas d’ordre 1
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2.3 Systemes Hamiltoniens a ports d’interaction

2.3.1 Systemes de dimension finie

Systéeme de dimension finie en variable d’énergie Un systeme Hamiltonien a ports
d’interaction de dimension finie (appelé également systéme a parametres localisés) amorti s’écrit
en représentation d’état sous la forme, cf. [van der Schaft, 2017] :

— X(t) = (J — R) grady H (X (t)) + Bu(t),
y(t) = B grady H (X(t)),

(2.3.1)

ou

La forme H(t) := H (X(t)) est le Hamiltonien du systeme.

X est la variable dynamique appelée la variable d’énergie.

grad y H est appelé la variable de co-énergie.

J est la matrice de structure, anti-symétrique.

o R:=GKGT est la matrice de dissipation symétrique positive oil K est symétrique po-
sitive carrée, n’a pas forcément la méme taille que R et G est généralement une matrice
rectangle.

e u et y sont le controle et I'observation colocalisés.

B est la matrice de controle.

Bilan de puissance : Le bilan de puissance du systeme (2.3.1) s’écrit

CH() = CHX@W) = (eradyH <XEt;§§T 4 X(1),

= (grady H (X(t)))' (J — R) (grady H (X(t)))
+ (grady H (X(1)))" Bul(t),
= (grady H (X (t)))" J (grady H (X(t)))
— (grady H (X(1)))" R (grady H (X (1)) +u(t)" y(1),
—(grady H (X(t)))" R (grady H (X(t))) +u(t) y(1),
(R positive)

< u(t) " y().

(J anti-symétrique)

(2.3.2)
Le systeme ouvert est ainsi passif, ze. %H < u'y, alors que le systeme fermé est dissipatif, ie.
4H <0
actt =Y

18
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Systéme de dimension finie en variable de flux-efforts Nous proposons une autre
écriture du systeme Hamiltonien & ports d’interaction (2.3.1), appelée écriture en fluz-efforts,
permettant 1’étude de la structure géométrique sous-jacente : la structure de Dirac. Nous
définissons ainsi :

e Le port associé au Hamiltonien comme étant le couple (f,e),

f= %X et e:=grady H. (2.3.3)

e Le port résistif comme étant le couple (fg, er), ou fr est le flux défini par
fr:=—-G"e. (2.3.4)
L’effort er est obtenu par la relation constitutive linéaire suivante :
er = K fg. (2.3.5)

e Le port associé a 'entrée et a la sortie comme étant le couple (f7,e;),

fri=—y et e :=u. (2.3.6)
J1 €r
/ Ir
H Dirac K
e €R

FI1GURE 2.5 — Flux-efforts du systeme Hamiltonien a ports d’interaction de dimension finie

Systéme étendu : En utilisant la décomposition de la matrice R := G K G, nous écrivons ainsi
le systeme Hamiltonien & port d’interaction (2.3.1), sous forme flux-efforts :

f J G B e
fR = - GT 0 0 €R . (2 3. 7)
f[ —-B T 0 0 €r
——— ~ ~ - ———
flux étendu fe matrice de structure étendue Je effort étendu ee

Structure de Dirac : Puisque J, est anti-symétrique, nous retrouvons ainsi une représentation
entrée/sortie sans contrainte (2.1.6). En conséquence

D = {(f6766)7 fe =J. ee} (238)

est une structure de Dirac pour 'appariement issu du produit scalaire Euclidien.
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Bilan de puissance : Le bilan de puissance du systeme avec les nouvelles notations se réécrit

d
—H=c¢'f. 2.3.9
T—cry (239
Par la structure de Dirac (2.3.8),
0= . e
el (2.3.10)
=e¢ fregfrter fi

En utilisant la relation constitutive (2.3.5), externe a la structure de Dirac, nous obtenons

O=ec' f4+ fo K frt+e; fr. (2.3.11)
Ainsi,
aH = —faKfr—el f1,
(K positive) T
< —e; Jr.

2.3.2 Systemes de dimension infinie

Systéeme de dimension infinie en variable d’énergie Un systeme Hamiltonien a ports
d’interaction de dimension infinie (systeme a parametres distribués), défini sur un ouvert 2 C
R™ (n > 1), s’écrit en représentation d’état sous la forme :

0
E C\t(t,w) = (j - R) 6QH (a(tvm)) , TE Q’

up(t,x) = BoH (a(t,x)), x €9, (2.3.12)
yo(t, ) = COuH (alt, ), x €9,
ou

e x et t sont la variable spatiale et la variable temporelle.

« est la variable d’énergie, dans I'espace d’énergie X', un espace de Hilbert muni du pro-
duit scalaire (.,.)x.

e La fonctionnelle H(t) := H (a(t,x)) est le Hamiltonien du systeme.

e 0, H est appelé la variable de co-énergie, définie par la dérivée variationnelle du Hamil-
tonien H par rapport a «, cf. la définition 2.7.

e 7 est l'opérateur de structure, formellement anti-symétrique au sens de la définition 2.8.

e R := GKG* est I'opérateur de dissipation, borné symétrique positif, ou K est borné
symétrique positif et G est un opérateur borné. Dans la suite (cf. la section 3.4) nous
étudions un probleme avec un opérateur R non-borné, et en proposons une discrétisation
structurée.
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e uy et yy sont le controle et I'observation frontiere colocalisés.

e 3 et C sont 'opérateur de controle frontiere non-borné surjectif et ’'opérateur d’observa-
tion frontiere non-borné surjectif, satisfaisant

(Jv, V) + (v, TV) s = (Bv, Cv),y, + (BU, Cv)y,, Vv,v € D(T), (2.3.13)

ol (., .)gq est un crochet de dualité entre les espaces frontiere dépendant de B et C.

Bilan de puissance : Le bilan de puissance du systeme (2.3.12) s’écrit

d
SHO = (e daH)
CLD (T = R)6aH, 6aH) 5.
RUM) (T 50, 6aM) x — (ROaH , SaH) 5,
i (2.3.14)
2V (BbaHM, CoaH)yy — (RO6aH , 5ut) .
= <u@, y8>8Q - (R daH, 5047'[);(7
(R positif)

< <u3 ) ya>BQ'

Systéme de dimension infinie en variable de flux-efforts Nous proposons une autre
écriture du systeme Hamiltonien & ports d’interaction (2.3.12), appelée écriture en fluz-efforts,
permettant ’étude de la structure géométrique sous-jacente : la structure de Stokes-Dirac. Nous
définissons ainsi :

e Le port associé au Hamiltonien comme étant le couple (f,e),

f=0a et e:=0dH. (2.3.15)
e Le port résistif comme étant le couple (fr,er), ou fr est le flux défini par
fr=-G"e, (2.3.16)
L’effort e est obtenu par la relation constitutive suivante :
er =K fr. (2.3.17)
e Le port associé au controle et 1'observation frontiere comme étant le couple (fy, es),
for=—ys:=—Ce et ey:=uy:=DBe. (2.3.18)

Systeme étendu : Nous écrivons ainsi le systeme Hamiltonien a port d’interaction sous forme
flux-efforts :

( flux étendu fe opérateur de structure étendu 7. effort entendu e.
~ = — ~ =
I _ J G e
I= g0 erl (2.3.19)
fa| _ |-Ce -
€9 a Be ’
~—~
\ port frontiere
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fo €o

f fr
H Stokes-Dirac IC
e er

FIGURE 2.6 — Flux-efforts du systeme Hamiltoniens a ports d’interaction de dimension infinie

Structure de Stokes-Dirac : Nous définissons Vy et son dual (V)" comme les espaces du port
frontiere (fs,es) définis & partir des opérateurs 7, B et C.

Théoréme 2.4 (Structure de Stokes-Dirac). La structure géometérique D définie par

(f, fr, fo,e,er,e9) € X xXxVaxXxXx(Va)

SRS [HI A S
ec D(J

est une structure de Stokes-Dirac pour l'appariement ({.,.))p défini par

2

.fR7€87e eR7€8)>>

<<(f1 fR?e(’)ae 672768)

(f?
= (2.3.21)
(e', f2)x + (6%2, f722)x + <eé> f82> + (e? fl)x + (e%, f?lz)x + <e%, fé)ag

Démonstration. La preuve se fait en prouvant les deux inclusions : (i) D c D+, (i) D+ C D.
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(i) D C D* : Soient (f', £k, f3,€' ek, eb), (f2 2, f2, €2, e%,e2) € D, alors,

((f' Fro S5 €' eroed) o (F2 fr. 15, €% ek, €3)))p

(par définition de 'appariement (2.3.21))

(617 fQ)X + (8%7 f?%)x + <€¢197 f82>3Q + (62’ fl)x + (8%7 -f712)x + <6%, f$>89’
(en utilisant le systeme (2.3.19))
(&, T+ Ged) (e G )+ {ch S2)un
+(62a Je' +ge712)x - (e%, g* el)x + <€%7 f$>aﬂ’

(€', Te)y+ (el Ger)y —(er, G7€%) x + (o f5)s0

(e Te)y+ (e Ger)y — (€r: G7€) 4 (¢ o) g
(par la formule (2.3.13))

—(Tel, )y +(Bel, Ce)yg (B, Cel)ygt(eh, fo)on + (€7 T €)x (b1 fo) o

(par définition des ports frontiere (2.3.18))

0.

Ainsi D c D .

(ii) D+ C D : Soit (F', fi, f3, €', ek, el) € D alors,

({(F' fro farelienses) s (7 fro fo €% eried)))p =0, Y (f* fz. f5. €% ex,e3) € D,
(2.3.22)
par définition de I'appariement (2.3.21),

(€' F)x + (ers Fr)a (€0, J0)an (€7, F1)  + (€ fR)x + (€5 f5)p0 = 0. (2:3.23)

Nous considérons en particulier (f?, f2, f3,€% e%,e3) = (J e* +Ge%,—G* €% 0,e% e%,0) qui
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est bien un élément de D, pour tout e* € D(J) et €% € X, ainsi

= (e, )yt (er, fR)x + (€8 F) x + (eks fr) x:
= (el’ je2)x + (617 Qe%)x - (6%3’ g* 62)2( + (62’ fl)x + (8327 f712)x7

Soit (e},),ey € D(J) une suite qui converge vers e, € X.

—Jim (e}, T €, + (€', Ged), — (eh. G ) , + (€2, F1) , + (€&, fh) ..

n—oo

En utilisant la formule (2.3.13), nous avons

—f§:0 e2=0
=
=~ lim (Ten, €), + lim (Be, e ) o0 +7}LI&<862 ,Cen)o+ (G e, eR),

* 2 2 pl 2 1
_(eR7g )X+(e 7f)x+(e7€=f7€)x’
en réarrangeant les termes, nous obtenons

=—lim (Je,+Gex, ), +(0"€" )+ (€ 1)+ (ek: fr)
=lim ((f' = (Te,+0ex))  €)p + (fr+G7€') , €r) -

n—oo

(2.3.24)

d
Ceci étant vrai quels que soient €2 € D(J T Xetel € X , nous avons par la fermeture de 7,
q R b

fl=Je' +Gen, fr=-Ge et e cDJ). (2.3.25)

En injectant (2.3.25) dans (2.3.23), avec f* = J e 4+ G €%, nous obtenons

0= (el, ‘7624-9633),(4' (3%@ fR)X+<68> f8>aQ
+(e*, Te' +Gex)y+ (er, er)x (€5, f3) 0

par 'expression de f32 = —G* e? et par I'expression de f3 obtenue en (2.3.25), nous obtenons

= (el, jeg)x—i- (82, 96%)3{— (671za 9*62)X+<€é, f82>ag
+ (€', Te)y+ (", Ger)x — (er, G €' ) x + (€5 f3)na

En utilisant la formule (2.3.13), nous avons

= (Te', &), +(Bel, e, +(Be Cel), + (eh, [2),0+ (2, Te') ,+ (e, f3), 0
= (Be', Ce2>89 +(Bée*, Cel>aQ —(ey, C62>aQ +(Be?, fal>aQa

en réarrangeant les termes, nous obtenons
11 2 2 1 1
= (Be' —¢;,Ce%),,+(Be*, Ce' + f3),,
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2.3. SYSTEMES HAMILTONIENS A PORTS D'INTERACTION

Ceci étant vrai quel que soit €? € D(J), nous obtenons par surjectivité de B et C,
eh=Be' et f3=-Ce' (2.3.26)
En conséquence D = D™, ie. D est une structure de Stokes-Dirac. O

Bilan de puissance : Le bilan de puissance du systéme (2.3.19), avec les nouvelles notations,
s’écrit

d
%H(t) = (ataa 5aH)X7
= (6, f)X
Par la structure de Stokes-Dirac (2.3.20), nous avons
0= (6, f)X + (e'Ra f'R)X + <€67 fa)aﬂa (2327)
en utilisant la relation constitutive (2.3.17), nous obtenons
0= (8, f)x+(leRa fR)X+<€8a f@)agp (2328)
Ainsi,
d
a1 = —(Kfr, fr)x—(eo, fo)oq:
(K positif) (2329)
< _<€87 f3>aQ-

Remarque 2.1. Remarquons que le contréle et l’observation frontiere, d’un systéme Hamil-
tonien a ports d’interaction de la forme (2.3.12), sont toujours donnés par l’évaluation des
variables de coénergie sur le bord.

2.3.3 Exemples de systemes de dimension finie
2.3.3.A Probléme linéaire : masse-ressort amorti

Modélisation Newtonienne :
Nous considérons un systeme mécanique simple : le systéme masse-ressort amorti (ou pendule
linéaire amorti).

Nous considérons ainsi une masse m, un ressort de raideur x et un amortisseur linéaire de
coefficient €. Par la deuxieme loi de Newton nous obtenons

Cp(t) = ~Fu(t) — Fu(t) + Fult), (2.3.30)

ol p est la quantité de mouvement, F}; est la force de rappel du ressort, F, est la force d’amor-
tissement et F.,; est la force extérieure.
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En utilisant les lois linéaires suivantes :

F.(t) = rz(t),
d (2.3.31)
F(t)=ec—x(t),
(1) = e 2 a(t)
ol z est la position a l'instant ¢, nous obtenons ainsi I’équation décrivant la dynamique du

systeme,
& (t) = —kx(t) — d (1) + Fepy(2) (2.3.32)
mdtQIE' RX EdtI ext y .O.

Modélisation Hamiltonienne :

Nous introduisons une autre écriture du probleme en se basant sur la représentation énergétique
du systeme, cette écriture est appelée formulation Hamiltonienne. Dans notre approche nous
définissons, en premier lieu le Hamiltonien, comme 1’énergie mécanique totale, donnée par la
somme de 1’énergie potentielle et de 1’énergie cinétique,

1 1
H(t) := H (q(t),p(t)) := 5K q(t)* + 5—p(t)*, (2.3.33)
2 2m
ou q := x et p = m%x sont la position et la quantité de mouvement, appelées les va-

riables d’énergie. Les variables de co-énergie sont définies par le gradient du Hamiltonien, ie.

{%H(q,p)] _ {ﬁq

, oll k¢ est la force de rappel du ressort et + p est la vitesse.
ap H(q,p) 1 ] q pp oy 4

m
Ainsi, I’équation du systéme masse-ressort amorti se réécrit,

2= 5 L[] + [ e .
y= o 1) [0,
D’une maniére plus compacte,
%X(t) = (J~ R)QX(t) + Bu(t), (2.3.35)

y(t) = B QX(t),

ou X = {Z} sont les variables d’énergie, QX = grady H sont les variables de co-énergie,

Q = {g 1 } est la matrice contenant les parametres physiques, symétrique définie positive,
m

J = {_01 (1)} est la matrice de structure, anti-symétrique, R := [8 2] est la matrice de

D fi . 0 . . .
dissipation, symétrique positive, B := [1] est la matrice de controle, u := F_,; est le controle

du systeme donné par la force extérieure et y = % p (la vitesse) est la sortie colocalisée observée.
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Bilan de puissance : Le bilan de puissance du systeéme (2.3.35) s’écrit

d d

SH() = 2 H(X(1),

(232)

=7 QX)) R(QX(t) +ult)y(t),
< u(t)y(t).

2.3.3.B Probléme non-linéaire : pendule non-linéaire

Modélisation Newtonienne :
Nous considérons le systeme mécanique du pendule non-linéaire sans amortissement de masse
m et de longueur [.

Par la deuxieme loi de Newton nous obtenons,

d
I2w=M+ Fu (2.3.36)

ou w est la vitesse angulaire a 'instant ¢, M est le moment de force de rotation, I est le moment
d’inertie et F.,; est une force sur la masse.

Dans notre cas, le moment de force de rotation M est déterminé par la projection de la force
de gravité sur la tangente du cercle fait par le mouvement,

M = —mglsin(0), (2.3.37)

ou # est 'angle fait par le pendule par rapport a la verticale et g est la pesanteur.

Nous obtenons ainsi I’équation dynamique du probleme :

2

I %9(15) + mgl sin(0(t)) = Feu(t). (2.3.38)

Modélisation Hamiltonienne :
Dans le but d’écrire le probleme en formulation Hamiltonienne, nous définissons les variables

d’énergie, X := Lﬂ, par

q:=10 (Pangle 6),

p=1Ilw (le moment généralisé).

(2.3.39)

Le Hamiltonien du systeme est défini par la somme de I’énergie potentielle et I’énergie cinétique :

1
H(t) == H (q(t), p(1)) := mgl (1 = cos (1)) + 57 p(1)", (2.3.40)
mgl sin q
Les variables de co-énergie sont définies par grad H = [gqggg’gﬂ = [ P ] qui sont le
p ) ]

moment généralisé et la vitesse angulaire.
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Ainsi, le systeme Hamiltonien a ports d’interaction s’écrit

d
e =1 ol ()] + 1] 7 (234

D’une maniere plus compacte, nous obtenons

d

—X(t)=J d, H(X(t Bu(t

y(t) = B grady H (X(1)).
N 0 1 . . o 0 .

ou J := 10 est la matrice de structure, anti-symétrique, B := 1 est la matrice de
controle, u := Fiyy est le controle du systeme donné par la force F,,; et y = w (la vitesse

angulaire) est la sortie colocalisée observée. Notons que la non-linéarité du probléeme est incluse
dans la définition des variables de co-énergie.

Bilan de puissance : Le bilan de puissance du systéme (2.3.42) s’écrit

d d
a1 : @ X, (2.3.43)
=)y (o).

2.3.4 Exemples de systemes de dimension infinie
2.3.4.A Probléme linéaire : équation des ondes en 1D

Modélisation Newtonienne :

Nous considérons une corde d’extrémités 0 et 1, de masse m, de densité linéique pg et de raideur
Ty (module de Young), subit que des petites déformations et en négligeant la force gravitation-
nelle.

Par la deuxieme loi de Newton sur une section de la corde [z, + dz] et a 'instant ¢, nous

obtenons p
ZiPu(t @) = Fult, ), (2.3.44)

ol p,, est la quantité de mouvement et F, est la force exercée.

La force exercée est donnée par
F,(t,x) =T, sin (0(t,x + dz)) — Tysin (0(t, z)) , (2.3.45)

ou 0(t, x) est 'angle de déflexion pour I’équilibre & I'instant ¢ et a la position x.

La corde obéit a la loi de Hooke pour les petites déformations, sinf) = tanf = 8—w, nous
x
obtenons ainsi 5 5
F,(t,z) =Ty <%w(t, x+dxr) — %w(t,x)) : (2.3.46)
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ou w est la déflexion pour 1’équilibre.

Par définition de la quantité de mouvement, nous avons

0 0
Pw(t,x) =dm gw(t,x) = podx aw(t,m) (2.3.47)

ou dm := po dx est la masse par unité de longueur.

En combinant I’équation (2.3.46) et (2.3.47), nous avons

d 8—2 (t,x) =T 9 (t —|—d)—ﬁ (t,z) (2.3.48)
podr maw(t,z) =To | mw(t,z +dr) — o-w(t,2) |, 3.
ainsi 5 5
o2 %w(t, r+dr)— %w(t, )
po 5wt x) =To o : (2.3.49)

En faisant tendre dx — 0, nous obtenons

2 2

0 0
—w(t,x) =Ty =—=w(t, ). 2.3.50
po mgt(t,2) = To 2wt ) (2350)
La modélisation ci-dessus ne se restreint pas uniquement aux problemes a coefficients uniformes.
Si nous controlons en entrée la vitesse 0w, en sortie colocalisée nous aurons la contrainte Ty 0, w.

En conséquence, nous obtenons le modele 1D de I’équation des ondes, cf. [Jacob and Zwart, 2012],

po Oy w(t,z) =Ty Oppw(t,z), x€(0,1)
u(t,0) = oy w(t,0), wu(t,1)=0w(t1) (2.3.51)
y(t,0) = =Ty 0, w(t,0), y(t,1)=Ty0, w(t,1).

Modélisation Hamiltonienne :
Nous définissons le Hamiltonien du systeme comme étant une fonctionnelle représentant 1’énergie
totale du systeme, la somme de ’énergie potentielle et de I’énergie cinétique,

H(E) = H (gt 2), a(t, 7)) = % /Q Ty gt ) + p—lo oy (t,2)? da, (2.3.52)

ou les variables d’énergie sont o, := 0, w la déformation et oy, = py O, w la densité de quantité
de mouvement.

Ainsi, les variables de co-énergie sont

eq(t, ) == 6o, Hlag, ap) = Tp oy, (la contrainte)
1 2.3.53
ep(t, ) = 6q, H(og, o) = — ap (la vitesse). ( )
Po
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Par conséquence le systeme Hamiltonien a ports d’interaction de dimension infinie s’écrit,
Orag(t,z)| [0 0y |e4(t,x)
[8,5 ap(t,z)| |0z O |ep(t,x)|’ (2.3.54)
avec le controle frontiere et ’observation frontiere colocalisés,
— ep(tv O) — _eq(tv O)
u(t) = [ep(t, 1) et y(t) = eo(t,1) | (2.3.55)

D’une maniere plus compacte,

(O, a(t,x) = T e(t,x), (Oya(t,z) =T Qalt,x),
_ |e(t,0) _ pi a,(t,0)
. u(t) = [ep(t, I ou u(t) = piZap(t, 1’ (2.3.56)
—€ (t,O) Y’ (t 0)
t) = q — 0 &g\l,
\ y< ) |: 6q(t7 1) 1 ’ \ y(t) |: TO Oéq(t, 1) ’
. a . , . e, | To 0| |« )
ol a = { q] sont les variables d’énergie, e = [ 1 = [ 1] [ q] sont les variables de co-
Qy €| 0 ol Lo

On

énergie, J = [ 9 01 est 'opérateur de structure formellement anti-symétrique (voir preuve
€T

1
o . 0 PO , . o .y N .
définie positive. Le controle et I'observation frontiere colocalisés du systeme sont donnés par

I'évaluation des variables de co-énergie sur le bord, ie. u(t) = lep 8 ?ﬂ et y(t) = {—ee(ét,lt)))} :
g\l

. Ty 0 . R . I
ci-dessous), Q@ = est la matrice contenant les parametres physiques, symétrique

J formellement anti-symétrique au sens la définition 2.8 :

Nous cherchons J* I'unique opérateur tel que
1,2 (] 2 1 2 *
(Tv" %) ez = (0 TV) gz ¥V € D(T), VP € DT (2.3.57)

Le domaine de J est donné par

D(T) = {(vg,vp) € H(Q) x H(Q)} = ) x HY(Q) ot Q := (0,1) (2.3.58)
1 2
Soient v! := [Z‘{} € D(J) et v? [U%} une fonction assez réguliere,
p p

1
(j’vl s UQ)Lz(Q)xB(Q) - <|: :| { ({:| |: }) ’
Up L2(Q)x L2(Q)

en utilisons la formule de Green (2.1.32), nous obtenons

a5 2 ) i [,
=—11.19l, { + v, v | + v vy,
({; 0 0] |v, L2(Q)xL2() [q p]o [q p]o
([l 15 2J 1))

Up e L2(Q)xL2(9)

+ vy (1)v2(1) — vy (0)v2(0) + 2 (1)vy (1) — v2(0)v,(0).

p p

*B»—A»Q»—A
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Nous en déduisons

R (7
J [O @J , (2.3.59)
de domaine
D(T*) = {(vg:vp) € H'(Q) x HY(Q),  14(0) = v4(1) = 1,(0) = v,(1) = 0} =2 Hy () x Hy(Q).
(2.3.60)
Ainsi,
(jvl , UQ)LQ(Q)XLQ(Q) = —(vl , jfvg)LQ(Q)XLQ(Q), Vol,v? € D(J)ND(JT"), (2.3.61)
et
D(J*) = Hy() x Hy(Q) CDJ)= HY(Q) x H'(Q) (2.3.62)
En conséquence J n’est que formellement anti-symétrique au sens la définition 2.8.
Bilan de puissance : Le probleme de puissance du systeme s’écrit
d (2.3.14) 1
—H(t) = [ t, ¢, } :
dt (t) u(t, @) ya(t, =) 0 (2.3.63)

= Ua(t, 1) ya(t, 1) — Ua(t,0> ya(t, 0)

2.3.4.B Probleme non-linéaire : équations de Saint-Venant en 1D

Modélisation Newtonienne :
L’équation de conservation de masse est donnée par

(t2) + 2 (plt, ) ult, 2)) = 0,

&p ox

oll p = poh, po est la masse linéaire du fluide, h est le profile de sa hauteur, v est sa vitesse.
Ainsi,
0

0
a h(t7 l‘) + % <h<t’ :E) U(t, ZL’)) = 0. (2364)

Par la deuxieme loi de Newton sur I'unité de longueur [z, z + dx],
d
h(t,z) %p(t, x) = F(t,x), (2.3.65)
ou p est la quantité de mouvement et F' est la force volumique.

Nous calculons la dérivée totale de la quantité du mouvement, soit

d d 0 0 0
—p(t,z) =dm —u(t,z) = ppdz (— u(t,x) + — u(t, ) —x) :
dt dt ot Oz ot (2366)

oo (L utt2) +ultz) Dt 2)) da
(5 gt
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Nous en déduisons

h(t,x) %p(t,x) = poh(t, ) (% u(t,x) + u(t, z) %u(t, x)) dz,

= po ( 9 (h(t,x) u(t,x) — u(t,x)) gh(t, x) dz + po h(t,z) u(t, x) % u(t, m)) dz.

ot ot
(2.3.67)
D’apres 1’équation de conservation de masse (2.3.64),
h(t.2) & pltx) = o (o (bt ) ult ) + - (bt ) ut.x)?) ) d (2369
x) 2 p(ta) = po | 5 cr)u(t, x 5 o) u(t, x. 3.

La force F' sur la section de volume, sur la surface a pression nulle, est donné par la différence
des pressions hydrostatiques appliquées sur la section [z, z + dx], ainsi

F(t,z) = —%fﬂ(t, z +dz) + %h?(t, z), (2.3.69)
ol g est la pesanteur.

En insérant (2.3.69) dans (2.3.68), nous avons

oo (g1 () u(t.0) 4 5 (hit ) 2(0,0)) ) do = 25000, + 2% ). (2370

2
Ainsi
0 0 ) g h*(t,x +dx) — h*(t, x)
5 (h(t,z)u(t,x)) + E (h(t, ) u?(t,z)) = -3 T (2.3.71)
en faisant tendre dz — 0, nous obtenons
0 0 2 9,9 _
= ((t, @) ut,2)) + = (h(t, 7)u(t,2) + S, x)) —0 (2.3.72)

En développant (2.3.72), nous avons

(u(t, x) %h(t, x) 4+ u(t, ) 82 (u(t, z) h(t, J:)))

x
0 0 (1 9 B
+ h(t,x) (& u(t,z) + . (5 u(t, z)” + gh(t,x))) =0.
(2.3.73)
Avec u # 0 et h # 0, nous obtenons

%u(t, x)+ % (% u(t,z)® + g h(t, x)) = 0. (2.3.74)

La modélisation ci-dessus ne se restreint pas uniquement aux problemes a coefficients uniformes.
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Si nous controlons en entrée la pression hydrodynamique uh, en sortie colocalisée nous aurons
le flux hydraulique 3 u® + po g h.

En conséquence, le modele de Saint-Venant en 1D, ¢f. [Pasumarthy et al., 2008], s’écrit par le
systeme (2.3.64) et (2.3.74) comme

1 2.3.75
Oy u+ 0, <§u2~|—gh> =0, ( )
avec le controle frontiere ug et I'observation frontiere yy suivants :
1
us(t,0) = —u(t,0) h(t,0), yo(t,0) = 5w (1, 0) + po g h(t, 0),
wp(t 1) = u(t, ) h(t, 1), O 1, (2.3.76)
) ) ) ) ya(t,l) = §U (t,l)—f—pogh(t,l),

Modélisation Hamiltonienne :
Pour écrire le probleme en formulation Hamiltonienne, nous définissons les variables d’énergie,

ay(z,t) = h(z,1), (la hauteur),

ay(x,t) = pou(z,t) (la densité de quantité de mouvement). (2.3.77)

Le Hamiltonien du systeme est donné par la somme de I'énergie cinétique et 1’énergie potentielle,

1/t
H(t) == H(ay(t, z), ap(t, x)) == 5/ m aq(t,z) ap(t,z)* + po g au(t,z)? da. (2.3.78)
0o Po
Ainsi, les variables de co-énergie sont
1
eq := 0o, H(ag, ap) = 2—0412, + pogay, (le flux hydraulique)
i (2.3.79)
ep = 0a, H(ag, ap) = — g p. (la pression hydrodynamique)
0
Ainsi le systeme Hamiltonien a ports d’interaction s’écrit,
)= [ @)
) 170 0 [ le (2.3.80)
=[S0, =[],
ep(1) |7 €q(1)
D’une maniere compacte, nous obtenons
Oa(t,x) =—Tel(t,z), (2.3.81)

ol @ := {aq] , €= Eq} et J l'opérateur de structure précédemment défini en (2.3.56).
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Bilan de puissance : Puisque le probleme des ondes et le probleme de Saint-Venant ont le méme
opérateur de structure, le bilan de puissance du systeme s’écrit, de la méme fagon qu’en (2.3.63),
comme l'évaluation des variables de co-énergie sur le bord,

(2.3.14)

d 1
“HE) U= —[ t, £ } :
a0 wolt, @) yolt, @) | (2.3.82)
= —Ua(t, 1) ya(tv 1) +Ua(t,0) ’ya(t,O)
2.3.5 Systemes algébro-différentiels Hamiltoniens a ports d’interac-
tion
Nous présentons les systémes algébro-différentiels Hamiltoniens & ports d’interaction® définis

dans l'article [Beattie et al., 2018]. Dans la suite, nous nous sommes restreints au cas ou les
matrices du systeme sont indépendantes du temps.

Définition 2.14 ([Beattie et al., 2018]). Un systéme dynamique descripteur (de l’anglais des-
criptor system) linéaire sous la forme

d

E—
dt

X(t)=((J-R)Q—-EK)X(t)+ (B — P)u(t),
y(t) = (B+P)TQX(t) + (S + N) u(t),

(2.3.83)

ou o € RV est le vecteur d’état a linstant t, u,y € RYo sont le vecteur de contréle et d’observa-
tion a Uinstant t, E,J,R,Q, K e RV*N B PecRN*No G N ¢ RNoxNo g — T N = _NT,
est appelé systeme algébro-différentiel Hamiltonien a ports d’interaction si les propriétés sui-
vantes sont satisfaites :

o L opérateur algébro-différentiel
d
Q'E i (QRTJQ-Q'EK) (2.3.84)
est anti-adjoint® au sens ot la matrice

Q' (EK-JQ) (2.3.85)
est anti symétrique, ie. QT (EK —JQ) = — (EK — JQ)T Q.

e Le Hamiltonien défini par

1
H(t):= H(X(t)) := §X(t)TQTE X(t) (2.3.86)
est borné inférieurement.
e La matrice symétrique
TR TP
W {QPTQQ QS } (2.3.87)

est positive.

2. en anglais : port-Hamiltonian descriptor system ou port-Hamiltonian differential-algebraic equation
3. comme défini dans Darticle [Beattie et al., 2018]
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Théoreme 2.5 ([Beattie et al., 2018]). Le bilan du puissance du systéeme algébro-différentiel
Hamiltonien a ports d’interaction (2.3.83) s’écrit

%H(t) — u(t)Ty(t) — [X(8) u(®)] W [f(%)] | (2.3.88)

Exemple 1 [van der Schaft, 2013] Nous considérons un circuit LC en parallele de deux
condensateurs et une induction.

d
_q] Z]a
dt .
o =12 (2.3.89)
Uy = —,
Cj

ou gj, i, v;, ¢j, J = 1,2, sont respectivement les charges, les courants, les tensions et les capa-
cités des deux condensateurs. Les charges ¢; et ¢ sont vues comme variables d’état.

L’induction linéaire se d’écrit par le systeme

d
— YL = v,
di (2.3.90)
Z.L = ﬂa
L

ou r, i1, et vy, L sont respectivement le flux magnétique, le courant, la tension, 'inductance
de la bobine.

Puisque le circuit est en parallele, nous obtenons par la loi des mailles et la loi des nceuds,

i iy 4 i =0,

(2.3.91)
V1 = Vg = VUg,.
L’équation v, = v, fait apparaitre le contrainte algébrique
o_ e (2.3.92)
C1 Co

permet de lier les deux variables d’états ¢, et ¢o.

Nous pouvons écrire le systeme total en considérant ¢; ou i comme multiplicateur de Lagrange
de la contrainte Z—i = z—z. En effet, nous définissons A = i1, nous avons

(

%m 00 o][L 1
a2 | =00 1 214 | =1 A
4 01 0] [£ 0
at PL L
o (2.3.93)
0=[1 -1 0] |2
YL
\ L
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Ainsi, nous pouvons écrire le systéme sous la forme compacte (2.3.83),

d
E—-X=JQX. (2.3.94)

ou

e la variable d’états et les matrices sont définis par

% 100 0 00 0 1 = 000
R {010 0 0 0 -1 -1 0 £ 00
X=1o 0 = loot1 o 7 01 0 ol 9|0 § 1ol
A 000 O -1 1 0 0 0 0 0 1
(2.3.95)
e K=0,P=B=0etS=N=0.
e Le Hamiltonien du systeme est défini par
1
}ﬂXyzéxTQTEX,
_ G B L (2.3.96)
201 202 QL’
= H(CJ17 q2, SOL)
Le systeme étant conservatif et fermé, le bilan de puissance est nul
d H=0 (2.3.97)
- o

Exemple 2 Dans le chapitre 3.6, apres une discrétisation PFEM de 1’équation des ondes
dissipatives avec des conditions aux limites mixtes vue comme systeme Hamiltonien a ports
d’interaction, nous obtenons

o o] (57 % )5 o]

Myy =[BT 0}{31 (2.3.98)

«
.

} , ol v est la variable dynamique et A est un multiplicateur de Lagrange.

o I .= []\04 8] , ou M est une matrice de masse issue de la discrétisation PFEM.

J est anti-symétrique et R est symétrique positive, issues de la méme discrétisation.

B est la matrice de contrdle et C est la matrice de contrainte.
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e () est la matrice identité.

e K=0,P=0et S=N=0.

e Le Hamiltonien est défini par

H(X(1) = 5 X()T QT EX(1),
1 (2.3.99)
=3 a(t)" M aft)
Ainsi le bilan du puissance sera
%H(t) =u(t)Ty(t) — X(t)TRX(1). (2.3.100)

Pour la résolution des équations algébro-différentielles, nous référerons a [Ascher and Petzold, 1998],
[Kunkel and Mehrmann, 2006]. Plus récemment pour une discrétisation structurée en temps
pour les PHDAE, nous référerons a [Mehrmann and Morandin, 2019a], [Mehrmann and Morandin, 2019b)].

2.4 Stratégie de discrétisation

La Méthode des Eléments Finis Partitionnés (PFEM)* appliquée & un systéme ouvert avec
controle et observation frontiere, se fait en trois étapes :

1. Ecrire la formulation faible du systeme.
2. Faire une intégration par parties sur une partition des équations uniquement.
3. Appliquer la méthode des éléments finis.

L’idée fondamentale est de faire apparaitre le controle frontiere dans la formulation faible en
utilisant une intégration par parties dans l'étape 2, permettant la discrétisation structurée du
systeme ouvert a 1'étape 3.

Dans [Joly, 2003], la méthode proposée pour la discrétisation spatiale des systemes hyperbo-
liques fermés, basée sur des formulations primales-duales® ou duales-primales® [Joly, 2003,
Equations (15) et (16)], constitue les prémices de la méthode étudiée dans ce travail pour les
systemes ouverts. En effet, I'idée de partitionner le systeme pour choisir sur quelle équation
I'intégration par parties doit étre appliquée a déja été mentionnée : “the principle is to multiply
the two equations [...] by test functions and to integrate over ), but the key point this time is
to apply integration by parts only for one of the two equations.”, cf. [Joly, 2003, page 207].

Cependant, dans ce travail pionnier, les fonctions test sont formellement prises dans le noyau
d’un opérateur de trace approprié (ou au sens des distributions). De ce point de vue, PFEM
est une généralisation de cette approche, puisque elle permet de prendre en compte les termes

4. de ’anglais Partitioned Finite Element Method.
5. Dans notre contexte, c’est la formulation grad-grad
6. Dans notre contexte, c¢’est la formulation div-div
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frontiere. De plus, la méthode n’est que brievement décrite. Méme si des conditions abstraites
suffisantes de convergence sont données dans [Joly, 2003, Section 2.3], le taux de convergence
associé n’est pas fourni. En particulier, il n’est pas clair si les éléments finis classiques, dispo-
nibles dans les bibliotheques et logiciels, peuvent étre utilisés en général (par exemple pour des
problemes anisotropes et hétérogenes). A notre connaissance, ce travail pionnier, étant 1'idée
principale derriere PFEM, ¢f. [Joly, 2003, Equation (29)], n’a pas encore été amélioré ces deux
dernieres décennies. Enfin, la seconde partie de [Joly, 2003] se concentre sur la discrétisation
temporelle de ces systemes, ce qui est une de nos perspectives.

Dans cette these, nous présentons une discrétisation et une analyse numérique par la formu-
lation primale-duale effectuées sur ’équation des ondes controlée au bord. En particulier, la
mise en ceuvre proposée permet d’utiliser des éléments finis classiques, suffisants pour avoir une
discrétisation structurée au sens ou nous préservons le bilan de puissance au niveau discret.
Nous avons également discrétisé le probleme en utilisant la formulation duale-primale, et son
analyse numérique est discutée. En outre nous étudions et discrétisons plusieurs modeles dissi-
patifs, non étudiés dans [Joly, 2003].

Cette stratégie étant liée a la méthode des éléments finis mixtes, nous retrouvons dans le
chapitre 5 les conditions de compatibilité annoncées dans [Joly, 2003, Equation (31)]. Cela
se traduit facilement dans nos résultats en utilisant des éléments finis conformes. Cepen-
dant, comme indiqué dans [Joly, 2003, Remarque 6], une condition inf-sup n’est pas toujours
nécessaire pour obtenir la convergence de cette méthode (cf. par exemple [Bécache et al., 2000],
[Bécache et al., 2002], ou de nouvelles familles d’éléments finis mixtes ne nécessitant pas de
condition inf-sup sont construites). Nous démontrons également dans le chapitre 5 que cela
n’est pas nécessaire non plus pour des éléments finis classiques pour 1’équation des ondes N-
dimensionnelle ; dans [Lepe et al., 2014], un résultat similaire a déja été obtenu pour la poutre
de Timoshenko en 1D. Nous parlons alors de schéma locking free : le “locking” est un probleme
courant lorsqu’une condition inf-sup est nécessaire mais n’est pas satisfaite par les familles
d’éléments finis.
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Chapitre 3

Systeme Hamiltonien a ports
d’interaction : I’équation des ondes
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Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l’analyse ainsi qu’a la discrétisation du systeme
Hamiltonien a ports d’interaction issu du probléeme des ondes sans perte et passif par plusieurs
types de dissipation. La majorité des résultats de ce chapitre a été publiés dans les papiers,
[Serhani et al., 2019d] [Serhani et al., 2019¢|. Dans la section 3.1, nous étudions le probleme
sans perte, premierement avec un écriture en variables d’énergie qui est une représentation
d’état du systeme. Ensuite nous plongeons le systeme dans une structure de Stokes-Dirac qui
exige une manipulation du systeme par le biais des fluz et des efforts. Dans la rection 3.2, nous
discrétisons le probleme posé par une méthode des éléments finis qui préserve la structure au
sens de “préservation du bilan de puissance”. Dans les sections 3.3, 3.4 et 3.5, nous suivons la
méme logique pour les problemes des ondes amortis avec une dissipation fluide, viscoélastique
et frontiere de type admittance. Finalement dans la section 3.6 nous étudions le probleme avec
des conditions aux limites mixtes sur le bord, et finalement le probleme général avec toutes les
dissipations proposées.

3.1 Position du probléeme sans perte

Nous considérons I'équation des ondes, hétérogene et anisotrope, définie sur un domaine ouvert
et borné Q C R?, d € N*, de frontiere 0N réguliere.

(

p(x) Opw(t, ) = div (?(w) grad w(t,w)) , x €, t>0,
up(t,z) = ?(w) grad w(t,z) - n(x), xed, t>0,
- o0, t>0 (3.1.1)
ya(t,x) = Ouw(t,x), x € 09, >0,
w(0,2) = wy(x), x e, t =0,
[ Qw(0,2) = wy(0,x), x €, t =0,
ol
e x et t sont respectivement la variable spatiale et la variable temporelle.
e w est la déflexion par rapport a 1’équilibre.
o pc L>®(Q) est la densité volumique, positive et bornée inférieurement.
e Tc L= (Q)V*N est le module d’élasticité de Young, tenseur d’ordre 2 symétrique et défini

positif.

Notons que la premiere donnée initiale, w(0, x) = wo(x) correspondant a la déflexion initiale,
sera remplacée par la déformation initiale : grad w(0, x) = wy(x), pour qu’elle soit compatible
avec le formalisme Hamiltonien. Afin d’écrire la formulation Hamiltonienne du probleme (3.1.1),
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nous commencons par définir I’énergie totale : le Hamiltonien du systeme, qui n’est autre que
la somme de I’énergie potentielle d’élasticité et 1’énergie cinétique,

H(t) = 1/Qgrad w(t,z)" T(x) grad w(t, z) + p(x) dw(t, z)? de. (3.1.2)

Dans le but d’écrire la représentation d’état du systeme Hamiltonien a ports d’interaction du
probléme (3.1.1), nous allons formuler le probleme a 1’aide des variables d’énergie, qui permet
I’étude du probleme en utilisant les outils de la théorie classique des systemes linéaires comme
dans [Villegas, 2007]-[Jacob and Zwart, 2012]-[Kurula and Zwart, 2015]. Et en introduisant les
fluz-efforts, nous arrivons a bien voir et analyser la structure géométrique sous-jacente, cf.
[van der Schaft and Maschke, 2002]-[Duindam et al., 2009].

3.1.1 Ecriture en variables d’énergie

Nous définissons les variables d’énergie, o := zq] ,
P
a,(t, x) = grad w(t, ), la déformation (strain),
a,(t, ) == p(x) dw(t, x), la densité de quantité de mouvement (linear momentum,).

(3.1.3)

Le Hamiltonien peut étre écrit comme,

H (et ( )
/ o (t () ay(t, ) + L op(t, ®)* da, (3.1.4)

—; [atto) Q@) alt.z)dz,

MI}—k wn—n
)
s
—
8
N—

)

avec Q(x) 1= [ } € L®(Q)WFUXIV+1) yn opérateur symétrique défini positif par

hypothese sur les parametres phy81ques

En conséquence le systeme Hamiltonien & ports d’interaction associé a (3.1.1) est

Peies] [0 g LB al o] g

nous calculons les variables de co-énergie,

S M (0t (t, @), 0 (1, ) = T(@) gt @),
0oy (0t (1, ), 0y (1, ) = 1/ pla) (£, ),

ce qui donne

{@aq(zﬁ,w)} _ [0 grad} F(m) 0 } {aq(t,w)] (3.1.7)
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Nous pouvons ainsi écrire le systeme Hamiltonien a ports d’interaction comme un systeme
linéaire de dimension infinie,

Oa(t,z) = J Q(x) a(t, x),

up(t,z) = BQ(x) a(t, x), (3.1.8)
ya(t,z) = C Q(x) a(t, x),
. 0 grad . . ,
ouJ = div 0 est 'opérateur de structure, B Q et C Q sont respectivement les opérateurs

de controle et d’observation frontiere, définis par
BO(x)a(t,z) =, (?(m) a,(t, a:)) :
CO(z)alt,z) =10 (l/p(x)(t,x)),

oll v, et 7o sont respectivement la trace normale et la trace de Dirichlet, c¢f. les théoremes 2.2
et 2.1.

(3.1.9)

Définition 3.1 (Espace des solutions). Nous définissons l’espace des solutions V par

Hdiv(Q)

vime g,

} =V, xV,, (3.1.10)
o

V, = {v, e 1@, div(Tw,) € 2@} = T ' HY(Q),

(3.1.11)
V, = {v, € L*(Q), grad(1/pv,) € L*(Q)} = pH'(Q).

Remarque 3.1. La discrétisation conforme par une méthode d’éléments finis de [’espace des
solutions définis ci-dessus, génére des familles d’approximation avec des fonctions de forme
a poids contenant les parametres physiques. Une discrétisation pareille est détaillée en sec-
tion 3.2.2.

Définition 3.2 (Espace d’énergie). Nous définissons l’espace d’énergie X par

_ L)
X = [Lz(Q)] , (3.1.12)
muni du produit scalaire,
(v', '02)X = (v, QvQ)LQ(Q)XLQ(Q) : (3.1.13)
Ainsi,
1
Ht) =5 lex(t, ®)[I% (3.1.14)

Remarque 3.2. L’introduction des deux espaces fonctionnels X et L?(Q) x L*(Q2) permet une
manipulation des familles d’approximation différentes suivant le cadre du travail.
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Définition 3.3 (Espaces frontiere). Nous définissons les espaces frontiére par

1
Vi = H 2(09Q), espace des controles,
0 ) (0%) P (3.1.15)
Vi = H2(0Q), espace des observations,
avec un espace frontieére plus régulier que nous allons considérer dans la partie discrétisation,

Vs 1= L*(09). (3.1.16)

Proposition 3.1. L'opérateur JQ du systeme (3.1.8) n'est que formellement anti-symétrique
sur X au sens de la définition 2.8.

Démonstration. Le domaine de J Q est donné par
D(JQ)=V,xV,. (3.1.17)
Par définition, (J Q)" est I'unique opérateur tel que
(7Qv", 0%, = (v", (T v*),, Vv' eD(JQ),Vv’eD(JQ)). (3.1.18)

1 2
Soient vl := [ ‘{] €D (JQ) et v?:= {Zg} une fonction réguliere. Nous calculons
p
1,2y 1 2
(TQv', v%), = (TQv", QV%) o) 120

([0 grad vl T o] [
T\ |div 0 vil o L) |v? ’
P P P3) L2)xL2(Q)

en applicant la formule de Green (2.1.31), nous avons
] ) L2(Q)xL2(Q)

T 0
0 1
P

T 0
0 1
P

ESEV]

3 v, 0 grad] |T v
v; T ldiv 0 0 ()

+ Lot T v} Ly Tv,
Yo v, | v (T . ) +{ vy | sy (T, ) .
P H? (89),H™ 2 (69) p H2(09),H 2(69)

Nous en déduisons

DI O

DN

. 0 grad ? 0
de domaine
* — 1
D((JQ)") = {(vq,vp) EV, %V, L <Tvq) =0 et (; u,,) - 0} . (3.1.20)
Ainsi
(JQ)"=-JQ, YveD(ITND(TQ"), (3.1.21)
et
D((79Q)") & D(TQ). (3.1.22)
A partir de (3.1.21) et de (3.1.22), JQ n’est que formellement anti-symétrique au sens de la
définition 2.8. O
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Théoréme 3.1. Le systéme (3.1.8) avec up € C*([0,00),Vs) et une donnée initiale oy € V,
admet une solution unique avec la réqularité suwivante :

C' ([0,00),X) x C([0,00), V). (3.1.23)
Démonstration. cf. [Kurula and Zwart, 2015]. O

Proposition 3.2 (Bilan de puissance). Le bilan de puissance du systéme (3.1.8) est donné par

d
pr H(t) = (us(t, ), yo(t, :c)>vg7vg . (3.1.24)
Démonstration.

d d1
EH(t) =23 (at,z), a(t, )y,

= (ata(t=m>7 Q<m)a<t7w))L2(Q)xL2(Q)7
= (J Q=) alt,z), Q@) at, ) 2(0)x12(0)

= (31 (T(@) ag(t2)) 20 (1/p() a1, ) )

= <U8(ta ), yo(t, w)>V57Vg '

H™%(00),H? (69)

3.1.2 Ecriture en flux-efforts

Pour faire une étude géométrique du systeme, nous adoptons [’écriture flux-efforts. Notons que
dans ce formalisme géométrique nous ne faisons pas apparaitre la variable temporelle explici-
tement.

fq
Commengons par définir les fluz', f = |f,|,
Jo
fo(®) := 0 oy (),
fol@) = 0, ap (), (3.1.25)

fo(®) := =70 (ep()),

ou f, et f, les flur liés aux variables d’énergie.

€q
Définissons les efforts, e = |e, |,
€
eq(x) = b, H(ag, ap) = ?(w) a,(x), (3.1.26a)
1

ep(x) 1= 0o, H(tg, ) = —— (), 3.1.26b
P( ) ( q P) p(m> P( ) ( )
ea(x) == v (e4(x)), (3.1.26¢)

1. Dans la littérature, eg. [van der Schaft and Maschke, 2002], nous pouvons trouver une autre définition
conventionnelle des fluz : f, := —0rog, fp = —0r0yp.
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ou les ports (f,, e,) et (fp,ep) associés aux variables d’énergie et co-énergie et (fa,es) le port
associé a la frontiere. Par ailleurs, dans les sections suivantes, nous allons introduire des ports
(eg. port résistif) qui ne sont pas liés explicitement ni aux variables d’énergie et ni aux variables
co-énergie.

Nous obtenons ainsi le systeme Hamiltonien a ports d’interaction écrit en wvariables de flux-

efforts suivant :
] =L =0 3] oz

co(x) =71 (eq(x)), falx) = —0(ep(x)),

Théoréme 3.2 (Structure de Stokes-Dirac). La structure géométrique D définie par,

(fq7fpaf878qaep7€8) e F x E
tels que, JF := L*(Q) x L*(Q) x H%(ag)’ £ = L*(Q) x LX(Q) x H*%(GQ),

D:= 0 rad| |e 7
HZ] - {div ¢ 0 ] Lﬂ ;o eo(®) =71 (eg(®)),  folx) = —0 (ep(x)),
div e, € L*(Q), grad e, € L*(Q).
(3.1.28)
est une structure de Stokes-Dirac pour l’appariement,

(> fs fareqepen) » (£ 17, 15, €2 €5, ¢5)))p =
(€qs F) ooy T (€ns J2) ooy (€00 F9) poy + (600 J) 2y (3.1.29)
+ (€ f§>H’%(BQ),H%(8ﬂ) + (5 f81>H’%(8Q),H%(8Q)'

Démonstration. Nous montrons premiérement D C D et deuxiemement D+ C D.
(i) D C D+ : Soient ( L fa S5 eleleh), (2. f2. f3.€2.e2,¢3) € D, alors,
1 1 41 1 1 .1 2 42 2 2 2 2 (3.1.29)
<<(fq7fp7f87eq7€p768) ) (fqafpafaaequep7€8)>>'D =
1 g2 1 g2 2 gl 2 1
(eg fq)Lz(Q) + (ep fp)L2(Q) + (g fq)L?(Q) + (e fp)L?(Q)

1 2 2 1
+ (s, f8>H—%(aQ),H%(aQ) + (> fa>H‘%(89),H%(6Q)’
(3.1.27)

(ecll, grad ei)LQ(Q) + (61137 div eg)LQ(m + (eg, grad e;)LQ(m + (612), div eé)LQ(Q)

12 2 41
+{e fa>H*%(8Q)7H%(8Q) (¢ f3>H*%(aQ),H%(aQ)’

(théoreme de Green)

<%_ (e;) » 70 (€§)>H_%(8Q)7H%(8Q) + <7J- (eg) » 0 (6117)>H_%(8Q)7H%(8Q)

1 2 2 1
+ (€5, f3>H—%(aQ),H%(aQ) + (€ fa>H—%(aﬂ),H%(aﬂ)’

(Par définition des ports frontiere) 0

Ainsi D c D .
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(i) D C D : Soit ( L fr A el el eh) € D+ alors,

((fy: for faregenen) s (Fi 1o fa eqeped)))o =0, Y (f. [y, 3. €5 65.¢5) € D,
(3.1.30)
par définition de 'appariement,

(6(17 ‘fq)LQ(Q)—'— (ep; fp)LQ(Q)—'— (6(17 fq)LQ(IQ)";(ep, fp)LQ(Q) , 1
e f‘9>H’%(8Q),H%(8Q) + (€5, 3>H*%(am,H%(ag)

en substituant les fluz par les efforts pour la variable (fZ, f2, f3.€2,¢2,e3) € D,

(e; . grad 6127)1:2(9) + (e, div eg)LZ(Q) + (e, fql)LZ(Q) +(e. o) Q)

—<€é, 7o <6723)>H7%(89),H%(89) + <IVJ_ (eq) ) fal>H7%(BQ),H%(BQ) = ())
Nous considérons que 7y (612)) =0ety, (eg) =0,
(63, grad 6127)L2(Q) + (611)’ div eg)LQ(Q) + (63, -fql>L2(Q) + (61297 fZ})LQ(Q) = 0’ (3'1'33)

en appliquant le théoreme de Green,

—(div e, 612?)L2(Q) — (grad ¢, eg)m(n) + (€7, fql)fﬂ(n) + (e fI})LQ(Q) =0, (3.1.34)

2

2 avec o (€2) = 0 et v, (€2) = 0 implique clairement,

quels que soient e, e

fql = grad e;,

1 g1
[, =div e,

(3.1.35)

En insérant (3.1.35) dans (3.1.32), nous obtenons,

1 2 1 Jiv p2 2 1 2 I pl
(eg . grad ¢;) @) (ep . div eq)Lz(Q) + (&7 grad ep)L2(Q) + (e SW eq)L2(Q)
1 2 1 _
—(e5> % <€p)>H’%(BQ),H%(6Q) + (71 (e)” fa>H’%(BQ),H%(6Q) =0
3.1.36)
En réappliquant le théoreme de Green,

(v (e)) —eb. v (€§)>H—%(ag),H%(am + (v (€2) ;70 (e}) + fé}H_%(m%H%(m) =0 (3.1.37)

uels que soient €2, €2 nous obtenons
q)p )

1 1
— 0 (e,
o= (11”) (3.1.38)
ep =1 ()
Ainsi D+ C D.
En conséquence D = D, ie. D est une structure de Stokes-Dirac. O
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Remarque 3.3. Dans le but d’avoir une dualité entre [’espace des flur F et des efforts €
(F = &') comme défini dans [van der Schaft and Maschke, 2002/, nous pouvons redéfinir les
espaces F et & pour qu'il deviennent : € = HY(Q) x H'(Q) x H-2(0Q) et F := (HdiV(Q))/ X
(HY(Q)) x H2(9Q) = . Pour ne pas étre trop abstrait, nous préférons rester sur L*(Q) et
L*(Q). Cette définition externalisant les contraintes dive, € L*(Q) et grade, € L*(Q) ne
restreint cependant pas notre propos. Les espaces H%(GQ) et H_%(aQ) duauzx par rapport a
’espace pivot L?(0N) sont quant a euz conservés en adéquation avec la formule de Green.

Remarque 3.4. Le formalisme géométrique est souvent canonique : les parameétres physiques
n’apparaissent pas dans le systéme, toutefois ils sont pris en considération dans les relations
constitutive (3.1.26a) et (3.1.26Db).

Proposition 3.3 (Bilan de puissance). Le bilan de puissance est donné par

d
5 ) = —(ea fo) -3 (o) ik 00 (3.1.39)

Démonstration. Application directe de la proposition 3.2. O

3.2 Discrétisation PFEM du probleme sans perte

3.2.1 PFEM

Les auteurs dans [Cardoso-Ribeiro et al., 2018], [Cardoso-Ribeiro et al., 2019] proposent une
méthode de type éléments finis mixtes pour la discrétisation des systémes Hamiltoniens a ports
d’interaction, sous le nom : “méthode des éléments finis partitionnés” (PFEM, de I'anglais
partitioned finite element method), ayant la propriété de préserver le bilan de puissance en
faisant apparaitre naturellement une structure de Dirac. La méthode se base sur les étapes
suivantes :

1. Ecriture du systéme en formulation faible.

2. Application du théoreme de Stokes (en particulier, formule de Green) sur une partie
de variables d’état seulement, précisément celle qui fait apparaitre le terme de controle
frontiere.

3. Projection sur un choix adéquat de familles d’éléments finis.
4. Discrétisation des relations constitutives lorsque celles-ci sont externalisées du systeme.

A travers cette méthode, le controle frontiere et I’'observation apparaissent permettant la simu-
lation et le controle du systeme d’une maniere naturelle et efficace. Par rapport aux méthodes
existantes de préservation de la structure, PFEM comprend, a la fois, la prise en compte des
géométries complexes, la précision de la discrétisation et la facilité de la mise en ceuvre des
codes de calcul, a I'aide des bibliotheques déja existantes, comme FEniCS [Logg et al., 2012],
Firedrake [Rathgeber et al., 2016] ou FreeFem [Hecht, 2012]. Cette partie sera détaillée dans le
Chapitre 6.
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3.2. DISCRETISATION PFEM DU PROBLEME SANS PERTE

3.2.2 Discrétisation en variables d’énergie

Nous écrivons la formulation faible du probléme de dimension infinie (3.1.8), avec v une fonction
test suffisamment réguliere,

@ alt,2), v(@)), = (T Q) alt. @), v(@))x (3:2.1)
en utilisant le produit scalaire usuel,
(at a(t> m) ’ Q(m) v(m))LQ(Q)XLQ(Q) = (j Q(m) a(tv 33) ) Q(m) v<m))L2(Q)><L2(Q) ’ (3'2'2)
avec v = {:‘1] et nous ajoutons la formulation faible de 1’observation frontiere avec vy une
p

fonction test assez réguliere définie sur le bord 052,

( (@ o, (t,x), T(x) ”q<m>>L2(m - (grad (ﬁ ap(t,w)) e vq(m))wm?

(a0u.). - “”(m))m - (v (T@ o)) . - ”p(‘”))m(m (329
(ot @) , va(@)) s — <% (— a,,(;n)) | 8<w>>

\

3.2.2.A Formulation grad-grad

Le choix de controle fait en (3.1.1) nécessite que I'intégration par parties soit appliquée sur la
deuxiéme équation de (3.2.3),

(oo Trnie),,,, = (w0 (ot

L*(Q)

el

@ v @)

L*(Q)

(at a(t, @), @vp@))wm _ (?(a;) o, (t, ), grad (p (1 | vp(a;))>L2(m
+ <n ﬁ( )& ) ;Y0 (p(m) (m)>>vg7vg,

(alt.). o@Dy = (30 (s @) ”8<m)>vg,vg’

Nous substituons 7, (T(w) a,(t, a:)) par uy(t, x),

\

(3.2.4)

((at ot x), T() 'Uq(a:)>L2(Q) - (grad (%m) ozp(t,a:)) T(x) 'vq(:v)) ,

L2(Q)

(at 4(t,2), ﬁvp(m>>[/2(g) o (ﬁw} %lt, ), grad <P(%’L’) Pl )>>L2(Q) (3.2.5)
+ <“8(t’-’”) <p<w ”P(m)»vd vy’




3.2. DISCRETISATION PFEM DU PROBLEME SANS PERTE

Nous considérons les familles de discrétisation,

——1 .
V, := span { <T ¢2)1<i<N } ) (3.2.6a)
V, := span {(p 90];)1§k§Np} : (3.2.6b)
V5 := span {(zbg”)lngNa} ) (3.2.6¢)

Remarque 3.5. Si nous supposons que les fonctions de forme sont définies sur des espaces
classiques par,

(‘pZ)lngNq € HdiV(Q)7 (‘Pl;)lgngp € HI(Q)7 (wén)lngNa € L2<aQ)7 (327)

alors en ajoutant les poids,

——1 i ——1 div & 1 m 9
<T Qoq) 1<i<N, € wa (p Spp)gngp = w7 (wa )1§m§Na < w, (3,2,8)
Vq Vp Vo

ainsi nous obtenons la conformité de la discrétisation, ie. V; C V,, V, CV, et Vo C Vy.

Nous pourrions obtenir des fonctions de forme directement conformes sans passer par les poids,
1€.
i ~k
(‘Pq)lgigzvq eV, (gop)lngNp €V, (3.2.9)
ceci est bien le cas dans la discrétisation de écriture en flux-efforts proposée dans la section
sutvante.

Les familles d’approximation (3.2.6) peuvent s’écrire autrement comme

(p5)" o Up
®, = : , D= et Wy := o, (3.2.10)
Nq Np
(¥q )T Pp éVa

ou les matrices <I_5q, ¢, et ¥y sont respectivement de taille NV, x d, N, x 1 et Ny x 1, avec d est
la dimension spatiale.

Nous définissons ainsi les approximations de dimension finie suivantes

ult.2) ~ ot ) = 3 oy(t) T '@ ee) =T (@)8](x) 0,(1). oha,=|al - o] .

1. ) ~ al(t, ) :=§;a§<t> p(@) - (@) = p(@) - 2] (@) (1), gy = [ad o o]

up(t, @) ~ ul(t, z) : Zua = 0] () - uy(t), ol uy == [ub -+ ud?]’,

yo(t, ) ~ ys(t, x) Z?Ja = W5 (x) -y, (1), oy, = [yh - y)] .
(3.2.11)
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——1 .
Prenons les fonctions test, v, :=T ], Vj =

1,..., Ny, vy, == pgoé), Vi=1,.. N, et vy = 9y,
Vn=1,..

, N et injectons les approximations (3.2.11) dans (3.2.3),

(Zq doi() T (@) i), wé(@) = (grad (@ 3 ak(t) pla) so';«c)) , so;(w)) ,

i=1 L2(Q) = L2(Q)

(Zdto« ch(@), (@ >) ( Za NT (2) <>,grad¢;<w>>)
L2(Q)

+(2N0 50 V5 (@), %0 (£(2))

(Zya ), (e >> ( (%Z >) Ui(a >) |
\ L2(09) k L2(09)

(3.2.12)

L2(Q)

Remarque 3.6. Puisque les fonctions de forme sont réguliéres, les crochets de dualité (-, ) u v
en (3.2.3) sont transformés en produit scalaire usuel de L*(0S).

Nous obtenons par bilinéarité,

¢ Ny Np
. k j k
> (T @) 0)f@) ,, doil) =3 (Erad gf(e), o)y a0
Ny N,
(p(@) (@), 0h(@)) oy deag(t) = =) (py(@), grad ph(@))) g alt)
) r=1 i=1
+ Z <1/)8 » 70 gpp( ))>L2(QQ) u8 (t)7
Ny Np
Y W5 (@), V5(T)) 1200 v )= (10 (25(@)) s V5(@)) 2 omy ap(t).
\ m=1 k=1
(3.2.13)
Par suite, le systeme (3.2.13) peut étre écrit d'une maniére plus compacte comme
Mz 0 0 dy a, (t) 0 G 0 a,(t)
0 M, 0| |da,(t)|=|-G" 0 Bg| |a()], (3.2.14)
L0 0 M) [-y,) 0 —Bg 0] [up(t)
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Mz ':/Q(I;Q(w) T (2)®(2) dz RN (M), = (T_ () ¢(), @Z(@)LQ(Q)’
M, 3:/ O, () - p(x) p(x)" da € RN M)y = (p(z) gy (), g0I1;($>)L2(Q) ’

Q
a = /Q B,(x) - grad(@,(z))" de € RYM,  (G), = (grad ¢i(z), @) -
My = /69 Up(z) - Uo(z) do e RV (Mp),,, = W), ¥5'(®)) 1200

T n
BG = /aQ \Ija(m) “ Yo ((I)p(m)) dx € RNPXNB’ (BG)nk = (’70 (@1;(33)) s 77D<‘)<£Ig))[/2((fyg) :
(3.2.15)
Remarque 3.7. Le systéme (3.2.14) est un systéme Hamiltonien a ports, de dimension finie,

écrit en variable d’énergie et en utilisant le produit scalaire de X et avec les fonctions de forme

a poids définies en (3.2.6). Par ailleurs, les sous-scripts T et p dans les matrices de masse
représentent la dépendance des matrices de ces parameétres selon le contexte. Quant a la lettre
G revient sur le choix de la formulation grad-grad.

Ainsi la représentation d’état du systeme Hamiltonien de dimension finie s’écrit,

U0 an) o) = e Q) [50] = 0
| o (3.2.16)
| el

Remarque 3.8. Nous remarquons que, sans post-traitement, dans le systeme Hamiltoniens a
ports d’interaction de dimension finie obtenu en (3.2.16) et (3.2.14), non seulement la matrice
de masse My et la matrice de masse étendue M, sont symétriques définies positives, mais en-
core la matrice de structure Jy et la matrice de structure étendue J, sont anti-symétriques.

Définition 3.4 (Hamiltonien discrétisé). Nous définissons le Hamiltonien discrétisé comme
étant la valeur du Hamiltonien continu (3.1.4) évalué en les variables d’énergie approchées (3.2.11),

Hy(t) :=H (ag(t, x), ag(t, x)). (3.2.17)

Proposition 3.4. Le Hamiltonien discrétisé défini en (3.2.17) s’écrit,

Ha(t) = —a, ()" M= a,(t) + a,(t) " M, a,(t), (3.2.18)
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Démonstration.

Proposition 3.5. Le bilan de puissance du systéeme de dimension finie s’écrit,

SHa(t) = (up(1), 3, (1)) (3.2.19)

My

Démonstration.

d d
%,Hd(t) =7

Il
S

|
=

(
= a,(
=uy(t)" (Be a,(t))
= uy(

O

Remarque 3.9. Le bilan de puissance discrétisé (3.2.19) mime le bilan de puissance continu (3.1.24),
1e. le produit de dualité ou scalaire impliquant les termes de contréle et d’observation frontiére

du systéme de dimension infinie est transformé en produit scalaire sur le bord de leurs homo-
logues de dimension finie. De la, la méthode de discrétisation proposée préserve le bilan de
puissance. A noter que Uapparition d’une matrice de masse dans le produit scalaire (3.2.19) est

due au fait que l'approche “éléments finis” discrétise lidentité en matrice de masse.

3.2.2.B Formulation div-div

Une autre causalité de controle peut étre proposée ; au lieu de prendre ug(t, ) = v, (?(az) oy (a:)) ,
nous prenons uy(t, ) = v (1/p(x) a,(x)), qui correspond a l'observation colocalisée y(t, ) =

oa (T(a:) aq(a:)> ; dans ce cas, les espaces aux bords correspondants sont : Vi = H 2(89) et
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Vi =H ’%(89). Et la discrétisation, par PFEM, sera modifiée en conséquence. Plus exacte-
ment, le théoréme de Green sera appliqué sur la premiere équation du systeme (3.2.3).

Nous reprenons le systeme (3.2.3), écrit en formulation faible et nous intégrons alors par parties
la premiere équation,

( Oray(t,x), %(a:) v,(x) L. = |sgrad b a,(t,x), ?(a:) v,(x) ,
L2(Q) p(x)

L2(Q)

ot (Fong@)),

(at (), - (1:1;) up(m))mm _— (div (?(m) aq(t,ac)> , %w)vp(mo

Wolt, @) va(@) g = (71 (T(@) (@) ), vala) )

(3.2.20)

L)

\ ViV

Alors, en gardant les mémes familles de discrétisation (3.2.6) et les mémes approximations (3.2.11)
——1 .
et en prenant les fonctions test v, ;=T 7, Vj =1,..., Ny, v, 1= p(pé, Vi=1,..,Nyetvg := vy,

Vn =1,..., Ny, nous obtenons,

( Ng Ny

> (T @), ej@) . deo() =~ > (#h(a). v ei(e) k(1)
+ Z (% L (il )))LQ(M) ug(t),
o (pl@) - @), ¢h@) gy deallt) =3 (div eil@) ph(@) (1),
Z (V5 (), V5 (x ))L2(aﬂ) ys'(t) = Z (WL (902@)) vy (@ )>L2 (09) a’;(t),
o . (3.2.21)
Définissons des nouvelles matrices,
D ::—/ﬂdiv B,(@)-0,@) de €RN, (D), =(oh(a), div ©)() .

Bp ::/Q\I’f‘?(flf) (71(By(@)) " dz € RV N (Bp), =11 (¢}(@)) , Vil Z)) 12002
(3.2.22)

La lettre D définie ci-dessus signifie le choix de la formulation div-div.

Alors, le systeme Hamiltonien a ports de dimension finie, en formulation div-div, s’écrit,

M= 0 07 [dia, 0 D Bpl [e,
0 M, 0] |da,|=|-D" 0 0] |a,l. (3.2.23)
0 0 M| |-y, ~BL 0 0| |u
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Nous retrouvons bien I'anti-symétrie de la matrice de structure, ainsi que le bilan de puissance.
La lettre D, de la matrice de structure et en sous-script de la matrice de controle, revient sur
le choix de la formulation div-div.

3.2.3 Discrétisation en flux-efforts

La discrétisation du probleme écrit en fluz-efforts (3.1.27), permet d’explorer la structure
discrétisée issue de la structure de Stokes-Dirac (3.1.28). En effet, dans section 3.2.2, nous
avons proposé une discrétisation du systeme Hamiltonien en passant par les variables d’énergie.
Cette discrétisation est plus pratique pour la simulation. Techniquement, 1'utilisation du pro-
duit scalaire de X (3.1.13) et des familles de fonctions de forme & poids (3.2.6), permet
d’avoir naturellement une ODE et discrétiser les relations constitutives (3.1.6) a I'intérieur du
systeme. En outre, les familles de discrétisation y proposées sont aisément codées en utilisant
les bibliotheques d’éléments finis. Toutefois, dans la section ci-dessous, nous proposons une
discrétisation canonique du probleme écrit en fluz-effort, nécessitant 'utilisation du produit
scalaire usuel de L?(Q) x L*(Q) et externalisation des relations constitutives (3.1.26). C’est &
dire, les relations constitutives sont discrétisées a 'extérieur du systeme, en contraste avec la
discrétisation en variable d’énergie. Néanmoins, les fonctions de forme, y proposées, reposent
sur des espaces moins classiques (en terme d’“éléments finis”).

3.2.3.A Formulation grad-grad

Ecrivons la formulation variationnelle du systéme (3.1.27),

(fo(z), 'Uq(w))m(g) = (grad e,(z), 'Uq(w»m(g) )
(fo(), Up(w)>L2(Q) = (div eq4(), Up(w>>L2(Q) ; (3.2.24)
(fo(x), va(®)) 200y = (=0 (ep(®)) ; va(T)) 250y

Notons que le terme de controle, eg(x) = v (e, (x)), et I'intégration par parties est faite sur la

deuxieme équation contenant le controle,

(fo(), 'Uq(w))m(g) = (grad e,(x), vq<w))L2(Q)7
(@) @) =~ (eq(®). grad (@) ey + (€0(2) . 30 @) 14 oy ooy

(fa(z), Ua(w))LQ(BQ) = (=0 (ep()) Ua(w))L2(8Q)'
(3.2.25)
Définissons des nouvelles familles d’approximations,

V, := span { (az)giqu} ’
7 span{(@ﬁ)lSkSNP} 7 (3.2.26)
Vo := span {(wén)lngNa} :

Les familles d’approximation (3.2.26) peuvent s’écrire autrement comme

(el I8 "
®, = : , D, = : et Wy = : , (3.2.27)

~N, ~Np, N

(g )T Pp 88
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ou les matrices €>q, :1310 et Wy sont respectivement de taille N, x d, N, x 1 et Ny x 1, avec d est

la dimension spatiale.

Nous avons ainsi les solutions approchées suivantes

Nq
fol@) = fi(@) =) f; y(x) = 2 (2)- |, ou f =
;\Zl
e () ~ eg(w) = Zefl @i (x) = :I;;(a:) "€ ol e, =
z;pl i
Bl@)~ @) =3 h@) =)@ £, on f =
"
ep(x) ~ el(x) = Zel; oh(x) = &);(a:) "€y ou e, =
k=1

Ny
fo(m) = fa(m) == f5 V5 (@) = V() - f,, o f, =
m=1

No
eo(x) ~ ed(x) = Z em hm(x) = U () - e, ou ey:=|e
m=1

1 Nyg T
q fq ’
T
eN"}
q )
1 Np T
P p )
(3.2.28)
1 NP]T
(&
D p ’
1 A%]T
0 0 )
1 Np T
d €s ]

Prenons v, := fﬁg, Vi =1,...,Ng, v, := 6;, Vi =1,..,N, et vg := 95, Vn = 1,..., Ny, et

injectons les approximations (3.2.28) dans (3.2.25),

No

m=1
Np

\ m=1 k=1

Z (V5" (@), V5(x)) 290 fo' = — Z (0 (Zp()) d)g(m))L?(aQ) Cp-

¢ Ny Np
Y (@), E@) o Si=D (erad Gi(@), (@) g ek,
i=1 k=1
NP Nq
(Br(@), B@)) oy fo == (Py(@), grad Gy(@)) o g e,
k=1 =1

(3.2.29)

30 (W5 @), %0 (B(®) 2y B

Alors, nous pouvons écrire le systeme Hamiltonien a ports de dimension finie en écriture fluz-

efforts, comme

M, 0 071/ 0 G 0
0 M, 0||f|=|-GT 0 B
00 M] |f, 0 —-BL 0

95

(3.2.30)

crr



3.2. DISCRETISATION PFEM DU PROBLEME SANS PERTE

M, ':/ﬂéq(m) -, (x)" da eRY Mo (M), = (g)(), ‘Eé(w))”(“)’

M, = /Q B,(x) ,(z)7 da RN (M), = (@), F(@)) g -

& - /Q &, (z) grad(d,(z)) dz € RM*Nr, (é)jk = (grad Gy (@), &5(@)) ()

My = /ag Uy(x) - Uy(x)" da e RNoxNo (Ma),, = (¥5(x), @%n(m))L?(Q) ,

Be = /89 To(x) - Y0 <5p(w))T dz e R, (Ba)y = (0 (F@) , U5(T)) 1200, -
(3.2.31)

Remarque 3.10. Les matrices de masse, ci-dessus, ne contiennent pas des parametres phy-
siques contrairement au systéme (3.2.15). La matrice G et la matrice G, définies en (3.2.15), ne

sont pas les mémes, car la premiére est construite par les fonctions de forme canonique @, p,

et la deuxieme par les fonctions de forme a poids @, @p.

A des fins de simulation, en utilisant les relations constitutives, nous pourrions écrire le systeme 3.2.50),
sous forme co-énergie, Me = Je, cf. [Brugnoli et al., 2019a].

Théoréme 3.3 (Structure de Dirac). La structure géométrique D, définie par,

(itﬁip?ia?quQIHQa) € RNe x RN x RMNo x RNa x RN x RNo

D, = M, 0O 0 iq Q G ~0 G , (3.2.32)
tels que, | 0 M, 0 ip =|-G" 0 Bg| e
0 0 M) |f, 0 —-BL 0] L&

est une structure de Dirac pour 'appariement,
1oe1 o1 1 1 1 2 £2 2 2 2 2
(L e eheh) o (f2 02 12 et ed)))m, =

<§; ’ iz)Mq * (gé’ ﬁ?)Mp + (QS ’ ii)Mq * (Qf” ill’)Mp + (gé, ig)Ma * (Q‘%’ Ll?)M@’
(3.2.33)

La structure de Stokes-Dirac (3.1.28) est discrétisée par la structure de Dirac (3.2.32).

Démonstration. Application directe de la représentation entrée/sortie (2.1.6) mais sans contrainte.
O

Proposition 3.6. Le bilan de puissance du systeme de dimension finie s’écrit,

%Hd(t) =~ (2. 1,) (3.2.34)

Mp
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2(@)) oy + (@), div (€5(@))) 12 )

Démonstration.
CHAD) = (ea(@), Fo(@) ey + (El@) (@)gaoy
~ (@) @) gy + (@) . @) 1
= (el(x), grad (e
= (12 (e5() , %0 (€p(2))) 12 90y
= —(eh(@). F3(@)) o

]

Remarque 3.11. Nous avons obtenu ainsi un bilan de puissance discrétisé qui mime bien le

bilan de puissance continu (3.1.39).

3.2.3.B Formulation div-div

La formulation div-div se fait d’'une maniere analogue comme dans la section 3.2.2. Nous obte-

nons,

Zz]‘\fl (952(33) ) &Z](m))LQ(Q) fz;
o (Bh@), (@) o S
226:1 (V' () , 77/)3(513))9(39) s

Avec les nouvelles matrices,

D =- / div q;q(w) O, (x) dx €
Q

By ::/m%@)m <<I_5q(m))T dz ¢

Le systeme de dimension finie s’écrit

M, 0 0
0 M, 0
0

0 My

= =0 (F(@), div@)(@)) 1o g

+3M (i), v (@)
| (div@i (), @ ()
Yo (@5(33

RNQXNP

RNQ XNy
AR
ip - _QT
£, —Bj,

o7

m)))p(ag) €

n

(3.2.37)
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Théoreme 3.4 (Structure de Dirac). La structure géométrique D, définie par,

(iq7ip7i87§q7§p7§8> € RMe x RM x RMo x RNe x RN x RNo

D, — M, o o07]f, 0 D Bo|fe] V. (3239
tels que, | 0 M, 0O ip =|=D" 0 0] |e
0 0 M |f, —-B, 0 0| Les

est une structure de Dirac pour l'appariement donné en (3.2.33). Ainsi, la structure de Stokes-
Dirac (3.1.28) est discrétisée par la structure de Dirac (3.2.38).

Démonstration. Application directe de la représentation entrée/sortie (2.1.6) mais sans contrainte.

]
Ainsi le bilan de puissance s’écrit,

d

= Halt) = (ga, ia>Ma (3.2.39)

3.2.4 Simulation

Toutes les simulations proposées sont faites en Python 3 [Langtangen, 2016] et utilisent notam-
ment les bibliotheques FEniCS [Logg et al., 2012], [Langtangen and Logg, 2016], Numpy [Oliphant, 2006],
Scipy [Jones et al., 2001], Assimulo [Andersson et al., 2015].

Dans les parties 3.2.4.A et 3.2.4.B, nous mettons les configurations requises pour la simulation.
Dans la partie 3.2.4.C, nous visualisons les matrices du systeme Hamiltonien discrétisé (3.2.14),
et nous faisons la comparaison entre deux schémas d’intégration temporelle. Dans la sec-
tion 3.2.4.D, nous effectuons une simulation des problemes sans perte de référence qui seront
étudiés aussi dans les sections avec dissipation qui suivent.

3.2.4.A Domaine, parametres physiques et maillage

Pour les simulations, ci-dessous, nous prenons les configurations suivantes,
e QCRY=:= (0>€x1) X (ngxz)v L= (1'1,1‘2).

_ 2
= i+ 1 To
° T(:E) = { - _— 2}.

o p(x) :=x1(ly, — 1) wo(ly, — 22) + 1.

e Maillage : voir Figure 3.1, avec ¢,, :=2 et {,, := 1.

3.2.4.B Familles d’approximation

Les tests numériques sont faits sur le systeme (3.2.16), avec,
* (30?1>1<i<N € RT}, avec N, = 7136,

° (¢];>1Sk§Np € Py, avec Np = 2913,
o (V")1cnen, € 70 (P1), avec Ny = 192.
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Mesh with Nv=753, hmax=0.084

1.0

AAANANANANASAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA o oo vararara
“’%’é‘@&ﬁ%wmwmgg}}x%{%}‘é;’;ge;e;e;a‘
SAN NSNS
o8| gmm‘VQgAVAVAVA'AVAVVAVAVAVAVAVA‘%‘:—:%%

AVAVAVAVAVAVAYA (o VAVAVAV, == TV
'A‘AV,‘??{%VAVAVAVQVQI%XVA"VAVAY%?X_““gé'%‘-'14'

VA
\/

YA VAV oY A s
| R OO O R R
- SRR RIS RIS RIS A N A AN ARSI
0l R s A VAVAY  AVAYAVAY ., Sy S s
R R R R
< \VAYS 7 YAVAVAVAY,
S 4)A(‘V¢‘(‘1¢"‘VAVAVA" ‘7"‘ JAVAVAVA %AV‘“&EA
. R avavaYs,va ONININND VaVAYAVAVAVAVAY, ! ST avAY:

VS AVAVAVAVAVAYA SN AVAVAVLY,
%Z%X%X%A'éI@AVAYAVAVAVAYA""'""""“’ S/AYAVAVAY,

‘ A \VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAY
A A A VAV AVAVAVAVAVAS A AT

R AT T e e T e Y 7AVAVAVAVAVAVAY,

T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 125 1.50 175 2.00
x

FIGURE 3.1 — Maillage rectangle 2D.

C’est-a-dire que les espaces, définis en (3.2.6), sont données par

—1 —— | .
V,.=T RT,CcT H™Q) =YV,
V,:=pPy CpH'(Q) = V),
Vy = Yo (Pl) C L2(6Q) =: Va,

Ainsi, nous avons une approximation conforme. La motivation derriere ce choix d’éléments finis
n’est pas arbitraire, elle est justifiée au chapitre 5. Voir la figure 3.2 pour un échantillon de
maillage avec les degrés de liberté (ddl) associés a chaque famille d’éléments finis : en bouton
bleu nous trouvons les ddl de Lagrange d’ordre 2, en triangle orange les ddl de Raviart-Thomas
d’ordre 1 et en bouton noir les ddl de Lagrange définis sur le bord d’ordre 2.

3.2.4.C Préliminaires

e Matrices du systeme : La figure 3.3 montre les valeurs non-nulles (sparsity) des matrices
du systéme (3.2.14), a gauche nous voyons les trois blocs diagonaux de la matrice M, =

M= 0 0
OT M, 0 | avec Mp est peu visible et a droite les blocs de la matrice de structure
0 0 My
0 G 0
J, = |-GT 0 Bg | avec Bg et —B(‘—; sont moins visibles.
0 —-BL 0

e Comparaison de deux schémas d’intégration : Nous prenons un systeme conservatif : ug = 0
alors %H(t) = 0, associé a une donnée initiale Gaussienne. Et pour la simulation espace-
temps, nous testons deux schémas d’intégration temporelle :

> Stormer-Verlet : schéma symplectique et d’ordre 2, cf. [Hairer et al., 2006].

> Runge-Kutta : schéma non-symplectique et d’ordre 4, cf. [Leimkuhler and Reich, 2005].

. . . . . t)— 0 ’
Ainsi, nous calculons 'erreur relative du Hamiltonien, %, des deux schémas pro-

posés. La figure 3.4 montre, a gauche I'erreur relative faite par Stormer-Verlet et a droite
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Mesh with associated DOFs, Ng=7136, Np=2913, N; =192, Nv=753

® Dof of p vanables
A Dof of g variables
1007 o  Dofof  variables
n A ' A ' A
A ' A A '
'
0.95 - —— - -—.— - - —— - - —— - - —.— -
A A A A A
A9 a A a a A
A
l LB L a3 e LB X
0.90 A
' A A '
‘e A A ' 'y
L A
4 . a LI o t o L i
0.85 . 'y A 'y 'y
A
‘e 'y A A
A
'
; 0k 0k 0k
A A
0.80 A9 A A A
A A
; ] 'y 'y 4
N '
LR —e—- —e—- =
‘ ) p/\ /\\
A '
0.75 4
T ‘ T ‘I T A T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

FIGURE 3.2 — Zoom sur les degrés de liberté : (en bouton bleu) les ddl de Lagrange d’ordre
2; (en triangle orange) : les ddl de Raviart-Thomas d’ordre 2; (en bouton noir) : les ddl de
Lagrange frontiere d’ordre 2.

par Runge-Kutta. L’erreur faite par Runge-Kutta (ordre 4) est meilleure que celle commise
par Stormer-Verlet en raison de I'ordre de précision, pourtant Stormer-Verlet garde une er-
reur oscillante et bornée, ce qui se justifie par son caractere symplectique. Nous référons a
des publications récentes : [Celledoni and Hgiseth, 2017] et [Kotyczka and Lefevre, 2019],
pour plus de détails sur I'intégration des systemes Hamiltonien a ports d’interaction pas-
sifs et ouverts.

3.2.4.D Probléemes de référence

Nous prenons deux problemes de référence, qui seront utilisés également dans les sections sui-
vantes traitant de la dissipation, avec les configurations données dans les sections 3.2.4.A et
3.2.4.B, et une donnée initiale nulle : o, (t = 0,x) = 0 et a,(t = 0,x) = 0, Vo € . Les deux
problemes sont :

© Probleme a simuler numéro 1 (PS1) : Nous considérons le controle,
ug ~ sin(wt), vt > 0.
© Probleme a simuler numéro 2 (PS2) : Nous considérons le controle,

up ~sin(wt), to <t <t
uyg =0, te <t <ty,

ceci veut dire que le probleme devient conservatif a partir de t = ¢..
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Matrice de masse étendue M,

] 2000 4000 6000 8000

Matrice de structure étendue /.

10000 ] 2000 4000 6000 8000 10000

2000 +

4000 -

6000 -

2000

4000 -

6000

8000 +

10000 A

8000

10000 4

FIGURE 3.3 — Les matrices creuses du systeme (3.2.14) : (a gauche) : matrice de masse étendue

M., ot My est peu visible; (a droite)
peu visibles.

Hamiltonian RE : 5V2

: matrice de structure étendue J,., ou Bg et —Bg sont

Hamiltonian RE : RK4

107 4

105 4

error (%)

10—5 4

1077 4

10-8 4

10~ 4

(%)

10-10

error

10-11 4

10-12 4

Time (s)

FIGURE 3.4 — L’erreur relative du Hamiltonien du systéme conservatif : (a gauche)

14 1] 2 4 6 8 10 12 14
Time (s)

. une er-

reur bornée et moins précise commise par le schéma Stormer-Verlet (d’ordre 2, symplectique) ;

(a droite)
symplectique).

: une erreur croissante et plus précise commise par Runge-Kutta (d’ordre 4, non-
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Le schéma d’intégration utilisé est Runge-Kutta d’ordre 4 avec dt = 1072 et t; = 0, t. = 2 et
ty =6.

La figure 3.5 montre ’allure des Hamiltoniens des deux problemes de référence. A gauche,
c’est le Hamiltonien du systéme sans perte (PS1), uy ~ sin(wt). A droite, ¢’est le Hamiltonien
du méme systeme (PS2). Clairement, le Hamiltonien du systeme (PS1) croit grace au gain
d’énergie. A droite, le Hamiltonien du systeme (PS2), sans perte jusqu’a t = 2, ou on annule le
controle et il devient bien conservatif.

Les figures 3.6 et 3.7 montrent des snapshot des variables d’énergie (3.1.3) des deux systemes
(PS1) et (PS2) évaluées aux différents instants : le profil de la quantité de mouvement et le
champs de la déformation.

Probléme sans perte Probléme conservatif a t=2

1000 A 1000

800 1 800
= =4
o o

§ 6001 § 600+
E E
[1+] 1]
X I

400 400

200 1 200

0 T 0 .—/-’.
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Time (s) Time (s)

FIGURE 3.5 — Hamiltonien du systeme avec différents controles up : (& gauche) le Hamiltonien
du probleme sans perte (PS1), ug ~ sin(wt) ; (a droite) le Hamiltonien du probleme (PS2) sans
perte et a partir de t = 2 devient conservatif.
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Probleme sans perte, ap(t=0,x) Probleme conservatif a t =2, ap(t=0,x)

30 30

20 20

10 10

0 0

-10 -10

-20 -20

1.0 0

060 5 062 4@

0.0 0.5 0 20.400‘6\(\ 0.0 4 (6\(\

X . -

Icoﬂm,‘natelj 20 00 1°

Probleme sans perte, ap(t=3,x)

FIGURE 3.6 — Profil de quantité de mouvement «, (¢, ) des deux systemes (PS1) et (PS2) :
(colonne de gauche) : le profil de quantité de mouvement «, du systeme sans perte (PS1)
a différents instants ¢t = 0,2,6; (colonne de droite) : le profil de quantité de mouvement a,
du systeme sans perte et devenant conservatif a ¢ > 2 (PS1) évalué aux différents instants

t=0,2,6.
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Probleme sans perte, a,(t=0,x)

1.00 4

0.75 1

0.50 1

x7 coordinate

0.25 1

0.00 1

0.0

0.5

T
1.0

X1 coordinate

15

2.0

100 -

X7 coordinate

050 -

0251 -

0754 -

0004 -

1.00

0.75 A

0.50 1

x7 coordinate

0.25 1

0.00 1

FIGURE 3.7 — Champ de déformation o, (¢, x) des deux systemes (PS1) et (PS2) : (colonne
de gauche) : le champ de déformation ca, du systeme sans perte (PS1) a différents instants
t =0,2,6; (colonne de droite) : le champ de déformation c, du systeéme sans perte et devenant

X1 coordinate

x7 coordinate X7 coordinate

x7 coordinate

Probleme conservatif a t = 2, ay(t=0,x)

1.00 +

0.75 1

0.50 1

0.25 1

0.00 1

T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
X1 coordinate

Probléme conservatif a t =2, aq(t=3,x)

1.00 1

0.75 1

0.50

0.25 ~

0.00 1

— e m g a s “

T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0
X1 coordinate

1.00

0.75 1

0.50 +

0.25 1

0.00 1

X1 coordinate

conservatif a t > 2 (PS2) évalué aux différents instants ¢ = 0, 2, 6.
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3.3 Dissipation interne : Amortissement fluide

Nous considérons I’équation des ondes (3.1.1) et nous ajoutons un amortissement fluide,

( (@) By (t, ) = div (T(z) grad w(t,z)) - =(x)quitz), e,  t>0,
amortissement fluide
up(t, ) =, (?(w) grad w(t,w)) : xed, t>0, (3.3.1)
yo(t,x) = dww(t, ), zedl, >0,
w(0,x) = wy(x), x €, t=0,
Jw(0,2) = w(0,x), x € (), t=0,

\

ol e € L>®(Q) est le coefficient d’amortissement, qui est positif. Désormais, nous ne regardons
que la causalité ot ug(t, €) = v, (T(az) grad w(t, a:)) pour 'analyse et la discrétisation, 'autre
causalité peut étre étudiée de fagcon analogue.

3.3.1 Ecriture en variables d’énergie

En écrivant I’amortissement en énergies variables,

0,0t @) = div (T() oy (1, 7)) — e() ﬁ oy (t, @), (3.3.2)

et en injectant "amortissement dans I’équation (3.1.7), nous obtenons

Oy (t, x) _ 0 grad| |0 0 ?(m) 0 oy(t,x) (3.3.3)
Orayy(t, ) div. 0 0 ¢ 0 1/p(x)] |op(t, )] o
Proposition 3.7 (L’opérateur de dissipation). L’opérateur de dissipation fluide défini par

L2(Q) — L2(Q)

Re: ) e en (3.3.4)
est borné, symétrique et positif.
Démonstration. Immédiat. O]
Nous définissons 'opérateur global de dissipation,
R = {8 72} , (3.3.5)

cette notation est générique, R sera toujours 'opérateur global de dissipation dans le cas étudié.

Ainsi le systeme Hamiltonien a ports d’interaction amorti s’écrit en systeme linéaire comme

a(t,r)=(J —R)Q(x) a(t,z),
up(t,z) = BO(x) a(t,z), (3.3.6)
ya(t,x) = C Q(x) a(t, x).
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Proposition 3.8 (Bilan de puissance). Le bilan de puissance du systéme amorti (3.3.6) est
donné par

2

12()’ (3.3.7)

CHE) = {uolt, @), volt, @)y vy — |[VEE) 5 plt,)

< <u8(t7 .’E) ) 3/8(15; m)>Vg,Vg'

Démonstration.

d d1
EH(t):Eﬁ(( x), a(t,T))y

= (Ga(t,z), Q) aft, )) JxL2(2)
=((J —R) Q=) a(t,x), ( ) a(t, T)) 20«20
= (j Q(CL‘) Oé( 733) ) Q(ZE) C\ﬁ(t, w))L2(Q)><L2(Q) - (R Q(CB) Oé(t, ZB) ) Q(a:) a(t7 m))L2(Q)><L2(Q)7

= <u§(t, «’B) ) y(?(tv w)>vg,vg B <R€ @ ap(t? CU) ’ @ ap(t’ x)) LQ(Q),

= Cunlt ). lt, @)y ~ (@) s oyl @ i)

L*(Q)

= (us(t, @), ya(t, x) Vuvy - H\/ p( 7 ap(t, )

< A(ua(t,x), ya(t,w»vg,vg'

£2(Q)’

3.3.2 Ecriture en flux-efforts

Afin d’obtenir une structure de Stokes-Dirac, nous définissons un nouveau port dissipatif-
s/résistif (f,e.), alors le systeme Hamiltonien a ports s’écrit,

fqgwg 0 grad 0 eqéms
fp xr = le O —I ep xr ,
fe(x) 0 I 0] |e(x) (3.3.8)

eo(x) =71 (eq(®)),  fol®) = =70 (ep(®)),

avec la relation constitutive externe,

e.(x) = e(x) fo(x) (3.3.9)
Théoréme 3.5 (Structure de Stokes-Dirac). La structure géométrique D, définie par,
( (.fq>fp?f&»f@aeqaepaeaaea) € ‘FE X 557 tels que, )
F.:=L2(Q) x L3(Q) x L2(Q) x H2(99Q), &.:= L*(Q) x L2(Q) x L*(Q) x H2(99),
D, — Iy O grad 0 e,
fl=1dv 0 —I||ep|, er=rile), fo=—r0(e)
fe 0 1 0 e
\ dive, € L*(Q), grad e, € L*(Q). )
(3.3.10)
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3.3. DISSIPATION INTERNE : AMORTISSEMENT FLUIDE

est une structure de Stokes-Dirac pour 'appariement,

<<(-fq7fp7f57f87eq7ep’ e € )7(-fq7fp7fa?f8’eq7€p7 5768)>> =
<<( q) faveqvepvea) ’ ( q’ f876q7ep768)>>'p (3.3.11)
+ (ez, ff)LQ(Q) + (€2, fal)p(n)'

Démonstration. Résultat du théoreme 3.2 en prenant en compte le port résistif (f., e.). O

Proposition 3.9 (Bilan de puissance). Le bilan de puissance est donné par,

d
a%(t) = —<€a, fa>H*%(8Q) % 99) (5 Jes fs)L2 . (3‘3'12)

Démonstration. En prenant le résultat de la proposition 3.3 et la relation constitutive (3.3.9),
nous obtenons,

d
SR = (e4f@), Fo@)) o) + (@), (@) 20
P2 s (ea@)) 5 90 @) -3 ko — (O 120
= <ea<w>7 fa(w»H—%(aQ),H%(m) - (f€7 es)LQ(Q);
(3.3.9)

- < ( ) fa( )>H*§ BQ)H% (69) (ff’gfa)m
< (ea(z), fo(z ))Hfj(amﬂ%(am.

3.3.3 Discrétisation en variables d’énergie

Formulation grad-grad, nous écrivons la formulation variationnelle du probleme (3.3.6), avec v
une fonction test suffisamment réguliere,

Ora(t,z), v(®)x = (T = R) Q) alt, x), v(x)) 4, (3.3.13)

ainsi la deuxieme équation du systeme (3.2.5) sera modifiée, comme

(at a(t,z) | Up(:c)>L2(Q) - (div (?(m) v, (t, )

N——
s
—~

8
~—

%@
—
8
~—
N———

~
=
2

p(x)
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En appliquant 'intégration par parties sur la deuxiéeme équation et prenant en compte les
approximations (3.2.6) (3.2.11),

Np N‘Z
S (p@) (@), (@) gy dihlt) == 3 (#(@) grad (@) ) (1)
k=1 i=1
Np
=3 @) @), @) g, ob®) (33.15)
k=1
No
l m t
" mz_l (% (@), %0 (¢ )))L2(aﬂ) ug (@),
en forme matricielle,
M, dy o, (t) = =G o, (t) — Rea,(t) + B uyl(t), (3.3.16)
ou la matrice R. est définie par,
R, = /ﬂcbp(m) e(x) @p(x)" dx € RN Ny, (R.)y, = (5(33) cpé,(az) , cpl;(a:))LQ(Q) ,
(3.3.17)
est symétrique et positive.
Par suite, le systeme Hamiltonien a ports amorti de dimension finie s’écrit,
Mz 0 0 dy o, (t) 0 G 0 a,(t)
0 M, 0] |da,()|=|-G" —R. Ba| |a,(t)]. (3.3.18)
0 0 My |-y, | 0 —-BL 0 | ugy(t) o
pA

Ainsi la représentation d’état du systeme Hamiltonien, de dimension finie, amorti s’écrit,

o ) ] = | Lo - A ][5
—_——— N——

(3.3.19)
My Ja Ry
t)
Moy (t) = [0 BE] |%l } .
\ aga() [ G} |:Qp(t)
Proposition 3.10. Le bilan de puissance du probléeme de dimension finie (3.3.18),
i?—[ (t) = up(t)" Moy (t) —a,(t)" R.a(t)

dar’ =0 02\ T Sy ==h (3.3.20)

<uy(t)" My Qa(t)

Démonstration. Application de la proposition 3.5 et en prenant en compte la matrice R.. [
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3.3.4 Discrétisation en flux-efforts

Nous écrivons la formulation variationnelle du systeme Hamiltonien a ports écrit en fluz-efforts
étendu (3.3.8), et nous gardons que la deuxieme et la troisieme équation incluant le nouveau
port résistif (f., e.) par rapport au systeme (3.2.25),

(fo(x), vyl ))L2(Q) —(ey(x) , grad Up(a’))ﬂ(g) — (e(z) Up(m))p(g)
+{ea(@) s 70 (Ue(®))) ;-4 9 b 002y (3.3.21)
(fe(@), vp(x ))L2(Q) (ep(), Up(w))p(g)v
ou v, est une fonction test suffisamment réguliere.

Nous considérons les approximations (3.2.28) et (3.2.26), et en les injectant dans (3.3.21), nous
obtenons,

¢ Np Ny
S (Eh@). B@) ey =Y (Bhl@). gradBy(@) L,
k=1 i=1
NP
+ 3 @@). By
(3.3.22)
+Z @Da » Y0 Spp( )))L2(8Q) egn’
Np NP
> (@@), F@) gy =D (Fh@), @) o -
\ k=1 k=1
Alors, nous pouvons écrire le systeme Hamiltonien a ports de dimension finie,
M, 0 0 o017/ 0 G 0  0|[Je
0O M, 0 O fol _ -G" 0 =M, Bg| |e
0O 0 M, O f. 10 M, 0 0 e. |’ (3:3.23)
0 0 0 M |f, 0 0 —-Bi 0] Le

Ainsi nous discrétisons la relation constitutive (3.3.9),

(@), 0p(2)) oy = (@) o), 0p(@)) 1oy (3.3.24)
par les approximations (3.2.28),

Zp (QZ’;(.’E) ’ gZjD(','v))LQ(Q) 65 = Zp (€(£C> 951;(“’) ) @é(wDLQ(Q) ska (3325)

alors en forme matricielle,

Mye. =M. f, (3.3.26)

ou,

W= [ 8y(e)-c@)By(a) dw e RN, (0L = (F(e), ()3 () -
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Remarque 3.12. Nous remarquons que ]\/[p_1 ]\N/[S est la moyenne spatiale de € sur les fonctions

de forme (&ﬁ)lSkSNp. Si e(x) = gg est un coefficient uniforme, alors ME = g9 M,.

Théoréme 3.6 (Structure de Dirac). La structure géométriqgue D? définie par,

( <iq7ip7i€7iaagq7§p>§m§8> = RN x R x RN x RY x RNt x RN x RV? x RNa\
; M, 0 0 07|/, 0 G 0 0]/[e
D; = 0 M, 0 O01|]|f —~GT 0 -M, Bg| |e ,
tels que P Lol = p Da »
o0 M, 0|/ 0 M, 0 0] |e
\ 00 0 M |f, 0 0 —=Bi 0] Le

7
(3.3.28)
est une structure de Dirac pour ’appariement,

<<<i}1,i;,£,i§,§§,§},7e_sl,gé> : ([37[1297&27[§,§§7§§,g2,§§>>>pg =
(LI Ihehebeh) s (£ L2 12 e éd))pe (3.3.20)
(e )+ (e )
—/ M, —</ M,

P p

Démonstration. Application du théoreme 3.3, en prenant en compte le port résistif discrétisé
<L=§e> O

Proposition 3.11. Le bilan de puissance du probleme de dimension finie s’écrit

d
ZHalt) = —e5 Mo £, = {1 R. f..

(3.3.30)
< —eyg My f,
Démonstration. A partir de la proposition 3.6, nous obtenons,
d
E?—[d(t) = —ey My f,— [ Mye.. (3.3.31)
Ainsi, avec la relation constitutive discrete (3.3.26), nous obtenons,
d
ZHa(t) = —ey My f,— [l R [_. (3.3.32)
m

3.3.5 Simulation

Nous reprenons les mémes configurations que dans les parties 3.2.4.A et 3.2.4.B, avec le coeffi-
cient d’amortissement suivant

e (w1, x0) := dw122(ly, — 1) ey — X2). (3.3.33)
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Matrice de structure /4, #(nnz)=0.1% Matrice de dissipation R, #(nnz)=0.03%
0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000

0 1 1 1 1 L 0 N 1 1 1 . 1
2000 | 2000 -
4000 - 4000 -
Re
6000 - 6000 -

- A
8000 | 8000 |
10000 10000 - —d|
T T T T

FIGURE 3.8 — Les éléments non-nuls des matrices du systeme : (A gauche) : Matrice de structure
Ja; (A droite) la matrice de dissipation R.. La notation #(nnz) (number of non-zero) est le
pourcentage d’éléments non-nuls dans la matrice.

La figure 3.8 montre les éléments non-nuls de la matrice R..

Nous revenons aux problemes de référence (PS1) et (PS2) dans la section 3.2.4.D. Nous calcu-
lons les Hamiltoniens des deux systemes en prenant en compte 'amortissement fluide avec le
coefficient défini en (3.3.33). Dans la figure 3.9, nous retrouvons en bleu les Hamiltoniens des
systemes sans perte présentés dans la figure 3.5. A gauche et en orange, nous avons le Hamil-
tonien du systéme passif avec ug ~ sin(wt). A droite et en orange, nous voyons le Hamiltonien
du systeme amorti ot nous récupérons ’aspect dissipatif du Hamiltonien qui est décroissant a
partir de t = 2.
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Probléme (PS1) Probléme (P52)
— Sans perte = conservatifa t=2
1000 4 passif 1000 4 dissipatifa t= 2
800 1 800 1
c c
[ [
‘e 600+ ‘S 600 -
2 2
z z
[i+] [i+]
T T
400 400
0] 2007 /—/
] T 0
o] 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 ]
Temps Temps

FIGURE 3.9 — Hamiltoniens du systeme amorti : (& gauche) en bleu le Hamiltonien du systéme
sans perte et en orange le Hamiltonien du systéme passif; (a droite) en bleu le Hamiltonien
du systeme sans perte et conservatif a ¢t > 2 et en orange le Hamiltonien du systeme passif et
dissipatif a t > 2.

3.4 Dissipation interne : Amortissement viscoélastique

Nous considérons ’équation des ondes (3.1.1), et nous ajoutons un amortissement viscoélastique
de type Kelvin-Voigt.

(p(x) Byw(t, z) = div (T(m) grad w(t, $)> +div (R(z) grad duw(t,x)), z€Q, t>0,
amortissemexKelvin—Voigt
up(t,x) = f(t, x) + u?(t, x), xed, t>0,
ya(t,x) =y (Quw(t,x)), xed, t>0,
w(0,x) = wy(x), x € (), t=0,
\ atw(oaa:) = wl(oaw)7 x € (), =0,
(3.4.1)
ou B
o ul(t,x) =", <T(m) grad w(t,a:)).
o ui(t,x) = (R(z) grad dw(t,x)).

o % € L>®(Q)N*N e tenseur viscoélastique symétrique semi-défini positif.

L’existence et I'unicité de ce probleme en 1D en formalisme Hamiltonien avec de multiples confi-
gurations des entrées uy et des sorties ys sont traitées dans [Villegas, 2007, Chapitre 6.5]. Une
paramétrisation des systemes Hamiltoniens a ports d’interaction avec dissipation structurelle est
proposée dans [Matignon and Hélie, 2013]. Dans ce contexte, nous pourrons également trouver
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des analyses de décroissance de ’énergie (energy decay) et de stabilité dans [Liu and Rao, 2004],
[Liu and Rao, 2005], [Liu and Rao, 2006] et [Burq, 2019].

Remarque 3.13. I faut noter que le systéme (3.4.1) est controlé au bord par le seul controle
ug défini par,

ug(t,x) ==, <T(m) grad w(t,z) + r(x) grad atw(t,zc)> : (3.4.2)

ie. les deur parties du contrile ul et uf ne sont pas indépendantes. Cependant nous pouvons

controler le systéeme uniquement par ug qui est physiquement plus pertinent, ug sera imposé
implicitement. B

En effet, les deux parties de controle ug et ug dépendent de la déflexion w, nous pouvons ainsi
trouver une fonction f tel que ug = f(ug) Dans le cas ou les coefficients sont uniformes, ie.
T(x) = Ty lLyxn et R(x) = Ko Lyxn, nous obtenons u§ = %Oatug. Dans la section 3.4.3 sur
la discrétisation, nous avons explicité la mise en ceuvre pratgque de 'tmposition des controles
choisis. Dans la section 3.4.5 sur la simulation nous en donnons des illustrations.

3.4.1 Ecriture en variables d’énergie

En écrivant I’amortissement en variables d’énergie,

0, (t,) = div (T(x) a(t.2)) + div (ﬁ(.@) grad (@ oyt m))) | (3.4.3)

Pour réussir a prendre en considération la dissipation distribuée, nous allons passer par un
retour de sortie fictive. Nous définissons ainsi un controle distribué fictif,

wic(t,x) == F(z) grad (ﬁ o (t, :1:)) , (3.4.4)

En injectant le terme de controle distribué fictif (3.4.4) dans (3.4.3), nous obtenons

ot d] < [0 T o] ]« [ wstor s

nous introduisons ainsi I'observation distribuée fictive colocalisée,

yi(t,x) = [0 —grad] [ZZ((: :))} _ _grad (ﬁ oyt w)) | (3.4.6)

Le controle et I'observation frontiere sont donnés par

wolt, @) = uh (t, @) + uj(t, ),

O
et
—
<
oHI ON|
8
I
2
}_
e
=
8
Q
=)
=
8
~—

<
=
Il
2
'_
e
=
=
B
w
a
-

Ya(t, ) := 7o (ﬁ ap(t,;c)> .
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Nous remarquons que le controle uf est donné par la trace normale du controle distribué fictif
uy introduit précédemment.

Nous définissons K comme étant 'opérateur de controle fictif distribué, non-borné, et * est
son adjoint formel,

:{£}m;m:m—ymy (3.4.8)

Le systeme Hamiltonien a ports d’interaction de dimension infinie s’écrit

Oa(t,z) =T Qx) a(t,z) + Kuk(t,x),

yr(t,x) = ’C O(z) a(t, ),

us(t, ) = BO(x) a(t, x) + Brug(t, ), (34.9)
Yo(t,x) = C Q(z) a(l, ).

ou J, Q, B et C sont définis dans la section 3.1.1 et a partir de (3.4.7), nous avons obtenu
I’expression de controle ug, ou Brug = v, ug.

Nous pouvons réécrire ainsi la dissipation distribuée non-bornée de type Kelvin-Voight sous la
forme d’un retour négatif de sortie,

uk(t,x) = —F(x) y(t, x) (3.4.10)

Remarque 3.14. D’ailleurs, nous pourrons écrire le systéeme (3.4.9) sous forme dissipative
classique (J — R), avec

= [0 0
R =KrK"= {O RK‘| , (3.4.11)
ot Rgv = —div (ﬁ grad v) est un opérateur non-borné, formellement symétrique et positif.

Dans le cas particulier de la 1D, plus de précisions sur l’aspect fonctionnel de l'opérateur R
sont détaillées dans [Villegas, 2007, Chapitre 6] et [Villegas et al., 2000].

Proposition 3.12 (Bilan de puissance). Le bilan de puissance s’écrit,

d =
2 ) = (ua(t, ), yot, @)y vy — (R(@) Yt 2) s yic (b)) oy (3.4.12)
< (us(t, x), ya(taw»vg,vg-
Démonstration.
d d1
SH() = Lo (alte), alt @),
- (at (tv m) ) Q(CE) a(tv m))LQ(Q)XL2(Q)’
(3.4.9)

(T Qx) alt, @) + Kuk(t, ), Q@) a(t, T))r20)x12(0):
- (j Q(iL‘) a(tv ZB) ) Q(CE) Ot(t, w))LZ(Q)xLQ(Q) + (’C U’K<t’ w) ’ Q(w) a(t w>>L2(Q)><L2(Q)7
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en applicant la formule de Green sur le premier terme comme dans (3.1.24), et en utilisant dans
le second terme la définition de K (3.4.8), nous obtenons

- <M (T(@) eyt @) 70 <$ap(t,w)) >VM + (div u(t,x), ﬁ ap(t,w)) :

L2(Q)

la formule de Green sur le second terme permet alors d’obtenir

= (o (T@at2)) o (et > - (wxt2). graa (L ap<t,w>))m)
(o tunltsa) oo (e, >

nous faisons apparaitre ainsi les controles ug et ug et l'observation ys que nous avons définis
en (3.4.7) et 'opérateur adjoint * défini en (3.4.8),

_ <u§(t,a:), ya(t,w)>

vy VY vEvY

nous introduisons yx dans le second terme,

_ <u§(t, z) + ug(t, x), yo(t, ;1;)> + (uk(t, ), yr(t, $))L2(Q)>

u Y
VB ’VB

par définition du controle frontiere up en (3.4.7) et grace au retour négatif de sortie (3.4.10),
nous retrouvons

= <u8(t? w) ) Z/a(ta $)>Vg,vg - (ﬁ(a}) yK(tv ZB) 3 yK(t> w))LQ(Q)?

< <u3(t7 33) ) ya(ta m)>Vg,Vg'

3.4.2 Ecriture en flux-efforts

Afin d’obtenir une structure de Stokes-Dirac, nous définissons un nouveau port résistif ( fx, ex),
alors le systeme Hamiltonien a ports d’interaction s’écrit,

fo(x) 0 grad O e,(x)
fp(®) | = [div 0 div ep(x) |,
fr(z) 0 grad 0 | |ex(x) (3.4.13)

eo(®) =71 (e(x) +ex(®), [folx) = —0(ep()),

avec la relation constitutive,

ex(x) =F(x) fx(x) (3.4.14)
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Remarque 3.15. Le port résistif (fx, ex) est représenté dans ’écriture en variables d’énergie
par le couple observation-controle distribué fictif (yr, ux ). Tandis que le retour de sortie négatif (3.4.10)
est vu, dans ce contexte, comme relation constitutive (3.4.14).

Théoréeme 3.7 (Structure de Stokes-Dirac). La structure géométrique Dy définie par,

( )

(fq7fp7fK7f876q7€paeK7€8) S -FK X gKv tels que,
Fr = L2(Q) x L(Q) x L2(Q) x H3(89), Ex = L2(Q) x L2(Q) x L2(Q) x H-3(99),

Do - Iy 0 grad O e, \
K -— . . )
fp| = [div 0 div ep |, €= fYL(eq +ex), fo= —70(610)
I 0 grad O ex

div e, € L*(Q), grad e, € L*(Q), div ex € L*().

\

(3.4.15)
est une structure de Stokes-Dirac pour l’appariement,

(£ fo Frcr foreqepneicea) - (£g. 1y Fi fo. €q. € €5, €5))) s =
(£, fo o eqennea) s (£ fy- f.eqe0:€5)))D (3.4.16)
+ (8}{’ f[%)LQ(Q) + (8%(, f}l()L2(Q)

Démonstration. Nous remarquons que la partie encadrée dans l'opérateur de structure Jg,
défini ci-dessous, est formellement anti-symétrique.

0 grad 0
Jk = |div 0 div||. (3.4.17)
0 grad 0

Ainsi nous en pourrons adapter la démonstration du théoreme 3.2 en rajoutant les ports résistif
(fr,ex). O

Proposition 3.13 (Bilan de puissance). Le bilan de puissance est donné par,

d

) = —(eo, Jo) my gy b oy — (BT Fi) paa (3.4.18)

Démonstration. Application directe de la proposition 3.3 en prenant en compte le nouveau port
résistif (fx, ex) et la relation constitutive (3.4.14). O

3.4.3 Discrétisation en variables d’énergie

Nous écrivons la formulation variationnelle du probleme (3.4.9), avec v une fonction test suffi-
samment réguliere,

Ora(t,z), v(T)) 2 =(J Q) a(l,z) + Kuk(t,x), v(z)) 2,

(yx(t, @), v4(t, @) o) =(K" Q@) a(t, ), v,(t, ) 2 (3.4.19)
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alors,
, (@ ot ). ﬁ vp(m)> o (div (T@)ay(t.2) . p(lm) vp<x)) .

+ (div u(t@). o vp(a;))mm, (3.4.20)
(u(t2). @) ey = (e (g enta)) o)

\
Afin de faire apparaitre les deux termes de controle u§ et ug, nous appliquons l'intégration par

parties sur la premiere équation (3.4.20) deux fois, sur le premier terme et second terme de
I’expression a droite,

| (&t ay(t, ), @”z’(fv))ﬁ(m - —(?(m) %t @), grad ( ))
+ < ub(t.x), ( >>H 5 (09,12 (002)
(oo (hyie)),.

" <u§(t, z)s (ﬁ vp(ar;)> >H—%(ag),H%(aQ)
(ﬂMW@ﬂM@M@Z(ﬁM<£5%@0,%@Omm

\

(3.4.21)
et prenant les approximations (3.2.6) et (3.2.11),
( NP Nq
Y (pl@)ep(@), 0p(@)) gy deap(t) = = (@), grad ph(@))) g a(t)
k=1 i=1
No _
3 (@) 0 (@) o0 @)
m=1
- Z (Lplq(w) ) grad (pﬁo(w))]ﬁ(g) ulK<t)
=1
No B
+3 (@) 0 (@) o 060
m=1
Np
- Z HCIRRTACI) P v (t) =) (grad ¢}(@) . ©)(2)) 120 o ().
k=1
(3.4.22)
Alors nous récupérons le controle frontiere discrétisé suivant :
uP(t) = (ub)™(t) + (uh)™(t), ¥Ym =1, ..., N. (3.4.23)
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Nous retrouvons bien la décomposition frontiere en tant que somme de deux traces normales
discrétisées mimant (3.4.7) en dimension infinie.

Par suite, le systeme (3.4.22) peut étre écrit d'une maniére plus compacte comme

M= 0 0 07 [deay(t) 0 G 0 07 a0
0 M, 0 0| |da()] |-GT 0 K Bg| |a,) (3.4.24)
0 0 Mg Of |-y | 0 —=KT 0 0] |ug(t)|’ o
0 0 0 M |-y, 0 -BL 0 0] |u
ou
K::/Qgrad Qp(m)-q;q(m)T de e RN»>*Na (K)y, ::(gof](w),grad go’;(m))p(m,
MK :/g;éq(w)q_;q(w)T dZU ERNqXNq> (MK)ij :(‘Pf](w)74p;<w))ll2(g)a
(3.4.25)

ol la notation - représente le produit matriciel entre les matrices des fonctions de forme.
Ainsi la représentation d’état du systeme Hamiltonien, de dimension finie, amorti s’écrit,
(M= 0] [da,(t)] 0 G| Jo o a,(t) o7, 0

0 M, |do,(t)] |\ |[-GT 0 0 Ry a,(t) Bg| =V
—_—— —_—— ~—\—
My Ja Ry (3426)

M=o 53] [20]

~

- Ry = — (K Mg') Mz (K Mg')', (3.4.27)
Mp:/g@(%)ﬂfﬂ) ®,(x) de eRYMN (Mg, = (R(@) @)(@), (@) g,
(3.4.28)

est la moyenne spatiale du tenseur viscoélastique.
Et le controle discrétisé u, est donné par

up(t) = ug (t) + wh(1). (3.4.29)
La prise en compte pratique de ce controle dans la simulation est détaillée ci-dessous.
Prise en compte pratique de u? et ug
Comme indiqué au préalable dans la remarque 3.13, nous allons expliciter la liaison et la prise

en compte pratique des controles proposés en discrétisation. Nous présentons ainsi trois cas
possibles :
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e Cas 1 : controler uy. Le terme de controle discrétisé uy est fourni et le systeme (3.4.26)
est controlé d’'une maniere usuelle.
Nous traitons un exemple ot ug = 0 dans la section de simulation 3.4.5.A.

e Cas 2 : controler uniquement u},. Pour controler le systéme par le seul controle u} qui est
physiquement pertinent, nous allons utiliser I'expression explicite de uf en terme de a,
et modifier la formulation variationnelle (3.4.21) comme suit :

Par définition de ug, le terme <u§, %Up> dans (3.4.21) est remplacé par

le terme <’M (ﬁ grad (% ap>> , %Up>
NP

Y (11 (R(z) gradgy(t.2)) , ¢4t 2)) 12y p(8): G = Lo N, (3.4.30)

i=1

1 1
H™2(09),HZ (59)

L L , que nous allons discrétiser par
H™2(09),HZ (09)

Ainsi le terme Bg z_@(t) dans (3.4.26) est remplacé par Az, (t), ol
AE = / ¢p(w) YL (%(m) grad CDP(CB))T dx c ]:RJ\/}DQ\/}O7
o9

(4);; = (11 (Rlw) grad @i (1. 2) . ¢)(1.2)) 10 0

(3.4.31)

En conséquence le systeme (3.4.26) devient

M= 0 di a, (1) _ OT G| |0 0 a,(t) N 0 0] [a,) N 0 g?(t)
0 M, |dia,l(t) -G' 0 0 Rk a, )] 10 Az |a,(t)] |Be
(3.4.32)
La matrice carrée Az agissant sur a,, permet d’obtenir ainsi la contribution de uz qui est

défini implicitement par le controle u}.

Un exemple d'un systeme controlé uniquement par ug est traité dans la section de simu-
lation 3.4.5.B et présenté dans la figure 3.12.

e Cas 3 : controler uniquement uj. Nous procédons ainsi & modifier la formulation varia-
tionnelle (3.4.21); écrire u} explicitement en c, comme suivant : Par définition de u,

le terme <u?, Lo > dans (3.4.21) est remplacé ar< <?a > c 1o >
07 p°P H_%((')QLH%((‘)Q) ( ) p p gas q o P
que nous allons discrétiser.

H™%(09Q),H? (69)

De la méme maniere, Bg g?(t) est remplacé par A=a,(t) dans (3.4.26),

) ] = (e G110 ) [l i of )+ [m] 0
. Az = /89 0y(@) 7 (Tw) By(2)) dz € R,
(45),, = (1 (K@) @}t @) , @t 2)) 12 -
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En conséquence la matrice carrée A? agissant sur a,, permet d’obtenir la contribution de
u= qui est définie implicitement par gg. Cette nouvelle décomposition obtenue modifie le

bloc 2x 1 de la matrice de structure (ce bloc devient [—GT + A?]) n’a pas d’interprétation
simple. Nous n’avons pas jugé utile d’en fournir un exemple de simulation en 3.4.5.

Proposition 3.14 (Bilan de puissance). Le bilan de puissance du probléeme de dimension finie
(3.4.26),

d

7 Ha(t) = up(t )T Moy, (t) — ()" Ric (1) (3.4.35)
Démonstration. Application de la proposition 3.5 en prenant en compte la positivité de lu
matrice Ry ]

Dans le cas 2, olt nous ne voulons appliquer que le controle v, nous obtenons

%’Hd(t) = ub (1) Moy, (1) + (1) Aza,(t) — a, ()T Ry ,(t) (3.4.36)

3.4.4 Discrétisation en flux-efforts

Nous écrivons la formulation variationnelle du systeme Hamiltonien a ports écrit en fluz-efforts
étendu (3.4.13), avec v,, v, et vy des fonctions test suffisamment régulieres,

(fo(@) , vp(@ ))LQ(Q) = (div eq(z) Up(m))p(g) + (div e, Up(m))p(g) ,
(Fr(x), vy(z ))L2(Q) = (grad e,(x), Up(w))[ﬁ(g)'

et pour la relation constitutive (3.4.14),

(ex(@), v4()) 2y = (F(@) Fi (), v4(T)) 2 - (3.4.38)

Nous appliquons le théoreme de Green,

(3.4.37)

(fo(x), vyl ))L2(Q) = — (e4(x), grad Up(a:))ﬂ(ﬁ) + (71 (eg(®)) , 70 (Up(w>))L2(8Q) )
— (ex(), grad v,(®)) o) + (71 (€x(®)) , Y0 (Up(®))) 1250 -
(Fie(®), 0(@)) oy = (rad (), B,()) gy

(3.4.39)
Nous considérons les approximations (3.2.28) et (3.2.26) et nous les injectons dans (3.4.39) et (3.4.38),
¢ Ny N,
> (B=), B() ey Sy =D (Fyle), grad §i(2) g, e
k=1 i=1

- Z (&2(33) ) grad &é(w»Lz(Q) 6%-

(3.4.40)
+Z % » Y0 Qpp( )))L2(ag) 6317
> (@), F@) szzf(grad ) F )
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et la relation constitutive,

Nq Ng

Y (@), Fi@)) o Ok = Y (F(@) Gi(@) . E3(@)) o fic (3.4.41)

i=1 i=1

Alors, nous pouvons écrire le systéeme Hamiltonien a ports de dimension finie,

My 0 0 ol[L] [o 6 oo o]
0 M, 0 0] |/f ~GT 0 K Bgl||e
“p | = =p 3.4.42
0 0 My O |f. 0 —-KT 0 0] |ex]|’ (34.42)
00 0 Mj|f 0 —-BL 0 0] Le
ou,
I ::—/grad by(@)- B, (@) dz eRW M, (K) = (Gie), grad 7 (@) 1. -
[9) 1
(3.4.43)
Ainsi la relation constitutive discrete,
My e = Mz £, (3.4.44)
ou,
. /Q By(w) W) By(@) dz RN (M) = (Rl@) B)l@) . B (@) fag
(3.4.45)

est la moyenne spatiale du tenseur % sur les fonctions de forme ({52)

Théoréme 3.8 (Structure de Dirac). La structure géométrique D} définie par,

( (iq7ip7iK7i87§Q’Qp7§K7ga> € RN x R x RNa x R x RNa x RN x RN x RN \

M, o o oll/, 0 G 0 0]Te

d . ~ ~ =~ q

Dy = 0 M, 0 o0]|/f ~-GT 0 K Bg||e )
tels que, =p | = ~ P,

o 0 M, O [ 0 -K 0 0 ek

0 0 0 My| |7 0 O0—=BL 0 o0 e
\ ia B € =0 )
(3.4.46)

est une structure de Dirac pour [’appariement,
(L Fio Ty e ebekoch) - (J2 12 L f e el 6 6d) iy, =
WL Ihehehed) s (£ 12 P e e )p, (3.4.47)

+ (2}(, ﬁ{)M + (ks ex)y,
q

Démonstration. Application directe de la représentation entrée/sortie (2.1.6) mais sans contrainte.
O
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3.4. DISSIPATION INTERNE : AMORTISSEMENT VISCOELASTIQUE

Proposition 3.15. Le bilan de puissance du systeme de dimension finie,

d —~
i Tat) = =5 My [ = f1 Mz f
< —ey My f,

(3.4.48)

Démonstration. Application directe de la proposition 3.6 en prenant en compte le port résistif
discrétisé ( S K) et la relation constitutive discrete (3.4.44). O

Remarque 3.16. La construction de la matrice de dissipation Ry, dans [’écriture en va-
riable d’énergie (3.4.27), nécessite l'inversion des matrices de masse (matrices bandes ; creuses),
conduisant a priori a une matrice pleine. Tandis que la discrétisation en fluz-efforts produit
directement une matrice de dissipation bande. Le systéme de dimension finie (3.4.42) est ce-
pendant une DAFE alors que le systéme (3.4.26) est une ODE.

3.4.5 Simulation

Nous reprenons les mémes configurations que dans les parties 3.2.4.A et 3.2.4.B de le sec-
tion 3.2.4. Nous définissons le tenseur viscoélastique par

Ty +xa+ 1 22/6

Rz, 29) 1= . 3.4.49
( b 2) 1'2/6 T2 + 1 ( )
La figure 3.10 montre les termes non-nuls de la matrice Rg.
Matrice de structure Jg, #(nnz)=0.1% Matrice de dissipation Ry, #(nnz)=8.4%

0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000
. . . . . . . . I

2000 2000

4000 4000 -

Rk

6000 6000 4

8000 8000

10000 : 10000 :

FIGURE 3.10 — (En violet a gauche) : Matrice de structure J; du systeme (3.4.26) ; (En marron a
droite) : Matrice de dissipation Ry . La notation #(nnz) (number of non-zero) est le pourcentage
d’éléments non-nuls dans la matrice.
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3.4.5.A Probléme dissipatif

Pour voir clairement 'aspect dissipatif du probleme, nous considérons un controle nul uy =
ul +ufy = 0 avec une donnée initiale Gaussienne. La prise en compte du controle u; correspond
au cas 1 détaillée dans 3.4.3. La figure 3.11 montre les Hamiltoniens de deux systemes simulés :
En bleu le Hamiltonien d’un systeme conservatif (Rx = 0), nous voyons ainsi un Hamiltonien
constant, ie. %Hd = 0. En orange, nous avons le Hamiltonien d’un systéme amorti (Rx > 0),
qui est décroissant, ie. %Hd < —Q;RK Q.

Hamiltoniens pour u; = 0 et donné initale Gaussienne

180

160

140 ~

120 A

100 ~

Hamiltonien

80 -
60 -
m— Conservatif
Dissipatif
40 T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6
Temps

FIGURE 3.11 — Hamiltoniens de deux systemes ou uy = 0 et une donnée initiale Gaussienne
(controle cas 1) : (en bleu) le Hamiltonien du systeme conservatif Rx = 0; (en orange) le
Hamiltonien du systeme dissipatif Rx > 0.

3.4.5.B Problemes de référence

Nous calculons les Hamiltoniens des deux systemes de référence (PS1) et (PS2) de la par-
tie 3.2.4.D de la section 3.2.4, en prenant en compte l'amortissement Kelvin-Voigt avec le
tenseur défini en (3.4.49).

Dans la figure 3.12, nous retrouvons en bleu les Hamiltoniens des systémes sans perte présentés
dans la figure 3.5. Puisque nous contrélons le systéme uniquement par le controle u}. La prise

en compte du controle ug correspond au cas 2 détaillée dans 3.4.3. Le systeme Hamiltonien
a ports d’interactions de dimension finie simulé est ainsi le systeme (3.4.32). A gauche et en

orange, nous avons le Hamiltonien du systeme passif avec ug ~ sin(wt). A droite et en orange,
nous voyons le Hamiltonien du systeme amorti ot nous pouvons plus récupérer ’aspect dissi-
patif du Hamiltonien a ¢ > 2 a cause du terme Az q,, dans le systeme (3.4.32) qui reprend la
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contribution du contréle implicite ug.

Probléme (PS1) amorti

Probléme (PS2) amorti

1000 -

800 4

600 +

Hamiltonien

400 A

200 A

= 5ans perte

passif

/ 200 A

1000 ~

800

600

Hamiltonien

400 A

m— conservatif t= 2

passif

T T T T 0

0

I

3 4 5 6
Temps

Temps

FIGURE 3.12 — Hamiltoniens du systeéme amorti (controle cas 2) : (& gauche) en bleu le Hamil-
tonien du systéme sans perte et en orange le Hamiltonien du systeme passif; (& droite) en bleu
le Hamiltonien du systeme sans perte et conservatif a ¢ > 2 et en orange le Hamiltonien du
systeme passif, méme a ¢ > 2, il reste toujours passif et non-dissipatif a cause du terme Az q,

dans le systeme (3.4.32) qui reprend la contribution du contréle implicite ug

3.5 Dissipation frontiere

Sur I’équation des ondes (3.1.1), nous proposons de regarder deux exemples de conditions aux
limites de type absorbant :
e Condition d’impédance avec le coefficient scalaire Z € L>(092) et positif,

Z(x) . (T(m) grad w(t, w)) + (Bt ®)) = vy(t, ),

e Condition d’admittance avec le coefficient scalaire Y € L*(0f2) et positif,

o (T(a;) grad w(t, :1:)> LY () 0(0uw(t, 2) = v (t, ),

(3.5.1)

(3.5.2)

Notons que le cas ou I'impédance s’annule correspond a une condition aux limites de type
Dirichlet, tandis que quand ’admittance vaut zéro, cela correspond a une condition aux limites
de type Neumann. Ici, vz et vy sont des controles supplémentaires qui peuvent étre nuls.
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3.5.1 Ecriture en variables d’énergie

Dans la suite de cette section, nous allons considérer la condition aux limites de type admittance.

Nous considérons le systeme ouvert,

dalt.@) = T Q(x) alt, @),
ug(t,x) = BO(x) a(t, x), (3.5.3)
ya(t,x) = C Q(x) a(t, x),
ou J, Q, B et C sont définis en (3.1.8) et (3.1.9).
Ainsi la condition d’admittance est prise comme retour négatif de sortie,
up(t,x) = =Y () ys(t, @) + vy (t, x), (3.5.4)

ou Y est le coeflicient d’admittance et vy est le controle exogene.

Proposition 3.16 (Bilan de puissance). Le bilan de puissance du systéme (3.5.3) s’écrit

CH) = (1.2, 10(1, 25— VT @ (0, )

<(vy(t,z), ya(t,w»vg,vg’

Y

2
Vs (3.5.5)

1e. le systeme ouvert est passif, et si vy = 0 le systéme fermé est dissipatif, ie. %”H(t) <0.
Démonstration.

d (3.1.24)
aH(t) = <Ua(t,$> ) ya(t»m)>vg,vg>

= <VY(t’ w) - Y(CE) y@(tv m) ) y@(tv m»vg,vga
= (vy(t,z), ya(taw»vg,vg —(Y(z) yo(t, ), ya(tam»vg,vg

= (@), yolt. @)y — |VY @) v0(t. )

2
Vi
O

Le probleme (3.5.3) est passif méme si il ne s’écrit pas sous la forme 9, a = (J — R) Q o, avec R
symétrique positif. Il peut étre écrit sous cette forme cependant par le biais d'un relevement de
Dirichlet, ¢f. [Tucsnak and Weiss, 2009]. Pour autant cette approche est complexe a discrétiser,
cf. [Ern and Guermond, 2004, Section 8.4], si nous souhaitons préserver le bilan de puissance.
La stratégie de discrétisation proposée repose sur l'application d’un retour de sortie sur le
systéeme Hamiltonien & ports de dimension finie (3.2.16) précédemment obtenu. Elle permet de
retrouver un systéeme Hamiltonien & ports, de dimension finie, de la forme M d;a = (J — R) «,
avec R symétrique positive.

Proposition 3.17. L’opérateur JQ est formellement anti-symétrique sur X au sens de la
définition 2.8. Il est anti-adjoint si et seulement si'Y est identiquement nulle.
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Démonstration. Le domaine de JQ est donné par

= 1
D(JQ) = {('quvp) EV,xVy, 1 (Tvq) +Y v (; Up) = O} ) (3.5.6)
Par définition, (J Q)" est I'unique opérateur tel que

(TQv', v?), = (v', (T v*),, Vv' eD(JQ), Vv’eD(JQ"). (3.5.7)

v

1 2
Soient v! := [U‘J] € D(JQ) et v* := {Zg} une fonction réguliere. Nous calculons
p

1 2 N
(TQv', v?) == (TQv", Qv*) 1o 120

1
P
_ 0 grad] |T 0 v, T 0 v}
div. 0 0 1 Uzl) 1o L vf, ’
P P L2(Q)xL2(Q)

en applicant la formule de Green (2.1.31), nous avons

_ v, 0 grad| [T 0| [v]
vy | |div 0 0 il |v;
P L2(Q)xL2(Q)
1

en utilisant v, (Tv ) —Y v < ) et

Y (l >> :<Y (1 )7 (l 1>> ) bte-
<70< > 7o P H%(89)7H_%(8Q) Yo P p Yo P p H%(89)7H_%(8Q) nous onte
T 0
1
o

nons
([0 9 [ [ = {”5})
Up v 0 U L2(Q)x L2(R)
1 ) I
_'_ 70 - Up ) P)/J_ <T vq) - Y 70 _Up 1 b
P P H (99),H™ 2 (9Q)

Nous en déduisons que

T 0
0 1
P

(JQ)" =~ [d?v grgd} ? 8] , (3.5.8)
de domaine p
D(JQ)) = {(vq,vp) €EVyxVp 1 (?vq) ~Y <% vp) = o} : (3.5.9)
Nous remarquons immédiatement que
(JQ)'v=-JQuv, YveD(JQND(JQ)). (3.5.10)
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Autrement dit, JQ est formellement anti-symétrique sur X au sens de la définition 2.8.

Pour calculer I'intersection, il faut prendre en compte les deux conditions aux limites simul-
tanément. Il vient

— 1
D(JQ)ND ((FQ)") = {(vq,vp) eV, xV,, 71 (Tvq) }m =0, Y (; vp> = 0 sur le support de Y} :

(3.5.11)
Ceci implique en particulier qu’il n’y a aucune relation d’inclusion entre D (JQ) et D ((JQ)")
en toute généralité. Nous aurons

D(7Q) =D((TQ)) =D(IQND(TY) = {(wu) € VyxV, 71 (Tw,) =

w o
oi——
.

si et seulement si Y = 0, d’ou le résultat. O

3.5.2 Ecriture en flux-efforts

Pour une étude géométrique du probléme nous définissons un nouveau port dissipatif/résistif
(fy,ey), ainsi le systeme Hamiltonien a ports s’écrit,

)= L =0 ) o513
ea(x) = 71 (eg(®)) +ey(®), fal®) = =0 (ep(@)),

avec la relation constitutive,

ey(xz) =Y (x) fy(x). (3.5.14)
Théoréme 3.9 (Structure de Stokes-Dirac). La structure géométrique Dy définie par,

(fo fo, frs fo,eq,ep, ey, €0) €
L2(Q) x L2(Q) x L2(09) x Hz(9Q) x L2(Q) x L2(Q) x L2(0Q) x H~2(5),

0 d ;
tels que, qu] = | div grg\ } Eq} , eo =71 (eg) tey, fo=—(e), fr ="0(ep),
p P

div e, € L*(Q), grad e, € L*(Q).

Dy:

(3.5.15)

est une structure de Stokes-Dirac pour l’appariement,

<<(fqlaf;af}lﬁf(%ae;?ellpe%meé) ) ( qr fY7f876q7€129763066>>>
<<(fq7fp7f87eq7€pvea) ) (fqafpafaaeque?;aeg)>>’D (3516)
+ ey, f12/)L2(aQ) G fé)ﬂ(a@)‘

Démonstration. La preuve se fait en prouvant les deux inclusions : (i) Dy C Dy et (ii) Dy C
Dy.
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. L .
() Dy C DY Soient (£, f1. f. fh.ehochcbeh). (F2 S22 f3. el 2.} c3) € Dy -

<<( q° fYafaaeqaegweY?ea) ) ( q> fY?f@?eqaefpve%/aea)»

C f2)L2(Q) + (e, fI?)LQ(Q) + (eg, fql)LZ(Q) + (e f;)Lz(Q)
+ (€5 fa>H Yooy .abo) T (€5 f81>H—%(aQ),H%(aQ)
+ (ey fY)L2(aQ + (%, ) 2(69)

(s 5) ooy + (& o) ey + (€25 F0) pogey T (0 fo) 1)
— (v (eg) +ev. (612))>H—%(39)7H%(39) — (v (eg) +ev . 7 (ell))>H—%(aQ)7H%(8Q)

G f<12)L2(Q) + (e, f:g)y(g) + (&g, fql)L2(Q) + (e, fz})y(g)
—(71 (eg) 5 0 (61’2’)>H’%(8Q),H%(8Q) = (e (€g) 70 () - 2(69),H2 (09

(. /
'

(théoréme 3.2)

\—(6%/ » Y0 (efy))Lz(aQ) - (eg/a Yo (611’))L2(8Q) + (6%/ ) f}2f>L2(3Q) + (62Y ; f}l/)[g(ag)l’

(par définition de f}l, et f%,)

=0
(ii) Dy C Dy : Soit ( Iy Sy fheb el ey eh) € D+ alors,

<<( q fY?fﬁveqaepaeYvea) ) ( q° fYafaueq7€p7eY768)>>DY :0
v( 'R fYﬂfaaeqae?ﬂeg/?eﬁ) EDY?

par définition de ’appariement,
<<( q> f67eq7ep766) ) ( q> f676q76p766)>> + (6%/, fl%')LQ(aQ)_'—(e?/u fil/)LQ(é)Q) = 0.
Nous considérons en particulier les éléments tels que f& = 0 et e} = 0,

(D fL fheleleh) , (F2 12, 3, €2, 2 €2)))p = 0. (3.5.17)

Par le théoreme 3.2,
f, =grade,, [ =dive,. (3.5.18)

Par application du théoreme de Green,

<f$_7 ( ) fﬁ( )>H?(GQ)H 2(09) +<7i( (1])+e%,—e(19,70( 2)>H 3 (00),H2 (99)
+<7L( )+6Ya’70< )>H 2(0Q),H2 (89)20
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Ceci étant vrai quels que soient eg, 6123, nous obtenons,

ey =1(e)) +ey, fo=—n(e), fr="0/e). (3.5.20)

: 1ogl gl g1 o1 1 o1 1
Par suite, ( . p,fy,fa,eq,ep,ey,ea) € Dy.
Ainsi Dy C Dy.

En conséquence Dy = ’D%/, te. Dy est une structure de Stokes-Dirac. O

Proposition 3.18 (Bilan de puissance). Le bilan de puissance s’écrit,

%H(t) = —(ea, f3>H*§(aQ 3 H\/_fy‘

2

L2(60)] (3.5.21)
< _<68> f8>H_%(BQ),H7(aQ)'

Démonstration. Application de la proposition 3.16 en prenant en compte la relation constitu-
tive (3.5.14). O

3.5.3 Discrétisation en variables d’énergie

Pour discrétiser le systeme (3.5.3) en prenant en compte la condition d’admittance, nous suivons
deux étapes :

e Nous reprenons le systeme ouvert, de dimension finie, donné en (3.2.16) écrit en formu-
lation grad-grad du au choix de controle et observation,

e R | o A,
Myy,(t) = [0 BE] @8] 5.

e La condition d’admittance ug = —Y ys + vy est vue comme un retour négatif de sortie
(negative output feedback). Et sa discrétisation sera injectée dans le systeme (3.5.22).

Ainsi, nous écrivons la formulation faible du retour de sortie,

(ua(t, ), Ua(x»vg,vg = (w(t, @), Ua(w»‘/é""g

Y@ WD), @
Nous utilisons les approximations des variables a la frontiere définies en (3.2.28),
Ny No
D WF (@), U5(®) 1200 up (1) = D (W5 (@), V5(®)) 1290y A7 (8)
m=1 m=1 .
=Y Y(@) 05 (@), ¥5(2)) 1290y U5 (1), Y =1,..., Ny,
" (3.5.24)
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ou vy, m=1,..., Ny sont les coefficients de vy dans la base de discrétisation Vj.
Ainsi, I'écriture matricielle du retour de sortie obtenue est :

Myuy = Movy — Myy, (3.5.25)
ou,

My = /ag Y(®) Uy(x) - Uy(a)' de e RY N0 (My), = (Y (z)Y5(x), ¥5(2)) 1200 »

(3.5.26)
le terme de controle discrétisé (Bg uy), de I’équation (3.5.22), est remplacé par,
Bguy = Bgry — Bo My My M;'B/; a,. (3.5.27)
Ry
Ainsi nous obtenons le systeme amorti de dimension finie,
M= 0] |da,(t) 0 G a,(t) 0
T =4 = =q
o o)L S e
_ 1 [24(?) -
Maya(t) - [0 BG] {Qi(t)} )
ou la matrice de dissipation Ry est définie comme,
Ry = Bg My My M;*B/l, € RN»>*Np, (3.5.29)

Lemme 3.1. La matrice Ry de taille N, x N, est symétrique, positive et de rang maximal Ny,
car elle n’agit que sur les degrés de liberté du bord.

En effet, Ry est de taille N, x N,, or My est de taille Ny x Ny. Alors par construction,
rang(Ry) < rang(My) < Nj. Cependant, 'inverse d’'une matrice étant a priori une matrice

pleine, Ry est a priori pleine mais de rang faible.

Remarque 3.17. En suivant la stratégie proposée nous retrouvons un systéme passif de di-
mension finie (3.5.28), sous la forme M dya = (J — R) a, avec R symétrique positive.

Proposition 3.19. Le bilan de puissance du probleme de dimension finie (3.5.28) s’écrit,

(3.5.30)

Démonstration. Application de la proposition 3.5 et en prenant en compte la positivité de la
matrice Ry . ]
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3.5.4 Discrétisation en flux-efforts

Nous prenons le systéme dimension finie écrit en fluz-efforts donné en (3.2.30),

M, 0 07 |1, 0 G 0| [e
0 M, 0||f,l=]-G" 0 Bel|el (3.5.31)
00 Msj |f, 0 —BL 0] [
nous écrivons la relation constitutive (3.5.14) en formulation faible,
(ey (), U8(5'3>)L2(89) =Y (z) fy (=), Ua@))ﬂ(ag) (3.5.32)
alors en utilisant les approximations (3.2.28),
Ny Ny
> (W5 (@), U5(@)) pagon (1) = D (V (@) U5 (@), ¥5(®)) pagony 7' (1), V=1, Ny,
m=1
(3.5.33)

m=1
1,..., Ny sont les coefficients de fy et ey dans la base de discrétisation V.

ou f{ et ey, m =
L’équation constitutive discrete s’écrit sous forme matricielle :

My ey, = My iy’ (3.5.34)
Ainsi nous obtenons le systeme Hamiltonien a ports de dimension finie en ajoutant le port

résistif (ey s fy) s

M0 0 oL o @ o o]
0 Mp 0 0 i o —GT 0 —BG BG Qp
o 0 M, o ii “lo & o ollel (3.5.35)
00 0 Mo]|f, 0 —-BS 0 0] Le

Théoréme 3.10 (Structure de Dirac). La structure géométrique D définie par,

( )\
(iq7ip7iy?i37§q7§p7§Y7§3) = RNq X RNP X RNE) X RNE) X RNq X ]RNP X ]RNa X RN@

; M, 0 0 07l 0 G 0 0|Te,
Dy = 0 M, 0 o0]|f ~G" 0  —Bg Bgl |e, )
tels que, Y =p| = ~
0 0 My 0 |f) 0 B, 0 0] ey
\ 00 0 M]|f, 0 —BL 0 0] Le )
(3.5.36)

est une structure de Dirac pour [’appariement,

<<(i;,1;,&,1;,@;,@;,@#@5) : (Lj,ii,ii{?)&ﬁ?@i,@%&%)»pg =
WL thehehed) s (£ 12 P e eed )p, (35.37)

+ (g%/’ ii) My + (E% ’ ﬁ’) My
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Démonstration. Application directe de la représentation entrée/sortie (2.1.6) mais sans contrainte.

m
Proposition 3.20. Le bilan de puissance du probleme de dimension finie,
d
—Ha(t) = —e) My f. — fL My f,
g i) = —eo Mo [, = [y My [, (3.5.38)
< —ey My f,
Démonstration. A partir de la proposition 3.6, nous obtenons,
d
—Ha(t) = —ey My [, — [ Myey. (3.5.39)
Ainsi, avec la relation constitutive discrete (3.5.34), nous obtenons,
d
T Ha(t) = —ey My f,— [ My f. (3.5.40)
m

Remarque 3.18. La construction de la matrice de dissipation Ry, dans [’écriture en variable
d’énergie (3.5.29), nécessite l'inversion des matrices de masse définies sur le bord, conduisant a
une matrice pleine. Tandis que la discrétisation en fluz-efforts produit directement une matrice
de dissipation creuse et sans les précédentes inversions. Le systéeme de dimension finie (3.5.35)
est cependant une DAE alors que le systeme (3.5.28) est une ODE.

3.5.5 Simulation

Nous reprenons les mémes configurations que dans les parties (3.2.4.A) et (3.2.4.B), avec le
coeflicient d’admittance :

xo(lyy, — T3), sixg =0,
) sin(z1(byy, — 1)), si o =0,
Y (xlny) o 5372(&(:2 - x?)a si Ty = gxu ' (3541)
0, si g = {,,.

La figure 3.13 montre les éléments non-nuls de la matrice Ry, nous voyons clairement que cette
derniére n’est pas creuse et de rang faible : rank(Ry) < Ny par construction. Numériquement
rank(Ry) = 192 = Nj.

3.5.5.A Simulation espace-temps

Nous reprenons les problemes de référence (PS1) et (PS2) dans la section 3.2.4.D. Nous avons
calculé les Hamiltoniens des deux systeémes en introduisant la condition aux limites de type
admittance par retour négatif de sortie (3.5.28), avec le coefficient défini en (3.5.41). Dans la
figure 3.14, nous retrouvons en bleu les Hamiltoniens des systemes sans perte présentés dans la
figure 3.5. En orange, & gauche nous avons le Hamiltonien du systeme passif avec ug ~ sin(wt),
et a droite nous voyons le Hamiltonien du systeme amorti ot nous récupérons 1’aspect dissipatif
du Hamiltonien qui est décroissant a partir de t = 2.
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Matrice de structure /4, #(nnz)=0.1% Matrice de dissipation Ry, #(nnz)=0.43%
0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000
0 = 0
2000 - 2000 -
4000 - 4000
Ry
6000 - 6000 -
8000 8000
10000 MR . . H— 4| 10000

FIGURE 3.13 — Matrices du systeme (3.5.28) : (en violet a gauche) : la matrice de structure;
(en cyan a droite) la matrice de dissipation Ry qui est pleine mais de rang égal a 192 = Ny. La
notation #(nnz) (number of non-zero) est le pourcentage d’éléments non-nuls dans la matrice.

Probléme (PS1) Probléme (PS2)
m— 5ans perte = conservatifat=2
1000 - passif 1000 m— dissipatif & t= 2
800 A 800 A
c c
a a
c 600 c 600
2 2
£ £
m m
T T
400 A 400
200 1 200 1
0 0 fx
0 1 2 3 4 5 6
Temps

FIGURE 3.14 — Hamiltoniens du systeme amorti par admittance : (& gauche) en bleu le Hamil-
tonien du systeéme sans perte et en orange le Hamiltonien du systeme passif; (a droite) en bleu
le Hamiltonien du systeme sans perte et conservatif a ¢ > 2 et en orange le Hamiltonien du
systeme passif et dissipatif a t > 2.
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3.5.5.B  Etude du spectre

Dans cette section nous étudions les propriétés spectrales du probleme 2D et nous garderons les

mémes configurations que dans les sections 3.2.4.A et 3.2.4.B. Notons que dans [Kergomard et al., 2006],
le spectre et les fonctions propres sont analytiquement calculées en 1D et la propriété de base

de Riesz pour les fonctions propres est démontrée de maniere constructive.

3.5.5.B.1 Spectre

Nous calculons le spectre {()\r)l <r<Not N,,} du probléme dissipatif de dimension finie (3.5.28).

Nous cherchons les A, tels que, V (yq, yp) € RNe x RNr,

0 G |yl _y |[Mz 0 |]u _
LGT —Ry] Lq] - { 0 M} [@q}’ b et (354

P p P

Nous calculons le spectre pour différentes valeurs d’admittance Y :

e Y = 0 revient a un probleme conservatif et JQ est anti-adjoint. Ainsi Ry = 0 et

{()\7")1<r< No+ Np} C iR. Cette condition représente la condition aux limites de type Neu-
mann.

e Y = 400 revient implicitement a un probléeme conservatif et 7 Q est anti-adjoint. Ainsi
(Ar)1<ren,+ N,,} C iR. Cette condition représente la condition aux limites de type Diri-
chlet.

e 0 <Y < 400 revient a un probleme dissipatif et JQ n’est que formellement anti-
symétrique. Ainsi Ry > 0 et {()‘T‘)lérSNquNp} c C, u{0}.

A gauche de la figure 3.15, nous choisissons Y = 0Oet nous retrouvons alors le spectre qui est
purement imaginaire. A droite de la figure, nous choisissons Y = 10'° (numériquement pour
illustrer +00), le spectre est également purement imaginaire. Pour Y = 3, le spectre a quitté
'axe imaginaire iR pour se répartir dans le demi plan C; U {0}.

3.5.5.B.2 Admittance optimale
Nous nous posons la question de la valeur de Y qui permet d’avoir une décroissance maximale
du Hamiltonien du systeme fermé. Ainsi nous introduisons la notion de 'admittance optimale
définie par,
Yo i= argmax Re(A(Y)),
tel que : A, # 0, r=1,..,N,+ N, (3.5.43)
0<Y < +o0.

ou A.(Y') sont les valeurs propres du systeme (3.5.42) avec la matrice Ry calculée pour chaque
valeur de I’admittance Y.

Dans la figure 3.16, nous tracons le taux de décroissance dépendant de 'admittance Y choisie,
ie. —max Re (\.(Y)), en fonction de Y. Nous faisons varier Y entre 107! et 10 en échelle

T

logarithmique. Ainsi, 'admittance optimale calculée est : Y, ~ 1.44.
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Y=0.0 Y=3.0 Y=10
200 2004 + += 2004
e + + + ot
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+ +
+ +
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+ +
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ey # #4
100 1 o+ 100
+ +
+ ty s M E
+ o+ + t4 + oy
1 + + + b
v 50 o 5045 +r +f+ m-f'* et + v 50
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-200 T T —2004 T T T T = - T T +* T —2004 T T
-010 -0.05 0.00 0.05 0.10 -4.0 =35 =30 =25 =20 -10 =05 0.0 =010 -0.05 0.0 005 010
partie réelle partie réelle partie réelle

FIGURE 3.15 — Le spectre pour différentes valeurs de Y : (a gauche) : Y = 0, probleme conserva-
tif et (A\r)1<r<n,+n, C iR ; (au centre) : Y = 3, probleme dissipatif et (A, )1<,<n,+n, C CqU{0};
(& droite) : Y = 10'°, probleme conservatif et (A, )1<,<n,+n, C iR.

Admittance optimale

0.200 A
0.175
0.150 A
0.125 ~
0.100 ~
0.075
0.050 A
0.025 A

+——+——*——+——+——+—M

0.000 A

Taux de décroissance: -maxs, =0 Re(AAY))

]
¥
¥
;
]
/

A

H
¥
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{
¥
i

*  Yop=1.44

\Mmi-——*——-a——-a——-ﬁ———a-——*

10-8 10-6

T
10-2

T T
10-10 104

T
100

T
102 104 106 108 1010

Admittance Y

FIGURE 3.16 — Taux de décroissance, ie. —Inax Re (A\.(Y)), en fonction de 'admittance Y. Le

pic en noir représente 'admittance numérique optimale, Y,,, ~ 1.44 définie en (3.5.43), qui

permet de maximiser la dissipation.

Remarque 3.19. Dans le cas 1D, ot les parameétres physiques sont uniformes, ie. p(x) := po et

T :="Tp, nous parlons d’admittance et dimpédance caractéristiques données par : Yo = —

vV po Ty

et Zc = \/poTo, cf [Main, 1993]. Ces valeurs caractéristiques décrivent, qualitativement, la
valeur critique du passage entre une condition aux limites dominante de type Neumann et une
condition aux limites dominante de type Dirichlet.
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3.6 Probleme avec conditions aux limites mixtes
Nous considérons le probleme des ondes (3.1.1) avec des conditions aux limites mixtes :

up(t,x) = dw(t, x), x € Ipy, t >0,

Dircy ) =T(x) grad w(t,z) - n(x), x € I'py, t >0,
B"(1.2) = T(w) grad w(t, ) n(a) s .

uy(t,z) =T(x) grad w(t,z) n(x), *€INew, 20,
vp(t ) = Ot x), T E€INew, 120,

ou I'pir et I'yew forment une partition de 0€2, ie. 02 := I'pi U I'ew €t I'pir N I'vew = 9.

FDir 1—‘Neu r feu ir
Q

FIGURE 3.17 — Exemples de configuration de la frontiere en 2D

3.6.1 Ecriture en variables d’énergie

Le systeme Hamiltonien a ports d’interaction avec des conditions aux limites mixtes s’écrit
comme (3.1.8) de maniere abstraite

alt,z)=J Qx) aft,x),
uy(t,x) = B, Q(x) a(t, x), (3.6.2)
t,x

ol B, et C, sont cette fois-ci les opérateurs de controle défini par

B, Q(x) a(t,z) == [y AP"] F(w) 0 Haq(taw)}

0 1/p(x)] [op(t,z)
X (3.6.3)
= yNeu (?(az) oy (t, w)) + P (@ ap(t, az)) :

et d’observation défini par

¢, Q)alta) = [ oy [T 0 [ealt o]

— 0 1/p(x)] [t @) 0.0
=9 (T(@) gt @) ) + 0 (@ oy (t, :c)) .

en lieu et place de (3.1.9).
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Les opérateurs de trace 'yD‘r, ”y(l)\le“, 'y?r et v} sont définis comme la restriction a I'py, et I'ney

respectivement des opérateurs 7, et v, définies dans les théoremes 2.1 et 2.2. Autrement dit

Neu

b, H'(Q) — H(I'ow) New . Q) — H3(Txe)
o Yool : (3.6.5)
v @)y, o= W),
et
Dir HdiV(Q) — H_%(FDH) Neu HdiV(Q) — H_%(FNeu)
P)/J_ : ) FYJ_ : ) (366)
v — le(U)‘ler v — fﬂ-(”)‘pNeu
Nous définissons de nouveaux espaces des controles et des observations frontiere,
Vg = Vg,Dir U Vg,Neu’ Vg = Vg,Dir U V%,Neu’ (367)
ou,
1 1
Vopp =H2(Tpy), Vopir == H 2(T'pr), (3.6.8)
Ve =H 3 (Pxew), Vi nen = H?(Dyen)- -

Dir Neu

Remarque 3.20. Pour choisir les deuz controles ug™ et ug™, i faut prendre en compte une
Dir Neu

certaine compatibilité surtout sur les intersections de Ipir et Dneu, de. udT(t, z) = ul (¢, x)
pour tout x € Toir N TNeu.

Proposition 3.21 (Bilan de puissance). Le bilan de puissance s’écrit,

D1r Dlr
Uy (t,
< >Vg Dlr’vg,Dlr

+ (™ (t, ), vy (¢, @) (3.6.9)

u Y
V@,Neu ’VO,Neu

Démonstration. Par la proposition 3.2,

%H(t} = <70 <%w)ap(t,m)) ;YL ﬁ(w) aq(t,:zz)>> A IR

HZ(0Q),H™ 2 (0Q)

et par la définition des controles (uj™, u}") et des observations frontiere (y5™, y5°U),

th( ) = <70 (ﬁ%(t,m)) o (?(CL’) aq(t"’”)>>H;(FDir),H5(rm>

e %w,w)) o (T@eta))

H?2(I'Neu),H ™ 2 (I'Neu)
. D Ne Ne
= <u H‘ " (t7 m) >Vg,Dir7Vg,D1r + <u u ) ya u( )>V57Neu7vg,Neu .

97



3.6. PROBLEME AVEC CONDITIONS AUX LIMITES MIXTES

3.6.2 Ecriture en flux-efforts

Pour une étude géométrique du systeme, nous écrivons I’écriture flux-efforts du probleme aux

conditions aux limites mixtes. Puisque la frontiere 02 est décomposée en deux parties I'p;. et

['Neu, le port frontiere (fa, ep) est décomposé ainsi en deux ports, (fP¥, e5T) et (feU, ey),

) =L =07 53]
eyt (@) = 10" (eg(m)),  folm) = Ne“(eq(w)),

)=
z) =71 (eg(®)),  f3 (@) = =10 (ep())

Théoréme 3.11 (Structure de Stokes-Dirac). La structure géométrique D, définie par,

(3.6.10)

Neu(

( (fq,fp, Dir Ne“ eq,ep,eaD“,ege“) € Fy x &, tels que, )
F, = L2(Q) x L2(Q) x Hz(Tpi) X H™2 (T'xew),
£, = L2(Q) x L*() x H 2(Cxeu) X H2(Tpy),

D, := fl [0 grad] |e, ;
|:fij B [div 0 } Lp] ’
e =" (ep) s e =1 (eg) ==l (), [ == (ep)
{ d1v e, € L*(Q), grad e, € L*(Q).

est une structure de Stokes-Dirac pour 'appariement,

1 1 peDir,1 pgNeu,d 1 1 Dir,1 Neu,l 2 p2 pDir,2 gNeu,2 2 2 Dir,2 Neu,2 .
<< qrJprJo )y dJ O 7eq7ep7€8 768 ) qrJprJo )y dJ O 7eq7ep7€8 768 >>Dg_

C -fq2)L2(Q) + (e fl?)LQ(Q) + (eg fql)LZ(Q) + (e f;)LQ(Q)

+ Dir,1 Dir,2 Neu,1 Neu,2
€s y JO €y » Jo -

l\‘:h—t

1 _1 <
>H2 (T'pir),H ™ 2 (I'pir)
Neu, 2 Neu,1

Dir 2 Dir,1
+ (e ) + (e :
? O JHYCo) H (o) N\ O ?
(3.6.12)
Démonstration. Application du théoreme 3.2 en prenant en compte les deux ports frontiere
( é]))ir Dlr) et ( Neu geu). N

Proposition 3.22 (Bilan de puissance). Le bilan de puissance est donné par,

d Dir Dir Neu Neu
%H(t) = —<€3 y Jo >H%(FD D)H™ 2(FD 0 <6 » Jo >H7%(FNeu)1H%(FNeu). (3613)
Démonstration. Application immédiate de la proposition 3.21. O]

3.6.3 Discrétisation en variables d’énergie

Nous écrivons la formulation variationnelle du systéme (3.6.2), et appliquons l'intégration
par parties sur ’équation impliquant J; a;,. Nous obtenons alors ’équation (3.2.5), dont nous
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décomposons le terme frontiere comme suit

( (at oy (t, @) vp<m)>L2(m __ (?(x) a,(t, @), grad <p (l) v,,(a;>>)L2(m

(o (T@antt) 0 (5 @) >H_%(FDH),H%(FDH)

| # (o (T@ata)) 2o (s o) >H;(FN%>,H;@N%>

(3.6.14)
Les formulations faibles du controle Dirichlet et de I'observation Neumann n’apparaissant pas
dans (3.6.14), sont également écrits

(at a,(t,x) p(lw) Up<m))m(m (? x)v,(t, ), grad (p(l (@ o ))>
e () B (@)
~2(Ipir),H2 (I'pir)
(w5, 3 (Mvp@)) ) e
A (L <%)ir <ﬁ ap(t7$>> ’ Ua(m)>H%(rDir),H%(rDir>7
(

1
Neu _ Neu
W™ ()5 (@) 1 1y = E gy — (70 (p(a:) ap(t’w)) ’Ua(m)>H%(FN ) ()
(3.6.15)

En injectant les approximations (3.2.11) dans 1’équation ci-dessous, et en utilisant les approxi-
mations suivantes

\

N{];)ir

up(t, @) muy () =y (up™) (1) U (@) = Vi (=) - up(t),  Va e 09,
m=1
Ngeu

up™ (@) mup () = ) (up™)" () v(x) = Vg (=) - uy(t), Ve € 99,
m=1
Ngir

g (t @) myy () =) (yp )" (1) U (=) = i (=) -yt (1), Ve € oQ,
m=1
Ngeu

vt ) oyt @) = ) (™) Wi (@) = g (=) gy (), Ve € 9n,

m=1

(3.6.16)

ot NP et NN sont les nombres des degrés de liberté de la famille Vj sur chaque partie de la
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frontiere I'p;. et I'new, NOUS obtenons

( Np Ny
Yo (@) wp@), o (@) g deast) == (i), grad ¢, (@) 2 ) o ()
k=1 =1
Ny
+> (W5 10" (#0())) 12 (v5")" (8),
m=1
Ny
F 30 @), B () e, (0,
m=1
Na NP
> W5 @), ¥5(2)) g, (up™)" (1) =Y (" (¥h(®) . ¥5(®@) parry ay(t),
m=1 k=1
Ny Np
D WE @), U5 @) ey W) =D (0" (@) L V(@) e ay(t).
\ m=1 k=1
(3.6.17)
Ainsi nous obtenons le systeme de dimension finie,
M= 0 0 0 d; a, 0 G 0 0 o,
0 M, 0 0 |lda,|_|=G" 0 =BG B a, (3.6.18)
0 0 Mé:)ir 0 8DII' - 0 _Bgir—r 0 0 QBDH ) <V
Lo o 0 e ggeu 0 —-B¥" 0o o0 | |lu™
M, Ty
ol,
Vg = [ @) o)’ RN, (M), =5 )
Ipir
MY ::/ Uy(z) - Up(z)T e RN (M) =(8 s U e
1—‘Neu
ir ir T Dir ir ir n
B = [ @) @@) RV (BE), = (BT (6) 08
Dir
eu eu T Neu eu eu n
B = [ W) @) e RV (B, = 08 () )
Neu

(3.6.19)

La représentation d’état du systeme de dimension finie est une équation Hamiltonienne algébro-

différentielle a ports d’interaction d’indice 2, cf. le chapitre 2.3.5, elle s’écrit

Mz 0 0] Fdia, 0 G 017Ta, 0 07,0
T Dir Neu | | Ug
0 M, 0| |da,|=]-GT 0o B2 |a |+| 0 B LNEU}
0O 0 0 |d yD‘r 0o - BgirT 0 yaDlr MPr Uy
MNeu Neu _ [0 BNeu ] |:Qq:| .
\ =0 &,

(3.6.20)
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La sortie yD“ est vue comme multiplicateur de Lagrange ?.

Remarque 3.21. L’étape 2 de la discrétisation PFEM détaillée en section 5.2.1 est achevée
en utilisant des multiplicateurs de Lagrange.Cependant, le systéme de dimension finie obtenu
sera une équation Hamiltonienne algébro-différentielle a ports d’interaction.

Remarque 3.22. Puisque la condition aux limites de type Neumann est une condition natu-
relle, nous conjecturons que l'utilisation de la formulation grad-grad pour fixer la condition de
Dirichlet par un multiplicateur de Lagrange est plus efficace, cf. la section 3.6.5.

Proposition 3.23. Le bilan de puissance du probleme de dimension finie (3.3.18),

T at) = (1) + u(t)T (t

_Hd Dir
Démonstration. Application de la proposition 3.5 en utilisant la matrice de masse correspondant

= up MNeu Neu

Y (3.6.21)

( ) MDlr _DH‘

dt Yo

. ) ) ) ) MDH'
a la frontiere qui peut étre décomposée dans ce contexte comme My = [ 0 M?\Ieu}, le
o
uDir yDir
controle discrétisé uy = [aﬁeu et Uobservation discrétisée y, = Ly—f\?eu} . O
3.6.4 Discrétisation en flux-efforts
D’une maniere analogue, nous obtenons la discrétisation en fluz-efforts
M, 0 0 0 !, 0 & 00T
R A I I R e
0 0 M 0 ||e&| | 0o =B 0o o0 ||f e o
Neu eu ~ u
Théoreme 3.12 (Structure de Dirac). La structure géométrique D;l définie par,
( )
f f 7i8Dlr7 fNeu7 €q7 ep) 66D1r7 egeu
€ RNe x RNe x RN RNN“ RNs x RN> x RNo" x RNo™ | tels que,
pi_d M, 0 0 0 /, QT G ~?). ~g e, 7
! 0 M, 0 0 f -G 0 Bg" Bg™ &
0 0 Mpr 0 ||e" 0 B o o ||/
eu Neu Neu
\ 0 0 0 Ma ia 0 _Bgeu 0 0 €y )
(3.6.23)
est une structure de Dirac pour ’appariement,
1r eul 1r eu 1r eu lI‘ eu
QA e eb™ o) (S22 A 1 e e B ™)) g =
142 1 g2 2 gl 2 41
(gq ’ LI)Mq * (Qp, ip) M, + (Qq ' iq)Mq + <§p’ ip)Mp
Neul  rNeu? NeuZ rNeul Dirl  Dir2 Dir?2 ,Dirl
<ea ’ i@ >M}9\Ieu + (Qa ) i@ )Mgeu + <Q8 ) i@ >M<19)ir + (ga ) ia >M£)ir

(3.6.24)

2. Introduction des multiplicateurs de Lagrange est courante dans la discrétisation par la méthodes des
éléments finis dans les problémes de point-selle, nous en référons par exemple & [Boffi et al., 2013].
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Démonstration. Application du théoreme 3.3, en décomposant les controles et les observations
frontiere discrétisés et en intervertissant les roles du flux fDlr et Veffort ep™. m

Proposition 3.24. Le bilan de puissance du probleme de dimension finie,

d
_Hd( ) Der

1 r eu T eu eu
g M D ) My g (3.6.29

Démonstration. Application de la proposition 3.5 en utilisant la matrice de masse correspondant

. . : R , , MPE0

a la frontiere qui peut étre décomposée dans ce contexte comme My = [ 0 Mé\]e“] , leffort
epir fDlr

frontiere discrétisé ey = [gf\?eu} et le flux frontiere discrétisé f 5= [J? eu} : O]
=0 - )

3.6.5 Simulation
Résolution de ’équation algébro-différentielle

Pour résoudre les équations algébro-différentielles, nous référons a [Ascher and Petzold, 1998,
Kunkel and Mehrmann, 2006]. Pour le systeme d’équations algébro-différentielles (3.6.20) d’in-
dice 2, nous utilisons des solveurs DAE déja disponibles, en particulier la bibliotheque de Python
3 : Assimulo [Andersson et al., 2015].

Nous testons également une autre approche, utilisant une méthode explicite pour construire
une équation différentielle ordinaire, et ainsi se ramener a 1'utiliser de schémas temporels plus
simples a mettre en ceuvre. A cette fin, nous dérivons en temps la troisieme équation de (3.6.20),

Ba™ dy oy (t) = MP™ dy uh™ (t), (3.6.26)

nous substitutions d; o, par son expression dans la deuxieme équation,
BDII‘ M;l (_GT Qq =+ Bglr yaDlr + Bgeu ugeu> Mé)lrd uDlI‘( ), (3627)
alors,
BDII‘ M;l Bglr yaDlr _ Mé)lr dt uDlI‘( )+ BDII‘ M;l GT BDII‘ M;l Bgeu ugeu’ (3628)
d’une maniere compacte,

BR" D" = Ay, + AR dyul (1) + AN uye, (3.6.29)
ol,
A, = BRr (BD“ M; BD“> B MG,
Ap = Bgr (BT M, BD”) MPi (3.6.30)
ANew — pDir <BD1r M; BD1r> BDII‘ M; L plen,
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Alinsi,
M= 0] |d: o ()] _ 0 G| [a,t) L 0 0 d ud™ (t)
0 M,| |diay(t)]  |[-GT+A; 0] |o,(t)] " [AJ" Bg™+ A5 [ uy®™(t) |’
Neu , Neu _ Neu I Qq(ﬁ)
iy =[o o] )]
(3.6.31)
et la contribution du multiplicateur de Lagrange gaDir est imposée par le biais des matrices A,

AT et AJ" agissant sur la variable d’état et les controles frontiere.

Simulation

Pour la simulation, nous gardons les mémes hypotheses et les mémes parametres physiques
définis dans les parties 3.2.4.A et 3.2.4.B. Nous décomposons la frontiere du maillage affiché
dans la figure 3.1 en deux parties pour que les différents types de conditions aux limites soient
pris en compte :

FDir = {Oagwl} X (07£x2)7

our rappelons que ¢,, =2 et {,, = 1. 3.6.32
Prew = (0, 6,,) x {0,0,,}, 00 TAPPEORS AU Fan 2 (36:32)
Nous choisissons les controles
Dir _
ua = O,
New ) (3.6.33)
uy " ~ sin(wt),

et considérons une donnée initiale nulle e, (t = 0,2) =0 et o, (t = 0,x) = 0.

La colonne de gauche de la figure 3.18 présente le profil de la quantité de mouvement évalué
a différents instants. Nous constatons que sur la partie du bord I'p;;, 'onde est bien encastrée
et sur la partie I'ye, nous voyons le flux sinusoidal. La colonne de droite présente le champs de
déformation associé, évalué aux meémes instants. Notons que le schéma utilisé ici est le schéma
de Runge-Kutta 4, appliqué a 'ODE (3.6.31).
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FIGURE 3.18 — Simulation espace-temps des variables d’énergie : (colonne de droite) : profil de
quantité de mouvement a différents instants; (colonne de gauche) champs de déformation aux

meémes instants.
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Comparaison des schémas d’intégration temporelle

D’ailleurs, nous avons fait une comparaison entre le solveur IDA ? de la bibliotheque Assimulo,
qui résout directement la DAE (3.6.20), et la résolution avec le schéma de Runge-Kutta (d’ordre
4) et de Stormer-Verlet (d’ordre 2) du systeme de dimension finie explicite, ie. 'ODE (3.6.31)
issu de la DAE (3.6.20). Nous considérons un systeme sans perte (£ (t)=(us,ys)yu v ) pour t < 5

et pour t > 5 le systeme devient conservatif (4(1)=0). A gauche de la figure 3.19, nous re-
trouvons le Hamiltonien discrétisé du systeme calculé par les trois méthodes. Les Hamiltoniens
calculés sont bien superposés. A partir de t > 5 nous avons un systeme conservatif. Nous avons
plus d’intérét a examiner la capacité de chaque schéma a respecter cette propriété. Nous calcu-
lons ainsi I'erreur relative du Hamiltonien sur cette partie conservative par rapport a la valeur
du Hamiltonien a t = 5, ie. |Hd(ti5;(;f5”‘)(t:5)| A droite de la figure 3.19, nous avons les erreurs
relatives des Hamiltoniens calculées. Le schéma de Runge-Kutta donne de meilleurs résultats
que Assimulo. La comparaison entre les schémas de Runge-Kutta et de Stérmer-Verlet est déja
faite dans la section 3.2.4.C et la figure 3.4. Méme si la construction de 'ODE (3.6.31) nécessite
plusieurs inversions de matrices, la résolution par le schéma de Runge-Kutta prend moins de
temps de calcul que Assimulo sur les cas testés.

u Y
VE)’VS

Hamiltoniens des deux méthodes Erreurs relatives des deux méthodes sur la partie conservative
200000
175000 !
|-|-|-|-ﬂ
105 4 -I-'-I.‘ L
il
150000 - Pl
’l
125000 1 - I’I
g i"
e 7
§ 100000 1 2NN [ I IO R oV RS
= @ et
5 5
75000 g
w
10—9 4
50000
250001 _ _
i~ . Assimulo 10711 m /ssimulo
. sv2 sv2
0 ceer RK4 wee+ RK4
T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Temps Temps

FIGURE 3.19 — Hamiltoniens et leurs erreurs relatives calculées par les trois méthodes (IDA,
SV2, RK4) : (a gauche) : les trois Hamiltoniens calculés qui sont superposés; (a droite) les
erreurs relatives calculées sur la partie conservative du systeme (¢t > 5), en bleu le Hamiltonien
calculé par IDA, en orange et vert les Hamiltoniens calculés respectivement par les méthodes
de Stormer-Verlet et de Runge-Kutta.

3. https://jmodelica.org/assimulo/DAE_IDA.html
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3.6.6 Probleme dissipatif global

Nous considérons le probleme dissipatif général avec des conditions aux limites mixtes,

( p(x) Oyw(t, x) = div (T( ) grad w(t, z) + &(x) grad 8tw(t,w)> —e(x)ow(t,x), =€,
up"(t,x) = Ow(t, =), z € I,
yS(t,2) =T(x) grad w(t,z) - n(x) + &(x) grad dw(t, z) - n(z), z € I'pir,

uyei(t,z) =T(x) grad w(t,z) n(z) + &(z) grad dw(t,z) - n(zx), x € I'veu,
ygeu(t7 CE) = a (t ZU) S FNeua
(@) = Z(@) gt ) + ul (@), 2 € T,
ug™(t, ) = uw(t, ), x € Ty,
ya™(t, ) = T(x) grad w(t, ) -n(z) + 7(x) grad duw(t, z) - n(z), Z € I'imp,
w(0,x) = w(e), veq,
\ atw(oa m) - w1(07 9'}), T c Qa
(3.6.34)

Ici, nous décomposons le bord en trois parties disjointes, 9€2 := I'pi; U I'vey U I'imp.

Systéme Hamiltonien a ports d’interaction discrétisé La représentation d’état du
systeme de dimension finie est une équation Hamiltonienne algébro-différentielle a ports d’in-
teraction d’indice 2, c¢f. le chapitre 2.3.5,

( M= 0 dt Q, 0 G 0 [ 0 0 0 uaDu
T ¢ T Imp Dir I N I N
0 M, |dia,| = -G' —Rxk—R.—R," Bga a |+ 0 Bs™ B | |uny®™
0 0 _BgirT 0 yDlI‘ Mé)ir 0 0 ZIZmp
Neu Neu eul | | &
Mo B [0 Bg ] qu} '
\ “p
(3.6.35)
Proposition 3.25. Le bilan de puissance du probleme de dimension finie (3.6.35) s’écrit
d
%Hd( ) — uglr( ) MDII‘ _Dlr(t) +Q§eu(t) MNeu Neu(t)
(1) R, (1) = 0, () Rica, (1) = a,(t)T RE™ (1), (3630

S Q@Dlr< ) MDH‘ _DH‘( ) + ngu< ) MNeu _Neu(t).

Simulation

Nous gardons les mémes hypotheses et les mémes parametres physiques définis dans les sec-
tions 3.2.4.A et 3.2.4.B. Nous décomposons la frontiere du maillage affiché dans la figure 3.1 en
trois parties pour que les différents types de conditions aux limites soient pris en compte :

1—‘Dir = (07€x1) X {O7€x2}7
Txen = {0} % (0,£,,) (3.6.37)
iy = {0, } % (0,£,,) .
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FD ir . Encastrée

fluide de coefficient e

I'Neu : Flux | Dissip. internes :{ KV de coefficient 7 I'imp @ Dissip. frontiere

FD ir . Encastrée

Nous pouvons voir explicitement les degrés de liberté du bord associés a chaque type de condi-
tion aux limites sur la figure 3.20.

Les degrés de liberté sur la frontiére: N9 =130, N¥e¥ =31 et N/ = 31

1.0 A

‘A?.V‘Y‘V‘V‘V‘V‘VAVVVVVV_““‘,"‘“:W‘W“ X

"TT"\""""‘ ‘ \WAV l ‘ “‘"“‘ v’
P

ININININTS VAN AA A A -‘ A a.}«‘VAAVAV“

0.8

0.6

A

044 P
> "Q =
AN
N A VAAVAVAVAVA AT (G
e IR
vA¢z¢z¢x¢z¢'{#,1AVA'AVAVAVAVA:#‘%A%‘¢A¢A¢A¢A¢%ﬂﬂﬁﬂh‘h

0.0

T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 125 150 175 2.00

FIGURE 3.20 — Les degrés de liberté sur chaque partie de la frontiere.

La figure 3.21 montre les valeurs non-nulles des matrices du systeme (3.6.35). En violet nous
retrouvons la matrice de structure (J;), en jaune la matrice de dissipation fluide (R.), en
marron la matrice de dissipation visco-élastique (R ) et en cyan nous identifions la matrice de

dissipation frontiere (Ryz) de petite taille parce qu’elle n’est active que sur les degrés de liberté
de a;, qui sont sur la partie du bord I'tyyp.
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Matrice de structureﬁ)‘g #(nnz2)=0.1% Matrice de dissigation R., #(nnz)=0.03%
0 2000 ~ 4000 00 8000 10000 0 2000 4800 6000 ' 8000 10000
0 .‘ i i 1 i 0 i i 1 i
2000 - 2000 -
4000 - 4000 :
R: :
6000 - 6000 -
.............
8000 - 8000 - :
10000 - , 10000 , , , , |
Matrice de dissH)ation Re, #(nnz)=8.4% Matrice de dissifation Rz, #(nnz)=0.001%
0 2000 4000 ~ 6000 ‘8000 10000 0 2000 000 6600 ' 8000 10000
0 '. 1 1 1 1 0 1 1 1 1
2000 - - 2000 -
4000 - 4000
Rg Rz E
6000 - 6000 -
8000 - 8000 - .
10000 i 10000 4 :

FIGURE 3.21 — Les matrices du systeme (3.6.35) :
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(en violet) : la matrice de structure Jy;
(en jaune) : la matrice de dissipation fluide (R.); (en marron) la matrice de dissipation visco-
élastique (Rg); (en cyan) : la matrice de dissipation frontiere (uniquement sur I'y,,). La nota-
tion #(nnz) (number of non-zero) est le pourcentage d’éléments non-nuls dans la matrice.
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Nous définissons I'impédance Z sur I'yy,, par,
Z(x1,15) = Z(21) := 23y, — T1), (3.6.38)

et les différents types de controle,
uaDir =0,
Neu

uy " ~ sin(wt), (3.6.39)
Imp __
v, =0,
ceci veut dire que I'onde est encastrée sur I'p;, avec un flux sinusoidal sur 'y, et une absorption
sur I'np.

Nous considérons une donnée initiale nulle ey, (t = 0,x) =0 et o, (t =0, ) = 0.

La colonne de gauche de la figure 3.22 représente le profil de quantité de mouvement (a,) évalué
aux différents instants, t = 0, t = 3 et t = 6. La colonne de droite représente le champs de
déformation évalué aux memes instants. Clairement, nous observons la membrane encastrée
sur le bord I'pi,. Sur I'vey, nous retrouvons le flux sinusoidal, et sur I'y,, nous avons une
absorption. [’absorption n’est pas tres claire sur la figure car il y a une forte dissipation interne
ne permettant pas d’avoir assez d’énergie visible sur la frontiere.
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a,(t=0,x -
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FIGURE 3.22 — Simulation espace-temps des variables d’énergie :

x1 coordinate

(colonne de gauche) : profil

de quantité de mouvement a différents instants ; (colonne de droite) : le champs de déformation

évalué aux meémes instants.
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Chapitre 4

Systeme Hamiltonien a ports
d’interaction : I’équation de la chaleur

Sommaire
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4.4.3 Simulation . . . . ... 154

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la modélisation et a la discrétisation du probleme
de la chaleur en formalisme Hamiltonien a ports d’interaction. La majorité des résultats est
publiée dans [Serhani et al., 2019a], [Serhani et al., 2019b] et [Serhani et al., 2019¢|. Dans la
section 4.1, nous rappelons quelques notions de thermodynamique utiles pour notre étude.
Dans la section 4.2, nous étudions le probleme de la chaleur avec pour Hamiltonien la fonc-
tionnelle quadratique utilisée en mathématiques appliquées et nous le discrétisons par PFEM.
Dans le section 4.3, nous modélisons le probleme en formulation Hamiltonienne en se basant
sur l’entropie comme Hamiltonien, la discrétisation proposée respecte le deuxieme principe de
la thermodynamique, et fait apparaitre une équation algébro-différentielle non-linéaire. Dans
la section 4.4, nous étudions le systeme en choisissant 1’énergie interne comme Hamiltonien.
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4.1. RAPPELS DE THERMODYNAMIQUE

PFEM respecte le premier principe de la thermodynamique, au niveau discret, et fait ap-
paraitre également une équation algébro-différentielle non-linéaire.

4.1 Rappels de thermodynamique

Dans cette section nous rappelons les notions de thermodynamique qui seront indispensables
pour 'étude de 'équation de la chaleur. Plus de détails pourront étre lus dans [Callen, 1985],
[Mazur and de Groot, 1962] et [Bird et al., 2002].

4.1.1 Equilibre thermodynamique

Nous définissons un systeéme simple (cf. [Callen, 1985]) comme étant un systéme macroscopique-
ment homogene, isotrope, non-chargé, suffisamment grand pour négliger les effets surfaciques
et non soumis a des champs électrique, magnétique ou gravitationnel.

Postulat I. 1l existe des états particuliers (appelés états d’équilibre) d'un systeme simple,
completement caractérisés macroscopiquement par son énergie interne U, son volume V et les
nombres de moles Ny, Ns, ..., N, de ses r composants chimiques.

Les variables d’état U, V et Ny, Ns, ..., N, sont des variables extensives.

Postulat II. Il existe une fonction dépendant des parametres extensifs pour chaque systeme,
appelée l'entropie notée S = S(U,V, Ny, ..., N,.), définie par tous les états d’équilibre, ayant la
propriété suivante : les valeurs prises par les parametres extensifs, en absence de contrainte
interne, sont celles qui maximisent I’entropie.

Postulat III. L’entropie est une fonction continue, différentiable, homogene de degré 1 en
les parametres extensifs et strictement croissante par rapport a 1’énergie interne U, ze.

SOAUNVANL, .. AN,) = ASU,V, N1, ... N,) et (8—3) >0 (4.1.1)
ou V,N1,...,Ny

Nous pouvons également écrire

U:U(S,V,Nl,Ng,...,NT). (412)

Postulat IV. L’entropie s’annule dans 1’état thermodynamique tel que :

(‘92/{)
= = 0. (4.1.3)
(35 V,N1,....Ny

1. Cette notation est donnée par (g—s = %S(U, V,N1,...,N,).

) V,Ny,...,N,
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4.1. RAPPELS DE THERMODYNAMIQUE

Parametres intensifs

Nous avons la forme différentielle suivante

dU = (a—“) s + (8_21) dv +) ( ou ) dN;.  (4.1.4)
oS V,N1,...,Ny ov S,N1,...,Ny i—1 ON; S,V,N1,....Ni,...Ny.

Nous définissons les parametres intensifs : la température T', la pression p et les potentiels
chimiques de chaque composant (11;),;<,., qui sont des fonctions homogenes de degré 0° en les
parametres extensifs (par le théoreme d’Euler),

ou
T = <—> =T(S,V,Ny,...,N,),
3‘2 V,Ni,...,N,
U
= — —_— — 8 V N NT 5
P (8V S,Ni,....N, PIS, V. Ny oy ) (4.1.5)
ou
i = < > :[LZ'(S,V,Nl,...,NT>, izl,...,NT.
ON; S,V,Ny,...,N;,...,Ny
Equations de Gibbs
L’équation de Gibbs en représentation énergétique est définie par
dU = TdS — pdV + Y dN;, (4.1.6)
i=1
nous en déduisons I’équation de Gibbs en représentation entropique,
1 p . i
dS = —d =dV — —dNj. 4.1.
S = mdid + AV z; —dN; (4.1.7)
En introduisant g la température réciproque définie par
B =2 (4.1.8)
=7 1.
I’équation de Gibbs en représentation entropique peut s’écrire de maniere équivalente
dS = Bd + BpdV — > i dN;. (4.1.9)

i=1

4.1.2 Principes de la thermodynamique

Cadre de travail Nous considérons un domaine défini, comme ci-dessous,

e un ouvert borné connexe, 2 C R”, n > 1.

2. Une fonction T' est homogene de degré 0 si T(AS,AV,ANy,...,AN,) = T(S,V, Ny,...,N,), pour tout
AeR.
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4.1. RAPPELS DE THERMODYNAMIQUE

n le vecteur normal extérieur a la frontiere Of).

p la densité de masse volumique.

Nous travaillons a volume constant (probleme isochore).

Nous travaillons en absence de réaction chimique.

Par conséquent les équations de Gibbs (4.1.6) et (4.1.7) se réduisent a
dU =TdS, (représentation énergétique). (4.1.10)

dS = pgdu, (représentation entropique). (4.1.11)

Premier principe de la thermodynamique : Au cours d’une transformation quelconque
d’un systeme fermé, la variation de son énergie est égale a la quantité d’énergie échangée avec
le milieu extérieur, par transfert thermique (chaleur) et transfert mécanique (travail).

Dans notre cas d’étude, nous ne considérons pas de transfert mécanique, nous avons ainsi

S ) = —/‘aQ Jo(t.)-n(x) de, V>0, (4.1.12)

ol
e U est Iénergie interne du systeme définie par U(t) := / p(x)u(t, x) dz et u est sa densité.

Q
o Jg est le flux thermique.

Par le théoreme de Stokes, nous obtenons I’équation de la conservation d’énergie locale
p(x) u(t,x) = —div (Jo(t, x)), Vt>0, xe€(, (4.1.13)
Deuxieme principe de la thermodynamique : Toute transformation d’un systeme ther-

modynamique s’effectue avec augmentation de I’entropie globale incluant I'entropie du systeme
et du milieu extérieur. Nous disons alors qu’il y a une création d’entropie.

Le bilan entropique s’écrit alors

d
ES(t) = — /asz Js(t,x) -n(x) de + /Qa(t,a:) dx, vt >0, (4.1.14)

ou
e S est 'entropie du systeme définie par S(t) := / p(x) s(t,x) dx et s est sa densité.
Q

e Jgs est le flux entropique.

e o est la production irréversible d’entropie.

Par le théoreme de Stokes, nous obtenons ainsi le bilan entropique local

p(x) Os(t,x) = —div (Js(t, ) + o(t, x). (4.1.15)
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4.1. RAPPELS DE THERMODYNAMIQUE

Equations de Gibbs locales Les équations de Gibbs (4.1.10) et (4.1.11) s’écrivent alors
Owu(t,x) =T(t,x) 0ys(t, x), Vit >0, xell (4.1.16)
Os(t,x) = B(t, x) Owu(t, x), Vi>0, xef. (4.1.17)

Flux entropique : Puisque nous considérons uniquement un transfert de chaleur, le flux
entropique Jg est donné par, ¢f. [Mazur and de Groot, 1962, Chapitre 3.2],

Js(t,x) = Jo(t,x) = p(t,x) Jo(t, x), Vit >0, xel (4.1.18)

T(t,x)

Production irréversible d’entropie : Nous en déduisons en utilisant les équations de Gibbs
locales (4.1.16) et (4.1.17) I'expression explicite de o,

Ty Ead (T(.2)) - Jo(t. ),

= grad (ﬁ(t> w)) ) JQ(ta .’IZ),

o(t,x) = —
VE>0, xeq. (4.1.19)

4.1.3 Lois thermodynamiques

Nous présentons, ci-dessous, des lois thermodynamiques qui nous seront indispensables pour la
suite, notamment pour la définitions des relations constitutives.

Loi de Fourier : La loi de Fourier stipule que le flux thermique est proportionnel au gradient
de température,

Jo(t, @) = —\(z) grad (T(t,x)), Vt>0, meQ, (4.1.20)

ot \ est le tenseur de conductivité thermique, qui est symétrique défini positif.

Capacité thermique isochore : La capacité thermique isochore est définie par

Cy = (%)V. (4.1.21)

Modele de Dulong-Petit : Le modele de Dulong-Petit est donné par
u(t,x) == Cy(x) T(t,x), Vit >0, xe€, (4.1.22)
d’une maniere équivalente, nous écrivons fu = Cly .
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4.2. CHOIX DE LA FONCTIONNELLE DE LYAPUNOV COMME HAMILTONIEN

4.2 Choix de la fonctionnelle de Lyapunov comme Ha-
miltonien

Dans cette section, nous faisons le choix de prendre pour Hamiltonien la fonctionnelle qua-
dratique usuelle dans la communauté des mathématiques appliquées. Ce choix de Hamiltonien
n’a pas de sens physique mais est beaucoup utilisé afin d’étudier la stabilité du systeme, cf.
[Tucsnak and Weiss, 2009], [Curtain and Zwart, 1995]. A noter que la modélisation en 1D et
a coefficients constants de la chaleur en formalisme Hamiltonien en utilisant la fonctionnelle
quadratique est étudiée en [Macchelli et al., 2004].

4.2.1 Modélisation

Nous définissons le Hamiltonien quadratique par

H(t) = H(u(t,")) = %/ﬂ C{)V(Z) (u(t,x))” de. (4.2.1)

Le Hamiltonien classique dans la litérature des mathématiques appliquées est donné par / pCy T,
Q

obtenu en considérant le Hamiltonien (4.2.1) avec le modele de Dulong-Petit. Pour notre étude,
nous garderons le Hamiltonien tel qu’il est dans (4.2.1), et le modele de Dulong-Petit sera vu
comme relation constitutive.

Proposition 4.1 (Bilan de puissance). En prenant en compte la loi de Fourier (4.1.20) et le
modele de Dulong-Petit (4.1.22), le bilan de puissance du systéme s’écrit,

%H(t) =— /39 Yo (T'(t, ) v (Jo(t,x)) de — /Q Ax) grad (T'(t,x)) - grad (T'(t,x)) dzx,

< [ u@T(te) 1 (Folt.a) da.
o (4.2.2)

Démonstration.

d _d1 p(x) 2
a0 = s /Q Oy () @) d,

- | &2 oatt.@) utt.) d

en utilisant 'équation de la conservation d’énergie (4.1.13) et le modele de Dulong-Petit (4.1.22),
nous avons

= —/ div (Jo(t,x)) T(t,z) de,
Q
la formule de Green conduit a

- / Jo(t.@) - grad (T(t,2)) do - / 7 (Jalt@) 70 (T4 )) da
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grace a la loi de Fourier (4.1.20), nous obtenons

—~ [ N@) grad (T(t.)) - grad (T(t.)) dw~ [ . (Jolt.@) 20 (T(t.2) de,
Q o9
puisque X est symétrique défini positif, nous avons

<= [ 2 Folt.w)) 0 (T(tw) do

O

Remarque 4.1. A partir de la proposition J.1, nous retrouvons le caractere dissipatif du
probleme de la chaleur. A partir du terme de bord, le choix du couple controle-observation se fait
entre les deux candidats : le flux thermique v, (Jg) et la température vy (T'). Dans la formulation
entropique (section 4.3) et la formulation énergique (section j.4), le couple contréle-observation
contient uniquement un de ces deux candidats.

Nous considérons la variable d’énergie,
ar(t,x) = u(t,z), (4.2.3)

la variable de co-énergie associée est alors

er(t, @) = 00 Ht) = %@) u(t, @) = %@) ar(t, ). (4.2.4)

Afin d’écrire le systeme Hamiltonien a ports d’interaction, nous définissons le flux fr et le port
résistif (fg, eq),

fr =0 ar,
fo == —grad (er), (4.2.5)
GQ = JQ.

Ainsi le systéeme Hamiltonien a ports d’interaction se met sous la forme

[p(w)fT(w)]:{ 0 —div] {ST@)}, Vo € Q

fo(x) —grad 0 eq(x)
fa(x) = —yoler(x)), Ve € 090 (4.2.6)
ea(x) = —7L(eq(x)), Vo €09,

La structure géométrique sous-jacente Dy est une structure de Stokes-Dirac.

Théoréme 4.1 (Structure de Stokes-Dirac). La structure géométrique Dy, définie par

(f: fq. fo, e, eq, €a) € Fy X Ey
tels que, JFp := L*(Q) x L*(Q) x L*(0R), &y = L*(Q) x L*(Q2) x L*(99),

I S ‘g‘ﬂ ] cole) =~ eat@) fofe) = erla),
div eg € L*(2), grad ey € L*(9).

(4.2.7)

117



4.2. CHOIX DE LA FONCTIONNELLE DE LYAPUNOV COMME HAMILTONIEN

est une structure de Dirac pour [’appariement,
((fr. fo fo eq.eren) s (f7. £ f5: 7. €dy €5) )y =
(e%F , pf%)LQ(Q) + (elQ ; fg))p(g) + (€2T g pf%)LQ(Q) + (62Q ; fé)p(g) (4.2.8)
+ (639’ ft%)L?(aQ) + (6<29> fal)m(aﬂ)'
Démonstration. Démonstration identique a celle du théoreme 3.2 (méme si nous avons un poids
p dans la définition dans I'appariement), puisque nous avons le méme opérateur de structure. [
Relations constitutives

Premiere relation constitutive :
La relation constitutive entre fr (ou ar) et er est donnée par le modele de Dulong-Petit (4.1.22),

fT = 8t ar = CV @ er. (429)

Deuxieme relation constitutive :
La relation constitutive entre fg et eg est donnée par la loi de Fourier (4.1.20),

eo = fo. (4.2.10)
Proposition 4.2. Le bilan du puissance du systéeme (4.2.6) s’écrit,
d =
%H@) = —(ea, fo)r200) — <>\ fa fQ>

< —(ea, fo)r2(a0)-

Démonstration. Application directe de la proposition 4.1 en prenant en compte les définitions
des flux et des efforts (4.2.6) et (4.2.5) et les relations constitutives (4.2.9) et (4.2.10). O

L2(Q) (4.2.11)

Remarque 4.2. Le bilan de puissance obtenu étant décroissant, ceci met en évidence la passi-
vité du systeme avec le Hamiltonien quadratique H.

Remarque 4.3. Nous pourrons écrire le systéeme Hamiltonien a ports d’interaction de la cha-
leur, comme nous avons fait au chapitre 3,

p(x) dar(t,z) = (T —R) Qar(t, x),
ug(t,x) =B Qar(t,z), (4.2.12)
ya(t,x) =C Qar(t,x),

ou J =0, R :=—div by grad, Q := &, B:=—v, <§ grad ) et C:= .
Cependant dans le chapitre 3, l'opérateur de dissipation R est borné et ce n’est pas le cas ici.
A contrario, ici, J [’est.

Ainsi, comme application directe de la proposition 4.1, le bilan de puissance s’écrit,

i?—l(t) = /89 ug(t, @) ya(t, ) da — / Mz) grad (Q(t, z) ar(t,x)) - grad (Q(z) ar(t, ) dz,

dt Q

(4.2.13)
L’écriture en variable d’énergie (4.2.12) correspond a l’écriture parabolique classique de l’équation
de la chaleur.
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4.2.2 Discrétisation

Dans cette section nous allons discrétiser le probleme en suivant les deux formulations div-div
ou grad-grad. Nous pourrons ainsi controler soit la température frontiere soit le flux thermique
entrant. Le but est de pouvoir faire une comparaison avec les deux formulations qui suivront
(formulation entropique ou énergétique), ou seul la température frontiere ou le flux thermique
entrant semble des controles physiquement pertinents.

Nous écrivons la formulation variationnelle du systeme (4.2.6), avec vr, vg et vy des fonctions
tests suffisamment régulieres,

), vQ(T)) () (4.2.14)

4.2.2.A Familles d’approximation

Nous définissons les familles d’approximations suivantes,

Vo= span{(gol)lgiSN} 7
v mspan L (@) (4.2.15)
Vp := span {(T/JénhgmgNa} ,

et

N N RN Vo
b= |, P:= : et Uy:=1|: |, (4.2.16)
o (@) vy

ol les matrices P, P ot U, sont respectivement de taille N x 1, N X n et Ny x 1, avec n est la
dimension spatiale.
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Nous obtenons ainsi les approximations suivantes

fr(@) = [P (@) =) fr ¢@) = 0@)" - [, onf=[f e f7]

k=1
Ny
fol@) = [§77(@) = 3 [ (@) = Wa(@)" - £, on [, = [} o £
m (4.2.17)
er(x) ~ P (x) := ZeZT ol(x) = d(x)" - ep, ol e == [efr Q¥]T,
i=1
eo(x) =~ el (x) := Zeg F(x)=®(x)" - ep, ol e = [e4, Qg]T,
co(x) ~ ey (x) == ) ey vi'(x) = Vo(x) - ey, olt ey = e} ey’]
m=1

4.2.2.B Formulation grad-grad

Par application du théoreme de Green sur la premiere équation du systeme (4.2.14),

(p(@) (@) vu(@)) 20y = (a(@) , grad (vr(@))) oy — (12 (@), o (2(2))) 1200
(Fo(@) . vo(@)) 0 = —(grad er(x) . vo(®)) 120,

(fo(®), vo(@)) [2(0) = —(0 (ex (@), va(@)) 1200y
(4.2.18)
Par définition ey := —v, (eg), nous obtenons
(p(@) fu(@) ; vu(®))[2q) = (eq(), grad (vu(x))) 2(q) + (€a(®), 0 (Vu(®))) 1250
(4.2.19)

(Fol@) . vo(@)) gy = —(grad cu(@) . vo(@)) 1z o)
(fol@) . v0(®)) 120y = — (0 (cu(®)) . 0(@)) 120
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Ensuite, nous injectons les approximations (4.2.17), et nous obtenons

/

N N
Y (p@) (@), ¢ (@) o fr = D (6" (@), grad (¢ (2))) 1) <0
i=1 k=1
Np
+ Z (¥5' (), % (‘P](m»)p(am €
m=1
N N
Y (F@), G(®@) o fo = =D (grad (¢'(2)) , F'(@)) 12
k=1 i=1
Ny N
(¢5n(w) ) ¢g(w))L2(Q)fgl - Z (70 (901<w)) ) Qpn(w))L%aQ)e%“'
{ m=1 i=1
(4.2.20)
La premiere relation constitutive (4.2.9) s’écrit sous forme faible,
(fT y UT)LQ(Q) = (OV dt er, UT)LQ(Q). (4221)
En injectant les approximations (4.2.17) dans I’équation (4.2.21), nous obtenons
N N
Y (@) (@), ¢ (@) o fr = D (&) Oy & (@), ¢ (@) 12y di e (4.2.22)
i=1 i=1
De la méme fagon, la deuxieme relation constitutive (4.2.10) sous forme faible s’écrit,
(€qs Q) ooy = (A fo, UQ)L2(Q). (4.2.23)

En injectant encore une fois les approximations (4.2.17) dans 1’équation (4.2.23), il vient

> (@ @), ¢ @) oyl = Y (M@) ¢ (@), ¢(@))

k=1 k=

k
ooy 16 (4.2.24)

—_

D’une maniere compacte nous obtenons le systéeme Hamiltonien a ports d’interaction de dimen-
sion finie suivant,

M, 0 0 iT 0 G Ba| |er
0 M 0| |fo|=]-G 0 0] lel- (4.2.25)
0 0 M) [f, —BL 0 0] |es

Les relations constitutives discrétisées deviennent

{MpiT - MPCV dth?

! B (4.2.26)
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ou

<
[

p(@) B(@) - B(@) dw  eRVY, (M),

(p(x) (), &'(2)) 120
(A'(@), (@) 1)

Ty(x) - Uy(x)' da e RNoxNo, (Mo) =g (@), ¥5(x)) 120

<
I
L
&
AL
&
o
<Y
8

l
S—~— 55—

e RVXN, (M)
kl

5
I

5
I

Cy ®(zx) - (x)" dz e RVN (]\/[CV)Z.]. ::(CV ¢ (x), @i(w))LQ(Q),

\%\

2

=
Q
<

I

e RN*N, (K)kl ::(i(m)gal(@,c,z’f(w))

e RV (G)y :

L2(Q)

Q
I
o]
-
o
o
Py
&
iy
&
4|
Q.
8

>l
.. i ..
:o\ z:\» :o\
KL
&
P
8
L=
B
4‘
Q.
8

Bg ::/ Y (P(x)) - \II@(:I:)T dx e RV*No (Ba);n :(¢3(m) . Yo (gpi(m)))LQ(am.
o0
(4.2.27)
Théoréme 4.2 (Structure de Dirac). La structure géométrique D3, définie par
(iT’iQ’ia’QT’QQ’%> ERY xRN x Ny x RN x RN x Ny, tels que,
DY, = M, 0 07 [/ 0 G Ba| [er . (4.2.28)
0 M 0| |fo|=1]-G 0 0] |eg
0 0 My I, —BL 0 0 €y
est une structure de Dirac pour [’appariement,
<<<fT,i;,i;,§1T,Qé,§$) : (ﬁ{é,ﬁ&%&é&%)»% =
1 42 1 42 2 4l 2 1
(QT, [T)Mp + (§Q7 i@)m + (§T7 iT>MP + (gQ : i@)M (4.2.29)
1 g2 2 gl
+ (ga ia>M8 + (ga, ia)Ma-
Démonstration. Application de la représentation entrée/sortie (2.1.6) sans contrainte. n

Définition 4.1 (Hamiltonien discrétisé). Nous définissons le Hamiltonien discrétisé comme
étant la valeur du Hamiltonien continu (4.2.1) évalué en la variable approchées ef'™”,

Ha(t) = H (27 (t, ). (4.2.30)

Proposition 4.3. Le Hamiltonien discrétisé défini par (3.2.17) se calcule grace aux approxi-
mations

Halt) = 5 ext) Mo, exlt). (4.2.31)
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Démonstration.

/Q o) Cy () (2°(t, ) da,

(0 / p(x) Cy () () ©7 (x) dz e(t)

(. >
-~

M,c,

1

1
= 2 QT(t>T M,c, er(t)

]

Proposition 4.4 (Bilan de puissance discrétisé). Le bilan de puissance du systéme (4.2.25)
s’écrit

ii=—(e0 1), ~ (Lo fo) ¢

(4.2.32)
= _<§6 ’ ia)Ma.

Démonstration.

d d (1 T
E/Hd(t) T <§ er(t) Myc, QT(t))’

d
= &) Mycy er(t),

par la premiere relation constitutive discrétisée de (4.2.26), nous avons

= QT(t)T MP iT(t)a
par la premiere équation du systeme (4.2.25), nous obtenons
T(t)T (GQQ(t) + BG§8<t))7
er(t)" Boep(t) +er(t) ' Geglt),
Qa(t)T(Bg er(t)) + QQ(t)T G’ er(t),

Il
I

par la deuxieme relation constitutive discrétisée de (4.2.26), il vient
= —ey(0) Mo (1) — (VT K £ (0) (M £, (1),
= —¢,(1)" Mo f,(t) — (A

puisque A est symétrique positive, nous avons

- —(Qa, ia)Ma'
O

Remarque 4.4. Notons que le bilan de puissance discrétisé (4.2.32) mime parfaitement le
bilan de puissance continu (4.2.11).
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Résolution en temps Nous pouvons résoudre le systeme (4.2.25) en temps en utilisant deux
approches numériques : DAE ou ODE, détaillées ci-dessous,

° Equation algébro-différentielle (DAE-grad) : en utilisant la premieére relation constitutive
de (4.2.26), nous obtenons
MpCV dy Eer = GQQ + BGQaa
Mf, =—-G ey, (4.2.33)
Mey=Af o

e Equation différentielle ordinaire (ODE-grad) : par la deuxidme relation constitutive de (4.2.26) :
eg = M‘lAiQ. Par la deuxiéme équation du systeme (4.2.25) : iq = -M1G"e;.
Ainsi, nous obtenons au final

M,yc, diep(t) = —GM P AM ' G ep(t) + Bgey(t), (4.2.34)
ot GM-YAM-'GT est symétrique positive.

Remarque 4.5. A partir de 'ODE (4.2.34), nous retrouvons bien la discrétisation structurée

de —div X grad (cf. la remarque 4.3), mais par une matrice pleine a priori car nous avons di
procéder a ['tnversion de la matrice de masse M .

4.2.2.C Formulation div-div

La discrétisation du probleme avec une autre causalité, ie. en définissant 'effort frontiere par
es = —70 (er) et le flux frontiere colocalisé par fs = —v, (egq), se fait par la formulation div-
div. En effet, nous reprenons la formulation faible (4.2.14), et appliquons la formule de Green
sur la seconde ligne

(p(@) fr(®), vr(®)) 120y = —(div eq(@), vr(®)) s
(fQ(w) ) UQ<£C>>L2(Q) = (6T<w) ) div ’UQ<$>>L2 Q) + (667 an ('UQ))LQ(aQ) (4235)
(fo(@), vo(x)) L2i00) = —(V1 (eQ(T)) , Va(®)) 12(nq)-
Dans ce cas le systeme de dimension finie obtenu est
M, 0 07T[f; 0 D 0] [er
0 M 0| |fo|=|-D" 0  Bp||eo|, (4.2.36)
0 0 My fa 0 -B) 0 ey
ou,
: 5 T NxN : = i
D =— /QCD(:I:) - div (‘P(w)) de €R , (D), =— (dlv (cp (a:)) , go’(a:))LQ(Q),

Bp = /(m L (5(:1:)) Uy(x)" dx e RN N, (Bp)g =(¥5(x), 71 (ﬁk(w)))m(ag)'
(4.2.37)
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Théoréme 4.3 (Structure de Dirac). La structure géométrique D%, définie par

(iT’iQ’ia’QT’ Q3> ERY xRN x Ny x RN x RN x Ny, tels que,

QQa
DY, = M, 0 07 [l 0 D 0] [er . (4.2.38)
0 M 0| |fy|=|-D" 0  Bp| e
0 0 M) |f, 0 —BL 0] |e,

est une structure de Dirac pour ’appariement,

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 .
<<<iT’iQ’i8’§T’§Q’§8) ) (iT’iQ’ia’QT’QQ’Qa>>>D% =

1 42 1 g2 2 1 2 gl
(e 1T)Mp +(ch 13) + (s iT)Mp + (e 1h) (4.2.39)
1 g2 2 4l
+ (Qaa ia)M@ + <§87 ia)Ma.
Démonstration. Application de la représentation entrée/sortie (2.1.6) sans contrainte. O

Proposition 4.5 (Bilan de puissance discrétisé). Le bilan de puissance du systéme (4.2.36)
s’écrit de la méme fagon de la proposition /./,

%Hd - (99 ia) My (in icz)&- (4.2.40)

Remarque 4.6. Nous retrouvons ainsi le méme bilan de puissance de la proposition 4.4 sauf
que ey et ia ont changé de role.

Résolution en temps Encore une fois, nous pouvons résoudre le systéme (4.2.36) en temps
suivant deux approches numériques : DAE ou ODE, détaillées ci-dessous,

e Equation algébro-différentielle (DAE-div) : en utilisant la premidre relation constitutive
en (4.2.26), nous obtenons,
MpCV dy Er = D§Q7
M f,=-D"er+ Bpey, (4.2.41)
e Equation différentielle ordinaire (ODE-div) : par la deuxidme relation constitutive en (4.2.26) :

eg = M™! Ki@ Par la deuxieme équation du systeme (4.2.36) : iQ ——M'DT er +
M Bpe,. Ainsi,

Mo, diep(t) = =DM AM ™ D ep(t)+ DM A M~ Bpeyt). (4.2.42)

Remarque 4.7. A partir de 'ODE (4.2.42), nous retrouvons également la discrétisation struc-

turée de —div A\ grad mais par une matrice pleine a priori. Nous interprétons le deuziéme
terme a gauche D MY A M~ By comme une discrétisation structurée du relévement de Di-
richlet.
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4.2.3 Simulation

Dans cette section, nous considérons le domaine € := (0, 4,,) x (0, 4,,), le maillage utilisé dans
le chapitre 3 avec ¢, =2 et {,, = 1, cf. la figure 3.1 et les familles d’approximations suivante,
cf. la figure 4.1,

V :=RT; ¢ H™(Q),
V=P, C HI(Q),
Va =% (Pl) C LQ(GQ)

Nous avons choisi ces éléments finis qui nous semblent plus pertinent et qui permettent d’avoir
une bonne précision.

(0,1) (2,1)

o Dofof @ (f,, e.) &« Dofof® (fp,é;) w Dofof ¥(uy,ys)

FIGURE 4.1 — Maillage avec les degrés de liberté associés : (en bleu) ddl de Lagrange pour les
variables scalaires de type T'; (en orange) ddl de Raviart-Thomas pour les variables vectorielles
de type @ ; (en noir) ddl de Lagrange pour les variables du bord.

4.2.3.A Cas isotrope homogene : solution analytique

Nous pouvons calculer une solution analytique explicitement pour le probleme de la chaleur sur
un domaine 2 := (0, ¢,,) % (0,¢,,) dans le cas d'un probléme isotrope et homogene :

p=1,
Cv=1, (4.2.43)
i _ 1 0
=10 1l
La fonction
Texact (t’ r = (l‘l’ ;[;2)) =4t + l’% + l‘g + 3z, — 51152, (4244)

est solution exacte : elle vérifie bien 9,7 (¢, x1, 29) = AT (¢, 21, 3).
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Nous obtenons immédiatement :

o Leffort exact eZ* (la température),

e (t, wy, wg) 1= TN (t, 11, 19) = 4t + 23 + 25 + 311 — 5a. (4.2.45)
o Lleffort exact ef®" (le flux de chaleur),
exact ¢ L j d Texact ¢ _ _2:51 -3 4.2.46
eq " (t, 1, 22) == —\ gra ( (7$1,$2))— 22, + 5| (4.2.46)
e Le Hamiltonien exact He@t,
Cog=1 =2 )
Hexact(t) Z:/ / pCV (6?{a0t(t,xl,$2)) dIldIQ,
0 0 (4.2.47)
a6 4 gy O
B 3 90
e Le flux thermique entrant exact,
5, To = 0,
exact 77 Ty = E;UU
—71 (€5 (t, 1, m2)) = Vi >0, (x1,29) € 0. (4.2.48)
_37 Ty = 6127
—3, T = 0.

La température exacte a la frontiere :

4t+x%+3x1, zo =0,
4t + a5 — 5o+ 10, a1 =Ly,
4t + 22 430y — 4, a9 =1L,

4t + :Eg — bz, r, = 0.

Yo (677 (t, 1, 22)) = Vt>0, (x1,22) € 0N

(4.2.49)

Controler le flux thermique : formulation grad-grad
Nous calculons la solution du probleme avec le controle frontiere donné par le flux ther-
mique (4.2.48), ie. e9 = —y, (eg), par trois méthodes :

e ODE-PFEM : résoudre 'ODE (4.2.34) par le schéma de Runge-Kutta (ordre 4).
e DAE-PFEM : résoudre la DAE (4.2.33) par le solveur IDA de la bibliotheque Assimulo.

e ODE-FEM : discrétiser I’équation de la chaleur usuelle, cf. la remarque 4.3, par la méthode
des éléments finis classique, cf. [Allaire, 2012, Chapitre 8.6], et par le schéma de Runge-
Kutta (ordre 4).
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Dans la figure 4.2, nous affichons les erreurs relatives des Hamiltoniens calculées par les trois
méthodes par rapport au Hamiltonien exact (4.2.47). Dans la figure 4.3, nous affichons les er-
reurs relatives des controles effectifs appliqués ey par les trois méthodes par rapport au controle
exact (4.2.48).

Controler la température : formulation div-div
Nous calculons la solution du probléme avec le controle frontiere donné par la température (4.2.49),
ie. eg = —o (er), par trois méthodes :

e ODE-PFEM : résoudre 'ODE (4.2.42) par le schéma de Runge-Kutta (ordre 4).
e DAE-PFEM : résoudre la DAE (4.2.41) par le solveur IDA de la bibliotheque Assimulo.

e ODE-FEM : discrétiser I’équation de la chaleur usuelle, cf. la remarque 4.3, par la méthode
des éléments finis classique, c¢f. [Allaire, 2012, Chapitre 8.6], et par le schéma de Runge-
Kutta (ordre 4).

Dans la figure 4.4, nous affichons les erreurs relatives des Hamiltoniens calculés par les trois
méthodes par rapport au Hamiltonien exact (4.2.47). Dans la figure 4.5, nous affichons les er-
reurs relatives des controles effectifs appliqués ey par les trois méthodes par rapport au controle
exact (4.2.49).
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HAMILTONIANS: relative errors (%)

1_01 4
1_00 4
g
S
g 10—1 4
O]
w
Z
=1
]
] 102 4
1073 5 —— ODE-PFEM
DAE-PFEM
—— ODE-FEM
10-*

T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
time (s)

FIGURE 4.2 — L’erreur relative du systeme controlé par le flux thermique (formulation grad-
grad), entre le Hamiltonien exact et les Hamiltoniens calculés par les trois méthodes : (en bleu) :

ODE obtenue par PFEM ; (en orange) DAE obtenue par PFEM ; (en vert) ODE de la méthode
classique.
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FIGURE 4.3 — L’erreur relative du systeme controlé par le flux thermique (formulation grad-
grad), entre le contrdle fourni exact et les controles effectifs appliqués par les trois méthodes :

(en bleu) : ODE obtenue par PFEM ; (en orange) DAE obtenue par PFEM ; (en vert) ODE de
la méthode classique.
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HAMILTONIANS: relative errors
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FIGURE 4.4 — L’erreur relative du systéme controlé par la température (formulation grad-grad),
entre le Hamiltonien exact et les Hamiltoniens calculés par les trois méthodes : (en bleu) : ODE

obtenue par PFEM; (en orange) DAE obtenue par PFEM; (en vert) ODE de la méthode
classique.
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FIGURE 4.5 — L’erreur relative du systeme controlé par la température, entre le controle fourni

exact et les controles effectifs appliqués par la trois méthodes : (en bleu) : ODE obtenue par
PFEM; (en orange) DAE obtenue par PFEM ; (en vert) ODE de la méthode classique.
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4.2.3.B Cas anisotrope hétérogene

Nous considérons les parametres physiques anisotropes hétérogenes suivantes :

e Tenseur de conductivité thermique :

5+ mxazy  (x) — $2)2

Mz = (21, 29)) = (21— 12)? 3+ 1 :’1;2931 (4.2.50)
e Masse volumique :
p(x:=(21,29)) = 21(ly, — 1) + 22(ly, — x2) + 1 (4.2.51)
e Capacité de chaleur isochore :
Cy(z) :=Cy =3 (4.2.52)

La donnée initiale considérée ci-dessous est une Gaussienne.

Probleme fermé : controle température

Nous considérons le probleme de la chaleur avec la température au bord comme controle
frontiere. Le systeme de dimension finie simulé est ainsi le systeme discrétisé en formulation
div-div (4.2.36). Le probleme étudié est fermé, ie. ey = 0. La figure 4.6 montre le Hamiltonien
discrétisé (4.2.30) du probleme fermé, qui est décroissant puisque %Hd(t) = —fo(t)" A fol(t).
Dans ce cas, nous retrouvons le caractere parabolique de I’équation de la chaleur vue de fagon
classique.

Hamiltonien

180 +

160

1410 4

Hamiltanien

100 4

80

Temps
FIGURE 4.6 — Le Hamiltonien du systeme fermé (ey = 0), ¢’est un systeme dissipatif

Dans la figure 4.7, nous voyons la distribution de la température er en couleurs et le flux de
chaleur eq par des fleches, évalués a l'instant initial et a I'instant final.
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FIGURE 4.7 — Les variables de co-énergie du probleme fermé, la température ey est en distribu-
tion de couleur et le flux de chaleur eg est représenté par des fleches : (& gauche) les variables
affichées a l'instant ¢t = 0; (& droite) les variables affichées & U'instant t =ty =5

Nous introduisons deux problemes de référence que nous utiliserons tout au long de ce chapitre.
Le probleme de référence 1 (PR1) est un probleme ouvert avec le flux de chaleur entrant comme
controle frontiere. Ce probleme est simulé dans cette section 4.2 et dans la section 4.3. Le
probleme de référence 2 (PR2) est un probleme ouvert avec la température frontiere comme
controle frontiere. Ce probleme est simulé dans cette section 4.2 et dans la section 4.4.

Probléeme de référence 1 (PR1) : controle flux de chaleur Nous considérons un premier
probleme de référence, appelé PR1 (probléme de référence 1), on nous choisissons le flux de
chaleur entrant comme controle frontiere. Le controle frontiere est donné par es(t) := —y eq ~
t(t; — t)?, et nous le définissons de telle sorte & avoir un flux entrant sur la partie haute et
droite du rectangle et un flux sortant sur le reste du rectangle. Le systeme Hamiltonien de
dimension finie considéré est ainsi le systeme discrétisé avec la formulation grad-grad (4.2.25).
Dans la figure 4.8, nous avons a gauche la distribution de température er en couleur et le flux
thermique e représenté par des fleches, évalués a plusieurs instant. A droite, nous tracons les
valeurs du Hamiltonien discrétisé H, associé.

Probleme de référence 2 (PR2) : controle température Nous considérons le deuxieme
probléme de référence, appelé PR2 (probléme de référence 2), ou nous choisissons la température
au bord comme controle frontiere. Nous définissons le controle frontiere par es(t) := ~yper ~
sin(wt). Le systeme Hamiltonien de dimension finie considéré est ainsi le systéeme discrétisé
avec la formulation div-div (4.2.36). Dans la figure 4.9, nous avons a gauche la distribution
de température ep en couleurs et le flux thermique eq représenté par des fleches, évalués a
plusieurs instant. A droite, nous tragons les valeurs du Hamiltonien discrétisé Hy associé.
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FIGURE 4.8 — Les variables de co-énergie et le Hamiltonien du systeme ouvert avec controle de

flux de chaleur (PR1) :

(colonne de gauche) : la température er en distribution de couleurs et

le flux de chaleur eg représenté par des fleches a différents instants ¢t = 0, 2,6, 10; (colonne de
droite) : le Hamiltonien du systéme aux mémes instants ¢t = 0, 2, 6, 10.
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FIGURE 4.9 — Les variables de co-énergie et le Hamiltonien du systeme ouvert avec controle
de température (PR2) : (colonne de gauche) : la température er en distribution de couleurs et
le flux de chaleur e présenté par des fleches a différents instants ¢ = 0,2,6,10; (colonne de
droite) : le Hamiltonien du systéme aux mémes instants ¢t = 0, 2, 6, 10.
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4.3 Choix de ’entropie comme Hamiltonien

4.3.1 Modélisation

Nous définissons le Hamiltonien comme étant I’entropie du systeme,

S(t) = S(u(t, ")) = /Q p(z) s (u(t,z)) de. (4.3.1)

Proposition 4.6 (Bilan de puissance). Le bilan de puissance du systéme s’écrit,

d
—St)=— [ Bt,x) v (Jo(t,x)) de+ | o(t,x) dz,
dt o5 ’ /Q (4.3.2)

>~ | Bt@) 7 (Jolt.@) de

Démonstration.

Par le deuxieme principe de la thermodynamique (4.1.14), nous avons

550 == [ s sa) do+ [ ott.a) iz,

I'expression explicite de Jg (4.1.18) conduit a

=~ [ 0 (Bt@) 2 (Tolt.w)) do+ [ o) d.
onN

Q

]

Remarque 4.8. La proposition 4.6 affirme que le choiz de controle et d’observation frontiere
se fait entre la température réciproque (v (B)) et le flux thermique entrant (—vyy (Jg)).

Nous définissons la variable d’énergie oy,
as(t,x) == u(t,x), (4.3.3)

la variable de co-énergie associée est alors

(4.1.17)

es(t,x) :=06,,S(t) =" B(t,x), (4.3.4)

1

c’est a dire la température réciproque, ie. 8 := 7.

Nous introduisons le port (fs, es) de telle sorte que
p(x) fs(x)| 0 —div| [es(x)
[ fs(x) ~|—grad 0 es(x)|’ Ve € £,

fa() = —oles(x)), Va € 09,
ea(x) = —vL(es(x)), Y € 09,

(4.3.5)
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o,
fs = atua
fs:= —grad (9), (4.3.6)
€g = JQ.

La structure géométrique sous-jacente Dg est une structure de Stokes-Dirac.

Théoréme 4.4 (Structure de Stokes-Dirac). La structure géométrique Ds définie par

(f87.f57f8768765763) € -FS X 53
tels que, Fs:= L*(Q) x L*(Q) x L*(9Q), E&s:= L*(Q) x L*(Q) x L*(09),

(

Py P = paa 0 s] @) = i es@n. po@) = —utenton.
div eg € L*(Q?), grad e, € L*(Q).

(4.37)

est une structure de Stokes-Dirac pour l’appariement,
((pfs: Fsr foresesien) s (f2,F5 f5. 2 €8, €3)))ps =
(6; ) pfSQ)LQ(Q) + (6,15" fSQ')L2(Q) + (eiﬂ pfsl)L2(Q) + (8?97 f,Sl')LQ(Q) (438)
1 g2 2 g1
+ (ea fa)L2(aQ) + (€5 fa)p(aa)

Démonstration. Démonstration identique & celle du théoreme 3.2 (méme si nous avons un poids
p dans la définition dans I’appariement), puisque nous avons le méme opérateur de structure. [J

Relations constitutives

Nous avons un systeme a quatre variables mais avec que deux équations qui apparaissent dans
le systeme Hamiltonien. Pour fermer le systeme dans le sens ou le nombre de variables et
d’équations soit le méme. Nous introduisons ainsi les relations constitutives ci-dessous.

Premiere relation constitutive :
Cette relation constitutive permet de lier o (f5) et e5. En effet, nous avons par le modele de
Dulong-Petit (4.1.22)

ages = Cy. (4.3.9)

Deuxieme relation constitutive :
La deuxieme relation constitutive permet de lier eg et e,. Nous avons

€Eg = J Q>
loi de Fourier (4.1.20) S

= —AgradT,
définition de 8 := & =

= " —Xgradi,

calcul différentiel N
= A 5—12 grad (.

Par définition de e, := 3, nous obtenons

1
es = Py 5 grade;. (4.3.10)
e2

S
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Proposition 4.7. Le bilan du puissance du systeme (4.3.5) s’écrit,

d L
S = —(eo, fo)rzan) + (2 Agrade,, grad 68) . (4.3.11)
> —(ea, fo)r2(a0)-

Démonstration.

A partir de la proposition 4.6, nous avons
d
—S(t) = —/ Yo (B(t,x)) v (Jo(t,x)) d:c—l—/a(t,w) dx,
dt o0 Q

la définition des efforts e, et eg conduit a
d
480 == [ telte) 1 lestt.a) do+ [ olt.a) do
dt o0 Q

en utilisant eg et e, dans la définition (4.1.19), je. 0 = grade, - eg, et par les définitions de
Ieffort frontiere ey et le flux frontiere fy, il vient

d
—S({t)=— [ folt,x)es(t,x) de + / grad (es(t,x)) - es(t, x) dz,
dt 9 Q
par la deuxieme relation constitutive (4.3.10), nous avons
d 1 =
—S{t)=— [ fo(t,x)es(t,x) dx +/ —  grad (es(t,x)) - A - grad (es(t,z)) de,
dt o0 o (es(t, x))

puisque X est symétrique défini positif, nous avons

> — fa(t,x)ey(t, x) de.
80

]

Remarque 4.9. A partir de la proposition /4.7, nous remarquons que le systeme Hamiltonien
a ports d’interaction fermé est anti-dissipatif (S est croissante), ie. %S > 0 et le systeme
ouvert est accrétif, ie. %S > —(ey, fa)LQ(m). Cette formulation Hamiltonienne respecte bien le
deuzieme principe de la thermodynamique.

4.3.2 Discrétisation

4.3.2.A Discrétisation en espace

Pour discrétiser le systeme (4.3.5), nous I’écrivons en formulation variationnelle, avec v, vg et
vy des fonctions tests suffisamment régulieres,

(p() fs(@), vs(2)) 121y = —(div es(x) , v5(T)) 12(q)
(fs(x), vs(2)) 2y = —(grad e;(z), V5(T)) 20, (4.3.12)
(fo(x), va(®)) 2 = — (V0 (es(T)) » va(@)) 12(a0)-
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Nous appliquons le théoreme de Green sur la premiere équation du systeme ci-dessus afin de
faire apparaitre Ueffort frontiere ey := —v, (eg)

(0(®) [s(2) , 05(®)) 120 = (es(T) , grad vy(z)) g2 + (€a(@) , Y0 (V:(2))) 2 (90
(fs(x), vs(®)) ) = —(grades(x), v5(®)) (@), (4.3.13)
(fo(@) , va(T)) 120y = —(Y0 (€5(®)) , Va(T)) 290

Nous reprenons les familles d’approximation (4.2.15)—(4.2.16) et nous adaptons les solutions
approchées (4.2.17),

N
fola) = fP(@) = i g@) = @), ouf =[f - ],

=1

N
fs(@) ~ fP(@) = [ @ @) =B(@)- £, oufy=[fL - 1N,

o (4.3.14)
es(x) ~ PP (x) 1= Zei Ol(x) = d(x)" -e,, ol e, := [et QiV]T,

z]:Vl ) ]
es(x) = efP(x) = ek @) =Bx)" f,,  onegi=[eh - e}] .

k=1

Ainsi, en injectant les solutions approchées (4.3.14) dans la formulation faible (4.3.13), nous
obtenons ’écriture matricielle ci-dessous,

M, 0 07T[/, 0 G B¢l [e,
0 M 0] |fql=1]-G 0 0] |es|, (4.3.15)
0 0 My Lf, —BL 0 0] [ey

ou toute les matrices sont déja définies en (4.2.27) et (4.2.37).

Remarque 4.10. Jusqu’a maintenant, nous n’avons pas encore discrétisé les deux relations
constitutives non-linéaires (4.3.10) et (4.3.9). La discrétisation d’une telle relation non-linéaire
ne fait pas apparaitre de relation matricielle entre le flux et l’effort associés. Dans la suite, nous
proposons pour la résolution espace-temps, un algorithme explicite pour prendre en compte ces
non-linéarités (cf. Algorithme 1).

4.3.2.B Structure de Dirac

Théoréme 4.5 (Structure de Dirac). La structure géométrique D& définie par

<is7i5’ia’§s’§57§8) € RN xRN x Ny x RN x RN x Ny, tels que,

D% = M, 0 0] [f, 0 G Bl e, . (4.3.16)
0 M 0 iS = |-G 0 0 €s| >
0 0 M) |f, —BL 0 0| |e,
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est une structure de Dirac pour [’appariement,

(LS Ly hehich) o (L2 0% 0002563y, =
(gi : ﬁ)M + (gé, ﬁ)m - <§§ : ji)M + (gé, jé)M (4.3.17)

P 2

4 ( el 2) n ( &2, 1)
=0 ia My -0 ia Mo
Démonstration. Application de la représentation entrée/sortie (2.1.6) sans contrainte. O]

4.3.2.C Bilan de puissance discrétisé

Définition 4.2. Nous définissons [’entropie discrétisée par

Su(t) = /Q o(@) s (1, ) da, (4.3.18)

ot %P est la solution approchée de s dans la base V (4.2.15). En effet,
N
Ay GOPP — i i _ T Voo ol N1 T
s(t,x) = sPP(t,x) := Zs (t) o' (x) = D(x)' -s(t), ous:=[s" --- V] . (4.3.19)
i=1
Proposition 4.8 (Bilan de puissance discrétisé). Le bilan de puissance du systéme (4.2.25)
s’écrit,

%Sd - _<§8’ ia) vy (is 23) P (4.3.20)

Démonstration.

d d
- = app
dtSd(t) == /Qp(az)s (t,x) dex,

:/patsapp(t,a:) dx,
0

nous utilisons la relation de Gibbs (4.1.17) sur l'entropie et I’énergie approchées, ie. 0;s*PP =
(2PP 9,u?PP. nous obtenons

B / pla) B (1, @) 0, u™(t, @) d,
Q

par les définitions e2PP := PP et foPP := 0, u*PP il vient
~ [ pla)eita) £t ) do
Q
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les approximations (4.3.14) conduisent a

- (Qs ’ z5)]\4,,’

Par la sturcutre de Dirac (4.3.16), nous avons

=~ ), (55010

par la deuxiéme équation du systeme (4.3.15), il vient

- _<§87 z3>M3 +(es: G ey
[l

A ce stade, nous retrouvons la version discréte du terme — (ga, ia) + (eg, grad QS)LQ(Q).

L2(09)
Meéme si nous n’arrivons pas a une discrétisation du terme (e% A grade,, grad es> , a cause
s L2(Q)

de sa non-linéarité, nous pouvons conclure que la méthode de discrétisation proposée préserve
le bilan de puissance.

4.3.2.D Algorithme de résolution espace-temps

Notre probleme (4.3.15) avec les relation constitutives (4.3.10)—(4.3.9) fait apparaitre une
équation algébro-différentielle non-linéaire. En effet, nous proposons au algorithme détaillé ci-
dessous pour résoudre cette DAE non-linéaire en temps.

Nous avons quatre variables ag( is), fg» €5 et eg. Pour résoudre il nous faut ainsi quatre
équations. Deux équations sont fournies par le systéme Hamiltonien de dimension finie (4.3.15).
Les deux équations restantes sont données par les versions discrétisées du modele de Dulong-
Petit et la loi de Fourier..

Considérons le systeme algébro-différentiel suivant

{MpdtgszGQSJrBGQa, (43.21)

MiS:—GTg

5
Nous utilisons un schéma d’Euler explicite avec un assemblage des matrices d’éléments finis des
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relations non-linéaires a chaque pas de temps.

Prenons un intervalle de temps [to, %], nous le discrétisons par N; pas dt, ainsi nous avons
t; = to + Nidt et notons que t, = top + ndt pour n = 0, ..., N;. Pour une variable e(t), nous
notons par e” = e(t,, ). Nous présentons ainsi les étapes de la résolution pour n =0,..., N, — 1 :

° Etape 1, lier eg a « : (mise & jour en temps de I’équation dynamique : la premiere
équation de (4.3.21))

an+1 —at
ME L Ge? + Bgel
T €+ Pato (4.3.22)
ant = v+t (Get + Bee).
e Etape 2, lier o, 4 e, : (modele de Dulong-Petit non-linéaire (4.3.9))
((azpp)n-H 62+17 US)LQ(Q) = ECV7 Us)LQ(Q),
=M, =Loy (4.3.23)
Mas §?+1 - LCv7
ngJrl — Mojsl LCV-
e Etape 3, lier e, & [ ¢ ¢ (deuxieme équation de (4.3.21))
Mfit = =GTet, (4.3.24)
ig—i—l _ _M—l a7 Q?—H- ..
e Etape 4, lier e, & ey : (loi de Fourier non-linéaire (4.3.10))
(eg—H’ US)LQ(Q) = ( app n+11 app\n+1 j grad ((egpp)n+1) ) ’Us) ’
—_— (€s77)" (e5) L2(0)
=Ni e (4.3.25)
MQngl = Les7
entl = ML,

Nous avons ainsi l'algorithme 1 qui permet de résoudre le systeme en espace-temps. Dans
'algorithme la barre oblique inversée (backslash) \ signifie la résolution du systeme linéaire.
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Algorithme 1 Résolution en espace-temps du probleme d’entropie en formalisme Hamiltonien

. 0,..,Nt . R .
Entrées : o?, g,, e, €%, ey " dt, Ny et les matrices du systéme construites en (4.3.15)
. S TS GRS RS |
Sorties : o, fg € €5

1=0
tant que i < NV, :
a; < af +dtM,\ (Ges + Boey)

Construire M, et L¢,,, ¢f. 'équation (4.3.23)
Q; — Mas \LCV

fhe M\ (-GT¢l)

Construire L., cf. 'équation (4.3.25)
el +— M\ L.,

a? «— al
Iy < Iy
el — e
ey — el
14— i+1

fin tant que

4.3.3 Simulation

Probléeme fermé

Nous considérons un probleme fermé ey = 0, le systeme est ainsi anti-dissipatif %S > 0. La
figure 4.10 montre I’allure du Hamiltonien (entropie) qui croit. Dans la figure 4.11, nous avons
en distribution de couleurs I’énergie interne a; et le flux de chaleur eg représenté par des fleches,
évalués a l'instant initial et a I'instant final.

Probleme PR1

Nous reprenons le probleme de référence PR1 défini dans 4.2.3.B. Dans la figure 4.12, nous avons
a gauche la distribution de I’énergie interne a en couleurs et le flux thermique eg représenté
par des fleches, évalués a plusieurs instants. A droite, nous tragons les valeurs du Hamiltonien
(entropie) Sy associé.
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Hamiltonien (Entropie)

25 A
20
g 15
= 15 4
s
E
"
=
10
5 -
0+
T T T T T T
0 2 4 G 8 10
Temps
FIGURE 4.10 — Hamiltonien du systeme fermé,
27.53 27.53
2447 2447

L'énergie interne o et le flux de chaleur es & t=0 L'énergie interne o et le flux de chaleur es & t=10

9142 2142
08
18.37 18.37
g 06 g 6
= 15.31 = 15.31
g g
b b
04
g 1226 8 12.26
02
9.91 9.21
0.0 615 - 6.1
0.00 .25 .5 0.75 1.00 1.25 .75 ) -9 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 -9
coordoonée coordoonée
3.10 3.10

0.05 0.05

FIGURE 4.11 — Les variables du systeme fermé : (a gauche) L’énergie interne « est en distri-
bution de couleurs et le flux de chaleur eg est représenté par des fleches a l'instant t = 0; (&
droite) L’énergie interne o est en distribution de couleurs et le flux de chaleur eg est représenté
par des fleches a I'instant ¢ = t; = 10
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coordoonée a. coordoonée a. coordoonée

coordoonée xs

Energie interne o, et le flux de chaleur es a t=0
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FIGURE 4.12 — Les variables et le Hamiltonien du systéme ouvert avec controle de flux de chaleur

(PR1) :

(colonne de gauche) :

nous avons ’énergie interne o, en distribution de couleurs et le

flux de chaleur eg représenté par des fleches a différents instants ¢ = 0,2,6,10; (colonne de
droite) : nous avons le Hamiltonien du systeme (Entropie) aux mémes instants ¢ = 0, 2, 6, 10.

144



4.4. CHOIX DE L’ENERGIE INTERNE COMME HAMILTONIEN

4.4 Choix de I’énergie interne comme Hamiltonien

4.4.1 Modélisation

Nous définissons le Hamiltonien par I’énergie interne du systeme,

Ut) == Us(t, ) :/Qp(zc) u(s(t,x)) da. (44.1)

Proposition 4.9 (Bilan de puissance). Le bilan de puissance du systéme s’écrit,

d

D) = - /d T(t) . (Js(t.)) da. (1.4.2)

Démonstration.

Par le premier principe de la thermodynamique (4.1.12), nous avons

GUO == [ 1 (Jott.2) da.

en écrivant Jg en fonction de Jg et T' comme dans 'équation (4.1.18), de. Jo = T Jg, nous
obtenons

B _/agﬂo (T'(t,2)) 7o (Js(t, @) da

]

Remarque 4.11. A partir de la proposition 4.9,le choix de contrile et d’observation frontiere
se fait entre la température (T ) et le flur entropique entrant (—vyy (Js)).

Nous définissons la variable d’énergie a,,
ay(t,x) := s(t, x), (4.4.3)

la variable de co-énergie associée est alors
eu(t, ) = 0, U(t) =T(t,x). (4.4.4)

En introduisant le port (fy, er), le systeme Hamiltonien a ports d’interaction s’écrit alors

[mw)fu(w)] :l 0 —div} [eucv)] N m Vo e Q.

fu(x) —grad 0 ev(x) 0
fo(x) = —vi(ev(z)), Ve, (4.4.5)
ea(T) = —o(eu(z)), YV € 09,
ol,
fu = at Ay,
fv = —grad (T), (4.4.6)
ey — JS~
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La formulation proposée en (4.4.5) fait apparaitre un second terme o, qui est déconnecté du
systeme. En s’inspirant de [Zhou et al., 2017], nous pouvons le lier avec le systéme en rajoutant
un nouveau port (f,,e,) associé a la production irréversible d’entropie,

{f“ =T (4.4.7)

€y 1= —O.

Nous obtenons ainsi le systeme Hamiltonien a ports d’interaction ci-dessous,

p(x) fu(x) 0 —div —1] [eu(=)
fol@) | =|-grad 0 0| les(®)|, Vze
fol@) 1 0 0] [e(x) (1.438)
Jo(x) = —v1(ev(x)), Va € 09,
\ ea(x) = —o(eu()), Va € 09.

La structure géométrique sous-jacente D, est une structure de Stokes-Dirac.

Théoréme 4.6 (Structure de Stokes-Dirac). La structure géométrique Dy définie par

( (fu,fU,fg,fa,eu,eU,eo,ea) e Fux&
tels que,
Fu = L*(Q) x L*(Q) x L*(Q) x L2 Eu = L*(Q) x L*(Q) x L*(Q) x L*(09),
D, = fu 0 — le —1
JJZU = | —grad == (eu(®)), folx)=—71(ev(x)),
o 1
| d1v ey € L2 ), grad e, € L*(Q).

(4.4.9)
est une structure de Stokes-Dirac pour l’appariement,

((fa, I fo favenseney) s (Fo fE. 12 3 e €l €2, €3))) Dy =
(61117 fZ)LZ(Q) + (e%Jv le])LQ(Q) + (eév faz)L2(Q) + (637 f;)LQ(Q) (4410)
+ (ei, fi)LQ(Q) + (6?97 vfé)LQ(Q) + (6}97 fg)y(ag) + (e?ﬁ’ fal)ﬂ(aﬂ)'

Démonstration. Similaire a celle du théoreme 4.1 en ajoutant le port (f,,e,). ]

Relations constitutives

Le systéeme Hamiltonien obtenu (4.4.8) est un systeme a six variables mais seulement trois
équations. Pour fermer le systeme d’équations, nous introduisons les relations constitutives ci-
dessous.

Premiere relation constitutive :
Cette relation constitutive permet de lier v, (f,) et e,. En effet, nous avons par le modele de
Dulong-Petit (4.1.22),

Cy 0y e, = €, Oy uy. (4.4.11)
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Deuxieme relation constitutive :
La deuxieme relation constitutive permet de lier fy, ey et e,. Nous avons

fu = —gradT,
A fu = ~\gradT,
loi de Four:ier (4.1.20) JQ,
équation:(ﬂ.‘l.l&) TJS

Par définitions de ey := Jg et e, := T, nous obtenons
€Ly = ifU (4412)

Troisieme relation constitutive :
La deuxieme relation constitutive permet de lier fi, ey, f, e,. Nous avons

foe, = —T o,
expression de o (4119) -, (=7 grad (1) - Jg),
- grad (7) - (7 Jq) .
expression de Jg (4.1.18) grad (T) - Js.
Par définitions de fy := —gradT et ey := Jg, nous obtenons
fu-ev+ fres =0, LA

Cette relation constitutive sera discrétisée afin de retrouver le bilan de puissance discrétisé.

Proposition 4.10. Le bilan du puissance du systeme (4.4.5) s’écrit,

d
Eu(t) = —(ea, fo)r2(00)- (4.4.14)

Démonstration.

Par la proposition 4.9, nous avons

== [ (@2 2 (Fstt2) da

avec les notations du systeme Hamiltonien e, := T et ey := Jg, nous obtenons

. /8 0ea(t@) 7 (en(t@) do.

par les définitions de 'effort frontiere ey = —vy(e,) et le flux frontiere fs = —v, (ey), il vient

. / eolt, @) folt, @) d,
o0
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Remarque 4.12. A partir de la proposition 4.10, nous remarquons que le systeme Hamiltonien
a ports d’interaction fermé est conservatif, ie. %L{ = 0 et le systeme ouvert est sans perte, ie.
%Z/{ = —(es, fa)Lz 00) - Cette formulation Hamiltonienne respecte bien le premier principe de
la thermodynamzque

4.4.2 Discrétisation
4.4.2.A Discrétisation en espace

Pour discrétiser le systeme (4.4.5), nous I'écrivons en formulation variationnelle, avec v, vy et
vy des fonctions tests suffisamment régulieres,

( ))L2(Q) = —(div ey(z), Uu(m))H(Q) — (es(), Uu(a:))m((z)v
(Fu@). v0(®)) 120) = —(grad cu(@) ., v (@) 1200 s,
( ))L?(Q) (cu(®), vu(w )L?(Q)v
()

)
(fa(x), vo(x L2(Q) — — (71 (ev(®)) , vo(x )>L2(6Q)'

Nous choisissons de controler la température frontiere, ie. ey := —7 (e,,), en appliquant ainsi
le théoreme de Green sur la deuxieme équation du systeme ci-dessus, il vient

(p(x) ful@) , vu(@)) 2 () = —(div ey (@), vu(T)) 2 () = (€0(T) , vu(X)) 20
(fu(@), vu(®))p2i) = (eul®), divoy(x)) 20 + (a(T) , V1 (€0 (®)))12(90), (4.4.16)
(fo(2), Uu<w>>L2 = (eu(), Uu<m>>L2(Q)7
(fo(x), vo(T))2(0) = —(71 (ev(T)) , va(®)) 12(90)-

Nous reprenons les familles d’approximation (4.2.15)—(4.2.16) et nous adaptons les solutions
approchées (4.2.17),

fulw) ~ [P0 Zf’ @=2@" f,  onf=[f - £
fo(@) ~ £ sz Pha) = B(@) - f, onfy=f 0 £
fol) ~ f2% (2 Zf’ @ =o@"f,  onf =[f - M,
- (4.4.17)
eu(T) ~ PP (x) := Zez Hz)=0(x)" e, olt g, = [ei QUN}T,
z]:vl )
ev(x) = ep(x) = Ze?] G(x)=®(x)" - ¢y, ol e = [ef QJJ}T,
k;l | T
eo(x) m e (x) = el plx) =D(x) -, ot e, := [e} ey
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En injectant les solutions approchées (4.4.17) dans la formulation faible (4.4.16), nous obtenons
I’écriture matricielle ci-dessous,

M, 0 0 07T/, 0 D -M 017 e,
0 M 0 of|f,|_|-D" 0 0 Bp||e
o o v ol [Fl7l 0 o0 ol (4.4.18)
0 0 0 M) [f, 0 =By 0 0] |e
ou,
M ::/(I)(a:)-(l)(a:)T de € RV, (M) =(¢ (@), ¢'(@)) 20 (4.4.19)
Q

Nous discrétisons la troisieme relation constitutive (4.4.13) qui nous sera tres utile dans le calcul
du bilan du puissance discrétisé. En considérant les approximations (4.4.17), nous avons

__ £app _ _app app ,app
0= U eU +fa €

en intégrant 1’équation, il vient

- fmar f e
_/Q< 1) (5T.§U>+/Q<¢T.L> (@ c).
iU> (ch_QU)jL/Q((I)T__) (@ -¢,),

Peu

I
reu
Kﬁ

Q
= ;/&»q? ev +f] /CI)(I)T
R,_/
M
Nous obtenons finalement .
fEMey+fTMe, =0. (4.4.20)

Remarque 4.13. Nous avons discrétisé uniquement la troisieme relation constitutive (4.4.13)
pour pouvoir calculer la version discréte en espace du bilan de puissance (voir ci-dessous). Tant
dis que la premiére et la deuzieme relations constitutives (4.4.11) et (4.4.12) n’y interviennent
pas et feront une relation non-linéaire, leur discrétisations seront reportées ainsi dans la boucle
d’intégration temporelle, détaillée dans la section j.4.2.D.

4.4.2.B Structure de Dirac

Théoréme 4.7 (Structure de Dirac). La structure géométrique Dy, définie par

((imiwig’iav@uvgw@m@a) ERY xRN x RN x Ny x RY x RN x RN x Nj, |
M, 0 0 07T[/f 0 D —-M 0] [e,
Dd - N L T
u o M 0 o0]|f -D 0 0 Bp| |ewy ’
tels que, Ul = )
0O 0 M 0 /, M 0 0 0 €5
{ 0 0 0 Myl |f 0 =B 0 0] e

(4.4.21)
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est une structure de Dirac pour [’appariement,

1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2
(LS L hehetiehied) s (202 12 e eh e ))) oy =

1 g2 1 g2 2 4l 2l
(gu, L) u, + <§U, iU>M + <§u, iu>Mp + (@y, iU>M (4.4.22)
1 g2 2 4l 1 g2 2 41
(@ £),r (@ n) (. 5), +(6.5),,
Démonstration. Application de la représentation entrée/sortie (2.1.6) sans contrainte. O

4.4.2.C Bilan de puissance discrétisé

Définition 4.3. Nous définissons [’énergie interne discrétisé par

Uy(t) == /ﬂp(m) uP(t, x) dx, (4.4.23)

ot uPP est la solution approchée de u dans la base V (4.2.15). En effet,
N
ut, ) ~u () = () @) = 0(x) -ult), ovw=[u' - wN]' . (4.4.24)

=1

Proposition 4.11 (Bilan de puissance discrétisé). Le bilan de puissance du systéeme (4.4.18)
s’écrit

%Z/{d - —(ga, ia) " (4.4.25)

Démonstration.

d d
- — app
dtb{d(t) = /Qp(w)u (t,x) dex,

:/p@tuapp(t,m) de,
Q

nous utilisons la relation de Gibbs (4.1.16) sur I’énergie et ’entropie approchées, ie. J,u*P =
T?PP 9,5*PP nous obtenons

= / p(x) T*P(t, x) 0, u™P(t, x) dx,
Q

par les défintions eZPP := T?PP et fiPP := 0,s°PP il vient
~ [ pla)eita) fm(ta) de
)
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les approximations (4.4.17) conduisent a

=e,(t)" M, f, (1),
- (E“ ’ i“) M,

par la sturcutre de Dirac (4.4.21), nous avons

- _<§3’ ia)z\/[@ _<§U’ iU)M B <Qg’ L’>M7

N /
-

=0

par la relation constitutive discrétisé (4.4.20), il vient

- _<§8’ L?)M@'
]

Remarque 4.14. La proposition 4.11 confirme que la discrétisation structurée proposée préserve
le bilan de puissance, ie. (4.4.25) mime bien (4.4.14).

4.4.2.D Algorithme de résolution espace-temps

Nous avons six variables a,(f ), S [s €us €y et e,. Pour résoudre il nous faut ainsi six

L,

équations. Trois équations sont fournies par le systéeme Hamiltonien de dimension finie (4.4.18).
Les trois équations restantes sont données par les versions discrétisées des relations constitu-
tives (4.4.11)—(4.4.12)—(4.4.13).

Considérons le systeme algébro-différentiel suivant
M,dia, = Dey — Me,,

MIU =-D"e,+ Bpey, (4.4.26)
Mf =DMe,.

Nous utilisons un schéma d’Euler explicite avec un assemblage des matrices d’éléments finis des
relations non-linéaires a chaque pas de temps.
Prenons un intervalle de temps [to, %], nous le discrétisons par N; pas dt, ainsi nous avons

ty = to + Ny dt et notons que t,, = tg + ndt pour n = 0, ..., N;. Pour une variable e(t), nous
notons par e" = e(t,). Nous présentons ainsi les étapes de la résolution pour n =0,..., N, — 1 :
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° Etape 1, lier ¢, a a, : (mise a jour en temps de I’équation dynamique : la premiere
équation de (4.4.26))

an+1 —am
M,—"“—— = Del, — Me?,
P dt v = (4.4.27)
artt = a4 AM N (Dep — Mep),
o Ltape 2, lier a, a e, : (modele de Dulong-Petit (4.4.11))
(cv ent! — o ) _ (+ ()™ — (o) )
» =Ma, (4.4.28)
en —en
M~ =%~ — M, n+1
Cy dt u Qu _71
enl - (Mo, —dt M) Me, €
e Etape 3, lier e, & [, ¢ (deuxieme équation de (4.4.26))
M fit = —D' et + Bpey™, 1.4.29
ig—‘rl — M <_DTQZ+1 i BDQngl), (4.4.29)
e Etape 4, lier ¢, & [+ (troisitme équation de (4.4.26))
Mt = Mept,
fﬁ-‘gl — 6n+1 (4430)
e Etape 5, lier [, a ey : (loi de Fourier (4.4.12))
app\n+1l _n+1 o 3 app\n+1
\((611, ) €y IUU)L2(Q2 o <)‘ ( U ) ) UU>L2(Q)7
=Mey, =Ly, (4.4.31)
o Ly
ey = M; Ly,
e Etape 6, lier e, & e, : (fermeture o (4.4.13))
app\n+1 _n+1 _ app\n+1 appy\n+1
\((fapp> o > U“)LQ(Q)J - <(eUpp) ( U ) ’ v“) LQ(Q),
=My, ::z:U (4432)
Mfd QZ+1 = LeU7
§Z+1 = M]il LeU7

Nous avons ainsi l'algorithme 2 qui permet de résoudre le systeme en espace-temps. Dans
I'algorithme la barre oblique inversée (backslash) \ signifie la résolution du systeme linéaire.
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Algorithme 2 Résolution en espace-temps du probleme d’énergie en formalisme Hamiltonien

4 . 0 0 0 0 0 0 0,...,
Entrees ° gua an io_v Quu QU? ng Qa

en (4.4.18)
Sorties : al, fU, Llr, Cus € €

Nt dt, N, et les matrices du systeme construites

1
o

1=20
tant que 1 < NV, :
a4 oy + dt M, \ (Dey — M eg)

Construire M,,,, cf. 'équation (4.4.28)
e« 1—dtM,, \ Mc,

[, M\ (=D el + Bpeh)
Il ee

Construire M., et Ly, cf. 'équation (4.4.31)
Qllf — Meu \LfU

Construire My, et Le,,, cf. I'équation (4.4.32)

§¢17<_Mfo\L€U
ay — a,
B
f, 1,
e e
ey « e
& — e

1 +— 1+1
fin tant que
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4.4.3 Simulation

Probleme fermé
Nous considérons un probleme fermé ey = 0, le systeme ainsi est conservatif %L{ = 0. La

figure 4.13 montre que le Hamiltonien (I’énergie interne) est bien constant.

Hamiltonien (Energie interne)

GG

G50

G

G30

Hamiltonien

G20

G100

GO0

T T
0 2 1 G 8 10
Temps

FIGURE 4.13 — Hamiltonien du systeme fermé

Probleme PR2
Nous reprenons le probleme de référence PR2 défini dans 4.2.3.B. Dans la figure 4.14, nous avons

a gauche la distribution de la température ey en couleurs et le flux entropique ey représenté
par des fleches, évalués a plusieurs instants. A droite, nous tracons les valeurs du Hamiltonien

(Iénergie interne) Uy associé.
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La température ¢, et le flux entropique ey a t=0 Hamiltonien (Energie interne) a t=0
1.00 4 122.28
119,45 .
£ 0.75 o 11661 ¢ gop 4
g 113.77 -2
=
g 0.50 4 oo 2
= 108.10 E
g 0.25 - 105.27 T 500
102.43
.00 099,59
T T T T T r][]-T[J T T T T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0123456780910
coordoonée x, Temps
La température ¢, et le flux entropique ey a t=2 Hamiltonien (Energie interne) a t=2
LU 4 122.28
110,45 |
£ 0.75 4 116.61 £ gog 4t
3 113.77 -2 :
S 0.50 110,04 2 :
T 108.10 E
g 0.25 4 105.27 T 500 4
102.43 Tood
.00 099,59
T T T T T O6.76 T T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 012 345678910
coordoonée 1, Temps
La température ¢, et le flux entropique ey a t=6 Hamiltonien (Energie interne} 3 t=H
1.00 122.28
119.45
[l -r G }
= 075 1 11661 = gog -+
2 113.77 -2 :
g :
g 0.50 4 11094 2 :
E 10810 £ '.
m .
g 0.25 - 105.27 T 500 4=
102.43 | 20 R P P .
0.00 - 99.59
T T T I_ T r][]-T[J T T T T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 012345678910
conrd&onée Ty Temps
La température ¢, et le flux entropique ey a t=10 Hamiltonien (Energie interne} 3 t=10
1.00 4 122.28
118,45 |
é 0.75 1 1661 = gop -+
. 11377 2 3
§ 0.50 11091 2 :
2 108.10 E
g 095 4 105.27 T 500 4
a 102.43 ¢ S N Y O | PR YT 5
.00 09.59
T 1 T T T 06.76 I e e B e B A
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0123456780910
coordoonée Temps

FIGURE 4.14 — Les variables et le Hamiltonien du systeme ouvert avec controle de température :
(colonne de gauche) : la température e, en distribution de couleurs et le flux entropique ey
représenté par des fleches a différents instants t = 0, 2,6, 10; (colonne de droite) : le Hamiltonien
du systeme (Energie interne) aux mémes instants t = 0, 2, 6, 10.
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Chapitre 5
Convergence de PFEM
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Dans ce chapitre nous nous intéressons a I’analyse numérique de la discrétisation par la méthode
des éléments finis partitionnés (PFEM) pour I’équation des ondes. Ce travail a fait I'objet d'une
soumission dans une revue internationale & comité de lecture [Haine et al., 2020].

5.1 Objectif

Nous avons comme objectif de démontrer la convergence de la discrétisation PFEM appliquée
a 1’équation des ondes vue au chapitre 3.2. Nous cherchons ainsi I'estimation de deux erreurs,
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5.1. OBJECTIF

I’erreur absolue en temps continu entre la variable d’énergie et la variable d’énergie discrétisée
en espace, dans la norme d’énergie, et l'erreur en temps continu entre le Hamiltonien et le
Hamiltonien discrétisé.

5.1.1 Position de probleme

Rappelons le systeme (3.1.8) décrivant I’équation des ondes écrite sous forme Hamiltonienne a
ports d’interaction.

( Oray(t,xz)| | 0 grad
Orap(t,z)|  |div 0

T(z) 0 ] |:aq(t7m):| , Vi=0,VzeQ,

1
0 m Oép(t, 33)

up(t, ) = v, (?(w) aq(t,w)> , Vt>0, Vo €0,
. . (5.1.1)
ya(t, ) = Yo <— ap(t,w)) , Vt>0, Vo € 09,

p(x)
og(T) = g0, ), Ve,
\ apo(T) = ap(0, ), Ve

5.1.2 Objectif

Pour étudier la convergence, nous cherchons a estimer les erreurs suivantes :

d
{aq(t, a:)} — {O‘g (t, a:)} I’erreur absolue dans ’espace d’énergie X entre les
a,(t, x) ap(t,w) X

variables d’énergie continues et leurs homologues discrétisées.

o E¥(1) := ‘

o E™(t) := H(t) — Hq(t) Verreur entre les Hamiltoniens continu et discrétisé.

5.1.3 Rappel

Formulation faible grad-grad

Nous reprenons la formulation faible grad-grad (3.2.5) du probleme (5.1.1), avec uy = 7, (?aq> :

= 1 =

8a,T'v> :(grad(—a),T'v) ,

( t Qq ) 20 o P q L@
1 = 1 1

<8t a,, —vp> = —(Taq, grad (— vp)) + <ua, —Up> :
P ) 2 p L2(Q) P vgvs

ou v, et v, sont des fonctions test assez régulieres.

(5.1.2)
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Passage a la dimension finie

Nous rappelons les familles de discrétisation (3.2.6)

—1 . ——1
V, := span { (T goé) e } cT L*Q),

5.1.3
V, = span { (p w’;)lgksm} C pH'(Q), (5.13)
Vs := span {W?hgmg\fa} C L*(09).
Nous approchons ay, o, et uy dans V,, V,, et Vy par ag, aﬁ et ug.
Nous obtenons la version discrete de la formulation grad-grad (5.1.2)
<8t ay Tvq> = (grad | —a; | , T'v, ,
LQ(Q) p LQ(Q) (5 1 4)
1 = 1 1 o
<8t O‘Zv —vp) = — (T aZ, grad (— vp)) + <uf«§, —vp> ,
P L2(Q) P L2(Q) P ViiVy
5.1.4 Définitions et notations
— Espace d’énergie a régularité augmentée : (cf. le chapitre 2.1.2.B)
X, = HY" Q) x H5(Q), (5.1.5)

muni du produit scalaire (vy, v2) = (v1, QU2) gaiv.x(q)xmr(0)- £ outre, les parametres

T et p sont supposés tels que X, soit un espace de Hilbert.

Espace des solutions a régularité augmentée :

7 Hdiv,/{+1(Q)
. -1
Espace de controle a régularité augmentée :
ViR = H53(6)) (5.1.7)

Espace d’observation a régularité augmentée :
VIR = H3(09) (5.1.8)

La trace de Dirichlet 7y, définie dans le théoreme 2.1, est continue de H**1(Q) dans
H””%(@Q), cf. [Cessenat, 1996, Chapter 2; Theorem 1 & Proposition 10].

La trace normale 7, , définie dans le théoréme 2.2, est continue de H*1(Q) dans
H””’%@Q), cf. [Cessenat, 1996, Chapter 2; Theorem 1 & Proposition 10].
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— h € (0,h") est le parametre de taille de maillage, ou h* > 0, ie. h est suffisamment petit.

— Hp:=1v, c H(Q).

o

— H, =TV, C L*(Q).
— P, est le projecteur orthogonal de L*(Q2) dans H,.
— Py, est le projecteur orthogonal de H'(Q2) dans H,,.

— P, est le projecteur orthogonal de L?*({2) dans H,.

Pour prendre en compte la métrique induite par I'opérateur Q sur X', nous introduisons les
projecteurs suivants.

— P, est le projecteur orthogonal de L*(£2) dans V,, muni du produit scalaire ( , %) @
Q

— P, est le projecteur orthogonal de L*(€2) dans V,, muni du produit scalaire ( , T ) .
L2(Q

5.2 Théoremes généraux

5.2.1 Premier théoréme de convergence : estimation de E¥

Nous donnons une estimation de I'erreur absolue, en temps continu, entre la variable d’énergie
et la variable d’énergie discrétisée, dans la norme d’énergie. Ce résultat a donné lieu a des appli-
cations sur des familles d’éléments finis classiques. En outre nous ’avons vérifié numériquement
dans la section 5.5. En effet, nous avons ainsi sous les hypotheses (H0)—(H1)-(H2)—(H3)—(H4)-
(H5) définies ci-dessous, le résultat suivant.

Théoréme 5.1. [Estimation de IEX/ Soient k > 0 et Q un ouvert de classe C*1t2. Il existe

une constante Cx > 0 telle que pour tout Ty > 0, toute donnée initiale [3%] € V,, tout
i)

up € C*([0,00), V5" tel que up(0) =1 (?a%) et pour tout h € (0, h*)

< |7 2] o] - [0+ cx masts e 2]

P X Lee([0,T],Vw)
+ CX Tf h—91,0 HU(‘) - ug”LO"([O,Tf],Vg) Vi e [07 Tf]?
(5.2.1)
avec
0" = min{@lyp — 9071, '9p — 6170, Hq — 9170}, (522)

ot 04, 0,, 0p1, 019 et 01, sont les ordres de convergence des projecteurs donnés dans les hy-
pothéses 5.2.2 ci-dessous.
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5.2.2 Hypotheses et lemmes techniques
Conjecture : Hypothese (HO)

Nous conjecturons que

aqo

Vawi= [20] € Vi, Vup € 00,00, V5% ual0) =11 (Teun).
p0
Fa e C(]0,00), X,) NC([0,00),V,) solution du probleme (5.1.1) avec ys € C ([0, 00), V§™).
(HO)

Formellement, la conjecture affirme qu’en augmentant la régularité sur la frontiere 052, oy,
apo et uy, la régularité des espaces de solutions sera augmentée également (en utilisant la
continuité et la surjectivité de 7o et v, ). D’apres le corollaire 4.3 de [Kurula and Zwart, 2015]
(correspondant & = 0), ce résultat semble raisonnable méme s’il n’est pas démontré.
Cette conjecture est noté dans la suite comme ’hypothese (HO).

Remarque 5.1. L’hypothése (HO) permet de lier la régularité mazimale de o, en HYV(Q)
et o, en H®(Q), aux ordres optimauz de convergence des familles d’approzimation. Si k est

——1 3 ——1 .
Uordre de régqularité mazimale de oy, ie. ay(t) € T HW"(Q) mais o, (t) € T  H 1(Q),
nous avons ainsi que k est l'ordre de régularité mazimale de o, ie. a,(t) € pH"(2) mais
a,(t) & pH" 1 (Q), et vice-versa.
Hypotheses (H1)-(H2)-(H3)—-(H4)-(H5)

Il existe h* > 0 pour tout x > 0

— Hypothese (H1) :
3C, >0, 36, 20 : [P, — Up”L?(Q) <G hf ”UPHHN-H(Q)v

Vo, € H"tH(Q), Vh € (0, h").
(H1)

— Hypothese (H2) :
3C1p >0, 301, 20 |[[Prpv, — UPHHl(Q) < Cip hfe ||Up||Hn+1(Q)a

Vo, € H"*H(Q), Vh € (0, h").
(H2)

— Hypothese (H3) :
3C; >0, 36,20 : [Py, — vq||L2(Q) <y hf HUpHHnH(Q)a
Yo, € H™*(Q), Vh € (0,h").

(H3)
— Hypothese (H4) :
3C10 >0, 3010 >0 : [|grad vp| 1, o) < Croh™ [0 12
Vol € Hy,, Yhe(0,h).
(H4)
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— Hypothese (H5) :

3Co1 >0, 3001 20 : |[Ppvp — UPHHl(Q) < Cop ™ || Py, — UPHHl(Q)’
Vo, € H'(Q), Vh € (0,h%).
(H5)
En général, (H5) peut étre déduite de (H4), grace au lemme 5.1.

Lemme 5.1. Supposons que (H4) soit vraie, alors il existe une constante Coy > 0 telle que
| Fpvp — UPHHl(Q) < Cop ™ || Py — UPHHl(Q)7 Vu, € H'(Q), (5.2.3)

ie. (HD5) est vraie avec 6y = 01 p.

Démonstration. Soit v, € H'(Q)

| Bpvp — Up”Hl(Q) < [ Prpop — UpHHl(Q) + [ Ppvp — PLPUPHHl(Q)?
< [|Prpvp — UpHHl(Q) + [Py (vp — Plypvp)HHl(Q)v
< [ Prpop — UPHHl(Q) + [ Prpvp — Up”L?(Q) + |lgrad (F, (v, — Pl,pvp))”;:z(g)v
< 2||Pypop — UPHHl(Q) +Cro h™ || P, (v, — Pl,pvp)“p(g)a
< 2||Pypop — UPHHl(Q) + Cro b= Py, — UpHL2(Q)>
< (2 +Cho h_el’o) 1P pvp — UPHHl(Q)’

< Coy h™0|| Py v, — UPHHl(Q)’

—_

ot nous avons utilisé¢ P, P, ,v, = Py ,v, pour tout v, € H*(Q), en utilisant (H4), 15l 2220y =
et défini 0071 =2 (h*)91,0 + 0170.

Y

— U

Pratiquement, sur les domaines convexes, cette estimation peut étre renforcée (ie. 01 < 01
L’hypothese (H5) est donnée ainsi séparément pour assurer 1'optimalité du résultat.

Propriétés élémentaires

Il est important d’expliciter le lien entre les projecteurs écrits en droit (P, et P,) et les projec-
teurs écrits en calligraphique (P, et P,), car dans la suite cela nous permettra de passer de la
métrique induite par Q et la métrique usuelle L?(Q) x L?(Q) et vice-versa.

——1 — =
— T P,T est un projecteur de L*(Q) muni du produit scalaire ( , T ) o) dans V.
L2(Q

— pPp% est un projecteur de L2(Q) muni du produit scalaire ( , % ) : dans V.

12(Q
——1 =
— T P,T est un projecteur de L*(2) dans H,.

— pPyy est un projecteur de L*(Q2) dans H,,.
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Par orthogonalité de P, dans L*(Q) et P, dans L?(f2), nous avons

——1 —

lvg — qu(IHL2(Q) < |lvg—=T PTIv, 2@’ Vo, € L*(9),
llvp — Pp”p”m(g) < ||vp— /)Pp,l)vp L2)’ Vv, € L*(Q),
T (vy — Pyu,) < ||T (vq - T Pquq> , Vv, € L*(Q),
L2(Q) L2(Q)
\/Lﬁ (vp — Ppup) L2() < \/Lp ('Up - PPp%Up> @) Vv, € L*(Q).
o «a
Ainsi, pour tout [ q] ceX
Qp
——1 —
e S, -7 )l e
a, 0 Ppl o] |l a, 0 pPys | Low] |,

et les hypotheses (H1)-(H2)-(H3)—-(H4)—(H5) peuvent s’écrire pour les projecteurs calligra-
phique Py et P, dans leurs propres métriques en utilisant les bornes supérieures et inférieures

des parametres physiques T et p.
Lemme 5.2. Sous les hypothéses du théoréme 5.1, nous avons

7 )21 -G ) T

X P

_QQ

T

L2 ()

= 1
— (T (ay — P,oy,) , grad (— (Ppa, — ag)))
P L2(Q)
1
+ <ua —ud, (— (Ppay, — az)>> :
p V5:Vs

Démonstration. A partir de la formulation faible (5.1.2) et de la formulation faible discréte (5.1.4),
et grace a la conformité des familles d’éléments finis, nous avons

d d _ d d
<(‘9taq — 0y, Tvq>L2(Q) = (grad (;ozp — ;ozp> ) Tvq>L2(Q),

1 — = 1 1
(075042, — atag, - v;f) =— (T oy — Tag, grad (—vﬁ)) + <ua —ud v (—vg>> ,
P L2(Q) P L%(9) P Vi.Vs

La somme des deux égalités ci-dessus donne

= 1 =
a—ade) Bhcr, — Dyt = - d(-a,—-a)  To
( 1% = G 2 Y ) g % A P L2(Q) Bt ™ Y 12(9)

(5.2.6)
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o d._ d d._ d
En choisissant v, = P,o, — ay et vy = Pray, — Qj,, IOUS avons
d
(Ppay — O‘p))
L2(Q)

- (?aq - ?ag, grad (% (Ppar, — aﬁ)))

(8taq — dal T (Pag — aZ))
= (grad (104 — lad) T (’P o, — ad)>
p P p P ’ q="q q
1
+ <ua — ug » Yo (— (Ppap — ozZ)>> )
P Ve VY

1
+ (at@p - 8tozg s ;

L2(Q) L2(Q)

(5.2.7)

Grace a l'orthogonalité de [P 0 } dans X nous obtenons

q
0 P
_ 1
(ataq _ 8t0ﬁg; T ('anq — aﬁ))L%Q) + <at06p - atazv ; (PpOép - Oég)) 12()

= 1
— <8t’anq — Otag, T ('anq - O‘Z))m(m + (&Ppap - @aﬁ, ; (Ppozp a aﬁ)) (Q)7
L2

(5.2.8)
aboutissant au résultat souhaité.
O
Lemme 5.3. Sous les hypothéses du théoreme 5.1, pour tout h € (0,h*), nous avons
1 tC0C 1
‘ grad (— (Oép — PpOép>> < <CO,101,ph61’p_90’1 + wh%—ﬁ,o) H_ap _
P L2(Q) VP P s+
(5.2.9)

Démonstration. Nous avons

1 1 1 1 1
‘ grad <— (o — Ppozp)> < ‘ grad <—ap — Pp—ap) +‘ grad (Pp—ap — —Ppap) ,
P L2(Q) P P L2(Q) p p L2(Q)
grace a (H5), le premier terme de 'expression a droite est borné, avec v, = %ap e HY(Q),
1 » 11
grad | — (a, — Ppa,) < Co1h™ | Py p—ay, — —ay,
P L2(Q) P N V2 eX(9)
1 1
+ ||grad | P,—a, — —Ppay, :
p p L2(Q)
en utilisant (H2) et encore avec v, = %ap € H'(Q),
1 R 1 1
grad | — (o, — Ppayy) < Cp 1 Crph™ PR~ | =y, +||grad | B,—a, — =Py,
P L2(Q) P llas+1(e) P P L2(Q)
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Comme (Pp%ozp - %Ppozp> € H,, 'hypothese (H4) donne

Concentrons-nous sur le terme ’

1
By—ay, = =Py,

+Cy ph 10
0

HR+1(Q)

1

< CO,IOLphel’p hfo1
p

L2()

1
grad <; (a — Ppap)>

L2(2)

1 1
FPyoop — ;Ppap

our ConChlre. Puis ue lp est un pro-
L2(9) p que S pp p

jecteur de L?(2) dans H,, nous avons Pp%ap = %Ppp(Pp%ap). En conséquence

1 1 1 1 1
Py—o, — =Py« :H—Pp(P—a)——Pa :
‘ppp PppLz(Q) PiE P, pppLZ(Q)
1 1 1
< —||—=P» <pPp_O‘p - ap) ’
VS RV p 12(9)
1 1 1
< ——|loPcay — pay||
VoI et T Pl g
J’_
< Al Py—ay — 10‘1)
vV P- P P L2()

ou nous avons utilisé, de la premiere a la deuxieme ligne, la borne inférieure p_ de p, de la
deuxieme a la troisieme ligne, le fait que la norme du projecteur P, muni du produit scalaire

(-, %) ()’ qui vaut 1 par orthogonalité dans L?*(€2). Finalement, de la troisitme & la qua-
L
trieme ligne, nous avons utilisé la borne supérieure p* de p.

Par I'hypothese (H1), avec v, = %Ozp € H'(Q2), nous avons

Ainsi nous obtenons le résultat du lemme. O

1
P

1 1 TC
P,—a, — —a <P “p g,

< (5.2.10)
L2(Q) VP-

H"”~+1(Q).

5.2.3 Démonstration du premier théoreme de convergence

Démonstration du théoréme 5.1. Remarquons que nous avons {gqo € C([0,00),V,) grace a
0
I'hypothese (HO). Nous en déduisons ainsi que les estimations (H1)—-(H2)—(H3) sont valables

pour o, et oy, pour tout t € [0, T}].
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Nous décomposons l'erreur,

O e B e
a,(t, ) ap(t,w) ¥ | a,(t, ) 0 Pl |ap(t,x) x
By
n Py 0 [aqlt,x)| ag(t,:v)
0 Pl |ayt,x) ag(t,z) |||,
E,
(5.2.11)
La démarche de la démonstration se base sur cinq étapes :
e Etape 1 : Estimation de erreur E; gréce a linégalité (5.2.5).
. Etape 2 : Utilisation du lemme 5.2 pour obtenir la valeur exacte de
1d d
——E;=E,—E 5.2.12
2 dt 2 2dt 29 ( )

par rapport au produit scalaire L?(§2) et du crochet de dualité a la frontiere.

e Etape 3 : En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et des majorations grossieres, nous

obtenons
d
Ey —Eo; < EsE,. (5.2.13)
dt
En divisant par E,, nous avons
d E, <E (5.2.14)
dt 2 3- L.

e Etape 4 : Estimation de l'erreur E en utilisant le lemme 5.3.

° Etape 5 : Intégration en temps de l'estimation obtenue a I’étape 4, et agrégations des
estimations précédentes.
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Etape 1 A partir de I'inégalité (5.2.5) et en utilisant la borne inférieure T_ de T et la borne
supérieure p*, nous avons avec la définition de la norme & poids dans X

. @y Py 0] |y
IE’l = - 0 P )
Qp r] L% ]||lx
r ——1 —= B
< aq} _|T AT o {aq 7
L 0 pBy] L],
:_1: :_1 pr— 7
T Tey| _|T BT 0 {aq}
L p%ap 0 pPp%_ @ x,
- _ -
_||T *a,-P) 0 Tey ’
L 0 \/IE(IP_PP> ;Oép_ L2(Q)x L2(Q)
<2 |Ta, - PT V| ta, - B2
—|Ta, — a -a, — P,—a
=T q o Y| 120 P P p_p L)

Suivant 'hypothese (H1) avec Sa, € H™'(Q) et 'hypothese (H3) avec ?aq € HIvA Q)
nous obtenons

(5.2.15)

Cy 0, 0p Oy
e < m{ e Vi [0

Vi

Etape 2 Le lemme 5.2 conduit &

liE? — 1d|[Py 0] [ey] [ag
2dt 27 2dt|[| 0 P, |y al

2

|

X

1 —
= (grad (_ (op — Ppap)) , T (anq - atczl)>
P L2(Q)

— 1
_ (T(aq - P,o,) , grad (; (Ppap — ag))) o
L2(Q

1
+ <ua — ug, Yo (— (Ppap — ag)>> )
P RV

(5.2.16)

Etape 3 A partir de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et de la continuité de la trace de Dirichlet
dans H'(€2), nous avons
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2

< R,

|

1

grad (_ (ap — Ppap))
P L2(Q)
1

grad (; (Ppap — ai))

Y

X

H? (Pyag — )

liEQ;:li P, 0] [ay] |
2dt 27 2dt||[ 0 P, | oY

S ‘

+ H?(aq —Pyoy)

T

L2 ()

L*(Q)

L2(Q)

1
+CDHU‘9_U<C9[HV" - (7%%—045)
o L2 (%)

1
+C’D||ua—ugHvu grad (— (Ppap—ag)) )
° P L2(Q)

grad (% (Ppar, — aﬁ)) HL?(Q) est ainsi estimé par (H4),

Comme % (Ppoyy, — al) € H,y, le terme ‘

1 d Cro ;g 1 d
grad(—(Poz—oz)) < ——= p "0 —(Pa—a) ,
‘ P p=p D L2(Q) /—p_ \/15 p=p §4 L2(Q)
ot nous avons utilisé la borne inférieure p_ de p.
En conséquence
2
s = i [0 ) (3] - [
2dt 24t|[| 0 P @] || 5
< HT2 grad (; (o, — Ppap)) T" (P, —al)
L2(Q) L2(Q)
+ G007 T (ag — Poexy) (Ppay, — a?)
- w@ ey
Cp d 1 d
+ —||uo — ug||yu ||—= (Ppoyp —
\/P_—” 3”1)8 \/ﬁ( PP P) 2@
CpCio, d 1 d
+ ——h"""ug — uy||,,u ||—= (Ppay —
\/p—_ H d”Va \/ﬁ ( p=p p) L)

, nous obtenons

_1
Rassemblons les deux termes |7 (’anq - ag’) ‘ £2(Q)
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ainsi la norme souhaitée dans X
2

ldgs 1d|I[P, 0] [ag]| _[eg
2dt” 27 2dt|[| 0 Pyl | ag ],
: H?é grad (l (ap — Ppap)) * e h e ?(aq Poy)
p e V- L2(@)

C _ P, O d
+ O (14 ¢y h o) Hua—ugva)H R

\/p_ rlllx
< E3 Ko,
ol
Z% 1 010 -0 -
E; := ||T" grad | — (o, — Ppayp) + —=h "\ T (g — Pyory)
P L2(9) VP- L*(Q)
o (5.2.17)
D 9 d
+ \/? (1 + Cioh 1’0) Hua - Ua| vy
en divisant par E; les deux cotés de I'inégalité, nous obtenons ainsi
d
—E, < Es. 5.2.18
a2 =0 ( )
Etape 4 En utilisant la borne supérieure T+ de ?, nous avons
1 Cro, =
Es :=VvT+ grad(—(oz —Pa)) + ——=h7NT (g — Pyexy)
o P pp L) o q 1% | 20
Cp —0 d
- (1 1,0 —
+ \/p_— ( +Cl’0h ) Hua uﬁ”vg
A partir du lemme 5.3, nous obtenons
tC 0C 1 C =
Es < VT+ (Coleoyph"l»ﬂ—"ovl 4 P ot ph"?""l*o) H—ap + 2y 00| T (o — Pyexy)
v/ P— P He+1(Q)  VP- L2(Q)
Cp
— (1 h~00 5 —ulll ..
+ \/p—_ ( +Cl,0 ) Hud uaHVg
(5.2.19)

. Grace a la borne supérieure T de T et
L2(Q)

Il nous reste a estimer le terme H? (g — Pyoyy)

a la troisieme ligne de (5.2.4), nous avons

e =1 ——1 —
HT(aq ~Poow)||, VT |T (e-T PTa,)| .
L2(9)
autrement dit
HT(aq - Pyoy) @ <VTH|T ° (Taq — PqTaq) .
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Avec la borne inférieure T_ de T et I'hypothese (H3) avec v, = %aq, nous obtenons

Tay,
Hdiv,n+l (Q)

= Tt
HT (aq — anq) 2@ < ﬁcqheq

En injectant la derniere estimation dans (5.2.19), nous avons

1

+
8y < VT (it  + £Cinn)|
b 9. p

N

HR+1(Q)

VITC10Cy 0,010 N (14 Croh™) [|uo — ],

\ /T,p, Hdivst1(Q) /p

La derniere inégalité conduit, par une majoration grossiere, en introduisant la constante C3 > 0
telle que pour tout h € (0, h*)

Qy

Qp

Etape 5 En intégrant %Eg < Ej3 entre 0 et Ty, la derniere inégalité devient
Ay
Qp

En remplacant les expressions de (5.2.15) et (5.2.21) dans (5.2.11), en remarquant que 6, >
0, —0,0 et 0, > 0,—0, o, nous obtenons le résultat souhaité pour tout h suffisamment petit. [

Ta,

s < 03 hmin{@l,p—90,1;Gp—91,o;9q—91,0} + 03 h—@l,pHUa — ugHV“ (5‘2‘20)
)

Ve

EQ (t) S E2<0) _'_ CS Tf hmin{917p790,1;9p791’0;9q70170}

-+ 03 Tf hiel’o HUa

- ug”Loo([OT]vu)'
L= ([0,T4];V) b Ye

(5.2.21)

5.2.4 Deuxiéme théoréme de convergence : estimation de E*

Corollaire 5.1. Sous les hypothéses du théoreme 5.1, nous avons

B < (‘ o

Démonstration. Nous avons immédiatement

E*(t)
2

) E¥(t), vt e[0,Ty. (5.2.22)
Loo([o,Tf],x)

1 d d
ol =sf (][] 3] - [4)).)
Lol Lo L%l A1 Al g o1y
1| o T
< e Il EX(
_2‘%}4_[0‘;5”/\* "
Mais .
‘ [aq} + [O‘g ’ < 2‘ {aq} FEX(Y),  Ytelo, Ty,
Qyp Y]l x Qp Lo ([0,74),%)
ce qui conduit a l'inégalité (5.2.22). O
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Dans le théoreme suivant, il est prouvé que les conditions de compatibilité entre H,, H, et Vj,
y compris celles conduisant a la préservation de la cohomologie de De Rham, ¢f. [Monk, 2003],
permettent d’obtenir un meilleur résultat pour E*.

Théoréme 5.2 (Estimation E*). Sous les hypothéses du théoréme 5.1 et les hypothéses sui-
vantes :

(grad (ﬂ) , To ) =0, ‘v"vfj eV, Vv, € H(Q).
Q)

L2(Q)
(T - P,v,) , grad ( )) 0, va eV, Vv, € L*(Q).
L@ (5.2.23)
( a—ua,%)( p)) =0, VU;ZEV;,, VU@GLQ(aQ).
p L2(09)
<u ,%< PW)) =0, VuleVy Yo, € H(Q).
(092)
Ainsi 1
2 2
E™(t) ~E™(0) = 5 ((Ex(t)) — (E*(0)) ) . Vtelo,Ty). (5.2.24)
Démonstration. Nous avons
2 o]l o Jo % all]?
S {150 e (o e I 1
]|l x Ap ]/ x Al x
Ainsi )
1 d d
woer (G )AL e
2 Qp Y1) x 1 llx

A partir de (5.1.2) et (5.1.4), nous obtenons directement
d d 1 1 =
i) []), = (sroa G Gon) Tt
dt \ [ ap 1) x P P L2(Q)
= = 1
+ (T’anq - Ta,, grad (—oz;f)) (5.2.27)
P L2(9)

1 1
+ (ua, Yo (-%‘f)) + (ug, Yo (—Ppa;f)) :
p L2(09) p L2(09)

Par hypothese sur les familles d’approximation de type ¢ et p, la derniere égalité devient

illon]  [2]), = (o Got) o (o0 (o))
- ) = | ua, —Q + | uy, —-P,a . 5.2.28
dt({% 1) x 2P 12(99) VI L2(59) ( )

Par construction )
d
Oép

- Q(Ug ) yg)LQ(@Q)a (5229)
X

_QQ,

T

4
dt
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d’ou

a (- G,

2 d
v vy — Ppu
> - <u8_ug770 <_p>> + (ungYO (M)> .
X P L2(60) P L2(09)

(5.2.30)
Grace aux hypotheses sur les familles d’approximation au bord, nous avons
2 2
e e [ | o R e 1 IR
ap] " [ap]) A lllx apo] " [5(0) x a,(0) x
ce qui termine la démonstration. O

5.3 Théoreme d’application aux éléments finis classiques

Dans cette section, nous présentons des exemples explicites des premier et deuxieme théoremes
de convergence. En effet, la convergence est démontrée pour les familles d’éléments finis conformes
usuelles. En outre, le choix optimal des ordres des éléments finis utilisés est donné.

5.3.1 Maillage

Le maillage, au sens de la section 2.2.2, est régulier et quasi-uniforme :

— hg est le diametre de K, ie. hg 1= maxy, goek |1 — X2||gn- dx est le diametre du cercle
ou de la sphere inscrits de K. Il existe une constante C' > 0 indépendante de h telle que

M o wReT, Vhe(0n), (5.3.1)
K

ou le parametre h est défini comme h := maxge7, hx.

— 1l existe une constante ¢ > 0 indépendante de h tel que

in hx > ch. 5.3.2
]Igél’% K = C ( )

Ces hypothese sont classiques en analyse numérique, cf. [Boffi et al., 2013], [Gatica, 2014].

5.3.2 Elément de Lagrange

Afin de spécifier le théoreme 5.1 a des éléments finis classiques, il faut s’assurer d’abord de la
conformité L%(Q)) x H'(Q) x L*(99). Un premier choix intuitif est de considérer 1’élément fini
usuel de Lagrange, ce dernier est donné a la définition 2.12. Nous définissons ainsi, pour k, ¢ > 1

H,={vicc@)". o

si £ = 0 nous obtenons les fonctions constantes par morceaux.

€ (P(K)", VKET}, (5.3.3)

H, = {vg eC(Q), v;j(K e P (K), VK¢ Th} . (5.3.4)
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5.3. THEOREME D’APPLICATION AUX ELEMENTS FINIS CLASSIQUES

Notons que k doit étre non-nul pour étre H'(£2) conforme, en nous verrons que cette hypotheése
est nécessaire. En effet ce résultat est également illustré dans la section 5.5.

L’espace de discrétisation sur la frontiere est défini par, pour m > 1
Vo 1= {Ug cC((09), 2 € P (F), VF e {facesde K e T,} N 39} : (5.3.5)
si m = 0 nous obtenons les fonctions constantes par morceaux.

Les estimations d’erreur des opérateurs d’interpolation globale de Lagrange sont connues dans
la littérature, cf. [Boffi et al., 2013]. Ces estimations sont valables pour les projecteurs ortho-
gonaux. Ainsi (H1)-(H2)-(H3)—(H4)—(H5) s’écrivent

— (H1b)

ElOp > 07 ”PPUP B UPHLQ(Q) S Cp hk+1 ”UpHHk+l(Q)7 VUp < Hk+1(Q)a Vhe (07 h*)
(H1b)

- (H2b)

3C1, >0, [Py, — UPHHI(Q) < Cip h* ”UPHHkJrl(Q)? Vu, € H*(Q), Yh e (0,h),
(H2b)

— (H3b) : L’estimation suivante nécessite plus d’attention. Néanmoins, en utilisant 1'hy-
pothese (H1b), [Foiag and Temam, 1978, Proposition 1.4] et un argument de densité, nous
obtenons

30, >0, [Py, — 'UqHL2(Q) < Gy H%HHdile(Q)a Vo, € H™HQ), Vh e (0,h),
(H3b)

— (H4b)

d

3C10 >0, |graduv! ) < Cig ht | Vol € H,, Yhe (0,h"). (H4b)

[ ol

— (H5b)

3Co1 >0, [[Buy — UpHHl(Q) < Coa h™7|[Prpop — UPHHl(Q)? Vo, € H'(Q), Yh € (0,h"),
(H5Db)
ou 1 = 0 si 2 est convexe et 1 sinon.

Nous remarquons qu’avec le choix de I'espace Vy, nous aurons une estimation similaire a (H1b)
valable sur le bord.

Théoreme 5.3. Soit kK > 1 un entier, ot n = 0 si {2 est conveze et 1 sinon. Sotent Ty > 0,
d
[aqo] € Vi, us € (C*([0,00), H*1(0RQ)), et [O‘g(o)} et ud leur interpolation de Lagrange

) O‘p(o)
(PN x Py x P, dans H, x H, x Vy respectivement.
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Il existe une constante C' > 0 indépendante de Ty > 0, {‘;qo} et uy telle que pour tout h assez

PO

Qq

Qp
De plus lordre optimal de convergence est k — n est obtenu avec k = k —n, { = max(k, 1) et
m=kK-—1.

petit et tout t € [0,TY]

B¥(1) < C max(1, Ty) -k (' - ||ua||Loo<[o,Tf],Hn+1<am>) . (5:36)

Loo([ova}va)

Démonstration. Puisque k > 0, H*1(0Q) C L?(09Q), et ul peut donc étre approché dans
L?*(09). La convergence est donnée par

||u8 - ugHL2(39) < Cu heu HUQHHW‘Fl(BQ)? (537)
oufy,=m+1<rk+1.

Puisque H*(9Q) € H*2(99) = Vg™, a partir de (HO), la solution appartient & V,; en temps
continu. Rappelons que

——1 . — —
o, €T HW(Q) = {vq e L*(Q), Tw, € HY(9Q), div (Tvq> = H“(Q)} . (5.38)

et a, € pH"(Q). Ainsi, suivant les hypothese (H1b)-(H2b)-(H3Db), les ordres des familles
d’éléments finis satisfont

0,=k+1<k+1,
01, =k < K, (5.3.9)
O,=0+1<r+1

A partir de (H4b)-(H5b)

91,0 = 17

5.3.10
P (5.3.10)

Nous pouvons ainsi déduire 'ordre de convergence de E* grace a (5.2.1) et (5.2.2), ie.

0" = min{k — n, ¢, m}, (5.3.11)
ol nous avons utilisé les hypothese (H1b) et (H3b) pour 'approximation de la donnée initiale.
En prenant en compte la régularité maximale donnée par (HO) (et la régularité en wuy), nous
obtenons I'ordre maximale min{x — n, k, K} := kK — 1.
Finalement, nous obtenons 'ordre maximal de convergence avec le nombre minimal de degrés
de libertés quand k —n = ¢ = m = k—n. Puisque P, n’est pas H'(2) conforme, le théoréme 5.1

n’est pas applicable pour k£ = 0, d’out la nécessité que k = max{x, 1}. O
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Remarque 5.2. Nous définissons l’optimalité par mazximisation du taux de convergence avec le
minimum possible de degrés de liberté en les variables de type q et p, qui est le principal objectif
de cette section. En particulier, ['optimalité n’est pas garantie pour la famille d’éléments finis
Vo (seule une limite supérieure est donnée). Néanmoins, ce sera étudié numériquement dans la
section 5.5.

Notamment, nous pouvons conjecturer : en premier lieu, nous pouvons imaginer qu’un demi-
ordre pourrait étre gagné pour le controle frontiére sl est considéré dans H“*é(aﬁ) au lieu de
HH09Q), cette condition étant suffisante pour (HO). En deuziéme lieu, [’observation frontiére
a été grossierement bornée en utilisant la continuité de l'opérateur de trace de Dirichlet, alors
qu il pourrait étre borné directement dans H %(89), travaillant par exemple sur la composition

de l'opérateur de trace o avec le projecteur P, a l’étape 3 de la démonstration du théoreme 5.1.

En conséquence, considérer uy € C* ([O, 00), H”J“%(aﬂ)) devrait fonctionner avec une augmen-

tation probable d’un ordre dans le théoréme 5.1 (ie. m = Kk — 1 —n) devrait a nouveau conduire
au méme ordre k —n). De plus, si nous cherchons Uerreur uy — ul dans H’%(é?Q), comme
suggéré par le crochet de dualité (-, '>vg,vg> elle devrait fournir un autre demi-ordre au taux de

convergence, suiwant par exemple les idées dans [Larsson and Thomée, 2003, section 14.4].

Avec ces hypotheses supplémentaires, nous pouvons supposer que m = Kk — 1 — 1 conduit
a une approrimation d’ordre Kk + % — n pour le terme frontiere. A notre connaissance, ces
résultats n’existent pas en toute généralité dans la littérature. Néanmoins, a partir des simula-
tions réalisées dans la section 5.5, cette conjecture semble vraie, bien qu’elle ne soit pas encore

démontrée.

Cependant, en considérant le nombre de degrés de liberté a la frontiere par rapport au nombre de
degrés de liberté sur les champs internes, il semble que la preuve de cette conjecture ne soit pas
d’un grand intérét en pratique. De plus, il semble qu’il contredit les hypotheses du théoreme 5.2,
comme illustré dans la section 5.5, elle perd ainsi encore de son intéreét.

Remarque 5.3. Notons que, au moins dans le cas convexe, le choix optimal pour les espaces
V, et V, est cohérent avec la régularité mazimale supposée dans (HO).

5.3.3 Autres familles d’éléments finis

Suivant [Boffi et al., 2013, Proposition 2.5.4], 'estimation (H3) et ainsi le théoreme 5.1 est va-
lable pour plusieurs familles d’éléments finis H4"*(Q) conformes usuelles, donc L?(£2) conformes.
Ici, nous présentons les trois familles : Raviart-Thomas RT}, cf. la définition 2.13; Brezzi-
Douglas-Marini BDM,, c¢f. [Boffi et al., 2013] ; Brezzi-Douglas-Fortin-Marini BDF My, ¢f. [Boffi et al., 201

Proposition 5.1. Soit Kk > n un entier, oun = 0 si ) est convere et n = 1 sinon. Soient

d
Ty >0, [aqo] € V,, up € (C*([0,00), H1(09Q)), [a§<0)] et ud leur interpolation respective.
aPO Oép(O)
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L’ordre optimal de convergence pour Hy x H, x Vy est obtenu en prenant

RTmin(O,n—l—n) X Pmax(l,/-c) X Pmin(O,n—n);
BDMmin(O,nfn) X Pmax(l,n) X Prnin(O,nfn)y (5312)
BDFMmin(O,N—n) X Pmax(l,n) X Pmin((),m—n)~

Les trois configurations permettent d’avoir le méme taux de convergence kK — 1.
Démonstration. Application immédiate du théoreme 5.1. [

Remarque 5.4. Suivant [Foias and Temam, 1978, Lemma 3.17], puisque dans (H3) seulement
Uinterpolation avec la norme L? est nécessaire, nous avons —1 qui apparait dans l’élément de
Raviart-Thomas RT.

Conjecture Il devrait également étre possible d’appliquer le théoreme 5.2 a ces familles
d’éléments finis, en utilisant des résultats déja connus, comme par exemple [Boffi et al., 2013,
Proposition 2.5.2.] ou [Monk, 2003, Théoreme 5.40 et 5.49]. Selon les hypotheéses du théoréme 5.3,
les conditions de compatibilité sont satisfaites lorsque { = k =m = k > 1 (que €2 soit convexe
ou non). Cependant, pour I’élément de Raviart-Thomas, il faudrait augmenter I'ordre de un
pour satisfaire la compatibilité, cf. [Boffi et al., 2013, section 2.5.6].

Un autre point important a considérer des maillages quadrangulaires ou hexaédriques sont
utilisées : Les théoremes 5.1 et 5.2 devraient également s’appliquer directement a ces cas, cf.
encore [Boffi et al., 2013].

5.4 Extensions

Dans cette section, nous présentons des extensions aux résultats démontrés dans la section 5.2.
Dans la section 5.4.1, nous démontrons la convergence pour un systeme discrétisé par la for-
mulation div-div. Dans la section 5.4.2, nous démontrons également la convergence pour un
systeme avec amortissement frontiere.

5.4.1 Discrétisation en formulation div-div

Pour controler le probleme par le controle ug := 7y (%ap>, nous discrétisons le systeme par

la formulation div-div, cf. la section 3.2.2.B. Nous démontrons ainsi la convergence de la
discrétisation proposée.

Supposons un résultat d’existence et de régularité comme conjecturé dans ’hypothese (HO),
nous pouvons facilement adapter le théoreme 5.1.

Si V,, Vj, et Vj sont respectivement HYV1(Q), L*(Q) et L?*(0€) conformes, satisfaisant les hy-
potheses suivantes :
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— Hypothese (H1div) :

3C, >0, 30, >0 <[Py = vl 120y < Co b 0pll gerr gy

Vo, € HY(Q), Vi e (0,h7).
(H1div)

— Hypothese (H2div) :

3Caivp > 0, Faivp > 0 || Paivgvg — UQHL?(Q) <y R ||vp||Hfi+1(Q)7

Vo, € HWA(Q) Vh e (0,h%),
(H2div)

ot Py, est le projecteur orthogonal de H4Y'(Q) dans H,,.

— Hypothese (H3div) :

3C; >0, 36,20 : [|Ppv, — 'Uq||L2(Q) < hf ||Up||Hﬁ+1(Q)7
Yo, € HY*(Q), Vh € (0,h%).

(H3div)
— Hypothese (H4div) :
I Caivo > 0, Fbaivo >0 : [|div ’U;jHLQ(Q) < Civo h™40 H’U;lHLQ(Q)?
Vol e Hy, Vhe (0,h7).
(H4div)

— Hypothese (H5div) :

= CO,div >0, d eo,div >0 : HPq'Uq - Uq”Hdiv,l(Q) < C’O,div hfo.div |Pdiv,q'vq - quHdiv,l(Q)7
Vo, € H™1'(Q), Vh € (0,h").
(H5div)
Théoréme 5.4. Soient k > 0 et Q un ouvert de classe C*2. Sous les hypothéses ci-dessus (H1div)—
(H2div)—(H3div)~(H4div)~(H5div), il existe une constante Cx > 0 telle que pour tout Ty > 0,
toute donnée initiale {azs €V, tout uy € C*([0,00), V3"") tel que us(0) = o <%aq0> et pour
tout h € (0, h*)
P, 0] |« al(0) , | e
X < q | _ q div 0%, q
Edlv(t) — H |: 0 'Pp:| l :| |:ad<0) ¥ + CX maX{lan} h ay

Qp

f2 Lo=([0,T7], V)
+ Cy Tf p~Yaiv.0 ‘Uﬁ — ugHLw([O,TJc},Vg) Vit e [0, Tf],
(5.4.1)
avec
iy := min{baiv.g — bo.div, Oy — baiv.0, 0y — aivo}, (5.4.2)
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Remarque 5.5. Dans cette formulation nous avons considérer une autre causalité pour la
dualité controle-observation. Puisque [’observation est donnée par yg = v, (T aq>, V, doit etre
HYY1(Q) conforme.

Remarque 5.6. Un théoreme analogue au théoreme 5.2 devrait étre possible sous certaines

conditions de compatibilité.

5.4.2 Probléme avec amortissement frontiere

Nous allons étudier la convergence de PFEM sur 1’équation des ondes avec amortissement
frontiere de type admittance vue comme systeme Hamiltonien a ports d’interaction. Pour I’ana-
lyse et la discrétisation de ce probléeme, nous renvoyons a la section 3.5.

Proposition 5.2. Soient k > 0 et Q un ouvert de classe C**2. Il existe une constante Cx > 0

telle que pour tout Ty > 0, toute donnée initiale {aqo} €V, tout ug € C*([0,00), V") tel que

- Apg
ug(0) =7, (T aq()) et pour tout h € (0, h*)
Qq
p

S (| e R

Qp %(0) L>>([0,T4],Vx)
+ Ca Ty h™luo = 3|l e o gy VEE0,T7],
(5.4.3)
avec
0" :=min{6,, — 0p1,6, — 10,0, — 010}, (5.4.4)

ot les ordres 0,4, 0,, 0y.1, 010 et 01, sont les ordres de convergence des projecteurs donnés dans
les hypothéses 5.2.2.

Démonstration. Application immédiate du théoreme 5.1. En effet, le lemme 5.2 conduit a la
méme estimation (5.2.1) avec vy —v A la place de up—ud puisque Vj C Vi et Y est positive. [

Pour un amortissement frontiere de type impédance, la formulation div-div est considérée.
Cependant, un probleme apparait au niveau continu : la sortie y5 n’appartient qu’a Vj a priori,
qui contient strictement V. Ainsi, quelle est la signification de I’égalité uy = vz — Z ys qui doit
étre comprise dans V§ ? Ce n’est pas l'objectif de ce travail mais si nous supposons que vz est
suffisamment régulicre pour garantir que ys € Vj et donc aussi uy. Alors, le théoreme 5.4 est
valable pour vz — 4 & la place de up — ud grace a la version adaptée du lemme 5.2 pour la
formulation div-div, puisque Z est positive.

5.5 Etude numérique de convergence en 2D
Dans cette section, des simulations sont réalisées pour illustrer nos résultats. Nous vérifions
numériquement les ordres de convergence démontrés dans le théoreme 5.3 et dans la sec-

tion 5.3.3.
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5.5.1 Solution analytique

Nous considérons le domaine convexe €2 := (0, 1) x (0, %), donc n = 0, et les parametres physiques
définis par

el
Il

10 _
[0 1] et p=L (5.5.1)
Notons f(t) := 2sin(v/2t) + 2 cos(v/2t), nous définissons la déflexion exacte w

w(t, z1,xs) := f(t) cosx; sinzs. (5.5.2)

Elle satisfait clairement & dyw = Aw.

Ainsi les variables d’énergie exactes sont
sin zp Sin 2

aq(t,$1,$2)1:f(t){Cosxlcosxz]’ V(z1,20) €Q, >0 (5.5.3)
L : > 0. 5.

a,(t,x1,29) == Ef(t) COS 1 sin xa,

et le controle uy est obtenu comme

—f(t) cosxy, V (x1,22) € (0,1) x {0}
—f(t) sin(1) sinay,  V(21,22) € {1} % (0, 3),

ug(t, 11, 2) = f(t) coszy cos(3), V(z1,22) € (0,1) x {3} (5.5.4)
0, YV (21,22) € {0} x (0, 3)

Ainsi, {Zq] € C™ ([0, 00],C>®(2)) est une solution de 'équation des ondes vue comme systéme
P

Hamiltonien & ports d’interaction (5.1.1). Nous avons choisi des fonctions sinusoidales pour
éviter 'interpolation exacte dans les espaces d’éléments finis polynomiaux d’ordre élevé.

Le Hamiltonien exacte est calculé immédiatement, pour ¢t > 0,

H (o, ) = % (%f(t))z (% ~ sin (%) cos (%)) (14 sin(1) cos(1))
(F(0)? ( (550 (5) cos(3) ) 0 rsin eos) (553

1
M
(— — sin ( ) oS (%)) (1 —sin(1) cos(1)) )

5.5.2 Simulation

Dans cette section, nous considérons trois types de familles d’éléments finis pour V,, V, et Vj.
Toutes les combinaisons possibles et plusieurs configurations sont testés pour analyser le com-
portement de 'ordre de convergence.
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5.5. ETUDE NUMERIQUE DE CONVERGENCE EN 2D

Les simulations sont faite en utilisant le logiciel libre FreeFem++ 4.4 [Hecht, 2012], avec un
schéma d’intégration de type Crank-Nicolson pour ¢ € (0,1.5). Le pas de temps est choisi
suffisamment petit, dt = 1073, afin que l'erreur obtenue soit celle commise par rapport a la
taille du maillage h et non pas celle commise par rapport au pas de temps dt. Ces tests, 128
combinaisons avec 6 valeurs de h, sont exécutés sur un ordinateur personnelle (PC) avec un
processeur Intel Core i7 et 24GB de RAM.

f'|==w==P1-P1-P1-P1. rate ~ 1.54
[ |[=8—P2-P2-P2-P2, rate ~ 1.99

P3.P3-P3-P3, rate ~ 3.16 ]
—p— RTO-P1-P1, rate ~ 1.55 - T
| | == RT1-P2-P2, rate ~ 1.08 o
—#— RT2-P3-P3, rate ~ 3.25 -
10°5 || == BOM1-P1PL, rate ~ 133 T =
b - = =0hl} - H__.__,_,..-"" -

L= = =0’ T

- _thP o - g

Absolute error
(=]
]
i
T

105k —— |

10
0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16  0.18

Mesh size

FIGURE 5.1 — Convergence de E¥ en fonction de h avec le choix optimal optimal de familles
d’éléments finis.

La figure 5.1 montre les ordres de convergence obtenus dans le théoreme 5.1 pour le choix op-
timal des familles d’éléments finis testées.

Dans le tableau 5.1, nous présentons tous les ordres de convergence testés pour l'erreur absolue
de la variable d’énergie : E¥.

Dans le théoréme 5.1, nous avons supposé que V,, était H'(Q) conforme, ie. V,, C H'(Q2). En
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052 | 052 [ -0.52 [ -0.52 [-0.52[-0.52 [ -0.52
179 | 129 [ 1.08 | 1.39 H 112 [ 110
0.0 | 097 | 195 | 191 [ 132 |1.22|1.94 ] 1.92
0.00 [ 016 | -018 | 1.75 | 1.01 | 101 [ 162 [ 171

Ordre optimal donné dans la remarque 5.2 : * = 1.5.

Ordre optimal donné dans le théoreme 5.3 et la proposition 5.1 : 6* = 0.

052 [ -052 | -0.52 | -0.52 | -0.52 [-0.52[-0.52 [ -0.52
1.04 126 | 1.06 H 1.08 | 1.08
005 [ 126 | 201 | 205 | 083 | 098 [ 196 [ 2.05
009 | 1.02 | 209 | 251 | 100 [022]1.99 [ 252

Ordre optimal donné dans la remarque 5.2 : 8* = 2.5.

Ordre optimal donné dans le théoreme 5.3 et la proposition 5.1 : 8* = 1.

-0.52 -0.52 -0.52 -0.52 -0.52 | -0.52 | -0.52 | -0.52
1.04 1.54 1.26 1.06 1.33 1.55 | 1.08 | 1.08
0.06 1.21 2.05 0.80 0.97 2.04
0.09 1.05 1.97 3.16 1.04 0.22 | 147 | 3.25

Ordre optimal donné dans le théoreme 5.3 et la proposition 5.1 : §* = 2.

-0.52 [ 052 [ -0.52 | -052 | -0.52 [-0.52[-0.52 | -0.52
1.04 | 154 | 126 | 1.06 | 1.33 | 1.55 | 1.08 | 1.08
0.06 | 121 | 199 | 205 | 0.80 | 0.97 | 1.98 | 2.04
0.09 | 1.05 [ 1.97 | 316 | 1.04 | 022 | 1.47 [ 3.25 |

Ordre optimal donné dans le théoreme 5.3 et la proposition 5.1 : 8* = 3.

TABLE 5.1 — Les ordres de convergence de E¥ obtenus a partir de plusieurs combinaisons des
familles d’éléments finis. La cellule située dans le coin supérieur gauche dans chaque tableaux,
représente la famille d’éléments finis Vj de la frontiere. Les colonnes et les lignes représentent
respectivement les familles d’éléments finis choisies de la variable vectorielle de type g et de la
variable scalaire de type p. Les valeurs dans les cellules en sont les ordres optimaux
démontrés dans le théoreme 5.3 ou dans la proposition 5.1. Les valeurs dans les cellules en
gris clair sont les ordres optimaux conjecturés dans la remarque 5.2, permettant m = k — 1

(n=0).
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5.5. ETUDE NUMERIQUE DE CONVERGENCE EN 2D

regardant les ordres dans le tableau 5.1, nous remarquons que cette hypothese est nécessaire
pour garantir la convergence. En effet, dans les tests ol 'espace V), est choisi comme la fa-
mille d’éléments de Lagrange Py (qui n’est pas conforme a H'(£2)), nous avons un ordre de
convergence négatif. L’hypothese (H2) n’est pas respectée dans ce cas : le théoreme 5.1 n’est
pas applicable.

Les autres résultats résumés dans le tableau 5.1 confirment bien le théoreme 5.3 et la pro-
position 5.1. En particulier, dans le premier tableau nous pouvons apprécier la condition
k = max{k, 1} du théoreme 5.3 et de la proposition 5.1.

5.5.3 Etude numérique de £%

Jusqu’a présent, les conditions de compatibilité n’ont pas été prises en compte entre V,, V), et
Vy. Autrement dit, seules des hypotheses de conformité ont été prises en compte et les taux
optimaux de convergence ont été déduits (notamment dans la remarque 5.2). Cependant, les
systemes Hamitoniens a ports d’interaction sont bien structurés et en particulier, la cohomo-
logie de Rham doit étre respectée pour améliorer 'efficacité de PFEM. Comme motivation, il
est remarquable dans le tableau 5.2 que E* ne converge pas a la méme vitesse que E¥ comme
indiqué dans le corollaire 5.1, mais a deux fois son ordre dans de nombreux cas. Remarquons
que les simulations nécessitent un pas de temps plus petit pour garantir que l'erreur ne soit
due qu’au parametre h. En conséquence, les six tests avec k > 2,5 figurant dans le tableau 5.1
ne seront pas pertinents ici, ainsi il ne figurent pas dans les tableaux 5.2 et 5.3.

Les ordres calculés pour E* sont donnés dans le tableau 5.2.

Remarque 5.7. Comme indiqué dans la conjecture de la section 5.3.3, nous devons augmen-
ter lordre des éléments de Raviart-Thomas pour satisfaire les conditions de compatibilité du
théoreme 5.2. C’est tres claire dans le troisieme tableau.

Remarque 5.8. La conjecture dans la remarque 5.2 sur le terme frontiére implique, comme
nous le voyons dans le tableau 5.1, que les familles d’éléments finis limitant le taux de conver-
gence de EX sont celles de type q et p dans le théoréme 5.3 et dans la proposition 5.1. En effet,
un meilleur ordre, augmenté de 1.5 comme conjecturé, peut étre obtenu en augmentant [’ordre
de V, et V, de 2. Cependant, il faut noter que cela augmente considérablement le nombre de
degrés de liberté. En comparaison, le nombre de degrés de liberté a la frontiere est relativement
faible. En outre, il peut violer les conditions de compatibilité, puisque la trace de Dirichlet de

Oéd . A
7” doit étre dans V.

Dans le tableau 5.3, nous donnons le ratio entre les taux de convergence de E* et E*.
A savoir que, dans le cas de la remarque 5.2, le ratio est proche de 1, comme prouvé dans le
corollaire 5.1, alors que dans le cas du théoreme 5.2, il est plus ou moins égal & 2 (sauf pour le

premier tableau, ou Ex montre un comportement de superconvergence).

Pour conclure, comme les systemes Hamiltoniens a port d’interaction utilise une fonction ha-
miltonienne, qui peut étre considérée comme objet premier, la discrétisation structurée devrait
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5.5. ETUDE NUMERIQUE DE CONVERGENCE EN 2D

discrétiser H précisément a la fois pour le bilan de puissance (PFEM) et la valeur de H dans
R (conditions de compatibilité). Bref, PFEM et les conditions de compatibilité semblent y par-
venir en utilisant seulement la méthode des éléments finis. Ils donnent la précision maximale
avec le nombre minimal de degrés de liberté, car, comme mentionné précédemment, le nombre
de degrés de liberté a la frontiere est tres faible par rapport a ceux de type ¢ et p : ainsi, il est
d’un grand intérét d’augmenter I'ordre des éléments finis frontiere.

1.05 | -1.05 | -1.05 | -1.05 |-1.05 | -1.05 | -1.05
202 | 204 | 210 | 199 H 2.08 | 2.09
0.01 | 195 | 201 | 201 | 207 | 1.94 | 2.03 | 2.00
0.00 | 030 | 036 | 2.04 | 2.03 | 2.04 | 2.07 | 2.05

Ordre optimal donné dans le théoreme 5.2 : 6* = 0.

-1.05 | -1.05 | -1.05 | -1.05 | -1.05 |-1.05 | -1.05 | -1.05
1.99 2.55 2.14 2.19
014 | 242 | 356 | 332 | 195 | 1.93 | 3.56 | 3.31
0.20 192 | 3.20 - 198 | 043 | 3.24 | -

Ordre optimal donné dans le théoreme 5.2 : 0* = 2.

-1.05 -1.05 -1.05 -1.05 -1.05 | -1.05 | -1.05 | -1.05
1.99 3.04 2.55 2.14 2.74 2.06 | 2.17 | 2.19
0.14 2.21 4.00 1.84 1.93 | 3.52 H
0.20 1.94 2.77 - 1.99 0.43 | 2.94 -

Ordre optimal donné dans le théoreme 5.2 : 6* = 4.

-1.05 -1.05 -1.05 -1.05 -1.05 | -1.05 | -1.05 | -1.05
1.99 3.04 2.55 2.14 2.74 2.06 | 2.17 | 2.19
0.14 2.21 3.90 4.00 1.84 1.93 | 3.52 | 3.97
0.20 1.94 2.78 - 1.99 0.43 | 2.94 -

Ordre optimal donné dans le théoreme 5.2 : 0* = 6.

TABLE 5.2 — Les ordres de convergence de E* obtenus & partir de plusieurs combinaisons des
familles d’éléments finis. Les valeurs dans les cellules en sont les ordres optimaux
démontrés dans le théoreme 5.2.
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2.04 | 2.04 | 204 | 204 | 2.04 2.04]2.04
113 | 158 | 194 | 1.43 H1.86 1.90
200 | 1.03 | 1.05 | 156 | 1.60 | 1.04 | 1.04
194 | 197 | 117 | 200 | 2.02[1.28]1.20

E|

204 | 204 | 204 |2.04] 2.04 [ 2.04
203 | 2.01 2.02
177 | 1.62 | 235 |1.98] 1.82 | 1.62
1.53 - 1.97 [1.98] 1.63 | -

2.04 2.04 2.04 2.04 2.04 | 2041204 2.04
1.91 1.97 2.03 2.01 207 | 1.331]2.01 ]| 2.02
2.55 1.83 1.95 230 | 198 1.78 H
2.18 1.84 1.41 - 1.92 | 1.98 | 2.01 -
[Py [ [Po;Po] [ [PyPA] | [PoiPo] [ [PyiP] [ BDMy [ RTy | RT [ RT, |
2.04 2.04 2.04 2.04 2.04 2042041204
1.91 1.97 2.03 2.01 2.07 |1.33]2.01] 202
2.55 1.83 1.96 1.95 230 [ 198 | 1.78 | 1.94
2.18 1.84 1.41 - 1.92 | 198|201 | -

TABLE 5.3 — Ratio entre les taux de convergence de E¥ et E.
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Chapitre 6
Code de calcul
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Dans ce chapitre nous présentons les codes scientifiques et leurs utilisations développés pendant
cette these pour modéliser, discrétiser et simuler 1’équation des ondes 2D et 1’équation de la
chaleur vus comme des systemes Hamiltoniens a ports d’interaction. Plusieurs résultats de ce
chapitre apparaissent dans l'article de revue soumis [Brugnoli et al., 2020].

Ces codes de calcul font partie de ’outils de simulation des systemes Hamiltoniens a ports d’in-
teraction SCRIMP (Simulation and ContRol of Interaction in Multi-Physics) développé dans
le projet. SCRIMP est un démonstrateur permettant la manipulation des systemes Hamilto-
niens a ports d’interaction de dimension finie. Afin de I'utiliser pour des systemes de dimension
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6.1. MODULE DE PYTHON WAVES POUR LES ONDES 2D

PHS de dimension infinie = co

l > Interconnexion
> Réduction de modele structurée
SCRIMP TOOLBOX > Controle
l > Etude spectrale ...

PHS de dimension finie < oo

FIGURE 6.1 — Placement des codes de calcul dans SCRIMP

infinie, le passage par un TOOLBOX de discrétisation est nécessaire, voir la figure 6. Dans ce
contexte, nous présentons les deux modules WAVES et HEAT comme étant deux TOOLBOX
de discrétisation des problemes des ondes et de la chaleur.

6.1 Module de Python WAVES pour les ondes 2D

Le module Waves que nous avons développé en Python 3 permet de discrétiser 1’équation des
ondes 2D vue comme systeme Hamiltonien a ports d’interaction. La discrétisation spatiale se
base sur la méthode PFEM détaillée du chapitre 3. La discrétisation en temps peut se faire par
plusieurs intégrateurs numériques.

Le code de calcul est général et comprend plusieurs fonctionnalités, présentées ci-dessous :

Anisotropie & hétérogénéité.

Plusieurs types d’amortissements internes et frontiere.
Conditions aux limites mixtes.

Déclaration générale des controles frontiere.
Différentes constructions du maillage.

Variété de choix des familles d’éléments finis.

Large choix des intégrateurs numériques.

Visualisations explicites des résultats obtenus.

Les étapes de résolution du probléeme :

Nous présentons les six étapes de la résolution d'un probleme des ondes 2D donné, chaque
étape contient un ou plusieurs sous-étapes. Notons que 'ordre des étapes et des sous-étapes
doit étre respecté. Tandis que dans I’étape 3, I'ordre des sous-étapes n’est pas important.

1.
2.
3.

e Importation des bibliotheques Python utiles pour la suite.
e Construction de I'objet des ondes 2D : Wave_2D.

e Déclaration du domaine spatial : Set_Rectangular_Domain() et de l'intervalle tem-
porel : Set_Initial_Final Time()

Déclaration des parametres physiques : Set_Physical_Parameters().

Déclaration des amortissements : Set_Damping().
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e Déclaration de la donnée initiale : Set_Initial_Data().

e Déclaration de controle frontiere : Set _Boundary_Control (), Set_Mixed_Boundaries(),
Set_Mixed_BC_Dirichlet() ou Set_Mixed_BC_Normal().

4. e Déclaration du maillage : Generate_Mesh(), Assign_Mesh() ou Set_Gmsh_Mesh.
e Choix les familles d’éléments finis : Set_Finite_Element_Spaces().
e Assemblage : Assembly() ou Assembly_Mixed_BC.
e Interpolation : Project_Boundary_Control() et Project_Initial_Data().

5. e Intégration temporelle : Time_Integration().

6. e Post-traitement : Plot_Hamiltonian(), Get_Strain(), Trisurf(), Quiver(), ...

Dans la section 6.2, nous présentons un exemple d’'utilisation du module Waves pour les utili-
sateurs débutants en Python. Dans la section 6.3, une explication de la classe et des fonctions
associées est donnée pour les utilisateurs confirmés et les développeurs.

6.2 Exemple d’utilisation de WAVES (pour les utilisateurs)

6.2.1 Bibliotheques utiles

Nous importons les bibliotheques nécessaires pour le code de calcul : matplotlib pour les affi-
chages ; numpy pour le traitement matriciel des données ; math pour les fonctions mathématiques
usuelles ; Waves le module que nous avons développé et qui contient I'objet des ondes 2D.

In[1]: import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from Waves import Wave_2D
from math import pi

6.2.2 Construction de ’objet

Construction de l'objet des ondes 2D : Wave_2D.

In[2]: W = Wave_2D()

6.2.3 Définition du probleme
6.2.3.A Domaine spatial
Définition de domaine €2 comme étant le rectangle (0., €z, ) X (O, Ca,y ).

In[3]: x1_0, x1_ell, x2.0, x2_el1 = 0., 2., 0., 1.
W.Set_Rectangular_Domain(x1_0, x1_ell, x2_0, x2_ell);

Out[3]:
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6.2.3.B Intervalle temporel

Définition de U'intervalle temps par [tinital, tnal], OU inital €6 tanal SONt le temps initial et le temps
final.

In[4]: t_initial, t_final = 0., 6.
W.Set_Initial_Final_Time(t_initial, t_final);

Out [4] :

Initial/Final time: OK

6.2.3.C Parametres physiques

La déclaration des parametres physiques se fait par une chaine de caracteres C++. La variable
spatiale (z1,x2) est représentée dans le code par (x[0],x[1]).

Densité de masse p
p(xy,13) = 2] — 5 + 2 (6.2.1)

In[5]: Rho = 'x[0]*x[0] - x[1]*x[1] + 2

Module d’Young T

T11($1,$2) T12($1,IE2)

?x,x = , ou 111 = cos(xixo) +4, Tio = x5 et Tog = |17 — 2| + 2.
(71, 12) Tio(w1,22) Too(a1, 72) 11 (7172) 12 2 92 = |71 2|
(6.2.2)
In[6]: T11l = 'cos(x[0]*x[1]) + 4'
T12 = 'x[1]"
T22 = 'abs(x[0]-x[1])+2"

Déclaration des parametres physiques dans 1’objet

In[7]: W.Set_Physical_Parameters(Rho, T11, T12, T22);

Out [7]:
2

6.2.3.D Les dissipations

Amortissement frontiere de type impédance La fonction d’impédance Z est donnée par
une chaine de caracteres C+—+,
Z(xy,29) = Z =0.1 (6.2.3)

In[8]: Z = '0.1"

188
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Amortissement fluide Le coefficient de 'amortissement fluide £ est donné par une chaine
de caracteres C++,
5(1’1, Ig) = 41’1(£m1 — 1’1) I2(€m2 — LL’Q) (624)

In[9]: eps = '4 * x[0] * (xL - x[0]) * x[1] * (yL - x[1])"'

Amortissement viscoélastique Le coefficient d’amortissement visco-élastique de type Kelvin-
Voigt % est donné par un t-uple de chaine de caractéres C++,

= Iiu(xl,l’g) lilg(l’l,l‘g) . $1+$2—|—1 I
R(T1,T2) = , OU K1] = —————, Ko = — €t Koo = 21 + 29 + 3.
(21,22) K12(T1, )  Koa(T1, 72) M 6 276 22 ! 2
(6.2.5)
In[10]: kappa_11 = '(x[0]+x[1]+1)/6'
kappa_12 = 'x[1]/6'
kappa_22 = 'x[0]+ x[1] + 3'

Déclaration des amortissements dans 1’objet

In[11]: W.Set_Damping(damp=['impedance_mbc', 'fluid', 'viscoelastic'],\
Z=7, eps=eps, kll=kappa_11, kl2=kappa_12, k22=kappa_22);

OQut[11]:
Damping: impedance_mbc, fluid, viscoelastic
Damping: OK

Nous avons trois mots-clés : impedance_mbc, fluid et viscoelastic pour déclarer une impédance

sur une partie du bord (la partie du bord concernée a définir plus tard dans Set_Mixed_Boundaries()),
un amortissement fluide de coefficient € et un amortissement visco-élastique de type Kelvin-

Voigt de coefficient %. Si nous avons un probléme sans conditions aux limites mixtes, nous
n’utiliserons que le mot-clé impedance ou admittance dans la déclaration Set_Damping().

6.2.3.E Donnée initiale

La donnée initiale est définie par

0

aq(t = Oaxbx?) = |:0

} ;o ap(t=0,21,29) =0 et w(t=0,21,29) =0. (6.2.6)

Nous la déclarons en utilisant une chaine de caracteres C+-+.

In[12]: Aq_0_1 = '0O'

Ag_0_2 = '0"
Ap.O = '0'
Wo o ='0

W.Set_Initial_Data(Aq_0_1=Aq_0_1, Aq_0_2=Aq_0_2, Ap_0=Ap_0, W_0=W_0);
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Out[12]:

La déclaration de la donné initiale de la déflexion w (W_0) n’est nécessaire pas si nous ne voulons
pas utiliser la déflexion dans la partie Post-Traitement.

6.2.3.F Controle frontiére

F4 = FImp . Dissip. frontiere

Fl = FDir . Encastré F3 = FNor . Flux

FQ = Flmp . Dissip. frontiere
FIGURE 6.2 — Répartitions des conditions aux limites mixtes

Décomposition du bord

In[13]: Gamma_1 = 'G1'
Gamma_2 = 'G2'
Gamma_3 = 'G3'
Gamma_4 = 'G4'
W.Set_Mixed_Boundaries(Dir=[Gamma_1], Nor=[Gamma_3], Imp=[Gamma_2, Gamma_4]);

Out[13]:
Dirichlet boundary: G1
Normal boundary: G3
Impedance boundary: G2, G4
Mixed Boundaries: OK

Controle frontiere de type Dirichlet Le controle frontiere de Dirichlet est codé de la fagon

suivante :

up (a1, w2) = [ () g5 (@1, w2) + FUE(E) 4 g7 (21, 79), (6.2.7)
ot fP et fPT sont des fonctions ne dépendant que du temps t et déclarées dans le code
comme des variables de type callable (Ub_tm0 et Ub_tml), gd™ et gP" sont des fonctions ne
dépendant que de la variable spatiale et déclarées dans le code comme une chaine de caracteres

C++ (Ub_spO et Ub_spl).
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Pour notre exemple nous choisissons,

Dir 0 Dir 0
{?D o et zglglr 0 - (6.2.8)

Puisque nous allons considérer une DAE, nous allons donner également la dérivée par rapport
a t de controle uj". Ainsi

a Dir

d
a1 o (t, 21, 29) = T () g9t (w1, w2) + fDlr( ), (6.2.9)

ou 4 sont données dans le code par des variables de type callable.

Pour notre exemple nous avons ainsi
d D1r
D1r 0
Dlr

Remarque : Pour faciliter la tache aux utilisateurs les fonctions fP'r, 4 i et g;
par défaut a 0.

d Dir et;l Dir

Dir sont mises

In[14]: f0_Dir lambda t : O
g0_Dir = '0'
W.Set_Mixed_BC_Dirichlet (Ub_tmO= fO_Dir, Ub_spO=gO_Dir);

Out[14]:

Controle frontiere de type trace normale de la force Le controle frontiere de type trace
normale de la force est codé de la fagon suivante :

uy "ty wn, we) = for () go (w1, w2) + [ (E) + g7 (a1, a), (6.2.10)

JNor et fNer sont des fonctions ne dépendant que du temps ¢ et déclarées dans le code
comme des variables de type callable (Ub_tm0 et Ub_tml), g0’ et g\ sont des fonctions ne
dépendant que de la variable spatiale et déclarées dans le code comme une chaine de caracteres
C++ (Ub_spO et Ub_spl).

Pour notre exemple nous choisissons,

Nort — i 2_7"t Nor = i —
{ 0 ;IOZ _ 308111(5 tﬁna1> ot {90 (%ZN%E _ 32 sin(m(la, — 22)) . (6.2.11)

Remarque : Pour faciliter la tache aux utilisateurs les fonctions f°r et gl

défaut a 0.

sont mises par

In[15]: fO_Nor = lambda t: mnp.sin( 5 * 2xpi/t_final *t) * 50
go_Nor = 'x[1] * sin(pi*(1-x[1]))"
W.Set_Mixed_BC_Normal (Ub_tm0=£f0_Nor, Ub_spO=g0O_Nor);
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OQut [15]:

Remarque : Il faut noter que le controle frontiere soit compatible avec la donnée initiale. Au-
trement dit

up® (t = 0,21, 22) = 71 (Taq(t = O’xl’:@)) ’

1
oy (t = 0731317172)> :

uaDir (t =0, 21, x2) =" <m

6.2.3.G Vérifier si le probleme est bien défini

Nous vérifions si le probleme est bien défini, c’est a dire si tous les parametres sont déclarés et
pris en compte dans le code

In[16]: assert W.Check_Problem_Definition() == 1,\
"Problem definition to be checked again !"

6.2.4 Discrétisation spatiale
6.2.4.A Maillages

Nous utilisons le maillage généré par GMSH en important le fichier rectangle.xml avec un co-
efficient de raffinement rfn_num. Nous pourrons autrement utiliser les fonctions internes de FE-
niCS pour déclarer un maillage structuré on non-structuré : Generate_Mesh() ou Assign_Mesh(),
cf. la description dans la section 6.3.

In[17]: W.Set_Gmsh_Mesh('rectangle.xml', rfn_num=2);
W.Plot_Mesh()

Out[17]:

Mesh: hmax= 0.168 Nv= 201
Mesh: OK
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Mesh with Nv=753, hmax=0.084
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Pour le maillage choisi nous avons

hmax =~ 0.084 et le nombre de sommets N, = 753.

6.2.4.B Choix des familles d’éléments finis

Dans cette partie, nous choisissons les familles d’éléments finis pour discrétiser le probleme. La
bibliotheque FEniCS d’éléments finis est assez riche, pourtant il y a quelques restriction sur
les ordres des éléments par exemple sur BD M, Hermite. Ci-dessous, nous proposons de choisir
des familles de Raviart-Thomas ou Lagrange (vectoriel) pour les variables vectorielles de type
q (family_q) et des familles de Lagrange pour les variables scalaire de type p (family_p) et
de type 0 (family_b). Les ordres optimaux sont donnés par rq=k, rp=k+1 et rb=k+1, k > 0,
cf. Chapitre 5.

In[18]: W.Set_Finite_Element_Spaces(family_q='RT', family_p='P', family_b='P',\
rq=1, rp=2, rb=2);
W.Plot_Mesh_with_DOFs_MBC()

Out [18]:
Vg= RT_1 , Vp= P_2 , Vb= P_2
Ng= 1808 , Np= 753 , Nb= 96
DOFsys= 2561
FE spaces: 0K
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Les degrés de liberté sur la frontigre: N2 =17, NVor = 17 et NI™P = 66
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A partir du chapitre 3, nous avons le systeme discrétisé suivant

probléme sans conditions aux limites mixtes, nous utilisons que la fonction Assembly ().

In[19]: W.Assembly_Mixed_BC();

Out [19]:

Nb_D= 17 , Nb_N= 17 , Nb
DOFsysDAE= 2578
DAE system: 0K

In[20]: W.Plot_Sparsity()
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(6.2.12)
Nous l'obtenons numériquement par la fonction Assembly_Mixed_BC(). Si nous avons un
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6.2.4.C Interpolation

Interpolation de la donnée initiale et des controles frontiere sur les espaces de familles d’éléments
finis choisis.

In[21]: W.Project_Initial_Data();
W.Project_Boundary_Control();

OQut[21]:
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6.2.5 Discrétisation temporelle

La librairie Time_Integration contient plusieurs solveurs.
Pour résoudre le systeme™(6.2.12) en temps ce code de calcul contient plusieurs solveurs :

— Pour les équations différentielles algébriques (DAE) :

— 'DAE:Assimulo’ : résout le probleme DAE en utilisant le solveur IDA de la librairie
Assimulo.

— 'DAE:RK4_Augmented' : résout le probleme DAE par le schéma Runge-Kutta en le
transformant en ODE.

— 'DAE:SV2_Augmented' : résout le probleme DAE par le schéma Stormer-Verlet (sym-
plectique) en le transformant en ODE.

— Pour les équations différentielles ordinaires (ODE) :
— 'ODE:SV' : résout le probleme par le schéma de Stormer-Verlet (symplectique).
— '0ODE:CN' : résout le probleme par le schéma de Crank-Nicolson.
— 'ODE:RK4' : résout le probleme par le schéma Runge-Kutta.
— 'ODE:Scipy' : résout le probleme par un solveur de la librairie Scipy.

— 'ODE:Assimulo' : résout le probleme par un solveur de la librairie Assimulo.

Nous choisissons le schéma numérique 'DAE:RK4_Augmented' pour la DAE avec le pas de temps
At =10""

In[22]: dt 1.e-4
solver 'DAE:RK4_Augmented'
W.Set_Time_Setting(dt);

Out [22] :

dt = 0.0001
Time setting: 0K

6.2.5.A Vérifier si le probleme est bien discrétisé en espace et en temps

In[23]: assert W.Check_Space_Time_Discretization() == 1, \
"Space and time discretization to be checked again !"

6.2.5.B Solution approchée en espace-temps discret

Pour résoudre le probleme en espace-temps discret, nous utilisons la fonction Time_Integration().
Cette fonction retourne Alpha le vecteur de la variable d’énergie discret en temps et en espace

a = {zq} et Hamiltonian le Hamiltonien discret du systeme. Alpha est une matrice de type
P

numpy .ndarray de taille (Nq+Np,Nt et Hamiltonian est un vecteur de type numpy.ndarray de

taille Nt.
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In[24]: Alpha, Hamiltonian = W.Time_Integration(solver)

Out [24] :

Time-stepping: |#####H#HHHHHHEHHHEHHEHEEEEEEHEAHEREREE AR 1007, |

Time integration completed !

6.2.6 Post-Traitement
6.2.6.A Hamiltonien
Nous affichons le Hamiltonien discret.

In[25]: W.Plot_Hamiltonian(W.tspan, Hamiltonian, linewidth=3)

Hamiltonian
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|
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<
| ——
<
-
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T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6
Time (s)

6.2.6.B Variables d’énergie

Nous récupérons la Déformation et le moment linéaire discrets en temps et en espace oy et .

In[26]: Aq
Ap

W.Get_Strain(Alpha)
W.Get_Linear_Momentum(Alpha)

Nous affichons la déformation o, a I'instant final par la fonction Quiver ()

In[26]: W.Quiver(Aq, t=t_final, title="Déformation & 1'instant t=t_final",\
with_mesh=True)
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Déformation a l'instant t=t_final
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Nous affichons le moment linéaire «, a I'instant initial et a I'instant final en utilisant la fonction
Trisurf().

In[27]: W.Trisurf(Ap, t=t_initial, title="Moment linéaire a 1'instant t=t_inital")

W.Trisurf (Ap, t=t_final, title="Moment linéaire & 1'instant t=t_final")

Moment linéaire a l'instant t=t_inital
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Moment linéaire a l'instant t=t final

6.2.7 Code complet

Le codet complet ci-dessous est disponible sur https://github.com/anasserhani/These_Codes_Chapitre_6.

#!/usr/bin/env python3
# —-*x— coding: utf-8 —*-

### Packages

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

from Waves import Wave_2D

from math import pi

### Class construction
W = Wave_2D()

### Spatial domain

x1_0, x1_ell, x2_0, x2_ell = 0., 2., 0., 1.
W.Set_Rectangular_Domain(x1_0, x1_ell, x2_0, x2_ell)
### Time wnterval

t_initial, t_final = 0., 6.
W.Set_Initial_Final_Time(t_initial, t_final)

### Physical parameters
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Rho = 'x[0]*x[0] - x[1]*x[1] + 2'
T11 = 'cos(x[0]*x[1]) + 4'

T12 = ' x[1]"'

T22 = 'abs(x[0]-x[1])+2'

W.Set_Physical_Parameters(Rho, T11, T12, T22);

### Dissipations

Z = '0.1"

eps = "4 * x[0] * (xL - x[0]) * x[1] * (yL - x[11)'
kappa_11 = '(x[0]+x[1]+1)/6"

kappa_12 = 'x[1]/6'

kappa_22 = 'x[0]+ x[1] + 3'
W.Set_Damping(damp=['impedance_mbc', 'fluid', 'viscoelastic'],\
Z=7, eps=eps, kll=kappa_11, kl2=kappa_12, k22=kappa_22)

### Invttral data

Aq_0_1 = '0°
Ag_0_2 = '0°
Ap.O = '0'
WO = '0

W.Set_Initial Data(Aq_0_1=Aq_0_1, Aq_0_2=Aq_0_2, Ap_0=Ap_0, W_0=W_0)

### Mixzed boundaries

Gamma_1 = 'G1'

Gamma_2 = 'G2'

Gamma_3 = 'G3'

Gamma_4 = 'G4'

W.Set_Mixed_Boundaries(Dir=[Gamma_1], Nor=[Gamma_3], Imp=[Gamma_2, Gamma_4])

### Dirichlet boundary condition

fO_Dir = lambda t : O

g0_Dir = '10'

W.Set_Mixed_BC_Dirichlet (Ub_tmO= f0_Dir, Ub_spO=gO_Dir)

### Normal trace boundary condition

fO_Nor = lambda t: np.sin( 5 * 2%pi/t_final *t) * 50
g0_Nor = 'x[1] * sin(pi*(1-x[1]))"
W.Set_Mixed_BC_Normal (Ub_tm0=£f0_Nor, Ub_spO=g0_Nor)

### Check problem definition
assert W.Check_Problem_Definition() == 1,\

"Problem definition to be checked again !"

### Mesh
W.Set_Gmsh_Mesh('rectangle.xml', rfn_num=2)

200



6.3. ORGANISATION DU MODULE WAVES (POUR LES DEVELOPPEURS)

W.Plot_Mesh()

### Finite element families

W.Set_Finite_Element_Spaces(family_q='RT', family_p='P', family_b='P',\

rq=1, rp=2, rb=2)
W.Plot_Mesh_with_DOFs_MBC()

### Assembly
W.Assembly_Mixed_BC()

### Interpolations
W.Project_Initial_Data()
W.Project_Boundary_Control ()

### Discrete time setting
dt l.e-4

solver 'DAE:RK4_Augmented'
W.Set_Time_Setting(dt)

### Solve

Alpha, Hamiltonian = W.Time_Integration(solver)

### Plot Hamiltonian

W.Plot_Hamiltonian(W.tspan, Hamiltonian, linewidth=3)

### Plots energy wvariables
Aq = W.Get_Strain(Alpha)

Ap

6.3 Organisation du module WAVES (pour les développeurs)

Définition du probleme

— Check_Problem_Definition():

Vérifier si le probleme est bien défini.

— Set_Boundary_Control(Ub_tmO:callable, Ub_spO:str, Ub_tml:callable=lambda t

W.Get_Linear_Momentum(Alpha)

W.Quiver (Aq, t=t_final, title="Déformation a 1'instant t=t_final", with_mesh=True)
W.Trisurf (Ap, t=t_initial, title="Moment linéaire a 1'instant t=t_inital")
W.Trisurf (Ap, t=t_final, title="Moment linéaire & 1'instant t=t_final")

Ub_spl:str='0", **kwargs):

Définir le controle frontiere (au cas ot nous n’avons pas des conditions aux limites mixtes).
La déclaration est expliquée en détails sur un exemple dans la section 6.2.3.F.

201

: 0,



6.3. ORGANISATION DU MODULE WAVES (POUR LES DEVELOPPEURS)

— Set_Damping(damp:1list=[], Rtime_func:callable=None, Z:str=None, Y:str=None,
eps:str=None, kll:str=None, kl12:str=None, k22:str=None,
uKV_included:bool=False, **kwargs):

Définir les différentes dissipations du systeme : damp est une liste de chaines de caracteres
qui contient les différents mot-clés d’amortissement (admittance, fluid, impedance,
impedance_mbc et viscoelastic), leurs explications est données dans la section 6.2.3.D,
Z,Y, eps, k11, k12 et k22 sont les coeflicients associés a chaque amortissement donné par
une chaine de caracteres. Si la matrice de dissipation dépend du temps nous déclarons ainsi
Rtime_func de type callable. Pour 'amortissement visco-€élastique de Kelvin-Voigt, il y
a une subtilité du controle discuté dans le chapitre 3.4 : si le controle uf; est déja donné dans
le controle globale ug, nous mettons ukKV_include=True, sinon uKV_included=False. Sur
xxkwargs nous rajoutons comme arguments des constantes si elles sont données dans la
définition des chaines de caracteres des coefficients d’amortissement.

— Set_Initial_Data(W_0:str=None, Aq_O_1:str=None, Aq_0_2:str=None, Ap_O:str=None,
init_by_vector:bool=False, WO:numpy.ndarray=None,
AqO:numpy.ndarray=None, ApO:numpy.ndarray=None, **kwargs):

Si nous déclarons la donné initiale par des chaines de caracteres C++4, nous utilisons que
les arguments W_0, Aq_0_1, Aq_0_2 et Ap_0. Si nous avons déja les données initiales sous
forme matricielle, nous mettons init_by_vector=True et nous utilisons que les argu-
ments WO, Aq0 et ApO comme des vecteurs de type numpy.ndarray. Notons que si nous
ne voulons pas utiliser la déformation w dans la partie Post-Traitement, la déclaration
de W_0 ou WO n’est pas nécessaire. Sur **kwargs nous rajoutons comme arguments des
constantes si elles sont données dans la définition des chaines de caracteres des données
initiales.

— Set_Initial_Final _Time(initial_time:float, final_time:float):

Définir le temps initial et le temps final par des réels.

— Set_Mixed_Boundaries(Dir:list=[], Nor:list=[], Imp:list=[]):

Définir le type de chaque condition aux limites appliquée au bord au cas d’un probleme
aux conditions aux limites mixtes. Les arguments sont des listes de chaines de caractere.
La fonction est bien expliquée dans la section 6.2.3.F.

— Set_Mixed_BC_Dirichlet(Ub_tmO:callable, Ub_spO:str, Ub_tml:callable=lambda t : O,
Ub_spl:str='0"', Ub_tmO_dir:callable=lambda t : O,
Ub_tml_dir:callable=lambda t : 0, **kwargs)

Définir la condition aux limites de type Dirichlet au cas d’un probleme aux conditions
aux limites mixtes. Sur **kwargs nous rajoutons comme arguments des constantes si
elles sont données dans la définition des chaines de caracteres des variables frontiere. La
fonction est bien expliquée dans la section 6.2.3.F.
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— Set_Mixed_BC_Normal (Ub_tm0O:callable, Ub_spO:str, Ub_tml:callable=lambda t : O,
Ub_spl:str='0"', **kwargs)

Définir la condition aux limites de type trace normale de la force au cas d’'un probleme
aux conditions aux limites mixtes. Sur **kwargs nous rajoutons comme arguments des
constantes si elles sont données dans la définition des chaines de caracteres des variables
frontiere. La fonction est bien expliquée dans la section 6.2.3.F.

— Set_Physical_Parameters(rho:str, Til:str, T12:str, T22:str, **kwargs):

Définir les parametres physiques du probleme des ondes par des chaines de caracteres
C++. Sur *xkwargs nous rajoutons comme arguments des constantes si elles sont données
dans la définition des chaines de caracteres des parametres physiques.

— Set_Rectangular_Domain(x0:float, xL:float, yO:float, yL:float):

Définir le domaine comme rectangle de sommets : (x0,y0), (xL,y0), (xL,yL) et (x0,yL).

Discrétisation en espace
— Assembly(formulation:str="'Grad'):

Assembler les matrices du systeme discrétisé en espace. formulation détermine quelle
formulation adoptée selon le contexte : 'Grad' ou 'Div"'.

Assembly_Mixed_BC():

Assembler les matrices du systeme aux conditions aux limites mixtes discrétisé en espace.

La formulation adoptée est par défaut 'Grad', ce choix est discuté dans le chapitre 3.6.
— Assign_Mesh(Msh:dolfin.cpp.mesh.Mesh):

Affecter a 'objet un maillage FEniCS Msh déja défini.

— Check_Space_Time_Discretization():

Vérifier si la discrétisation est bien faite.

— Generate_Mesh(rfn:int, structured_mesh:bool=False):

Générer un maillage de nombre rfn élément sur le bord. structured_msh est une variable
booléenne pour choisir un maillage structuré.

— Project_Boundary_Control():

Interpolation du controle frontiere sur les familles d’éléments finis choisies.
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— Project_Initial_Data():

Interpolation de la donnée initiale sur les familles d’éléments finis choisies.

— Set_Finite_Element_Spaces(family_q:str, family_p:str, family_b:str,
rq:int, rp:int, rb:int):

Définir les familles d’éléments finis family_q, family_p et family_p comme des chaines
de caracteres définies par FEniCS pour choisir les familles usuelles ('RT', 'P', 'BDM',
'CR', ...). rq, rp et rb sont les ordres associés a chaque famille.

— Set_Gmsh_Mesh(xmlfile:xmlfile, rfn_num:int=0):

Définir le maillage de I'objet a partir d’'un fichier xml généralement généré par GMSH.
Nous pourrons le raffiner encore par le nombre entier rfn_num (splitting).

Discrétisation en temps et résolution

— Set_Time_Setting(time_step:float, tf:float=None):

Définir le pas de temps At et si un certain temps tf n’est pas donné la simulation conti-
nuera jusqu’a I'instant final.

— Time_Integration(string_mode:str, **kwargs):

Fonction qui prend en argument le solveur comme chaine de caractére ('ODE_Assimulo',
'DAE_RK4 Augmented', ...), expliquée dans la section 6.2.5. Elle retourne Alpha la variable
d’énergie discrete en espace et en temps de type numpy.ndarray de taille (Ng+Np,Nt) et
Hamiltonian le Hamiltonien discret de type numpy.ndarray de taille Nt.

— Integration_ODE_Assimulo (**kwargs) :

Résolution de la ODE par le solveur CVode de la libraire Assimulo. **kwargs sont des
arguments optionnels du solveur CVode.

— Integration_ODE_CN(theta:float=0.5):

Résolution de la ODE par un #-schéma, par défaut 8 = 0.5.

— Integration_ODE_RK4():

Résolution de la ODE par le schéma Runge-Kutta 4.

— Integration_ODE_Scipy(**kwargs) :
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Résolution de la ODE par le solveur solve_ivp de Scipy. **kwargs sont des arguments
optionnels du solveur.

— Integration_ODE_SV():

Résolution de la ODE par le schéma symplectique de Stormer-Verlet.

— Integration_DAE_Assimulo (**kwargs):

Résolution de la DAE par le solveur IDA de la librairie Assimulo. **kwargs sont des ar-
guments optionnels du solveur.

— Integration_DAE_RK4_Augmented():

Résolution de la DAE par le schéma Runge-Kutta 4 adapté, cf. le chapitre 3.6.

— Integration_DAE_SV2_Augmented():

Résolution de la DAE par le schéma symplectique Stormer-Verlet adapté, cf. le cha-
pitre 3.6.

Post-Traitement
— Get_Deflection(A:numpy.ndarray) :

La fonction retourne la déflexion W discrétisé en espace et en temps a partir de la variable
d’énergie calculée par la fonction Time_Integration().

— Get_Linear_Momentum(A:numpy.ndarray) :

La fonction retourne le moment linéaire discrétisé en espace et en temps a partir de la
variable d’énergie calculée par la fonction Time_Integration().

— Get_Strain(A:numpy.ndarray)

La fonction retourne la déformation discrétisée en espace et en temps a partir de la va-
riable d’énergie calculée par la fonction Time_Integration().

— Moving_Contour(time_space_Vector:numpy.ndarray, step:int=1,
with_mesh:bool=False, title:str='"',6 save:str=False,
figsize:tuple=(8,6.5), **kwargs):

Afficher une animation en contour, de pas step, d’une matrice espace-temps time_space_Vector,
de titre title. Pour afficher le maillage simultanément et sauvegarder la vidéo nous met-

tons with_mesh=True et save=True. *xkwargs sont les arguments optionnels de la fonc-

tion plot de la librairie matplotlib.pyplot.
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— Moving_Plot(y:numpy.ndarray, x:numpy.ndarray, step:int=1, title:str='",
save:bool=False, figsize:tuple=(8,6.5), **kwargs):

Afficher une animation en ligne, de pas step, du vecteur y en fonction du vecteur x,
de titre title. Pour sauvegarder la vidéo nous mettons save=True. *xkwargs sont les
arguments optionnels de la fonction plot de la librairie matplotlib.pyplot.

— Moving_Quiver (time_space_Vector:numpy.ndarray, step:int=1, with_mesh:bool=False,
title:str="'"', save:bool=False, figsize:tuple=(8,6.5), **kwargs):

Afficher une animation en quiver (représentation par des fleches), de pas step, d'une ma-
trice espace-temps time_space_Vector (issue d’une discrétisation par la famille family_q),
de titre title. Pour afficher le maillage simultanément et sauvegarder la vidéo nous met-
tons with_mesh=True et save=True. **kwargs sont les arguments optionnels de la fonc-
tion plot de FEniCS.

— Moving_Trisurf (SpaceTimeVector_Lag:numpy.ndarray, step:int=1, title:str='"',
save:bool=False, figsize:tuple=(8,6.5),
cmap:matplotlib.colors.LinearSegmentedColormap=plt.cm.CMRmap,
*x*kwargs)

Afficher une animation en trisurf, de pas step, d’une matrice espace-temps
time_space_Vector_Lag (issue d’une discrétisation par la famille family_p), de titre
title. Pour sauvegarder la vidéo nous mettons save=True. cmap est une carte de cou-
leurs de la librairie matplotlib.pyplot. **kwargs sont les arguments optionnels de la
fonction plot de FEniCS.

— Plot_Hamiltonian(tspan:numpy.ndarray, Ham:numpy.ndarray, figsize:tuple=(8,6.5),
**kwargs)

Afficher le Hamiltonien discret calculé a partir de la fonction Time_Integration().
x*xkwargs sont les arguments optionnels de la fonction plot de la librairie matplotlib.pyplot.

— Plot_Hamiltonian_Relative_Error(tspan:numpy.ndarray, Ham:numpy.ndarray,
figsize:tuple=(8,6.5), *xkwargs):

Afficher 'erreur relative du Hamiltonien discret par rapport au Hamiltonien a 'instant
initial (uniquement pour les problémes conservatifs). **kwargs sont les arguments op-
tionnels de la fonction plot de la librairie matplotlib.pyplot.

— Plot_Mesh(figure:bool=True, figsize:tuple=(8,6.5), save:bool=False, *xkwargs):

Afficher le maillage de 'objet.

— Plot_Mesh_with_DOFs(figure:bool=True, figsize:tuple=(8,6.5), **kwargs):
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Afficher le maillage avec les degrés de liberté associés.

— Plot_Mesh_with_DOFs_MBC(figure:bool=True, figsize:tuple=(8,6.5), **kwargs):

Afficher le maillage avec les degrés de liberté associés d’un probleme avec des conditions
aux limites mixtes.

— Quiver (time_space_Vector:np.ndarray, t:float=0, with_mesh:bool=False,
title:str="'"', save:bool=False, figsize:tuple=(8,6.5), **kwargs):

Afficher en quiver (représentation par des fleches) une matrice espace-temps time_space_Vector
(issue d’une discrétisation par la famille family_q), & l'instant t et de titre title. Pour
afficher le maillage simultanément et sauvegarder la figure nous mettons with_mesh=True

et save=True. *xkwargs sont les arguments optionnels de la fonction plot de FEniCS.

— Set_Video_Writer(fps:int=128, dpi:int=256):
Définir I'enregistreur des vidéos, ou fps (frames per second) est le nombre d’images par
seconde et dpi (dots per inch) est le nombre de point par pouce.

— Trisurf (SpaceTimeVector_Lag:numpy.ndarray, t:float, title:str='"',

save:bool=False, figsize:tuple=(8,6.5), **kwargs):

Afficher en trisurfune matrice espace-temps time_space_Vector_Lag (issue d’une discrétisation
par la famille family_p), a U'instant t et de titre title. Pour sauvegarder la vidéo nous
mettons save=True et cmap est une carte de couleurs de la librairie matplotlib.pyplot.
*x*xkwargs sont les arguments optionnels de la fonction plot de FEniCS.

Fonction utilitaire
— my_mult (A:numpy.ndarray/scipy.sparse, B:numpy.ndarray/scipy.sparse):

Gérer la multiplication de deux matrices A et B, en creux ou en dense.

6.4 Le module de Python : HEAT pour la chaleur 2D

Dans cette section, nous nous intéressons a discrétiser et simuler I’équation de la chaleur vue
comme systéeme Hamiltonien a ports d’interaction. La formulation Hamiltonienne proposée se
base sur trois types de Hamiltonien : Lyapunov, Entropie ou Energie, cf. le chapitre 4.

Ce code de calcul comprend plusieurs fonctionnalités, présentées ci-dessous :
e Anisotropie & hétérogénéité.
e Prise en compte des différents Hamiltoniens.
e Déclaration générale des controles frontiere.

e Différentes constructions du maillage.
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e Variété de choix des familles d’éléments finis.
e Intégrateurs numériques pour les DAE.

e Visualisations explicites des résultats obtenus.

Les étapes de résolution du probleme :

Nous présentons les trois étapes de la résolution de 1’équation de la chaleur, chaque étape
contient une ou plusieurs sous-étapes. Notons que les étapes 3, 4, 5 dépendent du type de
Hamiltonien choisi.

1. Définition de la classe-mere Heat_2D ()
e Importation des bibliotheques Python utiles pour la suite.
e Construction de I'objet de la chaleur 2D : Heat_2D().

Déclaration du domaine spatial : Set_Rectangular_Domain().

Déclaration de l'intervalle temporel : Set_Initial_Final_Time().

Déclaration des parametres physiques : Set_Physical_Parameters().

Déclaration de controle frontiere : Set_Boundary_Control ()

2. Discrétisation des éléments de la classe-mere Heat_2D ()

Déclaration du maillage : Generate_Mesh(), Assign_Mesh() ou Set_Gmsh_Mesh.

Choix les familles d’éléments finis : Set_Finite_Element_Spaces().

Assemblage : Assembly ().

Interpolation : Project_Boundary_Control().
3. Construction de la classe-fille Lyapunov_2D ()
— Héritage de toutes les fonctions et des variables de la classe-mere Heat_2D().
— Déclaration de la donnée initiale : Set_Initial_Data().
— Interpolation de la donnée initiale : Project_Initial_Data().
— Intégration temporelle : Integration_DAE(), Integration_FEM() ou Integration_RK4().
4. Construction de la classe-fille Entropy_2D()
— Héritage de toutes les fonctions et des variables de la classe-mere Heat_2D ().
— Déclaration de la donnée initiale : Set_Initial_Data().
— Interpolation de la donnée initiale : Project_Initial_Data().
— Intégration temporelle : Integration_DAE().
5. Construction de la classe-fille Energy_2D ()
— Héritage de toutes les fonctions et des variables de la classe-mere Heat_2D().
— Déclaration de la donnée initiale : Set_Initial_Data().
— Interpolation de la donnée initiale : Project_Initial_Data().
— Intégration temporelle : Integration_DAE().

Dans la section 6.5, nous présentons un exemple d’utilisation du module Heat pour les utili-
sateurs débutants en Python. Dans la section 6.6, une explication de la classe et des fonctions
associées est donnée pour les utilisateurs confirmés et les développeurs.
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6.5 Exemple d’utilisation de HEAT (pour les utilisateurs)

6.5.1 Bibliotheques utiles

Nous importons les bibliotheques nécessaires pour le code de calcul : matplotlib pour les affi-
chages ; numpy pour le traitement matriciel des données ; math pour les fonctions mathématiques
usuelles ; Heat le module que nous avons développé et qui contient ’objet de la chaleur 2D.

In[1]: import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from Heat import Heat_2D, Lyapunov_2D, Entropy_2D, Energy_2D
from math import pi

6.5.2 Construction de la classe-mere

Construction de 'objet-mere chaleur 2D : Heat_2D

In[2]: Heat = Heat_2D()

6.5.2.A Domaine spatial et intervalle temporel

Domaine spatial Définition de domaine §2 comme étant le réctangle (0, £y, ) X (04y, Cay)-

In[3]: x1_0, x1_ell, x2_0, x2_ell = 0., 2., 0., 1.
Heat.Set_Rectangular_Domain(x1_0, x1_ell, x2_0, x2_ell);

Intervalle temporel Définition de l'intevral temps par [tinital, tinal], OU tinital €6 tanar sont le
temps initial et le temps final.

In[4]: t_initial, t_final = 0., 6.
Heat.Set_Initial_Final Time(t_initial, t_final);

Initial/Final time: OK

6.5.2.B Parametres physiques

La déclaration des parametres physiques se fait par une chaine de caracteres C++4. La variable
spatiale (z1,x2) est représentée dans le code par (x[0],x[1]).
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Densité de masse p

plxy,29) == 2 — 22 + 2 (6.5.1)
In[5]: Rho = 'x[0]*x[0] - x[1]*x[1] + 2'
Coeflicient de conductivité j
3 L /\11(!1017%) /\12($17$2) N . i o
Az, x9) == Mol 22) Aaslz1. )| ol Ajp = cos(z1x2) +4, Ajg = X9 et Aoy = |21 — x| + 2.
(6.5.2)
In[6]: Lambdall = '5. + x[0]*x[1]"'
Lambdal?2 = '(x[0]-x[1])*(x[0]-x[1])"
Lambda22 = '3.+x[1]/(x[0]+1)"
Capacité thermique Cy
Cy:=3 (6.5.3)

In[7]: CV = '3.!

Déclaration des parametres physiques dans 1’objet

In[8]: Heat.Set_Physical_Parameters(rho=Rho, CV=CV, Lambdall=Lambdall, \
Lambdal2=Lambdal2, Lambda22=Lambda22)

6.5.3 Discrétisation de la classe-mere
6.5.3.A Maillages

Nous utilisons le maillage généré par GMSH en important le fichier rectangle.xml avec un co-
efficient de raffinement rfn_num. Nous pourrons autrement utiliser les fonctions internes de FE-
niCS pour déclarer un maillage structuré on non-structuré : Generate_Mesh() ou Assign_Mesh(),
cf. la description dans la section 6.6.

In[9]: Heat.Set_Gmsh_Mesh(xmlfile='rectangle.xml', rfn_num=2);
Heat .Plot_Mesh()

Out [9] :

Mesh: hmax= 0.168 Nv= 201
Mesh: OK
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Mesh with Nv=201, hmax=0.168
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Pour le maillage choisi nous avons

hsmax = .168 et le nombre de sommets N, = 201

6.5.3.B Choix des familles d’éléments finis

Dans cette partie, nous choisissons les familles d’élements finis pour discrétiser le probleme.
La bibliotheque FEniCS d’éléments finis est assez riche. Ci-dessous, nous proposons de choisir
les familles de Raviart-Thomas ou de Lagrange pour les variables vectorielles et les familles de
Lagrange pour les variables scalaires et la variable frontiere.

In[10]: Heat.Set_Finite_Element_Spaces(family_scalar='P', family_Vector='RT',
family_boundary='P', rs=1, rV=0, rb=1);
Heat .Plot_Mesh_with_DOFs()

Out [10] :
VV= RT_O , Vs= P_1 , Vb= P_1
NV= 39 , Ns= 18 , Nb= 12
DOFsys= 57

FE spaces: OK



6.5. EXEMPLE D’UTILISATION DE HEAT (POUR LES UTILISATEURS)

Mesh with associated DOFs, Ng =552, Np =201, N; =48, Nv=201
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6.5.3.C Assemblage
Assemblage de toutes les matrices du systemes de dimension finie.
In[11]: Heat.Assembly()

Out[11]:

6.5.4 Classe-fille : Lyapunov

Construction de la classe-fille Lyapunov qui correspond au systeme Hamiltonien a ports d’inter-
action prenant la fonctionnelle quadratique de Lyapunov comme Hamiltonien, cf. le chapitre 4.2.

6.5.4.A Construction de ’objet par héritage
In[12]: Lya = Lyapunov_2D()

Héritage de toutes les variables déclarées dans la classe-mere Heat_2D.

In[13]: Lya.__dict__ = Heat.__dict_

6.5.4.B Donnée initiale

Nous déclarons la donnée initiale du probleme en utilisant une chaine de caracteres C++. La
fonction considérée est la Gaussienne suivante

_(Zlful )2_(1‘2*H2 )2
c1

er(t=0,21,20) = ae e (6.5.4)
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La donnée initiale de e et fg est construite a partir de er.

Lo Ly Ly 2
Pour notre exemple : a = 500, pu; = o M=, a=5- et =

In[14]: ampl, sX, sY, X0, YO = 1000, Heat.xL/6, Heat.yL/6, Heat.xL/2, Heat.yL/2
eT_0 = 'ampl * exp(- pow( (x[0]-X0)/sX, 2) - pow( (x[1]-Y0)/sY, 2) ) + 1000
Lya.Set_Initial_Data(eT_0=eT_0, ampl=ampl, sX=sX, sY=sY, X0=X0, YO0=Y0);

Out[14]:

6.5.4.C Controle frontiere
Le controle frontiere est codé, comme dans la classe Wave_2D, de la facon suivante :

ua(t, w1, x2) = fo(t) go(x1,22) + fi(t) + g1(21, 22), (6.5.5)
ou f1 et g1 sont par défaut nulles. Pour notre exemple, fy et go sont définis par

xo(ly, —x2) sixy =04,

tna
0 sit< ﬁ31
fo(t) = go(x1,29) =

8

1 fa;l — I

(
5(612 — T9

fina =
10 ( — tgua/3)°  sit > mal S22 = Lo,

—_

)

21(ly, — 1) sl g = 0,,,
)
)

si g = 4,,.
(6.5.6)
Le controle choisi est le flux thermique entrant —v, (eg).

f1 et g1 sont prises nulle par défaut.

In[15]: Ub_spO0 = "'"'
( abs(x[0]) <= DOLFIN_EPS ? 1. * (yL-x[11)*x[1] : 0 )
+ ( abs(x[1]) <= DOLFIN_EPS ? 1. x (xL-x[0])*x[0] : 0 )
+ ( abs(xL - x[0]) <= DOLFIN_EPS ? -15. % (yL-x[1])=*x[1] : 0 )
+ ( abs(yL - x[1]) <= DOLFIN_EPS 7 1. * (xL-x[0])*x[0] : O )
def Ub_tmO(t):
if t >= t_final/3:
return (t-t_final/3)#**3 * 10
else:
return O
Lya.Set_Boundary_Control (Ub_tm0=Ub_tm0, Ub_sp0=Ub_sp0)

OQut[15]:
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6.5.4.D Choix de la formulation de discrétisation

Comme nous avons choisi de controler le flux thermique a la frontiere, alors la formulation
adaptée est grad-grad.

In[16]: Lya.Set_Formulation('grad');
Out [16]:

6.5.4.E Interpolation

Interpolation de la donnée initiale et des controles frontieres dans les espaces de familles
d’éléments finis choisis.

In[17]: Lya.Project_Initial_Data()
Lya.Project_Boundary_Control()

Out[17]:

6.5.4.F Discrétisation temporelle

Pour résoudre le systéme en espace-temps, nous avons deux solveurs possibles : Integration_0DE_RK4() :
résout le systeme Hamiltonien en ODE par le schéma Runge-Kutta 4. Integration_DAE() :
résout le systeme en DAE en utilisant Assimulo.

Nous déclarons le pas de temps.
In[18]: dt = 1.e-3
Heat.Set_Time_Setting(dt)

Out [18]:

dt = 0.001
Time setting: 0K

6.5.4.G Solution approchée en espace-temps discret
In[19]: eT, eQ, Lyapunov = Lya.Integration_ODE_RK4()
Out [19]:
Time-stepping RK4 : |###HHHHHHEHHEHEEHHEEHHAHEBHERAHESEA R EEE 1007, |

214



6.5. EXEMPLE D’UTILISATION DE HEAT (POUR LES UTILISATEURS)

6.5.4.H Hamiltonien

In[20]: Heat.Plot_Hamiltonian(Heat.tspan, Lyapunov, linewidth=3,
title='Hamiltonien quadratique')

Hamiltonien quadratique
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Jusqu’a l'instant t < t_final/3 nous avons Hy < 0 et a partir de ¢ > t_final/3 nous mettons
un controle ainsi le Hamiltonien croit.

6.5.4.1 Variables d’énergie

Nous affichons les variables d’énergie er (température) en distribution de couleurs et le vecteur
e (flux de chaleur) représenté par des fleches.

In[21]: Heat.Contour_Quiver (var_scalar=eT, var_Vect=eQ, with_mesh=True, t=t_initial,\
title="Les variables d'énergie de la formulation quadratique a 1l'instant t=t_in:
margin=0.05, save=False, figsize=(14,5))

Heat.Contour_Quiver (var_scalar=eT, var_Vect=eQ, with_mesh=True, t=t_final,\
title="Les variables d'énergie de la formulation quadratique & 1l'instant t=t_fir
margin=0.05, save=False, figsize=(14,5))
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Les variables d'énergie de la formulation quadratique a I'instant t=t_initial
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Les variables d'énergie de la formulation quadratique a I'instant t=t_final
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6.5.5 Classe-fille : Entropie
6.5.5.A Construction de I'objet par héritage

Construction de la classe-fille Entropy qui correspond au systeme Hamiltonien a ports d’inter-
action prenant l'entropie du systéme comme Hamiltonien, ¢f. le chapitre 4.3.

In[22]: Ent = Entropy_2D()
Héritage de toutes les variables déclarées dans la classe-mere Heat _2D.

In[23]: Ent.__dict = Heat.__dict__

6.5.5.B Donnée initiale

Nous déclarons la donnée initiale du probleme en utilisant une chaine de caracteres C++. La
fonction considérée est la Gaussienne suivante

_( 1K1 )2_(9520—2H2 )2

as(t =0,21,29) =Cy ae > = (6.5.7)

La donnée initiale de ey, eg, fs est construite a partir de a;; en utilisant les relations constitu-
tives.

Lx Ly Ly Ly
Pour notre exemple : a = 500, puy = -, g = %, ¢1 = 5+ et ;. = 2.
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In[24]: ampl, sX, sY, X0, YO = 1000, Heat.xL/6, Heat.yL/6, Heat.xL/2, Heat.yL/2
AS_O — nnn
CV * ampl * exp(- pow( (x[0]-X0)/sX, 2) - pow( (x[1]-Y0)/sY, 2))
+ 1000

Ent.Set_Initial_Data(As_O=As_0, CV=Heat.CV(0), ampl=ampl, sX=sX, sY=sY,\
X0=X0, YO0=YO)

Out [24] :

6.5.5.C Controle frontiere

Le controle frontiere est codé, comme dans la classe Wave_2D, de la fagon suivante :

up(t, 1, x9) = fo(t) go(x1, x2) + f1(t) + g1(z1, x2), (6.5.8)

ou f1 et g; sont par défaut nulles. Pour notre exemple, fy et gy sont définis par

. thinal xQ(fﬂ»‘z x2) sl xp = 01‘17
0 sit S 3 ml(gml — Il) si To = Oxg;
folt) = Lfinal go(x1,72) = x1(ly, — 1) Siao=1(
10 (t — tﬁnal/3)3 sit > —= 1\Fey 1 2 = Lo,
3 —15(ly, — x2) sixy =4,,.
(6.5.9)

Le contrdle choisi est le flux thermique entrant —vy, (eg).

In[25]: Ub_spO0 = "'"'
( abs(x[0]) <= DOLFIN_EPS ? 1. * (yL-x[11)*x[1] : 0 )
+ ( abs(x[1]) <= DOLFIN_EPS ? 1. * (xL-x[0])*x[0] : O )
+ ( abs(xL - x[0]) <= DOLFIN_EPS ? -15. * (yL-x[1])#*x[1] : 0 )
+ ( abs(yL - x[1]) <= DOLFIN_EPS 7 1. * (xL-x[0])=*x[0] : O )
def Ub_tmO(t):
if t >= t_final/3:
return (t-t_final/3)#**3 * 10
else:
return O
Ent.Set_Boundary_Control (Ub_tm0=Ub_tm0, Ub_sp0=Ub_spO0)

Out [25] :
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6.5.5.D Choix de la formulation de discrétisation

In[26]: Ent.Set_Formulation('grad')

Out [26] :

6.5.5.E Interpolation

Interpolation de la donnée initiale et des controles frontieres dans les espaces de familles
d’éléments finis choisis.

In[27]: Ent.Project_Initial_Data()
Ent.Project_Boundary_Control()

Out [27] :

6.5.5.F Discrétisation temporelle

Nous résolvons le probleme en espace-temps par ’algorithme 1.

In[28]: dt = 1.e-4
Heat.Set_Time_Setting(dt)

Out [28] :

dt = 0.0001
Time setting: 0K

6.5.5.G  Solution approchée en espace-temps discret

In[29]: As, £fS, es, eS, Entropy = Ent.Integration_DAE(Q)

Out [29] :
Entropy forward-stepping :
| AR 1007, |
Time integration completed !

Computing Entropy :
| A 1007, |
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6.5.5.H Hamiltonien

Nous affichons I'entropie S;(t) — Sq(0).

In[30]: Heat.Plot_Hamiltonian(Heat.tspan, Entropy, linewidth=3)

Entropie

/3

Hamiltonian (.J7)

T T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

Nous avons ainsi I’entropie toujours croissante que le systeme soit fermé (¢ < t_final/3) ou
ouvert (¢ > t_final/3). Nous retrouvons bien le deuxiéme principe de thermodynamique.

6.5.5.1 Affichage des variables

Nous affichons la variable d’énergie as (énergie interne) en distribution de couleurs et la variable
vectorielle de coénergie eg (flux de chaleur) représentée par des fleches.

In[31]: Heat.Contour_Quiver(var_scalar=As, var_Vect=eS, with_mesh=True, t=t_initial,\
title="Les variables & 1l'instant t=t_initial",\
margin=0.05, save=False, figsize=(14,5))

Heat.Contour_Quiver (var_scalar=As, var_Vect=eS, with_mesh=True, t=t_final,\
title="Les variables & l'instant t=t_final",\

margin=0.05, save=False, figsize=(14,5))
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Les variables de la formulation entropique a 'instant t=t_initial
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6.5.6 Classe-fille : Energie
6.5.6.A Construction de 'objet par héritage

Construction de la classe-fille Energy qui correspond au systeme Hamiltonien a ports d’inter-
action prenant 1’énergie interne comme Hamiltonien.

In[32]: Ene = Energy_2D()
Héritage de toutes les variables déclarées dans la classe-mere

In[33]: Ene.__dict__ = Heat.__dict_

6.5.6.B Donnée initiale

Nous déclarons la donnée initiale du probleme en utilisant une chaine de caracteres C++. La
fonction considérée est la Gaussienne suivante

7(931*M1 )27(12*N2 )2
c1

er(t =0,21,29) = ae °2 (6.5.10)
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La donnée initiale de e et fg est construite a partir de er.
0y ly l l
Pour notre exemple : a = 500, pu; = o M=, a=5 et =G

In[34]: ampl, sX, sY, X0, YO = 1000, Heat.xL/6, Heat.yL/6, Heat.xL/2, Heat.yL/2
au_0 = '3000'
eu_0 = 'ampl * exp(- pow( (x[0]-X0)/sX, 2) - pow( (x[1]-Y0)/sY, 2) ) + 1000
Ene.Set_Initial_Data(au_O=au_0, eu_O=eu_0, ampl=ampl, sX=sX, sY=sY,\
X0=X0, YO0=YO0);

Out [34] :

6.5.6.C Controle frontiere

Le controle frontiere est codé, comme dans la classe Wave_2D, de la fagon suivante :

ug(t, v, 2) = folt) go(w1,22) + f1(t) + g1 (21, 72), (6.5.11)

ou f; et g; sont par défaut nulles. Pour notre exemple, f; et gy sont définis par

: Lfinal .1'2(612 x2) six) = Oxl’
0 sit<— 21(ly, — 1) si 29 =0y,
fo(t) = y go(x1,29) = ‘
10 (t - tﬁnal/3)3 sit > final 'Tl(gml - 'Tl) Sl To = £$27
3 —15(652 — .’EQ) si T = EII.
(6.5.12)

Le controle choisi est le flux entropique entrant vy(e,,).

In[35]: Ub_spO0 = ""'
( abs(x[0]) <= DOLFIN_EPS ? 1. * (yL-x[11)*x[1] : 0 )
+ ( abs(x[1]) <= DOLFIN_EPS ? 1. * (xL-x[0])*x[0] : O )
+ ( abs(xL - x[0]) <= DOLFIN_EPS ? -15. % (yL-x[1])=*x[1] : 0 )
+ ( abs(yL - x[1]) <= DOLFIN_EPS 7 1. * (xL-x[0])=*x[0] : O )
def Ub_tmO(t):
if t >= t_final/3:
return (t-t_final/3)**3 * 10
else:
return O
Ene.Set_Boundary_Control (Ub_tm0=Ub_tm0, Ub_sp0=Ub_sp0)

Out [35] :
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6.5.6.D Choix de la formulation de discrétisation

In[36]: Ene.Set_Formulation('div')

Out [36] :

6.5.6.E Interpolation
Interpolation de la donnée initiale et des controles frontieres dans les espaces de familles

d’éléments finis choisis.

In[37]: Ene.Project_Initial_Data()
Ene.Project_Boundary_Control()

Out [37]:

6.5.6.F Discrétisation temporelle

Nous résolvons le probleme en espace-temps par 'algorithme 2.

In[38]: dt = 1.e-4
Heat.Set_Time_Setting(dt)

Out [38] :

dt = 0.0001
Time setting: 0K

6.5.6.G Solution approchée en espace-temps discret

In[39]: au, fU, fsig, eu, eU, esig, Energie = Ene.Integration_DAE()

Out [39]:
Time integration: | ####H# RS HAHHHHEHAH RS HAEH RS HREHBSHEH SR H SRR AT 100, |
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6.5.6.H Hamiltonien

In[40]: Heat.Plot_Hamiltonian(Heat.tspan, Energie, linewidth=3,
title='Energie')

Energie
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Nous avons un systeme conservatif pour ¢ < t_final/3, ie. %Z/{d(t) = 0 et un systéme sans
perte pour t > t_final/3, ie. %L{d(t) =— <§3 , fa) . Dans la figure le Hamiltonien doit étre
Lo) w1,

constant pour ¢t < t_final/3, mais il décroit légerement a cause du schéma d’intégration qui
n’est pas symplectique.

6.5.6.1 Affichage des variables

Nous affichons la variable d’énergie o (I’entropie) en distribution de couleurs et la variable de
coénergie eg (flux d’entropie) représentée par des fleches.

In[41]: Heat.Contour_Quiver (var_scalar=au, var_Vect=eU, with_mesh=True, t=t_initial,\
title="Les variables de la formulation énergetique a 1l'instant t=t_initial",\
margin=0.05, save=False, figsize=(14,5))

Heat.Contour_Quiver (var_scalar=au, var_Vect=eU, with_mesh=True, t=t_final,\

title="Les variables de la formulation énergetique a 1'instant t=t_final",\
margin=0.05, save=False, figsize=(14,5))
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Les variables de la formulation énergetique a l'instant t=t_initial
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6.5.7 Code complet
Le codet complet ci-dessous est disponible sur https://github.com /anasserhani/These_Codes_Chapitre 6.

#!/usr/bin/env python3
# —-*— coding: utf-8 —*-

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

from Heat import Heat_2D, Lyapunov_2D, Entropy_2D, Energy_2D
from math import pi

#4% Choose what to run
lyapunov_run = 1
entropy_run = 1
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energy_run = 1

#)7, Heat_2D
### Construction
Heat = Heat_2D()

### Rectangular domain
x1_0, x1_ell, x2_0, x2_ell = 0., 2., 0., 1.
Heat.Set_Rectangular_Domain(x1_0, x1_ell, x2_0, x2_ell);

### Time
t_initial, t_final = 0., 2.
Heat.Set_Initial_Final_Time(t_initial, t_final);

### Physical parameters
Rho = 'x[0]*x[0] - x[1]*x[1] + 2'

Lambdalil 'S5, + x[0]*x[1]"

Lambdal2 = '(x[0]-x[1])*(x[0]-x[1])"
Lambda22 = '3.+x[1]/(x[0]+1)"'
cV = 1'3."

Heat.Set_Physical_Parameters(rho=Rho, CV=CV,\
Lambdall=Lambdall, Lambdal2=Lambdal2, Lambda22=Lambda2?2);

### Boundary Control

Ub_sp0 = """

( abs(x[0]) <= DOLFIN_EPS ? 1. * (yL-x[11)*x[1] : 0 )

( abs(x[1]) <= DOLFIN_EPS ? 1. * (xL-x[0])*x[0] : O )

( abs(xL - x[0]) <= DOLFIN_EPS ? -15. x (yL-x[11)*x[1] : 0 )
( abs(yL - x[1]) <= DOLFIN_EPS 7 1. * (xL-x[0])*x[0] : 0 )
def Ub_tmO(t):

if t >= t_final/3:

return (t-t_final/3)#**3 * 10

else:

-+ + o+

return O
Heat .Set_Boundary_Control (Ub_tm0=Ub_tm0O, Ub_sp0=Ub_spO0);

#4% Discretization of Heat_2D
### Mesh
Heat.Set_Gmsh_Mesh(xmlfile='rectangle.xml', rfn_num=2);
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Heat .Plot_Mesh()

### Finite elements families
Heat.Set_Finite_Element_Spaces(family_scalar='P', family_Vector='RT', family_boundary='I
Heat .Plot_Mesh_with_DOFs()

### Assembly
Heat.Assembly () ;

#47% Lyapunov

if lyapunov_run :
print('\n')
print (' LYAPUNOV')

### Inheritance
Lya
Lya.__dict__

Lyapunov_2D()
Heat.__dict__

### Inittal data

ampl, sX, sY, X0, YO = 100, Heat.xL/6, Heat.yL/6, Heat.xL/2, Heat.yL/2

eT_0 = ' ampl * exp(- pow( (x[0]-X0)/sX, 2) - pow( (x[1]-Y0)/sY, 2) ) + 1000’
Lya.Set_Initial_Data(eT_0=eT_0, ampl=ampl, sX=sX, sY=sY, X0=X0, YO=Y0)

### Discretization formulation
Lya.Set_Formulation('grad');

### Projections
Lya.Project_Initial_Data();
Lya.Project_Boundary_Control();

### Time setting
dt =1.e-3
Lya.Set_Time_Setting(dt);

### Time-stepping
eT, eQ, Lyapunov = Lya.Integration_ODE_RK4();

### Plot Hamiltonian
Lya.Plot_Hamiltonian(Heat.tspan, Lyapunov, linewidth=3, title='Hamiltonien quadratic

# Energy wvariables

Heat.Contour_Quiver(var_scalar=eT, var_Vect=eQ, with_mesh=True, t=t_initial,\

title="Les variables d'énergie de la formulation quadratique a l'instant t=t_initial
margin=0.05, save=False, figsize=(14,5))
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Heat.Contour_Quiver(var_scalar=eT, var_Vect=eQ, with_mesh=True, t=t_final,\
title="Les variables d'énergie de la formulation quadratique a 1l'instant t=t_final"
margin=0.05, save=False, figsize=(14,5))

#4% Entropy

if entropy_run :
print('\n')
print ('ENTROPY')

### Inheritance

Ent = Entropy_2D()

Ent.__dict__ = Heat.__dict__

### Inttial Data

ampl, sX, sY, X0, YO = 1000, Heat.xL/6, Heat.yL/6, Heat.xL/2, Heat.yL/2

As_0 = ' CV x ampl * exp(- pow( (x[0]-X0)/sX, 2) - pow( (x[1]-Y0)/sY, 2) ) + 1000’

Ent.Set_Initial_Data(As_0=As_0, CV=Heat.CV(0), ampl=ampl, sX=sX, sY=sY, X0=X0, YO=Y(

### Discretization formulation
Ent.Set_Formulation('grad');

### Projections
Ent.Project_Initial_Data();
Ent.Project_Boundary_Control();

### Time setting
dt =1l.e4
Ent.Set_Time_Setting(dt);

### Time-stepping
As, fS, es, eS, Entropy = Ent.Integration_DAE()

### Post-processing
Heat .Plot_Hamiltonian(Heat.tspan, Entropy, linewidth=3, title='Entropie')

Heat.Contour_Quiver (var_scalar=As, var_Vect=eS, with_mesh=True, t=t_initial,\

title="Les variables de la formulation entropique & 1l'instant t=t_initial",\
margin=0.05, save=False, figsize=(14,5))

Heat.Contour_Quiver(var_scalar=As, var_Vect=eS, with_mesh=True, t=t_final,\

title="Les variables de la formulation entropique a 1l'instant t=t_final",\
margin=0.05, save=False, figsize=(14,5))
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#)7% Energy

if energy_run:
print('\n"')
print ('ENERGY')
### Inheritance

Ene = Energy_2D()

Ene.__dict__ = Heat.__dict__

### Initial data

ampl, sX, sY, X0, YO = 1000, Heat.xL/6, Heat.yL/6, Heat.xL/2, Heat.yL/2
au_0 = '3000'

eu_0 = ' ampl * exp(- pow( (x[0]-X0)/sX, 2) - pow( (x[1]-Y0)/sY, 2) ) + 1000’

Ene.Set_Initial_Data(au_O=au_0, eu_O=eu_0, ampl=ampl, sX=sX, sY=sY, X0=X0, YO0=YO);

### Boundary control
Ene.Set_Boundary_Control (Ub_tm0= lambda t : Ub_tmO(t)*50, Ub_sp0=Ub_sp0, Ub_spl="10(

### Formulation
Ene.Set_Formulation('div');

### Projections
Ene.Project_Initial_Data();
Ene.Project_Boundary_Control();

### Time setting
dt =1.e4
Heat.Set_Time_Setting(dt);

### Time-stepping
au, fU, fsig, eu, eU, esig, Energie = Ene.Integration_DAE();

### Post-Processing

Heat.Plot_Hamiltonian(Heat.tspan, Energie, linewidth=3, title='Energie interne')

Heat.Contour_Quiver (var_scalar=au, var_Vect=eU, with_mesh=True, t=t_initial,\

title="Les variables de la formulation énergetique & 1l'instant t=t_initial",\
margin=0.05, save=False, figsize=(14,5))

Heat.Contour_Quiver(var_scalar=au, var_Vect=eU, with_mesh=True, t=t_final,\

title="Les variables de la formulation énergetique & 1l'instant t=t_final",\

margin=0.05, save=False, figsize=(14,5))
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6.6 Organisation du module HEAT (pour les développeurs)

Définition de la classe-mere
— Check_Problem_Definition():
Vérifier si le probleme est bien défini.
— Set_Boundary_Control (Ub_tmO:callable, Ub_spO:str, Ub_tml:callable=lambda t
Ub_spl:str='0", **kwargs):

Définir le controle frontiere. La déclaration est expliquée en détails dans la section 6.5.4.C.

— Set_Initial_Final _Time(initial_time:float, final_time:float):
Définir le temps initial et le temps final par des réels.
— Set_Physical_Parameters(rho:str, Lambdall:str, Lambdal2:str, Lambda22:str,
CV:str, **kwargs):

Définir les parametres physiques du probleme de la chaleur par des chaines de caracteres
C++. Sur *xkwargs nous rajoutons comme arguments des constantes si elles sont données
dans la définition des chaines de caracteres des parametres physiques.

— Set_Rectangular_Domain(x0:float, xL:float, yO:float, yL:float):

Définir le domaine comme rectangle de sommets : (x0,y0), (xL,y0), (xL,yL) et (x0,yL).

Discrétisation de la classe-mere

— Assembly():

Assembler les matrices du systeme discrétisé en espace.

— Assign_Mesh(Msh:dolfin.cpp.mesh.Mesh):

Affecter a I'objet un maillage FEniCS Msh déja défini.

— Check_Space_Time_Discretization():

Vérifier si la discrétisation est bien faite.

— Generate_Mesh(rfn:int, structured_mesh:bool=False):

Générer un maillage de nombre rfn élément sur le bord. structured_msh est une variable
booléenne pour choisir un maillage structuré.

229



6.6. ORGANISATION DU MODULE HEAT (POUR LES DEVELOPPEURS)

— Project_Boundary_Control():

Interpolation du controle frontiere sur les familles d’éléments finis choisies.

— Project_Initial_Data():

Interpolation de la donnée initiale sur les familles d’éléments finis choisies.

— Set_Finite_Element_Spaces(family_scalar:str, family_Vector:str,
rs:int, rV:int, rb:int):

Définir les familles d’éléments finis family_scalar, family_Vector et family_b comme
des chaines de caracteres définies par FEniCS pour choisir les familles usuelles ('RT', 'P',
'BDM', 'CR', ...). rq, rp et rb sont les ordres associés a chaque famille.

— Set_Gmsh_Mesh(xmlfile:xmlfile, rfn_num:int=0):

Définir le maillage de 'objet a partir d’'un fichier xml généralement généré par GMSH.
Nous pourrons le raffiner encore par splitting par le nombre entier rfn_num.

— Set_Formulation(formulation:str):

Choisir la formulation de discrétisation 'grad' ou 'div'.

— Set_Time_Setting(time_step:float, tf:float=None):

Définir le pas de temps At et si un certain temps tf n’est pas donné la simulation conti-
nuera jusqu’a l'instant final.

Post-traitement

— Contour_Quiver(var_scalar:numpy.ndarray, var_Vect:numpy.ndarray,
t:float, with_mesh:bool=True, title:str='"', margin:float=.125,
save:bool=False, figsize:tuple=(8,6.5), levels:int=265,
cmap:matplotlib.colors.LinearSegmentedColormap=plt.cm.CMRmap) :

A un instant t:float, afficher en distribution de couleurs (contour) une variable sca-
laire discrétisée par family_scalar et représenter par des fleches (quiver) une variable
vectorielle discrétisée par family_Vector. var_scalar est un numpy.ndarray de taille
(Ns,Nt) représente la variable scalaire, var_Vect est un numpy.ndarray de taille (NV,Nt)
représente la variable vectorielle. with_mesh est un booléen pour afficher le maillage si-
multanément, margin est un réel pour déterminer la marge en entre ’affichage et la figure,
save est un booléen par sauvegarder la figure, figsize:tuple est la taille de la figure,
levels:int est le nombre de niveaux de couleurs pour 'affichage de var_scalar et cmap
est la carte de couleurs.
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— Plot_Hamiltonian(tspan:numpy.ndarray, Ham:numpy.ndarray, figsize:tuple=(8,6.5),
*x*kkwargs) :

Afficher le Hamiltonien discret Ham en fonction de l'intervalle du temps discret tspan,
xxkwargs sont les arguments optionnels de la fonction plot de la librairie matplotlib.pyplot.

— Plot_Hamiltonian_Relative_Error(tspan:numpy.ndarray, Ham:numpy.ndarray,
figsize:tuple=(8,6.5), **kwargs):

Afficher 'erreur relative du Hamiltonien discret par rapport au Hamiltonien a l'ins-
tant initial. **kwargs sont les arguments optionnels de la fonction plot de la librairie
matplotlib.pyplot.

— Plot_Mesh(figure:bool=True, figsize:tuple=(8,6.5), save:bool=False, **kwargs):

Afficher le maillage de 'objet.

— Plot_Mesh_with_DOFs(figure:bool=True, figsize:tuple=(8,6.5), **kwargs):

Afficher le maillage avec les degrés de liberté associés.

Fonction utilitaire

— my_mult (A:numpy.ndarray/scipy.sparse, B:numpy.ndarray/scipy.sparse):

Gérer la multiplication de deux matrices A et B, en creux ou en dense.

Construction de la classe-fille Energie

— Set_Initial_Data(au_O:str=None, eu_O:str=None, init_by_vector:bool=False,
au0:numpy .ndarray=None, eul:numpy.ndarray=None, **kwargs):

Siinit_by_vector=False, initialiser les données au_0 (I’entropie) et eu_0 (la température)
par des chaines de caracteres C++. Sur **kwargs sont des arguments optionnels a donner

si des parametres sont déclarés dans les chaines de caracteres C++. Si init_by_vector=True,
initialiser les données au0 et eu0 par des vecteurs numpy.ndarray.

— Project_Initial_Data():

Interpolation de la donnée initiale sur les espaces de discrétisation.

— Integration_DAE():

Résolution du probleme en temps par 1'algorithme 2.
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Construction de la classe-fille Entropie

— Set_Initial_Data(As_O:str=None, init_by_vector:bool=False,
AsO:numpy.ndarray=None, **kwargs)

Si init_by_vector=False, initialiser les données As_0 (I’énergie) par une chaine de ca-
racteres C++. Sur *xkwargs sont des arguments optionnels a donner si des parametres
sont déclarés dans la chaine de caracteres C++. Si init_by_vector=True, initialiser les
données AsO par des vecteurs numpy.ndarray.

— Project_Initial_Data():

Interpolation de la donnée initiale sur les espaces de discrétisation.

— Integration_DAE():

Résolution du probleme en temps par 1'algorithme 1.

Construction de la classe-fille Lyapunov

— Set_Initial_Data(eT_O:str=None, init_by_vector:bool=False,
eTO0:numpy .ndarray=None, **kwargs):

Siinit_by_vector=False, initialiser les données eT_0 (la température) par une chaine de
caracteres C++. Sur **kwargs sont des arguments optionnels a donner si des parametres
sont déclarés dans la chaine de caracteres C++. Si init_by_vector=True, initialiser les
données eTO par des vecteurs numpy.ndarray.

— Project_Initial_Data():

Interpolation de la donnée initiale sur les espaces de discrétisation.

— Integration_DAE():

Résolution du probleme comme DAE en utilisant Assimulo.

— Integration_ODE_RK4():

Résolution du probleme réduit par le schéma Runge-Kutta 4.
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Chapitre 7

Conclusion et Perspectives

7.1 Bilan

Dans ce manuscrit, nous avons présenté nos travaux concernant la modélisation, la discrétisation
structurée, la simulation et ’analyse numérique des systemes Hamiltoniens a ports d’interac-
tion de dimension infinie. La discrétisation structurée est faite grace a la méthode récente des
éléments finis partitionnés (PFEM). La convergence du schéma de discrétisation est démontrée
pour différentes configurations. Finalement nous avons illustré tous nos résultats théoriques par
des simulations numériques.

Analyse et modélisation

Nous avons modélisé le probleme des ondes anisotropes et hétérogenes, sujettes a plusieurs amor-
tissements internes ou frontiere (amortissement fluide ; viscoélastique ; admittance ; impédance),
et avec des conditions aux limites mixtes en formalisme Hamiltonien a ports d’interaction.
L’étude du probleme avec 1'écriture en variables d’énergie, développée dans la chapitre 3, a
permis de donner un cadre fonctionnel rigoureux et d’analyser le probleme des ondes amorties
en se fondant sur la théorie classique des systemes linéaires. En écrivant le probleme en flux-
efforts, nous avons démontré que les structures géométriques sous-jacentes sont des structures
de Stokes-Dirac.

Le probleme de diffusion anisotrope hétérogene est largement étudié dans le chapitre 4, nous
avons modélisé le probleme dans le formalisme Hamiltonien a ports d’interaction, en utilisant
différents candidats pour le Hamiltonien, provenant soit de la littérature thermodynamique,
soit de la littérature mathématique. De plus, une structure de Stokes-Dirac a été démontrée
pour chacun des systemes dérivés d’'un Hamiltonien en particulier.

Discrétisation structurée

Nous avons amélioré et appliqué la méthode des éléments finis partitionnés (PFEM) a nos
problemes d’étude. La discrétisation des problemes d’ondes écrits en variables d’énergie fait
apparaitre une équation différentielle ordinaire (ODE), qui permet d’accéder facilement a la si-
mulation. Néanmoins, la discrétisation des problemes avec conditions aux limites mixtes conduit
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a une équation algébro-différentielle (DAE). Par ailleurs, les problemes écrits en flux-efforts per-
mettent d’analyser leurs structures géométriques sous-jacentes de dimension finie, qui sont des
structures de Dirac, grace a la discrétisation proposée. Pour discrétiser le probleme avec les
amortissements interne viscoélastique et frontiere, qui sont définis par des opérateurs de dis-
sipation non-bornés, nous avons développé une stratégie issue du domaine de 'automatique,
impliquant un retour négatif de sortie, qui permet d’aborder cette difficulté d’une fagon tres
naturelle; c¢’est sans doute sur le cas de I'amortissement frontiere que le résultat est le plus
frappant, car nous obtenons facilement une matrice d’amortissement de rang faible comme ap-
proximation de 'opérateur non-borné de départ.

La discrétisation du probleme de diffusion, avec trois candidats possibles pour le Hamiltonien,
reprend plusieurs raisonnements déja utilisés sur la discrétisation du probléeme des ondes. En re-
vanche, les systémes obtenus sont toujours des équations algébro-différentielles (DAE), souvent
non-linéaire a cause des relations constitutives non-linéaires. Grace a PFEM, nous retrouvons
pour chaque systeme discrétisé une structure de Dirac associée, et une version discrete des
propriétés physiques au niveau continu : conservation de l’énergie interne, ou croissance de
I’entropie typiquement.

Analyse numérique

Nous avons démontré la convergence du schéma de discrétisation structurée proposé pour le
probleme des ondes dans le formalisme Hamiltonien a ports d’interaction. Nous avons obtenu
des estimations d’erreurs entre les variables d’énergie continues et discretes, ainsi qu’entre le
Hamiltonien continu et discrétisé. En outre, nous avons fourni le choix optimal des ordres de
convergence, c’est-a-dire celui qui permet d’assurer le nombre minimal de degrés de libertés
possible en garantissant un taux de convergence donné.

Simulation

Une partie importante du travail a concerné le développement d'un code de calcul en Python 3
permettant la discrétisation et la simulation des problemes d’ondes et de la chaleur, vus comme
systemes Hamiltoniens a ports d’interaction, et utilisant la méthode des éléments finis parti-
tionnés. Ces codes de calcul s’adressent en tout premier lieu aux utilisateurs débutants, avec
une prise en main facile et intuitive ; par ailleurs, ils sont suffisamment documentés pour servir
de base a des développements futurs par des utilisateurs confirmés.

7.2 Perspectives

Dans la continuité de cette these, nous pensons pouvoir étendre les résultats obtenus au cha-
pitre 3 en modélisation, analyse, discrétisation et simulation a d’autres problemes dissipatifs :
nous envisageons en particulier des problemes d’ondes avec des modeles de dissipation in-
terne non-linéaire, des problemes d’ondes avec amortissement frontiere dépendant du temps (ce
qui est le cas lorsque I'impédance dépend de la fréquence, autrement dit lorsque l'opérateur
d’impédance consiste en un produit de convolution temporel causal) et des problemes d’ondes
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semi-linéaires et non-linéaires. Une extension également vers le probleme dissipatif de Korteweg-
de Vries est envisageable. Il nous semble tres intéressant d’opérer un couplage en formalisme
Hamiltonien entre le probleme des ondes et le probleme de diffusion en choisissant comme Ha-
miltonien ’entropie ou bien ’énergie interne. Comme perspective directe du chapitre 4, nous
comptons utiliser des relations constitutives plus générales que celles que nous avons utilisées.
Ainsi, le flux de chaleur pourra obéir a la loi de Cattaneo ou bien celle de Guyer-Krumhansl
qui sont plus générales que la loi de Fourier. De méme, le modele de Dulong-Petit pourra étre
remplacé par le modele d’Einstein ou le modele de Debye.

L’intégration temporelle occupera également une partie de nos travaux futurs. En premier lieu,
nous nous intéresserons a l'application des schémas numériques symplectiques pour les systemes
Hamiltoniens passifs de dimension finie réécrits sous forme étendue avec ports résistifs; de
plus, nous nous intéresserons au développement de schémas de ce type pour des équations
Hamiltoniennes algébro-différentielles linéaires et non-linéaires. Ces schémas devront respecter
le bilan de puissance discrétisé et garantir ainsi le taux de passivité en temps discret. Comme
exemple d’utilisation directe, ces schémas pourront remplacer les deux algorithmes proposés
dans le chapitre 4. Finalement, tous ces schémas d’intégration seront implantés et intégrés dans
les codes de calcul déja existants.
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