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Faculté des Sciences Exactes et Naturelles

ED 589 - Milieu insulaire tropical à risques :
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Thèse de Doctorat en Mathématiques
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du savoir et à me connâıtre face aux adversités de la vie. J’aurais bien aimé que tu
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Résumé

L’objectif de cette thèse est d’utiliser le concept de processus convexe pour la
résolution d’inclusions variationnelles où la partie multivoque est la somme de l’op-
posé d’un cône convexe fermé non vide et d’une multiapplication différentiable au sens
de Nachi-Penot, à graphe fermé, à valeurs compactes et convexes.
Vu la complexité du problème, nous avons d’abord consacré une bonne partie sur des
rappels d’Analyse Variationnelle et Non Lisse et les principaux théorèmes associés.

Notre contribution s’appuie fortement sur la notion de processus convexes normés ainsi
qu’un théorème relatif à ceux qui sont perturbés par des opérateurs linéaires continus.
Grâce à ce résultat, lorsque les dérivées sont uniformément bornées, nous étendons
certaines méthodes itératives classiques via un résultat estimant la distance de deux
ensembles non vides par un processus convexe normé.

Dans un premier temps, nous présentons respectivement des extensions de la méthode
de Newton et la méthode de Newton non lisse lorsque la partie univoque est lisse et
non lisse. Dans ces cas, nous avons montré que celles-ci convergent super-linéairement.
D’autre part, nous avons adapté le résultat de convergence associé à la méthode de
Newton non lisse au cas où la fonction univoque est hölderienne.

Dans un deuxième temps, lorsque la partie univoque est la somme d’une fonction
lisse et d’une fonction lipschitzienne, nous associons une méthode semi-locale de type
Newton-sécante ainsi que la vitesse de convergence.

Nous avons également établi que ces méthodes généralisent les travaux antérieurs as-
sociés aux cas où la multiapplication se réduit à un cône fixe plus précisément à un
cône convexe fermé non vide, ainsi que la préservation du taux de convergence des
méthodes classiques.

Mots clés : Inclusion variationnelle, processus convexe, différentiabilité au sens de
Nachi-Penot, fonction lisse, fonction semi-lisse, fonction lipschitzienne, fonction hölde-
rienne, méthode de Newton, méthode de Newton-sécante.
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Introduction 1

1 Quelques rappels 7
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fonctions à valeurs dans un cône . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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3.1 Description et convergence de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
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Notations et abréviations

int(A) intérieur pour la topologie de la norme d’une partie A d’un espace
normé ;

E un R− e.v espace vectoriel sur le corps des réels R ;

L(E,F ) ensemble des applications (opérateurs) linéaires et continues de
l’espace normé E dans l’espace normé F ;

:= “est par définition” ;

Conv(A) enveloppe convexe de l’ensemble A ;

∂f(v) jacobien généralisé de f en v au sens de Clarke ;

‖ . ‖E norme sur l’espace vectoriel E ;

‖ . ‖L(E,F ) norme sur l’espace vectoriel L(E,F ) ;

IBr(x0) = {x / ‖x− x0‖ ≤ r} boule fermée de centre x0 et de rayon r ;

d(x,B) := inf
b∈B
‖x− b‖ distance entre x et l’ensemble B ;

e(A,B) excès de l’ensemble A à l’ensemble B ;

ρ(A,B) “distance” de Pompeiu-Hausdorff entre A et B ;

∇f(x) dérivée de Fréchet du premier ordre de f évaluée en x ;

DG(v) ensemble des dérivées d’une multiapplication G différentiable au
sens de Nachi et Penot ;
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N-P-différentiable différentiable au sens de Nachi et Penot ;

[x0, y0; g] différence divisée du premier ordre de la fonction g aux points
x0, y0 ;

[x0, y0, z0; g] différence divisée du second ordre de la fonction g aux points
x0, y0, z0 ;

T : X →→ Y ou T : X  Y l’application T qui à tout x ∈ X associe un
sous-ensemble de y, appelée aussi “application multivoque ou multivaluée de X
dans Y ” ;

Tx l’image de x par l’application multivoque T ;

dom T := {x / Tx 6= ∅} domaine de T ;

Im T := {y ∈ Y / ∃x, y ∈ Tx} l’image de T ;

T−1 l’inverse de T ;

T (A) :=
⋃
x∈A

Tx l’image de A par T ;

inf{‖y‖, y ∈ Tx} borne inférieure dans R+ des ‖y‖ pour y ∈ Tx ;

s.c.i. semi-continuité inférieure ;

s.c.s. semi-continuité supérieure.
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Introduction générale

Formellement les inclusions variationnelles sont des problèmes de la forme

0 ∈ f(x) +G(x), (1)

où f : X → Y est une fonction, G : X ⇒ Y est une multiapplication(ou application
multivoque), X et Y désignent deux espaces de Banach ; c’est une relation qui, à chaque
x ∈ X associe un sous-ensemble éventuellement vide de Y .
Par ailleurs, les applications multivoques s’avèrent être très utiles pour résoudre les
problèmes en théorie du contrôle, en économie et gestion, en biologie, en combinatoire,
etc.
Le concept d’inclusions variationnelles a été introduit par S. M. Robinson [84, 85] dans
les années 70 et 80 comme outils mathématiques pour décrire, analyser et résoudre
différents problèmes rencontrés en ingénierie, économie, théorie de transport, etc. Ro-
binson a montré que les problèmes de complémentarité peuvent être transformés en
termes d’inclusions variationnelles en utilisant le cône normal d’un ensemble. Par
exemple, siG : x→→ NC(x) est une multiapplication, appelée cône normal associé á C de
Rn avecNC(x) l’ensemble des vecteurs v de Rn tels que 〈v, x′−x〉 ≤ 0 pour tout x

′ ∈ C,
vide si x /∈ C, l’équation généralisée (1) devient une inégalité variationnelle.
Soulignons également qu’un problème d’optimisation convexe peut être vu, aussi, comme
une inégalité variationnelle. En fait, pour une fonction-objectif g : Rn → R, différentiable
sur un ouvert O ∈ Rn, et C un sous-ensemble de contraintes, convexe et fermé de O,
minimiser g(x) pour tout x ∈ C revient à résoudre l’inégalité variationnelle

∇g(x) +NC(x) 3 0,

où ∇g(x) est le vecteur-gradient de g en x, défini par ∇g(x) =
[
∂g
∂xj

(x1, · · · xn)
]n
j=1

(voir

Théorème 2A.6 de [29]. De même, dans certains problèmes de la théorie des jeux, la
recherche d’un équilibre de Nash revient à résoudre une inégalité variationnelle [voir
[29] de Dontchev et Rockafellar, page 73, exercices 2A.10 et 2A.11].
Vu son vaste champ d’applications pratiques, plusieurs théories relatives à la résolution
de (1) se sont accrues durant les trois dernières décennies.
Plusieurs méthodes itératives ont été présentées pour approcher une solution x∗ de (1) ;
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l’une des plus originales est celle de Dontchev [25, 26] où il a introduit une méthode de
type Newton de la forme

0 ∈ f(xk) +∇f(xk)(xk+1 − xk)︸ ︷︷ ︸
Approx. d’ ordre 1 de f(x)

+ G(xk+1) (2)

et établissait la convergence quadratique quand la dérivée de Fréchet ∇f était loca-
lement Lipschitz dans un voisinage de x∗ et sous l’hypothèse de pseudo-Lipschitz(ou
d’Aubin continuité) de l’application multivoque (f + F )−1 ; dans [27], il a également
prouvé la stabilité de la méthode (3). Suite à ces travaux, A. Piétrus, dans [73], a
obtenu des résultats similaires quand la dérivée de Fréchet f

′
satisfait une condition

de type Hölder ; de ce fait, il a montré que la méthode (3) était applicable à un cadre
un peu plus général.
Lorsque la partie univoque f est deux fois Fréchet-différentiable, en utilisant un développement
de Taylor à l’ordre 2 de f , Geoffroy, Hilout et Piétrus [31] ont associé à (1) la relation

0 ∈ f(xk) +∇f(xk)(xk+1 − xk) +
1

2
∇2f(xk)(xk+1 − xk)2︸ ︷︷ ︸

Approx. d’ordre 2 de f(x)

+ G(xk+1), (3)

où ∇f(xk) et ∇2f(xk) représentent respectivement la dérivée première et la dérivée
seconde de Fréchet de f au point x. Ils ont prouvé la convergence locale et cubique de
la suite (xk)k vers x∗ en supposant que l’application multivoque[

f(x) +∇f(x∗)(.− x∗) +
1

2
∇2f(x∗)(.− x∗)2 +G(.)

]−1

est M-pseudo-Lipschitz en (0, x∗).
Le calcul de la dérivée seconde de Fréchet étant coûteux, C. Jean-Alexis, dans [46], a
associé à (1) une méthode sans dérivée seconde qui convergeait aussi cubiquement.

Dans le cas où la partie univoque f de (1) n’est pas Fréchet différentiable, les méthodes
précédentes ne sont plus valables. Cependant, la modélisation par l’inclusion (1) de cer-
tains problèmes rencontrés dans les domaines évoqués précédemment subsiste. Il est
fondamental de recourir à des méthodes appropriées. En ce sens, plusieurs méthodes ont
été donc proposées, dans la littérature, pour résoudre (1). En fait, lorsque la partie uni-
voque du problème (1) est la somme d’une fonction différentiable f dans un voisinage
d’une solution x∗ et d’une fonction g différentiable en x∗ mais pas nécessairement dans
un voisinage de x∗, les auteurs M.H. Geoffroy et A. Piétrus [33] ont prouvé l’existence
d’une suite (xk) convergeant super-linéairement vers x∗ et vérifiant la relation

0 ∈ f(xk) + g(xk) + (∇f(xk) + [xk−1, xk; g])(xk+1 − xk) +G(xk+1),

Thèse de Doctorat de Yacinthe Olguine page 2



où ∇f(xk) est la dérivée première de Fréchet en xk et [xk−1, xk; g] est la différence
divisée de g aux points xk+1 et xk.
L’idée de considérer cette suite vient d’une méthode de Cãtinas lorsque G = {0} (voir

[20]) ; cette méthode est locale et d’ordre p = 1+
√

5
2

.
Inspirés de la méthode de Dontchev, ces auteurs dans [32] ont proposé la suite définie
par

{
x0 est une initialisation proche d’une solution x̄,
0 ∈ f(xk) +∇f(xk)(xk+1 − xk) + g(xk) +G(xk+1), pour k = 0, 1, 2, . . .

où f est différentiable, g est une fonction lipschitzienne (non nécessairement différentiable)
et x∗ est une solution du problème

0 ∈ f(x) + g(x) +G(x).

Ils ont prouvé, sous une condition de régularité métrique et un théorème de point
fixe, la convergence semi-locale et super-linéaire de leur méthode.
Remarquons que leur méthode itérative serait celle de Zinchenko [92] si G était iden-
tiquement égale au singleton {0}.
Quand f est sous-analytique et localement Lipschitz, Cabuzel et Piétrus [21] ont pro-
posé une autre méthode de type Newton en remplaçant, dans la suite de Dontchev, la
suite ∇f(xk) par ∆f(xk) où ∆f(xk) ∈ ∂f(xk) et ∂f(xk) est la (matrice) jacobienne
généralisée de Clarke de f au point xk. La suite (xk) ainsi obtenue vérifie l’inclusion

0 ∈ f(xk) + ∆f(xk)(xk+1 − xk) +G(xk+1) (4)

et converge super-linéairement vers une solution x∗ de (1).
Notons que toutes ces méthodes ont été étudiées sous l’hypothèse de régularité métrique
ou Aubin continuité.
En revanche, cette hypothèse n’est pas l’unique condition si nous voulons obtenir des
résultats intéressants dans la mesure où S. Burnet et al. [14] ont pu montrer, sans
l’Aubin continuité, que la méthode proposée par ces derniers, en l’occurrence la suite
définie par (4), converge super-linéairement vers une solution semi-stable x∗ de (1).
La morale de l’histoire est que la régularité métrique n’est pas une condition nécessaire
pour approcher avec la même vitesse une solution semi-stable de (1) par la méthode
conçue par Cabuzel et Piétrus [21].
Notons que le concept de semi-stabilité a été introduit par Bonnans [11] pour résoudre
les inégalités variationnelles.
Pour de plus amples détails sur la régularité métrique et les théorèmes de point fixe
évoqués, le lecteur peut se référer par exemple à [3, 4, 24, 28, 67, 68, 86] et leurs
références.
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Ces différentes méthodes provenaient d’une approche faisant intervenir la régularité
métrique ou des variantes et un théorème de point fixe. Elles se révèlent efficaces quant
au calcul du taux de convergence, cependant, en pratique, elles comportent des in-
convénients car la régularité métrique est un concept local.
D’où, plusieurs travaux contournant ces concepts ont été envisagés. L’idée est de pro-
poser des méthodes à convergences semi-locales. Le principe comme pour les équations
classiques est de construire une suite qui converge vers un point qui est solution du
problème à résoudre.

De nouvelles méthodes issues d’une approche d’optimisation faisant appel aux pro-
cessus convexes sont apparues depuis moins de dix ans. Ces méthodes prennent leur
origine dans un travail de Robinson [82] proposant une extension de la méthode de
Newton à une fonction Fréchet différentiable à valeurs dans un cône convexe fermé non
vide. La mise en oeuvre de cette approche était fondée sur la projection de l’origine
sur l’image d’un élément approprié par l’inverse d’un processus convexe normé.
En fait, sa méthode consistant à résoudre numériquement le problème

trouver x ∈ X tel que 0 ∈ f(x)−K, (5)

où K est un cône convexe, fermé et non vide de Y. C’est une classe de méthode de
projection étendue au cadre multivoque puisque les approximations (xk) résulte de la
projection de l’origine de X sur un ensemble convexe fermé et non vide.
Notons que la convergence et l’ordre de cette méthode se basait en partie sur la suite
majorante utilisée par Rheinboldt [81] et quelques propriétés d’une classe d’applica-
tions multivoques appelée “Processus Convexes”.
La technique utilisée sera notre boussole tout au long de cette thèse. Pour en faire une
idée, nous tâcherons de présenter, dès l’entame du chapitre 2, une description succincte
de cette méthode ainsi que son résultat de convergence.
Les travaux de Robinson ont mis quelques temps avant de s’imposer comme techniques
fondamentales à la construction des extensions de méthodes de résolution d’équations
multivoques.
40 ans plus tard, Piétrus et al. [78, 79], s’inspirant des travaux de Robinson, ont présenté
d’autres extensions relatives aux cas où la partie univoque f de (5) est perturbée par
une application g lipschitzienne et non différentiable puis dans le cas où g admet des
différences divisées.
En 2016, soit 44 ans après, S. Bernard et al. [15] ont proposé une extension de la
méthode de Newton semi-lisse au problème (5) quand l’application univoque f est non
différentiable au sens de Fréchet mais seulement semi-lisse.
Soulignons que la partie multivoque G de (1) était toujours fixe et plus précisément un
cône convexe fermé.
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La contribution principale de cette thèse consiste à étendre les résultats obtenus par
Piétrus, Bernard et al. [15, 78, 79] au cas où la partie multivoque G du problème (1)
est différentiable dans un certains sens. En fait, on écrira G comme somme d’un cône
convexe, fermé, non vide K ⊂ Y et d’une application multivoque F différentiable au
sens de Nachi-Penot [69]. Ainsi, la thèse sera organisée en cinq chapitres repartis comme
suit.

Le premier chapitre sera débuté avec quelques notions générales relatives aux applica-
tions multivoques. Nous en profitons pour présenter un exemple concret ayant rapport
avec le milieu médical. Ensuite, nous rappelons la définition et quelques résultats re-
latifs au processus convexe, puis la notion de suite majorante, qui toutes deux vont
jouer un rôle central dans les résultats à établir. Enfin nous enchâınons avec quelques
notions d’analyse notamment le sous-différentiel de Clarke et la différentiabilité au sens
de Nachi et Penot.
Le deuxième chapitre est consacré à un résumé de l’état de l’art sur les différentes
méthodes itératives n’utilisant pas la régularité métrique et les thèorèmes de point fixe
mais utilisant les processus convexes pour résoudre (5) et de ses extensions. L’origina-
lité de ce qui suit réside dans l’utilisation des dérivées d’applications multivoques.

Dans le troisième chapitre, nous nous intéresserons à l’extension de la méthode de
Newton associé au problème

0 ∈ f(x) + F (x)−K, (6)

où la dérivée première de Fréchet ∇f de f est Lipschitz sur une partie X0 ⊂ X et
F une multiapplication. La preuve de la convergence se fait en utilisant une méthode
analogue à celle de A. Piétrus [78]. Ce résultat généralise donc les travaux réalisés par
ce dernier. Puis nous terminons par un exemple numérique illustrant la sensibilité de
la méthode par rapport au choix du point initial.

Le quatrième chapitre sera consacré à la méthode de type Newton-sécante relative
au problème perturbé

0 ∈ f(x) + g(x) + F (x)−K, (7)

où g admet des différences divisées. Notons que le cas où F (x) = {0} a été étudié par
Piétrus et Jean-Alexis [79] ; ils ont prouvé que la convergence est semi-locale et d’ordre
1+
√

5
2

.

Finalement, dans le cinquième chapitre, nous présentons une adaptation des résultats de
Bernard et al. [15] au problème (6) avec f non nécessairement différentiable mais seule-
ment semi-lisse. Ainsi, nous obtenons une convergence semi-locale et super-linéaire. Et
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nous terminerons par des remarques importantes, ainsi qu’une conclusion générale et
quelques perspectives pour des travaux futurs.
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Chapitre 1

Quelques rappels

Dans ce chapitre, nous recueillerons certaines notions dont nous aurons besoin dans
le cadre de cette thèse. Nous commencerons par quelques généralités sur les applica-
tions multivoques. Puis, nous présenterons un problème concret ayant rapport avec les
multiapplications. Ensuite, nous rappelons la définition d’un processus convexe ainsi
que des résultats qui lui sont relatifs. Nous verrons ensuite, pour mieux comprendre
les différences divisées, la notion de dérivée de Fréchet. Nous terminerons avec les
différences divisées, les fonctions semi-lisses, la différentiabilité de multiapplications,
etc.

1.1 Généralités sur les applications multivoques

Avant de rappeler certaines notions générales relatives aux applications multi-
voques, il est commode d’exhiber quelques problèmes ayant rapport avec celles-ci.
Comme nous l’avons mentionné précédemment, une application multivoque est une
application à valeurs dans l’ensemble des parties de l’espace d’arrivée. Ces multiappli-
cations ont permis de modéliser une multitude de problèmes issus de diverses disciplines
dont ceux rencontrés en théorie de l’optimisation convexe ; celles-ci ont permis d’étudier
les problèmes du type : {

minimiser F (x)
tel que x ∈ D,

où F est une application multivoque appelée fonction-objectif à valeurs dans un espace
normé, appelé espace objectif, partiellement ordonné dans un certains sens et D est un
sous-ensemble non vide du domaine de F appelé ensemble-contrainte ou domaine de
faisabilité. Résoudre ce problème revient à déterminer tous les éléments x̄ ∈ D pour
lesquels il existe ȳ ∈ F (x̄) tel que ȳ soit un élément minimal dans un certains sens de
l’ensemble F (D). Dans [39], A. H. Hamel et al. l’ont appliqué dans le domaine de la
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Chapitre 1. Quelques rappels

finance, plus précisément, dans le cadre de la théorie de la mesure de risques dans un
modéle de marché avec frictions. D’autre part, certains problèmes de complémentarité,
de contrôlabilité, d’équilibre, d’optimisation paramétrique, etc.

Les notations utilisées dans cette thèse sont standards, elles figurent néanmoins dans
la rubrique notations.
Les définitions et propriétés concernant les applications multivoques sont extraites de
l’ouvrage d’Aubin et al. [4].

Définition 1.1.1 Étant donné deux ensembles X et Y , si à chaque élément de X, on
associe un sous-ensemble éventuellement vide de Y noté F (x), on définit une applica-
tion multivoque F de X vers Y . On note F : X →→ Y ou bien F : X  Y .

Dans la littérature, les applications multivoques sont aussi appelées multiapplications,
multifonctions, relations ou correspondances.

Définitions 1.1.1 Soient X et Y deux ensembles, F : X →→ Y une application multi-
voque.

1. On appelle domaine de F , l’ensemble dom F := {x ∈ X / F (x) 6= ∅}.
2. On appelle image de F , l’ensemble im F := {y ∈ Y / ∃ x ∈ X ; y ∈ F (x)}.
3. On appelle image d’une partie A de X par F , l’ensemble F (A) :=

⋃
x∈A

F (x) soit

F (A) := {y ∈ Y / x ∈ A ; y ∈ F (x)}.
4. On appelle image réciproque d’une partie D de Y par F , l’ensemble F−1(D) :=
{x ∈ X / F (x) ∩D 6= ∅}.

5. Le graphe de F est le sous-ensemble de X × Y défini par

gph F := {(x, y) ∈ X × Y / y ∈ F (x)}.

6. L’inverse de F est l’application multivoque F−1 : Y →→ X telle que x ∈ F−1(y)
si et seulement si y ∈ F (x). Autrement dit, x ∈ F−1(y) si et seulement si
(x, y) ∈ gph F.

7. La restriction de F à un sous-ensemble K de X, notée F |K définie par

F |K :=

{
F (x) si x ∈ K
∅ si x /∈ K.

Le domaine de F est donc l’image de F−1 et coincide avec la projection du graphe de
F sur l’espace X et, de façon symétrique, l’image de F est égale au domaine de F−1 et
également à la projection du graphe de F sur l’espace Y . Notons également que pour
une application multivoque, l’inverse est toujours défini.
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1.2 Exemples d’applications multivoques

On définit également, comme pour les applications univoques, une addition et une
multiplication par un scalaire pour les applications multivoques par :

(F1 + F2)(x) := F1(x) + F2(x) et (λF )(x) := λF (x)

où le second signe d’addition désigne la somme des deux ensembles F1(x) et F2(x).

Remarque 1.1.2
Soient X et Y deux espaces métriques, P une propriété d’un sous-ensemble de X × Y
par exemple fermé, convexe, compact,... On dit qu’une application multivoque vérifie la
propriété P si et seulement si son graphe la vérifie. Une application multivoque est donc
caractérisée par son graphe. Par ailleurs, on dira que F est à valeurs convexes (resp.
fermés, compactes,...) si pour tout x ∈ dom F , F (x) est un sous-ensemble convexe
(resp. fermés, compacts,...) de l’ensemble Y.

1.2 Exemples d’applications multivoques

Nous énumérons ici quelques exemples d’applications multivoques.

1. Soit f : X → Y une application univoque.
Alors, pour tout x ∈ Y , l’ensemble f−1(y) = {x ∈ X / f(x) = y} est un sous-
ensemble de X. On peut donc définir une application multivoque F : Y →→ X
par F (y) = f−1(y).

2. Soient g : X → Y une application univoque et C un sous-ensemble de Y .
L’application F (x) := g(x) + C est une application multivoque de X dans Y .

3. Certains problèmes provenant de divers domaines conduisent naturellement à
l’utilisation des applications multivoques. C’est le cas par exemple de nombreux
problèmes de complémentarité, de contrôlabilité, d’équilibre, d’optimisation pa-
ramétrique, etc. Nous en présentons un exemple ayant rapport avec le milieu
médical.

On considère le cas d’un patient qui va consulter un médecin.
Soient P l’ensemble des pathologies, D l’ensemble des diagnostics possibles du
médecin et S l’ensemble des symptômes pouvant être présentés par le patient.
Un diagnostic correspond à une et une seule pathologie mais toutes les patho-
logies n’étant pas connues à ce jour, on peut considérer que l’on a D ⊂ P .

L’application F : D ⇒ S qui, à un diagnostic d, associe l’ensemble de symptômes
correspondant F (d), est une application multivoque ; et l’on introduit la fonction
f : P × P → [0, 1], où f(p1, p2) est le pourcentage de la pathologie p2 soignée
par un traitement prévu pour la pathologie p1. Pour p ∈ P et d1, d2 ∈ D, on
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Chapitre 1. Quelques rappels

dira que d1 est plus proche de p que d2 si f(d1, p) ≤ f(d2, p).
On note que pour un patient atteint d’une pathologie p et d1, d2 ∈ D,

F (d1) ⊃ F (d2)⇒ f(d1, p) ≥ f(d2, p).

On peut donc construire une suite dans D à partir d’une suite croissante (au
sens de l’inclusion) de parties de S, ce qui pourrait nous amener à considérer,
par exemple, le problème de minimisation suivant :

min{−f(d, d̄); d ∈ D},
où le diagnostic idéal d̄ ∈ P correspond à la pathologie du patient.

Dans la section qui suit, nous allons définir les Processus Convexes et en exhiber
quelques propriétés indispensables à nos résultats.
Juste avant, il convient de rappeler la définition d’une application multivoque convexe.

Définition 1.2.1 Une application multivoque F : X →→ Y est dite convexe si pour tous
x, x′ ∈ X, et λ ∈ [0, 1]

(1− λ)F (x) + λF (x′) ⊂ F ((1− λ)x+ λx′).

Lorsque F est convexe, il en est de même de son domaine et son image. Par ailleurs, par
caractérisation de la multiapplication F par son graphe, sa convexité est équivalente à
celle de son inverse F−1.

1.3 Processus convexes

Vu la propriété de convexité des processus convexes, ils joueront un rôle central
dans la mesure où nos différentes méthodes résulteront de la projection de l’origine sur
des ensembles convexes d’un espace réflexif.
Le terme processus convexes à été introduit par Rockafellar [87] pour désigner des
applications multivoques de Rn dans Rm dont le graphe est un cône convexe conte-
nant l’origine de Rm. Il a montré, entre autres, que cette classe contient strictement les
opérateurs linéaires continues. Ce concept a été généralisé, en 1972, par S. M. Robinson
[82], aux espaces de Banach quelconques. Ceux qui sont normés dans un certains sens
sont appelés processus convexes normés. Il a également prouvé que la classe des proces-
sus convexes fermés possède des propriétés similaires à celles des opérateurs linéaires
continues, par exemple les théorèmes de l’application ouverte et du graphe fermé, le
théorème de Banach-Steinhaus. En cette même année, il a utilisé certaines propriétés
des processus convexes pour construire un shéma itératif pour résoudre (5).
Débutons ce paragraphe en rappelant la définition et quelques propriétés d’un processus
convexe extraites de l’article de Robinson [82].
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1.3 Processus convexes

Définition 1.3.1 Soient X, Y deux R-espaces vectoriels. Une application multivoque
T de X dans Y est un processus convexe si elle vérifie :

a) T (x) + T (y) ⊂ T (x+ y) pour tous x, y ∈ X;

b) T (λx) = λT (x), pour tous λ > 0, x ∈ X;

c) 0 ∈ T (0).

Si la multiapplication T vérifie uniquement les propriétés b) et c), T est dite positive-
ment homogène.
De façon équivalente, un processus convexe de X dans Y est une multiapplication
définie sur X à valeurs dans un sous-ensemble de Y, dont le graphe est un cône convexe
contenant l’origine de X × Y. Si son graphe est fermé, on dira que c’est un processus
convexe fermé. Remarquons qu’un processus convexe est une application multivoque à
graphe convexe. Mais, la réciproque est fausse.

Comme nos différentes extensions seront basées sur la projection de l’origine sur des
processus convexes normés, il convient de les rappeler.

1.3.1 Processus convexes normés

Soient X et Y deux espaces normés sur R, on définit la norme de T par

‖T‖ := sup{inf{‖y‖ | y ∈ T (x)} | ‖x‖ ≤ 1, x ∈ domT},

et nous dirons que T est un processus normé si celle-ci est finie. Cette norme-là est
égale à l’infimum des κ strictement positifs tels que l’intersection des ensembles T (x)
et κB soit non vide lorsque x décrit la boule unité B. Ainsi, en particulier, un processus
convexe à graphe fermé dont le domaine est égal à l’espace X est normé. D’autre part,
elle permet de caractériser sa surjectivité, dans le sens où l’ensemble des images est
tout l’espace Y , à partir de la finitude de la norme de son inverse ; c’est ainsi qu’un
processus convexe à graphe fermé est surjectif si et seulement si son inverse est normé.
Pour de plus amples informations sur ce sujet, le lecteur est invité à consulter les pages
253 à 267 de l’ouvrage de Dontchev et Rockafellar [29].

Remarques 1.3.2
Pour un processus convexe T , Im T et dom T sont des cônes convexes contenant l’ori-
gine, puisqu’ils sont les projections naturelles du graphe de T sur X et Y respectivement
i.e domT = P1(gph T ), ImT = P2(gph T ) avec P1 : X × Y −→ X, (x, y) 7−→ x et
P2 : X × Y −→ Y, (x, y) 7−→ y.
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L’appellation norme a été utilisée par abus de langage puisque l’application ‖.‖ n’est
pas une norme au sens classique sur l’ensemble des processus convexes. En fait, elle
peut prendre la valeur +∞, comme par exemple pour le processus convexe T : R →→ R
défini par T (x) = {0}, si x ≥ 0, T (x) = ∅ sinon.

Dans la littérature, on utilise souvent l’appellation norme intérieure en parallèle à la
norme extérieure définie par

‖T‖+ := sup{sup{‖y‖ | y ∈ T (x)} | ‖x‖ ≤ 1, x ∈ domT}.

Celle-ci équivaut à l’infimum des réels strictement positifs κ tels que l’image de la boule
unité B par le processus convexe T soit contenue dans l’ensemble κB. Donc la finitude
de la norme extérieure d’un processus convexe implique que l’image du vecteur nul de
X par T est égale au singleton {0} ; cette implication devient une équivalence quand
T est à graphe fermé et l’espace X est de dimension finie.
Notons que les applications norme intérieure et norme extérieure ne sont pas des
normes et qu’en général, leurs valeurs sont distinctes. Mais, elles sont égales pour un
processus convexe fermé et ses adjoints suivant le Théorème 5C.10 de la page 270 de
l’ouvrage de Dontchev et Rockafellar [29].

Faisons place maintenant à quelques exemples de processus convexes.

1.3.2 Exemples de processus convexes

1) Soit l’application multivoque T : R2  R, définie par :

T (x, y) :=


{z/z ≥ 0} si y > 0
{z/z ≥ |x|} si y = 0
∅ si y < 0.

T est un processus convexe, en effet :

T (0, 0) := {z / z ≥ |0|} = {z ∈ R / z ≥ 0} := R+ ; d’où 0 ∈ T (0, 0).

Soient (x, y), (z, k) ∈ R2.
. Si y < 0 ou k < 0, on a T (x, y) + T (z, k) = ∅. On a plus rien à prouver.
. Sinon, i.e y ≥ 0 et k ≥ 0.
Remarquons d’abord l’équivalence
(y ≥ 0 et k ≥ 0) ⇔ [(y = 0 et k = 0) ou (y = 0 et k > 0) ou (y > 0 et k =
0) ou (y > 0 et k > 0)].

-Si y = 0 et k = 0.
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1.3 Processus convexes

On a alors : T (x, y) = {p / p ≥ |x|}, T (z, k) = {t / t ≥ |z|}.
Donc t+ p ≥ |x|+ |z| ≥ |x+ z|.
Ainsi T (x, y) + T (z, k) ⊂ T (x+ z, y + k) = T [(x, y) + (z, k)].
-Si y = 0 et k > 0.
On a alors T (x, y) = {t / t ≥ |x|} ⊂ R+ et T (z, k) = {p / p ≥ 0} = R+.
Comme y + k > 0 ⇒ T [(x, y) + (z, k)] = T (x + z, y + k) = {w / w ≥ 0} := R+, donc
T (x, y) + T (z, k) ⊂ T [(x, y) + (z, k)].
Le cas où y > 0 et k = 0 se traite de façon similaire puisque y et k jouent des rôles
symétriques.
-Si y > 0 et k > 0.
Alors y + k > 0, T (x, y) = {p / p ≥ 0} := R+ et T (z, k) = {t / t ≥ 0} := R+.
Par suite T (x+ z, y + k) = {t / t ≥ 0} := R+ [car y + z > 0].
Donc T (x, y) + T (z, k) ⊂ T [(x, y) + T (z, k)].
Ainsi T vérifie a) de la Définition 1.2.1.

Soit ((x, y), λ) ∈ R2 × R∗+.
Si y < 0, on a T (x, y) = ∅. On a plus rien à prouver. Sinon, comme {z/z ≥ |x|} ⊂
{z/z ≥ 0} := R+, on obtient par la stabilité de R+ pour l’addition des ensembles,
T (λ(x, y)) = λT (x, y) [car λ > 0]. �

Il serait commode de proposer quelques multiapplications qui ne sont pas des pro-
cessus convexes.
Contre - exemples
1) Soit Z(w)x := ∇f(w)x+ 1

2
∇2f(w)(x2)+K n’est pas un processus convexe, car pour

λ > 1, x, y ∈ X, on a

Z(w)(λx) = λ(∇f(w)x+
1

2
∇2f(w)(λx)2) 6= λZ(x) = λ(∇f(w)x+

1

2
∇2f(w)(x2)).

2) T := X  X, définie par Tx := IBr(x) (boule de centre x et de rayon r).

Remarque 1.3.3
Si un processus convexe T est normé, alors son inverse T−1 n’est pas nécessairement
normé.

En effet, soit le processus convexe de R dans R2 défini par :

Tx :=

{
{(y, z)/y2 ≤ zx et 0 ≤ z} si x ≥ 0
∅ sinon.
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Sa norme est égale à zéro.
En effet, si (y, z) ∈ Tx pour x ∈ B(0, 1) ∩ R+, alors y2 ≤ zx et 0 ≤ z.
Comme 02 ≤ 0x et 0 ≤ 0 donc (0, 0) ∈ Tx.
Puisque 0 ≤ ‖(y, z)‖, pour tout (y, z) ∈ Tx, donc l’inf devient un max égale à zéro.
Donc ‖T‖ = 0.

Son inverse est

T−1(y, z) :=


{x / x ≥ y2 / z} pour z > 0 et y > 0,
R+ pour z = 0 et y = 0,
∅ sinon.

Considérons la suite xn = (1, 1/n), n ∈ N∗. C’est une suite d’éléments de la boule
unité puisqu’en prenant, par exemple, la norme ‖.‖∞ dans R2, on obtient ‖xn‖ =
max{1, 1/n} = 1, ∀n ∈ N.
De plus, T−1(1, 1/n) = {x / x ≤ 12/1/n} = {x / x ≤ n}(car 1/n > 0).
Puisque inf{‖y‖, y ∈ T−1(1, 1/n)} = n, il s’en suit que

sup
xn∈B(0,1)∩domT

inf{‖y‖, y ∈ T−1(1, 1/n)} = +∞.

D’où ‖T−1‖ = +∞.
Ainsi, on a bien une application multivoque T normée dont l’inverse T−1 ne l’est
pas. �

Dans ce qui suit, nous allons établir l’inclusion au sens strict de l’ensemble des applica-
tions multivoques linéaires dans l’ensemble des processus convexes. Dans la foulée, nous
aurons donc une multiapplication non linéaire dont l’inverse sera un processus convexe.

On considère E et F deux espaces vectoriels sur le corps des réels R.

Définition 1.3.4 Une application multivoque T : E  F est dite linéaire si :

a) T (x) + T (y) ⊂ T (x+ y) pour tous x, y ∈ E;

b) T (λx) = λT (x) pour tous x ∈ E, λ ∈ R.

Remarquons que 0 ∈ T (0) puisque {0} = 0.T (x) = T (0x) = T (0). Par suite, une
application multivoque linéaire est un processus convexe. Mais la réciproque est fausse.
En fait, l’application multivoque T définie par

Tu =

{
{x / x ≤ Bu} si u ≥ 0
∅ sinon,
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où B est une application linéaire de Rm dans Rn est un processus convexe dont l’inverse
est

T−1x = {u / u ≤ 0, Bu ≥ x},∀x.

Observons que la multiapplication T n’est pas une application multivoque linéaire
puisque si λ ≤ 0 et y ≥ 0⇒ T (λy) = ∅ et T (y) 6= ∅.

Nous terminons cette sous-section par une proposition qui montrera que la nature
d’un processus convexe est conservée en lui ajoutant une application univoque linéaire.

Proposition 1.3.5 Soient un processus convexe T : E  F et A : E  F une
application linéaire. Alors

a) La multiapplication T + A est un processus convexe ;

b) si T est normé, alors (T + A) est normé.

Preuve
Soit (T + A)0 = T (0) + A(0) = T (0) puisque A(0) = 0 et T est un processus convexe.
D’où (T + A)(0) 3 0.
Soient x, x′ de E et soit y ∈ (T + A)(x) + (T + A)(x′).
On a y ∈ (T +A)(x) + (T +A)(x′) = T (x) +A(x) + T (x′) +A(x′) = (T +A)(x+ x′).
Ceci montre que

(T + A)(x+ x′) ⊃ (T + A)x+ (T + A)x′.

Soient x ∈ E, λ > 0 et soit (T + A)(λx).
Alors y ∈ (T+A)(λx) = T (λx)+A(λx)) (car T est un processus convexe et A linéaire).
Ainsi, (T + A)(λx) = λ(T + A)x.

La partie b) s’obtient par inégalité triangulaire de la norme. �

Ce serait faux de dire que la partie b) de la proposition est vraie pour l’inverse (T+A)−1

du processus convexe T + A si T−1 est normée.
Le thèorème qui suit nous fournira une condition sous laquelle cela est vraie.

1.3.3 Perturbation d’un processus convexe normé

Nous allons présenter un théorème, dû à Robinson, qui sera constamment appliqué
dans cette thèse. En fait, il est prouvé que l’inverse d’un processus convexe normé qui
est perturbé par un processus convexe normé est normé, ainsi qu’une estimation de la
norme de l’inverse en fonction de la norme de l’inverse du processus convexe.
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Théorème 1.3.6 Si X un espace de Banach, Y un espace normé. Soient T et ∆
deux processus convexes de X dans Y ; notons dom T par K et Im T par R. Sup-
posons que T, T−1 et ∆ sont normés, et que ‖T−1‖‖∆‖ < 1. Supposons de plus que
K ⊂ dom ∆, ∆(K) ⊂ R, K soit fermé, et (T −∆)(x) soit fermé pour chaque x ∈ K.
Alors le processus convexe T −∆ a les propriétés suivantes :

a) Im T ⊂ Im (T −∆) ;

b) (T − ∆)−1
R est un processus convexe normé, et ‖(T − ∆)−1

R ‖ ≤ ‖T−1‖/(1 −
‖T−1‖‖∆‖).

Pour la preuve de ce résultat, le lecteur est renvoyé à l’article de S. M. Robinson [82].

Il est clair que si le perturbateur ∆ est linéaire, les conclusions se tiennent. Cepen-
dant, la conclusion b) ne se tient plus si le processus convexe (T − ∆)−1 n’est pas
restreint à Im T . Par exemple, si X = Y = R2 avec la norme infinie, T et ∆ définis
par

Tx :=

{[
1 0
0 0

]
x, x ∈ R2

}
et

∆x :=

{[
0.5 0
0 −0.1

]
x, x ∈ R2

}
.

Pour chaque x = (x1, x2)t ∈ R2, nous avons, pour x ∈ B(0, 1), ‖x‖∞ = max(|x1|, |x2|) ≤
1, donc |x1| ≤ 1. Un petit calcul nous fournit Tx = {(x1, 0)t, x1 ∈ R}.
On a donc ‖y‖ = max(|x1|, 0) = |x1| ≤ 1. Puisque pour x = (1, 0)t ∈ B(0, 1), l’inf y est
atteint, ‖y‖ = 1, d’où ‖T‖ = 1 = ‖T−1‖ avec

T−1y :=

{[
1 0
0 0

]
y, y ∈ R2

}
.

Un calcul similaire nous donne ‖∆‖ = 1/2 et ‖(T −∆)−1‖ = 10 avec

(T −∆)−1y :=

{[
2 0
0 10

]
y, y ∈ R2

}
.

Cependant sur l’image de T , ‖(T −∆)−1
R ‖ = 2. �

Dans le cas où T et ∆ sont des applications linéaires continues dans un espace de
Banach dans lui-même avec T et ∆ inversibles, nous pouvons obtenir également une
borne inférieure de ‖(T −∆)−1‖,

‖(T −∆)−1‖ ≥ ‖T−1‖/(1 + ‖T−1‖‖∆‖). (1.1)
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Cependant cette inégalité est généralement fausse pour les processus convexes. Par
exemple, soit X = Y = R, et soit T l’application identique sur R. Soit ∆ défini par
∆x := R pour chaque x ∈ R. Alors ‖T‖ = ‖T−1‖ = 1, mais ‖(T − ∆)−1‖ = 0, ainsi
l’inégalité (1.1) n’est plus vraie.
Pour établir (1.1), notons d’abord que si ‖(T −∆)−1‖ = +∞ il n’y a rien à prouver,
et que si ‖(T −∆)−1‖‖∆‖ ≥ 1, il s’en suit que

‖(T −∆)−1‖ ≥ ‖T−1‖(1− ‖∆‖‖(T −∆)−1‖) (1.2)

qui est équivalente à (1.1).
Il reste seulement à prouver (1.1) dans le cas où ‖(T − ∆)−1‖‖∆‖ < 1. Nous allons
donc passer par la définition du cône de récession 0+S d’un ensemble convexe S de
Rockafellar [87] ; qui est, le cône constitué de tous les points x vérifiant la propriété
x+ S ⊂ S.
Si l’on suppose que pour tout x ∈ dom T ∩ dom ∆, on a

(∆−∆)x ⊂ 0+Tx, (1.3)

on en déduit que, pour tout x, (T −∆)x− (−∆)x ⊂ Tx ; mais puisque 0 ∈ (∆−∆)x,
l’inclusion inverse est triviale. De plus, on a (T − ∆) − (−∆) = T , et maintenant en
faisant des hypothèses nécessaires à l’application du Théorème 1.3.6 à (T −∆) et −∆,
nous pouvons établir (1.2), donc (1.1).
Nous remarquons que (1.3) est toujours vraie quand ∆ est une fonction univoque. �

Dans la sous-section suivante, nous allons énoncer un résultat, dû à Robinson [83],
à travers lequel il a décrit que la distance des images de deux ensembles non vides
par un processus convexe normé, sous certaines conditions, ne dépasse pas le produit
de la norme de ce dernier par la distance de ces ensembles. Ce résultat lui a permis
de construire, par récurrence, la suite majorante (tk) dont la convergence entrâınera
celle des itérés (xk) générés par sa méthode. Cette idée sera également à la base de la
convergence de nos différentes extensions à construire.

1.3.4 Estimation de la distance de l’image de deux ensembles
par un processus convexe normé

Comme ce résultat a été établi par rapport à la notion “excès”, il convient de la
rappeler.

Définition 1.3.7 Soient A,B deux sous-ensembles d’un espace normé X.
On appelle excès de A sur B la quantité e(A,B) = supa∈A d(a,B), avec la convention

e(∅, B) =

{
0 si B 6= ∅,
+∞ sinon.
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∗ Si a ∈ A, B 6= ∅, d(a,B) := inf{‖a− b‖, b ∈ B}.

Remarque 1.3.8

a) La distance de Pompeiu-Hausdorff entre A et B est la quantité

ρ(A,B) := max{e(A,B), e(B,A)}.

De façon équivalente, cette quantité peut être exprimée par

ρ(A,B) = inf{ε ≤ 0 /A ⊂ B + εBX et B ⊂ A+ εBX};

b) e(A,B) 6= e(B,A)en général; e(A,B) ∈ [0,+∞];

c) ρ vérifie tous les axiomes de la distance, cependant elle ne l’est pas, car ρ(A,B)
peut prendre la valeur +∞, par exemple si A n’est pas borné. Toutefois, elle l’est
sur l’ensemble des parties bornées de X.

Théorème 1.3.9 (Robinson [83])
X, Y espaces normés, P, Q 6= ∅ deux parties de X, T un processus convexe normé tels
que les images TP, TQ soient non vides.

a) Si Q− P ⊂ domT , alors e(TP, TQ) ≤ ‖T‖e(P, Q).

b) Si (Q− P )
⋃

(P −Q) ⊂ domT , alors ρ(TP, TQ) ≤ ‖T‖ρ(P, Q).

La preuve de ce théorème serait assez pédagogique pour permettre aux lecteurs de ma-
nipuler les calculs liés à la notion de distance d’images d’ensembles par un processus
convexe normé. Les lecteurs peuvent se reporter à l’article de Robinson [83].

Nous allons maintenant rappeler une notion fondamentale aux différentes extensions
à construire. Cette technique de construction, due à Kantorovich dans [50], n’est pas
nouvelle puisqu’elle avait déjà été utilisée dans la convergence des suites générées par
plusieurs méthodes itératives notamment celles de Rheinboldt [81]. Cette technique
était de construire, par récurrence, une suite croissante convergente de réels positifs
qui majore la suite des itérés. Par ailleurs, elle a permis de prouver sa convergence
ainsi qu’une estimation de l’erreur de la méthode.

Comme la notion de différences divisées est liée à celle de la différentiabilité au sens de
Fréchet, nous allons commencer par rappeler la différentiabilité au sens de Fréchet.
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1.4 Fonctions Fréchet-différentiables

Considérons deux R-espaces de Banach E et F . Notons L(E,F ) l’espace des appli-
cations linéaires continues de E dans F , muni de la norme

‖l‖ = sup
h∈E

‖lh‖
‖h‖

laquelle correspond à la norme matricielle lorsque E = F = Rn. Observons que L(E,F )
est également un espace de Banach.

Supposons que U soit un ouvert (non vide !) de E et considérons une fonction f :
U → F .

Définition 1.4.1 Nous dirons que la fonction f est différentiable en un point x ∈ U
si elle est continue au point x et s’il existe l(x) ∈ L(E,F ) tel que

lim
h→0E

‖f(x+ h)− f(x)− l(x)h‖
‖h‖E

= 0. (1.4)

L’application l(x) dépend du point x, nous la noterons désormais l(x) = ∇f(x) ou
f ′(x), de sorte que (1.4) se réécrit

lim
h→0E

‖f(x+ h)− f(x)−∇f(x)h‖
‖h‖E

= 0.

L’application ∇f(x) est appelée la dérivée de Fréchet de f au point x.

Définition 1.4.2 Nous dirons que la fonction est différentiable sur U si elle est différentiable
en tout point x ∈ U . Dans ce cas, nous appelons la dérivée de Fréchet de f la fonction

∇f : x ∈ U 7→ ∇f(x) ∈ L(E,F ).

Si de plus ∇f est continue par rapport à x, nous dirons que f est continûment Fréchet-
différentiable, ou de façon équivalente que f est de classe C1(E,F ).

Nous allons clôturer la sous-section par un exemple de processus convexe constitué de
la dérivée de Fréchet et d’un cône K convexe fermé contenant l’origine de Y .

Soit la multiapplication S définie par

S(w)x := ∇f(w)x+K.

S est un processus convexe.
En effet, S(w)0 = K. K étant un cône, donc 0 ∈ K. Ainsi 0 ∈ S(w)0.
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Soient x, z ∈ X.
S(w)x+ S(w)z = ∇f(w)x+∇f(w)z +K +K. Le fait que K soit un cône convexe, on
a ∇f(w)x+∇f(w)z +K +K ⊂ ∇f(w)x+∇f(w)z +K.
On a aussi S(w)(x+z) = ∇f(w)(x+z)+K.Par linéarité de∇f(w), on a S(w)(x+z) =
∇f(w)x+∇f(w)z +K.
Par suite S(w)(x+ z) ⊃ S(w)x+ S(w)z.

Soit λ > 0, x ∈ X.
S(w)(λx) = λ∇f(w)x+K

= λ[∇f(w)x+ 1
λ
K] ⊂ λ[∇f(w)x+K]

= λS(w)x.
Réciproquement,
λS(w)(x) = λ[∇f(w)x+K] = ∇f(w)(λx) + λK

= ∇f(w)(λx) +K(car K est un cône)
= S(w)(λx). �

Nous allons maintenant aborder la notion de différences divisées. L’utilisation de cette
notion a déjà permis d’obtenir une méthode itérative pour résoudre numériquement des
systèmes d’équations non linéaires lorsque la fonction en question n’était pas Fréchet
différentiable. Elle consistait à remplacer, dans la suite de Newton, la dérivée par
la pente de la droite reliant les points xn et xn−1 de la fonction ; d’où l’appellation
“Méthode Newton-sécante” dont une extension fera l’objet du chapitre 3.
Il sera donc question de définir cette notion, ainsi que certaines propriétés qui leur sont
relatives.

1.5 Différences divisées

Dans le cadre de cette thèse, il se pourra que la différentielle de la partie univoque
du problème (1) soit coûteuse à calculer ou bien qu’elle n’existe pas. Si c’est le cas, on
suppose qu’elle admet des différences divisées dont nous donnerons les définitions dans
ce paragraphe. Notons qu’elles sont extraites du papier de Piétrus et al. [79].

Définition 1.5.1 Soient X et Y deux espaces de Banach. Un opérateur linéaire de X
dans Y est appelé différence divisée d’ordre 1 de l’opérateur g : X → Y aux points
x0, y0, noté [x0, y0; g], s’il vérifie la propriété suivante :

[x0, y0; g](y0 − x0) = g(y0)− g(x0), x0 6= y0.

En particulier, si g is Fréchet-différentiable en x0 ∈ X, alors [x0, x0; g] = g
′
(x0).

Thèse de Doctorat de Yacinthe Olguine page 20



1.5 Différences divisées

Remarquons que [y0, x0; g](x0 − y0) = g(x0) − g(y0) équivaut à −[y0, x0; g](y0 − x0) =
−(g(y0)− g(x0)). Ainsi [x0, y0; g] = [y0, x0; g].

Définition 1.5.2 Soient X et Y deux espaces de Banach. Un opérateur linéaire de X
dans Y est appelé différence divisée du second ordre d’un opérateur g : X → Y
aux points x0, y0 et z0, noté [x0, y0, z0; g], s’il vérifie la propriété suivante :

[x0, y0, z0; g](z0 − x0) = [y0, z0; g]− [x0, y0; g], x0, y0, z0, distincts.

En particulier, si g est deux fois Fréchet différentiable en x0 ∈ X alors [x0, x0, x0; g] =
1
2
g
′′
(x0).

Notons que l’opérateur différence divisée n’est pas nécessairement unique.

Quelques propriétés
Pour toute permutation σ de l’ensemble S(0, 1, ..., n) des permutations de {0, 1, ..., n},
on a [xσ(0), xσ(x1), ..., xσ(xn)] = [x0, x1, ..., xn].

Les notions de différences divisées et de différentiabilité sont liées. Citons par exemple,
les deux propriétés suivantes.
Soit une fonction g : X → Y et un ouvert de Ω ⊂ X.
1) On montre dans [5] que si g admet des différences divisées vérifiant les inégalités
suivantes :
pour tous x, y, z ∈ Ω

‖[x, y; g]− [x, z; g]‖ ≤ C0‖y − z‖,

‖[y, x; g]− [z, x; g]‖ ≤ C1‖y − z‖,

où C0 et C1 sont des constantes positives, alors g est Fréchet différentiable sur Ω. Et
si les deux inégalités sont vérifiées, alors g est lipschitzienne sur Ω de constante C0 +C1.

2) Si l’opérateur g admet des différences divisées du premier ordre et qu’il vérifie
une condition de Lipschitz de constante C sur Ω, avec Ω convexe, alors g est Fréchet
différentiable sur Ω. De plus, pour tous x, y, z de Ω,

‖g′(x)− g′(y)‖ ≤ 2C‖x− y‖

et

‖[x, y; g]− g′(z)‖ ≤ C(‖x− z‖+ ‖y − z‖).

Réciproquement, si g est différentiable sur Ω et que g
′

est lipschitzienne sur Ω, alors g
admet des différences divisées vérifiant une condition de Lipschitz sur Ω.
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Finalement, notons que l’on définit, par récurrence, les différences divisées d’ordre n
par la relation

[x0, x1, ..., xn; g](xn − x0) = [x1, ...xn; g]− [x0, ..., xn−1; g],

pour x0, x1, ..., xn deux à deux distincts, et si g est n fois Fréchet en x0, alors [x0, ..., x0; g] =
1
n!
gn(x0).

Pour plus de détails sur les différences divisées, le lecteur peut consulter les références
[5, 45, 89].

Remarque 1.5.3
Pour une fonction réelle de variable réelle f de classe C1 sur un intervalle contenant
x0 et x1, on a alors

f(x1)− f(x0) =

∫ 1

0

f
′
(x0 + t(x1 − x0))(x1 − x0)dt.

On en déduit la relation

[x0, x1; f ] =

∫ 1

0

f
′
(x0 + t(x1 − x0))dt.

Les différences divisées du premier ordre peuvent être vues comme moyenne de dérivées
sur l’intervalle d’extrémités x0 et x1. On va généraliser ce résultat :

Théorème 1.5.4 Supposons f de classe Cn sur l’intervalle[
min

0≤j≤n
xj, max

0≤j≤n
xj

]
.

Alors

[x0, ..., xn; f ] =

∫ 1

0

∫ t1

0

...

∫ tn−1

0

f (n)(x0+t1(x1−x0))+t2(x2−x1)+...+tn(xn−xn−1)dtn...dt1.

Ce résultat a été prouvé dans l’ouvrage de Michelle Schatzman [88].
Nous tenons à montrer le cas particulier mentionné plus haut à savoir

[x0, ..., x0; f ] =

∫ 1

0

∫ t1

0

...

∫ tn−1

0

f (n)(x0)dtndtn−1...dt1 = f (n)(x0)Vn,

où Vn est le volume du n-simplexe Σn = {t ∈ Rn, 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tn ≤ 1}, de
sommets (0, 0, ..., 0), (1, 0, ..., 0), et ainsi de suite en transformant successivement les 0
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en 1 pour avoir à chaque fois un nouveau sommet, jusqu’à (1, 1, ...., 1).
On a

Vn =

∫ 1

0

...

∫ tn−1

0

dtn...dt1

=

∫ tn−2

0

tn−1dtn−1...dt1

=

∫ 1

0

...

∫ tn−3

0

t2n−2

2
dtn−2...dt1

= ... = 1
n!

On a donc obtenu la relation

[x0, ..., x0; f ] =
f (n)(x0)

n!
.

D’autre part, le calcul pratique des différences divisées est fondé sur la relation de
récurrence ci-dessus. Dans la pratique, on aura le tableau suivant, d’où on déduira
aisément un algorithme automatique :

x0 f(x0)

=⇒ f(x0)−f(x1)
x0−x1 = [x0, x1; f ]

x1 f(x1)

=⇒ f(x1)−f(x2)
x0−x1 = [x1, x2; f ]

x2 f(x2)

Passer de n points à n + 1 points demande n calculs de différences divisées : dans le
tableau ci-dessus, rajouter le point x3 demande le calcul de (x3), [x2, x3; f ], [x1, x2, x3; f ]
et [x0, x1, x2, x3; f ], soit 3 calculs de différences divisées pour passer de 3 à 4 points.

On peut construire des processus convexes à l’aide des différences divisées. Par exemple,
prenons X, Y deux espaces normés, w un vecteur fixé de X, f et g deux applications
respectivement Fréchet-différentiable et admettant une différence divisée du 1er ordre,
K un cône convexe contenant l’origine de Y .
L’application multivoque T (w) définie par

T (w)x := (∇f(w) + [y, w; g])x+K où y est un point fixe de X

est un processus convexe.
En effet, on a T (w)0 = K. K étant un cône, donc 0 ∈ T (w)0.
Soient x, z ∈ X.
T (w)x+ T (w)z = ∇f(w)x+∇f(w)z + [y, w; g]x+ [y, w; g]z +K +K,
T (w)x+ T (w)z = (∇f(w) + [y, w; g])(x+ z) +K +K (par linéarité de ∇f(w) + [y, w; g])
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K étant un cône convexe,
K +K ⊂ K, donc T (w)(x+ z) ⊃ T (w)x+ T (w)z.
Soient λ > 0, x ∈ X.
T (w)(λx) = (∇f(w) + [y, w; g])(λx) +K

= λ(∇f(w) + [y, w; g])x+K.
= λ[∇f(w)(x) + [y, w; g](x) + 1

λ
K](car, 1

λ
> 0 )

⊂ λ[∇f(w)x+ [y, w; g](x) +K](car K cône ⇒ 1
λ
K ⊂ K ).

D’où, T (w)(λx) ⊂ λT (w)(x).

λT (w)(x) = λ(∇f(w) + [y, w; g])x+ λK
= (∇f(w) + [y, w; g])(λx) +K (par linéarité de ∇f(w) + [y, w; g] ).

D’où, λT (w)(x) = T (w)(λx). �

Nous allons maintenant rappeler une notion fondamentale aux différentes extensions
à construire. Cette technique de construction, due à Kantorovich dans [50], n’est pas
nouvelle puisqu’elle avait déja été concourue à la convergence des suites générées par
plusieurs méthodes itératives notamment celles de Rheinboldt dans [81]. Cette tech-
nique était de construire, par récurrence, une suite croissante convergente de réels po-
sitifs qui majore la suite des itérés. Elle a permis d’ailleurs de trouver une estimation
de l’erreur de la méthode.

1.6 Suites majorantes

La définition que nous allons énoncer est issue de l’article de Rheinboldt [81].

Définition 1.6.1 Soit (xk)k une suite dans un espace métrique (X, ρ). Alors une suite
croissante de réels positifs (tk)k est dite majorante de la suite (xk)k si

ρ(xk+1, xk) ≤ tk+1 − tk, k = 0, 1, ....

Observons que la suite (tk) est une suite croissante et pour tout m > k ≥ 0,

ρ(xm, xk) ≤
m−1∑
j=k

ρ(xj+1, xj) ≤
m−1∑
j=k

(tj+1 − tj) = tm − tk.

Ainsi, si limk tk = t∗ existe, alors (xk) est une suite de Cauchy dans X. De plus, comme
X est complet, il existe x∗ ∈ X tel que limxk = x∗, et pour m→ +∞, l’erreur estimée
est immédiate, et ρ(x∗, xk) ≤ t∗ − tk pour k = 0, 1, ... �

Comme nous aurons à proposer une extension de (1) lorsque la fonction f sera semi-
lisse, il est naturellement question de faire place à de telles fonctions.
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1.7 Fonctions semi-lisses

Dans cette section, nous n’allons pas présenter, de manière exhaustive, les différentes
notions liées aux fonctions non-lisses. Ainsi nous nous intéressons seulement aux no-
tions dont nous aurons besoin dans le cadre de cette thèse. Pour ce faire, nous faisons
appel au jacobien ou gradient généralisé introduit par Clarke. Nous en profitons pour
rappeler quelques notions liées au sous-différentiel de Clarke ainsi que le théorème de
Rademacher à partir duquel on définit la semi-lissité.
Nous commençons par rappeler la définition d’une fonction localement lipschitzienne.
C’est une condition nécessaire à la définition d’une fonction semi-lisse.

1.7.1 Fonction localement lipschitzienne

Soient X, Y deux espaces normés, B un sous-ensemble ouvert de X et une fonction
f : X → Y est dite lipschitzienne (ou Lipschitz) sur B s’il existe un nombre positive
K tel que

‖f(y)− f(z)‖ ≤ K‖y − z‖ pour tous y, z de B.

Si f est Lipschitz sur un sous-ensemble borné de B alors f est dite localement lipschit-
zienne.
Une fonction est dite localement lipschitzienne (tout court) si pour tout x, il existe un
voisinage V de x sur lequel elle est lipschitzienne.
Notons qu’une fonction vectorielle à valeurs dans Rn est localement lipschitzienne, si
chaque composante l’est.
Remarquons que toute fonction de f de R dans R de classe C1 est localement lipschit-
zienne. En effet, soient f de classe C1 et x ∈ R.
La dérivée première f

′
de f est bornée par M sur le segment [x− 1, x + 1], car f

′
est

continue. Par inégalité des accroissement finis, f est M -lipschitzienne sur [x−1, x+ 1].
Ce résultat se généralise aux fonctions définies sur Rn à valeurs dans R ou bien Rm.
Observons aussi qu’une fonction localement lipschitzienne peut ne pas être lipschit-
zienne. Par exemple, la fonction x 7→ x2 est de classe C1 et pour tout k ≥ 0,

|(k + 1)2 − k2| = 2k + 1 > k|k + 1− k|.

Intéressons-nous maintenant au concept de fonctions semi-lisses qui à été introduit
par Mifflin [65]. Ceci sera généralisé, plus tard, aux fonctions vectorielles par Qi et Sun
[75]. Particulièrement, ils ont montré l’équivalence entre la semi-lissité et la convergence
uniforme des dérivées directionnelles dans toutes les directions.
Rappelons d’abord la définition du jacobien de Clarke qui s’appuie sous un résultat
d’analyse classique : théorème de Rademacher ; ceci affirme que toute fonction de Rn

dans Rm localement lipschitzienne est différentiable presque partout, i.e. l’ensemble
des points où elle n’est pas différentiable est de mesure de Lebesgues nulle. Ce résultat
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a été déjà utilisé, par Pang, dans les travaux sur la différentiation des applications
multivoques positivement homogènes [77].

Théorème 1.7.1 (Théorème de Rademacher)
Soient O un ouvert de Rn et f : O → Rm une fonction lipschitzienne. Soit D l’ensemble
des points de O où la fonction est différentiable. Alors l’ensemble des points O \D où
la fonction n’est pas différentiable est de mesure nulle dans Rn. En particulier, D est
dense dans O, i.e., la fermeture de D dans O contient O.

Faisons place maintenant à la définition du jacobien de Clarke qui a été évidemment
introduit par Clarke [19] ; ce qui est nécessaire à la notion de semi-lissité d’une fonction.

Définition 1.7.2 (Jacobien de Clarke) Soient f : O → Rm une fonction lipschitzienne
(i.e. localement lipschitzienne), O ⊂ Rn un ensemble ouvert, et soit D ⊂ O l’ensemble
des points où f est différentiable. La jacobienne généralisée au sens de Clarke de f en
x est définie par

∂f(x) := conv{A ∈ Rm×n : ∃xi → xavec xi ∈ D, Jf(xi)→ A},

où Jf(xi) désigne la matrice jacobienne usuelle m× n des dérivées partielles de f en
x ∈ D.

Nous pouvons dire que ∂f(x) est l’enveloppe convexe des limites de la forme

A = lim
xi→x

J(xi), xi ∈ D.

Il est évident du théorème de Rademacher que le jacobien de Clarke en x est un en-
semble convexe compact non vide de l’espace matriciel Mm,n(R). L’application multi-
voque x⇒ ∂f(x) est localement bornée et semi-continue supérieurement. Pour m = 1,
il est bien connu que le jacobien de Clarke se réduit au gradient généralisé au sens de
Clarke, c’est-à-dire

∂f(x̄) = conv
{

lim
xi→x
∇f(xi), xi ∈ D

}
,

où ∇f(xi) désigne le vecteur-gradient de f en xi.
Cet objet ∂f a été énormément étudié, généralisé et utilisé depuis son introduction par
Clarke en 1973.

Maintenant, nous allons aborder les fonctions semi-lisses ainsi que certaines propriétés
qui leur sont relatives.
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1.7.2 Fonctions semi-lisses

Définition 1.7.3 [65] On dit qu’une fonction f est semi-lisse en x ∈ Rn si f est
localement lipschitzienne en x et

lim
V ∈∂f(x+th

′
)

h
′→h, t↓0

{V h′}

existe pour tout h ∈ Rn.

On dit que f est semi-lisse sur X0 ⊂ Rn si f est semi-lisse en tout point x ∈ X0.

Remarque 1.7.4

(a) De [75], semi-lissité f implique l’existence de la dérivée directionnelle au sens
d’Hadamard, de plus

lim
h
′→h
t↓0

f(x+ th
′
)− f(x)

t
= lim

V ∈∂f(x+th
′
)

h
′→h,t↓0

{V h′}.

(b) Quand f : Rn → R localement Lipschitz, ∂f(x) désigne le gradient généralisé
de f en x défini par

∂f(x) = {g ∈ Rn : 〈g, d〉 ≤ f o(x; d) pour tout d ∈ Rn},

où 〈., .〉 désigne le produit scalaire usuel sur Rn, et f o(x; d) = limh→0
t↓0

sup f(x+h+td)−f(x+h)
t

est la dérivée directionnelle généralisée de f en x dans la direction de d. Notons
que cette dérivée existe toujours pour les fonctions localement Lipschitz [66].

(c) Si f : Rn → R est une fonction convexe, ∂f(x) est le sous-différentiel ∂cf(x)
de f en x,
avec ∂cf(x) := {x∗ ∈ Rn : f(z) ≥ f(x) + 〈x∗, z − x〉,∀z ∈ Rn}. Chaque élément
x∗ ∈ ∂f(x) est appelé un sous-gradient de f en x. ([66], Théorème 3.1.8).

(d) Si f : Rn → R est continûment différentiable en x ∈ Rn, alors f est localement
Lipschitz, ∂f(x) = {∇f(x)}, et f semi-lisse en x [65] où
∇f(x) désigne le vecteur-gradient de f en x.

Pour plus de détails le lecteur peut, par exemple, se reporter aux articles [65, 66, 87].
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Exemples de fonctions semi-lisses

Nous poursuivons avec une série d’exemples qui peut être jugés utiles aux lecteurs.
Nous enchâınons avec un exemple détaillé de calcul du gradient généralisé de la norme
euclidienne.

Exemple 1.7.1 Le sous-gradient de P (x) = ‖x‖ =
√
〈x, x〉 (〈., .〉 désigne un produit

scalaire sur Rn) est

∂P (x) =

{
B si x = 0{

x
‖x‖

}
sinon

où B est la boule unité fermée de Rn.
En effet,

Pour x 6= 0, ‖x + h‖ =
√
‖x‖2 + 2〈x, h〉+ ‖h‖2 = ‖x‖

√
1 + 2 〈x,h〉‖x‖2 + ‖h‖2

‖x‖2 = ‖x‖ +
〈x,h〉
‖x‖ + o(h),

donc la fonction P est différentiable en x 6= 0 et de différentielle h 7→ 〈x,h〉
‖x‖ .

Par convexité de l’application P , d’après (d) de la remarque précédente, le vecteur-
gradient en x 6= 0 est x/‖x‖.
D’où ∂P (x) = {x/‖x‖} lorsque x 6= 0.
Soit v ∈ ∂P (0). Par définition du sous-gradient, on a

〈v, x〉 = 〈v, x− 0〉 ≤ P (x)− P (0) = ‖x‖ ∀x.

En particulier, pour x = v, 〈v, v〉 ≤ ‖v‖ =⇒ ‖v‖(‖v‖ − 1) ≤ 0.
Comme ‖v‖ est positive, on obtient ‖v‖ − 1 ≤ 0, soit ‖v‖ ≤ 1. C’est-à-dire que v ∈ B.
Réciproquement, soit v ∈ B.
En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient 〈v, x− 0〉 = 〈v, x〉 ≤ ‖v‖‖x‖ ≤
‖x‖ = P (x)− P (0) pour tout x ∈ Rn. Ainsi, v ∈ ∂P (0).
D’où l’égalité ∂P (0) = B.

Exemple 1.7.2 Fonction localement Lipschitz et semi-lisse sur R.
La fonction f de R2 dans R2 définie par

f(x, y) = (|x|+ y, 2x+ |y|).

Considérons sur R2 la norme uniforme : ‖(a, b)‖∞ = max(|a|, |b|).

�Montrons que f est lipschitzienne pour la norme ‖(x, y)‖∞.
Soient X = (x1, x2) ∈ R2, Y = (y1, y2) ∈ R2.
f(X)− f(Y ) = (|x1|+ x2, 2x1 + |x2|)− (|y1|+ y2, 2y1 + |y2|)
= (|x1| − |y1|+ x2 − y2, 2(x1 − y1) + |x2| − |y2|) = (z1, z2)
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z1 = |x1| − |y1|+ x2 − y2

⇒ |z1| ≤ ||x1| − |y1||+ |x2 − y2| ≤ |x1 − y1|+ |x2 − y2| ≤ 2 max(|x1 − y1|, |x2 − y2|) =
2‖X − Y ‖∞.
Un calcul analogue montre que |z2| ≤ 2‖X − Y ‖∞. Donc

‖f(X)− f(Y )‖∞ ≤ 2‖X − Y ‖∞.

La fonction f est lipschitzienne de rapport 2, elle est donc localement Lipschitz.

�Le jacobien de Clarke de f en (0, 0) est ∂f(0, 0) =

{[
x 1
2 y

]
,−1 ≤ x ≤ 1,−1 ≤ y ≤ 1

}
.

Soient h = (h1, h2)T , h
′
= (h

′
1, h

′
2)T de R2, f(0 + th′) = f(th′) = (th′1, th

′
2)T .

Soit V ∈ ∂f(0 + th′). Alors, si h′1 = h′2 = 0, on a pour x, y ∈ [−1, 1], on a V h′ =
[xh′1 + h′2, 2h

′
1 + yh′2]T .

Sinon, la fonction f est différentiable en th
′
; chaque matrice jacobienne est indépendante

de t.
Par conséquent

lim
V ∈∂f(x+th

′
)

h
′→h,t↓0

{V h′}

existe. La fonction f est donc semi-lisse en (0, 0). Pour (x, y) 6= (0, 0), f est différentiable,
donc semi-lisse.

Exemple 1.7.3 Fonction semi-lisse sur R, mais qui n’ y est pas différentiable (i.e en
0) f(x) = log(1 + |x|).
Le gradient généralisé (ou gradient de Clarke) de f est l’ensemble défini comme suit :

∂f(x) =


{

1
1+x

}
si x > 0

conv{−1, 1} si x = 0{ −1
1−x

}
si x < 0.

On remarque que pour tout x tel que −1 < x < 1,

f(x) = max[log(1 + x), log(1− x)].

En effet, −1 < x < 1⇒ −1 < x ≤ 0 ou 0 ≤ x < 1.
� Si −1 < x ≤ 0.
⇒ |x| = −x, donc f(x) = log(1− x), et (1− x)− (1 + x) = −2x ≥ 0.
Par stricte croissance de la fonction logarithme,

log(1− x) > log(1 + x).
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Donc,
max[log(1 + x), log(1− x)] = log(1− x).

On conclut que pour −1 < x ≤ 0, f(x) = max[log(1 + x), log(1− x)].

� Si 0 ≤ x < 1, alors |x| = x. On a donc f(x) = log(1 + x).
Comme (1 + x)− (1− x) = 2x ≥ 0, et par stricte croissance de la fonction logarithme,
on obtient

log(1 + x) > log(1− x)

Par suite
max[log(1 + x), log(1− x)] = log(1 + x) = f(x).

On en déduit que si 0 < x < 1, f(x) = max[log(1 + x), log(1− x)].
f est différentiable comme maximum de telles fonctions. f est donc semi-lisse en 0.
En somme f est semi-lisse sur R ; ce qui achève la preuve. �

Il a été prouvé dans [75] qu’une fonction vectorielle est semi-lisse en x si et seulement si
chaque composante l’est. La classe de fonctions semi-lisses est très vaste ; en effet, selon
[65], elle contient les fonctions lisses(fonctions continûment différentiables), toutes les
fonctions convexes et les fonctions semi-lisses par morceaux. Par ailleurs, les sommes,
différences, produits et composées de fonctions semi-lisses sont semi-lisses. En particu-
lier, si f est une fonction semi-lisse, alors la fonction g(x) = min(x, f(x)) l’est aussi [76].

Énonçons deux résultats des travaux de Mifflin [65] qui seront nécessaires aux résultats
à établir dans le chapitre 5.

Lemme 1.7.5
Supposons que F : Rn → Rm soit une fonction localement lipschitzienne et la dérivée
directionnelle classique F

′
(x;h) = limt↓0

F (x+th)−F (x)
t

existe pour tous h et x. Alors

(i) F
′
(x; .) est lipschitzienne ;

(ii) pour tout h, il existe un V ∈ ∂F (x) tel que F
′
(x;h) = V h.

Le résultat suivant propose des caractérisations d’une fonction semi-lisse.

Théorème 1.7.6
On suppose que F : Rn → Rm est une fonction localement lipschitzienne. Les énoncés
suivants sont équivalents :

(i) F est semi-lisse(semismooth) en x;
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(ii) limV ∈∂F (x+th′ )
h
′→h,t↓0

{V h′} est uniformément convergente pour tout vecteur uni-

taire h;

(iii) limt↓0{V h} est uniformément convergente pour tout vecteur unitaire h;

(iv) pour tout V ∈ ∂F (x+ h), h→ 0,

V h− F ′(x;h) = o(‖h‖); (1.5)

(v)

lim
x+h∈DF h→0

F
′
(x+ h;h)− F ′(x;h)

‖h‖
= 0. (1.6)

Il convient de passer à un exemple de fonction localement lipschitzienne qui n’est
pas semi-lisse.

Contre-exemple

Fonction localement lipschitzienne qui n’est pas semi-lisse.
Soit la fonction de R dans R définie par

f(x) =

{
x2 sin( 1

x
) si x 6= 0

0 si x = 0.

La fonction dérivée de la fonction f est définie par :

f
′
(x) =

{
2x sin( 1

x
)− cos( 1

x
) si x 6= 0

0 si x = 0.

La fonction f
′

n’est pas continue en 0 puisque les fonctions cos( 1
x
), sin( 1

x
) n’ont pas de

limite en 0. Elle n’est donc pas continûment différentiable en 0 mais différentiable en
0.
La dérivée f

′
étant bornée sur toute partie bornée de R, f est localement lipschitzienne

(via l’inégalité des accroissements finis).
Pour montrer la non semi-lissité de f en 0, on va montrer qu’elle ne vérifie pas la relation
(iv) du théorème. Cela revient à montrer l’existence d’un h → 0, V ∈ ∂f(0 + h) tels
que

V h− F ′(x;h) 6= o(‖h‖).
Posons hn = 1

2nπ
, pour tout n ∈ N∗.

∂f(0 + 1
2nπ

) = {f ′( 1
2nπ

)} = {−1}. Pour tout n ∈ N∗, on a

f
′
(

0;
1

2nπ

)
= lim

t→0

f(t 1
2nπ

)− f(0)

t
= lim

t→0

t

4n2π2
sin
(2nπ

t

)
= 0
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et pour tout h 6= 0,
V h− f ′(0;h)

h
=
−1

1
2nπ

= −2nπ.

Par suite, V h− f ′(0;h) est non négligeable devant h. �

Pour arriver à terme de notre passage en revue, nous présentons des résultats et
définitions essentiels aux chapitre 5. Ce sont des extraits de l’article de Qi et Sun
[75].

1.7.3 Fonctions semi-lisses d’ordre p

Définition 1.7.7 (Fonction semi-lisse d’ordre p) On dit qu’une fonction F : Rn → Rm

est semi-lisse d’ordre p en x, si pour tout V ∈ ∂F (x + h) et h → 0, on a
V h − F

′
(x;h) = O(‖h‖1+p), où 0 < p ≤ 1. Dans le cas où p = 1, on dit que F

est fortement semi-lisse.

Dans la définition précédente, le symbole O(‖h‖1+p) désigne une fonction vectorielle
e : Rn → Rm vérifiant ‖e‖ ≤ M‖h‖1+p pour tout h ∈ Rn tel que ‖h‖ ≤ s avec M et s
des constantes strictement positifs.

Remarque 1.7.8
On peut facilement vérifier les implications suivantes :

(a) Semi-lissité d’ordre p implique semi-lissité ;

(b) si F est semi-lisse en x, alors pour tout h→ 0,

F (x+ h)− F (x)− F ′(x;h) = o(‖h‖);

(c) si F est semi-lisse d’ordre p en x, alors pour tout h→ 0,

F (x+ h)− F (x)− F ′(x;h) = O(‖h‖1+p).

Donnons maintenant quelques exemples de fonctions lisses, fortement semi-lisses.

Exemple 1.7.4
Les fonctions minimum Φmin(a, b) = min(a; b) et Fischer-Burmeister ΦFB(a; b) =√
a2 + b2 − a − b ((a; b) ∈ R2) ne sont pas lisses (non continûment différentiables)

mais fortement semi-lisses [91].
La fonction f : R→ R définie par f(x) = |x|

√
|x| est lisse en 0, mais n’est pas forte-

ment semi-lisse en 0 [15].
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La fonction ψ : R3 → R définie par ψ(a, b, c) =
√
a2 + b2 + c2− (b+ c) a été introduite

par Kanzow [54] dans l’étude des problèmes de complémentarité linéaire.
Elle est localement Lipschitz, fortement semi-lisse sur R3. De plus, si a2 + b2 + c2 > 0,
alors ψ est continûment différentiable sauf en (0, 0, 0). Le jacobien généralisé de ψ en
(0, 0, 0) est

∂ψ(0, 0, 0) = O ≡ {(α, β, γ)t/α2 + (β + 1)2 + (γ + 1)2 ≤ 1}.

En effet, remarquons que
√
a2 + b2 + c2 est la norme Euclidienne du vecteur (a, b, c)t.

Donc
√
a2 + b2 + c2 est localement Lipschitz et fortement semi-lisse sur R3. −(b + c)

est continûment différentiable, donc localement Lipschitz et fortement semi-lisse sur
R3. ψ est donc fortement semi-lisse sur R3 comme somme de telles fonctions.
Si a2 + b2 + c2 > 0,

√
a2 + b2 + c2 est continûment différentiable en (a, b, c), ψ l’est.

Soit d = (d1, d2, d3) ∈ R3 et d 6= 0. Alors ψ est continûment différentiable en td pour
t > 0.Et

∇ψ(td) =
( d1√

d2
1 + d2

2 + d2
3

,
d2√

d2
1 + d2

2 + d2
3

− 1,
d3√

d2
1 + d2

2 + d2
3

− 1
)
t.

Pour simplifier, ∇ψ(td) est noté par (α, β, γ)t. Clairement α2 +(β+1)2 +(γ+1)2 = 1.
Par la propriété de semi-continuité du jacobien de Clarke, en faisant tendre t vers 0,
on obtient

(α, β, γ) ∈ ∂ψ(0, 0, 0).

Il résulte de la convexité du jacobien généralisé que

O ∈ ∂ψ(0, 0, 0).

D’autre part, pour tout (a, b, c) 6= 0

(∇aψ(a, b, c))2 + (∇bψ(a, b, c))2 + (∇cψ(a, b, c))2 = 1.

Par définition du jacobien généralisé de Clarke, on peut conclure que

∂ψ(0, 0, 0) ∈ O.

Ceci montre que ∂ψ(0, 0, 0) = O.

On peut aisément trouver dans la littérature d’autres exemples de fonctions semi-lisses,
fonctions semi-lisses d’ordre p et fortement semi-lisses.

Notons également qu’une fonction F de Rn dans lui-même, localement Lipschitz et
sous-analytique est semi-lisse. Ce résultat est dû à Bolte dans [13] et lui a permis de
prouver que la méthode de Newton appliquée à une fonction sous-analytique converge
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super-linéairement. Par ailleurs, celui-ci est fondé sur un concept lié aux fonctions ap-
pelé Tame functions.
Les Tame vérifient une propriété dont nous aurons besoin dans le cadre d’une remarque
à faire sur notre extension relative au cas semi-lisse de la partie univoque. Notons qu’elle
a déjà été utilisé par J. P. Dedieu dans [23].

Les définitions et la propriété suivantes sont extraites de l’article de Dedieu [23].

1.7.4 Fonctions sous-analytiques

Commençons par rappeler la notion de fonction semi-analytique.

Définition 1.7.9 Une partie X de Rn est semi-analytique si pour tout point a de R,
il existe un voisinage U de a et des fonctions analytiques fi,j sur U telles que

X ∩ U = ∩ri=1 ∪sj=1 {x ∈ U / fi,jεi,j0}

où εi,j ∈ {<,>,=}.

On dit que X est semi-algébrique quand U = Rn et fi,j sont polynômiales.

Définition 1.7.10 Un partie X de Rn est sous-analytique si tout a ∈ Rn admet un
voisinage U tel que X∩U est une projection d’un ensemble relativement compact semi-
analytique : il existe une partie A borné semi-analytique de Rn+p tels que X ∩ U =
Π(A) où Π : Rn+p → Rn est la projection.

Définition 1.7.11 Soit X une partie de Rn. Une fonction f : X → Rn est sous-
analytique (resp. semi-analytique) si son graphe est sous-analytique (resp. semi-analytique).

Observons que l’intersection et la réunion d’une famille finie d’ensembles sous-analytiques
est sous-analytique, et la fermeture d’un ensemble sous-analytique est sous-analytique.

Nous allons énoncer la proposition mentionnée précédemment. Elle a été à la base
de la convergence super-linéaire de la méthode de type Newton proposée par Cabuzel
et al. [21].

Proposition 1.7.12 Soit f une fonction localement Lipschitz et sous-analytique définie
sur Rn à valeurs dans Rn. Il existe un nombre rationnel γ et une constante Cx tels que

‖f(y)− f(x)−∆f(y)(y − x)‖ ≤ Cx‖y − x‖1+γ. (1.7)

Nous achevons cette section avec une série d’exemples relatifs aux différentes notions
que nous venons de voir.
Nous débutons avec des exemples intéressants de fonctions sous-analytiques ayant rap-
port avec l’optimization.
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Exemple 1.7.5 Si X est une partie sous-analytique de Rn, alors la fonction-distance
d(x,X) := min

z∈X̄
|x− z| est sous-analytique.

En effet, supposons que X soit relativement compact.
Soit A := {(x, z, y) ∈ Rn×Rn×Rn : z ∈ X̄, y ≥ |x− z|}. Alors A est sous-analytique.
Soit Π la projection Π(x, z, y) = (x, y). Donc l’ensemble A = {(x, y) ∈ Rn × R : y ≥
d(x,X)} = Π(A), dont le complémentaire est le graphe de la fonction-distance, est
sous-analytique.
Ainsi, la fonction-distance est sous-analytique par complémentarité d’une partie sous-
analytique (voir Théorème 3.10 de [10]).

Exemple 1.7.6 Soient X et T des sous-ensembles sous-analytique de Rn et Rm où
T est compact, si f : X × T → R est sous-analytique et continue, alors g(x) =
mint∈T f(x, t) est sous-analytique.

Pour d’autres exemples et propriétés de fonctions sous-analytiques et semi-analytiques,
le lecteur peut se référer à [10] et [23] et leurs références.

Nous savons que dans l’étude des fonctions de variables réelles, la notion de dérivée joue
un rôle clé, notamment dans la recherche d’extrema. Lorsque l’on passe dans un cadre
plus général des fonctions agissant dans des espaces vectoriels normés par exemple, les
notions de différentiabilité généralisent bien la dérivabilité.
De même, dans l’étude d’extrema d’applications multivoques, la notion de différentiabilité
est essentielle, mais celle-ci a été approchée différemment. Nous ne disposons pas de
techniques générales pour calculer la différentielle. Elle est souvent définie en fonction
de la théorie que l’auteur veut établir. Nous sommes donc tenus à le justifier à travers
une série d’exemples de dérivées multivoques déjà rencontrées dans la littérature.

1.8 Différentiabilité des applications multivoques

Les applications multivoques ont de nombreuses applications intéressantes dans les
problèmes de contrôle et en théorie d’équations contingentes (par exemple, voir [6]-
[7], [16] - [17], [30], [34]-[36], [51]-[52], [57], [58] et [71]), en économie[[1], [22]], et dans
diverses branches de l’analyse (par exemple dans l’ étude des sous-différentiels des
fonctions convexes [62]). Beaucoup de théories relatives aux intégrations d’applications
multivoques ont été assez développées et leurs applications en théorie de contrôle et en
économie ont été traitées [1, 16, 22, 36, 35, 34, 43, 44, 70, 71]. Plusieurs théories ont été
donc développées autour de La différentiation généralisée dans le cadre multivoque. En
effet, H.T. Banks et M.Q. Jacobs ont introduit dans[8] la notion de π−différentiabilité.
La lettre π désignant une isométrie de l’ensemble B des parties non-vides, convexes,
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fermées et bornées de l’espace de Banach réflexif F dans B(F ) l’espace quotient B2/R
où R est la relation déquivalence définie sur B2 = B × B par

(A,B)R(C,D) ⇔ A+D = B + C.

Notons que l’existence de cette isométrie est due à R̊adström [80]. Cette dérivée est
une multiapplication à valeurs dans l’espace quotient B(F ) ; elle est aussi stable par
composition de multiapplications. Par ailleurs, Banks et al. ont montré ce concept
est une condition nécessaire et non suffisante pour qu’une application multivoque
Ω : I ⊂ R → B(Rn) soit différentiable au sens de Hukuhara [36] ; puis, ils ont ap-
pliqué cette notion aux multiapplications définies par une intégrale au sens de Debreu
[22]. Soulignons que la différentielle au sens de Hakuhara Dh de

∫ t
a
F (s)ds est égale à

F (t).

Il est bien connu qu’en théorie d’optimisation univoque, les concepts de dérivée et de
dérivée directionnelle d’une fonction sont des outils pratiques pour établir des condi-
tions nécessaires et suffisantes d’optimalité du premier ordre.
Ces dernières années, plusieurs recherches ont été effectuées en optimization multi-
voque. Celles-ci, entre autres, visent à étendre ces concepts aux multiapplications. En
tout premier lieu, on prend un point du graphe de la multiapplication et on associe
une autre multiapplication dont le graphe est en quelque sorte le cône tangent au
graphe de la multiapplication originale au point en question ; c’est la dérivée contin-
gente introduite par Jean-Pierre Aubin [2, 4]. Notons que la codérivée d’une application
multivoque est définie de façon similaire en remplaçant cône tangent par cône normal,
voir [4, 68]. Le concept de cône tangent est dû à Pierre de Fermat dès la première
moitié du XV IIe siècle [4].
Soulignons également que cette dérivée est un processus convexe fermé, puis la dérivée
contingente de la restriction d’une application Fréchet-différentiable à une partie K est
la restriction de la dérivée au cône tangent de K.
Plus tard, différents concepts de dérivée directionnelle associés aux relations d’ordre
sur des ensembles ont été introduits ; ces relations servent également à définir les solu-
tions optimales. Par exemple, Kuroiwa dans [56], Hoheisel Kanzow, Mordukhovich et
Phan [40], Jahn [49].
Plus près de nous, en 2017, Troung Xuan Duc Ha [41] définit une dérivée directionnelle
basée sur une distance de type Hausdorff par rapport à l’ordre partiel induit par un cône
pointé. Cette distance combinée avec des relations d’ordre d’ensembles définies dans
[47, 55] lui a permis d’établir des conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité du
premier ordre ainsi que des propriétés similaires à celles des applications (univoques).
Dans [42] Ioffe définit une classe d’applications multivoques, positivement homogènes et
à valeurs fermées pour approximer localement une application non lisse (non différentiable),
ce sont les prédérivées. Notons aussi que les dérivées strictes et usuelles de Fréchet sont
respectivement les dérivées et prédérivées strictes au sens de Ioffe. De plus, les dérivées
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de Warga [90] et fans de Halkin [37] appartiennent également à cette classe. En outre, il
a mentionné, entre autres, que la dérivée contingente (ou dérivée graphique) introduite
par Jean-Pierre Aubin (voir [2, 4]) et la dérivée faible coincident (si elle existe). Pour
une étude plus approfondie sur ce sujet, nous pouvons nous référer à [42] où les relations
entre les concepts précédents et plusieurs autres notions de dérivées généralisées, telles
que les gradients généralisées de Clarke [18] et des dérivées (codérivées) introduites par
Mordukhovich [64] sont explorés en détail.
Inspirés des travaux de Ioffe, Pascaline et al.[74] ont utilisé un nouveau concept de
différentia-tion : la H- différentiabilité dont la stabilité a été étudiée en utilisant la
convergence de Fisher ; celle-ci est une notion relative aux applications univoques mais
adapté par ces derniers au cadre multivoque.
Notons également le nouveau concept introduit par F. S. De Blasi dans [9] relative aux
applications multivoques à valeurs bornées F ; la différentielle Dx de F en x est une
application multivoque semi-continue supérieurement et homogène, à valeurs convexes,
fermées et bornées telle que

d(F (x+ h)), F (x) +Dx(h)) = o(h) quand ‖h‖ < δ.

Il a démontré l’unicité d’une telle multiapplication (si elle existe) ainsi que sa différentielle
est une condition nécessaire et non suffisante de celle de Martelli et Vignoli dans
[63]. Plus près de nous, C. H. Jeffrey Pang dans [77] a défini les notions de T−
différentiabilité intérieure, T− différentiabilité extérieure ainsi que la stricte T− différentiabilité
avec T une application multivoque positivement homogène. Pour une application uni-
voque les trois notions coincident.
En 2005, Khadra Nachi et Jean-Paul Penot ont introduit divers concepts de différentiabilité
notamment celle qui est similaire à celle définie par Fréchet ; c’est une application uni-
voque linéaire et continue. Ils ont construit cette dérivée dans le but d’établir un
théorème d’inversion relative aux applications multivoques ainsi que son application à
la résolution d’une inclusion différentielle. Soulignons que ce type de différentielle n’est
pas unique et généralise évidemment la notion de différentiabilité au sens de Fréchet
pour une application univoque.
Cette liste est loin d’être exhaustive !
Nous allons adopter celle définie par Nachi et Penot qui jouera un rôle fondamental tout
au long de cette thèse. Nous verrons que l’intérêt de cette dérivée est qu’elle possède
des propriétés similaires à la dérivée de Fréchet, à savoir la linéarité et la continuité ;
ce sont des propriétés qui seront utiles à la construction de nos différentes extensions.

1.8.1 Dérivée de Nachi-Penot

Définition 1.8.1 Considérons X0 un ouvert de X, une application multivoque F :
X0 →→ Y avec X0 ⊂ dom(F ), et x0 ∈ X0. F est dite différentiable au sens de Nachi et
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Penot en x0 si F est semi continue inférieurement en x0 et s’il existe une application
linéaire continue (univoque) A ∈ L(X, Y ) telle que la fonction o définie

e(F (x0 + x), F (x0) + A(x)) = o(x) est négligeable par rapport à ‖x‖. (1.8)

Alors, A ∈ L(X, Y ) est appelée une N-P dérivée de F en x0 et l’ensemble des N-P
dérivées de F en x0 est noté DF (x0).

Rappelons qu’une fonction o : X → R est négligeable si limx→0,x 6=0
o(x)
‖x‖ = 0, ou de

manière équivalente s’il existe une fonction module µ : R+ → R+ ∪ {+∞}, continue
en 0 avec µ(0) = 0 et telle que ‖o(x)‖ ≤ µ(‖x‖)‖x‖ ; sans perte de généralité, on peut
supposer que µ est croissante. Donc, une formulation équivalente à (1.8) est

F (x0 + x) ⊂ F (x0) + A(x) + µ(‖x‖)‖x‖IBY .

Nous disons que F est N-P-différentiable sur X0 si et seulement si elle est N-P-
différentiable en tout point x0 ∈ X0.
Si F était univoque, la définition précédente serait exactement celle définie pour la
différentiabilité au sens de Fréchet.
Nous pouvons en déduire que la notion dérivée au sens de Nachi-Penot généralise celle
au sens de Fréchet.

Dans la suite, nous abrégerons “différentiable au sens de Nachi et Penot” en “N-P-
différentiable” ou plus simplement “différentiable”. Notons que cette abréviation ne
s’emploiera que pour une application multivoque.
Par contre, pour une application univoque “différentiable”, nous utiliserons “Fréchet
différentiable”.

Nous poursuivons avec une séries d’exemples relatifs aux calculs de dérivée de Nachi-
Penot.

Exemple 1.8.1 Soit F : R→→ R définie par F (x) = [a−x2, b+x2] pour tout x ∈ R, avec
a ≤ b dans R. Alors F est différentiable en 0 ; pour x0 6= 0, elle n’est pas différentiable
en x0.

Preuve
Observons d’abord que pour tout x ∈ R, F (x) = [a, b] + x2[−1, 1]. En effet, pour
y ∈ [a − x2, b + x2], il existe un réel t ∈ [0, 1] tel que y = (1 − t)(a − x2) + t(b + x2),
soit y = (1− t)a+ tb+ x2[(1− t)(−1) + t(1)].
D’où y ∈ [a, b] + x2[−1, 1].
Ceci prouve que [a− x2, b+ x2] ⊂ [a, b] + x2[−1, 1]. �

L’autre inclusion s’obtient aisément en rebroussant chemin.
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Montrons que F est semi-continue inférieurement(s.c.i.) en 0.
Soient y ∈ F (0) et une suite (xn) convergeant vers 0. Pour tout x, F (0) = [a, b] ⊂
[a, b] + x2[−1, 1] = F (x). On a donc y ∈ [a, b] + x2[−1, 1] pour tout x. En particulier,
y ∈ [a, b] +x2

n[−1, 1] = F (xn) pour tout n. Prenons la suite constante yn = y,∀n. Ainsi
yn ∈ F (xn) et lim

n→∞
yn = y.

Ceci montre que pour tout y ∈ F (x0) et quelle que soit la suite (xn) convergeant vers 0,
il existe une suite d’éléments yn ∈ F (xn) qui converge vers y. L’application multivoque
est donc s.c.i. en 0.
Nous abordons le deuxième volet de la définition de la N-P-différentiabilité.
D’après ce qui précède, pour tout x ∈ R, on a

F (x) = [a− 02, b+ 02] + x2[−1, 1] = F (0) + x2[−1, 1] = F (0) + |x||x|[−1, 1].

On a donc l’inclusion

F (0 + x) ⊂ F (0) + 0(x) + µ(|x|)|x|B̄R,

avec µ : R+ → R+, x 7→ µ(x) = |x|, B̄R = {x ∈ R / |x| ≤ 1} = [−1, 1].
D’où la N-P-différentiabilité de F en 0 avec DF (0) = 0.
Pour tous x0 6= 0, h ∈ R,

F (x0 + h) = [a− (x0 + h)2, b+ (x0 + h)2]

F (x0 + h) = [a, b] + x2
0[−1, 1] + 2x0h[−1, 1] + h2[−1, 1].

S’il existait une telle application linéaire A(x0), on aurait A(x0)h = 2x0ht avec t ∈
[−1, 1]. Ainsi, pour h = t, A(x0)h = 2x0t

2 est non linéaire (contradiction). �

Exemple 1.8.2 Plus généralement, soit g : X → Y, r : X → R différentiables en
x0 et r à valeurs positives. Alors l’application multivoque F : X →→ Y définie par
F (x) := g(x) + r(x)BY est N-P-différentiable en x0.

Exemple 1.8.3 Soit g : X → Y une application différentiable en x0. Alors pour tout
sous-ensemble C de Y l’application multivoque F : X →→ Y définie par F (x) := g(x)+C
est différentiable en x0.

Ces trois exemples précédents sont extraits de l’article de Nachi et Penot [69].

Exemple 1.8.4 Soit f : R→ R Fréchet-différentiable, de dérivée ∇f ,
l’application multivoque F : R →→ R définie par F (x) = [f(x), f(x) + 1] est N-P-
différentiable en tout x0 de R.
En effet, comme F (x) = [0, 1] + {f(x)}, s’inspirant de l’un des exemples précédents,
F est donc N-P-différentiable avec A(x0) = ∇f(x0).
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Nous savons que dans le cadre univoque, la dérivée (si elle existe) est toujours une
application univoque, mais peut être multivoque pour une application multivoque.
Nous allons justifier cela à travers les dérivées mentionnées dans l’introduction de cette
sous-section. Nous tenons à préciser que cette liste sera loin d’être exhaustive !

1.8.2 Quelques dérivées multivoques

Nous commençons par présenter des approches géométriques ou graphiques de la
dérivée d’une application multivoque. Considérons dans un premier temps celle d’Au-
bin. Ce dernier a utilisé le concept de cône tangent au graphe. Rappelons donc la
définition du cône tangent.

Définition 1.8.2 Soit C un sous-ensemble d’un espace normé X. On considère une
suite (xk) dans C qui converge vers x et une suite de réels strictement positifs (τk) qui
décrôıt vers 0. Un vecteur v est dit tangent à C en x si

1

τk
(xk − x)→ v lorsque k → +∞.

L’ensemble des vecteurs tangents à C en x est appelé le cône tangent(ou cône tangent
de Bouligand) à C et est noté TC(x). Lorsque x /∈ C, TC(x) est l’ensemble vide.
Une description équivalente à la définition est que v ∈ TC(x) si et seulement si il existe
des suites de vecteurs vk convergeant vers v et τk ↘ 0 avec x + τkvk ∈ C, ou de
manière équivalente, il existe des suites xk ∈ C, xk → x telles que vk := (xk − x)/τk →
v quand k → +∞.

On peut vérifier que si v est dans C ouvert, alors TC(v) = X ; si v est adhérent à
C, alors TC(v) = ∅.
Vérifions que si v est dans C ouvert, TC(v) = X.
Soit h ∈ X. Montrons que h ∈ TC(v).
v ∈ C ouvert, il existe r > 0 tel que IBr(v) ⊂ C.
Choisissons vn = v + λnh, pour tout n, et une suite (λn) de réels strictement positifs
telle que lim

n→∞
λn = 0.

La suite (vn)n étant convergente vers v, il existe un rang N0 tel qu’on ait vn ∈ IBr(v)
dès que n ≥ N0.
Considérons la suite yn := vn, n ≥ N0, et tn := 1

λn
, n ∈ N.

Or, la suite (yn) est une suite d’éléments de C, et lim
n→∞

tn(yn−v) = lim
n→∞

1

λn
(v+λn−v) =

lim
n→∞

h = h.

D’où h ∈ TC(v) ; ce qui achève la vérification.
Notons également que TC(x) n’est pas nécessairement convexe (mais il est convexe si
C est convexe). En voici un contre-exemple (Exemple (1.8.5)).
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Exemple 1.8.5 L’ensemble non convexe C := {(x, y) : x2 ≤ y2} a son cône tangent
en (0, 0) qui s’écrit TC(0, 0) = {(d1, d2) ∈ R2 : |d1| ≤ |d2|} et qui n’est pas un ensemble
convexe.
Par contre, le cône tangent défini par Clarke est nécessairement un cône convexe fermé
contenant l’origine [66].
Remarquons également que TC(0, 0) est la réunion des graphes des applications multi-
voques F (x) =]−∞,−|x|] ∪ [|x|,+∞[ et

G(x) =

{
{x} ∪ {−x} si x ≤ 0,

[−x, x] si x ≥ 0.

Exemple 1.8.6 C = {(x1, x2) ∈ R2 : x2
1 ≤ x2 ≤ 2x2

1}, alors TC(0, 0) = R× {0}.

Nous pouvons maintenant définir la dérivée contingente introduite par Pang [48].

Définition 1.8.3 (Dérivée graphique) Soient X et Y deux R-espaces normés. Pour
une application multivoque S : X →→ Y telle que (x̄, ȳ) ∈ gph(S), la dérivée graphique,
appelée aussi dérivée contingente, est notée par DS(x̄ ȳ) : X →→ Y et définie par

gph(DS(x̄, ȳ)) = Tgph(S)(x̄, ȳ).

Donc, v ∈ DF (x̄, ȳ)(u) si et seulement si il existe des suites uk → u, vk → v and
τk ↘ 0 telles que ȳ + τkvk ∈ F (x+ τkvk) pour tout k.

Exemple 1.8.7 Soit l’application multivoque S : R→→ R définie par

S(x) :=]−∞,−|x|] ∪ [|x|,+∞[.

la dérivée graphique (ou dérivée contingente) D(S(0, 0)) en (0; 0) est l’application mul-
tivoque définie par gph(DS(0, 0)) = Tgph(S)(0, 0) avec

Tgph(S)(0, 0) = {(x, y) : |x| ≤ |y|}.

Exemple 1.8.8 Soit F : R→→ R définie par

F (x) :=


[
√

1− (x− 1)2,+∞[, pour 0 ≤ x ≤ 1 ,

[
√

1− (x+ 1)2,+∞[, pour −1 ≤ x ≤ 0 ,

∅ sinon .

La dérivée contingente en (0, 0) est donc

DF (0, 0)(u) =

{
[0,+∞[ pour u = 0

∅ pour u 6= 0 .
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Une autre approche géométrique très présente dans la littérature est celle de la codérivée
de Mordukhovich. Par soucis de simplicité, nous allons nous restreindre aux applica-
tions multivoques de Rn dans Rm. Pour cette approche, nous rappelons d’abord le
concept de cône normal.

Définition 1.8.4 Pour un ensemble C ⊂ Rn, le cône normal régulier en x̄ est défini
par

N̂C(x̄) := {y / 〈y, x− x̄〉 ≤ o(‖x− x̄‖)‖ pour tout x ∈ C}.

La limite du cône normal NC(x̄) est définie comme lim supx→x̄
C
N̂C(x) ou comme

NC(x̄) =
{
y / il existe xi→x̄

C , yi ∈ N̂C(xi) telle que yi → y
}
.

Le symbole xi→x̄
C signifie que xi → x avec xi ∈ C.

On déduit immédiatement de la définition que N̂C(x̄) avec C convexe est un cône
convexe fermé, qui est réduit à {0} si x ∈ int(Ω). Une propriété remarquable d’un cône
normal d’un ensemble convexe non vide en dimension finie est que N̂C(x̄) 6= {0} si et
seulement si x̄ est un point du bord de Ω. Par ailleurs,

v ∈ N̂C(x̄) ⇔ 〈v, w〉 ≤ 0 pour tout w ∈ TC(x̄).

Exemple 1.8.9 Soient les ensembles de R2, Ω1 := {(x1, x2) ∈ R2 : x2
2 ≥ −|x1|} et

Ω2 := {(x1, x2) ∈ R2 : x1 ≤ x2}.

NΩ1((0, 0)) = {(v, v) / v ≤ 0} ∪ {(v,−v) / v ≥ 0}, N̂Ω1(0; 0) = {0} et NΩ2(0, 0) =
{(v,−v) / v ≥ 0}.

Exemple 1.8.10 Soit l’ensemble Ω := gph|x|.
NΩ(0, 0) := {(v1, v2) | v2 ≤ −|v1|} ∪ {(v1, v2)| v2 = |v1|}.

Définition 1.8.5 (Codérivée) Pour une application multivoque, la codérivée de Mor-
dukhovich en (x̄, ȳ) ∈ gphS notée D∗S(x̄ | ȳ) : Rn →→ Rm et définie par

v ∈ D∗S(x̄ | ȳ)(u) ⇔ (v,−u) ∈ Ngph(S)(x̄, ȳ).

Ceux qui sont intéressés aux cas généraux (i.e dans un espace de Banach quelconque)
pourront consulter l’ouvrage de Mordukhovich [68].

Exemple 1.8.11 Soit F l’application multivoque de R dans R définie par

F (x) := [max{x, 0},+∞[.
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Si x > 0, F (x) = [x,+∞[, alors gph(F ) = {(u, v) / v ≥ u}.

Ngph(F )(x, y) =

{
{(t,−t) | t ≥ 0} si y = x

{(0, 0)} si y > x.

Comme v ∈ D∗(x | y)u ⇔ (v,−u) ∈ Ngph(F )(x, y), le graphe de D∗(x | y) est
{(u, u), u ≥ 0} si y = x et {(0, 0)} si y > x.

Nous poursuivons avec la notion de différentiation généralisée de Pang, la T -différentiabilité.
Cette définition nécessite la notion de multiapplications positivement homogènes.
Ces dernières jouent un rôle très important en analyse variationnelle, plus particulièrement
dans la théorie de la différentiation généralisée dans le cadre multivoque où la plu-
part de dérivées introduites le sont. De telles applications possèdent des propriétés
intéressantes qui permettent à plusieurs auteurs de généraliser nombreux résultats de
l’analyse classique dont les théorèmes des fonctions inverses et implicites.

Définition 1.8.6 Soient X et Y deux espaces de Banach.
Une multiapplication T : X →→ Y est positivement homogène si 0 ∈ T (0) et T (λx) =
λT (x) pour tout λ > 0, ou de manière équivalente gph(T ) est un cône.

Remarquons qu’un processus convexe est positivement homogène mais l’inverse est
fausse.

Définition 1.8.7 (T -différentiabilité) Soit T : X →→ Y une multiapplication positive-
ment homogène.

(a) On dit que S : X →→ Y est extérieurement T -différentiable en x̄ si pour tout
δ > 0, il existe un voisinage V de x̄ tel que

S(x) ⊂ S(x̄) + T (x− x′) + δ|x− x′ |B pour tous x, x′ ∈ V.

S est dite intérieurement T -différentiable en x̄ si la formule précédente est rem-
placée par

S(x̄) ⊂ S(x)− T (x− x̄) + δ|x− x̄|B pour tout x ∈ V.

Si S est à la fois extérieurement T -différentiable et intérieurement T -différentiable
en x̄, alors S est dite T -différentiable.

(b) On dit que S : X →→ Y est strictement T -différentiable en x̄ si pour tout δ > 0,
il existe un voisinage V de x̄ tel que

S(x) ⊂ S(x
′
) + T (x− x′) + δ|x− x′ |B pour tous x, x

′ ∈ V.
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(c) On dit que S : X →→ Y est pseudo strictement T -différentiable en (x̄, ȳ) ∈
gph(S) si pour tout δ > 0, il existe des voisinages Uδ de x̄ et Vδ de ȳ tels que

S(x) ∩ Vδ ⊂ S(x
′
) + T (x− x′) + δ|x− x′|B, ∀x, x′ ∈ Uδ.

Remarque 1.8.8 Lorsque S est univoque, les définitions T -différentiabilité extérieure,
T -différentiabilité intérieure sont équivalentes.

Remarque 1.8.9 Si S est strictement T -différentiable avec T une application positi-
vement homogène vérifiant H(x) ⊂ κ‖x‖B pour tout x ∈ X, alors S est lipschitzienne
de constante κ.

Exemple 1.8.12 Soit S : R →→ R définie par S(x) :=] − ∞, x], et soit T : R →→ R
définie par

T (w) =

{
{0} si w ≤ 0

{(0, 0)} si w ≥ 0.

S est strictement T -différentiable en x pour tout x ∈ R, et elle est strictement T -
différentiable en x pour tout x ∈ R.

Un exemple où la dérivée généralisée T n’est pas unique.

Exemple 1.8.13 Soit S : R2 →→ R2 définie par S(x, y) = {x} × R2. Soient T1, T2 :
R2 →→ R2 définie par T1(x, y) = {(x, y)} et T2(x, y) = {(x, 0)}. Il est clair que S
est pseudo T1-différentiable strictement et pseudo T2-différentiable strictement en tout
point, mais qu’elle n’est pseudo (T1 ∩ T2)-différentiable nulle part.

La section sera achevée par la dérivée directionnelle de Ha [41]. Celle-ci est basée sur
une distance de type Hausdorff.
Il a utilisé quelques résultats auxiliaires que nous allons rappeler à nouveau.
Soient X et Y deux espaces de Banach. K ⊂ Y un cône convexe fermé pointé (pointé
signifie que K ∩ (−K) = {0}). Le cône K induit une relation d’ordre partiel dans Y :
pour tout y1, y2 ∈ Y

y1 ≤K y2 ⇐⇒ y2 − y1 ∈ K.
Par soucis de simplicité, nous omettrons l’indice K dans la notation ≤K . Il existe plu-
sieurs relations d’ordre d’ensembles, voir [49, 55] mais nous utiliserons principalement
ce qui suit.

Définition 1.8.10 ([60]) Soit A ⊂ Y un sous-ensemble non-vide et a ∈ A. On dit que
(i) A est K−borné s’il existe un sous-ensemble non-vide M ⊂ Y tel que A ⊂M +K ;
(ii) A est K−compact si tout recouvrement de la forme {Uα+K / α ∈ I, Uα ouvert }
admet un sous-recouvrement fini.
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Définissons maintenant la distance de type-Hausdorff évoquée plus haut. Cette définition
passe par la fonction distance ∆U d’Hiriart-Urruty associée à un sous-ensemble non-
vide U ⊂ Y (voir [38]). Rappelons la définition dans le cas U = −K.

∆−K(y) := d−K(y)− dY \(−K)(y) =

{
−dY \(−K)(y) si y ∈ −K,
d−K(y) sinon.

En voici quelques exemples illustratifs.

Exemple 1.8.14 (i) Si K = {0}, ∆−K(y) = ‖y‖ pour tout y ∈ Y.

(ii) Si Y = R et K = R+, alors ∆−K(y) = y et son sous-différentiel ∂∆−K(y) = 1
pour tout y ∈ R. Rappelons que la fonction ∆−K est une fonction convexe, po-
sitivement homogène et Lipschitz de rapport 1.

(iii) Soit Y = Rn muni de la norme de la norme euclidienne ‖.‖2 et K = Rn
+. On

a d−K(y) = ‖y+‖, où y+ = (y+
i ) avec y+

i = max(yi, 0), i = 1, ..., n et

dY \(−K)(y) =

{
0 si yi ≥ 0 pour un certain i,

−max
i
yi si yi < 0, ∀i = 1, ..., n .

Donc

∆−K(y) =

{
‖y+‖ si y /∈ −K,
max
i
yi si y ∈ −K.

(iv) La fonction ∆−K prend une forme similaire si on considère Y = Rn muni de
la norme ‖y‖∞ = max

i
|yi| ; dans ce cas on a

d−K(y) =

{
max
i
yi si y /∈ −K

0 si y ∈ −K

et

dY \(−K)(y) =

{
0 si y /∈ −K,
−max

i
yi si y ∈ −K,

et donc,
pour tout y ∈ Y,

∆−K(y) = max
i
yi.
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Soient A,B deux sous-ensembles non-vides de Y . On note

hK(A,B) := sup
b∈B

inf
a∈A

∆−K(a− b).

Maintenant nous pouvons définir une distance spéciale dans la famille des sous-ensembles
non-vides K−bornés.

Définition 1.8.11 Soient A,B deux sous-ensembles K−borné et non-vides de Y . Une
distance type-Hausdorff relative à la relation d’ordre induit par K entre A et B, notée
dK(A,B), est définie par

dK(A,B) := max{hK(A,B), hK(B,A)}.

Remarque 1.8.12
L’appellation “distance type-Hausdorff” vient de la coincidence avec la distance clas-
sique de Hausdorff définie par

d(A,B) := max{sup
a∈A

d(a,B), sup
b∈B

d(b, A)}

lorsque K = {0} puisque dans ce cas ∆−K(y) = ‖y‖ pour tout y ∈ Y .

Nous listons quelques propriétés de la fonction dK(., .); celle-ci s’abrège en d(., .).

Proposition 1.8.13 Supposons que A et B soient des parties non-vides K−bornés.
Alors

(i) d(A,B) = d(B,A) ;

(ii) d(A,B) = d(A+K,B +K) ;

(iii) d(λA, λB) = λd(A,B) pour tout λ ≥ 0 ;

(iv) l’inégalité triangulaire : pour tout sous-ensemble non-vide K− borné, on a

d(A,B) ≤ d(A,C) + d(C,B);

(v) supposons que A et B soient K−compacts. Alors d(A,B) = 0 ssi A + K =
B +K.

Les preuves résultent de l’article de Ha [41].
Le corollaire suivant est nécessaire pour la définition de la dérivée directionnelle.

Corollaire 1.8.14 Soient A et B deux parties non-vides K−compacts de Y . Alors

d(A,B) = d(Min(A),Min(B)).
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1.8.3 Un concept de dérivée directionnelle

Dans cette sous-section, nous allons énoncer la dérivée directionnelle pour une ap-
plication multivoque introduite par Ha[41], puis nous énumérons quelques exemples où
l’on calcule cette dérivée.
On suppose que F est à valeurs compactes. Rappelons que d ∈ Y est une direction
admissible de F en x ∈ domF si x+ td ∈ domF pour tout t > 0 suffisamment petit.

Définition 1.8.15 Soit x ∈ dom F et d une direction admissible de F en x. On note

W (x, d) :=
{
A ⊂ Y/A est K − compact et lim

t→0+
d
(F (x+ td)− F (t)

t
, A
)

= 0
}
.

La dérivée directionnelle DF (x, d) de F en x dans la direction d est définie par

DF (x, d) :=

{
Min(A) pour A ∈ W (x, d) si W (x, d) 6= ∅
∅ sinon.

On dit que F est la dérivée directionnelleDF (x, d) en x dans la direction d siDF (x, d) 6=
∅.

Exemple 1.8.15 Soit X = R, Y = R2 et K = R2
+.

(i) Soient

F (x) :=

{
{(x, 1), (x, 2)} si x 6= 0

{(0, 0), (0, 1)} si x = 0.

Nous calculons DF (x, d) en x = 0.
Pour d = 1 et t > 0, on a F (x + td) = F (t) = {(t, 1), (t, 2)}, F (t) − F (0) =
{(t, 1), (t, 2), (t, 0)} et

At :=
(F (t)− F (0))

t
= {(1, 1/t), (1, 2/t), (1, 0)}.

Il est clair que Min(At) = {(1, 0)}. Posons A := Min(At). Le corollaire précédent
implique que d(At, A) = d(Min(At),Min(At))) = 0. Par suite, DF (0, 1) =
{(1, 0)}.
Fixons d = −1 et t > 0. Donc F (x + td) = F (−t) = {(−t, 1), (−t, 2)}, F (t) −
F (0) = {(−t, 1), (−t, 2), (−t, 0)} et

At := (F (t)− F (0))/t = {(−1, 1/t), (−1, 2/t), (−1, 0)}.

Il s’en suit que Min(At) = {(−1, 0)}. En posant A := Min(At), puis en vertu
du corollaire précédent d(At, A) = d(Min(At),Min(At)) = 0. On en déduit que
DF (0,−1) = {(−1, 0)}.
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ii) Considérons l’application multivoque

F (x) :=


{(2x2, 1), (3x, 2)} si x > 0

{(0, 0), (0, 1)} si x = 0

{(x4, 1), (−x3, 2)} si x < 0.

Calculons DF (x, d) en x = 0 dans la direction d = 1.
Pour t > 0, on a F (x+td) = F (t) = {(2t2, 1), (3t, 2)}, F (t)−F (0) = {(2t2, 0), (3t, 2), (2t2, 0), (3t, 1)}
et

At := (F (t)− F (0))/t = {(2t, 1/t), (3, 2/t), (2t, 0), (3, 1/t)}.

Évidemment Min(At) = {(2t, 0)} pour t < 1.
Posons A := {(0, 0)}. Un raisonnement similaire nous permet d’écrire

d(At, A) = d(Min(At),Min(A)) = 2t.

Ainsi DF (0, 1) = {(0, 0)}.
Examinons le cas où d = −1 et t > 0.
Comme F (x+td) = F (−t) = {(t4, 1), (−t3, 2)}, F (−t)−F (0) = {(t4, 1), (t3, 2), (t4, 0), (t3, 1)}
et

At := (F (t)− F (0))/t = {(t3, 1/t), (t2, 2/t), (t3, 0), (t2, 1/t)},

on en déduit que Min(At) = {(t3, 0)} pour t < 1. Posons A := {(0, 0)}. En vertu du
corollaire précédent, d(At, A) = d(Min(At), A)) = t3. Par conséquent, DF (0,−1) =
{(0, 0)}. �

1.8.4 π-différentiabilité de multifonctions

Nous achevons notre périple sur la différentiabilité de multifonctions avec la π−différentiablité.
Elle se basait sur un théorème établi par R̊adström [80] selon lequel si F est un espace
de Banach réflexif (sur le corps des réels R), il existe un espace normé B(F ) et une
isométrie π : B → B(F ), où B est une métrique pour la distance de Hausdorff dH , tels
que π((B)) soit un cône convexe de B(F ).
Soulignons par ailleurs que B désigne l’ensemble des parties non-vides, convexes, fermées
et bornées de l’espace réflexif F .

Comme précédemment, nous tenons à rappeler en détail certains préliminaires nécessaires
à la description de l’espace B(F ), nous passons ensuite à la définition de la π− différentiabilité
et d’en exhiber quelques exemples.
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Une relation d’équivalence R est définie sur B2 = B × B par

(A,B)R(C,D)⇐⇒ A+D = B + C.

La classe d’équivalence du couple (A,B) est notée 〈A,B〉. L’espace quotient B2/R,
noté B(F ), est muni d’une addition définie par

〈A,B〉+ 〈C,D〉 ≡ 〈A+ C,B +D〉,

et si α ≥ 0, alors α〈A,B〉 ≡ 〈αA, αB〉 tandis que si α < 0, alors

α〈A,B〉 ≡ 〈|α|B, |α|A〉.

L’addition et la multiplication par scalaires ainsi définies confèrent à B(F ) une structure
d’espace vectoriel sur le corps des réels. L’application π : B → B(F ) est définie par
π(A) ≡ 〈A, 0〉, A ∈ B, i.e., 〈A, 0〉 est la classe d’équivalence {(A+D,D)/D ∈ B}. Nous
adopterons la convention d’écriture π(A) par Â quand A est un élément de B, et donc
le cône convexe π(B) = B̂. Une métrique dH sur B(F ) est définie par

dH(〈A,B〉), 〈C,D〉) ≡ dH(A+D,B + C).

L’élément neutre de B(F ) est la classe d’équivalence {(D,D)/D ∈ B}, notée 〈0, 0〉.
Comme la distance de Hausdorff est invariante par translation et positivement ho-
mogène, la relation ‖〈A,B〉‖ = d(〈A,B〉), 〈0, 0〉) définie une norme sur B(F ) telle que

d(〈A,B〉), 〈C,D〉) = ‖〈A,B〉 − 〈C,D〉‖.

Rappelons qu’une fonction f : E → F , où E et F sont deux espaces normés sur R est
dite égale o(‖h‖) si ‖f(x)‖/‖h‖ quand ‖h‖ → 0.

Définition 1.8.16 (π-différentiabilité) Une multifonction, Ω : G → B(F ), où G est
un sous-ensemble ouvert d’un R-espace vectoriel normé E, est dite π-différentiable en
x0 ∈ G si la fonction, Ω̂ : G → B(F ), x → Ω̂(x), x ∈ G est différentiable en x0 ∈ G.
La multiapplication Ω est π-différentiable sur G si elle l’est en tout point de G.
Donc Ω est π-différentiable en x0 ∈ G signifie qu’il existe une fonction linéaire continue
Ω̂′(x0) : E → B(F ) telle que

Ω̂(x)− Ω̂(x0)− Ω̂′(x0)(x− x0) = o(‖x− x0‖). (1.9)

Remarquons que si Ω̂′(x0)(∆x) = 〈A∆x, B∆x〉,∆x = x − x0 ∈ E, et A∆x, B∆x ∈ B,
alors en termes de la métrique de Hausdorff, (1.9) équivaut à

dH(Ω(x) +Bx−x0 ,Ω(x0) + Ax−x0) = o(‖x− x0‖). (1.10)
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Si E est de dimension finie de base ξ1, ξ2, ..., ξn, alors ∆x =
∑

∆xiξi,∆x ∈ E. Si
Ω̂′(x0)(ξi) = 〈Aξi , 0〉, i = 1, 2, ..., n, on dira que Ω est canoniquement différentiable en
x0 ∈ G et on a

Ω̂′(x0)(∆x) =
∑

∆xi〈Aξi , 0〉.

Nous exhibons maintenant quelques exemples de multifonctions π-différentiables. Ces
exemples sont simples et seront utilisés dans la preuve de la stabilité de la π-différentiabilité
par composition de multiapplications.

Exemple 1.8.16 Soit E un espace normé sur R, F un espace de Banach réflexif.
Soit A un élément fixé de B(F ) et r une application différentiable, r : G → F , où
G est un sous-ensemble de E. Considérons la multiapplication Ω : G → B(F ) définie
par Ω(x) = {r(x)} + A, x ∈ G. Il est facile de voir que Ω est π-différentiable avec
Ω′(x0)(∆x) = 〈{r′(x0)(∆x)}, 0〉, x0 ∈ G, ∆x ∈ E, puisque
‖Ω̂(x)− Ω̂(x0)− 〈{r′(x0)(x− x0)}, 0〉‖

= ‖〈{r(x)}+ A, 0〉 − 〈{r(x0)}+ A, 0〉 − 〈{r′(x0)(x− x0)}, 0〉‖
= dH({r(x)}+ A, {r(x0) + r′(x0)(x− x0)}+ A)
= dH({r(x)}, {r(x0) + r

′
(x0)(x− x0)})

= ‖r(x)− r(x0)− r′(x0)(x− x0)‖
= o(‖x− x0‖.

Notons que l’application ∆x→ 〈{r′(x0)(∆x)}, 0〉 est un opérateur linéaire borné.
L’additivité par rapport à ∆(x) est claire, et l’homogénéité résulte de 〈αA, 0〉 = α〈A, 0〉
pour tout α ∈ R quand A = {a} est un singleton dans F . Finalement on a

‖〈{r′(x0)(∆x)}, 0〉‖ = ‖r′(x0)(∆x)‖ ≤ ‖r′(x0)‖‖∆x‖, ∆x ∈ E.

Si dans l’exemple E est de dimension finie, alors Ω est canoniquement différentiable.
En fait si ξ1, ..., ξn est une base de E, et ∆x =

∑
∆xiξi,

Ω̂′(x0)(∆x) =
∑

∆xi〈{r′(x0)(ξi)}, 0〉.

Exemple 1.8.17 Soient E,F,G,A définis comme dans l’exemple précédent. Soit g
une fonction différentiable de G dans R de signe constant sur G, i.e. g(x) ≥ 0, x ∈
G ou bien g(x) ≤ 0, x ∈ G. Soit Ω : G → B(F ) la multifonction définie par
Ω(x) = g(x)A, x ∈ G.
Considérons le premier cas où g(x) ≥ 0, x ∈ G. Dans ce cas, on a π((g(x))A) =
〈g(x)A, 0〉 = g(x)〈A, 0〉, ceci implique que Ω̂′(x0)(∆x) = g′(x0)(∆x)〈A, 0〉, x0 ∈ G, ∆x ∈
E. D’autre part pour α ≤ 0, on a 〈αA, 0〉 = 〈−α(−A), 0〉 = α〈0,−A〉. Par conséquent,
si g(x) ≤ 0, x ∈ G, alors
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π(g(x)A) = 〈g(x)A, 0〉 = g(x)〈0,−A〉.
On en déduit que Ω̂′(x0)(∆x) = g′(x0)(∆x)〈0,−A〉. Si E est de dimension fi-

nie de base ξ1, ξ2, ..., ξn, Ω est canoniquement différentiable en x0 ∈ G, quand g ≥
0 et g′(x0)(ξi) ≥ 0, i = 1, 2, ..., n (respectivement, g ≤ 0 et g′(x0)(ξi), i = 1, 2, ..., n), et
en fait dans chacun des cas on a la relation

Ω̂′(x0)(∆x) =
∑

∆xi〈g′(x0)(ξi)A, 0〉 pour ∆x =
∑

∆xiξi ∈ E.

Observons que dans l’exemple précédent l’hypothèse de signe constant est crucial. En
effet, prenons E = G = R, F = R2 et Ω(t) = tσ où σ est le disque unité dans
R2. Cette multifonction n’est pas différentiable en t = 0 puisque ces deux dérivées
Ω̂′(t0)(∆t) = ∆t〈σ, 0〉 pour t0 > 0, et Ω̂′(t0) = 〈0,−σ〉, pour t0 < 0 existent en t0 = 0
et sont différentes. �

1.9 Vitesse de convergence d’une suite

La vitesse de convergence d’une suite représente la vitesse à laquelle les termes de
la suite se rapprochent de sa limite. Ce concept a une importance capitale pratique
lorsque nous travaillons avec une suite d’approximations successives obtenues à partir
d’une méthode itérative, car en général peu d’itérations sont nécessaires pour donner
une valeur approchée intéressante lorsque la vitesse de convergence est grande. Il est
intéressant également de comparer les vitesses de convergence de suites ; on peut ainsi
obtenir un “classement” des méthodes itératives.

Définition 1.9.1
Soit (xn) une suite qui converge vers x̄ ∈ X. On suppose que xk 6= x∗.

Si Kp = lim
k→∞

‖xk+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖p

existe et Kp > 0, alors (xn) est dite convergente d’ordre

p vers x∗.
- Lorsque p = 1, (xn) est dite linéairement convergente.
- Lorsque p = 2, (xn) est dite quadratiquement convergente.
- Lorsque p = 3, (xn) est dite cubiquement convergente.

Si K1 = 0, alors (xn) est dite super-linéairement convergente et K2 = 0, alors
(xn) est dite super-quadratiquement convergente.

S’il existe une constante C et un réel positif p tel que

‖xk+1 − x∗‖ ≤ C‖xk − x∗‖p

pour tout n assez grand, on dit que la convergence est au moins d’ordre p.
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Pour plus de détails concernant la vitesse de convergence, le lecteur pourra consulter
[12].
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Chapitre 2

Résolution d’inclusions
variationnelles par des méthodes
itératives utilisant les processus
convexes

Dans ce chapitre, nous allons passer en revue les méthodes itératives utilisant les
processus convexes. Elles sont toutes issues d’une approche d’optimisation faisant in-
tervenir les processus convexes. Leur utilisation a permis à travers des travaux, dont
certains sont récents, d’obtenir une convergence semi-locale tandis que celles utilisant
la régularité métrique ou des variantes ne fournissent qu’une convergence locale.
Ces méthodes prennent leur origine dans un travail de Robinson [83], proposant une
extension de la méthode de Newton associée au problème ci-dessous que nous tenons
à présenter.

2.1 Extension de la méthode de Newton pour des

fonctions non linéaires à valeurs dans un cône

En 1972, Stephen M. Robinson [83] a proposé une extension de la méthode de
Newton dédiée à la résolution de l’inclusion

0 ∈ f(x)−K, (2.1)

où f : X → Y est une fonction continûment Fréchet-différentiable sur un sous-ensemble
X0 ⊂ X, K est un cône convexe fermé non vide, X et Y désignent respectivement un
espace de Banach réflexif et un espace de Banach.
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En fait, pour approcher une solution de (2.1), il a construit une méthode itérative
basée sur la projection de l’origine de X sur l’image d’un élément approprié par l’in-
verse d’un processus convexe normé.
Il a donc considéré pour w̄ fixé dans X0, le processus convexe

Tw̄x := ∇f(x)−K, x ∈ X

d’inverse T−1
w̄ , qui est aussi un processus convexe, défini par

T−1
w̄ y := {z / ∇f(w̄)z ∈ y +K}, y ∈ Y.

L’existence de la suite générée se justifie par la convexité et la fermeture de l’inverse
dans l’espace de Banach réflexif X. En fait, l’itéré initial x0 est choisi dans X0 ⊂ X tel
que l’ensemble convexe

Tx0 [−f(x0)] soit non vide .

Par convexité et la fermeture de l’ensemble T−1
x0

[−f(x0)], il existe un élément de celui-ci
se trouvant à une distance minimale par rapport à l’origine 0 de X0. L’itéré suivant x1

est tel que la différence x1−x0 soit une projection de l’origine 0 sur l’ensemble convexe
non vide T−1

x0
. Le point x1 est alors utilisé pour répéter la procédure. Ainsi, à la keme

étape nous avons xk, et on définit l’itéré suivant xk+1 comme la somme de xk et d’une
projection de l’origine 0 sur l’ensemble T−1

xk
[−f(xk)]. Une façon équivalente de décrire

l’algorithme est, si xk est calculé, l’itéré suivant xk+1 est une solution du problème de
minimisation convexe

min{‖x− xk‖ / f(xk) +∇f(xk)(x− xk) ∈ K}, (2.2)

c’est-à-dire que l’itéré xk+1 est un point de l’ensemble des x tels que le vecteur f(xk) +
∇f(xk)(x− xk) soit dans le cône K et qui soit le plus proche de xk.

Observons que si K = {0}, le point xk+1 est un/le point le plus proche de xk qui
vérifie f(xk) + ∇f(xk)(xk+1 − xk) = 0 ; géométriquement, c’est donc l’abscisse d’un
point de la tangente à la courbe de f au point d’abscisse xk qui soit le plus proche de
xk. On a ainsi retrouvé la méthode de Newton classique.

On devrait s’attendre à ce qu’en général le problème (2.2) est plus facile à résoudre que
le problème (2.1) à travers des commentaires sur des cas spécifiques que nous allons
faire.
En fait, nous remarquons que si (2.2) est faisable, c’est-à-dire vérifie l’équation ca-
ractéristique de l’ensemble des contraintes dans (2.2), il doit être solvable (la solution
existe) pour les raisons suivantes. Le fait que l’opérateur ∇f(xk) soit continue (c’est
la dérivée de Fréchet) et l’hypothèse de convexité de K, implique que l’ensemble des
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points de faisabilité est un ensemble convexe fermé. L’existence d’un point de faisabi-
lité x̃ implique que n’importe quelle solution de (2.2) doit appartenir à l’intersection de
l’ensemble des point de faisabilité de (2.2) et de la boule fermée de rayon ‖x̃− xk‖ et
centrée en xk ; cette intersection est un ensemble convexe fermé borné. Comme X est
un espace de Banach réflexif et la fonction ‖x − xk‖ est semi-continue inférieurement
par rapport à la topologie faible, une solution de (2.2) existe. Ainsi, puisque (2.2) est
un problème de minimisation convexe, toute solution locale sera une solution globale.

Pour la convergence, Robinson initialise la méthode en un point x0 tel que processus
Tx0 soit défini sur X et surjectif, puis il a établi un résultat sur la norme de l’inverse du
processus résultant d’une perturbation de Tx0 par une transformation linéaire continue.
Ce résultat s’énonce ainsi.

Théorème 2.1.1 Soient X,X0, Y,K, f et T définis comme précédemment. Supposons
l’existence d’un v ∈ X0 tel que Tv soit défini sur X, surjectif et à images dans Y . Alors

a) T−1
v est normé ;

b) Si ∆ est une transformation linéaire continue de X dans Y telle que ‖T−1
v ‖‖∆‖ <

1, alors le processus convexe T̃ défini par

T̃ x := [∇f(v) + ∆]x−K

est défini sur X et à valeurs dans Y . De plus, T̃−1 est normé et

‖T̃−1‖ ≤ ‖T−1
v ‖

1− ‖T−1
v ‖‖∆‖

.

La preuve résulte du Théorème 1.3.6 du chapitre précédent.

Rappelons que ce résultat est indispensable au théorème de convergence qui suit.

Théorème 2.1.2 Soient f : X0 ⊂ X → Y , K et T définis comme précédemment.
Supposons qu’il existe un point x0 ∈ X0 tel que Tx0 soit défini sur X, surjectif et à
images dans Y , et des nombres réels strictement positifs B,L, η vérifiant les propriétés
suivantes :

a) ‖T−1
x0
‖ ≤ B,

b) Pour tous x,w ∈ X0, on a

‖∇f(x)−∇f(w)‖ ≤ L‖x− w‖,
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c) ‖x1 − x0‖ ≤ η, où x1 est un point obtenu à partir de x0 par la construction de
l’algorithme (un tel point existe puisque Tx0 est surjectif),

d) < h ≤ 1
2
, où h := BLη.

Soient

t̄ := ηh−1(1−
√

1− 2h)

et

Ω := {x/ ‖x− x0‖ ≤ t̄}.

Si Ω ⊂ X0, alors l’algorithme ci-dessus génère une suite (xk)k de Ω qui converge vers
un élément x∗ de Ω qui est une solution du problème (2.1).

Notons que la convergence de la suite résultante (xk)k a été établie à partir de celle de
la suite majorante (tk)k due à Ortega [72]. Par ailleurs, il a prouvé que la convergence
est quadratique lorsque K := {0}.

Les détails concernant la preuve du théorème précédent se trouvent dans l’article de
Robinson [83].

Nous enchâınons maintenant avec deux cas où l’on perturbe le problème (1) par une
fonction g dans un premier temps seulement lipschitzienne sur X0, puis dans un second
temps non différentiable dans un voisinage d’une solution x∗ du problème perturbé.

2.2 Extension de la méthode Newton perturbée non

différentiable pour des fonctions à valeurs dans

un cône

En 2012, Alain Piétrus [78] a proposé une méthode itérative dédiée à la résolution
d’une inclusion dont la partie univoque est perturbée par une fonction lipschitzienne
non différentiable. En effet, il a proposé d’approcher une solution de l’inclusion per-
turbée du problème (2.1) à savoir

0 ∈ f(x) + g(x)−K, (2.3)

où la fonction f est Fréchet-différentiable et g est seulement lipschitzienne sur X0.

Pour la construction du processus itératif associé, il a donc fait suite au processus
de construction utilisé par Robinson [83] comme suit :
il démarre le processus avec un point initial x0 telle que l’image −f(x0) − g(x0) par
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le processus convexe défini ci-dessus T−1
x0

[−f(x0) − g(x0)] soit non vide ; connaissant
l’itéré xk, le nouvel itéré xk+1 est solution du problème de minimisation

min{‖x− xk‖ / f(xk) + g(xk) +∇f(xk)(x− xk) ∈ K}.

Observons par exemple que le fait d’utiliser le même processus convexe que Robinson
ramène à perturber l’équation caractéristique du membre de gauche de l’ensemble des
contraintes, figurant dans l’itération de Robinson, par l’image de la fonction g au point
xk.

Rappelons ci-dessous le lemme suivant, dû à Rheinboldt [81], donnant la convergence
de la suite majorante (tk)k sur laquelle repose la convergence de la suite précédente.

Lemme 2.2.1
Considérons la suite (tk)k définie par

i) t0 = 0, t1 = α,

ii) tk+1 − tk = 1
1−p4tk

[
p1(tk − tk−1)2 + (p2 + p3tk−1)(tk − tk−1)

]
, pour k = 1, 2, ....

avec

0 ≤ p4, α < 1, pi ≥ 0, i = 1, ..., 4.

Si pour certains paramètres (p0
i , α

0) la solution (t0k) satisfait t0k ≤ t0k+1, k ≥ 0, et lim t0k =
t0∗ < 1

p4
, alors pour tous 0 ≤ pi ≤ p0

i , i = 1, ..., 4, 0 ≤ α ≤ α0, la suite (tk) est croissante

et lim tk = t∗ ≤ t0∗. Si p1 > 0, 0 ≤ p2 < 1, p3 + p4 = 2p1 et 0 < α ≤ (1−p2)2

4p1
, alors la

suite (tk) est strictement croissante et

lim tk = t∗ =
1

2p1

[
(1− p2)−

√
(1− p2)2 − 4p1α

]
.

Notons que la suite majorante utilisée par A. Piétrus [78] est totalement différente
de celle utilisée par Robinson.

La convergence de sa méthode suit le procédé utilisé par Robinson dans la mesure
où il a initié l’itération en un point x0 où le processus convexe T (x0), défini par ce
dernier, soit défini sur l’espace X et surjectif. Ceci a été fait aux fins d’établir, sous
des hypothèses similaires, la convergence super-linéaire de sa méthode lorsque g est
lipschitzienne.
La convergence a été établie selon le théorème suivant.
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Théorème 2.2.2 (Théorème de convergence) Soient X,X0, Y,K, f et T définis comme
précédemment. Supposons qu’il existe un point x0 ∈ X0 tel que T (x0) soit défini sur X,
dont l’image est Y, des nombres strictement positifs B,L, η, l,M vérifiant les propriétés
suivantes :

a) ||T−1(x0)|| ≤ B;

b) Pour tous x,w ∈ X0, on a

‖∇f(x)−∇f(w)‖ ≤ L‖x− w‖,

‖g(x)− g(y)‖ ≤ l‖x− y‖;

c) ‖x1−x0‖ ≤ η ≤ min( 1
BL
, (1−Bl)2

2BL
), où x1 est obtenu à partir de x0 par l’algorithme

(ce point existe puisque Tx0 est surjectif) ;

d) Soit t∗ = 1
BL

(
(1−Bl)−

√
(1−Bl)2 − 2BLη

)
et IBt∗(x0) = {x | ‖x−x0‖ ≤ t∗}.

Si IBt∗(x0) ⊂ X0, alors l’algorithme génère une suite (xk)k telle que pour tout k ≥
0, xk ∈ IBt∗(x0) et converge vers x∗ vérifiant f(x∗) ∈ K − g(x∗). C’est-à-dire x∗ est
solution du problème (2.3).
Notons que le nombre t∗ est la limite de la suite (tk)k définie dans le lemme précédent
avec

p1 =
BL

2
; p2 = Bl; p3 = 0; p4 = BL; α = η.

2.3 Extension de la méthode Newton-sécante pour

des fonctions à valeurs dans un cône

Quelques années plus tard, faisant suite aux travaux sur les inclusions perturbées,
A. Piétrus et C. Jean-Alexis [79] ont initiés des travaux portant sur la résolution de
l’inclusion (2.1) perturbée par une fonction g non différentiable dans un voisinage d’une
solution x∗.
Ils ont proposé de résoudre le problème suivant

0 ∈ f(x) + g(x)−K, (2.4)

où g est non différentiable sur un voisinage de x∗.
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Ici, afin de pallier au manque de régularité de g, ils ont combiné une méthode de type
Newton à f et une méthode de type sécante à g pour approcher x∗ par une méthode
décrite comme suit :
On démarre avec x0 et x1 ∈ X0 tels que l’ensemble T−1(x0, x1)[−f(x1)−g(x1)] soit non vide.
On pose xk+1−xk égale à une projection de l’origine sur l’ensemble convexe T−1(x0, x1)[−f(x1)−
g(x1)],
où pour tous v et w fixés dans X0,

T−1(v, w)y := {z ∈ X, (∇f(w) + [v, w; g])z ∈ y +K},∀y ∈ Y,

[v, w; g] est une différence divisée du premier ordre de la fonction g.
D’une manière équivalente, xk+1 est une solution du problème

min
{
‖x− xk‖ | f(xk) + (∇f(xk) + [xk−1, xk])(x− xk) ∈ K − F (xk)

}
. (2.5)

Remarquons qu’ils ont procédé de façon similaire en utilisant le processus convexe,
défini par Robinson, auquel ils ont ajouté la différence divisée du premier ordre de g.

La convergence de la méthode a été établie via une suite majorante. Ils ont fait appel
à la suite de Fibonacci ; l’idée vient du fait qu’il y a une relation entre l’ordre de la
méthode Newton-sécante classique et celle-ci.

Proposition 2.3.1 Considérons la suite (tn)n définie par
i) t0 = 0, t1 = α, t2 = β

ii) tn+1 − tn = M
(
L
2
(tn − tn−1)2 +K(tn − tn−1)(tn − tn−2)

)
où α, β, M et K sont des constantes strictement positives.
Si les conditions

iii) α ≤M, β ≤ 2α;

iv) q = M2(L
2

+ 2K) < 1

sont toutes vérifiées, alors tous les termes de la suite (tn)n appartiennent à la boule
IBs(t1), où s = M

q
Σ∞l=1q

ul, (ul) est la suite de Fibonacci définie par u0 = u1 =

1 et ul+1 = ul + ul−1 pour tout l ≥ 1. De plus, la suite (tn)n est convergente, et
on a une estimation de l’erreur

t∗ − tn ≤
M

q
(

1− q
pn(p−1)√

5

)q pn√
5

avec t∗ = lim tn et p = 1+
√

5
2
.
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La méthode sera d’ordre p au moins, évidemment plus rapide que celle présentée
précédemment dans [78].

La convergence de leur méthode a été prouvée par le théorème suivant :

Théorème 2.3.2 Considérons X0 ⊂ X, un sous-ensemble ouvert. Soit f : X → Y et
g : X →→ Y deux fonctions respectivement différentiables de dérivée ∇f(x) et admettant
des différences divisées du premier et du second ordre sur X0. De plus, supposons qu’il
existe des nombres réels strictement positifs B, L, K, M1, α et β vérifiant

(i) ‖T̃−1
(x0,x1)‖ ≤ B;

(ii) ‖∇f(x)−∇f(y)‖ ≤ L‖x− y‖, pour tous x, y ∈ X0 ;

(iii) g est continue sur X0.

(iv) BM1 < 1 et α ≤ β ≤ 2α;

(v) ‖x1 − x0‖ ≤ α ≤ B
1−BM1

, ‖x2 − x1‖ ≤ β, où x2 est un point obtenu à partir de
x0 et x1 par notre algorithme ;

(vii) pour tous points distincts x, y, et z de X0, ‖[x, y, z; g]‖ ≤ K1, ‖∇f(y) +
[x, y; g]−∇f(x1)− [x0, x1; g]‖ ≤M1;

(viii) q = B2

(1−BM1)2
(L

2
+ 2K) < 1.

Alors il existe t∗ tel que pour tout point initial x0 satisfait IBt∗(x0) ⊂ X0, il existe une
suite (xk)k générée par l’algorithme (2.5) telle que la suite (xk)k est une suite de la
boule IBt∗(x0) et converge vers une solution x∗ du problème (1).

On va clore l’état de l’art par des nouveaux travaux s’inspirant de l’extension de la
méthode de Newton due à Robinson [83]. Ces résultats sont dus à S. Bernard et al.
[15] à travers lesquels ils ont proposé une méthode itérative pour résoudre (2.1) mais
sous l’hypothèse de la non différentiabilité de la fonction f .
Ils ont montré que quand la fonction f est une fonction de Rn dans Rm et localement
lipschitzienne, il existe un processus itératif basé sur les processus convexes qui converge
super-linéairement vers une solution du problème. Ainsi, leur méthode généralise une
version non lisse de la méthode de Newton proposée par L. Qi et J. Sun [75] ; sa
convergence a été établie en combinant les procédés de ces derniers et ceux de Robinson.
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2.4 Extension de la méthode de Newton semi-lisse

pour une fonction à valeurs dans un cône

En 2016, S. Bernard et al. [15] ont proposé de résoudre l’inclusion

0 ∈ f(x)−K, (2.6)

où la fonction f : Rn → Rm est non différentiable mais localement lipschitzienne.

Ils ont associé à (2.6) une méthode de la forme{
T−1(x0)[−f(x0] := {z ∈ X / f(x0) + ∆f(x0) ∈ K} 6= ∅
xk+1 solution du problème de minimisation min{‖x− xk‖ / f(xk) + ∆f(xk)(x− xk) ∈ K}

avec ∆f(xk) ∈ ∂f(xk) et x0 le point initial.

Remarquons qu’on substitue la dérivée de Fréchet de f au point xk à un jacobien
généralisé de Clarke ∆f(xk) de f au point xk.

Voyons maintenant le lemme sur lequel a été basé le théorème de convergence.

Lemme 2.4.1 Supposons qu’une fonction f est semi-lisse d’ordre p sur un sous-ensemble
X0, alors il existe des constantes r > 0 et L > 0 telles que pour tous x, y ∈ X0 vérifiant
‖x− y‖ ≤ r et pour tout ∇f(y) ∈ ∂f(y),

‖f(x)− f(y)−∆f(y)(x− y)‖ ≤ L‖x− y‖1+p.

Ce lemme leur a permis de prouver le théorème suivant.

Théorème 2.4.2 Soient X0, T définis comme précédemment et f une fonction semi-
lisse d’ordre p sur un sous-ensemble X0. Supposons qu’il existe un point x0 ∈ X0 ⊂ Rn

tel que T (x0) soit défini sur Rn à valeurs dans l’ensemble des parties de Rm et des réels
strictement positifs B,M1,M2 et α vérifiant propriétés suivantes :

(a) 2BM1 < 1 et ‖T−1(x0)‖ ≤ B;

(b) ‖∆f(y)‖ ≤M1 et ∆f(y) ∈ ∂f(y), y ∈ X0;

(c) α < r
2
, 0 < h = MLαp < 1− 2α

r
, où L et r sont donnés par le lemme précédent,

M = B
1−2BM1

;

Thèse de Doctorat de Yacinthe Olguine page 61



Chapitre 2. Résolution d’inclusions variationnelles par des méthodes itératives
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(d) ‖x1 − x0‖ ≤ α avec x1 est obtenu à partir de x0 via l’algorithme précédent.

Il existe t∗ tel que si IBt∗(x0) ⊂ X0, alors l’algorithme génère une suite (xk)k telle que
pour tout k ≥ 0, xk ∈ IB r

2
(x0) et converge vers x∗ tel que f(x∗) ∈ K. De plus, on a une

estimation de l’erreur

‖x∗ − xk‖ ≤ α
h

(1+p)k−1
p

1− h(1+p)k
, ∀k > 0.

La suite converge super-linéairement vers x∗.

Dans les chapitres qui suivent, nous allons étendre les résultats à des problèmes plus
généraux ne se limitant plus à un cône fixe mais à des multiapplications différentiables.
Ceci conduit à la construction de nouvelles méthodes pour résoudre chacun des problèmes
suivants :

1) trouver x ∈ X tel que 0 ∈ f(x) + F (x)−K où f , F différentiables ;

2) trouver x ∈ X tel que 0 ∈ f(x) + g(x) + F (x)−K où f , F différentiables et
g Lipschitz ;

3) trouver x ∈ X tel que 0 ∈ f(x) + F (x)−K, où f semi-lisse, F différentiable.
Nous achevons ce chapitre avec deux propositions qui seront essentielles à nos résultats.
La première est inspirée du théorème préliminaire au théorème de convergence de
la méthode établie par Robinson dans [82]. Elle montrera que, sous certaines condi-
tions, les résultats de ce théorème restent inchangés en perturbant le processus convexe
Tv(x) := ∇f(v)x−K par une dérivée de Nachi-Penot.
La seconde nous donne une condition suffisante de continuité d’une application multi-
voque à partir d’une suite convergente.

Dans ce qui suit, on note ∇f(v) et A(v) respectivement la dérivée de Fréchet et une
dérivée de Nachi-Penot évaluées en v ∈ X0.

Proposition 2.4.3 Soit X0 un sous-ensemble ouvert de X. Considérons f : X → Y
et F : X →→ Y respectivement continûment Fréchet-différentiable et N-P-différentiable
sur X0. Soit v ∈ X0 tel que le processus convexe défini par Tv(x) := ∇f(v)(x)−K soit
surjectif. Alors pour le processus convexe T̃v(x) := (∇f(v) + A(v))x−K, on a

(a) T̃v et T̃−1
v sont normés ;
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(b) Si ‖T−1
v ‖‖A(v)‖ < 1, une estimation de la norme de l’inverse T̃−1

v de T̃v est

‖T̃−1
v ‖ ≤

‖T−1
v ‖

1− ‖T−1
v ‖‖A(v)‖

. (2.7)

Preuve
Remarquons d’abord que T̃v est un processus convexe puisque c’est la somme du pro-
cessus convexe Tv(x) := ∇f(v)x−K et de l’application linéaire A(v) (voir Proposition
(1.3.5)).
Soit x ∈ dom T̃v ∩ IBX , et remarquons que

(∇f(v) + A(v))x ∈ (∇f(v) + A(v))x−K = T̃v(x).

Considérons y un élément quelconque de l’ensemble T̃v(x).
Donc, par définition de la borne inférieure d’un ensemble,

inf
y∈T̃v(x)

‖y‖ ≤ ‖(∇f(v) + A(v))x‖ ≤ ‖∇f(v) + A(v)‖.

La continuité de l’application ∇f(x) + A(x) implique que

‖∇f(v) + A(v)‖ = sup
x∈IBX

‖(∇f(v) + A(v))x‖ <∞.

D’où,
‖T̃v‖ := sup

x∈dom T̃v∩IBX

inf
y∈T̃v(x)

‖y‖ ≤ ‖∇f(v) + A(v)‖ <∞.

Ceci montre que T̃v est normé.

Le processus convexe Tv étant surjectif et à graphe fermé, on en déduit que le pro-
cessus convexe T̃v l’est également.
Par suite, T̃−1

v est à graphe fermé et défini sur l’espace Y tout entier et par conséquent,
T̃−1
v est normé.

Rappelons que cette affirmation résulte du fait qu’un processus convexe normé et à
graphe fermé est surjectif.

Pour montrer la partie (b), remarquons d’abord que T̃v(x) = Tv(x) + A(v)x. Par
conséquent en utilisant la partie b) du Théorème 1.3.6, on obtient l’inégalité (2.7) et
ce qui achève la preuve. �

Nous allons maintenant énoncer et démontrer notre seconde proposition, indispensable
aux principaux résultats, selon laquelle la suite d’images d’une suite convergente par
une application multivoque semi-continue inférieurement et à graphe fermé converge
vers l’image de la limite.
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Proposition 2.4.4
Soit G : X →→ Y une application multivoque semi-continue inférieurement sur une
partie fermée X0 ⊂ X. Supposons que gphG soit fermé et à valeurs compactes. Alors,
pour toute suite (xn) ⊂ X0 qui converge vers x∗, on a limn→∞G(xn) = G(x∗).

Preuve
Comme gphG est fermé, la fermeture de l’ensemble G(x∗) est encore G(x∗).
Donc lim infxn→x∗ G(xn) ⊂ G(x∗) ⊂ lim supxn→x∗ G(xn). La multiapplication G étant
s.c.i. sur X0, donc elle l’est en x∗ ∈ X0.
Par suite, grâce à la Proposition 1.4.7 dans [4], G(x∗) ⊂ lim infxn→x∗ G(xn).
Il en résulte que G(x∗) = lim infxn→x∗ G(xn).
La multiapplication de G étant à valeurs compactes, par une remarque faite sur la
Proposition 1.4.7, la fermeture et la s.c.s. de G coincident.
Puisque la suite (xn)n converge vers x∗, tout voisinage de x∗ contient une infinité
de termes de la suite à partir d’un certain rang. Par compacité et la s.c.s. de G, les
ensembles-images G(xn) sont tous contenus dans une boule centrée en G(x∗) et de
rayon quelconque à partir de ce rang.
Il s’en suit qu’il existe un voisinage de l’ensemble G(x∗) qui contient tous les ensembles
G(xn) (à partir de ce rang).
On en déduit que

lim sup
xn→x∗

G(xn) ⊂ G(x∗) = G(x∗).

Ainsi, la suite d’ensembles G(xn) converge et limn→∞G(xn) = G(x∗). �

Dans les chapitres qui suivent, on construit des nouvelles méthodes itératives per-
mettant de résoudre des inclusions variationnelles résultant d’une perturbation des in-
clusions précédentes par une multiapplication F qui est N-P-différentiable et à dérivée
uniformément bornée, à graphes fermés et à valeurs compactes et convexes.
La fin de chacun d’eux comportera des remarques sur des cas spéciaux notamment
celui où la multiapplication est identiquement égale au singleton {0}.
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Chapitre 3

Méthode de type Newton pour une
multiapplication différentiable
contenue dans un cône

Dans ce chapitre, nous allons proposer une méthode itérative pour résoudre numériquement
le problème

trouver x ∈ X tel que 0 ∈ f(x) + F (x)−K, (3.1)

où f est une fonction Fréchet-différentiable sur un sous-ensemble X0 ⊂ X ; F est une
fonction N-P-différentiable, K est un cône convexe fermé et contenant l’origine de Y .

3.1 Description et convergence de la méthode

Pour tout v ∈ X0, on définit une application multivoque T̃v : X ⇒ Y par

T̃v(x) := (∇f(v) + A(v))x−K, x ∈ X,

où ∇f(v) et A(v) désigne respectivement la dérivée de Fréchet de f et une N-P-dérivée
de F en v.
De la Proposition 2.4.3, la multiapplication T̃v est un processus convexe. Son inverse
est aussi un processus convexe, défini par

T̃−1
v (y) := {z ∈ / (∇f(v) + A(v))z ∈ y +K}, y ∈ Y.

Choisissons un point initial x0 ∈ X0 tel que l’ensemble T̃−1
x0

[−f(x0) − F (x0)] 6= ∅. On
définit x1 comme la somme de x0 et d’une projection de l’origine de X sur l’ensemble
T̃−1
x0

[−f(x0)− F (x0)]. Pour construire x2 nous répétons le processus en partant de x1.
Alors, à la k−ème pas, nous avons xk, et on définit xk+1 comme la somme de xk et
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d’une projection de l’origine de X sur T̃−1
xk

[−f(xk)− F (xk)].

Cet algorithme peut s’écrire de façon équivalente : si xk est calculé, alors le nouvel
itéré xk+1 est une solution du problème de minimisation

min{‖x− xk‖/ |f(xk) + (∇f(xk) + A(xk))(x− xk) ∈ K − F (xk)}. (3.2)

Observons que le processus convexe utilisé est similaire à celui utilisé par Robinson dans
[83] ; c’est le processus convexe utilisé par ce dernier auquel on ajoute une N-P-dérivée
de la multiapplication F . Ainsi, l’itération (3.2) peut être vue comme la recherche d’un
/ du minimum de la fonction ‖x− xk‖ sur l’ensemble des contraintes où la dérivée de
Fréchet de f au point xk est perturbée par une N-P-dérivée de F en ce même point xk
et le cône K par l’opposé de l’image de F au point xk.
Par suite, lorsque F (x) = {0}, la méthode est exactement la même que celle introduite
par Robinson dans [83].

L’itération (3.2) a un sens selon la remarque suivante.

Remarque 3.1.1
Comme nous l’avons mentionné dans la remarque du chapitre précédent, l’existence
d’un point de faisabilité x̃ implique que toute solution de (3.2) est contenue dans l’in-
tersection de l’ensemble des points de faisabilité de (3.2) et de la boule de centre xk et
de rayon ‖x − xk‖ ; cette intersection est un ensemble convexe fermé borné. Puisque
X est réflexif et la fonction est semi-continue inférieurement par rapport à la topologie
faible, une solution de (3.2) existe, (voir [59]).

Nous allons maintenant nous intéresser à la convergence de notre processus itératif
(3.2).
Nous rappelons ci-dessous une proposition, due à Rheinboldt, donnant une suite conver-
gente de laquelle on déduira la convergence.
Rappelons que cette proposition avait déjà été utilisée par Piétrus dans [78].

Proposition 3.1.2 Considérons la suite (tk)k définie par

i) t0 = 0, t1 = α,

ii) tk+1 − tk = 1
1−p4tk

[
p1(tk − tk−1)2 + (p2 + p3tk−1)(tk − tk−1)

]
, pour k = 1, 2, ....

avec

0 ≤ p4α < 1, pi ≥ 0, i = 1, ..., 4.
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Si pour certains paramètres (p0
i , α

0) la solution (t0k) satisfait t0k ≤ t0k+1, k ≥ 0, et lim t0k =
t0∗ < 1

p4
, alors pour tous 0 ≤ pi ≤ p0

i , i = 1, ..., 4, 0 ≤ α ≤ α0, la suite (tk) est croissante

et lim tk = t∗ ≤ t0∗. Si p1 > 0, 0 ≤ p2 < 1, p3 + p4 = 2p1 et 0 < α ≤ (1−p2)2

4p1
, alors la

suite (tk) est strictement croissante et

lim tk = t∗ =
1

2p1

[
(1− p2)−

√
(1− p2)2 − 4p1α

]
.

Nous avons vu que la lipschitziannité du perturbateur univoque g était essentielle à la
convergence de la méthode de Newton perturbée non différentiable proposée par Piétrus
[78] dans la mesure où la convergence de la suite majorante des itérés (xk) dépendait
de la constante de Lipschitz. Cela nous inspirera à supposer que la somme de la dérivée
de Fréchet et la dérivée de Nachi-Penot bornée du perturbateur multivoque F est
lipschitzienne sur la partie X0.

3.2 Analyse de convergence de la méthode

Théorème 3.2.1
Étant donnés un sous-ensemble ouvert X0 ⊂ X, f : X → Y et F : X ⇒ Y respec-
tivement Fréchet-différentiable et N-P-différentiable sur X0, et dont les dérivées sont
respectivement ∇f(x) et A(x) pour tout x ∈ X0. F soit à graphe fermé, à valeurs
compactes et convexes. Supposons qu’il existe un point x0 ∈ X0 tel que le processus
convexe T̃x0 soit défini sur X et surjectif. De plus, supposons qu’il il existe des nombres
strictement positifs B,L, l,M et η vérifiant

(i) ‖T̃−1
x0
‖ ≤ B ;

(ii) supx∈X0
‖A(x)‖ ≤M ;

(iii) ‖∇f(x)−∇f(x′)‖ ≤ l‖x− x′‖, pour tous x, x′ ∈ X0 ;

(iv) ‖(∇f(x) + A(x))− (∇f(x′) + A(x′))‖ ≤ L‖x− x′‖, pour tous x, x′ ∈ X0 ;

(v) Pour tout xk+1 solution de (3.2), F (xk) ⊂ F (xk+1)−K, k = 1, 2, . . . ;

(vi) l < L, BM < 1 ;

(vii) ‖x1 − x0‖ ≤ η ≤ min
{ 1

BL
,
(1−BM)2

2BL

}
, où x1 est un point obtenu à partir

de x0 par notre algorithme (un tel point existe via la Remarque (3.1.1)).
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Alors il existe t∗ = 1
BL

((1−BM)−
√

(1−BM)2 − 2BLη) > 0 de la Proposition 3.1.2
tel que pour tout point initial x0 satisfait IBt∗(x0) ⊂ X0, il existe une suite (xk)k générée
par l’algorithme (3.2) telle que ∀k ≥ 0, xk appartient à la boule IBt∗(x0) et converge
vers x∗ solution du problème (3.1).

Preuve
Dans un premier temps, nous construisons par récurrence une suite (xk)k qui satis-
fait (3.2) dont tous les termes xk restent dans la boule IBt∗(x0) et une suite croissante
(tk)k qui vérifie

‖xk+1 − xk‖ ≤ tk+1 − tk, pour tout k ∈ N.
Prenons t0 = 0 et t1 = η.
L’hypothèse (vii) nous permet d’écrire

‖x1 − x0‖ ≤ η = t1 − t0,
et x1 ∈ IBt∗(x0)( via un élément de la preuve du Lemme 2.2.1 de Rheinboldt [81] ).

Maintenant, supposons que l’algorithme (3.2) génère x1, x2, . . . , xj tels que

‖xk − xk−1‖ ≤ tk − tk−1 et xk ∈ IBt∗(x0) avec tk ≥ tk−1, ∀k = 1, . . . , j.

En combinant (i) et (iv), nous obtenons

‖T̃−1
x0
‖‖(∇f(xj) + A(xj))− (∇f(x0) + A(x0))‖ ≤ BL‖xj − x0‖ ≤ BLt∗

car, par hypothèse, l’itéré xk est dans la boule IBt∗(x0).
Puisque

t∗ =
1

BL

(
1−

(
BM +

√
(1−BM)2 − 2BLη

))
<

1

BL
et le produit BL étant strictement positif,

‖T̃−1
x0
‖‖(∇f(xj) + A(xj))− (∇f(x0) + A(x0))‖ ≤ BL‖xj − x0‖ < 1.

Remarquons que

T̃xj(x) =
(
∇f(x0) + A(x0)

)
x+

(
∇f(xj) + A(xj)− (∇f(x0) + A(x0))

)
x−K

= Tx0(x) + [∇f(xj) + A(xj)− (∇f(x0) + A(x0)]x.

Alors, en utilisant le Théorème 1.3.6 et les hypothèses (i) - (iv), il s’en suit que
T̃xj est défini sur X à images dans Y ; T̃−1

xj
est normé et sa norme satisfait

‖T̃−1
xj
‖ ≤

‖T̃−1
x0
‖

1− ‖T̃−1
x0
‖‖(∇f(xj) + A(xj))− (∇f(x0) + A(x0))‖

≤ B

1−BL‖xj − x0‖
.
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Comme T̃xj est défini sur X et surjectif, nous déduisons que (3.2) est faisable et donc
solvable pour k = j et nous obtenons l’existence de xj+1 solution du problème (3.2).

À présent, considérons le nouveau problème consistant à trouver x solution de

f(xj)+(∇f(xj)+A(xj))(x−xj) ∈ f(xj−1)+(∇f(xj−1)+A(xj−1))(xj−xj−1)+K. (3.3)

Puisque xj est solution de (3.2) (pour k = j−1), l’hypothèse (v) nous permet d’écrire
l’inclusion sous la forme

f(xj) + (∇f(xj) + A(xj))(x− xj) ∈ K − F (xj−1) ⊂ K − F (xj),

et nous en déduisons que tout x satisfait (3.3) est nécessairement faisable pour (3.2).
Nous pouvons réécrire (3.3) sous la forme

x− xj ∈ T̃−1
xj

(
− f(xj) + f(xj−1) + (∇f(xj−1) + A(xj−1))(xj − xj−1)

)
. (3.4)

Donc, son ensemble des solutions est l’ensemble

T−1
xj

(
− f(xj) + f(xj−1) + (∇f(xj−1)− A(xj−1))(xj − xj−1)

)
+ xj.

Par suite

d
(

0, T−1
xj

(
− f(xj) + f(xj−1) + (∇f(xj−1) + A(xj−1))(xj − xj−1)

)
+ xj

)
= inf{‖t− xj − 0‖, t ∈ T−1

xj
(− f(xj) + f(xj−1) + (∇f(xj−1) + A(xj−1))(xj − xj−1)}.

Par ailleurs, en appliquant le Théorème 1.3.9, nous avons l’inégalité

d
(
T̃−1
xj

(
− f(xj) + f(xj−1) + (∇f(xj−1) + A(xj−1))(xj − xj−1)

)
, T̃−1

xj
(0)
)

≤ ‖T−1
xj
‖ × ‖ − f(xj) + f(xj−1) + (∇f(xj−1) + A(xj−1)(xj − xj−1)‖.

Par définition de la distance de deux ensembles et puisque 0 ∈ T̃−1
xj

(0),

d
(

0, T−1
xj

(
− f(xj) + f(xj−1) + (∇f(xj−1) + A(xj−1)(xj − xj−1))

))
≤ ‖T−1

xj
‖ × ‖ − f(xj) + f(xj−1) + (∇f(xj−1) + A(xj−1)(xj − xj−1)‖.

Le membre de droite de (3.4) étant un ensemble convexe fermé non vide inclus dans
l’espace de Banach réflexif X, il existe un élément t := x̃ solution de (3.4) tel que
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‖x̃− xj‖ ≤ ‖T̃−1
xj
‖‖f(xj−1)− f(xj) + (∇f(xj−1) + A(xj−1))(xj − xj−1)‖

≤ ‖T̃−1
xj
‖
(
‖f(xj−1)− f(xj) +∇f(xj−1)(xj − xj−1)‖+ ‖A(xj−1)‖‖xj − xj−1‖

)
≤ ‖T̃−1

xj
‖( l

2
‖xj − xj−1‖2 +M‖xj − xj−1‖)

≤ B
1−BL‖xj−x0‖

(
L
2
‖xj − xj−1‖2 +M‖xj − xj−1‖

)
.

Le membre de droite de la dernière inégalité nous conduit à considérer la suite (tk)k
définie par t0 = 0, t1 = η.

tk+1 − tk =
1

1−BLtk

[BL
2

(tk − tk−1)2 +BM(tk − tk−1)
]
, pour k = 0, 1, 2, · · ·

Ainsi, en appliquant le Lemme 2.2.1 avec α := η, p1 := BL
2

, p2 := BM , p3 := 0 et
p4 := BL, nous en déduisons que la suite (tk)k est croissante et converge vers t∗, et
vérifie l’inégalité

‖x̃− xj‖ ≤ tj+1 − tj.
Comme x̃ est un point de faisabilité de (3.2) pour k = j, nous obtenons

‖xj+1 − xj‖ ≤ ‖x̃− xj‖ ≤ tj+1 − tj,

donc xj+1 ∈ IBt∗(x0). Ceci complète la récurrence.

En outre, la suite (tk)k étant une suite majorante de (xk)k, par conséquent (xk)k est
une suite de Cauchy de l’espace de Banach réflexif X, donc converge vers un élément
x∗ ∈ X.

Dans un second temps, nous remarquons que la suite (xk)k vérifie

f(xk) + (∇f(xk) + A(xk))(xk+1 − xk) ∈ K − F (xk), ∀k ∈ N.

De plus, il existe w ∈ K, tel que

(xk, f(xk) + (∇f(xk) + A(xk))(xk+1 − xk)− w) ∈ gph(−F ). (3.5)

La fermeture de gph(F ), la continuité des applications f , ∇f , A et limk→∞ xk = x∗

impliquant que

(x∗, f(x∗)− w) ∈ gph(−F )⇒ f(x∗) ∈ K − F (x∗).

Ceci montre que x∗ est solution de (3.3) et qui achève la preuve. �
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Il est intéressant de remarquer que l’énoncé du théorème comporte des conditions simi-
laires à celles du résultat de convergence établi dans [83] à savoir la finitude de la norme
de l’inverse d’un processus convexe surjectif associé au point initial, la lipschitziannité
de la dérivée de f sur X0 et un nombre strictement positif η pour lequel la distance
entre le premier itéré x1 et le point initial x0 est inférieure à 1/2. Cette dernière résulte

du fait que η inférieur à (1−BM)2

2BL
entrâıne que η ≤ 1

2BL
, soit h = BLη ≤ 1

2
.

Remarquons également que le théorème est similaire au Théorème 3.2.1 de Piétrus où
la lipschitziannité de la fonction perturbée∇f(x)+A(x) de la dérivée de Fréchet∇f(x)
par une N-P-dérivée uniformément bornée A(x) à la lipschitziannité de la fonction g.
Cela justifie pourquoi la convergence de notre processus itératif repose sur celle de la
suite majorante utilisée par ce dernier.

La proposition qui suit montre que notre méthode converge super-linéairement. La
démontra-tion de laquelle permettra de déduire la convergence quadratique lorsque la
multiapplication F est identiquement égale au singleton {0}.

3.2.1 Estimation de l’erreur et vitesse de convergence

Proposition 3.2.2 Soit une suite (xk)k générée par la méthode et majorée par la suite
(tk)k définie par t0 = 0, t1 = η.

tk+1 − tk =
1

1−BLtk

[BL
2

(tk − tk−1)2 +BM(tk − tk−1)
]
, pour k = 0, 1, 2, · · ·

avec η, B, L,M vérifient les hypothèses du théorème précédent. Alors s’il existe une
constante C > 0 telle que h = C BL

2
η+BM < 1, alors une estimation de l’erreur de la

méthode à l’ordre k

‖x∗ − xk‖ ≤ η
hk

1− h
où x∗ est la limite de la suite (xk).

Preuve
On remarque d’abord qu’on a , en utilisant le Lemme 2.2.1, la stricte croissance de la
suite (tk)k vers le réel positif t∗ (limite de la suite (tk)k) figurant dans l’hypothèse de
notre théorème de convergence.
On a par suite, l’existence d’une constante strictement positive C > 0 telle que 1

1−BLtk
≤

C.
On en déduit que

tk+1 − tk ≤ C
(BL

2
(tk − tk−1) +BM

)
(tk − tk−1). (3.6)
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Remarquons maintenant que si tk − tk−1 ≤ η, alors

tk+1 − tk ≤ C
(BL

2
η +BM

)
(tk − tk−1) ≤ hη ≤ η.

Ainsi, tk+1 − tk ≤ η, k = 0, 1, ...
Donc,

tk+1 − tk ≤ h(tk − tk−1), k = 0, 1, ...

En appliquant k fois l’inégalité précédente, on obtient

tk+1 − tk ≤ h2(tk−1 − tk−2) ≤ .... ≤ hk(t1 − t0) = hkη.

Il en résulte que pour tous entiers naturels m ≥ 1 et k ≥ 0,

‖xk+m − xk‖ ≤ ‖(xk+m − xk+m−1)‖+ ‖(xk+m−1 − xk+m−2)‖+ ...+ ‖(xk+1 − xk)‖
≤ (tk+m − tk+m−1) + (tk+m−1 − tk+m−2) + ...+ (tk+1 − tk)

≤ ηhk+m−1 + ηhk+m−2 + ...+ ηhk = ηhk(hm−1 + hm−2 + ...+ 1) = ηhk
m−1∑
j=0

hj.

La constante positive h étant strictement inférieure à 1, la somme géométrique
∑m−1

j=0 hj

converge vers 1
1−h quand m tend vers l’infini, et ceci indépendemment de k.

On en déduit que

‖x∗ − xk‖ ≤ η
hk

1− h
.

D’où, une estimation de l’erreur à l’ordre k

‖x∗ − xk‖ ≤ η
hk

1− h
.

Ceci prouve que notre méthode converge super-linéairement, ce qui achève la preuve. �

Il importe de souligner que si F (x) := {0}, la borne uniforme M = 0 et donc
h = 1

2
ηCBL. L’inégalité (3.6) devient

tk+1 − tk ≤
1

2
CBL(tk−1 − tk)2.

D’autre part, si l’on suppose que tk − tk−1 ≤ ηh2k−1−1, on a

tk+1 − tk ≤
1

2
CBL(ηh2k−1−1)2 =

1

2
CBLη2h2(2k−1−1) =

1

2
ηCBLηh2k−2.
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Or, h = 1
2
ηCBL, il vient

tk+1 − tk ≤ ηh2k−1.

Ce qui permet d’écrire

tk+1 − tk ≤ ηh2k−1 pour tout k = 0, 1, ...

Cela implique que

tk+m − tk ≤ ηh2k+m−1−1 + ηh2k+m−2−1 + ...+ ηh2k−1, ∀m ≥ 1, k ≥ 0.

Comme quel que soit p ∈ N, 2p ≥ p, l’inégalité précédente s’écrit

tk+m − tk ≤ ηh−1
[
h2k + ...+ h(m−2)2k + h(m−1)2k

]
= ηh−1

m−1∑
j=1

(
h2k
)j
.

Fixons k. En passant à la limite sur m et en tenant compte que cette somme est une
somme géométrique de m termes et de raison h2k < 1, on obtient

t∗ − tk ≤ ηh−1 h2k

1− h2k
= η

h2k−1

1− h2k
.

Or, ‖x∗ − xk‖ ≤ t∗ − tk, une estimation de l’erreur à l’ordre k est

‖x∗ − xk‖ ≤ η
h2k−1

1− h2k
.

Ainsi la méthode converge avec une vitesse quadratique vers x∗. �
De telles bornes d’erreur peuvent également se retrouver par exemple dans l’article de
Mysovskih [61].

Notons que lorsqu’on perturbe la partie multivoque de l’extension de Robinson [83] par
une multiapplication (variable) N-P-différentiable, à graphe fermé et de dérivée Nachi-
Penot uniformément bornée ajoutée à une dérivée de Fréchet telle que leur somme soit
Lipschitz, la convergence de la méthode s’obtient, à partir des hypothèses similaires et
imposant l’hypothèse (v) aux solutions des itérés de la méthode à construire.

Soulignons également que si F (x) := {0}, la méthode est identique à celle proposée
par Robinson [83]. Ainsi, la méthode généralise celle proposée par ce dernier.

La section qui suit aborde l’aspect numérique de notre méthode. Nous présentons un
exemple où l’on montre que les solutions approchées associées à deux points initiaux
qui sont proches sont un peu éloignées.
Dans la foulée, nous verrons que la deuxième solution approchée nécessite un temps de
calcul un peu plus long. Ainsi, Celle-ci sera donc plus éloignée de la solution exacte.
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contenue dans un cône

3.3 Applications numériques

Considérons un exemple en dimension finie où X = R2, Y = R3 et K = R2
− × {0}.

Les traitements numériques ont été efffectués dans MAPLE Software avec un processeur
“Intel®core i7 ”.

Exemple. Soit à résoudre le système :
x2

1 + x2
2 − 1 ≤ 0,

x2
1 + (x2 − 1)2 − 1 ≤ 0,

(x1 − 1)2 + (x2 − 1)2 − 1 ∈ [0, 10−2].
(3.7)

Ce système est inspiré de celui de Robinson ([83]) en remplaçant le second membre de
l’équation (3) par un intervalle contenant zéro.
Nous remarquons que les points

x∗ =
(1

2
, 1− 1

2

√
3
)

= (0.5000000000, 0.1339745962)

et x∗∗ = (0, 1) sont deux solutions du système. En effet, l’ensemble des solutions (voir
Fig 3.1) est un arc de couronne de centre (1, 1) et de rayons r1 = 1 et r2 = 1.01, délimité
par des arcs de cercle de rayon 1, centrés en (0, 1) et (0, 0) passant respectivement par
les points x∗ et x∗∗.

Figure 3.1 – L’ensemble des solutions du système

Le système (3.7) est résolu numériquement par la méthode (3.2) en posant :

f(x) :=
(
x2

1 + x2
2 − 1, x2

1 + (x2 − 1)2 − 1, (x1 − 1)2 + (x2 − 1)2 − 1
)
,
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et

F (x) := {0} × {0} × [−10−1, 0].

Rappellons que notre méthode génère une suite (xk) où l’itéré xk+1 est solution du
problème

Min{‖x− xk‖ / f(xk) + (A(xk) + f ′(xk))(x− xk) ∈ K − F (xk)}, (3.8)

où A est une dérivée Nachi-Penot de F qui est identiquement nulle.
En utilisant l’algorithme (3.2) avec x0 = (0.55, 0.1) comme point initial, Mk la valeur de
la solution du problème de minimisation précédente au pas k, et x = (0.50418137, 0.13640221)
la solution approximative de la solution exacte x∗, on obtient :

step k ‖xk − x‖1 Mk ‖xk − xk−1‖1

0 0.04581863
1 0.00222084 0.00325000 0.08000000
2 0.00000180 0.00000263 0.00221904
3 2.08684747× 10−9 1.73194458× 10−12 0.00000180
4 2.08653623× 10−9 7.49908004× 10−25 1.18445885× 10−12

5 2.08653623× 10−9 1.40590503× 10−49 5.12854270× 10−25

Table 1 : Solutions de (3.7) en utilisant (3.2) avec x0 = (0.55, 0.1) ; cpu time = 0.037 s.

En démarant l’algorithme avec un point initial x0 = (0.51, 0.13) plus proche de la
solution exacte, on a les résultats suivants :

step k ‖xk − x‖1 Mk ‖xk − xk−1‖1

0 0.687005× 10−3

1 0.4909× 10−4 0.7177× 10−4 0.1183908× 10−1

2 5.45764467× 10−9 1.28774923× 10−9 0.4909× 10−4

3 6.33853714× 10−9 4.14574519× 10−19 8.80892473× 10−10

4 6.33853714× 10−9 4.29680079× 10−38 2.83592151× 10−19

5 6.33853714× 10−9 4.61562427× 10−76 2.93925198× 10−38

Table 2 : Solutions de (3.7) en utilisant (3.2) avec x0 = (0.51, 0.13) ; cpu time = 0.12 s.

Ici, la solution approximative est x = (0.50498188, 0.13687005).
Nous pouvons constater que ce point est plus éloigné de la solution exacte que la
première solution approchée x∗ pourtant l’algorithme a été initialisé avec un point plus
proche de la solution exacte. Ceci montre que la méthode semble avoir une sensibilité
importante par rapport au choix du point initial.
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Il semble naturel de se demander : qu’adviendra-t-il si on perturbe la partie uni-
voque f du problème (3.1) par une fonction univoque g qui est l2-lipschitzienne (non
nécessairement différentiable) sur X0 ? Nous verrons dans quelle mesure que notre
méthode sera adaptée à la résolution du problème perturbé.

3.4 Perturbation de la partie univoque par une fonc-

tion non différentiable mais lipschitzienne

Considérons une fonction g qui est l2-lipschitzienne (non nécessairement différentiable)
sur X0.
Nous nous recherchons donc une méthode itérative pour approcher une solution x∗ de
l’inclusion perturbée

0 ∈ f(x) + g(x) + F (x)−K. (3.9)

3.4.1 Description de la méthode

Considérons le processus convexe

Tw(x) = (∇f(w)v + A(w))x−K, x ∈ X, w ∈ X0,

d’inverse T−1
w qui est aussi un processus convexe, défini par

T−1
w (y) := {z ∈ X / (∇f(w) + A(w))z ∈ y +K}, y ∈ Y.

De façon similaire à la description de la méthode relative au problème (3.1), en proje-
tant successivement l’origine 0 de X sur les ensembles convexes non vides T−1

xk
[−f(xk)−

g(xk)− F (xk)] où l’itéré initial x0 ∈ X0 vérifie

T−1
x0

[−f(x0)− g(x0)− F (x0)] 6= ∅,

nous obtenons une suite (xk) dont le terme xk+1 est solution du problème

min{‖x− xk‖ / f(xk) + g(xk) + (∇f(xk)) + A(xk))(x− xk) ∈ K − F (xk)}. (3.10)

Observons que nous avons utilisé l’inverse du processus convexe de l’itération précédente
dans la construction de la méthode (3.10). Ici, au lieu de projeter sur l’image de l’op-
posé de la somme f(xk) + F (xk) par l’inverse de ce processus convexe, nous projetons
plutôt sur l’image de l’opposé de cette somme perturbée par g(xk) par l’inverse de ce
même processus convexe. Par suite, l’itération (3.10) revient à minimiser la fonction
x 7→ ‖x − xk‖ sur l’ensemble des contraintes où le membre de gauche de l’équation
caractéristique est celui de l’ensemble des contraintes de (3.2) perturbée par g(xk) et
de prendre pour l’itéré suivant l’un ou le minimum.
Notons par ailleurs que l’existence d’une telle suite est justifiée par la Remarque 3.1.1.
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3.4.2 Convergence de la méthode

Le théorème qui suit témoignera que l’hypothèse de Lipschitz du perturbateur g in-
fluencera seulement l’hypothèse BM < 1 du Théorème 3.2.1. Nous illustrerons que la
convergence nécessitera le changement BM < 1 en B(M + l2) < 1 où l2 sera précisé
ci-dessous.

Théorème 3.4.1
Considérons un sous-ensemble ouvert X0 ⊂ X. Soient g : X → Y une fonction l2-
lipschitzienne sur X0 ⊂ X, f : X → Y et F : X ⇒ Y respectivement Fréchet-
différentiable et N-P-différentiable sur X0, et dont les dérivées sont respectivement
∇f(x) et A(x) pour tout x ∈ X0. Supposons que F soit à graphe fermé, à valeurs
compactes et convexes.
S’il existe des nombres strictement positifs B,L, l, l2,M et η vérifiant

(i) ‖T̃−1
x0
‖ ≤ B ;

(ii) supx∈X0
‖A(x)‖ ≤M ;

(iii) ‖∇f(x)−∇f(x′)‖ ≤ l‖x− x′‖, pour tous x, x′ ∈ X0 ;

(iv) ‖g(x)− g(x
′‖ ≤ l2‖x− x

′‖, quels que soient x, x′ ∈ X0 ;

(v) ‖(∇f(x) + A(x))− (∇f(x′) + A(x′))‖ ≤ L‖x− x′‖, pour tous x, x′ ∈ X0 ;

(vi) Pour tout xk+1 solution de (3.10), F (xk) ⊂ F (xk+1)−K, k = 1, 2, . . . ;

(vii) l < L, B(M + l2) < 1 ;

(viii) ‖x1 − x0‖ ≤ η ≤ min
{ 1

BL
,
(1−B(M + l2))2

2BL

}
, où x1 est un point obtenu à

partir de x0 par notre méthode,

alors il existe un nombre strictement positif

t∗ =
1

BL

(
1−B(M + l2)−

√
(1−B(M + l2))2 − 2BLη

)
tel que pour tout point initial x0 satisfait IBt∗(x0) ⊂ X0, il existe une suite (xk)k générée
par l’algorithme (3.2) telle que ∀k ≥ 0, xk appartienne à la boule IBt∗(x0) et converge
vers x∗ solution du problème (3.9).
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Preuve
Encore une fois, des arguments similaires à ceux utilisés dans la preuve du théorème
précédent nous assure que si les itérés x0, x1, ..., xj générés par notre méthode vérifient

‖xk+1 − xk‖ ≤ tk+1 − tk, k = 1, ..., j,

alors ils sont tous dans la boule IBt∗(x0).
Pour montrer l’existence de xj+1 solution du problème de minimisation convexe (3.2),
nous ferons appel à la surjectivité du processus convexe Txj .
Comme le processus convexe Txj peut s’écrire sous la forme

Txj(x) =
(
∇f(x0) + A(x0)

)
x+

(
∇f(xj) + A(xj)− (∇f(x0) + A(x0))

)
x−K

= Tx0(x) + (∇f(xj) + A(xj)− (∇f(x0) + A(x0))x,

en combinant la conclusion du Théorème 1.3.6 et des hypothèses (i) et (v), le processus
convexe Txj est défini sur X et à ensemble-images défini sur tout l’espace Y ; on conclut
donc T−1

xj
est normé et sa norme satisfait

‖T−1
xj
‖ ≤

‖T−1
x0
‖

1− ‖T−1
x0
‖‖(∇f(xj) + A(xj))− (∇f(x0) + A(x0))‖

≤ B

1−BL‖xj − x0‖
.

Il résulte de la surjectivité et la définition sur X du processus convexe Txj que le
problème (3.2) est faisable et donc solvable pour k = j et nous obtenons l’existence
de xj+1 solution du problème (3.2).

Notons que jusqu’ici les mêmes arguments de la preuve du théorème précédent ont
été utilisés.
Maintenant, l’hypothèse de lipschitziannité de g sera prise en compte pour justifier
l’appartenance de xj+1 à la boule IBt∗(x0).
Comme xj est solution du problème (3.2), l’inclusion

f(xj)+g(xj)+(∇f(xj)+A(xj))(x−xj) ∈ f(xj−1)+g(xj−1)+(∇f(xj−1)+A(xj−1)(xj−xj−1)

peut s’écrire

f(xj) + g(xj) + (∇f(xj) + A(xj))(x− xj) ∈ K − F (xj−1) ⊂ K − F (xj).

Des raisonnements similaires à la preuve de notre résultat précédent nous conduisent
à l’existence de xj+1 tel que

‖xj+1−xj‖ ≤ ‖T−1
xj
‖ ‖f(xj−1)−f(xj)+g(xj)+g(xj−1)+(∇f(xj−1)+A(xj−1))(xj−xj−1)‖.
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lipschitzienne

Par inégalité triangulaire, le second facteur du membre de droite de l’inégalité précédente
est inférieur à

l

2
(‖xk − xk−1‖2 + (M + l2)‖xk − xk−1‖.

D’où

‖xj+1 − xj‖ ≤
B

1−BL‖xj − x0‖

(L
2
‖xj − xj−1‖2 + (M + l2)‖xj − xj−1‖

)
( car l < L).

Ainsi, la suite (tk)k définie par t0 = 0, t1 = η.

tk+1 − tk =
1

1−BLtk

[BL
2

(tk − tk−1)2 + (M + l2)(tk − tk−1)
]
, pour k = 0, 1, 2, · · ·

est donc une suite majorante de la suite (xk)k généré par notre méthode.
En appliquant donc le Lemme 2.2.1 avec α := η ; p1 := BL

2
; p2 := B(M + l2); p3 :=

0, p4 = BL, la suite (tk)k est croissante et converge vers t∗.
Il en résulte que la suite (xk)k est de Cauchy dans l’espace réflexif X ; elle est donc
convergente vers x∗ qui est solution du problème (3.9) (via des raisonnements similaires
figurant dans la deuxième partie de la preuve du théorème précédent).

Par ailleurs, l’inégalité ‖xj+1 − xj‖ ≤ tj+1 − tj implique que

‖xj+1 − x0‖ ≤ ‖xj+1 − xj‖+ ‖xj − xj−1‖+ ...+ ‖x1 − x0‖
≤ tj+1 − tj + tj − tj−1 + ...+ t1 − t0 = tj+1 − t0 ≤ t∗.

Donc xj+1 ∈ IBt∗(x0). �

Nous venons de confirmer que si la partie multivoque du problème (3.1) est perturbée
par une application l2- lipschitzienne (non nécessairement différentiable), la suite des
itérés (xk)k s’obtient, sous certaines hypothèses, en rajoutant l’image g(xk) à l’en-
semble des contraintes du problème (3.2). De plus, si le produit de facteurs la somme
de constante de Lipschitz l2 et la borne uniforme M d’une dérivée Nachi-Penot de
F par un nombre strictement positif B majorant la norme de l’inverse du processus
convexe surjectif Tx0 est strictement inférieur à 1, la suite des itérés converge vers une
solution du problème perturbé.
D’autre part, notons également que toutes les hypothèses du Théorème 3.2.1 demeurent
inchangés sauf BM < 1 qui change en B(M + l2) < 1.
Ainsi, pour avoir la convergence de la méthode, il suffit de garder toutes les hypothèses
du Théorème 3.4.1 et de remplacer M par M + l2. Par suite, la borne uniforme M de
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la dérivée Nachi-Penot figurant dans la suite majorante se changera en M + l2.

Il convient de faire des remarques sur des cas spéciaux.

Remarques 3.4.2 1) Si F (x) := {0}, on peut prendre pour N-P-dérivée A(x) = 0
et donc la borne uniforme M = 0. Ce qui entrâıne que les hypothèses (iii) et
(v) coincident, le nombre positif η est inférieur ou égal au minimum des deux

nombres 1
BL

et (1−Bl2)2

2BL
et le nombre

t∗ =
1

BL

(
(1−Bl2)−

√
(1−Bl2)2 − 2BLη

)
.

On obtient par ailleurs la chute de l’hypothèse (v) puisqu’on a l’appartenance
de l’origine 0 à −K et dès le départ on a supposé que l’origine était élément du
cône K, donc de −K.
Notre méthode est alors similaire à celle proposée par Piétrus dans [78] ;

2) L’estimation de l’erreur est préservée en remplaçant M par M + l2 ;
3) Si K := {0} et F (x) := {0} notre méthode est exactement celle construite en

1963 par Zinchenko [92].
Ce qui est important de dire, c’est que la méthode généralise celle introduite par
Piétrus [78].

Le chapitre suivant fera l’objet de conception et construction d’une méthode itérative
pour résoudre le problème où l’on perturbe la partie univoque du problème précédent
par une fonction g non différentiable mais admettant des différences divisées.
Notons que le même processus convexe sera considéré ; la convergence de notre méthode
sera basée sur une suite majorante que nous construirons à partir de celle de Piétrus
et Jean-Alexis [79]. Donc, la preuve de sa convergence sera inspirée de celle de ces der-
niers. Par ailleurs, nous constaterons que certaines hypothèses du théorème de Piétrus
et Jean-Alexis seront nécessaires à la convergence de notre théorème.
Notons également que le problème que nous aurons à résoudre pourra être vu comme un
problème où l’on perturbe la partie multivoque du problème résolu par Piétrus et Jean-
Alexis [79] par une multiapplication N-P-différentiable avec dérivées uniformément
bornées.
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Chapitre 4

Méthode de type Newton-sécante
pour une application multivoque
perturbée contenue dans un cône

Suite aux travaux portant sur la résolution des inclusions perturbées par une mul-
tiapplication N-P-différentiable et à dérivées uniformément bornées, nous nous intéressons
au cas où la partie univoque de l’inclusion (3.1) est perturbée par une telle multiappli-
cation, c’est-à-dire, la résolution de l’inclusion perturbée

0 ∈ f(x) + g(x) +G(x)−K. (4.1)

À cause du manque de régularité de g, nous ne pouvons pas appliquer les méthodes
précédentes. Alors pour atteindre notre objectif, nous nous inspirons des travaux de
Piétrus et Jean-Alexis [79]. Nous allons donc résoudre le problème précédent par une
combinaison de deux méthodes : les méthodes de Newton et sécante. Nous obtiendrons
une méthode semi-locale avec une vitesse de convergence égale à 1+

√
5

2
.

Dans la suite de ce chapitre, rappelons qu’on suppose encore que le perturbateur g
admette des différences divisées du premier et du second ordre.

4.1 Description et convergence de la méthode

Nous faisons d’abord appel à une proposition qui permettra de décrire notre méthode.
Elle établira que la somme du processus convexe fermé T̃w de la proposition du chapitre
précédent et la différence divisée du premier ordre est un processus convexe. Ainsi, sous
certaines hypothèses, son inverse sera normé.
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Proposition 4.1.1 Soient v, w fixés de X0 et A(w) une application linéaire continue,
on définit l’ application multivoque T (v, w) de X dans Y par

T (v, w)x := (∇f(w) + A(w) + [v, w; g])x−K, x ∈ X.

a) L’application multivoque T (v, w) est un processus convexe ;

b) T (v, w) est fermé et normé lorsque l’inverse T̃−1
w du processus convexe normé

T̃wx := (∇f(w) + A(w))x−K vérifie ‖T̃−1
w ‖‖[v, w; g]‖ < 1. De plus, T−1(v, w)

est normé et

‖T−1(v, w)‖ ≤ ‖T̃−1
w ‖

1− ‖T̃(w)−1‖‖[v, w; g]‖
.

Preuve
Remarquons d’abord que

T (v, w)x = (∇f(w) + A(w))x−K + [v, w; g]x = T̃wx+ [v, w; g]x,

avec T̃wx := (∇f(w) + A(w))x −K qui est un processus convexe (via la Proposition
2.4.3).
La linéarité de la différence divisée [v, w; g] et la Proposition 1.3.5 impliquant que la
multiapplication T (v, w) est un processus convexe.
Par suite, l’inverse T−1(v, w) de T (v, w) est aussi un processus convexe puisque l’in-
verse d’un processus convexe est un processus convexe.

La continuité de ∇f(w) + A(w) + [v, w; g] et la fermeture du cône K nous permet
d’affirmer que T (v, w) est fermé.

Observons que l’hypothèse faite dans (b) nous permet d’appliquer le Théorème 1.3.6.
Par conséquent, le processus convexe T (v, w) est normé et surjectif. Son inverse T−1(v, w)
est donc normé et une majoration de la norme de l’inverse

‖T−1(v, w)‖ ≤ ‖T̃−1
w ‖

1− ‖T̃(w)−1‖‖[v, w; g]‖
.

Faisons place maintenant à la description de notre méthode.

4.1.1 Description de notre algorithme

Soient v, w fixés de X0, on définit l’application multivoque T (v, w) de X dans Y

T (v, w)x := (∇f(w) + A(w) + [v, w : g])x−K, x ∈ X.

Thèse de Doctorat de Yacinthe Olguine page 82



4.1 Description et convergence de la méthode

La proposition précédente implique que l’application multivoque T (v, w) est un pro-
cessus convexe de X dans Y . L’inverse de ce dernier est aussi un processus convexe,
défini pour tout y ∈ Y par

T−1(v, w)y := {z ∈ X / (∇f(w) + A(w) + [v, w; g])z ∈ y +K}.

À cause de la différence divisée, deux points sont nécessaires pour initialiser notre
méthode, nous les appelons x0 et x1.
Partant de ces deux points, nous faisons l’hypothèse que

T−1(x0, x1)[−f(x1)− g(x1)−G(x1)]

=

{z ∈ X | f(x1) + g(x1) + (f
′
(x1) + A(x1) + [x0, x1; g])z ∈ K −G(x1)} 6= ∅.

Puisque cet ensemble est convexe, fermé et inclus dans l’espace réflexif X, on y projette
l’origine 0 de X; notons d0 une projection.
On pose x2 − x1 = d0.
Supposons qu’ à la k−ième étape nous obtenions xk−1, xk, donc on définit xk+1 − xk
comme une projection de l’origine 0 de X sur l’ensemble

T−1(xk−1, xk)[−f(xk)− g(xk)−G(xk)].

On pose xk+1 = xk + dk−1.
Ainsi, on a construit une suite (xk) vérifiant

xk+1 = xk + dk−1, k = 0, 1, ...

où dk est une projection de l’origine de X sur T−1(xk−1, xk)[−f(xk)− g(xk) +G(xk)].
De façon équivalente, si l’itéré précédent xk étant trouvé, le nouvel itéré xk+1 est une
solution du problème de minimisation

min{‖x−xk‖ / f(xk) +g(xk) + (∇f(xk) +A(xk) + [xk−1, xk; g])(x−xk) ∈ K−G(xk)}.
(4.2)

Il n’est pas difficile de voir que l’équation caractéristique de l’ensemble des contraintes
de (4.2) est celle de l’itération proposée par Piétrus et Jean-Alexis dont l’application
linéaire du membre de gauche est perturbée par g(xk) et le membre de droite par l’op-
posé de l’image G(xk).

Nous avons vu que la convergence de la méthode proposée par Piétrus et Jean-Alexis
[79] se basait sur la convergence d’une suite majorante construite par ces derniers.
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Comme l’idée est de généraliser ces travaux, nous allons adopter une approche simi-
laire à celle proposées par ces derniers.
Nous allons donc construire une suite de réels positifs (tn)n dont la relation de récurrence
tn+1− tn sera fonction de (tn− tn−1)2, du produit (tn− tn−1)(tn− tn−2) et de tn− tn−1

avec des coefficients tels que la suite (tn)n converge vers un nombre t∗.

4.2 Analyse de la convergence de la méthode

Pour la convergence de notre algorithme, on va énoncer et prouver une proposition
fondamentale à notre résultat de convergence.

Proposition 4.2.1
Considérons la suite (tn)n définie par

1. t0 = 0, t1 = α, t2 = β;

2. tn+1 − tn = M(L
2
(tn − tn−1)2 +K1(tn − tn−1)(tn − tn−2) +K2(tn − tn−1)) où

α, β,M,L,K1, K2

sont des constantes strictement positives.

Si les conditions

3. α ≤M,β ≤ 2α;

4. qul−2 +K2M ≤ qul avec q = M2(L
2

+ 2K1), où la suite (ul) est celle de Fibonacci
définie par u0 = u1 = 1 et ul+1 = ul + ul−1 pour tout entier naturel l ≥ 1

sont toutes vérifiées, alors la suite (tn)n est une suite d’éléments de la boule IBs(t1) où
s = M

q

∑∞
l=1 q

ul . De plus, la suite (tn) converge, et une estimation de l’erreur est

t∗ − tn ≤
M

q
(

1− q
pn(p−1)√

5

)q pn√
5

avec t∗ = lim tn et p = 1+
√

5
2
.

Preuve
Nous allons procéder par récurrence, comme dans la preuve faite par Cãtinas dans [20],
qui consistait à montrer (pour tout n ≥ 2) que

tn ∈ IBs(t1), (4.3)
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tn − tn−1 ≤ tn−1 − tn−2, (4.4)

tn − tn−1 ≤ qun−1−1M. (4.5)

Pour k ≥ 2, supposons que (4.3), (4.4), (4.5) soient vérifiés pour n ≤ k.
Comme

tk+1 − tk = M
[L

2
(tk − tk−1)2 +K1(tk − tk−2)(tk − tk−1) +K2(tk − tk−1)

]
et

tk − tk−2 = tk − tk−1 + tk−1 − tk−2,

on a

tk+1−tk = M
[
(
L

2
(tk−tk−1)(tk−tk−1)+K1(tk−tk−1)(tk−tk−1)+K1(tk−tk−1)(tk−1−tk−2)+K2(tk−tk−1)

]
.

Compte tenu de l’hypothèse de récurrence (4.4), on a

tk+1 − tk ≤M
[(L

2
+ 2K1

)
(tk−1 − tk−2)(tk − tk−1) +K2(tk − tk−1)

]
.

Par application de l’hypothèse de récurrence (4.5), et en observant que les indices
k − 1, k − 2 sont plus petits que k, on en déduit que

tk+1 − tk ≤M
[(L

2
+ 2K1

)
quk−2−1M(tk − tk−1) +K2(tk − tk−1)

]
,

soit

tk+1 − tk ≤
(
M2
(L

2
+ 2K1

)
quk−2−1 +K2M

)
(tk − tk−1) = (quk−2 +K2M)(tk − tk−1)

car q = M2(L
2

+ 2K1).
Puisque quk−2 +K2M ≤ quk ,

tk+1 − tk ≤ quk(tk − tk−1) ≤ tk − tk−1.

(4.4) est vraie pour n = k + 1.

Maintenant, montrons que

∀n ≥ 1, tn − tn−1 ≤ qun−1−1M.
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Pour k ≥ 2, supposons que (4.5) soit vraie pour n ≥ k. Montrons qu’elle est encore
vraie pour k + 1.
En combinant l’inégalité

tk+1 − tk ≤ (quk−2 +K2M)(tk − tk−1)

et l’hypothèse de récurrence, on déduit que

tk+1 − tk ≤ (quk−2 +K2M)quk−1−1M ≤ quk+uk−1−1M = quk+1−1M ≤ quk−1M

car la suite de Fibonacci (un) est croissante et q < 1.
Ce qui prouve (4.4) pour n = k + 1.
De plus, on a

tk+1 − tk = (t2 − t1) + (t3 − t2) + ...+ (tk − tk−1) + (tk+1 − tk).

En utilisant (4.5) on obtient

tk+1 − t1 ≤ qu1−1M + qu2−1M + ...+ quk−1−1 + quk−1M

=
M

q
(qu1 + qu2 + ...+ quk−1 + quk).

Or, s = M
q

∑∞
l=1 q

ul et qul > 0, donc tk+1 − t1 < s. (4.4) est donc vraie pour n = k + 1.

Nous allons montrer que la suite (tk)k est une suite de Cauchy de X.
Pour tous k ≥ 1,m ≥ 1, on a

tk+m − tk ≤
M

q
(quk + quk+1 + ...+ quk+m−2 + quk+m−1).

On sait que ul ≥ pl√
5
, l ≥ 1. En utilisant pk+s − pk = pk(ps − 1), puis l’inégalité de

Bernoulli, on a

tk+m − tk ≤
M

q
q

pk√
5 (1 + q

pk(p−1)√
5 + q

pk2(p−1)√
5 + ...+ q

pk(m−2)(p−1)√
5 + q

pk(m−1)(p−1)√
5 ).

La somme de m termes 1 + q
pk(p−1)√

5 + q
pk2(p−1)√

5 + ... + q
pk(m−2)(p−1)√

5 + q
pk(m−1)(p−1)√

5 étant

géométrique de raison q
pk(p−1)√

5 < 1, et égale à 1−q
pk(p−1)m√

5

1−q
pk(p−1)√

5

nous permet d’écrire

tk+m − tk ≤
Mq

pk√
5 (1− q

pk(p−1)m√
5 )

q(1− q
pk(p−1)√

5 )
.
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4.3 Convergence de la méthode

Lorsque k tend vers l’infini, le membre de droite de la dernière inégalité tend vers zéro,
indépendemment de m. La suite (tn) est donc de Cauchy dans X complet. D’où, elle
converge vers t∗ ∈ X. �

Ainsi, nous justifions que la relation de récurrence de la suite (tn)n diffère de celle
construite par Piétrus et Jean-Alexis [79] du troisième terme K2(tn − tn−1).

La convergence de notre méthode itérative sera inspirée de celle proposée par Piétrus
et Jean-Alexis dans [79]. Ainsi, les conditions de notre théorème seront constituées de
celles du Théorème 2.3.2, de la Proposition 2.4.4 et de la bornitude d’une dérivée de
Nachi-Penot.

4.3 Convergence de la méthode

Théorème 4.3.1 Soient v, w fixés de X0, on définit l’application multivoque T (v, w)
de X dans Y par

T (v, w)x := (∇f(w) + A(w) + [v, w : g])x−K, x ∈ X.

Supposons qu’il existe des points x0, x1 ∈ X0 tels que T (x0, x1) soit défini sur X et
surjectif et une application multivoque G : X →→ Y à graphe fermé , à valeurs compactes
et convexes, N-P-différentiable et de dérivée A(w) évaluée en w ∈ X0.
S’il existe des nombres réels strictement positifs B,L,K1, K,M1, α satisfaisant les
conditions suivantes :

(a) ‖T−1(x0, x1)‖ ≤ B;

(b) pour tous x, y ∈ X0, ‖∇f(x)−∇f(y)‖ ≤ L‖x− y‖;

(c) g est continue sur X0 et admet des différences divisées du premier et second
ordre sur X0;

(d) pour tout k ∈ N, G(xk) ⊂ G(xk+1)−K, où la suite (xk) est générée par notre
méthode.

(e) BM1 < 1; α ≤ β ≤ 2α;

(f) ‖x1 − x0‖ ≤ α ≤ B
1−BM1

, ‖x2 − x1‖ ≤ β; où x2 est obtenu à partir de x0 et x1

suivant
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l’algorithme précédent(un tel point existe via la convexité de l’inverse de T−1(x0, x1)) ;

(g) pour tous points distincts x, y et z dans X0, ‖[x, y, z; g]‖ ≤ K1,

‖A(x)‖ ≤ K2, ‖∇f(y) +A(y) + [x, y; g]− (∇f(x1) +A(x1))− [x0, x1; g]‖ ≤M1;

(h) qul−2 + B
1−BM1

K2 ≤ qul, avec q = B2

(1−BM1)2
(L

2
+ 2K1) < 1,

où la suite (ul) est celle de Fibonacci définie par u0 = u1 = 1 et ul+1 = ul +ul−1

pour tout entier naturel l ≥ 1.

Il existe t∗ tel que si IBt∗(x0) ⊂ X0, alors l’algorithme (4.2) génère une suite (xk)k telle
que pour tout k ≥ 0, xk ∈ IBt∗(x0) et converge vers un x∗ vérifiant f(x∗) + g(x∗) ∈
K −G(x∗).

Preuve
Si l’on montre l’existence d’une suite convergente (tk)k et d’une suite (xk)k générées
par l’algorithme telles que

xk ∈ IBt∗(x0); ‖xk+1 − xk‖ ≤ tk+1 − tk, k = 0, 1, .... (4.6)

La suite (xk) sera une suite de Cauchy dans la boule IBt∗(x0), et convergera vers une
solution x∗ du problème (4.1), avec x∗ ∈ IBt∗(x0).

On a pour tout k ∈ N,

f(xk+1 + g(xk+1)− f(x∗)− g(x∗)− [f(xk+1)− f(xk)− (∇f(xk) + A(xk)

+
[xk−1, xk; g])(xk+1)− xk)− g(xk+1 − g(xk)] ∈ K − f(x∗)− g(x∗)−G(xk).

L’hypothèse de continuité implique que le membre de gauche tend vers zéro. Puisque
l’ensemble K −G(xk)− f(x∗)− g(x∗) est fermé, d’après la Proposition 2.4.4,

K −G(xk)− f(x∗)− g(x∗) tend vers K −G(x∗)− f(x∗)− g(x∗).

Ainsi x∗ est solution du problème (4.1).

On va montrer l’existence d’une suite (xk)k de la boule IBt∗(x0) et d’une suite croissante
de réels strictement positifs (tk) de limite t∗ telles que

‖xk+1 − xk‖ ≤ tk+1 − tk,∀k ∈ N.
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L’hypothèse (e) donne l’existence d’un point x2 solution de (4.1) à partir des points
initiaux x0, x1.
Ainsi, en posant t2 = β, t1 = α et t0 = 0, on obtient ‖x1−x0‖ ≤ α = t1−t0, ‖x2−x1‖ ≤
β − α = t2 − t1 ≤ α (car β ≤ 2α).
Ceci prouve l’inégalité figurant dans (4.6) pour k = 0 et k = 1.
Maintenant, supposons que pour k ≥ 2, x0, x1, x2, · · · , xk soient générés par l’algo-
rithme précédent, et t0, t1, · · · , tk tels que ‖xj − xj−1‖ ≤ tj − tj−1, ∀j = 3, · · · , k.
Par suite,

‖xj − x0‖ ≤ ‖xj − xj−1‖+ ...+ ‖x1 − x0‖ ≤ tj − t0 = tj

Nous allons donc prouver l’existence de xk+1 et tk+1 tels que ‖xk+1 − xk‖ ≤ tk+1 − tk.

Remarquons que le processus convexe

T (xk−1, xk) = (∇f(xk) + A(xk) + [xk−1, xk; g])x−K

⇔ T (xk−1, xk) = (∇f(x1) + A(x1) + [x0, x1; g]x − K + (∇f(xk) − ∇f(x1) + A(xk) −
A(x1) + [xk−1, xk; g]− [x0, x1; g])x = (T (x0, x1) + ∆k)x avec

∆k(x) = −(∇f(xk) + A(xk)− (∇f(x1) + A(x1) + [xk−1, xk; g]− [x0, x1; g])x.

En combinant les hypothèses (a), (d) et (f), on obtient

‖T−1(x0, x1)‖.‖∆k‖ < 1.

Dans ce cas, l’application du théorème précédent nous permettra d’affirmer que T (xk−1, xk)
est normé, défini sur X et surjectif, donc vérifie

‖T−1(xk−1, xk)‖ ≤
‖T−1(x0, x1)

1− ‖T−1(x0, x1)‖.‖∆k‖
≤ B

1−BM1

.

Considérons le problème consistant à trouver un point x solution de

(4.7) f(xk) + g(xk) + (∇f(xk) +A(xk) + [xk−1, xk; g](x− xk) ∈ f(xk−1) + g(xk−1) +
((∇f(xk−1) + A(xk−1)) + [xk−2, xk−1; g])x+K.

xk étant solution de (4.1), le membre de droite de (4.7) est contenu dans K−G(xk−1)+
K ⊂ K−G(xk) (d’après (d)). On en déduit que tout x solution de (4.7) est nécessairement
un point où le problème (4.1) est faisable.
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Le membre de droite étant fermé et non vide, inclus dans l’espace réflexif X, il existe
x̃ solution de (4.7), donc de (4.1).
Par inégalité triangulaire de la norme,

‖x̃− xk‖ ≤ ‖T−1(xk1 , xk)‖(‖ − f(xk) + f(xk−1) + f(xk−1)(xk − xk−1)‖

+

‖g(xk−1)− g(xk)([xk−1−xk; g])− [xk−2, xk; g])(xk−xk−1)‖+‖A(xk−1)‖‖(xk−xk−1))‖).

Un petit calcul nous fournit

‖ − f(xk) + f(xk−1) +∇f(xk−1)(xk − xk−1)‖ ≤ L

2
‖xk − xk−1‖2,

‖g(xk−1)− g(xk) + [xk−2, xk; g](xk − xk−1)‖

=
‖[xk−1, xk; g](xk−1 − xk)− [xk−2, xk−1; g](xk−1 − xk)‖

=

‖xk−2, xk−1, xk; g](xk − xk−2)(xk − xk−1) ≤ K1‖(xk − xk−2)(xk − xk−1)‖ et

‖A(xk−1)(xk − xk−1)‖ ≤ ‖A(xk−1‖‖xk − xk−1‖ ≤ K2‖xk − xk−1‖.

On en déduit que

‖x̃− xk‖ ≤M
(L

2
(xk − xk−1)2 +K1‖xk − xk−2‖‖xk − xk−1‖+K2‖(xk − xk−1‖)

)
,

avec M = B
1−BM1

.

Grâce à l’inégalité ‖xk+1 − xk‖ ≤ tk+1 − tk, ∀k ∈ N, on a

‖x̃− xk‖ ≤M
(L

2
(tk − tk−1)2 +K1(tk − tk−2)(tk − tk−1) +K2(tk − tk−1)‖

)
.

Le membre de droite de l’inégalité précédente nous invite à considérer la suite majorante
définie par

tk+1 − tk = M
(L

2
(tk − tk−1)2 +K1(tk − tk−2)(tk − tk−1) +K2(tk − tk−1)

)
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avec t1 = α, t2 = β et t0 = 0.
La proposition et les hypothèses du théorème nous permettront de conclure que la suite
(tk)k est strictement croissante et converge vers un nombre t∗.
Le point x̃ étant un point où le problème de minimisation est faisable pour j = k, la
définition de xk+1 nous fournit

‖xk+1 − xk‖ ≤ tk+1 − tk.

Ce qui termine la preuve. �

Notons que ce théorème est constitué des conditions du Théorème 3.4.1 et d’hypothèses
liées à la multiapplication G. En fait, toutes sont conservées sauf l’hypothèse f) qui
devient petit g) en perturbant la dérivée de Fréchet par une N-P-dérivée uniformément
bornée A(x) et imposant une condition sur le nombre q.

Nous achevons ce chapitre par une proposition justifiant que notre méthode est au
moins d’ordre p et un majorant de l’erreur ‖x∗ − xn‖ est fonction de M, q et p.

4.3.1 Estimation de l’erreur et vitesse de convergence

Proposition 4.3.2 Soit (xk)k une suite générée par la méthode (4.2) et majorée par
la suite convergente (tk)k définie dans la Proposition 4.2.1. Alors

a) la méthode est au moins d’ordre p ;

b) une estimation de l’erreur

‖x∗ − xn‖ ≤
M

q
(

1− q
pn(p−1)√

5

)q pn√
5 .

Preuve
Soit (xn)n une suite générée par la méthode (4.2) et majorée par la suite convergente
(tk)k définie dans la Proposition 4.2.1.
Par suite, ‖xk+m − xk‖ ≤ tk+m − tk pour tous m,n ∈ N. Puis en fixant k et faisant
tendre m vers l’infini, on a

‖x∗ − xk‖ ≤ t∗ − tk( car la suite tk converge vers t∗ ).

Une estimation de l’erreur de la suite (tk)k étant

t∗ − tk ≤
M

q
(

1− q
pn(p−1)√

5

)q pn√
5 ,
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on a donc

‖x∗ − xk‖ ≤
M

q
(

1− q
pn(p−1)√

5

)q pn√
5 .

Ceci prouve que l’itération (4.2) converge vers x∗ avec une vitesse p. �

Remarque 4.3.3 Si G(x) = {0} pour tout x ∈ X, la méthode est exactement celle de
Newton-sécante proposée dans [79].

Remarque 4.3.4 Si g(x) = 0 et G(x) = {0} pour tout x ∈ X, la méthode est exac-
tement la méthode de type Newton proposée dans [83] et dans ce cas on obtient une
convergence quadratique.

Il est intéressant de remarquer également que le théorème de convergence est constitué
des hypothèses du résultat énoncé dans [79], des hypothèses d) et i) et de la bornitude
uniforme d’une N-P-dérivée de G.
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Chapitre 5

Méthode de type Newton semi-lisse
pour une application multivoque
contenue dans un cône

5.1 Mise en contexte

La méthode de Newton

xk+1 = xk − [F
′
(xk)]

−1F (xk)

est une méthode itérative efficace pour résoudre des systèmes d’équations(linéaires ou
non linéaires)

F (x) = 0

où F : Rn → Rn est une fonction continûment Fréchet-différentiable, F
′
(xk) est le

jacobien de F au point xk.
Il est bien connu que cette méthode converge quadratiquement et localement vers une
solution x∗ du système si F

′
(xk) est inversible à chaque itération k.

Si la fonction F n’est pas différentiable, la méthode ne fonctionne pas. Il est donc
nécessaire de construire des méthodes adaptées à la résolution des systèmes d’équations
non différentiables. Lorsque F est localement lipschitzienne, les auteurs Mifflin, Liqun
Qi et Jie Sun ont proposé respectivement dans [65] et [75] une version non lisse de la
méthode de Newton en utilisant le jacobien généralisé ∂F (xk) de F en xk, défini par
Clarke [19].
Pour établir la convergence, ils ont utilisé, entre autres, des concepts de fonctions lo-
calement lipschitzienne et la semi-lissité d’ordre p.

Ces mêmes propriétés ont permis aux auteurs de l’article [15] d’établir la convergence
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super-linéaire de la méthode itérative associée au problème

0 ∈ K − f(x), (5.1)

où f n’est pas nécessairement différentiable mais localement lipschitzienne.

Il est tout à fait naturel d’examiner le cas où l’on perturbe le cône K de (5.1) par
une application multivoque variable F qui est N-P- différentiable et à dérivées uni-
formément bornées.

L’objet de ce chapitre est de construire une méthode itérative qui généralise celle pro-
posée par S. Bernard et al. [15] pour résoudre l’inclusion

0 ∈ f(x) +G(x)−K. (5.2)

En effet, ici, le cadre n’est plus une fonction univoque mais celui d’une multiapplication
différentiable au sens de Nachi-Penot.

La procédure sera la même, nous allons énoncer une proposition selon laquelle l’en-
semble sur lequel nous allons projeter soit un processus convexe.

Proposition 5.1.1 Soit un sous-ensemble X0 ⊂ Rn. Pour tout sous-ensemble v ∈ X0,
on définit une application multivoque T (v) de Rn dans Rm par

T (v)x := (∆f(v) + A(v))x−K, x ∈ Rn, ∆f(v) ∈ ∂f(v), A(v) ∈ DG(v),

où DG(v) est l’ensemble des dérivées de G au sens de Nachi et Penot et ∆f(v) est un
jacobien généralisé de f en v.
Alors T (v) est un processus convexe.

Preuve
Comme T (v)x := (∆f(v) + A(v))x −K = ∆f(v)x + A(v)x −K, il suffit de montrer
que la multiapplication T̃ (v)x = ∆f(v)x−K est un processus convexe.

En fait, tout z ∈ (T̃ (v)x+ T̃ (v)y) peut s’écrire sous la forme

z = z1 + z2, avec z1 = ∆f(v)x− k1, z2 = ∆f(v)y − k2, k1, k2 ∈ K

Comme ∆f(v) ∈ ∂f(v), il est donc une combinaison convexe de familles de p limites
de la forme

Aj = lim
xji→v

J(xji ) ∈ D (D l’ensemble des points où f est différentiable et de matrice jacobienne J ).
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Par suite

∆f(v)x+ ∆f(v)y =

p∑
j=1

Aj(x) +

p∑
j=1

Aj(y).

Par linéarité de la limite et de la matrice jacobienne, on a Aj(x) +Aj(y) = Aj(x+ y).
Donc,

∆f(v)x+ ∆f(v)y = ∆f(v)(x+ y).

D’autre part , k1 + k2 = 2(1
2
(k1 + k2)) puisque K est un cône convexe.

Combinant les deux égalités précédentes, et tenant compte de la définition T̃ (v)(x+y),
il s’en suit que

z ∈ T̃ (v)(x+ y).

D’où
T̃ (v)(x+ y) ⊃ T̃ (v)(x) + T̃ (v)y.

Soit λ > 0, T̃ (v)(λx) = ∆f(v)(λx)−K.
Alors

T̃ (v)(λx) = λ(∆f(v)x− 1

λ
K).

K étant un cône, 1
λ
K = K. Par conséquent, T̃ (v)(λx) = λT̃ (v)(x).

Il est clair que 0 ∈ T̃ (v)(0); ce qui achève la preuve. �

5.2 Description et convergence de la méthode

Soit v un élément fixe d’une partie X0 ⊂ Rn. Considérons l’ application multivoque
T (v) de Rn dans Rm, défini par

T (v)x := (∆f(v) + A(v))x−K, x ∈ Rn, ∆f(v) ∈ ∂f(v), A(v) ∈ DG(v),

où DG(v) est l’ensemble des dérivées de G au sens de Nachi et Penot et ∆f(v) est un
jacobien généralisé de f en v.
De la proposition précédente, la multiapplication T (v) est un processus convexe de Rn

dans Rm. Son inverse, défini pour tout y ∈ Rm par

T−1(v)y := {z ∈ Rn / (∆f(v) + A(v))z ∈ y +K}
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est aussi un processus convexe.

Nous allons procéder de manière analogue à ce que nous avons fait dans les cas
précédents.
Tout d’abord, nous choisissons un point initial x0 ∈ X0 tel que l’ensemble convexe

T−1(x0)[−f(x0)−G(x0)] = {z ∈ Rn / f(x0) + (∆f(v) + A(v))z ∈ K −G(x0)}

soit non vide et projetons ensuite l’origine 0 ∈ X0 sur ce dernier, puis en itérant
ce procédé, nous obtenons une suite (xk)k telle que xk+1 soit solution du problème de
minimisation convexe

min{‖x− xk‖ / f(xk) + (∆f(v) + A(v))(x− xk) ∈ K −G(xk)}, k ≥ 0. (5.3)

Nous allons maintenant énoncer et établir notre résultat de convergence.

5.3 Analyse de la convergence de notre méthode

Nous entamons cette section par un lemme indispensable à notre résultat de conver-
gence et qui a déjà été utilisé par S. Bernard et al. dans [15]. Par ailleurs, Nous verrons
que leur méthode peut résoudre le problème perturbé (5.2) en supposant seulement
l’uniforme bornitude d’une dérivée de Nachi-Penot du perturbateur G à graphe fermé.

Ce lemme sera donc fondamental pour montrer la convergence de notre algorithme.

Lemme 5.3.1
Supposons qu’une fonction f soit semi-lisse d’ordre p sur un sous-ensemble X0, alors il
existe des constantes r > 0 et L > 0 tels que pour tous x, y ∈ X0 vérifiant ‖x− y‖ ≤ r
et pour tout ∆f(y) ∈ ∂f(y),

‖f(x)− f(y)−∆f(y)(x− y)‖ ≤ L‖x− y‖1+p.

Le théorème qui suit étendra le résultat de S. Bernard et al. [15] à notre problème per-
turbé. Cela montrera que leur résultat de convergence est conservé lorsqu’on perturbe
leur problème par une multiapplication N-P-différentiable, à dérivées uniformément
bornées et à graphe fermé.

Théorème 5.3.2
Soit X0 un sous-ensemble ouvert de Rn. Considérons f : Rn → Rm et G : Rn →→ Rm

respectivement semi-lisse d’ordre p et N-P-différentiable sur X0. On suppose que F est
à graphe fermé. De plus, l’existence d’un point x0 tel que T (x0) soit surjectif et défini
sur Rn, et des réels positifs B,M1,M2 et α vérifiant les propriétés suivantes :
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(a) 2BM1 < 1 et ‖T−1(x0)‖ ≤ B;

(b) ‖∆f(y)‖ ≤M1 et ‖A(y)‖ ≤M2 pour tous ∆f(y) ∈ ∂f(y) et y ∈ X0, A(y) est

une N-P-dérivée de l’application multivoque G au point y ;

(c) Pour tout k, G(xk) ⊂ G(xk+1) − K, où la suite (xk) est générée par notre
itération.

(d) α < r
2
, 0 < h = M(Lαp + M2) < 1 − 2α

r
, où L et r sont donnés par le lemme

précédent, avec M = B
1−2BM1

;

(e) ‖x1 − x0‖ ≤ α avec x1 est obtenu à partir de x0 via l’algorithme précédent.

Il existe t∗ tel que si IBt∗(x0) ⊂ X0, alors l’algorithme précédent génère une suite (xk)
telle que pour tout k ≥ 0, xk ∈ IB r

2
(x0) et converge vers x∗ tel que f(x∗) ∈ K −G(x∗).

Preuve
Remarquons que si pour tout k ∈ N, l’élément

Ak = f(xk+1)− f(x∗)− [f(xk+1)− f(xk)− (∆f(xk) + A(xk))(xk+1−xk)]

appartient à l’ensemble K − G(xk) − f(x∗) et s’il existe une suite (xk)de limite x∗,
il s’en suit de la continuité des applications linéaires ∆f(xk) et A(xk), la suite (Ak)
converge vers 0.
La fermeture de l’ensemble K −G(xk)− f(x∗) et la Proposition 2.4.4 impliquant que
la suite d’ensembles (G(xk)) converge vers l’ensemble G(x∗). Il en résulte que l’élément
x∗ est solution du problème (5.2).

On va s’inspirer de la preuve du résultat de convergence de S. Bernard et al. [15]
pour prouver le nôtre. On va donc montrer par récurrence l’existence d’une suite (xk)
qui vérifie (5.3), ainsi qu’une suite strictement croissante de réels positifs (tk) telles que

‖xk+1 − xk‖ ≤ tk+1 − tk, ∀k ∈ N. (5.4)

L’hypothèse d) nous permet d’affirmer l’existence d’un élément x1 vérifiant (5.3) pour
k = 0. De plus, en posant t1 = α et t0 = 0, on obtient ‖x1 − x0‖ ≤ α = t1 − t0. Cela
prouve que (5.4) est vérifiée pour k = 0.
À présent, supposons que notre algorithme génère des points x1, x2, ...., xk et des réels
strictement positifs t0, t1, ..., tk tels que

‖xj − xj−1‖ ≤ tj − tj−1 ,∀j = 1, ..., k.
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Pour montrer l’existence de xk+1 et de tk+1 vérifiant (5.4), nous allons écrire le processus
convexe T (xk) en fonction de T (x0), ∆f(xk) et ∆f(x0) afin d’appliquer le Théorème
2.1.2.
En fait,
il résulte de l’écriture du processus convexe T (xk)x = (∆f(x0) + A(x0))x − K +
(∆f(xk)−∆f(x0)x sous la forme T (xk)x = (T (x0))− Γk)x avec Γk(x) = −(∆f(xk)−
∆f(x0))x que

‖T−1(x0)‖.‖Γk‖ < 1

puisque 2BM1 < 1.
Dans ce cas, l’application du Théorème 2.1.2 de la première section nous permettra
d’affirmer que T (xk) est un processus convexe normé, défini sur Rm tout entier et
surjectif, et son inverse T−1(xk) vérifie

‖T−1(xk)‖ ≤
‖T−1(x0)‖

1− ‖T−1(x0)‖‖Γk‖
≤ B

1− 2BM1

.

La définition de T−1(xk) sur Rn à valeurs dans Rm implique que le problème de mini-
misation (5.3) est faisable pour j = k et l’existence d’un xk+1 solution de (5.3).

Maintenant, considérons le nouveau problème qui consiste à trouver un point x so-
lution du problème

f(xk) + (∆f(xk) +A(xk))(x− xk) ∈ f(xk−1) + (∆f(xk−1) +A(xk−1))(xk − xk−1) +K.
(5.5)

Puisque xk est solution du problème (5.2) pour j = k− 1, le membre de droite de (5.5)
est contenu dans K − G(xk−1) ⊂ K − G(xk). On peut conclure que tout x satisfait
(5.5) est nécessairement faisable pour (5.2) avec j = k − 1.

Observons que le problème (5.5) peut se réécrire

x− xk ∈ T−1(xk)
(
− f(xk) + f(xk−1 + (∆f(xk−1) + A(xk−1))(xk − xk−1

)
. (5.6)

Comme le membre de droite de (5.6) est un ensemble convexe, fermé et non vide
de l’espace réflexif X, il existe donc x̃ solution de (5.6)(donc de (5.5)) qui vérifie

‖x̃− xk‖ ≤ ‖T−1(xk)‖‖− f(xk) + f(xk−1) + (∆f(xk−1) +A(xk−1))(xk − xk−1)‖. (5.7)

Par inégalité triangulaire de la norme, on a

‖x̃−xk‖ ≤ ‖T−1(xk)‖
(
‖−f(xk)+f(xk−1)+∆f(xk−1)(xk−xk−1)‖+‖A(xk−1))(xk−xk−1)‖

)
.
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En utilisant le lemme précédent et des hypothèses du théorème, on obtient

‖x̃− xk‖ ≤M(L‖xk − xk−1‖1+p +M2‖xk − xk−1‖).

Le membre de droite de la dernière inégalité nous conduit à considérer la suite (tk)

tk+1 − tk = M(L(tk − tk−1)1+p +M2(tk − tk−1))

avec t0 = 0 et t1 = α.
Par définition de xk+1,

‖xk+1 − xk‖ ≤ ‖x̃− xk‖ ≤ tk+1 − tk.

Cela signifie que la suite (xk) est majorée par la suite (tk).
Par ailleurs, il est clair que, par construction, la suite (tk) est strictement croissante.

Étant donné que la suite (xk) est une suite d’éléments de l’espace de Banach réflexif
X, pour montrer qu’elle converge, il suffit de montrer la convergence de la suite (tk)k.

D’abord, remarquons que t2 − t1 = M(L(t1 − t0)p + M2)(t1 − t0)) = hα < α car
h < 1.
Si tk − tk−1 ≤ α, alors
tk+1−tk = M(L(tk−tk−1)p+M2)(tk−tk−1) ≤M(Lαp+M2)(tk−tk−1) = h(tk−tk−1) <
hα < α puisque h < 1.
Ainsi, tk − tk−1 ≤ α pour tout k ≥ 1( car t1 = α).
On a donc montré par récurrence tk − tk−1 ≤ α, pour tout k ≥ 1.

De plus, si tj+1 − tj ≤ h(tj − tj−1), j = 1, 2, ..., k, on a alors

tk+2−tk+1 = M(L(tk+1−tk)p+M2)(tk+1−tk) ≤M(Lαp+M2)(tk+1−tk) = h(tk+1−tk).

Ce qui prouve que l’inégalité

tk+1 − tk ≤ h(tk − tk−1)

est vraie pour tout k = 0, 1, 2, .... On en déduit que

tk+1 − tk ≤ h(tk − tk−1) ≤ h2(tk−1 − tk−2) ≤ · · · ≤ hk(t1 − t0) = hkα.

En sommant sur j = 0, 1, · · · , k − 1, on obtient

tk ≤ α
k∑
j=0

hj.
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Le membre de droite étant la suite des sommes partielles de la série géométrique
de raison h < 1 (donc convergente), la suite (tk) converge vers un élément t∗, et

lim tk = t∗ ≤ α

(1− h)
< +∞ existe .

Comme la suite (tk)k est majorante de (xk)k, et par conséquent (xk) est une suite de
Cauchy de X, donc cette dernière converge vers un élément x∗ ∈ X.

Pour tout m > 0,

‖xm − x0‖ ≤ tm − t0 ≤ t∗ ≤ α

(1− h)
≤ r

2
(car 1− h ≥ 2α

r
) .

La suite (xk) est donc incluse dans les boules IBt∗(x0) et IB r
2
(x0). �

Soulignons que le théorème se différencie seulement du résultat de S. Bernard et al.
[15] au niveau des hypothèses (c) et (d) où figure la borne uniforme d’une N-P-dérivée
A(x) de la multiapplication F .

5.3.1 Estimation de l’erreur et vitesse de convergence

Une estimation de l’erreur et la vitesse de convergence de notre méthode sont donc
prouvées dans la proposition qui suit.

Proposition 5.3.3 Soit une suite (xn)n générée par l’itération (5.3).

a) La méthode est au moins d’ordre 1 ;

b) Une estimation de l’erreur à l’ordre k est donnée par

‖x∗ − xk‖ ≤ α
hk

1− h
.

Preuve
De la relation tk+1 − ttk ≤ hkα, on déduit que, pour m ≥ 1, k ≥ 0

‖xk+m − xk‖ ≤ ‖(xk+1 − xk) + (xk+2 − xk) + ....+ (xk+m−1 − xk+m−2) + (xk+m − xk+m−1)‖
≤ ‖xk+1 − xk‖+ ‖xk+2 − xk−1‖+ ...+ ‖xk+m−1 − xk+m−2‖+ ‖xk+m − xk+m−1‖
≤ (tk+1 − tk) + (tk+2 − tk+1) + ....+ (tk+m−1 − tk+m−2) + (tk+m − tk+m−1)

≤ αhk + αhk+1 + ...+ αhk+m−2 + αhk+m−1

= αhk(h0 + ...+ hm−2 + hm−1)

≤ αhk
m−1∑
j=0

hj = αhk(1− hm)/(1− h).
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La dernière inégalité tend vers α hk

1−h quand m → +∞, indépendamment de k (car
h < 1 implique que hm tend vers 0).
D’où une estimation de l’erreur à l’ordre k

‖x∗ − xk‖ ≤ α
hk

1− h
.

Ceci prouve que la méthode converge super-linéairement. �

Remarque 5.3.4 Si G(x) = {0} et K = {0}, la méthode est identique à celle proposée
dans [75].

Remarque 5.3.5 Si G(x) = {0} et f est lisse, la méthode est analogue à celle intro-
duite dans [83].

Remarque 5.3.6 Si G(x) = {0}, l’itération est exactement celle introduite dans [15].

5.4 Cas où la fonction f est sous-analytique

Lorsque la partie univoque de (2.2) est sous-analytique, notre théorème sera encore
valable si on remplace le Lemme 5.3.1 par la Proposition 1.7.12. Auquel cas, la suite
majorante (tk)k s’obtiendrait en remplaçant le nombre p par le nombre rationnel γ ; ce
qui donnerait

tk+1 − tk = M(L(tk − tk−1)1+γ +M2(tk − tk−1)).

La convergence super-linéaire de notre méthode s’en déduirait aisément.

Il est naturel de se demander que se passe-t-il si on perturbe la partie univoque f
par une fonction g Lipschitz ? Nous allons répondre à travers ce qui suit.

5.5 Cas où la fonction f est perturbée par une fonc-

tion g lipschitzienne

Nous sommes donc ammenés à résoudre le problème

0 ∈ f(x) + g(x) +G(x)−K, (5.8)

où g est l-lipschitzienne sur X0.

-La suite (xk)k que nous aurons à construire se déduira aisément de celle qu’on vient
de proposer.
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L’ itéré xk+1 s’obtient, à partir de xk, en ajoutant au membre de gauche de l’ensemble
des contraintes du problème de minimisation convexe (5.3) l’image g(xk), c’est-à-dire
xk+1 est solution de

min{‖x− xk‖ / f(xk) + g(xk) + (∆f(xk) + A(xk))(x− xk) ∈ K −G(xk)}. (5.9)

-L’existence et la convergence de la suite (xk)k générée par notre méthode seront basées
sur certaines propriétés que nous résumons dans la proposition suivante :

Théorème 5.5.1
Soit X0 un sous-ensemble ouvert de Rn. Considérons f : Rn → Rm et G : Rn →→ Rm,
g : Rn → Rm respectivement semi-lisse d’ordre p, N-P-différentiable et l−Lipschitz sur
X0. On suppose que F est à graphe fermé. De plus, supposons l’existence d’un point
x0 tel que le processus convexe T (x0)x = ∆f(x0)x −K soit défini sur Rn et surjectif,
et des réels positifs B,M1,M2 et α vérifiant les propriétés suivantes :

(a) ‖g(x)− g(y)‖ ≤ l‖x− y‖ ;

(b) 2BM1 < 1 et ‖T−1(x0)‖ ≤ B;

(c) ‖∆f(y)‖ ≤M1 et ‖A(y)‖ ≤M2 pour tous ∆f(y) ∈ ∂f(y) et y ∈ X0, A(y) est

une N-P-dérivée de l’application multivoque G au point y ;

(d) α < r
2
, 0 < h = M(Lαp + M2) < 1 − 2α

r
, où L et r sont donnés par le lemme

précédent, avec M = B
1−2BM1

;

(e) ‖x1 − x0‖ ≤ α avec x1 est obtenu à partir de x0 via l’algorithme précédente.

Il existe t∗ tel que si IBt∗(x0) ⊂ X0, alors l’algorithme précédent génère une suite (xk)k
telle que pour tout k ≥ 0, xk ∈ IB r

2
(x0) et converge vers x∗ tel que f(x∗) + g(x∗) ∈

K −G(x∗). De plus, on a une estimation de l’erreur

‖x∗ − xk‖ ≤ α
hk

1− h
.

Preuve
En raisonnant comme dans la première partie de la preuve du Théorème 5.3.2, on
prouve l’existence de x0, x1, ..., xk générée par l’algorithme (5.9) et des nombres réels
strictement positifs t0, t1, ..., tk tels que

‖xj − xj−1‖ ≤ tj − tj−1, j = 1, 2, ..., k
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avec tj ≥ tj−1.
D’autre part, on obtient également l’existence d’un xk+1 solution de (5.9).

Nous allons continuer à utiliser les arguments de la preuve du Théorème 5.3.2 pour
montrer l’existence de xk+1 et tk+1 qui vérifient l’inégalité précédente.
Remarquons que le problème

(∗) f(xk) + g(xk) + (∆f(xk)) + A(xk))(x− xk) ∈ f(xk−1) + g(xk−1)

+(∆f(xk−1) + A(xk−1)(xk − xk−1) +K,

d’inconnue x ∈ X, peut s’écrire sous la forme

x−xk ∈ T−1(xk)
(
−f(xk))−g(xk)+f(xk−1)+g(xk−1)+∆f(xk−1)+A(xk−1)(xk−xk−1)

)
.

Le membre de droite de ce dernier étant un ensemble convexe, fermé et non vide de
l’espace réflexif X, il en existe une solution x̃ qui soit également solution du problème
(∗).

Or, le membre de droite du problème (∗) étant contenu dans K−G(xk−1) ⊂ K−G(xk),
il s’en suit que tout x solution du problème (∗) est forcément un point de faisabilité de
(5.9) pour j = k − 1.
Il en résulte que x̃ est un point de faisabilité du problème (5.9).
Par suite

‖xk+1 − xk‖ ≤ ‖x̃− xk‖ ≤ ‖T−1(xk)‖
(
‖ − f(xk) + f(xk) + ∆f(xk−1)(xk − xk−1)

+ ‖g(xk)− g(xk−1)‖+ A(xk−1)(xk − xk−1)
)
.

Combinant le lemme précédent et des hypothèses de la proposition, on obtient

‖xk+1 − xk‖ ≤M
(
L‖xk − xk−1‖1+p + l‖xk − xk−1‖+M2‖xk − xk−1‖

)
soit

‖xk+1 − xk‖ ≤M
(
L‖xk − xk−1‖1+p + (M2 + l)‖xk − xk−1‖

)
.

Ce qui conduit à la suite majorante (tk)k définie par

tk+1 − tk = M
(
L(tk − tk−1)1+p + (M2 + l)‖xk − xk−1‖

)
avec t0 = 0 et t1 = 1.
La suite de la preuve est donc identique à celle de la preuve du Théorème 5.3.2 il suffit
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Chapitre 5. Méthode de type Newton semi-lisse pour une application multivoque
contenue dans un cône

de remplacer la borne uniforme M2 des N-P-dérivées de F par M2 + l. �

Ainsi, le résultat de convergence s’obtient en ajoutant uniquement l’hypothèse l−Lipschitz
de g à celles du Théorème 5.3.2.

Nous clôturons ce chapitre avec une remarque ne faisant pas partie du cadre dans
lequel on est puisqu’elle consiste à prouver dans quelles mesures que le Théorème 5.3.2
de S. Bernard et al. [15] peut être adapté si la fonction univoque f était différentiable
et à dérivée hölderienne. Cela sera légitime puisque, d’une part, cette condition impli-
quera l’obtention d’un résultat similaire au Lemme 5.3.1 où γ et λ substitueront à L
et p. D’autre part, la suite majorante sera similaire à celle utilisée dans la convergence
du théorème.

La remarque qui suit montrera que l’adaptation aura lieu en remplaçant le gradient
généralisé de Clarke par la dérivée de Fréchet, puis appliquer la condition de Hölder
au membre de droite du lemme utilisé par S. Bernard et al.[15].

5.6 Remarque : f Fréchet différentiable avec dérivée

hölderienne

Dans cette section, nous allons montrer que, sous certaines hypothèses, notre méthode
peut être adaptée pour résoudre un problème plus général que celui du problème (3.1)
lorsque la dérivée de Fréchet satisfait une condition de Hölder

‖∇f(x)−∇f(x
′
)‖ ≤ γ‖x− x′‖λ (5.10)

avec 0 < λ ≤ 1 pour tous x, y ∈ X0.
Nous allons donc proposer une méthode itérative pour résoudre le problème

0 ∈ f(x) +G(x)−K, (5.11)

où la dérivée de Fréchet de f satisfait une condition de Hölder.

Juste avant d’énoncer notre nouveau résultat de convergence, nous énonçons une pro-
position fondamentale

Proposition 5.6.1 Considérons la suite (tk) définie par{
t0 = 0, t1 = η.
tk+1 − tk = βγ(tk − tk−1)1+λ + βα(tk − tk−1), pour k = 0, 1, 2, · · · ,
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avec α, β, η des réels strictement positifs.
Alors, la suite (tk)k converge vers un nombre t∗ si le nombre positif h = βηλ +βα < 1.
De plus, une majoration de l’erreur

t∗ − tk ≤ η
hk

1− h
, k > 0.

Preuve
Nous allons procéder par récurrence afin de majorer tk+1−tk par un nombre strictement
positif qui est fonction de
Pour k = 1, on a

t2 − t1 =
(
βγ(t1 − t0)λ + βα

)
(t1 − t0) =

(
βγηλ + βα

)
η = ηh ≤ η.

Observons d’abord que si tk − tk−1 ≤ η, alors

tk+1 − tk =
(
βγ(tk − tk−1)λ + βα

)
(tk − tk−1) =

(
βηλ + βα

)
η ≤ ηh ≤ η.

Ainsi, on a montré que

tk+1 − tk ≤ η, pour tout k ≥ 1.

Supposons que
tj+1 − tj ≤ h(tj − tj−1), j = 1, 2, ..., k.

Donc,

tk+2− tk+1 =
(
βγ(tk+1− tk)λ+βα

)
(tk+1− tk) =

(
βγηλ+βα

)
(tk+1− tk) = h(tk+1− tk).

Ceci prouve que
tk+1 − tk = h(tk+1 − tk), k = 0, 1, ...

Par suite

tk+1 − tk ≤ (tk − tk−1) ≤ h2(tk−1 − tk−2) ≤ ... ≤ hk(t1 − t0) = hkη.

En sommant sur j = 0, 1, ..., k − 1,

tk ≤ η

k∑
j=0

hj.

Puisque h < 1, en passant à la limite sur k, le membre de droite converge vers η
1−h .

Il en résulte que la suite (tk) converge vers un nombre t∗ ≤ η
1−h .

Thèse de Doctorat de Yacinthe Olguine page 105



Chapitre 5. Méthode de type Newton semi-lisse pour une application multivoque
contenue dans un cône

D’autre part, pour tous m ≥ 1, k ≥ 0,

tk+m − tk ≤
m−1∑
j=0

tk+j+1 − tk+j ≤ α

m−1∑
j=0

hk+j = ηhk
m−1∑
j=0

hj.

En faisant tendre m→ +∞,

t∗ − tk ≤ η
hk

1− h
. �

Ainsi, la suite obtenue est bien similaire à la suite majorante des itérés de la méthode
précédente.

Nous enchâınons maintenant avec notre résultat principal.

Théorème 5.6.2
Soit X0 un sous-ensemble ouvert de Rn. Considérons f : Rn → Rm et G : Rn →→ Rm

respectivement semi-lisse d’ordre p et N-P-différentiable sur X0. On suppose que G est
à graphe fermé, puis l’existence d’un point x0 tel que T (x0)x := ∇f(x0)x−K soit défini
sur Rn et surjectif, et des réels positifs B,M1,M2 et α vérifiant les propriétés suivantes :

(a) 2BM1 < 1 et ‖T−1(x0)‖ ≤ B,

(b) ‖∆f(y)‖ ≤M1 et ‖A(y)‖ ≤M2 pour tous ∆f(y) ∈ ∂f(y) et y ∈ X0, A(y) est

une N-P-dérivée de l’application multivoque G au point y ;

(c) 0 < h = M(γαλ +M2) < 1, avec M = B
1−2BM1

;

(d) ‖∇f(x)−∇f(x′)‖ ≤ γ‖x− x′‖λ, pour tous x, x′ ∈ X0, 0 < λ ≤ 1 ;

(e) ‖x1 − x0‖ ≤ α avec x1 est obtenu à partir de x0 via l’algorithme précédent.

Il existe t∗ tel que si IBt∗(x0) ⊂ X0, alors l’algorithme précédent génère une suite
(xk) qui converge vers x∗ tel que f(x∗) ∈ K −G(x∗).
De plus, on a une estimation de l’erreur

‖x∗ − xk‖ ≤ α
hk

1− h
, k > 0.
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5.6 Remarque : f Fréchet différentiable avec dérivée hölderienne

Preuve
Des procédés similaires à ceux de la preuve de notre premier résultat de convergence
nous permet de construire x0, x1, ..., xj solutions du problème (5.11) et une suite crois-
sante de réels positifs (tk)k tels que

xk ∈ IBt∗(x0) ⊂ X0 et ‖xk+1 − xk‖ ≤ tk+1 − tk, k = 1, 2, ..., j.

Pour montrer l’existence d’un xj+1 qui vérifie l’inclusion et l’inégalité précédente, nous
allons encore une fois utiliser une technique de la preuve de notre résultat de conver-
gence.
Par analogie à l’inégalité (3.4) de la preuve, nous avons l’existence d’un x̃ tel que

‖x̃− xj‖ ≤ ‖T̃−1
xj
‖
(
‖f(xj−1)− f(xj) +∇f(xj−1)(xj − xj−1)‖+ ‖A(xj−1)‖‖xj − xj−1‖

)
.

Compte tenu de la condition de Hölder que vérifie la dérivée de Fréchet de f , on a

‖f(xj−1)− f(xj) +∇f(xj−1)(xj − xj−1)‖

=
∥∥∥∫ 1

0

[∇f(θxj + (1− θ)xj−1)−∇f(xj−1)](xj − xj−1)dθ
∥∥∥

≤
∫ 1

0

γ‖xj − xj−1‖λ.‖xj − xj−1‖ θλdθ =
1

1 + λ
γ‖xj − xj−1‖1+λ ≤ γ‖xj − xj−1‖1+λ,

et par un raisonnement similaire utilisé dans la preuve précédente,

‖T−1(xk)‖ ≤
B

1− 2BM1

.

Il vient

‖x̃− xj‖ ≤
B

1− 2BM1

(
γ‖xj − xj−1‖1+λ +M2‖xj − xj−1‖

)
.

Par suite, la définition de xj+1 nous conduit aux inégalités

‖xj+1 − xj‖ ≤ ‖x̃− xj‖ ≤M
(
γ‖xj − xj−1‖1+λ +M2‖xj − xj−1‖

)
.

Nous considérons donc la suite (tk)k définie par

{
t0 = 0, t1 = α.

tk+1 − tk = M
[
γ(tk − tk−1)1+λ +M2(tk − tk−1)

]
, pour k = 0, 1, 2, · · ·

La convergence de la suite (tk)k résulte de la Proposition 5.6.1. Ainsi, la suite des itérés
(xk)k générée par la méthode converge vers x∗ solution du problème (5.11). �
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Conclusion et perspectives

Ce travail porte sur l’utilisation du concept de processus convexe pour la résolution
d’inclusions variationnelles. Notre champ de travail prend en compte des multiapplica-
tions qui sont différentiables et par conséquent leurs dérivées.
Ainsi le travail présenté dans cette thèse généralise les travaux antérieures dans lesquels
la multiapplication était fixe et plus précisément un cône convexe fermé.
Les multiapplications de cette thèse sont à graphe fermé, à valeurs compactes et
convexes, différentiables au sens de Nachi-Penot et on demande aux dérivées d’être
uniformément bornées.
Nous obtenons différents résultats selon que la partie univoque soit lisse, lipschitzienne
ou semi-lisse. Pour les différentes méthodes introduites, les vitesses de convergence
semi-locales associées sont données.

Ce travail ouvre d’autres perspectives que ce soit sur le plan théorique ou numérique.
Devant se terminer dans les délais, nous n’avons pas eu le temps d’implémenter les
différentes méthodes mais ce sera fait dans les mois qui viennent. Un autre projet est
de reprendre la théorie en utilisant d’autres types de dérivées de multiapplications.
Enfin, il serait bon de voir l’incidence de ces résultats sur d’autres sujets en relation
avec le contrôle optimal.
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[21] C. Cabuzel and A. Piétrus, Local convergence of Newton’s method for sub-
analytic variationnal inclusions, Positivity, 12 (3) (2008), 523-533.

[22] G. Debreu, Integration of correspondences, In “Proc. Fifth Berkeley Symposium
on Mathematical Statistics and Probability,” 351-372. University California Press,
1966.

[23] J. P. Dedieu, Penalty function in subanalytic optimization, Optimization, 26
(1992), 27-32.

[24] A. L. Dontchev and W. W. Hager, An inverse mapping thorem for set valued
maps, Proc. Amer. Math. Soc., 121 (1994), 481-48.

[25] A. L. Dontchev, Local convergence of the Newton method for generalized equa-
tion, C.R.A.S., 322, Serie 1, (1996), 385-398.

[26] A. L. Dontchev, Local of a Newton-type method based on partial linearization,
The Mathematics of numerical Analysis (Parc City, UT, 1995), Lecture in Appl.
Math., 32, Amer. Math. Soc., Prividence, RI, 1996.

[27] A. L. Dontchev, Uniform convergence of the Newton method for Aubin Conti-
nous maps, Serdica Math. J., 22, Serie 1, (1996), 385-398.

[28] A. L. Dontchev, M. Quincampoix and N. Zlateva, Aubin criterion for
metric regularity, J. of Convex Analysis, 13 (2) (2006), 281-297.

[29] A. L. Dontchev and R. T. Rockafellar, Implicit Functions and Solution
Mapping, Springer Monographs in Mathematics, 2009.

[30] A. F. Filipov, Classical solutions of differential equations with multivalued righ-
hand side. SIAM J. Control 5 (1967), 609-621.

[31] M. H. Geoffroy, S. Hilout and A. Piétrus, Acceleration of convergence in
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