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Résumé
L’explosion de la puissance de calcul ainsi que la collecte massive de données ont conduit
à l’actuel âge d’or de la recherche en intelligence artificielle. Cette surabondance de res-
sources a favorisé la conception d’algorithmes certes impressionnants du point de vue
applicatif, mais aussi excessivement demandant en terme de données d’apprentissage
et/ou de puissance calculatoire. Cette thèse a pour objectif d’étudier et de valider expé-
rimentalement les bénéfices, en terme de quantité de calcul et de données nécessaires,
que peuvent apporter les méthodes à noyaux et les méthodes d’approximation parcimo-
nieuses à des algorithmes d’apprentissage existants.

Les réseaux de neurones convolutifs ont révolutionné le traitement de données structu-
rées telles que les images ou le texte. Cependant, les nouvelles architectures neuronales,
toujours plus performantes, contiennent toujours plus de paramètres à régler, ce qui né-
cessite un très grand volume de données. À l’inverse, les méthodes à noyaux, basées sur
l’utilisation de fonctions dites «noyaux», sont moins performantes en pratique que les
réseaux neuronaux mais demandent peu de données. On peut donc naturellement se
demander s’il est possible de combiner ces techniques pour garder le meilleur des deux
mondes. Dans une première partie de cette thèse, nous proposons un nouveau type d’ar-
chitecture neuronale qui fait intervenir une fonction noyau afin d’en réduire le nombre
de paramètres à apprendre, ce qui permet de la rendre robuste au sur-apprentissage
dans un régime où peu de données annotées sont disponibles.

La puissance de calcul nécessaire pour faire tourner les algorithmes d’apprentissage ré-
cents est étroitement liée à la «complexité» de ces algorithmes. Une approche possible à
la réduction de cette complexité est l’utilisation d’approximations parcimonieuses. Dans
une seconde partie de cette thèse, nous cherchons à réduire la complexité des modèles
d’apprentissage existants en y incluant des approximations parcimonieuses. D’abord,
nous proposons un algorithme alternatif à l’algorithme des K-moyennes qui permet d’en
accélérer la phase d’inférence grâce à l’expression des centroides sous forme d’un pro-
duit de matrices parcimonieuses. En plus des garanties de convergence de l’algorithme
proposé, nous apportons une validation expérimentale de la qualité des centroides ainsi
exprimés et de leur bénéfice en terme de coût calculatoire. Ensuite, nous explorons la
compression de réseaux neuronaux par le remplacement des matrices qui le constituent
avec des décomposition parcimonieuses. Enfin, nous détournons l’algorithme d’approxi-
mation parcimonieuse Orthogonal Matching Pursuit (OMP) pour faire une sélection pon-
dérée des arbres de décision d’une forêt aléatoire, nous analysons l’effet des poids obte-
nus et proposons par ailleurs une alternative non-négative de la méthode qui surpasse
toutes les autres techniques de sélection d’arbres considérées sur un large panel de jeux
de données.

Mots clés : méthodes à noyaux, réseaux de neurones, approximations parcimonieuses,
forêts aléatoires
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Abstract
The explosion of computing power and massive data collection has led to the current
golden age of artificial intelligence research. This overabundance of resources has
favoured the design of algorithms that are certainly impressive from an application
point of view, but also excessively demanding in terms of learning data and/or com-
puting power. This thesis aims at studying and experimentally validating the benefits,
in terms of amount of computation and data needed, that kernel methods and sparse
approximation methods can bring to existing machine learning algorithms.

Convolutional neural networks have revolutionized the processing of structured data
such as images or text. However, the new neural architectures, always more powerful,
contain more and more parameters to be adjusted, which requires a very large volume
of data. Conversely, kernel methods, based on the use of a function called « kernel», are
less efficient in practice than neural networks but require little data. One can therefore
naturally wonder whether it is possible to combine these techniques to keep the best of
both worlds. In a first part of this thesis, we propose a new type of neural architecture
that uses a kernel function to reduce the number of learnable parameters, thus making
it robust to overfiting in a regime where few labeled observations are available.

The computational power required to run recent learning algorithms is closely related
to the «complexity» of these algorithms. A possible approach to reducing this complexity
is the use of sparse approximations. For example, one can try to decompose a matrix
into a product of sparse matrices. The final operator obtained from this approximation
contains fewer non-zero values than the initial matrix and can therefore be used instead
of the initial matrix to calculate low-cost matrix products. Another example: a signal
can be approximated by a linear sparse combination of vectors from a dictionary. In a
second part of this thesis, we seek to reduce the complexity of existing machine learning
models by including sparse approximations. First, we propose an alternative algorithm
to the K-means algorithm which allows to speed up the inference phase by expressing
the centroids as a product of sparse matrices. In addition to the convergence guarantees
of the proposed algorithm, we provide an experimental validation of both the quality
of the centroids thus expressed and their benefit in terms of computational cost. Then,
we explore the compression of neural networks by replacing the matrices that consti-
tute its layers with sparse matrix products. Finally, we hijack the Orthogonal Matching
Pursuit (OMP) sparse approximation algorithm to make a weighted selection of decision
trees from a random forest, we analyze the effect of the weights obtained and we pro-
pose a non-negative alternative to the method that outperforms all other tree selection
techniques considered on a large panel of data sets.

Keywords: kernel methods, neural networks, sparse approximation, random forest
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Introduction
La recherche en Intelligence Artificielle est née au cours d’une session de tra-

vail en 1956, à l’université de Darthmouth, au New Hampshire. Sur le document
d’invitation à cette session, on peut lire :

To proceed on the basis of the conjecture that every aspect of learning or
any other feature of intelligence can in principle be so precisely described
that a machine can be made to simulate it.

Cette définition «originelle» de la recherche en Intelligence Artificielle intégrait
déjà la notion d’apprentissage automatique. Il semble en effet assez intuitif
qu’une machine supposée imiter l’intelligence humaine soit aussi capable d’as-
similer de nouvelles connaissances à partir d’expérience.

Plus précisemment, nous envisageons un modèle d’apprentissage automatique
comme capable d’apprendre, à partir d’une collection d’exemples d’apprentis-
sage prédéfinis, la relation qui lie une donnée d’entrée à un résultat attendu
en sortie. Les modèles d’apprentissage peuvent généralement appartenir à trois
catégories : les modèles d’apprentissage par renforcement qui fonctionnent en
optimisant la récompense rendue par un environnement en fonction des actions
d’un agent, les modèles dits «supervisés» qui ont accès au résultat attendu pour
chaque exemple d’entraînement – on dit que les exemples sont étiquetés – et
les modèles dits «non-supervisés» qui peuvent apprendre à partir de données
non-étiquetés. Par exemple, dans le cas de l’apprentissage supervisé, des images
d’animaux peuvent être classifiées par espèces : dans ce cas, le modèle doit ap-
prendre à partir d’un ensemble de couples (image, espèce), quelles sont les in-
formations contenues dans l’image d’un animal qui permettent de décider de
son espèce. Dans le cas d’un apprentissage non-supervisé, on peut imaginer une
tâche où il faudrait apprendre à regrouper entre elles les images d’animaux qui
appartiennent à la même espèce, sans jamais avoir accès à l’espèce de l’animal
d’une image ; on parle alors d’une tâche de regroupement (clustering) où la re-
lation à apprendre est celle entre l’image et le groupe auquel elle appartient.
Par «apprendre», nous entendons déterminer itérativement, à partir des données
d’apprentissage, les paramètres qui permettront au modèle d’accomplir la tâche
désirée sur de nouvelles données de test ; on dit que le modèle doit «généraliser»
plutôt que «sur-apprendre» (apprendre par cœur) les données d’entraînement.

Parmi la grande variété des modèles d’apprentissage déjà existants, nous nous
intéressons notamment aux modèles dits «non-linéaires», c’est à dire des mo-
dèles dont la fonction de prédiction ne peut pas être exprimée par un opérateur
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linéaire. Ces modèles sont particulièrement intéressants car beaucoup de pro-
blèmes du monde réel nécessitent des fonctions de prédiction non-linéaires pour
être résolus. On trouve par exemple les forêts aléatoires, composées d’une collec-
tion d’arbres de décisions dans cette catégorie de modèles. Les arbres de décision
sont capables d’apprendre à discriminer les données par analyse dichotomique.
Ils sont simples à mettre en œuvre, facilement interprétables, mais instables et
sujets au sur-apprentissage. Pour compenser cette faiblesse, on entraîne habi-
tuellement une multitude d’arbres de décision simples sur la base d’échantillons
aléatoires des données d’apprentissage, pour former ce qu’on appelle une forêt
aléatoire. Par un effet de moyennage, cette collection d’arbres légèrement diffé-
rents les uns des autres produit de bonnes performances mais au prix d’un coût
calculatoire plus élevé.

Un autre exemple de classe de modèles d’apprentissage est la classe des mé-
thodes à noyaux qui sont une famille de modèles aux fondements théoriques
solides et qui reposent sur une fonction dite «noyau» capable de mesurer une
forme de similarité entre deux observations. En fait, le résultat du calcul d’une
fonction noyau de deux observations est égal au produit scalaire entre leurs re-
présentations dans un espace de représentation, habituellement non-linéaire. Les
fonctions noyaux peuvent ainsi être utilisées en lieu et place du produit scalaire
dans des algorithmes d’apprentissage linéaire pour obtenir une fonction de pré-
diction non-linéaire ! C’est le choix de la fonction noyau qui détermine l’espace
de représentation des données et donc la capacité de la méthode à résoudre des
problèmes non-linéaires. Les méthodes à noyaux fonctionnent bien lorsque peu
de données d’apprentissage sont disponibles. Toutefois, pour un ensemble de
données de N observations, mesurer la valeur du noyau entre chacune d’elles
et enregistrer les résultats dans une matrice nécessite un espace de stockage de
l’ordre de O(N2) ce qui les rend peu utilisables d’un point de vue pratique dans
le contexte du «déluge de données» que nous connaissons actuellement.

Récemment, ce sont plutôt les réseaux de neurones, une autre famille de mo-
dèles d’apprentissage, qui ont le vent en poupe. Ces modèles reposent sur des
combinaisons de modules élémentaires appelés neurones, dont le fonctionne-
ment est analogue à celui des neurones biologiques. Les neurones sont organisés
en couches capables de fournir une représentation non-linéaire de leurs entrées
respectives. L’ensemble complet des couches de neurones forment ce qu’on ap-
pelle une architecture neuronale. L’efficacité des réseaux de neurones vient de
leur capacité mettre au point les paramètres de chaque neurone afin d’apprendre
d’eux même une représentation non-linéaire riche des données et accomplir la
tâche d’apprentissage. Chaque neurone fait intervenir son propre ensemble de
paramètres et donc une architecture neuronale qui contient des centaines voire
des milliers de neurones peut rapidement accumuler une très grande quantité
de paramètres. Cette sur-paramétrisation des réseaux neuronaux joue certaine-
ment un rôle dans leur étonnante capacité à résoudre des tâches, de traitement
d’image notamment, lorsque de grandes bases de données sont utilisables. À
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l’inverse, lorsque peu de données d’apprentissage sont disponibles, cette sur-
paramétrisation des réseaux neuronaux peut conduire à de mauvais résultats
en généralisation.

Cette idée qu’un modèle puisse être «trop complexe» par rapport à un pro-
blème d’apprentissage donné n’est pas nouvelle et est même fondamentale en
théorie de l’apprentissage (VAPNIK, 1999). Elle peut être associée au principe de
raisonnement philosophique qu’est «le rasoir d’Ockham», ou principe de parci-
monie qui veut que les hypothèses les plus simples (les moins complexes) soient
privilégiées. Ce principe nous amène à chercher des modèles d’apprentissage qui
contiennent moins de paramètres à apprendre afin d’en améliorer la capacité de
généralisation.

Un autre avantage, plus terre à terre, de ces modèles moins complexes dits
«parcimonieux» est le fait qu’ils soient en général moins coûteux à mettre en
œuvre. En effet, quoique ce ne soit pas nécessairement toujours le cas, exécu-
ter un modèle qui contient moins de paramètres devrait par ailleurs nécessiter
moins de calculs et moins de ressources matérielles, économiques ou environne-
mentales. Par exemple, un produit matrice-vecteur nécessitera d’autant plus de
multiplications et d’additions que la dimension est grande. Autre exemple, pour
une dimension fixée, une matrice peut être «creuse» (contenir beaucoup de zé-
ros) ou bien même être exprimée en un produit de matrices creuses. Dans ces
deux cas, le produit matrice-vecteur associé sera d’autant moins cher qu’il y aura
de zéros dans les matrices ou le vecteur.

C’est pour cette raison que tout un pan de la recherche en apprentissage
consiste à produire des versions compressées des modèles existants. Typique-
ment, une direction de recherche consiste à trouver des solutions efficaces pour
produire automatiquement des réseaux neuronaux contenant moins de connec-
tions, ou moins de neurones, sans impacter trop leur performances. Pour les mé-
thodes à noyaux, il existe des méthodes d’approximations qui permettent d’éviter
de calculer la matrice des similarités évoquée plus tôt, ou bien seulement une par-
tie. Enfin, des travaux proposent d’élaguer les forêts aléatoires en ne sélection-
nant qu’une partie des arbres qui la composent. Toutefois, ces techniques sont
en général considérées séparément et on peut se demander si elles ne pourraient
pas être combinées afin que chacune tire bénéfice des avantages des autres.

En vertu du principe de parcimonie, peut on imaginer construire des modèles
qui contiendraient moins de paramètres tout en préservant leur efficacité ? Peut-
on incorporer des méthodes parcimonieuses à des modèles existants afin de les
comprimer? Peut-on même espérer que ces modèles plus légers en paramètres,
soient par ailleurs moins sensible au sur-apprentissage lorsque peu de données
d’entraînement annotées sont disponibles ?

Ce sont les problématiques que nous abordons dans cette thèse. Nous pro-
posons et étudions expérimentalement diverses approches de compression de
modèles qui font intervenir la parcimonie et/ou des méthodes d’approximation
de noyaux.

3



Aperçu des Chapitres
Chapitre 1 Dans ce chapitre, nous introduisons plus en détails deux familles
de modèles d’apprentissage non-linéaire qui sont d’importance prépondérante
dans cette thèse : les méthodes à noyaux et les réseaux de neurones. Nous es-
sayons de couvrir les concepts clés de ces modèles pour comprendre le reste du
document. Dans les deux cas, nous commençons par décrire le fonctionnement
général des méthodes puis des approches existantes pour alléger leur coût calcu-
latoire. De nombreuses références à ce chapitre seront faites tout au long de la
thèse.

Chapitre 2 Dans ce chapitre, nous travaillons à l’interface des méthodes à
noyau et réseaux de neurones pour construire un modèle appelé réseau Nyström
adaptatif qui permet de tirer parti du meilleur des deux mondes. Nous propo-
sons de remplacer les couches denses d’un réseau de neurones par une couche
Nyström adaptative qui permet d’apprendre une représentation non-linéaire des
données en sortie de convolution. Cette couche possède un nombre très réduit
de paramètres et permet donc d’apprendre dans un contexte ou peu de données
sont disponibles, en comparaison à des couches denses standards qui ont ten-
dance à sur-apprendre.

Chapitre 3 Dans ce chapitre, nous proposons de remplacer les matrices denses
de modèles d’apprentissage communs en produits de matrices parcimonieuses.
Cette idée prend son origine dans le constat que des opérateurs linéaires ra-
pides peuvent être exactement exprimés en produit de matrices parcimonieuses
et donc peuvent être appris sous cette forme grâce à des algorithmes existants
dans la littérature. Ce chapitre se divise en deux contributions : dans la première,
nous proposons un algorithme analogue à l’algorithme des K-moyennes mais
dont la matrice de centroïdes résultants s’exprime en un produit de matrices
parcimonieuses. Nous illustrons l’intérêt de notre méthode avec des exemples
d’utilisation de la matrice des centroïdes, notamment dans le cadre de l’approxi-
mation de Nyström; dans la seconde, nous proposons un cadre général où les
matrices denses des couches de réseaux neuronaux pré-entraînées sont distillées
en des produits de matrices parcimonieuses. Nous avons mené une large gamme
d’expériences sur différentes architectures et différents jeux de données pour
étudier le fonctionnement de notre méthode.

Chapitre 4 Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’élagage de forêts aléa-
toires. Nous exprimons le problème de l’élagage d’une forêt sous la forme d’un
problème d’optimisation avec contrainte l0 et nous proposons d’utiliser l’algo-
rithme OMP pour le résoudre. Cette approche permet non seulement de sélec-
tionner les arbres d’une forêt aléatoires mais aussi de leur attribuer des poids
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d’importance. Dans une série d’expériences, nous montrons l’intérêt de notre
méthode et en particulier de l’utilisation de poids d’importance sur les arbres.
Nous proposons aussi un variant de notre méthode avec une contrainte de non-
négativité sur les poids ce qui permet d’améliorer encore les performances du
modèle, le rendant ainsi meilleur que toutes les autres techniques concurrentes
évaluées.
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révision au Machine Learning Journal en Juillet 2020.

Publié en conférence internationale avec évaluation par les pairs :

• Luc Giffon, Stéphane Ayache, Thierry Artières, Hachem Kadri. Deep Net-
works with Adaptive Nyström Approximation. Publié dans The International
Joint Conference on Neural Networks (IJCNN) en 2019 à Budapest, Hongrie.
(conference niveau A d’après le classement ERA)
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• Luc Giffon, Stéphane Ayache, Thierry Artières, Hachem Kadri. Emulsion de
noyaux et d’apprentissage profond. Publié dans la Conférence sur l’Appren-
tissage automatique (CAp), Rouen, France, 2018.

• Luc Giffon, Charly Lamothe, Léo Bouscarrat, Paolo Milanesi, Farah Cher-
faoui, Sokol Koço. Pruning Random Forest with Orthogonal Matching Trees.
Publié dans la Conférence sur l’Apprentissage automatique (CAp), Vannes,
France, 2020.
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Notations courantes
Nous donnons en Table 0.1 les conventions générales d’écriture mathématique
utilisées dans cette thèse ainsi que quelques abréviations courantes en Table ??.
Chaque chapitre a son propre lot d’abréviations qui lui sont propres mais nous
introduisons aussi ici certaines notations utiles qui ne changent pas entre les
chapitres.

Description Notation Sens

lettres latines minuscule i, j, k, ... indices

lettres latines majuscule N,M,W, ... constantes entières

lettres grecques minuscules α, β, γ, ... scalaires

caractères minuscules avec indice ai, bi, αi, ... ième élément du vecteur

caractères gras en minuscule a,b,α, ... vecteurs ou fonctions

caractères gras en minuscule avec indice ai,bi,αi, ... ième vecteur ligne de la matrice

caractères gras en majuscule A,B,C, ... matrices

caractère gras en majuscule avec indice Ai,Bi,Ci, ... ième matrice

exposant -1 M−1 inverse d’une matrice

dague M† pseudo-inverse d’une matrice

chevrons 〈·, ·〉M produit scalaire dans l’espace engendré par M

barres verticales indice zéro ‖ · ‖0 norme zéro d’un vecteur ou d’une matrice

barres verticales indice 2 ‖v‖2 norme deux pour un vecteur

barres verticales indice 2 ‖M‖2 norme opérateur pour une matrice

barres verticales indice F ‖ · ‖F norme de Frobenius

demi-crochets haut d·e arrondi supérieur

demi-crochets bas b·c arrondi inférieur

point encerclé � produit point à point (produit de Hadamard)

doubles crochets JNK liste des entiers de 1 à N

Grand O calligraphié O(·) Mesure de complexité

Grand N calligraphié N (µ, σ2) Loi Normale de moyenne µ et écart-type σ

Table 0.1 : Notations courantes.
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1 Représentations non-linéaires
dans les modèles
d’apprentissage

Contents
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2 Méthodes à noyaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2.1 Fonctions noyau et Espace de Hilbert à noyau reproduisant . 10
1.2.2 Construire des fonctions noyau . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2.2.1 Apprendre des fonctions noyau . . . . . . . . . . . 15
1.2.3 Méthodes d’approximation de noyaux . . . . . . . . . . . . . 15

1.2.3.1 Caractéristiques aléatoires . . . . . . . . . . . . . . 16
1.2.3.2 Approximation de Nyström . . . . . . . . . . . . . 18

1.2.4 Conclusion sur les méthodes à noyaux . . . . . . . . . . . . 20
1.3 Réseaux de neurones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.3.1 Neurones artificiels et couches neuronales . . . . . . . . . . . 21
1.3.2 Exemples d’architectures de réseau de neurones convolutifs . 26
1.3.3 Notes sur l’apprentissage de réseaux de neurones . . . . . . . 28
1.3.4 Compression de réseaux neuronaux pré-entrainés . . . . . . . 31

1.3.4.1 Décompositions en rang faible . . . . . . . . . . . . 32
1.3.4.2 Utilisation de Transformées rapides . . . . . . . . . 34
1.3.4.3 Utilisations de la parcimonie . . . . . . . . . . . . . 35
1.3.4.4 Quantification des poids . . . . . . . . . . . . . . . 36
1.3.4.5 Distillation de connaissances . . . . . . . . . . . . . 37

1.3.5 Conclusion sur les réseaux de neurones . . . . . . . . . . . . 37
1.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

1.1 Introduction
Les méthodes à noyaux et l’apprentissage profond sont deux familles de mé-
thodes d’apprentissage qui ont essentiellement été étudiées séparément. Les mé-
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thodes d’apprentissage profond utilisent les réseaux neuronaux pour apprendre
des caractéristiques pertinentes des données et nécessitent un grand volume de
données pour fonctionner. Les méthodes à noyaux quant à elles sont des outils
puissants pour l’apprentissage de relations non linéaires dans les données et sont
bien adaptées aux problèmes liés à des jeux de données de tailles limités. Leur
puissance et leur popularité viennent de leur capacité à étendre les méthodes
linéaires à des problèmes non linéaires avec des garanties théoriques mais aussi
de leur aptitude à travailler avec des données non-vectorielles (graphes, par
exemple). Toutefois la complexité calculatoire des méthodes à noyaux les rend
difficile à utiliser avec de grandes bases de données.

Un élément essentiel du fonctionnement de ces méthodes est leur capacité à
construire une représentation non-linéaire des données d’apprentissage afin de
construire des fonctions de décision riches. Dans le cas des méthodes à noyaux,
cette caractéristique repose sur le choix d’une fonction noyau adaptée ; alors que
pour les réseaux neuronaux, c’est l’empilement minutieux de couches de calcul
spécialisées qui permet au modèle d’apprendre une représentation non-linéaire
à partir des données.

Cependant, le coût calculatoire de ces deux familles de modèles peut devenir
rédhibitoire en pratique. Les méthodes à noyaux peuvent difficilement passer à
l’échelle des quantités de données actuelles du fait de leur complexité quadra-
tique par rapport à la taille du jeu de données. Les réseaux de neurones, eux,
apprennent une quantité de paramètres si grande qu’il devient impossible de
les déployer sur de petits appareils qui n’embarquent pas un grand espace de
stockage.

Dans cette section introductive sur les méthodes d’apprentissage non-linéaires,
nous commençons par revoir des concepts élémentaires relatifs à l’apprentissage
avec les méthodes à noyaux, nous ferons apparaître leurs problèmes de com-
plexité calculatoire et décrirons en détails des approches connues pour les ré-
soudre. Ensuite, nous aurons une approche similaire avec les réseaux de neu-
rones dont nous introduirons le fonctionnement essentiel avant de présenter cer-
taines grandes familles de méthodes pour en réduire la complexité calculatoire.
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1.2 Méthodes à noyaux

Figure 1.1 : Projection en 3D de la représentation non-linéaire implicite d’un
noyau polynomial d’ordre 2. Une régression linéaire sur la représenta-
tion initiale des données ne donne pas de bons résultats. La régression
linéaire dans l’espace de représentation induit par le noyau donne un
bien meilleur coefficient de corrélation R.

Il existe plusieurs voies pour introduire les noyaux et la façon dont ils peuvent
être utilisés en apprentissage. Nous choisissons de suivre une approche similaire
à celle utilisée par CORNUÉJOLS et MICLET, 2011 qui introduisent les noyaux
pour la résolution d’un problème de régression en passant par un espace de
représentation des données.

Étant donné un ensemble d’apprentissage X := [xi]Ni=1 ∈ X ⊆ RN×D et le
vecteur des étiquettes associées y ∈ Y ⊆ RN , le problème de régression linéaire
consiste à trouver une fonction de décision h qui pour toute donnée d’entrée x
est capable de prédire son étiquette grâce à l’équation :

h(x) =
D∑
i=0

xiwi, (1.1)

où les wi sont les composantes d’un vecteur de poids w et x0 := 1 pour tout x.
Résoudre le problème de régression revient à trouver le vecteur de poids w tel
qu’un certain critère d’erreur empirique (classiquement le critère Moyenne des
Erreurs au Carré (MSE) : 1

N

∑N
i (h(xi) − yi)2) sur les données d’apprentissage

soit minimum, c’est-à-dire lorsque la dérivée de l’erreur est nulle. À partir de
là, on obtient la valeur optimale de w = (XTX)−1XTy = XTα qui peut donc
être vue comme une combinaison linéaire des données d’apprentissage avec α =
X(XTX)−2XTy. Et donc la fonction de décision h peut être ré-écrite de façon
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à ne dépendre que de produits scalaires entre les données d’apprentissage et la
donnée d’entrée x :

h(x) =
N∑
i=1

αi〈xi,x〉. (1.2)

Si le problème de régression que l’on doit résoudre nécessite une fonction de
décision non-linéaire, alors une solution consiste à utiliser au préalable une fonc-
tion de représentation non-linéaire φ sur les données afin de les placer dans
un espace où on peut utiliser des outils de régression linéaire classique (Voir
Figure 1.1 par exemple). La fonction de décision h devient donc :

h(x) =
N∑
i=1

αi〈φ(xi),φ(x)〉. (1.3)

L’enjeu est alors de trouver la bonne fonction de représentation φ pour la tâche
d’apprentissage et c’est ici que les fonctions noyaux entrent en scène. Dans le
reste de cette section, nous commençons par donner une définition formelle des
noyaux et des espaces de représentation qui leur sont associés. Ensuite nous don-
nerons quelques exemples classiques de fonctions noyaux. Enfin, nous expose-
rons les problèmes de complexité calculatoire inhérents aux méthodes à noyaux
et nous détaillerons des solutions d’approximation de noyaux pour les résoudre.

1.2.1 Fonctions noyau et Espace de Hilbert à noyau
reproduisant

Un noyau est une fonction qui permet de calculer la valeur d’un produit scalaire
entre deux observations dans un nouvel espace de représentation H appelé Es-
pace de Hilbert à Noyaux Reproduisant (RKHS). En quelques sortes, un noyau
est donc une mesure de similarité entre deux observations :

k(x,y) = 〈φ(x),φ(y)〉H, (1.4)
où la fonction φ peut être une fonction de représentation non-linéaire et l’es-
pace de représentation H peut être de dimension infinie. Plus précisément, les
fonctions noyaux et les RKHS sont définis comme suit :

Définition 1.1 (fonction noyau). Une fonction noyau, ou noyau, est une fonction
k : X × X 7→ R telle que :

• k est symétrique, c’est à dire que k(x,y) = k(y,x) ;

• k est positive semi-définie, c’est à dire que ∑i,j uiujk(xi,xj) ≥ 0.
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Définition 1.2 (espace de Hilbert à noyau reproduisant (RKHS)). Un espace
fonctionnel de Hilbert H := {f : X 7→ R} est dit «à noyau reproduisant» s’il existe
une fonction noyau k telle que :

• ∀x ∈ X , k(x, ·) ∈ H ;

• ∀x ∈ X et ∀f ∈ H, 〈f ,k(x, ·)〉H = f(x) (propriété reproduisante).

En particulier, on remarque que k(x,y) = 〈k(x, ·),k(y, ·)〉 ce qui nous ramène
à la définition de noyau de l’Équation (1.4) et nous donne ∀x ∈ X , φ(x) =
k(x, ·). On note que dans la littérature des noyaux, une fonction noyau n’est pas
nécessairement Positive Semi-Définie (PSD) ou symétrique mais dans le reste
de cette thèse, lorsque nous parlons de noyaux, nous faisons toujours référence
aux noyaux PSD et symétriques comme définis dans la Définition 1.1. On voit
que les notions de noyau et de RKHS sont intimement liées dans ces définitions.
En fait, le théorème de Moore-Aronszajn (ARONSZAJN, 1950) affirme que pour
toute fonction noyau PSD et symmétrique, il existe un RKHS associé et vice-versa.
Nous ne nous aventurons pas plus dans les technicités relatives aux fonctions
noyau car elles dépassent le cadre de cette thèse et les définitions déjà données
sont suffisantes pour comprendre le reste de ce document ; davantage de détails
peuvent être trouvés dans le livre de référence de SMOLA et SCHÖLKOPF, 1998.

Une fonction noyau peut donc se substituer au produit scalaire dans l’Équa-
tion (1.3) afin d’apprendre une fonction de décision linéaire après re-description
des données dans le RKHS associé. Plus généralement, grâce à l’équivalence de
l’Équation (1.4), les noyaux peuvent simplement être utilisé pour introduire une
non-linéarité dans n’importe quelle méthode qui ferait normalement intervenir
le produit scalaire (SMOLA et SCHÖLKOPF, 1998) tout en conservant ses éven-
tuelles garanties théoriques. Cette équivalence entre fonction noyau et produit
scalaire est communément appelée «l’astuce du noyau» (the kernel trick). Elle
a rendu les méthodes à noyaux célèbres car en pratique, elle permet d’obtenir
une représentation des données en très grande dimension —potentiellement in-
finie !— sans avoir à calculer explicitement cette représentation : tous les calculs
sont faits dans l’espace de description initial. Nous nous contentons de définir
les fonctions noyaux ici et ne décrivons pas les algorithmes d’apprentissage qui
utilisent les noyaux et renvoyons plutôt le lecteur vers le livre de référence de
SHAWE-TAYLOR et CRISTIANINI, 2004.

Pour finir, nous faisons remarquer que les noyaux ne nécessitent pas de
travailler sur des données vectorielles. Ceci ne sera pas plus développé dans cette
thèse mais on peut définir des noyaux pour mesurer des similarités entre graphes
par exemple (VISHWANATHAN, SCHRAUDOLPH, KONDOR et al., 2010 ; SHERVA-
SHIDZE, SCHWEITZER, VAN LEEUWEN et al., 2011). Nous verrons dans la section
suivante quelques exemples de fonctions noyaux utiles.

11



1.2.2 Construire des fonctions noyau

Figure 1.2 : Effet du paramètre σ sur l’apprentissage d’un modèle de classification
utilisant un noyau Gaussien sur trois jeux de données synthétiques.
Le numéro en bas à droite représente le pourcentage de précision de
classification sur les données test. Les données test sont représentées
avec des points de couleur atténuée. On voit qu’une valeur de σ plus
petite conduit à un sur-apprentissage des données d’entraînement
alors qu’une valeur de σ trop élevée conduit à un sous-apprentissage.
Source : Support Vector Machine Hyperparameter Tuning - A Visual
Guide

Puisque la fonction noyau définit l’espace de représentation des données, il est
nécessaire de choisir minutieusement quelle fonction noyau utiliser pour une
tâche d’apprentissage donnée. Ce choix peut revenir à un expert de la tâche
qui saurait comment la similarité entre deux observations devrait être calculée ;
sinon, des noyaux classiques déjà élaborés peuvent être ré-utilisés ou combinés
entre eux ; ou encore le noyau peut même être appris pour correspondre à la
tâche. Dans cette Section, nous commençons par donner quelques exemples de
fonctions noyaux habituellement utilisées puis nous énonçons quelques règles
utiles pour la combinaison de noyaux et enfin nous montrons rapidement la
forme de quelques noyaux qui peuvent être appris. Commençons avec quelques
exemples de noyaux classiques (une liste plus riche peut être trouvée sur le site
de COUZA, 2020) :
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Noyau linéaire. Le noyau le plus simple de tous correspond au produit sca-
laire direct entre les vecteurs d’entrée :

k(x,y) = 〈x,y〉. (1.5)
Dans ce cas, il n’y a pas de non-linéarité et l’utilisation d’un tel noyau permet de
retrouver les méthodes linéaires classiques.

Noyau polynomial. A partir du noyau linéaire, on peut simplement construire
le noyau polynomial d’ordre P qui correspond essentiellement à une somme
de produits de noyaux linéaires. Intuitivement, l’espace de représentation de ce
noyau utilise des combinaisons des caractéristiques initiales des données pour
créer de nouvelles dimensions. Ce noyau fait intervenir une constante α qui sert
de variable d’ajustement pour accorder plus ou moins d’importance aux termes
d’ordre supérieur dans le polynome. La Figure 1.1 montre l’effet de la fonction
de représentation implicite d’un noyau polynomial d’ordre 2.

k(x,y) = (〈x,y〉+ α)P . (1.6)

Noyau Gaussien. Le noyau Gaussien est sûrement le noyau le plus populaire
en apprentissage automatique du fait des performances souvent très bonnes qu’il
obtient en pratique. Il s’agit d’un noyau Fonction de base radiale (RBF), c’est-à-
dire qu’il est invariant par translation des données d’entrée ; il dépend seulement
de la distance entre ses entrées.

k(x,y) = exp
(
−||x− y||2

σ2

)
. (1.7)

Il est paramétré par une valeur σ appelée «largeur de bande» qui doit corres-
pondre à une valeur de dispersion des données. Le paramètre σ peut être inter-
prété comme un paramètre de sensibilité à la distance : si σ est petit alors le
noyau pourra détecter des variations fines de distance et vice-versa s’il est grand.
L’effet du paramètre σ sur la qualité de l’apprentissage est illustré en Figure 1.2.
On peut classiquement utiliser une méthode de recherche exhaustive pour trou-
ver le paramètre σ idéal pour une tâche d’apprentissage mais une heuristique
commune pour décider de la valeur σ du noyau est d’utiliser la moyenne des
écarts entre les données (ROJO-ÁLVAREZ, MARTÍNEZ-RAMÓN, MARÍ et al., 2018).
Pour un ensemble de données X de taille N , l’heuristique donne :

σ = 1
N

N∑
i,j=1
||xi − xj||2 (1.8)

Comme évoqué dans la Section 1.2.1, certains noyaux ne sont pas définis posi-
tifs mais seulement conditionnellement définis positifs, c’est à dire que
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∑
i,j ui, ujk(x,y) ≥ 0 si

∑
i ui = 0, ou même pas définis positifs. Ces noyaux

sont appelés noyaux de Krein (ALPAY, 1991 ; ONG, MARY, CANU et al., 2004 ;
OGLIC et GÄRTNER, 2018). Ils sont moins contraints que les noyaux PSD et sy-
métriques et généralisent la notion de noyau. Même si la théorie des RKHS ne
tient pas avec ces noyaux, ils peuvent être utilisés comme des noyaux PSD et
donner de bonnes performances en pratique. Nous en donnons aussi quelques
exemples :

Noyau χ2. Le noyau χ2, basé sur la distance χ2 est capable de mesurer une
distance entre deux histogrammes. Il est particulièrement apprécié en vision par
ordinateur (LI, SAMORODNITSK et HOPCROFT, 2013 ; ZHANG, MARSZAŁEK, LA-
ZEBNIK et al., 2007) :

k(x,y) = −
D∑
i=1

(
(xi − yi)2

xi + yi

)
(1.9)

Noyau tangente hyperbolique. Le noyau tangeante hyperbolique, aussi connu
sous le nom de noyau sigmoïde, est connecté au domaine des réseaux de neu-
rones car il permet de construire des modèles à noyau équivalents à des réseaux
de neurones à deux couches avec une fonction d’activation sigmoïde (LIN et LIN,
2003). L’équation du noyau est

k(x,y) = tanh(αxTy + β) (1.10)
où α et β correspondent à la pente et l’ordonnée à l’origine de la sigmoide.

A présent que quelques noyaux de base ont été définis, nous voyons comment
les composer entre eux pour construire de nouveaux noyaux. La Définition 1.1
donne deux conditions suffisantes pour qu’une fonction soit dite «noyau». Il est
donc possible de composer des noyaux entre eux pour en construire de nouveaux,
pour peu que cette composition respecte les conditions de symétrie et positivité.
Le livre de BISHOP, 2006, Chap. 6 contient une liste plus complète de règles de
compositions de noyaux mais nous en donnons quelques unes ici qui nous seront
utiles plus loin dans la thèse. Pour deux observations x,y :

Lemme 1.1. La somme de deux noyaux, k1(x,y) + k2(x,y) est un noyau.

Lemme 1.2. Soit xa,xb deux vues différentes de la même entité x. La somme
de deux noyaux travaillant sur des vues différentes, k1(xa,ya) + k2(xb,yb) est un
noyau.

Lemme 1.3. La multiplication de deux noyaux k1(x,y)k2(x,y) est un noyau.
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1.2.2.1 Apprendre des fonctions noyau

Les méthodes à noyaux fonctionnent bien lorsque le noyau utilisé est bien adapté
à la tâche d’apprentissage. Une approche consiste à laisser l’utilisateur choisir la
fonction noyau adaptée ou bien la construire sur mesure, comme nous l’avons vu
en Section 1.2.2 mais il est aussi possible de traiter le choix de la fonction noyau
comme une tâche d’apprentissage.

ABBASNEJAD, RAMACHANDRAM et MANDAVA, 2012 ont écrit une revue détaillée
des différentes approches pour l’apprentissage de noyaux. Nous ne survolons ici
que certaines techniques utiles pour comprendre certaines contributions de cette
thèse.

Certains noyaux sont fonction d’une mesure de distance entre les observa-
tions. Le noyau Gaussien, par exemple, est calculé en fonction de la distance
euclidienne standard. Une approche de l’apprentissage de noyau consiste à ap-
prendre une métrique d sur laquelle le noyau s’appuie pour calculer la similarité
(WEINBERGER et SAUL, 2009). Pour une distance de Mahalanobis, par exemple,
on a :

d(x,y) =
√

(x− y)TM(x− y). (1.11)
où la matrice M définit la métrique à apprendre et donc le noyau.

Dans le cas où plusieurs noyaux peuvent être utilisés, il peut être intéres-
sant d’en apprendre une combinaison. Cette méthode s’appelle Apprentissage
de Noyaux Multiple (MKL). Typiquement, la combinaison se fait sous la forme
d’une somme

k(x,y) =
K∑
i=1

βiki(x,y), (1.12)

où l’apprentissage des coefficients β ≥ 0 se fait souvent conjointement à la tâche
d’apprentissage (GONEN et ALPAYDIN, 2011).

1.2.3 Méthodes d’approximation de noyaux
Bien que les méthodes à noyaux soient particulièrement adaptées au cas de fi-
gure où peu de données sont disponibles, elles deviennent irréalisables lorsque
le nombre de données disponible grandit. En effet, leur fonctionnement exige le
stockage d’une matrice de Gram, ou matrice noyau, K telle que : à partir d’un
jeu de données X := [xi]Ni=1, ∀i, j ∈ JNK Ki,j = k(xi,xj). Cette matrice a une
complexité en espace de l’ordre de O(N2).

Étonnamment, une solution privilégiée pour contourner ce problème est de se
passer de l’astuce du noyau pour, à la place, approximer la fonction noyau en
déterminant une fonction de représentation explicite. Formellement, l’idée est
de déterminer une fonction de représentation φ̃ explicite telle que :
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k(x,y) = 〈φ(x),φ(y)〉 ≈ 〈φ̃(x), φ̃(y)〉. (1.13)
Pour se faire, deux approches sont particulièrement utilisées : d’abord la mé-
thode des caractéristiques aléatoires (RAHIMI et RECHT, 2008) (random features)
qui se base sur la projection des caractéristiques d’entrée dans un espace de ca-
ractéristiques à faible dimension où les produits scalaires des points dans cet
espace se rapprochent de la fonction du noyau ; ensuite la méthode de Nys-
tröm (WILLIAMS et SEEGER, 2001) qui est habituellement plutôt utilisée pour
approximer la matrice noyau mais qui peut être adaptée pour obtenir une fonc-
tion de représentation explicite permettant d’approximer la fonction noyau elle-
même.

Dans le reste de cette section, nous allons voir en détail le fonctionnement de
ces deux méthodes ainsi que des stratégies existantes pour les accélérer.

1.2.3.1 Caractéristiques aléatoires

Les méthodes d’approximation de noyaux à base de caractéristiques aléatoires
utilisent des matrices aléatoires dont les valeurs sont tirées suivant une loi de
probabilité dépendante de la fonction noyau à approximer. Ces méthodes sont
extrêmement simple à mettre en œuvre en pratique mais elles ont le défaut de
ne fonctionner que pour certains types de noyaux, notamment (mais pas unique-
ment) les noyaux de types RBF, c’est à dire des noyaux qui ne dépendent que de
la distance entre leurs données d’entrées : k(x,y) = k(x − y). Pour ces noyaux,
la méthode repose sur le théorème de Bochner (RUDIN, 1962) :

Théorème 1.1 (Bochner). Une fonction noyau k(x,y) = k(x − y) sur RD est
positive semi définie si et seulement si k(δ) est la transformée de Fourrier d’une
mesure non-négative.

Étant donné p une densité de probabilité sur RD, le théorème de Bochner permet
d’y associer un noyau RBF k :

k(x− y) =
∫
RD
p(ω) exp(jωT (x− y))dω = Eω [φω(x)∗φω(y)] (1.14)

où j correspond à l’unité imaginaire et φω(x) = exp(jωTx). Toutefois, nous cher-
chons une fonction de représentation à valeurs réelles. Comme la distribution de
probabilités de ω est à valeurs réelles et k(x − y) est aussi réel, alors on peut
écrire :

k(x− y) =
∫
RD
p(ω) cos(ωT (x− y))dω, (1.15)

16



où la fonction cos est appliquée composante par composante. Enfin, la solution
proposée par RAHIMI et RECHT, 2008 pour φω est

φω(x) = [cos(ωx) sin(ωx)]T (1.16)
et donc la fonction de représentation qui utilise des caractéristiques aléatoires
pour approximer le noyau k grâce au produit scalaire dans un espace en D′

dimensions est :

φrf (x) = 1
D′

[cos(xW) sin(xW)]T (1.17)

où les éléments de la matrice W ∈ RD×D′ sont échantillonnés suivant la loi de
probabilité adaptée au noyau à approximer. Dans le cas du noyau Gaussien par
exemple, la loi de probabilités à utiliser est la loi Normale N (0, σ2).

Pour obtenir la valeur approximée du noyau k pour un couple d’exemples, il
suffit de calculer :

k(x,y) ≈ 〈φrf (x),φrf (y)〉. (1.18)

On note que l’apparition du sin dans l’Équation (1.17) prend son importance
dans ce produit scalaire grâce à la règle de trigonométrie cos(ωx − ωy) =
cos(ωx) cos(ωy) + sin(ωx) sin(ωy) qui permet de retrouver le cos(ω(x − y)) de
l’Équation (1.15).

Nous venons de montrer comment construire les caractéristiques aléatoires
pour approximer des noyaux RBF mais il est aussi possible de construire une
approximation pour certains autres types de noyaux, par exemple les noyaux
polynomiaux comme l’ont montré KAR et KARNICK, 2012.

Quoique simple à mettre en œuvre, la fonction de représentation de l’Équa-
tion (1.17) nécessite le stockage de la matrice aléatoire W qui coûte O(DD′) et
le calcul du produit matrice-vecteur W qui a aussi un coût O(DD′). Lorsque la
dimension d’entrée des données et/ou la dimension de représentation est grande,
ces coûts calculatoires peuvent devenir prohibitifs.

Accélération du calcul des caractéristiques aléatoires : Fastfood Une
solution pour réduire le coût en temps et en espace des caractéristiques aléatoires
consiste à utiliser l’approximation de Fastfood proposée par LE, SARLÓS et SMOLA,
2013. Cette méthode repose sur l’expression de la matrice W en un produit
de matrices peu chères en calcul et en stockage mais qui offre des garanties
d’approximation de certains noyaux tels que le noyau Gaussien :

W = 1
σ
√
D

SHGΠHB (1.19)

où :
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• S est une matrice diagonale qui contient des facteurs d’échelles tirés aléa-
toirement ;

• H est la matrice de Hadamard (voir Section 3.2.1) ;

• G est une matrice diagonale d’éléments aléatoires tirés suivant une loi Nor-
male N (0, 1) ;

• Π est une matrice de permutation aléatoire ;

• B est une matrice diagonale de +1 et de −1.

et donc la transformation de Fastfood φff d’un vecteur d’entrée x est donnée
par :

φff (x) =
[
cos

(
1

σ
√
D

SHGΠHBx
)
, sin

(
1

σ
√
D

SHGΠHBx
)]

. (1.20)

Au final, stocker les matrices parcimonieuses qui forment le produit de l’Équa-
tion (1.19) plutôt que W permet de réduire la complexité en stockage de la
matrice de poids W à O(D) grâce à la définition récursive de la matrice de Ha-
damard. De plus, la complexité en calcul du produit Wx est réduite à O(DlogD)
grâce aux algorithmes de transformation rapide de Hadamard. Pour obtenir une
dimension de représentation D′ plus grande que deux fois la dimension d’en-
trée D, il suffit d’empiler empilant plusieurs W différents, définis suivant l’Équa-
tion 1.20.

1.2.3.2 Approximation de Nyström

L’approximation de Nyström est une approximation de rang faible de la matrice
noyau qui est calculée en échantillonnant un sous-ensemble des exemples du jeu
de données d’entraînement.

Considérons un sous-ensemble L := [li]Li=1 de l’ensemble des données X. En
supposant que ce sous-ensemble de points de références inclut les premiers
échantillons de X, ou en réorganisant les échantillons d’entraînement tels que le
sous-ensemble L apparaisse en premier, K peut être ré-écrit tel que :

K =
[
K11 KT

21
K21 K22

]
, (1.21)

où K11 correspond à la matrice noyau calculée sur le sous ensemble de données
L. Quand les éléments de K11 et K21 sont connus, on peut approximer la partie
manquante K22 grâce à l’approximation de Nyström WILLIAMS et SEEGER, 2001 :
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K ≈ K̃ =
[
K11
K21

]
K−1

11

[
K11 KT

21

]
=
[
K11 KT

21
K21 K21K−1

11 KT
21

]
. (1.22)

Or, nous savons par l’Équation (1.13) que K = ΦΦT ≈ Φ̃Φ̃T où Φ est la matrice
des représentations par φ des exemples du jeu de données, c’est-à-dire que pour
tout i, la ième ligne Φ, φi est la représentation de xi, φ(xi). Une solution possible
de Φ̃ est donc :

Φ̃ =
[
K11
K21

]
K−1/2

11 , (1.23)

d’où découle l’expression de la fonction de représentationφnys sur un seul exemple
x :

φnys(x) = kx,LK−1/2
11 , (1.24)

où kx,L := [k(x, l1), . . . ,k(x, lL)] pour tout li ∈ L

Méthodes d’échantillonage La méthode de Nyström est dépendante du sous-
ensemble de données pour fournir une approximation de bonne qualité et un
grand nombre de recherches ont été menées sur les méthodes de sélection des
points de référence pour en améliorer l’approximation. Par exemple, ZHANG,
TSANG et KWOK, 2008 proposent d’utiliser la méthode des K-moyennes (voir Sec-
tion 3.3.2) ; une autre possibilité consiste à attribuer une score d’influence aux
exemples avant de réaliser l’échantillonnage avec des probabilités dépendantes
de ces scores (GITTENS et MAHONEY, 2013). Toutefois, même s’il a été montré
empiriquement et théoriquement qu’une méthode d’échantillonnage uniforme
fonctionne moins bien dans certains cas que des méthodes plus perfectionnées
(GITTENS et MAHONEY, 2013 ; GITTENS, 2011), cette technique reste une option
de choix pour son rapport qualité-prix, du fait de son extrême simplicité et de
ses bonnes performances en général (KUMAR, MOHRI et TALWALKAR, 2012).

Accélération de la méthode de Nyström : Nyström efficace SI, HSIEH

et DHILLON, 2016 ont proposé un algorithme qui tire partie des transformées
rapides connues telles que la transformée de Hadamard ou la transformée de
Haar (voir Section 3.2.1) pour apprendre la matrice des points de référence L
avec une certaine contrainte de structure afin que son utilisation soit rapide. Il
en résulte une approximation de Nyström efficace et plus rapide à utiliser. Après
avoir remarqué que le principal coût calculatoire de l’approximation de Nyström
provient du calcul de la fonction noyau entre les observations à traiter et les
points de référence L, SI, HSIEH et DHILLON, 2016 proposent d’accélérer cette
étape. En particulier, ils se concentrent sur une famille de fonctions noyau qui
a la forme k(xi,xj) = f(xi)f(xj)g(xTi xj), où f : RD 7→ R et g : R 7→ R. Cette
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famille de fonctions contient certains noyaux largement utilisés tels que le noyau
gaussien et le noyau polynomial.

Étant donné les points de référence L et une observation x, le temps de cal-
cul du noyau entre x et chaque ligne de L (nécessaire pour l’approximation de
Nyström) est dominé par le calcul du produit Lx. Ils proposent donc d’écrire la
matrice L comme la concaténation de S = K/D produits de matrices tels que :

L =
[
V1HT , · · · ,VSHT

]T
, (1.25)

où H est une matrice D × D associée à une transformation rapide telle que la
matrice de Haar ou Hadamard, et les Vis sont des matrices diagonales D × D.
Les coefficients des matrices Vi sont à choisir avec une méthode de sélection
de points de référence standard (échantillonnage uniforme, par exemple) ou
à apprendre au moyen d’un algorithme que les auteurs proposent, similaire à
l’algorithme des K-moyennes.

1.2.4 Conclusion sur les méthodes à noyaux
Les méthodes à noyaux sont puissantes et justifiées théoriquement ce qui en font
des solutions de choix pour de nombreux problèmes d’apprentissage. Les noyaux
permettent d’incorporer des non-linéarités dans des modèles d’apprentissage li-
néaire grâce à l’astuce du noyau. Ils permettent aussi le traitement de données au
format particulier, telles que les graphes, pour peu qu’une mesure de similarité
adéquate existe.

Un inconvénient des méthodes du noyau est la nécessité de choisir la fonction
noyau adaptée au données à traiter. Ce choix est crucial pour la performance
du modèle et, même si quelques méthodes existent pour apprendre le noyau, il
est souvent nécessaire de faire appel à la connaissance d’un expert pour obte-
nir les meilleures performances possibles. Un autre problème de ces méthodes
est qu’elles ont une complexité calculatoire élevée en fonction de la taille des
jeux de données d’apprentissage. C’est pourquoi des méthodes d’approximation
de noyaux telles que la méthode de Nyström ont vu le jour pour en réduire la
complexité calculatoire.

1.3 Réseaux de neurones
Les réseaux de neurones artificiels —ou réseau neuronaux— sont des fonctions
mathématiques composées d’une interconnexion de fonctions plus simples ap-
pelées «neurones artificiels». Ces neurones artificiels sont inspirés du fonctionne-
ment des neurones biologiques capables d’émettre un signal de sortie en fonction
d’une somme de signaux d’entrée.
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Dans cette section nous commençons par définir les concepts de neurones ar-
tificiels et couches neuronales puis nous décrirons deux types de couches cou-
ramment utilisées en apprentissage automatique qui sont les couches entière-
ment connectées et les couches convolutives. Ensuite, nous verrons grâce à des
exemples d’architectures neuronales comment ces couches elles même peuvent
être combinées entre elles. Nous ferons ainsi apparaitre le problème de sur-
paramétrisation des réseaux de neurones ce qui nous amènera à lister quelques
approches de compression proposées dans la littérature.

1.3.1 Neurones artificiels et couches neuronales

Figure 1.3 : Représentation en deux dimensions de deux neurones d’une couche ca-
chée. Chaque neurone sépare l’espace en deux. Combiner les neurones
dans une couche permet de quadriller l’espace d’entrée.

Soit une observation x ∈ RD, un neurone est une fonction mathématique φw :
RD 7→ R paramétrée par un vecteur de poids w et qui calcule une combinaison
linéaire des éléments de x suivie par une fonction non-linéaire a : R 7→ R :

φw(x) = a
(

D∑
i=1

(xiwi) + w0

)
. (1.26)

Pour simplifier, nous négligeons le biais w0 dans la suite. Par analogie avec le
neurone biologique qui est capable de relayer un message nerveux si la somme
des signaux excitateurs et inhibiteurs entrants dépasse un certain seuil d’excita-
bilité (WIDMAIER, RAFF, STRANG et al., 2008), on peut voir le neurone formel
de l’Équation (1.26) comme une fonction seuil qui s’active si la combinaison li-
néaire de ses entrées est suffisamment grande. Une interprétation géométrique
du neurone artificiel consiste à le voir comme une fonction indicatrice de la posi-
tion d’un point par rapport à l’hyper-plan défini par w (voir Figure 1.3). On note
toutefois que, contrairement à une fonction seuil ou une fonction indicatrice,

21



la fonction d’activation doit être dérivable pour permettre à l’apprentissage de
se faire par descente de gradient (voir note sur les fonctions d’activation Sec-
tion 1.3.3).

Des neurones peuvent travailler en parallèle dans une couche φ : RD 7→ RD′

pour donner une représentation non-linéaire en D′ dimensions d’une donnée
d’entrée initialement en dimension D :

φ(x) =


φw1(x)

...
φwD′

(x)

 = a
(
WTx

)
(1.27)

où les wi peuvent être empilés pour former une matrice W ∈ RD×D′. Nous fai-
sons un abus de notation assez courant ici, avec la fonction a qui est en fait
appliquée composante par composante. En quelques sortes, une couche neuro-
nale «quadrille» l’espace d’entrée des données où chaque ligne de ce quadrillage
est définie par un neurone (voir Figure 1.3). En jouant sur les propriétés de W,
nous pouvons définir différents types de couches. Nous en montrons maintenant
deux exemples.

Couches denses Dans le cas où la matrice W est dense, c’est-à-dire qu’elle ne
contient pas ou peu de zéros, nous dirons simplement que la coucheφ est «dense»
ou bien «entièrement connectée». Ce type de couche calcule une représentation
en fonction des combinaisons linéaires globales des données d’entrée ou de la
couche précédente.

Figure 1.4 : Représentation de la convolution en deux dimensions. Le filtre F est
appliqué à toutes les positions de l’image P en calculant le produit
scalaire entre le filtre et les valeurs de l’image à la position où il est
appliqué. Dans cet exemple, il n’y a qu’un canal en entrée et un seul
filtre. Source : Moutarde, 2020.
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Figure 1.5 : Représentation de la convolution sous forme d’un produit matriciel
creux. Dans cet exemple, il n’y a qu’un canal en entrée et un seul
filtre. Source : Bai, 2019

Couches convolutives Un autre type de couche sont les couches dites «convo-
lutives» ou «couches de convolution». Ces couches, comme leur nom l’indique,
réalisent des opérations de convolution, c’est-à-dire qu’elles appliquent un filtre
sur les données d’entrée de façon à y détecter des motifs locaux aux alentours
de toutes les positions (voir Figure 1.4). Dans le cas en deux dimensions, où
une image d’entrée P ∈ RH×W×C est convoluée par un noyau de convolution
F ∈ RS×S×C×F , la convolution donne :

φconv(P)i,j,f =
S∑

w=1

S∑
h=1

C∑
c=1

kw,h,c,fpi+w−1,j+h−1,c, (1.28)

où φconv(P)i,j,f est la valeur retournée par le f ème filtre en coordonnées (i, j),
pi,j,c est la valeur en coordonnée (i, j) du cème canal de l’image d’entrée P et les
kw,h,c,f sont les poids de convolution du noyau F. Ce type de couche est particu-
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lièrement utile pour le traitement de données structurées 1 telles que les images.
Une propriété connue de l’opération de convolution est que celle-ci peut se ré-
écrire sous la forme d’un produit entre une matrice de Toeplitz (matrice dont les
coefficients sur une diagonale descendant de gauche à droite sont les mêmes) et
le vecteur à convoluer (voir Figure 1.5). De même, on peut construire une couche
de convolution avec plusieurs filtres qui aurait la forme de l’Équation (1.27) dont
la matrice de poids W ∈ RD×FD (D := HWC) serait construite à partir des va-
leurs du noyau de convolution F et essentiellement constituée de zéros (SALEHI,
2020). Toutefois, cette représentation de la convolution n’est pas très pratique à
manipuler et nous préférons plutôt une autre expression qui fait intervenir une
opération de remodelage (en anglais, reshape) des données d’entrée. Commen-
çons par définir deux opérateur de remodelage rS et t :

• L’opérateur rS est paramétré par une taille de patch S et prend comme
entrée un tenseur de dimensions (H ×W × C) :

rS : RH×W×C 7→ RHW×CS2
. (1.29)

Cette opération de remodelage crée la matrice de tous les patchs vectorisés
de hauteur et de largeur S. Nous supposons sans perte de généralité que les
patchs sont échantillonnés à toutes les positions (en anglais, nous dirions
que le stride est égal à 1) et que le tenseur d’entrée est augmenté de bS2 c
zéros verticalement et horizontalement, ceci permettra de faire en sorte que
le tenseur obtenu en sortie de convolution soit de même hauteur H et de
même largeur W que le tenseur reçu en entrée ;

• L’opérateur t prend en entrée un tenseur de dimensions (HW × F ) et re-
construit un tenseur de dimension (H ×W × F ) :

t : RHW×F 7→ RH×W×F . (1.30)

La Figure 1.6 donne une représentation schématique de ces opérations de re-
modelage. Maintenant que rS et t sont correctement définis nous pouvons écrire
l’opération de convolution en deux dimensions φconv telle que, pour toute image
d’entrée P ∈ RH×W×C :

φconv(P) = a (t (rS(P) W)) (1.31)

1Nous utilisons le terme de «données structurées» pour faire référence aux données dont
l’organisation des éléments, la structure, est porteuse d’information (pour une image, la
position des pixels les uns par rapport aux autres), en opposition aux données dont les
dimensions peuvent être permutées (les données qui peuvent être organisées dans un tableau).
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où W ∈ RCS2×F est la matrice des poids (matrices de filtres) construite en re-
modelant le noyau de convolution F pour faire correspondre les dimensions . La
couche de convolution utilise la matrice de filtres W afin de calculer les trans-
formations linéaires locales des patchs du tenseur d’entrée définies par l’opéra-
teur de remodelage rS (Équation (1.29)). D’un certaine façon, cette définition
de la couche convolutive peut correspondre à la définition de couche donnée en
Équation (1.27) si l’on considère que chaque neurone n’utilise que des patchs du
tenseur d’entrée.

Figure 1.6 : Représentation schématique des opérations de remodelage néces-
saires pour implémenter la convolution définie en Équation (1.31).
La zone grise représente une zone d’application d’un filtre autour
d’une coordonnée représentée par le point.

Bien entendu, il existe une variété d’autres couches pour la construction de ré-
seaux de neurones comme par exemple la couche de Max-Pooling qui permet de
sous-échantillonner les pixels d’une image au fil de sa représentation. Nous ne
pouvons pas citer toutes les couches ici et renvoyons plutôt le lecteur vers la do-
cumentation de Keras TEAM, 2020b pour voir une liste plus complète des couches
couramment utilisées. Notons toutefois qu’il serait vain d’essayer de lister tous les
types de couches existants car de nouveaux sont proposés dans des papiers très
régulièrement. Les couches des réseaux de neurones doivent être vues comme
des modules indépendants au rôle bien défini qui peuvent être combinés entre
eux et empilés les uns sur les autres pour obtenir une architecture neuronale spé-
cialisée sur un type de tâche. Lorsqu’un réseau de neurones contient plusieurs
couches, on dit que les couches intermédiaires avant la couche finale sont des
couches cachées et on qualifie le réseau de neurone de «profond».

Dans la Section suivante, nous voyons quelques exemples d’architectures lar-
gement utilisés pour la reconnaissance d’image par apprentissage profond.
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1.3.2 Exemples d’architectures de réseau de neurones
convolutifs

Les réseaux de neurones dits «convolutifs» font intervenir des couches convolu-
tives. Même si, théoriquement, un réseau de neurone à une seule couche avec un
nombre suffisamment grand de neurones est capable d’être un estimateur univer-
sel, il a été montré empiriquement que les réseaux plus profonds atteignent de
meilleures performance en pratique(CYBENKO, 1989 ; HORNIK, 1991 ; LESHNO,
LIN, PINKUS et al., 1993).

De ce fait, un objectif qui a été poursuivi au fil des ans a été de construire des
architectures toujours plus profondes, avec plus de couches, pour obtenir des per-
formances sans cesse meilleures. Nous allons voir trois exemples d’architecture
et leur spécificités dans l’ordre chronologique de leurs apparitions.

Lenet. L’architecture Lenet a été proposée par LECUN, BOTTOU, BENGIO et al.,
1998 pour un problème de reconnaissance de caractères et est habituellement uti-
lisée comme architecture de référence pour la reconnaissance de chiffres manus-
crits. Cette architecture, visible en Figure 1.7, n’est constituée que de 5 couches
et est souvent considérée comme une architecture «jouet».

Figure 1.7 : Représentation schématique de l’architecture Lenet-5. Source : Le-
Cun, Bottou, Bengio et al., 1998

VGG. Les architectures VGG de SIMONYAN et ZISSERMAN, 2015 sont pion-
nières parmi les architectures à réellement tirer parti de la profondeur dans les
réseaux de neurones grâce à l’utilisation de petits filtres de convolution de taille
S = 3. La Figure 1.8 représente la version de l’architecture proposée avec 19
couches ; on note toutefois que des implémentations plus récentes (LI, 2020) in-
tègrent des couches de normalisations par batch (Batchnorm) pour en faciliter
l’apprentissage (voir Section 1.3.3).
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Figure 1.8 : Représentation schématique de l’architecture VGG19. Source :Hasan
et Aleef, 2019

Resnet. Les architectures Resnet de HE, ZHANG, REN et al., 2016 sont peut-
être les architectures de reconnaissance d’images les plus populaires au moment
de la rédaction de cette thèse. Un exemple de diz-huit couches est visible en
Figure 1.9 mais d’autres déclinaisons, avec plus de couches, sont habituelle-
ment utilisées. Elle intègre des couches dites «résiduelles» qui sont composées
d’une somme entre la sortie d’une couche et la sortie d’une couche de niveau
inférieur mais de même dimension (voir Figure 1.10). Ceci permet d’une part
d’encourager les couches à encoder des caractéristiques ré-utilisables à plusieurs
niveaux de profondeur du réseau et d’autre part de faciliter le processus d’op-
timisation des couches en évitant le problème de disparition du gradient (HO-
CHREITER, BENGIO, FRASCONI et al., 2001). Des implémentations de ces réseaux
peuvent aussi intégrer des couches «d’étranglement» (en anglais, bottleneck) qui
permettent de limiter la complexité calculatoire des couches de convolution en
passant par des représentations en plus petite dimension (SZEGEDY, LIU, JIA et
al., 2014).
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Figure 1.9 : Représentation schématique de l’architecture Resnet18. Source : Al
Rabbani Alif, Ahmed et Hasan, 2017

Figure 1.10 : Représentation schématique d’un bloc résiduel des réseaux Resnet.
Source : He, Zhang, Ren et al., 2016

1.3.3 Notes sur l’apprentissage de réseaux de neurones
La définition des couches et neurones dans un réseau neuronal a fait apparaître
la notion de poids (Équation (1.31), Équation (1.27)). Ce sont ces poids qui défi-
nissent la capacité d’une architecture donnée à effectivement remplir une tâche
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et donc une question légitime est de savoir comment ces poids sont-ils détermi-
nés? comment sont-ils appris ?.

Dans cette section, nous faisons un tour rapide du fonctionnement de l’appren-
tissage des réseaux de neurones et nous citerons quelques avancées majeures sur
cette question.

Apprentissage par descente de gradient. Les poids du réseau de neurone
sont appris suivant la technique générale de la descente du gradient de l’erreur.
Grâce aux règles de dérivation des fonctions composées (chainrule), le gradient
de l’erreur peut être rétro-propagé (back-propagated) (RUMELHART, HINTON et
WILLIAMS, 1986) depuis les couches supérieures vers les couches inférieures du
réseau. Spécifiquement, nous utilisons habituellement des algorithmes de des-
cente de gradient stochastique tels que l’algorithme Adam (KINGMA et BA, 2014),
qui est connu pour apporter de bonnes performances en général. D’autres algo-
rithmes d’optimisation par descente de gradient existent bien sur ; une revue
non exhaustive de ceux-ci est proposées par RUDER, 2017. La fonction d’erreur
utilisée va dépendre de la tâche à réaliser. Typiquement, pour une tâche de ré-
gression, c’est plutôt la MSE qui est utilisée et pour une tâche de classification
multi-classe, ce sera plutôt un critère d’entropie croisée h(y, ŷ) qui compare de
distribution y et ŷ :

h(y, ŷ) = −
C∑
i=1

yi log(ŷi) (1.32)

où y est en fait au vecteur binaire qui encode la vraie classe d’un exemple et ŷ
est le vecteur des probabilités de classes renvoyé par le réseau de neurone pour
un exemple donné (

∑
i ŷi = 1).

Initialisation. La fonction encodée par un réseau de neurones n’étant pas
convexe, la qualité de l’apprentissage est grandement conditionnée par une
bonne initialisation du réseau de neurones. Ainsi, des stratégies d’initialisation
adaptées telles que Xavier (GLOROT et BENGIO, 2010) ou He (HE, ZHANG, REN

et al., 2016) ont été proposées. La stratégie proposée par GLOROT et BENGIO,
2010 vise à faire en sorte que la variance des activations après la partie linéaire
d’une couche soit égale à 1 en initialisant les poids des couches aléatoirement
suivant une loi normale centrée et de variance :

V ar[W] = 2
fanin + fanout

(1.33)

où fanin et fanout correspondent respectivement au nombre de dimension en
entrée et en sortie de la couche. La stratégie d’initialisation proposée par HE,
ZHANG, REN et al., 2016 prend en compte la fonction d’activation qui suit la
partie linéaire de toutes les couches. En particulier, elle s’intéresse à la fonction
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d’activation ReLU (voir après). En remarquant que cette fonction a pour effet de
diviser par deux la variance d’éléments centrés, les auteurs proposent donc de
multiplier par deux la valeur de la variance proposée par HE, ZHANG, REN et al.,
2016 ce qui donne :

V ar[W] = 2
fanin

(1.34)

Figure 1.11 : Représentation graphiques de quelques fonctions d’activation
connues. Source : Musiol, 2016.

Fonction d’activation. La fonction d’activation couramment utilisée dans les
réseaux de neurones est la fonction ReLU (GLOROT, BORDES et BENGIO, 2011)
qui accélère l’apprentissage des réseaux neuronaux et souvent aussi leur per-
formance. Cette amélioration vient du caractère «non-saturant» de la fonction
ReLU comparé à certaines de ses homologues telles que la fonction sigmoïde ou
tangente hyperbolique (voir Figure 1.11). On dit que la fonction ReLU est «non-
saturante» car elle n’a pas de valeur maximale et est donc capable d’encoder
plusieurs niveaux d’activation (activations plus ou moins fortes). En général, les
fonctions d’activation doivent être dérivables afin de permettre à l’apprentissage
de se faire par descente de gradient. On note toutefois que la fonction d’activa-
tion ReLU n’est pas dérivable en zéro. Ceci ne pose pas de problème en pratique
car il est extrêmement improbable qu’une valeur soit exactement égale à zéro au
fil de l’apprentissage.

Normalisation par Batch. Avec l’augmentation de la profondeur du réseau,
un phénomène de disparition (vanishing) ou explosion (exploding)du gradient
est apparu du fait de l’effet de nombreuses multiplications successives entre
poids et activations. Pour résoudre ce problème, une couche de normalisation
par batch (batchnorm) a été proposée par IOFFE et SZEGEDY, 2015. Cette couche
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a pour effet de normaliser les activations en cours de traitement de façon a éviter
que certaines activations soient relativement trop grandes ou trop basses par rap-
port aux autres. De nombreuses alternatives à la couche batchnorm ont été pro-
posées pour répondre à certains de ces problèmes. Sans les citer tous, nous pou-
vons pointer par exemple l’article de BA, KIROS et HINTON, 2016 qui adaptent
la couche aux réseaux dits "récurrents" ou bien celui de WU et HE, 2018 qui
s’intéressent à l’entraînement de réseaux avec des tailles de batch réduites.

Régularisation, Dropout et augmentation des données. Pour combattre
le problème de sur-apprentissage des données d’entrainement, plusieurs straté-
gies ont été mises en place. D’abord, il est très courant d’ajouter un terme de
régularisation à l’erreur. Habituellement, nous utiliserons plutôt une régularisa-
tion L2 au poids du réseau afin de les garder les plus petit possible. Ensuite, une
couche appelée dropout a été proposée par HINTON, SRIVASTAVA, KRIZHEVSKY et
al., 2012 et consiste a supprimer des activations aléatoirement à chaque itération
du processus d’optimisation. Encore une fois, nous ne les citerons pas toutes mais
d’autres approches similaire ont vu le jour, telles que notamment la méthode
Dropconnect proposée par WAN, ZEILER, ZHANG et al., 2013 où les poids des
couches sont mis à zéros aléatoirement plutôt que les activations Cette couche
a pour effet d’éviter que certains neurones ne se spécialisent trop et encourage
une certaine redondance entre les caractéristiques apprises par différents neu-
rones. Enfin, il est courant d’utiliser l’augmentation des données d’apprentissage
afin de rendre le réseau plus robustes à de faibles variations. Des stratégies cou-
rantes d’augmentation des données sont : la translation, la rotation ou la ré-
flexion d’images.

1.3.4 Compression de réseaux neuronaux pré-entrainés

Architecture Performance # Paramètres

VGG16 71.3% 138,357,544
VGG19 71.3% 143,667,240
Resnet50 74.9% 25,636,712
Resnet101 76.4% 44,707,176
Resnet152 Type 76.6% 60,419,944

Table 1.1 : Exemples d’architectures neuronales, leur taille et leur performance en
classification sur le jeu de données Imagenet. Source : Team, 2020a

Comme le montrent les exemples du Tableau 1.1, la plupart des modèles de ré-
seaux de neurones à la pointe de la technologie contiennent tant de paramètres
qu’ils deviennent coûteux à stocker et à faire fonctionner, et particulièrement peu
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pratiques à déployer sur des appareils aux ressources limitées (mémoire, capaci-
tés de calcul) ou sur des appareils qui ne peuvent pas intégrer de GPU. Ceci s’ex-
plique par la volonté de construire des modèles avec un nombre de couche crois-
sant. En effet, les couches denses contiennent une matrice de poids de dimen-
sions (D×D′) qui a une complexité en espace de O(DD′). Les couches de convo-
lution, elles, ont une complexité en espace de O(L2CF ) car elles contiennent un
tenseur de dimensions (L×L×C×F ) lorsqu’il y a C canaux d’entrée et F filtres
à calculer. Lorsque les valeurs de C et F sont basses, comme dans les architec-
tures les plus anciennes (voir Section 1.3.2), ce sont plutôt les couches denses
qui contiennent l’essentiel des paramètres du modèle. Dans les architectures les
plus modernes, cependant, les couches denses tendent à disparaître mais les va-
leurs C et F sont plus grandes et alors les couches de convolution contiennent
aussi une grande quantité de paramètres.

Contrairement à l’idée communément admise en apprentissage automatique
selon laquelle les modèles les plus complexes sont facilement sujets au
sur-apprentissage, la sur-paramétrisation des réseaux neuronaux semble plutôt
avoir un effet bénéfique sur leur performance lorsque beaucoup de données sont
disponibles. Des travaux récents tels que ceux de NEYSHABUR, LI, BHOJANAPALLI

et al., 2018 ont tenté d’élucider ce paradoxe en proposant une borne de géné-
ralisation des réseaux neuronaux qui dépend de la différence entre les poids du
réseau à l’initialisation et après apprentissage. Intuitivement, leur borne suggère
que les gros réseaux neuronaux fonctionnent bien car ils ont plus de chances de
contenir, dès l’initialisation, une combinaison de paramètres adaptée à la tâche
d’apprentissage. Cette idée est corroborée par FRANKLE et CARBIN, 2019 qui pro-
posent une stratégie pour découvrir cette combinaison de paramètres "minimale",
parmi tous les paramètres du réseau.

Toutefois, le paramétrage excessif des réseaux neuronaux est au cœur d’un
axe de recherche populaire appelé «compression des réseaux neuronaux» qui
vise à construire des modèles avec moins de paramètres tout en préservant au
mieux leur qualité de prédiction. Ainsi, une stratégie courante consiste à d’abord
entraîner un énorme réseau neuronal pour en tirer de bonnes performances, puis
de le compresser en construisant un réseau plus petit mais similaire.

Cette section présente brièvement les principes et les limites des techniques
courantes de compression de réseaux neuronaux pré-entraînés.

1.3.4.1 Décompositions en rang faible

Les méthodes de factorisation de rang faible reposent sur l’idée que les caracté-
ristiques apprises à chaque couche d’un réseau peuvent être corrélées et donc
que les poids des couches peuvent être factorisés.

La plupart des méthodes de décomposition de couches ont été étudiées pour
comprimer soit des couches convolutives, soit des couches entièrement connec-
tées. Par exemple, SAINATH, KINGSBURY, SINDHWANI et al., 2013 se sont concen-
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trés sur la Décomposition en Valeurs Singulières (SVD) des couches entièrement
connectées. Étant donné la matrice de poids W ∈ RD×D′ d’une couche dense,
cette technique utilise la SVD pour en obtenir une décomposition de rang K :

W ≈ USVT (1.35)
avec U ∈ RD×K , V ∈ RD′×K et S ∈ RK×K une matrice diagonale contenant les
valeurs singulières. Pour compresser la couche, il faut la diviser en deux couches
plus étroites contenant respectivement les matrices de poids U′ = US−1/2 et
V′ = S−1/2VT . Notons qu’aucune non-linéarité ne sépare les deux couches nou-
vellement formées. En choisissant un K bien inférieur à D et D′, cette technique
permet de réduire la complexité en espace de la couche entièrement connectée
de O(DD′) à O(DK +D′K).

Similairement, LEBEDEV, GANIN, RAKHUBA et al., 2015 et KIM, PARK, YOO et
al., 2016 ont respectivement étudié les décompositions CP (CANDECOMP / PA-
RAFAC : Canonical Decomposition / Parallel Factors Decomposition) et Tucker pour
la compression de noyaux de convolution, qui sont en fait des tenseurs d’ordre
quatre. Ces décompositions peuvent être chacune vue comme une généralisa-
tion de la SVD aux tenseurs d’ordres élevés. Nous donnons maintenant un bref
aperçu du fonctionnement de la décomposition de Tucker. Pour se faire, nous
devons d’abord introduire quelques nouveaux concepts d’algèbre linéaire : le
m-rang et le produit m-mode. Soit T ∈ RD1×...×DM , un tenseur d’ordre M . La
m-matricisation de T est T(m) ∈ RDm×(D1...Dm−1Dm+1...DM ) ; elle correspond au
déroulement du tenseur T suivant son mième mode. Ainsi, le m-rang de T cor-
respond au rang de la m-matricisation de T . Le produit m-mode entre le tenseur
T ∈ RD1×···×DM et la matrice U ∈ RK×Dm donne un tenseur de dimensions
(D1, · · · , Dm−1, K,Dm+1, · · · , DM). Ce produit s’écrit T ×m U et chacun de ses
éléments sont définis tels que :

(T ×m U)d1,··· ,dm−1,k,dm+1··· ,dM =
Dm∑
im=1
Td1,··· ,dm−1,im,dm+1,··· ,dMuk,im . (1.36)

Le rang de Tucker d’un tenseur d’ordre M est écrit (R1, · · · , RM) où pour tout
m ∈ 1, . . . ,M , Rm est le m-rang du tenseur. Étant donné son rang de Tucker, un
tenseur T peut-être décomposé tel que :

T = C ×1 U1 · · · ×M UM (1.37)
où C ∈ RR1×···×RM est appelé le noyau (core) de la décomposition et les matrices
Um ∈ RRm×Dm sont des matrices orthogonales. En prenant des valeurs de Rm

suffisamment petites, cette méthode permet de réduire la complexité en stockage
d’une couche de convolution de O(∏M

m=1 Dm) à O(∏M
m=1 Rm +∑M

m=1 RmDm).
En outre, la décomposition Tensor-train (TT) a été explorée pour compresser
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à la fois les couches denses et les couches de convolution. Dans un format TT,
tous les éléments d’un tenseur d’ordre M sont exprimés par un produit de M
matrices dont les dimensions sont déterminées par les rangs-TT (R0, R1, . . . , RM )
où R0 = RM = 1 :

Td1,...,dM = G1[d1] . . .GM [dM ]. (1.38)
où pour tout m ∈ 1 . . .M , Gm[dm] ∈ RRm−1×Rm. Techniquement, pour chaque
dimension m du tenseur initial, les matrices Gm correspondantes à la dimension
m du tenseur initial peuvent être empilées pour former un tenseur d’ordre 3
appelé "noyau" (core) et dénoté Gm. En utilisant le format TT, on peut réduire la
complexité en stockage d’un tenseur de O(∏M

m=1 Dm) à O(∑M
m=1 Rm−1RmDm).

NOVIKOV, PODOPRIKHIN, OSOKIN et al., 2015 s’appuient sur cette représenta-
tion des tenseurs pour factoriser les couches entièrement connectées. Pour se
faire, ils procèdent en deux étapes : d’abord ils remodèlent les matrices de poids
W ∈ RD×D′ en un tenseur de dimensions (D1D

′
1, . . . , DMD

′
M) où

∏M
m=1 Dm = D

et
∏M
m=1 D

′
m = D′ ; ensuite ils y appliquent le format TT. Ici, M est un hyper-

paramètre du modèle habituellement égal à trois ou quatre. On note que pour
appliquer la couche en format TT à un vecteur d’entrée, ce dernier doit aussi
être remodelé en un tenseur d’ordre M . En choisissant des valeurs de rang-TT
suffisamment petites, cette technique leur permet finalement d’obtenir un taux
de compression colossal sur de très grande architectures neuronales. Les auteurs
mettent l’accent sur l’idée que leur technique pourrait permettre de rendre pos-
sible l’encodage de réseaux de neurones très larges (beaucoup de neurones par
couche) ; toutefois, la démonstration de l’intérêt pratique de tels modèles reste à
faire.

GARIPOV, PODOPRIKHIN, NOVIKOV et al., 2016 ont adapté cette idée aux couches
convolutives. Cependant, dans ce dernier cas de figure, la méthode TT induit
également une inflation de la taille du batch en mémoire à tel point que l’implé-
mentation qu’ils proposent (GARIPOV, 2020) devient inutilisable pour les larges
réseaux convolutifs récents. Ce défaut est aussi visible dans l’équation du calcul
de convolution que GARIPOV, PODOPRIKHIN, NOVIKOV et al., 2016 fournissent à
la fin de la Section 4 de leur papier où on peut voir que toutes les valeurs du ten-
seur d’entrée de la convolution doivent d’abord être multipliées par une matrice
de dimension 1×R1, provoquant ainsi une inflation de R1 fois la taille du batch
en mémoire. Nous ne détaillons pas plus ces techniques ici car bien qu’elles aient
été utilisées en tant que référence dans nos expériences, elles sont d’un intérêt
marginal pour la compréhension de cette thèse.

1.3.4.2 Utilisation de Transformées rapides

Comme avec les méthodes à noyaux (voir Section 1.2.3), les transformées ra-
pides (voir Section 3) peuvent être utilisées dans les réseaux de neurones afin
de réduire leur complexité. Par exemple, HIGHLANDER et RODRIGUEZ, 2016 pro-
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posent d’utiliser la Transformée de Fourier Rapide (FFT) pour projeter les images
d’entrée dans le domaine des fréquences afin d’en calculer une convolution ra-
pide. YANG, MOCZULSKI, DENIL et al., 2015 proposent une architecture appe-
lée Deep Fried Convnets dans laquelle ils remplacent directement les couches
denses d’un réseau de neurone par l’approximation de noyaux Fastfood (voir
Section 1.2.3.1) qui se base sur la transformée rapide de Hadamard afin de ré-
duire le nombre de paramètres à stocker dans le réseau. Comme la matrice de
Hadamard n’a pas besoin d’être stockée, cette technique permet de réduire la
complexité en stockage d’une dense de O(DD′) à O(D′) où D est la dimension
en entrée de la couche et D′ la dimension en sortie. Ils proposent par ailleurs une
version adaptative de Fastfood où les poids des matrices diagonales sont directe-
ment appris par descente de gradient. Comme pour l’approximation de Fastfood
standard des noyaux, la dimension de sortie peut être adaptée en empilant des
approximations de Fastfood les unes par dessus les autres.

LI, YANG, MARTIN et al., 2015 proposent aussi un exemple minimaliste où
ils proposent d’apprendre un réseau de neurone avec une seule couche cachée
qui est exprimée comme un produit de matrices «papillon», ce qui lui donne
une structure similaire à des transformées rapides connues (voir Section 3.2).
Toutefois, cette approche n’a pas été éprouvée sur des architectures neuronales
conséquentes. Avec cette technique, le nombre de paramètres à stocker dans une
couche dense devient de l’ordre de O(D logD).

1.3.4.3 Utilisations de la parcimonie

Une autre approche de la compression des modèles est l’élagage des connections
neuronales. Elle bifurque en deux branches : l’élagage «structuré» et l’élagage
«non-structuré». Il convient de noter que l’élagage non structuré pourrait tou-
jours être appliqué en plus de l’élagage structuré d’un réseau ; les deux procé-
dures ne s’excluent pas mutuellement.

Élagage structuré. Les techniques d’élagage structuré visent essentiellement
à réduire les dimensions des couches cachées du réseau —en supprimant com-
plètement des neurones— tout en conservant un format matriciel dense dans
chaque couche afin que le matériel et les bibliothèques habituels puissent tou-
jours être utilisés pour des opérations rapides d’algèbre linéaire. Selon un récent
article cependant LIU, SUN, ZHOU et al., 2018, ces techniques s’apparentent plus
à de la «Recherche d’architecture neuronale» (Neural Architecture Search (NAS))
qu’à un véritable élagage car les expériences montrent que les architectures éla-
guées semblent fonctionner aussi bien lorsque les poids sont réinitialisés de ma-
nière aléatoire, c’est à dire que l’architecture trouvée par la méthode est plus
importante que les poids eux mêmes.
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Élagage non-structuré. Les techniques d’élagage non-structuré visent à sup-
primer les connexions pondérées dans le réseau, c’est-à-dire mettre à zéro des
poids, ce qui permet d’effectuer des opérations matricielles creuses. Ceci peut
être avantageux lorsque la parallélisation n’est pas possible ou avec du matériel
moderne permettant l’utilisation d’algorithmes efficaces pour la multiplication
de matrices creuses (YAVITS, MORAD et GINOSAR, 2017). Contrairement à l’éla-
gage structuré, d’autres travaux récents (FRANKLE et CARBIN, 2019) ont montré
empiriquement que les poids trouvés par une telle stratégie d’élagage sont effec-
tivement importants car la réinitialisation des poids sur le support de parcimonie
a un effet néfaste sur les performances. La suppression des connexions dans les
techniques d’élagage non-structuré se fait par la remise à zéro de certains élé-
ments dans le tenseur de poids d’une couche. Les approches pionnières parmi
les techniques d’élagage non-structuré sont Optimal Brain Dammage et son amé-
lioration Optimal Brain Surgeon proposées respectivement par (LECUN, DENKER

et SOLLA, 1990) et HASSIBI et STORK, 1993 qui se basent sur la dérivée seconde
de l’erreur par rapport aux poids pour déterminer quels sont les poids de plus
faible importance. une approche plus simple et plus directe consiste à supprimer
simplement les poids les plus faibles jusqu’à ce qu’un rapport donné de parci-
monie soit atteint (ZHU et GUPTA, 2017). D’autres approches ont été proposées,
comme celle basée sur le dropout variationnel (MOLCHANOV, ASHUKHA et VE-
TROV, 2017) ou cette autre proposée par LOUIZOS, WELLING et KINGMA, 2018
qui tente une sorte de régularisation L0 en optimisant les paramètres d’une dis-
tribution de Bernoulli.

1.3.4.4 Quantification des poids

La quantification dans les réseaux de neurones est une technique visant à repré-
senter chaque poids, activation ou valeur de gradient par un élément issu d’un
«dictionnaire» (codebook). Les éléments du dictionnaire sont typiquement codés
sur un (COURBARIAUX, BENGIO et DAVID, 2016 ; RASTEGARI, ORDONEZ, REDMON

et al., 2016) ou quelques bits (ZHOU, YAO, GUO et al., 2017), permettant ainsi
de grandement réduire l’espace de stockage nécessaire pour les poids du réseau.
Les technique de quantification peuvent par ailleurs permettre d’accélérer la vi-
tesse d’exécution du réseau en utilisant par exemple de l’algèbre booléen simple
en lieu et place des multiplications habituelles.

Une autre approche de la quantification est la quantification de vecteurs. L’idée
ici est d’utiliser un algorithme de regroupement tel que l’algorithme des
K-moyennes (voir Section 3.3.2) sur les colonnes des matrices de poids du ré-
seau (GONG, LIU, YANG et al., 2014) et ensuite de remplacer les colonnes de
poids par le centroïde auquel elles se rattachent. Une variante de cette méthode
est la technique du produit de quantification (JÉGOU, DOUZE et SCHMID, 2011)
où ce sont des morceaux de colonnes des matrices de poids qui sont regroupés et
donc les colonnes de poids dans le réseau sont remplacés par une concaténation
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de centroïdes (STOCK, JOULIN, GRIBONVAL et al., 2020). Les approches par quan-
tification de vecteurs nécessitent habituellement d’utiliser un réseau pré-entraîné
mais une étape de raffinage (fine tuning) des centroïdes peut être faite dans un
second temps en utilisant la rétro-propagation du gradient comme proposé ini-
tialement par HAN, MAO et DALLY, 2016. Plus de détails sur la quantification de
poids dans un réseau peuvent être trouvés dans la revue de littérature de GUO,
2018.

1.3.4.5 Distillation de connaissances

L’idée de base de la distillation de connaissances est de construire un modèle
«étudiant» (student) de petite taille à partir d’un modèle «enseignant» (teacher)
de taille conséquente. Cette idée initialement proposée par BUCILUǍ, CARUANA

et NICULESCU-MIZIL, 2006 a été ensuite appliquée aux réseaux de neurones par
HINTON, VINYALS et DEAN, 2015. L’idée de HINTON, VINYALS et DEAN, 2015 est
d’utiliser le vecteurs de prédictions renvoyé par le modèle enseignant pour su-
perviser le modèle étudiant, en plus des vecteurs des étiquettes réelles, car le
vecteur de prédictions contient en quelques sortes l’information de la relation
entre les différentes étiquettes. Par exemple, pour la reconnaissance de chiffre
manuscrits : l’étiquette «3» est aussi éloignée de l’étiquette «8» que de l’étiquette
«1». Or, visuellement, le chiffre «3» ressemble plus au chiffre «8» qu’au chiffre «1».
Il est probable que le réseau enseignant ait appris cette similarité et que celle-ci
apparaisse dans le vecteur de prédictions. Superviser le réseau étudiant avec ce
vecteur de prédictions pourra lui permettre d’intégrer plus simplement les rela-
tions qui lie des classes différentes entre elles. Cette idée a ensuite été utilisée
dans beaucoup de modèles de compression pour faciliter l’étape de raffinage du
réseau comprimé. Un exemple notable d’utilisation est celui de ROMERO, BALLAS,
KAHOU et al., 2015 où les auteurs appliquent la distillation sur des représenta-
tions intermédiaires d’un réseau profond. Plus de détails sur la distillation de
réseaux de neurones peuvent être trouvés dans la revue de littérature écrite par
GOU, YU, MAYBANK et al., 2020.

1.3.5 Conclusion sur les réseaux de neurones
Les réseaux neuronaux sont des modèles d’apprentissage complexes, composés
d’une interconnexion de modules élémentaires, qui sont capables d’obtenir d’ex-
cellentes performance sur des tâches de traitement de données structurées, telles
que les images notamment. Les résultats théoriques et expérimentaux semblent
indiquer que plus les réseaux sont larges et profonds, plus ils obtiennent de
bonnes performances. Pendant un temps, une direction de recherche privilégiée
a donc été vers le développement de nouvelles stratégies pour permettre l’ap-
prentissage de réseaux toujours plus gros, plus puissants. Toutefois, ces réseaux
deviennent si chers à exécuter qu’il est crucial aujourd’hui de les alléger pour pou-
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voir effectivement les déployer en production. C’est pourquoi un nouvel axe de
recherche très populaire consiste à explorer les différentes approches pour com-
presser des réseaux de neurones pré-entraînés : d’abord un réseau sur-paramétré
et entraîné pour obtenir de bonnes performances ; puis des algorithmes de com-
pression sont appliqués sur le réseau afin d’en réduire le nombre de paramètres
tout en préservant sa performance.

1.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons introduit les concepts essentiels des méthodes à
noyaux et des réseaux neuronaux qui seront utilisés au fil de ce document de
thèse. Nous nous sommes notamment intéressés aux notions de représentations
non-linéaires et de compression pour ces méthodes.

Dans cet état de l’art ainsi que dans la littérature, les méthodes à noyaux et
réseaux de neurones ont essentiellement été étudiés séparément. Toutefois, des
travaux récents ont visé à mélanger ces deux familles de méthodes. Ceux-ci se
divisent essentiellement en trois types d’approches.

Certains travaux se focalisent sur l’idée d’expliquer le fonctionnement de l’ap-
prentissage des réseaux de neurones artificiels en utilisant les méthodes à noyaux.
En particulier, les Neural Tangent Kernel de JACOT, GABRIEL et HONGLER, 2018
permettent de décrire l’apprentissage des réseaux neuronaux par descente de
gradient. Ces noyaux apportent des éclaircissements sur la capacité des réseaux
sur-paramétrés à bien généraliser (ALLEN-ZHU, LI et SONG, 2019 ; ARORA, DU,
HU et al., 2019).

Quelques travaux ont exploré la conception de noyaux profonds qui permet-
traient de travailler avec une hiérarchie (un empilement) de représentations
de façon analogue à l’apprentissage profond CHO et SAUL, 2009 ; MONTAVON,
BRAUN et MÜLLER, 2011 ; JOSE, GOYAL, AGGRWAL et al., 2013 ; HEINEMANN,
LIVNI, EBAN et al., 2016 ; STEINWART, THOMANN et SCHMID, 2016 ; WILSON, HU,
SALAKHUTDINOV et al., 2016.

D’autres études ont porté sur les différentes façons de "brancher" les noyaux
dans les réseaux profonds en utilisant notamment des méthodes d’approxima-
tion de noyaux (MAIRAL, KONIUSZ, HARCHAOUI et al., 2014 ; YANG, MOCZULSKI,
DENIL et al., 2015 ; HAZAN et JAAKKOLA, 2015 ; MAIRAL, 2016 ; ZHANG, LI, XIE et
al., 2017). Parmi eux, on remarque notamment les travaux de MAIRAL, KONIUSZ,
HARCHAOUI et al., 2014 ; MAIRAL, 2016 ; CHEN, JACOB et MAIRAL, 2019a qui pro-
posent un nouveau type d’architecture appelée les Convolutional Kernel Networks
qui utilisent les fonctions noyaux pour imiter le calcul de couches convolutives.
Cette méthode s’appuie en pratique sur la méthode de Nyström pour rendre le
calcul de chaque couche réalisable. Elle a ensuite été étendue au traitement de
donnée séquentielles (CHEN, JACOB et MAIRAL, 2019b) et de données en forme
de graphe (CHEN, JACOB et MAIRAL, 2020).

38



Le chapitre suivant présente une contribution de cette thèse qui se place dans
cette dernière ligne de recherche avec la proposition d’une nouvelle couche pour
les réseaux de neurones appelée "couche Nyström".
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2 Approximation de Nyström
adaptative pour l’apprentissage
de réseaux neuronaux
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2.1 Introduction
Les machines à noyaux et l’apprentissage profond ont principalement été étudiés
séparément. Pourtant, tous deux ont des forces et des faiblesses et apparaissent
comme des familles de méthodes complémentaires. Les méthodes d’apprentis-
sage profond peuvent apprendre à partir de zéro des caractéristiques pertinentes
des données mais nécessitent en fait un grand volume de données pour exploiter
pleinement leur potentiel et peuvent ne pas donner de bons résultats avec des en-
sembles de données d’entraînement limités. En outre, les réseaux profonds sont
complexes et difficiles à concevoir et nécessitent beaucoup de ressources infor-
matiques et de mémoire, tant pour l’entraînement que pour l’inférence. Les mé-
thodes à noyaux quant-à elles sont des outils puissants pour l’apprentissage des
relations non linéaires dans les données et sont bien adaptées aux problèmes liés
à des ensembles de données d’entraînement de petite taille. Leur puissance vient
de leur capacité à étendre les méthodes linéaires aux méthodes non linéaires
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avec des garanties théoriques. Cependant, elles ne s’adaptent pas bien au cas où
les ensembles de données d’entraînement sont grands et elles n’apprennent pas
une représentation à partir des données. Elles nécessitent généralement le choix
préalable d’un noyau pertinent parmi les plus connus, voire la définition d’un
noyau approprié pour une tâche particulière.

Il existe un certain nombre d’études à l’interface des domaines de l’appren-
tissage profond et des méthodes à noyau qui ont examiné comment certains
concepts peuvent être transférés d’un domaine à l’autre. Parmi elles, certaines se
sont penchées sur la question de "brancher" les noyaux dans les réseaux pro-
fonds, notamment en utilisant des méthodes d’approximation de noyaux car
celles-ci peuvent passer à l’échelle de grands volumes de données MAIRAL, KO-
NIUSZ, HARCHAOUI et al., 2014 ; YANG, MOCZULSKI, DENIL et al., 2015 ; HAZAN

et JAAKKOLA, 2015 ; MAIRAL, 2016 ; ZHANG, LI, XIE et al., 2017. Les Deepfried
Convnets que nous avons vu en Section 1.3.4.2, par exemple, visent à remplacer
les dernières couches denses des réseaux neuronaux par une approximation de
Fastfood. L’approximation de Nyström a aussi été étudiée en conjonction avec
les réseaux de neurones. MAIRAL, 2016 utilise la méthode de Nyström pour des
réseaux de noyaux convolutifs en projetant les caractéristiques des données dans
un espace de faible dimension. CROCE, ROSSINI et BASILI, 2018 l’utilisent pour
transformer les données d’entrée avant de les transmettre à un réseau de neu-
rones afin d’obtenir une meilleure interprétabilité. Enfin, SONG, THIAGARAJAN,
SATTIGERI et al., 2018 ont utilisé un ensemble d’approximations de Nyström et a
ensuite appliqué un réseau de neurones pour optimiser une machine à noyaux.

Une caractéristique intéressante de la méthode de Nyström est que son nombre
de paramètres à dépend surtout du nombre d’observations de référence et pas
tant de la dimension des données. Cette observation nous a amené à étudier
l’utilisation de la méthode de Nyström en remplacement des couches standard
entièrement connectées dans les réseaux profonds.

Résumé des contributions Nous proposons d’utiliser l’approximation de Nys-
tröm pour remplacer les couches entièrement connectées des réseaux de neu-
rones profonds. Ceci permet d’apprendre une métrique sur l’espace des caracté-
ristiques induites par les filtres de convolution qui précèdent les couches entière-
ment connectées dans les architectures classiques que nous considérons (Lenet,
VGG). L’un des principaux avantages de notre méthode est sa flexibilité qui per-
met d’utiliser n’importe quelle fonction du noyau ou combinaison de fonctions
noyau.

Nos expériences sur quatre ensembles de données (MNIST, SVHN, CIFAR10 et
CIFAR100) mettent en évidence trois caractéristiques importantes de notre mé-
thode. Premièrement, notre approche innovante se compare bien aux réseaux
neuronaux standard tout en nécessitant un nombre réduit de paramètres à ap-
prendre. Ensuite, ce nombre réduit de paramètres dans notre modèle permet
de traiter des ensembles d’entraînement de taille limitée, comme nous le mon-
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trons en réalisant des expériences avec des dizaines, voire moins, d’échantillons
d’entraînement par classe. Enfin, la méthode peut exploiter plusieurs noyaux, ce
qui permet de mettre en œuvre une version «profonde» de l’apprentissage multi-
noyaux (MKL) (voir Section 1.2.2.1) ou de prendre en compte la richesse des
informations contenues dans les multiples cartes de caractéristiques des réseaux
de convolution.

2.2 Couche Nyström adaptative
Nous proposons de remplacer les couches denses d’un réseau neuronal par l’ap-
proximation de Nyström d’une fonction noyau. Cela permet de tirer parti de
la faible complexité de la méthode Nytsröm pour réduire considérablement le
nombre de paramètres à apprendre des couches entièrement connectées dans
les réseaux de neurones. Nous introduisons les couches Nyström dans le contexte
des réseaux de neurones convolutifs classiques où les couches denses succèdent
simplement aux couches de convolution. Toutefois, elles peuvent également être
appliqués à d’autres architectures de réseaux neuronaux profonds. Par ailleurs,
elles peuvent fonctionner avec n’importe quelle fonction noyau ou combinaison
de noyaux, et donc ne nécessitent pas obligatoirement de représentation vecto-
rielle en entrée. Tout d’abord, nous commençons par revoir le concept d’approxi-
mation de Nyström du point de vue des Empirical Kernel Map (EKM) ; ensuite
nous décrivons le principe de fonctionnement de la couche Nyström adaptative
et comment elle peut être utilisée dans le cadre de l’apprentissage de noyau (voir
Section 1.2.2).

2.2.1 L’approximation de Nyström du point de vue des
Empirical Kernel Map (EKM)

Les EKM sont des fonctions de représentation explicite en N -dimensions qui sont
obtenues en appliquant la fonction noyau sur l’ensemble des données d’entraîne-
ment. Elles sont définies comme suit :

φemp : RD → RN

x 7→ kx,X.

où kx,X :=
[
k(x,x1), . . . ,k(x,xN)

]
pour tout xi ∈ X et X = [x1, . . . ,xN ].

Une caractéristique intéressante des EKM (SCHOLKOPF, MIKA, BURGES et al.,
1999) est que si nous considérons la mesure dans RN 〈·, ·〉W = 〈·,W·〉 avec W
une matrice PSD, alors nous pouvons retrouver la matrice noyau K grâce à φemp
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en choisissant W = K−1 ; formellement, on obtient :[
〈φemp(xi),φemp(xj)〉−1

K

]N
i,j=1

= KK−1K = K. (2.1)

Dans ce cas, nous pouvons construire la fonction de représentation explicite
φ′emp : x 7→ K−1/2φemp(x) qui permet de reconstruire exactement la matrice
noyau K obtenue sur l’ensemble d’apprentissage. Toutefois, cette fonction offre
une représentation enN dimensions qui n’est pas intéressante en pratique lorsque
le nombre d’exemples d’entraînement est grand.

Du point de vue des EKM, la fonction de représentation donnée par l’approxi-
mation de Nyström (Équation (1.24)) est répétée ici :

φnys(x) = kx,LK−1/2
11 . (2.2)

Elle peut-être considérée comme une EKM sur un sous-ensemble des données
d’apprentissage et K−1/2

11 définirait une mesure dans l’espace des caractéristiques
empiriques, c’est-à-dire l’espace de sortie de l’EKM. Suivant cette perspective
nous pensons qu’il pourrait être utile d’apprendre la mesure dans l’espace des
caractéristiques empiriques plutôt que de supposer qu’elle est définie par K−1/2

11 .
Dans un sens, cela devrait permettre d’apprendre un noyau via l’apprentissage de
sa représentation de Nyström. Dans ce qui suit, nous appelons «Nyström adap-
tatif» la méthode qui consiste à apprendre la matrice W en utilisant la rétro-
propagation du gradient dans le réseau neuronal.

2.2.2 Principe de la méthode
Comme l’illustre la Figure 2.1, le modèle que nous proposons est basé sur l’uti-
lisation de l’approximation de Nyström pour intégrer une fonction noyau quel-
conque après les couches convolutives d’un réseau de neurones profond.

En partant d’un réseau neuronal profond habituel, nous remplaçons les couches
cachées supérieures –les couches entièrement connectées– par la fonction de re-
présentationφnys (Équation (2.2)). Pour calculer cette représentation de Nyström
d’un échantillon x, il faut considérer un sous-échantillon L de L observations de
référence.

On note qu’avant d’atteindre la couche Nyström, les observations sont d’abord
traitées par les couches de convolution conv. Pour permettre de calculer la valeur
du noyau, les échantillons de L doivent être représentés dans le même espace et
doivent donc être traités par les couches convolutives également. Une fois les re-
présentations convolutives calculées, la fonction noyau peut être calculée entre
la représentation de l’exemple à traiter conv(x) et chaque instance de conv(L) ;
ceci permet d’obtenir ce que nous appelons le vecteur noyau kx,L qui est ensuite
transformé linéairement par une matrice W avant la couche de classification li-
néaire (voir Figure 2.1). Cependant, un problème se pose avec W qui est définie

43



par K−1/2
11 dans l’approximation de Nyström car celle-ci nécessite le calcul de la

SVD de K11 à chaque itération lors de l’apprentissage. En effet, après chaque
itération, les poids des couches de convolution changent. Donc les représenta-
tions des observations de référence ainsi que leur matrice noyau K11 associée
changent aussi. Dans le cas où la taille du sous-échantillon L, L, est relativement
grande, la complexité calculatoire de la SVD (O(L3)) rendrait l’apprentissage in-
tenable. Cette question peut être au moins partiellement réglée par la couche
Nyström adaptative où, au lieu de fixer les poids W = K−1/2

11 comme dans Équa-
tion (2.2), on apprend les poids en tant que paramètres du réseau via la descente
de gradient.

Figure 2.1 : L’architecture proposée est constituée d’une partie convolutive, conv,
d’une couche Nyström et d’une couche de classification. La couche de
Nyström calcule la fonction noyau entre la sortie de la convolution de
l’exemple à classifier ainsi que des exemples du sous-ensemble d’ap-
prentissage L. Ensuite, une transformation linéaire W est appliquée
au vecteur noyau kx,L ainsi obtenu. La couche flatten correspond à
une couche de vectorisation.

L’utilisation de la couche Nyström adaptative a deux avantages essentiels par
rapport à l’utilisation d’une couche dense standard ou même par rapport aux
Deep Fried Convnets de YANG, MOCZULSKI, DENIL et al., 2015 qui consistent
également à remplacer les couches denses supérieures d’un réseau neuronal
convolutif en utilisant une approximation de noyau, mais en utilisant l’approxi-
mation de Fastfood. Nous décrivons maintenant ces avantages.

D’abord, l’utilisation de Nyström adaptatif permet de réduire la quantité de
poids à apprendre : O(L2) pour la couche Nyström contre O(D2) pour une
couche dense carrée ou même O(D) pour une couche Fastfood, où D est la
dimension des observations en entrée de l’une ou l’autre de ces couches. En
pratique, le nombre d’observations de références L est bien inférieur à la di-
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mension des données D, ce qui amène un nombre de paramètres à apprendre
dans la couche bien inférieur aux techniques concurrentes (nous le verrons em-
piriquement en Section 2.3.2). Par ailleurs, le nombre de poids à apprendre
dans la couche suivante –habituellement une couche de classification– passe
de O(DC) dans le cas d’une couche entièrement connectée ou d’une couche
Fastfood contreO(LC) pour la couche de Nyström adaptative, avec C le nombre
de classes (ou le nombre de neurones dans la couche suivante). Dans cette ana-
lyse de complexité, nous avons parlé de poids à apprendre et cette tournure n’est
pas anodine. En effet, nous remarquons que l’utilisation de la couche Nyström
nécessite de conserver en mémoire l’ensemble des observations de référence L,
ce qui représente un coût en stockage de l’ordre de O(LD). Toutefois, même si
son intérêt pratique est limité en terme de compression de réseau de neurones,
nous pensons que la couche Nyström peut se révéler être avantageuse dans le
contexte de l’apprentissage avec peu de données où une couche dense standard
fonctionnerait assez mal. Cette intuition est illustrée expérimentalement en Sec-
tion 2.3.3.

Ensuite, contrairement aux Deep Fried Convnets, la couche Nyström est gé-
nérique : elle permet d’utiliser n’importe quels noyaux ou même de combiner
ceux-ci. La couche Nyström adaptative permet de réaliser l’apprentissage de
noyaux multiples, ou les noyaux k1, . . . ,kK correspondent à K couches de Nys-
tröm qui peuvent être calculées en parallèle puis fusionnées pour encoder les
informations fournies par les différentes représentations des noyaux. L’apprentis-
sage des matrices de poids W1, . . . ,WK dans ce cas est, d’une certaine manière,
lié au MKL (voir Section 1.2.2.1). Il est parfois difficile de savoir à l’avance quel
noyau sera le plus performant pour une tâche particulière, comme le montre les
résultats expérimentaux de la Figure 2.2 où on voit qu’en fonction de la tâche, le
noyau le plus efficace peut varier. Une stratégie de fusion possible pour les diffé-
rentes représentations fournies par les différents noyaux consiste simplement à
les concaténer, par exemple on peut faire :

φnysmkl =


W1k

1
x,L

...
WKk

K
x,L

 (2.3)

où pour tout i, kix,L est le vecteur noyau obtenu à l’aide de la ième fonction noyau
ki. Utiliser une concaténation de couches Nyström correspond d’une certaine
façon à réaliser un apprentissage de noyaux multiples où le noyau à apprendre
est en fait une somme de noyaux (voir Section 1.2.2).

Dans la section suivante, nous illustrons l’efficacité de notre méthode sur cer-
tains ensembles de données de classification d’images classiques, puis nous es-
sayons d’explorer ses extensions possibles pour l’apprentissage avec peu de don-
nées et l’apprentissage à noyaux multiples, en exploitant certains avantages bien
connus des méthodes à noyaux.
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2.3 Résultats expérimentaux
Nous présentons une série de résultats expérimentaux qui permettent d’explorer
le potentiel des réseaux profonds contenant des couches Nyström adaptatives
sur plusieurs tâches de classification d’images. Nous parlons «de réseau Nyström
adaptatif» pour faire référence à ce type de réseau. Nous considérons d’abord
un cadre plutôt standard et comparons notre approche avec des modèles ha-
bituels en faisant varier le nombre total de paramètres à apprendre. Nous ex-
plorons en particulier le comportement des couches Nyström adaptatives avec
divers noyaux et soulignons la taille très limitée du sous-échantillon L néces-
saire pour obtenir une bonne performance en terme de précision. Ensuite, nous
étudions l’utilisation des couches de Nyström dans le cadre d’une tâche d’appren-
tissage avec un petit jeu de données. En effet, le nombre réduire de paramètres
à apprendre dans les couches Nyström adaptatif nous amène à penser que notre
approche peut permettre d’apprendre avec très peu d’exemples d’entraînement.
Enfin, nous étudions une architecture avec des noyaux multiples et illustrons son
intérêt pour sélectionner l’hyper-paramètre d’un noyau RBF. Nous démontrons
également l’avantage d’une approche Nyström multiple, combinant des noyaux
calculés à partir des cartes de convolution individuelles. Avant de décrire tous
ces résultats, nous détaillons les paramètres expérimentaux nos expériences.

2.3.1 Paramètres expérimentaux

Nom Dimensions # classes Taille d’entraînement Taille de validation Taille de test

MNIST (28× 28× 1) 10 40 000 10 000 10 000
SVHN (32× 32× 3) 10 63 257 10 000 26 032
CIFAR10 (32× 32× 3) 10 50 000 10 000 10 000
CIFAR100 (32× 32× 3) 100 50 000 10 000 10 000

Table 2.1 : Charactéristiques des jeux de données

Jeux de données. Nous avons mené des expériences sur quatre ensembles
de données de classification d’images bien connus : MNIST (DENG, 2012), SVHN
(NETZER, WANG, COATES et al., 2011), CIFAR10 et CIFAR100 (KRIZHEVSKY, 2009),
les détails de ces ensembles de données sont fournis dans le Tableau 2.1.

Architectures neuronales. Nous avons implémenté les couches convolutives
en utilisant deux architectures standard sur ces jeux de données : Lenet (LECUN,
BOTTOU, BENGIO et al., 1998) pour MNIST et VGG19 (SIMONYAN et ZISSERMAN,
2015) pour SVHN, CIFAR10 et CIFAR100. Nous avons légèrement modifié la taille
des filtres dans le réseau Lenet afin de garantir que la dimension des données
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après les blocs de convolution soit une puissance de 2 (pratique pour l’archi-
tecture de convolution Deep Fried Convnets à laquelle nous nous comparons).
Ces expériences visent à mettre en évidence le potentiel de l’apprentissage d’une
couche Nyström adaptative dans une architecture profonde. Les expériences font
intervenir des couches de convolution pré-entraînés et fixées pour l’apprentissage
des couches supérieures.

Nous comparons trois architectures dans toutes les expériences menées. Les
trois architectures sont constituées de couches de convolutions pré-entraînées
identiques mais diffèrent par leurs couches supérieures : (1) Les architectures
dites "denses" qui utilisent des couches cachées denses, c’est-à-dire que ce sont
des architectures de convolution classiques ; (2) les architectures "Deep Fried
Convnets adaptative" qui mettent en œuvre l’approximation Fastfood (voir Sec-
tion 1.3.4.2) ; (3) les architectures "Nyström" qui correspondent à la couche Nys-
tröm adaptative.

Pour les architectures denses, nous avons considéré une couche cachée avec
fonction d’activation relu (voir Section 1.3.3), et avons fait varier la dimension
de sortie parmi {2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 1024} afin de bien mettre en évidence
l’évolution de la qualité du modèle en fonction du nombre de paramètres. L’ex-
ploitation de plusieurs couches cachées n’a pas augmenté de manière significa-
tive les performances dans nos expériences et donc nous n’en conservons qu’une
seule afin de faciliter la lisibilité des résultats. Pour l’approximation de Fastfood
dans Deep Fried Convnets, nous considérons que φff (Équation 1.20) donne
une représentation de même taille que sa dimension d’entrée, sauf dans les ex-
périences de la Section 2.3.4 qui donne une dimension de représentation jusqu’à
5 fois plus grande (dans ce cas il s’agit d’un empilement de 5 représentations de
Fastfood en parallèle). En ce qui concerne notre approche et φnys, nous avons
fait varier la taille du sous-ensemble L parmi {2, 4, 8, 16, 32, 64, 128} et nous
avons comparé les noyaux linéaires, RBF et Chi2 (voir Section 1.2.2). Enfin, nous
en avons exploré les variantes adaptatives et non adaptatives de la couche Nys-
tröm; dans le cas non adaptatif, c’est la matrice K−1/2

11 obtenue avec les couches
de convolutions pré-entraînées qui est figée.

Hyper-paramètres. Les modèles ont été entrainés sur 50 itérations pour op-
timiser un critère d’entropie croisée (Équation (1.32)) avec l’optimiseur Adam et
un pas de gradient fixé à 1e−4. Par défaut, la largeur de bande du noyau RBF
est fixée à la distance moyenne entre les représentations convolutives de paires
d’échantillons d’entraînement (Équation (1.8)).

Détails d’implémentation. Toutes les expériences ont été réalisées avec Ke-
ras (CHOLLET, 2015) et Tensorflow (ABADI, AGARWAL, BARHAM et al., 2015).
L’ensemble des paramètres utilisés et du code pour générer les résultats et les
figures sont disponibles publiquement sur deux dépôts du laboratoire (GIFFON,
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2020a ; GIFFON, 2020b). Un exemple de fonctionnement minimum de la couche
Nyström est aussi disponible sur un dépôt séparé (GIFFON, 2020c).

Les expériences ci-dessous explorent le potentiel de notre architecture et n’ont
pas la prétention d’essayer de battre les résultats actuels de l’état de l’art sur les
ensembles de données considérés. Par conséquent, nous n’avons pas eu recours
à des astuces telles que l’augmentation des données ni à un réglage précaution-
neux des hyper-paramètres. Enfin, bien que certains travaux aient été réalisés
sur des techniques d’échantillonnage plus avancés pour l’approximation de Nys-
tröm, nous avons adopté un échantillonnage uniforme stratifié des exemples de
l’ensemble de d’entraînement labellisé. Comme l’ont montré KUMAR, MOHRI et
TALWALKAR, 2012, cette technique constitue une bonne stratégie d’échantillon-
nage en termes de rapport coût/performance.

2.3.2 Exploration du potentiel de la méthode
Nous comparons maintenant les réseaux Nyström adaptatifs profonds à deux ar-
chitectures similaires : les Deep Fried Convnets et les réseaux convolutionnels
classiques (inspirés de VGG19 ou Lenet selon l’ensemble de données). Nous fai-
sons varier le nombre de paramètres de chaque architecture afin de mettre en
évidence la précision de la classification par rapport à la quantité de poids à ap-
prendre. Ces observations nous encouragent dans la Section 2.3.3 à explorer la
capacité des réseaux Nyström adaptatif à apprendre avec peu de données d’ap-
prentissage.

La Figure 2.2 montre la précision des réseaux par rapport au nombre de para-
mètres estimés dans la dernière couche de représentation et la couche de classifi-
cation linéaire. Notons que nous ignorons les paramètres des couches de convo-
lutions pour faciliter la lisibilité des résultats puisque ces couches sont identiques
dans les différents modèles comparés. Nous avons répété chaque expérience 10
fois et avons tracé les moyennes et écarts-types. Les résultats obtenus avec la
couche Nyström, d’une complexité croissante (nombre de paramètres), corres-
pondent à l’utilisation d’un sous-échantillon de taille croissante, passant de 2
(point le plus à gauche) à 128 (point le plus à droite). On peut voir qu’il n’est pas
nécessaire de constituer un grand sous-échantillon dans ces expériences. Cela
peut s’expliquer par le fait que la partie convolutive du réseau a appris à pro-
duire des représentations assez robustes et stables des images d’entrée ; nous
illustrons ceci en Section 2.3.5 (Figure 2.4).

Le réseau Nyström adaptatif profond est capable d’atteindre la même perfor-
mance de précision tout en apprenant beaucoup moins de paramètres que des
couches classiques entièrement connectées. De plus, nous observons également
des variations plus faibles entre les réplicats (illustré par de petits écarts types),
ce qui souligne la robustesse et la stabilité de notre modèle. La flexibilité dans
le choix de la fonction du noyau est un avantage de notre méthode, comme
illustré, puisque le meilleur noyau dépend apparemment de l’ensemble de don-
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nées : noyau linéaire sur MNIST, Chi2 sur SVHN et CIFAR100, RBF sur CIFAR10.
Nous remarquons également l’avantage des variantes adaptatives de la couche
de Nyström, ce qui suggère que notre modèle est capable d’apprendre une re-
présentation explicite du noyau adapté à la tâche, plus expressive que celle que
l’on pourrait obtenir à partir d’une approximation de Nyström classique et avec
encore moins de paramètres à apprendre que l’approximation de Fastfood.

Figure 2.2 : Précision des modèles en fonction du nombre de paramètres à ap-
prendre (paramètres du module de convolution non-inclus). Les jeux
de données considérés sont MNIST (en haut à gauche), SVHN (en
haut à droite), CIFAR10 (en bas à gauche) et CIFAR100 (en bas
à droite). Dans le cas de l’architecture Nyström, les noyaux Chi2,
linéaire et RBF (gaussien) sont évalués.
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MNIST SVHN CIFAR10 CIFAR100
5 20 5 20 5 20 5 20

Dense 49.7 (4) 94.4 (0.5) 65.6 (11.6) 81.7 (3.9) 39.1 (3.3) 87.1 (3.7) 19.2 (2.2) 35.7 (2.7)
Deepfried Adaptatif 12.4 (3.3) 12.4 (1.4) 16.7 (5) 21.0 (6.4) 28.3 (9.2) 41.2 (3.6) 3.9 (1.2) 6.4 (0.8)
Nyström Adaptatif L 48.1 (5.5) 95.0 (0.5) 22.4 (6.9) 29.6 (13.5) 12.0 (5.6) 27.8 (7.6) 1.2 (0.6) 1.9 (0.8)
Nyström Adaptatif R 41.2 (7.7) 95.5 (0.3) 42.1 (29.6) 53.5 (33.6) 70.8 (4.4) 92.2 (0.1) 24.7 (2.6) 62.1 (1.2)
Nyström Adaptatif C 26.4 (7.7) 92.3 (1.8) 89.6 (3.1) 93.3 (1.3) 67.1 (4.7) 92.2 (1) 20.2 (2.2) 55.4 (1.9)

Table 2.2 : Précision en classification des architectures Dense, Deep Fried Convnets
(Deepfried) et Nyström adaptatif avec les noyaux linéaire (L), RBF
Gaussien (R) et Chi2 (C). Les jeux de données considérés contiennent 5
ou 20 exemples par classe. Les résultats sont moyennés sur 30 réplicats
et les écarts types sont donnés entre parenthèses.

2.3.3 Apprentissage avec peu de données
Nous examinons ici la capacité de notre modèle à fonctionner avec peu d’échan-
tillons d’entraînement, une dizaine d’échantillons par classe, ce qui est un avan-
tage attendu de la méthode étant donné le peu de paramètres à apprendre et la
disposition notoire des méthodes à noyaux à être capable de tirer profit de petits
ensembles d’entraînement.

A partir de couches de convolution pré-entraînées sur l’ensemble complet d’en-
traînement, nous avons étudié les performances de la couche Nyström adaptative
pour ré-apprendre les couches supérieures du modèle en fonction d’un petit sous-
ensemble d’apprentissage. Une des perspectives de ce travail est d’exploiter une
telle stratégie dans le cadre de l’adaptation de domaine où le modèle convolutif
serait pré-entraîné sur des données issues d’un domaine différent de celui des
classes finales à reconnaître.

Le Tableau 2.2 présente une comparaison des architectures de réseau sur les
quatre ensembles de données. Nous considérons les cas où la couche Nyström
adaptative utilise les noyaux linéaires, RBF ou Chi2 et nous la comparons avec les
Deep Fried Convnets et une architecture dense standard pour des ensembles
d’entraînement de 5 et 20 échantillons par classe. Nous ne considérons ici que
les variantes adaptatives, car elles ont donné de meilleurs résultats que leurs
homologues non adaptatives. Les résultats sont moyennés sur 30 réplicats.

On peut d’abord constater que les réseaux Nyström adaptatifs profonds dé-
passent les modèles témoins dans tous les contextes, à l’exception du cas MNIST
avec 5 exemples d’apprentissage par classe. Le noyau linéaire fonctionne bien sur
MNIST mais est nettement moins performant que les autres modèles sur des en-
sembles de données plus élaborés. À l’opposé, la couche Nyström adaptative avec
le noyau RBF gaussien ou le noyau Chi2 surpasse largement l’architecture Deep
Fried Convnet pour tous les ensembles de données et a des performances su-
périeures à celles des architectures denses sur l’ensemble de données CIFAR100,
le plus dur. Curieusement, les Deep Fried Convnets sont particulièrement mau-
vais dans ce contexte. Enfin, nous constatons qu’aucune représentation de Nys-
tröm basée sur un seul noyau ne domine dans tous les cas, ce qui montre l’intérêt
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Modèle Précision (std) Architecture

Dense 68.0 (0.7) 1 couche cachée de 1024 neuronnes
Deepfried Adaptatif 67.6 (0.5) 5 Fastfood
Nyström Adaptatif 69.1 (0.2) 256 échantillons + 512 Noyaux linéaires
Nyström Adaptatif 67.6 (0.2) 16 échantillons + 512 Noyaux Chi2

Table 2.3 : Évaluation de l’architecture Nyström multiple sur CIFAR100. Les ré-
sultats sont moyennés sur 10 réplicats et les écarts types sont montrés
entre parenthèses. La colonne de droite décrit l’architecture sélection-
née dans chaque cas.

potentiel de combiner plusieurs noyaux comme le montreront les expériences
suivantes.

2.3.4 Apprentissage de noyaux multiples (MKL)

Figure 2.3 : Évaluation d’une couche Nyström adaptative qui combine plusieurs
noyaux RBF avec des valeurs différentes de σ sur le jeu de données
CIFAR10. La performance du noyau multiple est illustrée par la ligne
horizontale alors que les barres verticales représentent la performance
obtenue avec un seul noyau RBF et la valeur de sigma correspondante.
Les figures de gauche à droite correspondent aux résultats obtenus
avec des sous-ensembles de taille respective {2, 4, 8}. Les résultats
sont moyennés sur 10 réplicats et les écarts types sont représentés
par les barres d’erreur ainsi que par la zone plus claire autour de la
ligne horizontale correspondant à MKL

Nous présentons ici les résultats validant les stratégies à noyaux multiples
(MKL), que nous avons décrites dans la Section 2.2 et l’Équation (2.3). Nous
avons mené deux expériences différentes :

Tout d’abord, nous avons envisagé une combinaison de noyaux RBF avec diffé-
rentes largeurs de bande σ et pour différentes tailles de sous-échantillons. Dans
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ce cas, chaque fonction noyau {ki}Ki=1 est une fonction RBF avec une valeur de
largeur de bande σ différente (Équation (1.7)). Cette stratégie à noyaux multiples
permet de gérer automatiquement le réglage de l’hyper-paramètre σ qui néces-
site généralement une procédure intensive de validation croisée. La Figure 2.3
montre la précision de notre méthode sur l’ensemble de données CIFAR10 en
fonction de la valeur de σ. Sur cette figure, la performance de l’architecture Nys-
tröm à noyaux multiples est indiquée par une ligne horizontale. Les graphiques
présentent les résultats pour différentes taille de sous-échantillons, avec une
moyenne sur 10 réplicats. Comme on peut le voir, l’utilisation de notre réseau
à noyaux multiples permet d’optimiser la combinaison de noyaux de manière à
partir des données sans nécessiter de choix préalable sur la largeur de bande du
noyau RBF.

Ensuite, nous avons étudié une variante de l’architecture de Nyström que nous
appelons Nyström multiple. Nous considérons ici en parallèle plusieurs approxi-
mations de Nyström où les noyaux sont dédiés à traiter chacun la sortie d’une
seule carte de caractéristiques des couches de convolution. En d’autre termes,
chaque carte de convolution est traitée comme une vue séparée par une fonction
noyau qui lui est dédiée. Cette méthode à noyaux multiples diffère de la méthode
précédente car cette fois-ci, chaque noyau travaille sur des données d’entrées dif-
férentes : soit conv(x)i la ième carte de convolution de x : dans l’architecture
Nyström multiple, nous utilisons ki(conv(x), conv(y)) = k(conv(x)i, conv(y)i).
Le Tableau 2.3 présente les résultats sur le jeu de données CIFAR100. Nous mon-
trons les meilleures performances obtenues pour chaque méthode en effectuant
une recherche sur une grille d’hyper-paramètres pour chaque modèle, pour des
plages de nombre de paramètres similaires. Pour le modèle dense, nous avons
considéré une ou deux couches cachées de 16, 64, 128, 1024, 2048 ou 4096
neurones. Pour Deep Fried Convnets nous avons fait varier la dimension de
sortie entre 1, 3, 5 ou 7 fois la dimension d’entrée. Pour l’architecture Nyström,
nous avons utilisé des sous-échantillons de taille 16, 64, 128, 256 ou 512. Nous
observons que les deux types de couches Nyström considérées surpassent les ar-
chitectures de référence, ce qui illustre l’intérêt de combiner les approximations
de Nyström.

2.3.5 Analyse des Représentations apprises en deux
dimensions

La Figure 2.4 présente les représentations bidimensionnelles obtenues par φnys
sur des échantillons de test de CIFAR10. Ces représentations on été obtenues
grâce à un sous-échantillon de taille égale à 2 (alors que le nombre de classes est
de 10) et deux noyaux différents. On peut voir ici que les 10 classes sont déjà très
bien séparées dans cet espace de représentation à faible dimension, illustrant
qu’un sous-ensemble de très petite taille est déjà suffisamment expressif pour
discriminer la plupart des exemples de classes différentes.
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Figure 2.4 : Représentation en deux dimensions données par φnys sur 1000
exemples de test sélectionnés aléatoirement dans le jeu de données
CIFAR10. Ces représentations ont été obtenues grâce à un ensemble
d’observations de référence de taille 2 et en utilisant un noyau linéaire
(à gauche) ou Chi2 (à droite). Chaque couleur représente une classe
différente.

2.4 Conclusion
Nous avons introduit des couches Nyström adaptatives qui peuvent être utilisées
en remplacement des couches denses dans les réseaux neuronaux et forment
ainsi une nouvelle architecture hybride qui mélange les réseaux profonds et les
méthodes à noyaux. Cette architecture est basée sur l’approximation de Nyström
qui permet de considérer n’importe quel type de fonction noyau. Nous avons
illustré ceci sur des expériences faisant intervenir différents jeux de données
d’images où différentes fonctions noyaux fonctionnaient plus ou moins bien. Une
perspective possible de ce travail est d’étendre cette technique au traitement de
données qui ne seraient pas forcément vectorielles, telles que les graphes comme
dans le papier récent de CHEN, JACOB et MAIRAL, 2020. En outre, la méthode
permet de traiter facilement plusieurs noyaux et de les combiner pour obtenir
une représentation plus riche qui peut amener à de meilleures performances.

La méthode que nous proposons atteint les performances de précision des
couches standard entièrement connectées tout en réduisant considérablement
le nombre de paramètres. Nous remarquons toutefois que, même si le nombre
de paramètres à apprendre dans le réseau est réduit, cette technique nécessite
de calculer et stocker la représentation convoluée de l’ensemble des points de
références. Ceci est décevant du point de vue de la quantité d’espace mémoire
nécessaire au fonctionnement du réseau. Cependant, la réduction du nombre
de paramètres à apprendre dans le réseau permet toutefois de fonctionner avec
peu de données, comme nous le montrons dans la partie expérimentale. Cette
caractéristique de notre approche offre plusieurs perspectives d’utilisation de la
couche Nyström adaptative : l’apprentissage semi-supervisé où les données non-
étiquetées seraient utilisées comme observations de référence dans L ; ou l’adap-
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tation de domaine : les couches de convolution pourrait être apprise dans un do-
maine source bénéficiant de nombreuses données d’apprentissage alors que les
couches supérieures dont la couche Nyström seraient apprises dans le domaine
où moins de données sont disponibles.
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3.1 Introduction
Les transformations linéaires et les produits matriciels sont omniprésents en ap-
prentissage automatique. Dans les réseaux de neurones, par exemple, la plupart
des couches peuvent s’exprimer sous la forme d’un produit matriciel (voir Équa-
tion (1.27)). Idem pour les approximations de noyaux telles que les caractéris-
tiques aléatoires (Équation (1.17)) qui nécessitent une étape de projection aléa-
toire ou l’approximation de Nyström avec certaines fonctions noyaux (voir Sec-
tion 1.2.3.2) qui impliquent un produit avec la matrice des points de référence.
Lorsque la dimension est élevée, les matrices à stocker pour réaliser ces transfor-
mations peuvent devenir colossales et, souvent, elles dominent la complexité des
algorithmes comme c’est le cas dans nos travaux présentés en Chapitre 2.

Ce constat a alimenté l’intérêt de la communauté d’apprentissage automatique
vers l’utilisation d’algorithmes de transformation rapides pour alléger les mé-
thodes d’apprentissage. Contrairement aux matrices carrées habituelles qui né-
cessitentO(D2) opérations pour être appliquées à un vecteur, certains opérateurs
linéaires comme la transformée de Fourrier ou la transformée de Hadamard, dits
«Transformées rapides», sont associés à des algorithmes capables de traiter leurs
entrées en seulement O(Dlog(D)) opérations. Ces accélérations viennent du ca-
ractère récursif de la définition de ces opérateurs qui permettent d’utiliser des
algorithmes rapides de type «diviser pour régner» plutôt que l’algorithme stan-
dard de multiplication matricielle.

On remarque notamment que la transformée rapide de Hadamard a été étu-
diée pour réduire la complexité de méthodes à noyau. C’est le cas de la va-
riante efficace de Nyström proposée par SI, HSIEH et DHILLON, 2016 (voir Sec-
tions 1.2.3.1 et 1.2.3.2) ou de la méthode Fastfood de LE, SARLÓS et SMOLA,
2013. D’ailleurs, la méthode Fastfood a même voyagé jusqu’à l’apprentissage
profond où elle a été utilisée en remplacement des couches denses d’un réseau
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de neurones afin d’en réduire le nombre de paramètres (voir Section 1.3.4.2 ou
le papier de YANG, MOCZULSKI, DENIL et al., 2015).

Toutefois, ces méthodes emploient des transformées rapides fixées à l’avance
dont nous pensons que la structure pourrait avoir un effet délétère sur la per-
formance des méthodes auxquelles elles sont appliquées. On peut donc se de-
mander s’il ne serait pas possible d’apprendre la transformée rapide adaptée à
chaque tâche afin de préserver au maximum la qualité de l’apprentissage? Les
travaux de MAGOAROU et GRIBONVAL, 2016 et DAO, GU, EICHHORN et al., 2019
suggèrent que oui. Ils s’appuient sur le constat que les algorithmes de transfor-
mation rapide peuvent être exactement décrits sous la forme d’un produit de
matrices parcimonieuses pour proposer des algorithmes afin d’apprendre ou re-
découvrir des transformées rapides exprimées de cette façon.

Nous commençons ce chapitre par une section d’état de l’art sur les méthodes
capables de réaliser l’apprentissage de transformées rapides exprimées sous la
forme de produits de matrices parcimonieuses. Ceci posera le cadre de travail
dans lequel nous nous plaçons pour proposer, dans les sections suivantes, d’in-
tégrer l’apprentissage de transformées rapides à des problèmes d’apprentissage
classiques que sont le problème de regroupement en K moyennes et l’apprentis-
sage de réseaux neuronaux convolutifs.

3.2 Apprentissage de Transformées rapides
La popularité de certains opérateurs linéaires de RD dans RD (avec D < ∞)
comme les transformations de Fourier ou d’Hadamard provient de leurs proprié-
tés mathématiques d’une part, mais aussi de leur capacité à être appliqués à une
entrée x ∈ RD avec efficacité, grâce aux algorithmes de transformation rapide
correspondants ; typiquement la version rapide de ces transformations se fait en
O (D logD) opérations au lieu de O (D2).

Dans cette section introductive, nous résumons des travaux récents pour expli-
quer que les algorithmes de transformées rapides connus peuvent être écrits sous
la forme de produits de matrices creuses et qu’en conséquence, elles peuvent être
apprises pour mieux coller aux données.

3.2.1 Transformées rapides structurées comme des
produits de matrices creuses

Une caractéristique intéressante des algorithmes de transformées rapides connus
est qu’ils peuvent être écrits sous la forme du produit

Q∏
q=1

Sq (3.1)
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de Q = O(logD) matrices creuses Sq avec ‖Sq‖0 = O (D) coefficients non-nuls
par facteur (MAGOAROU et GRIBONVAL, 2016 ; LI, YANG, MARTIN et al., 2015 ;
VAN LOAN, 1992) . Pour tout vecteur x ∈ RD, la transformation

∏Q
q=1 Sqx =

S1 (S2 (· · · (SQx))) peut donc être calculée avec O (logD) produits entre matrice
creuse et vecteur. Le coût de chaque produit étant de O(D), la complexité cal-
culatoire totale est de O(D logD). Nous étudions maintenant deux exemples
présentés dans l’article de LI, YANG, MARTIN et al., 2015 qui montrent comment
des transformées rapides peuvent être exprimées en produits de facteurs creux.
D’autres exemples sont disponibles en annexe de l’article de LI, YANG, MARTIN

et al., 2015.

Transformée de Fourier Rapide (FFT). La FFT est l’algorithme accéléré
pour réaliser la Transformée de Fourier Discrète (DFT) et est peut-être l’exemple
le plus populaire de transformée rapide du fait de sa grande utilité en traitement
du signal. Soit FD ∈ CD×D la matrice permettant de calculer la DFT d’un vecteur
de taille D. Celle-ci peut être écrite récursivement :

FD =
[
ID/2 ΩD/2
ID/2 −ΩD/2

] [
FD/2 0

0 FD/2

]
PD, (3.2)

où ID/2 est la matrice identité de taille D/2, PD est une matrice de permutation
de tailleD qui regroupe les indices pairs entre eux et les indices impairs entre eux
et enfin ΩD/2 est une matrice diagonale de taille D/2 contenant les D/2 racines-
D/2ème de l’unité, c’est à dire 1,ω−1, · · · ,ω−(D/2−1) où ω := e2iπ/D. En déroulant
la récursion, on obtient l’expression de FD en produit de facteurs creux :

FD = BD

[
FD/2 0

0 FD/2

]
PD

= BD

[
BD/2 0

0 BD/2

] 
FD/4 0 0 0

0 FD/4 0 0
0 0 FD/4 0
0 0 0 FD/4


[
PD/2 0

0 PD/2

]
PD

...

= BD · · ·


B2 · · · 0
... · · · ...
0 · · · B2



P2 · · · 0
... · · · ...
0 · · · P2

 · · ·PD,

(3.3)

où les blocs BD, · · · ,B2 sont appelés facteurs papillon (butterfly) et, pour tout d,
ils sont de la forme :
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Bd =
[
D1 D2
D3 D4

]
, (3.4)

où les Di sont des matrices diagonales. Ces facteurs papillon contiennent exac-
tement deux valeurs non nulles par ligne et par colonne soit un total de O(D)
coefficients chacun. Chaque matrice contenant des blocs papillon est appelée
une matrice papillon ; des exemples de matrices papillon sont représentés en Fi-
gure 3.1. Ainsi, comme chaque étape de récursion divise par deux la taille des
facteurs papillon, nous obtenons un total de log(D) matrices papillon. Les ma-
trices de permutation à droite peuvent être fusionnées en une seule permutation
P. La matrice de la DFT peut donc finalement être écrite sous la forme de l’Équa-
tion 3.1 où pour tout q, Sq est la qème matrice papillon en partant de la gauche,
excepté pour q = log(D) où la matrice papillon est multipliée à droite par P ce
qui ne change pas son nombre de coefficients non nuls. Finalement, la matrice
de la DFT a bien été exprimée en un produit de matrice creuse dont l’application
à un vecteur coûte O(DlogD) à la place de O(D2), comme pour l’algorithme de
la FFT.

Figure 3.1 : Exemples de facteurs papillon. Les cases colorées correspondent aux
valeurs non nulles de la matrice. On voit que dans chaque cas, un
motif se répète sur les blocs de la diagonale : de gauche à droite, 1
fois, 2 fois, 4 fois et 8 fois. Source : Li, Yang, Martin et al., 2015

Transformée de Hadamard rapide. La matrice de Hadamard de taille D,
HD, est définie récursivement par :

H1 = 1 et HD =
[
HD/2 HD/2
HD/2 −HD/2

]
(3.5)

donc on peut écrire :

HD =
[
ID/2 ID/2
ID/2 −ID/2

] [
HD/2 0

0 HD/2

]
. (3.6)

Similairement à la FFT, en déroulant la récursion, on obtient :
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HD = BD · · ·


B2 · · · 0
... · · · ...
0 · · · B2

 , (3.7)

où cette fois ci, les logD facteurs papillon sont de la forme :

BD/2k =
[
ID/2k+1 ID/2k+1

ID/2k+1 −ID/2k+1

]
. (3.8)

La matrice de Hadamard peut donc aussi être écrite sous la forme d’un produit
de matrices creuses dont l’application à un vecteur se fait en temps O(DlogD)
(illustré en Figure 3.2).

Figure 3.2 : Factorisation exacte de la matrice de Hadamard en un produit de
facteurs parcimonieux. Source : Magoarou et Gribonval, 2016

3.2.2 Apprentissage de produits de matrices creuses
Même si nous avons vu que les transformées rapides peuvent être utilisées dans
certains algorithmes, il est raisonnable de penser que la structure imposée par
les algorithmes de transformation rapide connus peut ne pas être adaptée à
toutes les tâches d’apprentissage. On peut donc se demander s’il est possible
d’apprendre des transformations rapides dépendantes des données. Cette ques-
tion a été abordée par DAO, GU, EICHHORN et al., 2019, lorsqu’ils proposent
de s’appuyer sur la structure hierarchique des transformations rapides pour pro-
poser un algorithme qui apprend des factorisations dites "papillon" (LI, YANG,
MARTIN et al., 2015) en fixant un ensemble de motifs de parcimonie possible
(voir l’exemple de la FFT dans la section précédente). MAGOAROU et GRIBON-
VAL, 2016 ont une procédure moins contrainte permettant d’approcher n’importe
quelle matrice par un produit de matrices creuses. Dans la suite, nous détaillons
ces deux modèles.

Modèle papillon. Le modèle d’apprentissage de transformées rapides proposé
par LI, YANG, MARTIN et al., 2015 s’appuie sur le fait que les transformées rapides
connues peuvent s’écrire sous la forme d’un produit de matrices papillon suivies
par une permutation, comme illustré dans les exemples de la Section 3.2.1 :
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T = BD · · ·


B2 · · · 0
... · · · ...
0 · · · B2

P. (3.9)

Dans ce modèle les paramètres à apprendre pour définir la transformée rapide
sont donc les éléments des diagonales des facteurs papillon ainsi que la permu-
tation finale. Pour contourner le problème combinatoire relatif à l’exploration de
l’espace des permutations, les auteurs proposent de définir P comme :

P =
∏

s=a,b,c
(psP(s) + (1− ps)I), (3.10)

où les poids ps sont à apprendre et les matrices de permutation P(s) sont fixées
à l’avance à partir de connaissances expertes sur les décompositions de trans-
formations rapides connues. L’apprentissage des transformées rapides se fait par
descente de gradient tel que, pour une transformée connue T ∈ RD×D, on résout
le problème d’optimisation suivant :

arg min
{BD,··· ,B2},{pa,pb,pc}

∥∥∥∥∥∥∥∥T−
BD · · ·


B2 · · · 0
... · · · ...
0 · · · B2

P


∥∥∥∥∥∥∥∥
F

+
logD∑
d=0

δ(BD/2d), (3.11)

où δ(BD/2d) = 0 si BD/2d a bien une forme de facteur papillon telle que définie en
Équation (3.4), sinon c’est égal à inf. En d’autres terme δ encode la contrainte de
parcimonie des blocs papillon. En pratique, la contrainte de structure en forme
de matrice papillon est satisfaite par construction ; nous écrivons le terme de
régularisation avec la fonction δ dans l’Équation (3.11) par soucis d’homogénéité.

Modèle Palm4MSA Le modèle papillon est grandement inspiré des décomposi-
tion des matrices des transformées rapides connues et laisse très peu de liberté
au support de parcimonie des matrices creuses de la factorisation. Les travaux
de MAGOAROU et GRIBONVAL, 2016 proposent un algorithme appelé Palm4MSA
(Palm for Multilayer Sparse Approximation) qui permet l’apprentissage de trans-
formées rapides avec très peu de contraintes imposées sur la structure des fac-
teurs. Ils proposent un algorithme pour résoudre le problème d’optimisation sui-
vant :

min
λ,{Sq}q∈JQK

∥∥∥∥∥∥T− λ
Q∏
q=1

Sq

∥∥∥∥∥∥
2

F

+
D∑
q=1

δEq(Sq), (3.12)

où λ est un paramètre d’échelle et pour chaque q ∈ 1, · · · , Q, δEq(Sq) = 0 si
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Algorithme 1 Algorithme Palm4MSA

Entrée: La matrice à factoriser U ∈ RK×D, le nombre de facteursQ, les contraintes
pour chaque facteur Eq , q ∈ JQK et le critère d’arrêt (ici, le nombre d’itérations
I ).

1: λ← ||S1||F O(B)
2: S1 ← 1

λ
S1 O(B)

3: pour i ∈ 1 . . . I faire
4: pour q = Q down to 1 faire
5: Lq ←

∏q−1
l=1 S(i)

l

6: Rq ←
∏Q
l=q+1 S(i+1)

l

7: Choisir c > λ2||Rq||22||Lq||22 O(A logB +B)
8: D← Siq − 1

c
λLT

q

(
λLqSiqRq −U

)
RT
q O(AB logB)

9: S(i+1)
q ← PEq(D) O(A2 logA) or O(AB logB)

10: fin pour
11: Û:=∏Q

j=1 S(i+1)
q O(A2 logB + AB)

12: λ← Trace(UT Û)
Trace(ÛT Û) O(AB)

13: fin pour
14: S1 ← λS1 O(B)
Sortie: {Sq : Sq ∈ Eq}q∈JQK tel que

∏
q∈JQK Sq ≈ U

Sq ∈ Eq et δEq(Sq) = +∞ sinon. Eq est l’ensemble des éléments qui satisfont
des contraintes d’échelle et de parcimonie. Leur algorithme (Algorithme 1) se
base sur l’algorithme Palm (BOLTE, SABACH et TEBOULLE, 2014) pour apprendre
conjointement les coefficients des matrices creuses ainsi que le support de par-
cimonie en utilisant une descente de gradient projeté et en alternant l’optimisa-
tion des différentes matrices Sq (la méthode de projection utilisée est détaillée
en Annexe 3.A). Bien que ce problème soit non convexe et que le calcul d’un
optimum global ne puisse pas être garanti, l’algorithme Palm4msa est capable
de trouver des minima locaux avec des garanties de convergence. MAGOAROU et
GRIBONVAL, 2016 vont plus loin que la simple procédure Palm4MSA et proposent
un algorithme hierarchique appelé Palm4MSA-hierarchique où les facteurs parci-
monieux Sq sont appris un par un et les contraintes de parcimonie sont endurcies
au fil de l’apprentissage.

Le modèle Palm4MSA, quoique plus simple conceptuellement que le modèle pa-
pillon, explore un espace de solution beaucoup plus large, du fait de la liberté
sur le support de parcimonie des matrices de la factorisation. En fait, il est assez
simple de voir que l’espace des solutions atteignables par le modèle papillon fait
aussi partie de l’espace des solutions atteignable par le modèle Palm4MSA : les
Eq contiennent les matrices papillon. Il n’est pas clair cependant que le modèle
Palm4MSA soit meilleur pour apprendre une transformée rapide que le modèle
papillon et ceci nécessiterait a minima des experimentations empiriques. Toute-
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fois, la liberté offerte par le modèle de MAGOAROU et GRIBONVAL, 2016 en a
fait un candidat privilégié dans nos études décrites dans la suite de ce chapitre
et qui visent à intégrer l’apprentissage de transformées rapides à des modèles
d’apprentissage automatique existants.

3.3 Quick-means : Accélérer l’utilisation des
K-moyennes via l’apprentissage de
transformées rapides

3.3.1 Introduction
L’algorithme desK-moyennes – ou algorithme de Lloyd – est l’un des algorithmes
de regroupement (clustering) les plus populaires (HARTIGAN et WONG, 1979 ;
JAIN, 2010) et est largement utilisé dans de nombreuses applications, telles que
l’indexation, la compression de données, la recherche du plus proche voisin et la
détection de communautés dans les graphes (MUJA et LOWE, 2014 ; VAN LAARHO-
VEN et MARCHIORI, 2016). Combiné à l’approximation de Nyström, l’algorithme
des K-moyennes s’avère également essentiel pour augmenter la vitesse et la pré-
cision de l’apprentissage avec les méthodes à noyaux (SI, HSIEH et DHILLON,
2016) ou les réseaux RBF (QUE et BELKIN, 2016). Dans toutes ces applications,
lesK centroïdesD-dimensionnels renvoyés par l’algorithme, u1, . . . ,uK , sont em-
pilés les uns sur les autres pour former une matrice U ∈ RK×D qui est employée
comme un opérateur linéaire, que nous appelons l’opérateur centroïde. Dans le
cas de l’algorithme des K-moyennes, les centroïdes sont en fait les moyennes de
chaque groupe d’observation. Désormais, nous utiliserons les termes d’appren-
tissage ou d’entraînement pour désigner l’exécution de l’algorithme de regroupe-
ment, c’est-à-dire le processus qui permet d’extraire les centroïdes à partir des
données d’entraînement, et nous utiliserons le terme inférence pour désigner l’ap-
plication de l’opérateur centroïde à une ou plusieurs observations inconnues.

D’une part, la phase d’entraînement des K-moyennes est soumise à une com-
plexité de O(NDK) par itération lorsque le nombre de points à regrouper est
N . D’autre part, la phase d’inférence nécessite l’application de l’opérateur cen-
troïde U au vecteur à traiter, ce qui implique une complexité O(KD). Nous ver-
rons en Section 3.3.3 que de nombreux travaux ont visé à accélérer la phase
d’apprentissage des K-moyennes mais aucun, à notre connaissance, ne propose
d’accélération de la phase d’inférence. Pourtant, avec l’augmentation des flux de
données que nous connaissons, c’est certainement cette partie de l’utilisation des
K-moyennes qui est la plus gourmande car le nombre d’applications de la ma-
trice des centroïdes aux nouvelles données d’entrées grandit infiniment avec le
temps.
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Résumé des contributions Après avoir présenté le fonctionnement de l’al-
gorithme des K-moyennes standard dans la Section 3.3.2, nous introduisons
QK-means, un algorithme qui étend les K-moyennes par l’apprentissage de la
matrice des centroides sous la forme d’un produit de matrices parcimonieuses
(Section 3.3.4.1). Nous montrons que chaque étape de mise à jour de notre
algorithme réduit l’objectif global, ce qui établit la convergence de QK-means
(Section 3.3.4.2). Nous fournissons ensuite une analyse de la complexité de
QK-means, où nous montrons que la structure de transformée rapide de l’opé-
rateur centroïde appris permet de présenter une complexité compétitive par rap-
port à celle de l’opérateur centroïde appris par la méthode des K-moyennes
standard (Section 3.3.4.3). Enfin, nous réalisons une évaluation empirique de
QK-means qui démontre l’efficacité de la méthode sur une variété de jeux de
données dans le contexte de différentes tâches d’apprentissage qui s’appuient
habituellement sur la méthode des K-moyennes (Section 3.3.5).

3.3.2 Le problème des K-moyennes
Le problème des K-moyennes vise à partitionner un ensemble X = [xi]Ni=1 de
N vecteurs x ∈ RD en K clusters –des groupes de vecteurs– tels que la distance
de chaque vecteur x au centroide de son cluster soit minimale, le centroïde opti-
mal Uk du cluster k étant le vecteur moyen des points attribués à ce cluster. Le
problème d’optimisation des K-moyennes est :

arg min
U,t

K∑
k=1

∑
n:tn=k

‖xn − uk‖2, (3.13)

où U = {u1, . . . ,uK} est l’ensemble des centroïdes et t ∈ JKKN est le vecteur qui
assigne xn au cluster k si tn = k.

L’algorithme de Lloyd. La procédure la plus populaire pour résoudre ap-
proximativement le problème des K-moyennes est l’algorithme de Lloyd, tant
et si bien qu’il est souvent directement appelé l’algorithme des K-moyennes,
comme ici. C’est un algorithme itératif qui alterne entre : I) une étape d’affecta-
tion qui décide du cluster actuel auquel chaque point xn appartient en fonction de
sa distance aux clusters et II) une étape de ré-estimation qui ajuste les centroïdes
des clusters en fonction des nouvelles affectations. Après une initialisation de l’en-
semble des K centroïdes U(0) , l’algorithme procède comme suit. À l’itération τ ,
les affectations sont mises à jour telles que ∀n ∈ JNK :
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t(τ)
n ← arg min

k∈JKK

∥∥∥xn − u(τ−1)
k

∥∥∥2

2

= arg min
k∈JKK

∥∥∥u(τ−1)
k

∥∥∥2

2
− 2

〈
u(τ−1)
k ,xn

〉
= arg min

k∈JKK

∥∥∥u(τ−1)
k

∥∥∥2

2
− 2

[
U(τ−1)xn

]
k
,

(3.14)

et les centroides de chaque cluster sont mis à jour tels que :

u(τ)
k ← x̂k(t(τ)):= 1

n
(τ)
k

∑
n:t(τ)

n =k

xn, ∀k ∈ JKK , (3.15)

où n(τ)
k est le nombre de points dans le cluster k au temps τ et x̂k(t) est le vecteur

moyen des éléments du cluster k selon l’affectation t.

Complexité de l’algorithme de Lloyd. Le coût de l’étape d’affectation (3.14)
est de O(NDK) alors que celui de la mise à jour des centroïdes (3.15) est de
O (ND). Par conséquent, le goulot d’étranglement de la complexité calculatoire
d’entraînement O(NDK) provient de l’étape d’affectation. On note par ailleurs
que la phase d’inférence desK-moyennes consiste à affecter un vecteur à l’un des
clusters pré-calculés. De ce fait, l’étape d’inférence pour un vecteur fait intervenir
aussi l’Équation (3.14) et a un coût de O(KD) opérations.

Notre principale contribution repose sur l’idée que l’assignation d’un vecteur
à un cluster ((3.14)), et ainsi la phase d’inférence, peut être calculée plus effica-
cement si la matrice U des centroïdes est exprimée par une décomposition en
facteurs parcimonieux, qui peut être apprise par l’une des procédures décrites
en Section 3.2.2. Cette amélioration pourrait en théorie aussi accélérer la phase
d’entraînement des K-moyennes mais ça n’a pas été observé en pratique.

3.3.3 Accélération du calcul des K-moyennes
Certaines techniques ont été proposées pour alléger la charge de calcul de l’al-
gorithme de Lloyd’s. Une approche populaire consiste à projeter les observations
d’entrée dans un espace de dimension inférieure où l’on obtient un regroupe-
ment bon marché qui est ensuite utilisé dans l’espace de représentation initial
pour y obtenir les centroïdes (SCULLEY, 2010 ; BOUTSIDIS, ZOUZIAS, MAHONEY

et al., 2014 ; SHEN, LIU, TSANG et al., 2017 ; LIU, SHEN et TSANG, 2017). Une
autre idée est d’utiliser l’inégalité triangulaire afin de supprimer les mesures de
distances redondantes tout en préservant la solution exacte de l’algorithme de
LLoyd standard (HAMERLY, 2010 ; ELKAN, 2003). Enfin, un croquis (sketch) de
l’ensemble complet des données d’entraînement peut être utilisé pour obtenir les
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Algorithme 2 Algorithme QK-means avec annotations de complexité.
A:= min (K,D) et B:= max (K,D)

Entrée: X ∈ RN×D, K, initialisation des matrices creuses
{
S(0)
q : S(0)

q ∈ Eq
}
q∈JQK

1: Définir V(0) : x 7→ ∏
q∈JQK S(0)

q x
2: pour τ = 1, 2, . . . jusqu’à convergence faire
3: t(τ):= arg mint∈JKKN

∑
n∈JNK

∥∥∥xn − v(τ−1)
tn

∥∥∥2
O (N (A logB +B) + AB)

4: ∀k ∈ JKK ,u(τ)
k := 1

nk

∑
n:t(τ)

n =k xn with n(τ)
k :=|{n : t(τ)

n = k}| O(ND)
5: A(τ):=D√n(τ) ×U(τ) O(KD)
6: E0:=

{
D√n

}
7:

{
S(τ)
q

}Q
q=0

:= arg min{Sq}Qq=0

∥∥∥A(τ) −∏Q
q=0 Sq

∥∥∥2

F
+∑Q

q=0 δEq(Sq) O(AB
(
log2 B

)
)

8: Définir V(τ) : x 7→ ∏
q∈JQK S(τ)

q x O(1)
9: fin pour
Sortie: vecteur d’assignation t et matrices creuses {Sq : Sq ∈ Eq}q∈JQK

K-moyennes d’un ensemble de données de taille immense à faible coût (KERI-
VEN, TREMBLAY, TRAONMILIN et al., 2017). Dans tous les cas, ces techniques se
concentrent sur l’accélération de la phase d’entraînement des K-moyennes et non
sur la phase d’inférence car l’opérateur centroïde résultant reste d’une complexité
inchangée. La possibilité de réduire le coût de cette dernière phase a fait l’objet
d’une attention assez réduite voire inexistante mais présente pourtant un inté-
rêt majeur pour les applications du monde réel où le nombre d’observations en
production est généralement illimité.

3.3.4 Quick-means

Nous présentons maintenant notre principale contribution, QuicK-means abrégé
en QK-means. Nous commençons par décrire l’algorithme et le problème qu’il
résout, puis nous démontrons sa convergence et fournissons une analyse de sa
complexité calculatoire.

3.3.4.1 Encodage des K-moyennes en produits de matrices creuses
grâce à l’algorithme Quick-means

QK-means est une variante des K-moyennes dans laquelle la matrice des cen-
troïdes U est approchée par un produit

∏Q
q Sq de matrices creuses Sq.

Similairement au problème d’optimisation des K-moyennes (3.13) le problème
d’optimisation de QK-means s’écrit :
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arg min
{Sq}Qq=1,t

g
(
{Sq}Qq=1 , t

)
, (3.16)

où

g
(
{Sq}Qq=1 , t

)
:=

K∑
k

∑
n:tn=k

‖xn − vk‖2 +
∑
q∈JQK

δEq(Sq) (3.17)

et

V =
∏
q∈JQK

Sq. (3.18)

C’est une version contrainte du problème des K-moyennes (3.13) dans laquelle
les centroïdes vk sont contraints de former une matrice V avec une structure
d’opérateur rapide, les fonctions indicatrices δEq imposant la parcimonie des ma-
trices Sq (voir Section 3.2.2). Des détails sur les choix de modélisation tels que
la dimension des facteurs Sq ou la procédure de projection sur le support de
parcimonie sont donnés dans la Section 3.3.5.1.

Le problème (3.16) peut être résolu en utilisant l’Algorithme 2 qui procède de
manière similaire à l’algorithme de Lloyd en alternant une étape d’assignation
(ligne 3) et une étape de mise à jour des centroïdes (lignes 4–8). L’étape d’assi-
gnation peut être calculée efficacement grâce à la structure d’opérateur rapide de
V. En pratique, la mise à jour des centroides repose sur la procédure Palm4MSA
pour résoudre le problème d’optimisation (ligne 7), détaillée en Section 3.2.2.
Cette procédure construit l’opérateur rapide V approchant la véritable matrice
des centroïde U dont les lignes sont pondérées par le nombre d’exemples nk
attribués à chaque cluster k. Notons, que même si ces travaux reposent sur l’algo-
rithme Palm4MSA, nous pourrions en fait utiliser n’importe quel algorithme pour
résoudre le problème d’approximation de la ligne 7.

On pourrait se demander pourquoi ne pas employer une stratégie plus simple
qui consisterait à appliquer la procédure Palm4MSA directement sur l’opérateur
centroïde appris par l’algorithme standard des K-moyennes? cela produirait éga-
lement des centroïdes avec une structure d’opérateur rapide. Cependant, en
procédant ainsi, on ne trouverait qu’une approximation de la solution des K-
moyennes exprimée comme un produit de matrices creuses et ne résoudrait pas
nécessairement le problème de l’Équation (3.16). Dans la Section 3.3.4.2, nous
offrons des garanties théoriques que la procédure QK-means converge effective-
ment vers un point stationnaire de la fonction objectif Équation (3.17). Ce pos-
tulat théorique est illustré expérimentalement Section 3.3.5.3 où nous montrons
que la valeur objective obtenue par QK-means est meilleure que celle obtenue par
Palm4MSA appliqué sur la solution des K-moyennes.
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3.3.4.2 Convergence de l’algorithme

Comme pour l’algorithme des K-moyennes, QK-means converge localement.

Proposition 1. Les versions successives de
{
S(τ)

}
q∈JQK

et t(τ) dans l’Algorithme 2
donnent, ∀τ ≥ 1

g
({

S(τ)
q

}Q
q=1

, t(τ)
)
≤ g

({
S(τ−1)
q

}Q
q=1

, t(τ−1)
)
,

ce qui implique que la procédure QK-means fait converger la valeur de l’objectif g
vers une valeur limite.

Démonstration. Nous montrons que chaque étape de l’algorithme n’augmente pas
la valeur de la fonction objective.

Étape d’assignation (Ligne 3). Pour un V(τ−1) fixé, le problème d’optimisation
de la ligne 3 peut être traité séparément pour chaque exemple indexé par n ∈ JNK.
Le nouveau vecteur indicateur t(τ) est donc défini par :

t(τ)
n = arg min

k∈JKK
||xn − v(τ−1)

k ||
2
2. (3.19)

Cette étape minimise le premier terme de l’Équation (3.17) par rapport à t alors
que le deuxième terme est constant, ce qui fait que nous avons

g
({

S(τ−1)
q

}Q
q=1

, t(τ)
)
≤ g

({
S(τ−1)
q

}Q
q=1

, t(τ−1)
)
. (3.20)

Étape de mise à jour des centroïdes (Lignes 4–8). Nous considérons main-
tenant un vecteur indicateur t(τ) fixe. Nous notons d’abord que pour tout vecteur
u(τ)
k –le vrai centroïde du cluster k– et tout vecteur v(τ)

k , ce qui suit est valide :
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∑
n:t(τ)

n =k

||xn − v(τ)
k ||

2
=

∑
n:tn=k

||xn − u(τ)
k + u(τ)

k − v(τ)
k ||

2

=
∑

n:t(τ)
n =k

(
||xn − u(τ)

k ||
2

+ ||u(τ)
k − v(τ)

k ||
2
− 2

〈
xn − u(τ)

k ,u(τ)
k − v(τ)

k

〉)

=
∑

n:t(τ)
n =k

||xn − u(τ)
k ||

2
+ nk||u(τ)

k − v(τ)
k ||

2
− 2

〈 ∑
n:t(τ)

n =k

(
xn − u(τ)

k

)
︸ ︷︷ ︸

=0

,u(τ)
k − v(τ)

k

〉

=
∑

n:t(τ)
n =k

||xn − u(τ)
k ||

2
+ ||√nk

(
u(τ)
k − v(τ)

k

)
||

2
.

(3.21)

Pour t(τ) fixé, les nouvelles matrices creuses
{
S(τ)
q

}Q
q=1

qui définissent les centroides
sont obtenues par la résolution du problème arg minS1,...,SQ g(S1, . . . ,SQ, t(τ)) qui
peut se réécrire, grâce à (3.21) :

{
S(τ)
q

}Q
q=1

= arg min
S1,...,SQ

||D√n(τ)(U(τ) −V)||2
F

+
∑
k∈JKK

c
(τ)
k +

∑
q∈JQK

δq(Sq)


s. t. V =
∏
q∈JQK

Sq (3.22)

où :
• D√n(τ) est la matrice diagonale de

√
n(τ) et ∀k ∈ JKK, le kème élément de n(τ)

étant n(τ)
k :=

∣∣∣{n : t(τ)
n = k

}∣∣∣, c’est-à-dire le nombre d’observations dans le clus-

ter k à l’étape τ . D’où D√n(τ)(U(τ)−V) est la matrice avec
√
n

(τ)
k

(
u(τ)
k − vk

)
sur sa kème ligne ;

• U(τ) ∈ RK×d se réfère à la matrice centroïde non contrainte obtenue à partir
des données X et du vecteur indicateur t(τ) : uk:= 1

nk

∑
n:tn=k xn (voir Line 4) ;

• c
(τ)
k :=∑

n:t(τ)
n =k ||xn − u(τ)

k || est constant par rapport à S1, . . . ,SQ.

Nous introduisons maintenant A(τ):=D√n(τ)U(τ) qui est la matrice des centroïdes
non contrainte mais pondérée par la taille de chaque cluster (voir Ligne 5), donc
l’Équation (3.22) peut être simplifiée en :

{
S(τ)
q

}Q
q=1

= arg min
S1,...,SQ

||A(τ) −
∏

q∈{JQK∪{0}}
Sq||

2

F

+
∑

q∈{JQK∪{0}}
δq(Sq), (3.23)
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où le facteur supplémentaire S0 est contraint d’être D√n(τ) en définissant E0 par le
singleton {D√n(τ)} à la ligne 6.

En démarrant le processus de minimisation aux estimations
{
S(τ−1)
q

}
q∈JQK

précé-
dentes , on obtient

g(S(τ)
1 , . . . ,S(τ)

Q , t(τ)) ≤ g(S(τ−1)
1 , . . . ,S(τ−1)

Q , t(τ)), (3.24)

et en ré-assemblant l’Équation (3.24) avec l’Équation (3.20), nous avons enfin, pour
toute itération τ :

g
(
S(τ)

1 , . . . , S(τ)
Q , t(τ)

)
≤ g

(
S(τ−1)

1 , . . . , S(τ−1)
Q , t(τ)

)
≤ g

(
S(τ−1)

1 , . . . , S(τ−1)
Q , t(τ−1)

)
ce qui est une condition suffisante pour affirmer que l’Algorithme 2 converge,
c’est-à-dire que la séquence de valeurs objectives est non croissante et limitée par
une limite inférieure (zéro, pour des raisons évidentes), donc convergente. Notez
cependant que le développement précédent prouve que la valeur de la fonction
objectif converge vers une valeur limite mais ne garantit pas que les centroïdes
eux-mêmes convergent vers une position fixe. En fait, tout comme avec l’algorithme
des K-moyennes, les centroïdes peuvent osciller pour toujours alors que la valeur
objective reste inchangée.

3.3.4.3 Analyse de la complexité

Pour cette analyse de la complexité, nous fixons d’abord A := min (K,D) et
B := max (K,D), et nous supposons que le nombre de facteurs est Q = O(logB).
L’analyse est proposée sous les hypothèses suivantes : le produit entre deux ma-
trices denses de dimensions N1 ×N2 et N2 ×N3 peut être calculé en O (N1N2N3)
opérations ; le produit entre une matrice creuse avec O(S) entrées non nulles et
un vecteur dense coûte O(S) opérations ; le produit entre deux matrices creuses
de dimensions N1 ×N2 et N2 ×N3, ayant toutes deux O(S) valeurs non nulles
coûte O(Smin (N1, N3)) et le nombre d’entrées non nulles dans la matrice résul-
tante est O(S2).

Complexité de l’algorithme des K-moyennes. La complexité de l’algorithme
est dominée par son étape d’assignation des clusters, nécessitant O(NKD) =
O(NAB) opérations (voir Équation (3.14)).

Complexité de l’algorithme QK-means en phase d’apprentissage. La com-
plexité de chaque itération de QK-means est de O(N (A logB +B) + AB log2 B).
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Les complexités des principales étapes sont données dans Algorithme 2 et dé-
taillées ici.

L’étape d’assignation (Ligne 3 et Équation (3.14)) bénéficie du calcul rapide
de VX en O(N (A logB +B)) alors que le calcul des normes des centroïdes des
clusters est en O(AB).

Le calcul de la mise à jour des centroïdes de chaque cluster à la Ligne 4 est le
même que dans l’algorithme des K-moyennes et nécessite O(ND) opérations.

La mise à jour de la transformée rapide, aux Lignes 5 à 8 induit un surcoût
calculatoire par rapport à l’algorithme des K-moyennes. Sa complexité en temps
dépend de la procédure employée pour résoudre le problème d’optimisation de
l’Équation (3.23) ; mais dans le cas où la procédure Palm4MSA est utilisée, la com-
plexité de cette étape est dominée par la mise à jour des facteurs creux à la
Ligne 7, en O(AB log2 B) opérations. Notez que, si A et B ont le même ordre
de grandeur, le coût global de QK-means est dominé par le coût de l’étape d’af-
fectation dès que le nombre d’exemples N est supérieur à B log2 B. Asymptoti-
quement, la phase d’entraînement de l’algorithme QK-means est plus efficace en
termes de calcul que l’algorithme standard desK-moyennes. En pratique, ce gain
ne pourrait être observé que lorsque les N , K et D sont très importants à cause
de constantes multiplicatrices qui peuvent être assez conséquentes (nombre d’ité-
rations de Palm4MSA notamment). Nous nous concentrons donc sur la phase d’in-
férence dans les expériences.

Complexité de l’algorithme QK-means en phase d’inférence L’inférence
de QK-means consiste à appliquer l’opérateur rapide résultant de QK-means à
une observation. Cela se fait en multipliant l’observation testée par la factori-
sation parcimonieuse des centroïdes, ce qui coûte O(A logB) opérations au lieu
des O(KD) attendues avec une matrice dense des centroides obtenus par l’al-
gorithme des K-moyennes standard. Notez que cette complexité temporelle est
directement liée à la complexité spatiale de l’opérateur QK-means qui est égale-
ment de O(A logB).

3.3.5 Résultats expérimentaux
Nous avons réalisé une série d’expériences pour démontrer l’efficacité de notre
approche. Nous évaluons (I) le gain en espace –le nombre de valeurs non nulles
dans la factorisation parcimonieuse – et le coût en calcul –le nombre d’Opérations
en Virgule Flottante (FLOP)– lors de l’utilisation de cette factorisation parcimo-
nieuse en inférence ; et (II) la qualité des centroïdes obtenus. Dans l’ensemble,
ces expériences montrent que l’algorithme QK-means construit des centroïdes de
qualité similaire à ceux obtenus avec l’algorithme des K-moyennes standard,
mais avec un coût de calcul beaucoup plus faible. Notons que nous nous inté-
ressons surtout au nombre de valeurs non nulles dans la matrice des centroïdes
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et qu’en principe cette quantité ne peut pas être directement retranscrite en es-
pace de stockage. Pour ceci, il faudrait aussi prendre en compte le stockage des
indices des position de ces valeurs ainsi que la taille en bit de leur codage. Tou-
tefois, pour simplifier l’analyse dans cette section, nous faisons l’amalgame entre
complexité en stockage et nombre de valeurs non nulle à stocker.

Dans ce qui suit, nous commençons par donner des détails sur la mise en
œuvre de notre méthode dans la Section 3.3.5.1 ; dans la Section 3.3.5.2, nous
étudions l’influence de divers hyper-paramètres sur la fonction objectif ; dans
la Section 3.3.5.3, la qualité des centroïdes estimés est illustrée ; dans la Sec-
tion 3.3.5.4, nous illustrons les économies en espace et en calcul associées aux
centroïdes de QK-means par rapport à ceux des K-moyennes standard et enfin,
dans les Sections 3.3.5.5 et 3.3.5.6, nous montrons que cette version accélérée
des centroïdes maintient des performances comparables dans leur utilisation ul-
térieure pour la recherche rapide du plus proche voisin ou l’approximation rapide
de Nyström.

3.3.5.1 Paramètres expérimentaux

Données Dimension D # classes Taille d’entraînement N Taille de test N ′

MNIST (Deng, 2012) 784 10 60 000 10 000
Fashion-MNIST (Xiao, Rasul et Vollgraf, 2017) 784 10 60 000 10 000
Caltech256 (Griffin, Holub et Perona, 2007) 2 352 256 19 952 9 828
Breast-cancer (Dua et Graff, 2017) 30 2 469 100
Coverage Type (Dua et Graff, 2017) 54 7 576 012 5 000
Coil20 (Nene, Nayar et Murase, 1996) 1024 10 964 476
Kddcup99 (Dua et Graff, 2017) 116 23 4 893 431 5 000

Table 3.1 : Main features of the datasets. Discrete, unordered attributes for dataset
Kddcup99 have been encoded as one-hot attributes. For the Caltech
and Coil dataset, the images have been resized to 32× 32 images.

Méthodes concurrentes. Nous comparons essentiellement notre méthode à
la version standard des K-moyennes car aucune autre méthode connue ne vise
à accélérer la phase d’inférence des K-moyennes, comme expliqué dans la Sec-
tion 3.3.3, et les résultats obtenus dans la littérature (SCULLEY, 2010 ; BOUTSI-
DIS, ZOUZIAS, MAHONEY et al., 2014 ; SHEN, LIU, TSANG et al., 2017 ; LIU, SHEN

et TSANG, 2017 ; KERIVEN, TREMBLAY, TRAONMILIN et al., 2017) montrent em-
piriquement que les K-moyennes standard génèrent les meilleurs résultats la
plupart du temps, en terme de qualité des clusters.

Nous montrons également des résultats utilisant la méthode K-means++ propo-
sée par ARTHUR et VASSILVITSKII, 2006 pour montrer que notre méthode béné-
ficie également de cette technique d’initialisation bien connue utilisée pour une
convergence plus rapide et une meilleure qualité des clusters.
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Details d’implémentation. Le code a été écrit en Python, y compris l’algo-
rithme Palm4MSA.

Les opérateurs rapides V basés sur des matrices creuses Sq sont implémentés
avec les objets csr_matrix du paquet scipy.linalg. Bien que des implémen-
tations plus efficaces puissent être bénéfiques pour un déploiement plus impor-
tant, notre implémentation (disponible en ligne (GIFFON et EMIYA, 2020)) est
suffisante comme preuve de concept pour évaluer la performance de l’approche
proposée grâce au décompte du nombre de FLOP dans la Section 3.3.5.4.

Datasets. Nos expériences sont menées sur sept ensembles de données de ré-
férence pour montrer la bonne qualité des centroïdes obtenus et la réduction
relative du nombre de FLOP offerte par notre méthode lorsque le nombre de
clusters et la dimensionnalité des données augmentent. Voir Table 3.1 pour plus
de détails sur les jeux de données.

Configuration des algorithmes. Soit B:= max (K,D) et A:= min (K,D).
QK-means est utilisé avec Q:= log2 (B) facteurs creux Sq et tous les facteurs sont
de dimension A × A sauf le plus à gauche, S1 de dimension K × A, et le plus à
droite, SQ de dimension A × D. La contrainte de parcimonie de chaque facteur
Sq est régie par un paramètre global appelé niveau de parcimonie, qui indique
le nombre souhaité de coefficients non nuls dans chaque ligne et dans chaque
colonne de Sq ; l’impact de ce paramètre est examiné dans la Section 3.3.5.3.
Étant donné que cette projection peut être coûteuse en terme de calcul, elle
est assouplie dans la mise en œuvre de Palm4MSA et garantit uniquement que
le nombre de coefficients non nuls dans chaque ligne et chaque colonne est au
moins le niveau de parcimonie, comme dans MAGOAROU et GRIBONVAL, 2016.
Le véritable nombre de coefficients non nuls dans les facteurs creux est mesuré
à la fin du processus d’optimisation et est indiqué dans les résultats. Des détails
sur la méthode de projection sont fournis en Annexe 3.A. Le critère d’arrêt pour
les algorithmes des K-moyennes et QK-means consiste en un nombre maximum
d’itérations fixé à 50, ce qui est un nombre suffisant pour atteindre la conver-
gence du critère objectif dans tous les ensembles de données. Le critère d’arrêt
de l’algorithme Palm4MSA consiste en un seuil de tolérance fixé à 10−6 sur la
variation relative de la fonction objective et un nombre maximum d’itérations ;
nous étudions également l’influence de ce nombre maximum d’itérations sur la
fonction objective dans la Section 3.3.5.3. Chaque expérience a été reproduite
5 fois en utilisant des valeurs de graine différentes pour les générateurs aléa-
toires. Les techniques concurrentes partagent les mêmes valeurs de graine, et
donc la même initialisation des centroïdes puisqu’ils sont échantillonnés à partir
du jeu de données d’entraînement. Les facteurs creux utilisés pour l’initialisa-
tion de l’algorithme QK-means ont été obtenus en utilisant une fois la procédure
Palm4MSA-hierarchique sur un sous-échantillon des données d’entrée ; la procé-
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dure d’échantillonnage pour l’initialisation est examinée dans la Section 3.3.5.3.
Palm4MSA-hierarchique est une heuristique pour Palm4MSA proposée par MAGOA-
ROU et GRIBONVAL, 2016. Cette heuristique est plus coûteuse que Palm4MSA mais
il a été démontré empiriquement qu’elle fournit de meilleurs résultats d’approxi-
mation. Elle est utilisée à la place de Palm4MSA pour l’initialisation mais pas dans
QK-means car nous n’avons pas observé de réelle amélioration des performances
dans ce cas. Pour la toute première initialisation de Palm4MSA, nous utilisons la
même initialisation que celle proposée par MAGOAROU et GRIBONVAL, 2016, à
savoir : tous les facteurs sont initialisés à l’identité, sauf le premier à être mis à
jour, qui est entièrement initialisé à zéro.

3.3.5.2 Influence des hyper-paramètres

Dans cette section, nous analysons l’influence de la procédure d’initialisation des
centroïdes dans l’algorithme QK-means, du nombre d’itérations dans l’algorithme
Palm4MSA et du niveau de parcimonie dans chaque matrice de la factorisation
parcimonieuse.

Initialisation des centroides. Tout comme pour l’algorithme desK-moyennes,
la solution fournie par QK-means n’est garantie de converger que vers un point
stationnaire de la fonction objectif. Cela signifie que l’algorithme de QK-means est
également sensible à une bonne initialisation. En pratique, nous montrons dans
la colonne la plus à gauche de la Figure 3.3 que l’initialisation Kmeans++ (AR-
THUR et VASSILVITSKII, 2006) offre le même avantage pour l’optimisation dans
l’algorithme de QK-means que dans l’algorithme des K-moyennes, à savoir : une
convergence plus rapide et une valeur plus basse de la fonction objectif. Nous uti-
lisons donc la méthode d’initialisation kmeans++ pour le reste des expériences.

Nombre d’itérations dans Palm4MSA. L’algorithme Palm4MSA est un algo-
rithme itératif qui s’accompagne de garanties de convergence, à condition qu’on
lui laisse suffisamment d’itérations pour atteindre son minimum local. À cette
fin, on peut choisir une valeur seuil pour la différence de fonction objectif entre
deux itérations successives, mais il faut également choisir un nombre maximum
d’itérations pour arrêter l’optimisation lorsqu’elle devient trop longue. Dans la
colonne centrale de la Figure 3.3, nous montrons l’influence du nombre maxi-
mum d’itérations de Palm4MSA. Nous voyons qu’au-delà d’un nombre d’itérations
donné, nous n’obtenons plus vraiment d’amélioration de la valeur de la fonction
objectif et du rythme de convergence. Notons également que, parfois, la fonc-
tion objectif de QK-means peut subir des «sursauts» isolés que nous expliquons
par la nature non monotone de l’objectif de Palm4MSA. Ceci peut conduire à un
résultat plus mauvais que l’initialisation lorsque celle-ci est déjà proche du mi-
nimum local ; cela n’est pas vraiment visible dans les figures en raison de l’effet
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de lissage généré par la moyenne entre les réplicats des expériences. Ce compor-
tement a été observé le plus souvent lorsque le niveau de parcimonie et/ou le
nombre d’itérations dans Palm4MSA étaient faibles. Nous utilisons 300 itérations
pour Palm4MSA dans le reste des expériences, ce qui a empiriquement montré
une réduction du nombre de ces «sursauts».
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Figure 3.3 : Moyenne et écart-type (zone ombrée) de la valeur de la fonction ob-
jective en fonction du numéro d’itération dans diverses configurations
de QK-means. Seuls trois jeux de données sont considérés ici, mais les
mêmes tendances générales peuvent être observées sur tous les jeux
de données.

Niveau de parcimonie. Nous appelons "niveau de parcimonie" le nombre ap-
proximatif de valeurs non nulles dans chaque ligne et chaque colonne des ma-
trices creuses constituant l’opérateur des centroïde finaux. Nous montrerons plus
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loin que le choix d’un niveau de parcimonie inférieur produit un taux de compres-
sion plus élevé des centroïdes (Figure 3.5) mais la contre-partie est une valeur
plus mauvaise du critère objectif et un rythme de convergence plus lent. En ef-
fet, la colonne de droite de la Figure 3.3 montre que sur les trois ensembles de
données considérés, plus le budget de parcimonie est petit, plus la valeur finale
de la fonction objective est élevée.

3.3.5.3 Qualité des centroides.

Données K-moyennes QK-means K-moyennes + Palm4MSA

Coverage Type 4.663E+10 4.734E+10 5.068E+10
Coil20 1.332E+04 1.661E+04 1.804E+04

Caltech256 1.818E+11 1.875E+11 1.953E+11
Fashion Mnist 8.454E+10 8.946E+10 9.224E+10
Breast Cancer 5.579E+05 5.645E+05 5.861E+05
Kddcup99 6.107E+03 1.367E+04 3.552E+04
Mnist 1.161E+11 1.198E+11 1.209E+11

Table 3.2 : Tableau des valeurs d’erreurs finales obtenues par l’algorithme des
K-moyennes, QK-means ou Palm4MSA appliqué sur la solution des K-
moyennes. Les résultats ont été obtenus avec un niveau de parcimonie
de 5. Les meilleurs résultats sont en gras, les seconds sont soulignés.

(a) Centroïdes obtenus avec les K-
moyennes.

(b) Centroïdes obtenus avec QK-means.

Figure 3.4 : Représentation visuelle des centroïdes obtenus avec les K-moyennes
(à gauche) et QK-means (à droite) sur le jeu de données MNIST pour
K = 30 clusters. Les images ont été obtenues avec un niveau de
parcimonie égal à 5.

Une question importante est de savoir si le modèle que nous proposons est ca-
pable à s’adapter à des données arbitraires. Afin d’évaluer la qualité des clusters
de QK-means, nous commençons par comparer le critère d’erreur obtenu avec
QK-means par rapport a l’algorithme des K-moyennes standard ou encore la stra-
tégie visant à appliquer Palm4MSA sur la solution obtenue par l’algorithme des
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Algorithme
MNIST
D=784
K=64

F.-MNIST
D=784
K=64

B.-cancer
D=30
K=64

Covtype
D=54
K=256

Coil20
D=1024
K=64

Kddcup99
D=116
K=256

Caltech
D=2352
K=256

# FLOP K-moyennes 100 352 100 352 3 840 27 648 131 072 59 392 1 572 864
QK-means 9 581 9 181 1 809 5 254 11 170 8 117 48 174

# non-zero
values

K-moyennes 50 176 50 176 1 920 13 824 65 536 29 696 786 432
QK-means 4 790 4 590 904 2 627 5 585 4 058 24 087

Compression
rate

K-moyennes
QK-means ×10.5 ×10.9 ×2.1 ×5.3 ×11.7 ×7.3 ×32.7

1-NN
Accuracy

K-moyennes 0.9507 0.8353 0.916 0.9669 0.9794 0.9992 0.1065
QK-means 0.9514 0.8353 0.914 0.9673 0.9782 0.9993 0.1007
Ball-tree 0.9690 0.8497 0.9280 N/A 0.9895 N/A N/A

Nyström
approximation

error

K-moyennes 0.0322 0.0191 0.0001 0.0001 0.0218 0.0003 0.0138
QK-means 0.0427 0.0299 1E − 05 3E − 05 0.0343 0.0008 0.0259
Uniform 0.0673 0.0443 0.005 0.0002 0.0541 0.0051 0.0194

Un. F-Nys. 0.1702 0.2919 0.0449 0.0582 0.2501 0.1509 0.2191
K. F-Nys. 0.1576 0.2623 0.0598 0.0381 0.2371 0.1275 0.2382

Nyström
+

SVM
Accuracy

K-moyennes 0.9235 0.8185 0.914 0.6830 0.9702 0.9989 0.1694
QK-means 0.9200 0.8119 0.914 0.6848 0.9798 0.9982 0.1588
Uniform 0.905 0.8142 0.9340 0.6818 0.9546 0.9972 0.1575

Un. F-Nys. 0.7937 0.7341 0.932 0.5936 0.7399 0.9944 0.0954
K. F-Nys. 0.7337 0.6872 0.93 0.6061 0.6756 0.9948 0.0751

AMI K-moyennes 0.5523 0.4883 0.1790 0.1040 0.7093 0.5800 0.0989
QK-means 0.5337 0.4769 0.1772 0.1010 0.7124 0.6637 0.0841

Table 3.3 : Résultats des expériences numériques : FLOP et nombre de para-
mètres ; erreur moyenne de la transformation de Nyström pour un
ensemble d’échantillons de taille 5000 ; précision en classification test de
l’algorithme du plus proche voisin (1-NN) et de la Machine à Vecteurs
Support (SVM) sur des données transformées par l’approximation
de Nyström. «Un. F-Nys» et «K. F-nys» représentent l’agorithme de
Nyström rapide (Si, Hsieh et Dhillon, 2016) avec des méthodes
d’échantillonnage uniforme et K-moyennes respectivement. Les résul-
tats de QK-means sont obtenus avec des facteurs parcimonieux avec
un niveau de rareté de 3. Les meilleurs résultats sont en gras tandis
que les seconds sont soulignés (si nécessaire). Les verions «Brute» et
«kd-tree» du plus proche voisin sont omises car ils obtiennent toujours
de moins bons résultats que «Ball-tree». Seuls les résultats avec le
plus grand nombre de clusters sur chaque jeu de données sont affichés.

K-moyennes (dénoté K-moyennes + Palm4MSA). Dans le Tableau 3.2, nous re-
marquons que dans tous les ensembles de données considérés, la valeur objec-
tive obtenue avec QK-means est toujours meilleure que celle obtenue avec K-
moyennes + Palm4MSA. Notez que, pour une comparaison équitable, nous avons
utilisé la version hiérarchique de Palm4MSA dans le régimeK-moyennes + Palm4MSA,
tout comme dans la procédure d’initialisation de QK-means. Ces expériences illus-
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trent l’affirmation, dans la Section 3.3.4.1, qu’appliquer Palm4MSA sur la solution
fournie par les K-moyennes revient simplement à approximer la solution des K-
moyennes par un produit de facteurs creux alors que QK-means minimise en fait
directement l’objectif de l’Équation (3.17).

Une mesure habituelle de la qualité de clusters lorsque les étiquettes des don-
nées sont disponibles est l’information mutuelle partagée entre les étiquettes
réelles des données et les clusters. Les deux dernières lignes du tableau 3.3
montrent l’Information Mutuelle Ajustée (AMI) (VINH, EPPS et BAILEY, 2010)
entre les étiquettes réelles des ensembles de données et les clusters donnés par
l’algorithme des K-moyennes et QK-means. Du point de vue de cette mesure les
clusters donnés par QK-means sont de qualité comparable à celle desK-moyennes,
parfois même meilleure.

La qualité de l’approximation des centroïdes peut également être évaluée vi-
suellement, d’une manière plus subjective et interprétable, dans la Figure 3.4
où les centroïdes obtenus sur le jeu de données MNIST sont affichés sous forme
d’images. Bien que certaines dégradations puissent être observées sur certaines
instances, on peut noter que chaque image obtenue avec QK-means représente
clairement un seul élément visuel sans interférence notable avec d’autres élé-
ments.

3.3.5.4 Performance en compression

Figure 3.5 : Nombre de FLOP en fonction du nombre de cluster et du niveau de
parcimonie sur le jeu de données Coverage type. On remarque que
l’allure de cette Figure serait exactement identique si nous avions
choisi de représenter le nombre de valeur non nulles plutôt que le
nombre de FLOP étant donné que la dépendance entre les deux
mesures est linéaire.

Nous montrons que l’opérateur des centroïdes obtenu par QK-means a un coût en
espace et en calcul inférieur à celui des K-moyennes.

Comme les temps d’exécution dépendent grandement de l’implémentation
et ne sont pas reproductibles, nous indiquons dans le tableau 3.3 le nombre
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de FLOP requis pour que les opérateurs des centroïdes de QK-means et des K-
moyennes soient appliqués à un vecteur donné, ainsi que le nombre correspon-
dant de valeurs non nulles dans ces opérateurs.

Nous montrons également le taux de compression qui est donné par le ra-
tio K-moyennes : QK-means. On peut noter que le taux de compression est
le même pour le nombre de FLOP et le nombre de valeurs non nulles car le
nombre de FLOP est proportionnel au nombre de valeurs non nulles (deux fois
plus élevé). Ces résultats illustrent clairement l’avantage en complexité de la mé-
thode QK-means : plus l’échelle est grande, plus le taux de compression est élevé,
comme avec l’ensemble de données Caltech256 où le taux de compression at-
teint ×32, 7. On peut remarquer que, pour la méthode QK-means, le nombre de
valeurs non nulles et de FLOP peut varier pour deux ensembles de données avec
les mêmes D et K comme avec MNIST et Fashion-MNIST. Ce comportement est
causé par notre procédure de projection qui ne garantit pas un nombre fixe de
valeurs non nulles dans chaque facteur projeté (voir Annexe 3.A).

La Figure 3.5 montre comment le nombre de clusters a un impact relativement
faible sur le nombre de FLOP induites par l’opérateur factorisé par rapport à celui
de la matrice dense standard générée par l’algorithme des K-moyennes. Comme
prévu, nous voyons également que l’augmentation du niveau de parcimonie aug-
mente également le nombre de FLOP. Cette figure montre les résultats sur le jeu
de données Coverage Type mais les mêmes schémas de compression peuvent être
observés pour tous les jeux de données.

3.3.5.5 Recherche des plus proches voisins

Nous montrons à présent que l’opérateur des centroïdes de QK-means est de qua-
lité comparable à l’opérateur obtenu par l’algorithme des K-moyennes pour la
recherche du plus proche voisin (1-NN).

La recherche du plus proche voisin est une tâche fondamentale qui souffre
de limitations calculatoires lorsque le jeu de données est de taille importante.
En effet, c’est une méthode d’apprentissage qui nécessite en inférence de cal-
culer la distance de l’observation à traiter avec tous les exemples d’apprentis-
sages, ce qui est rédhibitoire lorsque la taille de l’ensemble d’entraînement est
très grande. Des stratégies rapides ont été proposées, par exemple en utilisant
des «arbres KD» (kd-tree) (BENTLEY, 1975) ou des «arbres boule» (OMOHUNDRO,
1989) (ball-tree) qui sont des structures de données utilisées pour partitionner
un espace en grande dimension afin d’y organiser des points et faciliter leur
recherche. On peut également utiliser une stratégie de partitionnement basée
sur des clusters de l’ensemble des données d’entraînement pour effectuer une re-
cherche approximative du plus proche voisin : l’exemple à classifier est d’abord
comparé aux K centroïdes calculés au préalable, ensuite la recherche du plus
proche voisin est effectuée parmi un nombre inférieur d’observations, au sein
de la partition de données correspondante. Nous comparons cette stratégie uti-
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lisant les K-moyennes ou QK-means à l’implémentation scikit-learn (PEDRE-
GOSA, VAROQUAUX, GRAMFORT et al., 2011) de la recherche du plus proche voi-
sin (recherche par force brute, «kd-tree», «ball-tree»). Les résultats en précision de
classification sont affichés dans le Tableau 3.3. Les méthodes par force brute et
«kd-tree» sont regroupées sous le nom de «Ball-tree» qui a été aussi bon en terme
de qualité mais plus rapide que les deux autres. Les résultats de la recherche
par Ball-tree ne sont pas disponibles pour certains ensembles de données (N/A)
parce qu’ils étaient plus longs que 10 fois la version de recherche basée sur les
K-moyennes. Nous notons que cela se produit sur les plus grands ensembles de
données, ce qui souligne l’utilité de l’utilisation de l’opérateur centroïde pour réa-
liser la recherche sur ces jeux de données. Nous constatons que la performance
de prédiction pour la classification n’est pas trop affectée lorsque l’on utilise la
factorisation obtenue par QK-means au lieu de la matrice centroïde obtenue par
l’algorithme des K-moyennes pour le partitionnement. Lorsque les résultats sont
disponibles, nous constatons également qu’en utilisant l’algorithme 1-NN parti-
tionné par les K-moyennes, les performances ne sont pas trop diminuées par
rapport aux algorithmes 1-NN classiques.

3.3.5.6 Approximation de Nyström efficiente

Les centroïdes donnés par QK-means sont de bons points de repère pour une
approximation de Nyström précise et efficace. Dans cette section, nous montrons
comment nous pouvons tirer parti de l’opérateur rapide obtenu en sortie de notre
algorithme QK-means afin d’alléger le calcul dans l’approximation de Nyström.
Pour se faire, nous nous appuyons sur les travaux de SI, HSIEH et DHILLON,
2016 visant à intégrer les transformées rapides au calcul de l’approximation de
Nyström (décrits dans la Section 1.2.3.2 de cette thèse).

Nous proposons d’utiliser notre algorithme QK-means afin d’apprendre direc-
tement la matrice des points de référence L dans l’approximation de Nyström,
de sorte que la multiplication matrice-vecteur Lx soit peu coûteuse à calculer
sans que la structure de L ne soit contrainte par une matrice de transformation
prédéfinie, ce qui peut se traduire par de meilleures performances en pratique.
Nous utilisons le noyau RBF (k(x,y) = exp(−γ||x− y||2)) parce qu’il s’agit de la
fonction noyau la plus populaire et SI, HSIEH et DHILLON, 2016 montrent que
cette fonction noyau est appropriée pour la technique de Nyström efficace.

Le Tableau 3.3 résume les résultats obtenus dans le cadre de l’approximation
de Nyström. Nous voyons que notre opérateur rapide conserve les informations
pertinentes pour que l’approximation de Nyström soit aussi précise qu’avec des
points de références issus des K-moyennes. Pour cette évaluation, nous considé-
rons l’erreur de reconstruction de la matrice K̃ de l’approximation de Nyström
avec différentes méthodes d’échantillonnage (QK-means, K-moyennes, échan-
tillonage uniforme) par rapport à la matrice noyau réelle K. Cette erreur est
calculée à partir de la norme de Froebenius de la différence entre les matrices :
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(a) Erreur de reconstruction

(b) Précision du SVM

Figure 3.6 : Coverage Type : Résultats de la méthode de Nyström en terme
d’erreur de reconstruction de la matrice noyau (Fig. 3.6a) et de la
précision du SVM avec les vecteurs d’entrée transformés en utilisant
l’approximation de Nyström (Fig. 3.6b).

erreur = ||K−K̃||F
||K||F

. On peut souligner que la méthode d’échantillonnage uniforme
des points de références est connues pour donner une approximation de Nyström
de moins bonne qualité que la méthode desK-moyennes (KUMAR, MOHRI et TAL-
WALKAR, 2012) et ce comportement est toujours observable avec QK-means. Nous
utilisons également l’approximation de Nyström basée sur QK-means comme en-
trée pour un SVM linéaire, qui obtient d’aussi bonnes performances que celui
basé sur l’approche des K-moyennes. Nous montrons également dans le Ta-
bleau 3.3 et sur la Figure 3.6 que, pour un nombre fixe de points de repère,
notre technique surpasse nettement la technique du Nyström efficace (SI, HSIEH

et DHILLON, 2016) en termes d’erreur d’approximation et de précision des prédic-
tions. Pour cette technique, nous avons utilisé la transformée de Hadamard pour
H dans l’Équation (1.25) et les diagonales Vi (Équation (1.25)) ont été obtenues à
partir d’un échantillonnage uniforme ou un échantillonnage par lesK-moyennes,
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respectivement appelés «Un. F-Nys» et «K. F-Nys». Ces résultats illustrent notre
affirmation selon laquelle il est avantageux en pratique d’apprendre une trans-
formation rapide qui s’adapte aux données au lieu d’utiliser un algorithme de
transformation rapide fixe avec un fort biais structurel comme la transformée de
Hadamard. La Figure 3.6 montre enfin que le niveau de parcimonie semble avoir
un impact assez limité sur la qualité de l’approximation de Nyström et la préci-
sion en classification, alors qu’une augmentation du nombre de clusters entraîne
de meilleurs résultats, comme attendu.

3.3.6 Ouverture
Nous avons proposé un nouvel algorithme de regroupement appelé QK-means.
Notre algorithme étend l’algorithme standard des K-moyennes et permet d’ob-
tenir une matrice de centroïde exprimée sous la forme d’un produit de matrices
parcimonieuses. Exprimer la matrice des centroïdes de cette façon permet d’ac-
célérer ce que nous appelons la phase «d’inférence» des K-moyennes, à savoir
son utilisation dans des applications subséquentes, telles que l’approximation de
fonctions noyaux ou la recherche des plus proches voisins dans un ensemble d’ap-
prentissage. On note toutefois que cette accélération a été mesurée en terme de
FLOP et non en terme de temps d’exécution effectif car notre implémentation des
produits de matrices parcimonieuses ne se révélaient pas suffisamment efficaces
pour faire apparaitre un bénéfice de temps avec les dimensions de données, les
bibliothèques de calcul et les architectures matérielles utilisées.

En théorie, notre algorithme devrait aussi accélérer la phase d’entraînement
desK-moyennes lorsque la taille du jeu de données devient suffisamment grande.
Cependant, nous n’avons pas pu illustrer ce comportement en pratique. Une pers-
pective possible de ces travaux est donc de vérifier cette affirmation en comptant
le nombre d’opérations au cours de l’apprentissage. De plus, notre méthode n’est
pas fondamentalement incompatible avec les heuristiques d’accélération de la
phase d’entraînement des K-moyennes basées sur l’inégalité triangulaire ELKAN,
2003 pour éviter les calculs de distances redondants à chaque itération. Enfin, la
méthode Palm4MSA est une méthode pour résoudre la problème d’approximation
d’une matrice en un produit de matrices parcimonieuses. Cette méthode est rela-
tivement lente et donc nous imaginons qu’en utiliser une autre (à définir), plus
rapide, pourrait aussi accélérer la phase d’entraînement des K-moyennes.
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3.4 Produits de matrices creuses pour la
compression de réseaux de neurones

3.4.1 Introduction
Les réseaux de neurones ont démontré leur suprématie sur de nombreux pro-
blèmes complexes relatifs, notamment, au traitement de données structurées
telles que les images ou le langage naturel. Leur succès est dû (I) à leur capacité à
apprendre à partir d’énormes bases de données avec des millions d’échantillons,
(II) à leur sur-paramétrage qui joue un rôle dans leur capacité de généralisation,
et (III) à leur capacité à tirer profit de la puissance de parallélisation des cartes
graphiques (GPU) modernes pour l’apprentissage.

Cette combinaison rend la plupart des modèles de pointe si énormes qu’ils
sont coûteux à stocker et à faire fonctionner, et particulièrement peu pratiques à
déployer sur des appareils aux ressources limitées (mémoire, capacités de calcul)
ou sur des appareils qui ne peuvent pas intégrer de carte graphique (GPU). Le
paramétrage excessif des réseaux neuronaux est au cœur d’un axe de recherche
populaire appelé «compression des réseaux neuronaux» qui vise à construire des
modèles avec moins de paramètres tout en préservant leur qualité.

Nous intéressons ici à la compression des couches denses et des couches convo-
lutives des réseaux neuronaux via la factorisation des matrices de poids de ces
couches en produits de matrices parcimonieuses (ou creuses). La motivation der-
rière cette idée est double : d’une part, un produit de matrices creuses est plus
expressif et peut transmettre plus d’informations qu’une seule matrice creuse ;
d’autre part, le produit de matrices creuses peut produire une matrice de rang
complet par opposition aux méthodes de factorisation de rang inférieur exis-
tantes. L’utilisation d’une factorisation de matrices parcimonieuses pour stocker
les poids des couches dans un réseau neuronal apparaît donc comme un bon
compromis entre les méthodes d’induction de parcimonie et les méthodes de
factorisation à faible rang pour la compression de réseaux neuronaux (voir Sec-
tion 1.3.4).

D’une certaine façon, les Deep Fried Convnets de YANG, MOCZULSKI, DENIL

et al., 2015 abordés en Section 1.3.4.2 implémentent déjà cette idée de rempla-
cer les couches par des factorisations parcimonieuses. En effet, l’approximation
de Fastfood consiste en un produit de matrices diagonales (donc creuses), d’une
matrice de permutation (creuse aussi) et de la matrice de Hadamard qui peut
elle-même être décomposée en un produit de logD matrices parcimonieuses
ou D est la dimension d’entrée de la transformation(voir Section 3.2.1). Tou-
tefois, les Deep Fried Convnets ne proposent que de remplacer les couches
denses des réseaux convolutifs par cette factorisation, or les architectures ré-
centes contiennent aussi une grande quantité de leurs poids dans les couches
de convolution. De plus, l’utilisation de l’approximation de Hadamard impose
selon nous une contrainte structurelle forte sur les matrices de poids et ne se-
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rait peut-être pas adaptée pour toutes les couches d’une architecture profonde
(les concepteurs des Deep Fried Convnets ne proposent d’ailleurs de remplacer
qu’une seule couche du réseau).

Résumé des contributions. Dans cette section, nous introduisons un cadre
général pour la compression de réseaux neuronaux utilisant la factorisation des
couches en produits de matrices parcimonieuses. Nous explorons ensuite l’uti-
lisation de l’algorithme Palm4MSA sur des couches de réseaux neuronaux pré-
entraînés pour les exprimer en tant que produit de facteurs parcimonieux. Ces
matrices creuses sont ensuite raffinées par descente de gradient pour coller au
mieux à la tâche finale de prédiction. Nous évaluons l’effet de différents hyper-
paramètres sur notre modèle et nous montrons notamment que les couches
peuvent être factorisées en deux ou trois matrices parcimonieuses (et pas forcé-
ment logD) pour obtenir des taux de compression maximaux tout en préservant
la qualité des résultats. Enfin, nous présentons les résultats d’une expérience com-
parative entre notre technique de compression et plusieurs méthodes de l’état de
l’art.

3.4.2 Approximation des matrices de poids en produits de
matrices creuses

La Figure 3.7 donne une représentation schématique de l’effet de notre procé-
dure de compression sur une architecture simple qui contiendrait seulement une
couche de convolution et une couche dense. Nous ne nous limitons pas au cas où
Q := logD mais voyons le paramètre Q comme un hyper-paramètre du modèle.
Étant donné un vecteur d’entrée x, l’utilisation d’une telle stratégie de compres-
sion dans une couche entièrement connectée donne en sortie z :

z = a

 Q∏
i=1

Six

 (3.25)

où ||Si||0 = O(max(D, d)) de sorte que la complexité en temps et en espace de
cette couche est de O(Q ·max(D, d)) au lieu de O(D2).

De même, dans les couches de convolution, on obtient la sortie Z à partir d’un
tenseur d’entrée X :

Z = a

t

rS (X)
Q∏
i=1

Si

 (3.26)

où ||Si|||0 = O(max(S2C,K)) de sorte que la complexité en temps de la couche
est réduite de O(HWCS2K) à O(HWQ ·max(CS2, K)) et la complexité en es-
pace est réduite de O(CS2K) à O(Q ·maxCS2, K). Les opérateurs t et rS sont
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(a) Architecture standard

(b) Architecture compressée

Figure 3.7 : Illustration du passage d’un modèle standard au modèle compressée
où les couches de convolutions et dense sont remplacées par des
factorisations parcimonieuses.

les opérateurs de remodelage définis pour l’opération de convolution (voir Sec-
tion 1.28).

L’expression des poids des couches à l’aide de tels produits de matrices parci-
monieuses permet d’apprendre des couches qui implémentent une combinaison
plus dense (c’est à dire contenant moins de zéros) des caractéristiques d’entrée
qu’une seule matrice parcimonieuse avec le même nombre total de valeurs non
nulles comme le montre la figure 3.8. Nous remarquons par ailleurs que le rang
d’un produit de matrices étant le rang de sa composante de rang le plus faible,
ce type de factorisation permet des décompositions de rang élevé.
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3.4.3 Procédure de compression
Maintenant que notre cadre général de compression de réseaux neuronaux a
été introduit, nous proposons une procédure simple pour apprendre les couches
compressées d’un réseau neuronal pré-entraîné.

Après avoir entraîné un gros réseau neuronal à une tâche donnée jusqu’à ce
que la performance souhaitée soit atteinte, nous voulons approximer chaque ma-
trice de poids W par un produit de facteurs parcimonieux

∏Q
i=1 Si. Nous devons

donc résoudre le problème d’optimisation suivant :

min
{Si}Qi=1

∥∥∥∥∥∥W−
Q∏
i=1

Si

∥∥∥∥∥∥
2

F

+
Q∑
i=1

δEi(Si), (3.27)

où pour chaque i ∈ JQK, δEi(Si) = 0 si Si ∈ Ei et δEi(Si) = +∞ sinon. Ei est un
ensemble de matrices contraintes qui impose notamment une structure de parci-
monie à ses éléments. MAGOAROU et GRIBONVAL, 2016 ont proposé des stratégies
algorithmiques pour apprendre une telle factorisation (voir Section 3.2.2).

Une fois que le problème de l’Équation (3.27) est résolu pour toutes les couches,
nous remplaçons les matrices de poids dans le réseau par leur homologue pro-
duit de matrices parcimonieuses, comme décrit dans l’Équation (3.25) pour les
couches entièrement connectées et dans l’équation (3.26) pour les couches convo-
lutives. Ensuite, nous raffinons les valeurs non nulles de ces factorisations en
utilisant l’objectif initial de la tâche mais le support de parcimonie reste fixé ;
c’est-à-dire que les connections entre neurones sont figées pour le reste de l’en-
traînement.

3.4.4 Résultats expérimentaux préliminaires
Nous avons réalisé une série d’expériences pour démontrer l’intérêt d’utiliser
notre procédure de décomposition des couches d’un réseau neuronal en produit
de matrices parcimonieuses. Nous montrons que la technique proposée obtient
un meilleur rapport de compression que certaines autres méthodes existantes
avec une dégradation minime de la performance. Toutefois, la méthode de com-
pression concurrente basée sur la magnitude des poids pour l’élagage des connec-
tions s’avère être à la fois plus simple à mettre en oeuvre et plus efficace. A l’instar
de la section expérimentale de QK-means (Section 3.3.5), nous faisons ici l’amal-
game entre le nombre de valeur non nulle et l’espace de stockage nécessaire pour
les modèles considérés. Nous pensons que ce raccourci est raisonnable dans le
sens où toutes les techniques considérées sont logées à la même enseigne en ce
qui concerne le codage des nombres flottants et l’excédent de mémoire néces-
saire pour stocker des matrices creuses est normalement marginal.

Nous reconnaissons que l’intérêt pratique de la décomposition des couches
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en produits de facteurs parcimonieux reste à prouver mais les résultats prélimi-
naires obtenus sont prometteurs et ouvrent des pistes d’amélioration que nous
discutons en Section 3.4.5 et qui pourraient permettre de surpasser les méthodes
concurrentes.

Pour décrire nos résultats, nous commençons en Section 3.4.4.1 par exposer
les différents paramètres expérimentaux utilisés dans nos expériences afin d’en
assurer la reproductibilité. En Section 3.4.4.2, nous fournissons une étude com-
parative de notre méthode avec d’autres méthodes de l’état de l’art que nous
avons implémentées. Enfin, nous analysons l’effet de différents hyper-paramètres
sur la performance de notre méthode en Section 3.4.4.3.

3.4.4.1 Paramètres expérimentaux

Nom Input shape # classes Taille d’entraînement Taille de validation Taille de test Architecture

MNIST (28× 28× 1) 10 40 000 10 000 10 000 Lenet
SVHN (32× 32× 3) 10 63 257 10 000 26 032 VGG19

CIFAR10 (32× 32× 3) 10 50 000 10 000 10 000 VGG19
CIFAR100 (32× 32× 3) 100 50 000 10 000 10 000 VGG19, Resnet50, Resnet20

Table 3.4 : Charactéristiques des jeux de données

Figure 3.8 : Exemple jouet où un produit de 2 facteurs parcimonieux (à gauche)
avec un nombre donné de coefficient non nuls (25) peut définir une
matrice avec plus de coefficient non nuls (26) (à droite). Dans cette
figure, nous voyons que le neurone de sortie z2 est une combinaison
linéaire dense de tous les neurones d’entrée x1 · · ·x6 mais la matrice
de poids W a plus de connexions que le nombre total de connexions
dans les matrices parcimonieuses S1 et S2.

Méthodes concurrentes. Par soucis d’équité dans la comparaison, nous avons
choisi des méthodes concurrentes travaillant sur des réseaux pré-entrainés, à
l’instar de la procédure que nous proposons. Nous nous comparons à plusieurs
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méthodes de la famille des décompositions de rang faible que sont la décomposi-
tion de Tucker (KIM, PARK, YOO et al., 2016), la décomposition Tensortrain (NO-
VIKOV, PODOPRIKHIN, OSOKIN et al., 2015 ; GARIPOV, PODOPRIKHIN, NOVIKOV

et al., 2016) et la décomposition en valeurs singulières (SAINATH, KINGSBURY,
SINDHWANI et al., 2013) (ces méthodes sont évoquées en Section 1.3.4). Par
ailleurs, nous souhaitions aussi nous comparer à une méthode visant à élaguer
simplement des connections dans les couches du réseau de neurones à compres-
ser. Nous pensons que notre méthode pourrait être plus intéressante que ces stra-
tégies car un produit de matrices parcimonieuses devrait couvrir un plus large
espace de matrice qu’une seule matrice creuse, comme l’illustre l’exemple jouet
de la Figure 3.8. Pour illustrer cela, nous choisissons la méthode basée sur la
magnitude des poids (ZHU et GUPTA, 2017) que GALE, ELSEN et HOOKER, 2019
ont montré être en général aussi efficace que des techniques plus élaborées telles
que celle proposée par LOUIZOS, WELLING et KINGMA, 2018 basée sur une régu-
larisation L0 ou MOLCHANOV, ASHUKHA et VETROV, 2017 qui utilise le dropout
variationel (Variational dropout). En nous comparant à ces méthodes, nous espé-
rions montrer l’intérêt, en terme d’expressivité, des décompositions en matrices
creuses comparé aux matrices creuses simples ou aux décomposition en rang
faible.

Une autre méthode concurrente que nous avions envisagée était la méthode
des Deepfried convnets étendue aux couches convolutives. Comme évoqué en
Section 3.4.1, la méthode FastFood s’apparente en fait à une décomposition en
produit de matrices creuses : la matrice de Hadamard est exactement égale à un
produit de matrices creuses et les autres matrices de la décomposition FastFood
sont soit des matrices diagonales (donc creuses), soit une matrice de permu-
tation (creuse aussi). Il nous semblait donc pertinent de nous comparer à une
version des réseaux de convolution Deepfried étendue aux couches de convolu-
tion de façon analogue à l’Équation (3.26). Toutefois, cette approche n’a pas été
concluante et, excepté pour le jeu de données MNIST, le réseau ainsi construit
s’est révélé incapable d’apprendre. Ces résultats ne sont donc pas présentés.

Enfin, nous évaluons l’intérêt d’utiliser l’algorithme Palm4MSA pour découvrir
une décomposition en matrice parcimonieuse des couches en comparant cette
méthode avec des décompositions aléatoires. Plus précisément, nous évaluons (I)
la performance d’un modèle dont les couches seraient décomposées par Palm4MSA
pour découvrir un support de parcimonie mais dont les poids seraient
ré-initialisés ; (II) la performance d’un modèle dont les poids et le support de
parcimonie seraient décidés aléatoirement à l’initialisation.

Détails d’implémentation. Le code a été écrit en Python, y compris l’algo-
rithme Palm4MSA. Le code de l’algorithme Palm4MSA et le code des expériences
pour la compression de réseaux neuronaux sont disponibles sur des dépôts en
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ligne (GIFFON et EMIYA, 2020 ; GIFFON, 2020d) 1 2. Les réseaux de neurones ont
été implémentés avec Keras (CHOLLET, 2015) et Tensorflow (ABADI, AGARWAL,
BARHAM et al., 2015).

Faute d’implémentation efficace des matrices creuses en Tensorflow, nous avons
dû détourner les implémentations du produit matriciel dense et de la convolu-
tion offertes par Keras afin que l’apprentissage des réseaux soit le plus efficace
possible.

Implémentation des matrices creuses. Dans notre implémentation, une
matrice creuse est en fait définie par le produit de Hadamard � (le produit point
à point) entre une matrice dense qui encode les poids à apprendre et une ma-
trice d’éléments binaires constants qui encode le support de parcimonie. Ainsi,
l’implémentation d’une matrice parcimonieuse S ∈ RD×D, ‖S‖0 = O(D) est :

S = W�M, (3.28)
où W ∈ RD×D est une matrice de poids dense et M ∈ {0, 1}D×D, ‖M‖0 = O(D)
est une matrice binaire constante. Avec cette implémentation, il est clair que les
valeurs des poids du gradient de W en dehors du support de parcimonie défini
par M sont toujours égaux à zéro et donc les poids correspondants de W ne sont
jamais mis à jour. En d’autres termes, le support de parcimonie de S est bien
fixé par M. Cette implémentation est utilisée comme preuve de concept de notre
méthode et n’a aucun intérêt pratique dans un contexte concret de compres-
sion de réseau de neurone. En effet, elle nécessite le stockage dense de toutes
les valeurs de W et M et donc la mémorisation de 2D2 valeurs pour simuler
la parcimonie d’une matrice de taille D2 qui contient O(D) valeurs non-nulles.
Ironiquement, cette implémentation théoriquement sous-optimale profite en fait
des algorithmes parallèle du produit matriciel et s’avère être plus rapide sur GPU
qu’une implémentation qui utiliserait la classe SparseTensor de Tensorflow 3.

Implémentation de la convolution. Pour calculer les convolutions dans
le réseau, nous reconstruisons le noyau de convolution à partir du produit des
matrices creuses, puis nous utilisons directement ce noyau de convolution en

1Jusqu’à la publication de ces travaux, le code pour la compression de réseaux neuronaux par
factorisation parcimonieuse est accessible seulement pour les personnes ayant demandé un
accès.

2Une implémentation de l’algorithme est aussi disponible dans le paquet Faµst distribué par
l’Inria (FAµST 2020). Nous n’avons pas pu conduire nos expériences avec cette implémentation
du fait de la présence de bugs à ce moment.

3Il est en fait possible d’utiliser la classe SparseTensor en conjonction avec la classe Variable
pour implémenter ces couches parcimonieuses et avoir exactement un nombre de paramètre
réduit mais cette implémentation était plus lente et nous avons préféré ne pas l’utiliser pour
les expériences.
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paramètre de la fonction conv2d de Tensorflow. Une fois encore, cette implé-
mentation sert de preuve de concept pour observer le comportement de notre
méthode et n’a pas vocation à présenter un intérêt pratique mais plutôt d’être la
plus rapide possible à mettre en oeuvre, compte tenu des librairies existantes. En
effet, reconstruire le noyau de convolution à partir des matrices creuses nullifie
totalement l’éventuel gain en espace de la décomposition ; en revanche, l’utilisa-
tion de la machinerie de Tensorflow pour calculer la convolution apporte un gain
de temps au moment de l’apprentissage.

Implémentation de la décomposition Tensortrain. La décomposition
Tensortrain a été réalisée en appliquant la fonction de décomposition matrix_-
product_state fournie par la bibliothèque Tensorly sur les tenseurs obtenus sur
les réseaux pré-entrainés. Dans tous les cas les tenseurs étaient décomposés en
4 et la valeur de rang maximale possible des décompositions est spécifiée par
la valeur R dans les expériences. Après décomposition des couches pré-apprises,
les poids sont raffinés.

Implémentation de la décomposition de Tucker et de la décompostion
SVD. Les décompositions de Tucker et décomposition en valeurs singulières
sont respectivement dédiées à la compression des couches de convolution et des
couches denses. Nous nous comparons donc à un modèle hybride où les deux
techniques sont combinées. Le rang de la décomposition de Tucker est détecté
automatiquement par la méthode VBMF (Variational Bayes Matrix Factorization),
comme expliqué par KIM, PARK, YOO et al., 2016. Le rang des couches denses est
choisi tel qu’un certain pourcentage (précisé dans les expériences) des valeurs
singulières obtenues par SVD soient obtenues. Après décomposition de Tucker et
SVD des couches pré-apprises, les poids sont raffinés.

Implémentation de l’élagage des connections en fonction de la ma-
gnitude. Nous avons utilisé la fonction prune_low_magnitude de la librairie
tensorflow_model_optimization fourni par Tensorflow. Avec cette méthode,
l’élagage et le raffinement des poids se font de façon jointe en supprimant peu à
peu les connections pendant l’apprentissage jusqu’à obtenir le pourcentage d’éla-
gage désiré.

(Ré)-Initialisation des poids d’une décomposition en matrices creuses.
Lorsque les poids d’une factorisation en matrices creuses ne sont pas fournis par
Palm4MSA, il faut que l’initialisation des poids soit adaptée au nombre réduit de
connections dans la couche. Pour ce faire, nous avons combiné les initialisations
Xavier (GLOROT et BENGIO, 2010) et He (HE, ZHANG, REN et al., 2015) détaillées
en Section 1.3.3. Le premier facteur creux, c’est-à-dire le premier a être appliqué
aux vecteurs d’entrées, est initialisé en utilisant la méthode He car les vecteurs
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en entrée sont passés par la fonction d’activation ReLU de la couche précédente
précédente et donc ne sont pas centrés en 0. Les facteurs creux suivant, eux,
sont initialisés avec la méthode Xavier car il n’y a pas de non-linéarité entre
chaque facteur. Pour l’initialisation d’un facteur creux donné, la valeur fanin est
choisie égale au nombre de valeurs non-nulles dans chaque colonne du facteur
plutôt que la dimension totale du vecteur d’entrée. Cette procédure s’est avérée
nécessaire au fonctionnement du modèle lorsque les poids d’une décomposition
en facteurs creux étaient ré-initialisés.

Jeux de données et architectures neuronales. Nos expériences sont me-
nées sur quatre jeux de données de classification d’image standard de difficulté
variable : MNIST (DENG, 2012), SVHN (NETZER, WANG, COATES et al., 2011),
CIFAR10, CIFAR100 (KRIZHEVSKY, 2009). Les réseaux de neurones à compres-
ser sont des réseaux classiquement utilisés avec ces jeux de donées c’est-à-dire
Lenet, VGG19, Resnet50 et Resnet20 ; ces architectures sont détaillées en Sec-
tion 1.3.2. Les détails concernant les caractéristiques de ces jeux de données et
les architectures neuronales associées sont visibles dans le Tableau 3.4

Hyper-paramètres. Le pré-apprentissage des réseaux neuronaux, la décom-
position des couches ainsi que le raffinement des réseaux nécessitent des para-
mètres soigneusement choisis que nous détaillons maintenant.

Pré-apprentissage des réseaux de neurones. Les architectures Lenet,
VGG19 et Resnet ont été pré-entraînées avec respectivement 100, 300 et 200 ité-
rations. Nous utilisons des paramètres classiques pour l’apprentissage de ce type
de réseaux pour ce type de tâches (LI, 2020). Pour le réseau Lenet, l’algorithme
de descente de gradient RMSProp (HINTON, SRIVASTAVA et SWERSKY, 2012) a été
utilisé avec un pas d’optimisation de 10−4. Pour les réseaux VGG19 et Resnet,
nous avons utilisé l’algorithme classique de Descente de Gradient Stochastique
(SGD) avec un paramètre d’élan de Nesterov (Nesterov momentum) (SUTSKEVER,
MARTENS et DAHL, 2013) de 0.9 et un pas d’optimisation de 0.1. Dans tous les
cas, nous avons utilisé une stratégie classique d’augmentation des données d’ap-
prentissage par translation, rotation et retournement des images.

Décomposition par Palm4MSA. Les critères d’arrêt employés pour l’al-
gorithme Palm4MSA étaient 300 itérations maximum ou une modification relative
entre deux itérations inférieure à 10−6. La méthode de projection est celle utilisée
par et détaillée en Annexe 3.A. Avec K le niveau de parcimonie désiré, cette mé-
thode garantit que chaque facteur creux contient au moins K valeurs non-nulles
par ligne et par colonne et au maximum 2K en moyenne.
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Apprentissage des réseaux de neurones. Nous avons réalisé le raffine-
ment des réseaux après compression avec le même nombre d’itérations que le
réseau initial. Pour le réseau Lenet comprimé, nous avons ré-utilisé l’optimiseur
RMSProp. En revanche, les réseaux VGG19 et Resnet ont été raffinés avec l’opti-
miseur Adam (KINGMA et BA, 2014). Pour chaque méthode de compression (et
chaque configuration), la meilleure valeur de pas d’optimisation a été choisie en
utilisant l’erreur de classification sur un échantillon de validation après un ap-
prentissage de 10 itérations avec des valeurs de pas égales à {10−3, 10−4, 10−5}.

Matériel. Les expériences ont été menées, au total, en moins de 9000h sur le
super-calculateur Jean Zay du ministère de l’Enseignement supérieur, de la Re-
cherche et de l’Innovation, installé à l’IDRIS, centre national de calcul du CNRS.
Les noeuds de calcul sont dotés de processeurs Intel Cascade Lake 6248 et 6226
ainsi que de GPU Nvidia Tesla V100 SXM2. Le budget calcul total estimé est de
moins de 5000C. Cette information était communiquée au moment de l’enregis-
trement du projet sur le site de l’IDRIS.

3.4.4.2 Étude comparative de méthodes de compression de réseaux de
neurones

Nous réalisons à présent une étude comparative de notre méthode vis-à-vis
d’autres méthodes de compression existantes que sont la décomposition
Tensortrain, la méthode hybride des décompositions de Tucker et SVD et l’éla-
gage des connections en fonction de la magnitude de leur poids.

Décomposition Tensortrain. Les quatre premiers graphiques de la Figure 3.9
montrent que la décomposition Tensortrain est extrêmement efficace pour ré-
duire le nombre de poids dans le modèle et notre procédure de décomposition
des couches peine à atteindre les mêmes performances. Toutefois, comme décrit
en Section 1.3.4.1, la décomposition Tensortrain nécessite un grossissement
de la taille de l’entrée par un facteur égal au rang de la décomposition. Le Ta-
bleau 3.5 montre la taille maximale que peut prendre une image traitée par
un réseau comprimé avec la méthode Tensortrain comparé à n’importe quelle
autre méthode de compression que nous considérons. Nous voyons donc qu’en
pratique, la méthode de compression Tensortrain ne peut pas être utilisée avec
des réseaux neuronaux qui contiennent un trop grand nombre de filtres de convo-
lution tels que les réseaux Resnet, ce qui justifie l’absence de point pour ces ré-
seaux dans la Figure 3.9.

Décomposition de Tucker avec SVD. Cet hybride de compression est ca-
pable de réduire raisonnablement la taille d’un réseau de neurones pré-entrainé
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MNIST Lenet SVHN Vgg19 Cifar10 Vgg19 Cifar100 Vgg19 Cifar100 Resnet20 Cifar100 Resnet50
Autres 1024 65536 65536 65536 65536 262144
Tensortrain R=6 K=4 2304 393216 393216 393216 393216 1572864
Tensortrain R=10 K=4 3840 655360 655360 655360 655360 2621440
Tensortrain R=14 K=4 5376 917504 917504 917504 917504 3670016

Table 3.5 : Tableau illustrant le grossissement des représentations des exemples
induit par l’architecture Tensortrain. Le nombre maximal de valeurs
non-nulles dans la représentation d’un exemple au cours de l’exécution
de l’architecture est affiché.

sans impacter la performance mais elle ne peut pas atteindre les taux de com-
pression atteints par les autres méthodes.

Élagage des connections en fonction de la magnitude des poids. Excepté
pour le jeu de données MNIST, cette méthode a fonctionné extrêmement bien et
arrive a préserver une bonne qualité en précision en supprimant jusqu’à 98% des
connections du modèle. En général, notre méthode atteint des taux de compres-
sion équivalents voire légèrement moins bons pour des qualités de prédiction
équivalentes.

3.4.4.3 Analyse de la méthode.

Dans cette Section, nous nous attardons sur le comportement de la méthode.
Nous commençons par justifier l’utilisation de Palm4MSA pour la décomposition
des couches en produits de facteurs parcimonieux puis nous verrons l’effet de
différents hyper-paramètres sur la performance du modèle et sur le taux de com-
pression.

Erreur d’approximation. La méthode Palm4MSA est capable d’approcher une
matrice dense par un produit de matrices creuses. Une question légitime est de
savoir si l’approximation trouvée est proche de la matrice initiale. Malheureu-
sement, il n’existe à notre connaissance pas de borne théorique sur la capacité
d’approximation de la méthode. La Figure 3.10 montre, dans le cas de réseaux
VGG19 et Resnet50 pré-appris sur Cifar100, à quel point la décomposition de
chaque couche donne des poids proches de la matrice initiale. Pour une matrice
de poids W et sa version approchée par un produit de Q facteurs parcimonieux
W̃ := ∏Q

q=1 Sq, l’erreur relative est calculée comme suit :

erreur = ‖W− W̃‖2
F

‖W‖2
F

. (3.29)

La Figure 3.10 montre déjà, comme attendu, que plus le niveau de parcimo-
nie est élevé (plus K, le nombre minimal de valeurs non nulles par ligne et par
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colonne, est grand) plus l’approximation est bonne. Dans certains cas (lorsque
les matrices à approximer sont plutôt petites), l’erreur est même nulle. Toutefois,
nous observons que pour certaines couches, l’erreur est extrêmement élevée, et
donc nous pouvons nous demander dans quelle mesure l’utilisation de l’algo-
rithme Palm4MSA est utile. Pour contrôler cette utilité, nous avons construit deux
autres types de modèles qui implémentent la décomposition de couches en pro-
duit de matrices creuses :

• «Sparse Facto. aléatoire» : Nous construisons complètement aléatoirement
des factorisations creuses aléatoires. Le support de parcimonie est choisi en
faisant la projection d’une matrice Gaussienne centrée réduite. Les poids
sont initialisés en utilisant la procédure décrite en Section 3.4.4.1 ;

• «Sparse Facto. re-init.» : Nous utilisons le support de parcimonie obtenu
par Palm4MSA mais nous ré-initialisons les poids en utilisant la procédure
décrite en Section 3.4.4.1.

Le Tableau 3.6 montre que dans tous les cas, c’est le réseau comprimé avec la
méthode Palm4MSA qui obtient la meilleure performance en classification après
raffinement du réseau. Ceci justifie l’utilisation de l’algorithme d’approximation.
On remarque par ailleurs que la version «Sparse Facto. re-init» obtient globale-
ment4 de meilleurs résultats que «Sparse Facto. aléatoire» ce qui suggère que non
seulement les poids trouvés par Palm4MSA sont importants mais aussi le support
de parcimonie.

Effet du niveau de parcimonie et du nombre de facteur. Nous appe-
lons niveau de parcimonie le nombre approximatif de valeurs non nulles dans
chaque ligne et chaque colonne des matrices creuses constituant les décompo-
sitions parcimonieuses. Sur la Figure 3.9, nous représentons la performance de
notre modèle avec différents niveaux de parcimonie K et différents nombres de
facteurs Q dans la décomposition. Nous voyons sur la figure que le nombre de
facteur semble avoir un effet assez limité sur la qualité de la performance et
que le niveau de parcimonie est un facteur plus déterminant de la qualité de
l’approximation. Notons ici que nous ne nous sommes pas servi de la version
Hierarchique de Palm4MSA (MAGOAROU et GRIBONVAL, 2016).

3.4.5 Ouverture
Nous avons décrit une approche unique pour comprimer les couches denses et
convolutives d’un réseau neuronal en exprimant les matrices de poids par des

4Sur le modèle VGG19 + SVHN, la version «Sparse Facto. re-init» fonctionne étonnamment mal.
Nous ne sommes pas en mesure d’expliquer cette chute de performance autrement que par un
bug possible mais qui reste à ce jour introuvable.
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MNIST Lenet SVHN Vgg19 Cifar10 Vgg19 Cifar100 Vgg19 Cifar100 Resnet20 Cifar100 Resnet50
Base 0.99 0.96 0.93 0.67 0.73 0.76

Sparse Facto. Q=2 K=2 0.99 0.92 0.84 0.46 0.56 0.67
Sparse Facto. re-init. Q=2 K=2 0.99 0.82 0.81 0.42 0.53 0.57
Sparse Facto. aléatoire Q=2 K=2 0.98 0.91 0.81 0.44 0.48 0.41
Sparse Facto. Q=2 K=14 0.99 0.95 0.92 0.64 0.69 0.72
Sparse Facto. re-init. Q=2 K=14 0.99 0.44 0.86 0.57 0.63 0.63
Sparse Facto. aléatoire Q=2 K=14 0.99 0.92 0.85 0.58 0.62 0.62
Sparse Facto. Q=3 K=2 0.99 0.94 0.85 0.42 0.57 0.67
Sparse Facto. re-init. Q=3 K=2 0.98 0.91 0.80 0.32 0.48 0.51
Sparse Facto. aléatoire Q=3 K=2 0.98 0.90 0.79 0.39 0.29 0.47
Sparse Facto. Q=3 K=14 0.99 0.95 0.92 0.62 0.70 0.72
Sparse Facto. re-init. Q=3 K=14 0.99 0.89 0.84 0.31 0.60 0.58
Sparse Facto. aléatoire Q=3 K=14 0.99 0.93 0.84 0.51 0.60 0.59

Table 3.6 : Tableau de résultats présentant la performance de modèles de réseaux
de neurones comprimés par 3 techniques de décomposition des couches
en produit de matrices creuses. «Sparse Facto.» fait référence à la
procédure centrale du papier où Palm4MSA est utilisé sur les couches pré-
entrainées ; «Sparse Facto. re-init» consiste à l’utilisation de Palm4MSA
pour définir le support de parcimonie mais les poids sont ré-initialisés ;
«Sparse Facto. aléatoire» correspond à la version du modèle où les
poids ainsi que le support de parcimonie des matrices sont initialisés
aléatoirement.

produits de facteurs parcimonieux. L’idée sous-jacente qui motive notre méthode
est que, pour un budget de parcimonie total fixé, un produit de matrices parci-
monieuses devrait être plus expressif qu’une matrice parcimonieuse seule. Notre
approche se base en pratique sur l’algorithme Palm4MSA pour approximer les ma-
trices de poids d’un réseau pré-entrainé, avant de réaliser un raffinement des
couches en utilisant le critère d’erreur de classification et un algorithme de des-
cente de gradient standard. Cette approche très directe nous a permis d’obte-
nir des résultats assez satisfaisants qui se comparent bien à certaines méthodes
standard de l’état de l’art. Toutefois, nous n’avons pas pu illustrer un bénéfice
pratique à l’utilisation de notre modèle comparé à une méthode d’élagage rudi-
mentaire qui se base sur la magnitude des poids des couches pour supprimer cer-
taines connections (ZHU et GUPTA, 2017). Nous envisageons cependant d’amé-
liorer notre méthode en utilisant plutôt les activations de chaque couche pour
réaliser les décompositions : de façon similaire à ce qui est fait par STOCK, JOU-
LIN, GRIBONVAL et al., 2020, nous pourrions décomposer une matrice de poids
W en résolvant le problème

arg min
S1,...,SQ

‖XW−X
Q∏
q=1

Sq‖2F (3.30)

où X correspond à une matrice d’observations d’entrées pour W. L’idée ici se-
rait de faire en sorte que l’approximation de chaque couche produise des activa-
tions similaires à celles de la couche correspondante du modèle de base. Cette
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approche évoque la stratégie utilisée habituellement en distillation (HINTON, VI-
NYALS et DEAN, 2015 ; ROMERO, BALLAS, KAHOU et al., 2015).

Un résultat expérimental intéressant de notre méthode est que, même si les
résultats d’approximation couche par couche sont parfois extrêmement mauvais,
les poids contenus dans les décompositions découvertes par Palm4MSA ont en
fait un intérêt important pour préserver la performance du réseau : ré-initialiser
les poids de la décomposition conduit à une importante dégradation des per-
formances. Ce constat corrobore l’hypothèse du ticket de loto (lottery ticket hy-
pothesis) proposée par FRANKLE et CARBIN, 2019 qui suggère que les réseaux
neuronaux sur-paramétrés contiennent en fait un «sous-réseau» avec peu de pa-
ramètres qui serait capable d’accomplir la tâche d’apprentissage. Sous cette hy-
pothèse, notre méthode pourrait correspondre à une décomposition en matrices
parcimonieuses des couches de poids de ce sous-réseau.
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(a) MNIST Lenet (b) SVHN VGG19

(c) Cifar10 VGG19 (d) Cifar100 VGG19

(e) Cifar100 Resnet20 (f) Cifar100 Resnet50

Figure 3.9 : Performance des méthodes en fonction du nombre de paramètres
cumulé des couches Dense et couches de Convolution sur plusieurs
jeux de données et plusieurs modèles.
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(a) Cifar100 Vgg19

(b) Cifar100 Resnet50

Figure 3.10 : Erreur relative d’approximation des couches par un produit de ma-
trices creuses en utilisant Palm4MSA. Seuls les modèles Resnet50 et
VGG19 sont représentés mais des résultats similaires sont observables
avec les autres modèles.
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3.5 Conclusion
Nous avons examiné l’intégration de produits de matrices parcimonieuses à la
place de matrices denses dans des algorithmes commun d’apprentissage auto-
matique. En particulier, nous proposons une variante de l’algorithme des K-
moyennes, appelée QK-means, qui, à chaque itération, fournit une matrice de
centroïdes approchée par un produit de matrices parcimonieuses. Cette décom-
position peut ensuite être utilisée à bas coût dans d’autres algorithmes d’appren-
tissage qui auraient habituellement utilisé une matrice de centroïdes standard.
Similairement, nous proposons d’utiliser les matrices de poids d’un réseaux neu-
ronal de grande taille pour construire un nouveau réseau, plus léger, dont les
couches sont constituées de produits de matrices parcimonieuses. D’une cer-
taine façon, ces deux approches s’apparentent à de la «distillation» (BUCILUǍ,
CARUANA et NICULESCU-MIZIL, 2006 ; HINTON, VINYALS et DEAN, 2015) où on
utilise un modèle lourd mais performant pour construire un modèle plus léger
de performance équivalente.

Dans les deux cas que nous avons étudiés, il est apparu assez clairement que
les infrastructures logicielles et matérielles couramment utilisées ne permettaient
pas pour l’instant de tirer partie de ce type de modèles pour accélerer effective-
ment des modèles d’apprentissage. Toutefois, ces approches en sont encore à
leur balbutiemments et les gains théoriques déjà obtenus peuvent servir de mo-
tivation vers le développement de nouveaux matériels et algorithmes qui pren-
draient en compte ce type de structures. On peut aussi noter que l’algorithme
Palm4MSA sur lequel nos travaux se sont basés pourrait lui même être amélioré
à des fins d’accélération ou bien de qualité d’approximation. Pour l’instant, très
peu de résultats existent pour caractériser les conditions de bon fonctionnement
de Palm4MSA ou évaluer la qualité de la décomposition d’une matrice quelconque.
Des recherches dans cette direction renforceraient certainement l’intérêt des mé-
thodes que nous proposons. Dans ce chapitre, nous nous sommes essentiellement
intéressés à la mesure du nombre de paramètres pour évaluer la capacité de com-
pression de nos modèles. Or, la taille effective d’un modèle d’apprentissage en
mémoire dépend non seulement du nombre de paramètres à stocker mais aussi
de la taille, en bit, de chacun de ces paramètres. En ce sens, il pourrait être
envisageable de combiner les modèles que nous proposons à des techniques de
quantification de poids, qui visent précisément à réduire la taille en bit de chaque
paramètre à stocker.
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Annexes

3.A Fonction de projection pour Palm4MSA

La fonction utilisée pour projeter les facteurs sur l’ensemble des solutions pos-
sibles (Ligne 9 de l’Algorithme 1) est la même que celle utilisée dans le code
source de MAGOAROU et GRIBONVAL, 2016. Cette fonction de projection relâche
la contrainte d’avoir exactement :

∀j ∈ Q, ||Sj||0 ≤ εj (3.31)
pour devenir la contrainte plus faible d’avoir :

∀j ∈ Q, εj ≤ ||Sj||0 ≤ 2εj
∀i, ||Sj[i]||0 = dεj/Ae et ||STj [i]||0 = dεj/Ae

, (3.32)

avec Sj[i] la ième ligne de Sj et Sj ∈ RA×A. En d’autres termes, elle garantit
que chaque ligne et chaque colonne ait au moins dεj/Ae valeurs non nulles :
(I) chaque ligne de A doit avoir dεj/Ae valeurs non nulles alors la matrice a
au moins εj valeurs au total et (II) elle ne peut pas avoir plus de 2εj valeurs
non nulles même en considérant que les ligne et les colonnes de la matrice ne
partagent pas les mêmes valeurs non nulles. Nous voyons en pratique qu’il y a en
fait collision entre les valeurs non nulles des lignes et des colonnes ce qui permet
de faire en sorte que la contrainte (3.31) soit à peu près respectée. La procédure
est résumée dans l’Algorithme 3 où la fonction get_max_by_line(S, c) renvoie S
avec seulement ses C plus grandes valeurs dans chaque ligne et les autres valeurs
à zéro et ¬mask(S) renvoie le négatif du masque de S e. g. la matrice M avec
Mi,j = 1 où Si,j = 0 et Mi,j = 0 sinon.

Algorithme 3 Fonction de projection pour Palm4MSA

Entrée: Une matrice S ∈ RA×A à projeter telle que sa norme L0 est ε ≤ ||S||0 ≤ 2ε
1: C ← dε/Ae
2: S′ ← get_max_by_line(S, C)
3: S′′ ← get_max_by_line(ST , C)T
4: Pε(S)← S′ + S′′ � ¬mask(S′′)
5: Pε(S)← S′ + S′′ �M
Sortie: Pε(S) la projection de S sur l’ensemble des solutions possibles
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4 Élagage de forêts aléatoires
avec pondération des arbres par
l’algorithme OMP
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4.1 Introduction
Les forêts aléatoires sont des méthodes d’apprentissage ensembliste pour la clas-
sification ou la régression supervisée qui consiste à construire un grand nombre
d’arbres aléatoires dont les prédictions sont combinées grâce à un vote majo-
ritaire ou une moyenne. Dans l’article de référence sur les forêts aléatoires de
BREIMAN, 2001, il est montré qu’une augmentation du nombre d’arbres ne pro-
voque pas de sur-apprentissage mais donne au contraire une borne asymptotique
de l’erreur de généralisation. En conséquence, les bonnes performances des fo-
rêts aléatoires sont souvent obtenues grâce à des modèles contenant un grand
nombre d’arbres et donc lourds et peu interprétables. Une approche commune
pour surmonter ces problèmes consiste à réduire la taille des forêts aléatoires
au moyen de techniques d’élagage (KULKARNI et SINHA, 2012) qui désigne le
processus de construction d’une petite forêt aléatoire de taille K à partir d’une
Forêt initiale de taille L � K. Similairement à ce qui est vu au Chapitre 3, l’éla-
gage d’une forêt aléatoire s’apparente à de la distillation depuis une forêt initiale
de taille conséquente vers une forêt compressée contenant moins d’arbres mais
conservant une bonne performance.

102



Comme nous le voyons en Section 4.2, la décision prise par une forêt aléatoire
étant donnée une observation fait intervenir une combinaison linéaire, habituel-
lement avec des coefficients uniformes, des prédictions réalisées par chacun des
arbres de la forêt. Dans cette perspective, l’élagage d’une forêt aléatoire corres-
pond à remplacer des coefficients de cette combinaison par des zéros, autrement
dit, à rendre la combinaison linéaire plus parcimonieuse.

Résumé des contributions Nous formulons le problème de l’élagage des fo-
rêts aléatoires sous la forme d’un problème d’optimisation avec contrainte L0.
Pour approcher la solution de ce problème, nous proposons d’utiliser l’algorithme
Orthogonal Matching Pursuit (OMP), ce qui a aussi pour effet de donner des poids
d’importance aux arbres de la forêt qui sont sélectionnés. Nous évaluons la qua-
lité de la méthode ainsi que l’effet des poids non-uniformes attribués aux arbres
de la forêt sur un large ensemble de jeux de données. Cette évaluation nous
amène à proposer une version non-négative de la méthode qui permet d’obtenir
des performances équivalentes ou meilleures que toutes les autres techniques
d’élagage auxquelles nous nous comparons.

4.2 Arbres de décisions et forêts aléatoires
Les arbres de décisions pour la classification ou la régression (BREIMAN, FRIED-
MAN, STONE et al., 1984) sont des modèles d’apprentissage qui associent une
donnée d’entrée à une variable cible, ils sont représentés par une fonction t :
X 7→ Y. Un arbre de décision représente un diagramme de flux de données ou
chaque noeud de l’arbre représente un test sur la donnée d’entrée et chaque
branche un résultat de ce test. En partant de la racine, le processus de décision
passe de noeud en noeud en fonction des résultats des tests successifs jusqu’à
arriver à l’une des feuilles de l’arbre, qui représentent les valeurs cibles. L’ap-
prentissage d’un arbre de décision se fait itérativement en construisant les tests
de chaque noeud de l’arbre de façon à ce qu’à chaque étape un certain critère
soit optimisé. Nous n’entrons pas plus dans les détails de l’apprentissage d’arbres
de décision et renvoyons le lecteur vers des livres tels que notamment celui de
BREIMAN, FRIEDMAN, STONE et al., 1984 ou encore le livre généraliste sur l’ap-
prentissage artificiel de CORNUÉJOLS et MICLET, 2011.

Toutefois, le caractère glouton de l’apprentissage des arbres de décision les
rends particulièrement instables et sujets au sur-apprentissage. Les forêts aléa-
toires ont par la suite été élaborées par BREIMAN, 2001 pour contre-balancer ce
problème. Les forêts aléatoires se basent sur les techniques de bagging (bootstrap
aggregating) et d’échantillonnage de sous-espace aléatoire (feature bagging) pour
construire une collection d’arbres de décisions. Le bagging consiste à utiliser un
échantillon aléatoire différent du jeu de données total pour l’apprentissage de
chaque arbre de décision. De façon analogue, le feature bagging utilise un sous
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ensemble aléatoire des caractéristiques des observations pour l’entraînement des
arbres. Les arbres entraînés de cette façon sont donc tous légèrement différents
les uns des autres. Individuellement, ces arbres sont des prédicteurs assez faibles
mais la forêt aléatoire qui utilise la moyenne de leurs prédictions est capable de
mieux généraliser qu’un arbre seul. La Figure 4.1 illustre la capacité d’une forêt
à généraliser, en comparaison avec un arbre de décision simple ; on voit sur cette
figure que la frontière de décision de la forêt aléatoire est plus "propre" que celle
d’un arbre et que sa précision en classification est meilleure.

Figure 4.1 : Comparaison de la performance en classification d’un arbre de décision
seul avec une forêt aléatoire de cent arbres sur des jeux de données
synthétiques. Le numéro en bas à droite représente le pourcentage
de précision de classification sur les données test. Les données test
sont représentées avec des points de couleur atténuée. On voit que la
frontière de décision obtenue par un arbre de décision seul est moins
précise que celle obtenue avec une forêt aléatoire. Source : Support
Vector Machine Hyperparameter Tuning - A Visual Guide

L’algorithme des forêts aléatoires construit une collection de L arbres de dé-
cision indépendants {ti : X 7→ Y}Li=1 ⊂ T pour réaliser la tâche de prédire la
valeur correcte y ∈ Y à partir d’une observation x ∈ X donnée. On note t(x) le
vecteur de tous les votes de l’arbre tel que t(x) := [t1(x) . . . tL(x)]T . L’estimateur
de la forêt aléatoire f : T × X → Y combine une fonction d’activation a et une
combinaison linéaire des votes exprimés par les arbres de décision sous-jacents :
f
(
{ti}Li=1, ·

)
= a

(
wT t(·)

)
. La fonction a est par défaut la fonction d’identité

pour la régression (Y := R) et la fonction sign pour la classification binaire
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(Y := {−1,+1}). Les poids sont fixés tels que pour tout i, wi := 1
L

car les impor-
tances de tous les arbres sont généralement considérées comme égales, même si
des valeurs arbitraires pourraient être utilisées.

4.3 Élagage de forêts aléatoires
Dans les applications du monde réel, lorsque les données sont en grande dimen-
sion, les forêts aléatoires peuvent nécessiter un grand nombre d’arbres de déci-
sion pour atteindre de bonnes performances. De ce fait, même si chaque arbre
individuellement est relativement peu cher à exécuter, l’ensemble d’arbres peut
rapidement devenir lourd à mettre en œuvre. Ce constat a conduit la commu-
nauté scientifique à chercher des moyens de réduire le nombre d’arbres d’une
forêt sans en impacter trop la performance.

BREIMAN, 2001 a montré qu’un grand nombre d’arbres dans une forêt aléa-
toire est suffisant pour obtenir une borne sur l’erreur de généralisation du mo-
dèle. Pourtant, il n’est pas sûr qu’avoir un grand nombre d’arbres soit nécessaire
pour obtenir de bonnes performances. Au contraire, les arbres étant construits
à partir d’échantillons d’apprentissage sélectionnés aléatoirement, on peut assez
intuitivement se dire qu’il doit exister une certaine redondance entre les arbres
d’une forêt et donc qu’il est peut-être possible d’en supprimer certains sans pour
autant dégrader la performance.

Nous pouvons définir la fonction de décision de la forêt aléatoire élaguée telle
que :

fK
(
{ti}Li=1, ·

)
:= σ

(
wT t(·)

)
, s.t. ‖w‖0 = K, (4.1)

avec K la taille de la forêt élaguée. Ainsi, le problème de l’élagage de la forêt
peut se résumer à trouver les indices des K valeurs optimales non nulles dans le
vecteur de poids w.

KULKARNI et SINHA, 2012 proposent de classifier les méthodes d’élagage des
forêts dans deux catégories différentes appelées «élagage statique» et «élagage
dynamique» :

Élagage dynamique. Les techniques d’élagage dynamique construisent la fo-
rêt élaguée directement : elles ne nécessitent pas la construction préalable d’un
grand ensemble de L arbres mais créent plutôt la forêt élaguée de taille K à
partir de zéro en ajoutant à chaque étape un nouvel arbre s’il satisfait un certain
critère qui prend en compte l’état actuel de la forêt (KULKARNI et SINHA, 2012 ;
BERNARD, ADAM et HEUTTE, 2012).

Élagage statique. Les approches d’élagage statique sont basées sur le para-
digme «Surproduction puis choix» (Overproduce and choose). Les techniques de

105



cette famille commencent avec un grand ensemble d’arbres L et construisent en-
suite la forêt de taille K � L en utilisant un processus itératif qui optimise un
critère jusqu’à ce que la taille souhaitée soit atteinte. Les techniques sont clas-
sées comme «en avant» (forward), si la forêt finale est construite à partir d’un
ensemble vide en y ajoutant itérativement de nouveaux arbres, ou «en arrière»
(backward) si la forêt élaguée est obtenue en enlevant les arbres les uns après les
autres de l’ensemble initial.

Bien que les techniques d’élagage dynamique atteignent l’objectif final de pro-
duire une forêt de taille limitée, elles ne procèdent pas à une sélection d’arbres
à proprement parler et donc nous nous concentrons sur la seconde famille de
méthodes d’élagage dans la suite de cet état de l’art.

Les approches d’élagage statique sont des algorithmes itératifs qui utilisent un
critère d’évaluation sur les arbres à chaque étape afin de sélectionner les arbres
qui doivent être ajoutés ou retirés de la forêt. La différence essentielle entre
les techniques réside dans le choix du critère susmentionné. Ces critères s’ap-
puient essentiellement sur deux caractéristiques que les arbres individuels de
la forêt aléatoire sont censés intégrer : une performance prédictive élevée ainsi
qu’une décorrélation mutuelle significative, également connue sous le nom de
diversité dans les méthodes d’apprentissage d’ensemble (BROWN et KUNCHEVA,
2010). YANG, LU, LUO et al., 2012 et ZHANG et WANG, 2009 proposent de sup-
primer les arbres de la forêt qui ont le plus faible impact sur la marge – i.e. la
confiance de la forêt dans ses classifications correctes – et la précision de la forêt,
respectivement. C’est-à-dire qu’ils se concentrent essentiellement sur la perfor-
mance de prédiction des arbres de la forêt. A l’inverse, CARUANA, NICULESCU-
MIZIL, CREW et al., 2004 proposent de faire une sélection positive des arbres
avec remplacement, de façon à améliorer la précision de prédiction de la forêt à
chaque pas de temps. Enfin, HU, YU, XIE et al., 2007 effectuent également une
sélection basée sur la précision tant que l’ajout de nouveau arbres ne dégrade
pas la précision sur un jeu de données de validation. Ces méthodes reposent
sur l’intuition selon laquelle élaguer sur la base de la précision devrait donner
de bonnes performances mais, comme indiqué ci-dessus, on sait que la diver-
sité entre prédicteurs est également une caractéristique essentielle des modèles
d’ensemble (ALI et PAZZANI, 1995). Suivant ce cheminement de pensée, ZHANG

et WANG, 2009 proposent aussi de supprimer les arbres présentant une corréla-
tion moyenne maximale avec les autres arbres de la forêt, ce qui augmenterait
leur diversité globale. Cependant, on peut penser à combiner les deux critères
ensemble – précision et diversité – afin d’obtenir le meilleur des deux mondes.
C’est l’approche adoptée par FAWAGREH, GABER et ELYAN, 2016, où la diversité
entre les classificateurs est obtenue au moyen de la technique des K-moyennes
(évoquée en Section 3.3.2) et ROKACH, 2009, où une mesure d’information mu-
tuelle est utilisée pour combiner la précision des arbres avec l’accord mutuel
entre les arbres pour la sélection.
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4.4 Procédure de sélection des arbres basée sur
OMP

Algorithme 4 Algorithme OMP (Pati, Rezaiifar et Krishnaprasad, 1993)
Entrée : K,Y,T := [t1(X), . . . , tL(X)]
Sortie : w, une solution approximée du problème (4.3)
1: (r0,w0, λ) = (Y, 0, ∅)
2: pour τ = 0, .., K faire
3: i∗ ∈ argmax

i∈{1,...,L}
|〈ti(X), rτ 〉|

4: λτ+1 = λτ ∪ {(ti∗(X))}
5: wτ+1 ∈ argmin

w∈RL s.t.
Tw ∈ span(λτ+1)

||Y −Tw||22

6: rτ+1 = Y −Twτ+1
7: fin pour
8: retourne wτ+1

Soit X ∈ RN×D la matrice des observations empilées et Y ∈ RN le vecteur des
étiquettes correspondantes. Soit ti(X) := [ti(x1) . . . ti(xN)] le vecteur de prédic-
tion de l’arbre ti sur l’ensemble des données X. Ainsi, la matrice des prédictions
d’un ensemble d’arbres {ti}Li=1 pour cet ensemble de données peut être définie
telle que :

T := [t1(X), . . . , tL(X)] . (4.2)
Comme expliqué précédemment, une forêt aléatoire produit sa décision sur la

base d’une combinaison linéaire de votes ; ainsi, les étiquettes prédites associées
à X sont Ŷ = a (Tw).

Dans ces travaux, nous proposons de réaliser l’élagage des forêts aléatoires sur
la base de la performance des arbres sur le jeu de données d’entrainement. Nous
utilisons le critère d’erreur quadratique moyenne : ‖Ŷ − Y‖2. Sans perdre de
généralité, nous abandonnons la fonction σ de l’Équation (4.1) pour simplifier le
problème d’élagage :

arg min
w∈RL

‖Tw−Y‖2 , s.t. ‖w‖0 ≤ K (4.3)

où la contrainte L0 permet d’atteindre l’objectif d’élagage, c’est-à-dire que les
K éléments non-nuls de w indiquent les arbres à garder dans la forêt élaguée.
Comme le problème de l’Équation (4.3) est connu pour être NP-difficile (DAVIS,
MALLAT et AVELLANEDA, 1997), nous proposons d’utiliser l’algorithme OMP de
PATI, REZAIIFAR et KRISHNAPRASAD, 1993 qui est l’un des algorithmes les plus
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adaptés à cette tâche.
Le problème de l’Équation (4.3) a attiré beaucoup d’attention et est au centre

de nombreux problèmes de recherche sur le traitement du signal. En effet,
quelques années seulement après que DAVIS, MALLAT et AVELLANEDA, 1997 aient
introduit ce problème, de nombreuses techniques différentes ont été proposées
pour lui donner une solution approximative. Parmi elles, deux algorithmes gour-
mands (greedy) se sont distingués : l’algorithme de Matching Pursuit (MP) déjà
proposé par DAVIS, MALLAT et AVELLANEDA, 1997 et son homologue orthogonal,
OMP PATI, REZAIIFAR et KRISHNAPRASAD, 1993. Ces deux algorithmes sont deve-
nus célèbres pour leur forme très simple et intuitive mais aussi pour leurs fortes
garanties théoriques (TROPP, 2004 ; GRIBONVAL et VANDERGHEYNST, 2006). Dans
ce travail, nous concentrons notre attention sur l’algorithme OMP qui s’est avéré
meilleur que MP dans de nombreux cas et dont la propriété d’orthogonalité ap-
porte une forme d’interprétabilité à la méthode. Dans ce qui suit, nous utilisons
la terminologie du traitement du signal et appelons T un «dictionnaire» et ses
colonnes des «atomes». Nous notons que les atomes doivent être normalisés pour
que l’algorithme OMP fonctionne correctement ; ceci pourra être fait en divisant
chaque colonne de T par sa norme. Le vecteur des normes des prédictions des
arbres est noté n, il sera à nouveau utilisé lors de l’étape d’inférence de la forêt
élaguée.

L’algorithme OMP est un algorithme itératif qui sélectionne un nouvel atome
à chaque pas de temps pour raffiner sa solution. Pour un pas de temps donné
τ ≥ 0, nous indiquons par wτ la solution actuelle et par rτ le résidu :

rτ = Y −Twτ . (4.4)
OMP sélectionne l’atome qui forme le plus grand produit scalaire avec le résidu rτ
et projette ensuite le vecteur cible y sur l’ensemble des atomes sélectionnés jus-
qu’alors, d’où l’intérêt de normaliser les atomes afin que seul l’angle des vecteurs
ne rentre en considération pour le choix. Ces étapes sont répétées jusqu’à ce que
le nombre d’atomes souhaité soit obtenu. La procédure globale est résumée dans
l’Algorithme 4.

Grossièrement, l’algorithme OMP augmente d’un élément l’ensemble des indices
non nuls de w à chaque pas de temps et recalcule ensuite les meilleurs coeffi-
cients de la combinaison linéaire. Nous remarquons ici que le résidu est toujours
orthogonal à tous les atomes sélectionnés et donc que le prochain atome choisi
devrait être un atome quelque peu différent des précédents. Dans le contexte de
l’élagage des forêts, cette dernière remarque fournit une justification intuitive
supplémentaire à pourquoi l’OMP est bénéfique pour cette tâche : non seulement
l’algorithme se concentre sur la recherche d’une combinaison linéaire d’arbres
qui se rapproche bien des véritables étiquettes, mais aussi il évite que deux arbres
identiques soient sélectionnés, encourageant ainsi la diversité entre les arbres.

Une fois que tous les atomes – les arbres – ont été sélectionnés, l’étape d’in-
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férence se déroule en faisant la combinaison linéaire des prédictions des arbres
de la forêt suivant les coefficients obtenus dans w. Attention toutefois, les coef-
ficients ayant été obtenus sur les prédictions normalisés, il faudra, pour chaque
observation future, diviser à nouveau les prédictions des arbres par le même
vecteur des normes n obtenu lors de la phase d’entraînement.

La procédure complète d’entraînement de l’algorithme OMPForest est résumée
dans l’Algorithme 5. Cette procédure est assez simple et nous ne proposons pas
de quelconque garanties théoriques pour l’accompagner. L’essentiel de ce travail
repose sur l’évaluation empirique de la procédure et sur une heuristique que
nous proposons pour en améliorer les performances : imposer une contrainte
de non-négativité sur les coefficients de w. Cette analyse est conduite dans la
section suivante.

Algorithme 5 Algorithme OMPForest
Entrée : K,X,Y
1: {ti}Li=1 ← ForetAleatoire (X,Y)
2: T← [t1(X), . . . , tL(X)]
3: n← NormeColonnes (T)
4: T← T/n
5: w← OMP (K,Y,T)
6: retourne w, {ti}Li=1, n

4.5 Résultats expérimentaux
Dans cette section, nous commençons par décrire le cadre expérimental, puis
nous décrivons nos résultats sur de nombreux ensembles de données en accor-
dant une attention particulière à l’impact des pondérations des arbres sur les
performances. Nous montrons que notre méthode, et en particulier sa capa-
cité à apprendre des poids pour les arbres, est très performante dans certains
cas, mais qu’elle souffre parfois d’un sur-apprentissage préjudiciable. Nous re-
marquons une association entre la négativité des poids et les mauvaises perfor-
mances, ce qui nous conduit à proposer une variante de notre algorithme qui
introduit une contrainte non-négative sur les poids des arbres de la forêt. Cette
heuristique permet à notre technique non seulement d’obtenir des performances
encore meilleures que la version standard d’OMP, mais elle fournit également un
critère d’arrêt pour le choix de la taille de la forêt élaguée.

4.5.1 Paramètres expérimentaux
Jeux de données. Des expériences ont été menées sur 11 jeux de données
pour la régression ou la classification binaire. Un résumé des caractéristiques
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Jeu de données Acronyme Taille Dimension Tâche (mesure du score) Taille de forêt initiale
California housing (Pace et Barry, 1997) C.H. 20 640 8 Régression (MSE) 1000
Kin8nm (Corke, 1996) Kin. 8 192 8 Régression (MSE) 1000
Diamonds (Agrawal, 2017) Diam. 53 940 9 Régression (MSE) 429
Diabetes (Efron, Hastie, Johnstone et al., 2004) Diab. 442 10 Régression (MSE) 108
Boston house prices (Belsley, Kuh et Welsch, 1980) Bos. 506 13 Régression (MSE) 100
Gamma (Bock, Chilingarian, Gaug et al., 2004) Gam. 19 020 11 Classification binaire (% de précision) 100
Breast cancer (Mangasarian, Street et Wolberg, 1995) B.C. 569 30 Classification binaire (% de précision) 1000
Steel Plates (Buscema, 1998) St. P. 1941 33 Classification binaire (% de précision) 1000
King-Rook vs. King-Pawn (Shapiro, 1987) KR-KP 3 196 36 Classification binaire (% de précision) 1000
Spambase (Cranor et LaMacchia, 1998) Sp. B. 4 601 57 Classification binaire (% de précision) 1000
LFW pairs (Huang, Mattar, Berg et al., 2008) LFW 13 233 5 828 Classification binaire (% de précision) 1000

Table 4.1 : Caractéristiques des jeux de données. Nous avons utilisé un parti-
tionnement de 60-20-20% pour les jeux de données d’entraînement,
validation et test.

des jeux de données utilisés est disponible dans le Tableau 4.1 avec la taille de
la forêt de base pour chaque ensemble de données.

Méthodes concurrentes. Nous comparons notre technique à de multiples
méthodes d’élagage de forêts aléatoires. En suivant la classification présentée
dans la Section 4.3, nous utilisons la méthode dite «Ensemble» de CARUANA,
NICULESCU-MIZIL, CREW et al., 2004 comme un élagage «en avant», basé sur la
précision ; «Zhang Prédictions» de ZHANG et WANG, 2009 comme un élagage
«en arrière», basé sur la précision ; «Zhang Similarité» de ZHANG et WANG,
2009 comme un élagage «en arrière», basé sur la diversité ; et enfin «Kmeans» de
FAWAGREH, GABER et ELYAN, 2016 qui est de type «en avant» et une approche
basée à la fois sur la précision et la diversité. Nous comparons également nos
résultats à une technique de sélection «Random» qui correspond à un sélection
aléatoire des arbres dans la forêt, ce qui équivaut à construire directement une
forêt de la taille souhaitée. Enfin, pour les méthodes à base de OMP, nous com-
parons la performance des forêts élaguées avec ou sans les poids associés aux
arbres.

Détails expérimentaux. Tous les algorithmes ont été implémentés en Python,
en utilisant la bibliothèque «scikit-learn» (BUITINCK, LOUPPE, BLONDEL et al.,
2013) pour la forêt aléatoire et l’algorithme OMP. Le code des expériences et de gé-
nération des figures est disponible publiquement dans les dépots du laboratoire
(LAMOTHE, BOUSCARAT, GIFFON et al., 2020). Nous avons utilisé un partitionne-
ment de 60-20-20% pour les données d’apprentissage, validation et test. Dans
un premier temps, nous avons utilisé le jeu d’apprentissage et le jeu de valida-
tion séparemment pour faire la recherche d’hyper-paramètres (profondeur de la
forêt, nombre d’arbre optimal) de la forêt aléatoire de base. Afin d’accélérer le
processus de recherche des hyper-paramètres, nous avons utilisé la biliothèque
«skopt» d’optimisation bayésienne. Les données d’apprentissage et de validation
ont ensuite été rassemblées pour ré-apprendre entièrement la forêt avec les bons
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Tâches de Régression :
Diamonds Diabetes Kin8nm California Housing Boston

Ensemble 3.032E+05 86 3.431E+03 32 1.892E-02 200 2.187E-01 267 1.267E+01 30
Kmeans 3.024E+05 143 3.281E+03 36 2.024E-02 33 2.449E-01 33 1.278E+01 13
NN-OMP w/o weights 3.024E+05 86 3.317E+03 36 1.921E-02 133 2.239E-01 100 1.214E+01 33
NN-OMP 3.033E+05 86 3.549E+03 36 1.809E-02 133 2.180E-01 133 1.253E+01 33
OMP w/o weights 3.025E+05 143 3.324E+03 36 1.931E-02 67 2.267E-01 33 1.247E+01 27
OMP 3.087E+05 29 3.607E+03 25 1.776E-02 333 2.197E-01 133 1.293E+01 13
Random 3.025E+05 114 3.303E+03 32 2.002E-02 333 2.390E-01 333 1.253E+01 33
Zhang Predictions 3.047E+05 143 3.282E+03 36 2.089E-02 333 2.536E-01 333 1.430E+01 33
Zhang Similarities 3.032E+05 143 3.241E+03 32 2.017E-02 333 2.452E-01 333 1.283E+01 33

Tâches de Classification :
Spambase Steel Plates KR-VS-KP Breast Cancer LFW Pairs Gamma

Ensemble 94.27% 133 98.69% 233 98.22% 33 95.09% 100 56.00% 67 80.78% 3
Kmeans 95.52% 167 99.05% 267 99.00% 333 96.58% 33 65.25% 333 87.68% 33
NN-OMP w/o weights 95.57% 100 99.95% 67 99.42% 100 96.49% 67 66.02% 333 87.75% 33
NN-OMP 95.59% 100 99.95% 100 99.39% 100 96.58% 67 65.73% 233 87.75% 33
OMP w/o weights 95.56% 167 99.64% 67 99.22% 100 95.79% 133 65.32% 133 87.75% 33
OMP 95.39% 133 99.90% 333 99.48% 100 95.35% 67 65.55% 167 87.75% 33
Random 95.59% 167 99.41% 67 99.14% 267 95.88% 300 65.98% 267 87.76% 33
Zhang Predictions 95.45% 333 99.43% 167 99.14% 133 95.70% 33 65.43% 333 87.72% 33
Zhang Similarities 95.46% 167 98.92% 300 98.94% 333 95.61% 333 65.27% 333 87.68% 33

Table 4.2 : Tableaux représentant la meilleure performance atteinte par chaque
modèle ainsi que le nombre d’arbres requis pour cette performance. La
taille maximale considérée de la forêt élaguée est de 10% de la taille
de la forêt aléatoire initiale. Le meilleur résultat sur chaque tâche
est en gras, le deuxième meilleur est souligné. Le plus petit nombre
d’arbres est écrit en italique. La co-localisation de l’italique et du gras
ou du souligné signifie que la technique permet d’obtenir d’excellentes
performances avec le plus petit nombre d’arbres.

hyper-paramètres. Le même jeu de données (apprentissage plus validation) a été
utilisé pour faire la sélection d’arbres. Cela semble contre-intuitif de ne pas utili-
ser les données de validation séparément pour la sélection des arbres, mais nos
expériences ont montré que, pour toutes les techniques, les meilleurs résultats
ont été obtenus lorsque toutes les données disponibles étaient utilisées pour la
sélection. Dans toutes les expériences menées, la moyenne des résultats a été
calculée sur 10 réplicats.
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4.5.2 Évaluation de la méthode d’élagage basée sur OMP

(a) California Housing (b) Kin8nm (c) Boston

(d) Diamonds (e) Diabetes

(f) LFW Pairs (g) Spambase (h) Steel Plates

(i) KR-VS-KP (j) Breast Cancer (k) Gamma

Figure 4.2 : Résultats sur les données de test des différentes méthodes en fonction
du nombre d’arbres sélectionnés. Nous montrons un graphique pour
chaque jeu de données testé. La moyenne des résultats est calculée
sur 10 réplicats et la zone de couleur claire autour des lignes indique
l’écart type. Voir le Tableau 4.1 pour la taille de la forêt de base.
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(a) Boston (b) Diamonds (c) Diabetes

Figure 4.3 : Résultats sur les données de validation des différentes méthodes
en fonction du nombre d’arbres sélectionnés. Nous présentons un
graphique pour chaque jeu de données qui a donné de mauvais
résultats dans la Figure 4.2. La moyenne des résultats est calculée
sur 10 réplicats et la zone de couleur claire autour des lignes indique
l’écart type.

Les résultats donnés dans la Figure 4.2 comparent les performances des mé-
thodes d’élagage basées sur OMP à celles d’autres techniques. Nous constatons
tout d’abord que sur certains jeux de données, à savoir California Housing,
Kin8nm, Steel Plates et KR-VS-VP, la méthode OMP surpasse clairement la plu-
part des autres méthodes, atteignant à leur valeur maximale des performances
encore meilleures que la forêt entière. Sur ces ensembles de données, nous
voyons aussi clairement l’avantage de l’apprentissage des poids pour les arbres
car la version pondérée de OMP a une meilleure performance que son homologue
non pondérée. La méthode Ensemble est en concurrence avec OMP et donne d’ex-
cellents résultats en matière de régression, comme par exemple sur California
housing. Nous remarquons que la méthode Ensemble est autorisée à prendre
plusieurs fois le même arbre dans la forêt, ce qui équivaut à donner un poids
plus important à cet arbre ; cela souligne à nouveau l’intérêt d’utiliser des poids
pour les arbres de la forêt élaguée. Cependant, cette méthode Ensemble est ex-
trêmement peu performante pour les tâches de classification binaire par rapport
aux autres méthodes. Les méthodes dites Zhang et K-moyennes, bien que stables
en général, ont du mal à être ne serait-ce qu’aussi performantes que la sélec-
tion aléatoire des arbres dans la forêt et sont donc moins performantes que la
technique d’élagage basée sur OMP.

Sur les autres jeux de données, la version non pondérée de notre technique
fonctionne toujours au moins aussi bien que les autres techniques mais dans
certains cas, à savoir sur les jeux de données Diamonds, Boston, Diabetes et
Breast-cancer, les poids ont un effet néfaste incontestable sur les performances.
Nous remarquons tout d’abord que, dans ces cas, aucune technique ne semble
pouvoir donner un résultat significativement meilleur qu’une simple sélection
aléatoire d’arbres. Deuxièmement, ces trois ensembles de données sont de très
petite taille et nous pensons que cela les rend vulnérables au sur-apprentissage
des poids, comme l’illustre la Figure 4.3 qui montre que la forêt pondérée se
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(a) Effet des poids négatifs sur
la performance

(b) Proportion des poids néga-
tifs

Figure 4.4 : Relation entre la taille des forêts, la proportion de poids négatifs et
les performances. Dans la Figure 4.4a, seules les forêts élaguées de
taille supérieure à 10% de la taille de la forêt de base sont prises
en compte. L’inverse de la mesure MSE est prise comme mesure de
performance pour les jeux de données de régression, de sorte qu’une
valeur plus élevée signifie une meilleure performance. Les valeurs de
performance et les pourcentages de poids négatifs sont normalisés
en utilisant l’échelle min-max (f(x) = (x−min)/(max−min)) de
sorte que toutes les valeurs soient comprises entre 0 et 1, rendant
les différents jeux de données comparables sur une seule échelle de
mesure. Les résultats ne sont pas représentés pour l’ensemble de
données Gamma car il ne présentait pas de poids négatifs. Les courbes
sont utilisées pour faciliter la lecture des figures et ont été obtenues
en entraînant pour chaque ensemble de données un SVM avec un
noyau rbf et une valeur gamma égale à 1 sur les observations brutes
(les points).

comporte très bien sur les données de validation, utilisées pour la sélection des
arbres.

4.5.3 Effet d’une contrainte de non-négativité sur la
pondération des arbres

Même si la technique d’élagage basée sur OMP a souvent d’excellentes perfor-
mances lorsqu’il s’agit de sélectionner un petit nombre d’arbres, elle donne éga-
lement de mauvais résultats lorsque le nombre d’arbres sélectionnés augmente.
Cela est assez problématique car aucune indication particulière n’est donnée pen-
dant la phase de sélection des arbres qui nous permettrait de concevoir un critère
d’arrêt précoce pour fixer la taille maximale de la forêt élaguée. En effet, la Fi-
gure 4.3 montre que la mesure de performance sur les données de validation ne
semble pas atteindre un plateau particulier qui pourrait servir d’indicateur de fin
d’apprentissage.
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Encouragés par la bonne performance globale de la version non pondérée de
la sélection par OMP, nous étudions les valeurs de pondération fournies par OMP
(plutôt que les arbres eux-mêmes) afin d’expliquer le mauvais comportement
de notre technique. Nous constatons, comme le montre la Figure 4.4b que la
proportion des arbres ayant un poids négatif augmente avec le nombre d’arbres
sélectionnés. Ce comportement a certainement un effet néfaste sur les perfor-
mances de la forêt élaguée et nous fournissons une explication intuitive pour la
classification binaire où les étiquettes sont {−1,+1} ; le cheminement de pensée
est cependant facilement transférable à la régression.

Il est raisonnable de penser que n’importe lequel des arbres pré-entrainés de
la forêt aléatoire de base devrait avoir une performance au moins meilleure que
celle du hasard, même marginalement, ce qui signifie que la précision moyenne
de ces arbres devrait être supérieure à 0.5 dans le cas de la classification bi-
naire. Dans ce cas, combiner linéairement des arbres avec des poids négatifs
équivaudrait à inverser le vote de ces arbres, à en faire délibérément de mauvais
classificateur et à les utiliser pour le vote final de la forêt élaguée. Ce compor-
tement contre-intuitif s’explique principalement par le fait que OMP choisit des
poids négatifs afin de correspondre parfaitement aux étiquettes de l’ensemble
d’entraînement. Cette analyse est corroborée par la Figure 4.4a où l’on voit clai-
rement que la performance a tendance à diminuer lorsque la proportion de poids
négatifs augmente. Cependant, nous devons noter que cette tendance n’est clai-
rement pas observée sur les jeux de données Kin8nm et LFW. Notez que seules
les forêts élaguées dont la taille est supérieure à 10% de la taille de la forêt de
base sont représentées ici. Nous avons choisi de ne rapporter que ces points car
les observations survenant avant ce seuil ont naturellement de mauvaises perfor-
mances puisqu’elles correspondent à des forêts si petites qu’elles n’auraient de
toute façon pas de bonnes performances (Voir Figure 4.2).

Cette analyse nous amène à la conclusion suivante : l’utilisation d’une version
non négative de OMP (BRUCKSTEIN, ELAD et ZIBULEVSKY, 2008) devrait permettre
d’éviter le sur-apprentissage. La version non négative d’OMP (NN-OMP) est simi-
laire à celle décrite dans l’Algorithme 4 sauf à la Ligne 3 où seuls les atomes
positivement corrélés peuvent dorénavant être sélectionnés et à la Ligne 5 où
une régression non négative par les moindres carrés est effectuée pour obtenir
uniquement des coefficients non négatifs. Nous remarquons que le fait de ne sé-
lectionner que des atomes positivement corrélés rendra éventuellement NN-OMP
incapable d’en sélectionner de nouveaux et empêchera donc le sur-apprentissage
en limitant la taille maximale de la forêt élaguée. Cette contrainte fournit ainsi
un critère d’arrêt précoce pour la sélection des arbres de la forêt qui permet de
limiter la taille de la forêt élaguée. Les résultats obtenus avec cet algorithme sont
illustrés en Figure 4.2 où nous voyons clairement l’avantage de notre méthode
en terme de performance. Dans cette figure, l’étoile représente le point où la
méthode NN-omp ne pouvait plus sélectionner de nouvel arbre sans rompre la
contrainte de non-négativité et donc où la taille de la forêt élaguée est maximale.
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Nous voyons que ce point arrive parfois très tôt ce qui illustre la capacité de
notre modèle à contruire des forêts efficaces avec très peu d’arbres. Une descrip-
tion générale des résultats est disponible dans le Tableau 4.2 où sont indiquées
les meilleures performances obtenues par chaque méthode, ainsi que le nombre
d’arbres correspondant. Nous voyons dans ce tableau que les techniques se ba-
sant sur OMP obtiennent quasiment toujours la meilleure et/ou seconde meilleure
performance, en particulier sur les jeux de données de classification binaire.

4.6 Conclusion
Nous avons présenté une méthode originale pour réduire la taille des forêts aléa-
toires. Notre méthode utilise un algorithme glouton, à savoir l’Orthogonal Mat-
ching Pursuit, sur les prédictions de l’arbre de chaque forêt pour sélectionner
un sous-ensemble d’arbres dont la combinaison linéaire des prédictions se rap-
proche le plus du véritable vecteur des prédictions. Notre méthode ne se contente
pas de sélectionner un sous-ensemble d’arbres, mais associe également un coef-
ficient à chaque arbre sélectionné. Ces poids s’avèrent bénéfiques dans certains
cas mais peuvent également conduire à un sur-entraînement dans certains autres
scénarios, comme le montre nos expériences. Ces résultats expérimentaux nous
ont conduit à proposer une variante non-négative de la méthode qui s’avère plus
efficace encore et semble apporter de meilleures performances que toutes les
autres techniques d’élagage de forêts aléatoires connues.

Les résultats empiriques obtenus sont très encourageants : la technique est
simple mais permet pourtant d’obtenir d’excellentes performances avec de très
forts taux de compression. Toutefois, même si nous proposons quelques intui-
tions, nous avons failli pour l’instant à apporter une réelle justification théorique
au bon fonctionnement de la méthode.
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Conclusion
Dans cette thèse, nous avons présenté de nouvelles approches pour la compres-
sion de modèles d’apprentissage automatique en utilisant des méthodes à noyaux
ou des méthodes d’approximation parcimonieuses. Nous les résumons mainte-
nant et proposons quelques perspectives pour étendre leur portée.

Dans le Chapitre 2, nous proposons de remplacer les couches denses d’un ré-
seau neuronal par une couche que nous appelons «Nyström adaptatif». Cette
couche utilise un sous-ensemble d’apprentissage comme points de références
pour calculer, grâce à une fonction noyau à définir, une représentation non-
linéaire des données au sortir des couches de convolutions. Nous avons montré
par un série d’expériences que la couche Nyström adaptative contenait peu de
paramètres, ce qui la rendait propice au traitement de jeux de données contenant
peu d’observations étiquetées.

Une perspective possible de ce travail consisterait à appliquer cette couche au
problème de l’adaptation de domaine semi-supervisé. Ce problème consiste en
l’adaptation d’un modèle apprit sur un domaine d’entrée source à un domaine
cible. Dans le cas semi-supervisé, les données annotées issues du domaine source
sont disponibles en abondance alors que seulement quelques unes sont dispo-
nibles dans le domaine cible. Afin que la fonction noyau de la couche Nyström
soit capable de reconnaître des similarités entre données issues de domaines dif-
férents, il serait certainement nécessaire de construire une représentation inva-
riante entre les domaines. Pour répondre à ce problème, nous pourrions utiliser
la méthode d’adaptation de domaine antagoniste (adversarial) proposée par GA-
NIN, USTINOVA, AJAKAN et al., 2016. Dans ces travaux, les auteurs construisent
un réseau de neurones capable de fournir une représentation des données rem-
plissant deux fonctions : (I) elle permet de discriminer les différentes classes du
domaine source et (II) elle est invariante en fonction du domaine des données
considérées. Un tel réseau de neurones possède un module d’extraction de carac-
téristiques servant de base à deux modules de prédiction, l’un chargé de recon-
naître les classes des données d’entrée et l’autre chargé d’identifier le domaine
duquel proviennent les données traitées. Pour obtenir un module d’extraction de
caractéristiques à la fois (I) discriminant et (II) invariant, ses poids sont optimi-
sés de façon à minimiser l’erreur du module de prédiction de classe et, grâce à
la technique de renversement du gradient (gradient reversal), maximiser l’erreur
du module de prédiction de domaine, d’où la notion d’apprentissage «antago-
niste». En utilisant la couche de Nyström adaptative, nous pourrions profiter de
sa capacité à apprendre avec peu de données annotées pour ajouter un troisième
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module de prédiction dédié à la classification des données du domaine cible, si
les classes à prédire dans ce cas sont différentes de celles du domaine source.

Une autre perspective possible de ce travail consisterait à appliquer la couche
Nyström à d’autres types de réseaux, traitant d’autres types de données, comme
les réseaux de convolution sur graphe où nous pourrions profiter pleinement
de la capacité des noyaux à traiter des données non vectorielles. Nous pensons
notamment aux réseaux de convolution sur graphe qui construisent une repré-
sentation convolutive de chaque noeud du graphe avant de réaliser une opéra-
tion de readout qui permet d’obtenir une représentation vectorielle globale du
graphe. Habituellement, ce readout consiste en une simple somme de toutes les
représentations des nœuds (WU, PAN, CHEN et al., 2020), qui détruit définitive-
ment l’information du voisinage entre les nœuds. L’utilisation à cet endroit de
la couche Nyström adaptative équipée d’un noyau sur graphe (VISHWANATHAN,
SCHRAUDOLPH, KONDOR et al., 2010 ; SHERVASHIDZE, SCHWEITZER, VAN LEEU-
WEN et al., 2011) pourrait permettre d’obtenir une représentation vectorielle du
graphe moins destructrice, conduisant peut-être à de meilleures performances
dans la tâche de prédiction finale.

Un défaut important de la couche Nyström adaptative, cependant, est le fait
qu’elle nécessite de garder en mémoire les observations de référence, ce qui
contre balance la réduction du nombre de paramètres à stocker dans la couche
elle-même.

Historiquement, ce dernier constat nous avait conduit à nous intéresser à la
méthode de Nyström efficace de SI, HSIEH et DHILLON, 2016 afin de réduire
l’empreinte mémoire des observations de référence à stocker. Ceci nous amène à
la première contribution du Chapitre 3 où nous proposons un variant de la mé-
thode des K-moyennes comme algorithme de regroupement, appelé QK-means. La
méthode que nous proposons fournit une matrice de centroïdes exprimée sous
la forme d’un produit de matrices parcimonieuses dont le nombre total de va-
leurs non-nulles est grandement inférieur au nombre de valeurs non nulles à sto-
cker dans la matrice dense correspondante. Nous avons démontré dans une série
d’expériences que l’intérêt de la méthode que nous proposons pouvait facilement
se transférer à de nombreux cas d’application de l’algorithme des K-moyennes.
Nous pensons que nous sommes loin d’avoir fait le tour de toutes les applications
possibles de cette méthode et donc des travaux futurs pourraient simplement
consister à y trouver d’autres cas d’utilisation. En outre, notre méthode repose
sur la résolution d’un problème d’approximation d’une matrice par un produit de
facteurs parcimonieux. Afin de résoudre ce problème, nous avons choisi d’utili-
ser l’algorithme Palm4MSA pour des raisons essentiellement historiques mais nous
pensons qu’il y a un large espace pour travailler à trouver des alternatives à cet
algorithme qui seraient soit plus rapides, soit meilleures en terme de qualité
d’approximation. L’une des pistes de réflexion que nous avons envisagé repose
notamment sur la reformulation du produit de facteurs parcimonieux de façon à
obtenir un meilleur contrôle sur l’opération de projection dans Palm4MSA.
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Dans la deuxième partie du Chapitre 3, nous comprimons un réseau neuro-
nal en en approximant les couches par des produits de matrices parcimonieuses.
Cette idée, simple à mettre en œuvre, nous a permit d’obtenir d’excellents taux
de compression sur plusieurs architectures. Toutefois, dans son état actuel, nous
avons failli à démontrer un intérêt supérieur à cette méthode comparé à cer-
taines autres méthodes de l’état de l’art. Nous planifions d’essayer d’améliorer
les performances de notre procédure, notamment en incorporant les activations
des couches du réseau à la fonction objectif de Palm4MSA afin d’assurer que les
activations du réseau comprimé imite au maximum les activations du réseau ini-
tial, de façon analogue à ce qui a été fait dans les travaux de ROMERO, BALLAS,
KAHOU et al., 2015. Dans l’optique d’intégrer les factorisations parcimonieuses
aux réseaux neuronaux, la méthode QK-means pourrait être utilisée dans le cadre
de la compression des réseaux neuronaux par quantification. Par exemple, les tra-
vaux de STOCK, JOULIN, GRIBONVAL et al., 2020 pourraient être revisités en uti-
lisant QK-means à la place des K-moyennes lors de l’étape de regroupement pour
la construction du codebook de chaque couche et ainsi réduire encore la com-
plexité de leur modèle. Dans l’idée de combiner les méthodes sur lesquelles nous
avons travaillé, nous pouvons aussi nous demander si la méthode QK-means ne
pourrait pas être utilisée pour exprimer sous une forme comprimée les points de
référence de la couche Nyström adaptative. L’approche qui nous semble la plus
simple dans ce cas serait de pré-entraîner un réseau, calculer une représentation
intermédiaire de tous les exemples d’un jeu de données, puis utiliser QK-means
pour obtenir un ensemble de points de référence exprimés sous la forme d’un
produit de matrices parcimonieuses, utilisé pour alléger la couche de Nyström
adaptative.

Enfin, dans le Chapitre 4 qui est essentiellement expérimental, nous utilisons
une autre méthode d’approximation parcimonieuse pour comprimer cette fois-ci
des forêts aléatoires. Nous appliquons l’algorithme OMP pour pondérer et sélec-
tionner les arbres d’une forêt aléatoire de façon à préserver au mieux la précision
sur le jeu de données d’entraînement. L’algorithme OMP a été largement étudié
en traitement du signal et de nombreux résultats théoriques accompagnent cet
algorithme. Dans des travaux futurs, mettre en relation ces résultats avec le fonc-
tionnement des forêts aléatoires pourrait permettre d’offrir une justification théo-
rique aux excellents résultats empiriques obtenus dans nos travaux. Tout reste
à faire dans cette voie et nous ne pouvons que spéculer pour l’instant mais une
piste qui nous semble intéressante serait de mettre en lien l’étape de projection
orthogonale dans OMP avec l’intérêt d’obtenir une forêt la plus diverse possible.

Au travers de ces différentes contributions, nous pensons avoir illustré l’intérêt
d’utiliser des méthodes d’approximation parcimonieuses et les méthodes d’ap-
proximation de noyaux pour réduire la complexité de modèles d’apprentissage
sans en impacter trop les performances.

Nous terminons ce document en tentant de prendre un peu de recul par rap-
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port à ce qui a été fait dans cette thèse. L’apprentissage automatique connaît en
ce moment un essor phénoménal, surtout grâce à l’explosion de la puissance de
calcul disponible pour faire fonctionner des algorithmes d’apprentissage gour-
mands. Au fil de cette thèse, nous nous sommes efforcés de garder à l’esprit
l’idée de construire des modèles avec une complexité réduite et nous pensons
avoir fait au moins quelques avancées dans cette direction. Toutefois, il convient
de se poser la question des raisons profondes qui motivent cette idée. Pourquoi
souhaitons-nous travailler sur cette problématique? en particulier : sommes nous
motivés par des aspirations écologistes ? si oui, sommes nous sûrs de rendre ser-
vice à ces aspirations en produisant des algorithmes moins chers à exécuter ? ne
serait-ce pas, au contraire, une invitation à exécuter plus ? les centaines de mil-
liers d’heures de calcul sur GPU utilisées dans le cadre de cette thèse me laissent
dubitatif sur cette question. Étaient-t-elles nécessaires ou bien est-ce du gâchis ?
peut-être que la méthode expérimentale n’était pas adaptée? difficile à dire mais
il me semble que ces questions devraient toujours être gardées à l’esprit.
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