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Introduction

L’espace des densités tensorielles de poids A sur R
Fo={fla) fec=®}, (\em),

est un Vect(R)-module, ou Vect(R) est I’algébre de Lie des champs de vecteurs sur R qui agit
par la dérivée de Lie :
A A A
LF%(f(dx) )= (Ff' + \fF')(dz)", (0.0.1)
ou f' = % et [/ = %. Tout opérateur différentiel A sur R agissant de F) vers F,, peut étre
considéré comme une application linéaire f(dz)* — (Af)(dz)* de Fy dans F,,. L’espace de
ces opérateurs, noté D) ,,, est un Vect(R)-module , ot 'action est donnée par :

LYMA) = Lh o A— Ao L. (0.0.2)

Un opérateur différentiel bilinéaire A agissant de F) ® F,, dans F, est donné par fdax? @
gdz¥ — A(f®g)dz" pour tout (A, v, u) € R3 . L’algébre de Lie Vect(R) agit alors sur l’espace
Homgig (Fa ® Fu, Fu) = Dy ., de ces opérateurs différentiels par :

XpA=Lh oA~ AoLQY, (0.0.3)

ol Lg?:/) est la dérivée de Lie sur F) ® F,, définie par la régle de Leibniz

IY(f@g) =X, (f)® g+ f © L%, (9).

Par ailleurs, 'algébre de Lie semi-simple s[(2) peut étre réalisée comme sous algebre de
Vect(R) de la maniére suivante : c’est la sous algébre engendrée par {%, x%, ;UQ%}. Ainsi,
Fx, Dy et Dy, sont aussi des sl(2)-modules.

Une déformation formelle de la structure de Vect(R)-module D est un homomorphisme
L d’algébres de Lie de la forme :

Lx =Lx+px



ot X € Vect(R) et px est une série formelle en un certain nombre de parameétres ¢y, ..., t,
a coefficients dans Dj* et a terme constant nul. Pour un réel J et un entier m > 0 ar-
bitraires, on considere l'espace Dj* des opérateurs différentiels sur I'espaces des symboles
St = @;nzo Fs—j, c’est a dire que 'on a

Dy= P D

ol d — A et § — p sont des entiers. Autrement dit px s’ecrit :
k
px = > HCH(X) + > titjpig(X) +--- .
i=1 i\j

L’application X — Lx + Zle t;Ci(X) est appelée déformation infinitésimale. La relation
Lixy) = [Lx, Ly] impose bien siir des conditions sur les paramétres ¢; et sur les applications
Ci, pi,j - .. En particulier, les C; doivent étre des 1-cocycles :

Plus précisément, espace de cohomologie H!(Vect(R), DF*) détermine et classifie les défor-
mations infinitésimales alors que les obstructions & I'intégrabilité d’une déformation infinité-
simale se trouvent dans l'espace de cohomologie H?(Vect(R), DF").

complexes, par M. Kodaira et D. C Spencer en 1958 [43]. Plus tard, un programme de
déformation a été initié en 1975 par F. Bayen, M. Flato, C. Fronsdal, A. Lichnerowicz et D.
Sternheimer [16]. Le but de ce programme est de construire des déformations formelles du
crochet de Poisson afin d’obtenir un nouveau formalisme qui traite la quantification de la
mécanique classique. Ce programme était le point de départ d’une longue série des travaux
a travers ce qu’on appelle la théorie du "produit-star".

Dans cette thése, on s’intéresse a deux thémes de recherche qui sont trés étroitement liés.
Le premier théme est ’étude de la structure du module Vect(R) sur 'espace des opérateurs
différentiels bilinéaires agissant sur les densités tensorielles. Le deuxiéme théme concerne
I'étude les déformations h—triviales de l'intégration standard de I’algébre de Lie Vect(S?!)
des champs de vecteurs lisses sur le cercle, dans 'algébre de Lie des fonctions sur le fibré
cotangent T*S'. On classe les déformations de cette action qui deviennent triviales une fois
limitées a h ou h = aff(1) ou sl(2). Les conditions nécessaires et suffisantes pour I'intégrabilité
des déformations infinitésimales sont alors données.

Le manuscrit est constitué de trois chapitres et d’une conclusion.

e Chapitre 1 : Il s’agit d’un chapitre introductif, dans lequel on trouvera les notions
de base de la théorie de la déformation et de la cohomologie nécessaires a ’exposé de notre
travail.

e Chapitre 2 : " Cohomologie de I'algébre de Lie des champs de vecteurs sur R "[15].



Dans ce chapitre, on considére la structure de Vect(R) module sur I'espace des opérateurs
différentiels bilinéaires agissant sur les espaces de densités. On calcule le premiére espace
cohomologie différentielle d’algebre de Lie Vect(R) & coefficients dans le module Dy ,.,,.

Le résultat principal de ce chapitre est le théoréme suivant :

Théoréme 0.0.1. (i) Sipu— A—v =0, alors

Héiff(veCt(R)v D)\,V;;L) - R, pour tout \ et v.

(13) Sipu—N—v =1, alors

) R3 s () v)=(0,0),
Hdiff (VeCt(R)> D/\,y;u) = R

sinon.
(7i1) Sipu— A —v =2, alors

R? s (A v)=(0,0),
Hig(Vect(R), Day) =4 R si (Av) = (0,-1),(0,),(A,0), (A, —1 — ),
0 SINomn.

(iv) St p—XN—v =3, alors

R? si () v)=(0,0),
H(Ihff( VeCt(R)’ DAJ’;“) = RQ 51 ()\’ V) = (_27 0)’ (07 _2)7 (_%7 _%)7

R stnon.
(v) St p—X—v =4, alors
H(lilff( VeCt(R)7D/\,V;p) = R2 pour tout A et v.
(vi) Sip—A—v =05, alors
(R si (A v)=(0,0),(0,—4),(—4,0),
RQ s1 ()\,I/) 7£ (_éa_%)’(_§7_2)7(_1a_%)a(_1a_2)a
H(liﬁ(Vect(]R) D)\ " ) = (_%’ _1%)’ (_5’ _1)7 <_§7 _%)7 (_%7 _32)7
i » P vip (—2,—5),(—1,—1),(—2,—1),(—2,—5)
R sinon.




(vii) Sip—X—v =6, alors

RS i (\v) = (S54,0), (0, =548,
(@_57 _\/1279_5)7 (_@_57 \/%_5)7

R* i ((?”%fﬁ‘?‘E}E‘%‘éyg—i‘ég

H(liiff(veCt(R)aD)\,V;u) — 2 2)h _1’_§ ) _57_1 ) _17_2 s

(—é,—l),(—é,—%),(—%5,—%),(—2,—%),
(_57_2)7(_§a_5§)7(_553_5)7(_27_1)>
(_27_2)7(_27_5)7(_57_2)7

R stnon.

(viii) Sip—A—v =7, alors

( R2 si (/\,V) — (—5—2\/@7 —5—2\/E),( 5+\/E7 —5—&-2@)7

- 2
(0,1), (X,0), (A, =6 — X), (VI — 1, =Y19=5),

(ﬁa \/E_ 1)7 (_\/E_ 17 @_5)7
(@7_\/E_ 1)7

Hig(Vect(R), Dav) = 4 R si (A w) # (=3, -3), (=3, - 1), (=3, -3),
<_%7_3)7(_17_3)7(_37_1)7(_17_2)7
(_27_1)7(_27_3)7(_37_2)7(_27_%)7
(_%’_2)7(_%’_%)7(_%_2)’(_%v_%):
(_%7_%)7(_27_2)7(_27_%)’(_%7_2)7

0 51M0M.

(iz) St pp— X —v > 8 avec X et v alors
Hiigr(Vect(R), D) = 0.

e Chapitre 3 : " Déformation h— relative des opérateurs pseudodifférentiels " [14].

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude de la déformation h-triviale du plongement
naturel de I'algébre de Lie des champs de vecteurs Vect(S') dans I'espace des opérateurs
pseudodifférentiels UDO(S) sur le cercle S ot h = aff(1) ou sl(2).

On sait que l'algébre de Lie Vect(S') des champs de vecteurs sur S' agit naturellement
par la dérivée de Lie sur WDO(S!) et que cette action X + p(X), définit une structure de
Vect(S')—module sur ¥DO(S!). On cherche alors & définir un morphisme d’algébre de Lie
de Vect(S') dans End(¥YDO(S1));

ox = px +Px



ou Px est une série formelle en un certain nombre de paramétres tq,--- ,tg, & coeflicients
dans ¥DO(S).
Autrement dit ®x s’écrit :

k
Ox =Y LCH(X) + ) titjpig(X)+ -
i=1 i

L’application

k
X = px + Y tCi(X)
i=1
est appelée la déformation infinitésimale du Vect(S')—module sur ¥DO(S!). L'étude des
déformations de ce morphisme est étroitement liée au premier et au deuxiéme groupe de co-
homologie H!(Vect(S'),h, UDO(S')) et H2(Vect(St),h, PDO(S')). De la condition d’ho-
momorphisme :

p([X,Y]) = [p(X), p(Y)],

on déduit d’une part que les C; sont des 1-cocycles, et d’autre part que deux déformations
infintésimales sont équivalentes si et seulement si elles différent d’un cobord. Ainsi, le premier
groupe de cohomologie H'(Vect(S'),h, UDO(S')) caractérise et classifie les déformations in-
finitésimales. D’autre part, pour obtenir une déformation formelle & partir d’une déformation
infinitésimale, des obstructions peuvent apparaitre et la résolution de ces obstructions a lieu
dans H?(Vect(S'),h, UDO(S1)).

Les résultats principaux de ce chapitre sont les suivants :

Proposition 0.0.1. Toute déformation infinitésimale aff(1)—triviale de Vect(S') & valeurs
dans P est équivalente a :

fOm fE+af"¢ +eaf"e?, (0.0.4)
ot c1,co € R (ou C) sont des parametres

Théoréme 0.0.2. Les conditions du troisiéme ordre sont mécessaires et suffisantes pour
permettre lintégrabilité de la déformation infinitésimale (0.0.4). De plus, toute déformation
formelle aff(1)—triviale de la dérivé de Lie px sur l'espace des symboles P est équivalente
G un polynome de degré inférieur ou égal a 2.

Proposition 0.0.2. Toute déformation infinitésimale aff(1)—triviale de Vect(S') a valeurs
dans P est équivalente a (0.0.4).

Théoréme 0.0.3. Une déformation infinitésimale aff(1)— triviale (0.0.4) correspond & une
déformation polynomiale du plongement naturel Vect(S') — P si et seulement si la condition
sutvante est satisfaite :

8¢t 4 9¢3 = 0.



Proposition 0.0.3. Toute déformation aff(1)—triviale infinitésimale du plongement naturel
de Vect(S1) dans $DO est équivalente a :

T fO— fE+ 02@2(f6) + Cg@g(fa), (0.0.5)
ot c3,c3 € R (ou C) sont des parameétres et 0y et 63 sont des cocycles .

Théoréme 0.0.4. La déformation infinitésimale (0.0.5) est intégrable a une déformation
polynomiale si et seulement si la relation suivante (cubique) est satisfaite :

8¢5 +9¢3 + 8¢5 + 18cac3 = 0. (0.0.6)
Proposition 0.0.4. Cette relation
8¢5 + 9¢2 + h(18cac3) + h?8c2 =0 (0.0.7)

est une condition d’intégrabilité nécessaire pour l'integrabilité de la déformation infinitésimale

(0.0.5) dans WDOy(S!) .



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons les principales notions qui nous serons utiles pour la
suite. Dans les sections 1 et 2, nous présentons briévement la cohomologie des algeébres de Lie
et les déformations de leurs module Dj,,. Dans la section, 3 on rappelle la cohomologie de
I'algébre de Lie Vect(S!) a coefficients dans 'espace des densites tensorielles Fy. La section
4 est consacrée a la cohomologie de Vect(S') dans D,,,. Enfin, la section 5 est consacrée &
I’algébre de Lie sur les opérateurs différentiels et pseudo-différentiels $DO

1.1  Cohomologie des algébres de Lie

1.1.1 Algébre de Lie

On appelle algebre de Lie sur K (K = R ou C), un K-espace vectoriel g , muni d’une
application bilinéaire antisymétrique [, ] : g X g — g, appelé crochet de Lie ou commutateur,
vérifiant 'identité de Jacobi :

[z, yl, 2]+ [z, 2], Yl + [y, 2], 2] =0,
pour tous x, y, z € g.

On dit qu’un sous espace vectoriel h de g est une sous algébre de Lie, si pour tous z, y
dans b, on a [z, y] € b.

Si a et b sont deux sous algebres de Lie d’une algebre de Lie g alors [a, b] désigne la sous
algebre de Lie engendrée par 'ensemble {[x, y], x € a, y € b}. (Une telle sous algébre existe,
c’est l'intersection de toutes les sous algébres contenant cet ensemble).

Une sous algebre de Lie b de g est dite un idéal de g si [g, h] C b, c’est a dire que
Veeg Vyeb, [z, yleh.

Si b est un idéal de g alors l'espace quotient g/h est muni d’une structure d’algébre de
Lie, c’est & dire que le crochet de Lie passe au quotient.
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Si g1 et go sont deux algébres de Lie alors on définit une algébre de Lie somme

g=01 D92, [(1, 22), (Y1, v2)] = ([x1, 1], [z2, ¥2]).

Les algébres g1 et go sont considérées comme deux idéaux de g; @ go :
g1 =01 @ {0} et go={0}®go.

Exemples 1.1.1. 1) Une algebre de Lie n’est pas associative, mais toute algébre associative
peut étre munie d’une structure d’algébre de Lie en posant [z, y] = zy — yx. Ainsi
lensemble gl(n, K), des matrices carrées a coefficients dans K, est une algébre de Lie :

[A, B] = AB — BA pour tous A, B € gl(n, K).

2) SiV est un K-espace vectoriel de dimension finie, alors End(V'), l’espace des endomorphismes
de V', est une algébre de Lie : [u, v] =uov —vowu pour tous u, v € End(V).

3) o(n,R) ={M € gl(n,R) : 'M + M = 0} est une sous algébre de Lie de gl(n,R).

4) sl(n,R) ={M € gl(n,R) : trM = 0} est une sous algébre de Lie de gl(n,R).

5) Vect(R™) = {>°" Xi(x)d‘ii . X € C®(R™)} est une algebre de Lie .

6) L’algébre de Lie sl(n+1,R) peut étre réalisée comme sous algébre de Lie de Vect(R™).

1.1.2 Homomorphismes et représentations

Soient g et h deux algébres de Lie. Une application

p:g—h

est dite un homomorphisme d’algébres de Lie si ¢ est un homomorphisme d’espaces vectoriels
vérifiant

o([z, y]) = [o(x), o(y)]-

Une représentation d’une algébre de Lie g dans un espace vectoriel V' est un homomorphisme
d’algébres de Lie

p:g—gl(V),

gl(V) étant muni de la structure d’algébre de Lie définie par :[u, v] = uov — v ou. On note
alors (p, V) une telle représentation et on dit que V' est un g-module .

Exemples 1.1.2. 1) Soit g une algébre de Lie, I’homomorphisme
ad : g — gl(g),

défini par : ad(x)(y) = [z, y], pour tous z, y de g, est une représentation de g dans lui-méme,
appelée la représentation adjointe de g.
2) L’homomorphisme p : gl(n,R) — End(R"™) défini par

p(4)(z) = Az

est une représentation de gl(n,R) dans R™, appelée la représentation naturelle.
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1.1.3 Module

Soit g une algebre de Lie, un espace vectoriel V' (sur le méme corps que g) est un module
sur g ou g-module s’il existe une représentation p de g dans V' : p: g — End(V'). On notera

gv au lieu de p(g)(v)).

Exemples 1.1.3. 1) Si p =0 on dit que (p, V) un g-module trivial.
2) L’algébre de Lie g, munie de la représentation adjointe, est un g-module.
3) SiV et W sont deux g-modules alors les espaces vectoriels suivants sont des g-modules :
) VoW, glvdw) :=gvd gw.
i) VeaW, gvew) :=gv@w+v® gw
iii) Hom(V, W), (g9¢)(v) := g(¢(v)) — ¢(gv) pour tout ¢ € Hom(V, W).

1.1.4 Cohomologie des algébres de Lie

Définition 1.1.1. Soient g une algébre de Lie et V un g-module. On appelle une q-cochaine
de l'algébre g a coefficients dans V' toute application g-linéaire antisymétrique de g a valeurs
dans V. L’espace des q-cochaines est noté Ci(g, V). Ainsi C4(g, V) = Hom(A4g, V), ce qui
confere a CU(g, V) une structure de g-module. La différentielle de Chevalley-Eilemberg

§=0,:C%g, V) — C(g, V)

est définie par la formule

50(917 R gq—l-l) = Z (_1)8+t_1c([gs; gt]a g1, ---, §S7 --'7§t7 ceey gq—H)
1<s<t<q+1
+ Z (_1>Sgsc(gla ey /9\87 ceey gq—l-l)
1<s<q+1
ouce Ci(g, V) etgi, ..., ger1 € g (la notation g; indique que le iéme terme est omis).

Nous convenons que pour ¢ <0, C9(g, V) =0 et o, = 0. On vérifie alors que dg41 0 g =0
et que Imdy—1 C ker dy.
Nous avons donc un compleze :

0 g, V) == CT (g, V) "5 C(g, V) = -

Notons Hi(g, V') = ker 64/Imd,—1 l'espace quotient. Cet espace est appelé l’espace de q-cohomologie
de g a coefficients dans V. On note classiquement :
Zi(g, V) =kerd, : l’espace des g-cocycles
Bi(g, V) =1Imd,—1 : Uespace des g-cobords.
Si V=R (ou C) est considéré comme module trivial, le second terme du membre de droite
de la formule ci-dessus s’annule, et on note les cohomologies, dans ce cas, H1(g).

Remarque 1.1.1. La cohomologie est dite différentielle lorsque les cochaines sont des opérateurs
différentiels.
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Exemple 1.1.1. Soit Q(M) I'ensemble des formes différentielles sur une variété M, et d la
différentielle extérieure sur Q(M) & savoir la seule antidérivation de Q(M) de carrée nulle et
dont la restriction & C*°(M) coincide avec la différentielle des fonctions. Si w est une p-forme
et si Xo, ..., X, sont des champs de vecteurs, alors la forme explicite de d est donnée par :

Mw

dw(X(],..., Xon,...,Xi,...,Xp)
'L:O
+ Y D)X, X, X, - Xiy o X X)
0<i<j<p

Ainsi une forme différentielle de degré p peut étre interprétée comme une p-cochaine de
'algebre de Lie Vect(M) a coefficients dans le Vect(M)-module C*°(M). Le complexe de De
Rham dont les cocycles sont les formes fermées et dont les cobords sont les formes exactes
peut étre vu donc comme un sous-complexe du complexe C*(Vect(M), C*(M)).

1.1.5 L’espace de cohomologie H!(g, Hom(W, V))

Extension des modules

Définition 1.1.2. Soient V et W deux g-modules. On appelle extension de V' par W toute
suite exacte de g-modules V, W et R

0O0—-V-—->R—-W-—=0

Deux extensions de V' par W définies par deux g-modules R et R; sont dites équivalentes s’il
existe un isomorphisme de g-modules 9 tel que le diagramme suivant commute :

0 V-o>R—>W=0
Lid [ lid

0=V >R —-W=0
L’éspace de cohomologie H!(g, Hom(W, V))

Soit W un supplémentaire a V' dans R, toute extension est de la forme :

g(v, w) = (gv+c(g)w, gw), (1.1.1)

ou ¢: g — Hom(W, V') est une application linéaire.

On vérifie que la formule (1.1.1) définit une structure de module sur R si et seulement si
¢ est un cocycle : d(c)(z, y) :=g-c(y) —y-c(x) —c([z, y]) =0 pour tout z,y € g . De
plus, on vérifie que toute application v qui fait commuter le diagramme ci-dessus a la forme :

T/J(U, w) = (U + QO(U)), w),
ot p € C%g, Hom(W, V)) = Hom(W, V).
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Enfin, on montre par un calcul direct que I'extension définie par le cocycle ¢ est équivalente
a lextension définie par le cocycle ¢; via 1 si et seulement si ¢; est de la forme ¢ = ¢ + dep.
La classe de cohomologie du cocycle ¢ correspond alors & la classe de la suite exacte :

v (v, 0) (v, w)—w

0—-V — " VeW — W0,

ot la structure de g-module sur V& W est donnée par la formule (1.1.1). L’espace de coho-
mologie H!(g, Hom (W, V)) est donc interprété comme 1’ensemble des classes des extensions
de V par W.

1.1.6  L’espace de cohomologie H*(g)

L’espace H?(g) peut s’interpréter comme ensemble des classes des extensions centrales
de dimension 1 de l'algébre de Lie g. Rappelons que I'extension centrale de dimension 1 de
I’algébre de Lie g est une suite exacte :

0-K—-g—g—0

d’algebres de Lie, pour laquelle 'image par ’homomorphisme K — g est contenue dans le
centre de algebre de Lie g.
A un cocycle ¢ € C?(g) correspond I'extension :

0-K—-Kpg—g—0,

ot le commutateur dans I’algébre K & g est défini par la formule :

(A, 9), (1, h)] = (c(g, h), g, h])

On peut vérifier que l'identité de Jacobi pour ce commutateur est équivalente au fait que ¢
est un cocycle et que deux cocycles cohomologues définissent deux extensions équivalentes et
réciproquement. Si le cocycle ¢ est un cobord alors I'extension est triviale.

1.1.7 L’espace H%(g,g)

L’espace H2(g,g) peut étre interprété comme l’ensemble des classes des déformations
infinitésimales de 1’algébre de Lie g. En effet, par définition, une série (formelle)

(X,Y) = &\(X,Y) := [X, Y]+ M1(X, V) + N fo(X,Y) + - (1.1.2)

est une déformation du crochet de Lie [,] si @) est un crochet de Lie pour chaque A, c’est-a-
dire qu’il s’agit d’une forme bilinéaire antisymétrique en X, Y et vérifiant I'identité de Jacobi.
Si on pose simplement

(X, Y]y = [X, Y]+ Ae(X,Y), (1.1.3)

¢ étant une 2-cochaine avec les valeurs dans g et A étant un scalaire, alors ce crochet satisfait
Iidentité de Jacobi modulo des termes d’ordre O(\?) si et seulement si ¢ est un 2-cocycle.
Si H?(g, g) = 0, alors toute déformation formelle de g est triviale.
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1.2 Deéformation des modules

La théorie des déformations des modules sur les algebres de Lie a été considérée pour la
premiére fois dans les travaux de Nijenhuis-Richardson [57]. Quant a Claude Roger et Valentin
Ovsienko, ils ont étudié dans ([54], [55]) les déformations formelles et multiparamétrées que
I’on considére ici.

1.2.1 Déformation formelle

Soit g une algébre de Lie et (V) p) un g-module, ot V' est un espace vectoriel et p : g —
End(V') un homomorphisme. Une déformation formelle multiparametrée du morphisme p est
une série formelle :

p(t)=p+ D pm(D), (1.2.1)

1<m

out = (t1, ..., tp) et chaque p,,(t) est un polynéome homogene en ¢, de degré m, a coef-
ficients dans End(V'). Les ¢; (¢ = 1, ..., p) sont appelés les paramétres de la déformation.
L’expression p(t) doit vérifier la condition d’homomorphisme :

p()[z, yl = [p(t)(x), p(t)(y)]; (1.2.2)

ou le crochet & droite est défini sur End(V') ® C[[t]] par extension C[[t]]-linéaire de End(V).

Pour classifier les déformations on définit la notion d’équivalence de déformations.

Déformations équivalentes

Une déformation p/(t) est dite équivalente a la déformation p(t) si p/(t) s’écrit : p/(t) =
I(t) o p(t), ou I(t) est un automorphisme de End(V') ® C[[t]| de la forme :

I(t)=exp (Y tiadAj+ Y  titjadd;+---),

1<i<p 1<i,5<p
ou A;, Ajj, ...sont des éléments de End(V).

Remarque 1.2.1. On peut d’une fagon analogue définir une déformation d’une algébre de
Lie. Une maniére de voir cela consiste a reprendre les définitions ci-dessus en considérant
toute algébre de Lie g comme g-module via la représentation adjointe. Pour plus de détails
sur la théorie de déformation des algébres de Lie nous invitons le lecteur a consulter ([6], [7],
[8], [10], [17], [58])-
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Equation de Maurer-Cartan

Soit a une application linéaire de g dans End(V), la différentielle de Chevalley-Eilemberg
de a s’écrit :
da(x, y) = alz, y] = [p(x), a(y)] + [p(y), a(x)].

Le crochet de Nijenhuis-Richardson [57] de deux applications linéaires a et b de g dans
End(V) est une application bilinéaire définie sur g x g par :

[a, B](z, y) = —a(x), b(y)] + [a(y), b(z)].

Posons ¢(t) = p(t) — p. On vérifie facilement que I’équation (1.2.2) s’écrit sous la forme

dp(t) + S[e(t), ()] =0, (1.2.3)

c’est I'équation de Maurer-Cartan (appelée aussi équation de déformation [44]).

Nous donnons maintenant un apercu des résultats fondamentaux de la théorie des défor-
mations et son lien avec la théorie de la cohomologie.

1.2.2 Déformation infinitésimale et cohomologie

Si on tronque l'expression (1.2.1) & 'ordre 1, on obtient
P1(t) = p+e1(t) = p+tict + -+ 10y

11(t) est appelé déformation infinitésimale.

Une déformation infinitésimale de g-module V est dite intégrable s’il éxiste une déforma-
tion formelle telle que 1)1 (t) soit sa partie infinitésimale.

Reprenons 'expression (1.2.1) et considérons les déformations infinitésimales :

¢1(t) = p+tlcl + ttt +tpcp-

On déduit facilement de I’équation (1.2.3) que chaque application linéaire

¢ g — End(V) est un 1-cocycle. De plus si p(t) et p/(t) sont deux déformations équiva-
lentes, alors les cocyles correspondant aux déformations infinitésimales sont cohomologues.
Une déformation infinitésimale est donc définie, & équivalence prés, par les classes des coho-
mologies [c1], ..., [¢p] dans H(g, End(V)), en particulier, si H! (g, End(V)) = 0, alors toute
déformation infinitésimale ¢ (t) = p+tic1 + - - - 4 tpc, de p est triviale c’est & dire 11 (t) est
équivalente & p (on peut montrer aussi, par récurrence, que dans ce cas toute déformation
formelle est triviale).
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Obstruction

Dans le cas ot H'(g, End(V)) # {0}, I'une des questions qui se pose est d’étendre la
déformation infinitésimale en une déformation formelle. L’obstruction pour I'existence d’une
déformation formelle (1.2.1) appartient au second groupe de cohomologie H?(g, End(V)).
Ceci est une conséquence de 1’équation (1.2.3).

Lemme 1.2.1. Le terme d’ordre 2 dans (1.2.3) est

Sa(t) = ~3lr(t), wr(0)]

Le second membre [p1(t), ¢1(t)] est un 2-cocycle. Sa classe de cohomologie est donc une
obstruction pour 'existence d’un terme d’ordre 2 dont les coefficients polynomiaux sont des
polynémes homogénes d’ordre 2 en t. Pour l'existence de s, il est nécessaire et suffisant
que ces obstructions s’annulent. En particulier, si H2(g, End(V)) = 0, on montre de méme
par récurrence qu’on peut prolonger toute déformation infinitésimale en une déformation
formelle.

1.3 Espace de densités tensorielles
Considérons 'action a 1-parameétre Vect(R) sur C*°(R) donnée par :
Lypa ()= F[ +\F'f, (1.3.1)

ou f € C*°(R) et A € R. La structure de Vect(R)-module sur C*°(R) donnée par (1.3.1) est
notée par F) :

Fa={fa?, rec=my
De méme, on définit I'espace des densités tensorielles sur S*.

Proposition 1.3.1. [35, 59] Le premier espace de cohomologie de Vect(S') a coefficients
dans ’espace de densités tensorielles Fy a la structure suivante :

R2, siA=0
H!(Vect(S'), Fa) < R,  siA=1 ou?2
0, stnon

1l est engendré par les classes de 1-cocycles non triviaux suivants :

50<F%> — F et ﬁl(F%> —F', siA=0,

B2(F%> = F' six=1

53(17%) — F" siA=2.
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On va maintenant introduire la notion d’opérateurs différentiels sur R en donnant un
résultat important qui est la base des résutats présentés dans le chapitre 2.

1.4 Espace d’opérateurs différentiels

Soit DF I’espace des opérateurs différentiels linéaires d’ordre k sur R

A : C*(R) — C*(R),
dk
dzk
On définit une famille & deux paramétres d’action de Vect(R) sur D* en considérant les

arguments et les images des opérateurs différentiels comme des densités tensorielles de
degrés arbitraires :

A = ap(x) + - 4 ag(x).

A:]:,\—>]:u ()\,[LGR).

On note Dy , le Vect(R)-module des opérateurs différentiels linéaires : A : F\ — F,. L’action
de Vect(R) sur D) ,, est définie par :

LYM(A) = L% 0 A— Ao LX. (1.4.1)

La structure de Vect(R)-module sur D§* est définie par (1.4.1) avec le poids approprié sur
chaque composante.

On se restreint aux fonctions polynomiales et on continue & désigner par F) 'espace des
densités tensorielles polynomiales de poids A et par Dy , le Vectp(R)-module des opérateurs
différentiels linéaires A : Fy — F, ot Vect(R) est I'algébre de Lie des champs de vecteurs
polynomiaux sur R.

Le premier espace de cohomologie Hl.o(Vect(R), Dy r1x) est calculé par Feigin et Fuks
dans [29] et le résultat est le suivant :

Théoréme 1.4.1.
Le premier espace de cohomologie de Vect(R) a coefficients dans ’espace des opérateurs
différentiels D), a la structure suivante :

R, si k=0, 2,3, 4, pour tout A\

R si A=0, k=1,
Hig(Vect(R), Dassr) =< R,  si A=0,-4, k=5

R, st A=uai, a2, k=6

0, swnon

_5+/19 5—
2

et ag = — 5

T2

ou a; =
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L’espace H;¢(Vect(R), s1(2); Dy x+) de cohomologie relative différentielle est calculé par
Bouarroudj et Ovsienko dans [22] et le resultat est le suivant :

Théoréme 1.4.2.
Le premier espace de cohomologie relative Hi.(Vect(R), s1(2); Da xtk) @ la structure suivante :

( k=2 etA # —1,
k=3 et A # —1,
R, si k=4 etX # —3,
k=5 et A\=0, —4,
k=6 et AX=uaq, as
0, stnon,

Hlig(Vectp(R),s1(2); Dy ayk) =~

ol a1 = —LFQV 19 et ay = —5*2

5

Théoréme 1.4.3.
Le deuxieme espace de cohomologie de Vect(R) a coefficients dans ’espace des opérateurs
différentiels Dy a1 @ la structure suivante : [29, 18].

k=1, A=0,
R, si k=2,3,4,7,8,9, 10, 11 pour tout X,
H3¢ (Vectp(R), Dy arr) =~ k=12,13, 14 et A = % ou % + 7W’,
R2,  si k=5 A=0,—-4, ouk =6, \=ay, as,

0, S1n0M.

Théoréme 1.4.4.
L’espace H3,4(Vect(R),s[(2); Dy ) de cohomologie relative différentielle a été calculé par
Bouarroudyj [21] et le résultat est le suivant :

()‘7 :u) - (07 5), (_27 3)7 (_47 1), (_%7 %)
et (—5+ %% I %0),
R, st uw—A=k=7,8,9,10, 11 pourtoutk#%,
Hi¢ (Vect(R), 51(2); Dy ) =~ p—A=k=12,13, 14 et A = 15k - V12h=323
p—A=k=15 et A\ =13,
R?, i uw—A=k=7, ---14, pour)\:%,
0, stnon.

1.5 Algébres d’opérateurs différentiels et pseudodifférentiels

On va maintenant introduire la notion d’opérateurs pseudodifférentiels sur R en donnant
un résultat important qui est la base des résultats présentés dans le chapitre 3.
Un opérateur différentiel s’écrit

N

A= Zapﬁp,

p=0
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ol les a, sont dans C*°(S1). L’action de A sur C*°(S1) est alors définie naturellement par

N
A(f) = Z a’pf(p)7
p=0

et N est appelé 'ordre de A. Le produit de deux opérateurs se définit alors tout simple-
ment par leur composition, la formule algébrique s’obtient par application de la formule de
Leibnitz : da = ad + a’. On déduit par récurrence

P
Pa = Z(z)a(’f)a(p*k)_
k=0

On obtient ainsi une algébre associative et unitaire, appelée algébre des opérateurs diffé-
rentiels sur le cercle, et noté OD(S'). On peut aussi la munir de sa structure d’algébre de
Lie obtenue par antisymétrisation [A, B] = Ao B — Bo A. On peut ensuite essayer d’inverser
formellement le symbole @ en ajoutant des termes "intégraux" en 0~!; il faut alors détermi-
ner la valeur du produit 9~ !a; cette valeur nous est imposée par la régle 9(0~'a) = a et on

déduit alors par récurrence
oo

0 la = Z(—l)l’a@)a—p—l,

p=0

et des formules analogues pour 9 *a. Il y a donc une différence de taille avec le cas des
opérateurs d’ordre positif : on ne peut éviter ici d’avoir une infinité de termes d’ordre négatif.
Un symbole d’opérateur pseudodifférentiel sera donc une série de la forme

N
A= Zapﬁp.

Une telle série peut étre considérée comme une fonction de deux variables (z, 9) formelle
en la seconde variable, dont on pourra calculer les dérivées partielles par rapport & z et
a 0. La composition des opérateurs différentiels s’étend alors aux symboles d’opérateurs
pseudodifférentiels suivant la formule :

[o.¢]
1 OPA OPB
rop=3 L lAls
p! O(0P) OxP
p=0
On obtient ainsi une algébre associative et unitaire notée WDO(S') et appelée algébre
des symboles d’opérateurs pseudodifférentiels sur S*.
La beauté de cette algébre réside dans 'existence d’une trace, ce qui est assez rare en

dimension infinie. On définit le résidu du symbole A par Res(A) = a_; et la trace par
Tr(A) = [4 a—1(z)dz.

Théoréme 1.5.1. [56] Pour tous A et B dans WDO(S'), on a Tr(Ao B) = Tr(B o A).
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Remarque 1.5.1. L’application (A, B) — Tr(AoB) définit une forme bilinéaire symétrique,
invariante et non dégénérée dans WDO(S!).

On va maintenant donner quelques résultats cohomologiques sur WDO(S') & appliquer
pour 'extension de la construction.

Proposition 1.5.1. (Khesin et Kravchenko [45]) Le premier espace de cohomologie adjoint
HY(UDO(SY), $DO(SY)) est de dimension 2. Il est engendré par les classes des 1-cocycles
suivants :

+o00 (_1)]6,1
81 (ad?) = [logd, ad’] = Zik aP gp=k
k=1

52(adP) = [z, ad’] = —pad®~! sip #0, 0 sinon.
Notons que pour tous les opérateurs pseudodifférentiels A, Tr(9;(A4)) =0 pour i =1, 2.
Alors, puisque A — §;(A) est une dérivation de la loi o, on a Tr(d;(A)B) + Tr(Ad(B)) = 0.

Ainsi que ¢;(A, B) = Tr(5;(A)B) on obtient une 2-cochaine sur 'algébre de Lie $DO(S!) a
valeurs scalaires.

Proposition 1.5.2. [45, 55, 56] c1 et co déterminent deux classes de cohomologie non
triviales indépendantes dans H*(¥DO(SY), C).

21



Chapitre 2

Cohomologie de 'algébre de Lie des
champs de vecteurs sur R

2.1 Introduction

Soit M une variété et Vect(M) Palgébre de Lie des champs vectoriels sur M. L’objectif
principal de ce chapitre est d’étudier la cohomologie de Vect(M) a coefficients dans ’espace
des opérateurs différentiels bilinéaires agissant sur ’espace des densités tensorielles. Cette co-
homologie est en réalité une généralisation naturelle de la cohomologie de Feigin-Fuchs([29]).
Soit g une algebre de Lie et M et N deux g -modules. Il est connu que les extensions non
triviales de g -modules :

0O—-M—=.—>N=0

sont classifiées par le premier groupe de cohomologie H' (g, Hom(N, M)) et sont données par
laction (1.1.1).

Chaque opérateur différentiel bilinéaire A de C*°(R) @ C*°(R) dans C*°(R) donne ainsi
un morphisme de F) ® F, & F,, pour tout (A, v, u) € R3, par fdz* @ gda¥ — A(f ® g)da*.
L’algebre de Lie Vect(R) agit sur I'espace Hom(Fy ® F,,F,) = Dy, de ces opérateurs
différentiels par :

d
XooA=Ty, oA~ AoLY), (2.1.1)
o, Lg?ﬁ) est la dérivée de Lie sur F) ® F,, définie par la régle de Leibniz
dx

A7
L (@) =Ly a (NOg+f oL 4(9).
Selon Nijenhuis-Richardson [51], I'espace H* (g; End(V)) classifie les déformations infinitési-
males d’'un g-module V et les obstructions a 'intégrabilité d’une déformation infinitésimale
donnée de V sont des éléments de H? (g; End(V)) tandis que les espaces H! (g; L(®"V,V))
apparaissent naturellement dans le probléme de la normalisation des représentations non
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linéaires de g et V. Pour étre plus précis, soit

T:g— Y L@IV,V),X = Tx =Y Tk,

n>0

une représentation non linéaire de g dans V' c’est-a-dire vérifiant T|x y) = [Tx, Ty]. Dans
[9], il est prouvé que la représentation T est normalisée si T%, est dans un supplémentaire de
B! (g; L(®4V,V)) a Z' (g; L(®LV, V)).

En fait, si A est un opérateur différentiel sur la droite, A peut étre vu comme un homomor-
phisme de F & F,. Si A est d’ordre n, on peut définir son symbole comme un élément de
S5 = @)_y Fs—r pour § = p—A. Sin tend vers oo , 'espace S5 = ®k20 Fs_i, apparait comme
espace des symboles pour tous les opérateurs différentiels. L’espace H! (Vect(R), L(®2S;s, Ss))
peut étre décomposé comme une somme d’espaces Hi.q(Vect(R), Dy ,.,). Ainsi, le calcul des
espaces Hl .o (Vect(R), Dy ,.,,) est la premiére étape pour normaliser toute représentation non
linéaire de Vect(R) dans Sj.

Pour I'espace des densités de poids A € R, F) vu comme module sur l'algébre de Lie des
champs de vecteurs Vect(R), la classification des extensions non triviales

0—=F,—.—=F\—0

suit les travaux de Feigin et Fuchs qui ont calculé dans [29] le groupe de cohomologie
Hly (Vect(R), Hom(Fy, F,)). Ovsienko et Bouarroudj ont calculé dans [22] le relatif corres-
pondant pour s(2) : H.o(Vect(R), sl(2); Hom(F), F,,)). Ensuite, Bouarroud;j [20] a calculé le
groupe de cohomologie relatif correspondant & I’espace des opérateurs différentiels bilinéaires :

Hig(Vect(R), s1(2); Hom(Fy @ Fp, Fuu))-

Dans ce chapitre, on va calculer le premier groupe de cohomologie différentielle
H(lhﬂ(Vect(R), D) ) ot Dy .y, est espace des opérateurs différentiels bilinéaires de F\ ® F,
dans F,.

2.2 Définitions et Notations

Dans cette section, on rappelle les principales définitions et faits liés a la géométrie de
I’espace R. Nous rappelons également certains concepts fondamentaux de la théorie de la
cohomologie.

2.2.1 Cohomologie

Rappelons tout d’abord quelques concepts fondamentaux de la théorie de la cohomologie
(voir, par exemple, [26, 28, 27, 34|). Soit g une algébre de Lie agissant sur un espace vectoriel
V. L’espace de n-cochaines de g & valeurs dans V est le g-module

C"(g,V) := Hom(A"g; V).
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L’ opérateur cobord &, : C"™(g,V) — C"1(g, V) est une g-application satisfaisant 6,068, 1 =
0. Le noyau 6,, noté Z"(g,V), est appelé l'espace des n-cocycles. L’image de §,_1, noté
B"(g, V) est appelé I'espace des n-cobords. Par définition, I’espace n-cohomologie est I’espace
quotient

Hn(gv V) = Zn(Q? V)/Bn(gv V)

On aura seulement besoin de la formule d,, (qui sera simplement notée §) en degrés 0, 1 et
2:pour 2€ C%g, V)=V, §Z(z):=2-Z, et A € Cl(g,V),

O(A)(z,y) =9 -Ay) —y-A(x) — A([z, y]) pour tout z,y € g, (2.2.1)
2.2.2 L’espace des opérateurs différentiels bilinéaires en tant que Vect(R)-

module.

L’espace des opérateurs différentiels bilinéaires en tant que Vect(R)- module, noté
DA,M = Homdiff(f/\l ® ]'-)\2,]'-“).
laction Vect(R) est
LM (A)=I" , 0 A—AoI* (2.2.2)

d d
Xz Xz Xz

ot A = (A1, A2) et Lg?li’)‘z) est la dérivée de Lie sur Fy, ® F), défini epar par la régle de
Leibniz : -

Lii(ﬁdﬂc)‘l ® foda™?) = L;\(—ldi(fl) ® foda™ + frdz™M @ L;\(Qdi(dex)‘Q).

dx

2.3 Cohomologie de Vect(R)

Dans cette section, on va calculer la cohomologie différentielle de I’algebre de Lie Vect(R)
a coefficients dans 'espace des opérateurs différentiels bilinéaires Dy ..

2.3.1 Théoréme
Théoréme 2.3.1. (i) Siu—A—v =0, alors

Héiﬂ:(veCt(R)v D)\,V;;L) - R, pour tout \ et v.

(13) Sipu—A—v =1, alors

) R si (A v)=(0,0),
Hgig (Vect(R), Dy pip) = R

stnon.
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(7i7) Sip— A —v =2, alors

St
Hcliiﬂ(V€Ct(R)7 D/\,ll;u) - R

0

)

() Sip—\—v =3, alors

R3
R2
R

Htlilff( VeCt(R)a D)\,V;,u) =

(v) Sip—A—v =4, alors

(/\7 V) = (070)7
(A, v) =(0,-1),(0,v),(X,0), (A, —1—=X),

sinon.

si (A v)=(0,0),
si () = (=2,0),(0,-2), (=5, =5);

Hlig( Vect(R), Dy ) = R? pour tout X et wv.
(vi) Si p— X—v =5, alors
R si ()\,y):(O,O)’(07—4)’(—470)’
R? si ()‘71/)7&(_%7_%)7(_%7_2)7(_17_%)7<_17_2)7
H (Vect(R), D op) = (=3:=3). (=3, -1, (-3,-3).(-3,-2),
diff y A viu (—27—%),(—1,—1),(—2,—1),(—2,—%)
R S1non.
(vii) Siu— A —v =6, alors
RS s ()= (352,0), (0, =554,
V19-5 —/19-5\ [ V/19-5 +/19-5
(g =) (T ),
R? si (\v) # (=322, (=2.-5), (=3, —3),
Hclliﬁ(veCt(R)aDA7u;u) = (_g’ _5)’ (_1? _55)7 (_3?7 _g)a (_17 _%)7
(_g’_1)7(_]é’_%)7(_%7_%)7(_27_5)7
(_57_2)7(_§a_5§)7(_557_5)7(_27_1)>
(_27_2)7(_27_5)7(_57_2)7
R SInon.
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(viit) Sipu—A—v =17, alors

(R2 s (\v) = (—5—2\/@ —5—2\/E), (—5+2\/E7 —54—2\/ﬁ)7

(O7V)7 ()‘7 0)7 ()‘7 —6 — )‘)? (\/E_ 1’ @)’
(2498 VT9 — 1), (—v19 — 1,415,
(@7 _\/E_ 1)7

Hig(Vect(R), Dav) = 4 R si (A w) # (=3, -3), (=3, - 1), (=3, -3),
(_gv_3)7(_17_3)7(_37_1)7(_1>_2)7
(_27_1)7(_27_3)7(_37_2)7(_27_%)7
(_%’_g)v(_%’_%)>(_%’_2)a(_%v_g)a
(_%7_%)7(_27_2)7(_27_%)7(_%7_2)7

0 sinon.

(iz) Sinon, alors

Hlig(Vect(R), Dy ,,,p) = 0.

Remarque 2.3.1. Les valeurs —% peuvent étre déduites du travail de Grozman [39] et les
valeurs contenant /19 du travail de Feigin-Fuchs [29)].

Preuve 2.3.1. Pour prouver le théoréme, nous procédons par les trois étapes suivantes :
— On étudie tout d’abord la dimension de l’espace des opérateurs qui satisfont a la condition
de 1-cocycle.
— On étudie ensuite tous les 1-cocycles triviauz : les opérateurs de la forme LY%AQ’V ot

Az’y est un opérateur bilinéaire donné par (2.3.2)

— Enfin, en tenant compte des parties 1 et 2 et en fonction de A et v-la dimension
du groupe de cohomologie Hl.q(Vect(R), Dy ,.,) sera égale & dim(opérateurs qui sont
1-cocycles)-dim (opérateurs de la forme LyﬁAz’V),

Nous aurons aussi besoin des deuzx lemmes suivants :

Lemme 2.3.1. Soit Y% un champ vectoriel dans Vect(R) et soit ¢ : Fn® F, — F,, un
opérateur différentiel bilinéaire défini comme suit. Pour tout f € Fy et pour tout g € F,, :

c(f,9) = Z Ci,j,ly(i)f(j)g(l) (2.3.1)
it jrl=k+1

ol c; 4 sont des constantes. Alors, pour tout X% € Vect(R), on a
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;\(Vduc(f g) _ Z Cz,],lXY(z)f(J)g(l) 4 Z (M A== J— l)Cz,J,lX'Y(l)f(])g(l)

i+jHl=k+2 i+jHl=k+1

_ Z nglY ZCS fU- S+1)) O]
i+j+l=k+1

- A ) Ci,jyly(i)(ZC;X(5+1)f(j_S))g(l)
it j+Hl=k+1 s=1

l

— Z Ci,j,lY(i)f(j) (ZCItX(t)g(l—H-l))
i+j+Hl=k+1 —

- v Z ci i Y@ fU)( ZCt (t1) g 1=))
it jrl=k+1

Preuve 2.3.2. En utilisant (2.2.2).

Lemme 2.3.2. Soit Az"’ o Fa®F, — F, un opérateur différentiel bilinéaire défini comme
suit. Pour tout f € Fy et pour tout g € F, :

A (fg) =) aijfWgl) (2.3.2)
it+j=k
ot ¢; j sont des constantes. Alors, pour tout X% € Vect(R), on a
L?;Z%“Az’”(f,g) = S (= A—v—i— Y g0

i+j=k
7

= 3 @ (O (Cr + AC Y g 0)

i+j=k 5=2
J
_ Z ai,jf 7,) Z Ct 4+ I/Ct 1 ()g(j—t-l-l))

itj=k t=2

Preuve 2.3.3. En utilisant (2.2.2).
Tout 1-cocycle sur Vect(R) devrait se mettre sous la forme générale suivante :
o(f.g) = Z Ci,j,lY(i)f(j)g(l)7 (2.3.3)
itjH=k+1
ot ¢; j; sont des constantes. Le fait que ce soit un 1-cocycle implique que
co i1 =0,

La condition de 1-cocycle se lit comme suit : pour tout f € Fy, pour tout g € F,, et pour

tout de,de € Vect(R), nous avons

d d Vi d Avip d —
C([de7ydx}7f7g) LXdC(Yd:B f?g)+Lyd C( d$7f7g)_0
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(i) Si p—\—v =0,

La condition de 1-cocycle implique

c(fr9) = cr00Y'fy.

En utilisant (2.3.2), on montre que c(f,g) = c1,00Y’ fg est non trivial.
(it) Sip—A—v=1

c(f,9) =c110Y ' f'g+cr01Y'fg' + c200Y" fyg.
De nouveau, la condition 1-cocycle ci-dessus est la suivante
p—A—v=1 et cr10A+c101v=0.
FEtudions maintenant la trivialité de ce 1-cocycle. En utilisant (2.3.2), on montre que
LyAi\’V = —(a10\ + ap1v)Y"fg

1. 8i (A, v)=(0,0), alors
dimZ g (Vect(R), Dy ) = 3,
= 0.

dimBgg(Vect(R), Dy 1)

2. SiA=0etv#0, alors c11,0 =0, dimZe(Vect(R), Dy .y) = 2 et
dimBlig(Vect(R), Dy py) = 1,
avec Blig(Vect(R), Dy ..) engendré par

A =—ap1vY"fg.

Ces résultats sont encore valables pour (A #0 et v =0) et (A\,v) # (0,0).
(iti) Sip—\—v =2,

c(f9) = crooY' f g+ i1 Y f'g +cr02Y' fg"
+ 210" g+ c201Y"fg +e300Y" fyg.

La condition 1-cocycle ci-dessus s’écrit :

61,270(1 + 2)\) +cr1,v = 0,
p—A—v=2 et 017270)\ + C1,02V = 0,
61,171)\ + 0170’2(1 + 21/) =0.

Etudions la trivialité de ce 1-cocycle. En utilisant (2.8.2), on montre que

LY%AQ’V = —(a2,0(1+2\) +a11)Y" f'g— (a1 1 +ao2(1+2v))Y" fg' — (a2,0A+ap2v)Y" fyg.
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1. Si (A, v) =(0,0), alors c120 = c1,02 =0, donc
dimZ g (Vect(R), Dy ) = 4,
dimBlig(Vect(R), Dy p) = 2, avec Blg(Vect(R), Dy ,.,) engendré par :
A = —azY"fyg,
Ay = —ag2Y"fyg'.
2. 8i (A v)=(0,-1), alors c120 = c1,02 et c102 =0, donc
dimZ g (Vect(R), Dy ) = 4,
dimBlig(Vect(R), D ) = 3,avec Blig(Vect(R), Dy ,.y) engendré par :

AL = —ag0Y"f'g,
Ay =a11Y"f'y,
Ay = —aoa(Y'fg' +Y" fg).

3. Pour les autres cas de X et v, alors c120 = c1,11 = c1,0,2 = 0.
Ainsi, le 1-cocycle est trivial.
(iv) Sip—X—v=3,
c(f,9) = cr03Y ' fg" +c112Y f'9" +c1o1Y '[9 +c130Y g+ c202Y" f9"
+ 11 Y g + oo f g+ e300V f'g + e301Y" '+ capoY P fg
La condition de 1-cocycle ci-dessus implique :
p—A—v=3 et
6170’3(3 + 311) + 61’172)\ =0, 61,073(1 + 311) + 61’2,1)\ =0,

€1,0,3V + 017370)\ =0, 017172(1 + 2V) + 0172,1(1 + 2)\) =0,
C1,1,2V + 0173’0(1 + 3)\) = 0, €1,2,1V + 6173’0(3 + 3)\) = 0,
2,02V + 220\ = 0, €3,0,1V + €310\ + 2c40,0 = 0.

FEtudions la trivialité de ce 1-cocycle :

LY%AQ’V = = (a03(3+3v) + a1 )Y"fg" — (a12(1+ 2v) + aza (1 + 20))Y" 'y’
— (agav+a30(3+3X)Y"f"g — (a12v + a3o(1 4+ 3X)Y" f'g
— (a03(1+3v) +a2a\)Y" fg' — (aosv + azo\) Y'Y fg.

1. 51 (/\, l/) = (0, 0), alors C1,0,3 = €C1,3,0 = €4,0,0 = 0 et C1,12 = —C1,2,1, donc
dimZ 3z (Vect(R), Dy ) = 6
et dimBliq(Vect(R), Dy ) = 3, avec Blig(Vect(R), Dy ,.,) engendré par :

Al — _a0’3(3Y//fg// + Y/I/fg/)’
Ay = —a12Y"f'q,
A3 = —a2’1Y//f/g/.
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2. 8i (A v) =(-2,0), alors c103 = c202 =0, c130 = 2c1,1,2 et ca0,0 = 31,0 donc
dimZ g (Vect(R), Dy ) = 5
dimBéiﬁ(Vect(]R), Dy yip) = 3, avec Bclliff(Vect(]R), Dy ) engendré par :
A= —ao3(3Y"fg" +Y" fg'),

A2 — _a172(_2Y/lfgl/ + ’i/*//‘](‘/g/)7
A3 — a271(3yllf/g/ + 2Y//lfg/).

’ 2 2
Ces résultats sont encore valables pour (0,—-2) et (—5,—3).
3. St X et v ne sont pas comme ci-dessus, alors c103 = c1,12 = c121 = c130 = 0,

A 1
€202 = —5C220 €l €100 =75 — VC30,1 — Ac3 1,0 donc
dimZ 3z (Vect(R), Dy ) = 4

et dimBlg(Vect(R), Dy ) = 3, avec Bl.g(Vect(R), Dy ,.p,) avec Blig(Vect(R), Dy yiy)
engendré par :

Ay = ag3 (_wi/ﬁlf'/g/ . @Y///f/g +(1+ 3U)Y”/fg/ + UY(4)fg),
A2 =ag (_Ayllfg// + 2()\ _ I/)Y”f/g/ + I/Y”f”g _ VY/”f/g + )\Y"/fg/),

As = —as 0(_)\(3—|V—3>\) Y fg" — (1+2y)y(3+3/\) Y #g + 3+ 3)\)Y”f"g +(1+ 3)\)Y”’f’g + )\Y(4)fg).

)

(v) Sip—A—v=4,

c(frg) = craoY fWg+era1Y' g +c1o2Y fg" + c113Y 19" + c104Y" fg P
+ 027370Y”f”’g + 6272,1Y”f”g, + 02,1,2Y”f’g” + 0270,3}///]09/// + 03’270}////]@//9
+ 311 Y" 19 + 302" fg" + car oY D g+ i1 YD fg' + 500V O fg.

La condition de 1-cocycle implique :
p—A—v=4 et

017470(6 +4)) + c1,31v =0, 01,470(4 +6X) + c1,22v =0,
c140(1+4X) + ¢330 =0, 14,0\ + c104v =0,

017371(3 + 3)\) + 617272(1 + 2V) =0, 017371(1 + 3)\) + C171,3(1 + 3V) =0,
61,371)\ + 617074(1 + 411) =0, 0172’2(1 + 2)\) + 61,173(3 + 31/) =0,
01722)\ + 017074(4 + 61/) =0, 017173)\ + 017074(6 + 41/) =0,
c230(14+3X) 4+ 2120 =0, €230\ + 2,03V =0,

027271/\ + 0270’3(1 + 31/) =0, 0372’0(1 + 2)\) + 31,1V + 2047170 =0,

311N+ ¢3,02(1 +2v) + 2¢401 =0, €4,1,0\ + €401V + 5c50,0 = 0.

L’espace des solutions du systéme ci-dessus est de dimension 5 pour (A\,v) = (0,0), (A, 0), (0, v)
et de dimension 4 autrement.
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Etudions la trivialité de ce 1-cocycle. On montre que
LY%AQ’V = — (a4,0(6 + 4)\) -+ a3’1V)Y”f”/g — (a3,1(3 + 3)\) + ag’g(l + 21/))Y”f”g/
(a22(1 +2X) + a1 33+ 3v))Y"f'g" — (a13\ + apa(6 + 4v))Y" fg"”
— (aa,0(4+6X) + a2 ov)Y" f"g — (a31(1 4+ 3X) + a13(1 + 3v))Y" f'q
— (ag2A+apa(4+6v))Y" fg" — (as0(1 +4X) + (11’3V)Y(4)f,g
(a3 A+ apa(1+ Ww)YD g — (ag o)+ a0,4y)Y(4)fg

1. Si (A, v) =(0,0), alors c140 = €131 = €122 = C1,1,3 = C1,04 = €230 = €203 = C50,0 =
0, c320 = —2c4,1,0 €t c302 = —2¢4,0,1, donc

dimZz(Vect(R), Dy ) = 5
et dimBiz(Vect(R), Dy p) = 3, avec Blyz(Vect(R), Dy ) engendré par :

Al — _a3’1 (3Y//fl/g/ + Y/I/f/g/)’
Ay = —ana(Y' [ +Y"f'g"),
A3 — _a1’3(3Y//flg// + Y///f/g/).

Ces résultats sont encore valables pour (A, v) = (\,0),(0,v) .

2. Pour les autres valeurs de X et v, alors Uespace BY,g(Vect(R), Dy ,.,) est de dimension
2.
Par exemple, si (A\,v) = (—%,—%), alors c140 = €131 = €122 = €113 = 1,04 = 0,
€221 = —€20,3, €2,1,2 = €2,0,3, €4,1,0 = 7C3,1,1, C4,0,1 = %03,1,1 el ¢50,0 = ﬁc?),l,l, donc

dimZ gz (Vect(R), Dy ) = 4
et dimBiz(Vect(R), Dy p.y) = 2, avec Blyg(Vect(R), Dy ,.,) engendré par :

Ay = a4,0(—3Y”f”’g —3Y" g+ 3Y" g+ 3V Fg" — Y g+ Y fg — y(4) #9),
A2 — %agg(Y'”f"g 4 Y”’fg”).
(vi) Si p—\—v=>5,

c(f.9) c150Y fP g+ 141 Y fDg + 152V 9" + c123Y [ 9" + c11,4Y" f'g D
c1,05Y" g0 4+ c240Y" D g+ co31Y" g + co02Y" f"g" + ca13Y" fg"
02,074Y”fg(4) + C3,3,OY/”fmg + 6372,1Y”/f”g/ + 63,172}////]@/9// + CS,O,?,Y”/fg/H
c100Y D g+ i1 YD g 4 ca02Y D fg" +c510Y ) fg
c501Y O fg' + 600V O fg.

Utilisant la condition de 1-cocycle on obtient :
p—A—v=>5 et

+ 4+ +
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6175,0(10 + 5/\) =+ 14,1V = 0,
017570(5 + 10)\) + C123V = 0,
6175,0)\ + cl05V = 0,

6174y1(4 + 6)\) + 0172 3(1 + 31/) ,
0174,1)\ + 61,075(1 + 5V)

617372(1 + 3)\) +c11, 4(4 + 61/) 0,
617273(1 + 2)\) + 01,1’4(6 + 411) =0,
61,174)\ + 01,075(10 + 51/) = 0,
627470(4 + 6)\) + €222V = 0,

2,40\ + €204V =0,

0273,1)\ + 62’074(1 + 4V) =0,

0150(10+10)\) +c1 320 =0,
c150(1+5X\) +c114v =0,
0141(6+4/\)—|—6132(1+2U> =0,
6141(1+4>\)+0114(1+4V) —O
c132(3 +3X) +c123(343v) =0,
017372)\ + 017075(5 + 10V) = 0,
c1,23A + €1,0,5(10 + 10v) = 0,

627470(1 + 4)\) + C2,1,3V = 0,

627371(1 + 3/\) + 02’173(1 + 31/) =0,

2,31 + 2,04(4 4 6v) =0,

(€20 — €33,0)A + (ca0,2 — €303)V + 56,00 = 0, 33,0(3 + 3X\) + c32,1V + 2¢420

037271(1 + 2)\) + 03,172(1 + 21/) + 2047171 =0, 037172)\ + 637073(3 + 311) + 2047072

c420(142X) +ca11v + 5e510 =0,

C471y1)\ + 647072(1 + 2V) + 565,071 =0, 05,170)\ + ¢5,01V + 9667070 =0.
L’espace des solutions du systéme ci-dessus est de dimension 6 pour (\,v) = (0,0),

dimension 5 pour (\,v) = (0,
—2), (-2,-2),(0,v),(X,0), et de dimension 3 sinon.
Etudions la trivialité de ce 1-cocycle :

Ly A3 = — (a50(10+5A) + aga)Y"fWg — (as1(6 +4X) +aza(1+ 20)Y" "y
— (as23+3\) +a233+3v)Y"f"g" — (a23(1 + 2\) + a14(6 + 4v))Y" f'g"
— (a1.4\ + ao5(10 +50))Y" fg®) — (a5,0(10 + 10)) + az20)Y" f"g
— (a471(4 + 6)\) + a273(1 + 31/))Y’”f”g/ (ag 2(1 + 3)\) + a1 4(4 + 61/))Y’”f, "
— (ag23A+ap5(10 4+ 100))Y" fg"" — (as5,0(5 + 10A) + a2731/)Y(4)f”
— (ag1(1+40) +a14(1 + ) YD f g — (az2) 4+ ags(5 + 100)) YW fg”
— (a5,0(1 + 5)\) + CL174I/)Y(5)f,g — (CL471)\ + a0,5(1 + 5V))Y(5)fg,
— (a5 +aosv) YO fg.
1. Si (A v) =(0,0), alors c150 = €141 = €132 = C12.3 = C1,14 = €105 = €240 = 2,04 =
600 =0, ca31=—0213,¢330=— 3 C5,1,05 €3,2,1 = —c312—2¢411, €303 = — 3 C5,0,1,
€4,2,0 = —9C5,1,0 , €4,0,2 = —9C5,0,1, donc

dimZ g (Vect(R), Dy .p1)

et dimBl,;(Vect(R), Dy ,.,) = 3, avec Blg

A=
Ay =

—ay (—GY”f”’g’ + 6Y”f/g/”
—as 2( Y//f/// r_

(Vect(R

-2), (-=2,0),(0,—4),(—4,0), de dimension 4 pour (\,v) = (—

=6

)s Dxvip) engendré par :

_ 4Y”/f”gl + 4Y///f/g”)7
Y//f/lgl/ + Y//f/ n

lyl//flg// + 1Y(4)f’g’),

A3 — —a273( 3yllf// " Y///f//g/ + 2Yu/f/g// + IY f/ /)
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2. 8i (A v) =(0,—4), alors les constantes a3 et ai 4 sont arbitraires. D’autre part,

aps =0,
_ 142 158
a5,0 = —45 23 — —g A14,
_ 62 3,0,
A4,1 = 9 @23 — —g A14,

1,3 40
ag2 = 5023 — 5 A14.

Donc
dimBJig(Vect(R), Dy ) = 2.

Ces résultats sont encore valables pour (A, v) = (—4,0).

3. 5t (AN, v) =(0,-2), alors les constantes a3, a14 et aps sont arbitraires. D’autre part,

3
a5,0 = §0a2,3 — a14,

aq,1 = —2az3 — 3ay 4,
7 8

a32 = 3023 — 3014,

ap,s-

Donc
dimBJig(Vect(R), Dy ) = 2

Ces résultats sont encore valables pour (A, v) = (—=2,0).

4. Si (A, v) = (0,v), alors les constantes ag 3 et aj 4 sont arbitraires. D’autre part,

1-3 24416

aps =0, agp = 5 ¥ag s + 2 %ay 4,
32 —4v—2 17v+7)(2v+3

ag) = *F—g——az3 + (9#(1174,
— 325042 —v+7)(2v+3

as0 = =522 ags + Sax/lvias) g)é Lay 4,

Parsuite
dz'mBéiﬁr(Vect(R), Dyyip) =2

Ces résultats sont encore valables pour (A\,v) = (A, 0).

5. 85t (N, v) = (—1,—-1), alors les constantes az 3 et ags sont arbitraires. D’autre part,

asp = 1%0“372
as1 = 3a32
a2,3 = 10a075
a4 = 95ag5

dimBig(Vect(R), Dy ,.,) = 2
(

Ces résultats sont encore valables pour (\,v) = (—3,—3)

(5 =3), (=8, 1), (=3, -8), (=3, -2), (-2, 1), (2. 1), (-2, - 2).

33



6. Si \ et v ne sont pas comme ci-dessus, alors Uespace dimBlig(Vect(R), Dy ,.,) est de
dimension 1.

—%), la constante a3 est arbitraire. D’autre part,

N[

Par exemple, si (\,v) = (—

aso = a4 = a1 4 = ags = 0,
a2 = —ag 3.
(vii) Sip—A—v =6,
c(f,9) creoY'f© )9 + o151 Y O )9 + 01,4,2Y'f(4)9" + 01,373Y'f"'9"' + c104Y f"gW
c115Y" g0 +c106Y" fg© + c250Y" fO) g+ coa V" fO 9 + ca32Y" f"g"
oo 3Y//f//g/// + a1 4Y”f/ + 2.0 5Y”fg(5) + 3 4 OYWf g + 3 31 Y///f/// /
0372,2Y///f” " + 0371,3Y”/f/ " + 0370,4Y”/fg +cq )3, OY f”/ + C4.2 IY(4)fH !
c112Y D fg" + ca03Y W fg" +C520Y V179 + e511Y O f'g' + c502Y O fg”
c61,0Y 9 f'g+c01Y O fg' + cr00Y D fg.
La condition de 1-cocycle implique :
p—A—v=06 et

+

617670(15 + 6)\) +c151V = 0,

617670(15 + 20)\) + C1,33V = 0,

61,670(1 +6A) + c1,15v =0,

c151(10 4+ 5X) + c142(1 +2v) =0,

61’571(5 + 10)\) + 017274(1 + 4V) =0,

0175,1)\ + 61’076(1 + GV) =0,

6174,2(4 + 6)\) + 0172’4(4 + 61/) =0,

c14,2A + 01,076(6 + 15v) =0,

6173,3(1 + 3)\) + 0171’5(10 + IOV) =0,
6172y4(1 + 2)\) + 017175(10 + 5V) = 0,

0171,5)\ + 61,076(15 + 61/) =0,

027570(5 + 10)\) + C223V = 0,

2,50\ + 2057 =0,

62,471(1 + 4)\) + 027174(1 + 41/) = 0,

627372(1 + 3)\) + 627174(4 + 611) =0,

62’273)\ + 027075(10 + 101/) =0,
c33,1(3+3)\) +c322(1 +2v) +2¢421 =0,
6372,2(1 + 2)\) + 0371’3(3 + 31/) + 26471’2 =0,
C47370(1 + 3)\) — 03,470(1 + 4)\) +
+5¢6,1,0 = 0,

(637371 — 647271))\ — 637074(1 + 4V) + C47073(1 + 31/)
+5¢6,01 = 0,

C47271(1 +2)) + 047172(1 +2v) + d¢51,1 =0,

52,0\ + €502V — €340\ — €304V + 14c700 = 0,
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(ca1,2 — 31,3V

01,6,0(20 + 15)\) +cC140V = 0,
61’670(6 + 15)\) + C124V = 0,

61,67())\ + C1,0,6V = O,

61’571(10 + 10)\) + 61,373(1 + 3V) =0,
017571(1 + 5)\) + 61’175(1 + 51/) =0,
61,472(6 + 4)\) + 017373(3 + 31/) =0,
61,472(1 + 4)\) + 61’1,5(5 + 101/) =0,
61,373(3 + 3)\) + 017274(6 + 41/) =0,
61,373)\ + 01,0,6(15 + QOV) =0,
61,274>\ + 01,0,6(20 + 15V) =0,
62,570(10 + 10)\) +co 300 =0,
62,5,0(1 + 5)\) + 14V = 0,

62’471(4 + 6)\) + 0272,3(1 + 31/) =0,
62,471>\ + C2,075(1 + 51/) = 0,

62’372)\ =+ 62’075(5 + 10V) =0,

037470(6 + 4)\) + c33,1V + 2647370 =0,
¢6,1,0\ + ¢6,0,1V + 14cr 0,0 = 0,
63,173A + 0370’4(6 + 41/) + 26470,3 =0,

43,03+ 3X) +ca21v +5cap3 =0,
C4,172)\ + C4,0’3(3 + 31/) + 50570,2 =0,

c520(1 4+ 2X) 4+ ¢51,1v + 9¢6,1,0 = 0,
C5’171)\ + C5,072(1 + 2V) + 906,0,1 =0.



L’espace des solutions du systéme ci-dessus est de dimension 4 pour (A\,v) = (0,0), (—%, —%),

(_gv 0)7 (Oa _%)7 (07 75i2\/ﬁ)’ (75i2\/ﬁa 0)7 (75+2\/E7 7572\/E)7 (7572\/E¢ 752\/@)

, et de dimension
3 sinon.
Etudions la trivialité de ce 1-cocycle. On montre que

a6,0(15 + 6)\) + a571V)Y”f(5)g — (a5,1(10 + 5)\) + a472(1 + 2V))Y”f<4)g/
a472(6 + 4)\) + a373(3 + 31/))Y”f’"g” — (a373(3 -+ 3)\) + a2,4(6 -+ 4V))Y”f”g”’
az.4(6 4+ 4X) + a1 5(10 + 5V))Y”f’g(4) — (a15X + ao,6(15 + 61/))Y”fg(5)
a6,0(20 4 15X) 4 a4 2v)Y" fB g — (a51(10 4+ 10X) 4 az 3(1 + 3v)) Y™ f"g

ANV
Ly a A3 = -
X

(

(

(

(

(a42(4 4 6X) + aga(4+6v)Y" " — (az3(1 + 3X\) + a1 5(10 + 100))Y" f' g™
— (aga\ + ao6(20 + 150))Y" fg) — (a33(15 4 20)) + agov) YW f"g

(as5.1(5 + 10N) + aga(1 4+ 40) YD g — (a1,5(1 4 4X) + ag2(5 + 100))Y W f/g"

(a3 + aoe(15 + 200))Y D fg" — (ag.4(6 4 15)) + ag ov)Y O) g

(a1,5(1 + 5)\) + a571(1 + 5V))Y(5)f/ - (a4’2)\ + (10,6(6 =+ 151/))Y(5)fg”

(a175(1 —+ 6)\) + GG’()V)Y(G)f/g — (CL571)\ =+ a076(1 -+ GV))Y(G)fg/

(a(;,()/\ + a0761/)Y(7)fg

, —5-/19
1. Si (\v) = (0, =5%=), alors c160 = €151 = €142 = €133 = C124 = C1,15 = C1,06 =

€250 = C24,1 = C232 = €223 = C214 = C205 = 0,
101+4+23+/19 5+v/19

3,40 = (T 15 )3,1,8 — P15 Ca21 %ﬁ/ﬁ%m,
C6,1,0 = (%)03,1,3 - 52@64,2,1 + %644,2;

C52,0 = —(%)03,1,3 + 2(5%\5/179)04,2,1 — 9(5%0/179)64,1,2,
C52,0 = 73(38;%m) €313+ 7(5?{)@ c421 + 73(5?0/@) C4,1,2,

700 = 5153 + V19)(4 + V19)(5 + V19)ca 03,

331 =33+ V19)(4+V19)c313 — a1 + 2(4%\/179)64,1,2;

322 =53+ V19)e313+2ca12, 511 = —5caz1 — 5(—4 = V19)ca 2,
C6,0,1 = 3%0(3 +V19)(4+V19)es03, 502 = 1%(3 +v19)ca0,3,

T
€3,04 = (57 79) 40,3 donc

wnol

dimZ 3z (Vect(R), Dy .p.) = 4
et
dimB(lﬁﬁ(Vect(R),D)\,l,;M) =1,

ol ags =0, a1 = —35(—35+8v19)as;1, azy =2(—13+3v19)as 1, azs = —3(—31+
"V19)as 1, a2 = 1{50(—4 +V19)as 1 , ago = —3%0(5 +v19)as 1.

0, =H5/1%), (55442, 0),

Ces résultats sont encore valables pour (A\,v) = (

(—5—&-\/@ —5—\/@) (—5—\/@ —5+\/E)
2 ) 2 ) 2 ) 2 .
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2. Si (\,v) = (—1,-1), alors les constantes az 3 et aps sont arbitraires. D’autre part,

agp = ape = 0,

asq = (7a33 — 3a2.4),
a2 = (—az3 — az4),
ars = (£5033 + 2502,4)-

Donc
dimBJig(Vect(R), Dy ) = 2.

Les résultats sont vérifiés pour (A, v) = (—3,-2),(=5,0),(0,-3).

3. 85t (\,v) = (—=1,—1), alors les constantes az3 et aza sont arbitraires. D’autre part,
5 1,0 _5 _1 '
a15 = 6ape, az4 = 3051, a33 = 3 a51, G42 = 3051, A60 = 5051. Par suite

dz'mBéiﬁr (Vect(R), Dy i) = 2

Les résultats sont vérifiés pour (A\,v) = (—2

(—17—§),(*§,*1),(*1, ) ( 2 71) ( % )

(_27 _5)7 ( 2 _2) (_§ _%)a (_gv _%)7 (_ ) _2)7 (_27 _§) et (_%7 _2)'
4. 8t (\v)= (O, —Z), alors la constante age est arbitraire. D’autre part

=) (=
~1),

1 1
ape = 0, 46,0 = 555,15 a51 = —35504,2,

)

3 5 35
42 = —3g0a33 a3;3 = —3024, a24 = —7a15

Les résultats sont valables sinon.
(vii) Sip—A—v="T,
c(f,9) crroY' fO 9 + c161Y'fOg + 15 2Y’f(5)9" + 61,4,3Y'f(4)9/" + 01,3,4Y'f”/9(4)
6125Y'f" )+ e116Y 99 + c107Y gl +6260Y"f Vg + a5 Y" O
coa2Y" f 9// +ea33Y" " + caoaY" gD 4 c1 5" 19 + cop, 6Y”f9
0375,0me g+ 037471}////]@(4)9 +ess 2me///g// + 39 3Y///f//g/// + 31 4Y”’f’
305" £9®) + caaoY W fWg + ey, 1Y V"g + ca02Y D fg" + 41 3V fg"'
C470,4Y(4)fg”/ + C5,3,OY(5)f g+ 0572711/ f//g/ + 0571’2Y(5 f/g// + 05,073Y(5)fg”’
0672,0Y Vg +c611Y O f'g '+0602Y(6)f9"
cr1,0Y f9+0701Y(7f9 +es00Y O fg.

La condition de 1-cocycle ci-dessus s’écrit : p—A—v =6 et

e T
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61’7,0(21 + 7)\) + C1,6,1V = 0,

617770(35 + 355)\) +cra3v = 0,

6177,0(7 + 21)\) +cro5v = 0,
c1,7,0A + c10,7v = 0,

01,6,1(20 + 15)\) + 61’473(1 + 311) =0,
61’671(6 + 15)\) + 0172’5(1 + 5V) =0,

617671>\ + 617077(1 + 7V) = 0,

61’5,2(10 + IOA) + 61’374(4 + 61/) =0,
617572(1 + 5)\) + 017176(6 + 15V) =0,
01’4,3(6 + 4)\) + 0173’4(6 + 41/) =0,
c143(1+4X) + c1,1,6(15 +20v) =0,
61’3,4(3 + 3)\) + 0172’5(10 + 51/) =0,

1,34\ + ¢1,0,7(35 + 35v) = 0,
c125A + ¢1,0,7(35 + 21v) = 0,

€1,7,0 = C1,6,1 = C1,52 = C143 = €134 = C125 = C1,1,6 = 10,7 = 0,

62’670(20 + 15/\) + C240V = 0,
027670(6 + 15)\) + 224V = O,
2,60\ + c2,06V = 0,

0177’0(35 + 21)\) +c1520 = 0,
017770(21 + 35)\) + c1,34V =0,
0177’0(1 + 7)\) +c116v =0,

01,6,1(15 + 6/\) + 6175,2(1 + QV) = O,
01,6,1(15 + 20)\) + 617374(1 + 41/) =0,
01,6,1(1 + 6)\) + 61,1,6(1 + 6V) =0,
6175’2(10 + 5)\) + 61’473(3 + 31/) =0,
0175’2(5 + 10/\) + 61’275(5 + 101/) =0,
017572)\ + 6170,7(7 + 21V) =0,

0174’3(4 + 6)\) + 01,275(10 + 101/) =0,
017473)\ + 017077(21 + 351/) = 0,
0173’4(1 + 3)\) + 61,176(20 + 151/) =0,
017275(1 + 2)\) + C17176(15 + 61/) = O,
c1,1,6A + ¢1,07(21 + Tv) = 0,

pour tout A et v.

€2,6,0 15 + 20)\) + 233V = 0,

€251 10 + 10)\) + 6273,3(1 + 31/) =0,

(

6276’0(1 + 6)\) + 2,15V = 0,
(
(

627571(5 + 10)\) + 627274(1 + 4V) =0,
€2,5,1A + c2,0,6(1 + 6v) =0,

027472(1 + 4)\) + 027175(5 + 1OV) = 0,
6273,3(1 + 3)\) + 0271’5(10 + 101/) =0,
627274/\ + 02,0,6(20 + 15V) = 0,

€251 1+ 5)\) + 027175(1 + 5V) = 0,
0274’2(4 + 6)\) + 02,274(4 + 611) =0,
027472)\ + 027076(6 + 15V) = 0,
2,33\ + €2,0,6(15 + 20v) = 0,

€2,60 = C25,1 = €242 = €233 = C224 = C215 = C206 = 0, pour tout X et v.

037570(10 + 5)\) + 34,1V + 2047470 =0,
¢3,5,0(1 +5A) + c31.4v =0,

037471(6 + 4/\) + 0373,2(1 + 21/) + 2047371 =0,
637471>\ + 0370’5(1 + 57/) =0,

037372)\ + 637075(5 + 10V) = 0,

3,144 + ¢3,0,5(10 + 5v) + 2¢404 = 0,
C47470(6 + 4/\) + c431V + 565’370 =0,

c4,4,0\ +cq13V =0,

C4’371(1 + 3/\) + 6411,3(1 + 3V) + 566,1,1 =0,
ca22\ + c404(44 6v) + 5cg 2 =0,

C5,370)\ + ¢5,0,3V + 1468,070 =0,
057370(1 + 3)\) + Cs5,1,2V + 14677170
¢5,2,1A + ¢5,03(1 + 3v) + 1der o
06,2,0(1 + 2/\) + 611V + 1407,170
667171)\ + 06,0,2(1 + 21/) + 140770’1

637570(5 + 10)\) +c323V = 0,

35,0\ + ¢3050 =0,

637471(1 + 4)\) + 037174(1 + 41/) = 0,

C3’3,2(3 + 3)\) + 0372,3(3 + 31/) + 264’2,2 =0,
C372,3(1 + 2)\) + 63,174(6 + 41/) + 26471,3 =0,

c4.4,0(4 4 6X) + ca22v + 5cs 20 = 0,
c43,1(3 +3X) + ca22(1 +2v) + 5¢521 =0,
ca22(1+2X) +ca13(3+3v) +5¢512 =0,
c41 3N+ €4,04(6 +4v) 4+ 5e503 =0,
C5’3,0<3 + 3)\) + c5.21V + 906,2,0 =0,

y 657271(1 + 2)\) + 057172(1 + 21/) + 9667171 = 0,
; 51,22 +¢503(3 +3v) + 9c602 = 0,

; C6,2,0\ + C6,0,2V + 28¢cg0,0 = 0,

=0
=0
=0
=0, c7,1,0\ + c70,1v 4+ 20c8 00 = 0.
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FEtudions la trivialité de ce 1-cocycle :
Lya AP = = (a70(21 4+ 7A) + ag1v)Y" fO g — (ag1(15 + 6)) + asa(1 + 20))Y" fO) ¢

(a52(10 +5A) + ag3(3+ 30))Y" fWg" — (a4,3(6 4+ 4X) + az4(6 + 4))Y" f"g"”

(a3.4(3 4 3X) + az5(10 + 50)Y" fgW — (ag5(1 + 2)\) + a1,6(15 + 6v))Y" f/g®)

(a16) + a0,7(21 + )Y £g®) — (a7(35 + 211) + ag )Y fO)g

(a671(20 + 15A) + a473(1 + 31/))Y”’f(4)g' — (as2(10 + 10M) + as (4 + 6V))Y”/f”/g”

(a43(4 4 6X) + az5(10 + 100))Y" fg" — (az4(1 + 3\) + a1,6(20 + 150))Y" f'gD)

(a2 s\ + ao7(35 + 21))Y" fg©®) — (a70(35 4 35)) + as3v)Y D f(4)g

— (a1 (15 4+20)) + azg 4 (1 +4v)) YD fg" — (a52(5 4+ 10X) + ag5(5 + 10v))Y @) fg"

(aa3(1+4X) + a1,6(15 + 200)) Y@ f'g" — (a3 4\ + ao,7(35 + 350))Y W) fg(V)

(a7,0(21 + 35)\) + a3,4U)Y(5)f’”g — (CL671(6 + 15)\) + a2,5(1 + 51/))Y(5)f”g/

(a572(1 + 5)\) + a1,6(6 -+ 15V))Y(5)f/g// — (a473/\ + a077(21 + 351/))Y(5)fg”/

(a7,0(7 + 21)\) + a275V)Y(6)f”g — (aﬁ,l(l + 6)\) + CL176(1 + 6V))Y(6)f/g/

(a5,2/\ + (1077(7 + 211/))Y(6)fg” — (a7,0(1 =+ 7)\) + al,gu)me’g

(a6,1(1 4 7A) + ao 7)YV fg' — (azoA + a0 v)Y &) fg

La preuve est la méme que dans la section précédente. Nous soulignons simplement que

Uespace des solutions du 1-cocycle est de dimension 4 pour (A\,v) = (0,-3),(—3,0) et (—3,—3),

de dimension 3 pour (\,v) = (_5‘;‘/ﬁ, _5+2\/E), (—2,-2),(0,v),(A,0),(A\, =6 = X),

(VI9-1, —VI19-5) (=V19=5 /191, (—y/19—1, Y19=8) (VI9=5 _\/191), (=3, -3), (-3, -3),

(—35,—3), (-3, —%), (-2, —%), (—g, —2), (—%, —%), et dimension 2 sinon.

(iz) Sik > 8

Pour k > 8, le nombre de variables générant un 1-cocycle est inférieur au nombre d’équations.

Par exzemple, la condition 1-cocycle pour k = 8 implique 45 variables pour 90 équations. Pour

A et v, le nombre d’équations générées générera un espace unidimensionnel, ce qui donnera une

classe de cohomologie unique. Cette classe de cohomologie est en effet triviale car l’expression
AV .

LX%AR est aussi un 1-cocycle.
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Chapitre 3

Déformation h—relative des
opérateurs pseudodifférentiels

3.1 Introduction

La théorie de la déformation joue un roéle crucial dans toutes les branches des mathé-
matiques et de la physique. En physique, la théorie mathématique des déformations s’est
révélée étre un outil puissant pour modéliser la réalité physique. Nous étudions quelques
questions lices aux déformations de certains g-modules. Bien str, si M = End(V) ou V
est un g-module, alors, selon Nijenhuis-Richardson, I’espace H! (g; End(V)) classe les défor-
mations infinitésimales d’un g-module V et les obstacles a I'intégrabilité d’une déformation
infinitésimale donnée de V sont des éléments de H? (g; End(V)).

Plus généralement, si h est une sous-algébre de g, alors la cohomologie h-relative H! (g, b; End(V))
mesure les déformations infinitésimales h-triviales qui deviennent triviales une fois que ’ac-
tion est limitée & b (b - triviales déformations), tandis que les obstacles a l’extension d’une
déformation infinitésimale h-triviale & une déformation formelle sont liés & H? (g, b, End(V)).

Les déformations des algébres de Lie avec base et les déformations verselles ont déja été
considérées par Fialowski en 1986 [31]. En 1988, Fialowski [32] a ajouté des déformations
dont la base est une algébre locale compléte. De plus, dans [32], la notion de déformation
miniverselle (ou verselle formelle) a été introduite en général. En cohomologie, sous certaines
conditions cohomologiques, il existe une déformation verselle. Plus tard, Fialowski et Fuchs,
utilisant ce cadre, donnérent une construction pour une déformation verselle.

Maintenant, introduisons quelques concepts fondamentaux et quelques notations. L’es-
pace des densités pondérés en poids p sur R (ou p-densités en abrégé), est lespace des
sections du faisceau de lignes (7*S1)®". L’algébre de Lie Vect(S') des champs de vecteurs
X, = h% oit h € C*°(S1) agit par la dérivée de Lie. Alternativement, cette action peut étre
écrite comme suit :

Xg - (fdat') = L (f)da"  avec L% (f)=gf +ug'f,
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ou f’, h' sont %, %.

On consideére les algébres de Lie s1(2) et aff(1) qui peuvent étre considérées comme des sous-
algébres de Lie de Vect(S?) :

5[(2) = Span (X1, X, X,2) et aff(l) = Span (X1, X,).

Bien siir, aff(1) est une sous-algébre de s[(2). On obtient également des familles de dimensions
infinies s[(2)-modules et aff(1)-modules toujours notées Fj.

L’étude des déformations multiparamétriques du plongement standard 7 de ’algébre de
Lie Vect(S!) des champs de vecteurs lisses sur S dans I’algébre de Lie des symboles pseudo-
différentiels WDO définis par 7(f(z)0;) = f(x)£ a été réalisée par Ovsienko et Roger [54, 55].
Ils ont essentiellement étudié les déformations polynomiales de la forme suivante

(c) =7+ Zﬂk(c)fk,
keZ
ot mg(c) : Vect(S') — C2(Sh) satisfait mx(0) = 0 et m;, = 0 pour k suffisamment grand.
Dans ce chapitre, nous nous intéressons au cas des h-triviales déformations, o h = sl(2) ou
aff(1). Plus précisément, nous investiguons le résultat de la cohomologie h-relative afin de
déduire la condition d’intégrabilité pour la déformation infinitésimale.

3.2 Géométrie de ’espace S!

3.2.1 L’espace des densités tensorielles sur S!

L’algébre de Lie, Vect(S'), des champs de vecteurs sur S! agit naturellement, par la
dérivée de Lie, sur I’espace

Fy = {fdgcA L fe 000(51)},
des densités pondérées de degré A. La dérivée de Lie Lﬁ‘( de l'espace F) le long du champ
de vecteur X % est définie par
Ly = X0, + \X/, (3.2.1)
ot X, f € C®(S) et X' := %. Plus précisément, pour tous fdz* € Fy, on a

Lx(fda?) = (X f' + M X")da?

3.2.2 Plongement naturel

L’algébre de Lie Vect(S?) des champs de vecteurs sur une variété S a un plongement
naturel dans l'algébre de Lie de Poisson des fonctions sur 7*S!. Il est défini par I’action
standard de l'algébre de Lie des champs de vecteurs sur le fibré cotangent selon la formule
explicite suivante :

m(Xy) = f¢. (3.2.2)
L’objectif principal de ce chapitre est d’étudier les déformations aff(1)-triviales de ce plon-
gement standard (3.2.2).
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3.2.3 Algeébre de Lie de Poisson des symboles formels
Déformations a I'intérieur de C>°(T*S%)

Considérons I'algébre de Lie de Poisson des fonctions lisses sur 7*S!. Dans ce cas, le
probléme de la déformation du plongement (3.2.2) a une solution élémentaire. Le plongement
de Vect(S') dans C°°(T*S') (3.2.2) a une déformation non triviale unique (bien connue).
En effet, étant donnée une forme volume arbitraire sur S*, 'expression :

mA(X) = X+ AdivX,

ot A € R définit un plongement de Vect(S') dans C*°(T*S'). L’application linéaire : X —
divX est le 1-cocycle non trivial unique sur Vect(S!) avec les valeurs C*°(S1) c C>°(T*S1).

Définition : Deux algébres de Lie de Poisson de symboles formels

Considérons dans ce qui suit 'algébre de Lie de Poisson sur le fibré cotangent avec section
nulle enlevée, 7*S! = T*S1\ S :
(i)L’algebre de Lie P des fonctions sur 7*S*;
(ii)L’algebre de Lie P de la série formelle de Laurent sur 7S,
Les algébres de Lie P et P peuvent étre interprétées comme les limites classiques de 1'algebre
des symboles formels des opérateurs pseudo-différentiels sur S*. Dans les deux cas, le crochet
de Poisson est défini par la formule habituelle ;

OF 0G  OF 0G
{FGY =5 or ~ o0 o6 (3.2.3)

En tant qu’espaces vectoriels, les algébres de Lie P et P ont la forme suivante :

P=C>(8Y)®Cle¢"] et P=0%(S)@CEE)

ott C[¢,£7Y] est 'espace des séries de Laurent en une indéterminée formelle. Les éléments
des deux algébres : P et P peuvent étre écrits sous la forme suivante :

F(z,6,67") =) ¢ fi(z)

kEZ

ou les coefficients fi(z) sont des fonctions périodiques : fi(z + 2 pi) = fi(z). Dans le cas de
I’algeébre P, on suppose que les coefficients f = 0, pour | k | suffisamment grand ; pour P la
condition est : fi = 0 si k est suffisamment grand.

Lemme 3.2.1. [55] L’algébre de Lie P en tant que Vect(S')-module est décomposée comme
suit :
P = Om>0Fm ® [ [ Fm- (3.2.4)

m<0
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Théoréme 3.2.1. (Ovsienko-Roger [55])
L’espace H'(Vect(S1), P) a la structure suivante :

H' (Vect(S1), P) = R*.
Les cocycles non triviaux générant les groupes de cohomologie sont les suivants :

co(f0)=f
Co(f0) = f'
Ci(fo) = fre !
Co(fo) = fe2.

3.2.4 Opérateurs pseudodifférentiels sur S*

A chaque opérateur pseudodifférentiel F' sur S' on associe son symbole [25, 55]. Soit UDO
'espace des symboles pseudodifférentiels sur S* [54, 55]. L ordre de WDO est défini comme
étant

ord(F) = {sup k € Z|fp(z) # 0} pour tout F(z,& " Z{kfk € DO,
k€EZ

ou fx(z) € C*(R) avec fr = 0 pour k suffisamment grand. Au moyen des deux dérivations
naturelles sur ¥DO

O : Y il = Y kf T et 0y Y e Y St (3.2.5)
k k k k

on définit un crochet de Poisson naturel :

OF 0G OF 0G

Sur espace des symboles pseudodifférentiels, une structure d’algébre associative est dé-
finie par la régle [54]

1 oFForG
FOG:ZEZWQZ (3.2.7)
k>0
ou : - : représente " I'ordre normal "défini par
L f(2)Erg ()" = f(w)g(w)E" . (3.2.8)

C’est une généralisation naturelle du produit de Wick. Comme d’habitude, nous pouvons
également définir le crochet de Lie associée au o-produit par [F,G] = F o G — G o F. Nous
désignons alors ’algébre de Lie avec cette structure par WDQOp pour la distinguer de la
structure d’algébre de Lie de Poisson.

On considére alors la famille des lois associatives sur ¥DO en fonction d’un paramétre h €
10,1] :

42



hn
AopB=)_ —1 (%2 A)(9;B).
n>0,
On note ¥DO), I'algébre associative des opérateurs pseudodifférentiels sur S* équipée de la
multiplication op. Il est clair que toutes les algébres associatives WDy, sont isomorphes entre
elles. Pour le commutateur [A, B]j := Aoy, B— Bop A, on a:

[4, Bln = {A, B} + O(h),

et donc limy,_o[A, B]p, = {A, B} ot nous identifions P avec DO comme espaces vectoriels.
De ce fait, 'algeébre de Lie DO se contracte avec I'algébre de Lie de Poisson P.

Théoréme 3.2.2. (Ovsienko-Roger[54])
L’espace H(Vect(SY), UDO) a la structure suivante :

H' (Vect(S1), ¥DO) = R
Les cocycles non triviaux générant les groupes de cohomologie sont les suivants :

©o(f0) = f

0:1(f0) = f'

O3(f0) = 3020 (1)1 203 pl)g—ntl
03(f0) = 302, (~ 1) 20D et Dgn,

n+1
Dans [54, 55|, Ovsienko et Roger classifient les déformations non triviales du plongement
standard de I'algébre de Lie Vect(S!) dans I’algébre de Lie des fonctions du fibré cotangent
T*S" respectant le crochet de Poisson et 1'algébre de Lie ¥ DO des symboles pseudodifféren-
tiels sur S7.
Supposons maintenant que b soit une sous-algébre de Vect(S*'). Nous classifions alors toutes
les déformations h— triviales du plongement naturel.

n=2

3.3 Enoncé du probléme : déformations h— triviales du plongement
naturel

3.3.1 Déformation h—triviale de Vect(S') dans P.

Nous classifions toutes les déformations h— triviales du plongement naturel 3.2.2 de
Vect(S') dans P. Cela signifie que nous étudions les applications linéaires h— triviales

¢ Vect(SY) — P[[d]

dans l'algébre de Lie des séries & un paramétre formel c¢. Une telle application a la forme
suivante :

T =m+cm +comy+ -

ott T : Vect(S') — P sont des applications h—triviales linéaires telles que la condition
d’homomorphisme formel soit satisfaite.
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3.3.2 Déformation h—triviale de Vect(S') dans UDO.

L’objet principal de cette partie est d’étudier les déformations h— triviales du plongement
canonique

po : Vect(S') — UDO (3.3.1)

po(Xr) = F¢

3.3.3 Déformation h—triviale de Vect(S') dans P.

Nous classifions toutes les déformations h—triviales du plongement naturel (3.2.2) de
Vect(S!) dans P. En d’autres termes, nous considérons les homomorphismes de la forme

suivante :
T=m+ Zﬂk(c)fk
keZ
ol ¢ = cq,...,cn, € R (ou C) sont des paramétres de déformation, chaque application linéaire

mr(c) : Vect(SY) — C°°(S1) étant polynomiale dans ¢, m,(0) = 0 et 7, = 0 si k > 0 est
suffisamment grand.

Théorie de la déformation

La théorie de la déformation des homomorphismes d’algébres de Lie a d’abord été considé-
rée avec un parametre [33, 50]. Récemment, les déformations multiparamétriques des algébres
de Lie et de leurs modules ont été intensivement étudiées [1, 5, 13, 12, 31, 32, 54, 55|. Rap-
pelons les bases de cette théorie.

Soit pg : Vect(S') — ¥DO un plongement d’algebres Lie. Une formelle déformation b-triviale
de po est une série formelle

m m
P =po+ Y tipi+ Y tit;pl) + -, (3.3.2)
i=1 ij=1
ou les p;, pg), ... sont des applications linéaires de Vect(S') vers ¥DO avec t = (t1,...,tn) €
C[t1, ..., tm], etc., de sorte que Papplication
p(t) : Vect(S') — C[t1, ..., tm] ® ¥DO, (3.3.3)
satisfait la condition d’homomorphisme a n’importe quel ordre dans ¢t = (¢, ..., %y, ). Deux

déformations h-triviales formelles p et p sont dites equivalentes si p = I; o p pour un auto-
morphisme interne

I, : C[t] ® ¥DO — C[t] ® YDO

de la forme

m
I; = exp(z t adFi—i-Ztitj adp, ,+- ) pour certains F;, Fy j,- -+, Fy, 4 € $DO. (3.3.4)
i=1 i
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Dans de nombreux cas, nous devons plutdt considérer les déformations polynomiales b-
triviales des séries formelles : la série formelle peut parfois étre tronquée et le paramétre for-
mel remplacé par des coefficients complexes. Plus précisément, selon [54, 55|, une déformation
polynomiale h-triviale de plongement naturel (3.3.1) est un homomorphisme de I'algébre de
Lie p(c) : Vect(S!) — ¥DO de la forme suivante :

p(e)=po+ Y pr(c), (3.3.5)

kEZ

ott pi(c) : Vect(S')) — P sont des applications linéaires avec P comme dans (3.2.4), poly-
nome en le paramétre ¢ = (¢, - -+, ¢p) € C™ et tel que pr, = 0 pour k suffisamment grand. La
théorie des déformations polynomiales h-triviales semble étre plus riche que celle des défor-
mations formelles. Le probléme d’équivalence pour les déformations polynomiales h-triviales
présente des aspects intéressants supplémentaires liés aux transformations des paramétres.

3.3.4 Déformations h-triviales infinitésimales et premiér espace de cohomologie
relatif

Les déformations (3.6.1) et (3.3.5), termes modulo le second ordre en ¢ et ¢, respective-
ment, sont appelées infinitésimales. Les déformations h-triviales infinitésimales d’un homo-
morphisme d’algébre de Lie p de g en b sont classées par la premiére cohomologie H!(g, b, b),
ol b est un g-module & travers p et b est une sous-algébre de g.

Plus précisément, les termes des premiers ordres p; dans (3.6.1) et ag((:) |._, dans ( 3.3.5)
sont des 1-cocycles. Deux déformations h-triviales infinitésimales sont dites équivalentes si les
cocycles correspondants sont cohomologues. Inversement, étant donné un homomorphisme
d’algébre de Lie p: g — b, un p; € Z'(g,b, b) définit a I-cocycle arbitraire une déformation
infinitésimale de p. Les obstacles a l'existence d’une déformation h-triviale (3.6.1) se trouvent
dans H?(Vect(S1), b, ¥DO). En effet,

2
pr=p—po, PV = tipi, )P = tit; o2, ...,

on peut réécrire la relation (3.6.1) de la maniére suivante :

i (@), po()] + [po(x), e ()] — e[z, y)) + Y [0 (@), o9 ()] = 0. (3.3.6)
4,7>0

Les trois premiers termes sont (dp¢)(z,y), ot 0 représente le cobord. Pour les applications
linéaires arbitraires 1, 72 : ¢ — b, considérons le cup-product standard :

[V, 7]z, y) = (@), v2(9)] + [v2(2), 71 (v)]- (3.3.7)

La relation (3.3.6) devient maintenant équivalente a :

1
dpt = —5[[807:,901&]}' (3.3.8)
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En développant (3.3.8) dans les séries de puissances en ¢, on obtient I’équation suivante pour
(k) .
P\

1 . .
5p(k) =3 Z [[p(l),p(J)]]. (3.3.9)
i+i=k
4,5 >0
La partie droite de (3.3.9) est un 2-cocycle dont les coefficients sont des polynémes homogénes
de degré k en t, la classe de cohomologie de ce cocycle est un obstacle & 'existence des
solutions. La premiére relation non triviale §p(2) = —%[[p(l), p(l)]] donne le premier obstacle
a l'intégration d’une déformation infinitésimale h-trivial. Ainsi, en considérant le coefficient

de t;t;, on obtient
2 1
007 = —5lpus sl

Cette relation est précisément la condition pour que le 2-cocycle [p;, p;] soit un cobord.

3.4 Déformation aff(1)-Trivial du Vect(S!) dans P

3.4.1 Cohomologie aff(1)-relative sur P
Corollaire 3.4.1.

H'(Vect(S1), aff(1), P) = H'(Vect(S"), aff(1), P) = R2.
Les cocycles non triviaux générant les groupes de cohomologie relatifs sont les suivants :

Ci(f0) = /¢!
| eutfo) e (34

3.4.2 Conditions d’intégrabilité de second ordre

Proposition 3.4.1. Toute déformation infinitésimale aff(1)—triviale de Vect(S') a valeurs
dans P est équivalent a :

fO = fE+ef'e +eafE?, (3.4.2)

ot c1,co € R (ou C) sont des parametres

Dans cette section, on obtient les conditions d’intégrabilité pour la déformation initiale
(3.4.2). Supposons que la déformation initiale (3.4.2) puisse étre intégrée a une déformation
formelle.

0x = px + pg? + pg?) + pg?) +ey (3.4.3)

oll pg;) est donné par (3.4.1) et pg?) est un polyndéme quadratique en ¢; dont les coefficients

sont des éléments de P disparaissant sur aff(1).
On calcule les conditions pour le second ordre, c’est-a-dire pour les termes p(2).
La condition d’homomorphisme

lox, 0v] = ox,v1»
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donne pour les termes du second ordre 1'équation suivante (Maurer - Cartan)
0p? = —3[p", p]. (3.4.4)

Le co6té droit de (3.4.4) est un cup-produit de aff(1)-relative 1-cocycles, donc c¢’est automati-
quement un aff(1)-relatif 2-cocycle. Plus précisément, 1’équation (3.4.4) peut étre exprimée
comme suit

8,0(2 = %chC’Z,ZcZ i (3.4.5)

On considére donc les aff(1)-relatif 2-cocycles €; ; € Z2.(Vect(S1), aff(1), P) définis par
Q5 = [Ci, Cj].

Il est facile de voir que €;; = 0 pour 7« = 1, 2. La condition d’intégrabilité du second ordre
est déterminée par le fait que toute application €;; & 2-cocycles pour i # j, i, j € {1, 2},
doit étre un 2-cobord aff(1)-relatif. Plus précisément, €; ; doit coincider, jusqu’a un facteur
scalaire, avec db, ot b : Vect(S1) — P, aff(1)-invariant. On a alors besoin du lemme suivant :

Lemme 3.4.1. Soit b € C(Vect(S'), aff(1), P) défini par : pour XL € Vect(S')
b(Xp) = s fO6™ + a5 fO (34.6)

ot les coefficients ag et as sont constants. Puis Uapplication 0b : Vect(S') x Vect(S1) — P
est donnée par

(X5, Yy)(f,9) =as(2(f9® — fOg) —9(f@ g — O g 4 5(fB)gl) — fA)g))e=3—
Saas(/@Ig) — f10)g)e
(3.4.7)

Preuve 3.4.1. En utilisant le crochet de Poisson, on trouve le résultat suivant.
Soit b(Xy) : Vect(S) — P

b(Xs) = agfOe3 + as fOle?

On a
8b(Xf,Xg) = Lbe(X ) — Lxgb(Xf) — b([Xf, ]) tel que

Lx,b(Xg) = {f& 6993 +a5g® ¢4} = (069D +305f/99) 3+ (s fg O +4as f1g®))E
et

Lx,bs(X5) = {96, a6f O3 + as O} = (a6fg™ + 3a5f9)E3 + (a6 fg® +

das f'g®)e4
et

b([X7, Xg)) = b(Xpg—prg) = a6(fg = ['9) O3 + as(fg' — f'g)Pe
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En déduit que
(X1, Yy)(f, 9) = as(2(f'g® — fOg) —9(fP g — ) g2)) 4 5(fB)gld) — fB))g(3)))¢=3 —
Saas(/2)gl1) — g2t

On divise ces conditions en deux familles que 'on détaille dans les deux propositions
suivantes. Considérons d’abord les fonctions suivantes en la variable ¢ ou ¢ est la famille de
parameétres c;

wiile) =c s ie{l, 2},

77

WLQ (C) = C1C3.

Ces fonctions wj j(c), i,j = 1,2, apparaitront sous forme de coefficients pour certaines
applications de P et seront utilisées dans les expressions des conditions d’intégrabilité. Plus
précisément, on montre que le second terme p(?) est de la forme p® = 3" w; ;(c)bi;.

Proposition 3.4.2. 1) Siie {1,2} ,Q;,(f0,90) =0.
2) L’application Q1 2(f0, g0) = w172(f(4)g(2) —f@ g e est un 2-cocycle aff(1)-relative
trivial.

Preuve 3.4.2. 1) Siie{l,2}, ona
Qi,i - C? [[Cu Czﬂv
Par un calcul direct, on montre que

[Ci, Cil(f0, 90) = {Ci, Ci}(f0, 90) +{Ci, Ci}(f0, g0) = 0.

2) Notons que par la suite, certaines valeurs singuliéres du paramétre i # j apparaissent
car les [C;i, C5](f0, g0) aff(1)-relatifs 2-cocycles n’existent que pour i # j.
(1) Par un calcul direct, on montre que

[C1,Ca](f0, 90) = {C1, Ca}(f0, g0) + {Ca, C1}(£0,90) = wio(F g — fPgW)e,
(1) On exhibe des réels o et (B tels que :
afdy 9 = [0b. (3.4.8)
Par un calcul direct, on montre que
Q1,2 = wi,2(c)0b,
Par conséquent, il n’y a aucune condition sur §2y o.

Notre résultat principal dans cette section est le théoréme suivant.
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Théoréme 3.4.1. [l n’existe aucune condition d’intégrabilité pour l'intégrabilité du second
ordre de la déformation infinitésimale aff(1)-trivial (3.4.2).

Preuve 3.4.3. Ces conditions sont nécessaires, comme le montre la proposition  (3.4.2).
Maintenant, dans ces conditions, le second terme p®) de la déformation infinitésimale aff(1)-triviale
(5.4.2) est une solution de l’équation de Maurer-Cartan (3.4.5). Cette solution est définie

a 1-cobord pres et il a été montré  [33, 1] que différents choix de solutions de l’équation

de Maurer-Cartan correspondent & des déformations équivalentes. Ainsi, on peut toujours
choisir

PP = Lwi5(c)b(Xy) = Lwio(c) fPIE

3.4.3 Conditions d’intégrabilité du troisiéme et du quatriéme ordre
Calcul de I’équation du troisiéme ordre de Maurer - Cartan

On va maintenant reconsidérer la déformation formelle (3.4.3) qui est une série de puis-
sances formelles dans les paramétres ¢; avec des coeflicients dans P. On suppose que les
conditions d’intégrabilité du second ordre sont satisfaites. Ainsi, les termes de troisiéme ordre
de (3.4.3) sont des solutions de I’équation (Maurer-Cartan)

0pM =5 > 0™, o). (3.4.9)
i+j=3
Comme dans la section précédente, on peut écrire
2
op¥ = -13 "5, (3.4.10)
i=1
ot Z; sont des applications de Vect(S!)®? dans P.
Le terme du troisiéme ordre p(® de la déformation formelle aff(1)-triviale (3.4.3) est une
solution de (3.4.10). Ainsi, les 2-cochaines Z; doivent satisfaire =Z; = 0b, puis les conditions
d’intégrabilité du troisiéeme ordre en sont déduites.
On calcule successivement les =; pour 1 = 1,2 et on résout =; = db pour obtenir le troisiéme
ordre correspondant des conditions d’intégrabilité.
On doit noter que les applications =; sont des 2-cochaines, mais qu’elles ne sont pas né-
cessairement des 2-cocycles car elles ne sont pas des cup-produits de 1-cocycles comme les
applications §); ;. En effet, p(2) n’est pas nécessairement un 1-cocycle.

Conditions d’intégrabilité du troisiéme ordre

Proposition 3.4.3. On a les conditions d’intégrabilité du troisieéme ordre suivantes de la
déformation infinitésimale (3.4.2)

cwi2(c) = C%CQ =0,
cowia(c) = clc% =0 (3.4.11)
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On a besoin des lemmes suivants .

Lemme 3.4.2. Soit bg € C'(Vect(S'), aff(1), P) défini par :
pour f% € Vect(S1)
be(Xs) = ags fPE0 + agefMe" (3.4.12)

ot les coefficients a7 et ags sont constants. Puis Uapplication Obg : Vect(51)®2 — P est
donnée par

Obs(X 5, Xg)(f,9) =2as5((f®g — f'g®) + 10(f( )g®) g\"))Es
+dass (209 = 10)g0) + <f<5> [EgONE 3419
+ldarg((FO9® — f@g©) + (F0)9®) — f<3> )¢~

Preuve 3.4.4. En utilise le crochet de Poisson.
Soit bg(Xf) : Vect(S') — P

bo(X ) = ags fEED + argfMe0

On a
Obs(Xf, Xg)(f:9) = Lx,;bs(Xg) — Lx,bs(Xy) — bs([Xp, X ]) tel que
Lx,bs(Xg) = {f& 085900 + a7690E0) = (a55f99) + bags /9™ + (arefg®
6z f'g)E0 et
Lx,bs(X7) = {98, as 5f ®e5 + 047,6f(7)§_6}6t
bs([X 1, Xg]) = 0s(Xpg—pg) = ass(fg' — f'9) B +ars(fg' — f'g) D"

On en déduit que
bs(Xy, Xg) = 205,5((f® g~ f'g*)+10(f Vg — F2 g(D)) P+ 14 5 (2 (f<6 ) — 1®)g(9)+
(f(5)g(4) — f(4)g(5)))§*5 + 14Oz7,6((f(6)g(2) _ f(2)g(6)) + (f(5)g(3) — f@)g( ))5 6
Lemme 3.4.3. Soit by € C'(Vect(S1), aff(1), P) défini par :
pour f% € Vect(S1)
br(Xy) = a9 f ¢ 0 +ag O (3.4.14)
ot les coefficients ag g et ag7 sont constants.

Alors 0by € C?(Vect(SY), aff(1), P) a la forme générale suivante :
pour fAL gL ¢ Vect(S')

o7 (X, Y)(f) =2a96(fVg — f'g”)¢ 5 + 27@9 6(f®g? — f(2>g<8))§*6+

38a0,6(/ g9 f<3>> D€+ 4200,6(f g — fDg©)e=01 (3.4.15)
20057(f Vg — BT + 280y 7(fOg®) =[Oy~ T
Lag 7 (fPIg — fWgENeT.
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Preuve 3.4.5. On a
El = CleQ(C)HCl, b]]
et
EQ = 62(4}1’2(0) [[02, b]]
Par un calcul direct, on montre que les 2-cochaines
1=y ((f(G)g(z)—f(z)g(ﬁ))+4(f(3)g(5)—f(5)g(3)))£_6 et Obg sont linéairement indépendantes.

De la méme maniére, Z9 = clcg((f(@g(?’) — 3 g0y 44D gG) — f(5)g(4)))£_7 et Oby sont
linéairement indépendantes.

Ainsi
ciey =0,
clc% =0.

On calcule ces 2-cochaines puis on vérifie les conditions d’intégrabilité correspondantes.

Conditions d’intégrabilité d’ordre quatre

Le résultat est le suivant :

Proposition 3.4.4. Il n’y a pas de conditions d’intégrabilité pour les conditions d’intégrabilité
du quatrieme ordre de la déformation infinitésimale (3.4.2).

Preuve 3.4.6. Ces conditions proviennent du fait que le quatrieme terme p™) doit satisfaire :

9p® = _L1,@

5 10?021,

En effet, on peut toujours réduire ,0(3) par équivalence.
Le théoréme suivant est notre résultat principal.

Théoréme 3.4.2. Les conditions du troisieéme ordre (3.4.11) sont nécessaires et suffisantes
pour permettre l'intégrabilité compléte de la déformation infinitésimale  (3.4.2). De plus,
toute déformation formelle aff(1)—triviale de la dérivée de Lie px sur lespace des symboles
P est équivalente a un polynome de degré inférieur ou égal a 2.

Preuve 3.4.7. Clairement, toutes ces conditions sont nécessaires. Prouvons alors qu’elles
sont également suffisants.

Comme dans la prewve du théoreme 3.4.1, la solution p® de I’équation de Maurer-Cartan
(3.4.9) est définie jusqu’a un I-cobord et on peut donc toujours réduire p®) o zéro par
équivalence. De plus, par récurrence, les termes d’ordre le plus élevé, p™ | satisfont Uéquation
p(m) = 0 et peuvent également étre réduits & l’application identiquement nulle. Ceci termine
la preuve du théoréme 3.4.2.
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3.5 Déformation aff(1)—triviale du Vect(S!) dans ¥DO

3.5.1 Cohomologie aff(1)—relative sur VDO

Corollaire 3.5.1.
H' (Vect(S1), aff(1), ¥DO) = R

Les cocycles non triviaur générant les groupes de cohomologie relatifs sont les suivants :

O2(f0) = 302 (— 1) 128 plmg—nit
O3(f0) = Y22, (—1)n 3=l plntt)en,

3.5.2 Deéformations infinitésimales

Proposition 3.5.1. Toute déformation infinitésimale aff(1)—triviale du plongement naturel
de Vect(S) dans $DO est équivalent a :

T fO = f€+ c2Oa(f0) + c303(f0), (3.5.1)

ot cz,c3 € R (ou C) sont des parametres.

3.5.3 La condition d’intégrabilité

Le résultat principal de cette section est le suivant

Théoréme 3.5.1. La déformation infinitésimale (3.5.1) est intégrable en une dformation
polynomiale si et seulement si la relation suivante (cubique) est satisfaite :

8¢5 + 9¢2 4 8¢3 + 18¢yc3 = 0. 3.5.2
3

On montre d’abord que la condition (3.2.2) est nécessaire a I'intégrabilité des déformations
infinitésimales.

Remarque 3.5.1. Dans une interprétation cohomologique, les obstacles a l’intégrabilité d’une
déformation infinitésimale (3.5.1) qui ne satisfait pas la condition (3.5.2) correspondent a une
classe non triviale de H*(Vect(S'), aff(1), Fs).

Preuve 3.5.1. La déformation infinitésimale (3.5.1) est clairement de la forme :
T(f0) = fE+ caf '€ s e+ (3.5.3)

ow --- désigne les termes dans €73,67%, ... Pour calculer les obstacles & Uintégration de la
déformation infinitésimale (3.5.1), il faut ajouter les premiers termes non triviauz et imposer
la condition d’homomorphisme.

Alors
7(f0) = fE+ caf "€ + eaf "€+ () fVETE 4+ 5 (0) FWET, (3.5.4)
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ot I4(c) et 5(c) sont des polyndomes en ¢ = (ca,c3). On trouve
2M04(c) = —c3 — 3c3 — c2, (3.5.5)

5H5(C) = —c9c3 + C% — 6H4(C) + co. (356)

Allons un peu plus loin et développons la déformation jusqu’a £, c’est-a-dire
7(f0) = 7(f0) + Tg(c) f0E°
La condition d’homomorphisme conduit alors & une relation non-triviale pour les parameétres :
10(cac3 — ¢ — cg — 10115 — g — colly) = 18(3colly + 3cacs — 2¢5 + 10114 + 5e3).

En substituant les expressions (3.5.5) et (3.5.6) a1l et Il5, on obtient la formule (3.5.2).
On a donc montré que cette condition est nécessaire a l'intégrabilité des déformations infinitésimales.
Ceci termine la preuve du théoréeme (3.5.1).

3.5.4 Introduction du paramétre h
Contraction de I’algébre de Lie ¥DO(S!)

La contraction a été inventée par E. Wigner et 1. Inonu dans les années cinquante, puis
a été ensuite développée par certains physiciens.

Si g est une algebre de Lie, considérons un groupe & un paramétre ®; : g — g d’endo-
morphismes linéaires, tels que ®; soit un isomorphisme pour t # 0, que ®; = id et que Py
soit singulier. On définit le crochet [, ]; sur g par la formule

(X, Y]y =0, [®(X), (V).

Pour ¢ = 1, c’est le crochet de g, et il est isomorphe & [, |; pour g si ¢t # 0. Supposons que
pour tout X et Y, la limite : [X, Y]o = lim;—0[X, Y]; existe, alors [, ]o est un crochet de Lie
sur g non isomorphe au précédent car ®( est singulier. L’algébre g g fournie avec le crochet
[, Jo s’appelle I'algeébre de Lie contractée de g par ;.

On considére maintenant 'application @, : WDO(S1) — WDO(S?) défini par @y, (ad?) =
ahPdP. Un calcul simple montre que

0A0B 0BOJ0A
O, ([04(A), ®n(B)]) = h(H5—+— — =7 7-) + hO(h).
2 H(@n(A), an(B)) =h(S5 07—~ 9208 1 ho)
La limite existe et on a lim +[A, B], = {A, B} pour h — 0. {4, B} signifie ici le crochet de
Poisson sur les symboles (z, 9), vus cette fois en fonction de deux variables. On a donc utilisé
la contraction de l'algébre de Lie UDO(S') sur I'algébre de Poisson P = C*°(S1)[9, 071]]
équipée du crochet canonique.
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Contraction des déformations h-triviales

A partir d’une déformation h-triviale de 1'un des types (3.3.5) ou (3.6.1) , on peut la
modifier pour qu’elle devienne une déformation & valeurs dans 1’algébre déformée WDO, (S1).

Plus précisément, si on définit 7} = ¢, Lo #,, alors on a
i ([F, G) = @, ([7(F), 7(G)]) = [m(F), m(G)ln,

et ainsi 7} : Vect(S1) — WDOy(S') est une déformation h-triviale (formelle) du plongement
naturel .

Parameétrisation : la condition d’intégrabilité

On peut maintenant modifier la relation pour obtenir une déformation dans WDO(S?!)
et le scalaire h apparait alors avec des puissances différentes selon le poids dans les termes
successifs dans la formule ( 3.5.2 ). On obtient finalement

Proposition 3.5.2. Cette relation
8¢5 +9¢2 + h(18cac3) + h?8c2 =0 (3.5.7)

est une condition d’intégrabilité nécessaire pour les déformations infinitésimales ( 3.5.1 )
dans WDO(SY). La condition d’intégrabilité est représentée géométriquement sur la figure 1
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FIGURE 3.1 — La condition d’intégrabilité de UDO,(S)

Proposition 3.5.3. Pour tout o € C, les constantes

- —"(";h), (3.5.8)
o = 02(h2— o) N o(h— 0)6(2h — 0)’ (3.5.9)
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doivent satisfaire la relation (3.5.7).
Réciproquement, tout couple co, c3 satisfaisant la relation ( 3.5.7 ) est de la forme ( 8.5.8 )
et ( 3.5.9 ) un certain) o € C .

Proposition 3.5.4. Toute déformation aff(1)—triviale du plongement naturel de Vect(S?!)
dans P est équivalente & :

[0 fE+ e f"E N + eaf e, (3.5.10)
avec c¢1,c2 € R (or C) des paraméetres.

Théoréme 3.5.2. Une déformation infinitésimale aff(1)—triviale 3.5.10 correspond a une
déformation polynomiale du plongement naturel Vect(S') — P si et seulement si la condition
sutvante est satisfaite :

8¢ +9¢32 = 0.

La condition d’intégrabilité est représentée sur la figure 2.
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0.2 1

FIGURE 3.2 — La condition d’intégrabilité de P

Preuve 3.5.2. Pour h = 0 (3.5.7), on obtient le polynéme que l’on a obtenu dans le cas
semi-classique (Poisson).
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3.6 Déformation sl(2)—triviale du Vect(S?)

Dans cette section, on s’intéresse au cas de la déformation sl(2)— triviale.
Soit pg : Vect(S') — UDO un plongement d’ algébres de Lie. Une déformation formelle de
po est une série formelle

P =po+ Y 10+ Y tit; )+, (3.6.1)
i=1

ij=1

ou ©;, pl(?), ... sont des applications linéaires s[(2)—relatives de Vect(S') dans ¥DO telles

que 'application
p(t) : Vect(SY) = C[[t1, ..., tm]] @ ¥DO, (3.6.2)

satisfait la condition d’homomorphisme.

Corollaire 3.6.1.
H! (Vect(S1),s1(2), ¥DO) = R.

Les cocycles non triviaux générant les groupes de cohomologie relative sont les suivants :

03(70) = (-1 2 g
n=2

1l est clair que le méme résultat est valable pour P :
H' (Vect(S"),sl(2), P) = R.
Les cocycles non triviaux générant les groupes de cohomologie relative sont les suivants :
Co(f0) = €72,
Le résultat principal de cette sous-section est le suivant

Théoréme 3.6.1. 1. Toute déformation formelle s\(2)—triviale du plongement naturel de
Vect(S1) dans WDO est équivalente a sa partie infinitésimale :

fO— f&+c303(f0), (3.6.3)

ot c3 €R (ou C) est le paramétre

2. toute déformation formelle sI(2)—triviale de Uinclusion standard de Vect(S') dans P
est équivalente a sa partie infinitésimale :

fO— [E+c3C3(f0), (3.6.4)

ot cg € R (ou C) est le paramétre
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Preuve 3.6.1. On considére une déformation formelle de plongement (3.6.1) :

p=po+c3O3+ Z cmpm)

m>2

Par un calcul direct, on vérifie que [©3,03] = 0.

La solution pz(-?j) de (3.8.9) est définie jusqu’aux 1-cocycles et il a été montré dans [1, 5,
29, 81, 32, 83, 50, 54, 55] que différents choix de solutions de (3.3.9) correspondent a des
déformations équivalentes. Ainsi, on peut toujours éliminer les pl@j). Puis, par récurrence, les
termes d’ordre le plus élevé vérifient I’équation 6pz(-7;q’) = 0 et peuvent également étre supprimés.

Comme précédemment, le résultat concernant la déformation du plongement naturel de

Vect(S) dans P provient du fait que nous avons par un calcul direct [C3,C3] = 0.
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Conclusion et remarques
complémentaires

3.7 Conclusion

Ce mémoire de thése présente I'ensemble de mes travaux de recherche. Le théme général
de ces travaux se situe au carrefour de deux domaines fondamentaux des mathématiques : la
déformation et la cohomologie. La théorie de la déformation des modules est étroitement liée
a la théorie de la cohomologie.

Dans la premiére partie, on considére la structure du module Vect(R) sur les espaces des

opérateurs différentiels bilinéaires agissant sur les espaces de densités tensorielles. On a cal-
culé la premiére cohomologie différentielle des champs de vecteurs d’algébre de Lie Vect(R) a
coefficients dans I’espace D), ,,,, des opérateurs différentiels bilinéaires agissant sur les densités
tensorielles. Cette cohomologie est en réalité une généralisation naturelle de la cohomologie
de Gelfand-Fuchs (]29]). On a calculé la premiére cohomologie de I’algébre de Lie Vect(R)
des champs de vecteurs sur les coefficients dans les espaces des opérateurs de différentiels
bilinéaires agissant sur les espaces de densités tensorielles.
Le résultat principal est le théoréme 2.3.1. Nous présentons plusieurs 1-cocycles intéressants
sur Vect(R) qui correspondent a de nouvelles extensions de Vect(R)-modules. On voit appa-
raitre en particulier une liste de valeurs exceptionnelles de densités tensorielles, pour lesquelles
I’espace de cohomologie est particuliérement riche et peut conduire a d’autres applications non
seulement dans la théorie des Vect(R)-modules, mais également dans des questions concer-
nant les systémes intégrables, ou méme pour des questions de physique.

Ce travail a fait 'objet d’un article "Cohomology of Vect(R) acting on the space of bilinear
differential operators" publé dans Journal of Geometry and Physics 2018 .

Plus précisément, on peut remarquer que :

— L’intérét des opérateurs différentiels bilinéaires sur la ligne réelle agissant sur les espaces
de densités tensorielles est dii au papier classique de Grozman.

~ L’apparition des valeurs =2 (voir le théoréme 2.3.1, cas (iii)) est clairement li¢e aux
valeurs exceptionnelles trouvées par Grozman.

— De méme, pour les valeurs impliquant /19, cf. Les parties (vii) & (viii) du théoréme

sont celles de Feigin-Fuchs ( Func. Anal. Appl. 14 (1980), 201-212).
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La deuxiéme partie de la thése est I’étude des déformations h—triviales du plongement
naturel de I'algébre de Lie Vect(S') des champs de vecteurs sur le cercle S' dans 1’algébre
de Lie des fonctions sur le fibré cotangent 7%S'. On a donc considéré d’abord Iaction de
Vect(S') par la dérivée de Lie sur I'espace des opérateurs différentiels Vect(S1) et on a clas-
sifié les déformations de cette action qui deviennent triviales lorsqu’elles sont restreintes a b
ot h = aff(1) ou sl(2). Des conditions nécessaires et suffisantes pour U'intégrabilité des dé-
formations infinitésimales ont été obtenues. Elles ont fait I’objet d’un article de revue publié
dans la revue International Journal of Geometric Methods in Modern Physics .
Les résultats importants suivants sont a noter :

— Il n’y a pas de condition d’intégrabilité pour I'intégrabilité du second ordre de la dé-
formation infinitésimale aff(1)-triviale de

forms fE+ e f e FeafE7,

— Les conditions du troisiéme ordre sont nécessaires et suffisantes pour l'intégrabilité
compléte de la déformation infinitésimale . De plus, toute déformation aff(1)-triviale
formelle de la dérivée de Lie px sur 'espace des symboles P est équivalente & un
polynome de degré inférieur ou égal a 2

— La condition d’intégrabilité
La déformation infinitésimale correspond a une déformation polynomiale, si et seule-
ment si la relation suivante (quartique) est satisfaite :

8cs + ch + 8¢5 + 18¢oc3 = 0

— Une déformation infinitésimale aff(1)—triviale correspond a une déformation polyno-
miale de I'inclusion standard Vect(S') — P si et seulement si la condition suivante est
satisfaite :

8¢3 +9¢2 =0

— 1. Toute déformation formelle sl(2)—triviale de I'inclusion standard de Vect(S') dans
UDO est équivalente a sa partie infinitésimale :

faHfE"i'CS@Z)»(fa)?

oucg € R (ou C) est le paramétre

2. toute déformation formelle sl(2)—triviale de I'inclusion standard de Vect(S') dans
P est équivalente a sa partie infinitésimale :

JO = fE4 c3C3(f0),

ot c3 € R (ou C) est le paramétre.
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3.8 Perspectives

Suite & ces résultats, nous proposons deux voies possibles d’approfondissement et/ou
d’extension.

1- La premiére voie que nous proposons concerne le passage du bilinaire au n-linéaire.
Plus précisément, soit A € R™, on considére la structure du module Vect(R) sur les espaces
des opérateurs différentiels n-linéaires agissant sur les espaces de densités tensorielles. Il
nous semblerait intéressant de calculer la premiére cohomologie différentielle des champs de
vecteurs d’algébre de Lie Vect(R) a coefficients dans I'espace DX u des opérateurs différentiels
n-linéaires agissant sur les densités tensorielles avec comme principale question de déterminer
I’espace DXW ou A€ R"?

2- La deuxiéme perspective possible concerne I'extension aux superalgébres et superva-

riétés.
Soit KM, K := R ou C, le superespace des coordonnées (z,0), ot 0 est 'indéterminée impaire,
muni de sa structure de contact standard donnée par la 1-forme o = dx + 0df et soit §y
I'espace des densités tensorielles de poids A sur K''. Considérons le super espace K(1) des
champs de vecteurs de contact sur K, c’est a dire la super algébre de Lie des champs de
vecteurs conformes sur K par rapport a la 1-forme o :

K(1) = {X € Vect(1]1)|Lx(a) = Fa. pour Fx € C®(K'") }.

Le K(1)—module adjoint, est isomorphe a §). L’espace D), , des opérateurs différentiels
bilinéaires A : §) ® §, — §, est muni d'une maniére naturelle d'une structure de module sur
la superalgebre de Lie /(1) des champs de vecteurs de contact sur K

Il nous semblerait intéressant de résoudre le probléme suivant & savoir de calculer ’espace

Hig (K(1), D pp)?
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d’algébre de Lie Vect(R) avec des coefficients dans ’espace D, ,., des opé-
rateurs différentiels bilinéaires agissant sur les densités pondérées. On
considére ’action de Vect(R) par la dérivée de Lie sur les espaces d’opé-
rateurs pseudodifférentiels VDO. On étudie les déformations h—triviales
de l’intégration standard de I’algébre de Lie Vect(S*) de champs de vec-
teurs lisses sur le cercle, dans P’algébre de Lie de fonctions sur le fibré
cotangent 7*S!. On classe les déformations de cette action qui deviennent
triviales une fois limitées & h ot h = aff(1) ou sl(2). Les conditions néces-
saires et suffisantes pour l’intégrabilité des déformations infinitésimales
sont données.
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Abstract : We consider the Vect(R)-module structure on the spaces of bili-
near differential operators acting on the spaces of weighted densities. We
compute the first differential cohomology of the vector fields Lie algebra
Vect(R) with coefficients in space D, ., of bilinear differential operators
acting on weighted densities.we consider the action of Vect(S') by Lie
derivative on the spaces of pseudodifferential operators V'DO. We study
the h—Trivial deformations of the standard embedding of the Lie alge-
bra Vect(S!) of smooth vector fields on the circle, into the Lie algebra of
functions on the cotangent bundle 7*S!'. We classify the deformations of
this action that become trivial once restricted to h where h = aff(1) or
5[(2). Necessary and sufficient conditions for integrability of infinitesimal
deformations are given.




