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Introduction

L’espace des densités tensorielles de poids λ sur R

Fλ =
{
f(dx)λ, f ∈ C∞(R)

}
, (λ ∈ R),

est un Vect(R)-module, où Vect(R) est l’algèbre de Lie des champs de vecteurs sur R qui agit
par la dérivée de Lie :

Lλ
F d
dx

(f(dx)λ) = (Ff ′ + λfF ′)(dx)λ, (0.0.1)

où f ′ = df
dx et F ′ = dF

dx . Tout opérateur différentiel A sur R agissant de Fλ vers Fµ peut être
considéré comme une application linéaire f(dx)λ 7→ (Af)(dx)µ de Fλ dans Fµ. L’espace de
ces opérateurs, noté Dλ,µ, est un Vect(R)-module , où l’action est donnée par :

Lλ,µX (A) = LµX ◦A−A ◦ L
λ
X . (0.0.2)

Un opérateur différentiel bilinéaire A agissant de Fλ⊗Fν dans Fµ est donné par fdxλ⊗
gdxν 7→ A(f⊗g)dxµ pour tout (λ, ν, µ) ∈ R3 . L’algèbre de Lie V ect(R) agit alors sur l’espace
Homdiff(Fλ ⊗Fν ,Fµ) = Dλ,ν;µ de ces opérateurs différentiels par :

Xh.A = LµXh ◦A−A ◦ L
(λ,ν)
Xh

, (0.0.3)

où L
(λ,ν)
Xh

est la dérivée de Lie sur Fλ ⊗Fν définie par la règle de Leibniz

L
(λ,ν)
Xh

(f ⊗ g) = LλXh(f)⊗ g + f ⊗ LνXh(g).

Par ailleurs, l’algèbre de Lie semi-simple sl(2) peut être réalisée comme sous algèbre de
Vect(R) de la manière suivante : c’est la sous algèbre engendrée par

{
d
dx , x

d
dx , x

2 d
dx

}
. Ainsi,

Fλ, Dλ,µ et Dλ,ν;µ sont aussi des sl(2)-modules.
Une déformation formelle de la structure de Vect(R)-module D est un homomorphisme

L d’algèbres de Lie de la forme :
LX = LX + ρX
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oùX ∈ Vect(R) et ρX est une série formelle en un certain nombre de paramètres t1, . . . , tk,
à coefficients dans Dmδ et à terme constant nul. Pour un réel δ et un entier m > 0 ar-
bitraires, on considère l’espace Dmδ des opérateurs différentiels sur l’espaces des symboles
Smδ =

⊕m
j=0Fδ−j , c’est à dire que l’on a

Dmδ =
⊕

δ−m≤λ,µ≤δ
Dλ,µ,

où δ − λ et δ − µ sont des entiers. Autrement dit ρX s’ecrit :

ρX =
k∑
i=1

tiCi(X) +
∑
i,j

titjρi,j(X) + · · · .

L’application X 7→ LX +
∑k

i=1 tiCi(X) est appelée déformation infinitésimale. La relation
L[X,Y ] = [LX , LY ] impose bien sûr des conditions sur les paramètres ti et sur les applications
Ci, ρi,j . . . En particulier, les Ci doivent être des 1-cocycles :

δCi(X,Y ) := Ci([X,Y ])−X.Ci(Y ) + Y.Ci(X) = 0.

Plus précisément, l’espace de cohomologie H1(Vect(R),Dmδ ) détermine et classifie les défor-
mations infinitésimales alors que les obstructions à l’intégrabilité d’une déformation infinité-
simale se trouvent dans l’espace de cohomologie H2(Vect(R),Dmδ ).

L’une des toutes premières théories des déformations à été édifiée pour des structures
complexes, par M. Kodaira et D. C Spencer en 1958 [43]. Plus tard, un programme de
déformation à été initié en 1975 par F. Bayen, M. Flato, C. Fronsdal, A. Lichnerowicz et D.
Sternheimer [16]. Le but de ce programme est de construire des déformations formelles du
crochet de Poisson afin d’obtenir un nouveau formalisme qui traite la quantification de la
mécanique classique. Ce programme était le point de départ d’une longue série des travaux
à travers ce qu’on appelle la théorie du "produit-star".

Dans cette thèse, on s’intéresse à deux thèmes de recherche qui sont très étroitement liés.
Le premier thème est l’étude de la structure du module Vect(R) sur l’espace des opérateurs
différentiels bilinéaires agissant sur les densités tensorielles. Le deuxième thème concerne
l’étude les déformations h−triviales de l’intégration standard de l’algèbre de Lie Vect(S1)
des champs de vecteurs lisses sur le cercle, dans l’algèbre de Lie des fonctions sur le fibré
cotangent T ∗S1. On classe les déformations de cette action qui deviennent triviales une fois
limitées à h où h = aff(1) ou sl(2). Les conditions nécessaires et suffisantes pour l’intégrabilité
des déformations infinitésimales sont alors données.

Le manuscrit est constitué de trois chapitres et d’une conclusion.
• Chapitre 1 : Il s’agit d’un chapitre introductif, dans lequel on trouvera les notions

de base de la théorie de la déformation et de la cohomologie nécessaires à l’exposé de notre
travail.
• Chapitre 2 : " Cohomologie de l’algèbre de Lie des champs de vecteurs sur R "[15].
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Dans ce chapitre, on considère la structure de Vect(R) module sur l’espace des opérateurs
différentiels bilinéaires agissant sur les espaces de densités. On calcule le première espace
cohomologie différentielle d’algèbre de Lie Vect(R) à coefficients dans le module Dλ,ν;µ.

Le résultat principal de ce chapitre est le théorème suivant :

Théorème 0.0.1. (i) Si µ− λ− ν = 0, alors

H1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = R, pour tout λ et ν.

(ii) Si µ− λ− ν = 1, alors

H1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) =

{
R3 si (λ, ν) = (0, 0),

R sinon.

(iii) Si µ− λ− ν = 2, alors

H1
diff(V ect(R),Dλ,ν;µ) =


R2 si (λ, ν) = (0, 0),

R si (λ, ν) = (0,−1), (0, ν), (λ, 0), (λ,−1− λ),

0 sinon.

(iv) Si µ− λ− ν = 3, alors

H1
diff( V ect(R),Dλ,ν;µ) =


R3 si (λ, ν) = (0, 0),

R2 si (λ, ν) = (−2, 0), (0,−2), (−2
3 ,−

2
3),

R sinon.

(v) Si µ− λ− ν = 4, alors

H1
diff( V ect(R),Dλ,ν;µ) = R2 pour tout λ et ν.

(vi) Si µ− λ− ν = 5, alors

H1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) =



R3 si (λ, ν) = (0, 0), (0,−4), (−4, 0),

R2 si (λ, ν) 6= (−3
2 ,−

1
2), (−1

2 ,−2), (−1,−3
2), (−1,−2),

(−1
2 ,−

3
2), (−3

2 ,−1), (−3
2 ,−

3
2), (−3

2 ,−2),
(−2,−1

2), (−1,−1), (−2,−1), (−2,−3
2)

R sinon.
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(vii) Si µ− λ− ν = 6, alors

H1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) =



R3 si (λ, ν) = (−5±
√

19
2 , 0), (0, −5±

√
19

2 ),

(
√

19−5
2 , −

√
19−5
2 ), (−

√
19−5
2 ,

√
19−5
2 ),

R2 si (λ, ν) 6= (−1
2 ,−2), (−2,−1

2), (−1
2 ,−

5
2),

(−5
2 ,−

1
2), (−1,−3

2), (−3
2 ,−1), (−1,−2),

(−5
2 ,−1), (−1,−5

2), (−3
2 ,−

3
2), (−2,−3

2),
(−3

2 ,−2), (−3
2 ,−

5
2), (−5

2 ,−
3
2), (−2,−1),

(−2,−2), (−2,−5
2), (−5

2 ,−2),

R sinon.

(viii) Si µ− λ− ν = 7, alors

H1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) =



R2 si (λ, ν) = (−5−
√

19
2 , −5−

√
19

2 ), (−5+
√

19
2 , −5+

√
19

2 ),

(0, ν), (λ, 0), (λ,−6− λ), (
√

19− 1, −
√

19−5
2 ),

(−
√

19−5
2 ,

√
19− 1), (−

√
19− 1,

√
19−5
2 ),

(
√

19−5
2 ,−

√
19− 1),

R si (λ, ν) 6= (−1
2 ,−3), (−3,−1

2), (−3,−5
2),

(−5
2 ,−3), (−1,−3), (−3,−1), (−1,−2),

(−2,−1), (−2,−3), (−3,−2), (−2,−3
2),

(−1
2 ,−

5
2), (−5

2 ,−
1
2), (−3

2 ,−2), (−3
2 ,−

5
2),

(−5
2 ,−

3
2), (−2,−2), (−2,−5

2), (−5
2 ,−2),

0 sinon.

(ix) Si µ− λ− ν ≥ 8 avec λ et ν alors

H1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 0.

• Chapitre 3 : " Déformation h− relative des opérateurs pseudodifférentiels " [14].
Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude de la déformation h-triviale du plongement

naturel de l’algèbre de Lie des champs de vecteurs Vect(S1) dans l’espace des opérateurs
pseudodifférentiels ΨDO(S1) sur le cercle S1 où h = aff(1) ou sl(2).

On sait que l’algèbre de Lie V ect(S1) des champs de vecteurs sur S1 agit naturellement
par la dérivée de Lie sur ΨDO(S1) et que cette action X 7→ ρ(X), définit une structure de
V ect(S1)−module sur ΨDO(S1). On cherche alors à définir un morphisme d’algèbre de Lie
de V ect(S1) dans End(ΨDO(S1)) ;

%X = ρX + ΦX
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où ΦX est une série formelle en un certain nombre de paramètres t1, · · · , tk, à coefficients
dans ΨDO(S1).

Autrement dit ΦX s’écrit :

ΦX =
k∑
i=1

tiCi(X) +
∑
i,j

titjρi,j(X) + · · ·

L’application

X 7→ ρX +
k∑
i=1

tiCi(X)

est appelée la déformation infinitésimale du V ect(S1)−module sur ΨDO(S1). L’étude des
déformations de ce morphisme est étroitement liée au premier et au deuxième groupe de co-
homologie H1(V ect(S1), h,ΨDO(S1)) et H2(V ect(S1), h,ΨDO(S1)). De la condition d’ho-
momorphisme :

ρ([X,Y ]) = [ρ(X), ρ(Y )],

on déduit d’une part que les Ci sont des 1-cocycles, et d’autre part que deux déformations
infintésimales sont équivalentes si et seulement si elles diffèrent d’un cobord. Ainsi, le premier
groupe de cohomologie H1(V ect(S1), h,ΨDO(S1)) caractérise et classifie les déformations in-
finitésimales. D’autre part, pour obtenir une déformation formelle à partir d’une déformation
infinitésimale, des obstructions peuvent apparaitre et la résolution de ces obstructions a lieu
dans H2(V ect(S1), h,ΨDO(S1)).

Les résultats principaux de ce chapitre sont les suivants :

Proposition 0.0.1. Toute déformation infinitésimale aff(1)−triviale de V ect(S1) à valeurs
dans P est équivalente à :

f∂ 7→ fξ + c1f
′′ξ−1 + c2f

′′′ξ−2, (0.0.4)

où c1, c2 ∈ R (ou C) sont des paramètres

Théorème 0.0.2. Les conditions du troisième ordre sont nécessaires et suffisantes pour
permettre l’intégrabilité de la déformation infinitésimale (0.0.4). De plus, toute déformation
formelle aff(1)−triviale de la dérivé de Lie ρX sur l’espace des symboles P est équivalente
à un polynôme de degré inférieur ou égal à 2.

Proposition 0.0.2. Toute déformation infinitésimale aff(1)−triviale de V ect(S1) à valeurs
dans P est équivalente à (0.0.4).

Théorème 0.0.3. Une déformation infinitésimale aff(1)− triviale (0.0.4) correspond à une
déformation polynomiale du plongement naturel V ect(S1)→ P si et seulement si la condition
suivante est satisfaite :

8c3
1 + 9c2

2 = 0.
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Proposition 0.0.3. Toute déformation aff(1)−triviale infinitésimale du plongement naturel
de V ect(S1) dans ΨDO est équivalente à :

π̃ : f∂ 7→ fξ + c2Θ2(f∂) + c3Θ3(f∂), (0.0.5)

où c2, c3 ∈ R (ou C) sont des paramètres et θ2 et θ3 sont des cocycles .

Théorème 0.0.4. La déformation infinitésimale (0.0.5) est intégrable à une déformation
polynomiale si et seulement si la relation suivante (cubique) est satisfaite :

8c3
2 + 9c2

3 + 8c2
2 + 18c2c3 = 0. (0.0.6)

Proposition 0.0.4. Cette relation

8c3
2 + 9c2

3 + h(18c2c3) + h28c2
2 = 0 (0.0.7)

est une condition d’intégrabilité nécessaire pour l’integrabilité de la déformation infinitésimale
(0.0.5) dans ΨDOh(S1) .
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons les principales notions qui nous serons utiles pour la
suite. Dans les sections 1 et 2, nous présentons brièvement la cohomologie des algèbres de Lie
et les déformations de leurs module Dλ;µ. Dans la section, 3 on rappelle la cohomologie de
l’algèbre de Lie V ect(S1) à coefficients dans l’espace des densites tensorielles Fλ. La section
4 est consacrée à la cohomologie de V ect(S1) dans Dλ;µ. Enfin, la section 5 est consacrée à
l’algèbre de Lie sur les opérateurs différentiels et pseudo-différentiels ΨDO

1.1 Cohomologie des algèbres de Lie

1.1.1 Algèbre de Lie

On appelle algèbre de Lie sur K (K = R ou C), un K-espace vectoriel g , muni d’une
application bilinéaire antisymétrique [ , ] : g×g→ g, appelé crochet de Lie ou commutateur,
vérifiant l’identité de Jacobi :

[[x, y], z] + [[z, x], y] + [[y, z], x] = 0,

pour tous x, y, z ∈ g.

On dit qu’un sous espace vectoriel h de g est une sous algèbre de Lie, si pour tous x, y
dans h, on a [x, y] ∈ h.

Si a et b sont deux sous algèbres de Lie d’une algèbre de Lie g alors [a, b] désigne la sous
algèbre de Lie engendrée par l’ensemble {[x, y], x ∈ a, y ∈ b}. (Une telle sous algèbre existe,
c’est l’intersection de toutes les sous algèbres contenant cet ensemble).

Une sous algèbre de Lie h de g est dite un idéal de g si [g, h] ⊂ h, c’est à dire que

∀ x ∈ g, ∀ y ∈ h, [x, y] ∈ h.

Si h est un idéal de g alors l’espace quotient g/h est muni d’une structure d’algèbre de
Lie, c’est à dire que le crochet de Lie passe au quotient.
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Si g1 et g2 sont deux algèbres de Lie alors on définit une algèbre de Lie somme

g = g1 ⊕ g2, [(x1, x2), (y1, y2)] = ([x1, y1], [x2, y2]).

Les algèbres g1 et g2 sont considérées comme deux idéaux de g1 ⊕ g2 :

g1 ' g1 ⊕ {0} et g2 ' {0} ⊕ g2.

Exemples 1.1.1. 1) Une algèbre de Lie n’est pas associative, mais toute algèbre associative
peut être munie d’une structure d’algèbre de Lie en posant [x, y] = xy − yx. Ainsi
l’ensemble gl(n, K), des matrices carrées à coefficients dans K, est une algèbre de Lie :
[A, B] = AB −BA pour tous A, B ∈ gl(n, K).

2) Si V est un K-espace vectoriel de dimension finie, alors End(V ), l’espace des endomorphismes
de V , est une algèbre de Lie : [u, v] = u ◦ v − v ◦ u pour tous u, v ∈ End(V ).

3) o(n,R) = {M ∈ gl(n,R) : tM +M = 0} est une sous algèbre de Lie de gl(n,R).
4) sl(n,R) = {M ∈ gl(n,R) : trM = 0} est une sous algèbre de Lie de gl(n,R).
5) Vect(Rn) = {

∑n
i=1X

i(x) d
dxi

: Xi ∈ C∞(Rn)} est une algèbre de Lie .
6) L’algèbre de Lie sl(n+1,R) peut être réalisée comme sous algèbre de Lie de Vect(Rn).

1.1.2 Homomorphismes et représentations

Soient g et h deux algèbres de Lie. Une application

φ : g→ h

est dite un homomorphisme d’algèbres de Lie si φ est un homomorphisme d’espaces vectoriels
vérifiant

φ([x, y]) = [φ(x), φ(y)].

Une représentation d’une algèbre de Lie g dans un espace vectoriel V est un homomorphisme
d’algèbres de Lie

ρ : g→ gl(V ),

gl(V ) étant muni de la structure d’algèbre de Lie définie par :[u, v] = u ◦ v − v ◦ u. On note
alors (ρ, V ) une telle représentation et on dit que V est un g-module .

Exemples 1.1.2. 1) Soit g une algèbre de Lie, l’homomorphisme

ad : g→ gl(g),

défini par : ad(x)(y) = [x, y], pour tous x, y de g, est une représentation de g dans lui-même,
appelée la représentation adjointe de g.

2) L’homomorphisme ρ : gl(n,R)→ End(Rn) défini par

ρ(A)(x) = Ax

est une représentation de gl(n,R) dans Rn, appelée la représentation naturelle.
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1.1.3 Module

Soit g une algèbre de Lie, un espace vectoriel V (sur le même corps que g) est un module
sur g ou g-module s’il existe une représentation ρ de g dans V : ρ : g→ End(V ). On notera
gv au lieu de ρ(g)(v)).

Exemples 1.1.3. 1) Si ρ = 0 on dit que (ρ, V ) un g-module trivial.
2) L’algèbre de Lie g, munie de la représentation adjointe, est un g-module.
3) Si V etW sont deux g-modules alors les espaces vectoriels suivants sont des g-modules :
i) V ⊕W, g(v ⊕ w) := gv ⊕ gw.
ii) V ⊗W, g(v ⊗ w) := gv ⊗ w + v ⊗ gw
iii) Hom(V, W ), (gϕ)(v) := g(ϕ(v))− ϕ(gv) pour tout ϕ ∈ Hom(V, W ).

1.1.4 Cohomologie des algèbres de Lie

Définition 1.1.1. Soient g une algèbre de Lie et V un g-module. On appelle une q-cochaine
de l’algèbre g à coefficients dans V toute application q-linéaire antisymétrique de g à valeurs
dans V . L’espace des q-cochaines est noté Cq(g, V ). Ainsi Cq(g, V ) = Hom(Λqg, V ), ce qui
confère à Cq(g, V ) une structure de g-module. La différentielle de Chevalley-Eilemberg

δ = δq : Cq(g, V )→ Cq+1(g, V )

est définie par la formule

δc(g1, . . . , gq+1) =
∑

1≤s<t≤q+1

(−1)s+t−1c([gs, gt], g1, . . . , ĝs, . . . , ĝt, . . . , gq+1)

+
∑

1≤s≤q+1

(−1)sgsc(g1, . . . , ĝs, . . . , gq+1)

où c ∈ Cq(g, V ) et g1, . . . , gq+1 ∈ g (la notation ĝi indique que le ième terme est omis).
Nous convenons que pour q < 0, Cq(g, V ) = 0 et δq = 0. On vérifie alors que δq+1 ◦ δq = 0
et que Imδq−1 ⊂ ker δq.
Nous avons donc un complexe :

0→ C0(g, V )→ · · · → Cq−1(g, V )
δq−1→ Cq(g, V )→ · · ·

Notons Hq(g, V ) = ker δq/Imδq−1 l’espace quotient. Cet espace est appelé l’espace de q-cohomologie
de g à coefficients dans V . On note classiquement :

Zq(g, V ) = ker δq : l’espace des q-cocycles
Bq(g, V ) = Imδq−1 : l’espace des q-cobords.

Si V = R (ou C) est considéré comme module trivial, le second terme du membre de droite
de la formule ci-dessus s’annule, et on note les cohomologies, dans ce cas, Hq(g).

Remarque 1.1.1. La cohomologie est dite différentielle lorsque les cochaines sont des opérateurs
différentiels.
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Exemple 1.1.1. Soit Ω(M) l’ensemble des formes différentielles sur une variété M , et d la
différentielle extérieure sur Ω(M) à savoir la seule antidérivation de Ω(M) de carrée nulle et
dont la restriction à C∞(M) coïncide avec la différentielle des fonctions. Si ω est une p-forme
et si X0, . . . , Xp sont des champs de vecteurs, alors la forme explicite de d est donnée par :

dω(X0, . . . , Xp) =

p∑
i=0

(−1)iXiω(X0, . . . , X̂i, . . . , Xp)

+
∑

0≤i<j≤p
(−1)i+jω([Xi, Xj ], X0, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xp)

Ainsi une forme différentielle de degré p peut être interprétée comme une p-cochaine de
l’algèbre de Lie Vect(M) à coefficients dans le Vect(M)-module C∞(M). Le complexe de De
Rham dont les cocycles sont les formes fermées et dont les cobords sont les formes exactes
peut être vu donc comme un sous-complexe du complexe C∗(Vect(M), C∞(M)).

1.1.5 L’espace de cohomologie H1(g, Hom(W, V ))

Extension des modules

Définition 1.1.2. Soient V et W deux g-modules. On appelle extension de V par W toute
suite exacte de g-modules V, W et R

0→ V → R→W → 0

Deux extensions de V par W définies par deux g-modules R et R1 sont dites équivalentes s’il
existe un isomorphisme de g-modules ψ tel que le diagramme suivant commute :

0→ V → R→W → 0
↓ id ↓ ψ ↓ id

0→ V → R1 →W → 0

L’éspace de cohomologie H1(g, Hom(W, V ))

Soit W un supplémentaire à V dans R, toute extension est de la forme :

g(v, w) = (gv + c(g)w, gw), (1.1.1)

où c : g→ Hom(W, V ) est une application linéaire.
On vérifie que la formule (1.1.1) définit une structure de module sur R si et seulement si

c est un cocycle : δ(c)(x, y) := g · c(y) − y · c(x) − c([x, y]) = 0 pour tout x, y ∈ g . De
plus, on vérifie que toute application ψ qui fait commuter le diagramme ci-dessus a la forme :

ψ(v, w) = (v + ϕ(w), w),

où ϕ ∈ C0(g, Hom(W, V )) = Hom(W, V ).
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Enfin, on montre par un calcul direct que l’extension définie par le cocycle c est équivalente
à l’extension définie par le cocycle c1 via ψ si et seulement si c1 est de la forme c1 = c+ dϕ.
La classe de cohomologie du cocycle c correspond alors à la classe de la suite exacte :

0→ V
v 7→(v, 0)−→ V ⊕W (v, w)7→w−→ W → 0,

où la structure de g-module sur V ⊕W est donnée par la formule (1.1.1). L’espace de coho-
mologie H1(g, Hom(W, V )) est donc interprété comme l’ensemble des classes des extensions
de V par W .

1.1.6 L’espace de cohomologie H2(g)

L’espace H2(g) peut s’interpréter comme ensemble des classes des extensions centrales
de dimension 1 de l’algèbre de Lie g. Rappelons que l’extension centrale de dimension 1 de
l’algèbre de Lie g est une suite exacte :

0→ K→ g̃→ g→ 0

d’algèbres de Lie, pour laquelle l’image par l’homomorphisme K → g̃ est contenue dans le
centre de l’algèbre de Lie g̃.

A un cocycle c ∈ C2(g) correspond l’extension :

0→ K→ K⊕ g→ g→ 0,

où le commutateur dans l’algèbre K⊕ g est défini par la formule :

[(λ, g), (µ, h)] = (c(g, h), [g, h])

On peut vérifier que l’identité de Jacobi pour ce commutateur est équivalente au fait que c
est un cocycle et que deux cocycles cohomologues définissent deux extensions équivalentes et
réciproquement. Si le cocycle c est un cobord alors l’extension est triviale.

1.1.7 L’espace H2(g, g)

L’espace H2(g, g) peut être interprété comme l’ensemble des classes des déformations
infinitésimales de l’algèbre de Lie g. En effet, par définition, une série (formelle)

(X,Y )→ Φλ(X,Y ) := [X,Y ] + λf1(X,Y ) + λ2f2(X,Y ) + · · · (1.1.2)

est une déformation du crochet de Lie [, ] si Φλ est un crochet de Lie pour chaque λ, c’est-à-
dire qu’il s’agit d’une forme bilinéaire antisymétrique en X, Y et vérifiant l’identité de Jacobi.
Si on pose simplement

[X,Y ]λ = [X,Y ] + λc(X,Y ), (1.1.3)

c étant une 2-cochaine avec les valeurs dans g et λ étant un scalaire, alors ce crochet satisfait
l’identité de Jacobi modulo des termes d’ordre O(λ2) si et seulement si c est un 2-cocycle.

Si H2(g, g) = 0, alors toute déformation formelle de g est triviale.
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1.2 Déformation des modules

La théorie des déformations des modules sur les algèbres de Lie a été considérée pour la
première fois dans les travaux de Nijenhuis-Richardson [57]. Quant à Claude Roger et Valentin
Ovsienko, ils ont étudié dans ([54], [55]) les déformations formelles et multiparamétrées que
l’on considère ici.

1.2.1 Déformation formelle

Soit g une algèbre de Lie et (V, ρ) un g-module, où V est un espace vectoriel et ρ : g→
End(V ) un homomorphisme. Une déformation formelle multiparametrée du morphisme ρ est
une série formelle :

ρ(t) = ρ+
∑
1≤m

ϕm(t), (1.2.1)

où t = (t1, . . . , tp) et chaque ϕm(t) est un polynôme homogène en t, de degré m, à coef-
ficients dans End(V ). Les ti (i = 1, . . . , p) sont appelés les paramètres de la déformation.
L’expression ρ(t) doit vérifier la condition d’homomorphisme :

ρ(t)[x, y] = [ρ(t)(x), ρ(t)(y)], (1.2.2)

où le crochet à droite est défini sur End(V )⊗ C[[t]] par extension C[[t]]-linéaire de End(V ).

Pour classifier les déformations on définit la notion d’équivalence de déformations.

Déformations équivalentes

Une déformation ρ′(t) est dite équivalente à la déformation ρ(t) si ρ′(t) s’écrit : ρ′(t) =
I(t) ◦ ρ(t), où I(t) est un automorphisme de End(V )⊗ C[[t]] de la forme :

I(t) = exp (
∑

1≤i≤p
ti adAi +

∑
1≤i,j≤p

titj adAij + · · · ),

où Ai, Aij , . . . sont des éléments de End(V ).

Remarque 1.2.1. On peut d’une façon analogue définir une déformation d’une algèbre de
Lie. Une manière de voir cela consiste à reprendre les définitions ci-dessus en considérant
toute algèbre de Lie g comme g-module via la représentation adjointe. Pour plus de détails
sur la théorie de déformation des algèbres de Lie nous invitons le lecteur à consulter ([6], [7],
[8], [10], [17], [58]).
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Equation de Maurer-Cartan

Soit a une application linéaire de g dans End(V ), la différentielle de Chevalley-Eilemberg
de a s’écrit :

δa(x, y) = a[x, y]− [ρ(x), a(y)] + [ρ(y), a(x)].

Le crochet de Nijenhuis-Richardson [57] de deux applications linéaires a et b de g dans
End(V ) est une application bilinéaire définie sur g× g par :

[[a, b]](x, y) = −[a(x), b(y)] + [a(y), b(x)].

Posons ϕ(t) = ρ(t)− ρ. On vérifie facilement que l’équation (1.2.2) s’écrit sous la forme

δϕ(t) +
1

2
[[ϕ(t), ϕ(t)]] = 0, (1.2.3)

c’est l’équation de Maurer-Cartan (appelée aussi équation de déformation [44]).

Nous donnons maintenant un aperçu des résultats fondamentaux de la théorie des défor-
mations et son lien avec la théorie de la cohomologie.

1.2.2 Déformation infinitésimale et cohomologie

Si on tronque l’expression (1.2.1) à l’ordre 1, on obtient

ψ1(t) = ρ+ ϕ1(t) = ρ+ t1c1 + · · ·+ tpcp.

ψ1(t) est appelé déformation infinitésimale.
Une déformation infinitésimale de g-module V est dite intégrable s’il éxiste une déforma-

tion formelle telle que ψ1(t) soit sa partie infinitésimale.
Reprenons l’expression (1.2.1) et considérons les déformations infinitésimales :

ψ1(t) = ρ+ t1c1 + · · ·+ tpcp.

On déduit facilement de l’équation (1.2.3) que chaque application linéaire
ci : g 7→ End(V ) est un 1-cocycle. De plus si ρ(t) et ρ′(t) sont deux déformations équiva-
lentes, alors les cocyles correspondant aux déformations infinitésimales sont cohomologues.
Une déformation infinitésimale est donc définie, à équivalence près, par les classes des coho-
mologies [c1], . . . , [cp] dans H1(g, End(V )), en particulier, si H1(g, End(V )) = 0, alors toute
déformation infinitésimale ψ1(t) = ρ+ t1c1 + · · ·+ tpcp de ρ est triviale c’est à dire ψ1(t) est
équivalente à ρ (on peut montrer aussi, par récurrence, que dans ce cas toute déformation
formelle est triviale).
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Obstruction

Dans le cas où H1(g, End(V )) 6= {0}, l’une des questions qui se pose est d’étendre la
déformation infinitésimale en une déformation formelle. L’obstruction pour l’existence d’une
déformation formelle (1.2.1) appartient au second groupe de cohomologie H2(g, End(V )).
Ceci est une conséquence de l’équation (1.2.3).

Lemme 1.2.1. Le terme d’ordre 2 dans (1.2.3) est

δϕ2(t) = −1

2
[[ϕ1(t), ϕ1(t)]].

Le second membre [[ϕ1(t), ϕ1(t)]] est un 2-cocycle. Sa classe de cohomologie est donc une
obstruction pour l’existence d’un terme d’ordre 2 dont les coefficients polynomiaux sont des
polynômes homogènes d’ordre 2 en t. Pour l’existence de ϕ2, il est nécessaire et suffisant
que ces obstructions s’annulent. En particulier, si H2(g,End(V )) = 0, on montre de même
par récurrence qu’on peut prolonger toute déformation infinitésimale en une déformation
formelle.

1.3 Espace de densités tensorielles

Considérons l’action à 1-paramètre Vect(R) sur C∞(R) donnée par :

Lλ
F d
dx

(f) = Ff ′ + λF ′f, (1.3.1)

où f ∈ C∞(R) et λ ∈ R. La structure de Vect(R)-module sur C∞(R) donnée par (1.3.1) est
notée par Fλ :

Fλ =
{
f(dx)λ, f ∈ C∞(R)}

De même, on définit l’espace des densités tensorielles sur S1.

Proposition 1.3.1. [35, 59] Le premier espace de cohomologie de Vect(S1) à coefficients
dans l’espace de densités tensorielles Fλ a la structure suivante :

H1(Vect(S1), Fλ) '


R2, si λ = 0

R, si λ = 1 ou 2

0, sinon

Il est engendré par les classes de 1-cocycles non triviaux suivants :

β0

(
F
d

dx

)
= F et β1

(
F
d

dx

)
= F ′, si λ = 0,

β2

(
F
d

dx

)
= F ′′, si λ = 1

β3

(
F
d

dx

)
= F ′′′, si λ = 2.
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On va maintenant introduire la notion d’opérateurs différentiels sur R en donnant un
résultat important qui est la base des résutats présentés dans le chapitre 2.

1.4 Espace d’opérateurs différentiels

Soit Dk l’espace des opérateurs différentiels linéaires d’ordre k sur R

A : C∞(R)→ C∞(R),

A = ak(x)
dk

dxk
+ · · ·+ a0(x).

On définit une famille à deux paramètres d’action de Vect(R) sur Dk en considérant les
arguments et les images des opérateurs différentiels comme des densités tensorielles de
degrés arbitraires :

A : Fλ −→ Fµ (λ, µ ∈ R).

On note Dλ,µ le Vect(R)-module des opérateurs différentiels linéaires : A : Fλ → Fµ. L’action
de Vect(R) sur Dλ,µ est définie par :

Lλ,µX (A) = LµX ◦A−A ◦ L
λ
X . (1.4.1)

La structure de Vect(R)-module sur Dmδ est définie par (1.4.1) avec le poids approprié sur
chaque composante.

On se restreint aux fonctions polynomiales et on continue à désigner par Fλ l’espace des
densités tensorielles polynomiales de poids λ et par Dλ,µ le VectP(R)-module des opérateurs
différentiels linéaires A : Fλ → Fµ, où Vect(R) est l’algèbre de Lie des champs de vecteurs
polynomiaux sur R.

Le premier espace de cohomologie H1
diff(Vect(R),Dλ,λ+k) est calculé par Feigin et Fuks

dans [29] et le résultat est le suivant :

Théorème 1.4.1.
Le premier espace de cohomologie de Vect(R) à coefficients dans l’espace des opérateurs

différentiels Dλ,µ a la structure suivante :

H1
diff(Vect(R),Dλ,λ+k) '



R, si k = 0, 2, 3, 4, pour tout λ
R2, si λ = 0, k = 1,

R, si λ = 0, −4, k = 5

R, si λ = a1, a2, k = 6

0, sinon

où a1 = −5+
√

19
2 et a2 = −5−

√
19

2 .
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L’espace H1
diff(Vect(R), sl(2);Dλ,λ+k) de cohomologie relative différentielle est calculé par

Bouarroudj et Ovsienko dans [22] et le resultat est le suivant :

Théorème 1.4.2.
Le premier espace de cohomologie relative H1

diff(Vect(R), sl(2);Dλ,λ+k) a la structure suivante :

H1
diff(VectP(R), sl(2);Dλ,λ+k) '


R, si


k = 2 et λ 6= −1

2 ,
k = 3 et λ 6= −1,
k = 4 et λ 6= −3

2 ,
k = 5 et λ = 0, −4,
k = 6 et λ = a1, a2

0, sinon,

où a1 = −5+
√

19
2 et a2 = −5−

√
19

2 .

Théorème 1.4.3.
Le deuxième espace de cohomologie de Vect(R) à coefficients dans l’espace des opérateurs

différentiels Dλ,λ+k a la structure suivante : [29, 18].

H2
diff(VectP(R),Dλ,λ+k) '


R, si


k = 1, λ = 0,
k = 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10, 11 pour tout λ,
k = 12, 13, 14 et λ = 1−k

2 ou 1−k
2 ±

√
12k−23

2 ,
R2, si k = 5, λ = 0, −4, ou k = 6, λ = a1, a2,

0, sinon.

Théorème 1.4.4.
L’espace H2

diff(Vect(R), sl(2);Dλ,µ) de cohomologie relative différentielle a été calculé par
Bouarroudj [21] et le résultat est le suivant :

H2
diff(Vect(R), sl(2);Dλ,µ) '



R, si



(λ, µ) = (0, 5), (−2, 3), (−4, 1), (−5
2 ,

7
2)

et (−5
2 ±

√
19
2 , 7

2 ±
√

19
2 ),

µ− λ = k = 7, 8, 9, 10, 11 pour tout λ 6= 1−k
2 ,

µ− λ = k = 12, 13, 14 et λ = 1−k
2 ±

√
12k−23

2 ,

µ− λ = k = 15 et λ = 1−k
2 ,

R2, si µ− λ = k = 7, · · · 14, pour λ = 1−k
2 ,

0, sinon.

1.5 Algèbres d’opérateurs différentiels et pseudodifférentiels

On va maintenant introduire la notion d’opérateurs pseudodifférentiels sur R en donnant
un résultat important qui est la base des résultats présentés dans le chapitre 3.

Un opérateur différentiel s’écrit

A =

N∑
p=0

ap∂
p,
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où les ap sont dans C∞(S1). L’action de A sur C∞(S1) est alors définie naturellement par

A(f) =

N∑
p=0

apf
(p),

et N est appelé l’ordre de A. Le produit de deux opérateurs se définit alors tout simple-
ment par leur composition, la formule algébrique s’obtient par application de la formule de
Leibnitz : ∂a = a∂ + a′. On déduit par récurrence

∂pa =

p∑
k=0

(pk)a
(k)∂(p−k).

On obtient ainsi une algèbre associative et unitaire, appelée algèbre des opérateurs diffé-
rentiels sur le cercle, et noté OD(S1). On peut aussi la munir de sa structure d’algèbre de
Lie obtenue par antisymétrisation [A,B] = A ◦B−B ◦A. On peut ensuite essayer d’inverser
formellement le symbole ∂ en ajoutant des termes "intégraux" en ∂−1 ; il faut alors détermi-
ner la valeur du produit ∂−1a ; cette valeur nous est imposée par la règle ∂(∂−1a) = a et on
déduit alors par récurrence

∂−1a =
∞∑
p=0

(−1)pa(p)∂−p−1,

et des formules analogues pour ∂−ka. Il y a donc une différence de taille avec le cas des
opérateurs d’ordre positif : on ne peut éviter ici d’avoir une infinité de termes d’ordre négatif.
Un symbole d’opérateur pseudodifférentiel sera donc une série de la forme

A =
N∑
−∞

ap∂
p.

Une telle série peut être considérée comme une fonction de deux variables (x, ∂) formelle
en la seconde variable, dont on pourra calculer les dérivées partielles par rapport à x et
à ∂. La composition des opérateurs différentiels s’étend alors aux symboles d’opérateurs
pseudodifférentiels suivant la formule :

A ◦B =

∞∑
p=0

1

p!

∂pA

∂(∂p)

∂pB

∂xp

On obtient ainsi une algèbre associative et unitaire notée ΨDO(S1) et appelée algèbre
des symboles d’opérateurs pseudodifférentiels sur S1.

La beauté de cette algèbre réside dans l’existence d’une trace, ce qui est assez rare en
dimension infinie. On définit le résidu du symbole A par Res(A) = a−1 et la trace par
Tr(A) =

∫
S1 a−1(x)dx.

Théorème 1.5.1. [56] Pour tous A et B dans ΨDO(S1), on a Tr(A ◦B) = Tr(B ◦A).
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Remarque 1.5.1. L’application (A, B)→ Tr(A◦B) définit une forme bilinéaire symétrique,
invariante et non dégénérée dans ΨDO(S1).

On va maintenant donner quelques résultats cohomologiques sur ΨDO(S1) à appliquer
pour l’extension de la construction.

Proposition 1.5.1. (Khesin et Kravchenko [45]) Le premier espace de cohomologie adjoint
H1(ΨDO(S1), ΨDO(S1)) est de dimension 2. Il est engendré par les classes des 1-cocycles
suivants :

δ1(a∂p) = [log ∂, a∂p] =
+∞∑
k=1

(−1)k−1

k
a(k)∂p−k

δ2(a∂p) = [x, a∂p] = −pa∂p−1 si p 6= 0, 0 sinon.

Notons que pour tous les opérateurs pseudodifférentiels A, Tr(δi(A)) = 0 pour i = 1, 2.
Alors, puisque A→ δi(A) est une dérivation de la loi ◦, on a Tr(δi(A)B) + Tr(Aδi(B)) = 0.
Ainsi que ci(A, B) = Tr(δi(A)B) on obtient une 2-cochaine sur l’algèbre de Lie ΨDO(S1) à
valeurs scalaires.

Proposition 1.5.2. [45, 55, 56] c1 et c2 déterminent deux classes de cohomologie non
triviales indépendantes dans H2(ΨDO(S1), C).
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Chapitre 2

Cohomologie de l’algèbre de Lie des
champs de vecteurs sur R

2.1 Introduction

Soit M une variété et V ect(M) l’algèbre de Lie des champs vectoriels sur M . L’objectif
principal de ce chapitre est d’étudier la cohomologie de V ect(M) à coefficients dans l’espace
des opérateurs différentiels bilinéaires agissant sur l’espace des densités tensorielles. Cette co-
homologie est en réalité une généralisation naturelle de la cohomologie de Feigin-Fuchs([29]).
Soit g une algèbre de Lie et M et N deux g -modules. Il est connu que les extensions non
triviales de g -modules :

0→M→ .→ N → 0

sont classifiées par le premier groupe de cohomologie H1(g,Hom(N ,M)) et sont données par
l’action (1.1.1).

Chaque opérateur différentiel bilinéaire A de C∞(R) ⊗ C∞(R) dans C∞(R) donne ainsi
un morphisme de Fλ ⊗ Fν à Fµ, pour tout (λ, ν, µ) ∈ R3, par fdxλ ⊗ gdxν 7→ A(f ⊗ g)dxµ.
L’algèbre de Lie V ect(R) agit sur l’espace Hom(Fλ ⊗ Fν ,Fµ) = Dλ,ν;µ de ces opérateurs
différentiels par :

X
d

dx
.A = Lµ

X d
dx

◦A−A ◦ L(λ,ν)

X d
dx

, (2.1.1)

où, L
(λ,ν)

X d
dx

est la dérivée de Lie sur Fλ ⊗Fν définie par la règle de Leibniz

L
(λ,ν)

X d
dx

(f ⊗ g) = Lλ
X d
dx

(f)⊗ g + f ⊗ Lν
X d
dx

(g).

Selon Nijenhuis-Richardson [51], l’espace H1 (g; End(V )) classifie les déformations infinitési-
males d’un g-module V et les obstructions à l’intégrabilité d’une déformation infinitésimale
donnée de V sont des éléments de H2 (g; End(V )) tandis que les espaces H1 (g;L(⊗nsV, V ))
apparaissent naturellement dans le problème de la normalisation des représentations non
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linéaires de g et V . Pour être plus précis, soit

T : g→
∑
n≥0

L(⊗nsV, V ), X 7→ TX =
∑

Tn
X ,

une représentation non linéaire de g dans V c’est-à-dire vérifiant T[X,Y ] = [TX ,TY ]. Dans
[9], il est prouvé que la représentation T est normalisée si Tn

X est dans un supplémentaire de
B1 (g;L(⊗nsV, V )) à Z1 (g;L(⊗nsV, V )).
En fait, si A est un opérateur différentiel sur la droite, A peut être vu comme un homomor-
phisme de Fλ à Fµ. Si A est d’ordre n, on peut définir son symbole comme un élément de
Sδ =

⊕n
k=0Fδ−k pour δ = µ−λ. Si n tend vers∞ , l’espace Sδ =

⊕
k≥0Fδ−k, apparaît comme

espace des symboles pour tous les opérateurs différentiels. L’espace H1
(
V ect(R), L(⊗2

sSδ,Sδ)
)

peut être décomposé comme une somme d’espaces H1
diff(V ect(R),Dλ,ν;µ). Ainsi, le calcul des

espaces H1
diff(V ect(R),Dλ,ν;µ) est la première étape pour normaliser toute représentation non

linéaire de V ect(R) dans Sδ.
Pour l’espace des densités de poids λ ∈ R, Fλ vu comme module sur l’algèbre de Lie des
champs de vecteurs V ect(R), la classification des extensions non triviales

0→ Fµ → .→ Fλ → 0

suit les travaux de Feigin et Fuchs qui ont calculé dans [29] le groupe de cohomologie
H1

diff(V ect(R),Hom(Fλ,Fµ)). Ovsienko et Bouarroudj ont calculé dans [22] le relatif corres-
pondant pour sl(2) : H1

diff(V ect(R), sl(2); Hom(Fλ,Fµ)). Ensuite, Bouarroudj [20] a calculé le
groupe de cohomologie relatif correspondant à l’espace des opérateurs différentiels bilinéaires :

H1
diff(V ect(R), sl(2); Hom(Fλ ⊗Fν ,Fµ)).

Dans ce chapitre, on va calculer le premier groupe de cohomologie différentielle
H1

diff(V ect(R),Dλ,ν;µ) où Dλ,ν;µ est l’espace des opérateurs différentiels bilinéaires de Fλ⊗Fν
dans Fµ.

2.2 Définitions et Notations

Dans cette section, on rappelle les principales définitions et faits liés à la géométrie de
l’espace R. Nous rappelons également certains concepts fondamentaux de la théorie de la
cohomologie.

2.2.1 Cohomologie

Rappelons tout d’abord quelques concepts fondamentaux de la théorie de la cohomologie
(voir, par exemple, [26, 28, 27, 34]). Soit g une algèbre de Lie agissant sur un espace vectoriel
V . L’espace de n-cochaines de g à valeurs dans V est le g-module

Cn(g, V ) := Hom(Λng;V ).
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L’opérateur cobord δn : Cn(g, V ) −→ Cn+1(g, V ) est une g-application satisfaisant δn◦δn−1 =
0. Le noyau δn, noté Zn(g, V ), est appelé l’espace des n-cocycles. L’image de δn−1, noté
Bn(g, V ) est appelé l’espace des n-cobords. Par définition, l’espace n-cohomologie est l’espace
quotient

Hn(g, V ) = Zn(g, V )/Bn(g, V ).

On aura seulement besoin de la formule δn (qui sera simplement notée δ) en degrés 0, 1 et
2 : pour Ξ ∈ C0(g, V ) = V , δΞ(x) := x · Ξ, et Λ ∈ C1(g, V ),

δ(Λ)(x, y) := g · Λ(y)− y · Λ(x)− Λ([x, y]) pour tout x, y ∈ g, (2.2.1)

2.2.2 L’espace des opérateurs différentiels bilinéaires en tant que V ect(R)-
module.

L’espace des opérateurs différentiels bilinéaires en tant que V ect(R)- module, noté

Dλ,µ := Homdiff(Fλ1 ⊗Fλ2 ,Fµ).

l’action V ect(R) est
L
λ,µ

X d
dx

(A) = Lµ
X d
dx

◦A−A ◦ Lλ
X d
dx

, (2.2.2)

où λ = (λ1, λ2) et L(λ1,λ2)

X d
dx

est la dérivée de Lie sur Fλ1 ⊗ Fλ2 défini epar par la règle de
Leibniz :

L
λ

X d
dx

(f1dx
λ1 ⊗ f2dx

λ2) = Lλ1
X d
dx

(f1)⊗ f2dx
λ2 + f1dx

λ1 ⊗ Lλ2
X d
dx

(f2dx
λ2).

2.3 Cohomologie de Vect(R)

Dans cette section, on va calculer la cohomologie différentielle de l’algèbre de Lie V ect(R)
à coefficients dans l’espace des opérateurs différentiels bilinéaires Dλ,ν;µ.

2.3.1 Théorème

Théorème 2.3.1. (i) Si µ− λ− ν = 0, alors

H1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = R, pour tout λ et ν.

(ii) Si µ− λ− ν = 1, alors

H1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) =

{
R3 si (λ, ν) = (0, 0),

R sinon.
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(iii) Si µ− λ− ν = 2, alors

H1
diff(V ect(R),Dλ,ν;µ) =


R2 si (λ, ν) = (0, 0),

R si (λ, ν) = (0,−1), (0, ν), (λ, 0), (λ,−1− λ),

0 sinon.

(iv) Si µ− λ− ν = 3, alors

H1
diff( V ect(R),Dλ,ν;µ) =


R3 si (λ, ν) = (0, 0),

R2 si (λ, ν) = (−2, 0), (0,−2), (−2
3 ,−

2
3),

R sinon.

(v) Si µ− λ− ν = 4, alors

H1
diff( V ect(R),Dλ,ν;µ) = R2 pour tout λ et ν.

(vi) Si µ− λ− ν = 5, alors

H1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) =



R3 si (λ, ν) = (0, 0), (0,−4), (−4, 0),

R2 si (λ, ν) 6= (−3
2 ,−

1
2), (−1

2 ,−2), (−1,−3
2), (−1,−2),

(−1
2 ,−

3
2), (−3

2 ,−1), (−3
2 ,−

3
2), (−3

2 ,−2),
(−2,−1

2), (−1,−1), (−2,−1), (−2,−3
2)

R sinon.

(vii) Si µ− λ− ν = 6, alors

H1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) =



R3 si (λ, ν) = (−5±
√

19
2 , 0), (0, −5±

√
19

2 ),

(
√

19−5
2 , −

√
19−5
2 ), (−

√
19−5
2 ,

√
19−5
2 ),

R2 si (λ, ν) 6= (−1
2 ,−2), (−2,−1

2), (−1
2 ,−

5
2),

(−5
2 ,−

1
2), (−1,−3

2), (−3
2 ,−1), (−1,−2),

(−5
2 ,−1), (−1,−5

2), (−3
2 ,−

3
2), (−2,−3

2),
(−3

2 ,−2), (−3
2 ,−

5
2), (−5

2 ,−
3
2), (−2,−1),

(−2,−2), (−2,−5
2), (−5

2 ,−2),

R sinon.
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(viii) Si µ− λ− ν = 7, alors

H1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) =



R2 si (λ, ν) = (−5−
√

19
2 , −5−

√
19

2 ), (−5+
√

19
2 , −5+

√
19

2 ),

(0, ν), (λ, 0), (λ,−6− λ), (
√

19− 1, −
√

19−5
2 ),

(−
√

19−5
2 ,

√
19− 1), (−

√
19− 1,

√
19−5
2 ),

(
√

19−5
2 ,−

√
19− 1),

R si (λ, ν) 6= (−1
2 ,−3), (−3,−1

2), (−3,−5
2),

(−5
2 ,−3), (−1,−3), (−3,−1), (−1,−2),

(−2,−1), (−2,−3), (−3,−2), (−2,−3
2),

(−1
2 ,−

5
2), (−5

2 ,−
1
2), (−3

2 ,−2), (−3
2 ,−

5
2),

(−5
2 ,−

3
2), (−2,−2), (−2,−5

2), (−5
2 ,−2),

0 sinon.

(ix) Sinon, alors
H1

diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 0.

Remarque 2.3.1. Les valeurs −2
3 peuvent être déduites du travail de Grozman [39] et les

valeurs contenant
√

19 du travail de Feigin-Fuchs [29].

Preuve 2.3.1. Pour prouver le théorème, nous procédons par les trois étapes suivantes :
– On étudie tout d’abord la dimension de l’espace des opérateurs qui satisfont à la condition
de 1-cocycle.

– On étudie ensuite tous les 1-cocycles triviaux : les opérateurs de la forme LY d
dx
Aλ,νk où

Aλ,νk est un opérateur bilinéaire donné par (2.3.2)
– Enfin, en tenant compte des parties 1 et 2 et en fonction de λ et ν-la dimension
du groupe de cohomologie H1

diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) sera égale à dim(opérateurs qui sont
1-cocycles)-dim(opérateurs de la forme LY d

dx
Aλ,νk ).

Nous aurons aussi besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 2.3.1. Soit Y d
dx un champ vectoriel dans Vect(R) et soit c : Fλ ⊗ Fν → Fµ un

opérateur différentiel bilinéaire défini comme suit. Pour tout f ∈ Fλ et pour tout g ∈ Fν :

c(f, g) =
∑

i+j+l=k+1

ci,j,lY
(i)f (j)g(l) (2.3.1)

où ci,j,l sont des constantes. Alors, pour tout X d
dx ∈ Vect(R), on a
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Lλ,ν;µ

X d
dx

c(f, g) =
∑

i+j+l=k+2

ci,j,lXY
(i)f (j)g(l) +

∑
i+j+l=k+1

(µ− λ− ν − j − l)ci,j,lX ′Y (i)f (j)g(l)

−
∑

i+j+l=k+1

ci,j,lY
(i)(

j∑
s=2

CsjX
(s)f (j−s+1))g(l)

− λ
∑

i+j+l=k+1

ci,j,lY
(i)(

j∑
s=1

CsjX
(s+1)f (j−s))g(l)

−
∑

i+j+l=k+1

ci,j,lY
(i)f (j)(

l∑
t=2

CtlX
(t)g(l−t+1))

− ν
∑

i+j+l=k+1

ci,j,lY
(i)f (j)(

l∑
t=1

CtlX
(t+1)g(l−t))

Preuve 2.3.2. En utilisant (2.2.2).

Lemme 2.3.2. Soit Aλ,νk : Fλ ⊗Fν → Fµ un opérateur différentiel bilinéaire défini comme
suit. Pour tout f ∈ Fλ et pour tout g ∈ Fν :

Aλ,νk (f, g) =
∑
i+j=k

ai,jf
(i)g(j) (2.3.2)

où ci,j sont des constantes. Alors, pour tout X d
dx ∈ Vect(R), on a

Lλ,ν;µ

Y d
dx

Aλ,νk (f, g) =
∑
i+j=k

(µ− λ− ν − i− j)ai,jY ′f (i)g(j)

−
∑
i+j=k

ai,j(
i∑

s=2

(Csi + λCs−1
i )Y (s)f (i−s+1))g(l)

−
∑
i+j=k

ai,jf
(i)(

j∑
t=2

(Ctj + νCt−1
j )Y (t)g(j−t+1))

Preuve 2.3.3. En utilisant (2.2.2).

Tout 1-cocycle sur Vect(R) devrait se mettre sous la forme générale suivante :

c(f, g) =
∑

i+j+l=k+1

ci,j,lY
(i)f (j)g(l), (2.3.3)

où ci,j,l sont des constantes. Le fait que ce soit un 1-cocycle implique que

c0,j,l = 0,

La condition de 1-cocycle se lit comme suit : pour tout f ∈ Fλ, pour tout g ∈ Fν et pour
tout X d

dx , Y
d
dx ∈ Vect(R), nous avons

c([X
d

dx
, Y

d

dx
], f, g)− Lλ,ν;µ

X d
dx

c(Y
d

dx
, f, g) + Lλ,ν;µ

Y d
dx

c(X
d

dx
, f, g) = 0.
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(i) Si µ− λ− ν = 0,
La condition de 1-cocycle implique

c(f, g) = c1,0,0Y
′fg.

En utilisant (2.3.2), on montre que c(f, g) = c1,0,0Y
′fg est non trivial.

(ii) Si µ− λ− ν = 1

c(f, g) = c1,1,0Y
′f ′g + c1,0,1Y

′fg′ + c2,0,0Y
′′fg.

De nouveau, la condition 1-cocycle ci-dessus est la suivante

µ− λ− ν = 1 et c1,1,0λ+ c1,0,1ν = 0.

Etudions maintenant la trivialité de ce 1-cocycle. En utilisant (2.3.2), on montre que

LYA
λ,ν
1 = −(a1,0λ+ a0,1ν)Y ′′fg

1. Si (λ, ν) = (0, 0), alors
dimZ1

diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 3,

dimB1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 0.

2. Si λ = 0 et ν 6= 0, alors c1,1,0 = 0, dimZ1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 2 et

dimB1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 1,

avec B1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) engendré par

Λ = −a0,1νY
′′fg.

Ces résultats sont encore valables pour (λ 6= 0 et ν = 0) et (λ, ν) 6= (0, 0).

(iii) Si µ− λ− ν = 2,

c(f, g) = c1,2,0Y
′f ′′g + c1,1,1Y

′f ′g′ + c1,0,2Y
′fg′′

+ c2,1,0Y
′′f ′g + c2,0,1Y

′′fg′ + c3,0,0Y
′′′fg.

La condition 1-cocycle ci-dessus s’écrit :

µ− λ− ν = 2 et


c1,2,0(1 + 2λ) + c1,1,1ν = 0,

c1,2,0λ+ c1,0,2ν = 0,
c1,1,1λ+ c1,0,2(1 + 2ν) = 0.

Étudions la trivialité de ce 1-cocycle. En utilisant (2.3.2), on montre que

LY d
dx
Aλ,ν2 = −(a2,0(1+2λ)+a1,1ν)Y ′′f ′g−(a1,1λ+a0,2(1+2ν))Y ′′fg′−(a2,0λ+a0,2ν)Y ′′′fg.
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1. Si (λ, ν) = (0, 0), alors c1,2,0 = c1,0,2 = 0, donc

dimZ1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 4,

dimB1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 2, avec B1

diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) engendré par :

Λ1 = −a2,0Y
′′f ′g,

Λ2 = −a0,2Y
′′fg′.

2. Si (λ, ν) = (0,−1), alors c1,2,0 = c1,0,2 et c1,0,2 = 0, donc

dimZ1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 4,

dimB1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 3,avec B1

diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) engendré par :

Λ1 = −a2,0Y
′′f ′g,

Λ2 = a1,1Y
′′f ′g,

Λ3 = −a0,2(Y ′′fg′ + Y ′′′fg).

3. Pour les autres cas de λ et ν, alors c1,2,0 = c1,1,1 = c1,0,2 = 0.
Ainsi, le 1-cocycle est trivial.

(iv) Si µ− λ− ν = 3,

c(f, g) = c1,0,3Y
′fg′′′ + c1,1,2Y

′f ′g′′ + c1,2,1Y
′f ′′g′ + c1,3,0Y

′f ′′′g + c2,0,2Y
′′fg′′

+ c2,1,1Y
′′f ′g′ + c2,2,0Y

′′f ′′g + c3,1,0Y
′′′f ′g + c3,0,1Y

′′′fg′ + c4,0,0Y
(4)fg

La condition de 1-cocycle ci-dessus implique :
µ− λ− ν = 3 et

c1,0,3(3 + 3ν) + c1,1,2λ = 0, c1,0,3(1 + 3ν) + c1,2,1λ = 0,
c1,0,3ν + c1,3,0λ = 0, c1,1,2(1 + 2ν) + c1,2,1(1 + 2λ) = 0,
c1,1,2ν + c1,3,0(1 + 3λ) = 0, c1,2,1ν + c1,3,0(3 + 3λ) = 0,
c2,0,2ν + c2,2,0λ = 0, c3,0,1ν + c3,1,0λ+ 2c4,0,0 = 0.

Étudions la trivialité de ce 1-cocycle :

LY d
dx
Aλ,ν3 = − (a0,3(3 + 3ν) + a1,2λ)Y ′′fg′′ − (a1,2(1 + 2ν) + a2,1(1 + 2λ))Y ′′f ′g′

− (a2,1ν + a3,0(3 + 3λ))Y ′′f ′′g − (a1,2ν + a3,0(1 + 3λ))Y ′′′f ′g

− (a0,3(1 + 3ν) + a2,1λ)Y ′′′fg′ − (a0,3ν + a3,0λ)Y (4)fg.

1. Si (λ, ν) = (0, 0), alors c1,0,3 = c1,3,0 = c4,0,0 = 0 et c1,1,2 = −c1,2,1, donc

dimZ1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 6

et dimB1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 3, avec B1

diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) engendré par :

Λ1 = −a0,3(3Y ′′fg′′ + Y ′′′fg′),
Λ2 = −a1,2Y

′′f ′g′,
Λ3 = −a2,1Y

′′f ′g′.
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2. Si (λ, ν) = (−2, 0), alors c1,0,3 = c2,0,2 = 0, c1,3,0 = 2c1,1,2 et c4,0,0 = c3,1,0 donc

dimZ1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 5

dimB1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 3, avec B1

diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) engendré par :

Λ1 = −a0,3(3Y ′′fg′′ + Y ′′′fg′),
Λ2 = −a1,2(−2Y ′′fg′′ + Y ′′f ′g′),
Λ3 = a2,1(3Y ′′f ′g′ + 2Y ′′′fg′).

Ces résultats sont encore valables pour (0,−2) et (−2
3 ,−

2
3).

3. Si λ et ν ne sont pas comme ci-dessus, alors c1,0,3 = c1,1,2 = c1,2,1 = c1,3,0 = 0,
c2,0,2 = −λ

ν c2,2,0 et c4,0,0 = 1
2 − νc3,0,1 − λc3,1,0 donc

dimZ1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 4

et dimB1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 3, avec B1

diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) avec B1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ)

engendré par :

Λ1 = a0,3

(
− (1+2ν)(3+3ν)

λ Y ′′f ′g′ − ν(3+3ν)
λ Y ′′′f ′g + (1 + 3ν)Y ′′′fg′ + νY (4)fg

)
,

Λ2 = a2,1

(
−λY ′′fg′′ + 2(λ− ν)Y ′′f ′g′ + νY ′′f ′′g − νY ′′′f ′g + λY ′′′fg′

)
,

Λ3 = −a3,0

(
−λ(3+3λ)

ν Y ′′fg′′ − (1+2ν)(3+3λ)
ν Y ′′f ′g′ + (3 + 3λ)Y ′′f ′′g + (1 + 3λ)Y ′′′f ′g + λY (4)fg

)
.

(v) Si µ− λ− ν = 4,

c(f, g) = c1,4,0Y
′f (4)g + c1,3,1Y

′f ′′′g′ + c1,2,2Y
′f ′′g′′ + c1,1,3Y

′f ′g′′′ + c1,0,4Y
′fg(4)

+ c2,3,0Y
′′f ′′′g + c2,2,1Y

′′f ′′g′ + c2,1,2Y
′′f ′g′′ + c2,0,3Y

′′fg′′′ + c3,2,0Y
′′′f ′′g

+ c3,1,1Y
′′′f ′g′ + c3,0,2Y

′′′fg′′ + c4,1,0Y
(4)f ′g + c4,0,1Y

(4)fg′ + c5,0,0Y
(5)fg.

La condition de 1-cocycle implique :
µ− λ− ν = 4 et

c1,4,0(6 + 4λ) + c1,3,1ν = 0, c1,4,0(4 + 6λ) + c1,2,2ν = 0,
c1,4,0(1 + 4λ) + c1,1,3ν = 0, c1,4,0λ+ c1,0,4ν = 0,
c1,3,1(3 + 3λ) + c1,2,2(1 + 2ν) = 0, c1,3,1(1 + 3λ) + c1,1,3(1 + 3ν) = 0,
c1,3,1λ+ c1,0,4(1 + 4ν) = 0, c1,2,2(1 + 2λ) + c1,1,3(3 + 3ν) = 0,
c1,2,2λ+ c1,0,4(4 + 6ν) = 0, c1,1,3λ+ c1,0,4(6 + 4ν) = 0,
c2,3,0(1 + 3λ) + c2,1,2ν = 0, c2,3,0λ+ c2,0,3ν = 0,
c2,2,1λ+ c2,0,3(1 + 3ν) = 0, c3,2,0(1 + 2λ) + c3,1,1ν + 2c4,1,0 = 0,
c3,1,1λ+ c3,0,2(1 + 2ν) + 2c4,0,1 = 0, c4,1,0λ+ c4,0,1ν + 5c5,0,0 = 0.

L’espace des solutions du système ci-dessus est de dimension 5 pour (λ, ν) = (0, 0), (λ, 0), (0, ν)
et de dimension 4 autrement.
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Étudions la trivialité de ce 1-cocycle. On montre que

LY d
dx
Aλ,ν4 = − (a4,0(6 + 4λ) + a3,1ν)Y ′′f ′′′g − (a3,1(3 + 3λ) + a2,2(1 + 2ν))Y ′′f ′′g′

− (a2,2(1 + 2λ) + a1,3(3 + 3ν))Y ′′f ′g′′ − (a1,3λ+ a0,4(6 + 4ν))Y ′′fg′′′

− (a4,0(4 + 6λ) + a2,2ν)Y ′′′f ′′g − (a3,1(1 + 3λ) + a1,3(1 + 3ν))Y ′′′f ′g′

− (a2,2λ+ a0,4(4 + 6ν))Y ′′′fg′′ − (a4,0(1 + 4λ) + a1,3ν)Y (4)f ′g

− (a3,1λ+ a0,4(1 + 4ν))Y (4)fg′ − (a4,0λ+ a0,4ν)Y (4)fg

1. Si (λ, ν) = (0, 0), alors c1,4,0 = c1,3,1 = c1,2,2 = c1,1,3 = c1,0,4 = c2,3,0 = c2,0,3 = c5,0,0 =
0, c3,2,0 = −2c4,1,0 et c3,0,2 = −2c4,0,1, donc

dimZ1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 5

et dimB1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 3, avec B1

diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) engendré par :

Λ1 = −a3,1(3Y ′′f ′′g′ + Y ′′′f ′g′),
Λ2 = −a2,2(Y ′′f ′′g′ + Y ′′f ′g′′),
Λ3 = −a1,3(3Y ′′f ′g′′ + Y ′′′f ′g′).

Ces résultats sont encore valables pour (λ, ν) = (λ, 0), (0, ν) .

2. Pour les autres valeurs de λ et ν, alors l’espace B1
diff(V ect(R),Dλ,ν;µ) est de dimension

2.
Par exemple, si (λ, ν) = (−1

2 ,−
1
2), alors c1,4,0 = c1,3,1 = c1,2,2 = c1,1,3 = c1,0,4 = 0,

c2,2,1 = −c2,0,3, c2,1,2 = c2,0,3, c4,1,0 = 1
4c3,1,1, c4,0,1 = 1

4c3,1,1 et c5,0,0 = 1
2,0c3,1,1, donc

dimZ1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 4

et dimB1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 2, avec B1

diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) engendré par :

Λ1 = a4,0(−3Y ′′f ′′′g − 3Y ′′f ′′g′ + 3Y ′′f ′g′′ + 3Y ′′fg′′′ − Y ′′′f ′′g + Y ′′′fg′′ − Y (4)f ′g),
Λ2 = 1

2a3,1(Y ′′′f ′′g + Y ′′′fg′′).

(vi) Si µ− λ− ν = 5,

c(f, g) = c1,5,0Y
′f (5)g + c1,4,1Y

′f (4)g′ + c1,3,2Y
′f ′′′g′′ + c1,2,3Y

′f ′′g′′′ + c1,1,4Y
′f ′g(4)

+ c1,0,5Y
′fg(5) + c2,4,0Y

′′f (4)g + c2,3,1Y
′′f ′′′g′ + c2,2,2Y

′′f ′′g′′ + c2,1,3Y
′′f ′g′′′

+ c2,0,4Y
′′fg(4) + c3,3,0Y

′′′f ′′′g + c3,2,1Y
′′′f ′′g′ + c3,1,2Y

′′′f ′g′′ + c3,0,3Y
′′′fg′′′

+ c4,2,0Y
(4)f ′′g + c4,1,1Y

(4)f ′g′ + c4,0,2Y
(4)fg′′ + c5,1,0Y

(5)f ′g

+ c5,0,1Y
(5)fg′ + c6,0,0Y

(6)fg.

Utilisant la condition de 1-cocycle on obtient :
µ− λ− ν = 5 et
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c1,5,0(10 + 5λ) + c1,4,1ν = 0, c1,5,0(10 + 10λ) + c1,3,2ν = 0,
c1,5,0(5 + 10λ) + c1,2,3ν = 0, c1,5,0(1 + 5λ) + c1,1,4ν = 0,
c1,5,0λ+ c1,0,5ν = 0, c1,4,1(6 + 4λ) + c1,3,2(1 + 2ν) = 0,
c1,4,1(4 + 6λ) + c1,2,3(1 + 3ν) = 0, c1,4,1(1 + 4λ) + c1,1,4(1 + 4ν) = 0,
c1,4,1λ+ c1,0,5(1 + 5ν) = 0, c1,3,2(3 + 3λ) + c1,2,3(3 + 3ν) = 0,
c1,3,2(1 + 3λ) + c1,1,4(4 + 6ν) = 0, c1,3,2λ+ c1,0,5(5 + 10ν) = 0,
c1,2,3(1 + 2λ) + c1,1,4(6 + 4ν) = 0, c1,2,3λ+ c1,0,5(10 + 10ν) = 0,
c1,1,4λ+ c1,0,5(10 + 5ν) = 0,
c2,4,0(4 + 6λ) + c2,2,2ν = 0, c2,4,0(1 + 4λ) + c2,1,3ν = 0,
c2,4,0λ+ c2,0,4ν = 0, c2,3,1(1 + 3λ) + c2,1,3(1 + 3ν) = 0,
c2,3,1λ+ c2,0,4(1 + 4ν) = 0, c2,3,1λ+ c2,0,4(4 + 6ν) = 0,
(c4,2,0 − c3,3,0)λ+ (c4,0,2 − c3,0,3)ν + 5c6,0,0 = 0, c3,3,0(3 + 3λ) + c3,2,1ν + 2c4,2,0 = 0,
c3,2,1(1 + 2λ) + c3,1,2(1 + 2ν) + 2c4,1,1 = 0, c3,1,2λ+ c3,0,3(3 + 3ν) + 2c4,0,2 = 0,
c4,2,0(1 + 2λ) + c4,1,1ν + 5c5,1,0 = 0,
c4,1,1λ+ c4,0,2(1 + 2ν) + 5c5,0,1 = 0, c5,1,0λ+ c5,0,1ν + 9c6,0,0 = 0.

L’espace des solutions du système ci-dessus est de dimension 6 pour (λ, ν) = (0, 0), de
dimension 5 pour (λ, ν) = (0,−2), (−2, 0), (0,−4), (−4, 0), de dimension 4 pour (λ, ν) = (−2

3 ,
−2

3), (−2,−2), (0, ν), (λ, 0), et de dimension 3 sinon.
Étudions la trivialité de ce 1-cocycle :

LY d
dx
Aλ,ν5 = − (a5,0(10 + 5λ) + a4,1ν)Y ′′f (4)g − (a4,1(6 + 4λ) + a3,2(1 + 2ν))Y ′′f ′′′g′

− (a3,2(3 + 3λ) + a2,3(3 + 3ν))Y ′′f ′′g′′ − (a2,3(1 + 2λ) + a1,4(6 + 4ν))Y ′′f ′g′′′

− (a1,4λ+ a0,5(10 + 5ν))Y ′′fg(4) − (a5,0(10 + 10λ) + a3,2ν)Y ′′′f ′′′g
− (a4,1(4 + 6λ) + a2,3(1 + 3ν))Y ′′′f ′′g′ − (a3,2(1 + 3λ) + a1,4(4 + 6ν))Y ′′′f ′g′′

− (a2,3λ+ a0,5(10 + 10ν))Y ′′′fg′′′ − (a5,0(5 + 10λ) + a2,3ν)Y (4)f ′′g

− (a4,1(1 + 4λ) + a1,4(1 + 4ν))Y (4)f ′g′ − (a3,2λ+ a0,5(5 + 10ν))Y (4)fg′′

− (a5,0(1 + 5λ) + a1,4ν)Y (5)f ′g − (a4,1λ+ a0,5(1 + 5ν))Y (5)fg′

− (a5,0λ+ a0,5ν)Y (6)fg.

1. Si (λ, ν) = (0, 0), alors c1,5,0 = c1,4,1 = c1,3,2 = c1,2,3 = c1,1,4 = c1,0,5 = c2,4,0 = c2,0,4 =
c6,0,0 = 0, c2,3,1 = −c2,1,3, c3,3,0 = −1,0

3 c5,1,0, c3,2,1 = −c3,1,2−2c4,1,1, c3,0,3 = −1,0
3 c5,0,1,

c4,2,0 = −5c5,1,0 , c4,0,2 = −5c5,0,1, donc

dimZ1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 6

et dimB1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 3, avec B1

diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) engendré par :

Λ1 = −a4,1(−6Y ′′f ′′′g′ + 6Y ′′f ′g′′′ − 4Y ′′′f ′′g′ + 4Y ′′′f ′g′′),

Λ2 = −a3,2(−Y ′′f ′′′g′ − 3Y ′′f ′′g′′ + Y ′′f ′g′′′ − 1
3Y
′′′f ′g′′ + 1

6Y
(4)f ′g′),

Λ3 = −a2,3(−3Y ′′f ′′g′′ − Y ′′′f ′′g′ + 2
3Y
′′′f ′g′′ + 1

6Y
(4)f ′g′).
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2. Si (λ, ν) = (0,−4), alors les constantes a2,3 et a1,4 sont arbitraires. D’autre part,

a0,5 = 0,

a5,0 = 1,4,2
45 a2,3 − 158

9 a1,4,

a4,1 = 62
9 a2,3 − 3,0,5

9 a1,4,

a3,2 = 1,3
3 a2,3 − 4,0

3 a1,4.

Donc
dimB1

diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 2.

Ces résultats sont encore valables pour (λ, ν) = (−4, 0).

3. Si (λ, ν) = (0,−2), alors les constantes a2,3, a1,4 et a0,5 sont arbitraires. D’autre part,

a5,0 = 3
5a2,3 − a1,4,

a4,1 = −2a2,3 − 3a1,4,
a3,2 = 7

3a2,3 − 8
3a1,4,

a0,5.

Donc
dimB1

diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 2

Ces résultats sont encore valables pour (λ, ν) = (−2, 0).

4. Si (λ, ν) = (0, ν), alors les constantes a2,3 et a1,4 sont arbitraires. D’autre part,

a0,5 = 0, a3,2 = 1−3ν
3 a2,3 + 24+16ν

3 a1,4,

a4,1 = 3ν2−4ν−2
9 a2,3 + (17ν+7)(2ν+3)

9 a1,4,

a5,0 = −3ν2−5ν+2
90 a2,3 + (−ν+7)(2ν+3)

90 a1,4,

Parsuite
dimB1

diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 2

Ces résultats sont encore valables pour (λ, ν) = (λ, 0).

5. Si (λ, ν) = (−1,−1), alors les constantes a2,3 et a0,5 sont arbitraires. D’autre part,

a5,0 = 1
1,0a3,2

a4,1 = 1
2a3,2

a2,3 = 10a0,5

a1,4 = 5a0,5

dimB1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 2

Ces résultats sont encore valables pour (λ, ν) = (−3
2 ,−

1
2), (−1

2 ,−2), (−1,−3
2), (−1,−2),

(−1
2 ,−

3
2), (−3

2 ,−1), (−3
2 ,−

3
2), (−3

2 ,−2), (−2,−1
2), (−2,−1), (−2,−3

2).
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6. Si λ et ν ne sont pas comme ci-dessus, alors l’espace dimB1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) est de

dimension 1.

Par exemple, si (λ, ν) = (−1
2 ,−

1
2), la constante a2,3 est arbitraire. D’autre part,

a5,0 = a4,1 = a1,4 = a0,5 = 0,
a3,2 = −a2,3.

(vii) Si µ− λ− ν = 6,

c(f, g) = c1,6,0Y
′f (6)g + c1,5,1Y

′f (5)g′ + c1,4,2Y
′f (4)g′′ + c1,3,3Y

′f ′′′g′′′ + c1,2,4Y
′f ′′g(4)

+ c1,1,5Y
′f ′g(5) + c1,0,6Y

′fg(6) + c2,5,0Y
′′f (5)g + c2,4,1Y

′′f (4)g′ + c2,3,2Y
′′f ′′′g′′

+ c2,2,3Y
′′f ′′g′′′ + c2,1,4Y

′′f ′g(4) + c2,0,5Y
′′fg(5) + c3,4,0Y

′′′f (4)g + c3,3,1Y
′′′f ′′′g′

+ c3,2,2Y
′′′f ′′g′′ + c3,1,3Y

′′′f ′g′′′ + c3,0,4Y
′′′fg(4) + c4,3,0Y

(4)f ′′′g + c4,2,1Y
(4)f ′′g′

+ c4,1,2Y
(4)fg′′ + c4,0,3Y

(4)fg′′′ + c5,2,0Y
(5)f ′′g + c5,1,1Y

(5)f ′g′ + c5,0,2Y
(5)fg′′

+ c6,1,0Y
(6)f ′g + c6,0,1Y

(6)fg′ + c7,0,0Y
(7)fg.

La condition de 1-cocycle implique :
µ− λ− ν = 6 et

c1,6,0(15 + 6λ) + c1,5,1ν = 0, c1,6,0(20 + 15λ) + c1,4,2ν = 0,
c1,6,0(15 + 20λ) + c1,3,3ν = 0, c1,6,0(6 + 15λ) + c1,2,4ν = 0,
c1,6,0(1 + 6λ) + c1,1,5ν = 0, c1,6,0λ+ c1,0,6ν = 0,
c1,5,1(10 + 5λ) + c1,4,2(1 + 2ν) = 0, c1,5,1(10 + 10λ) + c1,3,3(1 + 3ν) = 0,
c1,5,1(5 + 10λ) + c1,2,4(1 + 4ν) = 0, c1,5,1(1 + 5λ) + c1,1,5(1 + 5ν) = 0,
c1,5,1λ+ c1,0,6(1 + 6ν) = 0, c1,4,2(6 + 4λ) + c1,3,3(3 + 3ν) = 0,
c1,4,2(4 + 6λ) + c1,2,4(4 + 6ν) = 0, c1,4,2(1 + 4λ) + c1,1,5(5 + 10ν) = 0,
c1,4,2λ+ c1,0,6(6 + 15ν) = 0, c1,3,3(3 + 3λ) + c1,2,4(6 + 4ν) = 0,
c1,3,3(1 + 3λ) + c1,1,5(10 + 10ν) = 0, c1,3,3λ+ c1,0,6(15 + 20ν) = 0,
c1,2,4(1 + 2λ) + c1,1,5(10 + 5ν) = 0, c1,2,4λ+ c1,0,6(20 + 15ν) = 0,
c1,1,5λ+ c1,0,6(15 + 6ν) = 0, c2,5,0(10 + 10λ) + c2,3,2ν = 0,
c2,5,0(5 + 10λ) + c2,2,3ν = 0, c2,5,0(1 + 5λ) + c2,1,4ν = 0,
c2,5,0λ+ c2,0,5ν = 0, c2,4,1(4 + 6λ) + c2,2,3(1 + 3ν) = 0,
c2,4,1(1 + 4λ) + c2,1,4(1 + 4ν) = 0, c2,4,1λ+ c2,0,5(1 + 5ν) = 0,
c2,3,2(1 + 3λ) + c2,1,4(4 + 6ν) = 0, c2,3,2λ+ c2,0,5(5 + 10ν) = 0,
c2,2,3λ+ c2,0,5(10 + 10ν) = 0, c3,4,0(6 + 4λ) + c3,3,1ν + 2c4,3,0 = 0,
c3,3,1(3 + 3λ) + c3,2,2(1 + 2ν) + 2c4,2,1 = 0, c6,1,0λ+ c6,0,1ν + 14c7,0,0 = 0,
c3,2,2(1 + 2λ) + c3,1,3(3 + 3ν) + 2c4,1,2 = 0, c3,1,3λ+ c3,0,4(6 + 4ν) + 2c4,0,3 = 0,
c4,3,0(1 + 3λ)− c3,4,0(1 + 4λ) + (c4,1,2 − c3,1,3)ν
+5c6,1,0 = 0, c4,3,0(3 + 3λ) + c4,2,1ν + 5c4,0,3 = 0,
(c3,3,1 − c4,2,1)λ− c3,0,4(1 + 4ν) + c4,0,3(1 + 3ν)
+5c6,0,1 = 0, c4,1,2λ+ c4,0,3(3 + 3ν) + 5c5,0,2 = 0,
c4,2,1(1 + 2λ) + c4,1,2(1 + 2ν) + 5c5,1,1 = 0, c5,2,0(1 + 2λ) + c5,1,1ν + 9c6,1,0 = 0,
c5,2,0λ+ c5,0,2ν − c3,4,0λ− c3,0,4ν + 14c7,0,0 = 0, c5,1,1λ+ c5,0,2(1 + 2ν) + 9c6,0,1 = 0.
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L’espace des solutions du système ci-dessus est de dimension 4 pour (λ, ν) = (0, 0), (−5
2 ,−

5
2),

(−5
2 , 0), (0,−5

2), (0, −5±
√

19
2 ), (−5±

√
19

2 , 0), (−5+
√

19
2 , −5−

√
19

2 ), (−5−
√

19
2 , −5+

√
19

2 ), et de dimension
3 sinon.
Étudions la trivialité de ce 1-cocycle. On montre que

LY d
dx
Aλ,ν6 = − (a6,0(15 + 6λ) + a5,1ν)Y ′′f (5)g − (a5,1(10 + 5λ) + a4,2(1 + 2ν))Y ′′f (4)g′

− (a4,2(6 + 4λ) + a3,3(3 + 3ν))Y ′′f ′′′g′′ − (a3,3(3 + 3λ) + a2,4(6 + 4ν))Y ′′f ′′g′′′

− (a2,4(6 + 4λ) + a1,5(10 + 5ν))Y ′′f ′g(4) − (a1,5λ+ a0,6(15 + 6ν))Y ′′fg(5)

− (a6,0(20 + 15λ) + a4,2ν)Y ′′′f (4)g − (a5,1(10 + 10λ) + a3,3(1 + 3ν))Y ′′′f ′′′g′

− (a4,2(4 + 6λ) + a2,4(4 + 6ν))Y ′′′f ′′g′′ − (a3,3(1 + 3λ) + a1,5(10 + 10ν))Y ′′′f ′g′′′

− (a2,4λ+ a0,6(20 + 15ν))Y ′′′fg(4) − (a3,3(15 + 20λ) + a6,0ν)Y (4)f ′′′g

− (a5,1(5 + 10λ) + a2,4(1 + 4ν))Y (4)f ′′g′ − (a1,5(1 + 4λ) + a4,2(5 + 10ν))Y (4)f ′g′′

− (a3,3λ+ a0,6(15 + 20ν))Y (4)fg′′′ − (a2,4(6 + 15λ) + a6,0ν)Y (5)f ′′g

− (a1,5(1 + 5λ) + a5,1(1 + 5ν))Y (5)f ′g′ − (a4,2λ+ a0,6(6 + 15ν))Y (5)fg′′

− (a1,5(1 + 6λ) + a6,0ν)Y (6)f ′g − (a5,1λ+ a0,6(1 + 6ν))Y (6)fg′

− (a6,0λ+ a0,6ν)Y (7)fg

1. Si (λ, ν) = (0, −5−
√

19
2 ), alors c1,6,0 = c1,5,1 = c1,4,2 = c1,3,3 = c1,2,4 = c1,1,5 = c1,0,6 =

c2,5,0 = c2,4,1 = c2,3,2 = c2,2,3 = c2,1,4 = c2,0,5 = 0,
c3,4,0 = (101+23

√
19

1,0 )c3,1,3 − 5+
√

19
1,5 c4,2,1 + 25+6

√
19

1,5 c4,1,2,

c6,1,0 = (38+9
√

19
100 )c3,1,3 − 5+

√
19

5,0 c4,2,1 + 40+9
√

19
75 c4,1,2,

c5,2,0 = −(9(38+9
√

19)
100 )c3,1,3 + 2(5+

√
19)

2,5 c4,2,1 − 9(5+
√

19)
5,0 c4,1,2,

c5,2,0 = 3(38+9
√

19)
2,0 c3,1,3 + (5+

√
19)

3,0 c4,2,1 + 3(5+
√

19)
1,0 c4,1,2,

c7,0,0 = 1
840(3 +

√
19)(4 +

√
19)(5 +

√
19)c4,0,3,

c3,3,1 = 1
2(3 +

√
19)(4 +

√
19)c3,1,3 − 2

3c4,2,1 + 2(4+
√

19)
3 c4,1,2,

c3,2,2 = 3
2(3 +

√
19)c3,1,3 + 2c4,1,2, c5,1,1 = −1

5c4,2,1 − 1
5(−4−

√
19)c4,1,2,

c6,0,1 = 1
3,0(3 +

√
19)(4 +

√
19)c4,0,3, c5,0,2 = 3

1,0(3 +
√

19)c4,0,3,
c3,0,4 = 1

(2+
√

19)
c4,0,3, donc

dimZ1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 4

et
dimB1

diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 1,

où a0,6 = 0, a1,5 = − 4
45(−35+8

√
19)a5,1, a2,4 = 2(−13+3

√
19)a5,1, a3,3 = −4

3(−31+

7
√

19)a5,1, a4,2 = 1,0
3 (−4 +

√
19)a5,1 , a6,0 = − 1

3,0(5 +
√

19)a5,1.

Ces résultats sont encore valables pour (λ, ν) = (0, −5+
√

19
2 ), (−5±

√
19

2 , 0),

(−5+
√

19
2 , −5−

√
19

2 ), (−5−
√

19
2 , −5+

√
19

2 ).
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2. Si (λ, ν) = (−1,−1), alors les constantes a2,3 et a0,5 sont arbitraires. D’autre part,

a6,0 = a0,6 = 0,
a5,1 = (1

4a3,3 − 1
2a2,4),

a4,2 = (−a3,3 − a2,4),
a1,5 = ( 3

4,0a3,3 + 1
2,0a2,4).

Donc
dimB1

diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 2.

Les résultats sont vérifiés pour (λ, ν) = (−5
2 ,−

5
2), (−5

2 , 0), (0,−5
2).

3. Si (λ, ν) = (−1,−1), alors les constantes a3,3 et a2,4 sont arbitraires. D’autre part,
a1,5 = 6a0,6, a2,4 = 5

2a5,1, a3,3 = 1,0
3 a5,1, a4,2 = 5

2a5,1, a6,0 = 1
6a5,1. Par suite

dimB1
diff(Vect(R),Dλ,ν;µ) = 2

Les résultats sont vérifiés pour (λ, ν) = (−2,−1
2), (−1

2 ,−
5
2), (−5

2 ,−
1
2),

(−1,−3
2), (−3

2 ,−1), (−1,−2), (−2,−1), (−5
2 ,−1), (−1,−5

2), (−3
2 ,−

3
2),

(−2,−3
2), (−3

2 ,−2), (−3
2 ,−

5
2), (−5

2 ,−
3
2), (−2,−2), (−2,−5

2) et (−5
2 ,−2).

4. Si (λ, ν) = (0,−1
4), alors la constante a0,6 est arbitraire. D’autre part

a0,6 = 0, a6,0 = 1
6,0a5,1, a5,1 = − 1

2,0a4,2,

a4,2 = −3
8a3,3 a3,3 = −5

3a2,4, a2,4 = −35
4 a1,5

Les résultats sont valables sinon.

(viii) Si µ− λ− ν = 7,

c(f, g) = c1,7,0Y
′f (7)g + c1,6,1Y

′f (6)g′ + c1,5,2Y
′f (5)g′′ + c1,4,3Y

′f (4)g′′′ + c1,3,4Y
′f ′′′g(4)

+ c1,2,5Y
′f ′′g(5) + c1,1,6Y

′f ′g(6) + c1,0,7Y
′fg(7) + c2,6,0Y

′′f (6)g + c2,5,1Y
′′f (5)g′

+ c2,4,2Y
′′f (4)g′′ + c2,3,3Y

′′f ′′′g′′′ + c2,2,4Y
′′f ′′g(4) + c2,1,5Y

′′f ′g(5) + c2,0,6Y
′′fg(6)

+ c3,5,0Y
′′′f (5)g + c3,4,1Y

′′′f (4)g′ + c3,3,2Y
′′′f ′′′g′′ + c3,2,3Y

′′′f ′′g′′′ + c3,1,4Y
′′′f ′g(4)

+ c3,0,5Y
′′′fg(5) + c4,4,0Y

(4)f (4)g + c4,3,1Y
(4)f ′′′g′ + c4,2,2Y

(4)fg′′ + c4,1,3Y
(4)fg′′′

+ c4,0,4Y
(4)fg′′′ + c5,3,0Y

(5)f ′′g + c5,2,1Y
(5)f ′′g′ + c5,1,2Y

(5)f ′g′′ + c5,0,3Y
(5)fg′′′

+ c6,2,0Y
(6)f ′′g + c6,1,1Y

(6)f ′g′ + c6,0,2Y
(6)fg′′

+ c7,1,0Y
(7)f ′g + c7,0,1Y

(7)fg′ + c8,0,0Y
(8)fg.

La condition de 1-cocycle ci-dessus s’écrit : µ− λ− ν = 6 et
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c1,7,0(21 + 7λ) + c1,6,1ν = 0, c1,7,0(35 + 21λ) + c1,5,2ν = 0,
c1,7,0(35 + 355λ) + c1,4,3ν = 0, c1,7,0(21 + 35λ) + c1,3,4ν = 0,
c1,7,0(7 + 21λ) + c1,2,5ν = 0, c1,7,0(1 + 7λ) + c1,1,6ν = 0,
c1,7,0λ+ c1,0,7ν = 0, c1,6,1(15 + 6λ) + c1,5,2(1 + 2ν) = 0,
c1,6,1(20 + 15λ) + c1,4,3(1 + 3ν) = 0, c1,6,1(15 + 20λ) + c1,3,4(1 + 4ν) = 0,
c1,6,1(6 + 15λ) + c1,2,5(1 + 5ν) = 0, c1,6,1(1 + 6λ) + c1,1,6(1 + 6ν) = 0,
c1,6,1λ+ c1,0,7(1 + 7ν) = 0, c1,5,2(10 + 5λ) + c1,4,3(3 + 3ν) = 0,
c1,5,2(10 + 10λ) + c1,3,4(4 + 6ν) = 0, c1,5,2(5 + 10λ) + c1,2,5(5 + 10ν) = 0,
c1,5,2(1 + 5λ) + c1,1,6(6 + 15ν) = 0, c1,5,2λ+ c1,0,7(7 + 21ν) = 0,
c1,4,3(6 + 4λ) + c1,3,4(6 + 4ν) = 0, c1,4,3(4 + 6λ) + c1,2,5(10 + 10ν) = 0,
c1,4,3(1 + 4λ) + c1,1,6(15 + 20ν) = 0, c1,4,3λ+ c1,0,7(21 + 35ν) = 0,
c1,3,4(3 + 3λ) + c1,2,5(10 + 5ν) = 0, c1,3,4(1 + 3λ) + c1,1,6(20 + 15ν) = 0,
c1,3,4λ+ c1,0,7(35 + 35ν) = 0, c1,2,5(1 + 2λ) + c1,1,6(15 + 6ν) = 0,
c1,2,5λ+ c1,0,7(35 + 21ν) = 0, c1,1,6λ+ c1,0,7(21 + 7ν) = 0,

c1,7,0 = c1,6,1 = c1,5,2 = c1,4,3 = c1,3,4 = c1,2,5 = c1,1,6 = c1,0,7 = 0, pour tout λ et ν.

c2,6,0(20 + 15λ) + c2,4,2ν = 0, c2,6,0(15 + 20λ) + c2,3,3ν = 0,
c2,6,0(6 + 15λ) + c2,2,4ν = 0, c2,6,0(1 + 6λ) + c2,1,5ν = 0,
c2,6,0λ+ c2,0,6ν = 0, c2,5,1(10 + 10λ) + c2,3,3(1 + 3ν) = 0,
c2,5,1(5 + 10λ) + c2,2,4(1 + 4ν) = 0, c2,5,1(1 + 5λ) + c2,1,5(1 + 5ν) = 0,
c2,5,1λ+ c2,0,6(1 + 6ν) = 0, c2,4,2(4 + 6λ) + c2,2,4(4 + 6ν) = 0,
c2,4,2(1 + 4λ) + c2,1,5(5 + 10ν) = 0, c2,4,2λ+ c2,0,6(6 + 15ν) = 0,
c2,3,3(1 + 3λ) + c2,1,5(10 + 10ν) = 0, c2,3,3λ+ c2,0,6(15 + 20ν) = 0,
c2,2,4λ+ c2,0,6(20 + 15ν) = 0,

c2,6,0 = c2,5,1 = c2,4,2 = c2,3,3 = c2,2,4 = c2,1,5 = c2,0,6 = 0, pour tout λ et ν.

c3,5,0(10 + 5λ) + c3,4,1ν + 2c4,4,0 = 0, c3,5,0(5 + 10λ) + c3,2,3ν = 0,
c3,5,0(1 + 5λ) + c3,1,4ν = 0, c3,5,0λ+ c3,0,5ν = 0,
c3,4,1(6 + 4λ) + c3,3,2(1 + 2ν) + 2c4,3,1 = 0, c3,4,1(1 + 4λ) + c3,1,4(1 + 4ν) = 0,
c3,4,1λ+ c3,0,5(1 + 5ν) = 0, c3,3,2(3 + 3λ) + c3,2,3(3 + 3ν) + 2c4,2,2 = 0,
c3,3,2λ+ c3,0,5(5 + 10ν) = 0, c3,2,3(1 + 2λ) + c3,1,4(6 + 4ν) + 2c4,1,3 = 0,
c3,1,4λ+ c3,0,5(10 + 5ν) + 2c4,0,4 = 0,
c4,4,0(6 + 4λ) + c4,3,1ν + 5c5,3,0 = 0, c4,4,0(4 + 6λ) + c4,2,2ν + 5c6,2,0 = 0,
c4,4,0λ+ c4,1,3ν = 0, c4,3,1(3 + 3λ) + c4,2,2(1 + 2ν) + 5c5,2,1 = 0,
c4,3,1(1 + 3λ) + c4,1,3(1 + 3ν) + 5c6,1,1 = 0, c4,2,2(1 + 2λ) + c4,1,3(3 + 3ν) + 5c5,1,2 = 0,
c4,2,2λ+ c4,0,4(4 + 6ν) + 5c6,0,2 = 0, c4,1,3λ+ c4,0,4(6 + 4ν) + 5c5,0,3 = 0,
c5,3,0λ+ c5,0,3ν + 14c8,0,0 = 0, c5,3,0(3 + 3λ) + c5,2,1ν + 9c6,2,0 = 0,
c5,3,0(1 + 3λ) + c5,1,2ν + 14c7,1,0 = 0, c5,2,1(1 + 2λ) + c5,1,2(1 + 2ν) + 9c6,1,1 = 0,
c5,2,1λ+ c5,0,3(1 + 3ν) + 14c7,0,1 = 0, c5,1,2λ+ c5,0,3(3 + 3ν) + 9c6,0,2 = 0,
c6,2,0(1 + 2λ) + c6,1,1ν + 14c7,1,0 = 0, c6,2,0λ+ c6,0,2ν + 28c8,0,0 = 0,
c6,1,1λ+ c6,0,2(1 + 2ν) + 14c7,0,1 = 0, c7,1,0λ+ c7,0,1ν + 20c8,0,0 = 0.
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Étudions la trivialité de ce 1-cocycle :

LY d
dx
Aλ,ν7 = − (a7,0(21 + 7λ) + a6,1ν)Y ′′f (6)g − (a6,1(15 + 6λ) + a5,2(1 + 2ν))Y ′′f (5)g′

− (a5,2(10 + 5λ) + a4,3(3 + 3ν))Y ′′f (4)g′′ − (a4,3(6 + 4λ) + a3,4(6 + 4ν))Y ′′f ′′′g′′′

− (a3,4(3 + 3λ) + a2,5(10 + 5ν))Y ′′f ′′g(4) − (a2,5(1 + 2λ) + a1,6(15 + 6ν))Y ′′f ′g(5)

− (a1,6λ+ a0,7(21 + 7ν))Y ′′fg(6) − (a7,0(35 + 21λ) + a5,2ν)Y ′′′f (5)g

− (a6,1(20 + 15λ) + a4,3(1 + 3ν))Y ′′′f (4)g′ − (a5,2(10 + 10λ) + a3,4(4 + 6ν))Y ′′′f ′′′g′′

− (a4,3(4 + 6λ) + a2,5(10 + 10ν))Y ′′′f ′′g′′′ − (a3,4(1 + 3λ) + a1,6(20 + 15ν))Y ′′′f ′g(4)

− (a2,5λ+ a0,7(35 + 21ν))Y ′′′fg(5) − (a7,0(35 + 35λ) + a4,3ν)Y (4)f(4)g

− (a6,1(15 + 20λ) + a3,4(1 + 4ν))Y (4)f ′′′g′ − (a5,2(5 + 10λ) + a2,5(5 + 10ν))Y (4)f ′′g′′

− (a4,3(1 + 4λ) + a1,6(15 + 20ν))Y (4)f ′g′′′ − (a3,4λ+ a0,7(35 + 35ν))Y (4)fg(4)

− (a7,0(21 + 35λ) + a3,4ν)Y (5)f ′′′g − (a6,1(6 + 15λ) + a2,5(1 + 5ν))Y (5)f ′′g′

− (a5,2(1 + 5λ) + a1,6(6 + 15ν))Y (5)f ′g′′ − (a4,3λ+ a0,7(21 + 35ν))Y (5)fg′′′

− (a7,0(7 + 21λ) + a2,5ν)Y (6)f ′′g − (a6,1(1 + 6λ) + a1,6(1 + 6ν))Y (6)f ′g′

− (a5,2λ+ a0,7(7 + 21ν))Y (6)fg′′ − (a7,0(1 + 7λ) + a1,6ν)Y (7)f ′g

− (a6,1(1 + 7λ) + a0,7ν)Y (7)fg′ − (a7,0λ+ a0,7ν)Y (8)fg

La preuve est la même que dans la section précédente. Nous soulignons simplement que
l’espace des solutions du 1-cocycle est de dimension 4 pour (λ, ν) = (0,−3), (−3, 0) et (−3,−3),
de dimension 3 pour (λ, ν) = (−5+

√
19

2 , −5+
√

19
2 ), (−2,−2), (0, ν), (λ, 0), (λ,−6− λ),

(
√

19−1, −
√

19−5
2 ), (−

√
19−5
2 ,

√
19−1), (−

√
19−1,

√
19−5
2 ), (

√
19−5
2 ,−

√
19−1), (−3,−5

2), (−5
2 ,−3),

(−1
2 ,−3), (−3,−1

2), (−2,−5
2), (−5

2 ,−2), (−5
2 ,−

5
2), et dimension 2 sinon.

(ix) Si k ≥ 8

Pour k ≥ 8, le nombre de variables générant un 1-cocycle est inférieur au nombre d’équations.
Par exemple, la condition 1-cocycle pour k = 8 implique 45 variables pour 90 équations. Pour
λ et ν, le nombre d’équations générées générera un espace unidimensionnel, ce qui donnera une
classe de cohomologie unique. Cette classe de cohomologie est en effet triviale car l’expression
LX d

dx
Aλ,νk est aussi un 1-cocycle.
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Chapitre 3

Déformation h−relative des
opérateurs pseudodifférentiels

3.1 Introduction

La théorie de la déformation joue un rôle crucial dans toutes les branches des mathé-
matiques et de la physique. En physique, la théorie mathématique des déformations s’est
révélée être un outil puissant pour modéliser la réalité physique. Nous étudions quelques
questions liées aux déformations de certains g-modules. Bien sûr, si M = End(V ) où V
est un g-module, alors, selon Nijenhuis-Richardson, l’espace H1 (g; End(V )) classe les défor-
mations infinitésimales d’un g-module V et les obstacles à l’intégrabilité d’une déformation
infinitésimale donnée de V sont des éléments de H2 (g; End(V )).

Plus généralement, si h est une sous-algèbre de g, alors la cohomologie h-relative H1 (g, h; End(V ))
mesure les déformations infinitésimales h-triviales qui deviennent triviales une fois que l’ac-
tion est limitée à h (h - triviales déformations), tandis que les obstacles à l’extension d’une
déformation infinitésimale h-triviale à une déformation formelle sont liés à H2 (g, h,End(V )).

Les déformations des algèbres de Lie avec base et les déformations verselles ont déjà été
considérées par Fialowski en 1986 [31]. En 1988, Fialowski [32] a ajouté des déformations
dont la base est une algèbre locale complète. De plus, dans [32], la notion de déformation
miniverselle (ou verselle formelle) a été introduite en général. En cohomologie, sous certaines
conditions cohomologiques, il existe une déformation verselle. Plus tard, Fialowski et Fuchs,
utilisant ce cadre, donnérent une construction pour une déformation verselle.

Maintenant, introduisons quelques concepts fondamentaux et quelques notations. L’es-
pace des densités pondérés en poids µ sur R (ou µ-densités en abrégé), est l’espace des
sections du faisceau de lignes (T ∗S1)⊗

µ . L’algèbre de Lie Vect(S1) des champs de vecteurs
Xh = h d

dx où h ∈ C∞(S1) agit par la dérivée de Lie. Alternativement, cette action peut être
écrite comme suit :

Xg · (fdxµ) = LµXg(f)dxµ avec LµXg(f) = gf ′ + µg′f,

39



où f ′, h′ sont df
dx ,

dh
dx .

On considère les algèbres de Lie sl(2) et aff(1) qui peuvent être considèrées comme des sous-
algèbres de Lie de Vect(S1) :

sl(2) = Span (X1, Xx, Xx2) et aff(1) = Span (X1, Xx) .

Bien sûr, aff(1) est une sous-algèbre de sl(2). On obtient également des familles de dimensions
infinies sl(2)-modules et aff(1)-modules toujours notées Fλ.

L’étude des déformations multiparamétriques du plongement standard π de l’algèbre de
Lie Vect(S1) des champs de vecteurs lisses sur S1 dans l’algèbre de Lie des symboles pseudo-
différentiels ΨDO définis par π(f(x)∂x) = f(x)ξ a été réalisée par Ovsienko et Roger [54, 55].
Ils ont essentiellement étudié les déformations polynomiales de la forme suivante

π(c) = π +
∑
k∈Z

πk(c)ξ
k,

où πk(c) : Vect(S1) → C∞C (S1) satisfait πk(0) = 0 et πk ≡ 0 pour k suffisamment grand.
Dans ce chapitre, nous nous intéressons au cas des h-triviales déformations, où h = sl(2) ou
aff(1). Plus précisément, nous investiguons le résultat de la cohomologie h-relative afin de
déduire la condition d’intégrabilité pour la déformation infinitésimale.

3.2 Géométrie de l’espace S1

3.2.1 L’espace des densités tensorielles sur S1

L’algèbre de Lie, Vect(S1), des champs de vecteurs sur S1 agit naturellement, par la
dérivée de Lie, sur l’espace

Fλ =
{
fdxλ : f ∈ C∞(S1)

}
,

des densités pondérées de degré λ. La dérivée de Lie LλX de l’espace Fλ le long du champ
de vecteur X d

dx est définie par
LλX = X∂x + λX ′, (3.2.1)

où X, f ∈ C∞(S1) et X ′ := dX
dx . Plus précisément, pour tous fdxλ ∈ Fλ, on a

LλX(fdxλ) = (Xf ′ + λfX ′)dxλ

3.2.2 Plongement naturel

L’algèbre de Lie V ect(S1) des champs de vecteurs sur une variété S1 a un plongement
naturel dans l’algèbre de Lie de Poisson des fonctions sur T ∗S1. Il est défini par l’action
standard de l’algèbre de Lie des champs de vecteurs sur le fibré cotangent selon la formule
explicite suivante :

π(Xf ) = fξ. (3.2.2)

L’objectif principal de ce chapitre est d’étudier les déformations aff(1)-triviales de ce plon-
gement standard (3.2.2).
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3.2.3 Algèbre de Lie de Poisson des symboles formels

Déformations à l’intérieur de C∞(T ∗S1)

Considérons l’algèbre de Lie de Poisson des fonctions lisses sur T ∗S1. Dans ce cas, le
problème de la déformation du plongement (3.2.2) a une solution élémentaire. Le plongement
de V ect(S1) dans C∞(T ∗S1) (3.2.2) a une déformation non triviale unique (bien connue).
En effet, étant donnée une forme volume arbitraire sur S1, l’expression :

πλ(X) = Xξ + λdivX,

où λ ∈ R définit un plongement de V ect(S1) dans C∞(T ∗S1). L’application linéaire : X →
divX est le 1-cocycle non trivial unique sur V ect(S1) avec les valeurs C∞(S1) ⊂ C∞(T ∗S1).

Définition : Deux algèbres de Lie de Poisson de symboles formels

Considérons dans ce qui suit l’algèbre de Lie de Poisson sur le fibré cotangent avec section
nulle enlevée, Ṫ ∗S1 = T ∗S1\S1 :
(i)L’algèbre de Lie P des fonctions sur Ṫ ∗S1 ;
(ii)L’algèbre de Lie P de la série formelle de Laurent sur Ṫ ∗S1.
Les algèbres de Lie P et P peuvent être interprétées comme les limites classiques de l’algèbre
des symboles formels des opérateurs pseudo-différentiels sur S1. Dans les deux cas, le crochet
de Poisson est défini par la formule habituelle ;

{F,G} =
∂F

∂ξ

∂G

∂x
− ∂F

∂x

∂G

∂ξ
. (3.2.3)

En tant qu’espaces vectoriels, les algèbres de Lie P et P ont la forme suivante :

P = C∞(S1)⊗ C[ξ, ξ−1] et P = C∞(S1)⊗ C[ξ, ξ−1]]

où C[ξ, ξ−1]] est l’espace des séries de Laurent en une indéterminée formelle. Les éléments
des deux algèbres : P et P peuvent être écrits sous la forme suivante :

F (x, ξ, ξ−1) =
∑
k∈Z

ξkfk(x)

où les coefficients fk(x) sont des fonctions périodiques : fk(x+ 2 pi) = fk(x). Dans le cas de
l’algèbre P , on suppose que les coefficients fk ≡ 0, pour | k | suffisamment grand ; pour P la
condition est : fk ≡ 0 si k est suffisamment grand.

Lemme 3.2.1. [55] L’algèbre de Lie P en tant que V ect(S1)-module est décomposée comme
suit :

P = ⊕m≥0Fm ⊕
∏
m<0

Fm. (3.2.4)
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Théorème 3.2.1. (Ovsienko-Roger [55])
L’espace H1(Vect(S1), P) a la structure suivante :

H1(Vect(S1), P) = R4.

Les cocycles non triviaux générant les groupes de cohomologie sont les suivants :
c0(f∂) = f
C0(f∂) = f ′

C1(f∂) = f ′′ξ−1

C2(f∂) = f ′′′ξ−2.

3.2.4 Opérateurs pseudodifférentiels sur S1

À chaque opérateur pseudodifférentiel F sur S1 on associe son symbole [25, 55]. Soit ΨDO
l’espace des symboles pseudodifférentiels sur S1 [54, 55]. L’ordre de ΨDO est défini comme
étant

ord(F ) = {sup k ∈ Z|fk(x) 6= 0} pour tout F (x, ξ, ξ−1) =
∑
k∈Z

ξkfk(x) ∈ ΨDO,

où fk(x) ∈ C∞(R) avec fk = 0 pour k suffisamment grand. Au moyen des deux dérivations
naturelles sur ΨDO

∂ξ :
∑
k

fkξ
k 7−→

∑
k

kfkξ
k−1 et ∂x :

∑
k

fkξ
k 7−→

∑
k

f ′kξ
k (3.2.5)

on définit un crochet de Poisson naturel :

{F,G} =
∂F

∂ξ

∂G

∂x
− ∂F

∂x

∂G

∂ξ
pour tout F,G ∈ ΨDO. (3.2.6)

Sur l’espace des symboles pseudodifférentiels, une structure d’algèbre associative est dé-
finie par la règle [54]

F ◦G =
∑
k≥0

1

k!
:
∂kF

∂ξk
∂kG

∂xk
: (3.2.7)

où : · : représente " l’ordre normal "défini par

: f(x)ξkg(x)ξ` := f(x)g(x)ξk+`. (3.2.8)

C’est une généralisation naturelle du produit de Wick. Comme d’habitude, nous pouvons
également définir le crochet de Lie associée au ◦-produit par [F,G] = F ◦ G − G ◦ F . Nous
désignons alors l’algèbre de Lie avec cette structure par ΨDOL pour la distinguer de la
structure d’algèbre de Lie de Poisson.
On considère alors la famille des lois associatives sur ΨDO en fonction d’un paramètre h ∈
]0, 1] :
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A ◦h B =
∑
n≥0,

hn

n!
(∂nξ A)(∂nxB).

On note ΨDOh l’algèbre associative des opérateurs pseudodifférentiels sur S1 équipée de la
multiplication ◦h. Il est clair que toutes les algèbres associatives ΨDOh sont isomorphes entre
elles. Pour le commutateur [A,B]h := A ◦h B −B ◦h A, on a :

[A,B]h = {A,B}+O(h),

et donc limh→0[A,B]h = {A,B} où nous identifions P avec ΨDO comme espaces vectoriels.
De ce fait, l’algèbre de Lie ΨDO se contracte avec l’algèbre de Lie de Poisson P.
Théorème 3.2.2. (Ovsienko-Roger[54])

L’espace H1(Vect(S1), ΨDO) a la structure suivante :

H1(Vect(S1), ΨDO) = R4.

Les cocycles non triviaux générant les groupes de cohomologie sont les suivants :
Θ0(f∂) = f
Θ1(f∂) = f ′

Θ2(f∂) =
∑∞

n=2(−1)n−1 2(n−3)
n f (n)ξ−n+1

Θ3(f∂) =
∑∞

n=2(−1)n 3(n−1)
n+1 f (n+1)ξ−n.

Dans [54, 55], Ovsienko et Roger classifient les déformations non triviales du plongement
standard de l’algèbre de Lie V ect(S1) dans l’algèbre de Lie des fonctions du fibré cotangent
T ∗S1 respectant le crochet de Poisson et l’algèbre de Lie ΨDO des symboles pseudodifféren-
tiels sur S1.
Supposons maintenant que h soit une sous-algèbre de V ect(S1). Nous classifions alors toutes
les déformations h− triviales du plongement naturel.

3.3 Énoncé du problème : déformations h− triviales du plongement
naturel

3.3.1 Déformation h−triviale de V ect(S1) dans P .

Nous classifions toutes les déformations h− triviales du plongement naturel 3.2.2 de
V ect(S1) dans P . Cela signifie que nous étudions les applications linéaires h− triviales

πc : V ect(S1)→ P [[c]]

dans l’algèbre de Lie des séries à un paramétre formel c. Une telle application a la forme
suivante :

πc = π + cπ1 + c2π2 + · · ·
où πk : V ect(S1) → P sont des applications h−triviales linéaires telles que la condition
d’homomorphisme formel soit satisfaite.
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3.3.2 Déformation h−triviale de V ect(S1) dans ΨDO.

L’objet principal de cette partie est d’étudier les déformations h− triviales du plongement
canonique

ρ0 : Vect(S1)→ ΨDO (3.3.1)

ρ0(XF ) = Fξ

3.3.3 Déformation h−triviale de V ect(S1) dans P.

Nous classifions toutes les déformations h−triviales du plongement naturel (3.2.2) de
V ect(S1) dans P. En d’autres termes, nous considérons les homomorphismes de la forme
suivante :

π = π +
∑
k∈Z

πk(c)ξ
k

où c = c1, ..., cn ∈ R (ou C) sont des paramètres de déformation, chaque application linéaire
πk(c) : V ect(S1) → C∞(S1) étant polynomiale dans c, πk(0) = 0 et πk ≡ 0 si k > 0 est
suffisamment grand.

Théorie de la déformation

La théorie de la déformation des homomorphismes d’algèbres de Lie a d’abord été considé-
rée avec un paramètre [33, 50]. Récemment, les déformations multiparamétriques des algèbres
de Lie et de leurs modules ont été intensivement étudiées [1, 5, 13, 12, 31, 32, 54, 55]. Rap-
pelons les bases de cette théorie.
Soit ρ0 : Vect(S1)→ ΨDO un plongement d’algèbres Lie. Une formelle déformation h-triviale
de ρ0 est une série formelle

ρ(t) = ρ0 +

m∑
i=1

ti ρi +

m∑
i,j=1

titj ρ
(2)
ij + · · · , (3.3.2)

où les ρi, ρ
(2)
ij , . . . sont des applications linéaires de Vect(S1) vers ΨDO avec t = (t1, . . . , tm) ∈

C[[t1, . . . , tm]], etc., de sorte que l’application

ρ(t) : Vect(S1)→ C[[t1, . . . , tm]]⊗ΨDO, (3.3.3)

satisfait la condition d’homomorphisme à n’importe quel ordre dans t = (t1, . . . , tm). Deux
déformations h-triviales formelles ρ et ρ̃ sont dites equivalentes si ρ̃ = It ◦ ρ pour un auto-
morphisme interne

It : C[[t]]⊗ΨDO → C[[t]]⊗ΨDO

de la forme

It = exp(

m∑
i=1

ti adFi+
∑
i,j

titj adFi,j +· · · ) pour certains Fi, Fi,j , · · · , Fi1...ik ∈ ΨDO. (3.3.4)
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Dans de nombreux cas, nous devons plutôt considérer les déformations polynomiales h-
triviales des séries formelles : la série formelle peut parfois être tronquée et le paramètre for-
mel remplacé par des coefficients complexes. Plus précisément, selon [54, 55], une déformation
polynomiale h-triviale de plongement naturel (3.3.1) est un homomorphisme de l’algèbre de
Lie ρ(c) : Vect(S1)→ ΨDO de la forme suivante :

ρ(c) = ρ0 +
∑
k∈Z

ρk(c), (3.3.5)

où ρk(c) : Vect(S1)) → P sont des applications linéaires avec P comme dans (3.2.4), poly-
nôme en le paramètre c = (c1, · · · , cm) ∈ Cm et tel que ρk ≡ 0 pour k suffisamment grand. La
thèorie des déformations polynomiales h-triviales semble être plus riche que celle des défor-
mations formelles. Le problème d’équivalence pour les déformations polynomiales h-triviales
présente des aspects intéressants supplémentaires liés aux transformations des paramètres.

3.3.4 Déformations h-triviales infinitésimales et premièr espace de cohomologie
relatif

Les déformations (3.6.1) et (3.3.5), termes modulo le second ordre en t et c, respective-
ment, sont appelées infinitésimales. Les déformations h-triviales infinitésimales d’un homo-
morphisme d’algèbre de Lie ρ de g en b sont classées par la première cohomologie H1(g, h, b),
où b est un g-module à travers ρ et h est une sous-algèbre de g.

Plus précisément, les termes des premiers ordres ρi dans (3.6.1) et
∂ρ(c)
∂ci
|c=0 dans ( 3.3.5)

sont des 1-cocycles. Deux déformations h-triviales infinitésimales sont dites équivalentes si les
cocycles correspondants sont cohomologues. Inversement, étant donné un homomorphisme
d’algèbre de Lie ρ : g→ b , un ρ1 ∈ Z1(g, h, b) définit à 1-cocycle arbitraire une déformation
infinitésimale de ρ. Les obstacles à l’existence d’une déformation h-triviale (3.6.1) se trouvent
dans H2(Vect(S1), h,ΨDO). En effet,

ϕt = ρ− ρ0, ρ
(1) =

∑
ti ρi, ρ

(2) =
∑

titj ρ
(2)
ij , . . . ,

on peut réécrire la relation (3.6.1) de la manière suivante :

[ϕt(x), ρ0(y)] + [ρ0(x), ϕt(y)]− ϕt([x, y]) +
∑
i,j>0

[ρ(i)(x), ρ(j)(y)] = 0. (3.3.6)

Les trois premiers termes sont (δϕt)(x, y), où δ représente le cobord. Pour les applications
linéaires arbitraires γ1, γ2 : g −→ b, considérons le cup-product standard :

[[γ1, γ2]](x, y) = [γ1(x), γ2(y)] + [γ2(x), γ1(y)]. (3.3.7)

La relation (3.3.6) devient maintenant équivalente à :

δϕt = −1

2
[[ϕt, ϕt]]. (3.3.8)
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En développant (3.3.8) dans les séries de puissances en t, on obtient l’équation suivante pour
ρ(k) :

δρ(k) = −1

2

∑
i+j=k
i,j>0

[[ρ(i), ρ(j)]]. (3.3.9)

La partie droite de (3.3.9) est un 2-cocycle dont les coefficients sont des polynômes homogènes
de degré k en t, la classe de cohomologie de ce cocycle est un obstacle à l’existence des
solutions. La première relation non triviale δρ(2) = −1

2 [[ρ(1), ρ(1)]] donne le premier obstacle
à l’intégration d’une déformation infinitésimale h-trivial. Ainsi, en considérant le coefficient
de titj , on obtient

δρ
(2)
i,j = −1

2
[[ρi, ρj ]].

Cette relation est précisément la condition pour que le 2-cocycle [[ρi, ρj ]] soit un cobord.

3.4 Déformation aff(1)-Trivial du V ect(S1) dans P

3.4.1 Cohomologie aff(1)-relative sur P

Corollaire 3.4.1.

H1(Vect(S1), aff(1), P ) = H1(Vect(S1), aff(1), P) = R2.

Les cocycles non triviaux générant les groupes de cohomologie relatifs sont les suivants :{
C1(f∂) = f ′′ξ−1

C2(f∂) = f ′′′ξ−2.
(3.4.1)

3.4.2 Conditions d’intégrabilité de second ordre

Proposition 3.4.1. Toute déformation infinitésimale aff(1)−triviale de V ect(S1) à valeurs
dans P est équivalent à :

f∂ 7→ fξ + c1f
′′ξ−1 + c2f

′′′ξ−2, (3.4.2)

où c1, c2 ∈ R (ou C) sont des paramètres

Dans cette section, on obtient les conditions d’intégrabilité pour la déformation initiale
(3.4.2). Supposons que la déformation initiale (3.4.2) puisse être intégrée à une déformation
formelle.

%X = ρX + ρ
(1)
X + ρ

(2)
X + ρ

(3)
X + · · · , (3.4.3)

où ρ(1)
X est donné par (3.4.1) et ρ(2)

X est un polynôme quadratique en ci dont les coefficients
sont des éléments de P disparaissant sur aff(1).
On calcule les conditions pour le second ordre, c’est-à-dire pour les termes ρ(2).
La condition d’homomorphisme

[%X , %Y ] = %[X,Y ],
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donne pour les termes du second ordre l’équation suivante (Maurer - Cartan)

∂ρ(2) = −1
2 [[ρ(1), ρ(1)]]. (3.4.4)

Le côté droit de (3.4.4) est un cup-produit de aff(1)-relative 1-cocycles, donc c’est automati-
quement un aff(1)-relatif 2-cocycle. Plus précisément, l’équation (3.4.4) peut être exprimée
comme suit

∂ρ(2) = −1
2 [[

2∑
i=1

ciCi,
2∑
i=1

ciCi]] (3.4.5)

On considére donc les aff(1)-relatif 2-cocycles Ωi,j ∈ Z2
diff(Vect(S1), aff(1), P ) définis par

Ωi,j = [[Ci, Cj ]].

Il est facile de voir que Ωi,i = 0 pour i = 1, 2. La condition d’intégrabilité du second ordre
est déterminée par le fait que toute application Ωi,i à 2-cocycles pour i 6= j, i, j ∈ {1, 2},
doit être un 2-cobord aff(1)-relatif. Plus précisément, Ωi,j doit coïncider, jusqu’à un facteur
scalaire, avec ∂b, où b : Vect(S1)→ P , aff(1)-invariant. On a alors besoin du lemme suivant :

Lemme 3.4.1. Soit b ∈ C1(Vect(S1), aff(1), P ) défini par : pour X d
dx ∈ Vect(S1)

b(Xf ) = α6f
(6)ξ−3 + α5f

(5)ξ−4 (3.4.6)

où les coefficients α6 et α5 sont constants. Puis l’application ∂b : Vect(S1) × Vect(S1) → P
est donnée par

∂b(Xf , Yg)(f, g) = α6(2(f ′g(6) − f (6)g′)− 9(f (2)g(5) − f (5)g(2)) + 5(f (3)g(4) − f (4))g(3)))ξ−3−
5α5(f (2)g(4) − f (4))g(2))ξ−4.

(3.4.7)

Preuve 3.4.1. En utilisant le crochet de Poisson, on trouve le résultat suivant.
Soit b(Xf ) : Vect(S1)→ P

b(Xf ) = α6f
(6)ξ−3 + α5f

(5)ξ−4

On a
∂b(Xf , Xg) = LXf b(Xg)− LXgb(Xf )− b([Xf , Xg]) tel que
LXf b(Xg) = {fξ, α6g

(6)ξ−3+α5g
(5)ξ−4} = (α6fg

(7)+3α5f
′g(6))ξ−3+(α6fg

(6)+4α5f
′g(5))ξ−4

et

LXgb8(Xf ) = {gξ, α6f
(6)ξ−3 + α5f

(5)ξ−4} = (α6fg
(7) + 3α5f

′g(6))ξ−3 + (α6fg
(6) +

4α5f
′g(5))ξ−4

et
b([Xf , Xg]) = b(Xfg′−f ′g) = α6(fg′ − f ′g)(6)ξ−3 + α5(fg′ − f ′g)(5)ξ−4
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En déduit que
∂b(Xf , Yg)(f, g) = α6(2(f ′g(6)− f (6)g′)− 9(f (2)g(5)− f (5)g(2)) + 5(f (3)g(4)− f (4))g(3)))ξ−3−
5α5(f (2)g(4) − f (4))g(2))ξ−4.

On divise ces conditions en deux familles que l’on détaille dans les deux propositions
suivantes. Considérons d’abord les fonctions suivantes en la variable c où c est la famille de
paramètres ci

ωi,i(c) = c2
i , si i ∈ {1, 2},

ω1,2(c) = c1c2.

Ces fonctions ωi,j(c), i, j = 1, 2, apparaîtront sous forme de coefficients pour certaines
applications de P et seront utilisées dans les expressions des conditions d’intégrabilité. Plus
précisément, on montre que le second terme ρ(2) est de la forme ρ(2) =

∑
ωi,j(c)bij .

Proposition 3.4.2. 1) Si i ∈ {1, 2} ,Ωi,i(f∂, g∂) = 0.
2) L’application Ω1,2(f∂, g∂) = ω1,2(f (4)g(2)−f (2)g(4))ξ−4, a est un 2-cocycle aff(1)-relative
trivial.

Preuve 3.4.2. 1) Si i ∈ {1, 2}, on a

Ωi,i = c2
i [[Ci, Ci]],

Par un calcul direct, on montre que

[[Ci, Ci]](f∂, g∂) = {Ci, Ci}(f∂, g∂) + {Ci, Ci}(f∂, g∂) = 0.

.
2) Notons que par la suite, certaines valeurs singulières du paramètre i 6= j apparaissent
car les [[Ci, Cj ]](f∂, g∂) aff(1)-relatifs 2-cocycles n’existent que pour i 6= j.
(i) Par un calcul direct, on montre que

[[C1, C2]](f∂, g∂) = {C1, C2}(f∂, g∂) + {C2, C1}(f∂, g∂) = ω1,2(f (4)g(2) − f (2)g(4))ξ−4.

(ii) On exhibe des réels α et β tels que :

αΩ1,2 = β∂b. (3.4.8)

Par un calcul direct, on montre que

Ω1,2 = ω1,2(c)∂b,

Par conséquent, il n’y a aucune condition sur Ω1,2.

Notre résultat principal dans cette section est le théorème suivant.

48



Théorème 3.4.1. Il n’existe aucune condition d’intégrabilité pour l’intégrabilité du second
ordre de la déformation infinitésimale aff(1)-trivial (3.4.2).

Preuve 3.4.3. Ces conditions sont nécessaires, comme le montre la proposition (3.4.2).
Maintenant, dans ces conditions, le second terme ρ(2) de la déformation infinitésimale aff(1)-triviale
(3.4.2) est une solution de l’équation de Maurer-Cartan (3.4.5). Cette solution est définie
à 1-cobord près et il a été montré [33, 1] que différents choix de solutions de l’équation
de Maurer-Cartan correspondent à des déformations équivalentes. Ainsi, on peut toujours
choisir

ρ(2) = 1
2ω1,2(c)b(Xf ) = 1

2ω1,2(c)f (5)ξ−4.

3.4.3 Conditions d’intégrabilité du troisième et du quatrième ordre

Calcul de l’équation du troisième ordre de Maurer - Cartan

On va maintenant reconsidérer la déformation formelle (3.4.3) qui est une série de puis-
sances formelles dans les paramètres ci avec des coefficients dans P . On suppose que les
conditions d’intégrabilité du second ordre sont satisfaites. Ainsi, les termes de troisième ordre
de (3.4.3) sont des solutions de l’équation (Maurer-Cartan)

∂ρ(3) = −1
2

∑
i+j=3

[[ρ(i), ρ(j)]]. (3.4.9)

Comme dans la section précédente, on peut écrire

∂ρ(3) = −1
2

2∑
i=1

Ξi, (3.4.10)

où Ξi sont des applications de Vect(S1)⊗2 dans P .
Le terme du troisième ordre ρ(3) de la déformation formelle aff(1)-triviale (3.4.3) est une
solution de (3.4.10). Ainsi, les 2-cochaines Ξi doivent satisfaire Ξi = ∂b, puis les conditions
d’intégrabilité du troisième ordre en sont déduites.
On calcule successivement les Ξi pour 1 = 1, 2 et on résout Ξi = ∂b pour obtenir le troisième
ordre correspondant des conditions d’intégrabilité.
On doit noter que les applications Ξi sont des 2-cochaines, mais qu’elles ne sont pas né-
cessairement des 2-cocycles car elles ne sont pas des cup-produits de 1-cocycles comme les
applications Ωi,j . En effet, ρ(2) n’est pas nécessairement un 1-cocycle.

Conditions d’intégrabilité du troisième ordre

Proposition 3.4.3. On a les conditions d’intégrabilité du troisième ordre suivantes de la
déformation infinitésimale (3.4.2)

c1ω1,2(c) = c2
1c2 = 0,

c2 ω1,2(c) = c1c
2
2 = 0 (3.4.11)

49



On a besoin des lemmes suivants .

Lemme 3.4.2. Soit b6 ∈ C1(Vect(S1), aff(1), P ) défini par :
pour f d

dx ∈ Vect(S1)

b6(Xf ) = α8,5f
(8)ξ−5 + α7,6f

(7)ξ−6 (3.4.12)

où les coefficients α7,6 et α8,5 sont constants. Puis l’application ∂b6 : Vect(S1)⊗2 → P est
donnée par

∂b6(Xf , Xg)(f, g) = 2α8,5

(
(f (8)g′ − f ′g8) + 10(f (7)g(2) − f (2)g(7))

)
ξ−5

+14α8,5

(
2(f (6)g(3) − f (3))g(6)) + (f (5)g(4) − f (4)g(5))

)
ξ−5

+14α7,6

(
(f (6)g(2) − f (2)g(6)) + (f (5)g(3) − f (3)g(5))

)
ξ−6.

(3.4.13)

Preuve 3.4.4. En utilise le crochet de Poisson.

Soit b6(Xf ) : Vect(S1)→ P

b6(Xf ) = α8,5f
(8)ξ−5 + α7,6f

(7)ξ−6

On a
∂b6(Xf , Xg)(f, g) = LXf b8(Xg)− LXgb8(Xf )− b8([Xf , Xg]) tel que
LXf b8(Xg) = {fξ, α8,5g

(8)ξ−5 + α7,6g
(7)ξ−6} = (α8,5fg

(9) + 5α8,5f
′g(8))ξ−5 + (α7,6fg

(8) +

6α7,6f
′g(7))ξ−6 et

LXgb8(Xf ) = {gξ, α8,5f
(8)ξ−5 + α7,6f

(7)ξ−6}et
b8([Xf , Xg]) = b8(Xfg′−f ′g) = α8,5(fg′ − f ′g)(8)ξ−5 + α7,6(fg′ − f ′g)(7)ξ−6

On en déduit que
b6(Xf , Xg) = 2α8,5

(
(f (8)g′−f ′g8)+10(f (7)g(2)−f (2)g(7))

)
ξ−5+14α8,5

(
2(f (6)g(3)−f (3))g(6))+

(f (5)g(4) − f (4)g(5))
)
ξ−5 + 14α7,6

(
(f (6)g(2) − f (2)g(6)) + (f (5)g(3) − f (3)g(5))

)
ξ−6.

Lemme 3.4.3. Soit b7 ∈ C1(Vect(S1), aff(1), P ) défini par :
pour f d

dx ∈ Vect(S1)

b7(Xf ) = α9,6f
(9)ξ−6 + α8,7f

(8)ξ−7 (3.4.14)

où les coefficients α9,6 et α8,7 sont constants.
Alors ∂b7 ∈ C2(Vect(S1), aff(1), P ) a la forme générale suivante :
pour f d

dx , g
d
dx ∈ Vect(S1)

∂b7(X,Y )(f) = 2α9,6(f (9)g′ − f ′g9)ξ−6 + 27α9,6(f (8)g(2) − f (2)g(8))ξ−6+

38α9,6(f (7)g(3) − f (3))g(7))ξ−6 + 42α9,6(f (6)g(4) − f (4)g(6))ξ−6+

20α8,7(f (7)g(2) − f (2)g(7))ξ−7 + 28α8,7(f (6)g(3) − f (3)g(6))ξ−7+

14α8,7(f (5)g(4) − f (4)g(5))ξ−7.

(3.4.15)
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Preuve 3.4.5. On a

Ξ1 = c1ω1,2(c)[[C1, b]]

et
Ξ2 = c2ω1,2(c)[[C2, b]].

Par un calcul direct, on montre que les 2-cochaines
Ξ1 = c2

1c2

(
(f (6)g(2)−f (2)g(6))+4(f (3)g(5)−f (5)g(3))

)
ξ−6 et ∂b6 sont linéairement indépendantes.

De la même manière, Ξ2 = c1c
2
2

(
(f (6)g(3) − f (3)g(6)) + 4(f (4)g(5) − f (5)g(4))

)
ξ−7 et ∂b7 sont

linéairement indépendantes.
Ainsi

c2
1c2 = 0,

c1c
2
2 = 0.

On calcule ces 2-cochaines puis on vérifie les conditions d’intégrabilité correspondantes.

Conditions d’intégrabilité d’ordre quatre

Le résultat est le suivant :

Proposition 3.4.4. Il n’y a pas de conditions d’intégrabilité pour les conditions d’intégrabilité
du quatrième ordre de la déformation infinitésimale (3.4.2).

Preuve 3.4.6. Ces conditions proviennent du fait que le quatrième terme ρ(4) doit satisfaire :

∂ρ(4) = −1

2
[[ρ(2), ρ(2)]].

En effet, on peut toujours réduire ρ(3) par équivalence.

Le théorème suivant est notre résultat principal.

Théorème 3.4.2. Les conditions du troisième ordre (3.4.11) sont nécessaires et suffisantes
pour permettre l’intégrabilité complète de la déformation infinitésimale (3.4.2). De plus,
toute déformation formelle aff(1)−triviale de la dérivée de Lie ρX sur l’espace des symboles
P est équivalente à un polynôme de degré inférieur ou égal à 2.

Preuve 3.4.7. Clairement, toutes ces conditions sont nécessaires. Prouvons alors qu’elles
sont également suffisants.
Comme dans la preuve du théorème 3.4.1, la solution ρ(3) de l’équation de Maurer-Cartan
(3.4.9) est définie jusqu’à un 1-cobord et on peut donc toujours réduire ρ(3) à zéro par
équivalence. De plus, par récurrence, les termes d’ordre le plus élevé, ρ(m), satisfont l’équation
ρ(m) = 0 et peuvent également être réduits à l’application identiquement nulle. Ceci termine
la preuve du théorème 3.4.2.
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3.5 Déformation aff(1)−triviale du V ect(S1) dans ΨDO

3.5.1 Cohomologie aff(1)−relative sur ΨDO

Corollaire 3.5.1.
H1(Vect(S1), aff(1), ΨDO) = R2.

Les cocycles non triviaux générant les groupes de cohomologie relatifs sont les suivants :{
Θ2(f∂) =

∑∞
n=2(−1)n−1 2(n−3)

n f (n)ξ−n+1

Θ3(f∂) =
∑∞

n=2(−1)n 3(n−1)
n+1 f (n+1)ξ−n.

3.5.2 Déformations infinitésimales

Proposition 3.5.1. Toute déformation infinitésimale aff(1)−triviale du plongement naturel
de V ect(S1) dans ΨDO est équivalent à :

π̃ : f∂ 7→ fξ + c2Θ2(f∂) + c3Θ3(f∂), (3.5.1)

où c2, c3 ∈ R (ou C) sont des paramètres.

3.5.3 La condition d’intégrabilité

Le résultat principal de cette section est le suivant

Théorème 3.5.1. La déformation infinitésimale (3.5.1) est intégrable en une df́ormation
polynomiale si et seulement si la relation suivante (cubique) est satisfaite :

8c3
2 + 9c2

3 + 8c2
2 + 18c2c3 = 0. (3.5.2)

On montre d’abord que la condition (3.2.2) est nécessaire à l’intégrabilité des déformations
infinitésimales.

Remarque 3.5.1. Dans une interprétation cohomologique, les obstacles à l’intégrabilité d’une
déformation infinitésimale (3.5.1) qui ne satisfait pas la condition (3.5.2) correspondent à une
classe non triviale de H2(V ect(S1), aff(1), F5).

Preuve 3.5.1. La déformation infinitésimale (3.5.1) est clairement de la forme :

π̃(f∂) = fξ + c2f
′′ξ−1 + c3f

′′′ξ−2 + · · · , (3.5.3)

où · · · désigne les termes dans ξ−3, ξ−4, · · · . Pour calculer les obstacles à l’intégration de la
déformation infinitésimale (3.5.1), il faut ajouter les premiers termes non triviaux et imposer
la condition d’homomorphisme.
Alors

π̄(f∂) = fξ + c2f
′′ξ−1 + c2f

′′′ξ−2 + Π4(c)f (iv)ξ−3 + Π5(c)f (v)ξ−4, (3.5.4)

52



où Π4(c) et Π5(c) sont des polynômes en c = (c2, c3). On trouve

2Π4(c) = −c2
2 − 3c3 − c2, (3.5.5)

5Π5(c) = −c2c3 + c2
2 − 6Π4(c) + c2. (3.5.6)

Allons un peu plus loin et développons la déformation jusqu’à ξ−6, c’est-à-dire

¯̄π(f∂) = π̄(f∂) + Π6(c)f (vi)ξ−5

La condition d’homomorphisme conduit alors à une relation non-triviale pour les paramètres :

10(c2c3 − c2
2 − c2 − 10Π5 − c2 − c2Π4) = 18(3c2Π4 + 3c2c3 − 2c2

3 + 10Π4 + 5c3).

En substituant les expressions (3.5.5) et (3.5.6) à Π4 et Π5, on obtient la formule (3.5.2).
On a donc montré que cette condition est nécessaire à l’intégrabilité des déformations infinitésimales.

Ceci termine la preuve du théorème (3.5.1).

3.5.4 Introduction du paramètre h

Contraction de l’algèbre de Lie ΨDO(S1)

La contraction a été inventée par E. Wigner et I. Inonu dans les années cinquante, puis
a été ensuite développée par certains physiciens.

Si g est une algèbre de Lie, considérons un groupe à un paramètre Φt : g −→ g d’endo-
morphismes linéaires, tels que Φt soit un isomorphisme pour t 6= 0, que Φ1 = id et que Φ0

soit singulier. On définit le crochet [ , ]t sur g par la formule

[X, Y ]t = Φ−1
t [Φt(X), Φt(Y )].

Pour t = 1, c’est le crochet de g, et il est isomorphe à [ , ]t pour g si t 6= 0. Supposons que
pour tout X et Y , la limite : [X, Y ]0 = limt→0[X, Y ]t existe, alors [ , ]0 est un crochet de Lie
sur g non isomorphe au précédent car Φ0 est singulier. L’algèbre g g fournie avec le crochet
[ , ]0 s’appelle l’algèbre de Lie contractée de g par Φt.

On considére maintenant l’application Φh : ΨDO(S1) −→ ΨDO(S1) défini par Φh(a∂p) =
ahp∂p. Un calcul simple montre que

Φ−1
h ([Φh(A), Φh(B)]) = h(

∂A

∂∂

∂B

∂x
− ∂B

∂∂

∂A

∂x
) + hO(h).

La limite existe et on a lim 1
h [A, B]h = {A, B} pour h→ 0. {A, B} signifie ici le crochet de

Poisson sur les symboles (x, ∂), vus cette fois en fonction de deux variables. On a donc utilisé
la contraction de l’algèbre de Lie ΨDO(S1) sur l’algèbre de Poisson P = C∞(S1)[∂, ∂−1]]
équipée du crochet canonique.
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Contraction des déformations h-triviales

À partir d’une déformation h-triviale de l’un des types (3.3.5) ou (3.6.1) , on peut la
modifier pour qu’elle devienne une déformation à valeurs dans l’algèbre déformée ΨDOh(S1).
Plus précisément, si on définit πht = Φ−1

h ◦ π̃t, alors on a

πht ([F,G]) = Φ−1
h ([π̃t(F ), π̃t(G)]) = [πt(F ), πt(G)]h,

et ainsi πht : V ect(S1)→ ΨDOh(S1) est une déformation h-triviale (formelle) du plongement
naturel .

Paramétrisation : la condition d’intégrabilité

On peut maintenant modifier la relation pour obtenir une déformation dans ΨDOh(S1)
et le scalaire h apparaît alors avec des puissances différentes selon le poids dans les termes
successifs dans la formule ( 3.5.2 ). On obtient finalement

Proposition 3.5.2. Cette relation

8c3
2 + 9c2

3 + h(18c2c3) + h28c2
2 = 0 (3.5.7)

est une condition d’intégrabilité nécessaire pour les déformations infinitésimales ( 3.5.1 )
dans ΨDOh(S1). La condition d’intégrabilité est représentée géométriquement sur la figure 1
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Figure 3.1 – La condition d’intégrabilité de ΨDOh(S1)

Proposition 3.5.3. Pour tout σ ∈ C, les constantes

c2 = −σ(σ + h)

2
, (3.5.8)

c3 =
σ2(h− σ)

2
+
σ(h− σ)(2h− σ)

6
, (3.5.9)
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doivent satisfaire la relation (3.5.7).
Réciproquement, tout couple c2, c3 satisfaisant la relation ( 3.5.7 ) est de la forme ( 3.5.8 )
et ( 3.5.9 ) un certain) σ ∈ C .

Proposition 3.5.4. Toute déformation aff(1)−triviale du plongement naturel de V ect(S1)
dans P est équivalente à :

f∂ 7→ fξ + c1f
′′ξ−1 + c2f

′′′ξ−2, (3.5.10)

avec c1, c2 ∈ R (or C) des paramètres.

Théorème 3.5.2. Une déformation infinitésimale aff(1)−triviale 3.5.10 correspond à une
déformation polynomiale du plongement naturel V ect(S1)→ P si et seulement si la condition
suivante est satisfaite :

8c3
1 + 9c2

2 = 0.

La condition d’intégrabilité est représentée sur la figure 2.
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Figure 3.2 – La condition d’intégrabilité de P

Preuve 3.5.2. Pour h = 0 (3.5.7), on obtient le polynôme que l’on a obtenu dans le cas
semi-classique (Poisson).
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3.6 Déformation sl(2)−triviale du V ect(S1)

Dans cette section, on s’intéresse au cas de la déformation sl(2)− triviale.
Soit ρ0 : V ect(S1) → ΨDO un plongement d’ algèbres de Lie. Une déformation formelle de
ρ0 est une série formelle

ρ(t) = ρ0 +
m∑
i=1

ti Θi +
m∑

i,j=1

titj ρ
(2)
ij + · · · , (3.6.1)

où Θi, ρ
(2)
ij , . . . sont des applications linéaires sl(2)−relatives de V ect(S1) dans ΨDO telles

que l’application
ρ(t) : V ect(S1)→ C[[t1, . . . , tm]]⊗ΨDO, (3.6.2)

satisfait la condition d’homomorphisme.

Corollaire 3.6.1.
H1(Vect(S1), sl(2), ΨDO) = R.

Les cocycles non triviaux générant les groupes de cohomologie relative sont les suivants :

Θ3(f∂) =

∞∑
n=2

(−1)n
3(n− 1)

n+ 1
f (n+1)ξ−n.

Il est clair que le même résultat est valable pour P :

H1(Vect(S1), sl(2), P) = R.

Les cocycles non triviaux générant les groupes de cohomologie relative sont les suivants :

C2(f∂) = f ′′′ξ−2.

Le résultat principal de cette sous-section est le suivant

Théorème 3.6.1. 1. Toute déformation formelle sl(2)−triviale du plongement naturel de
Vect(S1) dans ΨDO est équivalente à sa partie infinitésimale :

f∂ 7→ fξ + c3Θ3(f∂), (3.6.3)

où c3 ∈ R (ou C) est le paramétre

2. toute déformation formelle sl(2)−triviale de l’inclusion standard de Vect(S1) dans P
est équivalente à sa partie infinitésimale :

f∂ 7→ fξ + c3C3(f∂), (3.6.4)

où c3 ∈ R (ou C) est le paramètre
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Preuve 3.6.1. On considère une déformation formelle de plongement (3.6.1) :

ρ̃ = ρ0 + c3Θ3 +
∑
m≥2

cmρ(m)

Par un calcul direct, on vérifie que [[Θ3,Θ3]] = 0.

La solution ρ
(2)
i,j de (3.3.9) est définie jusqu’aux 1-cocycles et il a été montré dans [1, 5,

29, 31, 32, 33, 50, 54, 55] que différents choix de solutions de (3.3.9) correspondent à des
déformations équivalentes. Ainsi, on peut toujours éliminer les ρ(2)

i,j . Puis, par récurrence, les

termes d’ordre le plus élevé vérifient l’équation δρ(m)
i,j = 0 et peuvent également être supprimés.

Comme précédemment, le résultat concernant la déformation du plongement naturel de
V ect(S1) dans P provient du fait que nous avons par un calcul direct [[C3, C3]] = 0.
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Conclusion et remarques
complémentaires

3.7 Conclusion

Ce mémoire de thèse présente l’ensemble de mes travaux de recherche. Le thème général
de ces travaux se situe au carrefour de deux domaines fondamentaux des mathématiques : la
déformation et la cohomologie. La théorie de la déformation des modules est étroitement liée
à la théorie de la cohomologie.

Dans la première partie, on considère la structure du module Vect(R) sur les espaces des
opérateurs différentiels bilinéaires agissant sur les espaces de densités tensorielles. On a cal-
culé la première cohomologie différentielle des champs de vecteurs d’algèbre de Lie Vect(R) à
coefficients dans l’espace Dλ,ν;µ des opérateurs différentiels bilinéaires agissant sur les densités
tensorielles. Cette cohomologie est en réalité une généralisation naturelle de la cohomologie
de Gelfand-Fuchs ([29]). On a calculé la première cohomologie de l’algèbre de Lie Vect(R)
des champs de vecteurs sur les coefficients dans les espaces des opérateurs de différentiels
bilinéaires agissant sur les espaces de densités tensorielles.
Le résultat principal est le théorème 2.3.1. Nous présentons plusieurs 1-cocycles intéressants
sur Vect(R) qui correspondent à de nouvelles extensions de Vect(R)-modules. On voit appa-
raître en particulier une liste de valeurs exceptionnelles de densités tensorielles, pour lesquelles
l’espace de cohomologie est particuliérement riche et peut conduire à d’autres applications non
seulement dans la théorie des Vect(R)-modules, mais également dans des questions concer-
nant les systèmes intégrables, ou même pour des questions de physique.

Ce travail a fait l’objet d’un article "Cohomology of Vect(R) acting on the space of bilinear
differential operators" publé dans Journal of Geometry and Physics 2018 .

Plus précisément, on peut remarquer que :
– L’intérêt des opérateurs différentiels bilinéaires sur la ligne réelle agissant sur les espaces

de densités tensorielles est dû au papier classique de Grozman.
– L’apparition des valeurs −2

3 (voir le théorème 2.3.1, cas (iii)) est clairement liée aux
valeurs exceptionnelles trouvées par Grozman.

– De même, pour les valeurs impliquant
√

19, cf. Les parties (vii) à (viii) du théorème
sont celles de Feigin-Fuchs ( Func. Anal. Appl. 14 (1980), 201-212).
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La deuxième partie de la thèse est l’étude des déformations h−triviales du plongement
naturel de l’algèbre de Lie Vect(S1) des champs de vecteurs sur le cercle S1 dans l’algèbre
de Lie des fonctions sur le fibré cotangent T ∗S1. On a donc considéré d’abord l’action de
Vect(S1) par la dérivée de Lie sur l’espace des opérateurs différentiels Vect(S1) et on a clas-
sifié les déformations de cette action qui deviennent triviales lorsqu’elles sont restreintes à h
où h = aff(1) ou sl(2). Des conditions nécessaires et suffisantes pour l’intégrabilité des dé-
formations infinitésimales ont été obtenues. Elles ont fait l’objet d’un article de revue publié
dans la revue International Journal of Geometric Methods in Modern Physics .
Les résultats importants suivants sont à noter :

– Il n’y a pas de condition d’intégrabilité pour l’intégrabilité du second ordre de la dé-
formation infinitésimale aff(1)-triviale de

f∂ 7→ fξ + c1f
′′ξ−1 + c2f

′′′ξ−2,

– Les conditions du troisième ordre sont nécessaires et suffisantes pour l’intégrabilité
complète de la déformation infinitésimale . De plus, toute déformation aff(1)-triviale
formelle de la dérivée de Lie ρX sur l’espace des symboles P est équivalente à un
polynôme de degré inférieur ou égal à 2

– La condition d’intégrabilité
La déformation infinitésimale correspond à une déformation polynomiale, si et seule-
ment si la relation suivante (quartique) est satisfaite :

8c3
2 + 9c2

3 + 8c2
2 + 18c2c3 = 0

– Une déformation infinitésimale aff(1)−triviale correspond à une déformation polyno-
miale de l’inclusion standard V ect(S1)→ P si et seulement si la condition suivante est
satisfaite :

8c3
1 + 9c2

2 = 0

– 1. Toute déformation formelle sl(2)−triviale de l’inclusion standard de Vect(S1) dans
ΨDO est équivalente à sa partie infinitésimale :

f∂ 7→ fξ + c3Θ3(f∂),

où c3 ∈ R (ou C) est le paramétre

2. toute déformation formelle sl(2)−triviale de l’inclusion standard de Vect(S1) dans
P est équivalente à sa partie infinitésimale :

f∂ 7→ fξ + c3C3(f∂),

où c3 ∈ R (ou C) est le paramètre.
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3.8 Perspectives

Suite à ces résultats, nous proposons deux voies possibles d’approfondissement et/ou
d’extension.

1- La première voie que nous proposons concerne le passage du bilinaire au n-linéaire.
Plus précisément, soit λ ∈ Rn, on considère la structure du module Vect(R) sur les espaces
des opérateurs différentiels n-linéaires agissant sur les espaces de densités tensorielles. Il
nous semblerait intéressant de calculer la première cohomologie différentielle des champs de
vecteurs d’algèbre de Lie Vect(R) à coefficients dans l’espace Dλ,µ des opérateurs différentiels
n-linéaires agissant sur les densités tensorielles avec comme principale question de déterminer
l’espace Dλ;µ, où λ ∈ Rn ?

2- La deuxième perspective possible concerne l’extension aux superalgébres et superva-
riétés.
Soit K1|1,K := R ou C, le superespace des coordonnées (x, θ), où θ est l’indéterminée impaire,
muni de sa structure de contact standard donnée par la 1-forme α = dx + θdθ et soit Fλ
l’espace des densités tensorielles de poids λ sur K1|1. Considérons le super espace K(1) des
champs de vecteurs de contact sur K1|1, c’est à dire la super algèbre de Lie des champs de
vecteurs conformes sur K1|1 par rapport à la 1-forme α :

K(1) = {X ∈ V ect(1|1)|LX(α) = Fα pour FX ∈ C∞(K1|1) }.

Le K(1)−module adjoint, est isomorphe à Fλ. L’espace Dλ,ν,µ des opérateurs différentiels
bilinéaires A : Fλ⊗Fν → Fµ est muni d’une manière naturelle d’une structure de module sur
la superalgèbre de Lie K(1) des champs de vecteurs de contact sur K1|1.

Il nous semblerait intéressant de résoudre le problème suivant à savoir de calculer l’espace

H1
diff(K(1),Dλ,ν,µ)?
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Titre : Cohomologie et déformation des champs de vecteurs sur une variété de
dimension 1

Mots Clefs : Algèbre de Lie , Déformation, Cohomologie

Résumé : On considére la structure du module Vect(R) sur les espaces des
opérateurs différentiels bilinéaires agissant sur les espaces de densités.
On calcule la première cohomologie différentielle des champs de vecteurs
d’algèbre de Lie Vect(R) avec des coefficients dans l’espace Dλ,ν;µ des opé-
rateurs différentiels bilinéaires agissant sur les densités pondérées. On
considére l’action de Vect(R) par la dérivée de Lie sur les espaces d’opé-
rateurs pseudodifférentiels ΨDO. On étudie les déformations h−triviales
de l’intégration standard de l’algèbre de Lie Vect(S1) de champs de vec-
teurs lisses sur le cercle, dans l’algèbre de Lie de fonctions sur le fibré
cotangent T ∗S1. On classe les déformations de cette action qui deviennent
triviales une fois limitées à h où h = aff(1) ou sl(2). Les conditions néces-
saires et suffisantes pour l’intégrabilité des déformations infinitésimales
sont données.
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Title : Cohomology and formation of vector fields on a variety of dimensions 1

Keys words : Lie Algebra ,Deformation, Cohomology

Abstract : We consider the Vect(R)-module structure on the spaces of bili-
near differential operators acting on the spaces of weighted densities. We
compute the first differential cohomology of the vector fields Lie algebra
Vect(R) with coefficients in space Dλ,ν;µ of bilinear differential operators
acting on weighted densities.we consider the action of Vect(S1) by Lie
derivative on the spaces of pseudodifferential operators ΨDO. We study
the h−Trivial deformations of the standard embedding of the Lie alge-
bra Vect(S1) of smooth vector fields on the circle, into the Lie algebra of
functions on the cotangent bundle T ∗S1. We classify the deformations of
this action that become trivial once restricted to h where h = aff(1) or
sl(2). Necessary and sufficient conditions for integrability of infinitesimal
deformations are given.
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