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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐✱ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ à ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r✱ ▼✐❣✉❡❧ ❈♦✉❝❡✐r♦✱ q✉✐ s✬❡st ✐♠♣❧✐q✉é ❛✈❡❝
é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✱ ❞✉r❛♥t ✸ ❛♥s ✭❡t ❞❡♠✐✮✱ ❡t ❛ t❡♥té ❞❡ ♠❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ❧❛
❤❛r❣♥❡ ❞✉ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥✳ ▼❡r❝✐ ❡♥s✉✐t❡ ❛✉ ❥✉r② q✉✐ ❛ ❧✉✱ é❝♦✉té ❡t ❝♦♠♠❡♥té ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳ ▼❡r❝✐
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ♠❡s ❞❡✉① r❛♣♣♦rt❡✉rs ♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s ✐♥✈❡st✐ ❞❛♥s ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ♠♦♥ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

❏❡ t✐❡♥s é❣❛❧❡♠❡♥t à r❡♠❡r❝✐❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❡rs♦♥♥❡s✱ ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❥✬❛✐ ♣✉ tr❛✈❛✐❧❧❡r
❝♦✉rt❡♠❡♥t ❡t✴♦✉ q✉✐ ♦♥t ❛♣♣♦rté ❞❡ ❧✬❡❛✉ à ♠♦♥ ♠♦✉❧✐♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ r❡♠❛rq✉❡s✱ ✐❞é❡s ❡t
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥s✳ ▼❡r❝✐ ❞♦♥❝ à ✿ ❍❡♥r✐ Pr❛❞❡✱ ❉✐❞✐❡r ❉✉❜♦✐s✱ ❆❣♥ès ❘✐❝♦✱ ❚❛♠❛s ❲❛❧❞❤❛✉s❡r✱
❇r✉♥♦ ❩❛♥✉t✐♥✐✱ ❋❛❜✐❡♥ ▲❛❜❡r♥✐❛✱ ❏♦sé ❘✉✐ ❋✐❣✉❡✐r❛✱ ❆♠❡❞❡♦ ◆❛♣♦❧✐✱ ❏✉st✐♥❡ ❘❡②♥❛✉❞✱ ❆✉r♦r❡
❆❧❝♦❧❡✐✱ ❈❤❡❞② ❘❛ïss✐✳ ▼❡r❝✐ à ●❛❜✐♥ P❡rs♦♥❡♥✐ ❞✬❛✈♦✐r ♣❛rt❛❣é s♦♥ ❡①♣❡rt✐s❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡
tr❡✐❧❧✐s ❡t s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s✳

▼❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ♥❡ s❡r❛✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣❧❡ts s✬✐❧s ♥✬✐♥té❣r❛✐❡♥t ♣❛s t♦✉s ❧❡s ❣❡♥s s✉r q✉✐ ❥✬❛✐
♣✉ ♠✬❛♣♣✉②❡r ❛✉ q✉♦t✐❞✐❡♥✱ ❡t s❛♥s q✉✐ ❥✬❛✉r❛✐s sûr❡♠❡♥t ❜❛✐ssé ❧❡s ❜r❛s ❛✈❛♥t ❧❛ ✜♥✳ ▼❡r❝✐ à ♠❡s
❝♦❧♦❝❛t❛✐r❡s ♣❛ssés ❡t ♣rés❡♥ts✱ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s t♦✉rs ❞❡ ♠é♥❛❣❡s q✉✬✐❧s ♦♥t ❢❛✐t à ♠❛ ♣❧❛❝❡✳ ▼❡r❝✐
à ❏❡❛♥✲▲✉❞♦✈✐q✉❡✱ à q✉✐ ❥❡ ❞♦✐s t♦✉❥♦✉rs ✸✵ ❡✉r♦s ❡t q✉✐✱ ❥✬❡♥ s✉✐s sûr✱ ♥❡ ♠✬❡♥ ✈❡✉t ♣❛s✳ ▼❡r❝✐
à ♠❡s ❛♠✐❡s r✉ss♦♣❤♦♥❡s✱ q✉✐ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ✈❛❝❤❡♠❡♥t s②♠♣❛✳ ▼❡r❝✐ à ♠❡s ❛♠✐s ❢r❛♥❝♦♣❤♦♥❡s✱
❛✉ss✐✳ ▼❡r❝✐ à ♠❡s ♣❛r❡♥ts q✉✐ ♠❡ ❧❛✐ss❡♥t r❡✈❡♥✐r à ❧❛ ♠❛✐s♦♥ q✉❛♥❞ ❥❡ ❞✐s♣❛r❛✐s s❛♥s ❞♦♥♥❡r ❞❡
♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣❡♥❞❛♥t ✷ ♠♦✐s✳

▼❡r❝✐ à ♠❛ ♠♦✐t✐é ❞♦♥t ❥❡ ♠ér✐t❡ à ♣❡✐♥❡ ❧❡ q✉❛rt✳
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡s ❋♦♥❝t✐♦♥s ▲❛tt✐❝✐❡❧❧❡s P♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ✭❋▲P✮✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ tr❡✐❧❧✐s✱ ❡t s✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❙✉❣❡♥♦✱ q✉✐
❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❋▲P✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ❋▲P ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t
❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✳ ❈❡s ét✉❞❡s ❞é❜♦✉❝❤❡♥t s✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❋▲P
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭❛r❣✉♠❡♥ts✱ rés✉❧t❛t✮ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
❉❛♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ à ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡✳

✶ ▲✬❆✐❞❡ à ❧❛ ❉é❝✐s✐♦♥ ▼✉❧t✐ ❈r✐tèr❡s

❈❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♠♦t✐✈és ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré✲
❢ér❡♥❝❡s ❡♥ ❆✐❞❡ à ❧❛ ❉é❝✐s✐♦♥ ▼✉❧t✐ ❈r✐tèr❡s ❬✺✻❪ ✭▼✉❧t✐♣❧❡ ❈r✐t❡r✐❛ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❆✐❞✐♥❣✴❆♥❛❧②s✐s✱
▼❈❉❆✮✳ ▲❛ ▼❈❉❆ ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝r✐tèr❡s s❡❧♦♥ ❧❡sq✉❡❧s ❝❤❛q✉❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡st é✈❛❧✉é❡✳ ❯♥❡ ❞❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ❞❡
❧❛ ▼❈❉❆ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✉ ❞é❝✐❞❡✉r
s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s❡❧♦♥ ❝❤❛q✉❡
❝r✐tèr❡✳

❘❡♣rés❡♥t♦♥s ❝❤❛q✉❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛r ✉♥ t✉♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ① = (x1, . . . , xn)✱ ♦ù xi ❡st ❧✬é✈❛✲
❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ① s❡❧♦♥ ❧❡ i✲è♠❡ ❝r✐tèr❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ n ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡s ❝♦♥s✐❞érés✳
❯♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ✭♦✉ q✉❛s✐✲♦r❞r❡✮ ❞é♥♦té ♣❛r 4 ❡t t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r ❞❡✉①
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ① ❡t ①✬✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ① 4 ①✬ s✐❣♥✐✜❡ ✓ ①✬ ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ❞és✐r❛❜❧❡ q✉❡ ① ✔✳ ❆✜♥
❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬✉t✐❧✐té U ✱ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s
s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝r✐tèr❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ 4 ❞✬❛♣rès ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té
U ✱ ♣❛r

① 4 ①✬ ⇐⇒ U(①) ≤ U(①✬)

♣♦✉r t♦✉t❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ① ❡t ①✬✳

❘❡♠❛rq✉❡③ q✉❡ ❧❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ♦r❞✐♥❛❧❡s ♥♦♥ ♥✉♠é✲
r✐q✉❡s✱ ❡t✴♦✉ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs é❝❤❡❧❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❡t q✉❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡
❡♥ ♣❛rt✐❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té✳ ❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡st
❝❡❧✉✐ ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❝♦♠♠✉♥❡ L✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é ❡t ❜♦r♥é✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t
❛♣♣❡❧é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥s ❬✼✹❪✳

✶



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥

❖♥ ❞é♥♦t❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❡t ❧✬é❧é♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ L ♣❛r 0 ❡t 1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❯♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❬✺✺❪ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : Ln → L q✉✐

• ❡st ♥♦♥✲❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t x1, . . . , xn, x′1, . . . , x
′
n ∈ L

∀i ∈ {1, . . . , n}, xi ≤ x′i =⇒ f(x1, . . . , xn) ≤ f(x′1, . . . , x
′
n),

• ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡s f(0, . . . , 0) = 0 ❡t f(1, . . . , 1) = 1✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❜❛s✐q✉❡ ❡t ❧❛ ♠✐❡✉① ❝♦♥♥✉❡ ❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ♣♦♥❞éré❡✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

M(x1, . . . , xn) =
1

n

n
∑

i=1

wi ∗ xi,

♦ù w1, . . . , wn s♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ❛✛❡❝tés ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ✭❡t ❞♦♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ✈❛✉t 1✮✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s x1, . . . , xn ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❞❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ✜❞è❧❡♠❡♥t
❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❬✺✸❪✳

▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡s ❈❤♦q✉❡t s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❡①♣r❡ss✐✈❡s✱ q✉✐ ♦♥t s✉s❝✐té
❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ▼❈❉❆ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s ❬✺✹❪✳ ❊❧❧❡s ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ♣♦♥❞éré❡ ❡♥ ❛❝❝♦r❞❛♥t ✉♥ ♣♦✐❞s à ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡s✳
❯♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ C : [0, 1]n → [0, 1] ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

C(x1, . . . , xn) =
∑

I⊆{1,...,n}

wI ∗
∧

i∈I

xi,

♦ù wI ❡st ✉♥ ♣♦✐❞s ♣r♦♣r❡ ❛✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡s I ⊆ [n]✱ q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡
❞❡ ▼ö❜✐✉s ❞✬✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ✭❝❡s ♥♦t✐♦♥s s❡r♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮✳ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡
❈❤♦q✉❡t ♦♥t ♣♦✉r ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ♣❧✉s ❡①♣r❡ss✐✈❡s q✉❡ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ♣♦♥❞éré❡s✱
t♦✉t ❡♥ ét❛♥t ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡s ♣❛r ✉♥ ❞é❝✐❞❡✉r ❡t ♥♦♥✲❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ♦ù L ❡st ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ♦r❞✐♥❛❧❡ ♥♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✭❛✉ss✐ ❞✐t❡ q✉❛❧✐t❛✲
t✐✈❡✮✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {♠❛✉✈❛✐s, ♠♦②❡♥, ❜♦♥, très ❜♦♥} ♦r❞♦♥♥é ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

♠❛✉✈❛✐s < ♠♦②❡♥ < ❜♦♥ < très ❜♦♥.

❙✉r ✉♥❡ t❡❧❧❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞é✜♥✐❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s
♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✉ ❞é❝✐❞❡✉r ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té✱ ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥✈❡rt✐r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♦r❞✐♥❛❧❡ ❡♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s✱
♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❡❧ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ❝♦♠♠❡
❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❚❖▼❆❙❖ ❬✼✼✱ ✽✼❪✮✳ ❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱
❞✐t❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡✱ ❡st ❞✬❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ s✉r L ❞♦♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❜❛sé❡
s✉r ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ♣✉r❡♠❡♥t ♦r❞✐♥❛❧❡s✳ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ s♦♥t ❞❡ t❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

✸ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❋▲P

❙♦✐t ✉♥❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é L✳ ❯♥❡ ❋▲P s✉r L ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ p : Ln → L ♣♦✉✈❛♥t
êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ❡t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s ∧ ✭♠✐♥✐♠✉♠✮ ❡t

✷



✹✳ ▲❡s ❋▲P ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s

∨ ✭♠❛①✐♠✉♠✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù L = {a, b, c, d} ❡t a < b < c < d✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
p, q, r : Ln → L ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

p(x1) = b ∨ x1,

q(x1, x2, x3) = x1 ∧ (x2 ∨ x3),

r(x1, x2, x3) = (c ∧ x1) ∨ (b ∧ x2 ∧ x3) ,

s♦♥t ❞❡s ❋▲P s✉r L✳ ❘❡♠❛rq✉❡③ q✉❡✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ∧ ❡t ∨ ét❛♥t ♥♦♥✲❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s✱ t♦✉t❡ ❋▲P ❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ▲✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❋▲P ❡t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ s✉r L ❡st ✉♥❡
❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♣♣❡❧é❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❙✉❣❡♥♦✳ ❚♦✉t❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

S(x1, . . . , xn) =
∨

I⊆{1,...,n}

(

wI ∧
∧

i∈I

xi

)

,

♦ù ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ wI ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ I ⊆ [n] s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té✳ ❘❡♠❛rq✉❡③ q✉❡✱
❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉① ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ❞é♣❡♥❞
❞❡s ✈❛❧❡✉rs wI ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡s I ⊆ [n]✳ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❙✉❣❡♥♦
s♦♥t ♣❛r❢♦✐s ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s ♦r❞✐♥❛❧❡s ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❡t ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❛ ♣❧✉s
❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ∧ ❡t ∨✳ P♦✉r
❝❡s r❛✐s♦♥s✱ ✐❧ ❛ été ♣r♦♣♦sé ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✹✶✱ ✹✷✱ ✺✷❪✮ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ❡♥ t❛♥t
q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳

◆♦t❡③ ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ s✐ L ❡st ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ✜♥✐❡ ❡t ❞❡ ♣❡t✐t❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ✭❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡st t②♣✐q✉❡✲
♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s✮✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ✈❛❧✉é❡ s✉r L ♣r♦❞✉✐r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s ❞✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✓ ❡①✲❛❡q✉♦ ✔✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❢❛✐t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡✱ ❞❛♥s ✉♥
t❡❧ ❝❛s✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣♦✉rs✉✐t ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡
❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té ✈❛❧✉é❡s s✉r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ré❡❧s
♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✜♥❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✱ ♦ù ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❞é♣❛rt❛❣é❡s✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té ✈❛❧✉é❡s s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✜♥✐s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉❡s ❝♦♠♠❡
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳

✹ ▲❡s ❋▲P ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s

❯♥ tr❡✐❧❧✐s ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é L ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts a, b ∈ L ♣♦ssè❞❡
✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♠✐♥♦r❛♥t ❝♦♠♠✉♥✱ ❛♣♣❡❧é ✐♥✜♠✉♠ ❞❡ a ❡t b ❡t ✉♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♠❛❥♦r❛♥t ❝♦♠♠✉♥✱
❛♣♣❡❧é s✉♣r❡♠✉♠ ❞❡ a ❡t b✳ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥és s♦♥t ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡
tr❡✐❧❧✐s✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧✬✐♥✜♠✉♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ❧❡ s✉♣r❡♠✉♠ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❖♥ ❞é♥♦t❡
❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬✐♥✜♠✉♠ ❡t ❞❡ s✉♣r❡♠✉♠ ♣❛r ∧ ❡t ∨✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✭❋▲P✮ s✉r ✉♥ tr❡✐❧❧✐s L ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ∧ ❡t ∨✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✱ ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ♣❡✉✈❡♥t r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s
❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦ù ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✳ ❉❡ t❡❧❧❡s é❝❤❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ✐♥✲
té❣r❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬✐♥❞✐✛ér❡♥❝❡ ♦✉ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✭✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✜❝t✐❢ ✐❧❧✉str❛♥t ❝❡tt❡
♣♦ss✐❜✐❧✐té s❡r❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❛ ❙♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✸✮✳

❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ❋▲P ❞é✜♥✐❡s s✉r ❞❡s tr❡✐❧❧✐s✳
◆♦✉s tr❛✐t♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✬✐❧

❡①✐st❡ ✉♥❡ ❋▲P ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭❛r❣✉♠❡♥ts✱
rés✉❧t❛t✮ r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ f : D → L✱ ♦ù D ⊆ Ln ❡t✱ ❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✱ ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❋▲P✳

✸



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✺ ▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♦ù ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❞✬❛ttr✐❜✉ts ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥és✱ ❡t ♦ù ❧✬♦♥
❝❤❡r❝❤❡ à ❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ♠♦♥♦t♦♥❡✳ ❈❡tt❡ tâ❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠é✲
t❤♦❞❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❛✉①q✉❡❧❧❡s ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ❧❛
♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r✱ ♦✉ ❜✐❡♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡♥sés s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r
❡❧❧❡✳

❯♥❡ ❞❡s ♠❛♥✐èr❡s ❞✬❛❜♦r❞❡r ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❡st ❞❡ s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té ✉t✐❧✐sé❡s
❡♥ ▼❈❉❆✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ❞é❥à été ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ✭✈♦✐r
❬✾✸❪✮✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s❡r❛ ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡s ❙✉❣❡♥♦ à
❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡✳ ▲❡s ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❯t✐❧✐té ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ✭❋❯❙✮ ❬✷✺❪ s♦♥t ❞❡s ❣é✲
♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✈❡♥❛♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s✱ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ♣✉r❡♠❡♥t ♦r❞✐♥❛❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❯♥❡ ❞❡s ❞✐✣✲
❝✉❧tés ❢❛✐s❛♥t ♦❜st❛❝❧❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡st ❧❡✉r ♠❛♥q✉❡ ❞✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❀ ❡♥ ❡✛❡t✱
❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦♥♦t♦♥❡s ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❛✉❝✉♥❡ ❋❯❙ ✭♣♦✉r ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡
❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s ❋❯❙ ❡t ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ✈♦✐r ❬✺✽✱ ✶✷❪✮✱ ❡t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s
❋❯❙✱ q✉✐ s❡r♦♥t ❡①♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✱ s✉❣❣èr❡♥t q✉❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✬♦♥t ♣❛s ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té
♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ✜❞è❧❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱
♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❬✷✸❪✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ✭♦✉ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠✮ ❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs ❋❯❙✱ ❡t t❡♥t♦♥s ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋❯❙ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❡♠♣✐r✐q✉❡s ✈✐❛ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡✳

✻ P❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❛ été ❛✉ ♠♦✐♥s
♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣✉❜❧✐é✱ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s ❧❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳

Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ✿ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ❋▲P ❞é✜♥✐❡s s✉r ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱
❡t ♥♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳

• ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♦r❞r❡s ♣❛rt✐❡❧s ❡t ❧❡s tr❡✐❧❧✐s✱
q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳

• ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❋▲P ❞é✜♥✐❡s s✉r ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ✜♥✐s✱ ❡t ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

• ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❋▲P ❞é✜♥✐❡s s✉r ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢s ❜♦r♥és✳ ◆♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❝♦♥s✐❞éré ♣❡✉t êtr❡ ♣❧♦♥❣é ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❞✉✐t
✜♥✐ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ✭♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ♥♦ ✶ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✳

• ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❋▲P ❞✐t❡s k✲♠❛①✐t✐✈❡s
✭♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ♥♦ ✹ ❡t ✾✮✳

❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ✿ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❋❯❙ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦✲
t♦♥❡✳

• ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡t ❞r❡ss♦♥s ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡ tâ❝❤❡✳

✹



✻✳ P❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

• ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ❋❯❙ ❡♥ ♥♦✉s ❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❜❛sé s✉r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✉ ❧❡ ♠✐♥✐✉♠ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❋❯❙✱ ❡t
❝❤❡r❝❤♦♥s à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❋❯❙ ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s
tâ❝❤❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ♣✉❜❧✐é ✭♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ♥♦ ✷✮✳

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

✶✳ ◗✳ ❇r❛❜❛♥t✱ ▼✳ ❈♦✉❝❡✐r♦✱ ❏✳❘✳ ❋✐❣✉❡✐r❛✱ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜② ❧❛tt✐❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✿ ❆
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱à ♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❋✉③③② ❙❡ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s✳

✷✳ ◗✳ ❇r❛❜❛♥t✱ ▼✳ ❈♦✉❝❡✐r♦✱ ❉✳ ❉✉❜♦✐s✱ ❍✳ Pr❛❞❡✱ ❆✳ ❘✐❝♦✳ ❙✉❣❡♥♦ ■♥t❡❣r❛❧ ❢♦r ❘✉❧❡✲❇❛s❡❞
❖r❞✐♥❛❧ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■❏❈❆■✲❊❈❆■✲✷✵✶✽ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ✿ Pr✐♥✲
❝✐♣❧❡s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❊✈❡r②❞❛② ❙♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✷✸✕✷✹✱ ✷✵✶✽✳

✸✳ ◗✳ ❇r❛❜❛♥t✱ ▼✳ ❈♦✉❝❡✐r♦✱ ❉✳ ❉✉❜♦✐s✱ ❍✳ Pr❛❞❡✱ ❆✳ ❘✐❝♦✳ ❊①tr❛❝t✐♥❣ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❘✉❧❡s ❢r♦♠
◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❉❛t❛ ✈✐❛ ❙✉❣❡♥♦ ❯t✐❧✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t
♦❢ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡✲❇❛s❡❞ ❙②st❡♠s✳ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ✭■P▼❯✮✱ ✷✺✸✕✷✻✺✳
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❛♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❈❤❛♠✱ ✷✵✶✽✳

✹✳ ◗✳ ❇r❛❜❛♥t✱ ❛♥❞ ▼✳ ❈♦✉❝❡✐r♦✳ k✲♠❛①✐t✐✈❡ ❙✉❣❡♥♦ ■♥t❡❣r❛❧s ❛s ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❖r✲
❞✐♥❛❧ Pr❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❋✉③③② ❙❡ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s✱ ✸✹✸ ✿ ✻✺✖✼✺✱ ✷✵✶✽✳

✺✳ ◗✳ ❇r❛❜❛♥t✱ ▼✳ ❈♦✉❝❡✐r♦✱ ❆✳ ◆❛♣♦❧✐✱ ❏✳ ❘❡②♥❛✉❞✳ ❋r♦♠ ▼❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❖r❞❡r✐♥❣s ✐♥ t❤❡ ❲❡❜
♦❢ ❉❛t❛ t♦ ▼✉❧t✐✲▲❡✈❡❧ P❛tt❡r♥ ❙tr✉❝t✉r❡s✳ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❙②st❡♠s ✭■❙▼■❙✮✱
✻✷✷✖✻✸✶✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❈❤❛♠✱ ✷✵✶✼✳

✻✳ ◗✳ ❇r❛❜❛♥t✱ ▼✳ ❈♦✉❝❡✐r♦✳ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♥❝♦♥✲
s✐st❛♥t❡s✳ ✷✺è♠❡ ❘❡♥❝♦♥tr❡s ❋r❛♥❝♦♣❤♦♥❡s ❙✉r ▲❛ ▲♦❣✐q✉❡ ❋❧♦✉❡ ❡t ❙❡s ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭▲❋❆✮✱
✹✾✕✺✻✱ ✷✵✶✻✳

✼✳ ◗✳ ❇r❛❜❛♥t✱ ▼✳ ❈♦✉❝❡✐r♦✱ ❋✳ ▲❛❜❡r♥✐❛✱ ❆✳ ◆❛♣♦❧✐✳ ❆ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
❢♦r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙tr✉❝✲
t✉r❡s✱ ✷✵✶✻✳

✽✳ ◗✳ ❇r❛❜❛♥t✱ ▼✳ ❈♦✉❝❡✐r♦✱ ❋✳ ▲❛❜❡r♥✐❛✱ ❆✳ ◆❛♣♦❧✐✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥♥❛❧✐té ♣♦✉r ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s✳ ✶✻è♠❡ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡
❋r❛♥❝♦♣❤♦♥❡ s✉r ❧✬❊①tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ●❡st✐♦♥ ❞❡s ❈♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✭❊●❈✮✱ ✸✹✺✕✸✺✵✱ ✷✵✶✻✳

✾✳ ◗✳ ❇r❛❜❛♥t ✱ ▼✳ ❈♦✉❝❡✐r♦✳ ❆①✐♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ k✲♠❛①✐t✐✈❡s✳ ✷✹é♠❡
❘❡♥❝♦♥tr❡s ❋r❛♥❝♦♣❤♦♥❡s ❙✉r ▲❛ ▲♦❣✐q✉❡ ❋❧♦✉❡ ❡t ❙❡s ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭▲❋❆✮✱ ✶✼✾✕✶✽✻✱ ✷✵✶✺✳

✺



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✻



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❡t

✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

✼





❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❖r❞r❡s ❡t tr❡✐❧❧✐s

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳
❈❡❧❧❡s✲❝✐ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦r❞♦♥♥és ❡t ❧❡s tr❡✐❧❧✐s✳ P♦✉r ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡ à ❝❡s ♥♦t✐♦♥s✱ s❡ ré❢ér❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ à ❬✸✻❪✳

✶✳✶ ❊♥s❡♠❜❧❡s ♦r❞♦♥♥és

❘❡❧❛t✐♦♥s✱ ♦r❞r❡s ❡t ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦r❞♦♥♥és✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❡t ≤ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡
s✉r X✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ≤ ❡st

• tr❛♥s✐t✐✈❡ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t x, y, z ∈ X✱
[

x ≤ y ❡t y ≤ z
]

=⇒ x ≤ z,

• ré✢❡①✐✈❡ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X✱ ♦♥ ❛ x ≤ x✱

• ❡t ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t x, y ∈ X✱
[

x ≤ y ❡t y ≤ x
]

=⇒ x = y.

❯♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ q✉✐ ❡st ré✢❡①✐✈❡✱ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❡t ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♦r❞r❡✱ ♦✉ ♦r❞r❡
♣❛rt✐❡❧ ✳

❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é✱ ♦✉ ♣♦s❡t ✭❛❜ré✈✐❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ s❡t✮✱ ❡st ✉♥
❝♦✉♣❧❡ (X,≤) ♦ù X ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♣♣❡❧é ✉♥✐✈❡rs ❞❡ (X,≤) ❡t ≤ ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ s✉r X✳ ❖♥ ❞✐t
q✉❡ (X,≤) ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é ♦✉ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t x, y ∈ X

x ≤ y ♦✉ y ≤ z.

◆♦t❛t✐♦♥s✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡❧❛ ♥❡ ❣é♥èr❡ ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté✱ ♦♥ ❞és✐❣♥❡r❛ ✉♥ ♣♦s❡t ♣❛r s♦♥ ✉♥✐✈❡rs ❀
♣❛r ❞é❢❛✉t ❧✬♦r❞r❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ♣♦s❡t s❡r❛ ❞é♥♦té ♣❛r ≤✳ ❖♥ é❝r✐r❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✓ X ❡st ✉♥ ♣♦s❡t ✔✱
♣♦✉r s✐❣♥✐✜❡r q✉❡ X ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛ ❛ss♦❝✐é ✉♥ ♦r❞r❡ ❞é♥♦té ♣❛r ≤✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ♣♦✉r t♦✉t x, y ∈ X✱

x ≥ y s✐ y ≤ x,

x < y s✐ x ≤ y ❡t x 6= y,

x 6≤ y s✐ x ≤ y ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é❡,

x 6< y s✐ x < y ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é❡,

x ‖ y s✐ x 6≤ y ❡t y 6≤ x.

✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖r❞r❡s ❡t tr❡✐❧❧✐s

▲♦rsq✉❡ x ‖ y✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ x ❡t y s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✳ ▲♦rsq✉❡ X ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s✱
❧✬♦r❞r❡ ❛ss♦❝✐é ♣❛r ❞é❢❛✉t à X s❡r❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❞é♥♦té❡ ♣❛r ⊆✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ⊇✱ ⊂✱ 6⊆✱
6⊂ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ≥✱ ❁✱ 6≤✱ 6<✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

❇♦r♥❡s✱ ♠✐♥✐♠✉♠s ❡t ♠❛①✐♠✉♠s✳ ❙♦✐t ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦r❞♦♥♥és X ❡t Y t❡❧s q✉❡ Y ⊆ X✳
❯♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ Y ✭❞❛♥s X✮ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t x ∈ X q✉✐ ✈ér✐✜❡ x ≤ y, ♣♦✉r t♦✉t y ∈ Y ✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ Y ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t x ∈ X q✉✐ ✈ér✐✜❡ y ≤ x, ♣♦✉r
t♦✉t y ∈ Y ✳ ❖♥ ❞é♥♦t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❞❡ Y ❞❛♥s X ♣❛r ✐♥❢(Y ) ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞❡ Y ♣❛r s✉♣(Y )✳

▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ↓ Y ❡t ↑ Y s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r

↓ Y = {x ∈ X | ∃y ∈ Y, x ≤ y} ❡t ↑ Y = {x ∈ X | ∃y ∈ Y, y ≤ x}.

▲♦rsq✉❡ Y = {y}✱ ♦♥ ❞é♥♦t❡r❛ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ↓ Y ♣❛r ↓ y ❡t ↑ Y ♣❛r ↑ y✳
P♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é X✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s min(X) ❡t max(X) ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡

s✉✐✈❛♥t❡ ✿

min(X) = {x ∈ X | ∀x′ ∈ X, x′ 6< x}, max(X) = {x ∈ X | ∀x′ ∈ X, x 6< x′}.

Pr♦❞✉✐t ❈❛rtés✐❡♥✳ ❙♦✐❡♥t X ❡t Y ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❈❛rtés✐❡♥ ❞❡ X ❡t Y ❡st
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

X × Y = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y }.

P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ n✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t✉♣❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ❝♦♥st✐t✉és ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ X
❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Xn =

{

X s✐ n = 1,

X ×Xn−1 s✐ n > 0.

❙✐ X ❡t Y s♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦r❞♦♥♥és✱ ❧✬♦r❞r❡ ❛ss♦❝✐é à X × Y ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ♦r❞r❡s ❞❡ X

❡t Y ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

∀x, x′ ∈ X, ∀y, y′ ∈ Y, (x, y) ≤ (x′, y′) s✐
[

x ≤ x′ ❡t y ≤ y′
]

.

✶✳✷ ❚r❡✐❧❧✐s

❯♥ tr❡✐❧❧✐s ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é (L,≤) t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ♥♦♥ ✈✐❞❡ A

❞❡ L✱ ✐♥❢(A) ♣♦ssè❞❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ ✉♥✐q✉❡ ❡t s✉♣(A) ♣♦ssè❞❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ✉♥✐q✉❡✳
❈❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❛♣♣❡❧és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✐♥✜♠✉♠ ❡t s✉♣r❡♠✉♠ ❞❡ A ❡t ❞é♥♦tés ♣❛r

∧

A ❡t
∨

A✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ❞♦♥♥❡ tr♦✐s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♣♦s❡ts✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s
tr❡✐❧❧✐s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦s❡t ♦♥ ❛✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐♥❢({a, b}) = ∅✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞✱ ♦♥
❛ s✉♣({a, b}) = {c, d} ❀ {a, b} ♥✬❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ s✉♣r❡♠✉♠✳ ▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣♦s❡t ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿ R✱ N ❡t t♦✉s ❧❡✉rs s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s✮ s♦♥t ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ♦ù
❧✬✐♥✜♠✉♠ ❡t ❧❡ s✉♣r❡♠✉♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ♠✐♥✐✉♠ ❡t ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠✳

❯♥ tr❡✐❧❧✐s (L,≤) ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ (L,∧,∨)✱ ♦ù ∧ ❡t ∨
s♦♥t ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s s✉r L ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿

x ∧ y =
∧

{x, y} ❡t x ∨ y =
∨

{x, y}.

▲❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡s r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❡s ❧♦✐s s✉✐✈❛♥t❡s✳

✶✵
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❛

❝

❜

❞
✶

❛

❝

❜

❞

✵ ⊥

a b c

d

⊤

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ♦r❞♦♥♥és ♣❛r ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❍❛ss❡✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡
❞✬✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts x, y ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ x ❡t y s♦♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❀ s✐ x ≤ y✱ ❛❧♦rs x ❡st
r❡♣rés❡♥té ♣❧✉s ❜❛s q✉❡ y✳

• ▲♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ✿ ♣♦✉r t♦✉t x, y ∈ L

x ∧ y = y ∧ x ❡t x ∨ y = y ∨ x.

• ▲♦✐ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ✿ ♣♦✉r t♦✉t x, y, z ∈ L

x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z ❡t x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z.

• ▲♦✐ ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✿ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ L

x ∨ (x ∧ y) = x ∧ (x ∨ y) = x.

▲❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❧♦✐s ✐♠♣❧✐q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x, y ∈ L✱

x ≤ y ⇐⇒ x ∧ y = x,

x ≤ y ⇐⇒ y ∨ x = y.

P♦✉r t♦✉t x1, . . . , xn ∈ L ✭n ét❛♥t ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢✮✱ ♦♥ ❛

∧

{x1, . . . , xn} = x1 ∧ · · · ∧ xn ❡t
∨

{x1, . . . , xn} = x1 ∨ · · · ∨ xn.

❊♥✜♥✱ ♥♦t❡③ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x1, . . . , xn, y ∈ L✱ ♦♥ ❛ ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

[

∀i ∈ {1, . . . , n}, xi ≥ a
]

⇐⇒ x1 ∧ · · · ∧ xn ≥ a,
[

∀i ∈ {1, . . . , n}, xi ≤ a
]

⇐⇒ x1 ∨ · · · ∨ xn ≤ a,

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

[

∃i ∈ {1, . . . , n}, xi ≥ a
]

=⇒ x1 ∨ · · · ∨ xn ≥ a,
[

∃i ∈ {1, . . . , n}, xi ≤ a
]

=⇒ x1 ∧ · · · ∧ xn ≤ a.

❈❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❡t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ✭✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✮ ❧♦rs ❞❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡s ❞❡✉①
❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s L ❡st ❜♦r♥é s✬✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳
❖♥ ❞é♥♦t❡ ❝❡s ❜♦r♥❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ⊥L ❡t ⊤L✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡❧❛ ♥❡ ❣é♥èr❡ ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉✐té✱ ❧❡s
❜♦r♥❡s ❞❡ L s❡r♦♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞é♥♦té❡s ♣❛r ⊥ ❡t ⊤✳

✶✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖r❞r❡s ❡t tr❡✐❧❧✐s

❙♦✉s✲tr❡✐❧❧✐s

❙♦✐t ❞❡✉① tr❡✐❧❧✐s (L1,∧1,∨1) ❡t (L2,∧2,∨2)✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ (L1,∧1,∨1) ❡st ✉♥ s♦✉s✲tr❡✐❧❧✐s ❞❡
(L2,∧2,∨2) s✐ L1 ⊆ L2 ❡t ♣♦✉r t♦✉t x, y ∈ L1

x ∧1 y = x ∧2 y ❡t x ∨1 y = x ∨2 y.

✶✳✸ ❋♦♥❝t✐♦♥s s✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s

✶✳✸✳✶ ◆♦t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s

❙♦✐❡♥t f ❡t g ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ X ✈❡rs L✱ ♦ù L ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ f ∧ g ❡t f ∨ g ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

(f ∧ g)(①) = f(①) ∧ g(①) ❡t (f ∨ g)(①) = f(①) ∨ g(①).

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : X → Y ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t x, y ∈ X✱

x 6= y =⇒ f(x) 6= f(y).

❊❧❧❡ ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ Y ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ x ∈ X t❡❧ q✉❡ f(x) = y✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞✐t❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ s✐
❡❧❧❡ ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❡t s✉r❥❡❝t✐✈❡✳

✶✳✸✳✷ ❍♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✱ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❡t ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s

❙♦✐t ❞❡✉① ♣♦s❡ts (X1,≤1) ❡t (X2,≤2)✳ ❯♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡ X1 à X2 ❡st ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ h : X1 → X2 t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x, y ∈ X1✱

x ≤1 y =⇒ h(x) ≤2 h(y).

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡ X1 à X2 s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❡t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t
x, y ∈ X1✱

x ≤1 y ⇐⇒ h(x) ≤2 h(y).

❙♦✐❡♥t ❞❡✉① tr❡✐❧❧✐s (L1,∧1,∨1) ❡t (L2,∧2,∨2) ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ h : L1 → L2✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ h ❡st ✉♥
❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ L1 à L2 s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t x, y ∈ L1

h(x ∧1 y) = h(x) ∧2 h(y) ❡t h(x ∨1 y) = h(x) ∨2 h(y).

❖♥ ❞✐t q✉❡ h ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ L1 à L2 s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✐❧❧✉str❡
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s✳

◆♦t❡③ q✉✬✉♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡ L1 à L2 ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡ tr❡✐❧❧✐s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡ L1 à L2 ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡ tr❡✐❧❧✐s✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❞❡✉① ♣♦s❡ts s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥ à ❧✬❛✉tr❡✳

❊♥✜♥✱ ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ L1 ❞❛♥s L2 ❡st ✉♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❥❡❝t✐❢ ❞❡ L1 à L2✳ ◆♦t❡③ q✉❡
t♦✉t ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ L1 ❞❛♥s L2 ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ L1 à ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ L2✳

✶✷



✶✳✹✳ ❚r❡✐❧❧✐s s♣é❝✐❛✉①

•

•

•

•

•

•

•

•

•

• •

•

• •

•

•

• •

•

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡♥tr❡ tr❡✐❧❧✐s✳ ❈❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞✬♦r✐❣✐♥❡
❡st ❧✐é à s♦♥ ✐♠❛❣❡ ♣❛r ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡♣rés❡♥té❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡st ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t✱
❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t✱ à ❝❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥té❡ à ❞r♦✐t❡✳

✶✳✹ ❚r❡✐❧❧✐s s♣é❝✐❛✉①

✶✳✹✳✶ ❚r❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢s

❯♥ tr❡✐❧❧✐s (L,∧,∨) ❡st ❞✐str✐❜✉t✐❢ s✐ ♣♦✉r t♦✉t x, y ∈ L

x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z) ❡t x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z).

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳ ❉❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s t②♣✐q✉❡s ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ♥❡ r❡s♣❡❝t❛♥t ♣❛s ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐té s♦♥t
❧❡s tr❡✐❧❧✐s M3 ❡t N5 ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✮✳ ❉❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s M3✱ ♦♥ ❛

a ∨ (b ∧ c) = a,

(a ∨ b) ∧ (a ∨ c) = ⊤.

❉❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s N5✱ ♦♥ ❛

a ∨ (b ∧ c) = a,

(a ∨ b) ∧ (a ∨ c) = b.

❊♥ ❢❛✐t✱ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❡st ❞✐str✐❜✉t✐❢ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ❛✉❝✉♥ s♦✉s✲tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
M3 ♦✉ N5 ✭✈♦✐r ❬✺✾❪✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✮✳

⊥

a b c

⊤

⊥

a

b
c

⊤

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ▲❡s tr❡✐❧❧✐s M3 ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡t N5 ✭❞r♦✐t❡✮✳

✶✳✹✳✷ ❚r❡✐❧❧✐s ❇♦♦❧é❡♥

❙♦✐t ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❜♦r♥é L✳ P♦✉r t♦✉t a, b ∈ L✱ a ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡ b s✐ a∧b = ⊥ ❡t a∨b = ⊤✳
❯♥ tr❡✐❧❧✐s ❡st ❇♦♦❧é❡♥ s✐ ✐❧ ❡st ❞✐str✐❜✉t✐❢ ❡t ❜♦r♥é✱ ❡t s✐ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ♣♦ssè❞❡ ✉♥
✉♥✐q✉❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t✳

✶✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖r❞r❡s ❡t tr❡✐❧❧✐s

✶✳✹✳✸ ❚r❡✐❧❧✐s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s t♦✉t tr❡✐❧❧✐s (❳,∩,∪)✱ ♦ù ❳ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❡t ♦ù
∩ ❡t ∪ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥✐♦♥✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ❢♦✉r♥✐t
q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ t❡❧ tr❡✐❧❧✐s✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à

∅

{1}

{1, 2}

{1, 2, 3}

∅

{1}

{1, 2} {1, 3}

{1, 2, 3}

∅

{1} {2} {3}

{1, 2} {1, 3} {2, 3}

{1, 2, 3}

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s

❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❡st ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ X✱ ❞é♥♦té
♣❛r 2X ✱ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ X✳ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ X ❡st
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ X ♦r❞♦♥♥és ♣❛r ✐♥❝❧✉s✐♦♥ (2X ,⊆)✳ ❚♦✉t tr❡✐❧❧✐s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞♦♥t
❧✬é❧é♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ X ❡st ✉♥ s♦✉s✲tr❡✐❧❧✐s ❞❡ (2X ,⊆)✳

▲❡s tr❡✐❧❧✐s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s s♦♥t t♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐❢s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ✜♥✐ ❡st ❞✐str✐❜✉t✐❢ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ X✱ (2X ,⊆) ❡st ✉♥
tr❡✐❧❧✐s ❇♦♦❧é❡♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ t♦✉t tr❡✐❧❧✐s ✜♥✐ ❡st ❇♦♦❧é❡♥ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ tr❡✐❧❧✐s
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳

✶✳✺ P❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❡t r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢s

✶✳✺✳✶ ❏♦✐♥✲✐rré❞✉❝t✐❜✐❧✐té✱ ♠❡❡t✲✐rré❞✉❝t✐❜✐❧✐té

❯♥ ❡❧❡♠❡♥t x ❞❡ L ❡st ❞✐t ❥♦✐♥✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ s✐ x 6= ⊥ ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù L ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡✮ ❡t s✐ ♣♦✉r t♦✉t a, b ∈ L

a ∨ b = x =⇒
[

x = a ♦✉ x = b
]

.

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❥♦✐♥✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡st s♦✐t ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ L✱ s♦✐t ✉♥
é❧é♠❡♥t ❞❡ L ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❡ s✉♣r❡♠✉♠ ❞❡ ❞❡✉① ❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ L✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡
❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ x ❡st ♠❡❡t✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ s✐ x 6= ⊤ ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù L ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡
s✉♣ér✐❡✉r❡✮ ❡t s✐ ♣♦✉r t♦✉t a, b ∈ L

a ∧ b = x =⇒
[

x = a ♦✉ x = b
]

.

❖♥ ❞é♥♦t❡r❛ ♣❛r J (L) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❥♦✐♥✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ L✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ J (L) ❡st
✐♠♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢s q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s
❧❡s ❞❡✉① s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉❛❧❡s ❢❛✐s❛♥t
❛♣♣❡❧ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♠❡❡t✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ♥❡ s♦♥t ♣❛s tr❛✐té❡s✳

✶✹



✶✳✺✳ P❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❡t r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢s

✶✳✺✳✷ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦s❡ts ✜♥✐s ❡t ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢s ✜♥✐s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé✲
♠❡♥t✱ t♦✉t tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧❡ ♣♦s❡t ❞❡ s❡s é❧é♠❡♥ts ❥♦✐♥✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❡t✱ à
❧✬✐♥✈❡rs❡✱ t♦✉t ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ ❞♦♥♥❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ✉♥ tr❡✐❧❧✐s✳

❱♦②♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♠♠❡♥t ❣é♥ér❡r ✉♥ tr❡✐❧❧✐s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦s❡t ✜♥✐✳ P♦✉r t♦✉t ♣♦s❡t
✜♥✐ X✱ s♦✐t O(X) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r

O(X) =
{

⋃

x∈A

↓ x
∣

∣

∣ A ⊆ X
}

.

▲❛ str✉❝t✉r❡ (O(X),∩,∪) ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s✱ ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r t♦✉t A,B ∈ O(X)✱ A ∩ B ❡t A ∪ B

❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à O(X)✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❥♦✐♥✲✐rr❡❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ ❝❡ tr❡✐❧❧✐s ❡st

J (O(X)) = {↓ x | x ∈ X}.

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ J (O(X))✱ ♦r❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ⊆✱ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à X✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r
t♦✉t x, y ∈ X✱ ♦♥ ❛ x ≤ y s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ↓ x ⊆↓ y✳

▲❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❡t ❧❡s ♣♦s❡ts ❡st ét❛❜❧✐❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐
❞é❝r✐t ❞❡ q✉❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ✐s♦♠♦r♣❤❡ à L ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣♦s❡t J (L) ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❥♦✐♥✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ L✳

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛✳ ❙♦✐t ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢ ✜♥✐ L✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛ ét❛❜❧✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h : L→ O(J (L)) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

h(x) =
{

y ∈ J (L) | y ≤ x
}

❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ L ✈❡rs O(J (L))✳

◆♦t❡③ q✉❡ h ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ L ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s 2J (L)✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈♦✐r L ❝♦♠♠❡ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t
❞❡ L ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❥♦✐♥✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ✐♥❢ér✐❡✉rs ♦✉ é❣❛✉① à ❧✉✐✲♠ê♠❡✳

❙♦✐t k ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ J (L) ❀ ♦♥ ❞é♥♦t❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ J (L) ♣❛r a1, . . . , ak✳ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s 2J (L) ❡t ❧❡
tr❡✐❧❧✐s ❇♦♦❧é❡♥ {0, 1}k ✭❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❞❡s t✉♣❧❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s✮ s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳
❯♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥t✉✐t✐❢ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① tr❡✐❧❧✐s ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h′ : 2J (L) → {0, 1}k ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

h′(X) = (b1, . . . , bk), ♦ù ∀i ∈ [k],

{

bi = 1 s✐ ai ∈ X

bi = 0 s✐♥♦♥.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ L ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ♣❧♦♥❣é ❞❛♥s {0, 1}k ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ L

♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s t✉♣❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✺ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s
L ❞❛♥s 2J (L) ❡t ❞❛♥s {0, 1}k✳

✶✳✺✳✸ P❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❉✐❧✇♦rt❤

❙♦✐t ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢ ✜♥✐ L✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ L

♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s♦✉s✲tr❡✐❧❧✐s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s {0, 1}|J (L)|✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ L ♣❡✉t êtr❡
✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s♦✉s✲tr❡✐❧❧✐s ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝❤❛✐♥❡s ❬✽✾❪✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ k✱ ♦♥ ❞é♥♦t❡ ♣❛r
[k] ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {1, . . . , k}✳ ❙♦✐t ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ k ❡t ❞❡s ❝❤❛✐♥❡s L1, . . . , Lk t❡❧❧❡s q✉❡

L1 ∪ · · · ∪ Lk = J (L) ∪ {⊥} ❡t ∀i, j ∈ [k],
[

i 6= j
]

⇒
[

Li ∩ Lj = {⊥}
]

.

✶✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖r❞r❡s ❡t tr❡✐❧❧✐s

✶

✷ ✸

✹ ✺

✻

❯♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢ L✳

∅

{2} {3}

{2, 3} {3, 5}

{2, 3, 5}

▲❡ tr❡✐❧❧✐s O(J (L))✳

(0, 0, 0)

(1, 0, 0) (0, 1, 0)

(1, 1, 0) (0, 1, 1)

(1, 1, 1)

❯♥ s♦✉s✲tr❡✐❧❧✐s ❞❡ {0, 1}|J (L)|✱
✐s♦♠♦r♣❤❡ à L ❡t O(J (L))✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ ❚r♦✐s tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢s ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳

▲❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❉✐❧✇♦rt❤ ❞❡ L ❞❛♥s L1× · · · ×Lk ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ γ : L→ L1× · · · ×Lk ❞é✜♥✐❡
♣❛r

γ(x) =
(

x|1, . . . , x|k

)

,

♦ù✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ L ❡t i ∈ [k]✱

x|i =
∨

{

y ∈ Li

∣

∣

∣
y ≤ x

}

.

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ γ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x, y ∈ L✱ s✐ x ≤ x′

❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t i ∈ [n] ♦♥ ❛ x|i ≤ x′|i✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐❡ à ⊥ ❡t ⊤ ❧✬é❧é♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❡t
❧✬é❧é♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ L1× · · · ×Lk✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❊♥✜♥✱ ♣✉✐sq✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❡st
é❣❛❧ ❛✉ s✉♣r❡♠✉♠ ❞❡s ❥♦✐♥✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s q✉✐ s♦♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs à ❧✉✐✱ ♦♥ ❛

x =
∨

{

y ∈ J (L)
∣

∣ y ≤ x} =
∨

i∈[k]

∨

{

y ∈ Li

∣

∣ y ≤ x
}

= cx1 ∨ · · · ∨ cxk.

❈❡tt❡ é❣❛❧✐té ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ γ ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ γ ét❛♥t ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛

a ≤ b ⇐⇒ γ(a) ≤ γ(b) ⇐⇒ ∀i ∈ [k], a|i ≤ b|i.

❛✐♥s✐ q✉❡

γ(a ∧ b) =
(

a|1 ∧ b|1, . . . , a|k ∧ b|k

)

❡t γ(a ∨ b) =
(

a|1 ∨ b|1, . . . , a|k ∨ b|k

)

. ✭✶✳✶✮

P♦✉r t♦✉t tr❡✐❧❧✐s L✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❉✐❧✇♦rt❤✳ ❈❤❛q✉❡
♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❉✐❧✇♦rt❤ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❝❤❛î♥❡s L1, . . . , Lk✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳ ❚♦✉t❡ ❝❤❛î♥❡ ✜♥✐❡ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✳ P❛r ❝♦♥sé✲
q✉❡♥t✱ ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❉✐❧✇♦rt❤ ❞❡ L ❞❛♥s

∏k
i=1 Li ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ r❡♣ré✲

s❡♥t❡r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ L ♣❛r ✉♥ t✉♣❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ k✳ ❘❡♠❛rq✉❡③ é❣❛❧❡♠❡♥t
q✉❡ ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ L ❞❛♥s {0, 1} ♣❡r♠✐s ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛ ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❉✐❧✇♦rt❤ ❞❡ L ❞❛♥s L1 × · · · × Lk ♦ù✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ [k]✱ ❝❤❛q✉❡
❝❤❛î♥❡ Li ❝♦♥t✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✷ é❧é♠❡♥ts ✿ ✉♥ ❥♦✐♥✲✐rr❡❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ L ❡t ⊥✳ ❖♥ ❞✐r❛ ❞✬✉♥ t❡❧
♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❉✐❧✇♦rt❤ q✉✬✐❧ ❡st tr✐✈✐❛❧✳

❙♦✐t ✉♥ ♣♦s❡t X✳ ❯♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ X ❡st ❞✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t s✐ t♦✉s s❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ✐♥✲
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✳

✶✻



✶✳✻✳ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ✜♥✐s

1

2 3

4

5

6 7

8

❯♥ tr❡✐❧❧✐s L✳

1

2 3

5

6 7

L1 L2

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é
J (L) ∪ {1} ❞❡s

❥♦✐♥✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ L✳

(1, 1)

(2, 1)

(5, 1)

(6, 1)

(1, 3)

(2, 3)

(5, 3)

(6, 3)

(1, 7)

(2, 7)

(5, 7)

(6, 7)

❚r❡✐❧❧✐s L1 × L2✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❞✉
♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ L ❡st ❡♥t♦✉ré❡ ❡♥ ❜❧❡✉✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❉✐❧✇♦rt❤✳

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐❧✇♦rt❤ ❬✸✽❪✳ ❙♦✐t ✉♥ ♣♦s❡t X ❛②❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ k✱ ❡t ❛✉❝✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ k+1✳ ❆❧♦rs X ❡st ❧✬✉♥✐♦♥
❞❡ k ❝❤❛î♥❡s✳

▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ X ✭q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ X✱ ❡t q✉✬♦♥
❞é♥♦t❡ w(X)✮ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
♦r❞♦♥♥é X✳

❖♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r w(X) ❡♥ O(|X|)✱ ❡t ✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ X ❡♥ w ❝❤❛î♥❡s ♣❡✉t êtr❡
❡✛❡❝t✉é ❡♥ O(w(X)|X|2) ❬✻✹❪✳ P♦✉r ✉♥ tr❡✐❧❧✐s L ❞♦♥t ♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ J (L) ❞❡s ❥♦✐♥✲
✐rr❡❞✉❝t✐❜❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❉✐❧✇♦rt❤ ♦♣t✐♠❛❧ ❡♥

O
(

w
(

J (L)
)∣

∣J (L)
∣

∣

2
)

.

✶✳✻ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ✜♥✐s

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞é❞✐é❡ à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ ❛✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ✭∧ ❡t ∨✮✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ∧ ❡t ∨ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✳ ■❝✐ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳

✶✳✻✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ t❛❜❧❡s

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♣rés❡♥t❡r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ♣❛r ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ ❡t à
r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ∧ ❡t ∨ ♣❛r ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ L = {1, . . . , |L|}✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ T∧ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ |L|×|L|
❞♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t a, b ∈ L✱

T∧[a][b] = a ∧ b.

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ T∨ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞é✜♥✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ∨✳

✶✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖r❞r❡s ❡t tr❡✐❧❧✐s

1

2 3

4 5

6 T∧ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻
✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶
✷ ✶ ✷ ✶ ✶ ✶ ✷
✸ ✶ ✶ ✸ ✸ ✸ ✸
✹ ✶ ✶ ✸ ✹ ✸ ✹
✺ ✶ ✶ ✸ ✸ ✺ ✺
✻ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻

T∨ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻
✶ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻
✷ ✷ ✷ ✻ ✻ ✻ ✻
✸ ✸ ✻ ✸ ✹ ✺ ✻
✹ ✹ ✻ ✹ ✹ ✻ ✻
✺ ✺ ✻ ✺ ✻ ✺ ✻
✻ ✻ ✻ ✻ ✻ ✻ ✻

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ♣❛r ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①✳

▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ∧ ❡t ∨ ♣❛r ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡t♦✉r♥❡r ❧❡ s✉♣r❡♠✉♠ ❡t
❧✬✐♥✜♠✉♠ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❡♥ O(1)✳ ❉❡ ♣❧✉s a ≤ b ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à a∧ b = a ❀
♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✬❡♥t✐❡rs s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥ O(1)✱ ❝❡tt❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡
t❡st❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ a ≤ b ❡♥ O(1)✳

❈❡tt❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡q✉✐❡rt ❞❡ st♦❝❦❡r ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡✉① t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ t❛✐❧❧❡ O(|L|2)✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① t❛❜❧❡❛✉① à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s s❡ ❢❛✐t
❡♥ O(|L|2∆)✱ ♦ù O(∆) ❡st ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛✉ ♣✐r❡ ❝❛s ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ∧ ❡t ∨ ❞❛♥s ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ♣❛r ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♥✬❛ ❞♦♥❝ ❞✬✐♥térêt q✉❡ s✐ ❧❡
tr❡✐❧❧✐s ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱ ❡t s✐ ♦♥ ♣ré✈♦✐t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à s❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
✐♥t❡♥s✐✈❡✳

✶✳✻✳✷ ❚r❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢s ✿ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à ❜❛s❡ ❞❡ t✉♣❧❡s ❞✬❡♥t✐❡rs

▲❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❉✐❧✇♦rt❤ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢ ✜♥✐ L
❝♦♠♠❡ ✉♥ s♦✉s✲tr❡✐❧❧✐s ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ k ❝❤❛î♥❡s✳ ❊♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❝❤❛î♥❡s ❝♦♠♠❡
✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡♥t✐❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ L ♣❛r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ k ♥♦♠❜r❡s
❡♥t✐❡rs ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ t❛❜❧❡❛✉✮✳ ▲✬✐♥✜♠✉♠ ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts a, b ∈ L

✭r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡✉① t❛❜❧❡❛✉① ❞✬❡♥t✐❡rs ❞❡ t❛✐❧❧❡ k✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Ta ❡t Tb✮ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r
❧❡ t❛❜❧❡❛✉ T t❡❧ q✉❡

∀i ∈ [k], T[i] = Ta[i] ∧ Tb[i].

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡ t❛❜❧❡❛✉ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ Ta ❡t Tb ❡♥ O(k)✳ ▲❡ s✉♣r❡♠✉♠ s✬♦❜t✐❡♥t ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❊♥✜♥✱ ♣✉✐sq✉❡ a ≤ b s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Ta[i] ≤ Tb[i] ♣♦✉r t♦✉t
i ∈ [k]✱ ♦♥ ♣❡✉t t❡st❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ a ≤ k ❡♥ O(k)✳ ◆♦t❡③ q✉✬♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs k ≤ |J (L)|✳ ❙✐ ❧✬♦♥ s❡
❜❛s❡ s✉r ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❉✐❧✇♦rt❤ tr✐✈✐❛❧✱ ❛❧♦rs k = |J (L)|✳

✶✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ✿ ❝❛s

❣é♥ér❛❧

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
❜✐♥❛✐r❡s ❞✬✐♥✜♠✉♠ ❡t ❞❡ s✉♣r❡♠✉♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é♥♦té❡s ♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ∧ ❡t ∨✳ ❖♥
s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✱ q✉✬♦♥
❛♣♣❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ✭❋▲P✮✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❋▲P ❡t
✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❋▲P
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ✭r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✮ ❡t✱ ❧♦rsq✉❡ q✉❡
❝❡❧❛ ❡st ❧❡ ❝❛s✱ ❞❡ r❡t♦✉r♥❡r ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❋▲P✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡r❛ tr❛✐té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t ❧❡
s✉✐✈❛♥t✳ ▲❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♠❛❥❡✉rs ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

• ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ✐♥t❡r♣♦❧é❡s ♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❋▲P✱

• ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❋▲P ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
f : D → L ✭♦ù D ⊆ Ln✮ s✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❋▲P ❡①✐st❡✱ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à n✱ à
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ D ❡t à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ L✳

❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ n s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢✱ ❡t L ✉♥
tr❡✐❧❧✐s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ Ln ❞é♥♦t❡r❛ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❈❛rtés✐❡♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s L ré♣été n ❢♦✐s✱ ❡t D ❞é♥♦t❡r❛ ✉♥
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ Ln✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ n✱ ♦♥ ❞é♥♦t❡r❛ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {1, . . . , n} ♣❛r [n]✳ ▲❡s
t✉♣❧❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à Ln s❡r♦♥t ❞é♥♦tés ♣❛r ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❣r❛s ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t ①✮✳ ▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
❞❡ ① ∈ Ln s❡r♦♥t ❞é♥♦té❡s ♣❛r x1, . . . , xn✳ ▲❡s ❋▲P s❡r♦♥t ❞é♥♦tés ♣❛r p✱ q✱ r✳ ✳ ✳✳

✷✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✭❋▲P✮ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ à ♣❛rt✐r
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ❡t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ∧ ❡t ∨✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❋▲P ❞❡ Ln à L ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rs✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❬✼✻❪✳

✶✳ P♦✉r t♦✉t i ∈ [n]✱ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ p : Ln → L ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

p(x1, . . . , xn) 7→ xi

❡st ✉♥❡ ❋▲P ❞❡ Ln à L✳

✶✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ✿ ❝❛s ❣é♥ér❛❧

✷✳ P♦✉r t♦✉t c ∈ L✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ p : Ln → L ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

p(x1, . . . , xn) = c

❡st ✉♥❡ ❋▲P ❞❡ Ln à L✳

✸✳ ❙✐ p ❡t q s♦♥t ❞❡s ❋▲P ❞❡ Ln à L✱ ❛❧♦rs p ∧ q ❡t p ∨ q s♦♥t ❞❡s ❋▲P ❞❡ Ln à L✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ P(n)
L ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❋▲P ❞❡ Ln à L✳ ◆♦t❡③ q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù L ❡st ✜♥✐✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

P
(n)
L ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐ ✭♣✉✐sq✉❡ P(n)

L ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ Ln ✈❡rs L✮✳

❊①❡♠♣❧❡ ✺✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ L = {1, 2, 3}✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s p, q, r, s, t : L2 → L✱ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

❧❡s ✐❞❡♥t✐tés ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à P(2)
L ✿

p(x1, x2) =2, ✭rè❣❧❡ ✷✮

q(x1, x2) =x1, ✭rè❣❧❡ ✶✮

r(x1, x2) =x2, ✭rè❣❧❡ ✶✮

s(x1, x2) =p(x1, x2) ∨ r(x1, x2) = 2 ∨ x2, ✭rè❣❧❡ ✸✮

t(x1, x2) =q(x1, x2) ∧ s(x1, x2) = x1 ∧ (2 ∨ x2) (rè❣❧❡ ✸✮.

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♣❛r❡♥t❤ès❡s ♣♦✉r ♠♦❞✉❧❡r ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✱ ❧♦rsq✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ P❛r ❞é❢❛✉t✱
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ∧ ❡st ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ s✉r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ∨✳ ❊♥✜♥✱ ♣✉✐sq✉❡ ∧ ❡t ∨ s♦♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s✱
❧❡s ▲❋P s❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛r❜r❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ♥♦♥ ❢❡✉✐❧❧❡
❡st ❧✬✉♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ∧ ❡t ∨ ❡t ❝❤❛q✉❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❡st s♦✐t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♦✐t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❱♦✐r✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s ❬✸✷❪ s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ {0, 1}n à
{0, 1} q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❖❘ ❡t ❆◆❉ ✭s❛♥s
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♥é❣❛t✐♦♥✮✳ P✉✐sq✉❡ ✭{0, 1}✱ ❆◆❉✱ ❖❘✮ ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞♦♥t ❆◆❉ ❡st ❧✬✐♥✜♠✉♠ ❡t
❞♦♥t ❖❘ ❡st ❧❡ s✉♣r❡♠✉♠✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s s♦♥t ❞❡s ❋▲P✱ ❡t ❧❡s ❋▲P
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s s✉r ❞❡s
é❝❤❡❧❧❡s ♣❧✉s r✐❝❤❡s q✉❡ {0, 1}✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳ ▲❡s t❡r♠❡s ❧❛tt✐❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦✉ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ét❛♥t s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r
❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r♠é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ∧ ❡t ∨✱ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭s❛♥s ❝♦♥st❛♥t❡s✮ ❬✶✵✱
✺✾❪✱ ❧❡s ❋▲P s♦♥t ♣❛r❢♦✐s ❛♣♣❡❧é❡s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❧❛tt✐❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭✈♦✐r ❬✼✻❪✮ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡s
❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s s❛♥s ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❋▲P s♦♥t
♣❛r❢♦✐s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❧❛tt✐❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❬✺✶❪✳

∧

x1 ∨

2 x2

∨

x1 ∨

x2 ∨

x3 x4

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡♥ ❛r❜r❡s ❞❡s ❋▲P ❞é✜♥✐❡s ♣❛r p(x1, x2) = x1∧ (2∨x2) ✭à ❣❛✉❝❤❡✮
❡t q(x1, . . . , x4) = x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4 ✭à ❞r♦✐t❡✮✳

✷✵



✷✳✸✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

✷✳✸ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❋▲P ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡①✲
❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭❛r❣✉♠❡♥ts✱ rés✉❧t❛t✮✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳

❙♦✐t ✉♥ tr❡✐❧❧✐s L✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ D ⊆ Ln✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ f : D → L ❡t ✉♥❡ ❋▲P
p ∈ P

(n)
L ✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ p ❡t f ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t s✉r ① ∈ D s✐ p(①) = f(①), ❡t q✉✬✐❧s ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t s✉r X ⊆ D

s✐ ❧✬é❣❛❧✐té p(①) = f(①) ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r t♦✉t ① ∈ X✳ ▲♦rsq✉❡ p ❡t f ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t s✉r D✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡
p ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ f ✱ q✉❡ p ✐♥t❡r♣♦❧❡ f ✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ q✉❡ p ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r f ✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ I(f) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❋▲P q✉✐ ✐♥t❡r♣♦❧❡♥t f ✳ ❙✐ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡
❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ f ❡st ✉♥❡ ❋▲P ♣❛rt✐❡❧❧❡✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : D → L✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① tr♦✐s tâ❝❤❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳

• ❉é❝✐❞❡r s✐ f ❡st ✉♥❡ ❋▲P ♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❞é❝✐❞❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❋▲P
✐♥t❡r♣♦❧❛♥t f ✳

• ❘❡t♦✉r♥❡r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ f ✱ s✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ I(f)✱
s✐ I(f) 6= ∅✮✳

• ❘❡t♦✉r♥❡r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❞❡ I(f)✳

▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣♦✐♥t ❡st ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ❢♦r♠✉❧é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡✱ ❡t s❡r❛ ❛❜♦r❞é à ♥♦✉✈❡❛✉ à
❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t ❧❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s tâ❝❤❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r✲
♣♦❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐
ré❛❧✐s❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s tâ❝❤❡s ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛r✐té ❞❡ f ✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ s♦♥
❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s s✉r ❧❡q✉❡❧ ❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♥✬❛✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ♣❛s été tr❛✐té s♦✉s ❝❡t ❛♥❣❧❡ ♣❛r ❧❡
♣❛ssé✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① q✉✐ ❛❜♦r❞❡♥t ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ✭✈♦✐r ❬✹❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡
✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✱ ♦✉ ❬✷✹❪✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢s✮ ✈✐s❡♥t ♣❧✉tôt à ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ à s❛✈♦✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❋▲P ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♦✉ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ I(f)✱ q✉✬à
♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❛✐♥s✐ ❝❛r❛❝tér✐sés✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❋▲P ♣❛rt✐❡❧❧❡s
♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳

✷✳✹ ❈♦♥❣r✉❡♥❝❡s✱ t♦❧❡r❛♥❝❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡❢s

❯♥❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❋▲P ❡st ❞❡ ♣rés❡r✈❡r ❝❡rt❛✐♥s t②♣❡s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s s✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s
✭❧❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ❡t✱ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s t♦❧ér❛♥❝❡s✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡t ❧❡✉rs ❧✐❡♥s ❝♦♥♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ❋▲P✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ q✉❡✱ ❞❛♥s
❧✬♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❋▲P ♣❛rt✐❡❧❧❡s✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ t②♣❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥
♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❝♦♠♣r❡❢ ✳

❙♦✐t ✉♥ tr❡✐❧❧✐s L✳ ❯♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ R s✉r L ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t a, b, c, d ∈ L

(a, b) ∈ R ❡t (c, d) ∈ R =⇒ (a ∧ c, b ∧ d) ∈ R ❡t (a ∨ c, b ∨ d) ∈ R.

❘❡♠❛rq✉❡ ✽✳ ❯♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ s✉r L ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ L2

❢❡r♠é ♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ∧ ❡t ∨ s✉r L2✱ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

(a1, a2) ∧ (b1, b2) = (a1 ∧ b1, a2 ∧ b2) ❡t (a1, a2) ∨ (b1, b2) = (a1 ∨ b1, a2 ∨ b2)

♣♦✉r t♦✉t (a1, a2), (b1, b2) ∈ L2✳

✷✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ✿ ❝❛s ❣é♥ér❛❧

❯♥❡ t♦❧ér❛♥❝❡ s✉r L ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✱ s②♠étr✐q✉❡ ❡t r❡✢❡①✐✈❡ s✉r L✳ ❯♥❡ ❝♦♥✲
❣r✉❡♥❝❡ s✉r L ❡st ✉♥❡ t♦❧ér❛♥❝❡ tr❛♥s✐t✐✈❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ s✉r
L✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❡st ❝❡♥tr❛❧❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❬✸✻❪✱ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❬✶✼❪✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ❡st étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛
❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❋▲P ❬✺❪✳

❙♦✐t f : D → L ✭♦ù D ⊆ Ln✮✳ P♦✉r t♦✉t❡ r❡❧❛t✐♦♥ R s✉r L✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ f ♣rés❡r✈❡ R s✐ ❡❧❧❡
✈ér✐✜❡

∀①,①✬ ∈ D,
[

∀i ∈ [n], (xi, x
′
i) ∈ R

]

⇒
[

(f(①), f(①✬)) ∈ R
]

. ✭✷✳✶✮

❙✐ ✭✷✳✶✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ R✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ f ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s✳ ❙✐ ✭✷✳✶✮ ❡st
✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ t♦❧ér❛♥❝❡ R✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ f ♣rés❡r✈❡ ❧❡s t♦❧ér❛♥❝❡s✳ ◆♦t❡③ q✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ t♦✉t❡
❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❡st ✉♥❡ t♦❧ér❛♥❝❡✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❡s t♦❧ér❛♥❝❡s ♣rés❡r✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s
❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s✳

▲❡s ❋▲P ♣rés❡r✈❡♥t ❧❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ❬✻✺❪✱ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥
❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❡s t♦❧ér❛♥❝❡s ❬✺✱ ✻✾❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s
♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❡s t♦❧ér❛♥❝❡s ❡t q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❋▲P ♣❛rt✐❡❧❧❡s✱ ❝♦♠♠❡
❧✬✐❧❧✉str❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✾✳ ❙♦✐t L ❧❡ tr❡✐❧❧✐s r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✉♥❛✐r❡ f :
{a, b} → L✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r f(a) = b ❡t f(b) = a✱ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s t♦❧ér❛♥❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ t♦✉t❡
t♦❧ér❛♥❝❡ R s✉r L ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✱

s✐ (a, b) ∈ R ❛❧♦rs (f(a), f(b)) = (b, a) ∈ R.

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t s❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡ q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❋▲P ♥✬✐♥t❡r♣♦❧❡ f ✭✉♥❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❧✉s
❢♦r♠❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✺ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✮✳

✵

❛ ❜

✶

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❯♥ tr❡✐❧❧✐s✳

❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ s✉❣❣èr❡ q✉❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❡t ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡✱ ❜✐❡♥ q✉✬étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é❡s
à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❋▲P✱ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ♦✉t✐❧s ❛❞❛♣tés ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❋▲P ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥
❛✛❛✐❜❧✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✳ ❯♥ ❝♦♠♣r❡❢ s✉r L ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ré✢❡①✐✈❡ ❡t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ s✉r L✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✶✳ ❯♥ ❝♦♠♣r❡❢ ❡st ✉♥❡ t♦❧ér❛♥❝❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡st s②♠étr✐q✉❡✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❞é❢❛✉t ♣♦✉r ❞é♥♦t❡r ✉♥ ❝♦♠♣r❡❢ s❡r❛ ß✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ❝♦♠♣r❡❢s s✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ✭✷✳✶✮ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦♠♣r❡❢✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡
♠♦♥tr❡r ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ Ln à L q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣r❡❢s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉① ❋▲P ♣❛rt✐❡❧❧❡s n✲❛✐r❡s s✉r L✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡st
❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ ❧✬♦♥ s❛✐t ✐❞❡♥t✐✜❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣r❡❢s✱ ❛❧♦rs ♦♥
♣❡✉t ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥t❡r♣♦❧é❡s ♣❛r ✉♥❡ ❋▲P✳

✷✷



✷✳✺✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❋▲P ♣❛rt✐❡❧❧❡s

◆♦t❡③ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦♠♣r❡❢s s✉r ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ✜♥✐ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
❛✈❡❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ✶✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❡s
❝♦♠♣r❡❢s s❛♥s é♥✉♠ér❡r t♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣r❡❢s s✉r L✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✳ ❙♦✐t ①,①✬ ∈ Ln✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ß①,①✬ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣r❡❢s ß s✉r L q✉✐
✈ér✐✜❡♥t

∀i ∈ [n], (xi, x
′
i) ∈ ß. ✭✷✳✷✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✸✳ ❙♦✐t D ⊆ Ln✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : D → L ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ❝♦♠♣r❡❢s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

∀①,①✬ ∈ D, (f(①), f(①✬)) ∈ ß①,①✬.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✹✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ß①,①✬ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❝♦♠♣r❡❢ s✉r L q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✭✷✳✷✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t ❝♦♠♣r❡❢ ß s✉r L q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✭✷✳✷✮✱ ♦♥ ❛ ß①,①✬ ⊆ ß✳ ■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à
♣r♦✉✈❡r q✉❡ ß①,①✬ ❡st ✉♥ ❝♦♠♣r❡❢✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ß①,①✬ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡
r❡❧❛t✐♦♥s r❡✢❡①✐✈❡s s✉r L✱ ❡❧❧❡ ❡st ré✢❡①✐✈❡✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ß①,①✬ ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
(a, b), (c, d) ∈ ß①,①✬✳ P♦✉r t♦✉t ❝♦♠♣r❡❢ ß ✈ér✐✜❛♥t ✭✷✳✷✮✱ ♦♥ ❛ ß①,①✬ ⊆ ß ❡t ❞♦♥❝ (a, b), (c, d) ∈ ß
❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣r❡❢s s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱

(a ∨ c, b ∨ d), (a ∧ c, b ∧ d) ∈ ß.

❉♦♥❝✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ß①,①✬ ❝♦♥t✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t (a∨ c, b∨ d) ❡t (a∧ c, b∧ d)✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ß①,①✬ ❡st
❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳

❊♥ rés✉♠é ✿ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ f : D → L ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ❝♦♠♣r❡❢s✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ t❡st❡r s✐
(f(①), f(①✬)) ∈ ß①,①✬ ♣♦✉r t♦✉t ①,①✬ ∈ D✳ ❖r✱ ♣✉✐sq✉❡ ß①,①✬ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ré✢❡①✐✈❡
❡t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✈ér✐✜❛♥t ✭✷✳✷✮✱ ❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

{

(xi, x
′
i)
∣

∣ i ∈ [n]
}

∪
{

(a, a)
∣

∣ a ∈ L
}

♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ∧ ❡t ∨ ✭❝♦♥s✐❞éré❡s s✉r ❧❡ tr❡✐❧❧✐s L2✮✳

✷✳✺ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❋▲P ♣❛rt✐❡❧❧❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❋▲P
♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✺✳ ❙♦✐t ✉♥ tr❡✐❧❧✐s L✱ D ⊆ Ln✱ ❡t f : D → L✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

✶✳ f ❡st ✉♥❡ ❋▲P ♣❛rt✐❡❧❧❡✱

✷✳ f ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ❝♦♠♣r❡❢s✱

✸✳ ♣♦✉r t♦✉t ①,①✬ ∈ D✱ ♦♥ ❛ (f(①), f(①✬)) ∈ ß①,①✬.

◆♦t❡③ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✷ ❡t ✸ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ß①,①✬✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ s②♥✲
t❤ét✐s❡ ❞❡✉① ❢❛✐ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ✿ ♣r❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : D → L ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣♦❧é❡ ♣❛r
✉♥❡ ❋▲P s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❋▲P q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ f s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts
❞❡ D✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❋▲P ❝♦ï♥❝✐❞❛♥t ❛✈❡❝ f s✉r ①,①✬ ∈ D ❡♥
❝♦♥str✉✐s❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ß①,①✬✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

✶✳ t♦✉t❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❡st ✉♥ ❝♦♠♣r❡❢✱ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s s✉r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ L ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ L ❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ 2
|L|−1✳

✷✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ✿ ❝❛s ❣é♥ér❛❧

▲❡♠♠❡ ✶✻✳ ❙♦✐t ①,①✬ ∈ D✳ ■❧ ❡①✐st❡ p ∈ P
(n)
L t❡❧ q✉❡ p(①) = f(①) ❡t p(①✬) = f(①✬) s✐ ❡t

s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (f(①), f(①✬)) ∈ ß①,①✬✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t R ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

R =
{

(

p(①), p(①✬)
)

∣

∣

∣
p ∈ P

(n)
L

}

.

❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ p ∈ P
(n)
L t❡❧❧❡ q✉❡ p(①) = f(①) ❡t p(①✬) = f(①✬) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

(f(①), f(①✬)) ∈ R✳ ❖r✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❋▲P ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡

• ♣♦✉r t♦✉t i ∈ [n] ♦♥ ❛ (xi, x
′
i) ∈ R✱ ♣✉✐sq✉❡ P(n)

L ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ Ln à L

✭rè❣❧❡ ✶✮✳

• ♣♦✉r t♦✉t a ∈ L ♦♥ (a, a) ∈ R✱ ♣✉✐sq✉❡ P(n)
L ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ Ln

à L ✭rè❣❧❡ ✷✮✱

❡t ❡♥✜♥ q✉❡ R ❡st ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡
{

(xi, x
′
i)
∣

∣ i ∈ [n]
}

∪
{

(a, a)
∣

∣ a ∈ L
}

♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ∧ ❡t
∨ ✭rè❣❧❡ ✸✮✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ R = ß①,①✬✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✼✳ ❚♦✉t❡ ❋▲P ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ❝♦♠♣r❡❢s✳

▲❡♠♠❡ ✶✽✳ ❚♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ❝♦♠♣r❡❢s ❡st ✉♥❡ ❋▲P ♣❛rt✐❡❧❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t D = {①1, . . . ,①m} ⊆ Ln ❡t f : D → L ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡s ❝♦♠♣r❡❢s✳
P♦✉r t♦✉t i, j ∈ [m] ♦♥ ❛

(

f(①i), f(①j)
)

∈ ß①i,①j ✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✶✻✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
i, j ∈ [m]✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❋▲P✱ q✉✬♦♥ ❞é♥♦t❡r❛ pi,j ✱ q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ f s✉r {①i,①j}✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡
t❡❧❧❡ q✉❡

pi,j(①i) = f(①i) ❡t pi,j(①j) = f(①j).

P♦✉r t♦✉t i ∈ [m]✱ ♦♥ ♣♦s❡
pi = pi,1 ∧ · · · ∧ pi,m.

P✉✐sq✉❡
∀i ∈ [m], pi,1(①i) = · · · = pi,m(①i) = f(①i),

♦♥ ❛
∀i ∈ [m], pi(①i) = f(①i). ✭✷✳✸✮

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡

∀i, j ∈ [m],
[

pi(①j) = pi,1(①j) ∧ · · · ∧ pi,m(①j) ❡t pi,j(①j) = f(①j)
]

♦♥ ❛
∀i, j ∈ [m], pi(①j) ≤ f(①j). ✭✷✳✹✮

❙♦✐t
p = p1 ∨ · · · ∨ pm.

P✉✐sq✉❡
∀i ∈ [m], p(①i) = p1(①i) ∨ · · · ∨ pm(①i),

✐❧ s✉✐t ❞❡ ✭✷✳✸✮ q✉❡
∀i ∈ [m], p(①i) ≥ f(①i),

❡t ✐❧ s✉✐t ❞❡ ✭✷✳✹✮ q✉❡
∀i ∈ [m], p(①i) ≤ f(①i).

✷✹



✷✳✻✳ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s

❖♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ p ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ f ✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✉❛❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛
❋▲P

(p1,1 ∨ · · · ∨ p1,m) ∧ · · · ∧ (pm,1 ∨ · · · ∨ pm,m)

❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ f ✳ ❉♦♥❝ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ❝♦♠♣r❡❢s ♣❡✉t êtr❡
✐♥t❡r♣♦❧é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❋▲P✳

▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✺✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✾✳ ▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✺ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✽ ❡t ❞✉
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✷ ❞❡ ❬✹❪✳

◆♦t❡③ q✉❡ ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✶✽ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é♠♦♥tré ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✵✳ ❙♦✐t D = {①1, . . . ,①m} ⊆ Ln ❡t f : D → L✳ ❙✐ ♣♦✉r t♦✉t i, j ∈ [m] ✐❧ ❡①✐st❡

pi,j ∈ P
(n)
L q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ f s✉r {①i,①j}✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❋▲P

m
∨

i=1

m
∧

i=1

pi,j ❡t
m
∧

i=1

m
∨

i=1

pi,j ✭✷✳✺✮

✐♥t❡r♣♦❧❡♥t f ✳

✷✳✻ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s

❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ✜♥✐ L✱ D ⊆ Ln ❡t f : D → L✳ ◆♦✉s
❞é❝r✐✈♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❋▲P ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t f ✱ s✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❋▲P ❡①✐st❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛
♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳

✷✳✻✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ❋▲P

▲❡s ❋▲P ♠❛♥✐♣✉❧é❡s ♣❛r ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ str✉❝✲
t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ❧✐st❡s✱ ❡t❝✮✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥ ❢♦r♠❛❧✐s❡r❛ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❋▲P
❡t ❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ζ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥sé❡
r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ❋▲P ❧❛ ❋▲P ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ P♦✉r t♦✉t❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s X s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ζ

❡st ❞é✜♥✐❡✱ ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ X ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋▲P ζ(X)✳
▲❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡s ❞❡s ❋▲P ❡t✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱

s❡r♦♥t ❞é♥♦té❡s ♣❛r ✉♥❡ ♣♦❧✐❝❡ s♣é❝✐❛❧❡✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❧✐st❡s s❡r♦♥t ❞é♥♦té❡s ♣❛r l ❡t ❧❡s
❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ♣❛r ❞❡s ❧❡ttr❡s ♠❛❥✉s❝✉❧❡s ✭P✱ W✱ ❡t❝✮✳

✷✳✻✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❋▲P ❝♦ï♥❝✐❞❛♥t ❛✈❡❝ f s✉r ❞❡✉① ♣♦✐♥ts

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ f ❡st ✉♥❡ ❋▲P ♣❛rt✐❡❧❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ①,①✬ ∈ D✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❋▲P ❝♦ï♥❝✐❞❛♥t ❛✈❡❝ f s✉r {①,①✬}✳ ❱♦②♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱
♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❞❡ ① ❡t ①✬✱ ❝♦♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❋▲P✱ s✬✐❧
❡♥ ❡①✐st❡ ✉♥❡✳

❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡r❛ ❞❡✉① é❧é♠❡♥t ①,①✬ ∈ D✱ ❡t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧✬❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ ✓ p ♣r♦❞✉✐t (a, b) ✔ ♣♦✉r s✐❣♥✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ❋▲P p ✈ér✐✜❡ (p(①), p(①✬)) = (a, b)✳ ◆♦t❡③ q✉✬✉♥❡
❋▲P ♣r♦❞✉✐t (f(①), f(①✬)) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ f s✉r {①,①✬}✳

✷✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ✿ ❝❛s ❣é♥ér❛❧

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❋▲P q✉✐ ♣r♦❞✉✐t (f(①), f(①✬))✱ s✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❋▲P
❡①✐st❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ß①,①✬✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st é❣❛❧ à ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡

{

(a, a)
∣

∣ a ∈ L
}

∪
{

(xi, x
′
i)
∣

∣ i ∈ [n]
}

♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ∧ ❡t ∨ ❞é✜♥✐❡s s✉r L2 ✭✈♦✐r ❘❡♠❛rq✉❡ ✽✮✳ ❈❡tt❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ ♣❛r ❧❛
♣r♦❝é❞✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✶✳ ß←
{

(a, a)
∣

∣ a ∈ L
}

∪
{

(xi, x
′
i)
∣

∣ i ∈ [n]
}

✱

✷✳ t❛♥t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ (a, b), (c, d) ∈ ß t❡❧s q✉❡

(a ∧ c, b ∧ d) 6∈ ß
(

r❡s♣✳ (a ∨ c, b ∨ d) 6∈ ß
)

,

❛❥♦✉t❡r (a ∧ c, b ∧ d) ✭r❡s♣✳ (a ∨ c, b ∨ d)✮ à ß✳

❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ t❡r♠✐♥❡ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ♣✉✐sq✉❡ L ❡st ✜♥✐✳ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡tt❡
♣r♦❝é❞✉r❡ ♦♥ ❛ ß = ß①,①✬✳

❙✐ (f(①), f(①✬)) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ß①,①✬ ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❋▲P q✉✐ ♣r♦❞✉✐t
(f(①), f(①✬))✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❝❡tt❡ ❋▲P ✿ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ß✱ ♦♥ ♠é♠♦r✐s❡ ✉♥❡ ❋▲P
q✉✐ ♣r♦❞✉✐t ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❛❥♦✉té à ß✳ P♦✉r t♦✉t (a, b) ♣rés❡♥t ❞❛♥s ß ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ s♦♥
✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ✉♥❡ ❋▲P q✉✐ ♣r♦❞✉✐t (a, b) ♣✉✐sq✉❡ ✿

• s✐ (a, b) = (xi, x
′
i) ♦ù i ∈ [n]✱ ❛❧♦rs (a, b) ❡st ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱

• ❡t s✐ a = b✱ ❛❧♦rs (a, b) ❡st ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ♣❛✐r❡s (a, b) ❡t (c, d) r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❞❡s ❋▲P p ❡t q✱ ❧❡s ♣❛✐r❡s
(a ∧ c, b ∧ d) ❡t (a ∨ c, b ∨ d) s♦♥t ♣r♦❞✉✐t❡s ♣❛r p ∧ q ❡t p ∨ q✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ß✱ q✉✐ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❧✐st❡
lß✳ P❡♥❞❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ lß s♦♥t ❝♦♠❜✐♥és ♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
∧ ❡t ∨ ❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① é❧é♠❡♥ts s♦♥t ♣r♦❞✉✐ts✱ ✐❧s s♦♥t ❛❥♦✉tés ❡♥ q✉❡✉❡ ❞❡ ❧✐st❡✳ ❯♥
❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ P ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ (a, b) ♣rés❡♥t ❞❛♥s lß ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❋▲P q✉✐ ♣r♦❞✉✐t
(a, b)✳ ❈❡ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ❝♦♠♣❧été ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣❛✐r❡s s♦♥t ❛❥♦✉té❡s à
lß✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s P s❡r❛ ♣ré❝✐sé❡ ♣❧✉s ❧♦✐♥✳ ❖♥ ❞é♥♦t❡ ♣❛r P[a, b]
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ ♣❛r P à ❧❛ ❝❧é (a, b)✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❙❖❯❙✲❋▲P r❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ ❋▲P q✉✐ ♣r♦❞✉✐t
(f(①), f(①✬))✱ s✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❋▲P ❡①✐st❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❋▲P q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ f s✉r {①,①✬}✱ s✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❋▲P
❡①✐st❡ ✭r❡t♦✉r♥❡ ♥✉❧❧ s✐♥♦♥✮✳
❊♥tré❡s✿ ❯♥ tr❡✐❧❧✐s L✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ f : D → L✱ ❞❡✉① t✉♣❧❡s ①,①✬ ∈ D✳
❙♦rt✐❡s✿ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❋▲P✳

✶ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❙❖❯❙✲❋▲P(L,①,①✬, f)
✷ (lß, P)← ■◆■❚■❆▲■❙❆❚■❖◆(L,①,①✬)
✸ i← 1
✹ t❛♥t q✉❡ i < t❛✐❧❧❡(lß) ❢❛✐r❡
✺ (a, b)← lß[i]
✻ ♣♦✉r j ❞❡ 1 à i− 1 ❢❛✐r❡
✼ (c, d)← lß[j]
✽ ▼❆❏∧(lß, P, (a, b), (c, d))
✾ ▼❆❏∨(lß, P, (a, b), (c, d))

✶✵ i← i+ 1

✶✶ r❡t♦✉r♥❡r P[f(①), f(①✬)]

✷✻



✷✳✻✳ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ lß ❡t ❞✬✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ P q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡
❝♦✉♣❧❡ ❞❡ lß ❧❛ ❋▲P q✉✐ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t✳
❊♥tré❡s✿ ❯♥ tr❡✐❧❧✐s L✱ ❞❡✉① t✉♣❧❡s ①,①✬ ∈ Ln✳
❙♦rt✐❡s✿ ❯♥❡ ❧✐st❡ lß ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s✱ ✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ P q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ❋▲P à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s

❝♦✉♣❧❡s ❞❡ lß✳
✶ ❢♦♥❝t✐♦♥ ■◆■❚■❆▲■❙❆❚■❖◆(L,①,①✬)
✷ lß ← ❧✐st❡ ✈✐❞❡
✸ ∀a, b ∈ L : P[a, b]← ♥✉❧❧
✹ ♣♦✉r i ∈ [n] ❢❛✐r❡
✺ s✐ P[xi, x′i] = ♥✉❧❧ ❛❧♦rs
✻ P[xi, x

′
i]← ✓ ✈❛r i ✔

✼ ❛❥♦✉t❡r (xi, x′i) ❡♥ q✉❡✉❡ ❞❡ lß

✽ ♣♦✉r a ∈ L ❢❛✐r❡
✾ s✐ P[a, a] = ♥✉❧❧ ❛❧♦rs
✶✵ P[a, a]← a

✶✶ ❛❥♦✉t❡r (a, a) ❡♥ q✉❡✉❡ ❞❡ lß

✶✷ r❡t♦✉r♥❡r (lß, P)

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✿ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ lß ❡t P✳
❊♥tré❡s✿ ▲❛ ❧✐st❡ lß✱ ❧❡ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ P✱

❡t ❞❡✉① ❝♦✉♣❧❡s (a, b), (c, d)✳
❙♦rt✐❡s✿ ✲

✶ ❢♦♥❝t✐♦♥ ▼❆❏∧(lß, P, (a, b), (c, d))
✷ (α, β)← (a ∧ c, b ∧ d)
✸ s✐ P[α, β] = ♥✉❧❧ ❛❧♦rs
✹ P[α, β]←

(

P[a, b],∧, P[c, d]
)

✺ ❛❥♦✉t❡r (α, β) ❡♥ q✉❡✉❡ ❞❡ lß

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✿ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ lß ❡t P✳
❊♥tré❡s✿ ▲❛ ❧✐st❡ lß✱ ❧❡ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ P✱

❡t ❞❡✉① ❝♦✉♣❧❡s (a, b), (c, d)✳
❙♦rt✐❡s✿ ✲

✶ ❢♦♥❝t✐♦♥ ▼❆❏∨(lß, P, (a, b), (c, d))
✷ (α, β)← (a ∨ c, b ∨ d)
✸ s✐ P[α, β] = ♥✉❧❧ ❛❧♦rs
✹ P[α, β]←

(

P[a, b],∨, P[c, d]
)

✺ ❛❥♦✉t❡r (α, β) ❡♥ q✉❡✉❡ ❞❡ lß

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ▼❆❏∧ ❡t ▼❆❏∨ ♠❡tt❡♥t à ❥♦✉r ❧❛ ❧✐st❡ lß ❡t ❧❡ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ P✳ ▲❡s ❞❡✉① ❝♦✉♣❧❡s
(a, b) ❡t (c, d) s♦♥t ❝♦♠❜✐♥és ♣❛r ∧ ♦✉ ∨ ❡♥ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (α, β)✳ ❙✐ (α, β) ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❝❧é ❞❡
P✱ ✐❧ ❡st ❛❥♦✉té ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ lß ❡t ❞❡✈✐❡♥t✱ ❞❛♥s P✱ ❧❛ ❝❧é ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❋▲P
q✉✐ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t✳

❉❛♥s P✱ ❝❤❛q✉❡ ❝❧é (a, b) ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❋▲P q✉✐ ❧❛ ♣r♦❞✉✐t✳ P♦✉r t♦✉t
a, b ∈ L✱ P[a, b] r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❋▲P ζ(P[a, b]) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

• ❙✐ P[a, b] = ✓ ✈❛r i ✔ ✭♦ù i ∈ [n]✮✱ ❛❧♦rs ζ(P[a, b]) ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ Ln à L ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ζ(P[a, b])(①) = xi.

• ❙✐ P[a, b] = a ✭♦ù a ∈ L✮✱ ❛❧♦rs ζ(P[a, b]) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ Ln à L ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ζ(P[a, b])(①) = a.

✷✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ✿ ❝❛s ❣é♥ér❛❧

• ❙✐ P[a, b] = (P[c, d],∧, P[c′, d′])✱ ❛❧♦rs

ζ(P[a, b]) = ζ(P[c, d]) ∧ ζ(P[c′, d′])

❡t s✐ P[a, b] = (P[c, d],∨, P[c′, d′])✱ ❛❧♦rs

ζ(P[a, b]) = ζ(P[c, d]) ∨ ζ(P[c′, d′]).

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✶✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ tr✐♣❧❡t ❡st st♦❝❦é❡ ❞❛♥s P ✈✐❛ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥

P[α, β]← (P[a, b],∧, P[c, d]), ✭r❡s♣✳ P[α, β]← (P[a, b],∨, P[c, d])✮✱

❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ P[a, b] ❡t P[c, d] ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♣✐é❡s ✿ ❧❡ tr✐♣❧❡t st♦❝❦é ❞❛♥s P[α, β] ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡✉①
ré❢ér❡♥❝❡s ✈❡rs P[a, b] ❡t P[c, d]✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r st♦❝❦❡r P ❡st O(|L|2)✳

⊥

a b c

⊤

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s M3✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✷✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s M3 ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✱ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : {a, b} →M3

❞é✜♥✐❡ ♣❛r
f(a) = b ❡t f(b) = c.

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ■◆■❚■❆▲■❙❆❚■❖◆ r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ❧✐st❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✭❧✬♦r❞r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ ❡st
♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡✮

lß =
(

(a, b), (⊥,⊥), (⊤,⊤), (a, a), (b, b), (c, c)
)

.

P❡♥❞❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❙❖❯❙✲❋▲P✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ❛❥♦✉tés à ❧❛ ❧✐st❡ lß

✭❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡✮✳
✶ ✿ (a,⊥) à ♣❛rt✐r ❞❡ (a, b) ∧ (a, a) ✽ ✿ (c,⊥) à ♣❛rt✐r ❞❡ (c, c) ∧ (⊤, b)
✷ ✿ (a,⊤) à ♣❛rt✐r ❞❡ (a, b) ∨ (a, a) ✾ ✿ (b,⊥) à ♣❛rt✐r ❞❡ (b, b) ∧ (⊤, c)
✸ ✿ (⊥, b) à ♣❛rt✐r ❞❡ (a, b) ∧ (b, b) ✶✵ ✿ (a, c) à ♣❛rt✐r ❞❡ (a,⊤) ∧ (⊤, c)
✹ ✿ (⊤, b) à ♣❛rt✐r ❞❡ (a, b) ∨ (b, b) ✶✶ ✿ (b,⊤) à ♣❛rt✐r ❞❡ (b, b) ∨ (⊥, c)
✺ ✿ (⊤, c) à ♣❛rt✐r ❞❡ (c, c) ∨ (a,⊥) ✶✷ ✿ (⊥, a) à ♣❛rt✐r ❞❡ (a, a) ∧ (c,⊤)
✻ ✿ (⊥, c) à ♣❛rt✐r ❞❡ (c, c) ∧ (a,⊤) ✶✸ ✿ (c, b) à ♣❛rt✐r ❞❡ (⊤, b) ∧ (c,⊤)
✼ ✿ (c,⊤) à ♣❛rt✐r ❞❡ (c, c) ∨ (⊥, b) ✶✹ ✿ (b, c) à ♣❛rt✐r ❞❡ (b,⊥) ∨ (⊥, c)

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✭♣❛rt✐❡❧❧❡✮ ❞❡ P✱ ♦ù ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ P q✉✐
❝♦♠♣♦s❡♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋▲P ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à P[b, c]✳ ❘❡♠❛rq✉❡③ q✉❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ❋▲P ζ(P[b, c]) ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s s♦✉s
❢♦r♠❡s ❞❡ ❝✐r❝✉✐t ❬✶✵✷❪ ✭❧❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❞❡s ♣♦rt❡s ❧♦❣✐q✉❡s ✉t✐❧✐sés ✐❝✐ ét❛♥t ∧ ❡t ∨✮✳

▲❛ ❋▲P rés✉❧t❛♥t❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r

((x1 ∨ a) ∧ c) ∨ ((c ∨ (x1 ∧ a)) ∧ b).

✷✽



✷✳✻✳ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s

P[b, c]

P[⊥, c] ∨ P[b,⊥]

P[a,⊤] ∧ P[c, c] P[⊤, c] ∧ P[b, b]

P[a, b] ∨ P[a, a] P[c, c] ∨ P[a,⊥] b

c P[a, a] ∧ P[a, b]

✓ ✈❛r i ✔ a

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✷ ✿ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❋▲P q✉✐ ♣r♦❞✉✐t (b, c) ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ P✳
❈❤❛q✉❡ ✢è❝❤❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❝❧é✲
✈❛❧❡✉r✳

∨

∧ ∧

∨ ∨ bc

c ∧x1

x1

a

a

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❛r❜r❡ ❞❡
❧❛ ❋▲P ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡

✷✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ✿ ❝❛s ❣é♥ér❛❧

✷✳✻✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❋▲P ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t f

❙♦✐t D = {①1, . . . ,①m} ⊆ Ln ❡t f : D → L✳ P♦✉r t♦✉t i, j ∈ [m]✱ s♦✐t pi,j ✉♥❡ ❋▲P q✉✐
❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ f s✉r {①i,①j}✳ ❙♦✐t p∨ ❡t p∧ ❧❡s ❋▲P ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

p∨ =

m
∨

i=1

m
∧

j=1

pi,j ❡t p∧ =

m
∧

i=1

m
∨

j=1

pi,j .

❖♥ ❛ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ q✉❡ p∨ ❡t p∧ s♦♥t ❞❡s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s ❞❡ f ✳ P✉✐sq✉✬♦♥ s❛✐t ❝❛❧❝✉❧❡r
❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ pi,j ♣♦✉r t♦✉t i, j ∈ [m]✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✐sé♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡
p∨ ❡t p∧✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ■◆❚❊❘P❖▲❆❚■❖◆∨ ❡t ■◆❚❊❘P❖▲❆❚■❖◆∧ r❡t♦✉r♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ p∨ ❡t p∧ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✐st❡s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❞❡ p∨✳
❊♥tré❡s✿ ❯♥ tr❡✐❧❧✐s L✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

D = {①1, . . . ,①m}✱ ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ f : D → L✳

❙♦rt✐❡s✿ ❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ f

✶ ❢♦♥❝t✐♦♥ ■◆❚❊❘P❖▲❆❚■❖◆∨(L,D, f)
✷ l∨ ← ❧✐st❡ ✈✐❞❡
✸ ♣♦✉r i ❞❡ ✶ à m ❢❛✐r❡
✹ l∧ ← ❧✐st❡ ✈✐❞❡
✺ ♣♦✉r j ❞❡ ✶ à m ❢❛✐r❡
✻ p← ❙❖❯❙✲❋▲P✭L,①i,①j , f✮
✼ ❛❥♦✉t❡r p ❡♥ q✉❡✉❡ ❞❡ l∧

✽ ❛❥♦✉t❡r l∧ ❡♥ q✉❡✉❡ ❞❡ l∨

✾ r❡t♦✉r♥❡r l∨

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❞❡ p∧✳
❊♥tré❡s✿ ❯♥ tr❡✐❧❧✐s L✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

D = {①1, . . . ,①m}✱ ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ f : D → L✳

❙♦rt✐❡s✿ ❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ f

✶ ❢♦♥❝t✐♦♥ ■◆❚❊❘P❖▲❆❚■❖◆∧(L,D, f)
✷ l∧ ← ❧✐st❡ ✈✐❞❡
✸ ♣♦✉r i ❞❡ ✶ à m ❢❛✐r❡
✹ l∨ ← ❧✐st❡ ✈✐❞❡
✺ ♣♦✉r j ❞❡ ✶ à m ❢❛✐r❡
✻ p← ❙❖❯❙✲❋▲P✭L,①i,①j , f✮
✼ ❛❥♦✉t❡r p ❡♥ q✉❡✉❡ ❞❡ l∨

✽ ❛❥♦✉t❡r l∨ ❡♥ q✉❡✉❡ ❞❡ l∧

✾ r❡t♦✉r♥❡r l∧

P♦✉r t♦✉t l∨ r❡t♦✉r♥é ♣❛r ■◆❚❊❘P❖▲❆❚■❖◆∨(L,D, f)✱ ❧❛ ❋▲P ζ(l∨) r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r l∨
❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

ζ(l∨) =
∨

l∧∈l∨

∧

p∈l∧

ζ(p),

t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t l∧ r❡t♦✉r♥é ♣❛r ■◆❚❊❘P❖▲❆❚■❖◆∧(L,D, f)✱ ❧❛ ❋▲P ζ(l∧) r❡♣rés❡♥té❡
♣❛r l∧ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

ζ(l∧) =
∧

l∨∈l∧

∨

p∈l∨

ζ(p).

✷✳✻✳✹ ❈♦♠♣❧❡①✐té

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés ❞❡ ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✭s♦✉s
❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✮✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ① ∈ D✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ f(①) ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ O(1)✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ L ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té ♣❛r ❞❡s t❛❜❧❡s ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✻✳✶✮✳ ❙✐ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ✉♥❡
✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ L s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ t❛❜❧❡s ♣❡✉t êtr❡ ❝réé❡ ❡♥ O(|L|2∆)✱ ♦ù O(∆) ❡st ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ∧ ❡t ∨ ❞❛♥s ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s L✳ ❉❛♥s ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡

✸✵



✷✳✼✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s

L s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ t❛❜❧❡s✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ∧ ❡t ∨ s✬❡✛❡❝t✉❡♥t ❡♥ O(1)✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ L ❡st
r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ❡♥t✐❡r✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✸✳ ▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ♣❡✉t êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❙❖❯❙✲❋▲P
s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥ O(|L|4 + n)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❤❛q✉❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ L ét❛♥t r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ P ♣❡✉t êtr❡ ✐♠✲
♣❧é♠❡♥té ♣❛r ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s |L| × |L|✳ ▲✬❛❝❝ès ❡t ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ P s❡
❢❛✐t ❛❧♦rs ❡♥ O(1)✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ lß ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❝❤❛î♥é❡✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡s
❝♦♠♣❧❡①✐tés s✉✐✈❛♥t❡s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ✿ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ■◆■❚■❆▲■❙❆❚■❖◆ s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥ O(|L|2 + n)✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ✸ ❡t ✹ ✿ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ▼❆❏∨ ❡t ▼❆❏∧ s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥ O(1)✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ✿ ❈❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) ∈ L ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛❥♦✉té à lß q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳ P❛r

❝♦♥séq✉❡♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❛✉ ♣❧✉s |L|2✳ ▲❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ♣♦✉r ❡st ❞♦♥❝
❡①é❝✉té ♠♦✐♥s ❞❡ |L|4 ❢♦✐s✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜♦✉❝❧❡ s✬❡①é❝✉t❡♥t ❡♥ O(1)✳
❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ■◆■❚■❆▲■❙❆❚■❖◆ ❛✈❛♥t ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❙❖❯❙✲❋▲P s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥

O(|L|2 + n) +O(|L|4) = O(|L|4 + n).

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✹✳ ▲❡s ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ✺ ❡t ✻ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥tés ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
■◆❚❊❘P❖▲❆❚■❖◆∨ ❡t ■◆❚❊❘P❖▲❆❚■❖◆∧ s✬❡①é❝✉t❡♥t ❡♥ O

(

|D|2(|L|4 + n)
)

✳

▲❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r p(①) ♣♦✉r ✉♥❡ ❋▲P p ∈ P
(n)
L ❡t ① ∈ Ln ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥✲

t❛t✐♦♥ ❞❡ p✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ❞❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ p(①) ❧♦rsq✉❡ p

❡st ✉♥❡ ❋▲P r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ ❞❡ ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✺✳ ❙♦✐t pi,j ❧❛ ❋▲P r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❙❖❯❙✲❋▲P✭L,①i,①j , f✮✳ P♦✉r
t♦✉t ① ∈ Ln✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r pi,j(①) ❡♥ O(|L|2)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t P ❧❡ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❝♦♥str✉✐t ❞✉r❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❙❖❯❙✲❋▲P✭L,①i,①j , f✮✳
▲❛ ❋▲P pi,j ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r P[f(①i), f(①j)]✳

❙♦✐t ① ∈ Ln✳ P♦✉r t♦✉t a, b ∈ L ✿ ❙✐ ζ(P[a, b]) ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✉ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❛❧♦rs
ζ(P[a, b])(①) ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ O(1)✳ ❙✐♥♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝❧és (c, d) ❡t (c′, d′) ❞❡ P t❡❧❧❡s q✉❡
ζ(P[a, b])(①) ❡st é❣❛❧❡ à ❧✬✐♥✜♠✉♠ ♦✉ ❛✉ s✉♣r❡♠✉♠ ❞❡ ζ(P[c, d])(①) ❡t ζ(P[c′, d′])(①)✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡
❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ P ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♣❧✉s |L|2 ❝❧és✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛sé s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r P[a, b](①) ❡♥ O(|L|2)✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✻✳ ❙♦✐t p∨ ❡t p∧ ❧❡s ❋▲P r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s rés✉❧t❛ts r❡s♣❡❝t✐❢s ❞❡ ■◆❚❊❘P❖▲❆✲
❚■❖◆∨✭L,D, f✮ ❡t ■◆❚❊❘P❖▲❆❚■❖◆∧✭L,D, f✮✳ P♦✉r t♦✉t ① ∈ Ln✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r p∨(①) ❡t
p∧(①) ❡♥ O(|L|2|D|2)✳

✷✳✼ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s

❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ D = {①1, . . . ,①m} ⊆ Ln✱ ❡t ✉♥❡ ❋▲P ♣❛rt✐❡❧❧❡ f : D →
L✳ P♦✉r t♦✉t ♣♦✉r t♦✉t i, j ∈ [m] ♦♥ ❞é♥♦t❡ ♣❛r pi,j ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❙❖❯❙✲❋▲P✭L,①i,①j , f✮✱ ❡t ♣❛r
pi,j ❧❛ ❋▲P r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r pi,j ✳ ❈❡tt❡ ❋▲P ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ f s✉r {①i,①j}✳

✸✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ✿ ❝❛s ❣é♥ér❛❧

❊♥✜♥✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts r❡s♣❡❝t✐❢s ❞❡ ■◆❚❊❘P❖▲❆❚■❖◆∨(L,D, f) ❡t ■◆❚❊❘P❖▲❆❚■❖◆∧(L,D, f)
s♦♥t ❞é♥♦tés ♣❛r p∨ ❡t p∧✱ ❡t r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❋▲P ❞é♥♦té❡s ♣❛r p∨ ❡t p∧✳ ❈❡s
❋▲P ✈ér✐✜❡♥t

p∨ =
m
∨

i=1

m
∧

j=1

pi,j ❡t p∧ =
m
∧

i=1

m
∨

j=1

pi,j .

◆♦t❡③ q✉❡ p∨✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ p∧✱ ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❧✐st❡s✱ ❡t ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ m2

✓ s♦✉s✲❋▲P ✔ ✭pi,j ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i, j ∈ [m]✮✳ ▲♦rsq✉❡ D ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❝♦♥séq✉❡♥t❡✱ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❞❡ p∨ ❡t p∧ ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❧✐s✐❜❧❡s ♣❛r ✉♥ ❤✉♠❛✐♥✳

❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡t ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❞✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡
s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ p∨ ❡t p∧✳ ◆♦✉s tr❛✐t♦♥s ❝❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡
s♦✉s ❞❡✉① ❛♥❣❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
pi,j ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ à ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❙❖❯❙✲❋▲P✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱
♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t p∨ ❡t p∧ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✐♠♣❧✐✜é❡s ✈✐❛ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s s♦✉s✲❋▲P✳
❈❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣❡✉t s❡r✈✐r ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ✿ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ❧✐s✐❜✐❧✐té
❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t❡✱ ❡t✴♦✉ ré❞✉✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ p∨(①) ❡t p∧(①)✱
♣♦✉r ① ∈ D✳

✷✳✼✳✶ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ pi,j

❙♦✐t ✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ P ❡t a, b ∈ L t❡❧s q✉❡ P[a, b] r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❋▲P✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡
P[a, b]✱ ❞é♥♦té❡ ♣❛r ω(P[a, b])✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡

• s✐ P[a, b] ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ L✱ ❛❧♦rs ω(P[a, b]) = 1✱

• s✐ P[a, b] = ✓ ✈❛r i ✔ ♦ù i ∈ [n] ❛❧♦rs ω(P[a, b]) = 1✱

• s✐ P[a, b] = (P[c, d],∧, P[c′, d′]) ♦✉ s✐ P[a, b] = (P[c, d],∨, P[c′, d′])✱ ❛❧♦rs

ω(P[a, b]) = ω(P[c, d]) + ω(P[c′, d′]) + 1.

◆♦t❡③ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ P[a, b] ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❛♥s ❧❛ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ❋▲P r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r P[a, b]✳

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ pi,j r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❋▲P q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ f s✉r
{①i,①j}✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡s ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ✶✱ ✷✱ ✸ ❡t ✹✱ ♦ù ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
✈❛❧❡✉r ❞❡ P ❡st ♠é♠♦r✐sé❡ ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ W✱ ❡t ♦ù ❧❛ ❧✐st❡ lß ❡st tr✐é❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡
q✉❡ ω(P [lß[i]]) ≤ ω(P [lß[j]]) ♣♦✉r t♦✉t i < j✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧✬❛❥♦✉t ❡♥ q✉❡✉❡ ❞❡ ❧✐st❡
✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ✸ ❡t ✹ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ q✉✐ ♠❛✐♥t✐❡♥t ❧❛ ❧✐st❡ tr✐é❡✳

❈❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬❆♥♥❡①❡ ❆✳✶✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ♣♦✉r ❝❡
♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ O(|L|4 log2 |L| + n)✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ à
❝❡❧❧❡ ❞❡ ❙❖❯❙✲❋▲P ❡st ❞✉❡ ❛✉ ❝♦ût ❞❡ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❝♦✉♣❧❡s ❞❛♥s lß✳

✷✳✼✳✷ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲❋▲P

◆♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ p∨ ✭❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ p∧ ♣❡✉t êtr❡ tr❛✐té❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❞✉❛❧❡✮✳

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s J1, . . . , Jm ⊆ [m] ❞❡ t❛✐❧❧❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s✱ t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❋▲P q∨ ❞é✜♥✐❡
♣❛r

q∨ =
m
∨

i=1

∧

j∈Ji

pi,j

✸✷



✷✳✼✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s

❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ f ✳ ❆✜♥ ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s J1, . . . , Jm ❛✈❡❝ ♣❧✉s
❞❡ ❢❛❝✐❧✐té✱ ♦♥ ❢♦r♠✉❧❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s J1, . . . , Jm ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t q✉❡

∨m
i=1

∧

j∈Ji
pi,j

❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ f ✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♠❛✐s ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✼✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

∀i, k ∈ [m] ∃j ∈ Ji pi,j(①k) ≤ f(①k) ✭✷✳✻✮

✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
∨m

i=1

∧

j∈Ji
pi,j ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ f ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

∀i, k ∈ [m],
∧

j∈Ji

pi,j(①k) ≤ f(①k)

❡t ❞♦♥❝ q✉❡

∀k ∈ [m],
m
∨

i=1

∧

j∈Ji

pi,j(①k) ≤ f(①k).

❉❡ ♣❧✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

∀k ∈ [m],
m
∨

i=1

∧

j∈Ji

pi,j(①k) ≥ f(①k)

❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡ ♣✉✐sq✉❡

∀k ∈ [m],
∧

j∈Jk

pk,j(①k) = f(①k).

❉♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ [m] ♦♥ ❛
∨m

i=1

∧

j∈Ji
pi,j(①k) = f(①k)✳

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts ❡♥s❡♠❜❧❡s J1, . . . , Jm ✈ér✐✜❛♥t ✭✷✳✻✮✳ ❘❡♠❛rq✉❡③ q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐①
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ Ji ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ [m]✱ r❡t♦✉r♥❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Ji ⊆ [m] ❞❡ t❛✐❧❧❡
♠✐♥✐♠❛❧❡✱ t❡❧ q✉❡

∀k ∈ [m] ∃j ∈ Ji pi,j(①k) ≤ f(①k).

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t à m ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❛r ❡♥s❡♠❜❧❡s ✭s❡t ❝♦✈❡r ♣r♦❜❧❡♠✮✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❛r ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❙♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ A ❡t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❇ ❞❡ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ A t❡❧❧❡ q✉❡

⋃

❇ = A✳ ❘❡t♦✉r♥❡r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❇ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ❞♦♥t
❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡st é❣❛❧❡ à A✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❛r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❬✻✼❪ ❀ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ♦♣t✐♠❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❬✾✽❪✳

❖♥ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ m ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❛r ❡♥s❡♠❜❧❡s✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ [m]✱ ♦♥ ❞é❝r✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❛r ❡♥s❡♠❜❧❡s s✉✐✈❛♥t✳ ❙♦✐t A = [m]✳
P♦✉r t♦✉t j ∈ [m]✱ s♦✐t Bj ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r

Bj =
{

k ∈ [m]
∣

∣ pi,j(①k) ≤ f(①k)
}

✸✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ✿ ❝❛s ❣é♥ér❛❧

❡t s♦✐t
❇ = {B1, . . . , Bm}.

❙♦✐t Ji ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❛r ❡♥s❡♠❜❧❡s ♣♦✉r A ❡t ❇✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❇ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✈ér✐✜❛♥t

⋃

Ji = A✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ {j ∈ [m]|Bj ∈ Ji} ❡st
✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ [m] ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✈ér✐✜❛♥t ✭✷✳✻✮✳ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s J1, . . . , Jm ❝♦♥st✐t✉❡♥t
❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳

❆✜♥ ❞✬❛❝❤❡✈❡r ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ p∨✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ I ⊆ [m] ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ t❡❧
q✉❡

∨

i∈I

∧

j∈Ji

pi,j

❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ f ✳ ❖♥ tr❛✐t❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s J1, . . . , Jm✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ s❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à
❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✼✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✽✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

∀k ∈ [m] ∃i ∈ I
∧

j∈Ji

pi,j(①k) ≥ f(①k) ✭✷✳✼✮

✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
∨

i∈I

∧

j∈Ji
pi,j ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ f ✳

❖♥ ❢♦r♠✉❧❡ ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s J1, . . . , Jm
♦❜t❡♥✉s à ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✷✳ ❘❡t♦✉r♥❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ I ⊆ [m] ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ t❡❧ q✉❡

∀k ∈ [m] ∃i ∈ I
∧

j∈Ji

pi,j(①k) ≥ f(①k).

❈❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s❡✉❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡
♣❛r ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❙♦✐t A = [m]✳ P♦✉r t♦✉t i ∈ [m]✱ s♦✐t Bi ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r

Bi =

{

k ∈ [m]

∣

∣

∣

∣

∣

∧

j∈Ji

pi,j(①k) ≤ f(①k)

}

❡t s♦✐t
❇ = {B1, . . . , Bm}.

❙♦✐t I ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❛r ❡♥s❡♠❜❧❡s ♣♦✉r A ❡t ❇ ✿ {i ∈ [m]|Bi ∈ I} ❡st
❛❧♦rs ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✷✳✼✳

✷✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣r♦❜❧è♠❡s ♦✉✈❡rts

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❋▲P ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ ❙✉r ❧❛
❜❛s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❋▲P ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ f ✱ ❡t ❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ f ✱ ❞❡
❧✬❛r✐té ❞❡ f ❡t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s s✉r ❧❡q✉❡❧ f ❡st ❞é✜♥✐❡✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋▲P ♦❜t❡♥✉❡
♣❡✉t êtr❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❀ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ✉♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ s♦♥ rés✉❧t❛t✳

❱♦✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s q✉❡st✐♦♥s ❡t ♣✐st❡s ♦✉✈❡rt❡s ♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✸✹



✷✳✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣r♦❜❧è♠❡s ♦✉✈❡rts

✷✳✽✳✶ ❈❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ I(f)

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❞❡ I(f)✳ ❯♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ I(f) ♣❡✉t êtr❡ ❞♦♥♥é❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❛r s❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❡t
✐♥❢ér✐❡✉r❡s✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡t à ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❋▲P ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t
f ✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ❜♦r♥❡s ❡①✐st❡♥t ♣✉✐sq✉❡

∧

I(f) ❡t
∨

I(f) s♦♥t ❞❡s ❋▲P q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t à I(f)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ t♦✉t❡ ❋▲P p t❡❧❧❡ q✉❡

∧

I(f) ≤ p ≤
∨

I(f) ❡st ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥❡
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ f ✳ ❉❛♥s ❬✷✹❪✱ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ I(f) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s
♦ù L ❡st ❞✐str✐❜✉t✐❢✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ♣❛s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡s ❜♦r♥❡s
❧♦rsq✉❡ L ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ♥♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐❢✳

❯♥❡ ♣✐st❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✾✳ ❙✐✱ ♣♦✉r t♦✉t i, j ∈ [m]✱ pi,j ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✭r❡s♣✳ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✮ ❋▲P q✉✐
❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ f s✉r {①i,①j}✱ ❛❧♦rs p∨ = p∧✱ ❡t p∨ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✭r❡s♣✳ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✮ ❋▲P
✐♥t❡r♣♦❧❛♥t f ✳ ✷

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t p ∈ I(f)✳ P♦✉r t♦✉t i, j ∈ [m]✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ p ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ f s✉r {①i,①j} ❡t
❞♦♥❝✱ ♣✉✐sq✉❡ pi,j ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❋▲P q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ f s✉r {①,①✬}✱ ♦♥ ❛ pi,j ≤ p✳ ❉♦♥❝

p∨ =
m
∨

i=1

m
∧

j=1

pi,j ≤ p ❡t p∧ =

m
∧

i=1

m
∨

j=1

pi,j ≤ p.

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❡s ❋▲P ❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r p∨ ❡t p∧ s♦♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ♦✉ é❣❛❧❡s à t♦✉t p ∈ I(f)✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♥❡ s❛✈♦♥s ♣❛s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✭♦✉ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✮ ❋▲P ❝♦ï♥❝✐❞❛♥t ❛✈❡❝
f s✉r {①i,①j}✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝❡rt❛✐♥ q✉❡ ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ I(f) ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
✓ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ✔ ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s q✉✐ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

✷✳✽✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❋▲P

▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ P(n)
L ✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st

✉♥ tr❡✐❧❧✐s ✭❝❡❧❛ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❋▲P✮✱ q✉❡ ♥♦✉s ❡①♣❧♦r♦♥s ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t✱
♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ∧ ❡t ∨✱ ❞❡s ❋▲P ❞é❥à ❝♦♥♥✉❡s ✭❧❡s s❡✉❧❡s ❋▲P ❝♦♥♥✉❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ét❛♥t ❧❡s
♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t❡s✮✳

▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té r❡♥❝♦♥tré❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ P(n)
L ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥

❞❡s ❋▲P ❞♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s✬❡✛❡❝t✉❡r ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛r❜r❡✮✱ ❡t ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ♣❛s ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❋▲P q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡
❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ ♣♦✉r ❞❡✉① ❋▲P p ❡t q✱ s✐ p ≤ q ✭♦✉✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ s✐ p∨q = q✮ ❛✉tr❡♠❡♥t
q✉✬❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t p(①) ❡t q(①✬) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ① ∈ Ln✳

❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❝❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❋▲P ❞é✜♥✐❡s s✉r ❞❡s tr❡✐❧❧✐s
q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♥♥✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❞❛♥s
❧❡s ❝❛s ♦ù L ❡st ❞✐str✐❜✉t✐❢✱ ❧❡s ❋▲P ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s s♦✉s ❢♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s ✭❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡s
♦✉ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s✮✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ I(f) ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
♣❛r r❛♣♣♦rt à n✱ |D| ❡t |L|✳

✷✳ ▼❡r❝✐ à ❚❛♠❛s ❲❛❧❞❤❛✉s❡r ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❢❛✐t ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳

✸✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ✿ ❝❛s ❣é♥ér❛❧

✸✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s s✉r

❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢s ❜♦r♥és

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣rés❡♥t❛✐t ❧❡s ❋▲P ❡t ❡①♣♦s❛✐t ❞❡ ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ q✉✐ ② ét❛✐t
♣r♦♣♦sé❡ ❛✈❛✐t ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ♥❡ r❡♥✈♦②❡r q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧❡
❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❛✐t ♣❛s
❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ I(f)✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❛✉① ❋▲P ❞é✜♥✐❡s s✉r ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢s ❜♦r♥és✳
P♦✉r r❛♣♣❡❧✱ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s✱ L ❡st ❞✐str✐❜✉t✐❢ s✐ ❧❡s ✐❞❡♥t✐tés

(a ∧ b) ∨ c = (a ∨ c) ∧ (b ∨ c) ❡t (a ∨ b) ∧ c = (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) ✭✸✳✶✮

s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s ♣♦✉r t♦✉t a, b, c ∈ L✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s r❡str❡✐♥t✱ ❝❤❛q✉❡ ❋▲P
♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✉♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ s✐ L ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢ ❜♦r♥é ♣♦✉✈❛♥t
êtr❡ ♣❧♦♥❣é ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ✜♥✐ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ✭❝❡ q✉✐ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❧♦rsq✉❡ L ❡st ✜♥✐✮✱
❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ I(f) ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

❉❛♥s ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ à ♠♦✐♥s q✉❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ♥❡ s♦✐t ♣ré❝✐sé✱ L ❞és✐❣♥❡r❛ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s
❞✐str✐❜✉t✐❢ ❜♦r♥é✳

✸✳✷ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❙♦✐t ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ n ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : Ln → L✳ ▲❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❬✷✻✱ ✺✶❪

• f ❡st ✉♥❡ ❋▲P✱

• ✐❧ ❡①✐st❡ µ : 2[n] → L t❡❧ q✉❡
p(①) =

∨

I⊆[n]

µ(I) ∧
∧

i∈I

xi, ✭✸✳✷✮

• ✐❧ ❡①✐st❡ ν : 2[n] → L t❡❧ q✉❡
p(①) =

∧

I⊆[n]

ν(I) ∨
∨

i∈I

xi. ✭✸✳✸✮

✸✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s s✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢s ❜♦r♥és

▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ❡t ✭✸✳✸✮ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡ ✭❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡
♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱ ❉◆❋✮ ❡t ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ✭❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱ ❈◆❋✮ ❞❡ p✳ ◆♦t❡③
q✉✬✉♥❡ ❋▲P ♣❡✉t ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ❉◆❋ ❡t ♣❧✉s✐❡✉rs ❈◆❋✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✵✳ ❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❝♦♠♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ ❋▲P ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❋▲P p : L3 → L ❞é✜♥✐❡ ♣❛r p(①) = x1 ∨ (x2 ∧ (a ∨ x3)), ♦ù a ∈ L✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s
✐❞❡♥t✐tés ✭✸✳✶✮✱ ♦♥ ❡①♣r✐♠❡ p ❡♥ ❉◆❋ ✿

p(①) = x1 ∨ (x2 ∧ (a ∨ x3))

= x1 ∨ (a ∧ x2) ∨ (x2 ∧ x3)

=
∨

I⊆[3]

µ(I) ∧
∧

i∈I

xi

♦ù µ : 2[3] → L ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

µ(I) =











⊤ s✐ I = {1} ♦✉ I = {2, 3},

a s✐ I = {2},

⊥ s✐♥♦♥✳

❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡①♣r✐♠❡r p ❡♥ ❈◆❋ ✿

p(①) = x1 ∨ (x2 ∧ (a ∨ x3))

= (x1 ∨ x2) ∧ (a ∨ x1 ∨ x3)

=
∧

I⊆[3]

ν(I) ∨
∨

i∈I

xi

♦ù ν : 2[3] → L ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ν(I) =











⊥ s✐ I = {1, 2},

a s✐ I = {1, 3},

⊤ s✐♥♦♥✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✶✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❉◆❋ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❈◆❋ ♥✬❡st ♣❛s ❣❛r❛♥t✐❡ ♣♦✉r ❧❡s ❋▲P
❞é✜♥✐❡s s✉r ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ♥♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐❢✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s M3 ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ ❋✐❣✉r❡
✸✳✶ ❡t ❧❛ ❋▲P p : M3 →M3 ❞é✜♥✐ ♣❛r

p(x) = ((x ∧ a) ∨ c) ∧ ((c ∧ (x ∨ a)) ∨ b).

❈❡tt❡ ❋▲P ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ♥✐ ❡♥ ❉◆❋ ♥✐ ❡♥ ❈◆❋✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛

p(a) = b ❡t p(b) = c,

❡t ♦♥ ♣❡✉t ❛✐sé♠❡♥t ✈ér✐✜❡r q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❋▲P ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❉◆❋ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ❝❡s é❣❛❧✐tés✳

■♥tér❡ss♦♥s✲♥♦✉s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s q✉✐ ❡①♣r✐♠❡♥t ✉♥❡ ❋▲P p ❞❡
Ln à L✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❬✷✻✱ ✼✻❪ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s µ : 2[n] → L q✉✐ s♣é❝✐✜❡♥t ✉♥❡
❉◆❋ ❞❡ p ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [µ∗

p, µp]✱ ❞♦♥t ❧❡s ❜♦r♥❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡

s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ µp ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ µp : 2
[n] → L ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

µp(I) = p(✶I),

✸✽



✸✳✷✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

♦ù ✶I ❡st ❧❡ t✉♣❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ❞♦♥t ❧❛ i✲è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✈❛✉t ⊤ s✐ i ∈ I✱ ❡t ✈❛✉t ⊥ s✐♥♦♥✳ P♦✉r
t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ µ ∈ [µ∗

p, µp] q✉✐ s♣é❝✐✜❡ ✉♥❡ ❉◆❋ ❞❡ p✱ ♦♥ ❛

µp(I) =
∨

J⊆I

µ(J).

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ µp ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [µ∗
p, µp] q✉✐ s♦✐t ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡

q✉✐ ✈ér✐✜❡
I ⊆ J =⇒ µp(I) ≤ µp(J)

♣♦✉r t♦✉t I, J ⊆ [n]✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s s❡r♦♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❛♣♣❡❧é❡s ❋❊◆❉✳ ▲❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [µ∗

p, µp] ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

µ∗
p(I) =

{

µp(I) s✐ µp(I) >
∨

J⊂I µp(J),

⊥ s✐♥♦♥✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ µ∗ ❡st ♣❛r❢♦✐s ❛♣♣❡❧é❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▼ö❜✐✉s ♦r❞✐♥❛❧❡ ❞❡ µp ❬✼✹✱ ✼✽❪✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✉❛❧❡✱ ❧❡s ❈◆❋ ❞✬✉♥❡ ❋▲P ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s♣é❝✐✜é❡s ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡

ν : 2[n] → L ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [νp, ν∗p ]✱ ❞♦♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡
♥♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

νp(I) = p(✵I),

♦ù ✵I ❡st ❧❡ t✉♣❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ❞♦♥t ❧❛ i✲è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✈❛✉t ⊥ s✐ i ∈ I✱ ❡t ✈❛✉t ⊤ s✐♥♦♥✳ ▲❛
❢♦♥❝t✐♦♥ νp ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [νp, ν

∗
p ] q✉✐ s♦✐t ♥♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✐

✈ér✐✜❡ ✿
I ⊆ J =⇒ νp(J) ≤ νp(I).

♣♦✉r t♦✉t I, J ⊆ [n]✳ ▲❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ν∗p ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ν∗p(I) =

{

νp(I) s✐ νp(I) <
∧

J⊂I νp(J),

⊤ s✐♥♦♥✳

P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ν ∈ [νp, ν
∗
p ] q✉✐ s♣é❝✐✜❡ ✉♥❡ ❈◆❋ ❞❡ p ♦♥ ❛

νp(I) =
∧

J⊆I

ν(J).

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✷✳ P♦✉r t♦✉t I ⊆ [n] ♦♥ ❛

νp(I) = p(✵I) = p(✶[n]\I) = µp([n]\I).

⊥

a b c

⊤

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s M3✳

✸✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s s✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢s ❜♦r♥és

❊♥ rés✉♠é✱ t♦✉t❡ ❋▲P ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢ ❜♦r♥é ♣❡✉t êtr❡ s♣é❝✐✜é❡ ♣❛r ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❬✼✻❪✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ✭µ∗✱ µ✱ ν∗✱ ν✮ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s
❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ p✳ ❉é✜♥✐r ❧❡s ❋▲P ♣❛r ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛❜str❛✐r❡
❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

❊♥✜♥✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢♦❝❛❧ ❞❡ µp ✭r❡s♣✳ ❞❡ νp✮ t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ I ⊆ [n] t❡❧ q✉❡

µp(I) >
∨

J⊂I

µp(J)
(

r❡s♣✳ νp(I) <
∧

J⊂I

νp(J)
)

,

♦✉✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ t❡❧ q✉❡

µ∗
p(I) 6= ⊥

(

r❡s♣✳ ν∗p(I) 6= ⊤
)

.

❖♥ ❞é♥♦t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r F(µp) ❡t F(νp) ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❢♦❝❛✉① ❞❡ µp ❞❡s νp✳
◆♦t❡③ q✉❡ p ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r ♣❛r ✉♥❡ ❉◆❋ ♦✉ ❈◆❋ ré❞✉✐t❡✱ ♦ù ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♥♦♥ ❢♦❝❛✉① s♦♥t
✐❣♥♦rés✳ P♦✉r t♦✉t ① ∈ Ln ♦♥ ❛ ✿

p(①) =
∨

I∈F(µp)

µp(I) ∧
∧

i∈I

xi ❡t p(①) =
∧

I∈F(νp)

νp(I) ∨
∨

i∈I

xi.

✸✳✸ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡s ❉◆❋ ❡t ❈◆❋

❙♦✐t ✉♥❡ ❋▲P p✳ ❯♥❡ ❉◆❋ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❈◆❋✮ ❞❡ p ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ♥✬✐♠♣♦rt❡ ❧❛q✉❡❧❧❡
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [µ∗

p, µp] ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t [νp, ν
∗
p ]✮✳ ❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r p ❡♥

♠é♠♦✐r❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ♠é♠♦r✐s❡r ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ [µ∗
p, µp] ♦✉ [νp, ν

∗
p ]✳

❙♦✐t µ ∈ [µ∗
p, µp] ❡t ν ∈ [νp, ν

∗
p ]✱ ❡t s♦✐t M ❡t N ❞❡✉① ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t µ ❡t ν ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ♣r❡♥♥❡♥t ♣♦✉r ❝❧és ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ [n]✱ à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡sq✉❡❧s ✐❧s ❛ss♦❝✐❡♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ L✳ P♦✉r t♦✉t I ⊆ [n]✱ s✐ µ(I) > ⊥✱ ❛❧♦rs
M[I] = µ(I)✱ s✐♥♦♥ M ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❧❛ ❝❧é I✳ P♦✉r t♦✉t I ⊆ [n]✱ s✐ ν(I) < ⊤ ❛❧♦rs N[I] = ν(I)✱
s✐♥♦♥ N ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❧❛ ❝❧é I✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ p(①)
♣♦✉r t♦✉t ① ∈ Ln ❞♦♥♥é✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✿ ❈❛❧❝✉❧❡ p(①) à ♣❛rt✐r ❞❡ ①
❡t M✳
✶ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❖❯❚P❯❚❴❉◆❋(M,①)
✷ y ← ⊥
✸ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❧é I ❞❡ M ❢❛✐r❡
✹ a← M[I]
✺ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ I ❢❛✐r❡
✻ a← a ∧ xi

✼ y ← y ∨ a

✽ r❡t♦✉r♥❡r ②

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽✿ ❈❛❧❝✉❧❡ p(①) à ♣❛rt✐r ❞❡ ①
❡t N✳
✶ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❖❯❚P❯❚❴❈◆❋(N,①)
✷ y ← ⊤
✸ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❧é I ❞❡ M ❢❛✐r❡
✹ a← N[I]
✺ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ I ❢❛✐r❡
✻ a← a ∨ xi

✼ y ← y ∧ a

✽ r❡t♦✉r♥❡r ②

❆✉ ♣✐r❡ ❝❛s✱ ❝❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s✬❡①é❝✉t❡♥t ❡♥ O(2nn)✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♥t❡①t❡s✱
♦♥ ♣❡✉t ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧és ❞❛♥s M ❡t N ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ 2n✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r
✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣❧✉s ❜❛ss❡ ❛✉① t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ◆♦t❡③ q✉❡ µ∗

p ❡t ν∗p
s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s [µ∗

p, µp] ❡t [νp, ν
∗
p ] ❞♦♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♥é❝❡ss✐t❡

❧❡ ♠♦✐♥s ❞✬❡s♣❛❝❡✳

✹✵



✸✳✹✳ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦

✸✳✹ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦

▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ❡st ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❬✾✶❪✳ ❊❧❧❡ ❛♣✲
♣❛rt✐❡♥t✱ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✱ à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞✐t❡s ✢♦✉❡s✳ ❊❧❧❡ ❛ ❞❡♣✉✐s été
ét✉❞✐é❡✱ ❞❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡✱ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❬✼✺❪✮✱ ❡t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ▼❈❉❆✱ ♣♦✉r s❛ ❝❛♣❛❝✐té à ❢✉s✐♦♥♥❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
♦r❞♦♥♥é ✭❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t✱ t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥és✮✱ ❡t ❛✐♥s✐ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡
s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t é✈❛❧✉é❡s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs
❝r✐tèr❡s à tr❛✈❡rs ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ♥♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡s ✭✈♦✐r ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❬✷✺✱ ✹✷✱ ✺✹❪✮✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ✭❞❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥
❞✐s❝rèt❡✮ ❡t ❡♥ q✉♦✐ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞❡ ❋▲P✳

❯♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ Sµ : Ln → L ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té µ : 2[n] → L✳ ❯♥❡ ❝❛♣❛❝✐té µ ❡st ✉♥❡ ❋❊◆❉ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s µ(∅) = ⊥ ❡t
µ([n]) = ⊤✳ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥és✳
P♦✉r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ L ❡t ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té µ : 2[n] → L✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ Sµ : L[n] → L

♣❛r

Sµ(①) =
n
∨

i=1

(

xσ(i) ∧ µ
(

{σ(i), . . . , σ(n)}
)

)

,

♦ù σ : [n] → [n] ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ xσ(1) ≤ xσ(2) ≤ · · · ≤ xσ(n)✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱
♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r Sµ ♣❛r

Sµ(①) =
∨

I⊆[n]

µ(I) ∧
∧

i∈I

xi.

❚♦✉t❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❋▲P✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ❛✉ ❝❛s ♦ù L ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢ ❜♦r♥é ❬✷✻❪✳

❙♦✐t ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢ ❜♦r♥é L ❡t ✉♥❡ ❋▲P p : Ln → L✳ ▲❡s tr♦✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s
s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

• p ❡st ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦✳

• µp ✈ér✐✜❡ µp(∅) = ⊥ ❡t µp([n]) = ⊤ ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ µp ❡st ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té✮✳

• p ❡st ✐❞❡♠♣♦t❡♥t❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ p(a, . . . , a) = a ♣♦✉r t♦✉t a ∈ L✳

✸✳✺ ❋♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡t ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✿ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt

P♦✉r r❛♣♣❡❧✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ❛✈❛✐t ❞é✜♥✐ I(f) ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❋▲P ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ f : D → L✱ ♦ù D ⊆ Ln✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣♦ssè❞❡ t♦✉❥♦✉rs
✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ◆♦✉s tr❛✐t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ♦ù L ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s
❞✐str✐❜✉t✐❢ ❜♦r♥é✱ ❡t ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① q✉❡st✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

• ❈♦♠♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ I(f) ❄

• ◗✉❡❧❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡s ❜♦r♥❡s ❄ ◗✉❡❧❧❡ ❡st
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❄

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ré♣♦♥s❡s ❛♣♣♦rté❡s à ❝❡s q✉❡st✐♦♥s ♣❛r ❞❡s tr❛✈❛✉① ❛♥té✲
r✐❡✉rs✳

✹✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s s✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢s ❜♦r♥és

✸✳✺✳✶ ❈❛s ❣é♥ér❛❧

❉❛♥s ❬✷✹❪✱ ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ I(f) s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s L
❡st ♣❧♦♥❣é ❞❛♥s ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❜♦♦❧é❡♥ B✱ ❡t f ❡st tr❛✐té❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ Bn ✈❡rs
B✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
s✉r B ✭♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ IB(f)✮ ❡st ❞♦♥♥é❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ I(f) s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ IB(f)✳

P❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ L✳ P✉✐sq✉❡ L ❡st ❞✐str✐❜✉t✐❢ ❡t ❜♦r♥é✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐s❛❣❡r ❝♦♠♠❡
✉♥ s♦✉s✲tr❡✐❧❧✐s ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❇♦♦❧é❡♥ ✭✈♦✐r ❙♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳✷ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù L ❡st ✜♥✐ ❀ ♣♦✉r ❧❡
❝❛s ♦ù L ❡st ✐♥✜♥✐✱ ✈♦✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛✲Pr✐❡st❧❡② ❬✸✻❪✮✳ ❙♦✐t B ✉♥
tr❡✐❧❧✐s ❇♦♦❧é❡♥ t❡❧ q✉❡ L ❡st ✉♥ s♦✉s✲tr❡✐❧❧✐s ❞❡ B ❡t t❡❧ q✉❡ ⊥L = ⊥B ❡t ⊤L = ⊤B✳ P✉✐sq✉❡
B ❡st ❇♦♦❧é❡♥✱ ❝❤❛q✉❡ x ∈ B ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t x ∈ B✱ q✉✐ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t t❡❧ q✉❡
x ∧ x = ⊥B ❡t x ∨ x = ⊤B✳ ◆♦t❡③ q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ L ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❛♥s B✱ q✉✐
♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s L✳

⊥

❜ ❛

a ❝

⊤

⊥

c ❜ ❛

a b ❝

⊤

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ➚ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s L✳ ➚ ❞r♦✐t❡✱ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❇♦♦❧é❡♥ ❞♦♥t L ❡st ✉♥ s♦✉s✲tr❡✐❧❧✐s✳

❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ IB(f)✳ ❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ IB(f)✱ ❧❡s ❋❊◆❉ µ− :
2[n] → B ❡t µ+ : 2[n] → B s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

µ−(I) =
∨

①∈D

(

f(①) ∧
∧

i 6∈I

xi

)

❡t µ+(I) =
∧

①∈D

(

f(①) ∨
∨

i∈I

xi

)

.

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ IB(f) ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ µ− ≤ µ+✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❋▲P p− : Bn → B

❡t p+ : Bn → B ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

p− =
∨

I⊆[n]

µ−(I) ∧
∧

i∈I

xi ❡t p+ =
∨

I⊆[n]

µ+(I) ∧
∧

i∈I

xi

s♦♥t ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ IB(f)✳

❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ I(f)✳ ❖♥ r❡❣❛r❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t I(f) ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ q✉✐
❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❋▲P p ∈ IB(f) q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t

∀① ∈ Ln, p(①) ∈ L,

♦✉✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
∀I ⊆ [n], µp(I) ∈ L. ✭✸✳✹✮

✹✷



✸✳✺✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡t ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✿ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❋❊◆❉ ✈ér✐✜❛♥t ✭✸✳✹✮ ❡t ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ µ− ❡t
µ+✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❧ : B → L ❡t ✐♥t : B → L✱ q✉✐ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

❝❧(x) =
∧

{y ∈ L | x ≤ y} ❡t ✐♥t(x) =
∨

{y ∈ L | y ≤ x}.

❖♥ ❞é♥♦t❡ ♣❛r µ❝❧ ❡t µ✐♥t ❧❡s ❋❊◆❉ ❞❡ 2[n] à L ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

µ❝❧(I) = ❝❧
(

µ−(I)
)

❡t µ✐♥t(I) = ✐♥t
(

µ+(I)
)

.

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s µ❝❧ ❡t µ✐♥t s♦♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❋❊◆❉ ❝♦♠♣r✐s❡
❡♥tr❡ µ− ❡t µ+ ✈ér✐✜❛♥t ✭✸✳✹✮✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ I(f) ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ µ❝❧ ≤ µ✐♥t✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❋▲P p❝❧ : Ln → L ❡t p✐♥t : Ln → L ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

p❝❧(①) =
∨

I⊆[n]

µ❝❧(I) ∧
∧

i∈I

xi ❡t p✐♥t(①) =
∨

I⊆[n]

µ✐♥t(I) ∧
∧

i∈I

xi

s♦♥t ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ I(f)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✸✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ f ♣✉✐ss❡ êtr❡ ✐♥t❡r♣♦❧é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❋▲P s✉r B ❡t ♥♦♥ s✉r L✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✹✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❜♦r♥❡s µ❝❧ ❡t µ✐♥t ❞❡ I(f) ❞♦♥♥é❡ ♣❧✉s ❤❛✉t r❡♣♦s❡
s✉r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs µ−(I) ❡t µ+(I) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ I ⊆ [n]✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ [n]
♣♦ssè❞❡ 2n s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ µ−(I) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ I ⊆ [n] ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à 2n ❝❛❧❝✉❧s ❞♦♥t
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st O(|D|n∆)✱ ♦ù O(∆) ❡st ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ∧ ❡t ∨✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ♣♦✉r t❡st❡r s✐ µ❝❧ ≤ µ✐♥t s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥
Ω(2n) ❛✉ ♣✐r❡ ❝❛s✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ I(f) ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬✷✹❪
❡st ❞♦♥❝ ❧✐♠✐té❡ à ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛r✐té✳

✸✳✺✳✷ ▲♦rsq✉❡ L ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù L ❡st ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡✱ ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ I(f) ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱
❡t ❧❡✉r ❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à |D|✱ n ❡t L✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✺✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣♦sés ✐❝✐ s♦♥t r❡❢♦r♠✉❧és ❞✬❛♣rès ❬✽✸❪ ❡t ❬✽✻❪✱ ❡t s❡r✈✐r♦♥t ❞❡
❜❛s❡ ❛✉① ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❡♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡
❙✉❣❡♥♦ ❞✐s❝rèt❡✱ ♠❛✐s ♣❡✉✈❡♥t ❛✐sé♠❡♥t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sés ❛✉① ❋▲P✳ ❉❛♥s ✉♥ ❜✉t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
❞✐❞❛❝t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✳

❙♦✐t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ L ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : D → L ✭♦ù D ⊆ Ln✮✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✈♦②♦♥s s♦✉s q✉❡❧❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❡ ❋▲P p ✈ér✐✜❡ p(①) = f(①)✱ ♣♦✉r ✉♥ ① ∈ Ln ❞♦♥♥é✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
s✉✐✈❛♥ts✳

I>
f,① =

{

i ∈ [n]
∣

∣ xi > f(①)
}

❡t I≥f,① =
{

i ∈ [n]
∣

∣ xi ≥ f(①)
}

.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✻✳ ▲✬é❣❛❧✐té p(①) = f(①) ❡st ✈ér✐✜é❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

µp

(

I>
f,①

)

≤ f(①) ≤ µp

(

I≥f,①
)

. ✭✸✳✺✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❱♦②♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✺✮ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ✭✸✳✺✮
♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é❡✳ ❙✐ f(①) < µp(I

>
f,①)✱ ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t f(①) < p(①)✳ ❙✐ µp(I

≥
f,①) < f(①) ❛❧♦rs

♣♦✉r t♦✉t I ⊆ [n] ✿

• s✐ I ⊂ I≥f,① ❛❧♦rs µp(I) < f(①)✱ ❝❛r µp ❡st ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱

✹✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s s✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢s ❜♦r♥és

• s✐♥♦♥ ♦♥ ❛ I 6⊆ I≥f,① ❡t ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ i ∈ I t❡❧ q✉❡ xi < y✳

P♦✉r t♦✉t I ⊆ [n] ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

µp(I) ∧
∧

i∈I

xi < f(①).

❉♦♥❝ µp(I
≥
f,①) < f(①) ✐♠♣❧✐q✉❡ p(①) < f(①)✳ ❱♦②♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st

s✉✣s❛♥t❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ✭✸✳✺✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✳ P♦✉r t♦✉t I ⊆ [n] ✿

• s✐ I ⊆ I>
f,① ❛❧♦rs µp(I) ≤ f(①)✱

• s✐♥♦♥ ♦♥ ❛ I 6⊆ I>
f,① ❡t ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ i ∈ I t❡❧ q✉❡ xi ≤ f(①)✳

❉♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t I ⊆ [n]

µp(I) ∧
∧

i∈I

xi ≤ f(①).

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
µ
(

I≥f,①
)

∧
∧

i∈I≥
f,①

xi ≥ f(①).

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ p(①) = f(①)✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✼✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ p ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ f s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ µp ✈ér✐✜❡

µp

(

I>
f,①

)

≤ f(①) ≤ µp

(

I≥f,①
)

✭✸✳✻✮

♣♦✉r t♦✉t ① ∈ D✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ f : D → L ✭♦ù D ⊆ Ln✮✱ ❝♦♠♠❡♥t s❛✈♦✐r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❋❊◆❉ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t
✭✸✳✻✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ① ∈ D ❄ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞♦♥♥❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t
s✉✣s❛♥t❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✽✳ ▲❡s q✉❛tr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

✶✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : D → L ❡st ✉♥❡ ❋▲P ♣❛rt✐❡❧❧❡✳

✷✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❋❊◆❉ µ q✉✐ ✈ér✐✜❡✱

µ
(

I>
f,①

)

≤ f(①) ≤ µ
(

I≥f,①
)

❡t µ
(

I>
f,①✬

)

≤ f(①✬) ≤ µ
(

I≥f,①✬
)

✭✸✳✼✮

♣♦✉r t♦✉t ①,①✬ ∈ D✳

✸✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✈ér✐✜❡
f(①) < f(①✬) =⇒ I≥f,①✬ 6⊆ I>

f,①

♣♦✉r t♦✉t ①,①✬ ∈ D✳

✹✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✈ér✐✜❡

f(①) < f(①✬) =⇒ ∃i ∈ [n], xi ≤ f(①) < f(①✬) ≤ x′i

♣♦✉r t♦✉t ①,①✬ ∈ D ❬✸✵❪✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❋▲P ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t f s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ①,①✬ ∈ D✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❋▲P q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ f s✉r {①,①✬} ✭✈♦✐r ❚❤é♦rè♠❡ ✶✺✮✳ ❉♦♥❝✱ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❛
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✻✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✶ ❡t ✷ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✸ ❡t ✹ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ I≥f,① ❡t I>
f,①✳

✹✹



✸✳✻✳ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ I(f)

❆✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✷ ❡t ✸ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✱ s✉♣♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✸ ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ①,①✬ ∈ D t❡❧s q✉❡ ✿ f(①) < f(①✬) ❡t I≥f,①✬ ⊆ I>

f,①✳ P♦✉r
t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ µ ✈ér✐✜❛♥t ✭✸✳✼✮ ♦♥ ❛

µ(I>
f,①) ≤ f(①) < f(①✬) ≤ µ(I≥f,①✬),

❡t ❞♦♥❝ µ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡ ❋❊◆❉ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
✭✸✳✼✮✳

❙♦✐t µ ❧❛ ❋❊◆❉ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

µ(I) =
∨

{

f(①)
∣

∣ ① ∈ D, I≥f,① ⊆ I
}

.

◆♦t❡③ q✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
∨

∅ = ⊥✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ µ ✈ér✐✜❡ ✭✸✳✻✮ ♣♦✉r t♦✉t ① ∈ D✳ ❙♦✐t ① ∈ D✳
❈❧❛✐r❡♠❡♥t ♦♥ ❛ µ(I≥f,①) ≥ f(①)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✸ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ♦♥ ❛

∀①✬ ∈ D, I≥f,①✬ ⊆ I>
f,① =⇒ f(①✬) ≤ f(①),

❡t ❞♦♥❝
µ(I>

f,①) =
∨

{

f(①✬)
∣

∣ ①✬ ∈ D, I≥f,①✬ ⊆ I>
f,①

}

≤ f(①).

✸✳✻ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ I(f)

✸✳✻✳✶ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❜♦r♥❡s

▲❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ I(f) ❡t ❞❡
✈ér✐✜❡r s✐ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ✈✐❞❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ◆♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ❝❡s rés✉❧t❛ts ❛✉ ❝❛s
♦ù L ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢ ❜♦r♥é ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ♣❧♦♥❣é ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ✜♥✐ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s✳ P♦✉r
❝❡❧❛ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛♣♣✉②♦♥s s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❉✐❧✇♦rt❤ ✭✈♦✐r ❙♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳✸✮✱ q✉✐
❣❛r❛♥t✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ L ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝❤❛î♥❡✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❉✐❧✇♦rt❤ ❞❡ L ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ k ❝❤❛î♥❡s✱ ❞é♥♦té ♣❛r
γ : L → L1 × · · · × Lk✳ P♦✉r t♦✉t x ∈ L✱ ♦♥ ❞é♥♦t❡ ♣❛r x|i ❧❛ i✲è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ γ(x)✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱

γ(x) =
(

x|1, . . . , x|k

)

∈ L1 × · · · × Lk.

❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ✶✳✺✳✸✱ ♣♦✉r t♦✉t a, b ∈ L ♦♥ ❛

γ(a ∧ b) = γ(a) ∧ γ(b) =
(

a|1 ∧ b|1 , . . . , a|k ∧ b|k

)

γ(a ∨ b) = γ(a) ∨ γ(b) =
(

a|1 ∨ b|1 , . . . , a|k ∨ b|k

)

❛✐♥s✐ q✉❡
a ≤ b ⇐⇒ ∀i ∈ [k], a|i ≤ b|i .

❙♦✐t D ⊆ Ln ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : D → L✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s✉✐✈❛♥t❡s✳ P♦✉r
❝❤❛q✉❡ y ∈ L ❡t t ∈ [k]✱

s−y,t =
∧

{

a ∈ L
∣

∣

∣ a|t = y|t

}

❡t s+y,t =
∨

{

a ∈ L
∣

∣

∣ a|t = y|t

}

.

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s−y,t ❡t s
+
y,t s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡t ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ é❧é♠❡♥t ❞❡ L q✉✐ ❡st

é❣❛❧ à y s✉r ❧❛ t✲✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ① ∈ D ❡t t ∈ [k]✱

I≥f,①,t =
{

i
∣

∣

∣
xi|t ≥ f(①)|t

}

❡t I>
f,①,t =

{

i
∣

∣

∣
xi|t > f(①)|t

}

.

✹✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s s✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢s ❜♦r♥és

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✾✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ❋▲P p : Ln → L✳ P♦✉r t♦✉t ① ∈ Ln✱ ♦♥ ❛ p(①) = f(①) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés

s−
f(①),t ≤ µp

(

I≥f,①,t

)

❡t µp

(

I>
f,①,t

)

≤ s+
f(①),t

s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [k]✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ r❡♠❛rq✉❡③ q✉❡

∨

I⊆[n]

µp(I) ∧
∧

i∈I

xi = f(①)

❡st ✈ér✜é❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [k]✱ ♦♥ ❛

∨

I⊆[n]

µp(I)|t ∧
∧

i∈I

xi|t = f(①)|t . ✭✸✳✽✮

▲❛ ♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ✭✸✳✽✮ ❡①♣r✐♠❡ ✉♥❡ ❋▲P ❞❡ (Lt)
n à Lt✱ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ pt t❡❧❧❡ q✉❡

µpt(I) = µp(I)|t

♣♦✉r t♦✉t I ⊆ [n]✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✽✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à

pt
(

x1|t, . . . , xn|t

)

= f(①)|t

❡t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ pt ❡st ✉♥❡ ❋▲P s✉r ❧❛ ❝❤❛✐♥❡ Lt✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✻ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
q✉❡ ✭✸✳✽✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à

f(①)|t ≤ µp

(

I≥f,①,t
)

|t
, ✭✸✳✾✮

µp

(

I>
f,①,t

)

|t
≤ f(①)|t . ✭✸✳✶✵✮

P✉✐sq✉❡ s−
f(①),t ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t ❞❡ L ❞♦♥t ❧❛ t✲✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❡st é❣❛❧❡ à f(①)|t✱ ✭✸✳✾✮

éq✉✐✈❛✉t à s−
f(①),t ≤ µ(I≥f,①,t)✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✉❛❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ s+

f(①),t ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ é❧é♠❡♥t ❞❡ L

❞♦♥t ❧❛ t✲✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❡st é❣❛❧❡ à f(①)|t✱ ✭✸✳✶✵✮ éq✉✐✈❛✉t à µ(I>
f,①,t) ≤ s+

f(①),t✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✵✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✻ ❛✉① ❝❛s ♦ù L ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s
❞✐str✐❜✉t✐❢ ❜♦r♥é ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ♣❧♦♥❣é ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ✜♥✐ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ L ❡st ✉♥❡
❝❤❛✐♥❡✱ ❡t q✉❡ ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❉✐❧✇♦rt❤ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té✱ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✾
❞❡✈✐❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✻✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✶✳ ❯♥❡ ❋▲P p : Ln → L ❛♣♣❛rt✐❡♥t à I(f) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ① ∈ D ❡t
t♦✉t t ∈ [k]✱

s−
f(①),t ≤ µp

(

I≥f,①,t

)

❡t µp

(

I>
f,①,t

)

≤ s+
f(①),t .

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❋▲P ✐♥t❡r♣♦✲
❧❛♥t f ✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s− ≤ µ(I) ✭♦ù s− ∈ L✮
❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ µ(I) ≤ s+ ✭♦ù s+ ∈ L✮✳ ❖♥ r❡♣rés❡♥t❡♥t
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t f ♣❛r ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

C−
f =

{(

I≥f,①,t ✱ s−
f(①),t

) ∣

∣

∣
① ∈ D, t ∈ [k]

}

❡t C+
f =

{(

I>
f,①,t ✱ s+

f(①),t

) ∣

∣

∣
① ∈ D, t ∈ [k]

}

.

✹✻



✸✳✻✳ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ I(f)

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❋▲P p ∈ I(f) s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
µp✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ µp(I) = νp([n]\I) ✭✈♦✐r ❘❡♠❛rq✉❡ ✸✷✮✱ t♦✉t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

s− ≤ µp

(

I≥
)

(

r❡s♣✳ µp

(

I>
)

≤ s+
)

❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à νp s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

s− ≤ νp
(

[n]\I≥
)

(

r❡s♣✳ νp
(

[n]\I>
)

≤ s+
)

.

✸✳✻✳✷ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❋▲P ♣❛rt✐❡❧❧❡s

■❧ s❡ ♣❡✉t q✉❡ C−
f ❡t C+

f ❞é❝r✐✈❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❋❊◆❉ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ✭❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✮✱ I(f) ❡st ✈✐❞❡✳ ❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✐❞❡♥t✐✜é❡ ❡♥
t❡st❛♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t
❞❡ C−

f ✮ ❛✈❡❝ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✭❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ C+
f ✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✷✳ ▲❡s ❛ss❡rt✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

✶✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ✉♥❡ ❋▲P ♣❛rt✐❡❧❧❡✳

✷✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❋❊◆❉ µ : 2[n] → L t❡❧❧❡ q✉❡

∀
(

I≥, s−
)

∈ C−
f s− ≤ µ

(

I≥
)

❡t ∀
(

I>, s+
)

∈ C+
f µ

(

I>
)

≤ s+.

✸✳ P♦✉r t♦✉t (I≥, s−) ∈ C−
f ❡t t♦✉t (I>, s+) ∈ C+

f

I≥ ⊆ I> =⇒ s− ≤ s+.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✶✱ ❧❡s ❛ss❡rt✐♦♥s ✶✳ ❡t ✷✳ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝
♣r♦✉✈❡r q✉❡ ✷ ❡t ✸ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✷ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✸✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ ✸ ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ (I≥, s−) ∈ C−

f ❡t (I>, s+) ∈ C+
f t❡❧s q✉❡ I≥ ⊆ I> ❡t

s− 6≤ s+✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ µ : 2[n] → L ✈ér✐✜❛♥t

s− ≤ µ(I≥) ❡t µ(I>) ≤ s+

♦♥ ❛ µ(I≥) 6≤ µ(I>)✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ µ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❉♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✷ ♥✬❡st
♣❛s ✈ér✐✜é❡✳

❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ✸ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ✸ ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
µ : 2[n] → L ♣❛r

µ(I) =
∨

{

s−
∣

∣ (I≥, s−) ∈ C−
f ❡t I≥ ⊆ I

}

.

◆♦t❡③ q✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
∨

∅ = ⊥✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡ ❡st ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭❝✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡
❋❊◆❉✮✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t (I≥, s−) ∈ C−

f ♦♥ ❛ s− ≤ µ(I≥)✳

▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ µ(I>) ≤ s+ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r t♦✉t (I>, s+) ∈ C+
f ✳ ❙♦✐t (I>, s+) ∈

C+
f ✳ P✉✐sq✉❡ ✸✳ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♦♥ ❛

∀(I≥, s−) ∈ C−
f : I≥ ⊆ I> =⇒ s− ≤ s+.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
µ(I>) =

∨

{

s−
∣

∣ (I≥, s−) ∈ C−
f ❡t I≥ ⊆ I>

}

≤ s+.

✹✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s s✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢s ❜♦r♥és

P♦✉r ✜♥✐r✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s p− ❡t p+ ❞❡ I(f)✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ µp− ❡t ❞❡ νp+ ✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❝❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✭♣❧✉tôt q✉❡ µp+

❡t νp−✮✱ ❝❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❢♦❝❛✉① ❞❡ µp− ✭r❡s♣✳ νp+✮ ❡st ❛✉ ♣❧✉s é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s C−

f ✭r❡s♣✳ C+
f ✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈❡ ♣♦✐♥t ❡st ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✹✹✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✸✳ ❙✐ I(f) ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ s❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❞é✜♥✐❡s ♣❛r

p−(①) =
∨

I⊆[n]

µp−(I) ∧
∧

i∈I

xi ❡t p+(①) =
∧

I⊆[n]

νp+(I) ∨
∨

i∈I

xi,

♦ù ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s µp− ❡t νp+ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r

µp−(I) =
∨

{

s−
∣

∣

∣ (I≥, s−) ∈ C−
f ❡t I≥ ⊆ I

}

✭✸✳✶✶✮

❡t ♣❛r

νp+(I) = µp+([n]\I) =
∧

{

s+
∣

∣

∣ (I>, s+) ∈ C+
f ❡t [n]\I ⊆ I>

}

. ✭✸✳✶✷✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ p− ❞❡ I(f) ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❋▲P t❡❧❧❡ q✉❡

∀(I≥, s−) ∈ C−
f , s− ≤ µp−(I). ✭✸✳✶✸✮

P✉✐sq✉❡ µp− ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ❋❊◆❉ q✉✐ s♣é❝✐✜❡ ✉♥❡ ❉◆❋ ❞❡ p−✱ ❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❋❊◆❉
q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✭✸✳✶✸✮✳ ▲✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✶✶✮ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❡①♣r✐♠❡ νp+ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ µp+ ✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❋❊◆❉ q✉✐ ✈ér✐✜❡

∀(I>, s+) ∈ C+
f , µp+(I) ≤ s+.

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✹✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ µ : 2[n] → L ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

µ(I) =

{

∨
{

s−
∣

∣ (I≥, s−) ∈ C−
f ❡t I≥ ⊆ I

}

s✐ ∃s− ∈ L t❡❧ q✉❡ (I, s−) ∈ C−
f

⊥ s✐♥♦♥✳

s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [µ∗
p−

, µp− ] ❡t ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❉◆❋ ❞❡ p−✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r p−

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s C−
f ✱ q✉✐ ❡st

❧✉✐ ♠ê♠❡ ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à |D|k✳
❆✜♥ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ I(f) ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

ν : 2[n] → L ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ν(I) =

{

∧
{

s+
∣

∣ (I>, s+) ∈ C+
f ❡t [n]\I ⊆ I>

}

s✐ ∃s+ ∈ L t❡❧ q✉❡ ([n]\I, s+) ∈ C+
f

⊤ s✐♥♦♥✳

s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [νp+ , ν
∗
p+
] ❡t ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❈◆❋ ❞❡ p+✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ❧❡ s✉♣♣♦rt t❤é♦r✐q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡
❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ I(f) ❡t ✈ér✐✜❡ s✐ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ✈✐❞❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à |D|✱
n ❡t k✳ ◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s
❞✬❡①♣♦s❡r✳

✹✽



✸✳✻✳ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ I(f)

♣❤②s✐q✉❡ ❧✐ttér❛t✉r❡ é❝♦♥♦♠✐❡ ❛❧❣è❜r❡ ❣é♥ér❛❧
ét✉❞✐❛♥t ✶ ✺ ✺ ❄ ✹ ✹
ét✉❞✐❛♥t ✷ ✸ ✸ ✸ ✸ ✸
ét✉❞✐❛♥t ✸ ✺ ✸ ✸ ✺ ✺
ét✉❞✐❛♥t ✹ ❄ ✶ ✷ ✹ ✸

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ◆♦t❡s ❛ttr✐❜✉é❡s ❛✉① ét✉❞✐❛♥ts✳

✸✳✻✳✸ ❊①❡♠♣❧❡

❈❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝❛s ✜❝t✐❢ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♠✉❧t✐✲❝r✐tèr❡s ♣❛r ✉♥❡
❋▲P✱ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ q✉✐ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ét✉❞✐❛♥ts ❛②❛♥t été ♥♦tés ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✉rs✱ s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡

✐♥s✉✣s❛♥t ❁ ♣❛ss❛❜❧❡ ❁ ❛ss❡③✲❜✐❡♥ ❁ ❜✐❡♥ ❁ très✲❜✐❡♥.

P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝♦♥❝✐s✐♦♥✱ ❝❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s s♦♥t ♥♦té❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 1✱ 2✱ 3✱ 4 ❡t 5✱ ❡t
♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ T ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ 1✱ 2✱ 3✱ 4 ❡t 5✳ ❯♥ ❥✉r② ❛ttr✐❜✉❡ ✉♥❡ ♥♦t❡ ❣é♥ér❛❧❡ à
❝❤❛q✉❡ ét✉❞✐❛♥t✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡s ♥♦t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦✉rs✳ ▲❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s
♥♦t❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r q✉❛tr❡ ét✉❞✐❛♥ts✳ ❉❡✉① ♥♦t❡s s♦♥t ♠❛♥q✉❛♥t❡s✱ ❝❡rt❛✐♥s ét✉❞✐❛♥ts ❛②❛♥t été
❞✐s♣❡♥sés ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝♦✉rs✳ ▲❡s ♥♦t❡s ♠❛♥q✉❛♥t❡s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ♣❛r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡rr♦❣❛t✐♦♥✳

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠♦❞é❧✐s❡r ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡ ❥✉r② ❛ttr✐❜✉❡ ✉♥❡ ♥♦t❡ ❣é♥é✲
r❛❧❡ à ❝❤❛q✉❡ ét✉❞✐❛♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡s ♥♦t❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♠❛t✐èr❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ❣ér❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
♠❛♥q✉❛♥t❡s✱ ♦♥ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ [1, 5]✱ q✉✐
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❝❤❛❝✉♥ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r s✉r T ✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉r a ∈ T

❝♦♥♥✉❡ ❛✈❡❝ ❝❡rt✐t✉❞❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [a, a]✱ t❛♥❞✐s q✉✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠❛♥q✉❛♥t❡ ❡st
r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [1, 5] ✭✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ t♦t❛❧❡✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❚ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s s♦✉s✲✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
❞❡ [1, 5]✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ∧ ❡t ∨ s✉r ❚ ♣❛r

[a, b] ∨ [c, d] = [a ∨ c, b ∨ d] ❡t [a, b] ∧ [c, d] = [a ∧ c, b ∧ d].

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ∧ ❡t ∨ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❚ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♣♦✉r t♦✉t
a, b ∈ {1, 2, 3, 4, 5}✱ s✐ x ∈ [a, b] ❡t y ∈ [c, d]✱ ❛❧♦rs x ∧ y ∈ [a ∧ c, b ∧ d] ❡t x ∨ y ∈ [a ∨ c, b ∨ d]✳
▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ∧ ❡t ∨ s✉r ❚ ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢ ✜♥✐ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✮✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡
à ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❞✉ ❥✉r② ♣❛r ✉♥❡ ❋▲P ❞❡ ❚4 ✈❡rs ❚ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s
❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡✳ ❙✐ ♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ f ✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❋▲P ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝
t♦✉s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ s♦♥t ❧❡s ❋▲P q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à I(f)✳

P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❉✐❧✇♦rt❤ ❞❡ ❚✳ ❘❡♠❛rq✉❡③ q✉❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❚
❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ s♦✉s✲tr❡✐❧❧✐s ❞❡ T 2 q✉✐ ❛ ♣♦✉r ✉♥✐✈❡rs ❧❡ s✐♠♣❧❡① ❞✬♦r❞r❡ {(a, b) ∈ T 2 | a ≤ b}.
❙♦✐t L1 = L2 = T ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❉✐❧✇♦rt❤ ❞❡ ❚ ❞❛♥s L1 × L2 ♣❛r

[a, b]|1 = a ❡t [a, b]|2 = b,

♣♦✉r t♦✉t [a, b] ∈ ❚✳
P♦✉r r❛♣♣❡❧✱ ❝❤❛q✉❡ ♥♦t❡ a ∈ T ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [a, a] ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❛♥q✉❛♥t❡s

s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [1, 5]✳ ❖♥ ❞é♥♦t❡ ❧❡ t✉♣❧❡ ❞❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞✬✉♥ ét✉❞✐❛♥t
♣❛r ①i✱ ♦ù i ❡st ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞✐❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ P♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ét✉❞✐❛♥t✱
❧❡ ♠♦❞è❧❡ p ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r

p(①1) = [4, 4] ♦ù ①1 = ([5, 5], [5, 5], [1, 5], [4, 4]).

✹✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s s✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢s ❜♦r♥és

[1, 1]

[2, 2]

[3, 3]

[4, 4]

[5, 5]

[1, 5]

[1, 2]

[2, 3]

[3, 4]

[4, 5]

[1, 3]

[2, 4]

[3, 5]

[1, 4]

[2, 5]

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢ ❚ ❞❡s s✉❜✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ [1, 5]✳

❖♥ ❛

s−[4,4],1 = [4, 4] s+[4,4],1 = [4, 5] I≥
f,①1,1

= {1, 2, 4} I>

f,①1,1 = {1, 2}

s−[4,4],2 = [1, 4] s+[4,4],2 = [4, 4] I≥
f,①1,2

= {1, 2, 3, 4} I>

f,①1,2 = {1, 2, 3}

❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✾ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

[4, 4] ≤ µp({1, 2, 4}) ❡t µp({1, 2, 3}) ≤ [4, 4].

P♦✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ét✉❞✐❛♥t✱ p ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r

p(①2) = [3, 3] ♦ù ①2 = ([3, 3], [3, 3], [3, 3], [3, 3]).

❖♥ ❛

s−[3,3],1 = [3, 3] s+[3,3],1 = [3, 5] I≥
f,①2,1

= {1, 2, 3, 4} I>

f,①2,1 = {}

s−[3,3],2 = [1, 3] s+[3,3],2 = [3, 3] I≥
f,①2,2

= {1, 2, 3, 4} I>

f,①2,2 = {}

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ✿

[3, 3] ≤ µp({1, 2, 3, 4}) ❡t µp({}) ≤ [3, 3].

P♦✉r ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ét✉❞✐❛♥t✱ p ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r

p(①3) = [5, 5] ♦ù ①3 = ([5, 5], [3, 3], [3, 3], [5, 5]).

❖♥ ❛

s−[5,5],1 = [5, 5] s+[5,5],1 = [5, 5] I≥
f,①3,1

= {1, 4} I>

f,①3,1 = {}

s−[5,5],2 = [1, 5] s+[5,5],2 = [5, 5] I≥
f,①3,2

= {1, 4} I>

f,①3,2 = {}

❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ✿

[5, 5] ≤ µp({1, 4}) ❡t µp({}) ≤ [5, 5].

✺✵



✸✳✻✳ ◆♦✉✈❡❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ I(f)

P♦✉r ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ ét✉❞✐❛♥t✱ p ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r

p(①4) = [3, 3] ♦ù ①4 = ([1, 5], [1, 1], [2, 2], [4, 4]).

❖♥ ❛

s−[3,3],1 = [3, 3] s+[3,3],1 = [3, 5] I≥
f,①4,1

= {4} I>

f,①4,1 = {4}

s−[3,3],2 = [1, 3] s+[3,3],2 = [3, 3] I≥
f,①4,2

= {1, 4} I>

f,①4,2 = {1, 4}

❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s

[3, 3] ≤ µp({4}) ❡t µp({1, 4}) ≤ [3, 3].

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s ❞❡ f s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s

C−
f =

{

(

{1, 2, 4}✱[4, 4]
)

,
(

{1, 2, 3, 4}✱[3, 3]
)

,
(

{1, 4}✱[5, 5]
)

,
(

{4}✱[3, 3]
)

}

,

C+
f =

{

(

{1, 2, 3}✱[4, 4]
)

,
(

{}✱[3, 3]
)

,
(

{}✱[5, 5]
)

,
(

{1, 4}✱[3, 3]
)

}

.

❘❡♠❛rq✉❡③ q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❋▲P ♥✬❡st à ❧❛ ❢♦✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ({1, 4}, [5, 5]) ❞❡ C−
f ❡t ❧❛

❝♦♥tr❛✐♥t❡ ({1, 4}, [3, 3]) ❞❡ C+
f ✱ ♣✉✐sq✉❡ {1, 4} ⊆ {1, 4} ❡t [5, 5] > [3, 3]✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✉❝✉♥❡ ❋❊◆❉

µ : 2[n] → L ♥❡ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r

[5, 5] ≤ µ({1, 4}) ❡t µ({1, 4}) ≤ [3, 3].

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❛✉❝✉♥❡ ❋▲P ♥✬❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ✸ ❡t ✹ ❞❡ ❧❛
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ❞é❝✐❞❡ ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❛ ✹✲è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

C−
f =

{

(

{1, 2, 4}✱[4, 4]
)

,
(

{1, 2, 3, 4}✱[3, 3]
)

,
(

{1, 4}✱[5, 5]
)

}

,

C+
f =

{

(

{1, 2, 3}✱[4, 4]
)

,
(

{}✱[3, 3]
)

,
(

{}✱[5, 5]
)

}

.

❈❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡❞♦♥❞❛♥t❡s ❀ ❝❡rt❛✐♥s ❝♦✉♣❧❡s ✭♠❛rq✉és ❡♥ r♦✉❣❡✮
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✉♣♣r✐♠és s❛♥s ♠♦❞✐✜❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋▲P ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ C+

f ✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ({1, 2, 3}, [4, 4]) r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡
({}, [5, 5])✱ ♣✉✐sq✉❡ t♦✉t❡ ❋❊◆❉ µ q✉✐ ✈ér✐✜❡ µ({1, 2, 3}) ≤ [4, 4] ✈ér✐✜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t µ({}) ≤ [5, 5]✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✐♠♣❧✐✜és C−∗

f ❡t C+∗
f ✿

C−∗
f =

{

(

{1, 4}✱[5, 5]
)

}

,

C+∗
f =

{

(

{1, 2, 3}✱[4, 4]
)

,
(

{}✱[3, 3]
)

}

.

❖♥ ❞é♥♦t❡ ♣❛r p− ❡t p+ ❧❡s ❜♦r♥❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡✮ ❞❡ I(f)✳ ❊♥ s✬❛♣✲
♣✉②❛♥t s✉r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✸ ❡t ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✹✹✱ ♦♥ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡s ❜♦r♥❡s p− ❡t p+ ❞❡ I(f) ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ C−∗

f ❡t C+∗
f ✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ µ∗

p−
❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

µ∗
p−(I) =

{

[5, 5] s✐ I = {1, 4},

⊥ s✐♥♦♥✳

✺✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s s✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢s ❜♦r♥és

❉♦♥❝ p− ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

p−(①) = [5, 5] ∧ x1 ∧ x4.

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r p+✱ ♦♥ ❡①♣r✐♠❡ ν∗
p+

❞✬❛♣rès ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ C+∗
f ✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ν∗

p+
❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

ν∗p+(I) =











[3, 3] s✐ [n]\I = {} (❝✳à✳❞✳ I = {1, 2, 3, 4}),

[4, 4] s✐ [n]\I = {1, 2, 3} (❝✳à✳❞✳ I = {4}),

⊤ s✐♥♦♥✳

❉♦♥❝ p+ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

p+(①) =
(

[3, 3] ∨ x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4

)

∧
(

[4, 4] ∨ x4

)

.

✸✳✼ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ I(f) ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

✸✳✼✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ rés♦❧✈❡♥t ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à n✱ |D| ❡t k✳ ▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾ ❞é✜♥✐t
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥str✉✐t ❡t r❡♥✈♦✐❡ ❞❡s ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s C−

f ❡t C+
f ♣♦✉r

✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞♦♥♥é❡✳ ▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ t❡st❡ s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❋▲P
❞é❝r✐t❡s ♣❛r C−

f ❡t C+
f ❡st ✈✐❞❡ ♦✉ ♥♦♥✳

❉❛♥s ❧❡s ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ✾✱ ✶✵ ❡t ✶✶✱ C−
f ❡t C+

f s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❡s ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡s C− ❡t C+✱
❞♦♥t ❧❡s ❝❧és s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ [n] ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ L✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❛ss♦❝✐é❡
à ✉♥❡ ❝❧é G ❞❛♥s C− ♦✉ C+ ❡st ❞é♥♦té❡ ♣❛r C−[G] ♦✉ C+[G]✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✿ ❈❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡s C− ❡t C+✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : D → L✳

✶ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❈❆▲❈❯▲❊❘❴❈❖◆❚❘❆■◆❚❊❙(f)
✷ C− ← ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✈✐❞❡
✸ C+ ← ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✈✐❞❡
✹ ♣♦✉r ① ∈ D ❢❛✐r❡
✺ ♣♦✉r t ∈ {1, . . . , k} ❢❛✐r❡
✻ I≥ ← {i | xi|t ≥ f(①)|t}
✼ I> ← {i | xi|t > f(①)|t}
✽ s− ←

∧

{a ∈ L | a|t = f(①)|t}
✾ s+ ←

∨

{a ∈ L | a|t = f(①)|t}
✶✵ ▼❆❏−(C−, I≥, s−)
✶✶ ▼❆❏+(C+, I>, s+)

✶✷ r❡t♦✉r♥❡r C−, C+

➚ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ♣♦✉r✱ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❝❛r❛❝✲
tér✐s❛♥t ❧❡s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s ❞❡ f s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡t ❛❥♦✉té❡s à C+

f ❡t C−
f ✈✐❛ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❯P❉❆❚❊−

✺✷



✸✳✼✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ I(f) ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

❡t ❯P❉❆❚❊+✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❧❡s ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ✶✵ ❡t ✶✶✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✵✿ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s✳
✶ ❢♦♥❝t✐♦♥ ▼❆❏−(C−, I≥, s−)
✷ s✐ I≥ ❡st ✉♥❡ ❝❧é ❞❛♥s C− ❛❧♦rs
✸ C−[I≥]← C−[I≥] ∨ s−

✹ ❛❧♦rs
✺ C−[I≥]← s−

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶✿ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s✳
✶ ❢♦♥❝t✐♦♥ ▼❆❏+(C+, I>, s+)
✷ s✐ I> ❡st ✉♥❡ ❝❧é ❞❛♥s C+ ❛❧♦rs
✸ C+[I>]← C+[I>] ∧ s+

✹ ❛❧♦rs
✺ C+[I>]← s+

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✺✳ ▲♦rsq✉✬♦♥ ❛ ❞❡✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s

µ(I≥) ≥ s−1 ❡t µ(I≥) ≥ s−2 ,

❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ I≥✱ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ rés✉♠é❡s ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ µ(I≥) ≥ s−1 ∨ s−2 . ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✉❛❧❡✱ ❞❡✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s

µ(I>) ≤ s+1 ❡t µ(I>) ≤ s+2 ,

❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ I>✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ rés✉♠é❡s ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ µ(I>) ≤ s+1 ∧ s

+
2 . P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧♦rsq✉✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ✭❝❧é✱✈❛❧❡✉r✮ ❞♦♥t ❧❛ ❝❧é ❛♣♣❛rt✐❡♥t

❞é❥à à ❧❛ t❛❜❧❡ C− ✭r❡s♣✳ C+✮ ② ❡st ✐♥séré❡ ✭✈♦✐r ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ✶✵ ❡t ✶✶✱ ❧✐❣♥❡ ✷✮✱ ❧✬❛♥❝✐❡♥♥❡ ❡t ❧❛
♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ❝❧é s♦♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♠❜✐♥é❡s ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ∨ ✭r❡s♣✳ ∧✮✳

❊♥✜♥✱ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✷ ♣♦✉r t❡st❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❋▲P q✉✐
s❛t✐s❢❛✐t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ C−

f ❡t C+
f ✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❚❊❙❚❴❈❖◆❚❘❆■◆❚❊❙ r❡♥✈♦✐❡ ✈r❛✐

s✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❋▲P ❡①✐st❡✱ ❢❛✉① s✐♥♦♥✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷✿ ❘❡♥✈♦✐❡ ✈r❛✐ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r C− ❡t C+

❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡✳
✶ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❚❊❙❚❴❈❖◆❚❘❆■◆❚❊❙(C−, C+)
✷ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ (I>, s+) ❞❛♥s C+ ❢❛✐r❡
✸ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ (I≥, s−) ❞❛♥s C− ❢❛✐r❡
✹ s✐ I≥ ⊆ I> ❡t s− 6≤ s+ ❛❧♦rs
✺ r❡t♦✉r♥❡r ❢❛✉①

✻ r❡t♦✉r♥❡r ✈r❛✐

✸✳✼✳✷ ❈♦♠♣❧❡①✐té

▲❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é♣❡♥❞ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
∧ ❡t ∨✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ L✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ L ❡st r❡♣rés❡♥té

✺✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s s✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢s ❜♦r♥és

♣❛r ✉♥ t✉♣❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ❙♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✳✻✳✷✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s
❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦✉♣❧❡r ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ❞❡
L ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①✱ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ❙♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✳✻✳✶✮✳
❖♥ ❡①♣r✐♠❡r❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ∆✱ ♦ù O(∆) ❡st ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❛✉ ♣✐r❡ ❝❛s ❞❡s tâ❝❤❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ t❡st❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ a ≤ b✱ r❡t♦✉r♥❡r a∧b ❡t r❡t♦✉r♥❡r
a ∨ b✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ① ∈ D✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r f(①) ❡♥ O(1)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✻✳ ❖♥ ♣❡✉t ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❈❆▲❈❯✲
▲❊❘❴❈❖◆❚❘❆■◆❚❊❙ s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥ O(|D|k(n+ |L|∆))✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s ✻ ❡t ✼ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❡①é❝✉t❡♥t ❡♥ O(n) ✭♦♥ ré❛❧✐s❡ n ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s
❡♥tr❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✮✳

❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ s−
f(①),t ❡t s+

f(①),t ✭❧✐❣♥❡s ✽ ❡t ✾✮ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ f(①) ❡t t ❞♦♥♥é❡s
♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t ❡♥ O(|L|∆)✳

■❧ r❡st❡ à é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ▼❆❏− ❡t ▼❆❏+✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ à ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❞❡s ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡s C− ❡t C+ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ tr✐❡ ❬✶✹❪✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❣❛r❛♥t✐r
q✉✬✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦✉ ✉♥❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ C− ♦✉ C+ s✬❡✛❡❝t✉❡r❛ ❡♥ O(n)✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ▼❆❏− ❡t ▼❆❏+ ❡st ❞♦♥❝ O(n+∆)✳

▲❡s ❧✐❣♥❡s ✻ à ✶✶ ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾ s♦♥t ❡①é❝✉té❡s |D|k ❢♦✐s✱ ❞♦♥❝ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❈❆▲❈❯✲
▲❊❘❴❈❖◆❚❘❆■◆❚❊❙ ❡st

O
(

|D|k(n+ |L|∆+ n+∆)
)

= O
(

|D|k(n+ |L|∆)
)

.

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✼✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ s−
f(①),t ❡t s

+
f(①),t ét❛♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r f(①)|t✱ ❡❧❧❡s ♦♥t r❡s♣❡❝t✐✲

✈❡♠❡♥t |L1|+ · · ·+ |Lk| ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❆✜♥ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s−
f(①),t ❡t s

+
f(①),t ♥✬✐♠♣❛❝t❡ ♣❛s ❧❛

❝♦♠♣❧❡①✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧é❡s ❡t st♦❝❦é❡s ❞❛♥s ✉♥
t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ t❛✐❧❧❡ O(|L1|+ · · ·+ |Lk|)✳ ❈❡ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥

O((|L1|+ · · ·+ |Lk|)|L|∆) = O(|J (L)||L|∆).

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❈❆▲❈❯▲❊❘❴❈❖◆❚❘❆■◆❚❊❙ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs O(|D|k(n+∆))✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✽✳ ❖♥ ♣❡✉t ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❚❊❙❚❴❈❖◆✲
❚❘❆■◆❚❊❙ s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥ O(|D|2k2(n+∆))✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s st♦❝❦é❡s ❞❛♥s C− ❡t C+ ❡st ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ |D|k✱
❧❛ ❧✐❣♥❡ ✹ ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷ s✬❡①é❝✉t❡ ❛✉ ♣❧✉s |D|2k2 ❢♦✐s✳ ❖♥ ♣❡✉t t❡st❡r I≥ ⊆ I> ❡♥ O(n) ❡t
s− 6≤ s+ ❡♥ O(∆)✳

❊♥✜♥✱ ❧❡s ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡s C− ❡t C+ ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❈❆▲❈❯▲❊❘❴❈❖◆❚❘❆■◆❚❊❙ ❝♦♥st✐✲
t✉❡♥t ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s p− ❡t p+ ❞❡ I(f) ✭s✐ I(f) 6= ∅✮✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝❧és ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ét❛♥t ❛✉ ♣❧✉s |D|k✱ ❧❡s ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ✼ ❡t ✽ ♣❡r♠❡tt❡♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r p−(①) ❡t p+(①) ❡♥ O(|D|kn∆)✱ ♣♦✉r t♦✉t ① ∈ D✳

◆♦t❡③ q✉❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ét❛♣❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♦♥
❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ I(f) ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù I(f) 6= ∅✮✳ ❉❛♥s ✉♥
❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ s✐ ❧❡s ❋▲P p− ❡t p+ ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é❝r✐✈❡♥t ✉♥
✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ s✐ p− ≤ p+✮✳ ❈❡ s❝❤é♠❛ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s
❬✷✹❪ ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ❋▲P p− ❡t p+ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é♥♦té❡s ♣❛r p❝❧ ❡t p✐♥t ❞❛♥s ❧❛ ❙♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✶✮
s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s✱ ❛✈❛♥t ❞❡ t❡st❡r s✐ p− ≤ p+✳

✺✹



✸✳✼✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ I(f) ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❬✷✹❪✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ à ✉♥ ♥♦♠❜r❡
ré❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ I(f)✳

❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ O(|D|k(n + |L|∆)) ♣❛r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ t❛♥❞✐s
q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ O(2n|D|n∆) ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❬✷✹❪ ✭✈♦✐r ❘❡♠❛rq✉❡ ✸✹✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ t❡♠♣s
♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r t❡st❡r s✐ p− ≤ p+ ❡st O(|D|2k2(n+∆)) ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❝♦♥tr❡ O(2n∆) ❞❛♥s
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❬✷✹❪✳

✸✳✼✳✸ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

▲❡s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✹✻ ❡t ✹✽ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉✲
t✐♦♥ ❛✉ ♣✐r❡ ❝❛s ❞❡s ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ✾ ❡t ✶✷✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧
s❡ ♣❡✉t q✉✬❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦✐t ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t✳

❆✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ❝❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ❞❡s t❡sts à
♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❣é♥éré❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s t❡sts s✉r ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❖♥ ❣é♥èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ f : D → L ✭♦ù D ⊆ Ln✮ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s tr♦✐s
ét❛♣❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✭q✉✐ s♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ♣❧✉s ❧♦✐♥✮✳

❆✳ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢ ✜♥✐ L✳

❇✳ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❋▲P p : Ln → L✱

❈✳ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ D ⊆ Ln✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : D → L ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r f(①) = p(①) ♣♦✉r t♦✉t ① ∈ D✳

❆✳ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢ ✜♥✐

❈❤❛q✉❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢ ✜♥✐ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é ❞❡ s❡s é❧é♠❡♥ts ❥♦✐♥✲
✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ✭✈♦✐r ❙♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳✷✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐❢ ✜♥✐ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é✳
❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥
✭❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ s❡r❛ ❞é❝✐❞é❡ ❛ ♣r✐♦r✐✮✳ ▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢ ✜♥✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❡s é❧é♠❡♥ts ❥♦✐♥✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡
❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❤❛✉t❡✉r ❞♦♥♥é❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡❢♦r♠✉❧é❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r h

❞♦♥♥é ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ X ❞❡ t❛✐❧❧❡ h✱ ❣é♥ér❡r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ ≤ s✉r X✳ ❈❡tt❡ tâ❝❤❡
♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s ❬✹✾❪✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ q✉✐
❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥ s❡❝♦♥❞ ♣❛r❛♠ètr❡ ρ ∈ [0, 1]✳

Pr♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢ ✜♥✐✭h, ρ✮✳

✶✳ ❙♦✐t X = {x1, . . . , xh} ❡t R = {(x1, x1), . . . , (xh, xh)}✳

✷✳ P♦✉r t♦✉t i, j ∈ [h] t❡❧s q✉❡ i < j✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ (xi, xj) à R ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ρ✳

✸✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ R ét❛♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ré✢❡①✐✈❡ ❡t ❛❝②❝❧✐q✉❡ s✉r X✱ s❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ≤ ❡st
✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ s✉r X✳

✹✳ ❖♥ r❡t♦✉r♥❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s (O(X),⊆)✳

◆♦t❡③ q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ρ ré❣✉❧❡ ❧❛ ✏❧✐♥é❛r✐té✑ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ ♦❜t❡♥✉ ❀ ♣❧✉s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ρ

❡st é❧❡✈é❡✱ ♣❧✉s ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞✉ tr❡✐❧❧✐s t✐rés ❛✉ ❤❛s❛r❞ s♦✐❡♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
❛✉❣♠❡♥t❡ ❀ ❧♦rsq✉❡ ρ = 0✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ≤ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬é❣❛❧✐té ✭❝✬❡st à ❞✐r❡
q✉❡ xi ≤ xj ⇒ i = j✮✱ ❡t (O(X),⊆) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ X ♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❀
❧♦rsq✉❡ ρ = 1✱ ≤ ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ s✉r X✱ ❡t (O(X),⊆) ❡st ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡✳

✺✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s s✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢s ❜♦r♥és

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ✶✵ tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢s ❣é♥érés ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✭h = 5✱ ρ = 0.6✮✳

❇✳ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❋▲P

❖♥ ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ❋▲P p ❡♥ s♣é❝✐✜❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ µp s✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ [n]✳ ❈❡tt❡
♣r♦❝é❞✉r❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ g q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❢♦❝❛✉① ❞❡ µp✳

✶✳ ❖♥ t✐r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t g s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ [n] ✭s❡❧♦♥ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r 2[n])✳ ❖♥
❞é♥♦t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❛✐♥s✐ t✐rés ♣❛r ❋ = {I1, . . . , Ig}✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ µp s❡r❛
❞é✜♥✐❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ t♦✉s s❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❢♦❝❛✉① s♦♥t ❞❛♥s ❋✳

✷✳ P♦✉r i ❞❡ 1 à g✱ ♦♥ ♣♦s❡ µp(Ii) = ai ♦ù ai ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [a−, a+]✱ t✐ré
❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❞♦♥t ❧❡s ❜♦r♥❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

a− =
∨

{

µp(Ij)
∣

∣

∣
j ∈ [1, i−1] ❡t Ij ⊂ Ii

}

❡t a+ =
∧

{

µp(Ij)
∣

∣

∣
j ∈ [1, i−1] ❡t Ii ⊂ Ij

}

.

◆♦t❡③ q✉❡ a1 ❡st t✐ré ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [⊥,⊤]✳ P♦✉r t♦✉t J ∈ 2[n]\❋✱ ♦♥ ♣♦s❡

µp(J) =
∨

{

µp(Ii)
∣

∣

∣
Ii ∈ ❋ ❡t Ii ⊆ J

}

,

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ J ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ❢♦❝❛❧ ❞❡ µp ✭❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ µp s✉r J ♥✬❛ ❞♦♥❝ ♣❛s
à êtr❡ ♠é♠♦r✐sé❡✱ ✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✷ ❡t ✸✳✸✮✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ µp ❡st ✉♥❡ ❋❊◆❉ ♣♦ssé❞❛♥t ❛✉ ♣❧✉s g ❡♥s❡♠❜❧❡s
❢♦❝❛✉①✳

❈✳ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ D ⊆ Ln

❙♦✐t m ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ f ✳ ❖♥ t✐r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t m é❧é♠❡♥ts ❞❡ Ln s❡❧♦♥
✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❖♥ ❞é♥♦t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts ♣❛r

D = {①1, . . . ,①m}.

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ f : D → L ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r f(①) = p(①)✳
❊♥ t♦✉t✱ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ❞❡s ✺ ♣❛r❛♠ètr❡s h✱ ρ✱ n✱ g ❡t

m✳

✸✳✼✳✹ ➱t✉❞❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡♥ ❏❛✈❛ ✸✳ ▲❡s t❡sts ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és s✉r ✉♥ ❈P❯ ■♥t❡❧
❈♦r❡ ✐✼✲✹✻✵✵❯✳ ▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s L à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ❉✐❧✇♦rt❤ tr✐✈✐❛❧ ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t tr❡✐❧❧✐s ♦♥ ❛ k = |J (L)|✱ ❡t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ tr❡✐❧❧✐s
s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s t✉♣❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s✮✳

P♦✉r r❛♣♣❡❧✱ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❝✐♥q ♣❛r❛♠ètr❡s ✿

✸✳ ❤tt♣s✿✴✴❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴◗●❇r❛❜❛♥t✴❥❛✈❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥

✺✻

https://github.com/QGBrabant/javaggregation


✸✳✼✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ I(f) ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

◆♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❢♦❝❛✉① ✭g✮
✶✵ ✺✵ ✶✵✵ ✷✵✵ ✺✵✵ ✶✵✵✵

ρ

✵✳✵ ✶✺✶✳✵ ✶✺✾✳✻ ✶✹✼✳✵ ✶✼✶✳✺ ✶✹✷✳✸ ✶✹✼✳✽
✵✳✷ ✶✺✸✳✷ ✶✹✾✳✶ ✶✸✷✳✸ ✶✸✺✳✺ ✶✸✷✳✾ ✶✹✻✳✽
✵✳✹ ✶✸✹✳✶ ✶✸✾✳✼ ✶✻✶✳✷ ✶✸✾✳✹ ✶✸✻✳✼ ✶✸✻✳✸
✵✳✻ ✶✹✼✳✸ ✶✹✵✳✷ ✶✸✶✳✸ ✶✺✹✳✷ ✶✸✽✳✺ ✶✸✷✳✷
✵✳✽ ✶✸✵✳✷ ✶✸✺✳✵ ✶✹✵✳✹ ✶✸✷✳✺ ✶✸✷✳✹ ✶✸✷✳✾
✶✳✵ ✶✸✸✳✻ ✶✸✼✳✽ ✶✷✺✳✽ ✶✷✼✳✶ ✶✸✼✳✶ ✶✸✾✳✸

❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ❚❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ✾ ❡t ✶✷ ✭❡♥ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞❡s✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡
♠❛①✐♠❛❧ g ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❢♦❝❛✉① ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ρ ✭❛✈❡❝ n = 30✱ m = 10000✱ h = 10 ❡t p = 0.6✮✳

• h ✿ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❝♦♥s✐❞éré✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❥♦✐♥✲✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✱

• ρ ✿ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✱

• n ✿ ❧✬❛r✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✱

• g ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❢♦❝❛✉① ❞❡ ❋▲P ❛②❛♥t s❡r✈✐ à ❣é♥ér❡r f ✱

• m ✿ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ f ✳

❆✜♥ ❞❡ t❡♥t❡r ❞✬✐s♦❧❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡ h✱ ρ✱ n✱ g ❡t m s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡
♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ♦♥ ❧❛♥❝❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡sts✳

❯♥ t❡st s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿

• ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ f ✱

• ♠❡s✉r❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ✾ ❡t ✶✷✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ sér✐❡ ❞❡ t❡st✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ρ ❡t
g✳ ▲❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ❞♦♥♥❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ρ ❡t g✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉ ✭♠♦②❡♥♥é s✉r
✶✵ t❡sts✮✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♥t ♣❡✉ ❞✬✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ▲❛
❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ❞♦♥♥❡s ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✜①❡s ❞❡ ρ ❡t g ❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ n✱ |D|✱ h
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸ s♦♥t ❝♦❤ér❡♥ts ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛✉
♣✐r❡ ❝❛s O(|D|2k2(n+∆)) ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉
t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛✉ ♣✐r❡ ❝❛s ❛✉r❛✐t s✉❣❣éré✳
❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❝❡ t❡♠♣s ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à h ✭♣♦✉r
r❛♣♣❡❧✱ ❞❛♥s ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs h = k✮✱ ❡t ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ♣❛r
r❛♣♣♦rt à m ❡t n✱ t♦✉t ❡♥ ét❛♥t ♣❡✉ ✐♥✢✉❡♥❝é ♣❛r ρ ❛♥❞ g✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✾✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♦❜s❡r✈é ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ρ s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦tr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢❛ss❡ ✉s❛❣❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❉✐❧✇♦rt❤ tr✐✈✐❛✉①
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❢♦r❝❡ ❧✬é❣❛❧✐té k = |J (L)|✳ ❉❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù k ❡st ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ |J (L)| ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t s✬❛tt❡♥❞r❡ à ❝❡ q✉✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ρ ❢❛✈♦r✐s❡
✉♥❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r k ✭♣❧✉s ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✉ tr❡✐❧❧✐s s♦♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s
❡♥tr❡ ❡✉①✱ ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ J (L) t❡♥❞ à ❞✐♠✐♥✉❡r✮✱
❡t ❞♦♥❝ q✉✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r é❧❡✈é❡ ❞❡ ρ ❢❛ss❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

✺✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s s✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢s ❜♦r♥és

❚❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭♠✮
✶✵ ✶✵✵ ✶✵✵✵ ✶✵✵✵✵ ✺✵✵✵✵

❆
r✐
té

✭♥
✮

✶ 0.2 0.1 0.3 1.9 ✶0.8
✷ 0.0 0.0 0.3 2.5 ✶5.1
✸ 0.0 0.0 0.3 3.1 ✶7.6
✹ 0.0 0.1 0.3 3.4 ✷1.8
✺ 0.0 0.1 0.4 4.1 ✷5.0
✻ 0.0 0.1 0.4 5.4 ✷5.7

✶✵ 0.0 0.1 0.7 6.7 ✸1.8
✶✺ 0.0 0.1 0.7 8.2 ✹4.3
✷✵ 0.0 0.2 1.1 9.5 ✺0.5
✸✵ 0.0 0.2 1.3 ✶3.4 ✻6.3

h = 1

❚❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭♠✮
✶✵ ✶✵✵ ✶✵✵✵ ✶✵✵✵✵ ✺✵✵✵✵

❆
r✐
té

✭♥
✮

✶ 0.1 0.2 0.5 3.4 ✶5.7
✷ 0.0 0.1 0.5 4.3 ✷3.6
✸ 0.0 0.1 0.5 5.1 ✷9.0
✹ 0.0 0.1 0.6 6.5 ✸2.9
✺ 0.0 0.1 0.7 6.9 ✸6.7
✻ 0.0 0.1 0.8 8.4 ✸8.6

✶✵ 0.0 0.2 1.2 ✶1.7 ✻0.8
✶✺ 0.0 0.2 1.4 ✶6.2 ✾1.2
✷✵ 0.0 0.2 1.8 ✶9.3 ✾6.6
✸✵ 0.1 0.3 2.6 ✷4.3 ✶✸4.4

h = 2

❚❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭♠✮
✶✵ ✶✵✵ ✶✵✵✵ ✶✵✵✵✵ ✺✵✵✵✵

❆
r✐
té

✭♥
✮

✶ 0.1 0.3 1.0 7.7 ✸4.7
✷ 0.0 0.1 1.2 9.8 ✹5.1
✸ 0.0 0.1 1.1 ✶1.0 ✺5.8
✹ 0.0 0.2 1.4 ✶2.9 ✻4.4
✺ 0.0 0.2 1.7 ✶6.6 ✼6.9
✻ 0.1 0.2 1.7 ✶7.3 ✽7.3

✶✵ 0.1 0.3 3.2 ✷5.9 ✶✸3.0
✶✺ 0.1 0.3 3.6 ✸9.6 ✷✶5.1
✷✵ 0.1 0.5 3.9 ✹6.1 ✷✺0.8
✸✵ 0.1 0.7 5.6 ✻0.5 ✸✸4.1

h = 5

❚❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭♠✮
✶✵ ✶✵✵ ✶✵✵✵ ✶✵✵✵✵ ✺✵✵✵✵

❆
r✐
té

✭♥
✮

✶ 0.1 0.4 1.5 ✶3.8 ✻2.2
✷ 0.0 0.2 2.0 ✶9.3 ✽2.2
✸ 0.0 0.2 2.2 ✶9.9 ✾8.6
✹ 0.1 0.3 2.6 ✷3.3 ✶✷1.0
✺ 0.1 0.4 3.3 ✷9.5 ✶✹3.8
✻ 0.1 0.4 3.6 ✸2.5 ✶✺9.0

✶✵ 0.1 0.7 5.5 ✺0.6 ✷✹9.7
✶✺ 0.1 0.7 6.9 ✼3.4 ✸✾6.7
✷✵ 0.1 0.9 9.3 ✾3.4 ✺✶✵
✸✵ 0.2 1.3 13.0 ✶✸1.3 ✻✾6.3

h = 10

❚❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭♠✮
✶✵ ✶✵✵ ✶✵✵✵ ✶✵✵✵✵ ✺✵✵✵✵

❆
r✐
té

✭♥
✮

✶ 0.1 0.4 2.5 ✷2.6 ✶✶3.9
✷ 0.1 0.4 3.3 ✷9.7 ✶✹8.9
✸ 0.1 0.4 3.6 ✸7.4 ✶✽8.6
✹ 0.1 0.5 5.0 ✹4.9 ✷✷8.7
✺ 0.1 0.7 6.4 ✺4.8 ✷✼1.9
✻ 0.1 0.7 6.5 ✺9.2 ✸✵6.6

✶✵ 0.2 1.1 ✶0.8 ✾6.0 ✹✽5.6
✶✺ 0.2 1.4 ✶3.5 ✶✹5.1 ✼✻9.2
✷✵ 0.2 1.8 ✶6.3 ✶✽0.6 ✾✾5.5
✸✵ 0.3 2.4 ✷4.2 ✷✹9.9 ✶✸✽7.8

h = 20

❚❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭♠✮
✶✵ ✶✵✵ ✶✵✵✵ ✶✵✵✵✵ ✺✵✵✵✵

❆
r✐
té

✭♥
✮

✶ 0.2 0.6 3.6 ✸2.8 ✶✻6.9
✷ 0.1 0.6 5.0 ✹4.4 ✷✶7.8
✸ 0.1 0.6 5.9 ✺5.6 ✷✼9.9
✹ 0.1 0.8 7.0 ✻8.1 ✸✸3.4
✺ 0.1 0.9 8.4 ✽5.1 ✹✵1.4
✻ 0.2 1.0 9.7 ✽9.4 ✹✹4.9

✶✵ 0.2 1.8 ✶4.4 ✶✸7.3 ✻✾1.6
✶✺ 0.2 1.9 ✷1.2 ✷✶3.2 ✶✵✾9.7
✷✵ 0.4 2.6 ✷6.5 ✷✻6.4 ✶✹✸5.6
✸✵ 0.4 3.6 ✸8.1 ✸✼4.4 ✷✸✷3.8

h = 30

❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ✕ ❚❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✭❡♥ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞❡s✮✱ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ n✱ h✱ ❡t m

✭g = 200✱ ρ = 0.6✮✳

✺✽



✸✳✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✸✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡①✐st❛♥t❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡
I(f)✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ f : D → L ✭♦ù D ⊆ Ln✮ ❧♦rsq✉❡ L ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢
❜♦r♥é q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧♦♥❣é ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ✜♥✐ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ q✉❡ I(f)
❡st ♥♦♥✲✈✐❞❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭q✉✐ s♦♥t ✿
❧✬❛r✐té ❞❡ f ✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s L✮✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ♣♦✉r rés✉❧t❛t ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s C−
f ❡t C+

f ✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥t❡r♣rétés r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❋❊◆❉ µ q✉✐ s♣é❝✐✜❡ ✉♥❡
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ f ✳

❉❡s t❡sts ❡✛❡❝t✉és s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❣é♥éré❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t
êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ I(f) ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡
❝♦♥séq✉❡♥t❡✳

✺✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s s✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢s ❜♦r♥és

✻✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s

k✲♠❛①✐t✐✈❡s

◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞❡ ❋▲P s✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s
❞✐str✐❜✉t✐❢s✱ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❋▲P ❞❡ ❞❡❣ré k✳

✹✳✶ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡

▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ❋▲P ❞❡ ❞❡❣ré k ❡st ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ❧✬❛♥❛❧♦❣✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ✭k✲
♠❛①✐t✐✈❡s✮ ❡t ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ✭k✲❛❞❞✐t✐✈❡s✮✳

❙♦✐t µ : 2[n] → [0, 1] ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té✳ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t Cµ : [0, 1]n → [0, 1] ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Cµ(①) =
∑

I⊆[n]

mµ(I) ∗
∧

i∈I

xi,

♦ù mµ ❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▼ö❜✐✉s ❞❡ µ ✭✈♦✐r ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✮✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ µ ❡st k✲❛❞❞✐t✐✈❡ s✐

mµ(I) = 0

♣♦✉r t♦✉t I ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ à k✳ ❯♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❡st ❞✐t❡ k✲❛❞❞✐t✐✈❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st
❞é✜♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té k✲❛❞❞✐t✐✈❡✳

❈❡rt❛✐♥❡s ét✉❞❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈❤♦q✉❡t k✲❛❞❞✐t✐✈❡s ✭♦ù k < n✮
♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❡t ❞❡
❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✮ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ✈♦✐r❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ à ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s
❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♥♦♥ r❡str❡✐♥t❡s ❬✾✺✱ ✾✹❪

❙♦✐t ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢ ❜♦r♥é L ❡t ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té µ : 2[n] → L✳ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦
Sµ : Ln → L ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Sµ(①) =
∨

I⊆[n]

µ(I) ∧
∧

i∈I

xi.

❖♥ ❞✐t q✉❡ µ ❡st k✲♠❛①✐t✐✈❡ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t I ⊆ [n]✱

|I| > k =⇒ µ(I) =
∨

J⊂I

µ(J).

❖♥ ❞✐t q✉❡ Sµ ❡st k✲♠❛①✐t✐✈❡ s✐ µ ❡st k✲♠❛①✐t✐✈❡✳

✻✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s k✲♠❛①✐t✐✈❡s

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ t❡r♠❡ t♦✉t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ∧✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t
t♦✉t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

∧

i∈I

xi,

♦ù I ⊆ [n]✳ ❯♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t k✲❛❞❞✐t✐✈❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ t❡r♠❡s
♣♦♥❞érés ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❛✉ ♣❧✉s k✱ t❛♥❞✐s q✉✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ k✲♠❛①✐t✐✈❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡
♣❛r ✉♥ s✉♣r❡♠✉♠ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❛✉ ♣❧✉s k ♣ré❝é❞és ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s ❧❛ k✲
♠❛①✐t✐✈✐té ✭♣♦✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❙✉❣❡♥♦✮ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧❛
k✲❛❞❞✐t✐✈✐té ✭♣♦✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✮✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ét✉❞❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s
✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ k✲♠❛①✐t✐✈❡s ❬✶✸✱ ✾✾❪ s♦✐❡♥t tr♦♣ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡
❝❡s ✐♥té❣r❛❧❡s r❡str❡✐♥t❡s ♣✉✐ss❡♥t ❥♦✉❡r ✉♥ rô❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉① ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈❤♦q✉❡t k✲❛❞❞✐t✐✈❡s
❞❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳

❉❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ k✲♠❛①✐t✐✈✐té ❛✉① ❋❊◆❉ ❡t ❛✉① ❋▲P✱
❡t ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❋▲P k✲♠❛①✐t✐✈❡s✳

✹✳✷ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❋▲P k✲♠❛①✐t✐✈❡s

❙♦✐t ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢ L✳ ❯♥❡ ❋❊◆❉ µ : 2[n] → L ❡st k✲♠❛①✐t✐✈❡ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t I ⊆ [n]✱

|I| > k =⇒ µ(I) =
∨

J⊂I

µ(J). ✭✹✳✶✮

❉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✐❧ ❞é❝♦✉❧❡ q✉✬✉♥❡ ❋❊◆❉ k✲♠❛①✐t✐✈❡ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r s❛ ✈❛❧❡✉r
s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❛✉ ♣❧✉s k✳ ❯♥❡ ❋▲P p ❡st ❞✐t❡ k✲♠❛①✐t✐✈❡ s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ µp ❡st k✲
♠❛①✐t✐✈❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✵✳ ▲❡s ❋❊◆❉ 1✲♠❛①✐t✐✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té✳ ▲❡s ❋❊◆❉
k✲♠❛①✐t✐✈❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té✱ ❡t s♦♥t
♣❛r❢♦✐s ❛♣♣❡❧é❡s k✲♦r❞❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❬✼✾❪✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✉♥❡ ❋▲P p ∈ P
(n)
L ✳ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ k t❡❧❧❡ q✉❡ p ❡st k✲♠❛①✐t✐✈❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✶✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s
❝r♦✐ss❛♥t❡s✱ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬✸✷❪✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ K(k|n)
L ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❋▲P k✲♠❛①✐t✐✈❡ s✉r L✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✷✳ ❖♥ ❛
K

(0|n)
L ⊂ K

(1|n)
L ⊂ · · · ⊂ K

(n|n)
L = P

(n)
L .

❉❡ ♣❧✉s✱ K(0|n)
L ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ❡t K(1|n)

L ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ✇❡✐❣❤t❡❞
s✉♣r❡♠✉♠ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬✷✻❪✳

❊①❡♠♣❧❡ ✺✸✳ ❙♦✐t L ❧✬✐♥t❡r✈❛❧ ❡♥t✐❡r ❬✵✱✸❪✱ ❡t µp, µq ❞❡✉① ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ 2{1,2,3} ✈❡rs L ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

µp(∅) =1, µp({1, 2}) =2, µq(∅) =0, µq({1, 2}) =1,

µp({1}) =2, µp({1, 3}) =2, µq({1}) =0, µq({1, 3}) =1,

µp({2}) =2, µp({2, 3}) =2, µq({2}) =1, µq({2, 3}) =2,

µp({3}) =1, µp({1, 2, 3}) =2, µq({3}) =1, µq({1, 2, 3}) =3.

✻✷



✹✳✸✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❋▲P k✲♠❛①✐t✐✈❡s

❖♥ ❛ ❞♦♥❝

µ∗
p(∅) =1, µ∗

p({1, 2}) =0, µ∗
q(∅) =0, µ∗

q({1, 2}) =0,

µ∗
p({1}) =2, µ∗

p({1, 3}) =0, µ∗
q({1}) =0, µ∗

q({1, 3}) =0,

µ∗
p({2}) =2, µ∗

p({2, 3}) =0, µ∗
q({2}) =1, µ∗

q({2, 3}) =2,

µ∗
p({3}) =0, µ∗

p({1, 2, 3}) =0, µ∗
q({3}) =1, µ∗

q({1, 2, 3}) =3.

▲❡s ❋▲P ❛ss♦❝✐é❡s s♦♥t

p(x1, x2, x3) =1 ∨ (2 ∧ x1) ∨ (2 ∧ x2),

q(x1, x2, x3) =(1 ∧ x2) ∨ (1 ∧ x3) ∨ (2 ∧ x2 ∧ x3) ∨ (3 ∧ x1 ∧ x2 ∧ x3).

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ µq ❡st 3✲♠❛①✐t✐✈❡ ✭❡t ♣❛s 2✲♠❛①✐t✐✈❡✮✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ µp ❡st 1✲♠❛①✐t✐✈❡ ✭❡t

♣❛s 0✲♠❛①✐t✐✈❡✮✳ ▲❡s ❋▲P p ❡t q s♦♥t ❞♦♥❝ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡❣ré 1 ❡t 3 ❀ q ❛♣♣❛rt✐❡♥t à K(3|n)
L

♠❛✐s ♣❛s à K(1|n)
L ♥✐ à K(2|n)

L ✱ t❛♥❞✐s q✉❡ p ❛♣♣❛rt✐❡♥t à K(1|n)
L ✱ K(2|n)

L ❡t K(3|n)
L ✳

✹✳✸ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❋▲P k✲♠❛①✐t✐✈❡s

▲❡s ❋▲P k✲♠❛①✐t✐✈❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✹✳ P♦✉r t♦✉t p ∈ P(n)
L ❡t t♦✉t ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ k✱ ❧❡s tr♦✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t

éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

✭✐✮ p ∈ K
(k|n)
L ✱

✭✐✐✮ ♣♦✉r t♦✉t ①1, . . . ,①k+1 ∈ Ln ✿

p





k+1
∨

i=1

∧

j 6=i

①j



 ≤ p
(

①1
)

∨ . . . ∨ p
(

①k+1
)

,

✭✐✐✐✮ ♣♦✉r t♦✉t ①1, . . . ,①k+1 ∈ {0, 1}n ✿

p





k+1
∨

i=1

∧

j 6=i

①j



 ≤ p
(

①1
)

∨ . . . ∨ p
(

①k+1
)

.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t p ∈ P
(n)
L ✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦✉✈❡r ❧❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭✐✮ ⇒ ✭✐✐✮✱ ✭✐✐✮ ⇒ ✭✐✐✐✮ ❡t

✭✐✐✐✮ ⇒ ✭✐✮✳
(i) ⇒ (ii) ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s (i)✳ ❙♦✐t ①1, . . . ,①k+1 ∈ Ln✱ ❡t s♦✐t L′ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t s♦✉s✲tr❡✐❧❧✐s ❞❡ L

q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t µp(I) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ I ⊆ [n]✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ x
j
i ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ [n] ❡t ❝❤❛q✉❡ j ∈ [k + 1]✳

◆é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✱ L′ ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢ ✜♥✐ ✭t❛♥❞✐s q✉❡ L ♣❡✉t êtr❡ ✐♥✜♥✐✮✳ ❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ q✉❡ L′ ❡st ✉♥ s♦✉s✲tr❡✐❧❧✐s ❞❡ {0, 1}d✱
♦ù d ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ a ∈ L′✱ ♦♥ ❞é♥♦t❡ ❧❛ t✲✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ a ❜② a|t✳ ❙♦✉s ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱
♣♦✉r t♦✉t a, b ∈ L′✱ ♦♥ ❛

a ∨ b = (a|1 ∨ b|1, . . . , a|d ∨ b|d), ✭✹✳✷✮

a ∧ b = (a|1 ∧ b|1, . . . , a|d ∧ b|d), ✭✹✳✸✮

a ≤ b⇔ ∀t ∈ [d] : a|t ≤ b|t. ✭✹✳✹✮

✻✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s k✲♠❛①✐t✐✈❡s

P♦✉r t♦✉t ① ∈ Ln ♦♥ ❛

p(①) =
∨

I⊆[n]

gI(①) ♦ù gI (①) = µ∗
p(I) ∧

∧

i∈I

xi,

µ∗
p ét❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▼ö❜✐✉s ♦r❞✐♥❛❧❡ ❞❡ µp✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ (ii) ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ♥♦✉s

❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t I ⊆ [n] ♦♥ ❛

gI





k+1
∨

i=1

∧

j 6=i

①j



 ≤ gI
(

①1
)

∨ . . . ∨ gI
(

①k+1
)

. ✭✹✳✺✮

▲♦rsq✉❡ |I| > k ♦♥ ❛ µ∗
p = ⊥✱ ❡t ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❣❛✉❝❤❡s ❡t ❞r♦✐t❡s ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✈❛❧❡♥t ⊥✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ I ⊆ [n]✱ ❛✈❡❝ |I| ≤ k✱ t❡❧ q✉❡ ✭✹✳✺✮ (ii) ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é❡✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

µ∗
p(I) ∧

∧

z∈I





k+1
∨

i=1

∧

j 6=i

xjz



 6≤

(

µ∗
p(I) ∧

∧

z∈I

x1z

)

∨ . . . ∨

(

µ∗
p(I) ∧

∧

z∈I

xk+1
z

)

,

❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✿
∧

z∈I

k+1
∨

i=1

∧

j 6=i

xjz 6≤

(

∧

z∈I

x1z

)

∨ . . . ∨

(

∧

z∈I

xk+1
z

)

.

P❛r ✭✹✳✹✮✱ ✭✹✳✷✮✱ ❡t ✭✹✳✸✮✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ t ∈ [d] t❡❧ q✉❡

∧

z∈I

k+1
∨

i=1

∧

j 6=i

xjz|t 6≤

(

∧

z∈I

x1z|t

)

∨ . . . ∨

(

∧

z∈I

xk+1
z |t

)

.

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ✿
(

∧

z∈I

x1z|t

)

∨ . . . ∨

(

∧

z∈I

xk+1
z |t

)

= 0, ✭✹✳✻✮

∧

z∈I

k+1
∨

i=1

∧

j 6=i

xjz|t = 1. ✭✹✳✼✮

■❧ s✉✐t ❞❡ ✭✹✳✻✮ q✉❡
∀j ∈ [k + 1] ∃z ∈ I, xjz|t = 0.

P✉✐sq✉❡ k + 1 > |I|✱ ✐❧ ❡①✐st❡ z ∈ I t❡❧ q✉❡

∃j, j′ ∈ [k + 1], j 6= j′, xjz|t = 0 ❡t xj
′

z |t
= 0.

P♦✉r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ z ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

k+1
∨

i=1

∧

j 6=i

xjz|t = 0,

❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ✭✹✳✼✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✭✹✳✺✮ ❡st ✈ér✐✜é ♣♦✉r t♦✉t I ⊆ [n] t❡❧ q✉❡ |I| ≤ k✱ ❝❡ q✉✐
❞é♠♦♥tr❡ ✭✐✮ ⇒ ✭✐✐✮✳

(ii)⇒ (iii) ✿ P✉✐sq✉❡ {0, 1} ⊆ L✱ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ p q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✭✐✐✮ ✈ér✐✜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✭✐✐✐✮✳

✻✹



✹✳✸✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❋▲P k✲♠❛①✐t✐✈❡s

(iii) ⇒ (i) ✿ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ❋▲P p ❞❡ ❞❡❣ré str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r
à k✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t J ⊆ [n] t❡❧ q✉❡ |J | ≥ k + 1 ❡t µ∗

p(J) > ⊥✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✿

µp (J) >
∨

I(J

µp(I). ✭✹✳✽✮

❖♥ ❞é♥♦t❡ ♣❛r ✶J ❧❡ n✲t✉♣❧❡ ❞♦♥t ❧❛ i✲✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❡st ⊤ s✐ i ∈ J ❡t ⊥ s✐♥♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
①1, . . . ,①k+1✱ ♦ù ①j = ✶J\{j}✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ [k + 1]✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♥ ❛

p





k+1
∨

i=1

∧

j 6=i

①j



 = p(✶J) = µp(J) >
∨

I(J

µp(I) ≥
k+1
∨

j=1

p(✶J\{j}) =
k+1
∨

j=1

p(①j),

❡t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✺✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s
❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s k ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✳✻ ❞❡ ❬✸✷❪✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✻✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù k = 1✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ (ii) ❞❡✈✐❡♥t

f
(

①1 ∨ ①2
)

≤ f
(

①1
)

∨ f
(

①2
)

,

♣♦✉r t♦✉t ①1,①2 ∈ Ln✳ P✉✐sq✉❡ p ❡st ✉♥❡ ❋▲P ✭♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✮✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♣❡✉t êtr❡ r❡♥❢♦r❝é❡ ❡♥ ✉♥❡ é❣❛❧✐té✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù k = 2✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ (ii) ❞❡✈✐❡♥t

f
(

♠❡❞
(

①1,①2,①3
))

≤ f
(

①1
)

∨ f
(

①2
)

∨ f
(

①3
)

,

♣♦✉r t♦✉t ①1,①2,①3 ∈ Ln✱ ♦ù ♠❡❞ : L3 → L ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠é❞✐❛♥❡ ✭❛♣♣❧✐q✉é❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ à
❝♦♠♣♦s❛♥t❡✮ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

♠❡❞ (x1, x2, x3) = (x1 ∧ x2) ∨ (x1 ∧ x3) ∨ (x2 ∧ x3).

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✼✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (iii) ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧♦rsq✉❡ L ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐✲
❜✉t✐❢ ✐♥✜♥✐✱ ♣✉✐sq✉❡ q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✉♥❡ ❋▲P ✈✐❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ t❡sts✳ ▲❡
❚❤é♦rè♠❡ ✺✹ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s ❞❡ ❞❡❣ré
❛✉ ♣❧✉s k ✭❚❤❡♦r❡♠ ✶✶✳✻ ❞❡ ❬✸✷❪✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✽✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s r❡♥❢♦r❝❡r ❧❡ ❚❤é♦r❡♠❡ ✺✹ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ✭✐✐✮ ❡t
✭✐✐✐✮ ♣❛r ❞❡s é❣❛❧✐tés✳ P♦✉r ❧❡ ♠♦♥tr❡r✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❋▲P p ❞❡ ❞❡❣ré ✷ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

p(x1, x2, x3) = x1 ∨ (x2 ∧ x3),

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s t✉♣❧❡s ①1 = (0, 0, 0)✱ ①2 = (0, 0, 0) ❡t ①3 = (1, 1, 1)✳ ❖♥ ❛

p





3
∨

i=1

∧

j 6=i

①j



 < p
(

①1
)

∨ p
(

①2
)

∨ p
(

①3
)

.

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✾✳ ❙♦✐t p ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ k✲♠❛①✐t✐✈❡✳ P✉✐sq✉❡ µp ❡st ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ♦♥ ❛
µp([n]) = 1 ❡t ❞♦♥❝

µp([n]) =
∨

{

µp(I)
∣

∣ I ⊆ [n] ❡t |I| ≤ k
}

= 1.

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù L ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é✱ ✐❧ ❡①✐st❡ I ⊆ [n] ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❛✉ ♣❧✉s k
t❡❧ q✉❡ µ(I) = 1✳

✻✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❧❛tt✐❝✐❡❧❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s k✲♠❛①✐t✐✈❡s

✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❈❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛r❛❝tér✐sé ❧❡s ❋▲P k✲♠❛①✐t✐✈❡s✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ r❡♣ré✲
s❡♥t❡ ✉♥❡ ❛✈❛♥❝é❡ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ❋▲P✳ ■❧ s❡ ♣❡✉t q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ✉t✐❧❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❢✉t✉rs✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ r❡str❡✐♥t ❛✉① ❋▲P k✲
♠❛①✐t✐✈❡s✳

✻✻



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❯t✐❧✐té ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ♣♦✉r ❧❛

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

✻✼





❈❤❛♣✐tr❡ ✺

▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

▲❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡st ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ q✉✐ r❡♣♦s❡
s✉r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ▼❈❉❆ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐✲
❧✐té✳ ❈❡tt❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❛♠è♥❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ❡♥✈✐s❛❣❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
♠♦♥♦t♦♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ▼❈❉❆✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ✢♦✉❡s✳
❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐❢s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❡♥tr❡ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts✳ ▲✬❛✉t❡✉r ❞❡ ❬✾✸❪ ❞é✜♥✐t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡s r❡♣♦s❛♥t
s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❡t é✈❛❧✉❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❡✉rs ♣ré❞✐❝t✐♦♥s s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✳
❉❡s ét✉❞❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ♥✬❛②❛♥t ❥❛♠❛✐s été ♠❡♥é❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦✱ ♥♦✉s ❝♦♠❜❧♦♥s
♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❧❛❝✉♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s s♣é❝✐✜q✉❡s
❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡t ❞r❡ss❡ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❝♦♥❝✐s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡
tâ❝❤❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❯t✐❧✐té ❞❡ ❙✉❣❡♥♦✱ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ q✉❡ ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❙✉❣❡♥♦✱ ❡t ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
♠♦♥♦t♦♥❡✱ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❋❯❙ s♦♥t étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é❡s✳

✺✳✶ ❍②♣♦t❤ès❡s ❡t ♦❜❥❡❝t✐❢s

✺✳✶✳✶ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé✱ ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❧❛ss❡r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s
s❡❧♦♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛ttr✐❜✉ts✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s X1, . . . , Xn q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r
♣r♦❞✉✐t ❈❛rtés✐❡♥ ❳ = X1 × · · · × Xn✱ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ L ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❝❧❛ss❡s ♦✉ ❧❛❜❡❧s✳ ❯♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡
(①, y) ∈ ❳×L✱ ❞♦♥t ① ❡st ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡t y ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡✳ ▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ① ❡st ✉♥ t✉♣❧❡ ❞♦♥t ♦♥
❞é♥♦t❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛r (x1, . . . , xn)✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : ❳ → L ❞♦♥t ❧❡ rô❧❡ ❡st ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ s❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡
à ♣❛rt✐r ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡s s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✱ ✈✐❛ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ▲❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ D ⊆ ❳ × L ❡t ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
ηD : D → N ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✭♣♦✉r t♦✉t (①, y) ∈ D✱ ♦♥
❛ ηD(①, y) > 0✮✳

P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✐❝✐ q✉❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s
❡♥t✐❡rs✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t q✉❡ L = {1, . . . , |L|}✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ❞é♥♦t❡ ♣❛r ❳D ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s

✻✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r

❳D =
{

①
∣

∣ (①, y) ∈ D
}

.

❯♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r f ❝♦♠♠❡t ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ (①, y) s✐ f(①) 6= y✳ ❯♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ℓ : L2 → R q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❝♦ût ❞❡ t❡❧❧❡s ❡rr❡✉rs✳ ❊❧❧❡ ❛ss♦❝✐❡
à ❝❤❛q✉❡ i, j ∈ L ❧❡ ❝♦ût ❞✬❛ttr✐❜✉❡r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ i ❧♦rsq✉❡ ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ j ✭❧♦rsq✉❡ i = j✱ ℓ(i, j) = 0✮✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡
♣❛r ❞é❢❛✉t ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ℓ0−1 ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ℓ0−1(i, j) =

{

0 s✐ i = j,

1 s✐ i 6= j.

▲✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r f ❛ss♦❝✐é❡ à ℓ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ D ❡st ❧❛ ♣❡rt❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ f

s✉r D✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
1

|ηD |

∑

(①,y)∈D

[

ℓ
(

f(①), y
)

ηD(①, y)

]

,

♦ù |ηD | ❞é♥♦t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡

|ηD | =
∑

(①,y)∈D

ηD(①, y).

▲✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ f ❛ss♦❝✐é à ℓ0−1 s✉r D ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❛✉① ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡
f s✉r D ✭♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r r❛t❡✱ ▼❊❘✮ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

▼❊❘(f,D) =
1

|ηD |

∑

(①,y)∈D

[

ℓ0−1

(

f(①), y
)

ηD(①, y)

]

.

◆♦t❡③ q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ♦ù
❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ t②♣✐q✉❡♠❡♥t à ❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t s♦♥ ❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡ s✉r ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ q✉✐ ❡st ré❛❧✐sé❡ s✉r ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ♥♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳

✺✳✶✳✷ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s♦t♦♥❡ ♦✉ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛❧❡ ❛✈❡❝
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡s ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♦ù

• ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s X1, . . . , Xn ❡t L s♦♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥és ❀

• ♦♥ r❡str❡✐♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥✲❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s ✭❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡✮✳

▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❡st ❥✉st✐✜é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ à ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞✬❛✣r♠❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❛ttr✐❜✉t ❡st ❝♦rré❧é ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❛ ♣r✐♦r✐ ❥✉st✐✜❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ❝❡✉① ❡♠♣❧♦②és ♣♦✉r ❧❛
tâ❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✳ ❈❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ❞❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s q✉✐ ❧❡s s♦✉s✲
t❡♥❞❡♥t s❡r♦♥t tr❛✐tés ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

❈❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s✉♣♣♦s❡♥t q✉❡ X1, . . . , Xn s♦♥t ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❡s ✈❛✲
❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s q✉❛♥t✐tés✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ♦ù ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦✉ ♥♦♥✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s X1, . . . , Xn ❡t L s♦♥t
❜♦r♥és✳ ▲❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s❡r♦♥t ❞é♥♦té❡s ♣❛r ✉♥ ♠ê♠❡ s②♠❜♦❧❡ ✵✱ t❛♥❞✐s
q✉❡ ❧❡✉rs ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s s❡r♦♥t ❞é♥♦té❡s ♣❛r ✶✳

✼✵



✺✳✶✳ ❍②♣♦t❤ès❡s ❡t ♦❜❥❡❝t✐❢s

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✵✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ♥❡ ❞❡✈r❛✐t ♣❛s êtr❡ ❝♦♥❢♦♥❞✉ ❛✈❡❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛❧❡✱ q✉✐ ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é✱ ♠❛✐s ♦ù ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ♥❡ ❧❡ s♦♥t ♣❛s
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❡t ♦ù ❧❡ ♠♦❞è❧❡ r❡❝❤❡r❝❤é ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ✭✈♦✐r
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✻✵❪✮✳

▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s s♦✐t t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é ❥✉st✐✜❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
♣❡rt❡ s♣é❝✐✜q✉❡s ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs✳ ❇✐❡♥ q✉✬✐❧ s♦✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r
♠♦♥♦t♦♥❡ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ ℓ0−1✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ♣❡rt✐♥❡♥t ❞✬✐♠♣♦s❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❝❧❛ss❡s
i < j < k✱ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ ✉t✐❧✐sé❡ r❡s♣❡❝t❡ ℓ(i, j) < ℓ(i, k)✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❡rt❡ q✉✐
s❛t✐s❢♦♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ℓ(i, j) ≤ ℓ(i, k) ♣♦✉r t♦✉t❡s ❝❧❛ss❡s i < j < k s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
♣❡rt❡ ❡♥ ❱ ✭❱✲s❤❛♣❡❞ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✼✷❪✮✳ ▲♦rsq✉✬♦♥ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s✱ ✐❧ ❡st ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ♣❛r
❞é❢❛✉t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ ℓ1 ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ℓ1(i, j) = |i− j|.

▲✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧✬❡rr❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ♠♦②❡♥♥❡
✭♠❡❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r✱ ▼❆❊✮ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ L s♦♥t tr❛✐té❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡s✳
▲❛ ▼❆❊ ❞❡ f s✉r D ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

▼❆❊(f,D) =
1

|ηD |

∑

(①,y)∈D

[

ℓ1(f(①), y)ηD(①, y)

]

.

▲❛ ▼❊❘ ❡t ❧❛ ▼❆❊ ét❛♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛❧❡✱ ♥♦✉s
é✈❛❧✉❡r♦♥s ♥♦s ♣r♦♣r❡s ♠♦❞è❧❡s s❡❧♦♥ ❝❡s ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✶✳ ▲❛ ▼❊❘ ❡t ❧❛ ▼❆❊ ♠❡s✉r❡♥t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛❜s♦❧✉❡ ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r✳ ❉❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡
❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❈✲✐♥❞❡① ❬✹✽❪ ♦✉ ❧❡ τ ❞❡ ❑❡♥❞❛❧❧ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶❪✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✮ ♠❡s✉r❡♥t ❧❛
s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣ré❞✐t ♣❛r ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ✭✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡
à ✉♥❡ ❛✉tr❡ s✐ s❛ ❝❧❛ss❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡✮✱ ❛✈❡❝ ❧✬♦r❞r❡ ré❡❧ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ♠❡s✉r❡s s♦♥t
♣❧✉s ❛❞❛♣té❡s à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ r❛♥❦✐♥❣ ❡t ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ✉t✐❧✐sé❡s ✐❝✐✳ ◆♦t❡③ ❡♥✜♥
q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠❡s✉r❡s ❬✷✵❪ ✈✐s❡♥t à r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡s
♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❧❛ ✜❞é❧✐té ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ♣ré❞✐t ♣❛r ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r✳

✺✳✶✳✸ ▲✬✐♥t❡r♣rét❛❜✐❧✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ✜❛❜❧❡ q✉✐ ❝♦♠♠❡tt❡
♣❡✉ ❞✬❡rr❡✉rs✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛❞r❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣✉✐ss❡
êtr❡ ❝♦♠♣r✐s ♣❛r ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❤✉♠❛✐♥ ✿ ♦♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥
❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛❜✐❧✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡st ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✻✽❪✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♦ù ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s✱ ❛✈♦✐r ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡
❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❞é❥à ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉✐ ❛ss✉r❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❣ré
❞✬✐♥t❡r♣rét❛❜✐❧✐té✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ✉t✐❧✐sé✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
♥❡ s✉✣t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs à ❡①♣❧✐q✉❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉rq✉♦✐ ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❡st ❛✛❡❝té❡ ♣❛r
❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❀ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛❝❝♦r❞é❡ à ❝❤❛q✉❡ ❛ttr✐❜✉t✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞✐st✐♥❣✉❡r♦♥s ❞❡✉① s❡♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉ t❡r♠❡ ✐♥t❡r♣rét❛❜✐❧✐té ✿

• ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té✱ ♣♦✉r ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ r❛✐s♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥
❞♦♥♥é❡ ❀ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❧✬✐♥t❡r♣rét❛❜✐❧✐té ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

✼✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

• ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❛✉q✉❡❧ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❛✐❞❡ à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉
♣❤é♥♦♠è♥❡ q✉✬✐❧ ♠♦❞é❧✐s❡ ❀ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ❢♦✉r♥✐t
✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts à tr❛✈❡rs ❧❡s ♣♦✐❞s q✉✬✐❧ ❧❡✉r ❛❝❝♦r❞❡
à ❝❤❛❝✉♥✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥t❡r♣rét❛❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡✳

✺✳✷ ▼♦♥♦t♦♥✐❡ ❡t ❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s

✺✳✷✳✶ ❉♦♥♥é❡s ♠♦♥♦t♦♥❡s

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s D ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ {(①, y), (①✬, y′)}
❞❛♥s D ♦♥ ❛

① ≤ ①✬ =⇒ y ≤ y′.

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s λ−
D : ❳→ L ❡t λ+

D : ❳→ L ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

λ−
D(①) =

∨

{

y′
∣

∣ (①✬, y′) ∈ D ❡t ①✬ ≤ ①
}

❡t λ+
D(①) =

∧

{

y′
∣

∣ (①✬, y′) ∈ D ❡t ① ≤ ①✬
}

s♦♥t ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✮ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡t ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❡✉r q✉✐ ♥❡ ❢♦♥t ❛✉❝✉♥❡ ❡rr❡✉r s✉r D✳
P♦✉r t♦✉t ① ∈ ❳ ♦♥ ❛ λ−

D(①) ≤ λ+
D(①)✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t (①, y) ∈ D ♦♥ ❛ λ−

D(①) = λ+
D(①) = y✳ ❖♥

❞✐t q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✐♥t❡r♣♦❧❡ D s✐ f(①) = y ♣♦✉r t♦✉t (①, y) ∈ D✳ ▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [λ−
D(①), λ

+
D(①)]

❝♦♥t✐❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥✲❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s q✉✐ ✐♥t❡r♣♦❧❡♥t D✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t
♠♦♥♦t♦♥❡s✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ♠♦♥♦t♦♥❡s ❝✐tés ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ r❡t♦✉r♥❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♠♦♥♦t♦♥❡s ❀ ❞❡✉① ❛ttr✐❜✉ts ❛✉① ❞♦♠❛✐♥❡s
❞✐s❝r❡ts✱ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ✭0 ❡t 1✮✳ ❈❤❛q✉❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝❛s❡ ❞❡ ❧❛
❣r✐❧❧❡✳ ▲❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ 0 ✭r❡s♣✳ 1✮ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❜❧❛♥❝s ✭r❡s♣✳ ❣r✐s✮✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❣r❛♣❤✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ−

D ♣❛r ✉♥❡ ❢r♦♥t✐èr❡ sé♣❛r❛♥t ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s q✉❡
λ−
D ❛ss♦❝✐❡ à 0 ✭❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❜❧❛♥❝❤❡✮ ❞❡ ❝❡❧❧❡s q✉✬❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐❡ à 1 ✭❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❣r✐s❡✮✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞

❣r❛♣❤✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❡ λ+
D ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✳ ▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡

[λ−
D, λ

+
D] ✿ ❧❡s ③♦♥❡s ❜❧❛♥❝❤❡s ❡t ❣r✐s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t

❛ss♦❝✐é❡s à ✵ ❡t ✶ ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ▲❛ ③♦♥❡ ❤❛❝❤✉ré❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s
① ∈ ❳ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s λ−

D(①) < λ+
D(①)✳

✺✳✷✳✷ ❆♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥✐❡

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s {(①, y), (①✬, y′)} ❡st ❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥❡ s✐

① ≤ ①✬ ❡t y′ < y.

✼✷



✺✳✷✳ ▼♦♥♦t♦♥✐❡ ❡t ❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♥♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡s✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ❣r❛♣❤✐q✉❡s
r❡♣rés❡♥t❡♥t λ−

D ❡t λ+
D✳ ▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [λ−

D, λ
+
D] ❡st ✈✐❞❡✳ P♦✉r ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✿ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡

❜❧❛♥❝❤❡ ♦♥ ❛ λ−
D(①) = λ+

D(①) = 0 ❀ ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ❣r✐s❡s ♦♥ ❛ λ−
D(①) = λ+

D(①) = 1✱ ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s
❤❛❝❤✉ré❡s ❡♥ ❣r✐s λ−

D(①) < λ+
D(①)✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ❤❛❝❤✉ré❡s ❡♥ r♦✉❣❡ λ+

D(①) < λ−
D(①)✳

❘❡♠❛rq✉❡③ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣❛✐r❡ ♦♥ ❛

λ+
D(①) < λ−

D(①) ❡t λ+
D(①✬) < λ−

D(①✬).

■❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛❧♦rs ❛✉❝✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ q✉✐ ✐♥t❡r♣♦❧❡ D✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥s ❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥❡s✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ r❡♠❡tt❡ ♣❛s ❡♥ ❝❛✉s❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r
♠♦♥♦t♦♥❡✱ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s ✿ s♦✐t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s♦♥t ✐♥s✉✣s❛♥t❡s ✭✐❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ ♥❡
s♦♥t ♣❛s r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✮✱ s♦✐t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉①
❝❛s✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s ❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥❡s ♣❡✉t ❝♦♠♣❧✐q✉❡r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r✳
❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t êtr❡ s✉r♠♦♥té ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s✳

• ❘é❛❧✐s❡r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ♠♦♥♦t♦♥❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡s✱ ❡♥ ❝❤❡r✲
❝❤❛♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳

• Pré✲tr❛✐t❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✜♥ ❞❡ ❧❡s r❡♥❞r❡ ♠♦♥♦t♦♥❡s ✭❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ♠✐♥✐✲
♠❛✉①✮✳

• ❋♦r♠❛❧✐s❡r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ q✉✐ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❡r ❛✉
♠♦❞è❧❡✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❝❤❡r❝❤❡r ✉♥
❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞♦♥t ❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ t♦✉t ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t
❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✐❝✐✱ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡✮✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❛♥s
❧❡s s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✳

✺✳✷✳✸ ❘❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡

❙♦✐t D ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♥♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ r❡♥❞r❡ D ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡♥ ❡❢✲
❢❡❝t✉❛♥t ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳

❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❞❡ r❡t✐r❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ D✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉✬❛✉❝✉♥❡
♣❛✐r❡ ❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥❡ ♥❡ s✉❜s✐st❡✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à r❡❝❤❡r❝❤❡r ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞❡ D✳ ❖♥
❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s✉♣♣r✐♠é❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ r❡t♦✉r♥é✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ♠❛①✐♠❛❧✳ P♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ D
❞♦♥♥é✱ r❡t♦✉r♥❡r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞❡ D ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✳

✼✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t ❛✐sé♠❡♥t êtr❡ ré❞✉✐t à ❝❡❧✉✐ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t
♠❛①✐♠❛❧ ✭♠❛①✐♠✉♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t s❡t✮ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ tr♦✉✈❡r ❧✬✉♥ ❞❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞s
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥÷✉❞s ♥✬❛②❛♥t ❛✉❝✉♥ ❛r❝ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té G = (D, A)
❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❡st D ❡t ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❝s ❡st

A =
{

(

(①, y), (①✬, y′)
)

∣

∣

∣
① ≤ ①✬ ❡t y′ < y

}

.

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ♠❛①✐♠❛❧ s♦✐t ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❬✾✷❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ♣❡✉t ✐❝✐ êtr❡ rés♦❧✉ ❡♥ O(m3) ❬✽✺❪✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ A ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❀
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ♠❛①✐♠❛❧ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ r❡❢♦r♠✉❧é ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
✢♦t ♠❛①✐♠❛❧ ✭✈♦✐r ❬✻✻❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❬✽✵❪✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✮✳

❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡t q✉✐ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❡st ❧❛ r❡❧❛✲
❜é❧✐s❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à r❡st❛✉r❡r ❧❛
♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ £ : D → L

❛♣♣❡❧é❡ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ✱ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛❜❡❧ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡s
✈❛❧❡✉rs ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳ ◆♦t❡③ q✉✬✐❧ ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞✬✐♠♣♦s❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡ à t♦✉t r❡❧❛❜❡❧✐♥❣
£ ✿

∀(①, y) ∈ D, λ+
D(①) ≤ £(①) ≤ λ−

D(①) ✭✺✳✶✮

❊♥ ❡✛❡t✱ λ+
D(①) ét❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❧❛❜❡❧ ❛ss♦❝✐é ✭❞❛♥s D✮ à ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛✉ ♠♦✐♥s é❣❛❧❡ à ①✱

❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s D ♥❡ ❥✉st✐✜❡ ❞❡ ré✲❛ttr✐❜✉❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ λ+
D(①) à ①✳ ▲❛

❝♦♥tr❛✐♥t❡ £(①) ≤ λ−
D(①) s❡ ❥✉st✐✜❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✉❛❧❡✳

P❛r♠✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✺✳✶✮ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❧❡s r❡❧❛❜❡❧✐♥❣s q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t
❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ ❡♥ V ✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❙♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥❡ D ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡
ℓ✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ £ : ❳→ L ❞♦♥t ❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ℓ s✉r D ❡st ♠✐♥✐♠❛❧✳

❯♥ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ O(m3|L|) ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❡rt❡
❝♦♥✈❡①❡s ✭♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ ℓ1✱ ❞♦♥t ❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛
▼❆❊✮✱ ✈✐❛ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬✹✹❪✳ ❯♥ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ O(m3|L|3)
♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❡rt❡ ❡♥ ❱ ❬✽✺❪✳

P❧✉s✐❡✉rs ét✉❞❡s ❬✸✹✱ ✸✺✱ ✼✶❪✱ ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❡t s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛rt✐✲
✜❝✐❡❧❧❡s ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ❜r✉✐té❡s ❬✹✺❪✱ ♠♦♥tr❡♥t q✉✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥tr❛✐♥és s✉r ❝❡s ❞♦♥♥é❡s✳

◆♦t❡③ ❡♥✜♥ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛♣rès ✉♥ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥t❡r♣♦❧é❡s
♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥✲❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✭r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ❡t
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✮ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ❞é♥♦t❡r❛ ♣❛rM ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ♦♥t s✉❜✐t ✉♥ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣✳

✺✳✷✳✹ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

▲❛ ❉♦♠✐♥❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❘♦✉❣❤ ❙❡t ❆♣♣r♦❛❝❤ ✭❉❘❙❆✮ ❬✺✼❪ ❡st ✉♥ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❜❛sé s✉r ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s r♦✉❣❤ s❡ts ❬✽✶❪✱ ♣❡♥sé ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ✭❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ▼❈❉❆✮✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ❡st ♣❧✉tôt ❢♦♥❞é❡ s✉r
❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❜r✉✐té❡s✱ ❧❛ ❉❘❙❆ ét❡♥❞ ❧❡ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s r♦✉❣❤ s❡ts✱ ♦ù ❝❡rt❛✐♥s
♦❜❥❡ts s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜❧❡s ♣❛r ♠❛♥q✉❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♣❛✐r❡s ❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥❡s✱ ❞❛♥s
❝❡ ❝❛❞r❡✱ s♦♥t ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ q✉✬✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❡t ❞❡

✼✹



✺✳✷✳ ▼♦♥♦t♦♥✐❡ ❡t ❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s

r❡♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛♣♣r✐s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s
❞❡ ❜❛s❡s ❞❡ ❧❛ ❉❘❙❆ ✭❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✱ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❧❡❝t✉r❡✮✳

▲❛ ❉❘❙❆ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ 4 s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❛♣♣❡❧é❡ r❡❧❛t✐♦♥
❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

(①, y) 4 (①✬, y′) s✐ ① ≤ ①✬.

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ o ∈ D✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s

D−(o) =
{

o′ ∈ D
∣

∣ o′ 4 o
}

❡t D+(o) =
{

o′ ∈ D
∣

∣ o 4 o′
}

.

❙♦✐t k ∈ L✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ Ck ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❡st k✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ♦r❞✐♥❛❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ L✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s C≥

1 , . . . , C
≥
|L| ❞é✜♥✐s ♣❛r

C
≥
k =

⋃

{

Ci

∣

∣ i ∈ L, i ≥ k
}

♣♦✉r t♦✉t k ∈ [n]✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ C
≥
k ✭♦ù k ∈ L) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❛✉ ♠♦✐♥s k✳ ▲❡

♣r✐♥❝✐♣❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❧❛ ❉❘❙❆ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡✉① ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ C
≥
k ❛♣♣❡❧é❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛✲

t✐♦♥ ❜❛ss❡ ❡t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤❛✉t❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

C
≥
k =

{

o ∈ D
∣

∣

∣
D+(o) ⊆ C

≥
k

}

❡t C
≥
k =

{

o ∈ D
∣

∣

∣
D−(o) ∩ C

≥
k 6= ∅

}

❈❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ C
≥
k ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❣ér❡r ❧❡s ♣❛✐r❡s ❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ q✉✐

s✉✐t✳ ❙♦✐t (①, y) ❡t (①✬, y′) ❞❡✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ ① ≤ ①✬ ❡t y′ < y✳ ❖♥ ❛

(①, y), (①✬, y′) ∈ C
≥
y ❡t (①, y), (①✬, y′) 6∈ C≥

y

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ♠♦♥♦t♦♥❡s✱ ♦♥ ❛ C
≥
k = C

≥
k ✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t (①, y) ∈ D ❡t

k ∈ L ♦♥ ❛
[

(①, y) ∈ C
≥
k ⇐⇒ λ+

D(①) ≥ k
]

❡t
[

(①, y) ∈ C
≥
k ⇐⇒ λ−

D(①) ≥ k
]

.

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❛ss❡ ❞❡ C
≥
k ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛✉①q✉❡❧❧❡s

t♦✉t r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❛✉ ♠♦✐♥s é❣❛❧❡ à k✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤❛✉t❡ ❞❡ C
≥
k

♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛✉q✉❡❧ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛ss♦❝✐❡
✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❛✉ ♠♦✐♥s é❣❛❧❡ à k✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ ❉❘❙❆ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r
❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❜❛ss❡s ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❤❛✉t❡s✳ ❈❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s
❞♦♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❜❛ss❡ ❡t ✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❤❛✉t❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥✳ ❯♥ ❞é❢❛✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st s❛ ❣r❛♥❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉① ♦✉t❧✐❡rs ❀ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
♠❛❧ ❧❛❜❡❧✐sé❡ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t r❡♥❞r❡ ✈✐❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❜❛ss❡s ✭❝♦♥s✐❞ér❡③✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❧❡ ❝❛s ❡①trê♠❡ ♦ù ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡st (0, . . . , 0) ❡t ❧❛
❝❧❛ss❡ ❡st 1✮✳

❆✜♥ ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❝❡ ❞é❢❛✉t✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❞❡s r♦✉❣❤ s❡ts ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣✲
♣é❡s✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❜❛ss❡s ❡t ❤❛✉t❡s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞♦♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s
s♦♥t ♠♦✐♥s str✐❝t❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ♣❧✉s rés✐st❛♥t❡s ❛✉ ❜r✉✐t✳ ▲❛ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❉♦♠✐♥❛♥❝❡✲❜❛s❡❞
❘♦✉❣❤ ❙❡t ❆♣♣r♦❛❝❤❡s ✭❱❈✲❉❘❙❆✮ ❬✶✽❪ ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❜❛ss❡ ❞❡ C

≥
k ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

C
≥
k =

{

o ∈ D
∣

∣ Θ(o, k) ∝ θk
}

✭✺✳✷✮

✼✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

♦ù ∝ ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ≤ ✭r❡s♣✳ ≥✮✱ Θ ❡st ✉♥❡♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝❡ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡
❛✉ ❢❛✐t q✉❡ o ❛♣♣❛rt✐❡♥t ✭r❡s♣✳ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s✮ à ❧❛ ❝❧❛ss❡ k✱ ❡t θk ❡st ✉♥ s❡✉✐❧✳

▲❛ ❱❈✲❉❘❙❆ s❡rt ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
♠♦♥♦t♦♥❡s ❱❈✲❉♦♠▲❊▼✱ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❙♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✹✳

✺✳✸ ▼♦❞è❧❡s ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

✺✳✸✳✶ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s st❛♥❞❛r❞s

❈❡rt❛✐♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✳ ❆✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ♦❜t❡♥✉ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥
❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ r❡str❡✐❣♥❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s✳ ❈❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s k✲♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐✲
s✐♥s ❬✹✸❪✱ ❧❡s rés❡❛✉① ❜❛②és✐❡♥s ❬✷✱ ✹✻✱ ✻✷❪ ♦✉ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ✭❬✾✵❪ ♦ù ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
s♣é❝✐✜q✉❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡✱ ❡t ❬✶✵✸❪✮✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝❡rt❛✐♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡①✐st❛♥ts✱
❡♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐❛♥t ❝❡✉① q✉✐ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ♦✉ q✉✐ s♦♥t ♣❡♥sés s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t
♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✷✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ♠♦♥♦t♦♥❡s s♦♥t à ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉rs q✉❛s✐✲♠♦♥♦t♦♥❡s✱ ♦ù ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❡st
✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été à ♠❛①✐♠✐s❡r✱ ❡t ♥♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ str✐❝t❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❬✷✷✱ ✸✾❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❙❱▼ ♦✉ ❬✺✵❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✮✳

❆r❜r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♥♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡s✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s st❛♥❞❛r❞s ❈❆❘❚ ❬✶✺❪ ❡t ❈✹✳✺ ❬✽✹❪✱ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t s❡❧♦♥ ✉♥ s❝❤é♠❛ s✐♠✐❧❛✐r❡ ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❡st ♣❛rt✐t✐♦♥♥é ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❳ ❛✐♥s✐ ❝réés
s♦✐❡♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛❧♦rs à ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♥÷✉❞s ✐♥t❡r♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✉♥❡ ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ré❝✉rs✐❢ ❞❡ ❳✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❣✉✐❞é ♣❛r

• ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬❛rrêt✱ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ s✐ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞♦♥♥é ❞♦✐t êtr❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥é ♦✉ ❞❡✈❡♥✐r
✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱

• ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞✐✈✐s✐♦♥✱ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞♦♥♥é✱

• ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣✱ q✉✐ ❛ttr✐❜✉❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳

▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts s♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦r❞♦♥♥és✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♥÷✉❞s ✐♥t❡r♥❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ xi ≥ αi✱ ♦ù αi ∈ Xi✳

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❛rrêt✱ ❞❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ❧✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ♠♦♥♦t♦♥❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬✽✷❪✱ q✉✐ r❡t♦✉r♥❡ ✉♥
❛r❜r❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [λ−

D, λ
+
D] ✭❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s

❞♦♥♥é❡s D s♦♥t ♠♦♥♦t♦♥❡s✮✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❊▼❚ ❬✻✸❪✱ q✉✐ ré❛❧✐s❡ ❧✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❛♣♣❡❧é❡ r❛♥❦ ❡♥tr♦♣②✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡
❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬❛ttr✐❜✉ts
❡t ❞❡s ❝❧❛ss❡s✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❛r❛♥t✐t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ♠♦♥♦t♦♥❡✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s♦✐❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡s✳ ❈❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ♣ré❝é❞é❡s ♣❛r
✉♥ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ♠♦♥♦t♦♥❡s✱ q✉❡
❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦✐❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡s ♦✉ ♥♦♥✳

✼✻



✺✳✸✳ ▼♦❞è❧❡s ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✱ q✉✐ ❡st
❡♥s✉✐t❡ ✓♠♦♥♦t♦♥✐sé ✔✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ■❈❚ ❬✾✼❪ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❈❆❘❚✱ ♣✉✐s ❞❡ r❡❧❛❜é❧✐s❡r ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à r❡♥❞r❡ ❧✬❛r❜r❡ ♠♦♥♦t♦♥❡✳

❉❡ ♣❛r ❧❡✉r ♥❛t✉r❡✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡s ♦✛r❡♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛❜✐❧✐té ♣♦♥❝✲
t✉❡❧❧❡ ✿ ❝❤❛q✉❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❡st ❥✉st✐✜é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ✉♥✐q✉❡✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡
sér✐❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✐♠♣❧❡s ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ xi ≥ αi✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ❞é❝✐✲
s✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡s✮✳ ▲✬✐♥t❡r♣rét❛❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s
♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡✳

◆♦t❡③ ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r
✉♥ ❢♦rt ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ r❡♥❞❛♥t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t tr♦♠✲
♣❡✉s❡ ✭✈♦✐r ❬✻✶❪✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✮✳

✺✳✸✳✷ ▲❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✐s♦t♦♥❡

❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡♥t✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡
♦✉ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❧❡✉r ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [λ−

D, λ
+
D] ✭❛♣rès ❛✈♦✐r r❡st❛✉ré ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡s

❞♦♥♥é❡s s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡✮✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✐s♦t♦♥❡ ❬✷✶❪✱ q✉✐ ❡st
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡✳ ▲❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ✭❞é♥♦té❡s ♣❛r ✵
❡t ✶✮ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t r❡❧❛❜❡❧✐sé❡s ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡M✳ P♦✉r
t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ① ∈ ❳ ♦ù λ−

M(①) ❡t λ+
M(①) ❞♦♥♥❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ y ✭③♦♥❡s ❜❧❛♥❝❤❡s ❡t

❣r✐s❡s ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✮✱ ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r r❡t♦✉r♥❡ y✳ P♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ① ∈ ❳
✭③♦♥❡ ❤❛❝❤✉ré❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✮✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❡st ❢❛✐t ❞✬❛♣rès ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✿ s✐ ① ❡st ✓ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ✔ ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡ {①✬ ∈ ❳ | λ+

M(①✬) = 0} q✉❡ ❞❡s
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡ {①✬ ∈ ❳ | λ−

M(①✬) = 1}✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r r❡♥✈♦✐❡ ✵ ❀ s✐♥♦♥ ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r r❡♥✈♦✐❡
✶✳

▲❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✐s♦t♦♥❡ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❛✉① tâ❝❤❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ à
♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s✱ ✈✐❛ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ |L| − 1 ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s✳

▲❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✐s♦t♦♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❡st ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✭❧♦rsq✉❡ λ−

M(①) = λ+
M(①)✮ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✐s♦t♦♥❡ ♠♦♥tr❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❡sts ❬✼✵❪✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛ss❡s r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s
❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s s✉r
❧❡sq✉❡❧❧❡s λ−

M ❡t λ+
M ❞✐✛èr❡♥t✳

✺✳✸✳✸ ❖❙❉▲ ❡t ▼❖❈❆

❖❙❉▲ ❬✼✸❪ ❡t ▼❖❈❆ ❬✼✱ ✻❪ s♦♥t ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡
❢♦♥❞és s✉r ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s✉❝❝✐♥❝t❡ ❞❡ ▼❖❈❆✳ ▲❡s
❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❢♦♥t ❛♣♣❡❧ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ F̂ : ❳×L→ [0, 1]✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝✉♠✉❧é❡✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

F̂ (①, y) =

∑

y′≤y ηD(①, y
′)

ηD(①)
.

♦ù ηD(①) ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡st ①✱ ❡t ηD(①, y
′) ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡st ① ❡t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❡st y′ ✭✈♦✐r ❙♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✮✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s s♦♥t ♠♦♥♦t♦♥❡s ♦♥ ❛ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

① ≤ ①✬ =⇒ F̂ (①✬, y) ≤ F̂ (①, y)

✼✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

♣♦✉r t♦✉t ①,①✬ ∈ ❳D ❡t y ∈ L ✭❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝✉♠✉❧é❡ ❡st ♥♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r
❳D✮✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ F̂ ✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ F ∗ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

F ∗(①, y) =

{

g∗(①, y) s✐ y ∈ [|L| − 1],

1 s✐♥♦♥✱

♦ù g∗ : ❳×L→ [0, 1] ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r ❳ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∑

(①,y)∈D

∣

∣g∗(①, y)− F̂ (①, y)
∣

∣

2
ηD(①, y).

❈❡tt❡ ét❛♣❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✬✉♥ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ❡✛❡❝t✉é s✉r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧é❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ét❡♥❞✉❡
♣❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛✉① ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♥♦♥ ♦❜s❡r✈é❡s✳ ▲❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s
♠♦♥♦t♦♥❡s ❞❡ F ∗ ♣♦ss✐❜❧❡s s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s F− ❡t F+ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

F−(①, y) =
∨

{

F ∗(①✬, y)
∣

∣ ①✬ ∈ D ❡t ① ≤ ①✬
}

❡t F+(①, y) =
∧

{

F ∗(①✬, y)
∣

∣ ①✬ ∈ D ❡t ①✬ ≤ ①
}

.

❘❡♠❛rq✉❡③ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s F− ❡t F+ ❥♦✉❡♥t ✐❝✐ ✉♥ rô❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à λ−
M ❡t λ+

M ✭❝❡♣❡♥❞❛♥t✱
♣✉✐sq✉❡ F ∗ ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ♦♥ ❛ F+(①, y) ≤ F−(①, y) ♣♦✉r t♦✉t ① ∈ ❳ ❡t y ∈ L✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r
t♦✉t ① ∈ ❳D ❡t y ∈ L✱ ♦♥ ❛

F+(①, y) = F−(①, y).

P♦✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t ① ∈ ❳\❳D ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r F+(①, y) < F−(①, y)✳ ❯♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❝✉♠✉❧é❡ ✉♥✐q✉❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ ① ∈ ❳ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ F : ❳ × L → [0, 1]
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ∗ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

F (①, y) = αF−(①, y) + (1− α)F+(①, y),

♦ù α ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à [0, 1]✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛q✉❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ① ∈ ❳ ❡st ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ① ✭❞♦♥♥é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r F+ ❡t F−✮✳

✺✳✸✳✹ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥

▲❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✐s♦t♦♥❡✱ ▼❖❈❆ ❡t ❖❙❉▲ ♦♥t ♣♦✉r ❞és❛✈❛♥t❛❣❡ ❝♦♠♠✉♥ ❞✬êtr❡ ♣❡✉ ✐♥t❡r♣ré✲
t❛❜❧❡s✱ ❝❛r ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦✉ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉①
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳

▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞✐st✐♥❝ts
❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧s s♦♥t ❛♣♣r✐s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❤❛q✉❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s
♣❡✉t êtr❡ ❥✉st✐✜é❡ ♣❛r ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs rè❣❧❡s ❀ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡
✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞✬êtr❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡
rè❣❧❡s ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ s❡r✈✐r♦♥t ❞❡ ❜❛s❡ à ❧✬ét✉❞❡
❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❜❛sés s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞ét❛✐❧❧é❡✳
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✺✳✸✳ ▼♦❞è❧❡s ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥s

◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡s ✭♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✮ ❞❡✉① t②♣❡s
❞❡ rè❣❧❡s ✿ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ r❡❥❡t✳ ❙♦✐t δ ∈ L ❡t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ [n]✱ αi ∈ Xi✳
❯♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❳ ✈❡rs L ❡st ✉♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

x1 ≥ α1, . . . , xn ≥ αn =⇒ y ≥ δ. ✭✺✳✸✮

❯♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ r❡❥❡t ❞❡ ❳ ✈❡rs L ❡st ✉♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

x1 ≤ α1, . . . , xn ≤ αn =⇒ y ≤ δ. ✭✺✳✹✮

▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✺✳✸✮ ❡t ✭✺✳✹✮ s❡r♦♥t ♣❛r❢♦✐s ❡①♣r✐♠é❡s s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛❜ré❣é❡ ♣❛r✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t✱

(α1, . . . , αn)ր δ ❡t (α1, . . . , αn)ց δ.

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ r✱ ♦♥ ❞é♥♦t❡r❛ ♣❛r αr
1, . . . , α

r
n ❡t δr ❧❡s ✈❛❧❡✉rs t❡❧❧❡s q✉❡

r =
[

(αr
1, . . . , α

r
n) ր δr

]

✭s✐ r ❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥✮ ♦✉ r =
[

(αr
1, . . . , α

r
n) ց δr

]

✭s✐ r ❡st
✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ r❡❥❡t✮✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s s❡✉✐❧s αr

i ♣❡✉✈❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t
t♦✉❥♦✉rs ✈ér✐✜é❡s✳

❉❛♥s ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥✱ ❧❡ s❡✉✐❧ αr
i = 0

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ xi ≥ 0✳ ❯♥ ❛ttr✐❜✉t
i ∈ [n] ❡st ❛❝t✐❢ s✐ αi > 0✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❛ttr✐❜✉ts ❛❝t✐❢s ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ r ❡st
❞é♥♦té Ar ❡t ❞é✜♥✐ ♣❛r

Ar = {i ∈ [n] | αr
i > 0}.

▲❛ rè❣❧❡ r ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❞✬❛♣rès s❡s ❛t✲
tr✐❜✉ts ❛❝t✐❢s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

∀i ∈ Ar, xi ≥ αr
i =⇒ y ≥ δr

❉❛♥s ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ r❡❥❡t✱ ❧❡ s❡✉✐❧ αr
i = 1 ❝♦rr❡s✲

♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ xi ≤ 1✳ ❯♥ ❛ttr✐❜✉t i ∈ [n]
❡st ❛❝t✐❢ s✐ αi < 1✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts
❛❝t✐❢s ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ r❡❥❡t r ❡st ❞é♥♦té Ar ❡t
❞é✜♥✐ ♣❛r

Ar = {i ∈ [n] | αr
i < 1}.

▲❛ rè❣❧❡ r ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❞✬❛♣rès s❡s ❛t✲
tr✐❜✉ts ❛❝t✐❢s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

∀i ∈ Ar, xi ≤ αr
i =⇒ y ≤ δr

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s q✉❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞♦♥t ❧❡s rè❣❧❡s s♦♥t
t♦✉t❡s ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ ✭sé❧❡❝t✐♦♥ ♦✉ r❡❥❡t✮✳ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡
rè❣❧❡s ❞❡ r❡❥❡t s❡r♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧és s❡❧❡❝t✲s❡ts ❡t r❡❥❡❝t✲s❡ts✳ ❈❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❳ à L✳

P♦✉r t♦✉t❡ rè❣❧❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ r✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ fr : ❳→ L ♣❛r

fr(x1, . . . , xn) =

{

δr s✐ ∀i ∈ [n], xi ≥ αr
i ,

0 s✐♥♦♥✳

P♦✉r t♦✉t s❡❧❡❝t✲s❡t R ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
fR : ❳→ L ♣❛r

fR(①) =
∨

r∈R

fr(①).

P♦✉r t♦✉t❡ rè❣❧❡ ❞❡ r❡❥❡t r✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ fr : ❳→ L ♣❛r

fr(x1, . . . , xn) =

{

δr s✐ ∀i ∈ [n], xi ≤ αr
i ,

1 s✐♥♦♥✳

P♦✉r t♦✉t r❡❥❡❝t✲s❡t R ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
fR : ❳→ L ♣❛r

fR(①) =
∧

r∈R

fr(①).

✼✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

❚♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥✲❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ❳ ✈❡rs L ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t ❡t ♣❛r ✉♥
r❡❥❡❝t✲s❡t✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s R ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f s✐ fR = f ✳

❙♦✐❡♥t ❞❡✉① s❡❧❡❝t✲s❡ts ✭r❡s♣✳ r❡❥❡❝t s❡ts✮ R ❡t R′✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ R ❡t R′ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts s✐
fR = fR′ ✱ ❡t ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❊q∨(R) ✭r❡s♣✳ ❊q∧(R)✮ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s❡❧❡❝t✲s❡ts ✭r❡s♣✳ r❡❥❡❝t✲s❡ts✮
éq✉✐✈❛❧❡♥ts à R✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❡st ❞✉❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s rè❣❧❡s
❛♣♣♦rt❡♥t ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s✳

P♦✉r ❞❡✉① rè❣❧❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ r ❡t s t❡❧❧❡s q✉❡

δs ≤ δr ❡t ∀i ∈ [n], αr
i ≤ αs

i

♦♥ ❛ r ⇒ s✳ ◆♦t❡③ q✉❡ r ⇒ s ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à
fs ≤ fr ❡t à f{r,s} = f{r}✳

P♦✉r ❞❡✉① rè❣❧❡s ❞❡ r❡❥❡t r ❡t s t❡❧❧❡s q✉❡

δr ≤ δs ❡t ∀i ∈ [n], αs
i ≤ αr

i ),

♦♥ ❛ r ⇒ s✳ ◆♦t❡③ q✉❡ r ⇒ s ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à
fr ≤ fs ❡t à f{r,s} = f{r}✳

P♦✉r ❞❡✉① rè❣❧❡s r ❡t s t❡❧❧❡s q✉❡ r ⇒ s✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ s ❡st r❡❞♦♥❞❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à r✳ ❙♦✐t ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s R✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ R ❡st ♥♦♥ r❡❞♦♥❞❛♥t s✐ r ⇒ s ♥✬❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r ❛✉❝✉♥❡ ♣❛✐r❡
❞❡ rè❣❧❡s r, s ∈ R✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ R∗ ♣❛r

R∗ =
{

s ∈ R
∣

∣

∣ ∀r ∈ R,
[

r 6⇒ s ♦✉ s = r
]

}

.

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ♣r♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❧✬❆♥♥❡①❡ ❇✳✶✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✸✳ P♦✉r t♦✉t s❡❧❡❝t✲s❡t ✭r❡s♣✳ r❡❥❡❝t✲s❡t✮ R✱ R∗ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t ❞❡ ❊q∨(R)
✭r❡s♣✳ ❊q∧(R)✮✳

❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥

▲❡ ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❡st ❖▲▼ ❬✾❪✳ ❉❡♣✉✐s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡
❞é❝✐s✐♦♥ ♦♥t été ♣r♦♣♦sés✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❜❛sés s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r♦✉❣❤ s❡ts ❡t ❧❛ ❉❘❙❆✳ P❛r♠✐
❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ rè❣❧❡s✱ ♥♦✉s r❡t❡♥♦♥s ❱❈✲❉♦♠▲❊▼✱ ❝❛r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été
t❡sté s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✶✷ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠♦♥♦t♦♥❡s ❡t ❛ ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡ttr❡ ♣❡✉ ❞✬❡rr❡✉rs ❞❡
♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❛✉①q✉❡❧s ✐❧ ❛ été ❝♦♠♣❛ré ✭✈♦✐r ❬✶✶✱ ✶✾❪✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❡♥ t❡st❛♥t ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s
s✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s r♦✉❣❤ s❡ts ✿ ❱❈❉♦♠▲❊▼

❱❈✲❉♦♠▲❊▼ ❬✶✾❪ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡
❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ t❛❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t à ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡✳ ❉❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥
♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❱❈✲❉♦♠▲❊▼ ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❘❙❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬✶✽❪✳
■❧ ❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡t ❞❡ s❡✉✐❧s θ1, . . . , θ|L| ✭q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❤②♣❡r♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①q✉❡❧s ✐❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❜❛ss❡s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s C≥
1 , . . . , C

≥
|L|

✭✈♦✐r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✮✮✳ ❈❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❜❛ss❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s❡r✈❛♥t ❞❡ ❜❛s❡ à ❧✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ k ∈ L✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ rè❣❧❡s Rk t❡❧ q✉❡ fRk

(①) = k ♣♦✉r t♦✉t (①, k) ∈ C
≥
k ✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r

✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛sé s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦✈❡r✐♥❣ ✭❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é ❞✐✈✐❞❡ ❛♥❞ ❝♦♥q✉❡r✮ ❬✹✼❪✳
▲❡s rè❣❧❡s q✉✐ s♦♥t ❛❥♦✉té❡s ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s♦♥t ❝réé❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡
❞✬❛ttr✐❜✉ts ❛❝t✐❢s ❛✉ss✐ ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡ s✉r✲❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❞❡ ❢❛✈♦r✐s❡r
❧✬✐♥t❡r♣rét❛❜✐❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

✽✵



✺✳✹✳ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ✢♦✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

✺✳✸✳✺ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡t ❜♦♦st✐♥❣

❈❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♠♠❡ ▼❖❘❊ ❬✸✼❪ ♦✉ ▲P❘✉❧❡s ❬✼✵❪ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ rè❣❧❡s à tr❛✈❡rs ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❜♦♦st✐♥❣✳ ◆♦✉s ♥❡ ❞ét❛✐❧❧♦♥s ♣❛s ✐❝✐ ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❜♦♦st✐♥❣ ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t♦♥s ❞✬✐❧❧✉str❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛
❢♦r♠❡ ❞❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❛♣♣r✐s ♣❛r ▲P❘✉❧❡s✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲P❘✉❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡♥ k− 1 ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❞♦♥t ♦♥ ❞é♥♦t❡ ❧❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ♣❛r f1, . . . , fk−1✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✱ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ✵ ❡t ✶✳ ❈❤❛q✉❡ rè❣❧❡ Φ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡
♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

x1 ≥ α1, . . . , xn ≥ αn

(

r❡s♣✳ x1 ≤ α1, . . . , xn ≤ αn

)

t❡❧❧❡ q✉❡ Φ(①) ✈❛✉t ✶ ✭r❡s♣✳ ✲✶✮ s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ Φ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ①✱ ❡t ✵ s✐♥♦♥✳ ▲❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r
❜✐♥❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s {Φ1, . . . ,Φt} ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s ✿

fi(①) = s✐❣♥





t
∑

j=1

ajΦj(①)



 ,

♦ù s✐❣♥ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ✈❛✉t ✶ s✐ s♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❡t ♣♦s✐t✐❢✱ ✵ s✐♥♦♥✱ ❡t a1, . . . at s♦♥t ❞❡s ♣♦✐❞s
❛ss♦❝✐és à ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ✜♥❛❧ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s k− 1 ❝❧❛ss✐✜❡✉rs
❜✐♥❛✐r❡s

f(①) = 1 +

k−1
∑

i=1

fi(①).

▲❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s t❡♥❞ à s✉r♣❛ss❡r ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s ✓ ❝❧❛ss✐q✉❡s ✔ q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛❜✐❧✐té ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛❜✐❧✐té ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✮ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ♣❡r❞✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡
❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r s♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s rè❣❧❡s q✉✐
❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❡t q✉❡✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ❥❛♠❛✐s êtr❡
❡①♣❧✐q✉é❡ ♣❛r ✉♥❡ rè❣❧❡ ✉♥✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥❡ tr❛✐t♦♥s ♣❛s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✳

✺✳✹ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ✢♦✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ❡t ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞✐t❡s ✢♦✉❡s✱
❡t s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦♥t✱ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ été ét✉❞✐é❡s ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ▼❈❉❆✳

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❡t ❞✬❛♥t✐✲❝❛♣❛❝✐té✳

✺✳✹✳✶ ❈❛♣❛❝✐té ❡t ❛♥t✐✲❝❛♣❛❝✐té

❙♦✐t L ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é ❜♦r♥é ❞♦♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡t ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ é❧é♠❡♥t s♦♥t ❞é♥♦tés
♣❛r ✵ ❡t ✶✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ µ : 2[n] → L ❡st ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té s✐

∀I ⊆ J ⊆ [n], µ(I) ≤ µ(J)

❡t s✐ µ(∅) = 0 ❡t µ([n]) = 1✳ P♦✉r t♦✉t I ⊆ [n] ♦♥ ♣❡✉t ✐♥t❡r♣rét❡r µ(I) ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts I✳

✽✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ν : 2[n] → L ❡st ✉♥❡ ❛♥t✐✲❝❛♣❛❝✐té s✐

∀I ⊆ J ⊆ [n], ν(I) ≥ ν(J)

❡t s✐ µ(∅) = 1 ❡t µ([n]) = 0✳
P♦✉r t♦✉t❡ ❝❛♣❛❝✐té µ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♥t✐✲❝❛♣❛❝✐té ❞✉❛❧❡ ν t❡❧❧❡ q✉❡ ν(I) = µ([n]\I) ♣♦✉r t♦✉t

I ⊆ [n]✳

✺✳✹✳✷ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈❤♦q✉❡t

▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈❤♦q✉❡t s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s [0, 1] q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ♣♦♥❞éré❡✱ ❡♥ ❛❝❝♦r❞❛♥t ✉♥ ♣♦✐❞s à ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts✳
▲❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▼ö❜✐✉s ❞✬✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té✳

❙♦✐t µ : 2[n] → L ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▼ö❜✐✉s ❞❡ µ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ mµ : 2[n] → L

❞é✜♥✐❡ ♣❛r
mµ(I) =

∑

J⊆I

(−1)|I|−|J |µ(J).

▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à µ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Cµ : Ln → L ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Cµ(①) =
∑

I⊆[n]

mµ(I)
∧

i∈I

xi. ✭✺✳✺✮

❚❛♥❞✐s q✉❡ µ(I) ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ I✱ mµ(I) ♣❡✉t
êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❛❝❝♦r❞é s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t à I✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ❝❡ ♣♦✐❞s ♣❡✉t êtr❡ ♣♦s✐t✐❢ ✭✐❧
♠♦❞é❧✐s❡ ❛❧♦rs ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ s②♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ I✮✱ ♦✉ ♥é❣❛t✐❢ ✭✐❧ ♠♦❞é❧✐s❡ ❛❧♦rs ✉♥
♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡✮✳

▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♦♥t ♣♦✉r ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ♣❧✉s ❡①♣r❡ss✐✈❡s q✉❡ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❛r✐t❤✲
♠ét✐q✉❡s ♣♦♥❞éré❡s✱ t♦✉t ❡♥ ét❛♥t ♥♦♥✲❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s ❡t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s✳ ❉❡s ♦✉t✐❧s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❬✽✽❪✱ q✉✐ rés✉♠❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛ttr✐❜✉t
♣❛r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✉♥✐q✉❡✱ ❡t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ q✉✐ ❡①♣r✐♠❡ ✉♥ ❞❡❣ré ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
♣❛✐r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t
❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ✈❛❧❡✉rs q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡s✳

❉❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡
❈❤♦q✉❡t ❬✾✸❪✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✈✐❛ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ❬✾✻❪ ♦ù
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✳ ▲❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❈❤♦q✉✐st✐q✉❡ ❛✐♥s✐
❞é✜♥✐❡ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♠♣ét✐t✐❢s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛✉①q✉❡❧s ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣❛ré❡
✭✈♦✐r ❬✾✸❪✮✳

✺✳✹✳✸ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❙✉❣❡♥♦

▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ s♦♥t ♣❛r❢♦✐s ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s ♦r❞✐♥❛❧❡s ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡
❈❤♦q✉❡t✳ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à µ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ S∨

µ : Ln → L ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

S∨
µ (①) =

∨

I⊆[n]

µ(I) ∧
∧

i∈I

xi.

❚♦✉t❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♥t✐✲❝❛♣❛❝✐té✳ ❙♦✐t
✉♥❡ ❛♥t✐✲❝❛♣❛❝✐té ν : 2[n] → L✳ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ν ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
S∧
ν : Ln → L ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

S∧
ν (①) =

∧

I⊆[n]

ν(I) ∨
∨

i∈I

xi.

✽✷



✺✳✹✳ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ✢♦✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

◆♦t❡③ q✉❡ ❞❡✉① ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ S∨
µ ❡t S∧

ν s♦♥t é❣❛❧❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ν(I) = µ([n]\I)
♣♦✉r t♦✉t I ⊆ [n]✳

▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❢♦❝❛✉① ❞❡ µ ✭r❡s♣✳ ❞❡ ν✮ s♦♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s F ⊆ [n] t❡❧s q✉❡

µ(F ) >
∨

I⊂F

µ(I)

(

r❡s♣✳ ν(F ) <
∧

I⊂F

ν(I)

)

.

❖♥ ❞é♥♦t❡ ♣❛r F(µ) ✭r❡s♣✳ ♣❛r F(ν)) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❢♦❝❛✉① ❞❡ µ ✭r❡s♣✳ ❞❡ ν✮✳ ▲❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ µ ❡t ν s✉r t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ [n] s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs s✉r ❧❡✉rs
❡♥s❡♠❜❧❡s ❢♦❝❛✉① ✿

S∨
µ (①) =

∨

I∈F(µ)

µ(I) ∧
∧

i∈I

xi ❡t S∧
ν (①) =

∧

I∈F(ν)

ν(I) ∨
∨

i∈I

xi.

✺✳✹✳✹ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❯t✐❧✐té ❞❡ ❙✉❣❡♥♦

▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs s✉r
✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ✉♥✐q✉❡✳ ▲❡s ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❯t✐❧✐té ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ✭❋❯❙✮ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡
❙✉❣❡♥♦ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ✈❡♥❛♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❊❧❧❡s s❡♠❜❧❡♥t
❛✈♦✐r été ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❬✺✽❪✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✷✽✱ ✷✾❪ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s ❋❯❙
❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ❡t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕi : Xi → L

s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡✱ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

ϕi(0) = 0 ❡t ϕi(1) = 1.

■❝✐✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❯t✐❧✐té ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ϕ1, . . . , ϕn s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s ✭✈♦✐r ❬✷✺❪✮✳

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕi : Xi → L ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❧♦❝❛❧❡ ✭◆◗ ❧♦❝❛❧❡✮ s✐ ❡❧❧❡ ❡st
♥♦♥✲❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t s✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ϕi(0) = 0 ❡t ϕi(1) = 1✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ : ❳ → Ln ❡st ❛♣♣❡❧é❡
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✭◆◗ ❣❧♦❜❛❧❡✮ s✐ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ n ◆◗
❧♦❝❛❧❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ♣❛r

ϕ(①) = (ϕ1(x1), . . . , ϕn(xn))

♦ù✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ [n]✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕi : Xi → L ❡st ✉♥❡ ◆◗ ❧♦❝❛❧❡✳ ❘❡♠❛rq✉❡③ q✉❡ ❧❡s ◆◗ ❧♦❝❛❧❡s
q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ◆◗ ❣❧♦❜❛❧❡ s♦♥t ✉♥✐q✉❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ◆◗ ❣❧♦❜❛❧❡ ϕ : ❳→ L✱
♦♥ ❞é♥♦t❡r❛ ♣❛r ϕ1, . . . , ϕn ❧❡s ◆◗ ❧♦❝❛❧❡s ❞♦♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st ϕ✳

◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❯t✐❧✐té ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ✭❋❯❙✮ ❞❡ ❳ à L ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡
❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ❞❡ Ln ✈❡rs L ❛✈❡❝ ✉♥❡ ◆◗ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❳ ✈❡rs Ln✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té µ : 2[n] → L ❡t
✉♥❡ ◆◗ ❣❧♦❜❛❧❡ ϕ : ❳→ L✳ ▲❛ ❋❯❙ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à µ ❡t à ϕ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ S∨

µ,ϕ : ❳→ L

❞é✜♥✐❡ ♣❛r

S∨
µ,ϕ(x1, . . . , xn) = S∨

µ

(

ϕ1(x1), . . . , ϕn(xn)
)

=
∨

I⊆[n]

µ(I) ∧
∧

i∈I

ϕi(xi).

❙♦✐t ✉♥❡ ❛♥t✐✲❝❛♣❛❝✐té ν : 2[n] → L✳ ▲❛ ❋❯❙ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ν ❡t à ϕ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
S∧
ν,ϕ : ❳→ L ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

S∧
ν,ϕ(x1, . . . , xn) = S∧

ν

(

ϕ1(x1), . . . , ϕn(xn)
)

=
∧

I⊆[n]

ν(I) ∨
∨

i∈I

ϕi(xi).

✽✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✹✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ s♦♥t ❞❡s ❋❯❙ ✭♦ù X1 = · · · = Xn = L ❡t ♦ù
ϕ1, . . . , ϕn s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐❞❡♥t✐tés✮✳

✺✳✹✳✺ ■♥t❡r♣rét❛❜✐❧✐té ❞❡s ❋❯❙

▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ét❛♥t ❡①♣r✐♠é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ∧ ❡t ∨✱ ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✐sé♠❡♥t
êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡s ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❬✹✵❪ ❀ ❝❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡st ❝♦♥s❡r✈é❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡s ❋❯❙✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ❝♦♠♠❡♥t t♦✉t❡ ❋❯❙ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡
♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳

❈❤❛q✉❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❋❯❙ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❥✉st✐✜é❡ ♣❛r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❉❡
❝❡ ❢❛✐t✱ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛❜✐❧✐té ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❋❯❙ ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ é❧❡✈é❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t✳

❖♥ ♣❡✉t ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❛✈❛♥❝❡r q✉✬✉♥❡ ❋❯❙✱ ♣rés❡♥té❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ◆◗ ❧♦❝❛❧❡s
❡t ❞✬✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té✱ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s
éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ rè❣❧❡s✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦✲
t❤ès❡ ♥✬❛✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ♣❛s été t❡sté❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ❡t ❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♠♦❞✉❧é❡ ♣❛r
♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s ✿ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❢♦❝❛✉①✱
❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❡t❝✳

✺✳✹✳✻ ❊①♣r❡ss✐✈✐té ❞❡s ❋❯❙

■❧❧✉str♦♥s ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❋❯❙ ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✻✺✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ L = {0, 1}✱ ❳ = X1 × X2✱ ❛✈❡❝ X1 = X2 = {0, a, b, c, 1} ❡t
0 < a < b < c < 1✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ◆◗ ❧♦❝❛❧❡s ϕ1 : X1 → L ❡t ❞❡ ϕ2 : X2 → L ♣❛r

ϕ1(x1) =

{

0 s✐ x1 ≤ a,

1 s✐♥♦♥
❡t ϕ2(x2) =

{

0 s✐ x2 ≤ a,

1 s✐♥♦♥.

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ϕ1 ❡t ϕ2 s♣é❝✐✜é❡s✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ S∨
µ,ϕ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ µ✱

❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳

✽✹



✺✳✹✳ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ✢♦✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

X2

X1

ϕ2(x2) = 0

ϕ2(x2) = 1

ϕ1(x1) = 0 ϕ1(x1) = 1

0

a

b

c

1

0 a b c 1

S∨
µ (0, 0) S∨

µ (1, 0)

S∨
µ (0, 1) S∨

µ (1, 1)

X2

X1

ϕ1(x1) = 0 ϕ1(x1) = 1

0

a

b

c

1

0 a b c 1

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ▲❡ s❝❤é♠❛ à ❣❛✉❝❤❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ◆◗ ❧♦❝❛❧❡s ϕ1 ❡t ϕ2✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ ❞é❝♦✉♣❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡
❳ ❡♥ ✹ ♣❛rt✐❡s✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❝❤❛❝✉♥❡ à ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ L2✱ s✉r ❧❡q✉❡❧ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡
❙✉❣❡♥♦ S∨

µ ✳ ➚ ❞r♦✐t❡✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✓ ❡♥ ❡s❝❛❧✐❡r ✔✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❛✉❝✉♥❡ ❋❯❙✳

❈❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✈✐s✉❡❧❧❡ ♠♦♥tr❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥✲❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s ♥❡
s♦♥t ♣❛s r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡s ♣❛r ✉♥❡ ❋❯❙✳

▲✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❋❯❙ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
♣❧✉s r❡str❡✐♥t❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥✲❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s ❞❡ ❳ à L✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡s ❋❯❙ s♦✉✛r❡♥t ❞✬✉♥
❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❘❡♠❛rq✉❡③ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❋❯❙ S∨

µ,ϕ ✱ ❧❛ ◆◗ ❣❧♦❜❛❧❡ ϕ

❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ① ∈ ❳ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ϕ(①) ∈ Ln✱ ❡t ♦♥ ❛

S∨
µ,ϕ(①) = S∨

µ (ϕ(①)).

❉✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❛♥✐èr❡✱ Ln ❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✳ ❖r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡
Ln ❡st ✐♠♣♦sé❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t r❡str✐❝t✐❢ ❧♦rsq✉❡ L ❡st ❞❡
♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧✬❡①❡♠♣❧❡
♣ré❝é❞❡♥t✳

◆♦t❡③ q✉❡ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù L ❡st ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s
✓ ❡♥ ❡s❝❛❧✐❡r ✔ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❛✉❝✉♥❡ ❋❯❙✳ ❈❡❧❛ ❡st ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ♣❛r ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥
❞❡s ❋❯❙ s✉✐✈❛♥t❡ ✭✈♦✐r ❬✷✺✱ ✸✶❪✮ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✻✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ f : ❳ → L ❡st ✉♥❡ ❋❯❙ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡
✈ér✐✜❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ①,①✬ ∈ ❳✱ i ∈ [n] ❡t a ∈ Xi ✿

f(①|0i ) < f(①|ai ) ❡t f(①✬|
a
i ) < f(①✬|1i ) =⇒ f(①|ai ) < f(①✬|ai )

♦ù ①|ai ❞és✐❣♥❡ ❧❡ t✉♣❧❡ ❞♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ①✱ ❡①❝❡♣té ❧❛ i✲è♠❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ q✉✐ ✈❛✉t a✳

❆✜♥ ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞❡s ❋❯❙✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✷✸❪ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ✉♥
♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ✭♦✉ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠✮ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❋❯❙✱ ❞♦♥t ❧✬✐♥térêt ❡st ❞❡
♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠♦♥♦t♦♥❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡

✽✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ❋❯❙ ❡t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❋❯❙ ❡♥ ♥♦✉s ❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❞❡s
rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✳

✽✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❋❯❙ ❡t rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

✻✳✶ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❚♦✉t❡ ❋❯❙ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❝❡rt❛✐♥s
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❡①♣r✐♠és ♣❛r ✉♥❡ ❋❯❙✳ ❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♣❛❧✐❡r ❛✉ ♠❛♥q✉❡
❞✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞❡s ❋❯❙✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✷✸❪ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r t♦✉t ❝❧❛ss✐✜❡✉r
♠♦♥♦t♦♥❡ r❡s♣❡❝t❛♥t

f(0, . . . , 0) = 0 ❡t f(1, . . . , 1) = 1

♣❛r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✉ ♣❛r ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❋❯❙✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❋❯❙ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ▲❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡s ét✉❞❡s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❝❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛✈❛♥t❛✲
❣❡✉s❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡✱ t♦✉t ❡♥ ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❝♦♠♣ét✐t✐✈❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥
♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❜❛sé s✉r ✉♥ ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✐♥t❡r✲
♣rét❛❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ q✉✬✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❜❛sé s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té✳ ◆♦✉s
ét✉❞✐♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋❯❙ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✜♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❛✈❡❝ ✉♥
♣ré❝✐s✐♦♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ ◆♦s ét✉❞❡s ❞é❜♦✉❝❤❡♥t s✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉rs
❜❛sés s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❋❯❙✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❘▲✲❙❯❋✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

◆♦✉s ❝❧❛r✐✜♦♥s ❞✬❛❜♦r❞✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❢♦r♠❡❧✱ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡t ❧❡s ❋❯❙✱
❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✓ tr❛❞✉✐r❡ ✔ t♦✉t❡ ❋❯❙ ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s
✭❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧
❝❡❧❛ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❋❯❙ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✮✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❜❛sés s✉r
❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❋❯❙✱ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✮✳ ❉❛♥s ❧❛
❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✺ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ rè❣❧❡s q✉✐ s❡r❛
✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s ét✉❞❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❞❡s tr♦✐s s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡s✳ ❈♦♠♠❡ rés✉❧t❛t s✉❜s✐❞✐❛✐r❡✱ ♥♦✉s
♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❝♦♠♣ét✐t✐❢ ❛✈❡❝ ❱❈✲❉♦♠▲❊▼✳

❊♥ ♥♦✉s ❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♥♦✉s t❡♥t♦♥s ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋❯❙ ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s✳

• r❡♣rés❡♥t❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛♣♣r✐s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♠♣✐✲
r✐q✉❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✻✮✱

• ✐♥t❡r♣♦❧❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠♦♥♦t♦♥❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✼✮✱

✽✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❋❯❙ ❡t rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

• ❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞♦♥t ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❡st s♦♥t ❝♦♠♣ét✐t✐✈❡s ❛✈❡❝
❱❈✲❉♦♠▲❊▼ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✽✮✳

▲❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
✉t✐❧✐sés ❞✉r❛♥t ♥♦s t❡sts✱ s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s à ❧✬❛❞r❡ss❡ ❤tt♣s✿✴✴❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴◗●❇r❛❜❛♥t✴❙❯❋✹❖❈✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❳ ❡st
❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ X1 × · · · × Xn✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ Xi ❡st ❜♦r♥é ❡t t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ L ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❡t t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é✳ ▲❡s ❝❛♣❛❝✐tés s♦♥t ❞é♥♦té❡s ♣❛r µ ❡t
❧❡s ❛♥t✐✲❝❛♣❛❝✐tés s♦♥t ❞é♥♦té❡s ♣❛r ν✳ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té µ
✭r❡s♣✳ ✉♥❡ ❛♥t✐✲❝❛♣❛❝✐té ν✮ ❡st ❞é♥♦té❡ ♣❛r S∨

µ ✭r❡s♣✳ ♣❛r S∧
ν ✮✳ ❚♦✉t❡ ◆◗ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st ❞é♥♦té❡ ♣❛r ϕ

❡t ❡st ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ◆◗ ❧♦❝❛❧❡s ❞é♥♦té❡s ♣❛r ϕ1, . . . , ϕn✳ ▲❛ ❋❯❙ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té µ ✭r❡s♣✳ ✉♥❡ ❛♥t✐✲❝❛♣❛❝✐té ν✮ ❡t ✉♥❡ ◆◗ ❣❧♦❜❛❧❡ ϕ ❡st ❞é♥♦té❡ ♣❛r S∨

µ,ϕ ✭r❡s♣✳
S∧
ν,ϕ✮✳ ▲❡s ❋❯❙ ❞♦♥t ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés✴❛♥t✐✲❝❛♣❛❝✐tés ❡t ◆◗ ❣❧♦❜❛❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s

s♣é❝✐✜é❡s s♦♥t ❞é♥♦té❡s ♣❛r S✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❋❯❙ ❞❡ ❳ à L ❡st ❞é♥♦té ♣❛r S❳,L✱ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s s❡❧❡❝t✲s❡ts ✭r❡s♣✳ r❡❥❡❝t✲s❡ts✮ ♥♦♥✲r❡❞♦♥❞❛♥ts ❞é❝r✐✈❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❳ à L ❡st ❞é♥♦té ♣❛r
R∨
❳,L ✭r❡s♣✳ R∧

❳,L✮✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s R✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ r❡❞♦♥❞❛♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t
à R s❡r❛ ❞é♥♦té ♣❛r R∗✳

✻✳✷ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❋❯❙ ❡♥ rè❣❧❡s

P✉✐sq✉❡ ❧❡s ❋❯❙ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦♥♦t♦♥❡s✱ t♦✉t❡ ❋❯❙ ♣❡✉t êtr❡ tr❛❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t
❡t ♣❛r ✉♥ r❡❥❡❝t✲s❡t✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✿ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❋❯❙ S✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t ♥♦♥
r❡❞♦♥❞❛♥t R t❡❧ q✉❡ S = fR ❡t ✉♥ r❡❥❡❝t✲s❡t ♥♦♥ r❡❞♦♥❞❛♥t R′ t❡❧ q✉❡ S = fR′ ✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❙✲❙❊❚ : S❳,L → R
∨
❳,L✱ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ❋❯❙

✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t ♥♦♥ r❡❞♦♥❞❛♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❘✲❙❊❚ : S❳,L → R
∧
❳,L✱ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à

❝❤❛q✉❡ ❋❯❙ ✉♥ r❡❥❡❝t✲s❡t ♥♦♥ r❡❞♦♥❞❛♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❞❡✈r❛✐t ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ ✉♥❡ ❋❯❙ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té s❡ tr❛❞✉✐t ♣❧✉s
♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t t❛♥❞✐s q✉✬✉♥❡ ❋❯❙ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❛♥t✐✲❝❛♣❛❝✐té s❡
tr❛❞✉✐t ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ r❡❥❡❝t✲s❡t✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❙✲❙❊❚ ❡t
❘✲❙❊❚ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❡t ❛♥t✐✲❝❛♣❛❝✐té✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

✻✳✷✳✶ ■♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ❡♥ rè❣❧❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥

❙♦✐t S∨
µ : Ln → L ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té µ✳ ❈❡tt❡ ✐♥té❣r❛❧❡

❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ✈ér✐✜❡
S∨
µ (①) =

∨

F∈F(µ)

g∨F (①), ♦ù g∨F (①) = µ(F ) ∧
∧

i∈F

xi.

❱♦②♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♠♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❡r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s g∨F ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡
sé❧❡❝t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t δ ∈ L✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

µ(F ) ∧
∧

i∈F

xi ≥ δ

❡st ✈ér✐✜é❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

µ(F ) ≥ δ ❡t ∀i ∈ F, xi ≥ δ.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ q✉✐ ❡①♣r✐♠❡ g∨F ❡st

❙✲❙❊❚(g∨F ) =
{

[

∀i ∈ F, xi ≥ δ
]

⇒ y ≥ δ
∣

∣

∣ δ ∈ L, δ ≤ µ(F )
}

.

✽✽

https://github.com/QGBrabant/SUF4OC


✻✳✷✳ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❋❯❙ ❡♥ rè❣❧❡s

❡t ❧❡ s❡❧❡❝t✲s❡t ♥♦♥ r❡❞♦♥❞❛♥t q✉✐ tr❛❞✉✐t S∨
µ ❡st

❙✲❙❊❚(S∨
µ ) =

(

⋃

F∈F(µ)

❙✲❙❊❚(g∨F )

)∗

.

❘❛♣♣❡❧ ✿ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s R✱ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ R∗ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s
éq✉✐✈❛❧❡♥t✳

✻✳✷✳✷ ■♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ❡♥ rè❣❧❡s ❞❡ r❡❥❡t

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✉❛❧❡✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ r❡❥❡t✳
❙♦✐t S∧

ν : Ln → L ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛♥t✐✲❝❛♣❛❝✐té ν✳ ❈❡tt❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡
❙✉❣❡♥♦ ✈ér✐✜❡

S∧
ν (①) =

∧

F∈F(ν)

g∧F (①), ♦ù g∧F (①) = ν(F ) ∨
∨

i∈F

xi.

P♦✉r t♦✉t δ ∈ L✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
ν(F ) ∨

∨

i∈F

xi ≤ δ

❡st ✈ér✐✜é❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

ν(F ) ≤ δ ❡t ∀i ∈ F, xi ≤ δ.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ r❡❥❡t q✉✐ ❡①♣r✐♠❡ g∧F ❡st

❘✲❙❊❚(g∧F ) =
{

[

∀i ∈ F, xi ≤ δ
]

⇒ y ≤ δ
∣

∣

∣ δ ∈ L, δ ≥ ν(F )
}

.

❡t ❧❡ r❡❥❡❝t✲s❡t ♥♦♥ r❡❞♦♥❞❛♥t q✉✐ tr❛❞✉✐t S∧
ν ❡st

❘✲❙❊❚(S∧
ν ) =

(

⋃

F∈F(ν)

❘✲❙❊❚(g∧F )

)∗

.

✻✳✷✳✸ ❋❯❙ ❡♥ rè❣❧❡s

P♦✉r t♦✉t❡ ❝❛♣❛❝✐té µ ❡t ◆◗ ❣❧♦❜❛❧❡ ϕ✱ ❧❛ ❋❯❙ S∨
µ,ϕ ✈ér✐✜❡

S∨
µ,ϕ(①) = S∨

µ (ϕ1(x1), . . . , ϕn(xn))

♣♦✉r t♦✉t ① ∈ L✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ S∨
µ,ϕ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s

⋃

F∈F(µ)

{

[

∀i ∈ F, ϕi(xi) ≥ δ
]

⇒ y
∣

∣

∣ δ ∈ L, δ ≤ µ(F )
}

.

❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥✬❡st ♣❛s à ♣r♦♣r❡♠❡♥t ♣❛r❧❡r ✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ s❡s rè❣❧❡s s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ϕ1(x1), . . . , ϕn(xn)✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ [n]✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

ϕi(xi) ≥ δ

❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à
xi ≥

∧

{

ai ∈ Xi

∣

∣ ϕi(ai) ≥ δ
}

.

✽✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❋❯❙ ❡t rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

▲❡ s❡❧❡❝t✲s❡t ♥♦♥ r❡❞♦♥❞❛♥t q✉✐ ❡①♣r✐♠❡ S∨
µ,ϕ ❡st ❞♦♥❝

❙✲❙❊❚(S∨
µ,ϕ) =

(

⋃

F∈F(µ)

{

[

∀i ∈ F, xi ≥ α∨(i, δ)
]

⇒ y ≥ δ
∣

∣

∣ δ ∈ L, δ ≤ µ(F )
}

)∗

.

♦ù α∨(i, δ) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r α∨(i, δ) =
∧
{

ai ∈ Xi

∣

∣ ϕi(ai) ≥ δ
}

✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✉❛❧❡✱ ❧❡ r❡❥❡❝t✲s❡t ♥♦♥
r❡❞♦♥❞❛♥t tr❛❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ ❋❯❙ S∨

µ,ϕ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

❘✲❙❊❚(S∧
ν,ϕ) =

(

⋃

F∈F(ν)

{

[

∀i ∈ F, xi ≤ α∧(i, δ)
]

⇒ y ≤ δ
∣

∣

∣ δ ∈ L, δ ≥ ν(F )
}

)∗

.

♦ù α∧(i, δ) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r α∧(i, δ) =
∨
{

ai ∈ Xi

∣

∣ ϕi(ai) ≤ δ
}

✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✼✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ q✉❡ S∨
µ,ϕ = f❙✲❙❊❚(S∨

µ,ϕ)
❡t q✉❡ S∧

ν,ϕ = f❘✲❙❊❚(S∧
ν,ϕ)

s❡r❛
✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✾ ✭✈♦✐r ❆♥♥❡①❡s ❇✳✷✮✳

✻✳✸ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❡♥ ❋❯❙

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s R ❡st ❋❯❙✲r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❋❯❙ S éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à
R ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡ S = fR✮✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱

❋❯❙
∨ : R∨

❳,L → S❳,L ❡t ❋❯❙
∧ : R∧

❳,L → S❳,L

q✉✐ ❛ss♦❝✐❡♥t ✉♥❡ ❋❯❙ à ❝❤❛q✉❡ s❡❧❡❝t✲s❡t ❡t ❝❤❛q✉❡ r❡❥❡❝t✲s❡t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s
❡♥s✉✐t❡ q✉❡ s✐ R ❡st ✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t ✭r❡s♣✳ r❡❥❡❝t✲s❡t✮ ❋❯❙✲r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ❛❧♦rs ❋❯❙∨(R∗) ✭r❡s♣✳
❋❯❙

∧(R∗)✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à R✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❋❯❙∨ ❡t ❋❯❙∧ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

❙✐ R ❡st ✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t ♥♦♥ r❡❞♦♥❞❛♥t✱

❋❯❙
∨(R) = S∨

µ,ϕ

♦ù µ ❡st ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

µ(I) =
∨

{δr | r ∈ R, Ar ⊆ I}, ✭✻✳✶✮

♣♦✉r t♦✉t ∅ ⊂ I ⊂ [n]✱ ❡t ♦ù ϕ ❡st ❧❛ ◆◗
❣❧♦❜❛❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ϕi(xi) =
∨

{δr | r ∈ R, 0 < αr
i ≤ xi} ✭✻✳✷✮

♣♦✉r t♦✉t i ∈ [n] ❡t xi ∈ Xi\{0, 1}✳ ◆♦t❡③
q✉✬♦♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t µ(∅) = 0✱ µ([n]) = 1✱
❡t ϕi(0) = 0 ❡t ϕi(1) = 1 ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ [n]✳

❙✐ R ❡st ✉♥ r❡❥❡❝t✲s❡t ♥♦♥ r❡❞♦♥❞❛♥t✱

❋❯❙
∧(R) = S∧

ν,ϕ

♦ù ν ❡st ❧✬❛♥t✐✲❝❛♣❛❝✐té ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ν(I) =
∧

{δr | r ∈ R, Ar ⊆ I} ✭✻✳✸✮

♣♦✉r t♦✉t ∅ ⊂ I ⊂ [n]✱ ❡t ♦ù ϕ ❡st ❧❛ ◆◗
❣❧♦❜❛❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ϕi(xi) =
∧

{δr | r ∈ R, xi ≤ αr
i < 1} ✭✻✳✹✮

♣♦✉r t♦✉t i ∈ [n] ❡t xi ∈ Xi\{0, 1}✳ ◆♦t❡③
q✉✬♦♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ν(∅) = 1✱ ν([n]) = 0✱
❡t ϕi(0) = 0 ❡t ϕi(1) = 1 ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ [n]✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ✈♦✐r ❋❯❙∨(R) ❡t ❋❯❙∧(R) ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛
❋❯❙ ❞é✜♥✐❡ ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ✈✐❛ ❧❡s ét❛♣❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

✾✵



✻✳✸✳ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❡♥ ❋❯❙

❙✐ R ❡st ✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t✳

✶✳ ❖♥ ♣♦s❡

µ(I) =

{

1 s✐ I = [n],

0 s✐♥♦♥✱

∀i ∈ [n], ϕi(xi) =

{

1 s✐ xi = 1,

0 s✐♥♦♥✳

▲❛ ❋❯❙ S∨
µ,ϕ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❋❯❙ ❞❡

❳ ✈❡rs L✳

✷✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ r ∈ R

✭❛✮ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ µ(Ar) ❥✉s✲
q✉✬à δr✱

✭❜✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ Ar✱ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡
ϕi(αi) ❥✉sq✉✬à δr✳

❙✐ R ❡st ✉♥ r❡❥❡❝t✲s❡t✳

✶✳ ❖♥ ♣♦s❡

ν(I) =

{

0 s✐ I = [n],

1 s✐♥♦♥✱

∀i ∈ [n], ϕi(xi) =

{

0 s✐ xi = 0,

1 s✐♥♦♥✳

▲❛ ❋❯❙ S∧
ν,ϕ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❋❯❙ ❞❡

❳ ✈❡rs L✳

✷✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ r ∈ R

✭❛✮ ♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ν(Ar) ❥✉s✲
q✉✬à δr✱

✭❜✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ Ar✱ ♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡
ϕi(αi) ❥✉sq✉✬à δr✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✽✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✓ ❛✉❣♠❡♥t❡r f(x) ❥✉sq✉✬à y ✔ s✐❣♥✐✜❡
q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x′ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ f t❡❧ q✉❡ x′ ≥ x✱ s✐ f(x′) < y ❛❧♦rs f(x′) ♣r❡♥❞
♣♦✉r ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r y✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✓ ❞✐♠✐♥✉❡r f(x) ❥✉sq✉✬à y ✔ ❡st à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❞✉❛❧❡✳

◆♦t❡③ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t s❡❧❡❝t✲s❡t R ♦♥ ❛ ❋❯❙∨(R∗) ≥ R✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t r❡❥❡❝t✲s❡t R ♦♥
❛ ❋❯❙∧(R∗) ≤ R✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ s♦♥ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ s♦♥t
❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧✬❆♥♥❡①❡ ❇✳✷✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✾✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❋❯❙ ❙ ♦♥ ❛

S = f❙✲❙❊❚(S) = ❋❯❙
∨(❙✲❙❊❚(S))

= f❘✲❙❊❚(S) = ❋❯❙
∧(❘✲❙❊❚(S)).

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✼✵✳ ❯♥ s❡❧❡❝t✲s❡t ✭r❡s♣✳ r❡❥❡❝t s❡t✮ R ❡st ❋❯❙✲r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
❋❯❙

∨(R∗) = fR ✭r❡s♣✳ ❋❯❙∧(R∗) = fR✮✳

❈❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t R ✭r❡s♣✳ r❡❥❡❝t✲s❡t✮ ❡st ❋❯❙✲r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ❡♥
t❡st❛♥t s✐ R∗ = ❙✲❙❊❚(❋❯❙∨(R∗)) ✭r❡s♣✳ R∗ = ❘✲❙❊❚(❋❯❙∧(R∗))✮✳

❊①❡♠♣❧❡ ✼✶✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s L = {0, 1}✱ X1 = X2 = {0, a, b, 1} ❛✈❡❝ 0 < a < b < 1✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s
rè❣❧❡s r1 =

[

(a, b)ր 1
]

❡t r2 =
[

(b, a)ր 1
]

❡t ❝❛❧❝✉❧♦♥s ϕ1✱ ϕ2 ❡t µ t❡❧s q✉❡ ❋❯❙∨({r1, r2}) =
S∨
µ,ϕ✳ ▲❛ rè❣❧❡ r1 ✐♠♣❧✐q✉❡

ϕ1(a) ≥ 1 ❡t ϕ2(b) ≥ 1.

▲❛ rè❣❧❡ r2 ✐♠♣❧✐q✉❡
ϕ1(b) ≥ 1 ❡t ϕ2(a) ≥ 1.

▲❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t µ({1, 2}) ≥ 1✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

ϕ1(a) = 1, ϕ2(a) = 1 ❡t µ({1, 2}) = 1.

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f{r1,r2} ❡t ❋❯❙∨({r1, r2}) s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳ ▲❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
❋❯❙

∨({r1, r2}) ❡♥ rè❣❧❡s ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {(a, a) ր 1}✳ ❖♥ ❛ ❋❯❙∨({r1, r2}) > f{r1,r2}✱ ❞♦♥❝
{r1, r2} ♥✬❡st ♣❛s ❋❯❙✲r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡✳

✾✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❋❯❙ ❡t rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

0

a

b

1

0 a b 1

r1

r2

0

a

b

1

0 a b 1

S∨
µ (1, 1)

S∨
µ (1, 0)

S
∨ µ
(0
,1
)

S
∨
µ

(0
, 0
)

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s r1 =
[

(a, b) ր 1
]

❡t
r2 =

[

(b, a) ր 1
]

✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❋❯❙∨({r1, r2}) ✭à ❞r♦✐t❡✮✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s ♣♦✐♥t✐❧❧é❡s
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡ ❳ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ϕ1 ❡t ϕ2✱ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡
❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳

P♦✉r t♦✉t s❡❧❡❝t✲s❡ts ♥♦♥ r❡❞♦♥❞❛♥ts R ❡t R′ t❡❧s q✉❡ R ⊆ R′✱ ♦♥ ❛ ❋❯❙∨(R) ≤ ❋❯❙∨(R′)✳
P♦✉r t♦✉t r❡❥❡❝t✲s❡ts R ❡t R′ t❡❧s q✉❡ R ⊆ R′✱ ♦♥ ❛ ❋❯❙∧(R′) ≤ ❋❯❙∧(R)✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣♦✉r
❞❡✉① s❡❧❡❝t✲s❡ts ✭r❡s♣✳ r❡❥❡❝t✲s❡ts✮ R ❡t R′✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ fR < fR′ t❛♥❞✐s q✉❡ ❋❯❙∨(R′) <
❋❯❙

∨(R) ✭r❡s♣✳ ❋❯❙∧(R′) < ❋❯❙∧(R)✮✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✼✷✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s X1 = X2 = L = {0, a, b, c, 1}✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s s❡❧❡❝t✲s❡ts ♥♦♥✲r❡❞♦♥❞❛♥ts

R = {(b, a)ր 1, (0, b)ր 1, (c, 0)ր 1}

❡t
R′ = {(b, 0)ր 1, (0, b)ր 1}.

❘❡♠❛rq✉❡③ q✉❡ fR < fR′ ✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ S∨
µ,ϕ ❧❛ ❋❯❙ é❣❛❧❡ à ❋❯❙∨(R)✳ ❖♥ ❛ µ({1}) = µ({2}) = 1

❡t

x ✵ a b c ✶
ϕ1(x) ✵ ✵ ✶ ✶ ✶
ϕ2(x) ✵ 1 1 1 ✶

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ S∨
µ′,ϕ′ ❧❛ ❋❯❙ é❣❛❧❡ à ❋❯❙∨(R′)✳ ❖♥ ❛ µ′({1}) = µ′({2}) = 1 ❡t

x ✵ a b c ✶
ϕ′
1(x) ✵ ✵ ✶ ✶ ✶

ϕ′
2(x) ✵ ✵ 1 1 ✶

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ fR < fR′ ❡t ❋❯❙∨(R′) < ❋❯❙
∨(R)✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❞û ❛✉① é❣❛❧✐tés ✭✻✳✷✮ ❡t

✭✻✳✹✮✱ q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s ◆◗ ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ✐❣♥♦r❡r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ♥♦♥ ❛❝t✐❢s ❞❡s rè❣❧❡s✳ ❖r✱
❧❛ rè❣❧❡ (b, 0)ր 1 ♣♦ssè❞❡ ♠♦✐♥s ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❛❝t✐❢s q✉❡ (b, a)ր 1✱ ❜✐❡♥ q✉❡ f(b,a)ր1 < f(b,0)ր1✳

✻✳✹ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❋❯❙

❆✜♥ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : ❳→ L ✈ér✐✜❛♥t

f(0, . . . , 0) = 0 ❡t f(1, . . . , 1) = 1,

♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✉ ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❋❯❙✳

✾✷



✻✳✺✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ rè❣❧❡s ✿ ❙❘▲

✻✳✹✳✶ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❋❯❙

❙♦✐t ❙ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡
∨

❙ ❡t
∧

❙ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

∨

❙(①) =
∨

S∈❙

S(①) ❡t
∧

❙(①) =
∧

S∈❙

S(①).

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❞é♠♦♥tré❡ ❞❛♥s ❬✷✸❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✸✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : ❳ → L ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✈ér✐✜❛♥t f(0, . . . , 0) = 0 ❡t
f(1, . . . , 1) = 1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙ ❙ t❡❧ q✉❡ f =

∨

❙ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙ ❙′ t❡❧
q✉❡ f =

∧

❙′✳

✻✳✹✳✷ ❋❯❙✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s

❆✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞♦♥♥é✱ ♦♥ ♣❛ss❡
♣❛r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ∨✲❋❯❙✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ∧✲❋❯❙✲❝♦✉✈❡rt✉r❡✳ ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ P ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s
❡st ✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s R s✐

⋃

P∈P

P = R.

❙♦✐t ✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t R✳ ❯♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ P ❞❡ R

❡st ✉♥❡ ∨✲❋❯❙✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ R s✐

∀P ∈ P, ❋❯❙
∨(P ) ≤ fR. ✭✻✳✺✮

P♦✉r t♦✉t❡ ∨✲❋❯❙✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ P ❞❡ R ♦♥ ❛✱

fR ≥
∨

P∈P

❋❯❙
∨(P ) ≥

∨

P∈P

fP

=
∨

P∈P

∨

r∈P

fr

= fR,

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙

❙ = {❋❯❙∨(P ) | P ∈ P}

✈ér✐✜❡
∨

❙ = fR✳

❙♦✐t ✉♥ r❡❥❡❝t✲s❡t R✳ ❯♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ P ❞❡ R

❡st ✉♥❡ ∧✲❋❯❙✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ R s✐

∀P ∈ P, fR ≤ ❋❯❙
∧(P ). ✭✻✳✻✮

P♦✉r t♦✉t❡ ∧✲❋❯❙✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ P ❞❡ R ♦♥ ❛✱

fR ≤
∧

P∈P

❋❯❙
∧(P ) ≤

∧

P∈P

fP

=
∧

P∈P

∧

r∈P

fr

= fR.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙

❙ = {❋❯❙∧(P ) | P ∈ P}

✈ér✐✜❡
∧

❙ = fR✳

✻✳✺ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ rè❣❧❡s ✿ ❙❘▲

❉❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❋❯❙ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s
tâ❝❤❡s✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s
❛♣♣❡❧ à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✭♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✮ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ q✉❡
♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ ❞é❝❧✐♥❡ ❡♥ ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s ✿ ❙❘▲∨ r❡t♦✉r♥❛♥t
✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t ❡t ❙❘▲∧✱ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ r❡t♦✉r♥❛♥t ✉♥ r❡❥❡❝t✲s❡t✳

✾✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❋❯❙ ❡t rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s D✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ❞❡ D q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ▼❆❊✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡M ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠♦♥♦t♦♥❡ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❝❡ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣✳

❖♥ ❞é♥♦t❡ ♣❛r R− ❧❡ s❡❧❡❝t✲s❡t ♥♦♥ r❡❞♦♥❞❛♥t q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ−
M✱ ❡t ♣❛r R+ ❧❡

r❡❥❡❝t✲s❡t ♥♦♥ r❡❞♦♥❞❛♥t q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ+
M✳

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fR− ❡t fR+ s♦♥t ❞❡s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s ❞❡ M✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ R− ❡t R+

♣♦ssè❞❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❛❝t✐❢s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ✉♥ é✈❡♥t✉❡❧
s✉r✲❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✉ss✐ ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s✳ ❙♦✐t ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ r✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ r t♦✉t❡ rè❣❧❡ s t❡❧❧❡ q✉❡ δs = δr✱ As ⊆ Ar ❡t ∀i ∈ As✱ αs

i = αr
i ✳ P♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡ rè❣❧❡s R✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ R t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❝♦♠♣♦sé ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s
❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ R✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ r❡t♦✉r♥é ♣❛r ❙❘▲∨ ❡st ✉♥❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ R−✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ r❡t♦✉r♥é
♣❛r ❙❘▲∧ ❡st ✉♥❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ R+✳

✻✳✺✳✶ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ R−✱ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ R+

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ α ր δ ❡st
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝M s✐ ♣♦✉r t♦✉t (①, y) ∈M

① ≥ α =⇒ y ≥ δ.

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ r ∈ R−✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ A ⊆ Ar ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ t❡❧ q✉❡ ❧❛
rè❣❧❡

∀i ∈ A, xi ≥ αr
i =⇒ y ≥ δr

❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ M✳ P♦✉r t♦✉t❡ rè❣❧❡ ❞❡
s❡❧❡❝t✐♦♥ r ❡t t♦✉t I ⊆ [n]✱ ♦♥ ❞é♥♦t❡ ♣❛r r\I
❧❛ rè❣❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

r\I = (α1, . . . αn)ր δr,

♦ù✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ [n]✱

αi =

{

0 s✐ i ∈ I,

αr
i s✐♥♦♥✳

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ r❡❥❡t αց δ ❡st ❝♦♠♣❛✲
t✐❜❧❡ ❛✈❡❝M s✐ ♣♦✉r t♦✉t (①, y) ∈M

① ≤ α =⇒ y ≤ δ.

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ r ∈ R+✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ A ⊆ Ar ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ t❡❧ q✉❡ ❧❛
rè❣❧❡

∀i ∈ A, xi ≤ αr
i =⇒ y ≤ δr

❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ M✳ P♦✉r t♦✉t❡ rè❣❧❡ ❞❡
r❡❥❡t r ❡t t♦✉t I ⊆ [n]✱ ♦♥ ❞é♥♦t❡ ♣❛r r\I ❧❛
rè❣❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

r\I = (α1, . . . αn)ց δr,

♦ù✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ [n]✱

αi =

{

1 s✐ i ∈ I,

αr
i s✐♥♦♥✳

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ rè❣❧❡ r\I ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ rè❣❧❡ r ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ I ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s
❛❝t✐❢s✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ r ❞❛♥s R− ✭r❡s♣✳✱ ❞❛♥s R+✮✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❡♥s❡♠❜❧❡ I ⊆ [n] t❡❧
q✉❡ r\I ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ M✳ ❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❝❡tt❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t
✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts à I✱ ❡t ❡♥ t❡st❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ❛❥♦✉t s✐ ❧❛ rè❣❧❡ r\I ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝M✳
P✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ r\{i} ❡t r\{j} s♦✐❡♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝M t❛♥❞✐s q✉❡ r\{i, j} ♥❡ ❧✬❡st
♣❛s✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés✳ ❖♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❝❡t ♦r❞r❡
❞✬❛♣rès ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s❡✉✐❧s α1, . . . , αn ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳

✾✹



✻✳✺✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ rè❣❧❡s ✿ ❙❘▲

P♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u∨i : Xi × L→ N ❞é✜♥✐❡
♣❛r

u∨i (αi, δ) =
∣

∣

∣

{

(①, y) ∈M
∣

∣

∣

[

y ≥ δ ❡t xi ≥ αi

]

♦✉
[

y < δ ❡t xi < αi

]

}∣

∣

∣
.

P♦✉r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ r❡❥❡t✱ ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u∧i : Xi × L→ N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

u∧i (αi, δ) =
∣

∣

∣

{

(①, y) ∈M
∣

∣

∣

[

y ≤ δ ❡t xi ≤ αi

]

♦✉
[

y > δ ❡t xi > αi

]

}∣

∣

∣
.

▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❡st ❢♦r♠❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ✶✸ ❡t ✶✹✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✸✿ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ R−✳
❊♥tré❡s✿ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

♠♦♥♦t♦♥❡sM ❡t ✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t
R− r❡♣rés❡♥t❛♥t λ−

M

❙♦rt✐❡s✿ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝M

✶ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❙■▼P▲■❋■❈❆❚■❖◆∨(M, R−)
✷ R← {}
✸ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ r ∈ R− ❢❛✐r❡
✹ I ← {}
✺ ♣♦✉r i ∈ [n] ♣❛r ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t

❞❡ u∨(αi, i) ❢❛✐r❡
✻ s✐ r\(I ∪ {i}) ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡

❛✈❡❝M ❛❧♦rs
✼ I ← I ∪ {i}

✽ R← R ∪
{

r\I
}

✾ r❡t♦✉r♥❡r R∗

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✹✿ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ R+✳
❊♥tré❡s✿ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

♠♦♥♦t♦♥❡sM ❡t ✉♥ r❡❥❡❝t✲s❡t
R+ r❡♣rés❡♥t❛♥t λ+

M

❙♦rt✐❡s✿ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝M

✶ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❙■▼P▲■❋■❈❆❚■❖◆∧(M, R+)
✷ R← {}
✸ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ r ∈ R+ ❢❛✐r❡
✹ I ← {}
✺ ♣♦✉r i ∈ [n] ♣❛r ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t

❞❡ u∧(αi, i) ❢❛✐r❡
✻ s✐ r\(I ∪ {i}) ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡

❛✈❡❝M ❛❧♦rs
✼ I ← I ∪ {i}

✽ R← R ∪
{

r\I
}

✾ r❡t♦✉r♥❡r R∗

❊♥✜♥✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❙❘▲∨ ❡t ❙❘▲∧ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

❙❘▲∨✭D✮✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥s D✳

✶✳ ❊✛❡❝t✉❡r ✉♥ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ❞❡ D q✉✐ ♠✐♥✐✲
♠✐s❡ ❧❛ ▼❆❊✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ M ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
r❡❧❛❜❡❧✐sé✳

✷✳ ❘❡♣rés❡♥t❡r λ−
M ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡

rè❣❧❡s R− ✿

R− ←
{

①ր y
∣

∣ (①, y) ∈M
}∗

.

✸✳ ❙✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ R− ✿

R← ❙■▼P▲■❋■❈❆❚■❖◆∨(M, R−).

▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ R✳

❙❘▲∧✭D✮✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥s D✳

✶✳ ❊✛❡❝t✉❡r ✉♥ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ❞❡ D q✉✐ ♠✐♥✐✲
♠✐s❡ ❧❛ ▼❆❊✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ M ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
r❡❧❛❜❡❧✐sé✳

✷✳ ❘❡♣rés❡♥t❡r λ+
M ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡

rè❣❧❡s R+ ✿

R+ ←
{

①ց y
∣

∣ (①, y) ∈M
}∗

.

✸✳ ❙✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ R+ ✿

R← ❙■▼P▲■❋■❈❆❚■❖◆∧(M, R+).

▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ R✳

✾✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❋❯❙ ❡t rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

❊①❡♠♣❧❡ ✼✹✳ ■❧❧✉str♦♥s ❧❡s ét❛♣❡s ✷ ❡t ✸ ❞❡ ❙❘▲∨✳ ❙♦✐t L = {0, 1} ❡t X1 = X2 = {0, a, b, 1} t❡❧s
q✉❡ 0 < a < b < 1✱ ❡t s♦✐t

M =
{(

(0, 1), 0
)

,
(

(a, b), 0
)

,
(

(a, a), 0
)

,
(

(1, b), 1
)

,
(

(a, 1), 1
)}

❆♣rès ❧✬ét❛♣❡ ✷✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ R− = {r1, r2} ❛✈❡❝

r1 = (1, b)ր 1 ❡t r2 = (a, 1)ր 1.

◆♦t❡③ q✉❡ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❡st 0 ♥❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t q✉❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st y ≥ 0✱ q✉✐ ♥✬❛♣♣♦rt❡♥t ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❱♦②♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡❧❧❡s rè❣❧❡s s♦♥t
❣é♥éré❡s ♣❛r ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✸✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ u∨i ♣♦✉r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡
❡st 1✳ P♦✉r ((1, b), 1) ♦♥ ❛

u∨1 (1, 1) = 4 ❡t u∨2 (b, 1) = 3,

❡t ♣♦✉r ((a, 1), 1) ♦♥ ❛
u∨1 (a, 1) = 3 ❡t u∨2 (1, 1) = 3.

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r tr❛✐t❡r ❧❛ rè❣❧❡ (1, b)ր 1 ✿ ♣✉✐sq✉❡ u∨1 (1, 1) > u∨2 (b, 1)✱ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ 2✲
è♠❡ ❛ttr✐❜✉t✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❛❜❛✐ssé à 0✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ (1, 0)ր 1 ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ t♦✉t❡s
❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❛♥sM✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛ttr✐❜✉t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❛❜❛✐ssé à 0✱ ❝❛r ❧❛ rè❣❧❡ (0, 0)ր 1
❡st ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ t♦✉t❡s ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❡st 0✳ ❖♥ tr❛✐t❡ ❡♥s✉✐t❡ (a, 1) ր 1✳
❆✉❝✉♥ ❛ttr✐❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛❜❛✐ssé à 0✱ ♣✉✐sq✉❡ (0, 1)ր 1 ❡st ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝
((0, 1), 0)✱ ❡t ♣✉✐sq✉❡ (a, 0) ր 1 ❡st ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ((a, b), 0) ❡t ((a, a), 0)✳ ❉♦♥❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❙■▼P▲■❋■❈❆❚■❖◆∨ r❡t♦✉r♥❡ R = {r′1, r2} ❛✈❡❝

r′1 =
[

(1, 0)ր 1
]

❡t r2 =
[

(a, 1)ր 1
]

.

0

a

b

1

0 a b 1

10

0

0

1

r2

r1

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ ✕ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡M ❡t rè❣❧❡s
❞❡ R−✳

0

a

b

1

0 a b 1

10

0

0

1

r2

r′1

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ✕ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡M ❡t rè❣❧❡s
✐ss✉❡s ❞❡ ❙■▼P▲■❋■❈❆❚■❖◆∨(M, R−)✳

✻✳✺✳✷ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❙❘▲ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❱❈✲❉♦♠▲❊▼✳
◆♦✉s ♥♦✉s ❜❛s♦♥s s✉r ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✳ ❈❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t
✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡✉① ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❬✶✾❪✱ ❡t ♥♦✉s ♦♥t été ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❘♦♠❛♥ ❙❧♦✇✐♥s❦✐✳ ◆♦t❡③ q✉❡
❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥❡s✱ q✉❡ ♥♦✉s
✐♥t❡r♣rét♦♥s ❝♦♠♠❡ ❞✉ ❜r✉✐t ✭❝❡ ❜r✉✐t ❡st tr❛✐té ♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡
❙❘▲✮✳

✾✻



✻✳✺✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ rè❣❧❡s ✿ ❙❘▲

■❞ ◆♦♠ ◆❜✳ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ◆❜✳ ❛ttr✐❜✉ts ◆❜✳ ❝❧❛ss❡s ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥✴❖r✐❣✐♥❡
✶ ❜r❡❛st✲❝ ✷✽✻ ✽ ✷ ❇r❡❛st✲❝❛♥❝❡r ❞✐❛❣♥♦s❡s4

✷ ❜r❡❛st✲✇ ✻✾✾ ✾ ✷ ❇r❡❛st✲❝❛♥❝❡r ❞✐❛❣♥♦s❡s5

✸ ❝❛r ✶✷✾✻ ✻ ✹ ❈❛r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s
✹ ❈P❯ ✷✵✾ ✻ ✹ ❈P❯ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
✺ ❜❛♥❦✲❣ ✶✹✶✶ ✶✻ ✷ ●r❡❡❦ ❜❛♥❦s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
✻ ❢❛♠❡ ✶✸✷✽ ✶✵ ✺ ❋✐r♠ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
✼ ❞❡♥❜♦s❝❤ ✶✶✾ ✽ ✷ ❍♦✉s❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❬✸✸❪
✽ ❊❘❆ ✶✵✵✵ ✹ ✾ ❊♠♣❧♦②❡❡s r❡❥❡❝t✐♦♥✴❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❬✽❪6

✾ ❊❙▲ ✹✽✽ ✹ ✾ ❊♠♣❧♦②❡❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ❬✽❪6

✶✵ ▲❊❱ ✶✵✵✵ ✹ ✺ ▲❡❝t✉r❡s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❬✽❪6

✶✶ ❙❲❉ ✶✵✵✵ ✶✵ ✹ ❙♦❝✐❛❧ ✇♦r❦❡rs ❞❡❝✐s✐♦♥s ❬✽❪6

✶✷ ✇✐♥❞s♦r ✺✹✻ ✶✵ ✹ ❍♦✉s❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❬✸❪

❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ✕ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ é✈❛❧✉❡r❛ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ A s✉r
✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s D ♣❛r ❧❡ t❡st s✉✐✈❛♥t✳

➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡(A ,D)✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s D ❡t
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ A ✳ ▲❡ t❡st ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✶✵ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥s ❝r♦✐sé❡s ❡♥ ✶✵ ♣❧✐s✳ P♦✉r
❝❤❛q✉❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡✱ ♦♥ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ A ✭▼❊❘ ❡t ▼❆❊✮ ♦❜t❡♥✉❡ s✉r
❧❡s ✶✵ ♣❧✐s ❞❡ D✳

▲❡ t❡st r❡t♦✉r♥❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ▼❆❊ ❡t ♣♦✉r ❧❛ ▼❊❘✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s
✶✵ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥s ❝r♦✐sé❡s✳

◆♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❝❡ t❡st ♣♦✉r ❧❡s q✉❛tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉✐✈❛♥ts ✭s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
✶✷ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡✮ ✿

• ❙❘▲∨✱

• ❙❘▲∧✱

• ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❙❘▲∨ ✭q✉✐ r❡♥✈♦✐❡
λ−
M✮✱

• ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❙❘▲∧ ✭q✉✐ r❡♥✈♦✐❡
λ+
M✮✳

▲❛ ❚❛❜❧❡ ✻✳✷ ❞♦♥♥❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❱❈✲
❉♦♠▲❊▼ ✭❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t r❡♣♦rtés ❞❡ ❬✶✾❪✮✳

✹✳ ❤tt♣s✿✴✴❛r❝❤✐✈❡✳✐❝s✳✉❝✐✳❡❞✉✴♠❧✴❞❛t❛s❡ts✴❜r❡❛st✰❝❛♥❝❡r✰✇✐s❝♦♥s✐♥✰✭♦r✐❣✐♥❛❧✮

✺✳ ❤tt♣s✿✴✴❛r❝❤✐✈❡✳✐❝s✳✉❝✐✳❡❞✉✴♠❧✴❞❛t❛s❡ts✴❜r❡❛st✰❝❛♥❝❡r

✻✳ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❝s✳✇❛✐❦❛t♦✳❛❝✳♥③✴♠❧✴✇❡❦❛✴❞❛t❛s❡ts✳❤t♠❧

✾✼

https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/breast+cancer+wisconsin+(original)
https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/breast+cancer
https://www.cs.waikato.ac.nz/ml/weka/datasets.html


❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❋❯❙ ❡t rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

λ−
M λ+

M ❙❘▲∨ ❙❘▲∧ ❱❈✲❉♦♠▲❊▼
▼❊❘ ▼❆❊ ▼❊❘ ▼❆❊ ▼❊❘ ▼❆❊ ▼❊❘ ▼❆❊ ▼❊❘ ▼❆❊

❜r❡❛st✲❝
✵✳✷✺✸
± ✵✳✵✶✵

✵✳✷✺✸
± ✵✳✵✶✵

✵✳✷✼✻
± ✵✳✵✶✶

✵✳✷✼✻
± ✵✳✵✶✶

✵✳✷✺✻
± ✵✳✵✶✶

✵✳✷✺✻
± ✵✳✵✶✶

✵✳✷✼✽
± ✵✳✵✵✼

✵✳✷✼✽
± ✵✳✵✵✼

✵✳✷✸✸
± ✵✳✵✵✸

✵✳✷✸✷
± ✵✳✵✵✸

❜r❡❛st✲✇
✵✳✶✷

± ✵✳✵✵✻

✵✳✶✷
± ✵✳✵✵✻

✵✳✵✺✺
± ✵✳✵✵✷

✵✳✵✺✺
± ✵✳✵✵✷

✵✳✵✹✷
± ✵✳✵✵✸

✵✳✵✹✷
± ✵✳✵✵✸

✵✳✵✹
± ✵✳✵✵✸

✵✳✵✹
± ✵✳✵✵✸

✵✳✵✸✼
± ✵✳✵✵✷

✵✳✵✸✼
± ✵✳✵✵✷

❝❛r
✵✳✵✸✽
± ✵✳✵✵✷

✵✳✵✹✺
± ✵✳✵✵✷

✵✳✵✹
± ✵✳✵✵✷

✵✳✵✹✺
± ✵✳✵✵✷

✵✳✵✷✸
± ✵✳✵✵✶

✵✳✵✷✻
± ✵✳✵✵✷

✵✳✵✸✹
± ✵✳✵✵✸

✵✳✵✸✽
± ✵✳✵✵✸

✵✳✵✷✽
± ✵✳✵✵✶

✵✳✵✸✹
± ✵✳✵✵✶

❈P❯
✵✳✷✵✾
± ✵✳✵✵✽

✵✳✷✷✺
± ✵✳✵✶✷

✵✳✷✷
± ✵✳✵✵✹

✵✳✷✹✻
± ✵✳✵✵✺

✵✳✵✻✹
± ✵✳✵✵✽

✵✳✵✻✼
± ✵✳✵✵✽

✵✳✵✾✾
± ✵✳✵✵✽

✵✳✶✵✷
± ✵✳✵✶✶

✵✳✵✽✸
± ✵✳✵✶✹

✵✳✵✽✸
± ✵✳✵✶✺

❜❛♥❦✲❣
✵✳✶✹✶
± ✵✳✵✵✶

✵✳✶✹✶
± ✵✳✵✵✶

✵✳✸✶✶
± ✵✳✵✵✻

✵✳✸✶✶
± ✵✳✵✵✻

✵✳✵✽✸
± ✵✳✵✵✸

✵✳✵✽✸
± ✵✳✵✵✸

✵✳✵✺✾
± ✵✳✵✵✶

✵✳✵✺✾
± ✵✳✵✵✶

✵✳✵✹✻
± ✵✳✵✵✶

✵✳✵✹✻
± ✵✳✵✵✶

❢❛♠❡
✵✳✺✹✼
± ✵✳✵✵✹

✵✳✻✽✷
± ✵✳✵✵✹

✵✳✻✶
± ✵✳✵✵✺

✵✳✽✵✸
± ✵✳✵✵✼

✵✳✸✹✹
± ✵✳✵✵✹

✵✳✸✻✼
± ✵✳✵✵✸

✵✳✸✹✸
± ✵✳✵✵✺

✵✳✸✻✼
± ✵✳✵✵✺

✵✳✸✸✹
± ✵✳✵✵✺

✵✳✸✹✶
± ✵✳✵✵✷

❞❡♥❜♦s❝❤
✵✳✸✵✻
± ✵✳✵✶✽

✵✳✸✵✻
± ✵✳✵✶✽

✵✳✷✸
± ✵✳✵✶✹

✵✳✷✸
± ✵✳✵✶✹

✵✳✶✻✽
± ✵✳✵✶✸

✵✳✶✻✽
± ✵✳✵✶✸

✵✳✶✹✻
± ✵✳✵✵✽

✵✳✶✹✻
± ✵✳✵✵✽

✵✳✶✷✸
± ✵✳✵✶✵

✵✳✶✷✸
± ✵✳✵✶✵

❊❘❆
✵✳✼✸✺
± ✵✳✵✶✵

✶✳✷✻
± ✵✳✵✶✶

✵✳✼✻✻
± ✵✳✵✵✼

✶✳✸
± ✵✳✵✶✹

✵✳✼✸
± ✵✳✵✵✻

✶✳✷✺✶
± ✵✳✵✶✶

✵✳✼✻
± ✵✳✵✵✷

✶✳✷✾✺
± ✵✳✵✵✾

✵✳✼✸✶
± ✵✳✵✵✹

✶✳✸✵✼
± ✵✳✵✵✷

❊❙▲
✵✳✸✷✻
± ✵✳✵✶✷

✵✳✸✹✽
± ✵✳✵✶✷

✵✳✸✹✹
± ✵✳✵✶✹

✵✳✸✽✽
± ✵✳✵✶✹

✵✳✸✸
± ✵✳✵✶✵

✵✳✸✺✺
± ✵✳✵✶✸

✵✳✸✹
± ✵✳✵✵✻

✵✳✸✻
± ✵✳✵✵✼

✵✳✸✸✸
± ✵✳✵✶✸

✵✳✸✼
± ✵✳✵✶✹

▲❊❱
✵✳✸✼✶
± ✵✳✵✵✾

✵✳✹✵✷
± ✵✳✵✵✼

✵✳✸✽✹
± ✵✳✵✵✺

✵✳✹✷
± ✵✳✵✵✻

✵✳✸✻✹
± ✵✳✵✵✹

✵✳✸✾✹
± ✵✳✵✵✹

✵✳✸✽✹
± ✵✳✵✵✹

✵✳✹✶✽
± ✵✳✵✵✹

✵✳✹✹✹
± ✵✳✵✵✹

✵✳✹✽✶
± ✵✳✵✵✹

❙❲❉
✵✳✹✷✺
± ✵✳✵✵✽

✵✳✹✹✸
± ✵✳✵✵✾

✵✳✹✶✾
± ✵✳✵✵✺

✵✳✹✹✸
± ✵✳✵✵✻

✵✳✹✶✽
± ✵✳✵✵✽

✵✳✹✸✺
± ✵✳✵✵✾

✵✳✹✷✷
± ✵✳✵✵✺

✵✳✹✹✺
± ✵✳✵✵✻

✵✳✹✸✻
± ✵✳✵✵✺

✵✳✹✺✹
± ✵✳✵✵✹

✇✐♥❞s♦r
✵✳✺✶✸
± ✵✳✵✶✶

✵✳✺✽✾
± ✵✳✵✶✶

✵✳✹✽✻
± ✵✳✵✶✶

✵✳✺✽✼
± ✵✳✵✶✸

✵✳✹✽✻
± ✵✳✵✶✹

✵✳✺✺✶
± ✵✳✵✶✽

✵✳✹✼✷
± ✵✳✵✵✾

✵✳✺✷✻
± ✵✳✵✶✵

✵✳✹✺✹
± ✵✳✵✵✽

✵✳✺✵✷
± ✵✳✵✵✻

♠♦②❡♥♥❡ ✵✳✸✸✷ ✵✳✹✵✶ ✵✳✸✹✺ ✵✳✹✷✺ ✵✳✷✼✻ ✵✳✸✸✸ ✵✳✷✽✶ ✵✳✸✸✾ ✵✳✷✼✹ ✵✳✸✸✹

❚❛❜❧❡ ✻✳✷ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙❘▲ ❛✈❡❝ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡
rè❣❧❡s ♥♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡s ❡t ❛✈❡❝ ❱❈✲❉♦♠▲❊▼✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡✱ ❧❡s s❝♦r❡s s✐t✉és à ✉♥ é❝❛rt t②♣❡
♦✉ ♠♦✐♥s ❞✉ s❝♦r❡ ❧❡ ♣❧✉s ❜❛s s♦♥t ❞é♥♦tés ❡♥ ❣r❛s✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❙❘▲ ❛ ✉♥ ❡✛❡t ♣♦s✐t✐❢
✐♠♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

P❛r♠✐ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❙❘▲∧✱ ❙❘▲∨ ❡t ❱❈✲❉♦♠▲❊▼✱ ❛✉❝✉♥❡ ♥❡ ❞♦♠✐♥❡ ❧❡s ❛✉tr❡s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❙❘▲∧ ♥✬♦❜t✐❡♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts q✉❡ ❱❈✲❉♦♠▲❊▼ q✉❡ s✉r
❙❲❉✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡ ❙❘▲∧ ❡t ❞❡ ❙❘▲∨✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♣r♦❝❤❡s ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❞✐✛ér❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t
s✉r ❝❡rt❛✐♥s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙❘▲∨✱ q✉✐ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❡s s✐♠♣❧❡s
✭♥❡ ❝♦♠♠❡ttr❡ ❛✉❝✉♥❡ ❡rr❡✉r s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡❧❛❜é❧✐sé❡s ❡t ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡s rè❣❧❡s ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❧♦✉t♦♥♥❡✮✱ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡✉① ❞❡
❱❈✲❉♦♠▲❊▼✱ q✉✐ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ♣❧✉s✐❡✉rs ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s ❡t s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s
é❧❛❜♦ré❡ ❞❡ ❧❛ ❉❘❙❆✳

▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s rè❣❧❡s ✭♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉t ❛❝t✐❢s✮ r❡t♦✉r♥é❡s ♣❛r
❙❘▲∨ ❡t ❙❘▲∧ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡sts s♦♥t ❞♦♥♥é❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸ ❡t ❞❛♥s
❧❛ ❚❛❜❧❡ ❈✳✶ ❡♥ ❛♥♥❡①❡✳

✾✽



✻✳✻✳ ❋❯❙✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡

▲♦♥❣✉❡✉r ❞❡s rè❣❧❡s
✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵ ✶✶ ✶✷ ✶✸ ✶✹ ✶✺ ✶✻

❉
❛t
❛s
❡t

✶ ✾ ✹✺ ✹✻ ✶
✷ ✷✺ ✻✺ ✶✵ ✶
✸ ✶✽ ✷✶ ✷✹ ✷✸ ✶✷ ✸
✹ ✹✽ ✹✹ ✽
✺ ✻ ✻✷ ✷✼ ✺ ✶
✻ ✸ ✷✾ ✺✶ ✶✸ ✸ ✶
✼ ✷✻ ✻✹ ✶✵
✽ ✷✽ ✻✼ ✺
✾ ✶✸ ✸✺ ✸✵ ✷✷
✶✵ ✶✹ ✹✵ ✹✻ ✶
✶✶ ✶✻ ✷✺ ✸✼ ✶✾ ✸
✶✷ ✸ ✷✹ ✹✹ ✷✻ ✷ ✶

❚❛❜❧❡ ✻✳✸ ✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡ rè❣❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❙❘▲∨✳ ❈❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ✭❡♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡✱ ❛rr♦♥❞✐ à ❧✬❡♥t✐❡r s✉♣ér✐❡✉r✮ ♦❜t❡♥✉❡ s✉r ✉♥
❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡✲❜❛rr❡
✈❡rt✐❝❛❧❡✳

❈❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠♣❛ré❡s à ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❬✶✶❪ ❀ ❧❡s rè❣❧❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r
❙❘▲∨✱ ❙❘▲∧ ❡t ❱❈✲❉♦♠▲❊▼ s♦♥t✱ ❞❛♥s ❧❡✉r ❣r❛♥❞❡ ♠❛❥♦r✐té✱ ❞✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ✶
❡t ✻ ❛ttr✐❜✉ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡ rè❣❧❡s ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❜♦r♥❡s ❞✐✛èr❡
s❡❧♦♥ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s✳

✻✳✻ ❋❯❙✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡

◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❡st✐♠❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋❯❙ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❛♣♣r✐s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♣♦s♦♥s ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❋❯❙✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❙♦✐t R ✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t ✭r❡s♣✳ r❡❥❡❝t✲s❡t✮✳ ❚r♦✉✈❡r ✉♥❡
∨✲❋❯❙✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✭∧✲❋❯❙✲❝♦✉✈❡rt✉r❡✮ ❞❡ R ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ∨✲❋❯❙✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✭r❡s♣✳ ∧✲❋❯❙✲❝♦✉✈❡rt✉r❡✮ ❞✬✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t
✭r❡s♣✳ r❡❥❡❝t✲s❡t✮ R ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙ ❙ ✈ér✐✜❛♥t

∨

❙ = fR

(

r❡s♣✳
∧

❙ = fR

)

.

❆✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝❡r♥❡r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝♦♥s✐❞ér❡③ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✼✺✳ ❙♦✐t n = 4✱ L = X1 = X2 = X3 = X4 = {0, a, b, 1} ❡t ✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t R =
{r1, r2, r3, r4} ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ L4 ❡t ❝♦❞♦♠❛✐♥❡ L✱ ♦ù

r1 = (a, a, 0, 0) ր b,

r2 = (a, 0, a, 0) ր b,

r3 = (a, 0, 0, a) ր b,

r4 = (0, b, b, b) ր 1.

✾✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❋❯❙ ❡t rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ R ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✸ rè❣❧❡s ❡st ❋❯❙✲r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ R ♥✬❡st ♣❛s ❋❯❙✲r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡✳ P♦✉r ❧❡ ✈♦✐r✱ ❝❛❧❝✉❧♦♥s ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4 ❡t µ t❡❧s q✉❡
S∨
µ,ϕ = ❋❯❙∨(R)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ◆◗ ❧♦❝❛❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

x ✵ a b ✶
ϕ1(x) ✵ b b ✶
ϕ2(x) ✵ b b ✶
ϕ3(x) ✵ b b ✶
ϕ4(x) ✵ b b ✶

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ µ✱ ❞♦♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❢♦❝❛✉① s♦♥t {1, 2}✱ {1, 3}✱ {1, 4}✱ {2, 3, 4} ❛✈❡❝

µ({1, 2}) = µ({1, 3}) = µ({1, 4}) = b µ({2, 3, 4}) = 1.

❙✐ ❧✬♦♥ tr❛❞✉✐t ❡♥s✉✐t❡ S∨
µ,ϕ ❡♥ rè❣❧❡s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ R′ = {r1, r2, r3, r4, r5} ♦ù

r5 = (0, a, a, a)ր b.

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❋❯❙∨(R) > fR✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ r5 ❞❛♥s R′ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ µ({2, 3, 4}) = 1
❡t ϕ2(a) = ϕ3(a) = ϕ4(a) = b✳

❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s s❡❧❡❝t✲s❡ts R ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡
n− 1 s♦♥t ❋❯❙✲r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❋❯❙∨(R) > fR✳ ❈❡ ❢❛✐t ♥❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ♣❛s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❋❯❙✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ❀ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s
♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣✉✐ss❡ ❧❡ rés♦✉❞r❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à n ❡t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
rè❣❧❡s✳ ❖♥ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ❛♣♣❡❧ à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ∨✲❋❯❙❴■◆❚❊❘P❖▲❆❚■❖◆ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✺✮ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ q✉✐
tr❛✐t❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❋❯❙✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é
✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t R− r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❧✐st❡ lR− ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ+ t❡❧❧❡ q✉❡ fR− ≤ λ+✱ ∨✲
❋❯❙❴■◆❚❊❘P❖▲❆❚■❖◆✭lR− , λ+✮ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ P ❞❡ R− t❡❧❧❡ q✉❡

fR− ≤
∨

{

❋❯❙
∨(P )

∣

∣ P ∈ P
}

≤ λ+.

▲♦rsq✉❡ λ+ = fR− ✱ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡t♦✉r♥❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ∨✲❋❯❙✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ R−✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ P ❞❡ R−✱ r❡s✲
♣❡❝t❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

∨

{

❋❯❙
∨(P )

∣

∣ P ∈ P
}

≤ λ+

❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r s❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té✳

✶✵✵



✻✳✻✳ ❋❯❙✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✺✿ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ P ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ R− t❡❧❧❡
q✉❡

∨
{

❋❯❙
∨(P )

∣

∣ P ∈ P
}

≤ λ+✳

❊♥tré❡s✿ ❯♥❡ ❧✐st❡ lR− ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ s❡❧❡❝t✲s❡t R− ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ+ t❡❧❧❡
q✉❡ fR− ≤ λ+✳

❙♦rt✐❡s✿ ❯♥❡ ❧✐st❡ lP q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ R−✳
✶ ❢♦♥❝t✐♦♥ ∨✲❋❯❙❴■◆❚❊❘P❖▲❆❚■❖◆(lR− , λ+)
✷ lP ← ❧✐st❡ ✈✐❞❡
✸ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ r ❞❛♥s lR− ❢❛✐r❡
✹ i← 1
✺ ✐s♦❧é← ✈r❛✐
✻ t❛♥t q✉❡ ✐s♦❧é ❡t i ≤ t❛✐❧❧❡(lP) ❢❛✐r❡
✼ P ← lP [i] ∪ {r}
✽ s✐ ❋❯❙∨(P ) ≤ λ+ ❛❧♦rs
✾ lP [i]← P

✶✵ tr✐❡r lP ♣❛r ♦r❞r❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐tés ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s
✶✶ ✐s♦❧é← ❢❛✉①

✶✷ i← i+ 1

✶✸ s✐ ✐s♦❧é ❛❧♦rs
✶✹ ❛❥♦✉t❡r {r} à lP

✶✺ r❡t♦✉r♥❡r lP

▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ∧✲❋❯❙❴■◆❚❊❘P❖▲❆❚■❖◆✱ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ♣❛r❛♠ètr❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ λ− ❡t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ lR+ t❡❧❧❡s q✉❡ λ− ≤ fR+ ✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❆♥✲
♥❡①❡ ❈✳✷✳ ❖♥ ❛❜rè❣❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♥♦♠s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ∨✲❋❯❙❴■◆❚❊❘P❖▲❆❚■❖◆ ❡t ∧✲
❋❯❙❴■◆❚❊❘P❖▲❆❚■❖◆ ♣❛r ∨✲❋■ ❡t ∧✲❋■✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✻✳ ❙♦✐t ✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t R− ❡t ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ λ+ t❡❧s q✉❡ fR− ≤ λ+✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t R t❡❧ q✉❡

fR− ≤ fR ≤ λ+

❡t ✉♥❡ ❧✐st❡ lR ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ R

t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙ ❙ ❞é✜♥✐ ♣❛r

❙ =
{

❋❯❙
∨(P ) | P ∈ ∨✲❋■(lR, λ

+)
}

❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✈é✲
r✐✜❛♥t fR− ≤

∨

❙ ≤ λ+.

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ t❡❧ s❡❧❡❝t✲s❡t R ❡st ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t
♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ∨✲❋■✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✼✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ− ❡t ✉♥
r❡❥❡❝t✲s❡t R+ t❡❧s q✉❡ λ− ≤ fR+ ✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♥é✲
❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ r❡❥❡❝t✲s❡t R t❡❧ q✉❡

λ− ≤ fR ≤ fR+

❡t ✉♥❡ ❧✐st❡ lR ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ R

t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙ ❙ ❞é✜♥✐ ♣❛r

❙ =
{

❋❯❙
∧(P ) | P ∈ ∧✲❋■(λ−, lR)

}

❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✈é✲
r✐✜❛♥t λ− ≤

∧

❙ ≤ fR+ .

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ t❡❧ r❡❥❡❝t✲s❡t R ❡st ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t
♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ∧✲❋■✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✻ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❆♥♥❡①❡ ❇✳✸✳ ▲♦rsq✉❡ fR− = λ+ ✭r❡s♣✳ fR+ =
λ−✮✱ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t R− ✭r❡s♣✳ R+✮✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❡s ❝♦r♦❧❧❛✐r❡s s✉✐✈❛♥t✳

✶✵✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❋❯❙ ❡t rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✼✽✳ ❙♦✐t ✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t R✳ ■❧ ❡①✐st❡
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧✐st❡ lR ❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉s ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ R✱ t❡❧❧❡ q✉❡

∨

{❋❯❙∨(P ) | P ∈
∨✲❋■(lR, fR)} ❡st ✉♥❡ ❋❯❙ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♠✐♥✐✲
♠❛❧❡ ❞❡ R✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✼✾✳ ❙♦✐t ✉♥ r❡❥❡❝t✲s❡t R✳ ■❧ ❡①✐st❡
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧✐st❡ lR ❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉s ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ R✱ t❡❧❧❡ q✉❡

∧

{❋❯❙∧(P ) | P ∈
∧✲❋■(fR, lR)} ❡st ✉♥❡ ❋❯❙ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♠✐♥✐✲
♠❛❧❡ ❞❡ R✳

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✐ fR− 6= λ+ ✭r❡s♣✳ fR+ 6= λ−✮✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ R− ✭r❡s♣✳ R+✮ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✲
♠❡♥t ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ∨✲❋■ ✭r❡s♣✳ ∧✲❋■✮✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r ❞❡✉① s❡❧❡❝t✲s❡ts
✭r❡s♣✳ r❡❥❡❝t✲s❡ts✮ R ❡t R′ t❡❧s q✉❡ fR < fR′ ✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❋❯❙∨(R′) < ❋❯❙

∨(R) ✭r❡s♣✳
❋❯❙

∧(R′) < ❋❯❙∧(R)✮✳

✻✳✻✳✶ ❊①♣ér✐❡♥❝❡

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ∨✲❋■ ❡t ∧✲❋■ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋❯❙ ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡s à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❜❛s♦♥s s✉r
❧❡s ✶✷ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✱ ❞❡sq✉❡❧s ♦♥ ❡①tr❛✐t ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✈✐❛ ❙❘▲∨ ❡t
❙❘▲∧✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s ♦❜t❡♥✉s✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❧❡ t❡st s✉✐✈❛♥t✳

❚❡st ❞❡ ❋❯❙✲❝♦✉✈❡rt✉r❡✭R✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t R✱ ♦♥ ré♣èt❡ ✶✵✵✵ ❢♦✐s ❧❡s ét❛♣❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ▼é❧❛♥❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ lR✱

✷✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ∨✲❋■(lR, fR) ✭✈♦✐r ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✺✮✳

✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ∧✲❋■(fR, lR)✳

▲❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❡st ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ |∨✲❋■(lR, fR)|
✭❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ |∧✲❋■(fR, lR)|✮✱ ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❡s ✶✵✵✵ ré♣ét✐t✐♦♥s✳

❉❛t❛s❡t ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵ ✶✶ ✶✷
❚❛✐❧❧❡ ❞❡ D ✷✽✻ ✻✽✸ ✶✼✷✽ ✷✵✾ ✶✹✶✶ ✶✸✷✽ ✶✶✾ ✶✵✵✵ ✹✽✽ ✶✵✵✵ ✶✵✵✵ ✺✹✻

❚❛✐❧❧❡ ❞❡ R− ✶✸ ✸✽ ✸✻ ✷✸ ✶✼✽ ✺✺✼ ✶✹ ✷✺ ✸✻ ✷✻ ✸✽ ✶✵✶
◆❜✳ ❋❯❙ ♠♦②❡♥ ✻ ✶✶ ✶✵ ✻ ✶✷✻ ✷✶✹ ✽ ✽ ✶✶ ✾ ✼ ✸✻

é❝❛rt t②♣❡ ✵ ✵✳✼✽ ✵✳✼✺ ✵✳✺✾ ✵ ✷✳✾✷ ✵✳✹✺ ✵✳✼✸ ✵✳✽✶ ✵✳✽✶ ✵✳✽✺ ✶✳✵✼
♠✐♥✳ ✻ ✾ ✾ ✻ ✶✷✻ ✷✵✺ ✽ ✼ ✶✵ ✽ ✻ ✸✹

❚❛✐❧❧❡ ❞❡ R+ ✶✸ ✷✸ ✸✽ ✸✸ ✷✾✼ ✻✶✽ ✻ ✷✽ ✹✻ ✷✸ ✹✽ ✽✸
◆❜✳ ❋❯❙ ♠♦②❡♥ ✺ ✶✷ ✶✻ ✶✹ ✶✹✾ ✷✵✻ ✹ ✾ ✶✶ ✼ ✶✶ ✸✹

é❝❛rt t②♣❡ ✵✳✺ ✵✳✼✷ ✵✳✾✼ ✵✳✾✺ ✵✳✶✻ ✷✳✽✸ ✵ ✵✳✼✻ ✵✳✾✷ ✵✳✻✾ ✵✳✽✷ ✶✳✷
♠✐♥✳ ✺ ✶✶ ✶✺ ✶✷ ✶✹✾ ✶✾✽ ✹ ✽ ✾ ✻ ✶✵ ✸✶

❚❛❜❧❡ ✻✳✹ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ t❡st ❞❡ ❋❯❙✲❝♦✉✈❡rt✉r❡✳

◆♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❣❛r❛♥t✐r ❛❜s♦❧✉♠❡♥t q✉❡ ❧❡s t❛✐❧❧❡s
❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❋❯❙ ❛✣❝❤é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✻✳✹ s♦✐❡♥t r❡♣rés❡♥t❛t✐❢s ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
♦♣t✐♠❛❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❈♦r♦❧❧❛✐r❡s ✼✽ ❡t ✼✾ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s é❝❛rts t②♣❡s ❛✣❝❤és s♦✐❡♥t
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡s s✉❣❣èr❡♥t q✉✬❡❧❧❡s ❡♥ s♦♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳

✻✳✼ ❋❯❙✲✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ r❛r❡♠❡♥t ✐♥térêt à ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s
❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❛✐sé ❞❡s ❞♦♥♥é❡s

✶✵✷



✻✳✼✳ ❋❯❙✲✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧❧❡s ❡❧❧❡s s♦♥t ❛♣♣r✐s❡s✳ ❯♥❡ ♣✐st❡ ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❞✐r❡❝✲
t❡♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ à ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❛♣♣r✐s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✳

❯♥❡ ∨✲❋❯❙ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡sM ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙ ❙ q✉✐ ✈é✲
r✐✜❡

λ−
M ≤

∨

❙ ≤ λ+
M.

❯♥❡ ∧✲❋❯❙ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡sM ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙ ❙ q✉✐ ✈é✲
r✐✜❡

λ−
M ≤

∧

❙ ≤ λ+
M.

❆✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋❯❙ ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s r❡❧❛❜é✲
❧✐sé❡s✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s✉✐✈❛♥ts✳

∨✲❋❯❙ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❙♦✐t ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠♦♥♦t♦♥❡s M✳ ❘❡t♦✉r✲
♥❡r ✉♥❡ ∨✲❋❯❙ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ M ❞❡ ❝❛r❞✐✲
♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡✳

∧✲❋❯❙ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❙♦✐t ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠♦♥♦t♦♥❡s M✳ ❘❡t♦✉r✲
♥❡r ✉♥❡ ∧✲❋❯❙ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ M ❞❡ ❝❛r❞✐✲
♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡✳

❖♥ s❡ ❜❛s❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ∨✲❋■ ❡t ∧✲❋■✳ ❙♦✐t ✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t R− ❡t ✉♥ r❡❥❡❝t✲s❡t R+

t❡❧s q✉❡ fR− = λ−
M ❡t fR+ = λ+

M✳ ❉❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✭♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧❡s✮ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
∨✲❋❯❙ ❡t ∧✲❋❯❙ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♦♥t ❞♦♥♥és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ∨✲❋■✭lR− , λ+

M✮ ❡t ∧✲❋■✭λ−
M, lR+✮✳

✻✳✼✳✶ ❊①♣ér✐❡♥❝❡ ✶

◆♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳
❈❡tt❡ ❢♦✐s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♥♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ❧❡ t❡st s✉✐✈❛♥t✳

❚❡st ❞❡ ❋❯❙ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✭D✮✳

✶✳ ❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ❞❡ D q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ▼❆❊✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡M ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉✳

✷✳ ❖♥ ❝réé ❞❡✉① ❧✐st❡s lR− ❡t lR+ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ s❡❧❡❝t✲s❡t R− ❡t ❧❡ r❡❥❡❝t✲s❡t R+ t❡❧s q✉❡
fR− = λ−

M ❡t fR+ = λ+
M✳

✸✳ ❖♥ ré♣èt❡ ✶✵✵✵ ❢♦✐s ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✭❛✮ ▼é❧❛♥❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ lR− ❡t lR+ ✳

✭❜✮ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ∨✲❋■(lR− , λ+
M) ✭✈♦✐r ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✺✮✳

✭❝✮ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ∧✲❋■(λ−
M, lR+)✳

▲❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❡st ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ lR− ✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ❞❡
❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ |∨✲❋■(lR− , λ+

M)| ❡t ❞❡ |∧✲❋■(λ−
M, lR+)|✱ ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❡s ✶✵✵✵ ré♣ét✐t✐♦♥s✳

✶✵✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❋❯❙ ❡t rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

❉❛t❛s❡t ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵ ✶✶ ✶✷
❚❛✐❧❧❡ ❞❡ R− ✶✼ ✼✶ ✸✻ ✺✵ ✹✺✻ ✽✶✶ ✸✺ ✸✼ ✹✻ ✹✾ ✼✹ ✶✷✽

◆❜✳ ❋❯❙ ♠♦②❡♥ ✼ ✾ ✽ ✻ ✶✾ ✹✻ ✽ ✸ ✾ ✻ ✺ ✶✽
é❝❛rt t②♣❡ ✵✳✹✷ ✶✳✵✾ ✵✳✻✹ ✵✳✼✶ ✶✳✸✾ ✶✳✼✸ ✵✳✻✼ ✵✳✺✸ ✵✳✻✾ ✵✳✺✾ ✵✳✻✸ ✶✳✵✸

♠✐♥✳ ✼ ✼ ✽ ✺ ✶✺ ✹✷ ✽ ✸ ✽ ✺ ✹ ✶✺
❚❛✐❧❧❡ ❞❡ R+ ✶✻ ✺✹ ✹✵ ✺✻ ✻✶✵ ✽✶✽ ✸✺ ✹✶ ✺✹ ✸✽ ✻✶ ✶✹✾

◆❜✳ ❋❯❙ ♠♦②❡♥ ✻ ✺ ✶✻ ✸ ✶✼ ✺✵ ✹ ✺ ✶✶ ✽ ✺ ✷✵
é❝❛rt t②♣❡ ✵✳✸✶ ✵✳✻✶ ✵✳✽✷ ✵✳✺✹ ✶✳✷✹ ✷✳✵✷ ✵✳✺ ✵✳✺✾ ✵✳✽✺ ✵✳✻✽ ✵✳✽✸ ✶✳✸✷

♠✐♥✳ ✻ ✹ ✶✺ ✸ ✶✹ ✹✹ ✹ ✹ ✾ ✼ ✹ ✶✻

❚❛❜❧❡ ✻✳✺ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ♣r❡♠✐❡r t❡st ❞❡ ∨✲❋❯❙ ❡t ∧✲❋❯❙ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❥❡✉ ❞❡
❞♦♥♥é❡s✳

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❜❛sés s✉r ❧❡s ❝♦r♦❧❧❛✐r❡s ❞❡s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✼✻ ❡t
✼✼ ♣♦✉r ❛✣r♠❡r q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ t❡st ❞❡ ❋❯❙✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥st✐t✉❛✐❡♥t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
♣❧❛✉s✐❜❧❡s ❞✉ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋❯❙ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✜♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ rè❣❧❡s ✐ss✉s ❞❡s ✶✷ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

❆✜♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❋❯❙✲✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉❞r❛✐t ❝♦♥♥❛✐tr❡ ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ∨✲❋■ ✭r❡s♣✳ ∧✲❋■✮
✭✈♦✐r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✼✻ ❡t ✼✼✮✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✻✳✺ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋❯❙ ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♣❧✉tôt q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡s
❡st✐♠❛t✐♦♥s ✜❛❜❧❡s✳

✻✳✼✳✷ ❊①♣ér✐❡♥❝❡ ✷

◆♦✉s ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡t♦✉r♥❛♥t ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ∨✲❋■ ✭r❡s♣✳ ∧✲❋■✮
❡♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦t❡③ q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ R− ✭r❡s♣✳ R+✮ ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts
❛❝t✐❢s✳ ■❧ s✉✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❋❯❙∨ ✭r❡s♣✳ ❋❯❙∧✮ q✉❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❢♦❝❛✉① ❞❡s ❋❯❙ ❞❡
∨✲❋■✭lR− , λ+

M✮ ✭r❡s♣✳ ∧✲❋■✭λ−
M, lR+✮✮ s♦♥t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té✳

❈♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❋❯❙ ❞♦♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❢♦❝❛✉① s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉♥ ♠♦②❡♥
❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋❯❙ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t
❢❛✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ❋❯❙ s❡r❛✐❡♥t ♣❧✉s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s✳

❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❢♦❝❛✉① ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s t❛✐❧❧❡s✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥ t❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à
❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦ù R− ✭r❡s♣✳ R+✮ ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ✐ss✉
❞❡ ❙❘▲∨ ✭r❡s♣✳ ❙❘▲∧✮✳

❚❡st ❞❡ ❋❯❙✲✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✷✭D✮✳

✶✳ ❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ❞❡ D q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ▼❆❊✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡M ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉✳

✷✳ R∨ ← SRL∨(M) ❀ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ lR∨ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ R∨✳

✸✳ R∧ ← SRL∧(M) ❀ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ lR∧ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ R∧✳

✹✳ ❖♥ ré♣èt❡ ✶✵✵✵ ❢♦✐s ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✭❛✮ ▼é❧❛♥❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ lR∨ ❡t ❞❡ lR∧ ✳

✭❜✮ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ∨✲❋■(lR∨ , λ+
M) ✭✈♦✐r ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✺✮✳

✭❝✮ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ∧✲❋■(λ−
M, lR∧)✳

▲❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❡st ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ R∨ ❡t R∧ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t
❞❡ ❧✬é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ |∨✲❋■(lR∨ , λ+

M)| ❡t ❞❡ |∧✲❋■(λ−
M, lR∧)|✱ ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❡s ✶✵✵✵ ré♣ét✐t✐♦♥s✳

✶✵✹



✻✳✽✳ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❋❯❙ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

❉❛t❛s❡t ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵ ✶✶ ✶✷
❚❛✐❧❧❡ ❞❡ D ✷✽✻ ✻✽✸ ✶✼✷✽ ✷✵✾ ✶✹✶✶ ✶✸✷✽ ✶✶✾ ✶✵✵✵ ✹✽✽ ✶✵✵✵ ✶✵✵✵ ✺✹✻

❚❛✐❧❧❡ ❞❡ R∨ ✶✸ ✷✻ ✸✻ ✷✶ ✶✸✹ ✹✾✸ ✶✺ ✷✻ ✹✹ ✷✺ ✸✻ ✾✻
◆❜✳ ❋❯❙ ♠♦②❡♥ ✸ ✹ ✶✵ ✹ ✶✻ ✻✵ ✻ ✺ ✶✶ ✺ ✹ ✶✼

é❝❛rt t②♣❡ ✵✳✺✶ ✵✳✸✺ ✵✳✺✺ ✵✳✻ ✵✳✽✽ ✶✳✾✽ ✵ ✵✳✺✼ ✵✳✺✽ ✵✳✺✷ ✵✳✹✽ ✵✳✾✺
♠✐♥✳ ✸ ✹ ✶✵ ✹ ✶✸ ✺✹ ✻ ✺ ✶✶ ✹ ✹ ✶✹

❚❛✐❧❧❡ ❞❡ R∧ ✶✹ ✶✺ ✸✽ ✷✺ ✶✵✹ ✺✸✷ ✽ ✷✺ ✹✼ ✷✼ ✹✷ ✻✾
◆❜✳ ❋❯❙ ♠♦②❡♥ ✹ ✹ ✶✺ ✽ ✶✻ ✼✵ ✹ ✹ ✶✵ ✻ ✹ ✶✼

é❝❛rt t②♣❡ ✵ ✵✳✻ ✵✳✺✻ ✵✳✹✽ ✵✳✾✾ ✷✳✶✸ ✵ ✵✳✺✺ ✵✳✽ ✵✳✺✻ ✵✳✺✸ ✵✳✾
♠✐♥✳ ✹ ✹ ✶✺ ✽ ✶✺ ✻✹ ✹ ✹ ✾ ✻ ✸ ✶✻

❚❛❜❧❡ ✻✳✻ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ s❡❝♦♥❞ t❡st ❞❡ ∨✲❋❯❙ ❡t ∧✲❋❯❙ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❥❡✉ ❞❡
❞♦♥♥é❡s✳

❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ❧♦rs ❞✉ s❡❝♦♥❞ t❡st ❞❡ ❋❯❙✲✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♥❡
❞✐♠✐♥✉❡♥t ♣❛s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❋❯❙ ♦❜t❡♥✉❡s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ✐ss✉ ❞❡ ❙❘▲ ❛ ❡✉ ✉♥❡ ♥❡tt❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✭♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉ ♥é❣❛t✐✈❡ s❡❧♦♥
❧❡s ❝❛s✮ s✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❝♦♥♥❛✐tr❡ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♦♣t✐♠❛✉①
❞❡ ∨✲❋■ ❡t ∧✲❋■ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥séq✉❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋❯❙ ✉t✐❧✐sés ♣❛r
❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

✻✳✽ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❋❯❙ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❞❡s ∨✲❋❯❙ ❡t ∧✲❋❯❙ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
r❡❧❛❜❡❧✐sé❡s✳ ❱♦②♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉s s✉r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

✻✳✽✳✶ ❘▲✲❙❯❋

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉✐✈❛♥ts✳

❘▲✲❙❯❋∨✭D✮✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s D✳

✶✳ ❊✛❡❝t✉❡r ✉♥ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ❞❡ D q✉✐ ♠✐♥✐✲
♠✐s❡ ❧❛ ▼❆❊✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ M ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
r❡❧❛❜❡❧✐sé✳

✷✳ R← ❙❘▲∨(M)✳

✸✳ ❘❡t♦✉r♥❡r ∨✲❋■(lR, λ
+
M)✳

❘▲✲❙❯❋∧✭D✮✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s D✳

✶✳ ❊✛❡❝t✉❡r ✉♥ r❡❧❛❜❡❧✐♥❣ ❞❡ D q✉✐ ♠✐♥✐✲
♠✐s❡ ❧❛ ▼❆❊✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ M ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
r❡❧❛❜❡❧✐sé✳

✷✳ R← ❙❘▲∧(M)✳

✸✳ ❘❡t♦✉r♥❡r ∧✲❋■(λ−
M, lR)✳

❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙ ❙ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ t❡❧ q✉❡

λ−
M ≤

∨

❙ ≤ λ+
M.

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❡st ❣✉✐❞é ♣❛r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋❯❙
❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬❛♣♣❛rt❡♥✐r à ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [λ−

M, λ+
M]✮✳

✶✵✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❋❯❙ ❡t rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

✻✳✽✳✷ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥

◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❘▲✲❙❯❋∨ ❡t ❘▲✲❙❯❋∧ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❙❘▲∨ ❡t ❙❘▲∧✳
◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ t❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙♦✉s✲s❡❝t✐♦♥
✻✳✺✳✷✱ s✉r ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✳ ▲❛ ❚❛❜❧❡ ✻✳✼ r❡♣♦rt❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❡st ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
♠ét❤♦❞❡ ❡t ❝❤❛q✉❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♠♣❛rés à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r
❱❈✲❉♦♠▲❊▼✳

❙❘▲∨ ❙❘▲∧ ❘▲✲❙❯❋∨ ❘▲✲❙❯❋∧ ❱❈✲❉♦♠▲❊▼
▼❊❘ ▼❆❊ ▼❊❘ ▼❆❊ ▼❊❘ ▼❆❊ ▼❊❘ ▼❆❊ ▼❊❘ ▼❆❊

❜r❡❛st✲❝
✵✳✷✺✻
± ✵✳✵✶✶

✵✳✷✺✻
± ✵✳✵✶✶

✵✳✷✼✽
± ✵✳✵✵✼

✵✳✷✼✽
± ✵✳✵✵✼

✵✳✷✺✼
± ✵✳✵✶✹

✵✳✷✺✼
± ✵✳✵✶✹

✵✳✷✼✻
± ✵✳✵✶✸

✵✳✷✼✻
± ✵✳✵✶✸

✵✳✷✸✸
± ✵✳✵✵✸

✵✳✷✸✷
± ✵✳✵✵✸

❜r❡❛st✲✇
✵✳✵✹✷
± ✵✳✵✵✸

✵✳✵✹✷
± ✵✳✵✵✸

✵✳✵✹
± ✵✳✵✵✸

✵✳✵✹
± ✵✳✵✵✸

✵✳✵✸✾
± ✵✳✵✵✸

✵✳✵✸✾
± ✵✳✵✵✸

✵✳✵✹
± ✵✳✵✵✷

✵✳✵✹
± ✵✳✵✵✷

✵✳✵✸✼
± ✵✳✵✵✷

✵✳✵✸✼
± ✵✳✵✵✷

❝❛r
✵✳✵✷✸
± ✵✳✵✵✶

✵✳✵✷✻
± ✵✳✵✵✷

✵✳✵✸✹
± ✵✳✵✵✸

✵✳✵✸✽
± ✵✳✵✵✸

✵✳✵✷✷
± ✵✳✵✵✷

✵✳✵✷✻
± ✵✳✵✵✷

✵✳✵✷✹
± ✵✳✵✵✷

✵✳✵✷✽
± ✵✳✵✵✷

✵✳✵✷✽
± ✵✳✵✵✶

✵✳✵✸✹
± ✵✳✵✵✶

❈P❯
✵✳✵✻✹
± ✵✳✵✵✽

✵✳✵✻✼
± ✵✳✵✵✽

✵✳✵✾✾
± ✵✳✵✵✽

✵✳✶✵✷
± ✵✳✵✶✶

✵✳✵✻✾
± ✵✳✵✵✾

✵✳✵✼✹
± ✵✳✵✵✾

✵✳✶
± ✵✳✵✵✾

✵✳✶✵✻
± ✵✳✵✶✵

✵✳✵✽✸
± ✵✳✵✶✹

✵✳✵✽✸
± ✵✳✵✶✺

❜❛♥❦✲❣
✵✳✵✽✸
± ✵✳✵✵✸

✵✳✵✽✸
± ✵✳✵✵✸

✵✳✵✺✾
± ✵✳✵✵✶

✵✳✵✺✾
± ✵✳✵✵✶

✵✳✵✼✻
± ✵✳✵✵✸

✵✳✵✼✻
± ✵✳✵✵✸

✵✳✵✺✻
± ✵✳✵✵✸

✵✳✵✺✻
± ✵✳✵✵✸

✵✳✵✹✻
± ✵✳✵✵✶

✵✳✵✹✻
± ✵✳✵✵✶

❢❛♠❡
✵✳✸✹✹
± ✵✳✵✵✹

✵✳✸✻✼
± ✵✳✵✵✸

✵✳✸✹✸
± ✵✳✵✵✺

✵✳✸✻✼
± ✵✳✵✵✺

✵✳✸✷✽
± ✵✳✵✵✺

✵✳✸✺✹
± ✵✳✵✵✹

✵✳✸✸✸
± ✵✳✵✵✻

✵✳✸✻✷
± ✵✳✵✵✻

✵✳✸✸✹
± ✵✳✵✵✺

✵✳✸✹✶
± ✵✳✵✵✷

❞❡♥❜♦s❝❤
✵✳✶✻✽
± ✵✳✵✶✸

✵✳✶✻✽
± ✵✳✵✶✸

✵✳✶✹✻
± ✵✳✵✵✽

✵✳✶✹✻
± ✵✳✵✵✽

✵✳✶✻✸
± ✵✳✵✶✹

✵✳✶✻✸
± ✵✳✵✶✹

✵✳✶✹✻
± ✵✳✵✶✷

✵✳✶✹✻
± ✵✳✵✶✷

✵✳✶✷✸
± ✵✳✵✶✵

✵✳✶✷✸
± ✵✳✵✶✵

❊❘❆
✵✳✼✸
± ✵✳✵✵✻

✶✳✷✺✶
± ✵✳✵✶✶

✵✳✼✻
± ✵✳✵✵✷

✶✳✷✾✺
± ✵✳✵✵✾

✵✳✼✸✷
± ✵✳✵✵✻

✶✳✷✺✸
± ✵✳✵✶✶

✵✳✼✺✾
± ✵✳✵✵✾

✶✳✷✾✺
± ✵✳✵✶✺

✵✳✼✸✶
± ✵✳✵✵✹

✶✳✸✵✼
± ✵✳✵✵✷

❊❙▲
✵✳✸✸
± ✵✳✵✶✵

✵✳✸✺✺
± ✵✳✵✶✸

✵✳✸✹
± ✵✳✵✵✻

✵✳✸✻
± ✵✳✵✵✼

✵✳✸✷✹
± ✵✳✵✶✷

✵✳✸✺
± ✵✳✵✶✷

✵✳✸✹
± ✵✳✵✵✾

✵✳✸✻✶
± ✵✳✵✵✾

✵✳✸✸✸
± ✵✳✵✶✸

✵✳✸✼
± ✵✳✵✶✹

▲❊❱
✵✳✸✻✹
± ✵✳✵✵✹

✵✳✸✾✹
± ✵✳✵✵✹

✵✳✸✽✹
± ✵✳✵✵✹

✵✳✹✶✽
± ✵✳✵✵✹

✵✳✸✻✻
± ✵✳✵✵✺

✵✳✸✾✽
± ✵✳✵✵✻

✵✳✸✽✹
± ✵✳✵✵✼

✵✳✹✶✾
± ✵✳✵✵✽

✵✳✹✹✹
± ✵✳✵✵✹

✵✳✹✽✶
± ✵✳✵✵✹

❙❲❉
✵✳✹✶✽
± ✵✳✵✵✽

✵✳✹✸✺
± ✵✳✵✵✾

✵✳✹✷✷
± ✵✳✵✵✺

✵✳✹✹✺
± ✵✳✵✵✻

✵✳✹✷✼
± ✵✳✵✵✾

✵✳✹✹✺
± ✵✳✵✶✵

✵✳✹✶✼
± ✵✳✵✵✼

✵✳✹✹✶
± ✵✳✵✵✽

✵✳✹✸✻
± ✵✳✵✵✺

✵✳✹✺✹
± ✵✳✵✵✹

✇✐♥❞s♦r
✵✳✹✽✻
± ✵✳✵✶✹

✵✳✺✺✶
± ✵✳✵✶✽

✵✳✹✼✷
± ✵✳✵✵✾

✵✳✺✷✻
± ✵✳✵✶✵

✵✳✹✼✷
± ✵✳✵✵✻

✵✳✺✸✹
± ✵✳✵✵✾

✵✳✹✼
± ✵✳✵✶✷

✵✳✺✶✾
± ✵✳✵✶✵

✵✳✹✺✹
± ✵✳✵✵✽

✵✳✺✵✷
± ✵✳✵✵✻

♠♦②❡♥♥❡ ✵✳✷✼✻ ✵✳✸✸✸ ✵✳✷✽✶ ✵✳✸✸✾ ✵✳✷✼✸ ✵✳✸✸✶ ✵✳✷✼✾ ✵✳✸✸✼ ✵✳✷✼✹ ✵✳✸✸✹

❚❛❜❧❡ ✻✳✼ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❘▲✲❙❯❋ ❡t ♣❛r ❱❈✲❉♦♠▲❊▼✳

➚ ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❝❡s t❡sts✱ ❘▲✲❙❯❋∨ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s s❝♦r❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡✉① ❞❡ ❙❘▲∨✱ ❡t ❘▲✲❙❯❋∧

♦❜t✐❡♥t ❞❡s s❝♦r❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡✉① ❞❡ ❙❘▲∧✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱
❧✬ét❛♣❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙ s❡♠❜❧❡ ❛✛❡❝t❡r ♣❡✉ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❀ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❋❯❙ ♦❜t❡♥✉s s❡♠❜❧❡ ❛✈❛♥t t♦✉t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s à
♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧s ✐❧s s♦♥t ❛♣♣r✐s✳ P❛r♠✐ ❧❡s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❘▲✲❙❯❋∨✱ ❘▲✲❙❯❋∧ ❡t ❱❈✲❉♦♠▲❊▼✱
❛✉❝✉♥❡ ♥❡ ❞♦♠✐♥❡ ❧❡s ❛✉tr❡s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❙✲❙❊❚ ❡t ❘✲❙❊❚✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❘▲✲❙❯❋ s♦✉s
❢♦r♠❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s✳ ▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡s
s❡❧❡❝t✲s❡ts ✭r❡s♣✳ r❡❥❡❝t✲s❡ts✮ éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ✐ss✉s ❞❡ ❘▲✲❙❯❋∨ ❡t ❞❡ ❘▲✲❙❯❋∧ s♦♥t
❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❚❛❜❧❡s ✻✳✽ ❡t ❈✳✶✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

✶✵✻



✻✳✽✳ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❋❯❙ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

✶✷✶✷▲♦♥❣✉❡✉r ❞❡s rè❣❧❡s
✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵ ✶✶ ✶✷ ✶✸ ✶✹ ✶✺ ✶✻

❉
❛t
❛s
❡t

✶ ✺ ✶✵ ✹✹ ✹✵ ✶
✷ ✶✾ ✼✹ ✼ ✶
✸ ✶✻ ✶✾ ✷✷ ✷✻ ✶✹ ✸
✹ ✸✾ ✹✽ ✶✶ ✸
✺ ✼ ✻✶ ✷✼ ✺ ✶
✻ ✷ ✸✶ ✹✻ ✶✹ ✸ ✶ ✸
✼ ✷✷ ✻✾ ✶✵
✽ ✷✵ ✻✶ ✹ ✶✺
✾ ✶✸ ✸✻ ✷✼ ✷✹
✶✵ ✶✵ ✸✼ ✸✻ ✶✽
✶✶ ✶✹ ✷✸ ✹✵ ✶✽ ✸ ✷
✶✷ ✸ ✷✼ ✹✽ ✶✽ ✷ ✶ ✶

❚❛❜❧❡ ✻✳✽ ✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s tr❛❞✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❘▲✲❙❯❋∨✳

❈❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❙❘▲∨ ❡t ❙❘▲∧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❖♥
r❡♠❛rq✉❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❘▲✲❙❯❋✱ ♣♦✉r ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✻✱ ✶✶ ❡t ✶✷✱
❣é♥èr❡♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s s✬❡①♣❧✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❘▲✲❙❯❋∨✱
♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❛♥s t♦✉t❡ ❝❛♣❛❝✐té µ : 2[n] → L✱ ♦♥ ❛ µ([n]) = 1✳ P♦✉r ❘▲✲❙❯❋∧✱ ❡❧❧❡ s✬❡①♣❧✐q✉❡
♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❛♥s t♦✉t❡ ❛♥t✐✲❝❛♣❛❝✐té ν : 2[n] → L ♦♥ ❛ ν([n]) = 0✳

✻✳✽✳✸ ➱❧❛❣❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥ é❧❛❣❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✐ss✉s ❞❡ ❘▲✲❙❯❋✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞✬✉♥❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❋❯❙ ❞❛♥s ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✳ ❙♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙ ❙
✐ss✉ ❞❡ ❘▲✲❙❯❋∨✱ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡❧❛❜é❧✐séM à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ❙ ❛ été ❛♣♣r✐s✳ ▲❛
❢♦♥❝t✐♦♥

∨

❙ ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡M✳ ❙✉♣♣r✐♠❡r ❞❡s ❋❯❙ ❞❡ ❙ ♣r♦✈♦q✉❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ ❙ s✉rM✳ ❈❡tt❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r ré❣✉❧❡r ❧✬é❧❛❣❛❣❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❙ s✉r M ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❛✉① ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡s
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ▼❊❘✱ ♣❛r ✿

♣ré❝✐s✐♦♥(
∨

❙,M) = 1−▼❊❘(
∨

❙,M),

❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ρ ∈ [0, 1]✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ r❛t✐♦ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝♦♥s❡r✈❡r
❧♦rs ❞❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❋❯❙✳

◆♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ❧✬é❧❛❣❛❣❡ ❞❡ ❙ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❘➱❉❯❈❚■❖◆❴▼❖❉➮▲❊ ✭✈♦✐r ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✷✮✱
q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ρ✱ ❡t q✉✐ s✉♣♣r✐♠❡ ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❋❯❙ ❞❡ ❙ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❣❧♦✉t♦♥♥❡✳

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ρ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s é❧❛❣❛❣❡s q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣r♦♠✐s
❡♥tr❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙ ❡t s❛ ✜❞é❧✐té ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡❧❛❜é❧✐sé❡s✳ P❧✉s
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ρ ❡st é❧❡✈é❡✱ ♣❧✉s ♦♥ ❢❛✈♦r✐s❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ▲♦rsq✉❡ ρ > 1✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❋❯❙ s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s✳

✶✵✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❋❯❙ ❡t rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✻✿ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙✳
❊♥tré❡s✿ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙ ❙✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥sM✱ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ρ ∈ [0, 1]✳
❙♦rt✐❡s✿ ❯♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❙✳

✶ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❘➱❉❯❈❚■❖◆
∨
(❙,M, ρ)

✷ ❛rrêt← ❢❛✉①
✸ t❛♥t q✉❡ ❛rrêt = ❢❛✉① ❢❛✐r❡
✹ ❛rrêt← ✈r❛✐
✺ ♣♦✉r S ∈ ❙ ❢❛✐r❡
✻ s✐ ♣ré❝✐s✐♦♥(

∨

(❙\S),M) ≥ ρ ∗ ♣ré❝✐s✐♦♥(
∨

❙,M) ❛❧♦rs
✼ ❙← ❙\S
✽ ❛rrêt← ❢❛✉①

✾ r❡t♦✉r♥❡r ❙

✻✳✽✳✹ ❊①♣ér✐❡♥❝❡

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ t❡st s✉✐✈❛♥t❡✳

❚❡st ✿ é❧❛❣❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✐ss✉s ❞❡ ❘▲✲❙❯❋∨(D)✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s D✳ ▲❡
t❡st ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✶✵ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥s ❝r♦✐sé❡s à ✶✵ ♣❧✐s ✭✶✵✵ ♣❧✐s ❛✉ t♦t❛❧✮✳

✶✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❧✐✱

✭❛✮ ♦♥ ❞✐✈✐s❡ D ❡♥ D❛♣♣ ❡t D❡✈❛❧✱

✭❜✮ ❙← ❘▲✲❙❯❋∨(D)✱

✭❝✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ρ ❞❛♥s {0.95, 0.96, . . . , 1}

✐✳ ❙✬← ❘➱❉❯❈❚■❖◆
∨
(❙,M, ρ),

✐✐✳ ♦♥ ♠❡s✉r❡ ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭▼❊❘✮ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❙✬ s✉r D❡✈❛❧✳

▲❡ rés✉❧❛t ❞✉ t❡st ❡st✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ρ✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❋❯❙ ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❡t ❧❛ ▼❊❘ ♠♦②❡♥♥❡ ♦❜t❡♥✉❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ✶✵✵ ♣❧✐s✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ ❛✣❝❤❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ t❡st ❞✬é❧❛❣❛❣❡✳

✶✵✽



✻✳✾✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ ✕ ❊rr❡✉r ✭▼❊❘✮ ❡t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋❯❙ ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❡st✳ ❈❤❛q✉❡
❝♦✉r❜❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋❯❙ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✈❛r✐❡ ❣r❛♥❞❡✲
♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ P♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧✬é❧❛❣❛❣❡
♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋❯❙ ❡♥ ❛✛❡❝t❛♥t ♣❡✉ ♦✉ ♣❛s ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ ❈✬❡st ❧❡
❝❛s ♣♦✉r ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❜r❡❛st✲❝✱ ❜r❡❛st✲✇✱ ❊❙▲ ❡t ✇✐♥❞s♦r✳

▲❡ t❡st ❞✬é❧❛❣❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✐ss✉s ❞❡ ❘▲✲❙❯❋∧✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❡s rés✉❧t❛ts✱ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s
❧✬❆♥♥❡①❡ ❈✳✸✳

✻✳✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡
rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦♠♣ét✐t✐❢ ❛✈❡❝ ❱❈✲❉♦♠▲❊▼ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❞❡s rè❣❧❡s✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉t✐❧✐sé ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋❯❙ ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s tâ❝❤❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳

• ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙ éq✉✐✈❛❧❡♥t ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é
✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋❯❙ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ rè❣❧❡s ❛♣♣r✐s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ✭✈✐❛ ❙❘▲✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉❣❣èr❡♥t
q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ tr♦♣ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋❯❙ ♣♦✉r q✉❡ ❝❡❧❛ ♥❡
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❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❋❯❙ ❡t rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡

♣❡r♠❡tt❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛❜✐❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

• ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠♦♥♦t♦♥❡s ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙ ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ❞❡s ❜♦r♥❡s
s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋❯❙ ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❝♦♥s✐❞érés✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋❯❙ ✉t✐❧✐sé❡s ❡st très ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

• ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r à ❜❛s❡ ❞❡ ❋❯❙ ✿ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❋❯❙ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡❧❛❜❡❧✐sé❡s✱ ❛♣♣r✐s ✈✐❛ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘▲✲❙❯❋✱ ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡sq✉❡❧s ✐❧s s♦♥t ❛♣♣r✐s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❘▲✲
❙❯❋∧ ❡t ❘▲✲❙❯❋∨ ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♠♣ét✐t✐❢s ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡ ❱❈✲❉♦♠▲❊▼✳

❆✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❋❯❙ ❛♣♣r✐s ✈✐❛ ❘▲✲❙❯❋✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥✈✐s❛❣❡r ♣❧✉s✐❡✉rs
❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳

Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❋❯❙✲✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣✉✐ss❡
êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣✐st❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❡①♣❧♦ré❡s ✿

• ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡r❛✐t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♦♣t✐♠❛✉① ❞❡ ∨✲❋■
❡t ∧✲❋■✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✐♥t ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳

• ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ s❡r❛✐t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❋❯❙✲✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬❛✉❝✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ ♣✉✐ss❡
❡✛❡❝t✉❡r ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❞✬❛✉t❛♥t q✉✬✐❧ ❛ été ♣r♦✉✈é ❬✷✼❪ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❋❯❙ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù X1 = · · · = Xn ❡t ♦ù
❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ϕ1 = · · · = ϕn✳

• ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣✐st❡ s❡r❛✐t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❋❯❙✲
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ❝❡tt❡ ♣✐st❡ ❛ ❞é❥à été
❡①♣❧♦ré❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ✭✈✐❛ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ét✐q✉❡s ❬✶✵✶❪
❡t ❞❡s ❡ss❛✐♠s ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡s ❬✶✵✵❪✮✳

▲❡s t❡sts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧❛❣❛❣❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✻✳✽✳✸ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ s✉r
❝❡rt❛✐♥s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❋❯❙ ✐ss✉s ❞❡
❘▲✲❙❯❋ ❡♥ ❛✛❡❝t❛♥t ♣❡✉ ❧❡✉r ♣ré❝✐s✐♦♥✳ ❈❡ rés✉❧t❛t s✉❣❣èr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞✬é❧❛❣❛❣❡ ♣❧✉s é❧❛❜♦ré❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞✬✉♥ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❘▲✲❙❯❋ t♦❧ér❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❡rr❡✉rs s✉r ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡❧❛❜é❧✐sé❡s✱ ♣♦✉rr❛✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❋❯❙ ❛♣♣r✐s✱ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❞❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡s ❋▲P ❞❛♥s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ r❡♣rés❡♥té❡s
♣❛r ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳

❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ✭❈❤❛♣✐tr❡s ✶ à ✹✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥tr✐❜✉é à ❧✬ét✉❞❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡s ❋▲P
❞é✜♥✐❡s s✉r ❞❡s tr❡✐❧❧✐s✳ ▲❡s ❈❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ❋▲P
♣❛rt✐❡❧❧❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❋▲P k✲♠❛①✐t✐✈❡s✳ ▲❛ ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✳
▲❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ❈❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸ ❞é❜♦✉❝❤❡♥t ❡♥ ❡✛❡t s✉r ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ rés♦❧✉✲
t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉
tr❡✐❧❧✐s ❝♦♥s✐❞éré✱ ❧✬❛r✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳

❙♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ f : D → L ✭♦ù D ⊆ Ln✮ s✉r ✉♥ tr❡✐❧❧✐s L✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù L ❡st ✉♥
tr❡✐❧❧✐s ✜♥✐✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❋▲P ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t f ✳ ◆♦✉s
♥❡ s♦♠♠❡s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❋▲P ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t f ✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t
f ✱ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ♦ù L ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢ ❜♦r♥é q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧♦♥❣é ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❞✉✐t
✜♥✐ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ✭❝❡❧❛ ✐♥❝❧✉s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ♦ù L ❡st ✜♥✐✮✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ♦✉✈r❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ❛❧❣è❜r❡s ✜♥✐❡s✳ ❊♥
❡✛❡t ❧❡s tr❡✐❧❧✐s s♦♥t ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ♣♦ssé❞❛♥t ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ✿ ∧ ❡t ∨✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭♦✉ t❡r♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✶✼❪✮ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ A t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡
à ♣❛rt✐r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ❡t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ A✳ ▲❡s ❋▲P ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❞♦♥❝
❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡s tr❡✐❧❧✐s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ♣❡✉t ❛✐sé♠❡♥t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ à
t♦✉t❡ ❛❧❣è❜r❡ ✜♥✐❡ ♣♦ssé❞❛♥t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ∧ ❡t ∨✱ ❡t ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✭❡♥ t❡♠♣s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ s✉r
❧✬❛❧❣è❜r❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❉❡s ❛❧❣è❜r❡s ♣♦ssé❞❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ tr❡✐❧❧✐s s❡ r❡♥❝♦♥tr❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠✉❧t✐✲✈❛❧✉é❡s✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ❝❤❛♣✐tr❡s✱ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❥♦✉❡r ✉♥ rô❧❡
❞❛♥s ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st r❛r❡ q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡
❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ s♦✐t ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♦ù t♦✉s ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❛✐❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡
❞♦♠❛✐♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞❡s ❋▲P ❡st sé✈èr❡♠❡♥t ❧✐♠✐té❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦♥♦t♦♥❡s ❞❡ Ln à L✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ♥♦s
♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s à ❝❤❡r❝❤❡r ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s tr❡✐❧❧✐s s♦♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s✳ ■❧ s❡
♣❡✉t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛✐ss❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s ❞♦♠❛✐♥❡s✳

❊♥✜♥✱ ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❋▲P
✐♥t❡r♣♦❧❛♥t f s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ①,①✬ ∈ D✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❋▲P p : Ln → L t❡❧❧❡ q✉❡

p(①) = f(①) ❡t p(①✬) = f(①✬).

❈❡tt❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s ❝❛s ♦ù f ♥✬❡st ♣❛s ✐♥t❡r♣♦❧❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥❡ ❋▲P ❡♥ t❡r♠❡
❞✬✓ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ✔ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❛✐r❡s (①, f(①)) ❡t (①✬, f(①✬))✳ ◆♦s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

✶✶✶



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

♣♦✉rr❛✐❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ét❡♥❞✉❡s ❛✜♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❜r✉✐té❡s✱ ❡♥ ♥♦✉s ✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ✭✈♦✐r ❙♦✉s✲s❡❝t✐♦♥
✺✳✷✳✸✮✳

❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ à ❧❛ tâ❝❤❡
❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❞❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱
❛♣♣❡❧é❡s ❋❯❙✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡

• tr❛❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❋❯❙ ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t✱

• tr❛❞✉✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❡♥ ✉♥❡ ❋❯❙ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❋❯❙ ❡①✐st❡✳

❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦♥t s❡r✈✐ ❞❡ ❜❛s❡ à ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ t❡sts ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❛②❛♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❋❯❙ r❡q✉✐s ❛✜♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
✭❙❘▲✮✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙ ✭❘▲✲
❙❯❋✮✳ ❈❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡ r❡t♦✉r♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡✱ ❛♣rès r❡❧❛❜é❧✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙ ❡st ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s
✐ss✉ ❞❡ ❙❘▲ ❀ ✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙ s♦✐t ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡
♣❛r ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ✐❧ ❡st ❛♣♣r✐s✳ ❊♥✜♥✱ ❙❘▲ ❡t ❘▲✲❙❯❋ ♦❜t✐❡♥♥❡♥t
❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♠♣ét✐t✐❢s ❛✈❡❝ ❱❈✲❉♦♠▲❊▼ s✉r ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ♥♦s t❡sts✳

▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❋❯❙ s♦♥t ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
✐❧ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐ss✉s ❞❡ ❘▲✲❙❯❋ s♦✐❡♥t ❞❡ tr♦♣ ❣r❛♥❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♣♦✉r êtr❡
❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❛✈❛♥t❛❣❡✉① ✭♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s ✐ss✉s ❞❡ ❙❘▲✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮
s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡✳

❯♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣✲
t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❋❯❙ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥
❛✉ ♠♦✐♥s s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡✉① ✐ss✉s ❞❡ ❘▲✲❙❯❋✳ ❉❡s ♣✐st❡s ❡♥ ❝❡ s❡♥s s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳

❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥ é✈❡♥t✉❡❧ ✐♥térêt ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❋❯❙ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬✐♥t❡r✲
♣rét❛❜✐❧✐té✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ♣❡rt✐♥❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡ q✉❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙ ✭♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❋❯❙✱ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❢♦❝❛✉①✱ t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❢♦❝❛✉①✱
❡t❝✳✮ ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ rè❣❧❡s✱ t❛✐❧❧❡s ❞❡s rè❣❧❡s✱
❡t❝✳✮ ✐♥✢✉❡♥❝❡♥t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❞❡s ét✉❞❡s
❡♠♣✐r✐q✉❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s♦♥t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳

✶✶✷



❆♥♥❡①❡ ❆

❆♥♥❡①❡s ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❆✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡

❆✳✶✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✼✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❋▲P q✉✐ ❝♦ï♥✲
❝✐❞❡ ♣❛r f s✉r {①,①✬}✱ s✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❋▲P ❡①✐st❡ ✭s✐♥♦♥✱ r❡t♦✉r♥❡ ♥✉❧❧✮✳
❊♥tré❡s✿ ❯♥ tr❡✐❧❧✐s L✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ f : D → L✱ ❞❡✉① t✉♣❧❡s ①,①✬ ∈ D✳
❙♦rt✐❡s✿ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❋▲P✳

✶ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❙❖❯❙✲❋▲P❴▼■◆(L,①,①✬, f)
✷ lß, P, W← ■◆■❚■❆▲■❙❆❚■❖◆✷(L,①,①✬)
✸ i← 1
✹ t❛♥t q✉❡ i < s✐③❡(lß) ❢❛✐r❡
✺ (a, b)← lß[i]
✻ ♣♦✉r j ❞❡ 0 à i− 1 ❢❛✐r❡
✼ (c, d)← lß[j]
✽ ▼❆❏✷∧(lß, P, W, (a, b), (c, d))
✾ ▼❆❏✷∨(lß, P, W, (a, b), (c, d))

✶✵ i← i+ 1

✶✶ r❡t♦✉r♥❡r P[f(①), f(①✬)]

✶✶✸



❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❆♥♥❡①❡s ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✽✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ lß ❡t ❞❡s ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡s P ❡t W✳
❊♥tré❡s✿ ❯♥ tr❡✐❧❧✐s L✱ ❞❡✉① t✉♣❧❡s ①,①✬ ∈ Ln✳
❙♦rt✐❡s✿ ❯♥❡ ❧✐st❡ lß ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s✱ ✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ P q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ❋▲P à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s

❝♦✉♣❧❡s ❞❡ lß✱ ✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ W q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ω(P[a, b]) à ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) ❞❡
lß✳

✶ ❢♦♥❝t✐♦♥ ■◆■❚■❆▲■❙❆❚■❖◆✷(L,①,①✬)
✷ lß ← ❧✐st❡ ✈✐❞❡
✸ ∀a, b ∈ L : P[a, b]← ♥✉❧❧
✹ ∀a, b ∈ L : W[a, b]← +∞
✺ ♣♦✉r i ∈ [n] ❢❛✐r❡
✻ s✐ P[xi, x′i] = ♥✉❧❧ ❛❧♦rs
✼ P[xi, x

′
i]← ✓ ✈❛r i ✔

✽ W[xi, x
′
i]← 1

✾ ❛❥♦✉t❡r (xi, x′i) ❡♥ q✉❡✉❡ ❞❡ lß

✶✵ ♣♦✉r a ∈ L ❢❛✐r❡
✶✶ s✐ P[a, a] = ♥✉❧❧ ❛❧♦rs
✶✷ P[a, a]← a

✶✸ W[a, a]← 1
✶✹ ❛❥♦✉t❡r (a, a) ❡♥ q✉❡✉❡ ❞❡ lß

✶✺ r❡t♦✉r♥❡r lß, P, W

❘❡♠❛rq✉❡ ✽✵✳ ❙✐ (α, β) ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à ❧❛ ❧✐st❡ lß✱ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ✓ s✉♣♣r✐♠❡r (α, β) ❞❛♥s
lß ✔ ♥✬❡✛❡❝t✉❡ ❛✉❝✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✾✿ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ lß✱ P ❡t
W✱ q✉✐ ♠❛✐♥t✐❡♥t ❧❛ ❧✐st❡ lß tr✐é❡✳
❊♥tré❡s✿ ▲❛ ❧✐st❡ lß✱ ❧❡ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ P ❡t

W ❡t ❞❡✉① ❝♦✉♣❧❡s (a, b), (c, d)✳
❙♦rt✐❡s✿ ✲

✶ ❢♦♥❝t✐♦♥ ▼❆❏✷∧(lß, P, W, (a, b), (c, d))
✷ (α, β)← (a ∧ c, b ∧ d)
✸ s✐ W[α, β] > W[a, b] + W[c, d] + 1 ❛❧♦rs
✹ P[α, β]← ♥✉❧❧
✺ s✉♣♣r✐♠❡r (α, β) ❞❛♥s lß

✻ s✐ P[α, β] = ♥✉❧❧ ❛❧♦rs
✼ P[α, β]← (P[a, b],∧, P[c, d])
✽ W[α, β]← W[a, b] + W[c, d] + 1
✾ ❛❥♦✉t❡r (α, β) à lß ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t

❧❛ ❧✐st❡ tr✐é❡

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✵✿ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ lß✱ P ❡t
W✱ q✉✐ ♠❛✐♥t✐❡♥t ❧❛ ❧✐st❡ lß tr✐é❡✳
❊♥tré❡s✿ ▲❛ ❧✐st❡ lß✱ ❧❡ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ P ❡t

W ❡t ❞❡✉① ❝♦✉♣❧❡s (a, b), (c, d)✳
❙♦rt✐❡s✿ ✲

✶ ❢♦♥❝t✐♦♥ ▼❆❏✷∨(lß, P, W, (a, b), (c, d))
✷ (α, β)← (a ∨ c, b ∨ d)
✸ s✐ W[α, β] > W[a, b] + W[c, d] + 1 ❛❧♦rs
✹ P[α, β]← ♥✉❧❧
✺ s✉♣♣r✐♠❡r (α, β) ❞❛♥s lß

✻ s✐ P[α, β] = ♥✉❧❧ ❛❧♦rs
✼ P[α, β]← (P[a, b],∨, P[c, d])
✽ W[α, β]← W[a, b] + W[c, d] + 1
✾ ❛❥♦✉t❡r (α, β) à lß ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t

❧❛ ❧✐st❡ tr✐é❡

✶✶✹



❆✳✶✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡

❆✳✶✳✷ ❈♦♠♣❧❡①✐té

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✶✳ ❖♥ ♣❡✉t ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❙❖❯❙✲❋▲P❴▼■◆ ❞♦♥t ❧❡
t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡st O(|L|4 log2 |L|+ n)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥tr❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❙❖❯❙✲❋▲P ❡st ✐ss✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ▼❆❏∧ ❡t ▼❆❏∨✳ ❯♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ lß
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛r❜r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡s ✐♥st❡rt✐♦♥s ❡t s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s lß ❡♥ O(log2(t❛✐❧❧❡(lß))
✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✻❪✮✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ lß ét❛♥t ❛✉ ♣❧✉s |L|2✱ ❧❡s ✐♥s❡rt✐♦♥s ❡t s✉♣♣r❡ss✐♦♥s ❞❛♥s lß
s✬❡✛❡❝t✉❡♥t ❡♥ O(log2 |L|)✳

✶✶✺



❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❆♥♥❡①❡s ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷

✶✶✻



❆♥♥❡①❡ ❇

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡s ❈❤❛♣✐tr❡s ✺ ❡t ✻

❇✳✶ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✸

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✸✳ P♦✉r t♦✉t s❡❧❡❝t✲s❡t ✭r❡s♣✳ r❡❥❡❝t✲s❡t✮ R✱ R∗ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t ❞❡ ❊q∨(R)
✭r❡s♣✳ ❊q∧(R)✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ tr❛✐t❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù R ❡st ✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t ✭❧❡ ❝❛s ♦ù R ❡st ✉♥ r❡❥❡❝t s❡t ♣❡✉t êtr❡
tr❛✐té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✉❛❧❡✮✳

❙♦✐t ✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t R✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛ fr ≤ fs s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s ⇒ r✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ R∗

❝♦♥t✐❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡ R ❀ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t r ∈ R ✐❧ ❡①✐st❡
s ∈ R∗ t❡❧ q✉❡ fr ≤ fs✱ ❡t ❞♦♥❝ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥

fR∗ =
∨

r∈R∗

fr =
∨

r∈R

fr = fR.

❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❛r ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ q✉❡ R∗ ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s t♦✉t R′ ∈ ❊q∨(R)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ R′ ∈ ❊q∨(R) t❡❧ q✉❡ R∗ 6⊆ R′✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ rè❣❧❡ α

1 ր δ q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à R∗

❡t ♣❛s à R′✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ R∗ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉❝✉♥❡ rè❣❧❡ α
1 ր δ′✱ t❡❧❧❡ q✉❡ δ′ > δ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

fR∗(α1) = f
α

1րδ(α
1) = δ.

P✉✐sq✉❡ R∗ ❡t R′ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❊q∨(R)✱ fR∗ = fR′ ✱ ❡t ❞♦♥❝

fR′(α1) = δ.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t R′ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ rè❣❧❡ α
2 ր δ t❡❧❧❡ q✉❡ α

2 ≤ α
1 ❙✐ α2 = α

1✱ ❧❛ s✉♣♣♦s✐t✐♦♥ q✉❡
(α1 ր δ) 6∈ R′ ❡st ❝♦♥tr❡❞✐t❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ q✉❡ α

2 < α
1✳ P✉✐sq✉❡ fR′ ❡st ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱

fR′(α2) ≤ fR′(α1) = δ✱ ❡t ♣✉✐sq✉❡ R′ ❝♦♥t✐❡♥t α2 ր δ✱ fR′(α2) ≥ δ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

fR∗(α2) = fR′(α2) = δ,

❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ R∗ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ rè❣❧❡ α3 ր δ✱ ❛✈❡❝ α3 ≤ α
2 < α

1✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ R∗✱ ❝❛r [α3 ր δ]⇒ [α1 ր δ].

✶✶✼



❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡s ❈❤❛♣✐tr❡s ✺ ❡t ✻

❇✳✷ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✾ ❡t ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✼✵

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✾✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❋❯❙ ❙ ♦♥ ❛

S = f❙✲❙❊❚(S) = ❋❯❙
∨(❙✲❙❊❚(S))

= f❘✲❙❊❚(S) = ❋❯❙
∧(❘✲❙❊❚(S)).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é♠♦♥tr❡r S = f❙✲❙❊❚(S) = ❋❯❙
∨(❙✲❙❊❚(S)) ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ S =

f❘✲❙❊❚(S) = ❋❯❙
∧(❘✲❙❊❚(S)) ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❢❛✐t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ❋❯❙ S∨

µ,ϕ✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ❛ss❡rt✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ✈ér✐✜é❡s

❆✳ S∨
µ,ϕ ≤ ❋❯❙

∨(❙✲❙❊❚(S∨
µ,ϕ)) ❡t S

∨
µ,ϕ ≤ f❙✲❙❊❚(S∨

µ,ϕ)

❇✳ S∨
µ,ϕ ≥ f❙✲❙❊❚(S∨

µ,ϕ)

❈✳ S∨
µ,ϕ ≥ ❋❯❙

∨(❙✲❙❊❚(S∨
µ,ϕ))✳

❆ ✿ ❙♦✐t ① ∈ ❳ ❡t y ∈ L t❡❧s q✉❡ S∨
µ,ϕ(①) = y✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢♦❝❛❧ F ∈ F(µ)

t❡❧ q✉❡

µ(F ) ∧
∧

i∈F

ϕi(xi) = y.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
µ(F ) ≥ y ❛♥❞ ∀i ∈ F, ϕi(xi) ≥ y.

❙♦✐t r ❧❛ rè❣❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡

Ar = F, δr = y ❡t ∀i ∈ Ar, αr
i =

∧

{ai ∈ Xi | ϕi(ai) ≥ y}.

♥♦t❡③ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Ar ♦♥ ❛ αr
i ≤ xi✱ ♣✉✐sq✉❡ ϕi(xi) ≥ y✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t fr(①) ≥ y✳ ❉✬❛♣rès ❧❛

❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❙✲❙❊❚✱ ✐❧ ❡①✐st❡ s ∈ ❙✲❙❊❚(S∨
µ,ϕ) t❡❧❧❡ q✉❡ s⇒ r✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ f❙✲❙❊❚(S∨

µ,ϕ)
(①) ≥ y✳

❙♦✐t S∨
µ′,ϕ′ ❧❛ ❋❯❙ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r S∨

µ′,ϕ′ = ❋❯❙∨(❙✲❙❊❚(S∨
µ,ϕ))✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❋❯❙∨✱

♦♥ ❛
µ′(As) ≥ y ❡t ∀i ∈ As, ϕ′

i(xi) ≥ y,

❡t ❞♦♥❝ ❋❯❙∨(❙✲❙❊❚(S∨
µ,ϕ)) ≥ y✳

❇ ✿ ❙♦✐t ① ∈ ❳ ❡t y ∈ L t❡❧s q✉❡ f❙✲❙❊❚(S∨
µ,ϕ)

(①) = y✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥❡ rè❣❧❡ r ∈

❙✲❙❊❚(S∨
µ,ϕ) t❡❧❧❡ q✉❡

∀i ∈ Ar, xi ≥ αr
i ❡t δr = y.

❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❙✲❙❊❚ ♦♥ ❛ µ(Ar) ≥ δr✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Ar✱

αr
i =

∧

{ai ∈ Xi | ϕi(ai) ≥ δr},

❡t ❞♦♥❝ ϕi(xi) ≥ ϕi(α
r
i ) ≥ δr✳ ❉♦♥❝ ♦♥ ❛

µ(Ar) ∧
∧

i∈Ar

ϕi(xi) ≥ δr ≥ y,

❡t ❞♦♥❝ S∨
µ,ϕ(①) ≥ y✳

✶✶✽



❇✳✷✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✾ ❡t ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✼✵

❈ ✿ ❙♦✐t S∨
µ′,ϕ′ ❧❛ ❋❯❙ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❋❯❙∨(❙✲❙❊❚(S∨

µ,ϕ))✳ ❙♦✐t ① ∈ ❳ ❡t y ∈ L t❡❧s q✉❡
S∨
µ′,ϕ′(①) = y✳ ❙✐ y = 0 ❛❧♦rs S∨

µ,ϕ(①) ≥ y✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ y > 0✳
■❧ ❡①✐st❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t F ∈ F(µ′) t❡❧ q✉❡

µ′(F ) ∧
∧

i∈F

ϕ′
i(xi) = y > 0 ✭❇✳✶✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t µ′(F ) ≥ y ❡t ϕ′
i(xi) ≥ y ♣♦✉r t♦✉t i ∈ F ✳ P✉✐sq✉❡ y > 0✱ µ′(F ) > 0 ❡t ❞♦♥❝

F 6= ∅✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♠♦♥tr❡r q✉❡ µ(F ) ≥ y✳

• ❙✐ F = [n]✱ ❛❧♦rs µ(F ) = 1 ≥ y✳

• ❙✐ F 6= [n]✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❋❯❙∨ ♦♥ ❛

µ′(F ) =
∨

{δr | r ∈ ❙✲❙❊❚(S∨
µ,ϕ), Ar ⊆ F},

❡t ❞♦♥❝ µ′(F ) ≥ y ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ rè❣❧❡ r ∈ ❙✲❙❊❚(S∨
µ,ϕ) t❡❧❧❡ q✉❡ Ar ⊆ F ❡t

δr ≥ y✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t µ(Ar) ≥ δr ≥ y✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ F ✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ϕi(xi) > y✳ ❖♥ ❛ ϕ′
i(xi) > 0 ✭✈♦✐r ✭❇✳✶✮✮ ❡t ❞♦♥❝ xi > 0✳

• ❙✐ xi = 1✱ ❛❧♦rs ϕi(xi) = 1 ≥ y✳

• ❙✐ xi < 1✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❋❯❙∨ ♦♥ ❛

ϕ′
i(xi) =

∨

{δr | r ∈ ❙✲❙❊❚(S∨
µ,ϕ), 0 < αr

i ≤ xi}

♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ϕ′(xi) ≥ y ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ r ∈ ❙✲❙❊❚(S∨
µ,ϕ) t❡❧❧❡ q✉❡ δr = y ❡t

0 < αr
i ≤ xi✳ ❖r ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❙✲❙❊❚

αr
i =

∧

{ai ∈ Xi | ϕi(ai) ≥ δr}.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ϕi(xi) ≥ ϕi(α
r
i ) ≥ δr = y✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ❛
µ(Ar) ∧

∧

i∈Ar

ϕi(xi) ≥ y,

❡t ❞♦♥❝ S∨
µ,ϕ(①) ≥ y✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✼✵✳ ❯♥ s❡❧❡❝t✲s❡t ✭r❡s♣✳ r❡❥❡❝t s❡t✮ R ❡st ❋❯❙✲r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❋❯❙∨(R∗) =
fR ✭r❡s♣✳ ❋❯❙∧(R∗) = fR✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t R✳ ❙✐ R ♥✬❡st ♣❛s ❋❯❙✲r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ❋❯❙∨(R∗) 6= fR✳
❙✐ R ❡st ❋❯❙✲r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ S ❧❛ ❋❯❙ t❡❧❧❡ q✉❡ S = fR✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✾ ♦♥
❛

f❙✲❙❊❚(S) = ❋❯❙
∨(❙✲❙❊❚(S)).

❖r ♣✉✐sq✉❡ S = fR ♦♥ ❛
R∗ = ❙✲❙❊❚(S)∗ = ❙✲❙❊❚(S),

❡t ❞♦♥❝
fR = fR∗ = ❋❯❙∨(R∗).

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù R ❡st ✉♥ r❡❥❡❝t✲s❡t✱ ❧✬é❣❛❧✐té ❋❯❙∧(R∗) = fR ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦✉✈é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❛♥❛❧♦❣✉❡✳

✶✶✾



❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡s ❈❤❛♣✐tr❡s ✺ ❡t ✻

❇✳✸ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✻

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✻✳ ❙♦✐t ✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t R− ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ+ t❡❧s q✉❡ fR− ≤ λ+✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ s❡❧❡❝t✲s❡t R t❡❧ q✉❡

fR− ≤ fR ≤ λ+

❡t ✉♥❡ ❧✐st❡ lR ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ R t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙ ❙ ❞é✜♥✐ ♣❛r

❙ =
{

❋❯❙
∨(P ) | P ∈ ∨✲❋■(lR, λ

+)
}

❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❋❯❙ ✈ér✐✜❛♥t fR− ≤
∨

❙ ≤ λ+.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❧✐st❡s s❡r♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s t✉♣❧❡s✳
❙♦✐t ❙ = {S1, . . . , Sd} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ t❡❧ q✉❡ fR− ≤ ❙ ≤ λ+. ◆♦✉s

❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ rè❣❧❡s lR t❡❧❧❡ q✉❡ ∨✲❋■(lR, λ+) r❡t♦✉r♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
t❛✐❧❧❡ d ❡t

fR− ≤
{

❋❯❙
∨(P ) | P ∈ ∨✲❋■(lR, λ

+)
}

≤ λ+.

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ lP = (P1, . . . , Pd) t❡❧❧❡ q✉❡

d
⋃

i=1

Pi =

d
⋃

i=1

❙✲❙❊❚(Si), ✭❇✳✷✮

∀i ∈ [d], ❋❯❙
∨(Pi) ≤ λ+, ✭❇✳✸✮

|P1| ≥ · · · ≥ |Pd|, ✭❇✳✹✮

∀i, j ∈ [d] t❡❧s q✉❡ |Pi| ≥ |Pj |, ∀r ∈ Pj : ❋❯❙
∨(Pi ∪ {r}) 6≤ λ+. ✭❇✳✺✮

■❧ s✉✐t ❞❡ ✭❇✳✷✮ ❡t ✭❇✳✸✮ q✉❡

fR− ≤ ❙ ≤
∨

{

❋❯❙
∨(Pi)

∣

∣ Pi ∈ lP
}

≤ λ+.

❊♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ✭❇✳✹✮ ❡t ✭❇✳✺✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥ ❧✐st❡ lR t❡❧❧❡ q✉❡ ∨✲❋■(lR, λ+) = lP✳ P♦✉r
❝❡❧❛ ✐❧ s✉✣t q✉❡ lR ✿

• ❝♦♥t✐❡♥♥❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡
⋃d

i=1 Pi✱

• s♦✐t tr✐é❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ {2, . . . , d}✱ t♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ Pi−1 s♦✐❡♥t
♣♦s✐t✐♦♥♥é❡s ❛✈❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ Pi ❞❛♥s lR✳

❆✜♥ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❧✐st❡ ✈ér✐✜❛♥t
✭❇✳✷✮✱ ✭❇✳✸✮✱ ✭❇✳✹✮ ❡t ✭❇✳✺✮✳ ❙♦✐t l◗ ❧❛ ❧✐st❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

l◗ = (❙✲❙❊❚(S1), . . . ,❙✲❙❊❚(Sd)).

❈❡tt❡ ❧✐st❡ ✈ér✐✜❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✭❇✳✷✮ ❡t ✭❇✳✸✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g✱ s✉r ❧❡s ❧✐st❡s ❞❡ s❡❧❡❝t✲s❡ts
❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r d✱ ♣❛r

g(R1, . . . , Rd) =

{

(R1, . . . , Rd) s✐ (R1, . . . , Rd) ✈ér✐✜❡ ✭❇✳✺✮,

(R′
1, . . . , R

′
d) s✐♥♦♥✱

✶✷✵



❇✳✸✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✻

♦ù R′
1, . . . , R

′
d s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ s♦✐❡♥t Ri ❡t Rj ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐t

s❡❧❡❝t✲s❡ts ❞❡ (R1, . . . , Rd) t❡❧s q✉❡ |Ri| ≥ |Rj | ❡t t❡❧s q✉❡ ∃r ∈ Rj ✱ ❋❯❙∨(Ri ∪ {r}) ≤ λ+✳
❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱

∀k ∈ [d], R′
k =











Rk ∪ {r} s✐ k = i,

Rk\{r} s✐ k = j,

Rk s✐♥♦♥✳

❖♥ ♣❡✉t ❛✐sé♠❡♥t ✈ér✐✜❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

• ❙✐ (R1, . . . , Rd) ✈ér✐✜❡ ✭❇✳✷✮ ❡t ✭❇✳✸✮✱ ❛❧♦rs g(R1, . . . , Rd) ✈ér✐✜❡ ✭❇✳✷✮ ❡t ✭❇✳✸✮✳

• P♦✉r t♦✉t❡ ❧✐st❡ ❞❡ s❡❧❡❝t✲s❡ts (R1, . . . , Rd) ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ k t❡❧ q✉❡ gk(R1, . . . , Rd)
✈ér✐✜❡ ✭❇✳✺✮✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ k t❡❧ q✉❡ gk(l◗) ✈ér✐✜❡ ✭❇✳✷✮✱ ✭❇✳✸✮✱ ✭❇✳✺✮✳ ❯♥ tr✐ ❞❡
gk(l◗) ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❧✐st❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✭❇✳✹✮✳

✶✷✶



❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡s ❈❤❛♣✐tr❡s ✺ ❡t ✻

✶✷✷



❆♥♥❡①❡ ❈

❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t rés✉❧t❛ts

❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❈✳✶ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡ rè❣❧❡s ♣♦✉r SRL∧

▲♦♥❣✉❡✉r ❞❡s è❣❧❡s
✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵ ✶✶ ✶✷ ✶✸ ✶✹ ✶✺ ✶✻

❉
❛t
❛s
❡t

✶ ✺ ✶✵ ✹✷ ✹✸
✷ ✼ ✹✸ ✷✼ ✶✽ ✺
✸ ✶ ✷✸ ✺✶ ✷✺
✹ ✺ ✺✷ ✸✷ ✶✷
✺ ✽ ✻✵ ✷✺ ✻ ✶ ✶
✻ ✶ ✸✹ ✹✷ ✶✽ ✹ ✶
✼ ✷✾ ✸✻ ✸✷ ✶ ✶ ✶
✽ ✸✷ ✺✼ ✶✶
✾ ✷✹ ✹✺ ✷✹ ✽
✶✵ ✶✸ ✸✾ ✹✻ ✷
✶✶ ✸ ✸✹ ✺✸ ✶✵ ✶
✶✷ ✹ ✽ ✶✾ ✷✾ ✷✷ ✶✶ ✻ ✶

❚❛❜❧❡ ❈✳✶ ✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s rés✉❧t❛♥ts ❙❘▲∧

✶✷✸



❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t rés✉❧t❛ts ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❈✳✷ ∧✲❋❯❙❴■◆❚❊❘P❖▲❆❚■❖◆

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✶✿ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ P ❞✉ r❡❥❡❝t✲s❡t R+ t❡❧❧❡
q✉❡

∧
{

❋❯❙
∧(P )

∣

∣ P ∈ P
}

≥ λ−✳

❊♥tré❡s✿ ❯♥❡ ❧✐st❡ lR+ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ r❡❥❡❝t✲s❡t R+ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ− t❡❧❧❡
q✉❡ λ+ ≤ fR+ ✳

❙♦rt✐❡s✿ ❯♥❡ ❧✐st❡ lP q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ R+✳
✶ ❢♦♥❝t✐♦♥ ∨✲❋❯❙❴■◆❚❊❘P❖▲❆❚■❖◆(λ−, lR+)
✷ lP ← ❧✐st❡ ✈✐❞❡
✸ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ r ❞❛♥s lR+ ❢❛✐r❡
✹ i← 1
✺ ✐s♦❧é← ✈r❛✐
✻ t❛♥t q✉❡ ✐s♦❧é ❡t i ≤ t❛✐❧❧❡(lP) ❢❛✐r❡
✼ P ← lP [i] ∪ {r}
✽ s✐ ❋❯❙∧(P ) ≥ λ− ❛❧♦rs
✾ lP [i]← P

✶✵ tr✐❡r lP ♣❛r ♦r❞r❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐tés ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s
✶✶ ✐s♦❧é← ❢❛✉①

✶✷ i← i+ 1

✶✸ s✐ ✐s♦❧é ❛❧♦rs
✶✹ ❛❥♦✉t❡r {r} à lP

✶✺ r❡t♦✉r♥❡r lP

❈✳✸ ➱❧❛❣❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❘▲✲❙❯❋∧

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✷✿ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙✳
❊♥tré❡s✿ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❙❯❋ ❙✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥sM✱ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ρ ∈ [0, 1]✳
❙♦rt✐❡s✿ ❯♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❙✳

✶ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❘➱❉❯❈❚■❖◆
∧
(❙,M, ρ)

✷ ❛rrêt← ❢❛✉①
✸ t❛♥t q✉❡ ❛rrêt = ❢❛✉① ❢❛✐r❡
✹ ❛rrêt← ✈r❛✐
✺ ♣♦✉r S ∈ ❙ ❢❛✐r❡
✻ s✐ ♣ré❝✐s✐♦♥(

∧

(❙\S),M) ≥ ρ ∗ ♣ré❝✐s✐♦♥(
∧

❙,M) ❛❧♦rs
✼ ❙← ❙ \ S
✽ ❛rrêt← ❢❛✉①

✾ r❡t♦✉r♥❡r ❙

✶✷✹



❈✳✸✳ ➱❧❛❣❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❘▲✲❙❯❋∧

❚❡st ✿ é❧❛❣❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✐ss✉s ❞❡ ❘▲✲❙❯❋∧(D)✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s D✳ ▲❡
t❡st ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✶✵ t❡♥❢♦❧❞ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥s ✭✶✵✵ ♣❧✐s ❛✉ t♦t❛❧✮✳

✶✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❧✐✱

✭❛✮ ♦♥ ❞✐✈✐s❡ D ❡♥ D❛♣♣ ❡t D❡✈❛❧✱

✭❜✮ ❙← ❘▲✲❙❯❋∧(D)✱

✭❝✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ρ ❞❛♥s {0.95, 0.96, . . . , 1}

✐✳ ❙✬← ❘➱❉❯❈❚■❖◆
∧
(❙,M, ρ),

✐✐✳ ♦♥ ♠❡s✉r❡ ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭▼❊❘✮ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❙✬ s✉r D❡✈❛❧✳

▲❡ rés✉❧❛t ❞✉ t❡st ❡st✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ρ✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❋❯❙ ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❡t ❧❛ ▼❊❘ ♠♦②❡♥♥❡ ♦❜t❡♥✉❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ✶✵✵ ♣❧✐s✳
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❋✐❣✉r❡ ❈✳✶ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ t❡st ❞✉❛❧ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❋❯❙✳ ❊rr❡✉r
✭▼❘✮ ❡t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋❯❙ ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❡st✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦✉r❜❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥
❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

✶✷✺



❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t rés✉❧t❛ts ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❈✳✹ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡ rè❣❧❡s ♣♦✉r ❘▲✲❙❯❋∧

✶✷✶✷▲♦♥❣✉❡✉r ❞❡s rè❣❧❡s
✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵ ✶✶ ✶✷ ✶✸ ✶✹ ✶✺ ✶✻

❉
❛t
❛s
❡t

✶ ✾ ✶✾ ✸✾ ✸✸
✷ ✹ ✻✵ ✷✸ ✶✵ ✸
✸ ✶ ✶✾ ✹✼ ✸✹
✹ ✼ ✺✽ ✷✵ ✶✵ ✺
✺ ✽ ✻✷ ✷✷ ✻ ✶ ✶
✻ ✶ ✸✼ ✹✵ ✶✹ ✹ ✶ ✸
✼ ✷✹ ✸✾ ✸✺ ✷ ✶
✽ ✷✻ ✺✸ ✾ ✶✷
✾ ✷✵ ✹✹ ✷✵ ✶✼
✶✵ ✾ ✸✹ ✹✶ ✶✻
✶✶ ✷ ✸✵ ✹✽ ✶✵ ✶ ✾
✶✷ ✸ ✼ ✷✷ ✷✽ ✷✵ ✶✶ ✺ ✶ ✻

✶✷✻



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❆✳ ❆❣r❡st✐✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ♦r❞✐♥❛❧ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛✳ ❲✐❧❡② s❡r✐❡s ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ st❛t✐st✐❝s✳
❲✐❧❡②✱ ❍♦❜♦❦❡♥✱ ◆✳❏✱ ✷♥❞ ❡❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✶✵✳ ❖❈▲❈ ✿ ♦❝♥✹✹✺✹✽✵✵✶✻✳

❬✷❪ ❊✳❊✳ ❆❧t❡♥❞♦r❢✱ ❆✳❈✳ ❘❡st✐✜❝❛r✱ ❛♥❞ ❚✳●✳ ❉✐❡tt❡r✐❝❤✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❙♣❛rs❡ ❉❛t❛ ❜② ❊①✲
♣❧♦✐t✐♥❣ ▼♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❈♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❚✇❡♥t②✲❋✐rst ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❯♥✲
❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ❯❆■✬✵✺✱ ♣❛❣❡s ✶✽✕✷✻✱ ❆r❧✐♥❣t♦♥✱ ❱✐r❣✐♥✐❛✱ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✱
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❘és✉♠é

❯♥❡ ❋♦♥❝t✐♦♥ ▲❛tt✐❝✐❡❧❧❡ P♦❧②♥ô♠✐❛❧❡ ✭❋▲P✮ s✉r ✉♥ tr❡✐❧❧✐s L ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ p : Ln → L✱
q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ∧ ❡t sup✳
❉❛♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù L ❡st ❞✐str✐❜✉t✐❢ ❡t ❜♦r♥é✱ ❧❡s ❋▲P ✐♥❝❧✉❡♥t ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❙✉❣❡♥♦✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs s✉r ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ♦r❞✐♥❛❧❡s ♥♦♥
♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❡t q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❆✐❞❡ à ❧❛ ❉é❝✐s✐♦♥
▼✉❧t✐ ❈r✐tèr❡s ✭▼❈❉❆✮ ❡♥ t❛♥t q✉✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♦r❞✐♥❛❧❡s ❛✉① ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✳

❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s ❋▲P✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✿
♣♦✉r ✉♥ tr❡✐❧❧✐s L✱ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ D ❞❡ Ln ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : D → L✱ r❡t♦✉r♥❡r ✉♥❡
❋▲P p : Ln → L t❡❧❧❡ q✉❡ p(①) = f(①) ♣♦✉r t♦✉t ① ∈ D ✭s✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❋▲P ❡①✐st❡✮✳ ◆♦✉s tr❛✐t♦♥s
s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ♦ù L ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ✜♥✐ ❡t ❧❡ ❝❛s ♦ù L ❡st ✉♥❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✐str✐❜✉t✐❢ ❜♦r♥é✳ ❉❛♥s
❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ rés♦❧✈❡♥t ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

❉❛♥s ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❧❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ❛♣♣❡❧é❡s
❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❯t✐❧✐té ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ ✭❋❯❙✮✱ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❞❡s
é❝❤❡❧❧❡s ♦r❞✐♥❛❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡✳
◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❋❯❙✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❞✬✉♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛♣♣r✐s ♣❛r ❱❈✲
❉♦♠▲❊▼✱ ❡t ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋❯❙ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✜♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✳

▼♦ts✲❝❧és✿ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❧❛tt✐❝✐❡❧✱ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦✱ ❛❣ré❣❛t✐♦♥✱ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦✲
♥♦t♦♥❡✱ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥

❆❜str❛❝t

❆ ▲❛tt✐❝❡ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭▲P❋✮ ♦✈❡r ❛ ❧❛tt✐❝❡ L ✐s ❛ ♠❛♣ p : Ln → L t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♦♣❡r❛t♦rs ∧ ❛♥❞ ∨✳ ■❢ L
✐s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❧❛tt✐❝❡✱ t❤❡s❡ ♠❛♣s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❙✉❣❡♥♦ ✐♥t❡❣r❛❧s t❤❛t ❛r❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♠❡r❣✐♥❣ ♦r❞✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♥✉♠❡r✐❝❛❧✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❈r✐t❡r✐❛ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❆✐❞✐♥❣ ✭▼❈❉❆✮✱ ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t
♦❢ ❛s t❤❡ ♦r❞✐♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ♦❢ ❈❤♦q✉❡t ✐♥t❡❣r❛❧s✳

■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ t❛❝❦❧❡ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ❛♥
▲P❋✱ st❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿ ❢♦r ❛ ❧❛tt✐❝❡ L✱ ❛ ✜♥✐t❡ s✉❜s❡t D ♦❢ Ln✱ ❛♥❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f : D → L✱ r❡t✉r♥
❛♥ ▲P❋ p : Ln → L s✉❝❤ t❤❛t p(①) = f(①) ❢♦r ❛❧❧ ① ∈ D ✭✐❢ s✉❝❤ ❛♥ ▲P❋ ❡①✐sts✮✳ ❲❡ tr❡❛t t❤❡
❝❛s❡s ✇❤❡r❡ L ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ❧❛tt✐❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ L ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ■♥
❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❙✉❣❡♥♦ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❛ttr✐❜✉t❡
s❡tt✐♥❣✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❙✉❣❡♥♦ ❯t✐❧✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥s ✭❙❯❋s✮✱ t❤❛t ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❡r❣❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠✐♥❣
❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞✐♥❛❧ s❝❛❧❡s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❤❡✐r ✉s❡ ✐♥ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦s✳ ❲❡
♣r❡s❡♥t ❛ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ❙❯❋s ❛♥❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ❞❛t❛✳ ❲❡
❝♦♠♣❛r❡ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ s❡ts ♦❢ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s ❧❡❛r♥❡❞ ❜② ❱❈✲❉♦♠▲❊▼✱ ❛♥❞ st✉❞②
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❙❯❋s t❤❛t ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞❛t❛✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❧❛tt✐❝❡ ♣♦❧②♦♠✐❛❧✱ ❙✉❣❡♥♦ ✐♥t❡❣r❛❧✱ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛✲
t✐♦♥✱ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s
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