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Résumé

Avec le phénoméne grandissant des réseaux sociaux, une nouvelle forme de rumeur, I'e-
rumeur, est née et progresse de fagon significative. Un tel phénoméne est important pour
les communautés, organisations et états car sa propagation peut rapidement mettre en
péril 'opinion publique, ainsi que les marchés économiques et financiers. Puisqu’elle peut
étre dangereuse pour nos sociétés, il est important de comprendre comment se diffuse
I'e-rumeur afin de pouvoir la contréler. Ce probléme est un challenge pour de nombreux
scientifiques car il devient de plus en plus important avec le développement de nouvelles
technologies. Beaucoup d’études ont été faites dans le cas déterministe ces derniéres an-
nées. Mais ce processus de diffusion multidimensionnel est principalement régi par des
éléments socio-psychologiques et a aussi un caractére aléatoire. L’objectif de cette thése
est I’approche stochastique d’un tel phénoméne, a savoir de modéliser son aspect aléatoire
et de le contréler par 'utilisation d’équations différentielles stochastiques et la théorie du
contréle optimal associée. En se basant sur ce qui a été fait pour des modéles épidémio-

logiques, nous avons proposé des approches similaires pour I’e-rumeur.

Dans un premier temps, nous avons présenté un nouveau modéle stochastique contenant
un mouvement Brownien qui modélise 'aspect aléatoire de la propagation de I’e-rumeur.
Nous avons ensuite étudi¢ la dynamique de ce nouveau modéle. Les analyses de la per-
sistance et de l’extinction de l'e-rumeur ont aussi été développées. Nous avons terminé
I’étude de ce nouveau modéle par un jeu de données qui permet de comparer le modéle
stochastique et le déterministe associé pour mettre en valeur I'intérét de notre approche

stochastique.

Dans un second temps, nous avons ajouté au modéle précédent un processus de Poisson
afin de modéliser la brusque augmentation du nombre de propageurs. Les mémes analyses
ont ensuite été faites pour ce deuxiéme modéle stochastique. Puis, nous avons complété

le jeu de données précédent, en ajoutant les paramétres manquants, afin de comparer les



deux modéles stochastiques avec le déterministe associé.

En dernier lieu, nous avons utilisé la théorie du contréle optimal stochastique afin de

controler le nombre de propageurs pour minimiser la propagation de I’e-rumeur.

Mots clés : e-rumeur, modéle déterministe et stochastique, équations différentielles sto-
chastiques, mouvement Brownien, processus de Poisson, extinction, persistance, principe

du maximum et controle optimal stochastique.
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Notations

B ou B(t) :
ElY] = [Ydu:
E[Y|F] :

Fo, Fi"

sVit:
SAt:
AT .

p-s. :
p-p-:

Espace réel de dimension n.
L’ensemble des nombres réels positifs.

L’ensemble des matrices & coeflicients réels d’ordre n x m.

Produit scalaire entre X = (x1,...,2,) et Y = (y1, ..., Yn), Zx,yZ
i=1

L’ensemble des fonctions continues de U vers V.

L’ensemble des fonctions continues de U vers R.

L’ensemble des fonctions & support compact.

L’ensemble des fonctions de C'(U,R) dont les dérivées jusqu’a l'ordre
k sont continues.

f(t,r) : Rx R" — R C* par rapport a t € R et C? par rapport a
r e R

Mouvement Brownien.

L’espérance de la variable aléatoire Y par rapport a la mesure pu.
Espérance conditionnelle de Y par rapport a F(o-algébre).

La o-algébre générée par {B; : s < t}, on By est un mouvement
Brownien de dimension m.

La o-algebre générée par U]—"t
>0
Le maximum entre s et ¢ (= max(s,t)).

Le minimum entre s et ¢ (= min(s, t)).

La matrice transposée de A.

La loi de probabilité de B;, mouvement Brownien standard.
Presque stirement, ou P-presque stirement, ou avec probabilité 1.

Presque partout.

1X



=
i
Y

LP(Q;RY)

L5 (5 RY)

LP([a, b]; RY)

S™

v.a. :
iid :

cup :

A est défini par B.

L’ensemble vide.

La fonction indicatrice de I'ensemble A, c’est-a-dire 14(z) =siz € A
et 0 sinon.

Le complémentaire de A dans €2, c’est-a-dire A° = Q) — A.

f est une fonction de A vers B.

La norme Euclidienne du vecteur x.

La norme 1 Euclidienne de la matrice A =
(2 lagl?)”.

Trace de la matrice A.

(aij)i]’ définie par

Le symbole de Kronecker.

La famille des variables aléatoires X a valeurs dans R? telle que
E[X?] < 0.

La famille des variables aléatoires X Fi-mesurables telle que F[X|P] <
0.

La famille des processus {f(t)}o<t<p Fi-adaptés a valeurs réelles telle

b
que / |f(t)[Pdt < oo p.s.

[’ensemble des matrices symétriques d’ordre n X n.
Equivalence.

Variable aléatoire.

Indépendant et identiquement distribué.
Convergence uniforme en probabilité.

Fin d’une preuve.



Introduction

Au cours de ces derniéres années, nous avons pu remarquer comment ’apparition
des nouveaux moyens de communications comme Facebook, Twitter, WhatsApp, facilite
la diffusion des informations a travers le monde. Cela entraine aussi la propagation, en
grande quantité et de facon rapide, de vraies ou fausses informations qui peuvent étre ap-
préciables pour certains et détestables pour d’autres. Car cela peut détruire 'image d’un
individu, d’une entreprise, d’une figure politique, etc. Une e-rumeur peut par exemple
causer beaucoup de déficit au sein d’une entreprise, peut aussi causer ’échec d’un can-
didat surtout pendant une période électorale. Méme si la rumeur ne va pas durer, son
passage peut détourner ’attention de toute une population. Dans le but de contribuer a
la lutte contre ce phénomeéne trés dangereux pour notre société, certains mathématiciens

ont décidé de le modéliser en s’inspirant en majorité des modéles épidémiologiques.

A notre connaissance, les premiers modéles mathématiques sur la diffusion d’information
ont été I'ccuvre du mathématicien A. Rapoport dans les années 1950. Dans son premier
article [46] en 1952, il a étudié Papplicabilité de la théorie des réseaux aléatoires a la
théorie de la propagation de la rumeur, plus précisément dans le cas de la connectivité
faible du réseau. De plus, il a montré qu’une équation ordinaire du temps continu peut
étre utilisée a la place de I'équation temporelle pour modéliser la propagation de la ru-
meur quand le temps mesuré est considéré comme le nombre d’entrées supprimées si la
distribution des intervalles du récit est connue. En 1953 dans [44], il a appliqué une for-
mule d’itération utilisée précédemment pour un réseau aléatoire a certaines données de la
propagation d’information & travers une population. Dans cette étude, il tente de prendre
en compte ce comportement de la densité apparente des axones en terme d’hypothése
de transitivité, cette derniére étant basée sur un certain biais socio-culturel, & savoir que

les contacts probables entre deux personnes qui ont été elles-méme en contact sont sus-
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ceptibles de se chevaucher fortement. Cette méme année, dans un autre article [45], il a
modifi¢ I’hypothése de transitivité de différentes maniéres pour décrire le processus de
diffusion d’informations dans lequel une certaine quantité de contacts est aléatoire. Dans
son modele, il a introduit un parameétre pour indiquer une tendance d’aller au-dela de son
voisinage immédiat pour diffuser 'information au fur et a mesure que le voisinage devient
saturé de connaisseurs. Dans un autre modeéle il a fait apparaitre le caractére aléatoire
dans I'hypothése que les nouveaux connaisseurs soient uniformément repartis parmi les

connaisseurs.

Dix ans plus tard, D. J. Daley et D. G. Kendall proposaient d’autres modéles inspirés
directement de la modélisation épidémiologique a travers deux articles. Dans un premier
[17] en 1964, ils ont appuyé Goffman et Newill qui disaient qu'il y a une analogie entre
la propagation d’une maladie infectieuse et la diffusion d’informations. En particulier,
ils ont souligné qu’un modéle pour la propagation de la rumeur peut-étre construit sous
plusieurs angles dépendant du mécanisme supposé pour décrire la croissance et la dé-
cadence du processus de propagation proprement dit. Ils ont fait remarquer que dans
les modéles de rumeurs, les techniques mathématiques connues en épidémiologie peuvent
étre appliquées. Mais cela ne veut pas dire que les résultats ainsi obtenus doivent étre
nécessairement ceux attendus sur la base d'une analogie formelle avec les épidémies. Pour
construire son premier modéle, ils ont divisé la population en trois catégories, comme la
modélisation STR en épidémiologie, ceux qui n’ont pas encore entendu parler de la rumeur
(les susceptibles en épidémilogie), ils les désignent par la lettre S'; ceux qui propagent la
rumeur (les infectés en épidémiologie), ils les désignent par la lettre I et ceux qui sont
contre la rumeur (les morts par la maladie, les isolés, immunisés en épidémiologie), ils
les désignent par la lettre R. Puis dans leur contribution [18] en 1965, ils ont présenté le
principe de diffusion des constantes arbitraires, qui peut étre utilisé pour la variance des
fluctuations de la trajectoire d’un échantillon dans un modéle stochastique sur 'unique

trajectoire de 'approximation déterministe associée.

Deux ans plus tard, le mathématicien K. Dietz passait en revue dans [19] les contributions
mathématiques de description de la propagation des épidémies et des rumeurs. A travers
ces travaux, il a remarqué que la plupart des modéles épidémiques étudiés ont un aspect

trés général et peuvent s’appliquer également a la description d’autres phénomeénes. Pour
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continuer les travaux de Daley et Kendall, dans [25] Huang et al. en 2011 ont modifié¢
le modéle STR souvent utilisé pour modéliser les épidémies en divisant la catégorie des
stiflers en deux sous-catégaries, ceux qui acceptent la rumeur et ceux qui s’y opposent.

Dans cette étude, ils ont proposé une stratégie d’isolation au hasard.

Quelques années plus tard, S. Bernard et al. ont réalisé d’autres travaux sur la propaga-
tion de la rumeur. En 2015, ils ont proposé dans [11]| des approches pour minimiser la
propagation d’une e-rumeur en se servant du principe de maximum de Pontryagin. Puis
en 2016, ce méme groupe de mathématiciens en se servant du modéle de Huang et al. dans
[12] ont montré qu’on pourrait diminuer la propagation d’une e-rumeur en controlant le
taux pour qu’un spreader devienne un stifler acceptant la rumeur aprés avoir rencontré un
spreader ou un stifler. Ce méme modéle a été modifié en 2017 par S. Bernard et al dans [13]
par I'ajout de deux actions extérieures, pouvant étre vues comme une contre information
et comme l'isolation des spreaders les plus actifs. Ils ont montré dans [14] qu’a partir de
ses actions on peut controler la rumeur. L’année suivante, dans [15] le modéle de Huang
a encore subi une autre modification en ajoutant des entrées et sorties dans le réseau
considéré. Pour cela, ils ont supposé qu’un stifler opposant peut aussi quitter le réseau
comme tous les autres membres au méme taux afin que la taille du réseau puisse rester
constante. IIs ont commencé I’étude par la recherche des états d’équilibres admissibles en
résolvant le systéme d’équations différentielles ordinaires, puis ont souligné les conditions
de stabilité. Ensuite, ils ont montré qu’il n’existe pas de cycle limite entre les spreaders

et les stiflers et ont donné le critére de coexistence des différentes classes d’individus.

Mais le processus de diffusion d’informations est principalement motivé par des éléments
socio-psychologiques que les systémes d’équations différentielles ordinaires utilisés n’ar-
rivent pas & modéliser. Ces derniers sont souvent des modéles STR ou des modéles STR
modifiés dont 'idée est de diviser la population en catégories. Donc, ils tiennent compte
du comportement des adhérents par catégorie. Or dans la mesure du possible, le modéle
devrait étre capable de donner des informations sur le comportement de chaque personne.
Car, les réseaux sont ouverts au grand public, ils ne sont pas capables de distinguer chacun
de ses adhérents, c’est pour cela qu’il est difficile d’avoir un regard exhaustif. En fait, ils
sont composés de différents types de personnes qui n’agissent pas de la méme maniére a

la réception d’un message. Certains agissent sur le coup de I’émotion, d’autres prennent
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du recul afin d’analyser le message avant de le partager. C’est donc un processus qui a un

aspect aléatoire.

Par rapport aux remarques du paragraphe précédent, nous ne disons pas qu’il y a un mo-
deéle parfait mais, nous pouvons constater quelques faiblesses dans ces modéles méme si a
I’époque il n’y avait pas ces réseaux sociaux. Selon nous, un modéle composé d’un systéme
d’équations différentielles stochastiques dont 'aspect aléatoire sera modélisé & travers un

mouvement Brownien représentera mieux les flux de propagations du phénomeéne.

Le but de cette thése est de modéliser ’aspect aléatoire de ce phénomeéne et de le contro-
ler. Elle est constituée de deux parties, une premiére partie ol nous rappelons quelques
notions préliminaires en calcul stochastique et une deuxiéme partie ot il y a les résultats
obtenus. La premiére partie est constituée de trois chapitres. Le premier chapitre porte sur
les notions de base en probabilités, le processus d’It6, les équations différentielles stochas-
tiques. Le second chapitre est consacré au processus d’Ito-Lévy, les équations différentielles
stochastiques avec des processus d’[t6-Lévy. Le troisiéme chapitre porte sur le principe de
controéle optimal stochastique. La seconde partie est constituée de trois chapitres. Dans
le premier chapitre, nous étudions la dynamique d’un modéle stochastique d’e-rumeur.
Dans le second chapitre, nous faisons I’étude de la dynamique d’un modéle stochastique
a saut. Le dernier chapitre se consacre a I’association d’un probléme de controle optimal

au modeéle du premier chapitre de la deuxiéme partie.



Premiére partie

Notions Préliminaires






Chapitre 1

Equations Différentielles Stochastiques
(EDS)

1 Introduction

Dans beaucoup de branches de la science et de l'industrie, les systémes sont souvent
perturbés par divers types de bruits environnementaux. Considérons, par exemple, un
modéle simple d’accroissement d’une population représenté par 1’équation différentielle

classique suivante :

dP
dt

avec P(t) le nombre d’habitants a l'instant ¢ et a(t) le taux d’accroissement a l'instant

=a(t)P(t), P(0) = P, (constante) (1.1)

t. Il se peut que a(t) ne soit pas complétement connu, de ce fait, on a suggéré d’ajouter

certains effets environnementaux aléatoires. En d’autre terme :
a(t) = «a(t) + bruit,

un bruit dont nous ne savons pas exactement son comportement, mais qui suit une distri-
bution de probabilité. Le terme a(t) est supposé déterministe (non aléatoire). L’équation
(1.1) devient alors

% — a(t)P(t) + P(t) x bruit, P(0) = Py. (1.2)
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D’une maniére générale, on peut réécrire (1.2) sous la forme suivante :

dX
E = F(t,Xt) + M(t,Xt) X bYUit, X(O) = XO (13)
avec F' et M des fonctions données. La question naturelle qu’on se pose est comment
résoudre I’équation (1.3) ? On trouvera la réponse a cette question dans la suite. Toutefois,
il est important, avant de continuer, de donner quelques notions de bases de la théorie

des probabilités, en utilisant |6, 33, 37, 40].

2 Notions basiques de la théorie des probabilités

La théorie des probabilités est une partie des mathématiques qui s’occupe de la modéli-
sation des systémes donnant des résultats qui se basent sur le hasard. Tous les résultats
possibles, les événements élémentaires sont regroupés dans un ensemble, {2, avec un élé-
ment typique, w € (2. Tous les éléments de ) ne sont pas en général des événements
observables ou intéressants. Cependant, nous regroupons tous ses événements observables
ou intéressants dans une famille, F, de sous-ensembles de 2. Une famille de sous-ensembles

peut étre une o-algebre.

Définition 1.1. Soit Q un ensemble. Une o-algébre F sur € est une famille F de sous-
ensembles de () vérifiant les propriétés suivantes :

i- e F;

ii- F € F=FCeF, avec F¥ = Q\F le complémentaire de F' dans Q ;

iii- Ay, Ay, As, ... € F= A= JA e F.

i=1

Le couple (€2, F) s’appelle un espace mesurable. Les éléments de F sont dorénavant des
ensembles F-mesurables. Si C est une famille de sous-ensembles de () alors il existe une
plus petite o-algebre o(C) sur €2 contenant C. Ce ensemble o(C) est la o-algébre générée
par C. Si 2 = R™ et C est une famille d’ensembles ouverts dans R” alors B" = ¢(C) est la

o-algébre de Borel et les éléments de B™ sont des ensembles de Borel.

Définition 1.2. Une mesure de probabilité P sur un espace mesurable (2, F) est une
fonction P : F — [0,1] telle que :
(a) P(0) =0, P(Q) =1;
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(b) Si Ay, As, As, ... € F et {A;}2, deuz & deux disjoints (c-a-d A;NA; =0 sii#j)
alors [P(UAZ-> = Z[P(AZ-).
i=1 i=1

Le triplet (2, F,P) s’appelle un espace probabilisé.

Définition 1.3. Soit (Q, F,P) un espace probabilisé. Une fonction Y : Q — R" est dite
F-mesurable si

Y (U) = {w € Y(w) e U} eF
pour tout ensemble ouvert U C R"™ (ou pour tout ensemble de Borel U C R™).

Une fonction Y (w) = (Y (w), Ya(w), ..., Y, (w))T & valeurs dans R™ est dite F-mesurable
si tous les éléments Y; sont F-mesurables. De méme une fonction matricielle Y (w) =
(Yi;(w))1<i<n, 1<j<m est dite F-mesurable si tous les éléments Y;; sont F-mesurables. La

fonction indicatrice 14 de A C €2 définie par

14(w) 1 si weA,
w) =
4 0 siwé A,

est F-mesurable si et seulement si A est un ensemble F-mesurable, c’est-a-dire A € F.

Théoréme 1.1 (Radon-Nikodym). Soient u et v deuzx mesures sur (Q,F) telles que
v << p. Alors il existe une fonction mesurable f : (Q,F) — (Ry, B(Ry)), unique 4 un
ensemble p-négligeable pres, telle que pour tout F' € F

v(F) = /Q Lpfdp.

Définition 1.4. Une variable aléatoire (v.a.) X est une fonction F-mesurable X : Q —

R™. Toute variable aléatorre X induit une mesure de probabilité px sur R", définie par
pux(B) = P(X~Y(B)),

px est appelé distribution de X. Si /|X(w)\d[P(w) < oo alors le nombre
0

E[X] = / X (w)|dP(w) = / adpx ()

s’appelle ’espérance mathématique de X.

Le nombre



CHAPITRE 1 : Equations Différentielles Stochastiques (EDS)

s’appelle la variance de X. Le nombre E[|X[P] (p > 0) est le p°™ moment de X. Si Y est

une autre variable aléatoire,
T
Cou(X,Y) = E[(X - E[X]) <Y - E[Y]) }
s’appelle la covariance de X et'Y .

Si Cov(X,Y) = 0 alors on dit que X et Y sont non corrélées. Pour une variable aléatoire
X = (X1,..., X,)T de R, on définit E[X]| = (E[X1], ..., E[X,])T. Pour une n x m-matrice
de variables aléatoires X = (X;)1<i<n, 1<j<m, on définit E[X] = (E[X};])1<i<n, 1<j<m- Si
X et Y sont deux variables aléatoires de R™ alors la n x n-matrice symétrique définie
positive

Cov(X,Y) = E[(X - E[XD (Y N E[YDT}

est leur matrice de covariance.
Plus généralement, si g : R® — R™ est Borel mesurable, on a alors la formule de transfor-

mation suivante
Blo0)] = [ gta)dns(a).

Pour p € (0,+00), soit LP = LP(2;R"™) la famille de variable aléatoire & valeur dans R"
avec E[|X|F] < 4oc.

Dans L', nous avons ‘E[X]‘ <FE [|X|] De plus, les inégalités suivantes sont vérifées :

Inégalité de Holder :
vy < (e[ (e[ n
1 1
pourp>1, —+-=1, X e [P Y € L4
p q

Inégalité de Minkovski :

[
[un

(o) < () (). as
pour p>1, X)Y € LP.

10
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Inégalité de Chebyshev
[P{w, X (w)] > c} < c*pE[|X|p}, (1.6)

pour ¢ >0, p >0, X € L.
Une simple application de 'inégalité de Holder implique que

1

(B[xr])" < <E[|X|pD’1’,

Pour la preuve de chacune de ces inégalités, on peut se référer a [37].

si0<r<p<+oo, X € LP.

Soient X et Xj, k € N*, respectivement une variable et une famille de variables aléatoires
dans R". Les quatre types de convergences suivantes sont importantes :

(a) S’il existe un ensemble y € F de mesure nulle tel que pour tout w € F\ la
suite {Xj(w)} converge vers X (w) dans le sens usuel dans R" alors {X}} est dite
convergente presque surement vers X ou avec probabilité 1 et on écrit

kEIEka =X ps.

(b) Si pour tout € > 0 [P({w DXk (w) = X (w)] > e}) — 0 quand k — o0 alors { X}
est dite convergente en probabilité.

(¢) Si Xy et X appartiennent a LP et E [|Xk—X\p} — 0 alors { X} } est dite convergente
vers X dans LP.

(d) Si pour toute fonction g réelle continue et bornée sur R™ klim E{g(Xk)} =
—+00

E [g(X)} alors { X} }x>0 est dite convergente vers X au sens des distributions.

Le concept de convergence s’organise comme suit :

Convergence dans L

4

Convergence p.s. = Convergence en probabilité

4

Convergence au sens des distributions

De plus, une suite converge en probabilité si et seulement si toute sous-suite de celle-

ci contient une sous-suite convergente presque strement. Une condition suffisante pour

11
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lim X, =X p.s. est

k——+o0

+0o0
ZE[]Xk — le} < 400 pour tout p > 0.
k=1

Théoréme 1.2 (Théoréme de la convergence monotone). Si { Xy }i>o est une suite crois-
sante et positive de variables aléatoires alors
Théoréme 1.3 (Théoréme de la convergence dominée). Soit p > 1, {X;} C LP(2;R™)
et Y € LP();R). On suppose que | Xy| <Y p.s. et {Xy} converge en probabilité vers X.
Alors X € LP(Q;R"™), {X\} converge vers X dans L et

lim E[X;] = E[X]. (1.8)

k—+o0

Définition 1.5. Soit I un ensemble d’indice. Une collection d’ensembles {A; :i € I} est

dite indépendante st
P(A;, N A, N...NA;,) =P(A;,)P(A,)...P(A;),
pour tous les choix d’indices possibles 11,1, ...,1 € 1.

Une suite de sous-o-algébres {F; : i € I} est dite indépendante si pour tous choix d’indices

possibles, on a :
P(A;, N A, N...NA;,) =P(A;,)P(A,)...P(A;),
pour tout A;, € F;,, Ai, € Fiy, ..., Ai, € Fi,..
Une famille de variables aléatoires {X; : @ € I} est dite indépendante si les o-algébres

0(X;), ¢ € I quelle génére sont indépendantes. Par exemple, deux variables aléatoires

X:Q—=>R"etY :Q — R™ sont indépendantes si et seulement si
[P(w : X(w) € A)Y (w) € B) =Pw: X(w) € AP(w:Y(w) € B),
pour tout A € B" et B € B™.

Définition 1.6. Soit { Ay} une collection d’ensembles de F. On définit la limite supérieure
de ses ensembles par :

“+oo+00

lim sup A, = {w cw € Ay pour k — —I—oo} = ﬂUAk

k—+o00 g
i=1k=1

12
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Il est clair qu’elle est incluse dans F. Avec la loi de probabilité, on a le résultat suivant :

Lemme 1.1 (Lemme de Borel-Cantelli).
+o0o
1. Si{A} CF et Z[P(Ak) < 400 alors
k=1

P (kggloo sup Ak) =0, (1.9)

c’est-a-dire qu’il existe un ensemble Qy € F avec P(g) = 1 et une variable aléatoire

entiere ky telle que pour tout w € Q, on a w ¢ Ay quand k > ko(w).
+0o0

2. 8i la suite {Ar} C F est indépendante et que Z[P(Ak) = 400 alors
k=1

[P( lim supAk) =1, (1.10)

k—4o00

c’est-a-dire qu’il existe un ensemble Qy € F avec P(y) = 1 tel que pour tout

w € Qy, il existe une sous suite Ay, telle que w appartient a tous les Ag,.

Soit A, B € F avec P(B) > 0. La probabilité conditionnelle de A par rapport a B, notée
P(A|B) est définie par
P(AN B)

P(B)

Toutefois, par rapport a un ensemble de conditions que nous rencontrons fréquemment,

P(A|B) =

nous avons besoin d'un concept plus général qui est I’espérance conditionnelle. Soit X €
LY (;R). Soit G C F une sous-o-algebre de F donc (€, F) est un espace mesurable. En
général, X n’est pas G-mesurable. Nous recherchons donc une intégrale G-mesurable d’une
variable aléatoire Y de méme valeur que X sur la moyenne dans le sens que

E[15Y] = E[1gX] c¢’est-a-dire /

Y (w)dP(w) = /X(w)d[P(w), pour tout G € G.
G G

Ainsi par le théoréme de Radon-Nikodym, il existe un Y unique presque surement, appelé

espérance conditionnelle de X par rapport a G et on écrit
Y=E [X\g} .
Si G = o({Ax}), C’est-a-dire G est généré par {Ax}. Alors E [X|g} est une fonction sur €2

donnée par

14, E[Ls, X
E[X|Q}=%:—A’CHD(E4?)’€ |

13
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SiWEAk

£[X16](w) = —E&z:; |

Par rapport a la définition, on a :

E[E [X|g” — E[X]

et £|xi9]| < B]|X|i9] ps

Voici quelques propriétés importantes de I'espérance conditionnelle (toutes les égalités et
inégalités sont vraies presque sirement) :
(a) G ={0,0} = E[X|G] = E[X];
(b) X > 0= E[X|G] >0;
(¢) X est G-mesurable = F[X|G] = X ;
(d) X = c (constante) = E[X|G] = c;
(e) Pour tout a,b € R, E[aX + ¢Y|G] = aE[X|G] + bE[Y|G];
(f) X <Y = E[X|G] < E[Y|F];
(g) X est G-mesurable = E[XY|G] = XE[Y|G], en particulier E[E[X\Q]Y]Q} =
E[X|GIEY|G];
(h) o(X) et G sont indépendants = E[X|G] = E[X]. En particulier si X et Y sont
indépendants alors E[X|Y] = E[X];
(i) G1CGCF= E[E [Xygz} \gl] - E[Xygl]
Finalement, si X = (Xy,...,X,)T € LYQ;R") alors leur espérance conditionnelle par

rapport & G est définie comme

E[X|G] = (E[X1|g],...,E[Xn|Q]>T.

2.1 Processus stochastiques

L’objet de la théorie des processus stochastiques (ou aléatoires) est I’étude des phénoménes

aléatoires dépendant du temps.

Définition 1.7. Soit (Q, F,P) un espace probabilisé et T > 0. Une filtration est une
famille {F;}i>0 de sous-o-algébre croissante de F (c’est-a-dire Fy C Fe C F, pour tout
0<t<&<+400)

14



2 Notions basiques de la théorie des probabilités

Une filtration est dite continue a droite si F; = ﬂ]—}, pour tout ¢ > 0. Quand l'espace

et
probabilisé est complet, on dit que la filtration satisfait les conditions usuelles si elle est

continue & droite et Fy contient tous les ensembles P-nuls (ensembles de mesures nulles).

A partir de maintenant, nous allons travailler dans un espace probabilisé complet (Q,F,P)
avec la filtration {F;}+>o satisfaisant les conditions usuelles. Nous définissons aussi F o, =
U(U}"t), c’est-a-dire la o-algébre générée par U]:t‘

>0 >0
Définition 1.8. Un processus X, est dit {F;}-adapté (ou plus simplement adapté) si pour

tout t, X; est Fy-mesurable.

Soit (E, &) un espace mesurable appelé 'espace des états. Un processus stochastique sur
(Q, F,P) a valeurs dans (E, &) est une famille { X, };>o de variables aléatoires de (2, F, P)
dans (E,E).

Définition 1.9. A w € Q, on associe Uapplication :

0,T) — E (1.11)
t o= Xy (w) (1.12)

appelée la trajectoire de {X;}i>o associée 4 w.

De maniére similaire, on peut définir dans le cas discret une matrice de processus stochas-

tique, on note souvent un processus stochastique {X;}:>o comme {X;}, X; ou X(¢).

Prenons E = R" et £ = B(R"), on dit que le processus stochastique {X;}:>o est P-p.s.
continu a droite (respectivement P-p.s. continu & gauche, respectivement P-p.s. continu)
si pour P-presque toute fonction w € Q, t — X;(w) est continue & droite (respectivement
continue & gauche, respectivement continue) pour tout t > 0. Il est dit cadlag s’il est
continu & droite et pour presque tout w € €2, la limite & gauche, 18i£)I%XS(w), existe et est
finie pour tout ¢ > 0. Il est intégrable si pour tout t > 0, X; est une variable aléatoire
intégrable. Il est mesurable si en considérant le processus stochastique comme étant une
fonction & deux variables (¢,w) de Ry x Q vers R™, il est B(R,) x F-mesurable, avec B(R..)
la famille des sous-ensembles de Borel de R,. Un processus stochastique est progressive-

ment mesurable ou progressif si pour tout 7' > 0, en considérant {X;}o<;<7 comme une

15
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fonction & deux variables (¢, w) de [0, T] x 2 vers R™, elle est B([0, T]) x F-mesurable, avec
B([0,T]) la famille des sous-ensembles de Borel de [0,7]. Soit O (respectivement P) la
plus petite o-algébre de Ry x € telle que chaque processus adapté cadlag (respectivement
processus continu & gauche) soit une fonction mesurable en (¢,w). Un processus est dit
optimal (respectivement prévisible) si le processus considéré comme une fonction de (¢, w)
est O-mesurable (respectivement P-mesurable). Un processus stochastique réel {A;}¢>o
est un processus croissant si pour presque tout w € €, A;(w) est positif, croissant, continu
a droite pour tout ¢ > 0. Il est un processus a variation finie si A; = A; — Et avec {A,},
{ﬁt} deux processus croissants. Il est évident que les processus & variations finies sont des

cadlags. Donc les processus adaptés a variations finies sont optimaux.

Les relations entre les différents processus stochastiques sont résumeées ci-dessous :

Continu, adapté Continu, adapté Croissant, adapté
Y \ Y
Continu a gauche, adapté Cadlag < Adapté, a variation finie
4 4
Prévisible = Optimal
)
Progressif = Adapté
4
mesurable

Définition 1.10. Soient {X;}i>0 et { X[ }i>0 deuz processus stochastiques & valeurs dans le
méme espace d’états (E,E), avec { X >0 basé sur (Q, F, P) et { X >0 basé sur (', F', P).

1. On dit qu’ils sont équivalents si pour tout m > 1, t,ta, ...t € [0,T) et By, ..., By, €

E, ona
P{X:, € By,.... Xy, € By}) =P ({X{, € Bi,...., X € Bp}).

2. La famille des lois des variables aléatoires (v.a.) (X, ..., X4,) lorsque {t1,....t,}
parcourt l'ensemble des parties finies non vides de [0,T) s’appelle la famille des

lois de dimension finie ou famille des répartitions finies de {X;}i>o.

Deux processus stochastiques sont équivalents si et seulement s’ils ont les mémes réparti-

tions finies.
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Définition 1.11. On dit encore que chacun de ces processus est une version ou modifi-
cation de l'autre ou encore que {Xi}i>0 et {X[}i>0 sont des versions du méme processus
(c’est une relation d’équivalence). Ils sont indiscernables si pour presque tout w € €,

Xi(w) = X{(w) pour tout t > 0, c’est-a-dire :
[P({w : Xy(w) = X, (w) pour tout t > 0}) =1

Théoréme 1.4 (Continuité de Kolmogorov). On suppose que le processus X = {X;}i>0
satisfait la condition suivante : pour tout t > 0, il existe des constantes positives «, 3, D

telles que
E[|Xt - Xﬂ <Dlt—s|"f, 0<st<T

Alors il existe une version continue de X.
Définition 1.12 (Temps d’arrét [37]). Une variable aléatoire 7 : Q — [0,+00] (elle
peut prendre la valeur +00) est un {Fi}-temps d’arrét (ou simplement temps d’arrét) si
{w: T(w) <t} € Fi quelque soit t > 0. Soient T et p deux temps d’arréts tels que 7 < p
p.s., on définit

r.pll= {(t.w) € Ry x Q1 7(w) <t < plw) |
appelé intervalle stochastique. On peut définir de facon analogue les intervalles stochas-
tiques suivants ||, p||, ([T, p]] et |7, p[[. Si T est un temps d’arrét, on définit

fT:{AGf:Aﬂ{WIT(Q))SO}EE pourtouttZO}

qui est une sous-o-algebre de F. Si T et p sont deur temps d’arréts tels que 7 < p p.s.
alors Fr C F,.

Théoréme 1.5. Si {X;}:i>0 est un processus mesurable progressivement et T est un temps
d’arrét alors X;1ir<ioc) est Fr-mesurable. En particulier, si T est fini alors X, est F.-

mesurable.

Définition 1.13 (Martingale). Un processus intégrable {M;}i>o {Fi}-adapté a valeur

dans R™ est une martingale par rapport o {F;} (ou simplement martingale) si
E[M|Fs) = Ms p.s., pour tout 0 < s <t < +o0.

Si X = {Xi}i>0 est un processus mesurable progressivement et 7 est un temps d’arrét

alors X7 = { X, }+>0 s’appelle processus d’arrét de X.
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Théoréme 1.6 (Théoréme de Doob martingale). Soient {M,};>o une martingale & valeur

dans R™ par rapport & {F;} et 0, p deux temps d’arréts finis. Alors
E[My|F,] = Mpp, p-s.
En particulier, si T est un temps d’arrét alors
E[M | Fs] = Myps p.s., pour tout 0 < s <t < 400,
c’est-a-dire que le processus d’arrét M, = { M} est aussi une martingale par rapport &
la méme filtration {F;}.

Définition 1.14. Un processus stochastique X = {X;}i>0 est de carré intégrable si
E[|Xi!] < +o0 pour tout t > 0. Si M = {M,};>¢ est une martingale continue de carrée
intégrable a valeur réelle alors il existe un unique processus continu croissant adapté noté
{{M, M)} tel que {M? — (M, M)} soit une martingale continue, pour tout t > 0. Le
processus {(M, M)} s’appelle variation quadratique de M.

En particulier, pour quelque soit 7 temps d’arrét fini, on a
E[M?] = E[(M, M),].
Si N = {N;}1>0 est une autre martingale continue de carrée intégrable & valeur réelle, on
définit
1
(M,N). = 3 ((M + N, M + N), — (M, M), — (N, N>t>,
et {(M, N)t} est appelé la variation quadratique adjointe de M et N. Elle est 'unique

processus continu intégrable de variation finie tel que {MtNt — (M, N>t} soit une mar-

tingale continue pour ¢ > 0. En particulier, pour tout temps d’arrét fini 7,
E[M.N,] = E[{M,N),].

Définition 1.15. Un processus M = {M;}i>o adapté continu a droite est une martingale
locale s’il existe une suite croissante {7 }r>1 de temps d’arréts, avec 1, T +00 p.s., telle

que tout {M. n — Mo} soit une martingale.

Toute martingale est une martingale locale, mais la réciproque n’est pas vraie. Si M =
{M;}1>0 et N = {N;}+>0 sont deux martingales locales continues a valeurs réelles alors
leur variation quadratique adjointe {(M, N);};>¢ est I'unique processus continu adapté de
la variation finie tel que {M;N; — (M, N);}1>0 soit une martingale locale continue pour
tout t > 0. Quand M = N, {(M, N);}+>0 est la variation quadratique de M.
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Théoréme 1.7 (La loi forte des grands nombres, |37]). Soit M = {M;}:>¢ une martingale

réelle localement continue telle que My = 0. Alors

tliglJM, M)y =00 p.s. = tli}I?o<M, D, =0 p.s.
et
M, M M,
lim supu <o ps. = lim— =0 p.s.
t—o00 t t—oo

Théoréme 1.8 (Inégalités des martingales de Doob [37]). Soit {M;}>¢ une martingale
positive & valeur dans R™. Soit [a,b] un intervalle borné de R..
(i) Sip>1 et M, € LP(2;R") alors

P({w: sup [My(w)| > c}) < E|par]

a<t<b

, pour tout ¢ > 0;
cP

(i) Sip>1 et My € LP(Q;R™) alors
P o\P
B[ sup (M| < (22) B[],
a<t<b p—1

Théoréme 1.9. Soient {A;}i>0 et {Ui}i>o deuzr processus croissants continus adaptés
avec Ao = Uy = 0 p.s. Soit {M,},>0 une martingale locale continue avec My =0 p.s. Soit

¢ une variable aléatoire strictement positive Fo-mesurable. On définit
X, =&+ A — U+ My, pour t > 0.
Si X; est strictement positif alors

{ lim A; < +oo} C { lim X, existe et ﬁm’e} N {tliin U; < +oo} P.S.,
—+00

t—+o00 t—-+o0
c’est-a-dire P(BN D) =0, avec B C D p.s. En particulier, si 1tlilr+n Ay < 400 p.s. alors
—400
pour presque tout w € 2

lim X;(w) existe et finie et lim Up < 4o00.
t—+o0 t—+o00

Définition 1.16. Un processus stochastique {X;}i>0 basé sur (Q, F,P) a valeurs dans
(R™, B(R™)) est un processus a accroissements indépendants (abréviation : P.A.l.) si on
a:

(i) Xo=0P-p.s.;
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(1)) ¥n > 2, V1, ...ty € [0,T) tel que 0 < t; < ty < ... < t,, les variables aléatoires
(v.a.) Xy, Xy, — Xoyy ooy Xo,, — Xy,,_, Sont indépendantes.
Un processus stochastique {X;}i>o est un processus 4 accroissements indépendants sta-
tionnaires (abréviation : P.A.1.S.) si ¢’est un P.A.L et si
(iit) V&t € [0,T) tel que 0 < & < t, la variable aléatoire (v.a.) Xy — X¢ a la méme loi
que Xy_¢.
Autrement dit, pour tout h > 0,

Xevn — Xern="Xi_e,

pour tout £,t € [0,T) tel que 0 < & <t (Notation : X=LY si et seulement si X et Y ont

méme loi).

2.2 Mouvements Browniens

En observant la nature en 1828, le botaniste Ecossais Robert Brown a pu remarquer que le
déplacement des grains de pollens sur un liquide est un mouvement irrégulier. Plus tard,
il expliquait que ce sont les collisions aléatoires avec les molécules de ce liquide qui sont
a la base de ce type de mouvement. Pour décrire ce mouvement mathématiquement, il
est naturel d’utiliser le concept de processus stochastique B;(w), interprété comme étant
la position du grain de pollen w a l'instant ¢. Mouvement Brownien est le nom donné
depuis lors & ce mouvement irrégulier. Voici la définition mathématique d’'un mouvement

Brownien standard.

Définition 1.17. Soit un espace probabilisé (2, F,P) avec la filtration {F;}i>0. Un mou-
vement Brownien standard de dimension un est un processus stochastique { By }1>o continu
{Fi}-adapté qui vérifie les propriétés suivantes :

(i) Les propriétes d'un P.A.I;

(17) Pour tout 0 < s < t < +o0, l'incrément By — By a une distribution normale de

espérance nulle el de variance t — s.

Si {B:}+>0 est un mouvement Brownien et 0 < ¢y < t; < ... < tx < 400 alors les incré-
ments B;, — B;, ,, 1 <1 < k sont indépendants et on dit que le mouvement Brownien a
des incréments indépendants. De plus, la distribution de B;, — B;, , dépend seulement de

la différence t; —t;_1, et on dit que le mouvement Brownien a des incréments stationnaires.
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A parti du théoréme de continuité de Kolmogorov, nous avons ce corolaire.
Corollaire 1.1. Tout Brownien a une version continue.

Démonstration 1. En se référant a un exercice de [40], on a :
E[1B,~ B.J'] = nin + 2t - 52

avec v =4, D = n(n+2) et 5 = 1 pour tout n € N* (Théoréme continuité de Kolmogorov),

il existe une version continue de By.

La filtration {F;} fait partie de la définition du mouvement Brownien. Toutefois, souvent
on parle d'un mouvement Brownien sur un espace probabilisé sans la filtration. C’est-a-
dire que le mouvement Brownien est défini comme étant un processus réel continu qui
vérifie la propriété (i) mais a la place de la propriété (ii) on dit qu’il a des incréments
indépendants. On définit FP = o(B, : 0 < s < t) pour t > 0, c’est-a-dire FP est la
o-algébre générée par {B, : 0 < s < t}. Dans ce cas, {FP}i>0 s’appelle la filtration natu-
relle générée par {B;}. Il est clair que {B;} est un mouvement Brownien par rapport a la
filtration {F”};>0. De plus, si {F;} est une filtration au sens large, c’est-a-dire 7P C F;
pour tout t > 0, et B; — B, est indépendant par rapport & F quand 0 < s < t < 400

alors {B;} est un mouvement Brownien par rapport a la filtration {F;}.

Dans la définition, on n’a pas mentionné que 1’espace probabilisé (2, F, P) devient complet
et la filtration {F;} vérifie les conditions usuelles. Cependant, il est souvent nécessaire de
travailler dans un espace probabilisé complet avec une filtration vérifiant les conditions
usuelles. Soit {B;};>0 un mouvement Brownien défini sur un espace probabilisé complet
(Q, F,P). Soit (2, F,P) la complétude de (€2, F,P). Il est clair que {B;}+>o est un mou-
vement Brownien sur (€2, F,P). Soit A une collection d’ensembles P-nuls, c¢’est-a-dire
N ={A € F:P(A) =0}. Pour ¢t > 0, on définit

Dans ce cas, {F,} s’appelle 'augmentation par rapport & P de la filtration {F”} générée
par {B;}. L’augmentation {F,} est une filtration sur (2, F, P) satisfaisant les conditions
usuelles. De plus, {B;} est un mouvement Brownien sur (2, 7, P) par rapport a la filtra-
tion {F}. Ceci montre qu’en se donnant un mouvement Brownien {B;}:>¢ sur un espace

probabilisé (€2, F,P), on peut construire un espace probabilisé complet avec une filtration
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satisfaisant les conditions usuelles.

Le mouvement Brownien posséde beaucoup de propriétés, en voici quelques unes :
(i) {—DB:} est un mouvement Brownien par rapport a la filtration {F;};;

(ii) Soit ¢ > 0, on définit

B
X, = =2 pour tout t > 0.

Ve

Alors X; est un mouvement Brownien par rapport a la filtration {F.} ;

(iii) By est une martingale continue de carrée intégrable et sa variation quadratique
est (B, B); =t pour tout t > 0;

(iv) Par rapport a la loi des grands nombres, on a :

(vi) Pour tout w € €, la trajectoire w — Bi(w) est différentiable.

Maintenant définissons un mouvement Brownien de dimension multiple.

Définition 1.18. Un processus {B; = (B}, ..., B") }s>0 de dimension n est dit un mou-
vement Brownien de dimension n si tous les {B!} sont des mouvements Browniens de
dimension 1 et {B}},...,{ B} sont indépendants.

Un mouvement Brownien B; de R™ est une martingale continue de dimension n par rapport

a la o-algébre F; générée par {B; : s < t}. En effet,

EIB* < ElB’] = |Bo| +nt

et si s >t alors E[Bs|F] = FE[Bs— B;+ B|Fi]
= E[B, — Bi|F] + E[B:| F]
— O+Bt — Bt

et E[By|F] = By, By est Fi-mesurable. De plus, sa variation quadratique est
(B, B¥), = 6t pour 0 < j,k <n,

avec 0;; le symbole de Kronecker, c’est-a-dire

1 pour 5=k
Ojk = .
0 pour j#k.
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Théoréme 1.10 (Théoréme de P. Lévy (1948)). Soient {Mt = (Mtl,...,M[”)} une
>0
martingale locale continue de dimension n par rapport & la filtration {F;} et My =0 p.s.

St

(M7, M*), = dit pour 1 <5,k <n
alors {Mt = (M}, ...,Mt")}t>0 est un mouvement Brownien de dimension n par rapport
a la filtration {F;}.

Comme application du théoréme de Lévy, on peut montrer le résultat suivant :

Théoréme 1.11. Soit M = {M,}+>0 une martingale locale continue telle que My = 0 et
tligrn (M, M), = 400 p.s. Pourt >0, on définit le temps d’arrét
—+00

T =inf{s: (M, M), > t}.

Alors { M+ }1>0 est un mouvement Brownien par rapport a la filtration {Fri}i>0-

Corollaire 1.2. Soit B = {B;}i>0 un mouvement Brownien tel que By = 0. Alors

. : By
tlLI&(B,B),g =00 p.s. = tlif{.lom =0
i B. B B
lim sup (B, B). <oo p.s. = lim— =0, p.s.
t—o00 t—oco t

3 Intégrales d’Itd (stochastiques)

3.1 Construction de l'intégrale d’It6

Nous revenons a la question qui était de trouver une interprétation raisonnable du "bruit"
dans 'équation (1.3) de l'introduction :

dXx .

o= F(t, X;) + M(t, X;) x bruit, X(0) = Xo.
Pour simplifier, on se concentre sur un bruit de dimension un. A premiére vue, il est rai-
sonnable de penser & remplacer notre bruit par un processus stochastique W;. L’équation
(1.3) devient alors

dX

= F(t, X)) + M(t, X)W, X(0) = X, (1.13)

En se basant sur plusieurs situations, comme par exemple en ingénierie, W, devrait, ap-

proximativement, vérifier au moins ces trois propriétés :
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1. t1 # to = Wy, et Wy, sont indépendants ;

2. {W,} est stationnaire, c¢’est-a-dire la distribution de {Wt1+t, e Wtk+t} ne dépend
pas de t;

3. E[W;] =0, pour tout t.

Toutefois, il s’avére qu’il n’existe pas de processus stochastique raisonnable qui verifie
1 et 2. Les trajectoires d’un tel processus ne sont pas continues. On va voir quel est le

processus approprié pouvant remplacer W;.

Si on prend E[W?] = 1 alors la fonction (¢,w) — W;(w) ne sera pas mesurable sur la

o-algébre B x F, avec B la o-algébre de Borel sur [0, +o0|.

On pourrait remplacer W; par un bruit blanc qui est un processus aléatoire stationnaire
centré dont les variables aléatoires sont indépendantes. Cependant, la construction d’un
tel processus est délicate et utilise la notion de processus généralisé qui fait intervenir une
extension au cas aléatoire de théorie des distributions temporaires ([0, +00[), pas comme

(0,400

une mesure de probabilité sur le trés petit espace R [, plutot comme un processus

ordinaire. Voir |2, 22, 23, 24, 48].

Pour nous faciliter la tache, nous allons essayer de réécrire I’équation (1.13) dans une
forme qui suggeére le remplacement de W; par un processus stochastique approprié.
Soit 0 =ty < t; < ... < t, =t et considérons une version discrétisée de (1.13)

X1 — X = F(tg, Xi) Aty + M (tg, Xi) Wi Aty,
avec Xk = X(tk), Wk = W(tk), Atk = tk+1 — tk.
Remplagons WAty par AVy = Vi, — Vi, avec {Vi};>0 un processus approprié. Les
hypothéses (1), (2) et (3) sur W, suggérent que V; aurait des accroissements indépendants
et stationnaires avec moyenne nulle. Le seul processus dont les trajectoires sont continues

est le mouvement Brownien qu’on note par B(t) = B; (pour une étude approfondie voir

[30]). En prenant V; = By, on obtient la forme suivante :

Xk+1 = Xk -+ F(tk, Xk)Atk + M(tk, Xk)ABk,
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avec ABy = By, | — By,. En sommant toutes les équations, on trouve alors

k—1 k—1
Xp=Xo+ Y F(t;, X;)At; + Y M(t;, X;)AB;. (1.14)
j=0 §=0

Lorsque max At; — 0 et en supposant que I'on ait fixé ¢, = ¢, la premiére somme du
J

terme de droite de (1.14) converge en moyenne quadratique vers

/ paars

En fait, cette intégrale peut étre définie dés lors que / E[F (&, Xe)F (1, X))]dédl < oo,

[0,¢]?
k-1
comme la limite en moyenne quadratique de ZF (tj, X;)At,.
=0

De méme, on peut établir 'existence d’une limite, en moyenne quadratique, pour la

deuxiéme somme lorsque max At; — 0, cette limite étant notée
J

Xt:Xo—i-/OF(g,Xg)df—l—/oM(g,Xg)ng. (1.15)

On réécrit encore 'équation (1.15) sous la forme différentielle équivalente

les termes F(.,.) et M(.,.) sont appelés respectivement fonction de dérive et fonction de
diffusion. On a X; = X;(w) solution de I’équation (1.15) qui est un processus stochastique
et nous reviendrons sur son existence par la suite. Il s’agit maintenant de donner un sens

a l'intégrale suivante connue sous le nom de l'intégrale d’Ito6 ou intégrale stochastique

/0 M(&, Xe)dBe,

avec Bg¢(w) un mouvement Brownien standard de dimension 1. Sit — M (t, X;) de I'équa-
tion (1.15) était différentiable, on pourrait le faire & 'aide d’une intégration par parties,
mais ce n’est pas toujours le cas. Ité6 a donné une autre définition de U'intégrale stochas-

tique qui s’applique & une classe beaucoup plus vaste d’intégrandes ayant le méme résultat
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que lintégration par partie dans le cas différentiable.

On suppose que 0 < S < T et f(t,w) une fonction donnée. On définit I'intégrale suivante

[ s

Avant de donner les procédés utilisés par It6 pour donner un sens mathématique a 'inté-

grale, il est important de rappeler quelques définitions.
Définition 1.19. Un processus stochastique X; est une fonctionnelle Brownienne non-
anticipative si pour toute filtration canonique {F;}i>o engendrée par { By }i>o

1. X, est mesurable par rapport a F ;

2. X, est mesurable par rapport a F; pour tout t € [0, 7.

Définition 1.20. Une fonctionnelle Brownienne non-anticipative {e; }ico,r) est dite simple

ou élémentaire s’il existe une partition
N
O=to<ty <..<ty=T de [0,T] telle que e, = Zetk—lﬂ‘[tk—lytk](t)'
k=1

Pour une telle fonctionnelle, nous définissons l'intégrale stochastique par

m

t
/ eSdBS - Zetkfl[Btk - Btkﬂ] + ét,, [Bt - Btm]?
0 k=1

ot m est tel que t € [ty tmi1].

Définition 1.21. Soit V = V(S,T) une classe de fonctions f(t,w) : [0,400) x @ — R
telles que
a) (t,w) — f(t,w) est B x F-mesurable, avec B la o-algébre de Borel sur [0, +00) ;
b) f(t,w) est Fi-adapté;

. E[/STf(t,w)th} < 400,

Pour toute fonction f € V, nous allons montrer comment définir l'intégrale

Hmmzéfmmw&m

avec B;-mouvement brownien de dimension 1.
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3 Intégrales d’Ito (stochastiques)

Dans un premier temps on définit I[¢] pour une simple classe de fonctions ¢. Puis on
montre que toute f € V peut étre approximée par un certain ¢ et on utilise cela pour
définir [ fdB comme étant la limite de [ ¢dB quand ¢ — f. On choisit ¢ € V qui soit

une fonction élémentaire c’est-a-dire

Zej ]l[t ti+1) t)

donc

/S Bt w)dBy(w) = 3 ;@) [Buy,, — By )(w).

>0

Lemme 1.2 (Isométrie d’Itd). Si ¢(t,w) est bornée et élémentaire alors

E[(/:Mt,w)dBt(w)Y} - E[/STqﬁ(t,w)?dt]

Démonstration 2. Ce lemme est démontré dans [40].

Maintenant nous allons utiliser I'isométrie d’Ité pour étendre la définition & partir d’une
fonction élémentaire vers des fonctions de V. Cela se fera en plusieurs étapes dont les

démonstrations sont dans [37, 40].

Etape 1 Soit g € V bornée et g(.,w) continue pour tout w. Alors il existe une fonction

élémentaire ¢, € V telle que

E[/S (9(8) = dn(£))dt] = 0, quand n — +o0.

Etape 2 Soit h € V bornée. Alors il existe une suite de fonctions bornées g, € V telle

que g,(.,w) soit continue pour tout w, n et
T
E[/ (h(t) — gn(t))th} — 0, quand n — +o0.
S

Etape 3 Soit f € V. Alors il existe une suite {h,} C V telle que h,, soit bornée pour

tout n et T
E[/ (f(t) — hn(t))th} — 0, quand n — +oo0.
S

On est prét maintenant a compléter la définition de I'intégrale d’Ito

T
/ f(t,w)dBy(w) pour f € V.
S
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Si f €V, par les étapes 1 & 3, nous choisissons les fonctions élémentaires ¢, € V telles

E[/STlf . gbn|2dt} 0.

que

Et on définit

T
:/ f(t,w)dBy(w) := lim / On(t, w)dB(w).
s

n—-+00

T

La limite existe comme un élément de L*(P) si {/ gbn(t,w)dBt(w)} forme une suite de
S

Cauchy dans L*(P).

Théoréme 1.12. Soit f € V. Alors lintégrale indéfinie I[f] = {I(t)}o<t<r est une

martingale continue de carrée intégrable et sa variation quadratique est donnée par
t
(I,1); = / 1f(s)]Pds, 0<t<T. (1.17)
0
D’ou la définition suivante :

Définition 1.22 (Intégrale d’It6). Soit f € V. L’intégrale d’Ito de f est définie par

n—-4o00

/ f(t,w)dBy(w) = lim / Gn(t,w)dBy(w) (dans L*(P))
avec {¢,} une suite de fonctions élémentaires telles que
T 2
E[/ (f(t,w) - gbn(t,w)) dt} — 0, quand n — 4o00.
s
Corollaire 1.3 (Isométrie d’'Itd). On a
T 2 T
E[(/ f(t,w)dBt) ] = E[/ fQ(t,w)dt}, pour tout f € V.
s S
Corollaire 1.4. Si f, f, € V pourn=1,2,... el

E[/ST(fn(t,w) — f(t,w))th] — 0, quand n — 400

alors
T T
/ fu(t,w)dB(w) —>/ f(t,w)dBy(w) (dans L*(P)), quand n — +oo.
s S
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Pour illustrer cette définition, on donne 'exemple suivant :

Exemple

t 1 t
si By =0 alors / B.dB, = —Bf ——.
0 2 2
Prenons

¢n(37w) = ZBJ'<W)]1[tj,tj+1 (3)

avec B; = By,. Alors

£l [0 —pras] = B[ [ (St -5)
- B[% /j+l<3j_38>2ds}
5P
] Z [

1
= 52(%‘4_1 — tj)Q — 0, quand At] — 0.
J

2

i

Ce qui entraine, d’aprés le corollaire 1.4, que

t t
/BSdBS: lim /¢n(s,w)st: lim B;AD,;.
0 0

At;—0 Atj—04=
J

t
Calculer I revient donc a calculer la limite de l'intégrale / ¢n(s)dBs. On a
0

A(BJ2> - BJ2+1 - sz = (Bj41 — Bj)2 +2B;(Bj+1 — Bj) = (ABj)2 +2B;AB;,

d’ou |
B,AB; = é(A(B?) - (ABj)2>.

Ce qui entraine que

/ot¢n(8)st = ZBJABJ‘ - %(ZA(B?) - Z(ABJf)'

J

Or

> A(B?) =B} — B+ B} — B} + ..+ B} — B! | = B — B} = B}, car B} =0,

J
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d’ou

> BAB, = %(Bf - (aB)),

J

Montrons que Z(AB]-)2 — t, pour cela calculons

comme

on a

J

Bl(Y(aB) - t)Q]

J

£l
El(Som ) -2 ]
Fl(sian )] -rliany] -
El(San)] 2o
Fl(en)] 2
Fl(onr)] -

jz_;(Aij X T:Z;(ABJ)Q

(AB))*+2) (AB)*(AB;),

7=0 I<j

j=0 1<j

> B[(aB)] + 23 anay

1<j

3 (AL)?+2) At

7=0 I<j
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car AB;j ~ N (0, At;) implique que E[(ABj)4

| S

= 3(At;)?, donc

E[(Z(AB]-)2>2] = a3 (A (A 123 AnAL
j =0 =0 1<j
m— m—1 m—1
= 2) (A’ + ( Atj)2 =2 (At + ¢
7=0 7=0 7=0
Par conséquent,
m—1 m—1
B[(S(aB) - t)Q] — o3 (Al 42— 12 =23 (AL)
J Jj=0 j=0
Or B
Z(Atj)z — 0 quand At; — 0 implique que EKZ(AB]-)Q — t)Q] — 0.
Jj=0 J
Donc . . X .
/0 B,dB, = Altijgo i On(s,w)dBs = ltljrgo J B,AB; = ZBE ~ 3

Théoréme 1.13 (Propriétés de Uintégrale d’'1t6). Soient f,g € V(0,T) et 0 < S < U <
T. Alors

T T T
1. Linéarité : / (cf +g)dB; = c/ fdB; —i—/ gdBy (c constante) ;
S S S

T U T
S S U

3. E[/deBt} —0;
S

T
4. / fdBy est F;-mesurable.
s

Théoréme 1.14. Soit f € V(0,T). Alors il existe une version continue par rapport o t
de

[ o), 0<i<T,
0

c’est-a-dire qu’il existe un processus stochastique Jy sur (S0, F,P) continu par rapport a t

tel que
¢
[P(Jt = / f(s)st> =1, pour tout 0 <t <T.
0
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Corollaire 1.5. Soit f € V(0,T). Alors pour tout t

Mt(w):/of(s,w)dBS(w)

est une martingale par rapport & F; et

IP( sup |My| > )\) < %E[/Tf(s,w)st}; AT > 0.
0

0<t<T

3.2 Extensions de l’intégrale d’Ito

L’intégrale d’Itd peut étre définie pour une plus grande classe d’intégrandes que V. Si
on remplace par exemple la deuxiéme propriété b) de la définition 1.21 par I’hypothése
suivante :

b’) il existe une famille croissante de o-algébres {H,};>¢ telle que
1. B; soit une martingale par rapport a H;;
2. f; soit Hi-adapté,

on peut remarquer que 1. entraine que F; C H,. Ce qui est essentiel dans cette extension,
c’est le fait qu'on a permis & f; de ne plus dépendre de F;, autant que B; reste une
martingale par rapport au passé de fs; s < t. Si ’hypothése b’) est vérifiee alors E[B,; —
By|H,] = 0, pour tout s >t et si nous revenons sur tout que nous disions ci-dessus, nous
pouvons voir que cette hypothése est suffisante pour construire I'intégrale d'Tt6. Cela nous

permet de donner une autre définition de l'intégrale d’It6 en dimension multiple.

Définition 1.23. Soit B = (B, Ba, ..., B,) un mouvement Brownien de dimension n. On

mxXn

note V3, *"(S,T) Uensemble des matrices de dimension m x n d’éléments v = [v;;(t, w)];
satisfaisant les conditions a) et ¢) de la définition 1.21 et b’) définie ci-dessus, par rapport
a la filtration H = {Hi}is0. Soit v € VII""(S,T). On définit, en utilisant la notation

maltricielle
V11 -+ Uin dB;

T T
/vde/ R C
S S

Umi **° Umn dBn
une matrice (vecteur colonne) de dimension m x 1 dont son i*™¢ composante est la somme

sutvante de n intégrales d’Ito en dimension 1 :
n_o.T
Z/ v (s,w)dB;(s,w).
j=1"5
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SiH =F" = {E(n)}tzg alors nous écrirons V™" (S,T) et si m = 1 nous écrivons
Vi (S, T) (respectivement V"(S,T)) au lieu de V5" (S, T) (respectivement V**1(S,T)).
Nous avons aussi

pymxn ]}an(O7 OO) _ anXTL(O7T)-

T>0
Un autre extension qu’on peut avoir de I'intégrale d'Tt6 consiste a affaiblir la condition c)

de la définition 1.21 en la remplacant par

T
¢’) IP[/ f(s,w)%ds < oco| = 1.
s
D’ou la définition suivante

Définition 1.24. On définit Wy (S, T) la classe de processus f(t,w) € R satisfaisant a)
de la définition 1.21 et b’) et ¢’) définies ci-dessus. De facon similaire, on peut aussi écrire
Wy = ﬂWH(O,T) et dans le cas d’une matrice, on écrit Wi™"(S,T).

T>0

4 Formule d’It6

La formule d’Tt6 est 'outil de base du calcul stochastique. Par exemple le calcul de l'in-
t

tégrale classique B,dB, posait probléme, car elle n’a pas un sens mathématique, les
0

trajectoires des processus stochastiques ne sont pas différentiables. It6 a donné une autre

définition de l'intégrale stochastique qui nous aide a mieux appréhender le probléme de

différentiabilité des processus stochastiques.

4.1 Formule d’Itd6 en dimension 1

Définition 1.25 (Processus d’It6 en dimension 1). Soit B; un mouvement Brownien de
dimension 1 sur (0, F,P). Un processus d’Ité de dimension 1 (ou intégrale stochastique)

est un processus stochastique Xy sur (0, F,P) de la forme

t t
Xt:X0+/u(s,w)ds+/v(s,w)dBS, (1.18)
0 0

avec v € Wy tel que
¢
IP[/ v(s,w)?ds < co pour tout t > O] =1 (1.19)
0
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et u Hy-adapté vérifiant
[P[/t]u(s,w)\ds < 0o, pour tout t > 0| = 1. (1.20)
0
Un X; de la forme de (1.18) peut s’écrire parfois sur cette forme plus courte :
dX; = udt + vdB;

Par exemple, on a :
1

d(2B2) dt + BydB,.
Théoréme 1.15 (Formule d’Itd en dimension 1). Soit X; un processus stochastique qui
vérifie
dX; = udt + vdB;
et soit g(t,x) € 02([0, 00) X IR), c’est-a-dire deux fois continue et différentiable sur
[0,00) x R. Alors Y, = g(t, X;) est aussi un processus stochastique et

2

dg dg 19
o 99, Xt)dt+a (1, X)X + 55 29t X,)(dX,)% (1.21)

avec (dX;)? = (dX;) x (dX;) calculé suivant les regles :

dYy =

dt x dt =dt x dBy =dBy x dt =0 et dB; x dB; = dt.

t
Exemple d’application. Prenons anouveau I = / BdBs. Posons X; = Byet g(t,x) =
0

1 1
5352. OnaY; =g(t,B;) = §Bt2 et d’aprés la formule d’Tto,

0y dg 1 0%¢g
av, = dt+ adBmLQaz(

dBt)

Donc

1 2\ 1 t 1 2\ t 1 t
d(iBt> = BudB,+ dt = /Od<§BS> _/OBSdBS+§/O ds

= 132—/thB+1t
27t T 2

:/thB—lBQ 1t
A A

On peut remarquer qu’on pourrait trouver le méme résultat avec une intégration par

parties.
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4 Formule d’It6

Théoréme 1.16 (Intégration par parties). Supposons f(s,w) = f(s) qui dépend seule-

ment de s et [ est conlinue et bornée sur [0,t]. Alors
t t
[ s = w8~ [ Bas.
0 0

Exemple d’application. Pour montrer que

t t
/sst =tB; — / Bgds,
0 0

on prend f(s) = s avec la formule d’intégration par parties et on a

t t
/sdBS =tB, — / B.ds.
0 0

4.2 Formule d’Itd6 en dimension multiple

Nous allons maintenant étendre la formule d’It6 en dimension multiple. Soit B(t,w) =
(Bi(t,w), ..., Bp(t,w)) un mouvement Brownien de dimension m. Si pour 1 < ¢ < n et
1 <j<m, u(t,w) et v;;(t,w) vérifient les conditions de la définition de la formule d’It6

en dimension 1, alors nous avons le systéme suivant :

dX1 = uldt + UlldBl + 4 UlmdBm
(1.22)
dX, = u,dt—+v,1dB;+ -+ VymdB,,.
En faisant une simple représentation matricielle, on a
dXt = udt + ’UdBt, (123)
avec
X1 (t) (51 Vi1 *°° Uim dBl (t)
X = : ,u=| |, o=+t . i |, dB(t)= : . (1.24)
Xn(t) Uy, Ui+ Unm dB,,(t)

Le processus X; est un processus d’Ito de dimension n ou simplement un processus d’Ito.

Théoréme 1.17 (Formule d’It6 en dimension multiple). Soit
dXt = udt + UdBt
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CHAPITRE 1 : Equations Différentielles Stochastiques (EDS)

, gp(t, 7))

un processus d’Ito de dimension n comme défini ci-dessus. Soit g(t,x) = (g1(t, x), ...
une fonction C? de [0,00) x R™ dans RP. Alors le processus Y (t,w) = g(t, X(t)) est aussi

un processus d’Ité dont sa k¢ composante est donnée par

G gk:
aY, = —= (tht+Z

X)dX;dX; 1.2
Z@xﬁx]t dXd (1.25)

avec

Par exemple
dx;(t)dz;(t) Zglk gjk(t)dt.

Par ailleurs, la formule s’écrit
89 dg 1 0%g
dY; = —= —d d
t = 8 + o + T ( ) .I‘( )

Notons que si z(t) est continu et différentiable en ¢ alors (par les formules classiques de

a—gdx(t) ne sera pas possible. Par exemple,
T

prenons Y; = x(t)xo(t), alors via les deux formules précédentes, on a

1
calcul de dérivées) le calcul du terme édazT(t)

d(zi(t)za(t)) = x1(t)dwa(t) + 2a(t)dri(t) + dl’l( )dzo(t)

= x1(t)dxa(t) + xo(t)dxy (¢ —l—ng gor(t

Ce qui différe de la formule classique d’intégration par parties d(uv) = vdu + udv, ou
u,v sont différentiables. Cependant, la version de la formule d’intégration par parties

stochastique est similaire a celle classique.

4.3 Moments d’inégalités

Dans cette section, nous allons donner quelques inégalités importantes dont les preuves
se trouvent dans [37]. Leur démontration fait appel a la formule d’Tto.
Soit B(t) = (By(t), ..., Bn(t))T, t > 0 un mouvement Brownien de dimension m défini sur

un espace probabilisé (2, F,P) adapté a la filtration {F;}+>o.

Théoréme 1.18. Soient p > 2 et g € Wi;*"(0,T) tels que

E[/0T|g(8)|pd8i| < 00.
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4 Formule d’It6

Alors . ) -
| / s(aB(s)[] < (M) rp] / g(s)lPds].

En particulier pour p = 2, on a une égalité.

Théoréme 1.19. Sous les hypothéses du théoréme précédent, on a
3

/Otg(S)dB(S) p} < (ﬁ)gT%QE[/OTIg(S)Pds]

Ce qui nous améne a I'inégalité suivante :

E[ sup

0<t<T

Théoréme 1.20 (Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy). Soit g € L*(R,;R™ "), on
définit pour tout t > 0,

x(t) = / g(s)dB(s) et A(t) = / l9(s) 2ds.

Alors pour tout p > 0, il existe deux constantes positives c, et C, (dépendantes de p) telles
que
B [|AWIE] < B| sup lo(s)| < CE|lA@)F] (1.26)

0<s<t
pour tout t > 0. En particulier, on peut prendre

D\ P 32\ 5 ‘
cp:<§>, Cp:<?>, st 0<p<2;
cp =1, C, =4, stop=2;

—p prtt 5 ‘
et ¢, = (2]))7, Cp = (W) , St p> 2.

Inégalités de type Gronwall

Les inégalités de type Gronwall ont été largement utilisées dans la théorie des équations
différentielles ordinaires et des équations différentielles stochastiques pour montrer des
résultats d’existence, unicité, limite, comparaison, continuité, etc. Le résultat suivant est

une inégalité de type Gronwall.

Théoréme 1.21 (Inégalité de Gronwall). Soient T' > 0 et ¢ > 0 (constante). Soit u(.) une
fonction positive, bornée, mesurable sur [0,T] et soit v(.) une fonction positive intégrable
sur [0,T]. Si

t
u(t) <c+ / v(s)u(s)ds, pour tout 0 <t <T
0

alors .
u(t) < cexp (/ v(s)ds), pour tout 0 <t <T.
0
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CHAPITRE 1 : Equations Différentielles Stochastiques (EDS)

5 Reésolution et existence de solution d’une EDS

5.1 Exemple et méthode de résolution

Maintenant nous revenons aux solutions possibles X;(w) de I’équation différentielle sto-

chastique
dXt = b(t, Xt)dt -+ O'(t, Xt)dBt, b(t, Xt) € |R, O'(t, Xt) € R. (127)

Il est intéressant de se poser ces questions :

1. Peut-on trouver un théoréme d’existence et d’unicité de solution pour une telle

équation 7 Quelles sont les propriétés de cette solution ?
2. Comment peut-on résoudre une telle équation ?

Nous nous sommes plutot intéressés a la réponse de la premiére question mais avant d’y

répondre, nous allons traiter la deuxiéme question a travers un exemple issu de [40)].

Exemple

Revenons a I'exemple simple d’accroissement d’'une population énoncé au début de ce

chapitre
dP(t)

dt
qui a été transformé en 1’équation différentielle stochastique (EDS) suivante

— a(t)P(t)dt

dP; = rPdt + aPdB;, P(0) = P, (Condition initiale), (1.28)

avec 7 et o deux constantes. Or

dP,
?t = rdt + adB;. (1.29)

t

En prenant 'intégrale entre 0 et ¢t des deux membres, on a
t t t
dP,
/ :r/ds—l—oz/st,
o bs 0 0

Ldp,
/ 5 = rt+ aBy, car By =0. (1.30)
0 s

Notre objectif est de trouver P,. Pour cela, appliquons la formule d’It6 & la fonction

donc

g(t,x) =In(x), = >0.
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5 Résolution et existence de solution d’'une EDS

Nous obtenons

d(In(F))

donc

En utilisant (1.30), on a

t t
1
/ d(In(P,)) + / §a2ds =rt+ab, donc
0 0

On a alors

Maintenant nous avons trouvé la forme explicite de la solution P; de 1’équation d’ac-

croissement d’une population, cela nous aide & comprendre le comportement de B; afin

Oln(P,)  0Jln(F) 10In(P,) 2
ap, + -2 ap,
ot op, 0t 5 gepr (AR
1 1, 1
=dP,+ 5 (= 53 ) (AR
dP, L 5
@ 2P
B op2t
P, 1,
dP, 1
= dn(P) + ya%ar.
Py
Py
P

1
c’est-a-dire In Ft = (r — =a®)t+ ab,.

0

1
In — = —504275 +rt+ abB;

1
P, = Pyexp ((r — §a2)t + oth).

d’obtenir des informations sur la solution. On peut faire les remarques suivantes :

1
1. Sir > §oz2 alors P, — +oo quand t — 400 p.s. ;

1
2. Sir< 5042 alors P, — 0 quand t — 400 p.s.;

1
3. 81ir= 5042 alors P, varie entre de grandes et petites valeurs arbitraires.

Pour une description compléte des méthodes de réduction des équations différentielles sto-

chastiques de dimension 1, on peut voir [20] (chapitre 4). Une méthode pour les dimensions

multiples a été introduite dans [40] également.

5.2 Existence et unicité de solution

Le théoréme suivant montre sous certaines hypothéses I'existence et I'unicité de solution.

Théoréme 1.22 (Existence et unicité de 'EDS, (37, 40|). Soient T > 0, b(.,.) : [0,T]

R" — R" et o(.,.) : [0, 7] x R* — R™™ deuz fonctions mesurables vérifiant :
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CHAPITRE 1 : Equations Différentielles Stochastiques (EDS)

1 1Jblt, X)ll+o(t, X)| < CO+IXI), 2 € R, £ € 0,T), C = Cie, o] = (Yo )
2%
D = (C'te.
Soit Z une variable aléatoire indépendante de la o-algébre féom) générée par B, s > 0
telle que E|[|Z)?] < oo.
Alors ’EDS
dX; =b(t, Xy)dt + o(t, X;)dBy, t €0, T], Xo= 2, (1.31)

admet une unique solution X, (w) continue en t qui vérifie les propriétés suivantes :

1. Xi(w) est adaptée a la filtration F7 générée par Z et By(.), s <t;
T

2, E[/ ]Xt|2dt] < .
0

Nous venons de rappeler certaines notions sur les processus stochastiques qui seront uti-

lisées dans le chapitre 4. Le chapitre suivant sera consacré aux processus d’Ito-Lévy.
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Chapitre 2

Equations Différentielles Stochastiques

a sauts

1 Calculs stochastiques avec diffusion de sauts

1.1 Définition de base et résultats sur les processus de Lévy

Définition 2.1 (Processus de Lévy). Un processus Fi-adapté {n(t)}i>0 = {0 C R
avec 1y = 0 p.s. est un processus de Lévy si 1y est continu en probabilité et ses accroisse-

ments sont indépendants et stationnaires.

Théoréme 2.1. Soit {n;} un processus de Lévy. Alors n, a une version cadlag (continue

a droite et admet une limite a gauche) qui est aussi un processus de Lévy.
Démonstration 3. Pour la preuve, voir [43, 49].

Compte tenu de ce résultat, nous supposerons désormais que les processus de Lévy que

nous utilisons soient des cadlags.

Le saut de n, pour t > 0 est défini par

Any = — .
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CHAPITRE 2 : Equations Différentielles Stochastiques a sauts

Soit By la famille des ensembles de Borel U C R dont la fermeture, non contenant 0, est

notée U. Pour tout U € By, nous définissons

N(tU)=N(t,Uw) = > 1y(An,).

s:0<s<t

En d’autres mots, N(t,U) est le nombre de sauts de taille An, € U qui se produit avant

ou & 'instant ¢. On appelle N(¢,U) la mesure aléatoire de poisson (ou mesure du saut)
de n(.).

Remarque 1. Notons que N(t,U) est fini pour tout U € By. Pour voir cela, nous procé-

dons comme suit : on définit
Ti(w) =inf{t > 0;n, € U}.

Nous prétendons que T7(w) > 0 p.s. Pour le prouver, notons que par la continuité de la
trajectoire d’une droite, nous avons

lim n(t) =n(0) =0 p.s.

t—0t+

Donc, pour tout € > 0, il existe t(e) > 0 tel que |n(t)| < €, pour tout ¢ < t(e). Ce qui
implique que 7, ¢ U, pour tout t < t(e), si e < dist(0,U).

Définissons par induction
Toi1(w) =inf{t > T,(w); An, € U}.
Alors par le méme argument, 7,1 > T,, p.s. Nous prétendons que
T, — oo quand n — oo, p.s.
Supposons le contraire. Alors T,, — T" < oo. Dans ce cas,
lim 7(s) n’existe pas,

s—T—

ce qui contredit I'existence des limites & gauche des trajectoires.

Etant donné que tout mouvement Brownien {B,;};>o a des accroissements indépendants

et stationnaires, donc B; est un processus de Lévy. Notons d’autres exemples importants :
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1 Calculs stochastiques avec diffusion de sauts

Définition 2.2 (processus de Poisson). Le processus de Poisson 7(t) d’intensité A > 0

est un processus de Lévy & valeurs dans N U {0} tel que

P(n(t) =n) = %, n=0,1,2,...

Théoréme 2.2 ([43], théoréme 1.35).

1. L’ensemble des fonctions U — N(t,U,w) définit une mesure o-finie sur By pour

tout t,w fixés. La forme différentielle de cette mesure s’écrit N(t,dz).

2. L’ensemble des fonctions [a,b) x U — N(b,U,w) — N(a,U,w); [a,b) C [0,00),
U € By, définit une mesure o-finie pour tout w fixé. La forme différentielle de cette

mesure s’écrit N(dt,dz).
3. L’ensemble des fonctions
v(U) = E[N(L,U)],
avec E = E, noté espérance par rapport & p, définit aussi une mesure o-finie sur
Bo et s’appelle la mesure de Lévy sur {n;}.

4. Pour tout U € By, le processus
mu(t) == my(t,w) = N(t,U,w)

est un processus de poisson d’intensité X = v(U).

Exemple : Le processus de Poisson composé. Soit X (n), n € N une suite de va-
riables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées (iid) & distribution
commune fix) = px et soit 7(¢) un processus de Poisson d’intensité )\, indépendant de
tous les X (n).

Le processus de poisson composé Y (t) est défini par
Y(t)=X(1)+ ...+ X(n(t)), t>0.

Un accroissement de ce processus est donné par

7(s)
Y(s)=Y(t)= > X(k), s>t

k=m(t)+1
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CHAPITRE 2 : Equations Différentielles Stochastiques a sauts

Ceci est indépendant de X (1),..., X(7(t)) et cette distribution dépend seulement de la
différence (s — t) et de la distribution de X (1). Donc Y (¢) est un processus de Lévy.

Pour trouver la mesure de Lévy v de Y (), on note que si v € By alors

v(U) = BEINQLU)=E| Y 15(AY(s)

= FEl(nombre de sauts) x Xy(saut)] = E[n(1)1y(X)] = A\ (U),

b4 2, S
par I'indépendance. Nous concluons que v = A, .

Ceci montre qu’un processus de Lévy peut étre représenté par un processus de poisson
composé si et seulement si sa mesure de Lévy est finie. Cependant, noter qu’il y a beaucoup
de processus de Lévy intéressants 7, qui ont une mesure de Lévy v infinie, en fait méme
lorsque f‘z|<1 v(dz) = oo (voir [8]). En général, on peut prouver que pour tout R > 0 fixé,
les processus

M® = / z2(N(t,dz) —tv(dz)), k=1,2,..
ESMSR

sont des martingales dans L?(P) et elles convergent dans L?*(P) vers une martingale notée
M; et définie par

M, = / S(N(t,d2) — tw(d2)).
|z|<R
Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 2.3 (Décomposition 1to-Lévy [26]). Soit {m:} un processus de Lévy. Alors n,

a cette décomposition

n = at + oB(t) +/ ZN(t,dz) + N(t,dz),
|z|<R |z|>R
pour toutes constantes a« € R, 0 € R, R € [0, 00]. Ici

N(dt,dz) = N(dt,dz) — v(dz)dt

est la mesure aléatoire de poisson composée de 1(.) et B(t) est un mouvement Brownien
indépendant de N(dt,dz).
Pour chaque A € By, le processus

M, := N(t, A) est une martingale.

Sia=0et R=o00 alors n; est une martingale de Lévy.
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1 Calculs stochastiques avec diffusion de sauts

Théoréme 2.4 (|49], théoréme 25.3). Dans le cas ot R = 1, si pour tout t > 0 on a

/ |z|v(dz) < oo,
|z|>1

et par conséquent, dans le cas ou R = oo, nous écrivons

En] < oo, alors

n=at+oB(t) + / ZN(t,dz).
R

Théoréme 2.5 (Formule de Lévy-Khintchine [43]). Soit {n:} un processus de Lévy avec
mesure de Lévy v. Alors [, min(1, 2*)v(dz) < oo et

Ele™m] = YWy e R, (2.1)

Y(u) = ;021&2 +iou + /| [e“‘z -1- zuz] v(dz) + /|| (ewz - 1) v(dz). (2.2)
z|<R >R

2

Inversement, étant donné les constantes o, o° et une mesure v sur By telle que

/Rmin(l,ZQ)y(dz) < 00

il existe un processus de Lévy n(t) (unique en loi) tel que (2.1) et (2.2) soient vérifiées.
Notons qu’il est possible d’avoir f |<R| v(dz) = oo
Théoréme 2.6 ([43|, corollaire P. 48). Un processus de Lévy est une semi-martingale.

Définition 2.3 ([43]). Notons D.,, lespace des processus cadlag adapté, muni de la
topologie de la convergence uniforme en probabilité sur les compacts (cup) : H, — H

cup si pour tout t >0 sup |H,(s) — H(s)| — 0 en probabilité (A, — A en probabilité
0<s<t

si pour tout € > 0 il existe n. € N tel que n > n. = P(|4, — A| > €) > ¢).
Notons L ., noté l'espace des processus cadlag adapté (continu & gauche avec les limites

a droites), muni de la topologie cup. Si H(t) est une fonction en escalier de la forme
H(t) = Holl{o} (t) —|‘ ZHZ':H(TZ.’TZ,H}’

avec H; € Fp, et 0 =1y < Ty < ... < Ty < 00 sont les temps d’arréts et X est un
cadlag, on définit

JxH(t) /HdX _H0X0+ZH Tooint — Xtint), t>0.
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Théoréme 2.7 (|43], p.51). Soit X une semi-martingale. Alors la fonction Jx peut étre

étendue a une fonction linéaire continue
Jx t Leyy — Deyyp.

Cette construction nous permet de définir les intégrales stochastiques de la forme :

/Ot H (s)dn,

pour tout H € L . Vu la décomposition Ito-Lévy, cette intégrale peut étre scindée en
intégrales par rapport & ds, dB(s), N(ds,dz) et N(ds,dz). C’est pourquoi, il est naturel

de considérer des intégrales stochastiques plus générales de la forme :

X(t):X(O)+/0t (swds+/5swd8 // (s,t,w)N(ds, dz), (2.3)

avec des intégrandes satisfaisant les conditions appropriées pour que les intégrales existent

et en définissant

N(ds,dz) —v(dz)ds si |z| <R
N(ds,dz) si |z| > R,

N(ds,dz) =

avec R comme dans le théoréme de décomposition [to6-Lévy. Nous allons utiliser le rac-

courci suivant pour la notation de la différentielle du processus X (t) satisfaisant (2.3) :

dX (1) = a(t)dt + B(t)dB(t) + / (¢, 2)N(dt, dz). (2.4)

Nous appelons de tels processus des processus Ito-Lévy.

Rappelons qu’une semi-martingale M (t) est appelée martingale locale & temps T (par
rapport a P) sl existe une suite croissante de temps d’arréts 7, telle que lim 7, = T p.s.
n—o0

et M(t A 7,) est une martingale par rapport a P pour tout n.

Notons que

1. Si E[fo Je 7 (dz)dt] < 00, alors le processus

/ / (t,2)N(dt,dz) est une martingale, 0 <t <T.
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2. Si fOT Je V2 (t, z)v(dz)dt < oo p.s. alors M(t) est une martingale locale, 0 < ¢ < T'.

Quelques propriétés de lintégrale stochastique avec le processus Ito-Lévy sont données

dans le lemme suivant :

Lemme 2.1. Soit (s, z) une variable aléatoire Fyx B-mesurable telle E [/v(t, z)gy(dz)] <
R

00. Pour tout s <t, on a :

1. E[/[Rv(s,z)]v(ds,dz)

fs] =0 p.s.;

2. E[(Ay(g,z)N(dS,dz)Y

Fs:| =(t— 3)/ﬂ;y(t, 2)*v(dz) p.s.

Démonstration 4. Pour la preuve voir le lemme 2.2 de [32].

2 La formule d’Ito-Lévy et les résultats associés

Soient X (t) vérifiant (2.4) et f : R* — R une fonction de classe C?, le processus
Y (t) := f(t,X(t)) est-il aussi un processus It6-Lévy et si oui, comment pouvons-nous

le représenter dans la forme (2.4) ?

Si nous raisonnons de maniére heuristique et utilisons nos connaissances de la formule

classique d’Ito, il est facile de deviner la réponse.

Soit X(°)(¢) la partie continue de X (t), c’est-a-dire en enlevant les sauts de X (t). Alors
une accroissement de Y (¢) provient d’une accroissement de X (°)(¢) plus les sauts (venant

de N(.,.)). Par conséquent, en se basant sur le formule d'It6 classique, on devinerait que

of of 102f

AY(t) = (X ()t + 5o (1 X)X () + 5 55t X (1) B ()t
+ /R £ X () + At 2)) — f(6, X ()| N(dt, d2),

Il se peut que notre proposition soit correcte lorsque
dX©(t) = <a(t) — / ~(t, z)u(dz))dt + [(t)dB(t)
|z|<R

et cela donne le résultat suivant :
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Théoréme 2.8 (Formule d’It6-Lévy en dimension 1 [3, 10, 43|). Supposons que X (t) € R

soit un processus Ito-Lévy de la forme

dX(t) = a(t,w)dt + 5(t,w)dB(t) + / v(t, z,w)N(dt, dz),

R

avec

. N(dt,dz) —v(dz)dt si |z| <R
N(dt,dz) =
N(dt,dz) si |z| > R,

pour tout R € [0, 00].

Soit f € C*(R?) et on définit Y (t) = f(t, X(t)). Alors Y (t) est aussi un processus Ité-Lévy
et

aY (1) =
z—{(t, X(t))dt + %(t, X (o) [alt,w)dt + 5(t,w)B()]| + 557, w)%(t, X(1))dt

[ o PO 4900.0) = . X0) = G0 X,

Notez que

si R=0 alors N =
N

et si R=o00 alors

Exemple (Le processus géométrique de Lévy, [41]) Considérons 1'équation diffé-

rentielle stochastique (EDS) suivante :
dX(t) = X(t7)|adt + SdB(t) + / v(t, 2)N(dt, dz)
R

avec «, [ des constantes et y(t,z) > —1. Pour déterminer la solution X(t) de cette

équation, nous la réécrivons de la facon suivante :

;l;((;)) = adt + fdB(t) + /R v(t, 2)N(dt, dz).

Maintenant, on définit
Y (t) = In(X(2)).
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Alors par la formule d’Ito

dY (1) = %[adtJrﬁdB(t)]—%BZX‘2(t)X2(t)dt+ / B

[m(X(t*) +(t2)X (7))

[ln(X(t_) +A(t,2)X (7))

— WX () = XNt )X ()| (dz)dt + /

- 1n(X(t—))} N(dt, dz)

= (a—%ﬁQ)dtJrﬁdB(t)—F/

|z|]<R

+ /ln(1+7(t,z))]\7(dt,dz).

[ln(l (L, 2)) — A, z)} v(dz)dt

Donc, en intégrant entre 0 et £, on a
1 t
Y(t) = Y(0)+ <a — —52>t + BB(t) + / / [ln(l + (s, 2)) — (s, z)] v(dz)ds
2 0 Jz1<R

v t [+ 205, 2 as 2

et on obtient cette cette solution
1 t
X() = XO)exp (0 567+ BB() +/0 /|| R(ln(l F4(5,2) — (s, 2) ) vldz)ds

+ /Ot/Rln(l+7(s,z))]\7(ds,dz)].

Par analogie au cas de diffusion (N = 0), on appelle ce processus X (t) un processus

géométrique de Lévy. Il est souvent utilisé comme un modéle pour les cours de la bourse
(voir [8]).

Maintenant, nous allons formuler la version multidimensionnelle correspondante au théo-

réme sur la formule d’Tt6-Lévy en dimension 1.

Théoréme 2.9 (Formule d’Tto-Lévy en dimension multiple, [41]). Soient X (t) € R™ un

processus Ito-Lévy qui vérifie

dX(t) = a(t,w)dt + o(t,w)dB(t) + / v(t, z,w)N(dt, dz), (2.5)

R!

avec a : [0,T] x @ — R", 0 : [0,T] x Q@ — R™™ et v : [0,T] x Rl x Q@ — R

des processus adaptés tels que les intégrales existent, B(t) un mouvement Brownien de
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CHAPITRE 2 : Equations Différentielles Stochastiques a sauts

dimension m et
N(dt,d2)T = (Nl(dt,dzl),...,Nl(dt, dzl)>
= (Nl (dt7 le) - 1|z1|<Rl )\1 (d’zl)dt7 B Nl(dt7 le> - j]-|Zl|<Rl)\l(dzl)dt)7

avec {N;} des processus de poissons indépendants, \; des mesures de Lévy provenant de [

processus de Lévy ny, ...,m; indépendants de dimension 1.

On note que chaque colonne v*) de la n x l-matrice v = (7ij) dépend seulement de z

travers la k**™¢ coordonnée de zy,, c’est-a-dire,
A0 (t, 2, w) = yB(t, 2, w), 2= (21,.,2) €ER, k=1,2,..,1

iéme

Quand on écrit en détail la 1 composante de dX (t), on obtient

dX;(t) = twdt—kZamtde +Z/%]tz], N(dt,dz;), 1<i<n.
Soit f € 01’2<[O,T] x R™; |R>. En posant Y (t) = f(t, X(t)), on a :
dY (t) =

of . ~0f LS o7, -2
At X (ot B0 5300 e

17]

l

o[ X)) - Z 07 (x| Mtz

+5° /R 70X W) 4400, 20)) = F(8 X ()| N(dt, dz),

avec Y*) € R™ est la k™ colonne de la n x I-matrice v = (yi) et 71( )

= ;i est la i7me
coordonnée de v*).

Théoréme 2.10 (Isométrie d'Ito-Lévy, [41]). Soit X (t) € R"™ qui vérifie (2.5) avec X (0) =
0 et aw=0. Alors

E[XXT)] = [/ (ZZ% +ZZ/%] (t,2)vi(dz) ) dt|

=1 j=1 =1 j=1

_ iE[/O (Z%(ﬂ+Z/nﬂ%<t’zj>”j(dzj>)d4’

a condition que le membre de droite soit fini.
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3 Equations différentielles stochastiques de Lévy

Remarque 2. Pour un cas particulier du théoréme isométrie d’Ito-Lévy, prenons

dX(t) = dn(t) = /Rzﬁ(dt,dz) €R,

avec E[X*(T)| =T [, 2*v(dz) < oo. Par application de lisométrie,

E[(H(t)dn(t))Q] - E[/OTHQ(t)dt] /[RZ?y(dz),

pour tout H € Le,y, tel que H € L*([0,T] x Q), ¢’est-a-dire tel que

T
||H||%2([0,T]x§z) = E[/ HQ(t)dt} < 0.
0

En utilisant cela, nous pouvons, de la maniére habituelle, élargir la définition de I'intégrale

/0 Y (tdn(t) € 2

a tous les processus Y (¢) dans L?([0, T] x Q) qui soient limites des processus H,, € L o, N

L*([0,T] x Q). Nous appelons de tels processus Y (¢) des processus prévisibles.

3 Equations différentielles stochastiques de Lévy

Le processus géométrique de Lévy est un exemple de diffusion de Lévy, c’est-a-dire la

solution d'une DS pilotée par les processus de Lévy.

Théoréme 2.11 (Existence et unicité de solutions des EDS de Lévy, [41]). Considérons
IEDS de Lévy de R™ suivante : X(0) = xg € R" et

dX(t) = a(t, X (t))dt +o(t, X (t))dB(t) + / v(t, X (t7), 2)N(dt, dz) (2.6)
avec o : [0,T] x R* +— R™, 0 : [0,T] x R* — R™™ et v : [0,T] x R* x R* — R
satisfarsant les conditions suivantes :

-il existe une constante C7 < oo telle que

l
ot ) +llat )P + [ St 2)da) < Gt + el
R =1
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CHAPITRE 2 : Equations Différentielles Stochastiques a sauts

pour tout x € R™;

-il existe une constante Cy < oo telle que

o(t.2) = o(t,)1 + llalt.2) ~ alt. )P + [ S 1 2,2) ~ 1Ot )
R g=1
< Cyllz —y|P?,

pour tout x,y € R".

Alors il eziste une unique cadlag X (t) solution de (2.6) telle que
E[|X(t)]!] < oo, pour tout t.

Les solutions des EDS de Lévy homogéne en temps, c’est-a-dire quand «(t,z) = a(x),
o(t,x) = o(z) et y(t,x,z) = vy(x, z), sont appelées des diffusions de sauts (ou diffusions
de Lévy).

C’est ainsi que nous terminons les rappels sur les processus d’It6-Lévy. Ces notions nous

aideront dans ’aboutissement de nos travaux au chapitre 5. Dans le chapitre suivant nous

allons donner quelques notions sur le controle optimal stochastique.
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Chapitre 3

Controle optimal stochastique

1 Problémes de contrdle optimal stochastique

1.1 Introduction

Dans une équation différentielle stochastique, la source fondamentale d’incertitude est le
bruit blanc, qui représente les effets conjoints d’un grand nombre de forces aléatoires in-
dépendantes agissant sur les systémes. Quand les systémes sont dynamiques, les décisions
pertinentes (controles) qui découlent des informations les plus récentes mises a la disposi-
tion des décideurs (controleurs) peuvent également changer avec le temps. Les controleurs
doivent sélectionner une décision optimale parmi toutes celles possibles pour atteindre
le meilleur résultat espéré lié a leurs objectifs. De tels problémes d’optimisations sont
appelés problémes de controle optimal stochastique. Ce dernier intervient dans différents
domaines de la vie courante comme 1’économie, la biologie, les sciences humaines et so-

ciales.

Dans ce qui suit, nous allons procéder par un ajustement du probléme de controle optimal
déterministe qui existe déja afin d’avoir un probléme de controle optimal stochastique

répondant a la réalité en se servant de [51].
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CHAPITRE 3 : Controle optimal stochastique

1.2 Formulation des problémes de controéle optimal stochastique

Tous les systémes d’équations différentielles stochastiques (EDS) présentent des carac-
téristiques communes telles que : un systéme de diffusion décrit par It6; beaucoup de
décisions alternatives qui peuvent affecter la dynamique du systéme; les décisions et/ou
I’'état du systéme sont sujets & certaines contraintes; un critére mesurant I'efficacité des
décisions. Notre but est d’optimiser (maximiser ou minimiser) ce critére en sélectionnant
une décision non-participative parmi celles satisfaisant les contraintes. Un tel probléme

est appelé probléme de controle optimal stochastique.

Présentons maintenant deux formulations mathématiques (formulation forte (SF) et for-
mulation faible (WF)) du probléme de controle optimal stochastique a travers deux défi-

nitions.

Formulation forte (SF)

Soit un espace de probabilité filtré (2, F, {F:}i>0, P) satisfaisant les conditions usuelles.
On définit un mouvement Brownien standard B(.) de dimension m sur ce méme espace.

Considérons 1’équation différentielle stochastique suivante

dX, = b(t, X, u(t))dt + o(t, X, u(t))dB(t),
X(0) = X, € R™,

(3.1)

avec b: [0,T] x R* x U = R", 0 : [0,T] x R" x U — R™™_ U un espace métrique séparé
donné et T" € (0.00) fixé. La fonction u(.) s’appelle le controle représentant l’action, la
décision, ou la politique des décideurs (controleurs). A tout instant, le controleur doit étre
bien renseigné sur certaines informations (telles que spécifiées par le champ d’information
{Fi}+>0) & un moment donné (spécifique)), mais il n’est pas en mesure de prédire ce qui
arrivera a cause de l'incertitude du systéme (en conséquence, pour tout ¢, le controleur
ne peut pas prendre sa décision u(t) avant que le temps ¢ arrive). Cette restriction non-
participative en terme mathématique peut étre représentée par u(.) qui doit étre {F; }>0-
adapté (u(.) est adapté a la filtration {F;}i>0). Clest-a-dire que le controle u(.) est pris

dans 'ensemble

U0, 7] := {u [0, 7] x Q@ — U |u(.) est {Fi}is0 — adapté}.
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1 Problémes de controle optimal stochastique

Tout u(.) € U[0,T] est appelé controle réalisable (faisable). En outre, nous pouvons avoir
certaines contraintes d’état. Pour tout u(.) € U0, T}, I'équation (3.1) est a coefficients
aléatoires. Soit S(t) : [0,7] — 2% une multifonction donnée. La contrainte d’état peut

étre donnée par

X(t) € S(t), Vt € [0,T], P —pss. (3.2)

Notons que d’autres types de contraintes d’état sont également possibles.

Nous introduisons la fonction coit suivante :
T
J(u(.)) = E[/ ft, X(t),u(t))dt + h(X(T))|. (3.3)
0

Définition 3.1 (Définition 4.1 de [51] (p. 63)). Soit (Q, F,{Fi}i>0, P) un espace probabi-
lisé filtré satisfaisant les conditions usuelles et B(.) un mouvement Brownien standard de
dimension m défini sur ce méme espace. Une fonction u(.) est s-admissible et (X (.),u(.))
est une paire s-admissible, si

(i) u(.) € U[0,T];

(i) X(.) est l'unique solution de I’équation (3.1);

(11i) Certaines contraintes d’état prescrites (données) sont satisfaites ;

(iv) f(.,X(.),u(.) € LL(0,T;R) et (X (T)) € L-(, R).

L’ensemble des controles s-admissibles est noté U2, [0, 7). Notre formulation forte (SF) du

probléme de controle optimal stochastique est la suivante :
Probléme (SF) : Minimiser (3.3) sur U%,[0, T7.
Le but est de trouver u(.) € U2,[0,T] (s'il existe), tel que

J(u(.)) = inf J(u(.)). 3.4

(@) = ot T(a() (3.4
Le probléme (SF) est s-fini si la partie de droite de (3.4) est finie, et il admet une
s-solution unique s’il existe une solution unique u(.) € U2, [0,T] qui vérifie (3.4). Tout
ul.) .[0, T satisfaisant (3.4) est appelé controle s-optimal. Le processus d’état X (.)

correspondant et la paire état-controle (X (.),w(.)) sont appelés processus d’état s-optimal

et paire s-optimale respectivement.
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CHAPITRE 3 : Controle optimal stochastique

Formulation faible (WF)

Notons que dans la formulation forte, I’espace de probabilité filtré (2, F, {F;}i>0, P)
et le mouvement Brownien B(.) de ce méme espace sont tous deux fixés. Dans certaines
situations il sera nécesaire et méme pratique de varier Uespace (2, F, {F; }+>0, P) ainsi que
B(.) et de les considérer comme des parties a contrdler. Pour cette raison, nous avons

besoin d’une autre formulation du probléme.

Définition 3.2. Un 6-uplet m = (Q, F,{F:i }i>0, P, B(.),u(.)) est appelé controle w-admissible,

et (X(.),u(.)) une paire w-admissible, si

(i) (0, F, {Fi}i>0,P) est un espace probabilisé filtré satisfaisant les conditions usuelles ;

(it) B(.) est un mouvement Brownien standard de dimension m défini sur (0, F,{F:}i>0, P) ;

(ii1) u(.) est un processus {F; }i>o-adapté de (Q, F,P) a valeur dans U ;

(iv) X(.) est lunique solution de I’équation (3.1) sur (0, F,{Fi}is0, P) sous u(.);

(v) Certaines contraintes d’état prescrites (données) sont satisfaites ;

(vi) f(.,X(.),u(.)) € LX(0,T;R) et h(X(T)) € LE(, R). Ici, les espaces Lx(0,T;R)
et L%-(Q,R) sont définis sur l’espace probabilisé filtré (Q, F,{F: }i>0,P) associé au
6-uplet .

L’ensemble de tous les controles w-admissibles est noté par U<[0,T]. Parfois on écrit
u(.) € U4[0,T) au lieu de (2, F, {F: }i>0, P, B(.),u(.)) € U4[0,T] ¢’il n’y a aucune confu-
sion a craindre, cela dépend aussi du contexte dans lequel on considére la formulation
faible. Notre formulation faible (WF) du probléme de controle optimal stochastique est

la suivante :
Probléme (WF) : Minimiser (3.3) sur U4~[0, 7.
On cherche donc ™ € U4 [0, T (5’1l existe) tel que

J(m) = inf J(m). (3.5)

meU,[0,T]

De méme que dans la formulation forte, le probléme (WF) est w-fini si la partie de droite
de (3.5) est finie. On définit la w-solution unique, le controle w- optimal, le processus

d’état w-optimal et la paire w-optimale de la méme facon que dans la formulation forte.
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1 Problémes de controle optimal stochastique

Soulignons que la formulation forte est celle qui découle du monde pratique, alors qu’on
se sert parfois de la formulation faible comme un modéle mathématique auxiliaire mais
c’est un modéle mathématique efficace qui vise le méme objectif que la formulation forte.
Un des objectifs du controle optimal stochastique, et on pourrait méme dire le principal,
est d’optimiser (minimiser ou maximiser) 'espérance mathématique de certaines variables
aléatoires qui dépendent seulement de la distribution des processus impliqués. Par consé-
quent, si toutes les solutions de I’équation (3.1) ont la méme distribution dans des espaces
de probabilités différents, alors on est plus libre dans le choix de 'espace de probabilité
qui nous convient. On devrait noter aussi que la formulation faible échoue toutefois si
I'un des coefficients donnés b, o, f et h est aléatoire (c¢’est-a-dire si I'un d’entre eux dépend
explicitement de w), parce que dans ce cas, l'espace de probabilité doit étre spécifié et fixé

4 priori.

1.3 Existence de contrdle optimal

Dans cette sous-section, nous allons donner des résultats sur ’existence de controle
optimal pour un probléme de controle optimal. De ce fait, nous allons d’abord analyser

le cas de la formulation forte (SF)

Existence sous la formulation forte

Soit (2, F,{Fi}+>0,P) un espace probabilisé¢ filtré et B(.) un mouvement Brownien
de dimension 1. Considérons le systéme d’équations différentielles stochastiques controlé

sulvant :

dX (1) = <AX(t) + CU(t))dt + (DX(t) n EU(t))dB(t), te 0,7,
X(()) = X07

(3.6)

A,C, D, E étant des matrices de tailles appropriées. I’état X (.) est a valeurs dans R" et

le controle U(.) dans
U0, 7] = {U(.) € L2(0,T;RF) / U(t) € U, p.p. t € [0,T], P— p.s.},

avec U C R*. Notons que nous avons une contrainte additionnelle car le controle U(.)

doit étre de carré intégrable juste pour assurer l'existence de solutions de (3.6). Mais, si
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CHAPITRE 3 : Controle optimal stochastique

U est borné, alors cette restriction sera automatiquement satisfaite. Soit la fonction cott

suivante
) = B[ [ FX .00+ hxT)], (37)

avec [ : R" x U — R et h : R — R. Le probléme de controle optimal peut étre le

suivant :

Probléme (SFL) : Minimiser (3.7) sous contrainte (3.6) par rapport a U*[0, 7).
Maintenant, introduisons-nous les hypothéses suivantes :
(HSLy) L’ensemble U C R* est convexe, fermé et les fonctions f et h sont convexes

et pour tout 6, K > 0,
f(X®),U0)>6|UP - K, hX)>-K, V(X,U)€R"xU. (3.8)

(HSLy) L’ensemble U C R est convexe et compact et les fonctions f et h sont

convexes.

Théoréme 3.1 (Existence de controle optimal sous la formulation forte [51] (p. 68)).
Sous les hypothéses (HSLy) ou (HSLs), si le probleme (SFL) est fini alors il admet un

contréole optimal.

Démonstration 5. Voir [51].

Existence sous la formulation faible

Pour pouvoir examiner I’existence de controles optimaux sous la formulation faible, faisons
les hypothéses suivantes

(HW7) (U, d) est un espace métrique compact et 7> 0;

(HW5;) Les fonctions b, o, f et h sont toutes continues et il existe une constante L > 0

telle que pour
o(t, X,U)=0b(t,X,U), o(t,X,U), f(t,X,U) ou h(X),

6(t, X,U) — ¢(t,Y,U)| < LIX — Y|, YVt [0,T],X,Y e R*,U € U,
|6(t,0,U)| < L, ¥(t,U) € [0,T] x U
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2 Le principe du maximum et les systémes Hamiltoniens stochastiques

(HW35) Pour tout (¢, X) € [0,7T] x R, 'ensemble

(b, oo, f) (t, X,U) = { (bi(t, X, U), (00T (t, X, U), f(t, X, U))/

UcUi=1,..nj= 1,...,m}

est convexe dans Rl
Pour plus de détails sur ces hypothéses, on peut consulter [51].
Nous allons maintenant donner le théoréme d’existence de controle optimal dans le cas

de la formulation faible.

Théoréme 3.2 (Existence de controle optimal sous la formulation faible). Sous les hy-
potheses (HW1)-(HW,), si le probleme (WF) est fini, alors il admet un controle optimal.

Démonstration 6. Voir [51].

2 Le principe du maximum et les systémes Hamilto-

niens stochastiques

L’une des approches principales pour résoudre un probléme d’optimisation consiste a dé-
duire un ensemble de conditions nécessaires qui doivent étre satisfaites par toute solution
optimale. Ces conditions nécessaires deviennent suffisantes sous certaines conditions de
convexité de 'objective (ou des contraintes). Les problémes de controle optimal peuvent
étre considérés comme des problémes d’optimisation dans des espaces de dimension infi-
nie. Ils sont ainsi substantiellement difficiles a résoudre. Le principe du maximum formulé
par Pontryagin et son groupe en 1950, est vraiment un jalon de la théorie du controle
optimal. De méme que la trajectoire optimale de 1’état, tout controle optimal doit vérifier
le systéme Hamiltonien, ainsi qu’une condition maximale de la fonction qui porte le nom
d’Hamiltonien. En termes mathématiques, le principe du maximum réside dans le fait que
maximiser I’Hamiltonien est beaucoup plus facile que résoudre le probléme de controle

d’origine qui est en dimension infinie.

Le premier essai avec le principe du maximum de Pontryagin était sur des problémes de

controle déterministe, 1’idée clé provient du calcul classique des variations. On trouve dans
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CHAPITRE 3 : Controle optimal stochastique

la littérature des détails sur la facon de procéder, par exemple dans [50, 51].

Dans le cas stochastique, nous allons procéder comme suit : introduire le principe du
maximum stochastique en se servant du principe du maximum déterministe ; formuler
I’équation adjointe ; puis trouver les systémes Hamiltoniens stochastiques ; ensuite mettre
en relation le principe du maximum stochastique et les systémes Hamiltoniens stochas-

tiques.

2.1 Introduction du principe du maximum stochastique

Nous rappelons d’abord la formule forte du probléme de controle optimal stochastique

(3.4) avant d’introduire quelques hypothéses.

Soit (2, F,{Fi}t>0,P) un espace de probabilité filtré satisfaisant les conditions usuelles.
On définit sur cet espace un Brownien standard B(.). Considérons un systéme d’équations

différentielles stochastiques controlé de méme type que (3.1)

dX (t) = b(t, X (£), u(t))dt + o(t, X (£),u(t))dB(t), t € [0,T),
X(0) =0,

(3.9)

avec la fonction coit :
J(u)) = E[/O £, X (), ul))dt + h(X(T))], (3.10)

b:[0,T|xRxU—-R", o:[0,T|xR*"xU =R f:[0,T]xR"xU —R

et
h:R*—= R
On définit :
b1<t,X,U
b2<t,X7U>
b(t, X,u) = . , o(t, X, u) = ( o1(t, X u), oy om(t, X, w) )
by (t, X, u)
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2 Le principe du maximum et les systémes Hamiltoniens stochastiques

et

o1;(t, X, u)

o(t,X,u) = : , 1<j<m.

oni(t, X, u)
Faisons les hypothéses suivantes (comparées aux hypothéses du controle optimal détermi-

niste) :

(ho) + {Fi}i>o est la filtration naturelle générée par B(t), augmentée de tous les en-

sembles de mesure nul de F;
(h1) + (U,d) est un espace métrique séparable et 7' > 0;

(he) : les fonctions b, o, f et h sont mesurables et il existe une constante L > 0 et

w : [0,00] = [0,00) (un module de continuité) tels que pour tout
o(t, X,u) =0b(t, X,u), o(t,X,u), f(t,X,u) ou h(X),
on a :
6(t, X, u1) — 6(t, Y, us)| < LIX — Y| +@(d(ur —us)), Vt€[0,T], X,Y €R",

Uy, us € U

|p(t,0,u)| < L, Y(t,u)€[0,T] x U;
(3.11)

(hs) :+ les fonctions b, o, f et h sont de classe C* par rapport a X.

De plus, il existe une constante L > 0 et @ : [0, 00] — [0,00) tel que pour ¢ = b, 0, f, h,
on a:
lox (t, X, u) — ox(t,y,u)| < LIX = Y|+ @(d(u —u)),
[Oxx(t, X, u) — oxx(t, Y, u)| S@(|X Y[+ d(u—wu)), Vte[0,T], X,V eR",
u,u € U.

(3.12)
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L’hypothése hg signifie que le bruit du systéme est la seule source d’incertitude dans le
probléme et les informations passées sur le bruit sont disponibles pour le controleur. Cette

hypothése sera trés importante pour la suite.
On définit :

U0,7] := {u 210, T x Q@ = Ul west {Fi}is0 — adapté}. (3.13)

Etant donné u(.) € U[0,T], I'équation (3.9) est un EDS avec des coefficients aléatoires.
Dans le Chapitre 1, Section 6.4 de [51], les auteurs ont montré que sous les hypothéses
(h1)-(hg), pour tout u(.) € U[0,T], I'équation d’état (3.9) admet une solution unique
X(.) :== X(.,u(.)) et la fonction cott est bien définie. Dans le cas ot X (.) est la solution
de (3.9) correspondant a u(.) € U0, 7], nous appelons (X(.),u(.)) une paire admissible
et X (.) un processus d’état admissible (trajectoire). Notre probléme de controle optimal

peut s’écrire :
Probléme (.S) : Minimiser (3.10) sur ¢[0, 7.

Tout w(.) € U[0, T] satisfaisant

u(.)) = inf : 14
J@() = dnt () (314
est le controle optimal. Le correspondant Z(.) := z(.,u(.)) et (Z(.),u(.)) sont appelés

processus d’état optimal/ trajectoire et paire optimale respectivement.
Le but est de trouver des conditions nécessaires pour le controle optimal stochastique,

similaire au principe du maximum dans le cas déterministe.

2.2 Equations adjointes

Dans cette partie nous allons introduire les équations adjointes impliquées dans le principe
du maximum stochastique et un systéme Hamiltonien stochastique associé.

Posons §™ = {A € Rn|AT = A} I’ensemble des matrices symétriques d’ordre n x n et
soit (x(.),u(.)) une paire optimale donnée.

Dans le cas déterministe, la variable adjointe p(.) joue un role central dans le principe
du maximum (pour plus de détails, consulter [50| spécialisé dans ce domaine et [51] qui
fait une paralléle entre déterministe et stochastique). Le vecteur adjoint p(t) vérifie une

équation différentielle ordinaire de type rétrograde ( avec retard) (c’est-a-dire qu’on donne
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2 Le principe du maximum et les systémes Hamiltoniens stochastiques

la valeur finale). Cette derniére est toutefois équivalente & une équation normale si on
inverse le temps. Cependant, dans le cas stochastique, on ne peut pas simplement inverser
le temps, car cela peut détruire ’anticipation des solutions. Nous introduirons plutét le

probléme de valeur terminale suivant pour une équation différentielle stochastique :

(

®W:—Pﬂﬂﬂ&ﬂﬂ%@+§}&@7®ﬂ®Vwﬂ—h@7®ﬂ@)ﬁ

+q(t)dB(t),
p(T) = —hx(X(T)), t€[0,T].

\

(3.15)
Ici, on ne connait pas la paire de processus {F; }+>o-adaptée (p(.),q(.)). Nous appelons le
systéme ci-dessus équation différentielle stochastique rétrograde (BSDE). La question qui
se pose ici est : est-ce-que I’équation doit étre résolue a 'envers (si on donne la valeur
terminale) 7 Toutefois, la solution (p(.),q(.)) doit étre nécessairement {F;};>p-adaptée.
Quelque soit la paire de processus (p(.),q(.)) € L%(0,T;R™) x (L%(0,T;R™))™ qui vérifie
(3.15), elle sera une solution adaptée a (3.15). Dans le chapitre 7 du livre de Jiongmin Yong
et al. [51], on montre systématiquement que quand certaines hypothéses sont vérifiées,
pour tout (X (.),7(.)) € L% xU[0,T), une telle équation & savoir (3.15) admet une unique
solution adaptée (p(.), q(.)).
La variable adjointe p(.) dans le cas déterministe correspond a ce qu’on appelle shadow
price (prix de 'ombre) ou la valeur marginale de la ressource représentée par la variable
d’état en théorie économique. Le principe du maximum n’est autre que minimiser le
montant total des cotits pour maximiser la contribution totale de la valeur marginale. On
pourrait trouver plus de détails dans le chapitre 5, section 3.2 de [51]. Néanmoins, dans le
cas stochastique, le controleur doit avoir la capacité d’équilibrer soigneusement 1’échelle
de controle et le degré d’incertitude qui peut affecter la volatilité du systéme (c’est-a-dire,
si le coefficient de diffusion dépend de la variable de controle). Donc, la valeur marginale
seule n’est pas en mesure de caractériser le compromis entre le cotlit et le gain dans un
environnement incertain. On doit introduire une autre variable pour refléter I'incertitude

ou le facteur de risque dans le systéme. Ceci va se faire en introduisant une équation
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adjointe comme suit :

(

dP(t) =

S Hx (8, X(8), (t), p(t), q(t))] dt + ZQj (£)dB;(t),

| P(T) = ~hxx(X(T)), te0,T],

(3.16)

avec H I’'Hamiltonien qui est défini par :
H(t, X, u,p,q) = (p,0(t, X,u)) + trlg" o (t, X, u)] — f(t, X, u), (317)
(t, X, u,p,q) € [0,T] x R* x U x R" x R™™, '

et (p(.),q(.)) solution de (3.15). Dans I’équation (3.16), 'inconnu est encore une paire
de processus (P(.),Q(.)) € L%(0,T;8™) x (L%(0,T;8™))™. Quand o = 0, 'Hamiltonien
H(t, X, u,p,q) défini en (3.17) coincide avec ’'Hamiltonien H (¢, X, u,p) dans le cas déter-
ministe.

Remarquons que I’équation (3.15) est aussi une BSDE (équation différentielle stochastique
rétrograde) avec des matrices inconnues. Comme pour 1’équation (3.15), sous les hypo-
theéses (hg)-(h3), il existe une unique solution adaptée (P(.),Q(.)) & (3.16). Nous nous
référons a (3.15) (resp. (3.16)) 'équation adjointe du prémier ordre (resp. second ordre),
et a p(.) (resp. P(.)) comme processus adjoint de prémier ordre (resp. second ordre).
Dans ce qui suit, si (X(.),u(.)) est une paire optimale (resp admissible), (p(.),q(.)) et
(P(.),Q(.)) sont des solutions adaptées a (3.15) et (3.16), respectivement, alors le 6-uplet
(X(),a(.),p(.),q(.), P(.),Q(.)) est appelé 6-uplet optimal (resp. 6-uplet admissible).

2.3 Le principe du maximum et les systémes Hamiltoniens sto-

chastiques

On va débuter avec le principe du maximum de Pontryagin (déja utilisé dans beaucoup
de livres qui traitent le cas déterministe comme dans [50]) pour notre controle optimal
stochastique. A premiére vue, on devrait s’attendre a un principe du maximum stochas-
tique qui maximise 'Hamiltonien H défini en (3.17). Malheureusement, ¢a ne marchera
pas si la coefficient de diffusion dépend du controle, on pourra néanmoins faire quelques

petits ajustements.
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2 Le principe du maximum et les systémes Hamiltoniens stochastiques

Exemple. Considérons le systéme de comtrole suivant (m =n = 1)

dX (t) = u(t)dB(t), t€[0,1], X(0)=0, (3.18)

avec 'espace de controle U = [—1, 1] et la fonction coit

J(u()) = E[/01<X(t)2 - %u(tf)dt + X(1)2]. (3.19)

t
En remplagant X (¢) = / u(s)dB(s) dans la fonction coftit, on a :
0

Ju()) = B /0 1(; — t)u(eyd]. (3.20)

Donc le controle optimal est u(t) = 0 avec la trajectoire optimale Z(t) = 0. Toutefois,

I’'Hamiltonien correspondant est

H(E (1), ut), p(0), a(1)) = 30 + (D) (3.21)

C’est une fonction convexe en u qui n’atteint pas un maximum en %(t) = 0 pour tout ¢.

Pour obtenir la forme correcte de I’'Hamiltonien dans le cas stochastique, on doit, dans
un premier temps, ajouter 'ajustement du risque, qui est lié au coefficient de diffusion,
a 'Hamiltonien pour refléter 'attitude de recherche de risque ou d’aversion au risque du
controleur. Pour y arriver, introduisons I’Hamiltonien généralisé.

1 T
G(t, X, u,p, P) ::§tr [U(t,X, u)' Po(t, X, U)] +(p, b(t, X, u)) — f(t, X, u), (3.22)

(t,X,u,p,P) € [0,T] x R" x U x R" x S".
Notons que G(t, X, u, p, P) dépend de P mais pas de ¢. En comparant (3.17) et (3.22) et

I’'Hamiltonien déterministe, on peut voir que

G(t, X, u,p, P) = H(t, X, u) + Ltr [a(t, X,u)TPo(t, X, u)}, 523
3.23

H(t,X,u,p,q) = H(t, X,u) + tr[qTa(t,X,u)] :

La prudence est requise car il y a une différence entre G(t, X, u,p, P) et H(t, X, u,p,q).
La fonction G(t, X, u,p, P) apparaitra dans I’équation HJB (Hamilton Jacobi Bellman)

du probléme de contréle optimal stochastique.
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Ensuite, associé avec un 6-uplet optimal (X (.),u(.),p(.),q(.), P(.),Q(.)), nous définisons

une fonction H.

H(t, X, u) = H(t,X,u,p(t),q(t))—%tr[a(t,f( ), u(t)TP(t)o(t, X (1), u(t))
+der| (ol X(0),u(t) - a(t,Y(t),ﬂ(t))>TP(t) (ot X (), u(t))
— ot X(0),u(t)) )|
Str|o(t, X (8), u(®))" P(O)o(t, X (8), u(®)] + (1), b(t, X, u)) - f(t X, u)
+ tra®) ot X (@), u(t)| — tr [t X (@), )T POt X (1),
G(t, X, u,plt), P()) + tr |o(t, X(8), u(t))" (a(t) - P(t)o—(t,xwa(t)))}

Remarquons que la fonction Hamiltonien H peut étre définie de maniére similaire en
relation avec le 6-uplet admissible (X (.),u(.),p(.),q(.), P(.),Q(.)).

Théoréme 3.3 (Principe du maximum stochastique, théoréme 5.2 de [51]). On suppose
que les hypothéses (ho)-(hs) soient verifées. Soit (X(.),u(.)) une paire optimale du pro-

bleme (3.9). Alors il existe deux paires de processus

{<p<.>,q<.>> € L2(0, T; R") x (L2(0, T; R")™ 525)
(P(.),Q()) € L(0,T;8") x (L3(0,T; S")™,
00) = (@ () tm()), QL) = (@1()s s Quu()), 596)
QJ() € L.27-'<OaTa [Rn)v Q]() S L.27-'(07T78n)7 1 S ] S m,

satisfaisant les équations adjointes du premier ordre et second ordre (3.15) et (3.16) res-

pectivement, telles que

H(t, X(t),u(t), p(t), a(t)) — H(t, X (t), u 3 p(t),q(t))
—str| (o6, (1), 1(1) = o, X (1), ) P) (ot X (1), 7)) - o(t, X(),w))| > 0,
VueU, te|0,T], P—p.s.,
(3.27)
ou, de maniére équivalente,
H(t,z(t),u(t)) = max H(t,z(t),u), t € [0,T], P—p.s (3.28)
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L’inégalité (3.27) s’appelle une inégalité variationnelle et (3.28) s’appelle la condition
maximale. Notons que le troisiéme terme de la partie gauche de I'inégalité (3.27) refléte

I’ajustement du risque, qui doit étre présent lorsque o dépend de wu.

Maintenant revenons & 'exemple (3.18). Les équations adjointes du premier et second
ordre associées & la paire optimale (Z(.),u(.)) = (0,0) sont
dp(t) = g(t)dB(t), p(1) =0 (3.29)
et
dP(t) =2dt + Q(t)dB(t), P(1) = —-2. (3.30)
Donc (p(t),q(t)) = (0,0) et (P(t),Q(t)) = (2t — 4,0) sont les uniques solutions adaptées.

La partie gauche de I'inéquation (3.27) s’écrit maintenant

%a(t)? +q@)a() - %u2 ~qtu— %(ﬂ(t) —u)P(t) = (; _Hu2>0, Vel
Nous devons aussi calculer
HEF (), u) = %(P(t) + 1) + g(t)u = %(m  3)ul. (3.31)

La fonction Hamiltonien #H ci-dessus est concave en u pour tout t € [0,7] et u(t) = 0

maximise H. Pour le présent cas,

L,

H(t,2(¢), u, p(t), q(t)) = 0"

Donc on voit trés bien comment le processus adjoint du second ordre (qui réprésent le fac-
teur de risque) joue un role dans la rotation de la fonction convexe u — H (t,Z(t), u, p(t), q(t))

avec la concave u — H(t,Z(t), u, p(t), ¢(t)) montrée ci-dessus.

Présentons deux cas particuliers importants.

1°" cas : Le terme de diffusion o ne dépend pas de la variable de controle, c¢’est-a-dire
o(t,X,u) =0(t,X), V(t,X,u)€[0,T] xR" x U. (3.32)

Dans ce cas, la condition maximale (3.28) est réduite a
H{(t, X (t),u(t), p(t), (1)) = max H(t, X(t),u(t), p(t),q(t)), t€[0,T], P—ps., (333)

qui est similaire au cas déterministe (pas de risque d’ajustement). Notons que dans ce cas,
I'équation (3.16) n’a pas d’'importance pour (P(.),Q(.)). Donc, la différentielle d’ordre

deux des fonctions b, o, f et h par rapport a X n’est pas nécessaire.
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2¢me cas : L’espace de contrdle U C RF est convexe et tous les coefficients sont de classe

C' en u. Alors, équation (3.27) implique
(H,(t, X (t),u(t),p(t),qt)),u —u(t)) <0, Vu e U, t € [0,T], P —p.s. (3.34)

C’est une forme locale (contrairement a la forme globale (3.27) ou (3.28)) du principe du
maximum. Notons que la forme locale n’implique pas seulement le processus adjoint de
second ordre P(.).

De méme, comme dans le cas déterministe, le systéme adjoint de premier ordre peut

s’écrire comme suit :
dX(t) = Hy(t, X (1), u(t), p(t), q(t))dt + Hy(t, X (1), u(t), p(t), q(t))dB(t)
dp(t) = —Hx(t, X (1), u(t), p(t), q(t))dt + q(t)dB(t), t€[0,T] (3.35)
X(0) = Xo, p(T) = —hx(X(T)).
La combinaison de (3.35), (3.16) et (3.27) (ou (3.28)) s’appelle systéme Hamiltonien,
avec ses solutions, on a un 6-uplet (X (.),u(.),p(.),q(.), P(.),Q(.)). Ainsi, on peut aussi

reformuler le théoréme 3.3 comme suit :

Théoréme 3.4 (Théoréme 3.3 reformulé). On suppose que (hg)-(hs) soient vérifiées.
Soit le Probleme (S) admettant une paire optimale (X (.),u(.)). Alors le 6-uplet optimal

(X(.),a(.),p(.),q(.), P(.),Q(.)) du probleme (S) est solution du systéme Hamiltonien sto-
chastique (3.35), (3.16) et (3.27)(ou (3.28)).

Démonstration 7. Pour une démonstration de ce théoréme, on peut consulter [51].

On peut remarquer d’aprés le résultat ci-dessus que la théorie du controle optimal peut
étre utilisée pour résoudre des systémes Hamiltoniens stochastiques. Le systéme (3.35)

(u(.) donné) est un équation différentielle stochastique avec retard (FBSDE).

Nous soulignons que le théoréme 3.3 reste vrai si les fonctions f et h sont de classe C?
par rapport a la variable x et permet d’avoir une fonction polynomiale croissante (en
particulier quadratique) par rapport a la variable X, & condition que b et o aient une

croissance linéaire.

Dans [51], on montre que si on ajoute a la condition maximale (3.28) quelques conditions

de convexité, on aura des conditions suffisantes d’optimalité.
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Introduisons d’abord une hypothése supplémantaire :

(h4) + L’espace de controle U est un corps convexe de R*. Les fonctions b, o et f sont

localement lipschitziennes en u, et leurs dérivées par rapport & X sont continues en (X, u).

Lemme 3.1. On suppose que (ho)-(hy) soient vérifiés. Soient (X (.),u(.),p(.),q(.), P(.),Q(.))
6-admissibles donnés et H la fonction qui vérifie la condition maximale de (3.28). Alors

pour tout t € [0,T] et w € Q,
O H (t,T(t),u(t),p(t),q(t)) = O H(t,Z(t),u(t)). (3.36)
Nous présentons maintenant les conditions suffisantes d’optimalitées suivantes :

Théoréme 3.5 (Conditions suffisantes d’optimalité). Supposons que (hg)-(hs) soient vé-
rifiés. Soient (X (.),u(.),p(.),q(.), P(.),Q(.)) 6-admissibles donnés. Supposons que h soit
conveze, H(t, X (t),u(t),p(t), q(t)) soit concave pour tout t € [0,T] p.s. et

—

H(t, X (1),7u(t)) = max H(t, X (t),n), t€[0,T], P—p.s. (3.37)

uelU

Alors (X(.),u(.)) est une paire optimale du probleme (S).

Maintenant que les outils mathématiques nécessaires a cette thése ont été rappelés, on

va les utiliser pour des problémes de propagation de la rumeur sur les réseaux sociaux.
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Deuxiéme partie

Dynamique et contrélabilité de modéles

stochastiques d’e-rumeur
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Chapitre 4

Dynamique d’'un nouveau modéle

stochastique d’e-rumeur

1 Introduction

Comme nous ’avons mentionné dans l'introduction, ces derniéres années, I'apparition des
nouveaux outils de communication a savoir Facebook, Twitter, WhatsApp joue un role
trés important dans la propagation des rumeurs. En particulier dans le cas de fake news,
c’est un phénoméne trés dangereux pour notre société qui peut intervenir en économie
comme en politique par exemple. Les premiers modéles mathématiques d’e-rumeur ont
mis en évidence une similarité entre la diffusion des informations et la propagation des
épidémies, en particulier la propagation de rumeur. Pour plus de détails, les lecteurs
peuvent se référer aux travaux de [17, 18, 19, 44, 45, 46|. Dans le cas des épidémies, la
population est en général divisée en trois groupes, les susceptibles (5), les infectés (I) et
les guéris (R). Par analogie, dans le cas de la rumeur, on divise la population en ignorants
(I), spreaders (.5) et stiflers (R).

Dans des travaux précédents, les auteurs ont débuté avec un modéle trouvé dans [25]
dans lequel ils divisaient le groupe des stiflers en deux sous-catégories, a savoir les stiflers
acceptant la rumeur et ceux qui s’y opposent et proposaient une stratégie d’isolation au
hasard. S. Bernard et al. ont modifié ce modéle en supposant que tous les paramétres

dépendent du temps et ont caractérisé différents parameétres optimaux afin de minimiser
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la propagation de la rumeur dans [11, 12]|. Dans deux autres articles, ils ont introduit deux
actions extérieures dans le modéle dans le but de les controler séparément dans [13] et
simultanément dans [14] et de réduire la propagation de fake news sur un réseau social. Ces
actions ont été introduites comme une contre-information et une isolation des spreaders
les plus actifs. Par la suite, une analyse de stabilité a été effectuée sur un nouveau modéle
d’e-rumeur dans [15]. Dans cette étude, la population du réseau est divisée en quatre
catégories, les ignorants, les spreaders, les stiflers acceptant et les stiflers opposant. Mais
ce nouveau modéle prend en compte le fait qu'un stifler acceptant peut devenir spreader
ou un stifler opposant qui peut quitter le réseau comme tous les autres membres. Avec
ce systéme dynamique, une analyse de stabilité a été faite afin d’étudier les conditions
d’existence des états d’équilibres admissibles et leur stabilité, 'inexistence de cycle limite
ainsi que les critéres de persistance.

Mais ce processus de diffusion multidimensionnel est principalement régi par des éléments
socio-psychologiques et il a aussi un caractére aléatoire. Comme cela a été fait pour
différents modeéles épidémiologiques [16, 21, 27, 28, 29, 35, 53, 54|, nous allons utiliser
des arguments similaires pour la e-rumeur. Nous allons dans un premier temps proposer
un modéle déterministe d’e-rumeur pour lequel nous analysons la stabilité dans la premiére
section, comme elle a été le cas dans [39] pour une population d’électeurs avec deux partis
politiques. Du modéle déterministe nous arrivons & un modéle stochastique en tenant
compte de I'aspect aléatoire pour qu'un ignorant ou un stifler devienne un spreader. Dans
la seconde section, nous étudions l'existence et I'unicité de solution en se basant sur des
résultats sur les équations différentielles stochastiques (voir [37, 40| par exemple). Les
sections 4 et 5 sont consacrées a I'étude de l'extinction et la persistance de la rumeur
respectivement. Dans la derniére section nous comparons numériquement les seuils des
modéles déterministes et stochastiques. A la fin du chapitre, nous concluons par quelques

perspectives.

2 Formulation du modéle déterministe et construction

du modéle stochastique associé

2.1 Formulation du modéle détermiste

On consideére le diagramme suivant :
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Spreaders| ———

—— | [gnorants 0155 | |b2Ry

R
Bl ~
ul

R

Stiflers

et le systéme de trois équations différentielles ordinaires associé au diagramme précédent

suivant :
(%Sf) :,uN—Blw_ﬁzw — pl(t),
ds(t) _  I)S(t) , SMHR(E) , SHR()
Tt i L R
\7:52T+91 N —92 N —/LR(t)

Pour arriver a ce systéme qui modélise la propagation d’une rumeur sur un réseau de
taille constante N, on combine les deux groupes de stiflers du modéle déterministe utilisé
dans [15] en un groupe noté R. De plus, S(t), I(t) et R(t) sont respectivement le nombre
de spreaders, d’ignorants et de stiflers (personnes qui re¢oivent la rumeur et la garde pour
elles) du réseau; f;, B respectivement le taux pour qu'un ignorant devient un spreader,
un stifler; 6; le taux pour qu’un spreader devient un stifler et 6 l'inverse; p taux pour
qu’'une personne intégre ou quitte le réseau, comme ignorant, spreader ou stifler.

On suppose que u, 31, Ba, 01, 02 sont strictement positifs car I’étude n’aurait pas d’intérét

dans le cas contraire. En posant 6 = 6, — 605, i = N TN Ty ona
() = = Bii()s(9) — Bai(O)r (1) — i),
P _ Bri(t)s(e) — b0 (t) — ps(t) (a.1)
\d;g;) — Byi(E)r(t) + Bs(t)r(t) — pr(L).

De plus, I + S+ R = N donc i + s+ 17 = 1 et on peut trouver les points d’équilibres du

systéme (4.1) en résolvant le systéme d’équation suivant, trouvé en remplacant i(¢) par
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1—s(t)—r(t):
Bi(1 —s(t) —r(t))s(t) — Os(t)r(t) — ps(t) =
Bo(1 —s(t) —r(t))r(t) + 0s(t)r(t) — pr(t) =

D’apreés les résultats de [39] sur la dynamique entre deux partis politiques, les états d’équi-

libres admissibles de la forme (i*, s*,7*) du systéme (4.1) sont :

— FE; =(1,0,0);
E2:<%,%,O>Siﬁl>u;
E3=<é()526_2u>8132>ﬂ;
B ( 0 p(Br— B2) = 0(B2 — ) O(B1—p) — p(Br — BQ))
CT\O+ B =B 00+ B—Ba) 00+ B )
0+ 01— B2 >0,

si q u(Br— B2) —0(B2 — 1) >0,
0(61 — 1) — (B — B2) > 0.
Par rapport a la valeur de ¢*, pour que I’étude ait un intérét, on suppose 31 > By > p et

sans perte de généralité, on suppose aussi que § = 6; — 65 > 0.
Justifications des hypothéses : 5, > 85 > pu, 6 > 0.

- L’hypothése 0 > 0 ne changera pas les résultats de I’étude car 6 intervient dans deux
équations de notre systéme, une fois avec le signe positif et I'autre avec le signe négatif.

Dans le cas ou 6 < 0, on travaillerait donc avec —6 au lieu de 6.

- Si By < (B, alors la probabilité pour qu’un ignorant devienne un spreader serait plus
faible que celle de devenir un stifler. Dans ce cas, la rumeur ne se propagerait pas.
On choisit donc 31 > (s.

- Si fy, B2 < p alors il y aurait plus de sorties du réseau et donc moins de propagation

de rumeur.

0
Choix du seuil déterministe BRI : Posons RJ = #(—‘Fﬁl)
B2(0 + 1)
Pourquoi ce choix ?
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2 Formulation du modéle déterministe et construction du modéle stochastique associé

Basé sur les résultats de Misra [39] qui montre que : si 6§ > w alors on a
) —
. o (51 52) .. . . )
extinction des spreaders; si 0 < 5 alors on a extinction des stiflers; et si
1—

< (G )

Pour justifier notre choix, considérons la fonction de Lyapunov o(s,r) = sPr? avec p > 0,

alors on a persistance des deux.

¢ > 0, qui est une fonction strictement positive de classe C'' sur R?. Soit la fonction

\I/(s,r):U(Slr)cfl—j(s,r):p[ﬂl(l—s—r)—Gr—,u]—i—q[ﬁg(l—s—r)—er—u
1- Si Rl = M>1alors
Ba(0 + 1)

w0+ Br) > Bo(0+ 1) = p(Br—B2) —0(B2—p) >0
= 0(By — p) < p(Br — B2)

= < (521 ).
Deux cas se présentent 6 < M ouf > — -~ b = 52) :
B — 51

- Sif> b = Bu)

point d’équi ibre, stable et on est dans la zone de persistance.

alors 6(f1 — p) — (B — B2) > 0 alors E, est admissible et I'unique

- sif < M alors F, n’est pas admissible et on n’a pas de persistance car
w(E) <0
Dans ce cas,
E, est instable
E5 devient stable
E5 est instable.
Or Ey = (gl 6151 ,0), le systéme se stabilise autour d’un point d’équilibre ou s # 0 et

r = 0 donc la rumeur ne s’arréte pas.

Conclusion Si R4 > 1 alors la rumeur ne s’arréte pas, car il y a soit persistance de S

et R, soit stabilisation autour d’un point ou s # 0, r = 0.
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CHAPITRE 4 : Dynamique d’un nouveau modéle stochastique d’e-rumeur

2- SiRd= M < 1 alors

CACESY
O+ B1) < Ba(0+p) < 0(pn—Ba) +p(fr —B2) <0
& —0(B2—p)+p(B — P2) <0

donc Ej5 n’est pas admissible et W(E3) < 0.
Or FEj est instable car 51 > p et By > p.

E5 est stable car
{ —(B2—p) <0
(B — B2) — 0(B2 — p) < 0.
De plus, 0(Bs — i) > (B — B2) car RS < 1. Or

Br2>p0r = 0B —p) =08 —p) > p(Br— B2)
= 0(B1—p) —pu(Bi — B2) =0

et —(B2 — p) <0, donc Es est instable. On a donc un seul point d’équilibre stable Ej.

De plus, U(E;) > 0 et U(E,) = % [G(ﬂl — ) — (b1 — 52)] > 0.

Conclusion Si Rg < 1 alors le systéme se stabilise autour d’un seul point d’équilibre
o P2 p
stable F3 = (—,0,
T\ By

) pour lequel s = 0 et r # 0, donc la rumeur s’arréte.

2.2 Formulation du modéle stochastique

Lors de la propagation d’une rumeur sur un réseau, certains événements comme par
exemple des problémes sur le réseau lui-méme pourraient arriver. De plus, chaque personne
en relation avec le réseau a sa facon de réagir en présence de la rumeur. Le potentiel
spreader peut recevoir des conseils d'un(e) ami(e) a travers un message pour partager ou
pas la rumeur. Il peut devenir un spreader de maniére inconsciente, etc. Afin de modéliser
ces perturbations aléatoires qui agissent sur le taux de propagation de la rumeur, nous
faisons appel & un modéle stochastique. Ce dernier se construit, comme dans [16, 31],
en ajoutant au modéle déterministe un terme de diffusion qui modélise les perturbations
aléatoires des paramétres liés a la propagation. Dans de nombreuses branches des sciences
appliquées comme par exemple dans la dynamique infectieuse, y compris la dynamique de
la e-rumeur, les modéles d’équations différentielles stochastiques jouent un role important,

car ils peuvent donner un certain degré de réalisme supplémentaire par rapport au modéle
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2 Formulation du modéle déterministe et construction du modéle stochastique associé

d’équation différentielle déterministe (voir par exemple |4, 35, 47]). Pour arriver & ce
modéle stochastique, on ajoute comme anoncé dans le paragraphe précédent un terme
de diffusion au modéle déterministe. Ce terme de diffusion sera le produit d’une fonction
mesurable (71(5),72(S5)) qui dépendra de S et d'un brownien B(t) = (Bi(t), B2(t),0)
défini sur un espace probabilisé filtré (Q, F,{F;}i>0,P) ou la filtration {F;}i>o sur F
satisfait les conditions usuelles (c’est-a-dire la croissance, la continuité, pendant que Fy
contient tous les ensembles P-nul). On a pris cette fonction dépendant de S, car on
a donné la priorité a l'action de devenir spreader. En se basant sur les travaux de R.
Kovacevic dans [31], de A. Gray et al. dans |21]|, de C. Chen and Y. Kang dans [16],

de C. Ji et al. dans [28, 29| et du modéle déterministe, on a fait le choix d’une fonction

1S RS
(m(5),7(9)) = (%W’ 72?)’ ol 1 et o sont les intensités respectives de By (t) et By (t)

(intensités du bruit environnemental). Toutes les régles de transmission sont synthétisées

dans le diagramme suivant :

—— | [gnorants 0S8 OaRZ: ~o(S)

wR

Stiflers

et peuvent étre représentées par le systéme d’équations différentielles stochastiques sui-

vant :
dI(t) = <MN _ad (tﬁ(” _ ! (t)jf(t) - u[(t))dt — i (S)dBy (1),
as(t) = (s 1050 _ g SORO g SORD g}t 1 44(5)a (1)
+72(S)d B (1),
ante) = (3 U0y o SO g, SORO i) — (5)a800).




CHAPITRE 4 : Dynamique d’un nouveau modéle stochastique d’e-rumeur

En remplagant les fonctions v, (S) et 72(S) par celles choisies, on a :

(ar(t) = (1 — 5 ! “ﬁ(’f) 6, (t)]f(t) ot ())dt — 5 L3 g 4y,
dS(t) = (6 wse) _, (;\ff( ) +925(t3\1[3(t) _Ms(t)>dt+%f(t§5(t)d31(t)
E ( tSVR 0., o SORO _ g, SORO _ )y, ROSC) 5,0
De méme que dans le modéle dégerministe, W, B1, B2, 01, O sont strictement positifs. En

osant 0 =60, — b0y, 1 = —, s = —, r = —, on obtient :
p 1 2 N N

N
di(t) = (u — Bui(t)s(t) — Bai(t)r(t) — m(t))dt i) s()dB (1),

ds(t) = <5li(t)8(t) — Os(t)r(t) — uS(t)>dt + 11i(t)s(t)dBi(t) + yar(t)s(t)dBa(1),
dr(t) = (ﬂﬂ'(t)r(t) +0s(t)r(t) — ur(t))dt — o ()s(t)dBa(t).

(4.2)
En posant :
i(t) o — Bui(t)s(t) — Bai(t)r(t) — pi(t)
Xi=1 st) |, Ft,. X)) = Bri(t)s(t) — Os(t)r(t) — us(t)
r(t) Bai(t)r(t) + Os(t)r(t) — pr(t)
et
—1i(t)s(t) 0 0
M@, Xe) = | mi(t)s(t)  yr(t)st) 0 |,
0 —yor(t)s(t) O
on arrive a ’EDS suivante :
dX; = F(t, X;)dt + M(t, X;)dB;. (4.3)

3 Existence et Unicité de solution globale positive

Pour montrer I'existence et I'unicité de solution pour (4.2), nous allons appliquer le théo-
réme 1.22 extrait de [37, 40] a 'EDS (4.3).

Avant d’annoncer le théoréme d’existence et d’unicité de solution de (4.3), introduisons
une condition initiale pour I'EDS. Soit 0 < ¢y < T" < 400 et X un F;,-mesurable va-
riable aléatoire a valeur dans R? tel que E[\Xoﬂ < 400. On prend X (ty) = Xy comme

condition initiale pour 'équation (4.3).
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3 Existence et Unicité de solution globale positive

3.1 Théoréme d’existence et unicité de solution

Théoréme 4.1. Pour toute condition initiale X (0) = X, € (0,1)3, Iéquation différen-

tielle stochastique (4.3) admet une unique solution locale.

Démonstration 8. Vérifions les hypothéses du théoréme 1.22.

La fonction F(.,.) est composée de fonctions mesurables donc elle est mesurable. De méme
pour M(.,.).

1— Soit X(t) = (i(t),s(t),r(t)) et t € [0,t]. On a

M8 X ()] + || P X (0)]] = \/332(0)52(8) + 12i2(0)52(2) + 23r2(8)s2(8) + 23r2(0)52 (1)

+\/ [(n = Bri0)s(t) = Buit)r(t) — pi(t) )+ (Brit)s(t) — Ost)r(t) — ps(t))
-I—(ﬁgi(t)r(t) +0s(t)r(t) — ,ur(t))Q].

Trouvons une majoration pour chacun des termes sous les radicauz. On a

(1= Bui(0)s(t) — Bai()r(t) — i) <+ (Bui(e)s(e) + Bai(Bhr(e) + i)
(a—1b)* <a®+b
=+ (Buslt) + Bar(t) + ) ()
i+ 3( 822 (0) + B3r3(e) + 2 ) 2(2),
(a+b+c)* < 3(a® + b+ ¢?),
1+ 3(ﬁ12 + B3 + ,u2)i2(t) s,r € (0,1).

IN

IN

Par analogie,
(Bii0)s(t) — 0s0)r(t) — ps(0)) < (87 +200% + 1)) (1),
(a—0)><a*+0b* et (a+b)? < 2(a®+b?),
)
(

(522'(”7“@ +0s(t)r(t) - WQ(t)) < (2(63 +06%) + /ﬁ) (1),
(a—0)*<a*+0b* et (a+b)? <2(a®+b?)

et

YHE(1)2(1) + )0 + 32 (02 () + 3 (0)s%(1) = 2(2EA(0)3 () + B (1))

<277 +73) caryi,s,r € (0,1).
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CHAPITRE 4 : Dynamique d’un nouveau modéle stochastique d’e-rumeur

En utilisant les majorations, on a

[P x| + e x| < ¢ 12+ 3(82 + B3 + p2)2(t) + (82 + 2062 + p2) ) 2(1)
(208 + 0 + 12) 2] + /2008 + ).
Dou :
[P x|+ [pee, x| < c(1+11x401),

1
2

C = [3(82+ 82+ p2) v (B2 + 206 + )

N———

v (208 +6) + )] " v [+ 208 +9)].

2 Soit X(t) = (il(t),sl(t),rl(t)>, Y(t) = (ig(t), SQ(t),rg(t)) et t € [0,1]

HF(t,X(t)) - F(t,Y(t))H + ‘M(t,X(t() - M(t,y(t))‘ _
[(ﬂl(lész — 1151) + Pa(iary — i1r1) + p(ia — il))2 + (,U(SQ — 1) + 0(s272 — $171)

2 2
—B1(igse — Z'131)> + (M(W —11) — 0(8272 — 5171) — Ba(lare — iﬂ’l)) }

+\/2’}/%(2282 — i181)2 + 2’)/22(827"2 — 817”1)2.

Posons

A = By(igsy — i151) + Ballare — i1r1) + pia —i1)
B = p(se — s1) + 0(sare — s171) — P1(l252 — 1151)
C - ,U(TQ - Tl) — 0(827“2 — 817"1) — 62(7;27“2 — ilrl)

E = 2’}/%@282 — i181>2 + 2’}/22(827”2 - 817”1)2.

Trouvons les valeurs des termes de A, B, C' et E, puis une majoration pour chacun d’eux.
On a

P1(iasy —i181) = [i(iase — 118y + 159 — i181) = Bi[sa(ia — i1) + i1(s2 — 51)]
= [i59(la — 1) + Sri1(s2 — s1).

Par analogie,

Baliary — i171) = Bara(ia — i1) + Pair(ra — 1),
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3 Existence et Unicité de solution globale positive

donc A = (,U + 5182 + 527"2)(25 — il) + 61i1($2 — 81) + ,Bgil(TQ — 7“1).

Et

A? < 3| (uH+ Bisy + Bara)?(ia — i1)* + Biit(se — s1)° + 8315 (ra — 7”1)2}
(a+b+c)* <3(a® +b*+ )

330 + 8253+ B3r3) (i — 1)* + B (52 — 51)° + B3 (rs — 1)?),
(a+b+c)* <3(a® + b+ )

< 313042 + B2+ B2)(iz — i) + B (52 — 51)2 + B2(rs — rlﬂ, i1, 89,75 € (0,1).

IN

Par analogie,
2
B = [5182(i1 —ig) + (p+ Ory — Brig)(s2 — s1) + Os1(r2 — 7“1)}

< 3 [6f(z‘2 — )2+ (20 + 0%) + BE) (52 — 51)% + 0% (rg — 7‘1)2],

c? = [ﬁﬂ’z(il — i) + Ora(s1 — s2) + (1 — 051 — Pair)(r2 — 7“1)}2
< 3[53(2'2 — i) + 0% (s2 — 51)% + (1° +2(0° + 53)) (r2 — 7"1)2]
et

2
E = 2’}/12 (igSQ — i181)2 + 273(827“2 — 817‘1)

2 2
= 2712 [52(i2 — i) +i1(s2 — 31)} + 2’73 [7’2(52 —81) + s1(ra — 7’1)}

< 4712 [sg(ig — i1)2 + Z?(SQ — 51)2] + 473 [T%(SQ — 81)2 + 8%(7”2 — 7“1)2]
= Ayi(ia —i1)> + 40 +73)(s2 — 51)° + A3 (ra — 1)

Trouvons la majoration de A> + B?> + C?. On a
A4 B2+ O < 3[30% + B+ B3)(ia — in)? + Bi(s2 — 51)% + B(rs — 11)?]
+3 [5%(12 —01)? + (217 + 0%) + B7) (52 — 81)* + 0 (ry — 7‘1)2]
3| (i — 1)+ 0%(s2 — 51)% + (4 + 2(6° + ) (2 — 71)?]
3 (B + 87 + B3) + B2+ 83) (i — in)* + (B + 2042 + 6%) + B3 + 6% (52 — 31)°
(ﬁg + 07+ +2(6° + 5%)) (ry — rl)ﬂ
3 (302 + 4082+ 89)) (12 — i0)* + (204 + B) + 36%) (52 — 1)’
+(u2 +3(6° + 53)) (ra — rl)z} .

_|_
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CHAPITRE 4 : Dynamique d’un nouveau modéle stochastique d’e-rumeur

En remplagcant les majorations, on a
P x ) - Py ||+ |me xw) - Mty @) = VAT B+ 2+ VE,
d’ou

[F(t.X(0) = F(tY (@) + [M(E X () = MY (0)] < [3(602 + 4087 + )62 — in)?

|

N

3
(21 + 52) 4 36%) (52 — 1) + (4 +3(6% + B) (rs = 11)?)

vy [ = 0 + 0 9B (ss = 50 #2802 = ]
Par conséquent,

I

[Pt x0) - Ft.v))

’ + ‘M(t,Xt) — M(,Y))

SDHXt—Yt

D= [VA((37 + 45+ B) v @2+ 87+ 38%) v (2 4 38°+ 530)) ] v [y 3],

Les hypotheéses étant vérifiées donc, d’aprées le théoreme d’existence et unicité de solution
locale 1.22, '’EDS (4.3) admet une unique solution locale, d’ou l’existence d’une unique

solution locale pour notre systéme (4.2). O

3.2 Solution globale et entre 0 et 1

Le théoréme 4.1 montre que notre systéme (4.2) a une solution unique mais locale. Donc

il reste & montrer que cette solution unique est globale et reste entre 0 et 1.

Théoréme 4.2. Pour toute valeur initiale donnée (i(0),s(0),r(0)) € (0,1)® de (4.1),
il existe une unique solution globale (i(.),s(.),r(.)) € (0,1)® quelque soit t > 0 et cette

solution reste dans (0,1) avec la probabilité 1, c’est-a-dire :
[P{(i(t),s(t),r(t)) € (0,1, V> o} ~ 1.
Démonstration 9. Nous transformons le systéme (4.1) en un systéme a deux équations
di(t) = (M ~ Bui(t)s(t) — Bai(t)(1 — i(t) — s(t)) — m‘(t))dt — mi(t)s(t)dBi(t),

ds(t) = (ﬁli(t)s(t) —0s(t)(1 —i(t) — s(t)) — ps(t))dt + 718 (t)s(t)dBy (t) (4.4)
+y25(t)(1 —i(t) — s(t))dBa(1).
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3 Existence et Unicité de solution globale positive

Pour (1(0),s(0)) = (ig, s0) solution initiale donnée, le théoréme 4.1 prouve l'existence
d’une solution locale (i(t),s(t)) de (4.4) pour t € [0,7.) (T. est appelé temps d’explosion
[37]). Pour montrer que cette solution est globale, nous avons besoin de montrer que
Te = +00 p.s. Soit ng > 0 suffisamment grand tel que ig, sg € <ni0, 11— n%)) Pour chaque

entier n > ng, on définit le temps d’arrét :

ou (i(t) V s(t) V() > 1 — 1}.

7, = inf {t €[0,7.) : (i(t) As(t) Ar(t)) < -

S|

Nous fizons inf ) = +o0 (avec O ensemble vide). Il est clair que T, est croissante quand
n — +o00. Posons 71 = nLiIEooT”' On a Tyoo < 7 (car 7, < 7.) p.s. Si nous arrivons a
montrer que Tioo = +00 p.s. alors T. = +00 p.s. pour toul n > ng. La preuve est réduile
a montrer que Tyo = +00 p.S.

Supposons que 'assertion est fausse. Il existe alors deuz constantes T > 0 et € € (0,1)

telles que [P<7'+OO < T> > €. Bt il existe un entier ny > ng tel que
P(r. <T)>¢, Vn>ny. (4.5)

On définit l’ensemble D = {(i,s) €(0,1)2:i+s< 1}, puis la fonction V : D — Ry
définie par

En utilisant la formule d’Ito, nous obtenons

, ov ov . oV 170*V, o*V o*V.
dV (i(t),s(t)) = Edt + Edz + gds +3 [W(dz)z + m(ds)2 + aZ,(%dzds
v
+586’id5d4’

avec

(@i = RSP, (@5 = [0 + 31— i(t) - s(0)*0)] de
et dids = dsdi — v3i%(t)s*(t)dt.
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CHAPITRE 4 : Dynamique d’un nouveau modéle stochastique d’e-rumeur

Donc

dV(i(t), s(t)) =
(- Zzit) (T—i(t )1 s(t))2> [ (1= Built)s(t) = Bui(t)(1 = i(t) — s(8)) — pit) )t
—1i(t)s(t)dBy (t )] + ( 21(t) T )1 =0 2) [<5li(t)s(t) — 03(1&)(1 —i(t)

t
(1—i(t) - s(t))ng(t)]
2 2 22 2
(5@ + T=mm =) CiF00

Jat.

(1)) — ps(t) >dt + ()t dBy (t) + 725(t)

PRIGL )82(75) [(

+ —
P 1=it) - s
)

t
31 —i(t) — S(t))232(t)) (1411z(t§t—8 <(tt>))

On écrit alors

4.6)
s(t) 1—zt)—s(t)> (
- dBs(t
e s s )Y
avec LV : D — R définie par
LV(i.s) < 1 1)( Bris — Boi(1—i—s) >
is)=(—"7""—""F—= — Bris — Bai(l —i—8) — pi
(1—2—8) 2 H 1 2 K
+< — )( pris — 0s(1 —i —s) u>+722232<1+ ! )
1—z—s ! ! (1—i—s)3
272252
2.2 2 2.2 i
+( 3><%ZS+721_1 )S>_(1—z—s)3
T @ Mﬁ@ & Pris B
z'2 i i (1—i—s)? (1—i—s)?2 1—i—s
B ,uz _@_'_‘9(1—2—8)_’_&_’_ Blzs B 9'8 B s
(1—i—s)? s s s (1—-1—8)? 1—i—s (1—i—2s)?
2.2 2:2 2 22 2 - 2 252 2 2 2
NS NS Tt Pl —i—s) NS 28
* i +(1—z—s)3+ s * s +(1—z—s) l—i—s
2v2i%s?
(1—i—s)?
Or
brs  Pll—i=s) p f 0 0l—i—s) p
LV < - -
(i) = i i * +(1—z—s)2 (1—@—3)2+ s s
s st it plmi-s)t s
(1—i—s) i s s l—i—s



3 Existence et Unicité de solution globale positive

donc
s 1—i—s 252 91 —i—s 242 2(1 —j—35)2
LV (i,s) < 5#4-62(—,)_’_&._'_71. + ( )—i-ﬁ—i-% +72( )
L5 [ 4 v S S S S
1—i— 2.2
BRI k)
(1—i—s5)2? 1—i—s
2 0 2 2 2
L N e L S e G 72
? 1 1 1 s s S S l1—4—s 1—i1—s5
= 5(51+Bz+u+%)+; 9+u+vf+7§)+—1_i_s(u+7§>.
D’ou
LV (i(t), s(t)) < CV(i(t), s(t)),
avec

C = (51+62+u+712>v(9+u+ﬁ+7§).

En remplagant la majoration dans (4.6), nous obtenons

> 71\ =
Z(_t) s(t) (4.7)
s(t) 1 —a(t) — s(t) '
M R
En intégrant (4.7) entre 0 et T, \t, on a :
|7 v < [T eviesens [T (G - 55

w6 1—i() -
- 72/0 <1—¢<s>—s<a> 5(8)

et en prenant l’espérance des deuxr membres, on a :
T/t
B[V (i(r A0 s A1) < Viiossn) + CE[ [ V), ()]
0
t
< V(g s0) + c/ B|V(i(r A ), 5(7 7 €))] €.
0
D’apres le lemme de Gronwall, nous obtenons
E|V(i(ra AT), s( A T))] < V (i, 50)e°T . (4.8)

Prenons Q,, = {7, < T} pour n > ny et comme pour tout n > nq, P(1, < T) > € done,

d’apres (4.5), P(Q,) > €. Pour tout w € §,, il existe au moins {'un des i(7,,w), (7, w)
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CHAPITRE 4 : Dynamique d’un nouveau modéle stochastique d’e-rumeur

qui soit égal a1 — L ou L.
n n

.. o 1 1
Sii(Tn,w) =1 — ~ ou - alors

V(i(Tn,w), s(Tn,w)) > n.

Si s(1p,w)=1—121 ou

n

alors

3=

V(i(n,w), s(Th,w)) > n.
D’apres (4.5) et (4.8), on a :
V (do, so)eCT > ELg, @)V (i(Th, w), s(1,,w))] > en,

avec Lq, la fonction indicatrice de §,. Puisque € est fizé dans (0,1), on obtient, lorsqu’on
fait n — oo, oo > V(ig,50)e“T = oo, ce qui est absurde. Donc 7o, = o0 p.s., ce qui

termine la preuve. [

4 Extinction de la rumeur sur le réseau

Dans les modéles déterministes, la valeur du nombre basique de reproduction R4, appélé
seuil, détermine la zone de persistance et d’extinction de la rumeur, comme pour les épidé-
mies etc. Quand R¢ < 1, il y a stabilisation du systéme autour d’un seul point stable pour
lequel le nombre de spreaders diminue exponentiellement jusqu’a s’annuler et le nombre
de stifflers reste différent de zéro, c’est-a-dire que la rumeur s’arréte sur le réseau. Tandis
que quand R3 > 1, le systéme se stabilise autour d’un point oi1 le nombre de spreaders
est non nul et le nombre de stifflers diminue jusqu’a s’annuler. Mais ils ne deviennent pas
ignorants, car le modéle n’envisage pas une telle situation, soit ils quittent le réseau ou ils
deviennent spreaders, c’est-a-dire le nombre de spreaders est soit stabilisé ou augmenté.
Donc dans ce cas, la rumeur persiste sur le réseau parce qu’on a toujours présence de
spreaders.

Dans cette section, nous allons définir certaines conditions pour lesquelles on aurait ex-
tinction de la rumeur.

Avant d’établir les résultats, il est important de donner trois lemmes, deux inspirés des
lemmes 2.1 et 2.2 de [35, 54] et un du théoréme 1.3.4 de [37], qui seront utilisés pour

démontrer le théoréme sur ’extinction.
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4 Extinction de la rumeur sur le réseau

Lemme 4.1. Soit (i(.), s(.),r(.)) solution de (4.2) avec (ig, So,70) € (0,1)3 la condition

initiale. Alors
i(t) + s(t) +r(t)

tli>123 ; =0 p.s.,
c’est-a-dire
(t t t
limM =0, limﬂ =0 et limM =0 p.s.
t—o00 t—oo t—oo

Démonstration 10. D’autres preuves similaires du méme type sont dans [53, 54]. Soit
u(t) = i(t) + s(t) + r(t). On définit w(t) = (1 4+ w)?, avec p une constante strictement

positive. En utilisant la formule d’Ité, on a :

ow 10%w 9 1
= — - — 1 p—1 - —1(1 p—2 2'
dw(u) = - du+ 5o (du)” = p(1 +uf " du+ 5p(p — 1) (1 +u)"(du)
Or
u(t) = i(t) + s(t) + r(t) = du(t) = di(t) + ds(t) + dr(t)
et
(du)? = (di)? + (ds)? + (dr)? + 2(dids + didr + dsdr),
avec
(di)? = niisdt, (ds)? = (31 +23r?)s’dt, (dr)? =~3s*r?dt,
dids = —yi*s*dt, didr =0, dsdr = —3s°r’dt
et

(du)? = y7i®s*dt + 47i2s>dt + var®s*dt + yas*r?dt + 2(—yi*s*dt — y3s*r?dt) = 0.
En remplacant di,ds, et dr, on a :
dw(u) = p(1+u)’ 'du
= p(1+u)P "y — Bris — Boir — pi + Bris — Osr — ps + Boir + Osr — prdt
+p(1 + )P~ [=vy1isd By + Y1isd By 4 YorsdBy — vorsd By
= p(L+u)  u—pli+s+r)dt = p(l+u)’~ (u — pu)dt
= (L w2 — )t
c’est-a-dire

dw(u(t)) = Lw(u(t))dt, (4.9)
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avec Lw(u) = p(1 + u)P2(u — pu?). Pour 0 < k < pu et en remplacant w(u(t)) par
eFw(u(t)) dans (4.9), on a :

dleFw(u(t))] = Lle®w(u(t))]dt.

En prenant l'intégrale entre 0 et t, puis l’espérance des deuxr membres, on obtient :

Bletw(ult)] = wlu(0) + [ Lulu(e)lds (4.10)
LleMw(u)] = keMw(u) + e Lw(u) = ke (1 + u)? 4 pe™ (1 + u)P 2 (u — pu?)
= pef(1+u)P? E(l +u)? + p(l - uQ)}
ki p—2 E %u —(u— E w2
= pe(l1+u) (p+u+ ; (n p) )
< peH
et

H = sup {(1 —|—u)p2(§ + 1+ QPTI{:U —(u— ﬁ)uQ)}

uER4 p

En utilisant (4.10), on a :

He*  pH (14+u(0))? pH
kt Pl < p P _ bit Pl <« M N, T
E[e (1+u)}_(1+u(0)) +— k :>E[(1+u(t))}_ i +
D’ou i
- p| « P4
tLleroosupE[(l + u(t)) } < P Hy p.s.

Comme u(t) est continue, il existe une constante M > 0 telle que
El(14u(t)’] <M, t>0. (4.11)

Pour tout § > 0 suffisamment petit, k = 1,2, 3, ..., en intégrant (4.9) entre kd et t, on a :

mem@a@mwm%

et en remplagant Lw(u(t)) et w(u(t)) par leurs valeurs, on obtient

/dO+MOV% =Q/pu+mav4w—uﬁ@»&,
132 ko

donc (1+u(t))? :<1+wmwﬂy/pu+wov*m—uﬁgnﬁ.

ko
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4 Extinction de la rumeur sur le réseau

On prend ensuite la borne supérieure pour t compris entre ko et (k+ 1)0, ce qui donne

sup (14 wu(t)? = (14 u(kd))’ +  sup
k6 <t<(k+1)6 kS <t<(k+1)6

/k p(L+ u(€)P2 (s — pi(€))de .

0

En prenant l'espérance des deux membres et on obtient

E[ sup (14 u(t))p] = E[(1 + u(ké))?] + I,
kS<t<(k+1)8

I, = E| sup /p(l+U(£))”_2(M—uu2(€))d€‘]
| kO<t<(k+1)6'J ks

-5l sw |f pu(1+u(€))”‘2(1+U(£))(1—U(f))df)]
| kO<t<(k+1)6'/ kS

- E| sw /képu(HU(&))pl_u(g;df‘]-

| KO<t<(k+1)5 1+ u(é

1 —
Or u(t) <1 donc il existe c; = pu sup “
kS<t<(k+1)

()
1—|—u(§)‘ tel que

(k+1)8

ka<f<“£ﬂ>a‘/k:“ ule)re ’] <aB[[arura

oB| /k R (1 -+ u(©)rde]

5 k6 <t<(k+1)8

I

IN

ClE

IN

IN

clE[ sup (1 +u(€))?[(k + 1) — /«5]}
ko <t<(k+1)5

= cléE[ sup (l—l—u(t))p]
k6 <t<(k+1)

Par conséquent,

E[ sup (1+u(t))p] < E[(1 + u(kd))?] +c15E[ sup (1+u(t))p].
kS<t<(k+1)6 kd<t<(k-+1)8

En particulier, pour 6 > 0 tel que 10 <1, on a

E[ sup (1 +u(z€))p] < 2B[(1 + u(kd))?] < 2M, d’apres (4.11).
k6<t<(k+1)6

Soit €, > 0. En utilisant ['inégalité de Chebyshev, on a :

E[ sup 1+ u(t))?
kégtg(kJrl)é( ®) 2M

< kE=1,223, ...
(ko) iFer = (ho)ire 23

u>( sup (1+u(t))P>(k5)1+6u)g
k6<t<(k+1)8
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En appliquant le lemme de Borel-Cantelli [37], nous obtenons, pour presque tout w € €0,

sup (14 u(®))? < (k6), k=1,2,3, .. (4.12)
k6 <t<(k+1)s
Comme ['inégalité est vraie pour tout k, il existe un ko(w), pour presque tout w € Q tel
que la relation (4.12) reste vraie pour tout k > ko. Pour presque tout w € Q, si k > ko et
ko <t < (k+1)d,

log(1 + u(t))? < (1 + €,) log(kd)

=1+ €,.
logt - log (ko) e
Donc |
1 t))P
lim su og(L+ u(t)) <1l+e¢€ ps.
t—+o00 logt
Faisons e, — 0, on a
log(1 t))?
lim su og(L + u(t)) <l1p.s
t—+o0 logt
Comme 1 <p<142u donc u> p%l
1 t log(1 t 1
lim sup 280 g loellre®) 1
t—+00 logt t—+00 logt p

c’est-a-dire que pour 0 < o <1 — %, il eziste une constante T = T (w) et un ensemble Q,

tel que P(Qy) >1—0 et pourt>T, w e Q,,

1
logu(t) < (= +o0)logt
p

et donc )
u(t trte
lim sup Q < lim sup =0.
t——+o0 t t—+o00
Or i,s et r sont positives donc u l’est aussi et on a :
t 1(t t t
limﬁzlim ()+S<)+T<>:Op.s.
t——4oco T t——+00 t
Pour la méme raison
i(t s(t r(t
lim Q =0 lim Q =0 et lim Q =0 p.s.,
t—+oo t—+oo t—+oo

ce qui termine la démonstration du lemme 4.1. [

Lemme 4.2. Soit (i(.),s(.),r(.)) solution de (4.2) avec (ig, S0,70) € (0,1)3 la condition

initiale. Alors
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4 Extinction de la rumeur sur le réseau

/0 ti(é)dBl (€) /0 tz‘(g)de(g) M i

lim =0, lim =0, lim =0,
t—o00 t—00 t—00 t
t t
[ its©ana(e JREGIG
lim 2 =0 et limZ° =0 p.s.
t—00 t t—o00

Démonstration 11. D’autres preuves similaires sont disponibles dans [53, 54].

Soit X(0) = [ #€0dB(©. V(0 = [ #(0aBa(6). 20) = [ s©aBa(o). 1) = [ iOs(e)dBAc).

et R(t) = / s2(€)dBy(€). Par linégalité de Burkholder-Davis-Gundy et Iinégalité de Hol-
0
der, nous obtenons pour tout 2 <p <1+ 2pu

D
2

E {Sup |H(g)|p} < C,E { /0 tz?(g)SQ(g)dg] < C,t*E {Sup iP(€) sup sp(g)} < 2M>Cit3.

0<e<t 0<g<t 0<g<t

Soit ey, une constante positive, choisie arbitrairement. Alors

E[H((k+1)3)]"]
- (k5>1+eH+§

2M2C,[(k +1)8)2
- (k5>1+eH+§

[P{w: sup |H(t)|p>(k5)1+6ﬂ+%}
ko<t<(k+1)6

Par application de 'mégalité de Doob martingale, on a :

21+g M2
} <226 (4.13)

Plw: sup  [H()F > (ko) Fents (ko)

ko <t<(k+1)d

Par le lemme de Borel-Cantelli, on obtient pour presque tout w € €,

sup  |H(t)|]P < (k&)™ k=1,2,3,...
ko<t<(k+1)6

Done, il existe ky,(w) positif tel que pour presque tout w € ), pour k > kg,, la relation

reste vraie. Pour presque tout w € Q, si k > ky, et ko <t < (k+1)J, on a

In|H@)P  (1+em+5)In(ko) P
< =1 —.
e In ko ety
Donc e . ,
lim sup n|H(t)] < +EH+§.
t—+o00 Int D
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En faisant

In |H(t 1+2 1 1
eg — 0, on obtient lim n|H(?)] < A
t—too  Int P 2 p

1 1 _
Alors pour 0 < n < 57~ petit, il existe une constante T = T(w) > 0 et un ensemble
p

tel que P(Q,) > 1—mn, pourt>T et w € Q,,

1 1 H(t p3tytn
In|H(t)] < (5‘*‘5‘*‘7])11” et donc tggrnoosup¥ gtginoosup ; =0.
Hit
Puisque lim inf M > 0, cela entraine que
t—-+o0 t
Hi(t
lim —| ® =0 p.s
t—>+oco ¢
D’ou
H
lim i) =0.
t—+oo ¢
Par analogie, on montre que :
X(t Y(t Z(t t
i 28 _ YO _o gim ZW o, RO _y
t—+oo ¢ t—+oo t t—+oo ¢ t—+oo ¢

ce qui termine la démonstration du lemme 4.2. [

Soit
(L+2(B24+0)(Bi+0+73)  6(0+273)
(04 1) (B2 + 1) 275(0 + )’

qu’on utilisera comme seuil dans la suite pour I'extinction mais aussi pour la persistance

S —
ROl_

du modéle stochastique. Pour mieux comprendre le choix de ce seuil, il faudra suivre la
démonstration du résultat de I’extinction, car c¢’est en faisant les calculs qu’on arrive a

effectivement le déterminer.

Théoréme 4.3. Soit (i(.), s(.),7(.)) solution de (4.2) avec (ig, so,70) € (0,1)3 la condition

initiale. Si RG, < 1 alors

1
lim sup ns(t)

t—o0 t

<(u+0)(R;; —1) <0 p.s.,

ce qui signifie que s(.) tend exponentiellement vers zéro presque surement, c’est-a-dire que

la rumeur s’arréte a probabilité 1.
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Démonstration 12. Pour faciliter les calculs, on utilise dans tout le reste du document

le modéle suivant obtenu en remplagant r(.) par 1 —i(.) — s(.) dans (4.2) :

di(t) = (11 = (B = B)i(E)s() + Bai®(t) = (B + w)i(t) ) dt — i(t)s(t)dBy (1),
ds(t) = ((51 +0)i(t)s(t) + 0s*(t) — (0 + u)s(t)>dt + 71i(t)s(t)d By (t) + y2s(t)dBso(t)

—72i(t)s(t)dBa(t) — y2s*(t)dBa(t).
(4.14)

On inteégre entre 0 et t les deux EDS de (4.14), ce qui donne

t

i) —io = nt—(6i—5) /Otz'@ (©)d + 6, / (e — (3 +1) [ i6)¢

0

o [ )56
y
=50 = (r+0) [ ds(er -0 [ (6 9+u/08
b [[HOSOIBE) +: [ 4B~ [ (Os(€aBte
[ R©iBE).

En les additionnant, on a :

i(6) o+ () —s0 = pt+ (B +0) / H€)s(€)dE + By / <5>d5+0/0 2(€)de

t

(B + 1) / i(€)de — (0+ p) / S(E)dE + 7, / S(€)dBy(€)
1 / H(€)5(€)dBs(€) — / 2(6)dBy(©),

ce qui donne

‘L o Ba + 6 Ba t.2 0 t2
JRGL ‘ﬁ2+utfﬁ2+u/ i©ste)de + 72 [ @+ = [ opie

0+ pn
AT /0 S(E)de + (1), -
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avec

o) = = (1) = i 5(6) = 50— 70 | S(QABAE) + 72 [ H(E)s(dBa(o)

+ o [ 0aBA9).

Appliguons la formule d’Ito a la fonction Ins(t), on a :

d(ins(t)) = ah;f“)dH8lgz(t)ds(t)+%a glsj(t)(ds(t)f
1 1

1 2
= S0 — g @)

[\

En calculant le carré de la deuziéme équation du systéeme (4.14), on a :
(ds)? = (V2i%s% + 72s% 4+ 72i%s® + y2s* — 292is® — 2v2s® + 292is®)dt,

d’ot, en remplacant ds et (ds)?, on obtient :

d(lns(t))
- % <V1i(t)8(t)dB1(t) + 755(t)dBy(t) — 42i(t)s(t)dBy(t) — 7282(t)dB2(t)>
e ®) (Fi2(1)53(0) +352(1) + 23i%(0)s2 () + 23" (1) — 203i()s*()
2.3 2 3 1 . 2
— 2955°(t) + 293i(t)s (t)>dt D ((61 +0)i(t)s(t) + 0s>(t) — (0 + M)S(t)>dt
= ((61 +0)i(t) +0s(t) — (0 + p) — %(vf + )i (t) — %73 — %7352@) +~2i(t) + 2s(t)

- 7§i(t)3(t)>dt +71i(t)dBi(t) + 72dBa(t) — 72i(t)dBa(t) — 725(¢)dBa(1).

En intégrant entre O et t, on a alors :

ns(t) = (B1+0+99) [ i€ = 0+t = 3t = 50t 1) [ F(E)ae

0490 [ s = 23 [ (e =3 [ i(©)s(€)ae + Bt
+om / HE)dBL(€) — /0 {(€)dBa(€) — o /0 S(€)dBo(€) + In s0.
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t
On remplace / i(&)d¢ de Uéquation (4.15) dans la précédente, ce qui donne
0

_ 7 B2+ 6 B [ 4 '
s = [t 20 P+ 2 [eier 2 [

0+ t .
S [ s +0(0)] 51+ 098) = (04 )t = okt

- 50T+ [P+ 0490 [ st = 503 [ e
_ / HE)s(E)dE + 12 Balt) + 1 / HE)ABL(E) — 72 / i(€)dBs(€)

— dB ]
- / S(€)dBa(€) + In so,
c’est-a-dire
2 0
Bo(Br+0+3) [ 0(61+0+3)
B +p)(BL+0+73) _ 2 2
Bt 1 /0;9 )d§ 71 +7 / 72/ (§)d¢
n <9+72/ £)¢ - 73/02 d€+7232() B(0) + (Br+ 0+ 2)(0),
(4.16)

avec

w0 = [ H(O)dBA(E) — s / (E)dBa(E) — / 'S(€)dB(E) +In 5o

Ori,s € (0,1) donci* <1,52 <1,is <1 et

Ins(t) <
0 2 0 0 2 0
#(ﬁlﬁ:—_’_z%)t_(94‘#)75_%%275"‘ (B2 + )ﬂ(f:_‘; +’72)t+6 (ﬁlﬁ:‘+:’72)
0Bi+0+7), @+wBi+0+%) [ N
L), BTWALEL0) [eyie + 0+ [ ste)ae
t
~572 [ (€ + Bat) + 010) + (51 + 0+ Do)
B O+, 1 5 2(B+0)(Bi+0+3)
D L a—
O+ B+ [ RNy N
L) [sepde 57 [ s00de + 0 +93) [ st + Bt

FY(t) + (B + 0 +73)o(t).
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Mais
Ll 0ha2)s = iz m o0 a)s) = —L 4252 — 2ves (04 42
572 R)s = —5hns %)) = =5 | 728" — 2728 (0 +3)
Y2
1 0+73\°  (0+93)?
- 7[(”5_ ) -
V2 2
1 0+73\" | (0+13)?
_ 1t (723— 72) +( ZQ)
2 V2 273
(0 +73)?
_— 2,}/22 b)
donc
1(Br+ 0 +3) 1, 261 +0+%)(B2+0),  (0+13)°
In s(t t— (0 4+ u)t — =yt + t+ t
Q By + O+ wt =57 B+ 1 273
+0+3)(0+p) [*
+ ol - PECEOED [ieyie 1 5,40+ 2)00) + 000
0
2 4 212
< (422 +0)(Br+6+7), 7 (9372) F= (0 + )t
524‘# 275

(Bi+0+2)0+p) [ )
_ T / S(E)dE +1Ba(t) + (B + 0+ 12)b(t) + ¥(t).

En dwvisant ’équation part, on a :

ns(t) _ (ut+2(B2+0) (B +0+93) 13— (6°+ 2045 +3)

t = B2+ p 273 ~ 0+
. eﬁtfiw I (5(0)) + 7 BQt(t) + (B +0+ 73)@ - @
Donc
In s(¢) (b 282+ 0)(BL+0+73)  00+293)
t (eﬂ‘; , 9(0+u)(ﬁz+u) b T30+ ) 1t o @1
(Bt ;2_‘7‘2/1( 1 sy + =+ (Bt 0+ 73)@ + @

Dans la relation (4.17), on aurait pu éliminer le terme contenant (s(t)) mais on fait le
choiz de le garder car cette relation sera utilisée pour la persistance. En remplacant Rf;
par sa valeur, on a
In s(t)

t

et en prenant la limite quand t — 400, comme Ry, < 1, on a

lim @ =0, limM =0 d’apres les lemmes 4.1 et 4.2,
t—o0 t—oo ¢

+(61+0+7§)@+@,

< O+ )Ry — 1)+ 720
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et d’aprés le corollaire 1.2

lim 220 _ 0,
t—o0 t
donc
Ins(t
tlim sup ni( ) <(u+6)(Rj —1) <0,
—00

ce qui entraine que

lims(t) =0 p.s.,

t—o00

ce qui veut dire qu’il y a un regroupement de spreaders dans le groupe des stiflers ou une
partie de spreaders qui quitte le réseau, car d’aprés le modéle, un spreader ne peut pas

devenir ignorant. Ceci termine la démonstration du théoreme 4.3. [

Le théoréme 4.3 montre que sous la condition R§; < 1, la rumeur s’arréte.

5 Persistance de la rumeur sur le réseau

Dans cette section, nous allons établir une condition suffisante pour que la rumeur
persiste sur le réseau. Pour cela, nous allons choisir un seuil et présenter une définition de

la persistance en moyenne qu’on peut trouver dans [16, 34].
Définition 4.1. Le systéme (4.2) persiste en moyenne si

lim inf(s(t)) > 0, p.s.

t—o00

Avant d’annoncer le théoréme 4.4, on rappelle ici deux lemmes généraux qui proviennent

de I'appendice de [27] et qui nous serviront dans la démonstration de la persistance.

Lemme 4.3. Soit f € C([O, o0) x 2, (0, oo)) S’il existe des constantes positives \g et A

telles que

nf(0) <3 F(©)de + F(t) ps.
Ft)

pour tout t > 0, avec F € C<[O, o0) X IR> et limT =0 p.s. alors

t—o0

im sup 7 le)de < 2
Jim sup ~ i N p.S.
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Lemme 4.4. Soit f € C([O, o0) x €, (0, oo)) S’il existe des constantes positives \g et A

telles que

Uy F(O)de + F () ps
Ft)

pour tout t > 0, avec F' € C([O, o0) % €, IR> et limT =0 p.s. alors

t—o0
lim i fl/tf(f)d§> !
11m 1nr — — .S.

Soient

s _ BBt 04%) g NAS g A Bt 30) (Bt O+ y) 0 A5y
2 0+8)( Bt ) 200+ p) o (0 + 1) (B2 + 1) 2(0 + 1)

qu’on utilisera comme seuils dans la suite pour la persistance du modéle stochastique.

Pour mieux comprendre ces choix de seuils, il faudra suivre la démonstration du résultat
de la persistance, car, c¢’est en faisant les calculs qu’on arrive & le déterminer.

Les résultats de la persistance ne font intervenir que des hypothéses sur R, et R mais,
on aura besoin dans le théoréme 4.4, puis dans le théoréme 4.5, d’'une condition sur R;.

Donc, cela nous contraint a trouver une relation entre ces seuils.

Relation entre les seuils : 1§, et R, puis i3 et If;.

On a
R BoBr+0+7) pa T
2 0+8)(Batn) " 200+ p)
_ BBitb+y) plO+P) vit5n
0+ B)(Ba+p) ~ Bo(04p) 200+ p)
_ p(Bi+0+13) A7 +5%
O+ p)(B2+p) 200+ p)
< p(Br+0+73) 2B+ 0)(Bi+0+73)  0(0+273)
= 0+ ) (B2t p) (0 + 1) (B + 1) 273 (0 + p)
_ (204 0) (it 0+75) | 000+293) _
B (6 + 1) (B2 + 1) 2930 +p)
donc

Ry, < Rj;. U

Etant donné que 3, > 6 (hypothése du théoréme 4.5), on a
28y >20=2(0y+0) >30 = u+2(Bs+6) > pu+ B2+ 30,
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5 Persistance de la rumeur sur le réseau

ce qui entraine que

(14 2(B2 +0))(B1 + 0 +73)
(0 + 1) (B2 + 1)

(+ B2+ 30) (B + 0 +3)
(0 + 1) (B2 + 1)

>

donc
(42082 +0)(Br+0+13) _ (u+Ba+30)(Bt+0+93) % +5%
(0 + 1) (B2 + 1) B (0 + 1) (B2 + 1) 200 + p)
d’ou
e (264 0)(B+0+73) | 00 +27)
o (6 + 1) (B2 + 1) 293(0 + p)
(BB +30)(Bi +0+13) W +5% .
- (0 + 1)(B2+ p) 20 +p)
¢’est-a-dire

Rjs < Ry,. U

Théoréme 4.4. Soit (i(.),s(.),r(.)) solution de (4.2) avec (ig, So,70) € (0,1)% la solution

initiale. St RS, > 1 alors

(52@—: i)é]j_(smfy%_ 2 < }g{}o inf(s(t)) < tlggo sup(s(t)) <

(Bo+ p) (R — 1)
B+ 0+ 3

P.S.,

ce qui stgnifie qu’il y a presque surement un nombre de propageurs sur le réseau, ¢’est-a-

dire que la rumeur persiste en moyenne avec la probabilité 1.

Démonstration 13. On multiplie l’équation (4.17) par t et on a

(+2(Ba+0)(B1+0+73)  0(0+293)
mslt) < (0+M>[ (0 + ) (B2 + 1) 293(0 + ) _1}t

B (Br+0+73)(0+ mt(s(t)) + Yo Ba(t) + (B + 0 +v3)o(t) + ().

P + p
Comme (s(t)) = %/0 s(&)dE, on écrit
(L+2B2+0)(Br+0+73)  0(0+23)
) < 0+ [ e )
Bt O0+7%)0+p) [ 5
- IO [e)de Bt + (51 + 0+ 9)0(0) + 010

En remplacant Ry, par sa valeur, on obtient

(BL+0+73)(0+ p)

I s(t) < (u+0)(Ry, —1)t— By + 1

/ (€ + 12 Bat)+ (B 042 0(0) -0 1),
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CHAPITRE 4 : Dynamique d’un nouveau modéle stochastique d’e-rumeur

F(t)

En prenant F(t) = 72Bs(t) + (S1 + 0 + 2)é(t) + ¥(t), on a tlggloT = 0, d’apres les
lemmes 4.1, 4.2 et le corollaire 1.2.

Posons A\ = (u+0)(R5; — 1) et N\g =
Riy > 1 done R§;, > 1 c’est-a-dire A > 0.

(Br+0+73)(0+ )
Bo + p

> 0. Comme Ry, < Rj, et

Par application du lemme 4.3, on a

. (1 + 9)(R81 - 1)
Jm sup(s(t)) < (BL+0+7)0+p)
B+

c’est-a-dire

(Ba + p) (R — 1)

tlim sup(s(t)) <

fr+0+75
ce qui montre la premiere partie du théoréme.
De plus, en utilisant I’équation (4.16) on a :
u(Bi+0+93) . 1 (Ba +0) (B +0+13) [
s(t) = BRI (g - o+ EDEECER) [is(ega
Ba(Br+0+73) (1 0B +0+73) [* 2
" B+ p /ol(f)d§+ P+ p /Os(g)dg
B (0 + 1) (B + 0 +13) ' _1 2 2 t-2 2 '
L) [ = 508 +0) [ P+ 0+ 99) [ s(e)a
= 33 [0 22 [ UO)5(€)de +1aBale) + v(0) + (51 + -+ )00
0 0

Comme i,s € (0,1) donci* <1, s? <1, is<1let —i*>—1, —s*> -1, —is > —1. On

a alors

(B +60+73)
B+

1 t t
- gt [ ae =t [ e+ Fi0)

B+ 0+ ~2 1 1 1
= [M( 1 2)—(9+u)——722——(v12+7§)—§7§—7§ t

1 t 1 !
Ins(t) > t—(0+ p)t — §~y§t—Ao/0 s(§)d§ — 5(vf+v§>/0 dg

Bo+ 1 2 2
Y /0 S(©)de + F(1),
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5 Persistance de la rumeur sur le réseau

c’est-a-dire
9 2 t
s > | (g - o= Dot [ s(egae + £ )
w(Br+0+73) A +5% !
<9+m{w+wxm+i>‘ﬁe+5‘*}“‘%As““5+F®
B Bo(Br+0+3)  pO+p8) #+53 ], [
‘<9+”[w+@xm+ﬂ>x@W+w> 201 ) qt o [ sterde
+OF().

En remplacant RS par sa valeur, on obtient

Bo(Br+0+73) a2 +5%
O+ B0)B2+p) " 20+ p)

En remplacant Ry, par sa valeur, on a :

Ins(t) > (0+p) { - 1} t— )\O/Ots(f)df + F(t).

s(8) > (9 ) (Riy = 1)t = | s(€)de + F(0)

Posons maintenant A = (u+ 0)(R§, — 1). Comme Rjy, > 1 on a A > 0. Par application
du lemme 4.4, on obtient
oo — 1
lim inf(s(t)) > o Z D
oo (0 + 1) (B + 0+ )
B2+ 1

c’est-a-dire .
|
lim inf(s(t)) > (B + 1), 3 )
t—+00 B1+0+;
ce qui termine la deuxiéeme partie du théoréeme. [

Y

Remarque 3. Dans le cas ot Rj, < 1 < R§;, en suwivant la démonstration précédente, on

obtient

(B2 + p) (R, — 1)
B+ 043

qu’on peut considérer comme une persistance de la rumeur.

0 < lim inf(s(t)) < ltlim sup(s(t)) < P.s.
—00

t—o00

Théoréme 4.5. Soit (i(.),s(.),r(.)) solution de (4.2) avec (ig, S0,70) € (0,1)3 la condition

o . B+ p p— B2 262(61 +0) 20(51 +0)

wnitiale. Si Py > 6,0 < Y+ 2> > L et RS, > 1
/82 - 2 71 /82 + N’YQ /82 + M 72 62 + ,u . 20 03

alors

(B2 + p) (B3 — 1) N : (B2 + p) (Rgy — 1)
B0+ < tlg]c[}o inf(s(t)) < tliglo sup(s(t)) < B0t

ce qui signifie qu’il y a presque surement un nombre de propageurs sur le réseau, c¢’est-a-

p.S.,

dire que la rumeur persiste en moyenne avec la probabilité 1.
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CHAPITRE 4 : Dynamique d’un nouveau modéle stochastique d’e-rumeur

Démonstration 14. La partie droite de ['inégalité se démontre de la méme facon que la

prevve du théoreme 4.4, car Ris > 1 implique que Ry, > 1. Il reste a montrer la partie
gauche, a savoir :

lim inf(s(t)) > L2t WU — 1)

t—o0 B+ 0+ 73
En utilisant ’équation (4.16) et [’hypothése P > 60, on a :

1(Br + 0 +3) 1, 20(61 + 0+ 3) 2 g
a(t) > M g r — Soger (PR o) Lieyscerae
Ba(Bi+0+73) 1 " 0B +0+735) 1 !
+ (BRI St [ #od+ (TS - 5) [ e
(0 + ) (B +0+93) [ 2
- O 1€ Bale) +010) + 51+ 048000
" . 2 M_BZ 2 252(61‘*‘9)
Etant donné que v; + Bt > Bty
1 1 Ba(Br+0) 1 p— P2
PR T T G
c’est-a-dire
Ly, 1, Be(fit0) 1 p—=05 |
AL R N i

ce qui entraine que

1 1 Bo(Br + 0 23
Lpply, BB, 25
2 2 P+ p 2(B2 + )
d’ot
Ba(Br +0+73) 172172 <0
B+ 9 Mg 2 ="
20 0
De plus, Uhypothése v3 > % implique que
— 20 0 0
B + 2> (61 + ), car0<62+’u
2(By + 1) B+ 1 2
c’est-a-dire
1 5 0(B1+0) 0 . , 20060 +0+73)
—E > + cela entraine aussi que — < 0.
22 = B+ 52+N72 1 B + =
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5 Persistance de la rumeur sur le réseau

Comme i,s € (0,1) donci* <1, <1, is<1letona:

ws() > PO, oy s (29@1 o) v%)/tdf
0

52“‘,& 2 2 ﬁ2—|—lu
0Bi+0+73) 1 ! Bo(Br+0+42) 1 t
! ( By + 2 _573)/0d5+< B+ o : —5(712+73)>/0d€
OBt O+) [
e /Os(g)d5+F(t),
d’ou
0 4+ ~2 0 0 & ~2
Bo(Br+0+73) 1 0B +0+~2) 1
+ ( i 2 —§(Vf+7§)>t+< i 2 —§7§>t
0 9 2 t
_ +u)éfl++u +72)/08(5>d§+F(t>
et donc
Ins(t) > <“<51+9+7§) 200 +0+13)  BalBi+0+15)  6(8+06+5)
N B2+ B+ B2+ B2+ p

1 1 1 O+ p)(Bi+0+92) [
— 3B -B-0E ) - 3E - O+ )t - hia /OS(E)dE
+ F(t)
0 9 0+ ~2
— [ BRI s - 0]
9 9 2 t
SR TR e+ F(o
B (Lt Be+30)(BLt+0+73) ¥+573
= 04 | o
9 9 2 t

En remplagant Rjs par sa valeur, on a :

Ins(6) 2 (0-+ ) (Rly — Dt = o [ s(€)de + F(0).

Prenons ici A = (u+0)(Rj; — 1). Comme Rj3 > 1 on a X\ > 0. Par application du lemme

4.4, on a

o (0 + p)(Rss — 1) o (B2 + ) (Rgs — 1)
tEeroo inf(s(t)) > (EEYEESh c’est-a-dire t£+moo inf(s(t)) > A

Ba+ 1
Ce qui termane la démonstration du théoréme. [J
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CHAPITRE 4 : Dynamique d’un nouveau modéle stochastique d’e-rumeur

6 Exemple numérique et remarques

Dans cette partie, nous allons considérer un petit jeu de données pour lequel, il y a extinc-
tion avec le modéle déterministe pourtant il y a persistance pour le modéle stochastique.
Considérons le tableau suivant contenant des données lorsqu’une rumeur se propage sur

un réseau :

Paramétres | Sy | Bo | 01 | 602 |0=01—0> | | 1 | 7

1] 1] 21 | 7 14 1
Valeurs 24 | 30 | 720 | 720 720 o | 011048

Dans ce cas, nous obtenons les seuils suivants

d s s
RO 01 03

0,84615 | 20,29424 | 1,40143

On a pu remarquer pour ce jeu de données qui vérifie toutes les hypothéses du théo-
réme 4.5, que le seuil déterministe R est inférieur a 1. D’aprés le théoréme 4.3 pour le
modéle déterministe, la rumeur s’arréte. Pourtant pour le modéle stochastique, le seuil
stochastique Rj; qui détemine la persistance de la rumeur est plus grand que 1, donc
d’aprés le théoréeme 4.5, il y a persistance en moyenne de la rumeur. Cet exemple montre
clair I'intérét de considérer I'aspect aléatoire dans la modélisation de la propagation de la

e-rumeur.

7 Conclusion

Dans ce chapitre, aprés avoir présenté un nouveau modéle déterministe, puis stochastique
d’e-rumeur, nous avons calculé les seuils de persistance et d’extinction de la rumeur. De
plus, nous avons comparé les résultats déterministes et stochastiques afin de mettre en

évidence 'intérét de 1'utilisation des modéles stochastiques.
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Chapitre 5

Dynamique d’un modéle stochastique a

saut d’e-rumeur

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons ajouter au modéle précédent un processus de Poisson afin
de modéliser I'augmentation brusque du nombre de spreaders, puis comparer ce nouveau
modéle au précédent. Pour cela, nous allons d’abord dans une premiére section formuler
le modéle en ajoutant un terme de saut. La deuxiéme section se consacre a I’étude de
I’existence et unicité de solution du modéle. A la troisiéme section, nous déterminons un
seuil d’extinction pour présenter un théoréme d’extinction. A la quatriéme section, nous
déterminons un seuil de persistance et présentons deux résultats sur la persistance de
la e-rumeur sur le réseau. Nous comparons les deux modéles stochastiques a la derniére

section a travers un exemple.

1 Formulation du modéle stochastique a saut

On considére le systéme d’équations différentielles stochastiques (4.2) du chapitre précé-
dent qui modélise la propagation d'une rumeur sur un réseau tout en tenant compte des
effets, liés aux comportements des utilisateurs ou au réseau lui-méme qui influencent la

propagation du phénomeéne. Etant donné qu’on ne connait pas vraiment chaque membre
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CHAPITRE 5 : Dynamique d’un modéle stochastique a saut d’e-rumeur

du réseau, car il est divisé en groupe, on considére ses effets comme étant des perturba-
tions aléatoires. Ces derniéres trés importantes dans la dynamique de propagation de la

rumeur sont modélisées a 'aide d’un bruit environnemental.

Cependant, lors de la propagation d’une rumeur, il peut y avoir & un moment donné un
grand nombre d’utilisateurs qui propagent la rumeur et cela brusquement. De ce fait, il
est important d’ajouter au modéle précédent un terme de choc, comme on fait souvent
en biologie. Inspiré par de nombreux travaux de propagation d’épidémies, comme [36, 52|

par exemple, on modifie (4.2) de la fagon suivante :

(

di(t) = (p — Pra(t)s(t) — Bai(t)r(t) — pi(t))dt — ni(t)s(t)dBa(t)
. /Z C(w)i(t™)s(t™)N(dt, du),

ds(t) = (Bri(t)s(t) — Os(t)r(t) — us(t))dt + v1i(t)s(t)dByi(t) + vor(t)s(t)dBa(t)
+/ZC(u)z'(t‘)s(t—)N(dt,du),

dr(t) = (Boi(t)r(t) + 0s(t)r(t) — pr(t))dt — vor(t)s(t)dBa(t),

\

(5.1)
avec i(t7), s(t”) respectivement la limite a gauche de i(.) et s(.) en t; N(dt,du) =
N(dt,du) — A(du)dt, o N est un processus de poisson, A la mesure caractéristique de
N sur un sous-ensemble mesurable Z de (0, 4+00) avec A\(Z) < +o00; C(u) : ZxQ — Ry
est bornée et continue. On suppose que B;(t)(j = 1,2) et N sont indépendants. Ce systéme

peut s’écrire sous la forme :

dX(t) = F(t,X(t))dt + M(t, X (t))dB(t) + /h(X(t), w) \ (dt, du), (5.2)
i(t) o — Bui(t)s(t) — Bai(t)r(t) — pi(t)
X = | sty | PEXO) = | Bilt)st) - osor(t) — pstt) |
() Bai(t)r(t) + 05()r(t) — pr(t)
—71i(t)s(t) 0 0
M(t, X)) = milt)st) yrt)st) 0
0 —Yor(t)s(t) 0
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2 Existence et unicité de solution globale positive de (5.1)

et
—C(u)i(t™)s(t™) 0 0
(X (t7),u) = 0 C(u)i(t™)s(t™) 0
0 0 0

2 Existence et unicité de solution globale positive de
(5.1)

Nous avons montré que le mouvement Brownien peut supprimer ’explosion dans le mo-
dele du chapitre 4. Dans cette partie, nous allons montrer que le processus a saut peut
supprimer Pexplosion et la solution du modéle (5.1) est positive et globale, en utilisant
une méthode analytique de Lyapunov mentionnée dans |7, 38| et les techniques de dé-

monstration de [52].

Avant d’établir ce résultat, il est important de faire certaines hypothéses, puis montrer
'existence et 'unicité de solution locale pour (5.2) en utilisant le théoréme 2.11 provenant
de [41].

Pour tout m > 0, nous supposons qu’il existe L,, > 0 tel que les coefficients de diffusion

du saut vérifient les hypothéses suivantes :
(H)+ [ [no.w) = bl P Ndu) < Lnfo = o, avee [o] V]o] < m:
Z
(Hy) : |In(1+ C(u)i(t™))] < Ky, ou, K est une constante positive ;

(H3) : Pour tout u € Z, il existe une constante positive ¢ telle que

/Z[ln(l + C(u)z’(t))r/\(du) <c

2.1 Existence et unicité de solution locale

Théoréme 5.1. Pour toute condition initiale X (0) = X, € (0,1)3, Iéquation différen-

tielle stochastique (5.2) admet une unique solution locale.

Démonstration 15. Dans le chapitre précédent, nous avons montré, dans un premier
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temps, que pour tout X (t) = (i(t), s(t),r(t)),

\ <

e 8(8+ 88 )0 + (542004 )20 + (20084 00) +) 1200,

P x()

c’est-a-dire
£ XD|[| < w2 43(82 48300 )2(0)+ (5742067 +4%) ) 2(0)+ (2063+6%) +47) (1),

PULS
ML X ()] < /202 +93),

c’est-a-dire

MG x@)| < 208 +93) (5.4
En prenant Y a Uorigine dans Uhypothése (Hy), on obtient
/Z|h(X, u)|*A(du) < L, | X . (5.5)
En additionnant (5.3), (5.4) et (5.5), nous avons
HF(t,X(t))H )M (t, X (¢ /|h (X, w)[2A\(du) < +3(51 e ) (1)
(8 + 207 4+ 122)) $*(0) + ( (83 +6%) + 12 ) r2(1) + 292 +3) + Ll X (1),
c’est-a-dire
HF(t,X(t))H ‘M (t, X (¢ /|h (X, w)|2A\(du) < cl( X (¢ )||) (5.6)
avec
Cr = (3(82+ B3 +1)) v (B2 +2(6°+ 1) v (208 + 6% + 1) v (1 + 202 +39)) V L
Au chapitre 4, nous avons montré également que

[P x(0) = P Y ()| < VB[ (302 + 4057+ 8) i — v)?

Q2”4 BY) +30%) (s2(t) — s1.(1))" + (17 +3(0% + 57)) (r2(t) — 71(2))* |
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c’est-a-dire

7 X(0) — F )| < 3[302 +405 + 83)) (i — i2)?

H2(p* + B) +30%) (s2(t) — s1.())” + (0 + 3% + 57)) (r2(t) — 71(1))* |-

De plus,

M(t, Xy) — M(t,Y;)

< 230a(t) — (1) + (0 + 73 (s2(0) — s1(1))?

1
2

+73 (ra(t) — r1.(8))?|
c’est-a-dire

(1, %) = M2, Y| < 4] 06(0) i (0) + (07 +9)(52(0) = 51(0) 423 ra(0) —ra (1))

En utilisant ces deur majorations et ’hypothése (Hy), on obtient

HF(t,X(t)) - F(t,Y(t))H2 + ‘M(t,X(t)) /yh (X, 1) — h(Y, u)|*A\(du)

< 3[(3u” + 408} + B))(ia — 1)* + (2" + BY) + 36%) (s2(t) = 51(1))”
(1 4 3(0° + B)(ra(t) = ra(6))?] + 4|1 (i2(t) = 2(0)* + (33 + D) (s () = (1))
F33(ra(t) = ()] + Ll X = VP2

d’ot

[P x(0) ~ Pt Y () g (1, X (1)~ M

/\h (X, ) — A(Y,1)[2A(du)

< Gl X =Y
(5.7)

avec

Gy = [3( (31 + 483 + B)) v (202 + 57) +36%) v (2 +3(6° + B2) ) | v [4(13 +43) | V L.

Les inégalités (5.6) et (5.7) montrent bien que les coefficients du modéle (5.1) vérifient
les hypotheéses du théoréme 2.11 d’existence et d’unicité de solutions des EDS de Lévy, on

peut donc conclure o Uezistence et ['unicité de solution pour ’EDS (5.2). O
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2.2 Solution globale positive

Théoréme 5.2. Pour toute condition initiale donnée X (0) = (ig, So,70) € (0,1)* de (5.1),
il existe une unique solution globale (i(.),s(.),r(.)) € (0,1)® pour quelque soit t > 0 avec

la probabilité 1, c¢’est-a-dire :

P{(i(t),s(t),r(t)) € (0,1)?, Vit> o} ~1.

Démonstration 16. Nous transformons le systéeme (5.1) en un systéme de deux équations
en remplagant r(.) par 1 —i(.) —s(.) :

(

di(t) = (1 = Bri(t)s(t) = Bai(t)(1 = i(t) = 5(1)) — pi(t) ) dt = i(t)s(t)dBy (1)
- /Z C(w)i(t)s(t)N(dt, du),

ds(t) = <ﬂli(t)s(t) —0s(t)(1 —i(t) — s(t)) — Ms(t))dt + i(t)s(t)dBy (1)
Fs(t) (1 —i(t) — s(t))dBa(t) + / C(w)i(t™)s(t™)N(dt, du).

Z

(5.8)

\

A travers le théoréme 5.1 on a montré que pour toute condition initiale (i(0),s(0)) =
(10, S0) donnée, il existe une unique solution locale (i(t), s(t)) de (5.8) pour tout t € [0, 7,)
(te étant le temps d’explosion [37]). Il reste a montrer que cette solution est globale et
positive. Pour ce faire, nous allons montrer que 7, = +00 p.s. Soit ng > 0 suffisamment

grand tel que iy, So € <n—10, 1— nio) Pour chaque entier n > ng, on définit le temps d’arrét :

T, = inf {t €0,7) : (i(t) As(t)) < % ou (i(t)Vs(t)>1-— %}

Nous fizons inf ) = 400 () ensemble vide). Il est clair que T, est croissante quand n —
+00. P0sons Ty = nl_iﬁlooTn, A0 Tyoo < T (car 1, < 1.) p.s. Si nous arrivons a montrer
que Tio = 400 p.s. alors T, = +00 p.s. pour tout t > 0. Donc la preuve est réduite a
montrer que Tis = +00 P.S.

Supposons que lassertion soit fausse, alors il existe deuz constantes T > 0 et € € (0,1)

telles que P(Ty0o < T) > € et il existe un entier ny > ng tel que
P(r, <T)>¢, Vn>n. (5.9)
On définit un ensemble D = {(l, s)€(0,1)?:i+s< 1} puis la fonction V : D — Ry

(comme dans [16]) par
1 1 1
s



2 Existence et unicité de solution globale positive de (5.1)

En utilisant la formule d’Ité pour les processus Ito-Lévy [41], on a :

AV (i(t), s(1)) =
Pt + D (= Bri(1)s(0) — Bai0)(1 —i(0) — s(0)) — pitr) )

— i0)s(0aB(0)] + 2 (Bile)s(0) — (1)1 — i(t) — s(0)) — ps(1) )

T+ i(O)s(AB1(E) + (1)1 = i(t) — () dBa(1)|

+ %[%(di)u%(d )2 4 g;sd ds + gj;sdsdi]

- / V(i) = Cluyit)s(7), 5(7) + C)ilt )s(t7)) =Vt ), s(t)

ov ov

= (= C@itt)s(t7) S (), 5(47)) + Clu)ilt)s(t) S(i(E), 5(47) ) [ Mdu)at

+ /Z {v (z’(t_) — C(w)i(t)s(t7), s(t7) + C’(u)i(t‘)s(t‘)) V), s(t—))} N(dt, du),

donc

dv (i(t), s(t)) =
( zzit) (1— Z(t)l 8@)2) [(M — Bri(t)s(t) — Bai(t) (1 —i(t) — s(t)) — m-(t)>dt
—i(t)s(t)dB(t )] ( 21 1 R ))2> [(ﬁli(t)s(t) — Os(t)(1 —i(t) — s(t))

20 A=) -
—pus(t) )t + i (£)s(£)dBy (1) + 25(8) (1 — i(t) = 5(1))dBa (1)
2

LT 990 2 2 2 2 2204\ 2
+3 s (t)<23<t> (1 —i(t) - (t))3>+<s3(t)+ l—z(t) s(t)):%)(w (®)s°(®)
+5 (1 —i(t) = s(1))s(t) ) 14—%2 t)ss(é)) dH z )s(t)

1 1
TS T+ Ol )s(E) | T—i(t) + <>< > () =) = Tt ()

_ 1 B 1 1 ( 1 >
i(tm) s(tm) 1—i(t~) —s(t (1 —d(t™) —s(t™))?
o _ 1 1 1
~Cluile)sle )<‘s2<t>+<1—z‘<t> SR Wd“)d“/ e

1 1
T+ Cwi)s() T 1= i) + Clu)i(t)s(i) — s(t) = Cla)it-)s(E)




CHAPITRE 5 : Dynamique d’un modéle stochastique a saut d’e-rumeur

ce qui peut s’écrire sous la forme

(5.10)

BV(i,s) = ( ! 2—%)(u—ﬁﬂs—ﬁﬂ(l—i—s)—m’)

. . ) 1 1
<Blzs —0s(1—i—3s)— ,us> + 7ii%s? <@_3 + =i 3)3>
924262
<7127j232 + 721 —i— s)2$2> — ( s

L—i(t) = s(1))?

- et s e
G9) = (o — ) (= Bris = il =i =) = i)
t (i ) (s =050 =i =9) — o) 438 (5 + =5 —55)
+ (3_13 = @'1_ s)3> (32s® 44301~ i = )% - = ?&?2—51@))3

la fonction déja utilisée dans le chapitre 4. Par conséquent,

BV (i,s) < LV (i,s) + /Z[Z.(tl) (1 = 0(2)3@) —1- C(U)s(t‘))

S(tl) <1 + C(lu)i(t) -l C(“ﬁ(t_)ﬂ A(du),

+
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2 Existence et unicité de solution globale positive de (5.1)

c’est-a-dire

BV < Wi+ [ [ x 0 ‘C(“Wl”_‘cf(;)é“; M= Clujste™))
. 8@1) L0+ C<U)i(t_1)iu+c((jq§l;)(zt | )1+ C(u }A
= V@) + /Z -i(tl—) X 1(/:2((?()2;22) * (i—) 1 +(cgi)(z< ))} (du)
< LV s)+ /Zz(tl) % 1?((;6()@6) * s(i) 8 C(;Q*EZ;Z?>)WCZU)
< o)+ [ [y < 1o iy < OO+ T s
< LV(is)+ /Z ( 1€2(C“(>u) v C(u) V1) AV (i(), 5(7)
D’ou
BV(i(t),5(t)) < DV(i(t),5(t)) + KV(i(t),5(t7))
o D=(61+62+u+73>V(9+u+vf+7§>,
grice au chapitre 4 et
v 1) Adu).
En remplagant la majoration dans (5.10), nous obtenons
V(0 5(0) < (DY), s(0) + KV ). sl D)dt-+ (S = 5 )aBi(o
”2<1—z‘<if(>t)—s<t> ) 1_i(§<)t>_ )i+ Ab —c<i>i<t—>s<t—>
T R T )
(5.11)
En intégrant (5.11) entre 0 et 7, AL, on a :
[ avi.se)
< [T ovie.se)+ kv s e+ [ (3 - iy e
R e e LR M (G e v
* e e T we) Ve




CHAPITRE 5 : Dynamique d’un modéle stochastique a saut d’e-rumeur

La fonction V' est continue sur D et (i(.),s(.)) est continue sur [0, 7, At]. Donc V est
continue sur [0, 7, A t], ¢’est-a-dire V(i(§7),s(£7)) = V(i(€), s(§)) p.s. pour tout £ dans

[0, 7, At]. De ce fait, nous obtenons que

/0 T avice), s()

T/t - T/t S(é’) l(f)
< /0 (D + K)V(i(€), (€))de +/0 %(@ - @)d&(i)
O 1-i©) - s(©) 1
* / (T = S ) +/o /Z%—) ~CWiE)s(E)
1 1 1 -
O] e s V)

En prenant U'espérance des deux membres, on obtient

B[Vt A, st n0)] < Veiosso)+ 0+ K08 [ Vi), s

t

< V(io, 50) + (D +K)/ E[V(i(fn NE), (T Ag))dg].

B 0
En utilisant le lemme de Gronwall, on en déduit que

E[V(i(Tn AT), s(1n A T))} < V(ig, s0)e@+OOT. (5.12)

Prenons Q,, = {7, < T} pour n > ny et comme pour tout n > ny, P(r, <T) > ¢, on a
P(£2,) > €. Pour tout w € §,, il existe au moins 'un des i(7,,w), $(Tn,w) qui soit égal &
1—2Loul

n n’

Sii(rp,w) =1 =21 ou L alors V(i(7,,w), s(7n,w))

Si 8(Tp,w) = 1= ou o alors V(i(7,w), $(7n, w))

D’apres (5.9) et (5.12), on a :

(\VARAY

n.
n

V(i07$0)e(D+K)T > Ellg, (w)V(i(7s,w), $(Th,w)] > en.

D+K)T _

Etant donné que € est fizé dans (0,1), lorsqu’on fait n — oo, on a oo > V (ig, S, 70)e'

00, ce qui est absurde.

Donc 1o, = 00 p.s., ce qui termine la preuve. []
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3 Extinction de la rumeur sur le réseau

3 Extinction de la rumeur sur le réseau

Pour simplifier, nous introduisons les notations suivantes :

oy = %75 + /Z [C(u)z'(f) —In(1 + C(w)i(t™)) | Mdu)

k(t) = /0 /Z In(1 4+ C(u)i(e~)) N (de, du).

Lemme 5.1. Soit (i(.),s(.),7(.)) solution de (5.1) avec X (0) = (ig, S0, 70) € (0,1)3 condi-

tion initiale donnée. Alors

i(t) + s(t) +r(t)

lim =0 p.s.
t—o0
¢’est-a-dire
(T t t
limM =0, limﬂ =0 et limm =0 p.s.
t—o00 t—oo t—oo t

Démonstration 17. La somme des équations différentielles étant la méme que dans le

modéle stochastique sans saut, donc la démonstration de ce lemme est la méme que celle
du lemme 4.1. O

Lemme 5.2. Soit (i(.),s(.),r(.)) solution de (5.1) avec X (0) = (i, S0, 70) € (0,1)* condi-

tion initiale. Alors

[s@anie

lim =0, lim =0, lim =0,
t—00 t—00 t—o00 t
¢ ¢
JRGECIEXG | ©ina
lim +° =0 et lim*° = 0.
t—00 t t—o0 t

Démonstration 18. Vu qu’en ajoutant le saut, le systéme d’équation modélise toujours

la dynamique de propagation d’une rumeur sur un réseau de taille constante, donc la

démonstration de ce lemme est similaire o celle du lemme 4.2. O
Soit ) .
gt 208 +0) (B + 0+ ) (0 +13)
o (B2 4 1)(0 + 11+ 02) 293(0 + p+ 02)’

qu’on utilisera comme seuil dans la suite pour 'extinction et la persistance du modéle

stochastique a saut. La démonstration du théoréme suivant justifie le choix de ce seuil.
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CHAPITRE 5 : Dynamique d’un modéle stochastique a saut d’e-rumeur

Théoréme 5.3. Soit (i(.),s(.),r(.)) solution de (5.1) avec X(0) = (io, S0,70) € (0,1)3

condition initiale. Si R, <1 alors

In s(t
lim sup ns(t)

< J — 5.
Pirees ; < (p+0)(Ryy —1) <0 p.s,
ce qui signifie que s(t) tend exponentiellement vers zéro presque surement, ¢’est-a-dire que

la rumeur s’arréte a probabilité 1.

Démonstration 19. Pour faciliter les calculs, on utilise dans tout le reste du document
le modéle suivant obtenu remplagant r(.) par 1 —i(.) — s(.) dans (5.1) :

(

di(t) = 52) ( )s ( )+ Bai?(t) — (B2 + p)i(t)ldt — 7i(t)s(t)dBa(t)

/ C(u N(dt,du),

ds(t) = [(B1 + 0)i(t)s(t) + 0s*(t) — (0 + p)s(t)]dt + yi(t)s(t)dBi(t) + v2s(t)dBa(t)
—2i(t)s(t)dBy(t) — 25 (t)d By (t) + /ZC(u)i(t_)s(t_)N(dt,du).

\

(5.13)
En intégrant entre 0 et t les deuz EDS de (5.13), on a :

t

i) —io = pt— (5 —B) /ti(i) (©)d + 6, / 2(€)de — (B + ) /Otz'@)s

- / €)dBy (¢ / [ cw N (dg, du)

SO —s0 = (Bi+0) /0 H€)s(€)de + 6 /0 2(E)de — (01 ) /0 S(E)de + /0 H(€)s(€)dBy(€)

t

T, / S(E)ABE) — 7 / H()s(E)ABa(E) — s / 2(6)dBy(€)

0 0

/ / C(u ET)N(dE, du).

En les additionnant, on obtient :

t

i) — ot s(t) — s — b+ (5o +6) /Otz'@) e + 5 [ (€)ac + / 2(6)de

~ (Bt ) / i(€)dE — (64 ) / S(E)d + 2 / S(6)dBy(€)
~ /0 i(€)s(6)dBa(€) — o / 2(6)dBy(€),
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3 Extinction de la rumeur sur le réseau

ce qui donne

e L Bt b [ "
[}@M@—&+Mr+%+u/“@>@w@+&+ [ #edes 2= [

0+
L [+ o0,
(5.14)
o0) =~ [10 — o+ 5(0) =50 = 30 [ SOdB() + 22 [ H(€)s(€)aBa(e

52 dBy(€)].
+ [ 20dm6)
En appliquant la formule d’Ito-Lévy ([41]) a la fonction Ins(t), on a :
Olns(t) ), , Olnst) (ds(t) - / Ci(t) ()N (dt, du)
z

d(lns(t)) = dt +
n 152 In s(t) (7382@)(1 —i(t) — 3(t))2 + 7?i2(t>32(t)>dt

dt 0s
2  0s?

" /Z[ln (s7) + Cit)s(17)) —In(s(t))
TR (1m0 upit)s(rm) | Ade
+ /Z[ln (s(t_)—i—C(u)i(t_)s(t_))—ln(( ))]N(dt du).
En remplacant ds(t), on obtient
% (80 4+ 0i0)s(0) +052(0) — (0 + )s(t) )t + ilD)s(1)dB ()
+ s()dBa(t) = i1 (OAB(D) = 20 OBAD)] = s (O
Fi(1)s*(1)) ) dt

O (u)i( —)s(t—)}x(du)dt

d(lns(t)) =

t
+ g% () + Rt ()3 () + 138t (t) — 2(732(?5) () +735°(t)
+ /Z[ln(s(t-> + C(u)i(t)s(t7) = In(s(t7)) — 8(2)
+ /Z [m(s(t—) + C(w)i(t)s(t)) — In(s(t ))} N(dt, du).
Par conséquent,
dins(®) = ((Bu+0+23)i(0) + 0+ 3)s(t) — 0+ 1) — 503 +R)i%(0) — 5235(1)
— ABit)s(t) = 3 )b+ i()AB1 (1) + 12dBa(t) — 12i()ABa(t) — 125(t)dB(1)

- /1n(1+0(u)i(t_))N(dt,du).

)
t
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CHAPITRE 5 : Dynamique d’un modéle stochastique a saut d’e-rumeur

En intégrant entre O et t, on a :

ns(t) = (i+0+3) [ 1O+ O+93) [ €)= 0+t = 562 +7) [ F(e)ae
= 5t [ 0 =3 [ — ont 4 [[HOUBAE) + 2aBalt)
— 72/0 i(€)dBsy(&) — / £)dBs(& //ln (1+C(u N(d€, du) + In s.

¢
En remplacant / i(&)dE de équation (5.14) dans la précédente, on a :
0

st = [t 20 P+ 2 [eie+ 2= [

Patp  Patplo B+ 1)y
O+u [ t
T Bt M/O S(E)dE +0(0)| (B + 0433 + (04 3) /0 S(€)dé — (6+ )t

1 t 1 t t
- g6t [ #Od - 51 [ (a3 [ it@)s(€ds — o

v H(E)AB (€) + 1aBalt) — s [emie - | S(©)dBy(©)

0

//1n1+c N(d¢, du) + In so,

qui §’écrit encore

0 2 0 0 2) ot
lns(t) _ M(Blﬁ;’_+:’y2)t—(0—|—,u>t—0'2t+ (62"_ )6(26:—‘; +72)/0Z<£>S(£)d£
Ba(BL+0+72) [! (B +0+~3) [t
+ BRI [igae+ BT [gae
(9+u)(61+0+%) ' 1

_ /0 s(€)de + (0 +7§)/0 s(&)de — 573[82(5)616

52+/ugt .
- 02+ [ #Odg =93 [ H(O)s(dE + 2Balt) + ¥(0) + bt
£ (B4 042000,
(5.15)

avec

Y(t) = VI/Oti(f)dBﬂf) - 72/0ti(§)d32(5) - 72/0t8(§)d32(§) + In sp.
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3 Extinction de la rumeur sur le réseau

Ori,s € (0,1) donci®* <1,s*<1,is <1 p.s. et

p(Br + 6 +93) (Bo+0)(Brt+0+),  BalB+0+m7)

ls() < B+ B+ B+

t

t— (0 + p)t — oot +

0BL+0+7), @+wBi+0+7) [ N
+ AR L) [y + 0403 [ st
—%%43@%+w&@+¢@+M0+WHﬂ+ﬁW®

qui 8’écrit encore

w(Br + 60 +73) 2(82 4 0)(Br + 0 +73)
Ins(t) < 5 n t— (04 p+ oot + ot a t
O+ ) (Br+0+73) [ o [ 1,
- AT [s(@ae+ 0+93) [ stnds = 57 [ €6 + Bl

+ U(t) + k() + (B + 0 +93)8(0).

Or
_1 2 2 2 o _1 2.2 2 __1 2.2 i 2
528 +(0+13)s = 2(’)’23 2(9+72)5>— 2('723 2’72572(9“‘72))
1 0+v\2 (0+43)
= (e -=2) -]
1 0+v\2 , (0+13)
B 2<728 7 > 275
(0 +73)?
- 293 7
donc
M(51+9+722) 2(524'9)(514‘94‘722) (‘94'7%)2
Ins(t) < t—(0+ pu+ o9t + t+ t
®) < By + 6+ p+o2) By + 1 273
0+ +0+73) [
- AT [s(€)a+ raBalt) + k(e) +6(0) + (61 +0 +2)000)
0
(1t +2(B240))(B1+ 0+ 73) (0 +~3)?
< t—(0+ pu+ o9t + t
o Ba + 1 ( ot o) 273
(0B O+

) [ )
B+t /0 S(E)dE + 72 Ba(t) + ¥ (t) + k(t) + (B + 0 +72)8(1).

En dwisant ’équation part, on a :

Ins(?) < (M+2(52+0))(51+9+7§)+(9+722)2

OO B g 00 KO0
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CHAPITRE 5 : Dynamique d’un modéle stochastique a saut d’e-rumeur

En mettant 0 + p + 09 en facteur, on obtient :

In s(t) (1 +2(B+0) (B +0+13) (¢
/ < (90+H+02> ' (262+M)(9+%+52) (Q
0+ M)éfl—:—u +72) (s(t)) + ’yz# + (B + 0+~

2):

TQZ{ ) ()
t t

t + t
(5.16)

+
+ 1
D%

En remplacant Ry, par sa valeur, on a

In s(t)

- + (BL 4+ 0+ 73)

<O+ p+o2)(Ry — 1)+

By(t)
t

Et en prenant la limite quand t — +00, on obtient

t
lim w =0, d’apres le lemme 5.2,
t—soo
t
lim M =0, d’apres les lemmes 5.1 et 5.2
t—oo t
et
Bs(t
lim 2(t) =0, d’apres le corollaire 1.2.
t—+oo ¢
De plus

(k, k), = /0 /Z[ln(l + C(w)i(€7))?*Mdu)d€, d’apres la proposition 2.4 de Kunita [32]

t
< /cd&zct, d’apres (Hj),
0

ce qui entraine

k, k
t—>+oco
c’est-a-dire :
k(t
lim Q =0, d’apres le corollaire 1.2
t—+oo T
Comme RJ;, <1, on a
In s(t
tlim sup ni( ) <(p+0+09) (R, —1) <0 p.s.
—00

Par conséquent tlim s(t) = 0 p.s., ce qui veut dire qu’il y a un regroupement de spreaders
—00
dans le groupe des stiflers ou un groupe de spreaders quitte le réseau. Ceci termine la

démonstration du théoréme 5.3. O
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4 Persistance de la rumeur sur le réseau

4 Persistance de la rumeur sur le réseau

Dans cette partie, nous allons donner une condition suffisante pour que la rumeur persiste
sur le réseau. De ce fait, nous allons calculer un seuil et présenter une définition de la

persistance en moyenne qu’on peut trouver dans [16, 34].

Soient
o pBiHO0+E) i+ s _(utBt+30)(Bi+0+93)  Af+493
2 By )@+ p+oy) 20+ pu+0y) % (Bo + 1) (0 + 1+ 02) 200 + 1+ 09)

On les utilisera comme seuils dans la suite pour la persistance du modéle stochastique. Les
démonstrations des théorémes sur la persistance justifieront pourquoi nous avons choisi
ces seuils, car ils découlent des calculs.

Les théorémes de persistance ne font intervenir que des conditions sur Ry, et R{; mais,
a un moment donné, on aura besoin d’une condition sur Ry;. Cela nous contraint donc a

: J J s R J
trouver une relation entre Ry, et Ry, puis Ry et Ry,

Relation entre les seuils : RJ, et RJ, puis RJ; et RY,.

On a:
pBr+0+73) it
(Bo+ )0 +p+o2) 200+p+o2) ~
(B + 60+ 3) 282+ 0)(B1 40 +3) (0+3)?
(Bo+ )0 +p+oa)  (Botp)(@+p+os) 293500+ p+09)
(14 2(B240))(B1+ 60 +3) (0+3)°
(B2 + )0 + p + 02) 293(0 + p+ 02)’
d’ou

Ry, < Ry O
Si B1 > [ > 0 alors
209 > 20 = 2(Ly+0) >30 = pu+2(y+0) > pu+ P2+ 36,

ce qui entraine

(14 Bo+30)(B1 4+ 0 +3)
(B2 4+ 1) (0 + p + 02)

(1 +2(8240))(B1+ 0+ 73)
(B2 4 1)(0 + 1+ 02)

>

donc

(14 2(B2 +0))(B1 + 6 +73)
(Ba + ) (0 + p1 + 02)

Lt B30 (B +0+93) Rt
— (Bt w0+ pt o) 2(0 + pu + 02)
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CHAPITRE 5 : Dynamique d’un modéle stochastique a saut d’e-rumeur

d’ou
(1 +2(B2+0)) (B + 0 +13) (0+12)?* o (u+Pa+30) (B +60+73)
(B2 + 1) (0 + p + 02) 230+ p+o2) —  (Bot )0+ p+o2)
I+ 493
200+ p+02)’
c’est-a-dire

Ry < Ry O
Théoréme 5.4. Soit (i(.), s(.),r(.)) solution de (5.1) avec (ig, s0,70) € (0,1)? la condition
initiale. Si Ry, > 1 alors

s— < lim inf(s(t)) < 1tlirn sup(s(t)) < s p.s.,
—00

t—o00
avec

B mOtpr o) (B —1) (Bt )t 0+ o) (R — 1)

0+ 1) (B +0+3) 0+ p)(B1+0+13)

Démonstration 20. En multipliant I’équation (5.16) part, on a :

(14282 +0)) (81 + 0 +13) (0 +13)°
ns(t) < (64 p+o0s) { (0 + 1+ 02) (B2 + ) 230 +p+02) 1] t
(Bt eﬁzf/)je + N)t<3(,;)> + Y2 Ba(t) 4 (81 + 0 +13)p(t) + k(t) +(t).
Comme (s(t)) = %/0 s(§)d¢, on a
(2B + O)Br+0+23) (043
ns(t) < (0+p+o02) [ (04 1+ 02)(B2 + ) 2930 + p+ 02) 1] t
(B1+0+3) 0+ p)

- BRI ['(e)de -+ ruBalt)+ -+ 0+ 8)60) + KO+ 000,

en remplagant RJ, par sa valeur, on obtient

(81 + 0 + 2)(

lns(t) < (u + 6+ 02)<Rg1 - 1)t - By + 1

+ (Bt 0+ 72)0(t) + k(t) + ¥(t).

Ot 1) /Ots(f)df + 72 Ba(t)

En prenant F(t) = v2Ba(t) + (81 + 0 +73)o(t) + k(t) + ¥(t), on a lim @ =0, d’apres

t—o0
les lemmes 5.1, 5.2 et corollaire 1.2.
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4 Persistance de la rumeur sur le réseau

(Br+ 6 +93)(0 + 1)

Puis en posant A = (u+ 0 + 02)(Rj; — 1) et Ao =
B+ p
Ri, < R, et R}y >1, on a RJ, > 1, c’est-a-dire X > 0 aussi.

Par application du lemme 4.3,

. (B2 + p)(p+ 0 + 09) (R, — 1)
iz sup(s(t)) < 0+ p)(Br+0+92)

Y

ce qui montre la premiere partie du théoréme.

De plus, en utilisant ’équation (5.15), on a :

62(ﬁ1+@+722> t‘2 9(&1—1-9—1—73) t )
+ Bt /Oz (©)de +=—5—— /03 (€)de

> 0, comme

/ ) s(e)ie

0

- OGO epic+ 043) [ stenac — 308 [ s

P+ p

()
2 0

+ (81 +0+93)0(t).

— 30t [P0 3 [ A€ +1Bat) + KD+ )

Comme i,s € (0,1) donc* <1, s*<1,is<1let —i*> -1, —s* > —1, —is > —1 p.s.

et on a :

(B +0+73) (0 + ) (By + 0 + 72

Ins(t) > t— (04 p)t — oot —

P2+ 1 Ba +
1 2 2 ' 1 2 ! 2 !

- g0+ [ae 5 [ de—a3 [ @+ P

_ [u(ﬁ1+0+7§)_1

0

SR+ +27) — (04 p+02)

) / s(€)de

|

B+ 2
0+13) [
o +u)éfl+ +M +73) / S(€)de + F(t)
_ w(B1+0+3) _ gital —
= (9+M+U2)[(ﬁz+u)(9+u+@) 200 + p+02) ]t

e )

Ba +

En remplacant Ry, par sa valeur, on obtient
t
ls(t) > (64 o+ ow) [Riy — 1] ¢ - )\0/ S(€)dé + F (1),
0
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CHAPITRE 5 : Dynamique d’un modéle stochastique a saut d’e-rumeur

et en prenant X = (0 + p+ 02)(RJy — 1), comme Ry > 1, on a X > 0.

Par application du lemme 4.4,

N (B2 + ) (0 + p+ 02) (R — 1)
e A RN Ry

)

ce qui termine la deuxiéeme partie du théoréme. [

Remarque 4. Dans le cas ot R, < 1 < R, en suivant la preuve précedente, nous avons

o . (B2 + 1) (0 4 p 4 09) (R, — 1)
0< tl}frnoo inf(s(t)) < tl}inoo sup(s(t)) < (04 1) (B + 0 +2)

p.S.,
ce qui peut élre considéré comme une propagation de la rumeur.

Théoréme 5.5. Soit (i(.),s(.),r(.)) solution de (5.1) avec (i, So,70) € (0,1)% condition

. , B+ p— Do 2B2(B1 + 0) 20(81 +0)
witiale. Si Py >0, 0 < Vi 2> LY > et R, > 1
P 2 2 524—#72 Ba + 1 2T Bt pu—26 o
alors
8, < tlim inf(s(t)) < tlim sup(s(t)) < s* p.s.,

avec

o Bt Ot pto)(Rey—1) o (Bt m)(p+0+02)(Ry —1)

’ (O + ) (B + 0 +73) O+ +0+3)

ce qui signifie qu’il y a presque surement un nombre de propageurs sur le réseau, c’est-a-

dire que la rumeur persiste en moyenne avec probabilité 1

Démonstration 21. La partie droite de l'inégalité se démontre de la méme facon que la
preuve du Théoréme 5.5, car Rjy > 1 implique que R, > 1. Il reste a montrer la partie

gauche, a savoir que

o (B2 4 w)(0 + p+ 02)(Rfy — 1)
Am infls(t) = = B o+ 72)

En utilisant 'équation (5.15) et ’hypothése Py >0, on a :

2 2 t
Bo(Br+0+735) 1 t 061 +60+42) 1 t
o (BB S ean) [ e+ (RS - 5o8) [0
(0 +u)(Br+0+13

) [* )
By + 1 /0 S(€)d€ + 12 Ba(t) + k(t) + (1) + (b1 + 0 +13)o(t).
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4 Persistance de la rumeur sur le réseau

Awvec les mémes hypothéses nous avons démontré dans la preuve du théoréeme 4.5 du cha-

pitre 4

20080+ 0+73) _ o BolBr+0+73) 1
S’YQ, S “
Ba+ 1 B+ 1 2

De plus i,s € (0,1) donci* <1, s*<1,is<1lelona:

ns(t) > M(51+9+722)t_(9+u+02)t+ (29(51‘1‘9‘1‘7%) —722>/td§
0

O(B1 + 0 +~32)
Ba + p

N o

(i +73) et

<1
_27

B2+ p 2 t B2+ p . t
+ (ﬁz(ﬁlﬁjf: ) %(Vf +7§))/0 d¢ + (9(5gi:%) — %73)/0 dg
- OB [+ Fo),
¢ est-d-dire
ns(t) > [(wrﬁz +2§1§ﬁ;+9+7§) B 71“;47% ~ (9+u+az)]t
_ “)éfljf + ) /O S(€)de + ().

En mettant (0 + p + o9) en facteur, on obtient

(1 + Bo +360) (B + 0 +13) Vi + 473
ns(t) 2 0+t o) (Bat )0+ i+ ) _2<0+u+az)_1]t
O+ Bt O+) [
5T /Os(f)df—l—F(t).

En remplagant R, par sa valeur, on a :

Ins(t) > (0 + p+ o) (Rl — 1)t — )\O/Ots(f)df + F(t).

Puis en prenant X = (0 + pu+09)(Ris — 1), comme Ry > 1, on a A > 0 et par application

du lemme 4.4, on a :

L 0+ p+02)(Rjy— 1)
i inf(s(0)) 2 (04 w)(Br+0+73)
Ba+

c’est-a-dire

o (B2 4 1)(0 + 1+ 02)(Rs — 1)
tlg-noo inf(s(t)) > (0 + p) (B + 0 +~3)

ce qui termine la preuve. [

)
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CHAPITRE 5 : Dynamique d’un modéle stochastique a saut d’e-rumeur

5 Exemple numérique et remarques

Dans cette section, nous allons montrer, en utilisant le méme petit jeu de données que
celui du chapitre 4 et en ajoutant le saut au modéle stochastique que la zone de persistance

diminue.

Remarque 5. En utilisant ['inégalité v — 1 — Inx > 0 pour x > 0, nous obtenons

oy = %7§+ /Z [C(U)i(t-)_1n(1+0(u)z<t-))p<du)

_ %7§+/Z[(1+C(u)i(t))-1—1n(1+0(u)¢(t))}A(dm
> %%2-

Par rapport a cette remarque, nous choisissons o, de telle sorte que son double soit plus

grand ou égal a 2. On prend les valeurs suivantes :

Paramétres || By | fo | 01 | O |0 =601 —6 | pn | 71 | 7 lop)

Valeurs = | % | 35 | 75 = & 10.1]0.48 | 0.1153

Dans ce cas, nous obtenons les seuils suivants :

Rg Rgl 83 R({l ROJS
0,84615 | 20,29424 | 1,40143 | 19,09762 | 1,09508

Avec ces valeurs, nous obtenons encore persistance en moyenne pour le modéle stochas-
tique (5.1), mais avec un seuil de persistance Ry, plus petit que Rj; obtenu précédemment
avec le modéle stochastique du chapitre 4. Cet exemple montre qu’avec le modéle (5.1),

on a une zone de persistance plus petite que celle du chapitre 4.

6 Conclusion

Dans ce travail, aprés avoir présenté un nouveau modéle stochastique en tenant compte de
I’augmentation brusque du nombre de spreaders, nous avons calculé de nouveaux seuils de
persistance et d’extinction de la rumeur. De plus, nous avons comparé le modéle stochas-
tique du chapitre 4 avec le nouveau (5.1). Dans la suite, nous allons associer un probléme
de controle optimal a ce modéle afin de minimiser la propagation de ce phénoméne aléa-

tolre.

128



Chapitre 6

Controlabilité d’un nouveau modéle

stochastique d’e-rumeur

Introduction

Ce chapitre est consacré a la caractérisation du contréle pour le modéle stochastique du
chapitre 4 afin de minimiser la propagation d’une rumeur. Pour réaliser cette étude, nous
introduisons dans la premiére section le probléme de controle optimal stochastique que
nous associons au modeéle. Puis, dans la section suivante, nous formulons le probléme de
controle. A la troisiéme section, nous étudions Pexistence de controle adapté. Dans la

derniére, nous caractérisons le controle optimal.

1 Introduction du probléme de contrdle optimal sto-

chastique

Dans cette partie nous étudierons le probléme de controle optimal suivant : minimiser la

fonction cott

JU()) = E[/OTf(t, X, Ut)dt],
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CHAPITRE 6 : Controlabilité d’un nouveau modéle stochastique d’e-rumeur

sous la contrainte

dX(t) = F(t, X(t),U(t))dt + M(t, X(1))dB(t),
X(0) = Xo,

qui est 'EDS associée au modéle utilisé du chapitre 4 ot X (t) est le vecteur composé
de i(t), s(t), r(t) représentant respectivement la densité des ignorants, des spreaders qui
propagent une rumeur sur le réseau, des stiflers (personnes qui recoivent la rumeur et la
gardent pour elles). Notons U(.) = (B1(.),02(.)) la valeur du vecteur de controle (/3(.)
étant le taux pour qu’un ignorant devient spreader et 5(.) le taux pour qu’'un stifler de-
vient spreader), B(t) un brownien standard et F, M, f des fonctions connues dépendant
de t, i(t), s(t), r(t),U(t). Notre objectif est de limiter la propagation de la rumeur en
controlant le taux pour qu’un ignorant ou un stifler devienne propageur. Il est clair que
f1 (respectivement 6y) est borné par 0 et une valeur strictement positive 51 max (respecti-

vement 0 et une valeur strictement positive 05 ax). On pose U = [0, 51 max] X [0, 02 max)-

2 Enoncé du probléme et préliminaires

Soit (2, F,P) un espace probabilisé¢, {F;};>¢ une filtration (famille croissante de sous-
tribu de F), F = Fu. Soit B(t) = (By(t), B2(t),0) un mouvement Brownien standard (en

particulier B(t) est une martingale de F;) a valeurs réelles. On suppose que
Fr=0{B(§);0<{ <t}

Considérons le systéme d’équations différentielles stochastiques (4.2) du chapitre 4 trans-

formé en ce systéme controlé :

dXt - F(t, Xt, Ut)dt + M(t, Xt)dB<t),
X(O) = Xo,

(6.1)

F(.,.,.):[0,7] x (0,1)> x U — (0,1)*
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2 Enoncé du probléme et préliminaires

(%1 (t

(%) (t

pour tout X; = | s(t) | €(0,1)*, U, = ( ) ) € U défini par

p— v (8)i(t)s(t) — Bai(t)r(t) — pi(t)
F(t,X0U) = | v (0)i(t)s(t) — 0us(t)r() + va(8)s(Or(t) — ps(t) | .
Bai(t)r(t) + Ors(t)r(t) — va(t)s(t)r(t) — pr(?)
M(.,.) la fonction déja définie au chapitre 4 et
N—-1
N
XO - 1
N
0

U C [0,1]%, T €]0,+o0[ est fixé et Mj est I'ensemble des matrices d’ordre 3. La fonc-
tion U(.) est appelée le controle représentant I'action ou la décision. A chaque instant
le controleur est bien informé sur certaines informations du systéme, comme spécifié par
le champs d’informations {F;}+>o mais, n’est pas en mesure de dire ce qui va se passer
dans le futur par rapport a l'incertitude du systéme. En termes mathématiques, cette

restriction & la non-anticipation peut étre représentée par U(.) est {F;}i>o-adapté.

Définition 6.1. Un controle admissible U(.) est un processus Fi-adapté & valeurs dans
U tel que
sup E[\U(t)|m] < 400, Vm=1,2,....

0<t<T

On note par U,y 'ensemble de tous les controles admissibles.

Définition 6.2. Le probleme suivant

u€U g4

est fini st la partie de droite est finie.

On note par L% Densemble des processus X(.) réels {Fi}i>p-adaptés tel que

E[/OT\X@)W} < .

Soit S(t) : [0,7] — 2%° une multifonction donnée. Les contraintes d’état peuvent étre
données par
Xy e S(t), Vtel0,T], P—p.s. (6.2)
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CHAPITRE 6 : Controlabilité d’un nouveau modéle stochastique d’e-rumeur

Nous introduisons la fonction cott suivante :

JU() = E[/OTf(t,Xt, Ut)dt], (6.3)

avec

ft, X, U,) - [0,T] x (0,1)*> x U — (0,1)

définie par
f(t, X0, Up) = vi (1)i(t)s(t) + v3(t)s(t)r(t).

Notre probléme est de trouver le vecteur controle U* qui minimise la fonction cott (6.3) :

JU*() = inf JU()). (6.4)

U€U,q
Etant donnée
i) U(.) € Upg;
ii) (6.1) admet une solution unique d’apreés le chapitre 4 ;
iii) Les contraintes veérifient (6.2);
iv) f(,,X(.),U(.) € L%(0,T5(0,1)), car

F(E X U3) = v(0i(0)s(8) + 3()s(0)r(t) < oo, puisaue, vy, va,1,5 € (0, 1),
donc
/Omf(t)z(t)s(t) + v2(t)s(t)r(t)|dt < oo,
c’est-a-dire
E[/OT|“%(t>i(f)5<f> +u2()s(t)r(t)|dt| < oo.

En se référant a la définition 3.1, on peut dire que (6.4) est une formulation forte.

3 Existence du controle optimal adapté aux états de la

rumeur

Théoréme 6.1. Soit X(0) € (0,1)% tel qu’il existe un controle U(.) satisfaisant (6.1).
Si le probleme (6.4) est fini, alors il existe un controle optimal U* sur [0,T] tel que la

trajectoire associée Xy« satisfasse (6.1) et minimise le coit J(.) défini par (6.3).
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4 Caractérisation du controle optimal pour la e-rumeur

Démonstration 22. Il est clair que ’ensemble U C [0, 1)? est convexe et compact. Et la

fonction f est convexe car

O*f O*f
ov?  Ov0v 2i(t)s(t) 0 ‘
Dy = ! = = 4i(t)s*(t)r(t) > 0
=g O RN BSOS CHC
Ov90v; ovs
*f : :
et —5 = 2i(t)s(t) > 0 cari,s € (0,1). De plus, pour tout U € U,q, sup E|U(t)|™ < +o0
h 0<t<T

pour tout m = 1,2, ..., ¢’est-a-dire J(U(.)) est fini, donc le probléeme (6.4) est fini. D’aprés

le théoréeme 3.1 sur l’existence de controle optimal, on a le résultat. [

4 Caractérisation du controle optimal pour la e-rumeur

Pour pouvoir caractériser le controle qui minimise la fonction cott (6.3), on utilisera le
principe du maximum stochastique (pour plus de détails, voir [1], théoréme 1, [9], [50] et
[51] théoréme 3.2, p. 118).

Théoréme 6.2. Soit U* un vecteur contréle, solution du probléeme de contréle optimal
(6.4). Il existe deuz applications {F;}iso-adaptées p(.) = (pi(.),ps(.),pr (1)) : [0,T] — R3

et () = (@) 0:():0:0)) [0, 7] = Ma((0. 1) telles que U* = (*2, 2P0,

Démonstration 23. A travers le théoréme 6.1, nous avons montré que le probléeme de
controle (6.4) admet un controle optimal. Si U(.) = (v1(.),v2(.)) € Uyq est le contréle op-
timal sur [0,T] et Xy la trajectoire associée, solution de 'équation (6.1), alors, par appli-
cation du principe du mazimum stochastique, il existe deux applications {F;}i>o-adaptées
P() = (i), pe),2 () £ 10, 7] = B et g() = (), as(), ()  0,T] — M3((0,1)) ab-
solument continues appelées vecteurs adjoints. Ces derniers vérifient, pour tout t € [0,T],
les équations adjointes du premier ordre ci-dessous. Et dans ce cas, puisque la fonction
matricielle M (t, X;) ne dépend pas du vecteur controle, nous n’avons pas besoin d’intro-
duire d’équations ajointes de second ordre. C’est-a-dire, [’hypotheése sur la différentielle
d’ordre deux des fonctions F, M et f par rapport a x n’est donc pas nécessaire. Pour
mieuz comprendre et formuler I’équation adjointe du premier ordre, voir [9] (relation 3.8
page 21), [42] et [51] (exemple 3.1 page 117). On écrit

OH

dp(t) = _8_X(

t? Xt; Utapiapsvpr)dt + Q<t)dB<t)7
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CHAPITRE 6 : Controlabilité d’un nouveau modéle stochastique d’e-rumeur

d’otu
( oOH
dpl(t> - _E(ta Xta Utvpiapsvpr>dt + QZ(t)dB(t)a
dpa(t) = = 2L X, U, pis pos o)t + qu(DdB()
ps 88 ) ty tapzapsvpr QS 9 (65)
0H
dp,(t) = _E(t;Xta U, pis Ps, pr)dt + q,(t)dB(1),
avec
( OH )
E(t’ X, U, pi, ps, Pr) = —Di [Uls(t) + Bor(t) + H} + v1ps8(t) + Baprr(t) — vis(t);
0H , , 9.
) S (6 X0 U pipa, ) = —vapii(t) + pu[vri(0) = vat)r(8) = 1] + proa(0)r(t) = w3t
—v3(t)r(t);
OH . )
L W(t Xta Ut7pi7ps>p7") = —ngil(t) - psUQ(t)S<t) + Pr [ﬁZz(t) + U2(t)s(t) — M| = U%(t)s(t)a

q; €tant la premaére ligne de la matrice q, qs la deuxieme ligne de la matrice q et g, la

troisieme ligne de la matrice q car, d’aprés [5], ’Hamiltonien du systéme s’écrit :

H(taxtu Ut;pi7p37pr) = p(t)F(t7Xt7 Ut) - f(t7Xt7 Ut)7

c’est-a-dire :

H(t, X0, U piopoe) = pil— oa(0i0)s() — Bai(0)r() — i(t)] + p [ (0)i(1)s(0)
— Ous(O)r(®) + a1 (1) — us(t)] + e [Bai0)r(t) + 15(0)r (1)
— wa®s(tr(t) — pr(t)] — i) — @),

Ce qui donne le systéme adjoint suiwvant :

(dpi(t) = [pi(vls(t) + Bor(t) + p) — vipss(t) — Baprr(t) + U?S(t)} dt + qi(t)dB(t),
dps(t) = [vlpﬂ(t) — ps(vii(t) — v2(t)r(t) — ) — proa()r(t) + 0i(t) + v%(t)T(t)} di
\ +qs(t)dB(2),
dp,(t) = [ﬁgpﬂ'(t) + psv2(t)s(t) — pr(B2i(t) +va(t)s(t) — p) + v%(t)S(t)} dt + q-(t)dB(t),
pi(T) = ps(T) = p:(T) = 0.

(6.6)
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4 Caractérisation du controle optimal pour la e-rumeur

Remarque 6. La variable adjointe q(t) n'intervient que dans le systéme adjoint car la
diffuston ne dépend pas du contréle choisi en reférence au 1° cas de la page 69 chapitre 3.

Elle pourrait intervenir comme par exemple dans I’Hamiltonien (3.17) et de celui de [51]

H(tv Xt7 Utapi7ps7p7”) = p<t)F(t7 Xta Ut) + tr [qT(t)M(ta Xt):| - f(t7 Xtv Ut)

Mais par rapport au controle choisi le terme tr [qT(t).M(t, Xt)] ne sert a rien, car M(t, X;)
ne dépend pas de Uy.

La théorie du controle optimal nous permet d’obtenir le controle U*(.) = (vi(.),v3(.)) €

Uaa satisfaisant la condition suffisante d’optimalité qui vérifie, presque partout sur [0,T],

H(tv Xt7 U*<t)7pl(t)7ps(t)7p7"(t)) = e, by m?i([o 9, ]H(t7 Xt7 U7pz(t>7ps(t)7p7“(t))7 [P—pS

Cela revient a trouver les mazima aux points

U() = (0,v20)); (1v20)); (02(.),0); (02(),1); (0a(); w2()); vil),va() €]0, 1],

et ensuite les comparer pour trouver le mazimum global.
Recherche des maxima locaux

Pour le point (0,v5(.)) :
H(t, X, Up pi(0), o0, 2r() = milt) 10 = Bui(D)r(t) = pi(1)] = po()] = Oas()r (1)
+ wat)s(t)r(t) + ps(t)] + po(6)[Bilt)r(t) + Bus(D)r(1)
= w)sr(t) - pr(t)] - B(Osr()

donc
0OH
o, X6 Uepi), ps(8), 2 (1)) = po(B)s(8)r(t) = pr(8)s(D)r(t) — 20a()s(t)r(t)
0 = (ps = pr)s(t)r(t) — 20a(t)s(t)r(t)
_ Ps — Dr
U2 = D) )
d’on Ul = (0, s — pr) est un mazimum local de H.

2
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CHAPITRE 6 : Controlabilité d’un nouveau modéle stochastique d’e-rumeur

Pour le point (1,v5(.)) :

H(t X U piopope) = pilu— i0)s(0) = Built)r() = ii0)] + pa[i(0)5(0) — Bus(e)r(t)
+ua(t)s(t)r(t) — Ms@)} 4, [&z’(t)r(t) + 0, s(t)r(t)

— w®)st)r(t) - )] = i)s(t) - vFB)sOr()

donc

g—Z(t, X, U, pi(),ps(t), pr (1)) = ps(t)s()r(t) — pr(t)s(t)r(t) — 2v2(t)s(t)r(t)
0 = (ps—pr)s()r(t) — 2va(t)s(t)r(t)
Ps — Dr

Vg = 9 ;

dou U? = (1,22 Py

est un mazimum local de H.

Pour le point (v;(.),0) :

H(ta Xta Utapiapsapr) = Pi|lk—11 (t)Z(t)S(t) - 522(t)r(t) - MZ(t):| + Ds [Ul (t)Z(Zf)S(t)

= Bus(t)r(t) — ps(t)] + o [ Bai(B)r(8) + Or5(t)r () — pur(t)]

— v(t)i(t)s(t)
donc
oH : . .
o, (b Ko U pi0), pa(8), pr (1)) = —pii(t)s(t) + pai(t)s(t) — 201 (£)i(t)s(2)
0 = (ps —pi)it)s(t) — 201 (t)i(t)s(t)
_ DPs — Di
v = 5
d’on UP = (ps ;pi,O) est un mazimum local de H.

Pour le point (vy(.),1) :
H(t, Xe, Unpispospr) = Bijpn=ui(®)it)s(t) = Bui(t)r(t) — ui(t)] +p[oa(0i0)s(1)
= Ous(t)r(t) + s()r(t) — pus(t)| + pr | Bai (£)r(2) + Ous()r ()
= s(r(t) = r(®)| = i) = sr(?)

136



4 Caractérisation du controle optimal pour la e-rumeur

donc
0H : : :
o, b X6 Unpilt), pa(0)pr(1)) - = =pit(t)s(t) + pailt)s(t) — 2u1(£)i(t)s(?)
0 = (ps = po)i(t)s(t) = 202 ()i(t)s(t)
v _ Ds — Di
1 9 )
d’on Ul = (ps ;pi, 1) est un mazimum local de H.

Pour le point (vi(.); ve(.)) ¢

H<t7 Xt, Ut;pi7p37pr) = Di|l— Ul(t)l(t)‘S(t) - ﬁﬂ(t)T(t) - Ml(t)] +ps [Ul(t)l(t)s(t>
= Ous(t)r(t) + va()s(t)r(t) — ps(t)] + pe | Bait)r(t) + Brs(t)r(2)
— u(t)s()r(t) - w“(t)] — v (t)i(t)s(t) — vi(t)s(t)r(t)

donc
OH . . .
For (6 Xe U pit).pu0). 21 (1) = —=pa(0)s(0) + pei(t)s(t) — 200 (1)i(0)s(1)
0 = (ps —pa)ilt)s(t) — 201 (t)i(t)s(t)
_ Ps — Di
V1 = 5
et
OH
a—w(t,Xt,Ut,pi(t),ps(t%pr(t)) = ps(t)s(t)r(t) — pr()s(t)r(t) — 202(t)s(t)r ()
0 = (ps —pr)s()r(t) — 2v2(t)s(t)r(t)
vy = DPs — Pr
2 )

d’ot Ut5 _ (ps —DPi Ds _pr)

5 5 est un mazimum local de H.

Recherche du maximum global Nous cherchons le maximum global en comparant

tous les mazima. Pour cela, calculons H(t, Xy, U?, p;, ps, Pr)

H(t X0, UR pispsse) = | = P 2hi(0)s(t) = Bai(0)r (1) — pi(t)] +ps [P i 0)s(0)

~0us(Or(t) + LS (t) — ps(t)] + pr [ Bi(Or(8) + O1s(t)r (1)
_ps ;st(t)r(t) _ ,ur(t)] . (ps ;pl) Z(t)S(t) . (ps _4pr) S(t)?“(t)
(6.7)
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Trouvons une relation entre H(t, Xy, U, pi, ps, pr) et H(t, Xy, UL, pi, ps, pr)-

Etant donné que

H(t, X;, Ul pi(t), ps(t), pr (1))

d’apres ’équation (6.7), on a

H(ta Xt7 Utsapi7ps7pr)

H(t, X:, U} pi(t), ps(t), pr (1) — pi

pilt) 1= Bait)r () = pi(®)] + p(8) | = Brs(O)r ()
Ps —Proyr(t) — us(t)] +p,(t) [ﬁgi(t)r(t) +0,5(t)r(t)

Pbs — prS(t)’f’(t) _ /LT(t):| _ Ms(t)r(t),

2

2
4

DPs —
2

i(t)s(t)

PPty — PP 0

= H( X, UL (0.9 (0). (1) + [ 2P P
R L ARNORG

= H(taXhUtlapi(t)aps(t))pr<t>> + [@

. (ps:]:pi) i|i(t)8(t)

= B X0 UL 0,100, 0) + B P50,

d’ou

H(ta Xta Utlapi(t)a

ps(t>7pr<t)) S H(t>Xt7Ut57pi7psvp'r)- (68)

Trouvons une relation entre H(t, Xy, U2, pi(t), ps(t), p-(t)) et H(t, Xy, U2, pi, ps, pr)-

Etant donné que

H(ta Xta Ut27pi7psap7‘)
DPs — Pr

2
Ps — Pr

2

pPi|pb—1

(0)s(t) = Bai(t)r(t) = pit)] + e i(1)s(1) = Bus(t)r(1)
S(0)r(t) = ps(t)] + pie [ Bai (1) + Bus () (1)

s()r(t) - ()] = i()s() — L2 )
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4 Caractérisation du controle optimal pour la e-rumeur

En utilisant (6.7), on a
H(ty Xt; Uf;piypmpr) - H(tv Xta Ut57pi7p57pr> = Di |:/11 - Z(t)S(t) - 522(2f)7’<t> - /“(t)i|
s i(1)s(t) — Ors(t)r(t) + ]%s(t)r(t) - us@)} 4 [52z<t>r<t) +0s(t)r(t)

_Ps _prs(t)r(t) _ l“"(t)} —i(t)s(t) — Ms(t)r(ﬂ — Pi [M - wi(t)s(t)

2 2
—Bi(t)r(t) = ii(t)| — po| 5 Pi(0)s(8) = Ous(Or(t) + B s(0r(t) — s
e | Boi(t)r () + Oys(t)r(t) — £ ;p”"s(t)r(t) - W(t)} 4 ;pi)zi(t)s(t)

+M5(t>r(zﬁ)

ce qui entraine que
H(ta Xt7 Ug;p%psap?“) - H(ta Xt7 UtsﬂpivpmpT) = —pl’l(t)5<t) +psZ<t>S(t) - Z(t)S(t)

P Ri)s(t) - 2 Riteystry + =P sy

Ps — Di Ps — Di o (ps - pi)Q]i(t)s(t)

:—:1+pi—ps—pi 5 TP 1
_ :1 (o) 1 P —pi)Q(ps —pi) (s ;pi)z}i(t)s(ﬂ
— 1= —p) + (P ;pi)Q (s ;pi)Q}z'(t)s(t)
—_ :1 — (ps — pi) + M]i(t)s(t)
= [ 40— 20+ 2 ]i0s(0) =~ (2 (0~ p)) iD)5(0),
donc
H(t, X;, U}, pi, ps, pr) — H(t, X, U, pis psy pr) = —2(2 —Ds +pz~)>2i(t)8(t)
d’oi

H<t7 Xt7 Utzapi7p87p7") S H(t, Xt? Ut57p7;7p87p7‘> (69)

Trouvons une relation entre H(t, Xy, U>, pi, ps,pr) et H(t, Xy, U2, s, ps, pr)-

Etant donné que

H(t, X0, U pispepe) = il — B 2i(0)s(t) = Bui(r(t) — pi(t)| + po | B 2i0)s(0)

= bus(t)r(t) - /w(t)} +pr [ﬁzi(t)r(t) +6s(t)r(t) — w"(t)}

(ps_pi>2-
- P,
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d’apres léquation (6.7), on écrit

Ps — Dr Ps — Dr
H(taXta Ufapiapsapr) = H(taXta Utgaphpsapr) +p8 9 S(t)’l"(t) - pTTS(t)r(t)

(ps - pr)2
Ts(t)T(t)

= H(t7Xt,Ut3,pi7p8’pr)+ |:

(s —pr)@s — )  (Ps — pr)Z]s(t)r(t)

2 4
N2 N2
= H( X U peope) + [ B - P )
_ 2
= H(t, X, U}, pi,ps,pr) + (p: 4p7«) s(t)r(t),
d’ot
H<t7Xt> U7537pi7psapr) S H(t,Xt, UtSapiaps7p7“)' (610)

Trouvons une relation entre H(t, Xy, UY, pi, ps, pr) et H(t, Xy, UL, pi, ps, pr)-

Etant donné que

H(t Xe, Ul piopospr) = pil = B Pi0)s(t) = Bait)r(t) — ()| +po | B Pi(0)s(0)

— Ous(O)r(t) + s(0)r(t) — ps(t)] + pe [Boi (O () + Or5(0)r (1)

En utilisant 'équation (6.7), on a :

DPs — Di. .
H(t, Xy, Ul pi, ps:pr) — H(t, X0, UY, pi, s, or) = s [u - i(t)s(t) — Bai(t)r(t)

—pi(8)] + pe | B i(0)s(t) = Br5(O)r(t) + s(Or(e) = pus(®)] + b | Bait)r () + Br5(E)r (1)

0 - nr(t)] - LI 0150 - sr(0) [ PPy - ity

(
—pi(t)| = ps| PSP (0)s(t) = Ous(O)r(t) = B s(Or(t) = ps(t)| = pe | Bai(0)r()
)

—s(t)r

2

r(t) = B s(t)r(t) - pr (1)) + @%‘Iwi(ws(zﬁ) 1 Ms(t)r(t)

+018<t
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5 Counclusion

ce qui tmplique que

H(t, X;, U} pis ps, pr) — H(t, Xo, UP, iy psy r) = pss(8)r(t) — pes(t)r(t) — s(t)r(t)

P () - 2 2 + B2 )

2 4
2
Ps — Dr Ps — Pr Ps — Pr
= _(1 +pr — Ps +ps — Pr - ( ) S(t)’l"<t)
2 2 4
. o _ 2
_ _(1 gyt (s pr)2(ps pr)  (ps 4pr) )s(t)r(t)
2 2
— —(1p—p+ B By
2
= _<1 +pr — Ps + M)S(i)r(t)
4
1 1 2
= —1(4 —4(ps — pr) + (ps — pT)Q)S(t)T(t) = (2 —(ps — Pr)> s(t)r(?),
donc
1
H(ta Xt7 Ut4api7p57p7”) - H(t7 Xt7 Ut57pi7ps7p’/‘) = _1(2 — Ds + pT)QS(t)T<t)
d’ol
H(t, Xy, U, piy ps, pr) < H(t, X4, U, piy ps, ). (6.11)

Donc d’apres (6.8), (6.9), (6.10) et (6.11), le mazimum global est Up = (ps ;pi, Ps ;pr).
U

5 Conclusion

Dans ce travail, nous avons montré que le modéle est controlable en choisissant cette
fonction cofit, puis nous arrivons & caractériser le controle qui nous permet de minimiser
la propagation de la rumeur.

En perspective, nous aimerions controler les paramétres dépendant aussi de la partie

diffusion, afin de minimiser la propagation du phénomeéne.
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Conclusion et perspectives

Cette thése a été 'occasion de travailler sur la théorie du controle optimal stochastique,
les systémes dynamiques et leurs applications aux sciences sociales, en particulier la pro-

pagation de la rumeur.

On peut noter dans la littérature plusieurs contributions dans le cas déterministe associant
la théorie des systémes dynamiques a la propagation de la rumeur. On peut citer D. J.
Daley et D. G. Kendall qui ont appuyé ’étude de Goffman et Newill sur une analogie entre
la propagation d'une maladie infectieuse et la diffusion d’informations. Plus récemment,
on peut citer S. Bernard et al. qui ont également proposé des modéles en utilisant les
modélisations épidémiologiques. Notre contribution va au-dela car elle se place dans le

cas stochastique.

Notre premiére contribution est la transformation en modéle stochastique du modéle dé-
terministe d’e-rumeur de S. Bernard et al. [15]. Le modéle obtenu est composé de quatre
compartiments (car le groupe qui représente les stiflers est divisé en deux sous-groupes) et
le systéme associé est donc formé de quatre équations dépendant de plusieurs paramétres
ce qui rend les calculs trés compliqués. Il est difficile de trouver les états d’équilibres du
systéme d’équations différentielles ordinaires afin de déterminer le seuil déterministe qui
servira dans les autres études. Avec ceci il est difficile de vérifier si le modéle était bien dé-
fini, analyser la persistance et 'extinction de la rumeur sous certains seuils stochastiques.
De ce fait, il était plus judicieux de transformer le modéle en fusionnant les deux groupes
de stiflers pour pouvoir s’en sortir. Aprés le fusionnement des groupes, nous avons remar-
qué que ce modéle détermiste a été utilisé par Misra [39] pour modéliser la dynamique des
votants entre deux partis politiques. Dans cette étude, il a calculé les états d’équilibres
du systéme, puis en prenant pour référence un paramétre du modéle, il a déterminé deux

zones d’extinctions et une zone de persistance.

A partir de ces travaux, nous avons déterminé un seuil déterministe qui nous permet
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de préciser les zones d’extinction et de persistance. La transformation de ce modéle dé-
terministe a trois compartiments en modéle stochastique a été faite par analogie avec
les épidémies. Nous avons d’abord montré I'existence et 'unicité d’une solution positive
du systéme d’équations différentielles stochastiques. Nous avons ensuite développé les
analyses d’extinction et de persistance. Cela nous a permis de déterminer des seuils en
utilisant la formule d’It6. Tous ces résultats pourraient étre resumés dans deux théorémes,
mais nous avons dii ajouter un troisiéme théoréme a travers lequel nous avons diminué
la zone de persistance afin de faire une comparaison entre les modéles déterministe et

stochastique a I'aide d’un jeu de données.

Aprés avoir presenté ces résultats, nous pensions entamer la partie controle optimal mais,
lors d’une premiére présentation orale, il nous a été conseillé d’utiliser un modéle stochas-
tique a saut. En effet, dans certains phénomeénes comme la propagation de la rumeur, il y
a souvent des augmentations brusques d’'une population donnée. Grace a cela, nous arri-
vons a un deuxiéme modéle stochastique, en ajoutant un processus de Poisson au premier
modéle. Les études faites sur le modéle précédent ont été alors faites avec un degré de

difficulté supérieur.

Les comparaisons effectuées nous ont permis de voir que 'aspect aléatoire que nous avons
introduit a 'aide du modéle stochastique peut influencer la propagation de I’e-rumeur. De
plus, les informations que donnent ces nouveaux modéles peuvent nous aider & prendre

de bonnes décisions dans la vie courante.

La derniére contribution concerne le controle optimal stochastique. Dans cette partie,
nous avons controlé deux paramétres ayant une influence sur le nombre de propageurs,
afin de minimiser la propagation de ’e-rumeur. Une premiére approche, dans laquelle le
coefficient de diffusion ne dépend pas des controles choisis a été faite sur le premier modéle

stochastique en utilisant la théorie du contréle optimal stochastique.

Ces travaux nous laissent envisager de nombreuses perspectives. Tout d’abord, il semble-
rait intéressant de faire quelques simulations en utilisant des données de réseaux sociaux
(Facebook, Twitter,...) qui nous permettraient de mieux comparer les différents modéles.
Pour ce faire, on pourrait envisager des collaborations avec des informaticiens travaillant
sur le sujet. On pourrait par exemple choisir deux paramétres parmi les plus importants
par leur influence sur les seuils, et représenter pour chaque modéle, sur le méme graphe,

la frontiére sur laquelle le seuil de diffusion est égale & 1. En réalité, le choix ne serait pas
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simple vu le nombre de paramétres. Il a été observé que la modification de la structure
d’une population a une influence sur la détermination des seuils de diffusion dans le cas
d’une épidémie. Il serait intéressant de faire une étude similaire en modifiant la structure
du réseau dans le cas de I’e-rumeur et d’en observer I'influence sur la détermination des
seuils de diffusion. Des études pourraient également étre envisagées dans le cas de réseau

d’e-rumeur de taille variable.

Pour ce qui est de la partie controle optimal, une seconde approche dans laquelle le coeffi-

cient de diffusion dépendrait des controles choisis pourrait étre envisagée ultérieurement.
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