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1.1 Contexte

En 1948, Claude Shannon a introduit ce qu’il a appelé la «théorie mathématique
de l’information ». De cette dernière est née la théorie des codes. L’objectif de
ces codes est de pouvoir corriger toute perturbation pouvant apparaitre sur un
canal de transmission, au sens large du terme. De manière générale, les codes à
effacement fonctionnent par ajout de redondance. Cette redondance est générée
par l’émetteur en fonction des données à protéger. Elle est ensuite utilisée par le
récepteur pour récupérer l’information perturbée.
On distingue plusieurs types de perturbations. D’abord, l’information peut être
corrompue. Ces perturbations, appelées erreurs, entrainent une modification des
bits d’information envoyés sur le canal. Une autre perturbation possible est la
perte complète de l’information, résultant par exemple d’erreurs irrécupérables ou
d’une panne matérielle et/ou logicelle.

De nombreux codes ont été développés, permettant de fiabiliser différents
types de canaux de transmission. Parmi ces codes, on trouve la famille des codes
correcteurs d’effacement. Ils permettent de corriger des pertes d’information.
Un cas d’usage est par exemple un système de stockage distribué où lorsqu’un
disque tombe en panne, il faut pouvoir reconstruire l’information perdue. Un
autre cas d’usage concerne les transmissions sans-fil. Lorsque les erreurs dans un
paquet d’information n’ont pas pu être corrigées par les couches basses de la pile
protocolaire, ce paquet est considéré comme perdu et peut donc être reconstruit à
l’aide de ces codes.
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1.2 Motivations et objectifs

Les besoins industriels, toujours plus exigeants, nécessitent des codes ayant des
vitesses d’exécution de plus en plus élevées. Par exemple, avec l’arrivée des réseaux
de communications 3G/4G, et bientôt 5G, les services de diffusion de contenus
multimédias se sont démocratisés sur les terminaux mobiles. En revanche, ces der-
niers possédent des ressources limitées, comme un processeur basse consommation,
avec une puissance de calcul réduite par rapport aux machines de type serveur.
De plus, leur mobilité faisant varier la qualité des communications, les codes à
effacement font partie des techniques permettant l’amélioration de la qualité de ces
services. L’intérêt d’un code dans les applications dépend de ses propriétés mais
aussi de l’implémentation.
Par conséquent, les implémentations de ces codes doivent être les plus performantes
possibles, permettant un traitement des données rapide et efficace.

La plupart des codes à effacement sont basés sur les corps finis, définissant les
opérations d’addition et de multiplication sur un ensemble fini d’éléments tel que
chaque élément non nul possède un unique inverse pour la multiplication.
Plusieurs implémentations permettant d’effectuer des opérations dans un corps fini
ont été étudiées dans le contexte des codes à effacement. Afin de simplier les calculs,
ces codes utilisent des corps finis de caractéristique 2, définissant l’addition comme
un simple xor. En revanche, l’opération de multiplication est plus complexe à réali-
ser. L’une des solutions pour effectuer ces opérations est alors de garder en mémoire,
dans une table de correspondance le résultat de la multiplication de tous les couples
d’éléments du corps, nécessitant beaucoup d’accès mémoire, pouvant ralentir dans
certains cas les calculs. Une autre solution est de réaliser la multiplication par un
ensemble prédéfini de xor. Cette méthode, dite xor-based, a été particulièrement
étudiée pour les petits corps finis. En effet, le nombre de xor a effectuer dépend
directement de la taille du corps et du polynome irréductible définissant le corps fini.

L’objectif principal de cette thèse est de réduire la complexité des codes à effa-
cement basés sur les corps finis et de proposer des implémentations efficaces. Pour
cela, nous introduisons une méthode permettant de remplacer les opérations dans
un corps fini par des opérations dans un anneau. De cette manière, il est possible
de travailler avec une structure algébrique dans laquelle les opérations telles que
la multiplication peuvent être beaucoup plus simples. Nous définissons plusieurs
transformées entre le corps fini et l’anneau ayant des propriétés différentes. Puis,
pour chacune d’entre elles, nous évaluons la complexité en nombre d’opérations. Ce
résultat nous permet de comparer la complexité globale du codage et du décodage
avec celles des méthodes travaillant directement dans le corps fini. Nous montrons
que le passage dans un anneau nous permet de réduire drastiquement le nombre
d’opérations. Nous étudions également la possibilité de réduire la complexité
des codes à effacement en appliquant un réordonnancement des opérations dans
l’anneau. Cette technique est très employée dans les codes basés sur les corps finis.



1.3. Plan du manuscrit 3

En utilisant certaines propriétés des anneaux, nous proposons plusieurs techniques
permettant de réduire le nombre d’opérations nécessaires au codage. Nous analy-
sons les gains obtenus par rapport à un réordonnancement des opérations appliqué
à des éléments d’un corps fini.

En plus de cette étude théorique, nous proposons une implémentation efficace
d’un code MDS basé sur certains corps finis en utilisant des transformées rapides.
Cette implémentation met en avant une technique permettant d’appliquer les trans-
formées sur les éléments du corps fini à la volée par le processeur, travaillant direc-
tement avec les registres de ce dernier et évitant toute écriture mémoire inutile sus-
ceptible de réduire les performances. Nous évaluons les performances sur plusieurs
architectures matérielles, et pour plusieurs paramètres de code. Nous comparons
notre méthode avec les meilleures implémentations à notre connaissance dans le
contexte des codes MDS.
Les processeurs possédant de plus en plus de cœur de calculs, y compris sur des
terminaux mobiles, nous avons également vérifié le passage à l’échelle d’une telle
méthode en analysant les performances d’exécution sur plusieurs cœur de calculs
en parallèle pour les opérations de codage et de décodage.

1.3 Plan du manuscrit

Cette thèse se découpe en trois parties.
Tout d’abord, dans le Chapitre 2, nous présentons sous la forme d’un état de l’art
les principaux concepts de la théorie de l’information, des codes à effacement et de
leurs implémentations en utilisant l’arithmétique des corps finis. Nous passons en
revue différents types de codes à effacement qui utilisent les corps finis, puis nous
détaillons les différentes méthodes permettant d’effectuer des opérations dans un
corps fini.

Le Chapitre 3 regroupe l’ensemble des résultats théoriques. D’abord, nous pré-
sentons le contexte algébrique dans lequel nous nous situons. Puis nous détaillons
les transformées permettant de passer d’éléments de certains corps finis vers des
éléments d’un anneau polynomial avant d’évaluer la complexité de cette méthode.
Enfin, nous présentons certaines techniques de réordonnancement des opérations
permettant de réduire d’avantage la complexité au codage.

Dans le Chapitre 4, nous rassemblons toutes les analyses de performance que
nous avons effectuées. D’abord, nous présentons une implémentation complète d’un
code à effacement MDS basé sur les corps finis. Puis nous présentons les résultats
de cette implémentation pour plusieurs paramètres de codes. L’analyse de perfor-
mances sera faite sur plusieurs architectures matérielles largement utilisées dans les
applications pratiques actuelles.

Enfin, le Chapitre 5 donnera les conclusions de ces travaux ainsi que les pers-
pectives futures.
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2.1 Théorie des codes

Les problématiques étudiées dans ce manuscrit ont pour origine la théorie de
l’information. Nous allons donc commencer par rappeler dans ce chapitre les prin-
cipes fondamentaux de cette théorie et ses principales applications.

2.1.1 La théorie de l’information

En 1948, Claude Shannon introduit la théorie de l’information [50] dans laquelle
il formalise en particulier le problème de la transmission d’information en assurant
un certain niveau de fiabilité pour un coût de redondance minimum. Plus spécifique-
ment, Shannon démontre que pour n’importe quel type de canal de communication,
il est possible de transmettre sur celui-ci avec un taux d’erreur arbitrairement proche
de zéro tant que le taux de codage reste inférieur à un seuil appelé la capacité du
canal. Toutefois, cette preuve n’est pas constructive car Shannon ne donne pas de
construction de codes correcteurs atteignant la limite prévue par son théorème du
codage de canal. Ce théorème motive toujours la construction de méthodes géné-
rant de façon efficace la redondance afin que le destinataire puisse soit détecter que
le message a été altéré, soit corriger lui-même les éventuelles erreurs. l’ensemble
des travaux relatifs à la construction des codes correcteurs d’erreurs, aussi appelé
codage canal, constitue la théorie de codes.
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Dans de nombreuses applications soumises à des perturbations, comme la com-
munication sur un canal bruité ou le stockage de données distribuées sur plusieurs
serveurs, le codage canal peut servir à détecter et corriger tout ou partie des erreurs
ou également à reconstruire des effacements. Considérons un système de communi-
cation avec lequel on souhaite envoyer un certain nombre de symboles d’informations
à travers un canal bruité :

Emetteur Canal Recepteur

D1, . . . , Dk X1, . . . , Xn Y1, . . . , Yn D′1, . . . , D
′
k

Figure 2.1 – Modèle simplifié d’un système de communication

L’objectif est de transmettre k symboles d’informations supposés aléatoires
D = (D1, . . . , Dk) représentant des données. A l’aide d’une fonction de codage,
l’émetteur associe au mot de k bits d’information D un mot de longeur n, noté
X = (X1, . . . , Xn), qu’il envoie sur le canal. Le récepteur essaie de retrouver à par-
tir du mot reçu Y = (Y1, . . . , Yn) les valeurs des bits d’informations D transmis.
Par une fonction de décodage, le récepteur va produire le mot D′ = (D′1, . . . , D′k).
Si D = D′, alors, il n’y a pas d’erreur.

Le codage s’intéresse à la conception des fonctions de codage et de décodage.
Ces dernières vont entre autres dépendre du type de canal sur lequel l’information
sera envoyée.

Source d’information : Une source d’information discrète est représentée par
une variable aléatoire discrète X qui prend ses valeurs dans un alphabet S =
{s0, . . . , sn} avec une distribution de probabilités P = {p0, . . . , pn} où pi représente
ainsi la probabilité d’occurence du symbole si.

Canal de communication : Toute communication s’opère sur un canal de com-
munication entre une source d’information et un destinataire. Pour chaque séquence
de n symboles d’entrée x1, . . . , xn, un canal produit en sortie une séquence de n sym-
boles Y1, . . . , Yn. Les symboles d’entrée appartiennent à un alphabet X , dit alphabet
d’entrée. Les symboles de sortie appartiennent à l’alphabet de sortie Y. Pour chaque
t ∈ {1, . . . , n}, le symbole de sortie Yt est obtenu à partir du symbole d’entrée xt
selon une loi de transition qui détermine la probabilité d’obtenir Yt ∈ Y à la sortie
du canal. Cette probabilité est notée P (Y |X). La connaissance du canal nous donne
ainsi la loi de transition pour chaque couple (xt, Yt).

Un canal est donc caractérisé par le triplet (X,Y, P (Y |X)) où :
— X est un alphabet fini contenant toutes les valeurs possibles à l’entrée du

canal
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— Y est un alphabet fini contenant toutes les valeurs possibles à la sortie du
canal

— P (Y |X) représente la loi de transition déterminant comment le symbole Yt
est obtenu à partir de xt

Canal
X1, . . . , Xn Y1, . . . , Yn

Figure 2.2 – Modèle simplifié d’un canal de communication

L’entropie : Soit X une variable aléatoire sur l’alphabet X avec une loi de pro-
babilité PX , l’entropie permet de déterminer le degré d’incertitude contenue dans
X, l’entropie de cette variable est définie de la manière suivante :

H(X) = −
∑
x∈X

PX(x) log2(PX(x))

Dans le cas d’une variable aléatoire binaire de probabilité p, la fonction d’entropie
binaire est définie de cette manière :

Hb(p) = −p log2(p)− (1− p) log2(1− p)

Ainsi, si X est une variable aléatoire binaire prenant la valeur 1 avec une probabilité
p et la valeur 0 avec une probabilité (1− p), nous avons :

Hb(p) = H(X)

L’entropie conjointe : Soient X et Y deux variables aléatoires sur des alphabets
finis X et Y avec une loi de probabilité conjointe PXY (x, y). L’entropie conjointe
mesurant la quantité d’information contenue dans X et Y est définie par :

H(X,Y ) = −
∑

x∈X ,y∈Y
px,y log2(px,y)

L’entropie conditionnelle : L’entropie conditionnelle, mesurant l’entropie res-
tante provenant d’une variable aléatoire X, connaissant parfaitement une variable
aléatoire Y est définie par :

H(X|Y ) = H(X,Y )−H(Y )

L’information mutuelle : On note I(X,Y ) l’information que l’on peut obtenir
sur X à partir de Y , appellée information mutuelle. Elle s’exprime de la manière
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suivante :
I(X,Y ) = H(X)−H(X|Y )

Dans le cas d’un canal parfait (sans erreurs), H(X|Y ) = 0. Ainsi, la connaissance
de Y permet de déterminer X : l’information mutuelle est maximale. A l’inverse,
lorsque le canal est très mauvais, H(X|Y ) = H(X), l’information mutuelle est nulle
et la connaissance de Y n’apporte aucune information sur X. La communication est
impossible.

Capacité d’un canal : La capacité C d’un canal de communication se définit
comme le maximum de l’information mutuelle sur toutes les lois de probabilités
possibles pour X. Elle s’exprime de la manière suivante :

C = max
X
{I(X,Y )}

Ainsi, dans le cas d’un canal optimal, C = maxX{H(X)}. A l’inverse, dans le pire
cas où H(X|Y ) = H(X), la capacité est nulle : C = maxX{H(X)−H(X|Y )} = 0.

2.1.1.1 Le canal binaire symétrique

Afin d’illustrer ces concepts, prenons l’exemple du canal binaire symétrique ou
« Binary Symmetric Channel »(BSC). Il s’agit du canal dont les entrées et sorties
ont valeur dans {0, 1} et où la probabilité d’erreur dans la transmission d’un symbole
est de p.

1

0

1

0

1− p

p

p

1− p

Figure 2.3 – Le canal binaire symétrique

Ainsi, la capacité du canal vaut :

C = max
X
{I(X,Y )} = 1−Hb(p)

La capacité du canal symétrique binaire vaut dont 1 si la probabilité d’erreur p
est nulle. A l’inverse, lorsque p vaut 1

2 , Hb(p) = 1 c’est à dire son maximum. La
capacité d’un canal binaire symétrique de paramètre 0.5 est donc nulle. C’est le
plus mauvais canal binaire.
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2.1.1.2 Le canal binaire à effacement

A titre de comparaison avec le précédent canal, nous allons introduire un autre
type de canal dont les erreurs se représentent par des effacements. C’est en 1955,
que Peter Elias publia le modèle du canal binaire à effacement ou « Binary Erasure
Channel »(BEC) [19]. Il s’agit du canal dont les entrées ont valeur dans {0, 1},
mais les sorties ont valeur dans {0, 1,∆}, le symbole ∆ représentant un effacement
(une perte). La probabilité d’effacement d’un symbole est notée p. L’information
transmise sur le canal n’est donc pas altérée, elle est soit reçue, soit perdue :

1

0

1

0

∆

1− p

p

p

1− p

Figure 2.4 – Le canal binaire à effacement

La capacité de ce canal vaut :

CBEC = max
X
{(1− p)H(X)}

= (1− p)

Ainsi, la capacité d’un canal binaire à effacement de paramètre p est égale à
1− p.
En comparant le canal binaire symétrique et le canal binaire à effacement, on
constate que pour une même probabilité p de perte (ou effacement), la capacité
du canal binaire à effacement est supérieure à celle du canal binaire symétrique.
En effet, sur le BEC, l’emplacement des effacements est connu. Une étape supplé-
mentaire est nécessaire sur le BSC pour détecter quel symbole a été altéré. Cette
étape peut se révéler couteuse en termes de redondance supplémentaire sur le canal
et également en complexité.

2.1.1.3 Quelques exemples de canaux à effacements

En pratique, les effacements ne concernent pas des bits isolés. Ils sont regroupés
en un ensemble de données, comme un fichier, un paquet émis sur le réseau ou
un disque dur. Par exemple, sur l’Internet, l’information est transmise en paquets
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sous la forme de datagrammes IP. Que ce soit à cause d’une erreur de routage, de
congestion, de connexion intermitente ou de transmission sans fil de mauvaise qua-
lité, certains paquets peuvent être perdus. Autre exemple, un système de stockage
distribué contenant des fichiers : lorsqu’un noeud de stockage disparait, certains
fichiers sont détruits ou effacés.

2.1.2 Les codes correcteurs d’erreurs

Grâce aux travaux de Shannon, on sait que pour fiabiliser une transmission
sur un canal comportant des erreurs, une fonction de codage de l’information est
nécessaire pour atteindre un taux d’erreur final négligeable. Dans la suite, nous
entendrons par erreurs des effacements et nous présenterons plusieurs constructions
de codes après avoir rappelé quelques notions d’algèbre utilisées.

2.1.2.1 Les structures algébriques utilisées par les codes

Nous allons ici présenter quelques concepts et outils mathématiques nécessaires
à la construction de ces codes. En effet, nous aurons besoin de certaines structures
algébriques permettant d’effectuer des opérations sur un ensemble d’éléments. Par
exemple, les fonctions de codage doivent être inversibles et cela nécessitera des
structures permettant d’inverser tous les éléments de l’ensemble.

Groupe

Un ensemble G muni d’une loi de composition, notée ∗, est appelé un groupe
si et seulement si, pour tout a, b et c dans G, cette loi satisfait les trois propriétés
suivantes :

— ∗ est associative : pour tout a, b, c ∈ G, a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c.
— Il existe un élément neutre e ∈ G, tel que a ∗ e = e ∗ a = a.
— Pour tout a ∈ G, ∃a′ ∈ G tel que a ∗ a′ = a′ ∗ a = e.
Un tel groupe est noté (G, ∗) ou G.
Si G contient un nombre fini d’éléments, on dit que c’est un groupe fini et on

note |G| le nombre d’éléments du groupe appelé cardinal.
Si la loi de composition est commutative, alors G est dit abélien.
Pour a ∈ G, on note an la répétition de la loi ∗, a ∗ · · · ∗ a, portant sur n termes

égaux à a pour tout n ∈ N.
Si un élément g ∈ G est tel que pour tout a ∈ G, il existe i ∈ Z, tel que a = gi,

alors g est un générateur du groupe (G, ∗) ou une racine primitive. Si un groupe
possède un générateur, il est dit cyclique.

De plus, soit H un sous-ensemble de G. H est un sous-groupe si et seulement
si :

— e ∈ H
— ∀x, y ∈ H, x ∗ y ∈ H
— ∀x ∈ H, si x ∗ y = e, y ∈ H
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Anneaux

Un ensemble A muni de deux lois de composition internes, notées ∗ (appelé
multiplication) et + (appelé addition), est un anneau si et seulement si, pour tout
a, b et c dans A, ces deux lois satisfont les propriétés suivantes :

— (A,+) est un groupe abélien avec l’élement neutre e = 0.
— ∗ est associative : ∀a, b, c ∈ A, a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c.
— ∗ est distributive sur + : ∀a, b, c ∈ A, a ∗ (b + c) = (a ∗ b) + (a ∗ c) et

(b+ c) ∗ a = (b ∗ a) + (c ∗ a).
Si ∗ possède un élément neutre dans A, A est dit unitaire. S’il existe, cet élément

est noté 1. Si de plus ∗ est commutative, A est dit commutatif. Tous les éléments
d’un anneau ont un opposé qui est l’inverse par la loi +. En revanche, ils n’ont pas
forcément d’inverse par la loi ∗.

Deux anneaux (A,+A, ∗A) et (B,+B, ∗B) sont isomorphes lorsqu’il existe une
bijection f : A→ B vérifiant pour tout x et y dans A :

f(x+A y) = f(x) +B f(y), f(x ∗A y) = f(x) ∗B f(y)

Un idéal I est un sous-groupe d’un anneau A pour la loi + qui est absorbant
pour la loi ∗ : pour g ∈ I, le produit a∗g reste dans I pour n’importe quel élément a
de l’anneau A. Pour tout x ∈ A, la partie Ax = {ax; a ∈ A} est un idéal de A appelé
idéal engendré par x. Un idéal I de A est dit principal s’il existe un générateur x
(tel que I = Ax). Un anneau est principal si et seulement si tout idéal est principal.

Corps

Un anneau (K,+, ∗) est un corps si et seulement si c’est un anneau unitaire tel
que tout a 6= 0 dans (K,+, ∗) possède un élément symétrique a−1 tel que a ∗ a−1 =
a−1 ∗ a = 1. De plus, un corps doit contenir au moins deux éléments distincts : 0 et
1. De même, un corps est dit fini si il possède un nombre fini d’éléments.

Il existe un corps fini Fq à q éléments si et seulement si q = pm où p est premier et
m ≥ 1. Par conséquent, on peut construire un corps fini Fp à p éléments appelé corps
premier. Ce dernier contient des éléments qui peuvent être associés aux différents
entiers inférieurs à p et les opérations + et ∗ peuvent être associées à l’addition et
la multiplication des entiers modulo p. L’exemple le plus simple étant F2, contenant
deux éléments : 0 et 1. La construction d’un corps fini Fpm est possible par extension
de Fp, à condition de trouver un polynome π(x) de degré m dont les coefficients
sont dans Fp et qui est irreductible sur Fp.

Soit K ′ un sous-ensemble non-vide d’un corps K. K ′ est un sous-corps si et
seulement si :

— 1K ∈ K ′
— K ′ est stable par + et ∗
— ∀a ∈ K ′, −a ∈ K ′ et ∀a ∈ K ′ \ {0}, a−1 ∈ K ′

Enfin, deux corps sont isomorphes si ils sont isomorphes en tant qu’anneau.
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Définition 1. Soit π(x) un polynome de degré m et irreductible sur Fp. L’ensemble
des polynomes en x de degré ≤ m−1 et à coefficients dans Fp calculés modulo π(x)
forment un corps de cardinalité pm et de caractéristique p. Tous les corps finis de
cardinalité pm sont isomorphes. Cela garantit l’unicité du corps Fpm.

Définition 2. Dans un corps fini Fq avec q = pm, l’ordre d’un élément est la plus
petite puissance strictement positive de cet élément égale à l’élement neutre par la
multiplication, noté 1 : si αq−1 = 1 et ∀r, 0 < r < q − 1 avec αr 6= 1, l’ordre de
l’élément α est q− 1. Lorsque cet ordre est égal à q− 1, l’élément est appelé racine
primitive du corps. Un tel élément est appelé générateur car chaque élément du
corps pourra être défini comme une puissance de cette racine primitive.

Notons que les membres de Fpm peuvent également être définis comme les classes
résiduelles des polynomes en x à coefficient dans Fp modulo π(x) :

Fpm = Fp[X]/(π(x))

Soit α la classe résiduelle de x. Ainsi, π(α) = 0. Autrement dit, π(x) = 0 admet
une racine α dans Fqm .

Espace vectoriel

Un ensemble E est un espace vectoriel sur un corps K, appelé alors K-espace
vectoriel, s’il est muni d’une loi de composition interne + et d’une loi externe à
gauche «·», telles que :

— (E,+) est un groupe commutatif
— Pour tout a ∈ E, 1K · a = a

— Pour tous λ, µ ∈ K et a ∈ E, λ · (µ · a) = (λ ∗ µ) · a
— Pour tous λ, µ ∈ K et a ∈ E, (λ+ µ) · a = λ · a+ µ · a
— Pour tous λ ∈ K et a, b ∈ E, λ · (a+ b) = λ · a+ λ · b
Les éléments de E sont appelés vecteurs et les éléments de K sont appelés

scalaires. L’ensemble {0, 1} muni des opérations d’addition et de multiplication est
un corps commutatif, noté F2. L’ensemble des tableaux de bits de taille n peut donc
être muni d’une structure d’espace vectoriel. L’ensemble des mots de code est alors
Fn2 .

2.1.2.2 Terminologie relative aux codes correcteurs d’erreurs

Définition 3. Un code en bloc linéaire C de longeur n et de dimension k, noté
(n, k), est un sous-espace vectoriel de dimension k de l’espace vectoriel Fnq . Les
éléments de C sont appelés les mots de code.

A partir de sa longeur et de sa dimension, on peut définir le rendement d’un
code, également appelé taux de codage. Il correspond à la quantité de redondance
ajoutée par le code.
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Définition 4. Le rendement d’un code en bloc C de longeur n est :

R = log2(|C |)
n

= k

n

Définition 5. Une matrice G ∈ M(Fq)k,n est dite génératrice du code si ses k
lignes forment une base du code, avec M(Fq)k,n l’ensemble des matrices (k, n) à
coefficients dans Fq.

Soit D ∈ Fkq et G la matrice génératrice d’un code (n, k). D est encodé en un
mot de code X ∈ Fnq par la multiplication de la matrice génératrice :

X = DG

Lorsque le vecteur source se retrouve dans le vecteur encodé, on parle d’un code
systématique. A une permutation de colonnes près, la matrice génératrice contient
alors la matrice identité :

Gsys = [Idk|C]

Définition 6. Soit C un code (n, k). On dit que H ∈ M(Fq)(n−k),n est une ma-
trice de parité du code si et seulement si ∀X ∈ C, HXt = 0 et H est de rang (n−k).

La construction d’une matrice de parité H à partir de la matrice génératrice
sous sa forme systématique peut se faire de la manière suivante :

H = [−CT |Idk]

Le décodage d’un code correcteur a pour objectif de retrouver la séquence ayant
été la plus probablement envoyée. Pour comparer plusieurs mots de code à une
séquence reçue, il est nécessaire d’introduire une notion de distance. La distance
utilisée est généralement la distance de Hamming qui découle de la fonction de
poids de Hamming.

Définition 7. Le poids de Hamming d’une chaine de symboles sur un alphabet
donné est le nombre de symboles qui diffèrent du symbole nul.

Définition 8. La distance de Hamming entre deux vecteurs de symboles a et b est
le poids de Hamming du vecteur a− b.

Définition 9. La distance minimale d’un code linéaire, notée dmin, est la plus petite
distance de Hamming qui existe entre deux mots de code distincts. A cause de la
structure d’espace vectoriel des codes linéaires, c’est aussi le minimum des poids de
Hamming de tous les mots de code.

Ainsi, un code (n, k) de distance minimale d sera noté (n, k, d). La distance
minimale d’un code nous donne une borne sur le nombre de corrections garanties
par un code donné. En effet, un code (n, k, d) sera toujours capable de corriger t



14 Chapitre 2. Etat de l’art

erreurs et e effacements avec d ≥ 2t+ e+ 1. Enfin, cette distance minimale possède
une borne supérieure. Cette borne dépend de la longueur, de la dimension du code,
ainsi que du corps sur lequel est défini le code.

Définition 10. Un code linéraire de longeur n et de dimension k est dit MDS si :
n− k = dmin − 1. Le code atteint ce qu’on appelle la borne de Singleton [52].
Dans le cadre des codes à effacement, un code est dit MDS si et seulement si tout
sous-ensemble de k symboles reçus parmi les n générés permet de décoder les k
symboles sources.

Le code de Hamming est une classe de codes linéraires binaires. Ces codes font
partie des tout premiers codes correcteurs d’erreurs. Ils ont été publiés en 1950 par
Richard Wesley Hamming [23].

Définition 11. Un code binaire de Hamming H est un code linéaire binaire per-
mettant de corriger une erreur. La longeur du code est n = 2r− 1, la dimension est
k = 2r − 1− r et la distance minimale est toujours 3 (dans sa forme non générali-
sée), avec r le nombre de bits de parité. Sa matrice de parité H possède n colonnes
représentant les 2r − 1 vecteurs de longeur r. Il est possible de réordonner H pour
obtenir un code systématique.

La limite de cette classe de code est qu’il n’est possible de corriger qu’une seule
erreur. Une autre famille de codes est capable de corriger plusieurs erreurs : les
codes BCH [15], [24] (de leurs inventeurs : Bose, Ray-Chaudhuri et Hocquenghem).

Définition 12. Les codes BCH sont des codes cycliques sur Fq qui permettent de
corriger t erreurs. En prenant n et q premiers, α un élément de Fqm d’ordre n,
nous avons la factorisation Xn − 1 = P1(X) . . . Pk(X) en polynomes irreductibles
de Fq[X]. Comme n est premier avec q, toutes les racines de Xn− 1 sont distinctes
et sont donc les racines d’un et un seul des facteurs irreductibles Pi. Soit ik l’indice
du polynome irreductible dont αk est racine, le polynome générateur d’un code BCH
est :

g(x) = ppcm{Pik+1(X), . . . , Pik+2t
(X)}

Ces codes ont permis de définir les codes de Reed-Solomon. Ces derniers peuvent
être vus comme un cas particulier des codes BCH. Ils ont été introduits par Irvine
Reed et Gustave Solomon [47] en 1960 et ont été rendus célèbres par leur utilisation
sur les « Compact Disk », pour les transmissions avec la sonde Voyager ou encore
dans des standards comme DVB-S (Digital Video Broadcast - Satellite) ou CCSDS
(Consultative Committee for Space Data Systems). Ils vérifient n = q − 1. Dans
ce cas, il exite toujours des racines primitives n-ième de l’unité. Ainsi, le polynome
générateur d’un code de Reed-Solomon (n = q − 1, k = n− r) avec r < n est de la
forme :

g(X) =
t+r−1∏
i=t

(X − αi)

Les codes de Reed-Solomon étant des codes BCH, la distance minimale δ ≥
r + 1. De plus, en tant que code linéaire, le code atteint la borne Singleton, soit,
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δ = n−k+1. Ainsi, un code Reed-Solomon est un code BCH optimal avec δ = r+1.
Il suffit donc de trouver un corps fini avec q éléments pour construire un code de
Reed-Solomon de longeur nmax = q − 1 pour le canal à erreur.

2.2 Les codes correcteurs d’erreurs pour le canal à ef-
facement

Dans cette partie, nous allons présenter les différents types de codes qui peuvent
être utilisés sur un canal à effacement. Supposons un canal à effacement avec une
probabilité d’effacement p. La capacité du canal est donc de 1 − p. Afin de trans-
mettre de manière fiable k symboles sur celui-ci, on choisit un code MDS dont le
rendement R est inférieur à la capacité du canal.
Soit m = (m0, . . . ,mk−1) le message source à encoder, constitué de k symboles
de Fq. Soit G une matrice génératrice de dimension (n, k). L’opération d’encodage
consiste à multiplier le message m par la matrice génératrice.

2.2.1 Les codes Maximum Distance Separable (MDS)

Un code à effacement MDS est construit sur un corps fini. Il utilise une ma-
trice génératrice dite MDS, notée G dont les coefficients sont des éléments de ce
corps fini. L’opération de codage consiste à générer n combinaisons linéaires de k
symboles sources. Au décodage, à partir de k symboles codés, une sous-matrice de
G correspondant aux symboles codés reçus et aux symboles sources manquants est
calculée puis inversée afin de déterminer les opérations inverses pour reconstruire
les k symboles sources originaux. Ils ont l’avantage d’être optimaux mais ont une
complexité quadratique pour la plupart.

Les codes de Reed-Solomon

Les codes Reed-Solomon sont les codes MDS les plus classiques. L’opération
de codage consiste en une évaluation en n points du polynome représenté par les
données sources. Pour cela, on utilise une matrice de Vandermonde à coefficients
dans Fq. Par construction, une telle matrice est MDS.

Une matrice de Vandermonde de taillem∗m, notée V (x1, . . . , xm) est construite
à partir de m termes distincts x1, . . . , xm :

V (x1, . . . , xm) =


x0

1 x1
1 x2

1 · · · xm−1
1

x0
2 x1

2 x2
2 · · · xm−1

2
...

...
... . . . ...

x0
m x1

m x2
m · · · x

(m−1)
m


Le déterminant est égal à :

det(V ) =
∏

1≤i<j≤m
(xj − xi)
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Pour un code de Reed-Solomon, la matrice génératrice est construite à partir
d’un élément primitif du corps fini, noté α. En effet, ce dernier génère tous les
éléments du corps, excepté l’élément neutre par la loi de composition interne +, et
peut donc générer une séquence de m termes distincts à condition que le corps fini
possède au moins m+ 1 éléments. Cette matrice est notée V (α) :

V (α) =


1 1 1 · · · 1
1 α α2 · · · αm−1

...
...

... . . . ...
1 αm−1 α2(m−1) · · · α(m−1)(m−1)


Pour construire une matrice génératrice k × n d’un code MDS à partir d’une

matrice de Vandermonde, il suffit de considérer une matrice de Vandermonde carrée
r × r telle que r ≥ n et d’en prendre la sous-matrice k × n formée des k premières
lignes et des n premières colonnes. Sur cette matrice génératrice, on peut voir que
toute sous-matrice carrée k×k est une matrice de Vandermonde et donc qu’elle est
inversible. C’est cette propriété fondamentale qui est utilisée par le décodeur pour
reconstruire les paquets d’informations à partir de k paquets quelconques reçus. En
effet, à tout ensemble de k paquets reçus, il peut associer une sous-matrice k × k
de la matrice génératrice, l’inverser puis multiplier cette matrice inverse par les pa-
quets reçus.
Le principal problème des codes de Reed-Solomon est que lorsqu’ils sont construits
directement avec une matrice de Vandermonde, ils ne sont pas systématiques, c’est-
à-dire que leur matrice génératrice ne contient pas la matrice identité. Il faut noter
que si l’on construit une matrice génératrice qui contient l’identité sur les k pre-
mières colonnes et une sous-matrice d’une matrice de Vandermonde sur la partie
« redondance », ce code n’est pas forcément MDS. Ceci s’explique par le fait que si
l’on veut que le code soit MDS, il faut que toute sous-matrice k× k soit inversible.
Comme une partie de cette sous-matrice peut contenir des colonnes appartenant à
l’identité, il est nécessaire que toute sous-matrice i× i (où i ≤ k) de la matrice de
Vandermonde soit inversible. Les matrices de Vandermondeà coefficients dans un
corps fini ne possèdent pas cette propriété. Pour remédier à cela, on peut « systéma-
tiser »le code en extrayant une sous-matrice carrée k× k de la matrice génératrice,
en calculant son inverse, puis en multipliant cet inverse par la matrice génératrice
[29].

Codes MDS contruits à partir d’une matrice de Cauchy

Une autre construction possible d’un code MDS consiste à utiliser une matrice
de Cauchy. Une matrice de Cauchy m ∗ n est une matrice dont les coefficients ai,j
sont de la forme :

ai,j = 1
xi − yj

;xi − yj 6= 0, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n

où xi et yj contiennent des éléments distincts. Cette construction, à la différence de
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celle utilisée avec une matrice de Vandermonde, permet d’obtenir directement une
matrice MDS systématique. En effet, toute sous-matrice de Cauchy est également
une matrice de Cauchy et est donc inversible. De plus, ces matrices peuvent être
utilisées pour construire directement la partie redondance d’une matrice génératrice
MDS à laquelle il suffit de concaténer une matrice identité pour obtenir un code
systématique.

Les premiers codes utilisant des matrices de Cauchy ont été introduits par Mc-
Williams et Sloane [35]. Elles ont été utilisées pour un code à effacement pour la
première fois par Rabin [44] dans le contexte du stockage distribué et pour des
transmissions temps-réel fiables [14].

Enfin, il est possible d’utiliser une matrice de Cauchy dans sa forme généralisée,
où tous les éléments de la première ligne et de la première colonne de la partie
non-systématique sont égaux à 1 :

ai,j = ri ∗ sj
xi − yj

;xi − yj 6= 0, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n

En effet, en choisissant le coefficient sj égal à x1 + yj , pour j = 1, . . . ,m et ri
égal à (xi + y1)/s1 pour i = 1, . . . , k, alors, tous les éléments de la première colonne
et la première ligne de la partie non-systématique sont égaux à 1.

Nous verrons dans la partie suivante que cette construction permet de réduire
la complexité de l’encodage d’un code MDS en utilisant une représentation des
données spécifique qui permet de réaliser l’opération d’encodage uniquement avec
des opérations xor lorsqu’on utilise un corps fini de caractéristique 2.

2.2.2 Les codes à matrice creuse

A la différence des codes de Reed-Solomon, les codes à matrice creuse ont une
matrice génératrice ou de parité à faible densité. En d’autres termes, ils contiennent
en majorité des termes nuls. Cela permet de réduire la complexité de codage en
diminuant le nombre d’opérations nécessaires. A la différence des codes de Reed-
Solomon qui ont une complexité quadratique, nous verrons que ces codes permettent
également d’utiliser des algorithmes qui possèdent une complexité sous-quadratique
sans trop réduire les capacités de correction. Malgré ce compromis, ces codes ne sont
pas MDS, bien que très proches pour certains. En revanche, la dimension de ces
codes peut être très grande avec un alphabet petit.

2.2.2.1 Les codes LDPC

Les codes LDPC ("Low Density Parity Check") ont été inventés au début des
années 1960 par Gallager [20]. A l’origine, ces codes consistent à générer des combi-
naisons linéaires d’un sous-ensemble des symboles sur le corps fini à deux éléments
F2. Les opérations de codage se résument à additionner ou soustraire (⊕ dans F2)
certains symboles entre eux. Plusieurs versions ont été proposées pour améliorer les
capacités de correction ou pour permettre une complexité constante pour l’enco-
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dage, avec par exemple les LDPC-staircase qui sont disponibles dans la bibliothèque
OpenFEC[6].

On peut représenter des codes LDPC par deux manières : un graphe biparti ou
une matrice de parité qui est en fait la matrice d’adjacence du graphe.

Noeuds variable

v1
v2
v3
v4
v5
v6
v7
v8
v9
v10
v11
v12

Noeuds contrainte

r1

r2

r3

r4

r5

r6

Figure 2.5 – Graphe de Tanner d’un code LDPC regulier

Ce graphe représente les équations utilisées pour générer les symboles de re-
dondance, appelés noeuds contrainte à partir des symboles de redondance, appelés
noeuds variable. La matrice de parité de ce graphe est la suivante :



1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1
0 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 1
0 1 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0
1 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 1 0 1 1 0



Figure 2.6 – Matrice de parité d’un code LDPC régulier

Plusieurs variantes des codes LDPC existent. Par exemple, on peut citer les
codes LDPC-staircase, dont la matrice de parité H se compose de deux parties, H1
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et H2. La partie gauche, H1, de taille (n − k) × k, indique dans quelles équations
chaque symbole source intervient. Elle est créée de façon aléatoire, avec comme
seules contraintes qu’il y ait (au moins) trois éléments différents de 0 par colonne,
et au moins deux par ligne. La partie droite, H2, est spécifique au code considéré.
Dans le cas de LDPC-staircase, il s’agit d’une matrice « escalier », avec une double
diagonale. Les codes LDPC-staircase ont la particularité de permettre un enco-
dage avec une complexité constante, c’est à dire que chaque symbole de redondance
nécessitera le même nombre d’opérations pour être généré, quelle que soit la di-
mension du code, cela grâce à la structure en double diagonale de la partie droite
de la matrice de parité. Pour ce qui est du décodage, si le récepteur reçoit suffi-
sament de symboles, les symboles perdus peuvent être reconstruits itérativement,
ne nécessitant pas d’inversion de matrice. Cela n’empêche pas, après avoir recons-
truit quelques symboles itérativement, de continuer par un décodage plus complexe
mais plus efficace comme une élimination par pivot de Gauss afin d’améliorer les
capacités de correction du code.

De la même manière que les codes LDPC binaires, il est tout à fait possible
d’utiliser des coefficients sur un corps fini contenant plus d’éléments afin de gagner
en capacité de correction au prix d’une augmentation de la complexité.

2.2.2.2 Les codes Tornado

Les codes Tornados ont été publiés par M. Luby en 2001 [33]. Ils consistent en
une succession de plusieurs couches appliquant un code LDPC sur les symboles avant
d’appliquer un code Reed-Solomon. En générant ainsi des symboles intermédiaires,
la complexité de codage est linéaire pour une capacité de correction proche de l’idéal.

2.2.2.3 Les codes sans rendement (rateless)

A la différence des codes précédemment, les codes sans rendement ou codes
fontaine peuvent théoriquement générer une quantité infinie de symboles de redon-
dances à partir d’un ensemble fini de symboles sources. Le principe reste le même
que les codes précédents : un symbole de redondance est une combinaison linéaire
des symboles sources. Etant donné que le nombre de symboles sources est fini, le
nombre de combinaisons linéaires de ces sources est lui aussi fini. Par exemple, avec
k symboles sources, le nombre de combinaisons linéaires différentes sur F2 est 2k.

2.2.2.4 Les codes LT

Les codes LT (« Luby Transform ») ont été proposés par Luby en 1998 et
publiés en 2002 [34]. Il s’agit de codes sans rendement avec lesquels il est possible
de générer à la volée des symboles de redondance. Un symbole de redondance est
une combinaison linéaire aléatoire de d symboles sources sur F2. La distribution des
degrés d des symboles de redondance influe sur la capacité de correction de ces codes.
Dans [34], Luby propose d’utiliser la distribution robuste de Soliton afin d’obtenir
des codes asymptotiquement optimaux. Avec cette distribution, le degré moyen est
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de log(k), soit une complexité d’encodage de O(log k) opérations par symbole. Les
opérations de codage sont donc très rapides. Mais le principal inconvénient de ces
codes est qu’avec une telle distribution, ces derniers ne sont pas systématiques.

s1 s2 s3 s4 s5 s6

r1 r2 r3 r4 r5 r6 r7 r8

Figure 2.7 – Codage avec un code LT (8, 6)

2.2.2.5 Les codes Raptor

Les codes Raptor[51] ont été inventés en 2006 comme une amélioration des
codes Tornado. Ils corrigent le principal défaut des codes LT, à savoir l’impossibilité
d’obtenir un code systématique. Ils permettent d’éviter que la totalité des symboles
sources ne soient codés. De plus ils disposent d’une complexité de codage faible
(O(log k) par symboles).

Pour cela, les k symboles d’information sont d’abord codés en n symboles en
utilisant un code C(n, k), appelé précode, capable de récupérer les k symboles à
partir des n symboles codés. Les n symboles codés sont ensuite codés en utilisant un
code LT capable de récupérer de ces symboles codés les n symboles intermédiaires.

Les codes Raptor utilisent un précode binaire alors que les codes RaptorQ uti-
lisent un précode pouvant travailler sur Fq, améliorant ainsi les capacités de correc-
tion.

2.2.2.6 L’approche par géométrie discrète

Une autre approche permettant de construire un code (n, k) est d’utiliser la
transformée Mojette [22], version discrète et exacte de la transformée de Radon
continue [45] (rééditée et traduite dans [46]). L’opération de codage consiste à gé-
nérer des mots de codes appelés projections depuis une grille rectangulaire de di-
mension P ∗Q représentant les données. Une projection est un ensemble d’éléments
appelés bins, qui est définie par une direction de projection (p, q), avec p, q ∈ Z
premiers entre eux. L’ensemble des projections est défini par :
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s1 s2 s3 s4 s5 s6

Précode

LT-code

Figure 2.8 – Codage avec un code Raptor

M{b,pi,qi}[f ] =
Q−1∑
k=0

P−1∑
l=0

f(k, l)∆(b− lpi + kqi)

avec ∆(.) = 1 si b = lpi + kqi, sinon 0. Le paramètre b correspond à l’index
du bin de la projection d’angle (pi, qi). Plus précisément, cela signifie que la valeur
des bins de la projection suivant la direction (pi, qi) résulte de la somme des pixels
situés sur la droite discrète d’équation b = lpi + kpi.

Figure 2.9 – Représentation de la transformée Mojette dans F2 d’une grille
d’image P × Q = 3 × 3 sur laquelle sont calculées 4 projections discrètes S4 =
{(0, 1), (1, 1), (2, 1), (−1, 1)} avec comme base utilisée les vecteurs unitaires ~u et ~v

Cette construction particulière permet d’obtenir un code sous-optimal permet-
tant d’utiliser un algorithme de décodage itératif [38]. Ceci est rendu possible par
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le fait que les symboles de redondance représentés par les projections ont une taille
légèrement supérieure à celle des symboles source et variable selon l’angle de projec-
tion. De plus, dans certaines projections, un bin peut contenir des données sources.
Ainsi, de la même manière que les codes LDPC systématiques, il est possible de re-
construire itérativement les données sources. Par conséquent, ce code est considéré
comme « quasi-MDS », et non MDS. Enfin, par défaut, les codes utilisant la trans-
formée Mojette sont des codes non-systématiques, mais il est possible d’obtenir un
code systématique [18]. Ce code à effacement est utilisé dans un projet open-source
appelé RozoFS [8]. Il est également valorisé par la société Rozo Systems qui propose
une solution de stockage haute performance grâce à ce code [7].

2.2.3 Les codes à fenêtre glissante

Les codes en bloc MDS permettent d’obtenir une capacité de correction opti-
male. Mais cela est possible au prix d’une latence corrélée en partie à la taille du
bloc. En effet, il est nécessaire d’avoir k symboles parmi les n symboles du bloc
pour reconstruire les k symboles d’information. Dans le contexte des transmissions
temps-réels, utiliser des codes en bloc peut s’avérer problématique en termes de
latence. En effet, le fait d’attendre la réception d’un nombre suffisant de symboles
avant de pouvoir décoder peut poser problème. Il est donc parfois judicieux d’en-
coder les données à la volée, amenant possiblement plus de redondance qu’avec
un code [55], mais permettant de décoder beaucoup plus rapidement les symboles
reçus.

Plusieurs constructions sont possibles, mais le principe est toujours le même :
générer des combinaisons linéaires sur un corps fini. Plusieurs paramètres peuvent
influer sur la capacité de correction : un grand corps fini permettra d’éviter des
dépendances linéaires, des combinaisons incluant un grand nombre de symboles
peuvent également entrainer des dépendances linéaires.

2.2.3.1 Les codes convolutifs sur F2n

Les premiers codes correcteurs d’effacement à fenêtre glissante ont été introduits
par Martinian en 2002 [36]. L’objectif était de proposer une solution permettant
de corriger des pertes en rafale tout en limitant la latence introduite. Dans cette
construction, il utilise un code convolutif, c’est à dire que tous les symboles de
redondance sont générés à partir de symboles sources différents mais utilisent les
mêmes coefficients sur F2n .
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s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9

s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9

r1

r2

Figure 2.10 – Codage avec une fenêtre glissante


αi,j αi,j αi,j αi,j 0 0 0 0 0 . . .
0 0 αi,j αi,j αi,j αi,j 0 0 0 . . .
0 0 0 0 αi,j αi,j αi,j αi,j 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



Figure 2.11 – Matrice génératrice d’un code à fenêtre glissante

2.2.3.2 Les codes à combinaisons linéaires aléatoires (RLC)

Il est également possible d’utiliser un générateur pseudo-alétoire pour générer les
coefficients [28]. Par exemple, pour chaque symbole de redondance, son identifiant
sert de graine au générateur et pour chaque symbole source, le générateur pseudo-
aléatoire génère un coefficient. Ainsi, en connaissant uniquement les identifiants des
symboles et l’algorithme du générateur pseudo-aléatoire, il est possible de calculer
tous les coefficients utilisés pour générer un symbole de redondance donné.

2.2.3.3 Les codes Structured-RLC

Il est également possible d’utiliser des algorithmes qui permettent de générer
des combinaisons mélangeant des coefficients binaires et non binaires [37] afin de
rendre creuses les matrices génératrices et ainsi travailler sur F2 ou encore de faire
apparaitre des structures dans la matrice qui permettent de décoder par inactivation
[43].

2.2.3.4 Les codes à coefficients déterministes

Une autre approche consiste à utiliser la construction des matrices MDS, telles
que Cauchy ou Vandermonde. Pour cela, on utilisera les identifiants des symboles



24 Chapitre 2. Etat de l’art

pour identifier les colonnes et lignes correspondantes de la matrice génératrice à
utiliser. Cette méthode a l’avantage de pouvoir calculer les coefficients des symboles
indépendamment, sans connaitre les précédents. Cette méthode est proposée dans
le protocole Tetrys présenté à l’IETF [27].

2.3 Implémentations efficaces des codes à effacement

Dans cette section, nous verrons les différentes manières d’effectuer efficacement
des opérations dans un corps fini, puis nous détaillerons quelques algorithmes per-
mettant d’améliorer sensiblement les performances des codes basés sur les corps
finis, puis nous finirons par présenter différentes méthodes permettant la réduction
de la complexité des codes.

2.3.1 Algorithmes et arithmétique pour l’implémentation des
corps finis

Comme nous l’avons rappelé, beaucoup de codes correcteurs d’erreurs, effectuent
des opérations dans un corps fini. Ces opérations sont définies par une matrice géné-
ratrice, MDS ou non. Dans cette section, nous allons détailler différentes méthodes
permettant d’implémenter efficacement des opérations dans un corps fini.

2.3.1.1 La correspondance symboles/données

Nous avons vu différentes méthodes de codage utilisées par différents codes. En
pratique, ces codes nécessitent une certaine adaptation pour être utilisés de manière
la plus efficace possible. Les opérations de codage ou de décodage ne doivent pas être
trop contraignantes en termes de calculs. Par exemple, dans les couches hautes de
la pile protocolaire, les codes correcteurs d’effacement utilisés doivent être capables
de récupérer les effacements de paquets entiers, unités de données envoyées sur
le réseau. Il est bien évident que l’ensemble de ces paquets mis bout-à-bout ne
représente pas un seul mot de code à encoder. Au lieu de cela, chaque paquet
représente Λ symboles, et les ieme symboles de chaque paquet sont utilisés pour
former un mot, comme illustré dans la Figure 2.12.

En prenant un code MDS, systématique ou non, dont la dimension k est égale
au nombre de paquets à protéger, un mot de code est généré en multipliant le
mot initial par une matrice génératrice. On obtient alors l’ensemble des symboles
si(1,j) , . . . , si(k,j) . Cette opération est répétée pour chaque ensemble des symboles
contenu dans dans les paquets. On obtient alors n paquets codés.

La même approche est utilisée lorsque les codes correcteurs d’effacement sont
utilisés pour fiabiliser un système de stockage distribué. Dans ce cas, le codage peut
se faire à plusieurs niveaux. On peut par exemple coder un fichier, ou un disque
entier. De la même manière, lorsqu’une perte apparait, traduisant par exemple une
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Paquet 1
Paquet 2

Paquet k

?

si(1,1) si(1,j) si(1,Λ)

si(2,Λ)si(2,j)si(2,1)

si(k,1) si(k,j) si(k,Λ)

si(1,j) . . . si(k,j)

Figure 2.12 – Représentation des mots à encoder

panne matérielle d’un disque de stockage, ce sont plusieurs téraoctets de données
qui vont être perdus et devront être reconstruits.

=

Paquet 1
Paquet 2

Paquet n

si(1,j) . . . si(k,j) MG sc(1,j) . . . sc(n,j)

sc(1,Λ)sc(1,j)sc(1,1)

sc(2,Λ)

sc(n,Λ)

sc(2,j)

sc(n,j)

sc(2,1)

sc(n,1)

Figure 2.13 – Codage par paquets

Ce principe de codage permet d’obtenir n paquets, mais il est possible de tron-
quer le code et de ne générer qu’une sous-partie des paquets. Chaque paquet s’ob-
tient en multipliant le vecteur si(1,j) , . . . , si(k,j) par une colonne de la matrice géné-
ratrice. Cette technique est très utilisée dans les codes au niveau transport car elle
permet d’adapter la quantité de redondance envoyée sur le réseau [56].

Enfin, lorsque les unités de données sont de taille variable, il est possible d’utiliser
du padding pour obtenir des unités de taille constante. Les données à coder étant
des vecteurs de bits, on utilisera un corps fini à 2n éléments afin de permettre un
meilleur alignement entre les éléments du corps fini et les données.



26 Chapitre 2. Etat de l’art

2.3.1.2 Implémentation de l’arithmétique des corps finis

On distingue plusieurs classes de corps finis. Les corps premiers, peuvent être
représentés par Fp avec p premier. L’addition et la multiplication se font modulo p.
Cependant, il est préférable d’utiliser un corps fini avec un nombre d’éléments étant
une puissance de 2. En effet, les données en machine étant manipulées par bloc de
n bits, il est préférable d’utiliser les corps binaires de caractéristique 2, notés F2n .
Dans ce cas, chaque bloc mémoire de n bits représentera un symbole.

La représentation polynomiale

En utilisant une base polynomiale binaire, un élément de F2n peut être vu comme
un polynome a(x) = an−1x

n−1 + an−2x
n−2 + · · ·+ a1x+ a0 de degré n− 1 dont les

coefficients sont dans F2. On représentera ce même élément comme un vecteur de n
bits : (an−1, an, . . . , a1, a0). Dans cette base, les opérations d’addition peuvent être
implémentées par un simple xor. En revanche, l’opération de multiplication n’est
pas directe. Soit a(x) et b(x), 2 polynomes représentant 2 éléments de F = F2n =
F2[X]/(p(x)), avec p(x) un polynome irreductible de degré n.

a(x) ∗F b(x) = a(x) ∗ b(x) mod p(x)

Plusieurs implémentations existent afin de réaliser cette opération de multiplication
et il sera préférable de privilégier un polynome irreductible de poids faible afin
de réduire le nombre d’opérations dans le calcul du modulo. Néammoins, il est
également possible de réaliser cette opération en utilisant des tables précalculées.
Par exemple, pour le corps fini F28 , un élément du corps sera représenté par un
octet de donnée, ce qui s’avère fort pratique. Ainsi, la table complète stockant
toutes les multiplication possibles peut être stockée en mémoire dans 216 octets,
soit 64Ko. Luigi Rizzo propose une implémentation basée cette méthode [48]. La
bibliothèque Openfec [6] implémente également un codec utilisant cette solution.
Avec une telle méthode, le nombre d’opérations est constant pour tout élément et
pour tout polynome irréductible : la multiplication de deux éléments se traduira
par un accès à une table de correspondance. Il en sera de même pour inverser un
élément en utilisant la même technique pour précalculer la table des inverses des 2n
éléments du corps.

La représentation exponentielle

Lorsque le corps fini devient grand, les tables précalculées pour l’opération de la
multiplication peut s’avérer problématique. Prenons le corps F = F216 . Dans ce cas,
la table des multiplications sera de 216 ∗ 216 = 232 éléments de 16 bits. Il convient
alors d’utiliser un polynome irréductible primitif. Dans ce cas, l’élément x est un
générateur du groupe multiplicatif F ∗. On peut donc exprimer chaque élément du
corps comme une puissance de α. La multiplication sera alors une simple addition
des exposants et une lecture dans la table précalculée des logarithmes discrets de
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chaque élément. Soient a et b deux éléments de F2[X]/(p(x)) :

a ∗F b = αi ∗ αj = αi+j

Il suffira de précalculer une table des logarithmes, une seconde pour les exposants
et troisième pour les inverses. Chacune des tables ayant 2n entrées, soit 128Ko par
table pour F216 .

La représentation xor-based

Une autre manière de représenter un élément a = a(x) =
∑w−1
i=0 aix

i d’un corps
fini à 2w éléments est d’utiliser une matrice w ∗ w à coefficients dans F2 dont la
colonne i contient la représentation binaire de axi [14]. Ainsi, la multiplication peut
s’exprimer en une série de xor.

Soit le corps F = F24 = F2[X]/(x4 + x + 1) et deux éléments de celui-ci :
c(x) = x+ x3 et a(x) = 1 + x2 + x3. La multiplication a(x) ∗ c(x) dans F , donnant
comme résultat b(x) = 1 + x+ x3 peut se représenter de la manière suivante :

c(x) ∗ a(x) = * = = b(x)

Nous avons ici la colonne 0 qui contient donc la représentation binaire de a(x)·x0,
soit a(x). La seconde colonne contiendra a(x).x et ainsi de suite. Toutes les opéra-
tions sont faites modulo le polynome irréductible définissant le corps fini utilisé.

Notons que la représentation en matrice binaire des éléments du corps dépend
directement du polynome irreductible utilisé. Deux corps isomorphes définis par un
polynome générateur différent représenteront les éléments par des matrices binaires
différences. Cette méthode, à la différence de la précédente qui fonctionne par accès
tableau, donne un nombre d’opérations variables en fonction de l’élément représenté,
même si en moyenne, ce nombre d’opérations est constant.

Enfin, cette représentation est permise quel que soit le polynome par lequel on
calcule le modulo. C’est notamment le cas lorsque le polynome n’est pas irréductible.
Dans ce cas, on travaille dans un anneau et non pas un corps. Elle s’applique à tout
anneau polynomial à coefficient dans F2. Ainsi, en prenant un anneau polynomial
R = R216 = F2[X]/(x4 + 1), on peut représenter les éléments de celui-ci de la même
manière.

d(x) = 1 + x3 =

Un anneau polynomial à 2n éléments défini par un polynome de la forme xn + 1
donnera des matrices binaires où on peut voir apparaitre des diagonales qui pourront
être implémentées de manière directe en machine. Cependant, dans cet anneau,
certains éléments n’ont pas d’inverse. On ne peut malheureusement pas travailler
directement avec cette structure pour les codes correcteurs.
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La représentation polynomiale par la methode split-table

C’est l’implémentation qui fait référence aujourd’hui. Elle a été présentée pour
la première fois dans [30], puis dans [9] et [41]. Cette méthode exploite indirectement
la propriété distributive de la multiplication dans un corps fini : (a+b)∗c = a∗c+b∗c
avec a, b, c des éléments d’un corps fini. Soit agi (x) un polynome de degré inférieur
à g, alors, de manière générale, on peut représenter un élément d’un corps fini à 2n
éléments a(x) comme il suit :

a(x) =
dn

g
e−1∑
i=0

ai(x)xgi

Pour multiplier deux polynomes a(x) et b(x) représentant deux éléments d’un
corps fini, on utilisera cette propriété pour avoir :

a(x) ∗ b(x) =

d
n

ga
e−1∑

i=0
ai(x)xgai


d

n
gb
e−1∑

j=0
bj(x)xgbj


=
d n

ga
e−1∑

i=0

d n
gb
e−1∑

j=0
ai(x)bj(x)xgai+gbj

En choisissant correctement ga et gb, il est possible de tirer parti de certaines
instructions SIMD [1] pour effectuer plusieurs multiplications en parallèle à l’aide
de tables de correspondance préalablement calculées. Afin de bien comprendre les
différences entre les travaux présentés et les implémentations utilisées actuellement,
nous allons détailler l’implémentation Split-table avec deux corps finis : F24 et F28 .
Il s’agit à ce jour de la méthode la plus performante pour effectuer des opérations
dans un corps fini sur des processeurs modernes. Elle est détaillée dans [40].

Le cas F24

Dans le corps F24 , les 16 éléments sont représentés par des mots de 4 bits.
Chaque octet contient 2 éléments, et nécessite donc deux accès à une table de look-
up pour la multiplication. Cela représente donc plusieurs milliers d’accès mémoires
pour encoder un vecteur de quelques centaines d’octets. Pour éviter cela, il est
possible d’utiliser des instructions SIMD permettant de manipuler des registres de
grande taille (128 bits, 256 ou 512 bits). Par exemple, avec SSE, l’instruction pshufb,
abréviation de Packed Shuffle Bytes ([1]) permettra de paralléliser la multiplication
d’un vecteur de 16 octets, soit 32 éléments du corps, par un élément constant en
quelques instructions : soient deux registres de 128 bits ou 16 octets, dont chaque
octet qui les composent contiennent des mots de 4bits représentant un élément du
corps fini : A = [a0, a1, . . . , a15] et B = [b0, b1, . . . , b15]. En appliquant l’instruction
pshufb sur ces deux registres, le premier sera mis à jour de la manière suivante :
A =

[
ab0 , ab1 , . . . , ab15

]
.
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La Figure 2.14 montre les différentes instructions SSE, présentes sur les processeurs
Intel depuis 2006 pour celles qui nous intéressent, à utiliser pour multiplier en
parallèle 128 bits de données par un élément sur F24 . On constate un éclatement en
deux du vecteur 128 bits b à l’aide d’un masque, puis on effectue la multiplication
à l’aide de tables de correspondances et de l’instruction pshufb (mm_shuffle_epi8)
sur les deux vecteurs low et high avant de les sommer entre eux dans product.

Figure 2.14 – Instructions SSE utilisées pour effectuer 32 multiplications simulta-
nées dans F24 (extrait de [40]).

Le cas F28

Dans le cas d’un corps fini à 28 éléments, il est possible de remplacer la multi-
plication à l’aide d’une table de correspondance de 256∗256 par 2 multiplications à
l’aide de deux tables de correspondances de 256 ∗ 16 éléments et une somme (dans
F2). La méthode est exactement la même que pour F24 , mais en utilisant des tables
contenant un plus grand nombre d’éléments. A ce jour, l’implémentation la plus
efficace utilisant cette méthode est le code d’Intel : ISA-L [3]. Il s’agit d’un code
entièrement écrit en langage machine, spécifiquement pour les processeurs Intel. Ce
code servira de référence dans la suite de ce manuscrit.

2.3.2 Réduction de la complexité de codage

Afin de réduire la complexité des codes correcteurs basés sur les corps finis,
en plus d’utiliser des implémentations efficaces, de nombreux travaux ont permis
de diminuer le nombre d’opérations définies par la matrice génératrice ou de les
réordonner. L’utilisation de la représentation xor-based permet de réaliser cela en
travaillant directement sur des matrices binaires.

2.3.2.1 Réduction du nombre d’opérations

En 1999, Blaum et Roth donnent une limite théorique du nombre minimal d’élé-
ments différents de l’élément nul que peut contenir une matrice génératrice pour



30 Chapitre 2. Etat de l’art

conserver sa propritété MDS et donne quelques constructions pour certains para-
mètres [12]. Pour un code (n, k), en travaillant sur Fw2 , la matrice génératrice, pour
être MDS, doit contenir au minimum k ∗ r ∗w éléments non nuls, soit (k− 1) ∗ r ∗w
opérations.

Figure 2.15 – Matrice génératrice d’un code RDP (6, 4)

Même si les codes de Reed-Solomon n’atteignent pas cette limite, d’autres codes
spécifiques à certains paramètres comme le nombre de symboles de redondance
maximum que l’on peut générer ont été présentés. Par exemple, les codes EVE-
NODD [13] ou les codes RDP (Row Diagonal Parity) [17] permettent de corriger
seulement deux effacements. Ils ont été pensés pour être utilisés dans les systèmes
de type RAID-6 (redundant array of independent disks), mais peuvent être utilisés
dans n’importe quel autre cas d’usage, à condition qu’il n’y ait pas plus de deux
pertes par bloc. Les codes RDP doivent avoir comme contrainte w + 1 premier et
k ≤ w et atteignent des performances de codage optimales, soit k− 1 xor par sym-
bole de redondance, lorsque k = w ou k + 1 = w. Ils réduisent la complexité de
calcul mais ne sont pas aussi génériques que les code Cauchy Reed-Solomon. Par
exemple, la Figure 3.2 représente la matrice génératrice d’un code RDP (6, 4). Dans
ce cas, chaque symbole est représenté par 4 bits, et chaque bit de redondance est
une combinaison d’en moyenne 5.25 bits sources, soit 4.25 xor. Cependant, certaines
équations peuvent être factorisées, par exemple celles en jaune dans la Figure 3.2 :
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c0,1 = d0,1 + d1,1 + d2,1 + d3,1

c1,0 = d0,1 + d0,2 + d1,1 + d1,3 + d2,1 + d3,0 + d3,1

On peut constater que c1,0 est calculé à partir de c0,1, ainsi, nous avons :

c0,1 = d0,1 + d1,1 + d2,1 + d3,1

c1,0 = c0,1 + d0,2 + d1,3 + d3,0

Ainsi, pour le code RDP (6, 4), après étape de factorisation, le nombre total de
xor nécessaire par bit de redondance passe de 33 à 24, soit (k − 1) ∗ r, ce qui est
moins élevé que la limite que Blaum et Roth ont définie.

En 2011, Plank a présenté une méthode qui permet à un codeur de descendre
en dessous des k − 1 xor par symbole de redondance [39]. En effet, en testant des
algorithmes de factorisation sur plusieurs matrices, il apparait que certaines d’entre
elles permettent d’obtenir moins de k − 1 xor par symbole de redondance.

Cependant, tous ces travaux permettent d’optimiser les opérations de codage.
En effet, étant donné que les opérations à réaliser lors du décodage dépendent du
modèle de perte, il est difficile de prévoir tous les cas possibles et d’optimiser toutes
les matrices de décodage [25].

2.3.2.2 Réduction de la complexité à l’aide de transformées

Afin de réduire la complexité dans les codes à effacement basés sur les corps finis,
il est également possible de modifier la manière dont les combinaisons sont faites. En
effet, les codes correcteurs d’effacement ont par défaut une complexité quadratique
en O((n− k)k) : on génère n− k combinaisons linéaires de k symboles. Mais il est
possible d’utiliser des algorithmes dont la complexité est sous-quadratique. L’un des
premiers travaux à utiliser ce genre d’algorithme utilise la transformée de Walsh
et permet de coder et décoder avec une complexité en O(q log2 q), avec q = 2r
la taille du corps fini utilisé. Dans [54], les auteurs proposent un code de Reed-
Solomon avec comme prérequis l’utilisation d’un corps fini Fp où p est un nombre
de Fermat premier (de la forme p = 22k + 1). Outre le fait que les opérations
d’addition et de multiplication dans Z/pZ s’exécutent différemment d’un corps fini
de cardinalité 2 en raison de l’arithmétique des entiers utilisée, l’intérêt ici est de
pouvoir utiliser la transformée de Fourier rapide (FFT) dans un corps fini dont
la complexité est O(n logn). Dans ces corps finis, cette transformée est appelée
Transformée en Nombre de Fermat (FNT) et n’est possible que si le corps fini est
un corps premier. En effet, pour être implémentée de manière efficace, la tranformée
FNT nécessite de travailler avec un corps fini possédant un élément d’ordre pair,
soit Fp où p = 22k + 1. Dans [32], les auteurs améliorent cette méthode pour les
cas où n/2 ≤ k < n et celle-ci semble être une bonne solution pour les processeurs
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ne possédant d’instructions SIMD. Concernant les processeurs modernes équipés
d’instructions SIMD, il sera préférable de travailler sur F2n avec n = 4, 8, 16, . . .
pour avoir de meilleures performances.

Récemment, des travaux ont présenté un algorithme de transformée de Four-
rier s’utilisant sur un corps fini de caractéristique 2 [31] où les polynomes sont
réprésentés dans une base non-standard [16]. Ainsi, il est possible d’obtenir une im-
plémentation utilisant des instructions SIMD avec une complexité sous quadratique
en O(n logn). A ce jour, la seule implémentation publique connue est Leopard-RS
[5].
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une méthode permettant de réduire la com-
plexité de la multiplication dans un corps fini. Comme nous l’avons vu, la plupart
des codes à effacement utilisent les corps finis et l’opération de multiplication
matrice vecteur est présente dans les processus de codage et de décodage. Afin
d’être le plus performant possible, les codes à effacement utilisent très généralement
des corps finis de caractéristique 2, de manière à représenter l’addition par un xor.
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Concernant la multiplication, deux approches sont possibles pour effectuer cette
opération. La première est de décomposer cette opération en un certain nombre
de xor [12]. Cela n’est faisable que si la caractéristique du corps fini utilisé est
2. La seconde approche consiste à utiliser des tables précalculées. Le résultat de
la multiplication de deux éléments sera directement lu depuis la mémoire. Cette
méthode a l’avantage de fonctionner sur tous les corps finis, quel que soit leur
caractéristique mais présente l’inconvénient de devoir calculer, stocker et accéder à
une grande quantité de données. Grâce aux instructions SIMD [1] des processeurs,
l’utilisation des tables précalculées pour effectuer de manière parallèle plusieurs
multiplications dans un corps fini est aujourd’hui la méthode la plus rapide [41].
Indépendamment, dans le contexte des applications cryptographiques et pour
implémenter en matériel efficacement la multiplication dans un grand corps fini,
Itoh et Tsujii [26] proposent une méthode pour effectuer ces multiplications dans
un anneau polynomial, facilitant ainsi l’opération du modulo. En effet, dans cet
anneau, les opérations sur les polynomes sont faites modulo xn + 1, contrairement
aux corps finis où les opérations sont faites modulo un polynome irréductible. La
multiplication par un monome est donc bien plus facile car l’opération modulo peut
s’effectuer par un simple décalage cyclique. Il s’agit donc d’une implémentation
matérielle de type xor-based.

Nous proposons d’étendre et d’appliquer cette approche aux codes correc-
teurs en définissant les éléments nécessaires à une implémentation complète pour
les codes à effacement et nous montrerons pourquoi il est possible d’effectuer la
multiplication dans un anneau. Nous détaillerons plusieurs transformées qui nous
permettent de passer d’un élément du corps fini à un élément de l’anneau, puis de
revenir. Nous montrerons que ces transformées possèdent des propriétés différentes
qui peuvent être exploitées afin de réduire grandement la complexité des codes à
effacement. Enfin, nous analyserons la complexité des processus de codage et de
décodage pour les codes MDS et nous donnerons quelques constructions permettant
dans certains cas d’obtenir une complexité très proche de la limite donnée dans
[12].

3.2 Contexte algébrique

Dans un code à effacement, l’opération de multiplication matrice vecteur est
présente au codage et au décodage entre les données représentées sous la forme de
vecteurs d’éléments du corps et les coefficients d’une matrice, également éléments
du corps. Afin de pouvoir réaliser cette opération dans un anneau, il nous faut donc
transformer les données à coder et les coefficients. Une fois ces transformations ef-
fectuées, nous allons pouvoir appliquer la multiplication. Le résultat sera alors un
vecteur d’éléments de l’anneau. Il faudra alors revenir depuis ce vecteur d’éléments
de l’anneau à un vecteur d’éléments du corps en appliquant une transformée inverse.
Travailler avec des éléments d’un anneau présente plusieurs avantages. D’abord, le
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nombre d’opérations nécessaires à la multiplication peut être réduit. En effet, dans le
chapitre précédent, nous avons vu que le polynome irréductible définissant le corps
fini influe sur le nombre d’opérations xor à faire pour effectuer une multiplication.
Grâce à la structure cyclique de l’anneau, les élements de la matrice génératrice bi-
naire pourront être représentés sous la forme de simples vecteurs au lieu de matrices
carrées. Cela permettra une simplicité dans le déroulement des opérations par le
processeur, et donc un gain de performance. Cet avantage sera développé dans le
prochain chapitre.

3.2.1 L’isomorphisme entre un corps fini et un idéal

Nous allons maintenant définir les outils algébriques qui vont nous permettre de
passer d’un corps fini à un anneau et vice-versa.

Définition 13. Soit Fqw un corps fini avec qw éléments.

Définition 14. Soit Rq,n = Fq[x]/(xn − 1) l’anneau quotient des polynomes de
l’anneau polynomial Fq[x] quotienté par l’idéal généré par le polynome xn − 1.

Définition 15. Soit pu1
1 (x)pu2

2 (x) . . . pur
r (x) = xn− 1 la décomposition de xn− 1 en

polynomes irreductibles sur Fq.

Lorsque n et q sont premiers entre eux, il peut être démontré que u1 = u2 =
. . . = un = 1 ([42]). En d’autres termes, si q = 2, et n est impair, nous avons
p1(x)p2(x) . . . pr(x) = xn − 1.

Dans la suite de ce manuscrit, nous considérons que n et q sont premiers entre
eux.

Proposition 1. [35] L’anneau Rq,n est égal à la somme directe de ses r idéaux
minimaux de Ai = ((xn − 1)/pi(x)) pour i = 1, . . . , r.

De plus, chaque idéal minimal Ai contient un unique idempotent θi(x). Une
construction de cet idempotent est donnée dans [35], Chap. 8, Théoreme 6.
Comme Fq[x]/(pi(x)) est isomorphe au corps fini Bi = Fqw

i
, où pi(x) est de degré

wi, nous avons :

Proposition 2. [35] Rq,n est isomorphe au produit Cartésien suivant :

Rq,n ' B1 ×B2 × . . . Br

Pour chaque i = 1, . . . , r, Ai est isomorphe à Bi. L’isomorphisme est défini par :

φi : Bi → Ai
b(x) → b(x)θi(x) (3.1)

et l’isomorphisme inverse est défini par :

φ−1
i : Ai → Bi

a(x) → a(αi)
(3.2)
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où αi est une racine de pi(x).

Prenons q = 2 et rappelons les deux classes de polynomes à coefficients dans F2
définies dans [26].

3.2.2 Les polynomes AOP

Définition 16. Un polynome AOP (All One Polynomial) est un polynome plein de
1 et de degré w défini comme il suit :

p(x) = xw + xw−1 + xw−2 + . . .+ x+ 1

Proposition 3. Un polynome AOP p(x) de degré w est irréductible sur F2 si et
seulement si w+1 est premier et w génère F∗w+1, où F∗w+1 est le groupe multiplicatif
dans Fw+1 [57].

Les valeurs de w + 1, telles que le polynome AOP de degré w est irréductible
sont données dans la séquence A001122 de [53]. Nous considèrerons uniquement les
polynomes AOP irréductibles.

D’après la proposition 2, R2,w+1 est égal à la somme directe de ses idéaux
principaux A1 = ((xw+1 +1)/p(x)) = (x+1) et A2 = ((xw+1 +1)/(x+1)) = (p(x)),
et R2,w+1 est isomorphe au produit direct de B1 = F2[x]/(p(x)) = F2w et B1 =
F2[x]/(x+ 1) = F2.

Proposition 4. L’idempotent primitif θ1 de l’idéal minimal A1 dans l’anneau R =
F2[x]/(xw+1 + 1) est égal à p(x) + 1.

Démonstration. Nous avons :

p(x) · x = (xw + xw−1 + xw−2 + . . .+ x+ 1).x
= xw+1 + xw + . . .+ x2 + x

= 1 + xw + . . .+ x2 + x

= p(x)

De la même manière, on a :

p(x) · x · x = p(x) · x
= p(x)

D’après la Proposition3, si w représente le degré du polynome AOP irréductible,
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alors w + 1 est premier, donc impair. On peut donc écrire :

p(x) · p(x) = p(x) · (xw + xw−1 + xw−2 + . . .+ x+ 1)
= p(x) · xw + p(x) · xw−1 + . . .+ p(x) · x+ p(x)

=
w+1∑

1
p(x)

= p(x)

Donc, (p(x) + 1) · (p(x) + 1) = p(x)2 + 1 = p(x) + 1.

De plus, comme p(x) est une somme de w + 1 termes, p(x) + 1 est une somme
de w termes. Comme w est pair, nous avons donc :

p(x) + 1 = xw + xw−1 + . . .+ x2 + x+ 1 + 1
= xw + xw−1 + . . .+ x2 + x

= x.(xw−1) + xw−1 + . . .+ x.x+ x

= (x+ 1).(xw−1) + . . .+ (x+ 1).x

Par conséquent, p(x) + 1 est un multiple du générateur (x + 1) de A1 et donc
p(x) + 1 appartient à A1.

De plus, comme (p(x) + 1) · (p(x) + 1) = p(x) + 1, p(x) + 1 est un idempotent
de A1.
Enfin, A1 étant un idéal minimal de l’anneau, p(x)+1 est donc l’idempotent primitif
de A1.

Cet idempotent est utilisé pour construire l’isomorphisme φ1 entre A1 et B1.
Le fait d’appartenir à un idéal va permettre d’appliquer des opérations et de rester
dans cet idéal. Ainsi, l’isomorphisme inverse restera possible après ces opérations.

3.2.3 Les polynomes ESP

Définition 17. Un polynome g(x) = xsr+xs(r−1) +xs(r−2) +. . .+xs+1 = p(xs), où
p(x) est de type AOP de degré r, est appelé "s-equally spaced polynomial" (s-ESP)
de degré sr.

Proposition 5. [26] g(x) est irréductible si et seulement si p(x) est irréductible et
avec t un entier, s = (r + 1)t−1 et 2r(r+1)t−2 6= 1 mod (r + 1)t.

Les premières valeurs des couples (r, s) pour lesquelles le polynome de type ESP
est irréductible sont (2, 3), (2, 9), (4, 5), (2, 27), . . .

Les polynomes ESP g(x) = xsr + xs(r−1) + . . . + xs + 1 divisent les polynomes
xs·(r+1) + 1 car xs·(r+1) + 1 = g(x) · (xs + 1). De plus, d’après la Proposition 1, si le
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polynome ESP g(x) est irréductible, le corps F2[x]/(g(x)) = F2r·s est isomorphe à
l’idéal A1 généré par (xs·(r+1) − 1)/g(x) = xs + 1.

Proposition 6. L’idempotent primitif θ1(x) de l’idéal minimal A1 dans l’anneau
R = F2[x]/(xs·(r+1) + 1) est égal à g(x) + 1.

Démonstration. Le polynome g(x) = xsr + xs(r−1) + . . .+ xs + 1 est une somme de
r + 1 termes.
Nous avons :

g(x) · xs = (xsr + xs(r−1) + . . .+ xs + 1) · xs

= xs·(r+1) + xs·r + xs·(r−1) + . . .+ xs

= 1 + xs·r + xs·(r−1) + . . .+ xs

= g(x)

De la même manière, on a :

g(x) · xs · xs = g(x) · xs

= g(x)

Donc, si g(x) est une somme de r + 1 termes, on peut écrire :

g(x) · g(x) = g(x) · (xsr + xs(r−1) + . . .+ xs + 1)
= g(x) · xsr + g(x) · xs·(r−1) + . . .+ g(x) · xs + g(x)

=
r+1∑

1
g(x)

= g(x)

Dans le cas d’un polynome ESP irréductible de paramètres (r, s), r est le degré
définissant le polynome AOP irréductible. Comme nous l’avons vu, un polynome
AOP de degré r est irréductible si r + 1 est premier, et donc si r est pair.
Nous avons donc g(x) · g(x) qui est égal à une somme impaire de g(x).

Par conséquent, (g(x) + 1) · (g(x) + 1) = g(x) · g(x) + g(x) + g(x) + 1 = g(x) + 1.

De plus, comme g(x) est une somme de r + 1 termes, g(x) + 1 est une somme
de r termes. Nous avons donc :

g(x) + 1 = xs·r + xs(r−1) + . . .+ x2s + xs

= (xs + 1) · (x(r−1)·s) + . . .+ (xs + 1) · xs

= (xs + 1) · (x(r−1)·s) + . . .+ xs)

Par conséquent, g(x) + 1 est un multiple du générateur (xs + 1) de A1 et donc
g(x) + 1 appartient à A1.
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De plus, comme (g(x) + 1) · (g(x) + 1) = g(x) + 1, g(x) + 1 est un idempotent
de A1.
Enfin, A1 étant un idéal minimal de l’anneau, g(x)+1 est donc l’idempotent primitif
de A1.

3.3 Les différentes transformées

Dans leurs travaux, Itoh et Tsujii [26] proposent d’utiliser une seule et même
transformée pour les données et les coefficients de la matrice. Or, comme nous
l’avons rappelé, les coefficients de la matrice définissent les opérations à effectuer
et représentent une quantité assez faible de données à transformer, alors que
les vecteurs représentant les données peuvent être de très grande taille. Ces
derniers doivent être transformés le plus rapidement possible. Des transformées aux
propriétés différentes devraient donc être utilisées pour un obtenir code performant.

F2w : (α0, . . . , αk−1) ×


γ0,0 . . . γ0,n−1
... . . . ...

γk−1,0 . . . γk−1,n−1

 = (β0, . . . , βn−1)

⇓ ⇓ ⇑

R2,n : (a0, . . . , ak−1) ×


g0,0 . . . g0,n−1
... . . . ...

gk−1,0 . . . gk−1,n−1

 = (b0, . . . , bn−1)

Nous allons maintenant décrire plusieurs transformées utilisées entre le corps
fini B1 = F2w = F2[x]/(p(x)) et l’anneau R2,n = F2[x]/(xn + 1). Chacune d’elles
possède des propriétés différentes qui vont nous permetttre de les utiliser à différents
endroits dans un code à effacement. Nous commencerons par décrire la transformée
isomorphique basique, puis celle utilisée par Itoh, puis nous continuerons avec celles
qui ont été définies dans ces travaux permettant d’obtenir une vitesse de codage
performante.

3.3.1 La transformée isomorphique

La première méthode pour transformer un élément bB(x) d’un corps B1 en un
élément bA(x) d’un idéal A1 est la simple application de l’isomorphisme entre B1
et l’idéal A1 de R2,n (voir la Proposition 2).
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3.3.1.1 Cas général

Comme nous l’avons défini précédemment, les isomorphismes et leurs inverses
sont définies comme il suit :

φi(bB(x)) = bB(x).θi(x) = bA(x)

φ−1
i (bA(x)) = bA(αi).

En suivant la définition de l’isomorphisme, nous avons :

φ−1
i (φi(u(x)).φi(v(x))) = u(x).v(x)

3.3.1.2 Cas avec un polynome irréductible AOP

Grâce à la structure particulière des polynomes AOP, l’isomorphisme admet une
version simplifiée dans ce cas.

Soit W (bB(x)), le poids de Hamming de bB(x) un élément de B1, défini comme
étant le nombre de monomes dans la représentation polynomiale de bB(x).

Proposition 7.

φ1(bB(x)) = bA(x) =
{

bB(x) si W (bB(x)) est pair
bB(x) + p(x) sinon

Démonstration. Nous avons φ1(b(x)) = b(x)θ1(x) = b(x)(p(x)+1) = b(x)p(x)+b(x).
Nous pouvons voir que b(x)p(x) = 0 si W (b(x)) est pair et b(x)p(x) = p(x) si
W (b(x)) est impair. Une conséquence intéressante de cette proposition est que toutes
les images par φ1 sont de poids pair.

Proposition 8.

φ−1
1 (bA(x)) = bB(x) =

{
bA(x) si bw = 0

bA(x) + p(x) sinon

où bw est le coefficient du monome de degré w de bA(x).

Démonstration. D’après la Proposition 7, on peut voir que si un élément de A1
possède un coefficient bw 6= 0, alors il a été nécessairement obtenu depuis la seconde
règle, c’est à dire en ajoutant p(x). Donc, son image dans B1 peut être obtenue
en soustrayant (ou ajoutant en binaire) p(x). Si bw = 0, alors bB(x) est obtenu
directement.

3.3.1.3 Cas avec un polynome ESP

De la même manière qu’un polynome de type AOP, nous pouvons simplifier le
cas général pour un polynome de type ESP. D’après la Proposition 6, l’isomorphisme
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entre le corps B1 = F2[x]/(g(x)) = F2w et l’idéal A1 de R2,n est défini à l’aide de
l’idempotent primitif θ1(x) = g(x) + 1 de A1 :

φ1 : B1 → A1
bB(x) 7→ bA(x) = bB(x) · (g(x) + 1) (3.3)

l’isomorphisme inverse est défini par :

φ−1
1 : A1 → B1

bA(x) 7→ bA(x) mod g(x) (3.4)

Proposition 9. Les éléments de l’idéal A1 sont composés d’un entrelacement de s
mots de poids pair de longueur r + 1.

Démonstration. D’après la Proposition 6, tous les éléments de A1 sont multiples
du polynome générateur xs + 1. Donc, un élément a(x) de la forme u(x).(xs +
1) = (

∑s·(r+1)−1
i=0 uix

i) · (xs + 1). u(x) peut également s’exprimer sous la forme∑s−1
j=0 x

jvj(xs) où vj(x) est un polynome de degré r − 1, pour j = 0, . . . , s − 1.
De plus, nous avons u(x) · (xs + 1) =

∑s−1
j=0 x

jvj(xs) · (xs + 1) =
∑s−1
j=0 x

jv′j(xs) où
v′j(x) = vj(x) · (x+ 1) dans R = F2[x]/(xr + 1), pour j = 0, . . . , s− 1. Cela implique
que le poids de chaque v′j est pair. Cela signifie que chaque élément de A1 peut
être vu comme l’entrelacement de s éléments de poids pair de longueur r + 1. Le
nombre d’éléments vérifiant cette propriété est exactement le nombre d’éléments de
A1, donc cette propriété caractérise les éléments de A1.

3.3.2 La transformée Embedding

Soit φE la fonction Embedding qui consiste simplement à considérer l’élément
du corps comme un élément de l’anneau sans aucune transformation. Cette fonction
a été initialement proposée dans [26]. Toutefois, le cadre général de [26] est très dif-
férent du nôtre. Dans cette partie, nous présentons une justification de l’utilisation
de cette transformée dans notre contexte.

3.3.2.1 Cas général

Il s’agit de transformer un élément u(x) de Bi en un élément de R2,n.

φe : Bi → R2,n
u(x) 7→ u(x) (3.5)

Notons que les images des éléments de Bi n’appartiennent pas nécessairement à
Ai. Cependant, définissons la fonction φ−1

i de R2,n vers Ai par φ−1
i (bA(x)) = bA(α),

où α est une racine de p(x). Cette fonction peut être vue comme une extension de
la fonction φ−1

i dans l’anneau entier.

φ−1
i : R2,n → Bi

u(x) 7→ φ−1
i (u(x)) = u(α) (3.6)
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Proposition 10. [26] Pour chaque u(x) et v(x) dans Bi, nous avons :

φ−1
i (φE(u(x)) · φE(v(x))) = u(x) · v(x)

Démonstration. La fonction Embedding correspond à la multiplication par 1 dans
l’anneau. En fait, 1 est égal à la somme des l idempotents primitifs θi(x) des l
idéaux minimaux Ai, pour i = 1, . . . , l [35, chapter 8, thm. 7]. Ainsi, φE(u(x)) =
u(x)·

∑l
i=1 θi(x). Donc, φE(u(x))·φE(v(x)) est égal à u(x)·v(x)·(

∑l
i=0 θi(x))2.Grâce

aux propriétés des idempotents, θi(x) ·θj(x) est égal à θi(x) si i = j et 0 sinon. Nous
avons donc, φE(u(x)) ·φE(v(x)) qui est égal à u(x) · v(x) · (

∑l
i=1 θi(x)). La fonction

φ−1
i est le calcul du reste modulo pi(x). Le polynome irréductible pi(x) correspond

à l’idéal Ai. Donc θi(x) mod p(x) est égal à 1 si i = 1, sinon 0.

Cette proposition prouve que la fonction Embedding peut être utilisée pour ef-
fectuer la multiplication dans l’anneau au lieu de la faire dans le corps. La fonction
isomorphe vue précédemment possède également cette propriété, mais les transfor-
mées entre le corps et l’anneau sont plus complexes.

3.3.2.2 Cas avec un polynome irreductible AOP

Soit bB(x) un élément de B1. La transformée φe est directe, donne un élément
de R2,w+1 et ne nécessite aucun calcul :

φe : B1 → R2,w+1
bB(x) 7→ bR(x) (3.7)

En effet, si p(x) est le polynome AOP irréductible de degré w, alors, l’anneau
défini par le polynome xw+1 + 1 à coefficients dans F2 est isomorphe au produit
cartésien de p(x) et (x + 1). La multiplication par 1 dans l’anneau revient donc
à multiplier par la somme des 2 idempotents principaux définissant les 2 idéaux
minimaux A1 et A2 de l’anneau.

En revanche, la transformée inverse nécessite un calcul :

φ−1
e : R2,n → B1

bR(x) 7→ bR(x) mod p(x) (3.8)

Dans le cas d’un polynome AOP, le calcul du reste modulo p(x) se calcule de
la manière suivante : soit bR(x) = a0.1 + a1.x+ · · ·+ aw.x

w+1. On a φ−1
e (bR(x)) =

(a0 + aw) · 1 + (a1 + aw) · x+ · · ·+ (aw−1 + aw) · xw).

3.3.2.3 Cas avec un polynome irréductible ESP

Dans le cas d’un polynome ESP irréductible p(x) de degré w, l’anneau défini
par le polynome xn + 1 à coefficients dans F2 est isomorphe au produit cartésien de
plusieurs polynomes. La transformée φe revient à multiplier par 1, soit la somme
des l idempotents principaux définissant les l idéaux minimaux de l’anneau :
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φe : B1 → R2,n
bB(x) 7→ bR(x) (3.9)

De la même manière que pour le cas précédent, la transformée inverse est le
modulo p(x) polynome irréductible définissant B1, isomorphe à A1 :

φ−1
e : R2,n → B1

bR(x) 7→ bR(x) mod p(x) (3.10)

3.3.3 La transformée Sparse

Soit φs la fonction Sparse qui consiste à appliquer la transformée isomorphique
à un élément de B1 et la possibilité d’y ajouter un élément de chaque idéal afin
d’obtenir un élément de l’anneau dont le poids W est le plus petit possible. En
effet, pour tout élément b(x) de B1, on peut faire correspondre n’importe lequel des
éléments r(x) de R tel que φ−1(r(x)) = b(x).

3.3.3.1 Cas général

Soit SbB
(x) = {φ1(bB(x)) + r(x)|∀r(x) = φ−1

1 (r(x)) = 0} et W (s(x)) le poids de
Hamming s(x), c’est à dire le nombre de monomes du polynome.

φs :
Bi → R2,n

bB(x) → arg min
s(x)∈SbB

(x)
W (s(x)) (3.11)

Nous avons vu que φ1(bB(x)) ∈ A1. De plus, l’élément r(x) étant un élément de
l’anneau n’ayant pas de composante dans l’idéal minimal A1 peut être vu comme
une somme d’éléments des autres idéaux minimaux. Le résultat de la transformée φs
est donc une somme d’éléments des idéaux principaux de l’anneau, donc un élément
de l’anneau.

La transformée Sparse inverse consiste à revenir sur l’élément du corps Bi depuis
un élément de l’anneau. Nous utilisons pour cela φ−1

i :

φ−1
s : R2,n → B1

bR(x) → bR(x) mod pi(x) (3.12)

Proposition 11. Pour tout u(x) et v(x) dans Bi, nous avons :

φ−1
s (φS(u(x)).φS(v(x))) = u(x).v(x)
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Démonstration.

φ−1
S (φS(u(x)).φS(v(x)))

= φ−1
1 (φ1(u(x) + r1(x)).φ1(v(x) + r2(x))

= φ−1
1 (φ1(u(x)).φ1(v(x)) + φ1(u(x)).r1(x) + φ1(v(x)).r2(x) + r1(x).r2(x))

= φ−1
1 (φ1(u(x)).φ−1

1 (φ1(v(x)) + φ−1
1 (φ1(u(x)).φ−1

1 (r1(x))
+ φ−1

1 (φ1(v(x)).φ−1
1 (r2(x)) + φ−1

1 (r1(x)).φ−1
1 (r2(x))

= φ−1
1 (φ1(u(x)).φ1(v(x)) + 0

(3.13)
En effet, comme φ−1

1 (r1(x)) = 0 et φ−1
1 (r2(x)) = 0, on obtient u(x).v(x).

Cette proposition montre que φS peut être utilisée pour effectuer la multipli-
cation dans l’anneau. L’intérêt principal de cette transformée est que le poids de
l’image de φS est faible, ce qui réduit la complexité de la multiplication dans l’an-
neau.

Nous verrons qu’en pratique, la transformée inverse Sparse n’est jamais utilisée.
En effet, la transformée Sparse nous sert à transformer les coefficients des matrices
génératrices, avant d’effectuer les calculs dans l’anneau. Revenir à des éléments du
corps pour ces matrices ne sert à rien, seules les données à coder ou décoder doivent
subir une transformée inverse.

3.3.3.2 Cas avec un polynome irreductible AOP

Lorsque un corps fini B1 est défini par le polynome AOP irréductible p(x) de
degré w, ce corps est isomorphe à l’idéal A1 de l’anneau défini par le polynome
xw+1 + 1. En effet, nous avons vu que dans ce cas, l’anneau est égal à la somme
directe de idéaux minimaux A1 et A2. Tous ses éléments peuvent s’écrire comme
une somme d’un élément de A1 et de A2. L’idéal minimal A2 contient uniquement
2 éléments : 0 et le polynome plein de 1 de degré w+ 1. Par conséquent, un élément
de l’anneau peut s’écrire comme un élément de A1 auquel on pourra ou non ajouter
le polynome plein de 1 de degré w + 1, noté q(x) afin d’obtenir un élément le plus
creux possible :

φs : Bi → R2,w+1
bB(x) → φi(bB(x)) + δ.q(x) (3.14)

où δ = 1 si W (φi(bB(x)) + q(x)) < W (φi(bB(x))) et 0 sinon.
La transformée inverse s’effectue en appliquant φ−1

i sur l’élément de l’anneau :

φ−1
s : R2,w+1 → Bi

bR(x) → bR(x) mod pi(x) (3.15)

3.3.3.3 Cas avec un polynome irréductible ESP

En travaillant avec un corps fini B1 défini par le polynome irréductible ESP
p1(x) de degré w, on peut écrire un élément de l’anneau comme une somme d’un
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élément de chaque idéal principal. Or, dans ce cas, l’anneau contient plus de 2
idéaux principaux et certains ont plus de 2 éléments. Par conséquent, le choix est
plus important pour obtenir un élément creux. En supposant que l’anneau possède
l idéaux principaux, la transformée Sparse est définie comme il suit :

φs : B1 → R2,n
bB(x) → φ1(bB(x)) +

∑l
j=2 qj(x) (3.16)

où qj(x) est un élément de l’idéal Aj .
Comme dans le cas précédent, la transformée inverse s’effectue en appliquant

φ−1
i sur l’élément de l’anneau :

φ−1
s : R2,n → B1

bR(x) → bR(x) mod p1(x) (3.17)

3.3.4 La transformée Parity

Nous allons présenter une dernière transformée, non isomorphique, mais nous
verrons dans la suite de ce chapitre que dans certains cas, cette dernière peut avoir
son utilité dans un code à effacement.

3.3.4.1 Cas général

Soit φp la transformée définie comme une bijection quelconque entre le corps B1
et l’idéal A1. Par définition, cette bijection permet d’associer à chaque élément du
corps B1 un élément de l’idéal A1.

3.3.4.2 Cas avec un polynome irréductible AOP

Dans le cas d’un corps fini défini par un polynome irréductible AOP, nous avons :

Proposition 12. L’idéal A1 est composé des éléments de R2,w+1 de poids pair.

Démonstration. A partir de la proposition 7, on peut observer que toutes les images
de φ1 sont de poids pair. Comme le nombre d’éléments de poids pair dans R2,w+1
est égal au nombre d’éléments de A1, A1 est composé des éléments de R2,w+1 qui
sont de poids pair.

Considérons la fonction φP , de B1 vers R2,w+1, qui ajoute un bit de parité au
vecteur correspondant à l’élément du corps. Par construction, l’élément ainsi obtenu
est de poids pair, et d’après la proposition précédente, il appartient donc à A1.

Définition 18. La transformée Parity consiste simplement à ajouter un bit de
parité à l’élément du corps.

Comme les images par φP de deux éléments distincts sont distinctes, φP est une
bijection entre B1 et A1. La fonction inverse, φ−1

P , consiste à simplement supprimer
le dernier coefficient de l’élément de l’anneau.
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3.3.4.3 Cas avec un polynome irréductible ESP

Proposition 13. D’après la proposition 17, l’idéal A1 de l’anneau est composé des
éléments représentés par s polynomes de poids pair et de degré r + 1 entrelacés.

Démonstration. Dans le corps F = F2[x]/(g(x)) avec g(x) un polynome ESP irré-
ductible de paramètres (r, s), les éléments sont composés de s polynomes de degré
r entrelacés. Or, nous avons vu que r doit être pair pour que g(x) soit un polynome
ESP irréductible. Ainsi, en ajoutant un bit aux s mots de longueur r composant
les éléments de F , nous obtenons s mots de poids pair de longueur r + 1, soit les
éléments de A1.

3.3.4.4 Particularité de la transformée Parity

La transformée φP n’est pas un isomorphisme. Il s’agit simplement d’une bi-
jection entre un corps (B1) et un idéal minimal de l’anneau (A1). L’objectif ici est
d’associer chaque élément du corps à un élément de l’idéal. Nous verrons dans la
prochaine section que cette fonction peut être utilisée dans le contexte des codes
à effacement et peut, dans certaines conditions, permettre d’obtenir de meilleures
performances qu’avec les autres transformées.

3.4 Application des transformées

Nous avons donc à notre disposition 4 transformées qui vont nous permettre
d’optimiser les opérations de codage et de décodage dans un code correcteur à effa-
cement. Dans les codes à effacement utilisant des matrices binaires [14], la fonction
de codage consiste à multiplier un vecteur d’information par la matrice génératrice
binaire. Tous les processeurs sont capables d’effectuer des opérations xor sur des
mots machines de l bits. Ainsi, l mots de code entrelacés sont codés en parallèle.

Dans cette section, nous considérons un système avec k vecteurs de données et
m vecteurs de redondance. Le nombre total d’opérations xor est ainsi défini par la
matrice génératrice binaire qui doit être la plus creuse possible.

Afin de réduire la complexité de codage, nous utilisons une matrice génératrice
binaire k × (k + m) dans sa forme systématique composée d’une matrice identité
k × k concaténée avec une matrice de Cauchy généralisée de k × m [49]. Comme
vu dans le chapitre précédent, une matrice de Cauchy généralisée génère un code
MDS systématique et contient uniquement des 1 dans sa première colonne et sa
première ligne. Pour améliorer la densité de la matrice génératrice dans l’anneau,
nous appliquons la transormée Sparse φS sur ses coefficients. Nous avons ainsi une
matrice génératrice avec des coefficients appartenant à un anneau.

Concernant les vecteurs d’information, l’utilisation de la transformée Sparse n’a
pas d’intérêt. En effet, rendre les données plus creuses en passant dans l’anneau
n’accélère pas les opérations de codage : ces opérations manipulent les vecteurs par
mots machine. Ces derniers sont sommés en fonction des éléments de la matrice
génératrice. Le fait d’avoir les vecteurs représentant les données plus ou moins
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creux ne change absolument pas le nombre d’opérations, ni leur vitesse : seuls
les éléments de la matrice génératrice permettent cela. En revanche, utiliser les
transformées Embedding et Parity permet de transformer une grande quantité de
données rapidement car celles-ci sont moins complexes que φS .

3.4.1 Compatibilité des transformées Embedding et Sparse

Lors de la multiplication matrice vecteur dans le processus de codage ou de
décodage, les vecteurs représentant les données et les coefficients de la matrice sont
envoyés dans l’anneau par des transformées différentes. Puis, une fois dans l’an-
neau, toutes les additions et les multiplications sont effectuées. Le résultat, étant
un vecteur d’éléments de l’anneau, est alors transformé en un vecteur d’éléments
du corps.
Vérifions que les transformées Embedding et Sparse peuvent être utilisées conjoin-
tement :

F2w : (α0, . . . , αk−1) ×


γ0,0 . . . γ0,n−1
... . . . ...

γk−1,0 . . . γk−1,n−1

 = (β0, . . . , βn−1)

⇓ φe ⇓ φs ⇑ φ−1
e

R2,n : (a0, . . . , ak−1) ×


g0,0 . . . g0,n−1
... . . . ...

gk−1,0 . . . gk−1,n−1

 = (b0, . . . , bn−1)

Proposition 14. La somme des produits d’éléments du corps peut s’écrire de la
forme :

u1.v1 + u2.v2 = φ−1
e (φe(u1).φs(v1) + φe(u2).φs(v2))

Démonstration. Comme nous l’avons montré précédemment, nous avons : φe(u) =
φ1(u) + r1(x) et φs(v) = φ1(v).r2(x) avec r1(x) et r2(x) des éléments de l’anneau
n’ayant pas de composante dans A1.
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Ainsi, on peut écrire :

φ−1
e (φe(u1).φs(v1) + φe(u2).φs(v2))

= φ−1
1 (φe(u1).φs(v1) + φe(u2).φs(v2))

= φ−1
1 ((φ1(u1) + ru1(x)).(φ1(v1) + rv1(x)) + (φ1(u2) + ru2(x)).(φ1(v2) + rv2(x)))

= φ−1
1 ((φ1(u1) + ru1(x)).(φ1(v1) + rv1(x))) + φ−1

1 ((φ1(u2) + ru2(x)).(φ1(v2) + rv2(x)))
= φ−1

1 (φ1(u1) + ru1(x)).φ−1
1 (φ1(v1) + rv1(x)) + φ−1

1 (φ1(u2) + ru2(x)).φ−1
1 (φ1(v2) + rv2(x))

= (φ−1
1 (φ1(u1)) + φ−1

1 (ru1(x))).(φ−1
1 (φ1(v1)) + φ−1

1 (rv1(x)))
+ (φ−1

1 (φ1(u2)) + φ−1
1 (ru2(x))).(φ−1

1 (φ1(v2)) + φ−1
1 (rv2(x)))

= (u1 + 0).(v1 + 0) + (u2 + 0).(v1 + 0)
= u1.v1 + u2.v2

Lorsque Embedding est utilisée pour transformer les vecteurs d’information et
Sparse pour la matrice génératrice, le résultat obtenu dans l’anneau peut être envoyé
dans le corps en utilisant φ−1

1

3.4.2 Compatibilité des transformées Parity et Sparse

Nous avons défini φp comme une bijection du corps vers l’idéal A1 et φs la
transformée Sparse qui transforme un élément du corps en un élément de l’anneau
qui est la somme d’un élément de A1 avec la possibilité d’ajouter un élément des
autres idéaux minimaux.
Soit ū le vecteur de F2w à transmettre et G la matrice génératrice k×n à coefficients
dans F2w .

Scénario 1

Supposons que le codage soit ū.G = z̄ soit réalisé dans le corps et que le vecteur
codé z̄ soit transmis et soumis au pattern de perte P .

Scénario 2

Considérons maintenant le codage dans l’anneau φp(ū)×φs(G) = z̄. Supposons
que z̄ soit soumis au pattern de perte P lors de sa transmission.

De la même manière, nous pouvons vérifier l’utilisation conjointe de la transfor-
mée Parity et Sparse :

Proposition 15. Le pattern de perte P peut être récupéré dans le scénario 2 si et
seulement si il peut être récupéré dans le scénario 1.

Démonstration. Soient φp(u1) et φp(u2) les images de 2 éléments du corps par la
bijection φp du corps dans l’idéal.
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Soient φs(v1) et φs(v2) les images de 2 éléments du corps par φs. Nous avons :
φs(v1) = φ1(v1)+r1 et φs(v2) = φ1(v2)+r2 où r1 et r2 sont des éléments de l’anneau
n’ayant pas de composantes dans A1, c’est à dire que φ−1

1 (r1) = φ−1
1 (r2) = 0

Lors du codage dans l’anneau, les opérations sont du type :

φp(u1).φs(v1) + φp(u2).φs(v2)
= φp(u1)(φ1(v1) + r1) + φp(u2)(φ1(v2) + r2)
= φp(u1).φ1(v1) + φp(u1).r1 + φp(u2).φ1(v2) + φp(u2).r2

= φp(u1).φ1(v1) + 0 + φp(u2).φ1(v2) + 0

En effet, φp(u1) est un élément de A1 et les éléments r1 et r2 sont des éléments de
l’anneau n’ayant pas de composantes dans A1. Autrement dit, le produit de φp(u1)
avec des éléments n’appartenant pas à A1 donne 0.

Ceci implique que les résultats obtenus par le codage sont les mêmes que ce que
l’on aurait obtenu si on avait utilisé φ1 plutôt que φs pour transformer la matrice.
Comme φ1 est un isomorphisme, les propriétés d’inversibilité de la matrice, et no-
tamment la propriété MDS, sont conservés par φ1. Comme la correction du pattern
d’effacements ne dépend que de l’inversibilité des sous-matrices génératrices, tout
pattern de perte corrigible dans le corps sera aussi corrigible dans l’anneau et in-
versement.

Enfin, notons que nous utilisons la bijection définie dans la Section 3.3.4, mais
cette proposition est valide pour n’importe quelle bijection entre le corps et un idéal
de l’anneau.

3.5 Analyse de la complexité

Dans cette section, nous allons évaluer la complexité en terme de nombre d’opé-
rations xor nécessaires dans le processus de codage et de décodage. Concernant
les transformées Embedding et Parity utilisées sur les vecteurs d’éléments du corps
fini représentant les données à coder, il s’agira de calculer le nombre d’opérations
nécessaires pour transformer un élément du corps fini en un élément de l’anneau et
vice versa. Concernant la transformée Sparse utilisée pour réduire le nombre d’opé-
rations, il s’agira de calculer le poids moyen des éléments transformés, ce qui nous
donnera directement le nombre de xor à effectuer représentés par la matrice binaire.

3.5.1 Complexité de codage

Le processus de codage est découpé en trois phases : la transformée du corps
vers l’anneau, la multiplication matrice vecteur et la transformée inverse de l’an-
neau vers le corps. Les données à coder forment un vecteur de k éléments de F2w .
Concernant les transformées appliquées au données à coder, le nombre d’opérations
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dépend du type du polynome irréductible utilisé (AOP ou ESP). De plus, les trans-
formées sont faites sur les données en entrée, soit dans un code MDS les k symboles
pour l’encodage, et les transformées inverses sont faites sur les données produites,
soit pour l’encodage les n− k symboles.

3.5.1.1 Parity avec AOP

Pour un polynome irréductible AOP de degré w, nous avons défini la transfor-
mée φp comme une fonction qui ajoute un bit de parité au vecteur correspondant
à l’élément du corps fini afin d’obtenir un élément de poids pair. Il faudra ainsi w
xor par élément du corps.
La transformée inverse ne nécessite en revanche aucune opération : il s’agit simple-
ment de supprimer ce bit de parité.

3.5.1.2 Parity avec ESP

Le même type de fonction peut être utilisé pour les polynomes ESP de paramètre
(r, s). En effet, pour un polynome irréductible ESP de degré w, nous avons défini
la transformée φP comme une fonction qui ajoute un bit de parité à chacun des s
mots de longeur r entrelacés. Il s’agira donc de calculer s.(r − 1) xor.
La transformée inverse ne nécessite pas d’opérations : on supprime les s bits de
parités.

3.5.1.3 Embedding avec AOP

Pour un polynome irréductible AOP de degré w, nous avons défini la transformée
φe comme une fonction qui considère simplement l’élément du corps comme un
élément de l’anneau, sans aucune opération.
Concernant la transformée inverse, elle est le calcul du reste modulo le polynome
AOP p(x). Comme p(x) est un polynome irréductible AOP, l’opération consiste à
sommer le dernier bit du vecteur représentant l’élément de l’anneau à tous les autres
coefficients : cette opération s’effectue en w xor.

3.5.1.4 Embedding avec ESP

De la même manière que pour les polynomes AOP, avec un polynome irréductible
ESP de paramètres (r, s), la transformée φe considère simplement l’élément du corps
comme un élément de l’anneau sans aucune opération.
Pour la transformée inverse, la fonction φ−1

e calcule le reste modulo le polynome ESP
p(x) de degré r.s. Grâce à la forme entrelacées du polynome ESP, cette opération
consiste à sommer le dernier bloc de s bits aux r blocs. Cette opération s’effectue
en s.r xor.
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3.5.1.5 Sparse avec AOP

Soit p(x) un polynome irréductible AOP de degré w. D’après la Proposition 3,
pour que p(x) soit irréductible, w doit être pair.
Considérons les éléments de Aw+1 = F2[x]/(xw+1 + 1), représentés par tous les
vecteurs binaires de longueur w + 1.

Lemme 1. Les images de φS sont les vecteurs de poids inférieur ou égal à w/2.

Démonstration. Soit b(x) un élément de F2w = B. L’image de bB(x) par φS est b(x)
ou b(x) + q(x) où q(x) est le polynome plein de 1 de degré w.
On peut observer que W (b(x) + q(x)) = w + 1 − W (b(x)). Cela implique que
min(W (b(x) + q(x)),W (b(x)) ≤ w/2 car si W (b(x)) > w/2, alors W (b(x) + q(x)) ≤
w/2.
Donc, W (φS(b(x))) ≤ w/2.

Proposition 16. Le poids moyen des images non nulles par φS dans le cas d’un
polynome AOP de degré w est :

WφS
(w) = w + 1

2w+1 − 2 .
(
2w −

(
w

w/2

))

Démonstration. D’après le Lemme précédent, le nombre d’images non nulles pos-
sibles est 2w − 1.
Pour 0 < i ≤ w/2, le nombre de vecteurs de poids i de longueur w + 1 est

(w+1
i

)
.

Le poids moyen WφS
des images non nulles par φS est donc :

WφS
(w) = 1

2w − 1

w/2∑
i=1

i.

(
w + 1
i

)

= 1
2w − 1

w/2∑
i=1

i.
(w + 1)!

i!(w + 1− i)!

= 1
2w − 1

w/2∑
i=1

(w + 1).w!
(i− 1)!.(w − (i− 1))!

= 1
2w − 1 .(w + 1)

w/2∑
i=1

(
w

i− 1

)

= 1
2w − 1 .(w + 1)

w/2−1∑
i=0

(
w

i

)

Comme
∑w
i=0

(w
i

)
= 2w et que

(w
i

)
=
( w
w−i
)
, on a

∑w/2−1
i=0

(w
i

)
= 1

2(2w −
( w
w/2
)
).



52 Chapitre 3. Transformées entre un corps fini et un anneau

On a donc :

WφS
(w) = 1

2w − 1 .(w + 1).12 .(2
w −

(
w

w/2

)
)

= (w + 1)
2w+1 − 2 .(2

w −
(
w

w/2

)
)

Pour la suite, il sera intéressant de calculer également le poids moyen de toutes
les images par φs, c’est à dire en intégrant l’élément nul :

Proposition 17. Le poids moyen des images par φS dans le cas d’un polynome
AOP de degré w est :

W
′
φS

(w) = w + 1
2w+1 .

(
2w −

(
w

w/2

))
Démonstration. D’après la démonstration précédente, nous avons :

W
′
φS

(w) = 1
2w

w/2∑
i=1

i.

(
w + 1
i

)

= 1
2w .(w + 1)

w/2−1∑
i=0

(
w

i

)

Aini, de la même manière que la démonstration précédente, on peut écrire :

W
′
φS

(w) = 1
2w .(w + 1).12 .(2

w −
(
w

w/2

)
)

= (w + 1)
2w+1 .(2w −

(
w

w/2

)
)

Enfin, notons que ce poids moyen des images par φs peut également s’exprimer
de la forme :

φs = 1
2w

2w∑
i=1

Wi

avec Wi le poids de l’image par φs de l’élément i.

3.5.1.6 Sparse avec ESP

Soit g(x) un polynome ESP irréductible de degré w = s.r. Comme nous l’avons
vu, les éléments du corps B1 = F2[x]/(g(x)) sont des éléments composés de s mots
de longueur r entrelacés du corps B2 = F2[x]/(p(x)) avec p(x) un polynome AOP
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irréductible de degré r.

Proposition 18. Le poids moyen des images par φS dans le cas d’un polynome
ESP de degré w = s.r est :

Wφs(w) = s.W
′
φs

(r)

Démonstration. Un élément de B1 est composé s mots de longueur r appartenant
au corps B2 défini par un polynome AOP irréductible de degré r. L’application de
φs sur les éléments de B1 revient à appliquer indépendamment φs sur les s éléments
de B2.
Soit Wi,j le poids de l’élément j qui compose les images par φS des éléments de B2.
Nous avons donc :

Wi =
s∑
j=1

Wi,j

Le poids moyen des images par φs dans le cas d’un polynome ESP peut donc
s’écrire comme suit :

Wφs(s.r) = 1
2sr

2sr∑
i=1

s∑
j=1

Wi,j

= 1
2sr

s∑
j=1

2sr∑
i=1

Wis

=
s∑
j=1

1
2sr

2sr∑
i=1

Wis

= s.W ′φs
(r)

3.5.1.7 Résumé des opérations des transformées

La table 3.1 donne les complexités pour Embedding et Parity obtenues de la
section précédente.

corps vers anneau anneau vers corps
Embedding 0 m.w

Parity k.w 0

Tableau 3.1 – Nombre d’opérations nécessaires par Embedding et Parity

Le choix entre ces deux méthodes dépend donc des valeurs des paramètres
du code (n, k) utilisé, avec m = n − k et w le degré du polynome irréductible
définissant le corps fini F2w . Si k > m, la transformée Parity a une complexité plus
faible que Embedding. Sinon, Embedding est meilleure.
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Avant d’appliquer la multiplication matrice vecteur dans l’anneau, il est nécessaire
de transformer les éléments de la matrice génératrice. Cela se fait en utilisant la
transformée Sparse dont le but est de réduire le nombre d’opérations. Nous avons
donc deux éléments de l’anneau à multiplier sous la forme matrice-vecteur. Le
premier élément correspond à un coefficient de la matrice et le second à un symbole
d’information. La complexité de la multiplication dans l’anneau ne dépend que
du poids du premier élément, noté w1 ∈ {0, 1, . . . , n}. On peut donc exprimer la
complexité de la multiplication par n.w2 avec w2 le poids d’un symbole d’infor-
mation. Considérons maintenant certaines spécificités des différentes transformées
appliquées aux données. Dans la transformée Parity, pour les éléments d’un corps
fini défini par un polynôme irréductible AOP, le dernier bit correspondant à la
somme des w premiers bits n’est pas transmis sur le canal : il est supprimé par
la transformée inverse. Il est donc inutile de le calculer. Ainsi, la complexité de
la multiplication devient w · w2. Pour les éléments d’un corps fini défini par un
polynome irréductible ESP, le principe est le même car les éléments sont un
entrelacement d’éléments d’un corps fini généré par un polynome AOP.
De la même manière, avec la transformée Embedding, le dernier bit du vecteur
d’information est toujours égal à 0. Ainsi, il est inutile de considérer les opérations
xor qui l’utilisent. La complexité de la multiplication est également w · w2.

Afin d’obtenir le nombre moyen d’opérations xor faits par la multiplication de la
matrice génératrice par les données à coder, nous allons évaluer le poids moyen des
coefficients de la matrice génératrice dans l’anneau.
Nous considérerons un code systématique défini par une matrice génératrice de
Cauchy généralisée Gn,k = (I|P ) avec m = n−k dont les coefficients appartiennent
à F2w . Ceux de la première colonne et la première ligne ont pour valeur l’élément 1.
Les autres coefficients seront considérés comme étant aléatoires et différents de zéro.
En appliquant la transformée Sparse, les éléments de poids 1 restent inchangés : il
s’agit des éléments différents de zéro les plus creux possibles. Ainsi, dans l’anneau,
les coefficients de la première ligne et la première colonne de cette matrice ont
également pour valeur l’élément 1.
Soit wφs le poids moyen des éléments de F2w transformés par Sparse. Dans notre
cas, le nombre moyen de d’opérations xor à exécuter est donc :

(k +m− 1).w + (k − 1).(m− 1).w.wφs

En considérant le choix possible entre Parity et Embedding, nous obtenons :

(min(k,m) + k +m− 1).w + (k − 1).(m− 1).w.wφs

3.5.1.8 Exemple de la complexité de codage sur F24

Nous allons maintenant considérer le cas où w = 4. Nous avons donc comme
matrice génératrice une matrice de Cauchy généralisée à coefficients dans F24 . Nous
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avons également wφS
= 1.66. Dans [39], table III, l’auteur calcule la densité des

matrices générées normalisées par le produit k.m.w de manière à ce que le nombre
d’opérations ne dépende pas de la taille de la matrice. Ces valeurs sont comparées
à la limite basse de la densité des matrices (LB), soit (kmw + (k − 1)(m− 1)) et à
la densité des matrices RDP généralisées, soit (kw + k(m− 1)(2w − 1)) :

k m Min Max LB RDP
3 3 1.72 1.72 1.11 1.44
4 3 1.65 1.75 1.12 1.44
5 3 1.67 1.87 1.13 1.44
3 4 1.44 2.08 1.12 1.50
4 4 1.88 1.88 1.14 1.50
3 5 2.03 2.03 1.13 1.53

Tableau 3.2 – Densités minimales et maximales normalisées des meilleures matrices
pour w = 4 (extrait de [39])

Afin de comparer ces résultats aux travaux existants, nous allons calculer ce
ratio en faisant varier k pour trois valeurs différentes de m : 3, 5 et 7. Pour chaque
paire (k,m), 1000 matrices de Cauchy généralisées sont générées et nous calculons
ce ratio :

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 141

1.2

1.4

1.6

1.8

k

ra
tio

Densités normalisées de G

m=3 m=5 m=7
meilleur m=3 meilleur m=5 meilleur m=7

Figure 3.1 – Densité normalisée de G en fonction de m

Nous pouvons observer que le fait de passer d’un corps fini à un anneau en
utilisant la transformée Sparse pour les éléments de la matrice génératrice permet
d’obtenir des matrices génératrices binaires très creuses, contenant un nombre très
faible de 1, ce qui réduit la complexité de codage. En comparaison avec les travaux
de [39], nous pouvons voir qu’en appliquant une transformée très simple à tous
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les éléments d’une matrice, cela permet d’obtenir de meilleurs résultats : pour un
code (8, 3), nous obtenons une densité inférieure à 1.6 et pour le meilleur des cas,
proche de 1.4 alors qu’en restant dans le corps et en appliquant un algorithme de
réordonnancement, les matrices ont une densité au minimum de 1.67.

Une autre approche pour construire des matrice génératrices creuses est d’uti-
liser les propriétés cycliques de l’anneau. A la différence d’un élément d’un corps
fini, un élément d’un anneau polynomial avec un poids de w sera représenté par
une matrice binaire carrée composée de w diagonales. Prenons par exemple w = 4
et définissons le corps fini F = F24 = F[x]/(p(x)) avec p(x) = x4 + x + 1. Les
éléments d’une matrice génératrice à coefficients dans F seront représentés par une
matrice binaire w ∗ w représentant les opérations xor. Soient deux éléments de F ,
a(x) = 1 + x3 et b(x) = x+ x3. La multiplication d’un vecteur d’éléments de F par
a(x) ou b(x) se traduira par ces opérations :

a(x) = 1 + x3 = , b(x) = x+ x3

Comme nous pouvons le voir, les deux polynomes ont le même poids, mais
la multiplication par l’un ou l’autre n’aura pas la même complexité en raison du
polynome irreductible utilisé pour le modulo. De manière générale, le seul élément
du corps à être représenté par une matrice binaire ayant w entrées est l’élément 1.
En revanche, dans l’anneau, le modulo est cyclique : xw+1 = 1. Dans un anneau
polynomial à 2w+1 éléments , il existe donc w + 1 éléments représentés par une
matrice binaire avec w+1 entrées. Soit R2,5 = F[x]/(x5−1), le polynome c(x) = x2

peut être réprésenté par la matrice :

c(x) = x2 =

Ainsi, en utilisant ces éléments, il est possible de chercher parmi toutes les
matrices possibles des matrices MDS. Par exemple, en considérant les éléments du
corps F24 envoyés dans l’anneau R2,5, la matrice de Vandermonde est définie par :

V =
(
xi.j

)
i=0,...,4;j=0,...,4

où x est un monôme de R2,5 avec un nombre minimal de 1. Cette matrice est une
matrice MDS et permet de générer un code MDS systématique :

Cette construction permet donc d’obtenir pour un code MDS systématique (n, k)
avec k ≤ 5 et n− k ≤ 5, et dont le nombre total d’opérations xor nécessaires pour
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Figure 3.2 – Matrice génératrice de Vandermonde

la génération des symboles de redondance en incluant les transformées corps vers
anneau et anneau vers corps est de :

(min(k,m) + k +m− 1).w + (k − 1).(m− 1).w = min(k,m).w + k.m.w

Sa densité normalisée est donc de 1.2, ce qui est bien inférieur aux valeurs données
dans la Figure 3.1 et très proche de la limite donnée dans [12].

3.5.2 Complexité du décodage

Le processus de décodage est composé de 2 opérations : d’abord, une sous-
matrice de la matrice génératrice est inversée, puis une multiplication matrice vec-
teur utilise cette matrice inversée. Nous pouvons donc utiliser la même approche vue
dans la section précédente pour effectuer la multiplication. L’inversion de la matrice
peut s’effectuer dans le corps avec une table de correspondance des inverses des élé-
ments. Une fois la matrice inversée, les éléments de cette matrice sont transformés
en éléments de l’anneau. L’opération de multiplication matrice vecteur s’effectue
alors dans l’anneau, puis les éléments du vecteur résultant de cette opération sont
transformés de l’anneau vers le corps.
La complexité du décodage dépend donc de la complexité de l’inversion de la sous-
matrice et de la complexité de la multiplication matrice vecteur. Cette dernière a
été étudiée dans la section précédente. La complexité de l’inversion d’une matrice
r ∗ r est généralement de O(r3) opérations dans le corps. Cependant, si la matrice
à inverser est une matrice de Cauchy, la complexité est réduite à O(r2) [14].
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Enfin, contrairement à la multiplication matrice vecteur, l’opération d’inversion de
la matrice ne dépend pas de la taille des données à coder ou décoder. Lorsque
la taille des données augmente, l’opération d’inversion de la matrice devient ainsi
négligeable.

3.6 Ordonnancement des opérations

Il est possible d’optimiser la manière dont sont faites les opérations xor dans
les codes à effacement MDS. Plusieurs techniques ont été proposées dans [13],[11],
[10],[17]. Le principe consiste à factoriser certaines opérations redondantes dans la
multiplication matrice vecteur. Nous montrons dans cette section que le fait de
travailler dans un anneau permet de réduire significativement le nombre de xor
nécessaires.

3.6.1 Réduction de la complexité

Pour des éléments d’un corps fini, le réordonnancement des opérations consiste
à chercher les opérations redondantes dans la représentation binaire de la matrice
génératrice. Autrement dit, sur F2w , les matrices binaires w ∗ w représentant les
éléments du corps n’ont pas de structure particulière et doivent être analysées en
entier par l’algorithme de réordonnancement. En effet, comme nous l’avons vu pré-
cédemment, le poids d’un élément du corps n’est pas proportionnel au nombre
d’opérations xor nécessaires.
En passant dans un anneau, grâce à la forme du polynome xw+1+1 servant de molulo
à la multiplication, les éléments représentés par des matrices binaire (w+1)∗(w+1)
ne sont composées que par des diagonales, soit pleines de l’élément 0, soit pleines
de l’élément 1. Cela signifie que pour connaitre toutes les opérations xor nécessaire
à la multiplication par un élément de l’anneau, il suffit de connaitre la première
colonne de la matrice binaire correspondante à cet élément ou sa représentation
polynomiale.
Cela permet de réduire drastiquement la complexité des algorithmes de réordon-
nancement, leur permettant également de traiter des matrices plus grandes. D’un
point de vue polynomial, la recherche de réordonnancement consiste à trouver des
redondances dans les opérations de la multiplication.
Supposons le cas où trois polynomes a0(x),a1(x) et a2(x) sont utilisés pour générer
trois combinaisons linéaires :

(a0(x), a1(x), a2(x)) ∗

1 + x4 1 1
x2 x3 1
x3 1 + x3 x3

 = (p0(x), p1(x), p2(x))

Pour estimer la complexité, nous considérons le nombre d’opérations effectuées
sur les polynômes. En comptant le nombre de monômes dans tous les éléments de
la matrice, nous avons 11 termes additionnés : 4 pour p0(x), 4 pour p1(x), 3 pour
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p2(x).
Il est possible de réordonner les opérations en calculant un terme intermédiaire
p′(x) = a0(x) + x3a2(x). Nous avons alors le système suivant :

(a0(x), a1(x), a2(x), p′(x)) ∗


x4 0 0
x2 x3 1
0 1 0
1 1 1

 = (p0(x), p1(x), p2(x))

Ainsi, avec un calcul intermédiaire permettant de réordonner les calculs, nous
avons besoin au total de 10 termes à additionner : 2 pour calculer un terme inter-
médiaire p′(x)), 3 pour p0(x), 3 pour p1(x) et 2 pour p2(x).

3.6.2 Factorisation indirecte des opérations

Grâce à la structure cyclique des matrices binaires représentant des éléments de
l’anneau, il est possible de factoriser des opérations qui ne sont pas factorisables
directement avec des matrices binaires représentant des éléments du corps fini. En
effet, dans l’anneau, la multiplication est faite modulo xn + 1. Il est donc possible
de factoriser des opérations qui sont multiples d’un monome.
Considérons le cas où trois polynomes a0(x),a1(x) et a2(x) sont utilisés par générer
trois combinaisons linéaires :

(a0(x), a1(x), a2(x)) ∗

 1 x2 x2

x2 x3 1
1 + x2 x+ x4 x2 + x3

 = (p0(x), p1(x), p2(x))

Dans ce cas là, une factorisation comme montrée précédemment n’est pas fai-
sable. En revanche, il est possible faire apparaitre des opérations pouvant être fac-
torisées en réécrivant les combinaisons linéaires :

— p0(x) = a0(x) + x2a1(x) + (1 + x2)a2(x)
— p1(x) = x2a0(x) +x3a1(x) + (x+x4)a2(x) = x2a0(x) +x(x2a1(x) + a2(x)) +

x4a2(x))
— p2(x) = x2a0(x) + a1(x) + (x2 + x3)a2(x) = x2a0(x) + x3(x2a1(x) + a2(x)) +

x2a2(x)
En posant p′(x) = x2a1(x) + a2(x), nous avons :

(a0(x), a1(x), a2(x), p′(x)) ∗


1 1 x2

0 0 0
0 x2 x2

1 x x3

 = (p0(x), p1(x), p2(x))

Comme l’exemple précédent, avec un calcul intermédiaire permettant de réor-
donner les calculs, nous avons besoin au total de 10 termes à additionner au lieu de
11.
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3.6.3 Exemple de réordonnancement pour le code (12, 8)

Prenons le cas d’un code systématique (12, 8) sur F24 . Le codage consiste à géné-
rer 4 combinaisons linéaires (r0, r1, r2, r3) de 8 symboles (s0, s1, s2, s3, s4, s5, s6, s7).

Les opérations sont définies par la matrice suivante :
1 1 1 1 1 1 1 1
1 x2 x3 + x2 + x x3 x+ 1 x x2 + x+ 1 x3 + x2 + x+ 1
1 x3 + x2 + 1 x+ 1 x3 + x2 + x x2 x3 + x2 + x+ 1 x3 + x+ 1 x3 + 1
1 x3 + x2 + x+ 1 x2 + 1 x3 + x2 x x3 + x x3 + x2 + x x2 + x


En appliquant la transformée Sparse, nous obtenons la matrice suivante :

G =


1 1 1 1 1 1 1 1
1 x2 x4 + 1 x3 x+ 1 x x4 + x3 x4

1 x4 + x x+ 1 x4 + 1 x2 x4 x4 + x2 x3 + 1
1 x4 x2 + 1 x3 + x2 x x3 + x x4 + 1 x2 + x


La première étape pour réduire la complexité est de générer 5 symboles inter-

médiaires, soit t = (t0, t1, t2, t3, t4), à partir des 8 symboles sources :

S1 =


0 0 1 1 0 0 0 1
0 x2 0 0 0 0 x3 x4

0 0 1 x3 x 0 0 0
0 1 0 0 0 1 1 0
1 0 0 0 0 x x4 0


On a donc :

(s0, s1, s2, s3, s4, s5, s6, s7)× [I8|St1] = (s0, s1, s2, s3, s4, s5, s6, s7, t0, t1, t2, t3, t4)

Puis, à partir de ces symboles intermédiaires et des symboles sources, on peut
générer les symboles de redondance à partir de la matrice suivante :

S2 =


1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0
0 0 x4 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 1 x4 x x4 0
0 0 0 0 0 x3 0 0 x2 x2 1 0 1


On a donc :

S2 × (s0, s1, s2, s3, s4, s5, s6, s7, t0, t1, t2, t3, t4)t = (r0, r1, r2, r3)

Nous pouvons vérifier que [I8|St1]× St2 = G, ce qui permet de valider ces opéra-
tions.

Nous pouvons donc générer les symboles de redondance avec respectivement 15
et 19 xor pour S1 et S2, soit un total de 34 xor. C’est 24 % d’opérations en moins
comparé aux 45 xor de la matrice G initiale dans l’anneau.
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3.6.4 Résultats

Afin d’évaluer le gain potentiel qu’apportent ces méthode de réordonnancement
des opérations, nous avons implémenté une recherche exaustive des meilleures fac-
torisations sur les matrices génératrices. Cet algorithme a été appliqué sur plusieurs
codes travaillant sur le corps fini F24 . La table 3.3 représente les densités normali-
sées obtenues, définies comme étant le nombre total d’éléments à 1 dans la matrice
génératrice sous sa forme binaire sur le nombre d’éléments à 1 des matrices MDS
optimales, soit k ·m · w.
En travaillant dans un anneau, nous incluons les opérations effectuées lors des trans-
formées. Nous allons présenter ici les résultats obtenus pour les codes (12, 8) et
(16, 10). Dans ces deux cas, la transformée Embedding est plus efficace que Parity
pour transformer les données. Nous ajoutons donc m ·w au nombre de 1 de la ma-
trice génératrice dans sa forme binaire obtenue après réordonnancement.
Pour chaque cas, nous avons généré 1000 matrices de Cauchy généralisées aléatoires.
Nous avons mesuré les valeurs suivantes :

— densité moyenne dans le corps : nombre moyen de 1 dans la matrice de
Cauchy généralisée divisé par k ·m · w

— meilleure densité dans le corps : nombre minimal de 1 dans la matrice de
Cauchy généralisée divisé par k ·m · w

— densité moyenne dans l’anneau : nombre moyen de 1 dans la matrice de
Cauchy généralisée après transformée Sparse sans réordonnancement divisé
par k ·m · w

— densité minimale dans l’anneau : nombre minimal de 1 dans la matrice de
Cauchy généralisée après transformée Sparse sans réordonnancement divisé
par k ·m · w

— densité moyenne avec réordonnancement : nombre moyen de 1 dans la ma-
trice de Cauchy généralisée après transformée Sparse avec réordonnancement
divisé par k ·m · w

— densité minimale avec réordonnacement : nombre minimal de 1 dans la ma-
trice de Cauchy généralisée après transformée Sparse avec réordonnancement
divisé par k ·m · w

k +m, k 12, 8 16, 10
densité moyenne dans le corps 1.79 1.90
densité minimale dans le corps 1.73 1.85
densité moyenne dans l’anneau 1.59 1.63
densité minimale dans l’anneau 1.5 1.58

densité moyenne avec réordonnancement 1.32 1.26
densité minimale avec réordonnancement 1.19 1.20

Tableau 3.3 – densités normalisées de la matrice génératrice pour w = 4

Ces résultats confirment que même sans réordonnancement ni factorisation, ap-
pliquer la multiplication dans l’anneau plutôt que dans le corps permet de réduire le
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nombre d’opérations nécessaires, simplement en appliquant la transformée Sparse
sur les éléments de la matrice génératrice. En appliquant un réordonnancement des
opérations, il est possible d’obtenir un gain significatif de la complexité. En effet,
la complexité est réduite de 20% avec les meilleures matrices. Ces résultats sont
similaires à ceux obtenus dans la Section 3.5. Parmi les nombreux travaux effectués
sur ce domaine, aucun ne parvient à atteindre les densités qui nous avons obtenues
avec ces paramètres.
La structure cyclique de l’anneau nous permet d’utiliser des techniques que les
autres méthodes de réordonnancement ne peuvent. De plus, les autres méthodes
ont un temps d’exécution dépassant plusieurs minutes, voire plusieurs heures dans
certains cas. De plus, ils se heurtent à un problème de passage à l’échelle : comme
nous pouvons le constater, les exemples donnés dans [39] sont pour des petits codes.
Concernant nos résultats, ils ont été générés par un script réalisé en Python, sans
aucun travail d’optiminisation pour rendre l’exécution plus rapide. Pour un code
(12, 8), le script a besoin de 2.5 secondes par matrice pour donner le réordonnance-
ment à faire. Pour un code (16, 10), il faut un peu moins de 25 secondes.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié une méthode permettant d’optimiser les
opérations de codage et décodage des codes correcteurs à effacement basés sur cer-
tains corps finis. Cette méthode n’est rendue possible que si le polynome irréductible
définissant le corps fini utilisé fait partie de certaines classes des polynomes que nous
avons définies. Nous avons montré qu’il est possible de réduire la complexité des
opérations de codage et de décodage en utilisant simplement des transformées sur
les éléments de ce corps fini. Plusieurs transformées ont été présentées, apportant
des propriétés différentes qui leur permettent d’être utilisées à différents endroits
dans les opérations de codage.
Cette méthode, à première vue contre-intuitive du fait qu’elle ajoute des opérations
nécessaires pour appliquer les transformées, nous permet de réaliser les multipli-
cations de manière beaucoup plus simple dans une anneau polynomial grâce à la
structure cyclique de ce dernier. Nous avons également montré qu’en travaillant
dans un anneau, il était possible de factoriser beaucoup plus facilement certaines
opérations, grâce aux décalages cycliques des xor dans la représentation binaire des
éléments de l’anneau.
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une implémentation efficace et une évalua-
tion de performance d’un code à effacement basé sur les transformées polynomiales
vues dans le chapitre précédent. Nous appellerons ce codec Pyrit, pour PolYnomial
RIng Transforms. Tout d’abord, nous détaillerons deux implémentations de ce co-
dec. L’une est faite en utilisant un corps fini dont le polynôme irréductible est un
polynôme AOP de degré 4, l’autre utilise un corps fini dont le polynôme irréduc-
tible est un polynôme ESP de degré 6. Puis nous montrerons comment implémenter
efficacement les transformées étudiées dans le chapitre précédent. En effet, ces trans-
formées ont la particularité de générer des données supplémentaires lorsque nous
passons d’éléments du corps F2w à des éléments de l’anneau R2,n, ce qui peut ré-
duire les performances lors de l’écriture en mémoire. Nous montrerons également
pourquoi et comment il est possible d’éviter ces écritures en mémoire, puis nous
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détaillerons l’algorithme de codage et les conditions qui nous permettent d’obtenir
les meilleures performances possibles. Puis, nous présenterons les résultats d’une
analyse de performance de plusieurs codes à effacement MDS basés sur les corps
finis en évaluant ces deux codecs sur deux architectures en les comparant aux co-
decs les plus performants à notre connaissance. Bien que plusieurs implémentations
de l’arithmétique des corps finis existent [21],[41],[30], l’utilisation des instructions
SIMD a permis d’améliorer drastiquement les performances des codes à effacement
basés sur les corps finis en utilisant les tables de correspondances pour la multipli-
cation et l’inverse des éléments du corps. Nous nous comparerons donc à des codecs
implémentant la méthode dite "Split-tables", utilisant des tables de correspondance
et les instructions SIMD. Dans notre cas, nous n’utilisons pas de tables pour le cal-
cul des combinaisons linéaires. La quantité de données échangées entre la mémoire
et le processeur est donc complètement différente, ce qui peut avoir un impact sur
les performances lorsqu’un code s’exécute en parallèle sur plusieurs coeurs du pro-
cesseur. Nous analyserons donc les performances des deux types d’implémentation
dans ce contexte afin de vérifier leur passage à l’échelle.
Concernant les architectures étudiées, la première sera l’architecture x86 qui est très
utilisée dans l’industrie. Puis nous étudierons les performances sur l’architecture
ARM qui est utilisée dans la plupart des smartphones et présente donc également
un intérêt particulier pour ces codes.

4.2 Code à effacement sur F24

En analysant la liste des polynômes AOP, il s’avère que le polynôme AOP p(x)
de degré w = 4 est un polynôme irréductible sur F2 et définit donc le corps fini
F24 = F2[x]/(p(x)) avec p(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1. De plus, sur F2, nous avons
x5 + 1 = (x4 + x3 + x2 + x+ 1) · (x+ 1).
Nous pouvons spécifier les propositions définies dans le chapitre précédent pour ces
polynômes :
On peut définir R2,5 = F2[x]/(x5 + 1) comme l’anneau quotient des polynômes
du polynôme F2[x] quotienté par l’idéal généré par le polynôme x5 + 1. Sur F2, le
polynôme x5 + 1 est le produit de p1(x) = x4 +x3 +x2 +x+ 1 et p2(x) = x+ 1. En
d’autres termes, tout élément de R2,5 peut être écrit de manière unique comme la
somme de deux composants u1(x) + u2(x), où u1(x) ∈ A1 et u2(x) ∈ A2. En effet,
les idéaux A1 et A2 sont des idéaux minimaux avec pour idempotents primitifs
respectivement θ1(x) = x4 + x3 + x2 + x et θ2(x) = x4 + x3 + x2 + x + 1. Comme
Fq[x]/(pi(x)) est isomorphe à Bi = Fqwi où pi(x) est de degré wi, R2,5 est isomorphe
au produit cartésien suivant R2,5 ' B1 × B2 avec B1 = F2[x]/(p(x)) = F24 et
B2 = F2[x]/(x+ 1) = F2. L’isomorphisme entre B1 = F2[x]/(p(x)) = F24 et A1 est
défini comme suit :

φ1 : B1 → A1
b(x) → b̄(x) = b(x)(p(x) + 1) (4.1)
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et l’isomorphisme inverse est :

φ−1
1 : A1 → B1

b̄(x) → b̄(x) mod p(x) (4.2)

Considérons maintenant deux éléments de R2,5 : a(x) = 1 +x2 et b(x) = x+x4.
Nous souhaitons réaliser la multiplication matrice vecteur avec ces éléments. Ces
derniers sont alors représentés de la manière suivante :

a(x) −→ et b(x) −→

Pour effectuer la multiplication, il suffit alors de multiplier la matrice par le
vecteur :

a(x).b(x) −→ * = −→ c(x) = x3 + x4

Nous pouvons vérifier que nous obtenons le même résultat avec la représentation
polynomiale dans l’anneau :

a(x).b(x) = (1 + x2).(x+ x4) mod (x5 + 1)
= x+ x3 + x4 + x6 mod (x5 + 1)
= x+ x3 + x4 + x

= x3 + x4

4.2.1 Transformée efficace de la matrice génératrice

L’un des principaux défis dans la construction des codes à effacement est le
choix de la matrice génératrice. Comme nous l’avons vu, cette dernière définit les
opérations à appliquer, et donc la complexité du code. Nous allons nous intéresser
aux codes systématiques. La matrice génératrice devra vérifier deux propriétés :

— Elle doit être aussi creuse que possible. En effet, le nombre de xor effectués
sur les données est défini par cette matrice.

— Chaque sous-matrice carrée devra être inversible afin de vérifier la propriété
MDS du code.

Afin de limiter le nombre d’opérations de codage, nous pouvons utiliser une
propriété intéressante vue dans le chapitre précédent sur la correspondance entre un
élément du corps fini et un élément de l’anneau. Le nombre d’éléments de l’anneau
est 2n, alors que le nombre d’éléménts du corps est 2w avec n > w.
Comme nous l’avons vu, le passage d’un corps fini vers un anneau n’est rendu
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possible que par les idéaux de ce dernier : l’anneau possède un idéal isomorphe au
corps fini que l’on souhaite utiliser pour définir le code à effacement.

Le corps F24 = F2[x]/(x4 + x3 + x2 + x + 1) est isomorphe à l’idéal A1 de
l’anneau R2,5 généré par (x + 1). Soit u(x) = x2 un élément du corps. D’après
les propositions du chapitre précédent, l’image de u(x), notée ū(x), dans A1 par
l’isomorphisme φ1 est égale à u(x).θ1(x) = x2.(x+ x2 + x3 + x4) = 1 + x+ x3 + x4.
De plus, d’après le paragraphe précédent, pour effectuer la multiplication avec des
éléments de l’anneau, il est possible d’utiliser n’importe quel élément de la forme
ū(x) + r(x) où r(x) n’a pas de composante dans A1. Dans notre cas, il s’agira de
2n−w = 2 éléments : 0 et p(x) = 1 + x+ x2 + x3 + x4. Par conséquent, effectuer une
multiplication par u(x) dans le corps peut se faire de deux manière dans l’anneau :
en multipliant par ū(x) ou par ū(x) + p(x). Les matrices correspondantes sont les
suivantes :

ū(x) −→ ū(x) + p(x) −→

La matrice binaire représentant ū(x) + p(x) est beaucoup plus creuse que celle
représentant ū(x). Elle est donc choisie pour effectuer la multiplication correspon-
dant à u(x) dans l’anneau.
Le choix de l’élément le plus creux dans l’anneau pour un élément du corps donné
est fait par la transformée φS .

4.2.2 Transformées rapides des données à coder

Nous allons voir maintenant comment transformer efficacement les données à
coder. Il s’agit d’éléments du corps F24 . Comme nous l’avons vu dans le chapitre
précédent, deux transformées sont possibles. En fonction des paramètres k et m, on
choisira l’une ou l’autre.

4.2.2.1 La transformée Parity

La première fonction qui nous permet de travailler dans un anneau calcule sim-
plement un bit de parité sur les données à coder. La fonction inverse consistera à
simplement supprimer cet élément. Comme nous l’avons vu dans le chapitre précé-
dent, cette transformée n’est pas un isomorphisme, mais une bijection. Cela signifie
que si un codeur effectue les opérations de multiplication dans le corps, le décodeur
devra obligatoirement en faire de même, et ne pourra pas effectuer les opérations
dans l’anneau en utilisant la transformée Parity. Donc le codeur et le décodeur de-
vront tous les deux utiliser cette même méthode.
Nous avons vu que pour un polynôme AOP irreductile de degré w, l’isomorphisme
qui envoie les éléments du corps fini dans l’idéal A1 de l’anneau R2,w+1 consiste en
la multiplication du polynôme représentant un élément du corps par l’idempotent
définissant l’idéal. Néammoins, nous avons montré que l’idéal A1 est composé des
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polynômes de poids pair. Ainsi, la fonction ajoutant un bit de parité au vecteur
représentant un élément du corps fini, permet d’obtenir des éléments de poids pair.
Elle peut donc être utilisée comme une bijection entre le corps et l’idéal A1 de l’an-
neau.
Dans F24 , chaque élément est représenté de la manière suivante : u(x) = a+ b.x+
c.x2 + d.x3, avec a, b, c, d dans F2. La transformée φP est définie comme suit :

φP : u(x)→ (a+ b+ c+ d).x4 + u(x)

Figure 4.1 – Transformée Parity d’un élément de F24 vers R2,5

Une fois cette transformée appliquée sur nos données, nous effectuons la multi-
plication matrice vecteur. Le vecteur représente uniquement des éléments de l’idéal
A1 tandis que la matrice représente des éléments de l’anneau n’appartenant pas
forcément à l’idéal A1, mais simplement à l’anneau. La multiplication entre un élé-
ment de l’idéal avec un élément de l’anneau donne un élément de l’idéal. Ainsi, le
vecteur resultant de la multiplication matrice vecteur contiendra alors uniquement
des éléments de l’idéal. Pour appliquer la transformée inverse sur des éléments de
l’idéal et obtenir des éléments du corps, il suffira de supprimer le bit de parité pour
chaque élément de l’anneau. La transformée φ−1

P est définie comme suit :

φ−1
P : e.x4 + u(x)→ u(x)

En conclusion, cette transformée ajoute simplement un bit de parité et peut
donc être implémentée de manière très rapide en machine. La transformée inverse ne
nécessite aucune opération car il s’agit de supprimer ce bit de parité. En pratique, la
transformée sera appliquée sur les données à coder, passant d’éléments représentés
par 4 bits à des éléments représentés par 5 bits. Puis, la multiplication vecteur
matrice est faite, et la transformée inverse est appliquée sur le vecteur de résultat.

Illustrons ces opérations sur un exemple. Soient a(x) = 1 + x2 et b(x) = x deux
éléments de F24 . Nous souhaitons effectuer une multiplication matrice vecteur de
ces deux éléments de manière aussi efficace que possible. Nous utilisons d’abord
la transformée φS sur a(x) et nous obtenons a′(x) = 1 + x2. Nous utilisons en-
suite la transformée φP sur b(x) et nous obtenons b′(x) = x + x4. L’opération de
multiplication matrice vecteur est alors :

a′(x).b′(x) −→ * = −→ c′(x) = x3 + x4
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Il faut maintenant appliquer la transformée inverse φ−1
P sur le vecteur c′(x), ce

qui consiste à supprimer l’élément x4 pour obtenir c(x) = x3. On peut alors observer
que toutes les opérations nécessaires pour calculer le monome x4 sont inutiles. On
peut donc éviter toutes les opérations permettant de la calculer, soit la dernière ligne
de la matrice binaire. Autrement dit, en utilisant la transformée φP et son inverse,
la matrice binaire représentant l’élément b(x) dans l’anneau est une matrice 4∗5 et
la transformée inverse est implicitement réalisée par la suppression des opérations,
et on obtient directement l’élément du corps en résultat :

a′(x).b′(x) −→ * = −→ c(x) = x3

Notons qu’un inconvénient de cette fonction est qu’elle n’est pas un isomor-
phisme. Par conséquent, si un codeur utilise cette fonction, le décodeur doit impé-
rativement l’utiliser.

4.2.2.2 La transformée Embedding

Une seconde transformée peut être utilisée pour transformer les données. Dans le
chapitre précédent, nous avons vu que lorsque nous passons du corps à 2w éléments
vers l’anneau à 2w+1 éléments, la représentation de ce dernier est toujours plus
grande que celle de l’élément du corps. Cela veut donc dire que tous les éléments du
corps peuvent être vus comme des éléments de l’anneau. Cette transformée consiste
donc simplement à considérer les éléments du corps comme un élément de l’anneau.
Elle correspond à celle proposée par Itoh et Tsujii dans [26].
Soit b(x) = x + x2 un élément appartenant à F2[x]/(p(x)) = F24 représentant nos
données à coder. La transformée φE se fait de la manière suivante :

φE : b(x)→ b′(x) = b(x)

Soit a′(x) = 1 + x2 un élément de la matrice génératrice déja transformé par
φS . Le résultat de l’opération de multiplication matrice vecteur est alors :

a′(x).b′(x) −→ * = −→ c′(x) = x+ x2 + x3 + x4

On peut cependant constater que le monome de poids fort de b′(x) est systé-
matiquement égal à 0. Ainsi, effectuer les opérations le concernant n’est pas utile.
On peut ainsi supprimer la dernière colonne de la matrice binaire . Nous obtenons
alors l’opération suivante :
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a′(x).b′(x) −→ * = −→ c′(x) = x+ x2 + x3 + x4

La transformée inverse est effectuée en utilisant l’isomorphisme standard, c’est à
dire l’opération modulo p(x) où p(x) est le polynôme irréductible qui définit le corps
fini. Dans notre cas, p(x) est un polynôme AOP : x4 +x3 +x2 +x+1. Donc, d’après
la Section 3.3.2.2, l’opération modulo p(x) consiste à ajouter le dernier monôme de
l’élément à tous les autres :

φ−1
E : e.x4 + b(x)→ (a+ e) + (b+ e).x+ (c+ e).x2 + (d+ e).x3

En reprennant c′(x) = x+ x2 + x3 + x4 et en lui appliquant la transformée φE
inverse, nous obtenons c(x) = 1.

Figure 4.2 – Transformée inverse Embedding d’un élément de R2,5 vers F24

Cette transformée étant isomorphe, le résultat de cette multiplication est le
même que celui appliqué dans le corps fini défini par le polynôme p(x) :

a(x).b(x) = (x+ x2).(1 + x2) = x+ x3 + x2 + x4 = 1

Enfin, comme nous l’avons vu dans le précédent chapitre, le choix de la trans-
formée pour les données impacte la complexité de codage : la transformée Parity
est plus efficace en nombre d’opérations lorsque n − k > k. Dans les autres cas,
Embedding est plus efficace.

4.3 Code à effacement sur F26

La même approche que pour le corps précédent peut être utilisée avec le corps
F26 . En effet, en analysant la liste des polynômes ESP, il s’avère que le polynôme
g(x) = x6 + x3 + 1 est un polynôme ESP irréductible de degré 6 et de paramètres
s = 3 et r = 2, définissant le corps fini F26 = F2[x]/g(x). D’après la Proposition 6,
on peut donc définir R2,9 = F2[x]/(x9+1) comme étant l’anneau F2[x] quotienté par
l’idéal généré par le polynôme x9 − 1. Sur F2, le polynôme x9 + 1 est le produit de
g1(x) = x6 +x3 +1, g2(x) = x2 +x+1 et g3(x) = x+1. L’anneau R2,9 est la somme
directe de l’idéal A1 généré par le polynôme (x9 + 1)/g1(x) = x3 + 1, l’idéal A2
généré par le polynôme (x9 +1)/g2(x) = x7 +x6 +x4 +x3 +x+1 et l’idéal A3 généré
par le polynôme (x9 +1)/g3(x) = x8 +x7 +x6 +x5 +x4 +x3 +x2 +x+1. En d’autres
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termes, tout élément de R2,9 peut être écrit de manière unique comme la somme de
trois composants u1(x)+u2(x)+u3(x), où u1(x) ∈ A1 et u2(x) ∈ A2 et u3(x) ∈ A3.
En effet, les idéaux A1,A2 et A3 sont des idéaux minimaux avec pour idempotents
primitifs respectivement θ1(x) = x6 + x3, θ2(x) = x7 + x6 + x4 + x3 + x + 1 et
θ3(x) = x8 +x7 +x6 +x5 +x4 +x3 +x2 +x+1. Comme Fq[x]/(gi(x)) est isomorphe à
Bi = Fqwi où gi(x) est de degré wi, R2,9 est isomorphe au produit cartésien suivant
R2,9 ' B1 × B2 × B3 avec B1 = F2[x]/g1(x) = F26 et B2 = F2[x]/g2(x) = F22

et B3 = F2[x]/g3(x) = F2. L’image par l’isomorphisme de b(x) ∈ B1 en A1 est
b̄(x) = φ1(b(x)) = b(x).θ1(x). De même, l’image d’un élément b̄(x) de A1 par
l’isomorphisme inverse est égale à b(x) = φ−1

i (b̄(x)) = b̄(x) mod p1(x).

4.3.1 Transformée efficace de la matrice génératrice

Comme pour le cas précédent, nous allons appliquer la transformée φs aux
coefficients de la matrice génératrice. Le corps F26 = F2[x]/(x6 + x3 + 1) est
isomorphe à l’idéal A1 de l’anneau R2,9 généré par (x3 + 1). Soit v(x) un élément
du corps. La transformée φS envoie v(x) sur l’élément de la forme v̄(x) + r(x) où
r(x) n’a pas de composante dans A1 et v̄(x) = φ1(v(x)). Dans ce cas là, il existe
2n−w = 8 éléments qui peuvent s’écrire sous cette forme. Par conséquent, effectuer
une multiplication par v(x) dans le corps peut se faire de plusieurs manières dans
l’anneau. Le choix de l’élément le plus creux parmi les 8 éléments possibles se fera
par la transformée φs.

4.3.2 Transformées rapides des données à coder

Nous allons maintenant définir les transformées Parity et Embedding à appliquer
aux éléments de F26 représentant les données à coder.

4.3.2.1 La transformée Parity

Comme nous l’avons dit, l’idéal correspondant au corps fini défini par le poly-
nôme irréductible ESP g(x) est l’ensemble des éléments qui peuvent être vus comme
un entrelacement de s mots de poids pair et de longueur r. Comme AOP, nous pro-
posons d’ajouter un bit de parité à chaque mot entrelacé de longeur r. Soit l’élément
de F26 b(x) = a + b.x + c.x2 + d.x3 + e.x4 + f.x5. Nous avons donc la fonction φP
définie par :

φP : b(x)→ b(x) + (a+ d).x6 + (b+ e).x7 + (c+ f).x8

Prenons un élément a(x) = x + x2 + x4 + x5 appartenant à F26 , représentant
un élément de la matrice génératrice. La transformée φS appliquée sur cet élément
nous donne : a′(x) = x7 + x8. Supposons b(x) = x2 + x4 un élément représentant
une partie des données à coder. La transformée φP appliquée à cet élément nous
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donne b′(x) = x2 + x4 + x7 + x8. L’opération de multiplication matrice vecteur est
alors :

a′(x).b′(x) −→ * =

−→ c′(x) = 1 + x+ x2 + x3 + x5 + x7

Concernant la fonction inverse, pour les mêmes raisons que les polynômes AOP,
il suffit simplement de supprimer les bits de parités du vecteur obtenu après la
multiplication matrice vecteur :

φ−1
P : b(x) + (a+ d).x6 + (b+ e).x7 + (c+ f).x8 → b(x)

Figure 4.3 – Transformée Parity d’un élément de F26 vers R2,9

En appliquant maintenant la transformée inverse φ−1
P sur le vecteur c′(x), nous

supprimons les éléments x6, x7 et x8 pour obtenir c(x) = x+x3 +x4 +x5. Toutes les
opérations nécessaires pour obtenir ces troix monômes peuvent donc être évitées,
ce qui consiste à supprimer les trois dernières lignes de la matrice binaire représen-
tant b′(x). Cette dernière devient donc une matrice 6*9 et la transformée inverse
est implicitement réalisée par la suppression de ces opérations, le résultat de la
multiplication permet donc d’obtenir directement l’élément du corps :

a′(x).b′(x) −→ * = −→ c′(x) = 1 + x+ x2 + x3 + x5

Comme pour le cas précédent, cette fonction n’est pas isomorphe. Si un codeur
utilise cette fonction, le décodeur doit impérativement l’utiliser également.
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4.3.2.2 La transformée Embedding

Comme pour les polynômes AOP, la fonction Embedding est directe pour les
polynômes ESP :

φE : b(x)→ b′(x) = b(x)

Soit un élément a(x) = x + x2 + x4 + x5 appartenant à F26 , représentant un
élément de la matrice génératrice. La transformée φS appliquée sur cet élément
nous donne : a′(x) = x7 + x8. Soit b(x) = 1 + x2 + x4 un élément représentant une
partie des données à coder. La transformée φE appliquée à cet élément nous donne
b′(x) = 1 + x2 + x4. L’opération de multiplication matrice vecteur est alors :

a′(x).b′(x) −→ * =

−→ c′(x) = 1 + x+ x2 + x3 + x7 + x8

Comme pour le cas précédent, les 3 monomes de poids fort sont systématique-
ment à 0. Effectuer ces opérations est donc inutile. On peut donc, dans la repré-
sentation par une matrice binaire de l’élément a(x), supprimer les trois dernières
colonnes. Nous obtenons ainsi l’opération suivante :

a′(x).b′(x) −→ * = −→ c′(x) = 1 + x+ x2 + x3 + x7 + x8

La fonction inverse consiste à calculer le reste modulo g(x), un polynôme ESP
de degré r.s. Grâce à la structure entrelacée des polynômes ESP, nous pouvons
observer que cette opération est équivalente à sommer le dernier bloc de s bits aux
r blocs de s bits :

φ−1
E :

b(x) + g.x6 + h.x7 + i.x8 →
(a+ g) + (b+ h).x+ (c+ i).x2+

(d+ g).x3 + (e+ h).x4 + (f + i).x5

Avec c′(x) = 1 + x + x2 + x3 + x7 + x8 et en appliquant φ−1
E , nous obtenons

c(x) = 1 + x3 + x4 + x5.
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Figure 4.4 – Transformée inverse Embedding d’un élément de R2,9 vers F26

Cette transformée étant isomorphe, le résultat de cette multiplication est le
même que celui appliqué dans le corps fini par le polynôme p(x) :

a(x).b(x) = (x+ x2 + x4 + x5).(1 + x2 + x4) = 1 + x3 + x4 + x5.

En conclusion, les fonctions de codage et de décodage ne doivent pas obligatoi-
rement utiliser toutes les deux cette transformée pour être compatibles : l’un peut
appliquer la multiplication dans le corps, et l’autre peut travailler dans l’anneau
avec cette transformée.

4.4 Implémentation efficace d’un code à effacement

Nous allons maintenant détailler une implémentation efficace permise par le
passage dans l’anneau des éléments du corps fini. Nous détaillerons les optimisations
qui sont permises grace aux transformées vues précédemment.

Cette méthode a été implémentée dans un code à effacement MDS générant des
combinaisons linéaires sur deux corps finis (F24 et F26) en utilisant des matrices de
Cauchy généralisées. Cependant, il est tout à fait possible d’utiliser cette méthode
sur tout code utilisant un corps fini, qu’il soit MDS ou non. Le code est écrit en
C, avec dans certains cas, quelques parties écrites en assembleur. En effet, dans la
plupart des machines modernes, le processeur est séparé de la mémoire principale.
Il faut donc, pour exécuter des instructions sur des données, les charger depuis
la mémoire dans les registres du processeur. Ce chargement peut être long et les
processeurs sont capables d’exécuter plusieurs centaines d’instructions pendant que
ces données sont en train d’être lues ou écrites dans la mémoire. Pour réduire ce
délai, les processeurs sont équipés de plusieurs niveaux de caches. Ils permettent de
stocker temporairement des données par bloc de 64 octets. Ainsi, lorsqu’un code à
effacement doit transformer S octets de données, chaque élément de F24 , représenté
par 4 bits, sera transformé en un élément de l’anneau à 25 éléments, représenté par
5 bits. Ce sont donc 5

4 ∗S octets écrits en mémoire. En transformant les éléments de
F26 en éléments de l’anneau à 29 éléments, ce sont 9

6 ∗S octets qui devront être écrits
en mémoire. De plus, en travaillant sur F24 ou F26 , les éléments sont représentés par
des mots de 4 ou 6 bits. Or, dans les processeurs, les données sont manipulées par
multiple de 8 bits, allant parfois jusqu’à 512 bits en utilisant des instructions SIMD.
Il faut donc trouver une solution afin de faire correspondre au mieux les éléments
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Mémoire

. . . a0 b0 c0 d0 a1 b1 c1 d1 a2 b2 c2 d2 a3 b3 c3 d3 . . .

2 octets de données

Registres

R0 : a0 b0 c0 d0 R1 : a1 b1 c1 d1 R2 : a2 b2 c2 d2 R3 : a3 b3 c3 d3

des corps finis avec les registres de la machine. Enfin, par construction, l’informa-
tion supplémentaire générée par ces transformée est détruite lors de la transformée
inverse de l’anneau vers le corps fini. Autrement dit, comme seul le processeur a be-
soin de cette information, il est totalement inutile voire contre-performant d’écrire
en mémoire les bits supplémentaires. Dans cette implémentation, nous proposons
de réaliser toutes les opérations des transformées dans le processeur, en les réali-
sant sur les registres, sans y écrire le résultat de l’opération en mémoire. De cette
manière, le transfert entre la mémoire et le processeur n’est fait que sur les données
à coder.
Pour réaliser cela, une solution est donc de considérer les données à charger de ma-
nière entrelacée. En travaillant sur F2w , nous utilisons w registres de sr bits pour
stocker au total sr éléments du corps.
Considérons les éléments du corps de la forme a0 + a1.x+ a2.x

2 + a3.x
3. Le premier

registre contient alors les premiers monomes a0 des sr éléments. Dans l’exemple
suivant, nous considérons des registres de 4 bits et 4 éléments de F24 entrelacés en
mémoire. En pratique, nous utilisons les registres SIMD de 128 bits ou plus. Il est
donc possible de transformer plusieurs dizaines d’éléments en parallèle.

Une fois les données chargées dans les registres du processeur, nous allons pou-
voir effectuer la tranformée. Sur F24 , avec Parity, nous utiliserons un registre sup-
plémentaire qui sera la somme des 4 premiers registres. Avec Embedding, il suffira
de mettre à 0 un registre supplémentaire au lieu de faire la somme, et la transformée
inverse consistera à sommer ce registre aux 4 premiers. Sur F26 , avec Parity, nous
aurons besoin de 3 registres suplémentaires, chacun étant la somme de 2 registres.
Avec Embedding, il suffira de mettre à 0 3 registres et d’exécuter les opérations. La
transformée inverse sera alors la somme de chacun de ces 3 registres. Ces registres
serons alors sommés entre eux pour calculer la redondance.

Lorsque les données sont transformées pour passer d’éléments d’un corps fini à
des éléments de l’anneau, l’étape suivante consiste à effectuer les opérations xor di-
rectement avec ces registres. Pour cela, la matrice contenant les coefficients utilisés
pour les combinaisons linéaires est transformée en éléments de l’anneau. Cette étape
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est faite avec une table de correspondance. Que ce soit sur F24 ou sur F26 , les coef-
ficients de la matrice seront stockés sur 1 octet. En revanche, après transformation,
les éléments seront respectivement codés sur 1 et 2 octets.

Dans les codes dits xor-based, les éléments de la matrice sont transformés en
matrice binaire. Ainsi, en travaillant sur F2w , il faudra w2 bits pour stocker un co-
efficient de la matrice en mémoire. Ces w2 bits sont lus séquentiellement et si un bit
est à 1, un xor est alors effectué. Dans le cas d’un code qui effectue la multiplication
dans l’anneau, cette étape est différente. En raison du décalage cyclique, les opéra-
tions peuvent être directement interprétées en lisant la représentation polynomiale
des éléments, soit w bits. Chaque bit lu, représentant un monome du polynôme, se
traduira par plusieurs xor entre des registres indépendants.

Algorithm 1 Multiplication d’un buffer par un élément de l’anneau avec Embed-
ding sur F24

1: function addmul(dst,src,e,sz)
2: for i from 0 to sz step 64 do
3: r0← dst[i]
4: r1← dst[i+ 1 ∗ 16]
5: r2← dst[i+ 2 ∗ 16]
6: r3← dst[i+ 3 ∗ 16]
7: r4← 0
8: r5← source[i]
9: r6← source[i+ 1 ∗ 16]

10: r7← source[i+ 2 ∗ 16]
11: r8← source[i+ 3 ∗ 16]
12: if e & 1 then
13: r0← r0 xor r5
14: r1← r1 xor r6
15: r2← r2 xor r7
16: r3← r3 xor r8
17: end if
18: if e & 2 then
19: r1← r1 xor r5
20: r2← r2 xor r6
21: r3← r3 xor r7
22: r4← r4 xor r8
23: end if
24: if e & 4 then
25: r2← r2 xor r5
26: r3← r3 xor r6
27: r4← r4 xor r7

28: r0← r0 xor r8
29: end if
30: if e & 8 then
31: r3← r3 xor r5
32: r4← r4 xor r6
33: r0← r0 xor r7
34: r1← r1 xor r8
35: end if
36: if e & 16 then
37: r4← r4 xor r5
38: r0← r0 xor r6
39: r1← r1 xor r7
40: r2← r2 xor r8
41: end if
42:
43: r0← r0 xor r4
44: r1← r1 xor r4
45: r2← r2 xor r4
46: r3← r3 xor r4
47:
48: dst[i]← r0
49: dst[i+ 1 ∗ 16]← r1
50: dst[i+ 2 ∗ 16]← r2
51: dst[i+ 3 ∗ 16]← r3
52: end for
53: end function

L’algorithme 1 présente la méthode permettant d’ajouter à un buffer le résultat
de la multiplication d’un autre buffer par un élément de l’anneau. Nous supposons
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que nous travaillons avec des registres de 128 bits, soit 16 octets. La première étape
est de charger depuis la mémoire les données à modifier (ligne 3 à 6). Comme nous
travaillons sur F24 avec la transformée Embedding, il faut ajouter à chaque élément
du corps un bit à 0 pour obtenir un élément de l’anneau. Cela est fait en mettant à 0
le registre r4 ligne 7. Ensuite, ligne 8 à 11, nous chargeons dans 4 autres registres les
données à multiplier. Les 5 blocs "if" parcourent l’élément de la matrice génératrice
e, donnée en paramètre. Pour chaque bit à 1, équivalent à une diagonale complète
dans la représentation en matrice binaire, nous effectuons 4 xor sur les données.
Enfin, lignes 43 à 46, nous effectuons la transformée φ−1

E , puis nous écrivons le
résultat en mémoire lignes 48 à 51.
Le même principe peut s’appliquer en travaillant sur F26 . La seule condition est
d’avoir suffisamment de registres à disposition pour garder dans le processeur les
données à coder. Généralement, les processeurs possédant un jeu d’instruction SIMD
proposent au moins 16 registres. C’est le cas avec SSE et AVX sur Intel et Neon
sur ARM. La prochaine version d’AVX, appellée AVX512 proposera 32 registres de
512 bits. Cela permettrait d’avoir suffisamment de registres pour travailler sur F210

utilisant l’anneau R2,11.

4.5 Evaluation de performances

Dans cette section, nous allons évaluer les performances de ces deux codecs. Les
tests ont été réalisés sur deux machines. La première est équipée d’un processeur
Intel core i7-6700 à 3.4 GHz et de 16 Go de RAM. La seconde machine, un Raspberry
pi 3, est équipée d’un processeur ARM Cortex-A53. Trois cas d’utilisations ont été
définis :

— un code (12,8) sur F24 en utilisant la transformée Embedding,
— un code (60,40) sur F26 en utilisant la transformée Embedding,
— un code (60,20) sur F26 en utilisant la transformée Parity.
Afin de comparer les vitesses de codage, nous avons cherché les meilleurs codes

disponibles. Nous avons retenu deux projets : Jerasure [4] et ISA-L[3]. Jerasure est
une bibliothèque de codecs pour codes à effacement. Elle a été développée par James
Plank et est maintenue aujourd’hui par une petite communauté de développeurs.
Elle est écrite en C et fonctionne sur plusieurs architectures, notamment celles qui
nous interessent, x86 et ARM. Dans [41], les auteurs ont comparé les différentes
méthodes de codage sur différents corps finis. Il en ressort que la méthode la plus
efficace est l’utilisation des instructions SIMD avec la méthode « split tables »sur
F2w et que les performances sont quasiment identiques pour w = 4 et w = 8. ISA-L
est une bibliothèque de fonctions entièrement écrites en assembleur, spécifiquement
pour les processeurs Intel. Elle propose un codec Reed-Solomon pour le canal à
effacement en travaillant sur le corps fini F28 avec la méthode « split tables »sur
SSE et AVX, les instructions SIMD d’Intel. Etant écrit en assembleur, ce codec est
à notre connaissance le plus performant disponible pour l’architecture x86. Lorsque
cela sera possible, c’est à dire lorsque nous utiliserons des processeurs Intel, nous
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comparerons Pyrit avec ISA-L. Pour les autres cas, nous comparerons Pyrit avec le
codec de Jerasure le plus performant selon les paramètres du code.

Le processus de codage revient à calculer n − k combinaisons linéaires des k
symboles sources, la matrice génératrice étant calculée avant. Quant au décodage,
il correspond à la mesure dans le pire cas, soit la perte de n − k symboles. Le
processus de décodage revient donc à une inversion de matrice de dimension k ∗ k,
puis au calcul de n − k combinaisons linéaires des k symboles. Pour de grandes
quantités de données, l’inversion de la matrice au décodage est négligeable dans le
calcul de la vitesse, mais cela n’est pas le cas pour les petites quantités de données
à coder.

Les vitesses affichées correspondent à la quantité totale de données, c’est à dire
les n paquets d’un bloc, divisée par le temps nécessaire au calcul. Pour certaines
courbes, nous afficherons une limite représentant le moment où la quantité de don-
nées d’un bloc dépasse la taille du cache de dernier niveau : cache L3 sur x86 et
cache L2 sur ARM. Nous expliquerons pourquoi lors de l’analyse des résultats.

4.5.1 Analyse de performance sur architecture x86

Nous allons d’abord comparer les vitesses de codage de Pyrit avec celles du
codec d’ISA-L sur une machine équipée d’un processeur x86 Intel Core i7 6700.
Nous utiliserons pour les deux codecs les instructions AVX. Elles permettent de
manipuler les données par bloc de 256 bits à l’aide de 16 registres.

Figure 4.5 – Topologie du processeur Intel Core i7 6700
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La Figure 4.5 représente la topologie du processeur sur lequel nous avons efféc-
tué l’analyse de performance. On peut voir que le processeur dispose de 8 coeurs
logiques s’appuyant sur 4 coeurs physiques. Chaque coeur possède un cache L1 et
L2, respectivement de taille 32 Ko et 256 Ko. Le cache de niveau 3, L3, de 8Mo est
lui partagé entre tous les coeurs.

4.5.1.1 Le code (12,8)

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté quelques résultats sur le réor-
donnancement des opérations permettant de réduire le nombre d’opérations néces-
saire au processus de codage. Dans la première partie, nous analyserons les perfor-
mances générales des codecs Pyrit et ISA-L. Puis, nous analyserons les performances
réelles de ce réordonnancement en comparant un codage avec Pyrit utilisant une
matrice génératrice MDS non modifiées avec deux autre codes utilisant des symboles
intermédiaires permettant de réduire le nombre d’opérations.

Performances sans réordonnancement

Pour un code de paramètres (12,8), avec Pyrit, il est possible de travailler avec
le corps fini F24 . En revanche, ISA-L utilisera toujours le corps fini F28 .
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Figure 4.6 – Vitesses de codage pour un code à effacement de paramètres (12,8)

Nous pouvons voir que lorsque la quantité de données, c’est à dire les n =
12 paquets de données compris dans le bloc, est inférieure à la taille du cache
de niveau 3, le codec Pyrit est beaucoup plus performant qu’ISA-L. Le gain est
d’environ 100%. En effet, le cache L3 est le dernier niveau de cache du processeur,
le plus proche de la mémoire. Il permet de masquer les latences des acccès mémoires,
prenant plusieurs centaines de cycles CPU. On constate également que le décodage
est beaucoup plus lent que le codage pour les petites tailles de données. En effet,



4.5. Evaluation de performances 79

le décodage nécessite l’inversion d’une matrice de taille (n − k) ∗ (n − k). Pour
des données de petite taille, l’inversion de la matrice n’est pas négligeable dans le
processus de décodage. Lorsque la taille des données est supérieure à la taille du
cache L3, les vitesses de Pyrit et ISA-L ont tendance à converger. En effet, beaucoup
plus d’accès mémoires sont nécessaires. Nous en discuterons plus en détails dans la
conclusion de cette section.

Performances avec réordonnancement

Dans le chapitre précédent, Section 3.6, nous avons présenté des résultats concer-
nant la réduction du nombre d’opérations au codage. Cette réduction est permise
par la "factorisation" de certaines opérations générant quelques symboles intermé-
diaires. Nous allons ici comparer les vitesses de codage d’un code (12,8) dont la
matrice génératrice est une matrice de Cauchy généralisée avec deux codes dont
la matrice a été optimisée par un réordonnancement des opérations. La première
méthode, appelée "codage 1 inter" dans le graphique, utilise un seul symbole inter-
médiaire. Cette fonction de codage garde ce symbole dans les registres du proces-
seur sans l’écrire dans la mémoire. La seconde méthode, appelée "codage 5 inter",
reprendra les matrices utilisées dans la Section 3.6.3, utilisant cinq symboles in-
termédiaires. En revanche, étant donné le nombre de registres disponibles, ces 5
symboles seront générés et écrits dans la mémoire.
Le codage avec la matrice de Cauchy généralisée nécessite 48 xor de symboles pour
générer les 4 symboles de redondance. La méthode avec un symbole intermédiaire
nécessite 38 xor tandis que la dernière méthode avec 5 symboles intermédiaires
nécessite 34 xor.
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Figure 4.7 – Vitesses de codage de Pyrit pour un code à effacement de paramètres
(12,8)

Le fait de générer un symbole intermédiaire à la volée, sans écrire le résultat de
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la combinaison linéaire dans la mémoire permet de réduire le nombre de xor de 48
à 38 xor par symbole de redondance généré. On peut cependant constater que les
deux approches ont la même vitesse de codage. Avec ces deux approches, la quantité
de données lue et écrite depuis et vers la mémoire est identique. En travaillant sur
F24 , les calculs n’ont que peu d’impact comparés aux accès mémoires. En revanche,
générer 5 symboles intermédiaires permet de réduire encore un peu le nombre de xor
pour atteindre 34 xor. Mais le fait d’écrire le résultat du calcul de ces combinaisons
linéaires en mémoire fait chuter drastiquement les performances.

Conclusions sur les performances du code (12,8)

Le processeur sur lequel ont été effectuées les mesures est équipé de 4 coeurs
cadencés à 3.4 GHz, soit un cycle d’horloge effectué en 0.3 nanosecondes. En ce qui
concerne la lecture et l’écriture depuis et vers la mémoire, pour ce processeur, Intel
annonce une latence de l’ordre de 60 nanosecondes (42 cycles + 51 nanosecondes),
soit environ 200 cycles ([2]). Autrement dit, le temps de charger un bloc de données
depuis la mémoire, soit une ligne de cache de 64 octets, le processeur a eu le temps
d’exécuter 200 instructions par coeur. Bien entendu, ces chiffres ne considèrent
pas que les données soient copiées dans les caches L1, L2 ou L3 des processeurs
Intel. En revanche, ces derniers ont pour rôle de réduire cette latence. On peut
donc affirmer que les performances des codecs dépendent principalement des accès
mémoires. C’est ce qui explique que le codec ISA-L soit moins performant que Pyrit :
l’algorithme "Split tables" utilisé par ISA-L sollicite énormément la mémoire pour
aller chercher les résultats des multiplications dans deux tables de correspondance.
Le codec Pyrit, étant un codec dit xor-based n’a pas à effectuer cette opération et
calcule directement le résultat de la multiplication par une série de xor.

4.5.1.2 Le code (60,40)

Ce deuxième cas permet d’évaluer Pyrit sur F26 en utilisant la transformée
Embedding avec le codec d’ISA-L.

La Figure 4.8 montre les vitesses de codage et de décodage des codecs Pyrit
et ISA-L pour un code de paramètres (60, 40). Comme le cas précédent, le codec
Pyrit se montre plus performant si les données rentrent dans le cache de niveau 3
du processeur. La différence est cependant moins importante que pour le (12, 8).
Cela s’explique par le fait que plus de xor sont nécessaires sur F26 , et donc, les accès
mémoires représentent proportionnellement moins de temps.

Lorsque la taille des données dépasse celle du cache L3, le codec Pyrit présente
un gain de vitesse d’environ 50 % pour le codage et le décodage. Le codec d’ISA-
L nécessitant de nombreux accès mémoire pour effectuer les multiplications dans
le corps, sature beaucoup plus rapidement les caches et par conséquent nécessite
beaucoup plus d’accès mémoires que Pyrit.

Enfin, les vitesses de codage et de décodage convergent car le nombre de com-
binaisons linéaires à calculer au codage et au décodage est le même et l’opération
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Figure 4.8 – Vitesses de codage pour un code à effacement de paramètres (60,40)

d’inversion de matrice, présente uniquement au décodage, devient négligable face
aux calculs des combinaisons linéaires lorsque les données a traiter sont de grande
taille.

4.5.1.3 Le code (60,20)

Le dernier cas étudié permet de mesurer les performances du codec Pyrit en
utilisant la transformée Parity.
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Figure 4.9 – Vitesses de codage pour un code à effacement de paramètres (60,20)

Ce cas est intéressant car il illustre le cas d’un code avec n beaucoup plus grand
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que k. Il est utilisé lorsque beaucoup de redondance doit être générée. A la différence
du code (60, 40), le cache L3 semble avoir moins d’impact sur les performances. Avec
ces paramètres, le nombre de combinaisons linéaires à calculer est plus important
que le cas précédent. Avec k pertes parmis les n paquets, le codage demande deux
fois plus de combinaisons linéaires, ce qui explique la différence de vitesse entre le
codage et le décodage. Avec Pyrit, on constate toujours un gain moyen de 50 %
pour le codage et le décodage.

4.5.1.4 Conclusions sur les performances sans parallélisation

Sur une architecture x86, pour un code comprennant moins de 64 symboles,
le codec Pyrit permet d’obtenir un gain de 50 % pour les vitesses au codage et
au décodage. Notons que lors des tests, la machine n’exécutait aucun traitement,
rendant totalement disponible le processeur pour les calculs.
Avec un seul des quatre coeurs du processeur qui effectue le codage ou le décodage,
les caches, en particulier le cache L3, minimisent les latences pour le codec ISA-L
lorsque celui-ci sollicite la mémoire en accédant aux tables de correspondances pour
effectuer les multiplications. Il est donc intéressant de voir les performances que
donne une exécution parallèle de ces codes.

4.5.2 Exécution parallèle sur x86

Dans cette partie, nous analysons les performances du codec Pyrit face au codec
ISA-L dans le cas d’un code s’exécutant en parallèle sur plusieurs coeurs du proces-
seur. En effet, depuis plus de 10 ans, tous les processeurs possèdent plusieurs coeurs
permettant d’exécuter du code en parallèle. Le codec Pyrit fonctionnant différem-
ment du codec d’ISA-L, il nous a semblé intéressant d’évaluer les performances d’un
processus de codage réparti sur plusieurs coeurs du processeur. De plus, les proces-
seurs qui équipent les serveurs aujourd’hui possèdent plusieurs dizaines de coeurs
de calcul. Ce passage à l’échelle est donc important car il représente réellement le
cas d’usage de ces codes dans l’industrie.

Pour mesurer les performances, nous avons donc apporté le support du multi-
threading aux codecs Pyrit et ISA-L. Pour cela, les codecs découpent les données à
coder et chaque coeur du processeur travaille sur une partie des données différentes.

En effet, pour paralléliser les opérations de codage, plusieurs approches sont
possibles. Il aurait été possible de répartir la génération des combinaisons linéaires
sur les coeurs de calcul. Cependant, cette approche aurait nécéssité la recopie des
données à coder dans les caches L1 et L2 de tous les coeurs. Avec notre approche,
chaque coeur de calcul travaille sur une zone mémoire différente. Enfin, nous nous
sommes concentrés sur les cas complexes, c’est à dire sur les codes (60, 40) et (60, 20).
Pour chacun des cas, nous mesurons les vitesses de codage et décodage avec les
codecs configurés pour utiliser 1,2,4 et 8 threads.
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Figure 4.10 – Vitesses de codage et de décodage multithread pour un code à
effacement de paramètres (60,40)

4.5.2.1 Le code (60,40)

A la différence du codec d’ISA-L, le codec Pyrit n’utilise pas de tables de corres-
pondances pour calculer les combinaisons linéaires. Ainsi, seules les données à coder
transitent depuis la mémoire vers le processeur par les caches. Par conséquent, Pyrit
est capable de traiter beaucoup plus de données avant que les caches ne saturent.
Le codec d’ISA-L est même moins performant lorsqu’il est configuré pour utiliser 8
threads au lieu de 4, ce qui n’est absolument pas le cas pour Pyrit. Au final, cela
permet d’observer un gain de 100 % pour le codage et le décodage en prennant en
compte les deux meilleures configurations pour les codecs, soit 8 threads pour Pyrit
et 4 threads pour ISA-L.

Afin d’avoir une vue plus détaillée des performances de Pyrit, la Figure 4.11
représente le gain obtenu face à ISA-L en fonction du nombre de threads utilisés
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pour le codage. On constate que plus les données à traiter sont importantes, meilleur
Pyrit est face à ISA-L.

En utilisant uniquement un thread, quel que soit la quantité de données à coder,
le gain est constant. En revanche, lorsque le nombre de threads et la quantité de
données augmentent, le gain est plus important.
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Figure 4.11 – Gain de performance du codec Pyrit par rapport au codec d’ISA-L

4.5.2.2 Le code (60,20)

Nous avons évalué les performances sur plusieurs threads pour le code (60, 20).
La Figure 4.12 présente les résultats.

Le premier constat que nous pouvons faire est qu’on retrouve une baisse des
performances lorsque les données dépassent la taille du cache L3. Cela veut dire qu’à
la différence d’un calcul sur un seul thread, ce cas est limité par les performances
du cache L3, cela pour les deux codecs.

Pour les deux codecs, les vitesses sont maximales avec 8 threads, et le gain
du codec Pyrit représente encore 100 %. En ce qui concerne l’évolution du gain
en fonction du nombre de threads et de la quantité de données à traiter, celui-ci
semble constant, encore une fois, limité par les performances du cache L3, comme
le montre la Figure 4.13.
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effacement de paramètres (60,20)
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4.5.2.3 Conclusion

Avec une implémentation exploitant plusieurs coeurs d’exécutions, nous avons
pu montrer que le gain du codec Pyrit augmente. Cela s’explique en partie par le
fait que le codec Pyrit réalise moins d’accès mémoires que ISA-L car il n’utilise
pas de tables de correspondances pour la multiplication. Comme nous pouvons le
voir, la performance des deux codecs augmente avec le nombre de threads utilisés,
même si Pyrit est toujours plus rapide que ISA-L. En revanche, dans certains cas,
lorsque le nombre de threads est supérieur au nombre de coeurs du processeur, le
codec ISA-L devient moins performant alors que ce n’est pas le cas pour Pyrit. Ce
comportement apparait lorsque le cache L3 est fortement sollicité. On peut penser
que ce sera souvent le cas dans l’industrie lorsque ces codecs ne seront qu’une partie
de l’application s’exécutant sur les serveurs. Par conséquent, dans ce contexte, le
codec Pyrit semble être la bonne approche.

4.5.3 Analyse de performances sur architecture ARM

Afin de compléter l’analyse de performance, nous avons mesuré les vitesses de
codage sur un Raspberry pi, équipé d’un processeur ARMv7. En effet, ces pro-
cesseurs équipent la majorité des smartphones modernes et il nous a donc semblé
pertinent de valider ces travaux sur ce genre d’équipement. En revanche, le codec
d’ISA-L ne fonctionnant que sur des processeurs de type x86, nous avons choisi de
comparer Pyrit aux meilleurs codecs disponibles sur ARM, c’est à dire ceux du pro-
jet Jerasure[4]. Ces codecs sont écrits en C et exploitent les instructions SIMD 128
bits sur ARM, appelées Neon. Pour les trois cas d’études, nous avons préalablement
testé tous les codecs présents dans Jerasure. Il s’avère que le plus performant pour
tous les cas est encore une fois le codec Split table utilisant les instructions SIMD.
Nous avons donc porté le code de Pyrit sur ARM en utilisant également les instruc-
tions Neon. Et pour être le plus juste dans la comparaison, les deux codecs sont donc
écrits en C. En revanche, étant donné la complexité du projet Jerasure, lui-même
dépendant du projet GF-complete des mêmes auteurs, nous n’avons pas apporté le
support du multithreading. Nous comparerons donc uniquement les performances
de codage sur un seul thread. De plus, à la différence des codecs Pyrit et ISA-L,
le décodage dans Jerasure est un décodage en 2 temps : d’abord, les paquets d’in-
formation sont soustraits des paquets de redondance, ce qui génère une écriture en
mémoire, puis après l’inversion de la matrice, l’opération de multiplication matrice
vecteur génère à nouveau une écriture mémoire. Ce qui entraine systématiquement
un décodage deux fois plus lent que le codage.
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Figure 4.14 – Topologie du processeur ARM Cortex-A53 Broadcom BCM2837

La Figure 4.14 représente la topologie du processeur qui équipe le Rapsberry Pi
3. A la différence du processeur x86 utilisé précédemment, on peut constater que
ce processeur ne possède que deux niveaux de caches. Ces derniers sont également
bien plus petits que ceux sur x86. Chaque coeur possède un cache L1 de taille 32
Ko et un cache de niveau 3 de 512Ko partagé entre tous les coeurs.

4.5.3.1 Le code (12,8)
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Figure 4.15 – Vitesses de codage des codes à effacement MDS en fonction de la
taille des données sur Raspberry pi

Pour ce type d’architecture et ces paramètres de code, les gains de Pyrit semblent
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moins prononcés que sur x86. On constate cependant une nette dégradation des per-
formances de Pyrit lorsque la taille des données dépasse celle du cache L2, soit 512
Ko. Des opérations d’écritures et de lectures supplémentaires en mémoire sont donc
nécessaires, ralentissant considérablement la vitesse d’exécution. Pour des données
de très grande taille, les vitesses des deux codecs semblent donc converger. . En ef-
fet, le temps de calcul dépend de plus en plus des accès mémoires. Notons toutefois
que pour des paquets de taille supérieure à 512 Ko, Pyrit est légèrement plus rapide
avec un gain situé entre 20 et 30 Mo/s. Pour ce cas là, le codec Pyrit est donc au
moins aussi performant que Jerasure.

4.5.3.2 Le code (60,40)

De la même manière que sur x86, analysons les performances sur ARM d’un
codec Pyrit sur F26 présentées sur la Figure 4.16 :
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Figure 4.16 – Vitesses de codage des codes à effacement MDS en fonction de la
taille des données sur Raspberry pi

Pour rappel, Jerasure utilise un décodage en deux passes, générant deux écri-
tures mémoires. Cela explique pourquoi le décodage est deux fois plus lent que le
codage. En optimisant le code, il est tout à fait possible d’obtenir les mêmes vi-
tesses. Considérons donc uniquement les vitesses de codage pour Jerasure. Comme
sur les processeurs x86, Pyrit réduit le transfert entre la mémoire et le processeur
par le fait qu’il n’utilise aucune table de correspondance pour calculer les combi-
naisons linéaires. Pour ces paramètres, le codec Pyrit permet un gain d’environ 50
% par rapport au codec de Jerasure. Ce gain représente entre 40 et 20 Mo/s, soit le
même gain que celui obtenu pour le code (12, 8). On peut donc penser que ce gain
équivaut à la réduction du transfert des données entre la mémoire et le processeur.
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4.5.3.3 Le code (60,20)

Ce dernier cas permet de valider l’utilisation de la transformée Parity sur un
code travaillant sur F26 .
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Figure 4.17 – Vitesses de codage des codes à effacement MDS en fonction de la
taille des données sur Raspberry pi

Le codec Pyrit, avec Parity, présente des performances excellentes face au codec
de Jerasure. Encore une fois, sans considérer le décodage en deux étapes de Jerasure,
Pyrit permet tout de même un gain de plus de 100 % pour le décodage et 50 %
pour le codage. La différence de vitesse entre le codage et le décodage s’explique
par le nombre de combinaisons linéaires à calculer. A l’encodage, nous avons n− k
combinaisons linéaires à calculer alors qu’au décodage, seulement k paquets ont
besoin d’être reconstruits, soit deux fois moins de combinaisons linéaires. Enfin,
pour des paquets de petite taille, le décodage est pénalisé par l’inversion de la
matrice, ce qui explique la différence de vitesse avec des paquets de plus grande
taille.
Le cache L3 semble ne pas avoir d’impact sur les performances. Les performances,
pour ce cas là, semblent limitées par les capacités de calcul du processeur, et non
le transfert de données depuis la mémoire.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons détaillé la construction d’un codec, appelé Pyrit,
pour les codes à effacement. Celui-ci fonctionne avec deux corps finis : soit le corps
fini F24 défini par un polynôme irréductible AOP de degré 4, soit le corps fini F26

défini par le polynôme irréductible ESP de degré 6.
Les opérations de codage et décodage entre des éléments du corps fini sont faites
dans un anneau polynomial de caractéristique 2, ce qui implique l’utilisation de
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transformées. Nous avons montré qu’il est possible d’appliquer les transformées
présentées dans le chapitre précédent de manière très rapide, sans jamais stocker
dans la mémoire l’information supplémentaire qu’elles génèrent.
Nous avons analysé les performances de ce codec sur deux architectures totalement
différentes et trois codes différents, ce qui permet de mettre en avant les avantages
des différentes transformées. Dans tous les cas étudiés, le codec Pyrit est plus
performant que le meilleur codec disponible pour l’architecture utilisée. Il nous
a semblé important d’évaluer les performances en utilisant plusieurs coeurs en
parallèle. Dans ce cas là, le gain entre le codec Pyrit et les autres codecs est encore
plus important. En effet, comme nous l’avons vu, Pyrit n’utilise pas de tables de
correspondances pour calculer les combinaisons linéaires, à la différence des codecs
de type "Split-table" de Jerasure ou ISA-L. Ces accès mémoires ralentissent le
traitement de l’information par le processeur. Les caches permettent de limiter cet
impact. Avec Pyrit, le processeur n’est pas ralenti par les accès mémoire, malgré la
présence des caches, et peut donc traiter plus rapidement les données à coder.
Nous avons vu que les gains obtenus dépendent principalement de la topologie
des processeurs. Pour les petits codes, c’est à dire lorsque peu de données sont
lues depuis la mémoire, le gain de Pyrit n’est pas aussi important que sur les plus
grands codes. Le nombre de threads utilisés a également un fort impact sur les
performances. Nous avons vu que pour le codec Pyrit, plus le nombre de threads
est important, plus les performances augmentent. Pour ISA-L, il semble y avoir
une limite à partir de laquelle les performances n’augmentent plus avec le nombre
de threads. En effet, comparé à Pyrit, beaucoup plus de données étant lues depuis
la mémoire, le cache L3, commun à tous les coeurs du processeur, ne permet pas
d’absorber une telle quantité de données. Avec les implémentations présentées dans
ce chapitre, pour tout code MDS de longueur n < 64, Pyrit est bien le codec le
plus performant sur les deux architectures testées.

En revanche, les codecs auxquels sont comparés Pyrit, bien qu’étant les plus ra-
pides pour les codes testés sans considérer Pyrit, permettent de supporter des codes
de dimension plus grande en travaillant sur F28 . En effet, avec ces implémentations,
Pyrit ne peut pas travailler avec des codes MDS de longueur n >= 64 alors que
ISA-L et Jerasure permettent supportent des codes avec n <= 255.
Comme il n’existe pas de corps fini défini par un polynome irréductible de degré
8 étant AOP ou ESP, des travaux sont en cours afin d’étudier les performances
d’un code utilisant un corps fini défini par un polynome AOP de degré 10 sur des
machines équipées de processeurs x86 possédant 32 registres SIMD.
Un autre codec actuellement en cours de développement utilise un corps fini
construit "par composition" [21]. En effet, nous nous sommes limités ici à des corps
finis de la forme Fpq , avec p = 2. Ainsi, chaque multiplication entre deux éléments
de ce corps peut se décomposer en une série d’opérations dans Fp, soit F2, c’est
à dire uniquement des xor. Mais il est tout à fait possible de travailler dans un
corps fini de la forme F(pq)r . Autrement dit, ce corps fini est composé de polynomes
de degré r − 1 et dont les coefficients appartiennent au corps fini Fpq . Ainsi, avec
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p = 2, q = 4 et r = 2, il est possible de travailler dans F = F(24)2 . Dans ce cas,
les combinaisons linéaires sont faites sur un corps fini possédant 28 élements et
l’opération de multiplication peut se décomposer en plusieurs multiplications dans
F24 . En choisissant correctement le polynome irréductible définissant ce corps fini,
ces multiplications peuvent être réalisées dans l’anneau R2,5, reprennant certains
travaux détaillés dans ce chapitre.





Chapitre 5

Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous résumons tout d’abord les principales contributions de
ce manuscrit, puis nous donnons quelques perspectives futures avant de conclure
sur ces travaux.

Résumé des contributions

Dans cette thèse, l’objectif principal était de réduire la complexité des codes
correcteurs d’effacement basés sur les corps finis.
Pour cela, nous avons d’abord présenté une méthode permettant de remplacer les
opérations faites dans la multiplication matrice-vecteur effectuée dans un corps
fini en transformant les éléments de ce dernier en éléments d’un anneau. Ces
opérations, telles que la multiplication et l’addition, sont présentes dans n’importe
quel code linéaire basé sur les corps finis. Nous avons commencé par rappeler les
différentes classes de polynomes irréductibles permettant de définir les corps finis à
partir desquels il est possible de transformer les éléments en éléments d’un anneau.
Puis, nous avons défini un ensemble de transformées ayant des propriétés différentes
exploitées par les codes à effacement. Ainsi, nous avons montré qu’avec certaines
transformées il était possible de réduire la complexité de la multiplication par la
matrice génératrice, tandis qu’avec d’autres, il était possible de transformer plus
rapidement un grand nombre d’éléments d’un corps fini en éléments de l’anneau et
vice versa.
Nous avons aussi démontré la compatibilité de ces transformées en expliquant
comment il était possible, en utilisant simultanément plusieurs transformées
différentes, de réaliser des multiplications matrice-vecteur dans un anneau à partir
d’éléments d’un corps fini.
Bien que l’utilisation de ces transformées rajoute de la complexité, le fait de passer
dans l’anneau permet de réaliser l’opération de multiplication beaucoup plus
rapidement qu’en restant dans le corps fini.

Nous avons également évalué la complexité en nombre d’opérations de cette
méthode dans le processus de codage et de décodage des codes MDS. Les résultats
montrent que, simplement par construction, le fait de transformer une matrice
génératrice dont les coefficients appartiennent à un corps fini en éléments d’un
anneau polynomial permet de réduire drastiquement sa densité et donc le nombre
d’opérations à effectuer pour réaliser la multiplication matrice-vecteur.
Une autre conséquence intéressante de la transformation de la matrice est qu’elle
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permet d’appliquer un réordonnancement des opérations beaucoup plus facilement
que sur des élements d’un corps fini. En effet, la structure cyclique de l’anneau
nous permet de factoriser, directement et indirectement, certaines opérations, ce
qui réduit considérablement la complexité totale.

Après avoir présenté ces résultats théoriques, nous avons proposé une ana-
lyse de performance de notre méthode dans le contexte des codes MDS. Pour cela,
à partir des deux classes de polynomes irréductibles permettant de construire un
corps fini dont les éléments peuvent être transformés en éléments d’un anneau pour
y appliquer la multiplication, nous avons construit deux codecs travaillant sur F24

et F26 . Nous avons présenté les opérations de transformée et montré que celles-ci
peuvent s’appliquer de manière très rapide sur des données à coder.
La première analyse a permis de montrer que sur les petits codes, les performances
dépendaient principalement des accès mémoires. Par conséquent, le fait de réduire
le nombre d’opérations xor dans la matrice génératrice binaire ne présente que
peu d’intérêt si le transfert d’information par les caches entre le processeur et la
mémoire n’est pas également réduit.
Nous nous sommes ensuite intéressés aux vitesses de codage de ces deux codecs
sur deux architectures matérielles différentes en les comparant à des codecs per-
mettant la construction de codes MDS. Tous ces codecs sont basés sur la méthode
"Split-table", et utilisent des tables précalculées. Que ce soit sur un processeur
d’architecture x86 ou ARM, le codec Pyrit est toujours plus performant que les
autres codecs avec qui il a été comparé.
Nous avons également montré que dans un contexte d’exécution parallèle du
codage, générant beaucoup plus de transferts entre le processeur et la mémoire,
plus on utilisait de coeurs de calculs, meilleur était le gain de performances par
rapport aux codecs utilisant des tables précalculées. Nous avons également montré
que la limite des codecs n’était pas le nombre d’opérations par secondes réalisable
par les processeurs, mais plutot la bande passante entre le processeur et la mémoire.
Les processeurs ayant de plus en plus de coeurs de calculs, les implémentations de
type Pyrit, favorisant le transfert d’information entre la mémoire et le processeur,
devraient se montrer de plus en plus performantes avec l’évolution des architectures
matérielles étudiées.

Perspectives futures

Bien que cette méthode permettant de transformer les éléments de certains
corps finis en éléments d’un anneau soit générale, l’implémentation présentée se
limite pour le moment aux corps finis F26 et donc aux codes MDS de taille n < 64.
Il serait donc intéressant d’étudier par la suite les possibilités d’une telle méthode
avec des codes de plus grande taille.
Pour cela, nous envisageons deux approches. La première est une extension directe
des codecs présentés pour des corps finis plus grands, notamment F210 . La principale
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difficulté consistera à adapter ce codec aux processeurs de dernière génération, en
utilisant au mieux les différents registres SIMD et en limitant au maximum les
transferts de données entre le processeur et la mémoire.
La deuxième approche possible est basée sur la construction "par composition" des
corps finis. Par exemple, les opérations dans F242 , corps fini à 28 éléments, peuvent
être décomposées en plusieurs opérations dans F24 , sur lequel il est possible d’utiliser
la méthode de passage dans l’anneau et pour lequel il existe dejà un codec efficace.
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Résumé

Les codes correcteurs d’effacements sont aujourd’hui une solution bien connue
utilisée pour fiabiliser les protocoles de communication ou le stockage distribué des
données. La plupart de ces codes sont basés sur l’arithmétique des corps finis, dé-
finissant l’addition et la multiplication sur un ensemble fini d’éléments, nécessitant
souvent des opérations complexes à réaliser. En raison de besoins en performance
toujours plus importants, ces codes ont fait l’objet de nombreuses recherches dans le
but d’obtenir de meilleures vitesses d’exécution, tout en ayant la meilleure capacité
de correction possible.
Nous proposons une méthode permettant de transformer les éléments de certains
corps finis en éléments d’un anneau afin d’y effectuer toutes les opérations dans le
but de simplifier à la fois le processus de codage et de décodage des codes correcteurs
d’effacements, sans aucun compromis sur les capacités de correction. Nous présen-
tons également une technique de réordonnancement des opérations, permettant de
réduire davantage le nombre d’opérations nécessaires au codage grâce à certaines
propriétés propres aux anneaux utilisés. Enfin, nous analysons les performances de
cette méthode sur plusieurs architectures matérielles, et détaillons une implémen-
tation simple, basée uniquement sur des instructions xor et s’adaptant beaucoup
plus efficacement que les autres implémentations à un environnement d’exécution
massivement parallèle.

Mots clés : codes à effacement, transformées, corps fini, optimisation, implé-
mentation

Abstract

Erasure codes are widely used to cope with failures for nearly all of today’s
networks communications and storage systems. Most of these codes are based on
finite field arithmetic, defining the addition and the multiplication over a set of
finite elements. These operations can be very complex to perform. As a matter of
fact, codes performance improvements are still an up to date topic considering the
current data growth explosion.
We propose a method to transform the elements of some finite fields into ring ele-
ments and perform the operations in this ring to simplify both coding and decoding
of erasure codes, without any threshold on the correction capacities. We also present
a scheduling technique allowing to reduce the number of operations thanks to some
particular properties of the ring structure. Finally, we analyse the performance of
such a method considering several hardware architectures and detail a simple imple-
mentation, using only xor operations, fully scalable over a multicore environment.

Keywords : erasure codes, transforms, finite field, optimization, implementation




