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Introduction générale

Contexte et motivations

L’ubiquitaire et I’internet des objets ont pour cible I’interaction de composants intelligents auto-
nomes. Le développement de ces techniques nécessite que les connaissances acquises et encapsulées
par les différents objets et composants puissent conserver une grande fiabilité a tout instant. Ainsi pour
assurer cette fiabilité, il est utile de mettre en place des techniques pratiques permettant de débusquer
les informations contradictoires dans ces composants et objets qui parfois conduisent ces derniers a pré-
senter des comportements inappropriés et a prendre des décisions problématiques lorsqu’ils sont dotés
d’une capacité de raisonnement déductif.

Comment gérer les connaissances contradictoires a été depuis longtemps et demeure un sujet de re-
cherche majeur en intelligence artificielle. Lorsqu’un raisonneur doit exploiter une base de connaissances
en présence d’incohérences !, il est impératif pour lui de surmonter ces incohérences. En particulier, dans
le cadre propositionnel standard, il est possible pour un syst¢me de raisonnement d’inférer une conclu-
sion et sa contradiction a partir de prémisses contradictoires. Dans ce contexte, le raisonneur peut par
exemple se focaliser sur un sous-ensemble de la base des connaissances qui est maximalement cohérent
et dériver des conséquences a partir de ce sous-ensemble. Il adopte alors une attitude crédule et accepte de
prendre le risque d’inférer des conséquences qui peuvent étre en conflit avec les informations d’un autre
sous-ensemble de la base. Sinon, le raisonneur peut appliquer une politique sceptique en se focalisant
seulement sur une partie des informations qui ne contiennent aucune contradiction; il ne prend que ce qui
est partagé par toutes les branches alternatives sous-jacentes des contradictions. De tels paradigmes de
raisonnement ont beaucoup été étudiés en intelligence artificielle (voir par exemple dans (Reiter 1980),
(Grégoire 1990), (Grégoire ef al. 2014b) et (Makinson et Schlechta 1991)), la plupart des études ont
porté principalement sur des modeles conceptuels et logiques, mais les aspects calculatoires sont le plus
souvent circonscrits a I’étude des problémes de complexité dans les pires des cas. En conséquence, les
études théoriques sur les paradigmes de raisonnement pour gérer les connaissances contradictoires sont
abondantes dans la littérature. En particulier, beaucoup d’approches ont été développées : logiques pa-
raconsistantes (de Kleer 1986), logiques non monotones (Ginsberg 1987), révision de croyances (Fermé
et Hansson 2011), fusion de connaissances (Konieczny et Grégoire 2006), etc. Ces approches manquent
souvent d’implémentation en pratique et sont rarement appliquées aux problémes réels. Une des raisons
en est que les résultats décourageants montrent que de nombreuses taches de raisonnement appartiennent
au second niveau de la hiérarchie polynomiale (Chen et Toda 1995), rendant les approches inapplicables
en pratique.

Dans cette thése, on s’intéresse a une approche possible pour extraire des sous-bases d’informations
cohérentes. Cette derniere est traitée d’un point de vue pratique dans un cadre clausal booléen, il s’agit
donc de mettre en ceuvre un systeme de filtrage d’incohérences dans des bases contradictoires. Nous
adoptons le formalisme de la logique propositionnelle pour représenter des informations contradictoires
et ainsi nous bénéficions des avancées des technologies SAT pour calculer des ensembles d’informa-
tions maximaux satisfaisables (MSSes pour Maximal Satisfiable Subsets) ou leurs complémentaires les
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Introduction générale

ensembles d’informations minimaux rectificatifs (MCSes pour Minimal Correction Subsets) dans la base
d’informations contradictoire.

Notons que le probleme soulevé dans cette theése se produit aussi bien lorsque 1’on souhaite récon-
cilier des agents ou simplement des sources d’informations qui sont mutuellement contradictoires. On
peut alors chercher a fournir une base de connaissances consensuelle ou chaque agent est prét a laisser
tomber sa base initiale et a adopter la nouvelle base du consensus. Le concept de consensus peut étre
interprété en dynamique des informations comme un opérateur de fusion des informations appartenant a
différents agents ou différentes sources. Ces sources bien qu’individuellement cohérentes, contiennent la
plupart du temps des informations mutuellement conflictuelles. Le consensus permet donc de définir un
ensemble d’informations a partir de ces sources dont I’union est incohérente, mais aussi de faire adopter
des informations qu’aucune des sources initiales prise isolément ne permettrait d’inférer.

Plan de la these

Cette these est composée de deux parties. La premiere est consacrée a 1’état de I’art et la deuxieme
regroupe les contributions de cette these.

Le chapitre 1 est un rappel des éléments de base de la logique propositionnelle, des notions fonda-
mentales de la théorie de la complexité, notamment la hiérarchie polynomiale et du formalisme SAT ainsi
que les mécanismes que contiennent des solveurs SAT modernes, en particulier la résolution en SAT in-
crémental. Ces points que nous venons de citer constituent les préliminaires techniques nécessaires pour
la compréhension de la suite du mémoire. Le chapitre 2 quant a lui est consacré au probleme de recherche
d’un ensemble maximal satisfaisable (MSS) dans le cadre clausal booléen. Un état de 1’art concernant les
meilleures approches connues pour le calcul de un ou de tous les MSSes est établi. Le chapitre 3 aborde
le concept de consensus pour un groupe d’agents négociateurs, ou différentes formes de consensus sont
définies. Nous nous focaliserons sur la notion de consensus, proposée par (Grégoire et al. 2016c), dans
le contexte de la logique propositionnelle en relation directe avec nos contributions dans cette these.

Les chapitres 4 et 5 concernent nos contributions au probléme d’extraction d’ensembles maximaux
cohérents. Nous présentons, dans le chapitre 4, notre méthode originale pour I’énumération exhaustive
des McCSes, quand cette énumération est possible. Cette technique consiste a calculer récursivement des
familles de MCSes grice au processus de rotation de modéle de maniere heuristique et efficace. Une com-
paraison expérimentale avec les meilleures techniques connues est réalisée. Une variante du probleme de
la recherche d’un MSS est étudiée d’un point de vue calculatoire dans le chapitre 5. Dans ce probleme
I’ensemble maximal a extraire doit étre cohérent avec un éventail de contextes hypothétiques potentielle-
ment mutuellement contradictoires. Une approche incrémentale est proposée et évaluée empiriquement.

Les chapitres 6 et 7 concernent nos contributions au probleme de recherche de consensus dans un
groupe d’agents ou simplement des sources d’informations mutuellement contradictoires. Le chapitre 6
expose notre méthode incrémentale proposée pour le calcul d’un consensus maximal par rapport a 1’in-
clusion. Une évaluation expérimentale de cette méthode sur un large panel de benchmarks confirme son
efficacité en pratique. Dans le chapitre 7, nous proposons et étudions la notion de consensus admissible
dans le cadre de la logique propositionnelle. Ce nouveau concept est un raffinement de la définition de
consensus présentée dans (Grégoire et al. 2016c).
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Logique propositionnelle et
probleme SAT
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La vérification de la satisfaction d’un ensemble de clauses booléennes, appelée communément pro-
bleme SAT, est central dans beaucoup de domaines de I’informatique, d’un point de vue calculatoire et
théorique. En pratique, et plus particulierement dans les applications liées au raisonnement automatique
et a I’intelligence artificielle, I’objectif est de développer des procédures efficaces, capables de résoudre
des instances de ce probleme. En théorie de la complexité, SAT représente un point majeur, puisqu’il est
le probléme de référence de la classe de complexité NP-complet, défini par Cook (Cook 1971).

Dans ce chapitre, nous rappelons les éléments de base de la logique propositionnelle. Donc, nous
allons définir la syntaxe et la sémantique de celle-ci, puis nous verrons ce qu’est une forme clausale
d’une formule propositionnelle (section 1.1). Ensuite, nous présentons en 1.2 quelques notions de base
sur la théorie de la complexité dans le pire cas, notamment sur les classes de la hiérarchie polynomiale.
Enfin, dans la section 1.3, nous exposons le probleéme SAT et les mécanismes d’un solveur SAT moderne.

1.1 Logique propositionnelle

Une logique se définit d’abord de maniére syntaxique, la sémantique étant définie par la suite sur ce
langage. Ainsi, le langage des formules propositionnelles est formé a partir d’assertions (propositions)
et reliées entre elles avec des connecteurs usuels comme le et, ou et non. La sémantique repose sur la
notion d’interprétation. Elle permet d’extraire un sens des formules.

1.1.1 Syntaxe

Définition 1.1. (Atome)
Une variable propositionnelle, appelée également atome, est une variable booléenne qui prend une valeur
vrai ou faux. On utilise également « 0 » pour faux et « 1 » pour vrai.
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Chapitre 1. Logique propositionnelle et probleme SAT

Définition 1.2. (Langage propositionnel)
Un langage £ de la logique propositionnelle est construit sur :
e un ensemble fini V de variables propositionnelles (ou atomes);

e les connecteurs logiques —, V, A, =, < représentant respectivement, la négation, la disjonction,
la conjonction, I’implication matérielle et 1’équivalence logique;

e les constantes booléennes T (vrai) et 1 (faux);
e les symboles parentheses « (» et « ) ».

Une suite finie de ses éléments de L est alors une expression.

L’alphabet ne suffit pas a la définition d’un langage. Il faut aussi définir les reégles qui permettent de
structurer ce dernier.

Définition 1.3. (Formule)
L’ensemble des formules propositionnelles est défini comme le plus petit ensemble d’expressions construit
a partir d’un langage L, tel que :

e | et T sont des formules;

e si X est une formule alors = est une formule ;

e X A A est une formule si 2 et A sont des formules ;

e XV A est une formule si X et A sont des formules ;

e > = A est une formule si X et A sont des formules.
Une formule appartenant a cet ensemble est alors dite formule bien formée.

Notation 1.1. L’ensemble des variables apparaissant dans une formule bien formée 3 est noté Vs.

Exemple 1.1. Soit {a, b, ¢, d} un ensemble de variables propositionnelles. ((a V b) A (a V ¢V —d)) est
une formule bien formé, tandis que ((a V b) A (c—d)) ne ’est pas.

Définition 1.4. (Littéral)
Un littéral est une variable propositionnelle ¢ ou sa négation —¢ (notée également £), appelée respecti-
vement, littéral positif et littéral négatif. La négation de ¢ est appelé aussi complémentaire de ¢.

Exemple 1.2. Soit a une variable, a et —a sont des littéraux respectivement positif et négatif. Le com-
plémentaire de —a est ~—a (——a = a).

Dans la section suivante nous parlons de la sémantique des formules bien formées, c’est-a-dire sous
quelles conditions un énoncé est vrai ou faux.
1.1.2 Sémantique

Définition 1.5. (Interprétation)
Une interprétation . d’une formule propositionnelle Y est une application qui associe a chaque élément
de I’ensemble des variables propositionnelles Vx;, une valeur booléenne :

w: Vs, — {vrai, faux}

L’ensemble des interprétations pouvant étre construit sur les variables de ¥ a un cardinal de 2/V=!.



1.1. Logique propositionnelle

Remarque 1.1. On représente souvent une interprétation p par I’ensemble des littéraux qu’elle associe
a vrai. Par exemple, u = {a,b, —c} = {a = vrai,b = vrai, c = faux}.
Définition 1.6. (Interprétation des formules)
Une interpretation donnée u peut étre étendue a I’ensemble des formules par les régles suivantes :
o u(L)=faux;
. ) = vrai,

_|

Y)) = vrai si et seulement si (X)) = faux;

=

¥V A) =vrai si et seulement si u(X) = vrai ou u(A) = vrai;

o o
T E

Y = A) = faux si et seulement si p(X) = vrai et u(A) = faux;
Y < A) =vraisi et seulement si pu(3) = p(A).

p(T
(
(
(X A A) =vrai si et seulement si u(X) = vrai et u(A) = vrai;
o 1
(

°
=

A partir d’une interprétation j, nous pouvons déterminer la valeur de vérité de toute formule en
utilisant la sémantique usuelles des opérateurs logiques.

Définition 1.7. Sémantique des connecteurs logiques usuels

‘L . . . . Implication Equivalence Disjonction
Négation | Disjonction | Conjonction i . .
matérielle logique exclusive
S A ] =X | EVvA) | (ZAd) | (E=4) | Eed) | (Eel)
vrai | vrai faux vrai vrai vrai vrai fauz
vrai | faux faux vrai faux faux faux vrai
fauz | vrai vrai vrai faux vrai faux vrai
faux | faux vrai faux faux vrai vrai faux

TABLE 1.1 — Sémantique des connecteurs logiques usuels.

Définition 1.8. (Formules équivalentes) Deux formules propositionnelles 3 et A sont équivalentes et
on note ¥ = A, lorsque celles-ci prennent la méme valeur de vérité pour toutes les interprétations. En
d’autres termes, X et A sont équivalentes si et seulement si pour toute interprétation p de X, nous avons

n(X) = u(A).
Remarque 1.2. On peut déduire de la table de vérité 1.1 I’équivalence des formules suivantes :
e (X = A)estéquivalenta (WX V A);
e (¥ < A)estéquivalenta (X = A)A (A =X));
e (X @ A)estéquivalenta ~(X < A);
e —(XV A) est équivalent a (=3 A —A);
(

e (X A A) est équivalent a (—X V —A).

Une interprétation n’est pas forcément définie sur I’ensemble des variables propositionnelle de la
formule. Dans ce cas, I’interprétation peut &tre partielle ou incomplete, ce qui se définit formellement de
la maniere suivante :

Définition 1.9. (Interprétation partielle, compléte et incomplete)
Soit ¥ une formule propositionnelle. On désigne par :
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e interprétation partielle toute interprétation y telle que : |u| < |Vs|;
e interprétation compleéte toute interprétation p telle que : |u| = [Vs|;

e interprétation incompleéte toute interprétation p telle que : |u| < |Vs|.

Remarque 1.3. Dans la suite de ce manuscrit, lorsqu’aucune information n’est apportée sur la nature de
Iinterprétation, celle-ci est considérée comme complete.

Définition 1.10. (Modele)
Une interprétation p est un modéle pour X (ou u satisfait X3) lorsque celle-ci rend X vraie, ¢’est-a-dire :
wX) =1 (X)) =vrai =T).

Définition 1.11. (Formule satisfiable, insatisfaisable et valide)
On dit qu’un formule 3 est :

o satisfiable (ou cohérente) (ou consistante) s’il existe au moins un modele pour X:;
e insatisfaisable (ou incohérente) (ou contradictoire) (ou inconsistante) s’il n’existe aucun mo-
dele pour X

¢ valide si toute interpretation de X est un modele de >. On appelle également une telle formule une
tautologie.

Définition 1.12. (Conséquence logique)
Soient X et A deux formules propositionnelles. On dit que A est une conséquence logique de X et on
écrit ¥ |= A, si et seulement si tout modele de X est un modele de A.

Le théoréeme suivant permet d’énoncer un résultat fondamental en démonstration automatique (preuve
par I’absurde).

Théoreme 1.1. (Déduction)
Soient ¥ et A deux formules propositionnelles, ¥ = A si et seulement si ¥ A A est une formule
insatisfaisable.

Définition 1.13. (Fermeture déductive)
Soit ¥ une formule propositionnelle. La fermeture déductive de X est ’ensemble Cn(X) = {¢ €
L | X | ¢} des conséquences logique de 3.

Dans la section suivante nous nous intéressons aux différentes formes normales que peuvent posséder
toute formule propositionnelle.

1.1.3 Formes normales

Définition 1.14. (Terme) Un terme (ou mondme) est une conjonction finie de littéraux, c’est-a-dire une
formule de la forme (¢; A ¢3 A - -+ A £,,) ot chaque ¢; est un littéral.

Définition 1.15. (Clause)

Une clause est une disjonction finie de littéraux, c’est-a-dire une formule de la forme (¢1 V¥l V- -V £,,)
ou chaque /; est un littéral. On dit qu’elle est tautologique, lorsque qu’elle contient un littéral £ et son
complémentaire —¢, sinon fondamentale.

Définition 1.16. (Clause unitaire, binaire, ternaire et n-aire)
On dit d’une clause composée de :
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e un seul littéral, qu’elle est unitaire;;
e deux littéraux, qu’elle est binaire;
e trois littéraux, qu’elle est ternaire ;
e n > 3 littéraux, qu’elle est n-aire.
Définition 1.17. (Clause positive, négative, mixte et de Horn)
Une clause est dite :
e positive si et seulement si tous ses littéraux sont positifs ;
e négative si et seulement si tous ses littéraux sont négatifs;
e mixte si et seulement si elle est composé de littéraux positifs et négatifs ;
e de Horn si et seulement si elle a au plus un littéral positif.
Définition 1.18. (Forme normale négative (NNF))

Une formule propositionnelle est sous forme normale négative (NNF) si elle est exclusivement consti-
tuée de conjonction, de disjonctions et de littéraux.

Exemple 1.3. Soit I’ensemble des variables V = {a, b, c} et la formule ¥ = (—a V b) A (a A —c), alors
) est une NNF.

Définition 1.19. (Forme normale conjonctive (CNF))
Une formule propositionnelle est sous forme normale conjonctive (CNF) si elle est constituée d’une
conjonction de clauses.

Exemple 1.4. Soit I’ensemble des variables V = {a, b, ¢} et la formule 3 = (=a Vb) A (aV bV c) A —b.
(ma V'b), (aV bV c) et —bsont des clauses. Leur conjonction ¥ est une CNF.

Remarque 1.4. Une interprétation p d’une formule CNF X est un modele de X si et seulement si elle
satisfait toutes les clauses de 3.

Définition 1.20. (Forme normale disjonctive (DNF))
Une formule propositionnelle est sous forme normale disjonctive (DNF) si c’est une disjonction de
termes.

Exemple 1.5. Soit ¥ une formule propositionnelle telle que ¥ = (-a A b) V (ma Ab A c) V —b.
(ma Ab) (ma AbA c) et —b sont des termes. Leur disjonction X est une DNF.

Remarque 1.5. De la méme maniere que les clauses et les termes, les formules CNF et DNF sont respec-
tivement représentées comme des ensembles de clauses et de termes.

Propriété 1.2. Toute formule de la logique propositionnelle peut étre écrite sous une forme normale. De
plus, la formule a transformer et celle obtenue sont équisatisfaisables.

Exemple 1.6. Soit la formule propositionnelle ¥ = (a — b) A (=(a — ¢) V d), X peut s’écrire de la
maniere suivante :

e (maVb)A((aA—c)V d) sous forme NNF;

e (maVb)A(aVd)A(—cVd)sous forme CNF;

e (a AbA—c)V (—aAbAd) sous forme DNF.
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Toutefois, la transformation classique sous forme normale peut nécessiter une croissance exponen-
tielle de la taille de I’ensemble obtenu. Cependant, une approche proposée par (Tseitin 1968) permet de
transformer en temps et espace linéaire toute formule en une formule sous forme normale conjonctive
équisatisfaisable.

Dans la section suivante, nous rappelons les notions de base de la théorie de la complexité et nous
verrons ce qu’est la complexité d’un probléme et quels sont les différents niveaux de complexité de la
hiérarchie polynomiale.

1.2 Théorie de la complexité

Les problemes étudiés en informatique sont tres variés et certains d’entres eux sont faciles et d’autres
difficiles a résoudre. Par exemple, le probleme de tri est considéré comme un probléme facile. Trier une
liste de nombres entiers dans un ordre croissant ou décroissant, méme avec un million d’éléments dans la
liste, est un probleme traitable. Par ailleurs, le probléme d’ordonnancement, par exemple ordonner des
taches sous des contraintes de temps a respecter, est un probleme intraitable. La difficulté d’un probleme
se mesure en quantités de ressources nécessaires dans le pire cas, en temps d’exécution ou en espace
mémoire en fonction de la taille des données fournies en entrée, dont a besoin un algorithme pour le
résoudre. La théorie de la complexité est le domaine qui étudie formellement la difficulté intrinseéque
des problemes et cette étude tend a les classifier en des niveaux de complexités différents exprimés en
temps ou espace mémoire. Ainsi, une classe de complexité regroupe un ensemble de problémes dont les
ressources (temps et espace mémoire) sont similaires pour leur résolution.

De maniere générale, on considere le temps d’exécution comme la ressource la plus significative
pour la résolution d’un probleme, I’espace mémoire lui étant fortement li€. Ainsi, dans cette section,
nous parlerons des classes de complexité des probleme en faisant référence au temps d’exécution. Pour
une présentation plus complete sur ce theme, le lecteur pourra se référer utilement aux ouvrages (Garey
et Johnson 1979, Papadimitriou 1994a, Perifel 2014).

1.2.1 Notion de « probleme »

Dans la théorie de la complexité, un probleme est constitué de deux éléments : une entrée et une
question ou une tiche a réaliser sur I’entrée, telle que chaque entrée est une instance particuliere du
probléme. Selon la question contenue dans le probleme, on désigne dans quelle catégorie ce probleme
appartient. Ainsi, on distingue deux types :

e Les problemes de décision : ce sont les problemes dont le but est de décider de I’existence ou
non d’une solution parmi les choix possibles dans 1’espace de recherche. Par exemple, on peut
considérer le probleme de décision qui détermine si deux nombres entiers a et b admettent un
diviseur commun.

e Les problemes de fonction : ce sont ceux qui consistent & produire un élément solution grace a
une fonction de calcul. Donc, la sortie d’un probléme de fonction est plus complexe que celui d’un
probleme de décision ou la sortie est simplement la réponse oui ou non une solution est admise
pour ce probleme. Pour illustrer avec un exemple, on peut considérer le probléme de tri d’une liste
d’entiers dans un ordre croissant. Pour cet exemple, la sortie est la liste triée.

La théorie de la complexité étudie essentiellement (mais pas seulement) les problemes de décision.
Cela peut paraitre limitatif a premiere vue, mais il important de souligner qu’il est toujours possible de
transformer n’importe quel probleme de fonction en un probleme de décision de difficulté équivalente.
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Définition 1.21. (Probléeme de décision)
Un probléeme P est un probleme de décision, lorsque les solutions qu’il peut admettre sont : « oui » et
«non » (ou encore « vrai » et « faux»,0et 1, ...).

Définition 1.22. (Probleme de décision complémentaire)
Soit le probleme de décision P. Le complémentaire de P, noté coP, est le probleme dont les instances
ayant la réponse “oui”, sont celles qui ne le sont pas pour P.

1.2.2 Complexité d’un probleme

En théorie de la complexité sont étudiés les problemes décidables, c’est-a-dire les problemes qui ad-
mettent des algorithmes retournant une solution en un temps fini. Ceux qu’on désigne par indécidables
sont les problemes pour lesquels il n’y a pas d’algorithmes corrects pour les résoudre. Pour ceux 1, il
n’y a pas moyen d’évaluer leurs complexités. La complexité d’un probléme est fixée par la complexité
du meilleur algorithme qui le résout, meilleur dans le sens ou il nécessite moins de ressources. L esti-
mation de la complexité d’un algorithme s’effectue par le calcul du nombre d’opérations élémentaires
nécessaires a I’exécution de cet algorithme sur une instance du probléme. La taille de I'instance du pro-
bléme joue un réle important. En effet, pour la plupart des problemes, plus la taille de I’entrée est grande,
plus il faudra du temps pour trouver la solution. Ainsi, le temps de calcul d’un algorithme est évalué en
fonction de la taille de son entrée. La complexité d’un algorithme est donnée par O(f(n)), une analyse
asymptotique du nombre d’opérations qu’effectue I’algorithme, majoré par un facteur constant pres f(n)
ou n est la taille de la donnée en entrée.

Exemple 1.7. Soit f(n) définie comme suit :
e f(n)=3n2—n+ 5, alors la complexité asymptotique est : O(n?)
e f(n) =3nlogn + 30n — 4, alors la complexité asymptotique est : O(n.log (n))
e f(n) = 2"+ 3n?, alors la complexité asymptotique est : O(2")
Définition 1.23. (Complexité d’un algorithme)
Considérons 1’algorithme 4. Lorsqu’une instance donnée en entrée de 1’algorithme est de taille n, on

note g4(n) le nombre d’opérations élémentaires a son exécution. Un algorithme a une complexité en
temps O f(n) si et seulement si :

de e R,3Ing € Nyga(n) < cx f(n).

Exemple 1.8. Considérons I’algorithme classique qui effectue un tri interne de données par insertion sur
n éléments et prenons comme opérations élémentaires 1’affectation et la comparaison. Cet algorithme
effectue, dans le pire des cas, n?/2 affectations et n?/2 comparaisons. Par conséquent, cet algorithme a
une complexité en temps de O(n?).

Définition 1.24. (Algorithme polynomial)
Soit un probleme de décision P dont la taille de I’instance est n. Un algorithme qui résout P est dit
polynomial si et seulement si il est de complexité O(n*), avec k un entier naturel.

Définition 1.25. (Algorithme exponentiel)
Soit un probleme de décision P dont la taille de I’instance est n. Un algorithme qui résout P est dit
exponentiel si et seulement si il est de complexité O(k™), avec k > 1 un entier naturel.

Définition 1.26. (Complexité d’un probléme)
La complexité d’un probleme est la complexité dans le pire cas du meilleur algorithme qui le résout.
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Exemple 1.9. Reprenons I’exemple 1.8. L’algorithme de tri interne de données par insertion, dont la
complexité en temps est en O(n?), est donc en temps polynomial. Pourtant, la complexité du probléme
de tri interne de données est en temps « quasi-linéaire » O(n.log (n)) puisque I’algorithme de tri de
données par fusion est en temps O(n.log (n)). Notons que le probleéme de tri interne de données est
donc traitable.

1.2.3 Classes de complexité

La définition des différentes classes de complexité des problemes se sert d’un modele de calcul. La
machine de Turing est le modele le plus connu et plus utilisé pour I’analyse de complexité. Elle permet
de représenter de manicre abstraite une machine de calcul, comme un ordinateur. Le temps mis par une
machine de Turing M sur une instance x est le nombre d’étapes de calcul de M(x) pour retourner une
solution. Cela revient en quelques sort & mesurer le temps d’exécution de I’algorithme pour résoudre le
probléme sur I’entrée x, mais cette mesure est indépendante de la puissance de I’ordinateur faisant tourner
I’algorithme : c’est pourquoi on parle d’étapes de calcul et non pas de secondes. Il existe plusieurs
types de machine de Turing : machine déterministe, machine non-déterministe, machine a oracle, etc.
Les ordinateurs actuels ne peuvent étre modélisés que par des machines de Turing déterministes. La
simulation d’une machine non-déterministe sur une machine déterministe est démontrée de complexité
exponentielle. Toutefois, les machines de Turing non-déterministes constituent un outil essentiel pour
définir des classes de complexité.

Dans la suite, nous présentons les classes de complexité en temps des problemes de décision. Ces
classes de complexité sont définies grace a un modele de la machine de Turing.

Définition 1.27. (Classe P)
La classe P est I’ensemble des problemes de décision résolubles par une machine de Turing déterministe
en un temps polynomial par rapport 2 la taille de la donnée en entrée.

Définition 1.28. (Classe NP)
La classe NP est I’ensemble des problemes de décision résolubles par une machine de Turing non-
déterministe en un temps polynomial par rapport a la taille de la donnée en entrée.

Remarque 1.6. Une machine de Turing déterministe est aussi une machine de Turing non déterministe
(il suffit de considérer le déterminisme comme un non déterminisme particulier o il n’y a a chaque étape
qu’un seul choix possible). Ainsi, on admet que P C NP. En revanche, la question « NP C P? » reste
encore ouverte. Dot la conjecture suivante.

Conjecture 1.1. On conjecture que P # NP.

Définition 1.29. (Classe coNP)
La classe coNP est I’ensemble des problemes de décision tels que leurs complémentaires appartiennent
a la classe NP.

Conjecture 1.2. On conjecture que NP # coN P.

Définition 1.30. (Classe DP)
Un probleme P appartient a la classe DP s’il peut étre écrit comme P = P; N Py avec P; € NP et
P> € coNP.

La notion de réduction permet de comparer deux probleémes P et Q. On dira que le probleme Q
n’est pas plus difficile que P, si la résolution de P permet la résolution de Q. En d’autres termes, pour
résoudre Q on se rameéne a P et on dit que Q se réduit a P. La réduction consiste a transformer une
instance = du probléme Q en une instance z’ du probleme P telle que x € Q si et seulement si 2’ € P.
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Définition 1.31. (Réduction polynomiale)
Une réduction en temps polynomial d’un probleme Q a un probleme P est une fonction f calculable en
temps polynomial telle que :

Vee Q& f(x)eP

Si une telle fonction f existe, on dira qu’il y a réduction de Q a P.

La réduction permet de comparer les problémes entre eux et donc de parler des problemes les plus
difficiles d’une classe de complexité. Nous présentons pour cela les notions de difficulté et de complé-
tude.

Définition 1.32. (Probleme difficile/complet)
Soit P un probleme décidable et C une classe de complexité.

e P est dit C-difficile si tout probleme de la classe C lui est réductible.
e P est dit C-complet si il est C-difficile et appartient a la classe C.

Ainsi, un probleme P est dit NP-complet s’il appartient a la classe NP et que tout probleme de NP
se réduit a ‘P. Historiquement, le premier probleéme dont la NP-completude a été prouvée est le probleme
de satisfaction de formules CNF (appelé SAT) (Cook 1971).

Plus haut, nous avons présenté les classes de complexité P, NP et coNP. La classe P regroupe les
problemes dits faciles (ou traitables), tandis que les classes NP et coNP contiennent les problemes dits
difficiles (ou intraitables). Toutefois, il existe des problémes étant encore plus difficiles que ceux de la
classe NP. Ces problemes ne peuvent pas étre résolus en un temps polynomial par une machine de Turing
non-déterministe. Par conséquent, il est nécessaire de définir d’autres classes de complexité situées au-
dela de NP. La machine de Turing avec oracle sert de modele de calcul pour définir une hiérarchie de
classes de complexité qui étend la notion de classes P, NP et coNP. Intuitivement, une machine de Turing
a oracle est une machine de Turing pouvant appeler un sous-programme, que lui est capable de résoudre
un probleme de n’importe quelle complexité en un temps constant (d’ou le nom d’oracle).

Définition 1.33. Classe C*
Soit C une classe de complexité. C* est une classe de complexité des probleémes résolubles par une
machine de Turing a oracle A en temps polynomial par rapport a la taille de 1’entrée.

Définition 1.34. (Classes AL, ¥ et TIF)
P

Les familles des classes de complexité A;
suit :

o AV =3 =11" =P;

. Af = sz—l;

o NP = NPY1;

. HZP = COZZP.
Ainsi, Af =P, X =NPet Hf = coNP, etc.

, 2P et II¥" (pout i > 1) sont définies inductivement comme

Définition 1.35. (Hiérarchie polynomiale)
La hiérarchie polynomiale PH est I’union des X" (pour i > 0) :

PH = U P
>0

La classe X! est appelée i-me niveau de la hiérarchie polynomiale.
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FIGURE 1.1 - Représentation graphique des premiers niveaux de la hiérarchie polynomiale.

La figure 1.1 est une représentation graphique des premiers niveaux de la hiérarchie polynomiale PH.

Comme nous pouvons le voir sur la figure 1.1, les problemes sont classés de facon incrémentale, la
classe d’un nouveau probleme étant déduite d’un ancien probleme. Il a toutefois été nécessaire de définir
un « premier » probleme NP-complet afin de classer tous les autres. Ce premier probleme a avoir été
démontré NP-complet, par (Cook 1971), est le probleme de la satisfaisabilité propositionnelles (SAT).

1.3 Probléme SAT

Le probléme de satisfaisabilité booléenne (ou Boolean Satisfiability Problem), abrégé SAT, est sans
doute I’'un des problemes de décision les plus importants et les plus étudiés en informatique. En effet, il
est le premier probleme de décision prouvé appartenant a la classe NP-complet (Cook 1971). Par consé-
quent, ’amélioration des performances des algorithmes dédiés a la résolution de ce probleme est tres
importante pour beaucoup d’applications utilisant SAT. En effet, de plus en plus de problemes équiva-
lents a SAT, c’est-a-dire pouvant €tre réduits efficacement (en temps polynomial) a SAT, sont exprimés
sous forme de logique propositionnelle dans le simple but de trouver une solution de maniere efficace.
Cette réduction permet souvent d’obtenir des performances pratiques supérieures aux méthodes clas-
siques utilisées dans les différents domaines dont font partie chacun des problémes. Ainsi, on va trouver
des moteurs SAT dans la résolution de problemes de model checking (Clarke et al. 2001), ordonnance-
ment (Crawford et Baker 1994), ou encore la bio-informatique (Lynce et Marques-Silva 2006). Parfois,
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le moteur SAT est caché — utilis¢é comme boite noire — dans des applications de domaines variants de
la planification (Kautz et Selman 1992; 1996), la vérification formelle (Stephan et al. 1996, Silva et
Sakallah 2000, Velev et Bryant 2001), le diagnostic (Smith et al. 2004), jusqu’a la fouille de données
(Davidson et al. 2010, Boudane et al. 2016), et méme dans des solveurs aux pouvoirs d’expression plus
étendus, comme dans les solveurs SMT (Satisfiability Modulo Theory).

La popularité de SAT est en partie due aussi a la simplicité de sa définition. De maniére formelle, le
probleme SAT se définit comme suit :

Définition 1.36. (Probleme SAT) Soit une formule CNF X.. Le probléme SAT est le probléeme de décision
qui détermine si oui ou non 3 admet un modele.

11 est souvent plus simple d’exprimer/modéliser un probleme de décision donné, en logique proposi-
tionnelle. Puis, faire appel au solveur SAT qui lui répondra a la requéte par oui (ou non) la formule regue
en entrée posseéde un modele.

Comme mentionné précédemment, nous utilisons le mot SAT pour désigner le probleme de déci-
sion de satisfaisabilité des formules propositionnelle sous forme CNF. Par abus de langage, on appelle
chaque instance SAT, un probléme SAT, et la procédure pour le test de satisfaisabilité un solveur SAT.
Egalement, on emploie 1’abréviation SAT et UNSAT pour dire que le probleéme est « satisfaisable » et
« insatisfaisable », respectivement.

La suite de cette section est consacrée a la présentation des algorithmes de résolution du probleme
SAT. Notons tout de méme, qu’il serait présomptueux de prétendre réaliser un inventaire complet de
toutes les méthodes existantes dans la literature. Par conséquent, nous nous focalisons sur les approches
les plus utilisées en pratiques, a savoir la procédure DPLL de Martin Davis, Hilary Putnam, George
Logemann et Donald Loveland et I’approche CDCL qui est une extension de DPLL. Nous terminons ce
tour d’horizon pour SAT par la présentation de la résolution SAT en mode incrémental, une autre maniere
d’appliquer le test de satisfaisabilité pour résoudre des problemes au-dela de NP.

1.3.1 Résoudre le probleme SAT

De nombreux algorithmes ont été proposés pour résoudre les instances de SAT. Les principes a la
base de ces méthodes sont tres variés : résolution (Robinson 1965, Galil 1977), réécriture (Boole 1854,
Shannon 1940), énumération (Quine 1950, Davis et al. 1962, Jeroslow et Wang 1990), recherche locale
(Selman et al. 1992), diagrammes binaires de décision (Akers 1978, Bryant 1992, Uribe et Stickel 1994),
etc.

En pratique, les approches les plus utilisées sont : les algorithmes basés sur le principe de résolution et
les algorithmes énumératifs reposant généralement sur la procédure DPLL (Davis ef al. 1962). D ailleurs,
ces deux paradigmes sont a la base des solveurs SAT modernes. Ces solveurs, nommés CDCL (Conflict
Driving Clause Learning) (Moskewicz ef al. 2001a), sont en fait une combinaison fine de la procédure
DPLL et d’une méthode basée sur le principe de résolution.

Résolution logique
La résolution de Robinson (Robinson 1965) est la régle d’inférence la plus utilisée pour le probleme
SAT. Ce mécanisme assez simple permet en effet de déduire une nouvelle clause a partir de deux autres

clauses. Elle est notamment a la base de la procédure DP (Davis et Putnam 1960). Elle se définit ainsi.
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Définition 1.37. (Reégle de résolution)
Soient deux clauses o et aip et x une variable booléenne, la régle de résolution est la régle d’inférence
suivante :

(xVar) AN~z Va)Fr ar Vas

La clause a1 V g est appelée clause résolvante sur x des clauses (z V «q) et (—x V ao).

Propriété 1.3. Soient Y une formule, o/ la résolvante de (z \V 1) et (—x V ap) deux clauses de Y. Nous
avons alors les deux propriétés suivantes :

e (xVa)A(—zVag) Ed
e X=X U{d}

Le regle de résolution est complete pour la réfutation, c’est-a-dire, si la CNF est insatisfaisable,
alors on a la garantie qu’il existe une séquence finie de résolutions permettant de déduire la clause vide
(a=1).

Définition 1.38. (Dérivation par résolution et réfutation)

Une dérivation par résolution d’une clause o’ a partir de 3 est une suite de clauses ™ = [, . . ., oy telle
que ay = o et telle que pour tout ¢ < k, soit (i) a; € X3; soit (ii) il existe oy, et o, (M < ietn < 1)
dans 7 tels que «; soit la résolvante de o, et au,.

Toute dérivation par résolution d’une clause vide (o« =_1) a partir de X est appelée réfutation ou
preuve.

Lutilisation de la résolution de Robinson dans SAT consiste a appliquer la régle de résolution avec
deux autres regles : la subsumption et la fusion. Le principe de la régle de subsumption est de retirer une
clause s’il en existe une plus forte, dans le sens ou les termes interdits par la premiere sont interdits par
la deuxieéme. De maniere formelle, la subsumption est définie comme suit :

Définition 1.39. (Subsumption)
Une clause oy = (aq, ..., an) subsume la clause ag = (aq,...,am,b1,...,by,) si ay contient tous les
littéraux de .

Exemple 1.10. Soient a; = (a V) et ag = (a VbV ¢) deux clauses, la clause oy subsume la clause asy.

Définition 1.40. (Regle de fusion)
La regle de fusion consiste & supprimer les occurrences redondantes d’un littéral dans une clause.

(a1 V- Vam VIV V- Vb, VIV V- V) =(a V- Van Vb V- Vb, Vel VeV

Il est évident qu’un littéral redondant peut étre retiré d’une clause, puisque cela ne changera pas
I’ensemble (au sens mathématique) des littéraux de la clause, et ne changera donc pas 1’ensemble des
interprétations qui satisfont cette clause.

Le principe de Robinson suit un algorithme trés simple une fois ces trois regles définies. En effet, la
procédure consiste a appliquer 1’une de ces trois reégles un certain nombre de fois, en augmentant a chaque
fois la formule CNF X de départ avec le résultat obtenu, le processus se termine soit par I’obtention de la
clause vide, et donc X est insatisfaisable, soit par la saturation de 1I’ensemble des clauses (toute nouvelle
résolvante est subsumée par une clause existante), auquel cas X est satisfaisable.

D’autres systemes de preuve par résolution existent. Certains plus puissants comme la résolution
étendue de (Tseitin 1983), d’autres plus faibles comme la résolution unitaire (Dowling et Gallier 1984).
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Une preuve par résolution unitaire est une preuve par résolution ou une des clauses a résoudre est une
clause unitaire.

Malgré sa simplicité, le principe de résolution demeure relativement inefficace en pratique car le
nombre de résolvantes a exploiter est souvent exponentiel, 1’espace mémoire requis devient donc tres
important et le temps de calculs prohibitifs. Pour tenter de le réduire, il est courant de limiter le nombre de
résolutions possibles a chaque étape, sans pour autant perdre la complétude pour la réfutation. Différentes
restrictions basées sur la structure de la preuve par résolution ont été proposées. Elles sont généralement
plus faciles a mettre en ceuvre comme la résolution a la Davis Putnam (DP (Davis et Putnam 1960)).

Procédure DP

L’un des premiers algorithmes proposés pour résoudre le probleme SAT est I’algorithme DP (Davis
et Putnam 1960), introduit par Davis et Putnam en 1960. Bien qu’il soit initialement destiné a tester la
validité des formules de logique du premier ordre 2, il est néanmoins plus connu comme une méthode
de résolution du probleme SAT. Il est, en effet, un raffinement de 1’approche de Robinson dans la me-
sure ou il génere de maniere générale moins de clauses résolvantes. Le principe de la méthode DP est
basé sur I’oubli successif des variables de la formule. Concrétement, 1’algorithme peut étre décrit de la
maniere suivante : étant donné une formule CNF ¥ en entrée, 1’algorithme commence par vérifier si la
formule n’est pas trivialement satisfaite (X = )) ou falsifiée (L€ X). Si aucun de ces cas ne se présente,
I’algorithme sélectionne une variable x de 32, génére toute les résolvantes possibles sur cette variable, ce
qui permet donc de supprimer toutes les clauses de > dans lesquelles la variable x apparait. Le proces-
sus est itéré jusqu’a ce qu’'une clause vide soit produite (3 est UNSAT), ou la formule soit vide (35 est
SAT). A chaque itération, le sous-probléme généré contient une variable en moins, mais avec un nombre
potentiellement quadratique de clauses supplémentaires.

Toutefois, un inconvénient majeur se pose avec I’approche DP en raison du nombre de résolvantes
a générer qui peut exploser, ce qui nécessite alors un besoin d’espace mémoire important. Or, dans les
machines des années soixantes, la ressource mémoire était tres limitée. Il y avait interét alors d’échanger
de la mémoire contre des temps d’executions plus lents. Ceci motiva alors les auteurs : Davis, Logemann
et Loveland, a proposer une nouvelle version de DP, nommée algorithme DPLL (Davis ef al. 1962). Cet
algorithme contient les aspects principaux qu’on retrouve actuellement dans les algorithmes des solveurs
SAT modernes.

Procédure DPLL

L’algorithme DPLL (Davis et al. 1962) est une amélioration de I’algorithme DP, mais a la difference
de ce dernier, DPLL n’exploite pas explicitement la régle de résolution et il lui préfere la régle de division.

Il s’agit d’une procédure récursive décrivant un parcours en profondeur d’abord dans un arbre binaire
ou chaque noeud correspond a une interprétation partielle de la formule. Cette interprétation permet de
simplifier la formule en tenant compte des affectations de variables déja réalisées. Les feuilles de 1’arbre
correspondent soit a une contradiction (la sous-formule contient au moins une clause vide), soit a une
solution (la sous-formule est vide).

La méthode DPLL, décrite dans I’algorithme 1.1, alterne entre une phase de branchement et une
phase de retours-arriere chronologiques (ou backtrack). Le branchement consiste a choisir un littéral

2. La logique du premier ordre ou logique des prédicat se distingue de la logique propositionnelle par I’utilisation des
quantificateurs (le quantificateur universel (V) et existentiel 3) et des prédicats ou relations, sur ses variables.
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¢ (pickBranchingVariable) et a décomposer la formule ¥ en deux sous-formules |, et 3|_,.
Ce principe est basé sur un constat simple : X est SAT si et seulement si X[, ou Y|, est SAT. Cette
maniere de faire permet de considérer les sous-formules de fagon indépendante et également dans un
ordre quelconque. Le backtrack consiste a remonter 1’arbre de recherche jusqu’au nceud de décision
précédent I’échec lorsqu’une clause vide est inférée, afin d’explorer une nouvelle branche de I’arbre.

Algorithme 1.1 : DPLL

Input : 3 une formule CNF

Output : SAT ou UNSAT

if X = {0} then return SAT ;

if X =1 then return UNSAT ;

if Ja € X tel que o = (£) or 3 un littéral pur { dans ¥ then
| return DPLL (X)) ;

B W N =

wn

{ <+ pickBranchingVariable (3);
6 return (DPLL (X,) or DPLL (X)),

Naturellement, le processus de branchement et de backtrack suffisent pour une exploration complete
de I’espace de recherche du probleme. Toutefois, dans le but d’éviter le parcours d’un nombre important
d’interprétations inutiles, de nouvelles régles sont a I’ceuvre dans DPLL.

Propagation unitaire

La propagation unitaire, aussi connue sous le nom de propagation de contraintes booléennes, est 1’équi-
valent sémantique de la résolution unitaire. Elle est I'un des procédés clés des solveurs SAT basés sur
I’algorithme DPLL et qui est sans conteste la plus utilisée. Le principe de la propagation unitaire consiste
a détecter des clauses dont tous les littéraux sont affectés a faux sauf un. Par conséquent, le littéral non
affecté est propagé a vrai, puisqu’il est inutile de tester les deux valeurs booléennes de cette variable.
Dans la procédure DPLL, la propagation s’effectue (ligne 3 — 4) avant la phase de branchement sur une
nouvelle variable libre. Les variables affectées grace a la propagation unitaire sont appelées « variables
propagées » et les variables sélectionnées pour le branchement sont appelées « variables de décision ».
La définition formelle de la propagation unitaire est donnée ci-dessous.

Définition 1.41. (Propagation unitaire)
Soit 3 une formule, nous notons X* la fermeture par propagation unitaire de >. >* est définie récursive-
ment comme suit :

e ¥* = ¥ sifa € ¥ telle que « est unitaire;
e X* =1 si X* contient les deux clauses unitaires () et (—/);

o ¥* = (X|p)* tel que £ est un littéral apparaissant dans une clause unitaire de X.
Propriété 1.4. Une formule CNF 3 est consistante si et seulement si >.* est consistante.

Définition 1.42. (déduction par propagation unitaire)
Soient 3 une formule CNF et z € Vx. On dit que = est déduit par propagation unitaire de >, noté
Y =4 x, si et seulement si (X A —z)* =_L. Une clause « est déductible par propagation unitaire de ¥ si
et seulement si ¥ A & =L, c’est-a-dire, (X A a)* =L.

Définition 1.43. (littéral pur)
Un littéral ¢ est dit littéral pur pour un ensemble de clauses X si il apparait uniquement positivement ou
uniquement négativement dans >
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Propriété 1.5. Soient X une formule CNF et £ un littéral pur de X, alors X et 3|, sont équisatisfaisables .

Exemple 1.11. Soit la formule ¥ = (a V b) A (=bV —¢) A (—a V bV —c¢). Le littéral —c est pur, donc
Y|e = (aVb).

Exemple 1.12. Soit la formule CNF suivante : ¥ = (a VbV —¢) A (maV =bV c) A (meV d) A (e V
—d)A(aV=bVe)A(maVbV-cVd)A(bVe)A(—aVb). La figure 1.2 illustre I'importance de la
propagation unitaire et la simplification par les littéraux unitaires dans une procédure DPLL.

/ ) \
(C\/—\b),(—\CVde), (b\/—\c),(—\CVd)
{ (e Vv d), (—eV —d), } { (=e Vv =d), (¢ V —b), }
(b). bV bV o)
b~ b~ b
(©); (meVvd) , (me V), (c) (=), (me v d)
{ (= V —d) } Branche coupée { (=¢ V —d) } { (=cV —d), () }

(littéral unitaire)

/ / /
4

d d
{ (()i } Branche coupée { (@), Branche coupée

d
Branche coupée { (@),

( )\ (littéral unitaire) ( (littéral unitaire) ( A (littéral unitaire)
y y
dou—d //\ dou—d dou—d //\
L Branche coupée 1 Branche coupée 1 Branche coupée
(littéral unitaire) (littéral unitaire) (littéral unitaire)

FIGURE 1.2 — Arbre de recherche construit par I’algorithme DPLL sur la formule CNF de I’exemple 1.12.

Définition 1.44. (Décision et niveau de décision)

Une décision est synonyme a 1’affectation d’une variable ou d’un littéral via ’heuristique de choix de
variable. Décider le littéral ¢ signifie affecter la variable ¢ & vrai et donc considérer 3|,.

Un littéral ¢ est au niveau de décision n si ce littéral est le n-ieéme littéral décidé ou si ce littéral a été
propagé suite a une décision d’une variable au niveau n. Les littéraux propagés avant la premiere décision
(qui existent seulement dans le cas ou la formule contient des clauses unitaires) appartiennent au niveau
de décision 0.

Définition 1.45. (Séquence décisions-propagations)
Soit une séquence de décisions (x1,...,Zn), €t Yi1,...,Yip, les littéraux propagés apres 1’affectation
du littéral z;. La séquence décisions-propagations de (x1,...,x,) est:

0 0 1y .0 1
{<®7 yO,lv cee 7y0,p0>7 <(.%'1), yl,lv cee 7y1,p1>7 et <(.%'Z), yrrzb,h s 7yz,pn>}7
ol xf désigne le littéral x; et indique qu’il apparait au niveau de décision j.

Comme nous I’avons souligné, la propagation unitaire est un processus fondamental de 1’algorithme
DPLL. Généralement, la propagation unitaire consomme 90% du temps CPU nécessaire a la résolution
d’une instance. C’est en partie pour cette raison que I’implémentation de celle-ci a connu quelques évo-
lutions dans les solveurs SAT modernes. Nous noterons la principale qui est les structures de données
paresseuses (cf. 18).
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Heuristiques de branchement

L’autre élément primordial est la fonction heuristique de choix de variable, et une grande partie des sol-
veurs ne reposent que sur celle-ci. Ainsi, de nombreuses heuristiques de branchement ont été proposées
pour tenter de limiter la taille de 1’arbre de recherche.

Heuristique MOMS. L’ heuristique MOMS (Maximum Occurrences in Clauses of Minimum Size) pro-
posée par (Goldberg 1979), consiste a sélectionner la variable ayant le plus grand nombre d’occurrences
dans les clauses les plus petites. L’intérét de cette heuristique est de favoriser la propagation unitaire, afin
d’obtenir le sous-probléme le plus simple possible a résoudre.

Heuristique JW. L’heuristique JW (Jeroslow-Wang) (Jeroslow et Wang 1990) suit le méme principe que
I’heuristique MOMS, c’est-a-dire, choisir la variable apparaissant le plus dans les clauses courtes. Par
ailleurs, dans JW, I’objectif est d’équilibrer entre les sous-arbres resultant du branchement sur la variable
choisie. Par conséquent, la variable ayant une fréquence d’apparition équilibrée avec le littéral positif et
négatif est privilégiée. Afin de satisfaire au mieux ces deux criteres (fréquence d’apparitions et équilibre
des signes), les auteurs de (Jeroslow et Wang 1990) proposent le calcul suivant :

a X Sjw(.%') X Sjw(_'l') + Sjw(.%') + SJW(_‘I') +1

ol Syw(x) (respectivement Sy (—x)) représente la mesure de représentativité du littéral = (respecti-
vement —x) et oll «v est une constante fixée.

Heuristique BOHM. L heuristique BOHM (Buro et Kleine-Biining 1992) a pour principe de satisfaire
ou réduire les tailles des clauses courtes. Selon un ordre lexicographique, 1’heuristique choisit la variable
qui maximise le vecteur de poids Sgouy = (s1(x), s2(x),. .., sn(x)) avec s;(z) calculé de la maniere
suivante :

si(z) = a x maz(h;i(z), hi(—x)) + 8 x min(hi(x), hi(—z))

ol h; (i) est le nombre de clauses de taille 7 contenant le littéral x. Les valeurs « et /3 sont choisies de
maniere heuristique. Dans (Buro et Kleine-Biining 1992), les auteurs suggerent de fixera« = 1l et 5 = 2.

1.3.2 Solveur SAT moderne

Pendant tres longtemps, les solveurs SAT de type DPLL qui se sont succédés, privilégiaient le calcul
heuristique et devaient constamment mettre 2 jour de nombreux compteurs. A partir des années 90, des
problemes industriels, issus de domaines différents (comme exemple : model checking, planification,
etc) font leurs entrées dans la communauté SAT. Ces problemes sont caractérisés par le fait d’avoir des
formules propositionnelles de grandes tailles, contenant des centaines de milliers de variables et des
centaines de milliers de clauses. Face a ces formules de tres grandes tailles, les solveurs n’étaient plus
capables de faire face. Pour remédier a cela, de nouvelles structures de données plus optimisées ont été
proposées, afin de réduire la charge des calculs des heuristiques. Plus encore, 1’apprentissage de nouvelles
clauses grace a 1’analyse précise des conflits rencontrés durant la recherche, entraina les moteurs SAT
dans une nouvelle ere, celle des solveurs CDCL (Conflict-Driven Clause Learning), ou de maniere abusive
solveurs SAT modernes. Bien que les solveurs CDCL s’inspirent originellement de 1’algorithme DPLL, il
est évident que I’architecture de ces derniers a completement évoluée. En effet, les mécanismes qui
alimentent un solveur CDCL sont maintenant tournés vers I’apprentissage, offrant souvent I’image d’un
algorithme de plus en plus éloigné de la recherche arborescente classique. A présent, nous allons décrire
ces différentes techniques.
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Apprentissage et retour-arriére non chronologique par analyse de conflits

Une des caractéristiques de 1’algorithme CDCL est d’effectuer des retours-arriere de maniére non
chronologiques (backjumping) en prenant en compte les décisions qui sont a 1’origine du conflit.

Nous avons vu dans la description de I’algorithme DPLL que, lorsqu’un un conflit est atteint, celui-ci
remonte I’arbre de recherche au nceud de décision précédant 1’échec. Le fait d’effectuer un retour-arriere
chronologique peut dans certaines conditions étre problématique. En effet, la cause de 1’échec peut étre
due a un point de choix décidé plus haut dans I’arbre de recherche. Dans ce cas de figure, le solveur va
explorer de maniere répétitive les mémes sous-arbres tant que I’origine de 1’échec n’est pas considérée.

La technique d’analyse de conflit, proposée par (Silva et Sakallah 1996), remédie a ce probleme
en tenant compte de la source de I’échec. L’analyse de conflit permet d’effectuer un retour-arriere a un
niveau m < n sans nécessairement essayer toutes les possibilités entre le niveau du conflit n et le niveau
m. Concrétement, ce processus consiste a extraire dans I’interprétation courante un sous-ensemble de
littéraux (appelé ensemble conflit) qui est a I’origine de la dérivation de la clause vide. Ce sous-ensemble
permet de déterminer la derniere décision dans la branche courante responsable du conflit. Un retour-
arriere non chronologique est ensuite réalisé pour remettre en cause la valeur de vérité de cette variable.

Toutefois, malgré le fait d’effectuer un retour-arriere non chronologique il est possible qu’une méme
situation d’échec se répete dans le futur. Pour remédier a ce probléme, les solveurs SAT modernes utilisent
le concept d’apprentissage a partir des échecs cumulés lors de la recherche couplé avec le mécanisme du
retour-arriere non chronologique (Silva et Sakallah 1996, Moskewicz et al. 2001a, Beame et al. 2004,
Bayardo Jr. et Schrag 1997). La combinaison de ces techniques assure a la propagation unitaire d’&tre
plus robuste a chaque apparition d’un nouveau conflit et permet au solveur de ne pas c