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Glossaire

Dans l’ensemble du manuscrit, les caractères en bleu roi sont des hyperliens accessibles
par un simple clic.

ABWR Advanced Boiling Reactor 4
AP-600 Advanced Passive pressurized water reactor 4
BOC Début de Cycle (Beginning of Cycle) 128
C2 Discrépance centrée basée sur la norme L2 103, 110
CEA Commissariat à l’ Énergie Atomique et aux

Énergies Alternatives
5, 27, 40

DoE Plan d’expériences (Design of Experiments) 94
EDF Exploitant des réacteurs nucléaires en France 3
EGPT Théorie des Perturbations Généralisées Équi-

valentes
29, 34

EPR™ Evolutionary Power Reactor™ 4–6
eV électron-volt 9
GPT Théorie des Perturbations Généralisées 29, 33, 131, 132
GRS Autorité de Sûreté Allemande (Gesellschaft

für Anlagen und Reaktorsicherheit)
136

HFP Pleine Puissance à Chaud (Hot Full Power) 128
HZP Puissance Zéro à Chaud (Hot Zero Power) 10, 42, 65, 76, 128
IAEA Agence Internationale de l’Énergie Atomique 4
ICSBEP International Criticality Safety Benchmark

Evaluation Project
27

L2 Discrépance star basée sur la norme L2 103, 110
MOC Méthode des Caractéristiques 46, 47, 58, 67
MOx Mélange d’oxydes d’uranium et de plutonium 5
MST Arbre couvrant de poids minimal (Minimum

Spanning Tree)
101

OAT Plan d’expériences One-At-a-Time 96
pdf loi de densité de probabilité (probability den-

sity function)
91, 92

PFNS Spectre de Fission des Neutrons Prompts 138
REB Réacteur à Eau Bouillante 4, 58
REP Réacteur à Eau Pressurisée 4, 8, 27, 48, 52, 58,

150
RJH Réacteur Jules Horowitz 27
RNR Réacteur à Neutrons Rapides 3, 8, 43
SDP Symétrique Défini Positif 124, 125
SHEM Santamarina Hfaiedh Energy Mesh 57, 58
SMC Simple Monte-Carlo, notre méthode 23
SPT Théorie des Perturbations Standard 29, 33, 34
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GLOSSAIRE

SRS Échantillonnage aléatoire simple (Simple
Random Sampling)

97, 109

SVP Séparation des valeurs propres 17, 19, 33
TCL Théorème Central Limite VII
TGE Toutes Grappes Extraites 20
TMC Total Monte Carlo 128
UNGG Uranium Naturel Graphite Gaz 3, 4
UOx oxyde d’uranium 5
VVQI Vérification, Validation, Qualification et

Quantification des Incertitudes
42, 60, 66

W2 Discrépance enveloppée wrap-around basée
sur la norme L2

103, 110
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Articulation du manuscrit

Le développement d’une flotte de réacteurs de Génération III, poussé par des impéra-
tifs économiques, nécessite des études neutroniques spécifiques. En effet, les caractéristiques
nouvelles de leur design (grande taille, présence d’un réflecteur lourd, utilisation accrue de
poisons consommables) engendrent un comportement neutronique nouveau par rapport à
l’ensemble des réacteurs existants. En particulier, l’examen de la sensibilité de la nappe de
puissance révèle l’impérieux besoin de méthodes spécifiques basées sur des outils numériques
nouveaux.

Le présent manuscrit est conçu de sorte à débuter par des arguments généraux puis de
particulariser la démarche au domaine de la neutronique pour présenter au fur et à mesure
des éléments de plus en plus spécifiques.

Le chapitre 1 établira le lien entre les apports technologiques de cette génération et les
conséquences neutroniques qui en découlent. Nous l’avons intitulé Sensibilités d’un réacteur
nucléaire car les arguments développés dans ce chapitre se veulent généraux. On veut ainsi
souligner le fait que cette sensibilité est une caractéristique intrinsèque du système, dépen-
dante uniquement de sa taille et non pas spécifique d’une tranche de réacteur particulière.
Ce chapitre peut être lu indépendamment de la technologie que l’on étudie (Réacteurs à Eau
Pressurisée, à Eau Bouillante, à Neutrons Rapides,. . . ). De plus, la difficulté de mettre en
évidence cette sensibilité avec les outils actuels sera mentionnée. On montrera ainsi qu’il est
nécessaire de fournir un outil quantitatif de perturbation de la nappe de puissance.

Ensuite, le chapitre 2 dressera un panorama des méthodes de propagation d’incertitudes
actuellement utilisées en physique des réacteurs. L’accent sera particulièrement mis sur les
méthodes déterministes qui découplent le calcul du vecteur sensibilité aux données nucléaires
et la prise en compte des covariances associées. Des travaux pour étendre le domaine d’ap-
plication de ces calculs de vecteur sensibilité sont en cours, mais les outils développés en
déterministes ne permettent actuellement pas d’accéder aux quantités d’intérêt. On a choisi
ici de changer de type de méthode car les outils de calculs actuels permettent d’envisager
l’établissement d’une méthode dont la portée ne se limite pas aux données nucléaires. Nous
proposerons ainsi une méthode stochastique, la méthode SIMPLE MONTE-CARLO dont les
nouveautés résident à la fois dans des aspects neutroniques mais aussi dans des aspects sta-
tistiques.

Les aspects neutroniques innovants de la méthode developpée dans ce travail de thèse
seront effectivement décrits dans le chapitre 3. L’objet du chapitre sera ainsi de détailler les
étapes de modélisation ainsi que les hypothèses nécessaires à l’établissement d’un schéma
de calcul neutronique précis présentant le meilleur compromis temps/ressources de calcul.
Un des apports principaux de la thèse est donc un ensemble de choix de modélisation dé-
terministes de grands Réacteurs à Eau Pressurisée que l’utilisateur averti pourra directement
réutiliser.

Le thème principal du chapitre 4 est la description des incertitudes sur les données nu-
cléaires en termes mathématiques. On décrira notamment les possibilités d’exploration de
l’espace des entrées et on dégagera une manière optimale de choisir les expériences numé-
riques à réaliser pour aboutir à une incertitude fiable. Un travail conséquent de sélection
des méthodes statistiques appropriée a été réalisé, tant la littérature scientifique à ce sujet
est fournie. On a ainsi mis à profit les derniers travaux dans le domaine de l’établissement
de plans d’expériences numériques. La lecture de ce chapitre sera ainsi profitable au lecteur
non spécialiste des statistiques appliquées qui y trouvera à la fois un point d’entrée et des
références choisies afin de développer les notions évoquées.

Le chapitre 5 résumera les étapes nécessaires au calcul de l’incertitude sur les données
nucléaires et à la production de bibliothèques de covariances pour l’utilisateur. Ce sera égale-
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ment l’occasion de confronter les différentes bibliothèques internationales et justifier le choix
préférentiel de la bibliothèque COMAC développée à Cadarache pour présenter nos résul-
tats. L’idée directrice de ce chapitre est en fait de synthétiser les hypothèses de travail qui
nous permis de produire des matrices de covariances adaptées à notre problème. De plus,
des méthodes d’amélioration seront envisagées.

Enfin, on présentera une application de la méthode aux grandeurs neutroniques décrivant
un réacteur particulier, le modèle de benchmarking de grand cœur proposé dans le cadre du
groupe de travail sur la modélisation et l’analyse des incertitudes en physique des réacteurs
(UAM) de l’OCDE/Agence de l’Énergie Nucléaire. L’incertitude sur l’efficacité des barres sera
spécifiquement estimée dans le chapitre 6, ce qui est également un des aspects novateurs
majeurs de notre travail et démontrera les possibilités d’application de la méthode à d’autres
réacteurs du parc.
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Contexte : les réacteurs de Génération
III

L’utilisation de l’énergie issue de la fission nucléaire dans le monde est à la fois jeune et en
expansion très rapide. Depuis la découverte du neutron par Chadwick en 1932, un nouveau
pan de la physique se développe grâce à des découvertes fondamentales de ses propriétés,
de la maîtrise du phénomène de fission à la fin des années 30, puis de son exploitation à des
fins militaires et civiles. Aujourd’hui, la prépondérance de la production d’éléctricité à partir
d’énergie nucléaire (78% du total des TWh électriques produits en France en 2016) répond
au besoin d’avoir une source d’électricité décarbonée la moins chère et la moins fluctuante
possible.

L’énergie nucléaire en France

Après la deuxième guerre mondiale, le Général de Gaulle charge son premier ministre
Dautry ainsi que Frédéric Joliot en 1945 de créer une organisation capable de fédérer la re-
cherche pour rétablir la position de la science atomique française dans le monde. Il s’agissait,
“par les promesses énergétiques qu’incarne l’atome, [. . .] de construire une politique nucléaire
qui permette à la France [. . .] de relever le défi de la puissance et de l’indépendance” [1]. Le
Commissariat à l’Énergie Atomique est alors fondé.

S’ensuit la naissance de plusieurs filières, dont les Réacteurs à Neutrons Rapides (RNRs)
et les réacteurs de type Uranium Naturel Graphite Gaz (UNGG). On citera en particulier Rap-
sodie (réacteur de recherche de type RNR) construit à Cadarache ou la pile Zoé, premier
réacteur à eau lourde refroidi au gaz construit en France. La filière UNGG sera finalement
abandonnée en 1970 au profit de la filière Réacteurs à Eau Pressurisée portée par Frama-
tome. Après le choc pétrolier de 1973, Électricité de France (EDF), l’exploitant majoritaire,
choisit d’accélérer l’activité nucléaire civile en se basant sur une licence Westinghouse. Cette
technologie emploie de l’oxyde d’uranium (UOx) enrichi en Uranium 235 (autour de 4 %
en masse) et utilise l’eau légère comme caloporteur et modérateur. De grands chantiers se-
ront entrepris pour construire les 58 réacteurs du parc actuel dont les puissances unitaires
s’échelonnent entre 900 MWe et 1300 MWe (paliers CP1 à P’4) puis 1450 MWe (palier N4).

L’accident de Tchernobyl et la baisse des prix du baril de pétrole convainquent Frama-
tome et Siemens de signer un accord de coopération le 13 avril 1989 pour créer une compa-
gnie commune. Le projet European (renommé par la suite Evolutionary) Pressurized Reactor™
(EPR™) se donne alors pour objectifs de “développer un îlot nucléaire de technologie commu-
ne” et “la commercialisation et la réalisation des îlots nucléaires sur le marché international”
[2]. La construction d’un démonstrateur tête de série commence en 2007 à Flamanville dans
la Manche [3] et les essais de démarrage à froid se sont achevés le 6 janvier 2018 [4].
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FIGURE 1 – Illustration de quatre concepts de réacteurs dits de Génération III

Différentes générations de réacteurs nucléaires

Le découpage en générations de réacteurs ne correspond pas au classement en termes de
technologies mais se recoupe avec les différentes étapes historiques de développement de la
filière.

Tout d’abord, la première génération de réacteurs nucléaires comprend les prototypes et
les réacteurs industriels conçus et mis en service entre les années 50 et 70. Les UNGG français
sont partie intégrante de la Génération I. En outre, la filière des réacteurs à eau pressurisée
produit près de 70 % de la capacité électrique mondiale (Données Agence Internationale
de l’Énergie Atomique (IAEA), 2018). On regroupe ainsi les 58 réacteurs Réacteurs à Eau
Pressurisée (REPs) du parc actuel français, les Réacteur à Eau Bouillante (REB) ainsi que les
concepts étrangers à base d’uranium enrichi sous le terme générique de Génération II. Les
réacteurs de Génération III ont été conçus dans les années 90 pour remplacer les centrales de
Génération II, dont les cuves arrivent actuellement en fin de vie. En particulier, ces derniers
tiennent compte du retour d’expérience de plus de 13000 années-réacteur d’exploitation et
des catastrophes des dernières décennies (parmi lesquelles Three Miles Island). Parmi eux,
on retiendra (cf. figure 1 ©CNRS) :

• Advanced Boiling Reactor (ABWR), un réacteur à eau bouillante développé par le
conglomérat General Electric/Hitachi/Toshiba, de 1350 MWe, actuellement en exploi-
tation au Japon, qui sert de base pour le design de l’Economic Simplified Boiling Wa-
ter Reactor. Ce dernier concept prévoit une évacuation de la puissance résiduelle sans
pompes externes, en utilisant uniquement la convection naturelle.

• Advanced Passive pressurized water reactor (AP-600), initialement construit par Wes-
tinghouse, un réacteur à eau pressurisée dont la version AP1000 (de puissance 1120 MWe)
est actuellement exploitée par Toshiba.

• BN-800, un démonstrateur à neutrons rapides refroidi au sodium de 880 MWe, dont
l’exploitation a débuté en août 2016 à Beloyarsk, en Russie.

• Evolutionary Power Reactor™ (EPR™), un design de réacteur né en 1992 et développé
par Framatome au cours des années 2000. Quatre exemplaires de ce type de réacteur
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sont en cours de construction en Finlande (Olkiluoto 3), en France (Flamanville 3),
en Angleterre (Hinkley Point C) ainsi que sur la côte méridionale de mer de Chine
(Taishan 1 et 2). Taishan-1 est le premier réacteur EPR à diverger (Juin 2018). Par
ailleurs, des accords relatifs à la construction de six EPR™ à Jaitapur, en Inde, ont
été signés au début de l’année 2018. Le concept prévoit une puissance embarquée de
1700 MWe et est prévu pour accueillir un combustible d’oxydes d’uranium pur et/ou
mélangés à des oxydes de plutonium1.

Depuis le début des années 2000, dix pays ont convenu d’un accord de coopération pour
mener des recherches sur une nouvelle génération de systèmes nucléaires producteurs d’éner-
gie, dits de Génération IV. Dans ce cadre, six concepts de réacteurs ont été sélectionnés, dont
quatre sont du type régénérateurs, c’est-à-dire qu’il régénèrent la matière fissile qu’ils uti-
lisent. D’importantes recherches sont menées au Commissariat à l’ Énergie Atomique et aux
Énergies Alternatives (CEA) en vue de la construction d’un démonstrateur de type Sodium
cooled Fast Reactor du nom d’ASTRID. Ce type de réacteur, conçu pour assurer la pérennité
de l’énergie nucléaire (conversion de l’238U en 239Pu) et permettrait le multirecyclage des
actinides produits lors de l’exploitation de l’actuel parc. Ce serait alors le premier pas vers
un cycle fermé du combustible nucléaire. Néanmoins, le passage de la pré-conception à la
construction effective du prototype est coûteuse et fortement soumise aux aléas politiques.

Cadre de l’étude : la chaudière nucléaire

La chaudière d’une centrale nucléaire ou en abrégé cœur est le siège des réactions de
fission nucléaire. Ce composant est partie intégrante du circuit primaire qui chauffe l’eau né-
cessaire à la mise en mouvement de l’alternateur produisant de l’électricité. Une présentation
schématique du fonctionnement d’un REP est fournie en figure 2.

FIGURE 2 – Schéma de principe de fonctionnement d’un REP aéroréfrigéré

1Il s’agit des combustibles respectivement oxyde d’uranium (UOx) et mélange d’oxydes d’uranium et de plu-
tonium (MOx). Le recyclage des combustibles usés d’une centrale nucléaire fait en particulier intervenir la fabri-
cation de combustible moxés en mélangeant le plutonium issu du retraitement et de l’uranium appauvri issu de
l’enrichissement.
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La [physique] neutronique est l’étude des interactions du neutron avec la matière et des
fissions qui peuvent en découler. Le but du neutronicien réalisant la conception du cœur est
de proposer un design résultant de compromis techniques et économiques à savoir :

• une longueur de cycle la plus longue possible, c’est-à-dire un intervalle de temps entre
deux rechargements le plus long possible.

• un rendement thermodynamique le plus fort possible. On atteint actuellement 32 %
(palier 900 MWe) à 36 % (EPR), sachant que le rendement théorique de Carnot est de
l’ordre de 45 % aux mêmes conditions de température et de pression.

• des fuites neutroniques les plus faibles possibles. Afin d’avoir une réactivité maximale,
il faut jouer sur le rapport Surface/Volume par optimisation de la taille et de la forme
du cœur. En agrandissant la taille d’un coeur, le volume augmente plus vite que sa
surface extérieure. En notant R le rayon du cœur, on a en effet S/V ∝ 1/R, d’où
l’agrandissement du cœur pour le design de l’EPR. On peut également limiter les fuites
en entourant le cœur d’un réflecteur qui renvoit les neutrons vers l’intérieur du cœur.
A titre d’information, sur un REP typique, les fuites représentent 3000 pcm, ce qui est
loin d’être négligeable.

• une pression primaire inférieure à 20 MPa pour éviter une chute de la masse volumique
de l’eau, cette valeur de pression étant également dépendante de la marge à la satura-
tion voulue (on prend en général ∆T = 30° de marge).

• des contraintes technologiques : épaisseurs des enceintes sous pression réduites, marges
suffisantes vis-à-vis du fluage des aciers inoxydables, risque de rupture fragile de la
cuve, limitations des chocs thermiques sur la cuve lors de transitoires, limitation des
risques de corrosion sous contrainte du combustible.

• des contraintes économiques : il s’agit de sélectionner le matériau ayant le meilleur
compromis prix/performances mécaniques.

La recherche du plan de chargement du combustible est faite selon un processus itératif d’es-
sais erreurs avec simulations du cœur dans les conditions requises pour évaluer les différents
critères à respecter. Les grandes contraintes résident dans un compromis sur l’aplatissement
de la nappe de puissance, la fluence cuve et les marges de fonctionnement pour augmenter
la souplesse d’exploitation tout en respectant les limites de sûreté [5]. En effet, plus la nappe
de puissance est plate plus la température du modérateur est uniforme et meilleures sont les
performances thermodynamiques. On cherchera donc avant tout à conserver une nappe de
puissance plate -réduire le facteur de point chaud- donc limiter les causes qui pourraient la
perturber.

En conclusion, les grands cœurs de génération III sont les dernières tranches à visée
industrielle en construction dans le monde. Au moment de la rédaction de ce manuscrit,
les tests de démarrage à froid de de l’EPR™ sont terminés, les tests de démarrage à
chaud doivent commencer en 2018 pour un démarrage effectif dans le prolongement
de ces essais. Les besoins exprimés par l’exploitant Électricité de France (EDF) ainsi que
les études d’ingénierie menées par le Commissariat à l’Énergie Atomique et aux Énergies
Alternatives ont mis en évidence la place centrale des incertitudes associées à la nappe de
puissance neutronique du cœur du réacteur. L’établissement d’incertitudes fiables pour
nourrir la démarche de sûreté a ainsi motivé l’écriture de cette thèse de doctorat.
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1 Sensibilités d’un réacteur nucléaire

On se propose de rappeler ici des éléments théoriques nécessaires à la compréhension
des enjeux de notre étude. Nous avançons ici des arguments permettant de mettre en
évidence la sensibilité d’un cœur de réacteur à une perturbation extérieure. A dessein, les
outils de calcul de flux familiers au neutronicien ne seront évoqués que dans un chapitre
ultérieur. A la fin de celui ci, nous aurons mis en évidence les grandeurs nécessaires à la
caractérisation d’une nappe de puissance neutronique perturbée ainsi que les fondements de
la singularité neutronique des réacteurs de génération III.
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CHAPITRE 1. SENSIBILITÉS D’UN RÉACTEUR NUCLÉAIRE

1.1 Notions essentielles de neutronique

Le neutron est, avec le proton, un constituant élémentaire du noyau atomique. Étant
donné qu’il n’est pas chargé et que la portée de l’interaction forte est faible (elle est né-
gligeable à une distance supérieure à 10−12 cm), la distance entre deux interactions vaut en
général plusieurs centimètres. Ce sera donc la dimension privilégiée dans les études de neu-
tronique, ainsi que ses multiples. Par ailleurs, dans le cadre de la physique des réacteurs, le
domaine en énergie considéré est tel que l’énergie du neutron est uniquement cinétique. On
parlera donc uniquement d’énergie incidente E du neutron, même si c’est une référence à
sa vitesse. En particulier, la technologies dites des REPs inclut dans son design un corps qui
ralentit les neutrons (le modérateur). C’est pour cela que la répartition des neutrons en éner-
gie pour ce type de réacteur possède une forte composante dans le domaine thermique, dont
l’énergie est inférieure à 0,025 eV1. Dans le cas des RNRs, cette forte composante thermique
est négligeable et la fission est majoritairement issue de neutrons incidents autour du MeV.

1.1.1 Définition du modèle

On se place dans un modèle unidimensionnel comme en Figure 1.1 [6] : la section efficace

FIGURE 1.1 – modèle 1D du milieu ambiant

macroscopique Σ d’une interaction d’un neutron d’énergie E dans un milieu est le rapport
entre la probabilité d’interagir dans une tranche du milieu de longueur dx divisée par cette
longueur.

Σ =
dP

dx
(1.1)

Elle a donc pour unité l’inverse d’une longueur. Cette section dépend de la nature physico-
chimique du milieu, de sa densité et de l’énergie incidente du neutron. Par suite, la probabilité
d’interaction neutrons-noyaux sera proportionnelle au nombre de noyaux cibles dN :

dP = σdN

Or dN = ndx avec n la densité de noyaux par unité de volume.

Donc
dP = σndx

Ce qui nous permet de définir la section efficace microscopique comme le rapport entre la
section efficace macroscopique et la densité de noyaux dans le milieu considéré.

σ =
Σ

n
(1.2)

1Cette valeur est prise comme référence car il s’agit de l’énergie modale des noyaux en équilibre thermique
pour un milieu ambiant de température T=290K. Il s’agit tout de même d’une vitesse équivalente 2,2 km/s
malgré tout, ce qui rend l’appellation neutrons lents un peu abusive !
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CHAPITRE 1. SENSIBILITÉS D’UN RÉACTEUR NUCLÉAIRE

La section efficace macroscopique est une grandeur bien adaptée pour établir le bilan
neutronique (voir 1.2) mais elle est spécifique à chaque cas d’étude car elle dépend des
densités volumiques de noyaux. Ce sont donc les sections efficaces microscopiques qui sont
tabulées sous forme de bibliothèques issues d’évaluations internationales. Elles sont exprimées
en barns (1b = 10−24 cm2)

Le neutron peut réagir de plusieurs manières avec le noyau-cible :

• Il peut subir une diffusion, de manière élastique (cas où l’énergie totale du système
neutron-noyau-cible est conservée) ou de manière inélastique (cas où le noyau résiduel
possède une énergie supérieure à son premier niveau d’excitation, il se désexcite en
émettant un photon γ). Les sections efficaces correspondantes seront respectivement
notées σ(n,n) et σ(n,n′) .

• Il peut être capturé par le noyau-cible. Le noyau-composé ainsi formé peut alors se
désexciter en émettant un photon. On parle alors simplement de section efficace de
capture radiative σ(n,γ).

• Si le noyau-composé se scinde en plusieurs fragments, on parle de fission. Des neu-
trons sont alors émis et l’énergie cinétique des fragments est dissipée dans le milieu.
C’est cette réaction qui est exploitée pour produire de la chaleur dans le réacteur. Cette
section sera notée σ(n,f) .

• D’autres réactions à seuil peuvent se produire à haute énergie, comme l’émission d’un
noyau d’hélium σ(n,α) , la conversion du neutron incident en un proton émis σ(n,p) ,
l’émission de plusieurs neutrons σ(n,xn) . . .

Si on trace les valeurs des sections efficaces en fonction de l’énergie incidente du neutron
comme en Figure 1.2 [7], on constate tout d’abord que les valeurs de ces sections varient se-
lon un domaine qui s’étale sur plusieurs décades. Par exemple, le Gadolinium 157 est particu-
lièrement exploité pour sa grande section efficace à basse énergie (composé essentiellement
de capture) en tant que poison consommable.

Dans ce spectre, on distingue quatre domaines distincts :

• Le domaine thermique pour des énergies inférieures à l’électron-volt (eV), où les sections
efficaces ont des variations lentes, typiquement en 1

v

• Entre l’eV et le quelques dizaines de keV, la somme de l’énergie cinétique disponible
dans le centre de masse et et l’énergie de liaison dans le noyau composé approche
l’énergie d’excitation d’un niveau supérieur bien séparé. On y observe l’apparition de
résonances espacées dues à la formation d’un noyau composé, d’où son appellation : le
domaine des résonances résolues. En particulier, on met en évidence dans cette figure la
première résonance de capture de l’U238 à 6,67 eV.

• Le domaine des résonances non résolues, de la dizaine de keV jusqu’à quelques centaines
de keV, où la résolution des appareils de mesure ne permet plus de définir précisément
les résonances.

• Le continuum, dans des énergies supérieures, dans lequel la largeur des résonances
devient supérieure à leur espacement.

Il est important finalement de noter que même si ces domaines sont visibles pour tous
les isotopes, cette classification est arbitraire car les bornes qui les délimitent sont variables
selon les isotopes (les niveaux d’énergie changent).
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CHAPITRE 1. SENSIBILITÉS D’UN RÉACTEUR NUCLÉAIRE

FIGURE 1.2 – Section efficace microscopique totale de 238U, de 157Gd et de 16O en fonction de l’énergie
incidente du neutron

1.2 Bilan de la population neutronique

La finalité des codes de calcul en neutronique est d’établir un bilan de la population de
neutrons à l’instant t. Il s’agit d’abord de calculer le bilan neutronique macroscopique et le
flux angulaire dans une configuration donnée. Ensuite, on calcule le bilan matière de notre
système en tenant compte du vieillissement sous flux, l’évolution. Ici, on travaillera à un temps
donné et l’objet de notre étude se restreint à une situation statique, à savoir en situation
Puissance Zéro à Chaud (HZP).

Faisons un bilan des neutrons d’énergie E, à la position r dans la direction Ω, au temps
t contenus dans un élément de volume ∂V de normale sortante n avec les conditions aux
limites suivantes (équation de Boltzmann) :{

φ(r,Ω, E, t) = φ0(r,Ω, E) pour t=0
φ(r,Ω, E, t) = 0 sur ∂V , si Ω.n < 0

(1.3)

• Terme de disparition

– Fuites hors de ∂V

– Disparitions par interaction quelconque dans le cylindre

• Terme de création

– Arrivées à l’énergie E depuis l’énergie E’ et dans la direction Ω.

– Création de neutrons issus de fission

– Terme de source externe, telle qu’une source (α, n) de Béryllium au démarrage
d’un réacteur. Cette contribution est généralement négligée.
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CHAPITRE 1. SENSIBILITÉS D’UN RÉACTEUR NUCLÉAIRE

1

v

∂φ(r,Ω, E, t)

∂t︸ ︷︷ ︸
Variation temporelle du flux

=

∫ ∞
0

dE′
∫

4π
d2Ω′Σs(r,Ω

′ → Ω, E′ → E, t)φ(r,Ω′, E′, t)︸ ︷︷ ︸
diffusion depuis E’

+ S(r,Ω, E, t)︸ ︷︷ ︸
source (externe ou issue de fissions)︸ ︷︷ ︸

CRÉATION

−Ω.∇φ(r,Ω, E, t)︸ ︷︷ ︸
fuites

−Σt(r, E, t)φ(r,Ω, E, t)︸ ︷︷ ︸
interaction avec le milieu︸ ︷︷ ︸

DISPARITION

(1.4)

En l’absence de sources externes, l’expression de la source de neutrons S(r,Ω, E, t) émis
par les Nfiss fissions est la suivante :

S(r,Ω, E, t) =
1

4π

Nfiss∑
j=1

χj(r, E)

∫ ∞
0

dE′νj(E
′)Σf,j(r, E

′)

∫
4π
d2Ω′φ(r,Ω′, E′, t) (1.5)

Cette expression suppose que le spectre de fission χj est indépendant de l’énergie du
neutron qui cause la fission

χj(r, E,E
′,Ω) = χj(r, E,Ω) (1.6)

et que les neutrons sont émis de manière isotrope dans l’espace, hypothèse vérifiée en pra-
tique.

χj(r, E,Ω) =
χj(r, E)

4π
(1.7)

Ce sont des hypothèses vérifiées en pratique.

Cette équation (1.4) est valable dans la limite d’un gaz peu dense et est donc adaptée
pour le cas des neutrons dans un réacteur nucléaire. En effet, malgré leur nombre important
(environ 1014 cm−3 dans un réacteur), cette densité reste faible comparée à celle de la matière
(de l’ordre de 1022 cm−3 dans la matière ordinaire). La population neutronique peut donc être
considérée comme un gaz parfait monoatomique. La seconde conséquence de cette faible
densité est qu’elle permet de négliger complètement les collisions neutron-neutron et donc
d’obtenir une équation linéaire.

(1.4) est l’équation du transport sous sa forme intégro-différentielle. Elle peut se réécrire
sous différentes formes.

L’une des plus utilisées est celle dite intégrale (Equation 1.8) correspondant à une in-
tégration entre deux points r et r′ (r′ − r = sΩ). Il s’agit de la traduction analytique du
raisonnement suivant : en un point donné, les neutrons vus par un observateur imaginaire
sont les neutrons qui ont quitté2 l’un des points M situés à une distance s en amont de l’ob-
servateur sur la droite de direction ~Ω passant par O, en supposant que ces neutrons n’ont pas
subi de collision sur la distance de parcours MO = s. Ainsi,

φ(r,Ω, E) =

∫ ∞
0

e−τQ(r − sΩ, E,Ω)ds (1.8)

Avec :
2d’où la notation Q
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• τ =
∫∞

0 Σ(r′ − s′Ω, E)ds′

• Q la densité d’émission, c’est-à-dire la densité de neutrons en un point émise soit par
les sources de fission, soit par diffusion.

D’un point de vue physique, cette équation définit le flux comme la somme de tous les
neutrons arrivant en r avec une énergie E et se trouvant sur la demi-droite de direction Ω.

1.2.1 Équation stationnaire

Pour aider à la résolution de l’équation de Boltzmann, certaines simplifications, reposant
sur des considérations physiques, peuvent être réalisées.

1.2.1.1 Isotropie des milieux

La distance moyenne parcourue par un neutron dans un cœur est de l’ordre du cm. Elle est
bien supérieure à la distance caractéristique des liaisons entre les matériaux qui est de l’ordre
du µm. Par conséquent, l’évolution des neutrons et donc les sections efficaces de réactions
peuvent être supposées isotropes dans un réacteur. Pour la section de diffusion, qui dépend
à la fois de la direction d’arrivée et de départ du neutron, cette hypothèse permet de la
simplifier en utilisant simplement l’angle de déviation (via le produit scalaire des directions
avant et après diffusion).

ΣR(r,Ω, E) = ΣR(r, E) avec R = t, f

Σs(r,Ω
′ → Ω,E′ → E) =

1

2π
Σs(r,Ω

′.Ω,E′ → E)

En notant t, f et s les indices se rapportant à la section efficace macroscopique totale, de
de fission et de diffusion (scattering).

1.2.1.2 Dépendance temporelle dans l’équation de Boltzmann

On rappelle que

ΣR(r,Ω, E, t) = n(r,Ω, t)σR(r,Ω, E, t) avec R = t, s, f

Dans un réacteur nucléaire, la durée de vie d’un neutron est de l’ordre de quelques micro-
secondes. Cette durée de vie est le plus souvent bien inférieure aux durées caractéristiques
d’évolution du combustible. Par conséquent, les différentes sections efficaces sont supposées
indépendantes du temps.

ΣR(r,Ω, E, t) = ΣR(r,Ω, E) avec R = t, s, f

Pour pouvoir suivre l’évolution complète d’un système au cours du temps, il sera nécessaire
de recalculer les différentes sections efficaces en différents instants. Des modélisations plus
fines sont proposées, à base d’interpolations ou de modèles d’évolutions microscopiques de
sections efficaces (voir dans [8] par exemple).

Pour la variation temporelle du terme modélisant les sources de fission, on montre qu’il est
possible de supprimer la variation temporelle de ce terme en le divisant par un coefficient keff
appelé le facteur de multiplication effectif des neutrons. On dit qu’on se ramène au réacteur
critique associé. La correction dépend de l’état du réacteur [9] :
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CHAPITRE 1. SENSIBILITÉS D’UN RÉACTEUR NUCLÉAIRE

• keff < 1 le système est sous-critique, plus de neutrons sont absorbés que produits.

• keff = 1 le système est critique, le système est déjà à l’équilibre.

• keff > 1 le système est sur-critique, plus de neutrons sont produits qu’absorbés.

Et pour le flux angulaire, deux approches sont adoptées en fonction de l’échelle de temps
que l’on considère :

Si on s’intéresse aux petites échelles de temps (en dessous de la seconde) on découple la
dépendance temporelle des dépendances spatiales et énergétiques :

φ(r,Ω, E, t) = n(t)φ(r,Ω, E)

avec φ(r,Ω, E) le flux trouvé en résolvant l’équation de Boltzmann en régime stationnaire.
Plus le réacteur est proche de l’état stationnaire, plus cette dernière hypothèse est licite. Le
calcul de la fonction n(t) constitue un domaine d’études à part entière, il s’agit du modèle de
cinétique point.

Pour les plus grandes échelles de temps, on considère que le flux neutronique est constant
à chaque pas de temps et que l’évolution des concentrations de noyaux dans le réacteur se
calcule avec les équations de Bateman suivantes :

dNi

dt
=
∑
j

λj→iNj +
∑
k

∞∫
0

φ(t, r, E)σk→i(E)NkdE︸ ︷︷ ︸
production de i

−
∑
l

λi→lNi −
∑
m

∞∫
0

φ(t, r, E)σi→m(E)NidE

︸ ︷︷ ︸
disparition de i

Avec :

• Ni la concentration en noyaux i à un instant t donné.

• λj→i la constante de désintégration du noyau j sur le noyau i.

• σk→i la section efficace de réaction du noyau k formant le noyau i.

1.2.1.3 Spectre et nombre de neutrons par fission

Dans le cas d’un régime permanent, le spectre de fission χj et le nombre de neutrons émis
par fission νj regroupent les composantes promptes et retardées. Ainsi, s’il n’y a pas d’am-
biguité concernant l’isotope concerné, on écrira uniquement ν pour le nombre de neutrons
émis par fission ou χ pour le spectre de fission des neutrons prompts dans ce manuscrit.

En résumé, la résolution de l’équation de Boltzmann en régime stationnaire est un
préalable aux calculs d’évolution qui sont réalisés avec des codes de calcul spécifiques.
On retiendra donc la forme suivante :
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Ω.∇φ(r,Ω, E) + Σt(r, E)φ(r,Ω, E) =∫ ∞
0

dE′
∫

4π
d2Ω′Σs(r,Ω

′.Ω, E′ → E)φ(r,Ω′, E′) +
S(r,Ω, E)

keff
(1.9)

1.2.2 Écriture sous forme d’opérateurs

On se propose maintenant de simplifier l’écriture de cette équation. On définit donc :

• un opérateur de production F qui modélise les sources de fissions. En adoptant un
spectre de fission unique,

Fφ(r,Ω, E) =
χ(r, E)

4π

∫ ∞
0

dE′νΣf (r, E′)

∫
4π
d2Ω′φ(r,Ω′, E′) (1.10)

• un opérateur de transfert H comptabilisant les diffusions qui amènent les neutrons à
l’énergie E.

Hφ(r,Ω, E) =

∫ ∞
0

dE′
∫

4π
d2Ω′Σs(r,Ω

′.Ω, E′ → E)φ(r,Ω′, E′) (1.11)

• un opérateur L qui regroupe les fuites géométriques et les collisions dans le milieu.

Lφ(r,Ω, E) = [Ω.∇ + Σt(r, E)]φ(r,Ω, E)

• un opérateur de disparition A3 regroupant les collisions dans le milieu, les fuites et les
arrivées par diffusions.

Aφ(r,Ω, E) = Lφ(r,Ω, E)−Hφ(r,Ω, E) (1.12)

On réécrit finalement (1.9) sous la forme suivante :

(A− λF )φ(r,Ω, E) = 0

En posant λ = 1
k ou, en omettant les arguments,

Aφ− λFφ = 0 (1.13)

On reconnait donc un problème aux valeurs propres.

3la notation A vient du mot anglais advection. Si on se réfère aux définitions de la mécanique des fluides,
l’opérateur d’advection est stricto sensu Ω.∇φ(r,Ω, E) : il s’agit du transport d’une grandeur à la vitesse du
milieu environnant. Par opposition, la diffusion est le transport d’une grandeur (chaleur, particules, . . . ) sans
mouvement du fluide environnant. Certains auteurs [10] proposent la notation T , à des fins pédagogiques. Nous
avons choisi de rester cohérent avec les publications anglophones mais néanmoins de bien redéfinir cet opérateur.
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1.3 Caractérisation de la sensibilité du système

Supposons que le problème (1.13) admette une infinité de couples (φk, λk) solution4. On
ordonne les valeurs propres λ par module décroissant :

|λ0| > |λ1| > |λ2| > . . . (1.14)

Définition 1.1. Ainsi, le mode propre φ0 associé à la plus grande valeur propre λ0 est appelé
mode fondamental. Il est toujours positif à l’intérieur du réacteur [11] et les valeurs propres
λk sont toutes réelles et positives.

Chacun des couples harmoniques (φk, λk) vérifie également l’équation de Boltzmann ho-
mogène :

Aφk − λkFφk = 0 (1.15)

♦

Définition 1.2. Les flux adjoints sont définis par l’équation adjointe obtenue en transposant
(1.15) :

A∗φ∗l − λ∗l F ∗φ∗l = 0 (1.16)

pour le produit scalaire sur l’espace des phases (r, E,Ω) suivant :

〈Φ|Ψ〉 =

∫
V
d3r

∫ ∞
0

dE

∫
4π

Φ(r,Ω, E)Ψ(r,Ω, E)d2Ω

♦

Les flux réels et adjoints convenablement normalisés obéissent à des relations d’orthogo-
nalité :

〈φ∗k|Fφl〉 = δkl

où δkl est le symbole de Kronecker, qui vaut 1 si k = l, 0 sinon. Reprenons maintenant la
méthode dite standard au sens de Gandini [12] : On perturbe maintenant notre système.
Toutes les grandeurs de l’équation (1.13) sont par conséquent perturbées :

(A′ − λ′F ′)φ′ = 0 (1.17)

Posons

A′ = A+ δA

F ′ = F + δF

λ′ = λ+ δλ = λ+ λ(1) + . . . = λ+

∞∑
i=1

λ(i)

φ′ = φ+ δφ = φ+ φ(1) + . . . = φ+

∞∑
i=1

φ(i)

On réécrit (1.17) aux premiers ordres. A l’ordre n, on néglige les termes d’ordre supérieur
ainsi que les termes croisés d’ordre supérieur. On trouve le système d’équations suivant pour
n = 0, 1, 2 :

(A− λF )φ = 0 ordre 0 (1.18)

(A− λF )φ(1) = −(δA− λδF )φ(1) + λ(1)Fφ 1er ordre (1.19)

(A− λF )φ(2) = −(δA− λδF )φ(1) + λ(2)Fφ+ λ(1)Fφ(1) + λ(1)δFφ 2ème ordre (1.20)

4Fermer le problème reviendrait à choisir des conditions aux limites de la forme de celles données en (1.3).
Le propos de ce paragraphe veut rester dans la généralité.
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L’équation (1.18) nous redonne l’équation de Boltzmann non perturbée.

Les équations suivantes montrent que pour trouver le couple (λ(n), φ(n)), on doit disposer
de (λ(n−1), φ(n−1)).

Pour l’harmonique de premier ordre de la valeur propre, on prend le produit scalaire
membre à membre de φ∗ avec (1.19).

Si 〈
φ∗
∣∣∣−(δA− λδF )φ(1) + λ(1)Fφ

〉
= 0 (1.21)

alors

λ(1) =
〈φ∗|(δA− λδF )φ〉

〈φ∗|Fφ〉
(1.22)

La réciproque de (1.22) est plus technique à montrer. Il s’agit en fait d’une application de
l’alternative de Fredholm formalisée dans [13] et détaillée dans [14].

Par ailleurs, pour aboutir à une expression du flux perturbé au premier ordre, on le dé-
compose sur la base formée par les vecteurs propres du flux non perturbé :

φ(1) =
∞∑
n=0

a(1)
n φn (1.23)

Le lecteur notera que a(1)
k représente la composante du flux perturbé au 1er ordre sur le kième

harmonique du flux non perturbé.

Eq. (1.19) devient alors

(A− λF )

∞∑
n=0

a(1)
n φn = 〈φ∗k|(δA− λδF )φ〉 (1.24)

Soit φ∗k le kème harmonique du flux ajoint non perturbé (un des vecteurs propres solution
de l’équation de Boltzmann adjointe (A∗ − λF ∗)φ∗ = 0). Le produit scalaire de φ∗k membre à
membre avec (1.24) donne après simplification

∞∑
n=1

a(1)
n 〈φ∗k|(A− λF )φn〉 = −

〈
φ∗k

∣∣∣(δA− λδF )φ(1) + λ(1)Fφ
〉

(1.25)

On rappelle la définition de l’opérateur de Boltzmann adjoint [10] :

Définition 1.3. Soit H un espace de Hilbert. Étant donné un opérateur A, on définit son
adjoint A∗ par :

∀Φ,Ψ ∈ H, 〈Ψ|AΦ〉 = 〈A∗Ψ|Φ〉 (1.26)

♦

on l’applique ici

∞∑
n=1

a(1)
n 〈φ∗k|(A− λF )φn〉 =

∞∑
n=1

a(1)
n 〈φ∗k|(A− (λ+ λk − λk)F )φn〉

=
∞∑
n=1

a(1)
n (〈(A− λkF )∗φ∗k|︸ ︷︷ ︸

=0, ∀n

|φn〉 − 〈φ∗k|((λ− λk)Fφn〉︸ ︷︷ ︸
=0, ∀n6=k

)

= −a(1)
k (λ− λk) 〈φ∗k|Fφk〉

= −
〈
φ∗k

∣∣∣(δA− λδF )φ(1) + λ(1)Fφ
〉
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Nous pouvons donc proposer une expression des coefficients a(1)
k (le cas k = 0 est fixé

par une condition de normalisation choisie arbitrairement, par exemple un même niveau de
puissance entre l’état perturbé et l’état non perturbé, 〈Fφ0〉) :

a
(1)
0 =

〈F0φ0〉 −
∞∑
n=1

a
(1)
n 〈F ′φn〉

〈F ′φ0〉
(1.27)

a
(1)
k =

1

λk − λ0

〈φ∗k|δA− λ0δF )φ0〉
〈φ∗k|Fφk〉

(1.28)

Finalement, on exprime la valeur propre et le flux perturbés :

λ′ =
1erordre

λ+
〈φ∗|(δA− λδF )φ〉

〈φ∗|Fφ〉

φ′ =
1erordre

(1 + a
(1)
0 )φ0 +

∞∑
k=1

1

λk − λ
〈φ∗k|δA− λδF )φ0〉
〈φ∗k|Fφk〉

φk

(1.29)

(1.30)

L’expression (1.30) montre que, à perturbation initiale donnée, 〈φ
∗
k|δA−λδF )φ0〉
〈φ∗k|Fφk〉

sera donné
et l’effet sur les composantes selon φk sera donné par la Séparation des valeurs propres (SVP)
(Eigenvalue Separation en anglais).

EV Sk =
1

λk − λ
(1.31)

S’agissant du premier ordre uniquement, on ne considèrera que EV S1 = 1
λ1−λ c’est-à-dire

qu’on n’étudiera que l’effet prépondérant de la perturbation. En effet, les valeurs propres
étaient classées par module décroissant (cf (1.14)). La valeur de ce facteur est essentiellement
gouvernée par les fuites mais des termes correctifs rendant compte de la composition du cœur
ou du plan de chargement peuvent être observés.

Dans l’optique d’un calcul de flux perturbé, il faudrait donc calculer EV S1 d’abord, φ1, φ∗1
(et éventuellement les harmoniques de rang supérieurs) et le quotient des produits scalaires.

Par conséquent, on propose dans les parties suivantes de calculer les modes propres directs
et adjoints du flux et de mettre en évidence leurs limitations.

1.3.1 Calcul du mode fondamental : les itérations de puissance

Le calcul du mode fondamental (φ0, λ0) est au centre des études de neutronique. D’un
point de vue physique, c’est le couple qui constitue l’état stationnaire du réacteur. Le keff est
donc interprété ici comme harmonique de rang 0 de la valeur propre (par abus de langage)
de l’opérateur de Boltzmann. La connaissance de φ0 détermine par suite le calcul des taux
de réaction ΣRφ, en particulier les taux de fission Σfφ qui nous permettront de calculer les
nappes de puissance neutronique.

Notre problème s’écrit :

A−1Fφ = Mφ =
1

λ
φ (1.32)

que l’on résout avec l’algorithme suivant (algorithme dit des itérations de puissances) :
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• On prend d’abord un vecteur u non nul5.

• Alors la suite de vecteurs (vn) définie par vk+1 = 1
αk+1

Mvk (αk+1 est la composante de
module maximal du vecteur Mvk) converge vers le vecteur propre associé à la valeur
propre λ0. De plus, (αk) converge vers λ0.

Le lecteur pourra par exemple se référer à [15] ou à [16] pour une démonstration rigoureuse
et claire de la convergence de la méthode. Il trouvera également de nombreuses explications
dans [11] quant aux applications de cette méthode à la neutronique. On en présente ici les
principaux ressorts.

Démonstration. On peut, à juste titre, deviner que vk+1 est en fait Mku normalisé. On dé-
compose le vecteur initial en

u =

p∑
i=0

Piu (1.33)

où Pi est le projecteur spectral associé à la valeur propre λi. On pose (cf. [16] chap.1 pour
la preuve de l’existence de la décomposition) MPi = Pi(λiPi + Di) où Di est une matrice
nilpotente d’index li. Donc

vk =
1

αk
Mk

p∑
i=0

Piu

=
1

αk

p∑
i=0

MkPiu

=
1

αk

p∑
i=0

(Pi(λiPi +Di))
ku

=
1

αk

p∑
i=0

Pi(λiPi +Di)
ku car Pi est un projecteur

=
1

αk

(
λk0P0u+

p∑
i=1

Pi(λiPi +Di)
ku

)
λ0 est une valeur propre simple donc D1 = 0

=
λk0
αk

(
P0u+

p∑
i=1

1

λk0
(λiPi +Di)

kPiu

)
(1.34)

Chaque (λiPi+Di)
λ0

est un opérateur dont le rayon spectral6 est inférieur à 1. En effet, on avait
classé toutes les valeurs propres par module décroissant. Par suite, leur puissances de k vont
toutes converger vers 0. Comme P0u 6= 0 par construction, (1.34) assure que vk converge vers
P0u 6= 0 normalisé de telle manière que sa composante la plus grande soit 1. Étant donné
que (vk) converge et que Avk = αk+1vk+1, αk converge vers λ0.

Cette démonstration un peu technique a permis de mettre en évidence le facteur de
convergence de l’algorithme comme

DR =
|λ1|
|λ0|

(1.35)

5En toute rigueur, il est nécessaire que u ne soit pas orthogonal au sous-espace propre associé à λ0, sinon
l’algorithme convergera vers λ1. Dans les cas pratiques, comme en section 3.9.4, on initialise par un vecteur dont
toutes les composantes sont égales à 1, ce qui convient en fait dans tous les cas grâce au bruit numérique.

6la valeur propre de module maximal
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souvent nommé rapport de dominance ou dominance ratio. Par suite,

|EV S1| ≥
1

|λ1 − λ0|
=

1

|λ0|
1

|λ1λ0 − 1|
≥ 1

|λ0|
1

(|λ1λ0 |+ 1)
=

1

|λ0|
1

1 +DR
(1.36)

Ce qui revient à dire que si la séparation des valeurs propres diminue, alors le rapport de
dominance augmente, devient proche de 1, alors la vitesse de convergence pour les itérations
de puissance diminue. Finalement, on peut conclure que la séparation des valeurs propres est
une grandeur dimensionnante pour le calcul des modes propres du flux.

1.3.2 Calcul des harmoniques de rang supérieur : filtrage

Maintenant, nous disposons du mode fondamental (φ0, λ0). Comment aboutir aux ordres
supérieurs ?

Comme on sait que tous les espaces propres du flux sont en somme directe, il suffit de re-
trancher à un vecteur quelconque son projeté orthogonal sur l’espace engendré par le mode
fondamental, pour obtenir un vecteur exclusivement composé d’harmoniques d’ordre supé-
rieur. Par itération de la puissance, qu’on applique au vecteur ainsi formé, on aboutirait au
premier harmonique. En fait, en pratique, à cause du bruit numérique, introduit par la ma-
chine utilisée lors du calcul, une composante fondamentale, éventuellement infime, est tou-
jours insérée au cours du calcul. Il est donc difficile au cours du procédé de conserver un
vecteur orthogonal au sous-espace fondamental. On résout ce problème en soustrayant à
chaque itération une projection construite à partir des flux et flux adjoints de tous les modes
précédents. Cette méthode est appelée filtrage et introduite par G. Palmiotti [17].

Par ailleurs, les harmoniques peuvent éventuellement être dégénérées et le solveur ne
converge pas sur une seule des deux solutions. la méthode traditionnelle de filtrage ne par-
vient ainsi pas à converger. G. Bruna [18] propose une méthode pour contourner cet écueil,
basée sur la brisure des symétries des harmoniques par perturbation locale infinitésimale.
Elle complique néanmoins la formulation du problème.

Ce problème est également expliqué en détail dans la thèse de Maxence Maillot, où il
propose une méthode de levée de dégénescence des modes propres du flux [19] dans le cas
des cœurs à haut degré de symétrie à partir d’une modification des conditions aux limites
du problème. Par ailleurs, il souligne que l’utilisation de la SVP comme caractéristique d’un
cœur est ambiguë car une SVP est nécessairement associée à une harmonique du flux. Si on
compare deux cœurs du point de vue de leur SVP, il faut prêter attention à l’harmonique que
l’on considère. Un critère univoque est donc lourd à mettre en place.

Finalement, les choix de design du cœur, comme l’augmentation de sa taille, des plans de
chargement qui réduisent les fuites et l’augmentation de l’efficacité du réflecteur entre autres
peuvent augmenter ce facteur et donc affecter la sensibilité du cœur.

1.4 Enjeux de notre étude

Les parties précédentes furent l’occasion de mettre en lumière le rôle prépondérant de
la séparation des valeurs propres dans la caractérisation de la sensibilité du système. Nous
avons également montré que le calcul du flux perturbé était dimensionné, via la méthode de
calcul employée, par cette même grandeur.

Finalement, le fait que les premières valeurs propres soient proches permet de dire que la
nappe de puissance est sensible à une perturbation extérieure (section 1.3) et que le calcul
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des modes propres devient difficile. Il apparait ainsi avantageux d’aboutir à la sensibilité
du système par une autre méthode.

Dans la suite, nous qualifierons de perturbation initiale toute modification d’origine exté-
rieure qui a un effet sur la nappe de puissance :

• Le bombement sera un basculement centre/périphérie de la nappe de puissance cau-
sée par la variation d’une donnée d’entrée globale, typiquement une section efficace.
Le cœur neuf ayant une symétrie par quart de cœur (par huitième dans le cas Toutes
Grappes Extraites (TGE)), la déformation résultante aura la même symétrie. Le bombe-
ment de la nappe de puissance est précisément l’objet de ce manuscrit.

• Dans le cas d’une perturbation initiale locale, la déformation résultante de la nappe
de puissance sera asymétrique. On peut citer par exemple une arcure des assemblages
qui diminue localement le rapport de modération dans l’environnement des crayons. La
déformation résultante sera asymétrique, on la nommera tilt. On rencontre particulière-
ment le tilt quand il s’agit d’étudier une déformation mécanique locale des assemblages,
ou une dissymétrie au niveau du débit des pompes primaires. Une première approche
a déjà été détaillée dans [20].
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Points-clés du chapitre : Sensibilités d’un réacteur nucléaire

• En partant de l’équation de Boltzmann, on peut exprimer, en faisant l’hypothèse
de petites perturbations, que la variation de la valeur propre induite par une petite
perturbation s’exprime comme

λ(1) =
〈φ∗|(δA− λδF )φ〉

〈φ∗|Fφ〉

Donc, à flux fixé, l’effet sur la valeur propre ne dépendra que de la nature de la
perturbation.

Par ailleurs, la composante du flux perturbé sur la première harmonique du flux se
décompose, au premier ordre, en un produit de deux facteurs :

1

λ(DR− 1)︸ ︷︷ ︸
caractéristique du système

× 〈φ∗1|δA− λδF )φ0〉
〈φ∗1|Fφ1〉︸ ︷︷ ︸

dépendant du flux initial et de la perturbation

(1.37)

Par conséquent, à perturbation initiale fixée, le flux sera d’autant plus perturbé, au
premier ordre, que le rapport de dominance DR est petit, autrement dit d’autant
plus que le cœur est grand.

• De plus, on montre que le calcul des flux direct et adjoint est dimensionné par ce
même rapport de dominance DR. Ainsi, plus le cœur est grand, plus il est difficile
de calculer le flux avec précision.

• Nous allons donc mettre en place une méthode permettant d’accéder à la sensibilité
du cœur vis-à-vis d’une perturbation extérieure. Elle se doit alors d’être souple et
facile à mettre en œuvre sans être dépendant des problèmes de convergence de
flux.
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2 Méthodes de propagation
d’incertitudes

Ce chapitre nous donne l’occasion de définir la notion d’incertitude et les moyens de la quan-
tifier. On verra en particulier que l’étude même du concept permet de dégager des approches
permettant de la déterminer. Ainsi, il apparait que l’incertitude propagée résulte de deux infor-
mations conjointes : la sensibilité intrinsèque du système (développée au chapitre 1) et la mécon-
naissance des paramètres d’entrée (développée au chapitre 5). On mettra également en évidence
deux manières de combiner ces informations : en entrée (propagation stochastique des incerti-
tudes) ou en sortie (propagation déterministe des incertitudes). Nous positionnerons finalement
notre approche, à savoir la méthode Simple Monte-Carlo (SMC).
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2.1 Une seule définition de l’incertitude?

2.1.1 L’incertitude en tant que mesure du degré de connaissance :

Le terme d’incertitude recoupe plusieurs notions. C’est, d’un point de vue purement tech-
nique, la “quantité mesurant la limite de l’erreur éventuelle pouvant affecter une mesure”
mais aussi sa conséquence au niveau de l’esprit humain, à savoir “ l’impossibilité dans la-
quelle est une personne de connaître ou de prévoir un fait, un événement qui la concerne”
[21]. On pourrait peut-être penser qu’un des buts de la démarche scientifique est de sup-
primer progressivement les éléments inconnus sur le monde qui nous entoure au moyen de
formules mathématiques, mais les progrès de la physique moderne nous ont fait repenser le
concept d’incertitude. Prenons le principe d’incertitude d’Heisenberg qui stipule que la quan-
tité de connaissances est bornée ! Il serait alors approprié de parler de science incertaine
fiable, autrement dit dont on peut estimer les incertitudes avec précision.

Pour aller plus loin, la communication de M. H. Duong [22] fournit un regard interdisci-
plinaire intéressant sur la notion d’incertitudes. En Sciences Physiques, différentes interpré-
tations des probabilités sont possibles :

• fréquentielles : on peut disposer, en principe, de séries d’observations dont on peut
dériver des fréquences empiriques. Le grand nombre de phénomènes observés permet
d’en tirer une tendance générale et d’en extrapoler le comportement.

• logiques : on modélise le phénomène par une loi idéale, comme le jeté de dé parfait
dont les six faces sont équiprobables.

• chaos : le chaos permet aussi de justifier le recours aux modèles stochastiques pour
décrire des systèmes déterministes inobservés pendant un temps assez long. Pensons à
une résolution probabiliste de l’équation de la chaleur, dont la solution à temps infini
est atteignable avec des outils probabilistes, notamment à base de chaînes de Markov.

Du point de vue de l’économiste, le traitement de l’incertitude repose sur des bases plus
élaborées que l’on va évoquer à travers l’exemple assez classique [23] d’une urne contenant
90 billes colorées. Il s’agit d’un tirage unique, et la question est bien entendu de deviner
quelle sera la couleur de la bille tirée. On peut par exemple imaginer un jeu gratuit dans
lequel le parieur recevra 100e s’il devine juste, 0e sinon. Ce jeu permet de distinguer trois
niveaux d’ignorance et d’y associer rigoureusement des mots du vocabulaire courant :

• Incomplétude : Le paragraphe précédent ne donne pas la liste des tirages possibles. Ce
cas illustre les situations dans lesquelles on ne connait pas toutes les conséquences
possibles. Des surprises peuvent arriver.

• Incertitude : Supposons maintenant connu le fait qu’exactement 30 des billes sont
rouges, les autres pouvant êtres noires ou blanches. Ce cas illustre les situations dans
lesquelles les conséquences possibles sont connues mais on ne dispose pas de probabi-
lités explicites.

• Risque : On ajoute l’information selon laquelle chacune des 60 billes non-rouges a eté
tirée sans biaiser d’un sac bien mélangé contenant le même nombre de billes noires
et blanches. Dans ce cas, non seulement les différentes conséquences possibles sont
connues, mais en plus on dispose de probabilités bien fondées.
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2.1.2 non figée . . .

Le mathématicien fera émerger du concept de probabilité une dualité notable à ne pas
perdre de vue, surtout quand il s’agira d’interpréter nos résultats pour en inférer une généra-
lité1. On envisagera donc :

• les probabilités selon une vision fréquentiste, autrement dit de manière objective : on se
donne pour but de dégager les lois stochastiques de processus aléatoires tendanciels sur
du long terme. On invoque cette interprétation quand il s’agit de traiter d’événements
répétitifs.

• les probabilités selon l’angle de l’inférence bayésienne : les probabilités que l’on avance
sont révélatrices d’un degré de certitude où l’on met en exergue un degré de certitude
a priori liée à un degré de certitude a posteriori par une fonction de vraisemblance. La
mise en équation correspondante fait intervenir le théorème de Bayes2(ou théorème des
probabilités conditionnelles)

Théorème 2.1. de Bayes

Étant donnés deux événements A et B,

P(A|B) =
P(B|A)P(A)

P(B)
(2.1)

Le terme P(A) est la probabilité a priori de A. Elle est « antérieure » au sens qu’elle
précède toute information sur B. Le terme P(A|B) est appelée la probabilité conditionnelle
de A sachant B. Elle est « postérieure », au sens qu’elle dépend directement de B. Le terme
P(B|A), pour un B connu, est appelé la fonction de vraisemblance de A. De même, le terme
P(B) est appelé la probabilité marginale ou a priori de B.

Tandis que la vision bayésienne laisse une part à l’intuition (P(A) peut se voir comme un “avis
d’expert” qui donne une première estimation), la vision fréquentiste ne traite que des états
intrinsèques ou de nature. Les problèmes de condamnation judiciaire (condamner ou non un
accusé) ou de diagnostic médical font pleinement intervenir une démarche bayésienne alors
que les problèmes impliquant une répétition importante (lancer de dés, tirage de pièces)
relèvent du fréquentisme. Plus trivialement, l’infographie figure 2.1 résume cette distinction.

2.1.3 . . . mais unique

Même si elles s’opposent, les deux approches sont malgré tout complémentaires ; on utili-
sera préférentiellement l’une ou l’autre interprétation en fonction de la quantité d’information
dont on dispose : l’interprétation bayésienne correspondra à un faible nombre de mesures et
l’interprétation fréquentiste apparaitra de plus en plus fondée avec la quatité croissante d’in-
formations. La convergence du processus total est assurée par la loi forte des grands nombres
et la valeur de l’espérance est déterminée par le Théorème Central Limite (TCL) (rappelés en
Annexe A).

1On peut faire remonter au XVIIème siècle cette dualité de point de vue. Elle s’est décliné ensuite de diverses
manières selon les époques : depuis Condorcet [24] qui distingue motif de croire et facilité à Augustin Cournot
(1801-1877) parlant de chance et de probabilité. Le lecteur intéressé pourra lire la communication de la confé-
rence d’A. Desrosières qui traite de cette dualité dans les usages sociaux. [25]

2l’Histoire a retenu le nom du révérend anglais, alors que c’est notre compatriote Pierre-Simon de Laplace qui
en a compris la profondeur . . .
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FIGURE 2.1 – Fréquentistes contre bayésiens

2.1.4 Mise en œuvre de l’approche bayésienne : la représentativité

Une fois que cette incertitude a priori est déterminée, on envisage éventuellement de ré-
duire cette incertitude par application des principes de la transposition. En fait, on prend
en compte l’information ajoutée par des systèmes neutroniques supplémentaires, comme des
maquettes critiques, pour réduire l‘’incertitude sur des systèmes ayant une sensibilité neu-
tronique comparable. Si on ne s’occupe que d’un seul système de base, par exemple d’un
programme expérimental, on peut définir :

• un coefficient de représentativité r(R,E) analogue à un coefficient de corrélation indi-
quant le degré de pertinence de l’expérience.

r(R,E) =
StRMSE√

(StRMSR)(StEMSE)
(2.2)

avec SR et SE les vecteurs sensibilité du réacteur (R) et de l’expérience(E) à la don-
née nucléaire considérée et M la matrice de variances-covariances de la dite donnée
nucléaire. Ces notions seront définies plus rigoureusement dans la suite du manuscrit.
Avoir un système neutroniquement comparable revient à construire le système tel que
son coefficient de représentativité (2.2) soit proche de 1.

• le poids relatif entre les incertitudes dues aux données nucléaires εE =
√
StEMSE et

les incertitudes technologiques δE .

w =
StEMSE

StEMSE + δ2
E

=
1

1 +
(
δE
εE

)2 (2.3)
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On voit ici ainsi que ces grandeurs dépendent fortement de la qualité de cette matrice de
covariances. En d’autres termes, le choix de la matrice M conditionne les résultats de
cette approche quand δE n’est pas petit devant εE .

Dans la suite, on va noter C la grandeur d’intérêt calculée et E la grandeur d’intérêt ex-
périmentale. On peut donc prévoir Eréacteur à partir du biais concernant la maquette et des
simulations concernant le réacteur. On montre ainsi qu’un facteur de transfert aRE fournit le
rapport entre les deux biais :(C

E
− 1
)
réacteur

= aRE

(C
E
− 1
)
expérience

(2.4)

où aRE s’exprime comme suit :

aRE =
r(R,E)

1 + δ2
E/(S

t
EMSE)

√
StRMSR
StEMSE

= wr(R,E)
IR
IE

(2.5)

De plus, l’information apportée par l’expérience conduit aussi à une réduction des incertitudes
concernant le réacteur. L’incertitude a posteriori I∗R est déduite de l’incertitude a priori IR de
la manière suivante :

I∗R = βIR (2.6)

Où β se calcule de la manière suivante

β2 = 1−
r2

(R,E)

1 + δ2
E/(S

t
EMSE)

= 1− wr2
(R,E) (2.7)

Cette méthode est aujourd’hui largement appliquée en neutronique. Nous évoquerons ici
succintement quelques exemples. En appliquant cette méthode au programme expérimental
AMMON réalisée sur EOLE pour réduire les incertitudes associées au keff du Réacteur Jules
Horowitz (RJH), l’incertitude a posteriori due aux données nucléaires pour le RJH s’élève
à 349 pcm pour le keff soit une réduction de moitié. Dans le domaine de la sûreté-criticité,
cette méthode a été implémentée dans l’outil R.I.B. [26] disponible au CEA, outil associé au
formulaire de calcul CRISTAL et utilisé dans les études de Sûreté-Criticité, en utilisant les
benchmarks expérimentaux disponibles dans la base International Criticality Safety Bench-
mark Evaluation Project (ICSBEP). Cette méthode permet aussi de quantifier les biais et
incertitudes liés à l’utilisation du formulaire DARWIN2.3 : biais associés à la puissance ré-
siduelle d’un REP [27] ou inventaire du combustible usé dans le cas d’un assemblage REP
moxé 15x15 [28]. Elle permet également de transposer les expériences BASALA dans EOLE
aux réacteurs électronucléaires REB [29] et les expériences EPICURE [30] aux réacteurs REP
[31].

2.2 Propagation déterministe des incertitudes

Le premier type de propagation que nous allons examiner découple sensibilité intrinsèque
du système et méconnaissance des données d’entrée. Il s’agit des méthodes déterministes de
propagation d’incertitudes qui reposent sur des bases théoriques élaborées, mais, et c’est
d’ailleurs leur principale force, requièrent un temps de calcul peu élevé en règle générale.

Pour fixer les idées, on travaille avec X = (Xi)i=1...p une section efficace multigroupe
quelconque, l’indice i désignera le groupe énergétique dans lequel elle est calculée. Reprenons
Y = η(X), la sortie d’intérêt. En faisant l’hypothèse d’un comportement linéaire du code
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par rapport à chacune des sections efficaces, on peut écrire un développement de Taylor au
premier ordre de Y autour de son espérance :

cov(yi, yj) ≈
p∑

k=1

p∑
l=1

cov(xk, xl)
∂ηi
∂xk

∂ηj
∂xl

(2.8)

que l’on écrit sous forme matricielle :

ΣY = JΣXJ
t (2.9)

avec J la matrice jacobienne de η et J t sa transposée.

Définition 2.1. La matrice de variance-covariances d’un paramètre X est la matrice suivante :
Σ11
X Σ12

X · · · Σ1p
X

Σ21
X

. . .
...

...
. . .

...
Σp1
X · · · · · · Σpp

X

 (2.10)

avec Σij
X = E((Xi − E(Xi))(Xj − E(Xj))) = cov(Xi, Xj)

♦

Définition 2.2. La sensibilité de Y à une donnée nucléaire est défini comme le vecteur dont
chacune des composantes est la dérivée partielle de η selon xi.

SY =

(
∂η

∂xi

)
i=1...p

(2.11)

En fait, la sensibilité de Y est l’analogue de la matrice jacobienne pour une fonction à valeurs
scalaires. ♦

On réécrit donc la relation (2.9) pour une fonction à valeurs scalaires :

var(y) = SY ΣXS
t
Y (2.12)

ce qui donne la formule classique de propagation des incertitudes (règle dite du sandwich3

[32]) :

σY =
√
SY ΣXStY (2.13)

Ce qui permet de décomposer le calcul de l’écart-type σY (incertitude sur la fonction de
réponse) en le calcul du vecteur sensibilité SY dans un premier temps (détaillé en partie
2.2.1) puis de réaliser le produit matriciel avec une matrice de covariances bien choisie dans
un second temps.

Dans la pratique, on utilise préférentiellement la dérivée logarithmique de la fonction de
réponse :

SY,log =

(
∂ln(η)

∂ln(xi)

)
i=1...p

=

(
∂η
∂xi
η
xi

)
i=1...p

(2.14)

ainsi que des matrices de corrélations.

ρijX =
cov(Xi, Xj)

σiσj
=

E((Xi − E(Xi))(Xj − E(Xj)))

σiσj
= corr(Xi, Xj)

3La matrice de covariances forme en effet un sandwich avec les sensibilités !
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Définition 2.3. La matrice de corrélation d’un paramètre X est la matrice suivante :
1 ρ12

X · · · ρ1p
X

ρ21
X

. . .
...

...
. . .

...
ρp1X · · · · · · 1

 (2.15)

avec

ρijX =
Σij
X

σiσj
=

E((Xi − E(Xi))(Xj − E(Xj)))

σiσj
= corr(Xi, Xj)

♦

La formulation pratique de la règle du sandwich s’écrit finalement de la manière suivante :

σY =
√
SY,logρXS

t
Y,log (2.16)

2.2.1 Calcul du vecteur sensibilité

Le calcul du vecteur sensibilité fait intervenir un formalisme spécifique que l’on se propose
de détailler maintenant. Il s’agit de :

• La Théorie des Perturbations Standard (SPT), pour le keff

• La Théorie des Perturbations Généralisées (GPT) dans le cas d’un quotient de fonctions
bilinéaires du flux

• La Théorie des Perturbations Généralisées Équivalentes (EGPT) dans le cas d’une diffé-
rence de réactivité

Définition 2.4. On rappelle l’équation de Boltzmann sans sources externes :

(A− λF)φ = 0 (2.17)

de laquelle on prend l’équation adjointe. Les opérateurs sont donc remplacés par leurs trans-
posés conjugués (notés *) et λ devient λ∗.

(A∗ − λ∗F∗)φ∗ = 0 (2.18)

Cependant, A et F sont des opérateurs réels donc passer à l’adjoint revient à transposer l’opé-
rateur. Nous conserverons néanmoins l’étoile en cohérence avec la notation du flux adjoint.
λ étant une valeur propre réelle, elle est égale à sa conjuguée. Finalement, la solution de
l’équation 2.18 donne le flux adjoint du problème.

(A∗ − λF∗)φ∗ = 0 (2.19)

D’un point de vue physique, le flux adjoint φ∗ [33] correspond à la contribution au bilan
neutronique d’un neutron qui serait né en r à une énergie E et dans la direction Ω. Plus
le flux adjoint est grand en un point, plus la perturbation du flux direct aura d’impact sur
le bilan neutronique total, d’où le fait qu’on qualifie quelquefois le flux adjoint d’importance
neutronique. ♦
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2.2.1.1 Théorie des Perturbations Standard (SPT)

La théorie des perturbations standard permet de traiter la variation de keff causée par
une perturbation des données d’entrée du système. Supposons ce dernier dans un état initial
vérifiant l’équation du transport stationnaire sans source externe :

Aφ = λFφ (2.20)

Supposons qu’il subisse une perturbation de sorte que toutes les grandeurs du système
soient modifiées comme suit :

A→ A’ = A + δA (2.21)

F→ F’ = F + δF (2.22)

φ→ φ’ = φ+ δφ (2.23)

λ→ λ’ = λ+ δλ (2.24)

Le nouvel état vérifie encore l’équation du transport, on a donc :

A’φ’ = λ’F’φ’ (2.25)

Cette équation peut alors se développer de la manière suivante :

Aφ+ Aδφ+ δAφ’ = λFφ+ λFδφ+ λδFφ’ + δλF’φ’ (2.26)

On a Aφ = λFφ, d’où :

Aδφ+ δAφ’ = λFδφ+ λδFφ’ + δλF’φ’ (2.27)

Aδφ− λFδφ = −δAφ’ + λδFφ’ + δλF’φ’ (2.28)

(A− λF)δφ = −(δA− λδF− δλF’)φ’ (2.29)

Or, −λδF− δλF’ = −λ’F’ + λδF, d’où :

(A− λF)δφ = −(δA− λ’F’ + λδF)φ’ (2.30)

〈φ*, (A− λF)δφ〉 = −〈φ*, (δA− λ’F’ + λδF)φ’〉 (2.31)

Et
〈φ*, (A− λF)δφ〉 = 〈(A*− λF*)φ*, δφ〉 = 0 (2.32)

car λ* = λ et A*φ* = λ*F*φ*. Il reste donc :

〈φ*, (δA− λ’F’ + λδF)φ’〉 = 0 (2.33)

〈φ*, (δA− (δλ+ λ)F’ + λδF)φ’〉 = 0 (2.34)

〈φ*, (δA− λ)F’ + λδF)φ’〉 = 〈φ*, δλF’φ’〉 (2.35)

On obtient donc la variation exacte de la valeur propre :

δλ =
〈φ∗, (δA− λδF)φ’〉

〈φ∗, F’φ’〉
(2.36)

L’équation (2.36) fait intervenir le flux direct de la situation perturbée que l’on veut évi-
ter de calculer pour s’affranchir de problèmes de convergence numérique dans le cas où la
différence de flux induite par la perturbation est faible. Posons

δ(Fφ) = δFφ+ Fδφ+ δFδφ (2.37)
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Donc

〈φ∗, F’φ’〉 = 〈φ∗, Fφ〉+ 〈φ∗, δ(Fφ)〉 (2.38)

= 〈φ∗, Fφ〉
(

1 +
〈φ∗, δ(Fφ)〉
〈φ∗, Fφ〉

)
(2.39)

1

〈φ∗, F’φ’〉
=

1

〈φ∗, Fφ〉

(
1 +
〈φ∗, δ(Fφ)〉
〈φ∗, Fφ〉

)−1

(2.40)

En faisant l’hypothèse de petites perturbations, on peut développer le terme de droite au
premier ordre : (

1 +
〈φ∗, δ(Fφ)〉
〈φ∗, Fφ〉

)−1

≈ 1 (2.41)

Et on obtient :

δλ ≈ 〈φ
∗, (δA− λδF)φ〉
〈φ∗, Fφ〉

(2.42)

L’expression (2.42) donne directement la variation de réactivité (paramètre d’intérêt pour
l’ingénieur neutronicien, notamment pour les coefficients de contre-réaction).

Définition 2.5. La réactivité ρ est définie comme

ρ =
keff− 1

keff
(2.43)

♦

δρ = δ

(
keff− 1

keff

)
= 0− δλ = −〈φ

∗|(δA− λδF )φ〉
〈φ∗|Fφ〉

(2.44)

Pour obtenir l’effet en réactivité d’une perturbation, on peut donc calculer le flux et le flux
adjoint en chaque point et calculer le précédent quotient, ce qui ne pose pas de difficultés
théoriques majeures, mais nécessite le développement des modules informatiques spécifiques
dans les codes déterministes.

La relation que l’on retiendra est alors

δρ = −〈φ
∗|(δA− λδF )φ〉
〈φ∗|Fφ〉

(2.45)

2.2.1.2 Théorie des Perturbations Généralisées (GPT)

La théorie des perturbations généralisées est une extension de la théorie des perturbations
standard dont le but est de calculer des variations autres que celle de la réactivité. Il est
possible entre autre de l’appliquer aux taux de réactions, aux fonctions linéaires et bilinéaires
du flux [34].

Prenons comme fonction de réponse le quotient de deux taux de réactions Σ1φ et Σ2φ.

R =
〈Σ1, φ〉
〈Σ2, φ〉

(2.46)

Après perturbation du réacteur, la réponse R devient :
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R’ =
〈Σ1 + δΣ1, φ+ δφ〉
〈Σ2 + δΣ2, φ+ δφ〉

(2.47)

avec R’ = R+ δR

δR

R
=
〈Σ2, φ〉
〈Σ1, φ〉

(
〈Σ1 + δΣ1, φ+ δφ〉
〈Σ2 + δΣ2, φ+ δφ〉

− 〈Σ1, φ〉
〈Σ2, φ〉

)
(2.48)

=
〈Σ2, φ〉
〈Σ1, φ〉

(
〈Σ2, φ〉〈Σ1 + δΣ1, φ+ δφ〉 − 〈Σ1, φ〉〈Σ2 + δΣ2, φ+ δφ〉

〈Σ2, φ〉〈Σ2 + δΣ2, φ+ δφ〉

)
(2.49)

=
1

〈Σ1, φ〉

(
〈Σ2, φ〉〈Σ1 + δΣ1, φ+ δφ〉 − 〈Σ1, φ〉〈Σ2 + δΣ2, φ+ δφ〉

〈Σ2 + δΣ2, φ+ δφ〉

)
(2.50)

En développant le dénominateur comme en équation (2.41), il apparait :

δR

R
≈ 1

〈Σ1, φ〉

(
〈Σ2, φ〉〈Σ1 + δΣ1, φ+ δφ〉 − 〈Σ1, φ〉〈Σ2 + δΣ2, φ+ δφ〉

〈Σ2, φ〉

)
(2.51)

On développe le numérateur et on ne garde que les termes du premier ordre. Il apparait :

δR

R
≈ 〈δΣ1, φ〉
〈Σ1, φ〉

− 〈δΣ2, φ〉
〈Σ2, φ〉︸ ︷︷ ︸

direct

+

〈
Σ1

〈Σ1, φ〉
− Σ2

〈Σ2, φ〉
, δφ

〉
︸ ︷︷ ︸

indirect

(2.52)

Le premier terme du second membre est appelé effet direct de la perturbation tandis que
le second terme fait intervenir δφ : c’est l’effet indirect de la perturbation. Comme pour le cas
de la théorie des perturbations aux premiers ordres, on cherche à éliminer le terme δφ pour
éviter un calcul complet de l’état perturbé.

Définition 2.6. La solution du problème suivant

(A*− λF*)Γ* =
Σ1

〈Σ1, φ〉
− Σ2

〈Σ2, φ〉
(2.53)

est appelée fonction d’importance. ♦

En écrivant l’équation (2.26) au premier ordre, on obtient :

(A− λF)δφ = −(δA− λδF)φ+ δλFφ (2.54)

On multiplie équation (2.53) par δφ〈
Σ1

〈Σ1, φ〉
− Σ2

〈Σ2, φ〉
, δφ

〉
= 〈(A*− λF*)Γ*, δφ〉 (2.55)

= 〈Γ*, (A− λF)δφ〉 (2.56)

= −〈Γ*, (δA− λδF)φ+ Fφδλ〉 (2.57)

Reportons cette dernière relation dans (2.52) :

δR

R
≈ 〈δΣ1, φ〉
〈Σ1, φ〉

− 〈δΣ2, φ〉
〈Σ2, φ〉

− 〈Γ*, (δA− λδF)φ〉+ 〈Γ*, δλFφ〉 (2.58)
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Ces dernières manipulations ont remplacé le terme δφ de l’équation (2.52) par un terme en
δλ. Le calcul de l’état perturbé est donc toujours nécessaire. Néanmoins, il est possible d’éli-
miner ce terme par filtrage de la fonction d’importance. En effet, la définition de la fonction
d’importance (2.53) est un problème à source : il s’agit du problème (2.18) avec second
membre. La droite vectorielle solution s’exprime à partir d’une solution particulière Γ∗0 de
l’équation avec second membre et du flux adjoint φ* solution de l’équation homogène de la
manière suivante :

Γ* = aΓ∗0 + bφ*

L’enjeu de la démonstration est de déterminer les coefficients a et b. Fixons le premier à 1 et
le deuxième est choisi de telle manière à éliminer le terme en δλ de (2.58).

〈Γ*, Fφ〉 = 0 (2.59)

donne

b = −〈Γ
∗
0, Fφ〉
〈φ*, Fφ〉

(2.60)

On a donc retiré toutes les composantes incluses dans l’espace image de F de Γ∗. On dit donc
qu’on a filtré Γ∗.

Finalement, on obtient

δR

R
≈ 〈δΣ1, φ〉
〈Σ1, φ〉

− 〈δΣ2, φ〉
〈Σ2, φ〉

− 〈Γ*, (δA− λδF)φ〉 (2.61)

Le raisonnement développé dans ce paragraphe réduit le calcul de la sensibilité au calcul
du flux direct, des taux de réaction et d’une fonction d’importance dans l’état non perturbé
uniquement. Pour la fonction d’importance, on peut envisager une résolution par itérations
dont la vitesse de convergence est encore une fois due à la SVP. Pour contourner cet écueil,
on peut envisager une accélération par utilisation des polynômes de Tchebychev (description
succinte dans [35], plus technique dans [14]).

Nous avons détaillé les calculs dans le cas d’un quotient de taux linéaires du flux mais ce
type de raisonnement est tout à fait transposable à un taux linéaire ou à un ratio de taux
bilinéaires, en définissant des fonctions d’importance ainsi que des conditions de filtrage
dédiées.

2.2.1.3 Théorie des Perturbations Équivalentes Généralisée (EGPT)

Les calculs de neutronique aboutissent à l’évaluation de coefficients assimilables à des
différences de réactivité. Citons en particulier l’efficacité des barres de contrôle, l’efficacité
du bore soluble, les coefficients de température Doppler ou modérateur, . . . Dans chaque cas,
ces coefficients sont exprimés sous la forme d’une différence de réactivité :

∆ρ = ρ2 − ρ1 =
1

keff1
− 1

keff2

Pour étudier ces coefficients, on peut adopter deux points de vue [36] :

• Soit on exprime cette différence comme un quotient de deux fonctions bilinéaires du
flux (développement au premier ordre selon la SPT) :

∆ρ ≈ −〈φ
∗, (keffδA− δF)φ〉
〈φ∗, Fφ〉

(2.62)

ce qui met dans les conditions d’application de la GPT pour exprimer une fonction
d’importance associée.
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• Soit on considère que l’incertitude de cette différence de réactivité se décompose selon
les incertitudes de chacune de ces deux grandeurs : on applique deux fois la SPT.

∆ρ = ρ2 − ρ1 (2.63)

De ce fait, on a :
δ(∆ρ) = δρ2 − δρ1 (2.64)

La deuxième approche est couramment utilisée dans le cas d’un coefficient de réactivité
car elle est plus rapide. On l’appelle usuellement la théorie des perturbations équivalentes
(EGPT). Toutefois, dans le cas de différences de réactivité trop petites, la précision de cette
méthode est discutable. Il appartient en pratique à l’utilisateur de choisir l’une ou l’autre
des deux visions pour aboutir à la formulation la plus simple selon ses besoins. En effet, la
formulation de l’importance décomposée n’est pas forcément la plus simple.

D’autres méthodes implémentées dans des codes Monte-Carlo, tels que Serpent ou TRI-
POLI4 permettent de calculer une importance généralisée, continue en énergie, de manière
à calculer de telles incertitudes avec une précision indépendante de l’ordre de grandeur de la
perturbation (en particulier l’Iterated Fission Probability Method [37]).

2.2.2 Limites des propagations déterministes

Les méthodes de propagation déterministes se basent sur le calcul d’une fonction impor-
tance, homogène à un flux adjoint, par itérations. En ce sens, une fois que les méthodes nu-
mériques adaptées sont implémentées dans les solveurs de flux, leur utilisation ne réquièrent
que peu d’objets informatiques à manipuler.

Malgré tout, elles souffrent des limitations suivantes :

• La première hypothèse que nous avons faites nécessite un comportement linéaire sur
tout le domaine de variation. En pratique, ceci est le cas de tous les systèmes physiques
dans le cas de petites variations, ce qui autorise à réaliser un développement de Tay-
lor. Quand on utilise des variables aléatoires à loi de densité de probabilité à seuil ou
discontinues, cette hypothèse de linéarité n’est plus vérifiée. . .

• En considérant malgré tout le système linéaire, les perturbations dont on discute né-
cessitent de rester petites (développement du premier ordre). Reste à définir quand
une perturbation est petite. Dans le cas d’une section efficace, peut être faudrait-il
appliquer des perturbations petites devant les écarts-types fournies données dans les
bibliothèques de données nucléaires ?

• Le calcul de la fonction d’importance est analogue au calcul de flux et dimensionné par
la séparation des valeurs propres. Il devient donc laborieux dans le cas de grands cœurs
comme mentionné au chapitre précédent.

• Enfin, la définition de l’importance généralisée dépend de la position. En effet, par dé-
finition, (cas de la GPT pour fixer les idées) le terme source dépend de l’espace. En
pratique, il faudra recalculer une fonction d’importance pour chaque point en lequel on
veut la sensibilité.

En conclusion, la propagation déterministe des incertitudes fait intervenir deux objets : le
vecteur sensibilité, qui se calcule avec un ensemble de théories physiques adaptées et la matrice
de corrélations fournie avec la bibliothèque de sections efficaces utilisées. Le lecteur notera bien
que la combinaison de ces deux informations se fait en aval, après le calcul neutronique et
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la puissance de ce type de méthode dépend du système étudié. Nous allons maintenant décrire
les méthodes stochastiques de propagation d’incertitudes qui ne font plus d’hypothèses sur les
données d’entrées, ni sur la linéarité des méthodes de résolution employées et dont la difficulté de
mise en œuvre est indépendante du système que l’on étudie.

2.3 Propagation stochastique des incertitudes

Les paragraphes précédents passent sous silence le fait que les incertitudes en général et
celles associées aux données nucléaires en particulier ne sont pas cantonnées à un voisinage
de la situation nominale. L’hypothèse de voisinage était fondamentale de la formule du sand-
wich. L’idée forte de cette partie est de détailler une famille de méthodes qui permettent de
parcourir l’intervalle d’incertitude dans son intégralité. On ressuscite en fait une ancienne
idée, impossible à mettre en œuvre jusqu’à date, car l’ingénieur était limité par les moyens de
calculs informatiques à sa disposition. Donald L. Smith, du laboratoire national d’Argonne,
écrivait en 2005 à ce propos [38] :

“Researchers should cease trying to be clever in devising refinements to old methods that were
developed when computational resources were limited. Instead, their creative instincts should be
re-directed to unleashing the full potential of computers for brute force analysis”

En filigrane apparaît une mention à la loi de Moore4 : Smith promeut l’utilisation intensive
de toujours plus nombreux moyens de calculs afin de s’affranchir d’éventuelles approxima-
tions engendrées par les modèles physiques. Ainsi, pour revenir à notre contexte d’étude, il
s’agit simplement de conduire un nombre suffisant de simulations afin de construire les lois
de densités de probabilités de sortie décrivant les grandeurs qui nous intéressent.

Via ce type de méthodes (dites méthodes stochastiques) :

• Les phénomènes d’entrée peuvent être décrits par des lois de densité de probabilité
quelconques, discontinues ou à seuil.

• Les hypothèses inhérentes aux méthodes déterministes sont levées. En particulier, on
ne se restreint plus à des perturbations élémentaires autour d’une valeur nominale. Il
est, de ce fait, possible d’obtenir des quantiles relatifs à des situations extrêmes, des
quantiles à 95 % par exemple avec une fidélité quantifiée.

• De plus, les écueils de convergence des méthodes numériques n’existent plus. Ils font
place, en revanche, à des problèmes de convergences numériques caractérisant la pré-
cision de la solution : c’est une caractéristique des méthodes Monte-Carlo.

2.3.1 État de l’art

Cette partie propose un panorama non exhaustif mais caractéristique des études Monte-
Carlo en cours. C’est un domaine d’étude très actif à l’échelle internationale.

La méthode Total Monte-Carlo (ou TMC) [40] s’attache à propager les incertitudes dues au
données nucléaires depuis leur prime origine : les paramètres de résonances et des modèles
nucléaires sont échantillonnées et un grand nombre de fichiers ENDF sont produits. Tous

4La loi de Moore se rapporte à l’assertion que Gordon Moore (1929-) a formalisée en 1965 : le nombre de
transistors intégrés dans les circuits intégrés en silicium doublera tous les 2 ans jusqu’à ce que les transistors
soit réduits à la taille de l’atome. Dans les faits, cette croissance a été ralentie ces dernières années mais reste
toujours importante et l’on n’a toujours pas atteint cette asymptote. Par ailleurs, les besoins en précision de calculs
industriels sont tels qu’ils suivent l’accroissement des possibilités offertes par les ordinateurs de telle manière que
les besoins ne sont jamais assouvis. [39]
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sont convertis avec NJOY pour obtenir un jeu de spectres de sections efficaces continus en
énergie et autant de simulations indépendantes sont conduites (avec des codes Monte-Carlo).
Après analyse statistique, des informations sur les distributions de sortie sont déduites. Un
énorme avantage de la méthode TMC est qu’elle n’utilise pas de bibliothèques de covariances
discrétisées en énergie. La méthode TMC ouvre également une possibilité de propagation
d’incertitudes négligées traditionnellement, les sections double différentielles de diffusion
par exemple. Malgré cela, elles sont relativement peu efficaces quand elles emploient des
codes Monte-Carlo, même si des travaux ont conduits à son amélioration [41]. Des études
ont été menées à l’échelle assemblage avec l’ensemble de codes SHARKX par Wieselquist et
al. [42],

L’outil SAmpling of Nuclear Data and uncertaintY (SANDY), développé au SCK-CEN [43]
permet d’échantillonner les données nucléaires d’intérêt à partir des fichiers ENDF bruts en
combinant l’information fournie sur les incertitudes associées aux sections efficaces ponc-
tuelles et celles associées aux paramètres de résonances. Il permet de produire des biblio-
thèques de sections efficaces perturbées et peut être utilisé en outil boîte noire en association
avec un code déterministe ou Monte-Carlo. De plus, il intègre des outils de décomposition de
la variance, type ANOVA [44]. Une application à l’incertitude associée à la diffusion élastique
du sodium propagée à l’échelle assemblage ainsi que sur un cœur SFR type ASTRID et l’ins-
tallation MYRRHA est détaillée dans [45]. Un outil analogue est également développé par
l’Université de Nagoya [46] ou à l’Institut Paul Scherrer (PSI) pour MCNPX [47].

D’autres groupes de recherche choisissent de se placer au delà des calculs spectraux pour
calculer leur incertitudes. C’est le cas de l’autorité de sûreté allemande (Gesellschaft für
Anlagen- und Reaktorsicherheit -GRS- mbH). Une étude stochastique a été réalisée en per-
turbant les sections efficaces autoprotégées par le code spectral. Il s’agit de l’outil XSUSA
(“Cross section uncertainty and sensitivity analysis“) dont une application est présentée en
[48]. C’est aussi le cas de la méthode que nous allons maintenant présenter.

2.3.2 Position de notre méthode : la méthode SMC

Nous introduisons maintenant la méthode SIMPLE MONTE-CARLO (SMC) grâce au dia-
gramme 2.2. On tient compte des incertitudes sur les données nucléaires en amont, avant le
calcul neutronique : en cela, il s’agit bien d’une méthode stochastique.

On part d’une bibliothèque de sections efficaces autoprotégées et condensées, produite à
l’étape réseau, et on l’échantillonne grâce à des covariances produites sur le même maillage
énergétique pour réaliser de nombreux calculs de cœur. Les fonctions de réponse subissent un
traitement statistique pour déduire l’incertitude en sortie associée. De plus, les perturbations
élémentaires interviennent après la production de sections efficaces. La méthode que nous
proposons ici se distingue ainsi des méthodes Total-MonteCarlo (TMC), qui elles, prennent en
compte l’incertitude dès les paramètres de résonances des sections efficaces. Nous décrirons
plus précisément les aspects mathématiques de notre méthode dans le chapitre 4.
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Points-clés du chapitre : Méthodes de propagation des incertitudes

• Le mot incertitudes recoupe une variété importante de notions. Le physicien retien-
dra essentiellement deux définitions :

– Un point de vue fréquentiste : l’incertitude est une image du comportement
asymptotique du phénomène, autrement dit si on répète la mesure ou l’expé-
rience un nombre infini de fois.

– Un point de vue bayésien : l’incertitude telle qu’elle est donnée à date est
caractéristique de l’ensemble des connaissances à date du phénomène.

Même si ces deux manières de voir l’incertitude convergent vers le même résultat,
il est important de garder à l’esprit les deux définitions.

• De plus, il existe deux manières de propager l’incertitude en neutronique :

– des méthodes dites déterministes, certes rapides mais dont les hypothèses
restreignent le champ d’application à un nombre limité de fonctions de ré-
ponses. En outre, le résultat est difficile à obtenir dans le cas de grands cœurs.

– des méthodes qualifiées de stochastiques dont la grande force est de ne faire
aucune hypothèse en entrée. Néanmoins, leur précision est dépendante de la
puissance de calcul utilisée pour produire le résultat.

• Finalement, grâce à l’augmentation croissante des ressources informatiques à notre
disposition, on peut tout de même envisager une propagation stochastique des in-
certitudes neutroniques avec une précision suffisante.
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FIGURE 2.2 – Position de la méthode SMC en regard des autres méthodes
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3 Calcul neutronique précis d’un
Réacteur à Eau Légère

Après avoir avoir considéré quelques aspects théoriques de la sensibilité des grands cœurs,
esquissé une approche possible pour la mettre en évidence, ce chapitre sera l’occasion de pré-
senter les méthodes les plus courantes de calcul de la valeur propre ainsi que du flux à travers
la résolution de l’équation du transport de Boltzmann. Malgré sa linéarité, la résolution de
cette équation reste complexe. Preuve en est qu’aucune solution analytique de l’équation de
Boltzmann n’existe. On s’en convainc d’autant plus quand on considère la variation des sec-
tions efficaces en fonction de l’énergie : une expression simple de la section efficace semble
hors de portée. . .

Par conséquent, pour résoudre numériquement cette équation, deux familles de codes
basées sur des approches très différentes existent :

• les codes déterministes résolvent directement l’équation du transport, discrétisée au
préalable en énergie, en espace et en angle avec des méthodes numériques adaptées.

• les codes stochastiques, aussi appelés Monte-Carlo, simulent l’histoire individuelle de
millions de particules à travers leurs probabilités d’interactions et font ensuite un trai-
tement statistique des résultats.

Nous détaillerons alors les étapes de validation qui ont permis d’aboutir à un schéma de
calcul projet adapté à une étude stochastique avec le code déterministe APOLLO2 développé
au CEA. Il répondra en particulier à un compromis rapidité/précision/coût en ressources de
calcul conforme à une étude stochastique.
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3.1 Résolution probabiliste : exacte mais coûteuse

3.1.1 Principe

L’approche probabiliste (ou Monte-Carlo, du nom du quartier des casinos de Monaco)
aborde la résolution exacte de l’équation de Boltzmann.

La méthode de résolution considérée consiste en la simulation la plus fidèle possible du
cheminement individuel de chacun des neutrons. En ce sens, on modélise la vie de chacun des
neutrons, depuis sa naissance jusqu’à sa mort par un processus discret markovien. L’état de
la particule à l’étape (n) est déterminé par son état à l’étape (n-1). On présente en figure 3.1
l’algorithme de principe de simulation de l’histoire d’un neutron seul par la méthode Monte-
Carlo. Les fissions sont comptabilisées dans les absorptions (du point de vue du neutron
incident) et les processus de collision sont mis en valeur par un fond bleu.

Néanmoins, étant donné la quantité énorme de neutrons produits par seconde dans un
réacteur (quelques 1019 ) il n’est pas envisageable de les simuler tous. C’est pour cela qu’on
simule un nombre limité d’histoires. Un encaissement (ou score) approprié donne finalement
la valeur moyenne de la fonction de réponse avec sa précision. A titre d’exemple, on peut
tirer, en première approximation, une valeur de keff admissible pour un REP (à quelques
pcm près) ou une puissance assemblage à 1 % (1σ) avec 109 histoires.

Cette approche résout l’équation du transport sans approximations (en particulier, le trai-
tement de la variable énergétique est ponctuel, pas de mise en groupe) et pour des géomé-
tries tridimensionnelles quelconques, c’est par conséquent le moyen de calcul le plus précis
dont on dispose. En ce sens, cela constitue une méthode de résolution de référence pour le
neutronicien.

Le revers de la médaille de cette méthode réside dans le temps de calcul nécessaire pour
obtenir une convergence statistique acceptable : plus le motif est grand ou plus les milieux
sont absorbants, plus la convergence statistique est difficile à atteindre. C’est pour cela que les
calculs Monte Carlo à l’échelle réacteur se font en régime stationnaire. Les calculs évoluants
sont utilisés la majeure partie du temps à des fins de validation. Ce ne sont pas, à l’heure
actuelle, des codes adaptés aux études industrielles de cœurs critiques. [49]

3.1.2 Le code TRIPOLI4

La méthode de résolution stochastique de l’équation de Boltzmann est implémentée dans
un code développé par le CEA, TRIPOLI4® [50] pour réaliser le transport couplé de particules
telles que l’électron, le positron, le neutron et le photon. Son domaine d’application comprend
bien sûr la physique des réacteurs mais englobe également les calculs de radioprotection,
ainsi que l’échauffement gamma des structures. Dans ce code, les particules sont organisées
en batches, chacun peuplé d’un nombre donné de particules.

Pour estimer le keff l’utilisateur a accès à trois estimateurs différents, particulièrement
utilisés dans le cas des études de criticité :

• KSTEP correspond au rapport du poids des neutrons de fission du batch n qui serviront
de source pour le batch (n+1) sur celui des neutrons sources du batch (n).

• KCOLL encaisse
νσif
σt

neutrons de fission à chaque collision avec un noyau i.

• KTRACK compte les neutrons produits par fission sur une trajectoire de longueur l,
νΣf l.
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FIGURE 3.1 – Approche Monte Carlo de la résolution de l’équation de Boltzmann
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En outre, même si la méthode simule des répliques de neutrons voulus indépendants, il existe
une corrélation inter-batches, liée intrinsèquement à la détermination du keff par itération
de la puissance (nous avons déjà examiné les principes de cette méthode en section 1.3.1)
en mode critique. La définition de l’estimateur KSTEP met en évidence ce lien : les neu-
trons du batch (n+1) dépendront directement du batch (n). Par suite, cette autocorrélation
temporelle1, se transforme en corrélation spatiale car, en particulier, une surestimation des
sources de fission au batch n dans une maille spatiale donnée entraîne une surestimation de
la population de neutrons dans les mailles spatiales voisines. Pour réduire cette corrélation
temporelle, on propose de remplacer la valeur fournie par un ensemble de batches par leur
moyenne (binning method ou méthode des paquets) [51]. La méthode des paquets a été mise
en œuvre pour des calculs de cœurs GEN-III 3D modélisés complètement à l’état HZP lors de
précédentes études.

Nous avons utilisé ce code de calcul pour réaliser des calculs de référence, de manière
à quantifier le biais induit par l’approche déterministe grâce à la méthode de Vérification,
Validation, Qualification et Quantification des Incertitudes (VVQI) (section 3.6).

3.2 Résolution déterministe : rapide mais approchée

Dans les codes déterministes, il s’agit de discrétiser les opérateurs de l’équation de Boltz-
mann dans l’espace des phases (r, E,Ω) :

3.2.1 Troncature de l’opérateur de transfert H

En subissant des diffusions successives, le neutron voit à la fois son énergie et sa direction
modifiées. Une première idée est donc de découpler ces deux phénomènes en raffinant la
modélisation de l’opérateur de transfert.

Projetons la composante angulaire des sections efficaces de transfert sur la base des poly-
nômes de Legendre

Σs(r, E
′ → E,Ω′.Ω) =

1

4π

∞∑
k=0

(2k + 1)Σs,k(r, E
′ → E)Pk(Ω

′.Ω) (3.1)

avec Σs,k(r, E
′ → E) les moments d’ordre k de la section de transfert :

Σs,k(r, E
′ → E) =

∫
4π

Σs(r, E
′ → E,Ω′.Ω)Pk(Ω

′.Ω)d2Ω (3.2)

On remarquera en passant que le coefficient 2k+1
4π dans (3.1) permet de normer la décom-

position.

Définition 3.1. Les polynômes de Legendre sont exprimés à partir des harmoniques sphé-
riques Akl construits comme les fonctions propres réelles de la partie angulaire du Laplacien
en coordonnées sphériques :

Pk(Ω
′.Ω) =

4π

(2k + 1)

l=k∑
l=−k

Akl(Ω).A∗kl(Ω) (3.3)

♦

1du point de vue de la convergence des sources de fission
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De même qu’en (3.1), le flux angulaire est développable sur la base des harmoniques
sphériques :

φ(r, E,Ω) =
∞∑
k=0

l=k∑
l=−k

φkl(r, E)Akl(Ω) (3.4)

en ayant défini les moments du flux angulaire de la manière suivante :

Définition 3.2. Les moments du flux angulaire φkl sont définis par :

φkl(r, E) =

∫
4π
A∗kl(Ω)φ(r, E,Ω)d2Ω (3.5)

Le flux scalaire tel que défini dans la méthode des probabilités de collision en (3.10) est ainsi
le moment du flux angulaire d’ordre 0, φ00. Le vecteur courant de flux (dans la loi de Fick par
exemple) correspond quant à lui aux moments du flux angulaire d’ordre 1 (φ1−1, φ10, φ11)
dans le plan cartésien. ♦

Finalement, on exprime l’opérateur de transfert en substituant la section efficace macro-
scopique de transfert par son expression développée sur la base des polynômes de Legendre
pour aboutir à (3.6)

[Hφ](r, E) =
1

4π

∞∑
k=0

l=k∑
l=−k

Akl(Ω)

∫ ∞
0

Σs,k(r, E
′ → E)φkl(r, E

′)dE′ (3.6)

L’expression de l’opérateur H telle que présentée en (3.6) est rigoureusement exacte et
ne présente aucune approximation. Néanmoins, en pratique, on choisit de se restreindre aux
premières harmoniques en tronquant la sommation aux N premiers ordres. L’ordre d’aniso-
tropie maximal considéré est ainsi défini. En abrégé, on se réfèrera à cette approximation
sous l’appellation “approximation PN ”.

3.2.2 Discrétisation en espace : variable r

Une fois que la discrétisation en énergie et en espace est réalisée, on discrétise le système
en mailles spatiales. Voici quelques schémas d’intégration possibles :

• La méthode des différences finies remplace les dérivées par des taux de variations du flux
écrits aux noeuds ou au centre des mailles. Cette méthode est facilement exploitable
dans le cas d’un REP où les mailles sont carrées mais l’est difficilement pour les RNR
où les mailles de calcul de flux sont hexagonales. La vitesse de convergence de l’al-
gorithme des éléments finis s’exprime en O(h2) où h est le pas maximum du maillage
spatial. Cette lenteur de convergence a conduit les ingénieurs à développer de nouvelles
méthodes d’approximation spatiales, les méthodes nodales et éléments finis.

• Les méthodes nodales sont des méthodes semi-analytiques de résolution dont les incon-
nues sont à la fois le flux et les fuites transverses de neutrons à l’interface des mailles.
Ce sont des méthodes de résolution qui s’apparentent à des méthodes types éléments
finis mais qui souffrent de fondements mathématiques nécessaires à l’introduction d’un
opérateur adjoint. Voir [52] pour une description plus détaillée.

• Les méthodes des éléments finis généralisent les différences finies en approximant la
forme du flux dans la maille par un polynome d’ordre k quelconque. On augmente
ainsi la vitesse de convergence en O(hk+1). Ces méthodes fournissent une solution
continue pour le flux, mais ne contraignent pas le courant neutronique (sa dérivée).
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Cela peut ainsi aboutir à des discontinuités fortes aux interfaces cœur-réflecteur ou
quand la composition d’assemblages voisins est très variable (UOx-MOx par exemple).
On peut remédier à cela en ne résolvant pas des équations où l’inconnue est le flux
mais le courant neutronique. On ajoute alors des facteurs de discontinuités du flux
pour fermer le problème.

3.2.3 Discrétisation en angle : variable Ω

On citera trois méthodes pour le traitement de la variable angulaire du flux :

• La méthode des ordonnées discrètes ou méthode SN consiste à choisir un ensemble
discret de directions dans l’espace (Ωn)1..N et d’écrire l’équation du transport pour ces
directions :

Ω.∇φ(r,Ωn) + Σt(r, E)φ(r,Ωn)

=

∫ ∞
0

dE′
∫

4π
d2Ω′Σs(r,Ω

′ → Ωn, E
′ → E)φ(r,Ω′, E′) +

S(r,Ωn, E)

k
(3.7)

Pour évaluer l’intégrale sur les angles
∫

4π d
2Ω′Σs(r,Ω

′ → Ωn, E
′ → E)φ(r,Ω′, E′), on

utilise une quadrature du type Gauss-Legendre. En écrivant N équations couplées, un
système d’équations est obtenu auquel il faut appliquer une discrétisation en espace.

Dans le cas de milieux fortement absorbants ou présentant des vides, il est possible de
“manquer des sources” à partir d’une discrétisation angulaire arbitraire et aboutir à des
valeurs de flux nulles, non physiques dans certaines directions (effet de raies). Pour
pallier ce problème, on doit raffiner le maillage angulaire.

• La méthode PN tire parti du fait que les harmoniques sphériques du flux forment une
base orthonormée complète de l’espace des angles. En géométrie unidimensionnelle,
les harmoniques sphériques deviennent les polynômes de Legendre, d’où le nom de la
méthode. On développe donc la dépendance angulaire du flux sur la base des harmo-
niques sphériques.

φ(r,Ω) =

∞∑
m=0

m∑
l=−m

φlm(r)Y l
m(Ω) (3.8)

Cette méthode a l’avantage d’être toujours possible à mettre en œuvre, mais elle est
lourde. Les coefficients des différentes composantes sont difficiles à exprimer analyti-
quement et les équations différentielles en espace obtenues sont fortement couplées.

C’est pour cela qu’en pratique, peu de codes industriels utilisent cette approche. Tou-
tefois, dans les années 60, E. M. Gelbard [53] a proposé une méthode permettant de
simplifier le traitement des problèmes multidimensionnels, la méthode SPN (“Simpli-
fied PN method”) actuellement implémentée dans les solveurs cœurs de flux MINOS et
MINARET des codes CRONOS2 et APOLLO3.

• L’approximation de la diffusion permet de simplifier grandement l’opérateur de Boltz-
mann afin d’obtenir une équation simple. Elle postule que :

– La section efficace d’absorption est très petite devant la section efficace totale :
Σa << Σt, ce qui en pratique revient à dire que la section de diffusion est majori-
taire par rapport à la section totale.

– Le gradient du flux entre chacune des mailles est faible, c’est-à-dire qu’il y a peu
de discontinuités d’absorption à la traversée d’une surface.
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L’équation que l’on obtient après simplification est relativement bien connue dans de
nombreux domaines de physique. Elle bénéficie par conséquent de nombreuses mé-
thodes numériques de résolution.

Σg
r(r)φg(r)−∇.Dg(r)∇φg(r) = Sg(r) (3.9)

– Σg
r(r)φg(r) est le taux de disparition des neutrons du groupe g. Il s’agit du taux de

réaction total moins le taux de diffusion des neutrons de g vers g.
– Dg(r)∇φg(r) est le courant de fuite des neutrons. Le fait qu’il soit proportionnel

au gradient de flux est un résultat connu sous le nom de loi de Fick.
– Sg(r) est le terme source de neutrons.

Cette approximation est robuste, dans la mesure où elle fournit souvent des résultats
acceptables, même en dehors du domaine dans lequel elle a été établie !

3.2.4 Discrétisation en espace et en angle à énergie fixée

3.2.4.1 La méthode des probabilités de collision

La méthode des probabilités de collision ou méthode Pij résout l’équation du transport
stationnaire (1.9) intégrée sur la variable Ω. Cette méthode donne alors accès au flux sca-
laire. Elle divise la géométrie de calcul en diverses régions homogènes où le terme de source
extérieure est supposé uniforme.

L’équation du transport se met alors sous la forme suivante :

V ΣΦ = PV V .Q (3.10)

Où :

• Φ représente le flux discrétisé en espace et en énergie dans les différentes mailles.

• V et Σ représentent les vecteurs des volumes et des sections de ces mailles.

• Q représente le vecteur émission des neutrons.

• PV V représente la matrice de collision.

La probabilité de collision Pij représente la probabilité que possède un neutron émis de
façon supposée uniforme et isotrope dans une maille i de réaliser sa première interaction
dans la maille j. En notant τ le parcours optique, ce terme de collision s’écrit :

Pji =
1

Vj

∫
Vi

d3r

∫
Vj

d3r′
e−τ(r,r′)

|r − r′|2
Σ(~r) (3.11)

L’objectif des Pij est de déterminer ces différents termes de collisions en utilisant des
quadratures adaptées. Une fois ces valeurs calculées, il est possible de remonter au flux à
l’aide de (3.10).

L’avantage de cette méthode est donc de pouvoir résoudre l’équation du transport sans
contrainte sur la géométrie. En revanche, l’information angulaire sur le flux est perdue2 car
le résultat obtenu est le flux scalaire. De plus, la mise en forme matricielle rend ces méthodes
très coûteuses en temps de calcul lorsque le nombre de mailles augmente.

2Pour en tenir compte, on peut quand même postuler une dépendance linéaire en cosθ du flux aux interfaces,
ce qui impose de modifier les sources Q et PV V . Dans ce cas, on parle d’hypothèse ROTH-UP1.
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FIGURE 3.2 – Discrétisation en espace et en angle pour la méthode des caractéristiques

3.2.4.2 La Méthode des Caractéristiques

La Méthode des Caractéristiques (MOC) est la méthode qui nous intéressera plus particu-
lièrement dans ce manuscrit car elle fournit de bons résultats sur des géométries hétérogènes
non structurées. La résolution du problème se décompose en deux étapes :

• Le traçage. Il s’agit de tracer des trajectoires traversant le domaine à traiter. L’intégra-
lité du traitement de la géométrie et des conditions aux limites est effectué durant cette
phase. C’est aussi elle qui détermine le degré de discrétisation dans la direction trans-
verse. Effectuée seulement une fois au début du calcul, elle requiert relativement peu
de ressources de traitement. En revanche, les données calculées et stockées durant le
traçage peuvent devenir très volumineuses ; la réduction de la taille de ces données est
donc un enjeu important et croît avec la taille du domaine à traiter.

• Le balayage. Il s’agit de la phase durant laquelle le flux angulaire est évalué. Toutes les
informations géométriques nécessaires au bon déroulement du balayage ont déjà été
précalculées et stockées durant la phase de traçage. Le balayage est réalisé à chaque
itération ; son optimisation est donc primordiale pour la bonne efficacité du solveur.

Nous allons résumer ici l’approche présentée dans [54] à partir de l’équation de transport.
Partons de l’équation du transport multigroupe écrite dans un groupe donné g :

Ω.∇φg(r,Ω) + Σg(r)φg(r,Ω) = Sg(r,Ω) (3.12)

Discrétisation spatiale On se place dans un domaine D, éventuellement non structuré,
divisé en régions homogènes Di

D =
⋃

i=1,...,I

Di

avec des termes sources et des sections efficaces spatialement constants par région Di.

Discrétisation angulaire De la même manière que la méthode SN , on choisit une discré-
tisation en angles (~Ωn, ωn)n=1...N . On se place à direction angulaire fixée en omettant les in-
dices n. Pour chaque direction ~Ω, une ligne caractéristique intercepte chacun des domaines Di

selon des points d’entrée et de sortie entre lesquels l’approximation de régions homogènes est
valable La figure 3.2 présente nos notations. On se place dans le repère (O,

−→
Ω ,
−→
Ω⊥) : chaque
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(A) cas domaine ouvert (B) cas domaine fermé

FIGURE 3.3 – Traçages pour la méthode des caractéristiques

point est repéré par s⊥k, ce qui définit la caractéristique concernée, et par s, son abscisse
curviligne le long de la caractéristique.

~r = s⊥k
−→
Ω⊥︸ ︷︷ ︸
−→r0k

+s
−→
Ω (3.13)

En projetant l’équation du transport sur la caractéristique de direction
−→
Ωn

dφ(−→r0k + s
−→
Ω )

ds
+ Σ(−→r0k + s

−→
Ω )φ(−→r0k + s

−→
Ω ) = S(−→r0k + s

−→
Ω ) (3.14)

Les sections efficaces ainsi que les sources sont constantes dans Di donc :

dφ(−→r0k + s
−→
Ω )

ds
+ Σiφ(−→r0k + s

−→
Ω ) = Si (3.15)

Intégrons entre le point d’entrée s’ et le point de sortie s” pour obtenir l’équation de trans-
mission :

φ(−→r0k + s′′
−→
Ω ) = φ(−→r0k + s′

−→
Ω )e−ΣiI

k
i +

1− e−ΣiI
k
i

Σi
Si (3.16)

où Iki = s′′ − s′ est la longueur du segment dont les deux extrémités sont sur la frontière ∂D

L’équation de bilan est obtenue en moyennant (3.15) sur le parcours optique (variable s)
depuis l’entrée de la maille homogène (s’) jusqu’à sa sortie (s”).

φki =
φ(−→r0k + s′

−→
Ω )− φ(−→r0k + s′′

−→
Ω )

ΣiIki
+
Si
Σi

(3.17)

La notion de bilan est bien retrouvée ici : en multipliant (3.17) par Σi, on retrouve une
relation de conservation du taux de réaction dans le volume Di mesuré selon la direction an-
gulaire

−→
Ω : Σiφki réactions par cm3 se partagent entre le nombre de disparitions de neutrons

dans le volume (fuites, captures et diffusions) et le nombre de réactions sources de neutrons.

Un des avantages de la méthode MOC est de contourner l’effet de raies de la méthode SN .

Prise en compte des conditions aux limites On peut envisager des conditions aux limites
pour des domaines de deux sortes : ouverts ou fermés. (figure 3.3).

48



CHAPITRE 3. CALCUL NEUTRONIQUE PRÉCIS D’UN RÉACTEUR À EAU LÉGÈRE

Le cas des domaines ouverts, c’est-à-dire qui comportent au moins une frontière ouverte
est relativement simple en interrompant la caractéristique à la sortie du domaine (correspon-
dant à une condition aux limites de vide).

Le cas d’un domaine fermé est plus délicat : en effet, le traçage de la caractéristique se
fait sur une géométrie délimitée par des réflexions, ce qui correspond conceptuellement à un
réseau infini. Jusqu’où arrêter les caractéristiques? La technique privilégiée dans APOLLO2
consiste à traiter de manière exacte les conditions aux limites en considérant des trajectoires
cycliques. Il est possible de montrer que de telles trajectoires existent [55] et repassent, après
un certain nombre de conditions aux limites, par leur point de départ. Le traçage n’est ainsi
nécessaire que pour une seule période. Au prix d’une complexification du balayage, on réduit
le nombre de caractéristiques.

3.2.5 Discrétisation en énergie : variable E

Comme évoqué précédemment, on comprend qu’une modélisation simple des sections
efficaces remplacera avantageusement la prise en compte des nombreuses résonances qui dé-
crivent l’interaction neutron-noyau dans un réacteur. L’approximation correspondante repose
donc sur une partition sans recouvrement du domaine énergétique en G groupes sur lesquels
chaque grandeur est constante. Dans ce document, on indicera les groupes énergétiques par
g. Il est important de noter qu’un indice est d’autant plus bas que l’énergie considérée est
grande ce qui traduit le fait que le neutron nait à haute énergie et est ralenti jusqu’à absorp-
tion. L’ensemble des groupes d’énergie se nomme un maillage énergétique.

La définition du maillage dépend du type de réacteur étudié et de la précision que l’on
veut atteindre (cf. les notions de validation section 3.6). En effet, dans le cas d’un REP où le
ralentissement des neutrons est essentiel, le maillage doit décrire suffisamment finement les
résonances des principaux matériaux.

Dans ce cadre, l’équation de Boltzmann dégénère en un système de G équations monoci-
nétiques couplées. Les inconnues du problème deviennent alors la valeur propre λ et les flux
multigroupes φg(r,Ω) pour lesquels sont adaptés les opérateurs de production, transfert et
absorption :

L’opérateur de transfert H est discrétisé en Hg′→g.

[Hφ]g
′→g(r,Ω) =

1

4π

K∑
k=0

Σg′→g
s,k (r)

l=k∑
l=−k

Akl(Ω)φg
′

kl(r) (3.18)

On fait alors le choix de distinguer les groupes de départ des neutrons en définissant des
opérateurs spécifiques :

• l’opérateur de self-scattering, autrement dit de diffusion d’un groupe d’énergie vers lui-
même, Hg′→g

self = Hg′→g
g′=g

• l’opérateur de down-scattering, autrement dit de diffusion d’un groupe d’énergie haute
vers un groupe d’énergie inférieure, Hg′→g

down = Hg′→g
g′>g

• l’opérateur d’up-scattering, autrement dit de diffusion d’un groupe d’énergie basse (en
pratique thermique) vers un groupe d’énergie supérieure, Hg′→g

up = Hg′→g
g′<g

L’opérateur de production F est discrétisé en F g

[Fφ]g(r,Ω) =
1

4π

Nfiss∑
j=1

χgj (r)
G∑

g′=1

νg
′

j Σg′

f,j(r)φg
′
(r) (3.19)
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Finalement, les G équations monocinétiques à résoudre seront de la forme

[Ω.∇ + Σg
t (r, E)]φg(r,Ω) =

G∑
g′=1

[Hφ]g
′→g(r,Ω) +

1

keff
[Fφ]g(r,Ω) (3.20)

Les codes de calcul déterministes résolvent l’équation de transport des neutrons grâce
aux discrétisations que nous venons de présenter. Ils sont en général divisés en deux par-
ties, un code dit réseau, qui génère les sections efficaces adaptées au système et un code
cœur qui calcule spécifiquement le flux dans chacune des mailles de calcul. On peut citer les
couples CASMO/SIMULATE (USA), DRAGON/TRIVAC (Université Polytechnique Montréal)
et APOLLO2/CRONOS2 (CEA). Une liste exhaustive est présentée dans [56]. APOLLO2 sera
présenté plus en détail dans la section 3.4, c’est le code qui a été utilisé pour ce travail.

Une fois défini le maillage énergétique de calcul, il faut décrire la manière dont on passe
d’une section efficace ponctuelle en énergie (fournie par les évaluateurs) à une section effi-
cace multigroupe c’est-à-dire à une section efficace constante sur chacun des groupes d’éner-
gie.

Pour cela, même si le flux neutronique est au cœur des méthodes de résolution des équa-
tions de Boltzmann, on cherchera à conserver les taux de réactions des isotopes du réacteur
dans chaque groupe d’énergie, car c’est la grandeur qui est mesurée par l’expérimentateur :

Définition 3.3. Pour une réaction R, un isotope i et une énergie E donnés, le taux de réaction
macroscopique τ iR est défini par :

τ iR(r, E) = niσiR(r, E)φ(r, E) = Σi
R(r, E)φ(r, E) (3.21)

où

• ni est la densité des noyaux de l’isotope i

• σiR(E) sa section efficace microscopique de réaction

• φ le flux angulaire en ce point

D’un point de vue plus physique, il s’agit du nombre de réactions ayant lieu en un point par
unité de temps. Le taux de réaction s’exprime en cm−3s−1. ♦

On définit donc les sections efficaces multigroupes de la réaction R du groupe g, σgR et
les sections efficaces multigroupes de transfert, σs,R(g′ → g,Ω′ → Ω) en pondérant par le
flux ponctuel en énergie φ(r, E). La dépendance en angle est ainsi omise car on obtient des
sections efficaces indépendantes de l’angle.

σgk(r) =

∫
g σk(E)φ(r, E)dE∫

g φ(r, E)dE
(3.22)

On voit ainsi que la définition des sections efficaces multigroupes (3.22) fait intervenir le flux
scalaire φ(r, E) lui même inconnu. Il nous faut donc choisir un flux de pondération judicieux
pour construire le jeu de sections efficaces nécessaire à la résolution du problème réel.

Les sections obtenues en utilisant un flux de pondération connu seront qualifiées de sec-
tions efficaces multigroupes à dilution infinie tandis que celles obtenues en utilisant un flux de
pondération dépendant du problème étudié seront appelées sections efficaces multigroupes
autoprotégées. Les paragraphes suivants permettront d’expliciter la notion de dilution et de la
mettre en relation avec le phénomène d’autoprotection3.

3L’autoprotection a donné lieu à de nombreux travaux de recherches et des modélisations toujours plus so-
phistiquées ont été mise en place. Le lecteur intéressé se tournera avec avantage vers la monographie de la DEN
[56] pour une première approche concise. Différentes thèses et rapports techniques édités au CEA , [57, 58, 59]
entre autres, permettent d’en compléter les développements.
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FIGURE 3.4 – Flux normalisé (intégrale = 1) d’un assemblage enrichi en 235U à 2.1 % calculé à 281
groupes sans crayon gadolinié homogénéisé

3.3 Phénomène d’autoprotection des résonances

Point de vue énergétique Dans un milieu donné, le flux se creuse d’autant plus que la
section efficace totale du milieu est importante, a fortiori au niveau des résonances, où les
variations de sections décrivent plusieurs décades. Cela a pour effet direct de faire dispa-
raitre moins de neutrons qu’on pourrait s’y attendre sans dépression du flux à ce niveau.
La figure 3.4 montre le flux normalisé d’un assemblage enrichi à 2.1 % en 235U calculé en
milieu infini. On y distingue une forme macroscopique de flux, à savoir une maxwellienne
thermique et un spectre de Watt de fission modulés par les résonances des noyaux diffusants
qui causent des dépressions de flux.

Le taux de réaction, en tant que produit des deux, conjugue ces deux effets : il subit des
variations beaucoup plus faibles que celles des sections efficaces ou que du flux car les deux
variations se compensent. On en présente une illustration en figure 3.5. En bleu, la résonance
de la section totale, en rouge le creusement de flux au regard de la résonance et en vert le
tracé du taux de réaction, assez lisse fonction de l’énergie.

Point de vue spatial Par ailleurs, le phénomène d’autoprotection se manifeste dans l’es-
pace : un neutron d’énergie 6.67 eV a un libre parcours moyen dans le combustible de l’ordre
de la centaine de µm dans le crayon combustible, ce qui est très petit devant son rayon
(4 mm). Le flux sera donc creusé au centre du crayon tandis que la périphérie sera plus ir-
radiée. C’est pourquoi on maille au minimum le crayon combustible avec quatre couronnes
radiales. Le phénomène est encore plus visible dans le cas des crayons gadolinium, ce qui
justifie un maillage à 6 couronnes minimum sur sa périphérie (cet effet de peau, ou rim effect
en anglais est encore plus marqué en évolution, son usure sous flux se produit en effet en
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FIGURE 3.5 – Illustration du phénomène d’autoprotection

pelures d’oignon [60], tout comme la production de plutonium en couronnes dans le crayon).

Pour des besoins de description physique des phénomènes, on introduit une nouvelle va-
riable, la léthargie, remplaçant l’énergie de la manière suivante :

Définition 3.4. La léthargie, notée u, est définie comme

u = −ln(
E

E0
) = ln(E0)− ln(E) (3.23)

avec E0 une énergie de référence. ♦

On peut faire de la léthargie une interprétation physique intéressante. Un neutron issu
d’une fission (ayant une haute énergie) va gagner en léthargie pour arriver dans le domaine
thermique. Le choix d’une unité logarithmique vient de la largeur du domaine énergétique :
on parle d’une dizaine de décades. Enfin, on fixe traditionnellement l’origine des léthargies
au maximum en énergie du domaine étudié. On remarquera également le signe moins, qui
conduit à la construction d’une échelle croissante en léthargie au cours de la vie du neutron.

En se plaçant hors du spectre de fission, faisons un bilan neutronique à la léthargie u
pour un milieu homogène contenant des noyaux combustible (notation c) et des noyaux
modérateurs (notation m) mélangés :

Σt(u)φ(u)︸ ︷︷ ︸
Départs

= [Rc(u) +Rm(u)]φ(u)︸ ︷︷ ︸
Arrivées

(3.24)

avec

• Rc(u) =
u∫

u−εi
Σs(u)P(u′ → u)φ(u′)du′ la densité de neutrons ralentis à la léthargie

u du combustible et la densité

• Rm(u) de neutrons ralentis par le modérateur.

• εi le gain maximal de léthargie par choc du matériau i

• P(u′ → u) la probabilité de diffusion de u’ vers u. Si le choc est élastique et isotrope

dans le centre de masse, P(u′ → u) = e(u−u
′)

1−αisotope
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• Σt(u) = Σc
t(u) + Σm

t (u) la section efficace totale du milieu

L’équation (3.24) est appelée équation du ralentissement.

On sait que les noyaux légers sont les plus efficaces dans le ralentissement, il est donc
raisonnable de poser Rcφ(u) � Rmφ(u). Par ailleurs, on peut considérer que Rmφ(u) est
lentement variable en léthargie puisque le gain maximum en léthargie εm des noyaux modé-
rateurs est très supérieur à la largeur de résonance des isotopes lourds Γ.

Finalement, à l’intérieur de la résonance, on trouve que

Σt(u)φ(u) ≈ cste

ce qui implique que le flux dans la résonance est en première approche proportionnel à 1
Σt(u)

(spectre dit de Bondarenko). On voit ici que le phénomène d’autoprotection n’entre pas en jeu
si la concentration de l’atome lourd est faible, autrement dit si la dilution est quasi infinie.

Maintenant, pour tenir compte du phénomène d’autoprotection, deux choix sont possibles :

• On peut formuler l’hypothèse que les sections efficaces résonnantes et les sources de
ralentissement ne sont pas corrélées. Ceci est vérifié en pratique dans le domaine non
résolu des sections efficaces (domaine prépondérant dans le cas des réacteurs à neu-
trons rapides). On résout alors directement l’équation du ralentissement dans chacune
des régions d’autoprotection, pour chacun des niveaux de sections efficaces considérés,
c’est la méthode des Sous-Groupes.

• Dans le cas typique d’un REP, l’hypothèse de décorrélation entre sources de ralentisse-
ment et sections efficaces résonnantes n’est plus vérifiée au bas du domaine énergétique
considéré. De plus, l’utilisation d’un maillage fin se révèle fort coûteuse en ressources
informatiques donc incompatible avec l’utilisation d’un schéma projet. C’est pour cela
que la modélisation de l’opérateur de ralentissement résonnant est nécessaire. L’objet
des prochains paragraphes est donc de présenter l’approche de modélisation du phé-
nomène d’autoprotection connue sous le nom de formalisme de Livolant-Jeanpierre du
nom de ses deux concepteurs en 1969.

3.3.1 Formalisme de Livolant-Jeanpierre

Cas homogène Prenons d’abord un cas simple : un milieu homogène constitué d’un isotope
résonnant (noté 0), de concentration N0, de section macroscopique totale Σ0

t et d’un isotope
uniquement modérateur de section totale Σ1

t (≈ Σ1
s)

Définition 3.5. Soit R l’opérateur de ralentissement, tel que

R[φ] =

∫ u

u−ε
Σs(u

′ → u)φ(u′)du′

♦

On réécrit l’équation du ralentissement

(Σ1
s(u) + Σ0

t (u))φ(u) = [R0(u) +R1(u)]φ(u) (3.25)
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Pour résoudre cette équation avec des groupes larges, on décompose le flux φ en un flux
macroscopique ψ et une fonction de structure fine ϕ sans unité.

φ(u) = ψ(u)ϕ(u)

L’opérateur de ralentissement pour le noyau lourd porte sur un intervalle de léthargie très
petit. On considère ainsi que que ψ ne présente pas de variation brusque sur cet intervalle.

R0[ϕ] = R0[ψϕ] = ψR0[ϕ] (3.26)

L’équation du ralentissement devient alors l’équation de structure fine (3.27)

1

N0
R0[φ] +

Σ1
s

N0
=

(
σ0
t +

Σ1
t

N0

)
ϕ (3.27)

En posant l’opérateur microscopique r0 ≡ R0[]/N0(par analogie avec les sections efficaces
microscopiques) et la section microscopique σe ≡ Σ1

s/N0 appelée aussi section de dilution ou
plus simplement dilution. Avec ces notations, (3.27) se réécrit :

r0[ϕ]− (σ0
t (u) + σe)ϕ(u) + σe = 0 (3.28)

On peut considérer que la dilution σe est peu dépendante de la léthargie car Σ1
t peu dépen-

dante de la léthargie. C’est pour cela qu’il est possible de résoudre l’équation de structure fine
en milieu homogène de façon exacte pour plusieurs valeurs de σe et de la température T avec
un maillage très fin en énergie. Ce travail est fait en amont par des codes dédiés au calcul du
ralentissement pur.

Définition 3.6. Les sections efficaces effectives de réaction R de l’isotope résonnant 0 dans le
groupe d’énergie g sont données par :

σ0,g
R,eff =

1

∆ug

∫ ug+∆ug

ug

σ0
R(u)ϕ(u)du (3.29)

♦

Revenons à notre but initial : comme dit plus haut, on cherche à conserver le taux de
réaction dans chacun des groupes

τR =

∫ g+1

ug

σR(u)φ(u)du = φgσ
g
R∆ug

=

∫ ug+1

ug

σR(u)ψ(u)ϕ(u)du

(3.30)

En supposant que la décroissance du flux macroscopique ψ est faible sur l’intervalle [ug, ug+1]
, on peut simplifier le calcul du taux de réaction :

τR = ψ

ug+1∫
ug

σR(u)ϕ(u)du en prenant ψ = ψ

(
ug + ug+1

2

)
(3.31)

= ψ∆ugσ
0,g
R,eff (3.32)

En égalant (3.30) et (3.32) on trouve

ψσ0,g
R,eff = φgσ

g
R (3.33)

c’est-à-dire que la section efficace effective est la section qui permet de conserver les taux de
réaction en prenant le flux macroscopique ψ.
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En conclusion, pour un problème homogène donné :

1. On calcule la dilution du problème σe = Σ1
s/N0.

2. On interpole les sections effectives dans chaque groupe à partir des tables déjà
réalisées en amont du calcul. σ0,g

r,eff

3. On calcule la structure fine ϕg dans chaque groupe large à partir de l’équation de
structure fine et une modélisation adaptée de l’opérateur de ralentissement permet
de déterminer la structure fine sur le maillage multigroupe.

4. On en déduit les sections multigroupes autoprotégées pour la réaction R et l’isotope
résonnant via

σ0,g
R =

σ0,g
r,eff

ϕg

Généralisation au cas hétérogène : cas de deux milieux Dans le cas simple de deux mi-
lieux, par exemple un milieu modérateur et un milieu combustible, il est possible de montrer
que l’équation de structure fine en milieu homogène conserve sa forme à la condition de
changer l’expression de la section équivalente en

σe(u) =
1− P00(u)

P00(u)
σ0
t (u) (3.34)

Elle dépend donc de la probabilité de première collison dans le combustible P00(u). Dans
l’optique de se ramener à une méthode de résolution analogue à celle dévelopée pour le cas
homogène, il faut caractériser le problème par un paramètre indépendant de la léthargie. La
section équivalente n’est pas un bon candidat puisque dans le cas présent, elle en dépend via
P00(u) et σ0

t . Un meilleur choix est la section équivalente vraie, que l’on définit maintenant.

Définition 3.7. La section équivalente homogénéisée ou section équivalente vraie σe est la
valeur de la section efficace équivalente qui conserve l’intégrale effective entre la situation
hétérogène exacte et la configuration homogène.

Ieff homogène,g(σe) = Igeff (σe(u)) (3.35)

L’intégrale effective étant la quantité

Ieff =

uth∫
u0

σR(u)ϕ(u)du (3.36)

avec

• u0 une léthargie origine

• uth la léthargie correspondant à une coupure thermique donnée

♦

L’équation 3.35 est résolue en simplifiant l’opérateur de ralentissement de l’isotope réson-
nant. Plusieurs modèles peuvent être utilisés :
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• L’approximation résonance étroite (NR), lorsque la largeur Γ de la résonance est petite
en regard du gain maximal de léthargie par choc ε0. Alors r0ϕ(u) = σp0. Les léthargies
u’ contribuant à l’intégrale r0ϕ(u) sont situées en amont de la résonance, là où la section
de diffusion se réduit à la section potentielle et où ϕ vaut 1.

• L’approximation résonance large (WR) dans le cas contraire où la largeur Γ de la ré-
sonance est grande en regard du gain maximal de léthargie par choc ε0 (typiquement
dans les grandes résonances). Alors r0ϕ(u) = σs0.

• L’approximation statistique (ST) consistant à supposer que toutes les résonances du
noyau résonnant sont étroites et statistiquement distribuées dans un groupe d’énergie.
Ce qui s’applique bien au domaine non résolu et à la partie haute du domaine résolu,
où les résonances, bien qu’étroites, sont nombreuses à l’intérieur d’un groupe d’énergie.

• Le modèle Toute Résonance (TR) [59] vise à s’affranchir de la forme et de la position
des résonances.

Une fois que la section équivalente vraie est trouvée, on peut se ramener au problème
homogène équivalent et reprendre le procédé d’équivalence présenté dans le cas homogène.

3.3.1.1 Généralisation à un ensemble de milieux quelconque (méthode de Sanchez-
Coste)

On reprend le raisonnement développé dans le cas homogène en tenant compte d’une
interaction spatiale plus complexe entre N milieux constitués tous :

• d’un ou de plusieurs noyaux modérateurs (tous regroupés sous l’indice unique 1 même
s’ils peuvent être plusieurs et de nature différentes)

• d’un noyau résonnant 0

Réécrivons le bilan neutronique du début de section dans une région d’indice i :

ViΣ
i
tφi =

N∑
j=1

VjPji(R0,j [φj ] +R1,j [φj ]) (3.37)

Le flux est certes factorisé de nouveau en flux fin et flux macroscopique, mais ces trois quan-
tités dépendent maintenant de l’espace :

φi = ψiϕi (3.38)

Comme dans le cas homogène, l’opérateur de ralentissement du noyau résonnant est de
courte portée, on peut donc écrire :

R0,j [φj ] = ψiR0,j [ϕj ] (3.39)

ainsi que
R1,j [φj ] = Σ1,jψj (3.40)

où Σ1,j est la section de diffusion de l’ensemble des isotopes modérateurs de la zone j. A
ce stade, nous formulons l’hypothèse que le flux macroscopique est indépendant de l’espace.
Ceci constitue une hypothèse forte, mais elle se révèle peu pénalisante. Elle permet alors une
simplification de l’équation (3.37) :

ViΣ
i
tϕi =

N∑
j=1

VjPji(R0,j [ϕj ] + Σ1,j) (3.41)
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On définit alors une région d’autoprotection, notée α comme le regroupement de régions
de calcul contenant l’isotope résonnant à une même température (en clair, non différenciés
par effet Doppler). Sommons sur tous les milieux i appartenant à α, on trouve :

∑
i∈α

ViΣ
i
tϕi =

∑
i∈α

N∑
j=1

VjPij(R0,j [ϕj ] + Σ1,j) (3.42)

=
∑
i∈α

B∑
β=1

∑
j∈β

VjPij(R0,j [ϕj ] + Σ1,j) +
∑
i∈α

B∑
β=1

∑
j /∈β

VjPij(R0,j [ϕj ]︸ ︷︷ ︸
=0

+Σ1,j) (3.43)

On a découpé la géométrie en B régions d’autoprotection qui ne couvrent pas forcément toute
la géométrie, ce qui laisse L milieux purement modérateurs. Dans ces milieux modérateurs
(j /∈ β), on ne trouve pas d’isotope résonnant, la structure fne est donc nulle, donc R0,j [ϕj ] =
0. On termine enfin par affecter à chaque milieu d’autoprotection la même structure fine ϕα
qui correspondra à une moyenne des structures fines des milieux concernés. L’équation de
structure fine s’écrira finalement :(∑

i∈α
ViΣ

i
t

)
ϕα =

∑
i∈α

B∑
β=1

∑
j∈β

VjPjiN0rβ[ϕβ] +
∑
i∈α

∑
j

VjPjiΣ1,j (3.44)

On aboutit ainsi à un système linéaire dont les ϕα sont les inconnues. De plus, en modélisant
judicieusement l’opérateur de ralentissement résonnant, on est amené dans certains cas à
une simple inversion de matrice.

3.3.2 Autoprotection des mélanges

La partie précédente prenait comme postulat fondamental que le noyau résonnant était
seul dans son milieu. Dans le cas d’un mélange de plusieurs noyaux, on comprend aisément
que la capture d’un neutron par un premier noyau empêche la capture par un second pré-
sentant lui aussi des résonances. Le problème se présente donc lorsqu’il y a recouvrement des
résonances dans le spectre.

On recommence donc le raisonnement pour deux noyaux α et β contenus dans un com-
bustible C (la généralisation est possible pour n noyaux, le principe en est le même). Après
plusieurs manipulations, on aboutit à une équation de structure fine dont la forme est tou-
jours la même :

Rα[ϕC ]− (Σα
t (u) + Σβ

t )

PCC
ϕc(u) + Σβ

t +
1− PCC
PCC

(Σα
t (u) + Σβ

t ) = 0 (3.45)

En créant une nouvelle section équivalente de mélange (α+ β) :

Σ̃e(u) ≡ Σβ
t +

1− PCC
PCC

(Σα
t (u) + Σβ

t )

On obtient l’analogue de l’équation de structure fine hétérogène à deux milieux :

Rα[ϕC ]− (Σα
t (u) + Σ̃e(u))ϕC(u) + Σ̃e(u) = 0 (3.46)

On calcule alors les sections autoprotégées du noyau α, puis ensuite celles du noyau β
en utilisant le flux fin de l’étape précédente. Le résultat est de fait différent que l’on au-
toprotège d’abord le noyau α ou le noyau β, ce qui a priori est insatisfaisant. On veillera

57



CHAPITRE 3. CALCUL NEUTRONIQUE PRÉCIS D’UN RÉACTEUR À EAU LÉGÈRE

donc à commencer par autoprotéger les sections qui ont le plus d’impact, comme Σa(
238U),

Σa(
239Pu) et Σa(

235U) pour diminuer l’erreur réalisée. Néanmoins, on pourrait imaginer une
méthode itérative (mais très coûteuse) sur l’ensemble des sections efficaces à autoprotéger
jusqu’à convergence. En outre, Mireille Coste [61] a développé dans le code APOLLO2.8 un
formalisme de protection mutuelle en résolvant l’équation de structure fine multi-isotopes.

3.3.3 La méthode SHEM

La mise en place d’un modèle plus abouti d’autoprotection des mélanges a permis de ré-
duire les biais de calcul et la répartition spectrale des taux de capture de l’238U, en particulier
dans le cas d’un mélange d’isotopes dans un réseau constitué de cellules combustibles évo-
luantes avec un fort taux de vide. Néanmoins, des travaux ultérieurs [62] ont montré que
des écarts significatifs en dessous de 22.5 eV pouvaient être corrigés avec l’introduction d’un
nouveau maillage énergétique. Ainsi, le maillage Santamarina Hfaiedh Energy Mesh (SHEM)
a été développé. En utilisant ce maillage, un calcul fin exact dans le domaine épithermique
(<22.5 eV) et le maintien d’un formalisme d’autoprotection à haute énergie permet d’ob-
tenir des résultats de calcul neutronique satisfaisants (taux de réactions, bilan neutronique,
coefficient de vide) améliorés pour les combustibles UOX et aussi les combustibles MOX, de
réaliser des calculs d’évolution précis et de respecter la précision-cible de 1 % sur la longueur
de cycle des REL.

3.4 Le code APOLLO2

APOLLO2 [63] est un code de neutronique modulaire, développé par le CEA pour con-
duire des calculs qui tirent au maximum profit de la précision permise par les calculateurs
actuels. Le language de l’interface utilisateur, GIBIANE, est basé sur du FORTRAN77. C’est
un ensemble de modules, de scripts et d’objets pouvant être organisés selon les souhaits de
l’utilisateur. Ce code est utilisé pour mener des calculs à l’échelle réseau, en deux dimensions,
en représentation cartésienne, cylindrique ou quelconque pour modéliser les réseaux à pas
carrés ou hexagonal. Ses applications les plus communes sont de produire des jeux de sections
efficaces autoprotégées de manière à conduire un calcul de cœur ou un calcul d’activation.
Nous l’avons choisi pour la maturité de son développement et le retour d’expérience associé.
En outre, les efforts de R&D se portent également sur son successeur, le code multi-filières
APOLLO3 [64], qui, à partir d’une architecture logicielle repensée, se donne pour objectif
la modélisation des cœurs de réacteurs de plus en plus hétérogènes en une seule étape de
calcul.

3.5 Notion de schéma de calcul

Sous l’appellation schéma de calcul, on entend l’utilisation conjointe d’une bibliothèque de
sections efficaces, d’un code et d’options de calcul pour satisfaire les besoins de l’utilisateur.
On décompose chaque schéma de calcul en deux étapes : une étape de calcul fin, l’étape
réseau, où les grandeurs locales sont calculées avec précision et une étape de calcul cœur, où
l’on résout l’équation du transport à l’échelle cœur avec un maillage spatial et un maillage
énergétique grossiers (quelques dizaines de groupes énergétiques uniquement). La longueur
moyenne du trajet d’un neutron à vol d’oiseau étant inférieure aux longueurs caractéristiques
des dimensions de l’assemblage REL, l’approximation spatiale est justifiée. Cela facilite par
ailleurs la prise en compte de phénomènes survenant à l’échelle du cœur : effet de tempéra-
ture, description d’un réflecteur, . . .
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(A) Maillage MAV (B) Maillage RAF (C) Légende

FIGURE 3.6 – Différents maillages spatiaux cellule pour le calcul coeur

Le but d’un schéma de calcul est d’avoir un ensemble de recommandations qui définis-
sant un calcul robuste tout en équilibrant finesse des résultats et temps de calcul. On ci-
tera en particulier Horus 3D/N [65] pour le Réacteur Jules Horowitz (RJH), NARVAL pour
les cœurs de propulsion navale ou les schémas SHEM-MOC et REL2005 dédiés aux cœurs
électro-nucléaires civils.

3.5.1 Schéma de référence SHEM-MOC

Le schéma de calcul déterministe de référence de la version recommandée APOLLO2.8
est le schéma SHEM-MOC. Il consiste en un ensemble de recommandations de calculs très
fins. En particulier, il est recommandé de décrire les sections efficaces de diffusion par des
polynômes de Legendre jusqu’à l’ordre 3 pour décrire au mieux l’aire de migration des neu-
trons. Ceci est particulièrement justifié dans le cas de cœurs de petite taille car très sensibles
à la bonne description des fuites ou pour la description de la nappe de puissance des grands
cœurs car l’aire de migration est le paramètre qui détermine le basculement de la nappe de
puissance. Concernant le maillage énergétique, les recommandations préconisent un maillage
à 281 groupes énergétiques, le maillage SHEM [66] qui décrit rigoureusement les grandes
résonances d’absorption en dessous de 22.5 eV, introduit plus haut. Ce maillage est conservé
tout au long du calcul. Ainsi, on n’introduit pas de biais dus aux processus de condensation et
d’équivalence. Le calcul d’autoprotection se fait en Pij tandis que le calcul de flux sur géomé-
trie réelle se fait en MOC avec flux constant par maille d’où le nom du schéma. Concernant
le maillage spatial, les cellules sont maillées avec un maillage raffiné (noté RAF) et décrit en
figure 3.6b.

3.5.2 Schéma optimisé REL2005

Du schéma de référence SHEM-MOC est issu le schéma REL2005 [67]. Ce dernier a été
conçu dans le but de calculer des cœurs de réacteurs REP et REB. C’est un schéma dont
la précision et le temps de calcul sont cohérents avec des études industrielles. Il s’organise
en deux parties : une partie réseau dont le but est de produire des sections à 281 groupes
autoprotégées (tenant compte de la géométrie, du maillage énergétique et du bilan matière
du problème) et condensées sur un maillage à nombre de groupes réduits, de manière à
réduire le temps de calcul. Le calcul de flux Pij sur le maillage SHEM est qualifié de premier
niveau et le calcul de flux MOC sur le maillage 26 groupes est qualifié de deuxième niveau. Lors
de ce dernier, le maillage spatial est relâché, c’est le maillage type moulin à vent figure 3.6a
(noté MAV). Les différentes étapes de calcul du schéma REL2005 en évolution sont finalement
résumées dans la figure 3.7 :
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FIGURE 3.7 – Logigramme du schéma de calcul REL2005
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3.6 Le processus de VVQI

Lors du développement des codes de calcul scientifiques pour l’analyse et la prévision de
phénomènes, les résultats obtenus par les simulations numériques ont toujours été validés par
comparaison aux résultats analytiques ou expérimentaux quand ceux-ci sont disponibles. Une
démarche plus rigoureuse, entreprise depuis une vingtaine d’années [68] dans le domaine de
la neutronique, consiste à affiner cette confrontation directe par une approche de VVQI pour
dégager quelles sont les principales sources du biais résiduel et des incertitudes. En voici les
principales étapes :

• La Vérification de la version industrielle APOLLO2, ici v2.8. Cette vérification doit assu-
rer que les nouveaux modules modifiés ne présentent pas d’erreur de programmation
et fournissent les résultats numériques attendus.

• La Validation des fonctionnalités et du Schéma de Référence APOLLO2. Cette valida-
tion est réalisée par la comparaison du calcul APOLLO2 à un calcul étalon, en général
conduit avec un calcul Monte-Carlo polycinétique TRIPOLI4®, à mêmes données nu-
cléaires. La comparaison des résultats de schémas de calcul APOLLO2 aux résultats du
calcul étalon permet d’optimiser le « schéma de référence APOLLO2 » et de calibrer son
biais résiduel.

• La Qualification qui compare les résultats de l’ensemble « Code industriel + Schéma
de référence + Bibliothèque de données nucléaires » aux valeurs mesurées lors de me-
sures dites intégrales. Les écarts Calcul/Expérience, avec leur incertitude expérimentale,
contiennent donc principalement les erreurs dues aux données nucléaires. Ce sont :

– Un ensemble d’expériences caractérisées par des mesures fondamentales est utilisé
pour qualifier JEFF3.1.1 et la bibliothèque multigroupe CEA2005 correspondante
grâce aux expériences menées principalement dans MINERVE.

– La qualification sur des expériences-maquettes telles qu’EOLE permet de calibrer
l’erreur de l’outil pour le calcul de chaque paramètre de projet REL, avec son
incertitude associée.

• la Quantification de l’Incertitude (QI) est finalement réalisée à partir des résultats de
la Qualification en s’appuyant sur la théorie de la représentativité : l’erreur de calcul
(facteur de recalage) et l’incertitude associée sont ainsi déduites pour chaque paramètre
REP.

On retrouve ici les définitions d’incertitudes systématiques et incertitudes aléatoires. Con-
sidérons que le code de calcul permet d’avoir une estimation de la mesure associée à la gran-
deur neutronique considérée. L’incertitude systématique, qui ne dépend pas de la mesure,
correspond alors au biais et l’incertitude aléatoire, qui prend une valeur différente à chaque
mesure, correspond à l’incertitude telle que définie par les neutroniciens. La figure 3.8 décrit
ces différences. Nous voulons ici insister que biais et incertitudes sont a priori indépendants.
Plus précisément, l’erreur introduite par le modélisateur, qui choisit les modèles physiques
adaptés ainsi que celle apportée par l’utilisation d’un outil numérique de résolution des équa-
tions est uniquement constitué d’un biais de calcul4. L’incertitude aléatoire n’est apportée que
par les incertitudes technologiques ou les incertitudes dues aux données nucléaires de base
(les sections efficaces, les spectres de fission ou les rendements de fission).

Charge ensuite à l’expérimentateur, ou à l’industriel, lorsqu’il constate un écart calcul-
mesure, de déterminer la source de cet écart. S’il s’agit d’un biais, alors une modification

4Le bruit numérique, en particulier lors du tirage de variables aléatoires, introduit certes une incertitude
aléatoire mais cette incertitude est totalement négligeable par rapport aux autres sources mentionnées ici.
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(A) Fort biais,
Incertitudes faibles

(B) Faible biais,
Incertitudes fortes

(C) Faible biais,
Incertitudes faibles

(D) Fort biais,
Incertitudes fortes

FIGURE 3.8 – Incertitudes systémiques (biais) vs Incertitudes aléatoires (incertitudes)

des méthodes numériques utilisées ou des bibliothèques de sections efficaces permettra de le
corriger. En revanche, s’il s’avère que les incertitudes dues aux données nucléaires sont pré-
pondérantes alors un effort de R&D plus poussée est nécessaire pour réduire les incertitudes
en entrée.

3.7 Le benchmark de grand cœur UAM GEN-III

3.7.1 Description du système d’étude

Le schéma que nous allons présenter se base sur un modèle réaliste proposé dans le cadre
du groupe d’experts Uncertainty Analysis in Modeling de l’OCDE/NEA [69]. Un benchmark
numérique international a été proposé pour étudier les incertitudes associées aux grands
cœurs : un cœur frais avec 241 assemblages, chacun d’entre eux comprenant 265 crayons.
Pour référence, le plan de chargement du cœur est donné en figure 3.10 : ce plan de char-
gement est caractéristique des cœurs de génération III dans la mesure où il comporte de
nombreux assemblages gadoliniés qui limitent la réactivité en début de cycle. De plus, la
nappe de puissance recherchée doit être la plus plate possible. Il s’agit donc d’augmenter le
k∞ local en périphérie du cœur. De plus, le réflecteur lourd en acier inoxydable contribue
également à augmenter la puissance en périphérie tout en limitant les dommages à la cuve.
Le design des assemblages est donné en figure 3.9.

(A) Pas de Gd wU235 = 2.1% (B) 12 Gd wU235 = 4.2% (C) 20 Gd wU235 = 3.2%

FIGURE 3.9 – Design des assemblages pour le cœur UAM GEN-III

3.7.2 Enjeux physiques spécifiques de modélisation

Dans ce paragraphe, nous allons détailler deux éléments particuliers du cœur du réacteur :
le réflecteur lourd et les groupes de barres absorbantes. Il s’agit de bien comprendre leur
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FIGURE 3.10 – Plan de chargement du cœur de démarrage UAM GEN-III

action sur le bilan neutronique pour étudier l’origine de leur influence sur les incertitudes du
cœur que l’on mettra en exergue dans le chapitre 6.

3.7.2.1 Aplatissement de la nappe de puissance grâce au réflecteur lourd

Chaque cœur possède son propre réflecteur dont le matériau doit être choisi avec soin. En
effet, le matériau doit :

• avoir une section efficace de capture faible.

• présenter un fort albédo, c’est-à-dire que l’élément est spécifiquement choisi pour sa
section efficace de diffusion (élastique et inélastique).

• stable mécaniquement sous irradiation.

• stable chimiquement : le réflecteur est souvent placé dans un environnement chimique-
ment très agressif, il doit résister à l’oxydation.

Globalement, pour les réacteurs à eau légère, un bon modérateur est souvent un bon
réflecteur. Parmi les matériaux possibles, on pense en premier aux éléments possédant une
grande section efficace de diffusion : hydrogène, deutérium, béryllium, graphite sont de bons
candidats. En terme de design de réflecteur, on trouve couramment deux cas de figure. Les
réacteurs de génération II possèdent couramment un réflecteur conventionnel en eau : ce sont
des plaques verticales métalliques appelées baffle qui ceinturent le cœur. Dans l’espace vide
laissé entre ces plaques et la cuve du réacteur est injectée de l’eau. C’est elle qui, en pratique,
joue le rôle de réflecteur. (cf. Figure 3.11 [70])
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FIGURE 3.11 – Constituants d’un réflecteur conventionnel pour un REP

FIGURE 3.12 – Vue d’un réflecteur lourd dans le cas d’un Advanced Pressurized Reactor

Dans le cas des réacteurs de génération III, la conception prévoit préférentiellement un
réflecteur dit lourd : il s’agit d’une structure de plaques d’acier inoxydable empilées verticale-
ment autour du cœur. Le nombre de masse du Fer plus élevé (A=56 pour l’isotope majoritaire
à l’état naturel) rend la diffusion inélastique possible et donc le renvoi des neutrons vers le
cœur de manière plus efficace que les éléments légers. De plus, le rayonnement gamma issu
de la capture des neutrons par le réflecteur chauffe ce dernier, ce qui nécessite des tubes de
refroidissement percés en sa périphérie. On présente une vue schématique du réflecteur lourd
dans le cas d’un Advanced Pressurized Water Reactor (APWR, Mitsubishi Heavy Industries)
en figure 3.12 [71].

En outre, l’épaisseur de ces réflecteurs nécessite de dépasser une certaine dimension pour
obtenir un renvoi effectif des neutrons vers l’intérieur du cœur. La figure 3.13 [72] met en
évidence deux effets distincts : tant que l’épaisseur de réflecteur introduite est inférieure à
20 mm, l’effet prépondérant du réflecteur est de capturer les neutrons thermiques, le keff
diminue. Ensuite, à partir d’une épaisseur supérieure à 20 mm, la réflexion des neutrons
rapides a lieu vers le cœur (albédo β1 en augmentation de forte pente sur la figure 3.14)
ce qui entraîne une remontée du keff. En outre, ceci cause également un aplatissement de
la nappe de puissance. En effet, les neutrons rétrodiffusés par le réflecteur subissent en fait
majoritairement une diffusion inélastique, ce qui abaisse leur énergie cinétique. Revenus en
périphérie du cœur, ils sont la cause de fissions supplémentaires. De cette manière, le pic de
puissance attendu au centre du coeur s’atténue par effet de renormalisation de la nappe. Cet
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FIGURE 3.13 – Écart en réactivité à la situation nue fonction de l’épaisseur du réacteur

effet de décroissance puis de remontée du keff a également été constaté sur des réflecteurs
constitués d’acier au carbone ou de nickel [73].

3.7.2.2 Pilotage du cœur au moyen de barres absorbantes

La commande du réacteur se fait généralement en retirant ou en ajoutant des éléments
absorbants :

• Les absorbants homogènes, généralement du bore en solution dans le modérateur,

• Les poisons consommables présents par exemple dans les crayons gadoliniés,

• Des barres de commandes, fixes ou mobiles, composées d’un ensemble de crayons ab-
sorbants, insérées dans les tubes guides. On distingue alors les absorbants gris dont
l’absorption est peu intense des absorbants noirs qui absorbent tous les neutrons inci-
dents. Les grappes grises sont en particulier utilisées pour agir sur le bilan neutronique
sans trop perturber la nappe de flux. A titre d’exemple, les groupes de barres en car-
bure de bore (B4C) sont noires dans le domaine thermique donc adaptées pour des
réacteurs à eau légère. On utilise également des crayons absorbants en AIC (Argent-
Indium-Cadmium).

Pour quantifier l’action de ces barres sur le bilan neutronique, on définit ainsi l’efficacité
du groupe de barres comme la différence de réactivité entre l’état avec barres et l’état sans
barres.

∆ρ = 1− 1

keffbarré
− (1− 1

keffavec barres
) (3.47)

Un calcul en théorie à deux groupes [9] permet de montrer les résultats suivants : toutes
choses égales par ailleurs,
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FIGURE 3.14 – Albédo d’un réflecteur en deux couches

• L’efficacité est d’autant plus grande que l’aire de diffusion pour les neutrons thermiques
est grande : plus de neutrons risquent de pénétrer dans la barre.

• L’efficacité est d’autant plus grande que que le réacteur est petit. En effet, la zone sous
influence de l’absorbante est à peu près indépendante de la taille du cœur mais la barre
a un poids statistique d’autant plus important que le cœur est petit.

• L’efficacité croît lentement avec le rayon de la barre.

Le placement des barres absorbantes résulte ensuite d’un compromis : on n’a pas intérêt
à placer toutes les barres sur le pic de puissance. En effet, la dépression de flux nuirait à
l’efficacité individuelle de chacune des barres (effet d’ombre). Les placer à un endroit où le
flux est faible présente également un intérêt limité car dans ce cas là, l’efficacité individuelle
serait faible. On arrive en fait à montrer que l’efficacité maximale des barres est obtenue
quand le flux macroscopique dans la région contrôlée par ces barres est plat (en négligeant les
fluctuations locales induites par chacune d’entre elles). Ce résultat est atteint en les plaçant
en suivant un réseau régulier.

3.8 Notre schéma de calcul projet

3.8.1 Hypothèses initiales de calcul

Pour être conservatif lors de l’estimation du basculement radial de la nappe de puissance,
nous choisissons de nous placer à puissance nulle, en situation HZP, c’est-à-dire que nous
nous affranchissons de l’effet des contre-réactions thermohydrauliques qui aplatiraient la
nappe de puissance. En effet, une augmentation de puissance locale diminuerait la densité du
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modérateur ce qui diminuerait localement la modération. Par conséquent, le nombre de fis-
sions serait réduit, ce qui induirait une diminution de la puissance locale. Sargeni et al. [74]
ont mis en évidence ce basculement dans un premier travail de modélisation de ce bench-
mark. En traçant la différence entre les deux premières valeurs propres λ en fonction de la
puissance du cœur figure 3.15 ils ont montré que la sensibilité du cœur (proportionnelle à
l’inverse de la différence des valeurs propres) est maximale à puissance nulle et se stabilise
dès 20 % PN. Sur la figure, le cas CR correspond à un réflecteur conventionnel (Conventional
Reflector), c’est-à-dire composé d’une faible épaisseur d’acier (ici 2.54 cm) entouré d’eau. Le
cas de notre étude correspond au cas réflecteur lourd (Heavy Reflector ou HR), c’est-à-dire
le cas réflecteur lourd, à savoir une épaisseur d’acier correspondant à un assemblage entier
(21.62 cm).

FIGURE 3.15 – Différence entre les deux premières valeurs propres du flux en fonction de la puissance
du cœur UAM GEN-III

L’objet de notre travail est de mettre en évidence la bascule radiale de puissance neutro-
nique. La hauteur de notre cœur d’étude étant grande, on choisit de se placer au plan médian,
de travailler en géométrie 2D et de modéliser les fuites neutroniques axiales par un laplacien
géométrique imposé, celui d’un cœur neuf.

B2
z = (

π

Hextrapolée
)2 = (

π

Hactive + δ
)2 (3.48)

avec Hactive la hauteur active du cœur et δ = δhaut + δbas le gain de réflecteur total pris égal
à 10 cm.

Nous nous proposons dans la suite de détailler les choix de modélisation réalisés afin
d’obtenir un schéma de calcul à la fois rapide et suffisamment précis pour notre étude. Nous
avons choisi de travailler avec APOLLO2 car ce code bénéficie d’une VVQI riche de plus de
15 ans de travaux [75]. La version que nous avons utilisée est APOLLO2.8-4 patch1 avec la
bibliothèque de données nucléaires CEAV5.1.2 tirée de JEFF-3.1.1.

En premier lieu, on s’attache à définir les grandeurs physiques de notre système : rayons
des crayons, des tubes-guides, des gaines, le pas assemblage . . . La pression modérateur est
prise uniforme sur tout notre motif, elle vaut 155 bars. Travaillant en statique, nous avons
choisi de travailler avec une température combustible uniforme valant 300.85 °C. De plus,
les jeux pastille-gaine sont dilués dans la gaine par souci de simplification du maillage sans
dégradation des résultats de calcul. On définit ainsi la géométrie de notre problème en prêtant
attention aux lois de dilatation des matériaux. On crée ensuite les milieux en conservant le
bilan matière.

Les paragraphes suivants présenteront les enjeux théoriques et pratiques des deux niveaux
de notre calcul :

1. Partie réseau : production des sections efficaces autoprotégées et condensées
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• Sections efficaces du réflecteur
• Sections efficaces assemblage
• Condensation sur le maillage d’étude

2. Partie cœur : calcul de flux sur la géométrie radiale réelle

• Génération du fichier TDT
• Lecture du fichier TDT.
• Calcul de flux MOC sur le huitième de cœur.

3.8.2 Autoprotection de chaque type d’assemblage

On construit une géométrie d’autoprotection fictive, représentative de la périphérie du
cœur et qui conserve le bilan matière du réflecteur lourd. On prend un huitième d’assem-
blage non gadolinié enrichi à 4.2 % surmonté de neuf rangées de cellules homogènes dont la
composition est celle du réflecteur lourd. Les quatres premières rangées de cellules réflecteur
sont différenciées dans le calcul Pij multicellule d’autoprotection afin de tenir compte de la
modification du spectre de flux dans le réflecteur.

Ensuite, chaque couleur d’assemblage est autoprotégée séparément en Pij multicellule
en groupant les cellules selon leur voisinage (en face ou en diagonale d’un trou d’eau et
d’un crayon gadolinié) et en choisissant leur orientation afin d’avoir une cohérence au sein
des cellules d’un même groupe en terme de courants d’interfaces également. On fournit en
figure 3.17, figure 3.18, figure 3.19, figure 3.20 les géométries d’autoprotection en Pij des
assemblages enrichis à 2.1% et à 4.2 % sans crayons gadolinium et 12 crayons gadolinium
enrichi à 4.2% et 20 crayons gadolinium à 3.2 % respectivement.

Traditionnellement, les codes de calcul cœur utilisent en entrée des sections efficaces
condensées sur le maillage énergétique de travail et homogénéisées pour utiliser un mo-
dèle neutronique beaucoup plus simple que celui à l’échelle assemblage. La préparation du
calcul à macromailles fait intervenir des moyennes en énergie (des condensations) ainsi que
des moyennes en espace (des homogénéisations). Dans le cas présent, nous avons choisi de ne
réaliser qu’une condensation des sections efficaces de manière à conserver la précision d’un
calcul à l’échelle crayon. On rappelle en effet que la description de la puissance neutronique
est un paramètre fondamental de sûreté : le bon calcul du point chaud (localisation et valeur)
conditionnent le respect des critères de sûreté.

Plaçons nous dans une maille spatiale donnée. L’idée de cette partie est de décrire le
procédé qui permet de passer d’un jeu de section efficaces macroscopiques écrites sur un
maillage fin (indices de groupe ζ) à un jeu de sections efficaces sur un maillage à groupes
larges (groupes indicés par g), l’ensemble des bornes du maillage large étant incluses dans
l’ensemble des bornes du maillage fin. La condensation des sections efficaces est régi de
nouveau par la conservation du taux de réaction (3.49) dans un macro-groupe.

τg =
∑
ζ⊂g

τζ (3.49)

ce qui donne (les indices de région sont omis)

Σgφg =
∑
ζ⊂g

Σζφζ (3.50)

En conservant le nombre de neutrons, donc le flux dans le groupe,

φ = φg =

∑
ζ⊂g

∆uζφζ

∆ug
(3.51)
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FIGURE 3.16 – Géométrie d’autoprotection pour le calcul des sections autoprotégées du réflecteur
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FIGURE 3.17 – Géométrie d’autoprotection multicellule assemblage STD21

FIGURE 3.18 – Géométrie d’autoprotection multicellule assemblage STD42
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FIGURE 3.19 – Géométrie d’autoprotection multicellule assemblage 12GD42

FIGURE 3.20 – Géométrie d’autoprotection multicellule assemblage 20GD32
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on peut écrire que

Σg =

∑
ζ⊂g

Σζφζ

φg
(3.52)

En réalité, si on calcule les Σg sur le maillage large, on ne retrouvera pas les Σg tels que
attendus par l’expression (3.52). Cela vient du fait que le flux calculé en (3.51) n’est pas le
flux moyen attendu ! En effet, le flux n’est pas une fonction linéaire de la léthargie, preuve en
est faite de son comportement dans les résonances.

Pour résoudre ce problème, on le reformule en terme d’équivalence : il s’agit maintenant
de trouver le jeu de sections efficaces (Σg)g∈G qui conserve le taux de réactions lors du
changement de maillage. En pratique, on travaille plutôt avec des facteurs SPH (comme
”SuPer Homogénéisation“).

Définition 3.8. Les facteurs SPH sont définis par

µg =
ΣR,g

ΣR,g

=
Σg

Σg

(3.53)

Σg sont les sections macroscopiques vérifiant les équations d’équivalence (3.50) tandis que
Σg sont les sections macroscopiques obtenues par pondération en (3.52) ♦

En pratique, ces facteurs sont obtenus par itérations des équations d’équivalence (3.50)
en initialisant les facteurs SPH à 1.

En utilisant ce procédé, nous disposons maintenant d’une bibliothèque de sections effi-
caces autoprotégées et condensées à 20 groupes. Ces sections seront utilisées pour le calcul
de flux à l’échelle du cœur.

3.8.3 Calcul de flux à l’étape cœur

Reprenons l’équation du transport écrite sous forme d’opérateurs :

Lφ−Hφ =
Fφ

keff
(3.54)

A partir de ce paragraphe, on ne parlera plus de la valeur propre λ, mais uniquement du
keff car c’est lui qui contient le sens physique du bilan neutronique (production/ (absorp-
tion+fuites)).

Par abus de langage, on confondra alors valeur propre λ et keff. En effet, si on pose

keff = 1 + x

on a alors

λ =
1

keff
=

1

1 + x
= 1− x

en faisant un développement limité au premier ordre (licite car dans toutes les applications
x� 1)

Les fonctions de réponse qui vont nous intéresser sont le keff, la puissance assemblage
ainsi que l’efficacité intégrale d’un groupe de barres.
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FIGURE 3.21 – Nappe de puissance assemblage de référence du cœur UAM GEN-III obtenue avec
TRIPOLI4®

Définition 3.9. La puissance assemblage normalisée est définie comme

Pnorm =
Pass

Pmoyenne ass
=

Pass
Pmoyenne cœur

241

(3.55)

Ainsi, dans les nappes de puissances présentée plus loin, un assemblage portera une puissance
1 si sa puissance neutronique vaut la puissance moyenne du cœur. Cette définition permet de
s’affranchir des normalisations entre codes éventuellement différentes. ♦

Définition 3.10. Le basculement centre/périphérie sera ainsi défini comme la somme de
l’écart sur la puissance assemblage au centre et l’écart sur la puissance en périphérie. Ce sera
un critère permettant de juger de la perturbation de la nappe de puissance. Étant donné que
le point chaud est porté par l’assemblage situé en périphérie, le basculement de la nappe de
puissance correspondra à la somme de l’écart au centre et celui au point chaud. ♦

3.9 Optimisation et validation de notre schéma projet

3.9.1 Référence TRIPOLI4

Nous avons tracé en figure 3.21 le quart sud-est de la nappe de puissance de référence de
notre benchmark. Notons ici que le pic de puissance (noté Fxy ici comme un facteur de point
chaud) se situe en périphérie. Étant donné que l’écart de puissance augmente au fur et à
mesure que l’on s’éloigne de l’anneau qui porte la puissance moyenne du cœur, l’assemblage
portant le point chaud sera un des plus pénalisés.
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3.9.2 Calcul projet en approximation P0*

FIGURE 3.22 – Nappe des biais de puissance APOLLO2 en appliquant les recommandations REL2005
et approximation P0* pour le cœur UAM GEN-III

Le plan de chargement fortement hétérogène (utilisation accrue de crayons gadolinium
dans le premier plan de chargement) introduit un facteur de forme dans la nappe des dif-
férences APOLLO2/TRIPOLI4. Plus précisément, le flux est systématiquement surestimé au
niveau de ces assemblages, cf. figure 3.22.

Les biais (AP2−T4)
(T4) sur les puissances s’étalent entre -2.2 % et 3.5 % ce qui n’est pas satisfai-

sant pour notre étude. Nous allons donc maintenant examiner les hypothèses que nous avons
faites dans la résolution de l’équation et revoir nos différentes discrétisations de l’espace des
phases.

3.9.3 Discrétisation en angle, variable Ω

Le passage d’une anistotropie en P0 corrigée (recommandée pour les calculs assemblages)
à une anisotropie P3 permet de de mieux décrire l’aire de migration des neutrons. Par ailleurs,
on décrit mieux l’anisotropie du choc dans le réflecteur par ce procédé. La figure 3.23 montre
la nappe de puissance correspondante. Le basculement de puissance est ainsi réduit d’un
facteur 2. On passe en effet de 5.7% à un basculement de 2.5% pour le calcul de cœur.

3.9.4 Convergence ponctuelle et intégrale

L’étape réseau du calcul a permis la production de sections efficaces macroscopiques mul-
tigroupes autoprotégées et condensées sur le maillage énergétique de travail. La résolution
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FIGURE 3.23 – Nappe des biais de puissance APOLLO2 en appliquant les recommandations REL2005
et approximation P3 pour le cœur UAM GEN-III

de l’équation de Boltzmann se fait maitenant sur un motif caractéristique du système étudié
avec des conditions aux limites adaptées. Pour cela, l’algorithme des itérations de puissance
a déjà été présenté d’un point de vue purement mathématique avec la justification de sa
convergence en section 1.3.1. Il s’agit maintenant de détailler en algorithme 1 les étapes de
l’algorithme telles qu’implémentées dans le solveur de flux TDT-MOC d’APOLLO2. On mettra
alors en exergue les principaux paramètres laissés au choix de l’utilisateur afin d’ajuster la
précision du calcul.

Cet algorithme (algorithme 1) repose sur l’alternance entre la résolution d’un problème
à source fixe et la mise à jour des sources de neutrons issus de fission, autrement dit sur
l’alternance entre une boucle spatiale et une boucle énergétique. Le tout est répété jusqu’à ce
que les critères de convergence demandés par l’utilisateur soient satisfaits.

Dans un calcul de flux direct, on résout chaque équation dans l’ordre décroissant des
énergies. En procédant de cette façon, on peut obtenir la solution pour tous les groupes ra-
pides car les sources de ralentissement sont connues. Ceci n’est pas le cas dans le domaine
thermique où les groupes sont couplés par les remontées vers les énergies supérieures. Des
itérations dites thermiques peuvent ainsi s’effectuer à l’intérieur d’une itération externe pour
faire converger le flux dans le domaine thermique. Le calcul du flux à l’intérieur d’un groupe,
avec toutes les sources de ralentissement données, peut se faire par résolution directe groupe
à groupe ou par des itérations internes sur tout le domaine en énergie si la matrice de cou-
plage est plus remplie (par exemple via une méthode itérative de Gauss-Seidel).

Les itérations sur l’espace sont appelées itérations externes, elles seront notées (e) dans la
suite du manuscrit ; tandis que les itérations sur les groupes d’énergie, ou itérations internes
seront notées (i) dans la suite du manuscrit.

75



CHAPITRE 3. CALCUL NEUTRONIQUE PRÉCIS D’UN RÉACTEUR À EAU LÉGÈRE

Algorithme 1 Itérations de puissance, point de vue neutronique

Initialisation
[Fφ](0) : constante en espace, distribution de Maxwell ou de Watt en énergie.
keff = 1
répéter

Boucle sur les sources de fission (itérations externes)

(a) Boucle sur les groupes d’énergie (itération internes)

(a) Résolution de l’équation du transport sur le groupe g, d’inconnue φ(e) :

[Lg −Hg′→g
self ]φg,(e)(r,Ω)

=
∑
g′>g

Hg′→g
downφ

g′,(e)(r,Ω) +
∑
g′<g

Hg′→g
up φg

′,(e)(r,Ω) +
Fφg,(e−1)(r,Ω)

keff(e−1)

(b) Mise à jour du down-scattering en provenance de g

Hg→g′
downφ

g,(e)(r,Ω)

(b) Mise à jour des sources de fission

[Fφ]g,(e)(r,Ω) =
1

4π

Nfiss∑
j=1

χgj (r)

G∑
g′=1

νg
′

j (r)Σg′

f,j(r)φg
′,(e)(r)

(c) Mise à jour de la valeur propre keff(e) avec les sources de fission.

keff(e) = keff(e−1) 〈[Fφ](e)〉
〈[Fφ](e−1)〉

(d) Mise à jour de tous les termes d’up-scattering

∀g, Hg→g′
up φg,(e)(r,Ω)

jusqu’à

1. convergence intégrale : ∣∣∣∣∣1− keff(e)

keff(e−1)

∣∣∣∣∣ < ελ

2. convergence ponctuelle : ∣∣∣∣∣1−
∥∥φ(e)(r, E,Ω)

∥∥
2∥∥φ(e−1)(r, E,Ω)
∥∥

2

∣∣∣∣∣ < εF
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FIGURE 3.24 – Maillage énergétique REL2005 : zoom dans l’intervalle [0.5eV, 4eV]

Finalement, la précision de cet algorithme est déterminé par l’utilisateur, via le choix de ελ
et de εF . Les valeurs usuelles sont 1 pcm (pour cent mille = 10−5) pour ελ, la précision sur la
valeur propre et 2× 10−4 pour εF , la précision sur les sources de fission dans le cas de calculs
assemblages. Dans le cas de calculs à l’échelle cœur, il apparaît nécessaire d’affiner le critère
de convergence sur les sources de fission, à savoir prendre εF = 2× 10−5 pour s’assurer une
convergence spatiale acceptable.

3.9.5 Influence du nombre de groupes dans le maillage énergétique

Le choix d’un maillage énergétique influe fortement la précision du calcul neutronique
car il dimensionne la précision du bilan neutronique via la bonne description des résonances.
Dans ce cadre, le maillage SHEM a été optimisé spécifiquement pour le calcul des REL via une
approximation multigroupe. Il a été déterminé d’abord en décrivant les grandes résonances
isolées des principaux actinides, matériaux de structures, absorbants ainsi que les produits
de fission. Ensuite, différents maillages optimisés ont été combinés pour améliorer la prise
en compte de l’autoprotection et la protection mutuelle des corps présents. En particulier,
le maillage inclus dans le schéma REL2005 a été adapté pour les calculs industriel de ré-
acteurs à eau légère. Ce maillage, de 26 groupes énergétiques est également optimisé pour
les calculs de cœur en évolution, donc avec production de produits de fission et d’actinides,
en particulier du Plutonium 240 [76] qui possède une résonance de capture large dans le
domaine épithermique comme mis en évidence en figure 3.24. Étant donné que nous réali-
sons notre étude en statique, à l’état HZP, les produits de fission n’interviennent pas dans le
bilan matière. La desription de la résonance large du 240Pu à 1 eV n’est plus nécessaire. On
choisit alors de décrire le domaine [0.625 eV ;4 eV] (groupes 13 à 20) par un seul groupe
(tableau 3.1). On a donc vérifié que l’utilisation du nouveau maillage ne modifiait pas les
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Groupe Borne supérieure en énergie Commentaires

1 19.64 MeV (n,2n) et fission de deuxième chance
2 4.490 MeV Domaine rapide
3 2.231 MeV Première résonance de 16O
4 1.337 MeV
5 494 eV
6 195 keV
7 67.38 keV
8 25 keV
9 9.12 keV Domaine non résolu

10 1.91 keV
11 411 eV Résonances résolues
12 52.67 eV Trois premières résonances de 238U
13 4.000 eV Résonances 240Pu & 242Pu
14 625 meV
15 353 meV Résonance de 239Pu à 0.3 eV
16 231.2 meV
17 138 meV

Domaine thermique18 76.5 meV
19 34.4 meV
20 10.4 meV

TABLEAU 3.1 – Description du maillage à 20 groupes d’énergie

nombre
de groupes

Approx. ∆r Nψ Nφ keff
∆ρ

(AP2-T4)
∆P min/max tCPU

26 g P3 0.04 3 24 1.00957 -84 pcm -2.0%/+1.3% 25h51
20 g P3 0.04 3 24 1.00957 -84 pcm -2.1%/+1.3% 19h46

TABLEAU 3.2 – Passage de 26 groupes à 20 groupes d energie

résultats (cf. tableau 3.2).

Ce tableau montre aussi que la réduction du nombre de groupes énergétiques s’accom-
pagne d’une réduction du temps de calcul dans les mêmes proportions. En passant de 26
groupes à 20 groupes, on passe en effet de 26 h de calcul à 20 h soit une réduction d’un peu
moins d’un quart du temps de calcul. Effectivement, en ajoutant des groupes, on augmente
le nombre d’itérations internes pour le solveur de flux. Finalement, la nappe de puissance
obtenue est donnée en figure 3.25.

3.9.6 Choix de la discrétisation angulaire

La méthode des caractéristiques a été déjà été présentée en section 3.2.4.2. Il s’agit main-
tenant de choisir le nombre de caractéristiques à tracer et d’en étudier l’influence sur la
nappe de puissance. Pour cela, on choisit de faire varier l’angle polaire θ et l’angle azimutal
ψ, conformément à la figure 3.26.

A l’examen du tableau 3.3, on constate qu’un raffinement de la discrétisation polaire (ψ)
diminue systématiquement le keff, tandis qu’un raffinement de l’angle azimutal (ϕ) l’aug-
mente.

Par ailleurs, on constate que le raffinement des angles polaires n’a pas d’incidence sur
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FIGURE 3.25 – Nappe des puissances assemblage du benchmark UAM GEN-III (avec APOLLO2.8 à 20
groupes)
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FIGURE 3.26 – Angle polaire ψ et angle azimutal ϕ définissant la direction Ω

Approx. ∆r Nψ Nϕ
∆ρ

[±1 pcm]
∆Pcentre
[±0.1%]

∆Fxy
[±0.1%]

Basc. tCPU
tCPU

avec init

P3 0.1 2 12 +11 -3.0% +2.0% 5.0% 4h31 56min
P3 0.1 3 12 -24 -2.9% +1.8% 4.7% 5h50 57min
P3 0.1 2 24 +68 -2.0% +1.6% 3.6% 4h47 1h10
P3 0.1 3 24 +33 -1.9% +1.4% 3.3% 4h50 1h12

TABLEAU 3.3 – Optimisation de la discrétisation angulaire

le basculement de puissance, ce qui est cohérent avec le fait que le basculement que l’on
cherche à observer est uniquement radial. La combinaison Nψ = 3 et Nϕ = 24 est celle qui
conduit à un basculement le plus faible sans surcoût significatif en temps CPU. C’est donc la
combinaison que nous retiendrons.

3.9.7 Choix de la discrétisation en espace

Ensuite, on reserre les caractéristiques : de ∆r = 0.1 cm on passe à ∆r = 0.04 cm, ce qui
donne les résultats du tableau 3.4.

Approx. ∆r Nψ Nφ
∆ρ

[±1 pcm]
∆Pcentre
[±0.1%]

∆Fxy
[±0.1%]

Basc. tCPU
tCPU

avec init

P3 0.04 2 12 -109 -2.4% +1.6% 4.0% 5h 1h13
P3 0.04 3 12 -133 -2.3% +1.4% 3.7% 5h06 1h20
P3 0.04 2 24 -52 -2.3% +1.6% 3.9% 5h50 1h33
P3 0.04 3 24 -84 -2.3% +1.4% 3.7% 6h24 1h41

TABLEAU 3.4 – Effet du resserrement des caractéristiques sur les fonctions de réponse

Le resserrement des caractéristiques conduit à une meilleure description des fuites et à
une meilleure prise en compte de l’effet absorbant des crayons gadoliniés. En effet, la somme
des trois couronnes externes du maillage gadolinium est inférieure à 0.1 cm(tableau 3.5). Le
maillage peut donc occulter cette discrétisation lors du traçage.

On réduit par ailleurs le basculement de flux de 1 % et ceci quel que soit le raffinement
angulaire choisi.
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différence
des rayons

distance totale
au centre

1ère couronne 0.185 0.185
2ème couronne 0.076 0.261
3ème couronne 0.059 0.320
4ème couronne 0.049 0.370
5ème couronne 0.033 0.402
Rayon externe 0.010 0.413

TABLEAU 3.5 – Dimensions des mailles radiales (en cm) des crayons gadoliniés

3.9.8 Réduction du temps de calcul par initialisation judicieuse du flux

La machine de calcul utilisée précédemment pour mener les tests de validation dispose
d’une grande vitesse d’exécution. En effet, sa fréquence d’horloge dépasse 3.5 GHz tandis
que les machines disponibles pour du calcul intensif sont moins rapides. Par conséquent, on
a en fait constaté des temps de calcul qui s’étalent de 5h (comme présentés ici) à plus de
20h5. Pour notre approche stochastique, le temps de calcul est un facteur dimensionnant.
Nous avons donc stocké le flux obtenu lors d’un premier calcul de cœur puis initialisé un
calcul postérieur avec le flux de cœur déjà convergé, au lieu d’une initialisation de la nappe
de puissance à une constante. Le solveur de flux n’itère plus sur les sources de fission car le
résultat est déjà fourni. Le temps de calcul résultant uniquement d’un parcours du domaine
énergétique, d’où l’intérêt d’avoir auparavant réduit le nombre de groupes du maillage. On
passe ainsi de 10 heures de calcul (maximum) à 2 heures, donc une réduction d’un facteur
5. De plus, la durée de calcul de 2h s’est révélé indépendante de la machine utilisée car
les boucles externes ont été court-circuitées (plus d’itérations sur le maillage spatial), donc
pas de mobilisation des processeurs dant les caractéristiques sont machines dépendantes.
Dans l’optique d’une perturbation des sections efficaces macroscopiques, une initialisation
judicieuse du flux apparait donc appropriée dans la mesure où ce flux d’initialisation est la
moyenne de toutes les situations calculées.

Approx. ∆r Nψ Nφ keff # d’it. ext. (e) ∆P min/max tCPU

P3 0.04 3 24 1, 00958± 10−5 55 -2.3%/+1.3% 6h24
P3 0.04 3 24 1, 00958± 10−5 1 -2.3%/+1.4% 1h41

TABLEAU 3.6 – Effet de l’initialisation du flux à l’étape coeur, cas calcul au pcm sur la valeur propre

Approx. ∆r Nψ Nφ keff # d’it. ext. (e) ∆P min/max tCPU

P3 0.04 3 24 1, 00957± 10−7 210 -2.0%/+1.3% 19h46
P3 0.04 3 24 1, 00956± 10−7 1 -2.4%/+1.3% 2h11

TABLEAU 3.7 – Effet de l’initialisation de la nappe de flux à l’étape cœur, cas calcul précis sur la valeur
propre

5Nous avons constaté que cela dépendait aussi de la mémoire vive disponible sur la machine au cours du
calcul, ce qui est un paramètre difficilement contrôlable quand les machines de calcul hautes performances sont
partagées entre utilisateurs.
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FIGURE 3.27 – Nappe de puissance après choix des caractéristiques et du maillage énergétique

3.9.9 Simplification du maillage spatial

Nous avons finalement étudié l’influence du nombre de mailles sur le temps de calcul et
sur ses performances. En effet, nous avons montré que le temps de calcul était proportionnel
au nombre de mailles de la géométrie (figure 3.28) et que le nombre de mailles était propor-
tionnel au besoin de RAM par calcul. C’est pourquoi il est important de réduire si possible ce
nombre de mailles afin de pouvoir entreprendre notre étude avec les machines à disposition.
Nous avons donc fait varier le nombre de mailles dans le cœur ainsi que dans le réflecteur.

3.9.9.1 Maillage réflecteur

Pour bien décrire la forte variation du flux thermique à l’interface cœur-réflecteur ainsi
que la forte atténuation à cette interface, les préconisations usuelles de maillage du réflecteur
lourd sont les suivantes (cf figure 3.29) :

• maillage très fin (45*0.15 cm) dans les 6.75 premiers centimètres au contact du cœur,

• maillage fin (9*0.45 cm) entre 6.75 et 10.8 cm de distance,

• maillage grossier (1.3 cm, soit la largeur d’une cellule, au delà.

Étant donné la distance entre caractéristiques du schéma (∆r = 0.04cm) il semble légi-
time de vouloir raffiner les premières mailles à l’interface cœur-réflecteur pour augmenter la
précision de notre schéma. Nous proposons dans un premier temps des mailles de l’ordre du
jeu inter-assemblages (0.06 cm) avec un élargissement progressif des mailles en s’éloignant
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FIGURE 3.28 – Temps CPU de calcul en fonction du nombre de mailles, machines de calcul intensif

FIGURE 3.29 – Maillage du réflecteur lourd type REL2005

de l’interface de manière à mieux décrire le flux sur une longueur de l’ordre de grandeur
du libre parcours moyen du neutron associée à la diffusion inélastique du Fer (de l’ordre de
10 cm). La description de la nappe de puissance est meilleure (tableau 3.8) pour un biais
supplémentaire sur le keff légèrement augmenté (∆ρ = −86 pcm). De plus, l’utilisation du
maillage à 20 groupes est discutable pour décrire la section de capture du Fer, composant
majoritaire du réflecteur lourd. En effet, la figure 3.30 montre qu’un retour au maillage à
281 groupes serait nécessaire pour mieux décrire les premières résonances, notamment celle
de capture à 1.15 keV et celle de diffusion à 25 keV.
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FIGURE 3.30 – Section efficace du Fer condensée sur le maillage à 20 groupes et sur le maillage à 281
groupes
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maillage réflecteur
Nombre

de mailles
∆ρ ∆Pcentre ∆Fxy

Basculement
[%]

Critères
de convergence

Forme de la nappe
des écarts de puissance

(AP2-T4)/T4

tCPU
sans init.

type REL2005 :
cœur +

(0.15cm*45)+
(0.45cm*9)+
(1.3cm*7)+

1.7

159632 -84 pcm -2.3% 1.4% 3.7%
ελ = 10−5

εF = 2× 10−5 9h47

plus raffiné
à l’interface

cœur réflecteur :
cœur +

(0.06cm*8)+
(0.126cm*10)+
(0.25cm*28)+

(0.5cm*8)

154900 -86 pcm -1.6 % +1.3% 3.2%
ελ = 10−5

εF = 2× 10−5 63h

plus relâché :
cœur +

(0.25cm*5)+
(0.5cm*8)+
(1.5cm*8)

153051 -86 pcm -1.6% 1.3% 2.9%
ελ = 10−5

εF = 2× 10−5 15h18

TABLEAU 3.8 – Effet de changements de maillages réflecteur sur la nappe de puissance
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3.9.9.2 Maillage cœur

On se base tout d’abord sur les résultats présentés à M&C2013 concernant la validation
des calculs assemblage avec APOLLO2.8 [31, 77] sur le schéma de calcul industriel REL2005.
Les préconisations correspondantes sont de mailler les crayons combustible avec un maillage
type moulin à vent figure 3.31. Les crayons combustibles (2 sur la figure) sont maillés en
quatre couronnes (a) pour tenir compte de l’autoprotection spatiale, la gaine est diluée avec
le jeu pastille-gaine (b) en conservant le bilan matière et le modérateur autour du crayon est
sectorisé de manière à tenir compte du voisinage des crayons combustible et des variations
du flux thermique (c). Par ailleurs, on trace une maille dans les angles pour modéliser la
remontée de flux thermique qui se produit dans le modérateur (d). Les 6 couronnes des
crayons gadolinium sont montrés en 3. Les trous d’eau (emplacement des barres de contrôle
lorsqu’elles sont insérées) sont maillés avec 4 couronnes (1).

FIGURE 3.31 – Maillage assemblage type REL2005

Le tableau 3.8 compare trois maillages de cœur : un conforme aux recommandations
REL2005, un qui supprime des mailles dans le modérateur et un qui en supprime la sectori-
sation. Bien évidemment, le dernier choix n’est pas acceptable au vu des écarts obtenus sur
la nappe. Le choix peut ensuite se porter sur l’un ou l’autre des deux maillages restants. Nous
avons choisi de rester sur le premier car le temps de calcul est multiplié par plus de 2.5 en
supprimant les croix dans le modérateur ce qui n’est pas acceptable.

3.10 Retour sur les besoins de ressources de calcul

Nous avons présenté en figure 3.28 le temps de calcul nécessaire au solveur cœur afin
de converger à la fois sur la valeur propre et la nappe de flux. On pourrait également faire
le même type de diagramme en considérant les ressources mémoire RAM6 nécessaires pour
mener à bien le calcul. En effet, le solveur cœur stocke l’ensemble des informations contenues
dans chaque maille afin de les actualiser à chaque itération.

Nous avons réalisé des tests afin de déterminer la quantité optimale de RAM à allouer.
Nous avons trouvé que la quantité de mémoire RAM nécessaire pour un calcul optimisé (qui
ne dure pas une durée démesurée, qui ne détériore pas les machines de calcul et qui ne sur-
mobilise pas de RAM) était de 15 Go par calcul, ce qui est considérable mais accesible étant
donné le faible coût du Go de RAM sur le marché.

6Random Access Memory ou mémoire vive en français. Elle sert à stocker temporairement les fichiers que
l’ordinateur exécute et se présente physiquement sous forme de barrettes amovibles à fixer sur l’unité de calcul.
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nombre de mailles
cœur

Maillage ∆ρ [pcm] ∆Pcentre [%] ∆Fxy [%] Basculement [%] Forme de la nappe
de puissance

tCPU

159632 -84 pcm -2.3% 1.4% 3.7% 9h47

127935 -113 pcm -1.8% +1.3% 3.1 % 27h

97072 � 500pcm � 10% � −10% � 20% 17h42

TABLEAU 3.9 – Effet de changements de maillages cœur sur la nappe de puissance
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Points-clés du chapitre : Calcul neutronique précis d’un réacteur à Eau Légère

• De la même manière que pour les méthodes de propagation d’incertitudes, il existe
deux familles de méthodes de résolution de l’équation de Boltzmann : une ap-
proche déterministe et une approche probabiliste. La première propose des mo-
délisation approchées des termes de l’équation afin d’aboutir à un résultat rapide
et dont la précision est connue. La deuxième approche, se base sur la simulation
individuelle précise de nombreux neutrons. Les fonctions de réponse sont ensuites
déduites grâce à un traitement statistique en sortie. Avec une résolution stochas-
tique de l’équation du transport des neutrons, la précision et la rapidité du calcul
sont proportionnelles à la racine carrée de la quantité de ressources de calcul que
l’on alloue.

• Un schéma de calcul est un ensemble de choix de modélisation permettant de
conduire à une précision donnée. Nous avons repris les éléments contenus dans le
schéma de calcul REL2005 que nous avons adaptés à un grand cœur pour obtenir
un schéma projet précis et suffisamment rapide pour envisager plusieurs centaines
de calculs avec les ressources informatiques disponibles dans un intervalle de temps
raisonnable, de l’ordre de la semaine.

• Pour cela, nous avons étudié un grand cœur à puissance zéro à chaud proposé
dans le cadre d’un benchmark OCDE/AEN. Le schéma de calcul que nous proposons
utilise le code déterministe APOLLO2 et conduit à l’estimation du keff avec un écart
en réactivité avec TRIPOLI4® de -84 pcm. La nappe de puissance est calculée avec
un écart de -2.3 % sur la puissance au centre de la nappe et un écart de +1.4 % sur
la puissance des assemblages périphériques. Le basculement initial vaut donc 3.7 %.
De plus, la durée nominale de calcul est de 2h, ce qui est compatible avec une étude
stochastique.
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4 La méthode Simple Monte-Carlo

Après avoir montré que les méthodes déterministes de propagations d’incertitudes présen-
taient des limitations pour résoudre notre problème, nous proposons une nouvelle méthode
stochastique de propagation des incertitudes, la méthode SIMPLE MONTE-CARLO (SMC).

Cette méthode, ou plutôt cet ensemble d’outils que nous voulons directement utilisable
par le neutronicien, n’utilise en fait qu’une petite partie de l’ensemble des méthodes de ma-
thématiques appliquées aux analyses de sensibilité. En effet, la littérature scientifique est
riche en publications concernant ce domaine. C’est pour cela que nous restreignons dans un
premier temps nos références à deux synthèses pour bien établir le contexte de ce chapitre.
D’abord une revue sur l’analyse de sensibilité globale des modèles numériques [78] où l’au-
teur distingue trois classes de techniques et propose un positionnement de chacune d’elles
en terme de coût du modèle, de complexité et de type d’information apportée. Ensuite, un
ouvrage anglophone plus fourni sur l’analyse de sensibilité dans sa globalité [79].

Dans ce chapitre, les choix des outils pour la méthode SMC seront détaillés et mis en
perspective critique. En outre, ses aspects innovants seront soulignés, tels que le choix d’un
plan d’expérience particulier : l’échantillonnage en hypercube latin (LHS) ainsi que son op-
timisation. Le lecteur pourra finalement retenir quelques ordres de grandeur concernant les
besoins en ressources matérielles afin d’entreprendre une propagation d’incertitudes stochas-
tique avec un code de neutronique déterministe.
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CHAPITRE 4. LA MÉTHODE SIMPLE MONTE-CARLO

4.1 Prérequis de statistiques

En mathématiques, la théorie des probabilités suppose de connaître la loi de probabilité
d’une variable pour ensuite en déduire des grandeurs pertinentes (quelle est la probabilité
d’obtenir une valeur comprise dans tel ou tel intervalle ? . . . )

Dans l’étude qui nous intéresse, nous utiliserons des outils dont le but est inverse : à
partir de la connaissance de la variable, peut-on inférer la loi que suit cette variable ? Nous
qualifierons alors notre domaine d’étude de statistique inférentielle : il s’agit en fait de dé-
duire, à partir d’un échantillon, et non pas d’un seul individu d’une population donnée, les
caractéristiques de l’ensemble de la population.

Par souci de clarté, nous définirons dans cette partie le vocabulaire que nous utiliserons
dans la suite. Nous noterons en lettres capitales les objets tandis que leurs réalisations seront
signifiées en minuscules.

Définition 4.1. L’ensemble d’objets que l’on étudie s’appelle une population (noté en lettres
capitales) , dont chaque élément est désigné par le nom d’individu. On peut en étudier un
nombre fini que l’on qualifiera d’échantillon. Les caractéristiques de l’échantillon que l’on me-
sure sont des variables. Les mesures correspondantes sont des observations (notées en minus-
cules). Un n-échantillon de X est un n-uplet (X1, X2, . . . , Xn) tel que toutes les réalisations
Xk ont même loi que X et sont indépendantes. On parle alors d’un échantillon indépendant
et identiquement distribué (i.i.d.) de X. Une réalisation de l’échantillon est alors un n-uplet
(x1, x2, . . . , xn) de valeurs prises par l’échantillon. ♦

Exemple 4.1. Chacun des Xk peut être un vecteur (par ex. un jeu de sections efficaces)1.
Un n-échantillon de sections efficaces à 20 groupes peut alors se schématiser de la manière
suivante :

(X1, . . . , Xk, . . . , Xn) =


X1

1
...

X20
1

 , . . . ,

X1
k

...
X20
k

 , . . . ,

X1
n

...
X20
n


 (4.1)

=

X1
1 . . . X1

n
...

...
X20

1 . . . X20
n

 (4.2)

= X (4.3)

Définition 4.2. La fonction de répartition de X est la fonction FX : R→ [0, 1] définie par :

∀t ∈ R, FX(t) = P(X ≤ t)

La fonction de répartition d’une variable aléatoire à densité sera continue, tandis que la
fonction de répartition d’une variable aléatoire discrète sera en escalier. On définit alors la
fonction densité de probabilité comme la dérivée de la fonction de répartition. ♦

Exemple 4.2. Citons quelques fonctions de répartition usuelles comme

• la loi exponentielle de paramètre λ :

F (t) = e−λt

C’est la loi de décroissance radioactive classique d’un isotope donné.
1Dans ce chapitre, la notation σ désignera exclusivement l’écart-type d’une variable aléatoire. Lorsque l’am-

biguité n’aura pas lieu d’être, hors de ce chapitre, on utilisera la notation pour désigner indifféremment section
efficace ou écart-type.
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• La loi de Weibull de paramètre d’échelle λ, de paramètre de position γ et de paramètre
de forme k généralise la loi exponentielle. C’est une loi classique dans les études de
fiabilité.

F (t) = 1− e−(x−γ
λ

)k

En particulier, il est possible de modéliser les différentes phases de la vie d’un produit
industriel avec l’ajustement à une loi de Weibull. [80]

Définition 4.3. Une statistique de l’échantillon est une variable aléatoire ϕ(X) où ϕ est
une application de R2 dans R. La fonction de densité de probabilité (pdf) de chacune des
composantes de X peut être différente. On se réfèrera à ces dernières sous le vocable de
lois2 marginales de X. Un estimateur T de θ est une statistique à valeurs dans I ⊂ R et une
estimation sera la valeur de l’estimateur correspondant à une réalisation de l’échantillon. θ
peut être la moyenne, l’écart-type, la variance de l’échantillon, ... La moyenne empirique,
l’écart-type empirique seront les estimations de θ concernant un échantillon donné. ♦

Définition 4.4. Les moments d’une distribution d’ordre r ∈ N de X, par :

mr = E(Xr) (4.4)

En particulier, on définit la moyenne de X comme le moment ordinaire d’ordre 1 de X.

µ = E(X) (4.5)

On retrouve une notion analogue à celle du moment d’une section efficace ou d’une force. ♦

Définition 4.5. Le moment centré d’ordre r ∈ N de X est défini, sous réserve d’existence,
par :

µr = E((X − E(X))r) (4.6)

En particulier, on définit la variance de X comme le moment centré d’ordre 2 de X, et l’écart-
type la racine carrée de la variance.

σ =
√
µ2 =

√
E((X − E(X))2) (4.7)

♦

Définition 4.6. Le moment centré réduit d’ordre r ∈ N de X est défini, sous réserve d’exis-
tence, par :

βr−2 = E
(

(X − µ)

σ

r)
(4.8)

♦

En particulier, on définit le coefficient d’asymétrie (skewness) de X comme le moment
centré réduit d’ordre 3 de X et le coefficient d’acuité ou d’aplatissement (kurtosis) comme le
moment centré réduit d’ordre 4.

En particulier, la loi normale est une distribution à asymétrie et à aplatissements nuls.

2En toute rigueur, on devrait utiliser ici “fonction densité de probabilité” mais par simplicité, l’usage a consacré
l’anglicisme “loi”.
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4.2 Démarche Monte-Carlo

Considérons un modèle physique Y = η(X) où X est un vecteur aléatoire à p compo-
santes de la formeX = (X1, X2, . . . , Xp) et η notre code de calcul.X est le jeu de paramètres
incertains de notre problème.

Au voisinage d’un point de fonctionnement x0 = (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
p), la variable Y prendra

une valeur voisine de y0 = (y0
1, y

0
2, . . . , y

0
p) = η(x0). Connaissant les incertitudes associées à

X, quelle sera l’incertitude sur Y ?

Pour résoudre ce problème, nous adopterons une démarche itérative. Il s’agit d’abord de
modéliser numériquement le système réel (étape A) pour tenir compte de sa complexité tout
en restant dans les capacités de calcul à disposition. On estime la variation des paramètres
incertains dans l’espace des entrées par des pdf parmi lesquelles la loi normale et la loi du
chi-deux comptent parmi les plus connues (dessinées sur la Figure 4.1 au niveau de l’étape
B). On propage les incertitudes associées à chacun d’eux (étape C) puis la hiérarchisation des
contributeurs à l’incertitude totale (étape C’) permet de recentrer l’étude et de déterminer
l’incertitude totale avec un nombre de paramètres incertains réduits. Bien évidemment, le
choix des paramètres dans l’étape B se doit d’être le plus exhaustif possible pour avoir une
incertitude la plus fiable possible. Finalement, on réitère le processus et on conserve les
variables d’intérêt jusqu’à obtenir le degré de précision souhaité. On retrouve ici un certain
caractère bayésien dans la démarche !

FIGURE 4.1 – Processus général itératif d’examen des incertitudes

L’Étape C se décompose ainsi en deux temps :

1. On simule (Y1, Y2, . . . , Yn) sorties du code.

2. On estime :

• La moyenne µ par l’estimateur

Yn =
1

n

n∑
i=1

η(Y ) (4.9)
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FIGURE 4.2 – Intégration numérique et dépassement de seuil par méthode Monte-Carlo

qui converge presque sûrement3 vers la moyenne d’après la loi des grands nombres

Yn
p.s.−−−→
n→∞

µ

et qui converge en loi3 vers la loi normale centrée réduite

L
(√

n
(Yn −m)

Sn

)
−−−→
n→∞

N (0, 1)

• L’écart-type σ par la racine carrée de l’estimateur de la variance non biaisé et
convergent de la variance [81]

sn(Y ) =

√
S2
n(Y ) =

√√√√ 1

(n− 1)

n∑
i=1

(η(X)−Mn)2) (4.10)

Ainsi, on peut aussi intégrer numériquement la sortie du code, en particulier d’un point de
vue probabiliste estimer la fonctions de répartition de la variable aléatoire et estimer les
probabilités de dépassement P d’un certain seuil (figure 4.2) via

P =

n∑
j=1

1(η(Y )>S) (4.11)

Néanmoins, la vitesse de convergence de l’algorithme est faible (en 1/
√
n) : pour obtenir

une estimation de la valeur moyenne précise à 1% de l’écart-type, il est nécessaire de réaliser
10000 tirages. Dans notre cas, ce n’est pas acceptable étant donné le coût de calcul unitaire
d’une simulation. Pour contourner ce problème, une première idée est de remplacer le mo-
dèle complexe η par des modèles mathématiques moins coûteux en ressources informatiques
(appelés métamodèles ou surface de réponse). Citons en particulier les modèles polynomiaux,
les splines, les modèles linéaires généralisés ou les modèles basés sur des concepts d’appren-
tissage statistique : réseaux de neurones, arbres de régression, processus gaussiens.

Une condition nécessaire pour assurer la performance d’un métamodèle est une explora-
tion complète de l’espace des entrées, de manière à restituer les éventuels effets non linéaires
de certaines variables de sortie. L’établissement d’un métamodèle est séduisant dans la me-
sure où cela rend possible l’accès à la majorité des dérivées partielles (les sensibilités) à

3On donne les principales définitions et théorème de convergences des estimateurs en annexe A.
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moindre coût. Néanmoins, un ordre de grandeur du nombre de simulations nécessaire à en-
treprendre est de N ∼ 10n [82]. Dans notre cas, on prévoit un espace de dimension environ
400, ce qui correspond à 4000 simulations, ordre de grandeur rédhibitoire pour notre étude.

Néanmoins, même si nous n’envisageons pas la création d’un métamodèle, les perfor-
mances de la propagation d’incertitudes via une méthode de type force brute est tributaire
de la bonne couverture de l’espace des données d’entrées.

Soit n la dimension de notre problème, présentons maintenant la démarche aboutissant à
la production d’un échantillon satisfaisant notre besoin :

1) On produit un échantillon sur X ∈ [0, 1]n de bonne qualité qui explore l’hypercube de
manière optimale : section 4.3

2) On le distribue ensuite selon la loi de densité de probabilité adaptée à notre problème.
Elle sera choisie en section 4.4

3) On prend finalement en compte les covariances fournies par les bibliothèques utilisées :
section 4.5

4.3 Placement des points dans l’espace des entrées

4.3.1 De l’utilité de la bonne planification en grande dimension

La manière d’explorer l’espace des paramètres d’entrée de manière de manière à obtenir
une quantité d’informations donnée avec le moins de simulations possibles est appelé plan
d’expériences (DoE). On en propose ici une revue évidemment incomplète, mais suffisante
pour le neutronicien. Pour plus de détails, on se rapportera avec avantage à la revue de G.
Damblin et al. [83]. La thèse de J. Franco [84] propose également une approche exhaustive
et pédagogique de la planification d’expériences pour les codes indusriels coûteux. Cette
thèse constitue un excellent panorama critique des outils à la disposition du numéricien. Par
ailleurs, ces deux ensembles de travaux ont donné lieu à l’implémentation des algorithmes
utilisés dans ce travail. En outre, ce sujet est en constante évolution, comme en témoigne
l’intérêt croissant de la planification à grande dimension pour le Big Data [85, 86] où des
variables aléatoires sont échantillonnées indépendamment selon des fonctions de densité de
probabilité inconnues pour approximer des fonctions issues de machine learning statistique
[87].

Pour planifier un ensemble d’expériences numériques, la première idée qui se présente
est d’échantillonner systématiquement l’espace des paramètres d’entrée avec k valeurs par
dimension. De fait, le code sera appelé kn fois et la population de l’échantillon grandira
exponentiellement avec la dimension n. C’est ce qu’on appelle communément le fléau de la
dimensionnalité (curse of dimensionality). Prenons d’autres exemples pour bien en saisir les
enjeux.

Exemple 4.3. [88] Soit U une variable aléatoire échantillonnée sur l’hypercube unité de Rd.
Pour sélectionner une proportion p de données d’observations, on calcule l’aire de l’hypercube
de côté moyen p1/d. En dimension 1, l’aire de l’hypercube (en 2D, on appelle cela tout simple-
ment un cube) vaut p, son côté vaut p1/d = 0.1. En dimension 2, son côté vaut p1/d = 0.316.
En dimension 10, il vaut p1/d = 0.79. (voir figure 4.3)

On met donc ainsi en évidence le fait que, à proportion de l’échantillon donnée, si on
ne tient pas compte de la dimension dans la planification (cas du tirage One-At-a-Time en
particulier section 4.3.2.1) la proportion de l’espace non parcourue est d’autant plus grande
que la dimension l’est.
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(A) dimension 1 (B) dimension 2 (C) dimension 10

FIGURE 4.3 – 10 % des tirages dans le cas de plusieurs dimensions de l’espace des entrées

Exemple 4.4. L’idée directrice de notre propos est de tenir compte au mieux de toutes les
combinaisons de l’espace des entrées, en particulier des cas les plus pénalisants, à savoir pour
une même section efficace des valeurs extrêmes dans des groupes voisins. Cette hypothèse
est tout à fait plausible par exemple dans les cas de groupes voisins, les différences entre
bibliothèques de sections efficaces impliquent un décalage en bloc de la valeur de la section.
L’exploration de l’espace de départ se doit ainsi d’être soignée. Calculons le volume de l’hy-
percube unité et comparons-le au volume de la boule qui lui est tangente. (figure 4.4). Le
volume de l’hypercube unité est 1n = 1 quelle que soit la dimension n. Le volume de la boule
unité est

Vn =
πn/2

Γ
(
n
2 + 1

) (1

2

)n
(4.12)

en notant Γ la fonction d’Euler :

Γ : z 7→
∫ +∞

0
tz−1 e−t dt (4.13)

FIGURE 4.4 – Volume de l’hyperboule unité ramené à celui de l’hypercube fonction de la dimension
en échelle logarithmique

Le rapport non occupé par l’hypersphère augmente exponentiellement (droite dans le
diagramme log figure 4.4). Autrement dit, plus la dimension augmente, plus la pénalisation
induite par une mauvaise exploration de l’espace des entrées est importante.
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FIGURE 4.5 – Hyperboule unité inscrite dans l’hypercube en dimension 3

FIGURE 4.6 – Un exemple de design One-At-a-Time en dimension trois : à partir d’une position de
départ, on ne fait varier qu’une dimension à la fois pour construire le plan d’expériences

Nous avons montré dans ce paragraphe les conséquences induites par la mauvaise exploration
de l’espace des entrées par des critères qualitatifs simples. L’objet des prochains paragraphes est
de proposer une méthode permettant d’explorer correctement l’espace des entrées avec le moins
de points possibles.

4.3.2 Quelques plans particuliers

4.3.2.1 Tirage One-At-A-Time

Une idée répandue consiste à penser que pour analyser les causes d’un phénomène, il faut
réaliser des expériences numériques en ne modifiant qu’un seul paramètre à la fois. La figure
4.6 illustre ce type de plan. En partant du point O sur la figure, on se déplace sur les trois
dimensions en prenant garde à ne modifier à chaque fois qu’une seule des trois coordonnées.
Ceci est a priori un mauvais candidat pour des études de sensibilités :

• Les informations apportées par le plan One-At-a-Time (OAT) peuvent être potentielle-
ment fausses car le modèle est vu partiellement, une sorte d’effet de raies.

• On ne détecte pas les non monotonies, les discontinuités et les interactions entre va-
riables.

• On laisse de grandes zones inexplorées dans l’espace (cf. fléau de la dimension)
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(A) Couverture pauvre de l’espace (B) LHS avec périodicité

FIGURE 4.7 – Deux exemples d’échantillonnage en hypercube latin en deux dimensions, N = 20, n =
2

4.3.2.2 Échantillonnage Monte-Carlo Simple

L’Échantillonnage aléatoire simple (SRS) est un tirage simple basé sur les procédures
internes de tirages de nombres aléatoires. En langage Python, il s’agit d’un processus pseudo-
aléatoire basé sur l’algorithme de génération de Mersenne-Twister dont la période est de
219937 − 1. En langage R, de nombreux choix de générateurs sont possibles, l’algorithme de
Wichman-Hill (période 6,9536× 1012), Mersenne-Twister, Marsaglia-Multicarry (période 260),
un algorithme basé sur les suites de Fibonacci de période (2129) . . .

Les propriétes de couverture des plans SRS ne dépendent pas de la dimension du pro-
blème mais la vitesse de convergence des estimateurs est faible (en 1/

√
n comme indiqué

précédemment). D’où l’intérêt de changer de plan d’expériences.

4.3.2.3 Échantillonnage en Hypercube Latin

L’échantillonnage en Hypercube Latin (en anglais Latin Hypercube Sampling ou LHS) in-
troduit par McKay et al. [89] est un type particulier d’échantillonnage stratifié : on découpe
chaque dimension en strates dans lesquelles on ne s’astreint à ne tirer un et qu’un seul point.
On se restreint ici au cas d’un échantillonnage uniforme sur chacune des dimensions pour
clarifier notre propos.

Chaque intervalle [0, 1] est divisé enN intervalles de même largeur Ik = ([k−1
n , kn ])k=1...n Le

fait de tirer une coordonnée dans un intervalle exclut cet intervalle pour un tirage ultérieur.
La figure 4.7a met en évidence un tel plan avec un point particulier : on montre bien qu’aucun
autre point n’est tiré selon ces strates.

4.3.2.4 Plan séquentiels

Les plans séquentiels à algorithmes déterministes ont été historiquement initialement utili-
sés pour remplacer les suites aléatoires dans les méthodes Monte-Carlo, d’où la dénomination
de suites quasi-Monte-Carlo. Elles ont, par essence, un comportement itératif intéressant : si
on souhaite rajouter q points à un plan de taille n, le nouveau plan obtenu conserve les
propriétés initialement définies.
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Pour la majorité de ces suites, l’utilisation d’un algorithme déterministe génère des points
répartis le plus uniformément dans l’espace. Parmi elles, les suites de Halton, de Hammersley,
de Sobol’4 , de Faure, . . .

Malgré tout, on observe toujours des pathologies récurrentes dès la dimension 8 avec pro-
jection sur un sous-espace de dimension deux : apparition de motifs, de bandes, de clusters
et de lacunes, . . . On fournit deux exemples en figures 4.8 et 4.9. C’est pour cela qu’on ne les
retiendra finalement pas.

4.3.2.5 Conclusion : choix du plan d’expériences

Finalement, de nombreux plan d’expériences sont à notre disposition. Cependant, il con-
vient de choisir le meilleur plan au sens des critères suivants :

1. Bonnes propriétés générales de remplissage d’espace

2. Robustesse en sous-projection : Étant donné que le code de calcul a souvent une faible
dimension effective -le nombre de variables influentes est en pratique souvent réduit-,
il est donc important de conserver la qualité du plan d’expériences par projections sur
les sous-espaces associés individuellement à chacune des variables ou des sous-espaces
de faibles dimensions

3. Séquentialité : on voudrait pouvoir conserver la qualité du tirage par réduction du plan
ou par emboitement à la manière de ”poupées russes”.

L’échantillonnage en hypercube latin (désigné LHS dans la suite du corps de texte) a été
choisi pour ses bonnes proprités intrinsèques de couverture de l’espace entier. Cependant, il
ne possède pas la propriété 3, ce qui est dommageable lorsqu’on déterminera la population
optimale de l’échantillon (partie 4.6).

Les deux prochaines parties décriront l’optimisation de la production d’un LHS : la partie
4.3.3 exposera d’abord les critères qui permettent de préjuger de la qualité d’un tel plan et la
partie 4.3.4 détaillera les algorithmes disponibles pour optimiser ce LHS.

4.3.3 Critères de remplissage d’espace

On a vu précédemment que l’échantillonnage en hypercube latin assure par construction
de bonnes propriétés de couverture d’espace en projection 1D. Ce qui ne présume rien de la
conservation de ces propriétés par projection sur un sous-espace de dimension supérieure à
1. Le lecteur s’en convaincra aisément à la lecture de la figure 4.7b avec un LHS diagonal :
certaines zones de l’espaces sont complètement occultées. Certains auteurs proposent donc
d’appliquer un critère supplémentaire de remplissage d’espace de manière à aboutir à des
plans dont les points ne sont pas rapprochés. Nous allons donc introduire plusieurs critères
quantitatifs de remplissage d’espace utiles soit pour optimiser la production du LHS, soit pour
mesurer la qualité d’un design. On les a ainsi séparé en deux groupes : les critères basés sur
des critères géométriques (typiquement basés sur des distances point à point) et les critères
d’uniformité (basés sur des grandeurs globales qualifiant le plan dans son entier)

4Ilya Sobol’, mathématicien russe (1926-), (son nom prend bien une apostrophe à la fin) dont les travaux
sur l’analyse de sensibilité couvre un large domaine d’application des sciences du nucléaire, l’astrophysique à la
finance.
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FIGURE 4.8 – Plan d’expériences généré à partir d’une suite de Halton avec N = 200 et n=8 : ce plan
est pathologique car la projection en 2D -(3,8) entre autres- présente des bandes régulières.
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FIGURE 4.9 – Plan d’expériences généré à partir d’une suite de Sobol’ avec N = 200 et n=8 : ce plan
est pathologique car la projection en 2D -(4,6) entre autres- présente des clusters de points.
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FIGURE 4.10 – LHS produit selon un critère maximin

4.3.3.1 Critères basés sur une distance point à point

Il convient tout d’abord de définir la distance que l’on utilise. Le choix naturel se porterait
sur des critères de distance entre points du plan, distance définie en général en norme L2

[90], mais ce n’est pas obligatoire :

• Le critère minimax [91] minimise la distance entre tous les points du plan et un point
fixe arbitraire du plan. Pour faire une analogie, on pourrait penser à une grande entre-
prise qui chercherait à placer des filiales peu éloignées du siège social. Peu importe la
distance entre les filiales elles-mêmes, on optimise par rapport à un unique point.

• Le critère maximin [92, 93] maximise la distance minimale entre tous les points du
design. Pour mieux comprendre, on pourrait penser à une compagnie pétrolière qui
cherche à optimiser l’implantation de ses stations essences : les plus éloignées les
unes des autres de manière à maximiser la rentabilité. On en fournit un exemple en
figure 4.10.

• Le critère donné par l’Arbre couvrant de poids minimal (MST) introduit dès [94] et ac-
tualisé pour des plans d’expériences dans [95] permet de dresser un profil géométrique
global du plan et non pas de se baser sur des distances individuelles entre points. Ainsi,
l’idée directrice de ce critère est de construire un arbre dont les sommets sont les points
du plan. Le minimum Spanning Tree est ainsi celui dont la somme des arêtes est mini-
male. Pour comparer deux plans d’expériences DOE1 et DOE2, on construit sur chacun
d’eux un tel arbre et on calcule la moyenne de la longueur de chacune des arêtes m1 et
m2 ainsi que l’écart-type des longueurs σ1 et σ2. DOE1 est jugé meilleur que DOE2 si
m1>m2 et σ1 < σ2. On fournit en figure 4.11 [83] deux LHS en dimension 2. Celui de
gauche est jugé correct car la distance minimale entre deux de ses points est grande,
tandis que celui de droite est mauvais car les points du bas sont très rapprochés.

4.3.3.2 Critères d’uniformité

On se place maintenant sur une échelle plus globale. L’idée de cette partie est de définir
une distance non plus point à point, mais plan [d’expériences] à plan [d’expériences]. Plus
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FIGURE 4.11 – Deux LHS couverts de leurs arbres couvrant de poids minimal : à gauche, avec une
grande distance minimale, à droite, avec une petite distance minimale.

précisément, pour un design donné, on cherche à mesurer son éloignement à un design
uniforme ou autrement dit à mesurer sa discrépance. Les plans d’expériences qui minimisent
un critère de discrépance sont appelés plans uniformes. Schématiquement, la mesure de la
discrépance se base sur la comparaison entre le volume des intervalles de la forme [0,y] et le
nombre de points du design à l’intérieur de ces intervalles.

Définition 4.7. La discrépance star d’un plan d’expériences [96] XN
n = (x(i))i=1...N est défi-

nie de la manière suivante :

D∗(XN
n ) = sup

y∈[0,1]d

∣∣∣∣∣∣ 1

N
#{x(i) ∈ [0,y]} −

n∏
j=1

yj

∣∣∣∣∣∣ (4.14)

où y = (y1, . . . , yd) est vecteur donné et #{x(i) ∈ [0,y]} le nombre de points du design dans
[0,y] = [0, y1] . . .× [0, yd].

Plus concrètement, on cherche la plus grande différence entre la valeur de la fonction de
répartition empirique du design (terme de gauche en vert dans (4.14)) et la valeur de la
fonction de répartition de la distribution uniforme sur [0, 1]n (terme de droite en bleu) . ♦

La mesure de la discrépance star est assez facile à appréhender mais son calcul se révèle
plus compliqué en pratique à cause de l’introduction de la norme L∞ dans sa définition.
Pour des petites dimensions, typiquement 1 ou 2, il est possible d’avoir des expressions ana-
lytiques accessibles, mais inutilisables en grande dimension. C’est pour cela qu’on cherchera
en pratique des critères basés sur des normes en L2.

Définition 4.8. La L2-discrépance star est donc définie par

D∗2(XN
n ) =

{∫
[0,1]d

 1

N
#{x(i) ∈ [0, y]} −

d∏
j=1

yj

2

dy

}1/2

(4.15)

♦

On pourra ainsi se baser sur le travail de F. J. Hickernell, notamment [97] (p.106-166,
chapitre : ”Lattices rules, how do they measure up? “) où il introduit plusieurs propriétés
supplémentaires que les différentes discrépances peuvent remplir. Dans le désordre : des dis-
crépances pondérées, invariantes par réflexion sur les frontières du domaines, symétrique, . . .

Nous nous restreindrons ici aux discrépances de type centrées et enveloppées.
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Définition 4.9. La L2-discrépance centrée ou discrépance C2 est définie par

C2(XN
n ) =

(
13

12

)n
− 2

N

N∑
i=1

n∏
k=1

(
1 +

1

2

∣∣∣x(i)
k − 0.5

∣∣∣+
1

2

∣∣∣x(i)
k − 0.5

∣∣∣2) (4.16)

+
1

N2

N∑
i,j=1

n∏
k=1

(
1 +

1

2

∣∣∣x(i)
k − 0.5

∣∣∣+
1

2

∣∣∣x(j)
k − 0.5

∣∣∣−+
1

2

∣∣∣x(i)
k − x

(j)
k

∣∣∣)
(4.17)

ce qui revient à centrer tous les carrés sur lesquels on compare l’aire du carré avec le nombre
de points du plan inclus à l’intérieur ♦

Définition 4.10. La L2-discrépance enveloppée (wrap-around) ou discrépance W2 est définie
par

W 2(XN
n ) =

(
4

3

)d
+

1

N2

N∑
i,j=1

n∏
k=1

[
3

2
−
∣∣∣x(i)
k − x

(j)
k

∣∣∣(1− ∣∣∣x(i)
k − x

(j)
k

∣∣∣)] (4.18)

la définition de cette discrépance fait intervenir l’enveloppe de l’hypercube unité sur chaque
coordonnée, ce qui permet de supprimer les effets de bord. ♦

La figure 4.12 traduit en image les définitions de ces trois discrépances. On retiendra en
fait que la discrépance L2-discrépance star (L2) n’impose aucune contrainte sur le lieu du
carré ni sa taille, tandis que L2-discrépance centrée (C2) entoure par définition le centre
de l’hypercube. La discrépance L2-discrépance enveloppée (W2), quant à elle, autorise le
dépassement des frontières et évite comme cela l’accumulation des points au voisinage de
ces dernières.

FIGURE 4.12 – LHS projeté en dimension 2 avec définitions de trois discrépances : star en bleu, centrée
en vert olive et enveloppée en violet.

4.3.4 Algorithmes d’optimisation du LHS

En se donnant une dimension n et population N, le nombre de LHS différents possibles
vaut (N !)n. Ce nombre très important convainc de trouver un algorithme de choix efficace.
Une fois que le plan est produit une première fois, il peut ne pas être optimal au sens des
critères définis ci-dessus. Nous allons maintenant évoquer succintement quelques procédés
permettant de l’optimiser au sens de la discrépance choisie. Encore une fois, notre propos ne
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se veut pas exhaustif. Nous avons choisi de restreindre notre choix à ceux dont les perfor-
mances ont été estimées bonnes dans la littérature. L’article de Viana et al. [98] fournit un
historique et un liste assez conséquente des possibilités existantes.

L’optimisation débute avec un LHS initial qu’on améliore grâce à des perturbations élé-
mentaires. Il s’agit d’échanger deux coordonnées choisies aléatoirement d’une colonne choi-
sies aléatoirement elle aussi, de manière à conserver le caractère LHS de l’échantillon. On
réévalue ensuite la discrépance du nouveau LHS. A ce stade, on pourrait penser que cette
évaluation est très coûteuse, ce qui n’est pas le cas en réalité car la perturbation faible induite
par l’échange élémentaire assure une expression peu coûteuse pour la réévaluation.

• L’idée de l’algorithme de recuit simulé (SA : Simulated Annealing) a été pensé pour
éviter des optima locaux. À chaque itération, un changement élémentaire du design
courant est proposé et ensuite accepté avec une probabilité qui dépend d’une quantité
T appelée température. Cette dernière est initialisée à une valeur T0 puis varie selon un
profil prédéterminé, typiquement exponentiel. La température diminue et de moins en
moins de mauvais designs sont acceptés. Le choix de la température initiale et du profil
de décroissance de la température sont déterminants afin d’obtenir une convergence
rapide de l’algorithme.

• L’algorithme Évolutionnaire Stochastique Amélioré (ESE) se base sur le contrôle d’une
quantité analogue à la température via une boucle externe et une boucle interne. Pen-
dant chacune des M itérations de la boucle interne, J nouveaux LHS sont produits à
partir du courant. Ensuite, à chaque itération de la boucle externe, la température est
mise à jour. Au contraire de la méthode recuit simulé, la température peut augmenter
d’une itération à une autre. Finalement, après Q boucles externes, J ×M ×Q designs
élémentaires sont produits.

Dans ce travail, nous avons utilisé l’algorithme ESE car des travaux ont montré sur des cas
simples [83] que son efficacité est meilleure. De plus, les auteurs mentionnent que le temps
d’optimisation de l’algorithme croît nettement plus rapidement qu’une fonction linéaire du
critère choisi. Par exemple, pour réduire la discrépance d’un facteur 2 , il faut s’attendre à
une augmentation de coût nettement plus forte qu’un facteur 2. En ce qui concerne notre
étude, les critères suivants ont été utilisés :

• T0, température initiale = discrépance initiale× 0.005

• 2 itérations externes

• 100 itérations internes

• 50 nouveaux LHS proposés dans chaque boucle interne (J=50)

pour une durée unitaire maximale d’optimisation de 20 minutes.

4.3.5 Logiciels utilisés

4.3.5.1 R

R est un environnement intégré de manipulation de données, de calcul et de prépara-
tion de graphiques. C’est également un langage de programmation complet et autonome.
Historiquement, le R est un langage interprété principalement inspiré du S et de Scheme. Il
est un langage particulièrement puissant pour les applications mathématiques et statistiques
puisque précisément développé dans ce but. On notera en particulier :
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• R est un langage basé sur la notion de vecteur, ce qui simplifie les calculs mathématiques
et réduit considérablement le recours aux structures itératives (boucles for, while,. . . ).

• pas de typage ni de déclaration obligatoire des variables.

• les scripts R sont en général très courts, quelques dizaines de lignes seulement.

• le temps de développement des librairies est très court, la communauté est très active.

• l’utilisation de dataframes pour prendre en charge un nombre important de données,
comme le package pandas de Data Science inclus dans Python.

Nous avons directement utilisé le package DiceDesign, du projet de recherche DICE pour la
production ainsi que l’optimisation des LHS.

4.3.5.2 Uranie

URANIE est une plateforme d’outils mathématiques développée par la Direction de l’Éner-
gie Nucléaire du CEA [99]. Cette plateforme s’appuie sur le programme d’analyse de données
massives ROOT développé au CERN. Les principaux modules d’URANIE (v3.12) utilisés dans
le cadre de ce travail portent sur :

• le traitement de données (module DataServer).

• le couplage avec des codes de calcul ou des fonctions (module Launcher).

• la génération de plans d’expériences (module Sampler).

On signale pour information la présence d’autres modules de construction de métamo-
dèles (module Modeler) et d’optimisation multicritère (module Optimizer) intensivement
utilisés dans le cadre de thèses dédiées aux propagation d’incertitudes associées aux scéna-
rios électronucléaires [100, 101] ou à la conception de cœurs innovants avec des réseaux de
neurones [76, 102].

4.4 Choix d’une densité de probabilité adaptée

Après avoir tiré notre plan d’expériences sur l’hypercube unité, on dispose d’un vecteur
Xu ∈ [0, 1]n dont toutes les marginales sont les lois uniformes. Il s’agit maintenant de choisir
la fonction de répartition Finconnue (ou sa pdf associée finconnue). Ainsi, X = F−1

inconnue(Xu)
sera un vecteur aléatoire dont les marginales seront égales à finconnue.

Pour cela, il existe un principe, dit de l’entropie maximale , qui stipule que

Théorème 4.5. La distribution qui représente l’état actuel des connaissances est celle qui maxi-
mise l’entropie.

Autrement dit, parmi toutes les distributions a priori, le meilleur choix est celle qui maxi-
mise l’entropie. Cette idée a été mentionnée dans deux papiers [103, 104] de E. T. Jaynes en
1957 où il fait le lien entre mécanique statistique et théorie de l’information. Présentons ici
quelques éléments nous permettant d’identifier la loi de densité de probabilité qui va nous
intéresser dans la suite.

On rappelle que l’entropie différentielle (ou continue), telle que définie en théorie de l’in-
formation, est une mesure de l’incertitude représentée par une loi de densité de probabilité.
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Soit une variable aléatoire X de pdf f . En choisissant l’origine des entropies par la convention
0× ln(0) = 0, son entropie différentielle associée h(X) est représentée par :

H(X) = −
∫
f(x)lnf(x)dx (4.19)

Théorème 4.6. La distribution d’entropie maximale de moyenne 0 et de variance 1 est la loi
normale centrée réduite.

Démonstration. Soit Z une variable aléatoire distribuée selon la loi normale centrée g =
N (0, 1). Pour rappel,

g(x) =
1√
2π
e
−x2
2 (4.20)

Soit X une variable aléatoire distribuée selon f , de moyenne 0 et de variance 1. Calculons le
saut d’entropie entre f et g :

H(Z)−H(X) =

∫
R
g(x)ln(g(x))dx−

∫
R
f(x)ln(f(x))dx (4.21)

=

∫
R
g(x)ln(g(x))dx−

∫
R
f(x)ln(g(x))dx−

∫
R
f(x)ln(

f(x)

g(x)
)dx (4.22)

=
1

2
+ ln(

√
2π)− ln(

√
2π)

∫
R
f(x)dx︸ ︷︷ ︸
=1

−
∫
R

x2

2
f(x)dx︸ ︷︷ ︸

=1× 1
2

−
∫
R
f(x)ln(

f(x)

g(x)
)dx

(4.23)

= −
∫
R
f(x)ln(

f(x)

g(x)
)dx (4.24)

= DKL(f ||g) (4.25)

La grandeur DKL(f ||g) qui apparait ainsi est appelée la divergence de Kullback-Leibler de
g à f. Cette grandeur est particulièrement utilisée dans le domaine du machine learning où
cette grandeur représente le gain d’information si g est utilisée au lieu de f pour décrire une
variable aléatoire. Côté inférence bayésienne, c’est la mesure de l’information gagnée quand
on remplace la distribution a priori g par la distribution a posteriori f.

Or on sait que DKL(f ||g) ≥ 0. avec égalité si et seulement si f = g p.p.5.

Dans notre cas, le saut d’entropie est nul ssi DKL(f ||g) = 0 ssi f est la distribution normale
centrée réduite. CQFD. �

Finalement, on a montré que la loi de densité de probabilité la plus adaptée était bien la
loi normale N (0, 1). On peut donc prendre finconnue comme la loi normale centrée réduite.

4.5 Prise en compte des bibliothèques de covariances

Une fois que le plan d’expériences X possède les bonnes propriétés de remplissage d’es-
pace et qu’il est correctement tiré selon les lois de densité de probabilité voulues, on va
maintenant inclure les covariances à notre échantillon.

En vérité, il s’agit de trouver A tel que pour chaque jeu de paramètres X

(Y − µ) = AX (4.26)

5ce qui veut dire presque partout, c’est-à-dire que l’ensemble {x ∈ R, f(x) 6= g(x)} est de mesure nulle.
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avec

E(tXtAAX) = E(t(Y − µ)(Y − µ)) (4.27)

= ΣX (4.28)

(4.29)

avec µ le vecteur des moyennes selon chaque dimension.

Pour cela, nous allons en fait reformuler notre problème sous forme de minimisation des
moindres carrés. Plaçons nous donc dans un cadre plus général.

4.5.1 Problèmes aux moindres carrés

4.5.1.1 Position du problème

Soient m et n deux entiers tels que m > n, A une matrice de Rm×n, X un vecteur de Rm
et B un vecteur6 de Rn. Le problème auquel on s’intéresse est

AX = B (4.30)

En régle générale, ce problème est surdéterminé (plus d’équations dans le système linéaire
que d’inconnues) et aucune solution exacte n’est possible.

Exemple 4.7. Prenons 10 mesures. On veut les ajuster sur un modèle linéaire connu. Les 10
mesures sont de la forme {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (x10, y10)} et l’équation de la droite ajustée
est de la forme y = ax+ b. Le problème se résume en x1 1

...
...

x10 1

(a
b

)
=

 y1
...
y10

 (4.31)

On se réfère souvent à cet ajustement sous le nom de régression linéaire ou ajustement aux
moindres carrés. L’extension aux dimensions supérieures est immédiate, on ajuste les points
de mesure à un polynôme quelconque. En notant p le polynôme d’ajustement :

p(x) =
n∑
i=0

cixi (4.32)

L’idée de base (due originellement à Gauss) est de minimiser les moindres carrés, c’est-à-dire
de trouver le minimum de la norme L2 du vecteur résidu

‖AX −B‖2

c’est-à-dire

min
m∑
i=1

[yi − p(xi)]2

NB : le cas n = m − 1 est sans doute le cas le plus utilisé en sciences. Il s’agit en effet de
l’interpolation. Dans ce cas, la solution interpolée est unique si et seulement si tous les points
xi sont distincts.

La recherche de la solution précise ne sera pas détaillée ici, on se contentera de proposer
une solution et de vérifier qu’elle convient. Le lecteur intéressé se réfèrera par exemple aux
notes de cours de G. Fassbauer [105] où il inscrit la démonstration dans le domaine du
traitement d’image.

6le corps de travail est R mais on pourrait tout à fait travailler dans C sans perdre en généralité.
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4.5.1.2 Notre cas de figure

Les espaces vectoriels de départ et d’arrivée de notre étude sont confondus. On peut donc
raisonnablement supposer la matrice A solution de rang n et m = n. On propose ainsi trois
types de solutions :

• Une factorisation de Cholesky7 : on prend A = R en ayant décomposé la matrice ΣX

en
ΣX =t RR (4.33)

avec R triangulaire supérieure.

• Une QR-décomposition de la matrice ΣX avecQ une matrice orthogonale de taille n×n
et R une matrice triangulaire supérieure de rang n.

ΣX = QR (4.34)

Aux premiers abords, cette méthode semble analogue à une décomposition de Cholesky.
Toutefois, elle est plus stable que la première en grande dimension, c’est-à-dire qu’elle
est plus robuste vis-à-vis d’une petite perturbation de la matrice ΣX . Cette propriété
prend tout son sens quand on abordera la mise en forme des matrices de covariances
en chapitre 5 partie 5.3.

• Une diagonalisation de ΣX ou décomposition SVD (Singular Value Decomposition). Il
s’agit de calculer la matrice diagonale D et la matrice orthogonale P telles que

ΣX = P−1DP (4.35)

Ensuite, comme ΣX est semi définie positive (c’est une matrice de covariances) on
prend la racine carrée de D.

ΣX = P−1D1/2D1/2P (4.36)

=t P tD1/2D1/2P car P est orthogonale et D diagonale (4.37)

=t (D1/2P )D1/2P (4.38)

donc A = D1/2P convient. Cette méthode se révèle également plus stable que la dé-
composition de Cholesky. C’est donc la méthode que nous avons choisie.

A titre de remarque, les trois méthodes sont comparables en coût de calcul car dans notre cas
m = n. Dans le cas d’un problème aux moindres carrés quelconque, la QR-décomposition et
la SVD sont plus coûteuses que la factorisation de Cholesky.

On peut donc réécrire (4.26) de la manière suivante :

(Y − µ) = D1/2PX (4.39)

Finalement, on interprète ce produit matriciel de manière géométrique et de façon très vi-
suelle. On en propose un exemple en dimension 2 en figure 4.13 : la matrice

√
D s’apparente

à une matrice de dilatation le long des vecteurs propres et d’amplitude les valeurs propres.
Le produit par la matrice de passage P s’interprète comme une rotation dans le sous-espace
vectoriel engendré par les vecteurs propres. Les valeurs numériques de la figure 4.13 sont :(

3 2
2 3

)
=

(
0.7 −0.7
0.7 0.7

)(
5 0
0 1

)(
0.7 0.7
−0.7 0.7

)
(4.40)

7André-Louis Cholesky, ingénieur topographe français, (1875-1918)
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(A) Distribution centrée autour
de (0,0) (B) Dilatation de

√
5 selon (Ox) (C) Rotation d’angle Arccos(0.7)

FIGURE 4.13 – Interprétation géométrique de la décomposition en valeurs propres de la matrice de
covariances

4.6 Détermination de la population optimale en entrée

Des estimateurs admissibles pour la valeur moyenne et l’écart-type ont été proposés en
section 4.1. Il semble maintenant intéressant d’étudier la valeur des estimations en fonction
de la population de l’échantillon. L’enjeu de cette partie est donc de comparer plusieurs types
de tirages pour déterminer lequel donne une estimation de l’incertitude fiable et dont le coût
est acceptable. Ainsi, on comparera un échantillonnage simple avec des LHS optimisés selon
différents critères uniformes : une L2 discrépance star, une L2 discrépance centrée et une L2

discrépance enveloppée.

4.6.1 Contributeurs individuels

4.6.1.1 Cas du keff

Nous avons choisi de nous baser sur le cas du nombre moyen de neutrons produits par
fission (nubar ou ν) de 235U pour déterminer la population optimale pour deux raisons. Il
intervient uniquement dans la définition de l’opérateur de fission. Il sera donc peu impac-
tant concernant la convergence du solveur de flux avec une initialisation au flux nominal.
Par ailleurs, le keff lui est directement proportionnel donc on peut estimer rapidement et di-
rectement l’impact d’un changement dans sa valeur. Les valeurs COMAC-V2.0 fournissent un
écart-type valant 0.31 % dans le domaine thermique. On peut donc raisonnement penser que
l’incertitude sur le keff associée au nubar sera de l’ordre de 300 pcm (1σ). Ceci présage une
grande fluctuation de l’estimation de l’écart-type autour de sa moyenne. De plus, ce choix est
conservatif dans la mesure où les autres contributeurs seront moins fluctuants.

La figure 4.14 compare les différentes valeurs du keff entachées de leurs incertitudes. De
plus, pour plus de clarté, on a également représenté le détail de la convergence des estima-
tions des valeurs moyennes sur la figure 4.15a et des écarts-types en figure 4.15b fonction de
la population.

Il s’agit maintenant de choisir quel est le critère qui donne des estimateurs les plus efficaces
possibles, c’est-à-dire qui fluctuent le moins possible.

• L’échantillonnage aléatoire simple (SRS) est écarté d’emblée car trop fluctuant, à la fois
pour la moyenne et l’écart-type.
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FIGURE 4.14 – keff fonction de la population entaché de son incertitude

• L’échantillonnage basé sur un critère en discrépance L2 donne une moyenne trop fluc-
tuante ce qui l’exclut également.

• Le choix entre une discrépance C2 et une discrépance L2 enveloppée (W2 comme wrap-
around) semble moins tranché étant donné que les deux estimateurs (moyenne et écart-
type) sont peu fluctuants autour de leur valeur moyenne, et ce, même à basse popula-
tion.

∀n, keffn − keff∞ ≤ 10 pcm

∀n, sn(keff)− s∞(keff) ≤ 8 pcm

ce qui semble logique au vu de définition de la discrépance L2 centrée car ce critère est
focalisé autour de la valeur moyenne.

On a finalement choisi la discrépance L2 enveloppée pour assurer la bonne couverture de
couverture en cas de non régularité sur les queues de gaussienne correspondant aux fron-
tières des sous projections sur chaque dimension. On choisira aussi une population de 50
individus pour effectuer un calcul dont le coût CPU est maîtrisé.

4.6.1.2 Cas de la puissance assemblage

Une fois le critère W2 sur le LHS choisi, on vérifie que l’incertitude sur la puissance as-
semblage est correctement convergée du point de vue statistique pour une population de 50
individus. Pour cela, on se base sur la contribution du spectre de fission des neutrons prompts
(PFNS) de l’235U à l’incertitude sur la puissance assemblage. La figure 4.16a montre que la
valeur moyenne est stable. L’intervalle de fluctuation introduit sur la valeur moyenne est en
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effet inférieur à 1 %. Concernant la valeur de l’écart-type assemblage, on estime l’écart entre
la valeur à 50 tirages et la valeur asymptotique inférieure à 0.1 % sur la valeur de l’écart-type.

4.6.1.3 Cas de l’efficacité des barres

Cette fois, on a choisi de considérer deux contributeurs majoritaires (le spectre de fission
des neutrons prompts de l’Uranium 235 et la diffusion de l’Hydrogène) à l’incertitude sur
l’efficacité des barres. La valeur moyenne de l’efficacité des barres est très stable dans les
deux cas. La figure 4.17 présente les fluctuations des estimations d’intérêt pour le spectre
de fission des neutrons prompts de l’235U tandis que la figure 4.18 présente les fluctuations
des mêmes estimateurs pour la contribution de l’Hydrogène. On montre ainsi que le biais
introduit vaut moins de 1 pcm pour les moyennes et on estime le biais associé à l’écart-type
de 0,3 % pour l’écart-type empirique.
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(A) Moyenne empirique

(B) Écart-type empirique

FIGURE 4.15 – Convergence statistique du keff pour la contribution individuelle de ν 235U
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(A) Moyenne empirique (B) Écart-type empirique

FIGURE 4.16 – Convergence statistique de la puissance assemblage au centre pour la contribution du
spectre de fission des neutrons promts de l’Uranium 235

(A) Moyenne empirique (B) Écart-type empirique

FIGURE 4.17 – Convergence statistique de l’incertitude sur l’efficacité du groupe de barres central :
cas PFNS de 235U

(A) Moyenne empirique (B) Écart-type empirique

FIGURE 4.18 – Convergence statistique de l’incertitude sur l’efficacité du groupe de barres central :
cas diffusion de 1H
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4.6.2 Incertitude générale

4.6.2.1 Cas du keff et de la puissance assemblage au centre

Nous allons maintenant étudier le cas où toutes les sections efficaces varient en même
temps. Or, on sait qu’il est impossible d’optimiser la production de l’échantillon si la popula-
tion est inférieure à la dimension du problème. Donc, pour ce cas de figure, nous allons donc
dans un premier temps présenter des résultats sans optimisation du LHS.

FIGURE 4.19 – Convergence statistique du keff (en bleu) et de la puissance assemblage (en rouge)
pour une incertitude générale

La figure 4.19 montre que les deux estimateurs de l’écart-type associés à la puissance au
centre et au keff fluctuent tout au long du domaine étudié. A partir d’une population de 200
individus, on voit que l’écart-type associé à l’incertitude sur le keff est réduit (7%) et que
l’estimation est efficace, c’est-à-dire que les fluctuations sont réduites. 200 tirages sera donc
la population que nous choisirons pour présenter une incertitude globale.

4.6.2.2 Cas de l’efficacité des barres

Nous proposons maintenant les graphes concernant l’efficacité des barres. Nous constatons
également que la fluctuation des estimateurs s’amenuisent à partir de 200 tirages, c’est donc
la valeur que nous retiendrons (cf. figure 4.20).
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(A) Moyenne empirique (B) Écart-type empirique

FIGURE 4.20 – Convergence statistique de l’incertitude sur l’efficacité du groupe de barres central :
cas incertitude générale

Points-clés du chapitre : La méthode SIMPLE MONTE-CARLO

• La méthode SIMPLE MONTE-CARLO est une méthode stochastique, indépendam-
ment du code de neutronique d’application qui, lui, peut être déterministe. Décri-
vons en les principales étapes :

1. Détermination des paramètres les plus influents, les contributeurs majori-
taires, par une étude préalable.

2. Création d’un plan d’expériences de type Latin Hypercube Sampling (LHS) qui
couvre au mieux l’espace des entrées et qui inclut ces contributeurs majori-
taires

3. Optimisation de ce plan selon un critère adapté.

4. Exploitation statistique des résultats par la détermination des moments de la
distribution de la fonction de réponse en sortie. Dans notre cas, il s’agit du
keff, des puissances assemblages P (~r) et de l’efficacité d’un groupe de barres
∆ρ

• Pour notre étude, nous avons choisi un critère basé sur la discrépance enveloppée.
C’est un critère uniforme global, basé sur la norme L2 et qui lisse les effets de
bord aux frontières du domaine des entrées. Allié à un algorithme d’optimisation
basé sur le principe physique du recuit simulé, il permet de réduire les fluctuations
associées à nos estimateurs.

• Ainsi, en étudiant la convergence des estimateurs empiriques de la moyenne et de
l’écart-type pour chacune des fonctions de réponse d’intérêt, nous avons choisi une
population de 50 pour l’examen d’une incertitude individuelle et une population
de 200 pour l’examen d’une incertitude générale. A ces populations, l’estimation
est efficace et présente une variance réduite. On obtient ainsi des estimateurs ac-
ceptables pour nos incertitudes.
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5 Modélisation de l’incertitude sur les
données nucléaires

La donnée d’une section efficace résulte de l’ajustement de paramètres d’un modèle de
physique nucléaire sur des données expérimentales. La prise en compte des incertitudes sur
les expériences se traduit en incertitudes sur les sections efficaces.

L’objet de ce chapitre est de décrire les méthodes d’obtention d’une matrice de cova-
riances. Bien que nous nous sommes restreints à l’utilisation d’évaluations déjà existantes
afin de produire nos matrices de covariances, il est important de connaître les hypothèses
inhérentes à la production de ces incertitudes sur les données nucléaires et de les mettre en
perspective. En effet, nous voulons rappeler que les incertitudes en sortie obtenues lors de ce
travail sont dépendantes par essence de la bibliothèque de covariances utilisée en entrée.

Finalement, plus que l’incertitude statistique associée à la méthode utilisée, c’est en fait
l’écart entre les différentes bibliothèques de covariances qui constitue la principale source
d’incertitude sur les incertitudes.
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5.1 Données d’entrée

Les paramètres de ces modèles de physique nucléaire ne sont pas prédits par des théo-
ries physiques microscopiques avec suffisamment de précision et sont donc ajustés sur un jeu
d’observations (mesures). L’ajustement des paramètres nécessite la définition d’une fonction
de coût dont la minimisation aboutira à la meilleure estimation des paramètres de modèle. En
résumé, les paramètres de modèle sont les vecteurs des incertitudes provenant de la confron-
tation de ces modèles aux expériences.

5.1.1 Les expériences microscopiques

Les mesures de sections efficaces en fonction de l’énergie du neutron incident sont dites
microscopiques, par opposition aux mesures de sections efficaces dites intégrales dont les
résultats sont des quantités intégrées sur le spectre en énergie des neutrons incidents. En
Europe, seules deux installations permettent d’effectuer ce genre de mesures :

• l’accélérateur linéaire GELINA (GEel LINear Accelerator) de l’Institut des Matériaux et
des Mesures de Référence (IRMM) qui se situe à Geel, en Belgique.

• l’installation n-TOF située au CERN à Genève (Suisse)

Parmi les mesures réalisées par temps de vol, celles de transmission sont indispensables à
l’évaluation des sections efficaces induites par neutrons. La mesure de transmission est une
mesure absolue qui nécessite un dispositif expérimental simple : la quantité observée est di-
rectement reliée à la fraction du faisceau de neutrons traversant l’échantillon sans interaction.
Elle permet ainsi la mise en évidence de structures complexes : les résonances. L’analyse de
ces résonances, dite analyse de forme, consiste à modéliser, à l’aide de la théorie de la matrice
R, les structures observées en tenant compte de nombreuses corrections expérimentales. En
outre, il est important de prendre en compte les paramètres propres aux mesures (normali-
sation, bruit de fond, résolution, etc.) qui apparaissent notamment lors de la réduction des
données expérimentales (le passage de grandeurs issues de l’électronique de mesure à des
grandeurs physiques). Ces derniers sont nécessaires pour bien calculer l’expérience et ainsi
rendre légitime la comparaison entre les modèles nucléaires et les mesures. On les nomme
paramètres de nuisance et l’influence de leurs incertitudes sur la matrice de covariance des
paramètres de modèle résultant de l’ajustement est considérable. C’est donc un enjeu majeur
de l’évaluation des covariances.

5.1.2 Les mesures intégrales analytiques de section efficaces

Dans le contexte des données nucléaires, les mesures de sections efficaces dites intégrales,
c’est-à-dire moyennées sur le spectre d’énergie du neutron incident, revêtent une grande
importance et sont complémentaires des mesures microscopiques. Elles permettent d’estimer
précisément la valeur des sections efficaces et donc de réduire les problèmes de normalisation
des mesures microscopiques. L’analyse des paramètres de modèles permet ensuite d’estimer
correctement le niveau moyen des sections efficaces dans l’ensemble du domaine en énergie.
Les mesures intégrales mentionnées ici sont liées à un seul isotope et un nombre limité de
réactions nucléaires. Le retour sur les données nucléaires est donc ciblé. En voici quelques
unes :

• Dans le cadre d’une collaboration avec l’Institut Laue-Langevin de Grenoble, le CEA a
mis en place un dispositif expérimental [106] capable de mesurer les sections efficaces
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de capture et de fission intégrées sous différents spectres neutroniques. De plus, le taux
de capture des échantillons peut être mesuré après l’irradiation par spectroscopie alpha
et/ou gamma.

• Le réacteur MINERVE a permis de réaliser des expériences fondamentales pour qualifier
les données nucléaires depuis sa première divergence en 1959. Du fait des précisions
de mesure atteintes grâce à la technique d’oscillation des échantillons, la capacité de
changer facilement de spectre neutronique (thermique, épithermique et rapide) et le
faible coût des expériences, MINERVE a contribué de manière déterminante à la quali-
fication des formulaires de calcul neutroniques pour les Réacteurs à Eau Légère comme
REL2005.

• Les expériences PROFIL dans le centre du réacteur PHÉNIX a permis de récolter des
informations concernant les sections efficaces intégrales de capture d’isotopes séparés,
dont la majorité des actinides, dans un spectre rapide. Elles ont ainsi contribué à assurer
la qualité des données nucléaires issues de JEFF-3.1.1 [107].

5.1.3 Les mesures intégrales

On parle ici de mesures qui sont influencées par la présence de plusieurs isotopes, ce qui
veut dire qu’il est nécessaire d’en tenir compte lors de l’assimilation des données issues de
ces expériences. Néanmoins, il est possible de combiner le résultats d’expériences a priori
indépendantes pour en déduire une tendance générale sur le comportement d’une donnée
nucléaire.

Concernant la section de diffusion inélastique de l’Uranium 238, plusieurs pistes ont été
explorées : d’une part l’exploitation conjointe des mesures intégrales en spectre rapide is-
sues de la base internationale ICSBEP (JEZEBEL, GODIVA, FLATTOP entre autres) et des
expériences SCHERZO dans les réacteurs MINERVE et SNEAK [108]. Les expériences ICSBEP
sont des sphères contenant un matériau fissile entourées d’un réflecteur en uranium naturel.
La capacité du réflecteur à réflechir les neutrons est directement lié à la section inélastique
de l’Uranium 238 et la comparaison sphère nue/sphère réfléchie permet de remonter à l’in-
fluence de la diffusion inélastique sur les fuites, donc sur le keff. De plus, une expérience
conduite au CEA/DAM Valduc, EXCALIBUR, a permis de confirmer la surestimation de la dif-
fusion inélastique de l’U238 sur le plateau. Il s’agit d’une expérience intégrale de mesure du
faisceau transmis issu du réacteur CALIBAN et traversant un volume donné d’Uranium 238
métallique.

5.1.4 L’assimilation de données

Dans le cadre du code d’analyse des données nucléaires CONRAD [109], l’estimation des
paramètres de modèles est basée sur le concept d’inférence bayésienne. Si l’on suppose que
l’on cherche la probabilité d’obtenir les paramètres ~x , que U est la connaissance préalable
sur ces paramètres et que ~y est un nouveau jeu de mesures, l’assimilation de données se base
sur la relation suivante

posterior[P(~x|~y, U)] ∝ prior[P(~x, U)]× likelihood[P(~y|~x, U)] (5.1)

La densité de probabilité a priori p(~x|U) est pondérée par une fonction de vraisemblance
p(~y|~x, U) (la vraisemblance des mesures sachant U si les paramètres x sont inconnus) pour
obtenir p(~x|~y, U), la densité de probabilité a posteriori de x.

Ensuite, moyennant des hypothèses de normalité pour toutes les densités de probabilités
considérées, l’estimation des paramètres après ajustement et des matrices de covariances a
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priori sur ces paramètres fait intervenir le minimum de la fonction de coût suivante :

χ2
GLS =t (~x− ~xm)(Mx)−1

prior(~x− ~xm) +t (~y − ~ym)M−1
y (~y − ~ym) (5.2)

où les valeurs moyennes des paramètres sont notées ~xm et les matrices de covariances a
priori sur ces paramètres (Mx)prior et le vecteur qui résume l’ensemble des valeurs théo-
riques calculées sur le maillage énergétique de travail des paramètres expérimentaux ~t. De
plus, afin de traiter la problématique des incertitudes sur les paramètres expérimentaux de
nuisance, des méthodes mathématiques originales ont été mises au point et implémentées
dans CONRAD, notamment la technique de marginalisation rétroactive [110]. Cette méthode
consiste à chercher une matrice de covariance marginalisée MMarg

x conservant l’incertitude
quand on exprime cette même incertitude en tenant compte des paramètres de nuisance.

tGxM
Marg
x Gx =t GMG (5.3)

=t

(
Gx
Gθ

)(
Mx Mx,θ

Mθ,x Mθ

)(
Gx
Gθ

)
(5.4)

où

• MMarg
x est la matrice de covariances marginalisée que l’on cherche.

• Gx est la matrice sensibilité du vecteur t, les paramètres théoriques, par rapport aux x,
les paramètres expérimentaux.

Gx =


∂t1
∂x1

. . . ∂t1
∂xn

...
...

∂tk
∂x1

. . . ∂tk
∂xn

 (5.5)

• Gθ est la matrice sensibilité du vecteur t par rapport aux θ, les paramètres de nuisance.

Gθ =


∂t1
∂θ1

. . . ∂t1
∂θn

...
...

∂tk
∂θ1

. . . ∂tk
∂θn

 (5.6)

Une fois ceci fait, les valeurs des paramètres de résonances ainsi que les matrices de cova-
riances associées sont résumés dans un fichier au format ENDF-6 qui sert de données d’entrée
pour les codes de production des matrices de covariances des sections efficaces multigroupes.

5.2 Processing des covariances

Il existe plusieurs compilations, ou bibliothèques, de données nucléaires évaluées, en vue
d’applications diverses pour la science et la technologie. Le format ENDF-6, pour Evaluated
Nuclear Data Files, est le format international de référence pour ces bibliothèques évaluées.
Il garantit une certaine cohérence entre les évaluations, et permet aussi d’utiliser les mêmes
codes de post-processing (exploitation et mise en forme des résultats) pour traiter les données
nucléaires extraites de ces librairies, ce qui garantit une comparaison directe entre elles. En
effet, le format ENDF n’est pas conçu pour être explicite à la lecture, mais pour contenir toute
l’information nécessaire avec le moins de redondances possible. Pour la plupart des données,
un certain nombre de procédures de mise en forme est donc nécessaire pour lire le fichier
évalué. Il existe en particulier trois principales librairies évaluées au format ENDF : ENDF/B-
VII, principalement américaine, avec en particulier ENDF/B-VII.1 [111] qui a été publiée en
2011. Notons également la dernière version en date, ENDF/B-VIII.0 [112], sortie en 2018, qui
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contient les évaluations du projet CIELO de l’OCDE. On mentionne également le projet JEFF,
un projet international coordonné par la NEA, et dont la dernière version, JEFF-3.3 [113],
a été publiée en novembre 2017. Et enfin JENDL-4, la librairie japonaise, dont la dernière
version, JENDL-4.0 [114], date de 2010.

Le code de référence pour la lecture et l’écriture au format ENDF, mais aussi pour tout
le traitement à appliquer aux données nucléaires extraites (formatage, élargissement Dop-
pler des sections efficaces, tests physiques, etc.), est le code NJOY [115] écrit en Fortran et
maintenu par le Los Alamos National Laboratory (USA).

Nous avons donc utilisé NJOY pour produire des matrices de covariances à 20 groupes
pour les sections efficaces de notre étude et les bibliothèques que nous avons confrontées.

5.2.1 NJOY

Le code NJOY est un ensemble de modules indépendants, où chacun remplit une tâche
bien définie. On propose une description des modules utilisés dans ce travail :

• NJOY régule les flux de données entre modules. C’est en particulier ce module qui
contient les constantes physiques, des scripts mathématiques, . . .

• RECONR reconstruit les sections efficaces ponctuelles, dépendantes en énergie, à partir
des paramètres de résonances initialement au format ENDF et des schémas d’interpola-
tion.

• BROADR fait l’élargissement Doppler des sections efficaces ponctuelles.

• THERMR produit des sections efficaces et des matrices de transfert en énergie pour les
diffuseurs libres ou liés dans le domaine thermique.

• UNRESR calcule les sections efficaces ponctuelles effective dans le domaine non résolu.

• GROUPR génère les sections efficaces multigroupes autoprotégées, les matrices de trans-
ferts, les matrices de production de photons à partir de données ponctuelles.

• ERRORR calcule les matrices de covariances à partir des données de covariances ponc-
tuelles.

• PLOTR et VIEWR sont des utilitaires permettant de générer des graphes de visualisa-
tion.

• . . .

5.2.2 Le format ENDF

L’évaluation d’une donnée nucléaire comporte dans l’idéal deux informations : la valeur
moyenne et les covariances qui sont associées à cette valeur. La nécessité d’avoir les cova-
riances au format ENDF s’est développée plus lentement que le besoin d’avoir les valeurs
moyennes ; ce qui fait que le format prévoit que les valeurs et leurs covariances soient don-
nées indépendamment les unes des autres, sans nécessité de cohérence entre elles. Le lecteur
se tournera vers le manuel ENDF [116] pour une description plus complète de ce format.

Un fichier évalué concerne un seul isotope. Le format attribue à chaque isotope un identi-
fiant unique, par exemple l’235U possède l’identifiant 9228. Nous nous concentrerons ici sur
les fichiers qui concernent les réactions induites par neutron (neutron data), car ce sont eux
qui contiennent les données relatives à la fission induite par neutron. Pour un isotope donné,
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MF Description

1 Informations générales
2 Paramètres de résonances
3 Sections efficaces des réactions
4 Distributions angulaires des particules émises
5 Distribution en énergie des particules émises
6 Distributions énergie-angle des particules émises
7 Loi de diffusion pour les neutrons thermiques
8 Rendements de fissions et constantes radioactives
9 Multiplicité des radionucléides produits

10 Sections efficaces de production de radionucléides
12 Multiplicité des photons produits
13 Section efficace de production de photons
14 Distribution angulaire de photons
15 Distribution en énergie de production de photons
23 Section efficace d’interaction atome-photon ou atome-électron
26 Distribution en angle et en énergie des interactions électrons atomes
27 Facteurs de forme atomique oufonctions de diffusion pour les réactions photoniques
28 Données de relaxation atomique
30 Covariances pour les paramètres de covariances et sensibilités associées.
31 Covariances pour le nubar
32 Covariances pour les paramètres de résonances
33 Covariances pour les sections efficaces de réaction
34 Covariances pour les distributions angulaires
35 Covariances pour les distributions en énergie
39 Covariances pour les rendements de production de radionucléides
40 Covariances pour les sections efficaces de production de radionucléides

TABLEAU 5.1 – Définition des types de MF files

il existe aussi d’autres fichiers, par exemple celui des données de décroissance (decay data),
dans lequel on trouvera les informations relatives à la fission spontanée.

L’évaluation d’un isotope est divisée en plusieurs files désignées par un numéro MF, dé-
diées chacune à une grandeur, par exemple MF = 5 correspond à la distribution énergétique
des particules secondaires dans une réaction induite par neutron. Chaque file est divisée en
plusieurs sous-fichiers désignés par un numéro MT, qui correspond à la nature de la réaction.
Par exemple, MT = 18 désigne la fission induite par neutron. Les covariances associées aux
sections efficaces sont placées dans la MF = 33. Les informations relatives aux données de
covariances sur les sections efficaces de fission seront donc placées dans la MF = 33, MT =
18.

5.2.3 La bibliothèque COMAC

Le besoin d’avoir à disposition une base de données pérenne et incrémentale pour traiter
les covariances sur les données nucléaires est une préoccupation majeure pour les applica-
tions en physique des réacteurs et du cycle au CEA à Cadarache. En effet, de nombreuses
études (propagation d’incertitudes, assimilation de données, recherche de tendances, trans-
position...) requièrent ce genre d’informations. C’est pourquoi en 2012, la base de covariances
COMAC (COvariance MAtrices from Cadarache) est née. Le contenu de la base COMAC évo-
lue régulièrement en quantité (nombre d’isotopes et de réactions couverts) et en qualité de
matrices de covariances. Les isotopes d’intérêt majeur pour la physique des réacteurs et du
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cycle font l’objet d’études spécifiques visant à produire les matrices de covariances avec le
code CONRAD. La base COMAC est également complétée avec des données de covariances
provenant des bibliothèques telles qu’ENDF/B-VII.1, JENDL-4.0 et parfois TENDL.

Ce processus s’appuie donc sur un travail scientifique de fond (évaluation, analyse d’ex-
périences microscopiques et intégrales) mais demande également des opérations de mise en
forme fastidieuses et longues et enfin une vérification systématique que chaque matrice soit
symétrique et définie positive (notions développées en 5.3).

Lors de la création de la bibliothèque COMAC, un niveau de confiance sur les covariances
a été attribué à chacune d’entre elles. En effet, chacune des matrices de covariances n’a pas
la même origine (certaines proviennent d’avis d’experts et ne concernent qu’un domaine res-
treint en énergie) ou ne bénéficie pas du même nombre de mesures ou de l’analyse rétroactive
présentée en 5.1.4. Ainsi, on distingue :

• Les covariances dites Low Fidelity, provenant d’un avis d’expert et couvrant un domaine
en énergie restreint.

• les covariances dites Intermediate fidelity relatives à une estimation de covariances avec
un bon état de l’art mais pour laquelle il y a des améliorations à attendre, notamment
en terme de données expérimentales à rajouter ou à analyser plus finement. On peut
y retrouver aussi les covariances estimées en mode production (un très grand nombre
d’isotopes).

• Les covariances dites High fidelity relatives aux isotopes majeurs pour la physique des
réacteurs et du cycle avec un maximum d’informations expérimentales et souvent asso-
ciées à une réévaluation de ces isotopes.

Les covariances estimées selon la logique précédentes ont vocation à être utilisées quel que
soit le type de réacteurs à l’étude. De plus, elles ne sont pas liées à un domaine de qualifica-
tion particulier (cf. processus de VVQI section 3.6) car elles sont basées sur des expériences
microscopiques et des expériences intégrales analytiques.

Concernant la bibliothèque CEA de covariances COMAC-V0 :

• Les covariances associées à l’238U sont qualifiées d’Intermediate Fidelity et n’ont bénéfi-
cié que de retours d’expériences microscopiques.

• Les covariances associées à l’235U sont qualifiées d’Intermediate Fidelity et ont bénéficié
de retours d’expériences intégrales dans EOLE/MINERVE et les combustibles irradiés
[117].

• Les covariances associées au 56Fe sont qualifiées d’Intermediate Fidelity et ont bénéficié
de retour d’expériences ciblées notamment grâce à l’expérience PERLE [118] pour la
diffusion inélastique du Fer 56.

• Les covariances associées à l’16O sont directement tirées de la bibliothèque de cova-
riances JENDL-4.0.

• Les covariances associées au 91Zr sont directement tirées de ENDF/BVII.1.

• Les covariances associées au 155Gd ont fait l’objet d’un travail spécifique dans le do-
maine des résonances résolues [110, 119] et sont tirées de ENDF/BVII.1 dans le conti-
nuum.

• Les covariances associées à 1H sont directement tirées de ENDF/BVII.1.
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CHAPITRE 5. MODÉLISATION DE L’INCERTITUDE SUR LES DONNÉES NUCLÉAIRES

La principale valeur ajoutée dans COMAC-V2 [120], pour les isotopes qui nous intéressent,
est le fruit du travail de thèse de Léonie Berge [121]. Il s’agit de l’estimation des covariances
associées au spectre de fission des neutrons prompts dans le cas de neutrons incidents ther-
miques.

Finalement, nous voudrions insister sur le fait que les covariances COMAC se veulent
être multi-filières et multi-bibliothèques (applicables indifféremment à JEFF-3.1.1 ou JEFF-
3.2). La convergence n’est malgré tout pas atteinte. A terme, COMAC se donne pour objectif
de faire converger un maximum des covariances dans le cadre de JEFF avec une maîtrise
complète du CEA.

5.3 Mise en forme pour l’utilisateur

Une fois que les matrices de covariances sont obtenues, il est nécessaire de les rendre
symétriques définies positives (en abrégé Symétrique Défini Positif (SDP)) pour pouvoir réa-
liser une décomposition aux valeurs propres (cf. section 4.5.1.2). Dans le cas d’une matrice
de corrélation associée à une section efficace individuelle, la dimension de l’espace de travail
est petite (20) et la troncature des différents coefficients n’altère pas le caractère symétrique
défini positif de la matrice. Dans le cas d’une incertitude générale, nous travaillons dans un
espace de dimension 320 et une troncature des coefficients peut avoir beaucoup d’impact sur
le caractère SDP de la matrice, en plus de l’ajout des blocs extra-diagonaux. Plaçons nous
dans le cas d’une matrice de corrélation fournie par la bibliothèque COMAC-V0. La matrice
globale, que l’on note A, n’est pas rigoureusement SDP. Pour qu’elle le devienne :

1. On diagonalise la matrice A et on stocke la matrice de passage correspondante P ainsi
que la matrice diagonalisée D.

2. On ajoute alors la plus petite des valeurs propres en absolue à toutes les autres. Ainsi,
toutes les valeurs propres sont positives ou nulles. On note la matrice diagonale ainsi
obtenue Dnew.

3. On retourne dans l’espace de départ en calculant Anew = P−1DP

Les matrices correspondantes sont tracées en figure 5.1. A l’examen de la matrice différence,
on constate que la diagonale a été fortement changée, de coefficients tous égaux à 1 sur la
diagonale, on est passé de coefficients égaux à 1.1, ce qui n’est pas acceptable pour une ma-
trice de corrélation. Nous avons donc essayé une autre méthode afin de trouver la matrice
SDP la plus proche de celle de notre problème. Il existe une autre méthode, actuellement
implémentée dans CONRAD, qui consiste à modifier aléatoirement d’un facteur petit les va-
leurs propres et de chercher la matrice Anew la plus proche de notre matrice de départ. Cette
méthode est également inopérante dans notre cas. Nous nous sommes alors replacés dans un
cadre plus formel, à savoir, nous avons cherché comment se positionnait l’espace vectoriel
des matrices symétriques définies positives par rapport à l’espace des matrices symétriques.
Il s’agit d’un problème large, mais dont les travaux de N. Higham donnent une piste de réso-
lution [122, 123]. Cependant, les algorithmes correspondants ont conduit à la construction
de matrices de corrélation qui ne correspondaient pas à la physique du problème (valeurs de
corrélations groupes à groupes totalement bouleversées). Une des solutions que nous avons
trouvée est de réduire le nombre de blocs de corrélations intersections ajoutées. Finalement,
nous avons construit une matrice de corrélation telle qu’étudiée en 6.4.2. Pour construire
cette dernière, nous avons dû supprimer le bloc relatif à la corrélation entre la section effi-
cace de capture radiative de l’235U et sa section efficace de fission, qui contenait pourtant des
informations physiques intéressantes pour notre problème.
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(A) Matrice brute : A (B) Matrice après transformation SDP : Anew

(C) matrice des différences : Anew −A

FIGURE 5.1 – Matrice de corrélation COMAC-V0 globale
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CHAPITRE 5. MODÉLISATION DE L’INCERTITUDE SUR LES DONNÉES NUCLÉAIRES

Points-clés du chapitre : Modélisation de l’incertitude sur les données nucléaires

• Les matrices de covariances sont issues de l’ajustement des paramètres de modèles
de physique nucléaires sur des mesures au moyen de la minimisation d’une fonction
coût, de type χ2 généralisé.

• Ces mesures sont de différentes natures :

– Des expériences dites microscopiques qui donnent des informations précises
sur les résonances des sections efficaces.

– Des expériences dites intégrales, moyennées en énergie sur le spectre. Elles
peuvent porter sur des isotopes sélectionnés tels les expériences réalisées dans
MINERVE au CEA Cadarache ou à l’ILL de Grenoble, ou porter sur un en-
semble assez large de sections et d’isotopes.

• L’assimilation de données s’inscrit pleinement dans un contexte bayésien d’examen
des incertitudes car il s’agit de mettre à jour les matrices de covariances à la lumière
des incertitudes sur les paramètres expérimentaux de nuisance.

• NJOY est l’outil de référence de processing des matrices de covariances. Il prend
en entrée des fichiers au format ENDF, format unifié commun aux différentes
bibliothèques de covariances. Les principales bibliothèques de covariances sont
ENDF/BVII.1, COMAC-V2 et JENDL-4.0

• La bibliothèque COMAC correspond à un besoin de covariances associées à la bi-
bliothèque JEFF sans dépendance à la filière de réacteur étudiée avec une maîtrise
la plus complète possible des incertitudes par le CEA. La convergence vers une
telle bibliothèque est progressive, il appartient ainsi à l’utilisateur d’utiliser avec
prudence les covariances fournies.

• L’emploi d’une méthode stochastique nécessite des matrices rigoureusement symé-
triques définies positives et nécessite une mise en forme précise de ces dernières
au risque de perdre l’information contenue dans ces covariances.
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6 Application au benchmark UAM
GEN-III

Le chapitre 3 nous a permis de présenter les hypothèses de notre schéma de calcul de
travail. Nous avons également proposé une méthode d’examen des incertitudes dans le
chapitre 4 dont l’application sera l’objet des pages qui vont suivre. Nous allons en particulier
valider notre méthode en regard des études internationales déjà réalisées et mettre en
lumière les contributeurs majoritaires à l’incertitude sur le keff, la nappe de puissance et
l’efficacité du groupe des cinq barres absorbantes au centre du cœur. Ce dernier point
constitue une avancée particulière car peu de travaux à date fournissent l’incertitude
associée à l’efficacité des barres sur de tels grands cœurs.
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CHAPITRE 6. APPLICATION AU BENCHMARK UAM GEN-III

6.1 État de l’art petits cœurs : Three Mile Island

On présente ici une propagation d’incertitudes Total Monte Carlo (TMC) réalisée par
Zeng et al. [124] sur le cœur REP de Three Mile Island Unit 1 dans le cadre du benchmark
OECD/NEA LWR-UAM.

• Dans un premier temps, les auteurs ont choisi un cœur frais en 2D, à 551 K et une
concentration en bore de 2600 ppm avec toutes les barres insérées. Les procédures de
SCALE-6.2 avec les covariances fournies par ENDF/BVII.1 ont été utilisées pour pro-
duire 1000 bibliothèques de sections efficaces afin d’effectuer une propagation d’incer-
titudes neutroniques sur ce cœur. En considérant l’état Puissance Zéro à Chaud (HZP)
l’incertitude sur le keff vaut 510 pcm. On donne en Figure 6.1 la nappe de puissance
correspondante, avec les incertitudes associées.

FIGURE 6.1 – Nappe de puissance calculée à HZP avec les incertitudes (1σ) associées dues aux données
nucléaires, cas benchmark numérique TMI

• Dans un deuxième temps, une géométrie en 3D du cœur a été étudiée. Une carte
de burn-up 3D a été utilisée afin d’étudier le cœur dans les conditions d’exploitation
réelles. En particulier, pour l’état HZP/Début de Cycle (BOC), la concentration en bore
a été maintenant prise égale à 1935 ppm et certains groupes de barres insérés (mêmes
température uniforme et pressions que le cas précédent). Les contre-réactions thermo-
hydrauliques ont été prises en compte (code PARCS) pour les cas Pleine Puissance à
Chaud (HFP) et les incertitudes sur le keff et la nappe de puissance ont été calculées.

keff Pcentre Ppériphérie

HZP
BOC 440 pcm 4.3 % 4.1 %
EOC 450 pcm 2.5 % 2.4 %

HFP
BOC 460 pcm 3.0 % 1.9 %
EOC 470 pcm 2.7 % 1.7 %

TABLEAU 6.1 – Incertitudes (1σ) du benchmark TMI, cas avec contre-réactions

On en retiendra les premiers résultats HZP/BOC du cas du benchmark numérique, à savoir
une incertitude sur les puissances assemblages au centre et en périphérie valant (5.3 %/
3.1 %) correspondant aux assemblages ce qui correspond à une incertitude sur le bombement
de 8.4 % (1σ). En effet, les hypothèses d’études utilisées dans ce cas sont cohérentes avec les
nôtres (pas de contre-réactions thermohydrauliques), même si tous les groupes de barres sont
insérés.
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FIGURE 6.2 – Nappe de puissance du schéma projet APOLLO2 avec les valeurs de sections efficaces
nominales

6.2 Présentation des résultats

Après avoir examiné un cas petit cœur, nous travaillons maintenant sur le cas grand cœur
du benchmark, tel que présenté en section 3.7.

6.2.1 Interprétation des résultats sur la nappe de puissance

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que l’incertitude sur la puissance d’un assem-
blage périphérique et la puissance d’un assemblage central sont nécessaires et suffisantes
pour caractériser entièrement l’incertitude sur la nappe de puissance. Étant donné que l’on
présente les nappes de puissance sous la forme de puissances normalisées à la puissance
cœur, on observe un anneau, représenté sous la forme d’un quart de couronne sur la figure
6.2, sur lequel la puissance normalisée est de l’ordre de 1, et ceci quelle que soit la valeur des
sections efficaces en entrée.

A titre d’exemple, en considérant le plan d’expériences qui nous a servi à calculer l’in-
certitude due au spectre de fission des neutrons prompts (PFNS) de 235U, on a tracé toutes
les traverses diagonales de puissance assemblage (figure 6.3) pour visualiser l’anneau où
l’incertitude est quasiment nulle (disque bleu au niveau des points entre les abscisses 4 et
5). La coordonnée radiale de l’anneau est celle qui, par définition, partage le cœur en deux
couronnes de même puissance. Le lecteur notera bien que le rayon qui définit la position de
l’anneau à incertitude nulle ne vaut pas la moitié du rayon total du cœur. En effet, en écrivant
que cet anneau partage le cœur en deux zones de puissances moitié, on montre que

Ranneau =
Rcoeur√

2
= 0.7×Rcoeur (6.1)
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FIGURE 6.3 – Traverses de puissance assemblage associées à l’examen d’incertitudes dues au spectre
de fission des neutrons prompts (PFNS) de l’235U

Étant donné qu’on travaille avec des puissances assemblage normalisées, sa localisation est la
même quelle que soit la simulation et tous les profils de nappe d’incertitude présenteront un
maximum au centre du cœur et un maximum en périphérie. Par conséquent, au lieu de consi-
dérer une nappe complète d’incertitudes, on peut uniquement considérer les maxima associés
à l’incertitude en périphérie de cœur avec celles au centre. On définira ainsi le basculement
ou la bascule de cette nappe, comme la somme des deux valeurs absolues des incertitudes
(1σ). C’est l’occasion d’insister ici sur le fait la nappe d’incertitude dépend principalement de
la taille du cœur considéré et de la bibliothèque de covariances utilisée. Elle dépend peu du
plan de chargement.

Par ailleurs, les nappes d’incertitudes donneront une valeur de l’écart-type toujours po-
sitive, par définition. Néanmoins, on peut aller plus loin dans l’interprétation : d’un point
de vue plus physique, la modification des sections rapides génère une variation de l’aire de
migration des neutrons ; on a ainsi une variation des fuites et du couplage des zones, ce qui
conduit à un basculement centre/périphérie du flux.

6.2.2 Interprétation des résultats sur l’efficacité des barres

Les résultats sur les efficacités des barres sont calculés de la manière suivante : on établit
un premier plan d’expériences associées au cas d’étude. On propage ensuite les incertitudes
avec ce même plan d’expériences pour une situation nue (sans barres absorbantes) puis en-
suite pour une situation barrée. Finalement, on regroupe les couples (situation nue, situation
barrée) par point du plan d’expérience. On calcule la différence de réactivité pour chacun
des couples et on étudie finalement la distribution des différences de réactivité. De plus, on
peut facilement vérifier à chaque fois, par le tracé d’un jointplot, que l’introduction d’une
barre n’introduit pas de non linéarité dans la réponse du code. On donne un exemple pour
l’incertitude associée au PFNS de l’235U en figure 6.4, l’histogramme du schéma barré est en
vert tandis que l’histogramme correspondant à une situation cœur nu est en bleu.
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FIGURE 6.4 – Jointplot associé aux distributions des keff dans les situations avec (en vert) ou sans
barres (en bleu) dans le cas d’une incertitude associée au spectre de fission des neutrons prompts de
l’235U

6.3 Comparaison avec une propagation déterministe

Nous avons confronté les résultats de notre méthode SMC aux résultats obtenus avec
des calculs déterministes en GPT [125] comme le présente le Tableau 6.2. On notera que les
résultats présentés dans ce paragraphe (SMC en noir ou GPT en bleu) ne tiennent pas compte
de l’incertitude associée au spectre de fission des neutrons prompts.

keff [pcm] unc. SMC unc. GPT Pcentre unc. SMC unc. GPT
238U σ(n,f) 409 225 238U σ(n,n′) 2.6 % 2.7 %
238U σ(n,γ) 312 258 1H σ(n,n) 1.8 % 1.2 %

235U ν 273 316 56Fe σ(n,n) 0.7 % 0.9 %
235U σ(n,f) 147 252 238U σ(n,γ) 0.5 % 0.7 %
235U σ(n,γ) 143 141 1H σ(n,γ) 0.4 % 0.1 %

Somme quadratique 617 548 3.3% 3.2%

Total 539 565 3.2% 3.2%

TABLEAU 6.2 – Résultats de notre propagation stochastique (SMC) en regard de ceux obtenus avec
une propagation déterministe (GPT) des incertitudes sur UAM GEN-III avec COMAC-V0.
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6.3.1 Contribution de la section efficace de fission de 238U

Toutes les fissions de l’238U se produisent au delà de 1 MeV (figure 6.5a). On compare
donc la valeur de l’écart-type associé à la section de fission dans ce domaine d’énergie. Les
calculs déterministes correspondent à "GPT" et les calculs de ce paragraphe à COMAC-V0.
La méthode GPT prend en entrée des écarts-types de 5% ou moins tandis que nos calculs
tiennent compte d’une incertitude entre 10 % et 20 % (cf. figure 6.5b).

6.3.2 Contribution de la section efficace de fission de 235U

On constate d’après la figure 6.5d que les valeurs de l’écart-type correspondant aux do-
maine résolu (77 meV<E<50 keV) de la méthode GPT sont 2-3 fois celles des valeurs pro-
posées dans ENDF/B-VII.1. Ces valeurs sont consignées dans [126]. Les taux de fissions épi-
thermiques sont directement impactés, d’où le passage d’une incertitude de 147 pcm avec
COMAC-V0 à 252 pcm avec la méthode GPT.

6.3.3 Contribution de la section efficace de capture de 1H

Pour la puissance assemblage, la contribution de la capture de 1H est très différente dans
les deux cas : il existe un facteur 4 entre les calculs en GPT et les nôtres. En effet, la Figure
6.5f montre que COMAC-V0 accorde une incertitude en dessous de l’électron-volt 5 fois plus
importante que celle proposée dans la bibliothèque utilisée pour la propagation déterministe
(COMMARA).

Finalement, la cohérence globale de ces deux ensembles de résultats montre que la mé-
thode SIMPLE MONTE-CARLO est validée en regard d’une propagation déterministe.
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FIGURE 6.5 – Valeurs numériques des sections efficaces et des écarts-types
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6.4 Résultats COMAC-V0

Étant donné le bilan matière du système, nous avons choisi d’examiner le cas de :

• 235U car il est responsable de 93% des fissions de notre système. On suppose alors que le
keff sera très sensible à la variation de la valeur des sections efficaces correspondantes.
On a donc choisi ν, σ(n,γ), σdiff , σ(n,f) , χ.

• 238U en tant qu’isotope majoritaire de l’uranium présent dans le système (97 % en
concentration isotopique moyenne dans le cœur).

• 16O présent à la fois dans le combustible et dans le caloporteur.

• 1H, constituant majoritaire du caloporteur.

• 155Gd et 157Gd en tant qu’isotopes absorbants des poisons consommables.

• 91Zr l’isotope capturant majoritaire des gaines.

• 56Fe l’isotope majoritaire du réflecteur lourd.

unc. unc. unc.

235U

ν 273

238U

ν 39 16O σdiff 7
σ(n,γ) 143 σ(n,γ) 312 56Fe

σdiff 22
σdiff 3 σdiff 41 σ(n,γ) 9
σ(n,f) 147 σ(n,f) 409 91Zr σdiff 4
χ 211 χ 11 1H

σdiff 50
σ(n,γ) 140

155Gd σ(n,γ) 28

Somme
quadratique

660 pcm

TABLEAU 6.3 – Incertitudes en (1σ) en pcm associées au keff pour le benchmark UAM GEN-III avec
COMAC-V0

Le tableau 6.31 présente les différents contributeurs à l’incertitude sur le keff. Les contri-
butions associées aux sections de fission de l’uranium 235 et de l’Uranium 238 ont déjà
été analysées en section 6.3. En plus, on met ici en évidence les contributions majoritaires
du nombre moyen de neutrons par fission ν. L’incertitude proposée dans COMAC-V0 est
conforme aux standards (de l’ordre de 0.3 %, faible comparée à la valeur proposée dans la
bibliothèque ENDF B-VII.1, cf Figure 6.6). Le spectre de fission de l’Uranium 235 apparait ici
aussi, au même titre que les sections de capture de l’Uranium 235, de l’Uranium 238 et de
l’Hydrogène.

En outre, nous avons créé un plan d’expériences global faisant varier toutes les sections
efficaces d’intérêt. L’histogramme des keff obtenus en sortie est fourni en figure 6.7. On
trouve alors une incertitude totale valant 700 pcm pour le keff.

Concernant les incertitudes sur les puissances assemblages, le tableau 6.4 présente les
contributions de chaque section considérée ainsi que le basculement associé. Les contribu-
teurs majoritaires à l’incertitude totale sont donc le spectre de fission de l’235U, la diffusion
du 56Fe et celle de l’1H. Ensuite, la nappe d’incertitudes globale est présentée en figure 6.14.
On retiendra un basculement de 7.8 % avec COMAC-V0.

1Les covariances associées au Gadolinium 157 ne sont pas disponibles dans COMAC-V0, il n’y a donc pas de
propagation associée dans le tableau
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FIGURE 6.6 – Comparaison des écarts-types associés au nombre moyen de neutrons produits par
fission pour les bibliothèques ENDF/B-VII.1, COMAC-V0, COMAC-V2 et JENDL-4.0.

unc. Pcentre [%] unc. Ppériphérie [%] Basculement [%]

235U

ν 0 0 0
σ(n,γ) 0.3 0.1 0.4
σdiff 0 0 0
σ(n,f) 0.2 0.2 0.4
χ 3.2 2.1 5.3

238U

ν 0 0 0
σ(n,γ) 0.5 0.3 0.8
σdiff 2.5 1.3 3.8
σ(n,f) 0.5 0.5 1
χ 0.2 0.1 0.3

16O σdiff 0.2 0.2 0.4

56Fe
σdiff 0.8 0.5 1.3
σ(n,γ) 0.2 0.3 0.5

91Zr σdiff 0 0 0

1H
σdiff 1.8 1.2 3
σ(n,γ) 0.4 0.3 0.7

155Gd σ(n,γ) 0.1 0.2 0.3

Somme quadratique 4.6 2.9 7.5

TABLEAU 6.4 – Incertitudes associées à la Puissance au centre, en périphérie et basculement à (1σ) du
grand cœur UAM GEN-III avec COMAC-V0
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FIGURE 6.7 – Histogramme des keff associée à une incertitude globale, correspondant à la bibliothèque
COMAC-V0

6.4.1 Comparaison aux résultats internationaux : GRS

Nous avons ensuite comparé nos résultats avec ceux fournis par l’organisme Gesellschaft
für Anlagen und Reaktorsicherheit (GRS) dans le cadre du benchmark GEN-III en Total
Monte-Carlo (cf. Figure 6.9, valeurs tirées de [127]). L’incertitude proposée avec les valeurs
de COMAC-V0 sur la nappe de puissance présente les mêmes ordres de grandeur que cet
organisme.

6.4.2 Effet des corrélations intersections

Nous avons présenté les contributions individuelles des sections efficaces d’intérêt notam-
ment en tableau 6.3.

Dans l’optique d’obtenir une incertitude totale à la fonction de réponse considérée, on
voudrait combiner chacune de ces contributions. La combinaison linéaire n’est pas adaptée :
il faut au moins les combiner quadratiquement (ce qui revient en fait à combiner linéairement
les variances, cf 2.8)

σtotale =

√ ∑
contributions

σ2
contributions (6.2)

Par conséquent, en combinant quadratiquement les principaux contributeurs associés au
keff avec COMAC-V0, on obtient 660 pcm.

Néanmoins, en propageant les incertitudes avec un plan d’incertitudes général, on tient
en compte des éventuelles corrélations inter-sections qui résultent des conditions expérimen-
tales et/ou des évaluations des sections efficaces. On trouve ainsi 700 pcm pour l’incertitude
totale. Le détail est donné en tableau 6.5. Nous avons ainsi étudié l’influence des corrélations
inter-sections en propageant les incertitudes dans un premier temps avec une matrice de cor-
rélations égale à l’identité (ainsi toutes les incertitudes dans chacun des groupes d’énergie
sont supposés indépendantes) (cas A). Nous avons ensuite pris une matrice de corrélations
diagonale par blocs, en supposant que chacune des sections efficaces était indépendante des
autres du point de vue de l’expérience (cas B). Ce n’est en pratique pas le cas, nous avons
ainsi tenu compte de quelques anticorrélations (cas C).
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FIGURE 6.8 – Nappe d’incertitudes du benchmark UAM GEN-III, COMAC-V0

• On s’attend à ce que les corrélations inter-sections associées à l235U (identifiées dans
un cercle vert) n’agissent que sur l’incertitude associée au keff. On montre qu’elles ont
en fait peu d’effet (la différence d’incertitude est de l’ordre de grandeur du double de
la précision sur l’incertitude que l’on avait avancée : 10 pcm). Ce résultat n’est pas
étonnant vu les contributions individuelles correspondantes associées au keff. En outre,
on mentionne l’existence d’une anti-corrélation entre la section de capture radiative
(n, γ) et la section de fission dans le domaine thermique. De précédentes propagations
sur le keff d’un REP [126] ont montré que la contribution correspondante comptait pour
120 pcm, ce qui est quadratiquement très faible devant les 700 pcm de l’incertitude
totale associée au keff. Elle n’a donc pas été propagée ici.

• Nous avons aussi tenu compte d’une corrélation entre les diffusions de capture et de
diffusion de l’238U (cercle violet sur la figure 6.5) pour observer un éventuel effet sur
le basculement de la nappe de puissance. Il est difficile de tirer une tendance car l’effet
observé est encore une fois à l’intérieur de l’intervalle des précisions sur l’incertitude.

Pour finir, on attire l’attention sur la manière dont sont réalisées les mesures (cf. chapitre
5). On sait que certaines mesures entrainent des corrélations entre isotopes qui ne sont pas
traduites dans les bibliothèques de covariances internationales. En particulier, on pourrait
penser à prendre en compte des corrélations entre isotopes.

6.5 Résultats COMAC-V2

Ensuite, nous avons pris en compte les travaux menés entre 2012 et 2016 [128, 121]. Ces
travaux ont donné lieu à la sortie d’une nouvelle bibliothèque de covariances COMAC-V2,
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FIGURE 6.9 – Valeurs GRS (en haut) et différence de puissances normalisées (en bas) avec une propa-
gation stochastique COMAC-V0

que nous avons condensée à 20 groupes.

En outre, nous avons créé un plan d’expériences global faisant varier toutes les sections
efficaces d’intérêt. L’histogramme des keff obtenus en sortie est fourni en figure 6.7.

Concernant les incertitudes sur les puissances assemblages, le tableau 6.7 présente les
contributions de chaque section considérée ainsi que le basculement associé. On remarque
que les contributeurs majoritaires restent la diffusion de l’hydrogène, celle du fer, de l’ura-
nium 238 ainsi que le spectre de fission des neutrons prompts de l’uranium 235. Concernant
la contribution de l’Hydrogène, les écarts-types fournis par ENDF-BVII.1 inclus dans les éva-
luations COMAC ainsi que TENDL-2012 sont tirés des bibliothèques COMMARA-2.0 depuis
Juillet 2011 issus d’une analyse de plus de 5000 données expérimentales avec un formalisme
utilisant la matrice R [129]. Il est à noter que les incertitudes données en entrée sont faibles
à basse énergie, augmentent jusqu’à atteindre un pic autour de 7.5 MeV (figure 6.11) puis
décroissent de nouveau à haute énergie jusqu’à 20 MeV. Cependant, de nouvelles évalua-
tions conduites au LANL suggèrent une forte réduction de cette incertitude à haute énergie
(comme fournie dans TENDL-2017 et ENDF/B-VIII.0 [112].

Comme mentionné dans le chapitre 3 le Fer 56 a une place particulière dans les grands
cœurs que l’on étudie car c’est le composant majoritaire du réflecteur lourd présent en péri-
phérie (environ 60 % du bilan matière du réflecteur). La mauvaise connaissance de la section
de diffusion joue donc un rôle important dans la description de la nappe de puissance. Ce
résultat est confirmé par la contribution majoritaire : incertitude sur la puissance au centre
valant 1.4 %. En comparant les Tableaux 6.4 et 6.7, on constate une division de plus d’un
facteur deux de la contribution du Spectre de Fission des Neutrons Prompts (PFNS) de 235U
à l’incertitude sur la puissance assemblage. En effet, les récents travaux ont abouti à proposer
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FIGURE 6.10 – Histogramme des keff associée à une incertitude globale, correspondant à la biblio-
thèque COMAC-V2

une réduction de 5 % de l’écart-type (Figure 6.13) sur les queues du spectre.

Finalement, la nappe d’incertitudes globale est présentée en figure 6.14. On retiendra un
basculement de 6.9% avec COMAC-V2.

Concernant la valeur de la contribution de la section efficace inélastique de 238U, on
constate une nette réduction des écarts-types en entrée (Figure 6.15) qui conduit à une ré-
duction de la contribution à l’incertitude sur P (~r). On la divise en effet par deux.
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FIGURE 6.11 – Section efficace de diffusion élastique de l’Hydrogène avec comparaison des écarts-
types fournis par différentes bibliothèques
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matrice de corrélation Incertitude

A : Identité
keff 430 pcm
Pcentre 2.5%

Ppériphérie 1.6 %

B : Diagonale par blocs
keff 716 pcm
Pcentre 5.3%

Ppériphérie 3.3 %

C : Avec blocs extra-diagonaux
= B + blocs 1 sur la matrice

keff 700 pcm
Pcentre 4.8 %

Ppériphérie 3.0 %

TABLEAU 6.5 – Effet de l’ajout des blocs de corrélations inter-sections sur l’incertitude totale

unc. [pcm] unc. [pcm] unc. [pcm]

235U

ν 269

238U

ν 44 16O σdiff 4
σ(n,γ) 140 σ(n,γ) 247 56Fe

σdiff 22
σdiff 1 σdiff 85 σ(n,γ) 6
σ(n,f) 140 σ(n,f) 114 91Zr σdiff 1
χ 105 χ 14 1H

σdiff 46
σ(n,γ) 129

155Gd σ(n,γ) 30
157Gd σ(n,γ) 24

TABLEAU 6.6 – Incertitudes (1σ) associées au keff pour le benchmark UAM GEN-III avec COMAC-V2
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unc. Pcentre [%] unc. Ppériphérie [%] Basculement [%]

235U

ν 0 0 0
σ(n,γ) 0.4 0.2 0.6
σdiff 0 0 0
σ(n,f) 0.2 0.1 0.3
χ 1.4 0.8 2.2

238U

ν 0 0 0
σ(n,γ) 0.4 0.2 0.6
σdiff 1.0 0.7 1.7
σ(n,f) 0.2 0.1 0.3
χ 0.2 0.1 0.3

16O σdiff 0.2 0.1 0.3

56Fe
σdiff 1.2 0.7 2
σ(n,γ) 0.3 0.2 0.5

91Zr σdiff 0 0 0

1H
σdiff 1.9 1 2.9
σ(n,γ) 0.3 0.1 0.4

155Gd σ(n,γ) 0.1 0.2 0.3
157Gd σ(n,γ) 0.1 0.3 0.4

Somme quadratique 3 1.7 4.7

TABLEAU 6.7 – Incertitudes associées à la puissance au centre, en périphérie et basculement à (1σ) du
grand cœur UAM GEN-III avec COMAC-V2
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FIGURE 6.12 – Section efficace de diffusion élastique du Fer 56 avec comparaison des écarts-types
fournis par différentes bibliothèques
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FIGURE 6.13 – Spectre de fission des neutrons prompts (χ) avec comparaison des écarts-type associés
à COMAC-V0 et à COMAC-V2
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FIGURE 6.14 – Nappe d’incertitudes du benchmark UAM GEN-III, COMAC-V2 pur
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FIGURE 6.15 – Valeur de la section de diffusion inélastique de l’238U condensée à 20 groupes avec
comparaison des écarts-type associés lors du passage de COMAC-V0 à COMAC-V2
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6.5.1 Incertitude liée à l’efficacité des barres absorbantes

6.5.1.1 Modélisation

L’idée de ce paragraphe est d’établir une expression liminaire simple de l’incertitude associée
à l’antiréactivité d’un groupe de barres absorbantes inséré dans le cœur. Bien évidemment, toutes
les hypothèses prises dans ce paragraphe sont très simplificatrices, mais on obtient ainsi une pre-
mière modélisation qui permet de soutenir les résultats des simulations numériques et d’orienter
la modélisation.

On se place dans un cas où l’antiréactivité apportée par l’insertion du groupe de barre
est petite. On s’autorise donc à utiliser les résultats obtenus dans le cadre de la théorie des
perturbations standard. En rappelant que la barre n’impacte que l’opérateur d’absorption
(δF = 0), on réécrit (2.44) :

δρ ≈ −〈φ
∗, δAφ〉
〈φ∗, Fφ〉

(6.3)

On se place par hypothèse dans un cas d’un réacteur cylindrique (de rayon R et infini se-
lon sa hauteur) sans source externe et dans le cadre d’une théorie de la diffusion homogène
à un groupe en régime stationnaire. On ne postule alors aucune variation des grandeurs neu-
troniques avec l’espace, l’angle ni même en énergie. L’intégration correspondant au produit
scalaire du numérateur et celle du dénominateur reviennent ainsi à intégrer une fonction
constante selon toutes les dimensions de l’espace des phases :

〈φ∗, δAφ〉 =

∫
4π

∫ ∫ ∫
réacteur

∫
E
φ∗(δA)φ(r)dΩd3rdE (6.4)

= α

∫ ∫ ∫
réacteur

φ∗(r)(δA)φ(r)d3r (α est une constante) (6.5)

Or, la variation de l’opérateur d’absorption δA est non nulle uniquement au lieu où la barre
a été insérée tout en étant constante selon la dimension du problème. Dans le cadre d’une
théorie monocinétique, on sait que celui-ci se réduit à une matrice 1× 1. On adapte (1.12) à
nos hypothèses :

δAφ = δΣaφ (6.6)

Donc

〈φ∗, δAφ〉 = α

∫ ∫ ∫
réacteur

φ∗(r)(δAφ)(r)d3r (6.7)

= α

∫ ∫ ∫
réacteur

δΣaφ
∗(r)φ(r)d3r (6.8)

On sait par ailleurs que flux et flux adjoint vérifient la même équation de Boltzmann aux
valeurs propres en théorie monocinétique :

Hφ = λφ (6.9)

Hφ∗ = λφ∗ (6.10)

Ils sont donc proportionnels. Posons alors

φ∗ = βφ

Alors ∫ ∫ ∫
réacteur

δΣaφ
∗(r)φ(r)d3r = β

∫ ∫ ∫
réacteur

δΣaφ
2(r)d3r (6.11)

= βΣa

∫ ∫ ∫
barre

δφ2(r)d3r (6.12)
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On prend alors la différentielle logarithmique de l’efficacité des barres

d(ln(δρ)) =
d(δρ)

δρ
(6.13)

=
d〈φ∗, δAφ〉
〈φ∗, δAφ〉

(6.14)

=
d(
∫ ∫ ∫

barre φ
2(r)d3r)∫ ∫ ∫

barre δφ
2(r)d3r

d’après (6.12) (6.15)

=

∫ ∫ ∫
barre d(φ2(r))d3r∫ ∫ ∫
barre φ

2(r)d3r
car l’intégrale est à support borné (6.16)

Ensuite, on se place dans le cadre de petites perturbations du flux finies, la différentielle
devient une petite différence δ :

d(δρ)

δρ
=

∫ ∫ ∫
barre δ(φ

2(r))d3r∫ ∫ ∫
barre φ

2(r)d3r
(6.17)

On suppose que les flux sont modifiés comme suit :

φ→ φ′ = φ+ δφ (6.18)

φ2 → (φ2)′ = φ2 + δ(φ2) (6.19)

Il vient

δ(φ2) = (φ2)′ − φ2 (6.20)

= (φ′)2 − φ2 (6.21)

= (φ+ δφ)2 − φ2 (6.22)

= φ2
(
1 +

δφ

φ

)2 − φ2 (6.23)

= 2φδφ développement au premier ordre (6.24)

Et

d(δρ)

δρ
=

∫ ∫ ∫
barre 2φ(r)δφ(r)d3r∫ ∫ ∫

barre φ
2(r)d3r

(6.25)

=
2π(R2

ext barre −R2
int barre)φ(Rbarre)δφ(Rbarre)

π(R2
ext barre −R2

int barre)φ
2(Rbarre)

(6.26)

= 2
φ(Rbarre)δφ(Rbarre)

φ2(Rbarre)
(6.27)

= 2
δφ(Rbarre)

φ(Rbarre)
(6.28)

En multipliant au numérateur et au dénominateur par la section macroscopique de fission
dans la maille considérée, le dernier membre de droite vaut l’écart relatif des taux de fission
dans la maille où la barre est insérée.

d(δρ)

δρ
= 2

δτf (Rbarre)

τf (Rbarre)
= 2

δP (Rbarre)

P (Rbarre)
(6.29)

Ce dernier résultat est assez puissant : tout en reliant l’incertitude sur une grandeur intégrale
(l’efficacité de la barre) à une grandeur locale (l’incertitude sur la puissance locale), il donne un
ordre de grandeur rapide et facile à calculer. Sous réserve d’être numériquement validée sur des
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cas plus complexes, cette expression permet de s’affranchir des difficultés de calcul et des coûts
associés, que ce soit en propagation déterministe (EGPT) ou en stochastique.

De plus, ce résultat permet d’orienter notre travail. En effet, dans l’optique d’estimer une
incertitude enveloppe, on voudrait placer la barre à l’endroit où l’incertitude est la plus forte.
D’après (6.29), il s’agit de l’endroit où l’erreur relative sur la puissance est la plus forte, c’est-
à-dire au centre du coeur. On a ainsi choisi de modéliser des barres absorbantes noires en
carbure de bore (B4C) et d’insérer 5 groupes de barres au centre du cœur. (cf figure 6.16)

FIGURE 6.16 – Plan de chargement du groupe de barres absorbantes (B4C) dans le benchmark

6.5.2 Résultats

sd [%] sd [%] sd [%]

235U

ν 0.8

238U

ν 1.3 16O σdiff 0.7
σ(n,γ) 1.4 σ(n,γ) 1.0 56Fe

σdiff 2.5
σdiff 1.0 σdiff 1.0 σ(n,γ) 1.5
σ(n,f) 1.1 σ(n,f) 1.4 91Zr σdiff 1.0
χ 3.3 χ 0.9 1H

σdiff 4.1
σ(n,γ) 1.3

155Gd σ(n,γ) 1.0
157Gd σ(n,γ) 1.1

TABLEAU 6.8 – Incertitudes associées à l’efficacité des cinq barres au centre, bibliothèque COMAC-V2

On fournit en tableau 6.8 le détail des contributions à l’incertitude sur l’efficacité des
cinq barres centrales. On remarque que les contributeurs majoritaires sont les mêmes que
ceux associés à l’incertitude sur la nappe de puissance. Ceci est cohérent avec la relation de
proportionnalité (6.29) que nous avions obtenue en début de section. On donne également
l’histogramme des efficacités de barre en figure (6.17).

En combinant quadratiquement toutes les contributions individuelles, on obtient 7.2 %
pour l’incertitude totale. La propagation de l’incertitude globale sur l’efficacité des barres
donne 8.3 %. L’hypothèse de premier ordre pour calculer la combinaison quadratique trouve
peut être ses limites dans ce cas là2.

2 Il faut cependant noter que l’incertitude sur la détermination des composantes est élevée, ce qui peut expli-
quer la sous-estimation de l’incertitude totale à partir de la combinaison des composantes.
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FIGURE 6.17 – Histogramme des efficacités de barres pour une incertitude globale, bibliothèque
COMAC-V2

6.5.3 Cas de la diffusion inélastique de l’Uranium 238

6.5.3.1 Enjeux

On sait que l’aire de migration des neutrons rapides est de l’ordre de grandeur de 50 cm2.
Elle est beaucoup plus importante que celle des neutrons thermiques (dans un REP, un neu-
tron thermique est absorbé quasi sur place, l’aire de diffusion correspondante est de l’ordre
de L2 = 5 cm2). Par conséquent, ce sont les neutrons rapides qui régissent majoritairement
le couplage entre les différentes zones du cœur. Intéressons nous donc à un neutron issu de
fission ; en moyenne, il nait à une énergie de 2 MeV. Une fois dans le milieu, il peut éven-
tuellement causer une fission au cours de son premier choc avec un noyau d’Uranium 238 ou
dégrader son énergie lors d’une phase de ralentissement où il perd de l’énergie de manière
discontinue. D’abord, ce sont essentiellement des chocs inélastiques . Tant que le neutron
reste au delà du MeV (cf. Figure 6.18), il ne subit aucune capture : la valeur de la section
correspondante y est quasi nulle. En dessous de 50 keV, le neutron entre dans la zone des
résonances de l’238U entre autres, où la probabilité d’être capturé augmente fortement. En-
suite, si il est ralenti en dessous de l’électron-volt sans avoir été capturé, il entre dans la zone
thermique où les sections efficaces varient en 1

v . Il se met ensuite en équilibre avec le milieu
environnant avant d’être capturé ou de causer une fission. Étant donné que les fissions sont
majoritairement dues à l’Uranium 235, et ont lieu pour la plupart dans le domaine thermique,
il faut trouver une réaction (où un ensemble de réactions) qui a lieu principalement dans le
domaine rapide et dont le gain en léthargie permet de relier le domaine rapide au thermique.
Dans le cas de la diffusion élastique, on peut montrer en appliquant des lois classiques du
choc élastique que le gain en léthargie maximal ξ dans le cas d’une diffusion isotrope dans le
centre de masse vaut

ξ = 1− α

1− α
ln(1− α) (6.30)

en introduisant A le nombre de masse du noyau-cible et le paramètre α =
(
A−1
A+1

)2. Dans le
cas de l’uranium 238, ξ vaut 0.009, ce qui est très faible. Donc en cas de diffusion élastique,
un neutron reste généralement dans son groupe d’énergie. En cas de diffusion inélastique
en revanche, l’énergie cinétique du neutron contribue à l’énergie d’excitation du noyau com-
posé au cours de la réaction. Finalement, le couplage entre centre et périphérie du cœur est
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FIGURE 6.18 – Sections efficaces de capture radiative, de diffusion et de fission pour les principaux
isotopes du cœur

sensible à la section efficace de diffusion inélastique de l’238U.

6.5.3.2 Valeurs numériques obtenues

On sait que les évaluations internationales concernant la section efficace de diffusion in-
élastique de l’238U entre 1 et 5 MeV sont discordantes. On observe en effet une dispersion des
valeurs de sections de l’ordre de 10 % sur le plateau entre 2 et 5 MeV [108] cf. figure 6.20. En
particulier la bibliothèque de sections efficaces utilisée pour cette étude, JEFF-3.1.1 surestime
cette valeur. Nous avons donc choisi de définir un nouveau niveau d’incertitudes sur le pla-
teau : 15 % (surestimation de ' 10 % + niveau de l’écart-type donné par COMAC-V2 ' 5 %
6 %). Nous avons propagé les incertitudes associées à ces valeurs d’écarts-types, et nous trou-
vons la nappe d’incertitudes de la Figure 6.21. On remarque que les valeurs de cette nappe
d’incertitudes surpassent grandement celle de l’incertitude totale trouvée précédemment, on
passe de (4.3 %/2.6 %) pour l’incertitude globale trouvée précédemment (Figure 6.22a) à
(5.1 %/3.0 %) (Figure 6.21) pour la contribution de la diffusion inélastique de l’238U unique-
ment. Il est donc légitime de propager une nouvelle fois globalement les incertitudes, avec
un plan d’expériences général incluant ces nouvelles valeurs.

Cet exercice fait, l’incertitude associée à la Pcentre vaut 5.5 % et celle associée à Ppériphérie
vaut 3.3 % donc un basculement de 8.8 %. L’incertitude sur le keff est du même ordre de
grandeur qu’avant modification.

Concernant l’incertitude sur l’efficacité des barres, on passe de 8.3 % à 11 %.
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FIGURE 6.19 – Valeur selon JEFF-3.1.1 et écart relatif avec les autres bibliothèques
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FIGURE 6.20 – Comparaison des écart-types liés à la section efficace de diffusion inélastique de l’Ura-
nium 238

Par ailleurs, pour faire le lien avec l’exemple de TMI (présenté en tout début de chapitre
section 6.1), on constate que les valeurs d’incertitudes que l’on obtient sont finalement du
même ordre de grandeur que celles trouvée par Zeng et al. La justification réside dans le fait
que le passage des calculs TMI à UAM contiennent deux phénomènes : un grandissement de
la taille du cœur augmentant les incertitudes sur la nappe de puissance et une réduction des
valeurs d’écarts-types au niveau de la diffusion inélastique de l’238U plus bas, ce qui réduit
ces mêmes incertitudes (cf. valeurs de la bibliothèque ENDF/BVII.1 données en figure 6.20).
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FIGURE 6.21 – Nappe d’incertitudes associée à la diffusion inélastique de 238U uniquement, avec des
valeurs majorées d’écart-type associés à JEFF-3.1.1
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FIGURE 6.22 – Effet du changement de la valeur de l’incertitude sur le plateau de la diffusion inélastique de l’238U
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Points clés du chapitre : Application au benchmark UAM

• Les incertitudes des petits cœurs ont déjà été étudiés, que ce soit en propagation
déterministe en propagation stochastique. Concernant une propagation d’incerti-
tudes dues aux données nucléaires avec des écarts-types issus de ENDF/BVII.1 sur
le cœur de Three Mile Island, l’incertitude (Pcentre/ Ppériphérie) s’élève à (5.3 %/
3.1 %) pour un basculement total de 8.4 %.

• Les nappes d’incertitudes que nous présentons contiennent toujours un anneau
dont les incertitudes propagées sont nulles. Il est localisé au rayon qui coupe le
cœur en deux couronnes de puissances égales et égale à la moitié de la puissance
cœur.

• Les résultats issus de la méthode SIMPLE MONTE-CARLO appliqués au benchmark
UAM-GEN III ont été confrontés avec les résultats d’une propagation déterministe.
Ils présentent un très bon accord, ce qui valide notre démarche.

• Avec la bibliothèque d’incertitudes COMAC-V0, la propagation d’incertitudes donne
700 pcm pour le keff et (4.8 %/3.0 %) pour les incertitudes associées à (Pcentre/
Ppériphérie).

• Avec la bibliothèque d’incertitudes COMAC-V2, la propagation d’incertitudes donne
663 pcm pour le keff et (4.3 %/2.6 %) pour les incertitudes associées à (Pcentre/
Ppériphérie). Nous avons également estimé l’incertitude enveloppe associée à l’inser-
tion d’un groupe de barres. Elle vaut 8.3 %, soit le double de l’erreur associée à la
nappe de puissance en le lieu d’insertion de la barre.

• Nous avons isolé le cas de l’incertitude associée à la diffusion inélastique de l’238U.
En effet, la sensibilité de la nappe de puissance à cette section est importante et
les valeurs fournies par les différentes bibliothèques de covariances ne sont pas
cohérentes entre elles. Comme la diffusion inélastique de l’238U est le principal
contributeur à l’incertitude totale sur la nappe de puissance, nous avons choisi des
valeurs d’écarts-types que nous avons jugés réalistes. Ainsi, la propagation d’incer-
titudes sur la nappe de puissance avec ces nouvelles valeurs conduit à une incer-
titude finale de (5.5 %/3.3 %) pour (Pcentre/ Ppériphérie), et à 11 % sur l’efficacité
des barres.

• Les valeurs d’incertitudes que nous retiendrons sont résumées dans le tableau 6.9.
Il s’agit de valeurs d’incertitudes réalistes propagées selon la méthode SMC.
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incertitudes keff [pcm] Pcentre [%] Ppériphérie [%] Basculement [%]

235U

ν 269 0 0 0
σ(n,γ) 140 0.4 0.2 0.6
σdiff 1 0 0 0
σ(n,f) 140 0.2 0.1 0.3
χ 105 1.4 0.8 2.2

238U

ν 44 0 0 0
σ(n,γ) 247 0.4 0.2 0.6
σdiff 85 5.1 3.0 8.1
σ(n,f) 114 0.2 0.1 0.3
χ 14 0.2 0.1 0.3

16O σdiff 4 0.2 0.1 0.3

56Fe
σdiff 22 1.2 0.7 2
σ(n,γ) 6 0.3 0.2 0.5

91Zr σdiff 1 0 0 0

1H
σdiff 46 1.9 1 2.9
σ(n,γ) 129 0.3 0.1 0.4

155Gd σ(n,γ) 30 0.1 0.2 0.3
157Gd σ(n,γ) 24 0.1 0.3 0.4

Incertitude totale 638 5.5 3.3 8.8

TABLEAU 6.9 – Incertitudes choisies et propagées (1σ) pour le grand cœur UAM GEN-III
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7 Conclusion générale et Perspectives

Bilan des travaux

L’établissement d’incertitudes fiables associées à la nappe de puissance pour nourrir la
démarche de sûreté des futurs grands cœurs de Génération III est la motivation principale
de cette thèse de doctorat. Plus spécifiquement, son objectif était de calculer ces incertitudes
avec précision pour de tels grands cœurs ainsi que celle sur l’efficacité des barres absorbantes
au moyen d’une méthode originale.

En premier lieu, à partir de l’équation de Boltzmann traduisant le bilan neutronique dans
le réacteur nucléaire, nous avons montré par étapes que la sensibilité d’un cœur était carac-
térisée, au premier ordre, par la séparation des deux premières valeurs propres. De ce fait, la
détermination univoque de la première harmonique du flux joue un rôle fondamental dans la
caractérisation de la stabilité du cœur vis-à-vis d’une perturbation extérieure. Toutes choses
constantes par ailleurs, la détermination de la première harmonique du flux est d’autant plus
délicate que le cœur est grand. En outre, il est difficile de déterminer avec certitude l’ordre
d’une harmonique calculée précédemment, et ceci d’autant plus que le cœur croît. Nous avons
alors restreint l’objet de ce travail aux perturbations uniformes sur l’ensemble du cœur. Dans
ce cadre, il est possible d’interpréter les incertitudes dues aux données nucléaires comme
des perturbations élémentaires du cœur. La nappe de puissance perturbée possède ainsi les
mêmes symétries que la nappe de puissance, à savoir une invariance par rotation autour de
l’axe azimutal du cœur.

Un état de l’art des méthodes de propagation des incertitudes en neutronique a été réalisé
et a conduit à mettre en évidence deux familles de propagation d’incertitudes :

• des méthodes dites déterministes, qui, bien que rapides, présupposent l’implémentation
dans le code d’application de routines spécifiques et restreignent la propagation des in-
certitudes à un nombre limité de sources d’incertitudes. En outre, le résultat est difficile
à obtenir dans le cas de grands cœurs.

• des méthodes qualifiées de stochastiques dont la grande force est de ne faire aucune hy-
pothèse en entrée. Néanmoins, leur précision est dépendante de la puissance de calcul
allouée pour produire le résultat. L’interprétation des incertitudes comme perturbations
élémentaires du cœur est à la base de cette famille de méthodes.

Finalement, grâce à l’augmentation croissante des ressources informatiques à notre dis-
position, on peut envisager une propagation stochastique des incertitudes neutroniques avec
une précision suffisante. Nous avons ainsi introduit la méthode SIMPLE MONTE-CARLO qui
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combine propagation stochastique des incertitudes et modélisation neutronique déterministe
du cœur. En voici les principales étapes :

1. Détermination des paramètres les plus influents, les contributeurs majoritaires, par une
étude préalable.

2. Création d’un plan d’expériences de type Latin Hypercube Sampling (LHS) qui couvre
au mieux l’espace des entrées et qui inclut ces contributeurs majoritaires.

3. Optimisation de ce plan selon un critère adapté, basé sur la discrépance enveloppée.

4. Simulation neutronique du cœur de chaque point du plan d’expériences grâce un sché-
ma de calcul à la fois rapide et précis.

5. Exploitation statistique des résultats par la détermination des moments de la distribu-
tion de la fonction de réponse en sortie. Dans notre cas, il s’agit du keff, des puissances
assemblages et de l’efficacité d’un groupe de barres.

Côté simulation neutronique, une part importante de ce travail de thèse a été consacré
à l’établissement d’un schéma de calcul neutronique répondant à un compromis précision/
coût/rapidité de calcul. Pour cela, nous avons utilisé le code déterministe APOLLO2 et avons
dégagé un ensemble de recommandations nécessaires à une modélisation neutronique pré-
cise des réacteurs de génération III tout en tenant compte de ses particularités, à savoir entre
autres, l’utilisation d’un réflecteur lourd en acier. En effet, l’introduction d’un biais maîtrisé
n’influe pas sur la qualité de la propagation. Néanmoins, le gain de temps de calcul induit est
crucial car la quantité de ressources informatiques à notre disposition est limitée.

Nous avons étudié le grand cœur proposé dans le cadre d’un benchmark OCDE/AEN, à
Puissance Zéro à Chaud. Le schéma de calcul que nous proposons conduit à l’estimation
du keff avec un écart en réactivité avec TRIPOLI4® de -84 pcm. La nappe de puissance est
calculée avec un écart de -2.3 % sur la puissance au centre de la nappe et un écart de +1.4 %
sur la puissance des assemblages périphériques. De plus, la durée nominale de calcul est de 2h, ce
qui est compatible avec une étude stochastique. Ainsi, la propagation d’un seul contributeur
à l’incertitude totale se fait au moyen de 50 calculs, conduits sur un intervalle de temps d’une
semaine en utilisant un cluster de calcul décentralisé.

Nous avons utilisé la méthode SIMPLE MONTE-CARLO pour propager les incertitudes dues
aux données nucléaires associées au facteur de multiplication effectif des neutrons (keff),
à la nappe de puissance du cœur ainsi qu’à l’efficacité d’un groupe de barres absorbantes
utilisées pour le pilotage du cœur. Avec les valeurs de covariances que nous avons choisies,
l’incertitude associée au keff (1σ) vaut 638 pcm avec comme contributions majoritaires les
incertitudes associées au nombre moyen de neutrons produits par fission ainsi qu’aux sections
efficaces de capture, de fission de l’235U ainsi qu’à la section efficace de capture de l’238U et
de 1H. Par ailleurs, le basculement total vaut 8.8 % (1σ), et l’incertitude maximale associée
à l’insertion d’un groupe de barres absorbantes vaut 11 % (1σ), avec pour contributeurs
majoritaires dans les deux cas le spectre de fission des neutrons prompts de l’235U, la section
efficace de diffusion inélastique de l’238U et les sections de diffusion élastique du 56Fe et de
1H.

Par ailleurs, nous avons mis en évidence la variabilité des covariances produites selon les
bibliothèques. En fait, les valeurs d’incertitudes que nous avançons sont le reflet actuel des
connaissances sur les données nucléaires. Par conséquent, ces valeurs d’écarts-types ne sont
ni immuables, ni ne seront automatiquement réduites, contrairement à ce que l’intuition lais-
serait penser. De plus, même si ces bibliothèques de covariances sont labellisées JENDL-4.0
ou ENDF/BVII.1 par exemple, ces valeurs sont très dépendantes des choix de modélisations
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de l’évaluateur. Finalement, les véritables enseignements à tirer de notre travail sont les ten-
dances que nous avons mises en évidence, notamment les contributeurs majoritaires, plutôt
que les valeurs numériques des incertitudes.

Perspectives

Incertitudes d’origine neutronique

Ces travaux ont démontré que, en prenant des valeurs réalistes de covariances, la section
de diffusion inélastique de l’Uranium 238 représentait le contributeur majoritaire dans l’in-
certitude associée à la nappe de puissance et à l’efficacité des barres. Ainsi, la réduction des
écarts-types en entrée correspondants permettrait de réduire grandement les incertitudes as-
sociées à ces deux fonctions de réponses, ceci d’autant plus que la valeur de ces écarts-types
ne font pas consensus parmi les spécialistes.

Une méthode stochastique pourrait être également utilisée pour simplifier les calculs d’in-
certitudes pour les cœurs en évolution. La méthode SIMPLE MONTE-CARLO permettrait ainsi
d’obtenir en une seule étape l’incertitude sur l’inventaire combustible et sur le keff au cours
du cycle. On pourrait ainsi aboutir à l’incertitude sur la longueur de cycle.

Étude du tilt de puissance

Par ailleurs, il serait intéressant d’appliquer cette méthode à d’autres sources d’incertitudes
qui brisent la symétrie de rotation. En effet, on voudrait expliquer le tilt de puissance observé
précédemment lors du démarrage de certains réacteurs. Cette étude prendrait tout son sens
dans la mesure où on sait que l’amplitude du tilt sera plus importante pour les réacteurs de
Génération III :

• Du côté de la thermohydraulique, on pourrait prendre en compte d’éventuelles diffé-
rences de débit dans chacune des boucles du primaire.

• D’un point de vue mécanique, on suppose que le flambage subi par les assemblages
induit des variations de modération locales (agrandissement de lames d’eau inter-
assemblages ou à l’interface cœur-réflecteur). Pour résoudre ce problème, on pourrait
considérer des déformations simples du cœur (en bloc ou par gerbage) puis modéliser
de manière probabiliste le comportement individuel des assemblages au sein du cœur,
à base de chaines de Markov par exemple, pour trouver à une configuration déformée
stationnaire. On pourrait éventuellement s’inspirer également de travaux déjà réalisés
sur le comportement d’assemblages de REPs sous l’effet d’un écoulement axial.

• Ces phénomènes seraient d’abord étudiés individuellement et on pourrait ensuite envi-
sager des couplages éventuels afin de fournir des valeurs de tilts réalistes en sortie.

• On pourrait aussi prendre en compte des incertitudes technologiques des assemblages,
par exemple au niveau du diamètre des crayons combustibles, prendre en compte les
tolérances de fabrication des crayons et les traduire en incertitudes sur le bilan matière.
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A Rappels et compléments de
probabilités

« En effectuant une opération
assez simple : 2+2, je réalise qu’il
existe des milliards de mauvaises
réponses possibles et seulement
une qui soit bonne.
La majorité n’aurait donc
toujours pas raison? »

Le Chat, P. Geluck

Ce chapitre permettra de justifier différents résultats dont nous avons occulté les fonde-
ments, en particulier dans le chapitre 4. On y rappelera quelques théorèmes choisis dont
l’agencement aboutira aux différentes déclinaisons de la loi des grands nombres et au théo-
rème central limite. On reprendra en outre les estimateurs classiques associés à la moyenne
et à l’écart-type ainsi que les dérivations associées. En filigrane, on mettra en évidence le for-
malisme des notions qu’on a évoquées lorsqu’on a développé schématiquement les concepts
de biais et d’incertitudes (cf. le jeu de fléchettes de la figure 3.8). On proposera aussi une
expression de l’incertitude associée à l’estimation de l’écart-type d’une grandeur qui nous
a permis de définir les populations optimales de la méthode SMC. En revanche, toutes les
démonstrations techniques n’ont pas vocation à figurer dans ce manuscrit.

Le lecteur intéressé pourra se tourner vers [130] pour une approche pédagogique et
complète de ces outils mathématiques, il trouvera une analyse plus poussée dans [131] et
une revue francophone du formalisme mathématique correspondant dans [132] où l’auteur
conjugue érudition, rigueur et humour, ce qui est rare pour ce type d’ouvrages !
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ANNEXE A. RAPPELS ET COMPLÉMENTS DE PROBABILITÉS

Préambule

On appelle espace probabilisable un couple (Ω,T) où Ω est un ensemble quelconque et
T une tribu sur Ω. L’ensemble Ω est appelé univers ou espace des épreuves (Sample space) et
ses éléments, que l’on notera génériquement ω, sont les épreuves ou les aléas ou encore les
réalisations. Les éléments de la tribu T sont appelés événements [observables].

De plus, soit (Ω,T) un espace probabilisable. Une probabilité (ou encore une mesure de
probabilité) sur cet espace est une application P : T→ R vérifiant les propriétés suivantes :

• Axiome 1 : P est à valeurs positives ;

• Axiome 2 : P(Ω) = 1 ;

• Axiome 3 : P est σ-additive : pour toute suite (An)n≥0 d’éléments deux à deux disjoints
de T,

P
( ∞∑
n=0

An
)

=

∞∑
n=0

P(An) (A.1)

Ainsi, le triplet (Ω,T,P) est appelé espace probabilisé.

A.1 De la manière de converger

Pour commencer, prenons l’exemple classique d’une succession infinie de tirages à pile ou
face : un lancer de pièce. Représentons l’histogramme de la loi du nombre de piles obtenus
lors lors de n tirages :

Sn = X1 +X2 + . . .+Xn (A.2)

où Xk est la variable valant 1 si le k-ième tirage amène pile et 0 sinon.

Exemple A.1. On simule la loi de Sn pour plusieurs valeurs de n et on trace les histogrammes
donnés en figure A.1.

FIGURE A.1 – Histogrammes de la loi de Sn avec une probabilité d’obtenir pile valant p = 0.4

Ces histogrammes sont découpés de manière à diviser l’échelle des ordonnées de manière
naturelle par n car Sn est à valeurs dans [0, n]. Chaque classe ou bin correspond à un entier.
On va alors par ailleurs considérer la variable Mn := Sn/n, c’est à dire la moyenne de n
tirages indépendants.

L’expérience montre que Mn devrait tendre vers p, ce qu’illustre le resserrement du pic.
Reste à définir ce que l’on entend par tendre vers p.

II
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FIGURE A.2 – Histogrammes de la loi de Mn avec une probabilité d’obtenir pile valant p = 0.4

• Première idée : on donne une interprétation déterministe à savoir : “Pour toute réalisa-
tion ω du hasard, on a Mn(ω) → p”. Cette interprétation est incompatible avec notre
modélisation. En effet, on peut trouver des suites de ω telles que Mn ne converge pas
vers p. Citons en particulier :

ω1 = 0− 0− 0− 0− 0− 0− 0− 0− 0

pour laquelle Mn(ω) = 0 pour tout n. Ainsi que

ω2 = 1− 1− 1− 1− 1− 1− 1− 1− 1

pour laquelle Mn(ω) = 1 pour tout n. On peut donc trouver au moins un élément de Ω
qui ne vérifie pas la condition Mn(ω)→ p.

• On peut peut être par ailleurs proposer une interprétation forte : la suite de terme
général Mn(ω) va tendre vers p. En d’autres termes,

P{ω ∈ Ω,Mn(ω)→ p} = 1

En français, on peut traduire cela par : “A moins d’une malchance phénoménale, on
peut être positivement certain que la suite des moyennes successives converge vers p”.
C’est le fameux résultat connu sous le nom de loi forte des grands nombres.

• Troisième idée : on propose une interprétation dite faible sous la forme suivante :

∀ε > 0,P{ω ∈ Ω; |Mn(ω)− p| > ε} −−−→
n→∞

0

En clair, on traduit cela par : “l’ensemble des moyennes qui restent écartées de p de
plus que ε se réduit comme neige au soleil quand on fait tendre n vers l’infini.”

Cette dernière interprétation est délicate : qu’en est il si ω est fixé? En fait, elle im-
pose une série de conditions globales qui sont attachées à la définition de ε. A cette
interprétation est associée la notion de convergence en probabilité.

• On mentionne finalement une quatrième piste. A q ∈ N fixé, peut-on dire que E|M − p|q
tend vers 0? Le cas q = 2 permettrait effectivement d’avoir accès aux propriétés géomé-
triques des espaces de Hilbert (espace L2 muni du produit scalaire ad hoc). En revanche,
l’interprétation physique de cette propriété est moins claire . . .

On voudrait maintenant aller un peu plus loin : intéressons nous aux fluctuations autour
de la valeur limite p. On voudrait en fait réduire l’échelle d’observation autour de cette valeur.
On sait que les fluctuations de Mn autour de sa valeur moyenne se font sur une échelle dont
l’ordre de grandeur est l’écart type σMn = σX/

√
n. On va donc considérer la variable aléatoire

réduite Mn/σMn , ou plus précisément,

M∗n = S∗n :=
X1 +X2 + . . .+Xn − nE(X)√

nσX
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pour éviter la divergence de l’espérance de Mn/σMn vers l’infini. Maintenant, on ne peut
pas attendre de résultat du type ”M∗n(ω) → p.“ pour le comportement limite de M∗n car ses
fluctuations sont de l’ordre de l’unité (résultat immédiat à partir de la définition). On ne peut
espérer uniquement au travers de Mn qu’une estimation de la répartition de ses fluctuations,
c’est -à-dire une loi limite. La notion de convergence associée est la convergence en loi et le
théorème qui régit cette convergence est le théorème limite central1.

A.1.1 Cadre formel

Dans tout ce paragraphe, on considèrera des variables X1, X2, . . . etX, toutes définies sur
le même espace probabilisé (Ω,T,P)

A.1.1.1 Convergence presque sûre et en probabilité

On sait que la suite (Xn)n ∈ N converge simplement vers X quand

∀ω ∈ Ω, lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω)

On a vu via l’exemple du début de section que cette section était trop forte. On avait montré
qu’en fait il y avait convergence d’une restriction Ω′ = Ω \ N de Ω où l’on s’est contenté de
définir

Ω′ = {ω ∈ Ω, Xn(ω)→ p}

On dit que (Xn)n≥1 converge presque sûrement vers X si l’ensemble des ω réels tels
que Xn(ω)→ X(ω) est de probabilité 1 :

P{ω ∈ Ω, lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω)} = 1 (A.3)

que l’on note Xn
p.s.−−→ X

On dit qu’une suite (Xn)n≥1 de variables aléatoires définies sur le même espace pro-
babilisé (Ω,T,P) converge en probabilité vers une variable aléatoire X, également définie
sur (Ω,T,P) si, pour tout ε > 0,

lim
n→∞

P{ω ∈ Ω, |Xn(ω)−X(ω)| > ε} = 0 (A.4)

ou plus succintement
P(|Xn −X| > ε} −−−→

n→∞
0 (A.5)

on notera cette propriété Xn
P−→ X

Les deux convergences ne sont pas équivalentes : en effet la convergence presque sûre
entraine la convergence en probabilité. Néanmoins, on peut trouver des cas pour lesquels la
réciproque est fausse.

1Disons le dès maintenant : der Grenzwertsatz tel qu’appelé originellement par Pólya se traduit de l’allemand
par théorème central limite. Il s’agit bien du théorème qui est à la fois central (synonyme de fondamental) et
aussi limite (car il propose une loi limite aux lois étudiées). Les autres traductions -type ”théorème de la limite
centrée“- sont difficilement justifiables.
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Exemple A.2. Convergence en probabilité ; Convergence presque sûre

Considérons la suite des intervalles [0, 1], [0, 1
2 ], [1

2 , 1], [0, 1
3 ], [1

3 ,
2
3 ], [2

3 , 1], [0, 1
4 ],

[0, 1
4 ,

1
2 ], . . . On définit ensuite la suite (Xn)n≥1 des fonctions définies sur [0,1[ comme la

suite des fonctions indicatrices associées à ces intervalles (cf Figure A.3).

X1(ω)

X2(ω) X3(ω)

X4(ω) X5(ω) X6(ω)

X7(ω) X8(ω) X9(ω) X10(ω)

FIGURE A.3 – Fonctions indicatrices des intervalles de l’exemple A.2

Chaque fonction indicatrice est nulle partout sauf sur un intervalle de la forme [kp ,
k+1
p ].

Or à n fixé, en posant k l’unique entier tel que k(k−1)
2 < n ≤ k(k+1)

2 , on peut montrer que

∀ε > 0,P{|Xn| > ε} =
1

k

Alors la suite (Xn)n≥1 converge en probabilité vers la variable nulle X2. En revanche, tout
réel ω ∈ [0, 1] est tel que Xn(ω) = 1 une infinité de fois, ce qui montre que {Xn → 0} = ∅ !

A.1.1.2 Convergence en loi

Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires définies sur le même espace probabi-
lisé (Ωn,Tn,Pn) et soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé
(Ω,T,P). Si l’on note Fn la fonction de répartition de Xn et F celle de X, on dit que la

2définie par X(ω) = 0, ∀ω ∈ [0, 1]
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suite (Xn)n≥1 converge en loi (on dit aussi converge étroitement dans le cas de variables
aléatoires à valeurs réelles) vers X et on écrit

Xn
L
=⇒ X ou Fn

L
=⇒ F (A.6)

si la suite converge simplement vers F en tout point de continuité de F ; autrement dit,
pour tout x ∈ R tel que F (x−) = F (x) on a F (xn)→ F (x)

Exemple A.3. Cas particulier important :
La convergence en loi n’implique pas la convergence des densités de probabilités (cf figure
A.4, on voit que les fonctions de répartitions convergent tandis que les lois densités de pro-
babilités pas du tout.) - et ceci ni uniformément, ni simplement, ni même presque partout -
. En revanche, la réciproque est vraie : si la variable aléatoire converge en probabilité, alors
elle converge en loi.

(A) Fonction de répartition F (x) = x− sin(2πnx)
2πnx

(B) Loi de densité de probabilité
f(x) = 1− cos(2πnx)

FIGURE A.4 – Un exemple de variable aléatoire dont la convergence des fonctions de répartition
n’implique rien sur celles des lois de densité de probabilité

A.1.2 Lois des grands nombres

Les résultats regroupés sous la dénomination de loi des grands nombres forment une
succession de théorèmes qui permettent en particulier de justifier que l’esoppérance d’une
variable aléatoire est le résultat moyen de la mesure expérimentalerésultant d’expériences
identiques répétées un grand nombre de fois. Dans tous les cas, on étudie la convergence de
la suite de terme général

Yn =
1

n
(X1 +X2 + . . .+Xn)

Théorème A.4. Loi faible des grands nombres

Soit (Ω,T,P) un espace probabilisé. Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indé-
pendantes, de même espérance m et de même variance σ2. Alors la suite de terme général

Yn =
1

n
(X1 +X2 + . . .+Xn)

VI
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convergence en probabilité vers la variable aléatoire constante égale à m :

∀ε > 0 lim
n→∞

P{ω ∈ Ω, |Yn(ω)−m| > ε} = 0 (A.7)

La plupart des énoncés de théorèmes de type faible s’ensuivent d’énoncés de type loi forte
où l’on remplace la convergence en probabilité par la convergence presque sûre qui est une
conclusion plus forte.

Théorème A.5. Loi forte des grands nombres de Kolmogorov

Soit X une variable aléatoire. Soit (Xn)n≥1 une suite de variable aléatoires, iid (indépen-
dantes et de même loi). Alors, la suite de terme général

Yn =
1

n
(X1 +X2 + . . .+Xn)

converge presque sûrement vers un réel m si et seulement si X est intégrable et E(X) = m.

La loi des grands nombres a une utilité essentiellement théorique car elle ne permet pas
de quantifier la convergence, ni de donner une valeur de n pour laquelle la moyenne Yn
donnerait une valeur acceptable de E(X). Le Théorème Central Limite (TCL) permet d’aller
plus loin en donnant une approximation des fluctuations de la loi de Yn autour de E(X)

A.1.3 Théorème Central Limite

Nous allons donner la forme la plus simple et la plus fréquente de ce théorème :

Théorème A.6. Théorème Central Limite

Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires iid et admettant une variance σ2 > 0.
Notons m leur espérance. Posons enfin Sn = X1 + . . .+Xn et

Yn = S∗n =
Sn − nm
σ
√
n

(A.8)

Alors la suite (Yn)n≥1 converge en loi vers la loi normale centrée réduite

Yn
L
=⇒ N (0, 1)

A ce stade, le TCL nous assure seulement une convergence en loi. Il s’agit, pour mé-
moire, de la seule convergence des fonctions de répartition et non pas des lois de densités
de probabilités. Par conséquent, même si cela est tentant, il ne faudra pas se baser sur des
histogrammes (loi de densité de probabilité) afin de conclure sur la normalité d’une variable
aléatoire. Si on veut illusrer ce théorème, il faudra donc se baser sur des graphes du type de
la figure A.4a afin de rester rigoureux.
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Tout de même, le scientifique est opiniâtre. . . ne pourrait on donc pas se placer dans des
conditions telles que les lois de densité de probabilité convergent vers la loi de densité de
la normale N(0, 1) ? La réponse est oui. De plus, heureusement, il suffit de conditions peu
contraignantes pour y arriver.

Théorème A.7. Théorème Central Limite local

Soit (Xn)n≥0 une suite de variables aléatoires iid, admettant une densité f bornée, une
espérance m et un écart-type σ > 0. Si l’on note gn la densité de

Yn = S∗n =
Sn − nm
σ
√
n

(A.9)

alors la suite (gn)n≥1 converge uniformément vers la densité n de la loi normale N (0, 1) :

lim
n→∞

= n(x) =
1√
2π
e
−x2
2 (A.10)

Démonstration. Le lecteur intéressé trouvera la démonstration du TCL local dans [133] �

A.2 Estimation d’une grandeur

Après avoir exhibé des outils théoriques permettant de justifier qu’une variable aléatoire
convergeait et vers quoi, nous allons maintenant en considérer des particulières, que l’on
va appeler estimateurs et qui nous permettront d’estimer les premiers moments de notre
distribution, à savoir la moyenne et l’écart-type.

A.2.1 Propriétés visées

A.2.1.1 Consistence

Un estimateur est dit consistent si son estimation converge vers la vraie valeur du para-
mètre quand le nombre d’observations augmente. Il est courant de considérer la convergence
en probabilité de cet estimateur. La consistence implique la convergence asymptotique mais
ne garantit pas que la precision diminue de façon monotone avec l’accroissement du nombre
d’observations n. C’est donc une condition nécessaire mais non suffisante pour obtenir un
bon estimateur. Nous allons donc examiner des critères supplémentaires.

A.2.1.2 Risque quadratique minimal

Les incertitudes que nous présentons en chapitre 6 seront données sous la forme d’esti-
mation à population donnée. La qualité de l’estimation dépendant de la population, il est
logique de choisir une population qui assure un risque quadratique minimal

Définition A.1. Soit T un estimateur de θ. Le risque quadratique est défini par l’espérance de
son écart avec la valeur vraie au carré

R(T, θ) = E[(T − θ)2] (A.11)

♦
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De plus,

R(T, θ) = E[(T − θ)2] (A.12)

= E[(T − E(T ) + E(T )− θ)2] (A.13)

= E[(T − E(T )]2 + E[(T )− θ)]2 (A.14)

= V ar(T ) + b(T )2 (A.15)

On voit ainsi que pour réduire le risque quadratique il suffit de réduire le biais et/ou la
variance de l’estimateur. Il sera qualifié de non biaisé (accurate) si son biais est nul et de
précis (precise) si sa variance est faible. On parlera en outre d’estimateur optimal si il est à la
fois non biaisé et que sa variance est minimale.

A.2.2 Estimateurs classiques

A.2.2.1 de la moyenne

Théorème A.8. Un estimateur classique de la moyenne est

Xn =
1

n

n∑
k=1

(Xk) (A.16)

De plus, c’est un estimateur non biaisé (démonstration sans grande difficulté) et convergent.

L’erreur quadratique moyenne ou la variance var(x) est un indicateur des déviations ty-
piques de la variable aléatoire X autour de sa valeur vraie, µ. var(x) mesure la variabilité de
x pour des expériences répétées, c’est -à-dire pour plusieurs échantillons.

A.2.2.2 de l’écart-type

Théorème A.9. La variance empirique

s2
n =

1

n

n∑
k=1

(Xk −Xn)2

est un estimateur biaisé et convergent de σ2.

Démonstration. Cherchons dans un premier temps la valeur asymptotique de s2
n :

E[s2
n] =

1

n

n∑
k=1

E[X2
k ]− E[Xn

2
] (A.17)

=
1

n
(n(µ2 + σ2))− (µ2 + σ2/n) car σ2 = V ar(X) = E(X2)− µ2 (A.18)

=
n− 1

n
σ2 (A.19)

ce qui montre que s2
n est biaisé. Cependant,

lim
n→∞

n− 1

n
= 1

donc s2
n est asymptotiquement sans biais.

D’autre part, on peut montrer que :

V ar(s2
n) =

1

n
(µ4 − σ4)− 2

n2
(µ4 − 2σ4) +

1

n3
(µ4 − 3σ4)→ 0

�
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On a ainsi montré qu’à n fixé, l’utilisation de l’estimateur s2 introduit un biais.

Théorème A.10. La variance empirique corrigée

S2
n =

1

n− 1

n∑
k=1

(Xk −Xn)2

est un estimateur non biaisé et convergent de σ2.

Démonstration. Il suffit de remarquer que

S2
n =

n

n− 1
s2

E(S2
n) = E(

n

n− 1
s2) =

n

n− 1
E(s2) = σ2

�

On interpréte traditionnellement ce n − 1 au dénominateur par la perte d’un degré d’un
liberté pour l’échantillon (Xn) quand on remplace la moyenne µ par son estimation.

Cas de la loi normale Supposons maintenant que X suit la loi normale N (m,σ2). On sait

alors que (d’après le TCL) Xn = 1
n

n∑
k=1

Xk suit la loi normale N (µ, σ2/n).

On retrouve ici le fait qu’il s’agit d’un estimateur sans biais convergent de µ. Les résultats
au sujet de la variance empirique corrigée sont toujours valables. L’hypothèse supplémen-
taire de la normalité de la variable aléatoire va nous permettre d’exprimer la variance de la
variance empirique corrigée.

V ar(s2) =
2σ4

n− 1
(A.20)

A.2.3 Tentative de détermination théorique de l’échantillon optimal

Ce paragraphe rassemble les énoncés précis de quelques théorèmes ayant nourri notre ré-
flexion avant d’entreprendre une étude purement basée sur des simulations. Après leur énoncé et
des éléments de démonstration, nous montrerons qu’ils sont trop généraux pour notre besoin. De
fait, un raisonnement basé sur des constatations expérimentales s’est imposé par la suite.

A.2.3.1 Formule de Wilks

Soit X = (X1, . . . , Xn) un échantillon iid et Y = η (X,d) = (Y1, . . . , Yn) le vecteur
contenant toutes les réalisations de la fonction de réponse considérée correspondant à X.

La formule de Wilks est assez classique en sûreté. Elle ne présuppose rien sur la fonction
de répartition des Xn, si ce n’est que l’échantillonage uniforme est quelconque. On classe

X
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précision attendue population minimale

5× 10−2 320
3× 10−2 890

10−2 8000

TABLEAU A.1 – Nombre de tirages nécessaires fonction de la précision attendue selon les inégalités de
Berry-Esseen

l’échantillon Y par ordre croissant. On peut montrer facilement (application de la loi bino-
miale) que pour un échantillon iid, l’α-quantile de Y 3 porte l’index j(α, β,N) avec un degré
de confiance β. Cet entier est trouvé en résolvant l’équation suivante :

j(α,β,N)−1∑
k=1

CkNα
k (1− α)N−k > β (A.21)

Les indices j(α, β,N) sont tabulés dans la littérature. On prend classiquement un degré de
confiance β = 0.95 et le quantile à α = 0.95. Par exemple, en prenant le dernier tirage d’un
échantillon de 59 individus ou le 92ème individu d’un échantillon de population 93, on aboutit
au résultat.

Néanmoins, ce raisonnement n’est plus valable quand on parle d’échantillon stratifié com-
me le LHS. Vu les performances du LHS, on a choisi de le conserver au détriment de l’appli-
cation des quantiles de Wilks.

A.2.3.2 Inégalités de Berry-Esseen

Sous les hypothèses du Théorème Central Limite énoncé sous sa forme habituelle (théo-
rème A.6) les fonctions de répartition Fn de Yn = S∗n convergent uniformément vers N (0, 1).
C’est donc un comportement asymptotique.

Les inégalités de Berry-Esseen permettent de majorer non asymptotiquement, c’est -à-dire à
n fixé, la distance uniforme ‖Fn − N‖∞, sous réserve que |X − E(X)| admette un moment
d’ordre 3. Posons donc M3 = E(

∣∣X − E)3
∣∣). Alors

‖Fn −N‖∞ ≤ c
M3

σ3
√
n

(A.22)

La constante c n’est a priori pas connue, mais on trouve dans la littérature de bonnes approxi-
mations telles que c = 0.8. Ces inégalités permettent en théorie, de justifier les techniques
d’approximation normale. Néanmoins, elles sont peu utilisées car elles sont loin d’être op-
timales ! Un rapide calcul avec M3 ≈ σ ≈ 1 et c = 0.8 donne les résultats du tableau A.1.

3l’index de l’individu qui sépare la population totale en deux groupes, un contenant une proportion (1−α) de
la population et l’autre contenant les α restants.
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Abstract. Deterministic uncertainty propagation methods are certainly powerful and time-sparing but their
access to uncertainties related to the power map remains difficult due to a lack of numerical convergence. On the
contrary, stochastic methods do not face such an issue and they enable amore rigorous access to uncertainty related
to the PFNS. Our method combines an innovative transport calculation chain and a stochastic way of propagating
uncertainties on nuclear data: first, our calculation scheme consists in the calculation of assembly self-shielded cross
sections and a pin-by-pin flux calculation on the whole core. Validation was done and the required CPU time is
suitable to allow numerous calculations. Then, we sample nuclear cross sections with consistent probability
distribution functions with a correlated optimized Latin Hypercube Sampling. Finally, we deduce the power map
uncertainties from the study of the output response functions. We performed our study on the system described in
the framework of the OECD/NEA Expert Group in Uncertainty Analysis in Modelling. Results show the 238U
inelastic scattering cross section, the 235U PFNS, the elastic scattering cross section of 1H and the 56Fe cross sections
as major contributors to the total uncertainty on the power map: the power tilt between central and peripheral
assemblies using COMAC-V2 covariance library amounts to 5.4% (1s) (respectively 7.4% (1s) using COMAC-V0).

1 Introduction
1.1 Context: GEN-III cores

The improvements in reactor technology of the so-called
GEN-III reactors are intended to result in a longer
operational lifetime (at least 60 years) compared with
currently used GEN-II reactors (designed for 40 years of
operation). In particular, they take advantage from a
simpler and more rugged design, making them easier to
operate and less vulnerable to operational upsets. From a
neutronic point of view, a higher burn-up is aimed to reduce
fuel consumption as well as the amount of corresponding
waste. More specifically, we will study advanced GEN-III
cores which are bigger than current PWRs and character-
ized by a heavy reflector.

1.2 Objectives

Whilst powerful and time� sparing methods have been
largely used to propagate uncertainties in core calculations
[1], a great endeavour is made to brush up on brute force
methods. Actually, thanks to growing calculation means,
stochastic methods becomemore attractive to calculate the
uncertainty introduced by simulation codes [2]. These
methods consist in taking into account the uncertainties

either from the very beginning of the calculation chain [3,4]
by sampling nuclear model parameters or by sampling
nuclear cross sections with consistent probability distribu-
tion [5,6] for burn-up calculations [7], for the TMI core
power map calculations [8] with different uncertainty
propagation systems [9,10]. Having regard to the nuclear
model parameters uncertainty ranges one can produce
random nuclear data evaluation (for example with TALYS
[11]). Finally, the uncertainties are deduced from the study
of the output distribution functions of interest.

Here, we propose a similar method which combines an
innovative calculation chain and a stochastic way of
propagating uncertainties on nuclear data. Given that large
cores are more sensitive to a modification of the neutronic
balance (for example, a local modification of the moderator
properties), the uncertainties associated with calculation
parameters are worth studying. We propose then here to
propagate uncertainties due to nuclear data on LWR key
parameters such multiplication factor and core power map.

1.3 Theoretical background

The Boltzmann equation, which translates the neutron
balance in a nuclear reactor, can be written in a compact
form as

A0 � l0F0ð Þ’0 ¼ 0; ð1Þ* e-mail: ludovic.volat@cea.fr
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where A0 is the disappearance operator, F0 the neutron
production operator, ’0 is the unperturbed neutron flux
and l0= 1/k0 with k0 the first eigenvalue associated with
the fundamental mode flux ’0. Theoretical arguments lead
to express a perturbed flux sensitivity coefficient a1 as
following [12]:

a1 ¼
1

l1 � l0
|{z}
¼EV S

⟨’†
1j l0dF � dAð Þ’0⟩

⟨’†
1jF 0’1⟩

; ð2Þ

where l1= 1/k1 is the inverse of the first harmonic
eigenvalue of the flux, ’ the neutron flux and ’† the
adjoint neutron flux.While the scalar product is dependent
on the external perturbation only, the first term is directly
related to the size of the core. 1=ðl1 � l0Þ is called the
eigenvalue separation factor (EVS) and grows like the size
of the core. Thus with the same initial perturbation, the
larger the core, the higher the resulting flux perturbation
amplitude. The deterministic nuclear data uncertainty
propagation on a manifold sample of french PWRs (from
900MWe to 1700MWe) showed that the central assembly
power uncertainty increases from 1.5% to 4% (1s) [13]
mainly due to the uncertainty on 238U inelastic scattering
cross section.

2 The core calculation scheme
2.1 Physical model

Our model is based on a realistic pattern proposed in the
framework of the Uncertainty Analysis inModelling Expert
Group of the OECD/NEA [14]. An international numerical
benchmark has been proposed to study the uncertainties
related to large cores: a fresh core with 241 assemblies, each
of them containing 265 pins at hot zero power (HZP). Under
these operating conditions, no thermohydraulics feedback
flattens the power map. Thus the HZP radial power
uncertainty is expected to reach its maximum.

A whole 2D core calculation is undertaken, with a
refined pin description and a flux calculation scheme in two
steps. First, each individual assembly geometry in an
infinite lattice is described. After that, self-shielded 281
SHEM [15] energy groups cross sections are produced.
Then, the neutron flux is calculated thanks to the method
of characteristics onto the whole geometry. Even though
the computational power has been steadily growing with
time, yet the CPU time needed in order to have flux
convergence is still too high. That is why several
assumptions are made in order to reduce CPU time cost.
Given that the steady state Boltzmann equation is
discretized in space and energy, we decided to vary the
calculation parameters from APOLLO2.8 reference calcu-
lation scheme used at CEA [16]:

– We present in Figure 1 the spatial mesh of our study. The
interface between the reflector and the peripheral
assembly has been finely meshed to keep a good
description of the impact of the reflector on the power
map. Due to this refinement, the distance between each
characteristic was settled to Dr=0.04 cm.

– We used a 20 groups energy mesh [16] (cf. Tab. 1) instead
of 26 groups [16]: we removed the six groups devoted to
the description of the 240Pu 1 eV resonance, that is not
needed in LWR-UOx cores.

– In order to obtain an accurate neutron migration in the
core, a P3 Legendre expansion was used to describe the
anisotropic scattering.
Our method allowed to reduce the CPU cost for a pin-

by-pin transport core calculation from 1day to 1 h, on a
single Intel 3GHz processor with 11Go of RAM use.

3 The cross section sampling method

The values of our input nuclear data are assumed to be
described by a Gaussian distribution with the standard
deviation given by the covariance library. Given that the
number of calculations is limited, the population of our
statistical sample must be small. This so-called design of
experiments must be wisely chosen in order to fulfill the
three following properties : optimal covering of the input
parameter space, robustness of projections over 2D
subspaces and sequentiality. Now, we will show that the
Latin hypercube sampling (LHS) is the optimum fitting to
our need. The LHS comes down to equally chop off all the
dimensions, and thus make sub-intervals of equal bin
width. Each sampling point coordinate is the only one in
each sub-interval. To get the best compromise between a
not large confidence interval and a limited population, we
chose a population of 50 with a L2-star optimized LHS [17].
Once we sampled each cross section in each energy group as
a Gaussian N ð0; 1Þ (the corresponding vector is noted X),
covariance libraries have to be taken into account. This was
made by using a single value decomposition. Here we note
the covariance matrix C, the dimension of our problem d,
the vector containing all the means m. We are looking for a
multivariate Gaussian vector Y∈ ℝd, whose probability
density function (pdf) is N ðm;CÞ. Let us note Y=QX+m.
The problem is actually equivalent to choose Q so that
EððY � mÞðY � mÞ

T
Þ ¼ C. We took eventually Q as Q=

PD1/2 where D is the eigenvalues diagonal matrix ofC and
P the corresponding transfer matrix. In the framework
composed by the eigenvectors, the linear application

Fig. 1. Spatial core mesh: interface between the peripheral
assemblies and the heavy reflector.
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corresponding to D1/2 is a dilatation of the distribution and
P corresponds to a rotation. Then the distribution is shifted
by m.

4 Results

The cross-section values calculated after the self-shielding
step are modified according toY. Then, for each sampling,
our calculation routine is run. Finally we study the final
distribution function of the multiplication factor and the
one of the assembly power map in order to deduce the
related uncertainties. The Gaussian output function is
infered by fitting the probability plot, as shown in Figure 2.
For this work, we chose to use two sets of covariances
matrices taken from COMAC: the first one, called here
COMAC-V0 [18], was released in 2012 and the second one,
called COMAC-V2 contains major results obtained until
2016 [19,20]. Thus we compare the impact of the two
covariance libraries on the power map and highlight how
the library change has contributed to reduce the
contribution of several major isotopes to the total
uncertainty. Table 2 spots the seven major contributions
to the total uncertainty on the keff, the center of the power
map, and the peripheral assemblies. 235U x and 238U (n,n’)
contain the highest uncertainties of the power map.

By combining quadratically the major contributions,
we obtain for the keff a total uncertainty of 669 pcm. On the
plus side, we decided to take into account more correlations

between cross sections thanks to a dedicated design of
experiments for the total uncertainty. So, the correspond-
ing uncertainty raises up to 688 pcm.

Concerning the center of the power map and the outer
ring of assemblies these total uncertainties stand respec-
tively for 4.2% and 3.2%.

Similarly, Table 3 presents the last results obtained
with the new covariance library, COMAC-V2:

– The contribution due to the 238U fission cross section has
dramatically been reduced: above 1MeV, the standard
deviation in COMAC-V2 is around 2%–3%, the same
order of magnitude as the standards. That leads to a
reduction of its contribution by a factor of 4 on the keff.

– Concerning the contribution of the inelastic cross section
of 238U: in COMAC-V0, the uncertainty value on the
plateau is around 10%.
In COMAC-V2, the uncertainty value above the

threshold has been strongly reduced to 5%–6%. However,
we assume this value to be optimistic. For further
calculations, we propose an uncertainty level of 15% on
the plateau. This would include an overestimation of the
cross section value in JEFF-3.1.1 by 10% on the plateau.
Even so, we point out that these values stay much lower
than the ones given example by ENDF/BVII.1 (30%).
– The contribution of the 235U PFNS uncertainty has been
reduced from COMAC-V0 to COMAC-V2: the level of
the input uncertainty has been reduced by more than a
factor of 2 on the whole energy range, reducing
drastically the uncertainty on the power map.

– Interesting is the contribution of the iron scattering in
the powermap uncertainty. Given thatmost of the iron is
contained in the heavy reflector, an increase of the iron
scattering cross section will enhance the ability of the
reflector to send back neutrons in the core. Then, at the
periphery of the core more neutrons will be moderated
andmore fissions will occur. Finally, this will add a radial
swing to the power map. That is why this cross section

Table 1. Description of the 20 groups energy mesh.

Group Energy upper
bound

Comments

1 19.64MeV (n,2n) and 2nd chance fission
2 4.490MeV Fast domain
3 2.231MeV First resonance of 16O
4 1.337MeV
5 494 eV
6 195 keV
7 67.38 keV
8 25 keV
9 9.12 keV Unresolved domain
10 1.91 keV
11 411 eV Resolved resonances
12 52.67 eV 3 first resonances of 238U
13 4.000 eV 240Pu & 242Pu resonances
14 625MeV
15 353MeV Resonances of 239Pu
16 231.2MeV
17 138MeV
18 76.5MeV Purely thermal domain
19 34.4MeV
20 10.4MeV

Fig. 2. Probability plot to deduce the uncertainty related to the
keff for the contribution of 238U (n,f) with COMAC-V0.
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held a lot of attention with the PERLE program [21,22]
which helped to produce the covariances included in
COMAC V0.

Finally, Figure 3 presents the whole uncertainty map
on our core. It clearly shows the radial swing between the
centre and the outer ring of assemblies.

Table 2. Main contributors and total propagated uncertainty (1s) with COMAC-V0.

Contributor rank unc. keff pcm unc. Pcenter std unc. Pperiph. ass. std
1 238U (n,f) 409 235U x 2.4% 235U x 2.0%
2 238U (n,g) 312 238U (n,n’) 2.0% 238U (n,n’) 1.5%
3 235U n 273 1H (n,n) 1.2% 1H (n,n) 1.1%
4 235U x 215 56Fe (n,n) 0.7% 56Fe (n,n) 0.8%
5 235U (n,f) 147 235U (n,g) 0.3% 238U (n,f) 0.4%
6 235U (n,g) 143 238U (n,g) 0.3% 238U (n,g) 0.3%
7 1H (n,g) 141 1H (n,g) 0.3% 1H (n,g) 0.3%
Total uncertainty keff 688 Pcenter 4.2% Pperiph: ass: 3.2%

Table 3. Main contributors and total propagated uncertainty (1s) with COMAC-V2.

Contributor rank unc. keff pcm unc. Pcenter std unc. Pperiph. ass. std
1 238U (n,f) 277 1H (n,n) 1.3% 1H (n,n) 1.1%
2 238U (n,g) 248 235U x 1.0% 235U x 1.0%
3 235U (n,g) 145 238U (n,n’) 1.0% 238U (n,n’) 0.8%
4 235U (n,f) 144 56Fe (n,n) 0.8% 56Fe (n,n) 0.8%
5 1H (n,g) 132 235U (n,g) 0.3% 235U (n,g) 0.2%
6 238U (n,f) 116 1H (n,g) 0.3% 1H (n,g) 0.2%
7 235U x 103 238U (n,g) 0.3% 238U (n,g) 0.2%
Total uncertainty keff 634 Pcenter 3.1% Pperiph: ass: 2.3%

Fig. 3. Normalized power map with uncertainties (1s) underneath with COMAC-V0.

4 L. Volat et al.: EPJ Nuclear Sci. Technol. 4, 12 (2018)



5 Summary and conclusions

We proved that uncertainties on light water reactors
parameters due to nuclear data can be propagated through
a brute force method thanks to modern computation
power. This method gives access to all of the needed
uncertainties without developing any dedicated perturba-
tion theory or using special hypothesis.

We applied this method to our PWR large core NEA
benchmark and showed that the overall keff uncertainty
reaches 634 pcm, 3.1% for the centre of the power map and
2.3% for the outer ring of assemblies, thus a potential
power swing of ± 5.4% (1s). The main contributors are n,
the capture and fission cross sections of 235U, the capture
cross section of 238U for the keff. Inelastic scattering cross
section of 238U, PFNS of 235U, elastic scattering cross
section of 56Fe and 1H are the main contributors to the
assembly power map uncertainty.

This method could be applied to propagate other
uncertainties, especially design and technological uncer-
tainties, whose analytical expressions are difficult to derive
with the usual perturbation theory.

The authors would like to thank CEA's industrial partners
Electricité de France and AREVA for their financial support to
this work.
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Liste des symboles

Dans le corps du manuscrit, les vecteurs de base sont notés en gras, la flèche au dessus
des vecteurs est ajoutée pour les mettre en valeur et les variables non pertinentes sont omises
afin d’alléger les notations dans certaines équations.

Lettres latines

A Opérateur de disparition (A comme advection) équation (1.12)
E Espérance mathématique d’une variable aléa-

toire
équation (4.7)

E Énergie équation (3.2)
F Opérateur de production équation (1.10)
H Opérateur de transfert équation (1.11)

keff facteur de multiplication effectif des neutrons ∅ équation (1.8)
n densité de noyaux par unité de volume cm−3 L−3 équation (1.1)
P Probabilité équation (2.1)
r position cm L équation (1.3)

Lettres grecques

χ Spectre de fission des neutrons prompts ∅ équation (1.8)
δkl Symbole de Kronecker équation (1.16)
λ valeur propre du couple (A,F), inverse du keff équation (1.12)
µ Moyenne d’une variable aléatoire équation (4.6)
∇ Opérateur différentiel vectoriel (nabla) équation (1.12)
ν Nombre moyen de neutrons émis par fission ∅ équation (1.8)
Ω vecteur unitaire définissant la direction du

neutron
équation (1.3)

φ flux angulaire de neutrons cm−2s−1 équation (1.3)
φ∗ flux angulaire adjoint de neutrons équation (1.16)
Σ section efficace macroscopique cm−1 équation (1.1)
σ Écart-type d’une variable aléatoire (contexte

purement statistique)
équation (4.8)

σ section efficace microscopique (contexte pure-
ment neutronique)

cm2 L2 équation (1.2)

Indices

f fission équation (1.8)
s diffusion (scattering) équation (1.8)
t totale équation (1.8)
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Résumé

Les réacteurs nucléaires de génération III s’inscrivent dans la continuité des réacteurs à eau sous pression
actuels, tout en présentant un certain nombre d’améliorations en terme de sûreté, de rendement et d’environ-
nement. On parle d’approche évolutionnaire. Parmi les caractéristiques de ces réacteurs, la taille importante du
cœur et l’utilisation d’un réflecteur lourd se traduisent par une meilleure efficacité neutronique, conduisant à
des gains intrinsèques d’enrichissement, donc d’uranium naturel. Ils contribuent également à protéger la cuve.

Du fait de leur grande taille, le risque de basculement de la nappe de puissance neutronique, c’est-à-dire la
déformation axisymétrique du profil radial de chaleur dégagée consécutive à une perturbation extérieure, est
exacerbé. Le basculement est donc un paramètre d’intérêt à prendre en compte dans les études de sûreté. Par
ailleurs, le calcul de l’incertitude associée à la nappe de puissance neutronique est difficilement atteignable par
les méthodes déterministes actuellement implémentées dans les codes de neutronique.

Ce travail de thèse a donc porté sur le développement d’une méthode stochastique innovante de propagation
des incertitudes neutroniques. Tout en étant basée sur des résultats probabilistes, elle tire parti de la puissance
croissante des moyens de calcul informatique afin de parcourir tous les états du réacteur statistiquement prévus.

Cette méthode a été utilisée pour propager les incertitudes dues aux données nucléaires associées au facteur
de multiplication effectif des neutrons (keff), à la nappe de puissance du cœur ainsi qu’à l’efficacité d’un groupe
de barres absorbantes utilisées pour son pilotage. Les résultats obtenus ont été confrontés à de précédentes
études issues de la littérature et un choix ainsi qu’une analyse critique des valeurs de covariances a été réalisée.
Appliquée à un benchmark de grand cœur de l’OCDE/AEN avec ces valeurs de covariances, l’incertitude associée
au keff (1σ) vaut 638 pcm avec comme contributions majoritaires les incertitudes associées au nombre moyen de
neutrons par fission ainsi qu’aux sections efficace de capture, de fission de l’235U ainsi qu’à la section efficace de
capture de l’238U et de 1H. Par ailleurs, le basculement total vaut 8.8 % (1σ), et l’incertitude maximale associée
à l’insertion d’un groupe de barres absorbantes vaut 11 % (1σ), avec pour contributeurs majoritaires dans les
deux cas le spectre de fission des neutrons prompts de l’235U, la section efficace de diffusion inélastique de l’238U
et les sections de diffusion élastique du 56Fe et de 1H.

Mots clés : réacteurs à eau pressurisée, propagation d’incertitudes, grands coeurs, nappes de puissances,
statistique inférentielle

Abstract

Generation III Light Water Reactors undoubtedly follow design guidelines comparable to those of current
PWRs. Furthermore, they take advantage of enhanced features in terms of safety, energy efficiency, radiation
protection and environment. Then, we talk about an evolutionary approach. Amongst those improvements, the
significant size and the use of a heavy reflector translate into a better neutronics efficacy, leading to intrinsic
enrichment benefits then to natural uranium profits. They contribute to the core vessel preservation as well. Be-
cause of their large dimensions, the neutronic bulge of this kind of reactors is emphasized, e.g. the axisymmetric
deformation of the produced heat radial profile caused by an external perturbation, is intensified. Therefore, it
is a parameter of interest in the reactor safety studies. Nevertheless, the uncertainty related to the radial power
map is hardly reachable by using the numerical methods implemented in the neutronics codes.

Given the above, this PhD work aims to develop an innovative stochastic neutronics uncertainties propaga-
tion method. By using recent probabilistic results, it makes good use of the growing calculation means in order
to explore all the physical states of the reactor statiscally foreseen.

This method has been used to propagate uncertainties due to nuclear data related to the neutrons multi-
plication factor of a core (keff), to the radial power map and to the control rod efficiency. The corresponding
results have been compared to previous studies taken from the literature, a choice and a critical analysis of
covariance values has been done. We applied then this method in the framework of a large core OECD/NEA
international benchmark with these covariances values : the uncertainties related to the keff reaches 638 pcm
(1σ) with majors contributions the uncertainties related to the mean number of released neutrons by fission (ν),
the capture and fission cross sections (xs) of 235U and capture xs of 238U and 1H. What is more, the total bulge
equals 8.8 % (1σ) and the maximal uncertainty related to the insertion of a group of control rods reaches 11 %
(1σ) with major contributions in both cases the prompt fission neutron spectrum of 235U, the inelastic scattering
xs of 238U and the elastic scattering xs of 56Fe and 1H.

Key Words : pressurized water reactors, uncertainty propagation, large cores, power maps, applied statistics
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