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Résumé

Les travaux de recherche présentés dans cette these sont consacrés a 'étude de quelques
problemes inverses associés a I’équation de Schrodinger.
Dans la premiere partie, on s’intéresse a un probléme inverse concernant 1I'équation de Schro-
dinger posée dans un domaine non borné, avec potentiel périodique dépendant uniquement
de la variable d’espace et des données de type Dirichlet sur le bord. On démontre a l'aide
d’une construction des solutions particulieres dites solutions "optique géométrique", un résul-
tat d’identification du champ magnétique induit par un potentiel périodique de I'équation a
partir une infinité d’observations contenues dans 1’opérateur de Dirichlet-Neumann.
La deuxieme partie de la these traite des problemes inverses associés a 1’équation de Schrodin-
ger non autonome, posée dans un domaine borné ou non.
Dans un premier temps, on montre 1’existence d"une unique solution réguliere pour 1’équation
non autonome posé dans un domaine borné ou non. C’est une étape préliminaire indispensable
al’étude des problemes inverses.
Dans un deuxieme temps, on s’intéresse au probléme inverse de la détermination simultanée du
potentiel magnétique et du potentiel électrique dans 1’équation de Schrédinger non autonome,
dans un domaine borné, a partir d'un nombre fini d’observations latérales de la solution. on
utilisant pour cela une inégalité de Carleman globale.
Finalement, on étudie le probleme inverse d’identification du potentiel magnétique de I'équa-
tion de Schrodinger non autonome en domaine non borné, a partir d’'un nombre fini d’obser-

vations.
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Premiere partie

Identification du champ magnétique
dans 1’équation de Schrodinger a partir

de I'opérateur de Dirichlet-Neumann



Dans cette premiere partie nous nous intéressons a 1’étude du probléme inverse de la déter-
mination du champ magnétique induit par un potentiel indépendant du temps, dans 1’équation
de Schrodinger. Cette équation est posée dans un milieu non borné, plus précisément dans un
cylindre infini appelé guide d’ondes, avec des conditions aux bord de Dirichlet non homogeénes.
La stratégie est basée sur la construction de solutions particulieres dites solutions de 1’optique
géométrique. Ces solutions sont utilisées pour démontrer un résultat de stabilité du champ
magnétique par rapport a 'opérateur de Dirichlet-Neumann.

On décrit la situation de la maniére suivante. Soit Q = R X (), o1 ()’ est un domaine borné de
R? qui contient I'origine et dont la frontiere dQ)’ est de classe C?.
Pour simplifier les notations nous écrivons x = (x1,x’), avec x’ = (xz,x3) pour tout x =

(x1,x2,x3) € Q. Alors pour T > 0, la formulation mathématique de notre probleme est don-

née par
(idy + AA)u=0, dans Q=(0,T)xQ,
u(0,.) =0, dans Q, 1)
u=g, sur = (0,T) X 0Q),
oil 5
2
Ax=) " (9j+iaj) = A+2iA-V +idiv(A) - AP,
j=1
et A = (aj)lsjsfi W3 (Q; ]R3) est un potentiel magnétique 1-périodique par rapport a la

variable xq, i.e :

A(x1+1,.)=A(x1,.), x1 € R. (2)

Nous pouvons alors définir 1’opérateur
Aa(g) = @y +iA-V)u,

dit opérateur de Dirichlet-Neumann, oi v(x), x € JQ, désigne la normale unitaire a Q et u
est une solution de (). Alors, notre probléme inverse est celui de l'identification du potential
A dans l’équation de Schrodinger (1) posée dans le domaine cylindrique infini ) & partir de
I'opérateur de Dirichlet-Neumann A4.

Remarquons d’abord que la connaissance a A4 ne détermine pas A de fagcon unique. En fait,

I'opérateur de Dirichlet-Neumann est invariant par transformation de jauge, en d’autres termes,



siW e Cl (ﬁ) est tel que W)y = 0, alors nous avons eV Age™ = Aaryw et e ™ Ape™ = Aasvy,
ce qui implique Ay = Aayvy. Par conséquent, I'opérateur de D-N ne fait pas la distinction
entre A et A + VW, ce qui établit que le potentiel A ne peut pas étre déterminé d’une facon
unique a partir de 'opérateur de Dirichlet-Neumann. Mais le potentiel magnétique génére un
champ magnétique, qui géometriquement est donné la forme a4 = Z;’:l ajdx;. Ainsi, plutot que
d’identifier directement le potentiel A, on peut chercher a identifier le champ magnétique da s

donné par

en d’autres termes, le champ magnétique day est le rotationnel du vecteur A,
H
day = rotA.

Physiquement notre probléme inverse consiste a déterminer le champ magnétique da 4 induit

par le potentiel magnétique A.

La, nous nous intéressons plus spécifiquement a la question de la stabilité. Plus précisement,

nous souhaitons établir une estimation de la forme

||docAl —dag, <C ||AA1 - AAZHK, , ot C et ¥’ sont deux constantes positives.

[

Pour la résolution de ce probleme nous adoptons le plan suivant : Dans le premier chapitre,
nous étudions en détail le probleme direct associé a (1) via une formulation variationnelle et
l"utilisation du Théoreme de Lax-Milgram. Nous considérons le probleme direct dans €2 avec
des données de type Dirichlet. Nous introduisons ensuite les principaux résultats et propriétés
de la transformée de Floquet-Bloch-Gel’fand que nous utiliserons pour décomposer le systéme

en une famille de systémes

(idy + Ay)v =0, dans Q,

v(0,)=0, dans Q,

v=nh, sur X, 3)
v(,1,.) =¢%¢(,0,.) dans (0,T) x (Y,

dxo(,1,.)= ei‘g&xlv (.,0,.) dans (0,T) x (Y,



indexés par 0 dans [0, 2m), ou
Q=0,1)xQ,0=0,T)xQ, £=(0,T)x(0,1) x Q.

L'étude du probleme original est équivalent a celle de (3) avec conditions aux limites quasi-
périodiques en x1 = 0 et 1, ce qui nécessite enfin d’étudier le probléeme direct pour I'équation
de Schrodinger avec ces données quasi-périodiques.

Le second chapitre sera consacré a 1’étude du probleme inverse. Nous débutons par la construc-
tion des solutions particulieres de type optique géometrique. Ces solutions sont alors utilisées
dans la seconde partie pour démontrer les résultats d"unicité et de stabilité concernant le sys-

teme (3). On déduit alors les résultats d"unicité et de stabilité pour notre probleme original.

Dans le cas ot I'équation de Schrodinger est posée dans un domaine borné, on peut se ré-
térer a [E], ou l'auteur démontre un résultat d"unicité dans la détermination d’un potentiel
électromagnétique, en utilisant une construction de type solutions de l'optique géométrique.
En absence d’un potentiel magnétique, Bellassoued et DS Ferreira établissent dans [BD], un
résultat d'unicité pour un potentiel électrique a partir 'opérateur de Dirichlet-Neumann.
Pour de résultats de stabilités, on peut citer [BP], [MOR], pour l'identification d'un potentiel
électrique qui ne dépend pas du temps, a partir d"un nombre fini d’observations sur le bord.
Dans [BC], Bellassoued et Choulli utilisent I'opérateur de Dirichlet-Neumann pour l'identifica-
tion d’un champ magnétique dans I'équation de Schrodinger , les auteurs trouvent un résultat
de stabilite de type Holder o1 la démonstration est basée sur la construction des solutions

optique géométrique.

Dans le cas ou 1'équation de Schrodinger est posée dans un domaine non borné, on peut
citer [K.2], [KLU] et [MW]. Dans [KPS.2], Kian, Phan et Soccorsi déterminent un potentiel élec-
trique qui ne dépend pas du temps dans I'équation de Schrodinger posée dans un domaine
cylindrique infini.

DansI’article [CKS], les auteurs démontrent un résultat de stabilité pour I'identification d"un po-

tentiel électrique 1-périodique, qui dépend du temps a partir I'opérateur de Dirichlet-Neumann.
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CHAPITRE 1

RESOLUTION DU PROBLEME DIRECT

1.1 Probléme avec conditions aux limites de Dirichlet

1.1.1 L’équation de Schrodinger magnétique

Rappelons que Q est donné par Q = Rx ', (O’ est un borné de R?. On considere 1'équation

3

~ @) = | Y (Qu ) +iaj@u ) |= £, (1.1)

j=1
otl u est 'inconnue et f € L? (QQ) une fonction donnée.
1.1.2 Conditions aux limites de Dirichlet

D’abord, pour avoir 'unicité de la solution il est nécessaire d’imposer une condition aux

limites. nous choisissons d'imposer la condition aux limites dite de Dirichlet homogene suivante

u(x)=0, xedQ. (1.2)

1.1.3 Formulation variationnelle

Guidés par la définition de la dérivée au sens des distributions, on commence par multiplier

(1.1) par une fonction test et on integre le résultat sur Q.

—fAAu(x)E(x)dx:ff(x)ﬁ(x)dx (1.3)
Q Q

Le but est d’obtenir un probléme sous la forme donnée dans le théoreme de Lax- Milgram, c’est
a dire : trouver u tel que

{(u,v)=L{w), YoeV.

11



Ici V est un espace de Hilbert, L est une forme linéaire continue sur V et £ est une forme bilinéaire
continue sur V x V.

Maintenant, pour que tous les termes de aient un sens, on doit avoir Au € L2 (Q), v € L? (QQ)
et f € L2(Q),soitu € H? (Q)etv € L2 (Q). On va dong, utiliser la formule de Green afin d’abaisser

le degré de la dérivée sur u et 'augmenter sur v. On obtient

u . _ N 5
—ﬁga—v(x)v(x)do(xﬂLVAM(X)'VAU(x)dX—Lf(x)v(x)dxr

avec

V4=V +iA.

Donc si on pose la méme condition aux limites sur v, i.e : v(x) = 0 sur JQ, on trouve que le
terme de bord est nul. L'autre terme nécessite que u et v soient dans H' (Q). Dans ce cas, la

formulation faible est trouver u € H(l) (Q) tel que

vau(x)-W(x)dxzff(x)a(x)dx, Vo € Hy (Q). (1.4)
Q Q

Si un tel u existe, on dit que u est une solution faible du probléme (1.1I). Remarquons, que les
deux fonctions u et v sont bien dans le méme espace.
Nous verrons dans le paragraphe suivant que cette formulation rentre exactement dans le cadre

du Théoréme de Lax-Milgram.

1.1.4 Existence et unicité de la solution

Dans ce paragraphe, on va appliquer le Théoreme de Lax-Milgram pour assurer I'existence
d’une unique solution faible au probleme (1.1I) . On note tout d’abord par A, le sous-espace de
W3 (Q;IR®) défini par

V2-1

_ 3,00 . 3 . —_—
A={Ae W (QRY); |l < car?’

ou C(€)) désigne la constante de Poincaré du domaine €, i.e la plus petite constante C > 0,

telle que pour tout u € H} (€), on ait

) < CIVIE, g

12



Remarque. 1 On a utilisé ici I'inégalité de Poincaré sur un domaine Q = R x €)', non borné, ce qui est

possible, car € est un borné de R2.
On montre donc dans la suite le résultat d’existence et unicité suivant.

Théoréme. 1.1 Pour tout A € Aet f € L?(Q), le probleme (L1)) associé a la condition aux limites de
Dirichlet homogene, admet une unique solution faible u € Hy (Q). De plus il existe C, qui ne dépend que

de Q, telle que
Inllenicy < C|fll 2y
Preuve. Posons V = H(l) (Q) que I’on munit de la norme de H! (Q2). Pour tous u et v dans H(l) (Q),
on définit
(0,0 = [ Vo) Taowy,
et
L(v) = fQ f(x)v(x)dx.

Alors, il est clair que

1. V= (H(l) ), 111l Hl) est bien un espace de Hilbert.

2. £(.,.) est bilinéaire et L (.) est linéaire.

3. €(.,.) est continue. En effet, d’apres 1'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

A

[€(w,0) < [Vaullpzq)lIVaollizq)

< (IVallpziey + 1Al Nl z2iey) (V02 + ANl 0lli2y ) 0 €V,

avec, [|Allo = llAllL=(q) < 0, car A est dans W>> (Q). Ainsi

1€ (u, 0)]

IA

(IVtll2(q) + Cllullzy) (Vo2 + Cllellz(cy)

< L+ O Ml ey 0l -

A

avec C = ||All -
4. €(.,.) est coercive. En effet pour tout u € H(l) (Q),ona

2
(Va2 = Aull2()

IVt ) = 21Vl AUl 2y -

1€ ()] = IV +iA) ullf g,

v

\%

En suite, d’apres l'inégalité 2ab < ea® + €'b?, pour € entre 0 et 1, nous avons
~2|Vitllzq MAullzicy = € VUl ) = € AUl

13



donc
€ (1, )l

v

(1= &) IVullt, ) — (1 + €7 l1Aull?, g,
(1= &) IVullZa) — (1 + € ) IAIZ ullZz g, -

On a d’apres I'inégalité de Poincaré

\%

1175y < C@Q)IVull?

12(Q) 12(Q)°
D’ou
1€, w)] 2 (1= €) = CQ) 1+ ) Al o) IVHIE (1.5)
Choisissons

e=ep=C(Q)"? Al €(0,1),

car A € A. Donc, nous avons

2
G0 2 (2= (14 C@) P Ml ) Nl g, € HY(©).

2
Finalement, on prend C = (2 - (l +C (Q’)l/ 2 ||A||L00(Q)) ) > 0, pour démontrer la coercivité
de ¢.

5. Finalement, L est continue, car on a pour tout v € H(l) (Q)

L@ < (|20 1V2llz) < |l 2y e -
Alors, d’apres le théoréme de Lax-Milgram, il existe une unique u € H, é (Q)), solution de
{(u,v) =L(v), Yve Hé (Q),
et il existe de plus C > 0, tel que

el ) < C||L||(H(1)(Q))' <C ||f||(L2(Q)) .

En effet
IL (@)l
) ey M2l
et
Lol _ /@@l _[flaq o I
Wiy Wl ~ Tl 7RO
ce qui termine la démonstration. m|
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Définition. 1.1 Un opérateur (T, D (T)), linéaire non borné dans un sous-espace vectoriel X, est dissi-

patif si
VxeD(T), YA >0, [[Ax — Tx|| > Alx||.

Définition. 1.2 Un opérateur (T, D (T)), linéaire non borné dans un sous-espace vectoriel X, est m-
dissipatif si

— T est dissipatif,

- VfeX VA>0, Ixe D(T) tel que Ax —Tx = f.

On peut maintenant introduire le lemme suivant

Lemme. 1.1 Soit X un espace de Banach. Soit My un opérateur m-dissipatif dans X, de domaine
dense dans X et soit B € C ([0, T], B(D (My))). Alors pour tous vg € D (Mp) et f € C([0,T],X) N
L' ([0, T], D (My)) (resp.f e WL(0,T; X)) , il existe une unique solutionv € Zo = C ([0, T], D (Mp))N
C ([0, T], X) du probleme de Cauchy suivant

() =Mopv(t)+B{)ov(t)+ f(1),

(1.6)
v(0) = vg.
De plus, il existe une constante positive C ne dépendant que de T, ||Blleqom som ¢ ||f]], - It ||£]),
désigne la norme ||f ||C([O,T],X)0L1([O,T],Z)(Mo)) (mp' I ”erl([o,t];X))’ tel que
lollz, = Iolleqo o + Illerqoryx) < C(Ilvollpaay + [I£]].)- (1.7)

Preuve . Posons Y = C ([0, T], D (My)) et

K : Ye Y
0 |te KO = [SE-9BEO 06|,

ot S (t) désigne le semi-groupe de contractions engendré par M. L'opérateur K est bien défini

dans [CHJ[Proposition 4.1.6] et nous avons

IKv (t)llx < tM|olly, t € [0,T], M = |IBllco,11,80M))) - (1.8)

Par conséquent K € B (Y) et par itération de (1.8) nous trouvons

n n

K" Ollx < o liofly, ¢ € [0,T]. (19)

n!
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Fixons F € Y et notons Ko = Ko + F pour tout v € Y. Alors, on a
K”U—E”w:K”(v—w), v,weY, neNN,

et (1.9) implique que K" est strictement contractante pour un certain n € IN* assez grand. Donc,
K" admet un unique point fixe dans Y, qui est 'unique solution v € Y de I"équation de Volterra

suivante t
U(t)zfS(t—s)B(s)v(s)ds+F(t), te0,T]. (1.10)
0

Par conséquent

lolly < eMT|IFlly, (1.11)

d’apres le lemme de Gronwall, La derniere étape de la preuve consiste a choisir pour tout
te[0,T],F(t) =S(t)vg+ fot S(t—s) f (s)ds etaappliquer [CHJ [Proposition 4.1.6] une autre fois.
On trouve que F € Y. Par conséquent, la fonction v donnée par (I.10) appartient a C* ([0, T], X)
et elle est I'unique solution de (B). Enfin, nous terminons la preuve en remarquant que

résulte tout simplement de (1.11). m]

Soit Q un domaine de R3 de frontiére dQ donné comme ci-dessus. Nous introduisons la réali-
sation de Dirichlet du Laplacien Ly = —A sur L? (Q), comme étant ’'opérateur auto-adjoint de

L? (QQ) engendré par la forme quadratique
o (u) = f Vi (x)* dx, u € D (L) = H (Q).
Q

D’apres [CKS] le domaine de Ly est donné par D (Lg) = Hé (Q) N H? (Q) . Nous pertubons ¢, par

le potentiel magnétique A € W™ (Q; ]R3) et nous considérons la forme sesquilinéaire
G = [ WanPds, ue D) = H @),
Q
ouVy =V +iA.

Lemme. 1.2 Soit L l'opérateur auto-adjoint de L* (QQ) engendré par la forme €4. Alors Ly agit comme
(—=Ap) dans son domaine D (Ly) = D (-A) = Hé (Q) N H2(Q). De plus, si on prend A € A, il existe

une constante positive C, telle que

IVulli2qy < ClIVaull2(qy, pour tout u € Hy (Q). (1.12)
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Preuve . Posons

B () = 2Im (Vuu, Au) 2y + [|Aul[?, @y U E Hy (Q).

Alors, il est clair que
Ca(u) = Lo (u) + B (u).

Or, pour tout € € (0,1), nous avons

IA

ellVul, g + (1 +€7)IlAul,

elo(u) + (1 + €™ ) IAIR o gy Il

|B(w)l

IA

par conséquent 'opérateur 2iA - V + idiv(A) — |A]> associé a f dans L? (QQ), de domaine D (8) =
H} (Q), est relativement borné par rapport a (-A), avec une borne relative € < 1. D’apres
[RS][Théoreme X.17], l'opérateur —A4 = —A —2iA -V —idiv(A) +|AJ* est auto-adjoint dans L? (Q)
et D(=A4) = D(-A) = Hj () N H?(Q) . De plus nous avons

Eau) = (1 =€) bo(u) = (1+ € AR w1l -

Comme u € H} (Q)), alors I'inégalité de Poincaré implique qu’il existe une constante C = C(Q'),

ne depend que de (Y, tel que
lullF ) < C(CY) bow), u € Hy (QY).

Il en résulte que

La() 2 (1 — €)= CQ) (1 +€ ) 1Al ) Colw). (1.13)

Choisissons

e=ep=C(Q)* Al €(0,1),

car A € A. Donc, nous avons
n1/2 2 1
£a) > (2= (1+CQ) P WAl ) bol0), 1€ HY Q).
2
Finalement, on prend C = (2 - (1 + C(@Q)Y2 1Al LOO(Q)) ) > 0, et 'on trouve directement (1.12). O

Comme conséquence de ce lemme, nous avons le résultat suivant

Lemme. 1.3 Si A € A alors l'application u > ||Vaullj2q) définit une norme sur H(l] (Q), qui est

équivalente a la norme ||Vul|i2(q) -
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Remarquons ici que —A4, de domaine D (-Ay) = H(l) (Q)NH?2 (Q), est un opérateur auto-adjoint
non borné dans L? (Q). En effet, en utilisant la formule de Green, on peut vérifier facilement que

pour tout u,v € D (—Ay)
f —AAude = - ((9] + ia]‘)z uodx
Q
(8] + ia,-)u (—8] + ia]-)ﬁdx

w(-dy+ia) atx= [ u(-E)a

Il

|
S 5 5
g N g BN (gt

.
Il
—_

donc l'opérateur —A4 est symétrique dans L? (Q2). Comme, L? (Q2) muni du produit scalaire,
(f,9) = f f(x) g (x)dx est un espace de Hilbert, alors —A4 est un opérateur auto-adjoint dans
L?(Q). Par conséquent P4 = —iA4, de domaine D (P4) = D (Ay4) est anti auto-adjoint. Puisque
D (P4) est dense dans L2 (Q), on peut déduire que P4 (et donc —P4) est le générateur d'un

semi-groupe (Sa (t)).

Lemme. 1.4 (i)Quelque soit ug € Hé (Q), on a|[VaSa (t) uolli2ay = IIVatioll2(y)-

(ii) Soient f € L' (0, T; H} (QQ)) et
t
= | Sact- ds.
o() fow 5 £ 6)ds
Alors v € C([0,T]; H} (Q)) et

e, rym () < If “Ll(o,T;Hg(Q)) '

(iii) Soit M > 0 une constante donnée, et soient A1, Ay € W1 (Q, ]R3) N A tel que
A1 = Azllpoq) < M. Soit f € wil (0, T;L? (Q)) avec f (0) = 0. Alors v donnée par

t
v(t) = f Sa, (t =s) f(s)ds,
0
qui appartient a C ([0, T]; D (P4,)) N C! ([0, T];L? (Q))) vérifie I'inégalié suivante
Vo (Bll2q) < € (e_l 1f Ol om0y + 26 1 (t)”Ll(O,T;LZ(Q)))’e €01,

ot C = C (A1, M) est une constante indépendante de €.

18



Preuve. (i) Pourug € D (Pi), nous posons u (t) = Sx (t) uo, il est clair que u € C! ([0, +oo[; D (P4)).

On pose ensuite,

E(t):%LNAu(t)Izdx.

Alors, nous avons

E() = % fg [Vau (t) - Vaw (8) + Vau' (6) - Vau ()] dx
= Re fVAu’(t)-VAu(t)dx)
Q

= Re f—AAu(t)u'_(t)dx)

Q
= Re z'f [u’ (t)lzdx):O,
Q

E(t) = E(0) = %LWAuOFdx.

d’ou

Nous considérons maintenant g € H(l) (Q) et (u'é) , une suite dans D (Pi) qui converge vers i
dans H(l) (Q). Alors, si on prend u (t) = Sa (t) ug et k(1) =S4 (b) ulé, on peut vérifier de la méme

maniere que
f IV autk (8) = Vaud (O] dx = f Va1l (8) = Vil 0 dx, k1> 1,
Q Q
et que
f [k (0 — ! (1) dx = f luk (#) = ul (0| dx, k1> 1.
Q Q

Nous en concluons que (uk) est une suite de Cauchy dans C ([0, T] ,'H(lJ (Q)). Mais nous savons
déja que (uk) . converge dans C ([O, T];L? (Q)) vers u. Par conséquent, u € C ([0, T];H; (Q)). En

fin, le passage a la limite lorsque k — oo dans l'identité
[1VaSa Otz = IV @ sl

nous donne

IVaSa () uolllz2qyy = IV auolllzzqy) -

(i) Comme

t
Vav(t) = fo VaSa(t—s)f(s)ds, (1.14)
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alors pour h > 0, nous avons

t+h ¢

f VASA(t+h—s)f(s)ds—f VaSa(t—s)f(s)ds
0, /o

f VASA(t+h—s)f(s)ds—f VaSa(t—s)f(s)ds
0 0

Vav(t+h)—Vao(t)

t+h
+f; VaSa(t+h—s)f(s)ds

t t+h
\fo‘ VaSa(t—5s)[Sa (h)f(s)—f(s)]ds+]t‘ VaSa(t+h—s)f(s)ds.

Ceci et (i) impliquent que
t
VAL (t+h) = Vao Olllzy < JZ|HvAsA(h>f<@-—vAf<mHhRQ>

t+h
o AT Ol

Il est clair que le second terme de la partie droite de la derniére inégalité converge vers 0 lorsque
h tend vers 0. De plus, comme t — V254 (t) f (s) est continue pour tout s € (0, T), alors lorsque

h tend vers 0, VaSa (h) f (s) converge vers V4 f (s). Mais

19454 3 £ © = Vaf Ollzy = 2V Oy -

donc on peut alors appliquer le théoréme de convergence dominée pour conclure que le premier
terme de la partie droite de la derniere inégalité converge aussi vers 0 lorsque & tend vers 0. En

d’autres termes, nous prouvons que v € C ([O, T]; H(l) (Q)). Enfin, (1.14) et (i) nous donnent

Wlle(o ) < ”f “Ll(o,T;Hg(Q)) '
(iii) Nous avons ¢
0= [ Snt-9f @
Donc
o (2 < ||l (0.TL2() ’
et
10" (Ollr2 ) < ||f,||L1(O,T;L2(Q)) :

D’autre part, nous avons

o (1) = ida0 (1) + £ (1),
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et par application de la formule de Green

fo o) = i fg V4,0 (O] dx + fo £t (Ddx

t
. 2 , L —
zfQ|Vsz(t)| dx+fof0f (s) v (£)dxds,

o oy 10" Ol + [ Ol 71200y 10 Ollizcy
< 2|

d’ou ,
|||VA20 (t)|||L2(Q)

IA

A

f (t)”Ll(O,T;LZ(Q)) :

Ceci et les inégalités élémentaires 2ab < €2a? + € 212, et Va + b < va+ Vb impliquent

2 )
|||Vsz(t)|||L2(Q) < c ”f(t)“Ll (0,T;L2(QY)) + 2€||f (t)”Ll(o,T;LZ(Q)) )

IA

IVao Ol 2y < Va2 Ol 2 + 1141 = Azl llo (2

Va0 O] 2y + Ml Olli2cyy

IA

donc
VAo Ol = ElIF Ol + 2617 Olloerizo)

+M ”f (t)||L1(O,T;L2(Q))
2+ M

S — If (t)“Ll(O,T;LZ(Q)) + 2| (t)”Ll(O,T;LZ(Q))'

Pour conclure, nous rappelons que w — |||VA1w (t)|||L2(Q) définit une norme équivalente a la

norme |||Vw (#)|||;2(q) sur H(l) (Q). |

Maintenant, d’aprés ces trois lemmes on peut donner le résultat d’existence et d"unicité suivant.

Théoréme. 1.2 Soit A € WL (Q, ]RS) N A, alors pour tout f € wil (O, T, 12 (Q)) le probleme aux
limites

(ids + Ap)v = f, dans Q,

v(0,.) =0, dans Q,

v=0, sur X,
admet une unique solution v € C ([O, T] ;Hé (Q) N H? (Q)) NC! ([O, T];L? (Q)). De plus nous avons
olle (o, ryr2@) * 10lle (o122 < ”f ||W1r1(0,T;L2(Q)) ’

oir C est une constante positive ne dépend que de (', T et ||Allyr(cy)-
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Preuve . Pour I'existence et 1'unicité de la solution, il suffit d’appliquer le Lemme avec un
X =12(Q),B=0,My =Ps = —iAg et D(My) = D(Py) = Hé (Q) N H?(Q). Notre probleme
admet aussi une unique solution v () € C ([O, T] ;H(l) (Q) N H? (Q)) N C! ([0, T]; L? (Q)) définie
par

v(t)=F() = f:S(t—s)f(s)ds,
car vp = 0 dans notre cas . Pour les estimations il suffit d’appliquer le (iii) du lemme précédent

sur v (t). Ce qui acheve la preuve. O

1.2 La transformée de Floquet-Bloch-Gel’fand

Définition. 1.3 Soit T > 0. On note encore Q = (0, T) X Q. La transformée de Floquet-Bloch-Gel fand
est définie pour tout f € C (Q), par :

fobx) = (Ut = Y fltm+kx)e ™,

k:—OO

pourt € (0,T), x = (x1,x") € Q, et 0 € [0,2m).

On remarque que pour tout f € C7’ (Q), U (f) est bien définie. En effet,
comme f € C; (Q), 'espace des fonctions de classe C* a support compact inclus dans Q, il

existe R € IN* tel que :

Supp (f) € Bf (0,R) = [-R,R] X ... X [-R, R].

Ainsi, on a en particulier, pour tout (t,x) € Q :

+00 2R
Z ft,x1+k, x') e k0 = Z ft,x1+k, x) e 0 < oo,
k=—o00 k=—2R

Ce qui démontre que la somme apparaissant dans la définition de la transformée de Floquet-

Bloch-Gel’fand est bien convergente.

Remarque. 2 Dans la suite, on peut remplacer directement la somme infinie de la définition précédente

par la somme correspondante entre —R et R, lorsque f € Cy’ (Q) et que Supp (f) € (0, T) X [-R, R] x €Y.
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Théoréme. 1.3 La transformée de Floquet-Bloch-Gel'fand s'étend en une isométrie entre L?(Q) et
l'espace de Hilbert f(f, 2m) L2 (QY) = L? ((O, 2m), L% ((0,T) x (0,1) x Q’)). La formule inverse qui est

encore notée U, est donnée par :

271

1 .
ft0=5- i fo (t,x)dO.

Preuve . Pour tout f € Cj’ (Q) et pour tout (¢, x) € Q, nous avons

1 27 . 1 270 400 kg
~_ t d = J— t k ’ —1
27 J, fo (t,x)dO 27 J, k;mf(,x1+ ,x')e™"YdoO
1 27‘( _ZR )
= 5= ft,x1+kx')e *0dp
21 Jo k:ZZR
1 2R 27 '
= — (t,x1 +k,x") e k040,
2m k:Z—Z‘R 0 !
Comme
o o 0 si k#0,
ftx1+kx')e™do =
0 2nf (t,x1,x’)  sinon,
alors on a
1 2R 27 o 1 -
" t/ kl e d@ = ~_ t/ 7 ’ dQZ t/ 7 ’ 7
znk:Z_;,R o ft,x1+kx")e 27 Jo f(t,x1,x") f(tx1,x)

ce qui implique que
27

1 y
ft0=5- i fo (t,x)dO.

2
|L2((0,T)X(O,])><Q/) d@. Or/ nous avons

1 27 T 1 5 ,
2n f f f f |f6 (t, x)| dx’dx,dtdo
21t Jo o Jo )

1 f27'( fT fl f +Zoo ( ) ) Ny
2n t, X1+ ,x’ e~
27—( 0 0 0 , = f

+00

Y f (b + jx)el%dx dx,dtdo

j==eo

! ' Vv NV ’ 2
j(; f(; f,k;m|f(f,x1+k,x)| dx’dx,dt = ||f||L2(Q),

2 T )
A= [ [ 7P asae
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Reste a prouver que || f || 120 = f | fo

2y
271 .
| nal

do

2
L2((0,T)x(0,1)xCY’)

en effet



Sion prend O = [k, k + 1] X (), on trouve que Q = R x Q" = U, donc

LTL|f(ffx)|2 dxdt
fo |f(t,x1, NG
i f f f fe x1+kx)| dx'dxdt,

k=—c0

2
(i e

puissque || f ||L2 © ©st finie car f est dans L?(Q), donc on peut d’apres le théoréemes de Fubini,

intervertir la série et I'intégrale et on obtient

+oo T 1 T 1 +oo
Il = Y, fo fo fQ [F e+ dv'dde = fo fo f Y It k| e,
k=—o00 k=—0c0

ce qui acheve la démonstration pour tout f € C’ (Q) et donc pour tout f € L?(Q), en utilisant

la densité de I'espace Cj’ (Q) dans 'espace L?(Q). O

Propriétés. 1.1 1. La TFBG commute avec les opérateurs différentiels % pour tout z =toux;j, j=

1,2,3,

PL o
(fu—f) _2fo e, oe [0,27),

az" ), ooz’

2. Elle diagonalise I'opérateur de translation par rapport x1, en ce sens que

fé (t,x1+y,x)= eiyeﬁ (t,x1,x"), y € Z.

Preuve.

1. Pour tout m € IN*, pour tout f € C;’ (Q) dont Supp (f) € (0,T) X [-R,R] x Q, on a:

) o

o " N =ik
k;mﬁz_mf(t'xl_'_k'x)e ,

2R

= 2 a—n;f(t,xl+k,x’)e‘ik9,
k=—2R
= am (Z f, x1+kx)e_lk‘9),
k=R
= 82’”(2 Ftx1+kx')e ™ )
= %m{;@(tx)
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2. Pour la deuxiéme propriété, il suffit de faire un décalage d’indice dans la somme.

Voyons maintenat comment la TFBG transforme ’opérateur de Schrodinger périodique.

Proposition. 1.1 Soit A = (a j) e Whe (Q; 1R3) un potentiel magnétique 1-périodique par rapport

1<j<3

a la variable x;. Alors pour tout u € C' ([O, T]; H? (Q)), on a l'égalité suivante :
((L[ ((Zat + AA) 1/[))9 (t/ x) = (lat + AA) (ﬂ”)e (t/ x) s 0 e (0/ T() s (t/ x) € Q
Preuve . Raisonnons par densité. Soit u € Cy° (Q), tel que Supp (u) C (0, T) X [-R, R] X (Y’, nous avons

(U ((@0s + Ap) ) (t,x) = (U (idwu))g (£, x) + (U (Aw))g (£, x) + (U (2HA - Vu)g (8, X)
+ (idiv (A) - 1AP) (Uu)g (%)
En effet, le potentiel A est 1-périodique par rapport a la variable x1, on peut donc le permuter avec la
TFBG. Or,
(U (idru))g (¢, x)

+00
i Z o (t,x1 + k,x") e~0

k=—o0

R
= i Z o (t,x1 +k, x) =0
k=—R

R
= ids ( Z u(t,xg +k, x')e‘ike)

k=—R

+00

= i} Z u(t,x1+k,x’)e_ik9}

k=—00

= idi (Uu)g (t,x).
D’apres la propriétés (1.1} nous avons

(U (Au)) (¢, x)

3
[w [Z ag/_uJ ](t, x)
j=1 0

3
YR (Uwe) (1)
=1

A(Uu)g (£, x) .

De plus comme A est 1-périodique par rapport a la variable xq i.e;

(1]' (xl + 1/) = ﬂ]‘ (xll') j: 1/2/3/
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il vient

Yk e N, aj (x1+k,.)= aj (x1,.),

donc

3
(U QiA- Vi) (%) = [(Ll[ZiZaj8xju]] (t, %)
0

j=1
3
= ZZZ (q/( ((1] (9x]-u))6 (t/ x)
j=1
3 00
= 21'2 ( i aj (x1 +k,x) 8x].u (x1 +k, x;)]
j=1

aj(x1,x") Z Oy u(t, x1+kx)]

Il
N
-
—_—

j=1 k=—o0
3

= 2i ) a; (0, %) (U (9yu)), (t,%)
j=1
3

= 20)aj(01,%) 9, (Un)o (1,2)
j=1

= (2iIA-V)(Uu)y (t, x).

Ce qui nous donne

(U9 + A w)g (t,2) = (i + A+2iA -V +idiv (A) - |AP) (Uu)g (¢, x)
(idr + Aa) (Uu)g (¢, %),

et acheve la démonstration pour tout u € C’ (Q), et donc pour tout u € C! ([0, T]; H? (Q)), par densité
de ces fonctions u dans I'espace C' ([0, T]; H? (Q)). |

1.3 Probléme avec conditions de type quasi-périodique

Nous allons dans cette section appliquer la transformée de Floquet-Bloch-Gel’fand a notre

probleme (). Cette opération décompose ce probléme en une famille de problemes indicés par
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0 € [0,2m), avec conditions quasi-périodiques suivantes :

(ids + Ap)v =0, dans Q,

v(0,.)=0, dans Q,

v=nh, sur X, (1.15)
v(,1,.) =¢%¢(,0,.), dans (0,T) x C’,

Inv(,1,.)= eieﬁxlv (.,0,.), dans (0,T)x Y.

En effet, si on prend A = (aj) e W3 (Q; IR3), vérifiant (2), alors v est une solution du

1<j<3
systeme (1) si et seulement si d’] apres la proposition (Uv)g, 0 € [0,2m) est une solution
du systeme (T.15), avec h = (Ug),. Dans ce cas, la frontiere JQ) est composée de deux sous-
ensembles disjoints 0Q =T1UTly avecT; = £ = (0,1) X dQ, sur lequel une condition de
Dirichlet non-homogene est imposée, et I'; = {0, 1} X £, sur lequel s’appliquent des conditions

aux limites quasi-périodiques.

1.3.1 Formulation variationnelle

Etablissons la formulation variationnelle associée au probleme suivant :

—Agu(x) = f(x), dans Q,
u=0, sur I'y,
. (1.16)
u(1,.) =¢e%u(0,.), dans Y,
dnu(1,.) =e%9,u(0,.), dans (Y,

o f € L?(Q) est donnée et O € [0, 2m) est fixé.
Pour tout sous-domaine O = (0,1) X R? ou O = IR%, on note Hy, (O) (resp., H (0)) le sous-espace

de H! (O) (resp., de H? (0)) défini par
H}(0) ={ueH (0); u(l,.) =e%u(0,.) sur R?},

(resp., HZ(0) = {u € H*(0); u(1,.) = ¢u(0,.) et dy,u(1,.) = €995,u(0,.)},) que I'on munit
de la norme de H! (0), (resp., H? (0)). Dans la suite, on note t ’'opérateur de trace borné de

H? (0, T; H? (Q)) dans 2 ((o, T) x (0,1), H3/2 (8Q’)), défini par
tw = wg pour w € C7 ([0, T] x (0,1),C* (),
et par Xo I'espace © (H2 (0, T, Hé (Q)))
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Lemme. 1.5 Soit {g la forme bilinéaire définie par
o (1) = f IVau ()P dx, u € D (o) = H} (Q) N2 (0, 1, H} (Q’)).
Q

Soit Lg I'opérateur engendré par la forme €y, auto-adjoint dans L? (Q) Alors Lg agit comme I'opérateur

(—Ap) sur le domaine suivant
D(Lg) = H? (Q) N 12 (o, 1;H} (Q’)) .

Preuve . Pour la démonstration, nous allons établissons une double inclusion. D’abord nous
avons

D(Lg) > H? (Q) NL2(0,1; Hy (Q’))

En effet, par définition

%

{u € D(to) = H} () N L2(0, 1 H (Q)), —Aau € L2(Q)}
(ue HY(Q)NL2(0,1; H) (Q)), —Au € L2(Q)),

D (Lg)

car A € Wb (f))

Dong,siu € Hg (f)) NL2 (O, 1;H(1) (Q’)), onad’une partu € Hé (f)) NL2 (O, 1;Hé (Q’)) car Hg (f)) N
12 (0,1;Hé (Q’)) C Hé (f)) N L2 (0,1;Hé (Q’)), et d’autre part —Au € L? (f)) car u € Hé (Q) C
H? (Q) Ce qui nous donne la premiere inclusion. Pour la deuxiéme, nous avons d’une part,

pour tout u € D (Lg) et v € D ({p),

f Lou (x) v (x)dx = g (u,v) = f Vau (x) Va0 (x) dx.
Q Q

D’autre part, la formule de Green donne pour tout u € D (Lg) et v € D ({p)

f Lou (x)0 (x)dx f —Apu(x)v(x)dx
0

ﬁVAu(x)V_Av(x)dx—f @y +iA-v)u(x) v (x)do (x),
Q 2Q

ot dQ s’écrit 9Q = I'; UT,. Par suite,
f @y +iA- v u(x)v(x)do(x) = f @y +iA-v)u(x)v(x)do (x) + f @y +iA-v)u(x)v(x)do (x),
0Q I I
et comme v € D ({y) = Hé (Q) N L2 (O, 1;Hé (Q’)), alors on a v, = 0, et donc

@y +iA-v)u(x)v(x)do (x) =0.
I
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Ceci implique

f (dy +iA-v)u(x)v(x)do (x)

I

o (x)ﬁ(x)da(x)+f (A -v)u(x)v(x)do (x)
I, I

fv (@y +iA - v)u(x)v(x)do (x)
Q)

vt (x) v (x)do (x).
I,

En effet, comme A est 1-périodique par rapport a x1,i.e : A(1,x") = A(0,x’), et que u et v sont
dans D (£y) = H}, (Q) N L2 (O, 1,H} (Q’)), et vérifient donc u (1,x’) = e %u(0,x') et v(1,x') =

e 99(0,x’), sur ', nous avons ainsi
iAQ,x)Yu(l,x)o,x")=iA0,x)u(0,x)v(0,x"), x' € QY.
Ainsi
(A -V)u(x)v(x)do (x) = L (A, x)Yu@,x)o@,x")=A0,x)u(0,x)0(0,x")))dx" =0.

I,

Nous voyons ainsi que, pour tout u € D (Lg) et pour tout v € D ({p), on a

f Lou (x) 7 (x) dx f Vau (x) Va0 (x) dx — f (O, (1, )T (1,x") = 3, u (0,x) T (0, x')) dx’
Q Q Q

Lo (u,v)—L, (@xu(1,x)0(1,x") = dxu(0,x")0(0,x")) dx’.

Par conséquent

o (Fxu(1,x)0(1,x") = dxu(0,x)0(0,x"))dx’ =0,

pour tout v € D({y). En particulier, si on prend v de la forme v (xy,x’) = e} (), avec

h € H} (QY), de sorte que v € D ({p), cela implique :
f (8xlu (1,x") e 00 — Ax,u (0, x’))h (x)dx’ =0,

et donc (8x1u (1,.)e %% -9, u(0, .)) est nulle au sens des distributions sur )/, puisque & est

quelconque dans H(l) () o Cy (€Y'). Doncg, u € D (Lg) implique
I (1,x) =99, u(0,x), V¥ eQ. (1.17)

Pour terminer, on sait que u et Au sont dans L? (Q), alors comme conséquence de la régularité

elliptique, u € H?(Q). Ceci, (1.17) et le fait que u € Hé (Q) N2 (0, 1 ;H(l) (Q’)) , entraine que
D (Le) € Hj () N L*(0,1; Hy (Y)),
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et achéve la démonstration. O

Nous pouvons maintenant donner le résultat d’existence et d"unicité suivant.

Proposition. 1.2 Soit A € A. Alors pour tout f € wil (0, T, 12 (Q)), le probleme aux limites

(idy + Ap)v = f, dans Q,
v(0,.) =0, dans Q,
v=0, sur Y,

admet une unique solution v € Zg =C ([0, T];Hé (Q)) nCt ([0, T];L? (Q)) De plus, il existe une

constante C > 0, qui ne dépend que de CY', T et ||Allyr(q) telle que l'on a
o 2y < ([ Flliso,ra2ery) - £ € 10T, (1.18)
et

V0 Oz < c(e—l 1 Ol o2y * 26 17 Ol (O,T;LZ(Q))), ce(01),te[0,T]. (119)

Autrement dit, pour tout f € WU (O, T,L? (f))) le probléeme aux limites suivant

(idr + Ap)v = f, dans Q,
v(0,.)=0, dans Q,
v=0, sur Xq,
v(,1,.) =¢e%¢(,0,.), dans (0,T) x Q,
9x,0(.,1,.) =¢99,,0(,0,.) dans (0,T) x Q,

admet une unique solution
veC([0,T]; H () n ¢ ([0, T1; L* (€2))

qui vérifie (1.18) et (1.19).

Preuve . Pour I’existence et l'unicité de la solution, il suffit d’appliquer le Lemme avec un
X =12 (Q), B=0,My =Ly =—iAs et D(Mo) = Hj (Q) N L2 (O, 1;H; (Q’)) . Pour les estimations
il suffit d’appliquer (ii) et (iii) du Lemme Ce qui achéve la preuve. O
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CHAPITRE 2

RESOLUTION DU PROBLEME INVERSE :

ESTIMATION DE STABILITE

2.1 Construction de solutions de type optique géométrique

La construction de solutions de type "optique géométrique" complexes est une étape clé
dans 'analyse des problemes inverses du type celui envisagé ici.
Pour commencer, nous utilisons la formule de Green, pour conclure pour A € WL (Q,R"),
que

ff; (AAuE - um) dx = Lﬁ ((91, +iv-A)uv—u(d, +iv-A) v) do (x), (2.1)

pour tout u, v € H! (Q) tels que Au, Av € L2 (f))
Soit w = w (t,x) € C* ([0, T1; L2 (Q2)) n C ([0, T]; H? (€2)) telle que

w(0,x)=0, xeQ et w(tx)=0, (tx) ek (2.2)

Soith définie sur X parh = H|i pour une certaine fonction H € C! ([O, T];L? (f)))ﬂC ([0, T]; H? (Q))
vérifiant (id; + Ag) H € C([0,T]; D (A4)). D'apres la proposition de la section précédente,
nous pouvons facilement déduire qu’il existe une unique solution u; € Zg du probléme de
Schrodinger suivant

(i + Ap)u; =0, dans Q,

u1 (T,.) =0, dans Q, (2.3)

uy =h, sur 2.
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Les fonctions w et 17 étant comme ci-dessus, nous avons donc l'identité suivante

(idyw + Agw) uydxdt
Q/

f w(idiuy + Apuq)dxdt — f (dy +iv - A)wuidodt
' x (2.4)

—f(8v+iv-A)wu_1dodt.
z

Pour trouver (2.4), nous avons utilisé (2.2), (2.3) et appliqué la formule de Green sur la partie
gauche de (2.4).

Nous introduisons maintenant quelques notations. Nous notons @’ = (w2, w3) € $!, et pour

R >0, tel que Q' CcB (O,R) C R?, nous posons
Dr =B(0,R+1)\ B(0,R).

Proposition. 2.1 Soit ¢ € C’ (IRZ) tel que supp ¢ C Dr. Alors pour o > B et pour tout v’ € 1,

nous avons
supp oo N Q' =10, (supp o — oTa)’) nNQ' =0, (supp ¢o + aTa)’) NQ =0. (2.5)

Preuve . Il est bien clair que supppo N’ =0.Six" € (supp Po — aTa)'), alors x” s’écrit sous la
forme

¥ =y -oTw', Y €suppo.
Ainsi, nous avons

X'l > oT ||y’ > 2R + 1 - ||y’

7

or,
y € supp (¢o) CB(O,R+1),

donc ||x’|| > R, ce qui implique x" € (), car ' cB (0,R). De méme on peut montrer que

(supp o + aTa)’) N =0. ]

Proposition. 2.2 Pour ¢g € H(% (]R3) et po € CY (]Rz) a support compact inclus dans Dr, nous notons
¢ (%) = o (x1,%) po (x), (x1,%) € R’.
Nous vérifions aisément que la fonction @ définie par
D(t,x)=¢(x,x' —tw'), teR, (x1,x") € R3, (2.6)
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est une solution de I'équation suivante
O +w V)P (Hx) =0, (tx)eRxR.
Nous utiliserons un peu plus loin le

Lemme. 2.1 On suppose que A est nulle en dehors de Q. Alors pour tout o’ € S!, la fonction b(t,x)

donnée par
t
b(t x) = exp (—if w' A (x1,x = sw’)ds),
0
est une solution de I'équation

@+ -Vy +iw -A")b=0.

Preuve. Pour 2 < k < 3, nous avons

t

Ik (exp (—if w A (x1,x - sa)’)ds))
0
3

t
—ib(t,x)f ijakaj (x1,x" —sw’)ds,
0 “
j=2

I (b (t, X))

donc ,
w’ - erb = Z‘ a)k8kb
k=2
3 t 3
= Zwk[—ibf ijaka] (x1,x" = sw )dsJ
k=2 0 =2
t 3 3
= —be Za)]-Za)k&ka] (Xl, sa)')ds
0922 k=
Mais
. d
Z widkaj (x1, X —sw’) = — 2% (x1,x —sa’),
k=2 s
donc
t 3 3
@ -Vyb = —ibf a)]-Z widkaj (x1, X" —sw') ds
0722 k=

3 t
= 1bzw]f0% (x1,x" —sw’)ds
=2

]

3
= zbZa)][ (xq, —sa))]
=2

]

3
= Z a] (x1, X —tw’) —a; (x)].
=2
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Ceci implique
@ Veb = i A (x1,x —ta’)b—iw" - A'b
= —odib—iw -A'D,
qui est équivalent a

@i+ -Vy+in'-ANb =0,
et acheve la preuve. m]
Conséquences :
1. Remarquons que (Pb) est aussi une solution de 1’équation
@+ - Vy +iw’ - A") (®b) = 0.
2. Notons ¢, (t,x) = ® (20t,x) b (20t, x). Alors il n’est pas difficile de vérifier que pour tout

o > 0, nous avons

(0t + 200" - Vy +2icw’ - A”) s = 0. (2.7)

Dans ce qui suit, pour @’ € $! nous considérons le sous-espace H3 , (Dr) de H? ((O, 1) x ]Rz)
commme 'espace des fonctions ¢ = Ppg¢o € H> ((0, 1) x ]Rz) telles que ’-Vy ¢ € H? ((O, 1) x ]RZ) ,
avec ¢g € Hj ((O, 1) x IRZ) et oo € H? (IRZ) vérifiant supp (¢0) C Dgr. On munit cet espace de la

norme suivante,

Nor (‘P) - “qb“Hz((O,l)xIRZ) + Jeo”- vx'qb”Hz((O,l)xIRz) :

On suppose aussi que dans toute la suite 0 > 1.
Lemme. 2.2 Fixons o’ € S' et 0 € [0,27). Pour A € W3* (Q; IR3) NA, ¢ € H> o (Dr), 'équation
(i + Aa)u =0, (t,x)€Q,
admet une solution u € C! ([0, T];L? (Q)) nC ([O, T] ;Hé (Q)) , de la forme
u(t,x) = ®(Q20t,x) b (20t,x) %V~ Ly (t,x),

ot @ est donnée par (2.0) et 1, vérifie le systeme :

Vs =0, sur X,

Ys(0,.) =0, dans Q,

Vs (,1,) =%, (,0,.) dans (0,T) x (Y,
s (., 1,.) = €994, U, (,,0,.) dans (0,T) x Q.
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De plus, on a
o HIPU“LZ(Q) + ||V'7DU||L2(Q) < CNa)’ ((P)/ (28)
pour une constante C dépendant que de Q, T et 1Al () -
Preuve . Pour simplifier les notations, nous posons
E, (%) = €90~ ot ¢ (t,x) = D (20t,x) b (20t, %),
de sorte que nous avons
u=@sE; +1s.

Clairement, il faut que ¢, vérifie le probleme aux limites suivant

(ids + An) Y5 = G, dans Q,

Vs =0, sur i,

Ys(0,.) =0, dans Q, (2.9)
Ys(,1,.) = eiggbg (,0,.), dans (0,T) x (Y,

o (., 1,.) = €99,,1, (,,0,.), dans (0,T)x Y,

avec G = — (id; + Aa) (Es¢s). Comme

(i0¢ + Ax) (Eopo) = (ide+ A +2iA-V +div (A) - |AP) (Espo)
(iatEa) (,0(7 + (iatgoa) Ea + (AEU) (Po + (Aﬁoa) Eo
+2Vy @y - VyEg + (21A” - Vv Es) @4

+(2iA - Vpg) Eq + (div (4) - |AP) (Eogpo)

avec

(iatEa) Qo = GZEU(PUI (AEU) Vs = _GzEa(Poz

et

2Vy@s - VyEgs = Eg Ricw” - V) (ps), (2IA"-VyEs) @5 = —20w" - A’E;@g,
nous avons

(idy + Ap) (EU(PO)

(id1ps) Es + (A@s) Es + Eg Qicw” - Vi) @5
—20w’" - A’Es@s + (2iA - V,) E4

+(div (4) - |AP) (Espo)

= E;(idy + 2icw’ - Vy = 200" - A’) @5

+E; (A +2iA -V + div (A) - |A|2) Q0.
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Mais d’apres (2.7)), il vient
(idy + 2iow” - Vy — 200" - A") (5) = i (ds + 200" - Vy + 2icw” - A”) (¢s) =0,

donc

(ids + Ap) (Espo) = Eq (A +2iA -V + div (A) - |AP) (¢s) = EsAao.

Nous déduisons de ce qui précede que
G= _EUAAQUO/

ce quiimplique que G € Hé (0, T;L? (fl)) c wit (O, T;L? (fl)) Nous utilisons alors la Proposition
pour prouver que le systeme (2.9) admet une unique solution

P, € C([0,T1; H3(C2)) n € ([0, T]; L2 (€2)),

telle que
T
”%”Lz(g) < Cfo 1Go (20t (¢ dt
< S [ 1606 Mgy s
R
< ol
- g H2((0,1)xR?)

avec Go = Ap@g.

D’autre part, (1.19) de la méme Proposition nous donne pour tout € > 0,

T
990l < Ce fo (02 160 @0, My + 0 191Go @0t Dz )

T
+e! f 1Go (20, 2y it
0

Posant € = 071, on déduit que

IA

C(fRHGO(S/-)HLz(Q)dS+f]l;||<7tG0 (S/-)”LZ(Q)dS)
c (||¢||H2((0,1)><]R2) + e V(P”HZ((O,l)x]RZ))’

ce qui acheve la preuve. m]

Vo] 2y
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2.2 Premiere estimation

Soiento > 1et A1, Ay € W3 (QV; R") N A tels que ||A]-||W3,m < M, pour j € {1,2}. Nous notons
A = (a1, az,a3) = (11,A”) = Ay — Ay,

t
b(t,x) = (bab1) (t,x) = exp (—i f W A (x - sw) ds)
0
avec
t
bj(t,x) = exp (—if @’ -A} (x1,x" — sw')ds), j=1,2.
0

Puisque A1 — Ay = 0 sur d(), alors la prolongement par 0 de A a I'extérieur de (2, noté encore

A, appartient a H! (]R3). On peut donc considérer % - g% comme une fonction de L? (]R3) a

support dans Q.

Lemme. 2.3 Nous supposons que o > 2R/T. Alors, pour tout ' € S et pour tout 1, p2 € H2, (Dx),
il existe C = C (M, QY') > 0 telle que

fT flf ow’ - A’ (x) (¢2$l)(x1,x' — 20tw’) b (20t, x) dxdt| <
0 Jo Jr2
0~ el 07 N () e ().

Preuve . Soit ¢, € H2, (Dg). Alors d’apres le Lemme I’équation

(idr + Aa,)u =0, (tx)€Q,
admet une solution "optique géométrique"
uy € C1 ([0, T1; L2 (Q)) n ¢ ([0, T1; H (€2)),

de la forme

1y (t,%) = @y 20t, %) by (20t, x) €& 4 4y (8, %),

ol Y ; vérifie

U5 =0, sur X,
0,.)=0, dans Q,
Y20 0.)=0, (2.10)
1102,(7 ('/ 1/ ) = EZQI;DZ,U (-/ O/ ) s dans (O/ T) X Q’/
axl 17[)2,0' ('/ 1/ ') = ei@axl lPZ,U ('/ O/ ') 7 dans (O/ T) X Q’/

et

‘7”'7"2,0”3@) + ||V¢2/‘7||L2(Q) < CNu (¢2), 0> 0.
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Notons que C est indépendante de A;, mais elle dépend de M et A;. Posons
forr (£, %) = @y 20t, %) by (20t, x) €&~ (¢, x) € ¥,

On note par v € C! ([0, T];L? (Q)) neC ([0, T] ;Hé (Q)), la solution du probleme aux limites

suivant
(i0 + Aa,)o =0, dans §,

v(0,.) =0, dans Q, (2.11)
U=Upy = fgrz, sur i,
Soit maintenant w = v — uy, alors il est clair que w € C! ([O, T];L? (f))) ne ([0, T] ;H(Z9 (f))) est

une solution du probleme aux limites suivant

(iat + AAl) w =2iA-Vur + V (x)us, dans Q,

w(0,.) =0, dans Q,

w=0, sur X,
w(.,1,)=e%/(,0,.), dans (0,T) x (Y,
Iqw(.,1,.) = ei98x1w (,0,.), dans (0,T) x ¢,

avec

V =idiv(A) - |As2)® + |A1)%.

Par la suite on considere u; € C! ([0, T];L? (fl)) NnC ([0, T] ;Hé (Q)) une solution de I'équation
(i&t + AAl)u =0, sur Q,

de la forme

uy (t,x) = Oy (20t,x) by (20t, x) 7= 4y (£, %),
oil 1, vérifie
Y16 =0, sur ¥,
Y1,6(0,.)=0 dans Q,
psitg (,1,.) = €991, (,0,.), dans (0,T) x (Y,
a1 (,1,) =€99,91,(,0,) dans (0,T)x (Y,

(2.12)

et

o Hl,bl,a”Lz(Q) + ”Vl;bl,a”Lz(Q) < CNy (¢’2)
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Cette solution existe d’apres le Lemme [2.2]et il résulte de 1'identité (2.4) que

f (i0s + A, ) winndxdt = f 2iA - Vuguiydxdt + f V (%) upiiydacdt
Q Q Q

_f(av +iA1 - v) wuydodt.
¥

Comme A = 0 sur dQ, alors en combinaisant (2.11)) et (2.12) nous obtenons

f 2iA - Vuindxdt + f V (x) uptigdxdt = — f (An, = Any) (fo2) fododt
Q Q

£ o (2.13)
~((Aa, = Any) (fa2) for),

fo1 (t,x) = ©1 (20t, x) by (20t, x) o w'=at) (t,x) e .

Or, nous avons

I(0) f 2iA - Vupuydxdt
Q
— f 200’ - A (%) (@251)(201‘,35) (bzél)(zat,x)dxdt

+ | 2iA-V (@, (20t,x) by (20t, X)) @y (20t, x) by (20t, %) dxdt

zhzo

+ | 2iA-V (D2 (20t,x) by (20t,x)) &7 DY, (£, x) dxdt

S

(2.14)

+ | 2iA- VW5, (20t,x) Dy (20t, %) by (20t, %) €70~

S

+ f 2iA - VW, (t,x) W1, (£, x) dxdt
Q

200" - A’ (x) by (20, x) @ (20, x) W1 5~ dxdt

S

S

200" A (x) (qbp_q—bl) (x1,x" = 20ta’) (bzgl) (20t, x) dxdt + I,
Q
dong, en utilisant (2.10) et (2.12), nous obtenons

\Zol < Co™ Ny (2) Nar (1) (2.15)

D’apres (2.13), (2.14) et (2.15), il vient

| f 0w’ - A" (%) (20h; ) (1, ' — 20tw’) (baby ) (20t, x) duxdt] <
Q

LVUzﬂldxdt + "f); (1\,41 —AAZ)(fG,Z)Edadt’ (2.16)
+07 Nar (¢2) Nur (1)1

Cl
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D’autre part, (2.10) et (2.12) impliquent

' f V (x) upudxdt
Q

< Co™ Nar (92) Nor (1), (2.17)
et comme nous avons

‘L (AAl - AAz)(fG,Z) fT,ldet’ = <(AA1 - AAZ)(fa,Z)/fT,l>

< Jaa - Anllfoallay ol rammony @19
< Co?Na (02) Nor (1) [[Aa, = Ay,
alors, (2.16) , 2-17) et (2.18), donnent
fo ' fo 1 fm 0w A () (2, ) (x1, %' = 20t0) b 20t x) dxdt| < 21
Clo™Nar (1) Na (92) [ 44, = Asal| + 07 N (1) Mo (02)1
ce qui acheve la preuve. m]

2.3 Estimation intermédaire

Soit f une fonction définie sur IR?>, Nous rappelons que la transformée aux rayons X de

fell (]R3) dans la direction ’ est donnée par

P(f) (', x) = ff(xl,x’ +sw')ds, @ €8, x = (x1,x") € R3.
R

Nous observons que ? (f)(w’, x) ne change pas si on déplace x’ dans la direction «’. Par
conséquent, on peut prendre x’ € @’'* = {x € R%; k-’ = 0}. Désignons par fla transformée de

Fourier de la fonction f, donnée par

Fx1, &) =@n)! f f (v, x)e ™ dx', & e R?, x; € R.
R

Lemme. 2.4 Soient f € L! (IR3) et ' €S Alors Pf («’,.) € L (IR X a)’l) et

(PH@,)) (1, &) = (2m)™ f e EPS (@21, X)dx = f (1, ),

C()’L

pour tout & € w'™.
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Pour j = 1,2,3, nous introduisons la notation

OA’ > o 5
5 (x) = Z:; 5 (x), xeR, (2.20)

pj(x) =
et pour w € 51, nous notons

Dy (@) = {x" € Dg, ¥' -’ <O}

Lemme. 2.5 Soit g9 = 2(R + 1) /T. Alors pour tout ' € S et tout ¢ = poo € H?, , (Dr) avec
supp (qbo) CDretdip e 7—(3), o (Or), j € 12,3}, il existe une constante C = C (A1, M) > 0 telle que

1
‘f e~ i2kmn f ¢° (x)SD(p]-) (', x)exp (—if W A (x1,x + sa)’)ds) dx
0 R2 . R
< c(a2 A0 — Ayl + E)Nw/ (6) Ner (90).

pour tous 0 > oo, k€ Z et j =2,3.

Preuve . Soient ¢, ¢, € 7{3),,9 (DRr). Nous avons

T Al
f f f ow’ - A’ (x) ((]5251) (x1,x" — 20tw’) b (20t, x) dx’dx;dt
0 0 IR _ 20t
ow’ - A’ (x) (gbngl) (x1,x" — 20tw") exp (—if W' A (x1,x — sa)’)ds) dxdt
0

i

fo fo fw 0w’ - A’ (1, %' +20tw) (926,) ()b (20t, x1, X' + 20t0’) dx’ dxdt
1

NN

T 20t
¢’2$1 (x)f o’ - A" (x1,x" +20tw”) exp (—if w A (x1,x + sa)')ds) dtdx
0

20t
¢2¢1 (.X') eXp( w A (x1,x’ + sa)’) dS) dtdx/dxl
f f f ] ZGTf
= Ef(; f]RZ ¢2¢1 (X)|exp(—zf0 w' A (xq,x +sa))ds)—1]dx dxy.

Nous choisissons ¢; et ¢ telles que ¢ (x) = e ™1 (x), Py = 8]5, j € {2, 3}. Nous appliquons

(2.21)

ensuite la formule de Green pour trouver que
T 1 _
f f f o0’ - A" (x) (20py ) (x1, X' — 20ta’) b (20t, %) dxdt
0 ; 0 §® ' 9 20T
=—- f f e TR 2 () — [exp (—if w A (x1,x + sa)’)ds)] dx
4 0 R2 8x] 0
1 1 ] P 20T 26T
== f f e"Zk”xlqbz (x) — (f w A (x1,x + sa)’)ds) exp (—if w' A" (x1,x +sw’)ds|.
4 0 ]RZ ax] 0 0
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Rappelons que A’ est a support compact inclus dans R x B (0, R) et que 20T > R. Ceci entraine
que

20T
f w' A (x1,x +saw’)ds = f w' A" (x1,x +sw’)ds, (2.22)
0 R

our tout ¥’ € D («’). En fait, pour tout s > 20T et x’ € Dy il est clair que (x1,x" +sw’) ¢
p R p q

supp (A”), six; € [0,1]. Par suite, nous avons

20T 00
f W' A (x1,x +sw)ds = f w A" (xq1,x +sw’)ds.
0 0

D’autre part, sis < 0 et ¥’ € D3 (w’), nous avons |x’ + sa’|? = |¥'[* + s2 + 2sx’ - @’ > R? et donc
p R

A(x1,x" +sw’) = 0. Ce qui nous donne (2.22) et que implique

f ' f l f 0w’ - A" (x) (¢, ) (1, X' = 20te’) b (20t, x) dxdt
0 0 R2

T
= —1f f e‘i2k”x1¢2 (x) 2 (f w A (x1,x + sw')ds) exp (—if w A (x1,x +sw’)ds|dx
4 0 R2 ax] R R

1
__1 f f e-fzk“"%p%x)@(pj)(wa)exp(—i f W A (xl,x'+sw'>ds)dx,
4 0 R2 R
(2.23)

oit p;j est donné par (2.20). Ceci et ’estimation donnée par le Lemme nous donnant pour

tout 0 > 09, que

1
f e—izknxl f ¢2 (x) P(p]) (a)/,x) exp (_if W - A (xl,x’ + Sa)’) ds) dx
0 R2 R

< C(az A4, — An|| + %)Na,/ (@) Nur (9j0),

ce qui termine la preuve.

2.4 Estimation du champ magnétique : résultat de stabilité

Notre objectif dans ce sous-paragraphe est de démontrer un résultat de stabilité du champ
magnétique généré par le potentiel A apparaissant dans I’équation de Schrédinger. Nous com-

mengons tout d’abord par estimer la transformée de Fourier de la fonction 23, ot

(9111‘
Bij = o,

a1

..
—, ,7=1,2,3.
83(1' ]
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Lemme. 2.6 Soit o9 = 2R/T. Alors, il existe une constante C = C (A1, M) telle que pour tous k € Z et

& eR%ona

1
o~ 1
f O B (o1, €| < € (3 [ A0~ Ayl + 2 )6, €)% (224)
0

Ici Ezg désigne la transformée de Fourier de o3 par rapport a x” et {(k,&’)) = (1 +k%+ IE’IZ)UZ.

Preuve . On fixe zj € @'t NB(O,R+1/2).Soith € Cy’ (R) a support dans (0, 1/8) qui vérifie la

fh2(t)dt: 1.
R

32
o = (R+Z) —|z(’)

Nous pouvons vérifier sans difficultés que

condition

Soient ensuite

r_ /
;I =Zy W

B(z},1/4) ¢ Df (@)
Soit o € Cy’ (a)’ ‘NB (26, 1/ 8)) une fonction positive. Pour y = (y1, ') € R3, on prend

o (y) = €™ exp (% wa’ A (1, + sw’)dS), y=Ly)eR’,
et
Go () =h(y o +ry)e (Y —(y - o)), i € R
1l est évident que
supp (o) € B(2},1/4) € Dy ().
Posons
O ) =do (Wb (y), v=y)e R (2.25)

Il est clair que ¢ € H?, | (Dr) . Appliquons le changement de variable y’ = x’ + tw’ € w'* ® R’

dans l'intégrale suivante. Nous obtenons pour tout &’ € w’*, que

1
f f e 2 2 (x) (ij) (o', x) exp (—if A (1, X+ Sw')ds) dx
0 R2 R
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1
= f ff e_iZk’“‘lqb2 (x1,x" +ta) (Pp]-)(a),x1,x’+ta)’)
0 R Jo'+
exp (—if w A (x1,x + sa)’)ds) dx’dtdx;
R
f -mef hz t+ry)e ”"Sﬁo(x)(?’p])(w x1,x") dx’ dtdx;

_ f —i2kmx, fu —ix'-& Bo (x )(73‘0]) (@', x1,x")dx"dx;.

Ceci et Lemme 2.5 impliquent que

e—ianxl

Pt Bo (x) (Pp ]-) (w,x1,x") dx’dx1|
< C(az ||AA1,Q - AAZ,Q” + %)Nwl (QD) N (8]<p)
Comme ¢ est donnée par et que

W't

Nor (‘P) - “¢||H2((0,1)><1RZ) + [l v><’¢||HZ((0,1)><]RZ) ’
un simple calcul donne pour tout &’ € @'+, que
Nur () Nr (9j) < C((K, &)Y,

ot la constante positive C est indépendante de k et &’.
D’apres les deux dernieres estimations nous déduisons que pour tout &’ € w’'* et k € Z, nous

avons

1
f e—iZlexl f e—ix’~§' (Pp]) (Cl),, x) dxldxl
0 W'+

D’apres le Lemme 2.4 nous avons

1
‘f e 2kmi 5. pj(x1, &) dxs| <
0

Puisque &’ - @” = 0, nous avons pour j = 2,3,

< C(02 [Aas0 — Aay 0| + %)((k, &Y. (2.26)

( 2[[Aa0 = Aasl| + )<<k ).

3 3 3
i) =) W@ (&)=Y i (& (&) - @ (,&)) = Y wifii (&)
i=2 i=2 i=2
Comme «’ est arbitraire dans §!, on obtient, pour tout &’ € RZetkeZ

1
f 7N B3 (1, &) dxy
0

< C(0? Ans0 ~ Amoll + )6 €7,

ce qui acheve la démonstration. m]
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Théoréme. 2.1 Soient M > 0, Ay, Ay € W3¥*(Q; R®) N A vérifiant @) aussi que les trois conditions
suivantes :

||Al”W3,°°(f)) < M/ Z = 1/ 2/ (2.27)
A1 = A sur (0,1) x 0CY,

8]-A1 = 8]-A2 sur (0, 1) X QQ’, j= 1,2,3.

Alors il existe une constante C > 0 dépendant uniquement de T, Q)" et M, telle que

ol on note par A = (a1, a2,a3) = (a1,A’) = Ap — A;.

8a2 (9&3

< CllAa, — A2/,
7 o0 < CllAa, = Aall

L2(Q)

Preuve . Pour alléger le texte, nous utilisons les notations suivantes
P (x1) = e, ke Z,

et

B(EL 0 = (B (&), drzan) = fo e (e &) dx,.

Donc, d’apres le théoréme de Parseval-Plancherel, nous avons

2 2
[ :k; fR o) de = fR | deduo, (2.28)

il ft = Yz 0n. Pour y > 0, posons By, = {(£',k) € R* x Z, ((&',k)) < y}. On va étudier
2 2
fo F(é’,k) d&’du (k) et f]R3\By ’g(é’, k)‘ d&’du (k) , séparément. D’abord, il est clair que

2 1 ) 2
f o b dgau < < f & R o 0 de'du
R3\B, V4 RR3\B,

1 ’ 2 ’ 2 ’

S 37 Juy (BRI a2
C

= ?”523”1211(9)
CM?

< ——

Va
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Ensuite, d"apres (2.24) nous avons

| e of acranw

IA

2
C(sz\hﬁ-—AALdﬁ+%)‘f‘«éﬁk»uuéﬁy(m
B,

IA

2
C(O’2 ||AA],9 - AA2,9|| + (lj) )/13,

En utilisant (2.28), nous concluons donc que

Cag’ du(k)+fR\B b,

C( 1ﬂMme—AM4|+G +;ﬂ

* e dy (k)

||/323||iz(o)

IA

En choisissant

nous obtenons donc que

1
||1823||L2(Q) < C(V43/2 ||AA1,9 - AA2,0|| + ;) .

Nous prenons donc y > Yo oil Yo = 02/ >, Par conséquent, pour ||AA1 0 — Na,, 9” <%

= ||AA1, - AAZ,QH > > Y0, NOUS avons

||:323||L2(()) <C ”AAl —Aa,, 9”2/45

—45/2

Maintenant si ||AA1 AAz” >y, '~ ilestclair que

' CM
H523||Lz(g) <x(@Q )IIﬁzaliLm(Q) < CllAllyam(cy) < =7

Ceci implique

C
||ﬁ23||L2(f)) < )/_o ”AAl — Aa,, 9”2/45

et donc d’apres (2.30) et (2.31)

||:323||L2(Q) <C ||AA1 — A, 9”2/45

ce qui acheve la démonstration.
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CHAPITRE 3

STABILITY ESTIMATE FOR THE ALIGNED
MAGNETIC FIELD IN A PERIODIC QUANTUM
WAVEGUIDE FROM

DIRICHLET-TO-NEUMANN MAP

Article Publié, dans Journal of Mathematical Physics 57,061502 (2016) ; doi : 10.1063/1.4953687.
Abstract : In this article, we study the boundary inverse problem of determining the aligned
magnetic field appearing in the magnetic Schrodinger equation in a periodic quantum cylin-
drical waveguide. From the Dirichlet-to-Neumann map of the magnetic Schrodinger equation,
we prove a Holder stability estimate with respect to the Dirichlet-to-Neumann map, by means

of the geometrical optics solutions of the magnetic Schrodinger equation.

Keywords : Schrodinger equation, inverse problem, stability estimate, periodic magnetic po-

tential, infinite cylindrical waveguide.

3.1 Introduction

3.1.1 Statement of the problem and existing papers

In the present paper we consider an infinite waveguide Q = R x (), where ()’ is a bounded
domain of R? with C?-boundary 9C’. We assume without limiting the generality of the foregoing

that (' contains the origin. For shortness sake we write x = (x1,x") with x" = (x2, x3) for every
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x = (x1,x2,x3) € Q. Given T > 0, we consider the following initial boundary value problem

(IBVP in short) for the Schrodinger equation with a magnetic potential,

(idt +Ap))u=0 inQ=(0,T)xQ,
u(0,)=0 in Q, (3.1)
u=g onX =(0,T) X 0Q),

where

3
Ax =) @)+ia)? = A+2iA-V +idiv(A) - |AP.
=1

Throughout the entire paper we assume that the magnetic potential A = (2;)1<j<3 € W3 (Q; R3)

is 1-periodic with respect to the infinite variable x; :
Alx1 +1,) = A(xy,), x1 € R. (3.2)
Let us consider the Dirichlet-to-Neumann map (DN map in short)
Aa(g) = (v +iA-V)u, (3.3)

where v = v (x) denotes the unit outward normal to dQ at x and u is the solution to (3.1). In
this paper we address the inverse problem of determining the magnetic potential A from the
knowledge of A 4. First of all, let us observe that there is an obstruction to uniqueness. In fact as
it was noted in [A.16], the DN map is invariant under the gauge transformation of the magnetic

potential : Namely, given W € C'(Q) such that W50 = 0 one has
e VA" = Apavw, VA4 = Apivy, (3.4)

and Ay = Agivy. Therefore, the magnetic potential A cannot be uniquely determined by the
DN map A4. From a geometric view point the vector field A defines the connection given by
the one form ay = Z;’:l ajdx;j, and the non-uniqueness manifested in 1) says that the best
we could hope to reconstruct from the DN map A4 is the 2-form called the magnetic field daa

given by
3
_ oa; aaj
day = Z(a_xj - ) dxj A d
i,j=1
For the Schrodinger equation in a domain with obstacles, Eskin proved in [A.16] that the

knowledge of the DN map determines uniquely the potential. The main ingredient in his proof
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is the construction of geometric optics solutions. In the absence of the magnetic potential,
Bellassoued and Ferreira prove in [A.5] that the DN map determines uniquely the electric
potential. The problem of stability in determining the time-independent electric potential in
a Schrodinger equation from a single boundary measurement was studied by Baudouin and
Puel in [A.7]. This result was improved by Mercardo, Osses and Rosier in [A.23]. Their method
is essentially based on an appropriate Carleman inequality. In these two papers, the main
assumption is that the part of the boundary where the measurement is made must satisty
a geometric condition insuring observability (see Bardos, Lebeau and Rauch [A.6]). Using
the same approach the divergence free magnetic potential is recovered by a finite number
of boundary observations of the solution in [A.11]. Rakesh and Symes proved in [A.24] that
the knowledge of the DN map determines uniquely the time-independent scalar potentials
in a wave equation. This result was extended to time-dependent scalar potential in [A.25].In
[A.3], Bellassoued and Benjoud prove that the DN map determines uniquely the magnetic field
induced by a magnetic potential in a magnetic wave equation. In this work, the DN map gives
on the whole boundary. The uniqueness by a local DN map is well solved (Belishev [A.2], Eskin
[A.14], [A.15], Eskin-Ralston [A.17], Katchlov, Kurylev and lassas [A.19]).

In [A.4], Bellassoued and Choulli consider the problem of determining the time-independent
magnetic field of the dynamic Schrodinger equation from the knowledge of the DN map.
They prove a Holder-type stability in determining the magnetic field induced by the magnetic
potential. A key ingredient in their Holder stability is the construction of geometric optics
solutions of the magnetic Schrodinger equation, and the X-ray transform for some functions.
In all the above mentioned articles the Schrodinger equation is defined in a bounded domain.
Actually there is only a small number of mathematical papers dealing with inverse boundary
value problems in an unbounded domain see [A.18], [A.20] and [A.28]. In [A.22] the compactly
supported coefficients appearing in an infinite slab were identified from the knowledge of
partial DN data. The problem of stability in determining the time independent and no compactly
supported scalar potential of the dynamic Schrédinger equation in an infinite cylindrical domain
from single boundary Neumann measurement was treated by Kian, Phan and Soccorsi in [A.21].
In [A.9] Choulli, Kian and Soccorsi prove logarithmic stability in the determination of the time-
dependent scalar potential in a 1-periodic quantum cylindrical waveguide from the knowledge

of the DN map. In the present paper we rather investigate the problem of determining the
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aligned magnetic field appearing in the magnetic Schrodinger equation in a periodic quantum
cylindrical waveguide from the DN map. The key ingredient in the proof of the stability result
is the construction of geometric optics solutions, which is actually not easy in our case since we
consider an unbounded domain. So, in order to overcome this difficulty, we will decompose
our system into a family of IBVP with quasi-periodic conditions in a bounded domain, by use

of the partial Floquet-Bloch-Gel’fand transform.

3.1.2 Main results

In this subsection we state the main results of this article. We first need to define the trace
operator 7 by

Tw =wy, forweCy ([0, T] xR, C™ (@))

Recall that since O’ is a domain of IR?> with C?-boundary, we can extend 7 to a bounded operator
from H? (O, T; H? (Q)) into L? ((O, T) x R, H3/? (8(2’)). Then the space Xy = TH? (O, T; H? (Q))

endowed with the norm
'@ llxo= infll Wil 0,712 W € H? (0, T; H? (Q)) such that TW = w},

is Hilbertian. Moreover, as will be seen in Section the linear operator A4 defined by (3.3), is
bounded from Xy to L2 (Z). Next, we introduce the following subset of W1> (Q; 1R3)

V2-1

A={Ae W' (QR); [|All=(q) < ’
( ) ©) C(Q’)l/z
where C(Q)') is the smallest Poincaré constant associated with (), i.e the smallest of those

constants C > 0 such that we have

o %< Cll Vu || ueHy(Q).

2 2
[2(Q) L2(Q)’

Last, putting
Q=0,1)xQ,0=0,T)xQ, £=(0,T)x(0,1)x 9, (3.5)

we may now state the main result of this paper.

Theorem 1 Let M > 0 and Ay, Ay € W¥™(Q; R®) N A fulfill together with the three following
conditions :

||Alllw300(f)) < M/ i= 11 2/ (36)
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A=Ay on (O, 1) X an, (37)
8]~A1 = 8jA2 on (0, 1) X (9Q,, ] =1,2,3. (3.8)

Then there exists a constant C > 0 depending only on T, Q" and M, such that we have
‘ day  daz

—————|| < CllAa, - Aa P
where A = (aq,4a;,a3) = (a1,A’) = Ay — Aq.

L2(QY)

83(3 &xz

Theorem [I|follows from a result we shall make precise below, which is related to the following

IBVP with quasi-periodic boundary conditions,

(i + A =0 in Q,

u(0,) =0 in Q,

u=h on, (3.9)
u-,1,-) = eé%u(-,0,-) on (0,T) x Y,

dx,ti(-,1,7) = €99,,u(-,0,-) on(0,T)x Y,

where 0 is arbitrarily fixed in [0,27). To this purpose, for any subspace O = (0,1) X R? or R?,
we take
Hp(O) = {u € H(O); u(1,-) = ¢“u(0,) in R?},
and
H3(0) = {u € HXO); u(1,") = ¢°u(0,-) and dy,u(1,-) = €9y, u(0,) in R?}.
We denote by 7 the linear bounded operator from H? (0, T; H? (f))) into 2 ((O, T) x (0,1),H3/? (89’)),
such that
Tw = wy, for w € Cy’ ([O, T]x(0,1),C® (@))
and by Xy the space Xg = % (H2 (O, T; Hé (Q))) As will appear in Section the operator
Apg:heXgr— @, +iA-v)uel? (z) (3.10)

where u is the solution to (3.9), is bounded. The following result essentially claims that Theorem

remains valid upon substituting AA].’Q forA;, j=1,2, for 0 arbitrary in [0, 27).

Theorem 2 Let Ay and A; be the same as in Theorem |1} Then we may find a constant C > 0 depending

only T, M and ), such that we have
(9&2 8113

— < C|IA - A 2/45,
o 90 [Aa,0 — Aayoll

L2(Q2)
forany 0 € [0, 2m).
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3.1.3 Outline

The remainder of this paper is organized as follows. In section [3.2| we analyze the direct
problem associated with the IBVP and we prove that the boundary operator A4 is bounded.
In section 3 we use the Floquet-Bloch-Gel’fand transform to decompose the IBVP into a
collection of problems (3.9). In section 4, we construct the geometric optics solutions to the
above mentioned quasi-periodic boundary value problem. These solutions constitute the main
ingredient in the proof of the stability results presented above. Finally, the proof of Theoremsl(I]

and Plis detailed in section 5.

3.2 Analysis of the direct problem

In this section we examine the direct problem associated to (3.1).

3.21 The magnetic Schrodinger operator

Let Q be as before. We introduce the Dirichlet Laplacian Ly = —A in L? (Q2) which is the linear

self-adjoint operator in L2 (Q) generated by the closed quadratic form
o (u) = f Vu () dx, u€ D (L) =H}(Q).
Q

Its domain is D (Lg) = H(l) (Q)NH?(Q), by [A.9][Lemma 2.2]. We perturb {; with the magnetic
potential A € Wlee (Q, IRS) and we consider

£ ) = fQ Vau (WP dx, ue D) = H(Q),

where V4 =V +iA.
Let us establish now that the metric induced by ¢y is equivalent to the one induced by {4

provided A is sufficiently small.

Lemma 1 Let Ly be the self-adjoint operator in L* (QQ) generated by the closed quadratic form €4. Then
the operator L acts as (—Ax) on its domain D (La) = D (=A) = Hy (Q) N H? (Q). Moreover, if A € A,

there exists a positive constant C such that we have

IVull2(qy < ClIIVaullzz(qy, for all u € Hy (Q). (3.11)
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Proof 1 We introduce the form

Bw) = 2Im (Vu, )2y + | Aull, ), 1 € Hy (Q),

so we have
Ca(u) = Lo(u) + B(u),

and for every € € (0,1)

IA

ellVul, o, + (1 + €7 llAul,

eCou) + (1 + €™ ) IAIR g Il

B(u)l

IA

Thus the operator 2iA - V + idiv(A) — |A[? associated with  in L2 (Q), with domain D (B) = H(l) (Q),
is relatively bounded w.r.t (—A), with relative bound € < 1. By [A.26[[Theorem X.17] the operator
—Ap = —A=2iA-V—idiv(A)+|AP is self-adjoint in L? (QQ) and D (=A4) = D (-A) = Hj (Q)NH?(Q).
Moreover we have
Cau) = (1 =€) o) = (1+ € IAIR o ) 1112
As
i) < C(Q) bo(w), u € HY (Q),

by Poincaré inequality, this implies that
La() 2 ((1-€) = C(Q) (1 + 7)Ao Lolw). (3.12)

Now, we choose

e =ey=C(Q)||All=) €(©,1)
since A € A. Then we have

£ > (2= (1+ c@)"? ||A||Lw(Q))2){’0(u), ue HL(Q).

Thus, taking C = (2 — (1 +C ((2/)1/2 ||A||L°°(Q))2) > 0, we obtain directly (3.11).

3.2.2 Existence and uniqueness results
In this subsection we study the direct problem associated with the IBVP (3.1)). To this end

we consider the abstract evolution problem

B+ Aot = f,  te(0,T),
v(0) = v,

(3.13)
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with initial data vgp and source f. We shall derive some properties of the solution to (3.13) with

the aid of the following technical result, which is borrowed from [A.9][Lemma 2.1].

Lemma 2 Let X be a Banach space, U be a m-dissipative operator in X with dense domain O (U). Then
for all vg € D(U) and f € C([0,T];X) N L ([0, T, D (W) (resp. f € W (0, T; X)) there is a unique
solution v € Zy := C ([0, T]; D (U)) N C ([0, T]; X) to the following Cauchy problem

o' (t)=Uov(t)+ f(t),
v(0) = v,

(3.14)

such that
l0llzy = llollcqo, o) + 10l o, < CllfIl- (3.15)
Here C is some positive constant depending only on T and ||f || stands for the norm || f|l oo, 11, x)n 110, T:0(1)

(resp. IIf ||w1'1;(0,T;X)) :

We are now in position to establish the following existence and uniqueness result.

Proposition. 3.1 Let A € W™ (Q,' ]R3). Then for all f € W1 (0, T, L2 (Q)) there exists a unique
solution v € C ([0, T1; H} () N H2 () n C' ([0, TT; L* (D)) to

(idi+Ap)v=f inQ,
v(0,.)=0 in Q, (3.16)
v=0 on X.
Moreover v fulfills
HUHC([O,T];HZ(Q)) + ||v”Cl([O,T];L2(Q)) < Cllf”Wl'l(O,T;LZ(Q))’

for some constant C > 0 depending only on ', T and ||Allyr(cy)-

Proof 2 Upon applying Lemma with U = —Ay and vy = 0, we find the existence of a unique
solution v € C ([0, T1; H} (Q) N H? () n C' ([0, T1; L* () to (B-16).

Corollary 1 Let A be the same as in Proposition 3.1} Then for every ¢ € X, the IBVP admits a
uniqueﬂsolutian

s(g) € Z=L12(0,T;H*(Q)) N H' (0, T; L* (QD)).

1. The coming proof actually establishes that this solution belongs to C ([0, T]; Hy (Q) N H? (Q)) NCL([0,T]; L*(Q))
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Moreover, we have
ls@l, < Cllslly, - (3.17)

for some constant C depending only on ', T and ||Allyre(qy) -

Proof 3 Choose G € H? (0, T; H? (Q)) obeying Gz = ¢, G(0,.) = 0 and Gl (0,712 = 1IlIxo-
Then u is solution to if and only if u — G is solution to (3.16) with f = — (id; + Aa) G. Therefore
the result follows from this and Proposition

Armed with Corollary [l we are now in position to define the Dirichlet-to-Neumann map Ag4.
First for all, we need to introduce the trace operator 71, defined as the linear bounded operator

from L2 ((0, T) x R; H? (Q’)) NnH! (0, T;L? (Q)) into L2 (X), which coincides with the mapping
W @y +iA-v) g forp e CY ([0, TIx R;C™ ().

Evidently, we have
a1 @llae) = Cllo @, < Cllslly,
by (3.17), where C > 0 denotes a generic constant that does no depend on g. Hence the linear
operator
Ajg=T1105, (3.18)
is bounded from X into L% () with ||Aall = ||[A4ll L(XoI2(5)) < C, the constant C depending on

3.3 Fiber decomposition

In this section we decompose the Cauchy problem into a collection of IBVP with
quasi-periodic boundary conditions of the form (3.9), with the aid of the partial Floquet-Bloch-
Gel’fand transform (abbreviated to FBG in the sequel). We start by recalling the definition of

this transform.

3.3.1 Partial FBG transform

Let f be a function on C°(Q). We define the partial FBG transform with respect to x of f by

fot,x) = (Uf)g(t, x) = Z e 0 f(t,x1 +k,x'), (t,x) e RxQ, 0 € [0,2n). (3.19)

k=—o00
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With reference to [A.27, Section XIII.16], U extends to a unitary operator, still denoted by U,
from L2(Q) onto the Hilbert space f(g‘;n) L2(€)do/2n = L2((0,2m)d0/2m, L3((0, T) x 3)). The
main benefit of using the partial FGB transform when dealing with a IBVP with periodic
coefficients such as can be understood from the following result, which is borrowed from

[A.9][Proposition 6.1].

Proposition. 3.2 Let A € A fulfill and let g € Xo. Then u is the solution s(g) € Z to defined
in Corollary (1 if and only if each ity = (Uu)g € L*(0,T; Hé((v))) N HY([0, T]; L3(€Y), 6 € [0,27), is
solution to (3.9) with h = g.

We now examine the direct problem associated to the fibered IBVP (3.9) and we define the

fibered boundary operators A4 g, where the real number 0 is arbitrary in [0, 27).

3.3.2 Analysis of the direct fibered problem
Let us prove the following existence and uniqueness result.

Lemma 3 Let A € A fulfill (3.2). Then for every f € WU (0, T; 12 (fl)) there is a unique solution
w € Zg = LX(0, T; HA(CY) N HY(0, T; L*(€)) to the following initial boundary value problem

(idr + Ap)w = f in Q,

w(0,.)=0 in Q,

w=0 on Y, (3.20)
w(.,1,.)=e%(,0,) in (0,T) x Y,

dqw(,1,) =€%w(,0,) in (0,T)xQ.

Moreover, we may find a constant C = C (T, Q, ||A||W1,oo(Q)) > 0 such that the estimates

oty < (£l o ra203)) (3.21)
and

IVelly2(g) < C (e_l 1F Olls o 7220y *+ 2 I (t)”Ll(o,T;B(Q)))’ (3.22)

hold for every 0 < € <1and 0 € [0,2m).

Proof 4 Let Lg be the self-adjoint operator in L*(CQ) generated by the closed quadratic form

Lo(u) = fQ IVau(x)Pdx, u € D(tg) = L*(0,1; Hy(QY')) N Hy(0, 1, L*(QY)),
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in such a way that Lg acts as (—Aa) on its domain D(Lg) = L(0, 1;H3(Q’)) N Hg(f)) according to
[A.9][Lemma 3.1]. Therefore, applying Lemma |8.36|with U = Lg and X = L? (Q) we get for every f €
W10, T; L*(CQ)) that there is a unique solution w € L*(0, T; L*(0, 1; H}(QY))NH2(Q))NH(0, T; L*(2))
to the IBVP (3.20). Moreover estimates and follow readily from [A.4] [Lemma 3.2]. This

completes the proof of the lemma.

Remark 1 Let h € Xg. From the definition of Xg we may find W € H>(0, T; Hé((v))) such that TW = h
and W(0,.) = 0. Thus, taking f = (idi + Aa) W, it is obvious that W — w is solution to (3.9) if
and only if w is solution to (3.20). This implies that for every h € Xg there exists a unique solution
sg(h) € Zg to the initial boundary value problem (3.9). Moreover there exists a positive constant
C=C(, T, ||Allwi=) > 0 such that,

llso (Ml < Clikllg, - (3.23)

Remark 2 We have a similar result as in Remark 1 by replacing the initial condition 1 (0,.) = 0in (3.9)
by the final condition u (T,.) = 0. To see this we take v (t,x) = u(T —t,x), (t,x) € Q, notice that u is

solution to the boundary value problem (BVP in short)

(10 + Aa)u =0 inQ,

u(T,)=0 inQ,

u=nh on Y, (3.24)
u-,1,-) = efu(-,0,-) on (0,T) x (Y,

dx,ti(-,1,7) = €99,,u(-,0,-) on(0,T)x Y,

if and only if v is solution to the system

(id: + Ap)o =0 inQ,

v(0,) =0 inQ,

v="h on Y, (3.25)
v(,1,-) = @ y(.,0,-) on (0, T) x Y,

9%, 0(-, 1, = e®=99, v(-,0,-) on(0,T)x Y,

and apply Remark [dwhere O is replaced by 21t — 0.
Having seen this, we may now define the fibered boundary operator from (3.10)
AA,9 h> (8V +iA - V) u (326)
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where u is the solution to . Let 71 be the linear bounded operator from 12 (O, T; H? (Q)) N
H' (0, T;12(€2)) to L2 (£), obeying

W (9, +iA-v) gy fore e CY([0,T]1x(0,1),C% ().
Then for every I € Xp, 6 € [0,27), we have
IE150 Mllp2(5y < Clise (Mllz, < Clilly, ,
by (3.23), hence the linear operator
App=T1059, 0€][0,2m), (3.27)

is bounded from Xy into L2 (i) with ||A4ll = ||AA||L(X9,L2(E)) < C, where C > 0 is a constant
depending on ||A[|y1.~(q) - Further, in view of [A.9][Proposition 6.2] the operator A4 is equivalent

to the direct integral of {A4,9, O € [0,2m)} as claimed below.

Proposition. 3.3 Let A be the same as in Proposition[3.2} Then we have

&
deo
(L(AAﬂ_l = f Aao=—.
(0,27) 2mn
Moreover in light of [A.12, Chap. II, §2, Proposition 2], this entails that
IAall= sup [[Aael- (3.28)

0e(0,2m)

We turn now to examining the inverse problem of determining g% - g—f{i from the knowledge

of Ay, where the real number 0 is arbitrary in [0, 27).

3.4 Geometric optics solutions

In this section we define geometric optics solutions for the magnetic Schrodinger equation
which are useful for the derivation of main result. More precisely, we build geometric optics

solutions to the system

(idy + Ap)u=0 in Q,
u(.,1,.) =eu(,0,.) in (0,T) x €Y, (3.29)
I u(,1,.) = €99, u(,0,) in (0,T)x Y,
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where 0 is arbitrarily fixed in [0, 27).

Letw = w(t,x) € C! ([0, T];L? (Q)) neC ([O, T]; H? (f))) satisfy the conditions

w(0,.) =0 in Q,
w=0 inyY,
. (3.30)
w(.,1,)-e%(,0,)=0 in (0,T) x CY,
Iqw(.,1,.)— eie8xlw (,0,)=0 in (0, T) x Y.

Leth € Xp. From Remark we know that there exists a unique solution u; € C 1 ([0, T];L? (f))) n
C ([O, T]; H? (f))) of the following BVP

(id; + Ag)u; =0 in Q,

u1(T,.)=0 in Q,

ur=h inyY, (3.31)
ui1(,1,.) =e%u1(.,0,)) in (0,T) x Y,

Ixu1(.,1,.) = eieaxlul(., 0,) in(0,T)x Q.

In view of (3.30) and (3.31) we get by applying the Green formula that

f(i8t+AA)wu_1dxdt = fw(i8t+AA)u1dxdt—f(av+iA~v)wu_1dadt
Q Q £ (3.32)

—f:(&v+iA~v)wu_1dadt.
by

3.4.1 Geometric optics solutions in periodic media
Let R > 0 be so large, such that Q' c B(0,R) and set
Dr = B(0O,R + 1)\B(0,R) c R?,

where B (4, R) denotes the ball in IR? centered at a € R? with radius r > 0. Let ¢ € Cy (]RZ) be
supported in Dg. Notice that
supp o N Q" = 0.

Take o so large that ¢ > 281 in such a way that for all o € ! we have

(supp o £ o*Tcu’) nQ =0.
Indeed, if x” € supp ¢ + 0Tw’ then x” is of the form x” = iy’ + 6Tw” with iy’ € supp ¢o. Therefore

Ix'| >0T - |y|>2R+1 -y
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As supp (qﬁo) c B(0,R + 1) we have |x’| > R, this entails that x’ ¢ Q’ since Q' c B(0,R). Next,

for ¢p € Hé (]R3) and ¢o € Cy’ (]Rz) supported in Dg, we put

¢ (x1,X) = Pg (x1,X) o (x'), (x1,x") € R>.
Then it is apparent that the function ®@ given by

D(tx)=¢(x,x" —tw'), teR, (x1,x) € R3,

is solution to the transport equation

@r+w V)Pt x) =0, (tx) € RxR3.
Let A = (a1, a2,a3) € W>> (Q, IR?) fulfill (3.2) and put

A’ = (ay,a3).

We extend A’ by 0 outside ) and we set

We have for all (t,x) € R x R>

t
b(t x) = exp (—if W A (x1,x — sw’)ds).
0
3 3
i Z widia (x1,x" —sw’)ds

t
—ib (t, x) f
0%=2 =2

3 t
= ib(t,x)Za)kf(; %ak(xl,x’—sa)’)ds
k=2

a)/ ° Vx’b (t, X)

= iw A (x1,x —t@)b(t,x) —iw’ - A" (x1,X") b (¢, x)

= —oib(t,x)—iw' - A (x)b(tx).

Therefore b satisfies the equation

@i+ - Vy+iv-A)b=0.

(3.33)

For &’ € $!, we consider the following subspace H, 2 o (DR) of H? ((0, 1) x ]R2) made of functions

¢ = podo € H*((0,1) x JRZ) such that o’ - Vy¢ € H? ((0,1) X ]RZ), where ¢g € H? ((0,1) X JRZ)

and ¢y € H? (IRZ) satisfies supp (¢0) C Dg. This space is equipped with its natural norm :

Nar (¢) = ||¢||H2(<o,1>x1RZ) +la” - Vo bl o,yxre)-

In the rest of this paper we assume that o > 1.

Let us now prove the following lemma.
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Lemma4 Fixw’ €S, 0 € [0,2n) and let A € W3 (Q; ]R3) N A satisfy B2). If p € 7{5 . (Or) then

the equation

(i0: + Aa)u =0, (,x)€Q,

admits a solution u € C! ([O, T];L? (f))) nC ([O, T]; Hy (Q)) , of the form
u(t,x) = ®(20t,x) b (20t,x) %= 1y (t,x),

where @ is defined in (3.33) and v, satisfies

¥, (0,.) =0, inQ,
Yy =0 on Y,
Vs (,1,) =¢%,(,0,.) in (0,T)x (Y,
o (., 1,.) = €991, (,,0,.) in (0,T)x Y.

Moreover, we have the estimate
olall 25y + V9l < N ()
where C depends only on Q, T and 1Al (-
Proof 5 For notational simplicity, we set
Ey (t,x") = &%= and @, (t,x) = ® (20t,x) b (20t, %),

so that we have
u=@sE; +1,.

Clearly, s must be a solution of the following IBVP

(i0s + M) Vs = G in Q,
Y;(0,)=0 in Q,
Y =0 on Y,
Vs (,1,) =%, (,0,.) in (0,T)xCY,
o (., 1,.) = €994, 1, (,,0,.) in (0,T)x Y,

where G = — (idy + Aa) (Es@s).

Since E; and @ are the respective solutions of the following two equations
(id; + Ay) Ey = (—Zaa)' A — AP + idivA) E,, in RxR2
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(0 + 200" - Vy + 20w’ - A') s =0, in RXR5,

we obtain that G = —E;Aa@,.
We have G € H} (O, T;L2 (Q)) c wil (0, T;L2 (Q)), by our assumptions. Hence the IBVP (8.40) has a

unique solution
P, € C([0, TL; H3(C2) N LX(0,1; Hy () n C* ([0, T LX(€Y)),
by Lemma 3} and

T
C
ol < € [ 1G0@ot My = S Wlhonneney

where Go = Aa@o.

Moreover, in view of Lemma 3| we have for any € > 0

T
[V9ull2y = Ce fo (02 160 @0, My + 7 19:Go 20tz )

T
+e ! f 1Go (20, I 2(cy) 4t
0

Choosing € = o~ in the above identity we obtain

C(LHGO (S,-)IILz(Q) ds + f]RIWtGo (s, ~)||L2(Q) ds)
C(”(P”HZ((OJ)XIRZ) + ||a)’ : VX’(P”HZ((O,nleZ))’

IA

19 @25

IA

which completes the proof.

Remark 3 We have a similar result by replacing above the condition 1, (0,.) = 0 in Q by the condition
Yo (T,.) =0 in Q.

In what follows we will see that one can not hope to recover all the components of the magnetic field. It
should be noted that only A’ is involved in the construction of geometric optics solutions (not A). This
explains why only the aligned magnetic field and not the entire magnetic field is recovered from the DN

map.
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3.5 Stability estimate

3.5.1 Preliminary estimate

Let ' € §' and let A; € W3 (Q;R%) N A satisfy B2) and [|A |5 <M, for j = 1,2. We

W3,oo
extend A by zero outside Q) and still denote by A; the resulting function. We set A = (a1, a,a3) =
(a1, A’) = Ay — Ay

Since Ai - A =0on dQ then A’ = (a2,a3) belongs to H! (]R3) and we may regard % — % as a

function in L2 (]R3) which is supported in Q.

Lemma 5 We assume that o > 2R/T. Then there exists a constant C = C (M, Q") > 0 such that for any
w' €Y, and all p1,¢n € H, z,w, (DR), the following estimate holds

fT flf ow’ - A’ (x) (¢2q_bl)(x1,x’ — 20tw’) b (20t, x) dxdt| <
0 Jo Jr2
(A= Al + )N ()Mo 0]

(3.37)
Proof 6 Let uy € C! ([0, T];L? (Q)) NC ([O, T];H3 (f))) be the geometric optics solution of
(i + Ap,)u =0, (t,x)eQ,
given by Lemma 4, with expression
1z (t,x) = @2 (20t, ) by (201, ) €700 1 4y (8, %), (3.38)
where  ; satisfies
4)2,6 (O/ ) =0 in Q,
=0 on ¥,
Y2 | (3.39)
P20 (1) = %Yo (,0,.) in (0,T)x <Y,
axl I;DZ,U ('/ 1/ ) = eieaxl l;bZ,U ('/ 0/ ) in (O/ T) X Q,I
and
o 20l 20y * [V920lli2(5) < CNer (62).- (3.40)
Put

fo2 (t,x) = Oy (20t, x) b (20t, x) L S Y = 0,T),
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so that we have fy € Xo and fsn = up on . Let v by the C' ([0, T];L2(Q2)) n € ([0, T1; H3 (<2))
solution of the following IBVP

(i&t + AAl)U =0 in Q,
v(0,)=0 in Q
U= fo0 on ¥, (3.41)
v(,1,.) =¢%/¢(,0,.) in Q,
dx,0(.,1,.) =€%,v(,0,.) inQ,

given by Remark 1. In view of (3.39) and (3.41), the function w = v — up € C! ([O, T]; L2 (Q)) N
C ([O, T] ;Hé (Q)) satisfies the IBVP

(i0s + Aa,)w = 24A - Vuy + Vi in Q,

w(0,)=0 in Q,
w=0 on Y,
w(.,1,)=¢e%¢(,0,.) in Q,

Iqw(.,1,.) = eieaxlw(., 0,.) in Q,
with
V =idiv(A) - |As)* + |A1)%.

With reference to Remark 3 let
uq (t, x) = @1 (20t, x) b1 20t, x) o -w'=ot) | V15 (tx), (3.42)
be a C! ([0, T]; L? (f))) NneC ([0, T] ;Hé (Q)) solution of the equation
(i + Aa,)u=0, inQ,

where Y ; satisfies

1,6(T,) =0 in Q,
=0 on ¥,
¥ , (3.43)
1,0 (,1,) =€%14(,0,.) in (0,T)xCY,
axlll/l,a ('/ 1/ ) = eieaxll,bl,a ('/ 0/ ) in (OI T) X Q,‘
and
o [¥rallzey + IV¥1ll20) < CNer (1) (3.44)
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It follows from identity (3.32) that

f (i0s + A, ) wirrdoxdt
Q

f 2iA - Viupurdxdt + f V (x) upurdxdt
Q Q (3.45)

—f@v + iA1 - v) wuqdodt.
¥

Since A = 0 on dQ, and hence on Y, then 3.41) and (3.45) give

f 2iA - Vuyuydxdt + f V (x) upudxdt - f (Anyo = Anyo) (fo2) foadodt
Q Q 5 (3.46)

—<(AA1,6 - AAQ,G) (f2), for)s

where we have set

for (t,%) = ©; 20t, %) by (20t,x) 767D (¢,x) € ¥.
On the other hand by (3.38) and (3.42)) we have
f 2iA - Vupuqdxdt = — f 20w - A’ (x) ((i)zal) (x1,x" — 20tw") (b251) (2ot,x)dxdt + 5, (3.47)
Q Q

where
I, = f 2iA - V (D, (20t, x) by (20t, X)) Dy (20t, x) by (20t, x) dxdt
o)

+ fé 2iA -V (P (20t, x) by (20t, x)) 7" =N, (¢, x) dxdt

+ f 2iA - Vo 5 (20t,x) @, (20t, x) by (20t, x) gl @' ~ot)
Q

+ f 2iA - Vi s (t,x)@1 o (t,x) dxdt
3 ,

- f 20w - A’ (x) by (20t, x) @, (20t, X) El, Gei"(x"‘”,_‘ﬁ)dxdt
Using and (3.44), we oitain that
Lol < Co™ Ny (2) Nar (1) (3.48)
From this and (3.46)-(3.47), it follows that
‘ fQ ow’ - A’ (x) ((1)251) (x1,x" —20ta’) (b251) (20t, x) dxdt|

SC(]:VMQE]dxdt
Q

On the other hand (3.38), (3.40), (3.42) and imply that

‘f V (x) upupdxdt
Q

+

f (AA],@ - AAZ,Q) (fo"z) fTJdet
X

1

+ 0~ Ny (¢2) N (¢1)) (3.49)

< Co™ Nay (2) Nar (1) < Co™ Nay (¢02) N (1), (3.50)
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and we have

| fz (Ao = o) (o) Fordod| = [(Aaso = Arso) (). fordiz)

< ||(AA1,6 - AAz,G)(fo,Z)“Lz(g) ||f0,1||L2(§)
< [Aae = Aol [ foallg, [fonlligsy
< Co*Ny (qbz) N (¢1) |Aare = Ansel.  (351)

From (3.49)-(3.50) and (3.51), we derive that

f ' f 1 f o0’ - A" (x) (200, (1, = 20tw’) b (20t, %) dxdt'
0 Jo Jr
<C (GzNw' (¢1) N (<P2) [AnL0 = Aagol + 0™ Nev (le) N ((P2)) : (3.52)

This completes the proof of the lemma.

3.5.2 Two technical results

Let f be a function defined on R® and let ’ € $'. We define the X-ray transform of f at x in

the direction o’ by

(Pf) (o', x) = jﬂ;f(xl,x’ +sw’)ds, x = (x,x") € R3.

Notice that (Pf) («’, x) is invariant under varying x’ in the direction «’. Therefore we restrict x’
to w't = {k € R% « -« = 0}. Hereafter, fdenotes the partial Fourier transform of the function

f with respect to the cross-section variable x’ € (), i.e

Flar, &) = 2m)? f )Y, & R x e R
R

Lemma6 Let f € L (]R3) and '’ € S'. Then (Pf) («’,.) € L! (IR X a)’L) and

(PR @, ) &) = m) fw EIPA @ x,x)dx = fn,E),
forall & € W't
Proof 7 Obviously

fIRXwJ(?"f) (@', x)| dx < fR i fR |f (1, % + te)| dtdxidx’ = fR 3 |f ()| dx < oo
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The change of variable y' = X’ + tw’ € @'+ @ Ra’, dy’ = dx’dt yields after noting that &' € '™ that
X' =x &+t - E =y - & and hence

@)™ f f f(xq,x +taw') e ™ ddx’
rL ]R

@en)™! f £, ¥+ tw') e™™ ¢ dtdx’
X'+

@)™ ﬁzf(x1,y’)e_iy"£'dy' =f(x,&).

(PH', ) (x1, &)

For j =1,2,3 we introduce the notation

OA’ > on; 5
5 (x) = ; P (x), xeR. (3.53)

pj(x) =
Next for @’ = (w2, w3) € S, we put
D (@) ={x" € Dg, " - " <0}
Let us now prove the following Lemma.

Lemma 7 Put oo = 2(R+1)/T. then there exists a constant C = C (A1, M) > 0 such that for all o’ € 5!
and all ¢ = Py € 7{3) o (Dr) satisfying supp (q[)o) C Dpand djp € 7{3) o (Or) for j € {2,3}, the

following estimate

e—i2knx1 <

% (x) (Pp)) (@', x) exp (—if w A (x1,x +sa’) ds) dx
R

C(az ||AA1,6 - AAz,QH + %)Na}, ((i)) N (a](p)/

holds for any o > 0o, k € Z and j = 2,3.

Proof 8 For ¢1, ¢ € 7{5, o (Or), we have

T pl
f f f 0w’ - A" (x) (200, (1, X' = 20ta’) b (20t, x) dx’dacy dt
]RZ
f f f ow’ - A" (x1,x +20ta))(¢)2q[)1) (x)b(20t, x1,x" + 20tw’) dx’dxdt
IR2

20t
¢2q51 (x)f ow A’ (xq,x +20ta))exp( f w' A (xq,x +sa))ds)dtdx’dx1
IR? 0

1 20t
f(; j}l; ¢2¢1 (x)f exp(—zf w A (xl,x’+sa)’)ds)dtdx1dx’
1 M 20_T 4 ’ / ’ _
]0‘ f]l;z <P2<Pl (%) [exp(—zfo w A (x1,x +sa))ds) 1]dx. (3.54)
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We choose ¢y and ¢ such that ¢, (x) = e" ™1 (x), ¢y = 8@, j € {2,3}. By an application of Green'’s
formula, (3.54) yields

T pl
f f f ow’ - A’ (x) (qbzal) (x1,x" = 20tw’) b (20t, x) dxdt
0 Jo JRr?
i ! —i2k7ixy 1.2 J . 20T ’ ’ ’ ’
—— e ¢° (x) =— |exp | —i w' - A" (x1,x" +sw’)ds||dx
4 0 R2 ax] 0
1 flf ¢~ 12kmx 2(x)i foTa)’-A’ (x1,x" +sw’)ds
4 0 R2 (p ﬁx] 0 L

20T
exp (—if w A (x1,x +sw’) v(s’&)ﬂ&)
0

Since the support of A" is contained in R X B (0, R) and 26T > R we have

20T
f w' A (x1,x +saw’)ds = f w' A" (x1,x +sw’)ds, (3.56)
0 R

orall x' € D, (w). In fact, for all s > 20T and x’ € Dy it is easy to see that (x1,x’ + sw’) & supp (A”),
R Yy pp

for each x; € [0, 1]. Therefore we have
20T 0o
f w A (x1,x +sw’)ds = f o' A (x,x" +sw’)ds, (x1,x") €[0,1] X Dy (0’).  (3.57)
0 0

On the other hand, if s < 0 and x" € Dy it holds true that |x" + s’ = |XP +5%+2sx - > R?
hence A (x1,x" + sw’) = 0. This and (3.57) entail (3.56). Further, upon inserting (3.56) into the equation
(3.55), we obtain

fT flf ow’ - A’ (x) (<P2$1)(x1;x' — 20tw’) b (20t, x) dxdt
0 Jo Jr?

T
_ 1 f f e T B2 (x) 9 (f w A (x, X + sw’)ds) exp (—if w A (x, X+ sa)’)ds) dx
4 01 R2 ax] R R
- _1‘[ f g2k gy (x)P(Pj) (o', x) exp (—if @' - A" (xy, X" + Sw')dS) dx,
4 0 R2 R

where p; is given by (3.53). From this and Lemma 5} we obtain for any o > oo that

1
f e—i2knx1 f ¢2 (X)P(p]) (a)/’ x) exp (_Zf W A (Xl;x, + Sa)’) dS) dx’dX]
0 R2 R

(o hana = Anall+ 2 (6) M 310)

<

The proof is then complete.

68



3.5.3 Estimate for the magnetic potential

Let us now prove the estimate of Theorem [2| We start by estimating the Fourier transform

of the function 3 where
8{11- da j

ij = 8_xj_a_xi/ 11]21/213-

Lemma 8 Let ogp = 2R/T. Then there exists a constant C = C (A1, M) such that for any o > oq the

following estimate

1
) — 1
f €l2knx1ﬁ23 (Xl, 5’) dX1 <C (02 ||AA1,6 - AAQ,Q” + 5) <(k/ é’)>5/ (358)
0

)1/2

holds uniformly in k € Z. and &' € R?. Here {(k,&')) = (1 +I2+1E1P2) 7 and ’ﬁ\23 denotes the partial

Fourier transform of Bo3 with respect to x’.

Proof 9 We fix z|) € @'t NB(O,R+1/2). Let h € Cy’ (R) be supported in (0,1/8) and satisfy the

fh2(t)dt: 1.
R

32
= (R+Z) —|z(’)

It is not difficult to check that

condition

Let

r 7 /
;=W

B(z},1/4) ¢ D (@)

Let Bo € Cy° (a)’L NB (26, 1/8)) be nonnegative and for y = (y,y’) € R3, put

oo = exp (L [ o a i +sw)s), =) e,
and
Go(y)=h(y - +ry)e VB - (v w0, ¥ € R
It is apparent that
supp ((j)o) CcB (zi, 1/4) C Dy (o).
Set

PW) =P do(v), y =, y) e R (3.59)
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It is clear that ¢ € ‘7—(3),,9 (DR) . By performing the change of variable y' = x’ + tw’ € '+ ® R’ in the

following integral, we get upon recalling that &' € w'*, that

f f]Rz sznx1¢ (x)(pp])(w x)exp(—zfa) A (x1,x +sa))ds)d

f ffL 2T B2 () +tw)(Pp])(w XX+ ta')

exp (—zf W' A (x1,x + sw’)ds) dx’dtdx;
R

1
f omizknx f f 12 (t 1y ) —lx’~§’ﬁ0 (x )(Pp]) (', x1,x") dx’ dtdxq
R a)/L
f —i2kTixy f —ix'-& ﬁo (x )(Pp]) (C() X1,X )dx dX1

It follows from this and Lemma 7| that

fl -i2kTix f _ixl,g/ 30 (:{ )(g p]) (a), Xl, X )ldx dx
0 W'+

As ¢ is given by and Ny ((j)) = “qb”Hz((O,l)x]Rz) + ||a)’ . Vx'¢||H2((0,1)X]R2), an elementary calculation

gives for any &' € '+
Nur () Nur (9j60) < CU(K, ),
where C > 0 is independent of k and &'.

From the last two inequalities we derive for all &’ € w'* and k € Z. that

e—ianxl

e (Pp)) (@, x) dx’dxy | <

C (o [An0 = Aol + ) (). (3.60)

By Lemma 6| we have

1
‘f e kM 5. pj(x1, &) dxy
0

In view of the identity & - @’ = 0 we have for j = 2,3,

< C(0* Ans0 — Amol + 2) (6 Y.

3 3 3
P& =) W@ (&)=Y i (& (&) - @ (&) = Y wifii (&)
i=2 i=2 i=2
Since ' € $! is arbitrary, we get, for any & € R? and k € Z. that

1 —
fo e Byg (x1, &) dy| < C( 1A4,0 = Aol + = )<(k €

proving the result.
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Having established Lemma|8|we may now terminate the proof of Theorem[2] For simplicity, we
use the following notation

Pr (1) =72 ke 7,

and

—_ —_— 1 . —_—
b(&, k) = (B3 (&), Prrep) = ‘fo e Bys (x1, &) dxy.

Then, by the Parseval-Plancherel theorem, we find that

[ :kGZZ f}R [peenf a = f]R [peerwf asaum, (3.61)

where = },,c70,. For y > 0, put B, = {(&,k) € R? x Z, (&, k) < y}. We shall treat
2 2
fB y I’b\( E'Ik)' d&’du (k) and f1R3\BJ, Ig(grlk)' d&’du (k), separately. First, it holds true that

’ 2 ’ 1 ’ 2 ’ 2 ’
[ Fenfacaum < 5[ e prRe o] ddm
R3\B,, )/1 R3\B,, ,
< = 1+, 0P o (&, k)| d&’du (k
S 33 Joo, (11 P) o, k| de'du o
C 2

< ?”523“141(9)

. o

< =5

Further, in light of (3.58) we have

| e dgaue

IA

2
C(Gz [Aas0 = Aayl| + %) f (&, ))0dE dy (k)
BV

IA

2
C(Gz ||AA],9 - AAZ,QH + %) )/13,

so we deduce for (3.61)) that

Bzl = fB o | de'du ) + f]R . o’ | dedys )
}/4 13 2 7/13)’/ 1
< e[ hano-Anal + L+ L),
Thus, choosing
a? =", (3.62)
we obtain, that
IB23]] 22y < € (743/ 2| Aaye — Aasol + %) (3.63)
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The arguments above are valid for ¢ > 0¢. In light of (3.62) we need to take y sufficiently
-45/2

large. So we take y > y where yo = o7 "°. Therefore, for ||A4, 0 — An,0l| < y;*/* and y =
1Aa,0 = Aol = 70, we have
22l 2y < Clldae = Ansel ™
Now if | A, = Aay|| > 75*% it holds true that
8231l 262y = X Q) [1B25 2y = CllAllygse ey < %YO < yEO 1An0 = Amel™ . G4
Thus it follows from and that,
2/45

||‘823||L2 a) S C”AALG - AAzﬁ” :
()

This ends the proof of Theorem
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Deuxieme partie

Résultats d’identification pour
I’équation de Schrodinger non
autonome, obtenus a partir d'une

inégalité de Carleman globale
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Dans la premiere partie, nous avons considéré I'équation de Schrodinger avec un potentiel
magnétique qui ne dépendant pas du temps, en absence d"un potentiel électrique posée sur
un domaine non borné. Dans cette partie, nous allons étudier la méme équation aux dérivées
partielles, I’équation de Schrodinger, mais en présence a la fois d'un potentiel magnétique et
électrique qui dépendent du temps.

On décrit la situation de la maniére suivante : Soit Q un domaine de R”, n > 2, borné ou non,
de frontiere I'. Soit T > 0, on définit I'opérateur de Hamilton ou tout simplement le hamiltonien

de la maniere suivante
Haq () :=(@V+x(H)a (x))2 +B(t)g(x); (t,x)€[0,T]xQ, (3.65)

ol x et p sont deux fonctions a valeur réelles qui ne dépendent que du temps, a = (a3, ..,a,) €
L*®(Q)" est un potentiel magnétique, c’est un vecteur a valeur dans R et g € L® (Q) est un
potentiel électrique a valeur dans R aussi. On définie notre probleme aux limites de la maniere

suivante
(=ide + Hog (1)) u(t,x) =0, dans Qf = (0,T) x Q,

u(t,x) =0, sur ¥ :=(0,T) xT, (3.66)
u (to, x) = up (x), dans Q.

Ici la condition initial est donnée une fois a I'instant ty = 0 et une fois a l'instant ty = T/2.

Dans le premier chapitre de cette partie, nous étudions le probleme direct lié au systeme (5.1}
avec une condition initiale donée a l'instant ¢y = 0, qui nous donne par la suite une résolution

du probleme direct lié au systéme (3.66)) avec une condition initiale donnée a l'instant ty = T/2.

Dans le deuxieme chapitre, nous intéressons a 1’étude d"un probléme inverse de détermination
simultanée d"un potentiel magnétique et un potentiel électrique dans I'équation de Schrodinger
posée dans un domaine borné, avec une condition initiale donée a l'instant ¢ty = T/2, a partir

d’un nombre fini d’observations.

Dans le dernier chapitre, nous intéressons a I'étude d’un probleme inverse d’identification
d’un potentiel magnétique dans I'équation de Schrodinger donnée dans un domaine non borné

plus précisément dans un guide d’ondes, avec une condition initiale donée a l'instant ty = 0, a
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partir d’un nombre fini d’observations aussi.

En mathématique appliquée, la méthode des estimations de Carleman est un outil tres puissant
qui permet d’obtenir des résultats d’unicité et de stabilité pour une large classe de probléme
inverse.

Ce type d’estimation a été utilisé pour la premiere fois en 1939 par le mathématicien T. Carle-
man [C]]. L'auteur a démontré 1"unicité pour une équation aux dérivées partielles elliptique en
dimension 2. Ces estimations ont été appliquées pour la premiere fois a un probleme inverse

par Bukhgeim et Klibanov en 1981 dans l"article [BK].

L’application des ces estimations de Carleman sur les problemes inverses associés a 1'équa-
tion de Schrodinger, on fait ’objet de plusieurs études : on peut citer par exemple [BP] ot les
auteurs démontrent que la mesure de flux de la solution de I'équation a travers une partie de
la frontiere du domaine, permet de retrouver la valeur du potentiel indépendant du temps
intervenant dans 1’équation de Schrodinger.

Dans larticle [CS] Cristofol et Soccorsi trouvent un résultat de stabilité de type Lipschitz pour
l'identification d'un champ magnétique induit par un potentiel magnétique dans I’'équation de

Schrodinger non autonome a partir d"un nombre fini d’observations.

On peut enfin citer quelques travaux, concernant la résolution de problémes inverses associés
a I’équation de Schrodinger par 'utilisation d"une autre méthode dite de Dirichlet-Neumann.
Cette technique nécessite une infinité de mesures car elle implique la connaissance d"un opéra-
teur qui associe a la valeur de la solution sur le bord sa dérivée normale. Nous faisons référence

a [B], [E], [H] et [DKS].
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CHAPITRE 4

EXISTENCE ET REGULARITE DE LA
SOLUTION D'UNE EQUATION DE

SCHRODINGER NON AUTONOME

Les notations sont celles de l'introduction de la partie 2. Dans ce premier chapitre, nous
nous intéressons a caractere bien posé a (5.1) avec ty = 0, c’est-a-dire a un résultat d’existence

et d’unicité de la solution pour le probleme aux limites suivant :

(=idk + Hoq () u(t,x) =0, dans QF:=(0,T)xQ,
u(t,x) =0, sur Xx:=(0,T) xT, 4.1)
u(0,x) = ug(x), dans Q.

Ici la condition aux limites est celle de Dirichlet homogene. Comme dans le premier chapitre,

on commence par examiner les questions suivantes :
1. Ce probleme admet-il une solution ? Si oui dans quel espace ?
2. Si une telle solution existe, est-elle unique ?

Pour répondre a ces questions, nous transformons notre probléme aux limites en probléme
variationnel, puis nous démontrons 'existence et 1'unicité de la solution de ce probléme varia-
tionnel. L’équivalence entre les deux formulations fournit le résultat d’existence et d"unicité de

la solution du probléme aux limites (4.1)).
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4.1 Premier résultat d’existence

On note par Hj, I'espace de Hilbert H; = Hé (€2), muni de son produit scalaire (., .)¢;, et de
la norme associée ||.||l,. et on note H_; le dual topologique de Hj, c’est-a-dire I'ensemble des
formes linéaires qui sont continues sur Hj.

Pour T > 0, on défini 'opérateur H,; (t), t € [0, T] donné par (3.65), comme 1'opérateur auto-

adjoint dans L? (Q2), qui est associé a la forme sesquilinéaire continue / (t), donnée par :
h(t,u,0) = @V + x ()a () u, (V + x () a (x)) V)r2q) + B () g (¥) u,0)12(), u,0 € Hi,

aveca,q,f3, x et Q sont comme dans l'introduction de la partie 2. Notons ici que le domaine de

h (t) ne dépend pas du temps, puisque D (h (t)) = D (h(0)) = H;.
Remarque. 3 Pour u € L*(Q) fixé, la fonction v — (u,v)12(q appartient a H_y. En effet
Ku, D2l < Wl llollzq) < Nl ol -

On peut donc regarder L2 (Q) comme un sous-espace de H-q = H™' (Q) de sorte que I'on a la double
inclusion

Hy(Q) c L*(Q) c H(Q).
Cette inclusion implique que pour tous g € L* (QQ) et 1 € Hy (Q),
& Vi) =& VI, 4,

Remarque. 4 Remarquons que pour u fixé dans Hy, a € L (Q)" et t fixé dans [0,T], la fonction
v+ h(t,u,v) appartient a H_y. En effet

It u,0) < Cllullgllolly, YoeH.

Ainsi, on peut considérer I'opérateur Hy 4 (t) comme étant un opérateur de Hy dans H_y et dans ce cas

Hpq (t) : Hy — H_y, est défini par
(Hoq () w0, 0y, 44, = h(t,u,0), Yu,v e H. 4.2)
On considére 1’équation aux dérivées partielles,
—idu+Hy g (Hu = f, (4.3)
avec f € L? (0, T; H-1) et donnée initiale

u(0) = up € H;. (4.4)
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4.1.1 Formulation forte du probleme

Etant donnée une fonction f € w(o, T;L2(Q), Ho) = {f; f € 12 (0, T;12(Q)), f' € L2(0, T; Hy))
et une fonction g € Hj, il s’agit de trouver une fonction u vérifiant
(=ide + Hog () u = f, dans L2 (0, T; H_1),
u|3Q = 0/ (45)
u (0) = ug.

Une telle fonction s’appelle solution forte du probleme (4.5).

4.1.2 Formulation variationnelle du probléme

L'idée est de multiplier par une fonction v vérifiant vy = 0, puis d’intégrer par parties
sur (), afin d’obtenir la formulation suivante, Trouver u tel que upq = 0 et pour tout v vérifiant
U =0

—i0x(u (), 0Y2(q) + h (8, u (£) ,0) = (f (£),0)2q) dans L2 (0, T; H-1),
1 (0) = uo.

(4.6)

Pour que ce probléme ait un sens, il faut que chaque terme dans ait un sens. Pour cela on
impose la régularité minimale, u € L2(0,T; V) N H' (0, T; H-1) et v € H; = H(l) (QQ). On déduit
que le probleme s’écrit : Trouver u € L? (0, T; H;) N H! (0, T; H-1) vérifiant

—idi(u (t),v)2q) + h(t,u(t),v) = (f (t),v)Lz(Q) Yv e H,, 4.7)

et

1 (0) = up. (4.8)

Remarque. 5 On peut écrire la premiere équation (4.7) sous la forme équivalente suivante. En effet
d’apres la Remarque[3|et la Remarque[d], I'équation s’écrit
_ial‘<u (t) ’ U)?‘{_I/(/‘ﬁ + <Hﬂ,q (t) u (t) s v)?’{_lﬂ'{] = (f (t) s 0)7—{71,7—{1 Vv e 7-{1~

Le probleme a résoudre peut donc se se réécrit sous la forme équivalente suivante, Trouver

u € L?(0,T; Hy) N H! (0, T; H-1), tel que pour tout v € Hy, ona

=10 (u (), V) 4, + (Hag () (), 00g1 00 = (f (), 0y, 44, +
u (0) = ug.

(4.9)
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C’est la formulation variationnelle cherchée.

4.1.3 Equivalence entre formulation variationnelle et formulation forte

On vient de voir que la formulation forte impliquait la formulation faible . En effet,
si le probleme admet une solution u € L% (0, T; H;) N H' (0, T; H_;) alors en multipliant la
premiére équation par 7, oil v € H et en intégrant par parties, on vérifie que u est une solution
de (4.9). Réciproquement, si a une solution u € L? (0, T; H;) N H' (0, T; H_,), alors il est vrai
que

(=idwu (t) + Hog (D u(t) = f (), 0)gr 94, =0, YoeH,,
soit

—idiu (t) + Hy g () u(t) — f(t) = 0, dans L2(0, T;H_y),

c’est-a-dire {@.5). Les problemes (4.5) et sont donc équivalents.

41.4 Théoréme d’existence et d’unicité

On vient de voir que les problemes (4.5) et sont équivalents. Il reste a voir s'ils posseédent
une unique solution. En fait [LM, Théoréme 10.1] va permettre de prouver que la formulation
faible admet une unique solution (et donc que le probléme fort admet aussi une unique solution).

Il suffit de vérifier les hypothéses du ce théoreme.
1. H; = (Hé (Q), ||.||H(1J) est bien un espace de Hilbert.
2. Pour tout u,v € H; la fonction t — h(t,u,v), est continliment différentiable dans [0, T].
3. Pourt € [0,T], h(t,. ) est sesquilinéaire.
4. Pourt € [0,T], h(t,., .)est coercive dans H;.
Le résultat d’existence et d"unicité donné par [LM, Théoreme 10.1] est le suivant :
Théoréme. 4.1 Soient a € C([0,T;L™(Q), f € W(0,T;L2(Q); Ho1) et ug € Hy. Alors , le

probleme [@5) admet une unique solution u € L2 (0, T; Hy) N H' (0, T; H-1) satisfaisant @.8). De plus,
d’apres [LMI[Remarque 10.2], cette solution appartient en fait a,

ueC0,T;H)NC O, T; H_1).
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4.2 Deuxiéme résultat d’existence et d’unicité : solution plus régu-
liere
On cherche une solution de plus réguliere que celle du Théoremefd. T|lorsque la condition

Ug € H(l) (Q) N H2(Q). On définit pour cela le domaine de 1'opérateur Hu4(t), t € [0, T] par
D(Hu,q (t)) ={ueH, (iV+ tz)2 u € L2(Q)}, et I'on rappelle que

(Haq (D 11,0020y = h(t,1,0), Yu€ D(Hyy (1), 0 € Hi. (4.10)

Lemme. 4.1 Le domaine de I'opérateur H, 4 (t) est D (Hu,q (t)) = Hé (Q)NH?(Q), et la norme associée
aD (Ha,q ((t))) est équivalente a celle associée @ D (—A) , avec —A, c’est le Laplacien de Dirichlet.

La démonstration de ce lemme utilise le Lemme suivant dans lequel, on suppose que g = 0 et
on note dans ce cas par

Ha,q (t) = Hu,O (t) =H, (t) .

Lemme. 4.2 Pour chaque t € [0, T, Le domaine de I'opérateur H, (t) est D (H, (t)) = H} () NH? (CY),

et la norme associée a D (H, ((t))) est équivalente a celle de D (-A).

Preuve . Pour t € [0, T] fixé, on commence par montrer qu’il existe une constante C; > 0, tel
que
lullp, ) = Crllullp-a).- (4.11)
Rappelons d’abord que H, (t) est engendé par la forme suivante
h(t,u,u) = f |GV + x (Da(x) uldx, ueHy(Q). (4.12)
Q
Nous avons

IGY + x (D@ (0) ullta ) = IVullFy ) + 2iRe (Vit, au)paqyy + laull gy,

donc pour tout € € (0,1), il vient

GV +x Da @) ulllg, = IVl = e Vullfy g = (1+€7) laullz g,
> (1-€)IVullty gy — (1+€7) nA iy -
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avec

ﬂo = ”Xa”CO([O,T];Loo(Q)n) = tS;EJII;] ||)( (t) a||Lm(Q)n .
€Ly,

Comme u € Hj (Q2), alors I'inégalité du Poincaré implique qu’il existe une constante C = C (Q2),

ne depend que de Q), telle que
iy < C Q) IVl ey

I en résulte que

v

(1= &) IVull?, oy — CQ) (1 + €™ ) nAG |IVullZ,
L>(Q) Q)

[a-e) -C@)(1+e")nA] IVl -

GV + x (£ a) ullf

\%

Finalement, en choisissant a, de fagon que

A< Y221
VnC(Q)
et
€= nC(Q)Ay€(0,1).
On trouve

GV +x D) ullfyg, = [2-(1+ VrC(QA) | IVull -
Ce qui nous donne le résultat cherché avec C; = (2 - (1 + /nC (Q)ﬂo)). Il reste maintenant a

trouver qu’il existe une constante C, > 0, tel que
el o,y < Collullp-a)- (4.13)
En fait, on a
H, (u =V + x ())a)*u = (—A + 2iRe (x () - V + [x (t) a?) .
Donc
Ha (1) ulita ) < MAuIZ: ) + 20 V0l ) + 1A Nl -

D’apres [CKS] le domaine de —A est donné par D (Lg) = Hé (Q)NH?(Q) et comme u € H[l) Q)N
H?(Q), alors d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz on peut estimer ||Vul|;2q) de la maniere

suivante

IVull?, o, (Vu, V)2
IR((®)]

(—Au, M)LZ(Q)

IA

IAull2 (o) NIl (o)

1
5 (1Al ) + Nl gy )

IA
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Donc
1H () llF2 0 < IAUIE, ) + Ao (18Ul ) + 112 ) + nAG Nl gy -

Ceci imlique qu’il existe une constante C, = C; (A, 1), telle que

2 2
”u”Z)(Ha(t)) < CZ ”u”Z)(—A) 7
ce qui acheve la démonstration. ]
Preuve du Lemme[d.1} On peut regarder I'opérateur H, ; () commme une perturbation de H, (f)

par le potentiel g € L* (Q) :
Hpyy (t) := Hy (t) +q.
Donc le résultat est donné directement par le lemme précédent, en vertu du théoreme de

Kato-Relich, voir [RS, Section IV P.112]. m|

Conséquence : la norme associée au D (HM, (t)) est équivalente a la norme usuelle de H2 (Q)).
En effet, d’apres [CKS][Lemme 2.2] la norme associée a D (—A) est équivalente a la norme

usuelle de H? (), donc le Lemme4.1|nous donne directement le résultat.

On prend ensuite f = 0 dans I"équation de Schrodinger (4.3) et on considére donc 1’équation

sans second membre suivante
— idput + Hyq (H)u = 0 dans L2 (0, T; L* (Q)), (4.14)

avec la donnée initiale

1 (0) = up. (4.15)

D’apres cette équation, on remarque que la norme dans L2 (QQ) de u (t) se conserve au cours du
temps. En effet, si on multiple I'équation @14) par u(.), en intégrant par rapport a x et si on

prend ensuite la partie imaginaire dans 1’équation, on trouve que

2 (8) 120y =1 10 2 gy -

Alors, d’apres [DL), Section XVIIL.7], elle existe une famille d’opérateurs linéaires L2 (Q), notée

(U (t,5))o<s 1<~ pour laquelle
u)=U(,s)u(s), t,se[0,T]. (4.16)
et telle que
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() U(s,s) =1, l'identité de L2 (Q).
(i) U(t,s)U(s,r) = U(t,r) pour tousr,s,t € [0, T].

(iii) Pour tout x € L? (Q), la fonction

[0, T] x[0,T] = L?(Q)
(t,s) — U(t,s)x

est continue.

(iv) Pour tout (s,t) € [0, T] X [0, T], U (t,s) (H;1) = H, et la fonction

[0, T] x[0,T] = L?(Q)
(t,s) — U(t,s)x

est continue pour chaque x € Hj. De plus U (t,s) € L (H1, H) .

(v) Pour tout (s,t) € [0, T] x [0, T],
U(t,8)DH(s) CcD(H(})).

(vi) Pour tout s € [0, T] et pour tout x € D (H (s)), la fonction

[0,T] = L?(Q)
t > U((ts)x

est continiment différentiable et que le propagateur U (t, s) est solution de 1’équation de

Schrodinger

—idiU(t,s) + Hyy () U (t,5) = 0. (4.17)
On peut maintenant donner le théorem d’existence et d"unicité suivant.

Théoreme. 4.2 Soit uy € H(l) (Q) N H%(Q). Alors, I'équation de Schrodinger sans second membre
(4.14) admet une unique solution

ue (0, T;Hy (Q) n H2 () n C' (0, T; L2 (),

donnée par

u(t) = U, 0)ug.
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Preuve. D’apres [DL][Chapitre XVII], on sait que u (t) = U (t, 0) 19 est une solution de 1’équation
de Schrodinger (@.14). De plus il est clair d’apres les propriétés (iv) et (vi) que u € CY0, T; Hy) N
C! (O, T;L? (Q)) . Pour terminer, il suffit de remarquer que ug € I—I(lJ (QNH?>(Q)=D(H()), s e
[0, T], et que d’apres la propriété (v),

U (t,5) D (Hay (5)) € D(Hag (), (5,8 € [0, TIX [0, T].

En particulier

u(t) = U(t,0)ug € D(Hyq (H) = Hy (Q) N H*(Q).

Ceci implique que

ue (0, T;Hy (Q) nH? () N C (0, T; L* (),

ce qui acheve la démonstration. m]

On passe maintenant a I’étude du systeme avec second membre suivant

—idu+H,, Hu="f,
et Hag Q=1 (4.18)
1 (0) = uy.
D’apres ce qui précede, on remarque que
t
u(t,.)=U({,0) ug+ if Uft,s) f(s,.)ds, (4.19)
0

est une solution du systeme (4.18). En effet,
t
—iduu (t,.) = —id U (t,0)up + U (t,t) f (¢,.) + f AU (t,s) f (s,.)ds,
0

et d’apres
—idiU (t,5) = —H,p 5 () U (t,s) .

Ceci entraine, en particulier
—idiU (t,0) ug = — aq (£) U(t, 0) uo.
Comme, de plus, 'hypothese (i) implique

Ut rf.)=rf(.)),

87



ceci, nous donne que

—1'8,}1/[ (t, )

t
f(t,.)—Hgy(t) (U(t, 0) ug + z'f U(t,s)f(s,.)ds)

0
ft,)—Hug(®)u(t,.).

Par suite

—idh(t,.) + Hoy (Du(t,) = f(£,.).

Lemme. 4.3 Soitq € L™ (Q). Soit a le potentiel magnétique défini para (t,x) = x (t)a(x),otra € L* (Q)
et soit x € C3 ([0, T); R) vérifiant x (0) = 0 et x’ (0) # 0. Alors, pour tout ug satisfaisant

Aug e H, = HY (Q) N H*(Q), k=0,1,2, (4.20)

le systeme
—iw’ + Haq (u =0 dans L? (0, T; Ho)
u (0) = Uop,

(4.21)

admet une unique solution u € C2(0, T; Hy) N C3(0, T; Hy) . De plus il existe une constante C > 0, qui

ne dépend que de T, Ay et Ay, telle que

|(@usar) o, < CZ]‘ Aol =0,1,2, (422)
k=0

avec Hy = L? (Q) et H; = H(l) (Q).

Preuve . Comme uy € H,, alors d’apres le théoreme il existe une unique solution u €

CY(0, T; H>) N CH (0, T; Hp) , du systeme suivant

=i’ (t,x) + Hpq () u(t,x) =0, dans Q7 =(0,T) X Q,
u(t,x) =0, sur £f = (0,T) X 9Q), (4.23)
u(0,x) = up (x), dans Q.

En dérivant par rapport a t, on peut montrer sans difficulté que u’ est une solution du
systeme
—iu" (t,x) + Hy g () 1’ (t,x) = f1(t,x), dans QF,
u'(t,x) =0, sur I, (4.24)
uw (0,x) =i(A+q)up(x), dans Q.
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avec fi (t,x) = —Hj . (f)u(t,x). Comme f; € W(0,T; Ho, H-1) et u’ (0,.) € Hj, alors et le
Théorémenous donnons 1’ € C°([0, T], H1) N C ([0, T], H-1), et par suite f; € W(0, T; Hp) .
Notons maintenant que u’ (0,.) € Ha, et donc que u’ € C° ([0, T], Hz) N C' ([0, T], Ho) d’apres
et le Théoréme Par conséquent, nous avons

u e CH([0,T],H,) N C*([0, T], Ho) .

De la méme maniere, dérivons (4.24) par rapport a t. On trouve que u” est solution du systeme

"’ (t,x) + Hy g () u”’ (t,x) = f2(t,x), dans Q},
u”’ (t,x) =0, sur ZJTr, (4.25)
u’(0,x) = (—A2 -A@g()+q° (x)) up (x), dans Q,

avec f, := —H}/ (t)u — 2H; (t) u’. Finalement, en substituant u” (resp. f», u"" (0, x) et @.25))) par v’
(resp. f1, u’ (0,x) et (#:24)) dans le raisonnement précédent, on obtient que u”” € C° ([0, T], H>) N

C! ([0, T], Ho) . Par conséquent, nous avons
u € C*([0, T], Hz) N C* ([0, T], Ho) -

De plus, I’estimation (4.22) se déduit directement de [CS][Proposition 2.6]. Ceci achevela preuve.

O
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CHAPITRE 5

IDENTIFICATION SIMULTANEE DE DEUX
POTENTIELS, ELECTRIQUE ET MAGNETIQUE,
DANS L'EQUATION SCHRODINGER NON

AUTONOME

5.1 Introduction

5.1.1 Définition du probléme aux limites

Dans ce chapitre on s’intéresse a ’etude du probleme inverse de I'identification simultanée
du champ magnétique et du potentiel électrique dans 1’équation de Schrodinger a partir d'un
nombre fini d"observations partielles de la solution. On décrit la situation de la maniere suivante :
Etant donné QO un domaine de R"”, n > 1, supposé borné, de frontiere I', et T > 0, notre probleme

aux limites est donné par

(=10t + Ha(t) + q(x, H))u(x,t) =0, dans Q =Qx(0,T),
u(x, L) = ug(x) dans Q, (6.1)
u(x,t) =0, sur L =1x(0,T)

ou, Hy 4(t) estle Hamiltonien défini par (3.69),a = (a1, ...,a,) € A := HY(Q)"n{a € L°(Q,R"), V-

a = 0} et g € L*(Q) est une fonction a valeur réelles et 5, x sont deux fonctions de C%0,T;R)
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supposées connues et telles que :
T T T, T
x(5)=p(5)=0, X'(S)(5) #0. (5.2)
On note I'* n'importe quelle partie de la frontiere I vérifiant :
I"o>{xerl, (x—x9)-v>0}

ol xp € R"\Qest fixé et v désigne la normale extérieur unitaire a I' au point x. Alors, le probleme
inverse considéré consiste a détermination des coefficients a(x) et g(x) simultanément a partir
d’un nombre fini de mesure de type Neumann o, ujr+x(o,1) := (Vi - V) r+x(0,1), de la solution.

Remarquons que le fait d'imposer V-a = 0, sert a fixer la classe de jauge (celle dite de Coulomb)

dans laquelle a est identifié .

5.1.2 Résultat d’existence

Avant d’étudier notre probleme inverse on a besoin d’introduire le résultat d’existence et

d’unicité suivant.

Théoréme. 5.1 Soienta € A, q € L*(Q,R), x € C3(0, T;R) et B € C3(0, T;R). Alors, pour tout ug
vérifiant Aug e Hy, k=0,1,2, et pour tout f € W2(0, T; Ha(Q)), le systeme

(=10t + Ha(t) + p(t)g(x))u(x, t) = f, dans Q =Q x(0,T),

(5.3)
u(x, T) = up(x), dans Q,

admet une unique solution
u € CX(0, T; Hz) N C3(0, T; Ho).

De plus, il existe une constatnte C > 0, ne dépendant que de T, ||a||C0((0,T);Lw(Q)n) et |lgll = (q), telle que

, j
19}, Dz < C YAk uollygy,  j=0,1,2, te(0,T), (5.4)
k=0

Preuve . D’apres le lemmef.Tjon’a :

D(Haq(t)) = Hy(Q) N HA(Q).

Dong, [LI][Section 1], garantit I’existence d"une famille des opérateurs linéaires (U(t, 5))o<s<T

sur Hy = L* (QQ) qui vérifie les propriétés suivantes :
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1. U(s,s) = Id, I'identité de H,
2. U(t,s) D(Ha(s) + p(s)q) € D(H,(t) + B(t)g), t,s € [0, T].

3. Pour tout ¢ € D(H,(s) + f(s)q), la fonction t +— U(t, s)x, est continiment différentiable sur

(0,T)etona

_iat U(t, S) qb + (Ha(t) + .B(t)Q(x))u(t/ S)(P = 0/ (t/ S) € (0/ T) X (0/ T) .

Alors, d’apres [CS, Section 2]
T t
)= Ut o+ [ UG9S,
T
2
est une solution de (6.2), vérifiant I'estimation (14). O

Afin de pouvoir donner le résultat principal de ce chapitre, nous avons besoin d’introduire
quelques notations. Dans toute la suite, V désigne un voisinage a (2, intérieur quelconque de

la frontiere I'. Pour M > 0 et (ap, qo) € A X L*(Q2), on définit Sam(ao, g0) par
Swm(ao, q0) == {(a,q) € AX L (Q), tels que a = ag et g = g9 dans V}.
Alors, le résultat principal dans ce chapitre est donné par :

Théoréme. 5.2 Soient x et p € C3(0,T;R) vérifiant (5.2) et soit M > 0. Pour j = 1,2, on suppose
que (aj,q;) € Sm(ao, go), oit (ao, go) sont comme ci-dessus. Alors, il existe n + 1 conditions initiales ug,
k=0,...,n, telle que l'estimation de stabilité

n

”Ell - aZ“LQ(Q) + ||41 - q2”L2(Q) < C( Z ||ava%ul,k - av(??uz,klliZ(O,T;LZ(r+)))'
k=0

est valable pour une constante C > 0 ne dépendant que de Q, T, x et f. Iciujy, j=1,2, k=0,..,n, est

la solutions de (5.1)) associée a ug = ugy et (a,q) = (a iq j).

5.2 Inégalité de Carleman globale

L'objet de cette section est d’énoncer une estimation de Carleman globale pour 1'opérateur
de Schrodinger suivant :

L:=id; +A. (5.5)
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On se réfere a [BP][Section3], sur ce qui concerne la démonstration de cette inégalité (voir aussi
[CS]). Cette estimation est 1’outil principal utilisé dans la démonstration du Théoreme |4 Soit

Y e C*(Q, R,), une fonction vérifiant les conditions suivantes :
i) VY| =p>0, VxeQ.
(i) V¢-v<Opourtoutx e ' \T*
(iii) AA1 > 0, e > 0 tels que pour tou £ € R", et tout A > A, on a

>y

gxiax]' )1Si,]'§n'

AV - ER + DY(E, &) 2 eléP, ot DX = (

Pour A > 0, on définit sur Q x (=T, T), les fonctions poids 0 et n par :

V) o — MW

G(X, t) = —= et n(x, t) = W,

KT —t)’ (56)

ou a > ||eM’||Loo(Q). Enfin, nous notons P; et P, les deux opérateurs suivants agissant dans
CyQy,

Py :=id; + A+s°|Vn* et Py:=isdm+2sVn-V +s(An). (5.7)
On remarque que Py + P, = e™*"Le°".

Maintenant, nous pouvons énoncer le résultat principal suivant :

Proposition. 5.1 (Inégalité de Carleman globale) Soient 1,0 et P; j = 1,2 définis comme ci-
dessus. Alors, il existe deux constantes so > 0 et C > 0, qui ne dépendent que de T, Q) et T, telle

que

—s1 2 311,=5M4,112 =51 ,112 -snpl/2 1/2 2 —s1] 2
slle=VulZ, , + e ulle(Q)+;2||P]e Ul ) < C(slle™10" 20, ) 20l o + e Ll ),
=4

pour tout s > sy, et tout u € L*(0, T; Hy(QY)) vérifiant Lu € L*(Q) et dyu € L*(0, T; L*(T'")).

5.3 Résultat de stabilité

La méthode utilisée dans cette section est celle dite de Bukhgeim Klibanov. Elle permet de
démontrer 1'inégalité de stabilité donné dans le Théoreme au moyen de l'estimation de

Carleman globale de la proposition 5.1}
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5.3.1 Linéarisation
Soituj, j =1, 2, la solution du systéme
(_iat + Hllj (t) + ﬁ(t)q])u] = 0/ dans Q/

u;(, %) = up(x), dans Q, (5.8)

uj =0, sur X.
Alors, il est clair que u = 17 — u est une solution du probléme aux limites suivant :
(=10t + Hy, + f(H)g1)u = f, dans Q,

u(, =0, dans Q, (5.9)

u=20, sur X,
ol f = x(ar — az) - (=2iV — x(ay + az))uz — f(q1 — g2)u2. En dérivant (5.9), on obtient donc
(=ids + Hyy + B(H)q1)0 = g == f' = Hyu — f'q1u, dans Q,

o(,3) =0, dans Q, (5.10)
v=0, sur X,
avec v = dyu. De méme, on peut montrer directement que w = J;v est une solution du systeme

suivant :

(=ids + Hay (£) + B()q1)w = h = 7 = 2(H), + B'q1)o — (H, + B"q1)u, dans Q,
w(-, ) = 2x'($)(a1 - a2)(x) - Vuo — if' (5)(q1 — q2)(x)uo, dans Q, (5.11)

w=0, sur X.

5.3.2 Premiére estimation

Nous commengons par introduire le lemme suivant, dt a A. L. Bughkeim et M. V. Klibanov,

et donné dans [BK].

Lemme. 5.1 Soit ndonnée par (5.7). Alors pour tout d € {1, ..., n}, il existe une constante positive k > 0,

qui ne dépend que de T, telle que I'inégalité suivante

T
f f e—ZSrI(x,t)
0 Q

a lieu pour tout p € L>(Q)".

t 2 x ol
ﬁ p(é,x)d<5| dxdt < —lle™pll2(gys
2

Nous utilisons maintenant ce lemme et la proposition 0.1} pour démontrer le lemme suivant :

94



Lemme. 5.2 Il existe sy > 0, tel que pour tout s > sy, l'estimation suivante

e, o + IPre~ 10l ) < C(lle™Mar = alEs g, + 1111 = )15

+s ||e—sﬂgl/2(avw)1/2ng||%2(Z+))I

a lieu pour une certaine constante C, indépendante de s.

Preuve . Soit w la solution du systeme (5.11) définie comme précédemment. Appliquons la

proposition[5.1]a w; on trouve qu'il existe une constante C > 0, telle que

s lle™M0l?, ) + IP1e10][2, ) + slle™1Vaol|

2 2 2
L2(Q) L2(Q) L2(Q)

(5.12)

< C(lle™"Lwl?, o, + slle™10" 2@, ) 2dywll?, 5.0y ), 5> 50, (5.13)
L2(Q) L2(Z*)

ott Lw(x,t) = (=h(x,t) + 2ix(Hay(x) - V + x*(Bai(x) + B(t)g1(x))w(x, t). Ici h(x, t) est donnée par

'expression suivante

h(x, t) = =2(H; + p'q1)v — (Hg, (t) + B ()g1)u + fi(gr — q2)(x) + fo(a1 — a2)(x),

f1(x, t) = B up + 28" dpun + ﬁ&fuz,
et
fl ) = x( =2V = x(a1 +a2) = 20X (@ + @) — xx (@ + az )
+2)('( —2iV — x(a1 + a2) — 2xx’ (a1 + az))8tu2
+)(( = 2iV — x(a1 — az))8fu2.
D’apres , nous vérifions aisément que f; € CY([0, TT; L=(QQ)) pour j =1, 2. D’autre part, il est
clair que Hy, +p'q1 et Hy! + g1 sont deux opérateurs bornés de L2(0, T; HY(Q)) dans L?(Q). Ceci

implique qu’il existe une constante C > 0, indépendante de s, telle que

S3||e_snw||i2(Q) + ”Ple_snw”iz(Q) + Slle_snvw”iZ(Q)

< (e a1 = @)l o + 1711 = G2 + sle10120,9) 2y c0ly

=51 (|12 —s1 2
Y ol + e VPl )

p=u,o,w
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¢
Ensuite, comme Vku(-,t) = VFu(, 7)dt et Vko(, t) = VFw(-, 7)dr, pour k = 0,1, nous
p
T

déduisons du lemme[5.T que i

NN p)
<

Slle”*Mwl2, ) + IPre~wll?, o+ slle™1Vwll?

L2(Q) L2(Q) 2(Q)

< C(lleMar — a2l o, + €771 = 42l ) + slle™16"2(9, )"0, wlf?

2 (Q)n LZ Z*)

Hle™Mwl2, . | + le™Vawll2(g)),

L2(Qr)
pour tout s > sg. Finalement, en choisissons s suffisament grand, on obtient

Sl 1l o, + IPre~ i, ) < C(le @ = a2, ) + €11 = g1,

+5|le1012(9yy) 2wl .. )

Ce qui est I’estimation recherchée. m]

5.3.3 Preuve du Théoréeme

Posons ¢(x, t) = e=1¥Dw(x, t). En utilisant le fait que ¢(x, 0) = 0, on obtient

w@;@@=ifLﬁwmmthaxpﬁigamm@aﬂwm)

Par conséquent, la formule de Green et (5.7) entrainent que

I , , -
o fo fQ (ide + A+ S IVn(x, P)(x, )p(x, 1) dx dt)

3( fo i fQ P1b(x, DB, B dx d).

Ensuite, 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous donne

6 DI g

-3/2 3 —s1) —sn
s ( el ) + IPre™ a0l 7, Q)) s> 0. (5.14)

IA

Cette estimation, combinée au lemme entraine que pour tout s > sp, que
_ 2)(,—sn(- %) Vi N —sn(-, 1) 2
||<P( Lz(Q) 4x 5 ) lle™™2(a1 — az) - Mo||Lz(Q)n + B (SN2 g1 — g2)uolli ) <
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Cs 3/2(”e—sr(al az)IILz(Q)n+||e—s'(”h qz)IILZ(Q)+s||e—srz91/2(av¢)1/zavwl|p(z+) (5.15)

Soit maintenant w C Q, vérifiant © D Q \ V. En choisissant une condition initiale ug € CS(Q)
vérifiant uo(x) = 1 pour tout x € w et en utilisant le fait que g — g2 = 0 eta; —a; = 0 dans V, et

Vinégalité n(x, ) < n(x, #), x € Q, on déduit de (5.15) I'inégalité suivante :

—en( T
Cille™™02)(q1 = @I ) < C5™ (10D @1 = a)lyy + ™D (1 = DI ) + 510002 ) )-

(5.16)
De méme, nous choisissons #n conditions initiales u € C6(Q), k=1,..,n,telle que ugy = xy sur

w. Alors, une nouvelle application de 1’estimation (5.15) conduit a

—sn(, L - s —sn( I

Calle™0 D ay = )il ) < C5™2(le™ "D a1 = a0 + ™12 1 = gy + b0l ),
(5.17)

ol (a1 —a2)x désigne la k—ieme composante du vecteur a; —a;. En mettant (5.16) et (5.17) ensemble,

on trouve aussi que

n
—sn(- L —sn(-,L
Cille™"D(q1 = @)l + C2 ) e D ar — ) 112,
j=1

=3/2()1o=51C0) (5, _ -sn(,3)
< C(n+ )5 2(Ie "0 ar = Py 0 + "D g1 = @Iy + 5 Ihatlayge), 5250,
Ainsi, il existe s3 > 0, telle que pour tout s > s3, nous avons
_sn(-.T —sn(.T _
le™"2 g1 = qIFa ) + ™D @1 = a2y gy < C5™ 210007 (1 = )|y g,

4s

Finalement, il suffit d"utiliser 1'inégalité es16:3) > 7 > 0, pour terminer la démonstration.
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CHAPITRE 6

SIMULTANEOUS DETERMINATION OF THE
MAGNETIC FIELD AND THE ELECTRIC
POTENTIAL IN THE SCHRODINGER
EQUATION BY A FINITE NUMBER OF

BOUNDARY OBSERVATIONS

abstract : We study the inverse problem of determining the magnetic field and the electric
potential appearing in the magnetic Schrodinger equation, from the knowledge of a finite
number of lateral observations of the solution. We prove a Lipschitz stability estimate for these
coefficients by choosing the initial conditions suitably.
Keywords : Inverse problem, magnetic Schrodinger equation, stability estimate, finite number

of partial Neuman measurements, Carleman estimate.

6.1 Introduction

6.1.1 Statement of the problem

In this paper, we study the following inverse problem : Given T > 0 and a bounded domain

Q c R?, n > 1, with smooth boundary I', we want to determine simultaneously the divergence
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free magnetic potential of the form a(x,t) := x(t)a(x) and the electric potential q(x, t) := B(t)g(x)

appearing in the following equation

(=10t + Ha(t) + q(x, ))u(x, t) =0, in Q=Qx(0,7),
u(x, T) = up(x) in Q, 6.1)
u(x,t) =0, on L =Ix(0,T)

where H,(t) := (iV+ x(t)a)? denotes the time-dependent Hamiltonian, associated to the magnetic
potential vector x(t)a(x). Here a = (a1, ...,an) € xo := H(Q)" N {a € L°(Q,R"), V-a =0}, and
g € L*(Q) are unknown real valued functions. Moreover, the functions g, x € C3(O, T;R) are
assumed to be known functions satisfying )((%) = ﬁ(%) =0, )(’(%) #0and ﬁ’(%) # 0. We denote
by I'* an open subset of I satisfying an appropriate geometrical condition we shall precise later.

The inverse problem we investigate in this paper, is to know whether the knowledge of a
finite number of Neumann measurements o, ujr+x(o,1) := (V- V)jr+x(0,1) uniquely determines a(x)

and gq(x) simultaneously. Here v(x) denotes the unit outward normal to I at x.

6.1.2 Bibliographical notes

There is a wide mathematical literature dealing with uniqueness and stability in inverse
coefficient problems related to partial differential equations. In recent years, significant progress
have been made in the recovery of magnetic potentials in magnetic Schrédinger equations from
the Dirichlet-to Neuman map. As it was noted in [12]], the Dirichlet-to Neuman map is invariant
under a gauge transfromation of the magnetic potential. Namely, given ¢ € C'(Q) such that
¢r = 0, we have Agyvp = Ay. So, due to this obstruction to uniqueness, the best one could
recover from the Dirichlet-to-Neumann map is the magnetic field da, where da is the exterior
derivative of a interpreted as the one form 27:1 ajdx;.

The inverse problem of determining the magnetic field da and the electric potential g from
boundary observations was first considered by Sun [13], in the case n > 3. He showed that da
and g can be uniquely determined whena € W»*, g € L* and da is small in the L™ norm. In [10],
a uniqueness result was proved for C* magnetic potentials. In [12], Eskin proved a uniqueness
result for an inverse problem for the Schrodinger equation with electromagnetic potentials,
modulo a gauge transform of the recovery of the potentials from the Dirichlet-to Neuman map.

In a recent work, Bellassoued and Choulli [3] considered the problem of recovering the magnetic
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potential da from the Dirichlet-to-Neumann map associated to the Schrodinger equation and
proved in dimension n > 2 a stability estimate of Holder type.

In the Riemannian case, Bellassoued [2] proved recently a Holder-type stability estimate
in the recovery of the magnetic field da and the electric potential g4 from the knowledge of the
Dirichlet-to-Neumann map associated to the Schrodinger equation with zero initial data. In
the absence of the magnetic potential 4, the problem of recovering the electric potential 4 on a
compact Riemannian manifold was solved by Bellassoued and Dos Santos Ferreira [4].

The problem of determining the magnetic field by a local Dirichlet-to Neuman map was
solved by Dos Santos Ferreira, Kenig, Sjostrand and Uhlmann [6]. In [14], Tzou showed that
the magnetic field depends stably on the Dirichlet-to Neuman map measured on any sub-
boundary which is larger than half the boundary. In [5], Benjoud studied the inverse problem of
recovering the magnetic field da and the electric potential g from the knowledge of the Dirichlet-
to-Neumann map. Assuming that the potentials are known in a neighborhood of the boundary,
she proved a stability estimate with respect to arbitrary partial boundary observations. The
key ingredient in the proof of all the above mentioned papers, is the construction of geometric
optics solutions.

To our knowledge, there is a few results on the recovery of coefficients appearing in a
Schrodinger equation, from a finite number of boundary measurements. By a method based es-
sentially on an appropriate Carleman estimate, Baudouin and Puel [1] showed that the electric
potential in the Shrodinger equation can be stably recovered from a single boundary measure-
ment. In [9], Cristofol and Soccorsi proved a Lipschitz stability in recovering the magnetic field
in the Schrodinger equation from a finite number of observations, measured on a subboundary
for different choices of ug. In the present paper, we improve the two above mentionned results
by showing that the electric potential and the magnetic field can be stably and simultaneously
recovered from a finite number of boundary observations of the solution. We stress out that the
simultaneous identification of the magnetic field and the electric potential in the Schrodinger
equation cannot be directly obtained from the results of [1] and [9], as the electric (resp. ma-
gnetic) potential is a zero (resp. first) order perturbation of the laplacian. As a matter of fact,
the method of derivation of the stability estimate given in Theorem [is different for the one of

[9][Theorem 1.1], as second order time-derivatives of the solution only are used.
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6.1.3 Well posedness of the magnetic Schréodinger equation and main results

Before stating our main result, we need first to justify the existence of a unique solution of

(6.1). To this end, we introduce the space H;(Q) := H}(Q2) equipped with the scalar product

< (A + D)Y?u, (-A + 1)V >12(Q0) for any u, v € H1(QY),
and denote by H, := H*(Q) N H(l)(Q) equipped with the scalar product

< (A +Du, (A +1)v > 120 for any u, v € Hp(Q).

Here and below < -,- >5) denotes the usual scalar product in L%(Q). Then, we have the

following theorem :

Theorem 3 Leta € x,,q € L°(Q,R), x € C3(0, T;R) and B € C3(0, T; R). Then, for every ug satisfying

Afug e Hy, k=0,1,2, and forany f € L2(0, T; H>(Q)), there exists a unique solution
u € C2(0,T; Ha) N C3(0, T; Ho)

to the equation
(=10t + Ha(t) + p(t)g(x))u(x, t) =0, in Q=Qx(0,7),
u(x, Iy = up(x) in Q,

Moreover, there exists a constant C > 0 such that

, j
10Ju, Ol < C Y INUollygy =012, te(O,T).
k=0

Proof 10 Since H,(t) is a self adjoint operator in L*(QQ), associated with the sesquilinear form
s |GV + x (O Fa ) 1 € Hyl(D).
Then, it holds true (see. e. g. [[CS|l) that the domain of H,(t) is
D(H,(t)) = Hy(Q2) N HA(Q).

Further, as q(-,t) € L*(Q) for all t € (0, T), we deduce from the Kato-Rellich Theorem that

D(H, (1) + B(t)g) = D(Ha(t)).

(6.2)

(6.3)

In view of [7ll[Section XVIII.7], there exists a family of unitary operotors (U(t, s))o<s <1 in Ho satisfying

the follwing statements
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1. U(s,s) = Id, the identity mapping in Ho,
2. U(t,s) D(Ha(s) + B(s)g) < D(Ha(t) + B(£)q),
3. Forall x € D(H,(s) + B(s)q), the mapping t — U(t, s)x, is continuously differentiable,

and resolving the following equation
—idU(t, s) x + (Ha(t) + B(t)q(x))U(t, s)x = 0.
Then, one can easily see that

T t
u(, 1) = Uk, 5)up + i f U(t,s)f(s) ds,
T
2
is a solution to Then, arguing as in [9][Section 2], we complete the proof of this theorem..

In order to express the main result of this paper, let us introduce some notations. Let us denote
by YV, an arbitrary neighborhood of the boundary I'. For M > 0, and (a0, q0) € X; X L*(Q)), we

define the admissible set of the unknown coefficients 2 and g :
S(ao, 90) == {(a,9) € X, X L*(Q), such that a = a9, and g = g9 in V}.

Letxo e R"\QandletT* > {xel: (x—x')-v>0}bea subboundary. Our main result can be

stated as follows.

Theorem 4 Let M > 0, let x and  be as in Theorem Let (aj,q;), j = 1,2 be in S(ao, qo), where (ag, qo)
are the same as above. Then, there exists n + 1 initial conditions ugy, k = 0, ..., n, such that we have

n

”15[1 - aZ“Lz(Q) + ||511 - q2||L2(Q) < C( Z ||ava%ul,k - 8v8%u2,k||i2(O,T;L2(r+)))'
k=0

Here C > 0 is a constant depending only on Q, T, x and B and ujy, j = 1, 2, is the solution of (6.1)

where ug k. is substituted for uy.

6.1.4 Comments

— The assumption V-a = 0 is purely technical and does not restrict the generality of Theorem
M Indeed, it is well known that the magnetic potential is not meaningful in physics. The
physical relevant quantity is the "two-form" da = d Aa, which coincides with the magnetic

field curl 2 when n = 3. Actually, given the "magnetic field" b, we can always choose a
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divergence free a such that we have b = da. This amounts to substituting a + V¢ for a,

where ¢ € H'(Q) is solution to the system

-AYp=V-a inQ,
=0 in dQ.

— Asin [9], we enforce homogeneous Dirichlet-boundary conditions to (6.I). These homoge-
neous Dirichlet conditions impose that g be known in the vicinity V of the boundary JQ.
Nevertheless, this condition can be removed upon selecting suitable non-homogeneous
Dirichlet boundary conditions on dQ as in [1]].

— Similarly, we can remove the assumption that 2 be known on V by selecting the ini-
tial conditions ugy, for k = 1,...,n, as in [9][Theorem 1.1]. Nevertheless, the set of initial
conditions cannot be defined explicitly, so we rather stick with the formulation of Theo-
remd] given in this paper. Nevertheless, in order to avoid the inadequate expense of the
constraints of this article, we shall not go further into details in this matter.

— Evidently, it can be checked that if a; = a, then, the electric potential can be Lipschitz
stably retrieved from one boundary observation of the solution. This extends the result of
Baudouin and Puel [1], to the case of a magnetic Laplacian.

Similarly, if g1 = g2, we can determine the divergence free magnetic potential for n
boundary observations of the solution, which generalises the result of [9].

— Itis worth mentionning that the stability estimate of Theorem[4]determines 7+1 unknown

functions (ay, ..., a,) and g from the knowledge of n + 1 boundary observations over the

time-space (0, T).

6.1.5 Outline of the paper

The proof of Theorem E] is based on the celebrated Bugkheim-Klibanov method [8] which is
by means of a Carleman estimate designed for Schrodinger equations. In Section we state
the global Carleman estimate we use in the derivation of the stability result. Section[6.3|contains

the proof of Theorem 4]
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6.2 Global Carleman estimate

In this section, we recall the global Carleman inequality for vanishing solution on the
boundary X, which can be found in [I][Section3]( see also [9] ). This estimate is the main tool
needed for the derivation of Theorem 4l

Given the Schrodinger operator

L:=idi + A, (6.4)
we define a function i € C*(Q), R,), satisfying the following conditions :
i) Vyx)=p>0, YxeQ.
() V¢ -v<Oforallx e T\IT™

(iii) AAq > 0, de > 0 such that for all £ € R", and for all A > A1, we have

AIVY - EP + D?Y(E, &) > elE,
el

axiaxj )1§i,f§n

where DZI/J = ( and Dzlp(é, E) denotes the C"-scalar product of Dzljbvé with &.

Notice that there are actual functions 1 verifying the above assumptions, such as x - |x — x|,
for an arbitrary xp € R" \ Qand a subboundary I'* O {x € T, (x — x¢) - v > 0}. Furthermore, for

A > 0 the following weight functions :
AP) o — M)
T-pa+n 4 D= G T

where a > ||3A¢||LW(Q). Finaly, we introduce the two operators P, and P, acting in Cj’(Q)’, as

O(x, t) = (6.5)

follows :

Py:=idi + A+5%|Vnf>, and P, :=isdin+2sVn-V +s(An), (6.6)
in such a way that P; + P, = ¢”*1Le*1. Then, we have the following result :

Proposition. 6.1 Assume that 1 and T'* satisfy the above conditions. Let nj and 6 be as in (6.5), and let
Pj, j =1, 2 be defined by (6.6). Then, there are two constants sy > 0 and C > 0, depending only on T, Q2

and T'*, such that the estimate

slle™1Vul, o+ $lle~ Ml o+ Y IRl o
j=12

< C(slle~10"2(9, )"/ 20tllfzqa + le™TLatlEy )

holds for all s > sy, and for any function u € L2(-T,T; Hé(Q)) such that Lu € L*(Qr) and dyu €
L2(=T, T; LA(T'*)). Here L1 stands for T* X (=T, T).
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6.3 Stability estimate

In this section, we derive the stability estimate for 4 and g appearing in the magnetic
Schrédinger equation (6.1) of Theorem [} Here and henceforth the symbol ”*” stands for the

differention with respect to .

6.3.1 Linearization and time symmetrization
Let uj, for j = 1, 2, be solutions to

(—ide + Hay(t) + q;)u; =0, in Q,
uj(, 1) = uol), in Q, (67)

uj=0, on X.

Then, u = 11 — uy is a solution to the following boundary value problem

(=idt + Hyy +q)u = f, in Q,
u(,L)y=0 in Q, (6.8)

u=20 on X,
where f = x(a; — a2) - (=2iV = x(a1 + a2))uz — B(q1 — g2)uz. By differentiating (6.8), we get

(=ids + Hyy + q1)v = g = f' = Hpu—p'qu, in Q,
o, $) =0, in Q, (6.9)

v=0, on X
with v = d;u. Thus, w = d;v is a solution to

(=id; + Hy (t) + q1)w = h := f" = 2(H;, + B'q1)v — (H}, + "q1)u, inQ,
w(, 3) = 2¢'(3)(@1 = a2) - Vug + i’ (0)(q1 — 42)uuo, in Q, (6.10)

w=0, on %L

Let us extend x (resp. ) in an odd function on [T, T]. Then, bearing in mind that g and a are
real valued and setting u(x, t) = m and f(x,t) = m, we extend u on Q7 = QX (-T,0)
into a function u satisfying the equation in Qr := Q x (=T, T). Similarly, we can define v
and g on Q7 as v(x, t) = —m and g(x, t) = —m in such a way that v is a solution to 1@}
on Qr. Finally, putting w(x, t) = m and h(x, t) = m for (x, t) € Q7, one can easily check

that w is solution to (6.10) in Qr.
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6.3.2 Preliminary estimates

We start by stating a powerful tool introduced by A. L. Bughkeim and M. V. Klibanov in [8].

Lemma9 For d € {1,..,n}, let n be given by (6.6). Then, there exists a positive constant k > 0,
depending only on T, such that we have

T
f f e—ZSr](x,t)
-T JQ

for every p € L>(Qr)“.

t 2 K iy
fo P&, e[ dxdt < Z1e Pl gy,

We turn now to establishing the coming statement with the aid of Proposition[6.Ijand the above
lemma.

Lemma 10 There exists s1 > 0 such that for any s > s1, we have the following estimate

el )+ IPre 1l < Cle @ = )y, + e = 421,

+s IIe—Sﬂ61/2(8V¢)1/28vw|Iiz (Z;)),

where C is a positive constant independent of s.

Proof 11 By applying Proposition |6.1|to the solution w, we find a constant C > 0 such that

Slle™0l5 o, + 1P Wl o ) + slle™ Vel
(6.11)

< C(le™ Ll g, + slle™10" @) Powlfyyy.)), s> 50, (612)

where Lw = (h(x, t) + 2iay - V + a3 + q1)w. Here h(x, t) is given by the following identity

h(x,t) = =2(H;, + p'q1)v — (Hy, (t) + B (H)g1)u + filg1 — q2) + folar — a2),
where

fi(x,t) = By + 28 sty + Bo*ua,
and

f2(x/ t)

X"( =21V = x(@r + a2) = 202(a + @) — xx” (@1 + a2 uz
+2)(’( =2iV = x(ay +az) = 2xx’ (a1 + az))&uz
+)(( -2iV — x(a1 — uz))8fu2
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In view of , we have f; € CU([-T, TT; L*(Q)) for j = 1, 2. Moreover, it is easy to see that Hy +B'q
and Hy + fqy are bounded operators from L2(~T, T; HY(Q)) into L*(Qr). Thus, there exists C > 0,

independent of s, such that we have

sPlle*wll?, | + IPre™Mwl,  \ + slle™1Vew|?

L2(Qr) L2(Qr) L2(Qr)

< C(lear = a)lR, ), + le1q1 = @I, + slle™10"2(, P2l .y

=51 12 —sn 2
) Ul g + e Vol ).

p=u,0,w

t t

Therefore, since V¥u(-,t) = f VFu(-, 7) dt and VFo(-, t) = f VFw(., 7) dt, for k = 0,1, we deduce from
0 0

LemmaQlthat

S3||e'5'7WIIi2( +IPre=wll?, | + slle™Vuwll?

L2(Qr) L(Qr)

C(lle=1@r = a2)IZ, o0 + ™11 = @I o, + slle™16"2(9,)!/20, 0]

L2(2+)

ey, )+l Vel g,).

forany s > so. Thus, by taking s sufficiently large, we obtain

e, )+ PR, | < CleMar = m)IR, ) + Il = )12,

+sle” 51761/2(8 lzb)l/zavw”Lz(er )

This completes the proof of the Lemma.

6.3.3 Proof of Theoreml5.2|

Let us now complete the stability estimate. Putting ¢(x, t) = e1*)w(x, t) and using the fact

that n(x, =T) = 0, we get

0 0
lpC, 0l ) = I . fQ dilp(x, )P dxdt =2 R ( [ ) fg drp(x, P(x, £) dx ).
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Hence, from the Green formula and one can see that

166 OlEs g f 00+ & 1900 DY, 75 D )

f f P1op(x, (x, 1) dx dt).

Therefore, we get from the Cauchy-Schwarz inequality that

IOy < 2Pl 6l
(6.13)

=3/2(.311,— 2
< s(Se Mol oy + 1P 0} s>0. (6.14)

L2(Qr ))

Then, by Lemma([I0] we obtain for all s > s,

o, Oy = 41" O™ a1 = a2) - Vasgll2, gy, + B Ol g1 = g2)uol}65)

< Ol = adlfEy g,y + e = @2, + s leM0MR@) Pl )
(6.16)

Let us now choose the initial conditions ug as follows. Pick w € Q such that w > Q\ V. Then,
we choose 1y € Cg(Q) such that up(x) = 1 for any x € w. Taking into account that g4; — g2 and

a1 — ap vanish in V and that n(-, 0) < n(x, t) for all x € Q3, we deduce from (6.15) that

Cllle O)(fh q2)||L2(Q) <Cs™ 3/2(”6 sn( 0)(01 - aZ)”LQ(Q)” + ”e_Sn(',O)(ql q2)|lL2(Q) +S ”avw”Lz Z*’))
(6.17)
Here we used the fact that O¢=2" and dyy are bounded on Z+. Next, we select n initial conditions
Uk € CS(Q), fork =1,...,n, such that ug ) = x; on . Then, we infer from (6 in a similar way
that

Calle™ " ar = )il < C5~*(lle™" @1 = a2)lEy gy + ™0 g1 = g2y + 5 ||avw||L2(Z+))
(6.18)
where (a1 —a,) denotes the k" component of 21 —a;. Summing up 1} with l) fork=1,.,n,

we get that

n
Cille™10 gy - 02y + C2 Zf lle™*100(ay — ay) i)
]:

< Cn+1)s7 (1l a1 = a2)IFy 00 + e g1 = g2l +s||avw||L2(Z+)) s> 5
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Thus, there exists s3 > 0 such that for s > s3, we have

le™ 01 = g2)lIF 2y + le™" 0 (@1 = a2)I2, gy < Cs™ 2110097 (1 — 112)

2
2Qyr = ”LZ(Z;) :

_nea=1

Finally, from the inequality =210 > ¢ 7 >0, we get the desired result.
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CHAPITRE 7

DETERMINATION DU POTENTIEL
MAGNETIQUE DANS L’EQUATION DE
SCHRODINGER NON AUTONOME : CAS D'UN

DOMAINE NON BORNE

L'objectif de ce chapitre est l'identification du potentiel magnétique de I"équation de Schro-
dinger non autonome en présence d’un potentiel électrique supposé connu a partir d'un nombre
fini d’observations. Le domaine de référence est cylindrique infini, donc non borné. Pour cela,
il sera nécessaire de supposer que le potentiel électrique ne dépend que de la variable spatiale

et que le potentiel magnétique s’écrit sous la forme particuliére suivante

a(t,x) = x(H)a(x), (7.1)
ot x est une fonction donnée prise dans C® ([0, T]; R) et qui vérifie x (0) = 0 et x’ (0) # 0. Avec
ces conditions, on décrit la situation de la maniere suivante :
7.0.4 Description du probléme

Soit w un ouvert borné de R"1, avec n > 2, de frontiere dw de classe C2. Soit Q le domaine
cylindrique infini donné par Q := w X R. Pour T > 0, fixé, nous rappelons 1'expression de

I’hamiltonien (3.65) :
Hog(®) =V +x®)a@)+qkx), (tx)el0,TIxQ, (7.2)
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ol x est une fonction a valeur réel qui ne dépend que du temps, a = (a3, ...,a,) € L*(QQ,R") et

g € L*(€); R) est un potentiel qui sera supposé connu dans toute la suite. Posons
I'=dwoxR, Q7 =(0,T)xQ, 7 =(0,T) xT.
Alors, notre probleme aux limites s’écrit

(=ide + Hog () u(t,x) =0, dans Qf,
u(t,x)=0, sur X, (7.3)
u(0,x) = ug (x), dans Q.
On peut maintenant introduire le probleme inverse considéré dans ce chapitre. On désigne par
v la normale unitaire a I et . une partie de la frontiere dw vérifiant une propriété géométrique

que l'on va préciser ultérieurement. En supposant que a4, = 0 et que le potentiel électrique

g est connu, nous cherchons & déterminer le potentiel magnétique a = (aj (x)) , a partir

1<j<n

d’"un nombre fini de mesures latérales et partielles avalf“KO,T)x;/*xR, k=1,2, de la solution u du

systeme (7.3).

7.0.5 Le résultat de stabilité obtenu

Nous commengons par introduire quelques notations spécifiques a ce paragraphe. Nous

écrivons x = (x’, x,,) avec X’ = (xq, ..., X,—1) pour tout x = (xq, ..., x,) € Q et 'on note

Xo := H' (Q)" NHgjyo (O R),

Hgivo (G R) := {a € L™ (Q; R"), V.a = 0}.

Soit vp C w un voisinage arbitraire de la frontiére dw. Nous posons Vj = vg X R. Pour gy € Xj

et M > 0, nous considérons 1’ensemble des coefficients admissibles suivant
de
Ac (a0, M) = {a € Xo, a = agsur Vo, llallsqy <M, o (', x0) = a0 (', x)| < re”? ),

our>0,b>0,e>0etde € (2(1+e€)/3,+0) sont des réels strictement positifs fixés. On peut

maintenant énoncer le résultat principal de ce chapitre comme suit.
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Théoréme. 7.1 Soit x € C3 ([0, T];R) tel que x (0) = 0 et x’ (0) # 0. Soient a et @ deux potentiels pris

dans Ae (ag, M). Choisissons w. C w tel que w \ vo C w. et posons n — 1 fonctions {uo,j}';z_ll satisfaisant
i o~ ’ —(1+€)/2 _ ’ Q 74
U, j (x) = U, j (") (xn) , x =, x,) €Q, (7.4)

o fly; € Cy (w) vérifie 1l (x') = x; dans w.. Soit u; (resp. LZ]-) la solution du systeme (7.3)
(resp. (7.3) oit Hy 4 (t) est remplacé par Hg g (t)), associé a la condition initiale ug j, j = 1,...,n—1. Alors,

il existe une constante C > 0, ne dépend que de T, w, y., M, x, ‘7“00 , telle que I'estimation suivante

n—1
17— allp2qy < C 2 (
=

est vraie pour 0 := (b —06) / (2b — 0) et tout 6 € (0, D).

2

2
9,01 (u; — 1)) LZ(O,T;%X]R)) ’

L2(0,T;y.xR

avatz (uj - ﬁj)

)+

7.1 Un résultat d’existence

Avant de passer a 1’étude de stabilité de notre probleme aux limites on rappelle le résultat

d’existence et d"unicité suivant, donné dans le chapitre E}

Lemme. 7.1 Soient q € L* (Q;R) et a le potentiel magnétique défini par (7.1)), oit a € A¢ (ag, M) et
x € C3([0, T); R) vérifie x (0) = 0 et x’ (0) # 0. Alors, pour tout ug satisfaisant :

Auy e Hr = HY (Q) N H*(Q), k=0,1,2. (7.5)

Le systeme

—iv' +H,, Hu=0, dansL?(0,T;Hp),
a,q( ) ( O) (7.6)

u (0) = uy,
admet une unique solution u € C2(0,T; H>) N C3(0, T; Hy) . De plus il existe une constante C > 0, qui

ne dépend que de T, Ay = ||a||C0((0,T);Lw(Q)n) et Ar = |lqllL~(q), telle que

]
[@urar),, <Y lIaul,, i=012 7.7)
k=0

7.2 Un résultat de stabilité holderienne pour le probleme inverse

Dans cette section, nous montrons une estimation de stabilité pour le potentiel magnétique
a de I'équation de Schrodinger (7.3), en adaptant la méthode de Bukhgeim-Klibanov [BK], au

contexe d'un domaine cylindrique infini () = w X RR.
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7.2.1 Linéarisation du probléme inverse

Soient a et 4 deux potentiels magnétiques donnés dans A (a9, M). On considere u et ii les

solutions respectives des systemes

(=ide + Hog () u(t,x) =0, dans Qf,

u(t,x)=0, sur L.F, (7.8)
u(0,x) = ug (x), dans Q,

et
(—i&t + Hz, (t)) ii(t,x) =0, dans QF,

i(t,x)=0, sur L7, (7.9)
i1 (0,x) = ug (x), dans Q.

Soit v := u — ii. D’apres 'identité V-a = V-4 = 0, il est clair que v est une solution du probléme

aux limites suivant

(=ide + Hog (D)0 (t,x) = f(t,x), dans QF,

v(t,x)=0, sur L7, (7.10)
v(0,x) =0, dans Q,
ou
f=x@-a) 2iV+x@+a))i. (7.11)

L’objectif de la méthode de Bukhgeim-Klibanov est de faire apparaitre le coefficient & — a dans

la condition initiale du systeme. On définit w := v’ et on dérive (7.10) par rapport a t. On obtient

(—iat +H,, (t)) w(t,x) = g(t,x), dans QF,
w(t,x) =0, sur £, (7.12)
w(ol x) = 0/ dans Q,

gt x):=f"(t,x)— H;,q (Ho(t,x), (tx) e Qr.

De méme et puisque la condition initiale est encore nulle, on peut montrer sans difficulté que

y = w’ est une solution du systéme suivant

(—i&t +H 4 (t)) y(t,x)=m(tx), dans QF,
y(t,x) =0, sur L7, (7.13)
y(0,x) ==2)x"(0)(@(x) —a(x)) - Vug (x), dans Q,
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m(t,x):= g (t,x) - H;/q B w(tx).

7.2.2 Symétrisation temporelle du probleme

La stratégie utilisée dans la section [7.2| est d’établir une estimation de Carleman globale
donnée sur Qr = (=T, T) X Q, pour les solutions et (7.13). Pour cela, on prolonge x en une
fonction impaire sur [-T, T] et nous étendons ensuite la définition de l'opérateur H,, (t)
associé a tout t € [-T,T]. De plus, on prolonge v (resp. f) sur Q. = (=T,0) X (), en posant
v(t,x) = v(~tx) (resp. f (t,x) = m) pour (t,x) € Q7, de telle sorte que v satisfait dans
Qr. De méme, on peut définir w et ¢ sur Qr, en posant w (¢, x) = —m etg(tx) = —m, de
sorte que w satisfait dans Qr. Finalement, posons y (£, x) = y (t, x) et m (£, x) = m (t, x) pour
(t,x) € Q7. On peut facilement vérifier que y satisfait le méme systeme (7.13), posé cette fois sur
[-T,T],ie:

(=ide + Hog () y (t,2) = m (t,%), dans Qr,
y(t,x)=0, sur I, (7.14)
y(0,x) = =2x"(0)(@(x) —a(x)) - Vup (x), dans Q,
ou Lt := (-=T,T) xI'. En outre, en utilisant le fait que 1 est a valeurs réelles, nous déduisons de
I'identité y (0, x) = =2x" (0) (4 (x) — a (x)) - Vug (x), que l'application t - y (¢, x) est en fait continue

en t=0.

7.2.3 Inégalité de Carleman globale

Pour T > 0, on note L 'opérateur de Schrodinger suivant
L:=—id; — A. (7.15)

Le but de cette section est de donner une estimation de Carleman globale pour I'opérateur L.
Pour cela, on suppose d’abord qu’il existe une fonction f et une partie y. de la frontiere latérale
Jdw, satisfisant les hypotheses :

e Hypothése (H.1) : Il existe une constante Cy > 0, telle que pour tout x’ € w, nous avons
|Vx/ﬁ(x’)| > Co.

e Hypothese (H.2) : 9, (x') := Vyf (x') - v (x') < 0, ¥’ € dw\y., ol v désigne le vecteur unitaire

normal extérieur a dw.

116



e Hypothese (H.3) : dA; > 0, Jde > 0, telle que A |er,[§(x’) . C|2 + DZE (x",C,C) = €] pour tous
CeR"™etAd> Ay, ouD?f(x') = (:92%((;;’))%1_,]5”_1 et D2 (x', C, C) est le produit scalaire euclidien
dans R"~! de D?B (x") C et C.

L’existence d’une telle fonction f satisfisant (H.1), (H.2) et (H.3) est garantie par ’exemple

suivant
2

B(xX) = |x' - x;

7

ot x € R"!\w. Dans ce cas, y. peut étre n'importe quelle sous partie de dw, vérifiant
y: D {x’ € dw, (x’ - x6) -1 (x) >0},
Ensuite, pour tout x = (x, x,,) € O, nous posons
Bx):=B()+K ou K:=m ||B‘||Oo pour m > 1. (7.16)

Nous définissons les fonctions poids ¢ et 1), par :

eﬁ(x)
¢ (t,x) = TxHT =1 (t,x) € Qr, (7.17)
et
eK — eﬁ(x)
n(t,x) = (,x) € Qr. (7.18)

(T+t)(T-1t)
Enfin, pour tout s > 0, on note M; et M, les deux opérateurs de (Cg")/ (Qr), suivants :

My = ids+ A+ 52|V,

(7.19)

et

M; :=isn’ +2sVn -V +s(An). (7.20)

Il est clair que M;, (resp, M>) est la partie "autoadjointe, anti-autoadjointe" de 1'opérateur

e *1Le*", ou L est donné par (7.15).

On peut maintenant rappeler I'inégalité de Carleman globale suivante, établie

dans [KPS.1] [Proposition 3.3].

Proposition. 7.1 Supposns qu'il existe une fonction € C* (ﬁ; ]R+) et une partie de la frontiere y. C w.

satisfaisant les hypotheses (H.1), (H.2) et (H.3). Alors, il existe deux constantes s et C, qui dépendent
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uniquement de T, w et ., telle que pour tout s > sq et pour tout z € L2 (=T, T; H1) vérifiant Lz € L?(Q7)

et dyz € [2 (—T, T; L2 (« X ]R)), I'estimation suivante

- 1/2 _ 2
1) < C (sl 2 @) 2,2y gy * o). (7.21)

est vraie, avec

1@) = Sl 2l ) +slle ™ IVl By + Y M2l (7.22)
j=1,2

les opérateurs M;, j = 1,2, étant définis par (7.19) et (7.20).
Nous utilisons maintenant cette Proposition pour démontrer le lemme suivant.

Lemme. 7.2 Les fonctions , @ et n étant données comme dans la proposition soit I (w) définie par
(7.22)), ot w est la solution du systéme (7.12). Alors, il existe s1 > so et une constante C > 0, qui ne
dépend que de T, M, w, y. et ||q“ Lo(Q)” telle que 'estimation

I(w)<C (SIIB_S”(P”Z (0.2 3] (723)

2 —s1n £71|12
L2((-T,T)xy.XR) e f ||L2(QT))’

a lieu pour tout s > sy.

Preuve . Utilisons (7.15) afin de réécrire la premiere équation de (7.12) sous la forme

Lw

g —2ixa-Vw - (l)(a|2 + q) w,
f' = 2ixa- Vo~ (2x'xlal?) v = 2ixa - Vo — (|xal® + g) w.

Comme la derniére composante du vecteur a est nulle, par hypothesea € R""! alors nous avons
a-V=a-Vy,
sil’on garde la méme notation a pour le vecteur (ay, ..., a,-1). Par conséquent, on a
Lw = f"-2ix'a-Vyv— (2)(’)(|a|2) v—2ixa-Vyw— (l)(alz + q) w.

Par suite, 'inégalité de Carleman nous permet de conclure qu’il existe une constante C > 0, qui

ne dépend que de T, w et y., telle que

I@) < Cllle™"p" (0B)"* Dol _ppe gy + 1€ )

—s1 2 , 0|2 12 5
£ ) 1 (1o + V2 pl) 1 )

p=v,w

(7.24)
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D’autre part, [CS, Lemme 3.4] appliqué a v(t,x) = fotw(é, x)dé&, fournit I'existence d’une

constante k > 0, telle que

B 1/2 K, 1/2
e (1o + Vo) Iz, < <l (ol + Vewl) I, ) (7.25)

pour tout s > 0. En combinant (7.24) et (7.25), nous obtenons que

—sn1/2 1/2 2 —sn £1112
I(w) < C(S”e P (avﬁ) avw”Lz((—T,T)Xy*x]R) + ”e f ||L2(QT) (7 26)
x —s1 2 2\1/2 » —s1 2 2\1/2 2 '
217 (lol + [Vewl) I g, + e (jof + [Vaewl) Iz g,
Finalement, en choisissant s assez grand dans ’estimation précédente, on obtient (/.23). m]

Maintenat que le lemme (7.2) est démontré nous passons a établir une inégalité de Carleman

pour la solution y du systéme (7.14).

Théoreme. 7.2 Soit y la solution du systeme (7.13). Alors, B, @, et s1 étant comme dans la Proposition
(7.3), il existe s, > sy, aussi qu'une constante C > 0, ne dépendant que de T, M, w, y. et ||q||Lm(Q) ,
telles que, pour tout s > s, nous avons
—sn_1/2 1/2 2 s 2
Iy) = ¢ 2 e (OuB) = vl rycycmy 17 (@ = DIz gy ) (7.27)
p=yw
Preuve . De la méme maniere que précédemment, nous utilisons (7.15), et le fait que la derniére

composante du vecteur a est nulle, afin de réécrire la premiere équation de (7.13), en

g —H (Hhw- (2i)(a “Vyy + (|Xﬂ|2 + Q) y),
= = |HY, o+ 2H], (9w + 2ixa- Vaoy + (al +q) ]

Ly

Appliquons ensuite 1'inégalité de Carleman a la solution y. On obtient

I(y) < COlle™9" @uB)' dulta gy namy + 16 M)

3 1/2
£ Y 1 (IR + VepP) I,
p=v,w,y

(7.28)

On distingue donc deux cas :
i) Si p = v, alors d’apres (7.25), on peut faire passer v de ’autre c6té de "équation (7.28).
p P P P q
1/2
ii) Si p = w, v, il est clair que |le™*" (|p|* + |Vx p[?) |17 , peut étre rendu arbitrairement petit
p y q P p 12Qry P P
par rapport I (p), en choisissant s suffisamment grand.

Par conséquent, nous avons

+ e )12 +1(w). (7.29)

I(y) < CGslle™9' (9,8)" 9yl T2

L2((-T,T)xy.XR)
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Finalement, I'inégalité recherchée se déduit de ceci, (7.23) et des deux expressions suivantes
fr=@—a) - [x@+a) Q)i+ xit") +2i (X' Vii + xVit')],
et

f"=@—-a)-[xX @+a)x'a+4xi’) + x@+a) Qx"i+ xit”") + 2i (x""Vii + 2)'Vii' + xVii"')],

qui résultent de l'identité (7.11) et du lemme appliqué a la solution ii. m]

7.2.4 Résultat de stabilité

Lemme. 7.3 Soit y la solution du systeme (7.13)). Posons ¢ := ey et I := ||e‘s’7(0")y(0,.)

|2
L2(Q) °
AZOTS, pour tout s > 0, nous aoons

0 —
I =2Im (f fMlt,b(t, x) (¢, x)) dxdt, (7.30)
-t Jao
ot M est donné par (7.19).
Preuve . D’apres (7.16) et (7.18), nous avons lim;—,_t1 (¢,.) = 0, donc

0 0
— 2 _ ,
I = f ) fQ ol (t, x) ["dxdt = 2Re ( I ) L Y (t,x)w(t,x)dxdt). (7.31)

Ensuite, comme

My = ids + A+ 52|V,

la formule de Green, implique

0 _ 0
Re (ITLED (t,x)kb(t,x)dxdt) = Im(ITLMll,b(t,x)l,b(t,x)dxdt) -W

avec . .
W = Im( f f AV (t, x) 1§ (t, x)dxdt + s f f |(vn)¢(t,x)|2dxdt)
-tJo -rJa
0
:Im( f f IV (¢, x) |2dxdt)=o.
-tJa
Enfin, le résultat s’ensuit immédiatement de cette identité et de (7.31). o

Comme conséquence du Lemme[7.3] nous avons le
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Corollaire. 7.1 Pour tout s > sp, nous avons

|I| < C(S—l/Z Z ||e—577(p1/2 (8vﬁ)1/2 avp“iz((_T’T)X%XIR)
e (7.32)
573210 (3 - a) |12, Q-

Preuve . Appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz a (7.30). On obtient

[1<2 ||M1¢||L2(QT) ||¢||L2(QT) <572 (53 ||e—sny||i2(QT) + ”Mle_sny“iZ(Qr))'
Ensuite, nous vérifions sans peine a I'aide du théoreme que

— — 1/2 — — ~
171 < CET Y e (9,8) DI ey * 5 N @ = ) 2 g0,
p=y,w

ol C est une constante qui dépend que de €, y., T et M. Vu (7.18), le résultat recherché est une

conséquence immédiate de l'inégalité 1 (t, x) > (0, x), pour (¢, x) € Q. O

Nous somme en mesure de démontrer maintenant le résultat de stabilité donné par le théoreme

7.2.5 Preuve du théoréme [Z7.1]
Soit £ > 0, fixé. D’apres 'identité
T = 4y (O 1) @ —a) - Vu0||i2(0) ,
et le Corollaire[/.1jon voit que

|77 (@ — a) - Vuo”iz(wx(—t’,f)) = G710 @ = ) I g gy
< O ) 10 O Dbl gy + 5O = )
p=yw (7.33)
pour tout s > s;.

Vu les définitions de w, y, etcellesdeuj, i}, ug j, pour j = 1,..., n—1,1"estimation (7.33) appliquée

a up = ug,j, conduit pour tout s > s, a

_ =3/2|,—s10,.) (7 _ 2
Cs™le @ =D .0y

1,

[le70) (@ — a) - Wo,j”izw(—w)

—1/2, o o=3/2)1,-5n(0,) (~ 2
< C(s™ 7+ e @-a)ll;

Z(wx(lR\(_g,g)))n)r ] =1,..,n—
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5 2 2
avat (uj - u]‘) Lz((—T,T)X}/,,X]R) +

avatz (u j— U j)
Remarquons d’apres (7.4), que pour tout x € w. X (—=¢,£),ona |8xjuo,j (x)| > (£)~(1+9/2 En outre,
nous notons d’apres (7.16) et (7.18) que n(x,0) > 0, sur Q. En additionnant membre a membre,

Hj= L2((-T,T)xy.xR)

les estimations précédente pour j = 1,...,n — 1, on obtient

- - —-sn(0,.) (7 -1/2 —-3/2|15 2
((5) (1+e) _ g 3/2) lle s1(0,.) ) ”iz(a)x(—{’,f))” < C(s / L+s / lla — a”LZ(wx]R\(—é’,{’))”)’

(7.34)

[y

n—

H= Hj-
j
Prenant ainsi, s = (1/ 2C)_2/ 3 (£)Y21+6)/3 dans (7.34) et £ > 0 suffisament grand pour que s > s, on

1l
—_

obtient donc

< Cec<€>2(1+€)/3 (<€>2(1+€)/3‘u + ||ﬁ _ a”2 (735)

~ o0
18 = all72 st 07y LZ(wXJR\(—f,é’))”) ’

|L°°(Q) < EZK/TZ, d’apres (7.16) et (7.18).

D’autre part, comme a et @ sont dans A v (a0) , nous avons pour tout 6 € (0,b),

) Dby e 2 —5(x, e —(2b-5)(£)%
llé — al? Ly <47 Ia)|2f e 20 g, < (472 |l fe dx )e :
Lz(a)x(]R\( £,0))) R\(-£,) " R "

Ceci et (7.35), impliquent

car ||r](0,.)

~ 2(1+€)/3 _ _ de
1 = 8122 g gy < CCOPIF DT (0N ) (7.36)

Posons 14 := e~ (@~0)

2/d. 1/2
— Sip e (0,15), prenons € = £ (u) := ((—21?—_%) - 1) dans (7.36). On obtient

. On distingue deux cas :

~ 2 2(1+€)/3 _ (9}, de
||61 _ a”LZ(a)x(_&f))” < C<£>2(1+e)/3eC(f> (2b—06)(t) )

Puisque de > 2(1 + €) /3, ceci implique

5 2 _stde | _(op— de
ld — alliz(wx(_f’f))n <C (sup f2(1+€)/3,Ct (1+€)/3-0t )e @b=0)0" < 29, (7.37)
t>1

avec
b—5
6= 5—=€(0,1/2).
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D’autre part, nous utilisons une nouvelle fois les conditions posées sur a et 4 dans la

définition de I'ensemble A (agp) . On obtient I'inégalité suivante
17 =l 2 r ey < C( f}R 8_2‘5<"”>dxn)e‘<2b_‘5)<€>d€ <Cp?, ue©1).  (7.38)
En combinant et (7.38), nous déduisons que
17 = all?y g < Cu?%, € (0,7) (7.39)

— Si p > 15, utilisons encore une fois les conditions posées sur a et @ dans la définition de

I’'ensemble A, (ap), et obtenons

~ _ de
1= e < 4P 01 20 ),

Par conséquent

< Cp* >y,

”a - a”LZ(Q)” = ng

2 —2b(x;, )%
5 <(4a |a)|(f]Re x dxn)) -
U
o

ce qui acheve la démonstration.
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CHAPITRE 8

HOLDER STABILITY IDENTIFICATION OF
THE MAGNETIC FIELD OF THE
SCHRODINGER EQUATION IN UNBOUNDED
CYLINDRICAL DOMAINS BY A FINITE

NUMBER OF NEUMANN OBSERVATIONS

Abstract : In this article, we study the boundary inverse problem of determining the time
dependent magnetic field appearing in the magnetic Schrédinger equation in an infinite cylin-
drical domain from partial Neumann data. We prove a Holder stability estimate with the aid of

a Carleman estimate specifically designed for the Schrodinger operator.

8.1 Introduction

8.1.1 Statement of the problem

Let w € R""! be a bounded open subset with C2—~boundary denoted by dw. We assume that
n > 2. Let Q be the infinite cylindrical domain given by Q := w X R. For T > 0, be arbitrarily

fixed, we define the time Hamiltonian operator as

Hag () :=V+a(tx)* +q(x), (tx)€[0,TIxQ,
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with
at,x)=x®alx), (x)e€]0,T]xQ,

where y is a smooth real valued function depend of t, a = (a3, ..., a,) € L* (Q2)" is anon-divergent,
real-vector-valued magnetic potential and g € L™ (Q) is assumed to be known electric potential.
We denote by

I'=0dwxR, Q7 =(0,T)xQ, £} =(0,T) xT.

We consider the following initial boundary value problem (IBVP in short) for the Schrodinger
equation
(=ide + Hag () u(t, ) =0, in QF,
u(t,x) =0, on LI, (8.1)
1 (0,x) = ug (x), in Q,
associated with the initial value uy.
Let us now formulate the inverse problem we consider in this article. We denote by v the unit
outward normal vector to I', . an open subset of dw satisfying an appropriate geometrical
condition we shall make precise further. Assuming that a, = 0, and that the electric potential
g is known, we aim to determine the magnetic field associated to the magnetic potential a =
(u i (x)) w from a finite number of partial Neumann measurements avalfu|(o,T)><r+, k=1,2, of

1<j
the solution u to (8.1)).

8.1.2 Main results

Let us first introduce some notation and definitions. For shortness sake we write x = (x’, x;,)

with ¥ = (x1, ..., x,—1) for every x = (x1, ..., x,,) € (), and we set
Xo = H' (Q)" N Hgjyo (A R),

where

Hivo (QR) :={a € L* (;R"), V.a=0}.

Let vg C w be an arbitrary neighborhood of the boundary dw. We put V = vy x R. For ag € Xy

and M > 0, we introduce the admissible set of magnetic potentials vectors a = a(x) as

- de
Ae (a0, M) = {a € Xo, a =aoonVy, llallpey <M, la(x,x4) — a9 (', x,)| < ce” "},
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wherec >0, b >0, € >0and dc € (2(1 + €) /3, +00) are a priori fixed constants. The main result

of this article is as follows.

Theorem 5 Let y € C3([0, T];R) be such that x (0) = 0 and x’ (0) # 0. Let a and i be in A, (ag, M).

Pick w. C w such that w \ vo C w. and chose n — 1 functions {“O,j}}:ll satisfying

g, (x) = lg,j (') ()™ 2, x = (¢, x0) €, (82)
where, ily; € Cy (w) is such that 1iy; (X') = xj, in w.. Let u; (resp. LZj) denote the solution to (8.1)
(resp. (8.1) where H, 4 (t) is replaced by H; 4 (t)) with initial condition ugj, j = 1,...,n — 1. Then there
exists a sub-boundary y. C dw, and a constant C > 0, depending only on T, w, y., M, x, and q, such

that the estimate

n—1
17 —allp2qp < C Z (
=1

holds for 6 := (b—0)/(2b-05), 6 € (0,b).

8V8t2 (Ll]' - ﬁj) ’

2
d,0; (”J’ —1j ) LZ(U/TW*X]R)) ’

+
L2(0,T;y.xR)

8.2 Analysis for the direct problem

In this section we establish the existence, uniqueness and regularity properties needed for
the analysis of the inverse problem in Section As a preamble, we introduce some basic
notation used throughout the section.

Let X1, X, be tow Hilbert spaces. We denote by B (X;, X») the class of linear bounded operators
T:X1 — Xp. If X1 = Xo =X, we write 8(X) instead of B(X, X). Let (c, b) be an open set of R,
we put W (c, b; X1, X2) := {u; u € L>(c,b; X1), v/ € L?(c, b; X2)}, which, endowed with the norm

lellyy == (Ilellz2e ) + 102 px,) ) - is @ Hilbert space.

8.2.1 Magnetic Schréodinger operator

In this part we define the operator H,,(t), and we collect some useful properties. For

ae (O ([O, T]; Hgivo (€2 IR)) ,q € L*(Q) and t € [0, T], we introduce the sesquilinear form
h(t;u,v) =GV +x#)ax)u @V + x(t)a(x) v +{q(x)u,v), u,vedomi(h(t) = Hé (Q),

w where (., .)o denotes the standard scalar product in Hy = L2 (Q). The space dom (% (t)) ; which
does not depend on ¢, endowed with the scalar product (i, v); = ((-A + 1)1/ 2y, (-A+ 1)1/ 2 o

is a Hilbert space denoted by H;.
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Lemma 11 The operator H, 4 (t) generated by the sesquilinear form h(t) is a self-adjoint operator in

L% (Q), with domain does not depend on t :
dom (Haq (1) = dom (—A) = Hy (Q) N H (Q).
Proof 12 Since the boundary T is C2, then the operator (—A) is a self-adjoint in Hy, with domain
dom (—A) = H} () N H*(Q), by [B.3I[Lemma 2.2].
Further, as a € CY ([0, T]; L* (QQ)") , we have
lla - Vull3, < ﬂguwug{g, ueH,,
where

ﬂ(] = ||a||co([0/T];Loo(Q)n) = tSESI]),] ”a (t, ) ”Lm(Q)n.
€1y,

Using the Holder’s inequality, we have for every ¢ € (0,1)
2 € 2 &0 1 2
IVl < SAully, +—-lhully,, u € Hy (@ n H (@),
and consequently
-1
€ €
la - Vi, < SANAulyy, + —-AGlullg,,, u € Hy () N H?(QY).
Therefore we have
e -1

2 2 2 2 € 201,112
la- Vaul + llaully, < > AgIAull, + (n + 7)ﬂ0||u||%,

and since q € L™ (Q)), we immediately see
-1

2 € 2 €
WHag () ull3, < SABNAUIE, + ((n +

)t + 8 i,
where Ay = ||qllL~(q). Here we used the fact that

H,o=—-A+2ia-V+laf* +q.

Thus the operator H, 4 (t) is relatively bounded with respect to (—A) with relative bound ¢ < 1. By
[B.9I[Theorem X.17], the operator H,,(t) is self-adjoint in Hy and dom (Ha,q (t)) = dom (-A) =
Hj (Q) N H?(Q), which completes the proof.
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The space dom (Ha,q (t)) endowed with the scalar product (u,v); = ((-A+1)u,(-=A+1)v)g is
an Hilbert space denoted by H,. We call H_; the dual space of H;. It is know that

7‘(1 C 7'{0 C 7‘(_1.
This and the following inequality
I (t,u,0) < Crllully lIolly, w0 € Hi,

where Cr is a positif constant depending only on T, n, Ay and Ay, shows that H, 4 () can be
extended into an operator mapping H; into H_;, which is still denoted by H, 4 (t). We denoted
by (.,.)-1,1 the dual pairing between H; and H_1, in such a way the mapping H, ; (t) : Hy — H_;
satisfies

<Ha,q (t) u, U)—l,l =h (t/ u, U) , U, vE 7-{1'
8.2.2 Solution to non-autonomous Schrodinger equation

Let f € 12 (O, T, H_ ]-) , where j = 0,1. A solution to the Schrodinger equation
— i) + Hag (¢ = f in L*(0, T; H_), (8.3)

is a function ¢ € W (0, T; H,_;, H_;) satisfying for every v € H;
] j ymg y j

—Z'<I#J’ (t) 7 U)—j,j + <Ha,q (t) ¢ (t) ’ U)—j,j = <f (t) s v)—j,j/ in CSO (01 T)l .

8.2.3 Existence and uniqueness results

In this subsection, we examine the two cases j = 0 and j = 1 separately. One begins with
j=1
8.2.3.1 Existence and uniqueness result in L2(0,T; H-1)

We consider the Cauchy problem

—i)' +Hyqg (Y = f inL?(0, T; H-1)
Y (0) = o,
where 1y € H; and f € L2(0, T; H-1) . We recall from [B.5][Theorem 10.1 and Remark 10.2] the

(8.4)

following existence and uniqueness result :
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Lemma 12 Leta € C! ([0, T]; L™ (Q))and g € L™ (Q) . Then for every Yo € Hyand f € W (0, T; Ho; H-1),
the Cauchy problem admits a unique solution

Y e C'([0, T], Hy) N CL([0, T1, H-1).

8.2.3.2 Improved regularity of solution

Lemma 13 Assume that a € C' ([0, T[;L* (Q)),q € L™ (Q), ¢ € Hy and f € W(0, T; Hy). Then
there exists a unique solution

Y e CY(0,T; Hy) N CL(0, T; Hy),

to the following Cauchy problem

{ i+ Hag (D0 = f in 12(0, T; o) 5

Y (0) = o.

Proof 13 In light of [IB.2l[Section XVIIL.7] there exists a family of unitary operators (U (t,5))g<s j<T i1
Ho, satisfying for all (s, t) € [0, T] x [0, T1, the following properties :

1. U(s,s) = I, the identity mapping in Hp.

2. Ut,s)U(s,r)=U(t,r)for0<r<T.

3. Forall ¢ € L*(Q), the mapping (t,s) — U (t,s) ¢ € L2(Q), is continuous.

4. U (t,5)dom (Hagq (s)) C dom (Hag (t)), t,5 € [0, T].

5. Forall ¢ € dom (Ha,q (s)) , the mapping t — U (t,s) x, is continuously differentiable.
Let 1) be the solution of the equation when j = 1and f = 0, given by Lemma Then from
[B.2[Section XVIII.7], we easily derive that { having the form 1 (t) = U (t,s) ¢ (s) , and satisfies

—idiU (t,5) P (s) + Ha g () U (t,8) 1 (s) = 0.

Therefore, from (4) and (5) , it is easy to see that

t
Y (t,.)=U(0) Py +i fo U(t,s) f(s,.)ds € C°(0, T; H) N C' (0, T; Ho), (8.6)

satisfies the system (8.5)). This completes the proof of Lemma
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8.2.3.3 Higher regularity of solution

In this subsection we establish a higher regularity result for the solution to the problem (8.5)
by applying the existence and uniqueness results stated in Lemma [12|and Lemma [13] First, as

well be seen in the following section, we need to take a of the form

a(t,x)=x®a(x). (8.7)

Lemma 14 Let g € L* (Q) and a be a magnetic potential of the form (8.7), where a € Ac (ag, M) and
x € C3([0, T); R) is such that x (0) = 0 and x’ (0) # 0. Let ug a suitable real-valued function on Q,

satisfying :
Ao e Hy, k=0,1,2. (8.8)

Then, there is a unique solution { € C2(0, T; H>) N C3(0, T; Hp), to the following Cauchy problem

—i)’ + Hag (D¢ =0 in L?(0, T; Ho)
Y (0) = o,

(8.9)

such that,

]
[@rae) o, <cY ool i=01.2 (8.10)
k=0

Here C is some positive constant depending only on T, Ay and A;.

Proof 14 By Lemma and since y € Ho, there is a unique solution 1 € C° (0, T; Ha) NCL (0, T; Ho),
to the following system

—iY)’ (t,x) + Hag (O ¢ (£,x) =0, in QF=(0,T) X Q,
Y (t,x) =0, on £f = (0,T) x 9Q, (8.11)
I;D (0/ .X') = 1#0 (X) ’ in Q.

Further, differentiating (8.11)) with respect to t, we obtain that |’ is solution to the system

—ip” (t,x) + Hayq OV (tx)=f(tx), inQF,
Y’ (t,x) =0, on I3, (8.12)

P 0,x) =i(A+q) o (1), in Q.
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with fi (t,x) := —-Hj, (t) P (t,x). Since f1 € W(0, T; Ho, H-1) and ¢’ (0,.) € Hj, it follows from
and Lemmathat Y’ € C([0, T, Hy)NCL ([0, T), H-1), which, in turn, proves that f; € W (0, T; Ho) .
Thus, taking into account that v’ (0,.) € Ha, we obtain that ¢’ € C° ([0, T], Ha) N C* ([0, T), Ho) from
(8.12) and Lemma |13, As a consequence we have

Y € C1([0,T], H2) N C*([0, T, Ho) .
In the same way, differentiating (8.12) with respect to t, we obtain that V"’ is solution to the system

—i)" (t,X) + Hag ()¢ (t,%) = fo(t,x),  in QF,
P (%) =0, on T, (8.13)

Y7 (0,x) = (—Az - A () + ¢ (x)) Yo (x), in Q.
with f :== —HY () — 2H, (t){’. Finally, by substituting " (resp. fo, "' (0,x) and (8.13)) for ¢’
(resp. fi, V' (0,x) and (B12)) in the above reasoning, we end up getting that ¢”" € C° ([0, T], Hz) N
CY ([0, T], Ho) . As consequence, we have

770 € C2 ([O/ T], 7—(2) N C3 ([0/ T]/ 7{0) .

Moreover, estimate (8.10) follows readily from [B.4][Proposition 2.6]. This completes the proof of the

lemma.

8.3 Stability estimate for the inverse problem

Let ag and M be the same as in Section In this Section, we find a stability estimate
for the magnetic potential a appearing in the Schrodinger equation (8.1.2), by adapting the
Bukhgeim-Klibanov method introduce in [B.1], to the context of the infinite cylindrical domain
Q given by Q) := w X RR. To this purpose, we need to take the magnetic potential a appearing in
Subsection of the form a (t,x) = x () a (x), where y is in C3 ([0, T]; R) and verifies x (0) = 0
and x’ (0) # 0.

8.3.1 Linearized inverse problem

In this part, we discuss the linearized inverse problem of determining the magnetic potential

a € Ae (ag, M) from the measurement of the flux of the first and second time derivatives of the
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solution u.
We assume that the electric potential g4 € L* () is known. Let 2 and @ be two different magnetic

potentials in Ac (a9, M). We denote by u and i the respective solutions to the system

(=ide + Hag () u(t,x) =0, in QF,
u(t,x) =0, on L, (8.14)
u(0,x) = ug (x), in Q.

and
(—iat + Ha, (t)) i(t,x) =0, inQF,

ii(t,x)=0, on L7, (8.15)
1(0,x) = ug (x), in Q.

Set v := u — . It is clear from the identity V-2 = V -4 = 0, that v is solution to the boundary

value problem

(=ids + Hag (1) 0 (t,2) = f(t,x), in Q,

v(t,x) =0, on L, (8.16)
v(0,x) =0, in Q.
where,
fi=x@—-a) 2iV+x(@+a))i. (8.17)

As we aim to retrieve the information on i — a, from the initial condition of the system, we
differentiate with respect to t. Putting w := v’, we have
(=ide + Hag () w (t,x) = g (t,%), in QF,
w(t,x)=0, on X, (8.18)
w(0,x) =0, in Q.
where,

g(t,x):=f'(t,x) - H,,(Ho(tx), (tx) €Qr.

Setting y := w’, we find upon differentiating (8.18) with respect to t, that y is solution to

(<i0: + Hag () y (t,) = m (£,%), in QF,
y(t,x) =0, on I, (8.19)

y(0,x) ==2x"(0)(@(x) —a(x)) - Vug (x), in Q.
where

m(t,x):=g" (t,x) - H;,q B w(tx).
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8.3.2 Time symmetrization

The strategy used in Subsection ] to establish a stability estimate for the magnetic potential
requires that a Carleman estimate be established in Qr = (=1,T) X Q, for the solutions to
or (8.19). To this end, we first extend x in an odd function on [-T, T] and introduce
the corresponding operator H,, (t) for every t € [-T, T]. Then, we extend v (resp. f) on Q; =
(=T,0) x Q, by setting v (t,x) = m (resp. f(t,x) = m) for (t,x) € Q7, in such a way
that v satisfies in Qr. Similarly, we can define w and ¢ on Q7 as w(t,x) = —w (tx)
and g(t,x) = —g(t x), so that w satisfies in Qr. Finally, putting y(t,x) = y(t,x) and
m(t,x) = m for (t,x) € Q7, one can easily check that y satisfies the same equation (8.19), set
in[-T,T],ie:

(=ide + Hag () y (t, %) = m (t,%), in Qr,
y(t,x) =0, on I, (8.20)
y(0,%) = -2x" (0) (@ (x) —a(x))- Vug (x), in Q,
where Y7 := (=T,T) x I'. Moreover, bearing in mind that 1 is real-valued, we deduce from
the identity y(0,x) = —2x’ (0) (4 (x) — a (x)) - Vup (x), that the mapping ¢t — y(t,x) is actually

continuous at t=0.

8.3.3 Global Carleman estimate

Throughout the following, we denote by V. the gradient operator w.r.t x’ € w. For T > 0,

we denote by L the Shrodinger operator acting in (Cg")l (Qr), as,
L := —idi — A. (8.21)

In order to state a Carleman estimate for L, we need to introduce a function f and an open
subset y. of dw, satisfying the following conditions :

e Assumption (A.1) : There exists a constant Cp > 0 such that for any x” € w, we have |fo B (x’)| >
Co.

e Assumption (A.2) : 9,8 (') := VyB(x') - v(x') < 0, VX' € dw\y., where v denotes the unit
outward normal vector to dw.

e Assumption (A.3) : 3A; > 0, de > 0 such that we have A |Vx/ﬁ (x") - C|2 + Dzﬁ (x’,C,0) = €]|C| for
allC € R"and A > Ay, where D?B (') := (az%gj_’))lgi’]sﬂ_l and D?B (x/, C, C) is the R"~! Euclidian
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scalar product of D?B (x’) C with C.
Notice that there is an actual function f satisfying (A.1), (A.2) and (A.3) . As a matter of fact the

function
2

7

By =|x —x
where x}) € R"!\w, is easily seen to fulfill all the above conditions imposed on f. In this case,

y. can be any sub-boundary of dw, obeying
y. D {x’ € dw, (x’ - x{)) v (x") > 0},

where v/ (x') € R""! denotes the outgoing normal vector to dw calculated at x’. Next, for every

x = (¥, x,) € Q, we put
B(x):=B(x)+K  where K:=m ||ﬁ~||oo for some m > 1. (8.22)

We define the two weight functions ¢ and n, by

eﬁ(x)

) (t, X) = m, (t,X) € QT, (823)

and
eK — eﬁ (x)

m, (t, .X) € QT. (824)

n(tx) =
Finally, for all s > 0, we introduce the two following operators acting in (CS" )l (Qr), as
2

M = id; + A+ |V (8.25)

and

M, :=isn’ +2sVn -V +s(An). (8.26)

It is easily seen that M;, (resp, M) is the adjoint (resp, skew-adjoint) part of the operator
e~*M1Le*, where L is given by (8.21).

We may now introduce the global Carleman estimate, that is borrowed from [B.8][Proposition 3.3].

Proposition. 8.1 Assume that there exists a function f € C* (ﬁ; ]R+), such that (A.1), (A.2) and

(A.3) hold for some y. C w. Then, there exist two positive constants so and C, depending only on
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T, w and . such that for any s > sq, and for any z € L?(-T,T; H;) verifying Lz € L?(Qr) and

dvz € L? (—T, T; L2 (. X ]R)) the following estimate

- 1/2 _ 2
1) < C[slle™ 02 @) 2,2y sy * o). (8.27)
holds, with
— 31,51 5|2 —s1 Lo 112 51512
1@) = ezl o ) + Sl Vazl By, + Y IMie™120R, (8.28)

=12
where Mj, j =1,2, denote the operators defined in (8.25) and (8.26).

Aimed with Proposition[8.1|we may derive the following useful result.

Lemma 15 Let §, ¢ and n be as in Proposition and let 1 (w) be defined by (8.28), where w is the
solution to (8.18). Then, there exist s; > s, and a constant C > 0, depending only on T, M, w, y. and

||q||L°°(Q) , such that we have
I(w)<C (slle‘sﬂ(Pl/Z 0,p)"? avwlliz (T TxyxR) T lle=*" f,”é(QT)) , (8.29)
forany s > sy.
Proof 15 From (8.21)), we can rewrite the first equation in as
Lw = g-2ixa-Vw - (l)(a|2 + q) w,
= f'-2ix'a-Vo- (2)(’)(|a|2) v —2ixa-Vw — (I)(al2 + q) w.
Since the last component of the vector a is zero, i.e a = (ay, ..., a,—1,0) , we have
a-V=a-Vy,
where we still denote by a the vector (a, ..., ay,—1). Consequently, we have
Lw = f"-2ix’a-Vyv— (2)(’)(|a|2) v—2ixa-Vyw — (I)(al2 + q) w.
Next, in virtue of the Carleman estimate, it holds true that
[ < CElle1p?(d,p)" 3Vw”i2((—T,T)x%xR) e 12 0, 830

1 (2 o2\ e
£ ) e (1o + V2 pl) 1 )

p=v,w
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Therefore, applying [B.4[Lemma 3.4]tov (t, x) = fot w (&, x)dé and hence Vv (t, x) = fot Vyw (&, x)dE,
we get

B 1/2 K, 1/2
™7 (1o + IV oP) Iz, < <lle™ (jul + [Vowf) I (8.31)

L2(Qr) — L2(Qr)’

for some constant k > 0, and all s > 0. Collecting (8.30) and (8.31)), we deduce that
I@) < Clolle™"p" (0uB)"* Dol gy + 1€ )

1/2 _ 1/2
B2, + e (Joof + Vowl) " Iy )

(8.32)

K, _

+=lle™ (lwl® + [VywP)
S

Finally, taking s sufficiently in the above estimate, we obtain (8.29).

Having established Lemma (15), we turn now to proving Carleman estimate for the solution y

to the system (8.20).

Theorem 6 Let y be the solution to system (8.19) and let B, ¢ and 1 be as in Proposition (8.1). Then,
there exist s) > s1, and a constant C > 0, depending only on T, M, w, y. and ||q|| o)’ such that the

following estimate

W) < C6 Y, I Ol gy 1€ @=Dagy)  (8.33)
p=y,w

holds for any s > s,.

Proof 16 Using (8.21)) again, and the fact that the last component of the vector a is zero, we rewrite the
first equation in (8.19) as

g -H,,(Hw- (21’)@1 “Vyy+ (l)(ﬂ|2 + Q) ]/) ’
£ = [Hy (B0 + 2H, , (9 + 2ixa - Vioy + (ixal +q) y]

Ly

Applying the Carleman estimate to the solution y, we obtain

1) < COlle™pM @) duylita pryuyramy * 1€ W)
_ 1/2
£ Y 1 (IR + VepP) I

p=vw,y

(8.34)

We distinguish two cases :
(i) If p = v, then with the help of (8.31)), we can remove v from the sum in the r.h.s of (8.34).

(ii) If p = w, y, then |le™*1 (|p|2 + |Vx/p|2)1/2 ||i2(QT) can be made arbitrarily small w.r.t. I(p), by taking
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s large enough.

Consequently, we deduce for that,
1(y) < COlle™™ 0" (0uB) " Oyt 1y * 1€ My +1@0). (8.35)
Finally the result follows from this, (8.29), the two following expressions :
fr=@—a) [x@+a) Q)i+ xi")+2i (X' Vi + xVit')],
and,
f"=@—-a)-[xX @+a)x'a+4xi")+ x@+a) Qx"i+ xit”") + 2i (x""Vii + 2x'Vii' + xVii"')],
arising from the identity by direct calculation, and Lemma[I4]applied to the solution ii.
8.3.4 The Holder inequality

|2

Lemma 16 Let y be the solution of system (8.19). We put ¢ := ey and I := ||e‘5’7(0")y ©,)]]}2 @

Then, for all s > 0, we have

O —
I =2Im (f fMll,b(t, x) (¢, x)) dxdt, (8.36)
-TJo
where M is given by (8.25).

Proof 17 In light of (8.22) and (8.24), it holds true that Y (=T, .) = 0, so we have

0 0
— 2 _ , P
‘= IT fQ oty (¢, x) Pdxdt = 2Re ( I . fQ U GRIR( x)dxdt). (8.37)

2
’

Since

M = id; + A +5%|Vn

we obtain from the Green formula that

0 . -
Re(IT‘LlP (t,x)llJ(t,x)dxdt) =Im (ITLMlgb(t,x)lp(t,x)dxdt)— W,

0 0
- T 2 2
W:=1Im (j:TLAlp (£, x) Y (¢, x)dxdt + s ITL|(V17)¢(t,x)| dxdt)

0
— 2 —
—Im(fTLIng(t,x)l dxdt)—O.

Finally, the result follows readily from this and (8.37).

with
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Let us now state the following immediate consequence of Lemma

Corollary 2 For all s > s;, we have the estimate

17l < C(S—l/z Z ||e_s'7(p1/2(8Vﬁ)1/28Vp”22((—T,T)><y*><1R)

p=y,w (8.38)
+572 1710 @ — a) |y 0)-

Proof 18 Applying the Cauchy-Schwarz inequality to (8.36), we obtain

[71<2 ||M1¢||L2(QT) ||¢||L2(QT) <572 (53 ||e—571y||i2(QT) + ||Mle_s'7y||i2(QT))-
Then, Theorem 6| yields

— - 1/2 - - ~
1 < G2 Y 10 @) 2 0uplfta gy gy + 5N @ =) g ),
p=y,w

for some constant C depending only on Q,y., T and M. Now by (8.24), the desired result follows
immediately from this since n(t,x) > n(0,x), for all (t,x) € Q.

8.3.5 Proof of Theorem[5

This subsection is devoted to the proof of Theorem 5|

Let £ > 0, be fixed. It follows from the following identity
, _ . 2
T :=4) (0)? ||e 10 (7 — g) - V”(’”LZ(Q) ,
and Corollary 2] that

10, (o 2 — Ca=3/211,-510,) (7 — ) |12
o770 @ = a) - V12 g = O™ 201 @ =D g gy

< CE Z e~/ (9,82 8Vp”i2((—T,T)><%><R) + 572010 @ = ) I ey,
p=yw
(8.39)

In light of the definitions of w, y, and those of uj, ij, uo,j, for j = 1,..,n —1 we can apply

successively the above inequality (8.39) to ug = ug,;, so we obtain for each s > s,

=s1(0,) (7 — 7). 112 — a=3/211,=50(0,) (5 _ 2
”3 10-) (@ - a) VuOr]”U(a;x(—f,t’)) Cs™22je>n) (@ a)”Lz(a)x(—f,{’))”

-1/2 =3/2)|,—sn(0,.) (5 2 =
< CETPpy s @ = ) Wy = L=

where
2

+

2
2 (. — 4]
L2((~T,T)xy.xR) 9v9; (u] " )

L2((-T,T)xy.xR)

8v8t (u]' - ﬁj)

uj =
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Notice from that we have |8xju0,]- (x)| > (0)"1*9/2 for every x € w. X (—¢, ). Furthermore,
recalling from (8.22) and (8.24) that n(x,0) > 0, for every x € ), we get upon summing the

above estimates over j = 1,...,n — 1, that

(@719 = C 2710 @ = ) Iy < C (577205708 = s ey i )

(8.40)

where

—_

n

W= L0

]

Thus, taking s = (1/2C) %3 (£)21+9)/3 in (8:40) and ¢ > 0 so large that s > s,, and recalling from
and that ||r] (0, ')||L°°(Q) < ¢2K/T?, we obtain that

]
—_

< CeC(€>2(1+e)/3 (([)2(1+€)/3‘U + ||ﬁ _ 61”2 ") ) (841)

52
lla = a”Lz(wx(—é’,f))” L2(@xR\(=£,0))

Moreover, as a and d are in A v (ap) , we have for any 6 € (0,b),

~ 2 20 .2 —2D(x, e 2 .2 —5(x, )€ —(2b-5)(£)%
||a ””L2(wx(1R\(—€,f)))” < 4a” || f]l;\(_m)e dxy, £(4a || f]Re dxn)e .

From this and (8.41), it then follows that

~ 2(1+€)/3 —(Oh—5 de
13 = 8115 g e < CCOPIFO O™ (00X ) (8.42)

Set T := ¢~(%=9), We distinguish two cases :

2/de
— If p € (0,75), taking € = € () := ((—%) /

1/2
- 1) in (8.42), we obtain

=, g < CUOPI3LLO 010

Since d. > 2(1 + €) /3, this entails that

1 - a”iz(wx(—f,{’))" < C(sup f2(1+€)/3 eCt2(1+e)/3—6t"’€) e—(zb—é)({’>d€ <C Hze’ (8.43)

t>1

with,
__b-b
T2h-6

On the other hand, using again the condition imposed on a and a by the definition of

€(0,1/2).

A (ap) , we obtain the following estimate
. _ —(2b—5)( e
17 = a1 ory ey < c( f}R e 2‘3<x”>dxn)e @=0XO" < Cu?, e (0,1s). (8.44)
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Collecting (8.43) and (8.44) together, we obtain that
17— a2y < Cu*, € (0,70). (8.45)

— If u > 75, using once more the condition imposed on 2 and @ by the definition of A (o),

we have
~ 2 —2b(x, )
17 = 8l ey < 40”01 f}R e 2 dxy),

and consequently,

o

de
) (4112 ol ( Jjp €240 dxy)
T

]Mze) < Cu* >y

This completes the proof.
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