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Comptage des points rationnels dans les variétés arithmétiques

Résumé

Le comptage des points rationnels est un probleme classique en géométrie diophantienne. On
s’intéresse a des majorations du nombre des points rationnels de hauteur bornée qui sont valables
pour toute hypersurface arithmétique de degré fixé d’un espace projectif. Dans ce but, on construit
une famille d’hypersurfaces auxiliaires qui contiennent tous les points rationnels de hauteur bornée
mais ne contiennent pas le point générique de 1I’hypersurface initiale. Plusieurs outils géométriques
sont développés ou adaptés dans le cadre de la géométrie d’ Arakelov et de la géométrie diophanti-
enne afin d’appliquer la méthode des déterminants par la langage de la géométrie d’ Arakelov,
notamment une majoration et une minoration explicite uniforme de la fonction de Hilbert-Samuel
arithmétrique d’une hypersurface. Pour un schéma projectif réduit de dimension pure sur un an-
neau d’entiers algébriques, on donne une majoration du nombre des places sur lesquelles la fibre
ne soit pas réduite. Cette majoration est utile pour la construction des hypersurfaces auxiliaires
mentionnées au-dessus. De plus, la géométrie sur un corps fini joue un rdle important dans ce
probleme. Dans ce travail, I’'un des ingrédients clé dans ce travail est une majoration effective liée
aune fonction de comptage des multiplicités des points rationnels dans une hypersurface projective
réduite définie sur un corps fini, qui donne une description de la complexité de son lieu singulier.
Pour ce probleme de comptage de multiplicités, 1’outil principal est la théorie d’intersection sur
un espace projectif.

Mots-clefs

Comptage de multiplicités ; comptage des points rationnals ; contrdle des places non réduites ;
fonction de Hilbert-Samuel ; géométrie d’ Arakelov ; géométrie diophantienne ; méthdoe des déter-
minants ; méthode des pentes ; point rationnel ; probléme de comptage ; théorie d’intersection.
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Counting rational points in the arithmetic varieties

Abstract

Counting rational points is a classical problem in Diophantine geometry. We are interested in
upper bounds for the number of rational points of bounded height of an arithmetic hypersurface
with bounded degree in a projective space. For this propose, we construct a family of auxiliary
hypersurfaces which contain all these rational points of bounded height but don’t contain the
generic point of this hypersurface. Several tools of Arakelov geometry and Diophantine geometry
are developed or adapted in this work in order to apply the determinant method by the approach of
Arakelov geometry, especially a uniform explicit upper bound and a uniform explicit lower bound
of the arithmetic Hilbert-Samuel function of a hypersurface. For a reduced pure dimensional
projective scheme over a ring of algebraic integers, we give an upper bound of the number of places
over which the fiber is not reduced any longer. This upper bound is useful for the construction of
these auxilary hypersurfaces mentioned above. In addition, the geometry over a finite field plays an
important role in this problem. One of the key ingredients in this work is an effective upper bound
for a counting function of multiplicities of rational points in a reduced projective hypersurface
defined over a finite field, which gives a description of the complexity of its singular locus. For
this problem of counting multiplicities, the major tool is intersection theory on a projective space.

Keywords

Arakelov geometry; counting multiplicities; counting problem; counting rational points; con-
trol non reduceness; determinant method; Diophantine geometry; Hilbert-Samuel function; inter-
section theory; rational point; slope method.
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Introduction

- Accusé, vous tdchez d’étre court.
- Je tdcherai d’étre clair, Monsieur le juge.

0.1 Probleme de comptage

Le probléme de comptage des points rationnels d’une variété algébrique (schéma integre de
type fini sur un corps) est un sujet de recherche qui a une longue histoire. Dans les Arithmé-
tiques (Arithmetica) au troisieme siecle apres JC, Diophante d’ Alexandrie a étudié les solutions
d’un systeme d’équations sur le corps des nombres rationnels. Dans I’approche contemporaine, ce
probleme est réduit par la recherche de la fonction de comptage qui s’écrit comme une formule
sommatoire d’une fonction de poids (ou de niveau) définie sur I’ensemble des points rationnels
d’une variété. Plus précisément, pour une varitété X sur un corps k, on considere la fonction suiv-
ante

Nx(f, )= ). fE),

gex(k)

ou A prend des valeurs dans un ensemble ® de parameétres (qui peut contenir un élément seule-
ment), et f : X(k) X ® — R, est une fonction de poids.
Dans cette these, quelques problemes de comptage différents seront considérés.

0.1.1 Comptage des points rationnels de hauteur bornée

On peut considérer par exemple le cas ol I’on prend la fonction de comptage f(-) comme la
fonction de valeur constante égale a 1. Alors la somme Ny compte le nombre des points rationnels
dans X. Dans le langage classique, Nx est le nombre des solutions d’un systeme d’équations al-
gébriques. Il y a beaucoup de questions fondamentales autour de 1’ensemble X(k) et la somme Ny,
par exemple :

— Quand la somme Ny est nulle ou non-nulle ?

— Si ’ensemble X(k) n’est pas vide ou la somme Nx n’est pas nulle, comment estimer le

cardinal de X(k)?

— Lorsque I’ensemble X (k) est infini, on cherche une bonne maniére de le décrire.

Lorsque la somme Ny est infini, une question naturelle est de savoir si on peut donner sens a
une estimation quantitative du probleme de comptage. En effet, on peut prendre la somme dans
un sous-ensemble de X(k) sur lequel la somme est finie. On désigne par X(k) ce sous-ensemble.
Alors on peut écrire la fonction de poids f comme

_J 1L &eXok)y;
f@”‘{afe%w.

Alors, il faut bien choisir I’ensemble Xy(k) pour décrire X (k). Pour ce but, on peut prendre un
ensemble de parametres convenables.



20 INTRODUCTION

Le comptage des points rationnels d’une variété arithmétique est un exemple de probléme de
comptage qui a un intérét central en géométrie diophantienne. Soient K un corps de nombres et
X un schéma de type fini sur Spec K. On fixe une fonction de hauteur H(-) sur X(K) qui évalue la
complexité arithmétique d’un point rationnel de X (a valeur dans R, ). De telles fonctions, baptisées
hauteurs, avaient été initialement introduites par Weil dans les années 1920 pour démontrer que
le groupe des points rationnels d’une variété abélienne est de type fini. Un exemple simple est la
fonction de hauteur H;(-) définie sur P&. Soité =[p:gq]e P}Q(Q). Si p et g sont premiers entre
eux, on définit H(¢) = max{|pl, |¢|}. Pour le cas général, une des propriétés fondamentales d’une
fonction hauteur, que 1’on constate aussitdt dans le cas de I’exemple simple précédent, est que
I’ensemble S (X; B) = {¢ € X(K)|H(¢) < B} est fini pour tout B € R fixé. On appelle cette propriété
la propriété de Northcott. Notamment lorsque le schéma X est projectif sur Spec K et H(-) est la
fonction de hauteur associée a un fibré en droites hermitien ample sur X. Dans ce cas-1a, on définit
la fonction de niveau f comme

1, £eSX;B);

V(£,B) € X(K) X R, f(£,B) = { 0 £¢SUKB)

La somme Nx(f, B) compte le nombre des points rationnels de hauteur bornée par B.

On désigne par N(X; B) le cardinal de I’ensemble S (X; B), qui est fini lorsque le nombre B
est fixé. On peut étudier la borne uniforme ou certaines propriétés asymptotiques de la fonction
N(X; B) pour obtenir une description de la densité des points rationnels dans X. Par exemple, on
espere obtenir des résultats de cette forme

N(X; B) < C(A)B“(log B)?

ou de celle-ci
N(X; B) ~ C(A)B“(log B)?,

ou les autres formes similaires, ou C(A) est une constante dépendant de I’ensemble A de certaines
propriétés géométriques de X, a et b sont deux entiers qui ont des interprétations géométriques.
On peut utiliser les nombres C(A), a et b pour décrire la densité des points rationnels de X.

0.1.2 Comptage de multiplicités

On considere un autre exemple du probleme de comptage. On prend comme fonction de poids
la fonction qui envoie le point & € X(k) sur le nombre réel f(us(X)), ot ug(X) est la multiplicité
du point £ dans X via la fonction de Hilbert-Samuel locale. Si f(1) = 0 et f(-) envoie les autres
entiers positifs en des nombres strictement positifs, alors la somme Ny compte les points rationnels
singuliers de X. Si on prend une fonction de comptage f(-) convenable, la somme Ny peut donner
une description de la complexité du lieu singulier de X.

Soit X une courbe plane projective réduite. Dans ce cas-13, le lieu singulier de X est de dimen-
sion 0. Soit ¢ le degré de X, d’apres I’exercice 5-22 dans la page 115 de [31]], on a

Z pe(X) (1e(X) = 1) < 66 = 1), (1)

£ex

qui découle du théoreme de Bézout en théorie d’intersection. Plus précisément, soit g le genre de
la courbe plane projective X, si X est géométriquement integre, d’apres le corollaire 1 dans la page
201 de [31], on a

g 8-D6=2) D pe(X) (1e(X) — 1)

2 = 2
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par le théoreme de Riemann-Roch sur les courbes planes.

Plus généralement, soit X < P}/ une hypersurface projective sur un corps algébriquement
clos k, dont le lieu singulier est de dimension 0. Par la méthode des pinceaux de Lefschetz, une
conséquence directe de [48, Corollaire 4.2.1] donne

D e = 1 <6 = 1"

feX

Mais ces conditions sont trop restrictives pour un probléme de comptage de multiplicités.
On considere donc le probleme sur un corps fini F; dont le cardinal est g. Soit X un schéma
projectif réduit de dimension pure d et de degré 6. Comme 1 < u(X) < 6, on obtient

Z X (ue(X) = 1) < 66 — DH#X(F,).

£€X(F,)
Pour le terme #X(F,), on a une estimation triviale
#X(F,) < 0(g" + -+ 1).

D’otil’on a
> e peX) ~ 1) < 826~ g+ + 1),

£eX(Fy)

Bien siir on espere une meilleure majoration que 1’estimation ci-dessus. Comme X est réduit,
presque tous les points (les points dans un sous-ensemble dense de X) de X sont de multiplicité
1. De plus, on remarque que le lieu singulier X" de X ne peut pas étre "trop compliqué", c’est-
a-dire que la dimension de X*"2, le degré de X*"¢ (on suppose qu’il est de dimension pure),
et les multiplicités des composantes irréductibles de X*"¢ dans X ne peuvent pas étre trop grands
simultanément. Si on peut prendre une fonction de comptage convenable et obtenir une majoration
propre, alors on pourrait donner une description de la complexité de X*e.

0.2 Résultats dans la littérature

0.2.1 Comptage uniforme de points rationnels

La majoration uniforme des points rationnels d’une variété arithmétique est un sujet relative-
ment récent et en méme temps tres étudié ces dernieres années. L’ expression "uniforme" signifie
que I’on considere toutes les sous-variétés de dimension et de degré fixés d’un espace projectif
donné. On renvoie les lecteurs a [23], §2.1] pour une introduction au sujet.

Dans I’espace projectif P, soit Hx(-) une fonction de hauteur classique (voir la définition
pour la hauteur classique logarithmique 4(-)), on prend Hg(-) = exp([K : Q]JA(-)). Soient X
un sous-schéma fermé de dimension pure de P, qui est de dimension d et de degré § sur le corps
de nombres K. Soient B est un nombre réel positif, et S(X; B) = {¢ € X(K)|Hx(¢) < B} comme
ci-dessus. L’ensemble S (X; B) est fini par la propriété de Northcott (cf. [45, Theorem B.2.3]). Soit
N(X; B) = #5 (X; B). Alors on a I’estimation "naive"

N(X; B) <gns B!

d’apres [18, Theorem 3.1], qui est obtenue par récurrence sur la dimension de X en coupant X
par certains hyperplans de P%. Comme on devrait avoir moins de points rationnels dans chaque
hypersurface (car la dimension est plus petite), on pourrait espérer une majoration plus précise que
I’estimation "naive" en controlant le nombre d’hypersurfaces qui recouvrent S (X; B).
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Dans [44], pour le cas sur le corps rationnel Q, Heath-Brown a proposé un argument utilisant
la méthode des déterminants pour étudier le probleme de certains degré évalués en une famille de
points rationnels dans S (X; B) qui ayant la méme réduction modulo un nombre premier p forment
une matrice carrée. Cette méthode est une généralisation des résultats de [4}163]. Avec cette méth-
ode, on peut construire une famille d’hypersurfaces auxiliaires qui recouvrent I’ensemble S (X; B)
mais ne recouvrent pas le point générique de X.

D’apres le travail de Heath-Brown, Broberg généralise [44, Theorem 14] au cas de corps de
nombres généraux dans [[16]]. Etant donnée une sous-variété fermée de dimension d et de degré &
de P% (ou K est un corps de nombres), pour tout € > 0, il existe un entier k ne dépendant que de

n,d,o, B et € et tel que
d+1

k <<n,(5,e B ‘\1/3“,

un entier a > 1 ne dépendant que de n, d et €, ainsi qu’une famille {F i}le de polynémes homogenes
de degré inférieur ou égal a a qui ne s’annulent pas identiquement en X et tels que S (X; B) soit
recouvert par les hypersurfaces définies par les polyndmes {F i}f.‘zl.

Dans [44), Conjecture 2], Heath-Brown a proposé la conjecture suivante : soit X une hypersur-
face integre de P& dedegré 5. Sido >3etn>4,0na

N(X; B) <¢, B,
ou on peut étudier une version légérement plus faible
N(X; B) <ens B

Malheureusement, cette conjecture n’est pas vraie en général, voir [63] pour un contre-exemple ;
mais seulement sous certaines conditions, on peut obtenir certains résultats, voir [17, 68] pour des
résultats autour de ce sujet. De plus, d’apres [17, Theorem 1], si on obtient un ordre de B dans une
majoration uniforme de N(X; B), on a le méme ordre des variétés arithmétiques de méme degré et
méme dimension. Alors il suffit considérer le cas d’hypersurface projectif lorsque 1’on étudie le
probleme de comptage des points rationnels des variétés arithmétiques projectives pour B — +oo.

0.2.2 Probleme de comptage par I’approche de la géométrie d’Arakelov

Par la méthode des pentes de la géométrie d’Arakelov dévéloppée par J.-B. Bost dans [7]
(voir [8] pour un survol de cette théorie), on espere de reformuler I’argument de la méthode des
déterminants dans le langage de la méthode des pentes. Cette approche est suivie dans [211,22]]. Par
I’approche de la méthode des pentes de la géométrie d’ Arakelov, la hauteur d’un point rationnel
est définie comme le degré d’Arakelov d’un fibré hermitien. Alors la matrice d’évaluation dans
[44]) est remplacée par I’application d’évaluation qui envoie une section globale d’un Ox-module
inversible sur la restriction a un sous-schéma fermé. Au lieu de calculer le déterminant de la
matrice, on majore la hauteur de 1’application d’évaluation et puis on fait appel a la méthode des
pentes.

L approche de la méthodes des pentes introduite ci-dessus a deux avantages. D’abord, on peut
traiter le cas de tout corps de nombres d’une facon uniforme ; en suite, contrairement aux méthodes
classiques, il est pratique d’obtenir 1’estimation explicite dans ce probleéme de comptage.

Pour obtenir des majoration explicites dans [21}, 22], plusieurs résultats effectifs de géométrie
arithmétique sont développés ou adaptés au cadre de la géométrie d’Arakelov, notamment la
théorie de forme de la Chow et la forme de Cayley, une minoration explicite de la fontion de
Hilbert-Samuel arithmétique et une inégalité de pentes pour une application linéaire a valeurs
dans une somme directe de fibrés inversibles hermitiens.
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0.3 Résultats de la these

0.3.1 Comptage des multiplicités dans une hypersurface sur corps fini

Afin de généraliser les travaux de H. Chen dans [21} 22], il faut généraliser ’inégalité (I) au
cas de dimension supérieure. Soit X < P une hypersurface réduite de degré 6 dont la dimension
q
du lieu singulier est s. Dans le chapitre [T} on démontre 1’inégalité suivante (le théoreme[I.5.1)) :

D eX)@eX) = 1" <, 666 - 1™ max{6 - 1, )",
£eX(Fy)

ol pg(X) est la multiplicité du point & dans X définie via la fonction de Hilbert-Samuel locale de
X en le point €. De plus, on peut donner un exemple qui illustre que ’ordre de 6 — 1 et ’ordre de
max{d — 1, g} sont optimaux lorsque 6 — 1 < ¢. L’inégalité ci-dessus peut étre considérée comme
une description de la complexité du lieu singulier de X.

Ce travail est motivé par un probleme de comptage dans le cadre de la géométrie diophanti-
enne. Plus précisément, on considere un probleme de comptage des points rationnels de hauteur
bornée d’une variété arithmétique projective X. Dans [68, Theorem 3.2], pour construire des hy-
persurfaces auxiliaires dans la méthode des déterminants, P. Salberger considere les multiplicités
d’une famille des points F)-rationnels dans X Xspec @ SpecF,, (cette notion signifie la réduction
de I’adhérernce Zariski de X dans P7 en le premier p). Dans [21} 22], H. Chen a généralisé la
méthode de P. Salberger par 1’approche de la géometrie d’ Arakelov. Dans la démonstration de
[22] Theorem 5.1], pour un comptage des points rationnels de hauteur bornée d’une courbe plane
projective, I’inégalité (I)) est utilisée pour contréler le nombre de points avec grande multiplicité.
Si on veut généraliser la méthode des déterminants afin de résoudre le méme probleme dans le
cas d’une hypersurface arithmétique de dimension supérieure, la majoration ci-dessus sera utile et
importante.

Contrairement aux méthodes classiques comme par exemple la cohomologie étale ou la somme
exponentielle, on utilise la théorie d’intersection pour avoir un bon contrdle des multiplicités.

On considere ’hypersurface réduite projective X «— ]P’" dont le lieu singulier est de dimen-
sion s. Soit Y un sous-schéma inteégre de X. Alors il existe un sous -ensemble dense Y’ de Y, tel que
pour tout £ € Y'(F,), on ait ug(X) = uy(X). On cherche une famille {X;}!""*~ ! d’hypersurfaces de P”
contenant £ telle que X, Xj,..., X,,—s—1 s’intersectent proprement et qu 11 existe une composante
irréductible Y de I’intersection de X, X, ..., X,_,_1 contenant & et vérifiant us(X) = uy(X). La
construction de ces hypersurfaces fait intervenir des dérivées partielles (éventuellement d’ordre
supérieur) de 1’équation qui définit X, et la construction se fait de maniere récursive. Pour cela,
on introduit une notion appelée "arbre d’intersection" en langage de la théorie des graphes, voir
§1.2.1] Un arbre d’intersection est un arbre orienté et étiqueté avec poids engendrés par les inter-
sections de X et certaines de ses hypersurfaces dérivées (voir la définition[I.5.7), dont les sommets
sont des sous-schémas integres de X, les étiquettes sont des hypersurfaces dérivées, et les poids
sur ses arétes sont les multiplicités d’intersection correspondantes a 1’intersection du sommet et
de son étiquette.

Comme X est une hypersurface, on peut estimer la fonction uy(X)(uy(X) — 1)"~5~! par les
poids définis ci-dessus. D’apres le théoreme de Bézout (le théoreme [1.3.4), la somme des poids
peut &tre bornée par le degré de X par rapport au fibré universel de X.

Pour une majoration utile du nombre de points F,-rationnels d’une composante irréductible ¥
fixée, on utilise I’estimation de la proposition [I.3.19|qui est

#Y(F,) < deg(Y)#(g? +--- + 1),

ot d = dim(Y).
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0.3.2 Méthode des pentes et fonctions de hauteur

Dans le chapitre 2, on introduit la méthode des pentes en géométrie d’ Arakelov, qui est un
survol des travaux de J.-B. Bost dans [, [7]. De plus, certains travaux de H. Chen dans [20] sont
impliqués. Il s’agit de préliminaires pour les travaux suivants. Dans la suite, on introduit la théorie
de la géométrie des nombres en langage de la géométrie d’ Arakelov, qui suit I’approche de J.-B.
Bost et K. Kiinnemann dans [11]. On redémontre certains résultats de la géométrie de nombres
dans [S7] et [71] dans langage de la géométrie d’ Arakelov.

Dans le chapitre 3, on définit la hauteur d’un point rationnel et un schéma projectif de di-
mension pure avec I’approche de la géométrie d’ Arakelov. Dans le cadre de hauteur d’un schéma
projectif de dimension pure, on introduit d’abord la notion de forme de Chow et la notion de forme
de Cayley, qui sont des hypersurfaces projectives. Dans la suite, on peut comparer la hauteur d’un
schéma de dimension pure définie par la théorie arithmétique d’intersection et les hauteurs de ses
forme de Chow et ses forme de Cayley. On définit aussi un invariant arakelovien (Ix) (voir la
définition [3.2.22), qui joue un rdle similaire aux hauteurs de X.

On estime la fonction de Hilbert-Samuel arithmétique d’une hypersurface par rapport au fibré
universel. D’abord, on consideére la fonction de Hilbert-Samuel de I’espace projectif Py muni de
la norme symétrique (cf. [33, Proposition 4.2]). Pour I’application a I’estimation de la fonction
de Hilbert-Samuel arithmétique d’une hypersurface, on calcule les coefficients des trois premiers
termes de son développement asymptotique, voir le théoréme [3.3.16 De plus, on donne une esti-
mation explicite du reste de ce développement.

Dans la suite, soit X I’hypersurface de degré ¢ définie par la section globale s, alors on a la
suite exacte de Og-modules suivant :

0 —— HOP",0e(D - 6)) —— HO(P",0z(D)) Fp 0,

ou D est un entier positif. En comparant les normes sur HO(P", Opn(D — 6)) et HO(P", Opn(D)), on
peut obtenir une majoration uniforme et une minoration uniforme de la fonction de Hilbert-Samuel
arithmétique de X, voir la proposition [3.4.3] C’est mieux que I’estimation [21, Theorem 4.8] dans
le cas d’une hypersurface.

0.3.3 Controle des places non-réduites

Si on veut contrdler le nombre de points avec grande multiplicité avec le résultat du chaptire[T]
il faut s’assurer que la réduction a tout idéal p € Spm Ok soit encore réduite. Pour 2~ — Spec Og
un schéma réduit, non chaque p € Spm Ok peut vérifier que .2~ Xspec 0, Spec Fy est encore réduit.
Heureusement, d’apres [40, (9.7.7)], il existe un nombre fini de p € Spm Ok tels que le schéma
A Xspecog Spec Fy ne soit pas réduit. Donc il est important de trouver une majoration explicite
du nombre d’idéaux p € Spm Ok tels que 2" ne soit pas réduit.

Soient X un sous-schéma fermé de dimension pure de P, et 2 1’adhérence de Zariski de
X dans P” . Dans le chapitre 4, on traite d’abord le cas ou X est une hypersurface de P%. Par la
méthode de résultant, on peut obtenir une majoration du produit des normes de idéaux p € Spm Ok
tels que 2" ne soit pas réduit. La majoration dépend de la hauteur (on utilise la hauteur naive dans
la premiere étape) de X, du degré de X et du corps de nombres K, voir le théoreme 4.3.7] Dans la
suite, par la théorie de forme de Chow et forme de Cayley, on peut obtenir une telle majoration
lorsque X est de dimension pure. D’apres les résultats autour de la comparaision de hauteurs dans
le chapitre 3, on peut obtenir une majoration qui dépend de la hauteur de X définie par la théorie
arithmétique d’intersection, la dimension de X, le degré de X et le corps de nombres K, voir le

théoreme 4.4.11
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0.3.4 Comptage uniforme des points rationnels

Dans le chapitre 5, on rappelle d’abord la démonstration du [22, Theorem 3.1], qui reformule
la méthode des déterminants en langage de la géométrie d’Arakelov. Afin d’obtenir des estima-
tions explicites de la fonction de comptage a partir de ce théoreme, les minorations explicites de la
fonction de Hilbert-Samuel arithmétique, la fonction de Hilbert-Samuel géométrique, et la fonc-
tion Q¢(r) de cette hypersurface sont nécessaires, ou la fonction Qg(r) de la variable r est induite
par la fonction de Hilbert-Samuel locale en un point fermé (voir la définition dans §5.1)). Comme
le probleme de comptage est considéré sur des hypersurfaces, et la fonction de Hilbert-Samuel
locale en un point fermé dans I’hypersurface peut étre calculée explicitement, alors dans la suite,
une minoration de la fonction Q¢(r) est obtenue. La fonction de Hilbert-Samuel géométrique d’une
hypersurface est bien connue. Une minoration utile de la fonction de Hilbert-Samuel arithmétique
est déja obtenue dans le chapitre 3.

Soit X < P} une hypersurface réduite, et S(X; B) = {§ € X(K)|Hg(§) < B}, ou Hg(:) =
exp([K : QJA(-)), et h(-) est la hauteur arakelovienne par rapport au fibré universel définie dans
le chaptire 3. On veut construire une famille des hypersurfaces auxiliaires avec nombre et degré
maximal bornés qui peuvent recouvrir tous les points dans S (X; B) mais ne contiennent pas les
points génériques de X. Avec les minorations ci-dessus, on peut obtenir un résultat qui est utile
pour controler le nombre et le degré maximal de la famille d’hypersurfaces, voir la proposition
[5.2.6] D’apres cela, une majoration du nombre des hypersurfaces auxilaires est obtenue, voir le
théoreme






Chapitre 1

Comptage des multiplicités dans une
hypersurface sur un corps fini

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on considere le probleme de comptage des multiplicités dans un schéma
projectif sur un corps fini. Soit X un schéma de type fini sur un corps fini &, on s’intéresse au
probleme de comptage de la forme

D fuex)),
£eX(k)
ou f(-) est un polyndme et uz(X) est la multiplicité€ locale du point £ dans X définie via la fonction
de Hilbert-Samuel locale.

On fixe un corps fini kK = FF,, ol g est une puissance d’un nombre premier p (qui est la carac-
téristique du corps k). On considere le cas ou X est un sous-schéma fermé de P%q. Il y a beaucoup
de résultats autour de la majoration du nombre des points F,-rationnels de X, qui signifie que I’on
prend la fonction de comptage f(-) = 1 ci-dessus. Pour cela, on peut utiliser la méthode analytique
ou la méthode de cohomologie étale.

Si on prend un choix non-trivial de la fonction de comptage, par exemple, on prend f(us(X))
de la forme pg(X)(ug(X) — 1)!, ot ¢ est un entier positif. Dans ce cas-1a, les méthodes mentionnées
ci-dessus sont difficiles a utiliser pour cela.

1.1.1 Résultats antérieurs

Soit X une courbe plane projective réduite. Dans ce cas-13, le lieu singulier de X est de dimen-
sion O si la courbe est singuliere. Soit ¢ le degré de X, d’apres 1’exercice 5-22 dans la page 115 de
[31]], on a

D Hel0) () = 1) < 86 = 1), (L1)
feX
qui découle du théoreme de Bézout en théorie d’intersection. Plus précisément, soit g le genre de
la courbe plane projective X. Si X est géometriquement inteégre, d’apres le corollaire 1 dans la page
201 de [31], on a

GG 5 pe(X) (pe(X) = 1)

2 = 2

par le théoreme de Riemann-Roch sur les courbes planes.
Plus généralement, soit X < P} une hypersurface projective sur un corps algébriquement
clos k, dont le lieu singulier est de dimension 0. Par la méthode des pinceaux de Lefschetz, une
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conséquence directe de [48, Corollaire 4.2.1] donne

D e = 1 <6 - 1"

feX

Mais ces conditions sont trop restrictives pour un probléme de comptage de multiplicités.

1.1.2 Résultat principal

Dans ce chapitre, on considere le probleme de comptage des multiplicités dans un schéma sur
un corps fini. On prend une fonction de comptage, et on donnera une majoration du comptage
de la fonction de comptage pour une hypersurface projective. Le résultat (le théoreme [[.5.1) est
suivant :

Théoreme 1.1.1. Soit X une hypersurface réduite de degré 6 dans un espace projectif P”q, ou
n > 2 est un entier. Soit s la dimension du lieu singulier de X. On a

Z peX)(e(X) — 1 <, 66 = D™ max{s - 1, g} (1.2)
£eX(Fy)

On explicitera la constante implicite dans 1’estimation (1.2]) dans le théoreme

1.1.3 Motivation

Soit X un schéma noethérien réduit qui est de dimension pure, comme le lieu régulier X" est
un ouvert dense dans X, on a codim(X, X*"2) > 1, ot X*"2 est le lieu singulier de X.

Si on veut décrire la complexité du lieu singulier de X plus précisément, il n’est pas suffisant
de considérer seulement la dimension de X sing_Soit X un sous-schéma fermé de Py. Pour décrire la
complexité de X3¢, il faut considérer la dimension de X*"¢, le degré de X*"& et la multiplicité de
X*"¢ dans X (ou les multiplicités des points singuliers de X). Il faut choisir une fonction convenable
de comptage de multiplicités f(-) telle que f(1) = 0.

D’apres le théoreme [I.1.1] lorsque X est une hypersurface d’un espace projectif sur un corps
fini, les trois invariants ne peuvent pas étre trop grands simultanément, qui signifie que le lieu
singulier de X ne peut pas étre "trop compliqué". Dans la remarque[I.5.12] on expliquera pourquoi
la fonction de comptage pz(X)(1g(X)—1)"*~! dans I'inégalité (T.2) est un choix convenable. Alors
I’inégalité (I.2)) est une description convenable de la complexité du lieu singulier de X lorsque g
est assez grand.

1.1.4 Outils principaux

Contrairement aux méthodes classiques comme par exemple la cohomologie étale ou la somme
exponentielle, on utilise la théorie d’intersection pour avoir un bon contrdle des multiplicités.

On considere une hypersurface réduite projective X — P%q dont le lieu singulier est de dimen-
sion s. Soit ¥ un sous-schéma intégre de X. Alors il existe un sous-ensemble dense Y’ de Y, tel que
pour tout point & € Y, on ait pg(X) = uy(X). On cherche une famille {Xi};?z‘ls‘l d’hypersurfaces de
P" contenant £ telle que X, X1, ..., X,—s—1 s’intersectent proprement et qu’il existe une composante
irréductible Y de I'intersection de X, Xy, ..., X, ;| contenant & et vérifiant us(X) = uy(X). La
construction de ces hypersurfaces fait intervenir des dérivées partielles (éventuellement d’ordre
supérieur) de 1’équation qui définit X, et la construction se fait de maniere récursive. Pour cela,
on introduit une notion appelée "arbre d’intersection" en langage de la théorie des graphes, voir
§1.2.1] Un arbre d’intersection est un arbre étiqueté avec poids engendrés par les intersections de
X et certaines de ses hypersurfaces dérivées (voir la définition [I.5.7), dont les sommets sont des
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sous-schémas integres de X, les étiquettes sont des hypersurfaces dérivées, et les poids sur ses
arétes sont les multiplicités d’intersection correspondantes a 1’intersection du sommet et de son
étiquette.

Comme X est une hypersurface, on peut estimer la fonction py(X)(uy(X) — 1 par les
poids définis ci-dessus. D’apres le théoreme de Bézout (le théoreme [1.3.4), la somme des poids
peut &tre bornée par le degré de X par rapport au fibré universel de X.

Pour une majoration utile du nombre de points F,-rationnels d’une composante irréductible
fixée, on utilise I’estimation dans la proposition[1.3.19]

Dans la premiere section, on introduira la définition de 1’arbre d’intersection afin de décrire la
suite des intersections mentionnée ci-dessus. Dans la deuxieme section, on démontrera certains
résultats untiles de la théorie d’intersection et du comptage de objets sur un corps fini. Ils sont des
résultats préliminaires pour le travail dans la suite. Dans la troisiéme section, on raisonnera par
récurrence pour démontrer un résultat, qui est une majoration du produit des multiplicités en les
poids dans les arbres d’intersection. Dans la quatrieme section, on construira les intersection afin
de démontrer ’inégalité (1.2), et on finira la démonstration.

)n—s—l

1.2 Arbre d’intersection

Dans ce paragraphe, on introduit la notion d’arbre d’intersection dans le cadre de la théorie
des graphes, qui sera utilisée dans 1’estimation de la fonction de comptage de multiplicités. Cette
construction est valable dans un cadre général des schémas projectifs réguliers sur un corps munis
d’un faisceau inversible ample. Dans ce paragraphe, on fixe un corps k.

1.2.1 Définition

Soient Y un k-schéma projectif régulier et L un Oy-module inversible ample. Si X est un sous-
schéma fermé de Y, on désigne par deg; (X) le degré de X par rapport au Oy-module inversible L,
qui est défini comme deg(c (L)4mX) A [X]). Soit 6 > 1 un entier. On appelle arbre d’intersection
de niveau 6 sur Y tout arbre .7 étiqueté et avec poids (sur les arétes) qui vérifie les conditions
suivantes :

1. les sommets de .7 sont des occurrences de sous-schémas fermés intégres de Y (un sous-
schéma fermé integre de Y peut apparaitre plusieurs fois dans 1’arbre) ;

2. achaque sommet X de .7 est attachée une étiquette, qui est un sous-schéma fermé propre
de dimension pure de Y ou vide;

3. un sommet de .7 est une feuille si et seulement si son étiquette est vide ;

4. si X est un sommet de .7 qui n’est pas une feuille, alors
— son étiquette X vérifie I’inégalité degL()?) < § et les sous-schémas fermés X et X
s’intersectent proprement dans Y ;
— les fils de X sont précisément les composantes irréductibles du produit d’intersection
X - X dans Y;
— pour tout fils Z de X, a 'aréte € qui relie X et Z est attaché un poids w(£) qui est égal a
la multiplicité d’intersection i(Z; X - X: Y).
Pour un arbre d’intersection .7 fixé, on appelle sous-arbre d’intersection de .7 tout sous-arbre
complet de .7, qui est nécessairement un arbre d’intersection.

Poids d’un sommet

Soient Y un schéma projectif régulier sur Spec k, muni d’un faisceau inversible ample L, et .7
un arbre d’intersection sur Y. Pour tout sommet X de .7, on définit le poids de X comme le produit
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des poids de tous les arétes dans le chemin qui relie la racine de .7 et le sommet X, noté comme
wz(X). Si X est la racine de I’arbre d’intersection, par convention w z(X) est défini comme 1.

Poids d’un sous-schéma fermé integre

Soit Z un sous-schéma fermé intégre de Y. On appelle poids de Z relativement a I’arbre .7
la somme des poids de toutes les occurrances de Z comme sommets de 7, noté comme W4 (Z).
Si Z n’apparait pas dans I’arbre .7 comme un sommet, par convention le poids W (Z) est défini
comme 0. Soit Z un sommet dans I’arbre d’intersection .7. Lorsque 1’on calcule W4 (Z), I’é1ément
Z est considéré comme un sous-schéma fermé integre de Y. C’est-a-dire que I’on compte toutes
les occurrences de Z dans 1’arbre d’intersection 7.

Dans les sous-paragraphes suivants, on rappelle quelques notions que 1’on utilise dans la défi-
nition d’arbre d’intersection. Sauf mention au contraire, tous les anneaux sont supposés &tre com-
mutatifs, uniferes et noethériens.

1.2.2 Suite de composition

Soient A un anneau et M un A-module. On dit que M est de longueur finie s’il existe une suite
décroissante de sous-modules de M (appelée une suite de composition de M)

M=My2M,2---2 M, ={0}

telle que chaque sous-quotient M;_;/M; soit un A-module simple (i.e. isomorphe a un module
quotient de A par un idéal maximal), ot i € {1,...,n}. Il s’aveére que le nombre n ne dépend pas
du choix de la suite de composition. On I’appelle longueur du module M, notée comme £4(M),
ou comme {(M) pour simplifier. La longueur du module nul est 0. On rappelle que, si A est un
anneau artinien (i.e. un anneau noethérien non-nul dont tout idéal premier est maximal), alors tout
A-module de type fini est de longueur finie. On revoie les lecteurs a [25) §2.4] pour plus de détails.

1.2.3 Multiplicités de modules et d’anneaux

Dans cette partie, on rappelle quelques notions de multiplicité dans le cadre d’algebres com-
mutatives.

Multiplicité d’un module

Soit A un anneau dont la dimension est plus grande ou égale a 1. Soient d un entier, d > 1,
M un A-module de type fini avec dimy(M) = d, et a un idéal de A contenu dans le radical de
Jacobson de A tel que I’anneau quotient A/a soit artinien. Pour tout entier naturel m, soit Hq p(m) =
Lasa(@™M/a™ I M). 1l existe un polyndme P, dont le degré est plus petit ou égal a d — 1, tel que
Hg p(m) = Py p(m) pour m assez positif. En outre, il existe un entier e, 5y > 0 tel que

d-1
Pa(m) = expu sy + o™,

Le nombre entier ey js est appelé la multiplicité de M relativement a 1’idéal a. Lorsque A est un
anneau local et M # {0}, on a toujours e, »y > 0 (cf. [25, Exercise 12.6]). Si M = A, le nombre e, 4
est appelé la multiplicité de I’'idéal a dans A.

Avec les mémes notations ci-dessus, on considere la fonction Lo p(m) = €a/q(M/ ™. 11
existe un polyndme Q, »s dont le degré est plus petit ou égal a d, tel que Qg p(m) = Lo p(m) pour
m assez positif. De plus, on a

mé

Qom(m) = eqm—r + o(m®).
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Soient a et b deux idéaux de A contenus dans le radical de Jacobson de A, tels que A/aet A/b
soient artiniens. Si a C b, d’apres [69, Chap II, §3, a], on a Q4 pm(m) > Oy p(m). Alors on obtient
I’inégalité

euM = e M- (1.3)

Si A est un anneau local, on peut exprimer la multiplicité e, » comme une somme locale

eam = ) Ca,(My) - eansp, (1.4)

P

ou p parcourt I’ensemble des idéaux premiers minimaux de A tels que dim(A) = dim(A/p) (voir
[14] Chap. VIII, §7, n° 1, Prop. 3] pour une démonstration).

Multiplicité d’un anneau local

Soient A un anneau local, m son idéal maximal et k = A/m son corps résiduel. La multiplicité
de A est définie comme la multiplicité de I’idéal maximal m dans A. Il s’avere que ey 4 > O (cf.
[25, Exercise 12.6]).

On rappelle que I’inégalité dim(A) < dimy(m/m?) est toujours vérifiée (cf. [50, (12.J)]). Si on
a I’égalité dim(A) = dimg(m/m?), on dit que A est un anneau local régulier. Si A est un anneau

local régulier, alors € m//m‘*! est isomorphe a P Symi(m/mz) comme k-algebres graduées.
i>0 >0
Dans ce cas-1a, la multiplicité de A est 1 (cf. [50, §14]). La réciproque n’est pas vraie : il existe

des anneaux locaux de multiplicité 1 qui ne sont pas réguliers (voir I’exercice 2.5 dans la page 41
de [66] pour un contre-exemple). Elle est vraie lorsque Spec A est de dimension pure. On revoie
les lecteurs a 156, (40.6)] pour une démonstration.

1.2.4 Notions de la théorie d’intersection

Dans cette partie, on rapplle certaines notions de la théorie classique d’intersection. La référence
principale est [70], dont I’approche est équivalente a celle de [32], voir [32, Example 7.1.1] et la
partie e) dans la page 84 de [[70].

Multiplicité le long d’un sous-schéma fermé

Soit X un schéma localement noethérien. Si & est un point de X, on désigne par ps(X) la
multiplicité de I’anneau local Ox¢. Si Y est un sous-schéma fermé intégre de X dont le point
générique est 77y, on désigne par Oy y I’anneau local Oy 5, pour simplifier, et on désigne par uy(X)
la multiplicité de ’anneau Oy y.

Lieu régulier et lieu singulier

Soit X un schéma. On désigne par X I’ensemble des points & € X tels que Ox ¢ soit un anneau
local régulier, appelé le lieu régulier de X. Si X*® = X, on dit que X est un schéma régulier. Soit
en outre X*" le complémentaire X \ X", appelé le lieu singulier de X. Si X est localement de type
fini sur le spectre d’un corps, I’ensemble X" est un ouvert Zariski de X (cf. [43 Corollary 8.16,
Chap. II]), et donc I’ensemble des points de multiplicité 1 est dense dans X si X est irréductible et
X8 £ 0.
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Multiplicité d’intersection

Soit X un schéma noethérien de dimension finie. On dit que X est de dimension pure si toutes
les composantes irréductibles de X ont la méme dimension.

Soit k un corps. Soit ¥ un schéma régulier de type fini sur Spec & tel que le morphisme canon-
ique Y — Speck soit séparé, et soient X1, ..., X, des sous-schémas fermés de dimension pure de
Y. On désigne par A : Y — Y*¢" le morphisme diagonal. Il s’avere que le produit fibré de A(Y)
et X1 Xy - -- X X, sur Y** est isomorphe a I’intersection schématique (_, X;. Ainsi on peut con-
sidérer (;_, X; comme un sous-schéma fermé de X X - -- X X,.. Soit I le faisceau d’idéaux de
Ox, x;-x;x, correspondant a (_, X;.

Soit M une composante irréductible de (;_; X; considéré comme un sous-schéma fermé in-
tegre de Y. On désigne par A(M) le sous-schéma fermé integre de X| X - -+ X X, I'image de M
par le morphisme diagonal (qui est une immersion fermée car Y est séparé sur Spec k). Soit 17,7 le
point générique de A(M). L’idéal 1, est appelé I’idéal diagonal de I’ anneau Oy, x,...x, x, Am)- On
définit la multiplicité d’intersection de X1, ..., X, en M comme la multiplicité de I’idéal 7,,, dans
I’anneau local Oy, ..., x,,A(M), NOtée comme

iM; Xy -...- X, Y).
Siun schéma integre N de Y n’est pas une composante irréductible de X; N - - - N X,., on définit
iIN; Xy -...- X Y)=0
par convention. On revoie les lecteurs a la page 148 de [[81]] et la page 77 de [[70] pour plus de détails
de cette définition (voir aussi les chapitres 7 et 8 de [32] pour une autre définition équivalente).

Composantes propres

Soit k un corps. Soient Y un k-schéma régulier séparé de type fini, et X1, ..., X, des sous-
schémas fermés de dimension pure de Y. On désigne par C(X;-...-X,) I’ensemble des composantes
irréductibles de I’intersection schématique X; N --- N X,.. En particulier, si X est un sous-schéma
fermé de dimension pure de Y, alors C(X) désigne ’ensemble des composantes irréductibles de
X. Sauf spécifiquement mentionné, toute composante irréductible dans C(X; - ... - X,) ou C(X) est
considérée comme un sous-schéma fermé integre de Y.

On rappelle que I’on a (cf. [75, Chap. III, Prop. 17])

dim(M) > dim(X;) + - - - + dim(X,) — (r — 1) dim(Y)

pour tout M € C(X; - ... X;). On dit que les schémas X1, ..., X, s’intersectent proprement en
M dans Y, ou encore M est une composante propre de I'intersection X; - ...- X, dans Y, si M €
C(Xy-...-X,)etsil’égalité

dim(M) = dim(X;) + - - - + dim(X,) — ( — 1) dim(Y)

est vérifiée. On dit que X1, ..., X, s’intersectent proprement si tout élément M € C(X; -...- X, ) est
une composante propre de I’intersection X - ... - X, dans Y.

1.3 Estimation de poids des arbres d’intersection

1.3.1 Enoncé du théoréeme

Dans tout le paragraphe, on fixe un corps k, un entier n > 1 et un espace vectoriel E de rang
n + 1 sur k. On définit I’espace projectif P(E) comme le schéma qui représente le foncteur de la
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catégorie des k-algebres commutatives dans la catégorie des ensembles, qui envoie toute k-algebre
commutative A sur I’ensemble des A-modules quotients de E ®; A qui sont projectifs de rang
1. De plus, on désigne par P/ I'espace projectif P(k™*') pour simplifier, ou par P" s’il n’y a pas
d’ambiguité sur k. Si L est le faisceau inversible universel Op(g)(1), le degré de X par rapport a
Op(g)(1) est noté comme deg(X) pour simplifier.

Soient {X;}_, une famille de sous-schémas fermés de dimension pure de P(E) qui s’inter-
sectent proprement dans P(E) (voir §I.2.4] pour la définition). On établira le théoréme suivant, qui
peut étre considéré comme une majoration du produit des multiplicités locales de X1, ..., X, en

fonction des arbres d’intersections.

Théoreme 1.3.1. On suppose que k est un corps parfait. Soient {X;}!_, une famille de sous-
schémas fermés de dimension pure de P(E) qui s’intersectent proprement dans P(E). Pour tout
composante irréducitble Y € C(X1 - ... - X,). Soit un arbre d’intersection Jy ayant Y comme
racine. On considere un sommet M dans les arbres d’intersection { Jy}yec(x,...-x,) V€rifiant : pour
tout sommet Z dans { Fy}yec(x,-...x,), Si M est un sous-schéma propre de Z, alors il existe un descen-
dant de Z qui est une occurrence de M comme schémas. Alors ’inégalité suivante est satisfaite :

D WRMDIY: X - X PE)) > (X0 - (X)), (1.5)
YeC(Xi-...X,)

ou I’expression uy(X;) désigne la multiplicité de I’anneau local de X; en le point générique de M.

On rappelle que la profondeur d’un sommet est définie comme la longueur du chemin qui relie
ce sommet et la racine de I’arbre. En outre, la profondeur d’un arbre est définie comme la valeur
maximale des profondeurs de ses sommets.

Exemple 1.3.2. On va donner un exemple de I’opération dans le théoreme[I.3.1] On prend P(E) =
]P’i = Proj (k[Tg, Ty, T3, T3, T4]) comme le schéma de base. Soient

X1 = Proj (k[To,T1,T>,T3,T41/(T4)),

et
Xa = Proj (k[To, Ty, Ta, T3, Tal/(T5(T3T1 = T3 + T22T1)))-

Alors on a deg(X;) = 1 et deg(X) = 4. Les schémas X; et X; s’intersectent proprement dans Pi.
L’intersection de X; et X, admet deux composantes irréductibles, notées comme Y et Y>. Soient

Yy = Proj (k[To, T1. T2, T3, T4l /(T3 Ty = T3 + T3T1,Ty))
un élément dans C(X| - X»), et
Y2 = Proj (k[To, T1, T2, T3, T4l/(T3, T4))
un autre élément dans C(X; - X»). Alors par définition, on a
i(Yi3 X1 - X3 ) = 1, deg(Y)) = 3;

et
i(Ya;: X1 - X2: ) = 1, deg(Y2) = 1.

On va construire deux arbres d’intersection suivants dont les racines sont Y; et Y5.

Y1 ~ (Y1) Y> ~ (Y2)
Yii ~ (Y1) Yi2 ~ (Y12) Y2 Y2

| | ™

Yin Yio1 Y122
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On suppose que I’étiquette de Y, est I’hypersurface
Yy = Proj (k[To. T1, T2, T3, Ts1/(T1 T3)), deg(Y)) = 2,
et I’étiquette de Y» est
Y2 = Proj (k[To, T1, T2, T3, Tal (T2, To(T1 + To))) . deg(Y2) = 2.

Alors on peut confirmer que I’intersection de Y et Y et I'intersection Y, et Y sont propres.
Dans la suite, on considere 1’arbre d’intersection ayant ¥, comme racine. En fait, il a deux
composantes irréductbles, notées comme Y>; et Y»,. Par définition, on obtient

Yo =[0:1:0:0:0], i(Ya1; Y2 Y3 P) = 1;

et
Yoo =[1:=1:0:0:0], i(Yar; Y2 - Yo; P}) = 1.

Pour I’arbre dont la racine est Y, I’ensemble C(Y - 71) a deux éléments, notés comme Y7 et
Y1, respectivement. On suppose

Y11 = Proj (k[To, T1,T2,T3,T41/(T1, T2, T4))

et
Y12 = Proj (K[To, T1, T2, T3, Tal (T4 Ty = T3 + T3 T, T3, Ty))
Alors on a
i(Y113 Yy - Y3 P =3, deg(Y1) = 1
et

i(Y12; Y1 - Y13 P9) = 1, deg(Ya) = 3.

Légalité i(Y11; Y; - 71 ; Pﬁ) = 3 est d’apres que I’anneau local en Y;; est Cohen-Macaulay, par [32,

Proposition 7.1], cette multiplicité d’intersection est égale a £ (OYl 7:.vy,)» qui est égal a 3. Soient

Y11 = Proj (k[To, T1, T2, T3, T4l /(To + T3)), deg(Yy;) = 1
I’étiquette de Yy, et
Y12 = Proj (k[To, T1, T2, T3, T4l/(T5)) , deg(Y12) = 1

I’étiquette de Y1,. Alors on obtient que I’intersection de Y;; et 7~"11 admet une composante irré-
ductible, et que I'intersection de Y1, et Y, admet deux composantes irréductibles notées comme
Y121 et Y122. De plus, on a

Yin=[1:0:0:=1:0], i(Yi11; Y11 - Y3 P = 1,

et
Yior =[0:1:0:0:0], i(Yior; Yio - Yin; B) = 2,

et
Yio =[1:0:0:0:0], i(Yi20; Y12 - V12; P = 1

par définition directement.
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Soit M =[0:1:0:0:0]. On peut confirmer que les sommets Y5, = Y>; = M satisfont les
conditions dans le théoreme considérés comme deux sous-schémas integres de PZ'. Dans cet
exemple, Le coté gauche de I'inégalité (1.3) égal a

i(Y1; X1 - Xo; PDi(Y12; Y1 - Yis PDi(Y1213 Yia - Vi3 PY)
+i(Y2; X1 - Xo3s Pi(Yo1: Ya - Y3 PY)
= 3.

De plus, comme I’hypersurface X est réguliere, on a

um(X1) =15

en considérant le développement de Taylor de I’équation qui définit I’hypersurface X, on obtient

um(X2) = 3.

Alors le coté droite de ’inégalité (1.5) égal a

U XDum(X2) = 3.
Donc on a I’inégalité
i(Y1; X1 - Xo3 POi(Y12; Y1 - Y13 PDi(Y1015 Yio - Yios P
+i(Ya; X1 - Xo; P)i(Yar; Ya - Yas PY)
> umXpum(Xa),

ce qui est un exemple du théoreme [I.3.1]

1.3.2 Résultats préliminaires

Dans cette partie, on introduira certains résultats préliminaires pour la démonstration du théoréme
3.1l
Commutativité et associativité d’intersection

La multiplicité d’intersection satisfait a la commutativité et la associativité au sens suivant. On
revoie les lecteurs a [32], Proposition 8.1.1] pour une démonstration.

Théoreme 1.3.3. Soient X, X5, X3 trois sous-schémas fermés de dimension pure d’un schéma
séparé régulier Y de type fini sur Spec k. On a les propriétés suivantes :

(). (commutativité) pour rout M € C(X; - X») = C(X2 - X1), on a
(M; X1 - X2, Y) = i(M; Xa - X313 Y);
(ii). (associativité) si X, X», X3 s’intersectent proprement en M € C(X - X, - X3), alorson a :

iM; X1 - X5 - X33Y)

(M P-X3:Y) - i(P; Xy - X23Y)
PEC(X]'Xz)

i(M;Q-X1,Y)-i(0; X2 - X3, Y),
0eC(X>-X3)

voir §1.2.4| pour les notations de C(X; - X, - X3), C(X1 - X») et C(X2 - X3).
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Théoreéme de Bézout

Le théoreme de Bézout est une description de la complexité d’une intersection propre dans
P(E) en termes de degrés rapport au fibré universel.

Théoreme 1.3.4 (le théoreme de Bézout). Soient Xi,..., X, des sous-schémas fermés de dimen-
sion pure de P(E), qui s’intersectent proprement. Alors on a

iZ:X ... X, B(E)) deg(Z) = deg(X) -+ - deg(X,).
ZeC(Xy-.... Xy)

On revoie les lecteurs a 32, Proposition 8.4] pour plus détails, voir I’égalité (1) dans la page
145 de [32] aussi.

Invariance par extension de corps

Soient X un schéma sur le corps k et k’/k une extension de corps. On désigne par Xy le
produit fibré X Xgpecx Spec k. De plus, soit E un espace k-vectoriel. On désigne par Ey I’espace
k’-vectoriel E ®; k’.

Soient Xi,...,X, des sous-schémas fermés de P(E), M € C(X; - ... - X,), et M' € C(My)
(voir pour les notations). On démontrera que M’ € C(Xix - ... X, dans le lemme
De plus, lorsque k’/k est une extension galoisienne finie, on étudiera une relation entre
M X1 ... X P(E)) et iM"; Xy - ... - Xppr; P(E)). Soient X un sous-schéma fermé de P(E),
M un sous-schéma fermé integre de X, et M’ € C(My ). On obtient une relation entre 13/(X) et
une (X)) si k' [k est galoisienne finie.

Proposition 1.3.5. Soient X un sous-schéma fermé de P(E) de dimension pure, et Z un sous-
schéma fermé integre de X. Alors on a

deg(X) = » lo,,, (Oxx)deg(X)).
X' eC(X)

et

pz(X)= " Lo, Oxxuz(X)),
X' eC(X)

Démonstration. Si on définit le degré d’un schéma projectif par la multiplicité d’un idéal (cf. [43]
Chap. I, Proposition 7.5]), les deux égalité sont des conséquences directes de 1’égalité (1.4). Si on
prend la définition de degré d’un schéma projectif de dimension pure par le nombre d’intersection
comme ci-dessus, on revoie les lecteurs a [32, Example 2.5.2 (b)] pour une démonstration. O

La proposition[I.3.5]sera utilisée dans les démonstrations des résultats au-dessous.

Lemme 1.3.6. Soit k un corps. Soient X1, ..., X, des sous-schémas fermés de P(E), et Y € C(X; -
.. - X;). Soit k' [k une extension de corps. Alors pour toute composante irréductible Y’ € C(Yy),

onaY eCXyp ... Xpp). De plus, Uapplication canonique
CYr) > CXyp - oo Xpir)
YeC(X; ... X))
est une bijection. Autrement dit, pour tout Y’ € C(Xix - ... Xyx), il existe un et un unique

YeCXy-... - X,)tel que Y’ soit une composante irréductible de Yy .
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Démonstration. D’apres [49] Proposition 3.2.7], pour tout Y’ € C(Yy), on adim(Y’) = dim(Yy) =
dim(Y).

Soit Z' € C(Xix - ... Xrx). On considere le morphisme de projection " : P(Ep) — P(E).
Par définition, on a 7'(Z’) € (7_, X, alors on en déduit que le schéma n’(Z’) est contenu dans un
élément dans C(X| - ... - X,). Par le fait que Z’ C n’(Z’);-, on obtient que Z’ est contenu dans un

Y eC(Yp),ouY eCX;-... - X,).

Le morphisme Spec k' — Spec k étant fini et fidélement plat, il en est de méme du morphisme
de projection 7 : P(Ep )" — P(E)**" (cf. [39} Corollaire 2.2.13 (i)]). Soit Y’ € C(Yy). Soient
n et ng les points génériques de A(Y) et A(Y”) respectivement, ol les A désignent les morphismes
diagonaux. D’apres [39, Proposition 2.3.4 (i)], le morphisme de projection 7 envoie 779 sur 7. Si
Z' € CX1x - ... Xpk) qui est contenu dans A(Y”), alors on a m(A(Z’)) = A(Y). Encore par [39]
Proposition 2.3.4 (i)], on obtient que la codimension de Z’ dans P(Ey) est bornée supérieurement
par celle de Y dans P(E), d’ou dim(Z") > dim(Y) = dim(Y} ) puisque les schémas algébriques sont
caténaires. Donc on obtient Z" = Y”. O

La proposition suivante est I’invariance de la multiplicité d’intersection par une extension de
corps finie. Certaines idées de la démonstration proviennent de [58]].

Proposition 1.3.7. Soient X1, ..., X, des sous-schémas fermés de P(E), et Y € C(X| -...- X,). Soit
k' [k une extension galoisienne finie de corps. Alors pour toute composante irréductible Y’ € C(Yy)

(onaY € CXip - ...  Xpx) d’apreés le lemme[l.3.6), I’égalité
Y5 X oo Xpp s P(Ep)) = i(Y3 Xy - .. X P(E))

est vérifiée.
Démonstration. D’abord, on considere le diagramme suivant :

Ap(E)/k

P(Ex)

W}P(E)
B(Eg Y5 " —— P(Ep )%
l .

A
P(E) —— P(E)*,

ol Ap(g,)/ks Ap(E,s)/B(E)> €6 Ap(gy/k sont des morphismes diagonaux, et 7 est le morphisme canon-
ique obtenu par le changement de base Spec K’ — Spec k.

D’apres [41, Proposition (1.4.5), Chap. 0] et [41, Proposition (1.4.8), Chap. 0], le diagramme
plus haut est commutatif.

Comme I’extension k’/k est séparable, le morphisme canonique 7 : P(Ey) — P(E) est étale
et fini. De plus, le morphisme Ap(g,,)/pg) est une section du morphisme de projection (a une
coordonnée arbitraire)

P(Ep)*®" — P(Ep),

ou la projection ci-dessus est étale et séparée. D’apres [53, Corollary 3.12], pour tout sous-schéma
fermé de P(Ey ), le morphisme Ap(g,,)/p(£) €st un isomorphisme dans toute composante connnexe
de ce sous-schéma fermé. D’ol I’on obtient que pour tout sous-schéma fermé integre M de P(F),
et tout M’ € C(My), I'idéal diagonal de I'anneau Oy, , x--x X, Az, (M) €St un module obtenu
de I’idéal diagonal de I’anneau Oy, x,...x;X,.Ap) (M) PAT €xtension des scalaires.
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De plus, d’apres [41, Proposition(1.4.8), Chap. 0], le diagramme

P(Ep ) ——— P(Ey)

IAP(E,(; K lAJP(Ek; )k

P(Ep)" —— P(Ep )

| o |

Spec k' —— Spec(k’®"),

est commutatif, o Ap(g,, )k €t Ap(g, )/ sont des morphismes diagonaux. D’ou 1’on obtient que
pour tout sous-schéma fermé integre M’ € C(My ) défini ci-dessus, ’idéal diagonal de I’anneau
OX, s+ X0 Mg,y (M17) €8t N Module obtenu de I"idéal diagonal de I"anneau Ox, y xy-xiX, o Asey, (M)
par extension des scalaires sous le changement de base ci-dessus. Par conséquent, 1’idéal diago-
nal de I’anneau Oy, %, -x, X4 Dee,, e (M) €St UN module obtenu de I'idéal diagonal de I’anneau
OX,xx X, Asceye(M) AT €xtension scalaire par rapport au changement de base Spec k” — Spec k.

Soient I le faisceau d’idéaux de Oy, x,..x,x, correspondant au sous-schéma fermé X, N---NX,
via le morphisme diagonal, et 7’ le faisceau d’idéaux de OXl’k, XX X correspondant au sous-
schéma fermé X; - N --- N X, via le morphisme diagonal (voir §1.2.4 pour la définition). On
désigne par A les morphismes diagonaux définis ci-dessus pour simplifier. De plus, soient 7 le
point générique du A(Y), et i’ le point générique de A(Y”). Par I’argument ci-dessus, on a

!
L0Ox, 540 X AV = L1y O, 1 x0x00 X AY)

comme idéaux de I’anneau 0X1 o Xu X X AY) -
On peut confirmer que OXl.k’ XX Xy ACY7) €St Un Ox,x;-xX,.A(v)-module plat, car le mor-
phisme canonique
OX 131X AY) ™ OX 3y X, AYY) (1.6)

est une composition d’une extension de corps et une localisation. De plus, comme 1’extension k’ /k
est séparable, le morphisme (1.6) est étale.

On désigne par k(Y) le corps résiduel du point générique de A(Y) vu comme point schématique
de X; Xi -+ Xr X;, et par k(¥Y”) le corps résiduel du point générique de A(Y’) vu comme point
schématique de X p Xp - - - Xpr Xy 4. Comme le morphisme (1.6)) est étale, d’aprés [53), Proposition
3.2(e)], on a le diagramme cartésien suivant :

I Speck(Y) ———  Spec«(Y)

Y’eC(Yy)
| ° |

Spec (Ox,s-xiX,,A7) ®k k') —— Spec Ox, xix,X,.AY)

[m]

Spec k’ Speck.

Donc on obtient 1’égalité

Z k(Y : k(Y)] = [K : k], (1.7)

Y'eC(Yy)

car le changement de base est étale.
D’apres [69, Chap. II, n° 5, f, coro. 2], on obtient

7. _ 7y .
[k k]e]moxlxk-»~><er,A(Y) = Z [k(Y") - K(Y)]eI;/vOXI,k/xk/-»~><k/Xr’k/,A(Y')'
Y'eC(Yy)
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On en déduit

[ : kli(Y; X1 -...- X, P(E)) (1.8)
= D KY) kONY X - X3 P(ER))
Y'eC(Yy)

par la définition de la multiplicité d’intersection (voir §I.2.4] pour la définition).

Comme X; est Gal(k’/k)-invariant pour tout i = 1,...,r, et tous les éléments dans C(Yy)
sont dans la méme orbite galoisienne d’apres [55, Proposition A.14] car I’extension k’/k est ga-
loisienne, la fontion i(- ; X1 - ... X,x; P(Er)) est constante sur C(¥y ). Donc d’apres les égalités

(L.7) et (1.8), on a I’assertion.

O

Proposition 1.3.8. Soient X un sous-schéma fermé de P(E), et Y un sous-schéma fermé intégre de
X. Soit k' |k une extension galoisienne finie de corps. Pour tout Y’ € C(Yy), on a

Hy(X) = py (Xpr).

Démonstration. On utilise la méthode similaire & la démonstration de la proposition[I.3.7] D’aprés
[49, Proposition 3.2.7], pour toute composante irréductible Y’ € C(Yy ), on a dim(Y’) = dim(Y).
Toutes les Y’ € C(Yy) sont isomorphes comme k’-schémas d’apres [55 Proposition A.14]. De
plus, on peut confirmer que Oy, y- est un Ox,y-module plat, car le morphisme canonique

Oxy = Ox, v (1.9)

est une composition d’une extension de corps et une localisation. De plus, comme &’ /k est une
extension séparable, le morphisme est étale.

On désigne par «(Y) le corps résiduel de I’anneau Oy y, et par «(Y’) le corps résiduel de 1’an-
neau Oy, y’. D’apres [53, Proposition 3.2(e)], on a le diagramme cartésien suivant :

1 Speck(Y") —— Spec«(Y)

Y’eC(Yy)
| .|

Spec (Ox.y ® k') —— Spec Oxy

-]

Spec k¥ ——— Speck.

Donc on a I’égalité
Z k(Y : k(Y)] = [K : k], (1.10)
Y'eC(Yy)
car le changement de base est étale.
Soient mg, , I'idéal maximal de I’anneau Oy.y, et my,, y- I'idéal maximal de I’anneau Oy, y-.
Alors on a my,, y» = Ox,,.y’ Mgy, comme le morphisme (I.9) est étale. D’apres [69, Chap. II, n° 5,
f, coro. 2], on a

K : Klewgyoxy = Y, KY):k(Dlemy, 0y, 10
Y'eC(Yyr)

On en déduit

[« kluy(X) = Z [k(Y") : k() ]y (X ). (L.11)
Y'eC(Yy)
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Comme X;- est Gal(k’/k)-invariant pour touti = 1,...,r, et tous les éléments dans C(Y}-) sont
dans la méme orbite galoisienne d’apres [55], Proposition A.14] car I’extension k’/k est galoisi-
enne, alors la fontion p(.(Xy) est constante sur C(Yy ). Donc d’apres les égalités (I.10) et (L.IT),
on a I’assertion.

O

Comparaision des multiplicités

On appelle sous-schéma fermé k-linéaire de P(E) (ou sous-schéma linéaire fermé de P(E)
pour simplifier s’il n’a y pas d’ambiguité sur le corps de base) de dimension d toute intersection
complete de n—d k-hyperplans de P(E). On peut démontrer qu’il est un sous-schéma fermé integre
de P(E) de degré 1 par rapport au fibré universel.

Définition 1.3.9 (Cylindre). Soient X un sous-schéma fermé de P(E) de dimension pure d, ou
d <n =rg(E)—1, et Pun point dans X(k). Soit L un sous-schéma fermé de P(£). On dit que X et
L s’intersectent seulement au voisinage de P si L contient P et si toute composante irréductible de
X N L passant par P se réduit a {P}. Dans le reste de la définition, on fixe un sous-schéma k-linéaire
fermé L de P(FE) tel que X et L s’intersectent seulement au voisinage de P.

Dans la suite, on définit une application rationnelle ¢ : P(E) x; P(E) --» P(E). Le point
P € P(E)(k) correspond a un homomorphisme surjectif E — Opg)(1)|p. Soit Hp = ker(E —
OpE)(Dlp). On fixe une application k-linéaire injective  : k — E. On désigne par U, =
P(E) \ V(¥), ou V() est ’hyperplan défini par I’application k-linéaire . On suppose que V(¥)
ne contient ni le point P ni le point générique de X.

Si R est une k-algebre, alors U, (R) est I’ensemble des applications R-linéaires f : E®R — R
telles que la composition des morphismes

yeld f
R— E®R — R

soit ’application d’identité de R. Cet ensemble est en bijection fonctorielle (en R) a I’ensemble
des applications R-linéaires de Hp vers R. Ainsi on peut identifier le k-schéma Uy, a I’espace affine
A(Hp). La coordonnée affine du point P € U, dans Uy (Hp) est 0 € H}f.

L’espace affine A(Hp) est un schéma en groupes en considérant la loi d’addition canonique ¢

¢ : A(Hp) X A(Hp) — A(Hp)

qui envoie tout point (a, b) sur a + b.

L’adhérence Zariski Y de ¢(X X; L) dans P(E), qui est de dimension m + d (voir la remarque
[1.3.10| ci-dessous pour une démonstration), est appelée le cylindre passant par X de la direction L
relativement a P. On remarque que la classe rationnelle de ¢ et donc le cylindre ne dépend pas du
choix de .

Remarque 1.3.10. On démontre que la dimension du cylindre dans la définition estm+d.
Avec toutes les notations dans la définition[I.3.9] comme dim(X x; L) = m+d, onadim(Y) < m+d
(cf. [49} Corollary 3.3.14]).

Pour I’inégalité inverse, on prend un sous-schéma k-linéaire fermé L’ de P(E) de dimension
n — m qui intersecte L dans P(E) en le point {P} seulement. Le morphisme ¢|(U¢ﬁL)><k(U¢ﬂL’) :

(Uy N L) xx (Uy NL") — Uy est un isomorphisme de schémas. Alors on peut construire un k-
morphisme 6 : X; — L%, tel que dim(A(X)) = d et I'image inverse de tout k-point de 8(X) par
rapport a 6 est un ensemble fini. Alors on peut prendre un sous-ensemble X’ de X; de dimension
dtelque 8 : X' — L’% soit une bijection. Donc le morphisme ¢zl x'nu J)X(LNU,) €St une immersion,

alors on a dim(¢(X’ x; L)) = m + d. De plus, on a ¢(X’ x; L) C Y} par définition.
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On a démontré que Y; contient un sous-ensemble de dimension m + d. Comme dim(Y) =
dim(Y7) d’apres [49. Proposition 3.2.7], on obtient I'inégalité¢ dim(Y) > m + d, ce qui termine la
démonstration.

Avec les notations ci-dessus, on a la proposition suivante :

Proposition 1.3.11. Soit U un sous-schéma fermé intégre de P(E) tel que U™¢(k) # 0. Soit
dim(U) < m < n + dim(U) un entier. On fixe un point P € U™8(k). Alors il existe un cylindre
U, de dimension n + dim(U) — m dont la direction est définie par un sous-schéma k-linéaire fermé
L de P(E) de dimension n —m passant par P tel que, pour tout sous-schéma fermé V de dimension
pure m de P(E) qui contient U, si L intersecte V proprement en le point P, alors le cylindre U,
intersecte V proprement en U. De plus, on a

uu(V) =i(U; Uy - Vi P(E))

et
po(V) = uy(V)

pour tout Q € U™E(k). Voir §1.2.3|pour la notation de uy (V).

On revoie les lecteurs au deuxieme paragraphe de [[70, Chap. II §6, n° 2, b)] pour une démon-
stration de la proposition[1.3.11] L’auteur de [70] a implicitement utilisé la condition U™8(k) # 0
dans la démonstration sans la préciser dans 1’énoncé.

Définition 1.3.12. Soit X un schéma. On dit qu’une propriété dépandant d’un point de X est vraie
pour presque tout point de X s’il existe un sous-ensemble dense U de X, tel que cette propriété
soit vraie pour tout point dans U.

Si le schéma X est irréductible, X™2 est dense dans X si X™8 # (0. On a le corollaire de la
proposition[I.3.T1] suivante.

Corollaire 1.3.13. Soit X un sous-schéma fermé de P(E). Soient Y et Z deux sous-schémas fermés
integres de X, on Z C Y et Z™8(k) # 0. Alors on a uy(X) < uz(X). De plus, pour preque tout point
PdeY, onaup(X)=puy(X).

On revoie les lecteurs a [[70, Chap. I §6, n° 2, ¢)] pour une démonstration du corollaire

On comparera la multiplicité d’intersection d’une famille de schémas et un produit de multi-
plicités de cette composante irréductible dans cette famille de schémas. Dans [70, Chap. II §6, n°
2, e)], I'auteur de [70] a démontré la proposition [I.3.16] Mais dans la démonstration, I’auteur de
[70] a implicitement utilisé la condition que cette composante irréductible est géométriquement
integre sans la préciser dans I’énoncé. Ici on n’a pas besoin de supposer cette condition, et on peut
démontrer le cas ol le corps de base est parfait.

Pour cela, on introduira un lemme auxiliaire suivant.

Lemme 1.3.14. Soit X un sous-schéma fermé integre de P(E). Si I’ensemble X™8(k) # 0, alors X
est géométriquement integre.

Démonstration. 1l faut montrer que X est géométriquement réduit et géométriquement irréductible.

D’abord, on va démontrer que X est géométriement irréductible. Soit & € X™8(k). Pour toute
extension de corps k'/k, soit & = & Xgspeck Speck’. Alors d’apres le critere jacobien (cf. [49]
Theorem 4.2.19]), on a

e (Xer) = e(X) = 1,
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comme le rang de la matrice jacobien en un point rationnel est invariant sous I’extension de corps.
De plus, si I’extension k’/k est galoisienne, le point & est Gal(k’/k)-invariant. Donc pour toute
composante irréductible X’ € C(Xp),ona & € X'.

D’apres la proposition pour toute extension galoisienne k' /k, on a 1’égalité

Z loy, v Ox, x)ue (X) = pe (Xp) = 1.
X'eC(Xy)

Donc on obtient #C(X;r) = 1 et foxk/,xf (Ox, x') = 1 pour le X" € C(Xy). L’assertion #C(Xy) = 1
signifie que X est irréductible. Donc X est géométriquement irréductible.

Dans la suite, on va démontrer que X est géométriement réduit. Si I’extension &’ /k est sépara-
ble, alors d’apres [49, Corollary 3.2.14], le schéma X est géométriquement réduit.

Si k' /k n’est pas séparable, alors le corps k n’est pas parfait. On suppose que la caractéristique
de k est p. Dans ce cas-1a, on peut diviser I’extension a une composition d’une extension séparable
et une extension purement inséparable. Pour la partie purement inséparable, on peut la diviser a
une composition des extensions purement inséparable de degré p. Alors on a besoin de montre que
si k' /k est une extension purement inséparable avec [k” : k] = p, le schéma X} est réduit. Comme
la question est locale, alors on peut supposer que X est affine. Soit X = Spec A, ol A est un anneau
contenant k.

Comme X admet un point k-rationnel régulier, alors on prend & € X™8(k), et on désigne par
¢ I’idéal maximal de I’anneau Oy ¢. Alors on a;l\mg = 5X,§ = k[[Ty,...,Tq4]] (ct. 50} (28.])]), ot
d = dim(X). Soit &’ = & Xspeck Spec k’, alors on a 5ka,§’ = K'[[Ty,...,T4]] car & est régulier dans
X. Donc on a le diagramme commutatif suivant :

A—m k[[Tl yeeey Td]]

|

A K ——K[[T1,..., T4l

L’anneau k'[[Ty,...,T4]] est integre, alors I’anneau A ®; k’ est intégre aussi, qui doit étre
réduit. Donc on obtient que X est géométriquement réduit. D’ou on a le résultat. O

Remarque 1.3.15. La démonstration du lemme |1.3.14]est similaire a celle de [64, Lemma 10.1],
mais la condition dans le lemme [I.3.14]est plus faible.

Proposition 1.3.16. On suppose que k est un corps parfait. Soient X1, ..., X, des sous-schémas
fermés de dimension pure de P(E) et M € C(X - ... X,). Alors on a

(M Xy - X P(E) > | [ em (X)),

r
i=1

Démonstration. D’abord, on suppose M™8(k) # (. Dans ce cas-la, d’apres le lemme le
schémas M est géométriquement integre. D’ol 1’on obtient que le schéma M*" est géométrique-
ment integre aussi par [39, (4.6.5) (ii)].

La multiplicité d’intersection i(M; X - ... - X,; P(E)) est la multiplicité d’un idéal de 1’anneau
local Oy, x,.-x;X,.A(my qui est contenu dans 1’idéal maximal de Oy, x,..x,x,.a(m). D apres I’inégalité

(L.3), on obtient

(M; Xy - .- X3 PCE)) 2 paon (X1 Xp -+ Xi Xi).

De plus, le schéma A(M) est géométriquement integre et il admet un point régulier k-rationnel.
D’apres le fait que A(M) € M*¥", on obtient

A (X1 Xi -+ Xpe Xp) 2 pppar(Xy Xpe -+ X Xp)
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compte tenu du corollaire[I.3.13]

Soient U; et U, deux sous-schémas fermés géométriquement inteégres de Y| et Y, respective-
ment, ou Y et Y, sont deux sous-schémas fermés de P(E). D’apres [39, (4.6.5) (ii)], le schéma
U, Xi U, est géométriquement integre. Dans ce cas-13, le schéma U; X U; est un sous-schéma
fermé integre de Yy Xy Y2, d’olt Oy, x, v,,u,,.0> = Oy,,u, ®k Oy,,u,. D’apres [69, Chap. VI, n° 1, d,
prop. 1], on en déduit

Huysqu, (Y1 X Y2) = py, (YDuy, (Y2).

Alors on a

1 (X1) - Hpp-n(Xo X -+ X X))

ﬁﬂM(Xi),
i=1

Marar (X1 Xp -+ X X)

qui démontre I’assertion.

Dans la suite, on va démontrer le cas ol k est un corps parfaitet M € C(X; - ... X;). Soit k' /k
une extension galoisienne finie de corps telle que pour toute composante irréductible M’ € C(My),
M’ contienne au moins un k’-point régulier. D’apres le lemme toute M’ € C(My) est
géométriquement intégre. D’apres 1’argument ci-dessus, si on fixe une M’ € C(My) € C(X1x -

..+ X)) (par le lemme[1.3.6), on a

(M3 X X i PERD) > | | s Xie).
i=1

D’apres la proposition[1.3.7, on a
M Xy -...- X P(E) = iM"; Xy - ... - X s P(Er)).
Par la proposition[I.3.8] on a
Hm(Xi) = pr (Xige ).

Alors on a I’assertion. O

Comptage des objets sur un corps fini

Soient k un corps et V un espace k-vectoriel de rang fini. On désigne par Gr(r, V") la grassman-
nienne qui classifie les sous-espaces vectoriels de dimension r de V. Soit k' /k une extension de
corps, on désigne par Gr(r, V¥)(k") I’ensemble des k-points a valeurs dans le corps k” de Gr(r, V).
On désigne par Gry(r, n) la grassmannienne Gr(r, (k")"), ou par Gr(r,n) s’il n’y a pas d’ambiguité
sur le corps de base k. En particulier, on a Gry(n — 1,n) = PZ“.

Lemme 1.3.17. Avec les notations ci-dessus, soit F, le corps fini de cardinal q. Alors on a

n

[ +4¢2+--+1)

=1

#Grs, (r,n)(Fy) =

—~

n-r :
@'+ 4+ + D TIG T + g2+ + 1)
=1

t=1

En particulier, on a
P%q(Fq) =q"+---+ 1.
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On revoie les lecteurs a [77, Proposition 1.7.2] pour une démonstration du lemme
Soient k’/k une extension de corps, E un espace k-vectoriel de rang fini, et ¢ : X — P(Ep)
une immersion fermée. On a le diagramme commutatif suivant :

x— S P(Ep) —— P(E)

| = |

Spec K’ —— Speck.

Définition 1.3.18. On désigne par X,(k) le sous-ensemble de X(k') des ¢ € X(k') (considérés
comme des k’-morphismes de Spec k&’ dans X) dont la composition avec le morphisme canonique
X — P(E) donne un k-point de P(E) a valeurs dans k" qui provient d’un point k-rationnel de P(E).
Autrement dit, on définit X(k) = X(k")N L (P(E)(k)). S’ n’y a pas d’ambiguité sur I’immersion
¢, on désigne par X(k) I’ensemble Xy(k) pour simplifier.

Lorsque k est un corps fini , on a un résultat comme ci-dessous pour estimer le cardinal de
I’ensemble Xy(k) lorsque X est de dimension pure.

Proposition 1.3.19. Soient k/IF, une extension de corps, E un espace k-vectoriel de rang fini, et
¢ : X — P(E) une immersion fermée. On suppsose que X est de dimension pure d. Alors

#X(Fy) < deg(X)#PL, (F,).

On revoie les lecteurs a I’argument dans la page 236 de [52]. La proposition [I.3.19] est une
conséquence directe de cet argument. Voir la proposition pour une autre démonstration qui
est plus élémentaire.

Soient k un corps, et Xi,..., X, des k-schémas tels que (_, X;(k) # 0. Si P € (_, Xi(k), et
toute composante irréductible de I'intersection de X; N --- N X, passant par P se réduit a {P}, on
dit que X1, ..., X, s’intersectent seulement au voisinage de P.

La proposition suivante est utilisée pour déterminer s’il existe un sous-schéma k-linéaire fermé
de P(FE) qui intersecte une suite des schémas de dimension pure fixés en un point k-rationnel
seulement au voisinage de ce point.

Proposition 1.3.20. Soient Uy, ..., U, des sous-schémas fermés de dimension pure de P(E). On
suppose que (\i_, Ui(k) # 0 et dim(U;) = d < n = rg(E) — 1 pour tout i = 1,...,r. Soit
P e N, Ui(k). Si I'inégalité

#k > deg(Uy) + - - - + deg(U,)

est vérifiée, alors il existe au moins un sous-schéma fermé k-linéaire de P(E) de dimension plus
petite ou égale a n — d qui intersecte tout U; seulement au voisinage de P.

Démonstration. S’il existe un sous-schéma k-linéaire fermé L de P(E) de dimension n — d qui
intersecte tous les Uy, ..., U, proprement en le point P, alors pour tout sous-schéma k-linéaire
fermé de P(E) passant par P contenu dans L, il intersecte Uy, ..., U, seulement au voisinage de P.
Donc on a besoin de prouver qu’il existe un sous-schéma k-linéaire fermé L’ de P(E) de dimension
n — d tel que {P} soit une composante propre de I’intersection L” - Uy - ... - U, dans P(E).

On désigne par 7p ’ensemble des k-hyperplans projectifs passant par le point P, alors on a
Hp = Gr(n—1, EV)(k). D’abord, on démontrera que 1’on peut trouver une H; € .75 qui intersecte
tous les U; proprement. Pour un U; fixé, ses composantes irréductibles sont contenues dans au plus
deg(U;) sous-schémas k-linéaires fermés de P(E) de dimension d. De plus, pour un sous-schéma
k-linéaire fermé de P(E) de dimension d fixé, il existe # Gr(n — d — 1,n — d)(k) hyperplans qui
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contiennent ce sous-schéma k-linéaire fermé de P(E). Si k est un corps fini, # Gr(m, n)(k) étant
calculé dans le lemme|1.3.17} alors on peut comfirmer que I’on a I’inégalité

#p = #Gr(n-1,n)k)
> (deg(Up) + -+ +deg(U,)#Gr(n—d — 1,n - d)(k),

lorsque #k > r > 1 et #k > 2. Donc il existe toujours un tel hyperplan H;.

Si k est infini, il toujours existe un hyperplan H, € ¢p qui satisfait que les schémas Uy, ..., U,, H;
s’intersectent proprement en une composante irréductible contenant le point P.

Si on a déja trouvé des hyperplans Hy, ..., H,_| € J¢p, tels que les schémas U;, Hy, ..., H;_|
s’intersectent proprement pour tout i = 1,...,7, ol 1 < ¢ < d. D’apres le théoreme de Bézout (le
théoréeme , on obtient qu’il y a au plus deg(U;) éléments dans C(H|-H>-...-H,_ - U;), ol tout
élément est de dimension d — ¢+ 1. De plus, tout élément dans C(H; - H, -...- H,_1 - U;) est contenu
dans au plus un sous-schéma k-linéaire fermé de P(E) de dimensiond — ¢+ 1,oui=1,...,r. Sik
est un corps fini, d’apres la proposition on peut confirmer que 1’on a

#Gr(n—t,n —t + 1)(k)
> (deg(Uy) + -+ + deg(U,))#Gr(n — d — 1,n — d)(k),

lorsque #k > r > 1, #k > 2 et t < d. Donc on peut trouver un sous-schéma k-linéaire fermé de P(E)
de dimension n — ¢ passant par P contenu dans Hy N --- N H;_{, qui intersecte tous les éléments
dans C(H, - Hy - ... H,—1 - U;) proprement pour touti = 1,...,r.

Tout sous-schéma k-linéaire fermé de P(F) passant par P contenu dans H;N---NH,_; peut étre
relevé a un hyperplan dans 7. On se releve ce sous-schéma k-linéaire fermé de P(E) a H, €
telle que Hy N --- N H,;_1 N H; soit une intersection compléte.

Si k est infini, il toujours existe un hyperplan H, € 7p qui satisfait que les schémas projectifs
U,...,U,Hy,...,H,_1, H; s’intersectent proprement en une composante irréductible contenant
le point P.

Donc on peut trouver une suite des éléments Hy, H,,...,H; € 5¢p, tels que les schémas
H\, H,,...,Hy, U; s’intersectent proprement en le point P pour touti = 1,...,r. Le sous-schéma
k-linéaire fermé de P(F) défini par I’intersection complete de Hy, H», . . . , Hy intersecte tous les U;
proprement en le point P,oui=1,...,r. ]

Remarque 1.3.21. Dans la proposition [1.3.20} ’inégalité
#k > deg(Uy) + - - - + deg(U,)

est optimale pour assurer I’existence du sous-schéma k-linéaire de P(E) qui satisfait les conditions,
voir la propostion B.2.2] pour un argument du cas ot deg(U;) = - - - = deg(U,) = 1.

1.4 Démonstration du théoréme|1.3.1

Ce paragraphe est consancré a la démonstration du théoreéme [I.3.1] Soient & un corps parfait,
et X1,..., X, des sous-schémas fermés de dimension pure de P(E) qui s’intersectent proprement.

Pour tout Y € C(X; -...-X,), on construit un arbre d’intersection .Jy de niveau ¢ = 1{111ax }{deg(Xi)}
i€f{l,..., r

dont la racine est Y. La stratégie consiste en un raisonnement par récurrence sur la profondeur
maximale des arbres d’intersection Jy (voir pour la définition). Soit M un sommet de
I’'un des arbres d’intersection .7y. On suppose que M satisfait les conditions suivantes : pour tout
sommet Z des arbres d’intersection {7y }yec(x,....x,), Si M est un sous-schéma propre de Z, alors il
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existe un descendant de Z qui est une occurence de M. Le but de ce paragraphe est de démontrer
I’inégalité (1.3)) ci-dessous :

Wz (M)i(Y; X1 - ... X0y P(E)) 2 um(X1) -+ - up(X5).
YeC(X;-.... X;)

Définition 1.4.1. Soit s un entier positif. On définit C; comme 1’ensemble des sommets de pro-
fondeur s dans les arbres d’intersection Jy, ou Y € C(Xj -...- X,). De plus, on définit C, = |J Cs.

520

Pour tout entier positif s, on définit un sous-ensemble de C; comme la suite.

Définition 1.4.2. Soit s un entier positif. On définit Z; comme le sous-ensemble de C; des
éléments N qui satisfont la condition suivante : pour tout sommet Z des arbres d’intersection
{Iv}veccx,-...x,)» s1 N est un sous-schéma propre de Z, alors il existe un descendant de Z qui est
une occurrence de N. De plus, on définit Z, = | Z;.

s=0

Par définition, on a Zg = Co = C(X; - ... - X,). On démontrera le théoreme pour les
sommets dans I’ensemble Z...

L’idée principale de la démonstration du théoréme[1.3.1]est comme ci-dessous : si M € Zj, le
c6té gauche de I’inégalité (1.3)) est une multiplicité d’intersection en M, alors le théoreme[1.3.1|dé-
coule de la proposition[I.3.16] Si M € Z, \ Zo, comme k est un corps parfait, la multiplicité d’in-
tersection et la multiplicité de point dans un schéma vérifient des propritétés d’invariance sous une
extension galoisienne finie de corps comme dans les propositions [I.3.7)et[1.3.8] D’abord on fixe
une extension galoisienne finie de corps &’ /k tel que M™2(k") # 0 et que le cardinal de k’ soit assez
grand. Alors on peut construire un k’-schéma auxiliaire tel que I’intersection de Xy, ..., X, et
ce schéma soit propre en une composante irréductible de My (le schéma auxiliaire est en fait un
cylindre passant par cette composante irréductible, dont I’existence est assurée lorsque k’ est assez
grand, voir la définition [[.3.T1] pour la définition de cylindre). Dans la suite, on démontre le c6té
gauche de I'inégalité (I.5)) est plus grand ou égal a la multiplicité d’intersection de Xy, .. ., X,
et le k’-schéma auxiliaire en cette composante irréductible de M;-. Par la comparaison entre la
multiplicité de ce produit d’intersection a cette composante irréductible de M- et les multiplicités
de M dans Xj, ..., X, et le schéma auxiliaire (la proposition [[.3.16), on obtient le résultat.

Démonstration du théoreme m

Dans la démonstration, la composante irréductible M € Z, est comme dans 1’énoncé du
théoreme [[.3.1]

Etape 1 : la profondeur du sommet est zéro. - Si M € Zyp = C(X; - ... X,), alors pour
tout Y € C(X;-...-X;),ona Wg (M) = 0 ou 1. Donc I’assertion du théoréme est une
conséquence directe de la proposition [I.3.16] ce qui montre que la multiplicité d’intersection du
produit d’intersection de X; - ... - X, en une composante irréductible est plus grande ou égale au
produit des multiplicités de cette composante dans X1, ..., X,.

Etape 2 : la profondeur du sommet est strictement plus grande que zéro. - Si M € Z.\Z
On démontrera I’énoncé suivant.

Proposition 1.4.3. Soit n = rg,(E) — 1. Soit k' [k une extension galoisienne finie de corps, telle
que

o> 61; dim(X;)-(r—1)(n—1)
et que M™E(k") # (0. Alors pour toute composante irréductible M’ € C(My), il existe un cylindre

M,?, dans P(Ey), tel que M’ € CX1p - ... - Xpp - M,?,) et que les schémas Xy, ... ,Xnk/,M,?,
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s’intersectent proprement en la composante M’, et

i(Y; X1 ... X5, P(E)W g, (M)
YeC(Xi-... X,)
> M Xop e Xop - MO P(Ep)).

Si on admet la proposition [.4.3] d’apres la proposition[I.3.16] on obtient

> Xip) o K ar (M)
> (X)) - pr (X))
um(Xy) - (X,

(M Xy - Xeie - MY P(Ep))

ol I’égalité provient de la proposition [1.3.8] D’ott on démontre I’assertion du théoreme [I.3.1]
Pour démontrer la proposition[I.4.3] on raisonne par récurrence sur la profondeur maximale s
des Fy,ouY € C(X;-...-X,).
Etape 2-1 : le cas oit s = 1. - D’abord, on va démotrer le cas de s = 1. On suppose que
Z. N Zoy # 0. Dans ce cas-1a, on va démontrer le lemme suivant.

Lemme 1.4.4. Soient M € Z, et k' [k une extension galoisienne finie de corps telle que #k' >
deg(Xy) - --deg(X,) et M™8(k") # 0. Pour tout M’ € C(My), il existe un cylindre M,?, dans P(Ey),
telque M' e CXy g+ . - Xri -MI?,) et que les schémas X1y, ..., Xrk» M,?/ s’intersectent proprement
en la composante irréductible M'. De plus, I’inégalité

(Y3 X, - .. X P(E) W7, (M)

YeC(Xi-...X;)
> M Xip .. X - My P(Ep))
est vérifiée.
Démonstration. Pour tout Y € C(X; - ... - X,), on désigne par Y I’étiquette de Y dans 1’arbre

d’intersection considéré comme un schéma. Par la définition dans §1.2.1] on a
Wz (M) = i(M; Y - Y; P(E)). (1.12)

En effet, comme s = 1, si M apparait dans les déscendants de Y, il n’apparait qu'une seule fois.
De plus, on a

i(M;Y - Y;P(E)) > (Vi (V) > pua(Y) (1.13)
d’apres la proposition [I.3.16] Par la proposition[1.3.8] on a
pum(Y) = o (Yie). (1.14)

Comme k est un corps parfait, le schéma Yy est réduit d’apres [49, Proposition 3.2.7]. Donc
Oy, y’ est un anneau local artinien réduit, qui est un corps (cf. [3, Proposition 8.9], I'idéal maximal
de Oy, .y’ est nul). On en déduit KOYA,/,Y' (Oy, y’) = 1. D’apres la proposition , on a

wwr (V)= D (V). (1.15)
Y'eC(Yy)
On obtient donc

i(Y: X1 ... X  P(E)W 5, (M)
YEC(Xl-...'Xr)

> D WX XaPE) Y ()

YeC(X1-.... Xy) Y’eC(Yy)
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d’apres les inégalités (1.12), (1.13), (I.14), et (I.13).

En outre, on a

deg(Y”) (1.16)
Y’GC(X]JCI'...'X},J{/)
iV Xt - ... Xops P(Ep)) deg(Y)
Y/ €CX, Xy p0)
= D D Y Xk X P(Eg)) deg(Y)
YeC(X|-..-X,) Y'eC(Yy')
= deg(X14) - deg(X,x)
= deg(X))---deg(X,),

N

ot la premiere égalité provient de la proposition [I.3.7] la deuxieme égalité provient du théoreme
de Bézout (le théoreme[1.3.4), et la derniere égalité provient du fait que le degré d’un sous-schéma
fermé de P(E) est invariant sous extension de corps. Donc on a

# > D deg())
V'eCXypr o Xrpr)

d’apres I’inégalité (1.16).

On dégine par D(M) le sous-ensemble de Y € C(X;-...-X;) tel que M apparait a une déscendant
de Y dans I’arbre d’intersection Jy.

La composante M admet un k’-point régulier. Comme k est parfait, d’apres la proposition
la composante M’ admet un k’-point rationnel P de multiplicité 1, qui est régulier car M}
est de dimension pure. D’apres la proposition on obtient qu’il existe un sous-schéma k’-
linéaire fermé de P(E}) de dimension n — dim(Y) = n — dim(Yy) qui intersecte tous les Y’ €

U C(@¥y) proprement en le point P ou en les composantes qui ne contiennent pas P. Dans

YeDM
ce c(as)—lé, ce sous-schéma k’-linéaire fermé de P(Ey ) intersecte M’ en ce point k’-régulier de M’
seulement au voisinage de ce point. D’apres la proposition on peut trouver un cylindre M,,
de dimension n — dim(Y) + dim(M) = n — dim(Y”) + dim(M’) dont la direction est définie par ce

sous-schéma k’-linéaire fermé de P(Ey ), tel qu’il intersecte tousles Y’ € |J C(Yp) proprement
YeD(M)

en la composante M’ ou en les composantes irréductible qui ne contiennent pas M’. De plus, on a

pmr(Y') = iM'; Y’ - My, P(Ep))

pour toute composante irréductible Y’ € C(Yy), Y € C(X; - ... X)).
D’apres le lemme|[I.3.6]et la proposition ona
(VX1 X P(E) = i(Y s Xy o+ oo X s P(Ep)), (1.17)

ou Y’ € C(Yy ). Donc on obtient

DX XGRE) Y (Y
YeC(Xi-.... X)) Y'eC(Yy)
= DD Y Xk X PCER)M5 Y - MY P(Ep)
YeC(Xi-... X)) Y'eC(Yy)

d’apres I’égalité (1.17). Par la définition de Z. (la définition|1.4.2)), les composantes irréductibles
dans C(X| - ... - X;) \ D(M) ne contiennent pas M. Donc le cylindre M]?, n’intersecte pas les
composantes irréductibles de I'intersection Xy g -.. .- X,pr dans C(X1 g . . .- X )IN{N € C(Yp)| ¥ €
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D(M)} en la comsposante M’. Alors d’apres 1’associativité d’intersection propre (I’énoncé (ii) de

la proposition [1.3.3)), on a

i(Y' 5 X1 p oo X s PCER )M Y - My, P(Eg))
YeC(Xi-...X,) Y'€C(Yyr)

= M Xip . X - MY P(Ep)).
C’est la fin de 1a preuve du lemme[I.4.4] qui démontre la proposition[I.4.3|pourle casde s = 1. O

Etape 2-2 : du cas ou la profondeur maximale est s — 1 au cas ou la profondeur maximale
est s. - Afin de démontrer la proposition [I.4.3] on raisonne par récurrence sur la profondeur
maximale des arbres d’intersection .y, ou Y € C(X; - ... - X,). On rappelle que I’on prend une
extension galoisienne finie de corps k’/k telle que

> 521 dim(X;)—(r-1)(n—1)

et que M™5(k’) # 0, oun = rg (E) — 1.

Démonstration de la proposition[I.4.3] Dans cette démonstration, on maintient toutes les nota-
tions dans la démonstration du lemme [I.4.4] On raisonne par récurrence sur la profondeur maxi-
male s des arbres d’intersection Jy, ou Y € C(X; -...- X,). Le cas de s = 1 est démontré dans le
lemme

Dans un arbre d’intersection, un fils d’un sommet est de codimension plus grande ou égale a 1
dans ce sommet, donc on obtient que la valeur maximal de s est dim(Y). Pour tout ¥ € C(X; -...-
X;),onadim(Y) = Zr] dim(X;) — (r = Dn.

i=1
Maintenant on suppose que 1’assertion est démontrée pour le cas ol la profondeur maximale

des Jy est s — 1 pour tous les ¥ € C(X; - ... - X,). Dans la suite, on démontre le cas ou la
profondeur maximale des {Fy}yec(x,...x,) est s. Pour tout N € C., on désigne par N 1’étiquette de
N dans I’arbre d’intersection Jy.

N 3 dim(X)—(—1)(n—1) _ o
Pour tous N € C., par la condition #k’ > =1 , on obtient I’inégalité

#k' > deg(N) deg(N)

d’apres le théoreme de Bézout (le théoreme [1.3.4). Donc par le lemme [I.4.4] on peut utiliser
I’hypothese de récurrence aux sous-arbres d’intersection des { Zy}yec(x,-...x,)» dont les racines sont
les sommets dans C;. D’apres I’hypothese de récurrence et la définition[I.4.2] pour tout Y € D(M),
on peut trouver un cylindre Zy dans P(Ey) de dimension n — dim(Y) + dim(M), tel que Yy, Yp et
Zy s’intersectent proprement en M’, et

WaM)= > (Y'Y - ViRENWz, (M) > iM'; Yie - Yo - Zy; B(Er)), (1.18)
Y'eC(Y-Y)

ou Jy est le sous-arbre d’intersection dont la racine est Y’ € C(Y - 7). _

Dans la suite, on estimera la multiplicité d’intersection i(M’; Yy - Yy - Zy; P(Ep)). Comme k
est un corps parfait, le schéma Yy est réduit. D’oui I’on a
i(M'; Yp - Yio - Zy; P(Ep))
ﬂM’(Yk')ﬂM'(Yk' )/,[M/ (ZY) (1a prOpOSition @
Hmr (Yir)
= Z um (Y') (la proposition [I.3.5)) (1.19)

Y'eC(Yy)

Wz, (M)

VvV VvV WV
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d’apres I'inégalité (I.18)), car I’anneau Oy,, y- est un anneau local artinien réduit, qui est un corps
(cf. [3, Proposition 8.9], I'idéal maximal de Oy,, y- est nul). Donc on obtient

i(Y; X1 .o Xy P(E)W 5, (M)

YeC(Xy-...- X})

> (VX XABE) Y (Y
YeC(X; ... X)) Y'eC(Yy)

= i X e Xopos BCE ) e (V)
YeC(X-....X,) Y'€C(Yyr)

= i Xige - oo Xoaos PCER ) (V)

Y/ €C(Xy g Xrir)

d’apres I'inégalité (I.19), le lemme [I.3.6 et la proposition[1.3.7]
En outre, d’apres ’inégalité (I1.16)), on a

deg(Y') < #k'.
YIGC(Xl,k"---'Xr,k’)

La composante M admet un k’-point régulier. Comme k est parfait, d’aprés la proposition|1.3.5]
la composante M’ admet un k’-point rationnel P de multiplicité 1, qui est régulier car My est de
dimension pure. D’apres la proposition [1.3.20} on obtient qu’il existe un sous-schéma k’-linéaire

fermé de P(Ey) de dimension n — dim(Y) = n — dim(Yy ) qui intersecte tout Y’ € |J C(Yp)
YeD(M)
proprement en le point P ou en les composante qui ne contiennet pas P. Dans ce cas-1a, ce

sous-schéma k’-linéaire fermé de P(E} ) intersecte M’ seulement au voisinage de P. D’aprés
la proposition [1.3.11} on peut trouver un cylindre M,?, de dimension n — dim(Y) + dim(M) =
n—dim(Y”") + dim(M") dont la direction est définie par ce sous-schéma k’-linéaire fermé de P(Ey ),

tel qu’il intersecte tous les Y’ € |J C(Yx) proprement en la composante M’ ou en les com-
YeD(M)
posantes qui ne contiennent pas M’. De plus, on a

(Y = i(M'; Y’ - M P(Ep))
pour toute composante irréductible Y’ € C(Yy ). Donc on obtient

Y5 Xx o Xew s P>(Ep Dpar (Y')
Y,EC(Xl,k"""Xr,k')
= DY Xk X PCER)IM Y - MY P(E)
Y'eCXy g+ Xppr)

d’dpres I"égalité (I.I7). Par la définition de Z, (la définition[1.4.2), les composantes irréductibles
dans C(X; - ... - X;) \ D(M) ne contiennent pas M. Donc le cylindre M,?, n’intersecte pas les
composantes irréductibles de I’intersection Xy g -.. .- X, dans C(Xq g .. .- Xpw )N{N € C(Yp)| Y €
D(M)} en la composante M’. Alors d’apres 1’associativité d’intersection propre (1’énoncé (ii) de
la proposition[I.3.3)), on a

WY X1 oo X PER)IM' Y - My P(Eg)
V'eCXypr- o Xppr)

= WM Xip .. Xop - MU P(Ep)).

Alors on démontre que la proposition [I.4.3]est vraie pour le cas ou la profondeur maximale est s.
C’est la fin de la démonstration de la proposition [I.4.3] m|
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Une conséquence du théoréme m

On a démontré le théoréme [I.3.1] Dans la suite, on va déduire une conséquence du théoreme
1.3.1} qui donne une majoration globale des multiplicités des sommets dans Z.. Cette majoration
sera utilisée dans la démonstration du théoréme principal (le théoreme|[I.5.1).

Définition 1.4.5. Soit s un entier positif. On désigne par C’, (resp. ', C’,, et Z) I’ensemble des
étiquettes de Cy (resp. Zs, Cs, et Z.), voir les définitions et pour les définition de Cs,
ZS7 C*7 et Z*~

Avec toutes les notations ci-dessus, si tous les étiquettes non-vides dans Jy ont la méme
dimension, pour les sommets dans Z., on a le corollaire suivant qui est une description globale de
ses multiplicités dans X1, ..., X,.

Proposition 1.4.6. Avec les notations et conditions dans le théoréme [[.3.1] on suppose que tous
les éléments non-vides dans C', ont la méme dimension. Alors on a

r r s—1
D []_[ uz(x,»)] deg(2) < [ | deg(Xp) | | max(deg(M).
i=1 j=0 T€C;

ZeZ, \i=1
s—1
En particulier, si s = 0, on définit [] }r/nacx{deg(Y’)} =1
Jj=0Y'€C;

Démonstration. Comme les Y € C(X; - ... - X,) sont de la méme dimension et ses étiquettes sont
de la méme dimension, les sommets de profondeur 1 dans les .9y sont de la méme dimension
puisque Y intersecte son étiquette proprement pour tout ¥ € C(X; -.. .- X,). Par le méme argument
ci-dessus, pour un entier positif s fixé, les sommets dans C; sont de la méme dimension.

Afin de démontrer cette proposition, d’abord on raisonne par récurrence sur la profondeur s
pour montrer I’inégalité

i(Y; Xy -...- X P(E)W 7,(Z2) | deg(2)
ZeCy \YeC(X1-...- X))

s—1
deg(X;) | | max{deg(¥)}.

1 =0 YeC’

<

r
i=

D’apres le théoreme de Bézout (le théoreme|1.3.4), on a

i(Yi; Xy - ... X  P(E)) deg(Y) = deg(Xy) deg(Xz) - - - deg(X,),
YeC(X1-... Xy)

ce qui montre le cas de s = 0.
On suppose que le cas de profondeur s — 1 est démontré. Pour le cas de profondeur s, on a

1
deg(X) | | max{dea(¥))

i=1 =0 YeC’,

r 5=
4
= J

> max {deg(Y)) Z Z i(Y:X1 - ... X, P(E)W 5 (Z) | deg(Z)
Yec 7eCy1 \vec(X;-...X;)
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d’apres le théoreme de Bézout (le théoreme . Pour tout sommet Z, on désigne par Z I’éti-
quette de Z. Donc on obtient

max {deg(V)} ' ( DXy X BE)W 5, (Z) | deg(2)

YeC_, 7eCooy \YeC(X;-....X,)

\%

Z{ Z i(Y:X1 - ... X, P(E)W 5 (Z) | deg(Z) deg(Z)

ZeCsy \YeC(X; ... X))

[ (VX1 X PEWWR2)| Y iZ5Z - Z:P(E)) deg(Z))
ZeCys_1 \YeC(X;-...-X;) Z’eC(Z-Z)

( i(Y; Xy ...  Xp P(E)W7,(Z') | deg(Z),
Z'€Cs \YeC(X,-...-X,)

ce qui montre le cas de profondeur s.
Dans la suite, il faut démontrer I’inégalité

>, (]_I uz<xi>] deg(2)

ZeZs \i=1

< Z[ Z (VX1 ... X P(E)W 2 (Z) |deg(2).

ZeCy \YeC(X; .. X,)
Pour un Z € Z; fixé, d’apres le théoreme|1.3.1] on obtient

i(Y; X1+ ... - Xis P(E)W 2,(2) 2 puz(X1) - - - uz(Xp).
YeC(X;-.... X))

Par la définition|1.4.2} ’ensemble Z est un sous-ensemble de C pour tout s > 0. Donc on obtient
le résultat. o

1.5 Estimation de multiplicités dans une hypersurface

Le résultat suivant est une majoration d’un comptage de multiplicités dans une hypersurface
projective réduite sur le corps fini ;. Cette majoration peut étre considérée comme une description
de la complexité du lieu singulier de cette hypersurface projective réduite.

Théoreme 1.5.1. Soient X — P%q une hypersurface projective réduite de degré 8, oi dim(X*"8) =
s. Alorson a :

Z He(X)(ue(X) - D < 56— T+ D+
seX(Fy)
SE—-D" @ g D+
+6(6 - 1)"",

ot ug(X) est la multiplicité de & dans X (voir §I.2.4|pour la définition).

Avant de la démontration du théoreme [I.5.1] on a besoin d’introduire certaines propriétés
spéciales autour de la multiplicité dans une section par hypersurface, et introduire une méthode de
construire les arbres d’intersection utiles pour ce probleme de comptage de multiplicités.
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1.5.1 Multiplicité dans une section par hypersurface

Soient k un corps, et f € k[Ty, ..., T,] un polyndme homogene non-nul de degré 6. On dit que
le schéma

X = Proj (k[TO’ ceey Tn]/(f))

est une hypersurface projective (ou hypersurface pour simplifier) de P} définie par le polyndme
/- On peut démontrer que X est un sous-schéma fermé de degré ¢ de P} (cf. [43, Proposition 7.6,
Chap. I]).

On va introduire certaines propriétés spéciales autour de la multiplicité d’un point dans une
hypersurface projective.

Proposition 1.5.2 ([46], Example 2.70 (2)). Soient X une hypersurface de P définie par un
polynome homogene f non-nul, & € X(z), et mg l'idéal maximal d’anneau local O]p'lz,,f. Soit He(s)
la fonction de Hilbert-Samuel locale de X en le point & (voir §1.2.3|pour la définition). Si l’image

de f dans O[prkgg apparait a I’ensemble mg N mg“. Alors on a

n+s—1 n+s—r—1
o= ("))
s s—r
En particulier, on a pe(X) = r.

Démonstration. Pour le point & € X(k), soient ny ¢ I’idéal maximal de I’anneau Oy, et g 'image

de f dans Opz’f. Alors on a I’idéal (g) € mg. On suppose que g € mg etg ¢ mgﬂ pour un entier

r > 1 fixé. En effet, pour un entier positif s > r, par définition, la fonction de Hilbert-Samuel
locale est

He(s) = (mxg/m”l)

Dans ce cas-la, la fonction H(s) est calculée suivante :

e(mye/my) = (g + @)/ + (g))
= ¢(m/m + (9) N mY))
= o(mg/meth/ (g + () N my)/meth)
= (mg/mg™) e + () nm/myt).

Comme I’anneau Op» ¢ est un anneau local régulier de dimension n, alors

(mf/m‘“) (n - j B 1).

d’apres [51, Theorem 17.9].

Dans la suite, on va calculer f((m“rl +(g)N mg)/merl) Commeonag € mf mais g ¢ m”rl

alors si h € Opz,f est un élément tel que hg € mg mais hg ¢ ms”, I’élément h est engendre par
s—r+1

des éléments dans mf " qui ne sont pas dans n

d’apres [51, Theorem 17.9], I’égalité

comme les espaces «(£)-vectoriels. De plus,

r s n+s—r—1
fmg"mg ”):( )

s—r
est vérifiée. Donc on a

{(( s+1 +(g)ﬂm )/mHl) (n+s—r—1).

§—r
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Alors on obtient

Hg(s):(n+j—1)_(n+s—r—1),

s—r
qui est un polyndme de s de degré n — 2. De plus, on a

r

(n—2)!

Hg(s) = "2+ o(s"72),

donc on montre pg(X) = r par définition.
Sil<s<r-—1,alorsona

(mye/mict) = e(m+ @)/ +(g)

€(mg/mgt) = (n " j_ 1)

dans ce cas-la.
En résumé, on obtient le résultat. O

Soit I = (ig,...,iy) € N**! un indice, on définit |I| = iy + --- + i,. Soit g(Tg,...,Ty) un
polyndme homogene non-nul de degré 9, alors on peut développer le polyndéme g(Tg + So, 71 +
Sl,...,Tn +Sn) S k[To,Tl,...,Tn,S(),Sl,...,Sn] comme

= &(To,.... T+ ). > g To... . TSP Sk,

I|=a
ol gl (Ty, ..., Ty) estun polynome homogene de degré 6—|/| ou nul. On désigne par D*(g) I’ensem-
ble des polyndmes g/(Ty, ..., T,) définis ci-dessus, ol |I| = a > 1.

Pour un entier 1 < @ < ¢, on définit 7%(g) comme I’espace k-vectoriel engendré par les
éléments dans D?(g). Pour tout g € 7 %(g) non-nul, g définit une hypersurface projective de degré
60— adeP].

De plus, on définit D°(g) = {g} et T(g) =k - g.

Remarque 1.5.3. Les éléments dans D'(g) sont les

9Jg 9g g
6To’6T1""’aT,,’

qui sont des polyndomes homogenes de degré — 1 ou nuls. Si car(k) = 0 ou car(k) > 9, les éléments
dans D%(g) ont la forme de

1 0ot ting(To, ..., Ty)

2

iol - iy! aTéO...aTriln
ot (ig, ..., ip) € N"*! est une indice avec ig + - - - + i, = @. De plus, I’espace k-vectoriel 7 %(g) est
I’espace des dérivées directionnelles de I’ordre a de g(Ty, ..., Ty).

Avec toutes les notations ci-dessus, on a une conséquence directe de la proposition [1.5.2] suiv-
ant :

Corollaire 1.5.4. Soient X — P} I’hypersurface projective définie par un polynome homogene
f # 0 de degré 6, & € X(k), et a un entier tel que 0 < @ < ue(X) — 1. Alors pour tout g € T(f)
non-nul, le point & est contenu dans I’hypersurface définie par g. Il existe un g’ € THX(f) non-
nul, tel que & n’est pas contenu dans I’hypersurface définie par g’
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Démonstration. Soit & = [ag : -+ : a,]. D’apreés la proposition[I1.5.2] I'image de f dans I’anneau
local O]pz’g est dans I’ensemble m’;‘f(x) N mgs(x)ﬂ, qui signifie que cette image est dans mgf(x) mais

n’est pas dans mgf(X)H. L’image étant dans m?f(x) signifie que pour tout polynéme f/(Ty, ..., T,)
défini ci-dessus avec 0 < |I| < pe(X)—1,0na fl(ao, ... ,a,) = 0. L’'image n’étant pas dans & ¢
e signifie qu’il existe un polynome f/(Ty,...,T,) avec |I| = He(X) tel que flao,. .. a,) #

0. Alors on a I’assertion. O
Une conséquence directe du corollaire[1.5.4]est ci-dessous.

Corollaire 1.5.5. Soient X — P} ’hypersurface projective définie par un polyndme homogene f
de degré o, et n € X un point schématique. Pour un entier 0 < a < 6, soit X' I’hypersurface de P},
définie par un élément non-nul g € T(f), out @ < puy(X). Alors la multiplicité y1,(X") est au moins
ty(X) — . De plus, il existe au moins un élément dans T *(f) qui définit une hypersurface X" de
P, telle que la multiplicité p,(X") soit égale a ps(X) — a.

Démonstration. Soient Z = {n}, et & € Z"¢(k). D’apres le corollaire |1.3.13} on a ug(X) = u,(X).
Comme Z™&(k) est dense dans Z (cf. [43] Corollary 8.16, Chap. II]), on a I’assertion. O

Remarque 1.5.6. D’apres le corollaire [1.5.4] si X <> P} est une hypersurface définie par un
polyndme homogene non-nul de degré 9, la multiplicité du point fermé dans X est au plus 6.

Définition 1.5.7. On dit que I’hypersurface projective définie par g € 7 *(f) est une hypersurface
dérivée d’ordre « de I’hypersurface définie par f.

1.5.2 Construction des arbres d’intersection a partir d’une hypersurface

Afin de rechercher le probleme du comptage des multiplicités dans une hypersurface, il faut
construire quelques arbres d’intersection a partir de cette hypersurface. On peut étudier la multi-
plicité d’un point rationnel par la majoration des poids des sommets dans les arbres d’intersection
construits. Dans cette partie, soient k un corps, X un k-schéma, et k' /k une extension de corps, on
désigne par Xy le kK’-schéma X Xspecx Spec k” pour simplifier.

D’abord, on introduit le lemme suivant, qui sera utilisé dans la construction des racines de ces
arbres d’intersection.

Lemme 1.5.8. Soient k un corps, et g € k[T, ..., T,] un polynéme homogéne non-nul. On désigne
par V(g) I'hypersurface projective de P} définie par g. Soit f # 0 un polynome homogéne de degré
0. Si la dimension du lieu singulier de V(f) est s, ot 0 < s < n — 2. Alors il existe une extension
finie k' [k et une famille de g1, ..., gn-s—1 € T (f) & k', telle que

dim (V(r NV(g1) N« N V(gn-s-1)) = s.
Autrement dit, le schéma V(f)r NV(g1) N--- N V(gu—s—1) est une intersection complete.

Démonstration. Comme V(f) prend des points singuliers, le degré de f est plus grand ou égal a 2.
D’abord, on suppose que &’ est une cloture algébrique du corps k, alors le cardinal de £’ est infini.
Si on démontre 1’assertion pour tel corps k’, il existe une extension finie du corps k qui satisfait le
besoin aussi. Dans le reste de la démonstration, tous les schémas que 1’on considere soient définis
sur cette cloture algébrique du corps k.

D’apres le critere jacobien (cf. [49, Theorem 4.2.19]), on a

dim[V(f)ﬂ M V(g)]=dim[V(f)k/ﬂ M vl=s

8T () SET ()@’
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On désigne par V, le schéma
V(e NnVignn---NVig)

pour simplifier. Pout tout# € {0, 1,...,n—s—1}, on démontrera qu’il existe g, ..., g € Tk
(si t = 0, on définit que I’ensemble des {gi,...,g:} est vide), tels que V, soit une intersection
complete. Si on a I’assertion ci-dessus, on montre le résultat original.

On raisonne par récurrence sur I’entier ¢ défini ci-dessus, ou 0 < ¢ < n— s — 1. Comme
Vo = V(f)r est une hypersurface qui est une intersection complete, le cas de ¢ = 0 est démontré
par définition directement.

Si on a déja trouvé les g1,...,8 € T '(f) & K, tels que V; soit une intersection compléte, otl
0<t<n-s-2. Alors pour tout U € C(V;),onadim(U) =n—1t—- 1.

Si pour tout 4 € 7' (f) & k', il toujours existe une U € C(V;), telle que U C V(h). Alors on

obtient
Uc V(f)k'ﬁ[ M V(g>],

SET (HHowk

qui contredit avec ce que dim(V/( f)zi,“g) =s<n—-t—-1=dim).

Alors pour tout U € C(V;), on peut trouver un gy € T @ K, tel que

UL Vigu).

On définit
L(U) ={he T'(f) & k'|U C V(h)).

Alors dans ce cas-1a, pour tout U € C(V;), L(U) est un sous-espace k’-vectoriel propre de 7' (f) &
k’. Comme le cardinal de k’ est infini et le cardinal de C(V;) est fini, il existe un vecteur i €
T @ K, tel que

ne | L.
UeC(V;)
Alors pour tout U € C(V;), ona U € V(h). Donc V(h) N V; est une intersection complete.
Donc pour tout 0 < # < n — s — 1, on peut trouver des gy, ..., g, qui satisfont le besoin. C’est
la fin de la démonstration. |

Soit X — P%q I’hypersurface projective définie par le polyndme homogene f non-nul de degré
0, dont la dimension du lieu singulier est plus grande ou égale a zéro. Soit F » /F, une extension
finie telle que I’on peut trouver une suite de g1, ..., gr—s—1 € 7 '(f) ®r , Fgn non-nuls qui satisfont
que X]Fq,,, ,V(g1), ..., V(gn-s-1) soit une intersection complete. L’extension Fyn /T, est galoisienne,
car Gal(Fyn /F,) = (Z/mZ, +). D’apres le lemme les g1,...,8n-s-1 € T f) ®r, Fgn existent
lorsque I’entier m est assez positif. Soient & € X(F,), et & = & Xspeck Speck’. Alors on a pug(X) =
He (Xg,, ) d”apres la proposition

On désigne par X;r,,, I'hypersurface V(g;) définie par g; sur Fgn,0oui=1,...,n—s—1.Parle
critére jacobien (cf. [49] Theorem 4.2.19]), on obtient X;?ﬂg C Xz N X1F NN Xnos 1 F -

Pour tout sous-schéma integre Y de X, ,,, on désigne par ¥ @ e lieu des points dans ¥ dont les
multiplicités sont égales a u y(X[qu ), et par Y® le lieu des points dans Y dont les multiplicités sont
plus grandes ou égales a ﬂy(X]qu) + 1. De plus, on désigne par Y(“)(Fq) (resp. Y(b)(Fq)) I’ensemble
des points Fn-rationnels de Y @ (resp. Y?) qui apparaissent dans les images inverses des éléments
de P%q (IF,) par rapport a I'immersion fermée de Y dans P%qm sous le changement de base P”qm -

Py, (voir la définition|1.3.18). Donc on a Y(Fy) = Y“(Fy) LI Y (F,).
1.3.13

D’apres le corollaire [1.3.13] on obtient que Y@ est dense dans Y si Y@ # 0, et Y¥) est de
dimension plus petite ou égale a dim(Y) — 1.
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Dans la suite, on construit une famille d’arbres d’intersection {Zy}, o Y € C(X[pqm . Xl,qu .
X s_l’qu). La racine de I’arbre d’intersection 9y est Y.

Pour construire les sommets de profondeur plus grande ou égale a 1, soit U un sommet déja
construit dans les arbres d’intersection {Zy}. On considére le sommet U comme un schéma in-
tegre. Il faut considérer les propriét€s de U(F,), ou U(F,) est défini dans la définition @ Si
U (”)(Fq) = (, le sommet U est une feuille dans les arbres d’intersection.

SiU (b)(Fq) # (0, alors on a yU(Xqu) < 4. D’apres le corollaire on peut trouver un i €

ok Xegn )( f) ®g, Fyn, tel que I’hypersurface définie par le polynéme 4 intersecte U proprement.
Bien siir on a deg(h) < ¢ — 1. Dans ce cas-1a, on définit V(k) comme 1’étiquette du sommet U.

Les poids des arétes sont les multiplicités d’intersection respectives.

Pour la construction plus haute, toutes les étiquettes mentionnées ci-dessus sont de dimension
n — 1, donc les sommet dans C,, sont de dimensionn —w — 2, ou 1 < w < n — 2 est un entier.

Le lemme suivant est une propriété de I’ensemble Z. (voir la définition [[.4.2)), qui sera utile
dans la démonstration du théoréme[1.5.1] C’est la motivation que I’on définit le sous-ensemble Z.
de C..

Lemme 1.5.9. Avec les notations et constructions ci-dessus, pour tout & € X;:;g(IFq), il existe au
moins un Z € Z, tel que & € Z(a)(Fq), ou Z. est défini dans la déﬁnitionm
Démonstration. Soit Y € C(X]Fq,,, - X LBgn = eee” X s—l,]qu)- Par la construction des arbres d’inter-
section .y ci-dessus, pour tout £ € X;::f(l?,,), ona¢ € Y(F,) pour au moinsun Y € C(X]qu - X Egn
- Xnes—1Fm)-
Soit C,, comme dans la définition [[.4.1] Si C,—» # 0, les sommets dans C,_, sont certains

points rationnels, qui doivent étre réguliers. Si C; = () mais C,_; # 0, alors pour tout U € C;_1, on
a U®)(F,) = 0. Donc pour tout £ € X;lt[[;g(Fq), il toujours existe un ¥ € C,,, tel que ¢ € Y@(F,).

Pourun ¢ € X;”f (F,) fixé, on prend la valeur minimale w telle qu’il existe un Y € C,, vérifiant
q

& e Y(“)(Fq). S’il existe un tel ¥ € Z,,, on a I’assertion. Sinon, pour tout ¥ € C,, qui satisfait
teY (”)(Fq), on a toujours Y ¢ Z,,. Alors on peut trouver I’entier positif maximal w’ qui satisfait
la condition suivantes : w’ < w, et il existe un ¥y € C, tel que ¥ C Y mais Y ne soit pas parmi
les descendants de Y. Si & € Y(()a)(Fq), il contredit avec ce que w est minimal. Si ¢ € Y(()b) (Fy),
alors on a /.ly(X]pqm) = ,ug:(Xqu) = Uyo (Xqu) + 1. D’apres la construction des arbres d’intersection
ci-dessus, Y est un descendant de Yy, qui contredit avec ce que le choix de w’ est maximal.

En résumé, on a 1’assertion. O

1.5.3 Démonstration du théoreme m
Avec toutes les préparations ci-dessus, on va démontrer le théoreme [I.5.1]

Démonstration du théoréeme[[.5.]] On prend la construction des arbres d’intersection dont les
racines sont les éléments dans C(Xz,» - X1Fm * - * Xp-s-1F,») dans @ D’apres la propo-
sition comme F, est un corps parfait, on a pe(X) = pg(Xg,), ot € € X(Fy) et & =
‘f XSpec]Fq Spec IF:q”‘-

Donc on obtient

> X pe(x) = 1! (1.20)
¢eX(Fy)

= 0 0@ - 1y
£eXsine(F,)

Z He(XF )(ﬂf(Xqu) _ l)n—s—l ’

sing
£eXy L By
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ou la notation X];irf(Fq) est introduite dans la définition|1.3.18
q

D’apres le lemme|1.5.9] pour tout & € XI‘;iI’l"g(IFq), on peut trouver un Z € Z, tel que ¢ € Z9(F,).
q

Donc on obtient

D pe(Xe ) (pe(Xe,) — 1" (1.21)

sing
£eX"E (Fy)

S Zsl Z Z /‘E(XIqu)(ﬂf(Xqu)—1)"_5_1.

1=0 ZeZ, £eZ@(F,)
D’apres le corollaire pour tout Z € Z,, on obtient que 1’inégalité
Mz(Xzpm) = 1 < pz(Xipm),
est vérifiée pour touti = 1,...,n — s — 1. Donc on a I’'inégalité
1z (Xe o )z (Xe ) = 17" < pz(Xep z(Xi ) - - 1zXnms—1 B ). (1.22)

D’apres la proposition [I.4.6et I’inégalité (1.22)), on a

Dz (Xe )z (Xe,) = 1) deg(2) (1.23)
ZeZ;
< Z 117(Xe iz (X1 Fgn) -+ Mz X g-1 F ) deg(Z) < 6(5 — 1)
ZeZ;
pour tout 7 = 0, ..., s, car toutes les étiquettes dans C’, sont de degré plus petit ou égal a é — 1.
Avec les inégalités (1.21) et (1.23), on a

N
DD X we(Xey) — D' (1.24)

t=0 ZeZ, er(u)(Fq)

N

= > ma(Xe )Wz (Xa,) — ' THZOE,)

t=0 ZeZ;

< Y (X )z (Xe ) = ' HZ(E)
t=0 ZeZ,

< DD (e uz(Xey) — 17 deg(2)#P ™ (F,))
t=0 ZeZ,

= Y HPE| Y ur(Xe )z (Xe,) — 1 deg(Z)
=0 ZeZ;

< 86— D)"Y E,) + 66 — 1)HPTH(E,)

R Il D A

ou 'inégalité dans la troiseme ligne est vérifiée d’apres la proposition [I.3.19] et la derniere inté-
galité est vraie d’apres le lemme
D’apres les inégalités (T.20), (1.21)) et (I.24), on obtient le résultat. m]




1.5. ESTIMATION DE MULTIPLICITES DANS UNE HYPERSURFACE 59

Remarque 1.5.10. Sin = 2, par la méthode similaire a la démonstration du théoréme [I.5.1] on
obtient I’inégalité (1.1)) , ol en fait on peut considérer tous les points fermés de cette courbe plane.
D’apres le théoreme[1.5.1] on a

Z ueEX)(e(X) = D™ < (s + D26 - D" max{s - 1, ¢)°
£eX(Fy)

<, 66 -1"*"max{6 - 1,q}",
comme s < n— 2.

Exemple 1.5.11. Soit X’ — PI%[] une courbe plane réduite de degré ¢ définie par I’équation ho-
mogene f(Toy,T1,T>) = 0 qui a seulement un point F,-rationnel singulier de multiplicité 6. Alors
on peut considérer f(Ty, T, T>) comme un polyndme homogene de degré 6 dans Fy[Ty, ..., T,].
Donc I’équation homogene f(Ty, T1,T,) = 0 définit une hypersurface réduite de degré 6 de PI’;q
(n = 2), notée comme X cette hypersurface. Soit [ag : a; : az] la coordonnée projective du point
singulier de X’. Alors on a

XUEE) = {[xo:--:xq] € Pe Byl x0 = ao, x1 = a1, x2 = ap} U

{lxo : -2 xp] € P5 (Fp)l x0 = x1 = x2 = 0},

ou tous les points F,-rationnels singuliers sont de multiplicité 6. Alors pour I’hypersurface X, on
obtient

Z He(X)(ue(X) = 1) §G-Dg" 2 +66-D(@" 3+ +1)

£eX(Fy)

SO0 —1)(g" >+ +1)
~n (6= D"

Alors I’ordre de 6 et I’ordre de ¢ dans le théoreme [1.5.1] sont optimaux pour le cas ol g est assez
grand et dim(X*"8) = n — 2.

Remarque 1.5.12. Soit X une hypersurface de P”q, ot dim(X*"¢) = 5. D’apres le théoreme|1.5.1}
on obtient

D X e(X) - 1)

&eX(Fy)
< D mOOEAX) = 1P < <Y pe(X)pe(X) = 1
£eX(Fy) £eX(Fy)

SR ) i O
5(5 — l)n—S(qS—l + qs—2 +eoe+ D+ + 00— l)n_l,

Donc on obtient que pour toutf € {1,...,n—s—1},ona

Z peX)(e(X) — 1) <, 6(6 — 1) 1g*
£EXTE,)

lorsque g > 6 — 1.
Soit 7 un entier avec ¢ > n — s, on peut construire un exemple (I’exemple [I.5.11| par exemple),
tel que
D1 O@eX) = 1) ~y 66— 1)’

£eX(Fy)
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lorsque ¢ > 6 — 1.
Soit f(T) € R[T] un polyndme de degré n — s, qui satisfait f(1) = 0 et f(x) > O pour tout
x > 2. Donc il existe une constante Cy > 0 dépendant du polyndme f(T), telle que

f) < Crx(x - 1y—s-!
pour tout x > 1. D’ou 'on a

DU X)) <Cr Y e = 177 <5 66 - 177 max{s — 1),

£eX(Fy) £eX(Fy)

Alors le choix de la fonction de comptage

pe(XO)(ue(X) — 1"
est convenable pour décrire la complexité du lieu singulier de X, ou & € X(F,).

Pour généraliser le théoreme[1.5.1)au cas ot X est un schéma projectif général, on a la conjec-
ture suivante.

Conjecture 1.5.13. Soit X un sous-schéma fermé réduit de P%q qui est de dimension pure d et de
degré 0. Si la dimension du lieu singulier de X est s, alors on a

Z luf(X)(,ug(X) - l)d_s <, 6(6 — l)d—sqs‘
£eX(Fy)









Chapitre 2

Outils de la géométrie d’Arakelov

Dans ce chapitre, on donnera une introduction bréve a la méthode des pentes dans la géométrie
d’ Arakelov. De plus, on introduira la théorie de la géométrie des nombres par I’approche de la
géométrie d’ Arakelov. Les résultats dans ce chapitre seront utilisés dans le probléme de comptage
des points rationnels dans les variétés arithmétiques.

2.1 Valeurs absolues sur un corps de nombres

On introduira certaines notations et certains résultats de la théorie algébrique des nombres
qui sont utilisés pour introduire la méthode des pentes. On désigne par Q le corps des nombres
rationnels, par R le corps des nombres réels, et par C le corps des nombres complexes. Pour un
sous-corps K de C, on désigne par K la cloture algébrique de K dans C. Si A est un anneau, on
désigne par Spm A I’ensemble des idéaux maximaux de A.

Dans cette these, sauf mention contraire, on désigne par log(-) la fonction logarithme naturel.

Soit K un corps. Si K/Q est une extension finie de corps, on dit que K est un corps de nombres.

Soit p un nombre premier, on désigne par [-|, la valeur absolue p-adique sur Q, et par [-| ou |-|e
la valeur absolue usuelle.

Soit K un corps de nombres, on désigne par M ; I’ensemble des valeurs absolues sur K qui
prolongent un |-, ol p est un nombre premier. Soit v un élément dans I’ensemble My ¢, on dit que
v est une place finie du corps de nombres K. De méme, on désigne par Mg o, I’ensemble de toutes
les valeurs absolues qui prolongent ||, et on dit qu’un élément dans M ., est une place infinie du
corps de nombres K. De plus, on définit Mg = Mk | | Mk , et on dit qu’un élément dans Mg est
une place du corps de nombres K. Si v € Mg, on désigne par |-|, la valeur absolue correspondante
a la place v.

Par la discussion ci-dessus, I’ensemble M r est en bijection naturelle avec Spm Ok, et I’ensem-
ble Mk o, est Hom(K, C). Pour une place v € Mk «, si v provient d’un plongement v : K — R, on
dit que v est une place réelle ; sinon on dit que v est une place complexe.

Si r; est le nombre des places réelles de K, et r, est le nombre des places complexes de K.
Alors on a

ri+2r =[K:Q]J.

Soient K un corps de nombres, et v € Mg. On désigne par K, le complété de K avec la norme
|'|v'

Soient K C L deux corps de nombres, v € Mg, et w € M. Si ||, prolonge |-|,, on note w|v;
sinon on note w { v. De plus, on désigne par K,, le corps K, pour simplifier lorsque w|v.

En effet, soient v € Mg o, et a € K. On peut définir la valeur absolue |-|, comme

"o 2.1)

laly = |Nk, 0,(@)
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ou |-| est la valeur absolue usuelle, et Nk, /g,(-) est la norme de I’extension de corps K,/Q,. De
plus, soient v € M s, eta € K. SiQ, est le corps p-adique, ol p est un premier. La valeur absolue
||, est définie comme

1
lal, = [Nk, g, (@], (22)

ou |-|, est la valeur absolue p-adique, et N, q,(-) est la norme de I’extension de corps K, /Q,.
Pour la relation entre les valeurs absolues {|-|, }yep, sur le corps de nombres K, on a le résultat
suivant.

Théoreme 2.1.1 (Formule de produit). Soient K un corps de nombres, et a € K*. Si on maintient

la définition dans (2.1) et (2.2), on a
Z (K, : Qv] 10g |a|v =0.

veMg

On revoie les lecteurs a [57, Chap. III, Proposition 1.3] pour une démonstration du théoréme

211l
Remarque 2.1.2. On peut écrire la formule du produit (le théoreme [2.1.1)) sous la forme de

K,:Q,
[ ] lahe =1,

veMk

C’est la raison pour laquelle cette formule est appelée "formule de produit".

2.2 Fibrés vectoriels hermitiens sur un corps de nombres

2.2.1 Fibrés vectoriels normés

Dans ce paragraphe, soit K un corps de nombres, on désigne par Ok I’anneau des entiers de
K. 1l s’avere que I’anneau Ok est un anneau de Dedekind (cf. [57, Theorem 3.3, Chap. I]).

Définition 2.2.1. On appelle fibré vectoriel normé sur Spec O toute donnée E = (E, h), ot :
1. E est un Og-module projectif de rang fini;

2. h = (|lll)vemy,, €st une famille de normes, ou [|-||, est une norme sur E ®q, ., C qui est
invariante sous 1’action du groupe Gal(C/K,).

On plus des notations de la définition [2.2.1] on ajoute les notions suivantes :
— lerang de E est défini comme celui de E, noté comme 120, (E), ou comme rg(E) s’il n’y a
pas d’ambiguité ;
— si toutes les normes dans & sont hermitiennes, on dit que E est un fibré vectoriel hermitien;
— sirg(E) = 1, toutes les normes dans 4 sont hermitiennes. Dans ce cas-13, on dit que E est
un fibré en droites hermitien.
On appelle sous-fibré vectoriel normé de E toute donnée F = (F, (|-lFy)vemy . )» O F est
un sous-Og-module saturé de E (i.e. le module quotient E/F est sans torsion). Pour toute place
V € Mg ., |I-|lF,y est la restriction de la norme ||-[|, sur E ®p,., Ca F ®g,, C.

Définition 2.2.2. Soient V un espace C-vectoriel de rang fini qui est muni d’une norme ||-||y, W
un espace quotient de V, et r : V — W la projection. On définit une norme ||-||[w : W — Ryq sur
I’espace quotient W ci-dessous : pour tout y € W, I’application ||-||y envoie y sur

inf ||x][]y.
inf lxlly
n(x)=y

Cette norme est appelée norme quotient sur W.
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On appelle fibré quotient G de E le Ox-module quotient projectif G de E muni d’une famille
des normes quotients (||-|lg,)vemy., de E définies dans la déﬁnitionm

Si le fibré vectoriel normé E est hermitien, ses sous-fibrés vectoriels normés et ses fibrés
quotients sont hermitiens aussi.

Soient E un fibré vectoriel hermitien sur Spec Ok, F un sous-fibré vectoriel normé de E, et G
un fibré quotient de E. Si

0 F E G 0

est une suite exacte de Og-modules, alors la suite exacte

0 F E G 0

est appelée suite exacte de fibrés vectoriels hermitiens. Dans ce cas-13, on note G = E/F.
. = 2z 13 7z 7 13 _V 7z

Soit E = (E, (||l )vemy..,) un fibré vectoriel normé sur Spec Ok. On désigne par E la donnée

(EV, (H'”EV®0K,VC)VEMK,OO), Ol\-l :

— EY := Homg, (E, Ok) est le Og-module dual de E;

— Pour toute place v € Mk «, la norme duale ||‘||Ev®o,(,v© sur EY®g, »C = Homc(EQ®o, ,C, C)
est définie comme ci-dessous : pour toute forme linéaire @« € Home(E ®q, , C, C), cette
norme envoie @ sur

la(x)|

x#0 ”va '
er@OK,vC

On appelle E’ fibré vectoriel dual de E.
Si E est hermitien, le fibré vectoriel normé Fv est hermitien aussi.
Dans la suite, on va définir les fibrés vectoriels normés E; B E, et E| ® E,, o E; et E, sont
des fibrés vectoriels hermitiens sur Spec O.
Afin de définir E; @,, E», on définit la structure de Og-module comme E| & E,. Sive M K0
on a
(E1® E?) R0,y C= (E1 R0k v C) ® (E> R0k v C)

Les normes sur ce fibré vectoriel normé sont définies comme
1, Y,y = max {||x]ly, lIyllv}
pour toute place v € M . Mais en général, E| @,, E, n’est plus hermitien.

Exemple 2.2.3. Soient E, = E, = Z munis de la norme donnée par valeur absolue usuelle. Pour
tous x € Z,y € Z, on a ||(x, )|, = max{|x|, [y} qui n’est pas hermitien.

De méme, on va définir le fibré vectoriel normé E; @ E,. La structure de Ox-module est aussi
E1 @ E;. Pour toute v € Mg o, la norme ||-||, sur (£1 © E2) ®g,.» C = (E1 ®p,.» C) @ (E2 ®0y.v C)

est définie comme
16 Iy = IIXIE + Iyl

Si El et Ez sont hermitiens, il en est méme de El &) Ez.

Soient E; et E, deux fibrés vectoriels hermitiens. Afin de définir E; ® E; et A" E (1g(E) = r),
d’abord on rappelle la construction de la norme du produit tensoriel d’espaces vectoriels hermi-
tiens. Soient V et W deux espaces C-vectoriels hermitiens, il existe une unique norme hermitienne
sur I’espace vectoriel V ®c W telle que

Vxi,x2 €V, y1,y2 € W, (x1 ® y1, X2 ® y2) = (x1, X2)X¥1,¥2)>

ou (-, -) est le produit scalaire sur V et W induit par les normes hermitiennes respectivement.
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Si {x;}i_, et {y;}'", sont des bases orthonormées de V et W respectivement, alors {x; ® y;} 1<i<n
1< j<m
est une base orthonormée de V ®c W. On dit que la norme sur I’espace du produit tensoriel est la

norme du produit tensoriel.
Soit V un espace vectoriel hermitien, » un entier positif, il y a une norme hermitienne unique

sur I’espace du produit extérieur A"V telle que pour tous xq,..., X, ¥1,...,y- € V,ona
Ly (xny2)y o xLye

(x2,y1) (x2,y2) -+ (x2,y1)
<x1/\"'/\xr,yl/\"'/\yr>:det . . . .

<xr’yl> <Xr9}’2> e <xr,)’r>

On dit que la norme induite par le produit scalaire ci-dessus est la norme du produit extérieur sur
A" V. Si{e;}i_, est une base orthonormée de V, alors

e, N---Nej,, 1<ij<---<i,<n

est une base orthonormée de A" V.

Soient E; et E, deux fibrés vectoriels hermitiens. Afin de définir les fibrés vectoriels hermitiens
EI®E, et A E (rg(i) = r), d’abord on détermine les structures de Ox-module. Elles sont E| ®¢,
E; et \" E respectivement. De plus, les normes sont les normes du produit tensoriel et produit
extérieur définies ci-dessus par rapport aux v € Mk o.

Maintenant, on commence a discuter les normes sur les places finies, qui sont déterminées
par la structure de Og-modules de fagon unique. Pour toute p € Mk r, on considere le module
E ®o, Ky, ou K, est la complétion de K a la place p.

Définition 2.2.4. On définit la norme ||-||z,, de E ®¢, K, ci-dessous : pour tout x € E ®p, K,, on
définit

Ixllz.p := inf {lal, | a € K,

a'xe E®o, OK,D} ,
ou I’anneau Ok, est la complété p-adique de 1’anneau local Ok, a I’idéal maximal p.

Sixe E®p, K,ona
Ixlle.p = inf {lal, | @ € K*,a"'x € E}.

En effet, on a
inf{lal, | a € K*,a”'x € E} > inf lal, | a € KY,a”'x € E®o, Ok}

par définition. Dans la suite, pour une p € Mk fixée, on suppose que I’on peut trouver un k € K

etun s € K*, tels que k~'x € E @, E)\K,p, s7!x € E, et I'inégalité

|sly = inf {lal, | a € K*,a™'x € E}
> |kly = inf {lal, | a € K, a"'x € E @0, Ok}

soit vérifiée. De plus, pour une place p € M  fixée, on peut trouver un k’ € K* tel que |k'[, = k|,
et [k'|; = 1 pour toute place q € Mg ¢,  # p. Alors il existe un a € 5}((,;@ tel que k = ak’ (ici K’
est considéré comme son image dans K, par rapport au prolongement canonique de K — K,).
Alorsona k" 'xe E ®0x (’)\K,p. Pour toute place p; € Mk, y, on peut trouver un tel k. Soit [ = H k:

1
(c’est un produit fini car pour toute sauf un nombre fini de p € Mk ¢, on a [|x]|, = 1). Alors on a
I"'x e Eet 12, = inf{lalp lae KX,a'x e E ®0ox OK,p} pour toute place p € Mk r, ce qui donne
une contradiction.
On a les propriétés suivantes :



2.2. FIBRES VECTORIELS HERMITIENS SUR UN CORPS DE NOMBRES 67

1. Soient E un Og-module projectif de type fini, et F' un sous-module saturé de E. Alors pour
toute place p € Mgy, la norme ||-||£ est la restriction de ||-[|g,, sur F ®g, K.

2. Soient E un Og-module projectif, et G un Og-module quotient projectif de type fini. Pour
toute place p € Mk ¢, la norme ||-||,, est la norme quotient de ||-||g,, induite sur G ®¢, K.

3. Soient E et F deux Og-modules projectifs de type fini. Pour toute place p € Mk s, tout
x € E®o, Ky, ettouty € F ®, Ky, les égalités

I WllEers = max {[lxll£.p, I¥llFp}

et
lx ® Ylleer = lIXllEp - IVllFp

sont vérifiées.

En effet, la premieére égalité est vérifiée par définition directement. Pour la deuxiéme
€galité, par définition on a ||x ® yll, < |Ix|ly - |Iyllp, car pour tous a,b € K, I’égalité
ab(x ® y) = (abx) ® y = x ® (aby) = (ax) ® (by) dans (E ®, F) ®o, K est vérifiée.
Alors siax € E et by € F, larelation ab(x ® y) € E ®q,, F est vérifée.

Pour I’autre c6té, on suppose que k"' (x® y) € E ®o, F tel que la valeur absolue ||]|,, soit
minimale. Soient s, ¢ € K%, alors abk‘l(s_lx ® t_ly) € E®g, F. Si sTixe Eet t‘ly eF,
alors ord,o(k‘1 st) < 0, ce qui signifie ||s]|, - [I£]l, > [Ik|[,. On peut choisir s un élément tel que
||s‘1||p = ||x][, et ¢ est un élément tel que ||t‘1||p = [[yllp. Alors on obtient [|[x®y|| > [|x]|,-[Iylly,
ce qui montre le résultat.

4. Soit E un Og-module projectif de type fini, pour toute place p € My, soit
E® ®p, K, —— (N E)®o, K, (23)

la projection canonique qui envoie a; ® ax ® ---®a, suray Aax A - -+ A ay. Alors, [|-|| A7 £p
est la norme quotient de ||-||ger ,. C’est différent du cas de v € Mk .

n

Exemple 2.2.5. Soient (V, ||-|ly) un espace hermitien de dimension n, et {ei}i:1

nale de V. On définit le morphisme 7 comme la projection

une base orthogo-

moven — L, Any,

qui envoie ), d;-e; ®---®e; sur ), A;-e;, A---Aej,oul'indice i = (iy, ..., ) parcourt I’ensemble
i i

{1,...,n}". On désigne S, le groupe symétrique du ordre r. Le groupe S, agit sur {1,...,n}", qui

envoie (i1, ..., I,) sur (ix(1), - - -, lo(r)). Donc on a

Z/li'eil AN Nej, = Z [Z sgn(a')/lg(i)]eil Ao Nej.

i 1<i|<<i,<n \oeS,

Alors la norme du morphisme 7 est Vr!.

2.2.2 Degré d’Arakelov d’un fibré vectoriel hermitien

Dans cette partie, sauf mention au contraire, on fix K un corps de nombres, et Ok 1’anneau des
entiers de K. Soient L un fibré en droites hermitien non-nul sur Spec Ok, et s € L ®, K, s # 0.
On considere la somme

- > [K,: Q]logllslh,

veMg



68 CHAPITRE 2. OUTILS DE LA GEOMETRIE D’ ARAKELOV

qui ne dépend pas du choix de s. En effet, si s € L ®, K qui est différent de s, alors il existe un
a € K* tel que s = as’. Donc on a

- > 1K Qlloglisl = = > [Ky : Qullogllas’ll
veMyk veMg
= - > K :Qlloglisll, = ) [K, : @] loglal,
veMg veMk
= - D [K :Qllog|islh,
veMg

oul’égalité >, [K, : Q,]loglal, = 0 résulte de la formule du produit (le théoreme [2.1.1)).

veMg

Définition 2.2.6. Soient L un fibré en droites hermitien non-nul sur SpecOk, et s € L®o, K,
s # 0. On dit que .
deg(D) := - ) [K, : Q] log|isll

veMg

est le degré d’Arakelov du fibré en droites normé L.
Proposition 2.2.7 ([7], (4.3)). Soient L, et Ly deux fibrés vectoriels hermitiens sur Spec Ok. Alors
deg(Li ® L) = deg(Ly) + deg(L).

Démonstration. Soient 5| € Zl ®o, Ketsy € Zz ®o, K, donc 51 ® 53 € (Zl ®i2) ®o, K (il est
bien défini). On obtient

deg(L; ® Ly) K, : Q,]loglls; ® slly

A

veMg

= = > IK: @l logIsilly - ls2lly)
veMg

= - > IK: Qllogllsill, — Y Ky : @]log sy
veMg veMg

deg(Ly) + deg(L),

ce qui démontre 1’assertion. O

Proposition 2.2.8 ([7], (4.1)). Soient L un fibré en droites hermitien sur Spec Ok, s € L, s # 0.
Alors
- > K @loglsll = log#(L/Oks) = > [Ky : Qullislh.

VEM[()/‘ VGMK,oo

Démonstration. D’aprés [25, Theorem 11.6], on peutsupposer L= [] pPetOxs= [ p®,
peSpm Ok peSpm Ok
ol ay, Sy € Z.
Comme Ok s est un sous-module de L, pour tout p € Spm Ok, 'inégalité o, > 3, est vérifiée.

Soit car(k(p)) = p, ou k(p) est le corps résiduel de I’anneau Ok ,,. Alors

_@Pp
Islly = inf {lal, | a™'s € L} = inf{lalp late]] q“qﬂﬂ} = p i,
q

ou I’entier e(p/p) est I'indice de ramification de 1’idéal maximal p de Og. Donc on a

—[K:Qp) - -
Isly ! = eI = (O )P,
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ou I’entier f(p/p) est le degré d’inertie de 1’idéal maximal p de Ok.
Dans la décomposition de Jordan-Holder du Og-module L/sOk, le simple module Ok /p ap-
parait «, — 3, fois. Alors on a

#(L/Oks) = ]_I(#(OK Jp) P = l—l 156,
v p

Donc si L est un fibré en droites hermitien sur Spec Ok, s € L, s # 0, 1’égalité

deg(D) = log#(L/Oks) = " [K,: @]logllslh

VEMK,oo
est vérifiée. O

Dans la suite, on va discuter le cas du fibré vectoriel hermitien.

Soit E un fibré vectoriel hermitien de rang r sur Spec Ok, alors A" E est un fibré en droites
hermitien muni des normes du produit extérieur. Dans la suite, on désigne det(E) = A" E pour
simplifier. De plus, on définit

deg(E) = deg(det(E))

comme le degré d’Arakelov du fibré vectoriel hermitien E.
Par la définition ci-dessus, si {s;}]_, est une K-base de E ®p, K, on a

deg(E) = = ) [Ky: Qullogllsi A=+ A sl

veMy

Proposition 2.2.9 ([36], 2.4.1). Soit E un fibré vectoriel hermitien sur Spec Ox. On suppose que
{si};_, C E est une K-base de E Qo K. Alors on a

— 1 r
deg(E) = log# (E/(Oks1 + -+ +Ogs) = 5 > 1Ky : Qullogdet (Gseosjh), -

VEMK’OO

,
oui {-,-)y, est le produit scalaire induit par la norme ||-||, lorsque v € Mg, et ((s,-, Sj)V)i i1 est la
matrice de Gram de {s;};_, par rapport au produit scalaire -, -),.

Démonstration. On suit la démonstration de [[19, Proposition 1.7.5]. En effet, on obtient
deg(E)
= - Z [K, : Qv] 10g||Sl ARRRIVA Sr”v

veMg

=D

VGMKA,f VEMK’Do

[Ky = Q]logllsy A== A splly

1

= log#(det(E)/Ok(s1 A+ A sp)) — Z (K, : Q)] log (det (<Si, sj>v):,j:1)2

VEM](’OQ

d’apres la proposition [2.2.8]
Si on peut démontrer I’égalité

#(det(E)/Ok(s1 A+ A sp)) = #HE[(Ogs1 + -+ - + Ogsy)),

on obtient le résultat.
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Dans la suite, on va prouver 1’égalité ci-dessus.

L’anneau Ok, est un anneau de valuation discréte pour toute place v € Mk s, donc il est
principal (cf. [S1, Theorem 11.1]).

Par définition, pour toute place v € Mk s, il n’y a pas d’élément sans torsion dans les Ok -
modules E| = E/(Og,s1 + -+ + Ok, Sy) et Ey = det(E)/Ok . (s1 A -+ A sp), donc #(E/(Oks1 +
-+ Ogysy)) < +oo et #(det(E)/sy A -+ A s;) < +oo. Pour tout x € Ok, on va prouver que
xE; = 0 & xE; = 0. S’il est vérifié, par la structure des modules de type fini sur I’anneau
principal, on obtiendra qu’ils ont les méme facteurs invariants donc ils sont isomorphes.

.
L’isomorphisme E/(Ok,ys1 + --- + Okysy) = [] Ok./Ok.ysi est vérifié. De plus, le fait que
i=1

xE1 = 0 est équivalent au fait que 1’élément x annule au moins un des Ok y-modules
Ok.v/Okv51,0kv/Ok 52, - - ., Oky/OkySrs
ce qui est équivalent a ce que x annule Ok, /Ok.,(s1 A --- A s,). Donc on obtient
det(E),/Oky(s1 A+ Asp) = E,[(510k,y + -+ + 5,0k )

pour toute place v € Mk .
Par définition, pour toute place v € Mk r, les isomorphismes des O ,-modules

(det(E)/Ok(s1 A-++ A 'sp)), = det(E)y/Ok (st A+ A sy)

et
(E/OKSI +eet OKsr)v = Ev/(OK,vsl +eet OK,vsr)

sont vérifiés. Alors on obtient un isomorphisme de Og-modules
det(E)/Ok(sy A-+-Asy) = E/(Ogsy + -+ Ogs,).
Alors on a
#(det(E)/Ok(s1 A=+ A sp)) = #HE[(Ogs1 + - -+ + Oksy)),

cela termine la démonstration. O

Proposition 2.2.10 ([11]], (3.3)). Soient E, F et G des fibrés vectoriels hermitiens sur Spec Ok.
Soit

0 F E G 0

une suite exacte de fibrés vectoriels hermitiens. Alors

det(E) = det(F) ® det(G).

En particulier, I’égalité e
deg(E) = deg(F) + deg(G)

est vérifiée.

Démonstration. Soient r = rg(F), et s = 1g(G). Comme G est un Og-module projectif, alors la
suite exacte

0 F E G 0

est scindée, et A" (E) = \"(F) ®0, \*(G).

Soit v € Mg, alors I’espace vectoriel G ®¢,,, C est isométrique a I’espace orthogonal de
F ®p,.» C dans E ®¢, , C. Donc \"**(E ®o,., C) est isométriquement isomorphique a A\"(F ®q,
C) ®ox.v N(G ®0, ., C). L’ additivité de @(-) est vérifiée par définition. O
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Corollaire 2.2.11 ([19], Proposition 1.7.6). On a les propriétés suivantes.

1. Soient E un fibré vectoriel hermitien sur Spec Ok, et F un sous-fibré vectoriel hermitien
de E. Alors deg(F) + deg(E/F) deg(E)

2. Soient E] et E2 desﬁbres vectoriels hermitiens sur Spec Ok. On a I’égalité deg(E1 ®E2)
rg(E1)deg(E>) + rg(E>)deg(Ey).

Démonstration. L’énoncé 1 est une conséquence directe de la proposition[2.2.10]

Pour démontrer 1I’énoncé 2, soient 120 (E1) = retrgp, (E2) = 5. Donc I’égalité deg (E 1 ® Ez) =
deg ( ANS(E, ® Ez)) = deg ( N (E?S) QN° (F?r)) est vérifiée. On obtient le reste d’apres la propo-
sition[2.2.101 m|

Remarque 2.2.12. On démontre que la fonction deg(-) est une fonction additive lorsque F est
muni de la restriction des normes sur E, et que G est muni des normes quotients de E. Mais ceci
n’est plus vérifié si ' ou G est muni des normes différentes, voir la démonstration de la proposition
2.2.18]

Proposition 2.2.13 ([[19], Proposition 1.7.6). Soit E un fibré vectoriel hermitien sur Spec Ok.
Alorsona :

— _\/ —_—

deg(E ) = —deg(E).

Démonstration. Soit r = rg(E), alors (A" E)Y = A" (EV). Donc il faut prouver le cas du fibré en
droites hermitien. Soient s € E, @ € EY, s # 0, a # 0. Alors pour toute place v € Mg, I’égalité

la()ly = llellvllslly
est vérifiée. D’apres la formule du produit (le théoréeme [2.1.1), on obtient

0

> IK, - Qullogla(s)l,

xeMg

> K, : @100g [lell, logllsll)
deg(E) + deg(E "),

ce qui montre I’assertion. O

Définition 2.2.14 (Degré d’ Arakelov normalisé). Soit E un fibré vectoriel normé sur Spec Og. On
définit

deg,(E) = deg(E)

1
(K : Q]

comme le degré d’Arakelov normalisé de E.

Proposition 2.2.15 ([5] §A.2). Soit E un fibré vectoriel hermitien sur Spec Ok. Alors le degré
d’Arakelov normalisé degn(E) est invariant sous toute extension finie de corps de nombres.

Démonstration. Soient K’ /K une extension finie de corps de nombres, et
7 : Spec Ogr — Spec Ok

le morphisme canonique. On désigne par 7*(E) un fibré vectoriel hermitien sur Spec O défini
a partir du fibré vectoriel hermitien E sur Spec Og. Dans la suite, on va définir la structure de
Og--module et la structure de normes de 7*(E).
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Pour la structure de modules, on a
n*(E) = E o, Ok

considéré comme un Og--module.
On considere la structure de normes. Pour les places infinies, soient v € Mg o et w € Kk o,
ou w|v. Dans ce cas-1a, on obtient I’isomorphisme canonique

7" (E) ®0w C = E Q. C.

On pose ||-||,, = [I-lly, cette norme est hermitienne.

Pour les places finies, soit r = rg(E). Soient p € SpmOk et ¢ € Spm Ok, ou q|p. Par la
définition du fibré vectoriel hermitien, E ®o, Ok, est un Ok ,-module libre de rang r, car E est un
Ok-module projectif et I’anneau Ok, est local (cf. [S0, (3.J)]). Donc on peut prendre une base par
laquelle que E ®q, Ok,p est équivalente a O%’ ,- En utilisant la méme base, on obtient que I’on peut
prendre la méme base sur laquelle 7*(E) ®o,, Ok’ q = 0%7 . Donc la norme [|-[|, sur E ®q, K, est
la restriction de |||y de 7*(E) ®¢,, K; sur E ®o, K.

Donc si (s1, ..., s,) est une K’-base de E ®p, K’, on obtient
deg (n*(E)) = [K I Z;‘,[ w1102 [Is1 A -+ A 5yl
- - Y ol A sl ) e
veMg : wly ’
= deg,(E),
ce qui montre I’assertion. O

Remarque 2.2.16. Soit E un fibré vectoriel hermitien sur Spec Z, alors la norme hermitienne sur
E ®z C provient d’une norme euclidienne sur £ ®z R. Dans ce cas-1a, le fibré vectoriel hermitien
E est un réseau dans un espace euclidien. Le domaine fondamental de E est un r-parallélogramme
dans cet espace euclidien. Son volume est determiné par une base integre de E, notée comme
Si,..., S8, cette base. Son volume est la longueur de s; A --- A s, muni de la norme du produit
extérieur, qui est égale a

exp (-3 (E).

Donc la notion de degré d’ Arakelov d’un fibré vectoriel hermitien est une généralisation du con-
cept du volume du domaine fondamental d’un réseau dans un espace euclidien.

2.2.3 Pentes et inégalités de pentes

Dans on a introduit le concept du degré d’ Arakelov et sa relation avec le volume de do-
maine fondamental d’un réseau d’espace euclidien. Dans I’exemple du réseau, le degré d’ Arakelov
est un invariant trop grossier pour étudier les points de petite longueur dans le réseau. Par exemple,
un réseau avec grand degré d’ Arakelov admet beaucoup de points integres. Mais cela ne signifie
pas que I’ensemble des points inteégres est toujours treés dense, car il est possible qu’il admet un
grand rang. Alors on a besoin d’introduire un invariant plus précis. On introduira la méthode
des pentes de J.-B. Bost (dans [55, [7]). Pour introduire la définition de pente, on utilise le degré
d’ Arakelov normalisé d’un fibré vectoriel hermitien (voir la définition [2.2.14)), qui est invariante
sous toute extension finie de corps de nombres.

Dans cette partie, sauf mention au contraire, on fixe un corps de nombres K, et Og 1’anneau
des entiers de K.
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Définition 2.2.17. Soit E un fibré vectoriel hermitien non-nul. On désigne par 7i(E) la pente de E,
qui est définie comme

E)y=—"-—.
u(E) ra(E)

Proposition 2.2.18 ([3], Proposition A.1). Soit E un fibré vectoriel hermitien non-nul sur Spec Ok.
On considere I’ensemble des pentes

{(i(F)| F est un sous-fibré non-nul de E}.

Cet ensemble admet la valeur maximale, notée comme Timax(E). De plus, il existe un sous-fibré
vectoriel non-nul E4es de E, dont la pente est [imax (E) et qui contient tous les sous-fibrés vectoriels
hermitiens de E dont la pente est iy (E).

Démonstration. On raisonne par récurrence sur le rang r de E.

Sir =1, I’énoncé découle de la définition directement. Dans la suite, on suppose r > 1.

- Si pour tout sous-fibré hermitien F de E, I'inégalité i(F) < u(E) est toujours vérifiée. Alors
on prend Eges = E, qui satisfait I’énoncé désiré.

- $’il existe un sous-fibré vectoriel hermitien E C E, tel que ]I(E/) > 7i(E), on peut prendre
rgOK(F,) le plus grand possible. Par I’hypothese de récurrence, il existe un sous-fibré vectoriel
hermitien E’ies cE qui satisfait les conditions de cette proposition. Donc on a ﬁ(E:ies) > ZI(E,) >
H(E). - B

- Dans la suite, on va démontrer que 1’on a Eges = E ., qui satisfait les conditions pour E.

Soit F un sous-module saturé non-nul de E. Si F C E , alors (F) < T(E 4o,)-

Si F ¢ E’, alors rg(F + E’) > rg(E"). De plus on obtient i(F + E’) < u(E) d’apres le choix de

On considere la suite exacte de Og-modules

0 — FNE —2 5 FoE —2 5 F+E — 0,

ol iy envoie a sur (a,a) poura € F N E’, et ¢ envoie (a,b) sura+bpourac Fetb e E'.
Dans la suite, on va démontrer 1’inégalité

deg,(F N E’) + deg,(F + E’) > deg,(F) + deg,,(E ). (2.4)

Il faut considérer les estimations pour toutes les places de K.
Soient v € Mg, €t {-,-), le produit scalaire induit par la norme [|-||,. Dans ce cas-la, on

prend {xi,..., x,} comme une K,-base orthonormée de (F N E’) ®p, K, et on la prolonge comme
une K,-base orthonormée {xi,...,x.,y1,...,ym} de E' ®o, K,, et {x1,...,x,,21,...,2,} comme
une K,-base orthonormée de F ®¢, K,. Donc {x1,...,%~Y1,...,Ym>21,...,2n} €St une K,-base

orthogonale (peut-étre pas orthonormée) de (E + F) ®o, K,.
On note x; = (x;,0), x" = (0,x), y; = (3;,0) et 2. = (0,z;) pour simplifier, alors tous les

€léments {x}},{x""},{y’},{z’} sont dans (E & F) ®, K, et ils forment une K,-base (peut-tre pas

1

orthogonale) de (E @ F) ®p, K,. Donc on obtient :

IX] A AX AV A Ay AX] A AX A A Al
= A A AYIA AVl e A A X Azr A A zally

On va montrer

lxt Ave s AXr AVILA = Ayplly - It A Axe Az A Azally
> lxr A AXAL Xt A AX AYI A AV AZE A A Zglly
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Comme la norme est hermitienne, 1’inégalité ci-dessus est equivalente a 1’inégalité

1> (i yiv) (Gizj)

1<, j<ym 1,<i,j<n’

ou (-, -), est le produit scalaire induit par la norme ||-||,. D apres I'inégalité d’Hadamard (cf. [[13|
Corollaire 3, §3.5, Chap. V]), on a I’assertion.
Siv € Mg s, lanorme ||-||, est determinée par les structures de Og-modules de E” et F. Donc

IX] A AXLAY A Ay AXY A AXI AN A AL
e Ao Axp Ayr A Aymlly - flxr As Axe Azp Aee- Azl

et A Al XL A AXe AYE A Ay Az A A gyl

Alors on obtient I’inégalité (2.4).

Dans la suite, d’apres la relation F N E” C E’, on obtient EeEH(F NE) <rg(FN E')’/I(E;es).
D’apreés i(F + E’) < u(E), on obtient ECEH(F + E") < rg(F + E"u(E).

Alors on a

rg(F N EV(Eye,) + tg(F + EA(E) > deg,(F) + W(E ) rg(E),
et on en déduit
deg,(F) < rg(F + ENA(E) - (E ) reg(E') + rg(F N E'VI(E gey)

< (rg(E' + F) —1g(E"))WE) + rg(F N ENVA(E o)
< rg(FYEE ).

Donc I’inégalité u(F) < ,u(Edm) est toujours vérifiée. De plus lorsque F ¢ E', u(F) < ,u(Edeg)
Par I’hypothése de récurrence, si F C E tel que u(F) = ,u(Edes), alors F C E)_ . C'est la fin de la
démonstration. O

Soit E un fibré vectoriel hermitien non-nul. D’aprés la démonstration de la proposition[2.2.18]
on peut construire une filtration de sous-fibrés vectoriels hermitiens de £ comme

0=EyCE CE, G- GCE,=E,

ol Exs1/Ex = (E/Eg)ges. On dit que cette filtration est la filtration de Harder-Narasimhan de E.
En effet, ’inégalité

WE) = WE1/Eo) > WE2/E1) > -+ > WEn/En-1)
est vérifiée.

Définition 2.2.19. Avec les notations ci-dessus, on dit que ,umaX(E) ﬁ(El) est la pente maximale
de E, et que ,umm(E) = u(E /E,—_1) est la pente minimale de E.

Pour un i € NN rg(Ex-1), 1g(Ey)], on définit ,u,(E) = ,u(Ek/Ek 1) alors ,u](E) ,ug(E)
u,(E) et il est défini comme la filtration des pentes de E,our= rg(E) Alors on obtient

deg,(E) = — Zﬁ(ik/Ek—l)rg(Ek/Ek—l) = Zﬁi(i)-
p=r) i-1

En particulier, on a ,umm(E) ,u(E) ,umaX(E)
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On définit une mesure borélienne vz sur R comme la valeur moyenne de la filtration des pentes

.
1
VE = Z PO
i=1

de E, ¢’est-a-dire

ou d, est mesure de Dirac au point a € R. Avec cette notation, on a
() = f xvp(dx).
R

Définition 2.2.20. Soit E un fibré vectoriel hermitien non-nul. Si ﬁmax(E) = ]I(E) (qui est équiva-
lente 2 Eges = E), on dit que E est semi-stable. C’est-a-dire que pour tout sous-fibré F de E, on a
ﬁ(f) < ﬁ(E). Donc pour tout fibré vectoriel hermitien E, le sous-fibré vectoriel hermitien Eges est
semi-stable. En particulier, dans Ia filtration de Harder-Narasimhan

0=EyCE CEr¢---CE,=E,

tous les Ex+1/Ey sont semi-stables, o k = 0,1,...,n— 1.
On iiit que l_‘? est stable si pmax(E) = u(E) et pour tout sous-fibré vectoriel hermitien F C E,
onau(F) < u(E).

On a obtenu des informations sur les fibrés vectoriels normés. Dans la suite, on va introduire
un invariant pour évaluer le morphisme entre deux fibrés vectoriels normés.

Définition 2.2.21. Soient E; et E» deux fibrés vectoriels normés sur Spec Ok, et ¢ une application
K-linéaire de E| ®p, K dans E; ®p, K. On définit la hauteur de ¢ comme :

1

h =
@) (K : Q]

DK, @ llog [l

veMy

Ici, pour toute place v € Mk ¢, le nombre ||4||, est la norme de ¢ comme I’application K,-
linéaire de E| ®g,,, K, dans E; ®¢,, K.

Pour toute w € Mk, le nombre ||¢|,, est la norme de ¢ comme I’application C-linéaire de
E1 ®04w C dans E; ®g,  C.

Lorsque ¢ est une application K-linéaire qui prolonge un Ox-homomorphisme de E; dans E»,

aIOlS on a 1
h (25 X T, E KV . QV l() (25 Ve 25

En effet, on a besoin de démontrer I’inégalité

D7 Ky Qllogliglh <0,

VEMK_f

et il faut prouver ||¢||, < 1 pour toute place v € M r, qui est équivalent a [|¢(x)|l, < |||, pour tout
xeE;. D’apres la définition de ¢, si x € Ey, alors on a ¢(x) € E,. Par la définition des normes de
places finies, on a ||¢(x)||, < ||x]l,

En particulier, si le morphisme ¢ est un isomorphisme de fibrés vectoriels normés sur Spec Ok,
on a h(¢) = 0.

Lemme 2.2.22 ([20], Proposition 2.1.5). Soient E, et E, deux fibrés vectoriels hermitiens sur
Spec Ok, et
¢ E1®0, K — Er®p, K
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un isomorphisme K-linéaire. Alors on a
deg,(Ey) = deg,(E») + h(det ).

En particulier, on a _ _
H(E) < UE) + h().

Démonstration. Soit r = rg(Ey) = rg(Ey).
D’abord, on va démontrer le cas r = 1. Soit 0 # s € E| ®p, K, alors

—~ 1 - /- [Kv . Qv]
H(E) = deg,(E1) = — ——7 logllslh.
2 K0

En particulier, on a 0 # ¢(s) € E2 ®p, K. On prend un s # 0 tel que [|¢(s)ll, = l|gll,l|sll,. Alors on a

_— K,
e B = - Y, g,
veMk '
_ ZM LK, : g;] (logIsll + log Ik

deg,(E1) - h(®).

ce qui donne la démonstration du cas de fibré en droites hermitien.
Pour le cas général, on peut utiliser le cas du fibré en droites a I’application

detg: /\"(E1 @0, K) > \" (E2 @0, K).

On va démontrer 1’assertion suivante : pour toute place v € Mg o, on a || det @|l, < ||]]}..
Soit {x1, ..., x,} une base orthogonale de E1®¢, K,, telle que || det ¢(x1 A---Ax,)|l, = |[det P, -
l[x1 A= A xly = |l detlly - [|xtlly - - - || xr]l,. De plus, pour I’autre coté, on a

[[detp(xy A== A xp)lly llp(xr) A - A @(x)lly

lgCxOlly - - - lpCerlly
I, - Mlxally - - llxelly,

NN

ou I’'inégalité dans la deuxieme ligne ci-dessus est vérifiée d’apres I'inégalité d’Hadamard (cf. [[13}
Corollaire 3, §3.5, Chap. V]), ce qui montre 1’assertion. O

Remarque 2.2.23. Soit E un fibré vectoriel hermitien non-nul. D’aprés la proposition , pour
le fibré dual de ce fibré vectoriel hermitien, on obtient que la semi-stabilité de E est équivalente
au fait que pour tout fibré quotlent G de E, on ai(E) < 1(G). De plus, si E est un fibré vectoriel
hermitien non-nul, alors Zimin(E) est égal i la pente minimale de tous les fibrés quotients de E.
Soit G un fibré quotient non-nul de E, on va démontrer Zimin(E) < 1(G) (voir la définition

2.2.19). Soit L o
0=Go G & CGpr=CG

la filtration de Harder-Narasimhan de G. Alors on a
On remplace G par G,,/G_1, et on suppose que le fibré G est semi-stable. On désigne par

n:E—>G (2.6)
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la projection canonique.
Soit
0=EyCE G CE,=E
la filtration de Harder-Narasimhan de E. Alors il existe un k € {1,...,n} tel que la restriction de
7 sur E; soit non-nul mais que la restriction de & sur Ej_1 soit nul. Donc la restriction de & sur
E} induit un isomorphisme d’un module quotient de Ey/Ej—; dans un sous-module H de G, et la

hauteur de cet isomorphisme n’est plus 0.
Les fibrés vectoriels normés E;/Ej_1 et G sont deux fibrés semi-stables hermitiens. Donc

WE/Er-1) < (H) <G,

oll G est semi-stable et /(1) < 0, olt le morphisme 7 est défini dans (2.6). C’est-a-dire que I’on a
Hmin(E) < u(G). Le fibré vectoriel hermitien E,/E,_ est un fibré quotient de E dont la pente est
Umin(E). Donc min(E) est la valeur minimale des pentes des fibrés quotients non-nuls de E. Donc
ona

Timin(E ) = ~Timax(E). 2.7)

Proposition 2.2.24. Soient E., E; et E des fibrés vectoriels hermitiens sur Spec Ok. Soit
é ¥
X:E1®()KK —_— E2®OKK — E3®OKK
une suite d’applications K-linéaires, ot y = ¢ o . Donc on a

h(x) < h(¢) + h(¥)).

Démonstration. Pour toute place v € Mg, on a||f o g|l, < |Ifllv - liglly. D’apres la définition de la
hauteur du morphisme, on obtient le résultat.

O
Proposition 2.2.25. Soient E, F, G et H des fibrés vectoriels hermitiens sur Spec Ok, oii rg(E) =
rg(F), rg(G) = rg(H). De plus, soient
¢ E®o K — F®o, K
et
Y :G®or K —» H®p, K
deux applications K-linéaires. Pour ’application K-linéaire
oY (E®g, G)®g, K — (F ®0, H) ®9, K,
I’égalité
h(¢ ®@y) = h(¢) + h(y)
est vérifiée.
Démonstration. 1l faut démontrer 1’égalité ||¢ @ Y|, = ||4ll, - ll¥ll, pour toute place v € M.
Pour toute v € Mk ., soient {ey, ..., e,} une base orthonormée de E ®¢, K,, {fi,..., fin) une
base orthonormée de F ®¢, Ky, {g1,...,gn} une base orthonormée de G ®, K,, et {hi,..., h,}
une base orthonormée de H ®p, K,. Donc {e; ® g;}i=1,..m:j=1,. » €st une base orthonormée de

(E®o, G)®oy Ky, et {fi®hj}i=1,..m;j=1,..n €St une base orthonormée de (F ®p, H)®p, K,. De plus,
on suppose que la représentation matricielle de ¢ : E®p, K, — F ®p, K, est My par rapport a ces
bases, et la représentation matricielle de ¢ : G ®¢, K, — H®g, K, est My, par rapport a ces bases.
Donc sous les bases {¢; ® g}i=1,...m;j=1,..n €L {fi ® hj}i=1,. m:j=1....n, |a représentation matricielle de
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Y : (E®o G)®o, K, — (F®p, H)®o, K, est Mg ® My, qui est le produit de Kronecker des
matrices My et M.

On va démontrer que ||@||, est la valeur maximale des valeurs propres de la matrice M;'; - My
munie de cette norme, ol M;; est la matrice transposée de la matrice conjuguée de My, et on traite
le cas de ¢ de la méme facon. Soit v € Mk o, on désigne par (-, -),, le produit scalaire induit par la
norme [|-||,. Alors par définition, on a

3 / (B(x), X))y
loll, = xe]rEI;Z)?;);KV TN

x#0

_ \/ (¢Y o ag o p(x), x),
= max 5
x€E®o, K, (X, X)y

x#0

ou ¢V : (F ®o, K) — (E ®, K)" est un morphisme des espaces duals induit par ¢, et ag :
(E ®o, K)" — E ®p, K un isomorphisme canonique, qui envoie tout élément de la base de
(E ®0, K)" sur I’élément correspondant dans E ®¢, K. Si on prend une base orthonormée, alors
ag est isométrique. On suppose que la coordonnée de x par rapport a cette base est k = (ky, ..., k,)’
et {x, x), = kAk, oll A est une matrice positive définie. Donc A = BB', ou B est une matrice. Alors
on obtient

max \/ (¢Y o ag o ¢(x), x),

el = xeE®0, Ky (x, x)y

x#0

= max ,/k’M;Aquk
kekK]
K Ak=1

= max k'A!diag{dy,..., 4,}Ak
kek
KA Ak=1

< max |4,.
1<i<n
Alors on obtient I’égalité, ce qui prouve 1’assertion.

D’apres les propriétés du produit de Kronecker, on obtient (Mg ® M, )" (My ® My) = (M:; ®
M:;)(M¢ ®My) = (M;;M¢) ® (M:;Md,). De plus, les valeurs propres de (M;;M,,;) ® (M:ZMw) ont la
forme de A; - uj, ou A; est une valeur propre de M;qu et y; est une valeur propre de M:;Mw. Donc
on obtient ||¢ ® Y|, = |Illy - l¥ll, pour toute place v € Mk .

Dans la suite, on va prouver le cas des places finies. Pour toute v € Mk ¢, on peut prendre
{ei}i=1,..m une base de E ®p, K, et {fi}i=1,., une base de F' ®g, K,, telles que les égalités

.....

m
D llarer + -+ + anenll, = max lail,
: 1<ism

i=1

et

n

D NbLfi 4o+ bufll = max Ibil,
= 1<ism

soient vérifiées. Dans ce cas-1a, on peut supposer que M, est la matrice de ¢ par rapport a ces bases.

m

Soita = 3} lie; € E ®¢, K, alors ||al|, = max||/;||,, donc on peut supposer My = (b;})i=1.,...n;j=1,...m-
i=1 i

La coordonnée de ¢(a) est le vecteur My(ly, 1o, .. L) ou (I, b, ..., 1y)" est la transposée du
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vecteur (11,1, ...,1,), notée comme [. Donc ||¢(a)ll, = max || Z bijlilly = max |lbi;ljll.
<isn =] I<ism;1<j<m
Alors
IMyI" ],
IMyll, = X —
acE®o Ky ||y
a#0

max bia;
I<ism; 1< j<m “ Y JHV

= max
acE®o, K, max |lajll,
a0 1<j<m
< max [Ibyl,.
1<i<n
1<j<m
De plus, soit m_ax 16i;ll, = 11bjy jyllv, alors on prend I = (0,...,0,1,0,...,0), ou le 1 est dans la
||Mobl”»

Jo-eme coordonnée du vecteur /. Donc = |Ibiyjollv = max ||b;jll,, ce qui démontre [|[Myll, =
ij
Hllajl_X (1D ]l -
Pour la définition du produit de Kronecker, on obtient ||[Mg ® My|l, = [|Myll,||Myl|, pour toute
place v € Mk r. Alors on démontre le résultat. O

Proposition 2.2.26 ([S]], Proposition 4.3). Soient E, et E, deux fibrés vectoriels hermitiens non-
nuls sur Spec Ok, et
¢ E®0 K — E,®0, K
un K-homomorphisme. Alors on a :
1. si ¢ est injectif, alors max(E1) < Hmax(E2) + h(d) ;
2. si ¢ est surjectif, alors ,umin(El) < ,lein(Ez) + h(p);
< Hmax (E2) + h(9).

Démonstration. La proposition est démontrée comme ci-dessous.

3. si ¢ est non-nul, alors fmin(E1)

1. Soit F le sous-fibré de Ez qui satisfait que le Ox-module F est I’intersection de ¢(E| ges®0,
K) et E;. Alors la restriction de ¢ sur E ges ®0, K donne un isomorphisme de E ges ®0, K
dans F ®p, K. Donc on a

ﬁmax(El) = ﬁ(El,des) (F) + h(¢) ﬂmdx(EZ) + h(¢)

d’apres le lemme [2.2.22]

2. Si le morphisme ¢ est surjectif, alors le morphisme
¢" : E) ®o, K = E{ ®0, K
est injectif. D’apres 1’égalité (2.7), on obtient
Hmin(E1) < Hmin(E2) + h(g)

par I’énoncé 1 ci-dessus.

3. Soient F = Im¢ N E,, et F est le sous-fibré de E, correspondant au Og-module F. Alors
I’inégalité

,umm(El) ,Umln(F) + h(g) < (F) + (@) < ,umax(EZ) + (@)

est vérifiée.
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O

Corollaire 2.2.27 ([5]], Proposition A.1). Soit E un fibré vectoriel hermitien non-nul. Alors la
filtration de Harder-Narasimhan de E est déterminée uniquement par ses sous-fibrés quotients et
ses pentes strictement décroissantes. C’est-a-dire si

0=EyCE C---CE,=E

est la filtration de sous-fibrés de E tels que chaque sous-fibré quotient E;/E;_; (i € {1,...,n}) soit
semi-stable, et I'inégalité

H(E\/Eo) > WE2/E1) > -+ > WEn/Ep-1)
est vérifiée, alors cette filtration est la filtration de Harder-Narasimhan de E.

Démonstration. Soit r = rg(E). On raisonne par récurrence sur r.

Sir =1, I’énoncé est vérifié par définition directement.

Dans la suite, soit » > 2. Dans ce cas-13, on démontre d’abord E| = Eges. Soit k 1'indice
minimal tel que E4.s C Ex. Donc I’application

Eges = Ex — Ei/Ex
est non-nulle. Alors on a

ﬁmax(E) = ﬁmin(Edes) < ﬁmax(ik/ﬁk—l) = ﬁ(Ek/Ek—l) < ﬁmax(F)-

Donc on obtient k = 1 (Sinon le dernier "<" serait "<" et on déduirait une contradiction).
Alors on montre E| = E4e. On utilise I’hypothese de récurrence a la filtration

0=E\/E\CE)JE| S ---CE,JE| = E[E|,

ce qui est une filtration des sous-fibrés de E/E;. Alors on obtient qu’elle est la filtration de Harder-
Narasimhan de E/E{.Donc 0 = Eq) € E| ¢ --- C E, est la filtration de Harder-Narasimhan de E,
qui montre le cas de rang r. C’est la fin de la démonstration. O

On construit 1a théorie des filtrations de Harder-Narasimhan avec I’indice dans R.

Définition 2.2.28. Soient E un fibré vectoriel hermitien non-nul, et
0=EyCE C---CE, CE

la filtration de Harder-Narasimhan de E. Pour tout 7 € R, on désigne par 7,E le sous-fibré vectoriel

hermitien
2, E
_O<ign
H(E/Ei—1)>t
de E. En particulier, on définit que la somme des sous-fibrés est nulle si son ensemble d’indices
est vide. C’est-a-dire
sit iﬁma)if); o
Sip(Eis1/Ei) <t <p(Ei/Ei-1);
sit < ﬁmin(E)-

FE

1
| ©

Si E est nul, on définit _
F.E={0}, VreR.
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Proposition 2.2.29 ([20], Proposition 2.2.1). Soit E un fibré vectoriel hermitien. Alors pour tout
t € R, 'inégalité pmin(F:E) > t est vérifiée, oi I’on définit timin(E) = +oo si E est nul.

Démonstration. Si 7E = 0, 1’énoncé est vrai par définition directement. On suppose FE # {0}
ci-dessous. Soit

{(0)=EyCE C---CE,CE

la filtration de Harder-Narasimhan de E. Soiti € {0, 1,. .., n} tel que F,E = E;. Comme F,E # {0},
i > 0, on obtient que
{0}=EyCE G- CE,

est la filtration de Harder-Narasimhan de E;. Donc I’inégalité
Hmin(Ej) = W(E;/Ei1) > t
est vérifiée. O

Proposition 2.2.30 ([20], Proposition 2.2.2). Soient E et F deux fibrés vectoriels hermitiens sur
SpecOk, et ¢ : E ®o, K = F ®o, K une application K-linéaire. Donc ¢(E ®o, K) est contenu
dans

(Tﬁmin(f)_h(d’)F) ®oy K.

Démonstration. Cette proposition est vérifiée lorsque ¢ = 0 par définition. On suppose que le
morphisme ¢ est non-nul ci-dessous. Soit

0=FyCF ¢ CF,CF

la filtration de Harder-Narasimhan de F. Soit i € {0, 1,...,m} I’indice minimal tel que ¢(E ®o,
K) C F; ®p, K. Comme le morphisme ¢ est non-nul, alors i > 0. On considere

¢
1/ E®()K K——F; B0k K—)(Fi/F,'_l)@OK K.
Le morphisme ¢ est non-nul. Par I’énoncé 3 de la proposition [2.2.26] on obtient
Fimin(E) < fimax (Fi/Fic1) + h(@) < E(Fi/Fio1) + h(9).

Soit t = ZI(F, / Fi—l), alors

Fi=FF C 7 @-np

ce qui termine la démonstration. O

Corollaire 2.2.31 ([20], Corollaire 2.2.3). Soit E un fibré vectoriel hermitien non-nul, alors

FE = Z F.

0#FCE
ﬁmin(F)>t

Dans la somme on considére tous les sous-fibrés F de E qui satisfont I’inégalité Timin(F) > t.

Démonstration. Si F est un sous-fibré de E, la hauteur du morphisme de I’inclusion F ®p, K —
E ®p, K est moins que 0.

Le fibré F est contenu dans FE, et ﬁmin(ﬁf) > 1. Donc FE est le sous-fibré maximal dont la
pente n’est pas moins que ¢. c’est la fin de la démonstration. O
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Proposition 2.2.32 ([20], Proposition 2.2.4). Soient E et F deux fibrés vectoriels hermitiens sur
Spec Ok, et ¢ : E®p, K — F ®o, K une application K-linéaire. Alors pour tout t € R, I'image
de ¢ est contenue dans Fi_jp4)F ®o, K.

Démonstration. On obtient Zimin(77E) > t d’apres la proposition [2.2.29] alors on a le résultat. O

Proposition 2.2.33 ([[11], (3.6)). Soient Ei,....E, des fibrés vectoriels hermitiens. Alors on a
n
AE & - ®E,) = » HE)
i=1

et
n

fimax(E1 @+ ®Ep) > ) Timan (),
i=1

Démonstration. Lorsque n = 2, d’apres le corollaire[2.2.T1] on obtient

deg(E) ® Ey) = rg(E1)deg(E») + re(Ea)deg(E)),

d’ou on obtient L _ _
H(E ® Ep) =u(Ey) +u(Ey).

Le cas général est obtenu par récurrence.
4 ’ . .« . e — —_ e
Pour i = 1,...,n, soit E; un sous-fibré vectoriel hermitien de E; tel que u(E;) = Umax(E;).
Donc E/l ® ® E;l est un sous-fibré vectoriel hermitien de E; ® - - - ® E,,. Donc on obtient

n n
Zﬁmax(Ei) = Zﬁ(E:) = ﬁ(Ell ®---® E;) < ﬁmax(El ®---QF,).
i=1 i=1

Alors on a I’assertion. O

Remarque 2.2.34 (Conjecture de semi-stabilité). Avec toutes les notations de la proposition

[2.2.33] soit

n
PE,....En) = Finax(E1 & - Ey) = ) Timax(Ey):
i=1

Alors p(Ey, ..., E,) > 0 d’apres la proposition [2.2.33
Dans [6], J.-B. Bost a conjecturé que 1’on a I’égalité

p(E]’-"ain) = O

Une idée pour montrer la conjecture est de démontrer p(El enns E,,) < 0, et on estime p(E enns E,) <
C, ou C > 0 est une constante aussi petite que possible. Jusqu’a maintenant, le résultat meilleur
autour de cette conjecture est [9, Theorem A], d’out ’on a

_ 1
p(Ey, Ep) < 3 min{Ho(,) = 1, Hrg(ey) — 1},
ouH, = 1+%+---+%pourtoutr> 1.
SiEl :Fzz---:fnzf,onnote
p"(E) = p(E,...,E)

pour simplifier. Si E est une somme directe de fibrés en droites hermitiens muni des normes in-
duites par la somme directe, on obtient

p"(E)=0

par définition directement.
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2.3 Géométrie des nombres par I’approche de la méthode des pentes

Dans la recherche des problemes diophantiens, la méthode de la géométrie des nombres joue
un role important. La géométrie signifie la théorie des réseaux d’un espace euclidien. On peut
comparer les invariants recherchés ci-dessus avec certains invariants classiques dans la géométrie
des nombres. Le remarque [2.2.16| est un tel exemple, qui signifie que la méthode des pentes peut
étre appliquée dans certains problemes diophantiens indirectement.

Dans cette partie, on résume [[11}, §3] afin de introduire la théorie de la géométrie des nombres
par I’approche de la géométrie d’Arakelov. Pour cela, on introduit certains résultats dans [S7,
Chap. I].

2.3.1 Théorie de Minkowski et théoreme de Riemann-Roch

La notion de minima successif est tres importante dans la géométrie des nombres. Soit E un
réseau dans un espace réel normé de dimension r (r > 0), ou E peut étre considéré comme un fibré
vectoriel normé sur Spec Z, noté comme E.

Définition 2.3.1. Soit E un fibré vectoriel hermitien sur Spec Z de rang r. On dit que A(E) est le
i-ieme minima successif de E, si A;(E) est la borne inférieure de I’ensemble des nombres réels A
tel que le Q-espace vectoriel engendré par la famille de vecteurs

{s € E| [lsll <A}
est de dimension plus grande ou égale a i.

Par définition, le nombre 1;(E) est la borne inférieure des normes des points non-nuls dans le
réseau de E. On dit que la suite finie

M(E) < 12(E) < -+ < A(E)

est la suite des minimas successifs du réseau E.

On définit
—+00
I'(s) = f e dx
0

comme la fonction gamma classique. Alors le nombre réel

(SR

T
r(g+1)

est le volume de la boule unité fermée dans I’espace euclidien de dimension r.
On introduit un résultat de la théorie des réseaux.

v, =

Lemme 2.3.2 (Minkowski). Soient L un réseau de R4, et X un sous-ensemble de R? borné, convexe
et symétrique par rapport a la réflexion a ’origine (i.e. stable par ’application x — —x). On
désigne par vol(X) le volume de X, et par vol(L) le volume du domaine fondamental du réseau L.
Si on a l'inégalité

vol(X) > 2¢vol(L),

alors I’ensemble X N (L \ {0}) n’est pas vide.

On revoie les lecteurs a [57, Chap. I, (4.4)] pour une démonstration du lemme@
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Théoreme 2.3.3 ([11]], Proposition 3.2.1). Soit E un fibré vectoriel hermitien de rang r sur Spec Z.

Alors on a .

- =1 2
log A1 (E) + u(E) < —log —.
r v

-
Démonstration. SoitI" un domaine fondamental de E, qui signifie que I est un r-parallélogramme
engendré par une base entiere de E. Pour tout nombre réel positif A, soit B, la boule fermée dont
la centre est I’origine de E ®z R et le rayon est A. Si pour tous points de réseau x et y, x # y, la
relation (B, + x) N (B, +y) = 0 est vérifiée. Alors on a

VOl(B,{)

vol [Bﬁ N U(r + x)) = Z vol (B; N (T + x))

xeE xeE

Z vol (B, — x) N T) = vol (r N U(BA - x)) <vol(I).

xeE xeE
C’est-a-dire si I’'inégalité
exp (~deg(E)) = vol(I') < vol(By) = A'v,

est vérifiée. D’apres le lemme[2.3.2] il existe deux points distincts de réseau x et y tels que 1’inter-
section de B, + x et B, + y soit non-nulle. Donc on a

x—y € ByyN(ENA{0}.

Alorsona A 1(?) < 2A. Finalement, on obtient
— 1 ,— —
log 1(E) < log2 — — (deg(E) —log v,) ,
r
ce qui donne la démonstration. O

Remarque 2.3.4. On définit la fonction

r

1 r \r
-2 r(—+1)—1 ALY
P o8\ %87
ou r €]0, +oo[. La fonction (r) est monotonement croissante, car la fonction logI'(s) est une

fonction convexe de la variable s et logI'(1) = 0. De I’autre c6té, pour tout r € N*, comme la

-L L
N

1. 2
U(r) = —log
r

Vr

"
, alors on a

boule unité dans R” dont le centre est I’origine contient I’ensemble [

viz|l—] .
SRR
Donc y(r) < %log r.

On va étudier les fibrés vectoriels hermitiens sur les anneaux des entiers algébriques généraux
avec le théoréme de Minkowski (le lemme[2.3.2). Pour cela, il faut introduire le concept de I’image
directe d’un fibré vectoriel hermitien. Soient K un corps de nombres, E = (E, (|'ll)ve M) un fibré
vectoriel hermitien sur Spec Ok, et 7 : Spec Ox — SpecZ le morphisme canonique. On définit
le fibré vectoriel hermitien 7.(E) comme ci-dessous. La structure de Z-modules de 7,(E) est E
considéré comme un Z-module. Pour la structure des normés de ﬂ*(i), on considere 1’espace

E ®7 C comme
P (Eo. O = (F Eep,.C,

veME 0:K—C
ses normes hermitiennes sont la somme directe orthogonale des ||-||, pour toute place v € Mk .
On note wp, = Homz(Ok,Z), qui est muni d’une structure de Og-modules défini comme :

Ya,x € Ok, (af)(x) = f(ax).
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Proposition 2.3.5 ([11], (3.15)). Avec les notations ci-dessus, I’espace wo, ®o, K est un espace
K-vectoriel de dimension 1 engendré par Trgq(-).

Démonstration. Soit {e,-}?: | une base entiere de Ok. Alors pour tout élément f € Homz(Ok, Z), il

est déterminé de facon unique par ses valeurs sur les {ei}?:]. On considere la matrice des coeffi-
cients

Trgjq(erer) Trgolerez) -+ Trgjoleren)
Trgo(ezer) Trgjglezez) --- Trgjglezen)
Trgsqlener) Trgjglenen) -+ Trgjolenen)

Comme I’extension K/Q est séparable, la matrice A est inversible considéré comme un élément
dans M,x,(Q). Soit g = (f(ey), ..., f(e,))". On définit

(ai,...,an) =A7'q.

n
Soita = ), aje;. Pour touti € {1,...,n}, on obtient
i=1

aTrgsgle) = Y Trjolejena; = f(e;).
j=1

C’est-a-dire f(-) = a Trg;q(-), ce qui montre le résultat. O
Par définition, le Ox-module wp, est un Ox-module inversible (par définition, 1’élément Trgq(-)
est sans torsion), alors il détermine un fibré en droites sur Spec Ok. Pour toute place v € Mg, On

peut choisir une norme ||-||, sur wo, ®o,.v C, telle que || Trx/q [l = 1. Comme wk est de rang 1, on
peut toujours faire cela. Donc on définit un fibré en droites hermitien sur Spec Ok, qui est désigné

par wo, .

Proposition 2.3.6 ([L1]], Proposition 3.2.2). Soit E un fibré vectoriel hermitien sur Spec Ok. Alors
Uapplication Z-linéaire
I: EY®o, wo, — Homgz(E,Z)
a®f — foa

définit un isomorphisme de . (EV ® wo,) dans n.(E)" de fibrés vectoriels hermitiens sur Spec Z.

Démonstration. D’abord, on montre que 1’application / est un isomorphisme de Z-modules. Comme
E est un Og-module localement libre, on a

E" ®0, wo, = Homo, (E, wo,) = Homo, (E, Homz(Ok, Z)),
ou on utilise 1’adjoint du foncteur du produit tensoriel et le foncteur Hom. On obtient
Homy, (E,Hom(Ok, Z)) = Homz(E ®¢, Ok,Z) = Homgz(E,Z)

d’apres [80, Proposition 2.6.3]. L’application / induit un isomorphisme de K-espaces vectoriels

ci-dessous :
Ig: EY ®ox (K - TI'K/Q) — HOIIIQ(EK,Q).
a®Trgg — Trg,q o

Pour tout x € Eg, on obtient

Trijgla(x) = . o(@) = ap(x),

o:K—C
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ol a, est 'image de « dans E;C, et x, est I'images de x dans Ec.

Dans la suite, on considere la structure de normes. On va montrer que I’isomorphisme C-
linéaire Ic de

P (EY @0, wo) ®0,r C= P Elc®040 (C-Trkyg)
o:K—-C o:K—-C
dans
Homyz(E,Z) ®;, C = @ Home(Eq.c, C)
0:K—C

induit par [ est isométrique, ou toutes les sommes directes ci-dessus sont orthogonales. Comme
(EY ®0, wo, )®zC est un C-espace vectoriel engendré par EY ®o, wo,, on obtient que 1’ application
Ic envoie (ay ® Tri/g) sur (@ )ok—c. Pour toute place v € Mk «, on a || Trg/q |l, = 1. Alors on
obtient que I¢ est isométrique. O

Proposition 2.3.7 ([[11]], (3.16)). Soit K un corps de nombres. Alors on a
deg(@o,) = log|Axl,
ou Ak est le discriminant de [’ extension K/Q.

Démonstration. Soient {e;}}_, une base entiere de Ok, etp € Mg y. Le morphisme ¢ € Homg(K, Q)

est dans wp, si et seulement si pour tout i, on a ¢(e;) € Z. On écrita = aje; +--- + aze, € K, et

Trgsqlerer) Trggleren) --- Trgjoleren)
Trgg(ezer) Tryxjgleaen) --- Trgjglezen)
Trgo(eqner) Trxjolenes) -+ Trgjglenen)
Donc on obtient
(aTrg/g)(er) ai

(aTrK{Q)(QZ) 4 Cl'2

(aTrxo)(en) an
Alors a Trgjq(-) € Homz(Ok, Z) si et seulement si A(ay, az, ..., a,)" € Z". D’ou I’on obtient
#(woy |Ok Trjq) = #A™'Z"/Z") = #(Z" |AZ") = | det(A)| = |Akl.
Par la définition de degré d’ Arakelov (la définition @]), ona
deg(@o,) = log |Al.
Alors on a I’assertion. O

Théoreme 2.3.8 (Riemann-Roch. [10], (2.1.13)). Soient E un fibré vectoriel hermitien sur Spec Ok,
et w : Spec Og — Spec Z le morphisme canonique de schémas affines. Alors on a

— = — = E
deg(m.(E)) = deg(E) - &2) log|Akl,

ou T, (E) est muni des normes induites sur E. De plus, si E est non-nul, alors ‘égalité

- — = 1 A
fin,(E)) = W(E) - 2‘[’%&

est vérifiée.
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Démonstration. Soient {e;}! | une base entiere de Ok, et

Trgjq(erer) Trgglerez) -+ Trgjoleren)
_ Trgo(ezer) Trgjglezez) --- Trgjglezen)
Trgo(eqner) Trgjglener) -+ Trgjolenen)

Soit {o;}i_, I'ensemble des plongements de K dans C. On définit

i=

oiler) oi(er) -+ oilen)
~ oa(er) oa(ex) -+ oaey)
Crn(el) (Tn(€2) te Crn(en)

Pour touta € K, on a

Trgjg(a) = ) oila).

i=1

Donc on obtient A = B'B, et Ax = det(B)?. Soit {s j};:l une plus grande famille d’éléments K-
linéairement indépendants de E. Donc {e;s}1<i<n,1<j<r €St une plus grande famille d’éléments de
Q-linéairement indépendants de E, et

E/Osi+---+Oks) =E[| ) Z-(eis|.

1<i<n
1<j<r

De plus, par définition, on obtient
n
eisjrexs) = Y (5 S, Tuleouler),
u=1

ou (-, ), est le produit scalaire hermitien induit par la structure des normes du fibré vectoriel
hermitien E sur E ®o, -, C,u =1,...,n. Cest-a-dire

;
deg(r.(E)) = log#(E/(Oksi +:--+Oks)) = » loglisi A+ A slo,
1 —t -
) log det(B B)"
= deg(E) - 5 log Al
Alors on a I’assertion. O

Corollaire 2.3.9 ([[L1], Proposition 3.3.1). Soient K un corps de nombres, et Ok I’anneau des
entiers de K. Soit E un fibré vectoriel hermitien non-nul de rang r sur Spec Ok. Alors ’inégalité

log[K : Q]
2

log |Ag|

o 1
< Fmax(E) + log 41 (. (E)) < 5 log(rIK : QD + 50—

est vérifiée.
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Démonstration. Soient s € m,(E) un des vecteurs plus courts non-nuls dans 7, (E), et L, un sous-
fibré de E tel que Ly ®p, K soit le K-espace vectoriel engendré par s. Par la définition de degré
d’ Arakelov (la définition [2.2.6)), on obtient

1 sl

— 1
deg (L) > ———— log ||s|> > —= log ———,
Enlls 2[1{:@]0_11(2_)(c sl =75 8k - q

ot ||| est la norme archimédienne induite sur 7.(E). La premiere inégalité ci-dessus est vérifiée
d’apres la définition et I’inégalité log(L;/Oks) > 0. La deuxieme inégalité ci-dessus est vraie
d’apres I’inégalité arithmético-géométrique. Dans la suite, on obtient I’inégalité

> doglislle? = log| [ sz

o:K—C . K—C

K:
5 lsi2
o:K—C

(K :Q]

N

log

IsII?

[K:Ql

[K : Q]log

Comme I’égalité A, (r.(E)) = ||s|| et I'inégalité deg,(Ls) < fmax(E) sont vérifiées, on démontre la
premiere inégalité du résultat initial.

Pour la deuxieme inégalité dans le résultat initial, on applique le théoréeme A7 (Eges). De
plus, d’apres le théoreme [2.3.8] on obtient

log |Ak]

_ o _
log A1 (m«(Edes)) + Umax(E) < E log([K : Q]rg(Eqes)) + 20K - Q] .

Comme A1 (7. (Eqes)) > A1(m.(E)) et 1g(Eqes) < 12(E), on obtient la deuxieéme inégalité dans le
résultat initial, ce qui montre 1’assertion. |

2.3.2 Une application de la géométrie des nombres

Dans cette partie, on va donner une application de la théorie de la géometrie des nombres.
Soient K un corps de nombres, et Og 1’anneau des entiers de K. On désigne

Ko = 1_[ C.

0. K—C

On définit une application
Jj: K — Kg,

qui envoie le nombre a sur o(a) pour tout plongement o : K — C.

Soit x, = o(x). On désigne par F : Kc — K¢ I'involution qui envoie le point z = (z,) € K¢
sur (zz) € Kc. Alors par définition, on obtient F 2= Idk... Pour tous x,y € K, le produit scalaire de
x et y est défini comme

= DL X
oEMK

On désigne par Ky la partie Gal(C/R)-invariante de I’espace K¢, ce qui signifie que pour tout
point z, dans K, I’égalité

T = 2o
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est vérifiée. Comme on a o(a) = o(a) pour tout a € K et tout plongement o : K — C, I’égalité
F(j(a)) = j(a) est vérifiée. Donc on peut définir une application

j: K = Kz. 2.8)

L’espace Kr est appelé espace de Minkowski. Le produit scalaire de Kr est la restriction
du produit scalaire sur K¢ défini ci-dessus. Par définition, cette restriction est encore un produit
scalaire.

Le lemme suivant est [S7, Proposition 5.2, Chap. I]. On va le rémontrer en utilisant le théoréme
de Riemann-Roch dans le cadre de la géométrie d’ Arakelov (le théoreme [2.3.§).

Lemme 2.3.10. Soient K un corps de nombres, Ok I’anneau des entiers de K, a un idéal non-nul
de Ok, et I'application j définie dans 2.8). Alors T := j(a) est un réseau de rang [K : Q] dans

K. De plus, on a
vol(I') = +/|Ak|N,,
oit Ny = #(Ok/a).

Démonstration. On suppose que E est le fibré vectoriel hermitien sur Spec Ok défini par 1’idéal
a, et que n = [K : Q]. Soit ay,...,a, une Z-base de I'idéal a, alors I' = Zj(ay) + - - - + Zj(ay).
Donc on obtient que I est un réseau de rang n dans K. L’espace I peut étre considéré comme un
Ok-module, car les éléments a1, ..., a, engendrent un idéal de Ok. Par définition, on a ae\g(F) =
—nlog N,. Alors on obtient

= 1
u(E) = _Z log N,

par définition.
Soit 7 : Spec Ox — Spec Z le morphisme canonique, alors 7.(E) est I' considéré comme un
Z-module muni des normes de K introduites ci-dessus. D’apres le théoreme [2.3.8] on obtient

S - log |A
Fie.(B)) = E) - 228

Par définition, les égalités vol(I') = exp (~deg(m.(E))) et deg(r.(E)) = nfi(r,(E)) sont vérifiées.
Donc on obtient
vol(I') = +/|Ak|N,,

ce qui termine la démonstration. O

Proposition 2.3.11. Soient K un corps de nombres avec n = [K : Q], Ak le discriminant de
I’extension K/Q, et a un idéal entier non-nul de Og. Alors I’idéal a contient un élément non-nul

x € O tel que
n

2 1
INk/o(x)| < ——|Ag|2 Nq,
nzv,

ou le nombre

est le volume de la boule d’unité de dimension n.

Démonstration. Soit I' = j(a) un réseau de rang n, qui définit un fibré vectoriel hermitien sur
Spec Z, noté comme E. Alors on a exp (—deg(E)) = vol(I'). D’apres le théoreme met le lemme

2.3.10 ona
_ on
L(E) < Z|Ak’N,.
Vn
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Par la définition de minima successif (la définition[2.3.1)), il existe un élément x € q, tel que

Z o(x)?

o:K—C

2

o K—C
n

n

L(E)

o(x)? !

S
Iz

A\

o-(x)n%
o:K—C

[Nk /g ()| n2

d’apres I’inégalité arithmético-géométrique. Alors on obtient le résultat. O
Certaines idées de la démonstration du corollaire suivant proviennent de [71, §4.3].
Corollaire 2.3.12. Avec toutes les notations ci-dessus dans la proposition [2.3.11] Toute classe
d’idéaux de K contient un idéal b, tel que
n

2 1
Ny < —/—Akl2,
nzv,

out Ny = #(Ok /D).

Démonstration. Soit a’ un idéal de la classe donnée. Par homothétie on peut supposer que a = a’~!

est un idéal entier. On prend un élément non-nul x € a qui satisfait le besoin de la proposition
2.3.11L Alors b = xa~! est un idéal entier de la classe donnée, dont la norme satisfait a I’inégalité
en vertu de la multiplicicativité des normes. Alors on a le résultat. O

Remarque 2.3.13. La constante % dans le corollaire [2.3.12n’est pas optimale, qui peut étre
raffinée, voir [71, §4.3] par la méthode classique de la théorie algébrique des nombres ou [54}
Theorem 3.15] par la méthode de la géométrie d’ Arakelov.



Chapitre 3

Fonctions de hauteur

Dans ce chapitre, on considere 1’ensemble des sous-schémas plongés dans un espace projec-
tif fixé. On construit certaines fonctions de hauteur qui mesurent la complexité arithmétique de
ces sous-schémas. Ensuite, on donnera des estimations explicites et uniformes de la fonction de
Hilbert-Samuel arithmétique en terme des fonctions de hauteur construites. Ces estimations seront
appliquées au probléme de comptage des points rationnels des variétés arithmétiques.

3.1 Hauteur d’un point rationnel

Soient A un anneau noethérien et commutatif, et £ un A-module projectif de rang fini. On
définit I’espace projectif P(E) comme le schéma qui représente le foncteur de la catégorie des A-
algebres commutatives dans la catégorie des ensembles, qui envoie chaque A-algébre commutative
L sur I’ensemble des L-modules quotients projectifs de rang 1 de E®4 L. En particulier, on désigne
par P/ I"espace projectif P(A®V*D) pour simplifier. S’il n’y a pas d’ambiguité sur I’anneau A, on
désigne par PV I’espace projectif IPI{;] pour simplifier.

Soient K un corps de nombres, Ok ’anneau des entiers de K, et & un fibré vectoriel normé
sur Spec Ok. Pour tout Og-schéma ¢ : S — Spec Ok, I’ensemble des Og-morphismes de S dans
P(E) est en bijection avec les faisceaux quotients inversibles de ¢*(&) (ot 1’on considére & comme
un faisceau localement libre sur le schéma Spec Ok). En particulier, soit 7 : P(E) — Spec Ok
le morphisme structurel, le morphisme d’identité de P(E) correspondant a un faisceau quotient
inversible de 7*(E), noté comme Op(g)(1). On dit que Op)(1) est le fibré universel de 1’espace
projectif P(E). Par définition, si P : Spec Ox — P(E) est une section de 7, alors £*Opg)(1) est le
module quotient de & correspondant au point P.

Soit o : K < C un plongement de K dans C. On désigne par P(E)3(C) I’espace analy-
tique correspondant au C-schéma P(E) Xspec 0f,o Spec C. Considéré comme un ensemble, 1’es-
pace P(E)F'(C) est I'’ensemble des points fermés de P(E) Xspec o, Spec C. Soit x : SpecC —
P(E) Xspec o, Spec C un point complexe, alors x*Opg)(1) est un espace C-vectoriel quotient de
E®py. o C de dimension 1 si on le considere comme un C-espace vectoriel. La structure des normes
sur le fibré vectoriel normé & induit la norme Ille sur & ®o, » C pour toute place o € Mk .
On désigne par ||-||-ps la norme quotient correspondante sur x*Ogpg)(1), qui est appelé norme de
Fubini-Study.

Exemple 3.1.1. Soit z = (z9,...,zy) € CN*!. On définit une norme ||-||; sur CN*! comme ci-
dessous :

10> z15 - - - zWlh == lzol + |z1] + -+ - + lznls
ol |-| est 1a valeur absolue usuelle. Soient & = (&, ..., &y) un vecteur dans CN+1, pe - CN+ C-¢

la projection orthogonale de C¥*! dans C - ¢ en considérant le produit scalaire hermitien usuel.
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Alors on peut considérer C - £ comme un espace C-vectoriel quotient de CV*!. D’oi1 I’on obtient
la relation

Kz, &) = lzoéo + - - - + znén| < llzlli max |&].
0<i<N

Par cela, la norme quotient ||-||; gs sur C - £ satisfait

-1
= inf z:,(max-).
lélles = it Nl = .6) max Iéi

En particulier, si s € CN*1 on obtient

-1
Ipe(o)lves = (&) max léd)
Exemple 3.1.2. Dans cet exemple, d’abord on suppose que K est un sous-corps de C, & = KN+1,
et x € P(E)(K). On suppose que le K-point x se releve en un Og-point P, : Spec Ox — P(E). On
prend une section s € H OP(©&), Opg)(1)), tel que P75 soit non-nul. On prend un vecteur £, € KN+
et on considere Ope) (1)l et K - £, comme la méme chose. On désigne par V. le noyau de la
projection KN*!' — K - £,. Alors si on prend le produit scalaire usuel, on prend I’élément £,
dans KN*! ci-dessus tel que I’espace V, ® C soit orthogonal a I’espace vectoriel C - £, dans
CN+1 Le vecteur ¢, est unique modulo la multiplication scalaire de K*. Si la coordonnée de ¢, est
(x0, X1, ...,xy), on désigne par
[x0 :x1 - xn]

la coordonnée projective du point x. Donc tout vecteur £, correspond 2 un élément dans KV \ {0}
modulo K*.

Dans la suite, on suppose que le corps K est un corps de nombres et que Ok est I’anneau des
entiers de K. On considere le fibré vectoriel hermitien & = (Oi(N “), (F)ve MK’M), ol pour toute
place v € Mk «, la norme ||-||, est définie sur I’espace

Oi(N+1) R0y C= CN+1,

ce qui envoie (2o, . - ., Zn) SUr |zoly + - - + |zZwly-
Donc la surjection canonique Ex — Opg)(1)|; peut étre écrit comme la forme de KN+
K - £,, qui envoie le vecteur t € KN*! sur

(1, X)
(L, fx>{x'

On remarque que pour tout p € Spm Ok, la norme p-adique ||-||, sur Eg ®x K, = K{OV *1 est induite
par la structure du Og-module de E. Cette norme envoie le vecteur (ug, ..., uy) € K{jv *+1 sur

max |up.
1<i<N

La norme |||, Fs sur K - £, = Op(g)(1)|, induite par la structure de Og-module de P;Op)(1) est la
norme quotient déterminée par la surjection KN*! — K - £,. Alors 1’égalité

4 = inf ty = ||€
1€xIlp.rs <t»€x>:<€x’€x>|| llp = [1xlly

est vérifiée.
On désigne par s(x) I'image de s dans Op(g)(1)|, via la surjection définie ci-dessus. C’est-a-dire

(s, 0x)

0= ey

£y



3.1. HAUTEUR D’ UN POINT RATIONNEL 93

Donc pour toute place v € Mk, on obtient

-1
ls(Ollvps = IKs, €l - max {lxoly, . .. ek},

ol [xp : --- : xy] est la coordonnée projective de £,. On désigne par P;Op)(1) le fibré en droites
hermitien déterminé par le Ox-module P;Op)(1) muni des métriques de Fubini-Study. D’apres
la formule du produit (le théoréme [2.1.T)), on obtient

(K, : Q)]

deg, (Pi0pe/(D) = - > (K : Q]

veMg

log [ls(xX)|ly,Fs-

3.1.1 Hauteur classique d’un point rationnel dans I’espace projectif

Soit x € PN(K) un point K-rationnal. On définit une fonction de hauteur qui évalue la com-
plexité arithmétique du point K-rationnel x.

Définition 3.1.3 (Weil). Soient K un corps de nombres, et x = [ag : - - - : ay] € PY(K). On définit
la hauteur classique du point rationnel x comme

Ky : Q]
h(x) = § B log max {lagly, - . ., lan |},
o [K:Ql

i
ol lal, = [Nk, g, (a)l,"**" pour toute place v € Mk et touta € K.

Avec toutes les notations et conditions dans ’exemple[3.1.2] on a
h(x) = deg, (P30 (1))

D’apres la formule du produit (le théoreme[2.1.1)), la hauteur 4(x) ne dépend pas du choix des coor-
données homogenes de x, et elle est invariante sous 1’action de Gal(Q/Q) d’apres [45, Proposition
B.2.2].

Soient x € PV(Q), m, I’idéal maximal de 1’anneau local Opv ., et Q(x) = Opn /My le corps
résiduel de I’anneau local Opw . On dit qu'un corps de nombres K est un corps de définition du
point x s’il existe un plongement de corps Q(x) — K. De plus, on définit le degré du point x
comme I’indice de I’extension [Q(x) : Q] .

Remarque 3.1.4. Soient K = Q,etx =[ag : --- : ay] € PY(Q). On peut choisir les ag, ...,ay € Z
tels que pged (ag, ...,ay) = 1. Alors on a
h(x) = log max({lagl, . . ., lanl},

ou |-| est la valeur absolue usuelle. Par conséquent, pour tout nombre réel B, I’ensemble
{x e PY(QIh(x) < B

est de cardinal fini. Cette propriété est appelée "propriété de Northcott". D’apres le méme argument
que dans cette remarque ci-dessus, si Ok est un anneau principal, 1’ensemlble

{x e PN(K)|h(x) < B}

est de cardinal fini. En fait, cette propriété est vérifiée pour tous les corps de nombres, voir [45]
Theorem B.2.3] (le théoreme [3.1.7).

Pour le cas général, on a le résultat suivant :
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Proposition 3.1.5. Soient K un corps de nombres, et Ox ’anneau des entiers de K. Pour tout
point K-rationnel x = [ay : -+ : ay] de ]P’II\{’, soient Hg(x) = exp ([K : QJh(x)). Si b est un idéal
entier de Ok, on désigne par Ny le nombre #(Ok /b). On désigne par hg le nombre de classes de
KJ

n?
Vy = - ,ne N,
et
1’ si hK =1 ;
CK = 2[K:QJ 1 .
mmmz, sihg > 1.
Alors il existe un b € Ok tel que b; = ba; € Ok pour touti =0,1,...,N et que Nogpay+-+0xbay <
CK.
Démonstration. On pose
Kv: v -1
He = | | max (i) - vy
0<isN
VEMEK o

On considere I’idéal fractionnaire engendré par les a;, noté comme a cet idéal fractionnaire. En
effet, on peut choisir un b non-nul tel que ba est un idéal entier qui satisfait la condition dans le
corollaire|2.3.12] Dans ce cas-1a, on obtient

Nb = Nb~a < Ck.

Si hg = 1, on peut trouver un b tel que tous les b; sont premiers entre eux, et dans ce cas-1a on a
Ny = 1. O

Corollaire 3.1.6. Avec toutes les notations et conditions dans la proposition[3.1.5] I’inégalité

max {INgio(Bil] < cxexp (1K : Qla(x)).

est vérifiée, ou || est la valeur absolue usuelle.

Démonstration. On a I’inégalité

];[ max {2} > max {INgjo®il}.

et on peut choisir les {b;} tels que Ny < cg d’apres la proposition[3.1.5] Alors on obtient

Hy(x) > max {INk ol e

<i<N
ou Hg(x) = exp ([K : Q]A(x)). Alors on a I’assertion. O

Si on considere les points fermés de hauteur bornée et de degré borné, on a encore la propriété
de Northcott ci-dessous.

Théoreme 3.1.7 ([45]], Theorem B.2.3). Soient B et D deux nombres réels positifs. Alors le cardi-
nal de I’ensemble

{x e Y@ h(x) < B,[Q(x) : Q] < D}

est fini, ont la fonction de hauteur h(-) est définie dans la définition [3.1.3] sur le corps résiduel du
point fermé.

Le résultat suivant est une conséquence directe du théoréme
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Corollaire 3.1.8. Soit K un corps de nombres. Alors le cardinal de [’ensemble
{x e PY(K)| h(x) < B}
est fini.

Soit K un corps de nombres. On définit S (PY; B) = {x € PR(K)| Hk(x) < B} (bien sfr il est un

ensemble fini si on fixe les nombres N et B) et N(PY; B) = #S(PY; B). Par définition, on obtient
I’estimation triviale ci-dessous :

N(PY:B) < 2[K : QDVH BN < v BN, (3.1
Pour une description plus précise du nombre N(P¥; B), on le résultat suivant :

Théoréme 3.1.9 ([72], Theorem 1). Soient S(PY; B) = {x € PY(K)| H(x) < B}, et N(BY; B) =
#S (PY: B). Alors on a

OBlogB), siK=QetN=1;

N. _ N+1
N(Py;B) = a(K,N)B +{ oBY* " ®Q),  sinon.

La constante a(K, N) est définie comme

R

N 1 r1+r2—l’
wlg(N +1) Akl )( +D

ou
— hg : le nombre de classes de K,
— R : le régulateur de K,
— w : le nombre de racine de l'unité dans K,
— (k : la fonction de zéta de K,
— 11 : le nombre des plongements réels de K,
— 1y : le nombre des plongements complexes de K,
— Ak : le discriminant de K/Q.

Maintenant on considere la hauteur d’un point rationnel dans un schéma projectif avec un
plongement dans P(Ex) fixé, ot & est un fibré vectoriel hermitien sur Spec Ok. Soit 2" un schéma
projectif et plat sur Spec Ok, dont la fibre générique est de dimension d et de degré § plongée dans
P(Ek), notée comme X. On fixe un plongement ¥ : X — P(Eg). On prend un point x € 2" (K), et
on définit la hauteur du point K-rationnel x comme

h(x) := h(Y(x)).

S’il n’y a pas d’ambiguité sur le corps de base K et I'immersion fermée ¢ : X — P(Eg), on
désigne

Hg(x) = exp ([K : Qlh(y(x))). (3.2)

Le résultat suivant est une conséquence directe du théoréme

Corollaire 3.1.10. Soit X — P(Eg) un schéma projectif, ou I'immersion fermée de X dans
P(Ek) est fixée. La hauteur des points rationnels dans X est définie dans (3.2)). Soient S(X; B) =
{x € X(K)| Hx(x) < B} et N(X; B) = #S(X; B). Alors N(X, B) est un nombre fini pour tout nombre
positif B fixé.
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Alors, pour un schéma projectif X fixé sur un corps de nombres K, afin d’obtenir des informa-
tions de la densité des points rationnels de X, il est utile de considérer quelques propriétés de la
fonction N(X; B) de la variable du nombre réel positif B.

On a I’estimation suivante.

Proposition 3.1.11. Soient & = Oe;é("“), et X un sous-schéma fermé de dimension pure de P(Eg)
qui est de dimension d et de degré 6. On a

#S (X; B) <0 BM (3.3)
out la constante dépendant de K, 6 et n peut étre calculée explicitement.

En effet, on considere le diagramme suivant :

x—L,pn

¢ |
1L
4

d
P%,

ou L est un schéma K-linéaire de dimension n—d — 1, ry est la projection linéaire de direction L, et
¢ est un recouvrement de degré 6. On peut trouver un schéma K-linéaire L, tel que le diagramme
ci-dessus soit commutatif, et Hg(L) < C(6,n), ou Hg(L) est la hauteur classique de la concaté-
nation des coordonnées projectives d’hyperplanes qui engendrent L et C(J, n) est une constante
dépendante de ¢ et n. Comme pour tout point £ € X(K), on a Hx(¢(&)) < C(6, n)Hg (Y (£)), alors
on obtient

#S (X; B) < 6#S (P; C(6,n)B).

Par le théoreme [3.1.9] on a I’estimation dans (3.3]). C’est une estimation triviale de la fonction de
comptage des points rationnels des schémas arithmétiques avec degré et dimension fixés.

3.1.2 Hauteur arakelovienne d’un point rationnel

Dans cette partie, on définira une fonction de hauteur des points rationnels d’un espace pro-
jectif sur un corps de nombres, qui est par rapport a un fibré en droites hermitien. En effet, cette
hauteur est définie comme le degré d’ Arakelov (voir la définition[2.2.6)) d’un fibré en droites her-
mitien.

Définition 3.1.12. Soit 7 : 2~ — Spec Ok un schéma plat et projectif sur Spec Ok. Le fibré en
droites hermitien sur 2~ est un O g--module inversible £ muni d’une famille de métriques con-
tinues (||-[lv)vemy .- Pour toute place v € Mk , la norme |||, est Gal(C/K,)-invariante et continue
sur L5"(C) (correspondant a L] P o(C) SUT le schéma 2" Xgpec 0x,v Spec C). Cest-a-dire que la
norme ||-||, est le morphisme de £5"(C) dans le faisceau des fontions continues (considéré comme
un faisceau d’ensembles) sur 2, *"(C), et elle définit une norme sur le C-espace vectoriel L], pour
tout point z € 2;(C). On désigne par £ le fibré en droites hermitien sur 2~ défini ci-dessus s’il
n’ay pas d’ambiguité.

A partir d’un fibré en droites hermitien sur le schéma plat et projectif 2" — Spec Ok, on va
définir une fonction de hauteur d’un point K-rationnel de 2.

Définition 3.1.13 (Hauteur arakelovienne). Soient 7 : 2" — Spec Ok un schéma plat et projectif,
£ un fibré en droites hermitien sur 2" défini dans la définition et x € Z(K) un point
rationnel. Alors le point x se releve de facon unique en un point entier P, € 2 (Ok). Pour tout
plongement o : K < C, la structure du fibré en droites hermitien de £ détermine une norme sur
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le C-espace vectoriel L]q(y), notée comme ||-||,- cette norme. Le Og-module £;L muni des normes
définies ci-dessus détermine un fibré en droites hermitien sur Spec Ok, noté comme P;Z, oul’on
considere £;L comme un Og-module inversible. Dans ce cas-la, la hauteur arakelovienne du
point x par rapport au fibré en droites hermitien £ est définie comme ae\gn (P}Z) (voir la définition

, notée comme hz(x).

Remarque 3.1.14 (Indépendance du choix du corps de base). Soient 7 : 2" — SpecOk un
schéma plat et projectif, £ un fibré en droites hermitien, et K’ une extension finie de K contenue
dans Q. Alors

' X Xspecog Spec Ok — Spec Ok

est un schéma plat et projectif sur Spec Og,. On donne une famille de métriques sur £ Xspec o,
Spec Ok pour obtenir un fibré en droites hermitien sur 2" Xspec 0, Spec Ok Si x € Z'(K’), le
morphisme P, : Spec Ogr — 2~ Xspec 0, Spec Ok plonge le point x. On peut définir la hauteur de
X par rapport a £ comme le degré d’ Arakelov normalisé de P;(Z Xspec 0x Spec Ok) sur Spec O .
Plus généralement, si x est un point fermé de 2" et K’ est un corps de définition du point x, alors
on considere le point x comme un élément dans .2”(K’), dont la hauteur par rapport 2 £ ne dépend
pas du choix du corps de définition. Alors on obtient une fonction de hauteur comme ci-dessous :

hz o 2(Q) - R,.

Si on prend & le fibré vectoriel normé sur Spec Ok comme dans I’exemple , et on prend

(Z, Z) = (P(E), Opg)(1)), alors la fonction hZ(‘) définie dans la définition |3.1.13|est la fonction
de hauteur classique (voir la définition 3.1.3)).

Proposition 3.1.15. Soient 1 : 2" — Spec Ok un schéma plat et projectif, L et M deux fibrés en
droites hermitiens sur 2 . On définit £ & M comme un fibré en droites hermitien sur 2" comme
ci-dessous : la structure de O g--modules est L ® M, pour toute place v € Mg «, la métrigue ||-||,
sur (L M)2"(C) envoie le produit tensoriel de section locale s ® t sur le nombre ||s]|, - ||t|l,. Donc
on obtient la proposition suivante. Alors I’égalité

hepz) = hpC) + I)
est vérifiée.

Démonstration. Pour toute place v € Mg, on a log(||s|l, - |l#ll,) = log|lsll, + log]l#ll,. Alors on
obtient le résultat par définition [2.2.6] i

On désigne par lsi\c(% ) I’ensemble des classes d’isomorphismes des fibrés en droites hermi-
tiens sur .Z". Cet ensemble est un groupe commutatif par rapport au produit tensoriel défini dans la
proposition m L'inverse de [£] est [Zv], qui est la classe d’isomorphisme du fibré en droites
hermitien déterminé par le faisceau dual de £ muni des métriques duales. On remarque que h7(-)

ne dépend que de la classe d’isomorphisme de L.

Soit ¢ : 2. *(C) — R une fonction continue, qui est invariante sous 1’action de la conjugaison
complexe. On définit 5v(¢) comme le fibré en droites hermitien sur 2~ dont la structure de O 4 -
modules est O 4-. Pour toute place w € Mk o, ou w # v, on a ||1]|,, = 1. De plus, on a

11]l,(z) = e%@.

Donc on peut considérer le groupe C° (:2;2"(C)) comme un sous-groupe de Pic(2).
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Exemple 3.1.16 ([54], Proposition 9.10). Avec toutes les notations dans I’exemple [3.1.2] si pour
toute place v € Mk, on prend la norme ||-||, qui envoie le point (zp,...,zy) sur le nombre

\/ |z0l2 + - - + |zy]2. C’est-a-dire que le fibré universel est muni des £2-normes. Dans ce cas-13,

on a .

IsG)lhves = (s, €My - (o2 + -+ + anl?) 7,

ouveM K,00-
Soit & = O%NH), et on prend un élément non-nul (zp,...,zy) € & tel que la coordonnée
projective du point x € P(Eg)(K) soit [zg : - - : z,4]. D’apres I’exemple[3.1.2] on obtient

hg ™) = deg, (P;O0re)(1).

Pour un calcul explicite, il est une conséquence directe d’apres la proposition[2.2.9] Dans ce cas-la,
ona

He@(?*M)
_ [K o log #P; 0(1)/s(x)0K)—ve;m%loglls(x)llvfs
= [K%Q] 10g#((Z00K+---+ZNOK)/<S,£x>OK)_v€;K [5(%;] log \/koll(:ff?': e
_ [K{Q] 10g#((Zo0K+-IlijJrlz(;Z’(;f))li(s,fx)OK)+VG;K [Ii{ g} log \/|m|2 R )
= [KfQ] 1og(#0K/<zooK+---+zN0K>>+v€;K K Q] Llog \/lzol2 Ll

Avec toutes les conditions dans cet exemple, soit A(-) la fonction de hauteur classique (voir la
définition [3.1.3)). Alors pour tout x € P(Eg)(K), on a

1
M) < g ) < 5 log (N + 1) + ().

Dans la suite, on va démontrer que la propriété de Northcott par rapport a la hauteur arakelovi-
enne est encore vérifiée.

Théoreéme 3.1.17 ([83]], Theorem 5.3). Soient n: 2" — Spec Ok un schéma plat et projectif, et
L un fibré en droites hermitien sur Z . Si L est un fibré ample sur 2, alors pour tous nombres
réels positifs B et D, le cardinal de I’ensemble

{x € 2/ Q) hz(x) < B,[Q(x) : Q] < D}
est fini.

Démonstration. D’apres la proposition @ on a hfm(-) = nhz(-). Alors afin de démontrer que

I’ensemble dans I’assertion est fini, on peut remplacer £ par ses puissances tensorielles. Donc
dans la suite, on suppose que L est tres ample. Dans ce cas-1a, soit & un Og-module de rang fini.
Alors il existe un f : £ — P(E), telle que L = f*Op)(1).

On prend une famille de normes telle que & soit un fibré vectoriel hermitien, et on peut donner
une famille des métriques de Fubini-Study méme que dans ’exemple [3.1.2] Alors on obtient un
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fibré en droites hermitien Op(g)(1) sur 2. Soient v € Mk et z € Z,*"(C). On désigne par [¢(2)ll,
la norme de I’isomorphisme des C-espaces vectoriels

#(z) : LIO)]; = Op)(D);.

Donc la fonction z — log (||¢(z)|l,) est continue sur Z,*"(C). Comme 2 *"(C) est compact, on
obtient que la fonction z - log (||¢(2)ll,) admet la valeur maximale dans 2 *"(C), notée comme A,
cette valeur maximale. Soient

oW = (X) 0,

xXeM, K00

et

(K, : Q)]
E —A,.
K : Q]

VEMK,OO

Par définition, pour tout x € 2 (@), on obtient
hz(.x) < /’lm@u)()o < /’l()C) +7,

ou A(-) est la hauteur classique (voir la définition l sur PN (@). D’apres le théoreme , on
montre le résultat. O

3.2 Hauteurs d’un schéma projectif

Soient K un corps de nombres, et Ok I’anneau des entiers de K. Soient & un fibré vectoriel
hermitien de rang n + 1 sur Spec Ok, et Ex = E ®p,, K. On désigne par Chowg’ s(K) I’ensemble

des sous-schémas fermés de P(Eg) qui sont de dimension pure d et de degré 6. Soit £ un fibré en
droites ample hermitien sur P(Eg). On dit que L est semi-positif, si pour toute place v € Mk «, le
fibré en droites £, admet une métrique hermitienne dont la courbure est semi-positive sur P(Eg ).
On suppose que Lest semi-positif, alors une hauteur d’un schéma projectif par rapport au fibré en
droites hermitien £ est une fonction

hz : Chowy 5(K) — R,

qui mesure la complexité arithmétique de ce K-schéma projectif de dimension pure.

Plusieurs fonctions de hauteur de schémas projectifs arithmétiques sont utilisées dans cette
thése. Soient X un sous-schéma fermé de P(Ek) qui est de dimension d et de degré ¢, et 2~
I’adhérence Zariski de X dans P(E). On suppose que £ est un fibré en droites ample hermitien sur
X. On introduira la théorie générale pour les hauteurs impliquées dans cette these. Au cas ou X est
une hypersurface, on a quelques propriétés spéciales.

3.2.1 Notions fondamentales et bornes triviales de fontion de Hilbert-Samuel arith-
métique

Soient n > 1 un entier positif, & un fibré vectoriel hermitien de rang n + 1 sur Spec Ok,
et £ = Ope)(1) le fibré universel de P(E). Alors les normes hermitiennes sur & induisent une
structure des métriques hermitiennes sur £ qui définit un fibré en droites hermitien LsurPS).

Pour tout entier D > 1, soient

Ep = HY(P(E), LZ), (3.4)
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et r(n, D) le rang Ep sur Og. En effet, on a

(3.5)

r(n,D) = (n * D).

D

Pour toute place v € Mk, on désigne par |||, sup la norme sur Ep, := Ep ®q,,, C qui est
définie comme

Vs€Epy, Isllvsup = sup [IsX)llvFs, (3.6)
x€P(Ex(O)

ou [||l, rs est la norme de Fubini-Study sur P(Ek),(C).

On va introduire la métrique de John, notée comme |||, ; pour toute place v € Mg sur
I’espace Ep, voir [78] pour une introduction systématique de cette notion. En général, étant donné
un corps convexe (symétrique) C, il existe un ellipsoide J(C) de fagon unique, appelé ellipsoide
de John, contenu dans C dont le volume est maximal. De méme, il existe un ellipsoide L(C) de
facon unique, appelé ellipsoide de Lowner, contenant C dont le volume est minimal.

Pour le Og-module Ep et toute place v € Mg «, on prend son ellipsoide de John afin d’induire
une norme hermitienne a partir de |[|-[}, sup, notée comme ||-||,,; cette norme. Pour toute section
s € Ep, 'inégalité

lIsllvsup < Isllvs < Vr(n, D)l[slly.sup (3.7

est vérifiée d’apres [78, Theorem 3.3.6]. De méme, son ellipsoide de Lowner induit une autre
norme, notée comme ||-||, ;. cette norme pour toute place v € Mg . L’inégalité

lIsllv, < llsllvsup < Vr(n, D)llslly,z (3-8)

est vérifiée. De plus, les constantes ne dépendent pas du choix de corps convexe symétrique.
D’apres les inégalités (3.7) et (3.8), on obtient le résultat suivant :

Proposition 3.2.1 ([20], Proposition 2.1.14). Soit E un fibré vectoriel normé de rang r > 0 sur
Spec K. Alors on a les inégalités suivantes :

,u(E)——logr H(E)) <(E) <HEL) < ﬂ(E)+—10gr

1 1
llmax(E) - 5 logr < llmaX(EJ) /lmax(E) IJmax(EL) ,Umax(E) + = 10g I,

1
ﬂmm(E) -3 1Og r< /Jmm(EJ) ﬂmm(E) /Jmm(EL) ,Umm(E) + = 10g r,

ou Ej est le fibré vectoriel normé muni de la norme de John a partir de la norme orginale, et Ep.
est le fibré vectoriel normé muni de la norme de Lowner.

Soient A un anneau, et E un A-module. On désigne par Sym¥ s (E) le produit symétrique de
degré D du A-module E, ou par SymP(E) s’il n’a y pas d’ambiguité sur I’anneau de base.

Si on consideére Ep comme un Og-module, on a 1I’isomorphisme de Ox-modules Ep = SymD &).
Alors pour toute place v € Mg «, la norme hermitienne ||-||, sur &, ¢ induit une norme hermitienne
II-llv,sym par le produit symétrique. Plus précisément, cette norme est la norme quotient induite par
le morphisme quotient

&P - SymP(8),

ou le fibré vectoriel normé 5®D est muni de la norme du produit tensoriel de & sur Spec Ok (voir
pour la définition). On dit que cette norme est la norme symétrique sur Sym”(&). Pour
toute place v € Mk «, les normes ||-[|, s et ||-[|, sym sont invariantes sous 1’action de groupe unitaire
U&yc, |IFlly) d’ordre n + 1. Alors elles sont proportionnelles et le ratio est indépendant du choix
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de v € Mg (voir la démonstration de [10, Lemma 4.3.6]). On désigne par Ry(n, D) la constante
telle que pour toute section 0 # s € Ep ,, I’égalité

log [[slly.s = log |Islly.sym + Ro(n, D). (3.9
soit vérifiée.
DéﬁBition 3.2.2. Soit Ep le Og-module défini dans (3.4)). Pour toute place v € Mk «, on désigne
par Ep le fibré vectoriel hermitien sur Spec Ok que Ep est muni des normes de John ||-||, s in-

duite par les normes |||, sup définie ci-dessus. De méme, on désigne par Ep gy le fibré vectoriel
hermitien sur Spec O que Ep est muni des normes |||, sym-

Avec les notations dans la définition [3.2.2] on a les résultats suivants.

Proposition 3.2.3 ([21]], Proposition 2.7). Avec toutes les notations dans la définition ona
Hmin(Ep) = Hmin(Ep sym) — Ro(n, D).
Dans I’égalité ci-dessus, la constante Ro(n, D) définie dans I’égalité (3.9) satisfait ’inégalité
0 < Ro(n, D) < log /r(n, D),
ou la constante r(n, D) est définie dans 1’égalité (3.5).

Démonstration. L égalité dans I’assertion est obtenue par 1I’égalité (3.9) directement. Pour 1’iné-
galité, soit s une section non-nulle dans HO(P(S‘,’C),LV,C). Par définition, on obtient ||s|, sup =

IIslly = lIslly,sym. Alors

D D D D
”S ”V,Sllp = ||s”v,sup = ||S||v,5ym = ||S ||v,sym-

Comme Ry(n, D) = log||s” Ily.s —log ||sP Ily,sym qui ne dépend pas du choix de s, d’apres I’inégalité
(3.7) on obtient le résultat. O

Proposition 3.2.4 ([21]], Proposition 2.9). Avec toutes les notations dans la définition et
légalité (3.9), pour tout entier D > 1, I’inégalité

— o _ — —V
Fimin(Ep) > Dimin(€) = p”(€") = Ro(n, D)
—V
est vérifiée, ol la constante pP(E ) est définie dans la remarque |2.2.34
Démonstration. Par la définition dans la remarque [2.2.34] on obtient I’égalité
—  =®D = —v
finin(E ) = Diimin(&) = pP(E).

— . —aD L = . —®D
De plus, comme Ep sy, est un quotient de &, on obtient fyin(Epsym) = Umin(E ) par la propo-
sition[2.2.26] Alors on a

T . (F - (F — = =V
Limin(ED) = Lmin(ED.sym) — Ro(, D) > Dimin(E) — pP(E") = Ro(n, D),

ce qui montre le résultat. O

. A%+ .
Remarque 3.2.5. Soit & = Ok muni des ¢>-normes. Pour toute place o € Mg, la norme
envoie (xg, ..., X,) en

Vi) + -+ - + o (),

ol |-| est la valeur absolue usuelle. Alors on aﬁmm(é) = ﬁ(g) =0et p(D)(EV) = 0. Dans ce cas-la,
on a

—_—— D
u(Ep) > ) log(n + 1)

d’apres la proposition , comme r(n, D) = ("BD ) <(m+ DP.
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Soient X un sous-schéma fermé intégre de P(Ek), et 2~ ’adhérence Zariski de X dans P(E).

On désigne par
nxp: Epx = H(P(Ek), L") = H'(X, LIFP) (3.10)

I’application d’évaluation sur X. On désigne par Fp I’'image saturée du morphisme nxp dans
HY(%Z ,LI?;’). Dans les autres mots, le Og-module Fp est le plus grand sous-Og-module saturé
de HY(2, LI%?) tel que Fp x = Im(nx p). Lorsque I’entier D est assez positif, I’homomorphisme
nx.p est surjectif, ce qui signifie Fp = HO(%,LlQEZD).

Le Ok-module Fp est muni des métriques quotients (a partir des celles de Ep) telles que Fp
soit un fibré vectoriel hermitien sur Spec Ok, noté comme Fp cette fibré vectoriel hermitien.

Définition 3.2.6. Soit F le fibré vectoriel hermitien sur Spec Ok défini au-dessous de 1’appli-
cation (3.10). On dit que la fonction qui envoie ’entier positif D sur la pente de Fp sous cette
famille des normes est la fonction de Hilbert-Samuel arithmétique de X par rapport au fibré en
droites hermitien L.

Remarque 3.2.7. Avec les notations dans la définition , la quantité cTe\g(fD) est appélée "D-
ieme hauteur" de X et elle est étudié dans dans [65, §2.2]. Comme Fp est un quotient de Ep, on
a

= R D
H(Fp) > tmin(Ep) > ) log(n + 1)

d’apres la proposition 2.2.26| et la remarque [3.2.5] C’est une minoration triviale de la fonction de
Hilbert-Samuel arithmétique u(Fp) de X.

Soit Z = {P;};c; une famille de points K-rationnels distincts de X. L”application d’evaluation
nzp : HBER), L) > P P L3’
i€l
se factorise par le morphisme nx p qui est défini dans le morphisme (3.10). On désigne par
¢zp: Fpx — @ P L
i€l
le morphisme tel que ¢zp © nx.p = 7zp-
Proposition 3.2.8 ([21]], Proposition 2.12). Avec toutes les notations dans la définition si
Uinégalité _
ﬁmax(FD) 1
Sllg) h7(Py) < — D5 "D log r1(n, D)
est vérifiée, ou ri(n, D) = 18y, (Fp). Alors le morphisme ¢z p ne peut pas étre injectif.

Démonstration. Si ¢z p est injectif, alors il existe un sous-ensemble Iy de / de cardinal r;(n, D)
tel que pr;, o¢z p soit injectif, ou pr; est I’application projective canonique

P ric? > P ey

i€l i€ly
D’apres la proposition [2.2.26] on obtient

Hmax(Fp) < max Dh(P;) + h(pry, o¢zp).
i€ly
D’apres I'inégalité (3.7)), on obtient

1
h(pr;, o¢zp) < 3 log r(n, D),

ce qui résulte en une contradiction. O
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3.2.2 Introduction a la forme de Chow et la forme de Cayley

Dans cette partie, on introduira les notions de la forme de Chow et de la forme de Cayley d’un
schéma projectif de dimension pure. L’ approche est purement géométrique.

Soient k un corps, et V un espace k-vectoriel de rang n + 1. Soit X un sous-schéma fermé
de dimension pure de P(V). On considere certains invariants du schéma X. Ils peuvent classifier
les sous-schémas linéaires fermés de dimension n — d — 1 de P(V) dont I’intersection avec X est
non-vide.

Définition 3.2.9. Soient X un schéma de dimension pure, et C(X) I’ensemble des composantes
irréductibles de X. On définit le cycle fondamental de X comme la somme formelle

[XI= D o, Oxx)X',
X'eC(X)

De plus, I'entier {o, ,,(Ox x') est appel€ la multiplicité géométrique de la composante irréductible
X’ € C(X) dans X, voir ~ pour la définition de {o, ,, (Ox.x).

Soient W le produit P(V) Xy P(VV)y@+D) et T" la sous-variété d’incidence de W qui classifie
tous les points (&, ug, . . ., ug) tels que E(up) = --- = E(ug) = 0. On désigne par p : W — P(V) et
q: W — P(VYY*@+D Jes deux projections.

Proposition 3.2.10 ([10], §4.3). Soit X un sous-schéma fermé de dimension pure de P(V), qui est

de dimension d et de degré 6. On suppose que [X] = Y, m;X; est le cycle fondamental (voir la
i€l

définition de X. Alors g(T N p~'(X)) est une hypersurface de P(V'yY*“9*D de multi-degré

,...,0). De plus, le cycle fondamental de I’hypersurface g(I' N p~ (X)) admet la forme de

Z miX;,

i€l
ou X! est une hypersurface integre de multi-degré (deg(X;), . . ., deg(X;)) de P(VVy«d+D),

Définition 3.2.11. L’hypersurface définie dans la proposition [3.2.10| correspond a un sous-k-
espace vectoriel de rang 1 de I’espace Sym®(VY)®@+D noté comme @y ce sous-k-espace vec-
toriel. On appelle que @y est la multi-forme de Chow du schéma X.

Remarque 3.2.12. Soit ¢x un élément dans Sym‘S(VV)Q"k("“) qui représente @y, alors on a

¢x = nfl”;?f,

iel

oll tous les ¢y, € SymIeX)(VV)®@+D sont des polyndmes irréductibles distincts de multi-degré
(deg(X;), ...,deg(X;)) sur V. Si le schéma X est inteégre, alors ¢y est un polynéme irréductible.

Dans la suite, on va introduire la forme de Chow classique, ou 1’on utilise 1’approche dans
[35, §3.2.B]. Soit G = Gr(d + 1, V") la grassmannienne qui classifie tous les quotients de rang
d + 1 de VY (ou I’on peut dire que tous les sous-espaces de rang d + 1 de V). On désigne par I”
la sous-variété d’incidence de P(V) x; G qui classifie tous les points (£, U) tels que £(U) = 0 (on
considere U comme un sous-espace de V). Soient p’ : P(V) x; G — P(V)etq : P(V) %y G—-G
les deux projections.

La proposition suivante est une généralisation de [35, §3.2.B]. Le cas ol I’on considére un
schéma integre est considéré dans [21, Proposition 3.3]. Ici, on généralise ce résultat au cas ou le
schéma X est de dimension pure générale.
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Proposition 3.2.13. Soit X C P(V) un sous-schéma fermé de dimension pure, qui est de dimension
d et de degré 6. On suppose que [X] = Y, m;X; est le cycle fondamental de X. Alors ¢'(I" N

i€l
p'~U(X)) est une hypersurface de degré § de G. De plus, le cycle fondamental de I’hypersurface
¢ N p'~Y(X)) admet la forme de N
Z m;X;,

oil X; est une hypersurface intégre de degré deg(X;) sur G.

Démonstration. La sous-variété d’incidence I'” est une fibration sur P(V) dans la grassmannienne
G. D’abord, on suppose que X est intégre, alors on peut considérer la topologie de X seulement.
Dans ce cas-13, on rappelle la démontration de [21] Proposition 3.3]. Le schéma I N p’~1(X) =
p’l;,1 (X) est irréductible. On désigne par Y le schéma I N p’~!(X) considéré comme une sous-
variété de I". La projection ¢’ est propre, donc I'image Z = ¢’(Y) est un sous-schéma fermé
intégre de G. Soit & = Spec K’ le point générique géométrique de Z, qui correspond a un sous-
espace vectoriel V de rang d + 1 de V. La fibre Y coincide avec le sous-schéma de Xk défini par
I’annulation sur V. La dimension de Xk~ est d, donc ¢’ envoie Y sur Z birationnellement et on a
dim(Z) = dim(Y) = dim(G) — 1.

Pour calculer le degré de Z comme un sous-schéma fermé de G, on considere ’égalité ci-
dessous des classes de cycle :

(Z] = (¢'Ir)«(P"Ir)*[X] = 6(q"Ir)(p'Ir)* (U],

ou U est I’espace projectif associé a I’espace quotient de rang d+1 de &. La classe (¢’|r)«(p’Ir)*[U]
est la premiere classe de Schubert dans la grassmannienne G d’apres [32), §14.7]. Alors le degré
de Z dans G est 6.
Si X est un sous-schéma fermé de dimension pure de P(V), par I’argument ci-dessus, on obtient
que
[q' (@ 0 P OON = D milq I (P F )X,
i€l
ol [X] est le cycle fondamental du schéma X.

Soient X; et X; deux composantes irréductibles distinctes de X, qui sont considérés comme
deux schémas integres. Donc il existe un %—point P,telque P € X,-(%) mais P ¢ X j(%). De plus, on
obtient qu’il existe un sous-schéma k-linéaire fermé qui intersecte X; en un sous-schéma non-vide
mais n’intersecte pas X;. On en déduit (¢’ ).(p"Ir)*[Xi] # (¢'Ir)«(P’Ir)*[X;] considérés comme
cycles premiers. Alors on a I’assertion. O

On va introduire la forme de Cayley. L’avantage de la forme de Cayley est qu’on peut la
construire a partir d’un systeme de générateurs de X qui sont de degré 6. On rapelle que dans la
construction de la multi-forme de Chow, on a actuellement utilisé la coordonnée de Stiefel de la
grassmannienne. Si on prend la coordonnée de Pliicker, la méme opération construit la forme de
Cayley.

Par le plongement de Pliicker G — P( /\‘ZJrl V), I'algebre de coordonnées B(G) = @ Bp(G)

D>0
de G est une algebre quotient homogene de 1’algébre P Sym?( AL VY)Y, Pour expliquer le rdle

D>0
de la coordonnée de Pliicker, on considere la construction suivante : on désigne par

0: VY& (ANTV) - AV

I’homomorphisme qui envoie &€ ® (xo A -+ A xg) sur
d

Z(—l)’{:‘(xi)xo A AXiet A Xigt A A Xg.
i=0
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Soit I la sous-variété de P(V) x; P(A%! VV) qui classifie tous les point (&, @) tels que (®a) = 0.
Soient p : P(V) xx PN VY) = P(V) et g : P(V) xx POA VY)Y = P(AY V) les deux
projections canoniques. Alors on obtient la proposition suivante.

Proposition 3.2.14. Soit X un sous-schéma de dimension pure de P(V), qui est de dimension d
et de degré 8. On suppose que [X] = Y. m;X; est le cycle fondamental de X. Alors (' N p~' (X))

i€l
est une hypersurface de degré 6 de P A VY. De plus, le cycle fondamental de I’hypersurface
7T N p (X)) admet la forme de _
Z miX;,

i€l
ou Z{ est une hypersurface intégre de degré deg(X;) de PN VY.

Définition 3.2.15. On désigne par Wy le sous-k-espace vectoriel de dimension 1 de Sym®(A%*! vV)
qui définit I’hypersurface dans la proposition [3.2.14] On dit qu’elle est la forme de Cayley de
X. La variété d’incidence I” de P(V) x; G est 'intersection de T et P(V) Xy G (plongée dans
P(V) ¢ BOAT YY),

Remarque 3.2.16. On aI’observation suivante a partir de la relation entre la coordonnée de Stiefel
et la coordonée de Pliicker (voir la page 101 de [35]]). Soit ¥ x un élément dans Sym‘s( /\‘”1 vY)
qui représente ¥y considéré comme un polyndme homogene de degré & sur A" V. Alors le
polyndme homogene ¢x de multi-degré (6, .. ., §) est défini comme

¢X(x07 LI ,Xd) = l//X(xO ARV .Xd),

ol ¢x est défini dans la définition [3.2.T1] Par définition, si le schéma X est integre, le polynome
Wy est irréductible.

3.2.3 Hauteurs d’un schéma projectif de dimension pure

D’abord, on définit une fonction de hauteur introduite par G. Faltings dans [28, Definition 2.5]
par la théorie d’intersection arithmétrique. La théorie d’intersection arithmétique est développée
par H. Gillet et C. Soulé dans [37]], voir [[76] pour une introduction systématique de cette théorie.

Définition 3.2.17 (Hauteur arakelovienne). Soient K un corps de nombres, Ok 1’anneau des entiers
de K, & un fibré vectoriel hermitien de rang n+ 1 sur Spec Ok, et £ un fibré en droites hermitien sur
P(Ek). Soient X un sous-schéma fermé de dimension pure de P(Eg) et 2" I’adhérence Zariski de X
dans P(E). La hauteur arakelovienne de X est définie comme le nombre d’intersection arithmétique

I — = +
g e (@@ - 127),

ol ¢ (L) est la premiere classe de Chern arithmétique de £. Cette hauteur est notée comme h7(X).

Si X est un point rationnel considéré comme un schéma projectif integre, la hauteur définie
dans la définition [3.2.17|est la méme que celle donnée a la définition|3.1.13

Remarque 3.2.18. Soit

hLD) (X) — aﬁ%n (FD)
7 D d+ 1)

otl Fp est défini dans la proposition D’apres [65, Théoreme A], I’égalité
: (D) — ]
Dh_r)rgo hZ (X) = hz(X)

est vérifiée.
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Définition 3.2.19 (Mesure de Mahler). Soit f(T4,...,T,) € C[Ty,...,T,] un polyndme. On
définit la mesure de Mahler du polyndéme f(T1,...,T,) comme

M(f) = exp ( f log|f(eZ™™, ..., ¥ )\dt - - -dt,,),
[0,1]*

ou |-| est la valeur absolue usuelle.

Pour un corps de nombres K, soient f(Ty,...,T,) € K[Ty,...,T,] et o : K < C un plonge-
ment. On définit

My (f) = exp( f loglo(f)(e¥™ ™, ..., e*™™)\dt ---dtn) (3.11)
(0,11

comme la mesure de Mahler du polyndme f par rapport au plongement o, ou || est la valeur
absolue usuelle.

On va introduire une fonction de hauteur d’un polynéme, qui est originaire de [59, Définition
1.10].

Définition 3.2.20 (Hauteur de Philippon). Soit X une hypersurface de P% définie par le polyndme
homogene o .
f(To, Ty, ..., Ty) = Z igiyin Ty T) - T

ig+--+ip=0

la hauteur de Philippon de X est définie comme

[Ky : Qyl 1
hen(X) = ) = loglflly + = > log Mo(f),
peSpm Ok [K: Q] [K: Q] o:K—C
ol I’on définit
il = max {lagi, i)
ig+-+ip=0

pour tout p € Spm Ok, et M (f) est la mesure de Mahler de f par rapport au plongement o : K <
C définie dans (3.11).

— 1
En général, soit & = 52(’“ ) un fibré vectoriel hermitien. Soit s € H(P(Ek), Op(g,)(0)) une

section globale non-nulle. Pour toute place infinie v € Mg, fixée, on définit

Islheo = sup  ls(Ollvrs = sup [Is(O)llFs- (3.12)
X€P(Ex,)(C) Il =1

En effet, la norme ||-||,  est méme que la définition dans (3.6). Soient U(Ek,, |I|l,) le groupe
unitaire qui s’agit sur &g, et dv(x) la mesure U(Ek,y, ||-|ly)-invariante unique probabiliste sur

P(Ek)(C), ce qui signifie
f dv(x) = 1.
P(Ek)(C)

Soit |||l s la métrique de Fubini-Study sur P(Ek),(C) par rapport au plongement complexe ou
réel v. On définit

lIsllv.0 = exp ( f log IIS(X)IIV,Fst(X))- (3.13)
P(Ek)(C)

Pour tout nombre réel strictement positif p, on définit

1/p
IIslly.p = (f IIS(x)IIfFSdV(X)) . (3.14)
P(Ek.)(C) ’
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On va comparer les normes définies dans (3.12), (3.13)) et (3.14). D’apres [10} (1.4.10)], on
obtient

lIsllv.co = llsllv.p = llsllvo = Lim [Is]l,, -
p—0

D’apres [10, Corollary 1.4.3], on a
0
Islh.c < exp (57 ) lslho

ouH,=1+ % +0 4 % C’est une généralisation de [28, Lemma 2.9].

Définition 3.2.21 (p-hauteur). Soit s € HO(P(Ek), Op(gy)(0)) une section globale non-nulle. On
définit la p-hauteur de I’hypersurface X de P(Eg) définie par la section globale s comme

K, : Q, K, :Q,
o= Y, T gl + > ol

peSpm Ok

ol p € [0, +0o0], et la norme |||, , est définie dans les égalités (3.12)), (3.13) et (3.14).

D’apres [10, Theorem 4.3.8], soit X une hypersurface de P(Ek). Alors on a I’égalité
1
ho(X) = h(X) = 6H,,

ou I’on prend le fibré en droites £ = Ox(1), qui est muni des métriques de Fubini-Study induites
par les normes sur &.

Si le fibré vectoriel hermitien & = 02("“) est muni des £?-normes définies suivantes : pour
tout plongement o : K — C, la norme ||-||- envoie le point (x, ..., x,) en

VIe(o) + -+ - + |o(x,) 2,

ot || est 1a valeur absolue usuelle. Soit s € HO(P(Ek), Op(gy)(0)) une section non-nulle. Une section
globale non-nulle dans HY(P(Ek), Opsy)(0)) peut étre considérée comme un polyndéme homogene
de degré ¢ dans K[Ty,...,T,], car P(Ek) est un espace projectif de dimension n. Alors d’apres
[60, Théoreme 1], on obtient

0 < log M, (s) — log|Isllyo < 46log(n + 1)

pour toute place v € Mg, ou M, (s) est la mesure de Mahler de la section s considérée comme un
polyndme homogene de degré ¢ par rapport a la place v, voir (3.11)) pour la définition de la mesure
de Mahler. Soit X I’hypersurface définie par la section globale s € HO(P(Ek), Op(g,)(9)), alors on
en déduit

0 < hpp(X) — ho(X) < 46log(n + 1), (3.15)

voir la définition[3.2.20] et 1a définition [3.2.21] pour les définitions des deux hauteurs dans I’inégal-
ité (.13).

3.2.4 Hauteurs de la forme de Chow et la forme de Cayley

On a défini la forme de Chow et la forme de Cayley dans §3.2.2] Soient K un corps de nombres,
& un fibré vectoriel hermitien sur Spec O, et X un sous-schéma fermé de dimension pure de
P(Ek), qui est de dimension d et de degré 6. La multi-forme de Chow @y g de X s’identifie & un
sous-espace de rang 1 de Sym$.(E})®¢@*D, dont la saturation dans SymdoK (EY)®ox @D ¢identifie

2 un sous-fibré en droites hermitien @y de Sym®(EY)®x@*D sur Spec Ok.
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Soit X le méme comme ci-dessus. Par 1’argument similaire a celui ci-dessus, la forme de
Cayley Wy x s’identifie un sous-K-espace vectoriel de dimension 1 de Sym%( A Ey), dont la
saturation dans SymgK( A% EY) s’identifie un sous-fibré en droites hermitien Py sur Spec Ok.

Soit Yy € Syrn%( A &y) un élément qui représente la forme de Cayley Wx x mentionnée
ci-dessus. D’apres [10, Theorem 4.3.2], si on définit la O-hauteur (voir la définition 3.2.21) de X
par rapport a la forme de Cayley comme

~ K, : K, :Q,
0= Y, e g + > e ogluda,

peSpm Ok

alors on obtient .
ho(X) = hz(X) = 56Hy, (3.16)

ou N =rg(AN“' k)~ 1=((1]) - LetHy=1+5+-+4.

On va construire un systeme de générateurs de I’idéal de X a partir de Wy g qui sont de degré
0. L’approche ci-dessous provient de [21} §3]. Soit yx € Sym‘,s(( s &y) un élément non-nul qui
représente la forme de Cayley Wy k. L’élément est considéré comme un polyndme homogene de
degré 6 sur A\9*! &} Soient x, Yo, . ..,ys des variables dans Eg et ¢ une variable dans Ey. Pour

touti=0,1,...,d, soit z; = &(x)y; — £(y;)x. Comme

ZO/\.../\Zd

d
ECOT Ty A Aya= ) EXTEDYO A AYict AXAYist A A
i=0

d
f(X)"[f(X)yoA---/\yd—Zﬂyi)yo/\---/\yi-l A XA Yl /\~--/\yd],
i=0

alors on obtient
Uxk(@o A+ A2zZq)

d
= E0Myxk (f(X)yo Ao Aya— Z EQDYO A AYict AXAYigt Ao A de .
i=0

En remplagant les variables x, yg, - - - , yqs dans

d
%Z’X,K[f(x)yof\"'AYd—Zf(yl')yo/\"'/\)’i—l A XA il /\"'/\)’d)
i=0

par des valeurs dans leurs domaines de définition, on obtient un systeme Ix x de polyndmes de de-
gré 6 sur EY,, qui définit un sous-schéma X de P(E). En effet, un homomorphisme anti-symétrique
&y — & agissant sur un élément ¢ dans & peut étre écrit comme une combinaison K-linéaire
des éléments da la forme de £(x)y — £(y)x, ou x et y sont d’éléments dans Eg.

Définition 3.2.22. Avec les notations et les opérations ci-dessus, soit Ix le plus grand Og-module
saturé de §ym5(8) tel que Ix ®p, K = Ix k. On définit Iy comme le sous—ﬁbré vectoriel hermitien
de Sym’(&) muni des normes induites par les normes symétriques sur Sym°(&).

Remarque 3.2.23. On considere un cas spécial. Soit X une hypersurface de P(Eg) qui est de
degré & définie par f € Sym®(Ek). Dans ce cas-1a, Ix  est engendré par 1’élément f. On revoie les
lecteurs a 35, Examples 2.3 (b), §3.2.B] pour une démonstration.
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D’apres la définition [3.2.22] on a la proposition suivante.

Proposition 3.2.24 ([21]], Proposition 3.6). Soit X un sous-schéma fermé de P(Ek), qui est de
dimension pure d et de degré . Soient Ix comme dans la définition et hz(X) comme dans
la définition[3.2.17] Alors on a

Hmin(Ix) > —h7(X) = C1,

ot Cy = C1(&,d, ) est une constante explicite expliquée dans [21, Proposition 3.6], qui satisfait

Cy <g4 0.

3.2.5 Hauteur d’une hypersurface projective

Dans cette partie, on discutera des hauteurs d’une hypersurface de P(Ek). Soit K un corps de
nombres, et Ok 1’anneau des entiers de K. Dans la suite, on suppose que & = Oi("“) est muni des
normes suivantes : pour tout plongement o : K <— C, on définit

Hlo = (05> Xa) = VloGxo)P + -+ + o (xa)P2,

ou |-| est la valeur absolue usuelle. Dans ce cas-la, & est un fibré vectoriel hermitien sur Spec Ok.
Soit
f(To,Ty,...,Ty) = Z igiyin Ty Ty - T

(iO ----- i)l)ENn+l
ip++ip=0

un polyndme homogene a coefficients dans K de degré ¢, alors

est un sous-schéma fermé de P%. En effet il est une hypersurface de P(Ex) qui est de dimension
pure n — 1 et de degré ¢ (cf. [43], Proposition 7.6, Chap. I]).

Définition 3.2.25 (Hauteur classique). Soit

f(To,Ty,...,Ty) = Z igsit i Ty Ty - Tyt
(i05-.erin)EN"H1
ip+-+ip=0
un polyndme homogene non-nul a coefficient dans K. La hauteur classique h(f) du polyndme
homogene f est définie comme :

(K, : Q]
Wf)= ) ==Clog  max {lay, i)
7 [K:Ql 7 (goiy)en!
vex g+ tin=5
De plus, si X est la hypersurface de P} définie par f, on définit A(X) = h(f) comme la hauteur
classique de I’hypersurface X.

Par définition, la hauteur classique est invariante sous toute extension finie de corps de nom-
bres.

On considere la forme de Cayley de X définie dans la définition [3.2.15] D’apres 1’argument
dans la remarque [3.2.23] le systeme Ixx définie dans la définition [3.2.22] est engendré par le

polyndéme f(Ty,...,T,), et en effet Ix est un fibré en droites hermitien sur Spec Ok. Alors
Hmin(Ix) = i(Ix) (3.17)
(K, : Q] (K, : Q]
= - > = eglfllh - Y. == log | flhyms

peomOx (K : Q] A (K : Q]
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ol [||l,sym est la norme symétrique de I’espace Sym5(8 ).
Pour une hypersurface projective X, on comparera toutes les hauteurs mentionnées ci-dessus.
D’abord, on va comparer la hauteur classique de X et la pente du fibré en droites hermitien /.

Proposition 3.2.26. Soient X une hypersurface projective de degré 6 de P, h(X) la hauteur clas-

sique de X définie dans la définition |3.2.25| et i(Ix) comme dans la définition |3.2.22| Alors on
a

- 3
h(X) - glog(é + 1) < —fiTy) < h(X) + 7” log(5 + 1),

Démonstration. Soient v € Mg ., une place infinie, et s € HO(P(SK),OP(gK)(é)) une section glob-
ale non-nulle. D’apres 1’égalité (3.9)) et la proposition [3.2.3] on obtient

log ”S”v,J = 10g ”sHv,sym + Ro(n, 0),

ou la constante Ry(n, 0) satisfait
0 < Ry(n,0) < r(n,o),

et r(n,6) = ("+5) De plus, I’inégalité

||s||v,sup ”S”vJ Vr(n 0) ||S||v9up

est vérifiée d’apres 1’égalité (3.7), ou ||-||,,; est 1a norme de John a partir de ||-[|,sup. Donc on obtient
I’inégalité

1 1
IOg ||S||v,sup - E log r(n,0) < 10g ||s”v,sym < IOg ”SHv,sup + E 10g r(n, o)

par la proposition [3.2.1]
Par définition, [[s|l,sup = sup  [|s(x)ll,rs correspond a la métrique de Fubini-Study sur
XeP(Ekv)(C)
sl

P(Ek), qui est égal a TR ou ||, est la norme induite par la norme hermitienne sur &. La valeur

|ls(x)lly,rs ne dépend pas du choix de la Coo_rdonnée du point x.
Afin d’obtenir une majoration de —u(Ix), on suppose que I’hypersurface X est définie par
I’équation homogene non-nul

fTo,Tr,o Ty = > i, i TeT] T

(igse.nnin)ENTH
g+ +ip=0

Alors pour toute place v € Mk ., on obtient

LORICII (n + 5)
(io

eBENC,) VIR )
i+ +l,, =0

caril y a au plus (”:;5) termes non-nuls dans 1’équation f(7y,...,T,) = 0. Alors on obtient

- 3 § 3
~iTy) < h(X) + 3 log (” ; ) <h(X) + Snlog(s + 1),

ou I’on utilise I’estimation triviale (”J’é)

(6 + 1)" a la derniere inégalité ci-dessus.
Dans la suite, on va trouver une minoration de —/J(I x). Pour toute place v € Mk o, S0it ag,

un des coefficients de f(To,...,T,) tel que |aq,.. qo,lv = max 5“%
1+

ln—

.....

i,Iv}. D’apres la formule

.....

d’intégration de Cauchy, on a

1
(27l'i)"+1

ap—1 oz
f F@os a2z 2 g - dzy = dg,...a,-
lzoly =lzoly=1
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Donc on obtient

1 ap—1
- ~ao=1  _—an-l
‘(Zﬂi)"“ lzoly=-=Iz0l,=1 S e dan
0lv=""=I20lv=

f | f(e2mto’ s ethn)e—thoao L. e‘z””"""dto L dln
[0,1]"*

v

v

< f [, &) dig--- dty
[O,l]’”’l
< sup |f(x)l,
xEC’”l
[xl<1
lf(0l,

)
xeP(ER)W©) |y
D’oul’on a

1
10g ”f”v,sym = max {|aio ..... inlv} - = 10g r(n, o)
ig+-+i,=0 2

i, =

pour toute place v € Mk ... Alors on obtient

— 1
i) > h(X) = 5 1og r(n,8) > h(X) - glog(é + 1),
ce qui termine la démonstration. O

Afin de comparer la hauteur classique et la hauteur de Philippon d’une hypersurface, il faut
comparer la mesure de Mahler et la valeur absolue maximale des coefficients du polynéme qui
définit I’hypersurface, ol la place infinie v € Mg, est fixée. On utilise la méthode dans [45]
§B.7].

Soit

fT o Ty= Y a, Ty T

un polyndme a coefficients dans C. On définit la L>-norme de f comme

1/2
Ly(f) = ( f |f<e2’""',...,ez’”’"fdn---dfn) (3.18)
[0,1]"

12
[ Z lai, ... i,,|2] ,
(@@

ou |-| est la valeur absolue usuelle.
Avec les notations ci-dessus, on va introduire deux lemmes suivants.

Lemme 3.2.27 ([43]], Lemma B.7.3.1). Soient f,g € C[T1,...,T,] deux polynémes non-nuls. On
suppose degTj(f) < dj. Soient M(f) la mesure de Mahler définie dans la définition|3.2.19, et L(-)
défini dans I’équalité (3.18). Alors on a :

L Ly(f) < [(di + 1)+ (dy + D]V max lai,....i,|

2. M(fg)=M(f)M(g);
3. M(f) < Lo(f).
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Lemme 3.2.28 ([45], Lemma B.7.3.2). Avec toutes les notations dans le lemme|[3.2.27] Soit

FTu Ty = Y @, T T

un polynome non-nul a coefficients dans C. On définit degT/,( f) comme le degré de f considéré
comme un polyndme de la variable T, ou 1 < j < n. On suppose que degTj (f) < dj. Alors

d d, -
lai, il < (lf) - (l )M(f) < 20 pp( ).

n

Avec les lemmes [3.2.27) et [3.2.28] on peut comparer la hauteur classique et la hauteur de
Philippon d’une hypersurface projective.

Proposition 3.2.29. Soit X < P} une hypersurface projective définie par I’équation homogéne

io i i

fTo,Tr, Ty = > i, i ToT] T
(10 sssss i)l)ENn+l
ig+-+ip=0

Alors on a 1
hpp(X) — 3 log((n + 1) + 1)) < i(X) < hpp(X) + (n + 1)d1og 2,

ot la hauteur de Philippon hpp(X) de X est définie dans la définition et la hauteur classique
h(X) de X est définie dans la définition[3.2.25]

Démonstration. D’apres les lemmes [3.2.27]et[3.2.28] soit o : K < C un plongement, on a

Mo (f)
atl < - max_ (o (@ir,..i,)l)
0:K—C \/(dl + D ld+ D) 0:K—C E(lﬁ;’_'_l’;)ig
< [ 2"M.h),
o:K—C

ou d; = degy,(f) est défini dans le lemme|3.2.28] Siv € Mk y, alors

max  {laiy i} = If1l-
(i0,-rin)ENT1
i+ +ip=0

Donc par la définition [3.2.20]et la définition [3.2.25] on obtient le résultat, car on a d; < ¢ pour tout
ie{0,1,...,n} m]

3.3 Fonction de Hilbert-Samuel arithmétrique d’un espace projectif

Dans cette partie, on estimera la fonction de Hilbert-Samuel arithmétrique (voir la définition
[3.2.6) d’un espace projectif de dimension n par rapport au fibré universel.

Proposition 3.3.1 ([33]], Proposition 4.2). Soient ED,Sym méme comme dans la définition et
r(n,D) =1g(Ep) = (HBD), D > 1. Alorsona

- 1 D! —
u(E = E 1 — | + Du(&),
H(E D sym) 2r(n.D) L og (iO! — in!) (&)

105e.esin=0

ol & est un fibré vectoriel hermitien de rang n + 1.
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Remarque 3.3.2. Avec toutes les notations dans la proposition SiD =0,onau(Ep) =0,
puisque Ep = Ok. Si D < 0, le Og-module Ep est nul.

Soit
ol -+ iy
Cn,Dy= ) log(T), (3.19)

ig+-+ip=D
00yeesin =0

alors on obtient |
deg,(Ep.sym) = 5C(n, D) + Dr(n, DYu(E)

par la proposition D’apres la proposition[3.2.3] on obtient

WEp) = C(n, D) + D@(&) — Ro(n, D),

1
2r(n, D)

ol Ep est muni des normes de John induites par ses normes supérieures lorsque D > 0, et la
constante Ro(n, D) est définie dans la proposition [3.2.3] qui satisfait

0 < Ro(n, D) < log +/r(n, D).

Voir la définition [3.2.21
D’apres la proposition dans 1’annexe de [34]], on a

C(n,D)

1 1
_(§+...+m)<D+o<D»r<n,D>

1 (1 1
__(_++_)Dn+l +0(Dl’l+1)

n!'\2 n+1

lorsque n > 2. Mais I’estimation du reste est implicite. Dans ce paragraphe, on donnera une
estimation effective plus fine. En effet, on démontrera (dans le théoreme [3.3.16)

1 - 7-{”+1 n+1

_2
CnD) = ——D —%D"logD (3.20)

1 1 3 13
+—((—6n3 - Zl’l2 - El’l + 2)7‘{,,

1 119 1
+-nd+ —n®+ (ﬁ - 5 log (27r))n —4 +log (27r))D"

ouH, =1+ % +--- 4 % De plus, on donnera une majoration uniforme et une minoration uniforme
du reste explicitement.
Dans le rest du paragraphe, on note r(n, D) = ("+D ), et on note C(n, D) comme I’égalité (3.19).

n

3.3.1 Préliminaire

Dans cette partie, on donnera certains calculs préliminaires pour 1’estimation de C(n, D).

Lemme 3.3.3. Ona
D

r(n,D) = Z r(n —1,m).

m=0
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Démonstration. En effet, on a

n+D D n+m-—1 D
r(n,D)=( . )=Z( . ):Zr(n—l,m).

m=0 m=0
m]
Lemme 3.34. Ona
D D\
C(n,D) = Z[C(n— 1,m) + r(n — l,m)log( ) ]
m
m=0
Démonstration. En effet, on a
D ol -+ ip_y!
Cn,D) = Y > log(T) +r(n — 1, m)log m!
m=0 | ig+-+i,-1=D-m
10).nesipn 20
D NI D—m)!
= Z( Z log(—lo'D l"_l")+r(n— l,m)log—( D'm).
m=0"\ ig+-+ip_y=D—m (D —m)! :
100 esly 20
+r(n —1,m)log m!)
D D\
= Z Cin—1,m)+r(n—1,m)log .
m
m=0
m|
Soit
D D
O(n, D)= ) r(n- Lm)log( )
m=0 m
alors on a
D
C(n,D) = Z C(n—-1,m) - Q(n, D) 3.21)

m=0
d’apres les lemme [3.3.3] et [3.3.4] Par définition, on obtient C(0, D) = 0. Alors afin d’estimer
C(n, D), on a besoin de considérer Q(n, D).

Lemme 3.3.5. Ona
D

O(n, D) = Z (r(n.m = 1) = r(n, D — m)) log m.

m=2

Démonstration. Par la sommation d’ Abel, on obtient

$ D
QD) = > r(n—1,m)log (m)

3

D- m D D

= r(n — l,k)}(log( )—log( ))
— [; m m+1
D-1

m+ 1
D-m

= (r(n, m) — 1) log
=1

3
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De plus, on a I’égalité
D-1 D
Z r(n,m)log(m+ 1) = Z r(n,m—1)logm,
m=1 m=2
I’égalité
D-1 D-1
Z r(n,m)log(D — m) = Z r(n, D —m)logm,
m=1 m=2
et I’égalité
= m+1
Z log —— =log D = r(n,0)log D.
D-m
m=1
Alors on obtient
g m+1
Z (r(n,m) - l)log D—m
m=1
D D-1
= Z r(n,m—1)logm — Z r(n,D —m)logm — r(n,D — D)log D
m=2 m=2
D
= Z (r(n,m -1)—r(n,D - m)) logm,
m=2
ce qui donne la démonstration. O
Soit
D
S(n,D) = Z ((m=1)" = (D = m)")logm. (3.22)
m=2
Par I’inégalité
D" (n+1)D"! D" (n+1)D!

<r(n,D) < — + +(n-1)D"2,
n!

+
n! 2(n—1)!
on obtient le résultat suivant.

Proposition 3.3.6. Soit S (n, D) comme dans (3.22)). Alors on a

2(n—1)!

0(n, D) > lS(n, D)+ &S(n —1,D)—(n-D*D-1Y"logD
n! 2(n—1)!

et

1 +1
Q(n, D) < —S(n,D) + 3 " Sn-1,D)+(n—-1)*D-1)"'logD.

(n—-1)!

Démonstration. En effet, on a

i((m— D" (ot D(m =t D-m

et = 2\ 2n—1)! p
(n+ 1)(D —-m)y! s
n—nr T h@-m )logm

1 n+1 D

= — n—2

- aS(n,D)+z(n_1)!S(n—1,1))—(n—1);:;(0_,71) log m
1 n+1 -

> S(LD)+ 5o S (1= 1.D) = (0= YD = 1) log D
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et
D
m-1" (m+Dm-1)""" (D-m)y
D) < _ _
Q. D) Z( 2 2D !
m=2
(n+1)(D—m)y! 5
- D(m-1)"2|1
=1 +(m—1D(m—1)""|logm
1 n+ 1 D
= —S(n,D)+—S(n—1,D)+(n—1)Z(m—1)”_210gm
n! 2(n—1)! ~
1 1
< —SmD)+—F—S(n—-1,D)+(n-1XD -1y log D,
n! 2(n - 1)!
ce qui donne la démonstration. O

3.3.2 Estimation explicite de S (n, D) lorsque n > 2

On fixe un nombre réel € €]0, %[. Soient

S1(n,D) = Z (n = 1" = (D = m)") logm (3.23)
2<m<D/2+e
et
S»(n,D) = Z (on = 1)" = (D = m)")logm, (3.24)
D'/2+e<im<D
alors on a

S(n,D) =S1(n,D)+ S2(n, D),

ot S (n, D) est défini dans (3.22)).

Pour estimer S (n, D), on a besoin d’une majoration et une minoration de Si(n, D) et de
S»(n, D) respectivement.

D’abord, on va estimer S {(n, D). En effet on a

0< Z (m—1)"logm < %D(I/ZHX"“) log D.

2<m< DY/ 2+e

Par le choix de € et le choix de n, on a (1/2 + €)(n + 1) < n. De plus, pour 2 < m < D'/?*¢ on a

D' —nD"'m<(D-m)'<D"—nD"'m+ wm—zmz
nn
Alors on a
Z (D-m)"logm = Z (D" — nD"'m)logm
2<m<D/2+e 2<m<D/2+e
et

> D-my'logm < > (D"-nD"'m)logm+ D'

2<m<D!/2+e 2<mg D1/ 2+e
. (n—1)2""1e
mn

oul’onan—1/2+ 3e < nd apres le choix de €.
Par I’argument ci-dessus, on obtient :

-1/2+3¢ log D,
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Proposition 3.3.7. Soit S |(n, D) comme (3.23). On a

Si(n,D) = D"( Z logm] —nD"! [ Z mlogm
2<m< D/ 2+e 2<m<D!/2+e

De plus, on a

+ o(D").

—nD"! [ Z mlog m}

2<’n<Dl/2+e

S1(n,D) > D"[ >, logm

2<mg DY/ 2+e

et

Si(n,D) < D"[ Z logm]—nD”_l[ Z mlogm]

2<m<D/2+e 2<m<DI/2+e

-1 2n—1
(n n\)/ﬁ eDn—l/2+3610gD‘

Afin d’estimer S,(n, D), on va introduire le lemme suivant. Il est une forme simple de la
formule de sommation d’Euler-Maclaurin.

1
+§D(1/2+6)(}’l+1) logD+D1/2+E +

Lemme 3.3.8. Soient p, q deux entier positifs, oit p < q. Pour toute fonction f € C*([p— %, q+ %]),
il existe un nombre réel © tel que

d a+3 L 1y 1, 1
dfm= | f@dx+of (p-]-2f la+5)+6,
— -1 8 2 8 2
m=p 2
oul®<(g-p+1) sup Lf” ()l
p—1/2<x<q+1/2
Démonstration. Par définition, on a
9+3 1, 1\ 1, 1
s fx)dx + gf (p - 5) - gf (q + 5)
q m+ 4
1 1 1 1
= Z m_lz f(x)dx+ gf, (m— 5)— gf, (I’l’l+ 5)]
m=p 2
Alors on a besoin de montrer
f(m) = er%f(x)dx+ lf’ m—l - lf’ m+l + O@m)
IV 8 2) 8 2 ’

ou
O@m) < sup L ()l

m—1/2<x<m+1/2

Pour un nombre réel x € [m — %, m], soit

1
g(X)=f(X)—f(m)—f'(m—§)(x—m)-

Alors on a

1
gm) =0, g’ (m - 5) =0, ¢g"(x) = f"(x).
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Pour la fonction g(x), on a

f ] g(x)dx
m—z

1 1 1
< 5 sup gl < 5 suplg” ()l = 5 sup [f7 ().

Alors on obtient

i 1 1 1\ _1
f@)dx = = f(m) + gf’ (m - 5) S 5 sup If” ().

1
m=3

Par I’argument similaire, on obtient

1
m+ 5

1 44
< 5 suplf()l.

m

Fegas= 3 7m = g m+ 5

Alors on a
mt 1, 1\ 1, 1 .
fdx— fm)+ -f'|\m—-—=|-=f"|m+ <] <suplf’(x),
m-1 8 2 8 2
ce qui montre I’assertion. O

Soit x un nombre réel. On désigne par [x], le plus petit entier qui est plus grand que x. Soit
f) = (= 1" = (D= »")log x,
o [D/?*€], - L <x<D+1.

Proposition 3.3.9. Soir S»(n, D) défini dans (3.24). On a

D+1
S-(n,D) = f ((x -1D'"—(D - x)") log xdx + o(D").
[

Dl/2+‘]+—%
De plus, on a

D+
S2(n,D) > f (= 1)" = (D - x)") log xdx
[Dl/2+e]+_%

8 DD 1n_ll D !
o= 0(o=3] we(o3).

et

D+
S>(n,D) < f ((r= 1" = (D - x") log xdx
[

Dl/2+5]+—%
1\ 1
+8n(n— 1)(D— 5) 10g(D+ 5)

Démonstration. L’estimation du terme général de S, (n, D) est d’apres le lemme [3.3.8] Pour I’es-
timation du reste de S,(n, D), on a

') =

- D" -D-x" +n ((x - 1)"_1 +(D - x)”_l)logx
X
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et

T _ n 2 _ln—l D— n—1
R CE R n(= D"+ - x)

X X
+n(n = 1)((x= 1" + (D - x"?)log x.

Alors on obtient que

1, 1, 1 ”
f ([D1/2+6]+ = E) -3/ (D + 5) +(D- D" 11) sup If” ()|
[DV/2+e], —1<x<D+1
est plus petit ou égal a
1\ 1
8qn(n—- 1D - = log(D + =|.
- n(p3) el
Donc on a le résultat. O

On va estimer S ,(n, D) par certaines inégrations. En effet, on a

[D1/2+E]+—%
f (x=1)"logxdx > 0,
1

et [D1/2+s]+_% 1
f; (x=1)"logxdx < = (D(1/2+E)(”+1) log D) )

\®)

On considere 1’inégration

[D1/2+e]+_% [D1/2+€]+—%
f (D - x)"log xdx — f (D” - nD”_lx) log xdx.
1 1
Alors on a
[D1/2+6]+—% [D]/2+E]+—%
f (D - x)"log xdx — f (D" - nD"_lx) log xdx
1 1
> 0,
et

[Dl/2+€]+—% [Dl/2+e]+_%
f log x(D — x)"dx — f log x (D” — nD"! x) dx
1 1

(n— 12" e
mn

Dn—l/2+3e 10g D

=<

Donc on obtient :

Corollaire 3.3.10. On a

D+
S>(n,D) = f ((r=1)" = (D - x") log xdx
1

[D1/2+E]+—% [D1/2+€]+—%
-D" (f log xdx) +nD"! [f xlog xdx] + o(D").
1 1
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De plus, on a

D+1
S>(n,D) > f ((x=1)" = (D - x")log xdx
1

[D1/2+€]+—% [Dl/2+e]+—%
-D" (f log xdx) +nD"! [f xlog xdx)
1 1

8 (D 1n—11 D !
sntn= (03] tog(-+)

et

D+
S»(n, D) <f ((x=1)" = (D - »)") log xdx
1

[Dl/2+€]+—% [D1/2+€]+—%
-D" (f log xdx] +nD"! (f xlog xdx)
1 1

1\"! 1 — 12!
+8n(n — 1)(D - —) log (D + —) + MD”_UZHE log D.
2 mn

2
On va combiner les estimations de S | (n, D) et S 2(n, D) dans la proposition[3.3.7]et le corollaire
[3.3.10] D’abord, on a :

Lemme 3.3.11. La fonction

[Dl/2+EJ+_%
Z logm—f log xdx
1

m<D/2+e
converge vers

1
-1+ 3 log (27)

lorsque D tend vers +co. De plus, on a

[D1/2+E]+—% 1
0 < > logm—f logxdx—(—l+§10g(27r))
1

m<D1/2+f

3 31 1
—log=+—-—=1log(2
y 1085+ 5~ loen)
Démonstration. Soit
n+d
an = Z logm —f log xdx.
m<n 1

Par définition, la suite {a,},>| est décroissante, et a; = % log % -
D’apres la formule de Stirling

n! = 27m(g)"(1 +0(%)),

1 1
Z logm = log(n!) = 3 log 2m) + 3 logn +nlogn —n+ o(1).

ms<n

=

on obtient
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Dans la suite, on considere 1’intégration

n+}
f log xdx
1

Alors on obtient la limite de {a,},>. Donc on a I’assertion. O

[ 3)os(re3)-(=3)

1
= Elogn+nlogn—n+ 1 +o0(1).

Lemme 3.3.12. Ona
[Dl/2+e]+_% 1
0< Z mlogm—f xlog xdx < —log D.
m<Dl/2+e 1 4
Démonstration. En effet, on a
[D1/2+€]+—%
mlogm—f xlogxdx >0
m<Dl/2+e 1

d’apres une calculation directe.
Pour Iautre coté, on applique le lemme [3.3.8]a la fonction f(x) = log x, alors on obtient

< —1_2
\m 2 .

[D”“‘L—% 1 » 1
mlogm—ﬁ xlog xdx < I Z m < ZlogD.

1

I fm+21 d ! 1_1+1 +1_l
ogm B og xdx 8m 5 8m 5

2

Alors

m<D1/2+e€ m<D1/2+e

O

On combine le corollaire [3.3.10] le lemme [3.3.11] et le lemme [3.3.12] on obtient le résultat
suivant.

Proposition 3.3.13. Soit S ,(n, D) comme dans I’égalité (3.22). Alors on a
D+% 1
S(n,D) = f ((x -1D)'-(D- x)") log xdx + (—1 + 3 log (27r)) D" + o(D").
1

De plus, on a

D+
S(n,D) - (f ((x= 1" = (D - x)") log xdx + (—1 + % log (271)) D”]
1

1! 1y (3. 3 1 1
> —8nn-1)|D-=| log(D+=|-[ZlogZ+=-=1log(2
8n(n )( 2) og( +2) (2 0g2+2 2og( ﬂ))
et
D+% 1
S(n,D) - (f ((x= 1" = (D - x)") log xdx + (—1 + 5 log (27r)) D"]
1
1! 1\ (n-1)2%
< 8n(n—-1D|D-=| log|D+=|+—Z—D"2*3€0gD.
o= 0(p=5) (o 5] :
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Afin d’obtenir une estimation explicite de S (n, D), on a le résultat suivant :

Proposition 3.3.14. Soient

1 1
Hy=1+=+--+—,

2 n
et
1! 1y (3. 3 1 1
Ai(n,D) = -2"3 D+ =| log|D+=|-[=log=+=—=log(2
1(n, D) ( 2) og( 2) (2 og5+ 5 2og(ﬂ),
et
1! 1 — 1)2"
Al(n,D) = 9n(n — 1) (D + E) log (D + 5) + %D’H/Z”f log D.
Alors on a
H,D"'  D"logD 1 1
Sn,D) > - +|-1+=log(2n)— —|D"+A;(n,D
(n, D) 1 > 2og(ﬂ) 7 1(n, D)
et
H,D™'  D'logD 1 1 ,
S(n,D) < n”H -— +(—1+zlog(ZH)—E)D”+Al(n,D).

Démonstration. Pour estimer les termes généraux, on va calculer les coefficients de D"*! log D,
D", D" log D et D" dans I’inégration dans la proposition(3.3.13| Pour I’intégration dans la propo-

sition [3.3.13] on a I’égatlité

D+1
f ((x= 1" = (D - x)") log xdx + (—1 + % log (271')) D"
1

(D - %)HH log (D + %) log (D + %)

= +
n+ 1 2 (n+ 1)
D+% ()C _ 1)n+1 + (D _ x)n+1 1
- -1+ =log(2n)|D".
f; 7t Dx dx+( +2 og ( 71'))

% (x_l)n+l +(D—X)n+1

(n+1)x d'x’ ona

o D
Pour I’intégration fl i

fD+% (x_ 1)n+1 + (D _ x)n+1
dx
1 (n+ Dx
1 fD_F%(Si(n'F l)xk_l —k+1 s n+1 k=1 —k+1
- (—yket =y (07D
n+1 1 =i k =1 k
-1 n+1 Dn+1
+( ) + )dx
X X
n+1 1) n+1 1)\ k
n+1 P k k — k k

1 1
(-1 log (D + E) + D" og (D + 5))

alors on obtient que le coefficient de D"*! log D est 0.
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Pour le coefficient de D"*!, il est égal &
1 1 i (D (n+1
m+1? n+l ok k
1 1 1 1= n+l _
R -y LR
m+1D? n+1Jy x

1
! ! f((l—x)"+---+l)dx
0

n+1?2 n+l
! + ! 1+1+ + !
nm+1? n+l 2 n+1

1 1 1
I+=+--+—.
n+l1 2 n

Le coefficient de D" log(D + %) est égal a

Le coeflicient de D" est égal a

1 S+, o, n+l 1 (n+1\1
_1+§1°g(2")_2(n+1);( k )(_1) _2(n+1)2_2(n+1)( n )Z
1

1
= —-1+-log2m)— —.
+20g(7r) o

Dans la suite, on va estimer le reste. On consideére I’estimation

D+% 1
I(n,D) := f ((r= 1" = (D - x)") log xdx + (—1 + 5 log (27r)) D'
1
H, 1 1 1
— Ly —D'log D — (-1 + = log (21) — — | D"
el TavoE ( + 7 log @) 2n)

On peut confirmer que
K D)<nD+1n_ll Dl
< - = 0 =
S Y B R

et

1\"! 1

On combine I’estimation de I’intégration /(n, D) ci-dessus avec 1’estimation du reste dans la propo-
sition (3.3.13| on obtient que A;(n, D) et A’1 (n, D) satisfont le besoin. O

3.3.3 Estimation de C(1, D)

Soient

AmD) i+ DD logh  (r+D(-1+3log@m - 5)
Ax(n,D) = P 4(n—1)! * 2(n—1)! pr
(n+ DA;(n—1,D)

2(n—1)!

—(m-DXD-1)""logD,
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et

A{(.D) (n+ 1)D"'log D . (n+1)(=1+ Jlog2m) - Z_In)Dn_]
n! 4(n-1)! 2(n—1)!
(n+ DA(n—1,D)
2(n—1)!
ou les constantes Ay (n, D) et A|(n, D) sont définies dans la proposition|3.3.14] Alors on a A>(n, D) ~

o(D") et A5(n, D) ~ o(D"). D’apres la proposition et la proposition [3.3.14} pour n > 2, on
obtient

Ay(n,D) =

+(m—-DXD-1)""logD,

7_(nDn+1 1
D) > — _—_D'logD 325
Q(n, D) n+1)  2m OB (3.25)
1 ( 1+ llog Qn) — — M)Dn + As(n, D),
n 2n 2
et
7‘{,,D"+1 1
D) < — _—~_D'logD 2
Q(n, D) n+1)  2m OB (3.26)
1 1 DH,
( 1+ log (2m) - —n %)Dn + Ab(n, D).

Par la définition de C(n, D) dans (3.19), on a C(0,D) = 0 pour tout D > 0, et C(n,0) =
C(n, 1) = 0 pour tout n > 0. Par la relation

D
C(n, D)= > C(n—1,m) - Q(n, D)

démontrée dans (3.21)), on a besoin de calculer C(1, D) pour D > 2 afin d’estimer C(n, D). Par
définition, on obtient

b (D
c(1,p)=-log] | (m) =-0(1,D).
m=0

On va calculer Q(1, D) pour tout D > 2 directement. D’abord, on a

D D D
Q(1,D)= > (m=D+m=T)logm=2% mlogm—(D+1) ) logm.
m=2 m=2 m=2
Proposition 3.3.15. Soient
3 1
As(D) = ag(D)+ log 3+ 1]~z lo

1/2
5 ([D 1+ 2)+ 1)

Ao e - )

et
AyD) = 613(D)+1(10g3+1) %(lg([Dl/z] 1) 1)+¥
o (1B + 1) & e 0+ )+ 1)+ v



3.3. FoncTioN DE HILBERT-SAMUEL ARITHMETRIQUE D’ UN ESPACE PROJECTIF 125

ot az(D) ~ o(D) est donné explicitement dans la démonstration ci-dessous. Alors on a

1
D+E

D+
o(1,D) = Z‘ﬁ xlogxdx — (D + l)f; log xdx — (D + 1)(—1 + %log(2ﬂ))+o(D).

2
De plus, on a

1 1 1
C(1,D) > —EDZ + EDlogD + (—1 *+3 log (2n))D + A3(D)

et
1 1 1
C(1,D) < —EDZ + EDlogD + (—1 +3 log (271))D + AL(D).
D [VD]
Démonstration. Pour la somme ), mlogm, on la divise en deux parties : la somme ), mlogm
m=2 m=2
D
etlasomme ), ~mlogm, ol [x] estle plus grand entier qui est plus petit que x.
m=[VD]+1
(VD]
Pour estimer la somme ), mlogm, d’apres le lemme|3.3.8} on a
m=2
VD] [D'2]+1/2 1 3 1 1
Z mlogm = f xlog xdx + - (log ~+ 1) - = (log([Dl/z] + —) + 1) +0,
o 3 8 2 8 2
ou
D-1 2+D
0<109] < sup VD < ;/_
m

2/3<m<\D-1/2
De plus, on a I’intégration
[D'/21+1/2 1 1
f xlog xdx ~ ZDlogD + ZD + o(D).
3

2

D
Pour lasomme )~ mlogm, d’apres le lemme|3.3.8|aussi, on a

m=[ VD]+1

D
Z mlogm

m=[VD]+1

D+1/2 1 1 1 1
= f xlog xdx + 3 (log ([VD] + 5) + 1) -3 (log(D+ 5) + 1) + 0y,
[

D'2]+1/2

ou
D- VD +1
—+< vVD.

m

0<|0, < sup
VD-1/2<m<D+1/2

D
L’estimation de ), logm est d’apres le lemme (3.3.11
m=2
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Pour une calculation explicite, on a

D+1 D+1 1
2f xlog xdx — (D + l)f log xdx — (D + 1)(—1 + Elog(27r))
3 1

:
2 2 2

1 1 9 3 1 1 1(3
(D+§) 1Og(D+§)_Zlog§_§(D+§) +§(§)

—(D + 1)((D+ %)log(D+ l)—(D+ %)+ 1)—(D+ 1)(—1 + %log(zm)

2

1 1 1
5D2 - 5DlogD - (—1 + 5 log (277)) D + a3(D),

ot az(D) est la partie reste dans la somme plus haut. D’apres le lemme [3.3.11] on obtient que les
constantes A3(D) et A%(D) dans I’assertion satisfont le besoin, car C(1, D) = —Q(1, D). O

3.3.4 Estimation de C(n, D)

Dans cette partie, on va estimer la constante C(n, D) comme 1’énoncé dans (3.20). D’apres
I’égalité (3.21)), on peut estimer la constante C(n, D) par les égalités (3.25)), (3.26) et la proposition
3.3.15

Théoreme 3.3.16. Soit la constante C(n, D) comme définie dans (3.19). Alors on a
1-H,

n—2

Cn,D) > ——pl _Z_ZpriogD
n! 2n!
1(( 15 3, 13
a((‘a —3" ‘ﬁ””)ﬂn
15 17 4 119 1
-+ — — — —log(2n)|n — 4 + log (2m) |D"
+4n +24n +(72 5 og ( ﬂ))n + log( n))
+A4(n, D),
et
1-H, -2
cn,D) < —lpt _TZZpnygep
n! 2n!
1(( 15 3, 13
+n—!((—gl’l —Zl’l —En+2)7-(n

1 5 17 4 119 1 .
+4n +24n +(72 210g(277))n 4+10g(27r))D

+A}(n, D),

oun > 1, Ay(n,D) ~ o(D"), Aj(n,D) ~ o(D"). De plus, on peut calculer A4(n, D) et Ay(n,D)
explicitement.

Démonstration. D’abord, on considere les restes A4(n, D) et A)(n, D). On définit A4(1,D) =
—A3(D), et

D
Au(n, D) = Z Aq(n—1,m) — Al(n, D).
m=1

De méme, on définit A (1, D) = —A3(D), et

D
Al(n,D) = Z Al(n - 1,m) - Ay(n, D).

m=1
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On peut confirmer que I’on a A4(n, D) ~ o(D") et Aj(n, D) ~ o(D"), et elles peuvent étre calculées
explicitement.

Dans la suite, on va calculer les coefficients des D!, D" log D et D" dans I’estimation de la
constante C(n, D). Soient ay, b, ¢, les coefficients de D”Jr1 D"log D et D" dans C(n, D) respec-
tivement. D’apres la proposition|3.3.15, ona a; = 2, b = 2, cp=-1+ % log (27) ; et par 1’égalité

(3:21), ona

a. = ap—1 _ 7’{n
"Th+l (n+ 1)
et b 1
b, =1L
" n 2n!

D
On considere le coefficient dans I’estimation asymptotique de D" dans les sommes », m" et
m=0

Z m" ' logm. On obtient que le coefficient asymptotique de D" dans Z m" est "“ , et le co-
m=1 m=1

efficient asymptotique de D" dans Z m" ' logm est -3. Et les termes A4(n, D) et A)(n, D) ont
=1
aucune influence sur le coefficient du terme D". Donc on obtient
Cn—-1 + bn—l + n+1
n n? 2

2

1
cp = a,_1 — ( 1+ = log 2r) -
n!

Pour le terme a,,, on a

(n+ Dlay = nlayy = Hy = a1 = ) Hi = (n+ DA = Hy),
k=2

alors on obtient
1 - 7—{n+]

a, = |
n:

Pour le terme b, on a

1
n!bn:(l’l—l)!bn_]—izb]— = — R
alors on obtient
n—2
2n!
Pour le terme c,,, d’apres les résultats de a, et b, ci-dessus, on a

n-3 N n(n+ 1)(1 —H,)
2n 2

(n + 1)7‘{,1 1
=

by =~

nle, = (m—-1Dlc,—1 -

1
( 1+§log(27r)——

1 n+17? (m+1)? 1
= (n—l)‘cn1+1—§10g(27r)+ 4 2) ( 2)7{n+1+§
1 5 5
= cl—(n—l)( 210g(27r)) 72-{ 2—i-—(n+1)(11—}-2)(2n+3)
+1
5 K2 n—1
‘z‘;f” 3
= -(n-2) 1+ tlo (2n) +57{"+ln3+§n2+zn—5—n+] k—27-{
- 7 °8 2 "6 74" Te 2
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Par la sommation d’Abel, on a

n+1 n+l
DRH = Y KRH T
k=3 k=1
n+1 n+l 1 k
_ 2 _ 2 _
= Hua ) K=Y = > T
k=1 k=1 j=1
1 n+l
= 87{”+2(n+1)(n+2)(2n+3)—62k(2k+1)—7
k=1
15 3, 13 15 1 5, 37
= |= - — 1 - — — —n—06.
(371 +on o+ ent )7‘(,, 5" T " 3"
Donc on obtient
1 15 3, 13
cp, = ;((—gl’l —Zl’l —E}’l+2)7’{n
1 17 119 1
+Zn3 + ﬁn2 + (7 — 5 log (271'))11 —4 +1log (271)).
Alors on a le résultat. O

3.4 Fonction de Hilbert-Samuel arithmétrique d’une hypersurface

Le probleme d’estimer la fonction de Hilbert-Samuel arithmétique a une longue histoire dans
I’étude de la géométrie d’ Arakelov. Dans [38]], H. Gillet et C. Soulé ont démontré une formule
asymptotique de Hilbert-Samuel arithmétique ([38, Theorem 8]) par rapport au fibré hermitien
comme une conséquence du théoreme de Riemann-Roch arithmétique ([38, Theorem 7]). Dans [[1}
Théoréme principal], A. Abbes et T. Bouche ont démontré cette formule sans utiliser le théoréme
de Riemann-Roch arithmétique dans le cas d’une variété lisse. Dans [84, Theorem 1.4], S. Zhang
a démontré ce résultat sans condition de lissité. Dans [65], H. Randriambololona a généralisé le
résultat au cas de faisceau cohérent provenant d’un sous-quotient d’un fibré vectoriel normé sur
une variété arithmétique.

Dans [62], P. Philippon et M. Sombra ont proposé une autre définition de la fonction de Hilbert-
Samuel arithmétique, et ils ont démontré une formule asymptotique de Hilbert-Samuel arithmé-
tique dans le cas d’une variété torique ([62, Théoréme 0.1]). Dans [42], M. Hajli a démontré cette
formule dans le cas d’une variété projective générale selon la définition dans [62].

Tous les résultats mentionnés ci-dessus sont asymptotiques. Dans [24]], S. David et P. Philippon
donne une minoration explicite et uniforme de la fonction de Hilbert-Samuel arithmétique. Ce
résultat est reformulé par H. Chen dans [21, Theorem 4.8] pour un probléme de comptage des
points rationnels.

Dans ce paragraphe, on donnera une majoration et une minoration de la fonction de Hilbert-
Samuel arithmétique d’une hypersurface de P(Eg) par rapport au fibré universel, qui sont explicites
et uniformes, ou 1’on considere le cas de & = Oi("ﬂ) muni des ¢>-normes. Cela signifie que pour
tout plongement o : K — C, la norme envoie par rapport a cette place envoie (xo, ..., X,) en

VIe()2 + -+ + lor(x,)I". (3.27)

Dans ce cas-1a, on a ﬁ(g) = 0 et P(Ex) = PY%. La fonction de Hilbert-Samuel suit la définition
[3.2.6] Ces estimations sont mieux que I’estimation dans [24] et [21] dans le cas d’une hypersurface
projective.
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3.4.1 Une majoration et une minoration de fonction de Hilbert-Samuel arithmé-
tique

Afin d’obtenir une majoration et une minoration de la fonction de Hilbert-Samuel arithmétique
d’une hypersurface, d’abord on va introduire certains lemmes numériques.

Lemme 3.4.1. Soient ig,...,in, jn,.-.,Jjn des entiers positifs, qui satisfont ip + --- + i, = D, et
Jo+ -+ jn = D' Soit

(n+ 1", siD' <n;
! = n+3 2
G(D an) - er’2+3 3D 2 m—— Si Dl > n+ 1 (328)
Q2r) 2 (n+1) 2
Alors on a
i0+j0 e in""./.n
G(D’,n)_l < M <.

Démonsl’ation. L’lnégallté
io in

(*>")

N
—_

est obtenue par définition directement.
Pour 1’autre c6té, si un des D et D’ est plus petit ou égal a n, alors on peut supposer que
ig=J1 22 J, 20,et D’ < n. Dans ce cas-la, si D < n, on obtient

R
eE ) )

si D > n + 1, alors on obtient

(i()?(')j())___(inzljn)> FDl_'_l)D’ >( 5 )D’> 1
(PP T w+1? T \n+2) T+ 1)

Si D et D’ sont plus grands ou égals a n + 1, d’apres la formule de Stirling

on obtient I’inégalité

io+jo\ ... (intJ n+3 . . Nind il . ci4ial 1 1
( ! ) (nin n) Q% (i + ]0)[0+10+2 (i + ]n)l’l+J”+2DD+2D'D +1
(D+D') ~ et io+d ol g+l :

D lO 0 .. }’l

. l ,
jilﬂ+2(D + D/)D+D +%

Soit
. ©Nind o4 4 . PN SIS |
(ip + jo)"O 0T 2 - (i + Jin)" 2

F(io, ... 0, jo,---sJn) =

1 .1 o1 .1
+5 Jo+s dnt3 oty
0 ey p

o

Ly

ouig+:--+i, = D, jo+ - +Jj, = D', i, ..., 0ns Jjos--., Jn = 0.Sionconsidere F(ig, ..., i, Jor---»jn)
comme une fonction des variables (i, .. ., iy, jo,- - - jn) € 11, +00[2*2 on peut confirmer qu’elle
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prend sa valeur minimale lorsque ip = --- =i, = %, Jo=-=jn=7 +1 Alors on a

D+D’+11 i 1
. .. . D+D’ 2 D+l D/ +L
F(l()?""ln?.]()?""]n) ( ) D 2D ’

S n+1
(D D)D”"*% - DD+l (D \P+5 ( p \DHE
+D’ "nD+D’ D
P ZD'D’ (D+D) (n+l) (n+l)
(n+1)7 (D + D)2
DiD';
n+l
n+1)z
i
ce qui termine la démonstration. O

Lemme 3.4.2. Soient K un corps de nombres, et Og ’anneau des entiers de K. Pour le fibré
vectoriel hermitien & = (Ognﬂ), (||'||v)veMK) muni des {*-normes définie dans (3.27), soient f €

HO(P(Ek), Opi)(D)) et g € HO(P(Ek), Opg) (D). Alors pour toute place v € Mk «, 0n a

1 ,
1og [Ifllv.sym + 10gl8llv.sym = 5 log G(D", n)

< 10g ”f : g”v,sym < log ”f“v,syrn + 10g ”g”v,syma

o la constante G(D', n) est définie dans 1’égalité (3.28). De plus, soit (-,-), le produit scalaire
induit par la norme |||, sym. Alors on a

<faf>v ) <g’g>v

G(D',n) <(fg far <o v -8 &

Sive Mgy, ona

- glly = 1A - Mgl

Démonstration. D’abord on considere le cas de v € Mk .. D apres les propriétés de 1’algebre de
Banach, on a IOg If - g”v,sym < log ”f”v,sym + 1Og ”g”v sym

Pour I’autre cOté, on suppose que B, = {e 60 ’1‘ ceeeMigHi+- - +in = 1,00, i1, .., in > 0} est une
base canonique orthogonale de E,; muni de la norme symétrique par rapport a la base orthonormée
ep,el,...,e,de & out € N,. Dans cette démonstration, on considére le casou t = Dett = D’.
D’abord on suppose que f et g sont deux éléments dans les bases canoniques H O(P(Ek), Op(gK)(D))
et HO(P(Ek), Op(g,) (D)) respectivement définis ci-dessus. Si f = eg) ’1‘ ---ei{‘ etg = eéoe“ ---e',’;”,
alors on a

io+ i1+ l+
f g_e(;) ]0 1]1... n anED+D’

D’apres [[13| Chap. V, §3.3], on obtient

(o + jo)! -+ (i + j)!
||f-g||v,sym=\/ 0T/ n T Jn

(D +D")!

“f”v,sym : ||g||v,sym = \/ DI : \/ D! :

D’apres le lemme[3.4.1] on obtient

Hf-g”v,sym > G(D',I’L)_l,

”f”v,sym . HgHv,syrn

et
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qui signifie
1 ,
log||f - g”v,sym > log ||f”v,sym + log ”g”v,sym - E log G(D’, n).

Pour le cas général, on considere ’ensemble {a - b| a € Bp,b € Bp'} = Bp.p, qui est une base
orthogonale de Ep,pr munie de la norme symétrique. On désigne par Bp = {x;}ie; €t Bp = {y;}ics
pour simplifier, ot I = {(ig,...,in)| io + - -+ i, = D}yetJ = {(o,...,in)| io + -+ + 1, = D’} sont
les ensembles d’indice. Alors I’ensemble {x;y;}ic;,je; = Bp+p forment une base orthogonale de
Epip.Si f =ax;etg = by;pour certains i € [ et j € J,oua,b € K, on obtient

IOg ”f : g”v,sym
1
= 5 log (laf1bRxiy . xiy )

> %(log(lalg) + log(|b?) + log{x;, x;), + log(y;, ;) — log G(D’,n))
= %(logwxi, axp), + log(by;, by ), —log G(D’, n))
= 10 1flhsym + Togllgllsm — 5 l0g G, ).

D’apres I’argument ci-dessus, on obtient

(ax;, ax;), - (by;,by;),
G(D', n)

(abx;y;,abx;y;), >

Sif=axietg= 3 bjy;,oua;,b;€K,etx; €Bp,y; €Bp sont choisis comme ci-dessus.
i€l jeJ
On obtient

1
5 log( Z aibjxl-yj, Z Clibjxi)’j>v

il jeJ iJ
1
3 log Z (aibjxiyj, aibjx;y )y
i€l, jeJ
1 Z (aixi,aixi)y - {bjyj,bjyj)
G(D’,n)

IOg “f : g”v,sym

WV
|
<)
03

1 1 ,
3 log [Z(aixi, aix;)y - Z(bjyj, bjyj)v] =5 log G(D', n)

i€l jeJ
1 1
= Elog Z(aixi,aixi>v +§log Z(bjyj,bjyj)v
i€l jeJ

1
-3 log G(D', n)

1 ’
log Hf”v,sym + log ”g”\/,sym - E log G(D', n),

d’oli ’on a I’assertion.
Pour le cas de v € Mk ¢, il est démontré par la définition de valuation discrete directement. O

Soient & = Oé;é("“) le fibré vectoriel hermitien muni des ¢>-normes définies dans (3.27)), et X
I’hypersurface de P définie par le polyndme homogene f(To, ..., T,) de degré 6. Soit s la section
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globale non-nulle dans HO(P”K, O]pg (6)) qui définit I’adhérence Zariski de X dans ]P"OK. Alors on
K
a la suite exacte de Og-modules ci-dessous :

0 —— HOP",0p(D - 6)) —— HOP", Opn(D)) Fp 0, (3.29)

ol Fp est I'image saturée de 1’application (3.10). La fleche deuxieéme ci-dessus est le morphisme
quotient canonique.

Pour estimer la fonction de Hilbert-Samuel arithmétique de I’hypersurface X, on a le résultat
ci-dessous.

Théoréme 3.4.3. Soit X une hypersurface de degré 6 de P%,. Soient la constante Ry(n, D) définie

dans la proposition[3.2.3) la constante G(6, n) définie dans 1’égalité (3.28), la constante C(n, D)
défini dans 'égalité (3.19), le fibré vectoriel Fp définie dans ni des norme de John
induites par ses normes supérieures, r\(n, D) = rg(Fp), et la pente 1i(Ix) définie dans la définition
[3.2.22] AlorssiD > 6+ 1, ona

—— 1 T
aFp) > m(cm, D) — C(n,D - 8) - 2r(n, D — &)i(Ix)

—r(n, D = 6)1og G(6,n)) = Ro(n, D),

et

= 1 -
aFp) < m(cm, D) - C(n,D - 6) - 2r(n, D - 8)i(lx))

—Ry(n, D).

Sil<D<édona

W(Fp) = C(n, D) — Ro(n, D).

AFp) = 3 C(1.D) = Ro(n, D)
Démonstration. D’abord, on va démontrer le cas o D > 6 + 1. On suppose que Eég;(ED_(;) est
le degré d’ Arakelov normalisé de Ep_s qui est muni des normes comme un sous-fibré vectoriel

hermitien de Ep définies via la suite exacte (3.29). Alors on obtient
deg, (Fp) = deg,(Ep) — deg,(Ep-5) (3.30)

d’apres la proposition [2.2.10
Il faut comparer la norme sur Ep_s comme un sous-fibré vectoriel hermitien de Ep avec la

norme de John sur Ep_s définie ci-dessus. Soit {ey, ..., ey} une base orthogonale de Ep_s sous la
norme symétrique, ou I’on note N = r(n, D — §) pour simplifier. Par définition, on obtient
¥ = _ Qv
deg,(Ep-s) = — ————logll(fer) A (fex) A=+ A (fen)llvs,
A [K Ql

ou [||l,,s est la norme de John sur Ep induite par la norme supérieure en la place v € Mg .
D’apres 1’égalité (3.9) et la proposition @, on obtient

Feg,Ep-o) = - ), e Q] Logli(fen) A (Fe A+ A Genllgm (33D
veMg

—r(n, D — 8)Ro(n, D)

et
deg,(Ep) = %C(n, D) — r(n, D)Ro(n, D), (3.32)
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ol Ry(n, D) est la constante définie dans la proposition [3.2.3]
On va estimer le terme [|(fe1)A(fe2)A- - -A(fen)lly,sym, OUV € Mg . Comme {fey, fea, ..., fen}
est une base de Ep, d’apres le lemme[3.4.2] on obtient

log|l(fe) A (fea) A== A(fen)llvsym < log(llflli\,’Sym “ller A -+ A enlly,sym) (3.33)
= NlOg “f”v,sym + 10g lleg A A eN”v,sym-

et

logli(fer) A (fe2) A=+ A(fen)lly.sym (3.34)
1
= 3 log det ((fei, fej>v)1<i,j<1v

% log| det (¢e:, e)y)

Vv

anRny
1<i,jsN -\ G(8, n)

1 1 1
= 5 logdet (¢ereh) + 5 log(f. ) = 5 log G@.n)"

1<i,j<N

N
= logller A-- Aenllsym + Nlogllfllvsym = - log G(6. ),

ou (-, -), est le produit scalaire induit par la norme |||, sym sur Ep.
Sive Mgy, ona

logll(fer) A (fea) A== A(fen)lly = Tog(IfIR - ller A -~ Aenlly) (3.35)
Nlogllflly +logller A --- Aenlly

par la définition de valuation discréte. Donc par (3.31), (3.34), et (3.33)), on a

— 1 = ,D—-9¢
deg,(Ep-s) < EC(n, D—-06)+r(n,D—-58ullyx)+ r(nT) log G(6, n)

—r(n,D — 8)Ro(n, D),

ot la pente z(Ix) est obtenue de (3.17)) pour le cas d’hypersurface. Alors d’apres (3.30) et (3.32)),
on obtient

L et D)~ Rotn. D)(r(n, D) - r(n, D - 6))

= 1
u(Fp) > (2

ri(n, D)

(n,D —9)

—%C(n, D = 6) - r(n, D — &Yia(x) — - log G(6, n))

1 —
= m(c(n, D) - C(n, D — 6) — 2}’(”’ D — 6)ﬂ(lx)
_r(n, D - 6) IOg G((S, n)) — Ro(n’ D)

D’apres I’argument similaire, on obtient

—— 1 =
aFp) < m(cm, D) - C(n, D - 6) - 2r(n, D — 8)ii(lx))

—Ro(n, D)

par (3.30), (3:31), (332), (3:33), et (3.35).
Sil <D <4, alors Ep = Fp comme fibrés vectoriels hermitiens sur Spec Ok, donc il résult
suit. O
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3.4.2 Estimation numérique de fonction de Hilbert-Samuel arithmétique

Soit X une hypersurface de P%. Dans le théoréme on a déja donné une majoration et
une minoration de la fonction de Hilbert-Samuel arithmétique (voir la définition[3.2.6) de X. Dans
cette partie, on donnera une estimation numérique de la fonction de Hilbert-Samuel arithmétique
de I’hypersurface X, qui sont utiles dans le probléme du comptage des points rationnels.

Proposition 3.4.4. Soient 1i(Ix) et Fy mémes comme dans le théoréme Soient les constantes
A4(n, D) et A}(n, D) comme les notations dans le théoreme la constante G(n, 8) définie dans
I’égalité (3.28), la constante

D
r(n,D)=(”+ )
n
et la constante |
Hy=1+=-+-+-.
n
On pose
By(n,6)
log G(6, log(n + 1 1 -%H, -2
= T e D
o) _ 2 2n-1p) 27(n — 1)!
n+l
1 1, 3, 13
+ ——n’ —=-n"—- —n+2|H,
2n—1(n—1)!(5+1)(( 6 ~ 4" 1" ) "
1 17 119 1
+Zn3 + ﬁnz + (ﬁ ~ 7 log (271'))11 —4 +log (27r))
__As(n,D) - A,(n,D - §)
+ inf
D>6 2}’1—16‘Dn—1

Alors lorsque D > 6 + 1, on a

A(Fp) _ _flx)
D = ns

+ B()(n, 5).

Démonstration. D’apres le théoreme [3.4.3] on obtient

Fp) > (C(n. D) = C(n, D = 6) = 2r(n. D - )T x)

1
2ri(n, D)
—r(n, D = 6)log G(6,n)) = Ro(n, D),
ou I’inégalité

D
0 < Ro(n, D) < log +/r(n,D) < 3 log(n + 1).

est vérifiée. Alors on a
Ro(n, D) < log(n + 1)

D 2

lorsque D > ¢ + 1. ~
D’abord, on a I’inégalité u(Ix) < O par définition. De plus, comme
/1
r(n,6+1)< r(n, D) < D <1_n_6’
n+1 r(n,D—06) (D -9 D

alors on a

1 . r(n, D - 6) S
rwdt) _ 17 D(r(n,D) —r(n,D-6)) ~ né’

n+l
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Dans la suite, on a

6-1 .
D-6+n+
ri(n,D) = ( ! J)
. n—1
j=0
< 6(D +n- 1)
n—1
< 8D+ 1!
< 2lsprl
D’apres le théoreme [3.3.16] on obtient
C(n,D)—-C(n,D - 9)
1-H, n—2

A\

—"Hl(n +1)6D" —
n!

1 1 3 13
+—((——n3 -0’ - —n+ 2)7-(,,

o néD"'log D
n!

72 2
+A4(n, D) — Al(n, D = 5).

119 1
+-n® + —n® + (— — —log (271))11 —4 +log (271))n6D"‘1

Donc on a

C(n,D)—-C(n,D - 96)

2Dr(n, D)
g lz_n—?l-{;?l(" th- 2'1?;1_—21)! lozg)D
+m((—én3 - %nz - %n + 2)7{,,
+%n3 + g;f + (% - %log (271))11 —4 +log (27r))
A4(n, D) — Aj(n,D - 6)

on— 1 5Dn—1

Par la construction de A4(n, D) et de A}(n, D) dans le théoreme (3.3.16} le terme

A4(n, D) - A (n, D - 6)
2n—15Dn—1

est bornée considérée comme une fonction de la variable D, ou D > 6.

Comme X est une hypersurface de degré ¢, on a

ri(n,D) = r(n,D) — r(n,D - 95).
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Donc la constante

Bo(n, )
_ _logG(é,n) B log(n + 1) N 1—7{"+1(n+ - n-2
st _ 2 2-Tp) 21— 1)!
n+l1
| 1, 3, 13
+ L R A
21— )16 + 1)(( 6 ~ 4" 1" )

1 17 119 1
I A (_ - —log (zﬂ))n -4 +log (27r))

4 24 72 2
. A4(7’l, D) - A:‘_(I’l, D - 6)
+ inf
D>6 2n—15Dn—l
satisfait I’inégalité dans I’assertion. O

Remarque 3.4.5. Avec toutes les notations et conditions dans la proposition [3.4.4] d’apres cette
proposition et la remarque[3.2.7] il existe une constante positve C(X) dépendante de I’hypersurface
X, tel que

u(Fp) > —CX)
D
pour tout D e N\ {0}. Lecasde D € {1,2,..., 6} est d’apres I’isomorphisme Ep = Fp.
Soient .2” un schéma projectif, .Z un fibré en droites ample hermitien, et Gp = HO(2, LI%D)
un fibré vectoriel hermitien muni des norme induits. D’apres [7, Lemma 4.8], il existe une con-
stante ¢; > 0 qui dépend seulement de 2~ et .Z tel que pour tout D € N \ {0}, on a

w(Gp) > —c1D.

Alors le résultat dans la proposition [3.4.4] peut étre considéré comme un exemple de [7, Lemma
4.8] lorsque 2" est une hypersurface et .Z est le fibré universel, car on a Fp = H°(X, Ox(D))
lorsque X est une hypersurface projective.



Chapitre 4

Controle des places non réduites

4.1 Introduction

Soit X — Spec Ok un schéma réduit, o K est un corps de nombres et Ok est I’anneau des
entiers de K. On désigne par Spm Ok I’ensemble des idéaux maximaux de I’anneau Og. Une
place p € Spm Ok est appelée place non réduite du schéma X — Spec Oy si la fibre spéciale
Xy = X Xspecox SpecF, — SpecF, n’est pas réduite. D’apres [40, Théoreme (9.7.7)], il n’y a
qu’un nombre fini d’idéaux maximaux p € Spm Ok telles que la fibre X, — Spec F, ne soit pas
réduite.

Il est naturel de considérer une description numérique des places non réduites, par exemple,
on considere la majoration du nombre de ces idéaux maximaux ou la majoration du produit des
normes de ces idéaux maximaux.

R. Erné a déja considéré la majoration du produit des normes de ces idéaux maximaux. Dans
[26]], elle étudie le cas ou X est une hypersurface projective en utilisant le théoréme arithmétique
de Bézout, voir [10, Theorem 5.4.4] et [[10, Theorem 5.5.1]. Dans [27], elle étudie le cas ou X est
un schéma réduit projectif de dimension pure en utilisant la théorie de la forme de Chow.

Dans cette partie, on donnera une autre majoration du produit des normes des places non
réduites lorsque X est projectif et de dimension pure (voir le théoréeme.4.T)). La majoration dépend
de la hauteur de X, de certains invariants géométriques de X et du corps de nombre K.

D’abord on résout ce probleme pour le cas ou X est une hypersurface projective (voir le
théoreme [4.3.7). Dans ce cas-1a, on étudie un résultant du polyndme qui définit I’hypersurface.
Pour un polynéme en une seule variable, son résultant est zéro si et seulement s’il admet un fac-
teur carré. Alors on peut considérer le polyndome qui définit I’hypersurface comme un polyndme
en une seule variable sur un autre anneau. Dans la suite, on résout le cas ou X est un schéma
projectif de dimension pure en utilisant la théorie de la forme de Chow et la forme de Cayley. Si
un schéma de dimension pure est réduit, toute composante irréductible de sa forme de Chow ou sa
forme de Cayley est de multiplicité géométrique 1 (voir la définition [3.2.9| pour la définition de la
multiplicité géométrique).

La méthode dans cette partie est différente de celle dans [26]]. La méthode dans cette partie est
un calcul explicite et la méthode dans [26]] est implicite. Comme on a besoin d’utiliser 1’équation
qui définit I’hypersurface, il faut utiliser le théoreme de Minkowski (voir le théoréme [2.3.3). Notre
majoration donne une meilleure dépendance en la hauteur de X et, globalement, de meilleures
constantes, mais introduit une dépendance en le discriminant du corps K, qui n’apparait pas dans
[26] et [27]. Comme on utilise une méthode explicite, il faut utiliser la hauteur classique (voir
la définition [3.2.25)) directement. Alors pour le cas de dimension pure générale, on a besoin de

comparer certaines hauteurs de X, voir §3.2.3] §3.2.4]et §3.2.5]




138 CHAPITRE 4. CONTROLE DES PLACES NON REDUITES

4.2 Passage aux réductions modulo de places finies

Dans cette partie, on introduira la théorie de passage aux réductions modulo de places finies.

4.2.1 Ensembles constructibles

D’abord, on rappelle la notion d’ensemble constructible. On revoie les lecteurs a [30, §1.4]
pour une introduction autonome a la notion d’ensemble constructible.

Un espace topologique X est appelé un espace topologique noethérien si toute suite décrois-
sante de fermés de X est stationnaire : pour toute suite

Y I2Y,2o- -

de sous-ensembles fermés Y; de X, il existe un entier positif mtel que Y, = Yoy = Yo = -+ -

Soit X un espace topologique. Un sous-espace topologique de X est appelé localement fermé
s’il est I’intersection d’un sous-ensemble ouvert et un sous-ensemble fermé de X. On suppose que
X est un espace topologique noethérien. On dit qu’un sous-ensemble de X est constructible s’il est
I’union d’un nombre fini de sous-ensembles localement fermés. Par définition, si X; et X, sont des
sous-ensembles constructibles, alors X; N X5, X1 U X5 et X; \ X, sont constructibles aussi.

Soit Y un sous-espace topologique de X. On dit que Y est localement constructible dans X s’il
existe un recouvrement ouvert {U;}ie; de X, tel que Y N U; soit constructible dans U; pour tout
iel.

Proposition 4.2.1 ([30], Proposition 1.4.1). Soit X un espace topologique noethérien. Un sous-
ensemble Y de X est constructible si et seulement si, pour tout sous-ensemble fermé F de X tel que
Y N F soit dense dans F, I’ensemble Y N F contient un sous-ensemble ouvert non vide de F.

Remarque 4.2.2. Soit X = Spec A, ol A est un anneau de Dedekind. Tout sous-ensemble locale-
ment constructible £ de X est constructible. S’il contient le point générique de X, il contient un
sous-ensemble ouvert. Alors le complément de E est un ensemble fini. On démontera I’assertion
dans le corollaire 4.2.4]

4.2.2 Passage aux réductions d’un schéma arithmétrique
D’abord, on référence le résultat ci-dessous :

Théoreme 4.2.3 ([40], Théoreme (9.7.7)). Soit X — S un morphisme de présentation finie de
schémas, et soit E ’ensemble des s € S pour lequel X; = X Xs Speck(s) a ['une des propriétés
suivantes : étre :

1. géométriquement irréductible ;
2. géométriquement connexe;
3. géométriquement réduit;
4. géométriquement integre.
Alors E est localement constructible dans S .

On applique le théoréme [4.2.3] au cas d’un schéma réduit sur I’anneau des entiers d’un corps
de nombres, alors on obtient le résultat suivant.

Corollaire 4.2.4. Soient K un corps de nombre, et Og ’anneau des entiers de K. On suppose
que X — Spec Ok est un schéma réduit, alors il n’a y qu’un nombre fini de places p € Spec Og
telles que la fibre X, ne soit pas réduit. C’est-a-dire que le cardinal de I’ensemble des places non
réduites du schéma X — Spec Ok est fini.
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Démonstration. La fibre générique Xx de X est réduit, comme Xg = X Xgpeco, Spec K est une
localisation de X. Comme K est un corps parfait, d’apres [49, Corollary 3.2.14], le schéma Xk est
géométriquement réduit. Par le théoréme[4.2.3] ’ensemble E des p € Spec O tels que le schéma
X, soit réduit est un ensemble localement constructible, donc E est un ensemble constructible
par définition. D’apres la proposition 4.2.1] I’ensemble E contient un sous-ensemble ouvert de
Spec Ok, donc le complément de E est contenu dans un sous-ensemble fermé de Spec Ok, qui doit
étre un ensemble fini. O

4.3 Controle des places non réduites d’une hypersurface

Soient W une hypersurface projective de P%., et # 1’adhérence Zariski de W dans ]ng. Dans
cette partie, lorsque W est réduite, on donnera une majoration du produit des normes des idéaux
maximaux p € Spm Ok tels que #;, ne soit pas réduit.

4.3.1 Résultats préliminaires

On considere le cas d’une hypersurface projective. Soient K un corps de nombres, et Ok 1’an-
neau des entiers de K. Soient & = OGI';("“) un fibré vectoriel hermitien sur Spec Og muni des £>-
normes, qui signifient que pour tout plongement o : K < C, la norme envoie le point (xy, .. ., X;)
sur \/|0'(x0)|2 + -+ |o(x,)? (voir la définition , ou || est la valeur absolue usuelle. Soit
Y W P(Ek) = P une hypersurface projective définie par le polyndme homogene

2 : i i i
f(T09 Tl’ MR Tn) = ai(),i],A..,inTOO Tll e Tnn
(i0,---rin)EN"H
i+ +iy=0

de dégre 6, ou tous les a;,,.. ; € K.

.....

Critere du réduisant d’une hypersurface

Pour une méthode de critere de réduisant d’une hypersurface, d’abord on référence le résultat
suivant :

Lemme 4.3.1 ([49], Exercise 2.4.1). Soient k un corps, et P € k[T1,...,T,] un polynéme non-
nul. Alors le schéma Spec (k[T1,...,T,]/(P)) est réduit (resp. irréductible; resp. intégre) si et
seulement si P n’a pas de facteur carré (resp. est une puissance d’un polynome irréductible, resp.
est irréductible).

Le résultat suivant est une conséquence directe du lemme

Corollaire 4.3.2. Soient k un corps, et P € k[Ty,...,T,] un polynome homogene non-nul. Alors
si P n’a pas de facteur carré, alors le schéma W = Proj (k[Ty, ..., T,]/(P)) est réduit.

Démonstration. 11 faut démontrer que pour un recouvrement d’ouverts affines {U;}ie; de P} =
Proj (k[Ty, ..., T,]), si I’équation qui définit le schéma affine Proj (k[Ty, ..., T,1/(P)) N U; n’a pas
de facteur carré, alors le schéma W N U; est réduit pour tout i € [. Soient U; = {T; # 0}, ou

i=0,1,...,n. Alors {U;}}_, est un recouvrement d’ouverts affines de P}’. Donc
T Tioy T; T,
WﬂU,-zSpeck—O,...,’—l, Hl,...,—” /1],
T,' Ti T,' Ti
ou [; est I’'idéal engendré par le polynéme P; = P(%, . T’T—‘ll T’T—*ll . %) Par le lemme

on obtient que W N U; est réduit si et seulement si P; n’a pas de facteur carré. Si P ne admet pas
de facteur carré, alors tout le P; ne admet pas de facteur carré. O
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Résultant des polyndomes sur un anneau

Soit A un anneau unifeére et commutatif. Soient f(x) = @ux” + ap_1 X" + - + ajx + ag et

g(x) =b,x"+ by1xX" Y+ +bx+by deux polyndmes dans A[x]. On définit Resgy ) (f, g) comme
le (m, n)-résultant de (f, g) comme ci-dessous :

am  Am—1 te ap
am  dp-1 - ao
a -1 see A
R = det "
es(m,n)(f’ g) € bn bn—] . b()
bn bn—l bO
bn bn—l bO

Attention, le choix de (m, n) joue un role important. Par exemple, soient f(x) = ax> + bx + c et
g(x) = dx + e deux polyndmes. Alors on a

a b ¢
Resp1)(f,g) =det| d e = ae* + cd* - bde.
d e

Mais si on considere f(x) = 0x> + ax? + bx + c et g(x) = 0x* + dx + ¢, on a Resz 2)(f, g) = 0.
On a le résultat suivant :

Proposition 4.3.3. Soit A un anneau integre. Soit f(T) = a,,T™ + Am1 TV + -+ a1 T + ag un
polynome a coefficients dans A, ou A est un anneau unifére et commutatif et a,, # 0. Si f(T) admet
au moins un facteur carré, alors

Resumm-1)(f, f) =0,

ou f'(T) est le polynéme dérivé de f(T) par rapport a la variable T.

Démonstration. Si le polyndme f(T) admet un facteur carré, alors les polyndmes f(T) et f/'(T)
ont un facteur commun. Si on écrit f(T) = A(T)q(T), et f/(T) = A(T)p(T), ou p(T) # 0 et
q(T) # 0. Alors on a

p(Mf(T) = q(D)f'(T) = 0.

Par définition, on a deg ¢(T") < m et deg p(T) < m — 1. Par cela, on obtient que les polynémes

FO,TFT),..., T FO), £/, Tf (D), ., T"f/(T)

dépendent A-linéairement. Alors on a le résultat d’apres la définition de résultant. O

Lemme 4.3.4 ([21], Lemma A.1 (iii)). Soient m € N et (V,||-||) un espace hermitien de dimension
m. Pour tout entier a > 1, on définit I’homomorphisme D, : Sym*(V) — V®Syma_1(V) qui envoie

Vi Vg Sur
a

Z Vi® (V1 -+ Vi1 Vigl ** * Va).

i=1

Alors la norme de D, est a.
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Soit
F(To,.... Ty = > aig i, TQT] Ty
(igyennyin ) ENF1
io+-+ip=0
un polyndme a coeflicients dans K. Pour toute v € Mg, on définit
WFlly = IF(To,.... Tl =  max  {la,.,lv} 4.1
(i0s+nnsin)EN1
ip+-+ip=0
De plus, pour toute place v € Mk o, on définit
1
2
2
Floy = IF(To,. ., Ty = | D laig, il (4.2)
(i05enin ) ENTH]
ig+--+iy=0
Alors on obtient 1
n+o0\?
IFI < IFl2, <( 5 ) LE]ly (4.3)

pour toute place v € Mk o.
On a le resultat suivant :

Lemme 4.3.5. Soit

_ Z i i1 i
F(Ty,...,T,) = aj,.., inTo Tl "'Tn",
(i0sererin)ENH
o+ +ip=0

un polynome homogene de degré 6 a coefficients dans K. On écrit

F(To,...,Ty) = to(To, ..., Tn-1) - T + -+ 14(To, ..., Tp1),

o le polynome t;(Ty,...,Ty—1) € K[Ty,...,Tyn-1] est homogéne et de degré 5 — d + i ou nul, et

to(To, ..., Ty—1) # 0. Soient

to f ty
fo ] tg
B to t ety
PEO=dy @-vn o e
dro d-Dnp - ta-1
dty (d—-Dty -+ 14

et
oF
det(D(F)) = ReS(d,d—l) F,— | eK][Ty,...,T,_1].
oT,
Alors pour toute place v € Mk, on a

| det(D(F))ll,y < dUNIFI34,

ou la norme ||-||2,, est définie dans I’égalité (4.2)).
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Démonstration. On désigne par L; le vecteur de la i-ieme ligne de la matrice D(F), ou i =
1,2,---,2d — 1. Pour toute place v € Mk ., 0n a

[l det(D(F )2,y = lILi A -+ A Log—1ll,y-

D’apres [[13| Corollaire 1, §3.5 Chap. V], on obtient

2d-1
ILi A+ A Lagilly < | | LAl

Pour touti = 1,....,d~ 1, onallLib, = IFlb,. Pour touti = d, ..., 2d~ 1, on a Ll = || 2]

D’oul’on a
oF ||

IdetDFY)ll,y < IFIE!

Dans la suite, I’'inégalité

oF
< d||F
7] <t
est vérifiée d’apres le lemme [.3.4] Alors on a I’assertion. i

4.3.2 Description numérique des places non réduites

Pour un polynéme homogeéne non-nul

fTo,..s Ty = > ay i ToT] Ty (4.4)
(105 nsin ) ENTH]
g+ +ip=0
a coeflicients dans K, soit W I’hypersurface définie par I’équations f(Ty,...,T,) = 0. On rappelle
que la hauteur classique de W est définie comme

Ky : Q]
h(f) = h(W) = [[; Q; log |l Iy,
veMg
ou la norme ||-||, est définie dans 1’égalité (.T]) pour toute place v € Mk, voir la définition
De plus, on définit

Hi(f) = Hg(W) = exp([K : Q]a(W)). 4.5)
On peut trouver un b € Ok, b # 0, tel que ba;,... ; € Ok pout tout (iy, . . ., iy) € N1 jo+ ... +

~~~~~~

= 6. Soit b;, . = baj,, ;. alors le polyndme homogene
F(To,.... Ty = > big i TeT] - T}, (4.6)
(0 5+vnrin )ENT*
ip+--+ip=0

définit un modele entier de W qui est un sous-schéma fermé de IP’"
Pour une majoration sur les coefficients b;, ; du polynome F (Ty,...,T,), on a le résultat
suivant.

.....

Proposition 4.3.6. Soient W < P% une hypersurface définie par I’équation homogene défini dans
#@.4). Alors il existe un b € Ok, b # 0 qui construit I’équation {.0)) tel que

max {INk/o(Di,...i)I} < ckHg (W),

out || est la valeur absolue usuelle, la constante ck est définie dans la proposition|3.1.5|qui dépend
du corps de nombre K seulement, et Hx(W) est définie dans I’équation (4.5)).
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Démonstration. C’est une conséquence directe du corollaire[3.1.6] O
Soit F(Ty,...,Ty) € Ok[Ty,...,T,] un polyndme homogene non-nul de degré é. On écrit le
polyndme F(Ty,...,T,) sous la forme de

F(To,....,T) = 1o(To, ..., Tu-1) - Ty + -+ + 1ta(To, ..., T1),

outo(To,...,Ty—1) # 0et 1 < d < 4. Le polynébme #9(7y, . .., Ty—1) est un polyndme homogene de
degré § — d a coeflicients dans Og[Ty, ..., T,—1]. Soient

P(F)={peSpmOk| F mod p[Ty,...,T,] =0}

et
Q(F)={p e SpmOk| F mod p[Ty, ..., T,] admet un facteur carré}. 4.7

Si F est de degré 1, on a Q(F) = 0. D’apres la proposition 4.3.3] on obtient

F
QF) CQ(ty) UP (Res(d,d_l) (F, (;?T)) .

Soit # — IP(")K I’adhérence Zariski de I’hypersurface W < P% dans ]P’"OK. On définit
QW) = {p € SpmOk| # Xspec 0x Spec Fy ne soit pas réduite}. 4.8)
Alors d’apres le corollaire [4.3.2] on obtient
Q) C QF), (4.9)

ou le polyndme F est choisi ci-dessus.
Donc on peut démontrer le résultat suivant.

Théoréme 4.3.7. Soient W — P une hypersurface réduite, et W I’adhérence Zariski de W dans
P”OK. Soit Ny, = #(Ok/p), ot p € Spm Ok. Alors on a

(26-DI[K:Q]

o+n 2 .
1_[ Np<( . ) SRR 2071 e (w21
PEQ(Y)

ou QW) est définie dans la relation @.8)), la constante ck est définie dans la proposition qui
dépend du corps de nombre K seulement, et Hx(W) est définie dans I’équation (4.5)).

[T ™m< [] ™

PEQY) PEQ(F)

Démonstration. D’abord, on a

d’apres la relation (4.9).
Soit f un polyndme homogene a coeflicients dans Ok, on définit

Ho(H= [ ] nate!

VGMK’oo

et

Hx) = [ ] Ay,

VEMK’DO
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ol la norme |||, est définie dans (@.1)), et la norme ||-||2,, est définie dans (@.2). Soit ||-||, 1la norme
non-archimédienne induite par 1’idéal p € Spm Og. Alors pour tout p € Spm Ok, on a ||f], < 1.
De plus, p ¢ P(f) si et seulement si ||f|l, = 1. Comme Hk(f) > 1, on obtient

—[Kp: —[Kp:
l—[ Np < l—[ ||f”p[ va] — l—[ ||f”p[ DQQ]

peP(f) peP(f) peSpm Ok
— K,:Q,
= HH ] e
VEMK,OO
< Ho(f).

On écrit le polyndéme f sous la forme de
f(To,....Ta) = s0(To,... Tue1) - Ty + -+ 5a(To, ... Tu-1),

ou so(Tg,...,T,—1) # 0etd > 1. Alors on obtient

0
l_[ Ny < Hoo(Resw,d—‘)(f’%))
peP(Reswa1)(f.25)) n
9
< H (ReS(d,d—D(f ’ a; ))
n
< Hy(f ke
< Hoo(f)Zd_l(d+n) o
n

d’apres le lemme et I'inégalité (@.3).

Maintenant on considere le modele entier % de W défini par le polyndme

F(To,.... Ty = > big i TOT) - T,

oty =5
qui a coefficients dans Og. D’apres la proposition 4.3.6, on peut trouver un F(Ty,...,T,), tel que
Ho(F) < ckHg(W). (4.10)

On prend le polyndme F(Ty, ..., T,) € O[Ty, ..., T,] qui satisfait I'inégalité (4.10).
On raisonne par récurrence sur le degré du polyndéme F(Ty,...,T,). Sideg(F) = 1, I’assertion
originale est vérifiée car on a
l_[ Ny < ck

PEQ(F)
par définition.

SiI’assertion est démontrée au cas de degré plus petit ou égal a 6—1. On considere F (T, ..., T,)
comme un polynéme de degré d; a coefficients dans Ok[Ty, ..., /T\i, ., ITy],oui=0,...,n On
suppose d, = max{dp,...,d,}. Par définition, I'inégalité 1 < d, < ¢ est vérifiée. Alors on peut
écrire le polyndéme F(Ty,...,T,) comme

F(To,....Tw) = to(Tos. ... Tue1) - T 4 -+ 14 (To, ..., Tyo1),
ot to(To, ..., Tph-1) # 0, et 1 < d, <. Alors d’apres la proposition[4.3.3] on obtient

oF

Q(F) C Q(tp) U P(Res(dn,d,,—l) (F, a—Tn)) .
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Par la relation ci-dessus, on a

[[ ™ <[]~ [T ™
PEQ(F) PEQ(to) Dep(ReS(dn,dn—l)(F,%))
d (264’;1*12)[1(1‘@]
+n X _
< l_[ ND . (” ) d,[,lK.Q]dnHoo(F)Zd” 1
n
PEQ(t)
d (2dn—12)[KiQ]
+n . _ _
< | TT ™| (n ) 4K 200y (2
PeQ(t) "

ol la derniere inégalité ci-dessus est par I’inégalité (.10).
Par I’hypothese de récurrence, on a

5—d [y 2 A
Tt QI(E—dy) 2(6—dy)-1 -
[T~ <( ! ) (8 — dy)IKQG=d) 26~ g, 326-d)=1,
n—1
PEQ(10)
o I’on a Hk(to) < Hx(W).
Alors on obtient
[ ]~
PEQ(F)
5—d [y 2
Tt QI(E—dy) 2(6—dy)~1 -
< ( n"_l ) (8 — dy) KO 20-d)=1 g, (1)2(6=d)-1
J @a=DIKQ)
tn K:Qldy 2d,~1 -
("n ) iR G i (wy!

D’apres les inégalités dans le lemme [4.3.8] qui vont étre démontrées ci-dessous, on obtient le

résultat. O
Lemme 4.3.8. Soient ay,...,a,, > 1 une suite d’entiers, et r > 1 un nombre réel. Alors les
inégalités

m
ﬂ r2a,~—l < r2(a1+~-~+am)—1,
i=1

et
m

l_[ a?i < (al + oo+ am)a1+"'+am’
i=1

. 2a;-1
ﬁai+n—z+1 “ [at o tamtn
. =<
. n—i+1 n

et
)2(a1+---+a,,,)—1

sont vérifiées.

Démonstration. La premiere inégalité est vérifiée comme

m m

2ai-1
1_[ a1 HOD  oaeeran-m 21
i=1
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Pour la deuxieme inégalité, soient a, b > 1, donc on obtient (a + b)* > a® et (a+ b) > b’, alors
(a+ b)**t > a®b.

Donc on a I’assertion par récurrence.
Pour la troisieme inégalité, on a

ﬁ ai+n—-i+1 2ai-1
L n—i+1
i=1

)2(a1+---+am)—1

2a;-1 2a;~1
= (a; + n\* ap+---+ ay +n\" apt+---+auy+n
< | | <| | <
n n n

m
i=1 i=1

Donc on obtient le résultat. |

On considere une majoration du nombre de places finies telles que % Xspec 0, Spec Fy ne soit
pas réduit. Par le corollaire 4.2.4] ce nombre est fini. Afin de décrire cela, on va introduire un
résultat de la théorie analytique de nombres.

Proposition 4.3.9. Soient a C Ok un idéal de Ok, et Ny > 2 un nombre réel. Pour tout idéal a de
Ok, on désigne N, = #(Ok /a). De plus, on définit

wg(a; Ng) = E 1.
peSpm Ok, p2a
Ny=No

Alors on a

Démonstration. Soient a,b deux idéaux de Ok. Si a +b = (1), on écrit

S t
o[ o= ]
i=1 i=1
alorsonap; # qjpourtouti=1,...s, j=1,...,7. Donc on obtient
Nab =N, - Nb

et
wg(ab; Np) = s + 1 = wk(a; No) + wg(b; Np).

Donc il suffit considérer le cas ol a = p® et a = (1), ou p est un idéal premier propre et s € N. Si
a=p’avec N, > Nyg,ona

log(N,)
1= ; No) < —————;
wg(a; No) Tog N
sia=(1)oua=p’avec N, < Np,ona
log(No)
0= ;No) < ————.
wg(a; No) Tz N

Donc on a le résultat. O
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Remarque 4.3.10. Soit a € Ok, on désigne par

wg(a; No) = Z 1

peSpm Ok, p2(a)
Ny=Ny

pour simplifier, ou p est un idéal premier de Ox. Comme |Ng/q(a)| = N, alors on a

log |Ng/q(a)l

:Np) <
wg(a; No) loz N

Corollaire 4.3.11. Avec toutes les notations et conditions dans le théoréme une majoration
du nombre de places p avec N, > N telles que W Xspec 0, Spec Fy ne soit pas réduit est

[K: Q]
log Ny

20-1 20 -1 n+o
26 -1 1 1 1 .
(( o — DHh(W) + K] ogcg +0logd + > og( s ))

Démonstration. C’est un corollaire direct du théoréme et la proposition 4.3.9] comme

l 6 (2671%[1(1@]
+ :
. (( n) 6[K_Q]6C%(6—1 HK(W)25—1)

log Ny ©2 n
(K : Q] 26— 1 26 -1 n+o
= 26 - DHh(W) + 1 +0logd + 1 .
log N (( YW(W) (K Q) 08ck *olog ) Og( s ))
O
Corollaire 4.3.12. Avec toutes les notations et conditions dans le théoréme ona
(Q6-1)IK:Q] 25-1
o+ 2 : — 3
]_[ N, < ( ”) SR 207 exp ([K : Q] (—,u(IX) + 2 log(s + 1))) ,
n 2
PEQ(Y)
ot u(Ix) est défini dans la définition|3.2.22
Démonstration. D’apres la proposition [3.2.26] on a
—_ 3n
h(X) < —ully) + > log(d + 1).
Alors on combine 1’inégalité ci-dessus avec le théoreme on obtient le résultat. O

Remarque 4.3.13. Dans [67, Théoréme 11] et [67, Théoréme 12], on estime la fonction w(a; Ny)
mieux que celle dans la proposition pour le cas ou K = Q. En effet, si on peut contrdler
le nombre des places la réduction sur lesquelles une hypersurface réduite ne soit pas réduite, il
dépend si on peut comprendre la fonction wg(-; Ng) assez clairement.

4.4 Controle des places non réduites d’un schéma de dimension pure

Soit & = Oi("ﬂ) un fibré hermitien de rang 7 + 1 sur Spec Og muni des £>-normes. Il signifie
que pour tout plongement o : K < C, la norme envoie le vecteur (x, . .., x,) sur

VIe@xo)? + -+ + lo(xn)I2,

ou |-| est la valeur absolue usuelle. Soit X un sous-schéma fermé de dimension pure de P(Ek),
qui est de dimension d et degré §, ou K est un corps de nombre et Ok est 1’anneau des entiers de
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K. On désigne par Z" 1’adhérence Zariski de X dans P(E) sous la composition des morphismes
X — P(Eg) — P(E).

Si p € Spm Ok est un idéal premier tel que 2~ Xspec 0, Spec Fy ne soit pas réduit, d’apres
la proposition [3.2.13] et la proposition [3.2.14] les polyndmes définissant la forme de Chow et la
forme de Cayley de X ont au moins un facteur carré.

Théoreme 4.4.1. Soient X un sous-schéma fermé réduit de dimension pure de P}, qui est de
dimension d et degré 6, et 2" ’adhérence Zariski X dans P(”)K. De plus, soient

QL) = {p € SpmOk| 2" Xspec o SpecFy, ne soit pas réduit},

N = (Z:}) -1, Hy=1+ % +.-- 4 1%, et L = C_)X(l) muni des normes induites par les £2-normes sur

&= (Oi(nﬂ), (Fh)vemy..) définies ci-dessus, et hi:(X) est la hauteur arakelovienne de X définie
dans la définition[3.2.17] Alors on a
S+ N (26—I;[K:QJ |
+ : _
]_[ N, < ( N ) SR 2= expy ((25 — DIK : Q)(h7(X) - EchHN
PEQ(Z)
+4510g(N + 1) + (N + 1)dlog2)),

out les autres notations sont mémes comme dans la proposition

Démonstration. Soient Wy g la forme de Cayley de X, et Wy la saturation de Wy x dans I’espace
Symgk( AY*1 ). On prend un élément yrx x € SymS(A\“*! Ek) qui engendre Wy k.

Soit b € Ok un nombre tel que byxx € SymgK( A% E) et que la valeur maximale des co-
efficient de byx g est plus petite ou égale a ck Hx(Yx k), ou Hx(Wx k) = exp ([K : Qlh(yxk)) et
h(yx k) est définie dans la définition [3.2.25] D’apres la proposition il existe un tel b € Ok.
On note yx = byx k. D’apres la proposition [3.2.14] et le corollaire f.3.2] si yx ®o, F), admet un
facteur carré, alors le schéma 2" Xspec 0, Spec IFp, n’est pas réduit. Donc on obtient Q(.2") € Q(Wx),
voir les notation dans et (4.8). Alors on a

[T ™m< [] ™ @.11)
PEQ(Z) PEQ(Yx)
Par le théoreme on obtient

(26-D[K:Q]

]_[ N, < (5 ;N) i S 27T ex (26 — DK : Qlh(Wx)). (4.12)
PEQ(Yx)

Soit X’ I’hypersurface projective définie par yx de P(A?"! E). On compare la hauteur de
Philippon (vori la définition [3.2.20) de X’ et la hauteur classique de X’. D’apres la proposition

[3:2.29] on obtient
h(Wx) = M(X") < hpp(X') + (N + 1) log 2. 4.13)

On compare la O-hauteur (voir la définition|3.2.21)) de X’ et 1a hauteur de Philippon de X’. D’apres
I’inégalité (3.15), on obtient
hpp(X') < ho(X") + 46 1og(N + 1). (4.14)
On compare la hauteur arakelovienne (voir la définition [3.2.17)) de X et la O0-hauteur de X’. Par
I'inégalité (3.16), on a
1
ho(X") = h7(X) - 567—(1\/. (4.15)

On combine les inégalités {@.11), @.12), @.13), @.14) et I’égalité (@.15)), on obtient le résultat.

O
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Corollaire 4.4.2. Avec toutes les notations dans le théoreme soient X un sous-schéma fermé
réduit de dimension pure de P, qui est de dimension d et degré 6, et 2" 1’adhérence Zariski de
X dans IP(”)K. Pour un nombre réel Ny > 2, une majoration du nombre des places p avec N, > Ny
telles que 2 Xspec 0, SpecFy ne soit pas réduit est

[K : Q] 261 -
log No ((25 = Dhz(X) - T(SHN + (4(25 -+ )610g(N +1)
26~ (N + Ddlog 2 + = :_Q] log ck + §logd),

ou N = (Z:j) -1, Hy=1+ % + -0+ %, et Z = (_)X(l) muni des normes induites par des normes
sur &, et hZ(X) est la hauteur arakelovienne de X. Les autres notations sont méme comme la
proposition

Démonstration. C’estune conséquence directe du théoreme[d.4.T|et la proposition#.3.9] d’ot I’on
obtient

(26-D[K:Q]

1 O0+N 2 : 1
[K:Ql6 ,.26-1 .
oo - No log (( N ) 0 cx exp ((26 DK : Ql(h F(X) SHy

+4510g(N + 1) + (N + 1)610g2)))

[K : Q] 26 -1
Tog No 5 6?{N+(4(26 1)+

N

(26 - D7) - ) §log(N + 1)

2
+(26 — 1)(N + 1)610g2+[ ]1ogc,<+5log5).

Alors on a I’assertion. O

Remarque 4.4.3. Soit la constante

26 — 1 26 — 1
Ci=CdndK = —TéﬂN+(4(Z6—1)+ )610g(N+1)
+(26 — )(N + DS log2 + 20-1, +6logé
— (0] ogc (0] .
g (K : Q] g2CK 4

Alors la constante
(K : Q]
log Ny
est une majoration du nombre des places p telles que N, > No et 2~ Xgspeco, Spec Fy ne soit pas
réduit, ot C; <k 6°.

(26 = Dhz(X) + C1),






Chapitre 5

Comptage uniforme des points
rationnels

. . = A8n+D) . . "
Soient n > 1 un entier, et & = Og le fibré vectoriel hermitien de rang n + 1 sur Spec Ok

muni des £2-normes. 11 signifie que pour tout plongement o : K < C, la norme envoie le vecteur
(x0,...,X,)sur

Vi) + -+ - + o (),

ou |-| est la valeur absolue usuelle. Soit £ le fibré universel sur PE) = P”OK, muni des métriques
de Fubini-Study. Pour tout point P = [xg : - - : x,] € P{(K), soit P € P”OK(OK) I’unique Og-point
qui plonge P. La hauteur de P (par rapport au fibré universel L de X) est le degré d’ Arakelov
normalisé de $*(L), noté comme hZ(P)' En effet, on a

hZ(P): Z Mlog(maxlxilp)+% Z wlog{ilxﬂg],

oo 1K QU 1<i<n A KT g

d’apres I’exemple [3.1.16] ou ||, et ||, sont définies dans la définition De plus, on définit
HA(P) = exp([K : QUi(P)).

Soit A(P) la hauteur classique du point P (voir la définition[3.1.3). Pour tout vecteur (xo, .. ., x,) €
c"*! ona

max{lxif) < VIxol? + - + x> < Vi + 1) max {|x;]}.

SISn

Alors lorsque I’on compare les deux hauteurs du point P, on obtient
1
h(P) < h7(P) < h(P) + 3 log(n + 1). G.D

Soient X — P’;( un schéma, et 2" 1’adhérence Zariski de X dans P(”)K. Dans ce chapitre, on
maintient la plupart de notations dans [22, §1]. On désigne

S(X;B) ={P € X(K)IHz(P) < B} 5.2)

et
N(X;B) =#S(X; B),

ol toutes les deux définitions ci-dessus sont par rapport a la hauteur arakelovienne.
Pour tout idéal maximal p de Ok et tout entier a > 1, on désigne par A(pa) I’anneau local

artinien Ok ,/ POk . De plus, pour tout p € 2 (AEJ“)), on désigne par S (X; B, n) le sous-ensemble
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de S(X; B) des points dont la réduction modulo p? coincide avec n. L’ensemble S (X; B) s’écrit
alors comme une union disjointe des ensembles S (X; B, r7). Pour un p € Spm Ok, on définit

Sx:Ba = ) s&:Bw,
e (Ay")

et on note
S(X;B,p) = S(X; B,p'V)

pour simplifier.

5.1 Un résultat numérique concernant la fonction de Hilbert-Samuel
locale

Soient k un corps, et X un sous-schéma fermé de dimension pure d de P}. Soit £ un point fermé
de X. On suppose que
He(s) = dimyqg)(m ./ m5) (5.3)

est la fonction de Hilbert-Samuel locale de X en le point fermé & de la variable s, ou my ¢ est I’idéal
maximal de I’anneau Oy, et k(¢) est le corps résiduel de 1’anneau Ox ¢. Dans la suite, on désigne
par u; la multiplicité du point £ dans X pour simplifier. On rappelle que la relation

He 4

- 1)!s -1 +0(sd_1)

He(s) =

est vérifiée.

On définit {g¢(m)},;>1 comme la suite croissante d’entiers positifs tels que tout entier s € N
apparaisse exactement He(s) fois dans cette suite. Par exemple, si Hz(0) = 1, He(1) = 2, He(2) =
4,H:(3) = 5,..., alors la suite {gz(m)},>1 est

{0,1,1,2,2,2,2,3,3,3,3,3,4,...}.
Soit {Q¢(m)} =1 la suite des sommes partielles de la suite {gz(m)},>1 définie comme :

Qe(m) := q¢(0) + g¢(1) + - - - + q¢(m) (5.4)

pour tout m € N.
Dans [22}, Proposition 3.5], H. Chen montre les deux inégalités suivantes. Soit 7 > 1 un entier.
Si & est régulier dans X et dim(Ox¢) = d, ona

1 d+3

Cd
d!)i ra - dr;
Qe(r) > ()t Zmr Tt = 55 dr

si X est une courbe et I’anneau Oy ¢ est Cohen-Macaulay, on a

1”2 r

Q:r) 2 — — —.
7 due 2u
Les deux minorations ci-dessus sont utiles dans le probleme de comptage des points rationnels.
Si X est une hypersurface de P}. D’apreés la proposition la fonction de Hilbert-Samuel
locale de X en le point fermé & est

n+s—1) (n—i-s—,usc—l)

Hg(S)=( s S g
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Alors on peut obtenir une minoration uniforme et explicite de la fonction Q¢(m) lorsque X est une
hypersurface.
Dans la démontration de la proposition [5.1.1] I’inégalité

(N-m+1)" <(N) < (N—(m—-1)/2)"

X

m! m m!
sera utilisée, ou N et m sont deux entier positfs, et N > m > 1.

Proposition 5.1.1. Soient X une hypersurface de P, et & un point fermé de X. La fonction Q¢(r)
est définie dans I’égalité (5.4). Alors on a

1
=D\ (n=1\ o n*+2n*+n-2u:-2
n—-1 — -
Qc(r) > ( ) ( n ) 2n(n+ 1)

Démonstration. D’apres la proposition [I.5.2] 1’égalité
n+s—1 n+s—us—1
=)
N §— e

est vérifiée.
On définit la fonction Ug(k) = Hg(0) + - - - + Hg(k), donc on a

k . k .
n+j-1 n+j—ps—1
205 2l

RN

Alors on obtient

Qe(Uek)) = > jHe(j)
=0
o j+n-1 o (n+J—pe—1
- JZ:(;]( n-1 )_]Z:(;( n—1 )
k+n k—pg+n n+k— g
- nn+1)_( ne+ 1 ) ( n )

Soit r €]Ug(k — 1), Ug(k)]. D’apres la définition de Qz(r) dans I’égalité (5.4), on obtient I’iné-
galité
Oe(Ug(k — 1)) < Qe(r) < Qe(Ug(k)).

Donc on a

Q¢(r) Qe(Uglk = 1)) + k(r = Ug(k = 1))

_ nn+k—1 _nn+k—,u§—1 B n+k—ps—1
- n+1 n+1 He n
n+k—1)+k(n+k—,u§—1)

n n

- kr+(”+k_“f)—(”+k). (5.5)

n+1 n+1

+kr — k(
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Afin d’obtenir une minoration sur Q¢(r), il faut estimer le terme

n+k—pg n+k
n+1 n+1/)
En effet, on obtient I'inégalité

n+k 3 n+k— g B
(n+1) ( n+1 )}/Uf(k D
n+k_n+k—,u§ / n+k—1 _n+k—,u§—l
n+1 n+1 n n
nm+kn+k—-1)-k—m+k—pg)-(k—pg)
(m+Dln+k=1)--k—m+k—pe— 1) (k- gl
((n+k)(n+k—1) m+k=2)---(k=1) —(n+k—u§))/
n+k-1 m+k=2)---(k=1 ]_1
k=1 [(n+k=pe=1)-- (k= pe)
- n+1 n+k+ nt+k—1 (n+k=2)--(k=1)

k-1 n+k—pg—1)-(k—pe)
1 He ‘
=T k== D(k=p1e)

(n+ 1))

1
n+k+ He

n+1 ekl ) g
| n+k—pg—1

1 (n+k—pg—1)" ]

N

= n+k+
n+1]| (m+k=1"14- +(n+k—pe— 1!

+hk—pus—1
@+k+ﬁ___&;_)
n

N

n+1
(n+ 1)k+n2+n—/,t§—l
nn+1)
D’apres I’égalité (5.3)), on obtient

kr+(n+k—u§)_(n+k)
n+1 n+1

(n+l)k+n2+n—,u§—l
- n(n+ 1)
(n+1)k+n2+n—;1§—1
" n(n+ 1)
M= Dk-n*—n+pue+1
nn+1)
3 (n—lk_n2+n—u§—l]
n nn+1) ’

Qe(r)

Ug(k — 1) (5.6)

WV

r

ou I’on utilise I’estimation Ug(k — 1) < r dans I’inégalité (5.6). De plus, on obtient I’inégalité
n+k n+k—pg ai n+k—j
S Ugk) = - =
revn = (AT)=205

1
(n—1)!

He n
§(k+-—j+1w*.
: 2

Jj=1
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De plus, on a

He n n\+-1
Z(k+§—j+ 1! <,u§(k+§) .
=1

Donc

1,
k> "\1/(n—1)!r—g.

Finalement, on obtient

2 —_ —
Oc(r) > (nn;l( ! "\l/(n—l)!r_g)_w)r

g nn+1)
(n—l)!ﬁ n—1\ . n3+2n2+n—2,u§—2
= n—1 —
e n ) 2n(n + 1)
Donc on a le résultat. O

Remarque 5.1.2. Avec toutes les notations dans la proposition[5.1.1] Dans [68, Main Lemma 2.5],
P. Salberger montre que si X est un sous-schéma fermé réduit de dimension pure de P/ qui est de
dimension d et degré §, on a

AN [ d \ an
Qf(r):(/.l_g) (d+1)”d + Ogu(r).

Comme 1 < pg < &, on peut considérer la proposition [5.1.T] comme une version uniforme et
explicite de [[68, Main Lemma 2.5] au cas d’hypersurface, ot I’on n’a pas besoin de supposer que
le schéma X est réduit.

5.2 Hypersurfaces auxiliaires

Soient X un sous-schéma fermé integre de P, et .2 1’adhérence Zariski de X dans sz(‘ Dans
cette partie, on construira une majoration du nombre d’hypersufaces qui recouvrent tous les point
dans S (X, B) mais ne contiennent pas de point générique de X avec degrés bornés.

Pour ce but, d’abord on va introduire le résultat suivant.

Théoreme 5.2.1 ([22], Theorem 3.1). Soit (p;) jcs une famille finie d’idéaux maximaux de Ok et
(aj)jes une famille des entiers plus grands ou égals a 1. Pour tout j € J, soit 1; un point dans
v (Aif;j )) dont la réduction modulo v/ est notée comme ¢&j. On suppose que les points (§)) jej sont
distincts. Soit (P;)icr une famille de points rationnels de Zx telle que, pour tout i € I et tout j € J,
la réduction de P; modulo pjj s’identifie a n;. Soit D un entier positif. On suppose en outre que

. _H(Fp) logri(n,D) 1 Q¢,(r1(n, D)) ;
suphp(P) < =H==—7p +[K:Q]Z Dri(n. D) log Ny .

jeJ

ot le nombre Ny, est le cardinal de Ok [}, la notion Fp est défini dans \‘ ri(n, D) = rg(Fp), et
Q¢(r) est défini dans 1’égalité (5.4). 1l existe alors une section s € Ep g qui n’est pas identiquement
nulle sur X et telle que (P;);c; C div(s), out Ep est défini dans ~‘ aussi.



156 CHAPITRE 5. COMPTAGE UNIFORME DES POINTS RATIONNELS

Le théoreme [311‘] est une généralisation de [68, Theorem 3.2]. Ici le point original est de
considérer les épaississements des points dans les fibres spéciales. Cela nous permet de montrer
que la dépendance par rapport au corps de nombres K de certaines constantes figurant dans la
majoration explicite de la fonction de comptage peut étre réduite a la dépendance par rapport a

(K : QI

On va reformuler la démonstration dans [22]] ci-dessous.

5.2.1 Une égalité de pentes

D’apres le lemme [2.2.22] on obtient une égalité de pentes ci-dessous qui sera utilisée dans la
démonstration du théoreme [5.2.1]

Proposition 5.2.2 ([211], Proposition 2.2). Soient E un fibré vectoriel hermitien de rang r > 0 sur
Spec Ok, et (L;)icr une famille de fibrés en droites hermitiens sur Spec Ok. Si

¢ . EK - @ Ll"[(
i€l
est un homomorphisme injectif, alors il existe un sous-ensemble Iy de cardinal r de I tel que ’on
a l’égalité ci-dessous :

WE) = % {Zﬁ@) +h (N (pry, o¢))‘ : (5.7)
i€ly

oupry : P Lix = D Lix est la projection.

iel icly
Démonstration. Comme ¢ est injectif, il existe un Iy C I de cardinal r tel que pr;, o¢ est un
isomorphisme. Donc par le lemme [2.2.22] on obtient

AE) = ﬁ[@ Z,-) +Lh(A oy, 00) = +

i€ly

DR + k(N (pry, o¢>)} :

i€ly

ce qui montre le résultat. O

5.2.2 Estimation de normes

On a les résultats suivants afin d’estimer certaines normes utiles pour prouver le théoréme

.21

Lemme 5.2.3 ([22]], Lemma 3.2). Soient A un anneau commutatif et M un A-module.

1. Si N est un sous-module de M tel que M/N soit engendré par q éléments, alors pour tout
entiermzgq,ona N"M = (N"IN)A (NI M).

2. 8S5iM =M 2My 2D ---2M; 2 My 2 --- est une suite décroissante de sous-A-modules
de M tel que, pour tout i > 1, M;/M;,| soit isomorphe a un idéal principal de A. Alors
pour tout entier r > 1, on a

ANM=M AMyA--- AM,.

Démonstration. L’énoncé 2 est une conséquence directe de I’énoncé 1. Afin de démontrer I’énoncé
1, On raisonne par récurrence sur I’entier m. Par définition, on démontre le cas de m = g. On sup-
pose que I’on a déja démontré le cas de m = r, ou r est un entier qui est plus grand ou égal a g. Par
définition, on a A”*' M 2 N A (A" M). Dans la suite, comme M/N est engendré par g éléments,
on obtient /\’“(M /N) = 0 (voir [12, Proposition 3, Chap. 111, §7, n° 2]). De plus, comme le noyau
du homomorphisme canonique d’algebre extérieure A M — A(M/N) est I’'idéal engendré par N
(loc. cit.), on obtient que /\’Jrl M C N A (A" M). Donc on obtient le résultat. O
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Soit V un espace vectoriel munie d’une norme ||-||. On rappelle que V est ultramétrigue si pour
tous x,y € V, on a toujours ||x + y|| < max{||x||, |[yll}.

Lemme 5.2.4 ([22], Lemma 3.3). Soient k un corps muni d’une valeur absolue non-archimédienne
|-, U et V deux espaces vectoriels ultramétriques de rang fini sur k munis de la norme |||, et
¢ : U — V un homomorphisme. Pour tout entier 1 <i <1g; U, soit

Ai = inf .
;= nt o llelwl
codim(W)=i-1

On suppose A; = 0 pour tout i > dimg(U). Alors pour tout entier q > 0, on a

[nell < [ [

i=1

=

Démonstration. Soient m le rang de U sur k, et € > 0 un nombre réel arbitraire. On va contruire
une suite décroissante de sous-espaces de U :

U=U120,2---2U, (5.8)
telle que |||yl < A; + €. Par définition, il existe un vecteur x,, € U de norme 1 tel que
llp(xa)Il < A + €.

On suppose que I'on a choisi Uiy 2 - 2 Uy tel que loly|l < 4+ epourtouti+ 1 < j <
m. Comme U;,; est de codimension i dans U, I’ensemble de vecteurs x € U de norme 1 avec
lle(x)]| < A; + € ne peut pas étre contenu dans U;.1. On choisit un élément x; € U \ U;;| de norme
1 avec ||leo(x))]| < 4; + €. Soit U; I’espace vectoriel engendré par x; et U; ;. Comme la norme de U
est ultramétrique, on a ||g|y,|| < A; + €. Par récurrence, on peut construire la filtration (5.8)). Par le

lemme on obtient
q
In%e]l < | [t + o).
i=1

Comme € > 0 est un nombre réel arbitraire, on a 1’assertion. O

5.2.3 Un résultat préliminaire d’homomorphismes locals

Dans cette partie, soit £ € .2". On désigne par O; I’anneau local O 4 ¢ pour simplifier. De plus,
on désigne par mg I’'idéal maximal de I’anneau O¢.

Soient p un idéal maximal de Ok et & un F,-point de 2. Etant donnée une famille ( fi)i<ism
d’homomorphismes locals de Oy p-algébres de O dans Ok ,. Soient E un sous-Ok ,-module libre
de type fini de O, et f I’application Ok p-linéaire

(filEh<ism = E — Ok,

Comme f; est un homomorphisme de Ok ,-algebres, il est surjectif. Soit a le noyau de f;. Alors
O¢/a = Ok,,. De plus, comme O est un anneau local avec I’idéal maximal my, on obtient mg 2 a.
De plus, comme f; est un homomorphisme local, on obtient I’égalité¢ a + pOg = mg. Pour tout
entier j > 0, I’idéal a//a/*! est un O¢/a = Ok p-module de type fini, et I'isomorphisme

Fp ®oy, (0//a1) = (a/p0g)! [(a/pOg)"*! = (mg/pOg) /(g /pOe) !

est vérifié.
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Par le lemme de Nakayama (cf. [51, Theorem 2.2]), le rang de a//a/*! sur O, est égal au
rang de (mg/ p()g)j /(mg/ pOg)jJrl sur Fp, c’est Heg(j) comme I’égalité (5.3)). La filtration

szaogalg...gajgaj"'lg...
de O¢ induit une filtration
F:E=End2End 2---2ENnd2ENna*' 2. (5.9)

de E dont le j-ieme sous-quotient E N a//E N a/*! est un Ok ,-module libre de rang plus petit
ou égal a Hg(j), out He(+) est la fonction de Hilbert-Samuel locale de X en le point & définie dans
I’égalité (5.3).

On suppose que a € N \ {0} est ’entier tel que les réductions de f; modulo p“ soient en méme.
Autrement dit, les homomorphismes composés

fi
Of > OK,p > OK,p/paOK,p

sont en méme. Alors la restriction de f en E N o/ admet la norme plus petite ou égale a N, 7 on
Np_ = #(Ok/v). En effet, pour tout 1 < i < m, on obtient fj(a) S POk, et donc on a fi(a/) C
p‘”OK’p.

Par le lemme[5.2.4] on obtient le résultat suivant.

Proposition 5.2.5 ([22], Proposition 3.4). Soient p un idéal maximal de Ok, et ¢ € 2 (F,). On
suppose que (fi)1<i<m est une famille d’homomorphismes locaux Ok p-linéaire de O dans Ok
dont les réductions modulo p* sont en méme, ot a € N \ {0}. Soient E un sous-Ok ,-module libre
de type fini de O¢ et f = (filg)1<i<m- Alors pour tout entier r > 1, on a

A x| < Ny &, (5.10)

ot Ny = #(Ok /), et Qs(r) est défini dans I’égalité (5.4).

Démonstration. On considere la filtration (5.9). La restriction de f en E N o/ admet la norme plus
petite ou égale a N,”, qui déduit

. —q¢(j)a

inf <N,%

wnf Ifxlwll < N, ,
codim(W)=j-1

ot I’on utilise le fait que rg(E N a/) — rg(E N o/t < He(j), et g#(j) est défini dans D’apres
le lemme[5.2.4] on obtient I’inégalité (5.10). o

5.2.4 Démonstration du théoréme 5.2.1]
D’apres les propriétés montrées ci-dessus, on va démontrer le théoreme [5.2.1]

Démonstration du théoréeme[5.2.1}] Soit D > 1 un entier. Soient Fp comme la définition dans
§3.2.1] et ri(n, D) le rang de Fp. Si la section prédite dans le théoreme [5.2.1 n’existe pas, alors
I’application d’évaluation
fiEpg — @P?LK
i€l
est injective. On peut remplacer / par un des ses sous-ensembles, alors on peut supposer que f est
un isomorphisme. Dans ce cas-1a, pour un plongement o : K <— C, on obtient

1
ri(n, D)

log AP £ < logIflls < log \ri(n, D),
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ou la deuxieme inégalité est d’apres la défintion de norme de John (I’inégalité (3.7)). De plus, le
morphisme f est induite par un homomorphisme de Og-modules

Fo - P L”,

i€l
ou P; est le Ok-point de 2~ plongeant P;. Donc pour toute place finie p de K, on obtient
log | A"P) £l < 0.

Soit j € J. Pour tout i € I, le Og-point ; définit un homomorphisme local de Ogj dans OK,pj
qui est Ok p;-linéaire. Par prenant une trivialisation locale de £ en le point &}, on identifie Fp avec
un sous-Ok p;-module de O,. Par la proposition|5.2.5} on a

log | A""™P) fll, < ~Qg (r1(n, D)) log Ny..

D’apres la proposition on obtient

1(Fp) 1 1 Q¢,(r1(n, D)) ,
< sup hx(P) + =1 ,D) — log Ny/,
D SsphzP) aploenn D)= G ) T Gy ey

ce qui déduit une contradiction. Donc on montre que 1’application d’evaluation

FD,K i @ P;_£®D
iel
n’est pas injective, qui signifie qu’il existe un polyndme homogene de degré D qui n’est pas zéro
identiquement sur X mais s’annule sur tous les points (P;);ey. O

5.2.5 Application

Par le théoreme [5.2.1] on peut construire une hypersurface particuliere qui contient certains
points rationnels de X mais ne contient pas le point générique de X.
Pour cela, on prend la minoration triviale sur 2(Fp) dans la remarque On rapelle que
I'on a {
u(Fp) > —EDlog(n +1)

pour tout entier D > 0.

Proposition 5.2.6. Soient (p)) jes, (¢))jes, (aj)jes, 1)) jes et (P)) jeg comme dans le théoreme[5.2.1}
Soit X une hypersurface intégre de degré 6 de P.. On suppose que les points (&) jey sont discincts,

et que chaque P; admet, pour tout j € J, n;j comme réduction modulo Aif;j ) Soit en outre € > 0, si
pour les points (£;)jes, on a

logNg'f . n
- ! > (1+¢)(logB+[K:Q]log(n+1))6 n1 o

n=1 -

=

alors, pour tout entier D vérifiant l’'inégalité

n+2n* +n—-4

D>+ e—l)( 207 =)

+6—2),

il existe une hypersurface de degré D de Py, qui contient la faimille (P;);e; mais ne contient pas de
point générique de X.
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Démonstration. S’il n’existe pas d’une telle hypersurface. D’apreés le théoreme [5.2.1] on obtient

log B /,l(FD) _logr(nD) | Z Q¢,(r1(n, D)) log Ny
K : Q] D 2D r3; Dri(n,D) [K:Q]
Comme pour tout &, on a les inégalités 1 < pg; < 6 et n > 2. Alors on obtient I’inégalité

n3+2n2+n—2/,t§j—2 6n1(n +2n +n—4)
2n(n+ 1) <

n(n+ 1)

Par la proposition[5.1.1] on a

Q¢,(r1(n, D)) >((n—1)!)"11 n—1n@Dw 7 +2n +n—4)

Drl(n’D) #fj n D n ln(n+ 1)

De plus, on a

D+n\ (D=6+n\ N(D-6+n—-1+j\_ 6D-5+2)y"
= P

On a I’estimation triviale 71 (n, D) < (n + 1)?, et on la combine avec I’estimation

u(F 1
“(DD) > 3 log(n+ )

dans la remarque on obtient
log B
(K : Q]

. n—15H(D-5+2) §H@ +2m>+n-4)( 1 nllZlogN“’
n D 2Dn(n + 1) m (K : Q]

—= log(n +1)— = log(n +1)+

jeJ
L’inégalité ci-dessus est équivalente a

D 6'1%]71—1 10gNg,J- log B

; - +log(n+ 1)
K QT K

log N,/ ( Ln—1 5n11(n3+2n2+n—4)]
1

o1 6-2)+
T IK - Q],Ugl n 2n(n+1)

Par I’hypothese, le coté gauche est plus grand ou égal a
€ .1n-1 log Na ;

ST
1+e€ n

1 b
jel K Qlugt
d’ ol on implique que
n+2n+n-4
— +0-2],
2(n? - 1)

ce qui est une contradiction. O

D<(1+e—1)(
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5.3 Comptage des points rationnels d’une hypersurface

Soit Fp comme dans la définition , ou D est un entier positif. D’apres la proposition ,
on obtient que si (P;);cs est une famille des points rationnels de I’hypersurface X et D est un entier
positif, tel que

H(Fp) 1

sup hz(P;) < 3 log(n + 1), (5.11)

ieJ D
alors il existe une hypersurface de degré D de P} qui ne contient pas le point générique de X, et
elle contient tous les points rationnels P;, ol i € J.

Une conséquence du théoreme de Chebotarev effectif est comme suit.

Lemme 5.3.1. Soient K un corps de nombres, et Og ’anneau des entiers de K. Il existe une
constante explicite a(K) > 2 telle que, pour tout nombre réel Ny > 1, il existe au moins un idéal
maximal p € Spm Ok tels que N, €]Ny, a(K)Ny].

On revoie les lecteurs a [47] ou [74, Théoréme 2] pour une démonstration admettant 1’hy-
potheése de Riemann généralisée, et a [82, Théoreme 1.7] sans admettre 1’hypothese de Riemann
généralisée. C’est une analogue du postulat de Bertrand pour un corps de nombres.

Soient K un corps de nombres, m un nombre entier positif, et €,4J,n, B des nombres réels

positifs. On désigne par
bn = ylogB (5.12)

pour simplicifier. De plus, lorsque

1 < by, <677,
on définit la constante suivante :
C(e,6,n,K, B,m) (5.13)
1+e)(d"+[K :Q]l +1
= 6by + 46a(K)" VP exp (n( €) (b + [K : Qllog(n )))
b
1 n—2)(b"+[K:Q]1 1) \\om
it (1= 1?6 = 1) exp (s ot D))
+a(K) "ET S ,
(o6-oi!)"

ot la constante @(K) est définie dans le lemme[5.3.1]
Avec les notations ci-dessus, on obtient le théoréme suivant.

Théoreme 5.3.2. Soient K un corps de nombre, € > 0 un nombre réel fixé, et D un entier tel que
n+2n’ +n-4

D> (1 +e_1)( 27—

+0- 2) .
Soient X une hypersurface integre de degré 6 de P, m un entier et B un nombre réel positif tels
que, avec la notation b,, = (log B)'/", on ait

1 < by, < 671

et
(1+en@" +[K : Qllog(n + 1))
(n— Dby,

> [K: Q]( - (26 - Du(Ix) + %n(Zé —1log(s + 1)

20-1 26 -1 0+n
1 ologo 1 ,
+[K:Q] ogck +0logd + 5 og( " ))
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oit u(Ix) est défini dans la définition|3.2.22| et la constante ck est définie dans la proposition

Alors pour le nombre réel positif B déterminé ci-dessus, I’ensemble S (X; B) peut étre recouvert
par une famille d’hypersurfaces de degré D de P} qui ne contiennent pas le point générique de
X, dont le cardinal n’excéde pas C(e, d, n, K, B, m), ot la constante C(¢, , n, K, B, m) est définie en

(B.13), et I’ensemble S (X; B) est défini dans I’équation (5.2).

Démonstration. Si
bm
m
(K : Q]
ol la constante By(n, §) est définie dans la proposition [3.4.4] Donc d’apres I’inégalité (5.11)) et la

proposition[3.4.4] on obtient

1 __- 1
<= ﬂ(IX) + BO(”? 6) Y log(n + 1)a
no 2

b
(K : Q]
comme on a D > ¢ + 1. Donc il existe une hypersurface de degré D de P} qui ne contient pas le

point générique de X, et elle contient tous les éléments de S (X; B).
Si

W(Fp)

1 __- 1 1
< ——ullx) + Bo(n,0) — - log(n+1) < — —log(n+1)
no 2 2

by

[K: Q]

Dans ce cas-la, soit Ny €]0, +oo[ le nombre réel tel que

1__- 1
> ——u(lx) + Bo(n,0) — = log(n + 1).
no 2

(1 +en (b +[K : Qllog(n + 1))
(n = Db '

log Ng =

Soit r = [b,,], ou [b,,] est le plus grand entier borné supérieurement par b,,. On prend {p,-};:1 une
famille d’idéux maximaux distincts de Ok, tels que

a(K)™'Ny < Ny, < a(K)' N,
olt ¢(K) > 2 est la constante définie dans le lemme|[5.3.T] De plus, on peut confirmer que

Ny, >Ny, >-->N1 2Ny

s+n\ T 3 2071
n . _ —_ n
( 5 ) Stk:Ql 20 1exp([K - Q] (—ﬂ(lx) + = log(6 + 1))) ,

alors d’apres le corollaire B.3.12] on obtient que pour tous les idéaux maximaux pi, ..., p,, le
schéma 2, = 2 Xspecox Spec Fy, est réduit, oti = 1,...,7.

Pour tout (£)!_, € [] (%), soit
i=1

SOGB. €)= ]S (X: B.&).
i=1

Alors on a

,
sx:p=|J |J sxBolu () s@xB@L)
i=1 £e2 (Fy,) [
/.lgS(S/bfn_l (§I)i=leil;ll %(FD,‘)
Hg >0/ b

ol ug est la multiplicité du point & dans 2, lorsque & € 27 (Fy,).
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Pour la partie

r

J U s&:Be,

i=1 £e2 (Fy,)
He<O/bh

on prend un p = p;. Alors on obtient

log N, S log Ny

n W n —W

= (1+e) (" +[K : Qllog(n + 1)) 6

n

D’apres la proposition (dans le cas de |J| = 1), il existe une hypersurface de degré D de Py
qui ne contient pas X mais contient S (X; B, £). De plus, le cardinal de I’ensemble

r

|Jte € 2@l pe < 576571

i=1

est plus petit ou égal a

Z SHP"™ (F,,)
i=1

,
< 6 ) (1+aK) Ny +---+a(K) " VNy™)
i=1
a(K) -1 LK)
< 6 K)——~——No+ -+ a(K)" ' —————N!
(r+a/( )a/(K)—l o+ + a(K) a(Ky—1—1 o
< §(r+2(aK)No+ -+ a(K)" Ny

< Or+46a(K) VNG

comme a(K) > 2.
Maintenant on considere la partie

U sxB@EL).
(gi){zl Ef[l <%‘(Fl7i)
e >0/

Pour tout I’idéal maximal p;, le schéma 2, est réduit, alors son lieu singulier est de codimension
plus grande ou égale a 1 dans Z,. D’apres le théoréme|1.5.1] on obtient

DU melpe = 1) < (1= D86 - DN,
‘fe’%(FDi)

car on peut confirmer que Ny, > 6 — 1 pour touti = 1,...,r. Alors on a

(n—1)26(6 — HN™2
8/by 6/t = 1)
(n— 126 - DNI26p" Y
§—br!

#le € ZFy) pe > 6/bun -1} <

’
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-
avec ce qui déduit que le nombre du r-tubes (&,)7_, € [T 2 (Fy,) avec g > 6/ b1 est plus petit ou
i=1

égal a

(=128 = DN 2pp Y

1_[ o — b%—l

i=1
(- D26 - DNE 25 VY

(6-657")
(2= 126 - DN 255" DY a(K)"5
) (6 -5ty ’

caron a a(K)"'Ny < Ny, < a(K)' Ny pour tout 1 <i<r.

p
Par le fait que 1 < pg < 6 pour tout £ € Z°(Fy,), si (&)!_, € ]_[1 Z (F,,), alors on obtient
=

2 log Ny, S log Ny
Z2Fr—
— n_l/l't‘fi n \l/(_s

> (1+e) (" +[K : Qllog(n + 1)) 5

n

Donc par la proposition I’ensemble S (X; B, (§;);_,) est contenu dans une famille des hyper-
surfaces de degré D qui ne contiennent pas X, et le nombre des hypersurfaces dans cette famille
est plus petit que ou égal a

r(r+1)

(=126 - DN 205" ") k)3

or + 46a(K) "N + -
(6-b5)

< C(e,0,n,K, B,m),

ou la constante C(e, 6, n, K, B, m) est définie dans (5.13). Donc on obtient le résultat. O



Annexe A

Algebre locale et théorie d’intersection
utiles

Dans ce chapitre, on introduira les notions et résultats d’algebre locale et de la théorie d’in-
tersection qui sont utilisés dans le chapitre [I] telles que la démonstration du théoréme [I.5.1] soit
autonome. Dans tout le chapitre, si on mentionne un anneau, on signifie qu’il est un anneau unifere,
commutatif et noethérien.

A.1 Algebre locale

Cette section est la préparation algébrique de la théorie d’intersection classique (dans §A.2)), et
de certaines propriétés locale de schéma. Les référecnces principales sont [73] (la version anglais
[73])) et [69] ; en mé€me temps [15} 25} 129, 50] sont utiles pour compléter certains détails.

A.1.1 Dimension d’un anneau

Soit A un anneau. On appelle une chaine d’idéaux premiers dans A toute suite finie croissante

POGEPIL & - &P

d’idéaux premiers de A telle que p; # p;4; pour 0 < i < r — 1. L’entier r s’appelle la longueur de
cette chaine; I’idéal pg (resp. p,) s’appelle son origine (resp. son entrémité) ; on dit parfois que la
chaine joint pg a p,.

Les chaine d’origine pg correspondant bijectivement aux chaines de 1’anneau A/pg d’origine
{0}; de méme, celles d’extrémité p, correspondent a celles de ’anneau local A, d’extrémeité
I’idéal maximal de cet anneau. On peut ainsi ramener la plupart des questions relatives aux chaines
au cas particulier des anneaux locaux integres.

On appelle la dimension de Krull de A, et ’on note dim(A), la borne supérieure (finie ou
infinie) des longueurs des chaines d’idéaux premiers dans A. L’anneau Z est de dimension 1 ; soit
k un corps, I’anneau des polyndmes k[T, ..., T,] est de dimension 7.

Soit M un A-module, on définit la dimension de Krull de M comme la dimension de Krull de
I’anneau A/ Ann(M), ou I’idéal Ann(M) = {a € Ala - m = 0, pour tout m € M}. Il est noté comme
dimy (M), ou dim(M) pour simplifier.

Si p est un idéal premier de A, on appelle la hauteur de p la dimension de 1’anneau local A,,
noté comme ht(p); c’est la borne supérieure des longueurs des chalnes d’idéaux premiers de A
d’extrémité p. si a est un idéal de A, on appelle la cohauteur de a la borne inférieure des hauteurs
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des idéaux premiers p contenant a, noté par coht(a). Si on note W(a) I’ensemble de ces idéaux, on
a donc
ht(a) = inf ht(p), coht(a) = sup coht(p).
peW(a) peW(a)
En particulier, on a ht(A) = dim(A) et coht(A) = —1 (on convient en effet que le sup d’une faille
vide est égal a —1, c’est la convention la plus commode ici).
Si p est un idéal premier, on a évidemment :

ht(p) + coht(p) < dim(A),

mais 1’égalité n’est pas nécessairement vraie, méme si A est un anneau noethérien integre local
(cf. [56, Example 2] dans la page 203).

Théoreme de Cohen-Seidenberg

Le théoréeme de Cohen-Seidenberg est appelé comme "Going-up theorem" en anglais. Dans
cette partie, on utilise 1I’approche de [[73].

Pour A un anneau, soit B est un anneau contenant A et entier sur A. Cela signifie que tout
élément x de B vérifie une "équation de dépendance intégrale" :

S Hax ++a, =0, avec q; € A. (A.1)
Lemme A.1.1 ([75], Chap. III, Lemma 1). On suppose B intégre. Pour que ce soit un corps, il
faut et il suffit que A en soit un.

Démonstration. Si A est un corps, tout x € B est contenu dans une A-algebre intégre de type fini
sur A (celle engendrée par les puissances de x), et I’on sait qu’une telle algebre est un corps ([13,
Proposition 1, §2, Chap. V]), d’ol on a le résultat.

On suppose que B soit un corps, et soit a un élément non-nul de A. Soit x son inverse dans B.
L’élément x vérifie une équation (A.T), d’ou

x=—(a; +ama+--+a,d™"),
etl’'onaxe€A. o

Soient maintenant p et p’ des idéaux premiers de A et B respectivement. On dira que p’ est
ci-dessusde psip’ N A = p.

Proposition A.1.2 ([75]], Proposition 2, Chap. IIl). Avec toutes les notations et conditions ci-
dessus, on a les propositions suivantes :

1. Pour tout idéal premier p de A, il existe un idéal premier v’ de B qui est ci-dessus de p.

2. Sip’ c p” sont deux idéaux premiers de B ci-dessus du méme idéal premier p de A, on a
p/ — pl/

3. Sip’ est ci-dessus de p, pour que p soit maximal, il faut et il suffit que p le soit.

Démonstration. L assertion de I’énoncé 3 résulte du lemme[A.1.1] appliqué a A/p C B/p’. L’asser-
tion de I’énoncé 2, résulte de 1’énoncé 3, appliqué a A, C B, (on note B, I’anneau de fractions de
B pour la partie multiplicative A \ p). Le méme argument montre qu’il suffit de démontrer 1’énoncé
1 lorsque A est local et p maximal ; dans ce cas-1a, on prend pour p’ n’importe quel idéal maximal
de B, et on applique le lemme[A.T.T] i

Corollaire A.1.3 ([75], Chap. III, Corollary). Avec toutes les notations ci-dessus. On a les propo-
sitions suivantes :
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1. Si p6 C -++ C p, est une chaine d’idéaux premiers de B, les p; = p; N A forment une chaine
d’idéaux premiers de A.

2. Inversement, soit py C - -- C p, une chaine d’idéaux premiers de A, et soit p6 ci-dessus de
po. 1l existe alors une chaine p6 C --- C p,. dans B, d’origine pf), qui est ci-dessus de la
chaine donnée (i.e. on a p; N A = p; pour tout i).

Démonstration. Le terme 1 résulte simplement du terme 2 de la proposition [A.1.2] Pour le terme

2, on raisonne par récurrence sur r, le cas de r = 0 étant trivial. Si pg C --- C p,_1 est relevée
en p; C --- C p/_,, la proposition |A.1.2} appliquée a A/p,—; C A/p,_,, montre qu’il existe p;
contenant p; _, etci-dessus de p;. O

Proposition A.1.4 ([75)], Chap. III, Proposition 3). Avec toutes les notations ci-dessus. On a
dim(A) = dim(B). Si o’ est un idéal de B, et si a = o’ N A, on a ht(a”) < ht(a) et coht(a”) = coht(a).

Démonstration. L égalité dim(A) = dim(B) résulte du corollaire On en déduit, en divisant
par a’ et a, 1’égalité coht(a’) = coht(a). Quant a I’'inégalité sur les hauteurs, elle est immédiate dans
le cas ol p’ est premier, et le cas général se ramene tout de suite a celui-1a. O

A.1.2 Longueur d’un module et décomposition primaire
Longueur d’un module

Soient A un anneau et M un A-module. On définit la longueur de M comme ci-dessous :
Soit M un A-module, une suite de sous-modules

M=My2M 2---2 M, ={0}

est appelé une suite de composition (ou une suite de Jordan-Holder) si tout M;/M;,, est un module
simple (un A-module M est appelé simple si dont les sous-modules sont M et {0} seule). S’il existe
une suite de composition d’'un A-module M, sa longueur ne dépend pas du choix des suites de
composition (cf. [25) Theorem 2.13]). La longueur r d’une suite de composition de M appelée la
longueur de M, noté par £4(M), ou on la désigne par £(M) pour simplifier. Pour un A-module M,
s’il n’existe pas de telle suite, on définit £4(M) = +o0.

Lorsque A est un corps et M est un espace vectoriel sur A, £4(M) est la dimension de M sur A.

En général, soit

0 M, M, M, 0

une suite exacte de A-modules, ol chaque £4(M;) < +o0, on a
n .
D (=1ita(My) =0.
i=1

Soient A un anneau, M un A-module, et

0 M, M, e M, 0
une suite exacte de A-modules, on dit que M est un A-module plat si

0 —— MiOaM —— Mry®s M My,@aM —— 0O

une suite exacte de A-modules. En général, la suite

MM —— My, M M, M —— 0
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est exacte.

On dit qu'un A-module M est fidelement plat s’il est plat et si pour tout A-module non-nul N,
ona M ®4 N # 0. Pour un anneau A’, soit A C A’. Si A’ est fidelement plat, on dit que le change
de base Spec A’ — Spec A est un change de base fidélement plat.

Un homomorphisme des anneaux f : A — B est appelé comme plat (resp. fidelement plat)
si B est plat (resp. fidelement plat) considéré comme un A-module. Un morphisme des schémas
f 1 X — Y est appelé comme plat (resp. fidelement plat) au point P € X si f;f : Oy,rp) = Ox,p est
plat (resp. fidelement plat), un morphisme des schémas f : X — Y est appelé comme plat (resp.
fidelement plar) s’il est plat (resp. fidelement plat) aux tous les points de X.

Idéaux primaires

On a une autre description de la longueur d’'un module. Soient A un anneau, M un A-module
de type fini, et p un idéal premier de A. Un p est appelé comme associé a M si M contient un
sous A-module qui est isomorphe a A/p, qui est équivalent qu’il existe un élément de M dont
I’annihilateur est p. On désigne par Ass4(M) I’ensemble du idéaux premiers associés a M, ou par
Ass(M) pour simplifier.

Définition A.1.5. Soient A un anneau, N un A-module et Q un sous-module de N. Si I’ensemble
Ass(N/Q) = {p} contient un élément seulement, on dit que Q est p-primaire par rapport a N (ou
dans N).

Si on prend N = A, alors Q est un idéal de A, et on désigne par g ce idéal. On dit que q est
primaire si Ass(A/q) contient un seul élément. Si Ass(A/q) = {p}, on dit que q est p-primaire.

Soit g un idéal de A tel qu’il existe un idéal premier unique m qui contient q; alors si M est
un A-module tel que gM # M, qM est m-primaire par rapport a M. En effet, tout élément de
Ass(M/qM) contient g, donc est égal a m, et on a Ass(M/qM) # (. En particulier, g est un idéal
m-primaire dans A.

Soit m un idéal maximal de A ; les idéaux m-primaires sont alors les idéaux g pour lesquels il
existe un entier n > 1 tel que m* C g C m. En effet, si m" C q C m, m est le seul idéal premier
contenant q, et la conclusion résulte de 1’exemple ci-dessus ; réciproquement, si ¢ est m-primaire,
alors par Ass(A/q) = {m}, on a m est la racine de g, et il existe donc n > 1 tel que m” C q.

Définition A.1.6. Soient A un anneau, M un A-module, et N un sous-module de M. On appelle
la décomposition primaire de N dans M une famille finie {Q;};c; de sous-module de M, primaires
par rapport a M, et telsque N = " Q;.

iel
Proposition A.1.7 ([15], Chap. IV, §2, n° 2, Théoréme 1). Soit M un module de type fini sur un
anneau, et soit N un sous-module de M. Il existe une décomposition primaire de N dans M de la
forme

N= (] o)

peAss(M/N)

ou pour tout p € Ass(M/N), Q(p) est p-primaire par rapport a M.

Soient M un module sur un anneau, N sous-module de M. On dit qu’une décomposition pri-
maire N = () Q; de N dans M est réduit si les conditions suivantes sont remplies :
i€l
— il n’existe aucun i € I tel que () Q; C O;;
J#i
— si Ass(M/Q;) = {p;}, les p; (i € I) sont deux distincts.
On a la proposition suivante :
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Proposition A.1.8 ([15]], Chap. IV, §2, n° 3, Proposition 4). Soient M un module sur un anneau

noethérien, N un sous-module de M, N = (| Q; une décomposition primaire de N dans M, et pour
iel

i €1, soit {p;} = Ass(M/Q;). Pour que cette décomposition soit réduite, il faut et il suffit que les p;

soient deux a deux distincts et appartiennent a Ass(M/N); alors on a

— Ass(M/N) = Ulpi);

el

— Ass(Q;/N) :lU{pj}pour touti € 1.

J#i

Par la proposition [A.1.8} si N = (] Q; est une décomposition primaire de N dans M, il est

clair que #I > #Ass(M/N). Si cette lillécompostion primaire est réduite, il faut et il suffit que
#I = # Ass(M/N).

Si M = A, la décomposition réduite est unique.

Soit M un A-module, alors on a

Proposition A.1.9 ([75]], Chap. I, §5, Proposition 3). Si p est un idéal premier de A, les propriétés
suivantes sont équivalentes :

I. Mp :)t 0;
2. p e V(Ann(M)).

On désigne par Supp(M) I’ensemble de p € Spec A qui satisfont les conditions dans la propo-
sition [A.1.9] on dit qu’il est le support de M. 1l est fermé dans Spec A par rapport a la topologie
de Zariski.

Proposition A.1.10. £4(M) = 1 si et seulement si’l existe un idéal maximal m de A avec M = A/m.
En particulier, Supp(M) = {m}.

Démonstration. Si M = A/m pour un idéal maximal de A, il est clair que £4(M) = 1. D’autre,
comme M est de type fini, il existe x1,...,x; € M avec M = Ax; + --- + Ax;. On choisit un x;
non-nul. Comme {0} € Ax; € M, et alors on a M = Ax;. Si I le noyau d’un homomorphisme
A — M qui envoie a en ax;, alors A/l = M. Soit m un idéal maximal de A avec I/ € m. Comme
m/l C A/I,on am = [ par le lemme de Nakayama (cf. [51, Theorem 2.2]). O

Soient A un anneau, et M un A-module. Lorsque M est de type fini, ’idéaux premiers qui con-
tiennent Ann(M) sont dans Supp(M) par la proposition Alors dim M est la borne supérieure
de la longueur de la filtration de I’idéaux premiers dans Supp(M), qui signifie

dim(M) = supdim(A/p) pour p € Supp(M).

De plus, un idéal premier p € Supp(M) est appelé comme un idéal premier minimal si dim(A/p) =
dim(M).

A.1.3 Multiplicité d’un module

Soit A un anneau, on rapelle que A est appelé comme un anneau artinien s’il satisfait les
conditions équivalentes suivantes (cf. [15 Proposition 9, Chap. IV §2]) :

— €4(M) < 400, o M est un A-module de type fini;

— A est noethérien, et tout idéal premier de A est maximal;

— tous les éléments de Ass(A) sont des idéaux maximaux ;

— dim(A) = 0.

On considere un anneau gradué H = @5 H, qui satisfait les conditions suivantes :

n

— Hj est artinien;
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— l’anneau H est engendré par Hy est un nombre fini des éléments (x1, ..., x,) de H;.
Alors H est le quotient de I’anneau de polyndme Hy[T7, ..., T,] par un idéal homogene. En parti-
culier, H est noethérien.

Soit M = € M,, un H-module gradué de type fini. Chaque M, est un Hp-module de type

n
fini. D’apres [25, Corollary 2.17], M,, étant de longueur finie est équivalent a Hy/ Ann(M,,) étant
artinien, et Hy/ Ann(M,,) étant artinien est d’apres Hyp étant artinien. Donc M,, est de longueur
finie. Alors on peut définir une fonction ¢y, : Z — Z suivante :

() = 0, sin<O0;
MUV =N Ly (M), sin > 0.

On dit que la fonction ¢y (n) est la fonction de Hilbert (ou la fonction de Hilbert-Samuel) du
H-module M.
On introduit une propriété importante de cette fonction suivante :

Théoreme A.1.11 ([75], Chap. II, Theorem 2). Avec les notations ci-dessus, il existe un polynéme
Py(n) de degré plus petit que ou égal a r — 1 tel que p(n) = Py(n) pour n assez grand.

Démonstration. On peut supposer H = Hy[Ty,...,T,].

On raisonne par récurrence sur r. Si r = 0, M est alors un Hp-module de type fini et est donc
de longueur finie par I’argument ci-dessus. Il en résulte que M,, = 0 pour n assez grand.

On suppose la propriété démontrée pour les modules gradués de type fini sur Hy[T, ..., Tr—1],
et on montrera le cas de r variables. Soient N et R le noyau et le conoyau de 1’endomorphisme ¢
définie par T, dans M, ce sont des modules gradués, et pour tout n, on a

0 Nn Mn d Mn+l E— Rn+1 — 0.

D’ou I’on a I’égalité :

emn+1) —op(n) = er(n + 1) — en(n).
Mais T, appartient aux annihilateurs de R et N. Les modules R et N sont donc des modules gradués
de type fini sur Ho[T,...,T,—1]. Par I’hypothese de récurrence, pr(n) et ¢y(n) admettent deux

polyndmes de degré < r —2. Alors ¢y (n+ 1) — pp(n) ala méme propriété. Donc le module ¢,y(n)
admet un polynéme de degré < r — 1. O

On dit que le polyndme Pj;(n) défini dans le théoréme |A.1.11|est le polynéme de Hilbert de
M. Le polynome Pjs(n) = 0O si et seulement si £z, (M) < +oco.
Pour un polynéme f(n) € Q[n], on définit I’opérateur de différence A comme :

Af(m) = f(n+1) = f(n),

et AKf = A(AK1£). Soit k > 1, si deg Q < k — 1, alors AK"1Q est une constante. Le résultat suivant
donnera une borne supérieure de ATPy(n).

Proposition A.1.12 ([[75]], Chap. II, Theorem 2’). Avec les nontations ci-dessus. Soit M engendré
par My comme un H-module, alors on a :

(@) A Py(n) < Lry(Mo), et

n+r—-1
fHO(Mn)SfHO(MO)( e 1 )

(b) Les propriétés ci-dessous sont équivalentes :
(b1) A™'Py(n) = ry(Mo) ;
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(b2) @y(n) = Ly (Mo)("T"7")
(b3) L’application canonique Mo ®u, HolT1,...,T ] — M est un isomorphisme.

Démonstration. On peut supposer H = Hy[T}, ..., T,]. Soit
M = My®pu, H= Mo[Ty,...,T,].

L application canonique M — M est surjective. Si R est son noyau (gradué), on a donc la suite
exacte

0 R, M, M, —— 0
pourn > 0.D’ot 'on a

. -1
C (M) + €ty (Ra) = oty (M) = £HO<M0)(” T )

r—1

alors on a A" Py(n) = Chy(Mo) — A"~ Pr(n) pour tout n > 0, qui signifie que (a) est vérifié. En
outre, on a

n+r—1
fHo(Mn)<5H0(M0)( el )

Pour la partie (b), par définition on a (b2)<(b3)=(b1). Pour démontrer (b1)=(b3), on a besoit
de prouver :

SiR # 0, alors A1 Pg(n) > 1.

Pour cela, soit
Mo=M 2M*"' 2.2 M ={0)

une suite de Jordan-Holder de My et soit R = RN MI[T}, ..., T,] pouri=0,...,s. Alorson a
s . .
Pr(n) = Cuy(Ra) = " €y (RE /R,
i=1
Comme R # 0, on peut prendre un i tel que R’ # R~!. Donc on a
Pr(n) = PR[/Ri—l(l’l)

pour n assez grand. De plus, R'/R™™! est un sous-module gradué non-nul de M'/M~! @y, H, et ce
dernier module est isomorphe a k[T1,...,T,], ou k est le corps ﬁo /m pour m est ’annulateur de
M?/M™" dans Hy. Il en résulte que si R'/R"~! contient 1’élément f # 0 et homogene de degré ¢,
R'/R"-! contient (f) = f - k[Ty,...,T,]. D’our :

C(RUR™YY > Ly (Pa) = (” T 1)

-1

si n > t. Finalement,

PR(n)>(n—t+r—l)
r—1

sin > t, d’ou on obtient le résultat. O
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A.1.4 Filtrations p-adique
Lemme d’Artin-Rees

Soit A un anneau. On appelle anneau filtré un anneau A muni d’une famille (A, ),z d’idéaux
vérifiant les conditions suivantes :

Ao = A, Aps1 CAn Ay Ay CApg.

On appelle module filtré sur I’anneau filtré A un A-module M muni d’une famille (M},),ez d’idéaux
vérifiant les conditions suivantes :

Mo =M, My C My, Ay - M, C My,

Soient A un anneau, et p un idéal de A. On suppose que M un A-module filtré par (M,,) avec
PM, C M, pour tout n > 0. On lui associe le groupe gradué M somme directe des M, n > 0;
en particulier, A = Y p". Les applications canoniques A p» X M, — M., plongent une application
bilinéaire de A x M dans M ; on définit ainsi sur A une structure de A-algébre graduée, et sur M
une structure de A-module gradué. Comme p est de type fini, A est une A-algébre engendrée par
un nombre fini des éléments, et c’est en particulier un anneau noethérien.

La filtration définie ci-dessus est appelée comme une filtration p-adique.

Proposition A.1.13 ([[75], Chap. II, Proposition 8). Avec toutes les notations ci-dessus, les trois
propriétés suivantes sont équivalentes :

1. M1 = vM,, pour n assez grand;
2. il existe un entier m tel que My, = "M, ;

3. M est un A-module de type fini.

Démonstration. L’équivalence de 1 et 2 est triviale. Si 2 est vérifié pour un entier m, il est clair que

M est engendré par Y. M;, donc est de type fini; d’ ol on a c. Réciproquement, si M est engendré
i<m

par des éléments homogenes de degré n;, il est clair que 'on a M, = p- M, des que n > sup(n;);

donc 3=1. O

On renvoie la démonstration du théoréme 1 dans le chaptre II de [75] pour la démonstration
de la proposition suivante.

Proposition A.1.14 (Lemme d’ Artin-Rees). Soient A un anneau et M un A-module qui satisfait
les conditions équivalentes dans la proposition [A.1.13] si P est un sous-module de M, alors il
existe un entier m tel que

PN p™* M = p(P 0 p"M).

Démonstration. Ona P C M; comme M est de type fini et A est noethérien, alors P est de type
fini aussi, alors on a 1’assertion. m]

Multiplicité d’un module p-filtré gradué

Soient p un idéal de A tel que A/p soit artinien, et M un A-module de type fini, on définit

+00
gr,(M) = D" M/ M).
n=0
Alors gr,(M) est un gr,(A)-module gradu€ de type fini, et il y a une structure de la filtration p-

adique de gr,(M). On sait que gr,(M) et gr,(A) satisfont les conditions dans le théoreme
On définit Hy p(k) = €4 /p(pkM /oI, alors d’apres le théoreme|A.1.11} on a le résultat suivant :
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Proposition A.1.15. Avec toutes les notations et conditions ci-dessus, il existe un polynéme Py, p(k)
dont le degré est plus petit ou égal au nombre de générateurs de v, tel que Hy, p1(k) = Py, (k) pour
k assez grand.

Soit Ly pr(n) = €4/p(M/p"M). Par la suite exacte de A/p-module
0 —— pn]w/pn+ljw N M/p”“M - M/p”M - 0’

on obtient
Lp,M(}’l + 1) - Lp,M(n) = Hp,M(n).

Alors pour n assez grand, on a Ly y(n) admet un polynome de degré deg P, »s + 1, noté comme

Qp,M-
Lemme A.1.16 ([25]], Lemma 12.3). Soit A un anneau. Si

0 M M M —— 0

est une suite exacte de A-modules de type fini, et si p est un idéal tel que A/p soit artinien, alors
ona
Poy =Py + Py — F,

ou F est un polynome de degré strictement plus petit que deg Py, yyr, et dont le coefficient du terme
dominant est positif.

Démonstration. Comme P, y(n) = Qpm(n + 1) — O, m(n) pour n assez grand, il suffit de montrer
le résultat pour remplacer Py p(n) par Oy, p(n). D’apres la suite exacte

0 N (Ml n DnM)/DnMI N M//pnM/ N M/DnM N M/l/pnMH N 0’

on a
Lom(n) = Ly () + Ly () = Capp(M 0 My 0" M),

Par la proposition (le lemme d’ Artin-Rees), il existe un entier m tel que
M Np"M=p"""M Nnp"M)cp""M
pour tout n > m, alors
F(n) := Lap(M' 09" M)/0" M’ < Loy (n) — Ly ppr(n — m).

L’ égalité montre que F(n) a le coefficient positif du terme dominant, et I’'inégalité donne la borne
de degré desirée. O

Définition A.1.17. Un polynéme numérique est un polyndme P(X) € Q[X] tel que P(n) € Z pour
tout n € Z assez grand.

Proposition A.1.18 ([43]], Chap. I, Proposition 7.3). Si P(X) € Q[X] est un polynéme numérique,
alors il existe une suite des entiers cy,cy,...,Cr, tel que

X X
P(X) = co(r)+cl(r_ 1)+~~+c,.

En particulier, P(n) € Z pour tout n € Z.
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Les fonctions Hy p(k) et Ly p(k) sont de valeur entiere, on désigne par Q, y(k) le polyndme
tel que Ly p(k) = Qp m(k) pour k assez grand. Par la proposition|A.1.18| on peut écrire O, p(X) et

Py m(X) comme les formes de
-1y
Pmm=zqg

k=0
et J
me=2%ﬁ
k=0
pour certains ag, by € Z, ou d est un entier positif. Comme P, p(X) = Qpm(X + 1) — Op u(X),
alors il existe un entier e, 57 > O tel que

d-1
PyuX) = €p,Mm + f(X)
et
Xd
Qp,M(X) = ep,ME + g(X),

oudeg f(x) <d—-1etdegg(X) <d.

Définition A.1.19. Avec toutes les notations ci-dessus. On dit que ey p est la multiplicité d’idéal
p dans M, et elle peut étre noté par ey (p). Si M = A, on désigne par e(p) la multiplicité de 1’idéal
p dans A pour simplicifier s’il n’y pas de’ambiguité.

A.1.5 Multiplicité d’un idéal d’un anneau local

Soit A un anneau, on dit que A est un anneau local s’il a un idéal maximal seulement, et on dit
que A est un anneau semi-local s’il n’a qu’un nombre fini de idéaux maximaux.

On désigne par (A, m, k) I’anneau local A, avec I’'idéal maximal m et le corps résiduel k. Le
résultat suivant sera utile dans 1’argument ci-dessous.

Proposition A.1.20 ([50l], (24.C)). Un anneau semi-local complet est isomorphe a un produit fini
d’anneaux locaux complets.
Fonction de Hilbert-Samuel et multiplicité de module sur un anneal local

Soient (A, m, k) un anneau local, p € m un idéal of A, et M un A-module de type fini. On écrit
s(M) comme la borne inférieure de entier n telle qu’il existerait n éléments xj,...,x, € m avec
M/(x1,...,x,)M de longueur finie. Dans ce cas, on a le théoreme suivant ([75, Chap. III, Theorem
1]). On renvoie la démonstration dans cela.

Théoréme A.1.21. Soient (A, m, k) un anneau local, p C m un idéal m-primaire de A, et M un
A-module de type fini. Avec toutes les notations et conditions ci-dessus, on a

dim(M) = deg Qp m = s(M).
En particulier, deg Qy pm ne dépend pas du choix de v.
Afin de démontrer le théoreme [A.1.21] d’abord on introduira un lemme :

Lemme A.1.22. Soit x € m. On désigne par Anny(x) le sous-module de M qui contient tous les
éléments annulés par x, alors on a

1. s(M) < s(M/xM)+1;
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2. Soit p; € Supp(M) tous les idéaux premiers tels que dim(A/p;) = dim(M). Si x ¢ p;, pour
tout i, alors on a dim(M/xM) < dim(M) — 1.

3. Si g estun idéal de A m-primaire, le polynome
Qq,AnnM(x) - Qq,M/xM
est de degré moins que Qqp — 1.

Démonstration. Le terme 1 et le terme 2 sont démontrés par définition directement. Pour montrer
le terme 3, on a les suites exactes suivantes

0 —— Anny(x) M xM —— 0,
0 —— xM M M/xM —— O.
Par le lemme[A.T.16] on a le résultat. i

Démonstration du théoreme[A. 1.21l On va montrer le théoréme par un raisonnement "en cercle" :

1. dim(M) < deg(Qp.m) : On raisonne par récurrence sur deg QO u, a partir du deg(Qp m) = 0

qui est trivial. On suppose deg O, > 1, et soit pg € Supp(M) qui est minimal ; et M
contient un sous-module N isomorphe a A/pg; comme deg(Qy») > deg(Qpn), On est
ramené a prouver cette assertion pour N.
Soit pg C p; C --- C p, une chalne d’idéaux premiers dans A. On doit montrer que
n < deg(Qpn). Cest clair si n = 0. Sinon, on peut choisir x € p; N m, avec x ¢ Po.
Comme la chaine p; C --- C p, appartient & Supp(N/xN), le lemme [A.1.22] montre que
dim(N/xN) = dim(N) — 1, et que deg(Qpn/xn) < deg(Qpn) — 1, d’ol cette assertion en
vertu de I’hypothese de récurrence appliquée a N/xN.

2. deg(Qp.m) < s(M) : Soienta = (xp,..., x,), avec a C m, et M/aM de longueur finie. L’idéal
p = a+ m N Ann(M) est alors un idéal m-primaire de A, et Qupy = Qpm- D’apres la
proposition[A.T.T5] deg(Qq ») est plus petit que ou égal a n, d’ott deg(Qyp ar) < s(M).

3. s(M) < dim(M) : On raisonne par récurrence sur n = dim(M), qui est fini d’apres I’étape 1.
On suppose que n > 1, et soient p; les idéaux premiers de Supp(M) tels que dim(A/p;) = n;
ces idéaux sont minimaux dans Supp(M), donc en nombre fini. Ils ne sont pas maximaux
puisque n > 1. Il existe donc x € m, tel que x ¢ p; pour tout i. Le lemme [A.1.22] montre
que s(M) < s(M/xM) + 1, et dim(M) > dim(M/xM) + 1. Par ’hypothese de récurrence,
ona s(M/xM) < dim(M/xM), d’ou le résultat cherché.

m]
Définition A.1.23. Soient (A, m, k) un anneau local, M un A-module de type fini de dimension 7.

Une famille (x, ..., x;) d’éléments de m sont appelés comme un systéme de parametres de M si
Ca(M/(x1,...,x5)M) est finie et s = n.

Soit (A, m, k) un anneau local. Si (xg,...,xs) est un systtme de parametres de A considéré
comme un A-module, on dit que (xi,..., x;) est un systéme de parametres de 1’anneau A pour
simplifier. Dans ce cas, on a s = dim(A).

Par le théoreme [A.1.21] un tel systeme toujours existe. De plus, on a :

Proposition A.1.24 ([75], Chap. III, Proposition 6). Avec toutes les notations ci-dessus, soient
X1, ..., X, des éléements dans m. Alors :

dim(M/(x1,...,x)M) + k > dim(M),

et on a l’égalité si et seulement si x1,. .., X; est une partie d’un systéme de parameétres de M.
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Démonstration. Par le lemme[A.T.22] I’inégalité toujours vraie. Si on a I’égalité, et si xx41, ..., X,
(n = dim(M)) est une systeme de parametres de M/(xy,...,xx)M, le quotient M/(x1,...,x,)M
est de longueur finie, qui montre que xi, ..., X, est une systeme de parametres de M. En outre, si
X1, ..., X, st une systéme de parametres de M, on an — k > dim (M/(xy, ..., xx)M). O

Remarque A.1.25. Soit X < P}/ un schéma projectif sur un corps k. Si on écrit
X = Proj (kK[To, ..., T,1/D)

pour I un idéal homogene considéré comme un k[T, ..., T,]-module gradué. Soit m 1’idéal max-
imal homogene de k[T, ..., T,], alors on peut définit le degré de X comme

deg(X) = emk[To,...Tlm >
il est en méme que le degré d’un schéma par rapport au fibré universel.

Corollaire A.1.26 ([25]], Exercise 12.11). Soient (A,m, k) un anneau local, et My, M, M> des
A-modules de type fini. On suppose que p un idéal m-primaire. Si on a la suite exacte de A-module

0 My M, M, —— 0,

alorsona :
— si dim(My) = dim(M;) = dim(M>), alors ey p, = ep My + €p M, 5
— st dim(My) = dim(M,) > dim(M>), alors ey p1, = €p 1, 5
— si dim(Mp) < dim(M1) = dim(M>), alors ey p, = €pm, ;

et un des trois termes ci-dessus doit étre vrai.

Démonstration. 1l est un corollaire direct du lemme[A.T.16]et la proposition [A.T.21] i

Remarque A.1.27. Si on définit

| epm, n=dim(M);
ep(M,n) = { 0, n#dimM).

Alors on peut écrire le résultat du corollaire [A.1.26] comme
eD(M19 l’l) = eD(M()e n) + eD(MZ’ n)
pour tout n € N.

Proposition A.1.28 (Chap. VIII, §7, n° 1, Prop. 3). Soient (A,m, k) un anneau local, et M un
A-module de type fini. On suppose que q C m est un idéal de A, alors on a

eqM = Z Ca,(My) - eqa/,
P

ou p prend tous les ideaux premiers minimaux de A dans la somme.

Démonstration. On écrit

o= a(M)= ) la,(My),
P

ou p est un idéal premier minimal de M. On raisonne par récurrence sur o. Si o = 0, alors M = 0,
le résultat est vrai évidemment. Si o > 0, on choisit un idéal premier minimal py de M avec
dim(A/pg) = d. Alors M contient un sous-module N qui isomorphe a A/py. Si dim(M/N) < d,
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alors o = {4, (My,) = 1, et par le corollaire @ onaeg ) = ey pour arbitraire idéal q C p. Si
dim(M/N) = d, alors o(M/N) < o, et par I’hypothése de récurrence, on a

eamm = . La,(MIN)eqarp.
dimA/p=d

Maintenant on a £4,(M) = €a,(M/N), pour p # po, et Lajp,(Mpy) = Cajp,(M/N)y,) + 1. Par le
corollaire[A.1.26] on a eq s = eqm/N + €q.A/p,» alors on a le résultat. o

Proposition A.1.29 ([69]], Chap. VI, n° 1, d, Proposition 1). Soient A et A’ deux anneaux locaux,
p et ¥’ des idéaux primaires pour les idéaux maximaux m et m’ de A et A’, et B le produit tensoriel
complété de A et A’ sur un corps K sur lequel A/m et A’ /m’ sont finis. Si (A/m) ® (A’ /m’) est un
corps, B est un anneau local, Bp + By’ est un idéal primaire pour ’idéal maximal Bm + Bm' de
B, etl’onadimB = dimA + dim A’ ef epyipy B = €pA - €y A

Démonstration. Soient d et d’ les dimensions de A et A’. Pour i et j assez grands, les fonctions

. . . . d— d’ ~1
ZA/p(p’/p’”) et €A//p»(p’1/p’f”) sont polyndmes de termes dominants ep,A% et ep/,Afh. Les

dimensions sur K de ces modules sont, en notant r et ' les dimensions sur K de A/m et A’ /m’,
rlasp (@ /P et ¥/l jy (' /971, Comme

(Bp+ By')" = By" + Bp"'p' + -+ + Bpp™! + Bp”",
la dimension sur K de B/(Bp + Bp’)" est égale a

D b [0 e (07 0T

i+j<n

on le voit en se plagant dans B/(Bp" + Bp'") qui est produit tensoriel de A/p" et A’/p”. Comme la
dimension sur K du corps résiduel B/(Bm + Bm') est rr’, la longueur de B/(Bp + Bp’)" est

D Lapp 0 a0 97T,
i+j<n
Or le terme dominant de cette somme est le méme que celui de la somme
i+d-1\(j+d -1
wacva ), ( d-1 )( d -1 )
+j<n

ce dernier se calcule aussitdt en considérant, a la place de A, A’, p et p’, les anneaux de séreis
formelles a d et d’ variables sur K. et leurs idéaux maximaux : ce terme dominant est celui de
d+d +n .
ep,Aepr,Ar( did )et il vaut
nd+d
d+d)”’

ceci démontre cette assertions. O

€p.ACy A

Une formule associative des multiplicités d’un system de parametres

Cette partie est la préparation algébrique pour démontrer la formule associative dans la théorie
d’intersection (la proposition [I.3.3]). On prend I’approche de [69].

Soient B un anneau, et A un sous-anneau de B tel que tout élément de B est entier sur A. Par la
proposition [A.T.2] et le corollaire [A.T.3] pour tout idéal premier p de A, il existe un idéal premier
p’ de Btel que p’NA = p; pour que p soit maximal, il faut et il suffit que p’ le soit. Si i est un idéal
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de B contenant p’ et distinct de p’, alors i A # p. Si o est un idéal de A, les éléments du radical
de By sont ceux qui satisfont & une équation de la forme

LA ey, =0,

ou V; € D.

On dit que ’anneau B est une extension finie de A si B contient A, et B est un A-module de type
fini; ceci implique que tout élément de B est entier sur A. Soit r la valeur maximale qui satisfait :
il existe r éléments by, ..., b, € B non-nuls, tels que by, ..., b, sont A-linéairement indépendants,
et tous r + 1 éléments de B sont A-linéairement liés. Dans ce cas, on désigne [B : A] = r.

Pour un anneau A, on suppose que m est un idéal de A. Soit B une extension finie de I’anneau
m-adique de A, on peut supposer que m est I’intersection d’ideaux premiers. On considere sur B la
topologie définie par les m" B, on remarque que mB N A = m. En effet, m = (); p; ou chaque p; est
un idéal premier de B tel que plf NA =y, alors p; DmB, p; D mBNAetm>DmBnNA. On désigne
parA = 1(£1A/m” etB = @B/(mB)”.

n n
Lemme A.1.30 ([69], Chap. I, n° 6, d). Soient B un anneau, et A un sous-anneau de B tel que B
est une extension finie de A. Lorsque A est complet, il en est méme de B.

Démonstration. Soit B = }; Ab;, et soit {v;} une suite de Cauchy dans B; on a
Up = Vyr1 — vy € m*™B,
ou s(n) tend vers I’infini ; on peut écrire

Uy = Z anib; avec a,; € m*";

i

si a; désigne la somme de la série {a,;} (qui est convergente dans A), on a

Z aibi = lim Vi,
n—oo

i
qui montre le résultat. o

PropOSItlon A.1.31 ([69]], Chap. I, n° 6, h). Avec toutes les notations ci-dessus, on a [B : A] =
[B: Al

Démonstration. Lorsque A est un sous-espace de B, A s’identifie 2 un sous-anneau de B, et B est
un A-module de type_ fini (si B = Z Ax;, alors ZAx, est un sous-anneau B’ de B contenant B et
complet, donc B’ = B par le lemme ). De plus, on suppose qu’aucun élément non-nul de A
n’est pas diviseur de zéro dans B. Alors des ¢léments {b;} de B qui sont lin¢airement indépendants
sur A, restent lin€airement indépendants sur A'; autrement dit, B et A sont linéairement disjoints
sur A. De plus, tout élément a € A qui est diviseur de zéro dans B, l'est déja dans A O

Lemme A.1.32. Soient A un anneau complet et m un idéal de A. On suppose que A est un sous-
anneau de B. Si B est un anneau mB-adique quelconque contenant A et tel que B/Bm est un
module de type fini sur A/m, alors B est lui-méme un A-module de type fini.

Démonstration. En effet, soit (E,-) un systeme de générateurs de B/Bm sur A/m, et soient (b;) des
représentants des b; dans B pour tout x € B, on détermine par récurrence sur 7 des Yin dans A tels
que x = 3; vinbi( mod m"B), et que y; 41 — yin € m" siy; = limy;,,onax—Y,;yb €, m"B =
(0). On déduit de cette construction que, si B/Bm = A/m,on a B = A. O
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Proposition A.1.33 ([69], Chap. I1, n’ 5, f, prop. 2). Soient (A", m’, k") un anneau local, et (A, m, k)
un sous-anneau local de A’ tel que A’ soit une extension finie de A, et qu’aucun élément non-nul
de A n’est pas diviseur de zéro dans A’. Alors A et A’ ont méme dimension et si q est un idéal
primaire pour ’idéal maximal m =m’ N A de A, on a

[A”: Ale(q) = [K' : k]le(A"q),
ou e(p) est la multiplicité de I’idéal v dans I’anneau A.

Démonstration. On rappelle que pour un A/p-module M de longueur finie, on a €4,,(M) = €4(M)
si on cosidére M comme un A-module. D’abord, on remarque que si F' est un A’-module de
longueur finie, c’est aussi un A-module de longueur finie, et on a

Ca(F) = [k = kb (F).

(en effet, F est annulé par un m’* et il suffit d’étudier les modules A’/m’*, ot encore m’/ /m’/*1).
D’autre partie, il existe un élément non-nul ¢ de A, et des éléments (b, ..., b)) de A’-linéairement
indépendants sur A, tels que cA” C E = }; Ab]. En considérant I’application canonique de E/Eq"
sur (£ + A’q")/A’q", on obtient

CA(E/EQ") > Lar(E + A'q")/Aq") > Car((A'c + Aq")/A"q"),

ou le dernier terme vaut Qarq.ar(n) — Qarc+arq)/are.ar (n).
En considérant de méme I’application canonique de A’c/A’cq" sur (A’c + Eq")/Eq", on obtient
LA (EJEQ") < La(A'c/A’cq") + Ly (E/(A'c + Eq"))
< Cy(A'c/Acd™) + €4 (E/(Ec + EqM)).

Les deux inégalités s’écrivent aussi :
rQua(n) > [K' 1 kI(Qarqn (n) = Qarcsargyarea (n),

r(QaqA(M) — Oactayjac.a(n) < [k : k1Qarqa (n).

Comme c¢ n’est pas un diviseur de zéro, ni dans A, ni dans A’, les termes de plus hauts degrés du
second membre de la premiére inégalité et du premier membre de la deuxieme inégalité sont ceux
de [k" : k]Qarq.a/(n) et de rQq a(n). Donc ces deux derniers polynomes ont méme degré d, qui est
la dimension commune de A et A’, ils ont la méme dimension par la proposition et méme
coefficient dominant, ce qui démontre I’égalité annoncée. O

Corollaire A.1.34 ([69], Chap. II, n° 5, f, coro.). Si (A’,m’, k") est un anneau local complet qui
contient un corps K sur lequel k' est fini, et si (xi,...,x4) est un systeme de parametres de A’
engendrant un idéal o et tel qu’aucun élément non-nul de A = K|[x1,...,x4]] n’est pas diviseur
de zéro dans A’, alors A’ est extension finie de A, et l’on a

[A": A] = e(v)[K' : K]

Démonstration. Le fait que A’ est une extension finie de A a ét€ démontré par le lemme|[A.1.32] Le
reste se déduit de ce que I’idéal (xj, ..., x4) de A est de multiplicité 1. Par la proposition[A.1.33]
on a I’assertion. O
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Corollaire A.1.35 ([69], Chap. II, n° 5, f, coro. 2). Soient (A, m, k) un anneau local, B un anneau
semi-local qui est une extension finie de A et tel qu’aucun élément non-nul de A n’est pas diviseur
de zéro dans B, B = >.i Bi la décomposition du complété B en composé direct d’anneaux locaux
(la proposition|A.1.20), ; ’idéal maximal de B;, et q un idéal primaire pour I’idéal maximal m de
A.Ona:

[B : Ale(a) = ) [(Bi/a) : Kle(B;a)

et

e(Ba) = ) e(Bia).

i

Démonstration. Comme [B : A] = [B : A], on peut supposer A et B complets par la proposition
[A.1.31] Comme B; contient un sous-anneau A; isomorphe a A, on exprime [B; : Ale(q) par la
proposition [A.1.33] et I’on en déduit [B : A] par sommation. La seconde formule se déduit de
ce que tous les B; ont méme dimension que A et de ce que B/B, est isomorphe au produit des
Bi/Biq”. O

On dit qu’un anneau local B est quasi fini sur un sous-anneau local A s’il existe un anneau
intermédiaire C (A C C C B) tel que C soit extension finie de A, et que B est I’anneau des fractions
(au sens ordinaire) d’un idéal maximal m de C; ceci implique que m contient tous les idéaux
premiers de zéro de C et que I’on ait (), m" = (0). L’anneau C est semi-local. Si A est complet,
il en est de méme de C, et B est un des facteurs Ce de la décomposition de C. L’anneau B est dit
régulierement quasi fini sur A, s’aucun élément non-nul de A n’est pas diviseur de zéro dans B;
alors, si A est complet, B est fini sur Ae, qui est isomorphe a A.

Soit k un corps de caratere p, tel que [k : k”] est fini. On note 7(n, k) I’anneau des frac-
tions de I’idéal premier (x1, ..., x,;) de ’anneau de polyndmes k[x1, ..., x,]; c’est un anneau local
régulier de dimension n; si p; est I'idéal premier engendré par (xi, ..., x,—;), T(n, k)/p; est isomor-
phe 4 7(i, k), et T(n, k), & 7(n — i, k(X4—ix1, . .., X,)). On note T(n, m, k) (m < n) I’anneau de séries
formelles k((x1, ..., Xp)[[Xm+1, ..., X]]; c’est un anneau local régulier et complet de dimension
n — m; le complété de t(n, k) est 7(n,0,k); si p; est I’'idéal premier de 7(n, 0, k) engendré par
(x1,...,Xp—), on a T/p; = 7(i,0,k); T(n, k)5, n’est pas complet, et son complété est 7(n, i, k). Les
anneaux des type 7(n, k) et 7(n, m, k) recevront le nom de noyaux, et les systemes de parametres
(X155 Xp) €8 (Xppt1s - -+, Xy) de T(n, k) et T(n, m, k) seront dits spéciaux. Un anneau local A est
appelé un anneau a noyau s’il est régulicrement quasi fini sur un noyau.

Proposition A.1.36 ([69], Chap. III, n° 4, prop.). Soient A un anneau a noyau, m son idéal max-
imal, (x1,--- ,x,) un systeme de parametres de A engendrant ’idéal o, o ’idéal engendré par
(X1, ..., Xp), et p; les idéaux premiers minimaux de o. Alors on a

e(@) = )" e((a+ p)/pi) - e(0Ay,).

i

Démonstration. D’abord, on suppose que A est complet. Alors A contient un corps K sur lequel
A/m est fini par le lemme [A.1.32] Soit L = K((xi,...,x,)) et soit Z I’anneau des fractions
de A de I’idéal engendré par (xi,...,x,). L’anneau R = K[[x],...,x,]] est un noyau de A.
K[[Xm+1, - .-, Xn]] est un noyau de A/p;, et ’anneau des fractions S de 1’idéal premier (x, ..., x,,)
de R un noyau de A,,. On note C ’anneau de fraction Az, ou T est le complément de I’'idéal
(x1,...,x,) dans R; il est clair que C est un anneau intermédiaire entre S et A,,, et que les p;
sont en correspondance biunivoque avec les idéaux maximaux de C, ¢’est-a-dire avec les idempo-
tents primitifs e; de Cc par le lemme m 0L Soit L le corps des fractions de S'; alors I’anneau des
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fractions de C est I’algebre étendue Zz. Onadonc [Z : R] = [Z7 : L] = ilZzei : Le,]. Or

[Zgei: Leil = e(o(Ay,)[Cei/Chie; : Kei((xieis .., Xpei))]

= e(0Ap) [(A/pi) : K[[x1,. .., xull]

= e(0Ay)e((q + pi)/P)l((A/pi)/(m/v) : K]

= e(vAp)e((a+ p)/p)l(A/m) : K],
ol la premiere égalité est du corollaire et la troiseme égalité est du corollaire
Comme [Z : R] = e(q)[(A/m) : K] par le corollaire [A.1.34] on a I’assertion. O

Multiplicité d’un anneau local

Soient (A, m, k) est un anneau local et p un idéal m-primaire, comme e, 4 ne dépend pas du
choix de p, alors il est un invariant de 1’anneau (A, m, k).

Définition A.1.37. On définit ’entier positif e, 4 comme la multiplicité de 1’anneau local (A, m, k),
noté par e4.

Proposition A.1.38 ([69], Chap. III, n°® 3, coro. 1). Avec toutes les notations ci-dessus, soit A un
anneau et p un idéal m-primaire de A, A la complétion de A associé a p, et = pA, alors on a

ea(p) = ez(p).
En particulier, ex = ez si A est un anneau local et p est I'idéal maximal de A.

Démonstration. Ona A/p" = A/P" pourn > 1. Alors on a

Lya(n) = L 7(n),
pour tout # > 1, donc la multiplicité est invariante sous la complétion. O

On rappelle que un anneau local (A, m, k) est un anneau régulier local si dim(A) = dimg(m/m?).
En général, on a dim(A) < dimg(m/m?) d’apres [51} §14].

Proposition A.1.39. Soit (A, m, k) un anneau local de dimension d. A est un anneau local régulier
si et seulement si gr, (A) est isomorphe au anneau de polynémes k[T1,...,T;] comme des k-
algébres gradués, qui est équivalent a ex = 1 et

Ppa(n) = Hya(n) = (n v 1)-

d-1

Démonstration. On considere gr,, (A) comme un gr,, (A)-module gradué. Si (A, m, k) est un anneau
régulier local, soit dimA = d, par le lemme de Nakayama, on obtient que m est engendré par
d éléments qui sont k-linéaires indépendants dans m/m?, alors il existe une surjection de anneau
gradué k[T4,...,T4] —» gr,,(A), dont le noyau est une idéal homogene 1. Si I # 0, on prend un
polyndme homogene f(T,...,T4) € I, soit deg f = r > 0. Alors le relation f = 0 dans gr,,(4)
fera la fonction de Hilbert-Samuel H,, 4(n) de A est de degré < d. En effet, on a

n+d—1) (n—r+d—1)

klTy,...,T,
ot < () () (10

qui est un polyndme en n de degré d — 2. C’est une contradiction avec dimA = d. Alors I = 0 et

on a I’isomorphisme. De plus, H,, 4(n) = (”;ﬁ]), eteyg = 1.

SiA =k[X,---,X4],0ona Ad‘]Pgrm(A)(n) = 1, et par la proposition |A.1.12} on a H;, sa(n) =

(";ﬁl) Alors rgk(m/mz) = H,,4(1) = d, alors (A, m, k) est régulier. O
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Remarque A.1.40. En effet, on peut utiliser un théoréme pour montrer la proposition [A.1.39]
Si (A,m, k) un anneau régulier local complet de dimension n contenant un corps, alors A =
k[[Ty,...,T,]] comme des k-algebres, voir [0, Corollary 2, (28.J)]. Le résultat est appelé comme
"le théoreme de structure de Cohen".

On a démontré que si A est un anneau local régulier, sa multiplicité est 1. La réciproque n’est
pas nécessairement vrai (voir [66l], page 41, Exercise 2.5 pour un contre exemple). Elle est vraie
lorsque pour tout idéal minimal p, A/p ont la méme dimension de Krull. On renvoie les lecteurs
dans [56, (40.6)] pour une démonstration.

Soient (A, ma, ka) et (B, mp, kg) deux anneaux locaux, et f : A — B un morphisme du anneaux
locaux. f est dit que un morphisme régulier si f est plat et la fibre B/maB est un anneau local
régulier.

Proposition A.1.41 (Chap. VIII, §7, n° 2, Corollaire, [14]]). Soient A — B un morphisme régulier
des anneaux local, et x1,...,xy € mp éléments dont les classes résiduelles forment un systeme
de paramétrse réguliere dans I’anneau régulier local B/mgB. Soit M un A-module de type fini et
q C my un idéal avec dim M/qM = 0. Alors on a

€a.M = €5,M®,B>

o § = qB + Y, x;B. En particulier, es = ep.

A.2 Théorie d’intersection classique

Dans cette section, on introduira la théorie d’intersection, ot I’on consdidére les intersections
dans un schéma régulier séparé sur un corps k. On prend 1’approche de [70]] et [29]], qui est équiv-
alente a la définition dans [32], voir [32, Example 7.1.1] et le terme e) dans la page 84 de [70].
Dans cette section, on suppose que tous les schémas mentionnés sont noethériens.

A.2.1 Intersection sur un schéma régulier séparé

Soient X un schéma, et ¢ € X un point. On définit la multiplicité¢ de I’anneau local Ox¢ (la
définition |A.1.37) comme la multiplicité du point & dans X. Soient m, 1’idéal maximal de Oy et
k € N, on désigne par

He(k) = dim,ge) (mf/mf™) (A.2)

la fonction de Hilbert-Samuel de I’anneau local Oy ¢, ol k(¢) est le corps résiduel du point & dans
X. On appelle Hg(k) la fonction de Hilbert-Samuel locale de X en le point £.

Soit X un sous-schéma fermé integre de Y dont le point générique est nx (qui est régulier dans
X), on désigne par Oyx I’anneau local Oy,,, pour simplifier.

Définition A.2.1. Soit X un sous-schéma fermé integre de Y, on définit la multiplicité de X dans
Y comme la multiplicité de I’anneau local Oy x, noté comme px(Y).

Soit X un schéma. On désigne par X" I’ensemble des point ¢ € X tel que Ox ¢ soit un anneau
régulier local, il est appel€ le lieu régulier de X. Si & est un point régulier dans X, on a ps(X) = 1
d’apres la proposition Si X™& = X, on dit que X est un schéma régulier. Soit en outre
X*"¢ Je complémentaire X \ X2, et il est appelé le lieu singulier de X. Si X est localement de
type fini sur le spectre d’un corps, I’ensemble X™2 est un ouvert Zariski de X (voir [43]], Corollary
8.16, Chap. II), et donc I’ensemble des points de multiplicité 1 est dense dans X si le schéma X est
irréductible et X™¢ # 0.
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Soit X un schéma noethérien, on dit que X est de dimension pure si toutes les composantes
irréductibles de X ont la méme dimension.

Soit ¥ un schéma régulier de type fini sur Spec & tel que le morphisme canonique ¥ — Spec k
soit séparé, et soient X1, ..., X, des sous-schémas fermés de dimension pure de Y. On désigne
par A : Y — Y*¥ le morphisme diagonal. Il s’avere que le isomorphisme du produit de fibre de
A(Y) et Xy Xy - -+ X X, sur Y*¥ et I'intersection schématique (_, X;. Ainsi on peut considérer
(-, Xi; comme un sous-schéma fermé de X; Xy - - - X X, et on désigne par T le faisceau d’idéaux
de Ox, x,..x.x, correspondant.

S’il n’y a pas de spécifiquement mentionnées, une composante irréductible est considérée
comme un schéma integre si on discute la structure de ce schéma.

Soit M une composante irréductible de (;_, X; considéré comme un sous-schéma fermé inte-
gre de Y. On désigne par A(M) le sous-schéma fermé integre de X; X - - - X X, qui est isomorphe
a M via I’isomorphisme mentionné plus haut. Soit 77 le point générique de A(M).

Définition A.2.2 (Weil-Chavalley-Samuel). Avec les notations ci-dessus, on définit la multiplic-
ité d’intersection de Xi,...,X, en M comme la multiplicit¢ dans I’idéal 7, de I’anneau local
Ox, x-xi X,,A(M)> DOtée comme

iM; Xy -...- X3 7).

Si M n’est pas de sous-schéma de X; N --- N X,, on définit
iM; X -...- X, Y)=0.

On renvoie les lecteurs dans la page 148 de [81] et 1a page 77 de [7/0] pour plus de détails (voir
aussi [32, Chap. 7 - 8]).

Remarque A.2.3 ([70], Chap. I, §5, n° 5). Avec les notations ci-dessus. Soient M une composante
irréductible de I’intersection de X et X;, et M’ une composante de I’intersection de X{ et Xé. Si
M X, M’ est une composante irréductible de I'intersection de X x; X et Xp X; X}, alors on a

(M X M5 (Xy Xi X)) - (X2 X X5); Y X Y)
= (M Xy X0 Y) - i(M'; X, - X} Y)
par la proposition[A.1.29]

Proposition A.2.4 ([70], Chap. I, §5, n° 1, ¢) et d)). Soient Y un schéma régulier séparé sur un
corps k, et X un sous-schéma fermé intégre de Y, alors on a

iX;X-X;Y) =1

et
I(X;X-Y;Y)=1.

Démonstration. Le schéma A(X) = X est integre, et le point générique de X est régulier dans X et
dans Y. Donc le point générique de A(X) est régulier dans X x; X et X X, Y. L’idéal diagonal de
I’anneau Oxy, x A(x) engendrent son idéal maximal, donc on a

I(X;X-X;Y) = ,uA(x)(X Xy X) = 1.
Par I’argument similaire, on a

i(X;X- YY) = ,uA(X)(X X Y)=1.
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Proposition A.2.5. Avec toutes les notations dans la définition[A.2.2] on a

dim(M) > dim(X;) — (r — 1) dim(Y).

r
i=1

Démonstration. Soient py ’idéal définissant M dans Y (qui doit étre premier), et qa; les idéaux
définissant X; dans Y pouri = 1,...,r. D’apres [75, Proposition 17, Chap. III], on a

ht(par) < ) hi(ay).

i=1

Et on obtient

r

codim(M, Y) < Z codim(X;, Y),
i=1
donc on a I’assertion. O

r
Avec toutes les notations dans la définition [A.2.2} Si dim(M) = 3, dim(X;) — (r — 1) dim(Y),
i=1

i=
on dit que Xy, ..., X, s’intersectent proprement en M. De plus, on dit que M est une composante
propre de l'intersection de X, ..., X, dans ce cas. Si X1, ..., X, s’intersectent proprement a toutes
les composantes ou I’intersection est nulle. On dit que X1, ..., X, s’intersectent proprement.

Remarque A.2.6. Avec toutes les notations dans la définition[A.2.2] En effet, la multiplicité d’in-
tersection est définie localement. Dans 1’application de la théorie d’intersection dans la these, on
toujours considere le cas ou Y est muni d’une k-structure, ou k est un corps. Si Y est un k-schéma
régulier séparé, ol k est un corps, alors la multiplicité d’intersection est invariante sous la complé-
tion a I’idéal of M par la proposition [A.1.38] et le point générique de M est régulier dans Y. Par le
résultat introduit dans la remarque[A.T.40] un anneau local régulier complet (A, m, k) est déterminé
par sa dimension de Krull (supposée de dimension n) et son corps résiduel, A = k[[T,...,T,]]
comme anneau. Donc lorsque 1’on discute des propriétés locales autour 1’intersection, on peut
supposer que ¥ = A”, ot n = dim Y, alors on peut utiliser I’approche dans le chapitre II de[70].

L’argument suivant suit la méthode de [70, Chap. II, §5, n° 8, a)] pour définir la multiplicité
d’intersection. Si Y = AZ, soient x{ les fonctions induites sur X| Xg - - - Xz X, par les fonctions de
coordonnées de X;,oui=1,...,n, j=1,...,r. Alors I'idéal diagonal de Oy, x,..x,x, €st engendré
par B = (x}—x{) pouri=1,...,netj=2,...,r,etonai(M; X;-...-X;; Y) = e(BOx, x;---x. X, AM))-
Si Xi,..., X, s’intersectent proprement en la composante M, les éléments (xl.1 - xlj ) forment un
systeme de parametres de 1’anneau local Ox, x;...x,x, . AM)-

Le théoréeme suivant est dans [[70, Chap. II, §5, n° 7, b)].

Théoreme A.2.7 (le théoreme de réduction). Avec toutes les notations ci-dessus, on suppose que
Y = AZ. Soient X, et X, deux schémas fermés de dimension pure, ou X| est de dimension v et X,
est de dimension w. Soit M une composante propre de I’intersection de X, X, dans Y. On suppose
que X est une intersection complete locale au point générique de M (c’est-a-dire que l’idéal de
X1 dans Oy, est engendré par n — v éléments (y1, ..., Yn—y)). Alors la multiplicité d’intersection
i(M; X, -X2;Y) est égale a la mutiplicité de I'idéal de Ox, p engendré par les classes (y;) des (y;).

Démonstration. En effet, dans I’anneau local Oy, x, A(m), les n + v éléments (x; — x;,y;) forment
un systeéme de parametres, ol x; sont les fonctions induites par les fonctions de coordonnées de
Y, x; sont les fonctions induites par les fonctions de coordonnées de X». Et les (y;) y engendrent
I’'idéal p de X; X X5 dans Y X; X,. Comme

Ox,x.%2.0M) = Oy x0,AM) POy, x2,AM))5
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et d’apres la proposition[A.1.33] on a i(M; X; - X»; Y) est égal a la multiplicité de ’idéal de I’anneau
Oyx.x,.A(m) engendrent par (x; — X7, y;).

D’autre partie, I’idéal engendré par les (x; — xlf) dans Oyx, x, am) est I'idéal défini par A(X2);
le méme résultat que ci-dessus montre que la multiplicité de 1’idéal de I’anneau Oyx, x, A(m) €n-
gendrent par (x; — X/, y;) est égale a la multiplicité de 1'idéal de Oa(x,)a(m) engendré par les (3;).
Comme les anneaux Op(x,)a(m) €t Ox, m sont canoniquement isomorphes, donc on montre 1’asser-
tion. ]

Remarque A.2.8 ([70], Chap. II, §6, n° 1, e)). Avec toutes les conditions dans le théoreme[A.2.7]

on a
n

14
i(M; Xy - X2,Y) = eoy, [Z OXz,Mfi]’

i=1

et I’égalité sera utilisée dans certains arguments ci-dessous.

Dans I’argument ci-dessous, on fixe un corps k et un espace k-vectoriel E de dimension n + 1.
Dans ce cas-la, I’espace projectif P(E) est de dimension 7 qui est défini sur k.

Corollaire A.2.9 ([70]], Chap. II, §6, n° 2, b)). Soient V et U deux sous-schémas fermés de P(E),
oi U un sous-schéma intégre de V, dim(V) > dim(U). Soit W = ) n;Z; un cycle sur P(E), on
iel
définit Supp(W) = {f € PiI§ € Z; pour au moins un n; # 0,i € I}. Alors on a
uy(V) = pmin {iU; V- W;P(E))},
ou C(U) est la famille des schémas W de dimension n+dim(V)—dim(U) passant par U, tels que U

soit composante propre de V N Supp(W), et W soit, au voisinage de U, une intersection complete
de dim(V) — dim(U) diviseurs.

Démonstration. Onnote r = dim(V)—dim(U), et soit W est une intersection compléte de Hy, ..., H,.
Si z; est la fonction induite sur V par une équation de H;, on a

.
iUV - WPl = eoy, (Z Ov,yzi]

i=1

d’apres le théoreme de réduction (le théoreme[A.2.7). De plus, on a

eoyy (Z OV,UZi] > py(V),

i=1

comme 1’idéal engendré par (zy, ..., z,) est primaire par rapport a I’idéal maximal de Oy,y.

Dans la suite, on construira un W’ qui satisfait I’égalité. L’ anneau Oy,y est de dimension r. Par
le théoreme[A.1.21] il existe un systeme de parametres (2}, .. .,z,) de Oy, et I'idéal engendré par
(z}>.--»z,) ala méme multiplicité¢ que la multiplicit¢ de Oy,y. On suppose que, pouri = 1,...,r,
z; est induite sur V par une équation F;(X) = 0, qui définit I’hypersurface H;. Soit W’ I'intersec-
tion complete locale de H7, ..., H, au voisinage de U, alors d’apres le théoreme de réduction (le

théoreme[A.2.7)), on a

i(U; W - V;P(E)) = eo,, (Z OV,UZQ] = uu(V),

i=1

qui montre yy (V) est le minimum des tous les i(U; W - V; P(E)). O
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Définition A.2.10. On suppose que ¥ — Spec k est un schéma régulier séparé, et {X;};c; tous les
sous-schémas integre fermés de Y avce I ’ensemble d’indice. Soient {n;};c; une famille de entiers
ou J est un sous-ensemble fini de /. On désigne par

Z=) nX;

jeJ

une somme formelle. On dit que Z est un cycle sur Y. Chaque X; (i € I) est appelé comme un
cycle premier sur Y. Si tous les X; (i € J) sont de dimension (resp. codimension dans Y) m, on
dit que Z est un cycle de dimension (resp. codimension dans Y) m. On désigne par Z,(Y) (resp.

Z"(Y)) I’ensemble des cycles de dimension (resp. codimension dans Y) m. De plus, on définit
dim(Y) dim(Y)

ZY)= P zZ.Y)etZ*¥Y)= P Z"Y).
m=0 m=0

On dit qu’un cycle est nul si tous ses coefficients sont zéro, sinon on dit qu’il est non-nul.

Soient X1, ..., X, des sous-schémas fermés de Y. Si X1, ..., X, s’intersectent aux composantes
irréductibles Z;,Z,, ..., Z;, on désigne par

N
Xl....-X,:Zi(z,-;xl.....X,;Y)Z,-
i=1

le cycle obtenu par I’intersection de X1, . . ., X,, on dit qu’il est le produit d’intersection de X1, . .., X,.
Soient Z = ) n;Z; un cycle sur Y, et X un sous-schéma fermé de Y. On définit I’intersection

l
d’un cycle et un schéma comme
Zi-X =) niZ- X),
i

ol chaque Z; - X est le cycle obtenu par I'intersection des schémas.

Un cycle Z = Z] n;X; est appelé non-négatif si tous les n; > 0 pour j € J, il est appelé positif
JE
ou effectif s’il est non-négatif et non-nul.

Soit V un sous-schéma fermé intégre de Y, on définit la multiplicité de V dans le cycle Z =
N

>, n;X; comme
i=1
N

Z nipy (Xi),

i=1

et il est noté comme py(Z). On définit uy(X;) = 0 si V n’est pas un sous-schéma de X;.

Soit X un sous-schéma fermé de dimension pure de Y. On suppose que Xi,..., X sont les
composantes irréductibles de X munies de la structure de schéma réduit. Les anneaux locals Oy x;
sont artiniens comme ils sont de dimension 0. Alors on peut définir un cycle a partir de X :

On rappelle la définition du cycle fondamental dans la définition Soit X un schéma de
dimension pure, on définit le cycle fondamental de X comme

(X1 = Loy, (Oxx)Xs

i=1

ou Xi,..., X sont les composantes irréductibles de X. De plus, fOx,x,- (Ox.x,) est appelé comme la
multiplicité géométrique de X; dans X.
La proposition suivante est un corollaire direct de la proposition[A.T.28]
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Proposition A.2.11. Avec toutes les notations ci-dessus, soient X un schéma fermé de dimension
pure et Z un sous schéma fermé de Y, on définit

p2(XD) = " Log, Oxx)uz(X)).
i=1

Alors on a
uz(X) = uz([XD.

Proposition A.2.12. Soit X', ..., X" des sous-schémas fermés de Y dimension pure, et on suppose
que le cycle fondamental (la définition de X' est

ki
i _ i yi
[X'] = D miX)
Jj=1
et X', ..., X" s’intersectent proprement a la composante M. Alors on a

ki k-
M X' .. X Y) = Z Zm}l SRVARY (7(0 O (F35)
j1:l jrzl

Démonstration. On démontera

kr
M X' XY = Y M XXX ),
Jr=1

et on peut montrer le cas général est par le récurrence.

Soient al’idéal diagonal de I’anneau Oy ..., x» a(u)» €t a; 1'idéal diagonal de I’anneau Oy XXX AM)*
Donc on a aOXIXk"-XkX;,A(M) = ajOXIXk~~-kXX']f,A(M)'

On désigne par A I'anneau Oy, ... xr a(m)» €t Aj I’anneau Oxlxk...xkx;,A(M) pour simplifier. Par
la proposition [I.4] on obtient

M XL XT3 Y) = e(ad) = > La, (Ay) e,
p

ou p prend tous les idéaux premiers minimaux de ’anneau A contenus dans son idéal maximal.
Par le méme argument, on obtient

k-
Dol i xt XX Y)
jr=1

kr
2 me(w)
J=1

ks

Z m; Z K(Aj)pj ((A))p))eq;a,/0)5

J=1 pj

ou p; prend tous les idéaux minimaux de I’anneau A ; contenus dans son idéal maximal.

Il existe un idéal I, tel queA; = A/I;. Donc on déduit que les idéaux premiers minimaux de
A contenus dans /; sont correspondants un a un aux idéaux premiers minimaux de A;. Soient p un
idéal premier minimal de A, et p; un idéal premier minimal de A; correspondant a p, on a donc
€aAjp = €a;A;/v;- Alors il faut montrer

g, () = 3.0
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ouj=12,....k.
Le morphisme X U -o- X X7 — X" est fidélement plat, donc soit D = Oxr y, alors le
morphisme
Spec A — Spec D

est fidelement plat aussi. Soit q; I’idéal premier minimal de I’anneau D correspondant a Xj’., donc
il existe I’idéal premier minimal p unique de I’anneau A correspondant a q;, donc

Dy, — Ay
est fidelement plat. Dy, est artinien comme il est de dimension 0, q; est I'idéal premier unique

de D;, donc on a Asquj (Dg;) = {a;}. On en déduit qu’il existe une suite de composition de Dy,
comme D, -module

{O}=F0§F1Q"'gFm;:qu’

tel que Fyy1/Fs = Dy;/q; comme des D,;-modules pour s =0, 1,.. ., m; — 1. Donc on obtient
(Fgs1 ®Ap)/(Fs ®Ap) = (Fyg1/Fs) ®qu Ap = Ap/CIjAp~
On en déduit

Ca,(Ap)

I
3

N =

“Cay/a;a,(Ap/0jAp)
(AR = 1 iy, (A,

ce qui termine la démonstration. O

Soit X un schéma. On dit qu’une composante X’ de X est une composante plongée si dim(X’) <
dim(X). Un schéma est de dimension pure si ses composantes plongées sont contenues dans les
composantes de dimension dim(X).

On introduira un lemme auxiliaire de décrire le degré et la multiplicité d’intersection apres
supprimer les composantes plongées.

Définition A.2.13. Soit X un schéma noethérien. On considere le faisceau d’idéaux J C Ox qui
se compose des sections s tel que codimy (Supp s) > 1. On désigne par X* := (X,Ox/9), ou Ox /T
est un faisceau quotient.

On rappelle la définition du support d’un faisceau : soit ¥ un faisceau sur I’espace topologique
X,0+# s € F(U),ouU estunouvert de X. Le support de s est défini comme Supp s = {P € Ul|sp #
0}. Dans la définition ci-dessus, on prend U = X.

Par la langage algébrique, on suppose que X = Spec A est affine, et on considere le point
générique de Spec A. Onnote (0) = gy N---N g Nap41 N - -+ N gy est la décomposition primaire de
(0), ou qy,...,q, sont des idéaux premiers minimaux, et q,41,...,qs sont composantes plongées.
Alors S =qrN---Nq,et X* =Spec(A/(qr N -+ N qp)).

Lemme A.2.14. Soient k un corps, Y un k-schéma régulier, et X1, . .., X, sous-schémas fermés de
dimension pure de Y. On suppose que X1, ..., X, s’intersectent a la composante M, alors on a
M Xy .- X Y) =i(M; X] -...- X3 Y),

re

ou X est défini comme la définition i=1,...,r
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Démonstration. Par définition, le schéma M est une composante de I'intersection de X7, ..., X}.
Soit T le germe de J au point générique de M, on considere la suite exacte

0 Jum Ox, XAy — Oxsenxzaomy — 0,

ol J C Ox,x.-x;x, est un faisceau d’ideaux de (X Xy - - Xg X,)* = X{ Xg -+ Xy Xy Alors par le
corollaire[AT.16] puisque codim(X; X - - - X X, Supp J > 1, alors

dimOXTXk"XkX;*,A(M) = dirnOXle...XthA(M) > dln’le

Donc I'idéal diagonal ont la méme multiplicit€ dans Ox, x-xx,,am) €t Ox:xxcx;,a(M), alors on a
le résultat. =

On dit qu’un schéma est de dimension strictement pure s’il est de dimension pure et il n’a pas
de composante plongée.

La proposition suivante est pour la commutativité et I’associativité d’intersection. On renvoie
la démonstration dans [70, Chap. II, §5, n° 8, a)]. Pour la démontrer de 1’associativité, Samuel
a utilisé la condition que tous schémas dans I’intersection sont géométriquement integres sans
la préciser dans 1’énoncé. Ici on relache cette condition et on considere le cas ol k est un corps
parfait. On la combine avec la proposition [A.2.12] et on obtient le résultat pour le cas général.

Proposition A.2.15. Soient X1, X», X3 des trois sous-schémas fermés de dimension pure d’un
schéma régulier séparé Y — Speck qui est de type fini sur un corps k, oi k est un corps par-
fait. On a les propriétés suivantes :

(i). (commutativité) i(M;X; - X2;Y) =i(M; X5 - X1;Y);

(ii). (associativité) si X1, X», X3 s’intersectent proprement a la composante M, on a :

i(M; Xy - X5 - X3:Y) Zi(M; Pj-X3Y) - i(Pj; X1 - X2, Y)

J
DM Q5+ Xi3Y) - Qs Xa - X33 Y),

J

ou {P} prend toutes les composantes propres dans l’intersection de X et X5, et {Q;} prend
toutes les composantes propres dans l’intersection de X, et X3.

Démonstration. L’énoncé (i) est démontré par défintion directement.

Pour montrer 1’énoncé (ii), d’apres le lemme [A.2.14] on peut supposer que Xj, ..., X, est de
dimension strictement pure. On peut supposer que Y = A7 avec n = dim Y. On désigne par D la
diagonale de ¥ x; Y x; Y, et E la diagonale de Y x; Y. Pour un schéma M < Y, on désigne par M”
I'image du morphisme A : Y < ¥ X ¥ X; Y et par MF I’image du morphisme A : Y < Y x; Y.

Soient x{ les fonctions de X; induites sur X X; X» X, X3 par les fonctions de coordonnées de
Xj,ou j=1,2,3. Comme X;,X>, X3 s’intersectent proprement a la composante M, les éléments
dans I’'idéal (xi1 - xl.z, x} — x?) forment un systeéme de parametres de I’anneau O = Oy, y, x,x, x;.MP>
on désigne par B = (xl.1 - xl.z, xl.1 - x?) un idéal de O. Par la définition , on a

M Xy - X2+ X3, Y) = e(B).

On montrera

(M; Xy - X - X33Y) = Zi(M;Pj‘XS);Y)'i(Pj;Xl - X2 Y).

J
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D’abord, on suppose que X1, X, X3 sont intégres comme ils n’ont pas de composantes plongées.
On considere 1’idéal X de O engendré par les éléments (x} - xiz), et on désigne par p; ses idéaux
premiers minimaux ; ces sont ceux des schémas Pf Xy X3. Par la proposition|A.1.36} on a

e(B) = > e(B+p)/p)e(X0y,).

L
Or O/p; = OPEka3, ups €t les classe des (x} - x?) y sont induites par les équations de D; donc
d’apres le théoreme|A.2.7, on a e((B + p;)/p;) = i(MP; (PF x; X3) - D;Y), etona
i(MP; (PE X X3) - DY X Y X Y) = i(ME;(Pi i X3) - E; Y % Y)
= (M;P;-X3,Y)

d’apres le théoréme de réduction (le théoréme|A.2.7)).
D’autre partie, on a Oy, = Oy, x,x,Xs. PEx.X;» €t 1es (x] — x%) y sont induites par les équations
de E x Y, et il déduit que X est engendré par E|x,nx, Xx X3 au voisinage de Pf X X3 ; on a donc

e(X0y,)

i(PF X X33 (X1 Xk X Xi X3) - (E X X3): Y X4 ¥ X ¥)

= (PP (X1 %k X2) - EY Xi ¥) - i(X3: X3 - X33 Y)

= (P X1 - X3 Y),
ou la deuxieme égalité est d’apres le théoreme et le corollaire [A.2.4| correspondantes. Alors
on obtient I’assertion.

Pour le cas général, on a I’assertion d’apres la proposition[A.2.12]
Par le méme argument, on a

(M; Xy - X2-X3,Y) = Zi(M; Q;-X1;Y)-i(Q); Xz - X33 Y),

J
alors on montre le résultat. m]
Corollaire A.2.16. Avec toutes les notations et conditions dans la proposition alors on a
(i). (commutativité) X; - X, = X5 - X;;

(ii). (associativité) si X, X», X3 s’intersectent proprement, on a
XX X3 =X - (X2 X3) = (X1 - X2) - X.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition |A.2.1 O

Exemple A.2.17 ([61], Exemple dans la page 7). Si I’intersection n’est pas propre, ’associativité
d’intersection (le terme (ii) de la proposition n’est plus vraie. Par exemple, dans Pi =
Proj k[Ty,T1,T>], ou k est un coprs. Si U = {T, = 0}, V = {ToT, = T}, W = {T1 = 0}, et
P=[1:0:0].OnalU-V=2P,etV-W =P, etdonc:

Ww-v)y-W=2PP=U-(V-W).

Intersection avec un cylindre

Dans cette partie, on considere un schéma appelé cylindre (voir la définition [I.3.9) qui in-
tersecte un schéma de dimension pure en une composante proprement. De plus, on démontre la
multiplicité d’intersection a la composante est égale a la multiplicité de cette composante dans le
schéma.
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Proposition A.2.18 (Proposition [[.3.11). Soit U un sous-schéma fermé intégre de P(E) tel que
Ue(k) # 0. Soit dim(U) < m < n + dim(U) un entier. On fixe un point P € U™8(k). Alors il existe
un cylindre Uy de dimension n + dim(U) — m dont la direction est définie par un sous-schéma
k-linéaire fermé L de P(E) de dimension n—m passant par P tel que, pour tout sous-schéma fermé
V de dimension pure m de P(E) qui contient U, si L intersecte V proprement en le point P, alors
le cylindre Uy intersecte V proprement en U. De plus, on a

uy(V) =i(U; Uy - Vi P(E))

et
po(V) = uy(V)
pour tout Q € U™E(k). Voir §1.2.3|pour la notation de uy (V).

Démonstration. D’abord, on démontre que U est une composante irréductible de 1’intersection
U, - V. Soit D’ un sous-schéma k-linéaire fermé de P(E) qui contient D et qui intersecte U propre-
ment en le point P. S’il existe un schéma integre U’ tel que U’ soit une composante irréductible
de I’intersection U; -V et U C U’, alors on a dim(U”) > dim(U). De plus, soit U”’ une composante
irréductible de I’intersection D’ - U’ qui contient le point k-rationnel P. On obtient

dim(U") 2z dim(D") + dim(U") = n > 0,

qui contredit avec ce que D’ intersecte U proprement en le point P.

Par le lemme on peut choisir un W € C(U) (les mémes notations comme dans le lemme
tel que uy(V) = i(U; W - V;P(E)), et on peut choisir un P € U™¢(k) tel que U est I’unique
composante de V N Supp(W) passant par P et que W est une intersection compléte au voisinage
de P. Soit M un sous-schéma k-linéaire de P(E) de dimension n — dim U (il est une intersection
complete de dim U hyperplans) tel que M intersecte U proprement en le point P. Par I’associativité
d’intersection propre (le terme (ii) de la proposition[A.2.T5), on a

iU; V-W;PE)I(P; U - M;P(E)) =i(P;V-W-M;P(E)).

Par le théoreme de réduction (le théoreme [A.2.7), i(P; U - M;P(E)) = up(U) = 1 comme M est
une intersection complete, alors on a

U;V-W;P(E) =i(P;V-W- M;P(E)).

L’intersection W - M est une famille des éléments dans 1’ensemble C(P) (au lieu de U), donc
ona
uy(V) =iU; W-ViP(E)) = i(P; V- W - M;P(E)) 2 up(V). (A.3)

Or, d’apres I’existence d’un systeéme de parametres (le théoreme [A.1.21) et le théoreme de
réduction (le théoreme[A.2.7), il existe un sous-schéma k-linéaire fermé D de P(E) de dimension
n —dim V passant par P qui intersecte V proprement en le point P, tel que

up(V) =i(P; D -V, P(E)). (A.4)

Donc si on désigne par U le cylindre de direction D passant par U de dimension n+dim U—-dim V,
ona U; € C(U), d ol on obtient

puu(V) <i(U; Uy - ViP(E)), (A.5)

comme ugy(V) = min (U; W -V, P(E)) par le lemme
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On peut supposer que D est I'intersection complete d”hyperplans
Hy\, H,...,Himv, Hiimvu+1, - - -, Haim v,

tel que le sous-schéma k-linéaire fermé défini par I’intersection complete de Hy, Ha, . . ., Hyim p in-
tersecte U proprement en le point P. On désigne par D’ I’intersection complete de Hy, Ha, . .., Hgim u-
Alorson obtient D’ N Uy =DNU; =D, etd’ouona

i(P;D - V;P(E)) i(P;D-U,-V;P(E)) =i(P;D" - U, - V;P(E))

iU, Uy - Vi P(E))i(P; D - Us P(E)) (A.6)

par I’associativité d’intersection propre (le terme (ii) de la proposition[A.2.15) ; alors
iU; U, - V;P(E)) <i(P;D - V;P(E)). (A7)

Il résulte des inégalités (A.3), (A.d), (A7) et I’égalité (A.5) en sens contraires que ’on a
up(V) = i(U; Uy - Vi P(E)) = py (V).
Comme le choix de P € U™(k) est arbitraire, on a

1o(V) = uu(V)

pour tout Q € U™8(k). O

A.2.2 Intersection sur un espace projectif

Soit k un corps. Dans cette partie, on considére I’intersection et la multiplicité des sous-
schémas fermés de P(E). Pour un sous-schéma fermé X de P(E), on peut définir son degré par
rapport a un fibré en droites ample sur P(E). Si on prend le fibré en droites comme le fibré universel
de P(E), pour une intersection propre, on peut trouver une relation globale entre les multiplicité
d’intersection des composantes propres et les degrés des schémas dans I’intersection.

Degré par rapport a un fibré en droites ample

Soient P(E) I’espace projectif de dimension n sur le corps k, ¢ : X <— P(E) un sous-schéma
projectif fermé par rapport au plongement ¢. soit L un fibré en droites ample sur X, on désigne par

WX, L®P) = dimy H(X, L®P).

Par le théoreme [A.T.T1] lorsque D > 0, il existe un entier non-négatif d, tel que

RO(X, L2P) = pimX 4 odimX-1y

(dim X)!
On dit que § est le degré de X par rapport a L, noté comme deg; (X).

Définition A.2.19. On définit le polyndme asymptotique de la fonction A°(X, L®P) comme le
polynéme de Hilbert par rapport au fibré en droites L; et I'entier 6 comme le degré de X par
rapport a L, noté comme deg; (X).

Soit Z = )} n;X; € ZP(P(E)) un cycle, ou 1 < p < n. On définit le degré de Z comme
jeJ

deg;(Z) = ) njdeg (X)),
jeJ

ou deg; (X)) est le degré d’un schéma projectif par rapport a L.
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Proposition A.2.20. Soient k un corps, ¢ : X — P(E) un schéma projectif de dimension pure, et
L un fibré en droites ample sur X

[X] = g()x,xi (OX,X;)Xi-

1

N

1

Alors on a
S

deg; (X) = deg,(IX]) = ) Coy, (Oxx)) degyy, (Xo).
i=1
Démonstration. Par la méthode similaire a la démonstration de la proposition [T.4] et la remarque
[A.1.25] on a le résultat, comme les points génériques de Xj, ..., X sont correspondants aux les
idéaux premiers minimaux de Oy. O

Si on prend £ = Op(g)(1) le fibré universel de P(E), alors Ox(1) = ¢*Op(g)(1) comme Opg)(1)
est ample. Dans ce cas-13, on désigne par deg(X) le degré de X par rapport au fibré universel Ox(1)
pour simplifier. Il est positif lorsque X est non-nul. On dit que h°(X, Ox(D)) est la fonction de
Hilbert de X, et le polyndme asymptotique de 1°(X, Ox(D)) est le polynéme de Hilbert de X pour
simplifier.

Un point simple fermé P dans P(E) est de degré 1, comme HO%(P,Op(D)) = k lorsque D > 1.

Proposition A.2.21. Soit k un corps. On définit Ep = H(P(E), Ope)(D)), alors la fonction de
Hilbert et le polynome de Hilbert de Ep est

D

r(n,D) = (n " D).

De plus, on a deg(P(E)) = 1.

Proposition A.2.22 ([2]], Theorem 1). Soit X < P(E) un schéma projectif d’intersection compléte,
qui signifie que X est lintersection d’une famille de hypersurfaces {H;};_, dans P}, et dim X = n—r.
Soient H; I’hypersurface définie par le polynome homogene fi(Ty,...,Ty), et d; le degré de f;. On
désigne par r1(D) la fontcion de Hilbert de X, alors on a

ri(n, D) (A.8)
D+n - D-dj—---—d; +n
= + Oy (=" ! e
R EDYCTD Y L
m=1 1<iy <+<ip <1
Démonstration. Par les définitions, les éléments (f1, ..., f;) est une suite réguliere dans 1’anneau
k[To,...,T,]. Soit S = k[Ty,...,T,], donc on peut contruire un complexe de Koszul au-dessous :

r 2
0> AGH = o NS =S =S/, ) =0,

,
ou S” = P Se;, et le morphisme  est défini par
i=1

ST - S
ei > fi

Puisque le polyndme de Hilbert est additif car la fonction de longueur est additive, on a besoin de
calculer la fonction de Hilbert de A™(S"), ou A"(S") = B  Sei A---Aej,. Le degré de

1<y < <ip<r
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,
e, N---Nej, estd; +---+d; , alors on a besoin de computer la fonction de Hilbert de € Se;, et
i=1
il faut calculer la fonction de Hilbert de Se;.
On considere la suite exacte

0 S S S/(f) — 0.

D’apres la proposition [A.2.21| la fonction de Hilbert de § est (D +”), et la fonction de Hilbert de

n
fi-S est (D _;1" +"). On a le résultat. o

Corollaire A.2.23. Soient k un corps, et X — P(E) une hypersurface définie par un polynéme
homogene de degré 6. Alors on a

N R

n

De plus, une hypersurface de degré o est définie par un polynome homogene de degré 6.

Démonstration. C’est une corollaire directe de la proposition[A.2.22] i

Soit P(E) un espace projectif. On appelle sous-schéma fermé k-linéaire de P(E) une inter-
section complete d’hyperplans de P(E). Pour le degré d’un schéma linéaire, on a le résultat ci-
dessous :

Lemme A.2.24. Soient R = k[Ty,...,T,], et M = R/, oii p est I’idéal homogeéne définissant le
schéma projectif de dimension pure X. On suppose que f € R, une forme homogene de degré o
avec dim(M/ fM) < d := dim(M). Alors on a

— deg(M/fM) = 6 deg(M), si dim(Anny(f)) <d-2;

— deg(M/fM) = 6 deg(M) — deg(Anny(f)), si dim(Anny(f)) =d — 1.

Démonstration. Par la suite exacte suivante

0 —— (Anny e —— M, My M/ fM), —— 0,

on a
Pp(k) — Py(k — a) = Py pm(k) — Panny, £k — a),

ou Py(k) est le polyndme de Hilbert de M avec variable k. On obtient le résultat par comparer les
coefficients dominants lorsque k > 0. O

Proposition A.2.25. Soient k un corps, X un schéma projectif de dimension pure plongé dans
P(E), et H un schéma linéaire plongé dans P(E). Si X intersecte H proprement, alors on a

deg(X N H) = deg(X).

En particulier, si X est de dimension d et H est de dimension n — d, alors X N H est composé par
au plus deg X points.

Démonstration. C’est une conséquence directe du lemme [A.2.24] comme un hyperplan et un
schéma linéaire sont de degré par le corollaire [A.2.2] Lorsque dim(X) = d et dimH = n —d,
d’apres la proposition X N H est composé par certains points et deg(X N H) = deg(X),
donc on a I’assertion. O
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Proposition A.2.26. Pour un corps k de caratere 0, soit X un k-schéma projectif avec la immersion
fermée  : X — P(E) de dimension d et degré 6, ou 0 <d <n—1etd > 1. Il y a un k-revétement
de X sur Pz dont le nombre de couches est partout < 9.

Démonstration. Soient L un k-schéma linéaire de dimension n — d — 1 dans P(E) défini par ’in-
tersection complete des hyperplans £y, 1, ..., €4, et

m: P(E)NL — P

un morphisme qui envoie le point fermé x en [{p(x) : €1(x) : --- : £4(x)]. On peut choisir un L
tel que Y(X) N L = 0, c’est puisque sous le plongement ¢, X est engendré par au moins n — d
polyndmes; et comme L est engendré par d + 1 polyndmes, /(X) N L est engendré par au moins
n + 1 polyndmes. Comme car(k) = 0, on peut choisir des ¢; (i = 0,1,---,d) proprement qui
satisfont le besoin. Par un tel L, on obtient un morphisme ¢ = 7y o ¢ défini comme

go:X—>IPd,

oll ¢ est un morphisme fini, et pour chaque point fermé y € P¢, on a #¢~!(y) < 6. C’est comme
pour chaque point fermé y € P¢, nzl(y) est un schéma linéaire de dimension n — d dans P(E),
qui intersecte X proprement. Et par la proposition [A.2.25] un schéma linéaire L de dimension
n — d qui intersecte X proprement, il y a au plus § points fermés dans X N L. C’est la fin de la
démonstration. O

Remarque A.2.27. Le résultat de la proposition [A.2.26 ne fonctionne plus lorsque 1’on suppose
car(k) > 0. En effet, soit k = F3, la courbe plane

C = Proj (k[To, T1, T21/ (To(To — T2)(To — 2T>) — T1(T1 — To2)(Ty — 2T»)))

dans P(E), qui passe par tous les points k-rationnels de P,%. Alors on ne peut pas construire une
k-morphisme C — P,i qui vérifie le besoin.

Théoreéme de Bézout

Dans cette partie, soit X un sous-schéma fermé de P(E), tous les degrés de X mentionnés sont
le degré par rapport au fibré universel.

On définit une jointure des schémas projectifs pour ses plongements en P(E) fixés. Dans cette
partie, on utilise 1I’approche dans la section 1.3 de [29]. La référence originale a démontré le cas
de I’intersection propre de deux schémas projectifs. On peut généraliser cette méthode au cas de
I'intersection de plusieurs schémas directement.

Pour un corps k fixé, soient Xi,..., X, des schémas projectifs avec les immersions fermées
Uit Xp —> PZ" fixées. Pour i = 1,...,r, soit A; I’anneau de coordonnée homogene de X;, i.e.
A =Kl[Toi,T1;, ..., Ty 1/a; ot a; I'idéal homogene définissant X;.

Définition A.2.28. Avec les notation ci-dessus, le schéma projectif J(X1,...,X;) := Proj(A; ®
Ar®y -+ -QrA,) est appelé la statuée jointure de X1, . .., X,. On définit I’anneau A; ®; Ay ® - - - Qi A,
comme
Al @Ay @ -+ @ Ay = Z Alk, @k Azk, Ok -+ ®k Arg,»
ki+-+k.=s

ol Ay est la r-ieme gradué de 1’anneau gradué A;.
Le schéma J = J(Xi,..., X,) est un sous-schéma fermé de

PP = Proj(k[To,0, Thots - -+ Tgts To2s Tias -+ Ty D),
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qui est défini par la somme de 1’idéal d’extension de ay, ..., a,. On a les plongements canoniques :

. iy ++n+r—1
$i: Xi =P, ’

avec
[xpi:- - :xpil—=[0:0:--:0:x0;:---:%,,;:0:---:0]
—_—
pouri=1,...,r, oulacoordonnée du point dans X; est induite par I'immersion fermée ¢; : X; —

n,n

]P)Zi. Les termes dans "«" sont du (1 + - - - + n;_; + i)-iéme terme au (n + - - - + n; + i)-i€me terme.

Proposition A.2.29. On les propriétés suivantes :
1. dim(J) = dim(X;) + - -- + dim(X,)) + r — 1,
2. deg(J) = deg(Xy) - - - deg(X,);
3. JXy,.... X)) =2 JUXL,. .., X—1), X;) canoniquement.

Démonstration. L’ anneau coordonnée homogene du schéma projectif J est A & - - - ® A,. Alors
on obtient

dim(J) = dim(A; & - - & A,) — 1 dim(A;) + - - - + dim(4,) — 1

dim(Xy) + - -+ + dim(X,) + r — 1,

qui montre le terme 1. Pour le terme 2, le polyndme de Hilbert du schéma projectif J est le produit
des polyndémes de Hilbert de X1, ..., X, par rapport a ses fibrés universels, d’ou on a 1’assertion.
Le terme 3 est démonté par définition directement. O

Pour un schéma projectif X < P”, on définit le cone affine de X comme un sous-schéma
affine de A" comme ci-dessous : X = {x € A™!|x = 0 ou [x] € X}, ol [«] signifie que pour un
point x avec sa coordonnée homogene [xg : x1 : --- : x,] dans P, [x] = (xo, X1, ..., X,) avec sa
coordonnée affine dans A"*!. En effet, on a

J={[x;: - :x]ePntmtrli e Xipouri=1,2,...,r).
Soient Xi, ..., X, sous-schémas fermés de dimension pure de P(E). On suppose que
Ji=JX1, .., X)) — P

est la statuée jointure de Xi,...,X,. Soit A = P" — prr+r=1 1e morphisme diagonal, ot le mor-
phisme envoie le point [xg : -+ : x,] enle point [xg : -+ X, t Xg - - Xy Xo - Xu]. Avec
ce morphisme, X; N --- N X, peut étre idePtiﬁé avec J N A. ASoitA}A(i — AZ“Ale cone affine de X;
pourlesi=1,...,r, etil esten méme de J. On a le fait que J = X X - - - X X,. Si on désigne par
Ale diagonal de A" o A" alors on a AnJ= X, n---nX,. Alors on peut montrer la
propriété suivante :

Proposition A.2.30. Soient k un coprs, et X1, ..., X, des sous-schémas fermés de P(E). Pour toute
composante irréductible Z de X, N ---N X,, on a

l(Z7 Xl’ X2 R Xr, P(E)) = er,A(Z)(jAOf,A(Z)) = eO].A(Z) (jAOJ,A(Z))’

o Ja C Opurer1 et J3 © Opaeyr sont les idéaux définissants de A et A respectivement, et on
désigne par A(Z) et A(Z) les images de Z et Z dans J et J respectivement.

Démonstration. L applications canoniques Ox,x,-xx,.Az) — Ojiz) €t Osaz) — Ojag sont
régulieres, et la multiplicité est invariante sous ces morphisme par la proposition [A.1.41] i



A.2. THEORIE D’ INTERSECTION CLASSIQUE 197

S’il n’y a pas des opinions divergentes, on note O;z comme Oja(z) pour simplifier, ou J est
une satuée jointure et Z est une composante irréductible des schémas plongés dans J. On a un
résultat global suivant :

Proposition A.2.31. Soient k un corps, et Z — P(E) un schéma projectif de dimension pure. On
suppose qu’il existe un sous-schéma k-linéaire A de P(E) qui intersecte Z proprement. Alors

deg(Z) = ). €0,0(JaOzc)deg(C),

CSZNA
out C prend toutes les composantes propres de Z N A, et Jpa C Opr est I’idéal de A.

Pour démontrer la proposition [A.2.3T on démontrera un lemme autour de la suppression de
composantes plongées, qui est définie dans la définition [A.2.13
Lemme A.2.32. Avec toutes les notations dans la proposition ona

1. degZ =degZ*;

2. €0, (TnOzc) = €0, (TnOz: )
Ou Z* est défini dans la définition

Démonstration. Le terme 1 est de la proposition comme Oz et Oz ont les méme idéaux
premiers minimaux. Pour montrer le terme 2, on considere la suite exacte

0 Jc Ozc Oz c — 0,

ol J € Oz estun faisceau d’ideaux de Z*. Alors par le corollaire|A.1.16} puisque codimg, (Supp ) >
1, donc Oz ¢ et Oz« ¢ ont la méme multiplicité, alors on a le résultat. O

Démonstration de la proposition[A.2.31} On raisonne par récurrence sur le nombre codimp» A. Si
codimpr A = 0, alors A = P" et dimZ = 0. Donc toutes les C sont des points fermés, qui doivent
étre réguliers. Donc ils sont de dégre 1. On a uc(Z) = €p,.(Ozc) par la proposition [1.3.5] et

d’apres la proposition[A.2.20] on a

deg(2) = ) lo,(Oz¢) = Y () = ) €0, c(TnOzc) deg(O),
C C

c

alors on a I’assertion lorsque codimpr A = 0.

Maintenant on suppose codimp: A > 0. Par le lemme on peut supposer que Z est de
dimension strictement pure. Soit H un hyperplan qui contient A. Comme [’intersection Z N A est
propre, donc on a dimZ N H < dim H, et on obtient deg(Z) = deg(Z N H) d’apres la proposition
D’autre part, si C est une composante propre de Z N A, alors I'idéal q := J - Ozc C A :=
Oz est un idéal primaire engendré par codimp: A éléments. Comme I’intersection est propre,
codimp: A = dim Oz¢. D’apres le corollaire on a

€0, (TNO0zc) = €0, (TNOznm C)-

Par I’hypothese de récurrence, on a

deg(Z N H) = )" €0, (TnOz0 ) deg(C),
C

ce qui montre la proposition [A.2.31] i

Avec tous les résultat ci-dessus, on démontrera le théoreme de Bézout.
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Théoreme A.2.33 (Théoreme de Bézout). Soient X1,..., X, des sous-schémas fermés de dimen-
sion pure de P(E), qui s’intersectent proprement. Soient Z1, . .., Zs toutes les composantes propres
dans cette intersection, alors on a

N

D iZi X - X B(E)) deg(Z;) = deg(X,) - - - deg(X,).
i=1

Démonstration. On considere C := J(Xi,...,X,) la jointure statuée de Xi,..., X, et le sous-
schéma k-linéaire fermé A := A C P*"~! Par la proposition|A.2.29] on a deg(Z) = deg(X;) - - - deg(X,.).
D’apres la proposition[A.2.31] on a

S N

D@ Xy - X P(E) deg(Z) = ) eo., (TaOcz) deg(Zy),

i=1 i=1

comme X N---N X, = CN A avec le morphisme diagonal X; N---N X, — C = J(X1,...,X;).
D’apres la proposition[A.2.31] 1a c6té droite est égale a deg(C). Alors on a I’assertion.



Annexe B

Comptage des objets sur un corps fini

Dans ce chapitre, on estimera le nombre des points F,-rationnels de certains schémas. On
donnera aussi une majoration du nombre des espaces vectoriels qui satisfont quelque conditions.
Les résultats dans ce chapitre sont utiles dans le chapitre 1.

B.1 Nombre de points rationnels de la grassmannienne
Dans cette section, on donnera une comptage de points rationnels de la grassmannienne sur un
corps fini. Par cela, on peut donner une majoration du nombre de points rationnels d’un schéma

projectif de dimension pure. On utilise 1I’approche dans [[79].

Lemme B.1.1. Soit GL, le groupe général linéaire de rang n, alors

n
n(n—1)
#GL,(F) = q 7 | [ -D
k=1

n(n—1) n qk—l
) -
q 7 (g-1) k|:l| o

n

n(n—1) n _ _

g7 (g-1 | |<q’”+q“+---+1).
k=1

Démonstration. Pour une n X n matrice a coefficients dans F, s’il est un élément dans GL,(F,),
on a ¢" — 1 choix au total pour la premiére colonne. Pour la k-iéme colonne, on a ¢" — ¢* choix
au total, comme il doit &tre F,-linéairement indépendant du 1,2, ...,k — 1-iémes colonnes. La
derniére colonne a ¢" — ¢"~! choix. Alors

#GL,(Fy) = | (" -4,
k=1

et la partie reste est une calulation directe. O

Soient k un corps, et V un espace k-vectoriel de rang fini. On désigne par Gr(r, V") la grass-
mannienne qui classifie tous sous-espaces vectoriels de dimension r d V. Soit k&’ /k une extension de
corps, on désigne par Gr(r, VV)(k’) I’ensemble des sous-espaces k’-vectoriels Gr(r, VV). De plus,
si V = k", on désigne par Gri(r, n) la grassmannienne Gr(r, k") pour simplifier, ou par Gr(r, n) s’il
n’y a pas de confusion. En particulier, on a Gry(n — 1, n) = PZ‘l.



200 ANNEXE B. COMPTAGE DES OBJETS SUR UN CORPS FINI

Il y a un sous-espace vectoriel de dimension r de Fj définie ci-dessous : la collection de
vecteurs dont les derniéres n — r coordonnées sont zero. Le sous-espace est muni d’une identifica-
tion naturelle avec Fy, et on I’écrit comme F, C F. Si g € GL,(F,), g - [F; traverse les premieres r
colonnes de g.

Les premicres r colonnes d’une matrice dans GL,,(IF,) peut étre arbitraire r vecteurs linéaire-
ment indépendants, qui signifie

GL,(Fy) - F, = Gr(r, n)(Fy),

alors la variété grassmannienne est une orbite simple de GL,(F,) sur Fj. Soit GL,(Fy)r = {g €
GL,(F)lg - ]F; = ]Fg}, alors on obtient le résultat suivant.

Lemme B.1.2. Soit 0 < r < n. Alors

GLn(Fq)]Ff] = {g € ( 13 g )|A € GLr(Fq)eC € GLn—r(Fq)y

Be er(n—r)(Fq)}’
ot My (Fy) est I’ensemble des a X b matrices a coefficients dans F,.

Démonstration. Comme g - F, est un sous-espace de dimension r de Fp, il est égal a F, si et
seulement si il est contenu dans Fy,. Donc

GLn(Fq)]F{] = {g € GLn(Fq)lg : F(r] c FZ}

On suppose que v € g, alors v est un vecteur dans Fy, si et seulement si les dernieres n — r
coordonnées de v sont zéro. Alors

A B
GLn(Fq)]Ffl = {g € ( 0 C )lA € kak(Fq), Ce M(n—r)x(n—r)(Fq),

B € Myxu-r(Fy)}-

Pour un g € GLn(Fq)F{;, on a detg = detA - detC, alors g € GL,(F,) si et seulement si
A € GL,(FF,) et C € GL,,_(F,). Alors on a I’assertion. O

Proposition B.1.3. Soit Gr(r, n) la grassmannienne définie ci-dessus, alors

#GL,(F,)
qr(n—r)# GLr(Fq) # GLn—r(Fq)

M@ -1
=1

#Gr(r, n)(F,)

k n—r
1:[1(61’— - Ijl(q’— 1)

n
Iql(qt—l +qt—2+.“+1)
t=

r n-r :
@'+ 2+ + DI + g2+ + D)
1 t=1

1=

En particulier, I’égalité
#HP'"E) =q"+---+1

est vérifiée.
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Démonstration. D’apres le lemme [B.1.2] on obtient

#GL,(Fy) = #Gr(r,n)(F,) -# GLn(Fq)IF,;
= #Gr(r,n)(F,) - #GL,(F,) - ¢""" - #GL,_,(F,),
la partie reste est une calculation directe par le lemme [B.1.1] i

Dans la suite, on estimera le nombre des points F,-rationnels d’un schéma projectif de di-
mension pure. Pour I’objet, d’abord on introduira la définition d’un degré d’un schéma affine de
dimension pure. Soient k un corps, et Y un schéma affine de dimension pure plongé dans A”, on
identifie A]’ un ouvert de P}/, I’adhérence Y de Y dans P} est appelée comme l’adhérence projectif
de Y dans P. Voir [43] Exercise 2.9, Chap. I] pour plus détails. On définit le degré de ¥ comme le
dégre de Y par rapport au fibré universel.

Soient k’ /k une extension de corps, E un espace vectoriel de rang fini sur k, et ¢ : X — P(Ey)
une immersion fermée. On a le diagramme commutatif suivant :

xS P(Ep) —— P(E)

| = |

Spec K’ —— Spec k.

On a défini I’ensemble X;(k) dans la définition[I.3.T8] On a un résultat ci-dessous pour estimer
le cardinal de I’ensemble X4(k) si X est de dimension pure.

Proposition B.1.4. Soient k/F, une extension de corps, E un espace vectoriel de rang fini sur k,
et ¢ : X — P(E) une immersion fermée de P(E) de dimension pure de dimension d. Alors

#Xy(F,) < deg(XPL ().

Démonstration. D’abord, on suppose que X est intégre. On montrera le résultat suivant :

— Soit ¢’ : V< A7 un schéma affine sur Speck de dimension d avec l'immersion fermée
¢’ fixée, ou k est une extension de F,. Alors le nombre des points fermés de X dont I'image
plongée dans Aj est une image inverse d’un point Fy-rationnel de Af;q par rapport au
morphisme ¢’ est plus petit que ou égal a deg(V)q".

On désigne par Vy (F,) 'ensemble des points fermés de V' qui satisfont les conditions ci-

dessus. On raisonne par récurrence sur la dimension d de V. Sid = 0, il est démontré par définition.

On suppose qu’il est démontré pour dimension d — 1. Pour le cas de dimension d, d’abord on

a la relation
A"Fy) = | | Wa(Fy),

acF,
ou W, est I’hyperplan défni par I’équation 7; = a pour un i fixé. Alors

#Vy(Fy) = > (V0 Wo)y (Fy).

ackFy

On peut trouver un i = 1,...,n, tel que pour tout a € F,, V. N W, soit un schéma affine dans AZ‘l
de dimension d — 1 degré deg(V). Par I’hypothese de récurrence, on obtient #(V N W)y (F,) <
deg(V)g?~!. Alors

#y(Fy) = > (VN Wa)y (Fy) < gdeg(V)g™™" = deg(V)q".

aelF,
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Dans la suite, on démontrera le résultat originale. Soit ¢ : X — P" un schéma projectif de
dimension pure avec I’immersion fermée ¢ fixée. On raisonne par récurrence sur la dimension d
de X aussi. Si d = 0, il est démontré par définition. S’il est démontré pour le cas de dimension
d — 1. Pour le cas de dimension d, soit Hy I’hyperplan défini par 1’équation homogene Ty = 0.
Donc

Xy(Fy) = (X \ Ho)p(Fy) | |(X N Ho)g(F,),

ou X\ Hy est un sous-schéma fermé de dimension pure de A} de dimension d et degré deg(X) avec
I’immersion fermée induite. Donc #(X \ Hp)4(F,) < deg(X )q? par I’argument ci-dessus. Le schéma
XN Hy est un schéma projectif de dimension d— 1 degré deg(X) plongé dans PZ‘I avec I’immersion
fermée fixée. D apres la hypotheése de récurrence, on obtient #(X N Hy)y(F,) < deg X#Pd‘l(Fq).
On combine les deux résultats, on obtient

#X(Fy)g #(X \ Ho)y(F,) + #(X N Hp)y(F,)
deg(X)g? + deg(X)P*"(F,)

deg(X)#P*(F,),

N

ou on utilise le fait que #IPd(IFq) =q¢l+q¢ '+ +1dapresla propositionm

Si X est irréductible, on a le résultat par considérer le sous-schéma integre de X qui a la méme
espace topologique. Si X est un schéma projectif de dimension pure général, d’apres la proposition
[A.2.20] on peut considérer ce probleme composante par composante. Alors on a ’assertion. O

B.2 Nombre de certains sous-espaces vectoriels

Dans cette section, tout espace vectoriel est défini sur un corps fini F, s’il n’y a pas de spé-
cialement mentionné. On donnera la valeur maximale du nombre de sous-espaces vectoriels d’un
espace vectoriel de rang fini qui satisfont certaines conditions.

Lemme B.2.1. Soit V un espace vectoriel de dimension n sur un corps fini F;, 1 < s <n-1.
Alors il faut de au moins q° + ¢**' + - - - + 1 sous-espaces vectoriels de codimension s qui peuvent
recouvrir tous les F-points de V.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur la codimension des sous-espaces dans V. Si la
codimension est 1, soit V = [, alors V peut €tre recouvert par les sous-espaces vectoriels définis
par les équations

T,=0,T1+T,=0,...,T, +(q— 1)T2 =0,T7, =0,

et ces sont g + 1 sous-espaces au total.

Si V peut étre recouvert par g sous-espaces vectoriels de dimension n — 1. Tout sous-espace
de dimension n — 1 contient ¢"~! points IF,-rationnels, et I’'union contient au plus ¢" points F,-
rationnels, qui est €gal a #V(F,). Mais I'intersection de chaque deux sous-espaces est toujours
non-vide, alors I’'union contient strictement plus petit que ¢" points F,-rationnels, qui déduit une
contradiction.

On suppose que 1’assertion est vraie pour le cas de codimension s. Pour le cas de codimension
s + 1, tout le sous-espace de dimension n — 1 peut étre recouvert par ¢" ! +--- + 1 sous-espaces
de dimension n — s — 1 en total. Pour I’espace V, s’il peut étre recouvert par g(g"*~' +--- + 1)
sous-espaces vectoriels de dimension n — s — 1. On suppose que Wy, ..., W, est une famille des
sous-espaces de dimension n — 1 de V. Par le principe des tiroirs de Dirichlet, il existe un W; qui
contient moins que ¢"*~! + --- + ¢ sous-espaces de dimension n — s — 1, alors il ne peut pas étre
recouvert, ce qui est une contradiction.
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Soit H, le sous-espace vectoriel défini comme I’intersection de

clsrl
0Ty +- -+ ts41T501 =0,
ol on choisit [ty : -+ : 1] € P°(F,), alors tous les H;, ., peut recouvrir ]FZ. D’apres la
proposition|B.1.3| on obtient #P*(F,) = ¢* + - -- + 1. Alors on a I’assertion. O

Proposition B.2.2. Soient V un espace vectoriel de dimension n sur Fy, r, s deux entiers o 1 <
r<n-1let0 < s <n-r—1. On suppose que k est un entier positif vérifiant les conditions

suivantes : pour tous W, ..., Wy qui sont des sous-espaces vectoriels sur le corps F, de dimension
r, il toujours existe un sous-espace vectoriel U sur F, de dimension n —r — s, tel que U N W; = {0}
pourtouti=1,...,k Alors la valeur maximale de k est

qq* +q" +--+ 1)

Démonstration. Dans la démonstration, on désigne 7(q, s) = g(¢° +¢*~! +--- + 1) pour simplifier.

D’abord, on suppose que r = n—s—1. D’apres le lemme[B.2.1] I’espace vectoriel V peut étre re-
couvert par 7(g, s)+1 sous-espaces vectoriels de codimension s+1, not€s comme Wy, Wa, ..., Wiy 5)+1.
Alors chaque sous-espace vectoriel de dimension 1 de V intersecte au moins undes Wy, ..., W 041,
donconak =1(g,s)+ 1 pourlecasder =n—s— 1.

Pour démontrer k < 7(g, s) en général, on fixe un sous-espace vectoriel Z de V de dimension
r+s+1. On utilise le cas ci-dessus, et on choisit 7(g, s)+ 1 sous-espaces vectoriel Wy, ..., Wr( o)+1
de dimension r dans V, tels que chaque sous-espace vectoriel de dimension 1 de Z est contenu dans
aumoins undes W;, i = 1,...,7(q, s) + 1. Comme chaque sous-espace vectoriel U de dimension
n —r — s de V contient un sous-espace vectoriel de Z de dimension au moins 1, on obtient que U
intersecte undes Wi, k=1,...,7(q, s) + 1. Alors k < 7(q, $).

Maintenant on montrera k > 7(g, s). Soient Wi, ..., Wy ) des sous-espaces vectoriels de V
de dimension r. D’apres le lemme [B.2.1] il faut d’au moins 7(g, s) + 1 sous-espaces vectoriels de

dimension n — s — 1 de recouvrir V. Donc il existe un sous-espace vectoriel de dimension 1 (noté
7(q.5) —
par L) qui n’est pas contenu dans |J W;. Soit V = V/L. Par I’hypothese de récurrence an —r — s,
i=1
il existe un sous-espace vectoriel U de V de dimension n — r — s — 1 qui a une intersection triviale
avec chaque W;. On se releve ce U a un sous-espace vectoriel de V de dimension n — r — s, noté

par U. Donc U a une intersection triviale avec chaque W;. O
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