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Archimedes will be remembered when Aeschylus is 

forgotten, because languages die and mathematical ideas 

do not. “Immortality” may be a silly word, but 

probably a mathematician has the best chance of 

whatever it may mean. 
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Iaşi (Universitatea "Alexandru Ioan Cuza" din Iaşi), Roumanie, et de m’avoir donné la chance de
donner une exposé à la conférence. Pendant la conférence, Pr. Pierre Dèbes m’a donné beaucoup
de conseils sur la rédaction de ma thèse. Je voudrais le remercier pour son aide.

Je voudrais remercier Pr. Ye Tian (0Î) de m’avoir invité de visiter le centre Morningside
de mathématiques et m’avoir donné la chance de faire des exposés pendant la visite. Je suis très
reconnaissant pour ses conseils sur mes recherches. Je voudrais remercier aussi plusieurs étudiants
de Pr. Tian pour leur aide pendant ma visite.

Je voudrais remercier Pr. Klaus Künnemann de m’avoir invité de participer à la conférence
"Arakelov Geometry - Archimedean and Non-Archimedean Aspects" à l’Université de Ratisbonne
(Universität Regensburg), Allemagne, et de m’avoir donné la chance de faire une exposé à cette
conférence.

Je voudrais remercier Mme. Élise Delos, la secrétaire de l’école doctorale de Sciences Mathé-
matiques de Paris Centre (ED 386) au bâtiment Sophie Germain. Afin de préparer ma soutenance,
je l’ai trop souvent dérangée, mais elle m’a toujours aidé à surmonter toutes sortes de choses
patiemment. Sans son aide, je n’aurais pas pu préparer tous les documents nécessaires en si peu
de temps.

En particulier, je vourdrais exprimer ma plus grande gratitude à mon directeur de master à
l’Université Tsinghua, Pr. Linsheng Yin (p��, le 12 décembre 1963 - le 5 juillet 2015). Grâce
à lui, j’ai eu la chance de poursuivre un diplôme de master à l’Université Tsinghua en 2009-2012.
Il est le premier professeur qui m’a fait connaître la géométrie algébrique et la théorie des nom-
bres. Même quand il était gravement malade, il passait encore beaucoup de temps pour guider mes
études. Sans lui, je n’aurais jamais eu l’occasion d’apprendre les mathématiques modernes. Si j’é-
tais Jean Valjean dans le roman "Les Misérables" de Victor Hugo, il serait mon évêque Myriel, qui
me montrerait la lumière de l’humanité dans le noir total. Ici, je me permets de presenter nos plus
sincères condoléances au nom des tous ses anciens étudiants.

Je voudrais remercier Yang Cao (ù3), Haoyu Hu (á
�), Yeping Zhang ( Îs) avec qui
j’ai beaucoup discuté de sujets mathématiques et non-mathématiques. Leur soutien était toujours
sincère. De plus, je voudrais remercier Yong Hu (áÇ) pour son encouragement et son soutien,
et m’avoir invité à donner une exposé au séminaire de théorie des nombres de Caen. En outre, je
voudrais remercier Gufang Zhao (u~+) pour des discussions utile autour de l’algèbre sur corps
fini et de la théorie d’intersection. Je voudrais remercier aussi Lei Zhang ( Ê) et Tong Zhang
( �) pour des discussions utiles.

Je vourdrais remercier mes collègues de Chevaleret et du bâtiment Sophie Germain : Jiaming
Chen (H¶�), Xin Fang (?#), Yanbo Fang (¹öZ), Ziyang Gao (Ø+3), Sari Ghanem,
Guan Huang (Ä ), Kai Jiang (Üz), Antoine Julia, Martin Leguil, Benben Liao (ÖT�),
Yong Lv (�Ç), Rubén Martos, Fu Song (�Ì), Hua Wang (�N), Zhengfang Wang (jc
¹), Qiaoling Wei (Oç²), Xiaoli Wei (OS)), Disheng Xu (¸0�), Hongjie Yu (Y¢
p), Tony Yue Yu (Y�), Huafeng Zhang ( Nð), etc. En particulier, je voudrais remercier
Antoine Julia et Martin Leguil de m’avoir aidé avec la langue française. Je voudrais remercier
Xin Fang de m’avoir donné l’aide dans ma vie quand je viens d’arriver en France. Je voudrais
remercier Kai Jiang pour son aide quand j’étais malade. Je remercie Zhengfang Wang pour son
intérêt pour une notion nouvelle introduite dans ma thèse et pour initier un travail de collaboration
avec moi sur la base de cette notion. En outre, je voudrais remercier plusieurs étudiants de Pr.
Marc Hindry : Victoria Cantoral-Farfán, Julie Desjardins, Richard Griffon, Benjamin Wagener. Je
voudrais remercier aussi le BDD (Bureau de Doctorants) au bâtiment Sophie Germain pour l’aide
sincère.

Je voudrais remercier mes autres amis en France : Xiaohua Ai (~�N), Yiwen Ding (��
�), Lie Fu (��), Yongquan Hu (á8É), Zhizhong Huang (Ä»-), Zhi Jiang (_z), Yang



7

Lan (p�), Jie Lin (��), Linyuan Liu (�3�), Yi Pan (X¿), Zicheng Qian (±PÚ), Peng
Shan (U�), Fei Sun (YÞ), Zhiyu Tian (0×�), Jilong Tong (åª�), Haoran Wang (�i
6), Shanwen Wang (���), Xiaozong Wang (�S�), Junyi Xie ("Ê8), Songyan Xie ("
~O), Daxin Xu (¸'�), Cong Xue (�j), Hui Zhu (1V), etc. En particulier, je voudrais
remercier Lie Fu et Jie Lin d’avoir m’invité de donner des exposés au Séminaire Mathjeunes. Je
voudrais aussi remercier Lie Fu de m’avoir aidé avec le logiciel LATEX.

Je voudrais remercier mes amis à l’Université Tsinghua : Xiaowen Hu (áS�), Huazhong Ke
(ïNà), Jin Liu (�Û), Jinzhao Pan (X&�), Chu Wang (�Z), Jing Wang (�b), Xianfeng
Wang (�ið), Zhilan Wang (��p), Di Yang (hê), Chenglong Yu (Y��), Hanxiong
Zhang ( IÄ), Ming Zhang ( í), Yong Zhang ( Ç), Guangyu Zhu (1I�), Changjing
Zhuge (ø[�V), etc. En outre, je voudrais remercier Xiaowen Hu pour ses remarques utiles sur
ma thèse. Je voudrais remercier plusiers étudiants et post-doctorants anciens de Pr. Linsheng Yin :
Xiumei Li (Nî�), Wei Lu (b�), Min Sha (�O), Zhao Shen (�-), Yuanlong Song (�C
�), Li Sun (Y�), Hao Wen (�j), Wei Xiong (�®), Enlin Yang (3i�), Jiong Yang (h
¯), Chong Zhang ( À), Jinxiang Zeng (þ&§), Zhengyu Zong (�c�). En particulier, je
voudrais remercier Min Sha pour son soutien et son aide sincère pour ma carrière universitaire en
France et en Chine.

Je voudrais remercier aussi mes autres amis chinois : Qiang Guang (�:), Duo Li (NÎ),
Qifeng Li (Nwð), Shun Tang (��), Kun Wang (�d), Qijun Yan (ë×�), Liyang Yang (h
Nl), Ruobing Zhang ( å°), etc.

Je voudrais remercier tous ce qui m’ont aidé pendant mes études de mathématiques. En raison
de l’espace limité, je n’arrive pas à énumérer tous les noms. Leurs aides sont autant importantes
que ce qui sont mentionnés ci-dessus. Je me souviendrai toujours de vos aides !

Finalement, merci à ce monde de m’avoir donné la chance de savourer les mathématiques.





9

Comptage des points rationnels dans les variétés arithmétiques

Résumé

Le comptage des points rationnels est un problème classique en géométrie diophantienne. On
s’intéresse à des majorations du nombre des points rationnels de hauteur bornée qui sont valables
pour toute hypersurface arithmétique de degré fixé d’un espace projectif. Dans ce but, on construit
une famille d’hypersurfaces auxiliaires qui contiennent tous les points rationnels de hauteur bornée
mais ne contiennent pas le point générique de l’hypersurface initiale. Plusieurs outils géométriques
sont développés ou adaptés dans le cadre de la géométrie d’Arakelov et de la géométrie diophanti-
enne afin d’appliquer la méthode des déterminants par la langage de la géométrie d’Arakelov,
notamment une majoration et une minoration explicite uniforme de la fonction de Hilbert-Samuel
arithmétrique d’une hypersurface. Pour un schéma projectif réduit de dimension pure sur un an-
neau d’entiers algébriques, on donne une majoration du nombre des places sur lesquelles la fibre
ne soit pas réduite. Cette majoration est utile pour la construction des hypersurfaces auxiliaires
mentionnées au-dessus. De plus, la géométrie sur un corps fini joue un rôle important dans ce
problème. Dans ce travail, l’un des ingrédients clé dans ce travail est une majoration effective liée
à une fonction de comptage des multiplicités des points rationnels dans une hypersurface projective
réduite définie sur un corps fini, qui donne une description de la complexité de son lieu singulier.
Pour ce problème de comptage de multiplicités, l’outil principal est la théorie d’intersection sur
un espace projectif.

Mots-clefs

Comptage de multiplicités ; comptage des points rationnals ; contrôle des places non réduites ;
fonction de Hilbert-Samuel ; géométrie d’Arakelov ; géométrie diophantienne ; méthdoe des déter-
minants ; méthode des pentes ; point rationnel ; problème de comptage ; théorie d’intersection.
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Counting rational points in the arithmetic varieties

Abstract

Counting rational points is a classical problem in Diophantine geometry. We are interested in
upper bounds for the number of rational points of bounded height of an arithmetic hypersurface
with bounded degree in a projective space. For this propose, we construct a family of auxiliary
hypersurfaces which contain all these rational points of bounded height but don’t contain the
generic point of this hypersurface. Several tools of Arakelov geometry and Diophantine geometry
are developed or adapted in this work in order to apply the determinant method by the approach of
Arakelov geometry, especially a uniform explicit upper bound and a uniform explicit lower bound
of the arithmetic Hilbert-Samuel function of a hypersurface. For a reduced pure dimensional
projective scheme over a ring of algebraic integers, we give an upper bound of the number of places
over which the fiber is not reduced any longer. This upper bound is useful for the construction of
these auxilary hypersurfaces mentioned above. In addition, the geometry over a finite field plays an
important role in this problem. One of the key ingredients in this work is an effective upper bound
for a counting function of multiplicities of rational points in a reduced projective hypersurface
defined over a finite field, which gives a description of the complexity of its singular locus. For
this problem of counting multiplicities, the major tool is intersection theory on a projective space.

Keywords

Arakelov geometry; counting multiplicities; counting problem; counting rational points; con-
trol non reduceness; determinant method; Diophantine geometry; Hilbert-Samuel function; inter-
section theory; rational point; slope method.
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Introduction

- Accusé, vous tâchez d’être court.
- Je tâcherai d’être clair, Monsieur le juge.

0.1 Problème de comptage

Le problème de comptage des points rationnels d’une variété algébrique (schéma intègre de
type fini sur un corps) est un sujet de recherche qui a une longue histoire. Dans les Arithmé-
tiques (Arithmetica) au troisième siècle après JC, Diophante d’Alexandrie a étudié les solutions
d’un système d’équations sur le corps des nombres rationnels. Dans l’approche contemporaine, ce
problème est réduit par la recherche de la fonction de comptage qui s’écrit comme une formule
sommatoire d’une fonction de poids (ou de niveau) définie sur l’ensemble des points rationnels
d’une variété. Plus précisément, pour une varitété X sur un corps k, on considère la fonction suiv-
ante

NX( f , λ) =
∑
ξ∈X(k)

f (ξ, λ),

où λ prend des valeurs dans un ensemble Θ de paramètres (qui peut contenir un élément seule-
ment), et f : X(k) × Θ→ R+ est une fonction de poids.

Dans cette thèse, quelques problèmes de comptage différents seront considérés.

0.1.1 Comptage des points rationnels de hauteur bornée

On peut considérer par exemple le cas où l’on prend la fonction de comptage f (.) comme la
fonction de valeur constante égale à 1. Alors la somme NX compte le nombre des points rationnels
dans X. Dans le langage classique, NX est le nombre des solutions d’un système d’équations al-
gébriques. Il y a beaucoup de questions fondamentales autour de l’ensemble X(k) et la somme NX ,
par exemple :

— Quand la somme NX est nulle ou non-nulle ?
— Si l’ensemble X(k) n’est pas vide ou la somme NX n’est pas nulle, comment estimer le

cardinal de X(k) ?
— Lorsque l’ensemble X(k) est infini, on cherche une bonne manière de le décrire.
Lorsque la somme NX est infini, une question naturelle est de savoir si on peut donner sens à

une estimation quantitative du problème de comptage. En effet, on peut prendre la somme dans
un sous-ensemble de X(k) sur lequel la somme est finie. On désigne par X0(k) ce sous-ensemble.
Alors on peut écrire la fonction de poids f comme

f (ξ, λ) =

{
1, ξ ∈ X0(k);
0, ξ < X0(k).

Alors, il faut bien choisir l’ensemble X0(k) pour décrire X(k). Pour ce but, on peut prendre un
ensemble de paramètres convenables.
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Le comptage des points rationnels d’une variété arithmétique est un exemple de problème de
comptage qui a un intérêt central en géométrie diophantienne. Soient K un corps de nombres et
X un schéma de type fini sur Spec K. On fixe une fonction de hauteur H(.) sur X(K) qui évalue la
complexité arithmétique d’un point rationnel de X (à valeur dansR+). De telles fonctions, baptisées
hauteurs, avaient été initialement introduites par Weil dans les années 1920 pour démontrer que
le groupe des points rationnels d’une variété abélienne est de type fini. Un exemple simple est la
fonction de hauteur H1(.) définie sur P1

Q
. Soit ξ = [p : q] ∈ P1

Q
(Q). Si p et q sont premiers entre

eux, on définit H1(ξ) = max{|p|, |q|}. Pour le cas général, une des propriétés fondamentales d’une
fonction hauteur, que l’on constate aussitôt dans le cas de l’exemple simple précédent, est que
l’ensemble S (X; B) = {ξ ∈ X(K)|H(ξ) 6 B} est fini pour tout B ∈ R fixé. On appelle cette propriété
la propriété de Northcott. Notamment lorsque le schéma X est projectif sur Spec K et H(.) est la
fonction de hauteur associée à un fibré en droites hermitien ample sur X. Dans ce cas-là, on définit
la fonction de niveau f comme

∀(ξ, B) ∈ X(K) × R, f (ξ, B) =

{
1, ξ ∈ S (X; B);
0, ξ < S (X; B).

La somme NX( f , B) compte le nombre des points rationnels de hauteur bornée par B.
On désigne par N(X; B) le cardinal de l’ensemble S (X; B), qui est fini lorsque le nombre B

est fixé. On peut étudier la borne uniforme ou certaines propriétés asymptotiques de la fonction
N(X; B) pour obtenir une description de la densité des points rationnels dans X. Par exemple, on
espère obtenir des résultats de cette forme

N(X; B) 6 C(Λ)Ba(log B)b

ou de celle-ci
N(X; B) ∼ C(Λ)Ba(log B)b,

ou les autres formes similaires, où C(Λ) est une constante dépendant de l’ensemble Λ de certaines
propriétés géométriques de X, a et b sont deux entiers qui ont des interprétations géométriques.
On peut utiliser les nombres C(Λ), a et b pour décrire la densité des points rationnels de X.

0.1.2 Comptage de multiplicités

On considère un autre exemple du problème de comptage. On prend comme fonction de poids
la fonction qui envoie le point ξ ∈ X(k) sur le nombre réel f (µξ(X)), où µξ(X) est la multiplicité
du point ξ dans X via la fonction de Hilbert-Samuel locale. Si f (1) = 0 et f (.) envoie les autres
entiers positifs en des nombres strictement positifs, alors la somme NX compte les points rationnels
singuliers de X. Si on prend une fonction de comptage f (.) convenable, la somme NX peut donner
une description de la complexité du lieu singulier de X.

Soit X une courbe plane projective réduite. Dans ce cas-là, le lieu singulier de X est de dimen-
sion 0. Soit δ le degré de X, d’après l’exercice 5-22 dans la page 115 de [31], on a∑

ξ∈X

µξ(X)
(
µξ(X) − 1

)
6 δ(δ − 1), (1)

qui découle du théorème de Bézout en théorie d’intersection. Plus précisément, soit g le genre de
la courbe plane projective X, si X est géométriquement intègre, d’après le corollaire 1 dans la page
201 de [31], on a

g 6
(δ − 1)(δ − 2)

2
−

∑
ξ∈X

µξ(X)
(
µξ(X) − 1

)
2
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par le théorème de Riemann-Roch sur les courbes planes.
Plus généralement, soit X ↪→ Pn

k une hypersurface projective sur un corps algébriquement
clos k, dont le lieu singulier est de dimension 0. Par la méthode des pinceaux de Lefschetz, une
conséquence directe de [48, Corollaire 4.2.1] donne∑

ξ∈X

µξ(X)(µξ(X) − 1)n−1 6 δ(δ − 1)n−1.

Mais ces conditions sont trop restrictives pour un problème de comptage de multiplicités.
On considère donc le problème sur un corps fini Fq dont le cardinal est q. Soit X un schéma

projectif réduit de dimension pure d et de degré δ. Comme 1 6 µξ(X) 6 δ, on obtient∑
ξ∈X(Fq)

µξ(X)(µξ(X) − 1) 6 δ(δ − 1)#X(Fq).

Pour le terme #X(Fq), on a une estimation triviale

#X(Fq) 6 δ(qd + · · · + 1).

D’où l’on a ∑
ξ∈X(Fq)

µξ(X)(µξ(X) − 1) 6 δ2(δ − 1)(qd + · · · + 1).

Bien sûr on espère une meilleure majoration que l’estimation ci-dessus. Comme X est réduit,
presque tous les points (les points dans un sous-ensemble dense de X) de X sont de multiplicité
1. De plus, on remarque que le lieu singulier Xsing de X ne peut pas être "trop compliqué", c’est-
à-dire que la dimension de Xsing, le degré de Xsing (on suppose qu’il est de dimension pure),
et les multiplicités des composantes irréductibles de Xsing dans X ne peuvent pas être trop grands
simultanément. Si on peut prendre une fonction de comptage convenable et obtenir une majoration
propre, alors on pourrait donner une description de la complexité de Xsing.

0.2 Résultats dans la littérature

0.2.1 Comptage uniforme de points rationnels

La majoration uniforme des points rationnels d’une variété arithmétique est un sujet relative-
ment récent et en même temps très étudié ces dernières années. L’expression "uniforme" signifie
que l’on considère toutes les sous-variétés de dimension et de degré fixés d’un espace projectif
donné. On renvoie les lecteurs à [23, §2.1] pour une introduction au sujet.

Dans l’espace projectif Pn
K , soit HK(.) une fonction de hauteur classique (voir la définition

3.1.3, pour la hauteur classique logarithmique h(.)), on prend HK(.) = exp([K : Q]h(.)). Soient X
un sous-schéma fermé de dimension pure de Pn

K , qui est de dimension d et de degré δ sur le corps
de nombres K. Soient B est un nombre réel positif, et S (X; B) = {ξ ∈ X(K)|HK(ξ) 6 B} comme
ci-dessus. L’ensemble S (X; B) est fini par la propriété de Northcott (cf. [45, Theorem B.2.3]). Soit
N(X; B) = #S (X; B). Alors on a l’estimation "naïve"

N(X; B) �K,n,δ Bd+1

d’après [18, Theorem 3.1], qui est obtenue par récurrence sur la dimension de X en coupant X
par certains hyperplans de Pn

K . Comme on devrait avoir moins de points rationnels dans chaque
hypersurface (car la dimension est plus petite), on pourrait espérer une majoration plus précise que
l’estimation "naïve" en contrôlant le nombre d’hypersurfaces qui recouvrent S (X; B).
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Dans [44], pour le cas sur le corps rationnel Q, Heath-Brown a proposé un argument utilisant
la méthode des déterminants pour étudier le problème de certains degré évalués en une famille de
points rationnels dans S (X; B) qui ayant la même réduction modulo un nombre premier p forment
une matrice carrée. Cette méthode est une généralisation des résultats de [4, 63]. Avec cette méth-
ode, on peut construire une famille d’hypersurfaces auxiliaires qui recouvrent l’ensemble S (X; B)
mais ne recouvrent pas le point générique de X.

D’après le travail de Heath-Brown, Broberg généralise [44, Theorem 14] au cas de corps de
nombres généraux dans [16]. Étant donnée une sous-variété fermée de dimension d et de degré δ
de Pn

K (où K est un corps de nombres), pour tout ε > 0, il existe un entier k ne dépendant que de
n, d, δ, B et ε et tel que

k �n,δ,ε B
d+1
d√
δ+ε ,

un entier a > 1 ne dépendant que de n, d et ε, ainsi qu’une famille {Fi}
k
i=1 de polynômes homogènes

de degré inférieur ou égal à a qui ne s’annulent pas identiquement en X et tels que S (X; B) soit
recouvert par les hypersurfaces définies par les polynômes {Fi}

k
i=1.

Dans [44, Conjecture 2], Heath-Brown a proposé la conjecture suivante : soit X une hypersur-
face intègre de Pn

Q
de degré δ. Si δ > 3 et n > 4, on a

N(X; B) �ε,n Bn−1+ε ,

ou on peut étudier une version légèrement plus faible

N(X; B) �ε,n,δ Bn−1+ε .

Malheureusement, cette conjecture n’est pas vraie en général, voir [63] pour un contre-exemple ;
mais seulement sous certaines conditions, on peut obtenir certains résultats, voir [17, 68] pour des
résultats autour de ce sujet. De plus, d’après [17, Theorem 1], si on obtient un ordre de B dans une
majoration uniforme de N(X; B), on a le même ordre des variétés arithmétiques de même degré et
même dimension. Alors il suffit considérer le cas d’hypersurface projectif lorsque l’on étudie le
problème de comptage des points rationnels des variétés arithmétiques projectives pour B→ +∞.

0.2.2 Problème de comptage par l’approche de la géométrie d’Arakelov

Par la méthode des pentes de la géométrie d’Arakelov dévéloppée par J.-B. Bost dans [7]
(voir [8] pour un survol de cette théorie), on espère de reformuler l’argument de la méthode des
déterminants dans le langage de la méthode des pentes. Cette approche est suivie dans [21, 22]. Par
l’approche de la méthode des pentes de la géométrie d’Arakelov, la hauteur d’un point rationnel
est définie comme le degré d’Arakelov d’un fibré hermitien. Alors la matrice d’évaluation dans
[44] est remplacée par l’application d’évaluation qui envoie une section globale d’un OX-module
inversible sur la restriction à un sous-schéma fermé. Au lieu de calculer le déterminant de la
matrice, on majore la hauteur de l’application d’évaluation et puis on fait appel à la méthode des
pentes.

L’approche de la méthodes des pentes introduite ci-dessus a deux avantages. D’abord, on peut
traiter le cas de tout corps de nombres d’une façon uniforme ; en suite, contrairement aux méthodes
classiques, il est pratique d’obtenir l’estimation explicite dans ce problème de comptage.

Pour obtenir des majoration explicites dans [21, 22], plusieurs résultats effectifs de géométrie
arithmétique sont développés ou adaptés au cadre de la géométrie d’Arakelov, notamment la
théorie de forme de la Chow et la forme de Cayley, une minoration explicite de la fontion de
Hilbert-Samuel arithmétique et une inégalité de pentes pour une application linéaire à valeurs
dans une somme directe de fibrés inversibles hermitiens.
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0.3 Résultats de la thèse

0.3.1 Comptage des multiplicités dans une hypersurface sur corps fini

Afin de généraliser les travaux de H. Chen dans [21, 22], il faut généraliser l’inégalité (1) au
cas de dimension supérieure. Soit X ↪→ Pn

Fq
une hypersurface réduite de degré δ dont la dimension

du lieu singulier est s. Dans le chapitre 1, on démontre l’inégalité suivante (le théorème 1.5.1) :∑
ξ∈X(Fq)

µξ(X)(µξ(X) − 1)n−s−1 �n δ(δ − 1)n−s−1 max{δ − 1, q}s,

où µξ(X) est la multiplicité du point ξ dans X définie via la fonction de Hilbert-Samuel locale de
X en le point ξ. De plus, on peut donner un exemple qui illustre que l’ordre de δ − 1 et l’ordre de
max{δ − 1, q} sont optimaux lorsque δ − 1 6 q. L’inégalité ci-dessus peut être considérée comme
une description de la complexité du lieu singulier de X.

Ce travail est motivé par un problème de comptage dans le cadre de la géométrie diophanti-
enne. Plus précisément, on considère un problème de comptage des points rationnels de hauteur
bornée d’une variété arithmétique projective X. Dans [68, Theorem 3.2], pour construire des hy-
persurfaces auxiliaires dans la méthode des déterminants, P. Salberger considère les multiplicités
d’une famille des points Fp-rationnels dans X ×SpecQ SpecFp (cette notion signifie la réduction
de l’adhérernce Zariski de X dans Pn

Z en le premier p). Dans [21, 22], H. Chen a généralisé la
méthode de P. Salberger par l’approche de la géometrie d’Arakelov. Dans la démonstration de
[22, Theorem 5.1], pour un comptage des points rationnels de hauteur bornée d’une courbe plane
projective, l’inégalité (1) est utilisée pour contrôler le nombre de points avec grande multiplicité.
Si on veut généraliser la méthode des déterminants afin de résoudre le même problème dans le
cas d’une hypersurface arithmétique de dimension supérieure, la majoration ci-dessus sera utile et
importante.

Contrairement aux méthodes classiques comme par exemple la cohomologie étale ou la somme
exponentielle, on utilise la théorie d’intersection pour avoir un bon contrôle des multiplicités.

On considère l’hypersurface réduite projective X ↪→ Pn
Fq

dont le lieu singulier est de dimen-
sion s. Soit Y un sous-schéma intègre de X. Alors il existe un sous-ensemble dense Y ′ de Y , tel que
pour tout ξ ∈ Y ′(Fq), on ait µξ(X) = µY (X). On cherche une famille {Xi}

n−s−1
i=1 d’hypersurfaces de Pn

contenant ξ telle que X, X1, . . . , Xn−s−1 s’intersectent proprement et qu’il existe une composante
irréductible Y de l’intersection de X, X1, . . . , Xn−s−1 contenant ξ et vérifiant µξ(X) = µY (X). La
construction de ces hypersurfaces fait intervenir des dérivées partielles (éventuellement d’ordre
supérieur) de l’équation qui définit X, et la construction se fait de manière récursive. Pour cela,
on introduit une notion appelée "arbre d’intersection" en langage de la théorie des graphes, voir
§1.2.1. Un arbre d’intersection est un arbre orienté et étiqueté avec poids engendrés par les inter-
sections de X et certaines de ses hypersurfaces dérivées (voir la définition 1.5.7), dont les sommets
sont des sous-schémas intègres de X, les étiquettes sont des hypersurfaces dérivées, et les poids
sur ses arêtes sont les multiplicités d’intersection correspondantes à l’intersection du sommet et
de son étiquette.

Comme X est une hypersurface, on peut estimer la fonction µY (X)(µY (X) − 1)n−s−1 par les
poids définis ci-dessus. D’après le théorème de Bézout (le théorème 1.3.4), la somme des poids
peut être bornée par le degré de X par rapport au fibré universel de X.

Pour une majoration utile du nombre de points Fq-rationnels d’une composante irréductible Y
fixée, on utilise l’estimation de la proposition 1.3.19 qui est

#Y(Fq) 6 deg(Y)#(qd + · · · + 1),

où d = dim(Y).
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0.3.2 Méthode des pentes et fonctions de hauteur

Dans le chapitre 2, on introduit la méthode des pentes en géométrie d’Arakelov, qui est un
survol des travaux de J.-B. Bost dans [5, 7]. De plus, certains travaux de H. Chen dans [20] sont
impliqués. Il s’agit de préliminaires pour les travaux suivants. Dans la suite, on introduit la théorie
de la géométrie des nombres en langage de la géométrie d’Arakelov, qui suit l’approche de J.-B.
Bost et K. Künnemann dans [11]. On redémontre certains résultats de la géométrie de nombres
dans [57] et [71] dans langage de la géométrie d’Arakelov.

Dans le chapitre 3, on définit la hauteur d’un point rationnel et un schéma projectif de di-
mension pure avec l’approche de la géométrie d’Arakelov. Dans le cadre de hauteur d’un schéma
projectif de dimension pure, on introduit d’abord la notion de forme de Chow et la notion de forme
de Cayley, qui sont des hypersurfaces projectives. Dans la suite, on peut comparer la hauteur d’un
schéma de dimension pure définie par la théorie arithmétique d’intersection et les hauteurs de ses
forme de Chow et ses forme de Cayley. On définit aussi un invariant arakelovien µ̂(IX) (voir la
définition 3.2.22), qui joue un rôle similaire aux hauteurs de X.

On estime la fonction de Hilbert-Samuel arithmétique d’une hypersurface par rapport au fibré
universel. D’abord, on considère la fonction de Hilbert-Samuel de l’espace projectif Pn

K muni de
la norme symétrique (cf. [33, Proposition 4.2]). Pour l’application à l’estimation de la fonction
de Hilbert-Samuel arithmétique d’une hypersurface, on calcule les coefficients des trois premiers
termes de son développement asymptotique, voir le théorème 3.3.16. De plus, on donne une esti-
mation explicite du reste de ce développement.

Dans la suite, soit X l’hypersurface de degré δ définie par la section globale s, alors on a la
suite exacte de OK-modules suivant :

0 −−−−−→ H0(Pn,OPn(D − δ))
·s

−−−−−→ H0(Pn,OPn(D)) −−−−−→ FD −−−−−→ 0,

où D est un entier positif. En comparant les normes sur H0(Pn,OPn(D − δ)) et H0(Pn,OPn(D)), on
peut obtenir une majoration uniforme et une minoration uniforme de la fonction de Hilbert-Samuel
arithmétique de X, voir la proposition 3.4.3. C’est mieux que l’estimation [21, Theorem 4.8] dans
le cas d’une hypersurface.

0.3.3 Contrôle des places non-réduites

Si on veut contrôler le nombre de points avec grande multiplicité avec le résultat du chaptire 1,
il faut s’assurer que la réduction à tout idéal p ∈ SpmOK soit encore réduite. Pour X → SpecOK

un schéma réduit, non chaque p ∈ SpmOK peut vérifier que X ×SpecOK SpecFp est encore réduit.
Heureusement, d’après [40, (9.7.7)], il existe un nombre fini de p ∈ SpmOK tels que le schéma
X ×SpecOK SpecFp ne soit pas réduit. Donc il est important de trouver une majoration explicite
du nombre d’idéaux p ∈ SpmOK tels que X ne soit pas réduit.

Soient X un sous-schéma fermé de dimension pure de Pn
K , et X l’adhérence de Zariski de

X dans Pn
OK

. Dans le chapitre 4, on traite d’abord le cas où X est une hypersurface de Pn
K . Par la

méthode de résultant, on peut obtenir une majoration du produit des normes de idéaux p ∈ SpmOK

tels que X ne soit pas réduit. La majoration dépend de la hauteur (on utilise la hauteur naïve dans
la première étape) de X, du degré de X et du corps de nombres K, voir le théorème 4.3.7. Dans la
suite, par la théorie de forme de Chow et forme de Cayley, on peut obtenir une telle majoration
lorsque X est de dimension pure. D’après les résultats autour de la comparaision de hauteurs dans
le chapitre 3, on peut obtenir une majoration qui dépend de la hauteur de X définie par la théorie
arithmétique d’intersection, la dimension de X, le degré de X et le corps de nombres K, voir le
théorème 4.4.1.
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0.3.4 Comptage uniforme des points rationnels

Dans le chapitre 5, on rappelle d’abord la démonstration du [22, Theorem 3.1], qui reformule
la méthode des déterminants en langage de la géométrie d’Arakelov. Afin d’obtenir des estima-
tions explicites de la fonction de comptage à partir de ce théorème, les minorations explicites de la
fonction de Hilbert-Samuel arithmétique, la fonction de Hilbert-Samuel géométrique, et la fonc-
tion Qξ(r) de cette hypersurface sont nécessaires, où la fonction Qξ(r) de la variable r est induite
par la fonction de Hilbert-Samuel locale en un point fermé (voir la définition dans §5.1). Comme
le problème de comptage est considéré sur des hypersurfaces, et la fonction de Hilbert-Samuel
locale en un point fermé dans l’hypersurface peut être calculée explicitement, alors dans la suite,
une minoration de la fonction Qξ(r) est obtenue. La fonction de Hilbert-Samuel géométrique d’une
hypersurface est bien connue. Une minoration utile de la fonction de Hilbert-Samuel arithmétique
est déja obtenue dans le chapitre 3.

Soit X ↪→ Pn
K une hypersurface réduite, et S (X; B) = {ξ ∈ X(K)|HK(ξ) 6 B}, où HK(.) =

exp([K : Q]h(.)), et h(.) est la hauteur arakelovienne par rapport au fibré universel définie dans
le chaptire 3. On veut construire une famille des hypersurfaces auxiliaires avec nombre et degré
maximal bornés qui peuvent recouvrir tous les points dans S (X; B) mais ne contiennent pas les
points génériques de X. Avec les minorations ci-dessus, on peut obtenir un résultat qui est utile
pour contrôler le nombre et le degré maximal de la famille d’hypersurfaces, voir la proposition
5.2.6. D’après cela, une majoration du nombre des hypersurfaces auxilaires est obtenue, voir le
théorème 5.3.2.





Chapitre 1

Comptage des multiplicités dans une
hypersurface sur un corps fini

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on considère le problème de comptage des multiplicités dans un schéma
projectif sur un corps fini. Soit X un schéma de type fini sur un corps fini k, on s’intéresse au
problème de comptage de la forme ∑

ξ∈X(k)

f (µξ(X)),

où f (.) est un polynôme et µξ(X) est la multiplicité locale du point ξ dans X définie via la fonction
de Hilbert-Samuel locale.

On fixe un corps fini k = Fq, où q est une puissance d’un nombre premier p (qui est la carac-
téristique du corps k). On considère le cas où X est un sous-schéma fermé de Pn

Fq
. Il y a beaucoup

de résultats autour de la majoration du nombre des points Fq-rationnels de X, qui signifie que l’on
prend la fonction de comptage f (.) ≡ 1 ci-dessus. Pour cela, on peut utiliser la méthode analytique
ou la méthode de cohomologie étale.

Si on prend un choix non-trivial de la fonction de comptage, par exemple, on prend f (µξ(X))
de la forme µξ(X)(µξ(X) − 1)t, où t est un entier positif. Dans ce cas-là, les méthodes mentionnées
ci-dessus sont difficiles à utiliser pour cela.

1.1.1 Résultats antérieurs

Soit X une courbe plane projective réduite. Dans ce cas-là, le lieu singulier de X est de dimen-
sion 0 si la courbe est singulière. Soit δ le degré de X, d’après l’exercice 5-22 dans la page 115 de
[31], on a ∑

ξ∈X

µξ(X)
(
µξ(X) − 1

)
6 δ(δ − 1), (1.1)

qui découle du théorème de Bézout en théorie d’intersection. Plus précisément, soit g le genre de
la courbe plane projective X. Si X est géometriquement intègre, d’après le corollaire 1 dans la page
201 de [31], on a

g 6
(δ − 1)(δ − 2)

2
−

∑
ξ∈X

µξ(X)
(
µξ(X) − 1

)
2

par le théorème de Riemann-Roch sur les courbes planes.
Plus généralement, soit X ↪→ Pn

k une hypersurface projective sur un corps algébriquement
clos k, dont le lieu singulier est de dimension 0. Par la méthode des pinceaux de Lefschetz, une
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conséquence directe de [48, Corollaire 4.2.1] donne∑
ξ∈X

µξ(X)(µξ(X) − 1)n−1 6 δ(δ − 1)n−1.

Mais ces conditions sont trop restrictives pour un problème de comptage de multiplicités.

1.1.2 Résultat principal

Dans ce chapitre, on considère le problème de comptage des multiplicités dans un schéma sur
un corps fini. On prend une fonction de comptage, et on donnera une majoration du comptage
de la fonction de comptage pour une hypersurface projective. Le résultat (le théorème 1.5.1) est
suivant :

Théorème 1.1.1. Soit X une hypersurface réduite de degré δ dans un espace projectif Pn
Fq

, où
n > 2 est un entier. Soit s la dimension du lieu singulier de X. On a∑

ξ∈X(Fq)

µξ(X)(µξ(X) − 1)n−s−1 �n δ(δ − 1)n−s−1 max{δ − 1, q}s. (1.2)

On explicitera la constante implicite dans l’estimation (1.2) dans le théorème 1.1.1.

1.1.3 Motivation

Soit X un schéma noethérien réduit qui est de dimension pure, comme le lieu régulier Xreg est
un ouvert dense dans X, on a codim(X, Xsing) > 1, où Xsing est le lieu singulier de X.

Si on veut décrire la complexité du lieu singulier de X plus précisément, il n’est pas suffisant
de considérer seulement la dimension de Xsing. Soit X un sous-schéma fermé de Pn

k . Pour décrire la
complexité de Xsing, il faut considérer la dimension de Xsing, le degré de Xsing et la multiplicité de
Xsing dans X (ou les multiplicités des points singuliers de X). Il faut choisir une fonction convenable
de comptage de multiplicités f (.) telle que f (1) = 0.

D’après le théorème 1.1.1, lorsque X est une hypersurface d’un espace projectif sur un corps
fini, les trois invariants ne peuvent pas être trop grands simultanément, qui signifie que le lieu
singulier de X ne peut pas être "trop compliqué". Dans la remarque 1.5.12, on expliquera pourquoi
la fonction de comptage µξ(X)(µξ(X)−1)n−s−1 dans l’inégalité (1.2) est un choix convenable. Alors
l’inégalité (1.2) est une description convenable de la complexité du lieu singulier de X lorsque q
est assez grand.

1.1.4 Outils principaux

Contrairement aux méthodes classiques comme par exemple la cohomologie étale ou la somme
exponentielle, on utilise la théorie d’intersection pour avoir un bon contrôle des multiplicités.

On considère une hypersurface réduite projective X ↪→ Pn
Fq

dont le lieu singulier est de dimen-
sion s. Soit Y un sous-schéma intègre de X. Alors il existe un sous-ensemble dense Y ′ de Y , tel que
pour tout point ξ ∈ Y ′, on ait µξ(X) = µY (X). On cherche une famille {Xi}

n−s−1
i=1 d’hypersurfaces de

Pn contenant ξ telle que X, X1, . . . , Xn−s−1 s’intersectent proprement et qu’il existe une composante
irréductible Y de l’intersection de X, X1, . . . , Xn−s−1 contenant ξ et vérifiant µξ(X) = µY (X). La
construction de ces hypersurfaces fait intervenir des dérivées partielles (éventuellement d’ordre
supérieur) de l’équation qui définit X, et la construction se fait de manière récursive. Pour cela,
on introduit une notion appelée "arbre d’intersection" en langage de la théorie des graphes, voir
§1.2.1. Un arbre d’intersection est un arbre étiqueté avec poids engendrés par les intersections de
X et certaines de ses hypersurfaces dérivées (voir la définition 1.5.7), dont les sommets sont des
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sous-schémas intègres de X, les étiquettes sont des hypersurfaces dérivées, et les poids sur ses
arêtes sont les multiplicités d’intersection correspondantes à l’intersection du sommet et de son
étiquette.

Comme X est une hypersurface, on peut estimer la fonction µY (X)(µY (X) − 1)n−s−1 par les
poids définis ci-dessus. D’après le théorème de Bézout (le théorème 1.3.4), la somme des poids
peut être bornée par le degré de X par rapport au fibré universel de X.

Pour une majoration utile du nombre de points Fq-rationnels d’une composante irréductible
fixée, on utilise l’estimation dans la proposition 1.3.19.

Dans la première section, on introduira la définition de l’arbre d’intersection afin de décrire la
suite des intersections mentionnée ci-dessus. Dans la deuxième section, on démontrera certains
résultats untiles de la théorie d’intersection et du comptage de objets sur un corps fini. Ils sont des
résultats préliminaires pour le travail dans la suite. Dans la troisième section, on raisonnera par
récurrence pour démontrer un résultat, qui est une majoration du produit des multiplicités en les
poids dans les arbres d’intersection. Dans la quatrième section, on construira les intersection afin
de démontrer l’inégalité (1.2), et on finira la démonstration.

1.2 Arbre d’intersection

Dans ce paragraphe, on introduit la notion d’arbre d’intersection dans le cadre de la théorie
des graphes, qui sera utilisée dans l’estimation de la fonction de comptage de multiplicités. Cette
construction est valable dans un cadre général des schémas projectifs réguliers sur un corps munis
d’un faisceau inversible ample. Dans ce paragraphe, on fixe un corps k.

1.2.1 Définition

Soient Y un k-schéma projectif régulier et L un OY -module inversible ample. Si X est un sous-
schéma fermé de Y , on désigne par degL(X) le degré de X par rapport au OY -module inversible L,
qui est défini comme deg(c1(L)dim(X) ∩ [X]). Soit δ > 1 un entier. On appelle arbre d’intersection
de niveau δ sur Y tout arbre T étiqueté et avec poids (sur les arêtes) qui vérifie les conditions
suivantes :

1. les sommets de T sont des occurrences de sous-schémas fermés intègres de Y (un sous-
schéma fermé intègre de Y peut apparaître plusieurs fois dans l’arbre) ;

2. à chaque sommet X de T est attachée une étiquette, qui est un sous-schéma fermé propre
de dimension pure de Y ou vide ;

3. un sommet de T est une feuille si et seulement si son étiquette est vide ;

4. si X est un sommet de T qui n’est pas une feuille, alors
— son étiquette X̃ vérifie l’inégalité degL(X̃) 6 δ et les sous-schémas fermés X et X̃

s’intersectent proprement dans Y ;
— les fils de X sont précisément les composantes irréductibles du produit d’intersection

X · X̃ dans Y ;
— pour tout fils Z de X, à l’arête ` qui relie X et Z est attaché un poids w(`) qui est égal à

la multiplicité d’intersection i(Z; X · X̃; Y).

Pour un arbre d’intersection T fixé, on appelle sous-arbre d’intersection de T tout sous-arbre
complet de T , qui est nécessairement un arbre d’intersection.

Poids d’un sommet

Soient Y un schéma projectif régulier sur Spec k, muni d’un faisceau inversible ample L, et T
un arbre d’intersection sur Y . Pour tout sommet X de T , on définit le poids de X comme le produit
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des poids de tous les arêtes dans le chemin qui relie la racine de T et le sommet X, noté comme
wT (X). Si X est la racine de l’arbre d’intersection, par convention wT (X) est défini comme 1.

Poids d’un sous-schéma fermé intègre

Soit Z un sous-schéma fermé intègre de Y . On appelle poids de Z relativement à l’arbre T
la somme des poids de toutes les occurrances de Z comme sommets de T , noté comme WT (Z).
Si Z n’apparaît pas dans l’arbre T comme un sommet, par convention le poids WT (Z) est défini
comme 0. Soit Z un sommet dans l’arbre d’intersection T . Lorsque l’on calcule WT (Z), l’élément
Z est considéré comme un sous-schéma fermé intègre de Y . C’est-à-dire que l’on compte toutes
les occurrences de Z dans l’arbre d’intersection T .

Dans les sous-paragraphes suivants, on rappelle quelques notions que l’on utilise dans la défi-
nition d’arbre d’intersection. Sauf mention au contraire, tous les anneaux sont supposés être com-
mutatifs, unifères et noethériens.

1.2.2 Suite de composition

Soient A un anneau et M un A-module. On dit que M est de longueur finie s’il existe une suite
décroissante de sous-modules de M (appelée une suite de composition de M)

M = M0 ) M1 ) · · · ) Mn = {0}

telle que chaque sous-quotient Mi−1/Mi soit un A-module simple (i.e. isomorphe à un module
quotient de A par un idéal maximal), où i ∈ {1, . . . , n}. Il s’avère que le nombre n ne dépend pas
du choix de la suite de composition. On l’appelle longueur du module M, notée comme `A(M),
ou comme `(M) pour simplifier. La longueur du module nul est 0. On rappelle que, si A est un
anneau artinien (i.e. un anneau noethérien non-nul dont tout idéal premier est maximal), alors tout
A-module de type fini est de longueur finie. On revoie les lecteurs à [25, §2.4] pour plus de détails.

1.2.3 Multiplicités de modules et d’anneaux

Dans cette partie, on rappelle quelques notions de multiplicité dans le cadre d’algèbres com-
mutatives.

Multiplicité d’un module

Soit A un anneau dont la dimension est plus grande ou égale à 1. Soient d un entier, d > 1,
M un A-module de type fini avec dimA(M) = d, et a un idéal de A contenu dans le radical de
Jacobson de A tel que l’anneau quotient A/a soit artinien. Pour tout entier naturel m, soit Ha,M(m) =

`A/a(amM/am+1M). Il existe un polynôme Pa,M dont le degré est plus petit ou égal à d − 1, tel que
Ha,M(m) = Pa,M(m) pour m assez positif. En outre, il existe un entier ea,M > 0 tel que

Pa,M(m) = ea,M
md−1

(d − 1)!
+ o(md−1).

Le nombre entier ea,M est appelé la multiplicité de M relativement à l’idéal a. Lorsque A est un
anneau local et M , {0}, on a toujours ea,M > 0 (cf. [25, Exercise 12.6]). Si M = A, le nombre ea,A
est appelé la multiplicité de l’idéal a dans A.

Avec les mêmes notations ci-dessus, on considère la fonction La,M(m) = `A/a(M/am+1M). Il
existe un polynôme Qa,M dont le degré est plus petit ou égal à d, tel que Qa,M(m) = La,M(m) pour
m assez positif. De plus, on a

Qa,M(m) = ea,M
md

d!
+ o(md).
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Soient a et b deux idéaux de A contenus dans le radical de Jacobson de A, tels que A/a et A/b
soient artiniens. Si a ⊆ b, d’après [69, Chap II, §3, a], on a Qa,M(m) > Qb,M(m). Alors on obtient
l’inégalité

ea,M > eb,M. (1.3)

Si A est un anneau local, on peut exprimer la multiplicité ea,M comme une somme locale

ea,M =
∑
p

`Ap(Mp) · ea,A/p, (1.4)

où p parcourt l’ensemble des idéaux premiers minimaux de A tels que dim(A) = dim(A/p) (voir
[14, Chap. VIII, §7, n◦ 1, Prop. 3] pour une démonstration).

Multiplicité d’un anneau local

Soient A un anneau local, m son idéal maximal et k = A/m son corps résiduel. La multiplicité
de A est définie comme la multiplicité de l’idéal maximal m dans A. Il s’avère que em,A > 0 (cf.
[25, Exercise 12.6]).

On rappelle que l’inégalité dim(A) 6 dimk(m/m2) est toujours vérifiée (cf. [50, (12.J)]). Si on
a l’égalité dim(A) = dimk(m/m2), on dit que A est un anneau local régulier. Si A est un anneau
local régulier, alors

⊕
i>0
mi/mi+1 est isomorphe à

⊕
i>0

Symi
k(m/m2) comme k-algèbres graduées.

Dans ce cas-là, la multiplicité de A est 1 (cf. [50, §14]). La réciproque n’est pas vraie : il existe
des anneaux locaux de multiplicité 1 qui ne sont pas réguliers (voir l’exercice 2.5 dans la page 41
de [66] pour un contre-exemple). Elle est vraie lorsque Spec A est de dimension pure. On revoie
les lecteurs à [56, (40.6)] pour une démonstration.

1.2.4 Notions de la théorie d’intersection

Dans cette partie, on rapplle certaines notions de la théorie classique d’intersection. La référence
principale est [70], dont l’approche est équivalente à celle de [32], voir [32, Example 7.1.1] et la
partie e) dans la page 84 de [70].

Multiplicité le long d’un sous-schéma fermé

Soit X un schéma localement noethérien. Si ξ est un point de X, on désigne par µξ(X) la
multiplicité de l’anneau local OX,ξ. Si Y est un sous-schéma fermé intègre de X dont le point
générique est ηY , on désigne par OX,Y l’anneau local OX,ηY pour simplifier, et on désigne par µY (X)
la multiplicité de l’anneau OX,Y .

Lieu régulier et lieu singulier

Soit X un schéma. On désigne par Xreg l’ensemble des points ξ ∈ X tels queOX,ξ soit un anneau
local régulier, appelé le lieu régulier de X. Si Xreg = X, on dit que X est un schéma régulier. Soit
en outre Xsing le complémentaire XrXreg, appelé le lieu singulier de X. Si X est localement de type
fini sur le spectre d’un corps, l’ensemble Xreg est un ouvert Zariski de X (cf. [43, Corollary 8.16,
Chap. II]), et donc l’ensemble des points de multiplicité 1 est dense dans X si X est irréductible et
Xreg , ∅.
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Multiplicité d’intersection

Soit X un schéma noethérien de dimension finie. On dit que X est de dimension pure si toutes
les composantes irréductibles de X ont la même dimension.

Soit k un corps. Soit Y un schéma régulier de type fini sur Spec k tel que le morphisme canon-
ique Y → Spec k soit séparé, et soient X1, . . . , Xr des sous-schémas fermés de dimension pure de
Y . On désigne par ∆ : Y → Y×kr le morphisme diagonal. Il s’avère que le produit fibré de ∆(Y)
et X1 ×k · · · ×k Xr sur Y×kr est isomorphe à l’intersection schématique

⋂r
i=1 Xi. Ainsi on peut con-

sidérer
⋂r

i=1 Xi comme un sous-schéma fermé de X1 ×k · · · ×k Xr. Soit I le faisceau d’idéaux de
OX1×k ···×kXr correspondant à

⋂r
i=1 Xi.

Soit M une composante irréductible de
⋂r

i=1 Xi considéré comme un sous-schéma fermé in-
tègre de Y . On désigne par ∆(M) le sous-schéma fermé intègre de X1 ×k · · · ×k Xr l’image de M
par le morphisme diagonal (qui est une immersion fermée car Y est séparé sur Spec k). Soit ηM le
point générique de ∆(M). L’idéal IηM est appelé l’idéal diagonal de l’anneau OX1×k ···×kXr ,∆(M). On
définit la multiplicité d’intersection de X1, . . . , Xr en M comme la multiplicité de l’idéal IηM dans
l’anneau local OX1×k ···×kXr ,∆(M), notée comme

i(M; X1 · . . . · Xr; Y).

Si un schéma intègre N de Y n’est pas une composante irréductible de X1 ∩ · · · ∩ Xr, on définit

i(N; X1 · . . . · Xr; Y) = 0

par convention. On revoie les lecteurs à la page 148 de [81] et la page 77 de [70] pour plus de détails
de cette définition (voir aussi les chapitres 7 et 8 de [32] pour une autre définition équivalente).

Composantes propres

Soit k un corps. Soient Y un k-schéma régulier séparé de type fini, et X1, . . . , Xr des sous-
schémas fermés de dimension pure de Y . On désigne par C(X1 ·. . .·Xr) l’ensemble des composantes
irréductibles de l’intersection schématique X1 ∩ · · · ∩ Xr. En particulier, si X est un sous-schéma
fermé de dimension pure de Y , alors C(X) désigne l’ensemble des composantes irréductibles de
X. Sauf spécifiquement mentionné, toute composante irréductible dans C(X1 · . . . · Xr) ou C(X) est
considérée comme un sous-schéma fermé intègre de Y .

On rappelle que l’on a (cf. [75, Chap. III, Prop. 17])

dim(M) > dim(X1) + · · · + dim(Xr) − (r − 1) dim(Y)

pour tout M ∈ C(X1 · . . . · Xr). On dit que les schémas X1, . . . , Xr s’intersectent proprement en
M dans Y , ou encore M est une composante propre de l’intersection X1 · . . . · Xr dans Y , si M ∈
C(X1 · . . . · Xr) et si l’égalité

dim(M) = dim(X1) + · · · + dim(Xr) − (r − 1) dim(Y)

est vérifiée. On dit que X1, . . . , Xr s’intersectent proprement si tout élément M ∈ C(X1 · . . . ·Xr) est
une composante propre de l’intersection X1 · . . . · Xr dans Y .

1.3 Estimation de poids des arbres d’intersection

1.3.1 Énoncé du théorème

Dans tout le paragraphe, on fixe un corps k, un entier n > 1 et un espace vectoriel E de rang
n + 1 sur k. On définit l’espace projectif P(E) comme le schéma qui représente le foncteur de la
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catégorie des k-algèbres commutatives dans la catégorie des ensembles, qui envoie toute k-algèbre
commutative A sur l’ensemble des A-modules quotients de E ⊗k A qui sont projectifs de rang
1. De plus, on désigne par Pn

k l’espace projectif P(kn+1) pour simplifier, ou par Pn s’il n’y a pas
d’ambiguïté sur k. Si L est le faisceau inversible universel OP(E)(1), le degré de X par rapport à
OP(E)(1) est noté comme deg(X) pour simplifier.

Soient {Xi}
r
i=1 une famille de sous-schémas fermés de dimension pure de P(E) qui s’inter-

sectent proprement dans P(E) (voir §1.2.4 pour la définition). On établira le théorème suivant, qui
peut être considéré comme une majoration du produit des multiplicités locales de X1, . . . , Xr en
fonction des arbres d’intersections.

Théorème 1.3.1. On suppose que k est un corps parfait. Soient {Xi}
r
i=1 une famille de sous-

schémas fermés de dimension pure de P(E) qui s’intersectent proprement dans P(E). Pour tout
composante irréducitble Y ∈ C(X1 · . . . · Xr). Soit un arbre d’intersection TY ayant Y comme
racine. On considère un sommet M dans les arbres d’intersection {TY }Y∈C(X1·...·Xr) vérifiant : pour
tout sommet Z dans {TY }Y∈C(X1·...·Xr), si M est un sous-schéma propre de Z, alors il existe un descen-
dant de Z qui est une occurrence de M comme schémas. Alors l’inégalité suivante est satisfaite :∑

Y∈C(X1·...·Xr)

WTY (M)i(Y; X1 · . . . · Xr;P(E)) > µM(X1) · · · µM(Xr), (1.5)

où l’expression µM(Xi) désigne la multiplicité de l’anneau local de Xi en le point générique de M.

On rappelle que la profondeur d’un sommet est définie comme la longueur du chemin qui relie
ce sommet et la racine de l’arbre. En outre, la profondeur d’un arbre est définie comme la valeur
maximale des profondeurs de ses sommets.

Exemple 1.3.2. On va donner un exemple de l’opération dans le théorème 1.3.1. On prend P(E) =

P4
k = Proj (k[T0,T1,T2,T3,T4]) comme le schéma de base. Soient

X1 = Proj (k[T0,T1,T2,T3,T4]/(T4)) ,

et
X2 = Proj

(
k[T0,T1,T2,T3,T4]/(T3(T 2

0 T1 − T 3
2 + T 2

2 T1))
)
.

Alors on a deg(X1) = 1 et deg(X2) = 4. Les schémas X1 et X2 s’intersectent proprement dans P4
k .

L’intersection de X1 et X2 admet deux composantes irréductibles, notées comme Y1 et Y2. Soient

Y1 = Proj
(
k[T0,T1,T2,T3,T4]/(T 2

0 T1 − T 3
2 + T 2

2 T1,T4)
)

un élément dans C(X1 · X2), et

Y2 = Proj (k[T0,T1,T2,T3,T4]/(T3,T4))

un autre élément dans C(X1 · X2). Alors par définition, on a

i(Y1; X1 · X2;P4
k) = 1, deg(Y1) = 3;

et
i(Y2; X1 · X2;P4

k) = 1, deg(Y2) = 1.

On va construire deux arbres d’intersection suivants dont les racines sont Y1 et Y2.

Y1 ∼ (Ỹ1)

xx ��

Y2 ∼ (Ỹ2)

�� ##

Y11 ∼ (Ỹ11)

��

Y12 ∼ (Ỹ12)

&&��

Y21 Y22

Y111 Y121 Y122
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On suppose que l’étiquette de Y1 est l’hypersurface

Ỹ1 = Proj (k[T0,T1,T2,T3,T4]/(T1T3)) , deg(Ỹ1) = 2,

et l’étiquette de Y2 est

Ỹ2 = Proj (k[T0,T1,T2,T3,T4]/(T2,T0(T1 + T0))) . deg(Ỹ2) = 2.

Alors on peut confirmer que l’intersection de Y1 et Ỹ1 et l’intersection Y2 et Ỹ2 sont propres.
Dans la suite, on considère l’arbre d’intersection ayant Y2 comme racine. En fait, il a deux

composantes irréductbles, notées comme Y21 et Y22. Par définition, on obtient

Y21 = [0 : 1 : 0 : 0 : 0], i(Y21; Y2 · Ỹ2;P4
k) = 1;

et
Y22 = [1 : −1 : 0 : 0 : 0], i(Y22; Y2 · Ỹ2;P4

k) = 1.

Pour l’arbre dont la racine est Y1, l’ensemble C(Y1 · Ỹ1) a deux éléments, notés comme Y11 et
Y12 respectivement. On suppose

Y11 = Proj (k[T0,T1,T2,T3,T4]/(T1,T2,T4))

et
Y12 = Proj

(
k[T0,T1,T2,T3,T4]/(T 2

0 T1 − T 3
2 + T 2

2 T1,T3,T4)
)

Alors on a
i(Y11; Y1 · Ỹ1;P4

k) = 3, deg(Y11) = 1;

et
i(Y12; Y1 · Ỹ1;P4

k) = 1, deg(Y12) = 3.

L’égalité i(Y11; Y1 · Ỹ1;P4
k) = 3 est d’après que l’anneau local en Y11 est Cohen-Macaulay, par [32,

Proposition 7.1], cette multiplicité d’intersection est égale à `(OY1∩Ỹ1,Y11
), qui est égal à 3. Soient

Ỹ11 = Proj (k[T0,T1,T2,T3,T4]/(T0 + T3)) , deg(Ỹ11) = 1

l’étiquette de Y11, et

Ỹ12 = Proj (k[T0,T1,T2,T3,T4]/(T2)) , deg(Ỹ12) = 1

l’étiquette de Y12. Alors on obtient que l’intersection de Y11 et T̃11 admet une composante irré-
ductible, et que l’intersection de Y12 et Ỹ12 admet deux composantes irréductibles notées comme
Y121 et Y122. De plus, on a

Y111 = [1 : 0 : 0 : −1 : 0], i(Y111; Y11 · Ỹ11;P4
k) = 1,

et
Y121 = [0 : 1 : 0 : 0 : 0], i(Y121; Y12 · Ỹ12;P4

k) = 2,

et
Y122 = [1 : 0 : 0 : 0 : 0], i(Y122; Y12 · Ỹ12;P4

k) = 1

par définition directement.
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Soit M = [0 : 1 : 0 : 0 : 0]. On peut confirmer que les sommets Y121 = Y21 = M satisfont les
conditions dans le théorème 1.3.1 considérés comme deux sous-schémas intègres de P4

k . Dans cet
exemple, Le côté gauche de l’inégalité (1.5) égal à

i(Y1; X1 · X2;P4
k)i(Y12; Y1 · Ỹ1;P4

k)i(Y121; Y12 · Ỹ12;P4
k)

+i(Y2; X1 · X2;P4
k)i(Y21; Y2 · Ỹ2;P4

k)

= 3.

De plus, comme l’hypersurface X1 est régulière, on a

µM(X1) = 1;

en considérant le développement de Taylor de l’équation qui définit l’hypersurface X2, on obtient

µM(X2) = 3.

Alors le côté droite de l’inégalité (1.5) égal à

µM(X1)µM(X2) = 3.

Donc on a l’inégalité

i(Y1; X1 · X2;P4
k)i(Y12; Y1 · Ỹ1;P4

k)i(Y121; Y12 · Ỹ12;P4
k)

+i(Y2; X1 · X2;P4
k)i(Y21; Y2 · Ỹ2;P4

k)

> µM(X1)µM(X2),

ce qui est un exemple du théorème 1.3.1.

1.3.2 Résultats préliminaires

Dans cette partie, on introduira certains résultats préliminaires pour la démonstration du théorème
1.3.1.

Commutativité et associativité d’intersection

La multiplicité d’intersection satisfait à la commutativité et la associativité au sens suivant. On
revoie les lecteurs à [32, Proposition 8.1.1] pour une démonstration.

Théorème 1.3.3. Soient X1, X2, X3 trois sous-schémas fermés de dimension pure d’un schéma
séparé régulier Y de type fini sur Spec k. On a les propriétés suivantes :

(i). (commutativité) pour tout M ∈ C(X1 · X2) = C(X2 · X1), on a

i(M; X1 · X2; Y) = i(M; X2 · X1; Y);

(ii). (associativité) si X1, X2, X3 s’intersectent proprement en M ∈ C(X1 · X2 · X3), alors on a :

i(M; X1 · X2 · X3; Y) =
∑

P∈C(X1·X2)

i(M; P · X3; Y) · i(P; X1 · X2; Y)

=
∑

Q∈C(X2·X3)

i(M; Q · X1; Y) · i(Q; X2 · X3; Y),

voir §1.2.4 pour les notations de C(X1 · X2 · X3), C(X1 · X2) et C(X2 · X3).
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Théorème de Bézout

Le théorème de Bézout est une description de la complexité d’une intersection propre dans
P(E) en termes de degrés rapport au fibré universel.

Théorème 1.3.4 (le théorème de Bézout). Soient X1, . . . , Xr des sous-schémas fermés de dimen-
sion pure de P(E), qui s’intersectent proprement. Alors on a∑

Z∈C(X1·...·Xr)

i(Z; X1 · . . . · Xr;P(E)) deg(Z) = deg(X1) · · · deg(Xr).

On revoie les lecteurs à [32, Proposition 8.4] pour plus détails, voir l’égalité (1) dans la page
145 de [32] aussi.

Invariance par extension de corps

Soient X un schéma sur le corps k et k′/k une extension de corps. On désigne par Xk′ le
produit fibré X ×Spec k Spec k′. De plus, soit E un espace k-vectoriel. On désigne par Ek′ l’espace
k′-vectoriel E ⊗k k′.

Soient X1, . . . , Xr des sous-schémas fermés de P(E), M ∈ C(X1 · . . . · Xr), et M′ ∈ C(Mk′)
(voir §1.2.4 pour les notations). On démontrera que M′ ∈ C(X1,k′ · . . . · Xr,k′) dans le lemme
1.3.6. De plus, lorsque k′/k est une extension galoisienne finie, on étudiera une relation entre
i(M; X1 · . . . · Xr;P(E)) et i(M′; X1,k′ · . . . · Xr,k′ ;P(Ek′)). Soient X un sous-schéma fermé de P(E),
M un sous-schéma fermé intègre de X, et M′ ∈ C(Mk′). On obtient une relation entre µM(X) et
µM′(Xk′) si k′/k est galoisienne finie.

Proposition 1.3.5. Soient X un sous-schéma fermé de P(E) de dimension pure, et Z un sous-
schéma fermé intègre de X. Alors on a

deg(X) =
∑

X′∈C(X)

`OX,X′ (OX,X′) deg(X′).

et
µZ(X) =

∑
X′∈C(X)

`OX,X′ (OX,X′)µZ(X′).

Démonstration. Si on définit le degré d’un schéma projectif par la multiplicité d’un idéal (cf. [43,
Chap. I, Proposition 7.5]), les deux égalité sont des conséquences directes de l’égalité (1.4). Si on
prend la définition de degré d’un schéma projectif de dimension pure par le nombre d’intersection
comme ci-dessus, on revoie les lecteurs à [32, Example 2.5.2 (b)] pour une démonstration. �

La proposition 1.3.5 sera utilisée dans les démonstrations des résultats au-dessous.

Lemme 1.3.6. Soit k un corps. Soient X1, . . . , Xr des sous-schémas fermés de P(E), et Y ∈ C(X1 ·

. . . · Xr). Soit k′/k une extension de corps. Alors pour toute composante irréductible Y ′ ∈ C(Yk′),
on a Y ′ ∈ C(X1,k′ · . . . · Xr,k′). De plus, l’application canonique⊔

Y∈C(X1·...·Xr)

C(Yk′)→ C(X1,k′ · . . . · Xr,k′)

est une bijection. Autrement dit, pour tout Y ′ ∈ C(X1,k′ · . . . · Xr,k′), il existe un et un unique
Y ∈ C(X1 · . . . · Xr) tel que Y ′ soit une composante irréductible de Yk′ .
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Démonstration. D’après [49, Proposition 3.2.7], pour tout Y ′ ∈ C(Yk′), on a dim(Y ′) = dim(Yk′) =

dim(Y).
Soit Z′ ∈ C(X1,k′ · . . . · Xr,k′). On considère le morphisme de projection π′ : P(Ek′) → P(E).

Par définition, on a π′(Z′) ⊆
⋂r

i=1 Xi, alors on en déduit que le schéma π′(Z′) est contenu dans un
élément dans C(X1 · . . . · Xr). Par le fait que Z′ ⊆ π′(Z′)k′ , on obtient que Z′ est contenu dans un
Y ′ ∈ C(Yk′), où Y ∈ C(X1 · . . . · Xr).

Le morphisme Spec k′ → Spec k étant fini et fidèlement plat, il en est de même du morphisme
de projection π : P(Ek′)×k′ r → P(E)×kr (cf. [39, Corollaire 2.2.13 (i)]). Soit Y ′ ∈ C(Yk′). Soient
η et η0 les points génériques de ∆(Y) et ∆(Y ′) respectivement, où les ∆ désignent les morphismes
diagonaux. D’après [39, Proposition 2.3.4 (i)], le morphisme de projection π envoie η0 sur η. Si
Z′ ∈ C(X1,k′ · . . . · Xr,k′) qui est contenu dans ∆(Y ′), alors on a π(∆(Z′)) = ∆(Y). Encore par [39,
Proposition 2.3.4 (i)], on obtient que la codimension de Z′ dans P(Ek′) est bornée supérieurement
par celle de Y dans P(E), d’où dim(Z′) > dim(Y) = dim(Yk′) puisque les schémas algébriques sont
caténaires. Donc on obtient Z′ = Y ′. �

La proposition suivante est l’invariance de la multiplicité d’intersection par une extension de
corps finie. Certaines idées de la démonstration proviennent de [58].

Proposition 1.3.7. Soient X1, . . . , Xr des sous-schémas fermés de P(E), et Y ∈ C(X1 · . . . · Xr). Soit
k′/k une extension galoisienne finie de corps. Alors pour toute composante irréductible Y ′ ∈ C(Yk′)
(on a Y ′ ∈ C(X1,k′ · . . . · Xr,k′) d’après le lemme 1.3.6), l’égalité

i(Y ′; X1,k′ · . . . · Xr,k′ ;P(Ek′)) = i(Y; X1 · . . . · Xr;P(E))

est vérifiée.

Démonstration. D’abord, on considère le diagramme suivant :

P(Ek′)
∆P(Ek′ )/k

!!

π

**

∆P(Ek′ )/P(E)

&&

P(Ek′)×P(E)r //

��

�

P(Ek′)×kr

��

P(E)
∆P(E)/k

// P(E)×kr,

où ∆P(Ek′ )/k, ∆P(Ek′ )/P(E), et ∆P(E)/k sont des morphismes diagonaux, et π est le morphisme canon-
ique obtenu par le changement de base Spec k′ → Spec k.

D’après [41, Proposition (1.4.5), Chap. 0] et [41, Proposition (1.4.8), Chap. 0], le diagramme
plus haut est commutatif.

Comme l’extension k′/k est séparable, le morphisme canonique π : P(Ek′) → P(E) est étale
et fini. De plus, le morphisme ∆P(Ek′ )/P(E) est une section du morphisme de projection (à une
coordonnée arbitraire)

P(Ek′)×P(E)r → P(Ek′),

où la projection ci-dessus est étale et séparée. D’après [53, Corollary 3.12], pour tout sous-schéma
fermé de P(Ek′), le morphisme ∆P(Ek′ )/P(E) est un isomorphisme dans toute composante connnexe
de ce sous-schéma fermé. D’où l’on obtient que pour tout sous-schéma fermé intègre M de P(E),
et tout M′ ∈ C(Mk′), l’idéal diagonal de l’anneau OX1,k′×k ···×kXr,k′ ,∆P(Ek′ )/k

(M′) est un module obtenu
de l’idéal diagonal de l’anneau OX1×k ···×kXr ,∆P(E)/k(M) par extension des scalaires.
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De plus, d’après [41, Proposition(1.4.8), Chap. 0], le diagramme

P(Ek′)
Id //

∆P(Ek′ )/k
′

��

P(Ek′)

∆P(Ek′ )/k

��

P(Ek′)×k′ r //

��

�

P(Ek′)×kr

��

Spec k′ // Spec(k′⊗kr),

est commutatif, où ∆P(Ek′ )/k′ et ∆P(Ek′ )/k sont des morphismes diagonaux. D’où l’on obtient que
pour tout sous-schéma fermé intègre M′ ∈ C(Mk′) défini ci-dessus, l’idéal diagonal de l’anneau
OX1,k′×k′ ···×k′Xr,k′ ,∆P(Ek′ )/k

′ (M′) est un module obtenu de l’idéal diagonal de l’anneauOX1,k′×k ···×kXr,k′ ,∆P(Ek′ )/k
(M′)

par extension des scalaires sous le changement de base ci-dessus. Par conséquent, l’idéal diago-
nal de l’anneau OX1,k′×k′ ···×k′Xr,k′ ,∆P(Ek′ )/k

′ (M′) est un module obtenu de l’idéal diagonal de l’anneau
OX1×k ···×kXr ,∆P(E)/k(M) par extension scalaire par rapport au changement de base Spec k′ → Spec k.

Soient I le faisceau d’idéaux de OX1×k ···×kXr correspondant au sous-schéma fermé X1∩· · ·∩Xr

via le morphisme diagonal, et I′ le faisceau d’idéaux de OX1,k′×k′ ···×k′Xr,k′ correspondant au sous-
schéma fermé X1,k′ ∩ · · · ∩ Xr,k′ via le morphisme diagonal (voir §1.2.4 pour la définition). On
désigne par ∆ les morphismes diagonaux définis ci-dessus pour simplifier. De plus, soient η le
point générique du ∆(Y), et η′ le point générique de ∆(Y ′). Par l’argument ci-dessus, on a

IηOX1,k′×k′ ···×k′Xr,k′ ,∆(Y′) = I′η′OX1,k′×k′ ···×k′Xr,k′ ,∆(Y′)

comme idéaux de l’anneau OX1,k′×k′ ···×k′Xr,k′ ,∆(Y′).
On peut confirmer que OX1,k′×k′ ···×k′Xr,k′ ,∆(Y′) est un OX1×k ···×kXr ,∆(Y)-module plat, car le mor-

phisme canonique
OX1×k ···×kXr ,∆(Y) ↪→ OX1,k′×k′ ···×k′Xr,k′ ,∆(Y′) (1.6)

est une composition d’une extension de corps et une localisation. De plus, comme l’extension k′/k
est séparable, le morphisme (1.6) est étale.

On désigne par κ(Y) le corps résiduel du point générique de ∆(Y) vu comme point schématique
de X1 ×k · · · ×k Xr, et par κ(Y ′) le corps résiduel du point générique de ∆(Y ′) vu comme point
schématique de X1,k′ ×k′ · · ·×k′ Xr,k′ . Comme le morphisme (1.6) est étale, d’après [53, Proposition
3.2(e)], on a le diagramme cartésien suivant :∐

Y′∈C(Yk′ )
Spec κ(Y ′) //

��

�

Spec κ(Y)

��

Spec
(
OX1×k ···×kXr ,∆(Y) ⊗k k′

)
//

��

�

SpecOX1×k ···×kXr ,∆(Y)

��

Spec k′ // Spec k.

Donc on obtient l’égalité ∑
Y′∈C(Yk′ )

[κ(Y ′) : κ(Y)] = [k′ : k], (1.7)

car le changement de base est étale.
D’après [69, Chap. II, n◦ 5, f, coro. 2], on obtient

[k′ : k]eIη,OX1×k ···×k Xr ,∆(Y) =
∑

Y′∈C(Yk′ )

[κ(Y ′) : κ(Y)]eI′
η′
,OX1,k′ ×k′ ···×k′ Xr,k′ ,∆(Y′) .
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On en déduit

[k′ : k]i(Y; X1 · . . . · Xr;P(E)) (1.8)

=
∑

Y′∈C(Yk′ )

[κ(Y ′) : κ(Y)]i(Y ′; X1,k′ · . . . · Xr,k′ ;P(Ek′))

par la définition de la multiplicité d’intersection (voir §1.2.4 pour la définition).
Comme Xi,k′ est Gal(k′/k)-invariant pour tout i = 1, . . . , r, et tous les éléments dans C(Yk′)

sont dans la même orbite galoisienne d’après [55, Proposition A.14] car l’extension k′/k est ga-
loisienne, la fontion i(· ; X1,k′ · . . . · Xr,k′ ;P(Ek′)) est constante sur C(Yk′). Donc d’après les égalités
(1.7) et (1.8), on a l’assertion.

�

Proposition 1.3.8. Soient X un sous-schéma fermé de P(E), et Y un sous-schéma fermé intègre de
X. Soit k′/k une extension galoisienne finie de corps. Pour tout Y ′ ∈ C(Yk′), on a

µY (X) = µY′(Xk′).

Démonstration. On utilise la méthode similaire à la démonstration de la proposition 1.3.7. D’après
[49, Proposition 3.2.7], pour toute composante irréductible Y ′ ∈ C(Yk′), on a dim(Y ′) = dim(Y).
Toutes les Y ′ ∈ C(Yk′) sont isomorphes comme k′-schémas d’après [55, Proposition A.14]. De
plus, on peut confirmer que OXk′ ,Y′ est un OX,Y -module plat, car le morphisme canonique

OX,Y ↪→ OXk′ ,Y′ (1.9)

est une composition d’une extension de corps et une localisation. De plus, comme k′/k est une
extension séparable, le morphisme (1.9) est étale.

On désigne par κ(Y) le corps résiduel de l’anneau OX,Y , et par κ(Y ′) le corps résiduel de l’an-
neau OXk′ ,Y′ . D’après [53, Proposition 3.2(e)], on a le diagramme cartésien suivant :∐

Y′∈C(Yk′ )
Spec κ(Y ′) //

��
�

Spec κ(Y)

��

Spec
(
OX,Y ⊗k k′

)
//

��

�

SpecOX,Y

��

Spec k′ // Spec k.

Donc on a l’égalité ∑
Y′∈C(Yk′ )

[κ(Y ′) : κ(Y)] = [k′ : k], (1.10)

car le changement de base est étale.
Soient mOX,Y l’idéal maximal de l’anneau OX,Y , et mXk′ ,Y′ l’idéal maximal de l’anneau OXk′ ,Y′ .

Alors on a mXk′ ,Y′ = OXk′ ,Y′mOX,Y comme le morphisme (1.9) est étale. D’après [69, Chap. II, n◦ 5,
f, coro. 2], on a

[k′ : k]emX,Y ,OX,Y =
∑

Y′∈C(Yk′ )

[κ(Y ′) : κ(Y)]emXk′ ,Y
′ ,OXk′ ,Y

′ .

On en déduit
[k′ : k]µY (X) =

∑
Y′∈C(Yk′ )

[κ(Y ′) : κ(Y)]µY′(Xk′). (1.11)
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Comme Xk′ est Gal(k′/k)-invariant pour tout i = 1, . . . , r, et tous les éléments dans C(Yk′) sont
dans la même orbite galoisienne d’après [55, Proposition A.14] car l’extension k′/k est galoisi-
enne, alors la fontion µ(.)(Xk′) est constante sur C(Yk′). Donc d’après les égalités (1.10) et (1.11),
on a l’assertion.

�

Comparaision des multiplicités

On appelle sous-schéma fermé k-linéaire de P(E) (ou sous-schéma linéaire fermé de P(E)
pour simplifier s’il n’a y pas d’ambiguïté sur le corps de base) de dimension d toute intersection
complète de n−d k-hyperplans de P(E). On peut démontrer qu’il est un sous-schéma fermé intègre
de P(E) de degré 1 par rapport au fibré universel.

Définition 1.3.9 (Cylindre). Soient X un sous-schéma fermé de P(E) de dimension pure d, où
d < n = rgk(E)− 1, et P un point dans X(k). Soit L un sous-schéma fermé de P(E). On dit que X et
L s’intersectent seulement au voisinage de P si L contient P et si toute composante irréductible de
X∩L passant par P se réduit à {P}. Dans le reste de la définition, on fixe un sous-schéma k-linéaire
fermé L de P(E) tel que X et L s’intersectent seulement au voisinage de P.

Dans la suite, on définit une application rationnelle φ : P(E) ×k P(E) d P(E). Le point
P ∈ P(E)(k) correspond à un homomorphisme surjectif E → OP(E)(1)|P. Soit HP = ker(E →
OP(E)(1)|P). On fixe une application k-linéaire injective ψ : k → E. On désigne par Uψ =

P(E) r V(ψ), où V(ψ) est l’hyperplan défini par l’application k-linéaire ψ. On suppose que V(ψ)
ne contient ni le point P ni le point générique de X.

Si R est une k-algèbre, alors Uψ(R) est l’ensemble des applications R-linéaires f : E ⊗k R→ R
telles que la composition des morphismes

R
ψ⊗Id
−−−−−→ E ⊗k R

f
−−−−−→ R

soit l’application d’identité de R. Cet ensemble est en bijection fonctorielle (en R) à l’ensemble
des applications R-linéaires de HP vers R. Ainsi on peut identifier le k-schéma Uψ à l’espace affine
A(HP). La coordonnée affine du point P ∈ Uψ dans Uψ(HP) est 0 ∈ H∨P .

L’espace affine A(HP) est un schéma en groupes en considérant la loi d’addition canonique φ

φ : A(HP) ×k A(HP)→ A(HP)

qui envoie tout point (a, b) sur a + b.
L’adhérence Zariski Y de φ(X ×k L) dans P(E), qui est de dimension m + d (voir la remarque

1.3.10 ci-dessous pour une démonstration), est appelée le cylindre passant par X de la direction L
relativement à P. On remarque que la classe rationnelle de φ et donc le cylindre ne dépend pas du
choix de ψ.

Remarque 1.3.10. On démontre que la dimension du cylindre dans la définition 1.3.9 est m + d.
Avec toutes les notations dans la définition 1.3.9, comme dim(X×k L) = m+d, on a dim(Y) 6 m+d
(cf. [49, Corollary 3.3.14]).

Pour l’inégalité inverse, on prend un sous-schéma k-linéaire fermé L′ de P(E) de dimension
n − m qui intersecte L dans P(E) en le point {P} seulement. Le morphisme φ|(Uψ∩L)×k(Uψ∩L′) :
(Uψ ∩ L) ×k (Uψ ∩ L′) → Uψ est un isomorphisme de schémas. Alors on peut construire un k-
morphisme θ : Xk → L′

k
, tel que dim(θ(X)) = d et l’image inverse de tout k-point de θ(X) par

rapport à θ est un ensemble fini. Alors on peut prendre un sous-ensemble X′ de Xk de dimension
d tel que θ : X′ → L′

k
soit une bijection. Donc le morphisme φk|(X′∩Uψ)×k(L∩Uψ) est une immersion,

alors on a dim(φ(X′ ×k Lk)) = m + d. De plus, on a φ(X′ ×k Lk) ⊆ Yk′ par définition.
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On a démontré que Yk contient un sous-ensemble de dimension m + d. Comme dim(Y) =

dim(Yk) d’après [49, Proposition 3.2.7], on obtient l’inégalité dim(Y) > m + d, ce qui termine la
démonstration.

Avec les notations ci-dessus, on a la proposition suivante :

Proposition 1.3.11. Soit U un sous-schéma fermé intègre de P(E) tel que Ureg(k) , ∅. Soit
dim(U) < m < n + dim(U) un entier. On fixe un point P ∈ Ureg(k). Alors il existe un cylindre
U1 de dimension n + dim(U)−m dont la direction est définie par un sous-schéma k-linéaire fermé
L de P(E) de dimension n−m passant par P tel que, pour tout sous-schéma fermé V de dimension
pure m de P(E) qui contient U, si L intersecte V proprement en le point P, alors le cylindre U1
intersecte V proprement en U. De plus, on a

µU(V) = i(U; U1 · V;P(E))

et
µQ(V) = µU(V)

pour tout Q ∈ Ureg(k). Voir §1.2.3 pour la notation de µU(V).

On revoie les lecteurs au deuxième paragraphe de [70, Chap. II §6, n◦ 2, b)] pour une démon-
stration de la proposition 1.3.11. L’auteur de [70] a implicitement utilisé la condition Ureg(k) , ∅
dans la démonstration sans la préciser dans l’énoncé.

Définition 1.3.12. Soit X un schéma. On dit qu’une propriété dépandant d’un point de X est vraie
pour presque tout point de X s’il existe un sous-ensemble dense U de X, tel que cette propriété
soit vraie pour tout point dans U.

Si le schéma X est irréductible, Xreg est dense dans X si Xreg , ∅. On a le corollaire de la
proposition 1.3.11 suivante.

Corollaire 1.3.13. Soit X un sous-schéma fermé de P(E). Soient Y et Z deux sous-schémas fermés
intègres de X, où Z ⊆ Y et Zreg(k) , ∅. Alors on a µY (X) 6 µZ(X). De plus, pour preque tout point
P de Y, on a µP(X) = µY (X).

On revoie les lecteurs à [70, Chap. II §6, n◦ 2, c)] pour une démonstration du corollaire 1.3.13.
On comparera la multiplicité d’intersection d’une famille de schémas et un produit de multi-

plicités de cette composante irréductible dans cette famille de schémas. Dans [70, Chap. II §6, n◦

2, e)], l’auteur de [70] a démontré la proposition 1.3.16. Mais dans la démonstration, l’auteur de
[70] a implicitement utilisé la condition que cette composante irréductible est géométriquement
intègre sans la préciser dans l’énoncé. Ici on n’a pas besoin de supposer cette condition, et on peut
démontrer le cas où le corps de base est parfait.

Pour cela, on introduira un lemme auxiliaire suivant.

Lemme 1.3.14. Soit X un sous-schéma fermé intègre de P(E). Si l’ensemble Xreg(k) , ∅, alors X
est géométriquement intègre.

Démonstration. Il faut montrer que X est géométriquement réduit et géométriquement irréductible.
D’abord, on va démontrer que X est géométriement irréductible. Soit ξ ∈ Xreg(k). Pour toute

extension de corps k′/k, soit ξ′ = ξ ×Spec k Spec k′. Alors d’après le critère jacobien (cf. [49,
Theorem 4.2.19]), on a

µξ′(Xk′) = µξ(X) = 1,
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comme le rang de la matrice jacobien en un point rationnel est invariant sous l’extension de corps.
De plus, si l’extension k′/k est galoisienne, le point ξ′ est Gal(k′/k)-invariant. Donc pour toute
composante irréductible X′ ∈ C(Xk′), on a ξ′ ∈ X′.

D’après la proposition 1.3.5, pour toute extension galoisienne k′/k, on a l’égalité∑
X′∈C(Xk′ )

`OXk′ ,X
′ (OXk′ ,X′)µξ′(X

′) = µξ′(Xk′) = 1.

Donc on obtient #C(Xk′) = 1 et `OXk′ ,X
′ (OXk′ ,X′) = 1 pour le X′ ∈ C(Xk′). L’assertion #C(Xk′) = 1

signifie que Xk′ est irréductible. Donc X est géométriquement irréductible.
Dans la suite, on va démontrer que X est géométriement réduit. Si l’extension k′/k est sépara-

ble, alors d’après [49, Corollary 3.2.14], le schéma X est géométriquement réduit.
Si k′/k n’est pas séparable, alors le corps k n’est pas parfait. On suppose que la caractéristique

de k est p. Dans ce cas-là, on peut diviser l’extension à une composition d’une extension séparable
et une extension purement inséparable. Pour la partie purement inséparable, on peut la diviser à
une composition des extensions purement inséparable de degré p. Alors on a besoin de montre que
si k′/k est une extension purement inséparable avec [k′ : k] = p, le schéma Xk′ est réduit. Comme
la question est locale, alors on peut supposer que X est affine. Soit X = Spec A, où A est un anneau
contenant k.

Comme X admet un point k-rationnel régulier, alors on prend ξ ∈ Xreg(k), et on désigne par
mξ l’idéal maximal de l’anneau OX,ξ. Alors on a Âmξ = ÔX,ξ � k[[T1, . . . ,Td]] (cf. [50, (28.J)]), où
d = dim(X). Soit ξ′ = ξ ×Spec k Spec k′, alors on a ÔXk′ ,ξ

′ � k′[[T1, . . . ,Td]] car ξ′ est régulier dans
Xk′ . Donc on a le diagramme commutatif suivant :

A� _

��

� � // k[[T1, . . . ,Td]]� _

��

A ⊗k k′ �
�

// k′[[T1, . . . ,Td]].

L’anneau k′[[T1, . . . ,Td]] est intègre, alors l’anneau A ⊗k k′ est intègre aussi, qui doit être
réduit. Donc on obtient que X est géométriquement réduit. D’où on a le résultat. �

Remarque 1.3.15. La démonstration du lemme 1.3.14 est similaire à celle de [64, Lemma 10.1],
mais la condition dans le lemme 1.3.14 est plus faible.

Proposition 1.3.16. On suppose que k est un corps parfait. Soient X1, . . . , Xr des sous-schémas
fermés de dimension pure de P(E) et M ∈ C(X1 · . . . · Xr). Alors on a

i(M; X1 · . . . · Xr;P(E)) >
r∏

i=1

µM(Xi).

Démonstration. D’abord, on suppose Mreg(k) , ∅. Dans ce cas-là, d’après le lemme 1.3.14, le
schémas M est géométriquement intègre. D’où l’on obtient que le schéma M×kr est géométrique-
ment intègre aussi par [39, (4.6.5) (ii)].

La multiplicité d’intersection i(M; X1 · . . . · Xr;P(E)) est la multiplicité d’un idéal de l’anneau
local OX1×k ···×kXr ,∆(M) qui est contenu dans l’idéal maximal de OX1×k ···×kXr ,∆(M). D’après l’inégalité
(1.3), on obtient

i(M; X1 · . . . · Xr;P(E)) > µ∆(M)(X1 ×k · · · ×k Xr).

De plus, le schéma ∆(M) est géométriquement intègre et il admet un point régulier k-rationnel.
D’après le fait que ∆(M) ⊆ M×kr, on obtient

µ∆(M)(X1 ×k · · · ×k Xr) > µM×kr (X1 ×k · · · ×k Xr)
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compte tenu du corollaire 1.3.13.
Soient U1 et U2 deux sous-schémas fermés géométriquement intègres de Y1 et Y2 respective-

ment, où Y1 et Y2 sont deux sous-schémas fermés de P(E). D’après [39, (4.6.5) (ii)], le schéma
U1 ×k U2 est géométriquement intègre. Dans ce cas-là, le schéma U1 ×k U2 est un sous-schéma
fermé intègre de Y1 ×k Y2, d’où OY1×kY2,U1×kU2 � OY1,U1 ⊗k OY2,U2 . D’après [69, Chap. VI, n◦ 1, d,
prop. 1], on en déduit

µU1×kU2(Y1 ×k Y2) = µU1(Y1)µU2(Y2).

Alors on a

µM×kr (X1 ×k · · · ×k Xr) = µM(X1) · µM×k (r−1)(X2 ×k · · · ×k Xr)

= · · ·

=

r∏
i=1

µM(Xi),

qui démontre l’assertion.
Dans la suite, on va démontrer le cas où k est un corps parfait et M ∈ C(X1 · . . . · Xr). Soit k′/k

une extension galoisienne finie de corps telle que pour toute composante irréductible M′ ∈ C(Mk′),
M′ contienne au moins un k′-point régulier. D’après le lemme 1.3.14, toute M′ ∈ C(Mk′) est
géométriquement intègre. D’après l’argument ci-dessus, si on fixe une M′ ∈ C(Mk′) ⊆ C(X1,k′ ·

. . . · Xr,k′) (par le lemme 1.3.6), on a

i(M′; X1,k′ · . . . · Xr,k′ ;P(Ek′)) >
r∏

i=1

µM′(Xi,k′).

D’après la proposition 1.3.7, on a

i(M; X1 · . . . · Xr;P(E)) = i(M′; X1,k′ · . . . · Xr,k′ ;P(Ek′)).

Par la proposition 1.3.8, on a
µM(Xi) = µM′(Xi,k′).

Alors on a l’assertion. �

Comptage des objets sur un corps fini

Soient k un corps et V un espace k-vectoriel de rang fini. On désigne par Gr(r,V∨) la grassman-
nienne qui classifie les sous-espaces vectoriels de dimension r de V . Soit k′/k une extension de
corps, on désigne par Gr(r,V∨)(k′) l’ensemble des k-points à valeurs dans le corps k′ de Gr(r,V∨).
On désigne par Grk(r, n) la grassmannienne Gr(r, (kn)∨), ou par Gr(r, n) s’il n’y a pas d’ambiguïté
sur le corps de base k. En particulier, on a Grk(n − 1, n) � Pn−1

k .

Lemme 1.3.17. Avec les notations ci-dessus, soit Fq le corps fini de cardinal q. Alors on a

# GrFq(r, n)(Fq) =

n∏
t=1

(qt−1 + qt−2 + · · · + 1)

r∏
t=1

(qt−1 + qt−2 + · · · + 1) ·
n−r∏
t=1

(qt−1 + qt−2 + · · · + 1)
.

En particulier, on a
Pn
Fq

(Fq) = qn + · · · + 1.
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On revoie les lecteurs à [77, Proposition 1.7.2] pour une démonstration du lemme 1.3.17.
Soient k′/k une extension de corps, E un espace k-vectoriel de rang fini, et φ : X ↪→ P(Ek′)

une immersion fermée. On a le diagramme commutatif suivant :

X �
� φ

// P(Ek′)
π //

��

�

P(E)

��

Spec k′ // Spec k.

Définition 1.3.18. On désigne par Xφ(k) le sous-ensemble de X(k′) des ξ ∈ X(k′) (considérés
comme des k′-morphismes de Spec k′ dans X) dont la composition avec le morphisme canonique
X → P(E) donne un k-point de P(E) à valeurs dans k′ qui provient d’un point k-rationnel de P(E).
Autrement dit, on définit Xφ(k) = X(k′)∩π−1 (P(E)(k)). S’il n’y a pas d’ambiguïté sur l’immersion
φ, on désigne par X(k) l’ensemble Xφ(k) pour simplifier.

Lorsque k est un corps fini , on a un résultat comme ci-dessous pour estimer le cardinal de
l’ensemble Xφ(k) lorsque X est de dimension pure.

Proposition 1.3.19. Soient k/Fq une extension de corps, E un espace k-vectoriel de rang fini, et
φ : X ↪→ P(E) une immersion fermée. On suppsose que X est de dimension pure d. Alors

#Xφ(Fq) 6 deg(X)#Pd
Fq

(Fq).

On revoie les lecteurs à l’argument dans la page 236 de [52]. La proposition 1.3.19 est une
conséquence directe de cet argument. Voir la proposition B.1.4 pour une autre démonstration qui
est plus élémentaire.

Soient k un corps, et X1, . . . , Xr des k-schémas tels que
⋂r

i=1 Xi(k) , ∅. Si P ∈
⋂r

i=1 Xi(k), et
toute composante irréductible de l’intersection de X1 ∩ · · · ∩ Xr passant par P se réduit à {P}, on
dit que X1, . . . , Xr s’intersectent seulement au voisinage de P.

La proposition suivante est utilisée pour déterminer s’il existe un sous-schéma k-linéaire fermé
de P(E) qui intersecte une suite des schémas de dimension pure fixés en un point k-rationnel
seulement au voisinage de ce point.

Proposition 1.3.20. Soient U1, . . . ,Ur des sous-schémas fermés de dimension pure de P(E). On
suppose que

⋂r
i=1 Ui(k) , ∅ et dim(Ui) = d < n = rgk(E) − 1 pour tout i = 1, . . . , r. Soit

P ∈
⋂r

i=1 Ui(k). Si l’inégalité

#k > deg(U1) + · · · + deg(Ur)

est vérifiée, alors il existe au moins un sous-schéma fermé k-linéaire de P(E) de dimension plus
petite ou égale à n − d qui intersecte tout Ui seulement au voisinage de P.

Démonstration. S’il existe un sous-schéma k-linéaire fermé L de P(E) de dimension n − d qui
intersecte tous les U1, . . . ,Ur proprement en le point P, alors pour tout sous-schéma k-linéaire
fermé de P(E) passant par P contenu dans L, il intersecte U1, . . . ,Ur seulement au voisinage de P.
Donc on a besoin de prouver qu’il existe un sous-schéma k-linéaire fermé L′ de P(E) de dimension
n − d tel que {P} soit une composante propre de l’intersection L′ · U1 · . . . · Ur dans P(E).

On désigne par HP l’ensemble des k-hyperplans projectifs passant par le point P, alors on a
HP = Gr(n− 1, E∨)(k). D’abord, on démontrera que l’on peut trouver une H1 ∈HP qui intersecte
tous les Ui proprement. Pour un Ui fixé, ses composantes irréductibles sont contenues dans au plus
deg(Ui) sous-schémas k-linéaires fermés de P(E) de dimension d. De plus, pour un sous-schéma
k-linéaire fermé de P(E) de dimension d fixé, il existe # Gr(n − d − 1, n − d)(k) hyperplans qui
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contiennent ce sous-schéma k-linéaire fermé de P(E). Si k est un corps fini, # Gr(m, n)(k) étant
calculé dans le lemme 1.3.17, alors on peut comfirmer que l’on a l’inégalité

#HP = # Gr(n − 1, n)(k)

>
(
deg(U1) + · · · + deg(Ur)

)
# Gr(n − d − 1, n − d)(k),

lorsque #k > r > 1 et #k > 2. Donc il existe toujours un tel hyperplan H1.
Si k est infini, il toujours existe un hyperplan H1 ∈HP qui satisfait que les schémas U1, . . . ,Ur,H1

s’intersectent proprement en une composante irréductible contenant le point P.
Si on a déjà trouvé des hyperplans H1, . . . ,Ht−1 ∈ HP, tels que les schémas Ui,H1, . . . ,Ht−1

s’intersectent proprement pour tout i = 1, . . . , r, où 1 6 t 6 d. D’après le théorème de Bézout (le
théorème 1.3.4), on obtient qu’il y a au plus deg(Ui) éléments dans C(H1 ·H2 · . . . ·Ht−1 ·Ui), où tout
élément est de dimension d− t +1. De plus, tout élément dans C(H1 ·H2 · . . . ·Ht−1 ·Ui) est contenu
dans au plus un sous-schéma k-linéaire fermé de P(E) de dimension d − t + 1, où i = 1, . . . , r. Si k
est un corps fini, d’après la proposition 1.3.17, on peut confirmer que l’on a

# Gr(n − t, n − t + 1)(k)

>
(
deg(U1) + · · · + deg(Ur)

)
# Gr(n − d − 1, n − d)(k),

lorsque #k > r > 1, #k > 2 et t 6 d. Donc on peut trouver un sous-schéma k-linéaire fermé de P(E)
de dimension n − t passant par P contenu dans H1 ∩ · · · ∩ Ht−1, qui intersecte tous les éléments
dans C(H1 · H2 · . . . · Ht−1 · Ui) proprement pour tout i = 1, . . . , r.

Tout sous-schéma k-linéaire fermé de P(E) passant par P contenu dans H1∩· · ·∩Ht−1 peut être
relevé à un hyperplan dans HP. On se relève ce sous-schéma k-linéaire fermé de P(E) à Ht ∈HP

telle que H1 ∩ · · · ∩ Ht−1 ∩ Ht soit une intersection complète.
Si k est infini, il toujours existe un hyperplan Ht ∈HP qui satisfait que les schémas projectifs

U1, . . . ,Ur,H1, . . . ,Ht−1,Ht s’intersectent proprement en une composante irréductible contenant
le point P.

Donc on peut trouver une suite des éléments H1,H2, . . . ,Hd ∈ HP, tels que les schémas
H1,H2, . . . ,Hd,Ui s’intersectent proprement en le point P pour tout i = 1, . . . , r. Le sous-schéma
k-linéaire fermé de P(E) défini par l’intersection complète de H1,H2, . . . ,Hd intersecte tous les Ui

proprement en le point P, où i = 1, . . . , r. �

Remarque 1.3.21. Dans la proposition 1.3.20, l’inégalité

#k > deg(U1) + · · · + deg(Ur)

est optimale pour assurer l’existence du sous-schéma k-linéaire de P(E) qui satisfait les conditions,
voir la propostion B.2.2 pour un argument du cas où deg(U1) = · · · = deg(Ur) = 1.

1.4 Démonstration du théorème 1.3.1

Ce paragraphe est consancré à la démonstration du théorème 1.3.1. Soient k un corps parfait,
et X1, . . . , Xr des sous-schémas fermés de dimension pure de P(E) qui s’intersectent proprement.
Pour tout Y ∈ C(X1 · . . . ·Xr), on construit un arbre d’intersection TY de niveau δ = max

i∈{1,...,r}
{deg(Xi)}

dont la racine est Y . La stratégie consiste en un raisonnement par récurrence sur la profondeur
maximale des arbres d’intersection TY (voir §1.2.1 pour la définition). Soit M un sommet de
l’un des arbres d’intersection TY . On suppose que M satisfait les conditions suivantes : pour tout
sommet Z des arbres d’intersection {TY }Y∈C(X1·...·Xr), si M est un sous-schéma propre de Z, alors il
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existe un descendant de Z qui est une occurence de M. Le but de ce paragraphe est de démontrer
l’inégalité (1.5) ci-dessous :∑

Y∈C(X1·...·Xr)

WTY (M)i(Y; X1 · . . . · Xr;P(E)) > µM(X1) · · · µM(Xr).

Définition 1.4.1. Soit s un entier positif. On définit Cs comme l’ensemble des sommets de pro-
fondeur s dans les arbres d’intersection TY , où Y ∈ C(X1 · . . . · Xr). De plus, on définit C∗ =

⋃
s>0
Cs.

Pour tout entier positif s, on définit un sous-ensemble de Cs comme la suite.

Définition 1.4.2. Soit s un entier positif. On définit Zs comme le sous-ensemble de Cs des
éléments N qui satisfont la condition suivante : pour tout sommet Z des arbres d’intersection
{TY }Y∈C(X1·...·Xr), si N est un sous-schéma propre de Z, alors il existe un descendant de Z qui est
une occurrence de N. De plus, on définitZ∗ =

⋃
s>0
Zs.

Par définition, on a Z0 = C0 = C(X1 · . . . · Xr). On démontrera le théorème 1.3.1 pour les
sommets dans l’ensembleZ∗.

L’idée principale de la démonstration du théorème 1.3.1 est comme ci-dessous : si M ∈ Z0, le
côté gauche de l’inégalité (1.5) est une multiplicité d’intersection en M, alors le théorème 1.3.1 dé-
coule de la proposition 1.3.16. Si M ∈ Z∗ rZ0, comme k est un corps parfait, la multiplicité d’in-
tersection et la multiplicité de point dans un schéma vérifient des propritétés d’invariance sous une
extension galoisienne finie de corps comme dans les propositions 1.3.7 et 1.3.8. D’abord on fixe
une extension galoisienne finie de corps k′/k tel que Mreg(k′) , ∅ et que le cardinal de k′ soit assez
grand. Alors on peut construire un k′-schéma auxiliaire tel que l’intersection de X1,k′ , . . . , Xr,k′ et
ce schéma soit propre en une composante irréductible de Mk′ (le schéma auxiliaire est en fait un
cylindre passant par cette composante irréductible, dont l’existence est assurée lorsque k′ est assez
grand, voir la définition 1.3.11 pour la définition de cylindre). Dans la suite, on démontre le côté
gauche de l’inégalité (1.5) est plus grand ou égal à la multiplicité d’intersection de X1,k′ , . . . , Xr,k′

et le k′-schéma auxiliaire en cette composante irréductible de Mk′ . Par la comparaison entre la
multiplicité de ce produit d’intersection à cette composante irréductible de Mk′ et les multiplicités
de M dans X1, . . . , Xr et le schéma auxiliaire (la proposition 1.3.16), on obtient le résultat.

Démonstration du théorème 1.3.1

Dans la démonstration, la composante irréductible M ∈ Z∗ est comme dans l’énoncé du
théorème 1.3.1.

Étape 1 : la profondeur du sommet est zéro. - Si M ∈ Z0 = C(X1 · . . . · Xr), alors pour
tout Y ∈ C(X1 · . . . · Xr), on a WTY (M) = 0 ou 1. Donc l’assertion du théorème 1.3.1 est une
conséquence directe de la proposition 1.3.16, ce qui montre que la multiplicité d’intersection du
produit d’intersection de X1 · . . . · Xr en une composante irréductible est plus grande ou égale au
produit des multiplicités de cette composante dans X1, . . . , Xr.

Étape 2 : la profondeur du sommet est strictement plus grande que zéro. - Si M ∈ Z∗rZ0
On démontrera l’énoncé suivant.

Proposition 1.4.3. Soit n = rgk(E) − 1. Soit k′/k une extension galoisienne finie de corps, telle
que

#k′ > δ
r∑

i=1
dim(Xi)−(r−1)(n−1)

et que Mreg(k′) , ∅. Alors pour toute composante irréductible M′ ∈ C(Mk′), il existe un cylindre
M0

k′ dans P(Ek′), tel que M′ ∈ C(X1,k′ · . . . · Xr,k′ · M0
k′) et que les schémas X1,k′ , . . . , Xr,k′ ,M0

k′
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s’intersectent proprement en la composante M′, et∑
Y∈C(X1·...·Xr)

i(Y; X1 · . . . · Xr;P(E))WTY (M)

> i(M′; X1,k′ · . . . · Xr,k′ · M0
k′ ;P(Ek′)).

Si on admet la proposition 1.4.3, d’après la proposition 1.3.16, on obtient

i(M′; X1,k′ · . . . · Xr,k′ · M0
k′ ;P(Ek′)) > µM′(X1,k′) · · · µM′(Xr,k′)µM′(M0

k′)

> µM′(X1,k′) · · · µM′(Xr,k′)

= µM(X1) · · · µM(Xr),

où l’égalité provient de la proposition 1.3.8. D’où on démontre l’assertion du théorème 1.3.1.
Pour démontrer la proposition 1.4.3, on raisonne par récurrence sur la profondeur maximale s

des TY , où Y ∈ C(X1 · . . . · Xr).
Étape 2-1 : le cas où s = 1. - D’abord, on va démotrer le cas de s = 1. On suppose que

Z∗ rZ0 , ∅. Dans ce cas-là, on va démontrer le lemme suivant.

Lemme 1.4.4. Soient M ∈ Z, et k′/k une extension galoisienne finie de corps telle que #k′ >
deg(X1) · · · deg(Xr) et Mreg(k′) , ∅. Pour tout M′ ∈ C(Mk′), il existe un cylindre M0

k′ dans P(Ek′),
tel que M′ ∈ C(X1,k′ ·. . .·Xr,k′ ·M0

k′) et que les schémas X1,k′ , . . . , Xr,k′ ,M0
k′ s’intersectent proprement

en la composante irréductible M′. De plus, l’inégalité∑
Y∈C(X1·...·Xr)

i(Y; X1 · . . . · Xr;P(E))WTY (M)

> i(M′; X1,k′ · . . . · Xr,k′ · M0
k′ ;P(Ek′))

est vérifiée.

Démonstration. Pour tout Y ∈ C(X1 · . . . · Xr), on désigne par Ỹ l’étiquette de Y dans l’arbre
d’intersection considéré comme un schéma. Par la définition dans §1.2.1, on a

WTY (M) = i(M; Y · Ỹ;P(E)). (1.12)

En effet, comme s = 1, si M apparaît dans les déscendants de Y , il n’apparaît qu’une seule fois.
De plus, on a

i(M; Y · Ỹ;P(E)) > µM(Y)µM(Ỹ) > µM(Y) (1.13)

d’après la proposition 1.3.16. Par la proposition 1.3.8, on a

µM(Y) = µM′(Yk′). (1.14)

Comme k est un corps parfait, le schéma Yk′ est réduit d’après [49, Proposition 3.2.7]. Donc
OYk′ ,Y′ est un anneau local artinien réduit, qui est un corps (cf. [3, Proposition 8.9], l’idéal maximal
de OYk′ ,Y′ est nul). On en déduit `OYk′ ,Y

′ (OYk′ ,Y′) = 1. D’après la proposition 1.3.5, on a

µM′(Yk′) =
∑

Y′∈C(Yk′ )

µM′(Y ′). (1.15)

On obtient donc ∑
Y∈C(X1·...·Xr)

i(Y; X1 · . . . · Xr;P(E))WTY (M)

>
∑

Y∈C(X1·...·Xr)

i(Y; X1 · . . . · Xr;P(E))
∑

Y′∈C(Yk′ )

µM′(Y ′)
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d’après les inégalités (1.12), (1.13), (1.14), et (1.15).
En outre, on a ∑

Y′∈C(X1,k′ ·...·Xr,k′ )

deg(Y ′) (1.16)

6
∑

Y′∈C(X1,k′ ·...·Xr,k′ )

i(Y ′; X1,k′ · . . . · Xr,k′ ;P(Ek′)) deg(Y ′)

=
∑

Y∈C(X1·...·Xr)

∑
Y′∈C(Yk′ )

i(Y ′; X1,k′ · . . . · Xr,k′ ;P(Ek′)) deg(Y ′)

= deg(X1,k′) · · · deg(Xr,k′)

= deg(X1) · · · deg(Xr),

où la première égalité provient de la proposition 1.3.7, la deuxième égalité provient du théorème
de Bézout (le théorème 1.3.4), et la dernière égalité provient du fait que le degré d’un sous-schéma
fermé de P(E) est invariant sous extension de corps. Donc on a

#k′ >
∑

Y′∈C(X1,k′ ·...·Xr,k′ )

deg(Y ′)

d’après l’inégalité (1.16).
On dégine parD(M) le sous-ensemble de Y ∈ C(X1·. . .·Xr) tel que M apparaît à une déscendant

de Y dans l’arbre d’intersection TY .
La composante M admet un k′-point régulier. Comme k est parfait, d’après la proposition

1.3.5, la composante M′ admet un k′-point rationnel P de multiplicité 1, qui est régulier car Mk′

est de dimension pure. D’après la proposition 1.3.20, on obtient qu’il existe un sous-schéma k′-
linéaire fermé de P(Ek′) de dimension n − dim(Y) = n − dim(Yk′) qui intersecte tous les Y ′ ∈⋃
Y∈D(M)

C(Yk′) proprement en le point P ou en les composantes qui ne contiennent pas P. Dans

ce cas-là, ce sous-schéma k′-linéaire fermé de P(Ek′) intersecte M′ en ce point k′-régulier de M′

seulement au voisinage de ce point. D’après la proposition 1.3.11, on peut trouver un cylindre M0
k′

de dimension n − dim(Y) + dim(M) = n − dim(Y ′) + dim(M′) dont la direction est définie par ce
sous-schéma k′-linéaire fermé de P(Ek′), tel qu’il intersecte tous les Y ′ ∈

⋃
Y∈D(M)

C(Yk′) proprement

en la composante M′ ou en les composantes irréductible qui ne contiennent pas M′. De plus, on a

µM′(Y ′) = i(M′; Y ′ · M0
k′ ;P(Ek′))

pour toute composante irréductible Y ′ ∈ C(Yk′), Y ∈ C(X1 · . . . · Xr).
D’après le lemme 1.3.6 et la proposition 1.3.7, on a

i(Y; X1 · . . . · Xr;P(E)) = i(Y ′; X1,k′ · . . . · Xr,k′ ;P(Ek′)), (1.17)

où Y ′ ∈ C(Yk′). Donc on obtient∑
Y∈C(X1·...·Xr)

i(Y; X1 · . . . · Xr;P(E))
∑

Y′∈C(Yk′ )

µM′(Y ′)

=
∑

Y∈C(X1·...·Xr)

∑
Y′∈C(Yk′ )

i(Y ′; X1,k′ · . . . · Xr,k′ ;P(Ek′))i(M′; Y ′ · M0
k′ ;P(Ek′))

d’après l’égalité (1.17). Par la définition deZ∗ (la définition 1.4.2), les composantes irréductibles
dans C(X1 · . . . · Xr) r D(M) ne contiennent pas M. Donc le cylindre M0

k′ n’intersecte pas les
composantes irréductibles de l’intersection X1,k′ · . . . ·Xr,k′ dans C(X1,k′ · . . . ·Xr,k′)r{N ∈ C(Yk′)| Y ∈
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D(M)} en la comsposante M′. Alors d’après l’associativité d’intersection propre (l’énoncé (ii) de
la proposition 1.3.3), on a∑

Y∈C(X1·...·Xr)

∑
Y′∈C(Yk′ )

i(Y ′; X1,k′ · . . . · Xr,k′ ;P(Ek′))i(M′; Y ′ · M0
k′ ;P(Ek′))

= i(M′; X1,k′ · . . . · Xr,k′ · M0
k′ ;P(Ek′)).

C’est la fin de la preuve du lemme 1.4.4, qui démontre la proposition 1.4.3 pour le cas de s = 1. �

Étape 2-2 : du cas où la profondeur maximale est s− 1 au cas où la profondeur maximale
est s. - Afin de démontrer la proposition 1.4.3, on raisonne par récurrence sur la profondeur
maximale des arbres d’intersection TY , où Y ∈ C(X1 · . . . · Xr). On rappelle que l’on prend une
extension galoisienne finie de corps k′/k telle que

#k′ > δ
r∑

i=1
dim(Xi)−(r−1)(n−1)

et que Mreg(k′) , ∅, où n = rgk(E) − 1.

Démonstration de la proposition 1.4.3. Dans cette démonstration, on maintient toutes les nota-
tions dans la démonstration du lemme 1.4.4. On raisonne par récurrence sur la profondeur maxi-
male s des arbres d’intersection TY , où Y ∈ C(X1 · . . . · Xr). Le cas de s = 1 est démontré dans le
lemme 1.4.4.

Dans un arbre d’intersection, un fils d’un sommet est de codimension plus grande ou égale à 1
dans ce sommet, donc on obtient que la valeur maximal de s est dim(Y). Pour tout Y ∈ C(X1 · . . . ·

Xr), on a dim(Y) =
r∑

i=1
dim(Xi) − (r − 1)n.

Maintenant on suppose que l’assertion est démontrée pour le cas où la profondeur maximale
des TY est s − 1 pour tous les Y ∈ C(X1 · . . . · Xr). Dans la suite, on démontre le cas où la
profondeur maximale des {TY }Y∈C(X1·...·Xr) est s. Pour tout N ∈ C∗, on désigne par Ñ l’étiquette de
N dans l’arbre d’intersection TY .

Pour tous N ∈ C∗, par la condition #k′ > δ
r∑

i=1
dim(Xi)−(r−1)(n−1)

, on obtient l’inégalité

#k′ > deg(N) deg(Ñ)

d’après le théorème de Bézout (le théorème 1.3.4). Donc par le lemme 1.4.4, on peut utiliser
l’hypothèse de récurrence aux sous-arbres d’intersection des {TY }Y∈C(X1·...·Xr), dont les racines sont
les sommets dans C1. D’après l’hypothèse de récurrence et la définition 1.4.2, pour tout Y ∈ D(M),
on peut trouver un cylindre ZY dans P(Ek′) de dimension n − dim(Y) + dim(M), tel que Yk′ , Ỹk′ et
ZY s’intersectent proprement en M′, et

WTY (M) =
∑

Y′∈C(Y ·Ỹ)

i(Y ′; Y · Ỹ;P(E))WTY′ (M) > i(M′; Yk′ · Ỹk′ · ZY ;P(Ek′)), (1.18)

où TY′ est le sous-arbre d’intersection dont la racine est Y ′ ∈ C(Y · Ỹ).
Dans la suite, on estimera la multiplicité d’intersection i(M′; Yk′ · Ỹk′ · ZY ;P(Ek′)). Comme k

est un corps parfait, le schéma Yk′ est réduit. D’où l’on a

WTY (M) > i(M′; Yk′ · Ỹk′ · ZY ;P(Ek′))

> µM′(Yk′)µM′(Ỹk′)µM′(ZY ) (la proposition 1.3.16)

> µM′(Yk′)

=
∑

Y′∈C(Yk′ )

µM′(Y ′) (la proposition 1.3.5) (1.19)
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d’après l’inégalité (1.18), car l’anneau OYk′ ,Y′ est un anneau local artinien réduit, qui est un corps
(cf. [3, Proposition 8.9], l’idéal maximal de OYk′ ,Y′ est nul). Donc on obtient∑

Y∈C(X1·...·Xr)

i(Y; X1 · . . . · Xr;P(E))WTY (M)

>
∑

Y∈C(X1·...·Xr)

i(Y; X1 · . . . · Xr;P(E))
∑

Y′∈C(Yk′ )

µM′(Y ′)

=
∑

Y∈C(X1·...·Xr)

∑
Y′∈C(Yk′ )

i(Y ′; X1,k′ · . . . · Xr,k′ ;P(Ek′))µM′(Y ′)

=
∑

Y′∈C(X1,k′ ·...·Xr,k′ )

i(Y ′; X1,k′ · . . . · Xr,k′ ;P(Ek′))µM′(Y ′)

d’après l’inégalité (1.19), le lemme 1.3.6 et la proposition 1.3.7.
En outre, d’après l’inégalité (1.16), on a∑

Y′∈C(X1,k′ ·...·Xr,k′ )

deg(Y ′) 6 #k′.

La composante M admet un k′-point régulier. Comme k est parfait, d’après la proposition 1.3.5,
la composante M′ admet un k′-point rationnel P de multiplicité 1, qui est régulier car Mk′ est de
dimension pure. D’après la proposition 1.3.20, on obtient qu’il existe un sous-schéma k′-linéaire
fermé de P(Ek′) de dimension n − dim(Y) = n − dim(Yk′) qui intersecte tout Y ′ ∈

⋃
Y∈D(M)

C(Yk′)

proprement en le point P ou en les composante qui ne contiennet pas P. Dans ce cas-là, ce
sous-schéma k′-linéaire fermé de P(Ek′) intersecte M′ seulement au voisinage de P. D’après
la proposition 1.3.11, on peut trouver un cylindre M0

k′ de dimension n − dim(Y) + dim(M) =

n−dim(Y ′) + dim(M′) dont la direction est définie par ce sous-schéma k′-linéaire fermé de P(Ek′),
tel qu’il intersecte tous les Y ′ ∈

⋃
Y∈D(M)

C(Yk′) proprement en la composante M′ ou en les com-

posantes qui ne contiennent pas M′. De plus, on a

µM′(Y ′) = i(M′; Y ′ · M0
k′ ;P(Ek′))

pour toute composante irréductible Y ′ ∈ C(Yk′). Donc on obtient∑
Y′∈C(X1,k′ ·...·Xr,k′ )

i(Y ′; X1,k′ · . . . · Xr,k′ ;P(Ek′))µM′(Y ′)

=
∑

Y′∈C(X1,k′ ·...·Xr,k′ )

i(Y ′; X1,k′ · . . . · Xr,k′ ;P(Ek′))i(M′; Y ′ · M0
k′ ;P(Ek′))

d’áprès l’égalité (1.17). Par la définition deZ∗ (la définition 1.4.2), les composantes irréductibles
dans C(X1 · . . . · Xr) r D(M) ne contiennent pas M. Donc le cylindre M0

k′ n’intersecte pas les
composantes irréductibles de l’intersection X1,k′ · . . . ·Xr,k′ dans C(X1,k′ · . . . ·Xr,k′)r{N ∈ C(Yk′)| Y ∈
D(M)} en la composante M′. Alors d’après l’associativité d’intersection propre (l’énoncé (ii) de
la proposition 1.3.3), on a∑

Y′∈C(X1,k′ ·...·Xr,k′ )

i(Y ′; X1,k′ · . . . · Xr,k′ ;P(Ek′))i(M′; Y ′ · M0
k′ ;P(Ek′))

= i(M′; X1,k′ · . . . · Xr,k′ · M0
k′ ;P(Ek′)).

Alors on démontre que la proposition 1.4.3 est vraie pour le cas où la profondeur maximale est s.
C’est la fin de la démonstration de la proposition 1.4.3. �
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Une conséquence du théorème 1.3.1

On a démontré le théorème 1.3.1. Dans la suite, on va déduire une conséquence du théorème
1.3.1, qui donne une majoration globale des multiplicités des sommets dansZ∗. Cette majoration
sera utilisée dans la démonstration du théorème principal (le théorème 1.5.1).

Définition 1.4.5. Soit s un entier positif. On désigne par C′s (resp. Z′s, C
′
∗, et Z′∗) l’ensemble des

étiquettes de Cs (resp. Zs, C∗, et Z∗), voir les définitions 1.4.1 et 1.4.2 pour les définition de Cs,
Zs, C∗, etZ∗.

Avec toutes les notations ci-dessus, si tous les étiquettes non-vides dans TY ont la même
dimension, pour les sommets dansZ∗, on a le corollaire suivant qui est une description globale de
ses multiplicités dans X1, . . . , Xr.

Proposition 1.4.6. Avec les notations et conditions dans le théorème 1.3.1, on suppose que tous
les éléments non-vides dans C′∗ ont la même dimension. Alors on a

∑
Z∈Zs

 r∏
i=1

µZ(Xi)

 deg(Z) 6
r∏

i=1

deg(Xi)
s−1∏
j=0

max
Ỹ∈C′j

{deg(Ỹ)}.

En particulier, si s = 0, on définit
s−1∏
j=0

max
Y′∈C′j
{deg(Y ′)} = 1.

Démonstration. Comme les Y ∈ C(X1 · . . . · Xr) sont de la même dimension et ses étiquettes sont
de la même dimension, les sommets de profondeur 1 dans les TY sont de la même dimension
puisque Y intersecte son étiquette proprement pour tout Y ∈ C(X1 · . . . ·Xr). Par le même argument
ci-dessus, pour un entier positif s fixé, les sommets dans Cs sont de la même dimension.

Afin de démontrer cette proposition, d’abord on raisonne par récurrence sur la profondeur s
pour montrer l’inégalité

∑
Z∈Cs

 ∑
Y∈C(X1·...·Xr)

i(Y; X1 · . . . · Xr;P(E))WTY (Z)

 deg(Z)

6
r∏

i=1

deg(Xi)
s−1∏
j=0

max
Ỹ∈C′j

{deg(Ỹ)}.

D’après le théorème de Bézout (le théorème 1.3.4), on a∑
Y∈C(X1·...·Xr)

i(Yi; X1 · . . . · Xr;P(E)) deg(Y) = deg(X1) deg(X2) · · · deg(Xr),

ce qui montre le cas de s = 0.
On suppose que le cas de profondeur s − 1 est démontré. Pour le cas de profondeur s, on a

r∏
i=1

deg(Xi)
s−1∏
j=0

max
Ỹ∈C′j

{deg(Ỹ)}

> max
Ỹ∈C′s−1

{deg(Ỹ)}
∑

Z∈Cs−1

 ∑
Y∈C(X1·...·Xr)

i(Y; X1 · . . . · Xr;P(E))WTY (Z)

 deg(Z)
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d’après le théorème de Bézout (le théorème 1.3.4). Pour tout sommet Z, on désigne par Z̃ l’éti-
quette de Z. Donc on obtient

max
Ỹ∈C′s−1

{deg(Ỹ)}
∑

Z∈Cs−1

 ∑
Y∈C(X1·...·Xr)

i(Y; X1 · . . . · Xr;P(E))WTY (Z)

 deg(Z)

>
∑

Z∈Cs−1

 ∑
Y∈C(X1·...·Xr)

i(Y; X1 · . . . · Xr;P(E))WTY (Z)

 deg(Z) deg(Z̃)

=
∑

Z∈Cs−1

 ∑
Y∈C(X1·...·Xr)

i(Y; X1 · . . . · Xr;P(E))WTY (Z)

 ∑
Z′∈C(Z·Z̃)

i(Z′; Z · Z̃;P(E)) deg(Z′)

=
∑

Z′∈Cs

 ∑
Y∈C(X1·...·Xr)

i(Y; X1 · . . . · Xr;P(E))WTY (Z′)

 deg(Z′),

ce qui montre le cas de profondeur s.
Dans la suite, il faut démontrer l’inégalité

∑
Z∈Zs

 r∏
i=1

µZ(Xi)

 deg(Z)

6
∑
Z∈Cs

 ∑
Y∈C(X1·...·Xr)

i(Y; X1 · . . . · Xr;P(E))WTY (Z)

 deg(Z).

Pour un Z ∈ Zs fixé, d’après le théorème 1.3.1, on obtient∑
Y∈C(X1·...·Xr)

i(Y; X1 · . . . · Xr;P(E))WTY (Z) > µZ(X1) · · · µZ(Xr).

Par la définition 1.4.2, l’ensembleZs est un sous-ensemble de Cs pour tout s > 0. Donc on obtient
le résultat. �

1.5 Estimation de multiplicités dans une hypersurface

Le résultat suivant est une majoration d’un comptage de multiplicités dans une hypersurface
projective réduite sur le corps fini Fq. Cette majoration peut être considérée comme une description
de la complexité du lieu singulier de cette hypersurface projective réduite.

Théorème 1.5.1. Soient X ↪→ Pn
Fq

une hypersurface projective réduite de degré δ, où dim(Xsing) =

s. Alors on a :∑
ξ∈X(Fq)

µξ(X)(µξ(X) − 1)n−s−1 6 δ(δ − 1)n−s−1(qs + qs−1 + · · · + 1) +

δ(δ − 1)n−s(qs−1 + qs−2 + · · · + 1) + · · ·

+δ(δ − 1)n−1,

où µξ(X) est la multiplicité de ξ dans X (voir §1.2.4 pour la définition).

Avant de la démontration du théorème 1.5.1, on a besoin d’introduire certaines propriétés
spéciales autour de la multiplicité dans une section par hypersurface, et introduire une méthode de
construire les arbres d’intersection utiles pour ce problème de comptage de multiplicités.



1.5. Estimation de multiplicités dans une hypersurface 53

1.5.1 Multiplicité dans une section par hypersurface

Soient k un corps, et f ∈ k[T0, . . . ,Tn] un polynôme homogène non-nul de degré δ. On dit que
le schéma

X = Proj (k[T0, . . . ,Tn]/( f ))

est une hypersurface projective (ou hypersurface pour simplifier) de Pn
k définie par le polynôme

f . On peut démontrer que X est un sous-schéma fermé de degré δ de Pn
k (cf. [43, Proposition 7.6,

Chap. I]).
On va introduire certaines propriétés spéciales autour de la multiplicité d’un point dans une

hypersurface projective.

Proposition 1.5.2 ([46], Example 2.70 (2)). Soient X une hypersurface de Pn
k définie par un

polynôme homogène f non-nul, ξ ∈ X(k), et mξ l’idéal maximal d’anneau local OPn
k ,ξ

. Soit Hξ(s)
la fonction de Hilbert-Samuel locale de X en le point ξ (voir §1.2.3 pour la définition). Si l’image
de f dans OPn

k ,ξ
apparaît à l’ensemble mr

ξ rm
r+1
ξ . Alors on a

Hξ(s) =

(
n + s − 1

s

)
−

(
n + s − r − 1

s − r

)
.

En particulier, on a µξ(X) = r.

Démonstration. Pour le point ξ ∈ X(k), soient mX,ξ l’idéal maximal de l’anneau OX,ξ, et g l’image
de f dans OPn

k ,ξ
. Alors on a l’idéal (g) ⊆ mξ. On suppose que g ∈ mr

ξ et g < mr+1
ξ pour un entier

r > 1 fixé. En effet, pour un entier positif s > r, par définition, la fonction de Hilbert-Samuel
locale est

Hξ(s) = `
(
m

s
X,ξ/m

s+1
X,ξ

)
.

Dans ce cas-là, la fonction Hξ(s) est calculée suivante :

`
(
m

s
X,ξ/m

s+1
X,ξ

)
= `

(
(ms

ξ + (g))/(ms+1
ξ + (g))

)
= `

(
m

s
ξ/(m

s+1
ξ + (g) ∩ms

ξ)
)

= `
(
(ms

ξ/m
s+1
ξ )/

(
(ms+1

ξ + (g) ∩ms
ξ)/m

s+1
ξ

))
= `

(
m

s
ξ/m

s+1
ξ

)
− `

(
(ms+1

ξ + (g) ∩ms
ξ)/m

s+1
ξ

)
.

Comme l’anneau OPn
k ,ξ

est un anneau local régulier de dimension n, alors

`
(
m

s
ξ/m

s+1
ξ

)
=

(
n + s − 1

s

)
.

d’après [51, Theorem 17.9].
Dans la suite, on va calculer `

(
(ms+1

ξ + (g) ∩ ms
ξ)/m

s+1
ξ

)
. Comme on a g ∈ mr

ξ mais g < mr+1
ξ ,

alors si h ∈ OPn
k ,ξ

est un élément tel que hg ∈ ms
ξ mais hg < ms+1

ξ , l’élément h est engendré par
des éléments dans ms−r

ξ qui ne sont pas dans ms−r+1
ξ comme les espaces κ(ξ)-vectoriels. De plus,

d’après [51, Theorem 17.9], l’égalité

`(ms−r
ξ /ms−r+1

ξ ) =

(
n + s − r − 1

s − r

)
est vérifiée. Donc on a

`
((
m

s+1
ξ + (g) ∩ms

ξ

)
/ms+1

ξ

)
=

(
n + s − r − 1

s − r

)
.
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Alors on obtient

Hξ(s) =

(
n + s − 1

s

)
−

(
n + s − r − 1

s − r

)
,

qui est un polynôme de s de degré n − 2. De plus, on a

Hξ(s) =
r

(n − 2)!
sn−2 + o(sn−2),

donc on montre µξ(X) = r par définition.
Si 1 6 s 6 r − 1, alors on a

`
(
m

s
X,ξ/m

s+1
X,ξ

)
= `

(
(ms

ξ + (g))/(ms+1
ξ + (g))

)
= `

(
m

s
ξ/m

s+1
ξ

)
=

(
n + s − 1

s

)
dans ce cas-là.

En résumé, on obtient le résultat. �

Soit I = (i0, . . . , in) ∈ Nn+1 un indice, on définit |I| = i0 + · · · + in. Soit g(T0, . . . ,Tn) un
polynôme homogène non-nul de degré δ, alors on peut développer le polynôme g(T0 + S 0,T1 +

S 1, . . . ,Tn + S n) ∈ k[T0,T1, . . . ,Tn, S 0, S 1, . . . , S n] comme

g(T0 + S 0, . . . ,Tn + S n)

= g(T0, . . . ,Tn) +

δ∑
α=1

∑
I=(i0,...,in)∈Nn+1

|I|=α

gI(T0, . . . ,Tn)S i0
0 · · · S

in
n ,

où gI(T0, . . . ,Tn) est un polynôme homogène de degré δ−|I| ou nul. On désigne parDα(g) l’ensem-
ble des polynômes gI(T0, . . . ,Tn) définis ci-dessus, où |I| = α > 1.

Pour un entier 1 6 α 6 δ, on définit T α(g) comme l’espace k-vectoriel engendré par les
éléments dansDα(g). Pour tout g ∈ T α(g) non-nul, g définit une hypersurface projective de degré
δ − α de Pn

k .
De plus, on définitD0(g) = {g} et T 0(g) = k · g.

Remarque 1.5.3. Les éléments dansD1(g) sont les

∂g
∂T0

,
∂g
∂T1

, . . . ,
∂g
∂Tn

,

qui sont des polynômes homogènes de degré δ−1 ou nuls. Si car(k) = 0 ou car(k) > δ, les éléments
dansDα(g) ont la forme de

1
i0! · · · in!

·
∂i0+···+ing(T0, . . . ,Tn)

∂T i0
0 · · · ∂T in

n
,

où (i0, . . . , in) ∈ Nn+1 est une indice avec i0 + · · · + in = α. De plus, l’espace k-vectoriel T α(g) est
l’espace des dérivées directionnelles de l’ordre α de g(T0, . . . ,Tn).

Avec toutes les notations ci-dessus, on a une conséquence directe de la proposition 1.5.2 suiv-
ant :

Corollaire 1.5.4. Soient X ↪→ Pn
k l’hypersurface projective définie par un polynôme homogène

f , 0 de degré δ, ξ ∈ X(k), et α un entier tel que 0 6 α 6 µξ(X) − 1. Alors pour tout g ∈ T α( f )
non-nul, le point ξ est contenu dans l’hypersurface définie par g. Il existe un g′ ∈ T µξ(X)( f ) non-
nul, tel que ξ n’est pas contenu dans l’hypersurface définie par g′.
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Démonstration. Soit ξ = [a0 : · · · : an]. D’après la proposition 1.5.2, l’image de f dans l’anneau
local OPn

k ,ξ
est dans l’ensemble mµξ(X)

ξ rm
µξ(X)+1
ξ , qui signifie que cette image est dans mµξ(X)

ξ mais

n’est pas dans mµξ(X)+1
ξ . L’image étant dans mµξ(X)

ξ signifie que pour tout polynôme f I(T0, . . . ,Tn)
défini ci-dessus avec 0 6 |I| 6 µξ(X) − 1, on a f I(a0, . . . , an) = 0. L’image n’étant pas dans ξ <
m
µξ(X)+1
ξ signifie qu’il existe un polynôme f I(T0, . . . ,Tn) avec |I| = µξ(X) tel que f I(a0, . . . , an) ,

0. Alors on a l’assertion. �

Une conséquence directe du corollaire 1.5.4 est ci-dessous.

Corollaire 1.5.5. Soient X ↪→ Pn
k l’hypersurface projective définie par un polynôme homogène f

de degré δ, et η ∈ X un point schématique. Pour un entier 0 6 α 6 δ, soit X′ l’hypersurface de Pn
k

définie par un élément non-nul g ∈ T α( f ), où α < µη(X). Alors la multiplicité µη(X′) est au moins
µη(X) − α. De plus, il existe au moins un élément dans T α( f ) qui définit une hypersurface X′′ de
Pn

k , telle que la multiplicité µη(X′′) soit égale à µξ(X) − α.

Démonstration. Soient Z = {η}, et ξ ∈ Zreg(k). D’après le corollaire 1.3.13, on a µξ(X) = µη(X).
Comme Zreg(k) est dense dans Z (cf. [43, Corollary 8.16, Chap. II]), on a l’assertion. �

Remarque 1.5.6. D’après le corollaire 1.5.4, si X ↪→ Pn
k est une hypersurface définie par un

polynôme homogène non-nul de degré δ, la multiplicité du point fermé dans X est au plus δ.

Définition 1.5.7. On dit que l’hypersurface projective définie par g ∈ T α( f ) est une hypersurface
dérivée d’ordre α de l’hypersurface définie par f .

1.5.2 Construction des arbres d’intersection à partir d’une hypersurface

Afin de rechercher le problème du comptage des multiplicités dans une hypersurface, il faut
construire quelques arbres d’intersection à partir de cette hypersurface. On peut étudier la multi-
plicité d’un point rationnel par la majoration des poids des sommets dans les arbres d’intersection
construits. Dans cette partie, soient k un corps, X un k-schéma, et k′/k une extension de corps, on
désigne par Xk′ le k′-schéma X ×Spec k Spec k′ pour simplifier.

D’abord, on introduit le lemme suivant, qui sera utilisé dans la construction des racines de ces
arbres d’intersection.

Lemme 1.5.8. Soient k un corps, et g ∈ k[T0, . . . ,Tn] un polynôme homogène non-nul. On désigne
par V(g) l’hypersurface projective de Pn

k définie par g. Soit f , 0 un polynôme homogène de degré
δ. Si la dimension du lieu singulier de V( f ) est s, où 0 6 s 6 n − 2. Alors il existe une extension
finie k′/k et une famille de g1, . . . , gn−s−1 ∈ T

1( f ) ⊗k k′, telle que

dim (V( f )k′ ∩ V(g1) ∩ · · · ∩ V(gn−s−1)) = s.

Autrement dit, le schéma V( f )k′ ∩ V(g1) ∩ · · · ∩ V(gn−s−1) est une intersection complète.

Démonstration. Comme V( f ) prend des points singuliers, le degré de f est plus grand ou égal à 2.
D’abord, on suppose que k′ est une clôture algébrique du corps k, alors le cardinal de k′ est infini.
Si on démontre l’assertion pour tel corps k′, il existe une extension finie du corps k qui satisfait le
besoin aussi. Dans le reste de la démonstration, tous les schémas que l’on considère soient définis
sur cette clôture algébrique du corps k.

D’après le critère jacobien (cf. [49, Theorem 4.2.19]), on a

dim

V( f ) ∩
⋂

g∈T 1( f )

V(g)

 = dim

V( f )k′ ∩
⋂

g∈T 1( f )⊗kk′
V(g)

 = s.
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On désigne par Vt le schéma
V( f )k′ ∩ V(g1) ∩ · · · ∩ V(gt)

pour simplifier. Pout tout t ∈ {0, 1, . . . , n− s−1}, on démontrera qu’il existe g1, . . . , gt ∈ T
1( f )⊗k k′

(si t = 0, on définit que l’ensemble des {g1, . . . , gt} est vide), tels que Vt soit une intersection
complète. Si on a l’assertion ci-dessus, on montre le résultat original.

On raisonne par récurrence sur l’entier t défini ci-dessus, où 0 6 t 6 n − s − 1. Comme
V0 = V( f )k′ est une hypersurface qui est une intersection complète, le cas de t = 0 est démontré
par définition directement.

Si on a déjà trouvé les g1, . . . , gt ∈ T
1( f ) ⊗k k′, tels que Vt soit une intersection complète, où

0 6 t 6 n − s − 2. Alors pour tout U ∈ C(Vt), on a dim(U) = n − t − 1.
Si pour tout h ∈ T 1( f ) ⊗k k′, il toujours existe une U ∈ C(Vt), telle que U ⊆ V(h). Alors on

obtient

U ( V( f )k′ ∩

 ⋂
g∈T 1( f )⊗kk′

V(g)

 ,
qui contredit avec ce que dim(V( f )sing

k′ ) = s < n − t − 1 = dim(U).
Alors pour tout U ∈ C(Vt), on peut trouver un gU ∈ T

1( f ) ⊗k k′, tel que

U * V(gU).

On définit
L(U) = {h ∈ T 1( f ) ⊗k k′|U ⊆ V(h)}.

Alors dans ce cas-là, pour tout U ∈ C(Vt), L(U) est un sous-espace k′-vectoriel propre de T 1( f )⊗k

k′. Comme le cardinal de k′ est infini et le cardinal de C(Vt) est fini, il existe un vecteur h ∈
T 1( f ) ⊗k k′, tel que

h <
⋃

U∈C(Vt)

L(U).

Alors pour tout U ∈ C(Vt), on a U * V(h). Donc V(h) ∩ Vt est une intersection complète.
Donc pour tout 0 6 t 6 n − s − 1, on peut trouver des g1, . . . , gt, qui satisfont le besoin. C’est

la fin de la démonstration. �

Soit X ↪→ Pn
Fq

l’hypersurface projective définie par le polynôme homogène f non-nul de degré
δ, dont la dimension du lieu singulier est plus grande ou égale à zéro. Soit Fqm/Fq une extension
finie telle que l’on peut trouver une suite de g1, . . . , gn−s−1 ∈ T

1( f ) ⊗Fq Fqm non-nuls qui satisfont
que XFqm ,V(g1), . . . ,V(gn−s−1) soit une intersection complète. L’extension Fqm/Fq est galoisienne,
car Gal(Fqm/Fq) = (Z/mZ,+). D’après le lemme 1.5.8, les g1, . . . , gn−s−1 ∈ T

1( f )⊗Fq Fqm existent
lorsque l’entier m est assez positif. Soient ξ ∈ X(Fq), et ξ′ = ξ ×Spec k Spec k′. Alors on a µξ(X) =

µξ′(XFqm ) d’après la proposition 1.3.8.
On désigne par Xi,Fqm l’hypersurface V(gi) définie par gi sur Fqm , où i = 1, . . . , n− s− 1. Par le

critère jacobien (cf. [49, Theorem 4.2.19]), on obtient Xsing
Fqm
⊆ XFqm ∩ X1,Fqm ∩ · · · ∩ Xn−s−1,Fqm .

Pour tout sous-schéma intègre Y de XFqm , on désigne par Y (a) le lieu des points dans Y dont les
multiplicités sont égales à µY (XFqm ), et par Y (b) le lieu des points dans Y dont les multiplicités sont
plus grandes ou égales à µY (XFqm ) + 1. De plus, on désigne par Y (a)(Fq) (resp. Y (b)(Fq)) l’ensemble
des points Fqm-rationnels de Y (a) (resp. Y (b)) qui apparaissent dans les images inverses des éléments
de Pn

Fq
(Fq) par rapport à l’immersion fermée de Y dans Pn

Fqm
sous le changement de base Pn

Fqm
→

Pn
Fq

(voir la définition 1.3.18). Donc on a Y(Fq) = Y (a)(Fq)
⊔

Y (b)(Fq).

D’après le corollaire 1.3.13, on obtient que Y (a) est dense dans Y si Y (a) , ∅, et Y (b) est de
dimension plus petite ou égale à dim(Y) − 1.
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Dans la suite, on construit une famille d’arbres d’intersection {TY }, où Y ∈ C(XFqm · X1,Fqm ·

. . . · Xn−s−1,Fqm ). La racine de l’arbre d’intersection TY est Y .
Pour construire les sommets de profondeur plus grande ou égale à 1, soit U un sommet déja

construit dans les arbres d’intersection {TY }. On considère le sommet U comme un schéma in-
tègre. Il faut considérer les propriétés de U(Fq), où U(Fq) est défini dans la définition 1.3.18. Si
U(b)(Fq) = ∅, le sommet U est une feuille dans les arbres d’intersection.

Si U(b)(Fq) , ∅, alors on a µU(XFqm ) < δ. D’après le corollaire 1.5.4, on peut trouver un h ∈

T
δ−µU (XFqm )( f ) ⊗Fq Fqm , tel que l’hypersurface définie par le polynôme h intersecte U proprement.

Bien sûr on a deg(h) 6 δ − 1. Dans ce cas-là, on définit V(h) comme l’étiquette du sommet U.
Les poids des arêtes sont les multiplicités d’intersection respectives.
Pour la construction plus haute, toutes les étiquettes mentionnées ci-dessus sont de dimension

n − 1, donc les sommet dans Cw sont de dimension n − w − 2, où 1 6 w 6 n − 2 est un entier.
Le lemme suivant est une propriété de l’ensemble Z∗ (voir la définition 1.4.2), qui sera utile

dans la démonstration du théorème 1.5.1. C’est la motivation que l’on définit le sous-ensembleZ∗
de C∗.

Lemme 1.5.9. Avec les notations et constructions ci-dessus, pour tout ξ ∈ Xsing
Fqm

(Fq), il existe au

moins un Z ∈ Z∗ tel que ξ ∈ Z(a)(Fq), oùZ∗ est défini dans la définition 1.4.2.

Démonstration. Soit Y ∈ C(XFqm · X1,Fqm · . . . · Xn−s−1,Fqm ). Par la construction des arbres d’inter-

section TY ci-dessus, pour tout ξ ∈ Xsing
Fqm

(Fq), on a ξ ∈ Y(Fq) pour au moins un Y ∈ C(XFqm ·X1,Fqm ·

. . . · Xn−s−1,Fqm ).
Soit Cm comme dans la définition 1.4.1. Si Cn−2 , ∅, les sommets dans Cn−2 sont certains

points rationnels, qui doivent être réguliers. Si Ct = ∅ mais Ct−1 , ∅, alors pour tout U ∈ Ct−1, on
a U(b)(Fq) = ∅. Donc pour tout ξ ∈ Xsing

Fqm
(Fq), il toujours existe un Y ∈ Cw, tel que ξ ∈ Y (a)(Fq).

Pour un ξ ∈ Xsing
Fqm

(Fq) fixé, on prend la valeur minimale w telle qu’il existe un Y ∈ Cw vérifiant

ξ ∈ Y (a)(Fq). S’il existe un tel Y ∈ Zw, on a l’assertion. Sinon, pour tout Y ∈ Cw qui satisfait
ξ ∈ Y (a)(Fq), on a toujours Y < Zw. Alors on peut trouver l’entier positif maximal w′ qui satisfait
la condition suivantes : w′ < w, et il existe un Y0 ∈ Cw′ tel que Y ( Y0 mais Y ne soit pas parmi
les descendants de Y0. Si ξ ∈ Y (a)

0 (Fq), il contredit avec ce que w est minimal. Si ξ ∈ Y (b)
0 (Fq),

alors on a µY (XFqm ) = µξ(XFqm ) > µY0(XFqm ) + 1. D’après la construction des arbres d’intersection
ci-dessus, Y est un descendant de Y0, qui contredit avec ce que le choix de w′ est maximal.

En résumé, on a l’assertion. �

1.5.3 Démonstration du théorème 1.5.1

Avec toutes les préparations ci-dessus, on va démontrer le théorème 1.5.1.

Démonstration du théorème 1.5.1. On prend la construction des arbres d’intersection dont les
racines sont les éléments dans C(XFqm · X1,Fqm · . . . · Xn−s−1,Fqm ) dans §1.5.2. D’après la propo-
sition 1.3.8, comme Fq est un corps parfait, on a µξ(X) = µξ′(XFqm ), où ξ ∈ X(Fq) et ξ′ =

ξ ×SpecFq SpecFqm .
Donc on obtient ∑

ξ∈X(Fq)

µξ(X)(µξ(X) − 1)n−s−1 (1.20)

=
∑

ξ∈Xsing(Fq)

µξ(X)(µξ(X) − 1)n−s−1

=
∑

ξ∈Xsing
Fqm (Fq)

µξ(XFqm )(µξ(XFqm ) − 1)n−s−1,
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où la notation Xsing
Fqm

(Fq) est introduite dans la définition 1.3.18.

D’après le lemme 1.5.9, pour tout ξ ∈ Xsing
Fqm

(Fq), on peut trouver un Z ∈ Z∗ tel que ξ ∈ Z(a)(Fq).
Donc on obtient ∑

ξ∈Xsing
Fqm (Fq)

µξ(XFqm )(µξ(XFqm ) − 1)n−s−1 (1.21)

6
s∑

t=0

∑
Z∈Zt

∑
ξ∈Z(a)(Fq)

µξ(XFqm )(µξ(XFqm ) − 1)n−s−1.

D’après le corollaire 1.5.5, pour tout Z ∈ Z∗, on obtient que l’inégalité

µZ(XFqm ) − 1 6 µZ(Xi,Fqm ),

est vérifiée pour tout i = 1, . . . , n − s − 1. Donc on a l’inégalité

µZ(XFqm )(µZ(XFqm ) − 1)n−s−1 6 µZ(XFqm )µZ(X1,Fqm ) · · · µZ(Xn−s−1,Fqm ). (1.22)

D’après la proposition 1.4.6 et l’inégalité (1.22), on a∑
Z∈Zt

µZ(XFqm )(µZ(XFqm ) − 1)n−s−1 deg(Z) (1.23)

6
∑
Z∈Zt

µZ(XFqm )µZ(X1,Fqm ) · · · µZ(Xn−s−1,Fqm ) deg(Z) 6 δ(δ − 1)n−s+t−1

pour tout t = 0, . . . , s, car toutes les étiquettes dans C′∗ sont de degré plus petit ou égal à δ − 1.
Avec les inégalités (1.21) et (1.23), on a

s∑
t=0

∑
Z∈Zt

∑
ξ∈Z(a)(Fq)

µξ(XFqm )(µξ(XFqm ) − 1)n−s−1 (1.24)

=

s∑
t=0

∑
Z∈Zt

µZ(XFqm )(µZ(XFqm ) − 1)n−s−1#Z(a)(Fq)

6
s∑

t=0

∑
Z∈Zt

µZ(XFqm )(µZ(XFqm ) − 1)n−s−1#Z(Fq)

6
s∑

t=0

∑
Z∈Zt

(
µZ(XFqm )(µZ(XFqm ) − 1)n−s−1 deg(Z)#Ps−t(Fq)

)
=

s∑
t=0

#Ps−t(Fq)

∑
Z∈Zt

µZ(XFqm )(µZ(XFqm ) − 1)n−s−1 deg(Z)


6 δ(δ − 1)n−s−1#Ps(Fq) + δ(δ − 1)n−s#Ps−1(Fq)

+ · · · + δ(δ − 1)n−1,

où l’inégalité dans la troisème ligne est vérifiée d’après la proposition 1.3.19, et la dernière inté-
galité est vraie d’après le lemme 1.3.17.

D’après les inégalités (1.20), (1.21) et (1.24), on obtient le résultat. �
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Remarque 1.5.10. Si n = 2, par la méthode similaire à la démonstration du théorème 1.5.1, on
obtient l’inégalité (1.1) , où en fait on peut considérer tous les points fermés de cette courbe plane.
D’après le théorème 1.5.1, on a∑

ξ∈X(Fq)

µξ(X)(µξ(X) − 1)n−s−1 6 (s + 1)2δ(δ − 1)n−s−1 max{δ − 1, q}s

�n δ(δ − 1)n−s−1 max{δ − 1, q}s,

comme s 6 n − 2.

Exemple 1.5.11. Soit X′ ↪→ P2
Fq

une courbe plane réduite de degré δ définie par l’équation ho-
mogène f (T0,T1,T2) = 0 qui a seulement un point Fq-rationnel singulier de multiplicité δ. Alors
on peut considérer f (T0,T1,T2) comme un polynôme homogène de degré δ dans Fq[T0, . . . ,Tn].
Donc l’équation homogène f (T0,T1,T2) = 0 définit une hypersurface réduite de degré δ de Pn

Fq

(n > 2), notée comme X cette hypersurface. Soit [a0 : a1 : a2] la coordonnée projective du point
singulier de X′. Alors on a

Xsing(Fq) = {[x0 : · · · : xn] ∈ Pn
Fq

(Fq)| x0 = a0, x1 = a1, x2 = a2} ∪

{[x0 : · · · : xn] ∈ Pn
Fq

(Fq)| x0 = x1 = x2 = 0},

où tous les points Fq-rationnels singuliers sont de multiplicité δ. Alors pour l’hypersurface X, on
obtient ∑

ξ∈X(Fq)

µξ(X)(µξ(X) − 1) = δ(δ − 1)qn−2 + δ(δ − 1)(qn−3 + · · · + 1)

= δ(δ − 1)(qn−2 + · · · + 1)

∼n δ(δ − 1)qn−2.

Alors l’ordre de δ et l’ordre de q dans le théorème 1.5.1 sont optimaux pour le cas où q est assez
grand et dim(Xsing) = n − 2.

Remarque 1.5.12. Soit X une hypersurface de Pn
Fq

, où dim(Xsing) = s. D’après le théorème 1.5.1,
on obtient ∑

ξ∈X(Fq)

µξ(X)(µξ(X) − 1)

6
∑

ξ∈X(Fq)

µξ(X)(µξ(X) − 1)2 6 · · · 6
∑

ξ∈X(Fq)

µξ(X)(µξ(X) − 1)n−s−1

6 δ(δ − 1)n−s−1(qs + qs−1 + · · · + 1) +

δ(δ − 1)n−s(qs−1 + qs−2 + · · · + 1) + · · · + δ(δ − 1)n−1.

Donc on obtient que pour tout t ∈ {1, . . . , n − s − 1}, on a∑
ξ∈X(Fq)

µξ(X)(µξ(X) − 1)t �n δ(δ − 1)n−s−1qs

lorsque q > δ − 1.
Soit t un entier avec t > n − s, on peut construire un exemple (l’exemple 1.5.11 par exemple),

tel que ∑
ξ∈X(Fq)

µξ(X)(µξ(X) − 1)t ∼n δ(δ − 1)tqs
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lorsque q > δ − 1.
Soit f (T ) ∈ R[T ] un polynôme de degré n − s, qui satisfait f (1) = 0 et f (x) > 0 pour tout

x > 2. Donc il existe une constante C f > 0 dépendant du polynôme f (T ), telle que

f (x) 6 C f x(x − 1)n−s−1

pour tout x > 1. D’où l’on a∑
ξ∈X(Fq)

f (µξ(X)) 6 C f

∑
ξ∈X(Fq)

µξ(X)(µξ(X) − 1)n−s−1 �n, f δ(δ − 1)n−s−1 max{δ − 1, q}s.

Alors le choix de la fonction de comptage

µξ(X)(µξ(X) − 1)n−s−1

est convenable pour décrire la complexité du lieu singulier de X, où ξ ∈ X(Fq).

Pour généraliser le théorème 1.5.1 au cas où X est un schéma projectif général, on a la conjec-
ture suivante.

Conjecture 1.5.13. Soit X un sous-schéma fermé réduit de Pn
Fq

qui est de dimension pure d et de
degré δ. Si la dimension du lieu singulier de X est s, alors on a∑

ξ∈X(Fq)

µξ(X)(µξ(X) − 1)d−s �n δ(δ − 1)d−sqs.
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Chapitre 2

Outils de la géométrie d’Arakelov

Dans ce chapitre, on donnera une introduction brève à la méthode des pentes dans la géométrie
d’Arakelov. De plus, on introduira la théorie de la géométrie des nombres par l’approche de la
géométrie d’Arakelov. Les résultats dans ce chapitre seront utilisés dans le problème de comptage
des points rationnels dans les variétés arithmétiques.

2.1 Valeurs absolues sur un corps de nombres

On introduira certaines notations et certains résultats de la théorie algébrique des nombres
qui sont utilisés pour introduire la méthode des pentes. On désigne par Q le corps des nombres
rationnels, par R le corps des nombres réels, et par C le corps des nombres complexes. Pour un
sous-corps K de C, on désigne par K la clôture algébrique de K dans C. Si A est un anneau, on
désigne par Spm A l’ensemble des idéaux maximaux de A.

Dans cette thèse, sauf mention contraire, on désigne par log(.) la fonction logarithme naturel.
Soit K un corps. Si K/Q est une extension finie de corps, on dit que K est un corps de nombres.
Soit p un nombre premier, on désigne par |.|p la valeur absolue p-adique sur Q, et par |.| ou |.|∞

la valeur absolue usuelle.
Soit K un corps de nombres, on désigne par MK, f l’ensemble des valeurs absolues sur K qui

prolongent un |.|p, où p est un nombre premier. Soit v un élément dans l’ensemble MK, f , on dit que
v est une place finie du corps de nombres K. De même, on désigne par MK,∞ l’ensemble de toutes
les valeurs absolues qui prolongent |.|∞, et on dit qu’un élément dans MK,∞ est une place infinie du
corps de nombres K. De plus, on définit MK = MK, f

⊔
MK,∞, et on dit qu’un élément dans MK est

une place du corps de nombres K. Si v ∈ MK , on désigne par |.|v la valeur absolue correspondante
à la place v.

Par la discussion ci-dessus, l’ensemble MK, f est en bijection naturelle avec SpmOK , et l’ensem-
ble MK,∞ est Hom(K,C). Pour une place v ∈ MK,∞, si v provient d’un plongement v : K ↪→ R, on
dit que v est une place réelle ; sinon on dit que v est une place complexe.

Si r1 est le nombre des places réelles de K, et r2 est le nombre des places complexes de K.
Alors on a

r1 + 2r2 = [K : Q].

Soient K un corps de nombres, et v ∈ MK . On désigne par Kv le complété de K avec la norme
|.|v.

Soient K ⊂ L deux corps de nombres, v ∈ MK , et w ∈ ML. Si |.|w prolonge |.|v, on note w|v ;
sinon on note w - v. De plus, on désigne par Kw le corps Kv pour simplifier lorsque w|v.

En effet, soient v ∈ MK,∞, et a ∈ K. On peut définir la valeur absolue |.|v comme

|a|v =
∣∣∣NKv/Qv(a)

∣∣∣ 1
[Kv:Qv] , (2.1)
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où |.| est la valeur absolue usuelle, et NKv/Qv(.) est la norme de l’extension de corps Kv/Qv. De
plus, soient v ∈ MK, f , et a ∈ K. Si Qv est le corps p-adique, où p est un premier. La valeur absolue
|.|v est définie comme

|a|v = |NKv/Qv(a)|
1

[Kv:Qv]
p , (2.2)

où |.|p est la valeur absolue p-adique, et NKv/Qv(.) est la norme de l’extension de corps Kv/Qv.
Pour la relation entre les valeurs absolues {|.|v}v∈MK sur le corps de nombres K, on a le résultat

suivant.

Théorème 2.1.1 (Formule de produit). Soient K un corps de nombres, et a ∈ K×. Si on maintient
la définition dans (2.1) et (2.2), on a∑

v∈MK

[Kv : Qv] log |a|v = 0.

On revoie les lecteurs à [57, Chap. III, Proposition 1.3] pour une démonstration du théorème
2.1.1.

Remarque 2.1.2. On peut écrire la formule du produit (le théorème 2.1.1) sous la forme de∏
v∈MK

|a|[Kv:Qv]
v = 1.

C’est la raison pour laquelle cette formule est appelée "formule de produit".

2.2 Fibrés vectoriels hermitiens sur un corps de nombres

2.2.1 Fibrés vectoriels normés

Dans ce paragraphe, soit K un corps de nombres, on désigne par OK l’anneau des entiers de
K. Il s’avère que l’anneau OK est un anneau de Dedekind (cf. [57, Theorem 3.3, Chap. I]).

Définition 2.2.1. On appelle fibré vectoriel normé sur SpecOK toute donnée E = (E, h), où :

1. E est un OK-module projectif de rang fini ;

2. h = (‖.‖v)v∈MK,∞ est une famille de normes, où ‖.‖v est une norme sur E ⊗OK ,v C qui est
invariante sous l’action du groupe Gal(C/Kv).

On plus des notations de la définition 2.2.1, on ajoute les notions suivantes :
— le rang de E est défini comme celui de E, noté comme rgOK

(E), ou comme rg(E) s’il n’y a
pas d’ambiguïté ;

— si toutes les normes dans h sont hermitiennes, on dit que E est un fibré vectoriel hermitien ;
— si rg(E) = 1, toutes les normes dans h sont hermitiennes. Dans ce cas-là, on dit que E est

un fibré en droites hermitien.
On appelle sous-fibré vectoriel normé de E toute donnée F = (F, (‖.‖F,v)v∈MK,∞), où F est

un sous-OK-module saturé de E (i.e. le module quotient E/F est sans torsion). Pour toute place
v ∈ MK,∞, ‖.‖F,v est la restriction de la norme ‖.‖v sur E ⊗OK ,v C à F ⊗OK ,v C.

Définition 2.2.2. Soient V un espace C-vectoriel de rang fini qui est muni d’une norme ‖.‖V , W
un espace quotient de V , et π : V → W la projection. On définit une norme ‖.‖W : W → R>0 sur
l’espace quotient W ci-dessous : pour tout y ∈ W, l’application ‖.‖W envoie y sur

inf
x∈V
π(x)=y

‖x‖V .

Cette norme est appelée norme quotient sur W.
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On appelle fibré quotient G de E le OK-module quotient projectif G de E muni d’une famille
des normes quotients (‖.‖G,v)v∈MK,∞ de E définies dans la définition 2.2.2.

Si le fibré vectoriel normé E est hermitien, ses sous-fibrés vectoriels normés et ses fibrés
quotients sont hermitiens aussi.

Soient E un fibré vectoriel hermitien sur SpecOK , F un sous-fibré vectoriel normé de E, et G
un fibré quotient de E. Si

0 // F // E // G // 0

est une suite exacte de OK-modules, alors la suite exacte

0 // F // E // G // 0

est appelée suite exacte de fibrés vectoriels hermitiens. Dans ce cas-là, on note G = E/F.
Soit E = (E, (‖.‖v)v∈MK,∞) un fibré vectoriel normé sur SpecOK . On désigne par E

∨
la donnée

(E∨, (‖.‖E∨⊗OK ,vC
)v∈MK,∞), où :

— E∨ := HomOK (E,OK) est le OK-module dual de E ;
— Pour toute place v ∈ MK,∞, la norme duale ‖.‖E∨⊗OK ,vC

sur E∨⊗OK ,vC � HomC(E⊗OK ,vC,C)
est définie comme ci-dessous : pour toute forme linéaire α ∈ HomC(E ⊗OK ,v C,C), cette
norme envoie α sur

sup
x,0

x∈E⊗OK ,vC

|α(x)|
‖x‖v

.

On appelle E
∨

fibré vectoriel dual de E.
Si E est hermitien, le fibré vectoriel normé E

∨
est hermitien aussi.

Dans la suite, on va définir les fibrés vectoriels normés E1 ⊕m E2 et E1 ⊕ E2, où E1 et E2 sont
des fibrés vectoriels hermitiens sur SpecOK .

Afin de définir E1 ⊕m E2, on définit la structure de OK-module comme E1 ⊕ E2. Si v ∈ MK,∞,
on a

(E1 ⊕ E2) ⊗OK ,v C � (E1 ⊗OK ,v C) ⊕ (E2 ⊗OK ,v C).

Les normes sur ce fibré vectoriel normé sont définies comme

‖(x, y)‖m,v = max {‖x‖v, ‖y‖v}

pour toute place v ∈ MK,∞. Mais en général, E1 ⊕m E2 n’est plus hermitien.

Exemple 2.2.3. Soient E1 = E2 = Z munis de la norme donnée par valeur absolue usuelle. Pour
tous x ∈ Z, y ∈ Z, on a ‖(x, y)‖m = max{|x|, |y|} qui n’est pas hermitien.

De même, on va définir le fibré vectoriel normé E1 ⊕ E2. La structure de OK-module est aussi
E1 ⊕ E2. Pour toute v ∈ MK,∞, la norme ‖.‖v sur (E1 ⊕ E2) ⊗OK ,v C � (E1 ⊗OK ,v C) ⊕ (E2 ⊗OK ,v C)
est définie comme

‖(x, y)‖v =

√
‖x‖2v + ‖y‖2v .

Si E1 et E2 sont hermitiens, il en est même de E1 ⊕ E2.
Soient E1 et E2 deux fibrés vectoriels hermitiens. Afin de définir E1 ⊗ E2 et

∧r E (rg(E) = r),
d’abord on rappelle la construction de la norme du produit tensoriel d’espaces vectoriels hermi-
tiens. Soient V et W deux espaces C-vectoriels hermitiens, il existe une unique norme hermitienne
sur l’espace vectoriel V ⊗C W telle que

∀x1, x2 ∈ V, y1, y2 ∈ W, 〈x1 ⊗ y1, x2 ⊗ y2〉 = 〈x1, x2〉〈y1, y2〉,

où 〈., .〉 est le produit scalaire sur V et W induit par les normes hermitiennes respectivement.
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Si {xi}
n
i=1 et {yi}

m
i=1 sont des bases orthonormées de V et W respectivement, alors {xi ⊗ y j} 16i6n

16 j6m
est une base orthonormée de V ⊗C W. On dit que la norme sur l’espace du produit tensoriel est la
norme du produit tensoriel.

Soit V un espace vectoriel hermitien, r un entier positif, il y a une norme hermitienne unique
sur l’espace du produit extérieur

∧r V telle que pour tous x1, . . . , xr, y1, . . . , yr ∈ V , on a

〈x1 ∧ · · · ∧ xr, y1 ∧ · · · ∧ yr〉 = det


〈x1, y1〉 〈x1, y2〉 · · · 〈x1, yr〉

〈x2, y1〉 〈x2, y2〉 · · · 〈x2, yr〉
...

...
. . .

...

〈xr, y1〉 〈xr, y2〉 · · · 〈xr, yr〉

 .
On dit que la norme induite par le produit scalaire ci-dessus est la norme du produit extérieur sur∧r V . Si {ei}

r
i=1 est une base orthonormée de V , alors

ei1 ∧ · · · ∧ eir , 1 6 i1 < · · · < ir 6 n

est une base orthonormée de
∧r V .

Soient E1 et E2 deux fibrés vectoriels hermitiens. Afin de définir les fibrés vectoriels hermitiens
E1⊗E2 et

∧r E (rg(E) = r), d’abord on détermine les structures de OK-module. Elles sont E1⊗OK

E2 et
∧r E respectivement. De plus, les normes sont les normes du produit tensoriel et produit

extérieur définies ci-dessus par rapport aux v ∈ MK,∞.
Maintenant, on commence à discuter les normes sur les places finies, qui sont déterminées

par la structure de OK-modules de façon unique. Pour toute p ∈ MK, f , on considère le module
E ⊗OK Kp, où Kp est la complétion de K à la place p.

Définition 2.2.4. On définit la norme ‖.‖E,p de E ⊗OK Kp ci-dessous : pour tout x ∈ E ⊗OK Kp, on
définit

‖x‖E,p := inf
{
|a|p | a ∈ K×p , a

−1x ∈ E ⊗OK ÔK,p
}
,

où l’anneau ÔK,p est la complété p-adique de l’anneau local OK,p à l’idéal maximal p.

Si x ∈ E ⊗OK K, on a
‖x‖E,p = inf

{
|a|p | a ∈ K×, a−1x ∈ E

}
.

En effet, on a

inf
{
|a|p | a ∈ K×, a−1x ∈ E

}
> inf

{
|a|p | a ∈ K×p , a

−1x ∈ E ⊗OK ÔK,p
}

par définition. Dans la suite, pour une p ∈ MK, f fixée, on suppose que l’on peut trouver un k ∈ K×p
et un s ∈ K×, tels que k−1x ∈ E ⊗OK ÔK,p, s−1x ∈ E, et l’inégalité

|s|p = inf
{
|a|p | a ∈ K×, a−1x ∈ E

}
> |k|p = inf

{
|a|p | a ∈ K×p , a

−1x ∈ E ⊗OK ÔK,p
}

soit vérifiée. De plus, pour une place p ∈ MK, f fixée, on peut trouver un k′ ∈ K× tel que |k′|p = |k|p
et |k′|q = 1 pour toute place q ∈ MK, f , q , p. Alors il existe un a ∈ Ô×K,p tel que k = ak′ (ici k′

est considéré comme son image dans Kp par rapport au prolongement canonique de K ↪→ Kp).
Alors on a k′−1x ∈ E ⊗OK ÔK,p. Pour toute place pi ∈ MK, f , on peut trouver un tel k′i . Soit l =

∏
i

k′i
(c’est un produit fini car pour toute sauf un nombre fini de p ∈ MK, f , on a ‖x‖p = 1). Alors on a
l−1x ∈ E et |l|p = inf

{
|a|p | a ∈ K×p , a

−1x ∈ E ⊗OK ÔK,p
}

pour toute place p ∈ MK, f , ce qui donne
une contradiction.

On a les propriétés suivantes :
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1. Soient E un OK-module projectif de type fini, et F un sous-module saturé de E. Alors pour
toute place p ∈ MK, f , la norme ‖.‖F,p est la restriction de ‖.‖E,p sur F ⊗OK Kp.

2. Soient E un OK-module projectif, et G un OK-module quotient projectif de type fini. Pour
toute place p ∈ MK, f , la norme ‖.‖G,p est la norme quotient de ‖.‖E,p induite sur G ⊗OK Kp.

3. Soient E et F deux OK-modules projectifs de type fini. Pour toute place p ∈ MK, f , tout
x ∈ E ⊗OK Kp, et tout y ∈ F ⊗OK Kp, les égalités

‖(x, y)‖E⊕F,p = max
{
‖x‖E,p, ‖y‖F,p

}
et

‖x ⊗ y‖E⊗F,p = ‖x‖E,p · ‖y‖F,p

sont vérifiées.
En effet, la première égalité est vérifiée par définition directement. Pour la deuxième
égalité, par définition on a ‖x ⊗ y‖p 6 ‖x‖p · ‖y‖p, car pour tous a, b ∈ K, l’égalité
ab(x ⊗ y) = (abx) ⊗ y = x ⊗ (aby) = (ax) ⊗ (by) dans (E ⊗OK F) ⊗OK K est vérifiée.
Alors si ax ∈ E et by ∈ F, la relation ab(x ⊗ y) ∈ E ⊗OK F est vérifée.
Pour l’autre côté, on suppose que k−1(x ⊗ y) ∈ E ⊗OK F tel que la valeur absolue ‖k‖p soit
minimale. Soient s, t ∈ K×, alors abk−1(s−1x ⊗ t−1y) ∈ E ⊗OK F. Si s−1x ∈ E et t−1y ∈ F,
alors ordp(k−1st) 6 0, ce qui signifie ‖s‖p · ‖t‖p > ‖k‖p. On peut choisir s un élément tel que
‖s−1‖p = ‖x‖p et t est un élément tel que ‖t−1‖p = ‖y‖p. Alors on obtient ‖x⊗y‖ > ‖x‖p ·‖y‖p,
ce qui montre le résultat.

4. Soit E un OK-module projectif de type fini, pour toute place p ∈ MK, f , soit

E⊗r ⊗OK Kp
π

−−−−−→ (
∧r E) ⊗OK Kp (2.3)

la projection canonique qui envoie a1 ⊗ a2 ⊗ · · · ⊗ ar sur a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ ar. Alors, ‖.‖∧r E,p
est la norme quotient de ‖.‖E⊗r ,p. C’est différent du cas de v ∈ MK,∞.

Exemple 2.2.5. Soient (V, ‖.‖V ) un espace hermitien de dimension n, et {ei}
n
i=1 une base orthogo-

nale de V . On définit le morphisme π comme la projection

π : V⊗n π
−−−−−→

∧n V,

qui envoie
∑
i
λi ·ei1 ⊗· · ·⊗eir sur

∑
i
λi ·ei1 ∧· · ·∧eir , où l’indice i = (i1, . . . , ir) parcourt l’ensemble

{1, . . . , n}r. On désigne Sr le groupe symétrique du ordre r. Le groupe Sr agit sur {1, . . . , n}r, qui
envoie (i1, . . . , ir) sur (iσ(1), . . . , iσ(r)). Donc on a

∑
i

λi · ei1 ∧ · · · ∧ eir =
∑

16i1<···<ir6n

 ∑
σ∈Sr

sgn(σ)λσ(i)

 ei1 ∧ · · · ∧ eir .

Alors la norme du morphisme π est
√

r!.

2.2.2 Degré d’Arakelov d’un fibré vectoriel hermitien

Dans cette partie, sauf mention au contraire, on fix K un corps de nombres, et OK l’anneau des
entiers de K. Soient L un fibré en droites hermitien non-nul sur SpecOK , et s ∈ L ⊗OK K, s , 0.
On considère la somme

−
∑

v∈MK

[Kv : Qv] log ‖s‖v,
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qui ne dépend pas du choix de s. En effet, si s′ ∈ L ⊗OK K qui est différent de s, alors il existe un
a ∈ K× tel que s = as′. Donc on a

−
∑

v∈MK

[Kv : Qv] log ‖s‖v = −
∑

v∈MK

[Kv : Qv] log ‖as′‖v

= −
∑

v∈MK

[Kv : Qv] log ‖s′‖v −
∑

v∈MK

[Kv : Qv] log |a|v

= −
∑

v∈MK

[Kv : Qv] log ‖s′‖v,

où l’égalité
∑

v∈MK

[Kv : Qv] log |a|v = 0 résulte de la formule du produit (le théorème 2.1.1).

Définition 2.2.6. Soient L un fibré en droites hermitien non-nul sur SpecOK , et s ∈ L ⊗OK K,
s , 0. On dit que

d̂eg(L) := −
∑

v∈MK

[Kv : Qv] log ‖s‖v

est le degré d’Arakelov du fibré en droites normé L.

Proposition 2.2.7 ([7], (4.3)). Soient L1 et L2 deux fibrés vectoriels hermitiens sur SpecOK . Alors

d̂eg(L1 ⊗ L2) = d̂eg(L1) + d̂eg(L2).

Démonstration. Soient s1 ∈ L1 ⊗OK K et s2 ∈ L2 ⊗OK K, donc s1 ⊗ s2 ∈
(
L1 ⊗ L2

)
⊗OK K (il est

bien défini). On obtient

d̂eg(L1 ⊗ L2) = −
∑

v∈MK

[Kv : Qv] log ‖s1 ⊗ s2‖v

= −
∑

v∈MK

[Kv : Qv] log (‖s1‖v · ‖s2‖v)

= −
∑

v∈MK

[Kv : Qv] log ‖s1‖v −
∑

v∈MK

[Kv : Qv] log ‖s2‖v

= d̂eg(L1) + d̂eg(L2),

ce qui démontre l’assertion. �

Proposition 2.2.8 ([7], (4.1)). Soient L un fibré en droites hermitien sur SpecOK , s ∈ L, s , 0.
Alors

−
∑

v∈MK, f

[Kv : Qv] log ‖s‖v = log #(L/OK s) −
∑

v∈MK,∞

[Kv : Qv]‖s‖v.

Démonstration. D’après [25, Theorem 11.6], on peut supposer L �
∏

p∈SpmOK

pβp etOK s �
∏

p∈SpmOK

pαp ,

où αp, βp ∈ Z.
Comme OK s est un sous-module de L, pour tout p ∈ SpmOK , l’inégalité αp > βp est vérifiée.

Soit car(k(p)) = p, où k(p) est le corps résiduel de l’anneau OK,p. Alors

‖s‖p = inf
{
|a|p | a−1s ∈ L

}
= inf

|a|p | a−1 ∈
∏
q

q
αq−βq

 = p−
αp−βp
e(p/p) ,

où l’entier e(p/p) est l’indice de ramification de l’idéal maximal p de OK . Donc on a

‖s‖−[Kp:Qp]
p = p(αp−βp) f (p/p) = #(OK/p)αp−βp ,



2.2. Fibrés vectoriels hermitiens sur un corps de nombres 69

où l’entier f (p/p) est le degré d’inertie de l’idéal maximal p de OK .
Dans la décomposition de Jordan-Hölder du OK-module L/sOK , le simple module OK/p ap-

paraît αp − βp fois. Alors on a

#(L/OK s) =
∏
p

(#(OK/p))αp−βp =
∏
p

‖s‖[Kp:Qp]
p .

Donc si L est un fibré en droites hermitien sur SpecOK , s ∈ L, s , 0, l’égalité

d̂eg(L) = log #(L/OK s) −
∑

v∈MK,∞

[Kv : Qv] log ‖s‖v

est vérifiée. �

Dans la suite, on va discuter le cas du fibré vectoriel hermitien.
Soit E un fibré vectoriel hermitien de rang r sur SpecOK , alors

∧r E est un fibré en droites
hermitien muni des normes du produit extérieur. Dans la suite, on désigne det(E) =

∧r E pour
simplifier. De plus, on définit

d̂eg(E) = d̂eg(det(E))

comme le degré d’Arakelov du fibré vectoriel hermitien E.
Par la définition ci-dessus, si {si}

r
i=1 est une K-base de E ⊗OK K, on a

d̂eg(E) = −
∑

v∈MK

[Kv : Qv] log ‖s1 ∧ · · · ∧ sr‖v.

Proposition 2.2.9 ([36], 2.4.1). Soit E un fibré vectoriel hermitien sur SpecOK . On suppose que
{si}

r
i=1 ⊂ E est une K-base de E ⊗OK K. Alors on a

d̂eg(E) = log # (E/(OK s1 + · · · + OK sr)) −
1
2

∑
v∈MK,∞

[Kv : Qv] log det
(
〈si, s j〉v

)r

i, j=1
,

où 〈., .〉v est le produit scalaire induit par la norme ‖.‖v lorsque v ∈ MK,∞, et
(
〈si, s j〉v

)r

i, j=1
est la

matrice de Gram de {si}
r
i=1 par rapport au produit scalaire 〈., .〉v.

Démonstration. On suit la démonstration de [19, Proposition 1.7.5]. En effet, on obtient

d̂eg(E)

= −
∑

v∈MK

[Kv : Qv] log ‖s1 ∧ · · · ∧ sr‖v

= −

 ∑
v∈MK, f

+
∑

v∈MK,∞

 [Kv : Qv] log ‖s1 ∧ · · · ∧ sr‖v

= log # (det(E)/OK(s1 ∧ · · · ∧ sr)) −
∑

v∈MK,∞

[Kv : Qv] log
(
det

(
〈si, s j〉v

)r

i, j=1

) 1
2

d’après la proposition 2.2.8.
Si on peut démontrer l’égalité

#(det(E)/OK(s1 ∧ · · · ∧ sr)) = #(E/(OK s1 + · · · + OK sr)),

on obtient le résultat.
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Dans la suite, on va prouver l’égalité ci-dessus.
L’anneau OK,v est un anneau de valuation discrète pour toute place v ∈ MK, f , donc il est

principal (cf. [51, Theorem 11.1]).
Par définition, pour toute place v ∈ MK, f , il n’y a pas d’élément sans torsion dans les OK,v-

modules E1 = E/(OK,vs1 + · · · + OK,vsr) et E2 = det(E)/OK,v(s1 ∧ · · · ∧ sr), donc #(E/(OK,vs1 +

· · · + OK,vsr)) < +∞ et #(det(E)/s1 ∧ · · · ∧ sr) < +∞. Pour tout x ∈ OK,v, on va prouver que
xE1 = 0 ⇔ xE2 = 0. S’il est vérifié, par la structure des modules de type fini sur l’anneau
principal, on obtiendra qu’ils ont les même facteurs invariants donc ils sont isomorphes.

L’isomorphisme E/(OK,vs1 + · · · + OK,vsr) �
r∏

i=1
OK,v/OK,vsi est vérifié. De plus, le fait que

xE1 = 0 est équivalent au fait que l’élément x annule au moins un des OK,v-modules

OK,v/OK,vs1,OK,v/OK,vs2, . . . ,OK,v/OK,vsr,

ce qui est équivalent à ce que x annule OK,v/OK,v(s1 ∧ · · · ∧ sr). Donc on obtient

det(E)v/OK,v(s1 ∧ · · · ∧ sr) � Ev/(s1OK,v + · · · + srOK,v)

pour toute place v ∈ MK, f .
Par définition, pour toute place v ∈ MK, f , les isomorphismes des OK,v-modules

(det(E)/OK(s1 ∧ · · · ∧ sr))v � det(E)v/OK,v(s1 ∧ · · · ∧ sr)

et
(E/OK s1 + · · · + OK sr)v � Ev/(OK,vs1 + · · · + OK,vsr)

sont vérifiés. Alors on obtient un isomorphisme de OK-modules

det(E)/OK(s1 ∧ · · · ∧ sr) � E/(OK s1 + · · · + OK sr).

Alors on a
#(det(E)/OK(s1 ∧ · · · ∧ sr)) = #(E/(OK s1 + · · · + OK sr)),

cela termine la démonstration. �

Proposition 2.2.10 ([11], (3.3)). Soient E, F et G des fibrés vectoriels hermitiens sur SpecOK .
Soit

0 −−−−−→ F −−−−−→ E −−−−−→ G −−−−−→ 0

une suite exacte de fibrés vectoriels hermitiens. Alors

det(E) � det(F) ⊗ det(G).

En particulier, l’égalité
d̂eg(E) = d̂eg(F) + d̂eg(G)

est vérifiée.

Démonstration. Soient r = rg(F), et s = rg(G). Comme G est un OK-module projectif, alors la
suite exacte

0 −−−−−→ F −−−−−→ E −−−−−→ G −−−−−→ 0

est scindée, et
∧r+s(E) �

∧r(F) ⊗OK

∧s(G).
Soit v ∈ MK,∞, alors l’espace vectoriel G ⊗OK ,v C est isométrique à l’espace orthogonal de

F ⊗OK ,v C dans E ⊗OK ,v C. Donc
∧r+s(E ⊗OK ,v C) est isométriquement isomorphique à

∧r(F ⊗OK ,v

C) ⊗OK ,v
∧s(G ⊗OK ,v C). L’additivité de d̂eg(.) est vérifiée par définition. �
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Corollaire 2.2.11 ([19], Proposition 1.7.6). On a les propriétés suivantes.

1. Soient E un fibré vectoriel hermitien sur SpecOK , et F un sous-fibré vectoriel hermitien
de E. Alors d̂eg(F) + d̂eg(E/F) = d̂eg(E).

2. Soient E1 et E2 des fibrés vectoriels hermitiens sur SpecOK . On a l’égalité d̂eg(E1⊗E2) =

rg(E1)d̂eg(E2) + rg(E2)d̂eg(E1).

Démonstration. L’énoncé 1 est une conséquence directe de la proposition 2.2.10.
Pour démontrer l’énoncé 2, soient rgOK

(E1) = r et rgOK
(E2) = s. Donc l’égalité d̂eg

(
E1 ⊗ E2

)
=

d̂eg
(∧rs(E1 ⊗ E2)

)
= d̂eg

(∧r(E
⊗s
1 ) ⊗

∧s(E
⊗r
2 )

)
est vérifiée. On obtient le reste d’après la propo-

sition 2.2.10. �

Remarque 2.2.12. On démontre que la fonction d̂eg(.) est une fonction additive lorsque F est
muni de la restriction des normes sur E, et que G est muni des normes quotients de E. Mais ceci
n’est plus vérifié si F ou G est muni des normes différentes, voir la démonstration de la proposition
2.2.18.

Proposition 2.2.13 ([19], Proposition 1.7.6). Soit E un fibré vectoriel hermitien sur SpecOK .
Alors on a :

d̂eg(E
∨

) = −d̂eg(E).

Démonstration. Soit r = rg(E), alors (
∧r E)∨ �

∧r(E
∨

). Donc il faut prouver le cas du fibré en
droites hermitien. Soient s ∈ E, α ∈ E∨, s , 0, α , 0. Alors pour toute place v ∈ MK , l’égalité

|α(s)|v = ‖α‖v‖s‖v

est vérifiée. D’après la formule du produit (le théorème 2.1.1), on obtient

0 =
∑

x∈MK

[Kv : Qv] log |α(s)|v

=
∑

[Kv : Qv](log ‖α‖v log ‖s‖v)

= d̂eg(E) + d̂eg(E
∨

),

ce qui montre l’assertion. �

Définition 2.2.14 (Degré d’Arakelov normalisé). Soit E un fibré vectoriel normé sur SpecOK . On
définit

d̂egn(E) :=
1

[K : Q]
d̂eg(E)

comme le degré d’Arakelov normalisé de E.

Proposition 2.2.15 ([5], §A.2). Soit E un fibré vectoriel hermitien sur SpecOK . Alors le degré
d’Arakelov normalisé d̂egn(E) est invariant sous toute extension finie de corps de nombres.

Démonstration. Soient K′/K une extension finie de corps de nombres, et

π : SpecOK′ → SpecOK

le morphisme canonique. On désigne par π∗(E) un fibré vectoriel hermitien sur SpecOK′ défini
à partir du fibré vectoriel hermitien E sur SpecOK . Dans la suite, on va définir la structure de
OK′-module et la structure de normes de π∗(E).
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Pour la structure de modules, on a

π∗(E) = E ⊗OK OK′

considéré comme un OK′-module.
On considère la structure de normes. Pour les places infinies, soient v ∈ MK,∞ et w ∈ KK′,∞,

où w|v. Dans ce cas-là, on obtient l’isomorphisme canonique

π∗(E) ⊗OK′ ,w C � E ⊗OK ,v C.

On pose ‖.‖w = ‖.‖v, cette norme est hermitienne.
Pour les places finies, soit r = rg(E). Soient p ∈ SpmOK et q ∈ SpmOK′ , où q|p. Par la

définition du fibré vectoriel hermitien, E ⊗OK OK,p est un OK,p-module libre de rang r, car E est un
OK-module projectif et l’anneau OK,p est local (cf. [50, (3.J)]). Donc on peut prendre une base par
laquelle que E ⊗OK OK,p est équivalente à O⊕r

K,p. En utilisant la même base, on obtient que l’on peut
prendre la même base sur laquelle π∗(E) ⊗OK′ OK′,q � O

⊕r
K′,q. Donc la norme ‖.‖p sur E ⊗OK Kp est

la restriction de ‖.‖q de π∗(E) ⊗OK′ K′q sur E ⊗OK Kp.
Donc si (s1, . . . , sr) est une K′-base de E ⊗OK K′, on obtient

d̂egn(π∗(E)) = −
1

[K : Q]

∑
z∈MK′

[K′w : Qw] log ‖s1 ∧ · · · ∧ sr‖w

= −
∑

v∈MK

[Kv : Qv]
[K : Q]

log ‖s1 ∧ · · · ∧ sr‖v

∑
w|v

[K′w : Kv]
[K′ : K]

= d̂egn(E),

ce qui montre l’assertion. �

Remarque 2.2.16. Soit E un fibré vectoriel hermitien sur SpecZ, alors la norme hermitienne sur
E ⊗Z C provient d’une norme euclidienne sur E ⊗Z R. Dans ce cas-là, le fibré vectoriel hermitien
E est un réseau dans un espace euclidien. Le domaine fondamental de E est un r-parallélogramme
dans cet espace euclidien. Son volume est determiné par une base intègre de E, notée comme
s1, . . . , sr cette base. Son volume est la longueur de s1 ∧ · · · ∧ sr muni de la norme du produit
extérieur, qui est égale à

exp
(
−d̂eg(E)

)
.

Donc la notion de degré d’Arakelov d’un fibré vectoriel hermitien est une généralisation du con-
cept du volume du domaine fondamental d’un réseau dans un espace euclidien.

2.2.3 Pentes et inégalités de pentes

Dans §2.2.2, on a introduit le concept du degré d’Arakelov et sa relation avec le volume de do-
maine fondamental d’un réseau d’espace euclidien. Dans l’exemple du réseau, le degré d’Arakelov
est un invariant trop grossier pour étudier les points de petite longueur dans le réseau. Par exemple,
un réseau avec grand degré d’Arakelov admet beaucoup de points intègres. Mais cela ne signifie
pas que l’ensemble des points intègres est toujours très dense, car il est possible qu’il admet un
grand rang. Alors on a besoin d’introduire un invariant plus précis. On introduira la méthode
des pentes de J.-B. Bost (dans [5, 7]). Pour introduire la définition de pente, on utilise le degré
d’Arakelov normalisé d’un fibré vectoriel hermitien (voir la définition 2.2.14), qui est invariante
sous toute extension finie de corps de nombres.

Dans cette partie, sauf mention au contraire, on fixe un corps de nombres K, et OK l’anneau
des entiers de K.
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Définition 2.2.17. Soit E un fibré vectoriel hermitien non-nul. On désigne par µ̂(E) la pente de E,
qui est définie comme

µ̂(E) =
d̂egn(E)

rg(E)
.

Proposition 2.2.18 ([5], Proposition A.1). Soit E un fibré vectoriel hermitien non-nul sur SpecOK .
On considère l’ensemble des pentes

{̂µ(F)| F est un sous-fibré non-nul de E}.

Cet ensemble admet la valeur maximale, notée comme µ̂max(E). De plus, il existe un sous-fibré
vectoriel non-nul Edes de E, dont la pente est µ̂max(E) et qui contient tous les sous-fibrés vectoriels
hermitiens de E dont la pente est µ̂max(E).

Démonstration. On raisonne par récurrence sur le rang r de E.
Si r = 1, l’énoncé découle de la définition directement. Dans la suite, on suppose r > 1.
- Si pour tout sous-fibré hermitien F de E, l’inégalité µ̂(F) 6 µ̂(E) est toujours vérifiée. Alors

on prend Edes = E, qui satisfait l’énoncé désiré.
- S’il existe un sous-fibré vectoriel hermitien E

′
( E, tel que µ̂(E

′
) > µ̂(E), on peut prendre

rgOK
(E
′
) le plus grand possible. Par l’hypothèse de récurrence, il existe un sous-fibré vectoriel

hermitien E
′

des ⊂ E
′

qui satisfait les conditions de cette proposition. Donc on a µ̂(E
′

des) > µ̂(E
′
) >

µ̂(E).
- Dans la suite, on va démontrer que l’on a Edes = E

′

des, qui satisfait les conditions pour E.
Soit F un sous-module saturé non-nul de E. Si F ⊂ E

′
, alors µ̂(F) 6 µ̂(E

′

des).
Si F * E′, alors rg(F + E′) > rg(E′). De plus on obtient µ̂(F + E′) 6 µ̂(E) d’après le choix de

E′.
On considère la suite exacte de OK-modules

0 −−−−−→ F ∩ E′
ψ

−−−−−→ F ⊕ E′
φ

−−−−−→ F + E′ −−−−−→ 0,

où ψ envoie a sur (a, a) pour a ∈ F ∩ E′, et φ envoie (a, b) sur a + b pour a ∈ F et b ∈ E′.
Dans la suite, on va démontrer l’inégalité

d̂egn(F ∩ E′) + d̂egn(F + E′) > d̂egn(F) + d̂egn(E
′
). (2.4)

Il faut considérer les estimations pour toutes les places de K.
Soient v ∈ MK,∞, et 〈., .〉v le produit scalaire induit par la norme ‖.‖v. Dans ce cas-là, on

prend {x1, . . . , xr} comme une Kv-base orthonormée de (F ∩ E′) ⊗OK Kv, et on la prolonge comme
une Kv-base orthonormée {x1, . . . , xr, y1, . . . , ym} de E′ ⊗OK Kv, et {x1, . . . , xr, z1, . . . , zn} comme
une Kv-base orthonormée de F ⊗OK Kv. Donc {x1, . . . , xr, y1, . . . , ym, z1, . . . , zn} est une Kv-base
orthogonale (peut-être pas orthonormée) de (E + F) ⊗OK Kv.

On note x′i = (xi, 0), x′′i = (0, xi), y′i = (yi, 0) et z′i = (0, zi) pour simplifier, alors tous les
éléments {x′i }, {x

′′
i }, {y

′
i}, {z

′
i} sont dans (E ⊕ F) ⊗OK Kv et ils forment une Kv-base (peut-être pas

orthogonale) de (E ⊕ F) ⊗OK Kv. Donc on obtient :

‖x′1 ∧ · · · ∧ x′r ∧ y′1 ∧ · · · ∧ y′m ∧ x′′1 ∧ · · · ∧ x′′r ∧ z′1 ∧ · · · ∧ z′n‖v
= ‖x1 ∧ · · · ∧ xr ∧ y1 ∧ · · · ∧ ym‖v · ‖x1 ∧ · · · ∧ xr ∧ z1 ∧ · · · ∧ zn‖v.

On va montrer

‖x1 ∧ · · · ∧ xr ∧ y1 ∧ · · · ∧ ym‖v · ‖x1 ∧ · · · ∧ xr ∧ z1 ∧ · · · ∧ zn‖v

> ‖x1 ∧ · · · ∧ xr‖v · ‖x1 ∧ · · · ∧ xr ∧ y1 ∧ · · · ∧ ym ∧ z1 ∧ · · · ∧ zn‖v.



74 Chapitre 2. Outils de la géométrie d’Arakelov

Comme la norme est hermitienne, l’inégalité ci-dessus est equivalente à l’inégalité

1 >
(
〈yi, y j〉v

)
16i, j6vm

(
〈zi, z j〉v

)
1,6i, j6n

,

où 〈., .〉v est le produit scalaire induit par la norme ‖.‖v. D’après l’inégalité d’Hadamard (cf. [13,
Corollaire 3, §3.5, Chap. V]), on a l’assertion.

Si v ∈ MK, f , la norme ‖.‖v est determinée par les structures de OK-modules de E′ et F. Donc

‖x′1 ∧ · · · ∧ x′r ∧ y′1 ∧ · · · ∧ y′m ∧ x′′1 ∧ · · · ∧ x′′r ∧ z′1 ∧ · · · ∧ z′n‖v
= ‖x1 ∧ · · · ∧ xr ∧ y1 ∧ · · · ∧ ym‖v · ‖x1 ∧ · · · ∧ xr ∧ z1 ∧ · · · ∧ zn‖v

= ‖x1 ∧ · · · ∧ xr‖v · ‖x1 ∧ · · · ∧ xr ∧ y1 ∧ · · · ∧ ym ∧ z1 ∧ · · · ∧ zn‖v.

Alors on obtient l’inégalité (2.4).
Dans la suite, d’après la relation F ∩ E′ ⊆ E′, on obtient d̂egn(F ∩ E′) 6 rg(F ∩ E′)̂µ(E

′

des).
D’après µ̂(F + E′) 6 µ̂(E), on obtient d̂egn(F + E′) 6 rg(F + E′)̂µ(E).

Alors on a

rg(F ∩ E′)̂µ(E
′

des) + rg(F + E′)̂µ(E) > d̂egn(F) + µ̂(E
′
) rg(E

′
),

et on en déduit

d̂egn(F) 6 rg(F + E′)̂µ(E) − µ̂(E
′
) rg(E

′
) + rg(F ∩ E′)̂µ(E

′

des)

<
(
rg(E′ + F) − rg(E′)

)
µ̂(E) + rg(F ∩ E′)̂µ(E

′

des)

6 rg(F )̂µ(E
′

des).

Donc l’inégalité µ̂(F) 6 µ̂(E
′

des) est toujours vérifiée. De plus, lorsque F * E′, µ̂(F) < µ̂(E
′

des).
Par l’hypothèse de récurrence, si F ⊂ E tel que µ̂(F) = µ̂(E

′

des), alors F ⊂ E′des. C’est la fin de la
démonstration. �

Soit E un fibré vectoriel hermitien non-nul. D’après la démonstration de la proposition 2.2.18,
on peut construire une filtration de sous-fibrés vectoriels hermitiens de E comme

0 = E0 ( E1 ( E2 ( · · · ( En = E,

où Ek+1/Ek = (E/Ek)des. On dit que cette filtration est la filtration de Harder-Narasimhan de E.
En effet, l’inégalité

µ̂(E1) = µ̂(E1/E0) > µ̂(E2/E1) > · · · > µ̂(En/En−1)

est vérifiée.

Définition 2.2.19. Avec les notations ci-dessus, on dit que µ̂max(E) = µ̂(E1) est la pente maximale
de E, et que µ̂min(E) = µ̂(En/En−1) est la pente minimale de E.

Pour un i ∈ N∩] rg(Ek−1), rg(Ek)], on définit µ̂i(E) = µ̂(Ek/Ek−1), alors µ̂1(E) > µ̂2(E) > · · · >
µ̂r(E), et il est défini comme la filtration des pentes de E, où r = rg(E). Alors on obtient

d̂egn(E) = −

r∑
k=1

µ̂(Ek/Ek−1) rg(Ek/Ek−1) =

r∑
i=1

µ̂i(E).

En particulier, on a µ̂min(E) 6 µ̂(E) 6 µ̂max(E).
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On définit une mesure borélienne vE sur R comme la valeur moyenne de la filtration des pentes
de E, c’est-à-dire

vE =

r∑
i=1

1
r
δµ̂i(E),

où δa est mesure de Dirac au point a ∈ R. Avec cette notation, on a

µ̂(E) =

∫
R

xvE(dx).

Définition 2.2.20. Soit E un fibré vectoriel hermitien non-nul. Si µ̂max(E) = µ̂(E) (qui est équiva-
lente à Edes = E), on dit que E est semi-stable. C’est-à-dire que pour tout sous-fibré F de E, on a
µ̂(F) 6 µ̂(E). Donc pour tout fibré vectoriel hermitien E, le sous-fibré vectoriel hermitien Edes est
semi-stable. En particulier, dans la filtration de Harder-Narasimhan

0 = E0 ( E1 ( E2 ( · · · ( En = E,

tous les Ek+1/Ek sont semi-stables, où k = 0, 1, . . . , n − 1.
On dit que E est stable si µ̂max(E) = µ̂(E) et pour tout sous-fibré vectoriel hermitien F ( E,

on a µ̂(F) < µ̂(E).

On a obtenu des informations sur les fibrés vectoriels normés. Dans la suite, on va introduire
un invariant pour évaluer le morphisme entre deux fibrés vectoriels normés.

Définition 2.2.21. Soient E1 et E2 deux fibrés vectoriels normés sur SpecOK , et φ une application
K-linéaire de E1 ⊗OK K dans E2 ⊗OK K. On définit la hauteur de φ comme :

h(φ) =
1

[K : Q]

∑
v∈MK

[Kv : Qv] log ‖φ‖v.

Ici, pour toute place v ∈ MK, f , le nombre ‖φ‖v est la norme de φ comme l’application Kv-
linéaire de E1 ⊗OK ,v Kv dans E2 ⊗OK ,v Kv.

Pour toute w ∈ MK,∞, le nombre ‖φ‖w est la norme de φ comme l’application C-linéaire de
E1 ⊗OK ,w C dans E2 ⊗OK ,w C.

Lorsque φ est une application K-linéaire qui prolonge un OK-homomorphisme de E1 dans E2,
alors on a

h(φ) 6
1

[K : Q]

∑
v∈MK,∞

[Kv : Qv] log ‖φ‖v. (2.5)

En effet, on a besoin de démontrer l’inégalité∑
v∈MK, f

[Kv : Qv] log ‖φ‖v 6 0,

et il faut prouver ‖φ‖v 6 1 pour toute place v ∈ MK, f , qui est équivalent à ‖φ(x)‖v 6 ‖x‖v pour tout
x ∈ E1. D’après la définition de φ, si x ∈ E1, alors on a φ(x) ∈ E2. Par la définition des normes de
places finies, on a ‖φ(x)‖v 6 ‖x‖v

En particulier, si le morphisme φ est un isomorphisme de fibrés vectoriels normés sur SpecOK ,
on a h(φ) = 0.

Lemme 2.2.22 ([20], Proposition 2.1.5). Soient E1 et E2 deux fibrés vectoriels hermitiens sur
SpecOK , et

φ : E1 ⊗OK K → E2 ⊗OK K
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un isomorphisme K-linéaire. Alors on a

d̂egn(E1) = d̂egn(E2) + h(det φ).

En particulier, on a
µ̂(E1) 6 µ̂(E2) + h(φ).

Démonstration. Soit r = rg(E1) = rg(E2).
D’abord, on va démontrer le cas r = 1. Soit 0 , s ∈ E1 ⊗OK K, alors

µ̂(E1) = d̂egn(E1) = −
∑

v∈MK

[Kv : Qv]
[K : Q]

log ‖s‖v.

En particulier, on a 0 , φ(s) ∈ E2 ⊗OK K. On prend un s , 0 tel que ‖φ(s)‖v = ‖φ‖v‖s‖v. Alors on a

d̂egn(E2) = −
∑

v∈MK

[Kv : Qv]
[K : Q]

log ‖s‖v

= −
∑

v∈MK

[Kv : Qv]
[K : Q]

(log ‖s‖v + log ‖φ‖v)

= d̂egn(E1) − h(φ),

ce qui donne la démonstration du cas de fibré en droites hermitien.
Pour le cas général, on peut utiliser le cas du fibré en droites à l’application

det φ :
∧r (

E1 ⊗OK K
)
→

∧r (
E2 ⊗OK K

)
.

On va démontrer l’assertion suivante : pour toute place v ∈ MK,∞, on a ‖ det φ‖v 6 ‖φ‖rv.
Soit {x1, . . . , xr} une base orthogonale de E1⊗OK Kv, telle que ‖ det φ(x1∧· · ·∧xr)‖v = ‖ det φ‖v ·

‖x1 ∧ · · · ∧ xr‖v = ‖ det φ‖v · ‖x1‖v · · · ‖xr‖v. De plus, pour l’autre côté, on a

‖ det φ(x1 ∧ · · · ∧ xr)‖v = ‖φ(x1) ∧ · · · ∧ φ(xr)‖v
6 ‖φ(x1)‖v · · · ‖φ(xr)‖v
6 ‖φ‖rv · ‖x1‖v · · · ‖xr‖v,

où l’inégalité dans la deuxième ligne ci-dessus est vérifıée d’après l’inégalité d’Hadamard (cf. [13,
Corollaire 3, §3.5, Chap. V]), ce qui montre l’assertion. �

Remarque 2.2.23. Soit E un fibré vectoriel hermitien non-nul. D’après la proposition 2.2.13, pour
le fibré dual de ce fibré vectoriel hermitien, on obtient que la semi-stabilité de E est équivalente
au fait que pour tout fibré quotient G de E, on a µ̂(E) 6 µ̂(G). De plus, si E est un fibré vectoriel
hermitien non-nul, alors µ̂min(E) est égal à la pente minimale de tous les fibrés quotients de E.

Soit G un fibré quotient non-nul de E, on va démontrer µ̂min(E) 6 µ̂(G) (voir la définition
2.2.19). Soit

0 = G0 ( G1 ( · · · ( Gm = G

la filtration de Harder-Narasimhan de G. Alors on a

µ̂(G) > µ̂(Gm/Gm−1).

On remplace G par Gm/Gm−1, et on suppose que le fibré G est semi-stable. On désigne par

π : E → G (2.6)
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la projection canonique.
Soit

0 = E0 ( E1 ( · · · ( En = E

la filtration de Harder-Narasimhan de E. Alors il existe un k ∈ {1, . . . , n} tel que la restriction de
π sur Ek soit non-nul mais que la restriction de π sur Ek−1 soit nul. Donc la restriction de π sur
Ek induit un isomorphisme d’un module quotient de Ek/Ek−1 dans un sous-module H de G, et la
hauteur de cet isomorphisme n’est plus 0.

Les fibrés vectoriels normés Ek/Ek−1 et G sont deux fibrés semi-stables hermitiens. Donc

µ̂(Ek/Ek−1) 6 µ̂(H) 6 µ̂(G),

où G est semi-stable et h(π) 6 0, où le morphisme π est défini dans (2.6). C’est-à-dire que l’on a
µ̂min(E) 6 µ̂(G). Le fibré vectoriel hermitien En/En−1 est un fibré quotient de E dont la pente est
µ̂min(E). Donc µ̂min(E) est la valeur minimale des pentes des fibrés quotients non-nuls de E. Donc
on a

µ̂min(E
∨

) = −µ̂max(E). (2.7)

Proposition 2.2.24. Soient E1, E2 et E3 des fibrés vectoriels hermitiens sur SpecOK . Soit

χ : E1 ⊗OK K
φ

−−−−−→ E2 ⊗OK K
ψ

−−−−−→ E3 ⊗OK K

une suite d’applications K-linéaires, où χ = φ ◦ ψ. Donc on a

h(χ) 6 h(φ) + h(ψ).

Démonstration. Pour toute place v ∈ MK , on a ‖ f ◦ g‖v 6 ‖ f ‖v · ‖g‖v. D’après la définition de la
hauteur du morphisme, on obtient le résultat.

�

Proposition 2.2.25. Soient E, F, G et H des fibrés vectoriels hermitiens sur SpecOK , où rg(E) =

rg(F), rg(G) = rg(H). De plus, soient

φ : E ⊗OK K → F ⊗OK K

et
ψ : G ⊗OK K → H ⊗OK K

deux applications K-linéaires. Pour l’application K-linéaire

φ ⊗ ψ : (E ⊗OK G) ⊗OK K → (F ⊗OK H) ⊗OK K,

l’égalité
h(φ ⊗ ψ) = h(φ) + h(ψ)

est vérifiée.

Démonstration. Il faut démontrer l’égalité ‖φ ⊗ ψ‖v = ‖φ‖v · ‖ψ‖v pour toute place v ∈ MK .
Pour toute v ∈ MK,∞, soient {e1, . . . , em} une base orthonormée de E ⊗OK Kv, { f1, . . . , fm} une

base orthonormée de F ⊗OK Kv, {g1, . . . , gn} une base orthonormée de G ⊗OK Kv, et {h1, . . . , hn}

une base orthonormée de H ⊗OK Kv. Donc {ei ⊗ g j}i=1,...,m; j=1,··· ,n est une base orthonormée de
(E⊗OK G)⊗OK Kv, et { fi⊗h j}i=1,...,m; j=1,...,n est une base orthonormée de (F⊗OK H)⊗OK Kv. De plus,
on suppose que la représentation matricielle de φ : E ⊗OK Kv → F ⊗OK Kv est Mφ par rapport à ces
bases, et la représentation matricielle de ψ : G⊗OK Kv → H⊗OK Kv est Mψ par rapport à ces bases.
Donc sous les bases {ei ⊗ g j}i=1,...,m; j=1,...,n et { fi ⊗ h j}i=1,...,m; j=1,...,n, la représentation matricielle de
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φ ⊗ ψ : (E ⊗OK G) ⊗OK Kv → (F ⊗OK H) ⊗OK Kv est Mφ ⊗ Mψ, qui est le produit de Kronecker des
matrices Mφ et Mψ.

On va démontrer que ‖φ‖v est la valeur maximale des valeurs propres de la matrice M∗φ · Mφ

munie de cette norme, où M∗φ est la matrice transposée de la matrice conjuguée de Mφ, et on traite
le cas de ψ de la même façon. Soit v ∈ MK,∞, on désigne par 〈., .〉v le produit scalaire induit par la
norme ‖.‖v. Alors par définition, on a

‖φ‖v = max
x∈E⊗OK Kv

x,0

√
〈φ(x), φ(x)〉v
〈x, x〉v

= max
x∈E⊗OK Kv

x,0

√
〈φ∨ ◦ αE ◦ φ(x), x〉v

〈x, x〉v
,

où φ∨ : (F ⊗OK K)∨ → (E ⊗OK K)∨ est un morphisme des espaces duals induit par φ, et αE :
(E ⊗OK K)∨ → E ⊗OK K un isomorphisme canonique, qui envoie tout élément de la base de
(E ⊗OK K)∨ sur l’élément correspondant dans E ⊗OK K. Si on prend une base orthonormée, alors
αE est isométrique. On suppose que la coordonnée de x par rapport à cette base est k = (k1, . . . , kn)t

et 〈x, x〉v = kAk, où A est une matrice positive définie. Donc A = BBt, où B est une matrice. Alors
on obtient

‖φ‖v = max
x∈E⊗OK Kv

x,0

√
〈φ∨ ◦ αE ◦ φ(x), x〉v

〈x, x〉v

= max
k∈Kn

v
ktAk=1

√
kt Mt

φAMφk

= max
k∈Kn

v
ktΛtΛk=1

√
ktΛt diag{λ1, . . . , λn}Λk

6 max
16i6n

|λi|v.

Alors on obtient l’égalité, ce qui prouve l’assertion.
D’après les propriétés du produit de Kronecker, on obtient (Mφ ⊗ Mψ)∗(Mφ ⊗ Mψ) = (M∗φ ⊗

M∗ψ)(Mφ ⊗ Mψ) = (M∗φMφ) ⊗ (M∗ψMψ). De plus, les valeurs propres de (M∗φMφ) ⊗ (M∗ψMψ) ont la
forme de λi · µ j, où λi est une valeur propre de M∗φMφ et µi est une valeur propre de M∗ψMψ. Donc
on obtient ‖φ ⊗ ψ‖v = ‖φ‖v · ‖ψ‖v pour toute place v ∈ MK,∞.

Dans la suite, on va prouver le cas des places finies. Pour toute v ∈ MK, f , on peut prendre
{ei}i=1,...,m une base de E ⊗OK Kv et { fi}i=1,...,n une base de F ⊗OK Kv, telles que les égalités

m∑
i=1

‖a1e1 + · · · + amem‖v = max
16i6m

|ai|v

et
n∑

i=1

‖b1 f1 + · · · + bm fm‖v = max
16i6m

|bi|v

soient vérifiées. Dans ce cas-là, on peut supposer que Mφ est la matrice de φ par rapport à ces bases.

Soit a =
m∑

i=1
liei ∈ E ⊗OK K, alors ‖a‖v = max

i
‖li‖v, donc on peut supposer Mφ = (bi j)i=1,...,n; j=1,...,m.

La coordonnée de φ(a) est le vecteur Mφ(l1, l2, . . . , lm)t, où (l1, l2, . . . , lm)t est la transposée du
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vecteur (l1, l2, . . . , lm), notée comme l. Donc ‖φ(a)‖v = max
16i6n

‖
m∑

j=1
bi jl j‖v = max

16i6n;16 j6m
‖bi jl j‖v.

Alors

‖Mφ‖v = max
a∈E⊗OK Kv

a,0

‖MφlT ‖v
‖l‖v

= max
a∈E⊗OK Kv

a,0

max
16i6n;16 j6m

‖bi ja j‖v

max
16 j6m

‖a j‖v

6 max
16i6n
16 j6m

‖bi j‖v.

De plus, soit max
i, j
‖bi j‖v = ‖bi0 j0‖v, alors on prend l = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), où le 1 est dans la

j0-ème coordonnée du vecteur l. Donc ‖Mφl‖v
‖l‖v

= ‖bi0 j0‖v = max
i, j
‖bi j‖v, ce qui démontre ‖Mφ‖v =

max
i, j
‖bi j‖v.

Pour la définition du produit de Kronecker, on obtient ‖Mφ ⊗ Mψ‖v = ‖Mφ‖v‖Mψ‖v pour toute
place v ∈ MK, f . Alors on démontre le résultat. �

Proposition 2.2.26 ([5], Proposition 4.3). Soient E1 et E2 deux fibrés vectoriels hermitiens non-
nuls sur SpecOK , et

φ : E1 ⊗OK K → E2 ⊗OK K

un K-homomorphisme. Alors on a :

1. si φ est injectif, alors µ̂max(E1) 6 µ̂max(E2) + h(φ) ;

2. si φ est surjectif, alors µ̂min(E1) 6 µ̂min(E2) + h(φ) ;

3. si φ est non-nul, alors µ̂min(E1) 6 µ̂max(E2) + h(φ).

Démonstration. La proposition est démontrée comme ci-dessous.

1. Soit F le sous-fibré de E2 qui satisfait que leOK-module F est l’intersection de φ(E1,des⊗OK

K) et E2. Alors la restriction de φ sur E1,des⊗OK K donne un isomorphisme de E1,des⊗OK K
dans F ⊗OK K. Donc on a

µ̂max(E1) = µ̂(E1,des) 6 µ̂(F) + h(φ) 6 µ̂max(E2) + h(φ)

d’après le lemme 2.2.22.

2. Si le morphisme φ est surjectif, alors le morphisme

φ∨ : E∨2 ⊗OK K → E∨1 ⊗OK K

est injectif. D’après l’égalité (2.7), on obtient

µ̂min(E1) 6 µ̂min(E2) + h(φ)

par l’énoncé 1 ci-dessus.

3. Soient F = Imφ ∩ E2, et F est le sous-fibré de E2 correspondant au OK-module F. Alors
l’inégalité

µ̂min(E1) 6 µ̂min(F) + h(φ) 6 µ̂(F) + h(φ) 6 µ̂max(E2) + h(φ)

est vérifiée.
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�

Corollaire 2.2.27 ([5], Proposition A.1). Soit E un fibré vectoriel hermitien non-nul. Alors la
filtration de Harder-Narasimhan de E est déterminée uniquement par ses sous-fibrés quotients et
ses pentes strictement décroissantes. C’est-à-dire si

0 = E0 ( E1 ( · · · ( En = E

est la filtration de sous-fibrés de E tels que chaque sous-fibré quotient Ei/Ei−1 (i ∈ {1, . . . , n}) soit
semi-stable, et l’inégalité

µ̂(E1/E0) > µ̂(E2/E1) > · · · > µ̂(En/En−1)

est vérifiée, alors cette filtration est la filtration de Harder-Narasimhan de E.

Démonstration. Soit r = rg(E). On raisonne par récurrence sur r.
Si r = 1, l’énoncé est vérifié par définition directement.
Dans la suite, soit r > 2. Dans ce cas-là, on démontre d’abord E1 = Edes. Soit k l’indice

minimal tel que Edes ⊂ Ek. Donc l’application

Edes → Ek → Ek/Ek−1

est non-nulle. Alors on a

µ̂max(E) = µ̂min(Edes) 6 µ̂max(Ek/Ek−1) = µ̂(Ek/Ek−1) 6 µ̂max(E).

Donc on obtient k = 1 (Sinon le dernier "6" serait "<" et on déduirait une contradiction).
Alors on montre E1 = Edes. On utilise l’hypothèse de récurrence à la filtration

0 = E1/E1 ( E2/E1 ( · · · ( En/E1 = E/E1,

ce qui est une filtration des sous-fibrés de E/E1. Alors on obtient qu’elle est la filtration de Harder-
Narasimhan de E/E1. Donc 0 = E0 ( E1 ( · · · ( En est la filtration de Harder-Narasimhan de E,
qui montre le cas de rang r. C’est la fin de la démonstration. �

On construit la théorie des filtrations de Harder-Narasimhan avec l’indice dans R.

Définition 2.2.28. Soient E un fibré vectoriel hermitien non-nul, et

0 = E0 ( E1 ( · · · ( En ( E

la filtration de Harder-Narasimhan de E. Pour tout t ∈ R, on désigne par FtE le sous-fibré vectoriel
hermitien ∑

0<i6n
µ̂(Ei/Ei−1)>t

Ei

de E. En particulier, on définit que la somme des sous-fibrés est nulle si son ensemble d’indices
est vide. C’est-à-dire

FtE =


0, si t > µ̂max(E) ;
Ei, si µ̂(Ei+1/Ei) < t 6 µ̂(Ei/Ei−1) ;
E, si t 6 µ̂min(E).

Si E est nul, on définit
FtE = {0}, ∀ t ∈ R.
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Proposition 2.2.29 ([20], Proposition 2.2.1). Soit E un fibré vectoriel hermitien. Alors pour tout
t ∈ R, l’inégalité µ̂min(FtE) > t est vérifiée, où l’on définit µ̂min(E) = +∞ si E est nul.

Démonstration. Si FtE = 0, l’énoncé est vrai par définition directement. On suppose FtE , {0}
ci-dessous. Soit

{0} = E0 ( E1 ( · · · ( En ( E

la filtration de Harder-Narasimhan de E. Soit i ∈ {0, 1, . . . , n} tel que FtE = Ei. Comme FtE , {0},
i > 0, on obtient que

{0} = E0 ( E1 ( · · · ( Ei

est la filtration de Harder-Narasimhan de Ei. Donc l’inégalité

µ̂min(Ei) = µ̂(Ei/Ei−1) > t

est vérifiée. �

Proposition 2.2.30 ([20], Proposition 2.2.2). Soient E et F deux fibrés vectoriels hermitiens sur
SpecOK , et φ : E ⊗OK K → F ⊗OK K une application K-linéaire. Donc φ(E ⊗OK K) est contenu
dans

(Fµ̂min(E)−h(φ)F) ⊗OK K.

Démonstration. Cette proposition est vérifiée lorsque φ ≡ 0 par définition. On suppose que le
morphisme φ est non-nul ci-dessous. Soit

0 = F0 ( F1 ( · · · ( Fm ( F

la filtration de Harder-Narasimhan de F. Soit i ∈ {0, 1, . . . ,m} l’indice minimal tel que φ(E ⊗OK

K) ⊂ Fi ⊗OK K. Comme le morphisme φ est non-nul, alors i > 0. On considère

ψ : E ⊗OK K
φ
// Fi ⊗OK K // (Fi/Fi−1) ⊗OK K.

Le morphisme ψ est non-nul. Par l’énoncé 3 de la proposition 2.2.26, on obtient

µ̂min(E) 6 µ̂max(Fi/Fi−1) + h(ψ) 6 µ̂(Fi/Fi−1) + h(φ).

Soit t = µ̂(Fi/Fi−1), alors
Fi = FtF ⊂ Fµ̂min(E)−h(φ)F,

ce qui termine la démonstration. �

Corollaire 2.2.31 ([20], Corollaire 2.2.3). Soit E un fibré vectoriel hermitien non-nul, alors

FtE =
∑

0,F⊂E
µ̂min(F)>t

F.

Dans la somme on considère tous les sous-fibrés F de E qui satisfont l’inégalité µ̂min(F) > t.

Démonstration. Si F est un sous-fibré de E, la hauteur du morphisme de l’inclusion F ⊗OK K ↪→

E ⊗OK K est moins que 0.
Le fibré F est contenu dans FtE, et µ̂min(FtE) > t. Donc FtE est le sous-fibré maximal dont la

pente n’est pas moins que t. c’est la fin de la démonstration. �
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Proposition 2.2.32 ([20], Proposition 2.2.4). Soient E et F deux fibrés vectoriels hermitiens sur
SpecOK , et φ : E ⊗OK K → F ⊗OK K une application K-linéaire. Alors pour tout t ∈ R, l’image
de φ est contenue dans Ft−h(φ)F ⊗OK K.

Démonstration. On obtient µ̂min(FtE) > t d’après la proposition 2.2.29, alors on a le résultat. �

Proposition 2.2.33 ([11], (3.6)). Soient E1, . . . , En des fibrés vectoriels hermitiens. Alors on a

µ̂(E1 ⊗ · · · ⊗ En) =

n∑
i=1

µ̂(Ei)

et

µ̂max(E1 ⊗ · · · ⊗ En) >
n∑

i=1

µ̂max(Ei).

Démonstration. Lorsque n = 2, d’après le corollaire 2.2.11, on obtient

d̂eg(E1 ⊗ E2) = rg(E1)d̂eg(E2) + rg(E2)d̂eg(E1),

d’où on obtient
µ̂(E1 ⊗ E2) = µ̂(E1) + µ̂(E1).

Le cas général est obtenu par récurrence.
Pour i = 1, . . . , n, soit E

′

i un sous-fibré vectoriel hermitien de Ei tel que µ̂(E
′

i) = µ̂max(Ei).
Donc E

′

1 ⊗ · · · ⊗ E
′

n est un sous-fibré vectoriel hermitien de E1 ⊗ · · · ⊗ En. Donc on obtient
n∑

i=1

µ̂max(Ei) =

n∑
i=1

µ̂(E
′

i) = µ̂(E
′

1 ⊗ · · · ⊗ E
′

n) 6 µ̂max(E1 ⊗ · · · ⊗ En).

Alors on a l’assertion. �

Remarque 2.2.34 (Conjecture de semi-stabilité). Avec toutes les notations de la proposition
2.2.33, soit

ρ(E1, . . . , En) = µ̂max(E1 ⊗ · · · ⊗ En) −
n∑

i=1

µ̂max(Ei).

Alors ρ(E1, . . . , En) > 0 d’après la proposition 2.2.33.
Dans [6], J.-B. Bost a conjecturé que l’on a l’égalité

ρ(E1, . . . , En) = 0.

Une idée pour montrer la conjecture est de démontrer ρ(E1, . . . , En) 6 0, et on estime ρ(E1, . . . , En) 6
C, où C > 0 est une constante aussi petite que possible. Jusqu’à maintenant, le résultat meilleur
autour de cette conjecture est [9, Theorem A], d’où l’on a

ρ(E1, E2) 6
1
2

min{Hrg(E1) − 1,Hrg(E2) − 1},

oùHr = 1 + 1
2 + · · · + 1

r pour tout r > 1.
Si E1 = E2 = · · · = En = E, on note

ρ(n)(E) = ρ(E, . . . , E)

pour simplifier. Si E est une somme directe de fibrés en droites hermitiens muni des normes in-
duites par la somme directe, on obtient

ρ(n)(E) = 0

par définition directement.
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2.3 Géométrie des nombres par l’approche de la méthode des pentes

Dans la recherche des problèmes diophantiens, la méthode de la géométrie des nombres joue
un rôle important. La géométrie signifie la théorie des réseaux d’un espace euclidien. On peut
comparer les invariants recherchés ci-dessus avec certains invariants classiques dans la géométrie
des nombres. Le remarque 2.2.16 est un tel exemple, qui signifie que la méthode des pentes peut
être appliquée dans certains problèmes diophantiens indirectement.

Dans cette partie, on résume [11, §3] afin de introduire la théorie de la géométrie des nombres
par l’approche de la géométrie d’Arakelov. Pour cela, on introduit certains résultats dans [57,
Chap. I].

2.3.1 Théorie de Minkowski et théorème de Riemann-Roch

La notion de minima successif est très importante dans la géométrie des nombres. Soit E un
réseau dans un espace réel normé de dimension r (r > 0), où E peut être considéré comme un fibré
vectoriel normé sur SpecZ, noté comme E.

Définition 2.3.1. Soit E un fibré vectoriel hermitien sur SpecZ de rang r. On dit que λi(E) est le
i-ième minima successif de E, si λi(E) est la borne inférieure de l’ensemble des nombres réels Λ

tel que le Q-espace vectoriel engendré par la famille de vecteurs

{s ∈ E| ‖s‖ 6 Λ}

est de dimension plus grande ou égale à i.

Par définition, le nombre λ1(E) est la borne inférieure des normes des points non-nuls dans le
réseau de E. On dit que la suite finie

λ1(E) 6 λ2(E) 6 · · · 6 λr(E)

est la suite des minimas successifs du réseau E.
On définit

Γ(s) =

∫ +∞

0
xs−1e−xdx

comme la fonction gamma classique. Alors le nombre réel

vr =
π

r
2

Γ
(

r
2 + 1

)
est le volume de la boule unité fermée dans l’espace euclidien de dimension r.

On introduit un résultat de la théorie des réseaux.

Lemme 2.3.2 (Minkowski). Soient L un réseau deRd, et X un sous-ensemble deRd borné, convexe
et symétrique par rapport à la réflexion à l’origine (i.e. stable par l’application x 7→ −x). On
désigne par vol(X) le volume de X, et par vol(L) le volume du domaine fondamental du réseau L.
Si on a l’inégalité

vol(X) > 2d vol(L),

alors l’ensemble X ∩ (L r {0}) n’est pas vide.

On revoie les lecteurs à [57, Chap. I, (4.4)] pour une démonstration du lemme 2.3.2.
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Théorème 2.3.3 ([11], Proposition 3.2.1). Soit E un fibré vectoriel hermitien de rang r sur SpecZ.
Alors on a

log λ1(E) + µ̂(E) 6
1
r

log
2r

vr
.

Démonstration. Soit Γ un domaine fondamental de E, qui signifie que Γ est un r-parallélogramme
engendré par une base entière de E. Pour tout nombre réel positif λ, soit Bλ la boule fermée dont
la centre est l’origine de E ⊗Z R et le rayon est λ. Si pour tous points de réseau x et y, x , y, la
relation (Bλ + x) ∩ (Bλ + y) = ∅ est vérifiée. Alors on a

vol(Bλ) = vol

Bλ ∩
⋃
x∈E

(Γ + x)

 =
∑
x∈E

vol (Bλ ∩ (Γ + x))

=
∑
x∈E

vol ((Bλ − x) ∩ Γ) = vol

Γ ∩⋃
x∈E

(Bλ − x)

 6 vol (Γ) .

C’est-à-dire si l’inégalité

exp
(
−d̂eg(E)

)
= vol(Γ) < vol(Bλ) = λrvr

est vérifiée. D’après le lemme 2.3.2, il existe deux points distincts de réseau x et y tels que l’inter-
section de Bλ + x et Bλ + y soit non-nulle. Donc on a

x − y ∈ B2λ ∩ (E r {0}).

Alors on a λ1(E) 6 2λ. Finalement, on obtient

log λ1(E) 6 log 2 −
1
r

(
d̂eg(E) − log vr

)
,

ce qui donne la démonstration. �

Remarque 2.3.4. On définit la fonction

ψ(r) =
1
r

log
2r

vr
=

1
r

log Γ

( r
2

+ 1
)
− log

√
π

2
,

où r ∈]0,+∞[. La fonction ψ(r) est monotonement croissante, car la fonction log Γ(s) est une
fonction convexe de la variable s et log Γ(1) = 0. De l’autre côté, pour tout r ∈ N∗, comme la

boule unité dans Rr dont le centre est l’origine contient l’ensemble
[
− 1√

r
, 1√

r

]r
, alors on a

vr >

(
2
√

r

)r

.

Donc ψ(r) 6 1
2 log r.

On va étudier les fibrés vectoriels hermitiens sur les anneaux des entiers algébriques généraux
avec le théoréme de Minkowski (le lemme 2.3.2). Pour cela, il faut introduire le concept de l’image
directe d’un fibré vectoriel hermitien. Soient K un corps de nombres, E = (E, (‖.‖v)v∈MK ) un fibré
vectoriel hermitien sur SpecOK , et π : SpecOK → SpecZ le morphisme canonique. On définit
le fibré vectoriel hermitien π∗(E) comme ci-dessous. La structure de Z-modules de π∗(E) est E
considéré comme un Z-module. Pour la structure des normés de π∗(E), on considère l’espace
E ⊗Z C comme ⊕

v∈MK,∞

(E ⊗OK ,v C)⊕[Kv:R] �
⊕
σ:K↪→C

E ⊗OK ,σ C,

ses normes hermitiennes sont la somme directe orthogonale des ‖.‖v pour toute place v ∈ MK,∞.
On note ωOK = HomZ(OK ,Z), qui est muni d’une structure de OK-modules défini comme :

∀a, x ∈ OK , (a f )(x) = f (ax).
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Proposition 2.3.5 ([11], (3.15)). Avec les notations ci-dessus, l’espace ωOK ⊗OK K est un espace
K-vectoriel de dimension 1 engendré par TrK/Q(.).

Démonstration. Soit {ei}
n
i=1 une base entière de OK . Alors pour tout élément f ∈ HomZ(OK ,Z), il

est déterminé de façon unique par ses valeurs sur les {ei}
n
i=1. On considère la matrice des coeffi-

cients

A =


TrK/Q(e1e1) TrK/Q(e1e2) · · · TrK/Q(e1en)
TrK/Q(e2e1) TrK/Q(e2e2) · · · TrK/Q(e2en)

...
...

. . .
...

TrK/Q(ene1) TrK/Q(ene2) · · · TrK/Q(enen)

 .
Comme l’extension K/Q est séparable, la matrice A est inversible considéré comme un élément

dans Mn×n(Q). Soit q = ( f (e1), . . . , f (en))t. On définit

(a1, . . . , an)t = A−1q.

Soit a =
n∑

i=1
aiei. Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on obtient

a TrK/Q(ei) =

n∑
j=1

TrK/Q(e jei)a j = f (ei).

C’est-à-dire f (.) = a TrK/Q(.), ce qui montre le résultat. �

Par définition, leOK-moduleωOK est unOK-module inversible (par définition, l’élément TrK/Q(.)
est sans torsion), alors il détermine un fibré en droites sur SpecOK . Pour toute place v ∈ MK,∞, on
peut choisir une norme ‖.‖v sur ωOK ⊗OK ,v C, telle que ‖TrK/Q ‖v = 1. Comme ωK est de rang 1, on
peut toujours faire cela. Donc on définit un fibré en droites hermitien sur SpecOK , qui est désigné
par ωOK .

Proposition 2.3.6 ([11], Proposition 3.2.2). Soit E un fibré vectoriel hermitien sur SpecOK . Alors
l’application Z-linéaire

I : E∨ ⊗OK ωOK −→ HomZ(E,Z)
α ⊗ f 7−→ f ◦ α

définit un isomorphisme de π∗(E
∨
⊗ ωOK ) dans π∗(E)∨ de fibrés vectoriels hermitiens sur SpecZ.

Démonstration. D’abord, on montre que l’application I est un isomorphisme de Z-modules. Comme
E est un OK-module localement libre, on a

E∨ ⊗OK ωOK � HomOK (E, ωOK ) = HomOK (E,HomZ(OK ,Z)),

où on utilise l’adjoint du foncteur du produit tensoriel et le foncteur Hom. On obtient

HomOK (E,Hom(OK ,Z)) � HomZ(E ⊗OK OK ,Z) � HomZ(E,Z)

d’après [80, Proposition 2.6.3]. L’application I induit un isomorphisme de K-espaces vectoriels
ci-dessous :

IK : E∨ ⊗OK (K · TrK/Q) −→ HomQ(EK ,Q).
α ⊗ TrK/Q 7−→ TrK/Q ◦α

Pour tout x ∈ EK , on obtient

TrK/Q(α(x)) =
∑

σ:K↪→C

σ(α(x)) = ασ(xσ),
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où ασ est l’image de α dans E∨
σ,C

, et xσ est l’images de x dans Eσ,C.
Dans la suite, on considère la structure de normes. On va montrer que l’isomorphisme C-

linéaire IC de ⊕
σ:K→C

(E∨ ⊗OK ωOK ) ⊗OK ,σ C �
⊕
σ:K→C

E∨σ,C ⊗OK ,σ (C · TrK/Q)

dans
HomZ(E,Z) ⊗Z C �

⊕
σ:K↪→C

HomC(Eσ,C,C)

induit par I est isométrique, où toutes les sommes directes ci-dessus sont orthogonales. Comme
(E∨⊗OKωOK )⊗ZC est un C-espace vectoriel engendré par E∨⊗OKωOK , on obtient que l’application
IC envoie (ασ ⊗ TrK/Q) sur (ασ)σ:K↪→C. Pour toute place v ∈ MK,∞, on a ‖TrK/Q ‖v = 1. Alors on
obtient que IC est isométrique. �

Proposition 2.3.7 ([11], (3.16)). Soit K un corps de nombres. Alors on a

d̂eg(ωOK ) = log |∆K |,

où ∆K est le discriminant de l’extension K/Q.

Démonstration. Soient {ei}
n
i=1 une base entière deOK , et p ∈ MK, f . Le morphisme φ ∈ HomQ(K,Q)

est dans ωOK si et seulement si pour tout i, on a φ(ei) ∈ Z. On écrit a = a1e1 + · · · + anen ∈ K, et

A =


TrK/Q(e1e1) TrK/Q(e1e2) · · · TrK/Q(e1en)
TrK/Q(e2e1) TrK/Q(e2e2) · · · TrK/Q(e2en)

...
...

. . .
...

TrK/Q(ene1) TrK/Q(ene2) · · · TrK/Q(enen)

 .
Donc on obtient 

(a TrK/Q)(e1)
(a TrK/Q)(e2)

...

(a TrK/Q)(en)

 = A


a1
a2
...

an

 .
Alors a TrK/Q(.) ∈ HomZ(OK ,Z) si et seulement si A(a1, a2, . . . , an)t ∈ Zn. D’où l’on obtient

#(ωOK/OK TrK/Q) = #(A−1Zn/Zn) = #(Zn/AZn) = | det(A)| = |∆K |.

Par la définition de degré d’Arakelov (la définition 2.2.6), on a

d̂eg(ωOK ) = log |∆K |.

Alors on a l’assertion. �

Théorème 2.3.8 (Riemann-Roch. [10], (2.1.13)). Soient E un fibré vectoriel hermitien sur SpecOK ,
et π : SpecOK → SpecZ le morphisme canonique de schémas affines. Alors on a

d̂eg(π∗(E)) = d̂eg(E) −
rg(E)

2
log |∆K |,

où π∗(E) est muni des normes induites sur E. De plus, si E est non-nul, alors l’égalité

µ̂(π∗(E)) = µ̂(E) −
log |∆K |

2[K : Q]

est vérifiée.
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Démonstration. Soient {ei}
n
i=1 une base entière de OK , et

A =


TrK/Q(e1e1) TrK/Q(e1e2) · · · TrK/Q(e1en)
TrK/Q(e2e1) TrK/Q(e2e2) · · · TrK/Q(e2en)

...
...

. . .
...

TrK/Q(ene1) TrK/Q(ene2) · · · TrK/Q(enen)

 .
Soit {σi}

n
i=1 l’ensemble des plongements de K dans C. On définit

B =


σ1(e1) σ1(e2) · · · σ1(en)
σ2(e1) σ2(e2) · · · σ2(en)
...

...
. . .

...

σn(e1) σn(e2) · · · σn(en)

 .
Pour tout a ∈ K, on a

TrK/Q(a) =

n∑
i=1

σi(a).

Donc on obtient A = BtB, et ∆K = det(B)2. Soit {s j}
r
j=1 une plus grande famille d’éléments K-

linéairement indépendants de E. Donc {eis j}16i6n,16 j6r est une plus grande famille d’éléments de
Q-linéairement indépendants de E, et

E/(OK s1 + · · · + OK sr) = E/


∑

16i6n
16 j6r

Z · (eis j)

 .
De plus, par définition, on obtient

〈eis j, eksl〉 =

n∑
u=1

〈s j, sl〉σuσu(ei)σu(ek),

où 〈·, ·〉σu est le produit scalaire hermitien induit par la structure des normes du fibré vectoriel
hermitien E sur E ⊗OK ,σu C, u = 1, . . . , n. C’est-à-dire

d̂eg(π∗(E)) = log #(E/(OK s1 + · · · + OK sr)) −
n∑

u=1

log ‖s1 ∧ · · · ∧ sr‖σu

−
1
2

log det(B
t
B)r

= d̂eg(E) −
r
2

log |∆K |.

Alors on a l’assertion. �

Corollaire 2.3.9 ([11], Proposition 3.3.1). Soient K un corps de nombres, et OK l’anneau des
entiers de K. Soit E un fibré vectoriel hermitien non-nul de rang r sur SpecOK . Alors l’inégalité

log[K : Q]
2

6 µ̂max(E) + log λ1(π∗(E)) 6
1
2

log(r[K : Q]) +
log |∆K |

2[K : Q]

est vérifiée.
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Démonstration. Soient s ∈ π∗(E) un des vecteurs plus courts non-nuls dans π∗(E), et Ls un sous-
fibré de E tel que Ls ⊗OK K soit le K-espace vectoriel engendré par s. Par la définition de degré
d’Arakelov (la définition 2.2.6), on obtient

d̂egn(Ls) > −
1

2[K : Q]

∑
σ:K↪→C

log ‖s‖2σ > −
1
2

log
‖s‖2

[K : Q]
,

où ‖.‖ est la norme archimédienne induite sur π∗(E). La première inégalité ci-dessus est vérifiée
d’après la définition 2.2.6 et l’inégalité log(Ls/OK s) > 0. La deuxième inégalité ci-dessus est vraie
d’après l’inégalité arithmético-géométrique. Dans la suite, on obtient l’inégalité

∑
σ:K↪→C

log (‖s‖σ)2 = log

 ∏
σ:K↪→C

‖s‖2σ


6 log


∑

σ:K↪→C
‖s‖2σ

[K : Q]


[K:Q]

= [K : Q] log
‖s‖2

[K : Q]
.

Comme l’égalité λ1(π∗(E)) = ‖s‖ et l’inégalité d̂egn(Ls) 6 µ̂max(E) sont vérifiées, on démontre la
première inégalité du résultat initial.

Pour la deuxième inégalité dans le résultat initial, on applique le théorème 2.3.3 à π∗(Edes). De
plus, d’après le théorème 2.3.8, on obtient

log λ1(π∗(Edes)) + µ̂max(E) 6
1
2

log([K : Q] rg(Edes)) +
log |∆K |

2[K : Q]
.

Comme λ1(π∗(Edes)) > λ1(π∗(E)) et rg(Edes) 6 rg(E), on obtient la deuxième inégalité dans le
résultat initial, ce qui montre l’assertion. �

2.3.2 Une application de la géométrie des nombres

Dans cette partie, on va donner une application de la théorie de la géometrie des nombres.
Soient K un corps de nombres, et OK l’anneau des entiers de K. On désigne

KC =
∏

σ:K↪→C

C.

On définit une application
j : K ↪→ KC,

qui envoie le nombre a sur σ(a) pour tout plongement σ : K ↪→ C.
Soit xσ = σ(x). On désigne par F : KC → KC l’involution qui envoie le point z = (zσ) ∈ KC

sur (zσ) ∈ KC. Alors par définition, on obtient F2 = IdKC . Pour tous x, y ∈ K, le produit scalaire de
x et y est défini comme

〈x, y〉 =
∑

σ∈MK,∞

xσyσ.

On désigne par KR la partie Gal(C/R)-invariante de l’espace KC, ce qui signifie que pour tout
point zσ dans KR, l’égalité

zσ = zσ
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est vérifiée. Comme on a σ(a) = σ(a) pour tout a ∈ K et tout plongement σ : K ↪→ C, l’égalité
F( j(a)) = j(a) est vérifiée. Donc on peut définir une application

j : K ↪→ KR. (2.8)

L’espace KR est appelé espace de Minkowski. Le produit scalaire de KR est la restriction
du produit scalaire sur KC défini ci-dessus. Par définition, cette restriction est encore un produit
scalaire.

Le lemme suivant est [57, Proposition 5.2, Chap. I]. On va le rémontrer en utilisant le théorème
de Riemann-Roch dans le cadre de la géométrie d’Arakelov (le théorème 2.3.8).

Lemme 2.3.10. Soient K un corps de nombres, OK l’anneau des entiers de K, a un idéal non-nul
de OK , et l’application j définie dans (2.8). Alors Γ := j(a) est un réseau de rang [K : Q] dans
KR. De plus, on a

vol(Γ) =
√
|∆K |Na,

où Na = #(OK/a).

Démonstration. On suppose que E est le fibré vectoriel hermitien sur SpecOK défini par l’idéal
a, et que n = [K : Q]. Soit α1, . . . , αn une Z-base de l’idéal a, alors Γ = Z j(α1) + · · · + Z j(αn).
Donc on obtient que Γ est un réseau de rang n dans KR. L’espace Γ peut être considéré comme un
OK-module, car les éléments α1, . . . , αn engendrent un idéal de OK . Par définition, on a d̂eg(E) =

−n log Na. Alors on obtient

µ̂(E) = −
1
n

log Na

par définition.
Soit π : SpecOK → SpecZ le morphisme canonique, alors π∗(E) est Γ considéré comme un

Z-module muni des normes de KR introduites ci-dessus. D’après le théorème 2.3.8, on obtient

µ̂(π∗(E)) = µ̂(E) −
log |∆K |

2n
.

Par définition, les égalités vol(Γ) = exp
(
−d̂eg(π∗(E))

)
et d̂eg(π∗(E)) = nµ̂(π∗(E)) sont vérifiées.

Donc on obtient
vol(Γ) =

√
|∆K |Na,

ce qui termine la démonstration. �

Proposition 2.3.11. Soient K un corps de nombres avec n = [K : Q], ∆K le discriminant de
l’extension K/Q, et a un idéal entier non-nul de OK . Alors l’idéal a contient un élément non-nul
x ∈ OK tel que

|NK/Q(x)| 6
2n

n
n
2 vn
|∆K |

1
2 Na,

où le nombre

vn =
π

n
2

Γ
(

n
2 + 1

)
est le volume de la boule d’unité de dimension n.

Démonstration. Soit Γ = j(a) un réseau de rang n, qui définit un fibré vectoriel hermitien sur
SpecZ, noté comme E. Alors on a exp

(
−d̂eg(E)

)
= vol(Γ). D’après le théorème 2.3.3 et le lemme

2.3.10, on a

λ1(E)n 6
2n

vn
|∆K |

1
2 Na.
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Par la définition de minima successif (la définition 2.3.1), il existe un élément x ∈ a, tel que

λ1(E)n =


√ ∑
σ:K↪→C

σ(x)2


n

=


√√ ∑

σ:K↪→C
σ(x)2

n


n

n
n
2

>
∏

σ:K↪→C

σ(x)n
n
2

=
∣∣∣NK/Q(x)

∣∣∣ n n
2

d’après l’inégalité arithmético-géométrique. Alors on obtient le résultat. �

Certaines idées de la démonstration du corollaire suivant proviennent de [71, §4.3].

Corollaire 2.3.12. Avec toutes les notations ci-dessus dans la proposition 2.3.11. Toute classe
d’idéaux de K contient un idéal b, tel que

Nb 6
2n

n
n
2 vn
|∆K |

1
2 ,

où Nb = #(OK/b).

Démonstration. Soit a′ un idéal de la classe donnée. Par homothétie on peut supposer que a = a′−1

est un idéal entier. On prend un élément non-nul x ∈ a qui satisfait le besoin de la proposition
2.3.11. Alors b = xa−1 est un idéal entier de la classe donnée, dont la norme satisfait à l’inégalité
en vertu de la multiplicicativité des normes. Alors on a le résultat. �

Remarque 2.3.13. La constante 2n

nn/2vn
dans le corollaire 2.3.12 n’est pas optimale, qui peut être

raffinée, voir [71, §4.3] par la méthode classique de la théorie algébrique des nombres ou [54,
Theorem 3.15] par la méthode de la géométrie d’Arakelov.



Chapitre 3

Fonctions de hauteur

Dans ce chapitre, on considère l’ensemble des sous-schémas plongés dans un espace projec-
tif fixé. On construit certaines fonctions de hauteur qui mesurent la complexité arithmétique de
ces sous-schémas. Ensuite, on donnera des estimations explicites et uniformes de la fonction de
Hilbert-Samuel arithmétique en terme des fonctions de hauteur construites. Ces estimations seront
appliquées au problème de comptage des points rationnels des variétés arithmétiques.

3.1 Hauteur d’un point rationnel

Soient A un anneau noethérien et commutatif, et E un A-module projectif de rang fini. On
définit l’espace projectif P(E) comme le schéma qui représente le foncteur de la catégorie des A-
algèbres commutatives dans la catégorie des ensembles, qui envoie chaque A-algèbre commutative
L sur l’ensemble des L-modules quotients projectifs de rang 1 de E⊗A L. En particulier, on désigne
par PN

A l’espace projectif P(A⊕(N+1)) pour simplifier. S’il n’y a pas d’ambiguïté sur l’anneau A, on
désigne par PN l’espace projectif PN

A pour simplifier.
Soient K un corps de nombres, OK l’anneau des entiers de K, et E un fibré vectoriel normé

sur SpecOK . Pour tout OK-schéma φ : S → SpecOK , l’ensemble des OK-morphismes de S dans
P(E) est en bijection avec les faisceaux quotients inversibles de φ∗(E) (où l’on considère E comme
un faisceau localement libre sur le schéma SpecOK). En particulier, soit π : P(E) → SpecOK

le morphisme structurel, le morphisme d’identité de P(E) correspondant à un faisceau quotient
inversible de π∗(E), noté comme OP(E)(1). On dit que OP(E)(1) est le fibré universel de l’espace
projectif P(E). Par définition, si P : SpecOK → P(E) est une section de π, alors P∗OP(E)(1) est le
module quotient de E correspondant au point P.

Soit σ : K ↪→ C un plongement de K dans C. On désigne par P(E)an
σ (C) l’espace analy-

tique correspondant au C-schéma P(E) ×SpecOK ,σ SpecC. Considéré comme un ensemble, l’es-
pace P(E)an

σ (C) est l’ensemble des points fermés de P(E) ×SpecOK ,σ SpecC. Soit x : SpecC →
P(E) ×SpecOK ,σ SpecC un point complexe, alors x∗OP(E)(1) est un espace C-vectoriel quotient de
E⊗OK ,σC de dimension 1 si on le considère comme un C-espace vectoriel. La structure des normes
sur le fibré vectoriel normé E induit la norme ‖.‖σ sur E ⊗OK ,σ C pour toute place σ ∈ MK,∞.
On désigne par ‖.‖σ,FS la norme quotient correspondante sur x∗OP(E)(1), qui est appelé norme de
Fubini-Study.

Exemple 3.1.1. Soit z = (z0, . . . , zN) ∈ CN+1. On définit une norme ‖.‖1 sur CN+1 comme ci-
dessous :

‖(z0, z1, . . . , zN)‖1 := |z0| + |z1| + · · · + |zN |,

où |.| est la valeur absolue usuelle. Soient ξ = (ξ0, . . . , ξN) un vecteur dans CN+1, pξ : CN+1 → C·ξ

la projection orthogonale de CN+1 dans C · ξ en considérant le produit scalaire hermitien usuel.
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Alors on peut considérer C · ξ comme un espace C-vectoriel quotient de CN+1. D’où l’on obtient
la relation

|〈z, ξ〉| = |z0ξ0 + · · · + zNξN | 6 ‖z‖1 max
06i6N

|ξi|.

Par cela, la norme quotient ‖.‖1,FS sur C · ξ satisfait

‖ξ‖1,FS = inf
〈z,ξ〉=〈ξ,ξ〉

‖z‖1 = 〈ξ, ξ〉
(

max
06i6N

|ξi|

)−1
.

En particulier, si s ∈ CN+1, on obtient

‖pξ(s)‖1,FS = 〈s, ξ〉
(

max
06i6N

|ξi|

)−1
.

Exemple 3.1.2. Dans cet exemple, d’abord on suppose que K est un sous-corps de C, E = KN+1,
et x ∈ P(E)(K). On suppose que le K-point x se relève en un OK-point Px : SpecOK → P(E). On
prend une section s ∈ H0(P(E),OP(E)(1)), tel queP∗xs soit non-nul. On prend un vecteur `x ∈ KN+1,
et on considère OP(E)(1)|x et K · `x comme la même chose. On désigne par Vx le noyau de la
projection KN+1 → K · `x. Alors si on prend le produit scalaire usuel, on prend l’élément `x

dans KN+1 ci-dessus tel que l’espace Vx ⊗K C soit orthogonal à l’espace vectoriel C · `x dans
CN+1. Le vecteur `x est unique modulo la multiplication scalaire de K×. Si la coordonnée de `x est
(x0, x1, . . . , xN), on désigne par

[x0 : x1 : · · · : xN]

la coordonnée projective du point x. Donc tout vecteur `x correspond à un élément dans KN+1r {0}
modulo K×.

Dans la suite, on suppose que le corps K est un corps de nombres et que OK est l’anneau des
entiers de K. On considère le fibré vectoriel hermitien E =

(
O
⊕(N+1)
K , (‖.‖v)v∈MK,∞

)
, où pour toute

place v ∈ MK,∞, la norme ‖.‖v est définie sur l’espace

O
⊕(N+1)
K ⊗OK ,σ C � C

N+1,

ce qui envoie (z0, . . . , zN) sur |z0|v + · · · + |zN |v.
Donc la surjection canonique EK → OP(E)(1)|x peut être écrit comme la forme de KN+1 →

K · `x, qui envoie le vecteur t ∈ KN+1 sur

〈t, x〉
〈`x, `x〉

`x.

On remarque que pour tout p ∈ SpmOK , la norme p-adique ‖.‖p sur EK ⊗K Kp = KN+1
p est induite

par la structure du OK-module de E. Cette norme envoie le vecteur (u0, . . . , uN) ∈ KN+1
p sur

max
16i6N

|ui|p.

La norme ‖.‖p,FS sur K · `x � OP(E)(1)|x induite par la structure de OK-module de P∗xOP(E)(1) est la
norme quotient déterminée par la surjection KN+1 → K · `x. Alors l’égalité

‖`x‖p,FS = inf
〈t,`x〉=〈`x,`x〉

‖t‖p = ‖`x‖p

est vérifiée.
On désigne par s(x) l’image de s dansOP(E)(1)|x via la surjection définie ci-dessus. C’est-à-dire

s(x) =
〈s, `x〉

〈`x, `x〉
`x.
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Donc pour toute place v ∈ MK , on obtient

‖s(x)‖v,FS = |〈s, `x〉| ·max {|x0|v, . . . , |xN |v}
−1 ,

où [x0 : · · · : xN] est la coordonnée projective de `x. On désigne par P∗xOP(E)(1) le fibré en droites
hermitien déterminé par le OK-module P∗xOP(E)(1) muni des métriques de Fubini-Study. D’après
la formule du produit (le théorème 2.1.1), on obtient

d̂egn

(
P∗xOP(E)(1)

)
= −

∑
v∈MK

[Kv : Qv]
[K : Q]

log ‖s(x)‖v,FS.

3.1.1 Hauteur classique d’un point rationnel dans l’espace projectif

Soit x ∈ PN(K) un point K-rationnal. On définit une fonction de hauteur qui évalue la com-
plexité arithmétique du point K-rationnel x.

Définition 3.1.3 (Weil). Soient K un corps de nombres, et x = [a0 : · · · : aN] ∈ PN(K). On définit
la hauteur classique du point rationnel x comme

h(x) =
∑

v∈MK

[Kv : Qv]
[K : Q]

log max {|a0|v, . . . , |aN |v} ,

où |a|v = |NKv/Qv(a)|
1

[Kv:Qv]
v pour toute place v ∈ MK et tout a ∈ K.

Avec toutes les notations et conditions dans l’exemple 3.1.2, on a

h(x) = d̂egn

(
P∗xOPN

K
(1)

)
.

D’après la formule du produit (le théorème 2.1.1), la hauteur h(x) ne dépend pas du choix des coor-
données homogènes de x, et elle est invariante sous l’action de Gal(Q/Q) d’après [45, Proposition
B.2.2].

Soient x ∈ PN(Q), mx l’idéal maximal de l’anneau local OPN ,x, et Q(x) = OPN ,x/mx le corps
résiduel de l’anneau local OPN ,x. On dit qu’un corps de nombres K est un corps de définition du
point x s’il existe un plongement de corps Q(x) ↪→ K. De plus, on définit le degré du point x
comme l’indice de l’extension [Q(x) : Q] .

Remarque 3.1.4. Soient K = Q, et x = [a0 : · · · : aN] ∈ PN(Q). On peut choisir les a0, . . . , aN ∈ Z

tels que pgcd (a0, . . . , aN) = 1. Alors on a

h(x) = log max{|a0|, . . . , |aN |},

où |.| est la valeur absolue usuelle. Par conséquent, pour tout nombre réel B, l’ensemble

{x ∈ PN(Q)|h(x) 6 B}

est de cardinal fini. Cette propriété est appelée "propriété de Northcott". D’après le même argument
que dans cette remarque ci-dessus, si OK est un anneau principal, l’ensemlble

{x ∈ PN(K)|h(x) 6 B}

est de cardinal fini. En fait, cette propriété est vérifiée pour tous les corps de nombres, voir [45,
Theorem B.2.3] (le théorème 3.1.7).

Pour le cas général, on a le résultat suivant :
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Proposition 3.1.5. Soient K un corps de nombres, et OK l’anneau des entiers de K. Pour tout
point K-rationnel x = [a0 : · · · : aN] de PN

K , soient HK(x) = exp ([K : Q]h(x)). Si b est un idéal
entier de OK , on désigne par Nb le nombre #(OK/b). On désigne par hK le nombre de classes de
K,

vn =
π

n
2

Γ
(

n
2 + 1

) , n ∈ N,

et

cK =

 1, si hK = 1 ;
2[K:Q]

[K:Q][K:Q]/2v[K:Q]
|∆K |

1
2 , si hK > 1.

Alors il existe un b ∈ OK tel que bi = bai ∈ OK pour tout i = 0, 1, . . . ,N et que NOKba0+···+OKbaN 6
cK .

Démonstration. On pose

HK(x) =
∏

v∈MK,∞

max
06i6N

{
|bi|

[Kv:Qv]
v

}
· (Nb)−1.

On considère l’idéal fractionnaire engendré par les ai, noté comme a cet idéal fractionnaire. En
effet, on peut choisir un b non-nul tel que ba est un idéal entier qui satisfait la condition dans le
corollaire 2.3.12. Dans ce cas-là, on obtient

Nb = Nb·a 6 cK .

Si hK = 1, on peut trouver un b tel que tous les bi sont premiers entre eux, et dans ce cas-là on a
Nb = 1. �

Corollaire 3.1.6. Avec toutes les notations et conditions dans la proposition 3.1.5, l’inégalité

max
06i6N

{
|NK/Q(bi)|

}
6 cK exp ([K : Q]h(x)) ,

est vérifiée, où |.| est la valeur absolue usuelle.

Démonstration. On a l’inégalité∏
v∈MK,∞

max
06i6N

{
|bi|

[Kv:Qv]
v

}
> max

06i6N

{
|NK/Q(bi)|

}
,

et on peut choisir les {bi} tels que Nb 6 cK d’après la proposition 3.1.5. Alors on obtient

HK(x) > max
06i6N

{
|NK/Q(bi)|

}
c−1

K ,

où HK(x) = exp ([K : Q]h(x)). Alors on a l’assertion. �

Si on considère les points fermés de hauteur bornée et de degré borné, on a encore la propriété
de Northcott ci-dessous.

Théorème 3.1.7 ([45], Theorem B.2.3). Soient B et D deux nombres réels positifs. Alors le cardi-
nal de l’ensemble {

x ∈ PN(Q)| h(x) 6 B, [Q(x) : Q] 6 D
}

est fini, où la fonction de hauteur h(.) est définie dans la définition 3.1.3 sur le corps résiduel du
point fermé.

Le résultat suivant est une conséquence directe du théorème 3.1.7.
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Corollaire 3.1.8. Soit K un corps de nombres. Alors le cardinal de l’ensemble{
x ∈ PN(K)| h(x) 6 B

}
est fini.

Soit K un corps de nombres. On définit S (PN
K ; B) =

{
x ∈ PN

K(K)| HK(x) 6 B
}

(bien sûr il est un
ensemble fini si on fixe les nombres N et B) et N(PN

K ; B) = #S (PN
K ; B). Par définition, on obtient

l’estimation triviale ci-dessous :

N(PN
K ; B) 6 (2[K : Q])N+1BN+1 �K,N BN+1. (3.1)

Pour une description plus précise du nombre N(PN
K ; B), on le résultat suivant :

Théorème 3.1.9 ([72], Theorem 1). Soient S (PN
K ; B) =

{
x ∈ PN

K(K)| HK(x) 6 B
}
, et N(PN

K ; B) =

#S (PN
K ; B). Alors on a

N(PN
K ; B) = a(K,N)BN+1 +

 O(B log B), si K = Q et N = 1 ;
O(BN+1− 1

[K:Q] ), sinon.

La constante a(K,N) est définie comme

a(K,N) =
hKR

ωζK(N + 1)

(
2r1(2π)r2

√
|∆K |

)
(N + 1)r1+r2−1,

où
— hK : le nombre de classes de K,
— R : le régulateur de K,
— ω : le nombre de racine de l’unité dans K,
— ζK : la fonction de zêta de K,
— r1 : le nombre des plongements réels de K,
— r2 : le nombre des plongements complexes de K,
— ∆K : le discriminant de K/Q.

Maintenant on considère la hauteur d’un point rationnel dans un schéma projectif avec un
plongement dans P(EK) fixé, où E est un fibré vectoriel hermitien sur SpecOK . Soit X un schéma
projectif et plat sur SpecOK , dont la fibre générique est de dimension d et de degré δ plongée dans
P(EK), notée comme X. On fixe un plongement ψ : X ↪→ P(EK). On prend un point x ∈X (K), et
on définit la hauteur du point K-rationnel x comme

h(x) := h (ψ(x)) .

S’il n’y a pas d’ambiguïté sur le corps de base K et l’immersion fermée ψ : X ↪→ P(EK), on
désigne

HK(x) = exp ([K : Q]h(ψ(x))) . (3.2)

Le résultat suivant est une conséquence directe du théorème 3.1.7.

Corollaire 3.1.10. Soit X ↪→ P(EK) un schéma projectif, où l’immersion fermée de X dans
P(EK) est fixée. La hauteur des points rationnels dans X est définie dans (3.2). Soient S (X; B) =

{x ∈ X(K)| HK(x) 6 B} et N(X; B) = #S (X; B). Alors N(X, B) est un nombre fini pour tout nombre
positif B fixé.
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Alors, pour un schéma projectif X fixé sur un corps de nombres K, afin d’obtenir des informa-
tions de la densité des points rationnels de X, il est utile de considérer quelques propriétés de la
fonction N(X; B) de la variable du nombre réel positif B.

On a l’estimation suivante.

Proposition 3.1.11. Soient E = O
⊕(n+1)
K , et X un sous-schéma fermé de dimension pure de P(EK)

qui est de dimension d et de degré δ. On a

#S (X; B) �K,δ,n Bdim X+1, (3.3)

où la constante dépendant de K, δ et n peut être calculée explicitement.

En effet, on considère le diagramme suivant :

X �
� ψ

//

φ

��

Pn
K

πL

��

Pd
K ,

où L est un schéma K-linéaire de dimension n−d−1, πL est la projection linéaire de direction L, et
φ est un recouvrement de degré δ. On peut trouver un schéma K-linéaire L, tel que le diagramme
ci-dessus soit commutatif, et HK(L) 6 C(δ, n), où HK(L) est la hauteur classique de la concaté-
nation des coordonnées projectives d’hyperplanes qui engendrent L et C(δ, n) est une constante
dépendante de δ et n. Comme pour tout point ξ ∈ X(K), on a HK(φ(ξ)) 6 C(δ, n)HK(ψ(ξ)), alors
on obtient

#S (X; B) 6 δ#S (Pd
K ; C(δ, n)B).

Par le théorème 3.1.9, on a l’estimation dans (3.3). C’est une estimation triviale de la fonction de
comptage des points rationnels des schémas arithmétiques avec degré et dimension fixés.

3.1.2 Hauteur arakelovienne d’un point rationnel

Dans cette partie, on définira une fonction de hauteur des points rationnels d’un espace pro-
jectif sur un corps de nombres, qui est par rapport à un fibré en droites hermitien. En effet, cette
hauteur est définie comme le degré d’Arakelov (voir la définition 2.2.6) d’un fibré en droites her-
mitien.

Définition 3.1.12. Soit π : X → SpecOK un schéma plat et projectif sur SpecOK . Le fibré en
droites hermitien sur X est un OX -module inversible L muni d’une famille de métriques con-
tinues (‖.‖v)v∈MK,∞ . Pour toute place v ∈ MK,∞, la norme ‖.‖v est Gal(C/Kv)-invariante et continue
sur Lan

v (C) (correspondant à L|XOK ,v(C) sur le schéma X ×SpecOK ,v SpecC). C’est-à-dire que la
norme ‖.‖v est le morphisme de Lan

v (C) dans le faisceau des fontions continues (considéré comme
un faisceau d’ensembles) sur X an

v (C), et elle définit une norme sur le C-espace vectoriel L|z pour
tout point z ∈ Xv(C). On désigne par L le fibré en droites hermitien sur X défini ci-dessus s’il
n’a y pas d’ambiguïté.

À partir d’un fibré en droites hermitien sur le schéma plat et projectif X → SpecOK , on va
définir une fonction de hauteur d’un point K-rationnel de X .

Définition 3.1.13 (Hauteur arakelovienne). Soient π : X → SpecOK un schéma plat et projectif,
L un fibré en droites hermitien sur X défini dans la définition 3.1.12, et x ∈ X (K) un point
rationnel. Alors le point x se relève de façon unique en un point entier Px ∈ X (OK). Pour tout
plongement σ : K ↪→ C, la structure du fibré en droites hermitien de L détermine une norme sur
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le C-espace vectoriel L|σ(x), notée comme ‖.‖σ cette norme. Le OK-module P∗xLmuni des normes
définies ci-dessus détermine un fibré en droites hermitien sur SpecOK , noté comme P∗xL, où l’on
considère P∗xL comme un OK-module inversible. Dans ce cas-là, la hauteur arakelovienne du
point x par rapport au fibré en droites hermitien L est définie comme d̂egn(P∗xL) (voir la définition
2.2.14), notée comme h

L
(x).

Remarque 3.1.14 (Indépendance du choix du corps de base). Soient π : X → SpecOK un
schéma plat et projectif, L un fibré en droites hermitien, et K′ une extension finie de K contenue
dans Q. Alors

π′ : X ×SpecOK SpecOK′ → SpecOK′

est un schéma plat et projectif sur SpecOK′ . On donne une famille de métriques sur L ×SpecOK

SpecOK′ pour obtenir un fibré en droites hermitien sur X ×SpecOK SpecOK′ . Si x ∈ X (K′), le
morphisme Px : SpecOK′ →X ×SpecOK SpecOK′ plonge le point x. On peut définir la hauteur de
x par rapport à L comme le degré d’Arakelov normalisé de P∗x(L×SpecOK SpecOK′) sur SpecOK′ .
Plus généralement, si x est un point fermé de X et K′ est un corps de définition du point x, alors
on considère le point x comme un élément dans X (K′), dont la hauteur par rapport à L ne dépend
pas du choix du corps de définition. Alors on obtient une fonction de hauteur comme ci-dessous :

h
L

: X (Q)→ R+.

Si on prend E le fibré vectoriel normé sur SpecOK comme dans l’exemple 3.1.2, et on prend
(X ,L) = (P(E),OP(E)(1)), alors la fonction h

L
(.) définie dans la définition 3.1.13 est la fonction

de hauteur classique (voir la définition 3.1.3).

Proposition 3.1.15. Soient π : X → SpecOK un schéma plat et projectif, L etM deux fibrés en
droites hermitiens sur X . On définit L ⊗M comme un fibré en droites hermitien sur X comme
ci-dessous : la structure de OX -modules est L ⊗M ; pour toute place v ∈ MK,∞, la métrique ‖.‖v
sur (L⊗M)an

v (C) envoie le produit tensoriel de section locale s⊗ t sur le nombre ‖s‖v · ‖t‖v. Donc
on obtient la proposition suivante. Alors l’égalité

h
L⊗M

(.) = h
L

(.) + h
M

(.)

est vérifiée.

Démonstration. Pour toute place v ∈ MK , on a log (‖s‖v · ‖t‖v) = log ‖s‖v + log ‖t‖v. Alors on
obtient le résultat par définition 2.2.6. �

On désigne par P̂ic(X ) l’ensemble des classes d’isomorphismes des fibrés en droites hermi-
tiens sur X . Cet ensemble est un groupe commutatif par rapport au produit tensoriel défini dans la
proposition 3.1.15. L’inverse de [L] est [L

∨
], qui est la classe d’isomorphisme du fibré en droites

hermitien déterminé par le faisceau dual de L muni des métriques duales. On remarque que h
L

(.)
ne dépend que de la classe d’isomorphisme de L.

Soit φ : X an
v (C)→ R une fonction continue, qui est invariante sous l’action de la conjugaison

complexe. On définit Ov(φ) comme le fibré en droites hermitien sur X dont la structure de OX -
modules est OX . Pour toute place w ∈ MK,∞, où w , v, on a ‖1‖w = 1. De plus, on a

‖1‖v(z) = e−φ(z).

Donc on peut considérer le groupe C0 (
X an

v (C)
)

comme un sous-groupe de P̂ic(X ).
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Exemple 3.1.16 ([54], Proposition 9.10). Avec toutes les notations dans l’exemple 3.1.2, si pour
toute place v ∈ MK,∞, on prend la norme ‖.‖v qui envoie le point (z0, . . . , zN) sur le nombre√
|z0|

2
v + · · · + |zN |

2
v . C’est-à-dire que le fibré universel est muni des `2-normes. Dans ce cas-là,

on a
‖s(x)‖v,FS = |〈s, `x〉|v ·

(
|z0|

2
v + · · · + |zN |

2
v

)− 1
2 ,

où v ∈ MK,∞.
Soit E = O

⊕(N+1)
K , et on prend un élément non-nul (z0, . . . , zN) ∈ E tel que la coordonnée

projective du point x ∈ P(EK)(K) soit [z0 : · · · : zn]. D’après l’exemple 3.1.2, on obtient

h
OPN (1)(x) = d̂egn(P∗xOP(E)(1)).

Pour un calcul explicite, il est une conséquence directe d’après la proposition 2.2.9. Dans ce cas-là,
on a

d̂egn(P∗xOP(E)(1))

=
1

[K : Q]
log #(P∗xO(1)/s(x)OK) −

∑
v∈MK,∞

[Kv : Qv]
[K : Q]

log ‖s(x)‖v,FS

=
1

[K : Q]
log # ((z0OK + · · · + zNOK)/〈s, `x〉OK) −

∑
v∈MK,∞

[Kv : Qv]
[K : Q]

log
|〈s, `x〉|v√

|z0|
2
v + · · · + |zN |

2
v

=
1

[K : Q]
log

# ((z0OK + · · · + zNOK)/〈s, `x〉OK)∏
v∈MK,∞

|〈s, `x〉|v
+

∑
v∈MK,∞

[Kv : Qv]
[K : Q]

log
√
|z0|

2
v + · · · + |zN |

2
v

=
1

[K : Q]
log (#OK/(z0OK + · · · + zNOK)) +

∑
v∈MK,∞

[Kv : Qv]
[K : Q]

log
√
|z0|

2
v + · · · + |zN |

2
v

=
∑

p∈SpmOK

[Kp : Qp]
[K : Q]

log max
06i6N

{|zi|p} +
1
2

∑
v∈MK,∞

[Kv : Qv]
[K : Q]

log

 N∑
j=0

|z j|
2
v

 .
Avec toutes les conditions dans cet exemple, soit h(.) la fonction de hauteur classique (voir la
définition 3.1.3). Alors pour tout x ∈ P(EK)(K), on a

h(x) 6 h
OPN (1)(x) 6

1
2

log (N + 1) + h(x).

Dans la suite, on va démontrer que la propriété de Northcott par rapport à la hauteur arakelovi-
enne est encore vérifiée.

Théorème 3.1.17 ([83], Theorem 5.3). Soient π : X → SpecOK un schéma plat et projectif, et
L un fibré en droites hermitien sur X . Si L est un fibré ample sur X , alors pour tous nombres
réels positifs B et D, le cardinal de l’ensemble

{x ∈X (Q)| h
L

(x) 6 B, [Q(x) : Q] 6 D}

est fini.

Démonstration. D’après la proposition 3.1.15, on a h
L
⊗n(.) = nh

L
(.). Alors afin de démontrer que

l’ensemble dans l’assertion est fini, on peut remplacer L par ses puissances tensorielles. Donc
dans la suite, on suppose que L est très ample. Dans ce cas-là, soit E un OK-module de rang fini.
Alors il existe un f : L → P(E), telle que L � f ∗OP(E)(1).

On prend une famille de normes telle que E soit un fibré vectoriel hermitien, et on peut donner
une famille des métriques de Fubini-Study même que dans l’exemple 3.1.2. Alors on obtient un
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fibré en droites hermitien OP(E)(1) sur X . Soient v ∈ MK,∞ et z ∈X an
v (C). On désigne par ‖φ(z)‖v

la norme de l’isomorphisme des C-espaces vectoriels

φ(z) : L(C)|z → OP(E)(1)|z.

Donc la fonction z 7→ log (‖φ(z)‖v) est continue sur X an
v (C). Comme X an

v (C) est compact, on
obtient que la fonction z 7→ log (‖φ(z)‖v) admet la valeur maximale dans X an

v (C), notée comme λv

cette valeur maximale. Soient
O(λ) :=

⊗
x∈MK,∞

Ov(λv),

et

η =
∑

v∈MK,∞

[Kv : Qv]
[K : Q]

λv.

Par définition, pour tout x ∈X (Q), on obtient

h
L

(x) 6 h
OP(E)(1)⊗O(λ)(x) 6 h(x) + η,

où h(.) est la hauteur classique (voir la définition 3.1.3) sur PN(Q). D’après le théorème 3.1.7, on
montre le résultat. �

3.2 Hauteurs d’un schéma projectif

Soient K un corps de nombres, et OK l’anneau des entiers de K. Soient E un fibré vectoriel
hermitien de rang n + 1 sur SpecOK , et EK = E ⊗OK K. On désigne par Chown

d,δ(K) l’ensemble
des sous-schémas fermés de P(EK) qui sont de dimension pure d et de degré δ. Soit L un fibré en
droites ample hermitien sur P(EK). On dit que L est semi-positif, si pour toute place v ∈ MK,∞, le
fibré en droites Lv admet une métrique hermitienne dont la courbure est semi-positive sur P(EK,v).
On suppose que L est semi-positif, alors une hauteur d’un schéma projectif par rapport au fibré en
droites hermitien L est une fonction

h
L

: Chown
d,δ(K)→ R,

qui mesure la complexité arithmétique de ce K-schéma projectif de dimension pure.
Plusieurs fonctions de hauteur de schémas projectifs arithmétiques sont utilisées dans cette

thèse. Soient X un sous-schéma fermé de P(EK) qui est de dimension d et de degré δ, et X
l’adhérence Zariski de X dans P(E). On suppose que L est un fibré en droites ample hermitien sur
X. On introduira la théorie générale pour les hauteurs impliquées dans cette thèse. Au cas où X est
une hypersurface, on a quelques propriétés spéciales.

3.2.1 Notions fondamentales et bornes triviales de fontion de Hilbert-Samuel arith-
métique

Soient n > 1 un entier positif, E un fibré vectoriel hermitien de rang n + 1 sur SpecOK ,
et L = OP(E)(1) le fibré universel de P(E). Alors les normes hermitiennes sur E induisent une
structure des métriques hermitiennes sur L qui définit un fibré en droites hermitien L sur P(E).

Pour tout entier D > 1, soient

ED = H0(P(E),L⊗D), (3.4)
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et r(n,D) le rang ED sur OK . En effet, on a

r(n,D) =

(
n + D

D

)
. (3.5)

Pour toute place v ∈ MK,∞, on désigne par ‖.‖v,sup la norme sur ED,v := ED ⊗OK ,v C qui est
définie comme

∀ s ∈ ED,v, ‖s‖v,sup = sup
x∈P(EK )v(C)

‖s(x)‖v,FS, (3.6)

où ‖.‖v,FS est la norme de Fubini-Study sur P(EK)v(C).
On va introduire la métrique de John, notée comme ‖.‖v,J pour toute place v ∈ MK,∞ sur

l’espace ED, voir [78] pour une introduction systématique de cette notion. En général, étant donné
un corps convexe (symétrique) C, il existe un ellipsoïde J(C) de façon unique, appelé ellipsoïde
de John, contenu dans C dont le volume est maximal. De même, il existe un ellipsoïde L(C) de
façon unique, appelé ellipsoïde de Löwner, contenant C dont le volume est minimal.

Pour le OK-module ED et toute place v ∈ MK,∞, on prend son ellipsoïde de John afin d’induire
une norme hermitienne à partir de ‖.‖v,sup, notée comme ‖.‖v,J cette norme. Pour toute section
s ∈ ED, l’inégalité

‖s‖v,sup 6 ‖s‖v,J 6
√

r(n,D)‖s‖v,sup (3.7)

est vérifiée d’après [78, Theorem 3.3.6]. De même, son ellipsoïde de Löwner induit une autre
norme, notée comme ‖.‖v,L cette norme pour toute place v ∈ MK,∞. L’inégalité

‖s‖v,L 6 ‖s‖v,sup 6
√

r(n,D)‖s‖v,L (3.8)

est vérifiée. De plus, les constantes ne dépendent pas du choix de corps convexe symétrique.
D’après les inégalités (3.7) et (3.8), on obtient le résultat suivant :

Proposition 3.2.1 ([20], Proposition 2.1.14). Soit E un fibré vectoriel normé de rang r > 0 sur
Spec K. Alors on a les inégalités suivantes :

µ̂(E) −
1
2

log r 6 µ̂(EJ) 6 µ̂(E) 6 µ̂(EL) 6 µ̂(E) +
1
2

log r,

µ̂max(E) −
1
2

log r 6 µ̂max(EJ) 6 µ̂max(E) 6 µ̂max(EL) 6 µ̂max(E) +
1
2

log r,

µ̂min(E) −
1
2

log r 6 µ̂min(EJ) 6 µ̂min(E) 6 µ̂min(EL) 6 µ̂min(E) +
1
2

log r,

où EJ est le fibré vectoriel normé muni de la norme de John à partir de la norme orginale, et EL

est le fibré vectoriel normé muni de la norme de Löwner.

Soient A un anneau, et E un A-module. On désigne par SymD
A (E) le produit symétrique de

degré D du A-module E, ou par SymD(E) s’il n’a y pas d’ambiguïté sur l’anneau de base.
Si on considère ED comme unOK-module, on a l’isomorphisme deOK-modules ED � SymD(E).

Alors pour toute place v ∈ MK,∞, la norme hermitienne ‖.‖v sur Ev,C induit une norme hermitienne
‖.‖v,sym par le produit symétrique. Plus précisément, cette norme est la norme quotient induite par
le morphisme quotient

E⊗D → SymD(E),

où le fibré vectoriel normé E
⊗D

est muni de la norme du produit tensoriel de E sur SpecOK (voir
§2.2.1 pour la définition). On dit que cette norme est la norme symétrique sur SymD(E). Pour
toute place v ∈ MK,∞, les normes ‖.‖v,J et ‖.‖v,sym sont invariantes sous l’action de groupe unitaire
U(Ev,C, ‖.‖v) d’ordre n + 1. Alors elles sont proportionnelles et le ratio est indépendant du choix
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de v ∈ MK,∞ (voir la démonstration de [10, Lemma 4.3.6]). On désigne par R0(n,D) la constante
telle que pour toute section 0 , s ∈ ED,v, l’égalité

log ‖s‖v,J = log ‖s‖v,sym + R0(n,D). (3.9)

soit vérifiée.

Définition 3.2.2. Soit ED le OK-module défini dans (3.4). Pour toute place v ∈ MK,∞, on désigne
par ED le fibré vectoriel hermitien sur SpecOK que ED est muni des normes de John ‖.‖v,J in-
duite par les normes ‖.‖v,sup définie ci-dessus. De même, on désigne par ED,sym le fibré vectoriel
hermitien sur SpecOK que ED est muni des normes ‖.‖v,sym.

Avec les notations dans la définition 3.2.2, on a les résultats suivants.

Proposition 3.2.3 ([21], Proposition 2.7). Avec toutes les notations dans la définition 3.2.2, on a

µ̂min(ED) = µ̂min(ED,sym) − R0(n,D).

Dans l’égalité ci-dessus, la constante R0(n,D) définie dans l’égalité (3.9) satisfait l’inégalité

0 6 R0(n,D) 6 log
√

r(n,D),

où la constante r(n,D) est définie dans l’égalité (3.5).

Démonstration. L’égalité dans l’assertion est obtenue par l’égalité (3.9) directement. Pour l’iné-
galité, soit s une section non-nulle dans H0(P(Ev,C),Lv,C). Par définition, on obtient ‖s‖v,sup =

‖s‖v = ‖s‖v,sym. Alors
‖sD‖v,sup = ‖s‖Dv,sup = ‖s‖Dv,sym = ‖sD‖v,sym.

Comme R0(n,D) = log ‖sD‖v,J − log ‖sD‖v,sym qui ne dépend pas du choix de s, d’après l’inégalité
(3.7) on obtient le résultat. �

Proposition 3.2.4 ([21], Proposition 2.9). Avec toutes les notations dans la définition 3.2.2 et
légalité (3.9), pour tout entier D > 1, l’inégalité

µ̂min(ED) > Dµ̂min(E) − ρ(D)(E
∨

) − R0(n,D)

est vérifiée, où la constante ρ(D)(E
∨

) est définie dans la remarque 2.2.34.

Démonstration. Par la définition dans la remarque 2.2.34, on obtient l’égalité

µ̂min(E
⊗D

) = Dµ̂min(E) − ρ(D)(E
∨

).

De plus, comme ED,sym est un quotient de E
⊗D

, on obtient µ̂min(ED,sym) > µ̂min(E
⊗D

) par la propo-
sition 2.2.26. Alors on a

µ̂min(ED) = µ̂min(ED,sym) − R0(n,D) > Dµ̂min(E) − ρ(D)(E
∨

) − R0(n,D),

ce qui montre le résultat. �

Remarque 3.2.5. Soit E = O
⊕(n+1)
K muni des `2-normes. Pour toute place σ ∈ MK,∞, la norme

envoie (x0, . . . , xn) en √
|σ(x0)|2 + · · · + |σ(xn)|2,

où |.| est la valeur absolue usuelle. Alors on a µ̂min(E) = µ̂(E) = 0 et ρ(D)(E
∨

) = 0. Dans ce cas-là,
on a

µ̂(ED) > −
D
2

log(n + 1)

d’après la proposition 3.2.4, comme r(n,D) =
(
n+D

D

)
6 (n + 1)D.
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Soient X un sous-schéma fermé intègre de P(EK), et X l’adhérence Zariski de X dans P(E).
On désigne par

ηX,D : ED,K = H0(P(EK),L⊗D
K )→ H0(X,L|⊗D

X ) (3.10)

l’application d’évaluation sur X. On désigne par FD l’image saturée du morphisme ηX,D dans
H0(X ,L|⊗D

X
). Dans les autres mots, le OK-module FD est le plus grand sous-OK-module saturé

de H0(X ,L|⊗D
X

) tel que FD,K = Im(ηX,D). Lorsque l’entier D est assez positif, l’homomorphisme
ηX,D est surjectif, ce qui signifie FD = H0(X ,L|⊗D

X
).

Le OK-module FD est muni des métriques quotients (à partir des celles de ED) telles que FD

soit un fibré vectoriel hermitien sur SpecOK , noté comme FD cette fibré vectoriel hermitien.

Définition 3.2.6. Soit FD le fibré vectoriel hermitien sur SpecOK défini au-dessous de l’appli-
cation (3.10). On dit que la fonction qui envoie l’entier positif D sur la pente de FD sous cette
famille des normes est la fonction de Hilbert-Samuel arithmétique de X par rapport au fibré en
droites hermitien L.

Remarque 3.2.7. Avec les notations dans la définition 3.2.6, la quantité d̂eg(FD) est appélée "D-
ième hauteur" de X et elle est étudié dans dans [65, §2.2]. Comme FD est un quotient de ED, on
a

µ̂(FD) > µ̂min(ED) > −
D
2

log(n + 1)

d’après la proposition 2.2.26 et la remarque 3.2.5. C’est une minoration triviale de la fonction de
Hilbert-Samuel arithmétique µ̂(FD) de X.

Soit Z = {Pi}i∈I une famille de points K-rationnels distincts de X. L’application d’evaluation

ηZ,D : H0(P(EK),L⊗D
K )→

⊕
i∈I

P∗iL
⊗D
K

se factorise par le morphisme ηX,D qui est défini dans le morphisme (3.10). On désigne par

φZ,D : FD,K →
⊕

i∈I

P∗iL
⊗D
K

le morphisme tel que φZ,D ◦ ηX,D = ηZ,D.

Proposition 3.2.8 ([21], Proposition 2.12). Avec toutes les notations dans la définition 3.2.6, si
l’inégalité

sup
i∈I

h
L

(Pi) <
µ̂max(FD)

D
−

1
2D

log r1(n,D)

est vérifiée, où r1(n,D) = rgOK
(FD). Alors le morphisme φZ,D ne peut pas être injectif.

Démonstration. Si φZ,D est injectif, alors il existe un sous-ensemble I0 de I de cardinal r1(n,D)
tel que prI0

◦φZ,D soit injectif, où prI0
est l’application projective canonique⊕

i∈I

P∗iL
⊗D
K →

⊕
i∈I0

P∗iL
⊗D
K .

D’après la proposition 2.2.26, on obtient

µ̂max(FD) 6 max
i∈I0

Dh
L

(Pi) + h(prI0
◦φZ,D).

D’après l’inégalité (3.7), on obtient

h(prI0
◦φZ,D) 6

1
2

log r1(n,D),

ce qui résulte en une contradiction. �
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3.2.2 Introduction à la forme de Chow et la forme de Cayley

Dans cette partie, on introduira les notions de la forme de Chow et de la forme de Cayley d’un
schéma projectif de dimension pure. L’approche est purement géométrique.

Soient k un corps, et V un espace k-vectoriel de rang n + 1. Soit X un sous-schéma fermé
de dimension pure de P(V). On considère certains invariants du schéma X. Ils peuvent classifier
les sous-schémas linéaires fermés de dimension n − d − 1 de P(V) dont l’intersection avec X est
non-vide.

Définition 3.2.9. Soient X un schéma de dimension pure, et C(X) l’ensemble des composantes
irréductibles de X. On définit le cycle fondamental de X comme la somme formelle

[X] =
∑

X′∈C(X)

`OX,X′ (OX,X′)X′.

De plus, l’entier `OX,X′ (OX,X′) est appelé la multiplicité géométrique de la composante irréductible
X′ ∈ C(X) dans X, voir §1.2.2 pour la définition de `OX,X′ (OX,X′).

Soient W le produit P(V) ×k P(V∨)×k(d+1) et Γ la sous-variété d’incidence de W qui classifie
tous les points (ξ, u0, . . . , ud) tels que ξ(u0) = · · · = ξ(ud) = 0. On désigne par p : W → P(V) et
q : W → P(V∨)×k(d+1) les deux projections.

Proposition 3.2.10 ([10], §4.3). Soit X un sous-schéma fermé de dimension pure de P(V), qui est
de dimension d et de degré δ. On suppose que [X] =

∑
i∈I

miXi est le cycle fondamental (voir la

définition 3.2.9) de X. Alors q(Γ ∩ p−1(X)) est une hypersurface de P(V∨)×k(d+1) de multi-degré
(δ, . . . , δ). De plus, le cycle fondamental de l’hypersurface q(Γ ∩ p−1(X)) admet la forme de∑

i∈I

miX′i ,

où X′i est une hypersurface intègre de multi-degré (deg(Xi), . . . , deg(Xi)) de P(V∨)×k(d+1).

Définition 3.2.11. L’hypersurface définie dans la proposition 3.2.10 correspond à un sous-k-
espace vectoriel de rang 1 de l’espace Symδ(V∨)⊗k(d+1), noté comme ΦX ce sous-k-espace vec-
toriel. On appelle que ΦX est la multi-forme de Chow du schéma X.

Remarque 3.2.12. Soit φX un élément dans Symδ(V∨)⊗k(d+1) qui représente ΦX , alors on a

φX =
∏
i∈I

φmi
Xi
,

où tous les φXi ∈ Symdeg(Xi)(V∨)⊗k(d+1) sont des polynômes irréductibles distincts de multi-degré
(deg(Xi), . . . , deg(Xi)) sur V . Si le schéma X est intègre, alors φX est un polynôme irréductible.

Dans la suite, on va introduire la forme de Chow classique, où l’on utilise l’approche dans
[35, §3.2.B]. Soit Ǧ = Gr(d + 1,V∨) la grassmannienne qui classifie tous les quotients de rang
d + 1 de V∨ (ou l’on peut dire que tous les sous-espaces de rang d + 1 de V). On désigne par Γ′

la sous-variété d’incidence de P(V) ×k Ǧ qui classifie tous les points (ξ,U) tels que ξ(U) = 0 (on
considère U comme un sous-espace de V). Soient p′ : P(V) ×k Ǧ → P(V) et q′ : P(V) ×k Ǧ → Ǧ
les deux projections.

La proposition suivante est une généralisation de [35, §3.2.B]. Le cas où l’on considère un
schéma intègre est considéré dans [21, Proposition 3.3]. Ici, on généralise ce résultat au cas où le
schéma X est de dimension pure générale.
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Proposition 3.2.13. Soit X ⊂ P(V) un sous-schéma fermé de dimension pure, qui est de dimension
d et de degré δ. On suppose que [X] =

∑
i∈I

miXi est le cycle fondamental de X. Alors q′(Γ′ ∩

p′−1(X)) est une hypersurface de degré δ de Ǧ. De plus, le cycle fondamental de l’hypersurface
q′(Γ′ ∩ p′−1(X)) admet la forme de ∑

i∈I

miX̃i,

où X̃i est une hypersurface intègre de degré deg(Xi) sur Ǧ.

Démonstration. La sous-variété d’incidence Γ′ est une fibration sur P(V) dans la grassmannienne
Ǧ. D’abord, on suppose que X est intègre, alors on peut considérer la topologie de X seulement.
Dans ce cas-là, on rappelle la démontration de [21, Proposition 3.3]. Le schéma Γ′ ∩ p′−1(X) =

p′|−1
Γ′

(X) est irréductible. On désigne par Y le schéma Γ′ ∩ p′−1(X) considéré comme une sous-
variété de Γ′. La projection q′ est propre, donc l’image Z = q′(Y) est un sous-schéma fermé
intègre de Ǧ. Soit ξ = Spec K′ le point générique géométrique de Z, qui correspond à un sous-
espace vectoriel V de rang d + 1 de V . La fibre Yξ coïncide avec le sous-schéma de XK′ défini par
l’annulation sur V . La dimension de XK′ est d, donc q′ envoie Y sur Z birationnellement et on a
dim(Z) = dim(Y) = dim(Ǧ) − 1.

Pour calculer le degré de Z comme un sous-schéma fermé de Ǧ, on considère l’égalité ci-
dessous des classes de cycle :

[Z] = (q′|Γ′)∗(p′|Γ′)∗[X] = δ(q′|Γ′)∗(p′|Γ′)∗[U],

où U est l’espace projectif associé à l’espace quotient de rang d+1 de E. La classe (q′|Γ′)∗(p′|Γ)∗[U]
est la première classe de Schubert dans la grassmannienne Ğ d’après [32, §14.7]. Alors le degré
de Z dans Ǧ est δ.

Si X est un sous-schéma fermé de dimension pure de P(V), par l’argument ci-dessus, on obtient
que

[q′(Γ′ ∩ p′−1(X))] =
∑
i∈I

mi(q′|Γ′)∗(p′|∗Γ′)[Xi],

où [X] est le cycle fondamental du schéma X.
Soient Xi et X j deux composantes irréductibles distinctes de X, qui sont considérés comme

deux schémas intègres. Donc il existe un k-point P, tel que P ∈ Xi(k) mais P < X j(k). De plus, on
obtient qu’il existe un sous-schéma k-linéaire fermé qui intersecte Xi en un sous-schéma non-vide
mais n’intersecte pas X j. On en déduit (q′|Γ′)∗(p′|Γ′)∗[Xi] , (q′|Γ′)∗(p′|Γ′)∗[X j] considérés comme
cycles premiers. Alors on a l’assertion. �

On va introduire la forme de Cayley. L’avantage de la forme de Cayley est qu’on peut la
construire à partir d’un système de générateurs de X qui sont de degré δ. On rapelle que dans la
construction de la multi-forme de Chow, on a actuellement utilisé la coordonnée de Stiefel de la
grassmannienne. Si on prend la coordonnée de Plücker, la même opération construit la forme de
Cayley.

Par le plongement de Plücker Ǧ → P(
∧d+1 V∨), l’algèbre de coordonnées B(Ǧ) =

⊕
D>0

BD(Ǧ)

de Ǧ est une algèbre quotient homogène de l’algèbre
⊕
D>0

SymD(
∧d+1 V∨). Pour expliquer le rôle

de la coordonnée de Plücker, on considère la construction suivante : on désigne par

θ : V∨ ⊗k (∧d+1V)→ ∧dV

l’homomorphisme qui envoie ξ ⊗ (x0 ∧ · · · ∧ xd) sur
d∑

i=0

(−1)iξ(xi)x0 ∧ · · · ∧ xi−1 ∧ xi+1 ∧ · · · ∧ xd.
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Soit Γ̃ la sous-variété de P(V)×k P(
∧d+1 V∨) qui classifie tous les point (ξ, α) tels que θ(ξ⊗α) = 0.

Soient p̃ : P(V) ×k P(
∧d+1 V∨) → P(V) et q̃ : P(V) ×k P(

∧d+1 V∨) → P(
∧d+1 V∨) les deux

projections canoniques. Alors on obtient la proposition suivante.

Proposition 3.2.14. Soit X un sous-schéma de dimension pure de P(V), qui est de dimension d
et de degré δ. On suppose que [X] =

∑
i∈I

miXi est le cycle fondamental de X. Alors q̃(̃Γ ∩ p̃−1(X))

est une hypersurface de degré δ de P(
∧d+1 V∨). De plus, le cycle fondamental de l’hypersurface

q̃(̃Γ ∩ p̃−1(X)) admet la forme de ∑
i∈I

miX̃′i ,

où X̃′i est une hypersurface intègre de degré deg(Xi) de P(
∧d+1 V∨).

Définition 3.2.15. On désigne par ΨX le sous-k-espace vectoriel de dimension 1 de Symδ(
∧d+1 V∨)

qui définit l’hypersurface dans la proposition 3.2.14. On dit qu’elle est la forme de Cayley de
X. La variété d’incidence Γ′ de P(V) ×k Ǧ est l’intersection de Γ̃ et P(V) ×k Ǧ (plongée dans
P(V) ×k P(

∧d+1 V∨)).

Remarque 3.2.16. On a l’observation suivante à partir de la relation entre la coordonnée de Stiefel
et la coordonée de Plücker (voir la page 101 de [35]). Soit ψX un élément dans Symδ(

∧d+1 V∨)
qui représente ΨX considéré comme un polynôme homogène de degré δ sur

∧d+1 V . Alors le
polynôme homogène φX de multi-degré (δ, . . . , δ) est défini comme

φX(x0, . . . , xd) = ψX(x0 ∧ · · · ∧ xd),

où φX est défini dans la définition 3.2.11. Par définition, si le schéma X est intègre, le polynôme
ψX est irréductible.

3.2.3 Hauteurs d’un schéma projectif de dimension pure

D’abord, on définit une fonction de hauteur introduite par G. Faltings dans [28, Definition 2.5]
par la théorie d’intersection arithmétrique. La théorie d’intersection arithmétique est développée
par H. Gillet et C. Soulé dans [37], voir [76] pour une introduction systématique de cette théorie.

Définition 3.2.17 (Hauteur arakelovienne). Soient K un corps de nombres,OK l’anneau des entiers
de K, E un fibré vectoriel hermitien de rang n+1 sur SpecOK , etL un fibré en droites hermitien sur
P(EK). Soient X un sous-schéma fermé de dimension pure de P(EK) et X l’adhérence Zariski de X
dans P(E). La hauteur arakelovienne de X est définie comme le nombre d’intersection arithmétique

1
[K : Q]

d̂eg
(̂
c1(L)d+1 · [X ]

)
,

où ĉ1(L) est la première classe de Chern arithmétique deL. Cette hauteur est notée comme h
L

(X).

Si X est un point rationnel considéré comme un schéma projectif intègre, la hauteur définie
dans la définition 3.2.17 est la même que celle donnée à la définition 3.1.13.

Remarque 3.2.18. Soit

h(D)
L

(X) =
d̂egn(FD)

Dd+1/(d + 1)!
,

où FD est défini dans la proposition 3.4.3. D’après [65, Théorème A], l’égalité

lim
D→∞

h(D)
L

(X) = h
L

(X)

est vérifiée.
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Définition 3.2.19 (Mesure de Mahler). Soit f (T1, . . . ,Tn) ∈ C[T1, . . . ,Tn] un polynôme. On
définit la mesure de Mahler du polynôme f (T1, . . . ,Tn) comme

M( f ) = exp
(∫

[0,1]n
log | f (e2πit1 , . . . , e2πitn)|dt1 · · · dtn

)
,

où |.| est la valeur absolue usuelle.

Pour un corps de nombres K, soient f (T1, . . . ,Tn) ∈ K[T1, . . . ,Tn] et σ : K ↪→ C un plonge-
ment. On définit

Mσ( f ) = exp
(∫

[0,1]n
log |σ( f )(e2πit1 , . . . , e2πitn)|dt1 · · · dtn

)
(3.11)

comme la mesure de Mahler du polynôme f par rapport au plongement σ, où |.| est la valeur
absolue usuelle.

On va introduire une fonction de hauteur d’un polynôme, qui est originaire de [59, Définition
1.10].

Définition 3.2.20 (Hauteur de Philippon). Soit X une hypersurface de Pn
K définie par le polynôme

homogène
f (T0,T1, . . . ,Tn) =

∑
(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

ai0,i1,...,inT i0
0 T i1

1 · · · T
in
n ,

la hauteur de Philippon de X est définie comme

hPh(X) :=
∑

p∈SpmOK

[Kp : Qp]
[K : Q]

log ‖ f ‖p +
1

[K : Q]

∑
σ:K↪→C

log Mσ( f ),

où l’on définit
‖ f ‖p = max

(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

{|ai0,i1,...,in |p}

pour tout p ∈ SpmOK , et Mσ( f ) est la mesure de Mahler de f par rapport au plongement σ : K ↪→

C définie dans (3.11).

En général, soit E = O
⊕(n+1)
K un fibré vectoriel hermitien. Soit s ∈ H0(P(EK),OP(EK )(δ)) une

section globale non-nulle. Pour toute place infinie v ∈ MK,∞ fixée, on définit

‖s‖v,∞ = sup
x∈P(EK,v)(C)

‖s(x)‖v,FS = sup
‖x‖v=1

‖s(x)‖v,FS. (3.12)

En effet, la norme ‖.‖v,∞ est même que la définition dans (3.6). Soient U(EK,v, ‖.‖v) le groupe
unitaire qui s’agit sur EK,v, et dv(x) la mesure U(EK,v, ‖.‖v)-invariante unique probabiliste sur
P(EK,v)(C), ce qui signifie ∫

P(EK,v)(C)
dv(x) = 1.

Soit ‖.‖v,FS la métrique de Fubini-Study sur P(EK)v(C) par rapport au plongement complexe ou
réel v. On définit

‖s‖v,0 = exp
(∫
P(EK,v)(C)

log ‖s(x)‖v,FSdv(x)
)
. (3.13)

Pour tout nombre réel strictement positif p, on définit

‖s‖v,p =

(∫
P(EK,v)(C)

‖s(x)‖pv,FSdv(x)
)1/p

. (3.14)
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On va comparer les normes définies dans (3.12), (3.13) et (3.14). D’après [10, (1.4.10)], on
obtient

‖s‖v,∞ > ‖s‖v,p > ‖s‖v,0 = lim
p→0
‖s‖v,p.

D’après [10, Corollary 1.4.3], on a

‖s‖v,∞ 6 exp
(
δ

2
Hn

)
‖s‖v,0,

oùHn = 1 + 1
2 + · · · + 1

n . C’est une généralisation de [28, Lemma 2.9].

Définition 3.2.21 (p-hauteur). Soit s ∈ H0(P(EK),OP(EK )(δ)) une section globale non-nulle. On
définit la p-hauteur de l’hypersurface X de P(EK) définie par la section globale s comme

hp(X) =
∑

p∈SpmOK

[Kp : Qp]
[K : Q]

log ‖s‖p +
∑

v∈MK,∞

[Kv : Qv]
[K : Q]

log ‖s‖v,p,

où p ∈ [0,+∞], et la norme ‖.‖v,p est définie dans les égalités (3.12), (3.13) et (3.14).

D’après [10, Theorem 4.3.8], soit X une hypersurface de P(EK). Alors on a l’égalité

h0(X) = h
L

(X) −
1
2
δHn,

où l’on prend le fibré en droites L = OX(1), qui est muni des métriques de Fubini-Study induites
par les normes sur E.

Si le fibré vectoriel hermitien E = O
⊕(n+1)
K est muni des `2-normes définies suivantes : pour

tout plongement σ : K ↪→ C, la norme ‖.‖σ envoie le point (x0, . . . , xn) en√
|σ(x0)|2 + · · · + |σ(xn)|2,

où |.| est la valeur absolue usuelle. Soit s ∈ H0(P(EK),OP(EK )(δ)) une section non-nulle. Une section
globale non-nulle dans H0(P(EK),OP(EK )(δ)) peut être considérée comme un polynôme homogène
de degré δ dans K[T0, . . . ,Tn], car P(EK) est un espace projectif de dimension n. Alors d’après
[60, Théorème 1], on obtient

0 6 log Mv(s) − log ‖s‖v,0 6 4δ log(n + 1)

pour toute place v ∈ MK,∞, où Mv(s) est la mesure de Mahler de la section s considérée comme un
polynôme homogène de degré δ par rapport à la place v, voir (3.11) pour la définition de la mesure
de Mahler. Soit X l’hypersurface définie par la section globale s ∈ H0(P(EK),OP(EK )(δ)), alors on
en déduit

0 6 hPh(X) − h0(X) 6 4δ log(n + 1), (3.15)

voir la définition 3.2.20 et la définition 3.2.21 pour les définitions des deux hauteurs dans l’inégal-
ité (3.15).

3.2.4 Hauteurs de la forme de Chow et la forme de Cayley

On a défini la forme de Chow et la forme de Cayley dans §3.2.2. Soient K un corps de nombres,
E un fibré vectoriel hermitien sur SpecOK , et X un sous-schéma fermé de dimension pure de
P(EK), qui est de dimension d et de degré δ. La multi-forme de Chow ΦX,K de X s’identifie à un
sous-espace de rang 1 de Symδ

K(E∨K)⊗K (d+1), dont la saturation dans Symδ
OK

(E∨)⊗OK (d+1) s’identifie

à un sous-fibré en droites hermitien ΦX de Symδ(E∨)⊗K (d+1) sur SpecOK .
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Soit X le même comme ci-dessus. Par l’argument similaire à celui ci-dessus, la forme de
Cayley ΨX,K s’identifie un sous-K-espace vectoriel de dimension 1 de Symδ

K(
∧d+1 E∨K), dont la

saturation dans Symδ
OK

(
∧d+1 E∨) s’identifie un sous-fibré en droites hermitien ΨX sur SpecOK .

Soit ψX ∈ Symδ
K(

∧d+1 E∨K) un élément qui représente la forme de Cayley ΨX,K mentionnée
ci-dessus. D’après [10, Theorem 4.3.2], si on définit la 0-hauteur (voir la définition 3.2.21) de X
par rapport à la forme de Cayley comme

h̃0(X) :=
∑

p∈SpmOK

[Kp : Qp]
[K : Q]

log ‖ψX‖p +
∑

v∈MK,∞

[Kv : Qv]
[K : Q]

log ‖ψX‖v,0,

alors on obtient
h̃0(X) = h

L
(X) −

1
2
δHN , (3.16)

où N = rg(
∧d+1 EK) − 1 =

(
n+1
d+1

)
− 1, etHN = 1 + 1

2 + · · · + 1
N .

On va construire un système de générateurs de l’idéal de X à partir de ΨX,K qui sont de degré
δ. L’approche ci-dessous provient de [21, §3]. Soit ψX ∈ Symδ

K(
∧d+1 E∨K) un élément non-nul qui

représente la forme de Cayley ΨX,K . L’élément est considéré comme un polynôme homogène de
degré δ sur

∧d+1 E∨K . Soient x, y0, . . . , yd des variables dans EK et ξ une variable dans E∨K . Pour
tout i = 0, 1, . . . , d, soit zi = ξ(x)yi − ξ(yi)x. Comme

z0 ∧ · · · ∧ zd

= ξ(x)d+1y0 ∧ · · · ∧ yd −

d∑
i=0

ξ(x)dξ(yi)y0 ∧ · · · ∧ yi−1 ∧ x ∧ yi+1 ∧ · · · ∧ yd

= ξ(x)d

ξ(x)y0 ∧ · · · ∧ yd −

d∑
i=0

ξ(yi)y0 ∧ · · · ∧ yi−1 ∧ x ∧ yi+1 ∧ · · · ∧ yd

 ,
alors on obtient

ψX,K(z0 ∧ · · · ∧ zd)

= ξ(x)δdψX,K

ξ(x)y0 ∧ · · · ∧ yd −

d∑
i=0

ξ(yi)y0 ∧ · · · ∧ yi−1 ∧ x ∧ yi+1 ∧ · · · ∧ yd

 .
En remplaçant les variables x, y0, · · · , yd dans

ψX,K

ξ(x)y0 ∧ · · · ∧ yd −

d∑
i=0

ξ(yi)y0 ∧ · · · ∧ yi−1 ∧ x ∧ yi+1 ∧ · · · ∧ yd


par des valeurs dans leurs domaines de définition, on obtient un système IX,K de polynômes de de-
gré δ sur E∨K , qui définit un sous-schéma X̃ de P(EK). En effet, un homomorphisme anti-symétrique
E∨K → EK agissant sur un élément ξ dans E∨K peut être écrit comme une combinaison K-linéaire
des éléments da la forme de ξ(x)y − ξ(y)x, où x et y sont d’éléments dans EK .

Définition 3.2.22. Avec les notations et les opérations ci-dessus, soit IX le plus grand OK-module
saturé de Symδ(E) tel que IX ⊗OK K = IX,K . On définit IX comme le sous-fibré vectoriel hermitien
de Symδ(E) muni des normes induites par les normes symétriques sur Symδ(E).

Remarque 3.2.23. On considère un cas spécial. Soit X une hypersurface de P(EK) qui est de
degré δ définie par f ∈ Symδ(EK). Dans ce cas-là, IX,K est engendré par l’élément f . On revoie les
lecteurs à [35, Examples 2.3 (b), §3.2.B] pour une démonstration.
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D’après la définition 3.2.22, on a la proposition suivante.

Proposition 3.2.24 ([21], Proposition 3.6). Soit X un sous-schéma fermé de P(EK), qui est de
dimension pure d et de degré δ. Soient IX comme dans la définition 3.2.22, et h

L
(X) comme dans

la définition 3.2.17. Alors on a
µ̂min(IX) > −h

L
(X) −C1,

où C1 = C1(E, d, δ) est une constante explicite expliquée dans [21, Proposition 3.6], qui satisfait
C1 �E,d δ.

3.2.5 Hauteur d’une hypersurface projective

Dans cette partie, on discutera des hauteurs d’une hypersurface de P(EK). Soit K un corps de
nombres, et OK l’anneau des entiers de K. Dans la suite, on suppose que E = O

⊕(n+1)
K est muni des

normes suivantes : pour tout plongement σ : K ↪→ C, on définit

‖.‖σ : (x0, . . . , xn)→
√
|σ(x0)|2 + · · · + |σ(xn)|2,

où |.| est la valeur absolue usuelle. Dans ce cas-là, E est un fibré vectoriel hermitien sur SpecOK .
Soit

f (T0,T1, . . . ,Tn) =
∑

(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

ai0,i1,...,inT i0
0 T i1

1 · · · T
in
n ,

un polynôme homogène à coefficients dans K de degré δ, alors

X = Proj (K[T0, . . . ,Tn]/ ( f (T0,T1, . . . ,Tn)))

est un sous-schéma fermé de Pn
K . En effet il est une hypersurface de P(EK) qui est de dimension

pure n − 1 et de degré δ (cf. [43, Proposition 7.6, Chap. I]).

Définition 3.2.25 (Hauteur classique). Soit

f (T0,T1, . . . ,Tn) =
∑

(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

ai0,i1,...,inT i0
0 T i1

1 · · · T
in
n

un polynôme homogène non-nul à coefficient dans K. La hauteur classique h( f ) du polynôme
homogène f est définie comme :

h( f ) =
∑

v∈MK

[Kv : Qv]
[K : Q]

log max
(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

{|ai0,...,in |v}.

De plus, si X est la hypersurface de Pn
K définie par f , on définit h(X) = h( f ) comme la hauteur

classique de l’hypersurface X.

Par définition, la hauteur classique est invariante sous toute extension finie de corps de nom-
bres.

On considère la forme de Cayley de X définie dans la définition 3.2.15. D’après l’argument
dans la remarque 3.2.23, le système IX,K définie dans la définition 3.2.22 est engendré par le
polynôme f (T0, . . . ,Tn), et en effet IX est un fibré en droites hermitien sur SpecOK . Alors

µ̂min(IX) = µ̂(IX) (3.17)

= −
∑

p∈SpmOK

[Kv : Qv]
[K : Q]

log ‖ f ‖p −
∑

v∈MK,∞

[Kv : Qv]
[K : Q]

log ‖ f ‖v,sym,
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où ‖.‖v,sym est la norme symétrique de l’espace Symδ(E∨K).
Pour une hypersurface projective X, on comparera toutes les hauteurs mentionnées ci-dessus.

D’abord, on va comparer la hauteur classique de X et la pente du fibré en droites hermitien IX .

Proposition 3.2.26. Soient X une hypersurface projective de degré δ de Pn
K , h(X) la hauteur clas-

sique de X définie dans la définition 3.2.25, et µ̂(IX) comme dans la définition 3.2.22. Alors on
a

h(X) −
n
2

log(δ + 1) 6 −µ̂(IX) 6 h(X) +
3n
2

log(δ + 1).

Démonstration. Soient v ∈ MK,∞ une place infinie, et s ∈ H0(P(EK),OP(EK )(δ)) une section glob-
ale non-nulle. D’après l’égalité (3.9) et la proposition 3.2.3, on obtient

log ‖s‖v,J = log ‖s‖v,sym + R0(n, δ),

où la constante R0(n, δ) satisfait
0 6 R0(n, δ) 6

√
r(n, δ),

et r(n, δ) =
(
n+δ

n

)
. De plus, l’inégalité

‖s‖v,sup 6 ‖s‖v,J 6
√

r(n, δ)‖s‖v,sup

est vérifiée d’après l’égalité (3.7), où ‖.‖v,J est la norme de John à partir de ‖.‖v,sup. Donc on obtient
l’inégalité

log ‖s‖v,sup −
1
2

log r(n, δ) 6 log ‖s‖v,sym 6 log ‖s‖v,sup +
1
2

log r(n, δ)

par la proposition 3.2.1.
Par définition, ‖s‖v,sup = sup

x∈P(EK,v)(C)
‖s(x)‖v,FS correspond à la métrique de Fubini-Study sur

P(EK), qui est égal à |s(x)|v
|x|δv

, où |.|v est la norme induite par la norme hermitienne sur E. La valeur
‖s(x)‖v,FS ne dépend pas du choix de la coordonnée du point x.

Afin d’obtenir une majoration de −µ̂(IX), on suppose que l’hypersurface X est définie par
l’équation homogène non-nul

f (T0,T1, . . . ,Tn) =
∑

(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

ai0,i1,...,inT i0
0 T i1

1 · · · T
in
n .

Alors pour toute place v ∈ MK,∞, on obtient

sup
x∈P(EK )(Cv)

|v( f )(x)|v
|v(x)|δv

6

(
n + δ

δ

)
max

(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

{|ai0,...,in |v},

car il y a au plus
(
n+δ
δ

)
termes non-nuls dans l’équation f (T0, . . . ,Tn) = 0. Alors on obtient

−µ̂(IX) 6 h(X) +
3
2

log
(
n + δ

δ

)
6 h(X) +

3
2

n log(δ + 1),

où l’on utilise l’estimation triviale
(
n+δ
δ

)
6 (δ + 1)n à la dernière inégalité ci-dessus.

Dans la suite, on va trouver une minoration de −µ̂(IX). Pour toute place v ∈ MK,∞, soit aα0,...,αn

un des coefficients de f (T0, . . . ,Tn) tel que |aα0,...,αn |v = max
i0+···+in=δ

{|ai0,...,in |v}. D’après la formule

d’intégration de Cauchy, on a

1
(2πi)n+1

∫
|z0 |v=···=|z0 |v=1

f (z0, . . . , zn)z−α0−1
0 · · · z−αn−1

n dz0 · · · dzn = aα0,...,αn .
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Donc on obtient

|aα0,...,αn |v

=

∣∣∣∣∣∣ 1
(2πi)n+1

∫
|z0 |v=···=|z0 |v=1

f (z0, . . . , zn)z−α0−1
0 · · · z−αn−1

n dz0 · · · dzn

∣∣∣∣∣∣
v

=

∣∣∣∣∣∣
∫

[0,1]n+1
f (e2πit0 , . . . , e2πitn)e−2πit0α0 · · · e−2πitnαndt0 · · · dtn

∣∣∣∣∣∣
v

6

∫
[0,1]n+1

∣∣∣ f (e2πit0 , . . . , e2πitn)
∣∣∣
v dt0 · · · dtn

6 sup
x∈Cn+1

|x|61

| f (x)|v

= sup
x∈P(EK )v(C)

| f (x)|v
|x|δv

.

D’où l’on a

log ‖ f ‖v,sym > max
i0+···+in=δ

{|ai0,...,in |v} −
1
2

log r(n, δ)

pour toute place v ∈ MK,∞. Alors on obtient

−µ̂(IX) > h(X) −
1
2

log r(n, δ) > h(X) −
n
2

log(δ + 1),

ce qui termine la démonstration. �

Afin de comparer la hauteur classique et la hauteur de Philippon d’une hypersurface, il faut
comparer la mesure de Mahler et la valeur absolue maximale des coefficients du polynôme qui
définit l’hypersurface, où la place infinie v ∈ MK,∞ est fixée. On utilise la méthode dans [45,
§B.7].

Soit
f (T1, . . . ,Tn) =

∑
(i1,...,in)∈Nn

ai1,...,inT i1
1 · · · T

in
n

un polynôme à coefficients dans C. On définit la L2-norme de f comme

L2( f ) =

(∫
[0,1]n

∣∣∣ f (e2πit1 , . . . , e2πitn)
∣∣∣2 dt1 · · · dtn

)1/2

(3.18)

=

 ∑
(i1,...,in)∈Nn

|ai1,...,in |
2


1/2

,

où |.| est la valeur absolue usuelle.
Avec les notations ci-dessus, on va introduire deux lemmes suivants.

Lemme 3.2.27 ([45], Lemma B.7.3.1). Soient f , g ∈ C[T1, . . . ,Tn] deux polynômes non-nuls. On
suppose degT j

( f ) 6 d j. Soient M( f ) la mesure de Mahler définie dans la définition 3.2.19, et L2(.)
défini dans l’équalité (3.18). Alors on a :

1. L2( f ) 6 [(d1 + 1) · · · (dn + 1)]1/2 max
(i1,...,in)∈Nn

|ai1,...,in | ;

2. M( f g) = M( f )M(g) ;

3. M( f ) 6 L2( f ).
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Lemme 3.2.28 ([45], Lemma B.7.3.2). Avec toutes les notations dans le lemme 3.2.27. Soit

f (T1, . . . ,Tn) =
∑

(i1,...,in)∈Nn

ai1,...,inT i1
1 · · · T

in
n

un polynôme non-nul à coefficients dans C. On définit degT j
( f ) comme le degré de f considéré

comme un polynôme de la variable T j, où 1 6 j 6 n. On suppose que degT j
( f ) 6 d j. Alors

|ai1,...,in | 6

(
d1

i1

)
· · ·

(
dn

in

)
M( f ) 6 2d1+···+dn M( f ).

Avec les lemmes 3.2.27 et 3.2.28, on peut comparer la hauteur classique et la hauteur de
Philippon d’une hypersurface projective.

Proposition 3.2.29. Soit X ↪→ Pn
K une hypersurface projective définie par l’équation homogène

f (T0,T1, . . . ,Tn) =
∑

(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

ai0,i1,...,inT i0
0 T i1

1 · · · T
in
n .

Alors on a
hPh(X) −

1
2

log((n + 1)(δ + 1)) 6 h(X) 6 hPh(X) + (n + 1)δ log 2,

où la hauteur de Philippon hPh(X) de X est définie dans la définition 3.2.20, et la hauteur classique
h(X) de X est définie dans la définition 3.2.25.

Démonstration. D’après les lemmes 3.2.27 et 3.2.28, soit σ : K ↪→ C un plongement, on a∏
σ:K↪→C

Mσ( f )
√

(d1 + 1) · · · (dn + 1)
6

∏
σ:K↪→C

max
(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

{|σ(ai0,i1,...,in)|}

6
∏

σ:K↪→C

2(n+1)δMσ( f ),

où di = degTi
( f ) est défini dans le lemme 3.2.28. Si v ∈ MK, f , alors

max
(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

{|ai0,i1,...,in |v} = ‖ f ‖v.

Donc par la définition 3.2.20 et la définition 3.2.25, on obtient le résultat, car on a di 6 δ pour tout
i ∈ {0, 1, . . . , n}. �

3.3 Fonction de Hilbert-Samuel arithmétrique d’un espace projectif

Dans cette partie, on estimera la fonction de Hilbert-Samuel arithmétrique (voir la définition
3.2.6) d’un espace projectif de dimension n par rapport au fibré universel.

Proposition 3.3.1 ([33], Proposition 4.2). Soient ED,sym même comme dans la définition 3.2.2, et
r(n,D) = rg(ED) =

(
n+D

D

)
, D > 1. Alors on a

µ̂(ED,sym) = −
1

2r(n,D)

∑
i0+···+in=D

i0,...,in>0

log
(

D!
i0! · · · in!

)
+ Dµ̂(E),

où E est un fibré vectoriel hermitien de rang n + 1.
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Remarque 3.3.2. Avec toutes les notations dans la proposition 3.3.1. Si D = 0, on a µ̂(ED) = 0,
puisque ED � OK . Si D < 0, le OK-module ED est nul.

Soit

C(n,D) =
∑

i0+···+in=D
i0,...,in>0

log
(
i0! · · · in!

D!

)
, (3.19)

alors on obtient

d̂egn(ED,sym) =
1
2

C(n,D) + Dr(n,D)̂µ(E)

par la proposition 3.3.1. D’après la proposition 3.2.3, on obtient

µ̂(ED) =
1

2r(n,D)
C(n,D) + Dµ̂(E) − R0(n,D),

où ED est muni des normes de John induites par ses normes supérieures lorsque D > 0, et la
constante R0(n,D) est définie dans la proposition 3.2.3, qui satisfait

0 6 R0(n,D) 6 log
√

r(n,D).

Voir la définition 3.2.2.
D’après la proposition dans l’annexe de [34], on a

C(n,D) = −

(
1
2

+ · · · +
1

n + 1

)
(D + o(D)) r(n,D)

= −
1
n!

(
1
2

+ · · · +
1

n + 1

)
Dn+1 + o(Dn+1)

lorsque n > 2. Mais l’estimation du reste est implicite. Dans ce paragraphe, on donnera une
estimation effective plus fine. En effet, on démontrera (dans le théorème 3.3.16)

C(n,D) =
1 −Hn+1

n!
Dn+1 −

n − 2
2n!

Dn log D (3.20)

+
1
n!

( (
−

1
6

n3 −
3
4

n2 −
13
12

n + 2
)
Hn

+
1
4

n3 +
17
24

n2 +

(
119
72
−

1
2

log (2π)
)

n − 4 + log (2π)
)
Dn

+o(Dn),

oùHn = 1 + 1
2 + · · ·+ 1

n . De plus, on donnera une majoration uniforme et une minoration uniforme
du reste explicitement.

Dans le rest du paragraphe, on note r(n,D) =
(
n+D

n

)
, et on note C(n,D) comme l’égalité (3.19).

3.3.1 Préliminaire

Dans cette partie, on donnera certains calculs préliminaires pour l’estimation de C(n,D).

Lemme 3.3.3. On a

r(n,D) =

D∑
m=0

r(n − 1,m).
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Démonstration. En effet, on a

r(n,D) =

(
n + D

n

)
=

D∑
m=0

(
n + m − 1

m

)
=

D∑
m=0

r(n − 1,m).

�

Lemme 3.3.4. On a

C(n,D) =

D∑
m=0

C(n − 1,m) + r(n − 1,m) log
(
D
m

)−1 .
Démonstration. En effet, on a

C(n,D) =

D∑
m=0


∑

i0+···+in−1=D−m
i0,...,in>0

log
(
i0! · · · in−1!

D!

)
+ r(n − 1,m) log m!


=

D∑
m=0

( ∑
i0+···+in−1=D−m

i0,...,in>0

log
(
i0! · · · in−1!
(D − m)!

)
+ r(n − 1,m) log

(D − m)!
D!

+r(n − 1,m) log m!
)

=

D∑
m=0

C(n − 1,m) + r(n − 1,m) log
(
D
m

)−1 .
�

Soit

Q(n,D) =

D∑
m=0

r(n − 1,m) log
(
D
m

)
,

alors on a

C(n,D) =

D∑
m=0

C(n − 1,m) − Q(n,D) (3.21)

d’après les lemme 3.3.3 et 3.3.4. Par définition, on obtient C(0,D) ≡ 0. Alors afin d’estimer
C(n,D), on a besoin de considérer Q(n,D).

Lemme 3.3.5. On a

Q(n,D) =

D∑
m=2

(
r(n,m − 1) − r(n,D − m)

)
log m.

Démonstration. Par la sommation d’Abel, on obtient

Q(n,D) =

D∑
m=1

r(n − 1,m) log
(
D
m

)

=

D−1∑
m=1

 m∑
k=1

r(n − 1, k)

 (log
(
D
m

)
− log

(
D

m + 1

))

=

D−1∑
m=1

(
r(n,m) − 1

)
log

m + 1
D − m

.
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De plus, on a l’égalité

D−1∑
m=1

r(n,m) log(m + 1) =

D∑
m=2

r(n,m − 1) log m,

l’égalité
D−1∑
m=1

r(n,m) log(D − m) =

D−1∑
m=2

r(n,D − m) log m,

et l’égalité
D−1∑
m=1

log
m + 1
D − m

= log D = r(n, 0) log D.

Alors on obtient
D−1∑
m=1

(
r(n,m) − 1

)
log

m + 1
D − m

=

D∑
m=2

r(n,m − 1) log m −
D−1∑
m=2

r(n,D − m) log m − r(n,D − D) log D

=

D∑
m=2

(
r(n,m − 1) − r(n,D − m)

)
log m,

ce qui donne la démonstration. �

Soit

S (n,D) =

D∑
m=2

(
(m − 1)n − (D − m)n

)
log m. (3.22)

Par l’inégalité

Dn

n!
+

(n + 1)Dn−1

2(n − 1)!
6 r(n,D) 6

Dn

n!
+

(n + 1)Dn−1

2(n − 1)!
+ (n − 1)Dn−2,

on obtient le résultat suivant.

Proposition 3.3.6. Soit S (n,D) comme dans (3.22). Alors on a

Q(n,D) >
1
n!

S (n,D) +
n + 1

2(n − 1)!
S (n − 1,D) − (n − 1)2(D − 1)n−1 log D

et
Q(n,D) 6

1
n!

S (n,D) +
n + 1

2(n − 1)!
S (n − 1,D) + (n − 1)2(D − 1)n−1 log D.

Démonstration. En effet, on a

Q(n,D) >
D∑

m=2

(
(m − 1)n

n!
+

(n + 1)(m − 1)n−1

2(n − 1)!
−

(D − m)n

n!
−

(n + 1)(D − m)n−1

2(n − 1)!
− (n − 1)(D − m)n−2

)
log m

=
1
n!

S (n,D) +
n + 1

2(n − 1)!
S (n − 1,D) − (n − 1)

D∑
m=2

(D − m)n−2 log m

>
1
n!

S (n,D) +
n + 1

2(n − 1)!
S (n − 1,D) − (n − 1)2(D − 1)n−1 log D
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et

Q(n,D) 6
D∑

m=2

(
(m − 1)n

n!
+

(n + 1)(m − 1)n−1

2(n − 1)!
−

(D − m)n

n!
−

(n + 1)(D − m)n−1

2(n − 1)!
+ (n − 1)(m − 1)n−2

)
log m

=
1
n!

S (n,D) +
n + 1

2(n − 1)!
S (n − 1,D) + (n − 1)

D∑
m=2

(m − 1)n−2 log m

6
1
n!

S (n,D) +
n + 1

2(n − 1)!
S (n − 1,D) + (n − 1)2(D − 1)n−1 log D,

ce qui donne la démonstration. �

3.3.2 Estimation explicite de S (n,D) lorsque n > 2

On fixe un nombre réel ε ∈]0, 1
6 [. Soient

S 1(n,D) =
∑

26m6D1/2+ε

(
(m − 1)n − (D − m)n

)
log m (3.23)

et
S 2(n,D) =

∑
D1/2+ε<m6D

(
(m − 1)n − (D − m)n

)
log m, (3.24)

alors on a
S (n,D) = S 1(n,D) + S 2(n,D),

où S (n,D) est défini dans (3.22).
Pour estimer S (n,D), on a besoin d’une majoration et une minoration de S 1(n,D) et de

S 2(n,D) respectivement.
D’abord, on va estimer S 1(n,D). En effet on a

0 6
∑

26m6D1/2+ε

(m − 1)n log m 6
1
2

D(1/2+ε)(n+1) log D.

Par le choix de ε et le choix de n, on a (1/2 + ε)(n + 1) < n. De plus, pour 2 6 m 6 D1/2+ε , on a

Dn − nDn−1m 6 (D − m)n 6 Dn − nDn−1m +
(n − 1)2n−1e

π
√

n
Dn−2m2.

Alors on a ∑
26m6D1/2+ε

(D − m)n log m >
∑

26m6D1/2+ε

(Dn − nDn−1m) log m

et ∑
26m6D1/2+ε

(D − m)n log m 6
∑

26m6D1/2+ε

(
Dn − nDn−1m

)
log m + D1/2+ε

+
(n − 1)2n−1e

π
√

n
Dn−1/2+3ε log D,

où l’on a n − 1/2 + 3ε < n d’après le choix de ε.
Par l’argument ci-dessus, on obtient :
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Proposition 3.3.7. Soit S 1(n,D) comme (3.23). On a

S 1(n,D) = Dn

 ∑
26m6D1/2+ε

log m

 − nDn−1

 ∑
26m6D1/2+ε

m log m

 + o(Dn).

De plus, on a

S 1(n,D) > Dn

 ∑
26m6D1/2+ε

log m

 − nDn−1

 ∑
26m6D1/2+ε

m log m


et

S 1(n,D) 6 Dn

 ∑
26m6D1/2+ε

log m

 − nDn−1

 ∑
26m6D1/2+ε

m log m


+

1
2

D(1/2+ε)(n+1) log D + D1/2+ε +
(n − 1)2n−1e

π
√

n
Dn−1/2+3ε log D.

Afin d’estimer S 2(n,D), on va introduire le lemme suivant. Il est une forme simple de la
formule de sommation d’Euler-Maclaurin.

Lemme 3.3.8. Soient p, q deux entier positifs, où p 6 q. Pour toute fonction f ∈ C2([p− 1
2 , q+ 1

2 ]),
il existe un nombre réel Θ tel que

q∑
m=p

f (m) =

∫ q+ 1
2

p− 1
2

f (x)dx +
1
8

f ′
(
p −

1
2

)
−

1
8

f ′
(
q +

1
2

)
+ Θ,

où |Θ| 6 (q − p + 1) sup
p−1/26x6q+1/2

| f ′′(x)|.

Démonstration. Par définition, on a∫ q+ 1
2

p− 1
2

f (x)dx +
1
8

f ′
(
p −

1
2

)
−

1
8

f ′
(
q +

1
2

)

=

q∑
m=p

∫ m+ 1
2

m− 1
2

f (x)dx +
1
8

f ′
(
m −

1
2

)
−

1
8

f ′
(
m +

1
2

) .
Alors on a besoin de montrer

f (m) =

∫ m+ 1
2

m− 1
2

f (x)dx +
1
8

f ′
(
m −

1
2

)
−

1
8

f ′
(
m +

1
2

)
+ Θ(m),

où
Θ(m) 6 sup

m−1/26x6m+1/2
| f ′′(x)|.

Pour un nombre réel x ∈ [m − 1
2 ,m], soit

g(x) = f (x) − f (m) − f ′
(
m −

1
2

)
(x − m).

Alors on a

g(m) = 0, g′
(
m −

1
2

)
= 0, g′′(x) = f ′′(x).
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Pour la fonction g(x), on a∣∣∣∣∣∣
∫ m

m− 1
2

g(x)dx

∣∣∣∣∣∣ 6 1
2

sup |g(x)| 6
1
2

sup |g′′(x)| =
1
2

sup | f ′′(x)|.

Alors on obtient ∣∣∣∣∣∣
∫ m

m− 1
2

f (x)dx −
1
2

f (m) +
1
8

f ′
(
m −

1
2

)∣∣∣∣∣∣ 6 1
2

sup | f ′′(x)|.

Par l’argument similaire, on obtient∣∣∣∣∣∣∣
∫ m+ 1

2

m
f (x)dx −

1
2

f (m) −
1
8

f ′
(
m +

1
2

)∣∣∣∣∣∣∣ 6 1
2

sup | f ′′(x)|.

Alors on a ∣∣∣∣∣∣∣
∫ m+ 1

2

m− 1
2

f (x)dx − f (m) +
1
8

f ′
(
m −

1
2

)
−

1
8

f ′
(
m +

1
2

)∣∣∣∣∣∣∣ 6 sup | f ′′(x)|,

ce qui montre l’assertion. �

Soit x un nombre réel. On désigne par [x]+ le plus petit entier qui est plus grand que x. Soit

f (x) =
(
(x − 1)n − (D − x)n

)
log x,

où [D1/2+ε]+ −
1
2 6 x 6 D + 1

2 .

Proposition 3.3.9. Soit S 2(n,D) défini dans (3.24). On a

S 2(n,D) =

∫ D+ 1
2

[D1/2+ε ]+−
1
2

(
(x − 1)n − (D − x)n

)
log xdx + o(Dn).

De plus, on a

S 2(n,D) >
∫ D+ 1

2

[D1/2+ε ]+−
1
2

(
(x − 1)n − (D − x)n

)
log xdx

−8n(n − 1)
(
D −

1
2

)n−1

log
(
D +

1
2

)
,

et

S 2(n,D) 6
∫ D+ 1

2

[D1/2+ε ]+−
1
2

(
(x − 1)n − (D − x)n

)
log xdx

+8n(n − 1)
(
D −

1
2

)n−1

log
(
D +

1
2

)
.

Démonstration. L’estimation du terme général de S 2(n,D) est d’après le lemme 3.3.8. Pour l’es-
timation du reste de S 2(n,D), on a

f ′(x) =
(x − 1)n − (D − x)n

x
+ n

(
(x − 1)n−1 + (D − x)n−1

)
log x
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et

f ′′(x) = −
(x − 1)n − (D − x)n

x2 +
2n

(
(x − 1)n−1 + (D − x)n−1

)
x

+n(n − 1)
(
(x − 1)n−2 + (D − x)n−2

)
log x.

Alors on obtient que∣∣∣∣∣∣∣∣18 f ′
(
[D1/2+ε]+ −

1
2

)
−

1
8

f ′
(
D +

1
2

)
+

(
D − D1/2+ε + 1

)
sup

[D1/2+ε ]+−
1
26x6D+ 1

2

| f ′′(x)|

∣∣∣∣∣∣∣∣
est plus petit ou égal à

8n(n − 1)
(
D −

1
2

)n−1

log
(
D +

1
2

)
.

Donc on a le résultat. �

On va estimer S 2(n,D) par certaines inégrations. En effet, on a∫ [D1/2+ε ]+−
1
2

1
(x − 1)n log xdx > 0,

et ∫ [D1/2+ε ]+−
1
2

1
(x − 1)n log xdx 6

1
2

(
D(1/2+ε)(n+1) log D

)
.

On considère l’inégration∫ [D1/2+ε ]+−
1
2

1
(D − x)n log xdx −

∫ [D1/2+ε ]+−
1
2

1

(
Dn − nDn−1x

)
log xdx.

Alors on a ∫ [D1/2+ε ]+−
1
2

1
(D − x)n log xdx −

∫ [D1/2+ε ]+−
1
2

1

(
Dn − nDn−1x

)
log xdx

> 0,

et ∫ [D1/2+ε ]+−
1
2

1
log x(D − x)ndx −

∫ [D1/2+ε ]+−
1
2

1
log x

(
Dn − nDn−1x

)
dx

6
(n − 1)2n−1e

π
√

n
Dn−1/2+3ε log D.

Donc on obtient :

Corollaire 3.3.10. On a

S 2(n,D) =

∫ D+ 1
2

1

(
(x − 1)n − (D − x)n

)
log xdx

−Dn

∫ [D1/2+ε ]+−
1
2

1
log xdx

 + nDn−1

∫ [D1/2+ε ]+−
1
2

1
x log xdx

 + o(Dn).
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De plus, on a

S 2(n,D) >
∫ D+ 1

2

1

(
(x − 1)n − (D − x)n

)
log xdx

−Dn

∫ [D1/2+ε ]+−
1
2

1
log xdx

 + nDn−1

∫ [D1/2+ε ]+−
1
2

1
x log xdx


−8n(n − 1)

(
D −

1
2

)n−1

log
(
D +

1
2

)
et

S 2(n,D) 6
∫ D+ 1

2

1

(
(x − 1)n − (D − x)n

)
log xdx

−Dn

∫ [D1/2+ε ]+−
1
2

1
log xdx

 + nDn−1

∫ [D1/2+ε ]+−
1
2

1
x log xdx


+8n(n − 1)

(
D −

1
2

)n−1

log
(
D +

1
2

)
+

(n − 1)2n−1e
π
√

n
Dn−1/2+3ε log D.

On va combiner les estimations de S 1(n,D) et S 2(n,D) dans la proposition 3.3.7 et le corollaire
3.3.10. D’abord, on a :

Lemme 3.3.11. La fonction

∑
m6D1/2+ε

log m −
∫ [D1/2+ε ]+−

1
2

1
log xdx

converge vers

−1 +
1
2

log (2π)

lorsque D tend vers +∞. De plus, on a

0 6
∑

m6D1/2+ε

log m −
∫ [D1/2+ε ]+−

1
2

1
log xdx −

(
−1 +

1
2

log (2π)
)

6
3
2

log
3
2

+
1
2
−

1
2

log (2π)

Démonstration. Soit

an =
∑
m6n

log m −
∫ n+ 1

2

1
log xdx.

Par définition, la suite {an}n>1 est décroissante, et a1 = 3
2 log 3

2 −
1
2 .

D’après la formule de Stirling

n! =
√

2πn
(n

e

)n
(
1 + O

(
1
n

))
,

on obtient ∑
m6n

log m = log(n!) =
1
2

log (2π) +
1
2

log n + n log n − n + o(1).



3.3. Fonction de Hilbert-Samuel arithmétrique d’un espace projectif 121

Dans la suite, on considère l’intégration∫ n+ 1
2

1
log xdx =

(
n +

1
2

)
log

(
n +

1
2

)
−

(
n −

1
2

)
=

1
2

log n + n log n − n + 1 + o(1).

Alors on obtient la limite de {an}n>1. Donc on a l’assertion. �

Lemme 3.3.12. On a

0 6
∑

m6D1/2+ε

m log m −
∫ [D1/2+ε ]+−

1
2

1
x log xdx 6

1
4

log D.

Démonstration. En effet, on a

∑
m6D1/2+ε

m log m −
∫ [D1/2+ε ]+−

1
2

1
x log xdx > 0

d’après une calculation directe.
Pour l’autre côté, on applique le lemme 3.3.8 à la fonction f (x) = log x, alors on obtient∣∣∣∣∣∣∣log m −

∫ m+ 1
2

m− 1
2

log xdx −
1
8

(
m −

1
2

)−1

+
1
8

(
m +

1
2

)−1
∣∣∣∣∣∣∣ 6

(
m −

1
2

)−2

.

Alors ∑
m6D1/2+ε

m log m −
∫ [D1/2+ε ]+−

1
2

1
x log xdx 6

1
4

∑
m6D1/2+ε

m−1 6
1
4

log D.

�

On combine le corollaire 3.3.10, le lemme 3.3.11, et le lemme 3.3.12, on obtient le résultat
suivant.

Proposition 3.3.13. Soit S n(n,D) comme dans l’égalité (3.22). Alors on a

S (n,D) =

∫ D+ 1
2

1

(
(x − 1)n − (D − x)n

)
log xdx +

(
−1 +

1
2

log (2π)
)

Dn + o(Dn).

De plus, on a

S (n,D) −

∫ D+ 1
2

1

(
(x − 1)n − (D − x)n

)
log xdx +

(
−1 +

1
2

log (2π)
)

Dn


> −8n(n − 1)

(
D −

1
2

)n−1

log
(
D +

1
2

)
−

(
3
2

log
3
2

+
1
2
−

1
2

log (2π)
)

et

S (n,D) −

∫ D+ 1
2

1

(
(x − 1)n − (D − x)n

)
log xdx +

(
−1 +

1
2

log (2π)
)

Dn


6 8n(n − 1)

(
D −

1
2

)n−1

log
(
D +

1
2

)
+

(n − 1)2ne
π
√

n
Dn−1/2+3ε log D.
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Afin d’obtenir une estimation explicite de S (n,D), on a le résultat suivant :

Proposition 3.3.14. Soient

Hn = 1 +
1
2

+ · · · +
1
n
,

et

A1(n,D) = −2n+3
(
D +

1
2

)n−1

log
(
D +

1
2

)
−

(
3
2

log
3
2

+
1
2
−

1
2

log (2π)
)
,

et

A′1(n,D) = 9n(n − 1)
(
D +

1
2

)n−1

log
(
D +

1
2

)
+

(n − 1)2ne
π
√

n
Dn−1/2+3ε log D.

Alors on a

S (n,D) >
HnDn+1

n + 1
−

Dn log D
2

+

(
−1 +

1
2

log (2π) −
1
2n

)
Dn + A1(n,D)

et

S (n,D) 6
HnDn+1

n + 1
−

Dn log D
2

+

(
−1 +

1
2

log (2π) −
1
2n

)
Dn + A′1(n,D).

Démonstration. Pour estimer les termes généraux, on va calculer les coefficients de Dn+1 log D,
Dn+1, Dn log D et Dn dans l’inégration dans la proposition 3.3.13. Pour l’intégration dans la propo-
sition 3.3.13, on a l’égatlité

∫ D+ 1
2

1

(
(x − 1)n − (D − x)n

)
log xdx +

(
−1 +

1
2

log (2π)
)

Dn

=

(
D − 1

2

)n+1
log

(
D + 1

2

)
n + 1

+
log

(
D + 1

2

)
(−2)n+1(n + 1)

−

∫ D+ 1
2

1

(x − 1)n+1 + (D − x)n+1

(n + 1)x
dx +

(
−1 +

1
2

log (2π)
)

Dn.

Pour l’intégration
∫ D+ 1

2
1

(x−1)n+1+(D−x)n+1

(n+1)x dx, on a

∫ D+ 1
2

1

(x − 1)n+1 + (D − x)n+1

(n + 1)x
dx

=
1

n + 1

∫ D+ 1
2

1

( n+1∑
k=1

(
n + 1

k

)
xk−1(−1)n−k+1 −

n+1∑
k=1

(
n + 1

k

)
(−x)k−1Dn−k+1

+
(−1)n+1

x
+

Dn+1

x

)
dx

=
1

n + 1

( n+1∑
k=1

(
n + 1

k

)(D + 1
2

)k
− 1

k
(−1)n−k+1 +

n+1∑
k=1

(
n + 1

k

)(
−D − 1

2

)k
+ (−1)k

k
Dn−k+1

(−1)n+1 log
(
D +

1
2

)
+ Dn+1 log

(
D +

1
2

))
,

alors on obtient que le coefficient de Dn+1 log D est 0.
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Pour le coefficient de Dn+1, il est égal à

−
1

(n + 1)2 −
1

n + 1

n+1∑
k=1

(−1)k

k

(
n + 1

k

)
= −

1
(n + 1)2 +

1
n + 1

∫ 1

0

(1 − x)n+1 − 1
x

dx

= −
1

(n + 1)2 −
1

n + 1

∫ 1

0

(
(1 − x)n + · · · + 1

)
dx

= −
1

(n + 1)2 +
1

n + 1

(
1 +

1
2

+ · · · +
1

n + 1

)
=

1
n + 1

(
1 +

1
2

+ · · · +
1
n

)
.

Le coefficient de Dn log(D + 1
2 ) est égal à

−
1
2
.

Le coefficient de Dn est égal à

−1 +
1
2

log (2π) −
1

2(n + 1)

n+1∑
k=1

(
n + 1

k

)
(−1)k −

n + 1
2(n + 1)2 −

1
2(n + 1)

(
n + 1

n

)
1
n

= −1 +
1
2

log (2π) −
1
2n
.

Dans la suite, on va estimer le reste. On considère l’estimation

I(n,D) :=
∫ D+ 1

2

1

(
(x − 1)n − (D − x)n

)
log xdx +

(
−1 +

1
2

log (2π)
)

Dn

−
Hn

n + 1
Dn+1 +

1
2

Dn log D −
(
−1 +

1
2

log (2π) −
1
2n

)
Dn.

On peut confirmer que

I(n,D) 6
n
4

(
D +

1
2

)n−1

log
(
D +

1
2

)
et

I(n,D) > −2n
(
D +

1
2

)n−1

log
(
D +

1
2

)
.

On combine l’estimation de l’intégration I(n,D) ci-dessus avec l’estimation du reste dans la propo-
sition 3.3.13, on obtient que A1(n,D) et A′1(n,D) satisfont le besoin. �

3.3.3 Estimation de C(1,D)

Soient

A2(n,D) =
A1(n,D)

n!
−

(n + 1)Dn−1 log D
4(n − 1)!

+
(n + 1)

(
−1 + 1

2 log (2π) − 1
2n

)
2(n − 1)!

Dn−1

+
(n + 1)A1(n − 1,D)

2(n − 1)!
− (n − 1)2(D − 1)n−1 log D,
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et

A′2(n,D) =
A′1(n,D)

n!
−

(n + 1)Dn−1 log D
4(n − 1)!

+
(n + 1)

(
−1 + 1

2 log (2π) − 1
2n

)
2(n − 1)!

Dn−1

+
(n + 1)A′1(n − 1,D)

2(n − 1)!
+ (n − 1)2(D − 1)n−1 log D,

où les constantes A1(n,D) et A′1(n,D) sont définies dans la proposition 3.3.14. Alors on a A2(n,D) ∼
o(Dn) et A′2(n,D) ∼ o(Dn). D’après la proposition 3.3.6 et la proposition 3.3.14, pour n > 2, on
obtient

Q(n,D) >
HnDn+1

(n + 1)!
−

1
2n!

Dn log D (3.25)

+
1
n!

(
−1 +

1
2

log (2π) −
1

2n
+

(n + 1)Hn−1

2

)
Dn + A2(n,D),

et

Q(n,D) 6
HnDn+1

(n + 1)!
−

1
2n!

Dn log D (3.26)

+
1
n!

(
−1 +

1
2

log (2π) −
1

2n
+

(n + 1)Hn−1

2

)
Dn + A′2(n,D).

Par la définition de C(n,D) dans (3.19), on a C(0,D) ≡ 0 pour tout D > 0, et C(n, 0) ≡
C(n, 1) ≡ 0 pour tout n > 0. Par la relation

C(n,D) =

D∑
m=0

C(n − 1,m) − Q(n,D)

démontrée dans (3.21), on a besoin de calculer C(1,D) pour D > 2 afin d’estimer C(n,D). Par
définition, on obtient

C(1,D) = − log
D∏

m=0

(
D
m

)
= −Q(1,D).

On va calculer Q(1,D) pour tout D > 2 directement. D’abord, on a

Q(1,D) =

D∑
m=2

(m − D + m − 1) log m = 2
D∑

m=2

m log m − (D + 1)
D∑

m=2

log m.

Proposition 3.3.15. Soient

A3(D) = a3(D) +
1
8

(
log

3
2

+ 1
)
−

1
8

(
log

(
[D1/2] +

1
2

)
+ 1

)
+

1
8

(
log

(
[
√

D] +
1
2

)
+ 1

)
−

1
8

(
log

(
D +

1
2

)
+ 1

)
,

et

A′3(D) = a3(D) +
1
8

(
log

3
2

+ 1
)
−

1
8

(
log

(
[D1/2] +

1
2

)
+ 1

)
+

2
√

D
3

+
1
8

(
log

(
[
√

D] +
1
2

)
+ 1

)
−

1
8

(
log

(
D +

1
2

)
+ 1

)
+
√

D

+
1
4

+
π2

6
,
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où a3(D) ∼ o(D) est donné explicitement dans la démonstration ci-dessous. Alors on a

Q(1,D) = 2
∫ D+ 1

2

3
2

x log xdx − (D + 1)
∫ D+ 1

2

3
2

log xdx − (D + 1)
(
−1 +

1
2

log (2π)
)

+ o(D).

De plus, on a

C(1,D) > −
1
2

D2 +
1
2

D log D +

(
−1 +

1
2

log (2π)
)

D + A3(D)

et

C(1,D) 6 −
1
2

D2 +
1
2

D log D +

(
−1 +

1
2

log (2π)
)

D + A′3(D).

Démonstration. Pour la somme
D∑

m=2
m log m, on la divise en deux parties : la somme

[
√

D]∑
m=2

m log m

et la somme
D∑

m=[
√

D]+1
m log m, où [x] est le plus grand entier qui est plus petit que x.

Pour estimer la somme
[
√

D]∑
m=2

m log m, d’après le lemme 3.3.8, on a

[
√

D]∑
m=2

m log m =

∫ [D1/2]+1/2

3
2

x log xdx +
1
8

(
log

3
2

+ 1
)
−

1
8

(
log

(
[D1/2] +

1
2

)
+ 1

)
+ Θ1,

où

0 6 |Θ1| 6 sup
2/36m6

√
D−1/2

√
D − 1
m

6
2
√

D
3

.

De plus, on a l’intégration

∫ [D1/2]+1/2

3
2

x log xdx ∼
1
4

D log D +
1
4

D + o(D).

Pour la somme
D∑

m=[
√

D]+1
m log m, d’après le lemme 3.3.8 aussi, on a

D∑
m=[
√

D]+1

m log m

=

∫ D+1/2

[D1/2]+1/2
x log xdx +

1
8

(
log

(
[
√

D] +
1
2

)
+ 1

)
−

1
8

(
log

(
D +

1
2

)
+ 1

)
+ Θ2,

où

0 6 |Θ2| 6 sup
√

D−1/26m6D+1/2

D −
√

D + 1
m

6
√

D.

L’estimation de
D∑

m=2
log m est d’après le lemme 3.3.11.
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Pour une calculation explicite, on a

2
∫ D+ 1

2

3
2

x log xdx − (D + 1)
∫ D+ 1

2

1
log xdx − (D + 1)

(
−1 +

1
2

log (2π)
)

=

(
D +

1
2

)2

log
(
D +

1
2

)
−

9
4

log
3
2
−

1
2

(
D +

1
2

)2

+
1
2

(
3
2

)2

−(D + 1)
((

D +
1
2

)
log

(
D +

1
2

)
−

(
D +

1
2

)
+ 1

)
− (D + 1)

(
−1 +

1
2

log (2π)
)

=
1
2

D2 −
1
2

D log D −
(
−1 +

1
2

log (2π)
)

D + a3(D),

où a3(D) est la partie reste dans la somme plus haut. D’après le lemme 3.3.11, on obtient que les
constantes A3(D) et A′3(D) dans l’assertion satisfont le besoin, car C(1,D) = −Q(1,D). �

3.3.4 Estimation de C(n,D)

Dans cette partie, on va estimer la constante C(n,D) comme l’énoncé dans (3.20). D’après
l’égalité (3.21), on peut estimer la constante C(n,D) par les égalités (3.25), (3.26) et la proposition
3.3.15.

Théorème 3.3.16. Soit la constante C(n,D) comme définie dans (3.19). Alors on a

C(n,D) >
1 −Hn+1

n!
Dn+1 −

n − 2
2n!

Dn log D

+
1
n!

( (
−

1
6

n3 −
3
4

n2 −
13
12

n + 2
)
Hn

+
1
4

n3 +
17
24

n2 +

(
119
72
−

1
2

log (2π)
)

n − 4 + log (2π)
)
Dn

+A4(n,D),

et

C(n,D) 6
1 −Hn+1

n!
Dn+1 −

n − 2
2n!

Dn log D

+
1
n!

( (
−

1
6

n3 −
3
4

n2 −
13
12

n + 2
)
Hn

+
1
4

n3 +
17
24

n2 +

(
119
72
−

1
2

log (2π)
)

n − 4 + log (2π)
)
Dn

+A′4(n,D),

où n > 1, A4(n,D) ∼ o(Dn), A′4(n,D) ∼ o(Dn). De plus, on peut calculer A4(n,D) et A′4(n,D)
explicitement.

Démonstration. D’abord, on considère les restes A4(n,D) et A′4(n,D). On définit A4(1,D) =

−A3(D), et

A4(n,D) =

D∑
m=1

A4(n − 1,m) − A′2(n,D).

De même, on définit A′4(1,D) = −A3(D), et

A′4(n,D) =

D∑
m=1

A′4(n − 1,m) − A2(n,D).
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On peut confirmer que l’on a A4(n,D) ∼ o(Dn) et A′4(n,D) ∼ o(Dn), et elles peuvent être calculées
explicitement.

Dans la suite, on va calculer les coefficients des Dn+1, Dn log D et Dn dans l’estimation de la
constante C(n,D). Soient an, bn, cn les coefficients de Dn+1, Dn log D et Dn dans C(n,D) respec-
tivement. D’après la proposition 3.3.15, on a a1 = − 1

2 , b1 = 1
2 , c1 = −1+ 1

2 log (2π) ; et par l’égalité
(3.21), on a

an =
an−1

n + 1
−
Hn

(n + 1)!
et

bn =
bn−1

n
−

1
2n!

.

On considère le coefficient dans l’estimation asymptotique de Dn dans les sommes
D∑

m=0
mn et

D∑
m=1

mn−1 log m. On obtient que le coefficient asymptotique de Dn dans
D∑

m=1
mn est n+1

2 , et le co-

efficient asymptotique de Dn dans
D∑

m=1
mn−1 log m est 1

n2 . Et les termes A4(n,D) et A′4(n,D) ont

aucune influence sur le coefficient du terme Dn. Donc on obtient

cn =
cn−1

n
+

bn−1

n2 +
n + 1

2
an−1 −

1
n!

(
−1 +

1
2

log (2π) −
1
2n

+
(n + 1)Hn−1

2

)
.

Pour le terme an, on a

(n + 1)!an = n!an−1 −Hn = a1 −

n∑
k=2

Hk = (n + 1)(1 −Hn+1),

alors on obtient
an =

1 −Hn+1

n!
.

Pour le terme bn, on a

n!bn = (n − 1)!bn−1 −
1
2

= b1 −
n − 1

2
= −

n − 2
2

,

alors on obtient
bn = −

n − 2
2n!

.

Pour le terme cn, d’après les résultats de an et bn ci-dessus, on a

n!cn = (n − 1)!cn−1 −
n − 3

2n
+

n(n + 1)(1 −Hn)
2

−

(
−1 +

1
2

log (2π) −
1
2n

+
(n + 1)Hn−1

2

)
= (n − 1)!cn−1 + 1 −

1
2

log (2π) +
5

2n
+

(n + 1)2

2
−

(n + 1)2

2
Hn+1 +

1
2

= c1 − (n − 1)
(
−1 +

1
2

log (2π)
)

+
5Hn

2
−

5
2

+
1

12
(n + 1)(n + 2)(2n + 3)

−
5
2
−

n+1∑
k=3

k2

2
Hk +

n − 1
2

= −(n − 2)
(
−1 +

1
2

log (2π)
)

+
5Hn

2
+

1
6

n3 +
3
4

n2 +
7
6

n − 5 −
n+1∑
k=3

k2

2
Hk,



128 Chapitre 3. Fonctions de hauteur

Par la sommation d’Abel, on a

n+1∑
k=3

k2Hk =

n+1∑
k=1

k2Hk − 7

= Hn+2

n+1∑
k=1

k2 −

n+1∑
k=1

1
k + 1

k∑
j=1

j2 − 7

=
1
6
Hn+2(n + 1)(n + 2)(2n + 3) −

1
6

n+1∑
k=1

k(2k + 1) − 7

=

(
1
3

n3 +
3
2

n2 +
13
6

n + 1
)
Hn −

1
9

n3 +
1

12
n2 +

37
36

n − 6.

Donc on obtient

cn =
1
n!

( (
−

1
6

n3 −
3
4

n2 −
13
12

n + 2
)
Hn

+
1
4

n3 +
17
24

n2 +

(
119
72
−

1
2

log (2π)
)

n − 4 + log (2π)
)
.

Alors on a le résultat. �

3.4 Fonction de Hilbert-Samuel arithmétrique d’une hypersurface

Le problème d’estimer la fonction de Hilbert-Samuel arithmétique a une longue histoire dans
l’étude de la géométrie d’Arakelov. Dans [38], H. Gillet et C. Soulé ont démontré une formule
asymptotique de Hilbert-Samuel arithmétique ([38, Theorem 8]) par rapport au fibré hermitien
comme une conséquence du théorème de Riemann-Roch arithmétique ([38, Theorem 7]). Dans [1,
Théorème principal], A. Abbes et T. Bouche ont démontré cette formule sans utiliser le théorème
de Riemann-Roch arithmétique dans le cas d’une variété lisse. Dans [84, Theorem 1.4], S. Zhang
a démontré ce résultat sans condition de lissité. Dans [65], H. Randriambololona a généralisé le
résultat au cas de faisceau cohérent provenant d’un sous-quotient d’un fibré vectoriel normé sur
une variété arithmétique.

Dans [62], P. Philippon et M. Sombra ont proposé une autre définition de la fonction de Hilbert-
Samuel arithmétique, et ils ont démontré une formule asymptotique de Hilbert-Samuel arithmé-
tique dans le cas d’une variété torique ([62, Théorème 0.1]). Dans [42], M. Hajli a démontré cette
formule dans le cas d’une variété projective générale selon la définition dans [62].

Tous les résultats mentionnés ci-dessus sont asymptotiques. Dans [24], S. David et P. Philippon
donne une minoration explicite et uniforme de la fonction de Hilbert-Samuel arithmétique. Ce
résultat est reformulé par H. Chen dans [21, Theorem 4.8] pour un problème de comptage des
points rationnels.

Dans ce paragraphe, on donnera une majoration et une minoration de la fonction de Hilbert-
Samuel arithmétique d’une hypersurface de P(EK) par rapport au fibré universel, qui sont explicites
et uniformes, où l’on considère le cas de E = O

⊕(n+1)
K muni des `2-normes. Cela signifie que pour

tout plongement σ : K ↪→ C, la norme envoie par rapport à cette place envoie (x0, . . . , xn) en√
|σ(x0)|2 + · · · + |σ(xn)|n. (3.27)

Dans ce cas-là, on a µ̂(E) = 0 et P(EK) = Pn
K . La fonction de Hilbert-Samuel suit la définition

3.2.6. Ces estimations sont mieux que l’estimation dans [24] et [21] dans le cas d’une hypersurface
projective.
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3.4.1 Une majoration et une minoration de fonction de Hilbert-Samuel arithmé-
tique

Afin d’obtenir une majoration et une minoration de la fonction de Hilbert-Samuel arithmétique
d’une hypersurface, d’abord on va introduire certains lemmes numériques.

Lemme 3.4.1. Soient i0, . . . , in, jn, . . . , jn des entiers positifs, qui satisfont i0 + · · · + in = D, et
j0 + · · · + jn = D′. Soit

G(D′, n) =

 (n + 1)n, si D′ 6 n ;
e2n+3D′

n
2

(2π)
n+3

2 (n+1)
n+1

2
, si D′ > n + 1. (3.28)

Alors on a

G(D′, n)−1 6

(
i0+ j0

i0

)
· · ·

(
in+ jn

in

)(
D+D′

D

) 6 1.

Démonstration. L’inégalité (
i0+ j0

i0

)
· · ·

(
in+ jn

in

)(
D+D′

D

) 6 1

est obtenue par définition directement.
Pour l’autre côté, si un des D et D′ est plus petit ou égal à n, alors on peut supposer que

i0 > j1 > · · · > jn > 0, et D′ 6 n. Dans ce cas-là, si D 6 n, on obtient(
i0+ j0

i0

)
· · ·

(
in+ jn

in

)(
D+D′

D

) >
1(

D+D′
D

) > 1(
2n
n

) > 1
(n + 1)n ;

si D > n + 1, alors on obtient(
i0+ j0

i0

)
· · ·

(
in+ jn

in

)(
D+D′

D

) >
( D

n+1 + 1)D′

(D + 1)D′ >

(
2

n + 2

)D′

>
1

(n + 1)n .

Si D et D′ sont plus grands ou égals à n + 1, d’après la formule de Stirling

√
2πmm+ 1

2 e−m 6 m! 6 emm+ 1
2 e−m,

on obtient l’inégalité(
i0+ j0

i0

)
· · ·

(
in+ jn

in

)(
D+D′

D

) >
(2π)

n+3
2

e2n+3 ·
(i0 + j0)i0+ j0+ 1

2 · · · (in + jn)in+ jn+ 1
2 DD+ 1

2 D′D
′+ 1

2

i
i0+ 1

2
0 j

j0+ 1
2

0 · · · i
in+ 1

2
n j

jn+ 1
2

n (D + D′)D+D′+ 1
2

.

Soit

F(i0, . . . , in, j0, . . . , jn) =
(i0 + j0)i0+ j0+ 1

2 · · · (in + jn)in+ jn+ 1
2

i
i0+ 1

2
0 j

j0+ 1
2

0 · · · i
in+ 1

2
n j

jn+ 1
2

n

,

où i0+· · ·+in = D, j0+· · ·+ jn = D′, i0, . . . , in, j0, . . . , jn > 0. Si on considère F(i0, . . . , in, j0, . . . , jn)
comme une fonction des variables (i0, . . . , in, j0, . . . , jn) ∈ ]1,+∞[2n+2, on peut confirmer qu’elle
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prend sa valeur minimale lorsque i0 = · · · = in = D
n+1 , j0 = · · · = jn = D′

n+1 . Alors on a

F(i0, . . . , in, j0, . . . , jn)

(D+D′)D+D′+ 1
2

DD+ 1
2 D′D

′+ 1
2

>

(
D+D′
n+1

)D+D′+ n+1
2 DD+ 1

2 D′D
′+ 1

2

(D + D′)D+D′+ 1
2
(

D
n+1

)D+ n+1
2

(
D′

n+1

)D+ n+1
2

=
(n + 1)

n+1
2 (D + D′)

n
2

D
n
2 D′

n
2

>
(n + 1)

n+1
2

D′
n
2

,

ce qui termine la démonstration. �

Lemme 3.4.2. Soient K un corps de nombres, et OK l’anneau des entiers de K. Pour le fibré
vectoriel hermitien E =

(
O
⊕(n+1)
K , (‖.‖v)v∈MK

)
muni des `2-normes définie dans (3.27), soient f ∈

H0(P(EK),OP(EK )(D)) et g ∈ H0(P(EK),OP(EK )(D′)). Alors pour toute place v ∈ MK,∞, on a

log ‖ f ‖v,sym + log ‖g‖v,sym −
1
2

log G(D′, n)

6 log ‖ f · g‖v,sym 6 log ‖ f ‖v,sym + log ‖g‖v,sym,

où la constante G(D′, n) est définie dans l’égalité (3.28). De plus, soit 〈., .〉v le produit scalaire
induit par la norme ‖.‖v,sym. Alors on a

〈 f , f 〉v · 〈g, g〉v
G(D′, n)

6 〈 f g, f g〉v 6 〈 f , f 〉v · 〈g, g〉v,

Si v ∈ MK, f , on a
‖ f · g‖v = ‖ f ‖v · ‖g‖v.

Démonstration. D’abord on considère le cas de v ∈ MK,∞. D’après les propriétés de l’algèbre de
Banach, on a log ‖ f · g‖v,sym 6 log ‖ f ‖v,sym + log ‖g‖v,sym

Pour l’autre côté, on suppose que Bt = {ei0
0 ei1

1 · · · e
in
n |i0 +i1 + · · ·+in = t, i0, i1, . . . , in > 0} est une

base canonique orthogonale de Et muni de la norme symétrique par rapport à la base orthonormée
e0, e1, . . . , en de E, où t ∈ N+. Dans cette démonstration, on considère le cas où t = D et t = D′.
D’abord on suppose que f et g sont deux éléments dans les bases canoniques H0(P(EK),OP(EK )(D))
et H0(P(EK),OP(EK )(D′)) respectivement définis ci-dessus. Si f = ei0

0 ei1
1 · · · e

in
n et g = e j0

0 e j1
1 · · · e

jn
n ,

alors on a
f · g = ei0+ j0

0 ei1+ j1
1 · · · ein+ jn

n ∈ ED+D′ .

D’après [13, Chap. V, §3.3], on obtient

‖ f · g‖v,sym =

√
(i0 + j0)! · · · (in + jn)!

(D + D′)!

et

‖ f ‖v,sym · ‖g‖v,sym =

√
i0! · · · in!

D!
·

√
j0! · · · jn!

D′!
.

D’après le lemme 3.4.1, on obtient

‖ f · g‖v,sym

‖ f ‖v,sym · ‖g‖v,sym
>

√
G(D′, n)−1,
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qui signifie

log ‖ f · g‖v,sym > log ‖ f ‖v,sym + log ‖g‖v,sym −
1
2

log G(D′, n).

Pour le cas général, on considère l’ensemble {a · b| a ∈ BD, b ∈ BD′} = BD+D′ , qui est une base
orthogonale de ED+D′ munie de la norme symétrique. On désigne par BD = {xi}i∈I et BD′ = {y j}i∈J

pour simplifier, où I = {(i0, . . . , in)| i0 + · · · + in = D} et J = {(i0, . . . , in)| i0 + · · · + in = D′} sont
les ensembles d’indice. Alors l’ensemble {xiy j}i∈I, j∈J = BD+D′ forment une base orthogonale de
ED+D′ . Si f = axi et g = by j pour certains i ∈ I et j ∈ J, où a, b ∈ K, on obtient

log ‖ f · g‖v,sym

=
1
2

log
(
|a|2v |b|

2
v〈xiy j, xiy j〉v

)
>

1
2

(
log(|a|2v) + log(|b|2v) + log〈xi, xi〉v + log〈y j, y j〉v − log G(D′, n)

)
=

1
2

(
log〈axi, axi〉v + log〈by j, by j〉v − log G(D′, n)

)
= log ‖ f ‖v,sym + log ‖g‖v,sym −

1
2

log G(D′, n).

D’après l’argument ci-dessus, on obtient

〈abxiy j, abxiy j〉v >
〈axi, axi〉v · 〈by j, by j〉v

G(D′, n)
.

Si f =
∑
i∈I

aixi et g =
∑
j∈J

b jy j, où ai, b j ∈ K, et xi ∈ BD, yi ∈ BD′ sont choisis comme ci-dessus.

On obtient

log ‖ f · g‖v,sym =
1
2

log〈
∑

i∈I, j∈J

aib jxiy j,
∑
i, j

aib jxiy j〉v

=
1
2

log
∑

i∈I, j∈J

〈aib jxiy j, aib jxiy j〉v

>
1
2

log
∑

i∈I, j∈J

〈aixi, aixi〉v · 〈b jy j, b jy j〉v

G(D′, n)

=
1
2

log

∑
i∈I

〈aixi, aixi〉v ·
∑
j∈J

〈b jy j, b jy j〉v

 − 1
2

log G(D′, n)

=
1
2

log

∑
i∈I

〈aixi, aixi〉v

 +
1
2

log

∑
j∈J

〈b jy j, b jy j〉v


−

1
2

log G(D′, n)

= log ‖ f ‖v,sym + log ‖g‖v,sym −
1
2

log G(D′, n),

d’où l’on a l’assertion.
Pour le cas de v ∈ MK, f , il est démontré par la définition de valuation discrète directement. �

Soient E = O
⊕(n+1)
K le fibré vectoriel hermitien muni des `2-normes définies dans (3.27), et X

l’hypersurface de Pn
K définie par le polynôme homogène f (T0, . . . ,Tn) de degré δ. Soit s la section
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globale non-nulle dans H0(Pn
OK
,OPn

OK
(δ)) qui définit l’adhérence Zariski de X dans Pn

OK
. Alors on

a la suite exacte de OK-modules ci-dessous :

0 −−−−−→ H0(Pn,OPn(D − δ))
·s

−−−−−→ H0(Pn,OPn(D)) −−−−−→ FD −−−−−→ 0, (3.29)

où FD est l’image saturée de l’application (3.10). La flèche deuxième ci-dessus est le morphisme
quotient canonique.

Pour estimer la fonction de Hilbert-Samuel arithmétique de l’hypersurface X, on a le résultat
ci-dessous.

Théorème 3.4.3. Soit X une hypersurface de degré δ de Pn
K . Soient la constante R0(n,D) définie

dans la proposition 3.2.3, la constante G(δ, n) définie dans l’égalité (3.28), la constante C(n,D)
défini dans l’égalité (3.19), le fibré vectoriel FD définie dans §3.2.1 muni des norme de John
induites par ses normes supérieures, r1(n,D) = rg(FD), et la pente µ̂(IX) définie dans la définition
3.2.22. Alors si D > δ + 1, on a

µ̂(FD) >
1

2r1(n,D)

(
C(n,D) −C(n,D − δ) − 2r(n,D − δ)̂µ(IX)

−r(n,D − δ) log G(δ, n)
)
− R0(n,D),

et

µ̂(FD) 6
1

2r1(n,D)

(
C(n,D) −C(n,D − δ) − 2r(n,D − δ)̂µ(IX)

)
−R0(n,D).

Si 1 6 D 6 δ, on a

µ̂(FD) =
1

2r(n,D)
C(n,D) − R0(n,D).

Démonstration. D’abord, on va démontrer le cas où D > δ + 1. On suppose que d̂eg
′

n(ED−δ) est
le degré d’Arakelov normalisé de ED−δ qui est muni des normes comme un sous-fibré vectoriel
hermitien de ED définies via la suite exacte (3.29). Alors on obtient

d̂egn(FD) = d̂egn(ED) − d̂eg
′

n(ED−δ) (3.30)

d’après la proposition 2.2.10.
Il faut comparer la norme sur ED−δ comme un sous-fibré vectoriel hermitien de ED avec la

norme de John sur ED−δ définie ci-dessus. Soit {e1, . . . , eN} une base orthogonale de ED−δ sous la
norme symétrique, où l’on note N = r(n,D − δ) pour simplifier. Par définition, on obtient

d̂eg
′

n(ED−δ) = −
∑

v∈MK

[Kv : Qv]
[K : Q]

log ‖( f e1) ∧ ( f e2) ∧ · · · ∧ ( f eN)‖v,J ,

où ‖.‖v,J est la norme de John sur ED induite par la norme supérieure en la place v ∈ MK,∞.
D’après l’égalité (3.9) et la proposition 3.2.3, on obtient

d̂eg
′

n(ED−δ) = −
∑

v∈MK

[Kv : Qv]
[K : Q]

log ‖( f e1) ∧ ( f e2) ∧ · · · ∧ ( f eN)‖v,sym (3.31)

−r(n,D − δ)R0(n,D)

et
d̂egn(ED) =

1
2

C(n,D) − r(n,D)R0(n,D), (3.32)
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où R0(n,D) est la constante définie dans la proposition 3.2.3.
On va estimer le terme ‖( f e1)∧( f e2)∧· · ·∧( f eN)‖v,sym, où v ∈ MK,∞. Comme { f e1, f e2, . . . , f eN}

est une base de ED, d’après le lemme 3.4.2, on obtient

log ‖( f e1) ∧ ( f e2) ∧ · · · ∧ ( f eN)‖v,sym 6 log(‖ f ‖Nv,sym · ‖e1 ∧ · · · ∧ eN‖v,sym) (3.33)

= N log ‖ f ‖v,sym + log ‖e1 ∧ · · · ∧ eN‖v,sym.

et

log ‖( f e1) ∧ ( f e2) ∧ · · · ∧ ( f eN)‖v,sym (3.34)

=
1
2

log det
(
〈 f ei, f e j〉v

)
16i, j6N

>
1
2

log

det
(
〈ei, e j〉v

)
16i, j6N

·

(
〈 f , f 〉v
G(δ, n)

)N
=

1
2

log det
(
〈ei, e j〉v

)
16i, j6N

+
1
2

log〈 f , f 〉Nv −
1
2

log G(δ, n)N

= log ‖e1 ∧ · · · ∧ eN‖v,sym + N log ‖ f ‖v,sym −
N
2

log G(δ, n),

où 〈., .〉v est le produit scalaire induit par la norme ‖.‖v,sym sur ED.
Si v ∈ MK, f , on a

log ‖( f e1) ∧ ( f e2) ∧ · · · ∧ ( f eN)‖v = log(‖ f ‖Nv · ‖e1 ∧ · · · ∧ eN‖v) (3.35)

= N log ‖ f ‖v + log ‖e1 ∧ · · · ∧ eN‖v

par la définition de valuation discrète. Donc par (3.31), (3.34), et (3.35), on a

d̂eg
′

n(ED−δ) 6
1
2

C(n,D − δ) + r(n,D − δ)̂µ(IX) +
r(n,D − δ)

2
log G(δ, n)

−r(n,D − δ)R0(n,D),

où la pente µ̂(IX) est obtenue de (3.17) pour le cas d’hypersurface. Alors d’après (3.30) et (3.32),
on obtient

µ̂(FD) >
1

r1(n,D)

(
1
2

C(n,D) − R0(n,D)
(
r(n,D) − r(n,D − δ)

)
−

1
2

C(n,D − δ) − r(n,D − δ)̂µ(IX) −
r(n,D − δ)

2
log G(δ, n)

)
=

1
2r1(n,D)

(
C(n,D) −C(n,D − δ) − 2r(n,D − δ)̂µ(IX)

−r(n,D − δ) log G(δ, n)
)
− R0(n,D).

D’après l’argument similaire, on obtient

µ̂(FD) 6
1

2r1(n,D)

(
C(n,D) −C(n,D − δ) − 2r(n,D − δ)̂µ(IX)

)
−R0(n,D)

par (3.30), (3.31), (3.32), (3.33), et (3.35).
Si 1 6 D 6 δ, alors ED � FD comme fibrés vectoriels hermitiens sur SpecOK , donc il résult

suit. �
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3.4.2 Estimation numérique de fonction de Hilbert-Samuel arithmétique

Soit X une hypersurface de Pn
K . Dans le théorème 3.4.3, on a déjà donné une majoration et

une minoration de la fonction de Hilbert-Samuel arithmétique (voir la définition 3.2.6) de X. Dans
cette partie, on donnera une estimation numérique de la fonction de Hilbert-Samuel arithmétique
de l’hypersurface X, qui sont utiles dans le problème du comptage des points rationnels.

Proposition 3.4.4. Soient µ̂(IX) et FD mêmes comme dans le théorème 3.4.3. Soient les constantes
A4(n,D) et A′4(n,D) comme les notations dans le théorème 3.3.16, la constante G(n, δ) définie dans
l’égalité (3.28), la constante

r(n,D) =

(
n + D

n

)
,

et la constante
Hn = 1 +

1
2

+ · · · +
1
n
.

On pose

B0(n, δ)

= −
log G(δ, n)
r(n,δ+1)

n+1 − 1
−

log(n + 1)
2

+
1 −Hn+1

2n−1n!
(n + 1) −

n − 2
2n(n − 1)!

+
1

2n−1(n − 1)!(δ + 1)

( (
−

1
6

n3 −
3
4

n2 −
13
12

n + 2
)
Hn

+
1
4

n3 +
17
24

n2 +

(
119
72
−

1
2

log (2π)
)

n − 4 + log (2π)
)

+ inf
D>δ

A4(n,D) − A′4(n,D − δ)

2n−1δDn−1 .

Alors lorsque D > δ + 1, on a

µ̂(FD)
D
> −

µ̂(IX)
nδ

+ B0(n, δ).

Démonstration. D’après le théorème 3.4.3, on obtient

µ̂(FD) >
1

2r1(n,D)

(
C(n,D) −C(n,D − δ) − 2r(n,D − δ)̂µ(IX)

−r(n,D − δ) log G(δ, n)
)
− R0(n,D),

où l’inégalité

0 6 R0(n,D) 6 log
√

r(n,D) 6
D
2

log(n + 1).

est vérifiée. Alors on a
R0(n,D)

D
6

log(n + 1)
2

lorsque D > δ + 1.
D’abord, on a l’inégalité µ̂(IX) < 0 par définition. De plus, comme

r(n, δ + 1)
n + 1

6
r(n,D)

r(n,D − δ)
6

Dn

(D − δ)n 6 1 −
nδ
D
,

alors on a
1

r(n,δ+1)
n+1 − 1

>
r(n,D − δ)

D (r(n,D) − r(n,D − δ))
>

1
nδ
.
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Dans la suite, on a

r1(n,D) =

δ−1∑
j=0

(
D − δ + n + j

n − 1

)

6 δ

(
D + n − 1

n − 1

)
6 δ(D + 1)n−1

6 2n−1δDn−1.

D’après le théorème 3.3.16, on obtient

C(n,D) −C(n,D − δ)

>
1 −Hn+1

n!
(n + 1)δDn −

n − 2
2n!

nδDn−1 log D

+
1
n!

( (
−

1
6

n3 −
3
4

n2 −
13
12

n + 2
)
Hn

+
1
4

n3 +
17
24

n2 +

(
119
72
−

1
2

log (2π)
)

n − 4 + log (2π)
)
nδDn−1

+A4(n,D) − A′4(n,D − δ).

Donc on a

C(n,D) −C(n,D − δ)
2Dr1(n,D)

>
1 −Hn+1

2n−1n!
(n + 1) −

n − 2
2n(n − 1)!

log D
D

+
1

2n−1(n − 1)!D

( (
−

1
6

n3 −
3
4

n2 −
13
12

n + 2
)
Hn

+
1
4

n3 +
17
24

n2 +

(
119
72
−

1
2

log (2π)
)

n − 4 + log (2π)
)

+
A4(n,D) − A′4(n,D − δ)

2n−1δDn−1 .

Par la construction de A4(n,D) et de A′4(n,D) dans le théorème 3.3.16, le terme

A4(n,D) − A′4(n,D − δ)

2n−1δDn−1

est bornée considérée comme une fonction de la variable D, où D > δ.

Comme X est une hypersurface de degré δ, on a

r1(n,D) = r(n,D) − r(n,D − δ).



136 Chapitre 3. Fonctions de hauteur

Donc la constante

B0(n, δ)

= −
log G(δ, n)
r(n,δ+1)

n+1 − 1
−

log(n + 1)
2

+
1 −Hn+1

2n−1n!
(n + 1) −

n − 2
2n(n − 1)!

+
1

2n−1(n − 1)!(δ + 1)

( (
−

1
6

n3 −
3
4

n2 −
13
12

n + 2
)
Hn

+
1
4

n3 +
17
24

n2 +

(
119
72
−

1
2

log (2π)
)

n − 4 + log (2π)
)

+ inf
D>δ

A4(n,D) − A′4(n,D − δ)

2n−1δDn−1

satisfait l’inégalité dans l’assertion. �

Remarque 3.4.5. Avec toutes les notations et conditions dans la proposition 3.4.4, d’après cette
proposition et la remarque 3.2.7, il existe une constante positve C(X) dépendante de l’hypersurface
X, tel que

µ̂(FD)
D
> −C(X)

pour tout D ∈ N r {0}. Le cas de D ∈ {1, 2, . . . , δ} est d’après l’isomorphisme ED � FD.
Soient X un schéma projectif, L un fibré en droites ample hermitien, et GD = H0(X ,L|⊗D

X
)

un fibré vectoriel hermitien muni des norme induits. D’après [7, Lemma 4.8], il existe une con-
stante c1 > 0 qui dépend seulement de X et L tel que pour tout D ∈ N r {0}, on a

µ̂(GD) > −c1D.

Alors le résultat dans la proposition 3.4.4 peut être considéré comme un exemple de [7, Lemma
4.8] lorsque X est une hypersurface et L est le fibré universel, car on a FD � H0(X,OX(D))
lorsque X est une hypersurface projective.



Chapitre 4

Contrôle des places non réduites

4.1 Introduction

Soit X → SpecOK un schéma réduit, où K est un corps de nombres et OK est l’anneau des
entiers de K. On désigne par SpmOK l’ensemble des idéaux maximaux de l’anneau OK . Une
place p ∈ SpmOK est appelée place non réduite du schéma X → SpecOK si la fibre spéciale
Xp = X ×SpecOK SpecFp → SpecFp n’est pas réduite. D’après [40, Théorème (9.7.7)], il n’y a
qu’un nombre fini d’idéaux maximaux p ∈ SpmOK telles que la fibre Xp → SpecFp ne soit pas
réduite.

Il est naturel de considérer une description numérique des places non réduites, par exemple,
on considère la majoration du nombre de ces idéaux maximaux ou la majoration du produit des
normes de ces idéaux maximaux.

R. Erné a déja considéré la majoration du produit des normes de ces idéaux maximaux. Dans
[26], elle étudie le cas où X est une hypersurface projective en utilisant le théorème arithmétique
de Bézout, voir [10, Theorem 5.4.4] et [10, Theorem 5.5.1]. Dans [27], elle étudie le cas où X est
un schéma réduit projectif de dimension pure en utilisant la théorie de la forme de Chow.

Dans cette partie, on donnera une autre majoration du produit des normes des places non
réduites lorsque X est projectif et de dimension pure (voir le théorème 4.4.1). La majoration dépend
de la hauteur de X, de certains invariants géométriques de X et du corps de nombre K.

D’abord on résout ce problème pour le cas où X est une hypersurface projective (voir le
théorème 4.3.7). Dans ce cas-là, on étudie un résultant du polynôme qui définit l’hypersurface.
Pour un polynôme en une seule variable, son résultant est zéro si et seulement s’il admet un fac-
teur carré. Alors on peut considérer le polynôme qui définit l’hypersurface comme un polynôme
en une seule variable sur un autre anneau. Dans la suite, on résout le cas où X est un schéma
projectif de dimension pure en utilisant la théorie de la forme de Chow et la forme de Cayley. Si
un schéma de dimension pure est réduit, toute composante irréductible de sa forme de Chow ou sa
forme de Cayley est de multiplicité géométrique 1 (voir la définition 3.2.9 pour la définition de la
multiplicité géométrique).

La méthode dans cette partie est différente de celle dans [26]. La méthode dans cette partie est
un calcul explicite et la méthode dans [26] est implicite. Comme on a besoin d’utiliser l’équation
qui définit l’hypersurface, il faut utiliser le théorème de Minkowski (voir le théorème 2.3.3). Notre
majoration donne une meilleure dépendance en la hauteur de X et, globalement, de meilleures
constantes, mais introduit une dépendance en le discriminant du corps K, qui n’apparaît pas dans
[26] et [27]. Comme on utilise une méthode explicite, il faut utiliser la hauteur classique (voir
la définition 3.2.25) directement. Alors pour le cas de dimension pure générale, on a besoin de
comparer certaines hauteurs de X, voir §3.2.3, §3.2.4 et §3.2.5.
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4.2 Passage aux réductions modulo de places finies

Dans cette partie, on introduira la théorie de passage aux réductions modulo de places finies.

4.2.1 Ensembles constructibles

D’abord, on rappelle la notion d’ensemble constructible. On revoie les lecteurs à [30, §1.4]
pour une introduction autonome à la notion d’ensemble constructible.

Un espace topologique X est appelé un espace topologique noethérien si toute suite décrois-
sante de fermés de X est stationnaire : pour toute suite

Y1 ⊇ Y2 ⊇ · · ·

de sous-ensembles fermés Yi de X, il existe un entier positif m tel que Ym = Ym+1 = Ym+2 = · · · .
Soit X un espace topologique. Un sous-espace topologique de X est appelé localement fermé

s’il est l’intersection d’un sous-ensemble ouvert et un sous-ensemble fermé de X. On suppose que
X est un espace topologique noethérien. On dit qu’un sous-ensemble de X est constructible s’il est
l’union d’un nombre fini de sous-ensembles localement fermés. Par définition, si X1 et X2 sont des
sous-ensembles constructibles, alors X1 ∩ X2, X1 ∪ X2 et X1 r X2 sont constructibles aussi.

Soit Y un sous-espace topologique de X. On dit que Y est localement constructible dans X s’il
existe un recouvrement ouvert {Ui}i∈I de X, tel que Y ∩ Ui soit constructible dans Ui pour tout
i ∈ I.

Proposition 4.2.1 ([30], Proposition 1.4.1). Soit X un espace topologique noethérien. Un sous-
ensemble Y de X est constructible si et seulement si, pour tout sous-ensemble fermé F de X tel que
Y ∩ F soit dense dans F, l’ensemble Y ∩ F contient un sous-ensemble ouvert non vide de F.

Remarque 4.2.2. Soit X = Spec A, où A est un anneau de Dedekind. Tout sous-ensemble locale-
ment constructible E de X est constructible. S’il contient le point générique de X, il contient un
sous-ensemble ouvert. Alors le complément de E est un ensemble fini. On démontera l’assertion
dans le corollaire 4.2.4.

4.2.2 Passage aux réductions d’un schéma arithmétrique

D’abord, on référence le résultat ci-dessous :

Théorème 4.2.3 ([40], Théorème (9.7.7)). Soit X → S un morphisme de présentation finie de
schémas, et soit E l’ensemble des s ∈ S pour lequel Xs = X ×S Spec κ(s) a l’une des propriétés
suivantes : être :

1. géométriquement irréductible ;

2. géométriquement connexe ;

3. géométriquement réduit ;

4. géométriquement intègre.

Alors E est localement constructible dans S .

On applique le théorème 4.2.3 au cas d’un schéma réduit sur l’anneau des entiers d’un corps
de nombres, alors on obtient le résultat suivant.

Corollaire 4.2.4. Soient K un corps de nombre, et OK l’anneau des entiers de K. On suppose
que X → SpecOK est un schéma réduit, alors il n’a y qu’un nombre fini de places p ∈ SpecOK

telles que la fibre Xp ne soit pas réduit. C’est-à-dire que le cardinal de l’ensemble des places non
réduites du schéma X → SpecOK est fini.



4.3. Contrôle des places non réduites d’une hypersurface 139

Démonstration. La fibre générique XK de X est réduit, comme XK = X ×SpecOK Spec K est une
localisation de X. Comme K est un corps parfait, d’après [49, Corollary 3.2.14], le schéma XK est
géométriquement réduit. Par le théorème 4.2.3, l’ensemble E des p ∈ SpecOK tels que le schéma
Xp soit réduit est un ensemble localement constructible, donc E est un ensemble constructible
par définition. D’après la proposition 4.2.1, l’ensemble E contient un sous-ensemble ouvert de
SpecOK , donc le complément de E est contenu dans un sous-ensemble fermé de SpecOK , qui doit
être un ensemble fini. �

4.3 Contrôle des places non réduites d’une hypersurface

Soient W une hypersurface projective de Pn
K , et W l’adhérence Zariski de W dans Pn

OK
. Dans

cette partie, lorsque W est réduite, on donnera une majoration du produit des normes des idéaux
maximaux p ∈ SpmOK tels que Wp ne soit pas réduit.

4.3.1 Résultats préliminaires

On considère le cas d’une hypersurface projective. Soient K un corps de nombres, et OK l’an-
neau des entiers de K. Soient E = O

⊕(n+1)
K un fibré vectoriel hermitien sur SpecOK muni des `2-

normes, qui signifient que pour tout plongement σ : K ↪→ C, la norme envoie le point (x0, . . . , xn)
sur

√
|σ(x0)|2 + · · · + |σ(xn)|2 (voir la définition 2.2.1), où |.| est la valeur absolue usuelle. Soit

ψ : W ↪→ P(EK) = Pn
K une hypersurface projective définie par le polynôme homogène

f (T0,T1, . . . ,Tn) =
∑

(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

ai0,i1,...,inT i0
0 T i1

1 · · · T
in
n

de dégre δ, où tous les ai0,...,in ∈ K.

Critère du réduisant d’une hypersurface

Pour une méthode de critère de réduisant d’une hypersurface, d’abord on référence le résultat
suivant :

Lemme 4.3.1 ([49], Exercise 2.4.1). Soient k un corps, et P ∈ k[T1, . . . ,Tn] un polynôme non-
nul. Alors le schéma Spec (k[T1, . . . ,Tn]/(P)) est réduit (resp. irréductible ; resp. intègre) si et
seulement si P n’a pas de facteur carré (resp. est une puissance d’un polynôme irréductible, resp.
est irréductible).

Le résultat suivant est une conséquence directe du lemme 4.3.1.

Corollaire 4.3.2. Soient k un corps, et P ∈ k[T0, . . . ,Tn] un polynôme homogène non-nul. Alors
si P n’a pas de facteur carré, alors le schéma W = Proj (k[T0, . . . ,Tn]/(P)) est réduit.

Démonstration. Il faut démontrer que pour un recouvrement d’ouverts affines {Ui}i∈I de Pn
k =

Proj (k[T0, . . . ,Tn]), si l’équation qui définit le schéma affine Proj (k[T0, . . . ,Tn]/(P))∩Ui n’a pas
de facteur carré, alors le schéma W ∩ Ui est réduit pour tout i ∈ I. Soient Ui = {Ti , 0}, où
i = 0, 1, . . . , n. Alors {Ui}

n
i=0 est un recouvrement d’ouverts affines de Pn

k . Donc

W ∩ Ui = Spec
(
k
[
T0

Ti
, . . . ,

Ti−1

Ti
,

Ti+1

Ti
, . . . ,

Tn

Ti

]
/Ii

)
,

où Ii est l’idéal engendré par le polynôme Pi = P
(

T0
Ti
, . . . , Ti−1

Ti
, Ti+1

Ti
, . . . , Tn

Ti

)
. Par le lemme 4.3.1,

on obtient que W ∩ Ui est réduit si et seulement si Pi n’a pas de facteur carré. Si P ne admet pas
de facteur carré, alors tout le Pi ne admet pas de facteur carré. �
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Résultant des polynômes sur un anneau

Soit A un anneau unifère et commutatif. Soient f (x) = amxm + am−1xm−1 + · · · + a1x + a0 et
g(x) = bnxn +bn−1xn−1 + · · ·+b1x+b0 deux polynômes dans A[x]. On définit Res(m,n)( f , g) comme
le (m, n)-résultant de ( f , g) comme ci-dessous :

Res(m,n)( f , g) = det



am am−1 · · · a0
am am−1 · · · a0

. . .
. . .

. . .
. . .

am am−1 · · · a0
bn bn−1 · · · b0

bn bn−1 · · · b0
. . .

. . .
. . .

. . .

bn bn−1 · · · b0


.

Attention, le choix de (m, n) joue un rôle important. Par exemple, soient f (x) = ax2 + bx + c et
g(x) = dx + e deux polynômes. Alors on a

Res(2,1)( f , g) = det

 a b c
d e

d e

 = ae2 + cd2 − bde.

Mais si on considère f (x) = 0x3 + ax2 + bx + c et g(x) = 0x2 + dx + c, on a Res(3,2)( f , g) = 0.
On a le résultat suivant :

Proposition 4.3.3. Soit A un anneau intègre. Soit f (T ) = amT m + am−1T m−1 + · · · + a1T + a0 un
polynôme à coefficients dans A, où A est un anneau unifère et commutatif et am , 0. Si f (T ) admet
au moins un facteur carré, alors

Res(m,m−1)( f , f ′) ≡ 0,

où f ′(T ) est le polynôme dérivé de f (T ) par rapport à la variable T .

Démonstration. Si le polynôme f (T ) admet un facteur carré, alors les polynômes f (T ) et f ′(T )
ont un facteur commun. Si on écrit f (T ) = A(T )q(T ), et f ′(T ) = A(T )p(T ), où p(T ) , 0 et
q(T ) , 0. Alors on a

p(T ) f (T ) − q(T ) f ′(T ) = 0.

Par définition, on a deg q(T ) 6 m et deg p(T ) 6 m − 1. Par cela, on obtient que les polynômes

f (T ),T f (T ), . . . ,T m−1 f (T ), f ′(T ),T f ′(T ), . . . ,T m f ′(T )

dépendent A-linéairement. Alors on a le résultat d’après la définition de résultant. �

Lemme 4.3.4 ([21], Lemma A.1 (iii)). Soient m ∈ N et (V, ‖.‖) un espace hermitien de dimension
m. Pour tout entier a > 1, on définit l’homomorphisme Da : Syma(V)→ V⊗Syma−1(V) qui envoie
v1 · · · va sur

a∑
i=1

vi ⊗ (v1 · · · vi−1vi+1 · · · va).

Alors la norme de Da est a.
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Soit
F(T0, . . . ,Tn) =

∑
(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

ai0,...,inT i0
0 T i1

1 · · · T
in
n

un polynôme à coefficients dans K. Pour toute v ∈ MK , on définit

‖F‖v = ‖F(T0, . . . ,Tn)‖v = max
(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

{|ai0,...,in |v} (4.1)

De plus, pour toute place v ∈ MK,∞, on définit

‖F‖2,v = ‖F(T0, . . . ,Tn)‖2,v =


∑

(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

|ai0,...,in |
2
v


1
2

. (4.2)

Alors on obtient

‖F‖v 6 ‖F‖2,v 6
(
n + δ

δ

) 1
2

‖F‖v (4.3)

pour toute place v ∈ MK,∞.
On a le resultat suivant :

Lemme 4.3.5. Soit
F(T0, . . . ,Tn) =

∑
(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

ai0,...,inT i0
0 T i1

1 · · · T
in
n ,

un polynôme homogène de degré δ à coefficients dans K. On écrit

F(T0, . . . ,Tn) = t0(T0, . . . ,Tn−1) · T d
n + · · · + td(T0, . . . ,Tn−1),

où le polynôme ti(T0, . . . ,Tn−1) ∈ K[T0, . . . ,Tn−1] est homogène et de degré δ − d + i ou nul, et
t0(T0, . . . ,Tn−1) , 0. Soient

D(F) =



t0 t1 · · · td
t0 t1 · · · td

. . .
. . .

. . .
. . .

t0 t1 · · · td
dt0 (d − 1)t1 · · · td−1

dt0 (d − 1)t1 · · · td−1
. . .

. . .
. . .

. . .

dt0 (d − 1)t1 · · · td−1


et

det(D(F)) = Res(d,d−1)

(
F,

∂F
∂Tn

)
∈ K[T0, . . . ,Tn−1].

Alors pour toute place v ∈ MK,∞, on a

‖ det(D(F))‖2,v 6 dd‖F‖2d−1
2,v ,

où la norme ‖.‖2,v est définie dans l’égalité (4.2).
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Démonstration. On désigne par Li le vecteur de la i-ième ligne de la matrice D(F), où i =

1, 2, · · · , 2d − 1. Pour toute place v ∈ MK,∞, on a

‖ det(D(F))‖2,v = ‖Li ∧ · · · ∧ L2d−1‖2,v.

D’après [13, Corollaire 1, §3.5 Chap. V], on obtient

‖Li ∧ · · · ∧ L2d−1‖2,v 6
2d−1∏
i=1

‖Li‖2,v.

Pour tout i = 1, . . . , d− 1, on a ‖Li‖2,v = ‖F‖2,v. Pour tout i = d, . . . , 2d− 1, on a ‖Li‖2,v =
∥∥∥∥ ∂F
∂Tn

∥∥∥∥
2,v

.
D’où l’on a

‖ det(D(F))‖2,v 6 ‖F‖d−1
2,v

∥∥∥∥∥ ∂F
∂Tn

∥∥∥∥∥d

2,v
.

Dans la suite, l’inégalité ∥∥∥∥∥ ∂F
∂Tn

∥∥∥∥∥
2,v
6 d‖F‖2,v

est vérifiée d’après le lemme 4.3.4. Alors on a l’assertion. �

4.3.2 Description numérique des places non réduites

Pour un polynôme homogène non-nul

f (T0, . . . ,Tn) =
∑

(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

ai0,...,inT i0
0 T i1

1 · · · T
in
n (4.4)

à coefficients dans K, soit W l’hypersurface définie par l’équations f (T0, . . . ,Tn) = 0. On rappelle
que la hauteur classique de W est définie comme

h( f ) = h(W) =
∑

v∈MK

[Kv : Qv]
[K : Q]

log ‖ f ‖v,

où la norme ‖.‖v est définie dans l’égalité (4.1) pour toute place v ∈ MK , voir la définition 3.2.25.
De plus, on définit

HK( f ) = HK(W) = exp([K : Q]h(W)). (4.5)

On peut trouver un b ∈ OK , b , 0, tel que bai0,...,in ∈ OK pout tout (i0, . . . , in) ∈ Nn+1, i0 + · · ·+

in = δ. Soit bi0,...,in = bai0,...,in , alors le polynôme homogène

F(T0, . . . ,Tn) =
∑

(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

bi0,...,inT i0
0 T i1

1 · · · T
in
n , (4.6)

définit un modèle entier de W qui est un sous-schéma fermé de Pn
OK

.
Pour une majoration sur les coefficients bi0,...,in du polynôme F(T0, . . . ,Tn), on a le résultat

suivant.

Proposition 4.3.6. Soient W ↪→ Pn
K une hypersurface définie par l’équation homogène défini dans

(4.4). Alors il existe un b ∈ OK , b , 0 qui construit l’équation (4.6) tel que

max
i0,...,in∈N

i0+···+in=δ

{|NK/Q(bi0,...,in)|} 6 cK HK(W),

où |.| est la valeur absolue usuelle, la constante cK est définie dans la proposition 3.1.5 qui dépend
du corps de nombre K seulement, et HK(W) est définie dans l’équation (4.5).
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Démonstration. C’est une conséquence directe du corollaire 3.1.6. �

Soit F(T0, . . . ,Tn) ∈ OK[T0, . . . ,Tn] un polynôme homogène non-nul de degré δ. On écrit le
polynôme F(T0, . . . ,Tn) sous la forme de

F(T0, . . . ,Tn) = t0(T0, . . . ,Tn−1) · T d
n + · · · + td(T0, . . . ,Tn−1),

où t0(T0, . . . ,Tn−1) , 0 et 1 6 d 6 δ. Le polynôme t0(T0, . . . ,Tn−1) est un polynôme homogène de
degré δ − d à coefficients dans OK[T0, . . . ,Tn−1]. Soient

P(F) = {p ∈ SpmOK | F mod p[T0, . . . ,Tn] = 0}

et
Q(F) = {p ∈ SpmOK | F mod p[T0, . . . ,Tn] admet un facteur carré}. (4.7)

Si F est de degré 1, on a Q(F) = ∅. D’après la proposition 4.3.3, on obtient

Q(F) ⊆ Q(t0) ∪ P
(
Res(d,d−1)

(
F,

∂F
∂Tn

))
.

Soit W ↪→ Pn
OK

l’adhérence Zariski de l’hypersurface W ↪→ Pn
K dans Pn

OK
. On définit

Q(W ) = {p ∈ SpmOK | W ×SpecOK SpecFp ne soit pas réduite}. (4.8)

Alors d’après le corollaire 4.3.2, on obtient

Q(W ) ⊆ Q(F), (4.9)

où le polynôme F est choisi ci-dessus.
Donc on peut démontrer le résultat suivant.

Théorème 4.3.7. Soient W ↪→ Pn
K une hypersurface réduite, et W l’adhérence Zariski de W dans

Pn
OK

. Soit Np = #(OK/p), où p ∈ SpmOK . Alors on a

∏
p∈Q(W )

Np 6
(
δ + n

n

) (2δ−1)[K:Q]
2

δ[K:Q]δc2δ−1
K HK(W)2δ−1,

où Q(W ) est définie dans la relation (4.8), la constante cK est définie dans la proposition 3.1.5 qui
dépend du corps de nombre K seulement, et HK(W) est définie dans l’équation (4.5).

Démonstration. D’abord, on a ∏
p∈Q(W )

Np 6
∏
p∈Q(F)

Np

d’après la relation (4.9).
Soit f un polynôme homogène à coefficients dans OK , on définit

H∞( f ) =
∏

v∈MK,∞

‖ f ‖[Kv:Qv]
v

et
H2( f ) =

∏
v∈MK,∞

‖ f ‖[Kv:Qv]
2,v ,
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où la norme ‖.‖v est définie dans (4.1), et la norme ‖.‖2,v est définie dans (4.2). Soit ‖.‖p la norme
non-archimédienne induite par l’idéal p ∈ SpmOK . Alors pour tout p ∈ SpmOK , on a ‖ f ‖p 6 1.
De plus, p < P( f ) si et seulement si ‖ f ‖p = 1. Comme HK( f ) > 1, on obtient∏

p∈P( f )

Np 6
∏
p∈P( f )

‖ f ‖−[Kp:Qp]
p =

∏
p∈SpmOK

‖ f ‖−[Kp:Qp]
p

= HK( f )−1
∏

v∈MK,∞

‖ f ‖[Kv:Qv]
v

6 H∞( f ).

On écrit le polynôme f sous la forme de

f (T0, . . . ,Tn) = s0(T0, . . . ,Tn−1) · T d
n + · · · + sd(T0, . . . ,Tn−1),

où s0(T0, . . . ,Tn−1) , 0 et d > 1. Alors on obtient∏
p∈P

(
Res(d,d−1)

(
f , ∂ f
∂Tn

)) Np 6 H∞

(
Res(d,d−1)

(
f ,
∂ f
∂Tn

))

6 H2

(
Res(d,d−1)

(
f ,
∂ f
∂Tn

))
6 H2( f )2d−1d[K:Q]d

6 H∞( f )2d−1
(
d + n

n

) (2d−1)[K:Q]
2

d[K:Q]d

d’après le lemme 4.3.5 et l’inégalité (4.3).
Maintenant on considère le modèle entier W de W défini par le polynôme

F(T0, . . . ,Tn) =
∑

(i0,...,in)∈Nn+1

i0+···+in=δ

bi0,...,inT i0
0 T i1

1 · · · T
in
n ,

qui a coefficients dans OK . D’après la proposition 4.3.6, on peut trouver un F(T0, . . . ,Tn), tel que

H∞(F) 6 cK HK(W). (4.10)

On prend le polynôme F(T0, . . . ,Tn) ∈ OK[T0, . . . ,Tn] qui satisfait l’inégalité (4.10).
On raisonne par récurrence sur le degré du polynôme F(T0, . . . ,Tn). Si deg(F) = 1, l’assertion

originale est vérifiée car on a ∏
p∈Q(F)

Np 6 cK

par définition.
Si l’assertion est démontrée au cas de degré plus petit ou égal à δ−1. On considère F(T0, . . . ,Tn)

comme un polynôme de degré di à coefficients dans OK[T0, . . . , T̂i, . . . ,Tn], où i = 0, . . . , n. On
suppose dn = max{d0, . . . , dn}. Par définition, l’inégalité 1 6 dn 6 δ est vérifiée. Alors on peut
écrire le polynôme F(T0, . . . ,Tn) comme

F(T0, . . . ,Tn) = t0(T0, . . . ,Tn−1) · T dn
n + · · · + tdn(T0, . . . ,Tn−1),

où t0(T0, . . . ,Tn−1) , 0, et 1 6 dn 6 δ. Alors d’après la proposition 4.3.3, on obtient

Q(F) ⊆ Q(t0) ∪ P
(
Res(dn,dn−1)

(
F,

∂F
∂Tn

))
.
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Par la relation ci-dessus, on a

∏
p∈Q(F)

Np 6

 ∏
p∈Q(t0)

Np

 ·


∏
p∈P

(
Res(dn ,dn−1)

(
F, ∂F

∂Tn

)) Np


6

 ∏
p∈Q(t0)

Np

 ·
(dn + n

n

) (2dn−1)[K:Q]
2

d[K:Q]dn
n H∞(F)2dn−1


6

 ∏
p∈Q(t0)

Np

 ·
(dn + n

n

) (2dn−1)[K:Q]
2

d[K:Q]dn
n c2dn−1

K HK(W)2dn−1

 ,
où la dernière inégalité ci-dessus est par l’inégalité (4.10).

Par l’hypothèse de récurrence, on a

∏
p∈Q(t0)

Np 6
(
δ − dn + n − 1

n − 1

) (2(δ−dn)−1)[K:Q]
2

(δ − dn)[K:Q](δ−dn)c2(δ−dn)−1
K HK(t0)2(δ−dn)−1,

où l’on a HK(t0) 6 HK(W).
Alors on obtient∏

p∈Q(F)

Np

6

(δ − dn + n − 1
n − 1

) (2(δ−dn)−1)[K:Q]
2

(δ − dn)[K:Q](δ−dn)c2(δ−dn)−1
K HK(t0)2(δ−dn)−1

 ·(dn + n
n

) (2dn−1)[K:Q]
2

d[K:Q]dn
n c2dn−1

K HK(W)2dn−1

 .
D’après les inégalités dans le lemme 4.3.8 qui vont être démontrées ci-dessous, on obtient le
résultat. �

Lemme 4.3.8. Soient a1, . . . , am > 1 une suite d’entiers, et r > 1 un nombre réel. Alors les
inégalités

m∏
i=1

r2ai−1 6 r2(a1+···+am)−1,

et
m∏

i=1

aai
i 6 (a1 + · · · + am)a1+···+am ,

et
m∏

i=1

(
ai + n − i + 1

n − i + 1

)2ai−1

6

(
a1 + · · · + am + n

n

)2(a1+···+am)−1

sont vérifiées.

Démonstration. La première inégalité est vérifiée comme

m∏
i=1

r2ai−1 = r
m∑

i=1
(2ai−1)

= r2(a1+···+am)−m 6 r2(a1+···+am)−1.
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Pour la deuxième inégalité, soient a, b > 1, donc on obtient (a+b)a > aa et (a+b)b > bb, alors

(a + b)a+b > aabb.

Donc on a l’assertion par récurrence.
Pour la troisième inégalité, on a

m∏
i=1

(
ai + n − i + 1

n − i + 1

)2ai−1

6
m∏

i=1

(
ai + n

n

)2ai−1

6
m∏

i=1

(
a1 + · · · + am + n

n

)2ai−1

6

(
a1 + · · · + am + n

n

)2(a1+···+am)−1

.

Donc on obtient le résultat. �

On considère une majoration du nombre de places finies telles que W ×SpecOK SpecFp ne soit
pas réduit. Par le corollaire 4.2.4, ce nombre est fini. Afin de décrire cela, on va introduire un
résultat de la théorie analytique de nombres.

Proposition 4.3.9. Soient a ⊂ OK un idéal de OK , et N0 > 2 un nombre réel. Pour tout idéal a de
OK , on désigne Na = #(OK/a). De plus, on définit

ωK(a; N0) =
∑

p∈SpmOK ,p⊇a
Np>N0

1.

Alors on a

ωK(a; N0) 6
log(Na)
log N0

.

Démonstration. Soient a, b deux idéaux de OK . Si a + b = (1), on écrit

a =

s∏
i=1

p
αi
i , b =

t∏
i=1

q
βi
i ,

alors on a pi , q j pour tout i = 1, . . . s, j = 1, . . . , t. Donc on obtient

Nab = Na · Nb

et
ωK(ab; N0) = s + t = ωK(a; N0) + ωK(b; N0).

Donc il suffit considérer le cas où a = ps et a = (1), où p est un idéal premier propre et s ∈ N. Si
a = ps avec Np > N0, on a

1 = ωK(a; N0) 6
log(Na)
log N0

;

si a = (1) ou a = ps avec Np < N0, on a

0 = ωK(a; N0) 6
log(Na)
log N0

.

Donc on a le résultat. �
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Remarque 4.3.10. Soit a ∈ OK , on désigne par

ωK(a; N0) =
∑

p∈SpmOK ,p⊇(a)
Np>N0

1

pour simplifier, où p est un idéal premier de OK . Comme |NK/Q(a)| = N(a), alors on a

ωK(a; N0) 6
log |NK/Q(a)|

log N0
.

Corollaire 4.3.11. Avec toutes les notations et conditions dans le théorème 4.3.7, une majoration
du nombre de places p avec Np > N0 telles que W ×SpecOK SpecFp ne soit pas réduit est

[K : Q]
log N0

(
(2δ − 1)h(W) +

2δ − 1
[K : Q]

log cK + δ log δ +
2δ − 1

2
log

(
n + δ

δ

))
.

Démonstration. C’est un corollaire direct du théorème 4.3.7 et la proposition 4.3.9, comme

1
log N0

log

(δ + n
n

) (2δ−1)[K:Q]
2

δ[K:Q]δc2δ−1
K HK(W)2δ−1


=

[K : Q]
log N0

(
(2δ − 1)h(W) +

2δ − 1
[K : Q]

log cK + δ log δ +
2δ − 1

2
log

(
n + δ

δ

))
.

�

Corollaire 4.3.12. Avec toutes les notations et conditions dans le théorème 4.3.7, on a

∏
p∈Q(W )

Np 6
(
δ + n

n

) (2δ−1)[K:Q]
2

δ[K:Q]δc2δ−1
K exp

(
[K : Q]

(
−µ̂(IX) +

3n
2

log(δ + 1)
))2δ−1

,

où µ̂(IX) est défini dans la définition 3.2.22.

Démonstration. D’après la proposition 3.2.26, on a

h(X) 6 −µ̂(IX) +
3n
2

log(δ + 1).

Alors on combine l’inégalité ci-dessus avec le théorème 4.3.7, on obtient le résultat. �

Remarque 4.3.13. Dans [67, Théorème 11] et [67, Théorème 12], on estime la fonction ω(a; N0)
mieux que celle dans la proposition 4.3.9 pour le cas où K = Q. En effet, si on peut contrôler
le nombre des places la réduction sur lesquelles une hypersurface réduite ne soit pas réduite, il
dépend si on peut comprendre la fonction ωK(.; N0) assez clairement.

4.4 Contrôle des places non réduites d’un schéma de dimension pure

Soit E = O
⊕(n+1)
K un fibré hermitien de rang n + 1 sur SpecOK muni des `2-normes. Il signifie

que pour tout plongement σ : K ↪→ C, la norme envoie le vecteur (x0, . . . , xn) sur√
|σ(x0)|2 + · · · + |σ(xn)|2,

où |.| est la valeur absolue usuelle. Soit X un sous-schéma fermé de dimension pure de P(EK),
qui est de dimension d et degré δ, où K est un corps de nombre et OK est l’anneau des entiers de
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K. On désigne par X l’adhérence Zariski de X dans P(E) sous la composition des morphismes
X ↪→ P(EK)→ P(E).

Si p ∈ SpmOK est un idéal premier tel que X ×SpecOK SpecFp ne soit pas réduit, d’après
la proposition 3.2.13 et la proposition 3.2.14, les polynômes définissant la forme de Chow et la
forme de Cayley de X ont au moins un facteur carré.

Théorème 4.4.1. Soient X un sous-schéma fermé réduit de dimension pure de Pn
K , qui est de

dimension d et degré δ, et X l’adhérence Zariski X dans Pn
OK

. De plus, soient

Q(X ) = {p ∈ SpmOK |X ×SpecOK SpecFp ne soit pas réduit},

N =
(

n+1
d+1

)
−1,HN = 1 + 1

2 + · · ·+ 1
N , et L = OX(1) muni des normes induites par les `2-normes sur

E = (O⊕(n+1)
K , (‖.‖v)v∈MK,∞) définies ci-dessus, et h

L
(X) est la hauteur arakelovienne de X définie

dans la définition 3.2.17. Alors on a

∏
p∈Q(X )

Np 6
(
δ + N

N

) (2δ−1)[K:Q]
2

δ[K:Q]δc2δ−1
K exp

(
(2δ − 1)[K : Q]

(
h
L

(X) −
1
2
δHN

+4δ log(N + 1) + (N + 1)δ log 2
))
,

où les autres notations sont mêmes comme dans la proposition 4.3.6.

Démonstration. Soient ΨX,K la forme de Cayley de X, et ΨX la saturation de ΨX,K dans l’espace
Symδ

OK
(
∧d+1 E). On prend un élément ψX,K ∈ Symδ

K(
∧d+1 EK) qui engendre ΨX,K .

Soit b ∈ OK un nombre tel que bψX,K ∈ Symδ
OK

(
∧d+1 E) et que la valeur maximale des co-

efficient de bψX,K est plus petite ou égale à cK HK(ψX,K), où HK(ψX,K) = exp
(
[K : Q]h(ψX,K)

)
et

h(ψX,K) est définie dans la définition 3.2.25. D’après la proposition 4.3.6, il existe un tel b ∈ OK .
On note ψX = bψX,K . D’après la proposition 3.2.14 et le corollaire 4.3.2, si ψX ⊗OK Fp admet un
facteur carré, alors le schéma X ×SpecOK SpecFp n’est pas réduit. Donc on obtientQ(X ) ⊆ Q(ψX),
voir les notation dans (4.7) et (4.8). Alors on a∏

p∈Q(X )

Np 6
∏
p∈Q(ψX)

Np. (4.11)

Par le théorème 4.3.7, on obtient∏
p∈Q(ψX)

Np 6
(
δ + N

N

) (2δ−1)[K:Q]
2

δ[K:Q]δc2δ−1
K exp((2δ − 1)[K : Q]h(ψX)). (4.12)

Soit X′ l’hypersurface projective définie par ψX de P(
∧d+1 E). On compare la hauteur de

Philippon (vori la définition 3.2.20) de X′ et la hauteur classique de X′. D’après la proposition
3.2.29, on obtient

h(ψX) = h(X′) 6 hPh(X′) + (N + 1)δ log 2. (4.13)

On compare la 0-hauteur (voir la définition 3.2.21) de X′ et la hauteur de Philippon de X′. D’après
l’inégalité (3.15), on obtient

hPh(X′) 6 h0(X′) + 4δ log(N + 1). (4.14)

On compare la hauteur arakelovienne (voir la définition 3.2.17) de X et la 0-hauteur de X′. Par
l’inégalité (3.16), on a

h0(X′) = h
L

(X) −
1
2
δHN . (4.15)

On combine les inégalités (4.11), (4.12), (4.13), (4.14) et l’égalité (4.15), on obtient le résultat.
�
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Corollaire 4.4.2. Avec toutes les notations dans le théorème 4.4.1, soient X un sous-schéma fermé
réduit de dimension pure de Pn

K , qui est de dimension d et degré δ, et X l’adhérence Zariski de
X dans Pn

OK
. Pour un nombre réel N0 > 2, une majoration du nombre des places p avec Np > N0

telles que X ×SpecOK SpecFp ne soit pas réduit est

[K : Q]
log N0

(
(2δ − 1)h

L
(X) −

2δ − 1
2

δHN +

(
4(2δ − 1) +

2δ − 1
2

)
δ log(N + 1)

+(2δ − 1)(N + 1)δ log 2 +
2δ − 1
[K : Q]

log cK + δ log δ
)
,

où N =
(

n+1
d+1

)
− 1,HN = 1 + 1

2 + · · · + 1
N , et L = OX(1) muni des normes induites par des normes

sur E, et h
L

(X) est la hauteur arakelovienne de X. Les autres notations sont même comme la
proposition 4.3.6.

Démonstration. C’est une conséquence directe du théorème 4.4.1 et la proposition 4.3.9, d’où l’on
obtient

1
log N0

log
((δ + N

N

) (2δ−1)[K:Q]
2

δ[K:Q]δc2δ−1
K exp

(
(2δ − 1)[K : Q]

(
h
L

(X) −
1
2
δHN

+4δ log(N + 1) + (N + 1)δ log 2
)))

6
[K : Q]
log N0

(
(2δ − 1)h

L
(X) −

2δ − 1
2

δHN +

(
4(2δ − 1) +

2δ − 1
2

)
δ log(N + 1)

+(2δ − 1)(N + 1)δ log 2 +
2δ − 1
[K : Q]

log cK + δ log δ
)
.

Alors on a l’assertion. �

Remarque 4.4.3. Soit la constante

C1 = C1(d, n, δ,K) = −
2δ − 1

2
δHN +

(
4(2δ − 1) +

2δ − 1
2

)
δ log(N + 1)

+(2δ − 1)(N + 1)δ log 2 +
2δ − 1
[K : Q]

log cK + δ log δ.

Alors la constante
[K : Q]
log N0

(
(2δ − 1)h

L
(X) + C1

)
,

est une majoration du nombre des places p telles que Np > N0 et X ×SpecOK SpecFp ne soit pas
réduit, où C1 �d,n,K δ2.





Chapitre 5

Comptage uniforme des points
rationnels

Soient n > 1 un entier, et E = O
⊕(n+1)
K le fibré vectoriel hermitien de rang n + 1 sur SpecOK

muni des `2-normes. Il signifie que pour tout plongement σ : K ↪→ C, la norme envoie le vecteur
(x0, . . . , xn) sur √

|σ(x0)|2 + · · · + |σ(xn)|2,

où |.| est la valeur absolue usuelle. Soit L le fibré universel sur P(E) = Pn
OK

, muni des métriques
de Fubini-Study. Pour tout point P = [x0 : · · · : xn] ∈ Pn

K(K), soit P ∈ Pn
OK

(OK) l’unique OK-point

qui plonge P. La hauteur de P (par rapport au fibré universel L de X) est le degré d’Arakelov
normalisé de P∗(L), noté comme h

L
(P). En effet, on a

h
L

(P) =
∑

p∈SpmOK

[Kp : Qp]
[K : Q]

log
(
max
16i6n

|xi|p

)
+

1
2

∑
σ∈MK,∞

[Kσ : Qσ]
[K : Q]

log

 n∑
j=0

|x j|
2
σ

 ,
d’après l’exemple 3.1.16, où |.|p et |.|σ sont définies dans la définition 3.1.3. De plus, on définit
H
L

(P) = exp([K : Q]h
L

(P)).
Soit h(P) la hauteur classique du point P (voir la définition 3.1.3). Pour tout vecteur (x0, . . . , xn) ∈

Cn+1, on a
max
06i6n
{|xi|} 6

√
|x0|2 + · · · + |xn|

2 6
√

(n + 1) max
06i6n
{|xi|}.

Alors lorsque l’on compare les deux hauteurs du point P, on obtient

h(P) 6 h
L

(P) 6 h(P) +
1
2

log(n + 1). (5.1)

Soient X ↪→ Pn
K un schéma, et X l’adhérence Zariski de X dans Pn

OK
. Dans ce chapitre, on

maintient la plupart de notations dans [22, §1]. On désigne

S (X; B) = {P ∈ X(K)|H
L

(P) 6 B} (5.2)

et
N(X; B) = #S (X; B),

où toutes les deux définitions ci-dessus sont par rapport à la hauteur arakelovienne.
Pour tout idéal maximal p de OK et tout entier a > 1, on désigne par A(a)

p l’anneau local
artinien OK,p/p

aOK,p. De plus, pour tout η ∈ X (A(a)
p ), on désigne par S (X; B, η) le sous-ensemble
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de S (X; B) des points dont la réduction modulo pa coïncide avec η. L’ensemble S (X; B) s’écrit
alors comme une union disjointe des ensembles S (X; B, η). Pour un p ∈ SpmOK , on définit

S (X; B, p(a)) =
⋃

η∈X (A(a)
p )

S (X; B, η),

et on note
S (X; B, p) = S (X; B, p(1))

pour simplifier.

5.1 Un résultat numérique concernant la fonction de Hilbert-Samuel
locale

Soient k un corps, et X un sous-schéma fermé de dimension pure d de Pn
k . Soit ξ un point fermé

de X. On suppose que
Hξ(s) = dimκ(ξ)(ms

X,ξ/m
s+1
X,ξ ) (5.3)

est la fonction de Hilbert-Samuel locale de X en le point fermé ξ de la variable s, oùmX,ξ est l’idéal
maximal de l’anneau OX,ξ, et κ(ξ) est le corps résiduel de l’anneau OX,ξ. Dans la suite, on désigne
par µξ la multiplicité du point ξ dans X pour simplifier. On rappelle que la relation

Hξ(s) =
µξ

(d − 1)!
sd−1 + o(sd−1)

est vérifiée.
On définit {qξ(m)}m>1 comme la suite croissante d’entiers positifs tels que tout entier s ∈ N

apparaisse exactement Hξ(s) fois dans cette suite. Par exemple, si Hξ(0) = 1, Hξ(1) = 2,Hξ(2) =

4,Hξ(3) = 5, . . ., alors la suite {qξ(m)}m>1 est

{0, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 4, . . .}.

Soit {Qξ(m)}m>1 la suite des sommes partielles de la suite {qξ(m)}m>1 définie comme :

Qξ(m) := qξ(0) + qξ(1) + · · · + qξ(m) (5.4)

pour tout m ∈ N.
Dans [22, Proposition 3.5], H. Chen montre les deux inégalités suivantes. Soit r > 1 un entier.

Si ξ est régulier dans X et dim(OX,ξ) = d, on a

Qξ(r) > (d!)
1
d

d
d + 1

r1+ 1
d −

d + 3
2d + 2

dr;

si X est une courbe et l’anneau OX,ξ est Cohen-Macaulay, on a

Qξ(r) >
r2

2µξ
−

r
2µξ

.

Les deux minorations ci-dessus sont utiles dans le problème de comptage des points rationnels.
Si X est une hypersurface de Pn

k . D’après la proposition 1.5.2, la fonction de Hilbert-Samuel
locale de X en le point fermé ξ est

Hξ(s) =

(
n + s − 1

s

)
−

(
n + s − µξ − 1

s − µξ

)
.
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Alors on peut obtenir une minoration uniforme et explicite de la fonction Qξ(m) lorsque X est une
hypersurface.

Dans la démontration de la proposition 5.1.1, l’inégalité

(N − m + 1)m

m!
6

(
N
m

)
6

(N − (m − 1)/2)m

m!

sera utilisée, où N et m sont deux entier positfs, et N > m > 1.

Proposition 5.1.1. Soient X une hypersurface de Pn
k , et ξ un point fermé de X. La fonction Qξ(r)

est définie dans l’égalité (5.4). Alors on a

Qξ(r) >

(
(n − 1)!
µξ

) 1
n−1

(
n − 1

n

)
r

n
n−1 −

n3 + 2n2 + n − 2µξ − 2
2n(n + 1)

r.

Démonstration. D’après la proposition 1.5.2, l’égalité

Hξ(s) =

(
n + s − 1

s

)
−

(
n + s − µξ − 1

s − µξ

)
est vérifiée.

On définit la fonction Uξ(k) = Hξ(0) + · · · + Hξ(k), donc on a

Uξ(k) =

k∑
j=0

(
n + j − 1

j

)
−

k∑
j=0

(
n + j − µξ − 1

j − µξ

)

=

(
n + k

n

)
−

(
n + k − µξ

n

)
.

Alors on obtient

Qξ(Uξ(k)) =

n∑
j=0

jHξ( j)

=

k∑
j=0

j
(

j + n − 1
n − 1

)
−

k∑
j=0

j
(
n + j − µξ − 1

n − 1

)

= n
(
k + n
n + 1

)
− n

(
k − µξ + n

n + 1

)
− µξ

(
n + k − µξ

n

)
.

Soit r ∈]Uξ(k − 1),Uξ(k)]. D’après la définition de Qξ(r) dans l’égalité (5.4), on obtient l’iné-
galité

Qξ(Uξ(k − 1)) 6 Qξ(r) 6 Qξ(Uξ(k)).

Donc on a

Qξ(r) = Qξ(Uξ(k − 1)) + k(r − Uξ(k − 1))

= n
(
n + k − 1

n + 1

)
− n

(
n + k − µξ − 1

n + 1

)
− µξ

(
n + k − µξ − 1

n

)
+kr − k

(
n + k − 1

n

)
+ k

(
n + k − µξ − 1

n

)
= kr +

(
n + k − µξ

n + 1

)
−

(
n + k
n + 1

)
. (5.5)
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Afin d’obtenir une minoration sur Qξ(r), il faut estimer le terme(
n + k − µξ

n + 1

)
−

(
n + k
n + 1

)
.

En effet, on obtient l’inégalité[(
n + k
n + 1

)
−

(
n + k − µξ

n + 1

)] /
Uξ(k − 1)

=

[(
n + k
n + 1

)
−

(
n + k − µξ

n + 1

)] / [(n + k − 1
n

)
−

(
n + k − µξ − 1

n

)]
=

(n + k)(n + k − 1) · · · k − (n + k − µξ) · · · (k − µξ)
(n + 1)[(n + k − 1) · · · k − (n + k − µξ − 1) · · · (k − µξ)]

=

(
(n + k)(n + k − 1)

k − 1
(n + k − 2) · · · (k − 1)

(n + k − µξ − 1) · · · (k − µξ)
− (n + k − µξ)

) /
([

n + k − 1
k − 1

[
(n + k − 2) · · · (k − 1)

(n + k − µξ − 1) · · · (k − µξ)

]
− 1

]
(n + 1)

)
=

1
n + 1

n + k +
µξ

n+k−1
k−1 ·

(n+k−2)···(k−1)
(n+k−µξ−1)···(k−µξ)

− 1


6

1
n + 1

n + k +
µξ(

n+k−1
n+k−µξ−1

)n
− 1


=

1
n + 1

[
n + k +

(n + k − µξ − 1)n

(n + k − 1)n−1 + · · · + (n + k − µξ − 1)n−1

]
6

1
n + 1

(
n + k +

n + k − µξ − 1
n

)
=

(n + 1)k + n2 + n − µξ − 1
n(n + 1)

.

D’après l’égalité (5.5), on obtient

Qξ(r) = kr +

(
n + k − µξ

n + 1

)
−

(
n + k
n + 1

)
> kr −

(n + 1)k + n2 + n − µξ − 1
n(n + 1)

Uξ(k − 1) (5.6)

> kr −
(n + 1)k + n2 + n − µξ − 1

n(n + 1)
r

=
(n2 − 1)k − n2 − n + µξ + 1

n(n + 1)
r

=

n − 1
n

k −
n2 + n − µξ − 1

n(n + 1)

 r,

où l’on utilise l’estimation Uξ(k − 1) < r dans l’inégalité (5.6). De plus, on obtient l’inégalité

r 6 Uξ(k) =

(
n + k

n

)
−

(
n + k − µξ

n

)
=

µξ∑
j=1

(
n + k − j

n − 1

)

6
1

(n − 1)!

µξ∑
j=1

(k +
n
2
− j + 1)n−1.
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De plus, on a
µξ∑
j=1

(k +
n
2
− j + 1)n−1 6 µξ

(
k +

n
2

)n−1
.

Donc

k >
1

n−1
√
µξ

n−1
√

(n − 1)!r −
n
2
.

Finalement, on obtient

Qξ(r) >

n − 1
n

(
1

n−1
√
µξ

n−1
√

(n − 1)!r −
n
2

)
−

n2 + n − µξ − 1
n(n + 1)

 r

=

(
(n − 1)!
µξ

) 1
n−1

(
n − 1

n

)
r

n
n−1 −

n3 + 2n2 + n − 2µξ − 2
2n(n + 1)

r.

Donc on a le résultat. �

Remarque 5.1.2. Avec toutes les notations dans la proposition 5.1.1. Dans [68, Main Lemma 2.5],
P. Salberger montre que si X est un sous-schéma fermé réduit de dimension pure de Pn

k qui est de
dimension d et degré δ, on a

Qξ(r) =

(
d!
µξ

) 1
d
(

d
d + 1

)
r

d+1
d + Oδ,n(r).

Comme 1 6 µξ 6 δ, on peut considérer la proposition 5.1.1 comme une version uniforme et
explicite de [68, Main Lemma 2.5] au cas d’hypersurface, où l’on n’a pas besoin de supposer que
le schéma X est réduit.

5.2 Hypersurfaces auxiliaires

Soient X un sous-schéma fermé intègre de Pn
K , et X l’adhérence Zariski de X dans Pn

OK
. Dans

cette partie, on construira une majoration du nombre d’hypersufaces qui recouvrent tous les point
dans S (X, B) mais ne contiennent pas de point générique de X avec degrés bornés.

Pour ce but, d’abord on va introduire le résultat suivant.

Théorème 5.2.1 ([22], Theorem 3.1). Soit (p j) j∈J une famille finie d’idéaux maximaux de OK et
(a j) j∈J une famille des entiers plus grands ou égals à 1. Pour tout j ∈ J, soit η j un point dans
X (A(a j)

p j
) dont la réduction modulo pa j

j est notée comme ξ j. On suppose que les points (ξ j) j∈J sont
distincts. Soit (Pi)i∈I une famille de points rationnels de XK telle que, pour tout i ∈ I et tout j ∈ J,
la réduction de Pi modulo pa j

j s’identifie à η j. Soit D un entier positif. On suppose en outre que

sup
i∈I

h
L

(Pi) <
µ̂(FD)

D
−

log r1(n,D)
2D

+
1

[K : Q]

∑
j∈J

Qξ j(r1(n,D))

Dr1(n,D)
log Na j

p j
,

où le nombre Np j est le cardinal deOK/p j, la notion FD est défini dans §3.2.1, r1(n,D) = rg(FD), et
Qξ(r) est défini dans l’égalité (5.4). Il existe alors une section s ∈ ED,K qui n’est pas identiquement
nulle sur X et telle que (Pi)i∈I ⊂ div(s), où ED est défini dans §3.2.1 aussi.
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Le théorème 5.2.1 est une généralisation de [68, Theorem 3.2]. Ici le point original est de
considérer les épaississements des points dans les fibres spéciales. Cela nous permet de montrer
que la dépendance par rapport au corps de nombres K de certaines constantes figurant dans la
majoration explicite de la fonction de comptage peut être réduite à la dépendance par rapport à
[K : Q].

On va reformuler la démonstration dans [22] ci-dessous.

5.2.1 Une égalité de pentes

D’après le lemme 2.2.22, on obtient une égalité de pentes ci-dessous qui sera utilisée dans la
démonstration du théorème 5.2.1.

Proposition 5.2.2 ([21], Proposition 2.2). Soient E un fibré vectoriel hermitien de rang r > 0 sur
SpecOK , et (Li)i∈I une famille de fibrés en droites hermitiens sur SpecOK . Si

φ : EK →
⊕

i∈I

Li,K

est un homomorphisme injectif, alors il existe un sous-ensemble I0 de cardinal r de I tel que l’on
a l’égalité ci-dessous :

µ̂(E) =
1
r

∑
i∈I0

µ̂(Li) + h
(
∧r(prI0

◦φ)
) , (5.7)

où prI0
:
⊕
i∈I

Li,K →
⊕
i∈I0

Li,K est la projection.

Démonstration. Comme φ est injectif, il existe un I0 ⊂ I de cardinal r tel que prI0
◦φ est un

isomorphisme. Donc par le lemme 2.2.22, on obtient

µ̂(E) = µ̂

⊕
i∈I0

Li

 +
1
r

h
(
∧r(prI0

◦φ)
)

=
1
r

∑
i∈I0

µ̂(Li) + h
(
∧r(prI0

◦φ)
) ,

ce qui montre le résultat. �

5.2.2 Estimation de normes

On a les résultats suivants afin d’estimer certaines normes utiles pour prouver le théorème
5.2.1.

Lemme 5.2.3 ([22], Lemma 3.2). Soient A un anneau commutatif et M un A-module.
1. Si N est un sous-module de M tel que M/N soit engendré par q éléments, alors pour tout

entier m > q, on a
∧m M = (

∧m−q N) ∧ (
∧q M).

2. Si M = M1 ) M2 ) · · · ) Mi ) Mi+1 ) · · · est une suite décroissante de sous-A-modules
de M tel que, pour tout i > 1, Mi/Mi+1 soit isomorphe à un idéal principal de A. Alors
pour tout entier r > 1, on a

∧r M = M1 ∧ M2 ∧ · · · ∧ Mr.

Démonstration. L’énoncé 2 est une conséquence directe de l’énoncé 1. Afin de démontrer l’énoncé
1, On raisonne par récurrence sur l’entier m. Par définition, on démontre le cas de m = q. On sup-
pose que l’on a déja démontré le cas de m = r, où r est un entier qui est plus grand ou égal à q. Par
définition, on a

∧r+1 M ⊇ N ∧ (
∧r M). Dans la suite, comme M/N est engendré par q éléments,

on obtient
∧r+1(M/N) = 0 (voir [12, Proposition 3, Chap. III, §7, n◦ 2]). De plus, comme le noyau

du homomorphisme canonique d’algèbre extérieure
∧

M →
∧

(M/N) est l’idéal engendré par N
(loc. cit.), on obtient que

∧r+1 M ⊆ N ∧ (
∧r M). Donc on obtient le résultat. �
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Soit V un espace vectoriel munie d’une norme ‖.‖. On rappelle que V est ultramétrique si pour
tous x, y ∈ V , on a toujours ‖x + y‖ 6 max{‖x‖, ‖y‖}.

Lemme 5.2.4 ([22], Lemma 3.3). Soient k un corps muni d’une valeur absolue non-archimédienne
|.|, U et V deux espaces vectoriels ultramétriques de rang fini sur k munis de la norme ‖.‖, et
ϕ : U → V un homomorphisme. Pour tout entier 1 6 i 6 rgk U, soit

λi = inf
W⊂U

codim(W)=i−1

‖ϕ|W‖.

On suppose λi = 0 pour tout i > dimk(U). Alors pour tout entier q > 0, on a

∥∥∥∧qϕ
∥∥∥ 6 q∏

i=1

λi.

Démonstration. Soient m le rang de U sur k, et ε > 0 un nombre réel arbitraire. On va contruire
une suite décroissante de sous-espaces de U :

U = U1 ) U2 ) · · · ) Um (5.8)

telle que ‖ϕ|Ui‖ 6 λi + ε. Par définition, il existe un vecteur xm ∈ U de norme 1 tel que

‖ϕ(xm)‖ 6 λm + ε.

On suppose que l’on a choisi Ui+1 ) · · · ) Um tel que ‖ϕ|U j‖ 6 λ j + ε pour tout i + 1 6 j 6
m. Comme Ui+1 est de codimension i dans U, l’ensemble de vecteurs x ∈ U de norme 1 avec
‖ϕ(x)‖ 6 λi + ε ne peut pas être contenu dans Ui+1. On choisit un élément xi ∈ U rUi+1 de norme
1 avec ‖ϕ(xi)‖ 6 λi + ε. Soit Ui l’espace vectoriel engendré par xi et Ui+1. Comme la norme de U
est ultramétrique, on a ‖ϕ|Ui‖ 6 λi + ε. Par récurrence, on peut construire la filtration (5.8). Par le
lemme 5.2.3, on obtient ∥∥∥∧qϕ

∥∥∥ 6 q∏
i=1

(λi + ε).

Comme ε > 0 est un nombre réel arbitraire, on a l’assertion. �

5.2.3 Un résultat préliminaire d’homomorphismes locals

Dans cette partie, soit ξ ∈X . On désigne par Oξ l’anneau local OX ,ξ pour simplifier. De plus,
on désigne par mξ l’idéal maximal de l’anneau Oξ.

Soient p un idéal maximal de OK et ξ un Fp-point de X . Étant donnée une famille ( fi)16i6m

d’homomorphismes locals de Ok,p-algèbres de Oξ dans OK,p. Soient E un sous-OK,p-module libre
de type fini de Oξ, et f l’application OK,p-linéaire

( fi|E)16i6m : E → Om
K,p.

Comme f1 est un homomorphisme de OK,p-algèbres, il est surjectif. Soit a le noyau de f1. Alors
Oξ/a � OK,p. De plus, comme Oξ est un anneau local avec l’idéal maximal mξ, on obtient mξ ) a.
De plus, comme f1 est un homomorphisme local, on obtient l’égalité a + pOξ = mξ. Pour tout
entier j > 0, l’idéal a j/a j+1 est un Oξ/a � OK,p-module de type fini, et l’isomorphisme

Fp ⊗OK,p (a j/a j+1) � (a/pOξ) j/(a/pOξ) j+1 � (mξ/pOξ) j/(mξ/pOξ) j+1

est vérifié.



158 Chapitre 5. Comptage uniforme des points rationnels

Par le lemme de Nakayama (cf. [51, Theorem 2.2]), le rang de a j/a j+1 sur OK,p est égal au
rang de (mξ/pOξ) j/(mξ/pOξ) j+1 sur Fp, c’est Hξ( j) comme l’égalité (5.3). La filtration

Oξ = a0 ) a1 ) · · · ) a j ) a j+1 ) · · ·

de Oξ induit une filtration

F : E = E ∩ a0 ) E ∩ a1 ) · · · ) E ∩ a j ) E ∩ a j+1 ) · · · (5.9)

de E dont le j-ième sous-quotient E ∩ a j/E ∩ a j+1 est un OK,p-module libre de rang plus petit
ou égal à Hξ( j), où Hξ(.) est la fonction de Hilbert-Samuel locale de X en le point ξ définie dans
l’égalité (5.3).

On suppose que a ∈ Nr {0} est l’entier tel que les réductions de fi modulo pa soient en même.
Autrement dit, les homomorphismes composés

Oξ
fi

−−−−−→ OK,p −−−−−→ OK,p/p
aOK,p

sont en même. Alors la restriction de f en E ∩ a j admet la norme plus petite ou égale à N− ja
p , où

Np = #(OK/p). En effet, pour tout 1 6 i 6 m, on obtient fi(a) ( paOK,p et donc on a fi(a j) (
pa jOK,p.

Par le lemme 5.2.4, on obtient le résultat suivant.

Proposition 5.2.5 ([22], Proposition 3.4). Soient p un idéal maximal de OK , et ξ ∈ X (Fp). On
suppose que ( fi)16i6m est une famille d’homomorphismes locaux OK,p-linéaire de Oξ dans OK,p

dont les réductions modulo pa sont en même, où a ∈ N r {0}. Soient E un sous-OK,p-module libre
de type fini de Oξ et f = ( fi|E)16i6m. Alors pour tout entier r > 1, on a∥∥∥∧r fK

∥∥∥ 6 N−Qξ(r)a
p , (5.10)

où Np = #(OK/p), et Qξ(r) est défini dans l’égalité (5.4).

Démonstration. On considère la filtration (5.9). La restriction de f en E ∩ a j admet la norme plus
petite ou égale à N− ja

p , qui déduit

inf
W⊂EK

codim(W)= j−1

‖ fK |W‖ 6 N−qξ( j)a
p ,

où l’on utilise le fait que rg(E ∩ a j) − rg(E ∩ a j+1) 6 Hξ( j), et qξ( j) est défini dans §5.1. D’après
le lemme 5.2.4, on obtient l’inégalité (5.10). �

5.2.4 Démonstration du théorème 5.2.1

D’après les propriétés montrées ci-dessus, on va démontrer le théorème 5.2.1.

Démonstration du théorème 5.2.1. Soit D > 1 un entier. Soient FD comme la définition dans
§3.2.1, et r1(n,D) le rang de FD. Si la section prédite dans le théorème 5.2.1 n’existe pas, alors
l’application d’évaluation

f : ED,K →
⊕

i∈I

P∗iLK

est injective. On peut remplacer I par un des ses sous-ensembles, alors on peut supposer que f est
un isomorphisme. Dans ce cas-là, pour un plongement σ : K ↪→ C, on obtient

1
r1(n,D)

log
∥∥∥∧r1(n,D) f

∥∥∥
σ
6 log ‖ f ‖σ 6 log

√
r1(n,D),
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où la deuxième inégalité est d’après la défintion de norme de John (l’inégalité (3.7)). De plus, le
morphisme f est induite par un homomorphisme de OK-modules

FD →
⊕

i∈I

P∗iL
⊗D,

où Pi est le OK-point de X plongeant Pi. Donc pour toute place finie p de K, on obtient

log ‖ ∧r1(n,D) f ‖p 6 0.

Soit j ∈ J. Pour tout i ∈ I, le OK-point Pi définit un homomorphisme local de Oξ j dans OK,p j

qui est OK,p j-linéaire. Par prenant une trivialisation locale de L en le point ξ j, on identifie FD avec
un sous-OK,p j-module de Oξ j . Par la proposition 5.2.5, on a

log ‖ ∧r1(n,D) f ‖p j 6 −Qξ j(r1(n,D)) log Na j
p j
.

D’après la proposition 5.2.2, on obtient

µ̂(FD)
D
6 sup

i∈I
h
L

(Pi) +
1

2D
log r1(n,D) −

1
[K : Q]

∑
j∈J

Qξ j(r1(n,D))

Dr1(n,D)
log Na j

p j
,

ce qui déduit une contradiction. Donc on montre que l’application d’evaluation

FD,K →
⊕

i∈I

P∗iL
⊗D

n’est pas injective, qui signifie qu’il existe un polynôme homogène de degré D qui n’est pas zéro
identiquement sur X mais s’annule sur tous les points (Pi)i∈J . �

5.2.5 Application

Par le théorème 5.2.1, on peut construire une hypersurface particulière qui contient certains
points rationnels de X mais ne contient pas le point générique de X.

Pour cela, on prend la minoration triviale sur µ̂(FD) dans la remarque 3.2.7. On rapelle que
l’on a

µ̂(FD) > −
1
2

D log(n + 1)

pour tout entier D > 0.

Proposition 5.2.6. Soient (p j) j∈J , (ξ j) j∈J , (a j) j∈J , (η j) j∈J et (P j) j∈J comme dans le théorème 5.2.1.
Soit X une hypersurface intègre de degré δ de Pn

K . On suppose que les points (ξ j) j∈J sont discincts,

et que chaque Pi admet, pour tout j ∈ J, η j comme réduction modulo A(a j)
p j

. Soit en outre ε > 0, si
pour les points (ξ j) j∈J , on a

∑
j∈J

log Na j
p j

µ
1

n−1
ξ j

> (1 + ε)
(
log B + [K : Q] log(n + 1)

)
δ−

1
n−1

n
n − 1

,

alors, pour tout entier D vérifiant l’inégalité

D > (1 + ε−1)
(
n3 + 2n2 + n − 4

2(n2 − 1)
+ δ − 2

)
,

il existe une hypersurface de degré D de Pn
K qui contient la faimille (Pi)i∈J mais ne contient pas de

point générique de X.
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Démonstration. S’il n’existe pas d’une telle hypersurface. D’après le théorème 5.2.1, on obtient

log B
[K : Q]

>
µ̂(FD)

D
−

log r1(n,D)
2D

+
∑
j∈J

Qξ j(r1(n,D))

Dr1(n,D)

log Na j
p j

[K : Q]
.

Comme pour tout ξ j, on a les inégalités 1 6 µξ j 6 δ et n > 2. Alors on obtient l’inégalité

n3 + 2n2 + n − 2µξ j − 2

2n(n + 1)
6
δ

1
n−1 (n3 + 2n2 + n − 4)

2µ
1

n−1
ξ j

n(n + 1)
.

Par la proposition 5.1.1, on a

Qξ j(r1(n,D))

Dr1(n,D)
>

(
(n − 1)!
µξ j

) 1
n−1 n − 1

n
r1(n,D)

1
n−1

D
−
δ

1
n−1 (n3 + 2n2 + n − 4)

2µ
1

n−1
ξ j

n(n + 1)
.

De plus, on a

r1(n,D) =

(
D + n

n

)
−

(
D − δ + n

n

)
=

δ∑
j=1

(
D − δ + n − 1 + j

n − 1

)
>
δ(D − δ + 2)n−1

(n − 1)!
.

On a l’estimation triviale r1(n,D) 6 (n + 1)D, et on la combine avec l’estimation

µ̂(FD)
D
> −

1
2

log(n + 1)

dans la remarque 3.2.7, on obtient

log B
[K : Q]

> −
1
2

log(n + 1) −
1
2

log(n + 1) +

+

n − 1
n

δ
1

n−1 (D − δ + 2)
D

−
δ

1
n−1 (n3 + 2n2 + n − 4)

2Dn(n + 1)

 ( 1
µξ j

) 1
n−1 ∑

j∈J

log Na j
p j

[K : Q]
.

L’inégalité ci-dessus est équivalente à

D

δ 1
n−1

n − 1
n

∑
j∈J

log Na j
p j

[K : Q]µ
1

n−1
ξ j

−
log B

[K : Q]
+ log(n + 1)


6

∑
j∈J

log Na j
p j

[K : Q]µ
1

n−1
ξ j

δ 1
n−1

n − 1
n

(δ − 2) +
δ

1
n−1 (n3 + 2n2 + n − 4)

2n(n + 1)

 .
Par l’hypothèse, le côté gauche est plus grand ou égal à

ε

1 + ε
δ

1
n−1

n − 1
n

∑
j∈J

log Na j
p j

[K : Q]µ
1

n−1
ξ j

D,

d’où on implique que

D 6 (1 + ε−1)
(
n3 + 2n2 + n − 4

2(n2 − 1)
+ δ − 2

)
,

ce qui est une contradiction. �
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5.3 Comptage des points rationnels d’une hypersurface

Soit FD comme dans la définition 3.2.1, où D est un entier positif. D’après la proposition 3.2.8,
on obtient que si (Pi)i∈J est une famille des points rationnels de l’hypersurface X et D est un entier
positif, tel que

sup
i∈J

h
L

(Pi) <
µ̂(FD)

D
−

1
2

log(n + 1), (5.11)

alors il existe une hypersurface de degré D de Pn
K qui ne contient pas le point générique de X, et

elle contient tous les points rationnels Pi, où i ∈ J.
Une conséquence du théorème de Chebotarev effectif est comme suit.

Lemme 5.3.1. Soient K un corps de nombres, et OK l’anneau des entiers de K. Il existe une
constante explicite α(K) > 2 telle que, pour tout nombre réel N0 > 1, il existe au moins un idéal
maximal p ∈ SpmOK tels que Np ∈]N0, α(K)N0].

On revoie les lecteurs à [47] ou [74, Théorème 2] pour une démonstration admettant l’hy-
pothèse de Riemann généralisée, et à [82, Théorème 1.7] sans admettre l’hypothèse de Riemann
généralisée. C’est une analogue du postulat de Bertrand pour un corps de nombres.

Soient K un corps de nombres, m un nombre entier positif, et ε, δ, n, B des nombres réels
positifs. On désigne par

bm =
m
√

log B (5.12)

pour simplicifier. De plus, lorsque
1 < bm < δ

1
n−1 ,

on définit la constante suivante :

C(ε, δ, n,K, B,m) (5.13)

= δbm + 4δα(K)(n−1)bm exp
(
n(1 + ε)

(
bm

m + [K : Q] log(n + 1)
)

bm

)

+α(K)
bm(bm+1)

2 ·

(
(n − 1)2(δ − 1) exp

( (1+ε)n(n−2)(bm
m+[K:Q] log(n+1))

(n−1)bm

))bm(
δ − bn−1

m

)bm
,

où la constante α(K) est définie dans le lemme 5.3.1.
Avec les notations ci-dessus, on obtient le théorème suivant.

Théorème 5.3.2. Soient K un corps de nombre, ε > 0 un nombre réel fixé, et D un entier tel que

D > (1 + ε−1)
(
n3 + 2n2 + n − 4

2(n2 − 1)
+ δ − 2

)
.

Soient X une hypersurface intègre de degré δ de Pn
K , m un entier et B un nombre réel positif tels

que, avec la notation bm = (log B)1/m, on ait

1 < bm < δ
1

n−1

et
(1 + ε)n

(
bm

m + [K : Q] log(n + 1)
)

(n − 1)bm

> [K : Q]
(
− (2δ − 1)̂µ(IX) +

3
2

n(2δ − 1) log(δ + 1)

+
2δ − 1
[K : Q]

log cK + δ log δ +
2δ − 1

2
log

(
δ + n

n

))
,
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où µ(IX) est défini dans la définition 3.2.22, et la constante cK est définie dans la proposition 3.1.5.
Alors pour le nombre réel positif B déterminé ci-dessus, l’ensemble S (X; B) peut être recouvert
par une famille d’hypersurfaces de degré D de Pn

K qui ne contiennent pas le point générique de
X, dont le cardinal n’excéde pas C(ε, δ, n,K, B,m), où la constante C(ε, δ, n,K, B,m) est définie en
(5.13), et l’ensemble S (X; B) est défini dans l’équation (5.2).

Démonstration. Si
bm

m

[K : Q]
< −

1
nδ
µ̂(IX) + B0(n, δ) −

1
2

log(n + 1),

où la constante B0(n, δ) est définie dans la proposition 3.4.4. Donc d’après l’inégalité (5.11) et la
proposition 3.4.4, on obtient

bm
m

[K : Q]
< −

1
nδ
µ̂(IX) + B0(n, δ) −

1
2

log(n + 1) 6
µ̂(FD)

D
−

1
2

log(n + 1)

comme on a D > δ + 1. Donc il existe une hypersurface de degré D de Pn
K qui ne contient pas le

point générique de X, et elle contient tous les éléments de S (X; B).
Si

bm
m

[K : Q]
> −

1
nδ
µ̂(IX) + B0(n, δ) −

1
2

log(n + 1).

Dans ce cas-là, soit N0 ∈]0,+∞[ le nombre réel tel que

log N0 =
(1 + ε)n

(
bm

m + [K : Q] log(n + 1)
)

(n − 1)bm
.

Soit r = [bm], où [bm] est le plus grand entier borné supérieurement par bm. On prend {pi}
r
i=1 une

famille d’idéux maximaux distincts de OK , tels que

α(K)i−1N0 6 Npi 6 α(K)iN0,

où α(K) > 2 est la constante définie dans le lemme 5.3.1. De plus, on peut confirmer que

Npr > Npr−1 > · · · > N1 > N0

>

(
δ + n
δ

) 2δ−1
2

δ[K:Q]δc2δ−1
K exp

(
[K : Q]

(
−µ̂(IX) +

3n
2

log(δ + 1)
))2δ−1

,

alors d’après le corollaire 4.3.12, on obtient que pour tous les idéaux maximaux p1, . . . , pr, le
schéma Xpi = X ×SpecOK SpecFpi est réduit, où i = 1, . . . , r.

Pour tout (ξi)r
i=1 ∈

r∏
i=1

(
Xpi

)
, soit

S (X; B, (ξi)r
i=1) :=

r⋂
i=1

S (X; B, ξi).

Alors on a

S (X; B) =


r⋃

i=1

⋃
ξ∈X (Fpi )
µξ6δ/bn−1

m

S (X; B, ξ)

 ∪
⋃

(ξi)r
i=1∈

r∏
i=1

X (Fpi )

µξi>δ/b
n−1
m

S (X; B, (ξi)r
i=1),

où µξ est la multiplicité du point ξ dans Xpi lorsque ξ ∈X (Fpi).
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Pour la partie
r⋃

i=1

⋃
ξ∈X (Fpi )
µξ6δ/bn−1

m

S (X; B, ξ),

on prend un p = pi. Alors on obtient

log Np
n−1
√
µξ
>

log N0
n−1
√
δ/bn−1

m

= (1 + ε)
(
bm

m + [K : Q] log(n + 1)
)
δ−

1
n−1

n
n − 1

.

D’après la proposition 5.2.6 (dans le cas de |J| = 1), il existe une hypersurface de degré D de Pn
K

qui ne contient pas X mais contient S (X; B, ξ). De plus, le cardinal de l’ensemble

r⋃
i=1

{ξ ∈X (Fpi)| µξ 6 δ/b
n−1
m }

est plus petit ou égal à

r∑
i=1

δ#Pn−1(Fpi)

6 δ

r∑
i=1

(
1 + α(K)iN0 + · · · + α(K)(n−1)iNn−1

0

)
6 δ

(
r + α(K)

α(K)r − 1
α(K) − 1

N0 + · · · + α(K)n−1α(K)(n−1)r − 1
α(K)n−1 − 1

Nn−1
0

)
6 δ

(
r + 2

(
α(K)rN0 + · · · + α(K)(n−1)rNn−1

0

))
6 δr + 4δα(K)(n−1)rNn−1

0 ,

comme α(K) > 2.
Maintenant on considère la partie ⋃

(ξi)r
i=1∈

r∏
i=1

X (Fpi )

µξi>δ/b
n−1
m

S (X; B, (ξi)r
i=1).

Pour tout l’idéal maximal pi, le schéma Xpi est réduit, alors son lieu singulier est de codimension
plus grande ou égale à 1 dans Xpi . D’après le théorème 1.5.1, on obtient∑

ξ∈X (Fpi )

µξ(µξ − 1) 6 (n − 1)2δ(δ − 1)Nn−2
pi

,

car on peut confirmer que Npi > δ − 1 pour tout i = 1, . . . , r. Alors on a

#
{
ξ ∈X (Fpi)| µξ > δ/bmn − 1

}
6

(n − 1)2δ(δ − 1)Nn−2
pi

δ/bn−1
m (δ/bn−1

m − 1)

=
(n − 1)2(δ − 1)Nn−2

pi
b2(n−1)

m

δ − bn−1
m

,
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avec ce qui déduit que le nombre du r-tubes (ξi)r
i=1 ∈

r∏
i=1

X (Fpi) avec µξ > δ/bn−1
m est plus petit ou

égal à

r∏
i=1

 (n − 1)2(δ − 1)Nn−2
pi

b2(n−1)
m

δ − bn−1
m


=

(
(n − 1)2(δ − 1)Nn−2

pi
b2(n−1)

m

)r(
δ − bn−1

m

)r

6

(
(n − 1)2(δ − 1)Nn−2

0 b2(n−1)
m

)r
α(K)

r(r+1)
2(

δ − bn−1
m

)r ,

car on a α(K)i−1N0 6 Npi 6 α(K)iN0 pour tout 1 6 i 6 r.

Par le fait que 1 6 µξ 6 δ pour tout ξ ∈X (Fpi), si (ξi)r
i=1 ∈

r∏
i=1

X (Fpi), alors on obtient

r∑
i=1

log Npi

n−1
√
µξi

> r
log N0

n−1√
δ

> (1 + ε)
(
bm

m + [K : Q] log(n + 1)
)
δ−

1
n−1

n
n − 1

.

Donc par la proposition 5.2.6, l’ensemble S (X; B, (ξi)r
i=1) est contenu dans une famille des hyper-

surfaces de degré D qui ne contiennent pas X, et le nombre des hypersurfaces dans cette famille
est plus petit que ou égal à

δr + 4δα(K)(n−1)rNn−1
0 +

(
(n − 1)2(δ − 1)Nn−2

0 b2(n−1)
m

)r
α(K)

r(r+1)
2(

δ − bn−1
m

)r

6 C(ε, δ, n,K, B,m),

où la constante C(ε, δ, n,K, B,m) est définie dans (5.13). Donc on obtient le résultat. �



Annexe A

Algèbre locale et théorie d’intersection
utiles

Dans ce chapitre, on introduira les notions et résultats d’algèbre locale et de la théorie d’in-
tersection qui sont utilisés dans le chapitre 1 telles que la démonstration du théorème 1.5.1 soit
autonome. Dans tout le chapitre, si on mentionne un anneau, on signifie qu’il est un anneau unifère,
commutatif et noethérien.

A.1 Algèbre locale

Cette section est la préparation algébrique de la théorie d’intersection classique (dans §A.2), et
de certaines propriétés locale de schéma. Les référecnces principales sont [73] (la version anglais
[75]) et [69] ; en même temps [15, 25, 29, 50] sont utiles pour compléter certains détails.

A.1.1 Dimension d’un anneau

Soit A un anneau. On appelle une chaîne d’idéaux premiers dans A toute suite finie croissante

p0 ( p1 ( · · · ( pr

d’idéaux premiers de A telle que pi , pi+1 pour 0 6 i 6 r − 1. L’entier r s’appelle la longueur de
cette chaîne ; l’idéal p0 (resp. pr) s’appelle son origine (resp. son entrémité) ; on dit parfois que la
chaîne joint p0 à pr.

Les chaîne d’origine p0 correspondant bijectivement aux chaînes de l’anneau A/p0 d’origine
{0} ; de même, celles d’extrémité pr correspondent à celles de l’anneau local Apr d’extrémeité
l’idéal maximal de cet anneau. On peut ainsi ramener la plupart des questions relatives aux chaînes
au cas particulier des anneaux locaux intègres.

On appelle la dimension de Krull de A, et l’on note dim(A), la borne supérieure (finie ou
infinie) des longueurs des chaînes d’idéaux premiers dans A. L’anneau Z est de dimension 1 ; soit
k un corps, l’anneau des polynômes k[T1, . . . ,Tn] est de dimension n.

Soit M un A-module, on définit la dimension de Krull de M comme la dimension de Krull de
l’anneau A/Ann(M), où l’idéal Ann(M) = {a ∈ A|a · m = 0, pour tout m ∈ M}. Il est noté comme
dimA(M), ou dim(M) pour simplifier.

Si p est un idéal premier de A, on appelle la hauteur de p la dimension de l’anneau local Ap,
noté comme ht(p) ; c’est la borne supérieure des longueurs des chaînes d’idéaux premiers de A
d’extrémité p. si a est un idéal de A, on appelle la cohauteur de a la borne inférieure des hauteurs
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des idéaux premiers p contenant a, noté par coht(a). Si on note W(a) l’ensemble de ces idéaux, on
a donc

ht(a) = inf
p∈W(a)

ht(p), coht(a) = sup
p∈W(a)

coht(p).

En particulier, on a ht(A) = dim(A) et coht(A) = −1 (on convient en effet que le sup d’une faille
vide est égal à −1, c’est la convention la plus commode ici).

Si p est un idéal premier, on a évidemment :

ht(p) + coht(p) 6 dim(A),

mais l’égalité n’est pas nécessairement vraie, même si A est un anneau noethérien intègre local
(cf. [56, Example 2] dans la page 203).

Théorème de Cohen-Seidenberg

Le théorème de Cohen-Seidenberg est appelé comme "Going-up theorem" en anglais. Dans
cette partie, on utilise l’approche de [75].

Pour A un anneau, soit B est un anneau contenant A et entier sur A. Cela signifie que tout
élément x de B vérifie une "équation de dépendance intégrale" :

xn + a1xn−1 + · · · + an = 0, avec ai ∈ A. (A.1)

Lemme A.1.1 ([75], Chap. III, Lemma 1). On suppose B intègre. Pour que ce soit un corps, il
faut et il suffit que A en soit un.

Démonstration. Si A est un corps, tout x ∈ B est contenu dans une A-algèbre intègre de type fini
sur A (celle engendrée par les puissances de x), et l’on sait qu’une telle algèbre est un corps ([13,
Proposition 1, §2, Chap. V]), d’où on a le résultat.

On suppose que B soit un corps, et soit a un élément non-nul de A. Soit x son inverse dans B.
L’élément x vérifie une équation (A.1), d’où

x = −(a1 + a2a + · · · + anan−1),

et l’on a x ∈ A. �

Soient maintenant p et p′ des idéaux premiers de A et B respectivement. On dira que p′ est
ci-dessus de p si p′ ∩ A = p.

Proposition A.1.2 ([75], Proposition 2, Chap. III). Avec toutes les notations et conditions ci-
dessus, on a les propositions suivantes :

1. Pour tout idéal premier p de A, il existe un idéal premier p′ de B qui est ci-dessus de p.

2. Si p′ ⊂ p′′ sont deux idéaux premiers de B ci-dessus du même idéal premier p de A, on a
p′ = p′′.

3. Si p′ est ci-dessus de p, pour que p soit maximal, il faut et il suffit que p le soit.

Démonstration. L’assertion de l’énoncé 3 résulte du lemme A.1.1, appliqué à A/p ⊂ B/p′. L’asser-
tion de l’énoncé 2, résulte de l’énoncé 3, appliqué à Ap ⊂ Bp (on note Bp l’anneau de fractions de
B pour la partie multiplicative Arp). Le même argument montre qu’il suffit de démontrer l’énoncé
1 lorsque A est local et p maximal ; dans ce cas-là, on prend pour p′ n’importe quel idéal maximal
de B, et on applique le lemme A.1.1. �

Corollaire A.1.3 ([75], Chap. III, Corollary). Avec toutes les notations ci-dessus. On a les propo-
sitions suivantes :
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1. Si p′0 ⊂ · · · ⊂ p
′
r est une chaîne d’idéaux premiers de B, les pi = p′i ∩ A forment une chaîne

d’idéaux premiers de A.

2. Inversement, soit p0 ⊂ · · · ⊂ pr une chaîne d’idéaux premiers de A, et soit p′0 ci-dessus de
p0. Il existe alors une chaîne p′0 ⊂ · · · ⊂ p

′
r dans B, d’origine p′0, qui est ci-dessus de la

chaîne donnée (i.e. on a p′i ∩ A = pi pour tout i).

Démonstration. Le terme 1 résulte simplement du terme 2 de la proposition A.1.2. Pour le terme
2, on raisonne par récurrence sur r, le cas de r = 0 étant trivial. Si p0 ⊂ · · · ⊂ pr−1 est relevée
en p′0 ⊂ · · · ⊂ p

′
r−1, la proposition A.1.2, appliquée à A/pr−1 ⊂ A/p′r−1, montre qu’il existe p′r

contenant p′r−1 et ci-dessus de pr. �

Proposition A.1.4 ([75], Chap. III, Proposition 3). Avec toutes les notations ci-dessus. On a
dim(A) = dim(B). Si a′ est un idéal de B, et si a = a′ ∩ A, on a ht(a′) 6 ht(a) et coht(a′) = coht(a).

Démonstration. L’égalité dim(A) = dim(B) résulte du corollaire A.1.3. On en déduit, en divisant
par a′ et a, l’égalité coht(a′) = coht(a). Quant à l’inégalité sur les hauteurs, elle est immédiate dans
le cas où p′ est premier, et le cas général se ramène tout de suite à celui-là. �

A.1.2 Longueur d’un module et décomposition primaire

Longueur d’un module

Soient A un anneau et M un A-module. On définit la longueur de M comme ci-dessous :
Soit M un A-module, une suite de sous-modules

M = M0 ) M1 ) · · · ) Mr = {0}

est appelé une suite de composition (ou une suite de Jordan-Hölder) si tout Mi/Mi+1 est un module
simple (un A-module M est appelé simple si dont les sous-modules sont M et {0} seule). S’il existe
une suite de composition d’un A-module M, sa longueur ne dépend pas du choix des suites de
composition (cf. [25, Theorem 2.13]). La longueur r d’une suite de composition de M appelée la
longueur de M, noté par `A(M), ou on la désigne par `(M) pour simplifier. Pour un A-module M,
s’il n’existe pas de telle suite, on définit `A(M) = +∞.

Lorsque A est un corps et M est un espace vectoriel sur A, `A(M) est la dimension de M sur A.
En général, soit

0 −−−−−→ M1 −−−−−→ M2 −−−−−→ · · · −−−−−→ Mn −−−−−→ 0

une suite exacte de A-modules, où chaque `A(Mi) < +∞, on a

n∑
i=1

(−1)i`A(Mi) = 0.

Soient A un anneau, M un A-module, et

0 −−−−−→ M1 −−−−−→ M2 −−−−−→ · · · −−−−−→ Mn −−−−−→ 0

une suite exacte de A-modules, on dit que M est un A-module plat si

0 −−−−−→ M1 ⊗A M −−−−−→ M2 ⊗A M −−−−−→ · · · −−−−−→ Mn ⊗A M −−−−−→ 0

une suite exacte de A-modules. En général, la suite

M1 ⊗A M −−−−−→ M2 ⊗A M −−−−−→ · · · −−−−−→ Mn ⊗A M −−−−−→ 0
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est exacte.
On dit qu’un A-module M est fidèlement plat s’il est plat et si pour tout A-module non-nul N,

on a M ⊗A N , 0. Pour un anneau A′, soit A ⊂ A′. Si A′ est fidèlement plat, on dit que le change
de base Spec A′ → Spec A est un change de base fidèlement plat.

Un homomorphisme des anneaux f : A → B est appelé comme plat (resp. fidèlement plat)
si B est plat (resp. fidèlement plat) considéré comme un A-module. Un morphisme des schémas
f : X → Y est appelé comme plat (resp. fidèlement plat) au point P ∈ X si f #

P : OY, f (P) → OX,P est
plat (resp. fidèlement plat), un morphisme des schémas f : X → Y est appelé comme plat (resp.
fidèlement plat) s’il est plat (resp. fidèlement plat) aux tous les points de X.

Idéaux primaires

On a une autre description de la longueur d’un module. Soient A un anneau, M un A-module
de type fini, et p un idéal premier de A. Un p est appelé comme associé à M si M contient un
sous A-module qui est isomorphe à A/p, qui est équivalent qu’il existe un élément de M dont
l’annihilateur est p. On désigne par AssA(M) l’ensemble du idéaux premiers associés à M, ou par
Ass(M) pour simplifier.

Définition A.1.5. Soient A un anneau, N un A-module et Q un sous-module de N. Si l’ensemble
Ass(N/Q) = {p} contient un élément seulement, on dit que Q est p-primaire par rapport à N (ou
dans N).

Si on prend N = A, alors Q est un idéal de A, et on désigne par q ce idéal. On dit que q est
primaire si Ass(A/q) contient un seul élément. Si Ass(A/q) = {p}, on dit que q est p-primaire.

Soit q un idéal de A tel qu’il existe un idéal premier unique m qui contient q ; alors si M est
un A-module tel que qM , M, qM est m-primaire par rapport à M. En effet, tout élément de
Ass(M/qM) contient q, donc est égal à m, et on a Ass(M/qM) , ∅. En particulier, q est un idéal
m-primaire dans A.

Soit m un idéal maximal de A ; les idéaux m-primaires sont alors les idéaux q pour lesquels il
existe un entier n > 1 tel que mn ⊂ q ⊂ m. En effet, si mn ⊂ q ⊂ m, m est le seul idéal premier
contenant q, et la conclusion résulte de l’exemple ci-dessus ; réciproquement, si q est m-primaire,
alors par Ass(A/q) = {m}, on a m est la racine de q, et il existe donc n > 1 tel que mn ⊂ q.

Définition A.1.6. Soient A un anneau, M un A-module, et N un sous-module de M. On appelle
la décomposition primaire de N dans M une famille finie {Qi}i∈I de sous-module de M, primaires
par rapport à M, et tels que N =

⋂
i∈I

Qi.

Proposition A.1.7 ([15], Chap. IV, §2, n◦ 2, Théorème 1). Soit M un module de type fini sur un
anneau, et soit N un sous-module de M. Il existe une décomposition primaire de N dans M de la
forme

N =
⋂

p∈Ass(M/N)

Q(p),

où pour tout p ∈ Ass(M/N), Q(p) est p-primaire par rapport à M.

Soient M un module sur un anneau, N sous-module de M. On dit qu’une décomposition pri-
maire N =

⋂
i∈I

Qi de N dans M est réduit si les conditions suivantes sont remplies :

— il n’existe aucun i ∈ I tel que
⋂
j,i

Q j ⊂ Qi ;

— si Ass(M/Qi) = {pi}, les pi (i ∈ I) sont deux distincts.
On a la proposition suivante :
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Proposition A.1.8 ([15], Chap. IV, §2, n◦ 3, Proposition 4). Soient M un module sur un anneau
noethérien, N un sous-module de M, N =

⋂
i∈I

Qi une décomposition primaire de N dans M, et pour

i ∈ I, soit {pi} = Ass(M/Qi). Pour que cette décomposition soit réduite, il faut et il suffit que les pi

soient deux à deux distincts et appartiennent à Ass(M/N) ; alors on a
— Ass(M/N) =

⋃
i∈I
{pi} ;

— Ass(Qi/N) =
⋃
j,i
{p j} pour tout i ∈ I.

Par la proposition A.1.8, si N =
⋂
i∈I

Qi est une décomposition primaire de N dans M, il est

clair que #I > # Ass(M/N). Si cette décompostion primaire est réduite, il faut et il suffit que
#I = # Ass(M/N).

Si M = A, la décomposition réduite est unique.
Soit M un A-module, alors on a

Proposition A.1.9 ([75], Chap. I, §5, Proposition 3). Si p est un idéal premier de A, les propriétés
suivantes sont équivalentes :

1. Mp , 0 ;

2. p ∈ V(Ann(M)).

On désigne par Supp(M) l’ensemble de p ∈ Spec A qui satisfont les conditions dans la propo-
sition A.1.9, on dit qu’il est le support de M. Il est fermé dans Spec A par rapport à la topologie
de Zariski.

Proposition A.1.10. `A(M) = 1 si et seulement si’l existe un idéal maximal m de A avec M � A/m.
En particulier, Supp(M) = {m}.

Démonstration. Si M � A/m pour un idéal maximal de A, il est clair que `A(M) = 1. D’autre,
comme M est de type fini, il existe x1, . . . , xl ∈ M avec M = Ax1 + · · · + Axl. On choisit un xi

non-nul. Comme {0} ( Axi ⊆ M, et alors on a M = Axi. Si I le noyau d’un homomorphisme
A → M qui envoie a en axi, alors A/I � M. Soit m un idéal maximal de A avec I ⊆ m. Comme
m/I ( A/I, on a m = I par le lemme de Nakayama (cf. [51, Theorem 2.2]). �

Soient A un anneau, et M un A-module. Lorsque M est de type fini, l’idéaux premiers qui con-
tiennent Ann(M) sont dans Supp(M) par la proposition A.1.9. Alors dim M est la borne supérieure
de la longueur de la filtration de l’idéaux premiers dans Supp(M), qui signifie

dim(M) = sup dim(A/p) pour p ∈ Supp(M).

De plus, un idéal premier p ∈ Supp(M) est appelé comme un idéal premier minimal si dim(A/p) =

dim(M).

A.1.3 Multiplicité d’un module

Soit A un anneau, on rapelle que A est appelé comme un anneau artinien s’il satisfait les
conditions équivalentes suivantes (cf. [15, Proposition 9, Chap. IV §2]) :

— `A(M) < +∞, où M est un A-module de type fini ;
— A est noethérien, et tout idéal premier de A est maximal ;
— tous les éléments de Ass(A) sont des idéaux maximaux ;
— dim(A) = 0.
On considère un anneau gradué H =

⊕
n

Hn qui satisfait les conditions suivantes :

— H0 est artinien ;
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— l’anneau H est engendré par H0 est un nombre fini des éléments (x1, . . . , xr) de H1.
Alors H est le quotient de l’anneau de polynôme H0[T1, . . . ,Tr] par un idéal homogène. En parti-
culier, H est noethérien.

Soit M =
⊕

n
Mn un H-module gradué de type fini. Chaque Mn est un H0-module de type

fini. D’après [25, Corollary 2.17], Mn étant de longueur finie est équivalent à H0/Ann(Mn) étant
artinien, et H0/Ann(Mn) étant artinien est d’après H0 étant artinien. Donc Mn est de longueur
finie. Alors on peut définir une fonction ϕM : Z→ Z suivante :

ϕM(n) =

{
0, si n < 0 ;
`H0(Mn), si n > 0.

On dit que la fonction ϕM(n) est la fonction de Hilbert (ou la fonction de Hilbert-Samuel) du
H-module M.

On introduit une propriété importante de cette fonction suivante :

Théorème A.1.11 ([75], Chap. II, Theorem 2). Avec les notations ci-dessus, il existe un polynôme
PM(n) de degré plus petit que ou égal à r − 1 tel que ϕM(n) = PM(n) pour n assez grand.

Démonstration. On peut supposer H = H0[T1, . . . ,Tr].
On raisonne par récurrence sur r. Si r = 0, M est alors un H0-module de type fini et est donc

de longueur finie par l’argument ci-dessus. Il en résulte que Mn = 0 pour n assez grand.
On suppose la propriété démontrée pour les modules gradués de type fini sur H0[T1, . . . ,Tr−1],

et on montrera le cas de r variables. Soient N et R le noyau et le conoyau de l’endomorphisme ψ
définie par Tr dans M, ce sont des modules gradués, et pour tout n, on a

0 −−−−−→ Nn −−−−−→ Mn
ψ

−−−−−→ Mn+1 −−−−−→ Rn+1 −−−−−→ 0.

D’où l’on a l’égalité :
ϕM(n + 1) − ϕM(n) = ϕR(n + 1) − ϕN(n).

Mais Tr appartient aux annihilateurs de R et N. Les modules R et N sont donc des modules gradués
de type fini sur H0[T1, . . . ,Tr−1]. Par l’hypothèse de récurrence, ϕR(n) et ϕN(n) admettent deux
polynômes de degré 6 r− 2. Alors ϕM(n + 1)−ϕM(n) a la même propriété. Donc le module ϕM(n)
admet un polynôme de degré 6 r − 1. �

On dit que le polynôme PM(n) défini dans le théorème A.1.11 est le polynôme de Hilbert de
M. Le polynôme PM(n) ≡ 0 si et seulement si `H0(M) < +∞.

Pour un polynôme f (n) ∈ Q[n], on définit l’opérateur de différence ∆ comme :

∆ f (n) = f (n + 1) − f (n),

et ∆k f = ∆(∆k−1 f ). Soit k > 1, si deg Q 6 k − 1, alors ∆k−1Q est une constante. Le résultat suivant
donnera une borne supérieure de ∆r−1PM(n).

Proposition A.1.12 ([75], Chap. II, Theorem 2’). Avec les nontations ci-dessus. Soit M engendré
par M1 comme un H-module, alors on a :

(a) ∆r−1PM(n) 6 `H0(M0), et

`H0(Mn) 6 `H0(M0)
(
n + r − 1

r − 1

)
.

(b) Les propriétés ci-dessous sont équivalentes :

(b1) ∆r−1PM(n) = `H0(M0) ;
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(b2) ϕM(n) = `H0(M0)
(
n+r−1

r−1

)
(b3) L’application canonique M0 ⊗H0 H0[T1, . . . ,Tr]→ M est un isomorphisme.

Démonstration. On peut supposer H = H0[T1, . . . ,Tr]. Soit

M̃ = M0 ⊗H0 H = M0[T1, . . . ,Tr].

L’application canonique M̃ → M est surjective. Si R est son noyau (gradué), on a donc la suite
exacte

0 −−−−−→ Rn −−−−−→ M̃n −−−−−→ Mn −−−−−→ 0

pour n > 0. D’où l’on a

`H0(Mn) + `H0(Rn) = `H0(M̃n) = `H0(M0)
(
n + r − 1

r − 1

)
,

alors on a ∆r−1PM(n) = `H0(M0) − ∆r−1PR(n) pour tout n > 0, qui signifie que (a) est vérifié. En
outre, on a

`H0(Mn) 6 `H0(M0)
(
n + r − 1

r − 1

)
.

Pour la partie (b), par définition on a (b2)⇔(b3)⇒(b1). Pour démontrer (b1)⇒(b3), on a besoit
de prouver :

Si R , 0, alors ∆r−1PR(n) > 1.

Pour cela, soit
M0 = Ms ) Ms−1 ) · · · ) M0 = {0}

une suite de Jordan-Hölder de M0 et soit Ri = R ∩ Mi[T1, . . . ,Tr] pour i = 0, . . . , s. Alors on a

PR(n) = `H0(Rn) =

s∑
i=1

`H0(Ri
n/R

i−1
n ).

Comme R , 0, on peut prendre un i tel que Ri , Ri−1. Donc on a

PR(n) > PRi/Ri−1(n)

pour n assez grand. De plus, Ri/Ri−1 est un sous-module gradué non-nul de Mi/Mi−1 ⊗H0 H, et ce
dernier module est isomorphe à k[T1, . . . ,Tr], où k est le corps H0/m pour m est l’annulateur de
Mi/Mi−1 dans H0. Il en résulte que si Ri/Ri−1 contient l’élément f , 0 et homogène de degré t,
Ri/Ri−1 contient ( f ) = f · k[T1, . . . ,Tr]. D’où :

`H0(Ri/Ri−1) > `H0(( f )n) =

(
n − t + r − 1

r − 1

)
si n > t. Finalement,

PR(n) >
(
n − t + r − 1

r − 1

)
si n > t, d’où on obtient le résultat. �
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A.1.4 Filtrations p-adique

Lemme d’Artin-Rees

Soit A un anneau. On appelle anneau filtré un anneau A muni d’une famille (An)n∈Z d’idéaux
vérifiant les conditions suivantes :

A0 = A, An+1 ⊂ An, Ap · Aq ⊂ Ap+q.

On appelle module filtré sur l’anneau filtré A un A-module M muni d’une famille (Mn)n∈Z d’idéaux
vérifiant les conditions suivantes :

M0 = M, Mn+1 ⊂ Mn, Ap · Mq ⊂ Mp+q.

Soient A un anneau, et p un idéal de A. On suppose que M un A-module filtré par (Mn) avec
pMn ⊆ Mn+1 pour tout n > 0. On lui associe le groupe gradué M somme directe des Mn, n > 0 ;
en particulier, A =

∑
pn. Les applications canoniques Ap × Mq → Mp+q plongent une application

bilinéaire de A × M dans M ; on définit ainsi sur A une structure de A-algèbre graduée, et sur M
une structure de A-module gradué. Comme p est de type fini, A est une A-algèbre engendrée par
un nombre fini des éléments, et c’est en particulier un anneau noethérien.

La filtration définie ci-dessus est appelée comme une filtration p-adique.

Proposition A.1.13 ([75], Chap. II, Proposition 8). Avec toutes les notations ci-dessus, les trois
propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Mn+1 = pMn pour n assez grand ;

2. il existe un entier m tel que Mm+k = pkMm ;

3. M est un A-module de type fini.

Démonstration. L’équivalence de 1 et 2 est triviale. Si 2 est vérifié pour un entier m, il est clair que
M est engendré par

∑
i6m

Mi, donc est de type fini ; d’où on a c. Réciproquement, si M est engendré

par des éléments homogènes de degré ni, il est clair que l’on a Mn+1 = p ·Mn dès que n > sup(ni) ;
donc 3⇒1. �

On renvoie la démonstration du théorème 1 dans le chaptre II de [75] pour la démonstration
de la proposition suivante.

Proposition A.1.14 (Lemme d’Artin-Rees). Soient A un anneau et M un A-module qui satisfait
les conditions équivalentes dans la proposition A.1.13, si P est un sous-module de M, alors il
existe un entier m tel que

P ∩ pm+kM = pk(P ∩ pmM).

Démonstration. On a P ⊂ M ; comme M est de type fini et A est noethérien, alors P est de type
fini aussi, alors on a l’assertion. �

Multiplicité d’un module p-filtré gradué

Soient p un idéal de A tel que A/p soit artinien, et M un A-module de type fini, on définit

grp(M) =

+∞⊕
n=0

(pnM/pn+1M).

Alors grp(M) est un grp(A)-module gradué de type fini, et il y a une structure de la filtration p-
adique de grp(M). On sait que grp(M) et grp(A) satisfont les conditions dans le théorème A.1.11.
On définit Hp,M(k) = `A/p(pkM/pk+1M), alors d’après le théorème A.1.11, on a le résultat suivant :
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Proposition A.1.15. Avec toutes les notations et conditions ci-dessus, il existe un polynôme Pp,M(k)
dont le degré est plus petit ou égal au nombre de générateurs de p, tel que Hp,M(k) = Pp,M(k) pour
k assez grand.

Soit Lp,M(n) = `A/p(M/pnM). Par la suite exacte de A/p-module

0 −−−−−→ pnM/pn+1M −−−−−→ M/pn+1M −−−−−→ M/pnM −−−−−→ 0,

on obtient
Lp,M(n + 1) − Lp,M(n) = Hp,M(n).

Alors pour n assez grand, on a Lp,M(n) admet un polynôme de degré deg Pp,M + 1, noté comme
Qp,M.

Lemme A.1.16 ([25], Lemma 12.3). Soit A un anneau. Si

0 −−−−−→ M′ −−−−−→ M −−−−−→ M′′ −−−−−→ 0

est une suite exacte de A-modules de type fini, et si p est un idéal tel que A/p soit artinien, alors
on a

Pp,M = Pp,M′ + Pp,M′′ − F,

où F est un polynôme de degré strictement plus petit que deg Pp,M′ , et dont le coefficient du terme
dominant est positif.

Démonstration. Comme Pp,M(n) = Qp,M(n + 1) − Qp,M(n) pour n assez grand, il suffit de montrer
le résultat pour remplacer Pp,M(n) par Qp,M(n). D’après la suite exacte

0→ (M′ ∩ pnM)/pnM′ → M′/pnM′ → M/pnM → M′′/pnM′′ → 0,

on a
Lp,M(n) = Lp,M′(n) + Lp,M′′(n) − `A/p((M′ ∩ pM)/pnM′).

Par la proposition A.1.14 (le lemme d’Artin-Rees), il existe un entier m tel que

M′ ∩ pnM = pn−m(M′ ∩ pmM) ⊂ pn−mM′

pour tout n > m, alors

F(n) := `A/p(M′ ∩ pnM)/pnM′ 6 Lp,M′(n) − Lp,M′(n − m).

L’égalité montre que F(n) a le coefficient positif du terme dominant, et l’inégalité donne la borne
de degré desirée. �

Définition A.1.17. Un polynôme numérique est un polynôme P(X) ∈ Q[X] tel que P(n) ∈ Z pour
tout n ∈ Z assez grand.

Proposition A.1.18 ([43], Chap. I, Proposition 7.3). Si P(X) ∈ Q[X] est un polynôme numérique,
alors il existe une suite des entiers c0, c1, . . . , cr, tel que

P(X) = c0

(
X
r

)
+ c1

(
X

r − 1

)
+ · · · + cr.

En particulier, P(n) ∈ Z pour tout n ∈ Z.
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Les fonctions Hp,M(k) et Lp,M(k) sont de valeur entière, on désigne par Qp,M(k) le polynôme
tel que Lp,M(k) = Qp,M(k) pour k assez grand. Par la proposition A.1.18, on peut écrire Qp,M(X) et
Pp,M(X) comme les formes de

Pp,M(X) =

d−1∑
k=0

ak

(
X
k

)
et

Qp,M(X) =

d∑
k=0

bk

(
X
k

)
pour certains ak, bk ∈ Z, où d est un entier positif. Comme Pp,M(X) = Qp,M(X + 1) − Qp,M(X),
alors il existe un entier ep,M > 0 tel que

Pp,M(X) = ep,M
Xd−1

(d − 1)!
+ f (X)

et

Qp,M(X) = ep,M
Xd

d!
+ g(X),

où deg f (x) < d − 1 et deg g(X) < d.

Définition A.1.19. Avec toutes les notations ci-dessus. On dit que ep,M est la multiplicité d’idéal
p dans M, et elle peut être noté par eM(p). Si M = A, on désigne par e(p) la multiplicité de l’idéal
p dans A pour simplicifier s’il n’y pas de’ambiguïté.

A.1.5 Multiplicité d’un idéal d’un anneau local

Soit A un anneau, on dit que A est un anneau local s’il a un idéal maximal seulement, et on dit
que A est un anneau semi-local s’il n’a qu’un nombre fini de idéaux maximaux.

On désigne par (A,m, k) l’anneau local A, avec l’idéal maximal m et le corps résiduel k. Le
résultat suivant sera utile dans l’argument ci-dessous.

Proposition A.1.20 ([50], (24.C)). Un anneau semi-local complet est isomorphe à un produit fini
d’anneaux locaux complets.

Fonction de Hilbert-Samuel et multiplicité de module sur un anneal local

Soient (A,m, k) un anneau local, p ⊆ m un idéal of A, et M un A-module de type fini. On écrit
s(M) comme la borne inférieure de entier n telle qu’il existerait n éléments x1, . . . , xn ∈ m avec
M/(x1, . . . , xn)M de longueur finie. Dans ce cas, on a le théorème suivant ([75, Chap. III, Theorem
1]). On renvoie la démonstration dans cela.

Théorème A.1.21. Soient (A,m, k) un anneau local, p ⊆ m un idéal m-primaire de A, et M un
A-module de type fini. Avec toutes les notations et conditions ci-dessus, on a

dim(M) = deg Qp,M = s(M).

En particulier, deg Qp,M ne dépend pas du choix de p.

Afin de démontrer le théorème A.1.21, d’abord on introduira un lemme :

Lemme A.1.22. Soit x ∈ m. On désigne par AnnM(x) le sous-module de M qui contient tous les
éléments annulés par x, alors on a

1. s(M) 6 s(M/xM) + 1 ;
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2. Soit pi ∈ Supp(M) tous les idéaux premiers tels que dim(A/pi) = dim(M). Si x < pi, pour
tout i, alors on a dim(M/xM) 6 dim(M) − 1.

3. Si q est un idéal de A m-primaire, le polynôme

Qq,AnnM(x) − Qq,M/xM

est de degré moins que Qq,M − 1.

Démonstration. Le terme 1 et le terme 2 sont démontrés par définition directement. Pour montrer
le terme 3, on a les suites exactes suivantes

0 −−−−−→ AnnM(x) −−−−−→ M −−−−−→ xM −−−−−→ 0,

0 −−−−−→ xM −−−−−→ M −−−−−→ M/xM −−−−−→ 0.

Par le lemme A.1.16, on a le résultat. �

Démonstration du théorème A.1.21. On va montrer le théorème par un raisonnement "en cercle" :

1. dim(M) 6 deg(Qp,M) : On raisonne par récurrence sur deg Qp,M, à partir du deg(Qp,M) = 0
qui est trivial. On suppose deg Qp,M > 1, et soit p0 ∈ Supp(M) qui est minimal ; et M
contient un sous-module N isomorphe à A/p0 ; comme deg(Qp,M) > deg(Qp,N), on est
ramené à prouver cette assertion pour N.
Soit p0 ⊂ pi ⊂ · · · ⊂ pn une chaîne d’idéaux premiers dans A. On doit montrer que
n 6 deg(Qp,N). C’est clair si n = 0. Sinon, on peut choisir x ∈ p1 ∩ m, avec x < p0.
Comme la chaîne pi ⊂ · · · ⊂ pn appartient à Supp(N/xN), le lemme A.1.22 montre que
dim(N/xN) = dim(N) − 1, et que deg(Qp,N/xN) 6 deg(Qp,N) − 1, d’où cette assertion en
vertu de l’hypothèse de récurrence appliquée à N/xN.

2. deg(Qp,M) 6 s(M) : Soient a = (x1, . . . , xn), avec a ⊂ m, et M/aM de longueur finie. L’idéal
p = a + m ∩ Ann(M) est alors un idéal m-primaire de A, et Qa,M = Qp,M. D’après la
proposition A.1.15, deg(Qa,M) est plus petit que ou égal à n, d’où deg(Qp,M) 6 s(M).

3. s(M) 6 dim(M) : On raisonne par récurrence sur n = dim(M), qui est fini d’après l’étape 1.
On suppose que n > 1, et soient pi les idéaux premiers de Supp(M) tels que dim(A/pi) = n ;
ces idéaux sont minimaux dans Supp(M), donc en nombre fini. Ils ne sont pas maximaux
puisque n > 1. Il existe donc x ∈ m, tel que x < pi pour tout i. Le lemme A.1.22 montre
que s(M) 6 s(M/xM) + 1, et dim(M) > dim(M/xM) + 1. Par l’hypothèse de récurrence,
on a s(M/xM) 6 dim(M/xM), d’où le résultat cherché.

�

Définition A.1.23. Soient (A,m, k) un anneau local, M un A-module de type fini de dimension n.
Une famille (x1, . . . , xs) d’éléments de m sont appelés comme un système de paramètres de M si
`A(M/(x1, . . . , xs)M) est finie et s = n.

Soit (A,m, k) un anneau local. Si (x1, . . . , xs) est un système de paramètres de A considéré
comme un A-module, on dit que (x1, . . . , xs) est un système de paramètres de l’anneau A pour
simplifier. Dans ce cas, on a s = dim(A).

Par le théorème A.1.21, un tel système toujours existe. De plus, on a :

Proposition A.1.24 ([75], Chap. III, Proposition 6). Avec toutes les notations ci-dessus, soient
x1, . . . , xk des éléments dans m. Alors :

dim(M/(x1, . . . , xk)M) + k > dim(M),

et on a l’égalité si et seulement si x1, . . . , xk est une partie d’un système de paramètres de M.
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Démonstration. Par le lemme A.1.22, l’inégalité toujours vraie. Si on a l’égalité, et si xk+1, . . . , xn

(n = dim(M)) est une système de paramètres de M/(x1, . . . , xk)M, le quotient M/(x1, . . . , xn)M
est de longueur finie, qui montre que x1, . . . , xn est une système de paramètres de M. En outre, si
x1, . . . , xn est une systéme de paramètres de M, on a n − k > dim (M/(x1, . . . , xk)M). �

Remarque A.1.25. Soit X ↪→ Pn
k un schéma projectif sur un corps k. Si on écrit

X = Proj (k[T0, . . . ,Tn]/I)

pour I un idéal homogène considéré comme un k[T0, . . . ,Tn]-module gradué. Soit m l’idéal max-
imal homogène de k[T0, . . . ,Tn], alors on peut définit le degré de X comme

deg(X) = emk[T0,...,Tn]m,Im ,

il est en même que le degré d’un schéma par rapport au fibré universel.

Corollaire A.1.26 ([25], Exercise 12.11). Soient (A,m, k) un anneau local, et M0,M1,M2 des
A-modules de type fini. On suppose que p un idéal m-primaire. Si on a la suite exacte de A-module

0 −−−−−→ M0 −−−−−→ M1 −−−−−→ M2 −−−−−→ 0,

alors on a :
— si dim(M0) = dim(M1) = dim(M2), alors ep,M1 = ep,M0 + ep,M2 ;
— si dim(M0) = dim(M1) > dim(M2), alors ep,M1 = ep,M0 ;
— si dim(M0) < dim(M1) = dim(M2), alors ep,M1 = ep,M2 ;

et un des trois termes ci-dessus doit être vrai.

Démonstration. Il est un corollaire direct du lemme A.1.16 et la proposition A.1.21. �

Remarque A.1.27. Si on définit

ep(M, n) =

{
ep,M, n = dim(M) ;
0, n , dim(M).

Alors on peut écrire le résultat du corollaire A.1.26 comme

ep(M1, n) = ep(M0, n) + ep(M2, n)

pour tout n ∈ N.

Proposition A.1.28 (Chap. VIII, §7, n◦ 1, Prop. 3). Soient (A,m, k) un anneau local, et M un
A-module de type fini. On suppose que q ⊆ m est un idéal de A, alors on a

eq,M =
∑
p

`Ap(Mp) · eq,A/p,

où p prend tous les ideaux premiers minimaux de A dans la somme.

Démonstration. On écrit
σ := σ(M) :=

∑
p

`Ap(Mp),

où p est un idéal premier minimal de M. On raisonne par récurrence sur σ. Si σ = 0, alors M = 0,
le résultat est vrai évidemment. Si σ > 0, on choisit un idéal premier minimal p0 de M avec
dim(A/p0) = d. Alors M contient un sous-module N qui isomorphe à A/p0. Si dim(M/N) < d,
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alors σ = `Ap0 (Mp0) = 1, et par le corollaire A.1.26, on a eq,M = eq,N pour arbitraire idéal q ⊆ p. Si
dim(M/N) = d, alors σ(M/N) < σ, et par l’hypothèse de récurrence, on a

eq,M/N =
∑

dim A/p=d

`Ap((M/N)p)eq,A/p.

Maintenant on a `Ap(M) = `Ap(M/N)p pour p , p0, et `A/p0(Mp0) = `A/p0((M/N)p0) + 1. Par le
corollaire A.1.26, on a eq,M = eq,M/N + eq,A/p0 , alors on a le résultat. �

Proposition A.1.29 ([69], Chap. VI, n◦ 1, d, Proposition 1). Soient A et A′ deux anneaux locaux,
p et p′ des idéaux primaires pour les idéaux maximaux m et m′ de A et A′, et B le produit tensoriel
complété de A et A′ sur un corps K sur lequel A/m et A′/m′ sont finis. Si (A/m) ⊗ (A′/m′) est un
corps, B est un anneau local, Bp + Bp′ est un idéal primaire pour l’idéal maximal Bm + Bm′ de
B, et l’on a dim B = dim A + dim A′ et eBp+Bp′,B = ep,A · ep′,A′ .

Démonstration. Soient d et d′ les dimensions de A et A′. Pour i et j assez grands, les fonctions

`A/p(pi/pi+1) et `A′/p′(p′ j/p′ j+1) sont polynômes de termes dominants ep,A id−1

(d−1)! et ep′,A′
jd
′−1

(d′−1)! . Les
dimensions sur K de ces modules sont, en notant r et r′ les dimensions sur K de A/m et A′/m′,
r`A/p(pi/pi+1) et r′`A′/p′(p′ j/p′ j+1). Comme

(Bp + Bp′)n = Bpn + Bpn−1
p
′ + · · · + Bpp′n−1 + Bp′n,

la dimension sur K de B/(Bp + Bp′)n est égale à∑
i+ j<n

rr′`A/p(pi/pi+1)`A′/p′(p′ j/p′ j+1) :

on le voit en se plaçant dans B/(Bpn + Bp′n) qui est produit tensoriel de A/pn et A′/p′n. Comme la
dimension sur K du corps résiduel B/(Bm + Bm′) est rr′, la longueur de B/(Bp + Bp′)n est∑

i+ j<n

`A/p(pi/pi+1)`A′/p′(p′ j/p′ j+1).

Or le terme dominant de cette somme est le même que celui de la somme

ep,Aep′,A′
∑

i+ j<n

(
i + d − 1

d − 1

)(
j + d′ − 1

d′ − 1

)
;

ce dernier se calcule aussitôt en considérant, à la place de A, A′, p et p′, les anneaux de séreis
formelles à d et d′ variables sur K. et leurs idéaux maximaux : ce terme dominant est celui de
ep,Aep′,A′

(
d+d′+n

d+d′
)

et il vaut

ep,Aep′,A′
nd+d′

(d + d′)!
;

ceci démontre cette assertions. �

Une formule associative des multiplicités d’un systèm de parametres

Cette partie est la préparation algébrique pour démontrer la formule associative dans la théorie
d’intersection (la proposition 1.3.3). On prend l’approche de [69].

Soient B un anneau, et A un sous-anneau de B tel que tout élément de B est entier sur A. Par la
proposition A.1.2 et le corollaire A.1.3, pour tout idéal premier p de A, il existe un idéal premier
p′ de B tel que p′∩A = p ; pour que p soit maximal, il faut et il suffit que p′ le soit. Si i est un idéal
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de B contenant p′ et distinct de p′, alors i ∩ A , p. Si o est un idéal de A, les éléments du radical
de Bp sont ceux qui satisfont à une équation de la forme

xn + v1xn−1 + · · · + vn = 0,

où vi ∈ p.
On dit que l’anneau B est une extension finie de A si B contient A, et B est un A-module de type

fini ; ceci implique que tout élément de B est entier sur A. Soit r la valeur maximale qui satisfait :
il existe r éléments b1, . . . , br ∈ B non-nuls, tels que b1, . . . , br sont A-linéairement indépendants,
et tous r + 1 éléments de B sont A-linéairement liés. Dans ce cas, on désigne [B : A] = r.

Pour un anneau A, on suppose que m est un idéal de A. Soit B une extension finie de l’anneau
m-adique de A, on peut supposer que m est l’intersection d’ideaux premiers. On considère sur B la
topologie définie par les mnB, on remarque que mB ∩ A = m. En effet, m =

⋂
i pi où chaque pi est

un idéal premier de B tel que p′i ∩ A = pi, alors pi ⊃ mB, pi ⊃ mB ∩ A et m ⊃ mB ∩ A. On désigne
par Â = lim

←−−
n

A/mn et B̂ = lim
←−−

n

B/(mB)n.

Lemme A.1.30 ([69], Chap. I, no 6, d). Soient B un anneau, et A un sous-anneau de B tel que B
est une extension finie de A. Lorsque A est complet, il en est même de B.

Démonstration. Soit B =
∑

i Abi, et soit {vi} une suite de Cauchy dans B ; on a

un = vn+1 − vn ∈ ms(n)B,

où s(n) tend vers l’infini ; on peut écrire

un =
∑

i

anibi avec ani ∈ ms(n);

si ai désigne la somme de la série {ani} (qui est convergente dans A), on a∑
i

aibi = lim
n→∞

vn,

qui montre le résultat. �

Proposition A.1.31 ([69], Chap. I, no 6, h). Avec toutes les notations ci-dessus, on a [B : A] =

[B̂ : Â].

Démonstration. Lorsque A est un sous-espace de B, Â s’identifie à un sous-anneau de B̂, et B̂ est
un Â-module de type fini (si B =

∑
Axi, alors

∑
Âxi est un sous-anneau B′ de B̂, contenant B et

complet, donc B′ = B̂ par le lemme A.1.30). De plus, on suppose qu’aucun élément non-nul de A
n’est pas diviseur de zéro dans B. Alors, des éléments {bi} de B qui sont linéairement indépendants
sur A, restent linéairement indépendants sur Â ; autrement dit, B et Â sont linéairement disjoints
sur A. De plus, tout élément a ∈ Â qui est diviseur de zéro dans B̂, l’est déjà dans Â. �

Lemme A.1.32. Soient A un anneau complet et m un idéal de A. On suppose que A est un sous-
anneau de B. Si B est un anneau mB-adique quelconque contenant A et tel que B/Bm est un
module de type fini sur A/m, alors B est lui-même un A-module de type fini.

Démonstration. En effet, soit (bi) un système de générateurs de B/Bm sur A/m, et soient (bi) des
représentants des bi dans B ; pour tout x ∈ B, on détermine par récurrence sur n des yi,n dans A tels
que x ≡

∑
i yi,nbi( mod mnB), et que yi,n+1 − yi,n ∈ mn si yi = lim yi,n, on a x−

∑
i yibi ∈

⋂
n mnB =

(0). On déduit de cette construction que, si B/Bm = A/m, on a B = A. �
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Proposition A.1.33 ([69], Chap. II, no 5, f, prop. 2). Soient (A′,m′, k′) un anneau local, et (A,m, k)
un sous-anneau local de A′ tel que A′ soit une extension finie de A, et qu’aucun élément non-nul
de A n’est pas diviseur de zéro dans A′. Alors A et A′ ont même dimension et si q est un idéal
primaire pour l’idéal maximal m = m′ ∩ A de A, on a

[A′ : A]e(q) = [k′ : k]e(A′q),

où e(p) est la multiplicité de l’idéal p dans l’anneau A.

Démonstration. On rappelle que pour un A/p-module M de longueur finie, on a `A/p(M) = `A(M)
si on cosidère M comme un A-module. D’abord, on remarque que si F est un A′-module de
longueur finie, c’est aussi un A-module de longueur finie, et on a

`A(F) = [k′ : k]`A′(F).

(en effet, F est annulé par un m′s et il suffit d’étudier les modules A′/m′s, où encore m′ j/m′ j+1).
D’autre partie, il existe un élément non-nul c de A, et des éléments (b′1, . . . , b

′
r) de A′-linéairement

indépendants sur A, tels que cA′ ⊂ E =
∑

i Ab′i . En considérant l’application canonique de E/Eqn

sur (E + A′qn)/A′qn, on obtient

`A′(E/Eqn) > `A′((E + A′qn)/A′qn) > `A′((A′c + A′qn)/A′qn),

où le dernier terme vaut QA′q,A′(n) − Q(A′c+A′q)/A′c,A′(n).
En considérant de même l’application canonique de A′c/A′cqn sur (A′c+ Eqn)/Eqn, on obtient

`A′(E/Eqn) 6 `A′(A′c/A′cqn) + `A′(E/(A′c + Eqn))

6 `A′(A′c/A′cqn) + `A′(E/(Ec + Eqn)).

Les deux inégalités s’écrivent aussi :

rQq,A(n) > [k′ : k](QA′q,A′(n) − Q(A′c+A′q)/A′c,A′(n)),

r(Qq,A(n) − Q(Ac+q)/Ac,A(n)) 6 [k′ : k]QA′q,A′(n).

Comme c n’est pas un diviseur de zéro, ni dans A, ni dans A′, les termes de plus hauts degrés du
second membre de la première inégalité et du premier membre de la deuxième inégalité sont ceux
de [k′ : k]QA′q,A′(n) et de rQq,A(n). Donc ces deux derniers polynômes ont même degré d, qui est
la dimension commune de A et A′, ils ont la même dimension par la proposition A.1.4, et même
coefficient dominant, ce qui démontre l’égalité annoncée. �

Corollaire A.1.34 ([69], Chap. II, no 5, f, coro.). Si (A′,m′, k′) est un anneau local complet qui
contient un corps K sur lequel k′ est fini, et si (x1, . . . , xd) est un système de paramètres de A′

engendrant un idéal o et tel qu’aucun élément non-nul de A = K[[x1, . . . , xd]] n’est pas diviseur
de zéro dans A′, alors A′ est extension finie de A, et l’on a

[A′ : A] = e(o)[k′ : K]

Démonstration. Le fait que A′ est une extension finie de A a été démontré par le lemme A.1.32. Le
reste se déduit de ce que l’idéal (x1, . . . , xd) de A est de multiplicité 1. Par la proposition A.1.33,
on a l’assertion. �
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Corollaire A.1.35 ([69], Chap. II, no 5, f, coro. 2). Soient (A,m, k) un anneau local, B un anneau
semi-local qui est une extension finie de A et tel qu’aucun élément non-nul de A n’est pas diviseur
de zéro dans B, B̂ =

∑
i Bi la décomposition du complété B̂ en composé direct d’anneaux locaux

(la proposition A.1.20), pi l’idéal maximal de Bi, et q un idéal primaire pour l’idéal maximal m de
A. On a :

[B : A]e(q) =
∑

i

[(Bi/qi) : k]e(Biq)

et
e(Bq) =

∑
i

e(Biq).

Démonstration. Comme [B : A] = [B̂ : Â], on peut supposer A et B complets par la proposition
A.1.31. Comme Bi contient un sous-anneau Ai isomorphe à A, on exprime [Bi : A]e(q) par la
proposition A.1.33, et l’on en déduit [B : A] par sommation. La seconde formule se déduit de
ce que tous les Bi ont même dimension que A et de ce que B/Bq est isomorphe au produit des
Bi/Biq

n. �

On dit qu’un anneau local B est quasi fini sur un sous-anneau local A s’il existe un anneau
intermédiaire C (A ⊂ C ⊂ B) tel que C soit extension finie de A, et que B est l’anneau des fractions
(au sens ordinaire) d’un idéal maximal m de C ; ceci implique que m contient tous les idéaux
premiers de zéro de C et que l’on ait

⋂
n mn = (0). L’anneau C est semi-local. Si A est complet,

il en est de même de C, et B est un des facteurs Ce de la décomposition de C. L’anneau B est dit
régulièrement quasi fini sur A, s’aucun élément non-nul de A n’est pas diviseur de zéro dans B ;
alors, si A est complet, B est fini sur Ae, qui est isomorphe à A.

Soit k un corps de caratère p, tel que [k : kp] est fini. On note τ(n, k) l’anneau des frac-
tions de l’idéal premier (x1, . . . , xn) de l’anneau de polynômes k[x1, . . . , xn] ; c’est un anneau local
régulier de dimension n ; si pi est l’idéal premier engendré par (x1, . . . , xn−i), τ(n, k)/pi est isomor-
phe á τ(i, k), et τ(n, k)pi à τ(n − i, k(xn−i+1, . . . , xn)). On note τ(n,m, k) (m 6 n) l’anneau de séries
formelles k((x1, . . . , xm))[[xm+1, . . . , xn]] ; c’est un anneau local régulier et complet de dimension
n − m ; le complété de τ(n, k) est τ(n, 0, k) ; si pi est l’idéal premier de τ(n, 0, k) engendré par
(x1, . . . , xn−i), on a τ/pi = τ(i, 0, k) ; τ(n, k)pi

n’est pas complet, et son complété est τ(n, i, k). Les
anneaux des type τ(n, k) et τ(n,m, k) recevront le nom de noyaux, et les systèmes de paramètres
(x1, . . . , xn) et (xm+1, . . . , xn) de τ(n, k) et τ(n,m, k) seront dits spéciaux. Un anneau local A est
appelé un anneau à noyau s’il est régulièrement quasi fini sur un noyau.

Proposition A.1.36 ([69], Chap. III, no 4, prop.). Soient A un anneau à noyau, m son idéal max-
imal, (x1, · · · , xn) un système de paramètres de A engendrant l’idéal q, o l’idéal engendré par
(x1, . . . , xm), et pi les idéaux premiers minimaux de o. Alors on a

e(q) =
∑

i

e((q + pi)/pi) · e(oApi).

Démonstration. D’abord, on suppose que A est complet. Alors A contient un corps K sur lequel
A/m est fini par le lemme A.1.32. Soit L = K((x1, . . . , xn)) et soit Z l’anneau des fractions
de A de l’idéal engendré par (x1, . . . , xn). L’anneau R = K[[x1, . . . , xn]] est un noyau de A.
K[[xm+1, . . . , xn]] est un noyau de A/pi, et l’anneau des fractions S de l’idéal premier (x1, . . . , xm)
de R un noyau de Api . On note C l’anneau de fraction AT , où T est le complément de l’idéal
(x1, . . . , xm) dans R ; il est clair que C est un anneau intermédiaire entre S et Api , et que les pi

sont en correspondance biunivoque avec les idéaux maximaux de C, c’est-à-dire avec les idempo-
tents primitifs ei de Ĉ par le lemme A.1.20. Soit L le corps des fractions de Ŝ ; alors l’anneau des
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fractions de Ĉ est l’algèbre étendue ZR. On a donc [Z : R] = [ZL : L] =
∑

i[ZLei : Lei]. Or

[ZLei : Lei] = e(o(Âpi))[Ĉei/Ĉpiei : Kei((x1ei, . . . , xmei))]

= e(oApi) [(A/pi) : K[[x1, . . . , xm]]]

= e(oApi)e((q + pi)/pi)[((A/pi)/(m/pi)) : K]

= e(oApi)e((q + pi)/pi)[(A/m) : K],

où la première égalité est du corollaire A.1.35, et la troisème égalité est du corollaire A.1.34.
Comme [Z : R] = e(q)[(A/m) : K] par le corollaire A.1.34, on a l’assertion. �

Multiplicité d’un anneau local

Soient (A,m, k) est un anneau local et p un idéal m-primaire, comme ep,A ne dépend pas du
choix de p, alors il est un invariant de l’anneau (A,m, k).

Définition A.1.37. On définit l’entier positif ep,A comme la multiplicité de l’anneau local (A,m, k),
noté par eA.

Proposition A.1.38 ([69], Chap. III, n◦ 3, coro. 1). Avec toutes les notations ci-dessus, soit A un
anneau et p un idéal m-primaire de A, Â la complétion de A associé à p, et p̂ = pÂ, alors on a

eA(p) = eÂ(̂p).

En particulier, eA = eÂ si A est un anneau local et p est l’idéal maximal de A.

Démonstration. On a A/pn � Â/̂pn pour n > 1. Alors on a

Lp,A(n) = L
p̂,Â(n),

pour tout n > 1, donc la multiplicité est invariante sous la complétion. �

On rappelle que un anneau local (A,m, k) est un anneau régulier local si dim(A) = dimk(m/m2).
En général, on a dim(A) 6 dimk(m/m2) d’après [51, §14].

Proposition A.1.39. Soit (A,m, k) un anneau local de dimension d. A est un anneau local régulier
si et seulement si grm(A) est isomorphe au anneau de polynômes k[T1, . . . ,Td] comme des k-
algèbres gradués, qui est équivalent à eA = 1 et

Pm,A(n) = Hm,A(n) =

(
n + d − 1

d − 1

)
.

Démonstration. On considère grm(A) comme un grm(A)-module gradué. Si (A,m, k) est un anneau
régulier local, soit dim A = d, par le lemme de Nakayama, on obtient que m est engendré par
d éléments qui sont k-linéaires indépendants dans m/m2, alors il existe une surjection de anneau
gradué k[T1, . . . ,Td] � grm(A), dont le noyau est une idéal homogène I. Si I , 0, on prend un
polynôme homogène f (T1, . . . ,Td) ∈ I, soit deg f = r > 0. Alors le relation f = 0 dans grm(A)
fera la fonction de Hilbert-Samuel Hm,A(n) de A est de degré < d. En effet, on a

rgk(mn/mn+1) 6 rgk

(
k[T1, . . . ,Td]

( f )

)
n

=

(
n + d − 1

d − 1

)
−

(
n − r + d − 1

d − 1

)
,

qui est un polynôme en n de degré d − 2. C’est une contradiction avec dim A = d. Alors I = 0 et
on a l’isomorphisme. De plus, Hm,A(n) =

(
n+d−1

d−1

)
, et eA = 1.

Si A � k[X1, · · · , Xd], on a ∆d−1Pgrm(A)(n) = 1, et par la proposition A.1.12, on a Hm,A(n) =(
n+d−1

d−1

)
. Alors rgk(m/m2) = Hm,A(1) = d, alors (A,m, k) est régulier. �
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Remarque A.1.40. En effet, on peut utiliser un théorème pour montrer la proposition A.1.39.
Si (A,m, k) un anneau régulier local complet de dimension n contenant un corps, alors A �

k[[T1, . . . ,Tn]] comme des k-algèbres, voir [50, Corollary 2, (28.J)]. Le résultat est appelé comme
"le théorème de structure de Cohen".

On a démontré que si A est un anneau local régulier, sa multiplicité est 1. La réciproque n’est
pas nécessairement vrai (voir [66], page 41, Exercise 2.5 pour un contre exemple). Elle est vraie
lorsque pour tout idéal minimal p, A/p ont la même dimension de Krull. On renvoie les lecteurs
dans [56, (40.6)] pour une démonstration.

Soient (A,mA, kA) et (B,mB, kB) deux anneaux locaux, et f : A→ B un morphisme du anneaux
locaux. f est dit que un morphisme régulier si f est plat et la fibre B/mAB est un anneau local
régulier.

Proposition A.1.41 (Chap. VIII, §7, n◦ 2, Corollaire, [14]). Soient A→ B un morphisme régulier
des anneaux local, et x1, . . . , xk ∈ mB éléments dont les classes résiduelles forment un système
de paramètrse régulière dans l’anneau régulier local B/mBB. Soit M un A-module de type fini et
q ⊆ mA un idéal avec dim M/qM = 0. Alors on a

eq,M = eq̃,M⊗AB,

où q̃ = qB +
∑

xiB. En particulier, eA = eB.

A.2 Théorie d’intersection classique

Dans cette section, on introduira la théorie d’intersection, où l’on consdidère les intersections
dans un schéma régulier séparé sur un corps k. On prend l’approche de [70] et [29], qui est équiv-
alente à la définition dans [32], voir [32, Example 7.1.1] et le terme e) dans la page 84 de [70].
Dans cette section, on suppose que tous les schémas mentionnés sont noethériens.

A.2.1 Intersection sur un schéma régulier séparé

Soient X un schéma, et ξ ∈ X un point. On définit la multiplicité de l’anneau local OX,ξ (la
définition A.1.37) comme la multiplicité du point ξ dans X. Soient mξ l’idéal maximal de OX,ξ et
k ∈ N, on désigne par

Hξ(k) = dimκ(ξ)
(
mk
ξ/m

k+1
ξ

)
(A.2)

la fonction de Hilbert-Samuel de l’anneau local OX,ξ, où κ(ξ) est le corps résiduel du point ξ dans
X. On appelle Hξ(k) la fonction de Hilbert-Samuel locale de X en le point ξ.

Soit X un sous-schéma fermé intègre de Y dont le point générique est ηX (qui est régulier dans
X), on désigne par OY,X l’anneau local OY,ηX pour simplifier.

Définition A.2.1. Soit X un sous-schéma fermé intègre de Y , on définit la multiplicité de X dans
Y comme la multiplicité de l’anneau local OY,X , noté comme µX(Y).

Soit X un schéma. On désigne par Xreg l’ensemble des point ξ ∈ X tel que OX,ξ soit un anneau
régulier local, il est appelé le lieu régulier de X. Si ξ est un point régulier dans X, on a µξ(X) = 1
d’après la proposition A.1.39. Si Xreg = X, on dit que X est un schéma régulier. Soit en outre
Xsing le complémentaire X r Xreg, et il est appelé le lieu singulier de X. Si X est localement de
type fini sur le spectre d’un corps, l’ensemble Xreg est un ouvert Zariski de X (voir [43], Corollary
8.16, Chap. II), et donc l’ensemble des points de multiplicité 1 est dense dans X si le schéma X est
irréductible et Xreg , ∅.
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Soit X un schéma noethérien, on dit que X est de dimension pure si toutes les composantes
irréductibles de X ont la même dimension.

Soit Y un schéma régulier de type fini sur Spec k tel que le morphisme canonique Y → Spec k
soit séparé, et soient X1, . . . , Xr des sous-schémas fermés de dimension pure de Y . On désigne
par ∆ : Y → Y×kr le morphisme diagonal. Il s’avère que le isomorphisme du produit de fibre de
∆(Y) et X1 ×k · · · ×k Xr sur Y×kr et l’intersection schématique

⋂r
i=1 Xi. Ainsi on peut considérer⋂r

i=1 Xi comme un sous-schéma fermé de X1 ×k · · · ×k Xr et on désigne par I le faisceau d’idéaux
de OX1×k ···×kXr correspondant.

S’il n’y a pas de spécifiquement mentionnées, une composante irréductible est considérée
comme un schéma intègre si on discute la structure de ce schéma.

Soit M une composante irréductible de
⋂r

i=1 Xi considéré comme un sous-schéma fermé intè-
gre de Y . On désigne par ∆(M) le sous-schéma fermé intègre de X1 ×k · · · ×k Xr qui est isomorphe
à M via l’isomorphisme mentionné plus haut. Soit η le point générique de ∆(M).

Définition A.2.2 (Weil-Chavalley-Samuel). Avec les notations ci-dessus, on définit la multiplic-
ité d’intersection de X1, . . . , Xr en M comme la multiplicité dans l’idéal Iη de l’anneau local
OX1×k ···×kXr ,∆(M), notée comme

i(M; X1 · . . . · Xr; Y).

Si M n’est pas de sous-schéma de X1 ∩ · · · ∩ Xr, on définit

i(M; X1 · . . . · Xr; Y) = 0.

On renvoie les lecteurs dans la page 148 de [81] et la page 77 de [70] pour plus de détails (voir
aussi [32, Chap. 7 - 8]).

Remarque A.2.3 ([70], Chap. II, §5, n◦ 5). Avec les notations ci-dessus. Soient M une composante
irréductible de l’intersection de X1 et X2, et M′ une composante de l’intersection de X′1 et X′2. Si
M ×k M′ est une composante irréductible de l’intersection de X1 ×k X′1 et X2 ×k X′2, alors on a

i(M ×k M′; (X1 ×k X′1) · (X2 ×k X′2); Y ×k Y)

= i(M; X1 · X2; Y) · i(M′; X′1 · X
′
2; Y)

par la proposition A.1.29.

Proposition A.2.4 ([70], Chap. II, §5, n◦ 1, c) et d)). Soient Y un schéma régulier séparé sur un
corps k, et X un sous-schéma fermé intègre de Y, alors on a

i(X; X · X; Y) = 1

et
i(X; X · Y; Y) = 1.

Démonstration. Le schéma ∆(X) � X est intègre, et le point générique de X est régulier dans X et
dans Y . Donc le point générique de ∆(X) est régulier dans X ×k X et X ×k Y . L’idéal diagonal de
l’anneau OX×kX,∆(X) engendrent son idéal maximal, donc on a

i(X; X · X; Y) = µ∆(X)(X ×k X) = 1.

Par l’argument similaire, on a

i(X; X · Y; Y) = µ∆(X)(X ×k Y) = 1.

�
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Proposition A.2.5. Avec toutes les notations dans la définition A.2.2, on a

dim(M) >
r∑

i=1

dim(Xi) − (r − 1) dim(Y).

Démonstration. Soient pM l’idéal définissant M dans Y (qui doit être premier), et ai les idéaux
définissant Xi dans Y pour i = 1, . . . , r. D’après [75, Proposition 17, Chap. III], on a

ht(pM) 6
r∑

i=1

ht(ai).

Et on obtient

codim(M,Y) 6
r∑

i=1

codim(Xi,Y),

donc on a l’assertion. �

Avec toutes les notations dans la définition A.2.2. Si dim(M) =
r∑

i=1
dim(Xi) − (r − 1) dim(Y),

on dit que X1, . . . , Xr s’intersectent proprement en M. De plus, on dit que M est une composante
propre de l’intersection de X1, . . . , Xr dans ce cas. Si X1, . . . , Xr s’intersectent proprement à toutes
les composantes ou l’intersection est nulle. On dit que X1, . . . , Xr s’intersectent proprement.

Remarque A.2.6. Avec toutes les notations dans la définition A.2.2. En effet, la multiplicité d’in-
tersection est définie localement. Dans l’application de la théorie d’intersection dans la thèse, on
toujours considère le cas où Y est muni d’une k-structure, où k est un corps. Si Y est un k-schéma
régulier séparé, où k est un corps, alors la multiplicité d’intersection est invariante sous la complé-
tion à l’idéal of M par la proposition A.1.38, et le point générique de M est régulier dans Y . Par le
résultat introduit dans la remarque A.1.40, un anneau local régulier complet (A,m, k) est déterminé
par sa dimension de Krull (supposée de dimension n) et son corps résiduel, A � k[[T1, . . . ,Tn]]
comme anneau. Donc lorsque l’on discute des propriétés locales autour l’intersection, on peut
supposer que Y = An

k , où n = dim Y , alors on peut utiliser l’approche dans le chapitre II de[70].

L’argument suivant suit la méthode de [70, Chap. II, §5, n◦ 8, a)] pour définir la multiplicité
d’intersection. Si Y = An

k , soient x j
i les fonctions induites sur X1 ×k · · · ×k Xr par les fonctions de

coordonnées de X j, où i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , r. Alors l’idéal diagonal de OX1×k ···×kXr est engendré
parB = (x1

i −x j
i ) pour i = 1, . . . , n et j = 2, . . . , r, et on a i(M; X1 ·. . .·Xr; Y) = e(BOX1×k ···×kXr ,∆(M)).

Si X1, . . . , Xr s’intersectent proprement en la composante M, les éléments (x1
i − x j

i ) forment un
système de paramètres de l’anneau local OX1×k ···×kXr ,∆(M).

Le théorème suivant est dans [70, Chap. II, §5, n◦ 7, b)].

Théorème A.2.7 (le théorème de réduction). Avec toutes les notations ci-dessus, on suppose que
Y = An

k . Soient X1 et X2 deux schémas fermés de dimension pure, où X1 est de dimension v et X2
est de dimension w. Soit M une composante propre de l’intersection de X1, X2 dans Y. On suppose
que X1 est une intersection complète locale au point générique de M (c’est-à-dire que l’idéal de
X1 dans OY,M est engendré par n − v éléments (y1, . . . , yn−v)). Alors la multiplicité d’intersection
i(M; X1 · X2; Y) est égale à la mutiplicité de l’idéal de OX2,M engendré par les classes (yi) des (yi).

Démonstration. En effet, dans l’anneau local OY×kX2,∆(M), les n + v éléments (xi − x′i , yi) forment
un système de paramètres, où xi sont les fonctions induites par les fonctions de coordonnées de
Y , x′i sont les fonctions induites par les fonctions de coordonnées de X2. Et les (yi) y engendrent
l’idéal p de X1 ×k X2 dans Y ×k X2. Comme

OX1×kX2,∆(M) � OY×kX2,∆(M)/(pOY×kX2,∆(M)),
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et d’après la proposition A.1.33, on a i(M; X1 ·X2; Y) est égal à la multiplicité de l’idéal de l’anneau
OY×kX2,∆(M) engendrent par (xi − x′i , yi).

D’autre partie, l’idéal engendré par les (xi − x′i) dans OY×kX2,∆(M) est l’idéal défini par ∆(X2) ;
le même résultat que ci-dessus montre que la multiplicité de l’idéal de l’anneau OY×kX2,∆(M) en-
gendrent par (xi − x′i , yi) est égale à la multiplicité de l’idéal de O∆(X2),∆(M) engendré par les (yi).
Comme les anneaux O∆(X2),∆(M) et OX2,M sont canoniquement isomorphes, donc on montre l’asser-
tion. �

Remarque A.2.8 ([70], Chap. II, §6, n◦ 1, e)). Avec toutes les conditions dans le théorème A.2.7,
on a

i(M; X1 · X2; Y) = eOX2 ,M

n−v∑
i=1

OX2,Myi

 ,
et l’égalité sera utilisée dans certains arguments ci-dessous.

Dans l’argument ci-dessous, on fixe un corps k et un espace k-vectoriel E de dimension n + 1.
Dans ce cas-là, l’espace projectif P(E) est de dimension n qui est défini sur k.

Corollaire A.2.9 ([70], Chap. II, §6, n◦ 2, b)). Soient V et U deux sous-schémas fermés de P(E),
où U un sous-schéma intègre de V, dim(V) > dim(U). Soit W =

∑
i∈I

niZi un cycle sur P(E), on

définit Supp(W) =
{
ξ ∈ Pn

k |ξ ∈ Zi pour au moins un ni , 0, i ∈ I
}
. Alors on a

µU(V) = min
W∈C(U)

{i(U; V ·W;P(E))} ,

où C(U) est la famille des schémas W de dimension n+dim(V)−dim(U) passant par U, tels que U
soit composante propre de V ∩ Supp(W), et W soit, au voisinage de U, une intersection complète
de dim(V) − dim(U) diviseurs.

Démonstration. On note r = dim(V)−dim(U), et soit W est une intersection complète de H1, . . . ,Hr.
Si zi est la fonction induite sur V par une équation de Hi, on a

i(U; V ·W;Pn
k) = eOV,U

 r∑
i=1

OV,Uzi


d’après le théorème de réduction (le théorème A.2.7). De plus, on a

eOV,U

 r∑
i=1

OV,Uzi

 > µU(V),

comme l’idéal engendré par (z1, . . . , zr) est primaire par rapport à l’idéal maximal de OV,U .
Dans la suite, on construira un W′ qui satisfait l’égalité. L’anneau OV,U est de dimension r. Par

le théorème A.1.21, il existe un système de paramètres (z′1, . . . , z
′
r) de OV,U , et l’idéal engendré par

(z′1, . . . , z
′
r) a la même multiplicité que la multiplicité de OV,U . On suppose que, pour i = 1, . . . , r,

z′i est induite sur V par une équation Fi(X) = 0, qui définit l’hypersurface H′i . Soit W′ l’intersec-
tion complète locale de H′1, . . . ,H

′
r au voisinage de U, alors d’après le théorème de réduction (le

théorème A.2.7), on a

i(U; W′ · V;P(E)) = eOV,U

 r∑
i=1

OV,Uz′i

 = µU(V),

qui montre µU(V) est le minimum des tous les i(U; W · V;P(E)). �
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Définition A.2.10. On suppose que Y → Spec k est un schéma régulier séparé, et {Xi}i∈I tous les
sous-schémas intègre fermés de Y avce I l’ensemble d’indice. Soient {ni}i∈J une famille de entiers
où J est un sous-ensemble fini de I. On désigne par

Z =
∑
j∈J

n jX j

une somme formelle. On dit que Z est un cycle sur Y . Chaque Xi (i ∈ I) est appelé comme un
cycle premier sur Y . Si tous les Xi (i ∈ J) sont de dimension (resp. codimension dans Y) m, on
dit que Z est un cycle de dimension (resp. codimension dans Y) m. On désigne par Zm(Y) (resp.
Zm(Y)) l’ensemble des cycles de dimension (resp. codimension dans Y) m. De plus, on définit

Z∗(Y) =
dim(Y)⊕
m=0

Zm(Y) et Z∗(Y) =
dim(Y)⊕
m=0

Zm(Y).

On dit qu’un cycle est nul si tous ses coefficients sont zéro, sinon on dit qu’il est non-nul.

Soient X1, . . . , Xr des sous-schémas fermés de Y . Si X1, . . . , Xr s’intersectent aux composantes
irréductibles Z1,Z2, . . . ,Zs, on désigne par

X1 · . . . · Xr =

s∑
i=1

i(Zi; X1 · . . . · Xr; Y)Zi

le cycle obtenu par l’intersection de X1, . . . , Xr, on dit qu’il est le produit d’intersection de X1, . . . , Xr.
Soient Z =

∑
i

niZi un cycle sur Y , et X un sous-schéma fermé de Y . On définit l’intersection

d’un cycle et un schéma comme
Z1 · X =

∑
i

ni(Zi · X),

où chaque Zi · X est le cycle obtenu par l’intersection des schémas.
Un cycle Z =

∑
j∈J

n jX j est appelé non-négatif si tous les n j > 0 pour j ∈ J, il est appelé positif

ou effectif s’il est non-négatif et non-nul.
Soit V un sous-schéma fermé intègre de Y , on définit la multiplicité de V dans le cycle Z =

s∑
i=1

niXi comme

s∑
i=1

niµV (Xi),

et il est noté comme µV (Z). On définit µV (Xi) = 0 si V n’est pas un sous-schéma de Xi.
Soit X un sous-schéma fermé de dimension pure de Y . On suppose que X1, . . . , Xs sont les

composantes irréductibles de X munies de la structure de schéma réduit. Les anneaux locals OX,Xi

sont artiniens comme ils sont de dimension 0. Alors on peut définir un cycle à partir de X :
On rappelle la définition du cycle fondamental dans la définition 3.2.9. Soit X un schéma de

dimension pure, on définit le cycle fondamental de X comme

[X] =

s∑
i=1

`OX,Xi
(OX,Xi)Xi,

où X1, . . . , Xs sont les composantes irréductibles de X. De plus, `OX,Xi
(OX,Xi) est appelé comme la

multiplicité géométrique de Xi dans X.
La proposition suivante est un corollaire direct de la proposition A.1.28.
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Proposition A.2.11. Avec toutes les notations ci-dessus, soient X un schéma fermé de dimension
pure et Z un sous schéma fermé de Y, on définit

µZ([X]) =

s∑
i=1

`OX,Xi
(OX,Xi)µZ(Xi).

Alors on a
µZ(X) = µZ([X]).

Proposition A.2.12. Soit X1, . . . , Xr des sous-schémas fermés de Y dimension pure, et on suppose
que le cycle fondamental (la définition 3.2.9) de Xi est

[Xi] =

ki∑
j=1

mi
jX

i
j,

et X1, . . . , Xr s’intersectent proprement à la composante M. Alors on a

i(M; X1 · . . . · Xr; Y) =

k1∑
j1=1

· · ·

kr∑
jr=1

m1
j1 · · ·m

r
jr · i(M; X1

j1 · . . . · X
r
jr ; Y).

Démonstration. On démontera

i(M; X1 · . . . · Xr; Y) =

kr∑
jr=1

mr
jr · i(M; X1 · . . . · Xr−1 · Xr

jr ; Y),

et on peut montrer le cas général est par le récurrence.
Soient a l’idéal diagonal de l’anneauOX1×k ···×kXr ,∆(M), et a j l’idéal diagonal de l’anneauOX1×···×Xr

j ,∆(M).
Donc on a aOX1×k ···×kXr

j ,∆(M) = a jOX1×k ···k×Xr
j ,∆(M).

On désigne par A l’anneau OX1×k ···×kXr ,∆(M), et A j l’anneau OX1×k ···×kXr
j ,∆(M) pour simplifier. Par

la proposition 1.4, on obtient

i(M; X1 · . . . · Xr; Y) = e(aA) =
∑
p

`Ap
(
Ap

)
ea,A/p,

où p prend tous les idéaux premiers minimaux de l’anneau A contenus dans son idéal maximal.
Par le même argument, on obtient

kr∑
jr=1

mr
jr · i(M; X1 · . . . · Xr−1 · Xr

jr ; Y) =

kr∑
j=1

mr
je(a j)

=

kr∑
j=1

mr
j

∑
p j

`(A j)p j
((A j)p j)ea j,A j/p j ,

où p j prend tous les idéaux minimaux de l’anneau A j contenus dans son idéal maximal.
Il existe un idéal I j, tel queA j � A/I j. Donc on déduit que les idéaux premiers minimaux de

A contenus dans I j sont correspondants un à un aux idéaux premiers minimaux de A j. Soient p un
idéal premier minimal de A, et p j un idéal premier minimal de A j correspondant à p, on a donc
ea,A/p = ea j,Ai/p j . Alors il faut montrer

mr
j · `(A j)p j

(
(A j)p j

)
= `Ap(Ap),
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où j = 1, 2, . . . , kr.
Le morphisme X1 ×k · · · ×k Xr → Xr est fidèlement plat, donc soit D = OXr ,M, alors le

morphisme
Spec A→ Spec D

est fidèlement plat aussi. Soit q j l’idéal premier minimal de l’anneau D correspondant à Xr
j , donc

il existe l’idéal premier minimal p unique de l’anneau A correspondant à q j, donc

Dq j → Ap

est fidèlement plat. Dq j est artinien comme il est de dimension 0, q j est l’idéal premier unique
de Dq j , donc on a AssDq j

(Dq j) = {q j}. On en déduit qu’il existe une suite de composition de Dq j

comme Dq j-module
{0} = F0 ( F1 ( · · · ( Fmr

j
= Dq j ,

tel que Fs+1/Fs � Dq j/q j comme des Dq j-modules pour s = 0, 1, . . . ,mr
j − 1. Donc on obtient

(Fs+1 ⊗ Ap)/(Fs ⊗ Ap) � (Fs+1/Fs) ⊗Dq j
Ap � Ap/q jAp.

On en déduit

`Ap(Ap) = mr
j · `Ap/q jAp(Ap/q jAp)

= mr
j · `(A/I j)p((A/I j)p) = mr

j · `(A j)p j

(
(A j)p j

)
,

ce qui termine la démonstration. �

Soit X un schéma. On dit qu’une composante X′ de X est une composante plongée si dim(X′) <
dim(X). Un schéma est de dimension pure si ses composantes plongées sont contenues dans les
composantes de dimension dim(X).

On introduira un lemme auxiliaire de décrire le degré et la multiplicité d’intersection après
supprimer les composantes plongées.

Définition A.2.13. Soit X un schéma noethérien. On considère le faisceau d’idéaux J ⊆ OX qui
se compose des sections s tel que codimX(Supp s) > 1. On désigne par X∗ := (X,OX/J), oùOX/J

est un faisceau quotient.

On rappelle la définition du support d’un faisceau : soit F un faisceau sur l’espace topologique
X, 0 , s ∈ F (U), où U est un ouvert de X. Le support de s est défini comme Supp s = {P ∈ U |sP ,

0}. Dans la définition ci-dessus, on prend U = X.
Par la langage algébrique, on suppose que X = Spec A est affine, et on considère le point

générique de Spec A. On note (0) = q1 ∩ · · · ∩ qr ∩ qr+1 ∩ · · · ∩ qs est la décomposition primaire de
(0), où q1, . . . , qr sont des idéaux premiers minimaux, et qr+1, . . . , qs sont composantes plongées.
Alors J = q1 ∩ · · · ∩ qr et X∗ = Spec(A/(q1 ∩ · · · ∩ qr)).

Lemme A.2.14. Soient k un corps, Y un k-schéma régulier, et X1, . . . , Xr sous-schémas fermés de
dimension pure de Y. On suppose que X1, . . . , Xr s’intersectent à la composante M, alors on a

i(M; X1 · . . . · Xr; Y) = i(M; X∗1 · . . . · X
∗
r ; Y),

où X∗i est défini comme la définition A.2.13, i = 1, . . . , r.
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Démonstration. Par définition, le schéma M est une composante de l’intersection de X∗1, . . . , X
∗
r .

Soit JM le germe de J au point générique de M, on considère la suite exacte

0 −−−−−→ JM −−−−−→ OX1×k ···×kXr ,∆(M) −−−−−→ OX∗1×k ···×kX∗r ,∆(M) −−−−−→ 0,

où J ⊆ OX1×k ···×kXr est un faisceau d’ideaux de (X1 ×k · · · ×k Xr)∗ � X∗1 ×k · · · ×k X∗r . Alors par le
corollaire A.1.16, puisque codim(X1 ×k · · · ×k Xr,SuppJ > 1, alors

dimOX∗1×k ···×kX∗r ,∆(M) = dimOX1×k ···×kXr ,∆(M) > dimJM.

Donc l’idéal diagonal ont la même multiplicité dans OX1×k ···×kXr ,∆(M) et OX∗1×k ···×kX∗r ,∆(M), alors on a
le résultat. �

On dit qu’un schéma est de dimension strictement pure s’il est de dimension pure et il n’a pas
de composante plongée.

La proposition suivante est pour la commutativité et l’associativité d’intersection. On renvoie
la démonstration dans [70, Chap. II, §5, n◦ 8, a)]. Pour la démontrer de l’associativité, Samuel
a utilisé la condition que tous schémas dans l’intersection sont géométriquement intègres sans
la préciser dans l’énoncé. Ici on relâche cette condition et on considère le cas où k est un corps
parfait. On la combine avec la proposition A.2.12, et on obtient le résultat pour le cas général.

Proposition A.2.15. Soient X1, X2, X3 des trois sous-schémas fermés de dimension pure d’un
schéma régulier séparé Y → Spec k qui est de type fini sur un corps k, où k est un corps par-
fait. On a les propriétés suivantes :

(i). (commutativité) i(M; X1 · X2; Y) = i(M; X2 · X1; Y) ;

(ii). (associativité) si X1, X2, X3 s’intersectent proprement à la composante M, on a :

i(M; X1 · X2 · X3; Y) =
∑

j

i(M; P j · X3; Y) · i(P j; X1 · X2; Y)

=
∑

j

i(M; Q j · X1; Y) · i(Q j; X2 · X3; Y),

où {P j} prend toutes les composantes propres dans l’intersection de X1 et X2, et {Q j} prend
toutes les composantes propres dans l’intersection de X2 et X3.

Démonstration. L’énoncé (i) est démontré par défintion directement.
Pour montrer l’énoncé (ii), d’après le lemme A.2.14, on peut supposer que X1, . . . , Xr est de

dimension strictement pure. On peut supposer que Y = An
k avec n = dim Y . On désigne par D la

diagonale de Y ×k Y ×k Y , et E la diagonale de Y ×k Y . Pour un schéma M ↪→ Y , on désigne par MD

l’image du morphisme ∆ : Y ↪→ Y ×k Y ×k Y et par ME l’image du morphisme ∆ : Y ↪→ Y ×k Y .
Soient x j

i les fonctions de X j induites sur X1 ×k X2 ×k X3 par les fonctions de coordonnées de
X j, où j = 1, 2, 3. Comme X1, X2, X3 s’intersectent proprement à la composante M, les éléments
dans l’idéal (x1

i − x2
i , x

1
i − x3

i ) forment un système de paramètres de l’anneau O = OX1×kX2×kX3,MD ,
on désigne par B = (x1

i − x2
i , x

1
i − x3

i ) un idéal de O. Par la définition A.2.2, on a

i(M; X1 · X2 · X3; Y) = e(B).

On montrera

i(M; X1 · X2 · X3; Y) =
∑

j

i(M; P j · X3; Y) · i(P j; X1 · X2; Y).
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D’abord, on suppose que X1, X2, X3 sont intégres comme ils n’ont pas de composantes plongées.
On considère l’idéal X de O engendré par les éléments (x1

i − x2
i ), et on désigne par pi ses idéaux

premiers minimaux ; ces sont ceux des schémas PE
i ×k X3. Par la proposition A.1.36, on a

e(B) =
∑

i

e((B + pi)/pi)e(XOpi).

Or O/pi = OPE
i ×kX3,MD , et les classe des (x1

i − x3
i ) y sont induites par les équations de D ; donc

d’après le théorème A.2.7, on a e((B + pi)/pi) = i(MD; (PE
i ×k X3) · D; Y), et on a

i(MD; (PE
i ×k X3) · D; Y ×k Y ×k Y) = i(ME; (Pi ×k X3) · E; Y ×k Y)

= i(M; Pi · X3; Y)

d’après le théorème de réduction (le théorème A.2.7).
D’autre partie, on a Opi = OX1×kX2×kX3,PE

i ×kX3
, et les (x1

i − x2
i ) y sont induites par les équations

de E × Y , et il déduit que X est engendré par E|X1∩X2 ×k X3 au voisinage de PE
i ×k X3 ; on a donc

e(XOpi) = i(PE
i ×k X3; (X1 ×k X2 ×k X3) · (E ×k X3); Y ×k Y ×k Y)

= i(PE
i ; (X1 ×k X2) · E; Y ×k Y) · i(X3; X3 · X3; Y)

= i(Pi; X1 · X2; Y),

où la deuxième égalité est d’après le théorème A.2.7 et le corollaire A.2.4 correspondantes. Alors
on obtient l’assertion.

Pour le cas général, on a l’assertion d’après la proposition A.2.12.
Par le même argument, on a

i(M; X1 · X2 · X3; Y) =
∑

j

i(M; Q j · X1; Y) · i(Q j; X2 · X3; Y),

alors on montre le résultat. �

Corollaire A.2.16. Avec toutes les notations et conditions dans la proposition 1.3.3, alors on a

(i). (commutativité) X1 · X2 = X2 · X1 ;

(ii). (associativité) si X1, X2, X3 s’intersectent proprement, on a

X1 · X2 · X3 = X1 · (X2 · X3) = (X1 · X2) · X3.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition A.2.15. �

Exemple A.2.17 ([61], Exemple dans la page 7). Si l’intersection n’est pas propre, l’associativité
d’intersection (le terme (ii) de la proposition A.2.15) n’est plus vraie. Par exemple, dans P2

k =

Proj k[T0,T1,T2], où k est un coprs. Si U = {T2 = 0}, V = {T0T2 = T1}, W = {T1 = 0}, et
P = [1 : 0 : 0]. On a U · V = 2P, et V ·W = P, et donc :

(U · V) ·W = 2P , P = U · (V ·W).

Intersection avec un cylindre

Dans cette partie, on considère un schéma appelé cylindre (voir la définition 1.3.9) qui in-
tersecte un schéma de dimension pure en une composante proprement. De plus, on démontre la
multiplicité d’intersection à la composante est égale à la multiplicité de cette composante dans le
schéma.
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Proposition A.2.18 (Proposition 1.3.11). Soit U un sous-schéma fermé intègre de P(E) tel que
Ureg(k) , ∅. Soit dim(U) < m < n + dim(U) un entier. On fixe un point P ∈ Ureg(k). Alors il existe
un cylindre U1 de dimension n + dim(U) − m dont la direction est définie par un sous-schéma
k-linéaire fermé L de P(E) de dimension n−m passant par P tel que, pour tout sous-schéma fermé
V de dimension pure m de P(E) qui contient U, si L intersecte V proprement en le point P, alors
le cylindre U1 intersecte V proprement en U. De plus, on a

µU(V) = i(U; U1 · V;P(E))

et
µQ(V) = µU(V)

pour tout Q ∈ Ureg(k). Voir §1.2.3 pour la notation de µU(V).

Démonstration. D’abord, on démontre que U est une composante irréductible de l’intersection
U1 ·V . Soit D′ un sous-schéma k-linéaire fermé de P(E) qui contient D et qui intersecte U propre-
ment en le point P. S’il existe un schéma intègre U′ tel que U′ soit une composante irréductible
de l’intersection U1 ·V et U ( U′, alors on a dim(U′) > dim(U). De plus, soit U′′ une composante
irréductible de l’intersection D′ · U′ qui contient le point k-rationnel P. On obtient

dim(U′′) > dim(D′) + dim(U′) − n > 0,

qui contredit avec ce que D′ intersecte U proprement en le point P.
Par le lemme A.2.9, on peut choisir un W ∈ C(U) (les mêmes notations comme dans le lemme

A.2.9) tel que µU(V) = i(U; W · V;P(E)), et on peut choisir un P ∈ Ureg(k) tel que U est l’unique
composante de V ∩ Supp(W) passant par P et que W est une intersection complète au voisinage
de P. Soit M un sous-schéma k-linéaire de P(E) de dimension n − dim U (il est une intersection
complète de dim U hyperplans) tel que M intersecte U proprement en le point P. Par l’associativité
d’intersection propre (le terme (ii) de la proposition A.2.15), on a

i(U; V ·W;P(E))i(P; U · M;P(E)) = i(P; V ·W · M;P(E)).

Par le théorème de réduction (le théorème A.2.7), i(P; U · M;P(E)) = µP(U) = 1 comme M est
une intersection complète, alors on a

i(U; V ·W;P(E)) = i(P; V ·W · M;P(E)).

L’intersection W · M est une famille des éléments dans l’ensemble C(P) (au lieu de U), donc
on a

µU(V) = i(U; W · V;P(E)) = i(P; V ·W · M;P(E)) > µP(V). (A.3)

Or, d’après l’existence d’un système de paramètres (le théorème A.1.21) et le théorème de
réduction (le théorème A.2.7), il existe un sous-schéma k-linéaire fermé D de P(E) de dimension
n − dim V passant par P qui intersecte V proprement en le point P, tel que

µP(V) = i(P; D · V;P(E)). (A.4)

Donc si on désigne par U1 le cylindre de direction D passant par U de dimension n+dim U−dim V ,
on a U1 ∈ C(U), d’où on obtient

µU(V) 6 i(U; U1 · V;P(E)), (A.5)

comme µU(V) = min
W

i(U; W · V;P(E)) par le lemme A.2.9.
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On peut supposer que D est l’intersection complète d’hyperplans

H1,H2, . . . ,Hdim U ,Hdim U+1, . . . ,Hdim V ,

tel que le sous-schéma k-linéaire fermé défini par l’intersection complète de H1,H2, . . . ,Hdim U in-
tersecte U proprement en le point P. On désigne par D′ l’intersection complète de H1,H2, . . . ,Hdim U .
Alors on obtient D′ ∩ U1 = D ∩ U1 = D, et d’où on a

i(P; D · V;P(E)) = i(P; D · U1 · V;P(E)) = i(P; D′ · U1 · V;P(E))

= i(U; U1 · V;P(E))i(P; D′ · U;P(E)) (A.6)

par l’associativité d’intersection propre (le terme (ii) de la proposition A.2.15) ; alors

i(U; U1 · V;P(E)) 6 i(P; D · V;P(E)). (A.7)

Il résulte des inégalités (A.3), (A.4), (A.7) et l’égalité (A.5) en sens contraires que l’on a
µP(V) = i(U; U1 · V;P(E)) = µU(V).

Comme le choix de P ∈ Ureg(k) est arbitraire, on a

µQ(V) = µU(V)

pour tout Q ∈ Ureg(k). �

A.2.2 Intersection sur un espace projectif

Soit k un corps. Dans cette partie, on considère l’intersection et la multiplicité des sous-
schémas fermés de P(E). Pour un sous-schéma fermé X de P(E), on peut définir son degré par
rapport à un fibré en droites ample sur P(E). Si on prend le fibré en droites comme le fibré universel
de P(E), pour une intersection propre, on peut trouver une relation globale entre les multiplicité
d’intersection des composantes propres et les degrés des schémas dans l’intersection.

Degré par rapport à un fibré en droites ample

Soient P(E) l’espace projectif de dimension n sur le corps k, ϕ : X ↪→ P(E) un sous-schéma
projectif fermé par rapport au plongement ϕ. soit L un fibré en droites ample sur X, on désigne par

h0(X, L⊗D) = dimk H0(X, L⊗D).

Par le théorème A.1.11, lorsque D � 0, il existe un entier non-négatif δ, tel que

h0(X, L⊗D) =
δ

(dim X)!
Ddim X + O(tdim X−1).

On dit que δ est le degré de X par rapport à L, noté comme degL(X).

Définition A.2.19. On définit le polynôme asymptotique de la fonction h0(X, L⊗D) comme le
polynôme de Hilbert par rapport au fibré en droites L ; et l’entier δ comme le degré de X par
rapport à L, noté comme degL(X).

Soit Z =
∑
j∈J

n jX j ∈ Zp(P(E)) un cycle, où 1 6 p 6 n. On définit le degré de Z comme

degL(Z) =
∑
j∈J

n j degL(X j),

où degL(X j) est le degré d’un schéma projectif par rapport à L.
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Proposition A.2.20. Soient k un corps, ϕ : X ↪→ P(E) un schéma projectif de dimension pure, et
L un fibré en droites ample sur X

[X] =

s∑
i=1

`OX,Xi
(OX,Xi)Xi.

Alors on a

degL(X) = degL([X]) =

s∑
i=1

`OX,Xi
(OX,Xi) degL|Xi

(Xi).

Démonstration. Par la méthode similaire à la démonstration de la proposition 1.4 et la remarque
A.1.25, on a le résultat, comme les points génériques de X1, . . . , Xs sont correspondants aux les
idéaux premiers minimaux de OX . �

Si on prend L = OP(E)(1) le fibré universel de P(E), alors OX(1) � ϕ∗OP(E)(1) comme OP(E)(1)
est ample. Dans ce cas-là, on désigne par deg(X) le degré de X par rapport au fibré universel OX(1)
pour simplifier. Il est positif lorsque X est non-nul. On dit que h0(X,OX(D)) est la fonction de
Hilbert de X, et le polynôme asymptotique de h0(X,OX(D)) est le polynôme de Hilbert de X pour
simplifier.

Un point simple fermé P dans P(E) est de degré 1, comme H0(P,OP(D)) = k lorsque D > 1.

Proposition A.2.21. Soit k un corps. On définit ED = H0(P(E),OP(E)(D)), alors la fonction de
Hilbert et le polynôme de Hilbert de ED est

r(n,D) =

(
n + D

D

)
.

De plus, on a deg(P(E)) = 1.

Proposition A.2.22 ([2], Theorem 1). Soit X ↪→ P(E) un schéma projectif d’intersection complète,
qui signifie que X est l’intersection d’une famille de hypersurfaces {Hi}

r
i=1 dans Pn

k , et dim X = n−r.
Soient Hi l’hypersurface définie par le polynôme homogène fi(T0, . . . ,Tn), et di le degré de fi. On
désigne par r1(D) la fontcion de Hilbert de X, alors on a

r1(n,D) (A.8)

=

(
D + n

n

)
+

r∑
m=1

(−1)m
∑

16i1<···<im6r

(
D − di1 − · · · − dim + n

n

)
.

Démonstration. Par les définitions, les éléments ( f1, . . . , fr) est une suite régulière dans l’anneau
k[T0, . . . ,Tn]. Soit S = k[T0, . . . ,Tn], donc on peut contruire un complexe de Koszul au-dessous :

0→
r∧

(S r)→ · · · →
2∧

(S r)→ S → S/( f1, . . . , fr)→ 0,

où S r =
r⊕

i=1
S ei, et le morphisme ψ est défini par

ψ : S r → S

ei 7→ fi

Puisque le polynôme de Hilbert est additif car la fonction de longueur est additive, on a besoin de
calculer la fonction de Hilbert de

∧m(S r), où
∧m(S r) =

⊕
16i1<···<im6r

S ei1 ∧ · · · ∧ eim . Le degré de
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ei1 ∧ · · · ∧ eim est di1 + · · · + dim , alors on a besoin de computer la fonction de Hilbert de
r⊕

i=1
S ei, et

il faut calculer la fonction de Hilbert de S ei.
On considère la suite exacte

0 −−−−−→ S
fi

−−−−−→ S −−−−−→ S/( fi) −−−−−→ 0.

D’après la proposition A.2.21, la fonction de Hilbert de S est
(

D+n
n

)
, et la fonction de Hilbert de

fi · S est
(

D−di+n
n

)
. On a le résultat. �

Corollaire A.2.23. Soient k un corps, et X ↪→ P(E) une hypersurface définie par un polynôme
homogène de degré δ. Alors on a

r1(n,D) =

(
D + n

n

)
−

(
D − δ + n

n

)
.

De plus, une hypersurface de degré δ est définie par un polynôme homogène de degré δ.

Démonstration. C’est une corollaire directe de la proposition A.2.22. �

Soit P(E) un espace projectif. On appelle sous-schéma fermé k-linéaire de P(E) une inter-
section complète d’hyperplans de P(E). Pour le degré d’un schéma linéaire, on a le résultat ci-
dessous :

Lemme A.2.24. Soient R = k[T0, . . . ,Tn], et M = R/p, où p est l’idéal homogène définissant le
schéma projectif de dimension pure X. On suppose que f ∈ Ra une forme homogène de degré δ
avec dim(M/ f M) < d := dim(M). Alors on a

— deg(M/ f M) = δ deg(M), si dim(AnnM( f )) 6 d − 2 ;
— deg(M/ f M) = δ deg(M) − deg(AnnM( f )), si dim(AnnM( f )) = d − 1.

Démonstration. Par la suite exacte suivante

0 −−−−−→ (AnnM f )k−a −−−−−→ Mk−a
f

−−−−−→ Mk −−−−−→ (M/ f M)k −−−−−→ 0,

on a
PM(k) − PM(k − a) = PM/ f M(k) − P(AnnM f )(k − a),

où PM(k) est le polynôme de Hilbert de M avec variable k. On obtient le résultat par comparer les
coefficients dominants lorsque k � 0. �

Proposition A.2.25. Soient k un corps, X un schéma projectif de dimension pure plongé dans
P(E), et H un schéma linéaire plongé dans P(E). Si X intersecte H proprement, alors on a

deg(X ∩ H) = deg(X).

En particulier, si X est de dimension d et H est de dimension n − d, alors X ∩ H est composé par
au plus deg X points.

Démonstration. C’est une conséquence directe du lemme A.2.24, comme un hyperplan et un
schéma linéaire sont de degré par le corollaire A.2.2. Lorsque dim(X) = d et dim H = n − d,
d’après la proposition A.2.20, X ∩ H est composé par certains points et deg(X ∩ H) = deg(X),
donc on a l’assertion. �
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Proposition A.2.26. Pour un corps k de caratère 0, soit X un k-schéma projectif avec la immersion
fermée ψ : X ↪→ P(E) de dimension d et degré δ, où 0 6 d 6 n− 1 et δ > 1. Il y a un k-revêtement
de X sur Pd

k dont le nombre de couches est partout 6 δ.

Démonstration. Soient L un k-schéma linéaire de dimension n − d − 1 dans P(E) défini par l’in-
tersection complète des hyperplans `0, `1, . . . , `d, et

πL : P(E) r L→ Pd
k

un morphisme qui envoie le point fermé x en [`0(x) : `1(x) : · · · : `d(x)]. On peut choisir un L
tel que ψ(X) ∩ L = ∅, c’est puisque sous le plongement ψ, X est engendré par au moins n − d
polynômes ; et comme L est engendré par d + 1 polynômes, ψ(X) ∩ L est engendré par au moins
n + 1 polynômes. Comme car(k) = 0, on peut choisir des `i (i = 0, 1, · · · , d) proprement qui
satisfont le besoin. Par un tel L, on obtient un morphisme ϕ = πL ◦ ψ défini comme

ϕ : X → Pd
k ,

où ϕ est un morphisme fini, et pour chaque point fermé y ∈ Pd
k , on a #ϕ−1(y) 6 δ. C’est comme

pour chaque point fermé y ∈ Pd
k , π−1

L (y) est un schéma linéaire de dimension n − d dans P(E),
qui intersecte X proprement. Et par la proposition A.2.25, un schéma linéaire L de dimension
n − d qui intersecte X proprement, il y a au plus δ points fermés dans X ∩ L. C’est la fin de la
démonstration. �

Remarque A.2.27. Le résultat de la proposition A.2.26 ne fonctionne plus lorsque l’on suppose
car(k) > 0. En effet, soit k = F3, la courbe plane

C = Proj (k[T0,T1,T2]/ (T0(T0 − T2)(T0 − 2T2) − T1(T1 − T2)(T1 − 2T2)))

dans P(E), qui passe par tous les points k-rationnels de P2
k . Alors on ne peut pas construire une

k-morphisme C → P1
k qui vérifie le besoin.

Théorème de Bézout

Dans cette partie, soit X un sous-schéma fermé de P(E), tous les degrés de X mentionnés sont
le degré par rapport au fibré universel.

On définit une jointure des schémas projectifs pour ses plongements en P(E) fixés. Dans cette
partie, on utilise l’approche dans la section 1.3 de [29]. La référence originale a démontré le cas
de l’intersection propre de deux schémas projectifs. On peut généraliser cette méthode au cas de
l’intersection de plusieurs schémas directement.

Pour un corps k fixé, soient X1, . . . , Xr des schémas projectifs avec les immersions fermées
ψi : Xi ↪→ P

ni
k fixées. Pour i = 1, . . . , r, soit Ai l’anneau de coordonnée homogène de Xi, i.e.

Ai = K[T0,i,T1,i, . . . ,Tni,i]/ai où ai l’idéal homogène définissant Xi.

Définition A.2.28. Avec les notation ci-dessus, le schéma projectif J(X1, . . . , Xr) := Proj(A1 ⊗k

A2⊗k · · ·⊗k Ar) est appelé la statuée jointure de X1, . . . , Xr. On définit l’anneau A1⊗k A2⊗k · · ·⊗k Ar

comme
A1 ⊗k A2 ⊗k · · · ⊗k Ar =

∑
k1+···+kr=s

A1,k1 ⊗k A2,k2 ⊗k · · · ⊗k Ar,kr ,

où As,t est la t-ième gradué de l’anneau gradué As.

Le schéma J = J(X1, . . . , Xr) est un sous-schéma fermé de

Pn1+···+nr+r−1
k = Proj(k[T0,1,T1,1, . . . ,Tn1,1,T0,2,T1,2, . . . ,Tnr ,r]),
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qui est défini par la somme de l’idéal d’extension de a1, . . . , ar. On a les plongements canoniques :

ϕi : Xi ↪→ P
n1+···+nr+r−1
k

avec
[x0,i : · · · : xni,i] 7→ [0 : 0 : · · · : 0 : x0,i : · · · : xni,i︸           ︷︷           ︸

∗

: 0 : · · · : 0]

pour i = 1, . . . , r, où la coordonnée du point dans Xi est induite par l’immersion fermée ψi : Xi ↪→

Pni
k . Les termes dans "∗" sont du (n1 + · · · + ni−1 + i)-ième terme au (n1 + · · · + ni + i)-ième terme.

Proposition A.2.29. On les propriétés suivantes :

1. dim(J) = dim(X1) + · · · + dim(Xr) + r − 1 ;

2. deg(J) = deg(X1) · · · deg(Xr) ;

3. J(X1, . . . , Xr) � J(J(X1, . . . , Xr−1), Xr) canoniquement.

Démonstration. L’anneau coordonnée homogène du schéma projectif J est A1 ⊗k · · · ⊗k Ar. Alors
on obtient

dim(J) = dim(A1 ⊗k · · · ⊗k Ar) − 1 = dim(A1) + · · · + dim(Ar) − 1

= dim(X1) + · · · + dim(Xr) + r − 1,

qui montre le terme 1. Pour le terme 2, le polynôme de Hilbert du schéma projectif J est le produit
des polynômes de Hilbert de X1, . . . , Xr par rapport à ses fibrés universels, d’où on a l’assertion.
Le terme 3 est démonté par définition directement. �

Pour un schéma projectif X ↪→ Pn, on définit le cône affine de X comme un sous-schéma
affine de An+1 comme ci-dessous : X̂ = {x ∈ An+1|x = 0 ou [x] ∈ X}, où [x] signifie que pour un
point x avec sa coordonnée homogène [x0 : x1 : · · · : xn] dans Pn, [x] = (x0, x1, . . . , xn) avec sa
coordonnée affine dans An+1. En effet, on a

J = {[x1 : · · · : xr] ∈ Pn1+···+nr+r−1|xi ∈ X̂i pour i = 1, 2, . . . , r}.

Soient X1, . . . , Xr sous-schémas fermés de dimension pure de P(E). On suppose que

J := J(X1, . . . , Xr) ↪→ Pnr+r−1

est la statuée jointure de X1, . . . , Xr. Soit ∆ � Pn ↪→ Pnr+r−1 le morphisme diagonal, où le mor-
phisme envoie le point [x0 : · · · : xn] en le point [x0 : · · · : xn : x0 : · · · : xn · · · x0 : · · · : xn]. Avec
ce morphisme, X1 ∩ · · · ∩ Xr peut être identifié avec J ∩ ∆. Soit X̂i ↪→ A

n+1
k le cône affine de Xi

pour les i = 1, . . . , r, et il est en même de Ĵ. On a le fait que Ĵ = X̂1 ×k · · · ×k X̂r. Si on désigne par
∆̂ le diagonal de An+1 ×k · · · ×k A

n+1, alors on a ∆̂ ∩ Ĵ = X̂1 ∩ · · · ∩ X̂r. Alors on peut montrer la
propriété suivante :

Proposition A.2.30. Soient k un coprs, et X1, . . . , Xr des sous-schémas fermés de P(E). Pour toute
composante irréductible Z de X1 ∩ · · · ∩ Xr, on a

i(Z; X1, X2 · . . . · Xr;P(E)) = eOĴ,∆̂(Ẑ)
(J∆̂OĴ,∆̂(Ẑ)) = eOJ,∆(Z)(J∆OJ,∆(Z)),

où J∆ ⊆ OPnr+r−1 et J∆̂ ⊆ OA(n+1)r sont les idéaux définissants de ∆ et ∆̂ respectivement, et on
désigne par ∆(Z) et ∆̂(Ẑ) les images de Z et Ẑ dans J et Ĵ respectivement.

Démonstration. L’applications canoniques OX1×k ···×kXr ,∆(Z) → OĴ,∆̂(Ẑ) et OJ,∆(Z) → OĴ,∆̂(Ẑ) sont
régulières, et la multiplicité est invariante sous ces morphisme par la proposition A.1.41. �
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S’il n’y a pas des opinions divergentes, on note OJ,Z comme OJ,∆(Z) pour simplifier, où J est
une satuée jointure et Z est une composante irréductible des schémas plongés dans J. On a un
résultat global suivant :

Proposition A.2.31. Soient k un corps, et Z ↪→ P(E) un schéma projectif de dimension pure. On
suppose qu’il existe un sous-schéma k-linéaire Λ de P(E) qui intersecte Z proprement. Alors

deg(Z) =
∑

C⊆Z∩Λ

eOZ,C (JΛOZ,C) deg(C),

où C prend toutes les composantes propres de Z ∩ Λ, et JΛ ⊆ OPn est l’idéal de Λ.

Pour démontrer la proposition A.2.31, on démontrera un lemme autour de la suppression de
composantes plongées, qui est définie dans la définition A.2.13.

Lemme A.2.32. Avec toutes les notations dans la proposition A.2.31, on a

1. deg Z = deg Z∗ ;

2. eOZ,C (JΛOZ,C) = eOZ∗ ,C (JΛOZ∗,C).

Où Z∗ est défini dans la définition A.2.13.

Démonstration. Le terme 1 est de la proposition 1.4, comme OZ et OZ∗ ont les même idéaux
premiers minimaux. Pour montrer le terme 2, on considère la suite exacte

0 −−−−−→ JC −−−−−→ OZ,C −−−−−→ OZ∗,C −−−−−→ 0,

oùJ ⊆ OZ est un faisceau d’ideaux de Z∗. Alors par le corollaire A.1.16, puisque codimOX (SuppJ) >
1, donc OZ,C et OZ∗,C ont la même multiplicité, alors on a le résultat. �

Démonstration de la proposition A.2.31. On raisonne par récurrence sur le nombre codimPn Λ. Si
codimPn Λ = 0, alors Λ = Pn et dim Z = 0. Donc toutes les C sont des points fermés, qui doivent
être réguliers. Donc ils sont de dégre 1. On a µC(Z) = `OZ,C (OZ,C) par la proposition 1.3.5, et
d’après la proposition A.2.20, on a

deg(Z) =
∑

C

`OZ,C (OZ,C) =
∑

C

µC(Z) =
∑

C

eOZ ,C(JΛOZ,C) deg(C),

alors on a l’assertion lorsque codimPn Λ = 0.
Maintenant on suppose codimPn Λ > 0. Par le lemme A.2.32, on peut supposer que Z est de

dimension strictement pure. Soit H un hyperplan qui contient Λ. Comme l’intersection Z ∩ Λ est
propre, donc on a dim Z ∩ H < dim H, et on obtient deg(Z) = deg(Z ∩ H) d’après la proposition
A.2.25. D’autre part, si C est une composante propre de Z ∩ Λ, alors l’idéal q := J · OZ,C ⊆ A :=
OZ,C est un idéal primaire engendré par codimPn Λ éléments. Comme l’intersection est propre,
codimPn Λ = dimOZ,C . D’après le corollaire A.1.26, on a

eOZ,C (JΛOZ,C) = eOZ∩H,C (JΛOZ∩H,C).

Par l’hypothèse de récurrence, on a

deg(Z ∩ H) =
∑

C

eOZ∩H,C (JΛOZ∩H,C) deg(C),

ce qui montre la proposition A.2.31. �

Avec tous les résultat ci-dessus, on démontrera le théorème de Bézout.
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Théorème A.2.33 (Théorème de Bézout). Soient X1, . . . , Xr des sous-schémas fermés de dimen-
sion pure de P(E), qui s’intersectent proprement. Soient Z1, . . . ,Zs toutes les composantes propres
dans cette intersection, alors on a

s∑
i=1

i(Zi; X1 · . . . · Xr;P(E)) deg(Zi) = deg(X1) · · · deg(Xr).

Démonstration. On considère C := J(X1, . . . , Xr) la jointure statuée de X1, . . . , Xr et le sous-
schéma k-linéaire fermé Λ := ∆ ⊆ Pnr+r−1. Par la proposition A.2.29, on a deg(Z) = deg(X1) · · · deg(Xr).
D’après la proposition A.2.31, on a

s∑
i=1

i(Zi; X1 · . . . · Xr;P(E)) deg(Zi) =

s∑
i=1

eOC,Zi
(JΛOC,Zi) deg(Zi),

comme X1 ∩ · · · ∩ Xr � C ∩ Λ avec le morphisme diagonal X1 ∩ · · · ∩ Xr ↪→ C = J(X1, . . . , Xr).
D’après la proposition A.2.31, la côté droite est égale à deg(C). Alors on a l’assertion. �



Annexe B

Comptage des objets sur un corps fini

Dans ce chapitre, on estimera le nombre des points Fq-rationnels de certains schémas. On
donnera aussi une majoration du nombre des espaces vectoriels qui satisfont quelque conditions.
Les résultats dans ce chapitre sont utiles dans le chapitre 1.

B.1 Nombre de points rationnels de la grassmannienne

Dans cette section, on donnera une comptage de points rationnels de la grassmannienne sur un
corps fini. Par cela, on peut donner une majoration du nombre de points rationnels d’un schéma
projectif de dimension pure. On utilise l’approche dans [79].

Lemme B.1.1. Soit GLn le groupe général linéaire de rang n, alors

# GLn(Fq) = q
n(n−1)

2

n∏
k=1

(qk − 1)

= q
n(n−1)

2 (q − 1)n
n∏

k=1

qk − 1
q − 1

= q
n(n−1)

2 (q − 1)n
n∏

k=1

(qk−1 + qk−2 + · · · + 1).

Démonstration. Pour une n × n matrice à coefficients dans Fq, s’il est un élément dans GLn(Fq),
on a qn − 1 choix au total pour la première colonne. Pour la k-ième colonne, on a qn − qk choix
au total, comme il doit être Fq-linéairement indépendant du 1, 2, . . . , k − 1-ièmes colonnes. La
dernière colonne a qn − qn−1 choix. Alors

# GLn(Fq) =

n∏
k=1

(qn − qk−1),

et la partie reste est une calulation directe. �

Soient k un corps, et V un espace k-vectoriel de rang fini. On désigne par Gr(r,V∨) la grass-
mannienne qui classifie tous sous-espaces vectoriels de dimension r d V . Soit k′/k une extension de
corps, on désigne par Gr(r,V∨)(k′) l’ensemble des sous-espaces k′-vectoriels Gr(r,V∨). De plus,
si V = kn, on désigne par Grk(r, n) la grassmannienne Grk(r, kn) pour simplifier, ou par Gr(r, n) s’il
n’y a pas de confusion. En particulier, on a Grk(n − 1, n) � Pn−1

k .
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Il y a un sous-espace vectoriel de dimension r de Fn
q définie ci-dessous : la collection de

vecteurs dont les dernières n − r coordonnées sont zèro. Le sous-espace est muni d’une identifica-
tion naturelle avec Fr

q, et on l’écrit comme Fr
q ⊂ F

n
q. Si g ∈ GLn(Fq), g · Fr

q traverse les premières r
colonnes de g.

Les premières r colonnes d’une matrice dans GLn(Fq) peut être arbitraire r vecteurs linéaire-
ment indépendants, qui signifie

GLn(Fq) · Fr
q = Gr(r, n)(Fq),

alors la variété grassmannienne est une orbite simple de GLn(Fq) sur Fr
q. Soit GLn(Fq)Fr

q = {g ∈
GLn(Fq)|g · Fr

q = Fr
q}, alors on obtient le résultat suivant.

Lemme B.1.2. Soit 0 6 r 6 n. Alors

GLn(Fq)Fr
q =

{
g ∈

(
A B
0 C

)
|A ∈ GLr(Fq),C ∈ GLn−r(Fq),

B ∈ Mr×(n−r)(Fq)
}
,

où Ma×b(Fq) est l’ensemble des a × b matrices à coefficients dans Fq.

Démonstration. Comme g · Fr
q est un sous-espace de dimension r de Fn

q, il est égal à Fr
q si et

seulement si il est contenu dans Fr
q. Donc

GLn(Fq)Fr
q = {g ∈ GLn(Fq)|g · Fr

q ⊂ F
r
q}.

On suppose que v ∈ Fn
q, alors v est un vecteur dans Fr

q si et seulement si les dernières n − r
coordonnées de v sont zéro. Alors

GLn(Fq)Fr
q =

{
g ∈

(
A B
0 C

)
|A ∈ Mk×k(Fq), C ∈ M(n−r)×(n−r)(Fq),

B ∈ Mr×(n−r)(Fq)
}
.

Pour un g ∈ GLn(Fq)Fr
q , on a det g = det A · det C, alors g ∈ GLn(Fq) si et seulement si

A ∈ GLr(Fq) et C ∈ GLn−r(Fq). Alors on a l’assertion. �

Proposition B.1.3. Soit Gr(r, n) la grassmannienne définie ci-dessus, alors

# Gr(r, n)(Fq) =
# GLn(Fq)

qr(n−r)# GLr(Fq) · # GLn−r(Fq)

=

n∏
t=1

(qt − 1)

k∏
t=1

(qt − 1) ·
n−r∏
t=1

(qt − 1)

=

n∏
t=1

(qt−1 + qt−2 + · · · + 1)

r∏
t=1

(qt−1 + qt−2 + · · · + 1) ·
n−r∏
t=1

(qt−1 + qt−2 + · · · + 1)
.

En particulier, l’égalité
#Pn(Fq) = qn + · · · + 1

est vérifiée.



B.1. Nombre de points rationnels de la grassmannienne 201

Démonstration. D’après le lemme B.1.2, on obtient

# GLn(Fq) = # Gr(r, n)(Fq) · # GLn(Fq)Fr
q

= # Gr(r, n)(Fq) · # GLr(Fq) · qr(n−r) · # GLn−r(Fq),

la partie reste est une calculation directe par le lemme B.1.1. �

Dans la suite, on estimera le nombre des points Fq-rationnels d’un schéma projectif de di-
mension pure. Pour l’objet, d’abord on introduira la définition d’un degré d’un schéma affine de
dimension pure. Soient k un corps, et Y un schéma affine de dimension pure plongé dans An

k , on
identifie An

k un ouvert de Pn
k , l’adhérence Y de Y dans Pn

k est appelée comme l’adhérence projectif
de Y dans Pn

k . Voir [43, Exercise 2.9, Chap. I] pour plus détails. On définit le degré de Y comme le
dégre de Y par rapport au fibré universel.

Soient k′/k une extension de corps, E un espace vectoriel de rang fini sur k, et φ : X ↪→ P(Ek′)
une immersion fermée. On a le diagramme commutatif suivant :

X �
� φ

// P(Ek′) //

��

�

P(E)

��

Spec k′ // Spec k.

On a défini l’ensemble Xφ(k) dans la définition 1.3.18. On a un résultat ci-dessous pour estimer
le cardinal de l’ensemble Xφ(k) si X est de dimension pure.

Proposition B.1.4. Soient k/Fq une extension de corps, E un espace vectoriel de rang fini sur k,
et φ : X ↪→ P(E) une immersion fermée de P(E) de dimension pure de dimension d. Alors

#Xφ(Fq) 6 deg(X)#Pd
Fq

(Fq).

Démonstration. D’abord, on suppose que X est intègre. On montrera le résultat suivant :
— Soit φ′ : V ↪→ An

k un schéma affine sur Spec k de dimension d avec l’immersion fermée
φ′ fixée, où k est une extension de Fq. Alors le nombre des points fermés de X dont l’image
plongée dans An

k est une image inverse d’un point Fq-rationnel de An
Fq

par rapport au

morphisme φ′ est plus petit que ou égal à deg(V)qd.
On désigne par Vφ′(Fq) l’ensemble des points fermés de V qui satisfont les conditions ci-

dessus. On raisonne par récurrence sur la dimension d de V . Si d = 0, il est démontré par définition.
On suppose qu’il est démontré pour dimension d − 1. Pour le cas de dimension d, d’abord on

a la relation
An(Fq) =

⊔
a∈Fq

Wa(Fq),

où Wa est l’hyperplan défni par l’équation Ti = a pour un i fixé. Alors

#Vφ′(Fq) =
∑
a∈Fq

(V ∩Wa)φ′(Fq).

On peut trouver un i = 1, . . . , n, tel que pour tout a ∈ Fq, V ∩Wa soit un schéma affine dans An−1
k

de dimension d − 1 degré deg(V). Par l’hypothèse de récurrence, on obtient #(V ∩ Wa)φ′(Fq) 6
deg(V)qd−1. Alors

#Vφ′(Fq) =
∑
a∈Fq

(V ∩Wa)φ′(Fq) 6 q deg(V)qd−1 = deg(V)qd.
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Dans la suite, on démontrera le résultat originale. Soit φ : X ↪→ Pn un schéma projectif de
dimension pure avec l’immersion fermée φ fixée. On raisonne par récurrence sur la dimension d
de X aussi. Si d = 0, il est démontré par définition. S’il est démontré pour le cas de dimension
d − 1. Pour le cas de dimension d, soit H0 l’hyperplan défini par l’équation homogène T0 = 0.
Donc

Xφ(Fq) = (X r H0)φ(Fq)
⊔

(X ∩ H0)φ(Fq),

où XrH0 est un sous-schéma fermé de dimension pure deAn
k de dimension d et degré deg(X) avec

l’immersion fermée induite. Donc #(XrH0)φ(Fq) 6 deg(X)qd par l’argument ci-dessus. Le schéma
X∩H0 est un schéma projectif de dimension d−1 degré deg(X) plongé dans Pn−1

k avec l’immersion
fermée fixée. D’après la hypothèse de récurrence, on obtient #(X ∩ H0)φ(Fq) 6 deg X#Pd−1(Fq).
On combine les deux résultats, on obtient

#X(Fq)φ = #(X r H0)φ(Fq) + #(X ∩ H0)φ(Fq)

6 deg(X)qd + deg(X)Pd−1(Fq)

= deg(X)#Pd(Fq),

où on utilise le fait que #Pd(Fq) = qd + qd−1 + · · · + 1 d’après la proposition B.1.3.
Si X est irréductible, on a le résultat par considérer le sous-schéma intègre de X qui a la même

espace topologique. Si X est un schéma projectif de dimension pure général, d’après la proposition
A.2.20, on peut considérer ce problème composante par composante. Alors on a l’assertion. �

B.2 Nombre de certains sous-espaces vectoriels

Dans cette section, tout espace vectoriel est défini sur un corps fini Fq s’il n’y a pas de spé-
cialement mentionné. On donnera la valeur maximale du nombre de sous-espaces vectoriels d’un
espace vectoriel de rang fini qui satisfont certaines conditions.

Lemme B.2.1. Soit V un espace vectoriel de dimension n sur un corps fini Fq, 1 6 s 6 n − 1.
Alors il faut de au moins qs + qs+1 + · · · + 1 sous-espaces vectoriels de codimension s qui peuvent
recouvrir tous les Fq-points de V.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur la codimension des sous-espaces dans V . Si la
codimension est 1, soit V = Fn

q, alors V peut être recouvert par les sous-espaces vectoriels définis
par les équations

T1 = 0,T1 + T2 = 0, . . . ,T1 + (q − 1)T2 = 0,T2 = 0,

et ces sont q + 1 sous-espaces au total.
Si V peut être recouvert par q sous-espaces vectoriels de dimension n − 1. Tout sous-espace

de dimension n − 1 contient qn−1 points Fq-rationnels, et l’union contient au plus qn points Fq-
rationnels, qui est égal à #V(Fq). Mais l’intersection de chaque deux sous-espaces est toujours
non-vide, alors l’union contient strictement plus petit que qn points Fq-rationnels, qui déduit une
contradiction.

On suppose que l’assertion est vraie pour le cas de codimension s. Pour le cas de codimension
s + 1, tout le sous-espace de dimension n − 1 peut être recouvert par qn−s−1 + · · · + 1 sous-espaces
de dimension n − s − 1 en total. Pour l’espace V , s’il peut être recouvert par q(qn−s−1 + · · · + 1)
sous-espaces vectoriels de dimension n − s − 1. On suppose que W1, . . . ,Wq+1 est une famille des
sous-espaces de dimension n − 1 de V . Par le principe des tiroirs de Dirichlet, il existe un Wi qui
contient moins que qn−s−1 + · · · + q sous-espaces de dimension n − s − 1, alors il ne peut pas être
recouvert, ce qui est une contradiction.
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Soit Ht1,...,ts+1 le sous-espace vectoriel défini comme l’intersection de

t1T1 + · · · + ts+1Ts+1 = 0,

où on choisit [t1 : · · · : ts+1] ∈ Ps(Fq), alors tous les Ht1,...,ts+1 peut recouvrir Fn
q. D’après la

proposition B.1.3, on obtient #Ps(Fq) = qs + · · · + 1. Alors on a l’assertion. �

Proposition B.2.2. Soient V un espace vectoriel de dimension n sur Fq, r, s deux entiers où 1 6
r 6 n − 1 et 0 6 s 6 n − r − 1. On suppose que k est un entier positif vérifiant les conditions
suivantes : pour tous W1, . . . ,Wk qui sont des sous-espaces vectoriels sur le corps Fq de dimension
r, il toujours existe un sous-espace vectoriel U sur Fq de dimension n− r − s, tel que U ∩Wi = {0}
pour tout i = 1, . . . , k. Alors la valeur maximale de k est

q(qs + qs−1 + · · · + 1).

Démonstration. Dans la démonstration, on désigne τ(q, s) = q(qs + qs−1 + · · ·+ 1) pour simplifier.
D’abord, on suppose que r = n−s−1. D’après le lemme B.2.1, l’espace vectoriel V peut être re-

couvert par τ(q, s)+1 sous-espaces vectoriels de codimension s+1, notés comme W1,W2, . . . ,Wτ(q,s)+1.
Alors chaque sous-espace vectoriel de dimension 1 de V intersecte au moins un des W1, . . . ,Wτ(q,s)+1,
donc on a k = τ(q, s) + 1 pour le cas de r = n − s − 1.

Pour démontrer k 6 τ(q, s) en général, on fixe un sous-espace vectoriel Z de V de dimension
r+ s+1. On utilise le cas ci-dessus, et on choisit τ(q, s)+1 sous-espaces vectoriel W1, . . . ,Wτ(q,s)+1
de dimension r dans V , tels que chaque sous-espace vectoriel de dimension 1 de Z est contenu dans
au moins un des Wi, i = 1, . . . , τ(q, s) + 1. Comme chaque sous-espace vectoriel U de dimension
n − r − s de V contient un sous-espace vectoriel de Z de dimension au moins 1, on obtient que U
intersecte un des Wi, k = 1, . . . , τ(q, s) + 1. Alors k 6 τ(q, s).

Maintenant on montrera k > τ(q, s). Soient W1, . . . ,Wτ(q,s) des sous-espaces vectoriels de V
de dimension r. D’après le lemme B.2.1, il faut d’au moins τ(q, s) + 1 sous-espaces vectoriels de
dimension n − s − 1 de recouvrir V . Donc il existe un sous-espace vectoriel de dimension 1 (noté

par L) qui n’est pas contenu dans
τ(q,s)⋃
i=1

Wi. Soit V = V/L. Par l’hypothèse de récurrence à n− r − s,

il existe un sous-espace vectoriel U de V de dimension n − r − s − 1 qui a une intersection triviale
avec chaque W i. On se relève ce U à un sous-espace vectoriel de V de dimension n − r − s, noté
par U. Donc U a une intersection triviale avec chaque Wi. �
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[39] A. Grothendieck et J. Dieudonné – « Éléments de géométrie algébrique. IV. Étude locale
des schémas et des morphismes de schémas. II », Institut des Hautes Études Scientifiques.
Publications Mathématiques (1965), no. 24, p. 231.

[40] — , « Éléments de géométrie algébrique. IV. Étude locale des schémas et des morphismes de
schémas. III », Institut des Hautes Études Scientifiques. Publications Mathématiques (1966),
no. 28, p. 255.

[41] — , Éléments de géométrie algébrique, Die Grundlehren der mathematischen Wis-
senschaften in Einzeldarstellungen, vol. 166, Springer-Verlag, Berlin, 1971.

[42] M. Hajli – « On the normalized arithmetic Hilbert function », Algebra Number Theory 9
(2015), no. 10, p. 2293–2302.

[43] R. Hartshorne – Algebraic geometry, Springer-Verlag, New York, 1977, Graduate Texts in
Mathematics, No. 52.

[44] D. R. Heath-Brown – « The density of rational points on curves and surfaces », Annals of
Mathematics. Second Series 155 (2002), no. 2, p. 553–595.

[45] M. Hindry et J. H. Silverman – Diophantine geometry, Graduate Texts in Mathematics, vol.
201, Springer-Verlag, New York, 2000, An introduction.

[46] J. Kollár – Lectures on resolution of singularities, Annals of Mathematics Studies, vol. 166,
Princeton University Press, Princeton, NJ, 2007.

[47] J. C. Lagarias et A. M. Odlyzko – « Effective versions of the Chebotarev density theorem »,
Algebraic number fields : L-functions and Galois properties (Proc. Sympos., Univ. Durham,
Durham, 1975), Academic Press, London, 1977, p. 409–464.

[48] G. Laumon – « Degré de la variété duale d’une hypersurface à singularités isolées », Bulletin
de la Société Mathématique de France 104 (1976), no. 1, p. 51–63.

[49] Q. Liu – Algebraic geometry and arithmetic curves, Oxford Graduate Texts in Mathematics,
vol. 6, Oxford University Press, Oxford, 2002, Translated from the French by Reinie Erné,
Oxford Science Publications.

[50] H. Matsumura – Commutative algebra, second éd., Mathematics Lecture Note Series,
vol. 56, Benjamin/Cummings Publishing Co., Inc., Reading, Mass., 1980.

[51] — , Commutative ring theory, second éd., Cambridge Studies in Advanced Mathematics,
vol. 8, Cambridge University Press, Cambridge, 1989, Translated from the Japanese by M.
Reid.

[52] B. Mazur – « Eigenvalues of Frobenius acting on algebraic varieties over finite fields »,
Algebraic geometry (Proc. Sympos. Pure Math., Vol. 29, Humboldt State Univ., Arcata,
Calif., 1974), Amer. Math. Soc., Providence, R.I., 1975, p. 231–261.

[53] J. S. Milne – Étale cohomology, Princeton Mathematical Series, vol. 33, Princeton University
Press, Princeton, N.J., 1980.

[54] A. Moriwaki – Arakelov geometry, Translations of Mathematical Monographs, vol. 244,
American Mathematical Society, Providence, RI, 2014, Translated from the 2008 Japanese
original.



208 Bibliographie
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