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Résumé

Dans cette thèse, des simulations numériques directes (DNS) de fluides non New-
toniens (basées sur le modèle rhéologique FENE-P) ont été réalisées et comparées
avec des DNS de fluides Newtoniens à même viscosité. Les comparaisons sont effec-
tuées sur les statistiques dans l’espace physique et également dans l’espace spectral.
Le résultat le plus remarquable est l’émergence d’une nouvelle loi de puissance avec
l’exposant −6 pour l’évolution du spectre d’énergie cinétique, dans la zone dissi-
pative. Nous constatons que dans cette région, il y a une injection d’énergie qui
provient des polymères et est transférée au fluide porteur, qui est généralement
négligée ou inobservable dans les autres travaux de la littérature. Cette injection
d’énergie est responsable de cette nouvelle loi de puissance. Nous avons établi un
bilan d’énergie échelle par échelle et une estimation approximative des quantités
d’énergie échangée qui confirme ce mécanisme.



Liste des symboles

Abbreviations

(en) Abbreviations en Anglais

(fr) Abbreviations en Français

THI Turbulence homogène isotrope (fr)

HIT Homogeneous isotrope turbulence (en)

EIT Elasto inertial turbulence (en)

ET Elastic turbulence(en)

DNS Direct numerical simulation (en)

DR Drag reduction (en)

TF Transformé de Fourier (fr)

FFT Fast Fourier Transform (en)

FENE Finite Extension Non linear Elastic (en)

PDF Probability density function (en)

InV Incrément de vitesse (fr)

InVL Incrément de vitesse longitudinale (fr)

InVT Incrément de vitesse transversale (fr)

SFR Square root formulation (en)

Nombre adimensionnelle

Re Nombre de Reynolds

ReU Nombre de Reynolds nominal appliqué aux écoulements spé-
cifiques avec des définitions spécifiques au l’écoulement

Reλ Nombre de Reynolds basé sur l’échelle de Taylor : Reλ = urmsλ
νf

De Nombre de Deborah

Wi Nombre de Weissenberg

1



Wi� Nombre de Weissenberg calculé au échelle � : Wi� = τp
τ�

Les angles

θ Angle entre 2 liaison covalence lié à un même atome Car-
bone

[rad]

ϕ Angle de rotation d’une liaison covalence [rad]

Exposants des lois de puissance

α1 Exposant de la variation de la partie potentielle de la fonction
Φij(k)

[-]

δ Exposant de la fonction de densité de probabilité ϕ(x) quand
x tend vers ∞

[-]

g Exposant de la fonction de densité de probabilité ϕ(x) quand
x tend vers 0

[-]

Grandeurs physiques macroscopiques

u Vecteur vitesse Eulérienne [ms−1]

u′ Vecteur vitesse Eulérienne fluctuant [ms−1]

ui i-ième composant du vecteur u [ms−1]

δu Incrément de vitesse suivant une direction donné [ms−1]

v Vecteur vitesse Lagrangienne [ms−1]

vi i-ième composant du vecteur v [ms−1]

w Vecteur vorticité Eulérienne [s−1]

wi i-ième composant du vecteur w [s−1]

t Temps [s]

t� Temps caractéristique associé à l’échelle de longueur � [s]

t? Temps de décorrélation [s]

tR Temps de retournement [s]

U Vitesse caractéristique [ms−1]

Uη Vitesse caractéristique à l’échelle Kolmogorov [ms−1]

l Longueur caractéristique [m]

L Longueur caractéristique à grand échelle [m]

LK Échelle intégrale de turbulence [m]

Lp Échelle intégrale de polymère [m]

λ Échelle de Taylor [m]

η Échelle de Kolmogorov [m]

lDG Échelle de De Gennes [m]
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lLum Échelle de Lumley [m]

urms Moyenne quadratique de la vitesse [ms−1]

P Pression [kg.m−1.s−2]

p Pression normalisé par la densité : p = P
ρ

[m2.s−2]

f Force volumique (normalisé par la densité) [m.s−2]

fABC Force volumique (normalisé par la densité) que la for-
çage ABC injecté dans l’écoulement

[m.s−2]

k Vecteur d’onde [m−1]

f0 Amplitude de forçage(normalisé par la densité) [m.s−2]

k, k′ Nombre d’onde [m−1]

κ Un variable modale générique, peut aussi représenter un
nombre d’onde

kF Nombre d’onde où on injecte l’énergie de forçage [m−1]

A La compensé de la symétrisation du terme u · ∇C [-]

B Racine carré symétrie du tenseur de conformation C [-]

B′ Partie fluctuant du tenseur B [-]

D Tenseur de conformation [m2]

D? L’état l’équilibre du tenseur de conformation [m2]

C Tenseur de conformation normalisé [-]

C? L’état l’équilibre du tenseur de conformation normalisé [-]

S Contraint qui agit sur une volume fluide [m2.s−2]

Sp Contraint créé par des polymères agissant sur une volume
fluide

[m2.s−2]

Sf Contraint visqueuse agissant sur une volume fluide [m2.s−2]

Aij Notation indicielle de tenseur A [-]

Bij Notation indicielle de tenseur B [-]

B′ij Notation indicielle de tenseur B′ [-]

Cij Notation indicielle de tenseur C [-]

Dij Notation indicielle de tenseur D [-]

Sij Notation indicielle de tenseur S [m2.s−2]

(Sp)ij Notation indicielle de tenseur Sp [m2.s−2]

(Sf )ij Notation indicielle de tenseur Sf [m2.s−2]

Γ Taux de cisaillement [s−1]
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EK(k) Spectre 1D d’énergie cinétique turbulence [m3.s−2]

EkK Spectre 3D d’énergie cinétique turbulence [m5.s−2]

Ep(k) Spectre 1D d’énergie élastique de polymère [m3.s−2]

Ekp Spectre 3D d’énergie élastique de polymère [m3.s−2]

Φk La fonction de densité d’énergie spectrale de [m3.s−2]

Sf→p(k) Spectre 1D de l’échange d’énergie du fluide vers le
polymère

[m3.s−3]

Skf→p Spectre 3D de l’échange d’énergie du fluide vers le
polymère

[m5.s−3]

Sp→f (k) Spectre 1D de l’échange d’énergie du polymère vers
le fluide

[m3.s−3]

Skp→f Spectre 3D de l’échange d’énergie du polymère vers
le fluide

[m5.s−3]

Ts(k) Spectre 1D de l’échange d’énergie entre polymère et
le fluide

[m3.s−3]

Tks Spectre 3D de l’échange d’énergie entre polymère et
le fluide

[m5.s−3]

Tf (k) Spectre 1D de transfert d’énergie cinétique par
convection

[m3.s−3]

Tkf Spectre 3D de transfert d’énergie cinétique par
convection

[m5.s−3]

Tp(k) Spectre 1D de transfert d’énergie élastique par advec-
tion

[m3.s−3]

Tkp Spectre 3D de transfert d’énergie élastique par advec-
tion

[m3.s−3]

Df (k) Spectre 1D de la dissipation visqueuse [m3.s−3]

Dk
f Spectre 3D de la dissipation visqueuse [m5.s−3]

Rp(k) Spectre 1D de la relaxation d’énergie de polymère [m3.s−3]

Rkp Spectre 3D de la relaxation d’énergie de polymère [m5.s−3]

F (k) Spectre 1D de l’injection d’énergie au l’écoulement
par le forçage

[m3.s−3]

Fk pectre 3D de l’injection d’énergie au l’écoulement par
le forçage

[m5.s−3]

Da(k) Spectre 1D de la dissipation artificielle [m3.s−3]

Dk
a Spectre 3D de la dissipation artificielle [m5.s−3]
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Ta(k) Spectre 1D de la transfert artificielle par l’effet de
symétrisation de tenseur B

[m3.s−3]

Tka Spectre 3D de la transfert artificielle par l’effet de
symétrisation de tenseur B

[m5.s−3]

ΠT (k) Flux cumulé d’un spectre quelconque T (k) : ΠT (k) =∫ k
0
T (k′)dk′

[m4.s−3]

tf (k, p, q) Transfert élémentaire nombre d’onde par nombre
d’onde de Tkf

[m5.s−3]

t
(3D)
f (k,p, q) Transfert élémentaire mode par mode de Tkf [m5.s−3]

tp(k, p, q) Transfert élémentaire nombre d’onde par nombre
d’onde de Tkp

[m5.s−3]

t
(3D)
p (k,p, q) Transfert élémentaire mode par mode de Tkp [m5.s−3]

ta(k, p, q) Transfert élémentaire nombre d’onde par nombre
d’onde de Tka

[m5.s−3]

t
(3D)
a (k,p, q) Transfert élémentaire mode par mode de Tka [m5.s−3]

SM Second membre dans l’équation dynamique de l’écou-
lement porteur

[m3.s−3]

SMP Second membre dans l’équation dynamique de polymère [m3.s−3]

eK Énergie cinétique turbulence moyenne sur une unité
de volume

[m2s−2]

ep Énergie élastique de polymère moyenne sur une unité
de volume

[m2.s−2]

eFp Contribution de la partie fluctuant au énergie élas-
tique de polymère moyenne ep

[m2.s−2]

eMp Contribution de la partie moyenne au énergie élas-
tique de polymère moyenne ep

[m2.s−2]

Qf Estimation de l’énergie de polymère qui est injecté au
fluide : Qf = (eMp )2 + 6eMp e

F
p + 3(eFp )2.

[m2.s−2]

ef→p Énergie cinétique turbulence converti au énergie élas-
tique de polymère (moyenne sur une unité de volume)

[m2.s−2]

ep→f Énergie élastique de polymère converti au énergie ci-
nétique turbulence (moyenne sur une unité de vo-
lume)

[m2.s−2]

εf Dissipation visqueuse moyenne sur une unité de volume [m2.s−3]

φij(r) Fonction corrélation de vitesse : φij = 〈ui(x)uj(u + r)〉 [m2s−2]

φ(r) La trace du tenseur φij [m2s−2]
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φpijkl(r) Fonction corrélation de polymère : φpijkl =
〈Bij(x)Bkl(u + r)〉

[m2s−2]

f(r) Fonction corrélation longitudinale . La notation f peut
être également utilisé pour présenté une fonction scalaire
quelconque

g(r) Fonction corrélation transversale [-]

Symboles, constructions, et fonctions mathématiques

� Un objet mathématique quelconque

X Représente un objet mathématique quelconque

εijk Symbol de Levi-Civita

I Matrice identité

δij Symbol delta de Kronecker

δ(∗) Fonction delta de Dirac

δr(∗) Fonction delta de Dirac translaté une distance de r

IIIr(∗) Fonction peigne de Dirac avec l’espacement de r

i Unité imaginaire

P Fonction de Peterlin

D Nombre de dimension considérée [-]

D Domaine de calcul

BLb Boîte périodique de Lb

VD Volume total du domaine de calcul [m3]

ex Vecteur unitaire suivant 1ère direction (direction parallèle
au écoulement dans un canal)

ey Vecteur unitaire suivant 2ème direction (1ère direction
perpendiculaire au écoulement dans un canal)

ez Vecteur unitaire suivant 3ème direction (2ème direction
perpendiculaire au écoulement dans un canal)

⊥ Direction perpendiculaire à la direction de cisaillement

‖ Direction parallèle à la direction de cisaillement

x Coordonnée suivant direction ex, la notation x peut être éga-
lement utilisé pour présenter l’abscisse d’une fonction à une
seule variable quelconque

y Coordonnée suivant direction ey, la notation y peut être éga-
lement utilisé pour présenter l’ordonnée d’une fonction à une
seule variable quelconque
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z Coordonnée suivant direction ez

x Vecteur de position d’un point [m]

X Vecteur de position d’un centre de masse d’un groupe de mo-
nomères

[m]

xi i-ième composant du vecteur x [m]

r Vecteur de séparation entre 2 points. Cette notation est éga-
lement utilisé pour indiquer la séparation entre 2 extrémités
d’un groupe de monomères dans un molécule de polymère

[m]

ri i-ième composant du vecteur r [m]

n Vecteur entière

n Nombre entière. Cette notation est également utilisé pour
compter le nombre de polymère dans une unité de volume.

tij Notation indicielle d’une tenseur d’ordre 2 quelconque

tijkl Notation indicielle d’une tenseur d’ordre 4 quelconque

f ,f1, f2 Des fonctions scalaires quelconques

fd(�) Une fonction scalaire discrète quelconque

fn n-ième élément dans la suite créé par la discrétisation de la
fonction f

H(f) Une opération quelconque H appliqué au fonction f

L(f) Une opération linéaire quelconque H appliqué au fonction f

N(f) Une opération non linéaire quelconque H appliqué au fonction
f

C1, C2 Des constants quelconques

Pij(r) Un projection parallèle à r

Πij(r) Un projection perpendiculaire à r

A(t) Variable aléatoire qui varie en temps

L(...) Combinaison linéaire de tout les opérants

PC{�} Projecteur de Craya

Lb Longueur de la boîte périodique [m]

∆t Le pas du temps dans un schéma numérique ou un dis-
tance en temps

[s]

θN La partition d’interpolation explicite de terme non linéaire [s]

θN La partition d’interpolation explicite de terme linéaire [s]

Ensembles mathématiques

R Nombres réels
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C Nombres complexes

N Nombres des entiers naturelles

Z Nombres des entiers relatives

Sk Ensemble des modes dans l’espace de Fourier qui satisfont :
k < |k| < k + 1

Gtf Ensemble des interactions triadiques t(3D)(k,p,q)
f qui satisfont :

k ∈ Sk,p ∈ Sp, et q ∈ Sq

Gtp Ensemble des interactions triadiques t(3D)(k,p,q)
p qui satisfont :

k ∈ Sk,p ∈ Sp, et q ∈ Sq
Opérations mathématiques

tr(�) Trace de tenseur �

d� Opération différentielle

D� Opération différentielle particulaire

∂� Opération différentielle partielle

∂⊥� Opération différentielle partielle en espace suivant la direction
perpendiculaire au direction de cisaillement

∂‖� Opération différentielle partielle en espace suivant la direction
parallèle au direction de cisaillement

∆� Opération Laplacienne de �

∇� Opération gradient de �

∇ ·� Opération divergence de �

∇∧� Opération rotation de �

� ·� Produit à simple contraction( Exemple : u · v = ui vi )

� : � Produit à double contraction( Exemple : A : B = Aij Bij )

� ∧� Produit vectorielle ( Exemple : u ∧ v = uivjεijk)

� ∗� Produit de convolution
˙(�) Dérivation partielle en temps de ∗

〈�〉 Moyenne de �

〈�〉V Moyenne de � sur la volume V

〈�〉t Moyenne de � en temps (la dépendant en temps disparaîtra)

〈�〉x Moyenne de � en espace (la dépendant en espace disparaîtra)

TF [�]k Transformé de Fourier de * avec une nouvelle dépendance en
vecteur d’onde k (Utilisé quand � est encombrant)
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FFT [�]k Transformé de Fourier rapide de * avec une nouvelle dépen-
dance en vecteur d’onde k

�̃k Transformé de Fourier de * avec la nouvelle dépendance en
vecteur d’onde k

�̂k Transformation de * au coefficient de la série de Fourier, avec
une nouvelle dépendance en vecteur d’onde k

|�| Valeur absolu du scalaire �

||�|| Norme du vecteur ou tenseur �

<(�) La partie réel de nombre complexe �

Max(�) Le maximum de �

Paramètres et constants physiques

K Raideur d’un ressort [kg.s−2]

Kp Coefficient de linéarité entre l’énergie élastique et la
trace de la tenseur de conformation

[m2.s−2]

KG Raideur d’un ressort Gaussien [kg.s−2]

KFENE Raideur d’un ressort FENE [kg.s−2]

N Nombre de monomères dans un polymère. Cette notation peut
être également utilisé pour désigner un nombre entière arbi-
trairement grand

[-]

N ′ Nombre de monomères dans un groupe de monomère [-]

M Nombre de groupes de monomères [-]

Lmax Distance bout à bout maximale d’une molécule de polymère
normalisé par la distance à équilibre R0

[m]

ρ Densité volumique [kg.m−3]

µ Viscosité dynamique [kg.m−1.s−1]

ν Viscosité cinématique [m2s−1]

νf Viscosité cinématique de solvant (Newtonienne) [m2.s−1]

νtot Viscosité cinématique à cisaillement nulle de solution non
Newtonienne

[m2.s−1]

νp La contribution de polymère au νtot : νp + νf = νtot [m2.s−1]

ν0 L’asymptote à cisaillement nulle de la mesure de viscosité
d’une solution

[m2.s−1]

ν∞ L’asymptote à cisaillement infini de la mesure de viscosité
d’une solution

[m2.s−1]

ν ′ Viscosité apparent d’une solution non Newtonienne me-
suré par un rhéomètre à un taux de cisaillement donné

[m2.s−1]
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νa Viscosité artificielle ajouté dans l’équation dynamique
de polymère

[m2s−1]

c Concentration de polymère dans une unité de volume [mol.m−3]

c? Concentration critique de polymère où les polymères
commencent à s’interpénétrer

[mol.m−3]

m La masse [kg]

ζ Coefficient de frottement hydraulique autour d’une
sphère

[kg.s−1]

τ Temps de relaxation ou un temps caractéristique [s]

τp Temps de relaxation de polymère [s]

s Ratio entre la viscosité de polymère et viscosité de fluide :
s = νp

νf

[-]

β Ratio entre la viscosité de fluide et viscosité de solution non
Newtonienne : β =

νf
νp+νf

[-]

Grandeurs statistiques

µn Moment statistique d’ordre n

ϕP (�) fonction de densité de probabilité normalisé [-]

F (�) Flatness : coefficient d’aplatissement [-]

M(�) Fonction génératrice des moments [-]

P (�) fonction de densité de probabilité [-]

S(�) Skewness [-]

V ar(�) Variance

Grandeurs thermodynamique et les grandeurs physiques microscopiques

kB Constant de Boltzmann [kg.m2.s−2.K−1]

T Température [K]

γij Corrélation de direction entre le i-ième monomère (ou groupe
de monomère) et le j-ième monomère (ou groupe de mono-
mère) : γij =

〈
r(i)r(j)

〉 [-]

aG Vecteur aléatoire Gaussien [-]

a La taille d’un monomère [m]

F Une force microscopique quelconque [kg.m.s−2]

Fop Une force exercé par un opérateur [kg.m.s−2]

∆ε Différence de niveau d’énergie entre la configura-
tion gauche et trans

[kg.m2.s−2]
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∆E Différence de niveau d’énergie entre la configura-
tion la plus énergétique et celui la moins énergé-
tique dans une liaison covalence

[kg.m2.s−2]

R Vecteur qui lie les 2 extrémités d’un molécule de polymère [m]

R La distance entre 2 extrémités d’un molécule de polymère :
R = |R|

[m]

R0 Moyenne quadratique de la distance bout à bout R à l’équi-
libre

[m]

RF Rayon de Flory [m]

Rmax Distance bout à bout maximale d’une molécule de polymère [m]

R? Intensité normalisé de la force Brownienne [m]

r Vecteur qui lie les 2 extrémités d’un monomère ou un groupe
de monomère de polymère

[m]

R⊥ Projection du vecteur R suivant la direction perpendi-
culaire au direction de cisaillement

[m]

R‖ Projection du vecteur R suivant la direction parallèle
au direction de cisaillement

[m]

S(�) Entropie associé au macro état � [kg.m2.s−2.K−1]

Ω(�) Nombre de micro-états possibles associé au macro-état � [-]

U Énergie interne [kg.m2.s−2]

W Énergie mécanique [kg.m2.s−2]

Q Énergie thermique [kg.m2.s−2]

X La position de la centre de masse d’un monomère ou
groupe de monomères

[m]

FD La force hydraulique appliqué sur un monomère ou
un groupe de monomères

[kg.m.s−2]

W Processus de Wiener [-]

σB Variance de la force Brownienne [kg.m.s−2]

FB La force Brownienne [kg.m.s−2]

FR La force de rappelle [kg.m.s−2]
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Chapitre 1
Introduction

L’étude proposée dans le cadre de cette thèse part d’une problématique ap-
plicative : étudier les mélanges turbulentes dans une solution de polymères. Ce
type de solution se présente dans plusieurs applications industrielles comme le mé-
lange biochimie, les transports des fluides, les lances à incendie, etc... La solution
de polymère attira l’attention des chercheurs par la découverte d’un phénomène
remarquable en 1948 [76, 81, 82] : l’ajout d’une quantité très faible de polymère
dans une écoulement Newtonien peut réduire considérablement la traînée. Depuis
sa découverte, beaucoup d’études et de théories ont été faites pour comprendre les
mécanismes de cette phénomène (voir résumé dans [89]).

Le première théorie proposée par Lumley [43] en 1969 a expliqué partiellement
le mécanisme en focalisant sur l’interaction entre les polymères et la couche limite
et en négligeant l’effet des polymères dans les régions loin des parois. Malgré le
succès dans l’explication du phénomène de la réduction de traînée [60, 26, 27], les
études basées sur ce théorie n’ont pas abouti à un modèle quantitatif et universel.

Une deuxième théorie complémentaire proposée plus tard par De Gennes
[72, 22, 21] dans les années 1990 a suggéré que : dans certaines conditions, les
polymères (même à faible concentration) peuvent affecter le comportement de
la cascade d’énergie turbulente. Cette théorie attira à nouveau l’attention de la
communauté scientifique sur ce sujet, avec une nouvelle direction : investiguer
l’interaction fluide-polymères dans une turbulence statistiquement homogène et
isotrope (THI). Malgré que la nature de la THI ne permet pas de adresser à
la question essentielle dans le phénomène de la réduction de traînée (DR), mais
comme la THI ne contient pas des complexités induit par l’inhomogénéité et l’ani-
sotropie, elle présente donc des avantages conceptuelle pour bâtir un modèle de
comportement universelle de polymère. Plusieurs études ont été réalisés sur la THI
[55, 2, 12, 86, 77, 15, 4, 80, 90] mais jusqu’à présent, nous n’avons pas encore abouti
à une compréhension complète de l’interaction polymère-fluide.

En dehors du phénomène de la réduction de traînée, plusieurs autres problé-
matiques émergent, notamment le mélange chaotique [33, 34]) ou la dégradation
des polymères, qui nécessite encore plus d’investigation sur ce sujet.

A cause de la séparation énorme des échelles entre la taille des polymères jus-
qu’à celles des plus grandes échelles turbulentes, obtenir des informations précises
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et détaillées sur les interactions de polymère-fluides reste encore un challenge pour
les expérimentateurs ainsi que pour les simulations numériques. En particulier,
les difficultés techniques sont sévères dans les expériences : les polymères peuvent
se dégrader au cours de l’expérience, la plupart des informations sont dans les
échelles microscopiques, et reste inaccessibles avec notre niveau de technologie
actuelle. Par contre, la situation semble moins dramatique pour les simulations
numériques. L’augmentation de la puissance de calcul disponible donne l’accès à
des informations sur une plus large gamme d’échelles et nous aide à avoir une
image plus complète des mécanismes de ces interactions.

Malgré ces difficultés, plusieurs études effectuées ont permis d’établir quelques
consensus sur certains aspects de l’interaction fluide-polymères :

Une petite quantité de polymères ajoutée dans l’écoulement peut significati-
vement affecter les grandes structure et réduire les activités aux petites échelles
(de l’ordre de l’échelle de Kolmogorov). Ce comportement est confirmé pour la
turbulence de parois [60, 26, 27], ou à fort gradient moyenne [79] et en la THI
[55, 2, 12, 86].

Les résultats basés sur les simulations de type shell-mode dans une THI [6, 5]
montre que le transfert d’énergie globalement s’effectue à partir du fluide vers les
polymères. Or, le transfert d’énergie dans le sens inverse est aussi observé [80],
particulièrement aux petites échelles. En effet, un mécanisme robuste de la DR est
observé [26] : les polymères prennent l’énergie des vortex quand le couple créé par
la contrainte des polymères s’oppose à la rotation des vortex [38], et les polymères
relaissent une partie de son énergie près de la paroi [26].

D’autres résultats de DNS de l’écoulement à gradient homogène [62] ont été
comparés avec les mesures expérimentales en canal et en tuyau [84, 61] et montre
que la contrainte de Reynolds moyenne (non présente en THI) et la fluctuation de
vitesse perpendiculaire à la paroi est de plus en plus atténuée quand la réduction
de traînée augmente.

En THI 2D, Perlekar [35] a montré que les étirement des polymères sont princi-
palement dans les domaines où l’étirement local domine par rapport à la rotation
locale, qui est également observé dans un canal 3D [73].

Les études sur la THI à grand nombre de Reynolds est présenté dans les réfé-
rences [77, 15, 4, 80, 90, 2]. En particulier, l’étude de De Angelis et al. [15] a établi
un complet bilan d’énergie échelle par échelle de l’interaction entre polymères et
fluide.

A partir d’un résultat expérimentale, Xi et al. [90] essaient de modifier la théorie
d’équilibre d’énergie De Gennes et Tabor [72, 22, 21] par une théorie d’équilibre
des flux par une analyse de transfert d’énergie cinétique.

Une récent contribution est celle de Valente et al.[80], qui, en analysant le flux
d’énergie cinétique échelle par échelle dans une THI, ont montré que les polymères
prennent de l’énergie des grandes échelles et la réinjectent aux plus petites échelles,
où elle est dissipée.

La plupart des résultats sont observés à relativement grand nombre de Rey-
nolds. Un autre régime d’écoulement intéressant est celui où les mélanges chao-
tiques émergent à très bas Reynolds, mais ceci a été fait pour une grande élasticité
(nombre de Weissenberg important). Ce régime est appelé turbulence élastique
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(ET) par Groisman et al. [33, 34, 14]. Ce régime est caractérisé par un spectre
d’énergie cinétique qui suit une loi de puissance EK(k) ∼ k−α avec α ' 3.5 (où k
est le nombre d’onde spatiale). Cette loi de puissance présente également dans les
autres études, comme pour écoulement de Kolmogorov 2D [7] avec α ' 3.8. Ces
exposants sont en accord avec la théorie de Fouxon et al. [31] qui prédisent que
α > 3. Nous pouvons raisonner ainsi : la turbulence élastique impacte également
la zone dissipative, aux échelles où l’inertie est négligeable par rapport aux effets
visqueux. En effet, aux nombres de Reynolds plus élevés mais encore faibles, on
trouve une coexistence de la turbulence inertielle et de la turbulence élastique dans
les études d’écoulements en canal et en tuyaux [67, 25, 74]. Ce régime est appelé
turbulence élasto-inertielle (EIT). Ce type d’écoulement est particulier car on le
trouve dans 2 cas : lorsque le nombre de Reynolds est sous critique ou lorsqu’il est
bien supérieur au nombre de Reynolds critique. La présence de l’EIT au nombre de
Reynolds sous critique démontre l’existence d’un flux d’énergie significatif venant
des polymères vers le fluide. Le spectre d’énergie cinétique de l’ET [25] suit une loi
de puissance avec l’exposant α compris entre 11/3 et 14/3. Dans une turbulence
de canal, le spectre d’énergie élastique longitudinale suit une loi de puissance avec
l’exposant α = 14/3 près de la paroi [75] à grand nombre de Reynolds.

Dans l’étude de THI réalisé par Watanabe et Gotoh [87, 88], l’exposant de la
loi de puissance dans le domaine visco-élastique varie légèrement entre 4.1 − 4.6,
avec une pente de moins en moins importante quand l’élasticité augmente.

D’autres simulations numériques, pour 3 dimensions (Perlekar et al. [55]) et 2
dimensions (Gupta et al.[35]) montrent un spectre d’énergie cinétique qui contient
une région de spectre proportionnelle à k−6 (Voir figure 12 dans [55] et figure 2 dans
[35]). Cette région contient des échelles plus petites que l’échelle de Kolmogorov,
et pour les échelles encore plus petites, on retrouve la loi de puissance k−3.5 qui est
la signature de la turbulence élastique dans le cas 3D [55]. Ces résultats sont ob-
tenus avec faible élasticité contrairement à l’EIT ou l’ET. Il semble que les petites
structures sont déjà activées à très faible élasticité, contrairement au consensus
sur le fait que les polymères réduisent l’activité des petites échelles. Même si cette
gamme d’échelle contient une quantité négligeable de l’énergie cinétique totale,
cela montre clairement l’effet des polymères sur l’écoulement porteur.
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Turbulence newtonienne
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CHAPITRE 2. TURBULENCE NEWTONIENNE

2.1 Introduction
La turbulence est un régime dynamique désorganisé d’écoulement, qui a lieu

quand les effets visqueux deviennent négligeables devant les effets inertiels. Les
fluides classiquement considérés sont des fluides Newtoniens, ce sont des fluides
qui ont une contrainte interne toujours proportionnelle au taux des déformations.
Même si les équations qui gouvernent la dynamique des fluides ont été formulées
par Naviers et Stokes en 1822, comprendre la turbulence est encore un challenge
de la science moderne.

Après plus de 190 années de recherche, la science a développé des outils d’ana-
lyse très pointus qui aident à comprendre les mécanismes d’interaction dans l’écou-
lement sous-jacent. Ce chapitre présente certaines de ces analyses et des lois phé-
noménologiques qui peuvent nous aider à faire des analyses similaires en cas de
fluides Non-Newtoniens, ce qui est l’objectif de cette thèse.

2.2 Équation de comportement

2.2.1 Vision Lagrangienne et vision Eulérienne

Dans le cadre de la mécanique des fluides, il y a deux représentations de la
vitesse d’un fluide qui sont acceptées par la communauté scientifique :

— La représentation Lagrangienne : l’observateur suit une "particule" fluide
donnée. Le vecteur vitesse dit Lagrangien v est une fonction seulement
du temps et de la position de la particule en question. On distingue une
particule d’une autre grâce à sa position initiale x0 au temps t0. On a alors
respectivement la position Lagrangienne et la vitesse Lagrangienne à instant
t de cette particule : x(x0, t0, t) et v(x0, t0, t)

— La représentation Eulérienne : l’observateur est fixé dans l’espace et il ob-
serve les "particules" fluides qui passe devant lui. La vitesse Eulérienne est
donc une fonction du temps et de l’espace : u(x, t).

Pour les simulations numériques et pour l’expérience, la description Eulérienne est
employée plus fréquemment car elle est plus simple d’accès tant pour l’implémen-
tation que pour une question de coût. Pour simplifier la notation, nous allons par
la suite omettre la dépendance de position x 1 et de temps t 2.

2.2.2 Équations de Navier-Stokes

Afin de faire des simulations de type prédictif, nous cherchons à calculer la
variation temporelle de la vitesse (l’accélération). Dans la vision Eulérienne, l’ac-
célération s’écrit :

du
dt

=
∂u
∂t

+
∂u
∂x1

dx1

dt
+
∂u
∂x2

dx2

dt
+
∂u
∂x3

dx3

dt
(2.1)

Nous avons pris la convention suivante : ∂
∂t
→ ∂t et ∂

∂xi
→ ∂i

1. La dépendance en espace réapparaîtra si la dépendant en espace est différente de x
2. La dépendance en temps réapparaîtra si la dépendant en temps est différente de t
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Comme pour la vitesse, nous souhaitons obtenir la coïncidence des accéléra-
tions Eulérienne et Lagrangienne. Pour ce faire, nous devons imaginer que les
coordonnées Eulériennes suivent la vitesse de la particule, soit :

dxi
dt

= ui (2.2)

Nous avons construit une "dérivée particulaire", que nous notons "D" afin de la
distinguer de la dérivée temporelle Lagrangienne que nous notons habituellement
"d". L’opérateur "dérivée particulaire" peut être également appliqué à d’autres
grandeurs que la vitesse. Nous avons donc identification des opérateurs Lagran-
gien(L) et Eulérien (E)(

d

dt

)
L

=

(
D

Dt

)
E

=

(
∂

∂t
+ ui

∂

∂xi

)
E

(2.3)

Pour décrire la dynamique d’un écoulement, on utilise deux équations :
— Le bilan des forces :

D

Dt
u =

1

ρ
∇ · S + f (2.4)

où S est le tenseur des contraintes en un point x et f est une force volumique
normalisée par la densité [m.s−2].

— La conservation de la masse :
∂

∂t
ρ+∇ · (ρu) = 0 (2.5)

où ρ [kg.m−3] est la densité du fluide.
Nous considérons dans ce travail l’hypothèse "incompressible". Cela s’applique

également aux fluides compressibles dont la vitesse caractéristique est faible par
rapport à celle du son : s’il existe une compression forte localement, cette compres-
sion va se propager avec la vitesse du son, sur tout le domaine étudié. Le critère
d’application de cette condition est que le nombre de Mach (le rapport entre la
vitesse caractéristique de l’écoulement et la vitesse du son) soit inférieur à 0,3[41].

Dans le cadre de cette thèse, nous considérons les solutions aqueuses, qui sont
des fluides visqueux, incompressibles. Dans ce cas, la densité est constante, l’équa-
tion (2.5) devient :

∇ · u = 0 (2.6)

Pour un fluide Newtonien et incompressible, la contrainte s’écrit :

Sij = −P.δij + µ(∂jui + ∂iuj) (2.7)

où P est la pression [Pa] et µ est la viscosité dynamique [Pa.s].
En combinant l’équation (2.7) avec les équations (2.4) et (2.6), nous obtenons

donc l’équation dite de "Navier-Stokes"(1823) :

∂

∂t
u + (u · ∇)u = −∇p+ νf∆u + f (2.8)

∇ · u = 0 (2.9)
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où p [m2.s−2] est la pression divisée par la densité du fluide : p = P
ρ
et νf = µ

ρ
3

est la viscosité cinématique de fluide[m2.s−1] .

2.2.3 Les grandeurs adimensionnelles

Une particularité de la turbulence est de suivre des lois de similitude : les
phénomènes peuvent être caractérisés par les nombres adimensionels qui sont le
rapport entre les différentes forces du problème : si les nombres adimensionels sont
égaux, les phénomènes sont similaires.

Dans le cas d’un fluide Newtonien, il n’y a que deux mécanismes principaux :
— Les effets visqueux sont modélisés par le terme νf∆u dans l’équation de

Navier-Stokes. Par analyse dimensionnelle, ce terme peut être remplacé par
une vitesse caractéristique U et une échelle de longueur caractéristique l :

νf∆u ∼ νf
U

l2
(2.10)

— Les effets d’inertie peuvent référer à l’effet de transport de la quantité de
mouvement u · ∇u. L’analyse dimensionnelle donne :

u · ∇uf ∼
U2

l
(2.11)

Pour comparer ces 2 effets, nous calculons le nombre de Reynolds, qui est le ratio
entre l’effet inertiel et l’effet visqueux.

Re =

(
U2

l

)
/

(
νfU

l2

)
=
Ul

νf
(2.12)

Un écoulement devient turbulent quand l’effet inertiel domine l’effet visqueux :
Re >> 1. Il y a plusieurs façons de choisir l’échelle caractéristique et la vitesse
caractéristique. Cela donne différents nombres de Reynolds. On a par exemple :

— Le nombre de Reynolds nominal ReU = UL
νf

où U est la vitesse moyenne de
l’écoulement et L est la grande échelle caractéristique du problème. Cette
échelle intégrale peut être choisie différemment suivant les configurations,
par exemple : nous pouvons choisir L comme étant la taille de maille dans
une turbulence générée par une grille.

— Le nombre de Reynolds turbulent Reλ = urmsλ
νf

où urms est la variance de la
fluctuation de vitesse autour de la moyenne U et λ est l’échelle de Taylor
qui sera définie plus loin.

2.2.4 L’énergie cinétique

En turbulence, l’énergie qui nous intéresse est l’énergie cinétique des particules
fluides. Par contre en mécanique des milieux continus, les grandeurs sont souvent
ramenées à une unité de volume, avec l’énergie cinétique associé : ek = ρ1

2
u2

3. L’indice f est pour distinguer la viscosité du solvant (νf ) de la viscosité du polymère (νp)
qui sera introduite dans les chapitres suivants
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Pour les fluides incompressibles, les équations sont normalisées par la densité,
donc, l’énergie cinétique est plus fréquemment trouvée sous la forme : ek = 1

2
u2

A partir de l’équation de Navier-Stokes, il suffit de multiplier tous les termes
avec u pour obtenir une équation de l’énergie :

∂

∂t

(
u2

2

)
+ u · ∇

(
u2

2

)
= −u · ∇p+ u · νf∆u + u · f (2.13)

Chaque terme porte une signification physique :
— ∂

∂t

(
u2

2

)
est la variation locale de l’énergie cinétique.

— u · ∇
(

u2

2

)
est le transport de l’énergie cinétique

— u · ∇p est le travail de la pression.
— νfu ·∆u est la dissipation visqueuse. Ce terme peut être décomposé en 2 :

νfu ·∆u = ui νf ∂
2
jui = νf ∂

2
j (u

2
i )− νf (∂jui)2 (2.14)

Avec νf∂
2
j (u

2
i ) est la diffusion d’énergie, et νf (∂jui)

2 est la pseudo-
dissipation.

— f · u est l’injection d’énergie au cours de l’écoulement.

2.3 L’analyse statistique

2.3.1 Approche statistique

La turbulence est un phénomène désordonné, traiter la fluctuation de vitesse
comme une variable aléatoire et appliquer les outils d’analyse statistique donne
beaucoup de résultats intéressants. Les moments statistiques en 1 point d’ordre n
autour d’une valeur c sont définis comme ci-dessous :

µn(c) =

+∞∫
−∞

(x− c)np(x)dx (2.15)

Où x est la valeur possible de la variable aléatoire en question, et p(x) est sa densité
de probabilité (d.d.p. ou probability density function (PDF) ). On utilise souvent
deux valeurs particulières de c :

— c = 0 : moment (brut).
— c = 〈x〉 : moment centré.
Le moment utilisé le plus courant est le moment d’ordre 1, qui est appelé

l’espérance. L’espérance peut être approximée par l’opération de moyenne d’après
la théorie des grands nombres : si le nombre d’échantillons indépendants est assez
grand, la moyenne d’ensemble des échantillons converge presque sûrement vers
l’espérance. La notion de convergence presque sûrement est une convergence au
sens des probabilités : c’est la probabilité que la convergence tende vers 1 quand le
nombre d’échantillons tend vers l’infini. Pour cette raison, l’espérance est souvent
confondue avec la moyenne. Dans ce travail, l’espérance et la moyenne sont notées
avec 〈.〉. Les échantillons pris pour calculer la moyenne doivent avoir la même loi
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de probabilité et ils doivent être statistiquement indépendants. La façon la plus
sûre d’effectuer le calcul de l’espérance est de répéter les essais plusieurs fois avec
exactement la même condition, il s’agit donc de moyenne des réalisations. Dans
certaines conditions, la moyenne des réalisations peut être remplacée par les autres
types de moyenne.

Nous rencontrerons dans ce travail également les calculs du moment d’ordre 2,
qui est appelé la variance, notée par V ar. Ce moment ordre 2 peut être calculé en
utilisant le moment d’ordre 1 suivant la formule :

V ar =

+∞∫
−∞

(x− c)2p(x)dx ≈
〈
x2
〉
− 〈x〉2 (2.16)

Comme l’énergie est souvent exprimée sous la forme quadratique d’une variable,
la variance est souvent liée avec l’énergie d’un processus aléatoire.

Nous utiliserons également les moments normalisés d’ordre 3 (skewness-S) et
d’ordre 4 (kurtosis-K) pour caractériser la forme d’une PDF :

S =
〈x− 〈x〉〉3〈
x2 − 〈x〉2

〉3/2
(2.17)

K =
〈x− 〈x〉〉4〈
x2 − 〈x〉2

〉2 (2.18)

Ces moments sont souvent utilisés pour comparer la forme d’une PDF avec la
distribution Gaussienne. Sachant que le skewness et le kurtosis de la distribution
Gaussienne vaut respectivement 0 et 3 : plus le skewness d’une PDF est différent
de zéro, plus cette PDF est non symétrique. Plus le nombre K − 3 est grand, plus
la PDF est aplatie : le nombre K−3 est également appelé "flatness". Des analyses
plus fines peuvent aller jusqu’aux moments d’ordre 5 (hyper-skewness) et 6 (hyper
kurtosis)

La fonction densité de probabilité p est un objet théorique souvent mal connu
pour une variable quelconque, mais nous pouvons la reconstruire à partir de ses
moments. Pour ce faire, nous introduisons la fonction génératrice des moments ou
la fonction caractéristique de la variable aléatoire :

M(κ) =

+∞∫
−∞

eiκxp(x)dx (2.19)

A partir de la fonction caractéristique, nous pouvons calculer n’importe quel
moment d’ordre n :

µn = i−n
(
dnφ

dκn

)
(2.20)

Nous pouvons également reconstruire la fonction caractéristique et donc la loi
de distribution de la variable aléatoire à partir de ces moments grâce à l’équation
(2.20) et à un développement limité de Taylor :

φ(κ) = µ0(κ0) + iµ1(κ0)(κ− κ0) + ..+
in

n!
µ0(κ0)(κ− κ0)n + ◦(κ− κ0)n (2.21)
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Il y a également des moments conjoints de plusieurs variables aléatoires qui
représentent la liaison causale entre plusieurs variables aléatoires.

2.3.2 Homogénéité

Définition : une turbulence est dite homogène (ou plus précisément statisti-
quement homogène) si toutes les grandeurs statistiques sont invariantes par toute
translation.

C’est une condition de simplification très forte, elle implique les résultats sui-
vants :

— Tout les moments statistiques en 1 point sont des constantes. Leur variation
spatiale est zéro.

— Tout les moments statistiques en n points sont dépendants de (n-1) points.
— Une turbulence homogène est forcément infiniment grande et ne possède

pas de condition limite.
Si le domaine n’est pas homogène, la loi de probabilité d’une grandeur peut varier
d’un point à un autre, donc ces 2 points ne peuvent pas considérer les échan-
tillons de la même loi de probabilité. La turbulence homogène est une condition
nécessaire pour que la moyenne en espace converge vers l’espérance. En plus, avec
l’hypothèse d’homogénéité, pour calculer la moyenne en espace nous n’avons pas
besoin de moyenner sur tout le domaine infini, mais sur un domaine assez grand
pour converger vers la moyenne en espace.

〈X(x)〉x =

∫
x∈R3

X(x)d3x '
∫

x∈B

X(x)d3x (2.22)

La condition pour qualifier un domaine d’être "assez grand" sera discuté plus tard
dans ce chapitre.

L’homogénéité parfaite de la turbulence n’existe pas dans la nature, on le trouve
dans les concepts virtuels comme celui de la turbulence infinie, ou celui de la
boite périodique. Nous devons donc élargir le concept d’homogénéité pour pouvoir
l’appliquer dans la réalité. Les turbulences sont quasiment homogènes si le domaine
d’étude est très loin des éléments qui imposent les conditions limites. Nous pouvons
évaluer l’homogénéité par les grandeurs statistiques dans un tel domaine.

2.3.3 Isotropie avec symétrie miroir

Définition : une turbulence est dite (statistiquement) isotrope si toutes les
grandeurs statistiques représentatives de cette turbulence sont invariantes par une
rotation quelconque ou une réflexion miroir sur un plan.

Cette propriété peut s’énoncer de façon plus simple : il n’existe aucune direction
privilégiée dans la turbulence et le système est symétrie miroir 4.

Il faut noter que cette notion d’isotropie est différente de la notion de tenseur
isotrope : Un tenseur isotrope d’ordre impair est donc forcément nul. Un tenseur

4. Dans le cadre de cette thèse, la notion isotropie comprend la symétrie miroir
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isotrope d’ordre pair doit être une combinaison dyadique des tenseurs isotropes
des ordres inférieurs :

— Le tenseur d’ordre 0 : tous les scalaires sont naturellement isotropes.
— Le tenseur d’ordre 2 est forcément de la forme : tij = fδij avec f est un

scalaire et δij est le tenseur identité
— Le tenseur d’ordre 4 est une combinaison linéaire des produits dyadiques

des tenseurs identités : tijkl = L(δij.δkl, δik.δjl, δil.δjk)
— ...

Or, les statistiques d’un écoulement isotrope ne sont pas nécessairement des ten-
seurs isotropes : par exemple, un moment conjoint entre 2 points A et B peut avoir
une direction privilégiée suivant

−→
AB.

L’hypothèse de l’isotropie apporte des simplifications suivantes :
— Les grandeurs statistiques en 1 point doivent être des tenseurs isotropes.
— Soit 2 points A et B, nous avons le vecteur direction r =

−→
AB. Les gran-

deurs statistiques conjointes en 2 points A et B sont des tenseurs de forme
spéciale :
— Les tenseurs d’ordre 0 sont des scalaires qui sont des fonctions unique-

ment de la distance r entre A et B : t = a(r)
— Les tenseurs d’ordre 1 sont les vecteurs de la forme : ti = f(r)ri
— Les tenseurs d’ordre 2 sont de la forme [59] :

tij = f1(r)δij + f2(r)
ri.rj
r2

(2.23)

— Les tenseurs d’ordres supérieurs peuvent se construisent à partir des
produits dyadiques des tenseurs d’ordre inférieur.

— Nous pouvons continuer cette règle pour simplifier les tenseurs statistiques
avec 3, 4 ou plus de points. Mais dans cette thèse nous n’allons pas évoquer
les moments conjoints avec plus de 3 points.

2.3.4 Stationnarité

La stationnarité au sens strict est définie de manière similaire avec l’homo-
généité : Une variable aléatoire dépendante du temps A(t) est dite strictement
stationnaire si et seulement si n’importe quels moments sont invariants par trans-
lation en temps. En pratique, pour les statistiques temporaires, nous avons besoin
des hypothèses moins strictes : nous définissons et utilisons 2 ordres statistique-
ment stationnaires suivant :

— Ordre 1 : si et seulement si l’espérance de la variable aléatoire est indé-
pendante du temps. Cette espérance est la limite de la moyenne temporelle
quand le temps tend vers l’infini.

— Ordre 2 : si et seulement si elle satisfait les condition de l’ordre 1
plus la condition où la fonction auto-corrélation (ou bien la covariance)
〈A(t).A(t+ ∆t)〉 ne dépend pas de t et ne dépend que de l’écart ∆t

Dans ce travail, nous allons imposer l’hypothèse que les écoulements forcés vont
atteindre un état stationnaire d’ordre 2 après un certain temps. Cette hypothèse
serait vérifiée a posteriori.
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2.3.5 Ergodicité

L’ergodicité est une condition où la moyenne en espace, en temps, et en réali-
sation d’une variable aléatoire A converge vers son espérance. La condition pour
que l’ergodicité soit satisfaite peut être formulée de façons rigoureuse mathémati-
quement. Par exemple pour le temps, on a :

lim
T→∞

 1

T 2

∫
T

∫
T

〈(A(t)− 〈A(t)〉)(A(t′)− 〈A(t′)〉)〉 dtdt′
 = 0 (2.24)

En général, l’hypothèse d’ergodicité est admise : une turbulence homogène est
supposée être ergodique en espace, cela implique que la moyenne en espace peut
remplacer la moyenne de réalisation :

〈u〉 = 〈u〉V (2.25)

Une turbulence stationnaire est supposée être ergodique en temps, d’où la moyenne
en temps peut remplacer la moyenne de réalisation :

〈u〉 = 〈u〉t (2.26)

Par la suite, nous considérons seulement une turbulence homogène isotrope,
dont la moyenne est confondue avec l’espérance.

2.3.6 Décomposition de Reynolds - Statistiques en 1 point

Un outil très fréquemment utilisé est une décomposition de Reynolds qui a
pour but de séparer l’écoulement moyen des fluctuations :

u = 〈u〉+ u′ (2.27)

où 〈u〉 est l’écoulement moyen et u′ est le champs des fluctuations. Dans la litté-
rature, le champs moyen u est souvent noté avec une majuscule pour le distinguer
du champs fluctuant. Cet outil est très utilisé dans les écoulements avec des géo-
métries complexes. Nous pouvons écrire l’équation dynamique de n’importe quel
moment de la variable aléatoire u à partir de l’équation de Navier-Stokes, notam-
ment le moment d’ordre 2 qui est connu sous le nom de "tenseur de Reynolds" :
uiuj puisqu’il est lié directement à la notion d’énergie cinétique. La dynamique du
tenseur de Reynolds est décrit par l’équation (2.28) ci-dessous, qui est obtenue par
la multiplication dyadique de l’équation de Navier-Stokes avec le vecteur u puis
en prenant la moyenne de l’équation résultante :

∂tuiuj + Ul∂luiuj + uiul∂lUj + ∂luiujul =

− ui∂jp− uj∂ip+ ν∂2
l uiuj − 2νf∂iul∂luj (2.28)

Pour la géométrie simple prise dans ce travail de thèse (boîte de THI sans
parois), on impose que le champ moyen soit être identiquement nul (voir condi-
tion d’isotropie). Toutes les dérivations spatiales des grandeurs statistiques doivent
également être nulles, donc, l’équation (2.28) devient :

∂tuiuj = −ui∂jp− uj∂ip− 2νf∂iul∂luj (2.29)
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En prenant la trace des tenseurs de l’équation (2.29), nous retrouvons la varia-
tion en temps de l’énergie cinétique qui est l’opposée de la somme des moyennes
de la "pseudo dissipation" 5 : εf = νf∂jui∂iuj et d’une corrélation vitesse-pression
ui∂ip. Pour une turbulence homogène, la moyenne de la pseudo-dissipation est
égale à la moyenne de la dissipation.

2.3.7 Corrélation spatiale - Statistiques en plusieurs points

Les moments conjoints peuvent aussi être appelés les corrélations. Ils révèlent
les dépendances causales entre les variables aléatoires. Parmi les corrélations,
l’auto-corrélation de la fluctuation de vitesse a été très bien étudiée. Elle est définie
comme suit :

φij(r) = 〈ui(x), uj(x + r)〉x (2.30)

où 〈.〉x dénote la moyenne sur toutes les positions x (moyenne en espace), la
moyenne résultant n’est plus dépendante de la variable x.

Analyser cette quantité peut nous fournir des informations intéressantes :
— La distance minimale qui sépare 2 points complètement décorrélés peut

être définie comme la taille de la structure la plus grande : au delà de cette
taille, les points ne sont pas liés à une même structure, donc on peut les
considérer statistiquement indépendants. Cette échelle est importante pour
définir la taille de domaine pour calculer les moyennes : pour approcher de
manière correcte l’espérance par la moyenne (avec une erreur à 10 % près
par exemple), il faut juste que le domaine, pour faire la moyenne, contienne
au moins 100 structures indépendantes au lieu de faire l’intégrale sur tout
le domaine infini [69].

— La trace de la fonction d’auto-corrélation a la dimension de l’énergie, elle
est utilisée pour définir la contribution de l’énergie des structures de taille
r donnée.

Sous l’hypothèse d’homogénéité et d’isotropie, le tenseur de corrélation s’écrit
sous la forme :

φij(r) = f1(r)δij + f2(r)
ri.rj
r2

(2.31)

Il est plus aisé d’imaginer la géométrie en introduisant 2 tenseurs de projection Pij
et Πij :

Pij(r) = δij −
ri.rj
r2

(2.32)

Πij(r) =
ri.rj
r2

(2.33)

Le tenseur Πij est un tenseur de projection suivant la direction r, et le tenseur Pij
est un tenseur de projection sur un plan perpendiculaire au vecteur r. Le tenseur

5. On note la dissipation visqueuse εf avec l’indice f pour distinguer la dissipation par effets
visqueux de celle due aux effets des polymères (noté εp) qui sera introduite dans les chapitres
suivants
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de corrélation peut s’écrire comme une combinaison linéaire de ces 2 tenseurs
projections :

φij(r) =
1

〈u2〉
(f(r)Pij + g(r)Πij) (2.34)

où f(r) et g(r) sont des fonctions de corrélations longitudinale et transversale
normalisées. Plusieurs études ont été réalisées sur ces fonctions [51], ses formes
sont bien connues pour le cas homogène et isotrope (THI). On a représenté sur la
figure 2.1 les allures typiques des courbes f et g ainsi que leur interprétation en
terme de corrélation.

Figure 2.1: Corrélation longtudinale f(r) = 〈u1(x).u1(x+ r)〉 et corrélation
transversale g(r) = 〈u2(x).u2(x+ r)〉

Dans une THI, les fonctions f et g sont indépendantes de la direction de r, elles
sont fonction uniquement de la norme r = |r|. Nous avons une relation remarquable
que nous pouvons montrer analytiquement entre f(r) et g(r) dans une THI [51] :

g(r) = f(r) +
r

2
∂rf(r) (2.35)

A partir de la fonction de corrélation f , nous pouvons construire une échelle
de longueur notée LK , telle que 2 points séparés d’une distance d > L auraient
une corrélation négligeable. Cette échelle est définie par :

LK =

∞∫
0

f(r)dr (2.36)

Cette échelle est appelée l’échelle intégrale, c’est est l’échelle caractéristique la plus
grande dans la turbulence.

Afin de comparer différents travaux, il est commode d’utiliser une autre échelle,
c’est la micro échelle de Taylor (notée λ). Historiquement, cette échelle est définie
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à partir du développement limité de la fonction corrélation longitudinale f :

f(r) = 1− 1

2

( r
λ

)2

+ ◦(r4) (2.37)

La micro échelle de Taylor est en relation directe avec la fluctuation de vitesse,
on défini le moment statistique d’ordre 2 de la vitesse urms comme une échelle de
vitesse caractéristique de la turbulence :

urms =
〈
u2 − 〈u〉2

〉
X (2.38)

Nous pouvons relier la micro échelle avec la dissipation par la relation :

εf = 15νf
urms
λ

(2.39)

Nous définissons le nombre de Reynolds basé sur l’échelle de Taylor par :

Reλ =
urmsλ

νf
(2.40)

2.3.8 Suivi de particules

Notre simulation est basée sur la vison Eulérienne, mais ça ne nous empêche
pas d’avoir une vision Lagrangienne. Pour ce faire, il suffit d’injecter les particules
traceurs dans l’écoulement et de suivre leur dynamique : la vitesse instantanée
des particules traceurs est interpolée à partir des vitesses Eulériennes aux noeuds
du maillage du domaines étudié. Dans les simulations numériques, différentes des
expériences, nous pouvons avoir des traceurs "parfaits" qui suivent exactement la
vitesse du fluide autour. Analyser les statistiques Lagrangiennes dans les simula-
tions numériques est donc particulièrement intéressant.

Par manque de temps, nous ne présentons pas ces résultats

2.4 Analyse de Fourier

2.4.1 Rappel sur la transformation de Fourier

Cette partie a pour but de rappeler les propriétés importantes de la transformée
de Fourier. La transformée de Fourier est appliquée à des fonctions intégrables à
une variable sous la forme suivante :

f̃k = TF [f(x)]k =

+∞∫
−∞

f(x)e−ixkdx (2.41)

Notation : on note une fonction transformée par le signe (̃.). Si la quantité à
transformer est trop encombrante, on emploie la notation TF [.]. Nous notons la
dépendant au variables spectraux par un super-script.

Dans la littérature, les auteurs peuvent faire des changements de variable
comme x′ = x

2π
ou k′ = k

2π
afin de simplifier les calculs. Nous pouvons donc y
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trouver des définitions légèrement différentes de la transformée de Fourier comme
les suivantes :

f̃k =
1

2π

+∞∫
−∞

f(x)e−i2πxkdx (2.42)

f̃k =
1

2π

+∞∫
−∞

f(x)e−ixkdx (2.43)

f̃k =

+∞∫
−∞

f(x)e−i2πxkdx (2.44)

Le choix entre (2.41),(2.42),(2.43) et(2.44) est arbitraire.
Dans ce travail nous prenons la formule (2.41) adaptée à la bibliothèque JMFFT

et utilisée dans le code de nos simulations.
La transformée de Fourier peut être généralisée pour être appliquée à des fonc-

tions multi-variables. Ce n’est rien d’autre que d’effectuer les transformations suc-
cessives dans chaque direction de l’espace :

f̃k = TF [f(x)]k =

∫
x∈RD

f(x)e−i2πk.xd3x (2.45)

Dans notre cas, le nombre de dimensions D = 3.
Les propriétés importantes de la transformée de Fourier sont les suivantes :
— La transformée de Fourier est linéaire :

TF [(C1f(x) + C2g(x)]k = C1TF [f(x)]k + C2TF [g(x)]k (2.46)

— Translation dans l’espace physique et l’espace de Fourier :

TF [f(x− x0)]k = TF [f(x)]k.e−i2πk.x0 (2.47)

TF
[
f(x)e−i2πk0.x

]k
= TF [f(x)]k+k0 (2.48)

— Changement d’échelle :

TF [f(C1.x)]k =
1

|C1|
TF [f(x)]

( k
C1

) (2.49)

— Dérivation :

TF

[
df(x)

dxi

]
(k) = iki.TF [f(x)](k) (2.50)

— La transformée de Fourier est un opérateur quadri-périodique :

TF 4[f(x)] = f(x) (2.51)

— La transformée de Fourier inverse s’écrit :

f(x) = TF−1[f̃(x)
k
](x) =

+∞∫
−∞

f(k)eixkdk (2.52)
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2.4.2 La transformée de Fourier appliquée à la turbulence :

Dans l’espace de Fourier, l’expression de la dérivation est calculée de manière
exacte d’un point de vue résolution numérique. La transformée de Fourier est ainsi
bien adaptée pour résoudre les équations différentielles. En plus, la transformée de
Fourier consiste en l’analyse des modes harmoniques, qui ont une relation parti-
culièrement forte avec la notion d’échelle et de taille de tourbillons en mécanique
des fluides.

L’application de la transformée de Fourier directement aux champs de vitesse
rencontre des difficultés conceptuelles : la transformé de Fourier ne convergence
pas au sens strict, autrement dit, la condition suffisante que nous utilisons pour
montrer que la transformée de Fourier existe est que la fonction à transformer doit
être intégrable. Cela veux dire que cette fonction doit décroître vers 0, quand la
norme de x tend vers ∞, plus rapidement que 1

|x| . Mais cette condition n’a pas
de sens physique quand nous l’appliquons au champ de vitesse de la turbulence à
l’infini.

Nous pouvons contourner ce problème en utilisant, au lieu de travailler avec
le champ de vitesse, la fonction auto-corrélation Rij(r, t), qui physiquement, doit
décroître rapidement vers zéro quand |x| tend vers l’∞ . Le spectre d’énergie
cinétique est alors défini comme la transformée de Fourier de la fonction φij(r) :

φ̃ij
k

=

∫
r∈R3

〈ui(x).uj(x + r)〉x e
−irkd3r (2.53)

Certains travaux de la littérature travaillent avec la fonction auto-corrélation
comme lorsqu’on emploie l’équation de Karman-Howarth [51].

2.4.3 Modélisation d’une THI par une boîte périodique

Comme la THI est un concept irréaliste, l’approche classique est de partir d’une
turbulence finie (où la transformée de Fourier existe) et puis faire une limite des
quantités qui nous intéressent quand le domaine s’étend à l’infini [45]. Mais c’est
une approche très compliquée à mettre en oeuvre.

Une deuxième approche est d’imposer une condition périodique au système :
nous conservons alors la valeur du champ quelconque f (f peut être un champ de
scalaire, vecteur ou tenseur) dans une boite BLb de taille Lb. La valeur du champ
en dehors de cette boite est calculée par la périodicité suivante :

f(x + n.Lb) = f(x) (2.54)

où x ∈ BLb , n ∈ Z3, sachant que pour une fonction périodique quelconque, on peut
calculer une série de Fourier qui converge absolument vers cette fonction. Nous
pouvons approximer de manière "exacte" notre domaine périodique par une série
de Fourier 3D qui peut être considérée comme une discrétisation de la transformée
de Fourier.

Cette deuxième approche est très intéressante si la taille de la boite du domaine
de calcul est assez grande. Cela peut reproduire assez fidèlement une turbulence
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infinie, sans passer par l’opération limite comme pour la première approche. La
périodisation dans l’espace physique conduit à une discrétisation dans l’espace de
Fourier. Pour la simulation numérique, nous sommes obligés de discrétiser, donc
cette configuration est bien adaptée. Par la suite nous allons voir comment la
condition périodique affecte les fonctions dans l’espace spectral.

La comparaison entre une boîte périodique et la THI nous amène à comparer
la série de Fourier avec la transformée de Fourier, puisqu’une fonction intégrable
peut être reconstruire de manière exacte à l’aide de la transformé de Fourier (équa-
tion (2.52)), or une fonction périodique peut être décomposée (équation (2.55)) et
reconstruit (équation (2.56)) de manière exacte à l’aide d’une série de Fourier :

f(x) =
∑
n∈Z3

f̂(n)e
i2π n

Lb
.x (2.55)

où f̂ sont les coefficients de la série de Fourier, ils sont des fonctions des vecteurs
entiers n et du temps t. La taille du domaine Lb est prise égale à 2π. Les coefficients
de la série de Fourier sont calculés par :

f̂(n) =

∫
x∈BLb

f(x)e−in.xd3x (2.56)

En introduisant la fonction de Dirac δ(k) , nous pouvons démontrer la propriété
suivante (voir annexe 7.4) :

TF (eik0·x) = δ(k − k0) (2.57)

En appliquant la transformée de Fourier sur les 2 côtés de l’équation (2.55), en
tenant compte du résultat (2.57), nous obtenons :

f̃(k) = TF

(∑
n∈Z3

f̂(n)ein·x

)
= f̂(n) ·

∑
n∈Z3

TF (ein·x) = f̂(n) ·
∑
n∈Z3

δ(k − n)

(2.58)

La relation (2.58) montre la relation entre la transformée de Fourier et la série
de Fourier d’un champ périodique. La transformée de Fourier d’un champ pério-
dique est un champ discret (somme des distributions de Dirac). Une conséquence
est que toutes les grandeurs statistiques calculées dans l’espace de Fourier sont
aussi discrètes. Afin de reproduire le comportement d’une turbulence infinie, il
suffit d’interpoler les grandeurs statistiques en question pour obtenir une fonction
continue.

Une autre implication importante de la relation (2.58) est que : une intégrale
sur f̃ est égale à la somme des coefficients de la série de Fourier :∫

k∈R3

f̃(k)d3k =

∫
k∈R3

∑
n∈N3

f̂(n) · δ(k − n)d3k =
∑
n∈N3

f̂(n) (2.59)

Donc, nous pouvons remplacer tout les intégrales dans l’espace de Fourier par des
sommes des modes de série de Fourier.
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Nous pouvons montrer de manière analogue que la discrétisation dans l’espace
physique conduit également à une périodisation dans l’espace de Fourier. L’im-
pact de cette discrétisation sur la physique étudiée ici sera discuté dans la partie
Méthode numérique (Chapitre III).

Par la suite, en tenant compte de la géométrie de notre problème (boite pério-
dique), la série de Fourier f̂ est équivalente à la transformée de Fourier f̃ (Nous
pouvons montrer que les propriétés sur f̃ peuvent s’appliquer, de manière simi-
laire, à f̂). Les variables dans l’espace de Fourier sont comprises au sens de la
transformée de Fourier quand nous discutons la physique de l’écoulement car les
arguments ne sont pas limités à la géométrie périodique mais extensibles aux cas
plus généraux. Par contre, quand nous évoquons les calculs pratiques, les variables
dans l’espace de Fourier sont comprises au sens de la série de Fourier (discrète), et
elles seront notées avec la même notation f̂ .

Il est également important d’évaluer les modifications de la périodicité sur les
statistiques dans l’espace physique et de faire les corrections nécessaires. Ici on
prend la fonction auto-corrélation pour example. Pour toutes les autres grandeurs
statistiques dans l’espace physique, on doit prendre la même précaution.

Effectivement, la condition de périodicité du champ de vitesse impose une
périodicité sur la fonction de corrélation :

φij(r + nLb, t) = 〈u(x, t) · u(x + r + nLb, t)〉x = 〈u(x, t) · u(x + r, t)〉x = φij(r, t)
(2.60)

Donc la condition de périodisation introduit un phénomène non physique qu’il
faut éliminer. La condition d’isotropie impose φij(r, t) = φij(−r, t). Pour éliminer
l’effet de la périodicité, il faut limiter r à une boite de taille Lb centrée en zéro et
considérer que la corrélation en dehors de cette limite est nulle : Il faut assurer en
plus qu’il n’y a pas de discontinuité : φij(r) doit être très proche de 0 quand |r|
approche Lb/2. Cette condition revient à une condition où la taille de la boite est
assez grande par rapport à l’échelle intégrale pour assurer que les moments statis-
tiques soient bien convergés (loi des grandes nombres). Il faut donc que l’échelle
intégrale soit assez petite par rapport à Lb (qui est prise égale à 2π) pour obtenir
une statistique correcte.

Par la suite, la notion boîte périodique BLb peut être remplacé par une notion
plus générale, qui est le domaine de calcul D pour des résultats ne se restreint au
boîte périodique.

2.4.4 Équation de Navier-Stokes dans l’espace de Fourier

Comme nous avons vu dans la section précédent (2.4.3),la transformation des
fonctions aux coefficients de la séries de Fourier (∗̂) peuvent être considéré comme
une discrétisation de la transformé de Fourier (∗̃). Nous pouvons appliquer cette
transformation aux équations gouvernant pour construire des équations dans l’es-
pace de Fourier.
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Les équations de Navier-Stokes dans l’espace de Fourier s’écrivent :

∂

∂t
û + ̂(u · ∇u) = −∇̂p+ νf∆̂u (2.61)

∇̂ · u = 0 (2.62)

on obtient la forme indicielle avec la propriété (2.50) :

∂

∂t
ûn +

̂(
ul
∂

∂l
un

)
= −iknp̂− νk2

mûn (2.63)

iknûn = 0 (2.64)

La condition (2.64) montre que : dans l’espace de Fourier, la vitesse û est toujours
perpendiculaire au vecteur d’onde k.

Nous pouvons éliminer la pression dans l’équation (2.63) grâce à l’équation
(2.64). Pour ce faire, nous multiplions tous les termes de l’équation (2.63) avec
ikn :

ikn
∂

∂t
ûn + ikn

̂
(ul

∂

∂l
un) = k2

np̂+ ikn(νf
∂2

∂2
l

ûn) (2.65)

D’où :

∂

∂t
(iknûn) + ikn

̂
(ul

∂

∂l
un) = k2

np̂+ νf
∂2

∂2
l

(iknûn) (2.66)

Comme knun = 0, l’équation (2.66) devient : ikn ̂(ul
∂
∂l
un) = k2

np̂

Posons : Mn = ̂(ul
∂
∂l
un), on a : ∂

∂n
Mn = − ∂2

∂2n
p̂

Après avoir changé les indices muets, on a : p̂ = ikm
k2l
Mm

∂

∂n
p̂ = iknp̂ = ikn

ikm
k2
l

Mm = −knkm
k2
l

Mm. (2.67)

Nous pouvons donc remplacer la nouvelle expression de p̂ dans l’équation
(2.63) :

∂

∂t
ûn +Mn =

knkm
k2
l

Mm − νfk2
mûn (2.68)

(2.69)

Si I = δmn est la matrice identité, on peut écrire : Mn = δmn.Mm, et on obtient
finalement :

∂

∂t
ûn +Mm

(
δmn −

knkm
k2
l

)
= −νfk2

mûn (2.70)

(2.71)
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La matrice
(
δmn − knkm

k2l

)
s’appelle le projecteur de Craya Pc [66]. Le terme knkm

k2l
est une projection suivant la direction du vecteur d’onde k. Si nous prenons la
matrice à laquelle on a soustrait sa projection suivant la direction du vecteur
d’onde, nous obtenons la projection sur un plan perpendiculaire au vecteur d’onde.

L’équation de Navier-Stokes s’écrit donc :{
∂

∂t
+ νfk

2
m

}
ûn = −Pc

{
̂
ul
∂

∂l
un

}
(2.72)

L’équation (2.72) montre un mécanisme important : c’est la pression qui assure
que le vecteur vitesse soit perpendiculaire au vecteur d’onde, donc elle est respon-
sable du maintien de l’incompressibilité dans l’écoulement : s’il y a une compression
locale, la pression va augmenter et diffuser cette compression, sur tout le domaine,
à la vitesse du son. C’est pour cette raison que la limite compressible/ incompres-
sible est basée sur la vitesse relative à la vitesse du son (nombre de Mach).

Nous avons vu que le gradient de vitesse apparaît 2 fois dans l’équation de
Navier-Stokes : dans le terme d’advection et dans le terme de dissipation. Pour
accélérer le calcul, nous introduisons le champ w qui est le champ de vorticité
w = rot(u) = ∇ ∧ u avec l’opérateur ∧ qui est la multiplication vectorielle. Son
écriture sous forme indicielle est : u ∧ w = unεnmlwn, où εijk est le symbole de
Levi-Civita :

εijk =


1 si (i, j, k) ∈ {(1, 2, 3), (3, 1, 2), (2, 3, 1)}
−1 si (i, j, k) ∈ {(1, 3, 2), (2, 1, 3), (3, 2, 1)}
0 si i = j ou j = k ou k = i

(2.73)

Il est calculé dans l’espace de Fourier simplement à l’aide du produit vectoriel
de la vitesse par le nombre d’onde k :

ŵ = ik ∧ û (2.74)

Le carré du champ de vorticité est l’enstrophie qui est directement proportion-
nelle à la dissipation (sous hypothèse d’homogénéité [41]) :

εf =
νf
2
〈w.w〉 (2.75)

Nous pouvons montrer que le terme d’advection peut être réécrit sous forme
d’un produit vectoriel de la vitesse et de la vorticité dans une boîte de turbulence
périodique :

(u · ∇)u = u ∧w

La forme finale de l’équation de Navier-Stokes que nous avons implémenté dans
le code utilisé dans ce travail est :{

∂

∂t
+ νfk

2

}
û = −Pc

{
û ∧w

}
(2.76)

Après avoir calculé le terme non linéaire en fonction du champ à la vitesse
de l’instant actuel, nous pouvons utiliser des schémas numériques différents pour

42



CHAPITRE 2. TURBULENCE NEWTONIENNE

interpoler le champ de vitesse à l’itération suivante (Voir chapitre IV). Nous pou-
vons ajouter une force volumique f dans l’équation (2.76) pour établir un état
d’équilibre. La force ajoutée peut ne pas avoir une signification physique, donc
contrôler l’influence des forces sur les résultats est important.

2.4.5 Spectre d’énergie cinétique

Dans l’espace physique, une fonction de corrélation (définie comme dans l’équa-
tion 2.30) peut quantifier la liaison de deux points séparés par le vecteur r. Dans
une configuration isotrope, la corrélation n’est pas dépendante de l’orientation de
r :

Rij(r, t) = Rij(r, t) (2.77)

où r = |r|. La fonction R(r) a la même dimension que l’énergie cinétique, elle
peut être interprétée comme une contribution des structures de taille r à l’énergie
moyenne. Nous pouvons relier cette fonction avec le spectre d’énergie que nous
calculons dans l’espace de Fourier par le théorème de Wiener [45] :

δ(k + k′)

∫
r∈R3

R(r)dr3 =
〈
ûk · ûk

′〉
(2.78)

Nous définissons EkK comme le spectre 3D d’énergie cinétique :

EkK =

∫
r∈R3

R(r)dr3 (2.79)

Dans notre géométrie de boîte périodique, l’espace de Fourier devient discrète,
la fonction de Dirac deviens 1 à zéro et nulle ailleurs, avec une dimension d’une
volume. On écrit directement :

EkK =
〈
ûk · û−k

〉
(2.80)

Le spectre 1D est calculé comme la somme sur tous les modes appartenant à
une coquille sphérique Sk = {k ∈ R3|k− 0.5 < |k| ≤ k+ 0.5} (les modes de même
longueur d’onde arrondi à une unité près) :

EK(k) =
∑
k∈Sk

EkK . (2.81)

Nous pouvons dériver une équation qui décrit la dynamique du spectre d’énergie
cinétique à partir de l’équation (2.72). La procédure est de multiplier avec un pro-
duit scalaire chaque terme de l’équation (2.72) avec û−k = (û−k)∗, nous obtenons
alors : {

∂

∂t
+ νfk

2

}
EkK = −Pc

{
û ∧w

}k
· û−k + f̂

k
· û−k (2.82)
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où f̂
k
.û−k présente la contribution énergétique de la force volumique ajoutée. Si

nous regardons de plus près le terme qui correspond au transfert non linéaire dans
l’équation de Navier-Stokes, ce terme s’écrit explicitement sous forme indicielle :

Pc

{
û ∧w

}k
· û−k =

(
δij −

kikj
k2

)
̂(εmniumwn)

k
û−kj (2.83)

On note qu’on peut travailler sur le terme
(
δij − kikj

k2

)
̂(εmniumwn)

k
û−kj dans

l’équation (2.83) en faisant la multiplication suivante :(
δij −

kikj
k2

)
û−kj = û−kj (2.84)

car kj.û−kj = 0. Donc le projecteur
(
δij − kikj

k2

)
disparaît dans l’équation (2.83),

et on obtient :

Pc

{
û ∧w

}k
.û−k = ̂(εmniumwn)

k
û−kj (2.85)

Nous pouvons appliquer une somme sur Sk de tous les termes de l’équation
(2.82), nous obtenons une équation 1D, qui est appelée équation de Lin [41], qui
décrit l’évolution du spectre 1D en fonction du temps.{

∂

∂t
+ νfk

2

}
EK(k) = Tf (k) + F (k) (2.86)

Avec :

Tf (k) =
∑
k∈Sk

̂(εmniumwn)
k
û−kj (2.87)

F (k) =
∑
k∈Sk

f̂i
k
· û−ki (2.88)

Nous pouvons calculer l’échelle intégrale LK (voir définition dans section 2.3.7-
equation 2.36) directement dans l’espace de Fourier par :

LK =
4

3π

∫ ∞
0

k−1EK(k)

EK(k)
dk (2.89)

Le pré-facteur 4
3π

est souvent négligé dans la littérature et donc n’apparaitra pas
par la suite.

2.5 Phénoménologie

2.5.1 Injection d’énergie et échelle intégrale

Naturellement, l’échelle la plus énergétique est l’échelle où on injecte de l’éner-
gie, cette quantité d’énergie sera transférée à d’autres échelles via le mécanisme
d’advection.
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Dans une turbulence 2D, il existe une cascade inverse qui transfert d’énergie
des petites échelles au grandes échelles.

Nous nous intéressons au turbulence 3D, où nous n’avons pas la cascade inverse,
et énergie est transféré des grandes échelles vers les plus petites, donc l’échelle
d’injection est l’échelle de longueur le plus grande. En général, elle est du même
ordre de grandeur que l’échelle intégrale.

2.5.2 Théorie d’équilibre de Kolmogorov

Dans une turbulence Newtonienne classique, nous nous familiarisons avec
l’image de cascade d’énergie cinétique qui fut introduite par Richardson (1922) :
l’énergie cinétique de turbulence est produite à grandes échelles et transférée vers
les petites échelles et principalement dissipée aux petites échelles. Il y a donc deux
mécanismes principaux :

— Le transfert non linéaire est un mécanisme de transfert d’énergie des grandes
échelles vers les plus petites échelles. Ce mécanisme correspond au terme de
transport dans l’équation de Navier-Stokes (u ·∇)u, donc il est aussi appelé
le transfert par convection. La quantité d’énergie transférée est diminuée
quand nous nous déplaçons vers les plus petites échelles.

— La dissipation visqueuse représente la perte de l’énergie mécanique par le
frottement visqueux, elle correspond au terme de dissipation dans l’équa-
tion de Navier-Stokes : νf∆u. La dissipation visqueuse croit quand nous
nous déplaçons vers les plus petites échelles jusqu’à un maximum où l’éner-
gie fournie par les grandes échelles, via le transfert non linéaire, est toute
dissipée.

Il est donc important de considérer le rapport entre les effets visqueux et le
transfert non linéaire. Ce rapport est caractérisé par l’échelle de Kolmogorov (noté
η) : pour les échelles plus grandes que l’échelle de Kolmogorov, le transport non
linéaire domine les effets visqueux (domaine inertiel). Pour les échelles plus petites
que l’échelle de Kolmogorov, ce sont les effets visqueuses qui dominent (domaine
dissipatif). L’échelle de Kolmogorov est aussi une échelle où la dissipation visqueuse
est maximale.

L’idée de la théorie de Kolmogorov peut être résumée par l’image suivante :
quand le nombre de Reynolds est très grand (en faisant tendre la viscosité vers
zéro par exemple), la dissipation visqueuse tend vers une constant ε0, et l’échelle
de Kolmogorov est repoussée vers des échelles très petites (η → 0).

Comme la dissipation est maximale à l’échelle de Kolmogorov η, qui est repous-
sée vers zéro (correspond à un nombre d’onde infini : kη ∼ 1/η → ∞) , pour une
échelle l > 0 donnée, la dissipation reste très faible par rapport à la dissipation
totale ε0. L’hypothèse de Kolmogorov est donc de négliger la dissipation visqueuse
pour les échelles dans la zone inertielle, donc les statistiques sont indépendantes
de la viscosité. L’énergie cinétique est injectée à l’échelle intégrale et transférée
sans pertes entre les échelles dans la zone inertielles jusqu’à la zone dissipative
et dans cette zone elle sera complètement dissipée, donc les échelles dans la zone
dissipative sont dépendantes de la viscosité et de la dissipation.

La position de l’échelle de Kolmogorov par rapport à l’échelle intégrale dépend
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du nombre de Reynolds :
LK
η
∼ Re

3/4
λ (2.90)

Avec ces raisonnements, Kolmogorov a posé 3 hypothèses (qui sont applicables
quand l’écoulement en question a un nombre de Reynolds suffisamment impor-
tant) :

— Isotropie locale : les échelles très petites par rapport à l’échelle intégrale LK
sont statistiquement isotropes.

— Première hypothèse de la similitude : les statistiques des plus petites échelles
(de l’ordre de l’échelle de Kolmogorov η) ont une forme universelle et dé-
pendent et de la viscosité νf et de la dissipation visqueuse εf . Ces échelles
constituent la zone dissipative

— Deuxième hypothèse de la similitude : les statistiques de l’échelle l, qui
est très petite par rapport à l’échelle intégrale LK , mais très grande par
rapport à l’échelle Kolmogorov (η) (LK � l� η)ont une forme universelle
et dépendent de la dissipation visqueuse εf et de l’échelle l. Ces échelles
constituent la zone inertielle.

A partir des hypothèses de Kolmogorov, avec une analyse dimensionnelle, nous
arrivons à définir les variables liées à l’échelle de Kolmogorov par :

— l’échelle de longueur η = (ν3
f/εf )

1/4

— l’échelle de temps tη =
√
νf/εf

— l’échelle de vitesse Uη = (νfεf )
1/4

Dans la zone inertielle (1/LK � k � 1/η), avec les analyses dimentionnelles,
nous pouvons montrer que le spectre d’énergie cinétique suit une loi de puissance :
EK(k) ∼ k−5/3

2.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons vu les hypothèses et les analyses classiques appli-

quées à un écoulement turbulent dit homogène et isotrope (THI). Nous nous basons
sur l’image classique de la turbulence Newtonienne de Richardson, et notre objec-
tif dans cette thèse est de chercher à comprendre comment les polymères rentrent
dans cette image, comment ils interagissent avec la turbulence. Dans le chapitre
suivant, nous allons présenter les modèles utilisés pour décrire la dynamique des
polymères et leur interaction avec le fluide porteur.
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3.1 Introduction
Un fluide non Newtonien peut être créé par un mélange entre un solvant

newtonien et un soluté de polymère. Des polymères peuvent emmagasiner de
l’énergie quand ils s’étirent, ce qui donnent au solution une caractère élastique.
Mais grâce au solvant, la solution a également un comportement visqueux. Le
mélange a donc un comportement visco-élastique. Il existe plusieurs techniques
pour simuler le comportement des polymères :

1. des modèles atomiques (Monte-Carlo et simulation dynamique moléculaire).
Ils sont typiquement utilisés pour étudier les réactions chimiques entre
les polymères et le solvant, pour des temps très courts (de quelque nano-
secondes)

2. des modèles mésocopiques avec une approche macroscopique pour le solvant
et microscopique pour le fluide. Cela nécessite des simulations utilisant le
mouvement Brownien et même si le coût de calcul est réduit par rapport
au modèle atomique, c’est encore trop cher pour coupler le polymère avec
un écoulement 3D turbulent.

3. des modèles macroscopiques basés sur des statistiques d’ensemble des po-
lymères. Cela nécessite néanmoins une description continue des polymères
(modèle FENE-P, Oldroyd-B).

Dans cette thèse nous utilisons un modèle macroscopique de polymères de type
FENE-P que nous exposons dans cette partie qui comprend :

— La dynamique d’une seule chaîne de polymères avec les propriétés chimiques
et de conformations.

— Les interactions polymère-polymère.
— Des modèles microscopiques pour la dynamique du polymère dans un écou-

lement.
— Des modèles macroscopiques pour la dynamique du polymère dans un écou-

lement.
En effet, pour construire un modèle macroscopique, il faut commencer avec un
modèle microscopique de comportement des polymères.

3.2 Propriété générale d’un polymère

3.2.1 Propriété chimique d’un polymère

Les polymères sont en général des macro-molécules à base de longues chaînes de
monomères constitués de nombreuses sous-unités qui se connectent par des liaisons
de covalences. On distingue :

— les polymères synthétiques : polyéthylène (PE), polystyrène (PS), Polyvinyl
chloride(PVC), ...

— les polymères naturels : ADN, protéine, fibre végétale, cellulose, ...
Dans le cas de polymères synthétiques, les monomères sont des produits chi-

miques de base qui peuvent subir une procédure de polymérisation. Par exemple,
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Monomère : éthylène Polymère : polyéthylène

N
polymérisation

Figure 3.1: Polymère de polyéthylène obtenu par polymérisation deN monomères
d’éthylène. Le zoom permet d’identifier la répétition des monomères

le PE est obtenu par polymérisation de N monomères d’éthylène CH2 = CH2

suivant la formule :

N. (CH2 = CH2)→ H − (CH2 − CH2)N −H (3.1)

cette formule est illustrée figure 3.1.
Notons que dans le cas des polymères naturels, les monomères sont plus com-

pliqués et les polymères ne sont pas nécessairement périodiques.
Parmi les liaisons de covalences, la liaison Carbone-Carbone est la plus résis-

tante et la plus présente dans les polymères synthétisés. Par ailleurs, il existe éga-
lement des liaisons covalence Carbone-Oxygène, Carbone- Nitrogène, Nitrogène-
Oxygène,etc, ...

Dans cette thèse nous nous intéressons aux polymères synthétisés qui se com-
posent des liaisons Carbone-Carbone. Dans ce cas, un paramètre important est
le degré de polymérisation N , qui est le nombre de monomères moyens qui sont
associés pour former un polymère. Une longue chaîne de polymère est plus fra-
gile et donc plus difficile à fabriquer. Notre technologie permet d’atteindre des
valeurs de N assez grandes, par exemple N = 105 pour le UHMPE (polyéthylène
de haute densité). Lors de la production des polymères, une des difficultés est la
connaissance et le contrôle de la valeur moyenne de N après production.

Lors de la synthèse des polymères, il est possible d’avoir des anomalies de
branchement qui conduisent à des géométries non linéaires. En effet, le Carbone
peut former au plus 4 liaisons de covalence avec les autres particules. Pour un
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a) polymère linéaire

c) polymère en peigne

b) polymère ramifié

d) polymère en étoile

Figure 3.2: Différents branchements typiques des polymères pour des liaisons
Carbone-Carbone

atome Carbone au milieu de la chaîne, il peut y avoir 3 possibilités pour connecter
cet atome aux autres atomes de Carbone :

— 2 liaisons de covalence utilisées : c’est une chaîne linéaire (figure 3.2a).
— 3 liaisons de covalence utilisées : cet ensemble devient un noeud avec 3

branches (exemple typique sur la figure 3.2 b et c).
— 4 liaisons de covalences sont utilisées : ce cas existe mais est extrêmement

rare et instable car ce sont 4 grosses branches qui se connectent à un seul
atome de carbone et vont se repousser entre elles(exemple typique sur la
figure 3.2 d).

Par ailleurs, il existe d’autres types de branchements [37] que b) c) et d) de la figure
3.2 qui aboutissent à des géométries plus complexes (réseau 3D par réticulation
chimique, ...), en particulier pour d’autres types de liaisons que la liaison Carbone-
Carbone comme par exemple pour la vulcanisation des élastomères par le soufre.
Mais tous les branchements peuvent se décomposer en des branches linéaires. Nous
nous limitons à une configuration la plus simple où les chaînes de polymères sont
linéaires.

3.2.2 Conformation et flexibilité

Comment bouge une chaîne de polymère ? Il y a deux types de mouvements
sur une liaison :

— A petite échelle il y a de petits mouvements de vibration (rota-
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tion/translation) autour des configurations stables (puits de potentiel éner-
gétique moléculaire).

— A plus grande échelle il y a des rotations importantes autours de l’axe de
la liaison covalente qui transforme la conformation du polymère et donne
au polymère la flexibilité macroscopique.

En effet, les conformations d’une molécule sont les arrangements des atomes qui ne
se différencient que par des rotations autour de liaisons simples 1. Sur une molécule
simple comme l’éthane C2H6, on observe que la rotation autour de l’axe C1−C2 fait
varier l’énergie potentielle moléculaire ( voir figure 3.3). Cette énergie potentielle
est calculée à partir de la structure électronique d’un système à plusieurs noyaux et
électrons (équation de Kohn-Sham [39]). Les minimums locaux (puits de potentiel
énergétique moléculaire) sont obtenus pour les angles ϕ = 60+120n (configuration
décalé) avec n = 0, 1, 2. Les maximas locaux sont obtenus pour les angles ϕ = 120n
(configuration éclipsée).

Dans le cas d’un polymère avec des liaisons Carbone-Carbone comme par
exemple le polyéthylène [9], les longueurs des liaisons a ≈ 0.15nm et l’angle entre
les liaisons θ ≈ arcos(−1/3) = 109.47 sont à peu près constants (voir figure 3.4) :
à température ordinaire, leurs amplitudes oscillent de 3%. Par contre, l’énergie po-
tentielle dépend des angles aléatoires successifs ϕ (voir figure 3.4c). Or localement,
lorsque ϕ varie, il y 3 minimum d’énergie qui correspondent à 3 conformations
principales qui sont nommées trans t et gauche g où on distingue g+ et g− (voir
figure 3.4). On distingue alors 2 types de flexibilités :

1) Flexibilité statique : lorsqu’on a une distribution spatiale des différentes
conformations principales t, g+, g−, si l’agitation thermique kB.T (avec kB
la constante de Boltzmann) est plus grande que la différence d’énergie entre
les conformations trans et gauche noté ∆ε (voir figure 3.4b) soit kB.T > ∆ε,
alors toutes les conformations principales t, g+ et g− sont probables loca-
lement. Le polymère apparaît comme une pelote aléatoire (statistiquement
flexible). Pour de plus grandes valeurs de ∆ε si kB.T < ∆ε, alors il est moins
probable de trouver les conformations g+ et g−, et il est plus probable de
trouver la conformation t, la chaîne apparaîtra plus rigide et plus linéaire.

2) Flexibilité dynamique : Si localement, la chaîne change de conformation
au cours du temps, alors il faut franchir la barrière de potentiel ∆E à
l’aide de l’agitation thermique ou des effets quantiques (voir figure 3.4b).
Si l’agitation thermique kB.T est plus grande que la barrière énergétique
kB.T > ∆E, alors, il est tout le temps possible de passer d’une conformation
à une autre. La chaîne apparaît extrêmement flexible au cour du temps, et le
temps de relaxation est très faible. Par contre, si kB.T < ∆E, il est moins
probable de passer d’une conformation à une autre, la chaîne apparaitra
moins flexible au cours du temps.

Les deux notions ne se recouvrent pas forcément. En effet, nous pouvons trouver
des molécules flexibles du point de vue statique mais non flexibles du point de
vue dynamique (la barrière ∆E est très élevée) : le polymère apparait comme une

1. Le passage d’une conformation à une autre ne nécessite pas de casser la liaison chimique
contrairement aux configurations des molécules comme par exemple les molécules chirales qui
ont une barrière énergétique beaucoup plus élevée
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a) b) c)

c)

Figure 3.3: Conformation de la molécule d’éthane. a) Molécule d’éthane. b) Vue
3D. c) Vue suivant l’axe de liaison C1−C2. d) Evolution du potentiel énergétique
moléculaire en fonction de l’angle de rotation ϕ, résultat de la simulation du logiciel
libre Ghemical[1]

pelote aléatoire qui est figée dans une conformation (comme un fil de fer tordu).
Dans cette thèse on ne discutera pas de ce type de molécule.
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a)

b)

c)

d)

e)

Figure 3.4: Example de conformation d’un polymère. a)Vue 3D et torson ϕ du
polymère autour de l’axe C1-C2. b) Variation d’énergie potentielle moléculaire en
fontion de l’ange de torsion ϕ (Résultat de simulations par le logiciel Ghemical[1]).
c) Zoom sur la liaison C1-C2, en différentes conformations principales. d)Projection
Newman. e) Schéma d’une partie de la chaîne de carbone du squelette du poly-
éthylène
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3.3 Modélisation d’un polymère par une chaîne
idéale

3.3.1 Marche aléatoire et distribution Gaussienne

Figure 3.5: Schéma du squelette du polymère modélisé par une marche aléatoire
(voir la notation dans le texte)

La chaîne idéale est décrite par une marche aléatoire généralisée où on impose :
H1 l’orientation des liaisons des atomes du squelette comme statiquement in-

dépendant.
H2 la loi de distribution de l’orientation est la même pour tous les monomères

et est isotrope (donc de moyenne nulle ).
H3 la longueur de liaison est fixée et égale à a

La conséquence de ces hypothèses pour une telle chaîne est que toutes les conforma-
tions sont équiprobables, et ont donc une même énergie potentielle moléculaire : la
chaîne idéale est à énergie potentielle moléculaire constante quelque soit la confor-
mation. Cela correspond au cas des chaînes statiquement flexibles (voir section
3.2.2).

On a représenté la chaîne idéale sur le schéma 3.5, avec :
1. les N atomes du squelette notés C1, C2, ..., CN

2. les N positions des atomes notés x(1),x(2),...,x(N) qui sont des variables aléa-
toires.

3. les N vecteurs de liaison r(1) = x(2) − x(1),...,r(N−1) = x(N) − x(N−1). En
suivant l’hypothèse H1, on a statistiquement, :

avec l’hypothèse H2 :
〈
r(i)
〉

= 0 (3.2)

avec l’hypothèse H1 et H3 :
〈
r(i).r(j)

〉
= a2δij (3.3)
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où δij est le symbole de Kronecker.
Le vecteur bout à bout entre 2 extrémités d’un polymère est noté R, il vaut :

R =
N∑
n=1

r(n) (3.4)

Avec le résultat (3.3), on en déduit la variance du vecteur bout à bout :〈
R2
〉

=
∑
i,j

〈
r(i).r(j)

〉
=
∑
i

〈
(r(i))2

〉
= Na2 (3.5)

On note P (R) la probabilité d’avoir un vecteur bout à bout R et R0 la variance
de R : R0 =

√〈
R2
〉
. Avec l’hypothèse de la chaîne idéale, nous pouvons appliquer

le théorème central limite sur la somme des vecteurs de liaisons. Le vecteur R doit
donc suivre une loi normale quand N est assez grande. Cette loi est donnée par :

P (R) =
1(√

2πNa2
)3 exp

(
− 3R2

2Na2

)
(3.6)

Où le facteur 3 dans l’équation 3.6 provient du fait que nous utilisons des vecteurs
aléatoires en 3 dimensions.

Remarques :
• Le vecteur bout à bout le plus probable est le vecteur nul.
• L’hypothèse H1 implique que la chaîne de polymères peut se replier sur

elle-même, donc le modèle de chaîne idéale est également appelé le modèle
de chaîne fantôme.
• La distribution P (R) est isotrope : elle ne dépend pas de la direction du

vecteur R, mais ne dépend que de la norme R = |R|.
• Grâce au théorème central limite, la loi de distribution de R est indépen-

dante de l’orientation des vecteurs r. Par exemple Orr [52] introduit en 1947
un processus de marche aléatoire simplifiée en réseau 2D où les orientations
possibles sont "droit-gauche-haut-bas".

3.3.2 Amélioration du modèle

Nous sommes toujours à la recherche d’une modélisation plus réaliste des po-
lymères que la marche aléatoire avec une distribution Gaussienne du paragraphe
3.3.1. Nous pouvons construire des modèles avec des hypothèses moins fortes :

H1’ Au lieu de hypothèse H1 : nous pouvons introduire une dépendance entre
les vecteurs d’orientation :

γij =
〈
r(i)r(j)

〉
6= 0 (3.7)

où γ est une corrélation qui décroit de manière exponentielle avec la distance
i− j
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Figure 3.6: L’allure de la distribution de probablité normalisé (noté Φ) en fonction
de l’étirement normalisé x = R

RF
. Image tiré du livre de De Gennes [20]

H2’ Au lieu de considérer la distribution des orientations de manière isotrope,
nous pouvons considérer des angles d’orientation θ et ϕ comme décrit dans
la partie 3.2.1, et donner une distribution de probabilité de ϕ qui privilégie
le puits d’énergie potentielle (position "trans").

H3 Cette hypothèse est réaliste car la distance entre 2 atomes Carbone dans
une chaîne de polymères est à peu près constante.

Avec les hypothèse de H1′ et H2′, Flory [29] montre que nous retrouvons un com-
portement de chaînes idéales avec le nombre de monomère N très grand. Néan-
moins, pour les chaînes qui se replient fortement, alors des monomères i et j peuvent
être éloignés dans la chaîne mais proches spatialement.

Dans ce cas, il faut changer la loi de distribution P (R) . Il existe 2 techniques
pour calculer la loi de probabilité (PDF) en prenant en compte les interactions
spatiales entre les monomères :

— Nous nous donnons un nombre N limité et listons toutes les conformations
possibles, nous faisons enfin un raisonnement asymptotique quand N →∞.

— Nous nous donnons un nombre N très grand et faisons des simulations de
type Monte-Carlos pour calculer la PDF.

La PDF de R prend alors la forme générale suivante[46] :

P (R) =
1

(RF )D
ϕp

(
R

RF

)
(3.8)

où D est le nombre de dimension (D = 3 pour le cas 3D), 1
(RF )D

est un pré-facteur

pour assurer que
∞∫
0

p(R)dR = 1. RF est une échelle caractéristique des polymères,

qui est introduite par Flory :
RF = aN3/5 (3.9)

L’allure de la fonction ϕP ( R
RF

) est présentée dans la figure 3.6. Elle a 2 com-
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portements asymptotiques différents quand R→ 0 et quand R→∞ :

lim
R
RF
→0
ϕP

(
R

RF

)
∼
(
R

RF

)g
(3.10)

lim
R
RF
→∞

ϕP

(
R

RF

)
∼ exp

(
−
(
R

RF

)δ)
(3.11)

Nous remarquons que :
— Les exposants g et δ sont déterminés dans l’espace 3D par : g ≈ 1/3 et

δ = 5/2, or la distribution Gaussienne a un exposant δ de 2.
— Nous remarquons également que : si R suit la loi de distribution de Flory

(equation 3.8), sa variance vaut R2
F = a2N6/5, or la distribution Gaussienne

donne une variance Na2. Avec R0 est la racine carrée de la variance R0 =√〈
R2
〉
, on a :

• R0 = aN1/2 si nous considérons une distribution Gaussienne
• R0 = aN3/5 si nous considérons la distribution de Flory

3.3.3 Entropie et loi de Hooke du polymère

On associe à un vecteur bout à bout R donné, un macro-état. Or pour un
vecteur R donné, il y a plusieurs conformations possibles de r(i) avec i = 1, .., N :
chaque conformation forme un micro état. Donc pour un macro état R, on définit
Ω(R) le nombre de ses micro-états possibles. Comme chaque conformation est
équiprobable (voir paragraphe 3.3.1), alors les micro-états sont équiprobables, et
on définit l’entropie du polymère par :

S(R) = kB log(Ω(R)) (3.12)

Or, pour un vecteur bout à bout fixé R, Ω(R) est directement proportionnel à la
probabilité P (R) d’avoir un macro-état, donc :

Ω(R) = C1 P (R) (3.13)

avec C1 est une constante. Avec (3.12) et (3.13), on a :

S(R) = kB log(P (R)) + C2 avec C2 = kB.log(C1) (3.14)

S(R) = C3 −
3 kBR2

2R2
0

avec C3 = C2 + log

(
3

2πR2
0

)
(3.15)

Si un opérateur agit sur le vecteur bout à bout R de manière quasi-statique (in-
finiment lente), alors en augmentant la longueur de R, l’entropie du polymère
diminue. Si l’entropie diminue, alors l’opérateur lutte contre le "désordre naturel"
(second principe) et il "sent" une résistance à sa force. Plus exactement, lors de la
transformation qui passe du macro-état R au macro-état R+dR , nous supposons
que :
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1. La chaîne est idéale, donc l’énergie potentielle est constante (i.e U =
constante) au cours de la transformation, donc on a :

0 = dU = δW + δQ (3.16)

avec δW et δQ sont respectivement le travail mécanique et la chaleur échan-
gée avec l’opérateur.

2. la transformation est quasi-statique, i.e infiniment lente, le système passe
par une série d’équilibres thermodynamiques des macro-états, ce qui a deux
conséquences :
a) la chaleur reçue par le polymère durant la transformation est liée par

l’entropie par
δQ = TdS (3.17)

avec T la température de la chaîne
b) lors de la transformation infiniment lente, la force de l’opérateur sur le

polymère Fop est opposée à la force de rappelle exercée par le polymère
sur l’opérateur FR (Fop = −FR). On a :

δW = FopdR = −FRdR (3.18)

Avec l’équation (3.16),(3.17),(3.18), il est possible de calculer l’expression de la
force de relaxation de la chaîne en transformant le macro-état R vers le macro-état
R + dR :

F = T
dS(R)

dR
= −3TkB

R2
0

R (3.19)

Le polymère agit comme un ressort (ressort entropique) qui suit la loi de Hooke
F = −KR avec la raideur K = 3TkB

R2
0

Attention, dans les modèles prenant en compte l’effet des interactions spatiales
(modèle de Flory), l’équation (3.12) est toujours valide, mais l’exposant de R dans
l’équation (3.15) n’est plus 2 mais prend une nouvelle valeur 5/2 (dans le cas 3D).
Cela conduit à la force de rappel qui n’est pas linéaire par rapport à R, et donc
la raideur K devient une fonction de l’extension. Dans ce travail, par raison de
simplification, nous utilisons le modèle chaîne idéale.

3.3.4 Chaîne Gaussienne et chaîne FENE

Le même raisonnement qu’en parties 3.3.1 et 3.3.3 peut être appliqué à un
sous-groupe de N ′ monomères du polymère contenant N monomères au total, si
le nombre N ′ est assez grand. On construit le modèle de chaîne Gaussienne en
représentant chaque sous-groupe de monomères par un centre de masse ponctuelle
(appelé "bead") relié aux autres centres de masse par des ressorts de Hooke de
raideur constante :

KG =
3TkB
N ′a2

(3.20)

Au total, il y a une succession de M = N/N ′ ressorts. Le processus est décrit dans
la figure 3.3.4. Ce type de d’approche "coarse-grained" peut être utilisée dans les
modèles microscopiques (voir Bird et al.[10]).
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a) b)

c)

Figure 3.7: Schéma illustrant la modélisation d’un polymère par une chaîne Gaus-
sienne constituée des ressorts entropiques : a) polymère, b) subdivision enM = 10
sous groupe de monomères, c) remplacement des sous groupes par des ressorts
entropiques

Warner [85] introduit une limite d’extension du polymère Rmax et une correc-
tion non linéaire sur la raideur(empirique) P :

KFENE(R) = KGP(R) (3.21)

où
P(R) =

1

1− ( |R|
2

R2
max

)
=

R2
max

R2
max − |R|2

(3.22)

Ce modèle est également appelé chaîne FENE (Finite Extensible Nonlinear
Elastic). La raideur du ressort dans le modèle FENE (KFENE(R)) dépend de la
longueur du vecteur bout à bout R et de la limite Rmax : elle tend vers l’infini
quand R tend vers la limite Rmax. Par ailleurs il existe d’autres modèles pour le
comportement non linéaire de la raideur comme les modèles de Fraenkel ou de
Tanner [10]). On remarque que pour Rmax tend vers l’infini, on a :

lim
Rmax→∞

P(R) = 1 ∀R, (3.23)

donc la chaîne FENE devient une chaîne Gaussienne.
L’énergie potentielle élastique qui dérive la force de relaxation dans chaque

modèle est :

Chaîne Gaussienne : ep =
1

2
KGR2 (3.24)

Chaîne FENE : ep =
1

2
KGR

2
maxln(P(R)) (3.25)

Les deux énergies sont égales lorsque l’étirement est faible |R|
Rmax

<< 1. En effet,
par un développement de Taylor on a : lnP(R) ' R2

R2
max

+ ...
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3.4 Interaction polymère-polymère
Dans la partie précédente, nous avons vu les propriétés dynamiques d’une seule

chaîne. A faible concentration de monomères c, il n’y a quasiment pas d’interactions
entre les polymères, ce n’est plus le cas avec les plus fortes concentrations. On
définit une concentration de recouvrement c? telle que les polymères arrivent les
uns sur les autres, se touchent sans s’interpénétrer (voir figure 3.8b).

Figure 3.8: Les différentes régimes (source : De Gennes[20] : a)dilués, b) limite
entre 2 régimes et c) semi-dilués

— Si c < c?, nous avons un régime dilué, il n’y a quasiment pas d’interactions
entre les polymères (voir figure 3.8a).

— Si c > c?, les polymères commencent à s’enchevêtrer, c’est le début du
régime "semi dilué" (voir figure 3.8c)

— Si c >> c?, c’est le régime concentré ou polymère fondu.
La concentration c? est donnée par [20] :

c? ' a−3N−4/5 (3.26)

Dans cette thèse, nous nous situons dans le régime dilué : (c < c?). A titre exemple,
c? ≈ 200 pour la solution de polyacrylamide [42]

3.5 Modèle microscopique du polymère dans un
écoulement

Dans les parties précédentes, nous avons établi des propriétés de polymères à
partir de l’équilibre statique. Dans cette partie, nous nous intéressons aux proprié-
tés dynamiques des polymères quand ils sont déformés par le solvant. Par ailleurs,
le polymère effectue un effort de réaction sur l’écoulement porteur. Cet effet de
couplage crée des effets spectaculaires : la réduction de traînée, la modification de
viscosité apparente quand les fluides subissent un cisaillement ("shear thining"),
l’effort normal qui apparaît en cisaillement pur, modification de la forme de la
surface libre ("rod climbing effect" ou Weissenberg effet)...

A cause de la séparation énorme entre les échelles des polymères et les échelles
des fluides, les simulations numériques ne peuvent pas prendre en compte toutes
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les échelles du fluide et du polymère en même temps. C’est pourquoi il existe plu-
sieurs modèles rhéologiques divisés en 3 familles de modèles basés sur 3 approches
différentes :

— L’approche microscopique qui simule un mouvement Brownien des poly-
mères en utilisant les equations de Langevin.

— L’approche probabilistique avec l’équation de Fokker-Planck
— L’approche macroscopique des polymères avec une équation Eulérienne sur

la conformation des polymères.
Cette section va présenter les modèles macroscopiques utilisés dans cette thèse
pour la simulation. Néanmoins dans un premier temps nous présentons une ap-
proche microscopique qui permet de construire un modèle macroscopique dans un
deuxième temps.

3.5.1 Modèle de Langevin pour une particule

Figure 3.9: Schéma illustrant les différentes forces exercées sur une particule

On considère une très petite particule immergée dans un fluide : il subit une
agitation thermique et un frottement du à l’écoulement porteur. Le bilan des forces
s’écrit

m
dv
dt

= FD + FB (3.27)

Avec :
• m est la masse de la particule
• La vitesse de la particule v = dX

dt
, et X sa position

• La force de frottement due à l’écoulement porteur sur la particule FD =
ζ(u − v) où u est la vitesse de l’écoulement porteur autour de la parti-
cule, ζ est le coefficient de frottement qui vaut ζ = 3πµd (la particule est
considéré comme une sphère de diamètre d, et µ est la viscosité dynamique
de l’écoulement porteur). A premier approximation, nous pouvons prendre
d = 2R0

• FB représente l’agitation thermique, qui est une force aléatoire indépen-
dante à tous les instants telle que 〈FB(t)〉 = 0. Sa fonction de corrélation
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s’écrit :

〈(FB)i(t).(FB)j(t
′)〉 = σ2

Bδijδ(t− t′) (3.28)

Où δij est le symbole de Kronecker et δ est la distribution de Dirac. Pour
déterminer σB, on considère le cas de l’agitation thermique pure, sans vitesse
de l’écoulement porteur (u = 0). A l’équilibre, on a l’équation (3.29) :

m
dv
dt

= ζv + FB (3.29)

En intégrant, on obtient :

v(t) = v(0)e−
ζ
m
t +

1

m

∫ t

0

e−
ζ
m

(t−τ)FB(τ)dτ (3.30)

La corrélation vaut :

〈v(t).v(t)〉 = v(0)2e−2 ζ
m
t +

1

m2

∫ t

0

∫ t

0

e−
ζ
m

(2t−τ−τ ′) 〈FB(τ).FB(τ ′)〉︸ ︷︷ ︸
=3σ2

Bδ(τ−τ ′)

dτ

 dτ ′

(3.31)

= v(0)2e−2 ζ
m
t +

1

m2

∫ t

0

e−
ζ
m

(2t−2τ ′)3σ2
Bdτ

′ (3.32)

= v(0)2e−2 ζ
m
t +

3

2ζm
σ2
B

(
1− e−2 ζ

m
t
)

(3.33)

donc l’énergie relaxe à grand temps (donc à l’équilibre) vers〈
v2
〉

=
3

2ζm
σ2
B (3.34)

Or le théorème d’équipartition d’énergie de la physique statistique clas-
sique nous indique que m1

2
〈v2〉 = 3

2
kBT (en 3 dimensions). Finalement, on

obtient : σ2
B = 2kBTζ. On note donc l’agitation thermique sous la forme

FB =
√

2kBTζẆ (t) (3.35)

Avec W est un processus de Wiener. Cette force FB peut être approchée
numériquement par

√
2kBTζ

∆t
n où n est un vecteur aléatoire Gaussien (dont

chaque composante suit une loi de distribution Gaussienne normalisée).

3.5.2 Modèle de FENE-M et Rousse pour un polymère

Pour construire le modèle de Langevin pour les polymères, on se base sur le
modèle de la chaîne FENE ou Gaussienne divisée en M sous groupes, le solvant
joue alors le rôle de thermostat (agitateur). Voir la figure 3.10. On effectue le bilan
des forces sur le m-ième centre de masse de la chaîne positionnée en X(m) :

m
dv(m)

dt
= F(m)

D + F(m)
B + F(m)

R − F(m−1)
R (3.36)

Avec :
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Figure 3.10: Schéma illustrant les différentes forces exercées sur un sous-groupe
de monomères (voir texte ci-dessous pour l’expliquation des termes)

• m est la masse d’un groupe de monomères.
• La vitesse du centre de masse v(m) = dX(m)

dt
, et X(m) sa position

• La force de frottement due à l’écoulement porteur sur le groupe de mono-
mère F(m)

D = ζ(u(m)−v(m)) avec u(m) est la vitesse de l’écoulement porteur.
• F(m)

B =
√

2kBTζẆ
(m)

représente l’agitation thermique, qui est une force
aléatoire indépendante à tous les instants.
• F(m)

R est la force du ressort que le m-ième centre de masse exerce sur le
m− 1-ième centre de masse, et −F(m)

R est la force réciproque. L’expression
de cette force a été discutée dans la partie 3.3.4, que l’on rappelle ici :

F(m)
R = KGP(R)R(m) = KGP(R)(X(m+1) −X(m)) (3.37)

Dans les modèles microscopiques, l’accélération est négligée : les centres de
masse respectent toujours l’équilibre des forces. L’équilibre du m-ième centre de
masse s’écrit :

F(m)
R − F(m−1)

R + F(m)
D + FB = 0 (3.38)

En remplaçant l’expression des forces dans (3.38), nous avons ainsi l’équation fi-
nale :

dX(m)

dt
= u(m) +

KG

ζ
P(|R(m)|)R(m) − KG

ζ
P(|R(m)|)R(m−1) +

√
2kBT

ζ
Ẇ

(m)
(t)

(3.39)
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La dynamique du vecteur qui relie 2 centres de masse suit l’équation :

dR(m)

dt
=
dX(m+1)

dt
− dX(m)

dt
= (u(m+1) − u(m))

+
KG

ζ

(
P(|R(m+1)|)R(m+1) + P(|R(m−1)|)R(m−1) − 2P(|R(m)|)R(m)

)
+

√
2kBT

ζ

(
Ẇ

(m+1)
(t)− Ẇ

(m−1)
(t)
)

(3.40)

Dans le cas de la chaîne Gaussienne (P = 1), le modèle est connu sous le nom
de "modèle de Rousse"[65]. Dans le cas contraire, c’est le modèle FENE(-M) où
M représente le nombre de chaînes utilisées [68, 11]. Il existe également d’autres
modèles, par exemple le modèle de Zimm qui prend en compte les interactions
internes de la chaîne [91].

Si nous considérons que les échelles du polymère sont beaucoup plus faibles que
l’échelle de l’écoulement, alors les 2 centres de masse sont très rapprochés, et la
différence u(m+1) − u(m) peut être approchée par un développement de Taylor du
premier ordre :

u(m+1) − u(m) = R(m) · ∇u(m) (3.41)

En remplaçant l’équation (3.41) dans l’équation (3.40), nous obtenons l’équation
gouvernant l’extension du polymère :

dR(m)

dt
= R(m) · ∇u(m) +

√
2kBT

ζ

(
Ẇ

(m+1)
(t)− Ẇ

(m−1)
(t)
)

+
KG

ζ

(
P(|R(m+1)|)R(m+1) + P(|R(m−1)|)R(m−1) − 2P(|R(m)|)R(m)

)
(3.42)

3.5.3 L’effort créé par le polymère

Par le principe de l’action et réaction de Newton, la force que le centre de
masse du polymère exerce sur l’écoulement porteur est l’opposée de la somme de
la force de traînée FD et de la force Brownienne FB. Cette somme s’équilibre avec
les forces internes du polymère suivant l’équation 3.38, nous avons finalement, la
force que chaque centre de masse du polymère exerce sur l’écoulement porteur est
égale à la force interne du polymère :

FP =
KG

ζ

(
P(|R(m+1)|)R(m+1) + P(|R(m−1)|)R(m−1) − 2P(|R(m)|)R(m)

)
(3.43)

La force totale des polymères est la résultante des forces de tous les polymères
présents, donc cette force est proportionnelle à la concentration. En raison du coût
de calcul, les simulations numériques ne peuvent pas simuler des quantités réalistes
de chaîne FENE. Watanabe et Gotoh[87] ont contourné le problème en considérant
que chaque chaîne représente x polymères tout en vérifiant que le facteur x n’a
pas d’influence sur les résultats finaux.
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3.5.3.1 Modèle d’haltères ou Dumbell model

Figure 3.11: Schéma illustrant les différentes forces pour le modèle d’haltères
(voir texte ci-dessous pour les expliquations des termes)

Le modèle d’haltères ou "Dumbell model", est construit pour N = 2 c’est à
dire avec 1 seul ressort. En comparant différents valeurs de M de modèle FENE-M,
Watanabe et Gotoh [87] ont montré que le modèle FENE pourM = 2 est suffisant
pour décrire les statistiques des polymères. Dans ce cas, le vecteur bout à bout
R =

∑
mR(m) = R(1), et l’équation (3.42) deviennent :

ζ
dX(1)

dt
= ζu(1) +KGP(|R|)R +

√
2ζkBTẆ

(1)
(3.44)

ζ
dX(2)

dt
= ζu(2) −KGP(|R|)R +

√
2ζkBTẆ

(2)
(3.45)

La dynamique du vecteur bout à bout devient :

dR
dt

= R · ∇u − 2KG

ζ
P(|R|)R +

√
2kBT

ζ

(
Ẇ

(2) − Ẇ
(1)
)

(3.46)

L’addition ou la soustraction des 2 processus aléatoiresW (2)−W (1) est un autre
processus aléatoire (que nous notons

√
2W , où le facteur

√
2 permet d’assurer que

la variance de la processus W est la même avec W (1) et W (2) ). Nous avons donc
l’équation (3.46) qui devient :

dR
dt

= R · ∇u− 2KG

ζ
P(|R|)R +

√
4kBT

ζ

(
Ẇ
)

(3.47)
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L’évaluation de l’effort que les polymères exercent sur l’écoulement porteur
est similaire à la procédure décrite dans la section 3.5.3, mais avec N = 2. Les
équations se simplifient :

— Effort du premier centre de masse : F1
p = 1

τp
P(|R|)R

— Effort du deuxième centre de masse : F2
p = − 1

τp
P(|R|)R

avec τp = ζ
2KG

3.5.3.2 Signification physique des paramètres des modèles d’haltères

Pour comprendre les effets de chaque terme dans l’équation (3.47), il faut qu’on
se place dans les configurations simplifiées où le fluide porteur est statique : u = 0
et donc R · ∇u = 0, dans ce cas, le polymère n’est pas très étiré : P = 1.
• Temps de relaxation : Si on enlève l’agitation thermique

√
4kBT
ζ

Ẇ , cela
revient à étudier la dynamique d’une seule chaîne de polymère avec un
étirement initial (sans écoulement porteur). Dans ce cas, le polymère subit
un processus de relaxation décrit par :

dR
dt

= −2KG

ζ
P(|R|)R (3.48)

donc la chaîne de polymères modélisée par R relaxe vers son état équilibre
en suivant la loi R(t) = R(0)exp(−2tKG

ζ
). Le temps caractéristique de ce

processus est appelé temps de relaxation.

τp =
ζ

2KG

=
6πµR0

2(3TkB/R2
0)

=
πµR3

0

TkB
(3.49)

Pour les modèles avec plusieurs maillons (Modèle FENE-N avec N > 2,
modèle de Rousse), il existe plusieurs temps de relaxation.
• Longueur d’équilibre : l’équation (3.47) est une équation de Langevin

similaire mathématiquement à l’équation (3.29) où on remplace le couple
(m, ζ, σB =

√
2kB.T.ζ) par (ζ, 2KG, σB =

√
4kB.T.ζ). Donc, au temps long,

en effectuant le raisonnement similaire pour obtenir la solution (3.34), on
obtient : 〈

R2
〉

=
3kBT

KG

= R2
0 (3.50)

En remplaçant KG par son expression (voir 3.20), nous retrouvons la va-
riance

R2
0 = Na2 (3.51)

R0 apparaît comme une longueur à l’équilibre du polymère.
On note intensité normalisé de la force Brownienne par :

R? =

√
4kBT

ζ
(3.52)

qui a une dimension d’une longueur.
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Avec ces deux grandeurs, l’équation (3.47) peut donc se réécrire comme :

dR
dt

= R · ∇u− 1

τp
P(|R|)R +R?

(
Ẇ
)

(3.53)

3.5.3.3 Conclusion

Les modèles FENE, Rousse, et haltères sont des modèle très proches de la réalité
qui prennent en compte la déformation des polymères par le fluide porteur. Mais
l’inconvénient est que la simulation implique un suivi individuel des polymères. Si
le nombre de polymères est élevé, la simulation devient vite très chère en terme de
temps de calcul. Dans la littérature récente (2013), Wantanabe and Gotoh [86]ont
effectué les simulations les plus coûteuses en terme de calcul avec un nombre de
polymères contenus dans tout le domaine de l’ordre de 105 à 109. Or cela est encore
loin des concentrations typiques.

3.6 Modèles macroscopiques du polymère dans un
écoulement

L’approche microscopique, nous venons de le voir, propose une modélisation
intuitivement très réaliste. Mais elle contient également des limites, la plus grande
difficulté est le coût de calcul : le suivi des particules est difficile à paralléliser
efficacement. Un autre inconvénient est que la taille des polymères (de l’ordre du
micromètre) est souvent très petite par rapport aux échelles de la turbulence (qui
peuvent être très variables). Dans les simulations microscopiques, il est nécessaire
d’interpoler les champs de vitesse pour obtenir les vitesses de l’écoulement aux
positions des centres de masse des polymères. Pour avoir une interpolation précise,
il faut que la longueur de polymère soit assez "visible" par rapport à la structure de
la maille. Des modèles macroscopiques sont alors nécessaires pour palier ce défaut.
Nous présentons dans ce paragraphe les modèles macroscopiques que nous allons
utiliser.

3.6.1 Équation gouvernant la dynamique du fluide porteur

Pour le fluide, on utilise une approche macroscopique Eulérienne. Dans ce cas,
le fluide est gouverné par l’équation de Navier-Stokes :

∂u
∂t

+ (u · ∇)u = ∇ · S (3.54)

Avec S le tenseur des contraintes. On peut montrer [10] que le tenseur peut s’écrire :

S = −pI + Sf + Sp (3.55)

Avec
• p est la pression
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• Contrainte visqueuse Sf = 2νf
(
∇u + (∇u)T

)
• Contrainte introduite par les polymères

(Sp)ij =
M−1∑
m=1

n
〈
PKG(R)R

(m)
i R

(m)
j

〉
− (M − 1)nkBTδij (3.56)

où n est le nombre de polymères par unité de volume, M est le
nombre de maillons de la chaîne FENE ou du modèle de Rousse.
Peterlin[56] propose une fermeture en faisant l’approximation suivante :〈

P(R)R
(m)
i R

(m)
j

〉
' P(R)

〈
R

(m)
i R

(m)
j

〉
(3.57)

Pour fermer équation (3.54), il faut une équation sur le terme
〈
R

(m)
i R

(m)
j

〉
3.6.2 Tenseur de conformation

Si on se restreint au modèle FENE-2, grâce à l’équation 3.55, pour connaître
l’action du polymère sur le fluide, il suffit de travailler avec le tenseur appelé
tenseur de conformation

Dij = 〈RiRj〉 (3.58)

Ce tenseur est défini positif. Il représente statistiquement les orientations pri-
vilégiées du vecteur bout à bout R (représentatif de la conformation du polymère
cf. paragraphe 3.3.1). Comme ses valeurs propres sont positives, il est possible
de représenter ce tenseur par un ellipsoïde 3D comme l’ellipsoïde de Lamé (pour
le tenseur des contraintes) (voir figure 3.12) : les vecteurs propres définissent les
directions des axes principaux de l’ellipse et les valeurs propres correspondantes
définissent leurs longueurs. D’un point vue physique les valeurs propres du tenseur
D représentent la probabilité de trouver des polymères dont les vecteurs bout à
bout sont dans la direction des vecteurs propres. On distingue :

— la situation isotrope où toutes les directions sont équiprobables pour le
vecteur R (sphère sur la figure 3.12 à gauche). On explique dans le prochain
paragraphe, que le polymère au repos a un tenseur de conformation de la
forme D = R2

?

3
I.

— la situation anisotrope où une direction est plus probable que les autres
(grand axe de l’ellipsoïde sur la figure 3.12 à droite)

Par cette construction, la trace du tenseur D est le moment d’ordre 2 de
l’extension polymère :

Dii = 〈RiRi〉 =
〈
|R|2

〉
(3.59)

La matrice D ainsi définie doit être, par construction, définie et positive.
D’après la relation (3.24) dans le paragraphe 3.3.4, l’énergie élastique par unité

de volume emmagasinée par les polymères est proportionnelle à la trace du tenseur
de conformation :

ep '
1

2
KG

〈
|R|2

〉
=

1

2
KGDnn (3.60)

dans le cas d’un faible étirement (P ' 1).
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Figure 3.12: Schémas illustrant la réprésentation du tenseur de conformation D
sous forme ellipsoïde). Les images des polymères sont tirées de Roiter et al [64]

3.6.3 Équation gouvernant la dynamique des polymères :
modèle Oldroyd-B et FENE-P

On utilise l’approche macroscopique Eulérienne et continue des polymères. Il
faut transformer un modèle microscopique (FENE-2) en un modèle macroscopique.
Cela consiste à considérer une zone infinitésimale de l’espace, et à représenter par
un point Eulérien un nombre important de polymères afin que les statistiques
sur les polymères soit convergées. Pour fermer l’équation 3.54, il faut connaître le
tenseur Dij = 〈RiRj〉.

Les deux modèles les plus utilisés sont les modèles Oldroyd-B et FENE-P [10].
Ces modèles sont macroscopiques et sont des versions dérivées des modèles de
Hooke et FENE-2.

Nous pouvons dériver les équations Oldroyd-B et FENE-P à partir de l’équation
(3.53) :

Rj
dRi

dt
=RjRl∂lui −

1

τp

RiRj

1−
(
|R|
Rmax

)2 +R?Rj

(
Ẇi(t)

)
(3.61)

Ri
dRj

dt
=RiRl∂luj −

1

τp

RiRj

1−
(
|R|
Rmax

)2 +R?Ri

(
Ẇj(t)

)
(3.62)

En sommant les équations (3.61) et (3.62) et en prenant la moyenne, nous obte-
nons :

d 〈RiRj〉
dt

= 〈RiRl∂luj〉+ 〈RjRl∂lui〉 −

〈
1

τp

RiRj

1−
(
|R|
Rmax

)2

〉
+

R?

(〈
RjẆi(t)

〉
+
〈
RiẆj(t)

〉)
(3.63)

Nous sommes toujours avec l’hypothèse que les échelles caractéristiques du
polymère sont très faibles devant l’échelle caractéristique la plus petite du fluide.
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Les moyennes 〈RiRl∂luj〉 et 〈RjRl∂lui〉 peuvent être prises dans une région où u
est constante, la somme de ces deux termes donne alors :

〈RiRl∂luj〉+ 〈RjRl∂lui〉 = 〈RiRl〉 ∂luj + 〈RjRl〉 ∂lui = Cil∂luj + Cjl∂lui (3.64)

La somme Cil∂luj+Cjl∂lui peut s’écrire sous forme tensorielle : (C ·∇u+(∇u)T ·C).

L’équation (3.63) n’est pas fermée à cause du terme
〈

1
τp

RiRj

1−( |R|
Rmax

)
2

〉
. La ferme-

ture de Peterlin [57] consiste à faire l’approximation suivante :〈
1

τp

RiRj

1−
(
|R|
Rmax

)2

〉
' 1

τp

〈RiRj〉
1− 〈 |R|2〉

R2
max

=
1

τp

Dij

1− Dnn
R2
max

(3.65)

Cette approximation devient exacte quand tous les polymères dans le volume
considéré est étiré de la même manière. Nous pouvons noter le terme 1

1−Dnn/L2
max

par P(D), comme jouant le même rôle que le terme P(|R|).
Il reste à évaluer les corrélations

〈
RjẆi(t)

〉
et
〈
RiẆj(t)

〉
. Posons :

1

τp
D?
ij = R? (〈RjWi(t)〉+ 〈RiWj(t)〉) (3.66)

L’équation (3.63) se réécrit en :

dD

dt
= D · ∇u + (∇u)T ·D − 1

τp
(P(D)D + D?) (3.67)

Cette équation gouverne l’évolution de la conformation des polymères. Les corré-
lations contenues dans le terme D? décrivent l’influence entre les agitations ther-
miques sur la conformation des polymères à l’échelle macroscopique. Au repos,
i.e u = 0 , dD

dt
= 0 et P ' 1 on a l’équation (3.67) qui devient D = D? et le

vecteur bout à bout R est orienté aléatoirement dans toutes les directions et donc
le tenseur D est isotrope soit :

D = D0I (3.68)

Où I est la matrice identité, et D0 est une constante. Comme à l’équilibre
〈
R2
〉

=
R2

0 (voir (3.50)) et sachant que la trace du tenseur tr(D) =
〈
R2
〉
, alors :

3D0 = R2
0 (3.69)

Nous obtenons l’expression du tenseur de corrélation D? :

D? =
R2

0

3
I (3.70)

En remplaçant l’expression de D? dans le cas général, nous obtenons :

dD

dt
= D · ∇u + (∇u)T ·D − 1

τp

(
P(D)D − R2

0

3
I

)
(3.71)
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Le modèle résultant est appelé Oldroyd B lorsque P = 1 et FENE-P avec P pour
Peterlin lorsque P > 1. Il faut noter que le modèle FENE-2 suit les polymères
avec un point de vue Lagrangien, et que le modèle FENE-P est Eulérien. Pour
avoir l’équation (3.71) d’un point de vue Eulérien, comme toutes les composantes
de l’équation sont des forces et sans opérateur différentiel, il suffit de remplacer la
dérivation totale (Lagrangienne) en temps par une dérivation particulaire (Eulé-
riennne), et nous obtenons la forme finale du modèle FENE-P :

∂D

∂t
+ u · ∇D = D · ∇u + (∇u)T ·D − 1

τp

(
P(D)D − R2

0

3
I

)
(3.72)

3.6.4 Adimensionnement et formulation du modèle

Pour simplifier l’écriture, la plupart des ouvrages présentent l’équation (3.72)
sous forme adimensionnelle : nous faisons un changement de variable :

C =
3D

R2
0

(3.73)

Suite à ce changement de variable, la fonction P(D) doit être modifiée en consé-

quence : on doit remplacer la limite Rmax avec une limite normalisée par
R0√

3
:

P(C) =
1

1− Cnn
(Lmax)2

(3.74)

Où Lmax =
√

3Rmax/R0.
Avec cet adimensionnement, nous reformulons le modèle FENE-P au lieu de

l’équation (3.72), nous avons :

∂C

∂t
+ u · ∇C = C · ∇u + (∇u)T ·C − 1

τp
(P(C)C − I) (3.75)

Comme nous avons vu dans la section 3.6.1, la contrainte créée par le polymère
pour FENE-2 s’écrit :

Sp = n(KGP(D)D − kBTI) = n

(
3kBT

R2
0

R2
0

3
P(C)C − kBTI

)
= nkBT (C − I)

(3.76)
Où on a remplacé KG et R0 par son expression (voir (3.20) et (3.51)).

En notant :
νp = nkBTτp (3.77)

le paramètre νp a la dimension d’une viscosité et est appelé viscosité du polymère,
il est relié à la concentration des polymères n (nombre de polymères par unité de
volume).

Si on réinjecte Sp dans l’équation (3.54), on obtient finalement :

∂u
∂t

+ u · ∇u = −∇p+
νp
τp
∇ · (P(C − I)C)− νf∆u (3.78)
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3.6.5 Formulation générale

Dans le cadre de cette thèse, les équations (3.78) et (3.75) régissent la dyna-
mique des fluides Non Newtonienne et elles s’écrivent de manière générale :

∂u
∂t

+ u · ∇u = −∇p+
νp
τp
∇ · (P(C − I)C)− νf∆u (3.79)

∂C

∂t
+ u · ∇C = C · ∇u + (∇u)T ·C − 1

τp
(P(C)C − I) (3.80)

Le système est caractérisé par les nombres sans dimensions suivant :
— Le nombre de Reynolds est utilisé pour caractériser la dynamique de l’écou-

lement. Il est défini dans le chapitre II, nous rappelons sa formule :

Re =
UL

νf
(3.81)

— Un nombre adimensionnel caractérise l’étirement polymère. Dans un écoule-
ment avec un gradient de vitesse moyenne (dans un rhéomètre par example),
nous pouvons définir le nombre de Weissenberg qui est le produit du temps
de relaxation par ce gradient de vitesse :

Wi = Γτp (3.82)

Quand Wi � 1, le polymère est très étiré et inversement, quand Wi < 1,
le polymère n’est pas étiré.
Dans une turbulence homogène isotrope, nous n’avons pas de gradient de
vitesse moyenne, mais il existe localement un gradient de vitesse, le gradient
de vitesse doit être compris au sens statistique. Par un raisonnement dimen-
sionnel, ce gradient de vitesse est une fréquence (donc inverse d’un temps),
dans ce cas, le nombre de Weissenberg devient le nombre de Deborah, qui
est le ratio entre le temps de relaxation et une échelle de temps :

De =
τp
τf

(3.83)

Dans ce contexte, nous ne distinguons pas le nombre de Weissenberg et le
nombre de Deborah.

— Un nombre adimensionnel caractérise le ratio entre l’effet visqueux et l’effet
du polymère. Nous pouvons le définir comme le ratio entre 2 viscosités :

s =
νp
νf

(3.84)

Dans la littérature, il existe également un autre nombre adimensionnel qui
sert à cette fin :

β =
νp

νf + νp
=

s

s+ 1
(3.85)
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3.6.6 Bilan d’énergie

D’après la relation (3.24) dans le paragraphe 3.3.4, et l’adimensionnement 3.73,
l’expression de l’énergie élastique pour un polymère s’écrit sous l’hypothèse de
faible étirement (P(C) ≈ 1) :

e′p =
1

2
KG.Dnn =

1

2
KG

(
R2

0

3
Cnn

)
(3.86)

Comme la concentration des polymères est c, dans une unité de volume contenant
c polymères, l’énergie élastique totale par unité de volume est :

ep = ne′p = c
R2

0

6
KG

(
Cnn

)
= KpCnn (3.87)

Kp =
cKG

6
R2

0 (3.88)

L’équation qui décrit l’évolution de l’énergie élastique des polymères est ob-
tenue en prenant la trace de chaque terme dans l’équation (3.80), en prenant
en compte l’expression de l’énergie élastique sous l’hypothèse de faible étirement
ep = Kptr(C) = KpCii :

∂

∂t
ep + u · ∇ep = 2Kp(Cij∂jui)−

1

τp
(ep − 3Kp) (3.89)

L’équation qui décrit l’évolution de l’énergie cinétique de l’écoulement porteur,
est obtenue en faisant le produit scalaire de chaque terme de l’équation (3.79) par
u, en prenant en compte l’expression de l’énergie cinétique ek =

(
u2

2

)
:

∂

∂t
ek + u · ∇ek = −u · ∇p+

(
νp
τp
∇. (P(C)C − I)

)
· u− (νf∆u) · u (3.90)

D’un point de vue énergétique, les deux termes de couplage des équations
(3.90) et (3.89) doivent se compenser, afin d’assurer une conservation d’énergie.
Effectivement, en faisant un bilan global :
• le terme de couplage ef→p = 2KpCij∂jui s’écrit dans l’équation de l’énergie

élastique (3.89) :∫∫∫
V

ef→pd
3(x) = 2.Kp

∫∫∫
V

Cij∂juid
3(x) (3.91)

• le terme de couplage s’écrit dans l’équation de l’énergie cinétique (3.90),
sous l’hypothèse de faible étirement (P(C) ≈ 1) :

ep→f =
νp
τp

(∂j(Cij − δij))ui =
νp
τp

(∂jCij)ui =
νp
τp

(∂j(Cijui)− Cij∂jui).

(3.92)
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Quand nous calculons le bilan d’énergie sur tout le volume, la divergence
d’une quantité quelconque est nulle, nous avons le bilan d’énergie du premier
terme de couplage qui s’écrit :∫∫∫

V

ep→fdx
3 =

νp
τp

(∫∫∫
V

∂j(Cijui)dx
3 −

∫∫∫
V

Cij∂juidx
3

)
(3.93)

=− νp
τp

∫∫∫
V

Cij∂juidx
3 (3.94)

Nous avons la conservation d’énergie qui s’écrit :∫∫∫
V

ef→pdx
3 +

∫∫∫
V

ep→fdx
3 = 0 (3.95)

car on vérifie que 2Kp = νp
τp
, en effet d’après (3.20) et (3.77) :

2Kp =
cKG

3
R2

0 =
c

3

3TkB
R2

0

R2
0 = ckBT (3.96)

νp
τp

=
ckBTτp
τp

= ckBT (3.97)

3.6.7 Signification physique des paramètres

Le dynamique de notre système est décrite par les équations (3.79) et (3.80).
Dans ces équations, nous avons 4 paramètres :

— νf est la viscosité du solvant.
— νp est un degré de liberté de système, sa signification physique sera discutée

par la suite.
— τp est le temps de relaxation du polymère.
— Lmax est l’extension maximale (normalisée) du polymère.

Dans cette section nous nous intéressons aux 2 paramètres du modèle νf et νp. On a
νf qui est la viscosité du solvant, elle est facilement quantifiable. Sa valeur typique
dans la température ambiante dans le cas de l’eau est νeau = 1, 007.10−6[m2s−1],
du glycérol νglycerol = 1182.10−6[m2s−1], de l’éthanol νethanol = 1.51.10−6[m2s−1],...

Par contre, comment quantifie t-on le paramètre νp ? Afin de mieux comprendre
le rôle de la viscosité dans le modèle, nous pouvons appliquer le modèle dans les
configurations simples et trouver une solution analytique. L’écoulement Couette-
Plan est un excellent exemple car il peut être utilisé pour modéliser un rhéomètre.
La figure 3.13 représente schématiquement l’écoulement de Couette : l’écoulement
est confiné entre 2 plans parallèles distants de H, et s’étend à l’infini dans les
directions ex et ez . L’écoulement est suivant la direction ex avec la vitesse V0

Considérons la configuration suivante : un écoulement établi (régime station-
naire, toutes les dérivations temporelles sont nulles), avec 2 parois parallèles infi-
niment larges dans les 2 directions x et z, la distance entre ces 2 parois est h. Le
fluide porteur subi une force volumique constante f v = fv.x

74



CHAPITRE 3. DYNAMIQUE DES POLYMÈRES

Figure 3.13: Schéma illustrant l’écoulement de Couette plan

La géométrie impose une indépendance suivant x et z de toutes les grandeurs,
et la vitesse de l’écoulement suivant les directions ey et ez est nulle :

u = ux(y)ex (3.98)
C = C(y) (3.99)

Nous négligeons la gravité et toutes les autres forces volumiques. Les champsC et u
suivent toujours l’équation gouvernant (3.79) et (3.80). Afin de simplifier l’écriture,
nous omettons la dépendance en C de la fonction de Peterlin, elle s’écrit donc P
au lieu de P(C). Nous rappelons ici ces équations :

∂u
∂t

+ u · ∇u = −∇p+
νp
τp
∇ · (PC − I)− νf∆u (3.100)

∂C

∂t
+ u · ∇C = C · ∇u + (∇u)T ·C − 1

τp
(PC − I) (3.101)

Ce système d’équations admet une solution non triviale qui est la suivante :

u =

 Γy
0
0

 (3.102)

C =
1

P


(

1 + 2
(
τpΓ

P

)2
) (

τpΓ

P

)
0(

τpΓ

P

)
1 0

0 0 1

 (3.103)

avec cisaillement de vitesse qui vaut Γ = V0
H
. La contrainte visqueuse s’écrit :

Sf = νf

 0 Γ 0
Γ 0 0
0 0 0

+ pI (3.104)
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La contrainte créée par les polymères s’écrit :

Sp =
νp
τp
C =

νp
P

 0 Γ 0
Γ 0 0
0 0 0

+
νp
P

 2
(
τpΓ2

P2

)
0 0

0 0 0
0 0 0

+
νp
Pτp

I (3.105)

La contrainte totale sur le fluide s’écrit :

S = Sf +Sp =
(νp
P

+ νf

) 0 Γ 0
Γ 0 0
0 0 0

+
νp
P

 2
(
τpΓ2

P2

)
0 0

0 0 0
0 0 0

+

(
νp
Pτp

+ p

)
I

(3.106)
Certaines composantes de ce tenseur des contraintes peuvent être mesurées à
l’échelle macroscopique grâce au rhéomètre. Nous pouvons mesurer les 3 grandeurs
suivantes :

— La contrainte de cisaillement S12 = Γ(νpP +νf ). Cette contrainte se manifeste
macroscopiquement comme une force de traînée sur une unité de surface :
S12 = Fx/S Nous en déduisons une viscosité apparente par :

ν ′ =
S12

Γ
=
νp
P

+ νf (3.107)

— La première contrainte normale

S11 − S22 =
2νpτpΓ

2

P3
(3.108)

Cette contrainte se manifeste macroscopiquement comme une force normale
sur une unité de surface qui tend à écarter les 2 plaques : S11−S22 = Fz/S

— La seconde contrainte normale S22 − S33 = 0
Nous constatons qu’il existe 2 comportements asymptotiques pour la viscosité

apparente :
• Avec un faible cisaillement Γ � 1, les polymères ne sont pas fortement

étirés : P ≈ 1, la viscosité apparente ν ′ tend vers νp + νf .
• Avec un très grand cisaillement Γ� 1, les polymères sont fortement étirés :
P � 1, la viscosité apparente ν ′ tend vers νf ce qui est égal à la viscosité
du solvant.

Ces 2 comportements asymptotiques du modèle FENE-P peuvent être assimilés au
comportement d’un fluide "rhéofluidifiant" : un fluide rhéofluidifiant est créé par
le mélange d’une quantité de polymère dans un solvant Newtonien et sa courbe
de viscosité en fonction du taux de cisaillement admet 2 plateaux : une viscosité
maximale νmax quand le taux de cisaillement tend vers zéro, et la viscosité du
solvant ν quand le taux de cisaillement tend vers l’infini.

La comparaison de la solution analytique du modèle FENE-P avec le compor-
tement des fluides rhéofluidifiants permet de donner une signification physique au
paramètre νp : νp = ν∞ − ν0 où ν∞ est la valeur asymptotique de la viscosité
quand le cisaillement tend vers l’infini, et ν0 est la valeur de la viscosité quand le
cisaillement tend vers zéro. Donc nous pouvons mesurer le paramètre νp.
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Nous observons également l’effet Weissenberg avec le modèle FENE-P : une
contrainte normale non nulle dans la direction normale à la direction de cisaille-
ment. En mesurant cette contrainte, nous pouvons déduire le temps de relaxation
τp à l’aide de la relation (3.108).

3.7 Interaction polymères-turbulence
Comme nous avons vu dans la partie 3.6.5, l’extension des polymères est ca-

ractérisée par le nombre de Weissenberg (ou Déborah), ce qui est le ratio entre le
temps de relaxation du polymère et un temps caractéristique du fluide. Pour un
écoulement turbulent, le temps caractéristique est dépendant fortement de l’échelle
à laquelle on regarde : le temps caractéristique des plus petites échelles sont plus
courtes que celles des grandes échelles. On défini donc une échelle de Lumley[43],
qui marque l’échelle où le temps de turbulence est égal au temps de relaxation des
polymères : les échelles plus grandes que l’échelle de Lumley n’affecte pas l’exten-
sion des polymères. L’échelle de Lumley noté lL, associé à son temps de turbulence
(temps d’Obukov [41]) τlL =

√
k3Ek

−1, est donc définie par :

WilL = 1 =
τp
τlL

(3.109)

donc il faut chercher kL tel que
√
k3
L.Ek(kL)

−1
= τp et ensuite lL = 1/kL.

De Gennes [72] ajoute à cette image un argument énergétique : nous avons un
système couplé et l’énergie est distribuée entre l’énergie cinétique de turbulence et
l’énergie élastique des polymères. Quand l’énergie cinétique domine par rapport
à l’énergie élastique, l’effet de couplage va transférer une partie de l’énergie ciné-
tique vers l’énergie élastique, et inversement. L’énergie de turbulence est localisée
principalement aux grandes échelles, donc à ces échelles, l’énergie cinétique tur-
bulent domine par rapport à l’énergie élastique. La théorie de De Gennes prédit
que l’énergie cinétique turbulente décroit en échelle plus rapidement que l’énergie
élastique des polymères, et il existe une échelle, que on l’appelle l’échelle de De
Genne, qui est le croisement entre ces 2 énergies : pour les échelles plus petites
que l’échelle de De Gennes, l’énergie élastique des polymères est dominante par
rapport à l’énergie cinétique, et le flux d’énergie vient des polymères vers le fluide.
Cette échelle noté lDG est définie à la fin du paragraphe 6.3.2.

Xi et al. [90] propose une modification par rapport à l’image de De Gennes, en
considérant la comparaison entre le flux d’énergie au lieu de l’équilibre d’énergie,
qui conduit à une échelle de coupure différente. Comme le flux d’énergie croit avec
l’énergie, cette nouvelle échelle de coupure n’est pas très loin de l’échelle de De
Gennes.

Dans l’équation dynamique des polymères que nous considérons, nous ne trou-
vons pas un terme qui limite le développement d’énergie élastique du polymère
aux petites échelles, donc l’énergie des polymères peut, a priori, se développer à
des échelles infiniment petites. Évidemment, nous devons arrêter à la limite de va-
lidité de notre modèle qui est basé sur les hypothèses de la mécanique des milieux
continu (macroscopique).
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3.8 Conclusion
Dans cette partie nous avons détaillé notre modèle macroscopique FENE-P et

Oldroyd-B que nous allons utiliser dans la suite pour simuler des écoulements tur-
bulents en présence de polymères. Ces modèles FENE-P et Oldroyd-B décrivent les
polymères du point de vue Eulérien et macroscopique. L’avantage de ces modèles
est de négliger les interactions entre les échelles des fluides et les échelles atomiques
des polymères. Ils permettent de simuler une gamme plus importante d’échelles
fluides. Nous allons choisir cette approche au lieu de l’approche microscopique car
nous nous intéressons plutôt à l’interaction entre polymères et turbulence qu’au
comportement rhéologique des polymères.
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4.1 Introduction
La modélisation numérique consiste à décrire les grandeurs physiques d’un sys-

tème par des objets mathématiques avec une quantité d’information finie. Une
simulation numérique est la résolution à l’aide d’un programme informatique de
l’évolution d’un modèle numérique, à partir d’un état initial donné. La simula-
tion numérique est fonction du temps. L’évolution doit obéir à des lois physiques,
traduites par des équations, et implémentés dans ce programme. Une simulation
numérique directe (DNS) est une simulation qui n’utilise aucun hypothèse de sim-
plification de ces équations.

Dans le cadre de la mécanique des fluides, les équations qui gouvernent la
dynamique sont les équations de Navier-Stokes. La nature d’une DNS exige que la
résolution soit suffisamment petite : plus petite que la plus petite structure fluide
pour pouvoir décrire tout les phénomènes possibles dans l’écoulement. Une DNS
demande donc souvent une très haute résolution. Cela est très cher en terme de
ressource de calculs.

4.2 Choix de méthode
Il y a différentes moyens de modéliser un système, et cela conduit à différentes

méthodes pour résoudre les équations.
Nous pouvons regarder les grandeurs physiques du point de vue microscopique

(Lagrangien), du point de vie macroscopique (Eulérien) ou du point de vue pro-
babilistique (Fokker-Plank).

Nous choisissons ici de modéliser la dynamique de la turbulence et la dyna-
mique des polymères par la description macroscopique et Eulérienne, où toutes les
grandeurs physiques sont des fonctions continues de la position dans l’espace et
aussi dans le temps.

Il existe différentes méthodes pour la résolution dans l’espace physique comme :
élément fini, volume fini ou différences fini.

Le point commun entre ces méthodes est la modélisation qui consiste à dis-
crétiser le champs physique au départ. L’opération de discrétisation est de diviser
l’espace physique en des sous-domaines, délimités par des mailles et des noeuds,
et en l’évaluation de la valeur du champ sur chaque noeud. L’avantage de ce type
de méthode est la possibilité de résoudre les systèmes avec des géométries très
complexes, mais l’inconvénient est la précision des calculs de dérivation.

A côté de ces méthodes de discrétisation, il existe des méthodes spectrales, dont
l’idée principale est d’approximer le champs physique par une combinaison linéaire
d’un série de fonctions prédéfinies. Cette série de fonctions doit former une base
de fonction orthonormées. On construit un espace spectral avec cette base. Nous
choisissons ici la transformation la plus couramment utilisée : la transformation
Fourier discrète (DFT), qui est basée sur les fonctions sinusoïdes complexes. L’es-
pace spectral dans notre cas est l’espace de Fourier. L’avantage de cette méthode
est :

— Pour un domaine homogène et isotrope, les méthodes spectrales sont bien
supérieures aux méthodes de discrétisation dans l’espace spatial en terme
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de précisions à résolution équivalente.
— Sa popularité au sein de la communauté scientifique qui a développé beau-

coup d’outils, d’algorithmes, et surtout d’expériences numériques pour va-
lidations.

— L’expression de la dérivation y est très simple, et exacte donc peu coûteuse
en terme de calcul et enfin facile à implémenter.

Mais il y a aussi des inconvénients :
— Les opérations multiplications dans l’espace physique deviennent un produit

de convolution dans l’espace spectral, c’est donc cher en terme de calcul.
— Ces méthodes ne supportent pas les géométries complexes.
— Il y a des difficultés numériques propres à ce type de méthodes.
Pour minimiser le problème de multiplications, nous utilisons une méthode

dite "pseudo spectrale", pour laquelle toutes les opérations de multiplication sont
calculées dans l’espace physique, et nous revenons dans l’espace de Fourier pour ef-
fectuer les autres opérations. Cette méthode peut fournir des résultats statistiques
à la fois liés à l’espace physique et à l’espace spectral.

4.3 Méthode pseudo-spectrale
Nous avons choisi d’implémenter la méthode pseudo-spectrale. Cette partie va

donc présenter les points clés de cette méthode. La méthode pseudo spectrale fut
développé par Orszag et Patterson[53] en 1972 (simulation 2D) et par Rogallo[63]
en 1977 (simulation 3D). Cette méthode permet de travailler ainsi à la fois dans
l’espace physique, et à la fois dans l’espace de Fourier pour combiner l’avantage
des deux espaces :

— Pour calculer le produit, nous nous plaçons dans l’espace physique, où la
multiplication est triviale.

— Pour calculer la dérivation, nous nous plaçons dans l’espace de Fourier, où
la dérivation est triviale.

Pour ce faire, il faut que nous enregistrions l’information du champs dans les 2
espaces : Physique et Fourier.

4.3.1 La discrétisation

Une fonction continue dont la forme analytique est inconnue a besoin d’une
quantité infinie d’information pour être décrite et stockée (même si le domaine
étudié est fini). Il n’est donc pas possible de la construire dans un programme
informatique. Il est nécessaire de l’approximer par des objets avec une quantité
d’information finie. Une solution très souvent employée est la discrétisation.

Le concept de la discrétisation est naturel et intuitif : nous divisons l’espace (ou
le temps) en de petits sous-domaines, délimités par les noeuds, et nous effectuons
les mesures aux noeuds. Une discrétisation régulière est appelée un échantillonnage,
et les positions relevées sont appelés échantillons.

Considérons un cas 1D, le domaine réel [0, l[ échantillonné en N points, et
une fonction f sur ce domaine et null ailleurs. Le nombre N est aussi appelé la
résolution. Les positions des échantillons forment une suite de N éléments.
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La suite des échantillons s’écrit 1

xn =
nl

N
(4.1)

Où n = 0, 1, 2.., (N − 1)
Les valeurs de la fonction discrétisée forment aussi une suite de taille N que

nous appelons la suite discrétisée de la fonction f :

fn = f(xn) = f

(
nl

N

)
(4.2)

L’unité de distance devient la distance entre 2 échantillons successifs : r = l
N

L’inverse de la résolution s’appelle la fréquence d’échantillonnage.
La suite (fn) maintenant peut être stockée dans la mémoire, mais elle n’est

pas une fonction, nous ne pouvons pas appliquer les opérations mathématiques
nécessaires. Pour ce faire, nous avons besoin de reconstruire ou d’approximer la
fonction originale à partir des informations stockées. La discrétisation est une
dégradation de l’information. Nous devons choisir un compromis entre la précision
souhaitée obtenue et la quantité d’information qu’il faut manipuler.

Suivant différentes méthodes, il y a des différentes moyens pour effectuer ce
travail. Dans le cadre de ce mémoire, nous allons seulement aborder la méthode de
Fourier. Les propriétés principales de la transformé de Fourier ont été explicitées
précédemment dans le chapitre II. Ici nous nous intéressons à la discrétisation de
la transformée de Fourier : la DFT (transformé de Fourier discrète).

Le passage entre la fonction continue et sa version discrétisée peut être formulé
en utilisant la fonction de Dirac (en 3D), qui est définie précédemmente dans
le chapitre II (Comme les propriétés de cette fonction sont valides à toutes les
dimensions finies, ici, nous rappellons les opérations de bases pour le cas 1D).

A partir de la fonction de Dirac, nous pouvons construire une fonction "peigne
de Dirac" avec des espacements de r comme une somme de fonctions de Dirac :

IIIr(x) =
+∞∑

n=−∞

δnr(x) (4.3)

La fonction de Dirac et le peigne de Dirac ont les propriétés suivantes :

— lim
ε→0

x0+ε∫
x0−ε

δx0(x)dx = 1

—
+∞∫
−∞

δx0(x)dx = 1

— f(x) ∗ δx0(x) = f(x− x0)

1. Traditionnellement, le n-ème élément dans une suite est noté avec un indice, mais si nous
avons besoin d’exprimer les vecteurs et matrices, il peut y avoir une confusion dans la notation :
l’indice i dans la notation ui est la i-ème composant du vecteur u, dans ce cas, l’indice de la suite
sera noté à l’extérieur : n-ième élément de la suite de i-ème composant du vecteur u s’écrit (ui)n.
Nous avons besoins également de distinguer les suites dans l’espace physique et les suites dans
l’espace spectrale. Nous notons par la suite les positions dans une suite dans l’espace physique
par les indices et les positions dans une suites dans l’espace spectrale par des exposant.
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— f(x) ∗ IIIr(x) =
+∞∑

k=−∞
f(x+ k.r)

— TF (IIIr(x)) = III2π/r(k)
Avec (∗) qui désigne le produit de convolution.

La fonction discrète fd peut être calculée directement à partir de la fonction
original f multiplié avec la peigne de Dirac :

fd(x) = f(x).IIIr(x) (4.4)

La suite discrète peut être calculé à partir de la fonction discrète :

fn =

xn+r/2∫
xn−r/2

fd(x)dx =

xn+r/2∫
xn−r/2

f(x)δxn(x)dx = f(xn) (4.5)

Donc, intégrale sur la domaine [0,l[ de la fonction discrète est lié avec la somme
de la suite fn

l∫
0

f(x)dx = lim
N→∞

l

N

N−1∑
n=0

fn = lim
N→∞

l

N

l∫
0

fd(x)dx (4.6)

La transformée de Fourier de la fonction fd donne :

f̂d = TF (fd) = TF (fIIIr) = TF (f) ∗ TF (IIIr) = f̂ ∗ III2π/r (4.7)

Où (∗) est la produit de convolution. Un produit de convolution d’une fonction
avec la fonction III 2π

r
est une périodisation de cette fonction avec période 2π

r
:

f̂d = f̂ ∗ III2π/r =
∞∑

n=−∞

∞∫
−∞

f̂(k′)δ2nπ/r(k − k′)dk′ =
∞∑

n=−∞

f̂

(
k +

2nπ

r

)
(4.8)

Cela re-démontre une propriété très importante de la transformé de Fourier :
une discrétisation dans l’espace physique correspond à une périodisation dans l’es-
pace spectral. Nous avons déjà démontré que la discrétisation dans l’espace spec-
trale correspond à une périodisation dans l’espace physique dans le chapitre II.
Comme nous travaillons numériquement sur les 2 espaces : espace physique et
espace de Fourier, nous devons :

— Discrétisation dans l’espace de Fourier (on remplace la transformé de Fou-
rier par la série de Fourier) : les fonctions dans l’espace physiques doit être
tronqué (garder les valeurs d’une fonction dans une intervalle fini et mettre
à zéro cette fonction en dehors de cette intervalle) et périodiser (faire le pro-
duit de convolution de cette fonction avec une fonction peigne de Dirac).

— Discrétisation dans l’espace de physique (on remplace la série de Fourier par
la Transformé de Fourier Discrète (DFT)) aussi impose une périodisation
dans l’espace de Fourier (qui est appelé l’aliasing). Mais les modes dans
l’espace de Fourier n’est pas homogène (contrairement dans l’espace phy-
siques), il faut prendre plus de précautions. Nous allons discuter de DFT et
des techniques anti-aliasing dans les paragraphes suivant.
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4.3.2 Transformation de Fourier Discrète (DTF)

Comme nous travaillons avec une boîte périodique (voir chapitre II), sans perte
de la généralité, nous pouvons prendre la taille de la boîte l = 2π afin de simplifier
les expressions. Soit f(x) est une fonction périodique de période l, et soit (f)n la
suite obtenue par la discrétisation en N points de la fonction f(x).

Comme la fonction f est périodique, elle peut être reconstruite de manière
exacte à partir d’une série de Fourier :

f(x) =
+∞∑

k=−∞

(
f̂
)k
eikx (4.9)

Rappelons que les coefficients de la série de Fourier sont calculés par :

(f̂)k =

2π∫
k=0

f(x)e−ikxdx (4.10)

La série de Fourier est à priori infinie, donc ce n’est pas possible de la traiter
numériquement. Il faut garder qu’une partie fini de l’information, la partie conser-
vée est appelée la transformée de Fourier discrète (DFT). La fonction reconstruite
à partir de la DFT est notée fK où 2K + 1 est le nombre de modes conservés :

fK(x) =
+K∑

k=−K

(DFT (f))k eikx (4.11)

La différence entre la fonction originale et la fonction reconstruit par la DFT
est appelée le résidu :

Les coefficients de la DFT doivent être calculés pour que le résidu soit mini-
misé suivant certains critères. Il y a deux techniques de calcul la DFT basées sur
2 différentes critères, on a la méthode de Galerkin et la méthode de points de
collocations. On note respectivement fCK et fGK les fonctions approximées par
la méthode de points de collocation et la méthode de Galerkin.

4.3.2.1 Méthode de Galerkin

On note DFTG est la DFT calculée par la méthode de Galerkin. Si la quantité
à transformer n’est pas encombrant (par la raison de clarté), la DFTG est noté
avec un chapeau avec un exposant G : DFTG(f)k = (f̂G)k

R(x) = f(x)− fK(x) (4.12)

Dans la méthode de Galerkin, le résidu est minimisé au sens des intégrale :

l∫
0

R(x).ϕk(x)dx = 0 (4.13)

84



CHAPITRE 4. MÉTHODE NUMÉRIQUE

où ϕk(x) est une fonction test, qui est prise comme : ϕk(x) = ie
−2πkx

l = e−ikx. Nous
avons besoin de N fonctions tests pour déterminer N modes de la DFT. Rappelons
que les fonctions ϕk(x) sont orthogonales entre elles :

2π∫
0

eikxe−ihxdx =

{
2π si k = h
0 si k 6= h

(4.14)

En appliquant l’équation (4.14) à l’équation (4.13), nous avons pour un mode k
donné :

2π∫
0

R(x).ϕk(x)dx

=

2π∫
0

(
+∞∑

h=−∞

(
f̂
)h
eihx −

+K∑
m=−K

(
f̂G
)m

eimx

)
e−ikxdx

=
+∞∑

h=−∞

(
f̂
)h 2π∫

0

eihxe−ikxdx−
+K∑

m=−K

(
f̂G
)m 2π∫

0

eimxe−ikxdx

=
(
f̂
)k
−
(
f̂G
)k

= 0 (4.15)

Nous constatons à partir de l’équation (4.15) que la valeur d’un mode de la série de
Fourier est identique au mode correspondant de la DFT calculée par la méthode
de Galerkin. La DFT obtenue par la méthode de Galerkin est aussi appelée la série
de Fourier tronquée.

4.3.2.2 Méthode des points de collocation

La méthode de Galerkin est basée sur un calcul intégral, donc nécessite la
connaissance de la forme analytique de la fonction originale, ce qui n’est pas pos-
sible dans la plupart des cas, par exemple dans les simulations numériques car les
fonctions à simuler sont discrétisées. Par contre, la méthode des points de collo-
cations est très adaptée dans ces cas. Elle consiste à forcer le résidu à la valeur
nulle au certain nombre de points donnés. Le domaine [0, l[ est déjà discrétisé en
N points : xn = nl

N
avec n est un entier inférieur à N.

Pour déterminer les modes de la DFT, nous avons à disposition N équations
de type :

R(xn) = R

(
nl

N

)
= 0 (4.16)

Les modes de la DFT calculés par la méthode des points de collocation sont notés
par la DFTC . Si la quantité à transformer n’est pas encombrant (par la raison de
clarté), la DFTC est noté avec un chapeau avec un exposant C : DFTC(f)k =

(f̂C)k.
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Les modes de la DFTC sont déterminés par la formule :

(
f̂C
)k

=
1

N

N−1∑
n=0

f (xn) e−ixnk =
1

N

N−1∑
n=0

fne
−ixnk (4.17)

Nous pouvons constater que la DFTC définie dans l’équation (4.17) est pério-
dique de période N, donc nous avons un motif qui contient N modes. Or, d’après
l’équation (4.11), nous avons besoin de 2K+1 modes de la DFTC . Comme la pé-
riodisation est un artefact, les 2K+1 modes pris dans équation (4.10) ne peuvent
pas être répétés. Un motif doit contenir N = 2K + 1 modes (N est forcé égale à
un nombre impair).

4.3.2.3 Relation entre méthode de collocation et les séries de fourier :
l’aliasing

Pour comparer les coefficients de la FFT avec les coefficients de la série de
Fourier, nous injectons l’expression (4.9) dans l’équation (4.17) :

(
f̂C
)k

=
1

N

N−1∑
n=0

(
+∞∑

h=−∞

(
f̂
)h
eixnh

)
e−ixnk (4.18)

Comme la série de Fourier converge absolument, l’équation (4.18) deviens :

(
f̂C
)k

=
+∞∑

h=−∞

(
f̂
)h( 1

N

N−1∑
n=0

eixn(h−k)

)
(4.19)

Nous pouvons démontrer facilement que la somme 1
N

N−1∑
n=0

eixn(h−k) prend la valeur 1

quand k = h+mN et zéro quand k 6= h+mN avec m est un entier quelconque. Nous
obtenons finalement la relation entre les coefficients de la DFTC et les coefficients
de la série de Fourier :(

f̂C
)k

=
(
f̂
)k

+
∞∑
m=1

((
f̂
)(k+mN)

+
(
f̂
)(k−mN)

)
(4.20)

On retrouve la forme de l’équation (4.8). Ce résultat peut être compris comme
le DFTC est une périodisation de la série de Fourier. Cela peut expliqué par :
la DFTC contient une opération supplémentaire de discrétisation dans l’espace
physique par rapport à la série de Fourier, donc dans l’espace de Fourier, la DFTC
est entachée par les repliements des modes supérieurs à K. La différence entre
les coefficients de la DFTC et ceux de la série de Fourier est un erreur de type
"aliasing" :

EA =
∞∑
m=1

(
(f̂)(k+mN) + (f̂)(k−mN)

)
(4.21)
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Ce problème d’aliasing ne peut pas être éliminé, mais comme laDFTC converge
vers la série de Fourier quand N tend vers infini, l’erreur d’aliasing est nécessaire-
ment bornée. Il est démontré (Canuto et al., 1988)[16] que :

||EA||L2(0,2π) < Constant K−m||fm||L2(0,2π) (4.22)

où ||.||L2(0,2π) est une norme L2 définie sur le domaine [0, 2π]. Donc la seule so-
lution est d’augmenter la résolution N jusqu’à ce que l’erreur d’aliasing EA soit
négligeable. Par la suite nous allons supposer que N est assez grand pour que EA
soit suffisamment petit :

(
f̂C
)k
≈ (f̂)k

Une conséquence est que : si on note Kmax est le nombre d’onde non nul le plus
grand de la série (f̂)k (Dans le cas où la série de Fourier est infinie, Kmax =∞) :(

f̂
)k

= 0 pour ∀k > Kmax et
(
f̂
)Kmax

6= 0 (4.23)

alors, l’approximation par les méthodes de Galerkin et des points de collocation
est exacte si Kmax <

N
2

Pratiquement nous utilisons un algorithme pour accélérer le calcul de la DFTC ,
qui est appelé FFT (Fast Fourrier Transform). Il y a plusieurs algorithmes de FFT
qui ont été développés par : Cooley et Tukey 1965, Good-Thomas 1958/1963,
G. Bruun 1978 [58] ... Dans ce travail, nous utilisons la bibliothèque JMFFT
développée à IDRIS.

Le résidu dans la méthode de Galerkin est laissé libre en tous points différentes
des points de collocation, et cette différence peut être importante si la contribu-
tion des modes tronqués (supérieurs à K) est importante. Cette situation a lieu
typiquement quand nous essayons d’approximer une fonction discontinue, le résidu
dans ce cas ne peut pas être complètement enlevé, et il est appelé l’oscillation de
Gibbs.

4.3.3 Aliasing dans une produit de convolution

L’"Aliasing" est, comme nous l’avons vu dans la section précédente (cf. 4.3.2.2),
le problème lié à la périodisation des fonctions dans l’espace de Fourier. Le première
type d’erreur d’aliasing est liée à l’approximation de la série de Fourier par laDFTC
(cf. 4.3.2). Dans cette section, nous allons étudier un autre type d’erreur d’aliasing
qui viens de produit de convolution dans l’espace de Fourier.

Soit 2 fonctions a(x) et b(x) périodiques de période 2π. Supposons que le pre-
mier type d’erreur d’aliasing soit nulle, c’est à dire : les coefficients non nuls le plus
grands (Kmax) des séries de Fourier â et b̂ soient fini. (Sans perte de la généralité,
nous supposons que les coefficients non nuls le plus grands de ces 2 séries soient
égaux : Kmax[â] = Kmax [̂b] = Kmax)

Avec cette condition, si nous discrétisons l’espace physique en N points, tel
que : N > 2Kmax, l’erreur de l’aliasing décrit dans la section 4.3.2 est nulle,
l’approximation de la série de Fourier par la DFTC est exacte.
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Considérons le produit c(x) = a(x)b(x) :

a(x)b(x) =

(
∞∑

p=−∞

(â)peipx

)(
∞∑

q=−∞

(̂b)qeiqx

)

=

(
Kmax∑

p=−Kmax

(â)peipx

)(
Kmax∑

q=−Kmax

(̂b)qeiqx

)

=
2Kmax∑

k=−2Kmax

Kmax∑
p=−Kmax

(â)p(̂b)k−peikx (4.24)

Les coefficients non nuls de la série de Fourier de la fonction produit c(x) étend
entre −2Kmax et 2Kmax. Donc une discrétisation avec la résolution N = 2Kmax+1
de produit a(x)b(x) fait émerger une erreur d’aliasing dans l’espace de Fourier. Ce
type d’erreur peut être accumulé dans les simulations et fausser le résultat, il est
donc nécessaire de l’éliminer. La technique la plus simple pour éliminer ce type
d’aliasing est d’appliquer un filtre "2/3" [58] aux séries â et b̂ avant d’effectuer
l’opération de multiplication. Le filtre est de la forme :

Πk
2
3

=

{
1 si k ≤ Kc

0 si k = Kc
(4.25)

où la fréquence de coupure Kc est choisie telle que

Kc <
2Kmax

3
=
N

3
(4.26)

Pratiquement, dans une simulation des fluides Newtoniens, le seul inconnu est
la vitesse. Comme nous l’avons vu dans le premier chapitre, le comportement
du champs de vitesse dans l’espace de Fourier dans une THI est bien étudié : il
existe une échelle de coupure, c’est l’échelle de Kolmogorov : Les nombres d’onde,
supérieurs au nombre d’onde correspondant à l’échelle de Kolmogorov, déclinent
vers zéro très rapidement. Il suffit donc de placer le nombre d’onde de coupure
Kc inférieur que le nombre d’onde correspondant à l’échelle de Kolmogorov. Cette
condition est équivalente à la condition de la DNS dans l’espace physique : la taille
de la maille doit être inférieure à la taille du tourbillon le plus petit.

Par contre, pour les champs de polymères, son comportement en spectral n’est
pas connu, l’échelle de coupure est a priori inconnue.

Le technique du filtre 2/3 est la plus simple. Il existe d’autre techniques (phase
shifting) qui enlève moins de modes, donc approxime plus précisément la fonction
originale en gardant l’erreur d’aliasing nulle [16].

Nous envisageons également un filtre proposé par Hou [36], qui contrôle l’erreur
d’aliasing pour ne pas l’amplifier. Cette méthode a été testé avec succès dans les
cas qui présentent des discontinuités (écoulement de Burger et Euler 3D [36]). Nous
verrons que le filtre de Hou est utilisé pour le polymère dans la méthode de Balci
[3]. Nous allons discuter de ce filtre dans la partie suivante.
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4.3.4 Oscillations de Gibbs

Les oscillations de Gibbs apparaissent si nous approximons une fonction dis-
continue (ou avec de très grands gradients) à l’aide du passage dans l’espace de
Fourier. Sur la figure 4.1, nous illustrons cet effet si nous essayons d’approximer
une fonction porte (discontinue) avec une série de Fourier tronquée à N modes :
nous varions le nombre de modes N et comparons la fonction approximée pour les
cas N = 32, N = 128 et N = 512 avec la fonction originale.

Figure 4.1: Illustration des oscillations de Gibbs

Nous observons que : quand la résolution N augmente, dans le domaine lisse
(loin de la discontinuité), les fonctions approximées convergent vers la fonction
originale. Mais au niveau de la discontinuité, nous observons que :

— L’amplitude de l’erreur ne diminue pas avec l’augmentation de la résolution
(pour N=32,64,128). Nous devons accepter une erreur au niveau de la dis-
continuité. Cette erreur ne diminue pas avec l’augmentation de la résolution
spectrale.

— L’erreur se répercute sur tout le domaine, avec une oscillation sinusoïdale
amorti (sinus cardinal) autour de la valeur exacte. L’erreur entache forte-
ment une zone autour de la discontinuité. Cette oscillation diminue avec
une meilleure résolution spectrale, donc nous pouvons réduire cette zone en
augmentant la résolution spectrale.

Dans notre simulation, ce phénomène a un impact sévère à cause de la nature
sans diffusion de l’équation dynamique du polymère. Il faut donc trouver une
manière efficace de limiter l’effet de l’oscillation de Gibbs. Augmenter la résolution
coûte très cher, donc la solution choisie est de remplacer le filtre "2/3" par un autre
filtre proposé par Hou [36].

La formule de ce filtre est :
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FH(k) = exp

(
−a
(
k

K

)a)
(4.27)

où a est un coefficient de réglage du filtre. Nous prenons a = 36 comme dans le
travail de Balci [3]. La figure 4.2 illustre la valeur de ce filtre en fonction du ratio
entre nombre d’onde et le nombre d’onde maximal, nous pouvons voir que ce filtre
laisse une plage plus large de modes significatifs dans l’espace de Fourier. Sur le
figure 4.3, nous constatons également que avec le nouveau filtre, l’oscillation dans
l’espace physique est fortement réduite loin de la discontinuité en comparaison
avec le filtre classique.

Ce filtre est plus efficace pour la localisation d’erreur si nous le comparons avec
le filtrage classique, mais il induit une erreur de type "aliasing". Hou a montré que
cette erreur est contrôlable.

Figure 4.2: Le filtre de Hou et filtre 2
3

4.3.5 Application à un modèle 3D

Nous voulons appliquer les techniques présentées précédemment dans un pro-
blème 3D. Nous construisons notre domaine d’étude, un cube périodique dont la
dimension de chaque côté est : Lbox = 2π. Dans ce cube périodique, nous avons
pour toutes les fonctions f définies sur R3 :

f(x) = f(x1, x2, x3) = f(x1 − a.Lboite, x2, x3) (4.28)
f(x) = f(x1, x2, x3) = f(x1, x2 − b.Lboite, x3) (4.29)
f(x) = f(x1, x2, x3) = f(x1, x2, x3 − c.Lboite) (4.30)

où a, b et c sont des nombres entiers quelconques. Avec cette géométrie, nous
n’avons pas de problèmes de conditions aux limites. Par défaut notre domaine
est homogène isotrope, sauf si nous ajoutons une force directionnelle ou ponctuelle
dans l’écoulement. La boite est ensuite discrétisée en N points sur chaque direction.
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Figure 4.3: Comparaison entre le filtre de Hou et le filtre 2/3

Un champs physique est stocké dans une matrice de taille N ∗N ∗N . Pour raison
de simplicité, nous choisissons N comme puissance de 2.

Soit un champ discrétisé fd, nous distinguons la FFT sur les 3 directions :

Fx(x2, x3)k1 = FFTx(fd) =
N−1∑
n=0

fd(x1, x2, x3)e−i2π
k1x1
N (4.31)

Fy(x1, x3)k2 = FFTy(fd) =
N−1∑
n=0

fd(x1, x2, x3)e−i2π
k2x2
N (4.32)

Fz(x1, x2)k3 = FFTz(fd) =
N−1∑
n=0

fd(x1, x2, x3)e−i2π
k3x3
N (4.33)

Pour transformer un champ 3D dans l’espace de Fourier, il suffit d’appliquer la
FFT 3 fois dans les 3 directions. Par analogie avec une série 1D, les modes de la
série de Fourier d’un champ 3D est un vecteur entier et sera noté avec un exposant :

FFTx(FFTy(FFTz(fd))) = f̂ (k1,k2,k3) (4.34)

La suite obtenue par la transformée est maintenant une fonction du vecteur k =
(k1, k2, k3) que nous appelons vecteur d’onde. Cette transformée est une matrice
complexe de taille N ∗N ∗N .

Comme nous avons toutes grandeurs physiques réelles, les transformées doivent
être de symétrie hermitienne. Toutes les valeurs de f̂ (k1,k2,−k3) peuvent être déduites
de la valeur de f̂ (k1,k2,−k3). La taille de la matrice transformée qu’on a besoin de
stocker se réduit à N ∗N ∗ (N

2
+ 1).

Toutes les dérivations partielles en espace sont simplifiées lorsqu’on est dans
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l’espace de Fourier :

∂̂f

∂n

k

= i.knf̂
k (4.35)

4.3.6 Parallélisation

En turbulence pour tenir compte de toutes les échelles caractéristiques et a
fortiori avec un fluide non Newtonien, qui introduit des échelles supplémentaires,
les domaines de calculs deviennent rapidement prohibitifs en temps de calcul et en
mémoire. Il est donc nécessaire de partager le travail et la mémoire sur différences
processeurs (parallélisation). Pour notre part nous utiliserons un solveur qui utilise
la bibliothèque MPI pour gérer cette parallélisation. C’est une parallélisation avec
mémoire non partagée. Chaque processeur s’occupe d’une partie du domaine et
peut communiquer avec les autres grâce aux fonctions de la bibliothèque. Par
simplicité, le nombre de processeurs utilisés est un diviseur de la taille du domaine
N. La parallélisation offre une meilleur performance de calcul, mais en même temps
rendre certains calculs très coûteuse (par exemple : la suivi particule, la corrélation
des points qui se localisent dans les domaines séparé par la parallélisation, etc...)

4.3.7 Équation de Navier-Stokes

Le code qui a été développé au cours de mon travail est basé sur un code
pseudo-spectral standard qui résoud initialement la turbulence Newtonienne. Ce
code a été pénalisé et validé. Les équations qui décrivent la dynamique du système
dans l’espace de Fourier s’écrivent (voir chapitre II) :{

∂

∂t
+ νk2

}
û = Pc ·

(
− νf û ∧w +

νpi

τp
k · ̂(P(C)C)

)
(4.36)

∂tĈ + û · ∇C = Ĉ · ∇u + ̂(∇u)T ·C +
1

τ

(
P̂(C)C − Î

)
(4.37)

Rappel de notation
— "·" dénote le produit avec une contraction, example : k · u = kiui, ou

C · (ik × u) = Cimikmuj
— "∧" dénote le produit vectoriel : k ∧ u = kiujεijk, où εijk est symbole de

Levi-Civita 2.73 :
Même si nous ajoutons un nouveau terme, la pression assure toujours la condi-

tion de non-compressibilité grâce au projecteur Pc.
On note le second membre SM = Pc ·

(
− νf û ∧w + νpi

τp
k · ̂(P(C)C)

)
4.4 Équation dynamique du polymère

4.4.1 Formulation classique

Nous avons développé et résolu dans ce travail (cf. chapitre II) les 2 modèles
suivants : FENE -P et Olroyld -B. Les équations de ces 2 modèles peuvent être

92



CHAPITRE 4. MÉTHODE NUMÉRIQUE

généralisées :

∂tC + u · ∇C = C · ∇u + (∇u)T ·C +
1

τ
(P(C).C − I) (4.38)

Où P(C) est la fonction de Peterlin :
— P(C) = 1 dans le cas du modèle Olroyd-B
— P(C) = L2−3

L2−tr(C)
dans le cas du modèle FENE-P

L’équation (4.38) est particulièrement délicat à simuler car c’est une équation
hyperbolique sur un tenseur et il peut présenter des chocs, en particulier à haut
nombre de Wi. Ces chocs sont problématiques car ils forment des oscillations de
Gibbs et le caractère définie positif du tenseur S peut alors être perdu.
Dans la littérature, il existe plusieurs méthodes pour conserver ce caractère définie
positif :
• Méthode de la diffusion artificielle de Beris 1995 [71] qui additionne de la

diffusion artificielle à (4.38), cette méthode "populaire" s’adapte à n’im-
porte quel schéma numérique mais ne permet pas d’aller à très haut Wi.
• Méthode du log de l’exponentielle de matrice E = eC [28], cette méthode

peut résoudre certains problèmes de stabilité numérique mais l’algorithme
n’est pas évident à mettre en place et le logarithme n’est pas très stable.
• 2 méthode de décomposition en vecteurs propres et décomposition de Cho-

lesky de Collins (2003) [77] : basée sur une méthode de volume fini, cette
méthode est avantageuse car les chocs sont bien traités mais la méthode
n’est que d’ordre d’ordre 1 au niveau du choc, elle est quand même diffu-
sive.
• méthode de limiteur de pente de Collins (2006)[78] : le gradient du champ

de conformation est limité de manière artificielle à une valeur donnée.
• Méthode de décomposition de Balci de 2011 [3] à partir de la décomposition

de S en produit de matrice symétrique : cette méthode à l’avantage d’être
adaptable en méthode spectrale (en conservant la précision spectrale), elle
conserve toujours le caractère définie positive de C et les chocs
apparaissent très finement. Le phénomène de Gibbs est alors localisé
très près des chocs grâce à un filtrage spécial [36] utilisé en présence de sin-
gularités. Les oscillations peuvent-être atténués en additionnant une légère
diffusion artificielle, plus petite que pour la méthode diffusion artificielle.
Cette méthode permet d’atteindre des haut nombre de Wi.

Nous avons choisi la récente méthode de Balci qui permet de garder la
précision spectrale ainsi que l’algorithme de parallélisation du code. Cette méthode
a été comparé avec d’autre méthodes numériques [18] et a montré sa robustesse.
Cette méthode est discutée dans la section suivant.

4.4.2 Formulation par décomposition en racine carré
(square root formulation [3])

Nous utilisons la formulation utilisé par Balci couplée avec une diffusion artifi-
cielle. Cette méthode permet de réduire considérablement la quantité de diffusion
artificielle nécessaire. Pour les cas de faible Weissenberg, nous pouvons éliminer

93



CHAPITRE 4. MÉTHODE NUMÉRIQUE

complètement la diffusion artificielle. Cela nous permettra de quantifier l’impact de
la diffusion artificielle, en comparaison à un cas de très faible diffusion artificielle.
La simulation sans diffusion artificielle demande un pas de temps extrêmement
petit pour rester stable. C’est donc beaucoup plus coûteux en terme de temps de
calcul. Un autre contrôle possible peut se faire sur la contribution de l’énergie dis-
sipée artificiellement dans le bilan d’énergie final (cf. section 6.3 dans le chapitre
VI)

L’idée principale de la méthode introduite par Balci est de décomposer la ma-
trice C en un produit de matrices B et BT :

C = BT .B (4.39)

Si C est définie positive il existe une matrice B qui satisfait l’équation (4.39).
Cette décomposition admet une infinité de solutions réelles, l’équation dynamique
de C peut être déduite de l’équation dynamique de B, où B est la solution de
l’équation (4.39) :

∂tB + u · ∇B = B · ∇u + A ·B +
1

2τ
(P(BT ·B) ·B − (BT )−1) (4.40)

où A est une matrice antisymétrique quelconque [3].
Nous pouvons démontrer que l’équation (4.40) implique l’équation (4.38)(voir

annexe 7.1)
Nous imposons en plus une condition de symétrie pour B pour que la décom-

position soit unique. Cette condition impose un unique valeur de la matrice A qui
satisfaire :

A =
1

2
B−1 ·

(
(∇u)T ·B − u · ∇B

)
(4.41)

Avec une décomposition unique, nous pouvons dire que l’équation (4.40) est
équivalente à l’équation (4.38).

En fin, nous devons ajouter une diffusion artificielle de coefficient νa pour sta-
biliser le code [71]. Tous les termes qui servent à calculer la dérivation temporelle
sont passés à côté droit de l’équation. La diffusion numérique ajoutée reste à côté
gauche dans une schéma semi-implicite, mais elle sera passé à côté droit dans une
schéma explicite.

(∂t + νa∆)B = −u · ∇B + B · ∇u + A ·B +
1

2τ

(
P(BT ·B)B − (B)−1

)
(4.42)

On note par la suite le côté droit de l’équation (4.42) SMP .

4.5 Avancement en temps

4.5.1 Schéma implicite et schéma explicite

Un problème de dépendance en temps peut s’écrire sous la forme :

∂tf = H(f) (4.43)
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où f est une grandeur dépendante du temps, et H est un opérateur sur f , il peut
être décomposé comme la somme d’une partie linéaire et d’une partie non linéaire :

H(f) = N(f) + L(f)

Supposons que nous sommes à l’itération n pour t = t0 et que nous connaissions
les états de f dans le passé. Nous allons discrétiser, puis interpoler la fonction ∂tf
pour trouver la valeur de f à l’itération n + 1. Pour ce faire, nous avons besoin
d’évaluer les composants (linéaires et non linéaires) du terme H(f).

Nous évaluons l’itération future de façon implicite ou explicite :
— Une évaluation explicite consiste à interpoler l’itération future en fonction

des termes linéaires et non linéaires de l’itération présent et passé n, n− 1,
...

— Une évaluation implicite souvent nécessite un changement de variable pour
grouper certains termes avec le champs f dans une seule variable. Cette
méthode prend donc en compte ces termes de l’itération future dans l’in-
terpolation.

Pour simplifier la notation, les variables sont considérés en fonction des itéra-
tions au lieu du temps. Il y a classiquement 4 types de schémas :

— Complètement explicite : Les 2 parties N(f) et L(f) sont traitées expli-
citement. Ces schémas sont utilisés dans les simulations des écoulement
compressibles (Passot et Pouquet 1987[54], Don et Gottlieb 1990 [24], ...)
ou dans les écoulements incompressibles avec viscosité variable.

— Semi-explicite : La partie linéaire L(f) est traitée implicitement et la partie
non linéaire est traitée explicitement. Cette méthode est utilisée fréquem-
ment dans la résolution des équations Navier-Stokes et a été implémentée
ici dans notre solveur Newtonien.

— Semi-implicite : la partie linéaire L(f) est traitée implicitement, la partie
non linéaire est décomposée en 2 parties : N(f) = N1(f) + N2(f) avec
N1 linéaire qui est traitée implicitement et N2 non linéaire qui est traitée
explicitement. (Forestier et al. 2000[30])

— Complètement implicite : les 2 parties N(f) et L(f) sont traitées implici-
tement. (Fröhlich et al. 1992 [32])

4.5.2 Schéma avec une étape

Pour mieux comprendre la différence entre le traitement explicite et implicite,
nous allons présenter le détail d’un schéma explicite et d’un schéma semi-implicite
avec une étape appliquée à la résolution des équations de Navier-Stokes. Comme
nous l’avons vu dans la partie précédente, la dynamique des polymères et du fluide
porteur est exprimée par l’équation :

∂tû = νfk
2û + SM (4.44)

où SM est le second membre qui correspond au partie non linéaire (N) (voir 4.3.7)
et le terme de diffusion νk2û correspond au partie linéaire (L).
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La discrétisation en temps dans un schéma à une étape s’écrit :

∂tû =
ûn+1 − ûn

∆t
(4.45)

où ûn correspond au champ au temps présent (itération n), et ûn+1 correspond
au champ à l’instant juste après (itération n + 1), ∆t étant le pas de temps du
schéma. On note SMn et SMn+1 respectivement le second membre évalué au ité-
ration n et n+ 1. Soit θL et θN sont respectivement les coefficients d’interpolation
du terme linéaire et non linéaire de l’équation (4.44), on réécrit l’équation (4.44)
comme :

û(n+ 1)− û(n)

∆t
=
(
νfk

2ûnθL+νfk
2ûn+1(1−θL)

)
+
(
SMnθN +SMn+1(1−θN)

)
(4.46)

— Dans un schéma complètement explicite θN = θL = 1.

ûn+1 − ûn
∆t

= iνfk
2ûn + SMn (4.47)

La vitesse à l’instant future (itération n+ 1) est :

ûn+1 = ûn +
(
νfk

2ûn + SMn)
)

∆t (4.48)

— Dans un schéma semi-explicite, la partie linéaire νf∆û est traitée implici-
tement et la partie non linéaire est traité explicitement (θN = 1 et θL = 0) :
Le traitement implicite consiste à faire une changement de variable en po-
sant :

û∗ = e−νfk
2∆tû (4.49)

La dérivation en temps de la nouveau variable donne :

∂tû
∗ = e−νfk

2∆t∂tû− (νfk
2)e−νfk

2∆tû = e−νfk
2∆t
(
∂tû− (νk2)û

)
(4.50)

A noté que : à l’itération n, on a ∆t = 0, d’où û∗n = ûn. Donc SMn n’est pas
affecté par le changement de variable. On a le nouveau système à résoudre
s’écrit :

∂tû
∗ = SM (4.51)

Comme θN = 1, on a
û∗n+1 − û∗n

∆t
= SMn (4.52)

On en déduire la û∗n+1 :

û∗n+1 = û∗n + ∆tSMn (4.53)

Et finalement on retrouve ûn+1

ûn+1 = û∗ne
νfk

2∆t ≈ û∗n(1 + νfk
2∆t) (4.54)
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4.5.3 Schéma multi-étape : Adams-Bashforth

Pour les schémas à plusieurs étapes (nécessitent plusieurs itération dans le
passé), on les trouvera présenté dans Peyret [58]. Parmi ces schémas, les sché-
mas Adams Basforth d’ordre 2 et 3 (noté AB2 et AB3) ont été choisis pour être
implémentés dans notre solveur Newtonien et dans notre solveur non Newtonien.

Un schéma Adam-Basforth explicite d’ordre k (ABk) s’écrit sous la forme :

f(n+ 1)− f(n)

∆t
=

k−1∑
j=0

cjH(f(n− j)) (4.55)

Un schéma Adam-Basforth semi-implicite d’ordre k s’écrit :

f(n+ 1)− f(n)

∆t
− L(f(n+ 1)) =

k−1∑
j=0

cjN(f(n− j)) (4.56)

Les coefficients du schéma AB2 sont : c0 = 3
2
, c1 = −1

2

Les coefficients du schéma AB3 sont : c0 = 23
12
, c1 = −16

12
, c3 = − 5

12
Ce schéma

est choisi pour implémenté dans notre simulation.
Nous pouvons traité implicitement le terme diffusion, mais

4.5.4 Stabilité numérique des schémas

Les schémas numériques s’appliquent de la même manière à différentes gran-
deurs, mais l’étude de stabilité des schémas ne peut pas être considérée séparée de
l’équation qui les gouverne.

La stabilité des schémas appliquées à l’équation de Navier-Stokes a été lar-
gement étudiée [58] et est bien connue, mais celle de l’équation de conformation
est peu connue. Notre système d’équation est constitué de ces deux dynamiques
couplées ensemble, donc l’étude de stabilité est beaucoup plus compliquée. Nous
pouvons seulement déduire des critères de stabilité par analogie au cas Newtonien
et à l’aide de tests.

Généralement, le schéma est stable si le pas de temps est suffisamment petit, les
cas de plus faible diffusion nécessitent de plus petit pas de temps. Pour l’équation
Navier-Stokes, le pas de temps est choisi basé sur le criète de CFL, mais on peut
trouver des criètes plus fine dans [58]. Dans l’équation du polymère, théoriquement,
il n’y a pas de diffusion, donc il est naturellement instable numériquement. Il est
nécessaire d’ajouter une quantité de diffusion artificielle : plus cette diffusion est
faible, plus le résultat est précis, mais le pas de temps doit être très petit. Il faut
donc faire plusieurs essais : si le schéma devient instable, nous arrêtons le code et
nous le redémarrons avec un pas de temps inférieur.

Comme les dynamiques du polymère et du fluide sont couplées, le pas de temps
est le même pour les équations de Navier-Stokes et pour l’équation de conforma-
tion. Comme le pas de temps final nécessaire pour stabiliser l’équation de conforma-
tion est tellement faible qu’il n’y a pas de différences entre les différentes schémas
appliqués aux équations de Navier-Stokes. .
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4.6 Initialisation

4.6.1 Initialisation du champs de vitesse fluide

Une première façon de générer un champ de vitesse est un bruit aléatoire avec
une distribution d’énergie contrôlée à différentes échelles. Pour cela, nous générons
les champs de vitesse dans l’espace de Fourier, avec une phase aléatoire et un
module prédéfini.

Notre premier étape est de choisir une forme du spectre qui nous convienne.
Le spectre initial peut être mis sous la forme :

Ek(k) = 16

√
2

π

k4u2
rms

k5
i

.exp

(
−2

(
k

ki

)2
)

(4.57)

où ki est l’échelle intégrale du champs généré, et urms est le root-mean-square de
la fluctuation de vitesse du champs généré.

Nous pouvons également prendre une autre forme pour le spectre. Par exemple
nous pouvons prendre le spectre d’une autre simulation. L’avantage de ce choix est
que nous pouvons créer des simulations avec différentes conditions initiales ayant
une même densité d’énergie spectrale.

Une fois que la densité spectrale est décidée, nous allons distribuer cette densité
de manière homogène sur tout les modes de même longueur d’onde :

E
(3D)
k (k) = |ûk.û−k| = 1

Nk

Ek(k) (4.58)

où Nk est le nombre de modes présents dans une coquille sphérique Sk : Sk =
{(k ∈ R3|k − 1

2
< |k| ≤ k + 1

2
}.

Il nous reste à générer une direction aléatoire pour chaque vecteur. Le champ
de vitesse créé doit aussi satisfaire la condition de non compressibilité suivante :

ikn.û
k
n = 0 (4.59)

Le vecteur créé û doit être perpendiculaire au vecteur d’onde k. Il y a deux
méthodes d’initialisation déjà implémentées dans notre code Newtonien :

— La méthode de Staquet [70] : le spectre est placé sur un repère sphérique, la
composant radiale doit être nulle. Il reste à générer une composant poloïdale
et une composant toroïdale en connaissant leur module.

— La méthode de Rogallo [63] : L’idée est de générer un champs directionnel
(longueur unitaire) complètement aléatoire. La direction du vecteur vitesse
sera un produit vectoriel de ce vecteur avec le vecteur d’onde k.

Nous pouvons également importer le résultat d’une autre simulation (avec les
même paramètres) comme conditions initiales.

4.6.2 Initialisation du champs de conformation

Nous avons seulement deux choix pour initialiser le champs de conformation :
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— Si nous voulons que les polymères soit initialement au repos, la matrice de
conformation est initialisée et égale à la matrice identité.

— Si nous voulons que les polymères soit initialement étirés, le champ de
conformation sera importé d’une autre simulation. Mais contrairement au
champs de vitesse, les polymères sont déformés et adaptés au champ de
vitesse. Si nous importons le champ de conformation, il est donc nécessaire
d’importer le champ de vitesse correspondant.

Nous n’avons pas trouvé une moyenne pour générer de manière aléatoire le champ
du tenseur de conformation dans l’espace de Fourier en satisfaisant les contraintes
dans l’espace physique (le tenseur de conformation doit rester défini positif).

4.7 Validation

4.7.1 Écoulement de Kolmogorov

Notre premier test est l’écoulement de Kolmogorov ([8] dont nous connaissons
une solution analytique. Nous initialisons le champs de vitesse avec un bruit aléa-
toire, le polymère est initialement au repos, et nous attendons la convergence vers
la solution analytique.

Nous avons testé le modèle Olroyld B en 2 dimensions. L’écoulement de Kol-
mogorov est obtenu avec un forçage sinusoïdal :

f =

(
F0.cos(k.y)

0

)
(4.60)

Avec ce forçage, le système admet une solution stationnaire :

u =

(
U0cos(ky)

0

)
(4.61)

Sanalytique =

(
1 + 2U2

0k
2Wi2sin2(ky) −WiU0ksin(ky)

−WiU0ksin(ky) 1

)
(4.62)

où U0 = 1
ν(s+1)k2

F0.
Cette solution est stable avec le jeux de paramètres suivant [8] :

Wi = 2, Re = 0.5, s = 0.5, k = 1, F0 = 1

Nous démarrons le système avec une vitesse initiale nulle. Le tenseur de confor-
mation est initialement égal à la matrice identité. Nous observons une convergence
en temps vers la solution analytique. Nous arrêtons le programme une fois que le
calcul est convergé, i.e. : la différence entre 2 itérations successives est très faible :

Max(‖Sn+1
i,j − Sni,j‖) < 10−14 (4.63)

Nous comparons la solution convergée avec la solution analytique :

Erreur absolue = Max(‖Sn+1
1,1 − S

analytique
1,1 ‖) (4.64)

Tous les méthodes convergent bien vers la solution analytique lorsque la réso-
lution augmente (figure 4.4).
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Figure 4.4: Convergence de l’erreur numérique en fonction de la résolution et de
la méthode numérique

4.7.2 Écoulement cellulaire

C’est un cas test classique [3] si nous voulons solliciter uniquement le solveur du
polymère. Dans ce test, nous considérons un écoulement de Stokes, où la viscosité
est considérée très grande.

L’idée de cette vérification est de tester uniquement la partie "visco-élastique"
dans une condition extrême c’est à dire avec une turbulence purement élas-
tique. Cela correspond à un haut nombre Wi. Comme dans [3] , on considère
un écoulement de Stockes pour la vitesse, où le nombre de Reynolds est faible
(Re = 0), l’équation dynamique des fluides ([3]) est remplacée par :

∇p = νf∆u +∇ · (S) + f (4.65)

L’écoulement est forcé par des tourbillons de Taylor Green :

f =

(
−2.sin(x).cos(y)
2.cos(x).sin(y)

)
Comme décrit dans [3], nous observons bien une transition d’un régime stationnaire
à un régime instationnaire chaotique pour un haut nombre Wi = 15.

Nous avons testé les deux méthodes avec les même paramètres physiques et la
même résolution de 5122 points :

— une faible diffusion artificielle de 0.001 dans le cas de la méthode artificielle
(voir figure 4.5).

— sans diffusion artificelle pour la méthode de Balci 4.4.2 choisie dans
notre cas (voir figure 4.6).
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Il est normal de ne pas avoir les même résultats figures 4.5 et 4.6 puisque le régime
est chaotique. Une infime variation due à la différence de méthode, sera amplifiée.
On observe alors que globalement les figures sont symétriques par rapport au centre
du domaine.

Par contre, au regard des deux figures 4.5 et 4.6, nous pouvons conclure que
tout en préservant le caractère définie positif, la méthode de Balci (figure 4.6)
capture mieux les discontinuités que la méthode avec une très faible diffusion
artificielle ( figure 4.5). Comme dans [3], nous observons des oscillations de Gibbs
mais localisées autour des chocs. Ces oscillations pourront être supprimées via une
très légère diffusion artificielle dans le cas 3D.
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(e) (f)

(c) (d)

(a) (b)

Figure 4.5: Simulation pour la méthode diffusive :(a),(c),(e) : champs de vorticité
à t=10,70 et 140 s. (b),(d),(f) : champs de la trace du tenseur de conformation
tr(S) à t=10,70 et 140 s.
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(e) (f)

(c) (d)

(a) (b)

Figure 4.6: Simulation pour la méthode de Balci :(a),(c),(e) : champs de vorticité
à t=10,70 et 140 s. (b),(d),(f) : champs de la trace du tenseur de conformation
tr(S) à t=10,70 et 140 s.
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4.8 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté comment les grandeurs physiques sont

modélisées, et manipulées. Le solveur a été testé et validé par différents cas tests
à l’aide de l’écoulement de Kolmogorov et l’écoulement célulaire.

Dans la suite, les approximations numériques seront omises, les champs dans
l’espace physique sont traités comme des fonctions continues, mais les champs dans
l’espace de Fourier sont discrets.
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5.1 Introduction
Comme la simulation numérique ne peut contenir qu’un nombre limité

d’échelles, choisir le bon jeu de paramètres est très important pour observer les
mécanismes souhaités. Nous voulons observer 3 différents mécanismes : la force
visqueuse, la convection (transfert non linéaire), et l’effet du polymère. Dans ce
chapitre, nous allons discuter sur le choix des paramètres, et des analyses statis-
tiques classiques dans une étude d’un écoulement turbulent et de l’influence de la
présence de polymères.

5.2 Les paramètres et configurations des simula-
tions

5.2.1 Les choix des paramètres

Rappelons que la dynamique du système à simuler est décrite par les équations
suivantes (voir chapitre III -section 3.6.5) :

∂tu + ω ∧ u = −∇p+ νf∆u +

(
νp
τp
∇ · (P(C)C)

)
+ f (5.1)

∇ · u = 0 (5.2)

∂tC + u · ∇C = C · ∇u + (∇u)T ·C +
1

τp

(
P(C)C − I

)
(5.3)

Le système contient 4 paramètres : νf est la viscosité du solvant, νp est la
contribution du polymère sur la viscosité à cisaillement nul (voir chapitre II-Section
3.6.7), τp est le temps de relaxation du polymère, et Lmax est l’extension maximale
(normalisée) du polymère. P(C) est une correction non linéaire de la raideur quand
les polymères s’étirent près de la limite Lmax :

P(C) =
L2
max

L2
max − Cii

(5.4)

Les phénomènes en turbulence suivent une loi d’échelle ou loi de similitude :
les différents systèmes se comportent de la même manière si les nombres adimen-
sionnels sont les mêmes. Les choix des unités sont donc arbitraires, et les valeurs
numériques des paramètres utilisés ne sont pas nécessairement correspondant à
leur valeur réelle. Notre problème a 4 nombres adimensionnels qu’on rappelle ici :

— Le nombre de Reynolds (voir chapitre II)
— Le nombre de Weissenberg (voir chapitre III)
— Le ratio de contribution du polymère à la viscosité au repos sur la viscosité

du solvant s = νp
νf
. Nous pouvons utiliser également le nombre β =

νf
νf+νp

=
s
s+1

— Le ratio entre l’extension maximale du polymère sur sa taille au repos :
Lmax = Rmax

R0
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Comme nous l’avons vu au le chapitre II, le modèle FENE-P introduit un
mécanisme non linéaire afin de simuler l’effet de blocage quand le polymère est
étiré jusqu’à sa limite d’extension. Cet effet non linéaire complexifie beaucoup les
analyses. Dans le cadre de ce travail, nous allons choisir les paramètres afin d’éviter
ce mécanisme non linéaire, pour mieux comprendre les autres mécanismes dans le
système. Pour ce faire, il suffit de choisir la valeur de Lmax grande, ici Lmax est fixée
égale à à 15 (comme dans [3]). Cette valeur choisie n’est pas irréaliste (voir chapitre
II), tout en laissant une gamme d’étirement important pour que l’extension de la
majorité de notre population de polymères soit encore loin de cette limite. Avec
ces conditions, l’effet non linéaire introduit par la fonction de Peterlin est négligé
P(C) ≈ 1 dans le calcul d’énergie élastique.

Nous voulons étudier les interactions entre tous les mécanismes présents dans la
turbulence : le transfert non linéaire d’énergie, la dissipation visqueuse et les effets
de polymères. Nous voulons donc que le domaine inertiel et le domaine dissipatif
coexistent dans notre simulation. Mais notre résolution spectrale est limitée, si
nous laissons la place pour le domaine dissipatif, le domaine inertiel doit être plus
étroit. Pour ce faire, nous choisissons un nombre de Reynolds relativement faible si
on se compare à une simulation classique où le domaine inertiel occupe entièrement
le domaine spectral.

Pour que l’effet du polymère ne soit pas trop grand, ni trop faible, nous choi-
sissons un polymère qui a un temps de relaxation du même ordre de grandeur que
le temps de turbulence soit : Wi ≈ 1 et en faible concentration tel que s ≈ 0.1
(avec la valeur de β correspondant : β ≈ 0.9). La concentration choisie est dans la
régime dilué (voir chapitre III).

5.2.2 Choix de configuration

Nous pouvons avoir deux choix possibles pour la dynamique des fluides :
— Turbulence forcée : l’avantage est que, quand le système atteint l’état sta-

tionnaire, nous pouvons utiliser l’hypothèse d’ergodicité pour calculer les
grandeurs statistiques et obtenir une très bonne convergence statistique.
L’inconvénient de cette configuration est qu’elle peut contenir des méca-
nismes sensibles au forçage choisi. Un seul forçage n’est pas suffisant pour
conclure une observation. Nous avons donc implémenté deux différents for-
çages :
— Forçage stochastique (noté S) proposé par Chen et al.[17]. Ce forçage

consiste à fixer la somme d’énergie de tous les modes dans des coquilles
sphériques Sk = {k ∈ R3|k−0.5 < |k| ≤ k+0.5} à des valeurs constantes
E0
k(k) imposées. A chaque pas de temps, nous calculons la somme d’éner-

gie pour chaque coquille :

Ek(k) =
∑
k∈Sk

1

2
|û2| (5.5)

et nous multiplions tous les modes de cette coquille par une même
constante E0

k(k)

Ek(k)
afin d’obtenir la somme d’énergie fixée à chaque pas

de temps. Cette configuration est notée avec la lettre "a"
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— Forçage déterministe de type ABC[49]. Ce forçage consiste à ajouter une
force volumique déterministe dans la turbulence. Cette force s’écrit :

fABC = f0

 C2cos(kFy) + C3sin(kF z)
C1cos(kFx) + C3sin(kF z)
C1cos(kFx) + C2sin(kFy)

 (5.6)

Avec :
• f0 est l’amplitude de forçage, qui est choisie afin d’assurer d’obtenir

la même quantité énergie en moyenne en comparaison avec le forçage
stochastique.
• C1, C2 et C3 sont des paramètres supplémentaires pour avoir des

forçages différents suivant 3 directions x, y et z. Dans notre cas, ils
sont tous égaux à 1
• kF est le mode de Fourier où nous injectons l’énergie.
La particularité de ce forçage est qu’il n’est pas isotrope : il injecte une
hélicité dans l’écoulement (une corrélation non nulle entre le champs de
vorticité et le champs de vitesse). L’hélicité brise la symétrie miroir, et
donc viole partiellement l’hypothèse d’isotropie. De nos jours, son ef-
fet sur la turbulence Newtonienne n’est pas entièrement compris, et est
étudié [48, 44]. L’objectif de cette thèse n’est pas de comprendre l’in-
teraction entre l’hélicité et la dynamique des polymères, mais ce forçage
peut nous aider à quantifier la validité de l’extension de notre argument
à une configuration non homogène et anisotrope. Cette configuration est
notée avec la lettre "b". Le forçage ABC n’est pas non plus homogène :
l’intensité de forçage est localisée sur des pics fixés dans l’espace.

— Turbulence en décroissance : l’avantage est que, les mécanismes dans le sys-
tème sont propres à la turbulence et au polymère. Nous pouvons également
trouver des propriétés analogues entre la turbulence en décroissance dans
une boîte de THI périodique et la turbulence au coeur d’un canal. L’incon-
vénient est que, nous ne pouvons pas moyenner en temps, pour avoir une
bonne convergence statistique. Il faudra faire une moyenne de réalisations,
ce qui est très coûteux en terme de temps de calcul. En autre, la condition
initiale peut également avoir une influence sur les grandeurs statistiques.
Nous avons donc également préparé 2 types de déclins avec des conditions
initiales différentes :
— Configuration "c" : les champs initiaux sont issus des champs station-

naires d’une autre simulation forcée (configuration a ou b) de même
paramètres. Si la condition initiale est un cas Newtonien, les polymères
sont initialisés comme s’ils étaient au repos (C = I). Les différents cas
de cette configuration se distinguent aussi par leur configurations initiale
(IC).

— Configuration "d" : le champ de vitesse initial est généré de manière aléa-
toire avec une distribution d’énergie échelle par échelle identique avec le
champ initial dans la configuration "c". Les polymères sont initialement
au repos (C = I)

Pour chaque configuration nous effectuons une simulation de fluide Newtonien avec
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Cas Type de νf νf/νa τp β Condition initiale
forçage ×10−2

a1 S 1.25 - - - -
a2 S 1.25 1250 0.5 0.909 -
a3 S 2.5 2500 0.5 0.909 -
a4 S 1.25 1250 0.5 0.833 -
a5 S 1.25 1250 0.75 0.909 -
a6 S 0.125 - - - -
b1 ABC 1.25 - - - -
b2 ABC 1.25 1250 0.5 0.909 -
c1 aucun 1.25 - - - a1
c2 aucun 1.25 1250 0.5 0.909 a1
c3 aucun 1.25 1250 0.5 0.909 b1
d1 aucun 1.25 - - - Bruit synthétique
d2 aucun 1.25 1250 0.5 0.909 Bruit synthétique

Table 5.1: Paramètres principaux des différents cas

la numérotation "1". Nous avons également fait varier les 3 paramètres principaux
pour la configuration "a" pour étudier les effets des paramètres. Le tableau 5.1
récapitule les cas analysés dans ce chapitre. Rappelons que νa est la diffusion
artificielle que nous ajoutons dans l’équation dynamique de polymère.

5.3 Les échelles caractéristiques et les grandeurs
notables

Dans cette partie nous allons étudier les grandeurs statistiques globales de notre
système.

Nous calculons les grandeurs importantes suivantes (voir chapitre II et III) :
— Énergie cinétique totale : eK = 1

2
〈u2〉

— Énergie élastique totale : ep = Kp 〈Cii〉 où Kp = νp
2τp

— Dissipation par effet visqueux εf = νf 〈∂jui∂iuj〉
— Dissipation par la relaxation du polymère εp = Kp

τp
〈Cii − 3〉

— Extension relative des polymères par rapport à la limite 〈Cii〉
L2
max

Comme nous l’avons vu au chapitre II, il y a 3 échelles importantes en turbu-
lence que nous rappelons ici : échelle intégrale LK , échelle de Taylor λ et échelle
de Kolmogorov η, dont l’expression est rappelée ici (voir chapitre II) :

LK =

∫ ∞
0

k−1EK(k)

EK(k)
dk (5.7)
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λ =
15νfurms

εf
(5.8)

η = (ν3
f εf )

1/4 (5.9)

Pour la dynamique des polymères, nous introduisons les échelles de De Gennes
(LDG) (voir à la fin du paragraphe 6.3.2). et Lumley (LL) (voir définition dans
chapitre II-section 3.7). L’extension des polymères est caractérisée par 2 nombres
de Weissenberg WiL et Wiη basés respectivement sur le temps intégral et temps
de Kolmogorov :

WiL =
τp
tL

=
τpurms
LK

(5.10)

Wiη =
τp
tη

= τp

√
εf
νf

(5.11)

Nous introduisons également une échelle intégrale du champ de conformation
de façon similaire à l’échelle intégrale de la turbulence. Par analogie avec LK , cette
échelle peut également être calculée dans l’espace spectral par :

Lp =

∞∫
k=0

k−1Ep(k)

Ep(k)
dk (5.12)

où Ep(k) est le spectre d’énergie élastique du polymère. Nous allons définir ce
spectre dans le chapitre suivant (cf. chapitre V). Les échelles sont présentées au
tableau 5.2

Nous introduisons également dans le tableau 5.3 la moyenne normalisé et la
variance (σCii = 〈C2

ii〉) de la trace de tenseur de conformation, afin d’estimer
l’extension des polymères.
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Cas LK Lp λ η lL lDG
a1 0.672 - 0.626 0.0516 - -
a2 0.687 0.222 0.579 0.0548 0.164 0.0478
a3 0.690 0.255 0.737 0.0870 0.184 0.0942
a4 0.693 0.226 0.643 0.0555 0.221 0.0555
a5 0.647 0.203 0.610 0.0542 0.168 0.0544
a6 0.483 - 0.187 0.00858 - -
b1 0.806 - 0.746 0.0656 - -
b2 0.795 0.276 0.771 0.0677 0.108 0.0531
c1 0.781 - 0.733 0.0655 - -
c2 0.707 0.195 0.568 0.0602 0.136 0.0465
c3 0.858 0.01812 0.7490 0.0738 0.0906 0.0181
d1 0.716 - 0.563 0.0622 - -
d2 0.725 0.204 0.577 0.0635 0.123 0.0583

Table 5.2: Les échelles importantes pour nos cas simulés

Cas eK εf εp WiL Wiη
〈Cii〉

(Lmax)2
σCii

a1 0.738 0.275 - - - -
a2 0.678 0.216 0.0295 0.5940 2.079 6.58% 12.6
a3 0.592 0.272 0.0348 0.5574 1.650 4.43% 7.86
a4 0.678 0.205 0.0551 0.5941 2.026 6.24% 12.2
a5 0.673 0.226 0.0513 0.9510 3.188 15.10% 28.3
a6 1.007 0.361 - - - - -
b1 0.470 0.1056 - - - - -
b2 0.441 0.0927 0.0105 0.4177 1.361 3.20% 5.7
c1 0.397 0.1616 - - - - -
c2 0.383 0.1484 0.0154 0.4378 1.723 4.06% 7.4
c3 0.294 0.0656 0.0086 0.3163 1.145 2.88% 4.4
d1 0.331 0.1303 - - - - -
d2 0.320 0.1204 0.0143 0.3899 1.551 3.48% 5.0

Table 5.3: Compilation des grandeurs notables des simulations Newtoniennes et
Non-Newtoniennes
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5.4 Analyse statistique appliquée au fluide Newto-
nien

Nous allons d’abord effectuer une première série d’analyses préliminaires afin
de s’assurer que les hypothèses posées sont bien vérifiées et identifier les effets non
liés au polymère. Les analyses abordées dans le cadre de cette thèse se limitent
aux statistiques en 1 point et en 2 points.

Pour les analyses en 1 point, nous pouvons "calculer" directement la fonction
de densité de probabilité (probability density function (PDF)) avec un temps de
calcul raisonnable. A partir de la PDF, nous pouvons déduire tous les moments
statistiques. En général, la PDF est approximée par un histogramme (normalisé)
des événements : plus le nombre des échantillons pris en compte est important,
plus l’histogramme approche la vraie PDF. Nous pouvons compter les événements
présents dans notre boite de turbulence à un instant donné avec une convergence
statistique de l’ordre de 10%. Pour avoir une meilleure convergence statistique, il
faut compter les événement en plusieurs instants bien séparés en temps. Si nous
avons un état stationnaire (dans les cas de turbulence forcée), il suffit de construire
l’histogramme basé sur des champs bien séparés en temps. Dans les cas de turbu-
lence en déclin, nous devons répéter les simulations avec des conditions initiales
différentes, les conditions initiales sont des états de l’écoulement forcé correspon-
dant qui sont bien séparés en temps.

Pour les analyses en 2 points, la PDF dépend d’une variable supplémentaire
qui est la distance séparant ces 2 points. Donc effectuer un calcul de PDF pour
chaque distance de séparation devient très contraignant en temps de calculs. Nous
nous limitons au calcul de corrélation (moment statistique d’ordre 1).

5.4.1 Temps de cohérence

En turbulence, nous pouvons observer très clairement la formation de tour-
billons de différentes tailles. Malgré le fait que ce phénomène soit difficile à traduire
en termes d’objets mathématiques, il se manifeste assez clairement à l’aide des cor-
rélations spatio-temporelle. Les points qui se trouvent dans un même tourbillon
ont un fort lien causal, qui se traduit par une corrélation spatiale significative. De
même, la corrélation de 2 points séparées en temps montre le lien causal entre eux :

φ(t) = 〈u(x, t0) · u(x, t+ t0)〉x (5.13)

où la moyenne est souvent prise en espace pour tous les x présents dans notre
boîte périodique. Sur la figure 5.1, nous présentons l’évolution de la corrélation
temporelle. En pratique, pour le cas de forcing, comme la convergence statistique
n’est jamais parfaite, la corrélation temporelle ne décroit pas vers zéro mais elle
peut osciller autour de zéro avec une amplitude de l’ordre de celle de la convergence
statistique.

Nous constatons que pour le cas b1, la corrélation ne décroit pas vers zéro,
le champ de vitesse reste corrélé. C’est un effet particulier du forçage ABC, qui
injecte constamment une quantité d’énergie non homogène à l’écoulement.
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φ(t)

t/tR

Case a1
Case b1
Case c1
Case c3
Case a6

Figure 5.1: Correlations temporelles des différents cas (trait continu) en fonction
du temps normalisé t/tR. Le trait discontinu vertical indique le temps de décorre-
lation normalisé t∗/tR

Un résultat immédiat que nous pouvons tirer de cette grandeur statistique (sauf
pour le cas b1) est une échelle caractéristique en temps où au delà de ce temps, la
corrélation temporelle est pratiquement nulle (de l’ordre de la convergence statis-
tique), donc tous les points sont statistiquement indépendants. Ce temps caracté-
ristique peut être défini comme :

t∗ =

∞∫
t=t0

φ(t)dt (5.14)

Avec ce résultat, nous pouvons prendre 2 instants, séparés en temps de plus de t∗,
comme 2 échantillons statistiquement indépendants. Ce temps de cohérence est un
temps caractéristique des grandes échelles, donc il est du même ordre d’amplitude
que le temps de retournement calculé par :

tR =
LK
urms

(5.15)

Avec urms =
√
〈u2〉.

Nous constatons que les champs (sauf le cas b1) sont totalement décolérés après
un temps ∆t ≈ t∗ ≈ 2tR.

5.4.2 Vérification de l’isotropie

Nous effectuons cette étude préliminaire d’abord en fluide Newtonien. Dans
une turbulence, l’isotropie ne peut pas être démontrée strictement en utilisant
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(a) (b)

r/η r/η

Figure 5.2: Comparaison des 4 fonctions r
2

∂fy(r)

∂r
(blue line), r

2
∂fz(r)
∂r

(green line),
gy(r)(red line) et gz(r)(cyan line) de cas (a1)-figure a et cas (b1)-figure b

la définition, elle doit être acceptée comme une hypothèse et nous estimons la
déviation de comportement prévu des statistiques par la théorie. Cette erreur sera
considérée comme indicateur de l’isotropie.

En général, les grandes échelles peuvent être temporellement anisotropes, mais
a priori, nous devons observer un retour vers l’isotropie aux plus petites échelles.
Donc les indicateurs globaux sont plus stricts que les indicateurs séparant les dif-
férentes gammes d’échelles. Or, nous nous intéressons aux mécanismes des petites
échelles, et nous avons besoin d’un indicateur de l’isotropie échelle par échelle.

Ici, nous proposons un indicateur le plus simple, qui sont les fonctions de cor-
rélation transversale et longitudinale f et g, dont l’expression est déjà présentée
dans le chapitre II. L’hypothèse d’isotropie implique que ces fonctions sont indé-
pendantes de la direction du vecteur de séparation r. Elles sont fonction de la
distance de séparation r = |r|. Par raisons de temps de calcul, nous ne pouvons
calculer les fonctions f et g pour toutes les directions de r, et comparer. Nous
choisissons 2 directions particulières r = r.y0 et r = r.z0 (qui sont les moins cou-
teuses en termes de calcul) parmi une infinité de directions possibles de r. Nous
calculons donc 4 fonctions de corrélations :

fy(r) =
〈uy(x, y + r, z).uy(x, y, z)〉x,t

〈uy(x, y, z)2〉
(5.16)

fz(r) =
〈uz(x, y, z + r).uz(x, y, z)〉x,t

〈(uz(x, y, z))2〉
(5.17)

gy(r) =
〈uz(x, y + r, z).uz(x, y, z)〉x,t

〈uz(x, y, z)2〉
(5.18)

gz(r) =
〈uy(x, y, z + r).uy(x, y, z)〉x,t

〈(uy(x, y, z))2〉
(5.19)

Le symbole 〈∗〉x,t signifie que la moyenne est prise dans l’espace (pour tous les x)
et en temps (plusieurs instants séparés sont pris en compte dans la moyenne). Si
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nous avons une isotropie à une échelle r donnée, nous devons obtenir les égalités
suivants :

fy(r) = fz(r) = fd(r) (5.20)

gy(r) = gz(r) = gd(r) (5.21)

où f(r) et g(r) sont les fonctions de corrélations, respectivement, transversale et
longitudinale suivant une direction quelconque. En plus, l’hypothèse d’isotropie
conduit à une relation exacte entre f et g (voir chapitre II 2.3.7)

g(r) = f(r) +
r

2

∂f(r)

∂r
(5.22)

Il suffit donc de tracer les 4 fonctions r
2

∂fy(r)

∂r
, r

2
∂fz(r)
∂r

, gy(r) et gz(r) sur un même
graphique, et observer une zone où les 4 courbes sont bien superposées.

A priori, l’action des polymères est isotrope, le seul élément dans notre système
pouvant causer l’anisotropie est le forçage. Cela nous ramène à comparer l’isotropie
entre les cas a1 et b1, tout en gardant en esprit que le forçage ABC utilisé dans le
cas b1 est un forçage non isotrope.

Sur la figure 5.2, nous observons que le forçage stochastique (cas a1) que nous
utilisons donne une isotropie assez bonne jusqu’à 30η. Or, le forçage ABC (cas b1)
n’est pas isotrope à toutes les échelles.

5.4.3 L’effet du forçage

Dans la littérature, nous constatons que en général, les forçages localisés en
grandes échelles n’ont pas un impact significatif sur les PDFs. Les résultats dans la
littérature montrent une PDF Gaussienne pour les composantes de la vitesse. Dans
notre simulation, nous observons un comportement Gaussien pour les valeurs de
|u| ≤ 3σu. Au delà un manque de statistique peut expliquer l’écart à la Gaussienne

Dans ce paragraphe, nous allons caractériser les influences des forçages utilisés
dans nos simulations. Le forçage est souvent un processus non naturel mais permet
de créer un état stationnaire en temps, et donc de remplacer la moyenne de réa-
lisation par une moyenne en temps. Nous devons accepter que le forçage modifie
les statistiques aux échelles du forçage, et nous vérifions a posteriori les effets des
forçages utilisés sur les statistiques aux plus petites échelles. Pour cela, nous allons
comparer 2 cas avec différents types de forçage (case a1 et case b1).

Nous pouvons également comparer la turbulence forcée avec une turbulence
en décroissance, en gardant tous les paramètres mais en déactivant seulement le
forçage : le cas c1 correspond au déclin à partir de cas a1, le cas c3 correspond au
déclin à partir de cas b1. Pour une turbulence en décroissance, les effets apportés
par les forçages sont, a priori, "oubliés" par le système après un certain temps de
l’ordre de t∗.

La première quantité que nous considérons est la distribution de la vitesse. Sur
la figure 5.3(a) et 5.3(b), nous présentons 2 cas de turbulences forcées , avec les
paramètres de forçage choisis tels que le nombre Reλ oscille proche de 30. Nous
présentons également le même résultat en déclin après 1 temps de retournement
des cas correspondants sur les figures 5.3(c) et (d)
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(c) (d)

(a) (b)

u/σ(u) u/σ(u)

u/σ(u) u/σ(u)

Figure 5.3: Comparaisons des PDFs des 3 composantes de vitesse suivant 3 direc-
tions Cartésiennes x0,y0 et z0 pour : cas a1-figure a, cas b1-figure b, cas c1-figure
c, cas c3-figure d

Nous allons ensuite comparer la PDF de l’incrément de vitesse (InV), car c’est
une grandeur importante que nous pouvons le relier avec l’accélération du fluide.
L’incrément de vitesse est défini comme suit :

δu(r,x, t) = u(r + x, t)− u(x, t) (5.23)

Comme nous avons un système homogène et isotrope, le choix de l’orientation
du vecteur r, a priori, n’influence pas le résultat. Nous pouvons limiter l’orientation
de r suivant les 2 directions de y et z pour une raison technique 1.

Nous admettons l’hypothèse de l’homogénéité, l’histogramme compte les va-
leurs δu pour tous les x présents dans la boite de turbulence, et en plusieurs t
différents.

Nous pouvons calculer les PDFs des 3 composantes δux, δuy, δuz pour toutes
les échelles, avec le vecteur de séparation r suivant les 2 directions ey et ez (Les
directions ex , ey et ez sont les 3 directions qui forment la base Cartésienne). Toutes

1. la parallélisation suivant la direction x implique que les opérations suivant cette direction
nécessitent un échange de données entre les processeurs et donc augmentent le coût de calcul.
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(c) (d)

(a) (b)

δu/σ(δu) δu/σ(δu)

δu/σ(δu) δu/σ(δu)

Figure 5.4: Comparaison des PDFs des IVs longitudinaux : forcage vs déclin : 4
cas présentés : (a)- cas a1, (b)- cas b1, (c)- cas c1, (d)- cas c3

les PDFs calculées sont présentées dans l’annexe (Voir section 7.5 : les figures 7.1
(cas a1), 7.2 (cas b1), 7.3 (cas c1), et 7.5 (cas c3)).

Parmi les 6 InV calculés, nous distinguons 2 InV qui sont longitudinaux
δuy(rey) et δuz(rez) et 4 InV qui sont transversaux δux(rey), δux(rez), δuy(rez)
et δuz(rey). A priori, l’isotropie implique que les PDF des incrément de vitesse
transversale (InVT) sont identiques, et les PDFs des incrément de vitesse longitu-
dinale (InVL) le sont également. Nous présentons donc un InVT (δux(rey)) parmi
les 4 InVT sur la figure 5.5 et un InVL(δuy(rey)) parmi les 2 InVL sur la figure 5.5

Les résultats sur les InV sont classiques [50] :
— Les InVT sont similaires, avec une forme symétrique ("Skewness" presque

nul), les PDF sont Gaussiennes pour les grandes valeurs de r et de forme
exponentielle pour les faibles valeurs de r

— Les InVL sont similaires, avec une forme non symétrique ("Skewness" non
nulle), les PDF sont Gaussiennes pour les grandes valeurs de r et une forme
exponentielle pour les faibles valeurs de r

Pour affiner ces comparaisons de PDF, nous pouvons tracer l’évolution du
skewness et du flatness en fonction de l’échelle de séparation (voir figure 5.6).
Nous pouvons émettre les premiers constats suivants :
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(c) (d)

(a) (b)

δu/σ(δu) δu/σ(δu)

δu/σ(δu) δu/σ(δu)

Figure 5.5: Comparaisons des PDFs des IVs transversale : forcing vs déclin : 4
cas présenté : (a)- cas a1, (b)- cas b1, (c)- cas c1, (d)- cas c3

— Les skewness des InVL (figure5.6a) et les flatness des InVL et InVT (figure
5.6c,d), pour les cas a1, b1, c1, c3, ont des allures similaires, sauf au niveau
des grandes échelles du cas b1 (forçage ABC). Cela renforce l’hypothèse que
les forçages n’ont pas une grande influence sur les statistiques des petites
échelles. L’exception du cas b1 était prévue [49], mais la différence comparée
aux autres cas n’est pas dramatique.

— Si l’isotropie est bien respectée, pour une valeur de l’InVT donnée, il existe
une valeur de l’InVT directement opposée, et la probabilité de ces 2 valeurs
de l’InVT doit être égale. Donc, la PDF de InVT est nécessairement symé-
trique, i.e. le skewness de la PDF est nul. Nous observons un skewness faible
mais non nul (figure 5.6b). Cela est dû à 2 raisons principales : nous avons
une légère anisotropie aux grandes échelles, et notre convergence statistique
n’est pas encore parfaite.

Nous pouvons conclure que :
— La présence des forçages ne modifie pas de manière qualitative les PDF de

vitesse et les InV.
— Les similarités des InVT et celui des InVL sont un indicateur de l’isotropie.
— La forme des PDF calculées sont en accord avec les résultats classiques en
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Case a1 Case c1 Case b1 Case c3 Case a6

(c) (d)

(a) (b)

r/η

r/η

r/η

r/η

Figure 5.6: Comparaisons des skewness et flatness des InV transversale et longitu-
dinale : (a)- skewness pour InV longitudinale, (b)- skewness pour InV transversale
, (c)- flatness pour InV longitudinale, (d)- flatness pour InV transervsale

fluide Newtonien [50].

5.4.4 L’effet du nombre de Reynolds

Les arguments phénoménologiques indiquent que les effets du polymère sont
significatifs aux petites échelles. Or, notre résolution spectrale est limitée, afin de
résoudre correctement les petites échelles, nous ne pouvons simuler seulement que
des écoulements à faible nombre de Reynolds. Nous allons dans un premier temps
caractériser les influences du nombre de Reynolds sur les résultats statistiques pour
un fluide Newtonien.

Nous faisons les mêmes analyses que celles présentées dans la section précé-
dente : sur la figure 5.7, nous comparons la PDF de la vitesse pour un cas à grand
Reynolds (cas a6, Reλ ≈ 100) et un cas à plus faible Reynolds (cas a1 Reλ ≈ 30).
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(a) (b)

u/σ(u) u/σ(u)

Figure 5.7: Comparaison des PDFs des 3 composantes de vitesse suivant x,y,z
pour les cas a1 (figure (a)) et a6 (figure (b))

(a) (b)

δu/σ(δu) δu/σ(δu)

Figure 5.8: Comparaison des PDFs de l’incrément de vitesse longitudinale entre
le cas à faible Reynolds Reλ ' 30 (figure (a)) et cas à haut Reynolds Reλ ' 100
(figure (b))

Nous constatons qu’il existe une influence significative du Reynolds sur la PDF de
la vitesse. Plus le nombre de Reynolds est important, plus la pdf tend vers une
distribution Gaussienne.

Nous comparons également les PDF d’InVT et d’InVL pour ces 2 cas. Nous
constatons que avec les Reynolds plus élevés, les caractéristiques de PDFs (skew-
ness non nul pour InVT, flatness non nul pour InVT et InVL) sont plus nettes dans
le cas du plus grand nombre de Reynolds. L’évolution des moments en fonction
des échelles pour le cas à haut Reynolds est comparée avec celle des cas à plus
petits Reynolds sur la figure 5.6.

120



CHAPITRE 5. DIMENSIONNEMENT ET STATISTIQUE

(a) (b)

δu/σ(δu) δu/σ(δu)

Figure 5.9: Comparaison des PDFs de l’incrément de vitesse transversale entre
le cas à faible Reynolds Reλ ' 30 (figure (a)) et cas à haut Reynolds Reλ ' 100
(figure (b)

5.5 Analyse statistique appliquée au fluide Non
Newtonienne

Nous pouvons nous poser la question suivante : est-ce que la présence des poly-
mères modifie de manière significative les statistiques du fluide porteur notamment
les PDF et les fonctions de corrélation dans une turbulence ? Nous allons, dans un
premier temps, vérifier si la présence de polymère affecte l’isotropie de notre sys-
tème. Ensuite, nous allons calculer les PDF classiques pour le cas Non Newtonien
et les comparer au cas Newtonien. Nous allons également pour les cas Non New-
toniens faire varier les paramètres principaux (νf , νp et τp) pour voir leurs effets.

5.5.1 Vérification de l’isotropie

A priori, les dynamiques macroscopiques des polymères sont isotropes, leur
présence n’est pas une source d’anisotropie. Mais les polymères s’orientent suivant
la direction de cisaillement et exercent une force dans cette direction, ils peuvent
donc amplifier l’anisotropie existante au sein de notre système. Sur la figure 5.10,
nous comparons notre critère d’anisotropie (cf. section 5.4.2) d’un cas Newtonien
et d’un cas Non Newtonien. Nous observons qu’aux petites échelles, l’écoulement
avec polymère reste toujours isotrope, mais la séparation des courbes (dégradation
de l’isotropie) a lieu plus tôt. Malgré l’anisotropie observée à grandes échelles pour
les 2 cas, il est encore raisonnable d’utiliser l’hypothèse d’isotropie pour l’analyse.

5.5.2 Comparaisons entre Newtonien et Non Newtonien

Dans ce paragraphe, nous allons comparer les PDFs d’un cas Newtonien (cas
a1) et d’un cas Non Newtonien (cas a2), les PDFs des autres cas Non Newtoniens
sont présentées en annexe.
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(a) (b)

r/η r/η

Figure 5.10: Comparaison des 4 fonctions r
2

∂fy(r)

∂r
(blue line), r

2
∂fz(r)
∂r

(green line),
gy(r)(red line) et gz(r)(cyan line) de cas Newtonien (a1)-figure a et cas Non New-
tonien (a2)-figure b

(a) (b)

u/σ(u) u/σ(u)

Figure 5.11: Comparaison des PDFs des 3 composantes de vitesse suivant x,y,z
pour le fluide Newtonienne (cas a1- figure (a)) et cas fluide non Newtonien (cas
a2- figure (b))

La première grandeur statistique que nous pouvons regarder est la PDF de vi-
tesse. Dans un fluide Newtonien, comme dans la partie précédente, nous observons
une densité de probabilité (PDF) qui suit une loi de distribution Gaussienne, ce
qui est prévu et en bon accord avec la littérature (voir section 5.4.3 et 5.4.4). Sur
la figure 5.11 on compare les 3 composantes suivant les 3 directions Cartésiennes
de la fluctuation de vitesse pour un cas Newtonien (figure 5.11 (a)) et un cas Non
Newtonien (figure 5.11 (b)). Nous constatons que la présence des polymères n’a
pas une influence significative sur la PDF de la vitesse : nous observons toujours
une PDF qui ressemble à une distribution Gaussienne .

Nous examinons ensuite le PDF des InVT (Figure 5.12)b et InvL (Figure 5.13)b
avec la présence des polymères. Nous n’observons pas de changements qualitatifs
avec la présence des polymères pour le régime de concentration choisi. Afin de com-
parer de manière quantitative les PDFs, nous comparons l’évolution des moments

122



CHAPITRE 5. DIMENSIONNEMENT ET STATISTIQUE

(a) (b)

δu/σ(δu) δu/σ(δu)

Figure 5.12: Comparaison des PDF des incrément transversaux de vitesse pour
différentes valeurs de r

η
(a)-un cas Newtonien (cas a1) et (b)-un cas non Newtonien

(cas a2)

(a) (b)

δu/σ(δu) δu/σ(δu)

Figure 5.13: Comparaison des PDF des incrément de la vitesse longitudinale pour
différentes valeurs de r

η
(a)-un cas Newtonien (cas a1) et (b)-un cas non Newtonien

(cas a2)

statistiques d’ordre 3 et 4 en fonction de l’échelle (figure 5.14). Nous observons une
caractéristique intéressante avec les cas polymères : le skewness de l’InVT n’est pas
nul, mais surtout il tend vers 0 de façon plus lente qu’en Newtonien.
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Case a1 Case a5 Case a4 Case a3 Case a2

(c) (d)

(a) (b)

r/η

r/η

r/η

r/η

Figure 5.14: Comparaisons de skewness et flatness des IV transversale et longi-
tudinale : (a)- skewness pour IV longitudinale, (b)- skewness pour IV transversale
, (c)- flatness pour IV longitudinale, (d)- flatness pour IV transervsale

5.6 Extension des polymères
Naturellement nous nous intéressons aux distributions de l’extension des poly-

mères. Comme nous l’avons vu dans le chapitre III, l’hypothèse de la distribution
Gaussienne de l’extension des polymères au niveau microscopique conduit à une
force de rappel linéaire avec la déformation. A l’échelle macroscopique, si la force
de rappel est toujours linéaire avec la déformation (la fonction de Peterlin P(C)
vaut 1), intuitivement, nous nous attendons que la distribution de l’extension des
polymères R suive une loi de distribution Gaussienne. Notre tenseur de conforma-
tion C est la corrélation d’ordre 2 de l’extension R, sa trace est :

tr(C) = Cii = 〈RiRi〉 =
〈
|R|2

〉
. (5.24)
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Cii/σ(Cii)

p(Cii)
max(p(Cii))

Figure 5.15: Comparaison entre PDF d’extension des polymères pour différentes
cas

Donc Cii doit suivre une loi du Chi-2 avec un degré de liberté car 〈RiRj〉 est une
statistique en 1 point. La fonction Chi-2 est définie comme :

χk(x) =
1

2
k
2 Γ(k/2)

x
k
2
−1e−

x
2 (5.25)

où k est le nombre de degré de liberté (k = 1 dans notre cas), et Γ est une fonction
définie comme :

Γ(x) = lim
n→∞

n!nz

n∏
m=0

(z +m)
(5.26)

Le figure 5.15 compare le PDF de Cii avec la fonction Chi-2 χ1(x). Nous pou-
vons voir que les comportements de nos cas suivent assez bien la loi χ1(x), donc,
le comportement du modèle FENE-P est consistant avec sa construction.

Nous observons que la distribution de l’extension des polymères s’éloigne du
comportement Gaussien pour les grandes extensions.

5.7 Étirement global des polymères par le fluide
Nous pouvons écrire les équations qui décrivent l’évolution de l’énergie cinétique

de la turbulence et de l’énergie élastique des polymères à partir des équations (5.1)
et (5.3). L’évolution de l’énergie cinétique s’écrit :

1

2
∂t
〈
‖u‖2

〉
= −νf

〈
‖∇u‖2

〉
+ 〈f · u〉+

νp
τp
〈u · (∇ ·C)〉 , (5.27)
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X‖

X⊥ ∂u
∂X⊥

R⊥(0)

' R0

R⊥(0)

' R0

R‖ ' |δu|τ = R0
∂u

∂X⊥
τ

u(x0)

u(x1)
t = 0 t = τ

δu = u(x1)− u(x0) ' R0
∂u

∂X⊥

Figure 5.16: Scénario de l’étirement local

et celle de l’énergie élastique s’écrit :

∂t 〈Kptr(C)〉 = −Kp

τp
〈tr(C)− 3〉+Kp

〈
tr(C.∇u + (∇u)T .C)

〉
(5.28)

Dans une configuration homogène, nous pouvons montrer que les termes de cou-
plage (le dernier terme dans chaque équation) des équations (5.27) et (5.28) sont
égaux en valeur absolue mais de signe opposé. Nous pouvons les interpréter comme
un échange d’énergie entre 2 équations.

L’écoulement porteur étire les polymères, donc injecte de l’énergie dans les
polymères sous forme d’énergie élastique (potentielle). Quand les polymères sont
orientés d’une certain manière, ils peuvent relaxer vers un état d’équilibre en réin-
jectant de l’énergie dans le fluide. Le bilan d’énergie est obtenu en combinant les
2 équations (5.1) et (5.3) :

∂t
〈
‖u‖2/2 +Kptr(C)

〉
= 〈f · u〉 − νf

〈
‖∇u‖2

〉
− Kp

τp
〈tr(C)− 3〉 . (5.29)

Dans un état stationnaire, nous avons un équilibre entre énergie injectée par
le forçage et la dissipation composée de la dissipation visqueuse et de la dissipa-
tion par la relaxation des polymères. Nous allons étudier comment l’énergie est
distribuée entre champ de vitesse et champ de conformation.

Intuitivement, nous pouvons imaginer que l’extension d’un polymère est un
produit de la différence de vitesse δu aux 2 extrémités de la chaîne avec un temps
τ pendant lequel ce polymère est étiré .

L’extension des polymères est due à deux actions principales : une force d’éti-
rement qui est proportionnelle aux gradients de vitesse, et une force de relaxation
qui est inversement proportionnelle au temps de relaxation des polymères. Comme
la différence de vitesse aux extrémités de la chaîne (δu) est directement liée au le
gradient de vitesse (∇u), nous supposons que le temps d’étirement des polymères
(τ) est proportionnel avec le temps de relaxation des polymères (τp).
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Le scénario simplifié est décrit dans la figure 5.16. Nous définissons la direction
parallèle (x‖) et la direction perpendiculaire (x⊥) par rapport aux cisaillements
locaux. La différence de vitesse peut être estimée dans ce repère local par :

δu = R0
∂u

∂⊥
(5.30)

R⊥ est la projection de R suivant la direction perpendiculaire. Le cisaillement
local à une échelle lk = 1/k fixée est proportionnelle à k2EK(k), il atteint sa valeur
maximale à l’échelle de Kolmogorov, et est estimé par :(

∂u

∂⊥

)
max

∼
√
εf
νf

(5.31)

Comme les polymères sont très petits devant les échelles de la turbulence, nous
supposons que leur dynamique dépend du gradient le plus fort. Nous obtenons une
estimation de l’étirement suivant la direction de cisaillement :

R‖(τp) ≈ R⊥(0)

√
εf
νf
τp. (5.32)

C’est juste une estimation de l’ordre de grandeur. Par dimensionnement, nous
pouvons voir le produit

√
εf
νf
τp comme le nombre de Weissenberg défini à l’échelle

de Kolmogorov :

Wiη =

√
εf
νf
τp (5.33)

Si les polymères sont suffisamment étirés, ils sont quasiment alignés avec la di-
rection du cisaillement : (|R| ≈ R‖)� (R⊥ ≈ R0). L’extension suivant la direction
de cisaillement va donc déterminer la dynamique du tenseur de conformation et
on a :

〈Cii〉 ∼

〈
R2
‖

〉
R2

0

∼
τ 2
p εf

νf
= (Wiη)

2. (5.34)

Cette estimation grossière est en accord avec nos données, comme illustré figure
5.17.

〈Cii〉 = A
τ 2
p εf

νf
= A(Wiη)

2, (5.35)

Avec une régression linéaire nous pouvons estimer la valeur de la constante
A ' 3.3± 0.2.
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(Wiη)
2

〈Cii〉

• Case a2
� Case b2
H Case c2
I Case d2
� Case a3
N Case a4
F Case a5

y = 3.3x

Figure 5.17: Dépendance de l’étirement des polymères au nombre de Weissenberg

5.8 Influence des polymères sur la dissipation et la
réduction de traînée

Un effet spectaculaire des polymères est l’effet de réduction de traînée : une
faible quantité de polymère (quelque p.p.m.) mélangé dans un fluide Newtonien
peut faire réduire la perte de charge lors d’un écoulement jusqu’à 80% [76, 81, 82].

Dans le cadre de ce travail, nous avons une géométrie homogène et isotrope où
il n’existe pas de parois. Donc nous ne pouvons pas définir une perte de charge
classique. Mais nous pouvons faire une analogie entre la perte de charge basée sur
la dissipation visqueuse. Comme dans Perlekar et al. [55], nous pouvons définir
une "réduction de traînée" par comparaison à la dissipation visqueuse :

DR =
εNewtonien − εNN

εNN
(5.36)

où εNewtonien est la dissipation visqueuse dans un cas Newtonien et εNN est la dis-
sipation visqueuse dans un cas non-Newtonien de mêmes paramètres et condition
que le cas Newtonien.

Perlekar et al. ont comparé la dissipation visqueuse dans le cas d’un forçage
entre un fluide Newtonien et un fluide non-Newtonien [55] et observent une dimi-
nution considérable de la dissipation visqueuse avec la présence de polymères.

Nous reproduisons cet effet pour une turbulence en déclin, car nous pouvons
retrouver les analogies entre la turbulence en déclin avec la turbulence au coeur
d’un canal avec grille amont. Comme la turbulence est sensible aux conditions
initiales, le travail de définir une bonne condition initiale est très important. Nous
allons étudier l’influence des conditions initiales sur la réduction de traînée définie
par l’équation (5.36).

Pour la condition initiale du fluide, nous pouvons choisir une turbulence déjà
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développée (un état stationnaire du cas a2) ou un bruit aléatoire. Pour la condition
initiale du polymère, il peut être déjà étiré ou au repos. Nous avons donc préparé
4 cas de turbulence en déclin avec les même paramètres mais avec différentes
conditions initiales, et nous les comparons avec le cas forçage (a2) (l’origine du
temps du cas forçage est quand le polymère commence à être injecté) :

— Cas a2-1 : Nous reprenons le champ de vitesse et le champ de conformation
à un état stationnaire du cas a2 comme condition initiale.

— Cas a2-2 : Nous prenons la condition initiale du cas a2-1 mais avant le
premier pas de temps, en ayant remis le champ de conformation égal à la
matrice identité.

— Cas a3-1 : Le champ de conformation est pris d’un état stationnaire de cas
a2. Le champ de vitesse est généré de manière aléatoire avec la distribution
de l’énergie spectrale identique à celle des l’état stationnaire de a2.

— Cas a3-2 : Le champ de conformation est mis initialement égal à la matrice
identité. Le champ de vitesse est généré de manière aléatoire avec la distri-
bution de l’énergie spectrale identique à celle des l’état stationnaire de a2
(le champs de vitesse identique à cas a3-1).

Case a2-1
Case a2-2
Case a3-1
Case a3-2
Case a2

Figure 5.18: L’évolution en temps de la réduction de traînée pour différentes
conditions initiales

La figure 5.18 montre ainsi l’évolution de la réduction de traînée au cours
du temps. Nous constatons que cette grandeur dépend fortement de la condition
initiale du polymère et est peu sensible à la condition initiale du champ de vitesse.
En effet, les cas a2-2 et a2-3 ont la même condition initiale pour le champ de
conformation (les polymères sont initialement au repos), mais différentes conditions
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initiales du champ de vitesse. Nous constatons que l’évolution de la DR dans ces
cas sont très similaires. Par contre, si nous comparons les cas a2-2 au cas a2-1
(les 2 cas ont le même champ de vitesse initiale), nous constatons que dans le
cas a2-1, où les polymères sont initialement étirés, la réduction de traînée est plus
importante.

Cela impose une contrainte en plus sur les expériences : afin de caractériser
précisément la réduction de traînée, il faudrait connaître l’état des polymères.
Suivant la façon d’introduire les polymères dans l’écoulement et la configuration
de l’installation, nous pouvons avoir différents états d’étirement des polymères à
l’entrée du canal.

5.9 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons vu les analyses classiques dans l’espace physique

appliquées au fluide non-Newtonien qui est mis en comparaison avec un cas Newto-
nien. Les paramètres sont choisis tels qu’on puisse observer finement les interactions
fluide-polymères aux petites échelles. Pour cette raison, dans notre cas, les effets
des polymères ne se manifestent pas spectaculairement à travers les statistiques
dans l’espace physique. Malgré ces limitations, nous pouvons constater que :

— Il existe une non-négligeable anisotropie aux petites échelles du fluide avec la
présence des polymères. Nous spéculons pour l’instant que cette anisotropie
vient du fait que les grandes structures (qui sont la seul source d’anisotropie
dans notre système) étirent toutes les échelles (même les plus petites) des
polymères et donnent une anisotropie. Les petites échelles du polymère, à
son tour, réinjecte cette anisotropie aux petites échelles du fluide.

— On observe que l’effet des polymères est plus significatif quand ils sont
étirés. Donc l’état initial des polymères doit être pris en compte dans les
études.

Les statistiques sur le champ de conformation nous donnent les observations qui
restent intuitives : les statistiques de l’étirement des polymères suivent une distri-
bution Gaussienne, qui est consistant avec l’hypothèse de modèle microscopique.
Un simple raisonnement de dimensionnement nous a permis de trouver une loi qui
relie l’extension moyenne des polymère avec les variables de la turbulence.
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6.1 Introduction
Dans le chapitre précédent, nous avons fait certaines analyses globales ap-

pliquées aux fluides Non Newtoniens et nous les avons comparées aux résultats
classiques des fluides Newtoniens. Dans cette partie, nous nous intéressons aux
transferts d’énergie entre les échelles, grâce aux analyses dans l’espace de Fourier.

Rappelons que d’après l’image classique de turbulence, l’énergie cinétique est
transférée des grandes échelles aux petites grâce au terme de transfert non linéaire
u·∇u. Ce transfert d’énergie est atténué aux petites échelles par les effets visqueux.
L’échelle qui délimite la fin de cette cascade d’énergie est l’échelle de Kolmogorov.
Les structures plus petites que l’échelle de Kolmogorov ne sont plus alimentées
par la cascade d’énergie. Elles disparaissent rapidement, donc leur contribution
énergétique est négligeable. En 2011, Perlekar [35, 55] a aussi montré l’activité du
fluide porteur aux échelles plus petites que l’échelle de Kolmogorov.

Nous allons étudier plus en détail la zone spectrale autour de l’échelle de Kol-
mogorov en particulier avec la présence des polymères.

6.2 Analyse échelle par échelle

6.2.1 Énergie spectrale pour le champ de vitesse

La distribution d’énergie cinétique échelle par échelle peut être caractérisée par
le spectre d’énergie cinétique, qui est défini au chapitre II, section 2.4.5. Sa formule
est rappelée ici :

EK(k) =
∑
|k|=k

ûk · û−k (6.1)

Sur la figure 6.1, on montre une comparaison entre le spectre d’énergie cinétique
pour le cas d’un fluide Newtonien et celui d’un fluid non-Newtonien. Nous utilisons
la normalisation classique par les variables de Kolmogorov pour superposer les
spectres. On observe que pour notre jeu de paramètres, les polymères n’affectent
pas qualitativement le spectre dans la zone inertielle (entre échelle intégrale et
échelle de Kolmogorov), mais dans la zone dissipative (les échelles plus petites que
l’échelle de Kolmogorov), il y a une zone en k−6 qui émerge.

Comme nous l’avons vu au chapitre V, nous avons effectué des simulations
forcées avec 2 types de forçages différents, ainsi que des simulations en déclin avec
différentes conditions initiales, nous avons également fait varier les 3 paramètres
principaux s, ν, et τp pour confirmer la présence de ce comportement. Dans la
plage de paramètres que nous avons exploré, cette loi de puissance dans la zone
dissipative semble robuste. Nous notons que ce comportement a été observé par
Perlekar dans le cas 2D [35] et 3D[55]. Dans ces simulations, Perlekar observe éga-
lement une autre loi de puissance avec l’exposant α = 3.5 pour les échelles qui
sont encore plus petites. Cette loi de puissance, qui n’apparait pas dans notre si-
mulation (probablement dû au manque de résolution spectrale), est probablement
la signature de la turbulence élastique, qui est observée pour les nombres de Rey-
nolds très petits[33, 34, 14]. Pour un nombre de Weissenberg grande échelle (WiL)
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Figure 6.1: Comparaison du spectre d’énergie cinétique EK normalisé (par les
variables de Kolmogorov) entre les cas non Newtonien (trait continue) avec le cas
Newtonien (trait pointillé rouge)

donné, si on se focalise sur les petites échelles, le nombre de Reynolds local décroit
avec l’échelle, et nous pouvons atteindre une échelle où la turbulence élastique a
lieu.

Il semble que la loi de puissance k−6 ne soit pas une signature de la turbulence
élastique mais une zone intermédiaire où le ratio localWi/Re est encore trop petit
pour observer une instabilité élastique. En effet, nous allons montrer que cette loi
de puissance correspond à une gamme d’échelles où nous observons une injection
de l’énergie des polymères dans le fluide, qui est par la suite dissipée par effet
visqueux.

Avec notre choix de paramètre, nous ne pouvons pas constater le blocage de
la cascade d’énergie par les polymères, comme prévu par la théorie de la balance
d’énergie de De Gennes et Tabor [72, 22, 21]. Dans notre cas, la seule modification
apportée par les polymères est une loi de puissance dans la zone dissipative, qui
démarre à une échelle plus petite que l’échelle de De Gennes, qui est de l’ordre de
l’échelle de Kolmogorov dans notre simulation.

6.2.2 Décomposition en racine carrée du tenseur de confor-
mation et énergie spectrale pour l’énergie élastique

Physiquement, la matrice C doit rester toujours définie positive par sa
construction. Mais l’équation gouvernant sa dynamique ne contient aucun terme
ou mécanisme qui empêche cette matrice de perdre son caractère défini positif. Au
lieu de résoudre directement l’équation (5.3), Balci [3] a reformulé le modèle en
considérant l’unique racine carrée symétrique de C. En effet, comme C est définie
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positive, nous pouvons l’écrire comme une racine carrée d’une matrice symétrique
unique (au signe près)

C = B ·B (6.2)

Ce type de décomposition est appelé "square root formulation" (SRF). Au lieu
de simuler directement l’évolution en temps deC, nous remplaçons l’équation (5.3)
par une nouvelle équation (6.3) et simulons l’évolution de la matrice B :

∂tB + u · ∇B = B · ∇u + A ·B +
1

2τp
(P(B ·B)B −B−1), (6.3)

avec une unique matrice A antisymétrique qui compense la partie non symétrique
de B · ∇u, pour que B reste symétrique. Le terme qui contient A disparaitra lors
de la conversion de l’équation (6.3) en l’équation (5.3). Balci [3] a montré que la
nouvelle équation (6.3) est équivalente à l’ancienne (5.3). L’avantage de simuler B
et de retrouver C grâce à l’équation 6.2 est : la matrice C, calculée par l’équation
(6.2), est toujours définie positive. Un autre avantage d’utiliser le SRF est que,
l’énergie élastique ep = KpCii peut s’écrire sous forme quadratique ep = KpB

2
ij.

C’est un concept avantageux qui permet d’utiliser un moment statistique d’ordre
2 pour décrire la distribution d’énergie aux différentes échelles.

En effet, nous considérons le tenseur des corrélations et son spectre, de manière
analogue au champ de vitesse (voir chapitre II) : nous définissons le tenseur de
corrélation du champ B dans un turbulence homogène par :

φpijkl(r) = 〈Bij(x)Bkl(x + r)〉 . (6.4)

Sous l’hypothèse d’isotropie, nous définissons le spectre d’énergie élastique de ma-
nière similaire a l’équation (2.80) :

δ(k − k′)Ekp = δ(k − k′)Kp

∫
R3

φpijij(r)e
ik.rdr3 = Kp

〈
B̂ij(k)B̂ij(k

′)
〉
, (6.5)

avec B̂ qui est la transformée de Fourier de B. Par la suite, nous allons utiliser le
spectre 1D :

Ep(k) =

∫
|k|=k

Ekp dk2 (6.6)

qui est défini tel que ∫ ∞
0

Ep(k)dk = Kp 〈Cii〉 = ep. (6.7)

Cette définition est similaire à celle utilisée par De Angelis et al [15] : la dif-
férence est qu’ils utilisent une décomposition dans la base propre au lieu d’une
décomposition symétrique dans notre cas.

Ces définitions s’adaptent bien au concept de la distribution d’énergie, échelle
par échelle, qui nous est familière. En effet, comme l’énergie élastique peut s’écrire
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Figure 6.2: Spectre d’énergie élastique (non normalisé) des polymères pour tous
les cas

sous forme quadratique ep = Kp 〈B : B〉, nous pouvons appliquer l’égalité de Par-
seval entre l’espace physique et l’espace de Fourier, en calculant l’énergie élastique
moyenne sur notre domaine de calcul D de volume VD :

ep =
Kp

VD

∫
D
Cii(x)dx3 =

Kp

VD

∫
D
Bij(x)Bij(x)dx3

=
Kp

VD

∫
R3

B̂ij(k)B̂ij(k)dk3 (6.8)

La distribution d’énergie élastique échelle par échelle peut donc être évaluée
par le spectre d’énergie élastique (cf. ref. [19]) qui est défini dans l’équation (6.5)
et (6.6)

Dans la figure 6.2, nous montrons les spectres d’énergie élastique de tous nos
cas. Pour chaque cas, nous observons que ce spectre suit une même loi de puissance
Ep(k) ∼ k−γ avec γ ≈ 2 pour presque tout notre plage de résolution spectrale.
L’exposant de cette loi de puissance semble indépendant de la configuration (forcée
ou déclin) ou de différents paramètres du système (νf ,νp,τp).

Ce résultat est en accord avec les résultats présentés dans la référence [19], où
l’auteur trouve également une loi de puissance avec un exposant d’environ −2.
Malgré l’utilisation d’une décomposition différente de la matrice C (une décom-
position dans la base propre [15] versus une décomposition symétrique dans ce
travail), les 2 décompositions portent la même signification physique.
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6.2.3 Dimensionnement

En utilisant les observations et les arguments du chapitre précédent, dans ce
paragraphe, nous suggérons un dimensionnement en fonction des différentes para-
mètres. D’abord nous observons, pour le spectre de l’énergie élastique, la présence
d’une seule échelle de longueur dans notre plage de résolution spectrale : c’est
l’échelle intégrale. Cette échelle intégrale est définie par :

Lp =

∞∫
k=0

k−1Ep(k)

Ep(k)
dk (6.9)

En effet, la loi de puissance est observée pour Ep entre l’échelle intégrale et les
les plus petites échelles résolues. Nous proposons un dimensionnement pour Ep :

Ep(k, t) ∼ eFp (t)Lp(kLp)
−2 + eMp (t)δ(k) (6.10)

où δ(k) est la fonction de Dirac et Lp est l’échelle intégrale des polymères qui est
définie par l’expression (6.9).

Les quantités eFp (t) et eMp (t) représentent respectivement les contributions des
"fluctuations" et de la "moyenne" de l’énergie élastique des polymères ep(t) :

eFp (t) =

∞∫
k>0

Ep(k, t)dk = Kp

〈
B′ijB

′
ij

〉
(6.11)

eMp (t) = Ep(0, t) = Kp 〈Bij〉 〈Bij〉 (6.12)

où B′ij = Bij − 〈Bij〉. Nous nous rappelons que suivant la loi établie au chapitre V
(figure 5.17) :

ep(t) =

∞∫
0

Ep(k, t)dk = eFp (t) + eMp (t) = Kp 〈Cii〉 ≈ AKp(Wiη)
2, (6.13)

où A est un coefficient obtenu par une régression linéaire 5.7. En combinant les
expressions (6.11), (6.12) et (6.13) nous trouvons le dimensionnement suivant :

Ep(k|k 6= 0) ≈
(
A(Wiη)

2 − 〈Bij〉2
)
KpLp(kLp)

−2. (6.14)

L’exposant −2 dans l’expression (6.14) est obtenu plutôt par observation que
par les arguments phénoménologiques. Pour l’instant nous n’avons pas trouver
d’argument convaincant de type Kolmogorov ou Batchelor pour expliquer la pré-
sence de cet exposant.

Nous trouvons également un dimensionnement pour la loi de puissance EK ∼
k−6 qui apparait dans la zone dissipative du spectre d’énergie cinétique. Dans
cette zone, le transfert non linéaire de l’énergie cinétique par l’advection est négli-
geable, nous attendons un équilibre entre l’injection d’énergie par les polymères et
la dissipation par effet visqueux. Dans l’équation de Navier-Stokes, cet équilibre
s’écrit :

− νf∆u ≈ νp
τp
∇ · (P(C)C) (6.15)
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En négligeant la fonction de Peterlin (hypothèse de faible étirement), et en
"Fourier-transformant" l’équation (6.15), nous obtenons :

ν2
fk

4EK(k)

4πk2
≈
(
νp
τp

)2

kikjΦ
k
ij, (6.16)

où Φk
ij est un tenseur de densité d’énergie spectrale défini tel que∫

R3

Φk
ijdk = 〈CimCjm〉 , (6.17)

Avec l’hypothèse d’isotropie, 〈CimCjm〉 s’écrit comme suit :

〈CimCjm〉 =
δij
3
〈CmnCmn〉 . (6.18)

Dans un système de symétrie miroir, le tenseur Φk
ij prend la forme suivante :

Φk
ij =

1

4πk2

(
f1(k)

kikj
k2

+ f2(k)

(
δij −

kikj
k2

))
, (6.19)

où f1(k) et f2(k) ne sont des fonctions que de la norme du vecteur d’onde k, et
sont indépendants de son orientation.

Remarquons que la contribution de f2(k) s’annulera quand nous faisons la
multiplication kikjΦk

ij .
Nous supposons que f1(k) suit une loi de puissance de k : f1(k) ∼ k−α1 . En

utilisant cette hypothèse, nous obtenons :

Φij(k) ∼ LB 〈CmnCmn〉
4πk2

(
(kLB)−α1

kikj
k2

+ f2(k)

(
δij −

kikj
k2

))
. (6.20)

En combinant cette expression avec l’équation (6.16), on obtient :

EK(k) ≈
(

νp
νfτp

)2

L3
p 〈CmnCmn〉 (kLp)−α1−2. (6.21)

D’après les observations, l’exposant de la loi de puissance est environ −6, donc
α1 = 4.

De façon similaire à (6.11) et (6.11), nous décomposons 〈CmnCmn〉 en séparant
la partie moyenne et la partie fluctuante du tenseur B :

〈CmnCmn〉 = 〈BmiBinBmjBjn〉 =〈
(〈Bmi〉+B′mi) (〈Bin〉+B′in)

(
〈Bmj〉+B′mj

) (
〈Bjn〉+B′jn

)〉
(6.22)

En prenant l’hypothèse d’isotropie, l’équation (6.22) se simplifie et on obtient :

〈CmnCmn〉 =
1

K2
p

(
(eMp )2 + 6eMp e

F
p

)
+
〈
B′miB

′
inB

′
mjB

′
jn

〉
(6.23)
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Figure 6.3: Spectres normalisés : la normalisation est choisie telle que les spectres
devraient se superposer si notre arguement sur le dimensionnement qui conduit à
l’expression (6.14) et (6.25) est correct. Qf est definie dans l’équation (6.26) et
Qp = A (Win)2 − 〈Bij〉2.

La corrélation du 4-ème ordre
〈
B′miB

′
inB

′
mjB

′
jn

〉
ne peut pas être calculée directe-

ment, en imposant l’hypothèse que la fluctuation est Gaussienne, nous l’approxi-
mons par 〈

B′miB
′
inB

′
mjB

′
jn

〉
≈ 3

Kp

(eFp )2 (6.24)

En combinant le dimensionnement dans la relation (6.21) avec (6.23) et (6.24),
nous obtenons :

EK(k) ≈

(
L3
p

ν2
f

)
((eMp )2 + 6eMp e

F
p + 3(eFp )2)(kLp)

−6 =

(
L3
p

ν2
f

)
(Qf )(kLp)

−6 (6.25)

où Qf = (eMp )2 + 6eMp e
F
p + 3(eFp )2.

Pour vérifier si notre argument décrit bien la dynamique de l’écoulement, nous
remplaçons Qf par notre prédiction :

Qf = K2
p

(
3
(
A(Wiη)

2 − 〈Bij〉2
)2

+ 6 〈Bij〉2
(
A(Wiη)

2 − 〈Bij〉2
)

+ 〈Bij〉4
)

(6.26)

Nous allons maintenant vérifier si le dimensionnement (6.14) et (6.25) prédit
correctement les résultats.

Figure 6.3a et 6.3b, les spectres sont normalisés tels qu’ils devraient se super-
poser si nos arguments sont corrects. On observe que :

— la superposition des spectres d’énergie cinétique est en général acceptable.
Nous notons que les spectres pour le cas a5 et b2 sont légèrement déviés
dans la zone dissipative. Rappelons que les paramètres de cas a5 sont choi-
sis tels que les polymères soient fortement étirés par rapport aux autres
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cas. L’approximation de "faible étirement" produit une erreur de l’ordre de
25%. Le cas b2 correspond au cas avec une injection d’hélicité (corrélation
entre la vorticité et la vitesse). Or nous avons négligé l’effet de l’hélicité
dans l’expression (6.19) en prenant l’hypothèse d’isotropie avec la symétrie
miroir. Un raisonnement plus raffiné est donc nécessaire pour prendre en
compte l’hélicité.

— les spectres d’énergie élastique se superposent bien pour tout les cas.

6.3 Bilan de transfert d’énergie échelle par échelle

6.3.1 Equation de Lin

Dans cette partie nous allons écrire l’équation de Lin, qui permet de décrire
l’évolution du spectre d’énergie cinétique et élastique. Sa forme classique (sans
l’effet des polymères) dans une turbulence homogène s’écrit [41] :

∂tEK(k) = Tf (k)− 2νfk
2E(k) + F (k). (6.27)

Dans cette équation, nous avons :
— Tf (k) est le terme de transfert non linéaire, qui est responsable du transfert

d’énergie entre les échelles.
— 2νfk

2E(k) = Df (k) est le spectre de la dissipation visqueuse, son intégrale
donne la dissipation totale.

— F (k) est le spectre du forçage. Quand ce terme injecte une quantité d’énergie
suffisante et constante en temps, l’écoulement tendra vers un état statisti-
quement stationnaire et la dérivation en temps ∂tEK(k) tendra vers zéro.

L’équation de Lin fut obtenue par Casiola et al [19] en utilisant une décom-
position dans la base propre. Ici nous utilisons la décomposition symétrique, mais
les procédures pour obtenir l’équation de Lin sont similaires. Premièrement, nous
écrivons les équations (5.1) et (6.3) dans l’espace de Fourier pour chaque vecteur
d’onde k sous l’hypothèse de faible étirement P ≈ 1 (Mais la fonction de Peterlin
peut être prise en compte si c’est nécessaire) :

∂tû
k = −Pk

c · ̂(w ∧ u)
k
− νfk2ûk +

νp
τp
Pk
c ·
(

̂∇ · (B ·B)
k
)

+ f̂
k

(6.28)

∂tB̂
k

= −û · ∇B
k

+ B̂ · ∇u
k

+ Â ·B
k

+
1

2τp

(
B̂
k
− B̂−1

k
)

(6.29)

où ∗̂ est la transformée de Fourier et Pk
c est le projecteur de Craya (Pc)

k
ij =

δij − kikj/k2 qui enlève la partie potentielle du champ de vitesse.
Pour obtenir l’équation de Lin pour l’énergie cinétique, nous multiplions les 2

côtés de l’équation (6.28)avec le complexe conjugué de û. Nous sommons le résultat
obtenu avec le produit du complexe conjugué de l’équation (6.28) et û.

Pour obtenir l’équation de Lin pour l’énergie élastique, nous procédons de fa-
çon similaire aux les étapes précédents : nous multiplions (avec le produit double
contraction ":") les 2 côtés de l’équation (6.29)avec le complexe conjugué de B̂.
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Nous sommons le résultat obtenu avec le produit du complexe conjugué de l’équa-
tion (6.29) et B̂.

Nous obtenons donc les équations d’évolution pour les spectres d’énergie ciné-
tique et d’énergie élastique 1 :

∂tE
k
K =Tkf − Dk

f + Tkp→f + Fk (6.30)

∂tE
k
p =Tkp − Rkp + Tkf→p + Tka + Dk

a (6.31)

Les termes suivants apparaissent dans les équations :
• Le terme de transfert de l’énergie cinétique :

Tkf = −<
(
û
k ·
(
ŵ ∧ u

)k)
(6.32)

où <(∗) est la partie réelle de ∗ . Nous notons que le projecteur Pk
c disparaît

car nous avons le produit Pk
c .û

k

• La dissipation par effet visqueux :

Dk
f = 2νk2EkK (6.33)

• L’échange d’énergie des polymères vers le fluide :

Skp→f =
νp
τp
<


∧∇ · (PB ·B)

k

· ûk
 (6.34)

• L’injection de l’énergie par forçage :

Fk = <
(
f̂
k
· ûk

)
(6.35)

• Le terme de transfert de l’énergie élastique (par advection) :

Tkp = 2Kp<

((
û∇B

)k
: B̂

k
)

(6.36)

• La dissipation par la diffusion artificielle des polymères (voir chapitre IV
??) :

Dk
a = −νak2Ekp (6.37)

• L’échange d’énergie du fluide vers le polymère (étirement des polymères par
le fluide) :

Tkf→p = 2Kp<

((
B̂∇u

)k
: B̂

k
)

(6.38)

1. Pour une raison de clarté de l’écriture, la dépendance en temps et l’indication (3D) est
omise, la dépendance en nombre d’onde pour les spectres 3D est notée avec un exposant : par
exemple le spectre 3D E

(3D)
K (k, t) est noté Ek

K , or le spectre 1D est noté EK(k)
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• Le terme pour compenser la partie antisymétrique du terme d’étirement :

Tka = 2Kp<

((
ÂB

)k
: B̂

k
)

(6.39)

• La dissipation par l’effet de la relaxation des polymères :

Rkp =
Kp

τp

{
2
(
P̂ .B

)k
: B̂

k
−<

((
B̂−1

)k
: B̂

k
)}

(6.40)

L’équation obtenue décrit l’évolution du spectre 3D, afin d’obtenir le spectre
1D. Pour chaque terme nous prenons la somme de tous les modes sur les coquilles
sphériques Sk, par exemple pour l’énergie cinétique on a :

EK(k) =

∫
k∈Sk

EkKdk
2 (6.41)

La version discrète s’écrit :

EK(k) =
∑
k∈Sk

EkK (6.42)

avec Sk = {k ∈ R3|k − 0.5 < |k| < k + 0.5}
Nous obtenons :

∂tEK(k) = Tf (k) − Df (k) + Sp→f (k) + F (k) (6.43)
∂tEp(k) = Tp(k) − Rp(k) + Sf→p(k) + Ta(k) + Da(k) (6.44)

Nous allons discuter des différentes contributions dans ces équations.
D’abord, pour l’équation d’évolution de EK(k) (6.43), un seul nouveau terme

apparaît en comparant avec un écoulement Newtonien (6.27). Ce terme est Sp→f (k)
qui représente le transfert d’énergie du fluide vers le polymère.

6.3.2 Transfert entre énergie cinétique et énergie élastique

Nous allons considérer l’écoulement avec un forçage qui a déjà atteint un état
stationnaire (cas a2) : la variation temporelle est négligée. Figure 6.4, nous considé-
rons les différentes contributions à l’évolution du spectre d’énergie cinétique pour
le cas a2.

On observe que, comme dans la turbulence sans polymère, l’injection de l’éner-
gie dans le système, à grandes échelles, est redistribuée vers les petites échelles
grâce au terme de transfert non linéaire : F ' Tf . La dissipation se présente vers
les plus grandes échelles jusqu’aux plus petites. A chaque échelle (sauf les échelles
d’injections), elle dissipe l’énergie fournie par le transfert non linéaire :Df ' Tf .
Comme notre nombre de Reynolds est limité, nous n’observons pas une séparation
nette entre l’échelle d’injection et l’échelle dissipative (échelle de Kolmogorov). Une
caractéristique originale de notre écoulement avec polymères est que la contrainte
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Figure 6.4: Bilan de : (a) énergie cinétique EK(k), (b) flux de l’énergie cinétique,
(c) énergie élastique et (d) flux de l’énergie élastique en fonction de kη. Les gra-
phiques (a) et (c) sont présentés avec l’échelle log-log : les valeurs négatives sont
présenté par des traits pointillés, et les valeurs positives sont présentées par des
traits continus. Les graphiques (b) et (d) sont présentés avec l’échelle linéaire-log.
Les échelles sont présentées par des traits verticaux : kLK est échelle integrale du
fluide, et kDG est l’échelle de De Genne.
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induite par les polymères Sp→f enlève de l’énergie aux grandes échelles : k ≤ 30.
Pour les nombres d’onde plus grands (plus petites échelles), ce terme change le
signe et donc injecte de l’énergie au fluide.

Une investigation récente de la turbulence isotrope visco-élastique [80] montre
un mécanisme similaire pour les nombres de Reynolds et Weissenberg plus impor-
tants.

Pour les échelles k > 40, l’injection d’énergie par le polymère devient dominante
par rapport à l’injection d’énergie par le transfert non linéaire, et elle équilibre la
dissipation. A cette échelle, l’équation (6.16) devient valable, et nous commençons
à observer l’émergence de la loi de puissance EK(k) ∼ k−6.

Sur la figure 6.4c, les différents termes dans l’équation d’évolution de Ep(k)
sont étudiés. La première observation est que les deux derniers termes sur le côté
droit de l’équation (6.44) Da(k), Ta(k) sont petits. Ces termes ont une origine
numérique, ils seront négligés dans les discussions sur la physique de l’écoulement
car ils sont petits par rapport aux autres.

Le deux termes dominants sont le terme d’étirement des polymères Sf→p(k),
qui joue le rôle de la source d’énergie de ce bilan d’énergie, et le terme de relaxa-
tion R(k, t), qui est presque parfaitement en équilibre avec l’injections d’énergie :
R ∼ Sf→p(k). Cet équilibre conduit à la loi de puissance Ep(k) ∼ k−2. La valeur du
transfert d’énergie élastique Tp(k)), représentant la redistribution d’énergie élas-
tique par l’advection, est petit par rapport à ces 2 derniers termes.

Sur la figure 6.4(b) and (d), les différences termes sont intégrés du nombre
d’onde 0 à k. Nous notons par exemple :

ΠT (k) =

∫ k

0

T (k′)dk′. (6.45)

et les même conventions sont utilisées pour les autres termes. Cette définition
est intéressante si nous l’appliquons aux termes de transfert : pour une échelle k
donnée, ΠT (k) mesure directement le flux d’énergie totale transférée des nombres
d’ondes κ ≤ k aux nombres d’ondes κ > k.

En effet, nous pouvons vérifier la conservation d’énergie directement à partir
des figures (6.4b) and (6.4d) :

Le terme de production est défini par : (Production) = ΠF (kmax), et
l’échange d’énergie entre le fluide et les polymères est défini par (Exchange) =
−ΠSp→f (kmax) = ΠSf→p(kmax) (voir l’annexe (7.12) ou Casiola et al.[15])

Notre convention implique que si (Exchange) > 0 : le fluide globalement
donne l’énergie aux polymères. Nous avons le bilan pour l’énergie cinétique :
(Production) = εf − (Exchange). On observe également le flux dominant qui est le
transfert d’énergie cinétique par convection ΠTf avec une valeur maximale d’envi-
ron 70% du flux injecté par le terme de forçage.

A partir de la figure (6.4d), nous observons un équilibre dans le bilan d’énergie
des polymères (si nous négligeons la diffusion artificielle). Un flux d’environ 10%
de l’énergie injectée dans le champs des polymères est observé, il correspond au
transfert d’énergie élastique par advection ΠTp : le transfert d’énergie élastique par
advection est petit par rapport au mécanisme d’étirement -relaxation.
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Sur la figure 6.5 (a) and (b), nous avons présenté l’énergie totale ET = Ep+EK ,
l’énergie cinétique EK , l’énergie élastique Ep, et leur ratio EK/Ep. Nous présentons
également l’échelle de De Gennes kDG où Ep(kDG) = Ek(kDG). Pour les grandes
échelles EK � Ep, nous avons alors que pour les plus petites échelles EK �
Ep. Dans notre cas, dans la zone dissipative, et après l’échelle de De Gennes,
l’énergie cinétique n’est pas immédiatement modifiée comme dans la prédiction
de "la théorie d’équilibre d’énergie" de De Gennes et Tabor [72, 22, 21], mais cet
effet se met en place aux échelles encore plus petites, quand le transfert de l’effet
de couplage Sp→f devient plus important que le transfert par convection Tf . Ce
mécanisme basé sur la comparaison des transferts est en accord avec l’observation
dans une expérience récente d’un écoulement avec polymère à grand nombre de
Reynolds, où l’auteur a utilisé une "équilibre des flux d’énergie" pour expliquer le
résultat [90].

Une caractéristique intéressante apparaît si nous considérons le bilan d’énergie
totale. En effet, dans ce cas l’effet de couplage, entre fluide et polymères, peut
être vu comme un troisième transfert d’énergie. Cela sera montré dans la section
suivante.

6.3.3 Nouveaux mécanismes de cascade d’énergie

Nous considérons le même cas (a2) que la section précédente, mais au lieu de
considérer l’énergie élastique et l’énergie cinétique séparément, nous considérons la
somme des deux types d’énergie. L’énergie totale moyenne doit satisfaire l’équation
bilan (5.29), que nous rappelons ici :

∂t
〈
‖u‖2/2 +Kptr(C)

〉
= 〈f · u〉 − νf

〈
‖∇u‖2

〉
− Kp

τp
〈tr(C)− 3〉 . (6.46)

Considérons la somme de l’équation (6.43) et de l’équation (6.44), nous avons
alors :

∂tET (k) = F (k)−DT (k) + Tf (k) + Tp(k) + TS(k), (6.47)

où nous définissons le spectre d’énergie totale ET (k) = EK(k) + Ep(k) et nous
avons négligé la contribution de la dissipation artificielle Da(k) et le terme de
symétrisation Ta(k). Dans cette équation, nous définissons la dissipation totale
comme

DT (k) = 2νfk
2EK(k)−Rp(k), (6.48)

qui est la somme de la dissipation visqueuse et de la dissipation par l’effet de la
relaxation des polymères.

Les termes de transfert Tf (k), Tp(k) et le terme de forçage F (k) sont déjà
présents dans les équations d’évolution de EK et Ep. Un nouveau terme de transfert
TS(k), est alors défini par :

TS(k) = Sp→f (k) + Sf→p(k). (6.49)

Son intégrale sur tous les nombres d’onde est nulle car ce terme représente l’échange
d’énergie entre le champ de vitesse et le champ des polymères. Par contre, les
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Figure 6.5: (a)Composition de l’énergie totale ET = EK +Ep (b) le ratio EK
Ep

(c)
les termes de transfert d’énergie ET (k, t) (d) le flux de l’energie totale.

contributions de Sp→f (k) et Sf→p(k) ne s’annulent pas directement échelle par
échelle. Dans la section suivante nous allons étudier encore plus en détail ce trans-
fert d’énergie pour localiser le transfert d’énergie et identifier les interactions mode
par mode.

L’évolution de l’énergie totale en fonction des échelles est présentée sur la figure
6.5 (a) et démontre 2 régimes :

— Le premier régime est celui où les échelles sont plus grandes que l’échelle de
Kolmogorov (kη < 1). Dans cette zone, le système est dominé par l’énergie
cinétique. Sur la figure 6.5 (c), nous montrons différents termes (présents
dans les équations (6.43), (6.44)). A grande échelle, nous pouvons voir que
la dissipation totale est en équilibre avec le terme de convection de l’énergie
cinétique Tf (k) ≈ Df (k)+Rp(k). C’est un comportement similaire au cas de
l’écoulement Newtonien. Par ailleurs, l’interaction entre polymère et fluide
peut prendre une petite partie d’énergie (TS(k) < 0 pour kη < 0.5) pour la
donner aux plus petites échelles(TS(k) > 0 pour kη > 0.5).

— Le deuxième régime (kη > 1) est dominé par l’énergie des polymères. A
des échelles telles que kη ≈ 2, l’effet du couplage polymères-fluide do-
mine le transfert par la convection (Tf (k) � TS(k)). Nous avons un nou-
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veau équilibre entre le transfert par l’effet de couplage avec la dissipation
TS(k) ≈ Df (k) + Rp(k). Ce mécanisme est un nouveau type de transfert
d’énergie des grandes échelles vers les plus petites en comparaisons au cas
Newtonien. L’advection des polymères Tp(k) est négligeable en comparant
avec les autres termes.

Figure 6.5 (d), le bilan des flux montre que toute l’énergie injectée est dissipée
par effet visqueux et par effet de la relaxation : (Production) ' εf + εp.

6.4 Bilan de transfert d’énergie mode par mode :
interaction triadique

Comme nous l’avons vu à la section précédente, l’énergie est transférée entre
différentes échelles grâce aux 3 mécanismes de transferts : advection de l’énergie
cinétique, effet de couplage entre la turbulence et les polymères, et advection de
l’énergie élastique. Nous avons pu démontrer dans l’espace de Fourier que ces
termes de transferts globalement conservent de l’énergie. Dans ce chapitre, nous
allons étudier plus en détail ces transferts grâce à l’étude des interactions triadiques
qui permettent de détailler les transferts entre petites et grandes échelles, entre
fluide et polymères.

6.4.1 Transfert d’énergie cinétique par advection : cas New-
tonien

6.4.1.1 Concept de diagramme KPQ

Pour établir les interaction triadiques, nous développons l’équation de Lin
(6.43), mais uniquement pour le cas Newtonien dans un premier temps afin de
simplifier l’ explication. On part de (6.32) et de (6.43) dans laquelle (Sp→f = 0)
pour le cas Newtonien donc :

∂

∂t
EK(k) = Tf (k)−Df (k) + F (k) (6.50)

où on décompose le produit non linéaire dans Tf (k) grâce au produit de convo-
lution, soit :

Tf (k) =
∑
k∈Sk

<
(
û
k ·
(
ŵ ∧ u

)k)
=
∑
k∈Sk

∑
p∈Z3,q∈Z3

p+q=k

<
(
û
k ·
(
ŵq ∧ ûq

))

on utilise û
k

= û−k et un changement de variable k → −k pour passer de
p + q = k à p + q + k = 0 et donc :

Tf (k) =
∑
k∈Sk

∑
p∈Z3,q∈Z3

p+q=k

<
(
û−k ·

(
ŵq ∧ ûp

))
=
∑
k∈Sk

∑
p∈Z3,q∈Z3

p+q+k=0

<
(
ûk ·

(
ŵq ∧ ûp

))
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Figure 6.6: Illustration du regroupement des triades (explication voir texte)

Sur la figure on illustre le regroupement de la somme des triades
∑
k∈Sk

∑
p,q

p+q+k=0

qui permet d’avoir l’égalité à
∑
k∈Sk

∑
p∈Z3,q∈Z3

p+q=k

=
∑

0≥p,q≥N

∑
p∈Sp,q∈Sq ,k∈Sk

p+q+k=0

. En effet on

a :
1. Sur la figure 6.6 a, on a dessiné une triade quelconque (k,p, q) ∈ Sk×Z3×Z3

qui satisfait p + q + k = 0.
2. Sur la figure 6.6 b : On décompose l’ensemble qui contient des valeurs de

p, qui est Z3, en union des coquilles sphériques Sp soit Z3 =
⋃
p≥0

Sp.

D’autre part, à k fixé, pour chaque p ∈ Sp, alors, pour satisfaire p+q+k =
0, on a nécessairement q appartient à l’ensemble
Dp(k) = {k fixé ,p ∈ Sp, q ∈ Z3 tel que p + q + k = 0} qui est une co-
quille sphérique centrée sur k et de rayon p (dessinée sur la figure 6.6 b).

On peut alors écrire :
∑

p∈Z3,q∈Z3

p+q+k=0

=
∑
p≥0

 ∑
p∈Sp

q∈Dp(k)


3. Sur la figure 6.6 c : on décompose l’ensemble qui contient des valeurs de q,

qui est Z3, en union des coquilles sphériques Sq (Z3 =
⋃
q≥0

Sq). Or, toujours
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à k fixé, on a q ∈ Dp(k), donc :

Dp(k) =

{
k fixé ,p ∈ Sp, q ∈

⋃
q≥0

Sq tel que p + q + k = 0

}
=

⋃
q≥0

{k fixé ,p ∈ Sp, q ∈ Sq tel que p + q + k = 0}

On peut alors écrire :
∑
p≥0

 ∑
p∈Sp

q∈Dp(k)

 =
∑
p≥0

∑
q≥0

 ∑
p∈Sp,q∈Sq
k+p+q=0


4. Sur la figure 6.6 d : on prendre k dans la coquille sphérique Sk, on a fina-

lement :∑
k∈Sk

∑
p,q

p+q+k=0

=
∑
k∈Sk

∑
p,q

p+q+k=0

=
∑

0≥p,q≥N

∑
p∈Sp,q∈Sq ,k∈Sk

p+q+k=0

(6.51)

On peut donc réécrire le terme de transfert Tf (k) sous la forme

Tf (k) =
∑

0≥p,q≥N

∑
p∈Sp,q∈Sq ,k∈Sk

p+q+k=0

<
(
t
(3D)
f (k,p, q)

)

=
∑

0≥p,q≥N

tf (k, p, q) (6.52)

avec :
t
(3D)
f (k,p, q) = (ŵq ∧ ûp) · ûk (6.53)

tf (k, p, q) =
∑

p∈Sp,q∈Sq ,k∈Sk
p+q+k=0

−<
(
t
(3D)
f (k,p, q)

)
(6.54)

Il est difficile de visualiser t(3D)
f (k,p, q) pour une triade car il faudrait une

représentation de 9 dimensions. Avec le regroupement isotrope des triades dans la
somme (6.52), le terme tf (k, p, q) se réduit à seulement 3 dimensions en k = |k|,
p = |p| et q = |q|, et nous pouvons utiliser seulement 3 dimensions pour l’exprimer
ce qui introduit le diagramme KPQ figure 6.7 à gauche. Sur la figure 6.7 à droite,
pour une échelle k fixée, le diagramme KPQ représente le transfert d’énergie de
toutes les interactions triadiques de l’échelle p avec l’échelle q.

L’ensemble décrit le rectangle d’interaction. On a dessiné quelque exemple d’in-
teraction qui permet de se faire une idée du type d’interaction. Le diagramme est
limité par 3 bandes qui satisfont les inégalités de triangle [41] :

|k − q| < p < k + q (6.55)
|k − p| < q < k + p (6.56)
|p− q| < k < p+ q (6.57)
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Figure 6.7: Diagramme d’interaction KPQ à gauche et coupe à droite avec des
illustrations des types de triades possibles pour chaque échelle p et q dans le rec-
tangle d’interaction

En pratique, il est possible de calculer tf (k, p, q) en effectuant différents filtrages
dans l’espace de Fourier :

1. A partir de ŵ, on filtre tous les modes qui n’appartiennent pas à la coquille
sphérique Sq et on revient dans l’espace physique pour obtenir le champ
filtré wq

2. A partir de û, on filtre tous les modes qui n’appartiennent pas à la coquille
sphérique Sp et on revient dans l’espace physique pour obtenir le champ
filtré up

3. on calcule le produit wq ∧ up dans l’espace physique et on transforme le
résultat dans l’espace de Fourier ̂wq ∧ up

4. on multiplie dans l’espace de Fourier ̂wq ∧ up par û et en sommant les dif-
férents modes appartenant à la coquille sphérique Sk, on obtient le résultat
final tf (k, p, q)

Le détail du transfert est obtenu et ressemble au travail mené en DNS de turbu-
lence en rotation par Minini et al. [47]. Néanmoins, notre équation de Lin détaillée
est plus complète dans l’espace de Fourier car elle permet d’avoir exactement pour
une échelle k, l’interaction d’une échelle p avec une échelle q, alors que dans le
travail de Minini et al. [47], on ne connaît pour une échelle k, que l’interaction
d’une échelle p avec toutes les échelles q.

6.4.1.2 Propriété du terme tf (k, p, q)

• Propriété 1 : A partir de la définition de t(3D)
f (équation 6.53), nous pou-

vons voir une première symétrie qui provient de la propriété du produit

149



CHAPITRE 6. TRANSFERT D’ÉNERGIE ÉCHELLE PAR ÉCHELLE

vectorielle :

t
(3D)
f (k,p, q) = (ŵq∧ûp)·ûk = −(ûk∧ŵq)·ûp = −t(3D)

f (p,k, q) (6.58)

A partir de cette symétrie, nous pouvons démontrer une relation entre les
triades tf :

tf (k, p, q) + tf (q, k, p) + tf (p, q, k) + tf (k, q, p) + tf (p, k, q) + tf (q, p, k) = 0
(6.59)

Par conséquent la somme sur toute les triades est nulle (c’est bien un trans-
fert) : ∑

k,p,q

tf (k, p, q) = 0 (6.60)

Les diagrammes tracés doivent satisfaire les symétries établies analytique-
ment, donc nous pouvons tester la relation (6.59) en calculant le maximum
en valeur absolue de tous les k,p,q présents dans notre simulation. Ce maxi-
mum doit être égal à zéro à la précision machine près. Une fois que la
relation (6.59) est bien vérifiée, nous pouvons présenter tK sous forme de
diagramme graphique pour visualisation.

• Propriété 2 : Nous définissons l’ensemble de tous les triades élé-
mentaires qui contribue au transfert tf (k, p, q) par Gtf (k, p, q) ={
t
(3D)
f (k,p, q)

∣∣∣ |k| ∈ Sk, |p| ∈ Sp, |q| ∈ Sq}. Donc le transfert tf (k, p, q)

peut réécrire comme :

tf (k, p, q) =
∑

X∈Gtf (k,p,q)

−<(X) (6.61)

Si nous prenons p = k, c’est à dire nous regardons le transfert tf (k, k, q) :
pour tout transfert quelconque t(3D)

f (k,p, q) ∈ Gtf (k, k, q), on peut trou-
ver un transfert t

(3D)
f (p,k, q) qui est également à partir de l’ensemble

Gtf (k, k, q), tel que : t(3D)
f (k,p, q) = −t(3D)

f (p,k, q) (D’après la relation
(6.58)). Donc la somme sur tout les éléments de Gtf (k, k, q) est null, donc :

tf (k, k, q) = 0. (6.62)

6.4.1.3 Analyse de diagramme KPQ

A partir de l’état stationnaire de la DNS du cas a1, nous avons tracé le dia-
gramme KPQ sur la figure 6.8. Nous présentons 8 coupes de tf (k, p, q) respecti-
vement à k = 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80. Le transfert évolue souvent comme une
fonction en puissance des échelles, et donc une vision linéaire n’est pas adaptée
pour visualiser la distribution des transferts. Nous utilisons une échelle logarith-
mique, qui prend en compte le signe négatif et positif du transfert. Nous notons
un trait blanc vertical très remarquable qui se situe à k = p, car tf (k, k, q) = 0
comme prévu par (6.62).
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Figure 6.8: Diagramme triadique KPQ pour différentes coupes à k fixé du trans-
fert d’énergie cinétique tf (k, p, q) basé sur la triade (ŵq ∧ ûp).ûk dans le cas
Newtonien. Les iso-contours sont tracés à partir du maximum de la valeur abso-
lue des transferts (Max) : (Max)/50 (jaune) et −(Max)/50 (bleu clair).

Le premier constat est que les positions des transferts sont similaires pour
toutes les échelles. Quand nous regardons plus en détail une coupe donnée, nous
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constatons que les transferts importants se concentrent sur le côté gauche du dia-
gramme (iso contours), et se séparent en 2 zones principales quelque soit l’échelle
du fluide k :
• un gain d’énergie important (tf (k, p, q) > 0 en rouge) lié à l’interaction des

échelles q plus grandes que k dans son voisinage (q < k) avec les échelles de
forçage p ' 2, 3.
• une perte d’énergie importante (tf (k, p, q) < 0 en bleu) liée à l’interaction

des échelles q plus petites que k dans son voisinage (q > k) avec les échelles
de forçage p ' 2, 3.

Ce voisinage de transfert avec k reste étonnement constant quelque soit l’échelle
considérée k et il couvre une zone étroite p < 5, k−5 < q < k+5 pour les iso-valeurs
étendues Max(sp→f − sp→f/50 < sp→f < Max(sp→f ) + sp→f/50. Ce transfert à
l’échelle k s’effectue donc localement dans un voisinage étroit q ' k mais avec une
interaction non locale à l’échelle de forçage p ' 2, 3.

La cascade d’énergie à l’échelle k est donc caractérisée par un transfert d’énergie
des grandes échelles (tf < 0, q < k) vers les petits échelles (tf > 0, q > k) dans
le voisinage de l’échelle k (q ' k). Ce transfert à l’échelle k s’effectue grâce à
une interaction non locale entre son voisinage étroit q ' k et l’échelle de forçage
p ' 2, 3.

Nos résultats corroborent ceux de Domaraddski et al. [23] qui ont montré que les
interactions triadiques étaient principalement non locales (c’est à dire grandes et
petites échelles) mais qu’elles produisent un transfert local d’énergie. Ce type d’in-
teraction est prédit théoriquement par Waleffe 1992 (instability assumption)[83]
et Brasseur et al. 1991 [13]. Des diagrammes KPQ ont pu être analysés dans le cas
des scalaires passifs [40] qui montre également des interactions non locales. Une
question se pose pour les écoulements avec des polymères : quelle est la nature des
échanges et des interactions non locales entre fluide et polymères ?

6.4.2 Transfert d’énergie cinétique par advection : cas non
Newtonien

On part de (6.32) et de (6.43) :

∂

∂t
Ek(k) = Tf (k) + Sp→f (k)−Df (k) + F (k) (6.63)

Sur la figure figure 6.9, on a représenté tf (k, p, q) obtenu dans le cas non New-
tonien. Nous observons que les mécanismes de transfert sont très similaires au cas
Newtonien : un transfert local avec une interaction non locale. Néanmoins, dans
les petites échelles (k > 60), les transferts triadiques sont beaucoup plus localisés
dans le cas non-Newtonien que dans le cas Newtonien.

6.4.3 Transfert d’énergie élastique par advection

On part de l’équation de Lin pour le polymère (6.44), et on s’intéresse au terme
Tp(k), en effectuant la décomposition similaire en triade :
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Figure 6.9: Diagramme triadique KPQ pour différentes coupes à k fixé du trans-
fert d’énergie cinétique tf (k, p, q) basé sur la triade (ŵq ∧ ûp) · ûk dans le cas
non-Newtonien. Les iso-contours sont tracés à partir du maximum de la valeur
absolue des transferts (Max) : (Max)/50 (jaune) et −(Max)/50 (bleu clair).

On peut donc réécrire le terme de transfert Tp(k) sous la forme

Tp(k) =
∑

0≥p,q≥N

tp(k, p, q) (6.64)
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avec :
tp(k, p, q) =

∑
p∈Sp,q∈Sq ,k∈Sk

p+q+k=0

<
(
t(3D)
p (k,p, q)

)
(6.65)

t(3D)
p (k,p, q) =

(
iûp · q

)
B̂
q

: B̂
k

(6.66)

6.4.3.1 Propriété du terme tp(k, p, q)

• Propriété 3 : Puisque le transfert t(3D)
p (k,p, q) est non nul si k+p+q = 0,

nous pouvons donc remplacer p par (−q−k) dans l’équation (6.66), et nous
obtenons :

t(3D)
p (k,p, q) =

((
− iûp · k

)
B̂
q

: B̂
k(
− iûp · p

)
B̂
q

: B̂
k
)

(6.67)

La condition incompressible impose que p · ûp = 0 pour tout p, nous
trouvons donc une symétrie importante :

t(3D)
p (k,p, q) = −t(3D)

P (q,p,k) (6.68)

Nous pouvons montrer à partir de cette équation (6.68) que :

tp(k, p, q) = −tp(q, p, k) (6.69)

Pour chaque triade (k,p,q) nous retrouvons une triade de même valeur ab-
solue et de signe opposé, donc la somme sur toutes les triades sont nulles
(c’est bien un transfert) : ∑

k,p,q

tp(k, p, q) = 0 (6.70)

Supposons que tp(k, p, q) < 0, le transfert d’énergie élastique prend de
l’énergie de la triade (k, p, q) et le donne à la triade (q, p, k). Cette démons-
tration est applicable à toutes les quantités transportées par la turbulence.

• Propriété 4 : De façons similaire avec Gtf (k, p, q), nous allons définir l’en-

semble Gtp(k, p, q) =
{
t
(3D)
p (k,p, q)

∣∣∣ |k| ∈ Sk, |p| ∈ Sp, |q| ∈ Sq}. Donc le
transfert tp(k, p, q) peut réécrire comme :

tp(k, p, q) =
∑

X∈Gtp (k,p,q)

−<(X) (6.71)

Si nous prenons q = k, c’est à dire nous regardons le transfert tf (k, p, k) :
pour tout transfert quelconque t(3D)

p (k,p, q) ∈ Gtp(k, p, k), on peut trou-
ver un transfert t

(3D)
p (q,p,k) qui est également à partir de l’ensemble

Gtp(k, q, k), tel que : t(3D)
p (k,p, q) = −t(3D)

p (q,p,k) (D’après la relation
(6.68)). Donc la somme sur tout les éléments de Gtp(k, q, k) est null, donc :

tp(k, p, k) = 0. (6.72)
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Figure 6.10: Diagramme triadique KPQ pour différentes coupes à k fixé du trans-

fert d’énergie élastique par advection tp(k, p, q) basé sur la triade
(
ûp·q

)
B̂
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.

Les iso-contours sont tracés à partir du maximum de la valeur absolue des trans-
ferts (Max) : (Max)/50 (jaune) et −(Max)/50 (bleu clair)
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6.4.3.2 Analyse de diagramme KPQ

Sur la figure 6.10, nous constatons alors que la distribution des transferts est
très similaire à ceux de l’advection de l’énergie cinétique. Ce résultat est intuitif :
l’advection d’une énergie par la turbulence est un mécanisme de transport. C’est
similaire pour toutes les quantités transportées.

La cascade d’énergie à l’échelle k est donc caractérisée par un transfert d’énergie
élastique des grandes échelles du polymère (tp < 0, q < k) vers les petits échelles
du polymère (tf > 0, q > k) dans le voisinage de l’échelle k (q ' k). Ce transfert
à l’échelle k s’effectue localement dans un voisinage étroit q ' k mais avec une
interaction non locale à l’échelle de forçage p ' 2, 3.

Une différence notable par rapport à l’advection de l’énergie cinétique est que
nous n’avons pas de trait blanc horizontal à p = k mais un trait vertical. Ce trait
blanc peut être expliqué par les propriétés de symétrie (6.72).

6.4.4 Échange d’énergie entre turbulence et polymère

On rappelle les équations de Lin (6.43) et (6.44) :

∂tEK(k) = Tf (k) − Df (k) + Sp→f (k) + F (k) (6.73)
∂tEp(k) = Tp(k) − Rp(k) + Sf→p(k) + Ta(k) + Da(k) (6.74)

On peut donc réécrire les termes d’échange Sp→f (k) et Sf→p(k) sous la forme

Sp→f (k) =
∑

0≥p,q≥N

sp→f (k, p, q) (6.75)

Sf→p(k) =
∑

0≥p,q≥N

sf→p(k, p, q) (6.76)

(6.77)

avec :

sp→f (k, p, q) =
∑

p∈Sp,q∈Sq ,k∈Sk
p+q+k=0

<
(
s

(3D)
p→f (k,p, q)

)
(6.78)

sf→p(k, p, q) =
∑

p∈Sp,q∈Sq ,k∈Sk
p+q+k=0

<
(
s

(3D)
f→p(k,p, q)

)
(6.79)

où :

s
(3D)
p→f (k,p, q) = ik · B̂

p
· B̂

q
· ûk (6.80)

s
(3D)
f→p(k,p, q) = (ip× ûp · B̂

q
) : B̂

k
(6.81)

Les expressions sont simplifiées en utilisant l’hypothèse de "l’étirement mo-
déré", où nous supposons que la force de rappel des polymères est linéaire par
rapport à l’extension des polymères (c.f. chapitre II).
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6.4.4.1 Propriété du terme sp→f (k, p, q) et sf→p(k, p, q)

• Propriété 5 : Nous pouvons constater facilement (à partir de la définition)
sur ces transferts élémentaires qu’il existe 2 symétries :

s
(3D)
p→f (k,p, q) = s

(3D)
p→f (k, q,p) (6.82)

s
(3D)
f→p(k,p, q) = s

(3D)
f→p(q,p,k) (6.83)

Cela impose une condition sur le diagramme KPQ de sp→f et sf→p :

sp→f (k, p, q) = sp→f (k, q, p) (6.84)
sf→p(k, p, q) = sf→p(q, p, k) (6.85)

• Propriété 6 : Nous pouvons également identifier un couple de triade de
même valeur et de signe opposé (voir démonstration dans l’annexe 7.2) :

s
(3D)
p→f (k,p, q) = −s(3D)

f→q(p,k, q) (6.86)

Il s’agit donc bien des termes de transfert (conservation d’énergie). Cette
propriété se traduit par une liaison entre sp→f (k, p, q) et sf→p(k, p, q) :

sp→f (k, p, q) = −sf→q(p, k, q) (6.87)

6.4.4.2 Echange du polymère vers le fluide sp→f

Sur la figure 6.11, nous présentons quelques coupes du diagramme sp→f (k, p, q)
pour différentes valeurs de k. Cette figure est à mettre en parallèle avec le transfert
total Sp→f (k) de la figure 6.4.

Les caractéristiques principales de ce transfert sont les suivantes :
• pour les grandes échelles du fluide (k = 10 et k = 20) le polymère pompe

globalement de l’énergie du fluide (sur la figure 6.4, on a globalement
sp→f (k, p, q) < 0 , la couleur bleu domine) en accord avec Sp→f (k) < 0
de la figure 6.4. Cet échange négatif s’effectue le long des 2 bords du
diagramme KPQ (p = k + q et q = k + p) ce qui veut dire que le transfert
est très étalé en échelle (fortement non local et s’effectue sur les
modes colinéaires (voir figure 6.7). Néanmoins il existe toujours quelques
échanges dans le sens inverse sp→f (k, p, q) > 0 (la couleur rouge).
• pour le plus petite échelle k ≥ 30, c’est l’inverse qui s’observe : le polymère

donne de l’énergie au fluide sp→f (k, p, q) > 0 (la couleur rouge domine). Cela
est en accord avec le signe de Sp→f (k) > 0 de la figure 6.4 et qui change
pour k = 25. Ce gain d’énergie pour le fluide s’effectue aussi le long des 2
bords du diagramme KPQ (p = k + q et q = k + p) ce qui veut dire que le
transfert est très étalé en échelle (fortement non local) et s’effectue
sur les modes colinéaires (voir figure 6.7). Néanmoins il existe toujours
quelques échanges dans le sens inverse sp→f (k, p, q) < 0 (la couleur bleu)
mais moins intense.

Vue du fluide, il y a comme une "cascade" propre au polymère qui produit transfert
de l’énergie des grandes échelles fluides vers les petites échelles fluides. Néanmoins,
le voisinage du transfert est très non locale avec une interaction non locale contrai-
rement au terme classique d’advection qui est locale en transfert mais non local
en interaction.
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Figure 6.11: Diagramme triadique KPQ pour différentes coupes à k fixé du
transfert d’énergie du polymère vers le fluide sp→f (k, p, q) basé sur la triade
k · B̂

p
· B̂

q
· ûk. Les iso-contours sont tracés à partir du maximum de la va-

leur absolue des transferts (Max) : (Max)/50 (jaune) et −(Max)/50 (bleu clair).
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6.4.4.3 Echange du fluide vers le polymère sf→p

Sur la figure 6.12, nous présentons quelques coupes du diagramme sf→p(k, p, q)
pour des différentes valeurs de k. Cette figure est à mettre en parallèle avec le
transfert total Sf→p(k) de la figure 6.4.

Les caractéristiques principales de ce transfert est que quelque soit l’échelle
k du polymère, il y a toujours globalement un gain d’énergie sf→p > 0 lié à
l’interaction des grandes échelles de vitesse liée au forçage p ' 2, 3 qui cisaille les
échelles du polymère q (terme de stretching) dans un voisinage de l’échelle q ' k.
Ce voisinage reste étonnement constant quelque soit l’échelle considérée k et il
couvre une zone large p < 20, k − 15 < q < k + 15 pour les iso-valeurs étendues
Max(sf→p) − sf→p/50 < sf→p < Max(sf→p) + sf→p/50. Le transfert reste donc
local mais étalé avec une interaction non locale.

Par contre, quelque soit les échelles k > 30 du polymère, au delà d’une petite
échelle de vitesse p ' 25, ce stretching engendre majoritairement une perte sf→p <
0 (partie des bandes du rectangle en bleu) . Cela correspond majoritairement à
l’interaction des échelles du polymère p plus grandes que k ' 25 > p avec les
grandes échelles du forçage k > q > 2, 3 principalement. Le transfert est donc non
local avec une interaction non locale.

6.4.4.4 Nature des échanges du fluide et du polymère

On vérifie bien la propriété (6.87) sf→p(k, p, q) = −sp→f (p, k, q) (inversion des
indices). En effet, sur la figure 6.13 on a tracé sf→p(k, p, q), pour k fixé et p variable,
qui se superpose à −sp→f (k, p, q), pour p fixé et k variable (inversion des indices).

On observe bien qu’en dessous de k ' 25, on a globalement −sp→f (k, p, q) > 0
donc le polymère pompe de l’énergie fluide pour toutes les échelles voisines de k
alors qu’au dessus de k ' 25, on a bien un gain d’énergie −sp→f (p, k, q) < 0 mais
sur un voisinage étalé du à l’interaction entre le polymère et fluide. C’est bien en
accord avec Sp→f de la figure 6.4.

On en conclut que chaque échelle du fluide interagit directement avec toutes les
échelles des polymères en même temps et de la même manière. Ce mécanisme est
différent du transfert par advection, qui est une cascade locale, échelle par échelle
(les transferts sont forts quand les modes sont proches, et décroissent suivant une
loi de puissance quand les modes s’éloignent). Ici, les triades dominantes sont des
triades composées d’un mode grande échelle (faible longueur d’onde) de la vitesse
du fluide, et de 2 modes de même taille des polymères.

6.4.5 Transfert Ta(k)

Nous avons vu dans la section 6.3 que le terme A ·B qui a le rôle d’équilibrer
la partie non symétrique du terme B ·∇u est faible par rapport aux autres termes.

Nous pouvons montrer que
∑
k∈Z

Ta(k) = 0 (voir l’annexe 7.3), donc si nous

négligeons ce terme, l’énergie du système est toujours conservé.
En plus, comme nous avons vu dans la partie bilan d’énergie 6.3.1 que la

contribution de ce terme reste petite en comparaison des autres, nous pouvons
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Figure 6.12: Diagramme triadique KPQ pour différentes coupes à k fixé du
transfert d’énergie de fluide vers les polymères sf→p(k, p, q) basé sur la triade

(p × ûp · B̂
q

) : B̂
k
. Les iso-contours sont tracés à partir du maximum de la

valeur absolue des transferts (Max) : (Max)/50 (jaune) et −(Max)/50 (bleu clair).
Le trait noir verticale à P = 25 marque un chagement de signe de transfert, qui
est un peu près fixe à tout les échelles
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−sp→f (k, p, q) sf→p(k, p, q)

Figure 6.13: Comparaison entre la coupe à p fixé de −sp→f (k, p, q) (à gauche)
avec la coupe à k fixé de sf→p(k, p, q) (à droite). Les iso-contours sont tracés à
partir du maximum de la valeur absolue des transferts (Max) : (Max)/50 (jaune)
et −(Max)/50 (bleu clair).

donc négliger ce terme.
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6.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons effectué les analyses dans l’espace spectral, afin

de comprendre les distributions d’énergie cinétique et élastique échelle par échelle.
Nous avons observé que 2 lois de puissance émergent respectivement pour l’énergie
élastique des polymères (Ep ∼ k−2) et l’énergie cinétique du fluide (EK ∼ k−6)
dans la zone où l’effet de couplage est fort.

Nous avons établi un dimensionnement qui prédit assez bien l’intensité des
spectres dans notre plage de paramètres. L’explication rigoureuse des lois de puis-
sance n’est pas encore trouvée.

Nous avons relevé également que le mécanisme de transfert d’énergie entre la
turbulence et les polymères est un transfert non local et une interaction non lo-
cale : les grandes échelles du fluide contribuent principalement au transfert d’éner-
gie, mais chaque mode du fluide interagit avec tous les modes de polymères des
différentes échelles qui sont colinéaires avec lui.
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Chapitre 7
Conclusions

Les travaux effectués dans le cadre de cette thèse se focalisent sur l’interaction
entre une turbulence homogène et isotrope avec une petite concentration des poly-
mères à des faibles nombre de Reynolds et nombre de Weissenberg. Les paramètres
choisis sont en dehors de la plage où on a la turbulence élastique et la turbulence
élasto-inertielle.

Nous avons montré que, dans cette gamme de paramètres, l’extension moyenne
des polymères, qui est proportionnelle à l’énergie élastique emmagasinée, peut
être estimée en fonction de la rms du gradient de vitesse locale et du temps de
relaxation. L’écoulement avec la présence des polymères conserve certains compor-
tements statistiques par rapport à l’écoulement turbulent Newtonien, notamment
la forme de la PDF de la vitesse, la forme des grandes structures (manifestée par
la fonction d’auto-corrélation), la PDF de l’incrément de vitesse, ... sont peu chan-
gées. Par contre, nous trouvons des changements significatifs pour les grandeurs
sensibles aux petites échelles. Il y a encore beaucoup d’analyses possibles dans
l’espace physique que nous n’avons pas encore abordé dans cette thèse.

Une analyse plus détaillée de la distribution échelle par échelle de l’énergie ci-
nétique turbulente démontre l’émergence d’une loi de puissance EK(k) ∼ k−6 dans
la zone dissipative. Nous avons montré que ce comportement peut être expliqué
par l’injection de l’énergie qui provient des polymères et va vers le fluide, ce qui
forme un équilibre avec la dissipation visqueuse. A noter que l’observation de cette
loi de puissance n’est possible qu’avec une très faible diffusion artificielle avec une
résolution spectrale au delà de l’échelle de Kolmogorov (kη ≥ 6). L’importance de
l’utilisation le moins possible de la diffusion artificielle était déjà suggéré dans les
références [77, 27].

Une analyse similaire appliquée à la dynamique des polymères rencontre une
difficulté conceptuelle : l’interaction entre polymère et turbulence est un mécanisme
non linéaire, mais la non linéarité est masquée dans les modèles constitutifs car ils
emploient le tenseur C comme variable d’état des polymères, qui est une fonction
de corrélation d’ordre 2 de la variable d’état des polymères dans les modèles mi-
croscopiques (qui est le vecteur bout à bout R d’une molécule de polymère). Cette
considération Les travaux effectués dans le cadre de cette thèse se focalisent sur
l’interaction entre une turbulence homogène et isotrope avec une petite concentra-
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tion des polymères à des faibles nombre de Reynolds et nombre de Weissenberg.
Les paramètres choisis sont en dehors de la plage où on a la turbulence élastique
et la turbulence élasto-inertielle.

Nous avons montré que, dans cette gamme de paramètres, l’extension moyenne
des polymères, qui est proportionnelle à l’énergie élastique emmagasinée, peut
être estimée en fonction de la rms du gradient de vitesse locale et du temps de
relaxation. L’écoulement avec la présence des polymères conserve certains compor-
tements statistiques par rapport à l’écoulement turbulent Newtonien, notamment
la forme de la PDF de la vitesse, la forme des grandes structures (manifestée par
la fonction d’auto-corrélation), la PDF de l’incrément de vitesse, ... sont peu chan-
gées. Par contre, nous trouvons des changements significatifs pour les grandeurs
sensibles aux petites échelles. Il y a encore beaucoup d’analyses possibles dans
l’espace physique que nous n’avons pas encore abordé dans cette thèse.

Une analyse plus détaillée de la distribution échelle par échelle de l’énergie ci-
nétique turbulente démontre l’émergence d’une loi de puissance EK(k) ∼ k−6 dans
la zone dissipative. Nous avons montré que ce comportement peut être expliqué
par l’injection de l’énergie qui provient des polymères et va vers le fluide, ce qui
forme un équilibre avec la dissipation visqueuse. A noter que l’observation de cette
loi de puissance n’est possible qu’avec une très faible diffusion artificielle avec une
résolution spectrale au delà de l’échelle de Kolmogorov (kη ≥ 6). L’importance de
l’utilisation le moins possible de la diffusion artificielle était déjà suggéré dans les
références [77, 27].

Une analyse similaire appliquée à la dynamique des polymères rencontre une
difficulté conceptuelle : l’interaction entre polymère et turbulence est un mécanisme
non linéaire, mais la non linéarité est masquée dans les modèles constitutifs car ils
emploient le tenseur C comme variable d’état des polymères, qui est une fonction
de corrélation d’ordre 2 de la variable d’état des polymères dans les modèles mi-
croscopiques (qui est le vecteur bout à bout R d’une molécule de polymère). Cette
considération induit des effets non physiques, notamment la perte de caractère
défini et positif du tenseur C au cours de la simulation, et deuxièmement nous
ne pouvons pas bâtir une équation bilan d’énergie complète du système. Avec un
algorithme de factorisation, le tenseur C est transformé en carré d’une matrice
B. En utilisant le tenseur B comme variable d’état, nous bénéficions plusieurs
avantages : le tenseur C est assuré d’être défini positif, le schéma numérique est
plus résilient aux instabilités numériques, et nous retrouvons la non linéarité pré-
sentée dans les modèles microscopiques, ce qui nous permet d’établir un bilan de
distribution d’énergie échelle par échelle.

Avec ce nouveau bilan d’énergie, nous pouvons comparer quantitativement
l’amplitude des différents mécanismes à toutes les échelles. Nous constatons que
dans notre simulation, la dynamique des polymères est gouvernée principalement
par 2 mécaniques principaux : l’étirement par le fluide et la relaxation par l’effet de
l’entropie. Il existe un transfert d’énergie élastique par le transport turbulent mais
son effet reste faible par rapport à ces 2 derniers mécanismes. Nous confirmons
que l’injection d’énergie de turbulence vers les polymères est le seul mécanisme
qui permet de maintenir l’extension des polymères, est c’est ce mécanisme qui
est responsable de la formation d’une loi de puissance proportionnelle à k−2. Une
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des plus importantes questions que l’on se pose en étudiant l’interaction turbu-
lence - polymère est d’identifier quelle échelle de turbulence contribue le plus à
l’injection d’énergie vers les polymères : car les grandes échelles sont plus énergé-
tiques, mais en même temps elles sont très lentes pour maintenir une extension.
A contrario les plus petites échelles sont moins énergétiques, mais plus actives en
terme de fréquence. Nos outils d’analyse nous ont permis de quantifier la contri-
bution des différentes échelles turbulentes à l’effet de couplage et donc quantifier
l’échelle qui joue le rôle le plus important dans la dynamique des polymères. Dans
notre simulation, comme nous avons une échelle de Lumley qui est du même ordre
que grandeur que l’échelle intégrale, nous constatons que les grandes échelles qui
contiennent le plus d’énergie contribuent principalement à l’étirement des poly-
mères. Avec notre gamme de paramètres assez restreintes dans le cadre de cette
thèse, nous ne pouvons pas confirmer que ce comportement est universel et avoir
une réponse complète à cette question.

Avec notre analyse, nous trouvons naturellement une explication pour l’injec-
tion d’énergie des polymères vers la turbulence : si nous considérons C comme va-
riable représentative des polymères, les interactions sont linéaires donc les échelles
de la turbulence ne peuvent interagir qu’avec des échelles de même taille que celles
des polymères. Entre les grandes échelles où le polymère reçoit de l’énergie et les
petites échelles où le polymère donne de l’énergie, il devrait y avoir un change-
ment de structure et la différences entre ces 2 états s’est pas expliquée. Avec notre
point de vue, où on considère le tenseur B comme variable d’état, les interactions
sont non linéaires, ce qui implique que toutes les échelles de la turbulence peuvent
interagir simultanément avec tout les échelles des polymères et inversement. Nous
observons que les polymères n’ont pas une échelle particulière où il y aura un chan-
gement de comportement : le spectre de polymère continu garde la même pente,
et il existe 2 flux d’énergie séparés qui transfère d’énergie de la turbulence vers
les polymères (Sf→p ) et inversement (Sp→f ). L’inversion de signe du transfert
d’énergie aura lieu au moment où le flux d’énergie des polymères vers le fluide
devient dominant par rapport au flux d’énergie de turbulence vers les polymères.

En considérant l’énergie totale du système, c’est à dire que nous ne distinguons
plus l’énergie cinétique turbulente de l’énergie élastique des polymères, nous pou-
vons déduire que le système total comprend 4 mécanismes principaux : l’injection
d’énergie aux grandes échelles, le transfert d’énergie par la convection de l’éner-
gie cinétique, le transfert d’énergie par l’advection de l’énergie élastique, et l’effet
de couplage. L’effet de couplage TS peut être défini comme la somme de 2 flux
d’énergie : TS = Sp→f + Sf→p. Par conservation d’énergie, la somme totale de ces

2 flux d’énergie doit être nulle, donc :
∞∫
0

TS(k)dk = 0, cela peut être vu comme

un mécanisme de transfert d’énergie des grandes échelles vers les plus petites. La
particularité de ce transfert est que : le gain/perte de l’énergie cinétique (due à
l’effet de couplage) dans les structures fluide d’une taille donnée ne correspond
pas directement aux structures des polymères de la même taille, et une quantité
d’énergie des grandes échelles du fluide est injectée vers les petites échelles au
travers des polymères.

Nous pouvons aller encore plus loin dans l’analyse spectrale, en examinant les
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transferts d’énergie mode par mode, à l’aide d’observations qualitatives des dia-
grammes KPQ, qui comparent en ordre de magnitude des échanges entres toutes
les échelles. Nos diagrammes ont montré qu’à côté des transferts d’énergie clas-
siques par la convection/advection, le transfert d’énergie entre polymère et tur-
bulence est complètement différent : chaque échelle de turbulence interagit de la
même façon avec tout les échelles de polymères, mais chaque échelle de polymère
n’interagir qu’avec les structures de turbulence à grande échelle. Ce résultat ex-
plique comment les échelles de turbulence (même l’échelle de Kolmogorov, qui est
la plus petite échelle motrice de la turbulence) qui sont très grandes (par rapport
aux échelles des polymères) peuvent interagir avec les polymères aux échelles très
petites.

Avec les résultats présentés, nous avons éclairci des mécanismes qui constituent
une pièce de puzzle dans la grande image des interactions entre turbulence et
polymères. Notre outils d’analyse peuvent être utilisés pour exploiter des autres
régions de paramètres pour bâtir un modèle universelle.
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7.1 Plus de détail sur la square root formulation
Nous allons démontrer que l’équation (4.40) implique l’équation (4.38) :
— Étape 1 : Prenons l’équation (4.40), multiplions la avec BT à gauche :

BT · ∂tB + BT · u∇B = BT ·B∇u + BT · (A ·B) + BT · 1

2τ
(P(BTB).B − (BT )−1)

(7.1)

Après réduction, nous avons :

BT · ∂tB + BT · (u · ∇B) = C · ∇u + BT ·A ·B +
1

2τ
{P(C).C − I}

(7.2)

— Étape 2 :Prenons la transposée de l’équation (7.2) on a :

(∂tB
T ) ·B + (u∇BT ) ·B = (∇u)T ·C + BT ·AT ·B +

1

2τ
(P(C).C − I)

(7.3)

— Étape 3 : Nous obtenons l’équation (4.38) en sommant les deux équations
obtenues (7.2) et (7.3), sachant que :

∂t(B
TB) = ∂t(B

T )B + BT∂t(B)

u∇(BTB) = u∇(BT )B + BTu∇(B)

AT = −A→ BTAB + BTATB = 0

nous obtenons finalement l’équation (4.38). Donc l’équation (4.40) implique l’équa-
tion (4.38).

Nous imposons en plus une condition de symétrie pour B pour que la dé-
composition soit unique. Pour une décomposition unique, nous pouvons dire que
l’équation (4.40) est équivalente à l’équation (4.38).

Pour que B soit symétrique, il faut que l’équation (4.40) soit symétrique. Tous
les termes de cette équation sont naturellement symétriques, en considérant B
symétrique, sauf le terme :B · ∇u + A ·B.

En imposant une condition de symétrie sur ce terme , nous pouvons trouver une
matrice unique A antisymétrique. L’équation (4.40) peut donc être réduite d’un
système de 9 équations (9 équations correspondent aux 9 éléments d’une matrice
3 × 3) à un système de 6 équations. Cette simplification réduit considérablement
le temps de calcul et la mémoire de stockage.

Soit la matrice antisymétrique A :

A =

 0 a12 a13

−a12 0 a23

−a13 −a23 0
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Le produit A ·B s’écrit :

A ·B =

 a12b12 + a13b13 a12b22 + a13b23 a12b23 + a13b33

−a12b11 + a23b13 −a12b12 + a23b23 −a12b13 + a23b33

−a13b11 − a23b12 −a13b12 − a23b22 −a13b13 − a23b23

 (7.4)

nous calculons la matrice M = (Mij) = B · ∇u
La condition de symétrie de la matrice : N = (Nij) = M + A ·B nous donne

un système de 3 équations à 3 inconnues :

N12 = N21 → a12b22 + a13b23 +M12 = −a12b11 + a23b13 +M21 (7.5)
N13 = N31 → a12b23 + a13b33 +M13 = −a13b11 − a23b12 +M31 (7.6)

N23 = N21 → −a12b13 + a23b33 +M23 = −a13b12 − a23b22 +M23 (7.7)

En résolvant ce système, nous obtenons la matrice A [3].

7.2 Démonstration : transfert d’énergie entre po-
lymère et fluide

Dans cette partie nous allons démontrer que :

s
(3D)
p→f (k,p, q) = −s(3D)

f→q(p,k, q) (7.8)

La démonstration est directe avec l’écriture indicielle :
— Nous pouvons écrire B̂k

ij = B̂k
imδmj, donc s

(3D)
f→p(k,p,q) =

(B̂k
im B̂p

im i qm ûq
j ) δmj. Or, B est une matrice symétrique B̂k

im = B̂k
mi nous

avons :
s

(3D)
f→p(k,p,q) = (B̂k

mi B̂
p
im i qm ûq

j )δmj (7.9)

— De plus, nous pouvons écrire que ûk
i = ûk

mδmi, et nous obtenons :

s
(3D)
p→f (k,p,q) = −(B̂p

il B̂
q
lj i kj û

k
m) δmi (7.10)

Si nous comparons les 2 équations (7.10) et (7.9), nous avons :

s
(3D)
f→p(k,p,q) = −s(3D)

p→f (p,q,k) (7.11)

Le symétrie dans l’équation (7.11) permet de vérifier la conservation d’énergie
de l’échange (fluide vers polymères) et (polymères vers fluide) dans le système de
l’équation de Lin :∑

k∈Z

Sp→f (k, t) + Sf→p(k, t)

=
∑
k∈Z

∑
k∈Sk

νp
τp

[
<

( ∑
p+q+k=0

tf→p(k,p,q) + tp→f (k,p,q)

)]
= 0 (7.12)
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La somme des 2 termes Sp→f (k, t) + Sf→p(k, t) peut être vu comme un transfert
d’énergie, noté Ts(k). En plus, nous pouvons unifier les 2 termes d’échanges s(3D)

f→p et
s

(3D)
p→f en un seul, noté t(3D)

s (k,p,q) : En combinant toutes les symétries (équation
(7.8)), (6.82) et (6.83) nous avons :

s
(3D)
p→f (k,p, q) = s

(3D)
p→f (k, q,p) = −s(3D)

f→p(p,k, q) = −s(3D)
f→p(p, q,k) = t(3D)

s (k,p, q)
(7.13)

7.3 Démonstration :
∑
k∈Z

Ta(k) = 0

Dans cette section, nous allons démontrer que ce terme (Ta(k)) dans l’équation
(6.44)est un terme de transfert d’énergie. Donc introduire ce terme ou le négliger
n’affecte pas la conservation de l’énergie. L’expression de Tka est :

T k
a = 2.Kp.<

(
Â ·B

k
: B̂

k
)

(7.14)

Nous le réécrivons avec la propriété de symétrie Hermitienne B̂ij

k
= B̂

−k
ij :

T k
a = 2Kp<

(
B̂ij

k ∑
p+q=k

Âil
p
B̂lj

q
)

= 2Kp<

(
B̂ij

−k ∑
p+q=k

Âil
p
B̂lj

q
)

(7.15)

Avec le changement de variable (−k)→ k, nous avons :

T k
a = 2Kp<

( ∑
p+q+k=0

B̂ij

k
.Âil

p
.B̂lj

q
)

= 2Kp<

( ∑
p+q+k=0

B̂ij

k
.Âil

p
.B̂lj

q
)

= 2Kp<

( ∑
p+q+k=0

ta(k,p,q).

)

Nous avons décomposé le terme T k
a en une somme (ou intégrale) des interactions

triadiques plus élémentaires ta(k,p,q) = B̂ij

k
Âil

p
B̂lj

q
.

Nous pouvons écrire B̂ij = B̂imδmj = B̂miδmj, puisque (B̂ij) est une matrice
symétrique, nous avons : ta(k,p,q) = δmjB̂mi

k
Âil

p
.B̂lj

q
.

Nous pouvons également écrire B̂lj = B̂lmδmj = B̂mlδmj pour la même raison.
En plus, la matrice Â est antisymétrique, on a : Âil

p
= −Âli

p
.

Nous pouvons faire des transformations suivant :

ta(k,p,q) = B̂ij

k
.Âil

p
.B̂lj

q
= B̂ij

k
(−Âli

p
)B̂ml

q
δmj = −δmjB̂ml

q
Âli

p
B̂ij

k

= −B̂jl

q
Âli

p
B̂ij

k
= −ta(q,p,k) (7.16)
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Finalement, nous pouvons sommer des triades de même taille et nous obtenons :∑
k∈Z

Ta(k, t) = 2.Kp.
∑
k∈Z

∑
k∈Sk

[
<

( ∑
p+q+k=0

ta(k,p,q)

)]
= 0 (7.17)

car si nous sommons sur toutes les triades, pour une triade donnée ta(k,p,q) nous
pouvons trouver une triade opposée ta(q,p,k) = −ta(k,p,q), donc la somme doit
être zéro.

7.4 Fonction Dirac
On introduit la fonction de Dirac qui est une distribution extrêmement pointue

qui concentre son intégrale en 1 point :

δ(0) = +∞ (7.18)
δ(x) = 0 si x 6= 0 (7.19)∫

δ(x)d3x = 1 (7.20)

La fonction de Dirac peut être définie par :

δx0(x) = lim
a→0

1

a
√
π
e
−(x−x0)2

a2 (7.21)

Attention, il existe plusieurs définitions de la fonction de Dirac, car elle est une
fonction généralisée, et la notion "égale" est étendue pour les fonctions généralisées
comme : 2 fonctions f(x) et g(x) sont égales si et seulement si :∫

f(x)h(x)dx =

∫
g(x)h(x)dx (7.22)

pour toutes les fonctions h(x) intégrable.
Pour simplifier, nous notons δ(x) = δ0(x), on a donc :

δx0(x) = δ(x− x0) (7.23)

Cette fonction a une particularité :∫∫∫
x∈R3

δx0(x)f(x)d3x = f(x0) (7.24)

A partir de cette propriété nous pouvons appliquer la transformée de Fourier in-
verse à la fonction Dirac et on obtient donc :∫∫∫

x∈R3

δk0
(x)eik.xd3x = eik0.x (7.25)

Nous avons donc :

TF (eik0.x) = δ(k − k0) (7.26)

7.5 Figure PDF de l’incrément de vitesse
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Incrément longitudinale

Incrément transversale

(a) (b)

(e) (f)

(c) (d)

Figure 7.1: Incrément de vitesse pour le cas a1 (Newtonien)
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Incrément longitudinale

Incrément transversale

(a) (b)

(e) (f)

(c) (d)

Figure 7.2: Incrément de vitesse pour le cas b1 (Newtonien)

173



CHAPITRE 7. CONCLUSIONS

Incrément longitudinale

Incrément transversale

(a) (b)

(e) (f)

(c) (d)

Figure 7.3: Incrément de vitesse pour le cas c1 (Newtonien)
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Incrément longitudinale

Incrément transversale

(a) (b)

(e) (f)

(c) (d)

Figure 7.4: Incrément de vitesse pour le cas a6 (Newtonien)
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Incrément longitudinale

Incrément transversale

(a) (b)

(e) (f)

(c) (d)

Figure 7.5: Incrément de vitesse pour le cas c3 (Newtonien)
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Incrément longitudinale

Incrément transversale

(a) (b)

(e) (f)

(c) (d)

Figure 7.6: Incrément de vitesse pour le cas a2 (Non Newtonien)
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Incrément longitudinale

Incrément transversale

(a) (b)

(e) (f)

(c) (d)

Figure 7.7: Incrément de vitesse pour le cas a3 (Non Newtonien)
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Incrément longitudinale

Incrément transversale

(a) (b)

(e) (f)

(c) (d)

Figure 7.8: Incrément de vitesse pour le cas a4 (Non Newtonien)
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Incrément longitudinale

Incrément transversale

(a) (b)

(e) (f)

(c) (d)

Figure 7.9: Incrément de vitesse pour le cas a5 (Non Newtonien)
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