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I Les algèbres de Leibniz 17
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2.4.3 Double extension des algèbres de Leibniz . . . . . . . . . . . . . . . 38
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à gauche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

1



3.2 Description de la structure de Leibniz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.3 Description de la structure de Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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4 Les systèmes triples de Lie quadratiques 63
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Chapitre 0

Introduction

Il existe trois types d’algèbres classiques fortement liées : Les algèbres associatives, les

algèbres de Lie et les algèbres de Jordan. En fait, toute algèbre associative (A, .) munie

de l’anti-commutateur x • y := 1
2
(x.y + y.x) est une algèbre de Jordan. D’autre part, si

on muni A du commutateur [x, y] := x.y − y.x, alors (A, [ , ]) devient une algèbre de Lie.

De plus, d’après les travaux de J. Tits, M. Koecher et I. Kantor, on peut à partir de

toute algèbre de Jordan costruire une algèbre de Lie. C’est la costruction KKT. Il est

bien connu que l’algèbre enveloppante universelle d’une algèbre de Lie a la strucure d’une

algèbre associative.

Récemment, Plusieurs généralisations de ces algèbres classiques ont apparues.

En 1993, J. L. Loday a introduit la notion d’algèbre de Leibniz ([56]). C’est une généralisation

non anti-commutative des algèbres de Lie. Loday a aussi introduit la notion de di-algèbre

comme généralisation des algèbres associatives avec deux opérateurs ([55]). Ensuite, il a

généralisé la relation entre les algèbres de Lie et les algèbres associatives en une relation

analogue entre les algèbres de Leibniz et les di-algèbres ([55]). La construction KKT a

été aussi généralisée au cas des algèbres de Leibniz, mais en partant d’une algèbre quasi-

Jordan (généralisation des algèbres de Jordan) ([65]).

Une généralisation résultant des problèmes de la physique théorique est celle des algèbres

n-aires. Une algèbre n-aire est un espace vectoriel muni d’un produit n-linéaire (n ∈ N).

Il est clair que pour n = 2, une algèbre binaire est une algèbre au sens usuel. Pour n = 3,

une 3−algèbre est dite parfois un système triple.

Dans cette thèse, on s’interesse aux algèbres n-aires de Lie, de Jordan et de Leibniz avec

n = 2 et n = 3. En particulier, on étudie la structure de ces algèbres lorsque elles sont

munie d’une forme bilinéaire symétrique, non dégénérée et associative. On rappelle que

si (A, .) est une algèbre non- associative quelconque et B est une forme bilinéaire sur A,

III



IV CHAPITRE 0. INTRODUCTION

alors on dit que B est associative si B(x.y, z) = B(y, x.z),∀x, y, z ∈ A.

Du point de vue géométrique, l’existance d’une telle forme bilinéaire sur une algèbre de Lie

g (dite quadratique) donne naissance à une structure pseudo-reimannienne bi-invariante

sur tout groupe de Lie connexe qui a g pour algèbre de Lie. Réciproquement, si G est un

groupe de Lie muni d’une structure pseudo-reimannienne bi-invariante, alors son algèbre

de Lie est quadratique.

Plusieurs travaux de recherches ont été consacré à l’étude de quelques types d’algèbres

ayant cette structure ([6], [4], [8]). Tout ces travaux utilisent la notion de la double ex-

tension introduite par A. Medina et Ph. Revoy dans [58] dans le cas des algèbres de Lie

quadratiques, pour donner une description inductive de ces structures. N’oublions pas

de mentionner le processus de le T ∗-extension introduite par M. Bordmann dans le cas

général des algèbres non-associatives ([17]).

Tout ces faits forment la motivation des sujets traités dans cette thèse. Qui sont : Les

algèbres de Leibniz, les systèmes triples de Lie et les systèmes triples de Jordan munis

d’une forme bilinéaire symétrique, non-dégénérée et associative (ou invariante). On note

que les espaces vectoriel considérés sont de dimensions finies sur des corps de caracteris-

tique zéro.

Le premier chapitre de cette thèse contient des définitions et des résultats préliminaires

dont on a besoin le long de ce document. Après ce chapitre, le mémoire se décompose en

deux parties.

Première partie

Les algèbres de Leibniz

La notion d’algèbre de Leibniz a été introduite par J. L Loday. C’est une généralisation

non-anti commutative des algèbres de Lie qui joue une rôle important dans la cohomo-

logie de Hochschild [56]. Il résulte alors deux types d’algèbres de Leibniz : Les algèbres

de Leibniz gauches et les algèbres de Leibniz droite. Une algèbre de Leibniz gauche (resp.

droite) est un espace vectoriel L muni d’un produit [ , ] : L × L −→ L tel que pour

tout x, y ∈ L, [x, [y, z]] = [[x, y], z] + [y, [x, z]] (resp. [x, [y, z]] = [[x, y], z] − [[x, z], y]).

Si L est à la fois une algèbres de Leibniz gauche et droite, alors on dit que L est une

algèbre de Leibniz symétrique ([39]). Ces dernières algèbres apparaissent dans l’étude des

connections bi-invariante des groupes de Lie ([13]). Dans les dernières années, la théorie

des algèbres de Leibniz a été extensivement étudiée. Plusieurs résultat des algèbres de

Lie ont été généralisées au cas des algèbres de Leibniz ( [24], [31], [32], [37], [63], [39],
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[40], [42]). On note que toute algèbre de Lie est une algèbre de Leibniz. Inversement, soit

L une algèbre de Leibniz gauche ( ou droite). Alors, on appelle le noyau de Leibniz de

L l’idéal IL engendré , en tant que sous-espace vectoriel, par l’ensemble {[x, x], x ∈ L}.

D’où, l’algèbre quotion L/IL est une algèbre de Lie. En particulier, si IL = {0} alors L

est une algèbre de Lie.

Puisque l’existance d’une forme bilinéaire symétrique, non-dégénérée et associative sur

une algèbre non associative (A, .) est un outil important dans l’étude de la structure de

A( par exemple, la forme de Killing sur une algèbre de Lie semi-simple, la forme d’Al-

bert sur une algèbre de Jordan semi simple). Alors, on a consacré le chapitre 2 de cette

thèse à l’étude des algèbres de Leibniz munie d’une forme bilinéaire symétrique, non-

dégénérée et associative dites les algèbres de Leibniz quadratiques. On donne, dans la sec-

tion 2, quelques propriétées de ces algèbres. On montre que toutes les algèbres de Leibniz

(gauches ou droites) quadratiques sont symétriques. Puis, on construit plusieurs exemples

intérressant d’algèbres de Leibniz symétriques qui ne sont pas des algèbres de Lie. Les

algèbres de Leibniz symétriques construites peuvent donner naissance à des algèbres de

Leibniz quadratiques plus grandes en leurs appliquant le procédé de la T ∗-extension. Pour

celà, on rappelle dans la section 3, la T ∗-extension des algèbres de Leibniz symétriques.

Il en résulte plusieurs exemples d’algèbres de Leibniz quadratiques. Le procédé de la T ∗-

extension a permis à M. Bordmann de décrire les algèbres non associatives nilpotentes

quadratiques et les algèbres de Lie résolubles quadratiques. Dans cette même section, on

démontre que les algèbres de Leibniz résolubles quadratiques sont décrites par les algèbres

de Lie résolubles au moyen du procédé de la T ∗-extension dans la catégorie des algèbres

de Leibniz symétriques. Plus précisément :

Si (L, B) est une algèbre de Leibniz quadratique résoluble de de dimension n, alors L

admet un idéal isotrope maximal H de dimension [n
2
] qui contient l’idéal de Leibniz IL

de L. Si n est pair, alors L est isomorphe à une T ∗-extension de l’algèbre de Lie L/H. Si

n est impair, alors L est isomorphe à un idéal nondégénéré de codimension un dans une

T ∗-extension de l’algèbre de Lie L/H.

Dans le but de donner une description complète de toute les algèbres de Leibniz qua-

dratiques, on utilise le processus de La double extension. Dans la dernière section de ce

chapitre, on introduit la double extension des algèbres de Leibniz quadratiques. Ce qui

nous permet de donner une description inductive des algèbres de Leibniz quadratiques :

Si Σ est l’ensemble formé par {0}, l’algèbre de Lie de dimension un et par toutes les

algèbres de Lie simples, alors toute algèbre de Leibniz quadratique est obtenue à partir
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d’un nombre fini d’éléments σ1, . . . , σp de Σ par un nombre fini de sommes directes ortho-

gonales et/ou de doubles extensions dans la catégorie des algèbres de Leibniz par l’algèbre

de Lie de dimension un et/ou des doubles extensions dans la catégorie des algèbres de Lie

par une algèbre de Lie simple et/ou de doubles extensions dans la catégorie des algèbres

de Lie par l’algèbre de Lie de dimension un.

Dans [46], les auteurs ont considérer un autre type d’asociativité pour une forme bilinéaire

sur une algèbre de Leibniz gauche qui cöıncide avec notre définition dans le cas des algèbres

de de Lie. Mais, ils ont utilisé le processus de la T ∗-extension, qui n’est pas adaptée à ce

type d’invariance. Ce qui leur a permis de traiter un cas particulier d’algèbre de Leibniz.

Dans le chapitre 2, on utilise une nouvelle approche afin d’améliorer le résultat donné

dans [46].

Sur une algèbre de Leibniz (gauche ou droite), on s’intéresse à d’autres types d’inva-

riance : l’invariance à gauche et l’invariance à droite. On dit que B est invariante à

gauche (resp. à droite ) si, B([x, y], z]) = −B(y, [x, z]),∀x, y, z ∈ L (resp. B([x, y], z) =

−B(x, [z, y]),∀x, y, z ∈ L). Dans le cas des algèbres de Lie, ces notions cöıcident avec la

notion d’associativité. On a donc quatre cas à traiter : Les algèbres de Leibniz gauches

munies d’une forme bilinéaire symétrique, non dégénérée et invariante à gauche (resp. à

droite) et Les algèbres de Leibniz droites munies d’une forme bilinéaire symétrique, non

dégénérée et invariante à gauche (resp. à droite). Vu qu’il y a une correspondance entre les

algèbres de Leibniz gauche et droite ([56]), alors le problème se réduit à l’étude des algèbres

de Leibniz gauches munies d’une forme bilinéaire symétrique, non dégénérée et invariante

à gauche (resp. à droite). Soit (L, [ , ]) une algèbre de Leibniz gauche et B une forme

bilinéaire symétrique, non dégénérée et invariante à gauche sur L. Soit ? : L × L −→ L

une application bilinéaire satisfaisant B([x, y], z) = B(x, y ?z), ∀x, y, z ∈ L. En s’inspirant

de la T ∗-extension, on donne une méthode de construction d’algèbres de Leibniz gauches

munie d’une forme bilinéaire symétrique, non dégénérée et invariante à gauche. Dans [46],

les auteurs ont donné un résultat similaire avec ? = 0. On montre que si (L, [ , ]) est une

algèbre de Leibniz symétrique, alors (L, ?) est une algèbre de Lie dite l’algèbre de Lie

associée à L. De plus, on prouve que ? := 1
2
([x, y]+[y, x])+Θ(x, y), ∀x, y ∈ L, où Θ est un

2-cocycle de (L, ?) dans le module trivial Annd(L) (i. e. Θ ∈ Z2((L, ?), Annd(L)). En uti-

lisant les constructions définies dans le deuxième chapitre, on donne quelques résultats sur

la structrue des algèbres de Leibniz symétriques munie d’une forme bilinéaire symétrique,

non dégénérée et invariante à gauche ainsi que l’algèbre de Lie y associée. Finalement, on

prouve des résultats analogues dans le cas des algèbres de Leibniz gauches munie d’une



VII

forme bilinéaire symétrique, non dégénérée et invariante à droite.

Deuxième partie

Les systèmes triples de Lie

Les systèmes triples de Lie ont été vus pour la première fois dans les travaux d’Elie

Cartant lors de son étude de la géométrie Riemannienne ([22]). Un système triple de

Lie peut être définit comme l’espace propre relativement à la valeur propre −1 d’une

involution d’une algèbre de Lie. Dans [57], il est démontré que la catégorie des systèmes

triples de Lie est équivalente à la catégorie des espaces symétriques connexes et simplement

connexes. Pour plus d’informations sur ce sujet, on se réfère à [20], [48], [61] . En plus de

leur utilisation dans la géométrie différentielle ([50], [51]) et l’investigation de la géométrie

des groupes de Lie simples exeptionelles [38], les systèmes triples ont des importantes

applications en physique. En particulier, N. Kamya et S. Okubo ont établit une connexion

entre les systèmes triples de Lie et les équations de Yang-Baxter [47].

Du point de vue algèbrique, un système triple de Lie est un espace vectoriel L muni d’un

produit triple [ , , ] : L × L× L −→ L vérifiant :

[x, x, z] = 0,

[x, y, z] + [y, z, x] + [z, x, y] = 0,

[u, v, [x, y, z]] = [[u, v, x], y, z] + [x, [u, v, y], z] + [x, y, [u, v, z]], ∀x, y, z, u, v ∈ L.

Plusieurs travaux de recherches fournissent une étude algèbrique des systèmes triples

de Lie ([45], [19], [43], [54], [67] . . . ). Le chapitre 4 de cette thèse est dédier à l’étude des

systèmes triples de Lie quadratiques. Un système triple de Lie quadratique est la donnée

d’un système triple de Lie L avec une forme bilinéaire symétrique, non dégénérée et

associative B. i. e. B([x, y, z], u) = −B(z, [x, y, u]),∀x, y, z, u ∈ L. On sait que si (g, [ , ])

est une algèbre de Lie, alors en considérant le produit triple [x, y, z] := [[x, y], z],∀x, y, z ∈

g, (g, [ , , ]) devient un système triple de Lie. Inversement, à partir d’un système triple de

Lie L, on peut construire une algèbre de Lie qui possède un morphisme d’algèbres involutif

θ dont L est l’espace propre relativement à la valeur propre −1 de θ ([59]). Dans [68] , il

est démontré que si on part d’un système triple de Lie quadratique, alors l’algèbre de Lie

construite par cette construction est quadratique. Les systèmes triples de Lie quadratiques

nilpotents ont été décrit au moyen de la T ∗−extension introduite dans [53]. Dans cette

thèse, on introduit la notion de la double extension des systèmes triples de Lie. C’est une
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extension centrale suivie d’un produit semi-direct défini à l’aide d’une nouvelle notion

de représentation des systèmes triples de Lie qu’on appelle la représentation généralisée

des systèmes triples de Lie. Dans [35], il est introduit la double extension dans le cas des

3-algèbres de Lie. Une 3-algèbre V est dite 3-algèbre de Lie si

[xσ(1), xσ(2), xσ(3)] = (−1)|σ|[x1, x2, x3],

[x1, x2, [x3, x4, x5]] = [[x1, x2, x3], x4, x5] + [x3, [x1, x2, x4], x5] + [x3, x4, [x1, x2, x5]],

∀xi ∈ V , i ∈ {1, . . . , 5}, σ ∈ S3.

IL est clair que l’intersection des systèmes triples de Lie et des 3-algèbres de Lie

est l’espace vectoriel à produit nul. La description inductive des systèmes triples de Lie

quadratiques est donnée par le theorème suivant :

Soit E l’ensemble formé par {0}, le système triple de Lie de dimension un et tout les

systèmes triples de Lie simples.

Théorème 0.0.1. Soit (L, B) un système triple de Lie quadratique. Si L 6∈ E, alors L

est obtenu à partir d’un nombre finis d’éléments L1, . . . ,Ln de E, par un nombre finis

de sommes directes orthogonale de systèmes triples de Lie quadratiques et/ou de doubles

extensions par un système triple de Lie simple et/ou de doubles extensions par le système

triple de Lie de dimension un.

Les systèmes triples de Jordan

La théorie des algèbres de Lie joue un rôle important dans le developpement de la

theorie des algèbres et des systèmes triple de Jordan, dès que la construction KKT a

apparus. En effet, l’étude de la structure des systèmes triples de Jordan passe souvent

par les structures de Lie y associées. On rappelle qu’un système triple de Jordan est une

3−algèbre (J , { , , }) vérifiant

{x, y, z} = {z, y, x}

{x, y, {u, v, w}} − {u, v, {x, y, w}} = {{x, y, u}, v, w} − {u, {y, x, v}, w},

∀u, v, w, x, y ∈ J .

Plusieurs travaux ont été consacrés à l’étude des systèmes triples de Jordan en l’occurence

[59], [60], [45],. . ..

Dans [59], on trouve les notions de bases des systèmes triples de Lie et de Jordan. En

particulier, on note le theorème de Meyberg qui montre que tout système triple de Jordan

peut être muni de la structure d’un système triple de Lie sur le même espace vectoriel

sous-jacent. De ce fait, K. Meyberg a représenté la construction KKT dans le cas des
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systèmes triples de Jordan. Il résulte alors, qu’à partir d’un système triple de Jordan J ,

on peut construire une algèbre de Lie dite la TKK algèbre de Lie de J . Dans [29], il

est établit une connexion entre un type particulier de systèmes triples de Jordan et les

algèbres de Lie graduées. Ce qui a permis d’établir une correspondance entre une classe

de systèmes triples de Jordan (les JH-triples) et les espaces symériques Riemanniens. Voir

[30] ,pour plus d’informations sur la géométrie des systèmes triples de Jordan.

Dans le dernier chapitre, on étudit les systèmes triples de Jordan pseudo-Euclidien. Un

système triple de Jordan (J , { , , }) est dit pseudo-Euclidien s’il admet une forme bi-

linéaireB symétrique , non dégénérée et associative (i. e.B({x, y, z}, u) = B(z, {y, x, u}) =

B(x, {u, z, y}),∀x, y, z, u ∈ J ). Le premier exemple de ces systèmes triples est celui des

systèmes triples de Jordan semi-simples (munis de la forme trace [59]). On montre que

si J est un système triple de Jordan pseudo-Euclidien, alors sa TKK algèbre de Lie est

quadratique. Dans le but de mieux comprendre la structure des systèmes triples de Jordan

pseudo-Euclidiens, on définit la T ∗-extension des systèmes triples de Jordan. Ensuite, on

montre le résultat suivant

Théorème 0.0.2. Soit (J, B) un système triple de Jordan pseudo-euclidien de dimension

n. Alors, (J, B) est isomorphe à une T ∗-extension (T ∗w(J1), B1) si et seulement si n est pair

et J contient un idéal isotrope I de dimension n
2
. Si n est impair et I est un idéal isotrope

de J de dimension [n
2
]. Alors, J est isomorphe à un idéal non dégénérée de codimension

1 dans une T ∗-extension du système triple de Jordan J/I.

A la fin de ce chapitre, on donne deux nouvelles caractérisatins des systèmes triples de

Jordan semi-simples parmis les systèmes triples de Jordan pseudo-Euclidiens. La première

caractérisation utilise l’opérateur de Casimir. Soient (J , B) un système triple de Jordan

pseudo-euclidien, A = {a1, . . . , an} et B = {b1, . . . , bn} deux bases orthogonales de J

( i.e B(ai, bj) = δji ,∀i, j ∈ {1, . . . , n} où δji est le symbole de chronicker ). On définit

l’opérateur de Casimir de J Λ comme suit

Λ =
1

2

n∑
i=1

(
L(ai, bi) + L(bi, ai)

)
.

On montre que J est semi-simple si et seulement si ΛA est inversible.

Afin de donner une deuxième caractérisation des systèmes triples de Jordan semi-simples,

on définit la notion de l’indice d’un système triple de Jordan pseudo-Euclidien J qu’on

note ind(J ) comme étant la dimension de l’espace vectoriel engendré par les produit

scalairs invariants sur J . On prouve que J est simple si et seulement si ind(J ) = 1.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Les algèbres de Leibniz

1.1.1 Généralitées

Comme les algèbres de Leibniz sont des algèbres de Lie non anti-commutatives, alors

plusieurs résultats de la théorie des algèbres de Lie ont été translatés aux algèbres de

Leibniz. Par contre, il y en a quelques un qui tombent en défaut.

Définition 1.1.1. Soit L un espace vectoriel et [ , ] : L × L −→ L une application

bilinéaire sur L. Alors,

1. On dit que L est une algèbre de Leibniz gauche si

[x, [y, z]] = [[x, y], z] + [y, [x, z]],∀x, y, z ∈ L.

2. On dit que L est une algèbre de Leibniz droite si,

[x, [y, z]] = [[x, y], z]− [[x, z], y],∀x, y, z ∈ L.

Il existe une correspondance entre les algèbres de Leibniz gauche et les algèbres de

Leibniz droite qui permet de restreindre l’étude des algèbres de Leibniz au cas gauche ou

droite.

Proposition 1.1.1. [56] Si (L, [ , ]) est une algèbre de leibniz droite, alors L munie du

produit { , } : (x, y) 7−→ {x, y} = [y, x] est une algèbre de Leibniz gauche.

Exemples 1.1.1. Soit (L, [ , ]) une algèbre de Leibniz droite qui n’est pas une algèbre de

Lie. Alors,

1
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1. Si Dim(L) = 2 (sur C) et {e1, e2} est une base de L alors L est isomorphe à l’une

des algèbres suivantes :

– L1 : [e1, e1] = e2.

– L2 : [e1, e2] = e2

2. Si Dim(L) = 3 (sur C) et {e1, e2, e3} est une base de L alors L est isomorphe à

l’une des algèbres suivantes :

– RR1 : [e1, e3] = −2e1, [e2, e2] = e1, [e3, e2] = e2, [e2, e3] = −e2
– RR2 : [e1, e3] = αe1, [e3, e2] = e2, [e2, e3] = −e2, α ∈ C

– RR3 : [e3, e3] = e1, [e3, e2] = e2, [e2, e3] = −e2
– RR4 : [e2, e2] = e1, [e3, e3] = αe1, [e2, e3] = e1, α ∈ C

– RR5 : [e2, e2] = e1, [e3, e3] = e1

– RR6 : [e1, e3] = e2, [e2, e3] = e1

– RR7 : [e1, e3] = e2, [e2, e3] = αe1 + e2

– RR8 : [e3, e3] = e1, [e1, e3] = e2

– RR9 : [e3, e3] = e1, [e1, e3] = e1 + e2.

Les algèbres de Leibniz complexes de dimension infèrieure ou égale à quatre sont

classifiées ,[3] ,[5], [2] ,[23] , [21]. En dimensions supèrieures, il existe des classifications

d’algèbres de Leibniz particulières, [24],[26]. Récemment, I. Demir, K. C. Misra et E.

Stitinger ont classifié les algèbres de Leibniz complexes résolubles de dimension infèrieure

ou égale à huit [34].

Définitions 1.1.1. Soit (L, [ , ]) une algèbre de Leibniz (gauche ou droite ).

1. On note par [U, V ] l’espace vectoriel engendré par l’ensemble {[u, v], u ∈ U, v ∈ V },

où U et V sont deux sous espaces vecoriels de L.

2. Si U est un sous espace vecoriel de L, alors on dit que U est un idéal de L si

[U,L] ⊆ L et [L, U ] ⊆ L.

3. Une application f : L −→ L est dite endomorphisme de L, si

f([x, y]) = [f(x), f(y)],∀x, y ∈ L. L’ensemble des endomorphismes de L est noté

End(L).

4. Une dérivation de L est une application D : L −→ L vérifian

D([x, y]) = [D(x), y] + [x,D(y)],∀x, y ∈ L. L’ensemble des dérivation de L est noté

Der(L).

Définition 1.1.2. Soit (L, [ , ]) une algèbre de leibniz gauche (resp. droite). Alors, pour

tout x ∈ L on défini les endomorphismes Lx, Rx de L par
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Lx(y) = [x, y], Rx(y) = [y, x], ∀y ∈ L.

On dit que Lx (resp . Rx) est la multiplication gauche par x (resp. la multiplication droite

par x).

Remarques 1.1.1. 1. (L, [ , ]) est une algèbre de Leibniz gauche si et seulement si

Lx est une dérivation de L, pour tout x ∈ L.

2. (L, [ , ]) est une algèbre de Leibniz droite si et seulement si Rx est une dérivation

de L, pour tout x ∈ L.

Définition 1.1.3. Soit (L, [ , ]) une algèbre de Leibniz. On appelle le noyau de Leibniz,

l’espace vectoriel IL engendré par l’ensemble {[x, x], x ∈ L} qui est aussi engendré par

l’ensemble {[x, y] + [y, x], x, y ∈ L}.

Remarques 1.1.2. Soit (L, [ , ]) une algèbre de Leibniz. Alors, L est une algèbre de Lie

si et seulement si IL = {0}. De plus, l’algèbre quotion L/IL est une algèbre de Lie et IL
est le plus petit idéal vérifiant cette propriétée.

Proposition 1.1.2. Soit (L, [ , ]) une algèbre de Leibniz. Alors, le noyau IL de L est

un idéal de L. De plus, si (L, [ , ]) une algèbre de Leibniz gauche alors, [IL,L] = {0}. Si

(L, [ , ]) une algèbre de Leibniz droite, alors [L, IL] = {0}.

Définition 1.1.4. Soit (A, .) une algèbre non- associative. Alors,

– L’espace vectoriel Annd(A) = {x ∈ A, y.x = 0,∀y ∈ A} est dit l’annulateur droite

de A.

– L’espace vectoriel Anng(A) = {x ∈ A, x.y = 0, ∀y ∈ A} est dit l’annulateur gauche

de A.

– L’espace vectoriel Ann(A) = Annd(A) ∩ Anng(A) est appelé l’annulateur de A.

Remarque 1.1.1. Soit (L, [ , ]) une algèbre de Leibniz gauche (rsp. droite). D’après la

proposition précédente, IL ⊂ Anng(L) (resp. IL ⊂ Annd(L)).

Définitions 1.1.2. Soient L une algèbre non associative, V un espace vectoriel et r, l :

L −→ End(V ) deux applications linéaires.

(i) Si L est une algèbre de Leibniz gauche, alors on dit que (r, l) est une représentation

gauche de L dans V si pour tout x, y ∈ L,

l([x, y]) = [l(x), l(y)]
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r([x, y]) = r(y)r(x) + l(x)r(y)

r([x, y]) = l(x)r(y)− r(y)l(x).

(ii) Si L est une algèbre de Leibniz droite, alors on dit que (r, l) est une représentation

droite de L dans V si pour tout x, y ∈ L,

l[x, y]) = [r(y), l(x)]

l([x, y]) = l(x)l(y) + r(y)l(x)

r([x, y]) = r(y)r(x)− r(x)r(y).

Remarque 1.1.2. Soit L une algèbre de Leibniz gauche (resp. droite). Alors, on défini

les applications L : L −→ End(L);x 7−→ Lx et R : L −→ End(L);x 7−→ Rx où pour tout

x ∈ L, Lx, Rx sont les multiplications de L. Alors, (R,L) est une représentation gauche

(resp. représentation droite) de L dans L appelée la représentation adjointe de L.

Proposition 1.1.3. Soient L une algèbre de Leibniz gauche (resp. droite), V un espace

vectoriel et (r, l) une représentation gauche (resp. représentation droite) de L dans V .

Alors, l’espace vectoriel L1 = L
⊕

V muni du produit défini pour tout x, y ∈ L, u, v ∈ V

par :

[x+ u, y + v] = [x, y] + l(x)v + r(y)u

est une algèbre de Leibniz gauche (resp. droite).

1.1.2 Les algèbres de Leibniz résoluble, nilpotentes

Dans cette sous-section on étudie les algèbres de Leibniz résolubles et nilpotentes. En

particulier on rappelle plusieurs résultats analgues au cas des algèbres de Lie tels que le

théorème de Lie, le critère de Cartan et le théorème de Levi.

Dans toute cette sous-section L désigne une algèbre de Leibniz gauche. Tout les résultas

donnés restent valables dans le cas des algèbres de Leibniz droites.

Définitions 1.1.3. Soit (L, [ , ]) une algèbre de Leibniz. Pour n ≥ 1, on défini les suites

de sous-espaces vectoriels de L suivants :

L0 = L, Ln = [Ln−1,Ln−1],

L(0) = L, L(n) = [L,L(n−1)],

L<0> = L, L<n> = [L<n−1>,L].
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(i) S’il existe n ∈ N tel que Ln = {0}, alors on dit que L est résoluble.

(ii) S’il existe n ∈ N tel que L(n) = {0}, alors on dit que L est nilpotente à gauche.

(iii) S’il existe n ∈ N tel que L<n> = {0}, alors on dit que L est nilpotente à droite.

(iv) On dit que L est nilpotente s’il existe p ∈ N tel que tout produit [. . . [x1, x2] . . . xn] de

p éléments de L, associés n’importe comment, est nul. On apelle le pas de nilpotence

de L, le plus petit entier p vérifiant cette propriétés.

Toute algèbre de Leibniz L admet un unique idéal résoluble (resp. nilpotent) maximal

appelé le radical résoluble (resp. nilradical) de L. On le note Rad(L) (resp. N(L)).

Proposition 1.1.4. Soit L une algèbre de Leibniz résoluble, Alors,

• Il existe une suite d’idéaux U0 ⊂ U1 ⊂ · · · ⊂ Un = L (où n est la dimension de L telle

que Dim(Ui) = i, ∀i ∈ {0, . . . , n}

• La multiplication à gauche Lx est un endomorphisme trigonalisable ∀x ∈ L.

Proposition 1.1.5. Soit L une algèbre de Leibniz. Alors, L est résoluble si et seulement

si L2 est nilpotent.

Théorème 1.1.6. (Critère de résolubilité de Cartan)[1]

Soit L une algèbre de Leibniz. Alors, L est résoluble si et seulement si Trace(LxLy) =

0,∀x ∈ L2, y ∈ L

Théorème 1.1.7. (Théorème de Levis)[9]

Soit L une algèbre de Leibniz. Alors, il existe une sous-algèbre S de L telle que L =

S +Rad(L). Avec, S est une algèbre de Lie semi-simple.

Théorème 1.1.8. (Théorème d’Engel)[10]

Si L une algèbre de Leibniz telle que la multiplication à gauche Lx est un endomorphisme

nilpotent pour tout x ∈ L, alors L est nilpotente.

1.1.3 Les algèbres de Leibniz simples et semi-simples

Toute algèbre de Leibniz (gauche ou droite ) qui n’est pas une algèbre de Lie n’est

jamais simple au sens classique car le noyau de Leibniz est un idéal non trivial. Par contre

dans [40], les auteurs ont défini les notions d’algèbres de Leibniz simples et semi-simples

comme suit :

Définitions 1.1.4. Soit (L, [ , ]) une algèbre de Leibniz (gauche ou droite ). Alors,
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– On dit que L est simple si L ne contient aucun idéal autre que {0}, L et IL et

[L,L] 6= IL.

– On dit que L est semi-simple si le radical résoluble de L est égale à IL.

Dans le reste de cette section, une algèbre de Leibniz désigne une algèbre de Leibniz

gauche .

Proposition 1.1.9. Si L est une algèbre de Leibniz semi-simple, alors L2 = L.

Définition 1.1.5. (La forme de Killing)

Soit (L, [ , ]) une algèbre de Leibniz. Alors, la forme bilinéaire K : L × L −→ K définie

par K(x, y) = Trace(LxLy), ∀x, y ∈ L est dite la forme de Killing de L.

Il est clair que cette définition cöıncide avec celle dans le cas des algèbres de Lie. De

plus, comme dans le cas des algèbres de Lie, la forme de killing K d’une algèbre de Leibniz

L est symétrique et associative. i. e. K([x, y], z) = K(x, [y, z]),∀x, y, z ∈ L. Sauf que on a

IL ⊂ L⊥ = {x ∈ L, K(x, y) = 0,∀y ∈ L}. Donc, si L n’est pas une algèbre de Lie alors K

est dégénérée. Par contre, on a

Théorème 1.1.10. Si L est une algèbre de Leibniz semi-simple, alors IL = L⊥.

Contrairement au cas des algèbres de Lie, la réciproque de ce théorème est fausse.

Exemple 1.1.1. Soit L2 L’algèbre de Leibniz non Lie de dimension 2. On rappelle que si

{e1, e2} est une base de L2, alors le produit sur cette algèbre est défini par : [e1, e2] = e2.

Par suite, K(e1, e1) = 1 et L⊥ = IL, qui est l’idéal engendré par {e2}. Par contre, il est

clair que L2 est résoluble.

1.2 Les systèmes triples de Lie et de Jordan

Dans cette section, on donne les définitions essentielles à l’étude des systèmes triples

de Lie et de Jordan et nous rappelons les résultats interessants liés à ces systèmes triples.

1.2.1 Généralitées sur les systèmes triples

Définition 1.2.1. On appelle système triple (ou 3-algèbre) tout espace vectoriel T muni

d’une application trilinéaire notée souvent par < , , >: T × T × T −→ T appelée le

produit triple sur T .
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Exemples 1.2.1.

1. Si A est une algèbre quelconque, alors l’application < , , >: (x, y, z) 7−→ (xy)z est

un produit triple sur A.

2. L’espace vectoriel M(p,q)(K) des matrices de taille (p, q) à coefficients dans K muni

de l’application trilinéaire (X, Y, Z) 7−→< X, Y, Z >= X tY Z, est un système triple.

3. Soit V un espace vectoriel sur un corps K. S’il existe une forme bilinéaire symétrique

B sur V , alors l’application (x, y, z) 7−→ B(x, z)y − B(y, z)x est un produit triple

sur V .

Définition 1.2.2.

Soient T1, T2 et T3 trois sous-espaces vectoriels d’un système triple T . Alors, on note

par < T1, T2, T3 > l’espace vectoriel engendré par tous les produits < x1, x2, x3 >,

xi ∈ Ti, i ∈ {1, 2, 3}.

Définition 1.2.3.

Soient (T , < , , >) un système triple et x, y ∈ T . Alors, on défini trois applications

bilinéaires L,R, P : T × T −→ End(T ) par ;

L(x, y)z =< x, y, z >, R(x, y)z =< z, x, y > et M(x, y)z =< x, z, y >, ∀z ∈ T .

L et R sont appelées respectivement la multiplication à gauche et la multiplication à

droite de T .

Définitions 1.2.1.

1. Soient (T , < , , >) et (T ′, { , , }) deux systèmes triples. Une application f : T −→

T ′ est dite un morphisme de systèmes triples si,

f(< x, y, z >) = {f(x), f(y), f(z)}, ∀x, y, z ∈ T .

2. Soit T un système triple, alors on appelle dérivation de T tout endomorphisme D

de T qui vérifie :

D < x, y, z >=< Dx, y, z > + < x,Dy, z > + < x, y,Dz >, ∀x, y, z ∈ T .

L’ensemble de toutes les dérivations de T sera noté Der(T ). Si D =
∑
i

L(ai, bi) +

R(ci, di) +M(ui, vi), alors on dit que D est une derivation intèrieure de T .
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3. Soient (T , < , , >) un système triple et B une forme bilinéaire sur T , alors on dit

que B est invariante (ou asssociative) si,

B(< x, y, z >, u) = B(x,< u, z, y >) = B(z,< y, x, u >), ∀x, y, z, u ∈ T .

4. Soient (T , < , , >) un système triple, B une forme bilinéaire sur T et f : T −→ T

un endomorphisme de T . Alors on dit que f est symétrique (resp. anti-symétrique)

si B(f(x), y) = B(x, f(y)),∀x, y,∈ T (resp. B(f(x), y) = −B(x, f(y)),∀x, y,∈ T .

L’ensemble des endomorphismes symétriques (resp. anti-symétrique) de T est noté

Ends(T ) (resp. Enda(T )).

Définitions 1.2.2.

Soient (T , < , , >) un système triple et U un sous-espace vectoriel de T . Alors,

1. On dit que U est un sous-système de T si, < U ,U ,U >⊆ U .

2. Un idéal U de T est un sous-système de T qui vérifie,

< U , T , T > + < T ,U , T > + < T , T ,U >⊆ U .

3. On dit que T est un système triple simple si, < T , T , T >6= {0} et T n’admet

aucun idéal propre non trivial.

1.2.2 Les systèmes triples de Lie

Définition 1.2.4. Un système triple de Lie est un espace vectoriel L muni d’un produit

triple [ , , ] : L × L× L −→ L vérifiant :

[x, x, z] = 0

[x, y, z] + [y, z, x] + [z, x, y] = 0

[u, v, [x, y, z]] = [[u, v, x], y, z] + [x, [u, v, y], z] + [x, y, [u, v, z]] ∀x, y, z, u, v ∈ L.

Remarques 1.2.1.

Soient L est un système triple de Lie et R (resp. L) sa multiplication droite (resp.

gauche), alors :

1. [x, y, z] = −[y, x, z], ∀x, y, z ∈ L.

2. L(x, x) = 0, L(x, y) = R(x, y)−R(y, x),

[L(x, y), L(u, v)] = L([x, y, u], v) + L(u, [x, y, v]), ∀x, y, z, u, v ∈ L.
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Exemple 1.2.1. Si (g, [ , ]) est une algèbre de Lie, alors g munie de l’application tri-

linéaire

(x, y, z) 7−→ [[x, y], z] est un système triple de Lie.

Lemme 1.2.1.

Soient L un système triple de Lie et U un sous-espace vectoriel de L. Alors, U est un

idéal de L, si et seulement si, [U ,L,L] ⊆ U .

Comme dans le cas des algèbres de Lie, l’étude des systèmes triples de Lie nécessite

des connaissances de la structure des systèmes triples de Lie résolubles et semi-simples

([54]).

Définition 1.2.5. Soient L un système triple de Lie et U un idéal de L. Alors, on défini

la suite décroissante d’idéaux de L suivante : U1 = [L,U ,U ], Un+1 = [L,Un,Un], n ∈ N∗.

Alors, on dit que U est résoluble dans L s’il existe n ∈ N∗ tel que Un = {0}.

Puisque la somme de deux idéaux résolubles dans un système triple de Lie L est

encore un idéal résolube dans L, alors il existe un unique idéal résoluble maximal (qui est

la somme de tous les idéaux résolubles de L ) dit le radical résoluble de L. On le note

R(L).

Définition 1.2.6. Soit L un système triple de Lie. Alors, on dit que L est semi-simple

si R(L) = {0}

Théorème 1.2.2. Si L un système triple de Lie semi-simple, alors L = L1 ⊕ · · · ⊕ Ln,

où Li est un idéal simple de L, ∀i ∈ {1, . . . , n}. Réciproquement, tout système triple de

Lie ayant cette structure est semi-simple.

Corollaire 1.2.3. Si L un système triple de Lie semi-simple, alors [L,L,L] = L.

Théorème 1.2.4. Si L un système triple de Lie semi-simple, alors toute dérivation D

de L est intérieure.

Théorème 1.2.5. (Décomposition de Levis )

Soit L un système triple de Lie, alors il existe un sous-système triple semi-simple U de L

tel que L = U ⊕R(L).

La forme de Killing est un outil important dans l’étude des algèbres de Lie. Son

analogue pour les systèmes triples de Lie est défini comme suit :
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Définition 1.2.7. Soit L un système triple. Alors, on défini la forme bilinéaire ρ sur L

par

ρ(x, y) =
1

2
Trace

{
R(x, y) +R(y, x)

}
, ∀x, y ∈ L.

ρ est appelée la forme trace de L.

Proposition 1.2.6. Soit L un système triple. Alors, sa forme trace est symétrique et

invariante.

Théorème 1.2.7. Soient L un système triple et ρ sa forme trace. Alors, L est semi-

simple si et seulement si ρ est non dégénérée.

Théorème 1.2.8. (Critère de résolubilité de Cartan)[69]

Un système triple de Lie L est résoluble si et seulement si sa forme trace ρ(x, y) = 0,∀x ∈

L, y ∈ [L,L,L].

Dans [44], N. C. Hopkinz a introduit la notion de système triple de Lie nilpotents. En

particulier, il a généralisé le théorème d’Engel pour les systèmes triples de Lie.

Définition 1.2.8. Soient L un système triple de Lie et U un idéal de L. Alors, on défini la

suite décroissante d’idéaux de L suivante : U0 = U , Un+1 = [Un,L,U ] + [U ,L,Un], n ∈ N.

On dit que L est nilpotent, s’il existe n ∈ N tel que Un = {0}.

Il est clair que si U est un idéal nilpotent d’un système triple de Lie L, alors U est

résoluble.

Définition 1.2.9. Tout système triple de Lie L admet un unique idéal nilpotent maximal

dit le nilradical de L. On le note N(L).

Définition 1.2.10. Soit L un système triple de Lie. L’espace vectoriel Z(L) = {z ∈

L, [x, y, z] = 0, ∀x, y ∈ L} est dit le centre de L.

Proposition 1.2.9. Soit L 6= {0} un système triple de Lie. Si L est nilpotent, alors

Z(L) 6= {0}.

Théorème 1.2.10. (Théorème d’Engel) Si L est un système triple de Lie vérifiant

(L(x, .))2 est nilpotent pour tout x ∈ L, alors L est nilpotent.

Toute ces résultas ont été transmis aux systèmes triples de Lie à travers les algèbres

de Lie . En effet, il existe une correspondance entre ces deux structures.
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Lemme 1.2.11.

Soit L un système triple de Lie. On pose h le sous-espace vectoriel de End(L) engendré

par l’ensemble {L(x, y), x, y ∈ L}. Alors, h est idéal de Der(L).

Théorème 1.2.12. (Construction d’une algèbre de Lie à partir d’un système triple de Lie)

Soient L un système triple de Lie , g une sous-algèbre de Lie de Der(L) qui contient

h =< L(x, y), x, y ∈ L > et L(g,L) = g
⊕
L. Alors,

(i) L(g,L) est une algèbre de Lie où le crochet de Lie est donné par

[X1, X2] = [g1, g2] + L(x1, x2)⊕ g1x2 − g2x1

pour tout Xi = gi + xi, gi ∈ g, xi ∈ L, i ∈ {1, 2}.

(ii) θ : g⊕ x 7−→ (g)⊕−x est une involution sur L(g,L) appelée l’involution principale

de L(g,L).

(iii) L(h,L) = h
⊕
L est un idéal de L(g,L). De plus l’algèbre de Lie L(h,L) est dite

le plongement standard de L.

(iv) ∀x, y, z ∈ L, [x, y, z] = [[x, y], z].

(v) L = {X ∈ L(g,L), θX = −X}.

Le théorème précédent montre que tout système triple de Lie L peut se voir comme le

sous espace propre d’une involution θ d’une algèbre de Lie involutive (g, [ , ]) stable par

le produit [[ , ], ]. Il est bien connu que ces algèbres de Lie peuvent être munies d’une Z2-

graduation. Ce qui leur donne une grande importance dans l’étude des espaces symétriques

([27], [28]).

Exemple 1.2.2.

Si L est l’espace Kn des vecteurs colones sur K, alors en considérant le produit triple

sur L défini par [x, y, z] = ytxz−xtyz on peut identifier la multiplication à gauche L(x, y)

avec la matrice anti-symétrique de taille n×n ytx−xty. Par suite le plongement standard

L(h,L) de L est isomorphe à l’algèbre de Lie des matrices anti-symétriques de taille

(n+ 1)× (n+ 1) sur K par l’application g ⊕ x 7−→

 g x

−tx 0

.

En général, si L = M(p,q)(K) et le produit triple sur L est défini par

[A,B,C] = BtAC −AtBC +CtAB, ∀A,B,C ∈ L, alors le plongement standard de L est

isomorphe à l’algèbre de Lie des matrices anti-symétriques de taille (p+ q)× (p+ q) sur

K.



12 CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Proposition 1.2.13. (Fonctorialité de la construction)

Soient L et L′ deux systèmes triples de Lie, L et L′ leurs plongement standards respectifs

et θ, θ′ les involutions principales de L et de L′ repectivement. Alors,

1. Si f : L −→ L′ est un isomorphisme de systèmes triples de Lie, alors l’application

α : L −→ L′; g ⊕ x 7−→ fgf−1 ⊕ fx est un isomorphisme d’algèbres de Lie qui

commute avec les involutions principales, (i.e. αθ = θ′α).

2. Si α : L −→ L′ est un isomorphisme d’algèbres de Lie tel que αθ = θ′α, alors α/L

est un isomorphisme de L dans L′.

1.2.3 Les systèmes triples de Jordan

Définition 1.2.11.

Un système triple de Jordan est un système triple (J , { , , }) tel que

{x, y, z} = {z, y, x}

{x, y, {u, v, w}}−{u, v, {x, y, w}} = {{x, y, u}, v, w}−{u, {y, x, v}, w}, ∀u, v, w, x, y ∈

J .

Remarque 1.2.1. Si J est un système triple de Jordan, alors L(x, y) = R(y, x),∀x, y ∈ J

[L(x, y), L(u, v)] = L(L(x, y)u, v)− L(u, L(y, x)v), ∀x, y, u, v ∈ J .

Exemples 1.2.2.

1. Soit V un espace vectoriel muni d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée

B. Alors, V muni du produit triple défini par :

{x, y, z} = B(y, z)x−B(x, z)y +B(x, y)z, ∀x, y, z ∈ V,

est un système triple de Jordan.

2. Soit J une algèbre de Jordan. On défini l’application { , , } : J× J× J −→ J par :

{x, y, z} = x(yz)− y(xz) + (xy)z, ∀x, y, z ∈ J.

Alors, (J , { , , }) est un système triple de Jordan.

Définitions 1.2.3. Soit (J , { , , }) un système triple de Jordan et I un idéal de J . Alors,

1. Soit n ∈ N, on défini la suite suivante d’idéaux de J , I0 = I, In+1 = {In, In, In}.

S’il existe n ∈ N tel que In = {0}, alors on dit que J est résoluble.
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2. Soit n ∈ N, on défini la suite suivante de sous-systèmes de J , J 1 = J ,J n l’espace

vectoriel engendré par les produits d’ordre n d’éléments de J . Ainsi, J 3 l’espace

vectoriel engendré par tout les procduits {x, y, z}, x, y, z ∈ J . J 5 l’espace vectoriel

engendré par tout les procduits {x, y, {z, u, v}}ou{x, {y, z, u}, v}, x, y, z, u, v ∈ J .

On dit que J est nilpotent, s’il existe n ∈ N tel que J n = {0}.

3. Il existe un unique idéal maximal nilpotent de J dit le radical de J . On le note

Rad(J ).

4. Si Rad(J ) = {0}, alors on dit que J est semi-simple.

Définition 1.2.12.

Soit J un système triple de Jordan. Alors, on défini la forme bilinéaire σ sur J par :

σ(x, y) =
1

2
Trace{L(x, y) + L(y, x)}, ∀x, y ∈ J .

σ est dite la forme trace du STJ J .

Proposition 1.2.14. Soient J un système triple de Jordan et σ sa forme trace. Alors,La

forme trace σ de J est symétrique et invariante.

Proposition 1.2.15. Soient J un système triple de Jordan et σ sa forme trace, alors

J est semi-simple si et seulement si σ est non dégénérée.

Les propriétées fondamentales des systèmes triples de Lie semi-simples restent vraies

dans le cas Jordan. ([59])

Théorème 1.2.16. Soit J un système triple de Jordan. Alors, les assertions suivantes

sont équivalentes :

– J est semi-simple.

– J est la somme directe de ses idéaux simples.

– Toute dérivation de J est intérieure.

Théorème 1.2.17. [52]

soit J un système triple de Jordan. Alors, il existe un sous-système semi-simple S de J

tel que J = S
⊕

Rad(J ).

Le théorème suivant joue un rôle important dans le développement de la theorie des

systèmes triples de Jordan.
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Théorème 1.2.18. (Théorème de Meyberg)

Soit (J , { , , }) un système triple de Jordan et soit l’application trilinéaire

[ , , ] : J × J × J −→ J définie par :

[x, y, z] = {x, y, z} − {y, x, z}, ∀x, y, z ∈ J .

Alors, (J , [ , , ]) est un système triple de Lie.

Corollaire 1.2.19.

Soient (J , { , , }) un système triple de Jordan et J une copie de J . Alors, L = J
⊕

J

muni de l’application trilinéaire [ , , ] : J × J × J −→ J définie par :

[(x1, x2), (y1, y2), (z1, z2)] = ({x1, y2, z1} − {y1, x2, z1}, {x2, y2, z2} − {y2, x1, z2}),

∀x1, y1, z1 ∈ J , x2, y2, z2 ∈ J est un système triple de Lie.

Maintenant, on donne la construction d’une algèbre de Lie à partir d’un système triple

de Jordan J . C’est en fait l’algèbre de Lie associée au système triple de Lie L = J
⊕
J

construit dans le corollaire précédent.

Soit J un système triple de Jordan. On pose A = End(J )
⊕

End(J ). Il est clair que

A munie du crochet [(f, g), (f ′, g′)] = ([f, f ′], [g, g′]) est une algèbre de Lie. On note par

〈 l’espace vectoriel engendré par l’ensemble
{
l(x, y) = (L(x, y),−L(y, x)), x, y ∈ J

}
et

par L le système triple de Lie J
⊕
J .

Proposition 1.2.20.

h est une sous algèbre de Lie de Der(L).

Maintenant, on construit la TKK- algèbre de Lie du système triple de Lie L = J
⊕

J.

Théorème 1.2.21.

Si J est un STJ, alors on pose

L(h,J ) = J
⊕

h
⊕
J .

L(h,J ) est une algèbre de Lie appelée la TKK-algèbre de J . Le crochet de Lie sur L(h,J )

est défini comme suit :

[h, h′] = hh′ − h′h,∀h, h′ ∈ h,

[x1 ⊕ x2, y1 ⊕ y2] = s(x, y) = l(x1, y2)− l(y1, y2),∀x1 ⊕ x2, y1 ⊕ y2 ∈ L,

[(h1, h2), x1 ⊕ x2] = h1x1 ⊕ h2x2,∀(h1, h2) ∈ h, x1 ⊕ x2 ∈ L.
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Les système triples de Jordan interviennent dans l’étude de certains espaces symétique

([29]). En effet, ils ont un lien avec les algèbres de Lie Z3-graduées ([27]).

Soient (J , { , , }) un système triple de Jordan et L(h,J ) = J
⊕

h
⊕
J sa TKK-algèbre

de Lie.

Posons, g = L(h,J ), g0 = h, g−1 = J et g1 = J . Il est clair que, [gi, gj] ⊂ gi+j,∀i, j ∈

{−1, 0, 1}. Par conséquent, g = g−1
⊕

g0
⊕

g1 est une algèbre de Lie Z3-graduée. Il est

facile à vérifié que l’application τ : g0 −→ g0 : l(x, y) 7−→ l(y, x) est un automorphisme

involutif de g0 qui s’étend à g par l’application Θ : g −→ g définie par : Θ(x⊕ τ(h)⊕y) =

y ⊕ h⊕ x où x ∈ g−1, y ∈ g1 et h ∈ g0.

On conclut que la TKK-algèbre de Lie d’un STJ est involutive. De plus

{x, y, z} = [[x,Θ(y)], z],∀x, y, z ∈ J .
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Première partie

Les algèbres de Leibniz
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Chapitre 2

Algèbres de Leibniz quadratiques

2.1 Définitions et résultats préliminaires

Dans cette section, on donne quelques nouveaux résultats sur les algèbres de Leibniz.

En particulier, on montre que le dual d’une algèbre de Leibniz L n’est un L-module que

lorsque L est une algèbre symétrique. Puis, on étudie les propriétées de ce nouvaux type

d’algèbres.

Rappelons tout d’abord les définitions des diverses algèbres de Leibniz :

Définitions 2.1.1. Soit L un espace vectoriel et [ , ] : L × L −→ L une application

bilinéaire sur L. Alors,

1. On dit que L est une algèbre de Leibniz gauche si

[x, [y, z]] = [[x, y], z] + [y, [x, z]],∀x, y, z ∈ L.

2. On dite que L est une algèbre de Leibniz droite si,

[x, [y, z]] = [[x, y], z]− [[x, z], y],∀x, y, z ∈ L.

En 2012, un nouveau type d’algèbres de Leibniz est introduit : Les algèbres de Leibniz

symétrique.

Définition 2.1.1. [39] Si L est à la fois une algèbre de Leibniz gauche et droite, alors on

dit que L est une algèbre de Leibniz symétrique.

Proposition 2.1.1. (a) Si (L, [ , ]) est une algèbre de leibniz gauche, alors

[[x, y], z] = −[[y, x], z],∀x, y ∈ L.

19
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(b) Si (L, [ , ]) est une algèbre de leibniz droite, alors

[z, [x, y]] = −[z, [y, x]],∀x, y ∈ L.

Proposition 2.1.2. Soit (L, [ , ]) une algèbre de leibniz gauche. Alors,

(L, [ , ]) est une algèbre de leibniz droite si et seulement si

[x, [y, z]] = −[[y, z], x],∀x, y, z ∈ L.

Preuve. Comme L est une algèbre de Leibniz gauche , alors pour x, y, z ∈ L on a :

[x, [y, z]]− [[x, y], z] + [[x, z], y] = [[x, y], z] + [y, [x, z]]− [[x, y], z] + [[x, z], y]

= [y, [x, z]] + [[x, z], y].

D’où le résultat. 2

Il est bien connu que, dans le cas des algèbres de Lie, la représentation duale de la

représentation adjointe est une représentation dite la représentation co-adjointe. Ce résultat

est faux dans le cas des algèbres de Leibniz gauche et droite :

Proposition 2.1.3. Soient L une algèbre de Leibniz gauche (resp. droite), V un espace

vectoriel et (r, l) est une représentation gauche (resp. représentation droite) de L dans V .

Alors, les applications bilinéaires l∗, r∗ : L −→ End(V ∗) définies par

l∗(x)(f) = f ◦ r(x), r∗(x)(f) = f ◦ l(x), ∀x ∈ L, f ∈ V ∗

ne forment, en général, ni une représentation gauche ni une représentation droite de L

dans V .

Par contre, on a le résultat suivant :

Proposition 2.1.4. Soient L une algèbre de Leibniz gauche (resp. droite) et (R,L) la

représentation adjointe de L. Alors, on défini les applications bilinéaires L∗, R∗ : L −→

End(L∗) par

L∗(x)(f) = f ◦R(x), R∗(x)(f) = f ◦ L(x), ∀x ∈ L, f ∈ L∗.

(L∗, R∗) est une représentation de L dans L∗ si et seulement si L est une algèbre de

Leibniz droite (resp. gauche).

Par suite, la représentation duale de la représentation adjointe d’une algèbre de Leibniz

L est aussi une représentation sauf si L est une algèbre de Leibniz symétrique.

Dans la suite de cette section, on introduit la notion de représentation pour les algèbres

de Leibniz symétriques. Commonçons tout d’abord par citer quelques exemples de ces

algèbres en utilisant les notations de l’exemple 1.1.1.
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Exemples 2.1.1. Soit L une algèbre de Leibniz symétrique qui n’est pas une algèbre de

Lie.

(a) Si la dimension de L est égale à deux, alors L est isomorphe à L1.

(b) Si la dimension de L est égale à trois, alors L est isomorphe à RR3, RR4 ou RR5.

Dans [62], il est démontré que toute algèbre de Leibniz complexe de dimension quatre

qui n’est pas une algèbre de Lie est résoluble. Donc, en dimension quatre, il n’existe aucune

algèbre de Leibniz réelle non résoluble qui n’est pas une algèbre de Lie. Ce résultat tombe

en défaut en dimension cinq. Voici un contre exemple :

Exemple 2.1.1. L’espace vectoriel S à base {X, Y, Z, U, V } muni du produit suivant :

[X, Y ] = −[Y,X] = V + Z, [X,Z] = −[Z,X] = V − Y, [U,X] = −[X,U ] = Y + Z,

[U, Y ] = −[Y, U ] = −X, [U,Z] = −[Z,U ] = −X, [Y, Z] = −[Z, Y ] = X, [U,U ] = V

est une algèbre de Leibniz symétrique , qui n’est pas une algèbre de Lie, non résoluble (

car S3 = S2) et non semi-simple (car S2 6= S).

Les algèbres de Leibniz symétriques sont Lie admissibles. Plus précisément,

Proposition 2.1.5. Si (L, [ , ]) est une algèbre de Leibniz symétrique. Alors, on considère

le produit { , } : L× L −→ L défini par

{x, y} =
1

2

(
[x, y]− [y, x]

)
,∀x, y ∈ L,

alors (L, { , }) est une algèbre de Lie notée L−.

Définition 2.1.2. Soient L une algèbre de Leibniz symétrique , V un espace vecto-

riel et r, l : L −→ End(V ) deux applications linéaires. Alors, on dit que (r, l) est une

représentation de L dans V si (r, l) est à la fois une représentation gauche et une représentation

droite de L dans V . On note par Rep(L, V ) l’ensemble de toutes les représentations de L

dans V .

Exemple 2.1.2. Soit L une algèbre de Leibniz symétrique, alors L est un L-module par

les multiplications L,R : L −→ End(L). On dit que (R,L) est la représentation adjointe

de L.

Proposition 2.1.6. Soient L une algèbre de Leibniz symétrique, V un espace vectoriel et

(r, l) ∈ Rep(L, V ). Alors, l’espace vectoriel L1 = L
⊕

V muni du produit défini pour tout

x, y ∈ L, u, v ∈ V par :

[x+ u, y + v] = [x, y] + l(x)v + r(y)u
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est une algèbre de Leibniz symétrique.

Corollaire 2.1.7. Soient L une algèbre de Leibniz symétrique, V un espace vectoriel et

r, l : L −→ End(V ). Alors, (r, l) est une représentation de L dans V si et seulement si

pour tout x, y ∈ L :

l(x, y) = [l(x), l(y)], r(x, y) = [l(x), r(y)], l(x, y) = [r(y), l(x)]

l(x)l(y) = −r(x)l(y), l(x)r(y) = −r(x)r(y), r([y, x]) = −l([y, x]).

Dans ce cas, on dit que V est un L-module.

Preuve. D’après la proposition précédente V est un L-module si et seulement si

L
⊕

V est une algèbre de Leibniz symétrique. En appliquant la proposition 2.1.2, on

obtient le résultat. 2

Puisque (R,L) est une représentation de L (où L est une algèbre de Leibniz symétrique

et Ret L ses multiplications droite et gauche respectivement) , alors

Corollaire 2.1.8. Soit (L, [ , ]) une algèbre de Leibniz symétrique. Alors, pour tout

x, y, z ∈ L

L[x,y] = [Lx, Ly], R[x,y] = [Ry, Rx], L[x,y] = R[y,x]

LxLy = −RxLy, RxRy = −LxRy, LxLy = RxRy.

Proposition 2.1.9. Soit L une algèbre de Leibniz symétrique. Alors, les applications

bilinéaires L∗, R∗ : L −→ End(L∗) par

L∗(x)(f) = f ◦R(x), R∗(x)(f) = f ◦ L(x), ∀x ∈ L, f ∈ L∗

forment une représentation de L dans L∗ appelée la représentation coadjointe de L.

2.2 Algèbres de Leibniz quadratiques

Dans cette section, on étudie les algèbres de Leibniz quadratiques et on en construit

plusieurs exemples.

Définition 2.2.1. Soient (L, [ , ]) une algèbre de Leibniz gauche (ou droite) et B :

L×L −→ L une forme bilinéaire sur L. Si pour tout x, y, z ∈ L, B([x, y], z) = B(x, [y, z]),

alors on dit que B est invariante ( ou associative )sur L. Si de plus B est symétrique et

non dégénérée, alors B est dite un produit scalaire invariant (ou associatif ) sur L. Dans

ce cas, (L, B) est dite une algèbre de Leibniz quadratique.
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Un résultat fondamental sur les algèbres de Leibniz quadratique est donné dans le

théorème suivant :

Théorème 2.2.1. Soit (L, [ , ]) une algèbre de Leibniz gauche (resp. droite).

Si L est quadratique alors L est symétrique.

Preuve. Comme B est symétrique et associative, alors pour tout x, y, z, u ∈ L, on a :

B([x, [y, z]] + [[y, z], x], u) = B(x, [[y, z], u]) +B([y, z], [x, u])

= B([y, z], [u, x]) + B([y, z], [x, u]) = B(y, [z, [u, x] + [x, u]]) = B(z, [[u, x] + [x, u], y]).

D’après la proposition (2.1.1), si L est une algèbre de Leibniz gauche (resp. droite) alors

[[u, x] + [x, u], y] = 0 (resp. [z, [u, x] + [x, u]] = 0). Comme B est non dégénérée, alors

[x, [y, z]] + [[y, z], x] = 0. Ce qui implique que L est symétrique (Proposition 2.1.2)). 2

Exemples 2.2.1. 1. Soit L1 =< x, y >, [x, x] = y l’algèbres de Leibniz symétriques

de dimension 2 qui n’est pas une algèbre de Lie. Alors, l’algèbre L1 munie de la

forme bilinéaire B définie par B(x, y) = 1 est une algèbre de Leibniz symétrique

quadratique.

2. Soient L =< x, y, z > l’algèbre de Leibniz de dimension trois à produit [ , ] : L ×

L −→ L défini par [x, x] = y, [x, z] = −[z, x] = y et B : L × L −→ K une forme

bilinéaire symétrique invariante sur L. Alors, B(y, y) = B(y, z) = B(y, x) = 0. Par

conséquent, B est dégénérée. En conclusion, L est une algèbre de Leibniz symétrique

non quadratique.

Théorème 2.2.2. Soit L une algèbre de Leibniz symétrique. Alors, L est quadratique si

et seulement si les représentations adjointe et coadjointe de L sont équivalentes.

Preuve.

On rappelle que la représentation coadjointe de L (R∗, L∗) est définie par

L∗(x)(f) = f ◦R(x), R∗(x)(f) = f ◦ L(x), ∀x ∈ L, f ∈ L∗.

Supposons que L est quadratique. Soit B un produit scalaire invariant sur L. Alors,

on défini l’application φ : L −→ L∗ par

φ(x)(y) = B(x, y), ∀x, y ∈ L.

Comme B est non dégénérée, alors φ est un isomorphisme d’espace vectoriels. De plus,

pour tout x, y, z ∈ L(
φ ◦ Lx(y)

)
(z) = φ([x, y])(z) = B

(
[x, y], z

)
= B

(
y, [z, x]

)
= φ(y) ◦ Rx(z) =

(
L∗x ◦
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φ(y)
)

(z). De même, on montre que
(
φ ◦Rx(y)

)
(z) =

(
R∗x ◦ φ(y)

)
(z).

Inversement, S’il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels φ : L −→ L∗ tel que(
φ ◦ Lx(y)

)
(z) =

(
L∗x ◦ φ(y)

)
(z) et

(
φ ◦Rx(y)

)
(z) =

(
R∗x ◦ φ(y)

)
(z).

Alors, on défini la forme bilinéaire T : L× L −→ K par T (x, y) = φ(x)(y),∀x, y ∈ L.

Puisque φ est inversible, alors T est non dégénérée.

Soient x, y, z ∈ L. Alors,

T
(

[x, y], z
)

= φ ◦Ry(x)(z) = R∗y ◦ φ(x)(z) = φ(x) ◦ Ly(z) = T (x, [y, z]).

D’où, la forme bilinéaire T est invariante sur L. Mais, T n’est pas nécessairement symétrique.

Considérons la partie symétrique (resp. anti-symétrique) Ts (resp. Ta) de T définie par :

Ts(x, y) = 1
2
(T (x, y) + T (y, x)), (resp.Ta(x, y) = 1

2
(T (x, y)− T (y, x)), ∀x, y ∈ L.

Puisque φ ◦ Lx(y)(z) = L∗x ◦ φ(y)(z) = φ(y) ◦ Rx(z),∀x, y, z ∈ L, alors T ([x, y], z) =

T (y, [z, x]),∀x, y, z ∈ L. D’où, T est invariante si et seulement si Ts et Ta sont invariantes.

Soient Ls = {x ∈ L;Ts(x, y) = 0,∀y ∈ L} et La = {x ∈ L;Ta(x, y) = 0,∀y ∈ L}.

Puisque T est nondégénérée, alors Ls ∩ La = {0}. Soient x, y, z ∈ L, alors Ta([x, y], z) =

Ta(x, [y, z]) = −Ta([y, z], x) = −Ta(y, [z, x]) = Ta([z, x], y) = Ta(z, [x, y]) = −Ta([x, y], z).

D’où, Ta([x, y], z) = 0,∀x, y, z ∈ L. Par suite, [L,L] ⊆ La. Comme Ls est un idéal de L,

alors [Ls,Ls] ⊆ Ls ∩ La = {0}.

Maintenant, on considère un sous espace vectoriel U de L tel que La ⊆ U et L = U
⊕

Ls

et F une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur Ls. La forme bilinéaire F est

invariante car [Ls,Ls] = {0}. Par conséquent, la forme bilinéaire B : L × L −→−→ K

définie par :

B|U×U = Ts|U×U , B|Ls×Ls
= F, B(U ,Ls) = B(Ls,U) = {0} est symétrique, invariante et

non dégénérée sur L. Donc, (L, B) est une algèbre de Leibniz quadratique. 2

Les propositions suivantes nous serons utiles dans les sections qui suivent.

Proposition 2.2.3. Soient (L, [ , ], B) une algèbre de Leibniz quadratique et U un idéal

de L. Alors,

(a) U⊥ = {x ∈ L, B(x, u) = 0, ∀u ∈ U} est un idéal de L.

(b) L = U
⊕
U⊥.

Définitions 2.2.1. Soit (L, [ , ]) une algèbre de Leibniz symétrique. Alors,

1. le sous-espace vectoriel Z(L) = {x ∈ L, [x, y] = [y, x] = 0} est appelé le centre de L.
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2. le sous-espace vectoriel R = {x ∈ L, [x, y] + [y, x] = 0,∀y ∈ L} est appelé le radical

de Leibniz de L.

Proposition 2.2.4. Soit (L, [ , ], B) une algèbre de Leibniz symétrique quadratique. Alors,

1. IL ⊆ [L,L] ⊆ I⊥L ,

2. IL ⊆ Z(L),

3. Z(L) = [L,L]⊥.

4. IL ⊆ R et IL ⊆ R⊥ ⊆ Z(L).

Preuve. Soient x, y ∈ L, i ∈ IL, u ∈ R et z ∈ Z(L)

1. Il est clair que IL ⊆ [L,L]. De plus, B([x, y], i) = B(x, [y, i]) = 0, alors [L,L] ⊆ I⊥L

2. Le résultat découle de la proposition 2.1.1.

3. B([x, y], z) = B(x, [y, z]) = 0.

4. Puisque IL ⊆ Z(L), alors [i, x] + [x, i] = 0. D’où, IL ⊆ R. Soient i = [x, y] + [y, x] ∈

IL et u ∈ R, alors B(i, u) = B([x, y] + [y, x], u) = B(x, [y, u] + [u, y]) = 0. Par suite,

IL ⊆ R⊥. De plus, [L,L] ⊆ R. Donc, R⊥ ⊆ [L,L]⊥ = Z(L). 2

Propriété 2.2.5. Soient (L, B) une algèbre de Leibniz quadratique. Alors, IL ⊆ I⊥L et

W = I⊥L /IL muni de la forme bilinéaire BW :W ×W −→ K définie par

BW(x, y) = B(x, y), ∀x, y ∈ L

est une algèbre de Lie quadratique.

Dans la suite de cette section, on construit plusieurs exemples d’algèbre de Leibniz

quadratiques nilpotentes. Rappelons d’abord que

Si (L, [ , ]) une algèbre de Leibniz gauche ou droite. Alors, L est nilpotente à droite

(resp. à gauche), si et seulement si , Rx (resp. Lx) est nilpotent pour tout x ∈ L. Il s’en

suit que :

Proposition 2.2.6. Soit (L, [ , ]) une algèbre de Leibniz symétrique. Alors,

L est nilpotente si et seulement si L est nilpotente à droite si et seulement si L est

nilpotente à gauche.

Preuve. En utilisant le fait que LxLy = −RxLy, RxRy = −LxRy, et LxLy =

RxRy,∀x, y ∈ L, on montre par récurrence sur k ∈ N∗ que Sx1 ◦ · · · ◦ Sxk = (−1)jLx1 ◦

· · · ◦ Lxk , où j ∈ N et Sxi ∈ {Lxi , Rxi , xi ∈ L},∀i ∈ {1, . . . , k}. 2
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Exemple 2.2.1. Dans [24], les auteurs ont classifiés les algèbres de Leibniz droite résolubles

dont le radical nilpotent est une algèbre de Leibniz filiforme graduée qui n’est pas une

algèbre de Lie. On utilise les notations utilisées dans [24].

Soit L une algèbre de Leibniz droite résoluble.

– Si le radical nilpotent de L est une algèbre de Leibniz filiforme graduée qui n’est pas

une algèbre de Lie. Alors, L n’est pas une algèbres de Leibniz symétrique.

– Si le radical nilpotent est une algèbre de Lie filiforme graduée, alors

L est symétrique et Dim(L) = n + 1 si et seulement si L est isomorphe à l’algèbre

nilpotente de pas 3, Rn+1,1(0, 0, 1)

L est symétrique et Dim(L) = 2n+ 1 si et seulement si L est isomorphe à l’algèbre

nilpotente de pas 4 R2n+1,1(0, 0, 1).

Maintenant, pour chaque p ∈ N fixé, on va construire des algèbres de Leibniz symétriques

nilpotentes de pas p qui ne sont pas des algèbres de Lie.

Définition 2.2.2. Soit (A, .) une algèbre. Alors,

(a) Si (a.b).c = (b.a).c et c.(b.a) = c.(a.b),∀a, b ∈ A, alors on dit que A est semi commu-

tative

(b) Si a.(b.c) = b.(a.c) et (a.b).c = (a.c).b, ∀a, b, c ∈ A, alors on dit que A est une LR-

algèbre. (voir [18]).

Remarque 2.2.1. Si (A, .) est une algèbre associative, alors A est semi-commutative si

et seulement si A est une LR-algèbre.

L’ensemble des algèbres associatives commutatives est strictement inclus dans l’en-

semble des LR-algèbres associatives :

Soit A un espace vectoriel de dimension 4 à base {a, b, c, d}. Alors, A munie du produit

défini par a.b = c.a = d est une LR-algèbre associative non commutative.

Proposition 2.2.7. Soient (L, [ , ]L) une algèbre de Leibniz symétrique et (A, .) une

LR-algèbre associative . Alors, l’espace vectoriel L
⊗

A muni du produit défini par

[x⊗ a, y ⊗ b] = [x, y]L ⊗ a.b, ∀x, y ∈ L, a, b ∈ A (1)

est une algèbre de Leibniz symétrique. De plus, (L
⊗

A, [ , ]) est une algèbre de Lie non

abelienne si et seulement si (A, .) est une algèbre commutative.

Preuve. Puisque (a.b).c = (b.a).c,∀a, b ∈ A, alors [x ⊕ a, [y ⊕ b, z ⊕ c]] = [[x, y], z] ⊕

a.(b.c) + [y, [x, z]] ⊕ a.(b.c) = [[x, y], z] ⊕ (a.b).c + [y, [x, z]] ⊕ b.(a.c) = [[x ⊕ a, y ⊕ b], z ⊕
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c] + [y ⊕ b, [x ⊕ a, z ⊕ c]]. Par suite, L
⊗

A est une algèbre de Leibniz gauche. Comme

c.(b.a) = c.(a.b),∀a, b ∈ A, alors a.(b.c) = (a.b).c = (b.a).c = b.(a.c) = b.(c.a) = (b.c).a.

D’où, [x ⊕ a, [y ⊕ b, z ⊕ c]] + [[y ⊕ b, z ⊕ c], x ⊕ a] = ([x, [y, z]] + [[y, z], x]) ⊕ a.(b.c) = 0.

Par conséquent, L
⊗

A est une algèbre de Leibniz symétrique (Proposition 2.1.2).

Maintenant, supposons que L est une algèbre de Lie. Si (A, .) est commutative, alors

[x⊕ a, y ⊕ b] + [y ⊕ b, x⊕ a] = ([x, y] + [y, x])⊕ a.b = 0. Donc, L
⊗

A est une algèbre de

Lie. Inversement, si L
⊗

A est une algèbre de Lie, alors 0 = [x⊕a, y⊕b]+ [y⊕b, x⊕a] =

[x, y]⊕ (a.b− b.a). Donc, A est commutative. 2

Remarque 2.2.2. Il est clair que si A est nilpotente de pas p ∈ N et L n’est pas nilpotente,

alors L
⊗

A est une algèbre de Leibniz symétrique nilpotente de pas p.

Proposition 2.2.8. Soient (g, [ , ]g) une algèbre de Lie et (A, .) une LR-algèbre asso-

ciative non commutative. On considère l’algèbre de Leibniz symétrique g
⊗

A construite

dans la proposition précédente. Alors, on considère l’espace vectoriel

L(g, A) =
(
g
⊗

A
)⊕(

g∗
⊗

A∗
)
.

Pour tout x, y ∈ g, a, b ∈ A, f, g ∈ g∗, f ′, g′ ∈ A∗ on pose

[x⊗ a+ f ⊗ f ′, y ⊗ b+ g ⊗ g′] = [x, y]g ⊗ a.b+ (f ◦ Ly)(f ′ ◦ Lb) + (g ◦Rx)(g
′ ◦Ra).

Alors, (L(g, A), [ , ]) est une algèbre de Leibniz symétrique.

De plus, la forme bilinéaire

BL(g,A) : L(g, A)× L(g, A) −→ K

(x⊗ a+ f ⊗ f ′, y ⊗ b+ g ⊗ g′) 7−→ g(x)g′(a) + f(y)f ′(b) (2.1)

est un produit scalaire invariant sur L(g, A).

La proposition précédente montre qu’on peut construire des algèbres de Leibniz qua-

dratiques, qui ne sont pas des algèbres de Lie, à partir des algèbres de Lie et des LR-

algèbres associatives non-commutatives.

Dans la suite de cette section, on donne une méthode de construction des LR-algèbres

associatives non commutatives.

Proposition 2.2.9. Soient (A, .) une algèbre associative commutative, Ke un espace vec-

toriel de dimension un et w : A× A −→ K une forme bilinéaire. Alors,on considère

A = A
⊕

Ke.



28 CHAPITRE 2. ALGÈBRES DE LEIBNIZ QUADRATIQUES

Sur A, on défini le produit suivant :

(a+ λe) ◦ (b+ λ′e) = a.b+ w(a, b)e,∀a, b ∈ A, λ, λ′ ∈ K.

Alors, (A, ◦) est une algèbre semi-commutative. De plus,

1. (A, ◦) est une algèbre associative si et seulement si w(a.b, c) = w(a, b.c),∀a, b, c ∈ A.

2. (A, ◦) est une algèbre commutative si et seulement si w(a, b) = w(b, a),∀a, b ∈ A.

Grâce à la Proposition précedente, pour chaque p ∈ N fixé, on peut construire une

LR-algèbre associative non commutative nilpotente de pas p.

Définition 2.2.3. Soient Kn l’espace vectoriel de dimension n ∈ N∗ et {e1, . . . , en} une

base de Kn.

Alors, on pose ei.ej =

 ei+j+1, si i+ j + 1 ≤ n

0, sinon.

L’algèbre (Kn, .) est dite l’algèbre cartésienne de dimension n. On note, An = (Kn, .).

Propriété 2.2.10. L’algèbre cartésienne An est une algèbre associative commutative. De

plus, si n = 2p, alors An est nilpotente de pas p+ 1.

Si n = 2p+ 1, alors An est nilpotente de pas p+ 2.

Preuve.

Il est facile de vérifier que An est associative commutative. De plus pour tout k ≥ 2,

An
k est engendré par l’ensemble {e2k−1, . . . , en}. Par suite, si n = 2p alors, An

(p) est

engendré par l’ensemble {en−1, . . . , en}, donc An
(p+1) = {0}. Si n = 2p + 1 alors, An

(p+1)

est engendré par en. D’où, A(p+2) = {0}. 2

Proposition 2.2.11. Soient (An, .) l’algèbre cartésienne de dimension n ≥ 3 et Ke un

espace vectoriel de dimension un. On défini l’application bilinéaire w : An × An −→ K

par

w(ei, ej) = 0, ∀i, j ∈ {1, . . . , n} sauf w(e1, e2) = α,w(e2, e2) = β, α, β ∈ K∗ tels que α 6= β.

On muni l’espace vectoriel An = An
⊕

Ke du produit défini par

(a+ λe) ◦ (b+ λ′e) = a.b+ w(a, b)e,∀a, b ∈ An, λ, λ′ ∈ K.

Alors, (An, ◦) est une LR-algèbre associative, non-commutative et nilpotente. De plus,

An et A ont le même pas de nilpotence .



2.2. ALGÈBRES DE LEIBNIZ QUADRATIQUES 29

Preuve.

CommeAn
2 est engendré par l’ensemble {e3, . . . , en}, alors w(An

2, An) = w(An, An
2) =

{0}. Donc, w(a.b, c) = w(a, b.c), ∀a, b, c ∈ An. D’autre part, w(e1, e1) = α 6= 0. D’où, w

n’est pas symétrique. Le Théorème 2.2.9 implique que (A, ◦) est une LR-algèbre asso-

ciative non-commutative. Il est clair que A
2 ⊆ An

2 + w(An, An). Comme w(An
2, An) =

w(An, An
2) = {0}, alors A

3 ⊆ An
3. Par suite, pour tout k ≥ 3 A

k ⊆ An
k. Or n ≥ 3. Donc,

d’après la Propriété 2.2.10, An est nilpotente de pas de nilpotence supèrieure ou égale à

3. On conclut que A est nilpotente et que le pas de nilpotence de A est égale au pas de

nilpotence de An. 2

Maintenant, on est en position de construire des algèbre de Leibniz quadratiques ni-

loptentes qui ne sont pas des algèbres de Lie.

Soit p ≥ 3. On considère l’algèbre cartésienne (An, .) de dimension n ∈ {2(p − 1), 2p −

3}. Soit (g, [ , ]) une algèbre de Lie parfaite (i.e [g, g] = g). Alors, l’algèbre de Leib-

niz symétrique g
⊗

An construite dans la Proposition 2.2.7 est une algèbre de Leibniz

symétrique nilpotente de pas p qui n’est pas une algèbre de Lie. Ensuite, en appliquant le

Lemme 2.2.8, on obtient une algèbre de Leibniz quadratique L(g, An) nilpotente de pas

p.

Dans la proposition suivante, on montre que les algèbres de Leibniz quadratiques simples

et semi-simples sont des algèbres de Lie.

Proposition 2.2.12. Soient (L, B) une algèbre de Leibniz quadratique. Alors,

(i) L est simple si et seulement si L est une algèbre de Lie simple.

(ii) L est semi-simple si et seulement si L est une algèbre de Lie semi-simple.

Preuve.

(i) Si (L, B) est quadratique, alors I⊥L est un idéal de L. D’où, on a l’un des cas suivant :

1. Si I⊥L = {0}, alors [L,L] = IL = {0}. Car IL ⊆ [L,L] ⊆ I⊥L . Ceci contredit le

fait que [L,L] 6= IL.

2. Si I⊥L = L, alors IL = {0}. Par conséquent, L est une algèbre de Lie simple.

3. Si I⊥L = IL, alors IL = [L,L] car IL ⊆ [L,L] ⊆ I⊥L . Ce qui contredit le fait que

[L,L] 6= IL.

(ii) D’après [9], L = S
⊕
IL, où S est une sous-algèbre de L, plus précisément S est une

algèbre de Lie semi-simple. Donc, [S,S] = S ⊆ [L,L] ⊆ I⊥L . Comme IL ⊆ I⊥L , alors

B(L, IL) = {0}. Par conséquent, IL = {0}. D’où le résultat. 2
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2.3 Algèbres de Leibniz résolubles et T ∗-extension

Dans son papier [17], M. Bordemann a introduit la notion de la T ∗-extension des

algèbres non associatives. C’est un processus de construction et de déscription d’algèbres

non associatives munies d’une forme bilinéaire symétrique , invariante et non dégénérée.

Dans cette section, on utilise ce concept pour étudier les algèbres de Leibniz quadratiques

résolubles. Rappelons maintenant cette notion ainsi que quelques résultats obtenus par

M. Bordemann sur ce sujet.

Définition 2.3.1. Soient (A, .) une algèbre non associative et B : A × A −→ K une

forme bilinéaire sur A. Alors, on dite que B est invariante (ou associative) sur A si,

B(a.b, c) = B(a, b.c), ∀a, b, c ∈ A. Si de plus B est symétrique et non dégénérée sur A,

alors on dit que B est un produit scalaire invariant (ou associative) sur A. Dans ce cas,

(A,B) est dite une algèbre non associative métrisée.

Remarque 2.3.1. La terminologie ”métrisé” est utilisée par M. Bordmann dans le cas

des algèbres non-associatives. Dans ce travail, on utilise la terminologie ”quadratique” au

lieu de ”métrisé” pour les algèbres de Leibniz.

Théorème 2.3.1. [17]

Soient (A, .) une algèbre non associative quelconque et A∗ l’espace dual de A. Considérons

une application bilinéaire arbitraire w : A× A −→ A∗. Alors, on munit l’espace vectoriel

A
⊕

A∗ du produit défini par :

[a+f, b+g] = a.b+w(a, b)+g◦Ra+f ◦Lb, ∀a, b ∈ A, f, g ∈ A∗, (avec La(b) = a.b = Rb(a))

et de la forme bilinéaire Q : A× A −→ K définie par

Q(a+ f, b+ g) = f(b) + g(a), a, b ∈ A, f, g ∈ A∗.

La forme bilinéaire Q est invariante si et seulement si

w(a, b)(c) = w(c, a)(b) = w(b, c)(a),∀a, b, c ∈ A.

L’algèbre non associative métrisée (A
⊕

A∗, Q) est dite la T ∗-extension de A au moyen

de w. On note, (A
⊕

A∗, Q) = T ∗w(A).

Dans le Théorème suivant, M. Bordemann donne une condition nécessaire et suffisante

pour qu’une algèbre non associative quadratique soit une T ∗-extension.
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Théorème 2.3.2. Soit (A,Q) une algèbre quadratique quelconque de dimension n. Alors,

A est isomorphe à une T ∗-extension (T ∗w(H), QH) si et seulement si A contient un idéal

isotrope I de dimension n
2
. Dans ce cas, H ∼= A/I. On remarque que tout espace vectoriel

isotrope I de A de dimension n
2

est un idéal de A si et seulement si il est abélien.

Le Lemme suivant est un Lemme clé pour étudier les algèbres non associatives nilpo-

tentes quadratiques et les algèbres de Lie résolubles quadratiques.

Lemme 2.3.3. Soient V un espace vectoriel de dimension n sur un corps algèbriquement

clos K et Q une forme bilinéaire invariante nondégénérée sur V . Considérons g l’algèbre

de Lie des endomorphismes de V vérifiant l’une des conditions suivantes :

(i) g est formée par des endomorphismes nilpotents et pour tout f ∈ g , le transposé f ∗

de f appartient à g.

(ii) g est résoluble et pour tout f ∈ g, f ∗ = −f

Supposons que W est un sous espace isotrope de V stable par g. Alors, W est contenu dans

un sous espace isotrope maximal Wmax de V stable par g de dimension [n
2
]. Si n est paire

alors Wmax = W⊥
max. Si n est impair, alors Wmax ⊂ W⊥

max, dim(W⊥
max)− dim(Wmax) = 1,

et f(W⊥
max) ⊂ Wmax.

Corollaire 2.3.4. Soit (A,Q) une algèbre non associative quadratique de dimension n

sur un corps algèbriquement clos K. Supposons que A satisfait l’un des cas suivants :

(i) A est nilpotente.

(ii) A est une algèbre de Lie résoluble .

Si J est idéal isotrope de A, alors il existe un idéal isotrope maximal Jmax de dimension

[n
2
] qui contient J . De plus, si n est paire alors A est isomorphe à une T ∗-extension de

l’algèbre A/Jmax. Si n est impair alors J⊥max est abélien et A est isomorphe à un idéal

nondégénéré de codimension un dans une T ∗-extension de l’algèbre A/Jmax.

On peut se poser la question naturelle suivante :

Soit (A, .) une algèbre non associative quadratique résoluble. L’algèbre A possède-t-elle

un idéal isotrope maximal de dimension [Dim(A)
2

] ?

La réponse est affirmative dans le cas des algèbres de Lie résolubles (voir le Corollaire

ci-dessus). Dans la sous-section suivante, on va montrer que la réponse à cette question

est affirmative dans le cas des algèbres de Leibniz quadratiques résolubles. On commence

par traduire la construction de M.Bordmann dans le cas des algèbres de Leibniz.
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Définition 2.3.2. Soient L une algèbre de Leibniz symétrique, V un espace vectoriel et

(r, l) une représentation de L dans V . Soit w : L × L −→ V une application bilinéaire,

alors on dit que w est un bi-2-cocycle de L si :

w([x, y], z)+w(y, [x, z])−w(x, [y, z])−l(x)w(y, z)+l(y)w(x, z)−r(z)w(x, y) = 0,∀x, y, z ∈ L,

w([x, y], z)−w([x, z], y)−w(x, [y, z])−l(x)w(y, z)−r(y)w(x, z)−r(z)w(x, y) = 0, ∀x, y, z ∈ L.

La proposition 2.1.2 implique que :

Lemme 2.3.5. Soient L une algèbre de Leibniz, V un espace vectoriel et (r, l) une

représentation de L dans V . Alors, w : L × L −→ V w est un bi-2-cocycle de L si et

seulement si :

w([x, y], z) + w(y, [x, z])− w(x, [y, z])− l(x)w(y, z) + l(y)w(x, z)− r(z)w(x, y) = 0,

w(x, [y, z]) + w([y, z], x) = r(x) ◦ w(y, z)− l(x) ◦ w(y, z)∀x, y, z ∈ L.

Remarque 2.3.2. Soient L une algèbre de Leibniz, V un espace vectoriel et w : L×L −→

V . Alors, on dit que w un bi-2-cocycle scalaire de L si :

w([x, y], z) + w(y, [x, z])− w(x, [y, z]) = 0,

w(x, [y, z]) + w([y, z], x) = o∀x, y, z ∈ L.

Théorème 2.3.6. Soient L une algèbre de Leibniz symétrique et w : L × L −→ L∗ un

bi-2-cocycle de L. Alors, l’espace vectoriel T ∗w(L) = L
⊕

L∗ muni du produit défini par :

[x+ f, y + g] = [x, y] + w(x, y) + g ◦Rx + f ◦ Ly,∀x, y ∈ L, f, g ∈ L∗,

est une algèbre de Leibniz .

De plus la forme bilinéaire B : T ∗w(L) × T ∗w(L) −→ K; (x + f, y + g) 7−→ f(y) + g(x)

est symétrique et non dégénérée sur T ∗w(L). La forme B est invariante sur T ∗w(L) si et

seulement si

w(x, y)(z) = w(y, z)(x) = w(z, x)(y), ∀x, y, z ∈ L.

Dans ce cas, l’algèbre de Leibniz quadratique (T ∗w(L), B) est appelée la T ∗-extension de L

au moyen de w.

La T ∗-extension introduite dans le théorème précédent permet de construire plusieurs

exemples d’algèbres de Leibniz quadratique.
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Exemples 2.3.1. 1. Soient (g, [ , ]) une algèbre de Lie abélienne et w : g × g −→ g∗

une application bilinéaire quelconque. Alors, on peut considérer l’algèbre de Leibniz

quadratique T ∗w(g) = g
⊕

g∗, T ∗-extension de g au moyen de w. Il est clair que le

produit sur T ∗w(g) est défini pour tout x, y ∈ g, f, h ∈ g∗ par : [x+f, y+g] = w(x, y).

D’où, T ∗w(g) est nilpotente de pas deux.

De plus, si w n’est pas anti-symétrique, alors T ∗w(g) n’est pas une algèbre de Lie

2. Soit p ≥ 3. Soient g une algèbre de Lie parfaite et An l’algèbre cartésienne de

dimension n ∈ {2(p− 1), 2(p− 3)}. Alors, l’algèbre de Leibniz quadratique L(g, An)

construite dans le Lemme 2.2.8 est nilpotente de pas p . Cette algèbre est la T ∗-

extension au moyen de w = 0 de l’algèbre de Leibniz symétrique g
⊗

An construite

dans la Proposition 2.2.7.

3. Soit h =< a, b, c, d > un espace vectoriel de dimension 4. On défini sur h le produit

suivant :

[a, b] = b, [a, d] = −d, [b, d] = d.

Il est clair que h est une algèbre de Leibniz symétrique résoluble non-nilpotente qui

n’est pas une algèbre de Lie. De plus, la forme bilinéaire B : h×h −→ K définie par

B(a, c) = B(b, d) = 1

est un produit scalaire invariant sur h. D’où, (h, B) est une algèbre de Leibniz qua-

dratique non nilpotente. C’est la T ∗-extension de L’algèbre de Lie non abélienne de

dimension deux g =< a, b > au moyen du cocycle w défini par w(a, a) = c.

Le résultat fondamental de cette section est donné dans le Théorème suivant qui

montre que toute algèbre de Leibniz quadratique résoluble une T ∗-extension d’une algèbre

de Lie résoluble dans la catégorie des algèbres de Leibniz.

Théorème 2.3.7. Soit (L, B) une algèbre de Leibniz quadratique résoluble de de dimen-

sion n. Alors, L admet un idéal isotrope maximal H de dimension [n
2
] qui contient IL.

Si n est pair, alors L est isomorphe à une T ∗-extension de l’algèbre de Lie L/H. Si n

est impair, alors L est isomorphe à un idéal nondégénéré de codimension un dans une

T ∗-extension de l’algèbre de Lie L/H.

Preuve.

On sait que W = I⊥L /IL et g = L/IL sont des algèbres de Lie. Considérons les

surjections canoniques PW : I⊥L −→ W et Pg : L −→ g. Le produit [ , ]W (resp.
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[ , ]g) est défini par [PW(i1), PW(i2)]W = PW

(
[i1, i2]

)
,∀i1, i2 ∈ I⊥L (resp. [Pg(x), Pg(y)]g =

Pg

(
[x, y]

)
,∀x, y ∈ L). Il est clair que (W , [ , ]W) et (g, [ , ]g) sont deux algèbres de Lie

résolubles. De plus, la forme bilinéaire BW := (PW(i), PW ′(i
′)) 7−→ B(i, i′) est un produit

scalaire invariant sur W . Donc, (W , [ , ]W , BW) est une algèbre de Lie résoluble quadra-

tique.

Maintenant, on défini l’application

Π : g −→ gl(W)

Pg(x) 7−→ Π(Pg(x))
(
PW(i)

)
= PW

(
[x, i]

)
.

L’application Π est bien définie car IL et I⊥L sont sont deux idéaux de L. De plus,

pour tout x, y ∈ L[
Π(Pg(x)),Π(Pg(y))

]
(PW(i)) = PW

(
[x, [y, i]]− [y, [x, i]]

)
= PW

(
[[x, y], i]

)
= Π

(
Pg([x, y])

)(
PW(i)

)
.

Donc l’application Π est un morphisme d’algèbres de Lie. Par suite, l’algèbre de Lie

L := Π(g) est isomorphe à g/Ker(Π). Ceci implique que L est une sous-algèbre de Lie

résoluble de gl(W). De plus, pour tout x ∈ L, i, i′ ∈ I⊥L on a

BW

(
Π(Pg(x))(PW(i)), PW(i′)

)
= BW

(
PW([x, i]), PW(i′)

)
= B

(
[x, i], i′

)
= B

(
i, [i′, x]

)
= BW

(
PW(i), PW([i′, x])

)
.

Soient x ∈ L, i ∈ I⊥L . Comme [x, i] + [i, x] ∈ IL,, alors PW([x, i]) = −PW([i, x]). D’où,

BW

(
Π(Pg(x))(PW(i)), PW(i′)

)
= −BW

(
PW(i), PW([x, i′])

)
= −BW

(
PW(i),Π(Pg(x))(PW(i′))

)
.

Par suite, en appliquant le Lemme 2.3.3 à l’algèbre de Lie quadratique (W , BW) et la sous

algèbre résoluble L de gl(W), on peux affirmer que W admet un sous espace vectoriel

isotrope maximal L-stable J de dimension [Dim(W)
2

].

Soit H = P−1W (J ). Alors, IL ⊆ H. Comme J est un sous espace vectoriel isotrope de

W , alors H est un sous espace vectoriel isotrope de L. En effet, pour tout x, y ∈ H
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B(x, y) = BW

(
PW(x), PW(y)

)
= 0.

De plus, le fait que J est stable par L implique que pour tout x ∈ H, z ∈ L,

PW([x, z]) = −PW([z, x]) = ΠW(Pg(z))(PW(x)) ∈ J . D’où, H est un idéal de L.

D’autre part, Dim(H) = Dim(J ) +Dim(IL) = [Dim(W)
2

] +Dim(IL) = [Dim(L)
2

].

On conclut que H est un idéal isotrope maximal de L de dimension [DimL
2

] qui contient

IL. Maintenant, si n est pair, alors le Théorème 5.1.3 implique que L est isomorphe à une

T ∗-extension (T ∗w(H), Q) de l’algèbre H ∼= L/H. Or, IL ⊆ H. Par conséquent, H est une

algèbre de Lie. Si n est impair, alors d’après le Lemme 2.3.3, L est isomorphe à un idéal

nondégénéré de codimension un dans une T ∗-extension de l’algèbre de Lie L/H. 2

Dans le but d’approfondir notre étude des algèbres de Leibniz quadratiques, on intro-

duit dans la section suivante quelques extensions de ces algèbres.

2.4 Extensions des algèbres de Leibniz

2.4.1 Extension centrale

Théorème 2.4.1. Soient L une algèbre de Leibniz symétrique, V un espace vectoriel et

w : L×L −→ V une application bilinéaire. Alors, l’espace vectoriel L1 = L
⊕

V muni du

produit défini pour tout par :

[x+ f, y + g] = [x, y] + w(x, y), ∀x, y ∈ L, f, g ∈ v∗

est une algèbre de Leibniz symétrique si et seulement si w est un bi-2-cocycle scalaire de

L.

Dans la suite, on étudie quelques opérateurs qui nous servirons dans la construction

des extensions centrale par la dimension un ainsi que dans la construction de la double

extension.

Définition 2.4.1. Soient (L, B) est une algèbre de Leibniz quadratique et f endomor-

phisme de L. Alors, on appelle l’adjoint de f relativement à B, l’endomorphisme f ∗ de L

définie par B(f(x), y) = B(x, f ∗(y)),∀x, y ∈ L. En particulier, si f ∗ = −f , alors on dit

que f est anti-symétrique.

Proposition 2.4.2. Soit (L, B) est une algèbre de Leibniz quadratique. Soit w : L ×

L −→ K une application bilinéaire, alors il existe un endomorphisme δ de L tel que

w(x, y) = B(δ(x), y), ∀x, y ∈ L.
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L’application w est un bi-2-cocycle scalaire de L si et seulement si

(δ + δ∗)(L) ⊆ Z(L),

δ([x, y]) = [δ(x), y]− [δ(y), x].

Preuve.

Soient x, y, z ∈ L. Alors :

(i) w([x, y], z) +w(y, [x, z])−w(x, [y, x]) = B(δ([x, y]), z) +B(δ(y), [x, z])−B(δ(x), [y, z])

= B(z, δ([x, y]) + [δ(y), x]− [δ(x), y]) = 0;

(ii)w(x, [y, z]) + w([y, z], x) = B(δ(x), [y, z]) +B([y, z], δ∗(x))

= B(y, [z, (δ + δ∗)(x)]) = 0.

Remarque 2.4.1. Soient (L, B) est une algèbre de Leibniz quadratique et δ un endo-

morphisme de L comme dans le Lemme précédent. Alors, δ est une dérivation de L si et

seulement si [δ(x), y] = −[y, δ(x)], ∀x, y ∈ L. Ce qui est équivalent au fait que δ(L) ⊆ R.

2

Lemme 2.4.3. Soient (L, B) est une algèbre de Leibniz quadratique et f un endomor-

phisme de L. Alors,

1. (f + f ∗)([L,L]) = {0} si et seulement si (f + f ∗)(L) ⊆ Z(L).

2. f ∗(IL) = f(IL) = {0} si et seulement si f(L) ⊆ R et f ∗(L) ⊆ R.

Preuve.

Soient x, y, z ∈ L. Alors,

1. B
(

(f + f ∗)([x, y]), z
)

= B
(

[x, y], (f + f ∗)(z)
)

= B
(
x, [y, (f + f ∗)(z)]

)
= B

(
y, [(f + f ∗)(z), x]

)
Comme B est non dégénérée, alors (f + f ∗)([x, y]) = 0 si et seulement si [y, (f +

f ∗)(z)] = [(f + f ∗)(z), x] = 0 .

2. B
(
z, f([x, y] + [y, x])

)
= B

(
f ∗(z), [x, y]

)
+B

(
f ∗(z), [y, x]

)
= B

(
x, [y, f ∗(z)] + [f ∗(z), y]

)
.

D’où, f(IL) = {0} si et seulement si f ∗(L) ⊆ R. De même, on montre que f ∗(IL) =

{0} si et seulement si f(L) ⊆ R. 2
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2.4.2 Produit semi-direct généralisé

Théorème 2.4.4. Soient (L, B) une algèbre de Leibniz quadratique et V = Kd l’algèbre

de Lie de dimension 1. Soient δ1, δ2 deux dérivations de L et a0 ∈ Z(L).

On considère : L̃ = L
⊕

V. On défini sur L̃, le produit suivant :

[x+ αd, y + βd] = [x, y] + αδ1(y) + βδ2(x) + αβa0,∀x, y ∈ L, α, β ∈ K (1)

Alors, L̃ muni du produit (1) est une algèbre de Leibniz symétrique si et seulement si

(δ1, δ2) ∈ Rep(V,L)

δ1(L) ⊆ R et δ2(L) ⊆ R

(δ1 + δ2)(L) ⊆ Z(L)

δ1(a0) = δ2(a0) = 0.

Dans ce cas, (δ1, δ2, a0) est dit ”un triplet admissible” et l’algèbre de Leibniz symétrique

L̃ est appelée le produit semi-direct de L par V au moyen de (δ1, δ2, a0).

Preuve. (L̃, [ , ]) est une algèbre de Leibniz symétrique si et seulement si

[a, [b, c]] = [[a, b], c] + [b, [a, c]],

[a, [b, c]] = −[[b, c], a],∀a, b, c ∈ L̃.

Ces conditions sont satisfaites si et seulement si

δ1 ◦ δ2 = δ2 ◦ δ1 et δ1
2 + δ2 ◦ δ1 = δ2

2 + δ1 ◦ δ2 = 0,

[δ1(x), y] = −[y, δ1(x)] et [δ1(x), y] = −[y, δ1(x)],

[δ1(x), y] = −[δ2(x), y] et [x, δ1(y)] = −[x, δ2(y)].2

Le Lemme suivant sera utile pour la notion de la double extension qu’on va introduire

dans la sous-section suivante.

Lemme 2.4.5. Soient (L, [ , ]L, B) une algèbre de Leibniz quadratique et δ une dérivation

de L. Alors,

(i) Si δ2 + δ∗ ◦ δ = 0, alors δ∗2 + δ ◦ δ∗ = 0

(ii) Si (δ + δ∗)([L,L]) = {0}, alors δ∗ ∈ Der(L)

Preuve.

(i) (δ2 + δ∗ ◦ δ)∗ = δ∗2 + δ ◦ δ∗

(ii)B(δ∗([x, y])− [δ∗(x), y]− [x, δ∗(y)], z) = B(x, [δ(y), z])−B(δ∗(y), [z, x])

= B(y, (δ + δ∗)([z, x])) = 0.
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2.4.3 Double extension des algèbres de Leibniz

Dans cette sous section, on introduit la double extension des algèbres de Leibniz qua-

dratiques qui est une extension centrale suivie d’un produit semi-direct généralisé.

Théorème 2.4.6. Soient (L, [ , ]L, B) une algèbre de Leibniz quadratique, V = Kd une

algèbre de Lie abélienne de dimension 1 et (δ, a0) ∈ Der(L) × L tels que (δ, δ∗, a0) est

un ”triplet admissible” et B(a0, a0) = 0 . On considère l’application φ : L × L −→

V ∗; (x, y) 7−→ φ(x, y) = B(δ(x), y)d∗, et l’espace vectoriel L = V ∗
⊕

L
⊕

V .

Soit α ∈ K, alors on défini sur L le produit suivant :

[d, d] = αd∗ + a0; [x, y] = φ(x, y) + [x, y]L

[d, x] = B(x, a0)d
∗ + δ(x); [x, d] = B(x, a0)d

∗ + δ∗(x).

Alors, L muni de ce produit est une algèbre de Leibniz symétrique. De plus, la forme

bilinéaire B : L× L −→ K définie par

B|L×L
= B; B(d, d∗) = 1; B(d, d) = k, k ∈ K

est un produit scalaire associatif sur L.

L’algèbre de Leibniz quadratique (L, B) est appelée la double extension de L par V au

moyen de (δ, a0).

Preuve.

D’après la proposition 2.4.2, l’application φ est un bi-2-cocycle de L. Donc, L1 =

L
⊕

V ∗ muni du produit défini pour tout x, y ∈ L, f, g ∈ V ∗ par :

[x+ f, y + g] = [x, y] + φ(x, y),

est une algèbre de Leibniz symétrique.

Maintenant, on défini deux endomorphismes δ1 et δ2 de L1 comme suit :

δ1(x+ λd∗) = δ(x) +B(x, a0)d
∗, δ2(x+ λd∗) = δ∗(x) +B(x, a0)d

∗, ∀x ∈ L, λ ∈ K.

Puisque (δ, δ∗) ∈ Rep(V,L) et δ(a0) = δ∗(a0) = 0, alors (δ1, δ2) ∈ Rep(V,L1). De plus,

δ1 ∈ Der(L1). Car, pour tout x, y ∈ L, f, g ∈ V ∗

δ1

(
[x+f, y+g]

)
−
[
δ1(x+f), y+g

]
−
[
x+f, δ1(y+g)

]
= −B

(
δ2(x), y

)
d∗−B

(
δ(x), δ(y)

)
d∗

= B
(

(δ2 + δ∗ ◦ δ)(x), y
)
d∗ = 0.

De la même façon, on montre que δ2 est une dérivation de L1.
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Comme
(
δ + δ∗

)(
[L,L]

)
= {0} et a0 ∈ Z(L), alors(

δ1 + δ2

)(
[x+ f, y + g]

)
=
(
δ1 + δ2

)(
[x, y] +B(δ(x), y)d∗

)
=
(
δ + δ∗

)
([x, y]) + 2B

(
[x, y], a0

)
d∗

= 0.

Par suite, (δ1 + δ2)
(

[L1,L1]
)

= {0}. D’autre part,

[δ1(x+ λd∗), y + λ′d∗] + [y + λ′d∗, δ1(x+ λd∗)]

= [δ(x), y] + [y, δ(x)] +B(δ2(x), y)d∗) +B(δ(y), δ(x))d∗

= B
(
δ2 + δ∗ ◦ δ)(x), y

)
= 0

Donc, δ1(L1) ⊆ R1, avec R1 = {x1 ∈ L1, [x1, y1] + [y1, x1] = 0, ∀y1 ∈ L1}. De la même

manière, on montre que δ2(L1) ⊆ R1. Si on considère l’élément a1 = a0 + αd∗ ∈ L1 où α

est scalaire fixé dans K. Alors, a1 ∈ Z(L1) et δ1(a1) = δ∗1(a1) = 0.

En conclusion, le triplet (δ1, δ2, a1) est un triplet admissible de L1. Par suite, on peut

considérer l’algèbre de Leibniz symétrique L1

⊕
V , produit semi-direct de L1 par V . On

obtient l’algèbre de Leibniz symétrique L = V ∗
⊕

L
⊕

V.De plus, un calcul simple montre

que la forme bilinéaire B est un produit scalaire associatif sur L. 2

Exemple 2.4.1. Soit g =< x, y > l’algèbre de Lie abélienne de dimension 2 sur C. Alors,

la forme bilinéaire B : g×g −→ C définie par B(x, x) = B(y, y) = 1 est un produit scalaire

invariant sur g. On pose a0 = x+ iy. Il est clair que a0 ∈ Z(g) et que B(a0, a0) = 0.

On considère l’endomorphisme δ de g tel que δ(x) = x+ iy et δ(y) = ix+ y.

Un calcul simple montre que δ est une dérivation symétrique de g. De plus, δ(a0) = 0.

Maintenant, fixons α ∈ C. Soit V = Cd un espace vectoriel de dimension 1. Puisque

δ2 = 0, alors (δ, δ) est une représentation de V dans g. En conclusion, (δ, δ, a0) est

un triplet admissible de g. Par suite on peut considérer l’algèbre de Leibniz symétrique

L = V ∗
⊕

g
⊕

V double extension de g par V au moyen de (δ, δ, a0). Le produit sur L est

donné par :

[d, d] = αd∗ + x+ iy

[x, x] = −[y, y]=d∗

[x, y] = [y, x] = id∗

[x, d] = [d, x] = d∗ + x+ iy

[y, d] = [d, y] = id∗ + ix− y.

On défini sur L la forme bilinéaire BL par :

BL(x, x) = BL(y, y) = BL(d, d∗) = 1, BL(d, d) = k, k ∈ C,
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est un produit scalair associatif sur L.

Alors, L’algèbre de Leibniz quadratique obtenue est commutative 3-nilpotente de dimension

4 sur C.

Exemple 2.4.2. L’algèbre S construite dans l’exemple 2.1.1 est la double extension de

l’algèbre de Lie so(3,R) par l’algèbre de Lie de dimension un au moyen du triplet admis-

sible (δ,−δ, 0) avec δ la dérivation de so3(R) définie par :

δ(X) = Y + Z, δ(Y ) = δ(Z) = −X, ( où {X, Y, Z}est une base de so(3, R)).

Puisque la double extension dépend du choix du triplet admisible, alors on peut se

poser la question suivante : Sous-Quelles conditions deux triplets admissibles donnent

deus doubles extensions équivalentes ?

Commençons tout d’abord par traiter le cas de l’extension centrale. Soient

(L, B) une algèbre de Leibniz quadratique et Kd une algèbre de Lie de dimension un.

Considérons les dérivations δ et δ′ de L telles que les applications w,w′ : L × L −→ K,

définie par w(x, y) = B(δ(x), y); w′(x, y) = B(δ′(x), y),∀x, y ∈ L , sont deux bi-2-cocycles

de L.

Définition 2.4.2. Si Lc (resp. L′c ) est l’algèbre de Leibniz symétrique extension centrale

de L par Kd∗ au moyen de w (resp. w′ ) , alors Lc et L′c sont dites équivalentes s’il existe

un isomorphisme d’algèbres de Leibniz φ : Lc −→ L′c vérifiant :

φ(d∗) = d∗, φ(x) = x+ λ(x)d∗,∀x ∈ L où λ ∈ L∗.

Soit uo ∈ L tel que λ(x) = B(u0, x),∀x ∈ L. Comme φ est un isomorphisme d’algèbres

de Leibniz, alors w′(x, y) − w(x, y) = λ([x, y]),∀x, y ∈ L. Donc, δ′ − δ = Lu0 . Par suite,

on a montré la proposition suivante :

Proposition 2.4.7. Soit L une algèbre de Leibniz quadratique, Kd une algèbre de Lie de

dimension un et w,w′ : L×L −→ K deux bi-2-cocycles de L. Alors, les extensions centrales

Lc et L′c de L par Kd au moyen de w et w′ respectivement sont équivalentes si et seulement

si, il existe une forme linéaire λ ∈ L∗ qui satisfait : w′(x, y)−w(x, y) = λ([x, y]),∀x, y ∈ L.

(ie. w′ − w = −ξλ où ξ est le Leibniz cobord défini dans [37].)

Maintenant, soit (L, B) une algèbre de Leibniz quadratique, Kd une algèbre de Lie de

dimension un et (δ, δ∗, a0), (δ
′, δ′∗, a′0) deux triplets admissibles de L. Fixons α, α′ ∈ K.
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Définition 2.4.3. Si Lα (resp. Lα′) est la double extension de L par Kd au moyen de

(δ, δ∗, a0) (resp. (δ′, δ′∗, a′0)). Alors, Lα et Lα′ sont dites équivalentes s’il existe un isomor-

phisme d’algèbres de Leibniz ψ : Lα −→ Lα′ vérifiant :

ψ(x) = x+ λ(x)d∗, ψ(d) = d+ α0 + l0d
∗, ψ(d∗) = d∗, où λ ∈ L∗, α0 ∈ L, l0 ∈ K.

Proposition 2.4.8. Les doubles extensions Lα et Lα′ sont équivalentes si et seulement

si, il existe α0, u0 ∈ L tels que

δ′ − δ = Lu0 = −Lα0

a0 − a′0 = (δ + δ∗)(α0)− [α0, α0]

δ(α0) = −δ(u0), δ∗(α0) = −δ∗(u0)

α− α′ = 2B(α0, a
′
0) +B(δ′(α0), α0)−B(a0, u0).

Proof. Supposons qu’il existe un isomorphisme d’algèbres de Leibniz ψ : Lα −→ Lα′

tel que :

ψ(x) = x+ λ(x)d∗, ψ(d) = d+ α0 + l0d
∗, ψ(d∗) = d∗, avec λ ∈ L∗, α0 ∈ L, l0 ∈ K.

Soit u0 ∈ L tel que λ(x) = B(u0, x),∀x ∈ L. Puisque ψ([x, y]) = [ψ(x), ψ(y)], alors

δ′−δ = Lu0 . Comme ψ([d, x]) = [ψ(d), ψ(x)], alors δ−δ′ = Lα0 et a0−a′0 = δ′(α0)−δ∗(u0).

De plus, ψ([d, d]) = [ψ(d), ψ(d)]. Par suite, a0−a′0 = δ′(α0)+ δ′∗(α0)+ [α0, α0] et α−α′ =

2B(α0, a
′
0)+B(δ′(α0), α0)−B(a0, u0). On a aussi, δ∗−δ′∗ = Rα0 et a0−a′0 = δ′∗(α0)−δ(u0)

car ψ([x, d]) = [ψ(x), ψ(d)]. Par conséquent,

a0 − a′0 = δ′(α0) + δ′∗(α0) + [α0, α0]

= δ(α0)− [α0, α0] + δ∗(α0)− [α0, α0] + [α0, α0]

= (δ + δ∗)(α0)− [α0, α0].

Mais a0− a′0 = δ′∗(α0)− δ(u0) = δ′(α0)− δ∗(u0), donc δ(α0) = −δ(u0), δ∗(α0) = −δ∗(u0).

Inversement, considérons l’application ψ : Lα −→ Lα′ définie par

ψ(x) = x+B(u− 0, x)d∗, ψ(d) = d+ α0 + l0d
∗, ψ(d∗) = d∗, où λ ∈ L∗, α0 ∈ L, l0 ∈ K.

Alors, des calculs directs montrent que ψ est un isomorphisme d’espaces vectoriels. 2
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2.5 Description inductive des algèbres de Leibniz qua-

dratique

En utilisant les constructions introduites dans la section précédente, on donne une

desription inductive des algèbres de Leibniz quadratiques.

Théorème 2.5.1. Soit (L, B) une algèbre de Leibniz quadratique qui n’est pas une algèbre

de Lie. Alors, L est isomorphe à une double extension d’une algèbre de Leibniz symétrique

par l’algèbre de Lie de dimension un.

Preuve.

Comme L n’est pas une algèbre de Lie, alors IL 6= {0}.

Soit alors e ∈ IL\{0}. Posons J = Ke, alors J ⊆ J ⊥. Puisque B est non dégénérée, alors

il existe d ∈ L\{0} tel que B(e, d) = 1. Soit V = Kd et H = (J
⊕
V)⊥, alors

L = J
⊕

H
⊕
V et J ⊥ = J

⊕
H est un idéal de L.

Soient x, y ∈ H, alors [x, y] = φ(x, y)e + [x, y]H avec φ : H × H −→ K est une forme

bilinéaire et [ , ]H : H −→ H −→ H est une application bilinéaire.

Il est facile à vérifier que (H, [ , ]H) est une algèbre de Leibniz symétrique et que la forme

bilinéaire BH = B|H×H
est un produit scalaire invariant sur (H, [ , ]H). De plus, la forme

bilinéaire φ est un bi-2-cocycle scalaire sur (H, [ , ]H).

Puisque J ⊥ = J
⊕

H est un idéal de L, alors

[d, d] = αe+ a0 + λd, où α, λ ∈ K, a0 ∈ H

[x, d] = ϕ(x)e+D(x), où D ∈ End(H), ϕ ∈ H∗

[d, x] = ψ(x)e+ δ(x), où δ ∈ End(H), ψ ∈ H∗.

Comme B est symétrique invariante, alors pour tout x, y ∈ H :

φ(x, y) = B([x, y], d) = B(x, [y, d]) = B(y, [d, x]) = B(x,D(y)) = B(δ(x), y).

D’où, D = δ∗. D’autre part,

ϕ(x) = B([x, d], d) = B(x, [d, d]) = B(d, [d, x]) = ψ(x) = B(x, a0). De plus,

λ = B([d, d], e) = B(d, [d, e]) = 0. Donc, [d, d] = αe+a0. Par suite, a0 ∈ IL ⊆ Z(L). D’où,

B(a0, a0) = 0 et δ(a0) = D(a0) = 0. Par conséquent a0 ∈ Z(H). en effet, pour tout x ∈ H

[a0, x]H = [a0, x]−B(δ(a0), x)e = 0,
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[x, a0]H = [x, a0]−B(x, δ∗(a0)) = 0.

Puisque L est une algèbre de Leibniz gauche, alors on peut montrer que :

δ ∈ Der(H), δ2 +D ◦ δ = 0, δ ◦D = D ◦ δ.

De plus, pour tout a, b, c ∈ L, [a, [b, c]] = −[[b, c], a]. D’où, (δ+D)([H,H]H) = {0}, δ(H) ⊆

RH et δ∗(H) ⊆ RH, avec RH = {y ∈ H, [x, y]H + [y, x]H = 0,∀x ∈ H}. Par conséquent, on

peut considérer l’algèbre de Leibniz quadratique L = V∗
⊕

H
⊕
V double extension de

(H, BH) par V au moyen de (δ, δ∗, a0).

Il est clair que l’application F : L −→ L;λe+x+λ′d 7−→ λd∗+x+λ′d est un isomorphisme

d’algèbres de Leibniz. Donc, L est isomorphe à la double extension de H par V . 2

Corollaire 2.5.2. Soit (L, B) une algèbre de Leibniz quadratique qui n’est pas une algèbre

de Lie. Alors, L est obtenue à partir d’un nombre finis d’algèbres de Lie de dimension un

et d’une algèbre de Lie quadratique par des doubles extensions de ”Leibniz” par l’algèbre

de Lie de dimension un.

Preuve.

On montre le résultat par récurrence sur la dimension n ∈ N de L. Si la dimension

de L = 2, alors ou bien L est une algèbre de Lie quadratique ou bien L est une double

extension de ”Leibniz” de {0} par l’algèbre de Lie de dimension un.

Supposons que le résultat est vrai pour toute algèbre de Leibniz quadratique de dimension

k ≤ n. Alors, d’après le Théorème précédent, il existe une sous-algèbre de Leibniz quadra-

tique H de L telle que L est une double extension de H par l’algèbre de Lie de dimension

un. Comme dim(H) < n, alors H est obtenue à partir d’un nombre finis d’algèbres de

Lie de dimension un et d’une algèbre de Lie quadratique par des doubles extensions de

”Leibniz” par l’algèbre de Lie de dimension un. D’où résultat. 2

Le corollaire précédent montre que la description des algèbres de Leibniz quadratique est

liée à la description des algèbres de Lie quadratique donnée par A. Medina et Ph. Revoy

[58]. En utilisant cette description on décrit les algèbre de Leibniz quadratique :

Soit Σ l’ensemble formé par {0}, les algèbres de Lie abéliennes de dimension un et par

toutes les algèbres de Lie simples

Corollaire 2.5.3. Soit (L, B) une algèbre de Leibniz quadratique. Si L 6∈ Σ, alors L

est obtenue à partir d’un nombre finis déléments σ1, . . . , σp de Σ par un nombre finis de

sommes directes orthogonales et/ou de doubles extensions de ”Leibniz” par une algèbre de

Lie abélienne de dimension un et/ou de doubles extensions ”de Lie” par une algèbre de

Lie simple et/ou de doubles extensions ”de Lie” par une algèbre de Lie de dimension un.
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Preuve.

Le Corollaire 2.5.2 montre que L est obtenue à partir d’une algèbre de Lie quadratique

g par des doubles extensions de ”Leibniz” par l’algèbre de Lie de dimension un. Ensuite,

le Théorème 1 [58] montre que g est obtenue à partir d’un nombre finis de somme directes

orthogonales et/ou de doubles extensions de ”Lie” par l’algèbre Lie de dimension un et/ou

de doubles extensions de ”Lie” par une algèbre de Lie simple. 2



Chapitre 3

Formes bilinéaires invariantes sur les

algèbres de Leibniz

3.1 Structure d’algèbre de Leibniz gauche avec une

forme bilinéaire invariante à gauche

Dans le chapitre précédent, on a étudier les algèbres de Leibniz munies de formes

bilinéaires symétriques, non dégénérées et associatives. Vu que le produit de Leibniz est

anti-commutatif, alors on a remarqué qu’il existe d’autres types d’invariance pour une

forme bilinéaire sur une algèbre de Leibniz.

Définition 3.1.1. Soient (A, .) une algèbre non-associative et B : A×A −→ K une forme

bilinéaire.

1. Si B(x.y, z) = B(x, y.z), ∀x, y, z ∈ A, alors B est dite associative.

2. Si B(x.y, z) = −B(y, x.z),∀x, y, z ∈ A, alors on dit que B est invariante à gauche.

3. Si B(x.y, z) = −B(x, z.y),∀x, y, z ∈ A, alors on dit que B est invariante à droite.

Proposition 3.1.1. Soient (A, .) une algèbre non-associative et B : A × A −→ K une

forme bilinéaire symétrique non dégénérée. Alors, B satisfait au moin deux des définitions

précédentes si et seulement si (A, .) est une algèbre anti-commutative .

Preuve. Si B est associative et invariante à gauche, alors B(x.y, z) = B(x, y.z) =

−B(z, y.x), ∀x, y, z ∈ A. Puisque B est non dégénérée, alors x.y = −y.x,∀x, y ∈ A. Si

B est associative et invariante à gauche, alors on prouve le résultat de la même façon.

Si B est invariante à gauche et à droite, alors B(x.y, z) = −B(y, x.z) = −B(x, y.z) =

45
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−B(z, y.x),∀x, y, z ∈, A. Par suite, A est anti-commutative. 2

De la proposition précédente, on conclut que si L est une algèbre de Leibniz (gauche

ou droite) et B est une forme bilinéaire symétrique et non dégénérée sur L, alors B est

invariante à gauche et à droite si et seulement si L est une algèbre de Lie.

Proposition 3.1.2. Soiet (A, .) une algèbre non-associative et B : A × A −→ K une

forme bilinéaire symétrique, non dégénérée. Alors,

1. Si B est associative, alors A2⊥ = Ann(A),

2. Si B est invariante à gauche, alors A2⊥ = Annd(A),

3. Si B invariante à droite, alors A2⊥ = Anng(A), où A2 = span{x.y, x, y ∈ A},

et A2⊥ := {x ∈ A : B(x,A2) = {0}}.

Preuve.

1. Voir [14].

2. Puisque B(x.y, z) = −B(y, x.z) = 0,∀x, y ∈ A, z ∈ Annd(A), alors Annd(A) ⊆

A2⊥. Inversement, B(x.y, z) = −B(y, x.z) = 0,∀x, z ∈ A, y ∈ A2⊥. D’où, A2⊥ ⊆

Annd(A).

3. On montre le résultat de la même façon que dans 2. 2

La propriétée fondamentale des algèbres de Leibniz munie d’une forme bilinéaire

symétrique, non dégénérée et invariante à gauche est que ces algèbres sont Lie admis-

sibles. Dans la suite, (L, [ , ]) désigne une algèbre de Leibniz gauche munie d’une forme

bilinéaire symétrique, non dégénérée et invariante à gauche B et ? : L× L −→ L l’appli-

cation bilinéaire définie par

B([x, y], z) = B(x, y ? z),∀x, y, z ∈ L.

Proposition 3.1.3. Le produit ? satisfait les identitées suivantes

(1) x ? y + y ? x = 0;

(2) x ? (y ? z) = [x, y ? z];

(3) [x, y ? z] = [x, y] ? z + y ? [x, z];

∀x, y, z ∈ L.

Preuve. Soient x, y, z, u ∈ L. Alors,

(1) B(y ? x+ x ? y, u) = B([u, y], x) +B([u, x], y) = B(x, [u, y]− [u, y]) = 0.
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(2) B(x? (y ?z)− [x, y ?z], u) = B([[u, x] + [x, u], y], z) = 0. Puisque IL ⊆ Anng(L), alors

B(x ? (y ? z)− [x, y ? z], u) = 0.

(3) Comme B est invariante à gauche et non dégénérée, alors

B
(
u, [x, y]?z−x?(y?z)+y?[x, z]

)
= B([u, [x, y]], z)−B([u, x], y?z)+B([u, y], [x, z])

= B(z, [u, [x, y]]− [[u, x], y]− [x, [u, y]]) = 0. 2

En utilisant l’assertion (3), on montre que

(L?,x)
n = (Lx)

n−1 ◦ L?,x, ∀x ∈ L, ∀n ∈ N∗,

où L?,x(y) := x ? y, ∀x, y ∈ L. Par conséquent, l’algèbre (L, ?) est nilpotente si et

seulement si (L, [ , ]) est nilpotente à gauche.

De plus, le fait que B est non dégénérée, implique que (L, ?) est nilpotente si et

seulement si (L, [ , ]) est nilpotente à droite. Par conséquent, on obtient la proposition

suivante.

Proposition 3.1.4. Soit(L, [ , ]) une algèbre de Leibniz gauche munie d’une forme bi-

linéaire symétrique, non dégénérée et invariante à gauche B. Alors, les assertions suivante

sont équivalentes :

1. (L, ?) est nilpotente ;

2. (L, [ , ]) est nilpotente à gauche ;

3. (L, [ , ]) est nilpotente à droite.

Remarque 3.1.1. L’assertion (2) implique aussi que la restriction des multiplications ?

et [ , ] cöıncident sur L ? L. Il résulte , par l’assertion (1), que (L ? L, ?) est une algèbre

de Lie et que L ? L est une sous-algèbre de (L, [ , ]). Plus précisement, (L ? L, [ , ]) est

une algèbre de Lie (les réstrictions de ? et [ , ] sur L× L sont aussi notée ? et [ , ]). Par

suite, si (L, [ , ]) est une algèbre de Leibniz gauche qui n’est pas une algèbre de Lie alors

L ? L 6= L.

Il est clair, d’après l’assertion (1), que [ , ] = ? si et seulement si (L, [ , ]) est une

algèbre de Lie.

Dans ce qui suit, on donne une méthode de construction des algèbres de Leibniz gauche

avec une forme bilinéaire invariante à gauche. Cette construction utilise le processus de

la T∗-extension ([17]). Ce qui nous a permis d’améliorer le résultat donné dans [46] dans

le cas particulier ? = 0.
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Proposition 3.1.5. Soit (L, [ , ]) une algèbre de Leibniz gauche. S’il existe une application

bilinéaire ? : L × L −→ L qui satisfait les identitées (2) et (3). Alors, l’espace vectoriel

T ∗(L) = L
⊕

L∗ muni du produit défini par :

[x+ f, y + g] = [x, y] + f ◦ L?,y − g ◦ Lx,∀x, y ∈ L, f, g ∈ L∗,

où L?,xy = x ? y, ∀x, y ∈ L, est une algèbre de Leibniz gauche et la forme bilinéaire

B : T ∗(L)× T ∗(L) −→ K définie par : B(x+ f, y+ g) = f(y) + g(x),∀x, y ∈ L, f, g ∈ L∗,

est symétrique, non dégénérée, invariante à gauche et non invariante à droite sur T ∗(L).

Dans ce cas, B([x+ f, y + g], z + h) = B(x+ f, (y + g)5 (z + h)), où

(y + g)5 (z + h) = y ? z + h ◦Ry − g ◦Rz,∀x, y, z ∈ L.

De plus, T ∗(L) est symétrique si et seulement si L est symétrique.

Remarque 3.1.2. Si L est une algèbre de Leibniz symétrique, alors on peut considérer

l’algèbre de Leibniz symétrique T ∗(L) munie de la forme bilinéaire invariante à gauche

construite dans la proposition 3.1.5. Dans ce cas,

(x+ f)5 (y + g) = {x, y}+ g ◦R(x)− f ◦R(y), ∀x, y ∈ L, f, g ∈ L∗,

où { , } est le produit défini dans la proposition 2.1.5.

Exemples 3.1.1. 1. Soit (g, [ , ]g) une algèbre de Lie, V une espace vectoriel et σ :

g × g → V une forme bilinéaire symétrique vérifiant σ([g, g]g, g) = {0}. Alors,

l’espace vectoriel L := g⊕ V muni du produit :

[x+ v, y + w] := [x, y]g + σ(x, y), ∀x, y ∈ g, v, w ∈ V,

est une algèbre de Leibniz symétrique.

D’après les propositions 3.1.5 , T ∗(L) est une algèbre de Leibniz symétrique et le

produit sue cette algèbre est définit comme suit :

[x+ v+ f +F, y+w+ h+H] = [x, y]g + σ(x, y) + f ◦ [y, .]g− h ◦ [x, .]g−H ◦ σ(x, .),

∀x, y ∈ g, v, w ∈ V, f, h ∈ g∗, F,H ∈ V ∗.

De plus, la forme bilnéaire B définie sur T ∗(L) par :

B(x+ v + f + F, y + w + h+H) := f(y) + F (w) + h(x) +H(v),
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∀x, y ∈ g, v, w ∈ V, f, h ∈ g∗, F,H ∈ V ∗, est symétrique, non dégénérée et invariante

à gauche. Si σ 6= 0, alors B n’est pas invariante à droite sur T ∗(L).

Finalement, par simple calcul on montre que pour tout x, y ∈ g, v, w ∈ V, f, h ∈

g∗, F,H ∈ V ∗,

(x+v+f+F )5(y+w+h+H) = [x, y]g−f ◦[y, .]g+h◦[x, .]g+H◦σ(x, .)−F ◦σ(y, .).

2. Considérons T ∗(sl2(R)) = sl2(R)
⊕

sl2(R)∗, la T ∗−extension de l’algèbre de Lie

sl2(R) avec ? = 0. Soient {x, y, h} une base de sl2(R) et {x∗, y∗, h∗} sa base duale,

alors les produits non nuls sur T ∗(sl2(R)) sont :

[h, x] = −[x, h] = 2x, [h, y] = −[y, h] = −2y, [x, y] = −[y, x] = h,

[h, x∗] = −2x∗, [h, y∗] = 2y∗, [x, x∗] = 2h∗, [x, h∗] = −y∗,

[y, y∗] = −2h∗, [y, h∗] = x∗.

Il est clair que le noyau de Leibniz de T ∗(sl2(R)) est l’espace vectoriel sl2(R)∗ et que

T ∗(sl2(R)) est une algèbre de Leibniz gauche (non droite) simple de dimension six.

De plus, la forme bilinéaire B : T ∗(sl2(R))× T ∗(sl2(R)) −→ R définie par :

B(x, x∗) = B(y, y∗) = B(z, z∗) = 1,

est symétrique, non dégénérée et invariante à gauche sur T ∗(sl2(R)).

3. Soit L une algèbre de Leibniz gauche de dimension trois sur C. Soit {x, y, z} une

base de L telle que les produits non nuls sur L sont :

[x, y] = y, [x, z] = z.

Considérons l’application bilinéaire anti-symétrique ? : L× L −→ L définie par :

x ? y = −y ? x = y et x ? z = −z ? x = z.

Alors, ? vérifie les équations (1), (2), et (3). Par suite, on peut considérer l’algèbre de

Leibniz gauche (non droite) T ∗(L) = L
⊕

L∗ de dimension six sur C. Les produits

non nuls sur T ∗(L) sont les suivants :

[x, y] = y, [x, z] = z, [z∗, x] = −[x, z∗] = z∗,

[x, y∗] = −[y∗, x] = −y∗, [y∗, y] = [z∗, z] = −x∗,
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avec {x∗, y∗, z∗} la base duale de la base {x, y, z} de L. Il est clair que T ∗(L) est

résoluble nilpotente à droite, non nilpotente à gauche. De plus, la forme bilinéaire

symétrique

B : T ∗(L)× T ∗(L) −→ C définie par :

B(x, x∗) = B(z, z∗) = B(y, y∗) = 1,

est non dégénérée, invariante à gauche et non invariante à droite sur T ∗(L).

Proposition 3.1.6. Si (L, [ , ]) est une algèbre de Leibniz symétrique, alors (L, ?) est une

algèbre de Lie dite l’algèbre de Lie associée à L.

Preuve. (L, ?) est une algèbre anti-commutative (équation (2)).

Soient x, y, z, u ∈ L,

B(u, x ? (y ? z) + y ? (z ? x) + z ? (x ? y)) = B(z, [[u, x], y]− [[u, y], x]) +B([[u, z], x], y).

Comme [[u, x], y]− [[u, y], x] = [u, [x, y]], alors

B(u, x ? (y ? z) + y ? (z ? x) + z ? (x ? y)) = B(z, [u, [x, y]]) +B([[u, z], x], y).

L’invariance de la forme B, implique que

B(u, x ? (y ? z) + y ? (z ? x) + z ? (x ? y)) = B([x, [u, z]] + [[u, z], x], y).

Par conséquent, B(u, x ? (y ? z) + y ? (z ? x) + z ? (x ? y)) = 0 car L est une algèbre de

Leibniz symétrique. On conclut que (L, ?) est une algèbre de Lie. 2

Puisque B est invariante à gauche et non dégénérée, alors on a la proposition suivante.

Proposition 3.1.7. Si (L, [ , ]) est une algèbre de Leibniz symétrique, alors Annd(L) =

Z(?)(L), où Z(?)(L) := {x ∈ L, x ? y = 0,∀y ∈ L} est le centre de l’algèbre de Lie (L, ?).

Remarque 3.1.3. Si (L, [ , ]) est une algèbre de Leibniz symétrique qui n’est pas une

algèbre de Lie, alors, d’après la remarque 3.1.1 L ? L 6= L. De plus, comme {0} 6= IL ⊆

Annd(L) alors Z(?)(L) 6= {0}.

Proposition 3.1.8. Si (L, [ , ]) est une algèbre de Leibniz symétrique, alors pour tout

x, y ∈ L

x ? y = {x, y}+ Θ(x, y),

où {x, y} = 1
2

(
[x, y]− [y, x]

)
, ∀x, y ∈ L, et Θ : L× L −→ Annd(L) est un 2-cocycle de

(L, ?) à coeffécients dans le module trivial Annd(L).
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Preuve. Pour x, y ∈ L, on pose φ(x, y) = [x, y]− x ? y. Alors, φ(x, y) ∈ Annd(L).

Car, B
(

[u, [x, y] − x ? y], z
)

= −B([x, y], [u, z]) + B(x ? y, [u, z]) = B(y, [x, [u, z]] +

[[u, z], x]) = 0,∀x, y, z, u ∈ L. Puisque l’application ? est anti-commutative, alors x ? y =

1
2

(
[x, y]− [y, x]

)
+ 1

2

(
−φ(x, y) +φ(y, x)

)
= {x, y}+ Θ(x, y), où Θ(x, y) = 1

2

(
−φ(x, y) +

φ(y, x)
)
. Il est clair que Θ(x, y) est anti-symétrique. De plus, comme ? et { , } satisfont

l’identité de Jacobi, alors Θ : L × L −→ Annd(L), ∀x, y ∈ L est un 2-cocycle de (L, ?)

dans Annd(L). 2

Remarque 3.1.4. B
(
φ(x, y), z

)
= B

(
[z, x], y

)
− 1

2
B
(

[x, y], z
)
− 1

2
B
(

[y, z], x
)
,∀x, y, z ∈

L.

3.2 Description de la structure de Leibniz

Dans cette sous-section, on introduit une construction des algèbres de Leibniz symétriques,

munies d’une forme bilinéaire invariante à gauche, en utilisant l’extension centrale et le

produit semi-direct introduits dans le chapitre précédent.

Théorème 3.2.1. Soient (L, [ , ]L) une algèbre de Leibniz symétrique munie d’une forme

bilinéaire symétrique non dégénérée et invariante à gauche B, V = Kd une algèbre de Lie

de dimension un et (D, δ, w0) un triplet admissible vérifiant (δ+ δ∗)(L) ⊆ Z(L), δ∗(w0) =

0, B(w0, w0) = 0 et D est une dérivation anti-symétrique de L. Alors, l’espace vectoriel

L̃ = V ∗
⊕

L
⊕

V muni du produit [ , ] défini par :

[x, y] = [x, y]L −B(δ(x), y)d∗,

[d, x] = D(x)−B(x,w0)d
∗,

[x, d] = δ(x),

[d, d] = w0,∀x ∈ L,

est une algèbre de Leibniz symétrique. De plus, la forme bilinéaire B̃ : L̃ × L̃ −→ K

définie par : B̃(x, y) = B(x, y),∀x, y ∈ L et B̃(d, d∗) = B̃(d∗, d) = 1 est symétrique , non

dégénérée et invariante à gauche.

Preuve. Comme δ ∈ Der(L) et δ(L) ⊆ R, alors δ([x, y]) = [x, δ(y)]−[y, δ(x)], ∀x, y ∈

L. D’après la proposition 2.4.2, la forme bilinéaire φ : L× L −→ K définie par φ(x, y) :=

−B(δ(x), y),∀x, y ∈ L est un bi-2-cocycle scalaire. Par suite, l’espace vectoriel L1 =

L
⊕

V ∗ est une algèbre de Leibniz symétrique, extension centrale de L par V. Considérons
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les endomorphismes δ1, D1 de L1 définis par :

δ1(x+ αd∗) = δ(x), D1(x+ αd∗) = D(x)−B(x,w0)d
∗,∀x ∈ L, α ∈ K.

Puisque (δ,D) ∈ Rep(V,L) et δ∗(w0) = 0, alors (δ1 ◦D1 −D1 ◦ δ1)(x+ αd∗) = δ(D(x)−

B(x,w0)d
∗)−D1(δ(x)) = B(x, δ∗(w0)) = 0,∀x ∈ L.

De plus, (δ21 + D1 ◦ δ1)(x + αd∗) = δ2(x) + D ◦ δ(x) − B(δ(x), w0) = −B(x, δ∗(w0)) =

0,∀x ∈ L. De même, on montre que D2
1 + δ1 ◦ D1 = 0. Par conséquent, (D1, δ1) ∈

Rep(V,L). Il est clair que δ1 ∈ Der(L1). Comme D ∈ Der(L) et w0 ∈ Z(L), alors

D1([x+αd∗, y+βd∗])− [D1(x+αd∗), y+βd∗]− [x+αd∗, D1(y+βd∗)] = −B([x, y], w0) =

B(y, [x,w0]) = 0,∀x, y ∈ L. Donc, D1 ∈ Der(L1).

De plus, D1(w0) = −B(w0, w0) = 0. Puisque (δ+D)([L,L]) = {0}, alors (δ1+D1)([x+

αd∗, y + βd∗]) = (δ +D)([x, y])−B([x, y], w0) = 0. Par suite, (δ1 +D1)(L) ⊆ Z(L).

Le fait que B(x,D2(y)) = B(D2(x), y) = −B(D◦δ(x), y) = B(x, δ∗ ◦D(y)),∀x, y ∈ L,

implique que δ∗ ◦D = D2.

Il résulte que [D1(x+ αd∗), y+ βd∗] + [y+ βd∗, D1(x+ αd∗)] = [D(x), y] + [y,D(x)]−

B(δ◦D(x), y)−B(δ(y), D(x)) = −B((δ◦D+δ∗◦D)(x), y) = −B((−D2+δ∗◦D)(x), y) =

0,∀x, y ∈ L, α, β ∈ K.

Par conséquent, D1(L) ⊆ R1, où R1 = {x+αd∗ ∈ L1, [x+αd∗, y+βd∗]+ [y+βd∗, x+

αd∗] = 0,∀y + βd∗ ∈ L1}

Tous ces faits impliquent que (D1, δ1, w0) est un triplet admissible. D’où, on peut

considérer l’algèbre de Leibniz symétrique L1

⊕
V produit semi-direct de L1 par V . On

obtient finalement l’algèbre L̃ = V ∗
⊕

L
⊕

V. 2

Définition 3.2.1. L’algèbre de Leibniz symétrique construite dans le théorème précédent

est appelée la double extension ”gauche” de L par V au moyen du triplet admissible

(D, δ, w0). Dans ce cas, on dit que (D, δ, w0) est un triplet fortement admissible.

De cette situation découle la question suivante : Sous quelles conditions deux triplets

fortement admissibles conduisent à deux double extension ”gauches” équivalentes.

Théorème 3.2.2. Si L̃ = V ∗
⊕

L
⊕

V (resp. L̃′ = V ∗
⊕

L
⊕

V ) est une double exten-

sion gauche de l’algèbre de Leibniz symétrique L̃ par V = Kd au moyen de (D, δ, w0) (resp.

(D′, δ′, w′0)). Alors, L̃ et L̃′ sont équivalentes si et seulement si, il existe a0 et u0 ∈ L tels
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que :

δ′ = δ +Ru0 = δ −Ra0 ,

D′ = D − La0 , δ∗(u0) = −δ′∗(a0),

w0 − w′0 = (D + δ −Ra0)(a0),

B(u0, w0) = −B(w′0, a0)−B(δ′(a0), a0).

Lemme 3.2.3. Si (L, [ , ]L) est une algèbre de Leibniz symétrique qui n’est pas une algèbre

de Lie munie d’une forme bilinéaire symétrique, non dégénérée et invariante à gauche

alors, IL ⊆ [L,L] ⊆ I⊥L .

Preuve. On sait que IL ⊆ [L,L]. Puisque B([x, y], i) = −B(y, [x, i]) = 0, ∀x, y ∈

L, i ∈ IL, alors [L,L] ⊆ I⊥L . 2

Théorème 3.2.4. Si (L, [ , ]) est une algèbre de Leibniz symétrique, qui n’est pas une

algèbre de Lie, munie d’une forme bilnéaire symétrique, non dégénérée et invariante à

gauche B, alors L est isomorphe à une double extension ”gauche” d’une algèbre de Leibniz

symétrique (W, [ , ]W) par l’algèbre de Lie de dimension un.

Preuve. Le fait que L n’est pas une algèbre de Lie, implique que IL 6= {0}. Soient

e ∈ IL\{0} et J = Ke. Alors, J ⊆ J ⊥. Puisque B est non dégénérée, alors il existe

d ∈ L\{0} tel que B(e, d) = 1 et B(d, d) = 0. On considère V = Kd et W = (J
⊕
V)⊥,

alors

L = J
⊕

W
⊕
V et J ⊥ = J

⊕
W est un idéal de L.

Soient x, y ∈ W, alors [x, y] = φ(x, y)e + [x, y]W où φ : W ×W −→ K est une forme

bilinéaire et [ , ]W : W −→W −→W est une application bilinéaire.

Il est facile à vérifier que (W, [ , ]W) est une algèbre de Leibniz symétrique et que la

forme bilinéaire BW = B|W×W
est symétrique, non dégénérée et invariante à gauche sur

(W, [ , ]W). Par suite, l’application bilinéaire φ est un bi-2-cocycle sur (W, [ , ]W).

Puisque J ⊥ = J
⊕

W est un idéal de L, alors

[d, d] = αe+ w0 + λd, avec α, λ ∈ K, w0 ∈W,

[x, d] = ϕ(x)e+ δ(x), où δ ∈ End(W), ϕ ∈W∗,

[d, x] = ψ(x)e+D(x), avecδ ∈ End(W), ψ ∈W∗.

Soient x, y ∈ W. Comme B est symétrique et invariante à gauche, alors φ(x, y) =

B([x, y], d) = −B(y, [x, d]) = −B(y, δ(x)). De plus,B(D(x), y) = B([d, x], y) = −B(x, [d, y]) =
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−B(x,D(y)). D’où, D est anti-symétrique. Puisque ψ(x) = B([d, x], d) = −B(x, [d, d]) =

−B(x,w0) et ϕ(x) = B([x, d], d) = −B(d, [x, d]) = −ϕ(x). Alors, ϕ(x) = 0. D’autre part,

λ = B([d, d], e) = −B(d, [d, e]) = 0 et α = B([d, d], d) = −B(d, [d, d]) = −α. Donc, α = 0.

Par conséquent, w0 = [d, d] ∈ IL ⊆ Ann(L). Alors, B(w0, w0) = 0 et δ(w0) = D(w0) =

0. De plus, B(δ∗(w0), x) = B([d, d], [x, d]) = B(d, [[x, d], d]) = B(d, δ2(x)) = 0. Par suite,

δ∗(w0) = 0. Il est clair que [w0, x]W = [[d, d], x] = 0 et [x,w0]W = [x, [d, d]] = 0. Alors,

w0 ∈ Ann(W). Comme φ est un bi-2-cocycle, alors (δ + δ∗)([L,L]) = {0}. Puisque L

est une algèbre de Leibniz gauche qui vérifit [[a, b], c] = −[c, [a, b]],∀a, b, c ∈ L , alors on

montre que (D, δ, w0) est un triplet admissible de W. On peut alors considérer l’algèbre

de Leibniz quadratique L = V∗
⊕

W
⊕
V double extension gauche de (W, BW) par V au

moyen de (D, δ, w0).

Il est clair que l’application F : L −→ L;λe+x+λ′d 7−→ λd∗+x+λ′d est un isomorphisme

d’algèbre de Leibniz. 2

3.3 Description de la structure de Lie

Comme toute algèbre de Leibniz symétrique (L, B) munie d’une forme bilinéaire

symétrique, non dégénérée et invariante à gauche B donne naissance à une structure

d’algèbre de Lie (L, ?). Alors, on consacre cette sous-section à l’étude de cette algèbre de

Lie.

Théorème 3.3.1. Soient (L, [ , ]) algèbre de Leibniz symétrique munie d’une forme bi-

linéaire symétrique, non dégénérée et invariante à gauche B et (L, ?) l’algèbre de Lie y

associée. Considérons une algèbre de Lie de dimension un V = Kd et un triplet fortement

admissible (D, δ, w0) de L. Si (L̃ = V ∗
⊕

L
⊕

V, B̃) est une double extension gauche L

par V au moyen de (D, δ, w0), alors l’espace vectoriel L̃ muni du produit • défini par :

x • y = x ? y +B(D(x), y)d∗,

d • x = −x • d = δ∗(x) +B(w0, x)d∗,

d • d = 0,∀x, y ∈ L,

est une algèbre de Lie. Plus précisément, (L̃, •)est l’algèbre de Lie associée à (L̃, [ , ]). ie.

B̃([a, b], c) = B̃(a, b • c), ∀a, b, c ∈ L̃.

Preuve.

Puisque D est une dérivation anti-symétrique de L, alors B(D(x ? y) − D(x) ? y −

x ? D(y), z) = −B(x ? y,D(z)) − B([z,D(x)], y) − B([z, x], D(y)) = −B([D(z), x], y) −
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B([z,D(x)], y) +B(D([z, x]), y) = 0. D’où, D est une dérivation (L, ?). Il s’en suit que la

forme bilinéaire α : L × L −→ K définie par α(x, y) = B(D(x), y), ∀x, y ∈ L est un 2-

cocycle de l’algèbre de Lie (L, ?) (Proposition 4.1 [58]). Par conséquent, on peut considérer

l’algèbre de Lie L1 = L
⊕

V ∗ extension centrale de L par V au moyen de α. Le produit

sur L1 est défini par :

(x+ ηd∗) • (y + µd∗) = x ? y +B(D(x), y)d∗,∀x, y ∈ L, η, µ ∈ K.

Considérons maintenant l’application bilinéaire λ : L1 × L1 −→ L1 définie par :

λ(x + νd∗) := δ∗(x) + B(w0, x)d∗,∀x ∈ L, ν ∈ K. Comme (δ + δ∗) ([x, y]) = 0, ∀x, y ∈ L,

alors δ∗ est une dérivation de l’algèbre de Lie (L, ?). En fait, en utilisant l’invariance de

B on montre que

B (δ∗(x ? y)− δ∗(x) ? y − x ? δ∗(y), z) = B (x ? y, δ(z))−B ([z, δ∗(x)], y)−B ([z, x], δ∗(y))

= B (y, [δ(z), x]− δ([z, x])) +B (δ∗(x), [z, y]) = −B (y, [z, δ(x)]) +B (x, δ([z, y]))

= B (δ(x), [z, y]) +B (x, δ([z, y])) = B (x, (δ + δ∗)([z, y])) = 0,∀x, y, z ∈ L.

Alors, δ∗(x ? y)− δ∗(x) ? y − x ? δ∗(y) = 0,∀x, y ∈ L. D’où,

λ(x+ ηd∗) • (y + µd∗) + (x+ ηd∗) • λ(y + µd∗) = δ∗(x) • y +B(D ◦ δ∗(x), y)d∗

+ x ? δ∗(y) +B(D(x), δ∗(y))d∗ = δ∗(x ? y)−B (x, δ ◦D(y)) d∗ +B(δ ◦D(x), y)d∗

= δ∗(x ? y) +B(x,D2(y))d∗ −B(D2(x), y)d∗ = δ(x ? y), ∀x, y ∈ L, η, µ ∈ K.

De plus, λ
(

(x+ηd∗)•(y+µd∗)
)

= δ∗(x?y)+B(w0, x?y)d∗ = δ∗(x?y)+B([w0, x], y)d∗ =

δ∗(x ? y),∀x, y ∈ L, η, µ ∈ K car w0 ∈ Z(L). En conclusion, λ est une dérivation de

l’algèbre de Lie (L1, •). Par suite, on peut considérer l’algèbre de Lie L̃ = L1

⊕
V , produit

semi-direct de L1 par V au moyen de λ. Puis, par un simple calcul, on montre que

B̃([a, b], c) = B̃(a, b • c), ∀a, b, c ∈ L̃. 2

Définition 3.3.1. L’algèbre de Lie (L̃, •) construite dans le théorème précédent est ap-

pelée la double extension spéciale de (L, ?) au moyen de (D, δ, w0).

Lemme 3.3.2. Si L est une algèbre de Leibniz symétrique, alors IL ⊆ Z?(L) et IL est

un idéal de (L, ?).

Preuve. Comme (L, [ , ]) est une algèbre de Leibniz symétrique, alors IL ⊆ Ann(L).

Par suite pour tout x, y ∈ L, i ∈ IL, B(i ? x, y) = B([y, i], x) = 0. Comme B est non

dégénérée, alors i ? x = 0. De la même manière, on montre que x ? i = 0. Par conséquent,

IL ⊆ Z?(L). 2

Considérons maintenant (L, [ , ]) une algèbre de Leibniz symétrique munie d’une forme

bilinéaire symétrique, non dégénérée et invariante à gauche B. Alors, le Théorème 3.2.4
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implique que L est une double extnesion gauche d’une algèbre de Leibniz symétrique

(W, [ , ]W). Soit (L, ?) (resp. (W, •)) l’algèbre de Lie associée à (L, [ , ]) (resp. (W, [ , ]W)).

Alors,

Théorème 3.3.3. (L, ?) est la double extension spéciale de (W, •) par l’algèbre de Lie

de dimension un.

Preuve.

Soit J = Ke, où e ∈ IL\{0}. Puisuqe B est non dégénérée, alors il existe d ∈ L\{0}

tel que B(e, d) = 1 et B(d, d) = 0. Soient V = Kd et W = (J
⊕

V )⊥. Alors, L =

J
⊕

W
⊕

V et IL⊥ = I
⊕

W. Le lemme 3.3.2 implique que IL est un idéal de (L, ?).

D’où, IL⊥ est un idéal de L. Pour tout x, y ∈W, on pose :

x ? y = x • y + α(x, y)e, d ? x = −x ? d = λ(x) + β(x)e, avec • : W ×W −→W est une

application bilinéaire, α : W ×W −→ K est une forme bilinéaire, λ : W −→ W est une

application bilinéaire et β : W −→ K est une forme bilinéaire. Rappelons que, d’après le

théorème 3.4.6, le produit sur l’algèbre de Leibniz (L, [ , ]) est défini par :

[x, y] = [x, y]L −B(δ(x), y)d∗,

[d, x] = D(x)−B(x,w0)d
∗,

[x, d] = δ(x),

[d, d] = w0,∀x, y ∈ L,

où (D, δ, w0) est un triplet fortement admissible W. Comme B([a, b], c) = B(a, b ?

c), ∀a, b, c ∈ L, alors

BW([x, y]W, z) = B([x, y], z) = B(x, y ? z) = BW(x, y • z). De plus, α(x, y) = B(x ? y, d) =

B([d, x], y) = B(D(x), y) = BW(D(x), y) et β(x) = B(d?x, d) = B([d, d], x) = BW(w0, x).

On a aussi , B(λ(x), y) = B(d ? x, y) = B(x, [y, d]) = B(x, δ(y)) = B(δ∗(x), y).

Par conséquent x ? y = x • y +BW(D(x), y)e, d ? x = −x ? d = δ∗(x) +BW(w0, x)e.

Puisque (D, δ, w0) est un triplet fortement admissible de (W, [ , ]W), alors (L, ?) est la

double extension spéciale de (W, •) par l’algèbre de Lie de dimension un. 2

Tout les résultats démontrés dans cette section, dans le cas des algèbres de Leibniz

gauche avec une forme bilinéaire symétrique, non dégénérée et invariante à gauche, restent

valable dans le cas des algèbres de Leibniz gauche avec une forme bilinéaire symétrique,

non dégénérée et invariante à droite. Les preuves sont similaires au premier cas.
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3.4 Les algèbres de Leibniz gauches munies d’une

forme bilinéaire invariante à droite

Dans cette sous-section, on donne (sans démonstration) quelques résultats sur les

algèbres de Leibniz gauche avec une forme bilinéaire symétrique, non dégénérée et inva-

riante à droite.

Soit (L, [ , ]) une algèbre de Leibniz gauche et B une forme bilinéaire symétrique, non

dégénérée et invariante à droite. C’est à dire, B([x, y], z) = −B(x, [z, y]),∀x, y, z ∈ L. Soit

∗ : L× L −→ L une application bilinéaire satisfaisant

B([x, y], z) = B(y, z ∗ x), ∀x, y, z ∈ L.

Proposition 3.4.1. Le produit ∗ satisfait les identitées suivantes :

(1’) x ∗ y + y ∗ x = 0;

(2’) [[x, y], z] = [x, y] ∗ z;

(3’) (x ∗ y) ∗ z + [y, z] ∗ x− (x ∗ z) ∗ y = 0, ∀x, y, z ∈ L.

Théorème 3.4.2. Soit (L, [ , ]) une algèbre de Leibniz gauche. Si l’application bilinéaire

∗ : L × L −→ L satisfait les identitées (2’) and (3’). Alors, l’espace vectoriel T ∗(L) =

L
⊕

L∗ muni du produit défini par :

[x+ f, y + g] = [x, y]− f ◦Ry + g ◦R∗(x),∀x, y ∈ L, f, g ∈ L∗,

où R∗(x)y = x ∗ y,∀x, y ∈ L, est une algèbre de Leibniz gauche et la forme bilinéaire

B : T ∗(L) × T ∗(L) −→ K définie par : B(x + f, y + g) = f(y) + g(x) est une forme

bilinéaire symétrique, non dégénérée et invariante à droite, non invariante à gauche sur

T ∗(L).

Dans ce cas , B([x+ f, y + g], z + h) = B(x+ f, (y + g)5 (z + h)), avec

(x+ f)5 (y + g) = x ∗ y + f ◦ Ly − g ◦ Lx, ∀x, y, z ∈ L, f, g, h ∈ L∗.

De plus, T ∗(L) est symétrique si et seulement si L est symétrique.

Proposition 3.4.3. Si (L, [ , ]) est une algèbre de Leibniz symétrique, alors (L, ∗) est une

algèbre de Lie.

Proposition 3.4.4. Si (L, [ , ]) est une algèbre de Leibniz symétrique, alors Anng(L) =

Z(∗)(L), avec Z(∗)(L) := {x ∈ L, x ∗ y = 0,∀y ∈ L} est le centre de l’algèbre de Lie (L, ∗).
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Proposition 3.4.5. Si (L, [ , ]) est une algèbre de Leibniz symétrique, alors

x ∗ y = {x, y}+ ψ(x, y),

où {x, y} = 1
2

(
[x, y]− [y, x]

)
et ψ : L× L −→ Anng(L) est un 2−cocycle de (L, ∗).

Théorème 3.4.6. Soient (L, [ , ]) une algèbre de Leibniz symétrique et B une forme

bilinéaire symétrique, non dégénérée et invariante à droite sur L, V = Kd une algèbre de

Lie de dimension un et (D, δ, w0) un triplet admissible vérifiant D ∈ Dera(L), δ(w0) =

D(w0) = 0, (δ + δ?)([L,L]) = {0}, B(w0, w0) = 0, δ?(w0) = 0. Alors, l’espace vectoriel

L = V
⊕

L
⊕

V ? muni du produit suivant :

[x, y] = [x, y]L −B(x, δ(y))d∗,

[x, d] = D(x)−B(x,w0)d
∗,

[d, x] = δ(x),

[d, d] = w0,

est une algèbre de Leibniz symétrique dite la double extension ”droite” de L par V .

De plus, la forme bilinéaire B̃ : L̃ × L̃ −→ K définie par : B̃(x, y) = B(x, y),∀x, y ∈

L and B̃(d, d∗) = B̃(d∗, d) = 1 est symétrique, non dégénérée et invariante à droite.

Théorème 3.4.7. Si (L, [ , ]) une algèbre de Leibniz symétrique et B une forme bilinéaire

symétrique, non dégénérée et invariante à droite, alors L est isomorphe à une double

extension droite d’une algèbre de Leibniz symétrique (W, [ , ]W) par l’algèbre de Lie de

dimension un.

Théorème 3.4.8. Soient (L, [ , ]) une algèbre de Leibniz symétrique, B une forme bi-

linéaire symétrique, non dégénérée et invariante à droite sur L et (L, ?) l’algèbre de Lie

associée à (L, [ , ]). Considérons une algèbre de Lie de dimension un V = Kd et un triplet

admissible (D, δ, w0) de L comme dans le théorème 3.4.6. Si

(L̃ = V ∗
⊕

L
⊕

V, B̃) est la double extension droite de L par V au moyen de (D, δ, w0),

alors l’espace vectoriel L̃ muni du produit • défini par :

x • y = x ∗ y +B(x,D(y))d∗,

x • d = −d • x = δ∗(x) +B(w0, x)d∗,

d • d = 0,∀x, y ∈ L,

est une algèbre de Lie. De plus, (L̃, •) est l’algèbre de Lie associée (L̃, [ , ]), c’est à dire,

B̃([a, b], c) = B̃(a, b • c), ∀a, b, c ∈ L̃.
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Graçe à ([56]), on n’a pas à étudier les algèbre de Leibniz droite avec une forme

bilinéaire invariante à gauche ou à droite. En effet il a démontré que si (L, [ , ]) est une

algèbre de Leibniz gauche , alors L muni du produit défini par :(x, y) 7−→ {x, y} := [y, x]

est une algèbre de Leibniz droite. Il est facile à prouver que si de plus (L, [ , ]) est munie

d’une forme bilinéaire symétrique, non dégénérée et invariante à gauche (resp. à droite)

B, alors B devient une forme bilinéaire invariante à droite (resp. à gauche) sur l’algèbre

de Leibniz droite (L, { , }).
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Chapitre 4

Les systèmes triples de Lie

quadratiques

Dans ce chapitre, on décrit les système triples de Lie quadratiques via la notion de la

double extension.

4.1 Structure des systèmes triples de Lie quadratiques

Définition 4.1.1. Un système triple de Lie est un espace vectoriel L muni d’un produit

triple [ , , ] : L × L× L −→ L vérifiant :

(SL1) [x, x, z] = 0,

(SL2) [x, y, z] + [y, z, x] + [z, x, y] = 0,

(SL3) [u, v, [x, y, z]] = [[u, v, x], y, z] + [x, [u, v, y], z] + [x, y, [u, v, z]] ∀x, y, z, u, v ∈ L.

Définition 4.1.2. Soient L un système triple de Lie et B une forme bilinéaire sur

L. Alors, on dit que B est invariante à gauche (resp. à droite) si B(L(a, b)x, y) =

B(x, L(b, a)y) (resp. B(R(a, b)x, y) = B(x,R(b, a)y) pour tout x, y, a, b ∈ L. Si B est

invariante à gauche et à droite sur L, alors on dit que B est invariante sur L. Si de plus

B est symétrique et non dégénérée, alors B est appelée un produit scalaire invariant sur

L. Dans ce cas , (L, B) est dit un système triple de Lie quadratique.

Remarques 4.1.1. Soit L un système triple de Lie.

1. Il est montré dans [68] que si B est une forme bilinéaire symétrique invariante à

droite sur L, alors Best invariante à gauche sur L. Par suite, une forme bilnéaire

symétrique B est invariante sur L si et seulement si B est invariante à droite.

63
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2. Soit K la forme bilinéaire sur L définie par :K(x, y) = 1
2
Trace

{
R(x, y)+R(y, x)

}
, ∀x, y ∈

L. Alors, K est symétrique invariante. De plus, on sait que L est semi simple si et

seulement si K est non dégénérée ( voir [59]). Cette forme bilinéaire est appelée la

forme trace de L.

3. Soit (g, [ , ]) une algèbre de Lie, alors g muni du produit triple défini par [a, b, c] =

[[a, b], c],∀a, b, c ∈ g est un système triple de Lie. De plus, s’il existe une forme

bilinéaire symétrique, non dégénérée et invariante B sur l’algèbre de Lie (g, [ , ]),

alors B est aussi un produit scalaire invariant sur le système triple de Lie (g, [[ , ], ]).

Par conséquent, toute algèbre de Lie quadratique (g, B) peut être considérée comme

un système triple de Lie quadratique.

Définition 4.1.3. Soit (L, [, , ]) un système triple de Lie. Alors,

(i) On note par [L,L,L] le sous-espace vectoriel de L engendré par l’ensemble

{[a, b, c]; a, b, c ∈ L} (ii) L’espace vectoriel Z(L) = {a ∈ L; [a, b, c] = 0, ∀b, c ∈ L} est appelé le centre de L

Remarque 4.1.1. Soit (L, [, , ]) un système triple de Lie. D’après les identitées (SL1)

et (SL2), Z(L) = {a ∈ L; [a, b, c] = [b, a, c] = [c, b, a] = 0, ∀b, c ∈ L}.

Proposition 4.1.1. Soit (L, B) un système triple de Lie quadratique. Alors,(
Z(L)

)⊥
= [L,L,L].

Preuve. Soient a, b, c ∈ L, x ∈ Z(L), alors B([a, b, c], x) = B(a, [x, c, b]) = 0. Donc,

[L,L,L] ⊆
(
Z(L)

)⊥
. Par conséquent, considérons y ∈ [L,L,L]⊥, i.e B(y, [a, b, c]) = 0.

Puisque B est invariante alors, B([y, c, b], a) = 0, ∀c ∈ L. D’où, [y, c, b] = 0, ∀c, b ∈ L

car B est non dégénérée. Par suite, y ∈ Z(L) et [L,L,L]⊥ ⊆ Z(L). On conclut que ,(
Z(L)

)⊥
= [L,L,L]. 2

Définition 4.1.4. Soient (L, B) un système triple de Lie quadratique et U un idéal de

L. Alors,

1. on dit que U est un idéal non dégénéré (resp. dégénéré) si B|U×U est non dégénérée

(resp. dégénérée).

2. On dit que L est B-irréductible si L ne contient aucun idéal propre non trivial non

dégénéré.

Le Lemme suivant est immédiat.

Lemme 4.1.2. Soient (L, B) un système triple de Lie quadratique et U un idéal de L.

Alors,
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(i) U⊥ = {x ∈ L, B(x, y) = 0 ∀y ∈ U} est un idéal de L.

(ii) Si U est un idéal non dégénéré, alors L = U
⊕
U⊥ et U⊥ est aussi non dégénéré.

Lemme 4.1.3. Soit (L, B) un système triple de Lie quadratique. Alors, L =
r⊕
i=1

Li où

r ∈ N et pour tout i ∈ {1, . . . , r},

(i) Li est un idéal non dégénéré de L.

(ii) Li est B-irréductible.

(ii) Pour i 6= j et (x, y) ∈ Li × Lj, on a B(x, y) = 0.

Preuve.

On montre le résultat par récurrence sur n = dim(L). Si n = 1, alors le résultat est

vrai. Supponsons que le résultat est vrai pour tout système triple de Lie quadratique de

dimension inférieure à n. Soit (L, B) un système triple de Lie quadratique de dimension

n+ 1. Si L ne contient aucun idéal non dégénéré non trivial, alors l’assertion est vérifiée

pour r = 1. Sinon, soit U un idéal non dégénéré non trivial de L. D’après le Lemme 5.1.1,

L = U
⊕
U⊥. Par suite, on obtient le résultat on appliquant l’hypothèse de récurrence à

U et U⊥. 2

Dans le cas des systèmes triples de Lie semi-simples, la décomposition donnée dans le

Lemme précédent cöıncide avec la décompostion en somme d’idéaux simples.

Proposition 4.1.4. Soit (L, B) un système triple de Lie quadratique. Considérons la

décomposition L =
r⊕
i=1

Li de L comme dans le Lemme 4.1.3. Alors,

(i) pour tout i ∈ {1, . . . , r}, Li est simple.

(ii) Si I est un idéal simple de L, alors il existe i0 ∈ {1, . . . , r} tel que Li0 = I.

Preuve.

(ii) Soit I un idéal simple non trivial de L. Supposons que pour tout i ∈ {1, . . . , r},

I ∩ Li = {0}. Puisque {I,L,L} ⊆
r⊕
i=1

(I ∩ Li) = {0}. Alors, {I, I, I} = 0 et I est

résoluble. Donc, il existe i0 ∈ {1, . . . , r} tel que I ∩Li0 6= {0}. Comme I ∩Li0 est un idéal

de I et I est simple, alors I ∩Li0 = I. D’où, I ⊆ Li0 . Le fait que Li0 est B−irréductible

et I est nondégénéré, implique que I = Li0 . (i) Supposons qu’il existe i ∈ {1, . . . , r} tel

que Li n’est pas simple. Alors, sans perdre de généralité, on écrit L = (
s⊕
i=1

Li)⊕(
r⊕

i=s+1

Li)

où pour tout 1 ≤ i ≤ s, Li est simple et Li n’est pas simple pour tout s + 1 ≤ i ≤ r.

Comme L est semi simple, alors on peut considéré la décomposition L =
l⊕

i=1

Ui de L en
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une somme directe d’idéaux simples. L’assertion (ii) implique que s = l = r. 2

Maintenant, on rappelle les notions de base sur les représentation des systèmes triples de

Lie.

Définition 4.1.5. Soient L un système triple de Lie et V un espace vectoriel. Soient r, l

deux applications bilinéaires de L × L dans End(V ). Alors, la paire (r, l) est dite une

représentation de L dans V si les asertions conditions suivantes sont vérifiées :

(R1) l(x, y) = −l(y, x),

(R2) l(x, y) = r(y, x)− r(x, y)

(R3) l(x, y)l(u, v)− l(u, v)l(x, y) = l([x, y, u], v) + l(u, [x, y, v])

(R4) l(x, y)r(u, v)− r(u, v)l(x, y) = r([x, y, u], v) + r(u, [x, y, v])

(R5) r(x, [z, u, v]) = r(u, v)r(x, z)− r(z, v)r(x, u) + l(z, u)r(x, v)∀x, y, z, u, v ∈ L.

L’ensemble des représentations de L dans V est noté Rep(L, V ).

Proposition 4.1.5. Soient L un système triple de Lie , V un espace vectoriel et r, l :

L × L −→ End(V) deux applications bilinéaires . Alors, l’espace vectoriel L1 = L
⊕

V

muni du produit triple :

[a⊕ x, b⊕ y, c⊕ z] = [a, b, c]⊕ l(a, b)z + r(b, c)x− r(a, c)y,∀a, b, c ∈ L, x, y, z ∈ V (4.1)

est un système triple de Lie si et seulement si (r, l) est une représentation de L dans V.

Dans ce cas, V est dit un L−module.

Proposition 4.1.6. Soient L un système triple de Lie et V,W deux espaces vectoriels.

Alors,

1. La paire (R,L), où R est la multiplication gauche de L et L est la multiplica-

tion droite de L, est une représentation de L dans lui même dite la représentation

régulière de L.

2. Soit (R,L) la représentation régulière de L. Alors, la paire (R∗, L∗) ∈ L(L ×

L, End(L∗))2 définie par

R∗(x, y)(f) = f ◦R(y, x), L∗(x, y)(f) = f ◦ L(y, x),∀x, y ∈ L, f ∈ L∗

est une représentation de L dans L∗ appelée la représentation corégulière de L.
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3. Si (r1, l1) ∈ Rep(L, V ) et (r2, l2) ∈ Rep(L,W ), alors la paire (r, l) ∈ L(L ×

L, End(V
⊕

W ))2 définie pour tout a, b ∈ L, v ∈ V,w ∈ W par :

r(a, b)(v + w) = r1(a, b)(v) + r2(a, b)(w), l(a, b)(v + w) = l1(a, b)(v) + l2(a, b)(w)

est une représentation de L dans V
⊕

W .

Dans le but de donner des exemples de systèmes triples de Lie quadratiques, on rappelle

la notion de la T ∗−extension des systèmes triples de Lie donnée dans [53]. On note que

dans [53], les auteurs utilisent la terminologie métrisé au lieu de quadratique.

Définition 4.1.6. Soient (r, l) une représentation du système triple de Lie L dans l’es-

pace vectoriel V. On note par Cn(L,V) l’espace vectoriel engendré par l’ensemble de toute

les applications multilinéaires f de T × · · · × L dans V qui vérifient

(Co1) f(x1, x2, ..., xn−3, x, x, xn) = 0,

et

(Co2) f(x1, x2, ..., xn−3, x, y, z) + f(x1, x2, ..., xn−3, y, z, x) + f(x1, x2, ..., xn−3, z, x, y) = 0.

On défini l’application δ de Cn(L,V) dans Cn+2(L,V) comme suit :

δ(x1, x2) = r(x1, x2)f, ∀f ∈ C0(L,V),

δf(x1, x2, ..., x2n+1) = r(x2n, x2n+1)f(x1, x2, ..., x2n−1)−r(x2n−1, x2n+1)f(x1, x2, ..., x2n−2, x2n)

+
n∑
k=1

(−1)n+kl(x2k−1, x2k)f(x1, x2, ..., x̂2k−1, x̂2k, ..., x2n+1)

+
n∑
k=1

2n+1∑
j=2k+1

(−1)n+k+1f(x1, x2, ..., x̂2k−1, x̂2k, ..., [x2k−1, x2k, xj], ..., x2n+1), ∀f ∈ C2n−1(L,V), n ≥

1,

δf(y, x1, x2, ..., x2n+1) = r(x2n, x2n+1)f(y, x1, x2, ..., x2n−1)−r(x2n−1, x2n+1)f(y, x1, x2, ..., x2n−2, x2n)

+
n∑
k=1

(−1)n+kl(x2k−1, x2k)f(y, x1, x2, ..., x̂2k−1, x̂2k, ..., x2n+1)

+
n∑
k=1

2n+1∑
j=2k+1

(−1)n+k+1f(y, x1, x2, ..., x̂2k−1, x̂2k, ..., [x2k−1, x2k, xj], ..., x2n+1), ∀f ∈ C2n(L,V), n ≥

1,

où le symbolêau dessus des lettres signifie que cette lettre doit être omise.

Alors, l’application f ∈ Cn(L,V) est appelée un n−cocycle si δf = 0, (Co3). En considérant

la représentation triviale (r = l = 0), on dit que le n−cocycle f est scalaire.

Proposition 4.1.7. Soient L un système triple de Lie et θ : L × L × L −→ L∗ un

3−cocycle . Alors, l’espace vectoriel L̃ = L
⊕
L∗ muni du produit défini pour tout a, b, c ∈

L, f, g, h ∈ L∗par

[a+ f, b+ g, c+ h] = [a, b, c] + θ(a, b, c) + f ◦R(c, b)− g ◦R(c, a) + h ◦ L(b, a) (4.2)
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est un système triple de Lie. De plus, La forme bilinéaire B : L̃ × L̃ −→ K défine par :

B(a+ f, b+ g) = f(b) + g(a),∀a, b ∈ L, f, g ∈ L∗

est un produit scalaire associatif sur L̃ si et seulement si θ satisfait la condition suivante,

θ(a, b, c)(d) = θ(d, c, b)(a),∀a, b, c, d ∈ L. (4.3)

Définition 4.1.7. Soient L un système triple de Lie et θ : L×L×L −→ L∗ un 3−cocycle

vérifiant la condition (4.3), alors le système triple de Lie quadratique (L̃, B) est appelé la

T ∗−extension de L au moyen de θ. On le note T ∗θL.

Dans [53], il est démontré que tout système triple de Lie quadratique nilpotent est iso-

morphe à une T ∗-extension d’un système triple de Lie nilpotent. Dans la section suivante,

on utilise le concept de La double extension et on aboutit à une desription plus raffinée

des systèmes triples de Lie quadratiques nilpotents.

4.2 Les systèmes triples de Lie quadratiques nilpo-

tents

4.2.1 Double extension par la dimension un

Théorème 4.2.1. Soient (L, [ , , ]) un système triple de Lie, V un espace vectoriel et

φ : L × L × L −→ V∗ un 3−cocycle scalaire. Alors, l’espace vectoriel L̃ = L
⊕
V∗, muni

du produit :

[a⊕ f, b⊕ g, c⊕ h] = [a, b, c]⊕ φ(a, b, c), ∀a, b, c ∈ L (4.4)

est un système triple de Lie appelé l’extension centrale de L par V (au moyen de φ).

Lemme 4.2.2. Soient (L, B) un système triple de Lie quadratique et F : L −→ Enda(L);

a 7−→ F (a, .) une application bilinéaire vérifiant :

B
(
a,G(b, c)

)
= −B

(
b, F (a, c)

)
, avecG(a, b) = F (b, a)− F (a, b)∀a, b, c ∈ L. (4.5)

Alors, L’application trilinéaire φ : L × L× L −→ K défine pour tout a, b, c ∈ L par :

φ(a, b, c) = B
(
a, F (c, b)

)
est un 3−cocycle scalaire si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

[a, b, F (c, u)] = F ([a, b, c], u) + [c,G(b, a), u] + F (c, [a, b, u]),∀a, b, c, u ∈ L.
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Définition 4.2.1. Soient (L, B) un système triple de Lie quadratique et F : L −→

Enda(L); a 7−→ F (a, .) une application linéaire. Alors, on dit que F est une action admis-

sible sur L si les conditions suivantes sont satisfaites :

F (a, .) ∈ Der(L)

(E1) [a, b, F (c, u)] = F ([a, b, c], u) + [c,G(b, a), u] + F (c, [a, b, u]),∀a, b, c, u ∈ L.

Remarque 4.2.1. Soient(L, B) un système triple de Lie quadratique, Kd un un système

triple de Lie de dimension un et F une action admissible sur L qui satisfait la condition

(4.5). Alors, l’application trilinéaire φ : L × L × L −→ Kd définie pour tout a, b, c ∈ L

par : φ(a, b, c) = B
(
a, F (c, b)

)
d est un 3−cocycle. Par conséquent, on peut considérer le

système triple de Lie L̃ = L
⊕

Kd∗, extension centrale de L par Kd au moyen de φ.

Définition 4.2.2. Soient (L, B) un système triple de Lie quadratique. Considérons un

endomorphisme D de L et une action admissible F : L −→ Der(L); a 7−→ F (a, .) sur

L. Alors, la paire (D,F) est appelée une représentation généralisée de Kd dans L si les

conditions suivantes sont satisfaites :

(E2) [a, b,D(u)] = D([a, b, u]) +G(u,G(a, b)) + F (u,G(b, a))

(E3)F (a,D(u)) = D(F (a, u))−G(u,D(a)) + F (u,D(a))

(E4)F (a, F (b, c)) = F (F (a, b), c) + F (b, F (a, c))− [D(a), b, c]

∀a, b, c, u ∈ L.

où G(a, b) = F (b, a)− F (a, b).

Proposition 4.2.3. Soient (L, B) un système triple de Lie quadratique, Kd un système

triple de Lie de dimension un, (D,F) une représentation généralisée de L . Alors, l’espace

vectoriel L̃ = L
⊕

Kd muni du produit défini pour tout a, b, c ∈ L, α, β, γ ∈ K par :

[a+αd, b+βd, c+γd] = [a, b, c]+αF (b, c)−βF (a, c)+γG(a, b)−αγD(b)+βγD(a) (4.6)

est un système triple de Lie appelé le produit semi direct généralisée de L par le système

triple de Lie quadratique Kd.

Dans le théorème suivant, on énonce la double extension généralisée des systèmes

triples de Lie.

Théorème 4.2.4. Soient (L, B) un système triple de Lie quadratique, Kd un système

triple de Lie de dimension un et (D,F) une représentation généraliséede L telle que D
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est un endomorphisme symétrique de L, F (a, .) est une dérivation anti-symétrique de L

pour tout a ∈ L et

B
(
a,G(b, c)

)
= −B

(
b, F (a, c)

)
, ∀a, b, c ∈ L.

Alors,

(i) L’espace vectoriel L̃ = Kd
⊕
L
⊕

Kd∗ muni du produit suivant :

[αd+ a+ α′d∗, βd+ b+ β′d∗, γd+ c+ γ′d∗]

= [a, b, c] + αF (b, c)− βF (a, c) + γG(a, b)− αγD(b) + βγD(a) + αB(D(b), c)d∗

−βB(D(a), c)d∗ +B(a, F (c, b))d∗

pour tout a, b, c ∈ L, α, β, γ, α′, β′, γ′ ∈ K est un système triple de Lie.

(ii) La forme bilinéaire B̃ : L̃ × L̃ −→ L̃ défine par :

B̃|L×L = B, B̃(d, d∗) = 1, B̃(d, d) = B̃(d∗, d∗) = 0, B̃(d,L) = B̃(d∗,L) = {0}

est un produit scalaire invariant sur L.

Le système triple de Lie quadratique
(
L = Kd

⊕
L
⊕

Kd,B̃
)

est appelé la double exten-

sion de L par le système triple de Lie de dimension un Kd au moyen de (D,F).

Preuve. (i) Comme F satisfait la condition (4.5), alors l’espace vectoriel L
⊕

Kd∗

muni du produit triple défini pour tout a, b, c ∈ L, α, β, γ ∈ K par :

[a+ αd∗, b+ γd∗, c+ γd∗] = [a, b, c] +B(a, F (c, b))d∗

est un système triple de Lie extension centrale de L par Kd (Remarque 4.21).

Considérons l’application linéaire F̃ : L̃ −→ End(L̃) définie par F̃(a+αd∗)(b+βd∗) =

F (a, b) + B(D(a), b),∀a, b ∈ L, α, β ∈ K. Le fait que F (a, .) ∈ Der(L) pour tout a ∈ L

et que (D,F ) satisfait la condition (4) implique que F̃(a + αd∗) ∈ Der(L̃) pour tout

a ∈ L, α ∈ K. En utilisant les conditions (E2) et 4.5 on obtient : Pour tout a, b, c, u ∈ L

B
(
a, F (F (c, u))

)
= B

(
D([a, b, c]), u

)
+B

(
c, F (u,G(b, a)

)
+B

(
D(c), [a, b, u]

)
.

D’où, F̃ vérifie la condition (E1) car F la satisfait. Par conséquent, F̃ est une action

admissible de Kd sur L. Maintenant, on définit l’endomorphism D̃ sur L̃ par D̃(a) =

D(a), D̃(d∗) = 0,∀a ∈ L. Il est facile à vérifier que la paire (D̃, F̃) satisfait la condi-

tion (E2) ( resp. (E3)) car (D,F ) satisfait la condition (E2) ( resp. (E3)). Ensuite, les

conditions (E3) et 4.5 implique que (D̃, F̃) satisfait la condition (E4). Donc, (D̃, F̃) est
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une représentation généralisée de Kd sur L
⊕

Kd∗. Par conséquent, on peut considérer le

produit semi-directe de L
⊕

Kd∗ par Kd au moyen de (D̃, F̃). Il est clair que le produit

sur le système triple de Lie Kd
⊕
L
⊕

Kd∗ est défini comme suit : Pour tout a, b, c ∈ L

[αd+ a+ α′d∗, βd+ b+ β′d∗, γd+ c+ γ′d∗]

= [a+ αd∗, b+ γd∗, c+ γd∗] + αF̃ (b, c)− βF̃ (a, c) + γG̃(a, b)− αγD̃(b) + βγD̃(a)

= [a, b, c]+αF (b, c)−βF (a, c)+γG(a, b)−αγD(b)+βγD(a)+αB(D(b), c)d∗−βB(D(a), c)d∗+

B(a, F (c, b))d∗, où G̃(a, b) = F̃ (b, a)− F̃ (a, b),∀a, b ∈ L.

(ii) Il est clair que la forme bilinéaire B̃ est symétrique sur L̃. Comme B est nondégénérée,

alors B̃ est nondégénérée. Puisque D est un endomorphisme symétrique de L et F (a, .)

est une dérivation anti-symétrique de L pour tout a ∈ L alors, B̃ est invariante. En

conclusion, B̃ est un produit scalaire invariant sur L̃. 2

4.2.2 Description inductive des systèmes triples de Lie nilpo-

tents

Théorème 4.2.5. Soit (L, B) un système triple de Lie quadratiqueB−irréductible. Si

Z(L) 6= {0}, alors L est une double extension généralisée d’un système triple de Lie

quadratique par un système triple de Lie de dimension un.

Preuve. Soit e ∈ Z(L)\{0}. Alors, I = Ke est un idéal minimal de L. Puisque L est

irréductible, alors I⊥ est un idéal maximal de L et I ⊆ I⊥. Donc, B(e, e) = 0. Comme

B est non dégénérée alors, il existe d ∈ L\{0} tel que B(d, e) = 1, B(d, d) = 0 et L =

I⊥
⊕

Kd. On pose W = (Kd
⊕

Ke)⊥. Alors, I⊥ =W
⊕

Ke et L = Kd
⊕
W
⊕

Ke.

Soient x, y, z ∈ W , alors [x, y, z] = β(x, y, z) +α(x, y, z)e où β(x, y, z) ∈ W et α(x, y, z) ∈

K. Il est clair que (W , β) est un système triple de Lie. De plus, B|W×W est non dégénérée.

Par suite, (W , β, B|W×W) est un système triple de Lie quadratique et l’application tri-

linéaire α :W ×W ×W −→ K est un 3−cocycle.

Maintenant, si a, b ∈ W alors [a, d, d] = D(a) + ϕ(a)e et [d, a, b] = F (a, b) + ψ(a, b)e où

D ∈ End(W), F :W −→ End(W), ϕ :W −→ K est une forme linéaire et ψ :W×W −→

K est une forme bilinéaire.

Puique L vérifie (SL3) alors, F (a, .) ∈ Der(L), ∀a ∈ L et la paire (D,F ) satisfait les condi-

tions (E2), (E3) et (E4). De plus, comme α est un 3−cocycle scalaire alors, (D,F ) satisfait

les conditions (E1) et 4.5. Par suite, la paire (D,F ) est une représentation généralisée de

Kd sur L. De plus, l’invariance de la forme bilinéaire B sur L implique que D est un endo-

morphisme symétrique de L et que F (a, .) est une dérivation anti-symétrique de L pour
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tout a ∈ L. Par Conséquent, on peut considérer le système triple de Lie Kd
⊕
W
⊕

Kd∗

double extension de (W , B|W×W) par le système triple de Lie de dimension un Kd au

moyen de (D,F ). L’invariance de B implique aussi que : Pour tout a, b, c ∈ L

φ(a) = 0, ψ(a, b) = B(D(a), b) et α(a, b, c) = B(a, F (c, b)). Par conséquent, le système

triple de Lie L est isomorphe à la double extension Kd
⊕
W
⊕

Kd∗ de (W , B|W×W) par

le système triple de Lie de dimension un Kd au moyen de (D,F ). 2

Corollaire 4.2.6. Soit (L, B) un système triple de Lie quadratique nilpotent irréductible.

Alors, L est une double extension d’un un système triple de Lie quadratique nilpotent par

un système triple de dimension un.

Preuve. Comme L est nilpotent, alors [L,L,L] 6= L. D’où, Z(L) 6= {0}. Le Théorème

précédent implique que, L est une double extension du un système triple de Lie quadra-

tique W = I⊥/I par un système triple de Lie de dimension un, où I = Kd ⊆ Z(L).

Puisque L est nilpotent alors, I⊥ est nilpotent. Par conséquent, W est nilpotent. 2

Soit U l’ensemble formé par {0} et le système triple de Lie de dimension un.

Théorème 4.2.7. Soit (L, B) un système triple de Lie quadratique nilpotent. Si L 6∈ U ,

alors L est obtenu à partir d’un nombre finis déléments L1, . . . ,Ln de U , par un nombre

finis de sommes directes orthogonales et/ou de doubles extensions par un système triple

de Lie de dimension un.

Preuve. On montre le résultat par récurrence sur la dim(L). Si dim(L) = 0 ou 1,

alors L ∈ U . Supposons que dim(L) = 2, alors L est une somme directe orthogonale de

deux systèmes triples de Lie de dimensions un ou L est une double extension de {0} par

un système triple de Lie de dimension un.

Maintenant, supposons que le résultat est vrai pour dim(L) < n ∈ N. Montrons le dans

le cas où dim(L) = n. Si L est irréducible, alors L est une double extension d’un système

triple de Lie nilpotent (W , T ) par un système triple de Lie de dimension un. Comme

dim(W) < n, alors, (W , T ) vérifit le résultat. Par suite, le résultat est vérifié par (L, B) .

Si L n’est pas irréductible, alors L = L1

⊕
. . .Ln où Li, i ∈ {1, . . . , n} sont des idéaux non

dégénérés non trivials irréductibles de L tels que B(Li,Lj) = {0}, ∀i 6= j ∈ {1, . . . n}.

Puisque dim(Li) < dim(L) alors, les systèmes triples de Lie (Li, B|Li×Li ) vérifient le

résultat. Donc, le résultat est vrai pour (L, B) . 2

Dans le but d’englober les résultats obtenus dans cette section, on introduit dans la

section suivante la double extension des systèmes triple de Lie à travers laquelle on décrit

tous type de système triple de Lie quadratique.
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4.3 Description des systèmes triples de Lie Quadra-

tiques

4.3.1 Produit semi-direct des systèmes triples de Lie

Définition 4.3.1. Soient L un système triple de Lie et (V , B) un système triple de Lie

quadratique. Alors, on dit qu’une représentation (r, l) de L dans V est B−antisymétrique

si pour tout a, b ∈ L, x, y ∈ V ,

B(l(x, y)a, b) = B(a, l(y, x)b) = −B(a, l(x, y)b) et B(r(x, y)a, b) = B(a, r(y, x)b).

Lemme 4.3.1. Soient (L, B) un système triple de Lie quadratique et V un système triple

de Lie. Considérons une application trilinéaire π1 : V × L × L −→ L et on définie

l’application π2 : L×L× V −→ L par π2(a, b, v) = π1(v, b, a)− π1(v, a, b),∀a, b ∈ L,∈ V .

Si les applications π1 et π2 vérifient :

π1(x, a, .) ∈ Enda(L), ∀x ∈ V , a ∈ L,

B(a, π1(u, c, b)) = B(c, π2(b, a, u)),∀a, b, c ∈ L, u ∈ V , (4.7)

alors, l’application φ : L × L× L −→ V∗ définie par :

φ(a, b, c)(v) = B(a, π1(v, c, b)),∀a, b, c ∈ L, v ∈ V

est un 3−cocycle scalaire si et seulement si π1 et π2 vérifient la condition suivante :

[a, b, π1(v, c, d)] = π1(v, [a, b, c], d) + [c, π2(b, a, v), d] + π1(v, c, [a, b, d]), ∀a, b, c, d ∈ L,∈ V.

D’où, l’espace vectoriel L̃ = L
⊕
V∗ muni du produit (4) : [a⊕ f, b⊕ g, c⊕ h] = [a, b, c]⊕

φ(a, b, c), ∀a, b, c ∈ L est un système triple de Lie, extension centrale de L par V.

Preuve.

Soient a, b, c, d, e ∈ L, v ∈ V . Alors,

φ(b, a, c)(v) = B(a, π1(v, c, a)) = −B(a, π1(v, c, b)) = −φ(a, b, c)(v). Donc, φ satisfait la

condition (Co1).

Comme,
(
φ(a, b, c) + φ(b, c, a) + φ(c, a, b)

)
(v)

= B(a, π1(v, c, b)) + B(b, π1(v, a, c)) + B(c, π1(v, b, a))B(a, π1(v, c, b)) + B(b, π1(v, a, c))−

B(a, π1(v, b, c))

= B(a, π2(b, c, v)) +B(a, π2(c, b, v)) = 0.
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Alors, φ satisfait la condition (Co2).

De plus ,
(
φ([a, b, c], d, e) + φ(c, [a, b, d], e) + φ(c, d, [a, b, e])

)
(v)

= B
(
c,−[a, b, π1(v, e, d)] + π1(v, e, [a, b, d]) + π1(v, [a, b, e])

)
= −B(c, [e, π2(b, a, v), d])

= B(π2(a, b, v), [d, c, e])

= φ(a, b, [c, d, e]).

2

Définition 4.3.2. Soient L et V deux systèmes triples de Lie. Considérons une application

trilinéaire, π1 : V × L × L −→ L. Soit π2 : L × L × V −→ L l’application définie par

π2(a, b, v) = π1(v, b, a) − π1(v, a, b), ∀a, b ∈ L,∈ V . Alors, on dit que π1 est une action

admissible de V sur L si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. π1(x, a, .) est une dérivation de L, pour tout x ∈ V, a ∈ L.

2. π2(a, b, .) est un 1−cocycle scalaire.

3. π1(v, [a, b, c], d)+π1(v, c, [a, b, d]) = [a, b, π1(v, c, d)]−[c, π2(b, a, v), d],∀a, b, c, d ∈ L,∈ V.

(4.8)

Définition 4.3.3. Soient L et V deux systèmes triples de Lie et (r, l) une représentation

de V dans L. Soit π1 : V × L × L −→ L une action admissible de V sur L. Alors, on

dit que π1 est compatible avec la représentation (r, l) si les conditions de compatibilités

suivantes sont vérifiées :

(C1) [a, b, r(u, v)c] = r(u, v)[a, b, c] + π2(c, π2(a, b, u), v) + π1(u, c, π2(b, a, u))

(C2) l(v, w)π1(u, a, b) = π1([v, w, u], a, b) + π1(u, l(v, w)a, b) + π1(u, a, l(v, w)b)

(C3) π1(u, a, r(v, w)b) = r(v, w)π1(u, a, b)− π2(b, r(u, v)a, w) + π1(v, b, r(u,w)a

(C4) π1(u, a, π1(v, b, c)) = [b, r(u, v)a, c] + π1(v, π1(u, a, b), c) + π1(v, b, π1(u, a, c))

pour tout a, b, c ∈ L, u, v, w ∈ V .

Lemme 4.3.2. Soient (L, B) un système triple de Lie quadratique, V un système triple de

Lie (r, l) une représentation anti-symétrique de V dans L telle que l(a, b) est une dérivation

de L pour tout a, b dans L. Soit π1 : V ×L×L −→ L est une action admissible de V dans

L compatible avec la représentation (r, l) qui satisfait la condition (4.7). Considérons le

système triple de Lie L̃ = L
⊕
V∗ défini Dans le Lemme 4.3.1. Alors,

si π1(v, a, .) est un endomorphisme antisymétrique de L pour tout v dans V et a dans L,

alors l’application

π̃1 : V × L̃ × L̃ −→ L̃ définie par π̃1(v, a + f, b + g) = π1(v, a, b) + B(a, r(., v)b),∀a, b ∈

L, f, g ∈ V∗, v ∈ V est une action admissible de V sur L̃.
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Preuve. Puisque π1(u, a, .) ∈ Der(L),∀u ∈ V , a ∈ L , alors il suffit de vérifier que

B(b, r(v, s)[X, Y, Z]) = φ(π1(s, b,X), Y, Z) + φ(X, π1(s, b, Y ), Z) + φ(X, Y, π1(s, b, Z))

pour conclure que π̃1(v, a+ f, .) ∈ Der(L̃).

Comme π1(u, a, .) est une dérivation anti-symétrique de L et la condition (C4) de compa-

tibilité est vérifiée alors,(
φ(π1(u, a, b), c, d) + φ(b, π1(u, a, c), d) + φ(b, c, π1(u, a, d))

)
(v)

= B
(
b,−π1(u, a, π1(v, d, c)) + π1(v, d, π1(u, a, c) + π1(v, π1(u, a, d), c

)
= −B

(
b, [d, r(u, v)a, c]

)
= B

(
a, r(v, u)[b, c, d]

)
,∀a, b, c, d ∈ L, u, v ∈ V

Puisque π1(u, a, .) ∈ Der(L),∀u ∈ V , a ∈ L , alors π̃1(v, a+ f, .) ∈ Der(L̃).

En utilisant la condition (4.7) et la condition de compatibilité (C1) on montre que,

φ(π2(a, b, u), c, d)(v)−φ(a, b, π1(u, c, d))(v) = B(d, π2(c, π2(a, b, u), v)−B(π1(u, c, d), π2(b, a, v))

= B(d, π2(c, π2(a, b, u), v)− π1(u, c, π2(b, a, v))

= r(u, v)[a, b, c] + [b, a, r(u, v)c]).

Par suite, π̃1 satisfait la condition (4.7).

De plus, il est clair que l’application π̃2 : L̃ × L̃ × V définie par :

π̃2(a+f, b+g, v) = π̃1(v, a+f, b+g)− π̃1(v, b+g, a+f), ∀a, b ∈ L, f, g ∈ L∗, v ∈ V vérifie

π̃2(a+ f, b+ g, v) = π2(a, b, v) +B(a, l(., v)b),∀a, b ∈ L, f, g ∈ L∗, v ∈ V .

D’où, π̃2 est un 1−cocycle si et seulement si, ∀a, b ∈ L, z, u, v, x ∈ V

B(a, l(x, [z, u, v])b) = B(a, l([x, v, u], z)b) +B(a, l([v, x, z], u)b) +B(a, l([u, z, x], v)b).

Comme l(x, y) satisfait les équations (R3) et (R1) alors,

B
(
a, l(x, [z, u, v])b

)
−B

(
a, l([u, z, x], v)b

)
= B

(
a, (l(x, v)l(u, z)− l(u, z)l(x, v))b

)
= B

(
a, l([x, v, u], z)b

)
+ B

(
a, l([v, x, z], u)b

)
.

2

Proposition 4.3.3. Soient L, V deux systèmes triples de Lie et (r, l) une représentation

de V dans L telle que l(x, y) ∈ Der(L), ∀x, y ∈ V. Soit π1 : V × L× L −→ L une action

admissible de V sur L. Alors, l’espace vectoriel L̃ = L
⊕

V muni du produit triple défini

pour tout a, b, c ∈ L, u, v, w ∈ V par :

[a⊕u, b⊕v, c⊕w] = [u, v, w]⊕l(u, v)c+r(v, w)a−r(u,w)b+π2(a, b, w)+π1(u, b, c)−π1(v, a, c)+[a, b, c]

(4.9)
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est un système triple de Lie si et seulement si π1 est compatible avec la représentation

(r, l). Dans ce cas, le système triple de Lie L̃ est appelé le produit semi-direct de L par V

au moyen (r, π1).

Définition 4.3.4. Soient L, V deux systèmes triples de Lie et (r, l) est une représentation

de V dans L telle que l(x, y) ∈ Der(L),∀x, y ∈ V. Soit π1 : V × L × L −→ L une

action admissible de V dans L. Si π1 est compatible avec la représentation (r, l) alors,

la paire (r, π1) est appelée la représentation généralisée de V sur L. De plus, on dit que

la représentation généralisée (r, π1) est anti-symétrique si (r, l) est une représentation B-

antisymétrique et π1(x, a, .) est une dérivation anti-symétrique de L pour tout x ∈ V , a ∈

L.

Remarques 4.3.1. 1. Soit (L, [ , , ]) un système triple de Lie, alors le produit triple

[ , , ] : L×L×L −→ L est une action admissible compatible avec la représentation

régulière (R,L) de L. Alors, la paire (R, [ , , ]) est une représentation généralisée

de L dans lui même.

2. Soient L,V deux systèmes triples de Lie et (r, l)une représentation de V dans L.

Alors, la paire (r, 0) n’est pas une représentation généralisée de V dans L.

4.3.2 Double extension des systèmes triples de Lie

Théorème 4.3.4. Soient (L, B) un système triple de Lie quadratique, V un système triple

de Lie (non forcément quadratique) et (r, π1) une représentation généralisée de V dans L.

Soient φ(a, b, c)(v) = B(a, π1(v, c, b)) et π2(a, b, v) = π1(v, b, a) − π1(v, a, b) pour tout

a, b, c ∈ L, v ∈ V. Supposons que π1 satisfait la condition (4.7) : B(a, π1(u, c, b)) =

B(c, π2(b, a, u)),∀a, b, c ∈ L, u ∈ V. Alors,

(1) l’espace vectoriel L̃ = V ⊕ L ⊕ V∗ muni du produit triple défini par : Pour tout

u, v, z ∈ V , a, b, c ∈ L, f, g, h ∈ V∗

[u+ a+ f, v + b+ g, z + c+ h]

= [u, v, z]⊕ [a, b, c] + r(v, z)a− r(u, z)b+ l(u, v)c+ π2(a, b, z)− π1(v, a, c) + π1(u, b, c)

⊕φ(a, b, c)+f ◦R(z, v)+h◦L(v, u)−g◦R(z, u)+B(a, l(., z)b)−B(a, r(., v)c)+B(b, r(., u)c)

est un système triple de Lie.

(2) S’il existe une forme bilinéaire symétrique invariante γ sur V, alors la forme bilinéaire

B̃ : L1 × L1 −→ K défine par :

B̃(x+ a+ f, y + b+ g) = γ(x, y) +B(a, b) + f(y) + g(x),∀x, y ∈ V , a, b ∈ L, f, g ∈ V∗
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est un produit scalaire invariant sur L̃.

Preuve.

Le Lemme 4.3.1 montre qu’on peut considérer le système triple de Lie L1 = L
⊕
V∗

extension centrale de L par V au moyen de φ. Le produit sur L̃ est défini comme suit :

[a⊕ f, b⊕ g, c⊕ h] = [a, b, c]⊕ φ(a, b, c),∀a, b, c ∈ L.

On défini les applications bilinéaires r̃, l̃ : V × V −→ End(L̃) définies par :

r̃(u, v)(a+ f) = r(u, v) + f ◦R(v, u)

l̃(u, v)(a+ f) = l(u, v) + f ◦ L(v, u),∀u, v ∈ V , a, b ∈ L, f, g ∈ V∗.

La paire (r̃, l̃) est la somme de la représentation (r, l) et de la représentation corégulière

(R∗, L∗) de L. La Proposition 4.1.6 implique que, (r̃, l̃) est une représentation de V dans

L̃.

Puisque π1 satisfait la condition de compatibilité (C2), alors

φ(a, b, c)◦L(v, u) = φ(l(u, v)a, b, c)+φ(a, l(u, v)b, c)+φ(a, b, l(u, v)c),∀a, b, c ∈ L, u, v ∈ V .

Donc, le fait que l(u, v) ∈ Der(L),∀u, v ∈ V implique que l̃(u, v) ∈ Der(L̃),∀u, v ∈ V .

Maintenant, on considère l’application π̃1 : V × L̃ × L̃ −→ L̃; (v, a + f, b + g) 7−→

π1(v, a, b) + B(a, r(., v)b). Alors, d’après le Lemme 4.3.2, π̃1 est une action admissible

de V sur L. Comme π1 satisfait la condition (C1) et π2 est un 1-cocycle, alors (r̃, l̃) sa-

tifait la condition (C1). De plus, (r, π1) satisfait la condition (C2) (resp.(C3)). Par suite,

(r̃, l̃) satisfait la condition (C2) (resp.(C3)) car (r, l) vérifie les égalités (R4) (resp.(R5)).

La condition de compatibilité (C4) est vérifiée car les conditions (C2) et (4.7) sont satis-

faites. Par conséquent, l’action admissible π̃1 est compatible avec la représentation (r̃, l̃) et

(r̃, π̃1) est une représentation généralizée de V sur L̃. D’où, on peut considérer le système

triple de Lie V ⊕ L ⊕ V∗ produit semi-direct de L ⊕ V∗ par V au moyen de (r̃, π̃1).

(2) Il est clair que B̃ est symétrique. De plus, l’anti symétrie de la représentation généralizée

(r, π1) et la condition (4.7) implique que B̃ est invariante à droite. Puisque B est non

dégénérée, alors B̃ est non dégénérée. 2

Définition 4.3.5. Le système triple de Lie quadratique (L̃, B̃) construit dans le Théorème

4.3.4 est appelé la double extension de L par V au moyen de (r, π1).
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4.3.3 Description inductive des systèmes triples de Lie quadra-

tiques

Théorème 4.3.5. Soit (L, B) un système triple de Lie quadratique irréductible. Si L =

I
⊕
V où I est un idéal maximal de L et V est un sous-système triple de L. Alors,

L est une double extension d’un système triple de Lie quadratique (W = I/I⊥, B̃) où

B̃(X,Y ) = B(X, Y ),∀X, Y ∈ L.

Preuve. Comme I est un idéal maximal de L, alors I⊥ est un idéal minimal de L.

Puisque L est irréductible, alors I ∩ I⊥ 6= {0}. Par suite, I⊥ ⊆ I.

ConsidéronsA = I⊥
⊕
V . Donc, I = I⊥

⊕
A⊥ et L = I⊥

⊕
A⊥
⊕
V . Maintenant, soient

a, b, c ∈ A⊥, alors [a, b, c] = α(a, b, c) + β(a, b, c) où α(a, b, c) ∈ I⊥ et β(a, b, c) ∈ A⊥. Il

est facile à vérifier que (A⊥, β,Q = B|A⊥×A⊥ ) est un système triple de Lie quadratique.

L’application θ = s|A⊥ : A⊥ −→ I/I⊥ un isomorphisme de systèmes triples de Lie (où

s : I −→ I/I⊥ est la surjection canonique). Soient a ∈ A⊥, u, v ∈ V , alors il existe i ∈ I⊥

et c ∈ A⊥ tels que [a, u, v] = i+ c. Donc, ∀x ∈ V

B(i, x) = B([a, u, v]− c, x) = B([a, u, v], x) = B(a, [x, v, u]) = 0.

Par suite, i = 0 et [A⊥,V ,V ] ⊆ A⊥. De la même façon, on montre que [V ,V ,A⊥] ⊆ A⊥.

Par conséquent, la paire (R1, L1) , où R1, L1 : V × V −→ End(A⊥) sont définies par

R1(u, v)a = R(u, v)a et L1(u, v)a = L(u, v)a, ∀u, v ∈ V, a ∈ A⊥ , est une représentation

de V dans A⊥.

Soit π1 : V × A⊥ × A⊥ −→ A⊥ l’application trilinéaire définie par π1[u, a, b] = (θ−1 ◦

s)([u, a, b]),∀a, b ∈ A⊥, v ∈ V , alors d’après la Remarque 4.3.1, π1 est une action admis-

sible de V dans A⊥ compatible avec la repréesentation (R1, L1). Par conséquent, on peut

considérer la double extension V∗
⊕
A⊥
⊕
V de A⊥ par V au moyen de (R1, π1).

Maintenant, on considère l’application ν : I⊥ −→ V∗ (resp.δ : V −→ (I⊥)∗) défine par

ν(i) = B(i, .),∀i ∈ I⊥ (resp.δ(v) = B(v, .),∀v ∈ V). Comme B est non dégénérée, alors ν

(resp.δ) injective. Donc, dimI⊥ = dimV∗ et ν est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

L’application ∇ : I⊥
⊕
A⊥
⊕
V −→ V∗

⊕
A⊥
⊕
V ; (i + a + v) 7−→ ν(i) + a + v est un

isomorphisme de systèmes triples de Lie. En effet, rappelons que I⊥ ⊆ I. Alors, pour tout

X = a+ i+ u, Y = b+ j + v, Z = c+ l + w ∈ L = I⊥
⊕
A⊥
⊕
V

où a, b, c ∈ A⊥, i, j, l ∈ I⊥, u, v, w ∈ V .

[X, Y, Z]

= [u, v, w]+β(a, b, c)+π2(a, b, w)−π1(v, a, c)+π1(u, b, c)+R1(v, w)a−R1u,w)b+L(u, v)c+
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α(a, b, c) + [i, v, w] + [u, j, w] + [u, v, l] + α1(a, b, w) + α2(a, v, c) + α3(u, b, c)

avec π2(a, b, w) = π1(w, b, a) − π1(w, a, b), α1(a, b, w) = [a, b, w] − π2(a, b, w), α2(a, v, c) =

[a, v, c] + π1(v, a, c) et α3(u, b, c) = [u, b, c]− π1(u, b, c).

Un calcul simple montre que ν([i, v, w]) = ν(i) ◦ R(w, v) et ν([u, v, l]) = ν(l) ◦ L(v, u).

Donc,

∇([X, Y, Z])

= [u, v, w]+β(a, b, c)+π2(a, b, w)−π1(v, a, c)+π1(u, b, c)+R1(v, w)a−R1u,w)b+L(u, v)c+

ν(α(a, b, c))+ν(i)◦R(w, v)−ν(j)◦R(w, u)+ν(l)◦L(v, u)+ν(α1(a, b, w))+ν(α2(a, v, c))+

ν(α3(u, b, c)).

De plus, pour tout x ∈ V

ν(α(a, b, c))(x) = B([a, b, c]−β(a, b, c), x) = B(a, α3(u, b, c)+π1(u, b, c)) = B(a, π1(x, c, b)).

Considérons l’application trilinéaire φ : A⊥ × A⊥ × A⊥ −→ V∗ définie par φ(a, b, c) 7−→

B(a, π1(., c, b)),∀a, b, c ∈ A⊥. Alors :

ν(α1(a, b, w)) = B(a, L(., w)b)

ν(α2(a, v, c)) = −B(a,R(., v)c)

ν(α3(u, b, c)) = B(b, R(., u)c).

D’où,∇([X, Y, Z]) = [∇(X),∇(Y ),∇(Z)]. Par conséquent,∇ est isomorphisme de systèmes

triples de Lie. 2

Corollaire 4.3.6. Soit (L, B) un système triple de Lie quadratique irréductible non

simple. Si L n’est pas nilpotent, alors L est une double extension d’un système triple

de Lie quadratique (W , T ) par un système triple de Lie simple.

Preuve. Puisque L n’est pas nilpotent, alors L = S
⊕

Rad(L) où Rad(L) est le

radical nilpotent de L et S =
n⊕
i=1

Si où Si est un idéal simple de S, ∀i ∈ {1, . . . , n}.

S1 est un sous-système triple de Lie simple de L, donc I = S2
⊕

. . .
⊕
Sn
⊕

Rad(L) est

un idéal maximal de L. Le Théorème 4.3.5 implique que L est une double extension de

W = I/I⊥ par S1. 2

Corollaire 4.3.7. Soit (L, B) un système triple de Lie quadratique irréductible non

simple. Si Z(L) = {0}, alors L est une double extension d’un système triple de Lie

quadratique (W , T ) par un système triple de Lie simple.

Preuve.

Si Z(L) = {0}, alors Z(L)⊥ = L. D’où, [L,L,L] = L. Par conséquent, L n’est pas

nilpotent. D’après le Corollaire, L est une double extension d’un système triple de Lie

quadratique (W , T ) par un système triple de Lie simple. 2
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Soit E l’ensemble formé par {0}, le système triple de Lie de dimension un et tout les

systèmes triples de Lie simples.

Théorème 4.3.8. Soit (L, B) un système triple de Lie quadratique. Si L 6∈ E, alors L

est obtenu à partir d’un nombre finis d’éléments L1, . . . ,Ln de E, par un nombre finis

de sommes directes orthogonale de systèmes triples de Lie quadratiques et/ou de doubles

extensions par un système triple de Lie simple et/ou de doubles extensions par le système

triple de Lie de dimension un.

Preuve. On montre le résultat par récurrence sur la dimension de L. Si dim(L) = 0 ou

1, alors L ∈ E . Supposons que dim(L) = 2. Si L n’est pas irréductible, alors L = L1

⊕
L2

où L1,L2 sont deux idéaux non dégénérés de L tels que B(L1,L2) = {0} et dim(L1) =

dim(L2) = 1. Donc, L1,L2 ∈ E . Maintenant, supposons que L est irréductible. Alors, L

est une double extension of {0}le système triple de Lie de dimension un. On conclut que

si dim(L) = 2, alors le théorème est satisfait.

Supposons que le théorème est satisfait pour dim(L) < n ∈ N. Montrons que le résultat

est vrai pour dim(L) = n. Si L 6∈ E et L est irréductible, alors L est une double extension

d’un système triple de Lie quadratique (W , T ) par un système triple de Lie simple simple

ou par le système triple de Lie de dimension un. Comme dim(W) < dim(L), alors (W , T )

satisfait le théorème et d’où (L, B) le satisfait aussi .

Si L n’est pas irréductible, alors L = L1

⊕
. . .Ln où Li, i ∈ {1, . . . , n} sont des idéaux

irréductibles non dégénérés de L tels que B(Li,Lj) = {0}, ∀i 6= j ∈ {1, . . . n}. Puisque

dim(Li) < dim(L), alors (Li, B|Li×Li ) satisfait le théorème. D’où, (L, B) satisfait le

théorème. 2



Chapitre 5

Les systèmes triples de Jordan

pseudo-euclidiens

Les syst`èmes triples de Jordan munis d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée

et invariante dits systèmes triples de Jordan pseudo-euclidiens sont étudiés dans ce cha-

pitre via la notion de la T ∗-extension

5.1 T ∗−extension des systèmes triples de Jordan

Définition 5.1.1.

Un système triple de Jordan est un système triple (J , { , , }) tel que

{x, y, z} = {z, y, x}

{x, y, {u, v, w}}−{u, v, {x, y, w}} = {{x, y, u}, v, w}−{u, {y, x, v}, w}, ∀u, v, w, x, y ∈

J .

Définition 5.1.2.

Soit J un système triple de Jordan. Une forme bilinéaire B de J est dite un produit

scalaire invariant sur J si elle est symétrique, invariante et non dégénérée. Dans ce cas,

on dit que (J , B) est un système triple de Jordan pseudo-euclidien.

Définitions 5.1.1.

1. Un idéal U d’un système triple de Jordan pseudo euclidien (J , B) est dit non

dégénéré (resp. dégénéré) si B|U×U est non dégénérée (resp. dégénérée).

2. Un système triple de Jordan pseudo euclidien (J , B) est dit B-irréductible, si J ne

contient aucun idéal non trivial non dégénéré.

81
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Lemme 5.1.1.

Soient (J , B) un système triple de Jordan pseudo euclidien et U un idéal de J . Alors,

(i) U⊥ = {x ∈ J , B(x, y) = 0 ∀y ∈ J } est un idéal de J .

(ii) Si U est non dégénéré, alors J = U
⊕
U⊥ et U⊥ est aussi non dégénéré.

La T ∗-extension est un processus de construction qui permet de construire un système

triple de Jordan pseudo-euclidien à partir d’un système triple de Jordan quelconque.

Théorème 5.1.2. Soient (J , { , , }J ) un système triple de Jordan et ω : J ×J ×J −→

J ∗ une application trilinéaire. Alors, l’espace vectoriel T ∗ω(J ) = J
⊕
J ∗ muni du produit

triple défini pour tout x, y, z ∈ J et f, g, h ∈ J ∗ par :

{x+ f, y + g, z + h} = {x, y, z}J + w(x, y, z) + {f, y, z}+ {x, g, z}+ {x, y, h}(1)

où,

{f, y, z}(a) = f({a, z, y}); {x, g, z}(a) = g({x, a, z}) and {x, y, h}(a) = h({y, x, a}),

est un système triple de Jordan si et seulement si ω satisfait

w(z, y, x) = w(x, y, z),

et

w(x, y, {z, t, r})− w(z, t, {x, y, r})− w({x, y, z}, t, r) + w(z, {y, x, t}, r)

= {w(x, y, z), t, r} − {x, y, w(z, t, r)}+ {z, t, w(x, y, r)} − {z, w(y, x, t), r},

∀x, y, z, t, r ∈ J . De plus, la forme bilinéaire B définie sur T ∗ω(J ) par :

B(x+ f, y + g) = g(x) + f(y), ∀x, y ∈ J , f, g ∈ J ∗

est un produit scalaire invariant sur T ∗ω(J ) si et seulement si ω satisfait

w(a, b, x)(y) = w(b, a, y)(x), ∀a, b, x, y ∈ J .

Le système triple de Jordan pseudo-euclidien (T ∗ω(J ), B) est appelé la T ∗ω-extension de J

au moyen de ω.

Preuve. Soient x, y, u, v, a ∈ J et f ∈ J ∗.{
f, u, {x, y, v}

}
(a)−

{
x, y, {f, u, v}

}
(a)−

{
{f, u, x}, y, v

}
(a) +

{
x, {u, f, y}v

}
(a)

= f
({
a, {x, y, v}, u

}
−
{
{y, x, a}, v, u

})
− f

({
{a, v, y}, x, u

}
−
{
y, {x, a, v}, u

})
= f

(
−
{
y, x, {a, v, u}

}
+
{
a, v, {y, x, u}

})
− f

({
{a, v, y}, x, u

}
−
{
y, {x, a, v}, u

})
= f

({
{a, v, y}, x, u

}
−
{
y, {v, a, x}, u

})
− f

({
{a, v, y}, x, u

}
−
{
y, {x, a, v}, u

})
= 0.
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Alors, { , , }|J∗×J×J , { , , }|J×J×J∗ et{ , , }|J×J∗×J satisfaient les conditions du

système triple de Jordan. Par conséquent, T ∗ω(J ) muni du produit (1) est un système

triple de Jordan si et seulement si ω satisfaient les conditions données dans le théorème.

De plus, la forme bilinéaire B est symétrique invariante et non dégénérée sur J . La forme

B est invariante si et seulement si w(a, b, x)(y) = w(b, a, y)(x), ∀a, b, x, y ∈ J . 2

Réciproquement, on a le résultat suivant,

Théorème 5.1.3. Soit (J, B) un système triple de Jordan pseudo-euclidien de dimension

n. Alors, (J, B) est isomorphe à T ∗-extension (T ∗w(J1), B1) si et seulement si n est pair

et J contient un idéal isotrope I de dimension n
2
.

Preuve. Soit I un idéal isotrope de J de dimension n
2
. Puisque B est non dégénérée,

alors I est abélien. Considérons V supplémentaire isotrope de I. Alors, J = I
⊕
V et

V⊥ = V .

Pour tout x, y, w ∈ V , on pose {x, y, z} = α(x, y, z)+β(x, y, z) où α(x, y, z) ∈ I et β(x, y, z) ∈

V . Il est clair que (V , β) système triple de Jordan.

Maintenant, comme B est non dégénérée, alors l’application linéaire ν : I −→ V∗; i 7−→

B(i, .) est inversible. De plus, dim(I) = n
2

= dim(V∗). Alors, ν est un isomorphisme

d’espaces vectoriels. D’autre part, l’application trilinéaire w : V × V × V −→ V∗ défine

par w(x, y, z) = ν(α(x, y, z)), ∀x, y, z ∈ V est un 3−cocycle de V . En effet, w(x, y, z)(v) =

ν(α(x, y, z))(v) = B(α(x, y, z), v) = B({x, y, z}, v), ∀x, y, z, v ∈ V .

Donc, on peut considérer la T ∗-extension T ∗w(V) = V
⊕
V∗ de V au moyen de w et

Ω : J = I
⊕
V −→ V

⊕
V∗; i+ x 7−→ x+ ν(i).

En utilisant l’invariance de la forme bilinéaire B sur J, on obtient ,

ν(i)
(
{x, y, z}

)
= B

(
i, {x, y, z}

)
= B

(
{i, z, y}, x

)
= ν

(
{i, z, y}

)
(x),∀x, y, z ∈ V , i ∈ I.

De la même manière,

ν(i)
(
{x, y, z}

)
= ν

(
{z, i, x}

)
(y) = ν

(
{y, x, i}

)
(z).

Par conséquent, si l’application Ω : J = I
⊕
V −→ V

⊕
V∗ définie par i + x 7−→ x +

ν(i),∀i ∈ I, x ∈ V alors, pour X = i+ x, Y = j + y, Z = k + z ∈ J = I
⊕
V , on a

Ω
(
{X, Y, Z}

)
= β(x, y, z)⊕ ν

(
α(x, y, z)

)
+ ν
(
{x, y, k}

)
+ ν
(
{i, y, z}

)
+ ν
(
{x, j, z}

)
= β(x, y, z)⊕ w(x, y, z) + ν(k)

(
{y, x, .}

)
+ ν(i)

(
{., z, y}

)
+ ν(j)

(
{z, ., x}

)
=
{

Ω(X),Ω(Y ),Ω(Z)
}
.

D’où, Ω est un isomorphisme de systèmes triples de Jordan 2
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Théorème 5.1.4. Soit (J, B) un système triple de Jordan pseudo-euclidien de dimension

n. Si n est impair et I est un idéal isotrope de J de dimension [n
2
]. Alors, J est isomorphe

à un idéal non dégénérée de codimension 1 dans une T ∗-extension du système triple de

Jordan J/I.

Preuve. Soient I un idéal isotrope de J de dimension [n
2
] et L(J) le système triple de

Lie engendré par les multiplications gauches, droites et milieux de J. Comme B est inva-

riante sur J, alors d’après le Lemme 4.2 de [53] φ(I⊥) ⊆ I,∀φ ∈ L(J). Par conséquent,

{J, J, I⊥}+ {J, I⊥, J}+ {I⊥, J, J} ⊆ I.

Donc,

I⊥ ⊆
(
{J, J, I⊥}+ {J, I⊥, J}+ {I⊥, J, J}

)⊥
.

Puisque B est invariante et non dégénérée sur J, alors {J, J, I⊥}+{J, I⊥, J}+{I⊥, J, J} =

{0}. Par suite, I⊥ est abélien. Maintenant, considérons le système triple de Jordan abélien

de dimension un Kcmuni de la forme bilinéaireBc : Kc×Kc −→ K définie par Bc(c, c) = 1.

Soit J1 = J⊕Kc le système triple de Jordan muni du produit triple suivant :

{x+ αc, y + γc, z + λc} = {x, y, z}, ∀x, y, z ∈ J, α, γ, λ ∈ K.

On défini sur J1 la forme bilinéaire B1 par :

B1|J×J
= B, B1(c, c) = 1, and B1(J, c) = B1(c, J) = 0.

Alors, (J1, B1) un système triple de Jordan pseudo-euclidien. De plus, J1 est un idéal non

dégénérée de codimension 1 de J1. Soient d ∈ I⊥ tel que B(d, d) = −1 et I1 = I
⊕

Ke,

où e = c+ d. Alors, I1 est un idéal de J1 et

B1(e, e) = B(d, d) +Bc(c, c) = 0, et B1(x, e) = B(x, d) +B(x, c) = 0, ∀x ∈ I.

Donc, I1 est isotrope et, dim(I1) = n+1
2

. Puisque la dimension de J1 est paire, alors le

théorème 5.1.3 implique que J1 est isomorphe à une T ∗-extension du système triple de

Jordan J1/I1.

En conclusion, J1/I1 est isomorphe à J/I. 2

Remarque 5.1.1. Soit J un système triple de Jordan. Il est clair que J ∗ est un idéal

abélien de T ∗wJ . D’où, T ∗wJ n’est pas semi-simple. De plus, si J n’est pas nilpotent,

alors T ∗wJ n’est pas nilpotent. Par conséquent, la famille des systèmes triples de Jordan

pseudo-euclidiens contient strictement les familles des systèmes triples de Jordan semi-

simples et des systèmes triples de Jordan nilpotents.
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Dans les sections suivantes on donne des caractérisations des systèmes triples de Jordan

semi-simples parmi les systèmes triples de Jordan pseudo-euclidiens.

5.2 Caractérisation des systèmes triples de Jordan

semi-simples au moyen de l’opérateur de Casimir

Lemme 5.2.1. Soient (J , B) un système triple de Jordan pseudo-euclidien, A = {a1, . . . , an}

et B = {b1, . . . , bn} deux bases orthogonales de J ( i.e B(ai, bj) = δji ,∀i, j ∈ {1, . . . , n} où

δji est le symbole de chronicker ) et ΛBA l’opérateur de J défini par :

ΛBA =
1

2

n∑
i=1

(
L(ai, bi) + L(bi, ai)

)
.

Alors,

(i) Pour tout x, y ∈ J , σ(x, y) = B(ΛBA(x), y).

(ii) Si C et D sont deux bases orthogonales de J , alors ΛDC = ΛBA.

(iii) Pour tout x, y ∈ J , ΛBA◦L(x, y) = L(x, y)◦ΛBA, et ΛBA◦M(x, y) = M(x, y)◦ΛBA.

Preuve. (i) Pour tout x, y ∈ J , B(ΛBA(x), y) = 1
2

n∑
i=1

B
(
{a,bi, x}+ {bi, ai, x}, y

)
=

1

2

n∑
i=1

B
(

(L(x, y) + L(y, x))(ai), bi

)
=

1

2
Trace

(
L(x, y) + L(y, x)

)
= σ(x, y).

(ii) En utilisant (i) on obtient,

B(ΛBA(x), y) = σ(x, y) = B(ΛDC (x), y),∀x, y ∈ J .

Puisque B est non dégénérée, alors ΛDC = ΛBA.

(iii) Soient x, y, Z, u ∈ J , alors

B
(

(ΛBA ◦ L(x, y)− L(x, y) ◦ ΛBA)(u), v
)

= B
(
ΛBA({x, y, u}), v

)
−B

(
ΛBA(u), {y, x, v}

)
= σ({x, y, u}, v)− σ(u, {y, x, v} = 0.

Comme B est non dégénérée, alors ΛBA ◦ L(x, y) = L(x, y) ◦ ΛBA. De la même façon, on

montre que ΛBA ◦M(x, y) = M(x, y) ◦ ΛBA. 2

Définition 5.2.1. Soit (J , B) un système triple de Jordan pseudo-euclidien. L’opérateur

ΛBA est appelé l’opérateur de Casimir du système triple de Jordan pseudo-euclidien (J , B).

Sans perdre de généralitée on note ΛBA par ΛJ .
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Théorème 5.2.2. Soient (J , B) un système triple de Jordan pseudo-euclidien et ΛJ son

opérateur de Casimir. Le système triple de Jordan J est semi-simple si et seulement si

ΛJ est inversible.

Preuve. D’après le Lemme 5.2.1, σ(x, y) = B(ΛJ (x), y), ∀x, y ∈ J . D’où, σ est non

dégénérée si et seulement si ΛJ est inversible. 2

Proposition 5.2.3. Soit (J , B) un système triple de Jordan pseudo-euclidien B-irréductible.

Alors, l’opérateur de Casimir ΛJ de J est inversible ou nilpotent.

Preuve. Il est bien connu qu’il existe n ∈ N tel que J = Ker(ΛJ )n
⊕

Im(ΛJ )n.

CommeB
(
Ker(ΛJ )n, Im(ΛJ )n

)
= {0}, alors (Ker(ΛJ )n)⊥ = Im(ΛJ )n. D’où,Ker(ΛJ )n

est un idéal non dégénérée de J . Par conséquent, Ker(ΛJ )n = {0} ou Ker(ΛJ )n = J .

Alors, ΛJ est nilpotent ou inversible.

2

Proposition 5.2.4. Soient (J , B) un système triple de Jordan pseudo-euclidien ΛJ son

opérateur de Casimir. Alors, ΛJ est nilpotent si et seulement si J ne contient aucun idéal

semi-simple.

Preuve. Supposons que J contient un idéal semi-simple I. D’après le Lemme 5.1.1, I

et I⊥ sont deux idéaux non dégénérée de J et J = I
⊕
I⊥. D’où ΛJ |I est l’opérateur de

Casimir de (I, B|I×I). Si I 6= {0}, alors ΛJ |I est inversible. Donc, ΛJ n’est pas nilpotent.

Inversement, supposons que J ne contient aucun idéal semi-simple, alors J est une somme

directe orthogonale d’idéaux irréductibles non dégénérée Jk, k ∈ {1, . . . , p}. Posons ΛJ k

l’opérateur de Casimir du système triple de Jordan (Jk, B|Jk×Jk ), où k ∈ {1, . . . , p}. Il

est clair que ΛJ |Jk = ΛJ k pour tout k ∈ {1, . . . , p}. D’après la proposition 5.2.3 et le

théorème 5.2.2, ΛJ k est nilpotent, ∀k ∈ {1, . . . , p}. Par suite, ΛJ est nilpotent. 2

Corollaire 5.2.5. Soient (J , B) un système triple de Jordan pseudo-euclidien, ΛJ son

opérateur de Casimir et S le plus grand idéal semi-simple de J . Alors, J = S
⊕
S⊥. De

plus, ΛJ |S×S est inversible et ΛJ |S⊥×S⊥
est nilpotent.

Preuve. Puisque S est semi-simple, alors S et S⊥ sont deux idéaux non dégénérés

de J . D’après le Lemme 5.1.1, J = S
⊕
S⊥. D’où, l’operateur de Casimir de (S, B|S×S )

(resp. (S⊥, B|S⊥×S⊥ )) est T := ΛJ |S×S (resp.L := ΛJ |S⊥×S⊥
). De plus, T est inversible car

S est semi-simple et L est nilpotent car S⊥ est un système triple de Jordan qui ne contient

aucun idéal semi-simple. 2
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5.3 Caractérisation des systèmes triples de Jordan

semi-simples au moyen de l’indice

Dans cette section, on donne une deuxième caractérisation des systèmes triples de

Jordan semi-simples.

Lemme 5.3.1.

Soit (J , B) un système triple de Jordan pseudo-euclidien. Alors, J =
r⊕
i=1

Ji où r ∈ N

et ∀i ∈ {1, . . . , r},

(i) Ji est un idéal non dégénéré de J .

(ii) Ji est un système triple de Jordan B−irréductible.

(ii) Pour tout i 6= j et tout (x, y) ∈ Ji × Jj, B(x, y) = 0.

Preuve.

On raisonne par récurrence sur n = dim(J ). Si n = 1, alors l’assertion est vraie.

Supposons que tout système triple de Jordan pseudo-euclidien de dimension inférieure à

n satisfait la proposition. Soit (J , B) un système triple de Jordan pseudo-euclidien de

dimension n + 1. Si J ne contient aucun idéal non trivial non dégénéré, alors l’assertion

est vraie pour r = 1. Sinon, soit U un idéal non trivial non dégénéré de J . D’après le

lemme 5.1.1, J = U
⊕
U⊥. La preuve se termine en appliquant la récurrence à U et U⊥.

2

Proposition 5.3.2.

Soit (J , B) un système triple de Jordan pseudo-euclidien semi-simple. Considérons la

décomposition J =
r⊕
i=1

Ji de J dans le lemme précédent. Alors,

(i) Si I est un idéal simple de J , alors il existe i0 ∈ {1, . . . , r} tel que Ji0 = I.

(ii) L’idéal Ji de J est simple pour tout i ∈ {1, . . . , r}.

Preuve.

(i) Soit I un idéal simple non trivial de J . Supposons que ∀i ∈ {1, . . . , r}, I∩Ji = {0}.

Puisque {I,J ,J } ⊆
r⊕
i=1

(I ∩ Ji) = {0}. Alors, {I, I, I} = {0} et I est résoluble. Donc,

il existe i0 ∈ {1, . . . , r} tel que I ∩ Ji0 6= {0}. Puisque I ∩ Ji0 est un idéal de I et I est

simple, alors I ∩ Ji0 = I. Par suite, I ⊆ Ji0 . Le fait que Ji0 est B−irréductible et I est

non dégénéré, implique que I = Ji0 . (ii) Supposons qu’il existe i ∈ {1, . . . , r} tel que Ji
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n’est pas simple. Donc, sans perdre de généralité, on peut écrire J =
s⊕
i=1

Ji
⊕ r⊕

i=s+1

Ji

où Ji est simple ∀i ≤ s et Ji n’est pas simple ∀i ∈ {s + 1, . . . , r}. Puisque J est semi-

simple alors on peut considérer la décomposition J =
l⊕

i=1

Ui de J en une somme directe

de ses idéaux simples. L’assertion (i) implique que s = l = r. 2

Définition 5.3.1.

On note par S(J ) l’ensemble des formes bilinéaires symétriques invariantes de J et

par P (J ) le sous-espace vectoriel de S(J ) engendré par l’ensemble de tous les produit

scalaires invariants de J . La dimension de P (J ) est appelée l’indice de J et notée par

ind(J ).

Lemme 5.3.3.

Soit (J , B) un système triple de Jordan pseudo-euclidien. Alors, S(J ) = P (J ).

Preuve.

Soient ϕ ∈ S(J ) et M(B) (resp. M(ϕ)) les matrices de B (resp. ϕ) dans une bases T

de J . Le polynôme P (X) = det(M(ϕ)−XM(B)) ∈ K[X] est non nul. En effet, Puisque

B est non dégénérée, alors il existe une application linéaire f de J dans lui même telle

que pour tout x, y ∈ J , ϕ(x, y) = B(f(x), y). De plus, M(ϕ) = tM(f)M(B) où M(f)

est la matrice de f dans T . Par suite, P (X) = det(M(B))det(M(f) − XIn) où n est

la dimension de J . Maintenant, on peut considérer λ ∈ K telle que P (λ) 6= 0. La forme

bilinéaire ϕ−λB est non dégénérée. Par conséquent, ϕ = (ϕ−λB)+λB est non dégénérée.

On conclut que S(J ) = P (J ). 2

Lemme 5.3.4.

Soit J un système triple de Jordan. Si {J ,J ,J } 6= {0}, alors J admet une forme

bilinéaire symétrique invariante non nulle.

Preuve.

Supposons que J n’est pas résoluble et considérons la décomposition de Wedderburn

de J : J = S
⊕

Rad(J ), où S est un sous-système semi-simple de J . Considérons la

forme trace σ de S. Puisque S est semi-simple, alors σ est non dégénérée . On défini la

forme bilinéaire symétrique B de J par :

B|S×S = σ, B|Rad(J )×Rad(J )
= B|S×Rad(J )

= 0.

Puisque σ est non dégénérée, alors B est une forme bilinéaire non nulle de J . Il est facile

de vérifier que B est invariante. Maintenant, si J est résoluble, alors J 6= {J ,J ,J }. On
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note par n (resp. k) la dimension de J (resp. {J ,J ,J }). Soit {x1, . . . , xk} une base de

{J ,J ,J }. Considérons n− k vecteurs {xk+1, . . . , xn} de J tels que {x1, . . . , xn} est une

base de J . On défini la forme bilinéaire φ de J par φ(
n∑
i=1

µixi,

n∑
i=1

νixi) = µnνn, pour

tout µiνi ∈ K. Il est clair que φ est symétrique.

De plus, puisque φ({J ,J ,J },J ) = φ(J , {J ,J ,J }) = 0, alors φ est invariante sur J .

2

Lemme 5.3.5.

Soit J un système triple de Jordan tel que {J ,J ,J } 6= {0}. Si ind(J ) = 1, alors J

est simple.

Preuve.

Puisque ind(J ) = 1, alors d’après le lemme 5.3.3, on a S(J ) = P (J ). Donc, d’après

la remarque 4.2.1 J est semi-simple. Soit J = J1

⊕
. . .
⊕
Jr la décomposition de J en

une somme directe de ses idéaux simples et soit σ1 la forme trace de J1. Alors, on défini

la forme bilinéaire symétrique invariante B de J par :

B|J1×J1 = σ1, B|Ji×J1 = B|Ji×Jj = 0, ∀i, j > 1.

Puisque σ est non dégénérée, alors B est une forme bilinéaire symétrique invariante non

nulle J ou B ∈ S(J ) = P (J ). Donc, B est non dégénérée. Ce qui implique que Ji = {0},

pour tout i > 1. Par suite, J = J1 et J est simple. 2

Théorème 5.3.6.

Soit J un système triple de Jordan sur un corps algebriquement clos K tel que {J ,J ,J } 6=

{0}. Alors, J est simple si et seulement si ind(J ) = 1.

Preuve.

Si ind(J ) = 1, alors d’après le lemme 5.3.5, J est simple. Inversement, si J est

simple, alors la forme trace σ de J est un produit scalaire invariant de J . Soit B un

produit scalaire invariant de J . Il existe un endomorphisme f de J tel que

B(x, y) = σ(f(x), y), ∀x, y ∈ J . Pour λ ∈ K, on défini la forme bilinéaire B′ de J

par : B′(x, y) = σ(f(x)− λx, y), ∀x, y ∈ J . Il est facile de vérifier que B′ est invariante.

Maintenant, soit λ une valeur propre de f et v un vecteur propre associé à λ. Alors,

B′(v, y) = 0, ∀y ∈ J . Donc, rad(B′) = {x ∈ J , B′(x, y) = 0, ∀y ∈ J } 6= {0}. Puisque

rad(B′) est un idéal de J , alors rad(B′) = J . D’où, f − λidJ = 0 et

B(x, y) = λσ(x, y), ∀x, y ∈ J . 2
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Théorème 5.3.7.

Soient (J , B) un système triple de Jordan sur un corps algebriquement clos K et

J1, . . . ,Jr
(r ∈ N) des idéaux B−irréductibles, non dégénérés et orthogonaux de J tels que :

J =
r⊕
i=1

Ji. Alors, J est semi-simple si et seulement si ind(J ) = r et {J ,J ,J } = J .

Preuve.

Supposons que J est semi-simple. Alors, {J ,J ,J } = J . De plus, d’après la pro-

position 5.3.2, Ji est simple pour tout i ∈ {1, . . . , r}. D’après le théorème 5.3.6, pour

i ∈ {1, . . . , r}, on a ind(Ui) = 1 et P (Ui) = KBi où Bi = B|Ui×Ui . Considérons φ, une

forme bilinéaire symétrique invariante sur J . Pour i ∈ {1, . . . , r}, on a φi = φ|Ui×Ui est

une forme bilinéaire symétrique invariante sur Ui. Par suite, il existe αi ∈ K tel que

φi = αiBi. De plus, puisque φ est invariante et Uk est simple ∀k ∈ {1, . . . , r}, alors

φi(Uk,Ul) = 0, ∀k 6= l. Ce qui implique que φ =
r∑
i=1

αiB̃i où B̃i est la forme bilinéaire sur

J définie par : B̃i|Ui×Ui
= Bi et B̃i(x, y) = 0, ∀(x, y) ∈ (J × J )\(Ui × Ui). De plus, il est

clair que les éléments de l’ensemble
{
B̃i, i ∈ {1, . . . , r}

}
sont linéairement independents.

Par conséquent, ind(J ) = r.

Inversement, supposons que ind(J ) = r. Soit i ∈ {1, . . . , r}. Considérons, une base{
ϕi1, . . . , ϕ

i
ni

}
, de P (Ji) où ni = ind(Ji). Pour j ∈ {1, . . . , ni}, on défini la forme bilinéaire

ϕ̃ij : J × J −→ K par : ϕ̃ij |Ji×Ji
= ϕij et ϕ̃ij(x, y) = 0, ∀(x, y) ∈ (J × J )\(Ji × Ji).

Il est clair que les éléments de l’ensemble
⋃

1≤i≤r

{
ϕ̃ij, 1 ≤ j ≤ ni

}
sont linéairement

independents. Donc,

ind(J ) ≥
∑
1≤i≤r

ni =
∑
1≤i≤r

ind(Ji).

Puisque, ind(J ) = r, alors ind(Ji) = 1, ∀i ∈ {1, . . . , r}. Le fait que {J ,J ,J } = J

implique que {Ji,Ji,Ji} 6= {0}, ∀i ∈ {1, . . . , r}. D’après le lemme 5.3.5, Ji est simple

pour tout i ∈ {1, . . . , r}. Par conséquent, J est semi-simple. 2

Grâce au théorème précédent, on montre l’équivalence entre la simplicité d’un système

triple de Jordan et celle de sa TKK algèbre de Lie.

Définition 5.3.2.

Soit J un système triple de Jordan. On défini le sous-système h de End(J )
⊕

End(J )

engendré par l’ensemble
{
l(x, y) := L(x, y) ⊕ −L(y, x), x, y ∈ J

}
. Pour a, b, x, y ∈ J ,

on a

l(x, y)(a⊕ b) = L(x, y)a⊕−L(y, x)b.



5.3. CARACTÉRISATION DES SYSTÈMES TRIPLES DE JORDAN SEMI-SIMPLES AU MOYEN DE L’INDICE 91

Théorème 5.3.8.

Soit J un système triple de Jordan. On pose Lie(J ) = J
⊕

h
⊕
J où J est une

copie de J . Alors, Lie(J ) munie du crochet défini par :

[x⊕ y, a⊕ b] = l(x, b)− l(a, y); [l(x, y), l(a, b)] = [L(x, y), L(a, b)]⊕ [L(y, x), L(b, a)];

[l(a, b), x⊕ y] = L(a, b)x⊕−L(b, a)y,∀x, y, a, , b,∈ J

est une algèbre de Lie appelée la TKK-algèbre de J .

Lemme 5.3.9.

Soit (J , B) un système triple de Jordan pseudo-euclidien, alors

(i) [h, l(x, y)] = l(hx, y) + l(x, hy), ∀x, y ∈ J , ∀h ∈ h.

(ii) B(l(x, y)u, v) = B(l(u, v)x, y), ∀x, y, u, v ∈ J .

Théorème 5.3.10.

Soit (J , B) un système triple de Jordan pseudo-euclidien. Sur la TKK-algèbre Lie(J ) =

J
⊕

h
⊕
J de J on défini la forme bilinéaire symétrique BL par : Pour x, y, u, v ∈ J ,

BL(x, y) = B(x, y), BL(l(x, y), l(u, v)) = B(l(x, y)u, v),

BL(h,J
⊕
J ) = BL(J ,J ) = BL(J ,J ) = {0}.

La forme bilinéaire BL est symétrique invariante non dégénérée sur Lie(J ). De plus, BL

est l’unique forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur Lie(J ) qui vérifie

BL(J ,J ) = BL(J ,J ) = BL(h,J
⊕
J ) = 0 et BL(x, y) = B(x, y), ∀x, y ∈ J . (5.1)

Preuve.

D’après (i) du lemme 5.3.9, on peut, par un simple calcul, montrer queBL est symétrique

et bien définie. Maintenant, soient h1, h2 ∈ h et u, v ∈ J . Alors,

BL([h1, l(u, v)], h2)−BL(h1, [l(u, v), h2]) = 2(BL(h2h1u, v) +BL(h2u, h1v)).

Puisque les éléments de h sont anti-symétriques relativement à B, alors

BL([h1, l(u, v)], h2) = BL(h1, [l(u, v), h2]). Par suite BL est invariante. Puisque B est non

dégénérée, alors BL est non dégénérée. Supposons qu’il existe un autre produit scalaire

invariant B′L sur Lie(J ) qui vérifie (5.1). Alors, pour tout x, y,∈ J , h ∈ h, on a

B′L(l(x, y), h) = B′L([x, y], h) = B′L(x, [y, h]) = −B′L(x, hy) = B(hx, y) = BL(l(x, y), h).

Donc, B′L|(h×h)
= BL|(h×h)

. Par conséquent, B′L = BL. 2
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Proposition 5.3.11.

Soient J un système triple de Jordan sur un corps algebriquement clos K et Lie(g)

sa TKK-algèbre. Si Lie(g) est simple, alors J est simple.

Preuve.

Puisque Lie(g) est simple, alors J est semi-simple ([7]). Donc,

P (J ) 6= {0} et {J ,J ,J } 6= {0}. Maintenant, soient B et B′ deux éléments de P (J ).

Considérons les produits scalaires invariants φ et φ′ sur Lie(g) associé respectivement à

B et B′ comme dans le théorème 5.3.10. i.e., ∀x ∈ J ,∀y ∈ J , BL(x, y) = B(x, y) et

B′L(x, y) = B′(x, y). Puisque Lie(g) est simple, alors d’après le corollaire 3.1 de [7], il

existe α ∈ K tel que B′L = αBL. Par suite,

B′(x, y) = B′L(x, y) = αBL(x, y) = αB(x, y), ∀x, y ∈ J . Donc, ind(J ) = 1. Le théorème

5.3.6 implique que J est un système triple de Jordan simple. 2

Théorème 5.3.12.

Soient J un système triple de Jordan unitaire et Lie(g) sa TKK-algèbre. Alors, J est

simple si et seulement Lie(g) est une algèbre de Lie simple.

Preuve.

Si Lie(g) est simple, alors d’après la proposition 5.3.11, J est simple. Inversement,

soient BL et B′L deux formes bilinéaires symétriques invariantes non dégénérée sur Lie(g).

On défini les deux formes bilinéaires B et B′ sur J par :

B(x, y) = BL(x, y) +BL(x, y),∀x, y ∈ J ,

B′(x, y) = B′L(x, y) +B′L(x, y), ∀x, y ∈ J .

Il est clair que B et B′ sont symétriques invariantes. Puisque J est simple, alors d’après le

théorème 5.3.6 ind(J ) = 1 et S(J ) = P (J ). Par suite, toute forme bilinéaire symétrique

invariante sur J est non dégénérée. Par conséquent, B et B′ sont deux produits scalaires

invariant sur J et il existe α ∈ K telle queB′ = αB. Maintenant, puisque J est un système

triple de Jordan unitaire, alors (B′L−αBL)(J ,J
⊕

h) = 0 et (B′L−αBL)(J ,J
⊕

h) = 0.

Donc, B′L − αBL = 0. Par conséquent, Lie(g) admet une unique structure quadratique.

D’après le corollaire 3.1 de [7], Lie(g) est une algèbre de Lie simple. 2
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Résumé

Dans cette thèse, on étudie la structure de quelques types d’algèbres (binaires et

ternaires) munies d’une forme bilinéaire symétrique, non dégénérée et associative

(ou invariante). La première partie de cette thèse est consacrée à l’étude des algèbres

de Leibniz quadratiques. On montre que ces algèbres sont symétriques. De plus,

on utilise la T ∗-extension et la double extension pour montrer plusieurs résultats

sur ce type d’algèbres [14]. Ensuite, on a remarqué que que l’anti-commutativité du

crochet de Lie donne naissance à de nouveaux types d’invariance pour les algèbres

de Leibniz : L’invariance à gauche et l’invariance à droite. Alors, on s’est intéressé

à l’étude des algèbres de Leibniz (gauche et droite) munies d’une forme bilinéaire

symétrique, non dégénérée et invariante à gauche (et invariante à droite). On prouve

que ces algèbres sont Lie admissibles. ([15]).

En second lieu, on s’interesse aux systèmes triples de Lie et de Jordan. On débute

la deuxième partie de cette thèse par la description inductive des systèmes triples

de Lie quadratiques au moyen de la double extension qu’on introduit dans le papier

[16]. Dans ce même papier on introduit la T ∗ extension des systèmes triples de

Jordan pseudo-Euclidien. Finalement, on donne deux nouvelles caractérisations

des systèmes triples de Jordan semi-simples parmis les systèmes triples de Jordan

pseudo-Euclidiens.

Mots clés : Algèbres de Leibniz, systèmes triples de Lie, systèmes triples de Jordan,

produit scalaire invariants, T ∗-extension, double extension.
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