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Chapitre O

Introduction

Il existe trois types d’algebres classiques fortement liées : Les algebres associatives, les
algebres de Lie et les algebres de Jordan. En fait, toute algebre associative (A,.) munie
de I'anti-commutateur = e y := %(azy + y.z) est une algebre de Jordan. D’autre part, si
on muni A du commutateur [z,y| := z.y — y.x, alors (A, [, ]) devient une algebre de Lie.
De plus, d’apres les travaux de J. Tits, M. Koecher et I. Kantor, on peut a partir de
toute algebre de Jordan costruire une algebre de Lie. C’est la costruction KKT. Il est
bien connu que 'algebre enveloppante universelle d'une algebre de Lie a la strucure d’une
algebre associative.

Récemment, Plusieurs généralisations de ces algebres classiques ont apparues.

En 1993, J. L. Loday a introduit la notion d’algebre de Leibniz ([56]). C’est une généralisation
non anti-commutative des algebres de Lie. Loday a aussi introduit la notion de di-algebre
comme généralisation des algebres associatives avec deux opérateurs ([55]). Ensuite, il a
généralisé la relation entre les algebres de Lie et les algebres associatives en une relation
analogue entre les algebres de Leibniz et les di-algebres ([55]). La construction KKT a
été aussi généralisée au cas des algebres de Leibniz, mais en partant d’une algebre quasi-
Jordan (généralisation des algebres de Jordan) ([65]).

Une généralisation résultant des problemes de la physique théorique est celle des algebres
n-aires. Une algebre n-aire est un espace vectoriel muni d’un produit n-linéaire (n € N).
Il est clair que pour n = 2, une algebre binaire est une algebre au sens usuel. Pour n = 3,
une 3—algebre est dite parfois un systeme triple.

Dans cette these, on s’interesse aux algebres n-aires de Lie, de Jordan et de Leibniz avec
n = 2 et n = 3. En particulier, on étudie la structure de ces algebres lorsque elles sont
munie d'une forme bilinéaire symétrique, non dégénérée et associative. On rappelle que

si (A,.) est une algebre non- associative quelconque et B est une forme bilinéaire sur A,

I1I



IV CHAPITRE 0. INTRODUCTION

alors on dit que B est associative si B(z.y, z) = B(y,x.2),Vx,y,z € A.

Du point de vue géométrique, I’existance d’'une telle forme bilinéaire sur une algebre de Lie
g (dite quadratique) donne naissance a une structure pseudo-reimannienne bi-invariante
sur tout groupe de Lie connexe qui a g pour algebre de Lie. Réciproquement, si G' est un
groupe de Lie muni d’une structure pseudo-reimannienne bi-invariante, alors son algebre
de Lie est quadratique.

Plusieurs travaux de recherches ont été consacré a 1’étude de quelques types d’algebres
ayant cette structure ([6], [4], [8]). Tout ces travaux utilisent la notion de la double ex-
tension introduite par A. Medina et Ph. Revoy dans [58] dans le cas des algebres de Lie
quadratiques, pour donner une description inductive de ces structures. N’oublions pas
de mentionner le processus de le T*-extension introduite par M. Bordmann dans le cas
général des algebres non-associatives ([17]).

Tout ces faits forment la motivation des sujets traités dans cette these. Qui sont : Les
algebres de Leibniz, les systemes triples de Lie et les systemes triples de Jordan munis
d’une forme bilinéaire symétrique, non-dégénérée et associative (ou invariante). On note
que les espaces vectoriel considérés sont de dimensions finies sur des corps de caracteris-
tique zéro.

Le premier chapitre de cette these contient des définitions et des résultats préliminaires
dont on a besoin le long de ce document. Apres ce chapitre, le mémoire se décompose en

deux parties.
Premiere partie
Les algebres de Leibniz

La notion d’algebre de Leibniz a été introduite par J. L Loday. C’est une généralisation
non-anti commutative des algebres de Lie qui joue une role important dans la cohomo-
logie de Hochschild [56]. 11 résulte alors deux types d’algebres de Leibniz : Les algebres
de Leibniz gauches et les algebres de Leibniz droite. Une algebre de Leibniz gauche (resp.
droite) est un espace vectoriel £ muni d'un produit [,] : £ x £ — £ tel que pour
tout z,y € £, [x,[y,2]] = [lz, 9], 2] + [y, [z, 2] (vesp. [z,]y, 2] = [[z,y],2] — [[z,z],4]).
Si £ est a la fois une algebres de Leibniz gauche et droite, alors on dit que £ est une
algebre de Leibniz symétrique ([39]). Ces dernieres algebres apparaissent dans I’étude des
connections bi-invariante des groupes de Lie ([13]). Dans les dernieres années, la théorie
des algebres de Leibniz a été extensivement étudiée. Plusieurs résultat des algebres de

Lie ont été généralisées au cas des algebres de Leibniz ( [24], [31], [32], [37], [63], [39],
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[40], [42]). On note que toute algebre de Lie est une algebre de Leibniz. Inversement, soit
£ une algebre de Leibniz gauche ( ou droite). Alors, on appelle le noyau de Leibniz de
£ lidéal Z¢ engendré |, en tant que sous-espace vectoriel, par I'ensemble {[z,z],z € £}.
D’ou, Ialgebre quotion £/Z¢ est une algebre de Lie. En particulier, si Zg = {0} alors £
est une algebre de Lie.

Puisque l'existance d'une forme bilinéaire symétrique, non-dégénérée et associative sur
une algebre non associative (A,.) est un outil important dans I’étude de la structure de
A( par exemple, la forme de Killing sur une algebre de Lie semi-simple, la forme d’Al-
bert sur une algebre de Jordan semi simple). Alors, on a consacré le chapitre 2 de cette
these a 1’étude des algebres de Leibniz munie d’une forme bilinéaire symétrique, non-
dégénérée et associative dites les algebres de Leibniz quadratiques. On donne, dans la sec-
tion 2, quelques propriétées de ces algebres. On montre que toutes les algebres de Leibniz
(gauches ou droites) quadratiques sont symétriques. Puis, on construit plusieurs exemples
intérressant d’algebres de Leibniz symétriques qui ne sont pas des algebres de Lie. Les
algebres de Leibniz symétriques construites peuvent donner naissance a des algebres de
Leibniz quadratiques plus grandes en leurs appliquant le procédé de la T*-extension. Pour
cela, on rappelle dans la section 3, la T™-extension des algebres de Leibniz symétriques.
Il en résulte plusieurs exemples d’algebres de Leibniz quadratiques. Le procédé de la T*-
extension a permis a M. Bordmann de décrire les algebres non associatives nilpotentes
quadratiques et les algebres de Lie résolubles quadratiques. Dans cette méme section, on
démontre que les algebres de Leibniz résolubles quadratiques sont décrites par les algebres
de Lie résolubles au moyen du procédé de la T*-extension dans la catégorie des algebres
de Leibniz symétriques. Plus précisément :

Si (£, B) est une algebre de Leibniz quadratique résoluble de de dimension n, alors £
admet un idéal isotrope maximal §) de dimension [5] qui contient I'idéal de Leibniz Zg
de £. Si n est pair, alors £ est isomorphe a une T*-extension de 'algebre de Lie £/$. Si
n est impair, alors £ est isomorphe a un idéal nondégénéré de codimension un dans une
T*-extension de l'algebre de Lie £/5).

Dans le but de donner une description complete de toute les algebres de Leibniz qua-
dratiques, on utilise le processus de La double extension. Dans la derniere section de ce
chapitre, on introduit la double extension des algebres de Leibniz quadratiques. Ce qui
nous permet de donner une description inductive des algebres de Leibniz quadratiques :
Si ¥ est I'ensemble formé par {0}, l'algebre de Lie de dimension un et par toutes les

algebres de Lie simples, alors toute algebre de Leibniz quadratique est obtenue a partir
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d’un nombre fini d’éléments o4, ..., 0, de ¥ par un nombre fini de sommes directes ortho-
gonales et /ou de doubles extensions dans la catégorie des algebres de Leibniz par I'algebre
de Lie de dimension un et/ou des doubles extensions dans la catégorie des algebres de Lie
par une algebre de Lie simple et/ou de doubles extensions dans la catégorie des algebres
de Lie par 'algebre de Lie de dimension un.

Dans [46], les auteurs ont considérer un autre type d’asociativité pour une forme bilinéaire
sur une algebre de Leibniz gauche qui coincide avec notre définition dans le cas des algebres
de de Lie. Mais, ils ont utilisé le processus de la T*-extension, qui n’est pas adaptée a ce
type d’invariance. Ce qui leur a permis de traiter un cas particulier d’algebre de Leibniz.
Dans le chapitre 2, on utilise une nouvelle approche afin d’améliorer le résultat donné
dans [46].

Sur une algebre de Leibniz (gauche ou droite), on s’intéresse a d’autres types d’inva-
riance : l'invariance a gauche et l'invariance a droite. On dit que B est invariante a
gauche (resp. a droite ) si, B([z,vy], 2]) = —B(y, [z, 2]),Vx,y,z € £ (resp. B([z,y],2) =
—B(z,[z,y]),Vz,y,z € £). Dans le cas des algebres de Lie, ces notions coicident avec la
notion d’associativité. On a donc quatre cas a traiter : Les algebres de Leibniz gauches
munies d’'une forme bilinéaire symétrique, non dégénérée et invariante a gauche (resp. a
droite) et Les algebres de Leibniz droites munies d’une forme bilinéaire symétrique, non
dégénérée et invariante a gauche (resp. a droite). Vu qu’il y a une correspondance entre les
algebres de Leibniz gauche et droite ([56]), alors le probleme se réduit a I’étude des algebres
de Leibniz gauches munies d'une forme bilinéaire symétrique, non dégénérée et invariante
a gauche (resp. a droite). Soit (£,[,]) une algebre de Leibniz gauche et B une forme
bilinéaire symétrique, non dégénérée et invariante a gauche sur £. Soit x: £ x £ — £
une application bilinéaire satisfaisant B([z,y|, z) = B(z,y*z),Vz,y, z € £. En s’inspirant
de la T*-extension, on donne une méthode de construction d’algebres de Leibniz gauches
munie d’'une forme bilinéaire symétrique, non dégénérée et invariante a gauche. Dans [46],
les auteurs ont donné un résultat similaire avec x = 0. On montre que si (£, [, |) est une
algebre de Leibniz symétrique, alors (£,%) est une algebre de Lie dite I'algebre de Lie
associée a £. De plus, on prouve que * := 3([z,y]+ [y, 2]) + O(z, y),Vz,y € £, ol © est un
2-cocycle de (£, %) dans le module trivial Anng(£) (i. e. © € Z%((£,*), Anngy(L)). En uti-
lisant les constructions définies dans le deuxieme chapitre, on donne quelques résultats sur
la structrue des algebres de Leibniz symétriques munie d’une forme bilinéaire symétrique,
non dégénérée et invariante a gauche ainsi que 'algebre de Lie y associée. Finalement, on

prouve des résultats analogues dans le cas des algebres de Leibniz gauches munie d'une
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forme bilinéaire symétrique, non dégénérée et invariante a droite.
Deuxieme partie
Les systemes triples de Lie

Les systemes triples de Lie ont été vus pour la premiere fois dans les travaux d’Elie
Cartant lors de son étude de la géométrie Riemannienne ([22]). Un systeme triple de
Lie peut étre définit comme l'espace propre relativement a la valeur propre —1 d’une
involution d’une algebre de Lie. Dans [57], il est démontré que la catégorie des systemes
triples de Lie est équivalente a la catégorie des espaces symétriques connexes et simplement
connexes. Pour plus d’informations sur ce sujet, on se réfere a [20], [48], [61] . En plus de
leur utilisation dans la géométrie différentielle ([50], [51]) et I'investigation de la géométrie
des groupes de Lie simples exeptionelles [38], les systémes triples ont des importantes
applications en physique. En particulier, N. Kamya et S. Okubo ont établit une connexion
entre les systemes triples de Lie et les équations de Yang-Baxter [47].

Du point de vue algebrique, un systeme triple de Lie est un espace vectoriel £ muni d’un

produit triple [, ;] : £ x £ x £ — L vérifiant :

[z, 2, 2] =0,
["E? y? Z] —l_ [y7 Z7 x] + I:Z’ w7 y] - 07

w0, [z, y, 2]] = [[w, v, 2], y, 2] + [, [u, 0, 9], 2] + sy, fu, 0, 2], Yy, 2,00 € L.

Plusieurs travaux de recherches fournissent une étude algebrique des systemes triples
de Lie ([45],[19], [43], [54],[67]...). Le chapitre 4 de cette these est dédier a I’étude des
systemes triples de Lie quadratiques. Un systeme triple de Lie quadratique est la donnée
d’un systeme triple de Lie £ avec une forme bilinéaire symétrique, non dégénérée et
associative B. i. e. B([x,y, z|,u) = —B(z, [x,y,u]),Vz,y,z,u € L. On sait que si (g,[, ])
est une algebre de Lie, alors en considérant le produit triple [x,y, 2| := [[x,y], z],Vx,y, 2z €
g, (g,[, , ]) devient un systeme triple de Lie. Inversement, & partir d’un systeme triple de
Lie £, on peut construire une algebre de Lie qui possede un morphisme d’algebres involutif
6 dont L est I'espace propre relativement a la valeur propre —1 de 6 ([59]). Dans [68] , il
est démontré que si on part d’'un systeme triple de Lie quadratique, alors I’algebre de Lie
construite par cette construction est quadratique. Les systemes triples de Lie quadratiques
nilpotents ont été décrit au moyen de la T*—extension introduite dans [53]. Dans cette

these, on introduit la notion de la double extension des systemes triples de Lie. C’est une
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extension centrale suivie d’un produit semi-direct défini a I'aide d’une nouvelle notion
de représentation des systemes triples de Lie qu’on appelle la représentation généralisée
des systemes triples de Lie. Dans [35], il est introduit la double extension dans le cas des
3-algebres de Lie. Une 3-algebre V est dite 3-algebre de Lie si

[Zo(1), To(2)s o) = (=1)Va1, 29, 23],

(21, 9, (3, T4, 5] = [[T1, 2, T3], T4, 5] + [T3, [21, T2, T4], T5] + [T3, 24, [21, T2, T5]],
Vo; e V,yie{l,...,5},0 € Ss.

IL est clair que l'intersection des systemes triples de Lie et des 3-algebres de Lie
est 'espace vectoriel a produit nul. La description inductive des systemes triples de Lie
quadratiques est donnée par le theoreme suivant :

Soit € l'ensemble formé par {0}, le systeme triple de Lie de dimension un et tout les

systemes triples de Lie simples.

Théoréme 0.0.1. Soit (£, B) un systeme triple de Lie quadratique. Si L & £, alors L
est obtenu a partir d’un nombre finis d’éléments Ly, ..., L, de &, par un nombre finis
de sommes directes orthogonale de systémes triples de Lie quadratiques et/ou de doubles
extensions par un systéme triple de Lie simple et/ou de doubles extensions par le systéme

triple de Lie de dimension un.
Les systemes triples de Jordan

La théorie des algebres de Lie joue un role important dans le developpement de la
theorie des algebres et des systemes triple de Jordan, deés que la construction KKT a
apparus. En effet, I’étude de la structure des systemes triples de Jordan passe souvent
par les structures de Lie y associées. On rappelle qu’un systeme triple de Jordan est une

3—algebre (7,1, , }) vérifiant

{z,y,2} = {2y, 2}

{ZL’, Y, {u’ U7w}} - {U, v, {x,y, w}} = {{ZE, yvu}v v, w} - {u7 {yv xav}7w}7

Yu,v,w,z,y € J.

Plusieurs travaux ont été consacrés a I’étude des systemes triples de Jordan en ’occurence
[59], [60], [45],. ...

Dans [59], on trouve les notions de bases des systemes triples de Lie et de Jordan. En
particulier, on note le theoreme de Meyberg qui montre que tout systeme triple de Jordan
peut étre muni de la structure d’'un systeme triple de Lie sur le méme espace vectoriel

sous-jacent. De ce fait, K. Meyberg a représenté la construction KKT dans le cas des
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systemes triples de Jordan. Il résulte alors, qu’a partir d'un systeme triple de Jordan 7,
on peut construire une algebre de Lie dite la TKK algebre de Lie de J. Dans [29], il
est établit une connexion entre un type particulier de systemes triples de Jordan et les
algebres de Lie graduées. Ce qui a permis d’établir une correspondance entre une classe
de systemes triples de Jordan (les JH-triples) et les espaces symériques Riemanniens. Voir
[30] ,pour plus d’informations sur la géométrie des systémes triples de Jordan.

Dans le dernier chapitre, on étudit les systemes triples de Jordan pseudo-Euclidien. Un
systeme triple de Jordan (J,{,, }) est dit pseudo-Euclidien s’il admet une forme bi-
linéaire B symétrique , non dégénérée et associative (i. e. B({z,y,z},u) = B(z,{y, z,u}) =
B(z,{u, z,y}),Vr,y,z,u € J). Le premier exemple de ces systemes triples est celui des
systemes triples de Jordan semi-simples (munis de la forme trace [59]). On montre que
si J est un systeme triple de Jordan pseudo-Euclidien, alors sa TKK algebre de Lie est
quadratique. Dans le but de mieux comprendre la structure des systemes triples de Jordan
pseudo-Euclidiens, on définit la T™*-extension des systemes triples de Jordan. Ensuite, on

montre le résultat suivant

Théoréme 0.0.2. Soit (J, B) un systéme triple de Jordan pseudo-euclidien de dimension
n. Alors, (J, B) est isomorphe a une T*-extension (T(J1), B1) si et seulement sin est pair
et J contient un idéal isotrope I de dimension 5. Sin est impair et L est un idéal isotrope
de J de dimension [%] Alors, J est isomorphe a un idéal non dégénérée de codimension

1 dans une T*-extension du systéeme triple de Jordan J/I.

A la fin de ce chapitre, on donne deux nouvelles caractérisatins des systemes triples de
Jordan semi-simples parmis les systemes triples de Jordan pseudo-Euclidiens. La premiere
caractérisation utilise 'opérateur de Casimir. Soient (7, B) un systéme triple de Jordan
pseudo-euclidien, A = {ay,...,a,} et B = {by,...,b,} deux bases orthogonales de J
(ie Bla;,b;) = 6,Vi,j € {1,...,n} ot § est le symbole de chronicker ). On définit

I'opérateur de Casimir de J A comme suit

n
A= %ZZI <L(ai, b;) + L(b,, ai)>.
On montre que J est semi-simple si et seulement si A 4 est inversible.
Afin de donner une deuxieme caractérisation des systemes triples de Jordan semi-simples,
on définit la notion de l'indice d’un systeme triple de Jordan pseudo-Euclidien J qu’on

note ind(J) comme étant la dimension de l'espace vectoriel engendré par les produit

scalairs invariants sur 7. On prouve que J est simple si et seulement si ind(J) = 1.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Les algebres de Leibniz

1.1.1 Généralitées

Comme les algebres de Leibniz sont des algebres de Lie non anti-commutatives, alors
plusieurs résultats de la théorie des algebres de Lie ont été translatés aux algebres de

Leibniz. Par contre, il y en a quelques un qui tombent en défaut.

Définition 1.1.1. Soit £ un espace vectoriel et [ , | : £ x £ — £ une application

bilinéaire sur £. Alors,

1. On dit que £ est une algebre de Leibniz gauche si

[z, [y, 2] = [[,9], 2] + [y, [, 2]], Vi, g, 2 € £
2. On dit que £ est une algébre de Leibniz droite st,

[z, [y, 2] = [l=, 9], 2] = [[, 2], 9], Vo, y, 2 € £,

Il existe une correspondance entre les algebres de Leibniz gauche et les algebres de
Leibniz droite qui permet de restreindre I’étude des algebres de Leibniz au cas gauche ou

droite.

Proposition 1.1.1. [56] Si (£,[, |) est une algebre de leibniz droite, alors £ munie du
produit { |, }: (z,y) — {z,y} = [y, 2| est une algébre de Leibniz gauche.

Exemples 1.1.1. Soit (£,], ]) une algébre de Leibniz droite qui n’est pas une algébre de
Lie. Alors,
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1. 8t Dim(£) =2 (sur C) et {e1,ea} est une base de £ alors £ est isomorphe & l'une

des algebres suivantes :

*21 N
*22 N

[61, 61] = €9.

[61, 62] = €2

2. Si Dim(£) = 3 (sur C) et {e1,es,e3} est une base de £ alors £ est isomorphe a

l'une des algebres suivantes :

- RR; :
- RRs :
- RR;5 :
- RR, :

- RRs

- RRﬁZ
- RR7I
- RRgZ

- RR9

[e1, 3] = —2eq, [e2, e2] = €1, [es3, ea] = e, [eg, €3] = —e9
[e1, 3] = ey, [eg, €2] = €9, [ea,e3] = —e9, 0 € C
es, €3] = €1, [e3, e2] = e, [ea, €3] = —e2
[ea, 2] = €1, [e3,e3] = aeq, [ea,e3] = €1, € C
:[ea, ea] = €1, €3, e3] = ey
[61, 63] = €2, [62, 63] =€
[e1, €3] = ea, [e2, €3] = aer + ey
les, e3] = eq, [e1, e3] = ey
. [es, e3] = eq, [e1,e3] = e1 + es.

Les algebres de Leibniz complexes de dimension inferieure ou égale a quatre sont

classifiées ,[3] ,[5], [2] ,[23] , [21]. En dimensions superieures, il existe des classifications

d’algebres de Leibniz particulieres, [24],[26]. Récemment, I. Demir, K. C. Misra et E.

Stitinger ont classifié les algebres de Leibniz complexes résolubles de dimension inferieure

ou égale a huit [34].

Définitions

1.1.1. Soit (£,[, |) une algébre de Leibniz (gauche ou droite ).

1. On note par [U, V] l'espace vectoriel engendré par l'ensemble {[u,v],u € U,v € V},

ou U etV sont deux sous espaces vecoriels de £.

2. Si U est un sous espace vecoriel de £, alors on dit que U est un idéal de £ si

U, 2] C £ et U]CE.

3. Une application f : £ — £ est dite endomorphisme de £, si

f(z,y) = [f(x), f(y)],Vz,y € £. L’ensemble des endomorphismes de £ est noté
End(£).

4. Une dérivation de £ est une application D : £ — £ vérifian
D([z,y]) = [D(x),y] + [z, D(y)],Vx,y € £. L’ensemble des dérivation de £ est noté
Der(£).

Définition 1.1.2. Soit (£,[, ]) une algébre de leibniz gauche (resp. droite). Alors, pour

tout x € £ on défini les endomorphismes L,, R, de £ par
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Ly(y) =[z,yl,  Ru(y)=ly, 2], Vy € &
On dit que L, (resp . R, ) est la multiplication gauche par x (resp. la multiplication droite

par ).

Remarques 1.1.1. 1. (£,[, ]) est une algébre de Leibniz gauche si et seulement si

L, est une dérivation de £, pour tout v € £.

2. (£,],]) est une algébre de Leibniz droite si et seulement si R, est une dérivation

de £, pour tout x € £.

Définition 1.1.3. Soit (£,[, |) une algébre de Leibniz. On appelle le noyau de Leibniz,
Uespace vectoriel e engendré par l'ensemble {[z,x],x € £} qui est aussi engendré par

Uensemble {[z,y] + [y, x], x,y € £}.

Remarques 1.1.2. Soit (£,[, ]) une algébre de Leibniz. Alors, £ est une algebre de Lie
si et seulement si To = {0}. De plus, l'algébre quotion £/Z¢ est une algébre de Lie et Tg

est le plus petit idéal vérifiant cette propriétée.

Proposition 1.1.2. Soit (£,[, |) une algébre de Leibniz. Alors, le noyau Ly de £ est
un idéal de L. De plus, si (£,], ]) une algébre de Leibniz gauche alors, [Ze, L] = {0}. Si
(£,], ]) une algébre de Leibniz droite, alors [£,Zs] = {0}.

Définition 1.1.4. Soit (A,.) une algébre non- associative. Alors,
— L’espace vectoriel Anng(A) = {x € A,y.x = 0,Vy € A} est dit Uannulateur droite
de A.
— L’espace vectoriel Anngy(A) = {z € A,z.y = 0,Vy € A} est dit l'annulateur gauche

de A.
— L’espace vectoriel Ann(A) = Anng(A) N Anng(A) est appelé Uannulateur de A.

Remarque 1.1.1. Soit (£,], |) une algébre de Leibniz gauche (rsp. droite). D’apres la
proposition précédente, Zo C Anny(L) (resp. Ze C Anng(L)).

Définitions 1.1.2. Soient £ une algébre non associative, V un espace vectoriel et r,l :

£ — End(V) deux applications linéaires.

(1) Si £ est une algébre de Leibniz gauche, alors on dit que (r,1) est une représentation

gauche de £ dans V' si pour tout x,y € £,

[([z,y]) = [l(z), I(y)]
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r(lz,y]) = r(y)r(z) + (z)r(y)
r(la,y]) = Uz)r(y) — r(y)l(z).

(ii) Si £ est une algebre de Leibniz droite, alors on dit que (r,l) est une représentation

droite de £ dans V' si pour tout xr,y € £,
lz,y]) = [r(y), l(z)]

[z, y]) = U(2)l(y) + r(y)i(x)
r(lz,y]) = r(y)r(z) —r@)r(y).

Remarque 1.1.2. Soit £ une algebre de Leibniz gauche (resp. droite). Alors, on défini
les applications L : £ — End(£);x +— L, et R: £ — End(£);x — R, ou pour tout
x € L, Ly, R, sont les multiplications de £. Alors, (R, L) est une représentation gauche

(resp. représentation droite) de £ dans £ appelée la représentation adjointe de L.

Proposition 1.1.3. Soient £ une algébre de Leibniz gauche (resp. droite), V' un espace
vectoriel et (r,l) une représentation gauche (resp. représentation droite) de £ dans V.
Alors, lespace vectoriel £, = LV muni du produit défini pour tout x,y € L u,v € V
par :

[z 4w,y + o] = [z, y] + 1(z)v +r(y)u

est une algebre de Leibniz gauche (resp. droite).

1.1.2 Les algebres de Leibniz résoluble, nilpotentes

Dans cette sous-section on étudie les algebres de Leibniz résolubles et nilpotentes. En
particulier on rappelle plusieurs résultats analgues au cas des algebres de Lie tels que le
théoreme de Lie, le critere de Cartan et le théoreme de Levi.

Dans toute cette sous-section £ désigne une algebre de Leibniz gauche. Tout les résultas

donnés restent valables dans le cas des algebres de Leibniz droites.

Définitions 1.1.3. Soit (£,], |) une algébre de Leibniz. Pour n > 1, on défini les suites

de sous-espaces vectoriels de £ suivants :
20 — 27 on = [En—l’ ’gn—l]’

0= ¢ o) — £, g(n—l)]’

2<0> — ,8, £<n> — [£<n—1>7£]‘
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(1) S7il existe n € N tel que £" = {0}, alors on dit que £ est résoluble.
(ii) S’il existe n € N tel que £ = {0}, alors on dit que £ est nilpotente a gauche.
(iii) Sl existe n € N tel que £ = {0}, alors on dit que £ est nilpotente a droite.

(iv) On dit que £ est nilpotente s’il existe p € N tel que tout produit [. .. [z1,22]. .. z,] de
p €éléments de £, associés n'importe comment, est nul. On apelle le pas de nilpotence

de £, le plus petit entier p vérifiant cette propriétés.

Toute algebre de Leibniz £ admet un unique idéal résoluble (resp. nilpotent) mazimal

appelé le radical résoluble (resp. nilradical) de £. On le note Rad(£) (resp. N(£)).

Proposition 1.1.4. Soit £ une algébre de Leibniz résoluble, Alors,
o [l existe une suite d’idéaux g C Uy C --- C U, = £ (ou n est la dimension de £ telle
que Dim(;) = i,Vi € {0,...,n}

e La multiplication a gauche L, est un endomorphisme trigonalisable Vx € £.

Proposition 1.1.5. Soit £ une algébre de Leibniz. Alors, £ est résoluble si et seulement

si £2 est nilpotent.

Théoréme 1.1.6. (Critére de résolubilité de Cartan)[1]
Soit £ une algébre de Leibniz. Alors, £ est résoluble si et seulement si Trace(L,L,) =

0,Vre £2,yc g

Théoréme 1.1.7. (Théoréme de Levis)[9]
Soit £ une algebre de Leibniz. Alors, il existe une sous-algébre & de £ telle que £ =

S + Rad(L). Avec, S est une algébre de Lie semi-simple.

Théoréme 1.1.8. (Théoréme d’Engel)[10]
Si £ une algebre de Leibniz telle que la multiplication a gauche L, est un endomorphisme

nilpotent pour tout x € £, alors £ est nilpotente.

1.1.3 Les algebres de Leibniz simples et semi-simples

Toute algebre de Leibniz (gauche ou droite ) qui n’est pas une algebre de Lie n’est
jamais simple au sens classique car le noyau de Leibniz est un idéal non trivial. Par contre
dans [40], les auteurs ont défini les notions d’algebres de Leibniz simples et semi-simples

comme suit :

Définitions 1.1.4. Soit (£,[, |) une algébre de Leibniz (gauche ou droite ). Alors,
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— On dit que £ est simple si L ne contient aucun idéal autre que {0}, L et Tg et
(£, L] # Ze.

— On dit que £ est semi-simple si le radical résoluble de £ est égale a L.

Dans le reste de cette section, une algebre de Leibniz désigne une algebre de Leibniz

gauche .
Proposition 1.1.9. Si £ est une algébre de Leibniz semi-simple, alors £* = £.

Définition 1.1.5. (La forme de Killing)
Soit (£,[, ]) une algébre de Leibniz. Alors, la forme bilinéaire K : £ x £ — K définie
par K(x,y) = Trace(L,L,),Vz,y € £ est dite la forme de Killing de £.

Il est clair que cette définition coincide avec celle dans le cas des algebres de Lie. De
plus, comme dans le cas des algebres de Lie, la forme de killing K d’une algebre de Leibniz
£ est symétrique et associative. i. e. K([z,y], 2) = K(z, |y, 2]),Vz,y, z € £. Sauf que on a
JeC &t ={r e £ K(x,y) =0,¥y € £}. Donc, si £ n’est pas une algebre de Lie alors K

est dégénérée. Par contre, on a
Théoréme 1.1.10. Si £ est une algébre de Leibniz semi-simple, alors Te = £+.
Contrairement au cas des algebres de Lie, la réciproque de ce théoreme est fausse.

Exemple 1.1.1. Soit £5 L’algébre de Leibniz non Lie de dimension 2. On rappelle que si
{e1,ea} est une base de Lo, alors le produit sur cette algébre est défini par : [e1, es] = es.
Par suite, K(ey,e1) = 1 et £ = Tg, qui est lidéal engendré par {es}. Par contre, il est

clair que £o est résoluble.

1.2 Les systemes triples de Lie et de Jordan

Dans cette section, on donne les définitions essentielles a I’étude des systemes triples

de Lie et de Jordan et nous rappelons les résultats interessants liés a ces systemes triples.

1.2.1 Généralitées sur les systemes triples

Définition 1.2.1. On appelle systeme triple (ou 3-algébre) tout espace vectoriel T muni
d’une application trilinéaire notée souwvent par < , , >: T x T x T — T appelée le

produit triple sur T .
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Exemples 1.2.1.

1. Si A est une algébre quelconque, alors Uapplication < , | >: (z,y,2) — (xy)z est

un produit triple sur A.

2. L’espace vectoriel M, o(K) des matrices de taille (p,q) a coefficients dans K muni
de Uapplication trilinéaire (X,Y,Z) —< XY, Z >= X'Y Z, est un systéme triple.

3. Soit V un espace vectoriel sur un corps K. S’il existe une forme bilinéaire symétrique
B sur V', alors lapplication (x,y,z) — B(z,2)y — B(y, 2)x est un produit triple

sur V.

Définition 1.2.2.
Soient Ti, Ty et T3 trois sous-espaces vectoriels d’un systéme triple T . Alors, on note
par < T1, T2, T3 > l'espace vectoriel engendré par tous les produits < x1, T, x3 >,

x; € Ti,i € {1,2,3}.

Définition 1.2.3.
Soient (T,< , , >) un systéme triple et x,y € T. Alors, on défini trois applications
bilinéaires L, R, P : T x T — End(T) par;

L(z,y)z =< z,y,z >, R(x,y)z =< z,x,y > et M(z,y)z =<wx,z,y>, Vz€T.

L et R sont appelées respectivement la multiplication a gauche et la multiplication a

droite de T .

Définitions 1.2.1.

1. Soient (T, <, , >)et(T",{,, }) deuz systémes triples. Une application f : T —>

T’ est dite un morphisme de systémes triples si,

f(<ay,z>) ={f(2), fly), f(2)}, Vo, y,2 €T,

2. Soit T un systéme triple, alors on appelle dérivation de T tout endomorphisme D

de T qui vérifie :
D<zxvy,z><Dzx,yz>+<z,Dy,z>+<uz,y,Dz>Vr,y,z€T.

L’ensemble de toutes les dérivations de T sera noté Der(T). Si D = Z L(a;,b;) +

R(c;,d;) + M(u;,v;), alors on dit que D est une derivation intérieure de T .



8 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

3. Soient (T, <, , >) un systeme triple et B une forme bilinéaire sur T, alors on dit

que B est invariante (ou asssociative) si,
B(< z,y,z >,u) = B(x,< u,z,y >) = B(z,< y,x,u >), Vr,y,z,u € T.

4. Soient (T,< , , >) un systéme triple, B une forme bilinéaire sur T et f : T — T
un endomorphisme de T. Alors on dit que f est symétrique (resp. anti-symétrique)

si B(f(x),y) = B(x, f(y)),Vo,y,€ T (resp. B(f(v),y) = —B(x, f(y)),Vz,y,€ T.

L’ensemble des endomorphismes symétriques (resp. anti-symétrique) de T est noté

Endy(T) (resp. End,(T)).
Définitions 1.2.2.
Soient (T,< , , >) un systeme triple et U un sous-espace vectoriel de T . Alors,
1. On dit que U est un sous-systeme de T si, <U,U,U >C U.

2. Un idéalU de T est un sous-systeme de T qui vérifie,
<UT, T>+<T,UT>+<T,T,U>CU.

3. On dit que T est un systeme triple simple si, < T,T,T ># {0} et T n’admet

aucun idéal propre non trivial.

1.2.2 Les systemes triples de Lie

Définition 1.2.4. Un systéme triple de Lie est un espace vectoriel L muni d’un produit

triple [, , |: L X L x L — L vérifiant :

[, 2,2] =0
[,y,2] + [y, 2z, 2] + [z,2,9] = 0

[u7 /U7 ['CE’ y? Z}] = [[u7 /U7 x]’ y? Z] + ['CE’ [u7 U? y]? Z} + ['CE’ y? [u7 /U7 Z]] vx? y’ Z? u? v E E'
Remarques 1.2.1.
Soient £ est un systéme triple de Lie et R (resp. L) sa multiplication droite (resp.
gauche), alors :
L. [x7y7 Z] = _[1/7 z, Z]? vxu Y,z € £

2. L(z,2) =0, L(z,y) = R(z,y) — R(y,z),
[L(z,y), L(u,v)] = L([z,y,u],v) + L(u, [z,y,v]), Vx,y,z,u,v € L.
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Exemple 1.2.1. Si (g,[ , |) est une algébre de Lie, alors g munie de l'application tri-
linéaire

(x,y,2) — [[x,y], 2] est un systéme triple de Lie.

Lemme 1.2.1.

Soient L un systéeme triple de Lie et U un sous-espace vectoriel de L. Alors, U est un

idéal de L, si et seulement si, [U, L, L] CU.

Comme dans le cas des algebres de Lie, ’étude des systemes triples de Lie nécessite

des connaissances de la structure des systemes triples de Lie résolubles et semi-simples

([54]).

Définition 1.2.5. Soient L un systeme triple de Lie et U un idéal de L. Alors, on défini
la suite décroissante d’idéauz de L suivante : U' = [L, U, U], U" T = [L,U",U"],n € N*.
Alors, on dit que U est résoluble dans L s’il existe n € N* tel que U™ = {0}.

Puisque la somme de deux idéaux résolubles dans un systeme triple de Lie L est
encore un idéal résolube dans £, alors il existe un unique idéal résoluble maximal (qui est

la somme de tous les idéaux résolubles de £ ) dit le radical résoluble de £. On le note

R(L).

Définition 1.2.6. Soit L un systéme triple de Lie. Alors, on dit que L est semi-simple
si R(L) ={0}

Théoreme 1.2.2. Si L un systéme triple de Lie semi-simple, alors L =L, & --- D L,
ot L; est un idéal simple de L,¥i € {1,...,n}. Réciproquement, tout systeme triple de

Lie ayant cette structure est semi-simple.
Corollaire 1.2.3. Si L un systéme triple de Lie semi-simple, alors [L,L,L] = L.

Théoreme 1.2.4. Si L un systeme triple de Lie semi-simple, alors toute dérivation D

de L est intérieure.

Théoréme 1.2.5. (Décomposition de Levis )

Soit L un systeme triple de Lie, alors il existe un sous-systeme triple semi-simple U de L

tel que L=U & R(L).

La forme de Killing est un outil important dans 1’étude des algebres de Lie. Son

analogue pour les systemes triples de Lie est défini comme suit :
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Définition 1.2.7. Soit L un systeme triple. Alors, on défini la forme bilinéaire p sur L
par

1
p(z,y) = §TTQC€{R(W/) + R(y, x)}7 Va,y € L.

p est appelée la forme trace de L.

Proposition 1.2.6. Soit L un systeme triple. Alors, sa forme trace est symétrique et

mvariante.

Théoréme 1.2.7. Soient L un systeme triple et p sa forme trace. Alors, L est semi-

simple si et seulement si p est non dégénérée.

Théoréme 1.2.8. (Critére de résolubilité de Cartan)[69]
Un systéme triple de Lie L est résoluble si et seulement si sa forme trace p(z,y) = 0,V €

L,y€lL,L, Ll

Dans [44], N. C. Hopkinz a introduit la notion de systéme triple de Lie nilpotents. En

particulier, il a généralisé le théoreme d’Engel pour les systemes triples de Lie.

Définition 1.2.8. Soient L un systéme triple de Lie et U un idéal de L. Alors, on défini la
suite décroissante d’idéaur de L suivante : U° = U, U™ = U™, L, U]+ U, L,U"],n € N.
On dit que L est nilpotent, s’il existe n € N tel que U™ = {0}.

Il est clair que si U est un idéal nilpotent d’un systeme triple de Lie £, alors U est

résoluble.

Définition 1.2.9. Tout systéme triple de Lie L admet un unique idéal nilpotent mazximal

dit le nilradical de L. On le note N(L).

Définition 1.2.10. Soit £ un systeme triple de Lie. L’espace vectoriel Z(L) = {z €
L |x,y,z] =0,Ya,y € L} est dit le centre de L.

Proposition 1.2.9. Soit L # {0} un systeme triple de Lie. Si L est nilpotent, alors
Z(L) # {0}

Théoréme 1.2.10. (Théoréme d’Engel) Si L est un systéme triple de Lie vérifiant
(L(x,.))?* est nilpotent pour tout x € L, alors L est nilpotent.

Toute ces résultas ont été transmis aux systemes triples de Lie a travers les algebres

de Lie . En effet, il existe une correspondance entre ces deux structures.
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Lemme 1.2.11.
Soit L un systéme triple de Lie. On pose by le sous-espace vectoriel de End(L) engendré

par Uensemble {L(x,y), z,y € L}. Alors, b est idéal de Der(L).

Théoréme 1.2.12. (Construction d’une algébre de Lie a partir d’un systéme triple de Lie)

Soient L un systéme triple de Lie , g une sous-algebre de Lie de Der(L) qui contient

h=<L(x,y),x,y € L.> et £L(g, L) =g€P L. Alors,

(1) £(g, L) est une algébre de Lie ot le crochet de Lie est donné par
(X1, Xo] = [g1, 2] + L(21,22) © G122 — g2

pour tout X; = g; + x;, g; € g, x; € L, 1 € {1,2}.

(i) 0:gd x> (9) ® —x est une involution sur £(g, L) appelée ['involution principale
de £(g,L).

(iii) £(h, L) = b@P L est un idéal de £(g, L). De plus lalgebre de Lie £(h, L) est dite
le plongement standard de L.

(iv) Vz,y,z € L, [z,y, 2] = [[x,y], 2].
(v) L={X € £(g.L), X =—-X}.

Le théoréme précédent montre que tout systeme triple de Lie £ peut se voir comme le
sous espace propre d'une involution # d'une algebre de Lie involutive (g, [, |) stable par
le produit [[, ], ]. I est bien connu que ces algebres de Lie peuvent étre munies d’une Z,-

graduation. Ce qui leur donne une grande importance dans 1’étude des espaces symétriques

([27], [28])-

Exemple 1.2.2.

Si L est lespace K, des vecteurs colones sur K, alors en considérant le produit triple
sur L défini par [x,y, 2] = y'wz—xtyz on peut identifier la multiplication a gauche L(x,y)
avec la matrice anti-symétrique de taille n x n ytx — xty. Par suite le plongement standard
£(h,L) de L est isomorphe a l'algébre de Lie des matrices anti-symétriques de taille
g

—tx 0

En général, si L= My, o (K) et le produit triple sur L est défini par
[A, B,C] = B'AC — A'BC + C*AB,VA, B,C € L, alors le plongement standard de L est

(n+1) x (n+ 1) sur K par Uapplication g ® v —

isomorphe a lalgébre de Lie des matrices anti-symétriques de taille (p + q) X (p + q) sur

K.
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Proposition 1.2.13. (Fonctorialité de la construction)

Soient L et L' deux systémes triples de Lie, £ et £ leurs plongement standards respectifs

et 0, 0" les involutions principales de £ et de £ repectivement. Alors,

1. Si f: L — L' est un isomorphisme de systémes triples de Lie, alors l’application
a: L — gD — fgf 1@ fx est un isomorphisme d’algébres de Lie qui

commute avec les involutions principales, (i.e. af = 0'a).

2. Sia: £ — & est un isomorphisme d’algébres de Lie tel que o = 0« alors a/L

est un isomorphisme de L dans L'.

1.2.3 Les systemes triples de Jordan

Définition 1.2.11.
Un systeme triple de Jordan est un systéme triple (J,{ , , }) tel que

{z,y,2} = {2,y,7}

{xay) {U,U,U}}}—{U,U7 {x7y7w}} = {{x7y7u})v7w}_{u7 {y7xav}7w}7vu7v7w7xay €
J.

Remarque 1.2.1. SiJ est un systéme triple de Jordan, alors L(z,y) = R(y,x),Vx,y € J
(L2 ), L, v)] = L(L(z,y)u, v) — L(w, L(y, 2)v), ¥o,y,u,0 € J.

Exemples 1.2.2.

1. Soit V' un espace vectoriel muni d'une forme bilinéaire symétrique non dégénérée

B. Alors, V. muni du produit triple défini par :
{z,y,2} = By, 2)x — B(x,2)y + B(x,y)z, Vz,y,z €V,

est un systeme triple de Jordan.

2. Soit J une algébre de Jordan. On défini lapplication { , , } : IJXIXJ — J par :
{z,y,2} = x(yz) —y(2) + (2y)2, V,y,2 € J.
Alors, (J,{, , }) est un systéme triple de Jordan.

Définitions 1.2.3. Soit (J,{, , }) un systéme triple de Jordan et T un idéal de J. Alors,

1. Soit n € N, on défini la suite suivante d’idéaux de J, I° = I, = {I", I", I"}.
S’il existe n € N tel que I" = {0}, alors on dit que J est résoluble.
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2. Soit n € N, on défini la suite suivante de sous-systémes de J, J* = J,J" lespace
vectoriel engendré par les produits d’ordre n d’éléments de J. Ainsi, J° 'espace
vectoriel engendré par tout les procduits {x,y, 2z}, x,y,2 € J. J° l’espace vectoriel
engendré par tout les procduits {x,y,{z,u,v}}ou{z,{y, z,u},v},z,y, z,u,v € J.

On dit que J est nilpotent, s’il existe n € N tel que J" = {0}.

3. 1l existe un unique idéal mazximal nilpotent de J dit le radical de J. On le note

Rad(J).

4. Si Rad(J) = {0}, alors on dit que J est semi-simple.

Définition 1.2.12.

Soit Jun systéme triple de Jordan. Alors, on défini la forme bilinéaire o sur J par :
1
o(z,y) = FTrace{L(w,y) + Ly, 2)}, Yo,y € J.
o est dite la forme trace du STJ J.

Proposition 1.2.14. Soient J un systéme triple de Jordan et o sa forme trace. Alors, La

forme trace o de J est symétrique et invariante.

Proposition 1.2.15. Soient Jun systéeme triple de Jordan et o sa forme trace, alors

J est semi-simple si et seulement st o est non dégénérée.

Les propriétées fondamentales des systemes triples de Lie semi-simples restent vraies

dans le cas Jordan. ([59])

Théoréme 1.2.16. Soit J un systeme triple de Jordan. Alors, les assertions suivantes
sont équivalentes :

- J est semi-simple.

— J est la somme directe de ses idéaux simples.

— Toute dérivation de J est intérieure.

Théoréme 1.2.17. [52]
soit J un systeme triple de Jordan. Alors, il existe un sous-systéme semi-simple S de J

tel que J =S @ Rad(T).

Le théoreme suivant joue un role important dans le développement de la theorie des

systemes triples de Jordan.



14 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Théoréme 1.2.18. (Théoréme de Meyberg)
Soit (J,{, , }) un systeme triple de Jordan et soit l'application trilinéaire

[,,]: I xJxJT — J définie par :
[xayvz] = {x7y7z} - {ywrvz}) V%%Z € j
Alors, (J,[, , ]) est un systéme triple de Lie.

Corollaire 1.2.19.
Soient (J,{, , }) un systéme triple de Jordan et J une copie de J. Alors, L =3 PJI

muni de Uapplication trilinéaire | |, |, | J x J x J — J définie par :

(21, 22), (Y1, 42), (21, 22)] = ({Z1, 92, 21} — {1, T2, 21} {T2, Y2, 22} — {12, 71, 22}),
Vi, yi, 2 € T, X, Yo, 20 € T est un systéme triple de Lie.

Maintenant, on donne la construction d’une algebre de Lie a partir d’un systeme triple
de Jordan J. C’est en fait 'algébre de Lie associée au systeme triple de Lie £L =7 @ J
construit dans le corollaire précédent.

Soit J un systeme triple de Jordan. On pose A = End(J) @ End(J). Il est clair que
A munie du crochet [(f,q), (f",d)] = (If, '], g, d']) est une algebre de Lie. On note par
( l'espace vectoriel engendré par ’ensemble {l(az,y) = (L(x,y),—L(y,x)), =,y € j} et
par £ le systéme triple de Lie 7 @ J.

Proposition 1.2.20.
h est une sous algébre de Lie de Der(L).

Maintenant, on construit la TKK- algebre de Lie du systéme triple de Lie £ = 3@ J.

Théoreme 1.2.21.
St J est un STJ, alors on pose

£60,7) =T PP T

£(h,T) est une algébre de Lie appelée la TKK-algébre de J. Le crochet de Lie sur £(b, J)
est défini comme suit :

h, 1] = hi' — Wh,Yh, i € B,

(21 @ Ta, 11 @ W] = s(w,y) = U1, y2) — Y1, Y2), V21 T, 1 B2 € L,

[(h1, h2), 21 ® T3] = iy ® howa,V(hy, he) € b, 21 B T3 € L.



1.2. LES SYSTEMES TRIPLES DE LIE ET DE JORDAN 15

Les systeme triples de Jordan interviennent dans 1’étude de certains espaces symétique
([29]). En effet, ils ont un lien avec les algebres de Lie Zs-graduées ([27]).
Soient (J,{, , }) un systéme triple de Jordan et £(h, J) = T @ h P J sa TKK-algebre
de Lie.
Posons, g = £(h,7),80 = h,0-1 = Jetgs = J. ll est clair que, [g;,9;] C girj, Vi, j €
{—1,0,1}. Par conséquent, g = g_1 P go P g1 est une algebre de Lie Zs-graduée. Il est
facile a vérifié que 'application 7 : go — go : {(x,y) — I(y, z) est un automorphisme
involutif de gy qui s’étend a g par application © : g — g définie par : O(x d7(h) Dy) =
y®bhd®zrouxrecg,ycgethceg.
On conclut que la TKK-algebre de Lie d’'un STJ est involutive. De plus

{z.y,2} = [[z,0()], 2|, V2, y,2 € J.
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Chapitre 2

Algebres de Leibniz quadratiques

2.1 Définitions et résultats préliminaires

Dans cette section, on donne quelques nouveaux résultats sur les algebres de Leibniz.
En particulier, on montre que le dual d'une algebre de Leibniz £ n’est un £-module que
lorsque £ est une algebre symétrique. Puis, on étudie les propriétées de ce nouvaux type
d’algebres.

Rappelons tout d’abord les définitions des diverses algebres de Leibniz :

Définitions 2.1.1. Soit £ un espace vectoriel et [, | : £ x £ — £ une application

bilinéaire sur £. Alors,

1. On dit que £ est une algebre de Leibniz gauche si

[z, [y, 2]] = [lz, 9], 2] + [y, [, 2], V. 2 € L
2. On dite que £ est une algébre de Leibniz droite si,

[z, [y, 2] = [l=, 9], 2] = [l 2], 9], Vo, y, 2 € £,

En 2012, un nouveau type d’algebres de Leibniz est introduit : Les algebres de Leibniz

symétrique.

Définition 2.1.1. [39] Si £ est a la fois une algébre de Leibniz gauche et droite, alors on

dit que £ est une algebre de Leibniz symétrique.
Proposition 2.1.1. (a) Si (£,[, ]) est une algebre de leibniz gauche, alors
[[{E,y},Z] = _Hyaiﬂ]aZLV%ZJ € L.

19
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(b) Si (L,],]) est une algebre de leibniz droite, alors
[Z7 [x7y]] = _[27 [yv'r]vavy € L.

Proposition 2.1.2. Soit (£,[, |) une algébre de leibniz gauche. Alors,

(£,], ]) est une algébre de leibniz droite si et seulement si
[z, [y, 2]l = —lly, 2], =], Vo, y, 2 € L.

Preuve. Comme £ est une algebre de Leibniz gauche , alors pour z,y,z € £ on a :
[z, [y, 2l) = [z, 9], 2] + [z, 2] 9] = [z, 9l 2] + [y, [, 2]] = ([, 9], 2] + ([, 2], 0]
= [y, [z, 2]) + [[z, 2], 9]
D’ou le résultat. O
Il est bien connu que, dans le cas des algebres de Lie, la représentation duale de la
représentation adjointe est une représentation dite la représentation co-adjointe. Ce résultat

est faux dans le cas des algebres de Leibniz gauche et droite :

Proposition 2.1.3. Soient £ une algébre de Leibniz gauche (resp. droite), V un espace
vectoriel et (r,l) est une représentation gauche (resp. représentation droite) de £ dans V.

Alors, les applications bilinéaires I*,r* : £ — End(V*) définies par

U(z)(f) = for(zx), r(x)(f)=follx), Vel feV”

ne forment, en général, ni une représentation gauche ni une représentation droite de £

dans V.
Par contre, on a le résultat suivant :

Proposition 2.1.4. Soient £ une algébre de Leibniz gauche (resp. droite) et (R, L) la
représentation adjointe de £. Alors, on défini les applications bilinéaires L*, R* : £ —

End(£*) par
L*(z)(f) = fo R(z), R (x)(f)=[foL(z) Vzel fek

(L*, R*) est une représentation de £ dans £* si et seulement si £ est une algébre de

Leibniz droite (resp. gauche).

Par suite, la représentation duale de la représentation adjointe d'une algebre de Leibniz
£ est aussi une représentation sauf si £ est une algebre de Leibniz symétrique.
Dans la suite de cette section, on introduit la notion de représentation pour les algebres
de Leibniz symétriques. Commongcons tout d’abord par citer quelques exemples de ces

algebres en utilisant les notations de I'exemple 1.1.1.
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Exemples 2.1.1. Soit £ une algebre de Leibniz symétrique qui n’est pas une algebre de

Lie.

(a) Sila dimension de £ est égale a deuz, alors £ est isomorphe a £.

(b) Sila dimension de £ est égale a trois, alors £ est isomorphe & RR3, RRy ou RRj.
Dans [62], il est démontré que toute algebre de Leibniz complexe de dimension quatre

qui n’est pas une algebre de Lie est résoluble. Donc, en dimension quatre, il n’existe aucune

algebre de Leibniz réelle non résoluble qui n’est pas une algebre de Lie. Ce résultat tombe

en défaut en dimension cing. Voici un contre exemple :

Exemple 2.1.1. L’espace vectoriel & a base {X,Y,Z, U, V'} muni du produit suivant :
[va] = _[Y7 U] =X, [U7 Z} = _[Zv U] = _Xv D/a Z] = —[Z,Y] = X7 [Ua U] =V

est une algébre de Leibniz symétrique , qui n’est pas une algebre de Lie, non résoluble (

car &3 = &?) et non semi-simple (car &* # & ).
Les algebres de Leibniz symétriques sont Lie admissibles. Plus précisément,

Proposition 2.1.5. Si (£, [, |) est une algébre de Leibniz symétrique. Alors, on consideére

le produit {, } : £ x £ — £ défini par

1
{$ay} = §<[$,y] o [:U?x])avz?y € L,
alors (£,{, }) est une algébre de Lie notée £~ .

Définition 2.1.2. Soient £ une algébre de Leibniz symétriqgue , V' un espace vecto-
riel et r,l : £ — End(V) deuz applications linéaires. Alors, on dit que (r,1) est une
représentation de £ dans V' si (r,l) est a la fois une représentation gauche et une représentation
droite de £ dans V. On note par Rep(£, V) Uensemble de toutes les représentations de £
dans V.

Exemple 2.1.2. Soit £ une algébre de Leibniz symétrique, alors £ est un £-module par
les multiplications L, R : £ — End(£). On dit que (R, L) est la représentation adjointe
de £.

Proposition 2.1.6. Soient £ une algebre de Leibniz symétrique, V un espace vectoriel et
(r,1) € Rep(L,V). Alors, Uespace vectoriel £, = L@V muni du produit défini pour tout
r,y € L,u,v eV par:

[z +u,y+v] = [z,y] + (z)v+r(y)u
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est une algebre de Leibniz symétrique.

Corollaire 2.1.7. Soient £ une algebre de Leibniz symétrique, V un espace vectoriel et
r,l: £ — End(V). Alors, (r,1) est une représentation de £ dans V' si et seulement si

pour tout x,y € £ :

Wz,y) = [l(z),l(y)],  r(z,y)=[(z),r@®)], Uz,y)=I[r(y),(z)]
W2)l(y) = —r(@)l(y),  Uz)r(y) =—r@)rl),  r(y2]) =y, 2]).

Dans ce cas, on dit que V' est un £-module.

Preuve. D’apres la proposition précédente V' est un £-module si et seulement si
LV est une algebre de Leibniz symétrique. En appliquant la proposition 2.1.2, on
obtient le résultat. O
Puisque (R, L) est une représentation de £ (ou £ est une algebre de Leibniz symétrique

et Ret L ses multiplications droite et gauche respectivement) , alors

Corollaire 2.1.8. Soit (£,[ , ]) une algébre de Leibniz symétrique. Alors, pour tout
x7 y? Z e 2
Ly = [La, Lyl Ry = [By, Ba],  Ligy) = Riya)
L.L,=—R,L,  R.R,=—L.R,  L.L,=R.R,.

Proposition 2.1.9. Soit £ une algebre de Leibniz symétrique. Alors, les applications

bilinéaires L*, R* : £ — End(£*) par
L*(@)(f) = foR(z), R'(x)(f)=[fol(z), Vxe k& fekl

forment une représentation de £ dans £* appelée la représentation coadjointe de £.

2.2 Algebres de Leibniz quadratiques

Dans cette section, on étudie les algebres de Leibniz quadratiques et on en construit

plusieurs exemples.

Définition 2.2.1. Soient (£,[ , ]) une algébre de Leibniz gauche (ou droite) et B :
L£x & — £ une forme bilinéaire sur £. Si pour tout x,y,z € £, B([z,y], z) = B(x, [y, 2]),
alors on dit que B est invariante ( ou associative )sur £. Si de plus B est symétrique et
non dégénérée, alors B est dite un produit scalaire invariant (ou associatif ) sur £. Dans

ce cas, (£, B) est dite une algébre de Leibniz quadratique.
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Un résultat fondamental sur les algebres de Leibniz quadratique est donné dans le

théoréme suivant :

Théoréme 2.2.1. Soit (£,[, ]) une algebre de Leibniz gauche (resp. droite).

Si £ est quadratique alors £ est symétrique.

Preuve. Comme B est symétrique et associative, alors pour tout x,y, z,u € £, on a :
B([z, ly, 2]l + [y, 2], 2], u) = B(x, [ly, 2], u]) + B(ly, 2], [z, u])
= B(ly, 2], [u,2]) + B(ly, 2], [#,u]) = By, [z [u, 2] + [z, u]]) = B(z,[[u, z] + [z, 4], y]).
D’apres la proposition (2.1.1), si £ est une algebre de Leibniz gauche (resp. droite) alors
[[u, z] + [z, u],y] = 0 (resp. [z, [u, x] + [z,u]] = 0). Comme B est non dégénérée, alors

[z, [y, z]] + [[y, 2], ] = 0. Ce qui implique que £ est symétrique (Proposition 2.1.2)). O

Exemples 2.2.1. 1. Soit £, =< x,y >, [z,x] = y lalgébres de Leibniz symétriques
de dimension 2 qui n’est pas une algebre de Lie. Alors, 'algébre £1 munie de la

forme bilinéaire B définie par B(x,y) = 1 est une algébre de Leibniz symétrique

quadratique.
2. Soient £ =< x,y,z > lalgebre de Leibniz de dimension trois a produit [, ] : £ X
£ — £ défini par [x,x] =y, [r,z] =—[z,2] =y et B: £ x L — K une forme

bilinéaire symétrique invariante sur £. Alors, B(y,y) = B(y,z) = B(y,xz) = 0. Par
conséquent, B est dégénérée. En conclusion, £ est une algebre de Leibniz symétrique

non quadratique.

Théoreme 2.2.2. Soit £ une algebre de Leibniz symétrique. Alors, £ est quadratique si

et seulement si les représentations adjointe et coadjointe de £ sont équivalentes.

Preuve.

On rappelle que la représentation coadjointe de £ (R*, L*) est définie par
L*(x)(f) = foR(z), R'(x)(f)=folLl(z), Vxek fel

Supposons que £ est quadratique. Soit B un produit scalaire invariant sur £. Alors,

on défini 'application ¢ : £ — £* par

¢(z)(y) = B(z,y),Vz,y € £.

Comme B est non dégénérée, alors ¢ est un isomorphisme d’espace vectoriels. De plus,

pour tout x,y,z € £

(60 L)) = ollz.))(2) = B(lw)2) = B(v.[2,0]) = 6ly) 0 Rulz) = (L3 o
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(b(y)> (z). De méme, on montre que (gf) o Rm(y)> (2) = (R; o gb(y)) (2).

Inversement, S’il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels ¢ : £ — £* tel que

(60 L)) (2) = (L3 00(0)) (=) et (60 Ruly) ) (2) = (Bi 0 6)) (=)

Alors, on défini la forme bilinéaire T': £ x £ — K par T'(x,y) = ¢(x)(y),Vx,y € L.
Puisque ¢ est inversible, alors 7" est non dégénérée.

Soient x,y, z € £. Alors,

T[], 2) = 60 By(w)(2) = Ry 0 6(x)(2) = 8l) o Ly(2) = T(x, [y, 2]).

D’ou, la forme bilinéaire T est invariante sur £. Mais, T n’est pas nécessairement symétrique.
Considérons la partie symétrique (resp. anti-symétrique) T (resp. T,) de T" définie par :
To(x,y) = 3(T(x,y) + T(y, ), (resp.Tu(x,y) = L(T(x,y) — T(y, x)), Va,y € £.

Puisque ¢ o Ly(y)(2) = L} o ¢(y)(2) = ¢(y) o Ro(2),V2,y,2 € £, alors T([z,y],2) =
T(y,[z,z]),Vx,y,z € £ D’ou, T est invariante si et seulement si T et T}, sont invariantes.
Soient £, = {x € £ Ti(x,y) = 0,Vy € L} et £, = {z € & T,(z,y) = 0,Vy € £}
Puisque T' est nondégénérée, alors £, N £, = {0}. Soient z,y,z € £, alors T,([z,y],z) =
To(x, [y, 2]) = —Ta(ly, 2], 2) = —Ta(y, [z,2]) = Ta([z, 2], y) = Ta(2, [2,y]) = —Ta([z, 4], 2).
D'ou, T,([z,y],2z) = 0,Vx,y, z € £. Par suite, [£, £] C £,. Comme £, est un idéal de L,
alors [£4, £6] € £,N L, = {0}.

Maintenant, on considere un sous espace vectoriel U de £ tel que £, CU et L=UP £,
et F' une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur L,. La forme bilinéaire F' est
invariante car [£,, £] = {0}. Par conséquent, la forme bilinéaire B : £ x £ —— K
définie par :

By =Ty, » B = F, B(U,L,) = B(L,,U) = {0} est symétrique, invariante et

legxes

non dégénérée sur £. Donc, (£, B) est une algebre de Leibniz quadratique. O

Les propositions suivantes nous serons utiles dans les sections qui suivent.
Proposition 2.2.3. Soient (£, , |, B) une algébre de Leibniz quadratique et U un idéal
de £. Alors,

(a) Ut ={z € &, B(z,u) =0, Yu € U} est un idéal de L.

(b) £ =UDU".

Définitions 2.2.1. Soit (£,[, |) une algebre de Leibniz symétrique. Alors,

1. le sous-espace vectoriel Z(L) = {x € £, [x,y] = [y, x] = 0} est appelé le centre de L.
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2. le sous-espace vectoriel R = {x € £, [z,y] + |y, x] = 0,Vy € £} est appelé le radical
de Leibniz de £.

Proposition 2.2.4. Soit (£,[, |, B) une algébre de Leibniz symétrique quadratique. Alors,
1. Iy C [£, £] C T,
2. Ie C Z(L),
3. Z(2) = [, &]*.
4. I CR etIe CREC Z(L).

Preuve. Soient 2,y € £,i € Zg,u € Retz € Z(£)

1. Il est clair que Zg C [£, £]. De plus, B([z,y],i) = B(z,[y,i]) =0, alors [£, £] C Zg

2. Le résultat découle de la proposition 2.1.1.

3. B(lz,y],2) = B(x,y, 2]) = 0.

4. Puisque Zp C Z(£), alors [i, 2] + [z,i] = 0. D’ou, Zg C R. Soient i = [z, y] + [y, x] €
Ze et u € R, alors B(i,u) = B([x,y] + [y, x],u) = B(z, [y, u] + [u,y]) = 0. Par suite,
Zo C R*. De plus, [£, £] € R. Donc, R+ C [£, £]F = Z(£). O

Propriété 2.2.5. Soient (£, B) une algébre de Leibniz quadratique. Alors, T C Ty et
W =TIz /Ze muni de la forme bilinéaire By : W x W — K définie par

est une algebre de Lie quadratique.

Dans la suite de cette section, on construit plusieurs exemples d’algebre de Leibniz
quadratiques nilpotentes. Rappelons d’abord que

Si (£,], ]) une algebre de Leibniz gauche ou droite. Alors, £ est nilpotente a droite
(resp. a gauche), si et seulement si , R, (resp. L;) est nilpotent pour tout z € £. Il s’en

suit que :

Proposition 2.2.6. Soit (£,[, |) une algebre de Leibniz symétrique. Alors,
£ est nilpotente si et seulement si £ est nilpotente a droite si et seulement si £ est

nilpotente a gauche.

Preuve. En utilisant le fait que L,L, = —-R,L,,R,R, = —L,R,, et L,L, =
R.R,,Vz,y € £, on montre par récurrence sur k € N* que S;, 0---0S,, = (=1)/L,, o
-wvoL,, ,oujeNet S, €{L,, Ry, x; € L}, Vie{l,... k}. O
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Exemple 2.2.1. Dans [24], les auteurs ont classifiés les algébres de Leibniz droite résolubles
dont le radical nilpotent est une algebre de Leibniz filiforme graduée qui n’est pas une
algébre de Lie. On utilise les notations utilisées dans [24].
Soit £ une algébre de Leibniz droite résoluble.
— Si le radical nilpotent de £ est une algébre de Leibniz filiforme graduée qui n’est pas
une algebre de Lie. Alors, £ n’est pas une algebres de Leibniz symétrique.
— Si le radical nilpotent est une algebre de Lie filiforme graduée, alors
£ est symétrique et Dim (L) = n+ 1 si et seulement si £ est isomorphe a lalgébre
nilpotente de pas 3, R,+11(0,0,1)
£ est symétrique et Dim (L) = 2n+ 1 si et seulement si £ est isomorphe a l'algébre

nilpotente de pas 4 Ra,411(0,0,1).

Maintenant, pour chaque p € N fixé, on va construire des algebres de Leibniz symétriques

nilpotentes de pas p qui ne sont pas des algebres de Lie.

Définition 2.2.2. Soit (A,.) une algébre. Alors,

(a) Si(a.b).c = (b.a).c et c.(b.a)=c(a.b),Va,be A, alors on dit que A est semi commu-

tative

(b) Sia.(b.c) = b.(a.c) et (a.b).c = (a.c).b,Ya,b,c € A, alors on dit que A est une LR-
algébre. (voir [18]).

Remarque 2.2.1. Si (A,.) est une algebre associative, alors A est semi-commutative si

et seulement si A est une LR-algebre.

L’ensemble des algebres associatives commutatives est strictement inclus dans 'en-
semble des LR-algebres associatives :
Soit A un espace vectoriel de dimension 4 a base {a,b, c,d}. Alors, A munie du produit

défini par a.b = c.a = d est une LR-algebre associative non commutative.

Proposition 2.2.7. Soient (£,[ , ]¢) une algébre de Leibniz symétrique et (A,.) une
LR-algébre associative . Alors, l'espace vectoriel £Q) A muni du produit défini par

[z ®a,y @0 = [2,yle ®a.b,Vo,y € £,a,be A (1)

est une algebre de Leibniz symétrique. De plus, (£Q) A, [, ]) est une algébre de Lie non
abelienne si et seulement si (A,.) est une algebre commutative.

Preuve. Puisque (a.b).c = (b.a).c,Ya,b € A, alors [x @ a,[y ® b,z ® ]| = [[z,y], 2] ®
a.(b.c) + [y, [z, z]] ® a.(b.c) = [[z,y], z] & (a.b).c + [y, [z, 2]] B b.(a.c) = [[xr D a,y D],z D
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c+y®brda,zdc]. Par suite, £Q A est une algébre de Leibniz gauche. Comme
c.(b.a) = c.(a.b),¥Ya,b € A, alors a.(b.c) = (a.b).c = (b.a).c = b.(a.c) = b.(c.a) = (b.c).a.
Doi, [t @ a,ly®bz@ |+ [y b z®d,z®a] = ([x,[y, 2]] + [ly, 2], 2]) ® a.(b.c) = 0.
Par conséquent, £Q) A est une algébre de Leibniz symétrique (Proposition 2.1.2).
Maintenant, supposons que £ est une algébre de Lie. Si (A, .) est commutative, alors
[t®a,y®b +[yDb,xdal = ([z,y] + [y, x]) ® a.b=0. Donc, £Q A est une algebre de
Lie. Inversement, si £Q) A est une algébre de Lie, alors 0 = [zt @ a,yd b+ [yDb,zda] =

[z,y] ® (a.b — b.a). Done, A est commutative. 0

Remarque 2.2.2. [l est clair que si A est nilpotente de pasp € N et £ n’est pas nilpotente,
alors £ A est une algebre de Leibniz symétrique nilpotente de pas p.

Proposition 2.2.8. Soient (g,[ , |) une algébre de Lie et (A,.) une LR-algébre asso-
ciative non commutative. On considére ['algebre de Leibniz symétrique g @ A construite

dans la proposition précédente. Alors, on consideéere [’espace vectoriel

Lo~ (5@ 4) B (v @)
Pour tout x,y € g,a,b€ A, f,g e g, f,¢ € A* on pose
[t@at fOf y@b+tg@g]=I[ryly®abt (foLy)(f oL)+(g0R:)(g o Ra)

Alors, (L(g,A),[,]) est une algébre de Leibniz symétrique.
De plus, la forme bilinéaire
BL(g,A) : L(g,A) X L(g,A) — K

(oot fefy®btgeyd) — g(x)g'(a)+ f(y)f(b) (2.1)
est un produit scalaire invariant sur L(g, A).

La proposition précédente montre qu’on peut construire des algebres de Leibniz qua-
dratiques, qui ne sont pas des algebres de Lie, a partir des algebres de Lie et des LR-
algebres associatives non-commutatives.

Dans la suite de cette section, on donne une méthode de construction des LR-algebres

assoclatives non commutatives.

Proposition 2.2.9. Soient (A,.) une algébre associative commutative, Ke un espace vec-

toriel de dimension un et w: A x A — K une forme bilinéaire. Alors,on considéere

Z:A@Ke.
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Sur A, on défini le produit suivant :
(a4 Xe)o (b+ Ne)=ab+w(a,ble,Va,be A\ N € K.

Alors, (A,0) est une algeébre semi-commutative. De plus,

1. (A, o) est une algébre associative si et seulement si w(a.b,c) = w(a,b.c),Va,b,c € A.

2. (A,0) est une algebre commutative si et seulement si w(a,b) = w(b,a),Va,b € A.

Grace a la Proposition précedente, pour chaque p € N fixé, on peut construire une

LR-algebre associative non commutative nilpotente de pas p.

Définition 2.2.3. Soient K" [’espace vectoriel de dimension n € N* et {ej1,...,e,} une

base de K.

Citji+1, st Z+]+1 §n
Alors, on pose e;.e; =
0, Sinon.

L’algébre (K™, .) est dite l'algebre cartésienne de dimension n. On note, A, = (K", .).

Propriété 2.2.10. L’algebre cartésienne A, est une algebre associative commutative. De
plus, sin = 2p, alors A,, est nilpotente de pas p+ 1.
Sin=2p+1, alors A, est nilpotente de pas p + 2.

Preuve.

Il est facile de vérifier que A,, est associative commutative. De plus pour tout k > 2,
A,* est engendré par Iensemble {eak_1,...,e,}. Par suite, si n = 2p alors, AP est
engendré par I'ensemble {e,_1,...,e,}, donc A, = {0}. Sin =2p+ 1 alors, A,#+Y
est engendré par e,. D’ott, AP*? = {0}. O

Proposition 2.2.11. Soient (A,,.) lalgébre cartésienne de dimension n > 3 et Ke un
espace vectoriel de dimension un. On défini Uapplication bilinéaire w : A, x A, — K

par
w(e;,e;) =0,Vi, 5 € {1,...,n} sauf w(ey, e2) = a,w(ez, e2) = B, c, f € K* tels que a # .
On muni espace vectoriel A,, = A, @ Ke du produit défini par

(a+Xe)o(b+ Ne)=a.b+w(a,be,Va,be A, \, N € K.

Alors, (An, o) est une LR-algebre associative, non-commutative et nilpotente. De plus,

A, et A ont le méme pas de nilpotence .
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Preuve.

Comme A,? est engendré par 'ensemble {es,...,en},alors w(A,%, Ay) = w(A,, A?) =
{0}. Donc, w(a.b,c) = w(a,b.c),Va,b,c € A,. D’autre part, w(er,e;) = a # 0. D’ou, w
n’est pas symétrique. Le Théoréme 2.2.9 implique que (4,0) est une LR-algébre asso-
ciative non-commutative. Il est clair que A C A% +w(A,, A,). Comme w(A,? A,) =
w(A,, A,?) = {0}, alors A C A,>. Par suite, pour tout k > 3 A C A,*. Or n > 3. Donc,
d’apres la Propriété 2.2.10, A,, est nilpotente de pas de nilpotence superieure ou égale a
3. On conclut que A est nilpotente et que le pas de nilpotence de A est égale au pas de
nilpotence de A,,. O

Maintenant, on est en position de construire des algebre de Leibniz quadratiques ni-
loptentes qui ne sont pas des algebres de Lie.

Soit p > 3. On considere I'algebre cartésienne (A,,.) de dimension n € {2(p — 1),2p —
3}. Soit (g,[ , |) une algebre de Lie parfaite (i.e [g,g] = g). Alors, 'algebre de Leib-
niz symétrique g & A, construite dans la Proposition 2.2.7 est une algebre de Leibniz
symétrique nilpotente de pas p qui n’est pas une algebre de Lie. Ensuite, en appliquant le

Lemme 2.2.8, on obtient une algebre de Leibniz quadratique L(g, A,) nilpotente de pas
.

Dans la proposition suivante, on montre que les algebres de Leibniz quadratiques simples

et semi-simples sont des algebres de Lie.
Proposition 2.2.12. Soient (£, B) une algebre de Leibniz quadratique. Alors,

(1) £ est simple si et seulement si £ est une algébre de Lie simple.

(i) £ est semi-simple si et seulement si £ est une algébre de Lie semi-simple.

Preuve.

(i) Si (£, B) est quadratique, alors Zg est un idéal de £. D’oll, on a 'un des cas suivant :
1. Si Zg = {0}, alors [£, £] = Z¢ = {0}. Car Zg C [£, £] C Z. Ceci contredit le
fait que [£, £] # Ts.
2. Si Iy = £, alors Zg = {0}. Par conséquent, £ est une algebre de Lie simple.
3. SiZy =TI, alors I = [£, £] car Zg C [£, £] C Zz. Ce qui contredit le fait que
(£, L] # Ze.
(ii) D’apres [9], £ =S P Ze, ou S est une sous-algebre de £, plus précisément S est une
algebre de Lie semi-simple. Donc, [S,8] =8 C [£, £] C Zg. Comme Zg C T3, alors
B(£,Z:) = {0}. Par conséquent, Zo = {0}. D’ou le résultat. O
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2.3 Algebres de Leibniz résolubles et T*-extension

Dans son papier [17], M. Bordemann a introduit la notion de la T™*-extension des
algebres non associatives. C’est un processus de construction et de déscription d’algebres
non associatives munies d'une forme bilinéaire symétrique , invariante et non dégénérée.
Dans cette section, on utilise ce concept pour étudier les algebres de Leibniz quadratiques
résolubles. Rappelons maintenant cette notion ainsi que quelques résultats obtenus par

M. Bordemann sur ce sujet.

Définition 2.3.1. Soient (A,.) une algébre non associative et B : A x A — K une
forme bilinéaire sur A. Alors, on dite que B est invariante (ou associative) sur A si,
B(a.b,c) = B(a,b.c), Va,b,c € A. Si de plus B est symétrique et non dégénérée sur A,
alors on dit que B est un produit scalaire invariant (ou associative) sur A. Dans ce cas,

(A, B) est dite une algébre non associative métrisée.

Remarque 2.3.1. La terminologie "métrisé” est utilisée par M. Bordmann dans le cas
des algebres non-associatives. Dans ce travail, on utilise la terminologie ”quadratique” au

liew de "métrisé” pour les algébres de Leibniz.

Théoréme 2.3.1. [17]
Soient (A, .) une algébre non associative quelconque et A* l'espace dual de A. Considérons

une application bilinéaire arbitraire w: A x A — A*. Alors, on munit [’espace vectoriel

A A* du produit défini par :
la+ f,b+g] = a.b+w(a,b)+goR,+ foly, Ya,b € A, f,g € A, (avec L,(b) = a.b = Ry(a))
et de la forme bilinéaire QQ : A x A — K définie par
Qla+ f,b+g) = f(b) +g(a),a,be A, f,g € A"
La forme bilinéaire Q) est invariante si et seulement si
w(a,b)(c) =w(c,a)(b) = w(b,c)(a),Va,b,c € A.

L’algébre non associative métrisée (A A*, Q) est dite la T*-extension de A au moyen

de w. On note, (A@ A*,Q) =T (A).

Dans le Théoreme suivant, M. Bordemann donne une condition nécessaire et suffisante

pour qu’une algebre non associative quadratique soit une T™-extension.
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Théoréeme 2.3.2. Soit (A, Q) une algébre quadratique quelconque de dimension n. Alors,
A est isomorphe a une T*-extension (T)(H),Qn) si et seulement si A contient un idéal
isotrope I de dimension . Dans ce cas, H = A/I. On remarque que tout espace vectoriel

isotrope I de A de dimension 5 est un idéal de A si et seulement si il est abélien.

Le Lemme suivant est un Lemme clé pour étudier les algebres non associatives nilpo-

tentes quadratiques et les algebres de Lie résolubles quadratiques.

Lemme 2.3.3. Soient V' un espace vectoriel de dimension n sur un corps algebriquement
clos K et QQ une forme bilinéaire invariante nondégénérée sur V. Considérons g l’algebre

de Lie des endomorphismes de V' vérifiant ['une des conditions suivantes :

(1) g est formée par des endomorphismes nilpotents et pour tout f € g , le transposé f*

de f appartient a g.
(ii) g est résoluble et pour tout f € g, f* = —f

Supposons que W est un sous espace isotrope de V' stable par g. Alors, W est contenu dans
un sous espace isotrope mazimal W,q, de V' stable par g de dimension [3]. Sin est paire

alors Wpaw = Wt dim(WE Y — dim(We) = 1,

max* max

et f(W:h..) C Winae-

Sin est impair, alors Wyae C Wik

Corollaire 2.3.4. Soit (A, Q) une algebre non associative quadratique de dimension n

sur un corps algébriquement clos K. Supposons que A satisfait ['un des cas suivants :

(1) A est nilpotente.

(ii) A est une algébre de Lie résoluble .

St J est idéal isotrope de A, alors il existe un idéal isotrope mazximal Jpnae de dimension

[5] qui contient J. De plus, sin est paire alors A est isomorphe a une T*-extension de

1

aw €St abélien et A est isomorphe a un idéal

Ualgebre A/Jmaz- St n est impair alors J

nondégénéré de codimension un dans une T*-extension de l'algébre A/Jmaz-

On peut se poser la question naturelle suivante :
Soit (A,.) une algebre non associative quadratique résoluble. L’algebre A possede-t-elle
un idéal isotrope maximal de dimension [DimT(m] ?
La réponse est affirmative dans le cas des algebres de Lie résolubles (voir le Corollaire
ci-dessus). Dans la sous-section suivante, on va montrer que la réponse a cette question

est affirmative dans le cas des algebres de Leibniz quadratiques résolubles. On commence

par traduire la construction de M.Bordmann dans le cas des algebres de Leibniz.
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Définition 2.3.2. Soient £ une algébre de Leibniz symétrique, V un espace vectoriel et
(r,1) une représentation de £ dans V. Soit w : £ x £ — V une application bilinéaire,

alors on dit que w est un bi-2-cocycle de £ si :

w(lz, yl, 2)+w(y, [z, 2]) —w(z, [y, 2]) =l (z)w(y, 2) H(y)w(z, 2) —r(2)w(z,y) = 0,Vz,y,2 € £,

w(lz, yl, 2)—w([z, 2}, y)—w(z, [y, 2]) = l(z)w(y, 2)—r(y)w(z, 2)—r(z)w(z,y) = 0,Vz,y, 2 € £.
La proposition 2.1.2 implique que :

Lemme 2.3.5. Soient £ une algébre de Leibniz, V un espace vectoriel et (r,l) une
représentation de £ dans V. Alors, w : £ x £ — V w est un bi-2-cocycle de £ si et

seulement si :

w([z,yl, 2) + w(y, [z, 2]) —w(z, [y, 2]) — Uz)w(y, 2) + l(y)w(z, 2) — r(2)w(z,y) =0,
w(x, [y, 2]) + w(ly, 2], 2) = r(z) cw(y, z) — l(x) o w(y, 2)Vz,y, z € L.

Remarque 2.3.2. Soient £ une algebre de Leibniz, V' un espace vectoriel et w : £x £ —

V.. Alors, on dit que w un bi-2-cocycle scalaire de £ si :

w([x,y],z) + w(?/? [J},Z]) - ZU(JZ, [y,Z]) =0,
w(x, [y, 2]) + w([y, 2], ) = oVz,y,z € L.

Théoreme 2.3.6. Soient £ une algebre de Leibniz symétrique et w : £ X £ — £* un

bi-2-cocycle de £. Alors, l’espace vectoriel T)5(L) = £ £* muni du produit défini par :
[+ fiy+gl =[xyl +wlzy) +goRy+ folyVa,ye L, fgel,

est une algebre de Leibniz .

De plus la forme bilinéaire B : TH(L) x TH(L) — K;(x + f,y +g9) — f(y) + g(x)
est symétrique et non dégénérée sur T, (L). La forme B est invariante sur T, (L) si et
seulement si

w(z,y)(2) = wly, 2)(x) = w(z,2)(y), Va,y, = € L.

Dans ce cas, l'algébre de Leibniz quadratique (T,5(£), B) est appelée la T*-extension de £

au, moyen de w.

La T™*-extension introduite dans le théoreme précédent permet de construire plusieurs

exemples d’algebres de Leibniz quadratique.
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Exemples 2.3.1. 1. Soient (g,[, |) une algébre de Lie abélienne et w : g X g — g*
une application bilinéaire quelconque. Alors, on peut considérer l'algébre de Leibniz
quadratique T*,(g) = g P g*, T*-extension de g au moyen de w. 1l est clair que le
produit sur T*,(g) est défini pour tout z,y € g, f,h € g* par : [z+ f,y+g] = w(z,y).
D’ou, T*,(g) est nilpotente de pas deu.

De plus, si w n’est pas anti-symétrique, alors T*,(g) n’est pas une algebre de Lie

2. Soit p > 3. Soient g une algebre de Lie parfaite et A, ['algeébre cartésienne de
dimension n € {2(p —1),2(p — 3)}. Alors, I'algébre de Leibniz quadratique L(g, A,,)
construite dans le Lemme 2.2.8 est nilpotente de pas p . Cette algébre est la T™-
extension au moyen de w = 0 de lalgébre de Leibniz symétrique g @ A, construite

dans la Proposition 2.2.7.

3. Soit h =< a,b,c,d > un espace vectoriel de dimension 4. On défini sur b le produit
sutvant :

a,b) =b, [a,d=—d, [bd=d.

1l est clair que b est une algebre de Leibniz symétrique résoluble non-nilpotente qui

n’est pas une algebre de Lie. De plus, la forme bilinéaire B : b x h — K définie par
B(a,c) = B(b,d) =1

est un produit scalaire invariant sur fy. D’ou, (b, B) est une algébre de Leibniz qua-
dratique non nilpotente. C’est la T -extension de L’algébre de Lie non abélienne de

dimension deux g =< a,b > au moyen du cocycle w défini par w(a,a) = c.

Le résultat fondamental de cette section est donné dans le Théoreme suivant qui
montre que toute algebre de Leibniz quadratique résoluble une T*-extension d’une algebre

de Lie résoluble dans la catégorie des algebres de Leibniz.

Théoréme 2.3.7. Soit (£, B) une algébre de Leibniz quadratique résoluble de de dimen-

sion n. Alors, £ admet un idéal isotrope maximal § de dimension [5] qui contient Tg.
Si n est pair, alors £ est isomorphe & une T*-extension de [’algebre de Lie £/$). Sin

est impair, alors £ est isomorphe a un idéal nondégénéré de codimension un dans une

T*-extension de l'algébre de Lie £/5).

Preuve.
On sait que W = I3 /Zg et g = £/Z¢ sont des algebres de Lie. Considérons les

surjections canoniques Py : Zg — W et B, : £ — g. Le produit [, ]y (resp.
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[, |g) est défini par [Py (i1), Pw(i2)w = PW([il,iQD,Wl, iy € Iz (resp. [Py(x), Py(y)]y =
Pg([x,y]>,Vx,y € £). Il est clair que (W, [, |w) et (g,], ]g) sont deux algebres de Lie
résolubles. De plus, la forme bilinéaire Byy := (Pw(i), Py (i')) — B(1,7') est un produit
scalaire invariant sur W. Donc, (W, [, |w, Bw) est une algebre de Lie résoluble quadra-
tique.

Maintenant, on défini ’application

I:g — gl(W)

Py(z) —» H(Pg(a;))<PW(z')>:PW([az,i]>.

L’application II est bien définie car Zg et Zz sont sont deux idéaux de £. De plus,

pour tout xz,y € £

Donc l'application II est un morphisme d’algebres de Lie. Par suite, l'algebre de Lie
L :=TI(g) est isomorphe a g/Ker(II). Ceci implique que L est une sous-algebre de Lie
résoluble de gl(W). De plus, pour tout z € £,4,i' € Zg on a

By (TP () (Pw(i)), P (i)} = By (Pl i)), P () )
- B([x,z],z")

- B(i, [z",a;]>

= By(Bw(@), Bu([i',2])).
Soient z € £,i € Zg. Comme [z,i] + [i, 2] € Zg,, alors Py([z,i]) = —Pw([i,z]). D’ot,

By (TH(Fy(a) (P (0)). P (i) = ~Bow (Bw(i). P ([2.7))

= — By B(), TPy (a)) (P () ).

Par suite, en appliquant le Lemme 2.3.3 a I’algebre de Lie quadratique (W, Byy) et la sous
algebre résoluble L de gl(W), on peux affirmer que W admet un sous espace vectoriel
isotrope maximal L-stable J de dimension [DzmT(W)]

Soit 5 = P, (J). Alors, Zg C . Comme J est un sous espace vectoriel isotrope de

W, alors $) est un sous espace vectoriel isotrope de £. En effet, pour tout z,y € $
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B(z,y) = Bw (Pw(m),Pw(y)> = 0.
De plus, le fait que J est stable par L implique que pour tout = € §,z € £,
Py ([z, 2]) = —Pw([z, 2]) = IIw(Py(2))(Pw(z)) € J. D’ou, $ est un idéal de £.

D’autre part, Dim($) = Dim(J) + Dim(Zg) = [DzmT(W)] + Dim(T,) = [_D"”;(S)]'

On conclut que $ est un idéal isotrope maximal de £ de dimension [%] qui contient
Ze. Maintenant, si n est pair, alors le Théoreme 5.1.3 implique que £ est isomorphe a une
T*-extension (T (H),Q) de 'algebre H = £/$). Or, Zg C §). Par conséquent, H est une
algebre de Lie. Si n est impair, alors d’apres le Lemme 2.3.3, £ est isomorphe a un idéal
nondégénéré de codimension un dans une 7*-extension de I'algebre de Lie £/9. O

Dans le but d’approfondir notre étude des algebres de Leibniz quadratiques, on intro-

duit dans la section suivante quelques extensions de ces algebres.

2.4 Extensions des algebres de Leibniz

2.4.1 Extension centrale

Théoreme 2.4.1. Soient £ une algébre de Leibniz symétrique, V' un espace vectoriel et
w: Lx L — V une application bilinéaire. Alors, l’espace vectoriel £ = £V muni du

produit défini pour tout par :
[z 4+ fiy+ 9] =[xyl +w(z,y),Ve,y e £, f,g e

est une algebre de Leibniz symétrique si et seulement si w est un bi-2-cocycle scalaire de

£.

Dans la suite, on étudie quelques opérateurs qui nous servirons dans la construction
des extensions centrale par la dimension un ainsi que dans la construction de la double

extension.

Définition 2.4.1. Soient (£, B) est une algebre de Leibniz quadratique et f endomor-
phisme de £. Alors, on appelle 'adjoint de f relativement a B, I’endomorphisme f* de £
définie par B(f(z),y) = B(z, f*(y)),Vx,y € £. En particulier, si f* = —f, alors on dit

que f est anti-symétrique.

Proposition 2.4.2. Soit (£, B) est une algébre de Leibniz quadratique. Soit w : £ X
£ — K une application bilinéaire, alors il existe un endomorphisme § de £ tel que

w(z,y) = B(d(x),y),Vx,y € L.
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L application w est un bi-2-cocycle scalaire de £ si et seulement si

(0 4+0%)(£) € Z(%),
o([z,y]) = [0(x),y] — [0(y), =].

Preuve.
Soient x,y, z € £. Alors :
(1) w(lz,y], 2) +wly, [z, 2]) —w(z, [y, z]) = B([z,y]), 2) + B(6(y), [z, 2]) = B(6(x), [y, 2])
= B(z,6([, y]) + [0(y), 2] = [6(z),y]) = O;

(t)w(z, ly, 2]) + w(ly, 2], ) = B(6(x), [y, 2]) + B(ly, 2], 6"(x))
= By, [2, (6 + 0")(2)]) = 0.

Remarque 2.4.1. Soient (£, B) est une algébre de Leibniz quadratique et 6 un endo-
morphisme de £ comme dans le Lemme précédent. Alors, § est une dérivation de £ si et
seulement si [0(z),y] = —[y,6(x)],Vo,y € £. Ce qui est équivalent au fait que 5(L£) C R.
O

Lemme 2.4.3. Soient (£, B) est une algébre de Leibniz quadratique et f un endomor-

phisme de £. Alors,
1 (f+ (L, £]) = {0} si et seulement si (f + f*)(£) C Z(L).

2. [*(Ze) = f(Ze) = {0} si et seulement si f(£) CR et f*(£) CR.

Preuve.

Soient z,y, z € £. Alors,

L B((F+ ) () 2) = Bl (F + £)(2)
- B(x, [y,f+f z))

=B (y, [(f + [*)(2),2])
Comme B est non dégénérée, alors ( f + f*)([ y]) = 0 si et seulement si [y, (f +

I = [+ 19)(=),2] =0
2. B(= f(lw9) + [y o)) = B (2), [1,0]) + B(1*(2), [y #])
= B(w.ly. f <n+[<>1)

D'ou, f(Z¢) = {0} si et seulement si f*(£) C R. De méme, on montre que f*(Zg) =
{0} si et seulement si f(£) C R. O
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2.4.2 Produit semi-direct généralisé

Théoreme 2.4.4. Soient (£, B) une algébre de Leibniz quadratique et V = Kd l'algébre
de Lie de dimension 1. Soient 01,09 deuz dérivations de £ et ag € Z(£).
On considére : € = LPV. On défini sur E, le produit suivant :
[z + ad,y + Bd] = [x,y] + ad1(y) + Bo2(z) + afag,Vr,y € £,a, 0 € K (1)
Alors, £ muni du produit (1) est une algébre de Leibniz symétrique si et seulement si
(01,02) € Rep(V, £)
(L) CR etd(L)CR
(01 +d2) (L) C Z(£)
d1(ag) = d2(ag) = 0.
Dans ce cas, (01,09, a0) est dit "un triplet admissible” et l’algébre de Leibniz symétrique
£ est appelée le produit semi-direct de £ par V' au moyen de (61,02, ag).
Preuve. (£,[, ]) est une algtbre de Leibniz symétrique si et seulement si
[a, b, c]] = [[a, 8], ] + [b, [a, ],
[a, [b,c]] = —[[b, ], a], Va,b,c € L.
Ces conditions sont satisfaites si et seulement si
5100y =0y00; et 512+ 8300, = 09> 4+ 01 009 = 0,
[01(2),y] = =y, 61(x)] et [01(x),y] = =y, d1(x)],
[01(2),y] = =[02(), 4] et [2,01(y)] = [, 2(y)].0

Le Lemme suivant sera utile pour la notion de la double extension qu’on va introduire

dans la sous-section suivante.

Lemme 2.4.5. Soient (£,], |e, B) une algébre de Leibniz quadratique et 6 une dérivation

de £. Alors,

(i) Si 6>+ 0" 06 =0, alors 6**+ 606" =0

(i7) Si (0 4 0™)([£, £]) = {0}, alors 6* € Der(£)
Preuve.
(i) (02 + 6% 0 0)* = 6** + 50 6

(i0) B(0" ([z,y]) — [0"(x),y] = [2, 6" ()], 2) = B(x,[0(y), 2]) — B(6"(y), [z, z])
= By, (6 +67)([z,2])) = 0.
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2.4.3 Double extension des algebres de Leibniz

Dans cette sous section, on introduit la double extension des algebres de Leibniz qua-

dratiques qui est une extension centrale suivie d’un produit semi-direct généralisé.

Théoréme 2.4.6. Soient (£,[, |e, B) une algébre de Leibniz quadratique, V = Kd une
algebre de Lie abélienne de dimension 1 et (§,a9) € Der(£) x £ tels que (0,0%, ag) est

un "triplet admissible” et B(ag,a9) = 0 . On considére lapplication ¢ : £ x £ —>
Vi (x,y) — ¢(x,y) = B(5(x),y)d*, et lespace vectoriel £ =V " PLPV.

Soit a € K, alors on défini sur £ le produit suivant :

[d,d] = ad" +ay;  [z,y] = o(x,y) + [z, yle
[d,z] = B(x,a)d" + 6(x); [x,d] = B(x,a)d" + 6 (x).
Alors, £ muni de ce produit est une algébre de Leibniz symétrique. De plus, la forme
bilinéaire B : £ x £ — K définie par

B...=DB; B(d,d)=1; B(d,d) =kkecK

est un produit scalaire associatif sur £.
L’algébre de Leibniz quadratique (£, B) est appelée la double extension de £ par V au

moyen de (9, ap).

Preuve.
D’apres la proposition 2.4.2, I'application ¢ est un bi-2-cocycle de £. Donc, £ =
£ V* muni du produit défini pour tout z,y € £, f,g € V* par :

[+ f,y+ 9] =[x, y] + ¢(z,y),

est une algebre de Leibniz symétrique.

Maintenant, on défini deux endomorphismes d; et d5 de £ comme suit :
d(x 4+ Md*) =0(x) + B(x,ap)d", do(x + Ad*) = 0"(x) + B(x,ap)d", Vx € £, X € K.

Puisque (4,0%) € Rep(V, £) et d(ag) = 6*(ap) = 0, alors (d1,d2) € Rep(V, £1). De plus,

01 € Der(£;). Car, pour tout z,y € £, f,g € V*

o (lo+F.5+9)) = |01 +-1),y+g| = [0+ £.81y+9)| = =B(8(@),y)d"— B (6(2), 0(») ) d*
- B((52 o 5)(x),y>d* ~0.

De la méme fagon, on montre que dy est une dérivation de £;.
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Comme (5 + 5*) ([2, 2]) = {0} et ap € Z(£), alors

(61 +0) (12 + £y +91) = (6 +6) ([, 9] + BO@), )
= (6 + (5*) ([z,y]) + ZB<[x, v, ag) d*
= 0.

Par suite, (d; + d2) ([21, 21]> = {0}. D’autre part,

[01(x + Ad*),y + Nd*] + [y + Nd*, 61 (z + \d¥)]
= [0(x),y] + [y, 6(2)] + B(6*(x),y)d") + B(6(y), 6(x))d"
- B<62 4o 5)($),y) —0

Donc, 6;(£1) C Ry, avec Ry = {1 € £y, [x1, 1] + [v1,21] = 0,Vyy € £1}. De la méme
maniere, on montre que d2(£1) C R;. Si on considere 'élément a; = ag + ad* € £1 ot «v
est scalaire fixé dans K. Alors, ay € Z(£,) et d1(a1) = 6*1(ay) = 0.

En conclusion, le triplet (01,02, a1) est un triplet admissible de £;. Par suite, on peut
considérer 1'algebre de Leibniz symétrique £; @ V, produit semi-direct de £; par V. On
obtient I’algebre de Leibniz symétrique £ = V* @ £ V. De plus, un calcul simple montre

que la forme bilinéaire B est un produit scalaire associatif sur £. O

Exemple 2.4.1. Soit g =< x,y > l'algébre de Lie abélienne de dimension 2 sur C. Alors,
la forme bilinéaire B : gxg — C définie par B(z,x) = B(y,y) = 1 est un produit scalaire
invariant sur g. On pose ag = x + 1y. 1l est clair que ay € Z(g) et que B(ag,ap) = 0.

On considére l’endomorphisme 0 de g tel que 6(x) = x + iy et §(y) =iz +y.

Un calcul simple montre que § est une dérivation symétrique de g. De plus, 0(ag) = 0.
Maintenant, firons o € C. Soit V. = Cd un espace vectoriel de dimension 1. Puisque
62 = 0, alors (0,8) est une représentation de V dans g. En conclusion, (0,0, aq) est
un triplet admissible de g. Par suite on peut considérer ['algebre de Leibniz symétrique
L=V*"PgPV double extension de g par V' au moyen de (9,9, ag). Le produit sur £ est

donné par :
d,d] = ad" + z + 1y
[z, 2] = =ly,y]~d"
[z, y] = [y, 2] = id”
[z,d] =[d,z] =d" +x + 1y
ly,d] = [d,y] = id" +ix —y.

On défini sur £ la forme bilinéaire Bg par :

BQ($,$> = BS(Z/?Z/) = B£<da d*) = 17 Bﬂ(da d) = ka ke Ca
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est un produit scalair associatif sur £.
Alors, L’algebre de Leibniz quadratique obtenue est commutative 3-nilpotente de dimension

4 sur C.

Exemple 2.4.2. L’algebre & construite dans 'exemple 2.1.1 est la double extension de
lalgebre de Lie so(3,R) par l’algébre de Lie de dimension un au moyen du triplet admis-

sible (6, —0,0) avec § la dérivation de soz(R) définie par :
I(X)=Y+Z,6Y)=062)=—-X, (0u{X,Y, Z}est une base de so(3, R)).

Puisque la double extension dépend du choix du triplet admisible, alors on peut se
poser la question suivante : Sous-Quelles conditions deux triplets admissibles donnent
deus doubles extensions équivalentes ?

Commencons tout d’abord par traiter le cas de ’extension centrale. Soient

(£, B) une algebre de Leibniz quadratique et Kd une algebre de Lie de dimension un.
Considérons les dérivations § et ¢’ de £ telles que les applications w,w’ : £ x £ — K,
définie par w(z,y) = B(0(z),y); w'(x,y) = B(d'(z),y),Vz,y € £, sont deux bi-2-cocycles
de £.

Définition 2.4.2. Si £. (resp. £.. ) est lalgébre de Leibniz symétrique extension centrale
de £ par Kd* au moyen de w (resp. w' ), alors £. et £, sont dites équivalentes s’il existe

un isomorphisme d’algébres de Leibniz ¢ : £. — £ vérifiant :
o(d*) =d*, p(x) =+ AMx)d",Vz € £ ot X € L.

Soit u, € £ tel que A(x) = B(ug, z),Vz € £. Comme ¢ est un isomorphisme d’algebres
de Leibniz, alors w'(z,y) — w(z,y) = A([z,y]),Vz,y € £ Donc, ' — § = L,,. Par suite,

on a montré la proposition suivante :

Proposition 2.4.7. Soit £ une algebre de Leibniz quadratique, Kd une algebre de Lie de
dimension un et w,w' : Lx £ — K deuz bi-2-cocycles de £. Alors, les extensions centrales
L. et £ de £ par Kd au moyen de w et w' respectivement sont équivalentes si et seulement
si, il existe une forme linéaire A € £* qui satisfait : w'(z,y)—w(z,y) = [z, y]),Vz,y € L.
(ie. W' —w = —&X ou £ est le Leibniz cobord défini dans [37].)

Maintenant, soit (£, B) une algebre de Leibniz quadratique, Kd une algebre de Lie de

dimension un et (J,6*, ap), (8,6, aj) deux triplets admissibles de £. Fixons a, o’ € K.
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Définition 2.4.3. Si £, (resp. £4/) est la double extension de £ par Kd au moyen de
(0,0%,ag) (resp. (8,6, ag)). Alors, £, et £, sont dites équivalentes s’il existe un isomor-

phisme d’algeébres de Leibniz ¢ : £, — £ vérifiant :

U(z) =2+ Mz)d", (d) = d+ ag + lod", p(d") = d*, ou A€ £, a0 € £,1h €K.

Proposition 2.4.8. Les doubles extensions £, et £, sont équivalentes si et seulement

st, 1l existe ag, ug € £ tels que

§' — 8 =Ly, = —La,

ao — afy = (8 + 6*)(ag) — [ax, ]

S(a) = —6(up), 6*(co) = —0"(uo)

o — a' = 2B(ag, ap) + B(&'(a), a9) — Blao, up).

Proof. Supposons qu’il existe un isomorphisme d’algebres de Leibniz ¢ : £, — £

tel que :

Y(x) =x 4+ NMa)d*,P(d) =d+ ag + lyd", Y(d*) = d*, avec A € £ ap € £,1p € K.

Soit ug € £ tel que A(z) = B(uop,x),Vz € £. Puisque ¢([z,y]) = [¢(x),¢(y)], alors
§'—0 = Ly,. Comme ¢([d, z|) = [(d), ()], alors § =" = Ly, et ag—aj = &' (ap)—6*(uo).
De plus, 9(|d,d]) = [¢(d),¥(d)]. Par suite, ag— af = &' () + 6™ () + o, g et o —
2B(ag, ay)+B(d' (), ) — B(ag, up). On a aussi, 6*—9§"* = Ry, et ag—ay = 0™ (ap) —d(up)
car Y([z,d]) = [¢¥(z),¥(d)]. Par conséquent,

ag — ag = 0'(ap) + 0™ () + [, o]
= d(ap) — [ap, ap] + 6" (o) — v, ] + [, o)

= (04 ") () — [, o).

Mais ag — ay = 0™ (ap) — 0(ug) = 6’ () — 6*(ug), donc d(ap) = —(ug), 6" () = —*(up).

Inversement, considérons ’application v : £, — £, définie par

W(x) =2+ Blu—0,2)d*, (d) = d + ag + lod*, (d*) = d*, ot A € £, a9 € £,y € K.

Alors, des calculs directs montrent que 1 est un isomorphisme d’espaces vectoriels. O
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2.5 Description inductive des algebres de Leibniz qua-

dratique

En utilisant les constructions introduites dans la section précédente, on donne une

desription inductive des algebres de Leibniz quadratiques.

Théoreme 2.5.1. Soit (£, B) une algébre de Leibniz quadratique qui n’est pas une algébre
de Lie. Alors, £ est isomorphe a une double extension d’une algebre de Leibniz symétrique

par l'algebre de Lie de dimension un.

Preuve.

Comme £ n’est pas une algebre de Lie, alors Zg # {0}.
Soit alors e € Zg\{0}. Posons J = Ke, alors J C J+. Puisque B est non dégénérée, alors
il existe d € £\{0} tel que B(e,d) = 1. Soit V =Kd et $ = (J @ V)=, alors

sz@sa@v et JL:JGBﬁ est un idéal de £.

Soient x,y € ), alors [z,y] = ¢(x,y)e + [z,yls avec ¢ : H x H — K est une forme

bilinéaire et | , |g : $ —> $H — § est une application bilinéaire.

Il est facile & vérifier que (9, [, ]g) est une algebre de Leibniz symétrique et que la forme
bilinéaire By = B|, , est un produit scalaire invariant sur (9,[, ]g). De plus, la forme
bilinéaire ¢ est un bi-2-cocycle scalaire sur ($,[, ]g).

Puisque J+ = J P H est un idéal de £, alors

[d,d] = ae+ag+ Ad, ou a, A € K ag € H
[z,d] = p(z)e + D(x), ou D € End(9),p € H*
[d,z] = ¢¥(z)e+ 0(x), ou d € End(H),1 € H™.

Comme B est symétrique invariante, alors pour tout z,y € $ :

¢(x,y) = B([z,y],d) = B(z,[y,d]) = B(y,[d,z]) = B(z, D(y)) = B(6(x),y).

D’ou, D = §*. D’autre part,

o(x) = B([z,d],d) = B(x,|d,d]) = B(d, |d, x]) = ¥(x) = B(x, ag). De plus,

A = B([d,d],e) = B(d,[d,e]) = 0. Donc, [d,d] = ae+ay. Par suite, ag € Zg € Z(£). Do,
B(ag,ap) = 0 et d(ag) = D(ag) = 0. Par conséquent ag € Z(H). en effet, pour tout = € H
lag, z]s = [ag, x] — B(d(ag),z)e =0,
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[z, agls = [z, a0] — B(x, " (ap)) = 0.

Puisque £ est une algebre de Leibniz gauche, alors on peut montrer que :
§ € Der($), 6>+ Dod=0,60D=Dod.

De plus, pour tout a,b,c € £, [a, [b, c]] = —[[b, ], a]. D’ou, (6 + D)([$, 9]s) = {0}, 6($H) C
Ry et 6°(H) C Ry, avec Ry ={y € 9,[x,yls + [y, z]s = 0,Vz € H}. Par conséquent, on
peut considérer I'algebre de Leibniz quadratique £ = V*@ $H @V double extension de
(9, By) par V' au moyen de (d, 6%, ag).

Il est clair que I'application F : £ — £; Ae+x+Nd — Ad*+z+ )N d est un isomorphisme

d’algebres de Leibniz. Donc, £ est isomorphe a la double extension de $) par V. a

Corollaire 2.5.2. Soit (£, B) une algébre de Leibniz quadratique qui n’est pas une algébre
de Lie. Alors, £ est obtenue a partir d’un nombre finis d’algébres de Lie de dimension un
et d’une algebre de Lie quadratique par des doubles extensions de ”Leibniz” par l’algebre

de Lie de dimension un.

Preuve.

On montre le résultat par récurrence sur la dimension n € N de £. Si la dimension
de £ = 2, alors ou bien £ est une algebre de Lie quadratique ou bien £ est une double
extension de ”Leibniz” de {0} par 'algebre de Lie de dimension un.

Supposons que le résultat est vrai pour toute algebre de Leibniz quadratique de dimension
k < n. Alors, d’apres le Théoreme précédent, il existe une sous-algebre de Leibniz quadra-
tique $ de £ telle que £ est une double extension de $) par ’algebre de Lie de dimension
un. Comme dim($)) < n, alors $) est obtenue & partir d'un nombre finis d’algebres de
Lie de dimension un et d’une algebre de Lie quadratique par des doubles extensions de
"Leibniz” par l'algebre de Lie de dimension un. D’ou résultat. a
Le corollaire précédent montre que la description des algebres de Leibniz quadratique est
liée a la description des algebres de Lie quadratique donnée par A. Medina et Ph. Revoy
[58]. En utilisant cette description on décrit les algebre de Leibniz quadratique :

Soit ¥ I'ensemble formé par {0}, les algebres de Lie abéliennes de dimension un et par

toutes les algebres de Lie simples

Corollaire 2.5.3. Soit (£, B) une algébre de Leibniz quadratique. Si £ ¢ X, alors £
est obtenue a partir d’un nombre finis déléments o4, ...,0, de ¥ par un nombre finis de
sommes directes orthogonales et/ou de doubles extensions de ”Leibniz” par une algébre de
Lie abélienne de dimension un et/ou de doubles extensions “de Lie” par une algébre de

Lie simple et/ou de doubles extensions “de Lie” par une algébre de Lie de dimension un.
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Preuve.

Le Corollaire 2.5.2 montre que £ est obtenue a partir d’une algebre de Lie quadratique
g par des doubles extensions de " Leibniz” par I'algebre de Lie de dimension un. Ensuite,
le Théoreme 1 [58] montre que g est obtenue a partir d’'un nombre finis de somme directes
orthogonales et /ou de doubles extensions de ”Lie” par 1’algebre Lie de dimension un et/ou

de doubles extensions de ”Lie” par une algebre de Lie simple. O



Chapitre 3

Formes bilinéaires invariantes sur les

algebres de Leibniz

3.1 Structure d’algebre de Leibniz gauche avec une

forme bilinéaire invariante a gauche

Dans le chapitre précédent, on a étudier les algebres de Leibniz munies de formes
bilinéaires symétriques, non dégénérées et associatives. Vu que le produit de Leibniz est
anti-commutatif, alors on a remarqué qu’il existe d’autres types d’invariance pour une

forme bilinéaire sur une algebre de Leibniz.

Définition 3.1.1. Soient (A,.) une algébre non-associative et B : Ax A — K une forme
bilinéaire.
1. 8i B(z.y,2) = B(z,y.2),Vz,y,z € A, alors B est dite associative.

2. S1 B(x.y,z) = —B(y,x.2),Vz,y,z € A, alors on dit que B est invariante d gauche.

3. Si B(x.y,z) = —B(x, z.y),Vr,y,z € A, alors on dit que B est invariante a droite.

Proposition 3.1.1. Soient (A,.) une algébre non-associative et B : A x A — K une
forme bilinéaire symétrique non dégénérée. Alors, B satisfait au moin deux des définitions

précédentes si et seulement si (A,.) est une algébre anti-commutative .

Preuve.  Si B est associative et invariante a gauche, alors B(z.y, z) = B(z,y.2) =
—B(z,y.x),VYx,y,z € A. Puisque B est non dégénérée, alors z.y = —y.z,Vo,y € A. Si
B est associative et invariante a gauche, alors on prouve le résultat de la méme facon.

Si B est invariante a gauche et a droite, alors B(z.y,2) = —B(y,x.z2) = —B(x,y.2) =

45
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—B(z,y.x),Yx,y, z €, A. Par suite, A est anti-commutative. a

De la proposition précédente, on conclut que si £ est une algebre de Leibniz (gauche
ou droite) et B est une forme bilinéaire symétrique et non dégénérée sur £, alors B est

invariante a gauche et a droite si et seulement si £ est une algebre de Lie.
Proposition 3.1.2. Soiet (A,.) une algébre non-associative et B : A x A — K une
forme bilinéaire symétrique, non dégénérée. Alors,

1. Si B est associative, alors A2 = Ann(A),

2. Si B est invariante d gauche, alors A2~ = Anng(A),

3. Si B invariante a droite, alors A" = Anngy(A), ot A* = span{z.y,z,y € A},

et A2 :={xeA: B(z,A%) = {0}}.

Preuve.

1. Voir [14].

2. Puisque B(z.y,z) = —B(y,z.z) = 0,Vz,y € A,z € Anng(A), alors Anng(A)
A?". Inversement, B(z.y,z) = —B(y,z.2) = 0,Vz,z € Ay € A D’ou, A2t C

N

3. On montre le résultat de la méme facon que dans 2. O

La propriétée fondamentale des algebres de Leibniz munie d'une forme bilinéaire
symétrique, non dégénérée et invariante a gauche est que ces algebres sont Lie admis-
sibles. Dans la suite, (£,[,]) désigne une algebre de Leibniz gauche munie d’une forme
bilinéaire symétrique, non dégénérée et invariante a gauche B et x : £ x £ — £ 'appli-

cation bilinéaire définie par
B([z,y],z) = B(x,y * 2),Vz,y,z € £.

Proposition 3.1.3. Le produit x satisfait les identitées suivantes
(1) xxy+yxx=0;
(2) vx(y*z)=[z,yx*z];
(3) [z, yx2] = [z, y] * 2 +y* [z, 2];
Vr,y,z € L.
Preuve. Soient z,y, z,u € £. Alors,

(1) Bly*x+xxy,u) = B(u,y],z) + B([u,z],y) = B(z, [u,y] — [u,y]) = 0.
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(2) B(xx(y*z)—[z,y*z],u) = B([[u, z] + [z, u],y], 2) = 0. Puisque Zg C Anny(£), alors
B(xx(yxz)—[z,y*z],u) =0.

(3) Comme B est invariante & gauche et non dégénérée, alors
B(u,[a, y)xz—ax(yxz) +yla, 2]) = Bu, o,9]),2) = Bl ), yw) + B [u, ), . 2))
= B(z, [u, [z, y]] = [[u, 2], y] — [z, [u,y]]) = 0. O

En utilisant I'assertion (3), on montre que
(L*yx)n = (Lx)nil o L*7x7 vx E »2, vn E N*,

ou L, ,(y) := v xy, Vao,y € £ Par conséquent, I'algebre (£, ) est nilpotente si et
seulement si (£, [, ]) est nilpotente a gauche.

De plus, le fait que B est non dégénérée, implique que (£,x) est nilpotente si et
seulement si (£, [, ]) est nilpotente a droite. Par conséquent, on obtient la proposition

sulvante.

Proposition 3.1.4. Soit(£,[, ]) une algéebre de Leibniz gauche munie d’une forme bi-
linéaire symétrique, non dégénérée et invariante a gauche B. Alors, les assertions suivante

sont équivalentes :
1. (£, %) est nilpotente
2. (£,],]) est nilpotente a gauche;

3. (£,[,]) est nilpotente a droite.

Remarque 3.1.1. L’assertion (2) implique aussi que la restriction des multiplications *
et [, ] coincident sur £* £. Il résulte , par lassertion (1), que (£ £,%) est une algébre
de Lie et que £ £ est une sous-algebre de (£,[,]). Plus précisement, (£ £,[,]) est
une algébre de Lie (les réstrictions de et [, ]| sur £ x £ sont aussi notée x et [, |). Par
suite, si (£,[,]) est une algébre de Leibniz gauche qui n’est pas une algébre de Lie alors
LxL#L

Il est clair, d’apres lassertion (1), que [, ] = x si et seulement si (£,[,]) est une

algebre de Lie.

Dans ce qui suit, on donne une méthode de construction des algebres de Leibniz gauche
avec une forme bilinéaire invariante a gauche. Cette construction utilise le processus de
la T*-extension ([17]). Ce qui nous a permis d’améliorer le résultat donné dans [46] dans

le cas particulier x = 0.
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Proposition 3.1.5. Soit (£, [, ]) une algébre de Leibniz gauche. S’il existe une application
bilinéaire x : £ x £ — £ qui satisfait les identitées (2) et (3). Alors, l’espace vectoriel
T*(L) = £ £* muni du produit défini par :

[x+f7y+g] - {xvy]+fOL*,y_gOLIE7vx7y€£7f7g€'8*7

ot L,y =x*y,Vo,y € £, est une algébre de Leibniz gauche et la forme bilinéaire
B :T*(2) x T*(£) — K définie par : B(z+ f,y+g9) = f(y) + g(z),Vz,y € £, f,g € £,
est symétrique, non dégénérée, invariante a gauche et non invariante a droite sur T*(£).

Dans ce cas, B([x + f,y+gl.z2+h) =Bz + f,(y +9) v (z+h)), o
(y+9)v(z+h)=yxz+hoR,—goR,,Va,y,z € L.
De plus, T*(£) est symétrique si et seulement si £ est symélrique.

Remarque 3.1.2. §i £ est une algebre de Leibniz symétrique, alors on peut considérer
Ualgebre de Leibniz symétriqgue T*(L£) munie de la forme bilinéaire invariante a gauche

construite dans la proposition 3.1.5. Dans ce cas,

@+ )V (y+g9) ={z.yt+goR(x) - foR(y)Vr,ye & fge L,
ot {, } estle produit défini dans la proposition 2.1.5.

Exemples 3.1.1. 1. Soit (g,[, |;) une algébre de Lie, V une espace vectoriel et o :
g x g — V une forme bilinéaire symétrique vérifiant o([g, glg,8) = {0}. Alors,

l’espace vectoriel £ :=g® V muni du produit :

[z +v,y+w| = [r,y]y +o(z,y), Yz,y€g,v,weV,

est une algebre de Leibniz symétrique.

D’apreés les propositions 3.1.5 , T*(L£) est une algébre de Leibniz symétrique et le

produit sue cette algebre est définit comme suit :

[etotf+Eytwth+H =2yl +o(r,y)+foly, Jg—holz, Jy—Hoo(z,.),

vx?y 6 g’/l)?w e V7f7h E g*7F7H e V*'
De plus, la forme bilnéaire B définie sur T*(£) par :

Blx+v+ f+Fy+w+h+H):= f(y)+ F(w) + h(z)+ H(v),
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Ve,y € g,v,w €V, f,he g F,H € V* est symétrique, non dégénérée et invariante
a gauche. Si o # 0, alors B n’est pas invariante a droite sur T*(£).

Finalement, par simple calcul on montre que pour tout x,y € g,v,w € V, f, h €

g F,H eV~

(z+v+f+F)V(y+twt+h+H) = [v,ylg—foly, Jgthoz, g+ Hoo(zx,.)—Foo(y,.).

2. Considérons T*(slo(R)) = slo(R) @ sla(R)*, la T*—extension de lalgébre de Lie
slo(R) avec x = 0. Soient {z,y,h} une base de slo(R) et {z*,y*, h*} sa base duale,

alors les produits non nuls sur T*(sla(R)) sont :
[h,.ﬁl?] = _[‘Ia h] = 2'T7 [hay] = _[yvh] = _2ya [‘Tay] = —[y,x] = h7

[h,x*] = =22*, [h,y"] = 2y, [, 2"] = 2h7, [z, "] = —y7,
ly, y] = =207, [y, '] = ="

*

Il est clair que le noyau de Leibniz de T*(sla(R)) est lespace vectoriel sla(R)* et que

T*(slo(R)) est une algébre de Leibniz gauche (non droite) simple de dimension six.

De plus, la forme bilinéaire B : T*(sly(R)) x T*(sla(R)) — R définie par :
B(z,2") = B(y,y") = B(z,2") = 1,

est symétrique, non dégénérée et invariante a gauche sur T*(sla(R)).

3. Soit £ une algebre de Leibniz gauche de dimension trois sur C. Soit {x,y,z} une
base de £ telle que les produits non nuls sur £ sont :
[z, y] =y, [z, 2] = 2.
Considérons application bilinéaire anti-symétrique x : £ x £ — £ définie par :

TxY=—yYyxxr=yelrx z=—2%r =2

Alors,  vérifie les équations (1), (2), et (3). Par suite, on peut considérer ’algébre de
Leibniz gauche (non droite) T*(£) = L@ £* de dimension siz sur C. Les produits

non nuls sur T*(£) sont les suivants :

*

[xay] =Y [JZ,Z] =z, [Z*,.T] = —[ZL‘,Z*] =z,

*

[,y = =y 2] = =y, [y" y] = [27, 2] = =27,
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avec {x*,y*, z*} la base duale de la base {x,y,z} de £. Il est clair que T*(£) est
résoluble nilpotente a droite, non nilpotente a gauche. De plus, la forme bilinéaire
symétrique

B :T*(£) x T*(£) — C définie par :
B(z,x*) = B(z,z") = B(y,y") =1,
est non dégénérée, invariante a gauche et non invariante a droite sur T*(£).

Proposition 3.1.6. Si (£,[, |) est une algébre de Leibniz symétrique, alors (£, %) est une

algebre de Lie dite l’algebre de Lie associée a L.

Preuve. (£, *) est une algebre anti-commutative (équation (2)).

Soient .y, z,u € £,
B(u,zx (yx 2) +y* (2% x) + 2+ (zxy)) = B2, [[u, 2], y] = [[u,y], 2]) + B([[u, 2], z], ).
Comme [[u, ], y] — [[u, y], ] = [u, [z, y]], alors
Blu,x (yx2) +y* (z%2) + 2% (xxy)) = Bz, [u, [z, y]]) + B([[u, 2], 2], 9).
L'invariance de la forme B, implique que
Blu,zx (yx2) +yx (2%2) + 2% (z*y)) = B[z, [u, 2] + [[u, 2], 2], y).

Par conséquent, B(u,x * (yx z) + y* (2 *x) + 2z * (x xy)) = 0 car £ est une algebre de
Leibniz symétrique. On conclut que (£, x) est une algebre de Lie. O

Puisque B est invariante a gauche et non dégénérée, alors on a la proposition suivante.

Proposition 3.1.7. Si (£,[,]) est une algebre de Leibniz symétrique, alors Anng(L) =
Z(£), ot Zy(L) ={x € L,xxy=0,Vy € £} est le centre de l'algébre de Lie (£,x).

Remarque 3.1.3. Si (£,[,]) est une algebre de Leibniz symétrique qui n’est pas une
algébre de Lie, alors, d’apres la remarque 3.1.1 £ £ # £. De plus, comme {0} # Zg C
Anng(L) alors Zy (L) # {0}.

Proposition 3.1.8. Si (£,[,]) est une algebre de Leibniz symétrique, alors pour tout
T,y €L
zxy={z,y} +6(z,y),

ou {z,y} = %([x,y] - [y,x]), Ve,ye £, et ©: £ x £ — Anng(L) est un 2-cocycle de

(£,%) a coeffécients dans le module trivial Anng(L).
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Preuve.  Pour z,y € £, on pose ¢(x,y) = [x,y] — x xy. Alors, ¢(x,y) € Anng(L).
Car, B(jufe.y] - @ % 9).2) = ~Ble.yl. u.2]) + Blo # . u.2]) = Bly.fo. fu 2] +
[[u, 2], z]) = 0,Vx,y, z,u € £. Puisque I'application x est anti-commutative, alors x xy =
3 ([x, vl =y, x]) + %( — oz, y) + oy, x)) = {z,y} +O(z,y),0u O(z,y) = %( — ¢z, y) +
o(y, x)) Il est clair que O(z,y) est anti-symétrique. De plus, comme et {, } satisfont
'identité de Jacobi, alors © : £ x £ — Anngy(L),Vz,y € £ est un 2-cocycle de (£, *)
dans Anng(L). O

Remarque 3.1.4. B<¢(a:,y), z) = B<[z,x], y) — %B([w,y], z) — %B([y, z],a:),v.r, Y,z €
L.

3.2 Description de la structure de Leibniz

Dans cette sous-section, on introduit une construction des algebres de Leibniz symétriques,
munies d'une forme bilinéaire invariante a gauche, en utilisant I’extension centrale et le

produit semi-direct introduits dans le chapitre précédent.

Théoreme 3.2.1. Soient (£, [, |s) une algébre de Leibniz symétrique munie d’une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée et invariante a gauche B, V = Kd une algébre de Lie
de dimension un et (D, d,wy) un triplet admissible vérifiant (6 +6*)(L) C Z (L), 6" (wo) =
0, B(wg,wp) = 0 et D est une dérivation anti-symétrique de £. Alors, 'espace vectoriel

C=V"PLPV muni du produit [, défini par :

[z,y] = [z,y]e — B(6(x),y)d",
[d, z] = D(z) — B(x, wo)d",
[z,d] = (),

[d, d] = wy,Vz € £,

est une algebre de Leibniz symétrique. De plus, la forme bilinéaire B:2xg —K

définie par : E(x,y) = B(z,y),Vz,y € £ et E(d, d*) = B(d*,d) = 1 est symétrique , non

dégénérée et invariante a gauche.

Preuve. Commed € Der(£)etd(£) C R, alorsd([z,y]) = [z,(y)]—[y, 6(x)],Va,y €
£. D’apres la proposition 2.4.2; la forme bilinéaire ¢ : £ x £ — K définie par ¢(z,y) :=
—B(d(x),y),Vx,y € £ est un bi-2-cocycle scalaire. Par suite, 'espace vectoriel £; =

£ V* est une algebre de Leibniz symétrique, extension centrale de £ par V. Considérons
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les endomorphismes 61, D de £; définis par :
(x4 ad’) =6(z), Di(z+ ad*) = D(z) — B(x,wy)d*,Vx € £, a € K.

Puisque (9, D) € Rep(V, £) et 6*(wg) = 0, alors (§; 0 D1 — Dy 0 61)(z + ad*) = §(D(x) —
B(z,w)d*) — D1(6(x)) = B(z,0*(wp)) = 0,V € L.

De plus, (67 + Dy o 61)(z + ad*) = §*(z) + D o §(x) — B(d(x),wy) = —B(x,0*(wp)) =
0,Vz € £. De méme, on montre que D? + §; o D; = 0. Par conséquent, (Dy,d;) €
Rep(V, £). Il est clair que §; € Der(£y). Comme D € Der(£) et wy € Z(£), alors
Dy([o+ad*,y+ Bd]) — [Dy(+ ad*), y+ Bd°) — [z -+ ad, Dy(y -+ 5d)] = — Bz, ), wo) =
B(y, [z, wo]) = 0,Vz,y € £. Donc, Dy € Der(£;).

De plus, D1 (wy) = —B(wg, wp) = 0. Puisque (6+D)([£, £]) = {0}, alors (61 +D;)([x+
ad*,y + pd*]) = (6 + D)([z,y]) — B([x, y],we) = 0. Par suite, (§; + D1)(£) C Z(L).

Le fait que B(z, D*(y)) = B(D*(x),y) = —B(Dod(z),y) = B(x,6*oD(y)),Vz,y € £,
implique que §* o D = D?.

Il résulte que [Dy(z + ad*),y + Sd*] + [y + Bd*, D1(z + ad*)] = [D(z),y] + [y, D(z)] —
B(d0oD(x),y) = B(d(y), D(z)) = =B((d0D+6"0 D)(x),y) = —=B((-D*+d"0D)(z),y) =
0,Vz,y € £,a,8 € K.

Par conséquent, D1(£) C Ry,on Ry = {x+adx € L1, [x+ad*, y+ Bd*]+ [y + Bd*, x +
ad'| =0,Vy + pd* € £}

Tous ces faits impliquent que (Dj,d7,wp) est un triplet admissible. D’ou, on peut
considérer 1'algebre de Leibniz symétrique £, @ V' produit semi-direct de £; par V. On
obtient finalement l'algtbre £ =V*@P L@ V. O

Définition 3.2.1. L’algebre de Leibniz symétrique construite dans le théoréeme précédent
est appelée la double extension “gauche” de £ par V au moyen du triplet admissible

(D, 8, wp). Dans ce cas, on dit que (D, d,wp) est un triplet fortement admissible.

De cette situation découle la question suivante : Sous quelles conditions deux triplets

fortement admissibles conduisent a deux double extension ”gauches” équivalentes.

Théoreme 3.2.2. Si £ =V P LBV (resp. £ =V P LPV) est une double exten-
siton gauche de ['algebre de Leibniz symétrique [ par'V =Kd au moyen de (D, d,wy) (resp.

(D', 8", wy)). Alors, £ et & sont équivalentes si et seulement si, il existe ag et ug € £ tels
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que :

8 =0+ Ryy = — Ry,

D= D Ly, 5" (uy) = —"(ao).

wo — wh = (D + 0 — R, )(a),

B(ug, wo) = —B(wy, ag) — B('(ao), ap).

Lemme 3.2.3. Si (£, [, |,) est une algebre de Leibniz symétrique qui n’est pas une algébre

de Lie munie d’une forme bilinéaire symétrique, non dégénérée et invariante a gauche

alors, To C [£,£] C T¢.

Preuve.  On sait que Zg C [£, £]. Puisque B([z,y],i) = —B(y, [z,i]) = 0,Vx,y €
£i € Ly, alors [£,£] C I;. a

Théoreme 3.2.4. Si (£,[,]) est une algébre de Leibniz symétrique, qui n’est pas une
algeébre de Lie, munie d’une forme bilnéaire symétrique, non dégénérée et invariante a
gauche B, alors £ est isomorphe a une double extension "gauche” d’une algebre de Leibniz

symétrique (2, [, lyy) par Ualgébre de Lie de dimension un.

Preuve. Le fait que £ n’est pas une algebre de Lie, implique que Zg # {0}. Soient
e € Ze\{0} et J = Ke. Alors, J C J+. Puisque B est non dégénérée, alors il existe
d € £\{0} tel que B(e,d) = 1 et B(d,d) = 0. On considere V = Kd et 2 = (J @ V)",
alors

s=7pwPhv et J'=TEPW est unidéal de £,

Soient z,y € 20, alors [x,y] = ¢(x,y)e + [z, ylw o ¢ : W x W — K est une forme
bilinéaire et | , Jog : 2 — W — 2 est une application bilinéaire.
Il est facile a vérifier que (20,] , Jw) est une algebre de Leibniz symétrique et que la
forme bilinéaire By = B) ., est symétrique, non dégénérée et invariante a gauche sur
(20, , |ay). Par suite, 'application bilinéaire ¢ est un bi-2-cocycle sur (20, [, ]ag).
Puisque J+ = J @ 2 est un idéal de £, alors

[d, d] = ae + wo + Ad, avec o, A € K, wy € 2,
[z,d] = p(x)e + d(x),on 0 € End(2), p € W",
[d,z] = (x)e + D(x),avecd € End(20),v € 07*.

Soient x,y € 2. Comme B est symétrique et invariante a gauche, alors ¢(z,y) =

B([z,y],d) = =B(y, [x,d]) = —=B(y, d(x)). De plus, B(D(x),y) = B([d,z],y) = —B(x, [d,y]) =
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—B(z,D(y)). D’ou, D est anti-symétrique. Puisque ¢(z) = B([d, z|,d) = —B(z,[d,d]) =
—B(z,wp) et p(z) = B([z,d],d) = —B(d, [z,d]) = —p(z). Alors, p(z) = 0. D’autre part,
A = B([d,d],e) = —B(d,[d,e]) =0 et « = B([d,d],d) = —B(d, [d,d]) = —a. Donc, a = 0.
Par conséquent, wy = [d,d] € Ze C Ann(L). Alors, B(wo, wy) = 0 et §(wy) = D(wp) =
0. De plus, B(6*(wo),z) = B([d,d],[z,d]) = B(d,[[z,d],d]) = B(d,d*(z)) = 0. Par suite,
8" (wp) = 0. Il est clair que [wo, zly, = [[d,d], 2] = 0 et [z, woly = [z,[d,d]] = 0. Alors,
wg € Ann(20). Comme ¢ est un bi-2-cocycle, alors (§ + 0*)([£, £]) = {0}. Puisque £
est une algebre de Leibniz gauche qui vérifit [[a,b], ¢] = —|c, [a, b]],Va,b,c € £ , alors on
montre que (D, d,wg) est un triplet admissible de 20. On peut alors considérer 1'algebre
de Leibniz quadratique £ = V*@ WPV double extension gauche de (20, Byy) par V au
moyen de (D, 6, wyp).
Il est clair que I'application F' : £ — £; Ae+z+Nd — Ad*+x+ )N d est un isomorphisme
d’algebre de Leibniz. O

3.3 Description de la structure de Lie

Comme toute algebre de Leibniz symétrique (£, B) munie d’'une forme bilinéaire
symétrique, non dégénérée et invariante a gauche B donne naissance a une structure
d’algebre de Lie (£, %). Alors, on consacre cette sous-section a I’étude de cette algebre de

Lie.

Théoreme 3.3.1. Soient (£,[, ]) algébre de Leibniz symétriqgue munie d’une forme bi-
linéaire symétrique, non dégénérée et invariante a gauche B et (£,x) l'algébre de Lie y
associée. Considérons une algébre de Lie de dimension un 'V = Kd et un triplet fortement
admissible (D, 8,wy) de £. 8i (£ = V@ LAV, B) est une double extension gauche £

par' V' au moyen de (D, d,wy), alors l’espace vectoriel £ muni du produit e défini par :
rey=xxy+ B(D(z),y)d",
der=—zed=0"(z)+ B(wy,x)d",
ded=0,Vr,y € £,

est une algebre de Lie. Plus précisément, (£, e)est Ualgebre de Lie associée d (£,],]). ie.

E([a, bl,c) = E(a,b ec),Va,b,ce e

Preuve.
Puisque D est une dérivation anti-symétrique de £, alors B(D(z xy) — D(z) x y —
zx D(y),z) = =Bz xy, D(2)) = B([z, D(z)],y) — B([z, 2], D(y)) = =B([D(2),2],y) -
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B([z, D(x)],y) + B(D([z,z]),y) = 0. D’ot, D est une dérivation (£, ). Il s’en suit que la
forme bilinéaire o : £ x £ — K définie par a(z,y) = B(D(x),y),Vx,y € £ est un 2-
cocycle de Ialgebre de Lie (£, %) (Proposition 4.1 [58]). Par conséquent, on peut considérer
'algebre de Lie £ = £ V* extension centrale de £ par V' au moyen de «. Le produit

sur £, est défini par :
(z+nd") o (y + pd*) = x>y + B(D(x),y)d", Vr,y € L9, p € K.

Considérons maintenant ’application bilinéaire A : £; x £ — £; définie par :

Az + vd*) = §*(z) + B(wg, x)d*, Vo € £,v € K. Comme (6 + %) ([z,y]) = 0,Vx,y € £,
alors 0* est une dérivation de l'algebre de Lie (£, ). En fait, en utilisant I'invariance de
B on montre que

B0 (xxy) = 0"(x) xy =% 0"(y), 2) = Bz xy,0(2)) =B ([z,0"(x)], ) = B ([,
— B(y,16(2), 2] — 8(12,2]) + B (5°(2), [2,9]) = — B (9, [2,8(2)]) + B (,6([z, )
= B(0(z), [z,9]) + B (x,0([z,9])) = B (x, (6 +6)([z,9])) = 0,Ve,y,2 € £.
Alors, §*(x *y) — 6*(x) xy — . * *(y) = 0,Vz,y € £. Do,

Az +nd*) o (y + pd*) + (z +nd*) @ A(y + pd*) = 6*(x) ey + B(D 0 6*(x), y)d*
+ 2% 6*(y) + B(D(x),0*(y))d* = 6*(x *y) — B(x,0 0 D(y))d* + B(6 o D(x),y)d*

= 6*(x xy) + B(z, D*(y))d* — B(D?*(x),y)d* = §(zxy),Vz,y € £,n, u € K.

De plus, A((z+nd*)o(y+ud*)> = 0*(xxy)+ B(wo, z*xy)d* = §*(x*y)+ B([wo, 2], y)d* =
0 (z *y),Vr,y € £ n,n € Kcearwy € Z(£). En conclusion, A est une dérivation de

2], 0"(y))

'algebre de Lie (£4, @). Par suite, on peut considérer 1’algebre de Lie g = £, 6V, produit
semi-direct de £; par V au moyen de A. Puis, par un simple calcul, on montre que

B(la,b],c) = B(a,bec),Va,b,c € £ O

Définition 3.3.1. L’algébre de Lie (E, o) construite dans le théoréme précédent est ap-

pelée la double extension spéciale de (£,%) au moyen de (D, d,wy).

Lemme 3.3.2. Si £ est une algébre de Leibniz symétrique, alors To C Z, (L) et g est
un idéal de (£, *).

Preuve. Comme (£, [, ]) est une algebre de Leibniz symétrique, alors Zg C Ann(£).
Par suite pour tout z,y € £,i € Zg, B(i x z,y) = B([y,i],2) = 0. Comme B est non
dégénérée, alors i x = 0. De la méme maniere, on montre que x i = (. Par conséquent,
Te C Z,(2). 0
Considérons maintenant (£,[, ]) une algebre de Leibniz symétrique munie d'une forme

bilinéaire symétrique, non dégénérée et invariante a gauche B. Alors, le Théoreme 3.2.4
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implique que £ est une double extnesion gauche dune algebre de Leibniz symétrique
(20, [, lyy)- Soit (£, %) (resp. (20, »)) I'algebre de Lie associée a (£, [, ]) (resp. (20, [, Joy))-
Alors,

Théoréme 3.3.3. (£,%) est la double extension spéciale de (20, o) par l'algébre de Lie

de dimension un.

Preuve.

Soit J = Ke, ou e € Zg\{0}. Puisuge B est non dégénérée, alors il existe d € £\{0}
tel que Ble,d) = 1 et B(d,d) = 0. Soient V = Kd et 2 = (J@PV)*+. Alors, £ =
TPRWARV et Tom = TP W. Le lemme 3.3.2 implique que ¢ est un idéal de (£,*).
D’ot, Zg® est un idéal de £. Pour tout z,y € 20, on pose :
zxy=zey+alr,yle, dxx=—xxd=\x)+ B(x)e, avec ® : W x W — W est une
application bilinéaire, o : 20 x 20 — K est une forme bilinéaire, \ : 20 — 20 est une
application bilinéaire et § : 20 — K est une forme bilinéaire. Rappelons que, d’apres le

théoreme 3.4.6, le produit sur I'algebre de Leibniz (£, [, ]) est défini par :

[z,y] = [2,y]e — B(6(x),y)d",
[d, z] = D(z) — B(z, wo)d",
[z, d] = é(z),

[d, d] = wo, Vz,y € £,

ou (D, d,wp) est un triplet fortement admissible 20. Comme B([a,b],c¢) = B(a,b *
¢),Va,b,c € £, alors
By ([, Yy, 2) = B([z,y],2) = B(x,y*2) = By(z,y e z). De plus, a(z,y) = B(zxy,d) =
B(d, ], 4) = BD(x),4) = Bu(D(x), ) et B(x) = B(dxz,d) = B((d,d], ) = Bup(u, )
On a aussi , B(A(z),y) = B(d*z,y) = B(z,[y,d]) = B(z,d(y)) = B(6*(x),y).
Par conséquent z xy = z @ y + By(D(z),y)e, d*x = —x xd = 6*(x) + Byg(wy, )e.
Puisque (D, d,wy) est un triplet fortement admissible de (207, [, ]yy), alors (£, %) est la

double extension spéciale de (20, ®) par ’algebre de Lie de dimension un. O

Tout les résultats démontrés dans cette section, dans le cas des algebres de Leibniz
gauche avec une forme bilinéaire symétrique, non dégénérée et invariante a gauche, restent
valable dans le cas des algebres de Leibniz gauche avec une forme bilinéaire symétrique,

non dégénérée et invariante a droite. Les preuves sont similaires au premier cas.
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3.4 Les algebres de Leibniz gauches munies d’une

forme bilinéaire invariante a droite

Dans cette sous-section, on donne (sans démonstration) quelques résultats sur les
algebres de Leibniz gauche avec une forme bilinéaire symétrique, non dégénérée et inva-

riante a droite.

Soit (£, [, ]) une algebre de Leibniz gauche et B une forme bilinéaire symétrique, non
dégénérée et invariante a droite. C'est a dire, B([z,y|, z) = —B(z, [z,9]), Vx,y, z € £. Soit

x 1 £ x £ — £ une application bilinéaire satisfaisant
B([z,y].2) = B(y,z xx),Vz,y,z € £.

Proposition 3.4.1. Le produit x satisfait les identitées suivantes :

(1) xxy+y=*x=0;

(2) [l gl 2] = [, y) 2

(3°) (x*xy)*xz+[y,z]xx— (r*x2z)*xy=0,Vr,y,z € £

Théoréme 3.4.2. Soit (£,[, |) une algebre de Leibniz gauche. Si lapplication bilinéaire

% 0 £ x £ — £ satisfait les identitées (2°) and (3°). Alors, l'espace vectoriel T*(£) =
LD L£* muni du produit défini par :

[l“f’f,y‘f‘g] = [l’,y]—fORy+gOR*(ZE),VZE,yG,S,f,ge,g*,

ot R*(x)y =z xy,Vr,y € £, est une algebre de Leibniz gauche et la forme bilinéaire

B : T*(£) x T*(£) — K définie par : B(x + f,y +g) = f(y) + g(x) est une forme
bilinéaire symétrique, non dégénérée et invariante a droite, non invariante a gauche sur
T*(L).

Dans ce cas , B([x + f,y+gl,z+h)=Bx+ f,(y+9) v (2 + h)), avec

(+f)vy+g) =z*xy+foly—golL,Va,y,2 €L fgheL.
De plus, T*(L) est symétrique si et seulement si £ est symétrique.

Proposition 3.4.3. Si (£,[, ]) est une algébre de Leibniz symétrique, alors (£, %) est une

algebre de Lie.

Proposition 3.4.4. Si (£,[, ]) est une algébre de Leibniz symétrique, alors Ann,(£) =
Z(L), avec Z (L) :={x € L,x*xy =0,y € £} est le centre de l'algébre de Lie (£, *).
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Proposition 3.4.5. Si (£,],]) est une algébre de Leibniz symétrique, alors

vy =A{z,y}+ (),
ou {z,y} = %([w,y] - [y,x]) et £x L — Anny(L) est un 2—cocycle de (£, *).

Théoréme 3.4.6. Soient (£,[,]) une algebre de Leibniz symétrique et B une forme
bilinéaire symétrique, non dégénérée et invariante a droite sur £, V = Kd une algebre de
Lie de dimension un et (D,0,wq) un triplet admissible vérifiant D € Der,(£), §(wy) =
D(wg) = 0, (6 + 0*)([£, £]) = {0}, B(wg, wo) = 0,0*(wg) = 0. Alors, l’espace vectoriel
L=V LPV* muni du produit suivant :

[v,y] = [2,y]e — B(z,0(y))d",
[z,d] = D(x) — B(x, wo)d",
[d, z] = d(x),

d, d] = w,

est une algebre de Leibniz symétrique dite la double extension “droite” de £ par V.
De plus, la forme bilinéaire B:&8xg—K définie par : E(x,y) = B(x,y),Vx,y €

£ and E(d, d*) = §(d*, d) =1 est symétrique, non dégénérée et invariante a droite.

Théoréme 3.4.7. Si (£,], |) une algébre de Leibniz symétrique et B une forme bilinéaire
symétrique, non dégénérée et invariante a droite, alors £ est isomorphe a une double
extension droite d'une algebre de Leibniz symétrique (20, [, loy) par lalgébre de Lie de

dimension un.

Théoréme 3.4.8. Soient (£,[, ]) une algebre de Leibniz symétrique, B une forme bi-
linéaire symétrique, non dégénérée et invariante a droite sur £ et (£,x) l'algébre de Lie
associée o (£,[, ]). Considérons une algébre de Lie de dimension un V = Kd et un triplet
admissible (D, d,wq) de £ comme dans le théoréme 3.4.6. Si

(E =V"pLapv, E) est la double extension droite de £ par V' au moyen de (D, §, wy),

alors l’espace vectoriel £ muni du produit e défini par :

rey=ux*y+ Bz, D(y))d,
red=—dex =705 (x)+ B(wy,x)d",
ded=0,Vr,y € £,

est une algébre de Lie. De plus, (E, o) est l'algébre de Lie associée (£,[,]), ¢’est a dire,

é([a, bl,c) = E(a,b ec),Va,b,ce e
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Grage a ([56]), on n’a pas a étudier les algebre de Leibniz droite avec une forme
bilinéaire invariante a gauche ou a droite. En effet il a démontré que si (£, [, ]) est une
algebre de Leibniz gauche , alors £ muni du produit défini par :(z,y) — {z,y} = [y, 2]
est une algebre de Leibniz droite. Il est facile & prouver que si de plus (£, [, ]) est munie
d’une forme bilinéaire symétrique, non dégénérée et invariante a gauche (resp. a droite)
B, alors B devient une forme bilinéaire invariante a droite (resp. a gauche) sur l'algebre

de Leibniz droite (£,{, }).
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Deuxieme partie

Les algebres de Lie et de Jordan
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Chapitre 4

Les systemes triples de Lie

quadratiques

Dans ce chapitre, on décrit les systeme triples de Lie quadratiques via la notion de la

double extension.

4.1 Structure des systemes triples de Lie quadratiques

Définition 4.1.1. Un systeme triple de Lie est un espace vectoriel L muni d’un produit

triple [, , |: L X L x L — L vérifiant :

(SL1) [z, z,2] =0,

(SL3) [u, v, [x,y, z]] = [[u,v,x],y, 2] + [z, [u, v, y], 2] + [z, y, [u, v, 2]] Vx,y, z,u,v € L.

Définition 4.1.2. Soient L un systéme triple de Lie et B une forme bilinéaire sur
L. Alors, on dit que B est invariante a gauche (resp. a droite) si  B(L(a,b)x,y) =
B(z,L(b,a)y) (resp. B(R(a,b)x,y) = B(x, R(b,a)y) pour tout x,y,a,b € L. Si B est
mvariante a gauche et a droite sur L, alors on dit que B est invariante sur L. Si de plus
B est symétrique et non dégénérée, alors B est appelée un produit scalaire invariant sur

L. Dans ce cas , (L, B) est dit un systéme triple de Lie quadratique.

Remarques 4.1.1. Soit £ un systéme triple de Lie.

1. 1l est montré dans [68] que si B est une forme bilinéaire symétrique invariante a
droite sur L, alors Best invariante a gauche sur L. Par suite, une forme bilnéaire

symétrique B est invariante sur L si et seulement si B est invariante a droite.

63
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2. Soit K la forme bilinéaire sur L définie par :K(z,y) = %Trace{R(x, y)+R(y, IL‘)}, Va,y €
L. Alors, K est symétrique invariante. De plus, on sait que L est semi simple si et
seulement si K est non dégénérée ( voir [59)]). Cette forme bilinéaire est appelée la

forme trace de L.

3. Soit (g, ,]) une algébre de Lie, alors g muni du produit triple défini par [a,b,c] =
[[a,b],c],Ya,b,c € g est un systéme triple de Lie. De plus, s’il existe une forme
bilinéaire symétrique, non dégénérée et invariante B sur l'algébre de Lie (g,] ,]),
alors B est aussi un produit scalaire invariant sur le systéme triple de Lie (g,][[, |, |)-
Par conséquent, toute algebre de Lie quadratique (g, B) peut étre considérée comme

un systeme triple de Lie quadratique.

Définition 4.1.3. Soit (L,[, , |) un systéme triple de Lie. Alors,
(i) On note par [L,L,L] le sous-espace vectoriel de L engendré par l'ensemble

{la,b,c]; a,b,c € L} (ii) L’espace vectoriel Z(L) = {a € L;[a,b,c] = 0,Yb,c € L} est appelé le centre de L

Remarque 4.1.1. Soit (L,], , |) un systéme triple de Lie. D’apres les identitées (SL1)
et (SL2), Z(L) ={a € L;[a,b,c] = [b,a,c] = [c,b,a] =0,Vb,c € L}.

Proposition 4.1.1. Soit (L, B) un systéme triple de Lie quadratique. Alors,
L
<Z(£)> — L, L, L]

Preuve. Soient a,b,c € L,z € Z(L), alors B([a,b,c|,z) = B(a, |z, ¢,b]) = 0. Donc,
L, L, L] C (Z(E))L. Par conséquent, considérons y € [£, L, L], i.e B(y, [a,b,c]) = 0.
Puisque B est invariante alors, B([y,c,b],a) = 0,Ve € L. D’ou, [y,c,b] = 0,Ve,b € L
car B est non dégénérée. Par suite, y € Z(L) et [L, L, L]t € Z(L). On conclut que ,
(Z(ﬁ))L — L, L, L) 0
Définition 4.1.4. Soient (L, B) un systéeme triple de Lie quadratique et U un idéal de
L. Alors,

1. on dit que U est un idéal non dégénéré (resp. dégénéré) si By, ,, est non dégénérée

(resp. dégénérée).

2. On dit que L est B-irréductible si L ne contient aucun idéal propre non trivial non

dégénéré.

Le Lemme suivant est immédiat.

Lemme 4.1.2. Soient (L, B) un systéme triple de Lie quadratique et U un idéal de L.
Alors,
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(i) Ut ={z € L,B(z,y) =0 Vy € U} est un idéal de L.

(i) SiU est un idéal non dégénéré, alors L=U@PU* et U est aussi non dégénéré.

Lemme 4.1.3. Soit (L, B) un systéme triple de Lie quadratique. Alors, L = @Li ot
i=1

r € N et pour tout i € {1,...,r},
(i) L; est un idéal non dégénéré de L.
(i) L£; est B-irréductible.

(ii) Pouri#j et (x,y) € L; x L, on a B(x,y) = 0.

Preuve.

On montre le résultat par récurrence sur n = dim(L). Si n = 1, alors le résultat est
vrai. Supponsons que le résultat est vrai pour tout systeme triple de Lie quadratique de
dimension inférieure a n. Soit (£, B) un systeme triple de Lie quadratique de dimension
n + 1. Si £ ne contient aucun idéal non dégénéré non trivial, alors I’assertion est vérifiée
pour r = 1. Sinon, soit U un idéal non dégénéré non trivial de £. D’apres le Lemme 5.1.1,
L =U@UL. Par suite, on obtient le résultat on appliquant ’hypothese de récurrence a
U et U O
Dans le cas des systemes triples de Lie semi-simples, la décomposition donnée dans le

Lemme précédent coincide avec la décompostion en somme d’idéaux simples.

Proposition 4.1.4. Soit (L, B) un systéme triple de Lie quadratique. Considérons la

décomposition L = @Ei de L comme dans le Lemme 4.1.3. Alors,
i=1

(1) pour touti € {1,...,r}, L; est simple.

(ii) SiZ est un idéal simple de L, alors il existe ig € {1,...,7} tel que L,y =T.

Preuve.

(71) Soit Z un idéal simple non trivial de £. Supposons que pour tout i € {1,...,r},
ZNL; = {0}. Puisque {Z,L,L} C é(l’ﬂ L;) = {0}. Alors, {Z,Z,Z} = 0 et Z est
résoluble. Donc, il existe iy € {1, ... ,ri:tlel que ZNL;, # {0}. Comme ZNL;, est un idéal
de Z et Z est simple, alors ZN L;, =Z. D’ou, Z C L,,. Le fait que £;, est B—irréductible
et Z est nondégénéré, implique que Z = L;,. (i) Supposons qu'il existe i € {1,...,r} tel
que L; n’est pas simple. Alors, sans perdre de généralité, on écrit £ = (é L) ( é L;)

i=1

= i=s+1
ou pour tout 1 < ¢ < s, L; est simple et £; n’est pas simple pour tout s +1 < ¢ < 7.
!

Comme L est semi simple, alors on peut considéré la décomposition £ = @L{i de L en
i=1
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une somme directe d’idéaux simples. L’assertion (i7) implique que s =1 =r. O
Maintenant, on rappelle les notions de base sur les représentation des systemes triples de

Lie.

Définition 4.1.5. Soient £ un systeme triple de Lie et V un espace vectoriel. Soient r,1
deuz applications bilinéaires de L x L dans End(V'). Alors, la paire (r,l) est dite une

représentation de L dans V' si les asertions conditions suivantes sont vérifiées :

~
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L’ensemble des représentations de L dans V' est noté Rep(L,V).

Proposition 4.1.5. Soient L un systéme triple de Lie , V' un espace vectoriel et r,l :
L x L — End(V) deuz applications bilinéaires . Alors, lespace vectoriel L1 = LEPV

muni du produit triple :
[a®z,bdy,cdz] =[a,b,c] ®l(a,b)z+r(b,c)x —r(a,c)y,Va,b,c€ L yx,y,z €V (4.1)

est un systéme triple de Lie si et seulement si (r,1) est une représentation de L dans V.

Dans ce cas, V est dit un L—module.

Proposition 4.1.6. Soient L un systéme triple de Lie et V.W deux espaces vectoriels.

Alors,

1. La paire (R,L), ot R est la multiplication gauche de L et L est la multiplica-
tion droite de L, est une représentation de L dans lui méme dite la représentation

régquliere de L.

2. Soit (R, L) la représentation réguliere de L. Alors, la paire (R*,L*) € £(L X
L, End(L*))? définie par

R(z,y)(f) = foR(y,v), L*(z,y)(f)=foL(y,x),Vr,yeL,felL”

est une représentation de L dans L* appelée la représentation coréquliere de L.
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3.8 (r1,l1) € Rep(L,V) et (ra,le) € Rep(L,W), alors la paire (r,1) € £(L X
L, End(V @ W))? définie pour tout a,b € L,v € V,w € W par :

r(a,b)(v+w) =ri(a,b)(v) + ra(a,b)(w), (a,b)(v+w)=1I(a,b)(v)+ ls(a,b)(w)
est une représentation de L dans V@ W.

Dans le but de donner des exemples de systemes triples de Lie quadratiques, on rappelle
la notion de la T*—extension des systemes triples de Lie donnée dans [53]. On note que

dans [53], les auteurs utilisent la terminologie métrisé au lieu de quadratique.

Définition 4.1.6. Soient (r,l) une représentation du systeme triple de Lie L dans [’es-
pace vectoriel V. On note par C™(L, V) l’espace vectoriel engendré par ’ensemble de toute
les applications multilinéaires f de T X --- X L dans V qui vérifient

(Col) f(xy,xe, ... Tp_3,T,x,2,) =0,

et

(C02) f(x1, @9, oy Tn—s, Y, 2) + f(21, T2y ooy Tp_3,Yy, 2, 2) + f(21,22, ..., T3, 2,2,y) = 0.
On défini Uapplication § de C™(L,V) dans C"*(L,V) comme suit :

§(xy, m0) = 1wy, 20) f,Vf € CO(L, V),

(5f(x1, X9y ey Tont1) = T(Xon, Tony1) f(T1, Ty ooy Top—1)—1(Ton—1, Tont1) f (21, T, ..., Tan—2, Tan)
+Z "+kl x2k717x2k)f($175527---,@\471{2\]@7--~71’2n+1)

n 2n+1

Z Z e g — ~ 2m—1

+ n :L‘17x27"'ax2k—17m2k7-"7[x2k—1al‘2kaxj]a"'7$2n+1>avf € o (£7V)7n Z
k=1 j=2k+1

1

Y

5f(y7 T1,Ta, ... 5U2n+1) = T($2n,$2n+1)f(ya L1, T2y vy 932n—1)—7‘($2n—1, 5U2n+1)f(y,$17 T2, ---,$2n—2,$2n)

+ E Uzok—1, o) [ (Y, T1, T2, ..., Top—1, Toky -y T2nt1)
n 2n+1
n—l—k—l—l — 2n
+ E E Fy, @1, T2, ooy Top—1, Taky ooy [T2k1, T2k Tj), ooy Tantr), Vf € C(L, V), n >
k=1 j=2k+1
L,

ot le symbole” au dessus des lettres signifie que cette lettre doit étre omise.
Alors, Uapplication f € C™(L,V) est appelée un n—-cocycle siof =0, (Co3). En considérant

la représentation triviale (r =1 =0), on dit que le n—cocycle f est scalaire.

Proposition 4.1.7. Soient L un systeme triple de Lie et 0 : L x L X L — L* un

3—cocycle . Alors, [’espace vectoriel L="L P L* muni du produit défini pour tout a,b, c €
L, f,g,he Lpar

[a+ f,b+g,c+ h] =a,b,c]+6(a,b,c) + foR(c,b) —go R(c,a) + hoL(b,a) (4.2)
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est un systeme triple de Lie. De plus, La forme bilinéaire B : LxL—K défine par :
B(a+ f,b+g) = f(b)+g(a),Va,be L, f,g € L”
est un produit scalaire associatif sur L si et seulement si 0 satisfait la condition suivante,
O(a,b,c)(d) =0(d,c,b)(a),Ya,b,c,d € L. (4.3)

Définition 4.1.7. Soient L un systéme triple de Lie et 0 : Lx L X L — L* un 3—cocycle
vérifiant la condition (4.3), alors le systéme triple de Lie quadratique (E, B) est appelé la

T*—extension de L au moyen de 8. On le note Ty L.

Dans [53], il est démontré que tout systeme triple de Lie quadratique nilpotent est iso-
morphe a une T*-extension d’'un systeme triple de Lie nilpotent. Dans la section suivante,
on utilise le concept de La double extension et on aboutit a une desription plus raffinée

des systemes triples de Lie quadratiques nilpotents.

4.2 Les systemes triples de Lie quadratiques nilpo-

tents

4.2.1 Double extension par la dimension un

Théoréme 4.2.1. Soient (L,[, , ]|) un systéme triple de Lie, V un espace vectoriel et
¢ LXLXL— V" un 3—cocycle scalaire. Alors, l’espace vectoriel L= LEPV*, muni

du produit :
[a® f,b®g,c®h|=la,b,c]®d(a,b,c), Ya,b,c € L (4.4)

est un systéme triple de Lie appelé l'extension centrale de L parV (au moyen de ¢).

Lemme 4.2.2. Soient (L, B) un systeme triple de Lie quadratique et § : L — End,(L);

a— F(a,.) une application bilinéaire vérifiant :
B<a, G0, c)> - —B(b, F(a, c)>, avee Gla,b) = F(b,a) — F(a,b)Va,b,c € L. (4.5)
Alors, L’application trilinéaire ¢ : L X L x L — K défine pour tout a,b,c € L par :
¢(a,b,c) = B(a, F(e, b))
est un 3—cocycle scalaire si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

[a,b, F(c,u)] = F([a,b,c],u) + [¢, G(b,a),u] + F(c,|a,b,u]),Va,b,c,u € L.
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Définition 4.2.1. Soient (L, B) un systeme triple de Lie quadratique et § : L —
End,(L);a — F(a,.) une application linéaire. Alors, on dit que § est une action admis-

sible sur L si les conditions suivantes sont satisfaites :

F(a,.) € Der(L)
(E1) [a, b, F(c,u)] = F(|a,b,c],u) + [c, G(b,a),u] + F(c, |a,b,ul]),Va,b,c,u € L.

Remarque 4.2.1. Soient(L, B) un systéme triple de Lie quadratique, Kd un un systéme
triple de Lie de dimension un et § une action admissible sur L qui satisfait la condition
(4.5). Alors, lapplication trilinéaire ¢ : L x L x L — Kd définie pour tout a,b,c € L
par : ¢(a,b,c) = B(a, F(c, b))d est un 3—cocycle. Par conséquent, on peut considérer le
systeme triple de Lie L="L P Kd*, extension centrale de L par Kd au moyen de ¢.

Définition 4.2.2. Soient (L, B) un systeme triple de Lie quadratique. Considérons un
endomorphisme D de L et une action admissible § : L — Der(L);a — Fl(a,.) sur
L. Alors, la paire (D,F) est appelée une représentation généralisée de Kd dans L si les

conditions suivantes sont satisfaites :

(E2) la,b, D(u)] = D([a,b,u]) + G(u,G(a,b)) + F(u,G(b,a))
(Es) F(a, D(u)) = D(F(a,u)) = G(u, D(a)) + F(u, D(a))
(Ey) F(a,F(b,c)) = F(F(a,b),c)+ F(b,F(a,c)) — [D(a),b, |

Ya,b,c,u € L.
ot G(a,b) = F(b,a) — F(a,b).

Proposition 4.2.3. Soient (L, B) un systeme triple de Lie quadratique, Kd un systéme
triple de Lie de dimension un, (D,§) une représentation généralisée de L . Alors, [’espace

vectoriel L = L P Kd muni du produit défini pour tout a,b,c € L, a, 3,7 € K par :
(a-+ad, b+ Bd, c+d] = [a,b, |+ aF(b,¢) — BF(a, &) +7G(a, b) —ayD(B) + BD(a) (46)

est un systeme triple de Lie appelé le produit semi direct généralisée de L par le systéme

triple de Lie quadratique Kd.

Dans le théoreme suivant, on énonce la double extension généralisée des systemes

triples de Lie.

Théoréme 4.2.4. Soient (L, B) un systéme triple de Lie quadratique, Kd un systéme

triple de Lie de dimension un et (D,§) une représentation généraliséede L telle que D
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est un endomorphisme symétrique de L, F(a,.) est une dérivation anti-symétrique de L

pour tout a € L et
B(a, G(b, c)) _ —B(b, F(a,c)), Va,b,c € L.

Alors,
(i) L’espace vectoriel £L = Kd@ L P Kd* muni du produit suivant :

[ad + a + o'd*, Bd + b+ B'd*,yd + ¢ + ~'d*]
= la,b,c| + aF(b,c) — BF(a,c) + vG(a,b) — ayD(b) + pyD(a) + aB(D(b), c)d*
—BB(D(a),c)d* 4+ B(a, F(c,b))d*

pour tout a,b,c € L, o, B,v,a, 5',~ € K est un systéme triple de Lie.

(13) La forme bilinéaire B:LxL—L défine par :
B,.. =B, B(d,d") =1, B(d,d) = B(d*,d") =0, B(d,L) = B(d", L) = {0}

est un produit scalaire invariant sur L.
Le systeme triple de Lie quadratique <£ = Kd@ﬁ@Kd’E) est appelé la double exten-

sion de L par le systeme triple de Lie de dimension un Kd au moyen de (D, ).

Preuve. (i) Comme § satisfait la condition (4.5), alors I'espace vectoriel £ P Kd*
muni du produit triple défini pour tout a,b,c € L, o, 5,7 € K par :

[a+ ad*, b+ ~vd*, c+ ~d']| = [a,b, c] + B(a, F(c,b))d*

est un systeme triple de Lie extension centrale de £ par Kd (Remarque 4.21).
Considérons I'application linéaire § : £ —s End(L) définie par F(a+ ad*)(b+ fd*) =
F(a,b) + B(D(a),b),Ya,b € L,a,p € K. Le fait que F(a,.) € Der(L) pour tout a € L
et que (D, F) satisfait la condition (4) implique que §(a + ad*) € Der(L) pour tout
a € L,a € K. En utilisant les conditions (Es) et 4.5 on obtient : Pour tout a,b,c,u € L

B(a, F(F(e, u))) ~-B (D([a, b)), u) + B(c, F(u, G(b, a)) 4B <D(c), la, b, u]).

Do, § vérifie la condition (E7) car F la satisfait. Par conséquent, F est une action
admissible de Kd sur £. Maintenant, on définit Pendomorphism D sur £ par D(a) =
D(a), D(d*) = 0,Ya € L. 1l est facile & vérifier que la paire (D,F) satisfait la condi-
tion (FE3) ( resp. (E3)) car (D, F) satisfait la condition (Es) ( resp. (Es3)). Ensuite, les
conditions (E3) et 4.5 implique que (D, ) satisfait la condition (E;). Donc, (D,J) est



4.2. LES SYSTEMES TRIPLES DE LIE QUADRATIQUES NILPOTENTS 71

une représentation généralisée de Kd sur £ @ Kd*. Par conséquent, on peut considérer le
produit semi-directe de £ & Kd* par Kd au moyen de (13, %) I1 est clair que le produit
sur le systeme triple de Lie Kd @ £ @ Kd* est défini comme suit : Pour tout a,b,c € L
lad + a+ 'd*, Bd+ b+ f'd*,vd + ¢ + v d*|

= [a+ ad*, b+ yd*, c + vd*] + aF (b, ¢) — BF(a, ¢) + vG(a,b) — ayD(b) + ByD(a)

= [a, b, c]+aF (b, c)—pF(a,c)+vG(a,b)—ayD(b)+pByD(a)+aB(D(b), c)d*—SB(D(a), c)d*+
B(a, F(c,b))d*, ott G(a,b) = F(b,a) — F(a,b),Va,b € L.

(71) I est clair que la forme bilinéaire B est symétrique sur L. Comme B est nondégénérée,
alors B est nondégénérée. Puisque D est un endomorphisme symétrique de L et F(a,.)
est une dérivation anti-symétrique de £ pour tout a € L alors, B est invariante. En

conclusion, B est un produit scalaire invariant sur L. O

4.2.2 Description inductive des systemes triples de Lie nilpo-

tents

Théoréme 4.2.5. Soit (L, B) un systeme triple de Lie quadratiqueB—irréductible. Si
Z(L) # {0}, alors L est une double extension généralisée d’un systéme triple de Lie

quadratique par un systéme triple de Lie de dimension un.

Preuve. Soit e € Z(L£)\{0}. Alors, I = Ke est un idéal minimal de £. Puisque £ est
irréductible, alors Z+ est un idéal maximal de £ et Z C Z+. Donc, B(e,e) = 0. Comme
B est non dégénérée alors, il existe d € L\{0} tel que B(d,e) = 1, B(d,d) = 0 et L =
T+ @PKd. On pose W = (Kd@ Ke)*. Alors, It = WP Ke et L =KdPW P Ke.
Soient x,y,z € W, alors [x,y, 2| = B(x,y, 2) + a(z,y,z)e ou B(x,y,z) € Wet a(x,y,2) €
K. II est clair que (W, /3) est un systeme triple de Lie. De plus, By« est non dégénérée.
Par suite, (W, 3, Bjyxw) est un systeme triple de Lie quadratique et I'application tri-
linéaire av : W x W x W — K est un 3—cocycle.

Maintenant, si a,b € W alors [a,d,d] = D(a) + ¢(a)e et [d,a,b] = F(a,b) + ¥(a,b)e ou
D € EndW),F : W — End(W),¢ : W — K est une forme linéaire et ¢ : W x W —»
K est une forme bilinéaire.

Puique £ vérifie (SL3) alors, F(a,.) € Der(L),Va € L et la paire (D, F) satisfait les condi-
tions (Es), (E3) et (Ey). De plus, comme « est un 3—cocycle scalaire alors, (D, F') satisfait
les conditions (E;) et 4.5. Par suite, la paire (D, F') est une représentation généralisée de
Kd sur L. De plus, 'invariance de la forme bilinéaire B sur £ implique que D est un endo-

morphisme symétrique de L et que F'(a,.) est une dérivation anti-symétrique de £ pour
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tout a € L. Par Conséquent, on peut considérer le systeme triple de Lie Kd @ W € Kd*
double extension de (W, Bpyxw) par le systeme triple de Lie de dimension un Kd au
moyen de (D, F'). L’invariance de B implique aussi que : Pour tout a,b,c € L

¢(a) = 0, ¥(a,b) = B(D(a),b) et a(a,b,c) = B(a, F(c,b)). Par conséquent, le systeme
triple de Lie £ est isomorphe a la double extension Kd @ W @ Kd* de (W, Bjyyxw) par

le systéme triple de Lie de dimension un Kd au moyen de (D, F). O

Corollaire 4.2.6. Soit (L, B) un systéme triple de Lie quadratique nilpotent irréductible.
Alors, L est une double extension d’un un systeme triple de Lie quadratique nilpotent par

un systéeme triple de dimension un.

Preuve. Comme L est nilpotent, alors [£, L, L] # L. D’ou, Z(L) # {0}. Le Théoreme
précédent implique que, £ est une double extension du un systeme triple de Lie quadra-
tique W = Z1/Z par un systéme triple de Lie de dimension un, ot Z = Kd C Z(L).
Puisque £ est nilpotent alors, Z+ est nilpotent. Par conséquent, WV est nilpotent. O

Soit U 1'ensemble formé par {0} et le systeme triple de Lie de dimension un.

Théoréme 4.2.7. Soit (L, B) un systeme triple de Lie quadratique nilpotent. Si L & U,
alors L est obtenu a partir d’un nombre finis déléments L, ..., L, de U, par un nombre
finis de sommes directes orthogonales et/ou de doubles extensions par un systéme triple

de Lie de dimension un.

Preuve. On montre le résultat par récurrence sur la dim(L). Si dim(L) = 0 ou 1,
alors £ € U. Supposons que dim(L) = 2, alors L est une somme directe orthogonale de
deux systemes triples de Lie de dimensions un ou £ est une double extension de {0} par
un systeme triple de Lie de dimension un.

Maintenant, supposons que le résultat est vrai pour dim(L£) < n € N. Montrons le dans
le cas ou dim(L) = n. Si L est irréducible, alors £ est une double extension d’un systeme
triple de Lie nilpotent (W, T) par un systeme triple de Lie de dimension un. Comme
dim(W) < n, alors, (W, T) vérifit le résultat. Par suite, le résultat est vérifié par (£, B) .
Si £ n’est pas irréductible, alors L = L1 @ ... L, ou L;, i € {1,...,n} sont des idéaux non
dégénérés non trivials irréductibles de £ tels que B(L;, L;) = {0}, Vi # j € {1,...n}.
Puisque dim(L;) < dim(L) alors, les systemes triples de Lie (£;, B, . ) vérifient le
résultat. Donc, le résultat est vrai pour (£, B) . O

Dans le but d’englober les résultats obtenus dans cette section, on introduit dans la

section suivante la double extension des systemes triple de Lie a travers laquelle on décrit

tous type de systeme triple de Lie quadratique.
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4.3 Description des systemes triples de Lie Quadra-

tiques

4.3.1 Produit semi-direct des systemes triples de Lie

Définition 4.3.1. Soient L un systéme triple de Lie et (V,B) un systéme triple de Lie
quadratique. Alors, on dit qu’une représentation (r,l) de L dansV est B—antisymétrique

st pour tout a,b € L,x,y € V,
B(i(z, y)a,b) = B(a,1(y, 2)b) = —B(a, 1z, 1)b) et B(r(z,y)a,b) = Bla,r(y, )b).

Lemme 4.3.1. Soient (L, B) un systeme triple de Lie quadratique etV un systéme triple
de Lie. Considérons une application trilinéaire my : V X L x L — L et on définie
Uapplication wo : L X L XV — L par may(a,b,v) = m(v,b,a) — m(v,a,b),Va,b € L, € V.

St les applications my et my vérifient :
m(z,a,.) € End,(L), Yx € V,a € L,

B(a,m (u,c,b)) = B(c,m3(b,a,u)),Va,b,c € Lyu €V, (4.7)

alors, l'application ¢ : L x L x L — V* définie par :
ba,b, ¢)(v) = Bla, m (v, ¢,b)), Ya, b,c € L,0 € V

est un 3—cocycle scalaire si et seulement si w et wo vérifient la condition suivante :

la,b, 71 (v, ¢, d)] = mi(v,[a,b,c|,d) + [c,m2(b, a,v),d] + m (v, ¢, [a,b,d]),Va,b,c,d € L, € V.

D’ou, Uespace vectoriel £ = L P V* muni du produit (4) : [a® f,0® g,c D h] = [a,b, ]

¢(a,b,c), Ya,b,c € L est un systéme triple de Lie, extension centrale de L par V.

Preuve.

Soient a,b,c,d,e € L,v € V. Alors,
¢(b,a,c)(v) = Bla,m(v,¢c,a)) = —B(a,m(v,¢,b)) = —@(a,b,c)(v). Donc, ¢ satisfait la
condition (Col).
Comme, (¢(a, b,c)+ é(b,c,a) + ¢(c, a, b)) (v)
= B(a,m(v,¢,b)) + B(b,m(v,a,c)) + B(c,m1(v,b,a))B(a, m(v,¢,b)) + B(b, m(v,a,c)) —
B(a,m(v,b,¢))
= B(a,ms(b, c,v)) + B(a, m(c,b,v)) = 0.
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Alors, ¢ satisfait la condition (C'2).

De plus , <¢([a, b,c|,d,e) + ¢(c,[a,b,d],e) + ¢(c,d,[a,b, e])) (v)

= B(c, —la,b,m(v,e,d)] + m (v, e, [a,b,d]) + 71 (v, [a, b, e])) = —B(c, e, m(b,a,v),d])
= B(m(a,b,v),[d,c,e])

= ¢(a,b,[c,d,e]).

O

Définition 4.3.2. Soient L etV deux systémes triples de Lie. Considérons une application
trilinéaire, ™ VX L X L — L. Soit mg : L x L x V. — L application définie par
mo(a,b,v) = m(v,b,a) — m(v,a,b),Va,b € L,€ V. Alors, on dit que m est une action
admissible de V' sur L si les conditions suivantes sont salisfaites :

1. m(z,a,.) est une dérivation de L, pour tout x € V,a € L.

2. my(a,b,.) est un 1—cocycle scalaire.

3. m(v,la,b,c],d)+m(v,c,|a,b,d]) = [a,b,m(v,c,d)]—[c, me(b,a,v),d]|,Ya,b,c,d € L,EV.
(4.8)

Définition 4.3.3. Soient L etV deuz systémes triples de Lie et (r,l) une représentation
de 'V dans L. Soit m : V x L x L — L une action admissible de V sur L. Alors, on
dit que m est compatible avec la représentation (r,l) si les conditions de compatibilités

suivantes sont vérifiées :

(CYy) [a, b, r(u,v)c] = r(u,v)[a, b, c] + ma(c, m2(a, b,u),v) + w1 (u, ¢, m2(b, a, u))
(Cy) l(v,w)mi(u, a,b) = m([v,w, u],a,b) + m (u, l(v,w)a,b) + 7 (u,a, (v, w)b)
(C3) m(u,a,r(v,w)b) = r(v,w)m (u,a,b) — ma(b, r(u,v)a, w) + m (v, b, r(u, w)a
(C4)

Cy) m(u,a,m(v,b,¢)) = [b,r(u,v)a,c] + m (v, m(u, a,b),c)+ m (v, b, m(u,a,c))

pour tout a,b,c € Lyu,v,w € V.

Lemme 4.3.2. Soient (L, B) un systeme triple de Lie quadratique, V un systeme triple de
Lie (r,1) une représentation anti-symétrique de V dans L telle que l(a, b) est une dérivation
de L pour tout a,b dans L. Soit 11 : V X L X L —> L est une action admissible de ) dans
L compatible avec la représentation (r,1) qui satisfait la condition (4.7). Considérons le
systeme triple de Lie L=C @ V* défini Dans le Lemme 4.3.1. Alors,

si (v, a,.) est un endomorphisme antisymétrique de L pour tout v dansV et a dans L,
alors 'application

TV x Lx L —> L définie par m(v,a+ f,b+ g) = m(v,a,b) + Bla,r(.,v)b),Va,b €
L, f,g €V veV est une action admissible de V sur L.
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Preuve. Puisque 7 (u, a,.) € Der(L),Yu € V,a € L , alors il suffit de vérifier que

B(b,r(v,s)[X,Y, Z]) = ¢(m1(s,0,X), Y, Z) + (X, m1(5,b,Y), Z) + ¢(X,Y, m1(5,b, Z))

pour conclure que T (v,a + f,.) € Der(L).

Comme 7 (u, a,.) est une dérivation anti-symétrique de L et la condition (Cy) de compa-

tibilité est vérifiée alors,

(gb(m (u,a,b),c,d) + ¢(b, m1(u,a,c),d) + ¢(b, ¢, 1 (u, a, d))) (v)

= B(b, —mi(u,a,m(v,d,c)) +m(v,d, m(u,a,c) + (v, 7 (u, a,d), c)

= —B(b, [d,r(u,v)a, c])

= B(a,r(v,u)[b, c, d]),Va, b,c,d € Lou,v €V

Puisque m(u,a,.) € Der(L),Yu € V,a € L , alors 71 (v,a+ f,.) € Der(Z).

En utilisant la condition (4.7) et la condition de compatibilité (C) on montre que,

o(ma(a,byu), c,d)(v)—p(a, b, m(u, c,d))(v) = B(d, ma(c, ma(a, b, u),v)—B(m (u, ¢, d), m2(b, a,v))
= B(d, m(c, mo(a, b, u),v) — m(u, c, mo(b, a,v))
=r(u,v)a,b,c] + [b,a,r(u,v)d).

Par suite, 7, satisfait la condition (4.7).

De plus, il est clair que 'application 7y : L x L x V définie par :

Tola+ f,b+g,v) =7 (v,a+ f,b+9)—T1(v,b4+g,a+ f),Ya,b € L, f,g € L* v € V vérifie
ma(a+ f,b+ g,v) = ma(a,b,v) + Bla,l(.,v)b),Ya, b€ L, f,g € L v EV.
D’ou, my est un 1—cocycle si et seulement si, Va,b € L, z,u,v,z € V
B(a, (w, [2,u,u)b) = Bla, 1z, 0,0, 2)b) + Bla, U[v, x, 2}, 0)b) + Bla, [u, 2], v)b).
Comme [(z,y) satisfait les équations (R3) et (R;) alors,
B(a, Iz, |z, u,v])b) - B(a, I([u, z, ], v)b) = B(a, (I(z,v)l(u, z) — l(u, 2)l(z, v))b>
= B<a, [([z,v,ul, z)b) + B(a,l([v,a:,z],u)b).

|

Proposition 4.3.3. Soient L, V' deux systémes triples de Lie et (r,l) une représentation
de V dans L telle que l(z,y) € Der(L),Vz,y € V. Soit m; : V x L x L — L une action
admissible de V sur L. Alors, ’espace vectoriel L=C PV muni du produit triple défini

pour tout a,b,c € L,u,v,w €V par :

l[a®u, bDv, cPw] = [u, v, w|Bl(u, v)c+r(v, w)a—r(u, w)b+m(a, b, w)+m (u, b, ¢)—m1 (v, a, c)+[a, b, c]
(4.9)
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est un systeme triple de Lie si et seulement si m est compatible avec la représentation
(r,1). Dans ce cas, le systéeme triple de Lie L est appelé le produit semi-direct de L par V.

au moyen (r,my).

Définition 4.3.4. Soient L, V deux systémes triples de Lie et (r,1) est une représentation
de V dans L telle que l(x,y) € Der(L),Vz,y € V. Soit m; : VX L x L — L une
action admissible de V dans L. Si m est compatible avec la représentation (r,l) alors,
la paire (r,m) est appelée la représentation généralisée de V sur L. De plus, on dit que
la représentation généralisée (r,m) est anti-symétrique si (r,1) est une représentation B-
antisymétrique et m(z,a,.) est une dérivation anti-symétrique de L pour tout x € V,a €

L.

Remarques 4.3.1. 1. Soit (L,[, , |) un systeme triple de Lie, alors le produit triple
[, , ]: LXL XL — L est une action admissible compatible avec la représentation
réquliére (R, L) de L. Alors, la paire (R,[, , |) est une représentation généralisée

de L dans lui méme.

2. Soient L,V deux systemes triples de Lie et (r,l)une représentation de V dans L.

Alors, la paire (r,0) n’est pas une représentation généralisée de V dans L.

4.3.2 Double extension des systemes triples de Lie

Théoréme 4.3.4. Soient (L, B) un systéme triple de Lie quadratique, V un systeme triple
de Lie (non forcément quadratique) et (r,m1) une représentation généralisée de V dans L.
Soient ¢(a,b,c)(v) = B(a,m(v,c,b)) et m(a,b,v) = m(v,b,a) — m(v,a,b) pour tout
a,b,c € L,v € V. Supposons que m satisfait la condition (4.7) : B(a,m(u,c, b)) =
B(e,mo(b,a,u)),Ya,b,c € Lou € V. Alors,

(1) Uespace wvectoriel L=V®LOV muni du produit triple défini par : Pour tout
u,v,z € V,a,b,ce L, f,g,h € V*

u+a+ f,v+b+g,2+c+h

= [u,v, 2] & [a,b, c] + (v, 2)a — r(u, 2)b + l(u,v)c+ m2(a, b, z) — (v, a,c¢) + m(u,b,c)
®¢(a,b,c)+foR(z,v)+hoL(v,u)—goR(z,u)+B(a,l(.,2)b)—B(a,r(.,v)c)+B(b,r(.,u)c)
est un systeme triple de Lie.

(2) S"il existe une forme bilinéaire symétrique invariante v surV, alors la forme bilinéaire

B:Lix L —K défine par :

Bx+a+ f,y+b+g)=~(z,y) + Bla,b) + f(y) + g(x), Y,y € V,a,be L, f,g e V"



4.3. DESCRIPTION DES SYSTEMES TRIPLES DE LIE QUADRATIQUES 77

est un produit scalaire invariant sur L.

Preuve.
Le Lemme 4.3.1 montre qu’on peut considérer le systeme triple de Lie £; = LEP V*

extension centrale de £ par V au moyen de ¢. Le produit sur L est défini comme suit :
[a® f,bd g, c® h| =la,b,c]® ¢(a,b,c),Va,b,c e L.
On défini les applications bilinéaires ?,ZN: YxY— End(E) définies par :

r(u,v)(a+ f) =r(u,v) + fo R(v,u)

l(u,v)(a+ f) =1l(u,v) + foL(v,u),Yu,v € V,a,b € L, f,g € V"

La paire (’F,T) est la somme de la représentation (r,l) et de la représentation coréguliere
(R*,L*) de L. La Proposition 4.1.6 implique que, (77,7) est une représentation de V dans

L.

Puisque 7 satisfait la condition de compatibilité (Cy), alors

¢(a,b,c)oL(v,u) = ¢(l(u,v)a,b, c)+o(a,l(u,v)b, c)+o(a, b, l(u,v)c),Ya,b,c € Lu,v € V.

Donc, le fait que I(u,v) € Der(L),Vu,v € V implique que l(u,v) € Der(L),Vu,v € V.
Maintenant, on considere l'application 7 : V X Lx L — EN; (v,a + f,b+ g) —>
m1(v,a,b) + B(a,r(.,v)b). Alors, d’apres le Lemme 4.3.2, m; est une action admissible
de V sur £. Comme 7 satisfait la condition (C;) et 7 est un 1-cocycle, alors (7, 1) sa-
tifait la condition (Cy). De plus, (r,7;) satisfait la condition (Cy) (resp.(C3)). Par suite,
(7,1) satisfait la condition (Cs) (resp.(Cs)) car (r,1) vérifie les égalités (Ry) (resp.(Rs)).
La condition de compatibilité (Cy) est vérifiée car les conditions (Cs) et (4.7) sont satis-
faites. Par conséquent, I’action admissible m; est compatible avec la représentation (’F,T) et
(7,71) est une représentation généralizée de V' sur L. D’ou, on peut considérer le systeme
triple de Lie V @ £ @ V* produit semi-direct de £ @ V* par V au moyen de (7, 7).

(2) Tl est clair que B est symétrique. De plus, ’anti symétrie de la représentation généralizée
(r,m) et la condition (4.7) implique que B est invariante  droite. Puisque B est non

dégénérée, alors B est non dégénérée. O

Définition 4.3.5. Le systeme triple de Lie quadratique (E, §) construit dans le Théoreme

4.3.4 est appelé la double extension de L parV au moyen de (r,m).
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4.3.3 Description inductive des systéemes triples de Lie quadra-

tiques

Théoréme 4.3.5. Soit (£, B) un systéme triple de Lie quadratique irréductible. Si L =
IPYV ou I est un idéal mazimal de L et V est un sous-systéme triple de L. Alors,
L est une double extension d’un systéme triple de Lie quadratique (W = I/IL,B/) ol
B(X,Y)=B(X,Y),VX,Y € L.

Preuve. Comme Z est un idéal maximal de £, alors Z+ est un idéal minimal de L.
Puisque £ est irréductible, alors Z N Z+ # {0}. Par suite, Z+ C 7.
Considérons A = Z+ @ V. Donc, Z = I+ P At et L =T+ P AL @ V. Maintenant, soient
a,b,c € A+, alors [a,b,c] = a(a,b,c) + B(a,b,c) ot a(a,b,c) € T+ et B(a,b,c) € A+. 11
est facile & vérifier que (A+,5,Q = B, s ) est un systeme triple de Lie quadratique.
L’application 6 = s 4. : At — Z/T* un isomorphisme de systémes triples de Lie (ot
s:Z — T/T* est la surjection canonique). Soient a € A+, u,v € V, alors il existe i € 7+

et ¢ € At tels que [a,u,v] =i + c. Donc, Vo € V
Bli,x) = B(la,u,] — ¢,) = B(la,u,v],2) = B(a, [&,v, u]) = 0,

Par suite, i = 0 et [AL,V, V] C A+, De la méme facon, on montre que [V,V, At] C A+,
Par conséquent, la paire (R, L;) , on Ry, Ly : V x V — End(At) sont définies par
Ri(u,v)a = R(u,v)a et Li(u,v)a = L(u,v)a,Vu,v € V,a € At , est une représentation
de V dans At

Soit m : V x A+ x AL — At DPapplication trilinéaire définie par m[u,a,b] = (671 o
s)([u,a,b]),Va,b € At,v € V, alors d’aprés la Remarque 4.3.1, m; est une action admis-
sible de V dans A* compatible avec la repréesentation (Ry, L;). Par conséquent, on peut
considérer la double extension V* @ A+ @V de A* par V au moyen de (Ry, m).
Maintenant, on considere application v : Z+ — V* (resp.d : V — (Z1)*) défine par
v(i) = B(i,.),Vi € I+ (resp.d(v) = B(v,.),Vv € V). Comme B est non dégénérée, alors v
(resp.d) injective. Donc, dimZ+ = dimV* et v est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
L’application V : Z* @ APV — V' PA P V;(i + a+v) — v(i) + a+ v est un
isomorphisme de systemes triples de Lie. En effet, rappelons que Z+ C Z. Alors, pour tout
X=a+i+uY=b+j+v,Z=c+l+wel=T"PA PV

ot a,b,ce€ At,i, 5,1 € T+, u,v,w € V.

X,Y, 7]

= [u, v, w|+PB(a,b, c)+m(a,b,w)—m (v, a,c)+m(u,b, c)+ Ry (v, w)a— Ryu, w)b+L(u, v)c+
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ala,b,c) + [i,v,w] + [u, j, w] + [u,v,l] + ai(a, b, w) + as(a, v, c) + as(u, b, c)

avec m(a,b,w) = m(w,b,a) — m (w,a,b),as(a,b,w) = |a,b,w| — m(a,b,w), as(a,v,c) =
la,v,c] + m1(v,a,c) et asz(u,b,c) = [u,b,c] —m(u,b,c).

Un calcul simple montre que v([i,v,w]) = v(i) o R(w,v) et v([u,v,l]) = v(l) o L(v,u).
Donc,

V([X.Y, Z])

= [u, v, w|+B(a, b, c)+m(a,b,w)—m (v, a, c)+m(u,b, c)+ Ry (v, w)a— Ryu, w)b+L(u, v)c+
v(a(a,b,c))+v(i)oR(w,v) —v(j)o R(w,u)+v(l)o L(v,u)+v(ay(a,b,w))+v(asz(a,v,c))+
v(as(u, b, c)).

De plus, pour tout z € V

v(a(a,b,c))(x) = B([a,b,c]—B(a,b,c),x) = Bla,as(u, b, c)+m (u,b,c)) = Bla, m (z,c,b)).
Considérons I'application trilinéaire ¢ : A x A+ x AL — V* définie par ¢(a,b,c) —
B(a,m(.,¢c,b)),Va,b,c e A+, Alors :

v(ag(a,b,w)) = B(a, L(.,w)b)

v(ag(a,v,c)) = —B(a, R(.,v)c)

v(as(u,b,c)) = B(b, R(.,u)c).

D'ou, V([X,Y, Z]) = [V(X),V(Y), V(Z)]. Par conséquent, V est isomorphisme de systémes
triples de Lie. O

Corollaire 4.3.6. Soit (L, B) un systéme triple de Lie quadratique irréductible non
simple. Si L n’est pas nilpotent, alors L est une double extension d’un systéeme triple

de Lie quadratique (W, T) par un systeme triple de Lie simple.

Preuve. Puisque £ n’est pas nilpotent, alors £ = S@ Rad(L) ot Rad(L) est le
radical nilpotent de £ et S = @Si ou §; est un idéal simple de S, Vi € {1,..., n}.

i=1
S est un sous-systeme triple de Lie simple de £, donc I = So @ ... P S, P Rad(L) est
un idéal maximal de L. Le Théoreme 4.3.5 implique que £ est une double extension de

W = I/I*+ par S;. 0

Corollaire 4.3.7. Soit (L, B) un systéme triple de Lie quadratique irréductible non
simple. Si Z(L) = {0}, alors L est une double extension d’un systeme triple de Lie
quadratique (W, T) par un systéme triple de Lie simple.

Preuve.
Si Z(L£) = {0}, alors Z(L£)* = L. D’ot, [£, L, L] = L. Par conséquent, £ n’est pas
nilpotent. D’apres le Corollaire, £ est une double extension d’un systeme triple de Lie

quadratique (W, T') par un systeme triple de Lie simple. O
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Soit £ I'ensemble formé par {0}, le systeme triple de Lie de dimension un et tout les

systemes triples de Lie simples.

Théoréeme 4.3.8. Soit (L, B) un systeme triple de Lie quadratique. Si L ¢ £, alors L
est obtenu a partir d’'un nombre finis d’éléments Lq,...,L, de &, par un nombre finis
de sommes directes orthogonale de systémes triples de Lie quadratiques et/ou de doubles
extensions par un systeme triple de Lie simple et/ou de doubles extensions par le systéme

triple de Lie de dimension un.

Preuve. On montre le résultat par récurrence sur la dimension de L. Si dim(L£) = 0 ou
1, alors £ € £. Supposons que dim(L) = 2. Si L n’est pas irréductible, alors £ = L1 @ L,
ou Ly, Ly sont deux idéaux non dégénérés de L tels que B(Ly, L2) = {0} et dim(L,y) =
dim(Ls) = 1. Donc, L1, Ly € £. Maintenant, supposons que L est irréductible. Alors, £
est une double extension of {0}le systéme triple de Lie de dimension un. On conclut que
si dim(L) = 2, alors le théoreme est satisfait.
Supposons que le théoreme est satisfait pour dim(L£) < n € N. Montrons que le résultat
est vrai pour dim(L) =n. Si L ¢ &€ et L est irréductible, alors £ est une double extension
d’un systeme triple de Lie quadratique (W, T) par un systéeme triple de Lie simple simple
ou par le systeme triple de Lie de dimension un. Comme dim(W) < dim(L), alors (W, T)
satisfait le théoreme et d’ou (£, B) le satisfait aussi .
Si £ n’est pas irréductible, alors £L = L1 @ ... L, ou L;, i € {1,...,n} sont des idéaux
irréductibles non dégénérés de L tels que B(L;, L;) = {0}, Vi # j € {1,...n}. Puisque
dim(L;) < dim(L), alors (L;, By, .. ) satisfait le théoréme. D'ou, (£, B) satisfait le

théoréme. O



Chapitre 5

Les systemes triples de Jordan

pseudo-euclidiens

Les syst ™ emes triples de Jordan munis d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée
et invariante dits systemes triples de Jordan pseudo-euclidiens sont étudiés dans ce cha-

pitre via la notion de la T*-extension

5.1 T*—extension des systemes triples de Jordan

Définition 5.1.1.
Un systeme triple de Jordan est un systéme triple (J,{ , , }) tel que
{z,y,2} = {2, y,2}
{xa Y, {U, v, U)}}—{'U/, v, {.T, Y, w}} = {{SE, Y, U}, v, w}_{uu {y7 z, U}J U)}, vu? v,w,x,y €
J.

Définition 5.1.2.
Soit J un systeme triple de Jordan. Une forme bilinéaire B de J est dite un produit
scalaire invariant sur J si elle est symétrique, invariante et non dégénérée. Dans ce cas,

on dit que (J, B) est un systeme triple de Jordan pseudo-euclidien.

Définitions 5.1.1.

1. Un idéal U d’'un systéme triple de Jordan pseudo euclidien (J,B) est dit non
dégénéré (resp. dégénéré) si By, est non dégénérée (resp. dégénérée).
2. Un systeme triple de Jordan pseudo euclidien (J, B) est dit B-irréductible, si J ne

contient aucun idéal non trivial non dégénéré.

81
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Lemme 5.1.1.

Soient (J, B) un systéme triple de Jordan pseudo euclidien et U un idéal de J. Alors,
(i) Ut ={z € J,B(z,y) =0y € T} est un idéal de J.
(ii) SiU est non dégénéré, alors J = U@ UL et Ut est aussi non dégénéré.

La T*-extension est un processus de construction qui permet de construire un systeme

triple de Jordan pseudo-euclidien a partir d’un systeme triple de Jordan quelconque.

Théoréme 5.1.2. Soient (J,{, , }7) un systéme triple de Jordan etw : J X T X J —
J* une application trilinéaire. Alors, l'espace vectoriel T (J) = T @ J* muni du produit
triple défint pour tout x,y,z € J et f,g,h € J* par :

{z+ fiy+g.2+h}={v,y,2}s +twlzy 2)+{fy 2} +{z,g 2} + {2,y h}(1)
o1,
{f.9,2}a) = f({a,2,9}); {z,9,2}a) = g({z,a,2}) and {z,y,h}(a) = h({y,z,a}),
est un systeme triple de Jordan si et seulement si w satisfait
w(z,y,z) = w(z,y,2),
et
w(z,y,{z,t,r}) —w(zt,{z,y,r}) —w{z,y, 2}, t,r) + w(z {y, z,t},7)
= {w(z,y,2),t,r} —{z,y,w(z,t,r)} + {2, t,w(z,y,r)} — {z,w(y,z,t),r},
Va,y,z,t,r € J. De plus, la forme bilinéaire B définie sur T5(J) par :
Blx+fy+g9)=g)+ fly),Ve,ye T, f,ge T

est un produit scalaire invariant sur T5(J) si et seulement si w satisfait
w(a,b,z)(y) = w(b,a,y)(z), Va,b,x,y € J.

Le systéme triple de Jordan pseudo-euclidien (T5(J), B) est appelé la T -extension de J

au moyen de w.

Preuve. Soient z,y,u,v,a € J et f € J*.
{fudz.yob @) = {oy 4w} @) = {Fu oty o} @ + {2 fu £ b o)

— f<{a, {x,y,v},u} — {{y,x,a},v,u}) — ({{a vyt u} {y, {z,a,v}, })
= f( - {y,x, {a,v,u}} + {a,v, {y,x,u}}) — f({{a,v,y},x,u} — {y, {x,a,v},u})
— f({{a,v,y},x,u} — {y, {v,a,x},u}) — f({{a,v,y},x,u} — {y, {x,a,v},u}) = 0.
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Alors, { , , },-

systeme triple de Jordan. Par conséquent, 77%(J) muni du produit (1) est un systeme

et{ satisfaient les conditions du

X TXT) {.. }\ijxj* )’ s }|ij*xj

triple de Jordan si et seulement si w satisfaient les conditions données dans le théoreme.
De plus, la forme bilinéaire B est symétrique invariante et non dégénérée sur 7. La forme
B est invariante si et seulement si w(a, b, x)(y) = w(b, a,y)(x), Va,b,z,y € J. O

Réciproquement, on a le résultat suivant,

Théoréeme 5.1.3. Soit (J, B) un systéme triple de Jordan pseudo-euclidien de dimension

n. Alors, (3, B) est isomorphe a T*-extension (T (J1), B1) si et seulement si n est pair

(
et J contient un idéal isotrope T de dimension 3.
Preuve. Soit Z un idéal isotrope de J de dimension 5. Puisque B est non dégénérée,
alors Z est abélien. Considérons V supplémentaire isotrope de Z. Alors, J = Z@V et

Vi=y.

Pour tout x,y, w € V, on pose {x,y, 2} = a(z,y, 2)+6(z,y, z) o a(x,y, z) € T et f(z,y,2) €
V. 1l est clair que (V, §) systeme triple de Jordan.

Maintenant, comme B est non dégénérée, alors I'application linéaire v : Z — V*;i —
B(i,.) est inversible. De plus, dim(Z) = § = dim(V*). Alors, v est un isomorphisme
d’espaces vectoriels. D’autre part, 'application trilinéaire w : ¥V x V x V — V* défine
par w(zx,y, z) = v(a(z,y, 2)), Vr,y,z € V est un 3—cocycle de V. En effet, w(x,y, z)(v) =
via(z,y, 2))(v) = Bla(z,y,2),v) = B{z,y, z},v), Vz,y,z,v € V.

Donc, on peut considérer la T*-extension 705 (V) = V@ V* de V au moyen de w et
Q:J=TPYV —VPVii+z— x+v(i).

En utilisant I'invariance de la forme bilinéaire B sur J, on obtient ,

v(1) ({a:,y, z}) = B<i, {z,v, z}) = B({i, z,y}, x) = V({z', 2, y}) (x),Vx,y,z € V,i € L.

De la méme maniere,

(i) ({r,0.2}) = v({zia}) ) = v({v. 2.1} ) (2)

Par conséquent, si Papplication Q : J =Z PV — VP V* définie par i + — x +
v(i),Vi € T,x € Valors, powr X =i +2,Y = j+y,Z=k+2€3=T@V, ona
Q({X.Y,2}) = Bla.y.2) o v(ale,y,2)) +v({z. v k}) +v(Gi.y.2}) + v (Lo, 2})
= Ba,y,2) @ we,y,2) +v(k) ({y 2. 3) + 060 ({2 03) +00) ({223
= {ax),am),02)}.

D’ou, Q est un isomorphisme de systemes triples de Jordan O
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Théoréme 5.1.4. Soit (J, B) un systéme triple de Jordan pseudo-euclidien de dimension
n. Sin est impair et T est un idéal isotrope de J de dimension [3]. Alors, J est isomorphe

a un idéal non dégénérée de codimension 1 dans une T*-extension du systeme triple de

Jordan J/T.

Preuve. Soient 7 un idéal isotrope de J de dimension [§] et L(J) le systéme triple de
Lie engendré par les multiplications gauches, droites et milieux de J. Comme B est inva-
riante sur J, alors d’aprés le Lemme 4.2 de [53] ¢(Z4) C Z,V ¢ € L(J). Par conséquent,

33T+ {3,753 + {2733 € T.
Donc,
L
7' C (33,7 + (2. T53 +{25,3.3))
Puisque B est invariante et non dégénérée sur J, alors {J, J, IL}+{3, It 3}—1—{1& 3,3} =
{0}. Par suite, Z+ est abélien. Maintenant, considérons le systéme triple de Jordan abélien
de dimension un Ke muni de la forme bilinéaire B, : KexKe — K définie par B.(c, c¢) = 1.

Soit J1 = J @ Ke le systeme triple de Jordan muni du produit triple suivant :
{x+occ7y+,yc7z+ >\C} = {nyWZ}JVI?yVZ e 3,@,7,)\ 6 K'

On défini sur J; la forme bilinéaire By par :

By, =B,  Bilc,e)=1,and  Bi(J,c) = Bi(c,J) = 0.

Alors, (J1, B1) un systeme triple de Jordan pseudo-euclidien. De plus, J; est un idéal non
dégénérée de codimension 1 de J;. Soient d € Z+ tel que B(d,d) = —1 et Z; = TP Ke,

ou e = c—+d. Alors, Z; est un idéal de J; et

Bi(e,e) = B(d,d) + B.(c,c) =0, et By(z,e) = B(x,d) + B(z,c) =0,Vx € T.

Donc, Z; est isotrope et, dim(Z;) = ”T“ Puisque la dimension de J; est paire, alors le
théoreme 5.1.3 implique que J; est isomorphe a une T*-extension du systeme triple de
Jordan 31/:[1.

En conclusion, J;/Z; est isomorphe a J/Z. O

Remarque 5.1.1. Soit J un systéme triple de Jordan. Il est clair que J* est un idéal
abélien de T*,J. D’ou, T ,J n’est pas semi-simple. De plus, st J n’est pas nilpotent,
alors T*,J n’est pas nilpotent. Par conséquent, la famille des systémes triples de Jordan
pseudo-euclidiens contient strictement les familles des systémes triples de Jordan semi-

simples et des systemes triples de Jordan nilpotents.
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Dans les sections suivantes on donne des caractérisations des systemes triples de Jordan

semi-simples parmi les systemes triples de Jordan pseudo-euclidiens.

5.2 Caractérisation des systemes triples de Jordan

semi-simples au moyen de ’opérateur de Casimir

Lemme 5.2.1. Soient (J, B) un systéme triple de Jordan pseudo-euclidien, A = {ay,...,a,}
et B={b,...,b,} deus bases orthogonales de J (i.e B(a;,b;) = &7,Vi,j € {1,...,n} ot

&) est le symbole de chronicker ) et A5 Uopérateur de J défini par :

)

A = 5 i (L(ai, bi) + L(b, a,»)).

i=1
Alors,
(i) Pour tout z,y € J, o(z,y) = B(A5(x),y).
(i) Si C et D sont deux bases orthogonales de J, alors AE = A&,

(iii) Pour tout x,y € J, ASoL(xz,y) = L(z,y)oA5, et ABoM(z,y) = M(x,y)oA5.

3

Preuve. (i) Pour tout z,y € J, B(A5(x),y) = %ZB({aybi, x} + {b;, a;, x},y)

i=1
n

= 1S B + L (e b)

= %Yimce (L(x, y) + L(y, 95)) =o(z,y).

(77) En utilisant (¢) on obtient,
B(AG(w),y) = o(z,y) = B(AZ(2),y), Yo,y € J.

Puisque B est non dégénérée, alors AL = Aﬁ.

(i) Soient x,y, Z,u € J, alors
B((A% o Lia.y) = L(x,y) o A)(w),v) = B(AL({z,y.u}).v) = B(AS (), {y.2,v})
=o({z,y,u},v) —o(u,{y,x,v} = 0.

Comme B est non dégénérée, alors A5 o L(z,y) = L(z,y) o A§. De la méme fagon, on

montre que A5 o M(x,y) = M(z,y) o A§. O

Définition 5.2.1. Soit (J, B) un systéme triple de Jordan pseudo-euclidien. L’opérateur
Aﬁ est appelé lopérateur de Casimir du systéme triple de Jordan pseudo-euclidien (7, B).

Sans perdre de généralitée on note A5 par As.
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Théoréme 5.2.2. Soient (J, B) un systéme triple de Jordan pseudo-euclidien et A 7 son
opérateur de Casimir. Le systéme triple de Jordan J est semi-simple si et seulement si

A7 est inversible.

Preuve. D’apres le Lemme 5.2.1, o(x,y) = B(As(x),y),Vz,y € J. D'ou, o est non

dégénérée si et seulement si A est inversible. O

Proposition 5.2.3. Soit (J, B) un systéeme triple de Jordan pseudo-euclidien B-irréductible.

Alors, lopérateur de Casimir A7 de J est inversible ou nilpotent.

Preuve. Il est bien connu qu’il existe n € N tel que J = Ker(A7)" @ Im(Ay)".
Comme B(Ker(Aj)”, Im(AJ)”> = {0}, alors (Ker(Az)")* = Im(A7)". D’on, Ker(Az)"
est un idéal non dégénérée de J. Par conséquent, Ker(As)" = {0} ou Ker(Ay)" = J.
Alors, A7 est nilpotent ou inversible.

O

Proposition 5.2.4. Soient (J, B) un systeme triple de Jordan pseudo-euclidien Az son
opérateur de Casimir. Alors, A7 est nilpotent si et seulement si J ne contient aucun idéal

semi-simple.

Preuve. Supposons que J contient un idéal semi-simple Z. D’apres le Lemme 5.1.1, Z
et 71 sont deux idéaux non dégénérée de J et J = ZE@Z+. Dot A 71, est Vopérateur de
Casimir de (Z, By, ). Si Z # {0}, alors A7, est inversible. Donc, A7 n’est pas nilpotent.
Inversement, supposons que J ne contient aucun idéal semi-simple, alors 7 est une somme
directe orthogonale d’idéaux irréductibles non dégénérée Ji, k € {1,...,p}. Posons Az,
lopérateur de Casimir du systeme triple de Jordan (Jy, B\kaﬂk)’ ouk e {l,....,p}. 1l
est clair que AJUk = A7, pour tout k € {1,...,p}. D’apres la proposition 5.2.3 et le
théoreme 5.2.2, A7, est nilpotent, Vk € {1,...,p}. Par suite, A7 est nilpotent. O

Corollaire 5.2.5. Soient (J, B) un systéme triple de Jordan pseudo-euclidien, Az son
opérateur de Casimir et S le plus grand idéal semi-simple de J. Alors, 7 = SE@ S*. De

plus, AJ‘st est inversible et A\7|SL B est nilpotent.

€1

Preuve. Puisque S est semi-simple, alors S et S* sont deux idéaux non dégénérés
de J. D’apres le Lemme 5.1.1, 7 = S@ S*. D’ou, 'operateur de Casimir de (S, By, ;)
(resp. (S, B, ) estT:=Ag, (resp.L:= AJ‘SLXSJ. De plus, T est inversible car
S est semi-simple et L est nilpotent car S+ est un systéme triple de Jordan qui ne contient

aucun idéal semi-simple. O
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5.3 Caractérisation des systemes triples de Jordan

semi-simples au moyen de ’indice

Dans cette section, on donne une deuxieme caractérisation des systemes triples de

Jordan semi-simples.

Lemme 5.3.1.
Soit (J, B) un systéeme triple de Jordan pseudo-euclidien. Alors, J = @ Jiour eN

i=1
etVie{l,...,r},

(1) J; est un idéal non dégénéré de J.
(ii) J; est un systéme triple de Jordan B—irréductible.

(ii) Pour touti # j et tout (x,y) € J; x Jj, B(z,y) =0.

Preuve.

On raisonne par récurrence sur n = dim(J). Si n = 1, alors I'assertion est vraie.
Supposons que tout systeme triple de Jordan pseudo-euclidien de dimension inférieure a
n satisfait la proposition. Soit (J, B) un systéme triple de Jordan pseudo-euclidien de
dimension n + 1. Si J ne contient aucun idéal non trivial non dégénéré, alors ’assertion
est vraie pour r = 1. Sinon, soit &/ un idéal non trivial non dégénéré de J. D’apres le
lemme 5.1.1, 7 = U @ U . La preuve se termine en appliquant la récurrence a U et U~.

O

Proposition 5.3.2.

Soit (J, B) un systeme triple de Jordan pseudo-euclidien semi-simple. Considérons la

décomposition J = EB Ji de J dans le lemme précédent. Alors,
i=1
(1) SiZ est un idéal simple de J, alors il existe ig € {1,...,r} tel que J;y =T.

(ii) L’idéal J; de J est simple pour tout i € {1,...,r}.

Preuve.
(i) Soit Z un idéal simple non trivial de J. Supposons que Vi € {1,...,r}, ZNnJ; = {0}.
Puisque {Z,J,J} C @(Iﬂ Ji) = {0}. Alors, {Z,Z,7} = {0} et Z est résoluble. Donc,

=1
il existe ig € {1,...,7} tel que ZN J;, # {0}. Puisque Z N J;, est un idéal de Z et Z est
simple, alors ZN J;, = Z. Par suite, Z C J,,. Le fait que J;, est B—irréductible et Z est

non dégénéré, implique que Z = J;,. (ii) Supposons qu’il existe i € {1,...,r} tel que J;
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S T
n’est pas simple. Donc, sans perdre de généralité, on peut écrire J = EB J;i @ EB J;i
i=1 i=s+1
ou J; est simple Vi < s et J; n’est pas simple Vi € {s + 1,...,r}. Puisque J est semi-
!

simple alors on peut considérer la décomposition J = @L{i de J en une somme directe
i=1
de ses idéaux simples. L’assertion (i) implique que s =1 = r. O

Définition 5.3.1.
On note par S(J) Uensemble des formes bilinéaires symétriques invariantes de J et
par P(J) le sous-espace vectoriel de S(J) engendré par l’ensemble de tous les produit

scalaires invariants de J. La dimension de P(J) est appelée l'indice de J et notée par

ind(J).

Lemme 5.3.3.
Soit (J, B) un systéme triple de Jordan pseudo-euclidien. Alors, S(J) = P(J).

Preuve.

Soient ¢ € S(J) et M(B) (resp. M(y)) les matrices de B (resp. ¢) dans une bases T’
de J. Le polynome P(X) = det(M(p) — XM (B)) € K[X] est non nul. En effet, Puisque
B est non dégénérée, alors il existe une application linéaire f de J dans lui méme telle
que pour tout z,y € J, ¢(z,y) = B(f(x),y). De plus, M(p) = *M(f)M(B) ou M(f)
est la matrice de f dans 7. Par suite, P(X) = det(M(B))det(M(f) — X1I,) ou n est
la dimension de J. Maintenant, on peut considérer A € K telle que P(\) # 0. La forme
bilinéaire p— AB est non dégénérée. Par conséquent, ¢ = (p—AB)+AB est non dégénérée.

On conclut que S(J) = P(J). O

Lemme 5.3.4.
Soit J un systéme triple de Jordan. Si {J,J,J} # {0}, alors J admet une forme

bilinéaire symétrique invariante non nulle.

Preuve.

Supposons que J n’est pas résoluble et considérons la décomposition de Wedderburn
de J : J =S Rad(J), ou S est un sous-systeme semi-simple de J. Considérons la
forme trace o de S. Puisque S est semi-simple, alors o est non dégénérée . On défini la

forme bilinéaire symétrique B de J par :

B|S><S 0

=0, B|Rari(.7)><Rad(.7) = B‘SxRad(J) =

Puisque o est non dégénérée, alors B est une forme bilinéaire non nulle de 7. Il est facile

de vérifier que B est invariante. Maintenant, si J est résoluble, alors J # {J,J,J}. On
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note par n (resp. k) la dimension de J (resp. {7, J,J}). Soit {z1,...,x;} une base de
{J,J,TJ}. Considérons n — k vecteurs {xy,1,...,x,} de J tels que {xy,...,x,} est une

base de J. On défini la forme bilinéaire ¢ de J par qﬁ(z i, Z ViT;) = jinVp, PpOUT
i=1 i=1
tout p;v; € K. Il est clair que ¢ est symétrique.

De plus, puisque ¢({7, T, T}, TJ) = (T, {T,T,T}) =0, alors ¢ est invariante sur J.
O

Lemme 5.3.5.
Soit J un systéme triple de Jordan tel que {J, T, T} # {0}. Siind(J) = 1, alors J

est simple.

Preuve.

Puisque ind(J) = 1, alors d’apres le lemme 5.3.3, on a S(J) = P(J). Donc, d’apres
la remarque 4.2.1 J est semi-simple. Soit J = J1 P ... P J, la décomposition de J en
une somme directe de ses idéaux simples et soit oy la forme trace de ;. Alors, on défini

la forme bilinéaire symétrique invariante B de J par :

B'Jlle = 0—17 B'Jile = BlJlXJJ = O? VZ,j > 1

Puisque o est non dégénérée, alors B est une forme bilinéaire symétrique invariante non
nulle 7 ou B € S(J) = P(J). Done, B est non dégénérée. Ce qui implique que J; = {0},
pour tout ¢ > 1. Par suite, J = J; et J est simple. O

Théoreme 5.3.6.
Soit J un systéme triple de Jordan sur un corps algebriquement clos K tel que{J,J, T} #
{0}. Alors, J est simple si et seulement si ind(J) = 1.

Preuve.

Si ind(J) = 1, alors d’apres le lemme 5.3.5, J est simple. Inversement, si J est
simple, alors la forme trace o de J est un produit scalaire invariant de 7. Soit B un
produit scalaire invariant de J. Il existe un endomorphisme f de J tel que
B(z,y) = o(f(x),y), Vz,y € J. Pour A € K, on défini la forme bilinéaire B’ de J
par : B'(z,y) = o(f(z) — A\x,y), Vo,y € J. 1l est facile de vérifier que B’ est invariante.
Maintenant, soit A une valeur propre de f et v un vecteur propre associé a A. Alors,
B'(v,y) =0, Vy € J. Donc, rad(B') ={z € J, B'(z,y) =0, Yy € J} # {0}. Puisque
rad(B') est un idéal de J, alors rad(B’) = J. D'ou, f — Xidy =0 et
B(z,y) = Ao(z,y), Vx,y € J. a
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Théoreme 5.3.7.
Soient (J,B) un systéeme triple de Jordan sur un corps algebriquement clos K et

\717"‘7\77‘

(r € N) des idéauz B—irréductibles, non dégénérés et orthogonaux de J tels que :

J = @ji. Alors, J est semi-simple si et seulement si ind(J)=r et {J, T, T} =JT.

i=1
Preuve.

Supposons que J est semi-simple. Alors, {J,J,J} = J. De plus, d’apres la pro-
position 5.3.2, J; est simple pour tout i € {1,...,r}. D’apres le théoreme 5.3.6, pour
i €{l,...,r}, on aindl;) =1 et P(U;) = KB; ou B; = B, ,,, . Considérons ¢, une
forme bilinéaire symétrique invariante sur J. Pour ¢ € {1,...,r}, on a ¢; = Plus, s, €St
une forme bilinéaire symétrique invariante sur U;. Par suite, il existe a; € K tel que

¢; = «;B;. De plus, puisque ¢ est invariante et U est simple Vk € {1,...,r}, alors
&i(Uy,Uy) = 0, VEk # 1. Ce qui implique que ¢ = Z ; B; ot B; est la forme bilinéaire sur

J définie par : /B;\uixui = B; et E(az,y) =0, V(xl, yl) € (J x I)\(U; xU;). De plus, il est
clair que les éléments de ’ensemble {E, ied{l,... ,7“}} sont linéairement independents.
Par conséquent, ind(J) = r.

Inversement, supposons que ind(J) = r. Soit ¢ € {1,...,r}. Considérons, une base

{(p’i, . ,gpﬁ“}, de P(J;) oun; = ind(J;). Pour j € {1,...,n;}, on défini la forme bilinéaire
@ij I xJ — K par : @‘Jim = ¢ et pi(z,y) =0, Y(z,y) € (T x II\(Ti x T).

Il est clair que les éléments de l’ensemble U {g’ofj, 1 <5< nZ} sont linéairement
1<ilr
independents. Donc,

ind(J)> > ni= Y ind(J).

1<i<r 1<i<r
Puisque, ind(J) = r, alors ind(J;) = 1, Vi € {1,...,r}. Le fait que {7,J, T} = J
implique que {J;, J;, J;} # {0},Vi € {1,...,r}. D’apres le lemme 5.3.5, J; est simple
pour tout i € {1,...,r}. Par conséquent, J est semi-simple. O

Grace au théoreme précédent, on montre I’équivalence entre la simplicité d’un systeme

triple de Jordan et celle de sa TKK algebre de Lie.

Définition 5.3.2.

Soit J un systéme triple de Jordan. On défini le sous-systéeme by de End(J) @ End(J)
engendré par l’ensemble {l(x,y) = L(z,y) ® —L(y,x), x,y € j}. Pour a,b,z,y € J,
on a

l(z,y)(a®b) = L(z,y)a ® —L(y, x)b.
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Théoréme 5.3.8.
Soit J un systeme triple de Jordan. On pose Lie(J) = TP T ou T est une
copie de J. Alors, Lie(J) munie du crochet défini par :

[ @Y, a®b] =1l(x,b) = (a,y); [I(z,y),1(a,0)] = [L(z,y), L(a,b)] © [L(y, x), L(b, a)];

[l(a,b),z®7Y| = L(a,b)x & —L(b,a)y,Vz,y,a,,b,e T

est une algebre de Lie appelée la TKK-algebre de J .

Lemme 5.3.9.

Soit (J, B) un systéme triple de Jordan pseudo-euclidien, alors
(1) [h, Uz, y)] = l(hx,y) + U(z, hy), Yo,y € T,Vh € b.
(ii) B(l(x,y)u,v) = B(l(u,v)x,y), VYr,y,u,v € J.

Théoreme 5.3.10.
Soit (J, B) un systeme triple de Jordan pseudo-euclidien. Sur la TKK-algébre Lie(J) =
TPHP T de J on défini la forme bilinéaire symétrique Be par : Pour z,y,u,v € J,

Be(z,9) = B(x,y), Be(l(x,y), l(u, v)) = Bl(z,y)u,v),

Be(h, T T) = Be(J. T) = Be(T, T) = {0}.

La forme bilinéaire Be est symétrique invariante non dégénérée sur Lie(J). De plus, Bg

est l'unique forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur Lie(J) qui vérifie
Bo(J,J) = Be(T,T) = Be(h, TEPT) =0 et Be(w,7) = B(x,y),Va,y € J. (5.1)

Preuve.

D’apres (i) du lemme 5.3.9, on peut, par un simple calcul, montrer que By est symétrique
et bien définie. Maintenant, soient hy, ho € h et u,v € J. Alors,
Bg(lh1, l(u,v)], ha) — Be(ha, [[(u,v), he]) = 2(Be(hahyu,v) + Be(hou, hiv)).
Puisque les éléments de b sont anti-symétriques relativement a B, alors
Bg([h1, l(u,v)], ha) = Be(hy, [I(u,v), ho]). Par suite Bg est invariante. Puisque B est non
dégénérée, alors Bg est non dégénérée. Supposons qu’il existe un autre produit scalaire

invariant Bg sur £ie(J) qui vérifie (5.1). Alors, pour tout z,y,€ J,h € h, on a
By(l(z,y), h) = By([z, 7], h) = Be(w, [7, h]) = —Bg(w, hy) = B(ha,y) = Be(l(z,y), h).

Donc, B/’gkh ) Par conséquent, B, = Bg. O
X

= Beyup-
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Proposition 5.3.11.
Soient J un systéme triple de Jordan sur un corps algebriqguement clos K et Lie(g)

sa TKK-algébre. Si Lie(g) est simple, alors J est simple.

Preuve.
Puisque Lie(g) est simple, alors J est semi-simple ([7]). Donc,

P(J) # {0} et {T,T,T} # {0}. Maintenant, soient B et B’ deux éléments de P(J).
Considérons les produits scalaires invariants ¢ et ¢’ sur £ie(g) associé respectivement a
B et B’ comme dans le théoréme 5.3.10. i.e., Vo € J,Yy € J, Be(2,7) = B(x,y) et
Bi(x,y) = B'(x,y). Puisque Lie(g) est simple, alors d’apres le corollaire 3.1 de [7], il
existe a € K tel que By = aBg. Par suite,

B'(z,y) = Ba(z,9) = aBe(x,7) = aB(z,y),Vx,y € J. Donc, ind(J) = 1. Le théoreme

5.3.6 implique que J est un systeme triple de Jordan simple. O

Théoreme 5.3.12.
Soient J un systeme triple de Jordan unitaire et Lie(g) sa TKK-algebre. Alors, J est

simple si et seulement Lie(g) est une algebre de Lie simple.

Preuve.
Si Lie(g) est simple, alors d’aprés la proposition 5.3.11, J est simple. Inversement,
soient Bg et By deux formes bilinéaires symétriques invariantes non dégénérée sur Lie(g).

On défini les deux formes bilinéaires B et B’ sur J par :
B(]), y) = Bg(fﬂ,y) + Bff)(f? y)7vx7 /NS \77

B'(z,y) = Be(z,7) + B(T,y),Va,y € J.

Il est clair que B et B’ sont symétriques invariantes. Puisque J est simple, alors d’apres le
théoreme 5.3.6 ind(J) = 1 et S(J) = P(J). Par suite, toute forme bilinéaire symétrique
invariante sur J est non dégénérée. Par conséquent, B et B’ sont deux produits scalaires
invariant sur 7 et il existe a € K telle que B’ = aB. Maintenant, puisque J est un systéme
triple de Jordan unitaire, alors (B —aBe)(J,J @h) = 0 et (By—aBe)(T, T @h) = 0.
Donc, By — aBg = 0. Par conséquent, £ie(g) admet une unique structure quadratique.

D’apres le corollaire 3.1 de [7], Lie(g) est une algebre de Lie simple. O



Bibliographie

1]

[10]

[11]

[12]

Albeverio, S., Ayupov, Sh. A., Omirov, B. A. Cartan subalgebras, weight spaces,
and criterion of solvability of fnite dimensional Leibniz algebras. Revista Matematica

Complutense, 2006, 19(1) :183-195.

Albeverio S., Ayupov. Sh.A., Omirov B.A. On nilpotent and simple Leibniz algebras.
Comm. in Algebra, vol. 33(1), 2005, pp. 159-172.

. Albeverio, S., Omirov, B. A., Rakhimov I. S. Classifcation of 4-dimensional nilpotent

complex Leibniz algebras. Extracta mathematicae, 2006, 21(3) :197-210.

H. Albuquerque, S. Benayadi, Quadratic Malcev Superalgebras, J. Pure Appl. Alge-
bra 187, (2004), 19 .. 45.

Ayupov, Sh. A., Omirov, B. A. On 3-dimensional Leibniz algebras. Uzbek. Math.
Zh., 1999, no. 1, p. 9-14.

Baklouti, A., and S. Benayadi, Pseudo-FEuclidiean — Jordan  algebras,
arXiv :08113702v1[Math.RA], (2008).

I. Bajo, S. Benayadi, "Lie algebras admitting a unique quadratic structure”, Comm.

Algebra 25 (9) (1997) 2795-2805.etz thesis (2007).

A. Baklouti, W. Ben Salah, S. Mansour, Solvable Pseudo-Euclidean Jordan Superal-
gebras, Comm. Algebra 41 (2013), 2441 .. 2466.

D. Barnes, On Levi’s theorem for Leibniz algebras, Bull. Aust. Math. Soc., 2012,
86(2) :184- 185.

D. Barnes,On Engel’s theorem for Leibniz algebras. Comm. Algebra, 2012,
40(4) :1388-1389.

[. Bars, M. Gundaydin, “construction of Lie algebras and Lie superalgebras from

ternary algebras”, J. MAth. Phys. 20, 1977-199”, (1997).

S. Benayadi, ” A new characterization of semi-simple Lie algebras ” , Proceedings of

the American Mathematical Society, 125, 3(1997), 685-688.

93



94

[13]

[16]

[17]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]

BIBLIOGRAPHIE

S. Benayadi and M. Boucetta, Special bi-invariant linear connections on Lie groups
and finite dimensional Poisson structures, Differential Geometry and Applications 36

(2014), pages 66-89.

Benayadi. S, Hidri. S, Quadratic Leibniz algebras, Journal of Lie Theory Volume 24
(2014) 737-7509.

Benayadi. S, Hidri. S, Leibniz algebras with invariant bilinear form and related Lie

algebras, to appear in Communication in Algebra.

Baklouti. A, Hidri. S, Jordan and Lie triple systems with nondegenerate bilinear

forms, to submit.

M. BORDEMANN, ”Nondegenerate invariant bilinear forms on nonassociative

algebras”, Acta Math. univ. Com, Lxvl, 2, 151-201, (1997).

D. Burde, K. Dekimpe, K. Vercammen, Complete LR-structures on solvable Lie al-
gebras, Journal of Group Theory 13, Issue 5, (2010), pp 703-719.

I. Burdujan, ” A universal envelopping algebra for a Lie triple system”, Proc. of the
3rd Int. Colloquium ”Mathematics in Engineering and Numerical Physics”, Oct 7-9
, (2004).

Cahen, Michel and Wallach, Nolan : Lorentzian symmetric spaces. Bull. Amer. Math.
Soc. 76 (1970), 585591.

Canete, E. M., Khudoyberdiyev, A. Kh. The Classifcation of 4-dimensional Leibniz
algebras, Linear Algebra Appl., 2013, 439(1) : 273-288.

E. Cartan, "Oeuvres completes”, Partl, Paris Gauthier-Villars, vol. 2, 102-138,
(1952).

Casas, J.M., Insua, M.A., Ladra, M., Ladra, S. An algorithm for the classifcation of
3- dimensional complex Leibniz algebras. Linear Algebra Appl. 2012, 436 : 3747-3756.

J. M. Casas, M. Ladra, B. A. Omirove, I. A. Karimjanov, ” Classification of solvable
Leibniz algebras with naturally graded filiform nilradical ”, arXiv :1203.4772v1 [math.
RA]J, (2012)

J. M. Casas, J. L. Loday, T. Pirashvili, Leibniz n-algebras, Forum Math. 14(2002).
189-207.

Chelsie Batten Ray, Allison Hedges, Ernest Stitzinger, Classifying several classes of
Leibniz algebras, Algebras and Representation Theory April 2014, Volume 17, Issue
2, pp 703-712



BIBLIOGRAPHIE 95

[27]

28]

[29]

[37]

[38]

J. Chenal, Generalized flag geometries and manifolds associated to short Z-graded

Lie algebras in arbitrary dimension C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 347 (2009) 21-25.

J. Chenal, Generalized flag geometries and manifolds associated to short Z-graded

Lie algebras in arbitrary dimension C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 347 (2009) 21-25.

cho-Hu Chu, Jordan triples and Reimannian symmetric spaces, Advances in Mathe-

matics 219 (2008) 20292057

Cho-Hu Chu, Jordan structure ib geometry and analysis, Camridge tracts in mathe-

matics

S. Covez, ” The local integration of Leibniz algebras, arXiv :1011. 4112v1 [math.
RAJ, (2010)

"

C. Cuvier, ” Algebres de Leibnitz : définiion, propriés ”, Annales scientifiques de

IE.N.S. 4e serie, tome 27, p 1-45, (1994)

I. Demir, K. C. Misra, E. Stitzinger,On some structures of Leibniz algebras, contem-
porary Mathematics

I. Demir, K. C. Misra, E. Stitzinger, Classification of some solvable Leibniz algebras,
arXiv :/S01.00890v2[math.RA], (2015).

P. de Medeiros, J. Figueroa-O’Farrill, E. M “endez-Escobar, Metric Lie 3-algebras in
Bagger-Lambert theory,JHEP 0808 :045,2008.

A. Fialowski, A. Kh. Khudoyberdiyev, B. A. Omirov, A caracterization of nilpotent

Leibniz algebras, Algebras and Representation Theory October 2013, Volume 16,
Issue 5, pp 1489-1505

A. Fialowski, L. Magnin, A. Mandan, ” About Leibniz cohomology and deformations
of Lie algebras”, arXiv :1103. 2694v1 [math. QA] (2011)

H. Frendenthal, "Beziehungen der E7 und E8 zur oktavenebene, I, I1”, Proc. Kon.
Ned. Akad. Wet. A, 57, 218-230, (1954).

M. Geoffrey, Y. Gaywalee, ” Leibniz algebras and Lie algebras ”, arXiv :1201. 5071v1
(math. RA]J, (2012)

S. GOmez—Vidal, B.A. Omirov, A.K.H. Khudoyberdiyev, ” Some remarks on semi-
simple Leibniz algebras ”, arXiv :1201. 5559v1. [math. RA] (2012)

Gorbatsevich, V. On some basic properties of Leibniz algebras, arxiv :1302.3345v2.

A. Hedges and E. Stitzinger, More on the Frattini Subalgebra of a Leibniz Algebra,
arXiv :1206.5707v2 [math.RA] (2013).



96

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

BIBLIOGRAPHIE
L. T. Hodge, L. B. Parshall, “On the representatios theory of Lie triple systems”,
Trans. Amer. Math. Soc, 4359-4391, (2002).

N. C. Hopkins, Nilpotent ideals in Lie and anti-Lie triple systems, J. Algebra,
178(1995),

N. JACOBSON, "Lie and Jordan triple systems”, Amer. J. Math., 71 :149-170, 1949.

Jie. Lin, Zhiqi. Chen, Leibniz algebras with pseudo-Riemannian bilinear forms, Front.

Math. China 2010, 5(1) : 103-115 DOI 10.1007/s11464 — 009 — 0055 — z.

N. Kamyia, S. Okubo, "On Lie triple systems and Yang-Baxter Equations”, Proc.
of the 7th Int. Colloquium of differential equations (Plovdiv, 1995), VSP, Utrecht,
189-196, (1997).

Kath, Ines and Olbrich, Martin : The classification problem for pseudo-Riemannian
symmetric spaces. Recent developments in pseudo-Riemannian geometry, pages 152,

ESI Lect. Math. Phys., Eur. Math. Soc., Zurich, 2008.

M.Koecher, "Imbedding of Jordan algebras into Lie algebras. I”. Amer. J. Math. 89,
787-816, (1967)

P. I. Kovaljov, ” Lie triple systems and spaces with affine connections”, Math Zametki,

14, 1, 107-112, (1973).
P.I. Kovaljov, ” On a class of Lie triple systems”, Ukr, Geom. Sh. | 14, 24-28, (1973).

O. Kahn and A. Rosendahl, Wedderburnzerlegung fur Jordan-Paare, Manuscripta
Math., 24 (1978), 403-435.

J. Lin, y. Wang S. Deng, T*—extension of Lie triple systems, Linear Algebra
Appl.(2009),doi :10.1016/j.1aa.2009.07.001.

W. G. Lister, ”A structure theory of Lie triple systems”, Trans. Amer. Math. Soc.
72, 217-242, (1952).

Lopay, J.L., ,” Dialgebras ”, in : Dialgebras and related operads, Lectures Notes
in Mathematics, vol. A763, Springer Verlag, pp 7-66,(2001)

Lopay, J.L., ,” Une version non commutative des algebres de Lie : Les algebres de

Leibniz”, Ens. Math. 39 (1993), 269-293.
O. Loos, "Symmetric spaces”, W. A. Benjamin New York, vol. I, TI, (1969).

A. MEDINA, PH. REvVOY,”Algebre de Lie et produit scalaire invariant ”, Ann.
MScient. Ec. Norm. Sup., 4eme serie, 18 (1985) 553-561.



BIBLIOGRAPHIE 97

[59]

[60]

[61]

[62]

[64]

[65]

[66]

[67]

[68]

K. Meyberg, Lectures on algebras and triple systems, Lecture notes, The university

of virginia, Charlottesville (1972).

E. NEHER, ”Jordan Triple systems with completely reducible derivation or structure

algebras”, Pacific J. Math, vol 113, no 1, (1984) 137-164.

Neukirchner, Thomas : Solvable pseudo-Riemannian symmetric spaces. Preprint, 58

pages, 2003. See http ://arxiv.org/abs/math/0301326

Omirov B.A., Rakhimov L.S. and Turdibaev R.M., On description of Leibniz algebras
corresponding to sl2, Algebras and Representation Theory, doi 10.1007/10468-012-
9367-x.

B. Omirov, F. Wagemann, Rigidity and cohomology of Leibniz algebras,
arXiv :1508.06877v4 [math.KT] 6 Oct 2015

L. Sabinin, L. Sbitneva, I. Shestakov, Non-associativ algebras and its applications,

Aseries of lecture notes in pure and applied Mathematics, vol 246.

R. Velasquez, R. Felipe, On K-B quasi-Jordan algebras and their relation with Leibniz
algebras, Communicacions del CIMAT.

Rikhsiboev, I.M., Rakhimov I.S. Classifcation of three dimensional complex Leibniz

algebras. AIP Conference Proc., 2012, 1450 :358-362.

K. Yamaguti, On algebras of totally geodesic spaces (Lie triple systems), J. Sci.
Hiroshima Univ., Ser. A 21 (1957/1958), 107-113.

Z. x. Zhang, y. Q Shi, L. N. Zhao, "Invariant symmetric bilinear forms on Lie triple
systems”. Comm. Algebra 30, No. 11, 5563-5573, (2002).

Z. X. Zhang, R. Gao, The Killing form for Lie triple system, Journal of Mathematical
Research and Exposition July, 2009, Vol. 29, No. 4, pp. 745-752



98

Index des notations

£ algebre de Leibniz, page 1

U, V] = {[u,v],u € U,v € v}, page 2

End(£) ensemble des endomorphismes de £, page 2
Der(£) ensemble des dérivations de £, page 2

L, multiplication gauche, page 2

R, multiplication droite, page 2

Ze noyau de Leibniz, page 3

Anng(£) annulateur droite, page 3

Ann,(£) annulateur gauche, page 3
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Résumé

Dans cette these, on étudie la structure de quelques types d’algebres (binaires et
ternaires) munies d’'une forme bilinéaire symétrique, non dégénérée et associative
(ou invariante). La premiere partie de cette these est consacrée a 1’étude des algebres
de Leibniz quadratiques. On montre que ces algebres sont symétriques. De plus,
on utilise la T*-extension et la double extension pour montrer plusieurs résultats
sur ce type d’algebres [14]. Ensuite, on a remarqué que que I'anti-commutativité du
crochet de Lie donne naissance a de nouveaux types d’invariance pour les algebres
de Leibniz : L’invariance a gauche et I'invariance a droite. Alors, on s’est intéressé
a I'étude des algebres de Leibniz (gauche et droite) munies d’une forme bilinéaire
symétrique, non dégénérée et invariante a gauche (et invariante a droite). On prouve
que ces algebres sont Lie admissibles. ([15]).

En second lieu, on s’interesse aux systemes triples de Lie et de Jordan. On débute
la deuxieme partie de cette these par la description inductive des systemes triples
de Lie quadratiques au moyen de la double extension qu’on introduit dans le papier
[16]. Dans ce méme papier on introduit la 7™ extension des systémes triples de
Jordan pseudo-Euclidien. Finalement, on donne deux nouvelles caractérisations
des systemes triples de Jordan semi-simples parmis les systemes triples de Jordan

pseudo-Euclidiens.

Mots clés : Algebres de Leibniz, systemes triples de Lie, systemes triples de Jordan,

produit scalaire invariants, T*-extension, double extension.
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