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Résumeé

L’objet de cette thése est 'étude du probléeme A%u, = f,, avec les conditions
aux limites u, = Au, = 0, le second membre étant supposé dépendre continfi-
ment de w dans L?*((,,), ou

Q,={(r,0);0<r<1,0<f<w}, 0<w<m,

est une famille de secteurs tronqués du plan.
Si w < 7 on sait d’apres BLUM et RANNACHER 1980 que la solution de ce pro-
bleme u,, se décompose au voisinage de l'origine en

Uy = Ul w + U2 w + U3,w, (1)

ou uy ,, Us, SONt les parties singulieres de u,, et us,, la partie réguliere.

En effet, au voisinage de l'origine u, ,, (resp. ua,,, us,,) est de régularité H 145 —e
(resp. H**%~¢, H*) pour tout ¢ > 0, tandis que la solution u, appartient, au
moins au voisinage de l'origine, a 'espace H*({);), ou ), est le demi-disque
supérieur de centre 0 et de rayon r = 1.

On voit clairement une résolution de la singularité pres de I'angle = dont la
description est l'objectif principal de ce travail. Le résultat obtenu est que la
décomposition (1) de u,, est uniforme par rapport a w, lorsque w — w, pour
les meilleures topologies possibles pour chacun des termes, et converge terme a
terme vers le développement limité de u, au voisinage de 0.

Mots clés : Polygone, Bilaplacien, Singularité, Espace de Sobolev.



Abstract

In this work, we study the family of problems A%u,, = f., with boundary condi-
tion u,, = Au,, = 0. There, the second members are assumed to depend smoothly
onw in L*(Q,), where

Q,=1{(r0):;0<r<1,0<f<w}, 0<w<m,

is a family of truncated sectors of the plane.
If w < 7 it is known from BLUM et RANNACHER 1980 that the solution u,, decom-
poses as

Uy = Ul w + U2, + U3,w, (1)

where wu;,, us, are singular and us, is regular. Indeed, near the origin, u;
(resp. s, us,) is of regularity H'*o—¢ (resp. H**o—¢, H*) for every ¢ > 0,
while the solution u, is, in the neighborhood of the origin again, of regularity
H*.

One clearly sees a resolution of the singularity near the angle = whose descrip-
tion is the main objective of this work. The obtained result is that there exists a
decomposition (1) of u, which is uniform with respect to w, when w — 7, with
the best possible topologies for each term, and which term by term converges
towards the Taylor expansion of u, near 0.

Keywords : Polygon, Biharmonic operator, Singularity, Sobolev spaces.
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Introduction

Dans ce projet de theése on s’'intéresse au comportement singulier de la solu-
tion pres des sommets pour quelques modeles mathématiques gouvernés par les
opérateurs Laplacien et/ou bilaplacien. Plus précisément, dans un ouvert plan 2
borné et a frontiere polygonale I', on considére les deux problémes suivants :
(P) probléme de Laplacien-Dirichlet,

Au = f dans ¥,
(P1) { w=0  surl;

(P,) probléme de la plaque posée sur un bord,

A%y =f dans ©,
(Pz){ u=M(u)=0 surl;

ou

0%u

M(u) =vAu+ (1 V)8?72.
Ces problemes posés modélisent le comportement d'une plaque simplement po-
sée sur son bord. On désignera par v le coefficient de Poisson du matériau ho-
mogene de la plaque. La condition u € H?(f2) permet de leur donner un sens
variationnel.
Dans ces équations, on a désigné par u le déplacement perpendiculairement a la
plaque au point = (sous 'hypothese de petit déplacement) et par f la densité des
forces volumiques.
De nombreux auteurs ont étudié I'existence, I'unicité et la régularité de la so-
lution de ce type de problemes avec différentes conditions aux limites, notam-
ment ceux de KONDRATIEV 1967, M. A. MOUSSAOUI 1977, BLUM et RANNACHER
1980, GRISVARD 1972, GRISVARD 1986, MEROUANI 1990, et beaucoup d’autres.
En utilisant des espaces de Sobolev convenables on sait résoudre par la méthode
variationnelle ces problemes, voir par exemple NECAS 1967, LIONS et MAGENES
1968 et GRISVARD 1986.
Les solutions font apparaitre des singularités, dont la description est la difficulté
principale dans la résolution de (7).

L’objet de ce mémoire est 'étude du comportement singulier des solutions des

problémes (P;) et (P,) au voisinage des sommets de (2 lorsque le second membre
f est donné dans L?(Q).
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BLUM et RANNACHER 1980 ont étudié de maniere détaillée le probléme (F),
en laissant toutefois la définition précise de la condition aux limites M (u) = 0.
Le memoire est divisé en deux parties.

La premiére partie contient les chapitres 1 et 2 et elle est structurée comme
suit :

Dans le premier chapitre on donnera un rappel des principales notations,
quelques résultats d’analyse fonctionnelle et notamment sur les espaces de So-
bolev avec ou sans poids.

Le second chapitre est divisé en deux parties. La premiere partie est consa-
cré au probleme de Laplacien-Dirichlet. On va étudier ce probeme de maniere
détaillée. Le lecteur obtiendra ainsi une premiere information sur la régularité
maximale de la solution au voisinage d’'un coin ainsi que la forme de certaines
solutions singulieres. La deuxiéme est consacré a 'étude du probleme (P,) dans
un ouvert § fixé. En reprenant les mémes techniques utilisées dans la partie pré-
cédente, on trouvera un résultat identique a celui de BLUM et RANNACHER 1980.
Mais le sens de la condition aux limites M (u) = 0 n’a pas été explicité dans I'ar-
ticle de BLUM et RANNACHER 1980.

En utilisant des techniques analogues a celle de NECAS 1967, on a donné un sens
a la condition aux limites M (u) = 0 lorsque la solution variationnelle appartient
a H?(Q).

Le troisieme chapitre reprend le probléme (/) en examinant le comportement

des solutions dans une famille d’ouverts, les seconds membres étant supposés
dépendre continiment des ouverts. De maniere plus précise, on suppose donnés
des ouverts polygonaux au voisinage de l'origine Q,, w €)%, 7, ayant un som-
met en O d’angle w si w < 7 et étant plat si w = «. La solution u,, du probleme
(P,) dans §2,, exhibe une singularité en O dont I'effet est de limiter la régularité
de u,, exprimée dans I'échelle des espaces de Sobolev H?(f,), aux exposants
o < 1+ Z. En revanche, lorsque w = T, la solution u, appartient, au moins au
voisinage de O, a 'espace H*. Il y a donc un saut dans les exposants de Sobolev
décrivant la régularité des solutions lorsque w — 7.
Ce chapitre contient le premier résultat important de cette these. En effet, si on
revient sur la décomposition de u,, en partie singuliere et réguliere, on montre
que la partie réguliere vérifie des estimations de régularité uniformes par rapport
a w, alors on a le théoréme suivant :

Théoréme 1. Pour tout f, € L*(€,), quelconque, il existe deux constantes
al, a? et une fonction A, telle que la solution u, du probleme (P,) admet au
voisinage de l'origine la décomposition suivante :

s us 2
u,(r,0) = alre sin o+ air% sin -6 + A, (r,0), (0.0.1)
w w

ou A, € H* au voisinage de 0, et ou il existe une constante C' ne dépendant pas

11



de w tel que
|+ |a2| + 1 Aullm < Cllfull iz, - 0.0.2)

Dans ce théoréme, la nouveauté réside dans l'uniformité par rapport a w des
estimations (0.0.2). Si, en effet on ne s’intéresse qu’a un probléme (P,) sur un
ouvert €, fixé alors (0.0.2) est une conséquence directe des travaux antérieurs
déja cités. Pour obtenir 'uniformité par rapport a w dans (0.0.2), on a développé
dans cette these une méthode différente de celle des prédécesseurs pour obtenir
la décomposition (0.0.1).

Le chapitre quatre contient les autres résultats nouveaux de cette these. Il est
structuré comme suit :
Le premier résultat et le troisiéme décrivent les singularités des solutions w,,
et les topologies pour lesquelles il y a continuité autour de w = 7, c’est-a-dire
convergence (au moins locale) de u,, vers u, lorsque w — w. Un deuxieme ré-
sultat fournit un calcul explicite des parties singuliéres de u,, w < 7, fondé sur
une propriété de factorisation du probléme (F,). Cela permet de décrire plus fi-
nement la maniere dont u,, converge vers u, lorsque w tend vers «, en prouvant
que les parties singuliére de u,, ont une limite,

Dans le premier résultat, on démontre la convergence au moins locale de u,,
vers u,, lorsque w tend vers 7 pour la topologie H'.

Dans le deuxiéme résultat on démontrera le théoréme suivant :

Théoréme 2.

ur
Jim o, = o}, = 5 £(0,0)
1 0%u
. 2 _ 2 _ T
i a, = a, = 28x8y<0’0)’

ce qui montre que, dans (0.0.1) et lorsque w — =, chaque terme converge
vers I'un des termes du développement limité de u, au voisinage de 0. Dans
le troisieme résultat, on démontre la convergence au moins locale de u,, vers u.,

. 2 : s
lorsque w tend vers ™ pour la topolog1e H : Remarquer que, puisque 1+~ tend
vers 2, cette topologie est la meilleure possible en un certain sens.

12



0.1 Principales notations utilisées

0.1.1 Notions géométriques

Q) : un ouvert borné de R?,  frontiére polygonale de point générique = = (7, 73) .
I' : frontiere de €2, ds : la mesure de longueur sur I'.

N
T : une partie (segment) de I',I' = | J T;.

j=1
f : la densité des forces volumiques.

V : le gradient.

A : le laplacien.

A? : le bilaplacien.

0.1.2 Espaces fonctionnels

D() : l'espace des fonctions indéfiniment différentiables et a support compact
dans €2 muni de la topologie de limite inductive.

D'(Q) : désigne I'espace des distributions sur €.

LP(Q) : I'espace des fonctions de puissance p-ieme intégrable sur ()

pour la mesure : dx = dxidxs.

W3 () : Tespace de Sobolev d’ordre s.

W:(Q) : ladhérence de D(Q2) dans W3 ().

wy (Q) : 'espace des restrictions a 2 des éléments de W (RQ) :

W3 (§2) : le sous-espace de W, (§2) formé de fonctions u dont le prolongement @
par zéro hors de ) appartient a W) (RQ) :

H™ () : Pespace de Sobolev d’ordre m (défini ici pour m € N,p = 2,

par convention d’écriture H%(Q) = L*(Q)).

Wp1 7 (T') : désigne I'espace des fonctions f € L? (I) telles que

[ i@ -ropr B oo

lz —yl”
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1 Rappels sur les espace des
Sobolevs dans un polygone

L’étude des équations aux dérivées partielles nécessite l'utilisation des espaces
de Sobolev d’ordre s € R. Ce sont donc ces espaces et leurs propriétés que
I'on va rappeler dans ce premier chapitre, ainsi que d’autres résultats d’analyse
fonctionnelle qui seront d'une grande utilité dans notre travail.

L’'objet de ce chapitre est de donner quelques résultats fondamentaux qui
concernent les espaces de Sobolev. Ce qui nous concerne ici, sont les espaces
de Sobolev relatifs a un ouvert plan € strictement polygonal.

Notons que I'essentiel des résultats mentionnés dans ce chapitre figure dans
GRISVARD 1986.

1.1 Domaines polygonaux, notations

On dira qu'un ouvert plan borné (2 est un domaine polygonal si sa frontiere I'
est la réunion d’'un nombre fini de segments de droites. On ne suppose pas que {2
soit d’'un seul c6té de sa frontiere. Ceci permet des coupures comme sur la figure
1.1. Pour alléger les notations, on suppose {2 connexe et simplement connexe.
Ceci permet de désigner par S, Ss, ..., Sy les sommets de I' en suivant l'orienta-
tion positive (certains sommets sont donc répétés). On note I'; le segment ouvert
]S;-1, 5;[ (identifiant Sy & Sy). On a donc

=

J

=

T,

La mesure de I'angle de 2 en S; est notée w;. Enfin, 7j; (resp'. 7;) désigne la
normale unitaire sortante (resp'. la tangente unitaire) dans le sens direct sur I';.
Dans le cas particulier ou il n’y a pas de coupure (tous les w; < 27), on dira que
2 est un domaine strictement polygonal. Dans toute la suite de ce mémoire,
on suppose que ) est strictement polygonal : c’est-a-dire un ouvert a frontiere
lipschitzienne au sense de NECAS 1967.

1.2 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev peuvent étre définis de différentes manieres lorsque
I'ouvert 2 considéré est a frontiere réguliere. Les définitions correspondantes
peuvent conduire a des espaces différents lorsque la frontiére de () est peu régu-
liere. C’est pourquoi il y a lieu ici de préciser la définition utilisée. On suppose

14



Figure 1.1 — Polygone Plan

toujours que p €1, +o0l.

Définition 1.2.1. On note W, (Q) [’espace des distributions u définies dans
telles que :

a) D € LP () pour |a| < m lorsque s = m est un entier positif;

b)ue W () et

dxdy
o _ (0% p
/Q/Q|D u(@) = D) = < oo,

pour «, |a| =m lorsque s = m + o est non entier (m entier, 0 <o < 1).

La norme (naturelle) de W () est notée [|uf, , -

Comme d’habitude, Wps (2) désigne la fermeture dans W (§2) de 'espace D (£2)
des fonctions test.

Définition 1.2.2. Lorsque s < 0, W} (2) est le dual de W 2" (Q) avec p gt =
1.

Les notations suivantes sont commodes.

15



Définition 1.2.3. On note W;(Q) le sous-espace de W (§2) formé des fonctions
u dont le prolongement u par zéro hors de €2 appartient a W;’(RZ).

I1 est bien connu (voir NECAS 1967, ADAMS 1975 et DAUTRAY et LIONS 1975)
que pour ¢ lipschitzien, on a

. 2
W3 (Q) =W?*(Q) pour s > 0ets#m+ — (m entier).
p

p

(2 étant lipschitzien, il admet le théoréme de prolongement (ADAMS 1975) c’est-
a-dire,

u € W () si et seulement si il existe U € W (R?) telle que U |q = u.

De cette propriété découle la plupart des propriétés de I'espace W (2), sauf
celles relatives aux traces.
L’espace D (Q) des restrictions a ) de fonctions de D (R") est dense dans
W5 ().
Les immersions de Sobolev sont valables. Si s >t, ¢ > pets— % =t— %, alors
We(Q) C W, (Q), (1.2.1)

P

Wy (Q) € CF(Q), (1.2.2)

p

sik<s—2<k+leta=s—2—Fk,ouC" (Q) désigne I'espace des fonctions
k fois continiment dérivables jusqu’a l'ordre % sont bornées et uniformément
holdériennes d’exposant « dans (2.

Lemme 1.2.4. Soit u € Wlf (Q) avec s — % non entier. Alors pour tout o tel que
o] <5,
pstlelDey e 1P (Q),

ot p désigne la distance de x a I'.

L’injection de W () dans W, (Q2) est compacte pour s > .

1.3 Traces de I'espace IV (Q)

1

7 o) . 1—=
GAGLIARDO 1957 a donné une caractérisation de I'espace W, * (I') des res-
trictions a I' (ou traces ) des fonctions de W, (Q2) . Soit ds la mesure de longueur
sur I'.

Définition 1.3.1. On désigne par Wpli; (Q) , Uespace des fonctions f € LP (')

telles que
[f1r@ - rap @D o

lz —yl”
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Théoréme 1.3.2. L’application u — u|r qui est bien définie sur D (Q) admet
un prolongement v, par densité, qui est un opérateur linéaire continu surjectif
1

de W, (Q) sur Wpli; (T'). Son noyau est I/Vp1 Q).

. . 7 17l \
Il est instructif de découper I'espace W, * (£2) en morceaux correspondants a
chacun des cotés I';.

On pose pour cela, si f € W, " (Q)
fi = [lr-

1

C’est larestriction de f aI';. Il découle de la définition 1.3.1 que f; W;_E (I';),
ce dernier espace étant défini en 1.2.1 (I'; est un ouvert de R). Les f; ne sont
pas toujours indépendantes les unes des autres. En effet, on a la proposition
suivante :

1

Proposition 1.3.3. La fonction [ € ka; (I') si et seulement si f; € Wplip(f‘j)
pour tout j et en outre :
(@) fi(S) = fi+1(8),1<j<N,sip>2

d
) [ 1 (@3 (=) = fisa (@) S < +00,1 < j < N, sip =2

Expliquons la notation utilisée : z; (o) (resp'. z; (—o)) désigne le point de
I'j 1 (resp'. I';) a distance o du sommet S;.
Ces points sont symétriques par rapport a .S; le long de I'. La condition (i) a un
sens puisque d’apres le théoréme de Soboley, la fonction f; est continue sur T';
donc en S;_; et en S;. Cette condition est naturelle car une fonction f continue
sur I" est, apres découpage, une collection de fonctions f; continues qui se rac-
cordent aux sommets. La condition (i¢) exprime aussi que f; et f;;; coincident
en S; mais dans un sens faible. On la notera pour alléger :

fi 5 Jre (1.3.1)

Il n’y a aucune condition de raccord aux sommets lorsque p est inférieur a 2.

Il sera également commode de définir 'opérateur linéaire continu surjectif v; de
1

1-1
W) (Q) sur W, *(T;) par
Yiu = (yu)r;- (1.3.2)
On désigne par H™(2) = W3"(Q2) 'espace de Sobolev d’ordre m (défini ici pour
m € N, p = 2, par convention d’écriture H°(Q) = L?*(Q2)).
L’espace H™(£2) muni du produit scalaire

<U7U>Hm(9): Z <aauvaav>L2(Q)7

0<am

17



est un espace de Hilbert.
H["(€2) désigne la fermeture de D(f2) dans H™(2).

1.4 Une formule de Green

On considere ici 'espace D(A; LP(S2)) des fonctions de LP(f2) telles Au €

LP(Q2). Lorsque € est strictement polygonal, D(f2) est dense dans D(A; L,(Q2))
pour la norme naturelle. De plus, on a le théoréme suivant :

Théoreme 1.4.1. L’application
ou
u U Y 1.4.1
= {% ,%%} (1.4.1)

qui est définie sur D(Q), admet un prolongement par densité continue de D(A; L,(9))

dans
1 11

Wp_p(rj) x Wy (L)
lorsque p # 2 et dans le dual de

lorsque p = 2.

Dans le cas d’'un ouvert a frontiere réguliere, on peut donner un sens a la
formule de Green pour u € D(A; L*(Q)) et v € W7 (Q) pourvu que 5 + . = 1. Ici
la présence des coins oblige a restreindre ’espace ou varie v.

Corollaire 1.4.2. On a

/Auvdaz—/ uAvd:c—i(< Ou v > — < YU v >) (1.4.2)
Q Q — fy] 87]] I fY] fy] 77_] anj ok

Jj=1

pour toute v € W2(Q) telle que

(i) v(S;) =0, j=1,2,...N sip>2.

(1) v(S;) =0 et Vu(S;) =0, j=1,2,..,N sip<2.

(111) v est nulle au voisinage de S;, j=1,2,..,N sip=2.

Ceci est démontré dans GRISVARD 1985. Remarquons seulement que, dans
I'indentité (1.4.2), les crochets de dualité sur chacun des I'; ont tous un sens
car :
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ou —1-1 o 141
i cW, () et yvjuoe Wy *(Iy),
J

L ov

_1 o 1
Yiu € Wp p(F]) et ’}/]% € qu (F])
J

1.5 Espaces de Sobolev avec poids

Rappelons que notre objectif est d’étudier le comportement de la solution de
nos problemes au voisinage des sommets. Pour cela, on peut classiquement se
ramaner au cas ou le sommet est en O et ou §2 est un secteur infini d’ouverture
w, noté G, et ou u est a support borné. Il est commode d’introduire des espaces
avec poids adaptés a la géométrie du domaine G.

Définition 1.5.1. On note P)*(G) l'espace des distributions u définies dans G
telles que :
rmmtlelpey, e LP(@G)

pour |a] < m (m est entier > 0), ot r(x) désigne la distance de x da [’origine.

Ces espaces correspondent a des espaces de Sobolev usuels dans le change-
ment de variables z = (21,22) € G + (¢t = In(z), 0§ = arctan I*). Ce changement
de variables transforme GG en la bande B = Rx|0,w|. Précisément, si u et v se
correspondent par

u(x) = u(t, 0).

Lemme 1.5.2. On a u € P"(G) si et seulement si
TG € W(B).

On note P™ = Pj".
Cet espace est relié aux espaces de Sobolev par les injections suivantes :

Lemme 1.5.3.
(i) Hy'(G) C P™(G),

(ii) Si p € D(G) et u € P™(G), alors pu € H™(G).

Démonstration.
(i) Soit ¢ € D(G), u € P™(G) et soit a = (ay, ) € Nn? tels que |a| < m.
On a

D*[pu]l = > C kD kD, po(kdy,
(kvl)ga
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Donc, on a le résultat désiré si on remarque que @D = r™1elg p=mtlal Doy,
ou

rmHlel pay, e L3H(@) pour tout a tel que |a| < m.

(i) Pour u € D(G), on a

0 0
u(rcosf,rsinf) :/ —u(rcoso,rsino)do.
0o 0o
Or
0 . .
8—u(r coso,rsino)| < r|Vu(rcoso,rsino)|.
o

On en déduit

| u(rcos@,rsinb)|

0
< /|Vu(rcosa,rsincr)|da,
0

r

et

+o0o
/‘r“’flu(x,y)fdxdy = / / u(r cos @, rsin 0)? ‘ rdrdf
e

2
+o00o
/ / </ |r"Vu(rcos o, rsino)| da) rdrdf

4o pw 0
/ / do / 0 |r'Vu(rcos o, rsino)| rdrdodd
o Jo 0

IN

IN

WQ 2
< —/ |r"Vul|” dedy.
2 Ja

Cette inégalité, appliquée de fagon itérée aux dérivées de u, montre que pour tout
la] < m il existe C' tel que

/‘ ’mHQ‘Dau‘ dedy < C Y /‘Dﬁu‘ dxdy.
|Bl=m

Par densité, on en déduit (i). O

On introduit également les espaces duaux des espaces précédents, au moins
pour m = 1.
P~Y(@G) désigne 'espace des distributions de la forme :

% + Dig1 + Daga, avec g; € L*(G),0<j <2
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Lemme 1.5.4. Sip € D(Q) et u e HHQG), alors pu € P~HG).

Démonstration.
On a
u=fo+ Dfi+ Dsfs avec f; € L*(G),0 < j < 2.

On en déduit que

ou={pfo— Di(p) fr = D2(p) fo} + D1 (¢f1) + D2 (of2) .

C’est le résultat désiré, si on pose

L —ofy— (Dig) i = (D) fo

g; = Dj(ef;), j=1,2.
]

Dans la suite, nous aurons besoin du théoreme de Paley-Wiener-Schwartz
(TREVES 1967 p. 305).

Théoreme 1.5.5.
(i) Soit T € &' (R?) d’ordre Ny telle que suppT C {t € R?: [t| < r}. Il existe
alors une fonction F : C* — C , holomorphe, telle que F({) =T(¢) si ¢ € R? et,

|F(2)] < C(1 4 |2])Noerlim=l vz € C.

(ii) Inversement, soit F' : C*> — C holomorphe vérifiant la propriété ci-dessus;
il existe alors T € &' (R") telle que suppT C {t e R2: |t| < r} et T(C) =F(C) ,
V¢ € R2.
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2 Létude de certains problemes
aux limites dans un polygone du
plan

2.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de faire un rappel sur I'étude de certains problémes
aux limites dans un polygone du plan. Plus précisément, on examine le compor-
tement de la solution au voisinage d’un coin.

La section 2.2 sera consacrée aux travaux de GRISVARD 1986 pour le probléme
de Laplacien-Dirichleta, la section 2.3 aux travaux de BLUM et RANNACHER 1980
pour le probléme suivant :

A%y = f dans Q,
(P2) { u=M(u)=0 surl,

ou € borné est un ouvert de R? a frontiére strictement polygonale.

BLUM et RANNACHER 1980, comme nous l'avons déja mentionné dans l'intro-
duction générale, ont étudié de maniere détaillée le probleme (F). Il reste ce-
pendant a donner un sens a la condition aux limites M(u) = 0, a savoir que
la solution variationnelle appartienne a H?(2). Pour ce faire, on va utiliser des
techniques analogues a celles de NECAS 1967. On rappelle également le résultat
principal de leur article.

2.2 Le probleme du Laplacien dans un polygéne

2.2.1 Position du probléme

Etant donné f € L*(f2), on considere u, solution variationnelle du probléme

suivant A ;4 0
U = ans
P b
( 1){ u = 0 sur 0f2.

Il s’agit d’étudier la régularité de u dans un ouvert ) borné de R? a frontiére
polygonale avec des conditions de Dirichlet homogene.
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2.2.2 La formulation variationnelle du probléme (P;)

Rapplons que la formulation variationnelle du probléme (P;) est obtenue en
choisissant :
V={veH(Q):v=0surT }=H(Q),

avec _
a(u,v) = / Vu.Vudz

et

Q
F(v) = / F(a)o(z)dz.
Q
Le probleme variationnel est alors

(PY) Trouver u € V' tel que
L a(u,v) = F(v), Yo € V.

Grace au Lemme de Lax-Milgram, le probleme (P) a une solution unique u €
H{ () (voir par exemple GRISVARD 1986).

2.2.3 Localisation du probléeme (F})

H\f

Figure 2.1 — L'ouvert 2
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Pour obtenir des énoncés plus simples, il sera commode de supposer qu'un des
coins coincide avec l'origine et que ses cOtés sont portés par les demi-axes ¢ = 0
et # = w conformément a la figure 2.1.

Posons Y 'ensemble des sommets de {2 qu'un décompose en :

Y=, U,
avec

Y. 'ensemble des sommets d’angle < =
Y, Pensemble des sommets d’angle > .

En appliquant la méthode de la partition de l'unité sur 'ouvert (2, on obtient

1= ZXW"‘Xrega

weX

telle que

Xw(w') = 0, pour tout w,w’ € 3,

Xreg(w) = 0 pour tout w € X.

oll x € C™ & support dans D(Q) N B(w, p) pour p > 0.
On déduit alors

u = Z Uy + Upeg-
weX

Lemme 2.2.1. On a
Upeg € H2(Q)

Démonstration. Soit )y un ouvert de 2 de classe C*, telle que supp x., C .
On a

aXre ou aXre ou
A(XregU) = (AXreg)u + Xregf + 2 { 9 9 _}

Oxr Ox Oy Oy

On a évidemment g € L?(£2) donne u,., € H*(Q) .
Pour montrer que u,., € H*(2), il suffit de prolonger u,., par 0, ce qui n’endom-
mage pas la régularité puissque u,., est nulle au voisinage de 9€). U

Un calcul analogue au précédent donne

Auy, = A(xou) = hy, (2.2.1)
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avec

h, = (AXUJ)U + Xuf +2 {

Il est clair que h,, € L*(Q) car u € H}(Q).

Ixw Ou n Ixw Ou
Or Or Oy Oy |~

2.2.4 Transformation du probléme

Pour simplifier les notations, on pose v = u,, et h = h,, alors '’équation (2.2.1)
en coordonnés polaires s’écrit

%ar(rar)v(r, 0) + %631}(7“, 0) = h(r.0), (2.2.2)

avec) <r<let0 <0 <w<2m.NotonsG = {(r,0)[0 <r<let0<60<w<2r}.
Rapplons que le support de v et & est inclus dans {r < 1}. Ensuite, on pose r = ¢,
et

v(r,0) = v(e', 0
hi(t,0) = e*h(e, 0).

vi(t,0),

Il vient
AUl (t, 9) = hl (t, 9),

avec suppv; C {t <0} et supph; C {t < 0}. A ce point, on note B la bande infi-
nie R333333333333333321 x |0, w[ munie de la mesure dtdf.

Lemme 2.2.2. On a
1. h € L*(G) si et seulement si e *h; € L*(B)
2. u € L*(G) si et seulement si e'v; € L*(B)
3. Vu € L*(QG) si et seulement si Vv, € L*(B)
4. Au € L*(Q) si et seulement si e 'Av, € L*(B)

Démonstration.

1. Cela résulte des calculs suivants

2 _—2t _ t 2 2t _ 2
/B ho(t,0)%e 2 dtdg = /B h(et,0)2eX dtdy = /G h(r, 0)2rdrdd.

2 2t _ t p\2,.2t _ 2
/Bvl(t,ﬁ) e dtdﬁ—/Bv(e ,0)%e dtdﬁ—/Gu('r’, 0)*rdrdo.
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/B Vou(t, 0)[2 dtdo — /B [(0r01(t,0))? + (Dpor(t, 0))?] dedo
= [ [0rutr, 00 + (@pu(r,6))") %d’rd@

.l 5 /1 2
_ /G (Oru(r,0))* + (0pu(r.6) ] rdrdd.

2. Un calcul analogue au précédent donne : si Au € L*(G) alors e tAv; €
L*(B).
Ce qui acheve la preuve du lemme 2.2.2.

2.2.5 Transformation de Fourier

Gréce a I'hypothese v; € L?(B), alors v; et ses dérivées d’ordre < 2 admettent
une transformation de Fourier sur la bande

B ={(¢,0): ¢ €]—o00,0] et €]0,w[}.

De méme, la fonction /; admet une transformée de Fourier sur la méme bande.
En appliquant la transformation de Fourier par rapport a ¢t sur I'’équation
(2.2.2), on obtient, posant v; =V

—CV(C,0) + 2V(C,0) = hi(C,0). (2.2.3)

Finalement, on obtient une équation différentielle ordinaire d’ordre 2 avec les
conditions aux limites suivantes :

V(¢,0)=0 pourf=0,0=uw.
La solution de I'’équation (2.2.3) a ( fixé, est donnée par :
V(¢.0) = c1(0)sh(Ch) + c2(0)ch(¢0),

ol ¢; et ¢, sont des fonctions de 6, dépendant régulierement du parameétre (.
La méthode de variation de la constante donne

{ c1(0)sh(CO) + c5(0)ch(¢O) = 0,
Ch(0)ch(CO) + Ch(0)sh(¢O) = Mn(¢,0),
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d’ot, en faisant apparaitre explicitement la dépendance en ( :
1-
Jpc1(C,0) = Ehl(w)ch(é@),
1x
Dpc2(C,0) = _Zh1(<79)8h<ce>'

Les conditions aux limites V({,0) = 0 et V((,w) = 0, nous permettent de
conclure que

CQ(C, 0) = 0,
ca(Cw) = _EZEE:Z;CQ< ,w).
D’ou
_ ch(Cw) h sh(Co)do — = ch(Co
(¢ = e "G o)sh(Coyda = ¢ [ n(C.O)ch(Co)do
(¢, ) —% " (¢ 0)sh(Co)do
et
V(C,0) = /06 o ,g)%{ZLLEEZ;S}L(QU)S}L(QQ)—sh((o)ch((@)}da
+ [ e G nicenuiics) - hicaysnico) | ao
:—% 09 h(C, o) ZE Zish (w—0)d C/ hi(C Zégf)))shC(w—a)da.
(2.2.4)
Si on pose

K. (C;0,0) = 23% ishg(w —9)si0 <o <.

1 sh(¢h)
¢ sh(Cw)

alors I'équation (2.2.4 ) s’écrit sous la forme suivante :

sh{(w—o0)sif <o <w,

K,(C0,0) =

V(60 = [ KulG0.0)in(C 0)do
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soit " X
01(6,0) = [ KulGo.0)un(C0)do (2.25)

2.2.6 Propriétés du noyau K,

On a, si ( — 400

1
K,(Co,0) v« ——e 9 si0<o<b

2¢
1
K,(Co,0) «» ——e 9510 <0 <w,
2¢
etsi¢ — 0
-0
K, ((o,0) « —% si0 <o <,

K, (¢ 0,0) —w sif <o <w.
La fonction
C — Kw(gﬂ g, 9)7

est une fonction méromorphe, dont les pdles sont de la forme ik ™ avec k € Z, k #
0.
La fonction

¢ = hi(¢,0) :/

t<0

e_ahl(t,a)dt:/ e “te* (e, o)dt,

t<0

est une fonction holomorphe sur le demi plan {/m¢{ > —1}.
En effet, on sait que le support de h est borné (ent ) par In R (r < R). Alors

hn(C o) = /]R e~ (1, 0)dt = /

e i mFImt 2 (et 5 dt = / e~ ittty (et o)dt.
t<ln R

t<In R

Comme e'h(e!, o) € L?(B), on a

(o) < CR™Y i (ry 1) > 0.

2.2.7 Le résultat principal
Nous pouvons a présent énoncer le résultat principal de cette section.

Théoréme 2.2.3. Pour tout f € L*(Q), la solution u du probléme (Py) admet au
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voisinage de lorigine la décomposition :
U = Uy + Ug

ot
1. u, € Hz(Q) N H(}(Q),

™

w; ., T
2. us =Y ¢;S;, avec S;(r;,0;) = n;(r;)r;” sin(—0;) pour w; > .
. w
7 J
Dans le cas ou w < m, on a us = 0.

Démonstration. La démonstration est celle de GRISVARD 1986, elle est basée es-
sentiellement sur le théoreme des résidus et les espaces de Sobolev a poids définis
dans le chapitre précédent.

Si on applique la transformation de Fourier inverse dans ’équation (2.2.5), on
obtient

1 1 w o
0(t0) = 5= [ B 0dC = o [ |7 (o) (G o, O)dodc.

On veut translater I'intégrale [ a [p_, pour faire apparaitre les termes e’ dont on
a besoin pour obtenir les estimations demandées par le lemme 2.2.2.
Cela donne, si w > 7

vy (t,0) = % /R /Ow ¢St (¢, 0) Ko (C: 0, 0)dodC
1 W
= o /R /0 D (C— i, 0)Ky(C — i 0,0)dodC

+i /0 “Res(¢thn (¢, 0)Ku((; 0,6), ~iZ)do.

Soit v (voir la figure 2.2) le contour défini sur le plan complexe.
Par application du théoreme des résidus, on a

[ etV KulG; 0,0)dC = 2imRes(e (¢, 0)KolC 0, 0), ~i)

-/ e“in(6,0) ol o0 - [ R_’ (6, 0) ulG 0, 0)dC
+ / (¢, 0) Ku(C: 0, 0)dC + / U (¢, 0) Ku(C; 0, 0)dC.
Or quand R — 400, alors

/iR%ini ewﬁl(c’ o) Ku(Ci0,0)dC — 0. (2.2.6)

Le résultat (2.2.6) est une conséquence immédiate du théoreme de Lebesgue ap-
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Figure 2.2 — Le contour vg, cas w > 7

pliqué & la fonction ¢ — €“thy (¢, 0)K,(C; 0, 0).
On trouve donc

oo . +oo—i
[ GG ic = [ e () Kl 0)dC

[e.9] o0—1

+ 2imRes(ethy (¢, 0) Ko (C; 0, 0), —iz).
w

A ce point, on pose

1 w A
U1 r(ta 0) = 5 / / eZ(C_Z)thl(C - ia U)Kw(c - 27 g, Q)dadg‘
’ 2 Jr Jo
01o(t0) = i [ Res(thn (¢, 0) K (G0, ), —i)do
0 w

Si w < 7, alors I'm(—i%) < —1, et on obtient vi(r,0) = vy,(r,0) avec la méme

définition de vy ,.
La suite de la démonstration du théoreme 2.2.3 repose sur les lemmes suivants :

Lemme 2.2.4. On a
1. v,(t,0) € P?(B),

2. v15(t,0) =0 st w <,

3. v14(t,0) = ce'v sin Z0n,, (€', 0) siw > 7.
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Démonstration. Rappelons également qu’on désigne par P%(B), l'espace des u

telles que :
e=Helt Dy € [2(B),|a] < 2.

La démonstration de la premiere partie du lemme 2.2.4 est basée sur :

Lemme 2.2.5. On a
v € [0, w] /“ € — i |Ku(C — i30,0)|do < C
0

Vo € [0, w] /w 1€ — i |Ko(C — i50,0)|d6 < C
0
Démonstration. On a

L IC= il K¢ =50 0)ldo = [ IC =i [KL(C = i0.0) do + [ 1C =il [Ku(C — i50.0)| do
= J1 + JZ

D’apres la définition de K,(( —7;0,0) si 0 <o <0, on a

0
= [l =i (¢ ~ i, 0)] do

sh((¢ —i)(w — 9))‘
sh(¢ —i)w '

_ /09 1€ — | [sh(C — i)o| do %

Comme

(=) ,
(1 eIy i ¢ >0,

sh(¢ —i)x = sh{x cosx — ich(rsinz =

et
’1 — e 2T < 2,
alors '
Sh{(C —i)w = )| _ S|t — et
— : e %Y.
sh(¢ —i)w elw |1 — e2C=dw| =
Donc

sh((€ —i)(w — 9))|

) . ,
7= [[1C =l lsh(c = i)aldo x |

0
< C’(/O V14 ¢2edo)e™? < C.

Finalement, on a

0
[l =il 1Ku(¢ — iz, 6) do < .
0
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Un calcul analogue au précédent donne

Iy — /9“ ¢ —i]?|Ko(C — i;0,0)|do < C.

Lemme 2.2.6. On a

L L] €= ¢ =i o)Kul¢ = 0. 0)doPdodc < € [ [ [hn(¢ — i) ddo
(2.2.7)

Démonstration.
I L€ =2 — i ok = i, 0)dofdsd < [ [ ([ (¢ = i.0)]I¢ = i [Kul¢ = i) dor)
< ([ 1¢ =P 1K (C — i30.0)] do))acas.

En appliquant le théoréeme de Fubini et le lemme 2.2.5, on obtient (2.2.7). O

Revenons maintenant a la démonstration du Lemme 2.2.4.
Montrons que vy, € P?(B) (c’est-a-dire V7 v1,.(t,0)e™" € L*(B)).
On a
| V2ot o) e atao = [ [(@F01,(t,0)* + (@v1,(1,0))%] e dedo
Bl " B
_ / (0201, (t, 0))2e 2t dtdd + / (8201, (t, 0))2e 2 dtdo
B B
= 5 + I

Etape 1. Estimation du terme [,
On a

1 w N
vip(t,0) = 5 /R /0 G (¢ — i, 0) Ko (C — i; 0, 8)dodC. (2.2.8)

Si on dérive (2.2.8) deux fois par rapport a t, on obtient
RN / / O V2R (C — i, 0) Ko (C — i; 0, 8)dodC.
D’ou

s (0.0) =~ [ [ 1€ iPRi(C 1)Kol — i, 0)do] ¢
— _TF inverse de ¢ —s [/Ow(g _ 020 (C =i, o) Ku(C — i o, G)da}
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Le théoreme de plancherel donne alors

[ |otoswof e s = ¢ [* | [7(¢ = (¢ — i,0) Ku(C — is0,6)dodCdt
B o Jr'Jo
w “ ) 2
gc/o /R}hl(g—z,a)\ dcdo
= C/w/ hi(t,0)|> e *dtdo  (Plancherel et le lemme 2.2.6).
0o Jr

Etape 2. Estimation du terme I,
On pose

(¢, o) = /0“ hn(C — i,0) Ko (C —i:0,0)do, (2.2.9)

On va dériver (2.2.9) deux fois par rapport a o. La dérivée premiere donne

0971,(C, 0) = /0 Chn(C — i, 0)0 K (C — 10, 0)do,

avec
WK, (C;0,0) = EZEEZ;CM(W —0)si0<o <0,
0pK,(C;0,0) = —Cgll((gz)) sh{(w—o0)sif <o <w.

Il n’y a pas de terme de bord parce que hi=0eno=0,0=uw et K, continue en
0.

Pour la deuxieme dérivée, on a

025,(C,0) = /Ow hn(C — i, 0)RKL(C — i:0,0)do + h(C —i,0),

avec
2K, (C0,0) = —szgggshg(w ) si0<o<f
02K, (C;0,0) = —Qj;jégz))sh((w —o0)sif <o <w,
sh(CO)ch¢(w — 6) + ch(¢O)sh((w — 6)

etenutlisantizlzoenazo,a:wet =1.

sh(Cw)
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Lemme 2.2.7.
VGE[Ow/w‘ang —i;a,@)‘daﬁ()’,
Vo € [0, / R KL(C—i0,0)[ d8 < C.

Démonstration. La démonstration est identique a celle du lemme 2.2.5. O

Finalement, on a

et Ry, (¢,0) = c/ /w R (¢ — i, o) OREKL(C — 130, 0)dod( + C/ Cthy (¢ — i, 8)dC.
R JO R

Alors

He_tagvlvr

’ <CH/ (¢ — i, )R K oo
L2(B)

+C/R/Ow (¢ —i,0)[ d¢do
+ II.

L2(d¢do)

Rappelons que (¢ —4,60) = TF(e hy(t, 6).
Donc d’apres le lemme 2.2.2

7= C/ /w L e~tha(t,6) |? didd
_c// h(r,0) P rdrdd < C || f|}2(0)

En appliquant le lemme 2.2.7 et 1’égalité de Plancherel, on obtient

WA 2
1<C [ [l —i.0) ddo < C g
Donc
/ V20, (1,0)[ e dtdb < c / ) / (i (t,0) 2 e dtdo < C' || f][2(0
B ’ 0 R

Ce qui acheéve la démonstration de la premiere partie du lemme 2.2.4.
Il reste maintenant a calculer v, 5 et démontrer la deuxiéme et la troisieme partie
du lemme 2.2.4. On a, siw > 7

V15 = z'/ow Res(e'hy (¢, 0) K, (C; 0,6), —z—)dcr.

w

Suivant la valeur de o, on va distinguer deux cas :

34



1" cas: 0 <o < #,on a

1 sh(Co)
K, ((0,0)=—= shl(w — 0).
T
Un calcul simple donne
- ~ ) T ) 0
Res(e™'hy (¢, 0) K, (¢ 0,6), —iz) = —leithl(—ﬂ, o) sin 7% in ™
W T w w w
2°Me cas i ) < 0 < w, on a
1 sh(C0)
K, ((;0,0)=—= sh{(w — o).
(G500 == Cangm ™ =)
Donc
- ol ) i ) 0
Res(e™*hy (¢, 0) K, (¢ 0,6), —iz) = —ieithl(—ﬂ, o) sin 7% in ™7,
W T W w w
D’ou

Vi = i/w Res(e'hy (¢, 0) K, (C; 0, 0), —iﬁ)da
0 w

R T 70 e i L MO my 70
= —ew'sin — 1(——,0)sin —do = Cew"sin —.
T w Jo w w w

Enfin, si w < 7, on a vu que vy s = 0.

Ceci achéve la démonstration du lemme 2.2.4 et du théoréme 2.2.3.
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2.3 Le probléme (P,) dans un polygéne

2.3.1 Position du probléme

On considere ici un probleme aux limites gouverné par 'opérateur bilaplacien.
Pour f € L?*(2) donnée, on cherche u dans H?({2) solution du probléme suivant :

A%y = f dans Q,
(Py) ! (2.3.1)
u=M(u)=0surT,
ou o2
M(u) =vAu+ (1 — y)a—n?;

Ce probléme représente le modele mathématique de la déformation d’une plaque
simplement posée sur son bord I" . f est la densité de force volumique, u(z) est
le déplacement perpendiculaire a la plaque au point = (sous I’hypothese de petits
déplacements). M (u) est le moment de flexion. On s’'intéresse a I'existence et a
I'unicité de la solution variationnelle u € H*(Q2) de ().

2.3.2 Formulation variationnelle du probléme aux limites

T 1
= etT = ,
= () e ()

sont respectivement la normale unitaire sortante et la tangente unitaire dans le
sens positif sur la frontiére I' (les sommets sont exclus). Les restrictions de 7 et
Taly, pour j =1,2,.... J, seront notées par

J J
m i

n; = ; etT»:< )
’ (77%) ’ 3

Pour une fonction u suffisamment réguliere, M (u) et N(u) désignent les opéra-
teurs différentiels suivants :

2.3.2.1 Notations

Les vecteurs

0%u

M(u) =vAu+ (1 — V)8—?72,
N = -2 A +(1—y)ﬂ
W= Tt nore’
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ou v € |0, 1] est le coefficient de Poisson du matériau constituant la plaque.
Les restrictions de M (u) et de N(u) a I' seront notées

0%y

M(u) = y(vAu + (1 — l/)—anz),
N(w) = —y(Z At (1 0) 2 )
u—vanu V(?n(%?’

ou ~ désigne 'application trace sur I'.
Les restrictions de M (u) et de N(u) a I';, pour j = 1,2, ..., J, seront notées

0%u
M(u) r; =v(vAu+ (1 - V)a—n]z)
Pu

v; désigne l'application trace sur I';.

2.3.2.2 Existence et unicité de la solution du probléme (P7,)

On va montrer que la méthode variationnelle usuelle est applicable ici pour
s’assurer de l'existence et de l'unicité d’une solution v € H 2(Q).
Une formulation variationnelle de ce probléeme est obtenue en choisissant :

V:{UEHQ(Q):UZOSUI’F},

0*u O*v Pu v 0*u 0%
a(u, v) /Q udvde = |, [( ) (ax% 927~ * 01,01, 91077 | O3 aw%ﬂ dx’

et
F(v) = / Fl@)o(z)dz.
Q
Le probléme variationnel associé a (P;) est alors

Trouver u € V' tel que

(%) { a(u,v) = F(v), Yv € V. (2.32)
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Grace au Lemme de Lax-Milgram, le probleme (F;) a une solution unique u € V.
En effet, la linéarité des formes a et I et la continuité de a sont faciles a vérifier ;
la coercivité de la forme a est une conséquence du lemme suivant.

Lemme 2.3.1. (NICAISE 2000) On a

a(u,u) > (1 —v) |u|§{2(9) Nu eV, (2.3.3)

1
2

0l |ul g2y = < D HDO‘uHiQ(Q)> désigne la semi-norme de H*().
|o|=2
Démonstration. Par définition de a, on a
2
0?u 0*u 0%u
= W ———— 2(1 —
a(u,u) /Q[ + V{aanyQ}_'_ ( V>’3:L’8y

Il en résulte que

2 2

2
O |dady.

ay?

J%u

O?

2 2

82
Y| Jdwdy.

0xdy

0%u

+ 0

i
or?

a(u,u) > (1—y)/Q[

| |

0

La coercivité de la forme a sur V' découle maintenant de (2.3.3) et de 'équi-
valence de [u| g avec ||ul|y2(q) dans V' (voir Theorem 1.1.9 NEcAs 1967).
Il reste a montrer dans un sens a préciser, que la solution u du probleme (Fy) est
bien solution du probleme (F).
En choisissant v = ¢ € D({2) dans (2.3.2), on obtient immédiatement

A’y = f dans D'(Q). (2.3.4)

La condition u | = 0 est contenue dans la définition de V. Il reste a justifier la
seconde condition.
Soit

H (AZ,Q) = {v € H?(Q): A% € L? (Q)},

c’est un espace de Banach pour la norme

1
) 2 2
”UHH(AQ,Q) = (Hv”m(m + HA2U Lz(Q)) :

Lemme 2.3.2. D(Q) est dense dans H (A2,9)) .

Démonstration. La preuve est analogue a celle du cas H (A, Q) (voir le lemme
1.5.3.9 GRISVARD 1985). O
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0
Lemme 2.3.3. L’application v — fyja—v est linéaire continue surjective de V' dans
n;

1

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théoréeme 1.5.2.8 GRISVARD
1985. O

l\?l»—l

Lemme 2.3.4. Pour u € H (A% Q), M(u) est bien définie en tant qu’application
J
de H (A?,Q) dans [] H’%(Fj), et on a la formule de Green suivante

j=1
0*u 0*v Pu 0% 0%u 0%v
A%u)odz — / Aulvd —9 d
/( ujvdz UAVAT + [ <8:p% 03 011079 011014 + 03 ax%ﬂ o
J
0
=-> < )sYVim— - > Vo e V.
=0 m; [ - 3(r;)xH2 (T;)
(2.3.5)
Démonstration. D’apres le théoreme 1.5.2.8 GRISVARD 1985 et le corollaire 1.4.4.10
—, 0
GRISVARD 1985, pour tout w € H= (I';), il existe v € V tel que w = fyja—v et
Nj
ol < Clwllz (2.3.6)

ou C' est une constante indépendante de w.

Soit u € D(Q) et u=0sur I', pour w € Hz (T';) on définit

- Z/Mj(u)wda, j=04alJ

En faisant une intégration par parties (voir le lemme 2.2 NICAISE 1994), on obtient

lw) = a(u,v) — /Q(AQU)Ud:L‘.

D’apres la continuité de la forme a sur V' et l'estimation (2.3.6), il existe une
constante C' indépendante de w telle que

()] < Cllull gaz o) 191120

< Cllull sz lollzs

Par densité de D(Q) dans H (A% Q) (voir le lemme 2.3.2), on obtient le résultat
désiré. O
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D’aprés (2.3.4), on voit que u € H (A% (). La formule de Green (2.3.5) en-
traine

1 ~1
H™2(Ij)xH?2 (L)

/Q(Azu)vd:c + zJ:

j=0

Ov
(025 ) = [ f@pias
pour tout v € V. D’apres (2.3.4) , on a donc

0
<7jM(u),7ja—: =0 YoeV,
j

>H%<Fj>xﬁ%<rj>
d’ou d’apres le lemme 2.3.3
~iM(u) =0dans H™2 (T;), j=04aJ.

L’interprétation du probleme variationnel (2.3.2) en terme de probleme aux li-
mites est donc la suivante :

N*u=f dans Q,u e H (AQ,Q) ,
u=0dans H? (T), (2.3.7)
~iM(u) =0dans H™2 (T;), j=04aJ.
Les problemes (Py) et (2.3.7) ont donc exactement les mémes solutions.

Théoréme 2.3.5. Pour [ € L*(Q) le probléme (2.3.7) admet une solution unique
u€e H (A% Q).

2.3.3 Localisation du probleme (F;)

En suivant les mémes démarches, que dans la sous section 2.2.3, on obtient

u = Z Uy + Upeg
WwEY
Lemme 2.3.6. On a
Ureg € H4(Q)

Démonstration. Soit )y un ouvert de Q2 de classe C*°, telle que supp x., C .
Calculons A%ty = A%(Xpegtt).
On a

d re 0 0 re 0
AQ(Xregu)) - A(AXTEQU)) + A(XregAu) + 2A { Xreg —u —+ Xreg _u}

Or Ox oy 0Oy
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A? (Xregu) =

OXreg OAU  OXrpeg OAU
A(Xrea AU) = AXpeoA rea A(A 2 9 9 )
OAXreg Ou  OAXrey Ou
A(AYreqtt) = (A(AXe AXreaA 2 = = O
(3g) = (ABg )+ Ay 4 2{ 5 a S O B
0 reg ou o) reg ou 82 reg 82u 82 reg 82u
(ZX ,gm )55 + éx szi;-+_2 { 5;2 B2 + 8§éy Bxay}
L[y D1 DAy O\ .
Oor Ox oy Oy
OXre ou g reg ou 02 reg du 02 reg 2u
(A )éy_g>8_y + ?)y‘ A% +2{ (9};2 oy2 + 8a>ﬁ<(9y Bxay}
Alors
0A reg Ou 0A reg Ou 0 reg u 0 reg
Xreg AP+ (A%Xreg)u +2 (P2 Gt 4 230eaBu) 49 (A% ) B2 4 (A%
_'_
PXreg 8%u 9% Xreg 62u *Xreg 0%u Oxreg OAU | OXreg DAY
[28%regu + 8% o 4 4T Xn B0y 4 4000 Sy | 9 | Drea O e S
+
0 reg 83u 0 reg 83u 2] reg 83u 82 reg 82 reg 82'& 82 reg
(4 g:}: ) Era + (4 i%y ) 0x20y + (4 i;:v ) Ox0y? + (6 8>3</2 +2 8>;2 ) oy? + (8 ai«(ay
Si on pose
[JAN% 0 ONAY 0 0 0 o?
AQ' e :AQ e 4 reg |\ Y 4 reg |\ Y 2(3 reg reg
[ X g} Xreg + ( Ox ) Ox < oy ) oy < Ox? oy? | Ox?
Lo (38X P ) P (OPreg ) P (0| O
0y? ox? ) 0y? 0x0y ) 0xdy or ) 0z3
Qe O Ly (e O (i) O
oy ) Oy? oy ) 0x20y Oy ) 0xdy?

On trouve alors
AUpoy = freg = [A2; xreg} U+ Xregf-

Comme le support de 'opérateur du troisieme ordre [A?; x,¢,] ne rencontre aucun
des sommets de Q, f,.., conserve la régularité de f. Donc f,.., € L*(y) et par
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conséquent u,., € H*(Qp) (voir par exemple ADAMS 1975). O

Un calcul analogue au précédent donne
A?uy, = A? (o) = g, (2.3.8)

avec
G = [A% Xu] u+ Xug (2.3.9)

1l est clair que g, € L*(9).

En effet, les coefficients devant D? sont des dérivées de 7, donc sont nuls au
voisinage de I'angle, tandis que D3u € L? (et méme H') sur tout ouvert inclu
dans 2 qui ne rencontre pas un voisinage de chaque angle.

2.3.4 Transformation du probléme (F})
2.3.4.1 Passage en coordonnées polaires

Pour simplifier les notations, on pose u, = u et g, = g.
L’équation (2.3.8) s’écrit en coordonnées polaires :

(rD)*u +2(rD,)3*u — 2(rD,)*u + 2(rD,)?* Dju — 2r D, Dau + Dju + 4Dju = r'g
(2.3.10)
avec0<r<let0<6l<w<2m.
Notons G = {(r,0)[0 <r<let0 <0 <w<2m}.
Rappelons que le support de u et g est inclus dans {r < 1}. En coordonnées
polaires, les conditions aux limites s’écrivent sous la forme suivante :

1ou 1 d%u d%u

M (u) = vAu+ (1 —v) My (u)—;ar o TV = 0. (2.3.11)
Ensuite, on pose
r=e,
u(rcosf,rsinf) = w(t,0),
g(rcosf,rsinf) = k(t,0).
il vient
(D} — 4D} +2D?D; + Dy + Dj)w = 'k (2.3.12)

A ce point on pose
7 = e'w,
| =¥k
Le changement de variable r = ¢’ transforme G dans la demi-bande D =] —

00, 0[x]0, w].
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Alors (2.3.12) et (2.3.11) prennent la forme suivante :
(D} —2D? + 1)Z +2(D? +1)D; Z + Dy Z =1 dans B = Rx]0,w],
7 =D;Z =0 pour ) =0, (2.3.13)
Z =D;Z =0 pourf = w.

Dans le paragraphe qui suit, on va démontrer que Z € H*(B).
Pour |a| < 2, D*Z est une combinaison linéaire de fonctions de la forme

e 'DPw; |B] < 2. (2.3.14)
On e déduit l'appartenance Z € H?(B), d’autre part il est clair que la trace de
Z est nulle sur la frontiére de B.

2.3.4.2 Transformation de Fourier par rapport a t

On a Z € L?*(B), alors elle admet avec ses dérivées d’ordre < 4 une transfor-
mée de Fourier sur la bande infinie B = R x |0, w|.

En appliquant la transformée de Fourier complexe par rapport a la premiere
variable sur le systeme (2.3.13), on obtient

(¢"+2¢2+1) Z(¢.0)+2(1- () Z(¢.0) + 23" (¢,0) = (¢, 0) dans B =Rx]0,w],
2(¢,0) = Z"(¢.0) =0,
2(¢,w) = 25 (Gw) = 0.

(2.3.15)

2.3.5 Etude de I'’équation differentielle
( est fixé. On considere ’équation en 6, avec h = letp=2:
(¢ 2 +1)6(C0) +2 (1= ) 67 (C,0) + 057 (¢,0) = h(¢,0).  (23.16)
La solution de 'équation (2.3.16) est donnée par
¢(C,0) = Ci(¢,0)e"? p; = £ 7+ .

Les C!(C,0) (C! = DyC;) son solutions d’un systeme linéaire 4 x 4 de déterminant
—4¢?(¢*+1). Pour déterminer les coefficients C;, i = 1 a 4, il suffit de trouver les
C! et d'utiliser les conditions aux limites données dans (2.3.15).

Lemme 2.3.7. L’équation (2.3.16) admet une solution unique lorsque ¢ appartient
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a l’ensemble D défini par

i) ¢ # 0,41 et (sh?*(Cw) + sin®w) # 0, ou
D ii) (=0, ou
i1i) ¢ = %i et ou w # tan(w)

Si (¢ D, on a des solutions multiples a l’équation différentielle (2.3.16).

Démonstration. 1’équation (2.3.16) peut étre résolue (presque explicitement) ; I'équa-
tion caractéristique de (2.3.16) s’écrit

pt 21 —p*+ (T2 + 1) =0, (2.3.17)

et ses racines sont £7 £ i. La solution de 'équation (2.3.17) est donnée par :

Z = 0161 + 0262 + 0363 + 0464, (2318)
ol
e1(0) = sin Osh(o,
es(0) = sin Och(0,
e3(6) = cosOsh(o,
e4(0) = cosbOch(o.

Pour déterminer les coefficients C;, i« = 1 a 4, il suffit d’'utiliser la variation des
constantes. On obtient donc le systeme suivant :

2c;<e>ei<e> o,
Zc;<9>e;<e> _o,

. (2.3.19)
>_Cl(0)e” () =0,

i=4
> Ci0)e” (0) = I(¢. 6).

i=1

Le systeme (2.3.19) est de Cramer, son déterminant est égal a

—4C(C + 1).

On a deux cas : si —4¢*(¢*+1) # 0 (ie ¢ # 0,44 ), il y a une solution unique
pour les 9yC;(¢,0), j =1,..74.
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Dans ce cas, on a

On en déduit

CI<C7 9) = Cl<C7 0) -

02(§7 0) - 02(§7 0) -

03(§7 0) - C3(§7 0) -

C4(§7 0) - C4(§7 0) -

ACAC0) = —5ea g l(6) () + Ceslh),
ACAC.0) = ~5ra (€ 0) (~Ceal0) = x(9)).
ACHC.0) = ~ g6 0) €4(0) = Cea0)).
ACHC.0) = —5ea () (—esld) + CealO).

0
2<<<21 T 1>/ (¢, ) (e2(@) + Ces(0)) do,
0
2<<<21 T 1>/ (¢, ) (=ex(0) = Cea(o)) do,
; (2.3.20)
2§<<21 T 1>/ (¢, 0) (ea(0) = Cer(0)) do,
2§<<21 T 1>/ (¢, ) (—es(0) + Cea(0)) dor

Les C;(¢,0) 7 =1,...,4 sont solutions d’un nouveau systéme linéaire 4 x 4.
En effet, a ’aide des conditions aux limites, on a

o d=(?—1.

C1(¢,w) (der(w) + 25e4(w)) + Co(C, w) (dea(w) + 2¢es(w
C5(C,w) (Oes(w) — 2Cez(w)) + Ca(C, w) (deq(w) — 2Cer(w)) =

C4<C7 0) = 07
Cl(ga 0) = 07
Ci(¢,w)er(w) + Co(C, w)ea(w) + C3(¢, w)es(w) + Cy(¢, w)eq(w) =0, (2.3.21)

LT

En substituant maintenant les valeurs C;(¢,w), i = 1,...,4, données par (2.3.20)
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dans les trois derniéres équations de (2.3.21), on obtient

0 0 0 1
612(w) eggw) 6384}) 64(6w) glgg, O; 6(3
S 2(¢, 0 1
Ser(w)  deaw)  des(w)  dea(w) Cs(C.0) ) = ( 0 ) (2.3.22)
n n - — C4(¢,0) S,
2es(w)  2Ces(w)  2Cea(w)  2Cer(w)
1 “
S = e ){K o) (e3(w — &) = Cea(w — o)) do
19 i
Sy = ——C{l ¢,0) (es(w — o) + Cea(w — o)) do.

Le déterminant du systeme (2.3.22) vaut
sh?(Cw) — (?sin® w.

Si sh?(¢w) — ¢?sin?w # 0, on a une solution unique.
Dans le cas ot sh?(Cw) — ¢*sin®w # 0, les C;(¢,0) sont donnés par :

Cu(G.0) = g [1(C.0) ea(0) + Ces(o)) do

<<,e>=§<—(5€3((2;f§€2 ) [1(¢.0) (es(es = 0) = Cealo = ) do
— ez(w / (es(w —0) + Ces(w — o)) do)
’ 6
/ (—Cea(o) — e1(0)) do,
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C5(¢,0) = %((662( (é2++2§€3

/l (C,0) (e3(w—0) — Ces(w — o)) do

+ ea(w) [1(¢, ) (es(w = 0) + Cealww = 0)) do)

1.
~ o@D (6 ) ~ Gl do

Ch(C,0) = _WIH){M”’) (—es(0) + Ces(0)) do

avec

A= —4¢*(sh*(Cw) +sinw).

O
2.3.5.1 Définition du noyau L ((;0,0)
Onposepour0 <0 <o <w
%[((fs(w —0) + Cez2(w — o)) (e3(0)ea(w) — ea(f)es(w))
Lo(C0.0) = +m(€3(w 0) = Cea(w — o)) (es(0 )(562( )+ 2Ces(w))
—m (es(w — o) = Cea(w — o)) (e2(0) (dez(w) — 2Cea(w))]
+(e3(0 — o) — Ce2( — 0)).
etpour0 <o <0 <w
sl((es(w — o) + Cea(w — o)) (e3(0)ex(w) — ea(B)ez(w))
L,(¢;0,0) =4 +mlew—0) = (elw 0’))(63(9)(562( ) + 2Cez(w))
— e (es(w — 0) = Cea(w — o)) (e2(8) (des(w) — 2Cez(w))].
Cela nous permet d’écrire (2.3.18) sous la forme suivante :
2(¢,0) = / 1(¢,0)Lo(C; 6, 0)do. (2.3.23)

47



2.3.5.2 Propriétés du noyau L, (¢;0,0)
Onaquand ( — 0:

1 (60+56%0° + O(¢")(C(w — 0) + 5P (w — 0)* + O(¢7))

3 G+ 50+ O(09)

_ Ow—o) 1 10(w—0) [, 5 5
O Cw 14?400 6w 7+ (=07 +0()
flw—0) 10(w-—o0)

CPw 6 w

L,((,0,0)=

(0* + 0% — 2wa) + O(¢?)

Finalement, on obtient

Lo(0,6,0) = —%M(GQ 4o 2wl)si0 < o <6,
w
10(w—o0)

— _—7(92+02 —2wo)sif <o <w.

La fonction ¢ — L, ((;0,0) est une fonction méromorphe, les poles de cette
fonction sont sous la forme

i(+1 — ng) avecn € Z, n # 0.

La fonction ¢ — (¢, 0) = / e~ “!I(t, o)dt est une fonction holomorphe sur le
R

demi plan I'm( > —2.
En effet, on sait que le support de [/ est borné (en t) par In R (r < R).
Alors

(¢, o) I/Re’iftl(t, a)dt:/ e mEm)t (¢ o) dt,

t<ln R

et comme e %] € L*(B), on a

i(¢,0)| < CR ™ sipy > —2.

2.3.6 Le résultat principal

Enfin, on termine cette partie en rappelant le résultat de BLUM et RANNACHER
1980 dont la démonstration repose sur les idées developpées par KONDRATIEV
1967. On suppose que l'origine est un point anguleux de 0, d’angle w.
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Théoréme 2.3.8. Si f € L*(Q) alors la solution u du probléme (2.5.7) admet au
voisinage de lorigine la décomposition :

u(r,0) = u.(r,0) + us(r,0),

avec
1. u.(r,0) € HY(Q),

2. US(T, 9) = Z—2<Imck<0 rlJﬂCk wk(e)
Les (. sont les racines de l'équation (sh*((w)+sin? w) = 0 dont la partie imaginaire
est dans | — 2,0[ et les Yy sont des fonctions C*.

Démonstration. Si on applique la transformation de Fourier inverse, on obtient

Z(t,0) = %/R G 7(¢,0)d // (¢, 0) Lo (C: 0, 0)dC do.

Par I'application du théoréme des résidus, on a

+oo
Z(t,0) = %/R G Z(¢,0)d / / M=2D](¢ — 9, 0) Lo (C — 2i: 0, 0)dod(
4o / Y Res(elctf(c,J)Lw(C;G,J),Ck)dJ
0 ocrme,<0

= Z,(t,0) + Z(t,0).

A ce point, on pose

us(r,0) =rZ(Inr,0) = > ry(0),

—2<Im(i<0

up(r,0) =rZ.(Inr,0).
Notons que les us(r, #) sont des solutions singulieres du probleme (Fy). O

Suivant les valeurs de w et de ( les solutions singuliéres du probléme (Fy)
sont de la forme :

1L.0<w< %, us=0;
2. 5 <w < F, u, = Corsg(0), us € H7(Q) Vo <1+
3- 2?7" < w <7T, u8:01r£¢1(0)+027”25 2(0), Ug GHJ(Q) \V/CT< 1+£>

4. 1 < w < 2mug = 02725 2(9) + Cgr?’% 3(9) + C47’2+%1/}4<¢9), Us € HO(Q)
Vo < 1+2%,
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Remarque 2.3.9. Avant de passer au chapitre suivant, on remarque que [’hypo-
thése u = 0 sur 0 (car g—z = 0 sur dQ), nous permet de déduire que le probléme
(Py) est équivalent au probléme suivant :

A?u=f dans Q)
{ w=J dans S, (2.3.24)

u= Au=0 sur df,
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3 Etude de singularité des
solutions au voisinage de =

Dans tout ce chapitre, la lettre C' designera une constante positive indepen-
dante de w.

3.1 Introduction

On considere dans ce chapitre une famille d’ouverts (2, polygonaux, dont l'ori-
gine est un sommet d’angle w, et une famille de problémes

) A%u, = f, dans Q,
“ U, = Auy, = 0 sur 99,
ou f, € L*(Q,).
Par des techniques de localisation classique (voir GRISVARD 1985) on se raméne
au cas ou les ouverts (2, sont les secteurs

2
Q, ={(r0);0<r<1,0<0<w}, §<w§7r.

Bien entendu, ces ouverts ne sont pas des polygones. L’étude menée ici étant
locale, seule leur géométrie polygonale au voisinage de I'origine importe, tandis
que le fait d’étre des secteurs rend adapté 1'usage de la transformée de Fourier,
comme on le verra dans la suite.

On sait d’apres la chapitre 2 (voir le théoreme 2.3.8), que si w < 7 alors la
solution u,, du probleme (P, ) admet au voisinage de 1'origine la décomposition

Uy = Uy,1 + Ug,,2 + Uy, 3,
ol Uy, = alre sin 26, uy, 5 = af}r%ﬂ sin 274 et u, 3 est la partie régulieére .
L’objectif principal de ce chapitre est d’analyser le comportement des singularités
des solutions u,,, en obtenant des estimations uniformes par rapport a w qui sont
nouvelles. Comme l'ayant déja expliqué dans I'introduction générale (voir page
12) cette estimation uniforme est une nette amélioration en comparaison au
résultat obtenu par BLUM et RANNACHER 1980 ; le théoréme suivant donne plus
de précision.

Théoréme 3.1.1. Pour tout f, € L*(Q,), il existe un voisinage ouvert V de

lorigine indépendant de w et f,,, deux constantes uniques a',, a2 et une fonction

w?’ w
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A, telle que la solution u,, du probléme (P,) admet dans V NS, la décomposition :

a v 2
U, (r,0) = a.rv sin o+ ai'r’27 sin 6 + A,(r,0), (3.1.1)
w w
avec

L= b+ a2 + 1Al < € 1 fell 2o

1
— — 3 —
2—A,=o(r wllnr).

Dans ce théoreme, la décomposition et la constante C' dépendent du choix de
V, mais pas les constantes al, a2 . Celles-ci peuvent étre considérées comme des
formes linéaires continues sur le domaine de 'opérateur A2, avec les conditions
aux limites v = M(u) = 0.

En choisissant v,, = Au, , on obtient immédiatement que le probléme (FP,) est
équivalent a

Au,, = v, € H? dans Q,

1
(F, u, = 0 sur 0},

w

) Av, = f, € L? dans Q,
v, = 0 sur 02,

v |
Lemme 3.1.2. La fonction u,, est une solution du probléme (P,) si est seulement
si le couple (uy,v,) est solution du probleme ((PL), (P?)).

Démonstration. La preuve est directe. O

Notons par A, I'inverse de l'opérateur A (le Laplacien de H2(Q)NH{ (92) dans L2(12)).
On sait que, si § est convexe, A, est continu de L?(2) dans H?(Q) N HL () =
HZ(Q2). De plus il existe une constante C' indépendante de w telle que ||v, || ;2(q,) <
Cllfoll 2@,

Lemme 3.1.3. I existe une constante C' ne dépendant pas de w (w < 7) telle que
||Uw||H2(Qw) <C ||fw||L2(Qw)
Démonstration. Pour la preuve voir par exemple GRISVARD 1985. O

Il en résulte que v, u, € H2(S),), que u, = Ap'v,, et que v, parcourt H2(Q,,)
lorsque f,, parcourt L?(€,,).
Cette égalité va permettre de retrouver la décomposition de u,, sous forme

u, = Ap'v, =Y fonctions "singuliéres"+reste

ou le reste, noté A, (r,#), vérifie 'estimation suivante :

Al 10,y < C llvollpzo,) -
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Avant de donner la preuve du théoréme 3.1.1, commencons par des résultats
préliminaires.

3.1.1 La norme H? en coordonnées polaires et la
caractérisation de />

On a v, € H*(Q,) si et seulement si

w rl
/ / | vy |2 rdrdf < +o0
o Jo
/ / | Vo, |? rdrdf = / / ((0,v,,)* ang) yrdrdf < 400
2 Lo 1 2
/ / ((8%v,,)? 8 Vs + 89%) 2(;8“9% — ﬁang) )rdrdf < +o00

Soit v, € H?Z, alors
0) =Y bi(r)sin K20
w

k>1
ou 5
b (r) = = / vo(r, 0) sin k=046,
w Jo w
Cela donne
v, € L?ssi Z/ (b (r))?rdr < C vyl 2,
k>1
et Z / (bg )2rdr définit une norme équivalente a la norme de v,, dans L.
k>1
Comme
vu(r,0) = Y b, (r)sin kzﬁdﬁ,
k>1
1
—8w,«9:—kbwk9d«9
T@’U(T’) u}kz;lrkcos
on a

S [ tha()rdr < vl

k>1
Vu, € L? si et seulement si

51
S [ b)) dr < Cllol

k>1
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51
ety / Vrdr+ Y K / (b (7))?=dr définit une norme équivalente a la
k>1 k>1 70 r
norme de V(v,,) dans L.

De plus

30.(r.0) = 3 W, (r) sin k=6,

k>1

k27r2 1 T
8 0, (1, 0) + - 89% T, 6) 1;{ e o R —brw(r)} sin kaﬁdﬁ,
—839%(7“, 0) — &;vw (r,0) Z k{ Do ! bkw( )} cos kzﬁdﬁ,
r Wik w

:—Zk{ bkw }cosk: 0do.

k>1

Finalement on a

O [ Our))rdr < O ol

k>1
) 5 . ) k27r2 1 9
D%v, € L?si et seulement si Z/ {=b. R —brw(r)}ordr < Clvg| g2
k>1

B K [ A b)) rdr < C o] o

k>1

(3.1.2)
On a

k*m? 1 1 1 k*m? 1

: klr) = 1) = gbealr) — g — 1] ghealr),

; ;c,w (T)

donc (2) et (3) dans (3.1.2) se raménent a

()2 1

w? r? w

k22 11
=1 [ Sha(r)dr < Clluucye.

w

et

B SR [0 0)Vdr < C ol

k>1

On déduit de ce qui précede le résultat suivant :
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Lemme 3.1.4. On a pour tout w < m et v, € H?

S [ ) < C ol

k>1
S [ () dr < Clloclipy
k>2
Zk4/ (bpeeo(r))? —3dr < C vl
k>2 r

11
[ Gt = ghralr)Prdr < C el

1 1 C
f) ) dr < 55 el

(7

3.1.2 Résolution des probléemes (P!) et (P?)

Revenons maintenant a la démonstration du théoreme 3.1.1.
Comme f,, € L? alors

0) = cpw(r)sin k—% (3.1.3)
k>1 w
avec
km
Chaw(T / fuo(r,0) sin —9d0

La solution du probéme (P}) dans ce cas-1a est de la forme suivante

0) = by.(r)sin k—%, (3.1.4)
E>1 w
avec
2 qw k
b w(r) = —/ v,(r, 0) sin T dg.
0 w

w

On va calculer by, en utilisant '’équation dont v,, est solution :

1 1
fo =Avy, = 83% + -0,v, + —83%
r

1 1 km km
= b/ —b' R — bk in —0
S0+ )~ 5 e sin
k
:Zc;w( 81n—7T€
E>1 w
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On déduit que les b, sont solutions de '’équation différentielle

1 knw
_(_

1
b/l _b/ _
k:,ou(,r) + r k:,ou(,r) 7,2 W

)wa (1) = crw(r);

la résolution de cette équation donne

bk’w(r) = Lk <T)Tk_wﬁ +azk (T)Tikw_ﬂ + Oé1,/l<;7’kw_7r + 042,1{/’7%#7

ol oy i, et gy sont des constantes et ou

w 1 kr
ar(r) = —%/r ck,w(s)s1 o ds,
w r kr
as k(1) = —%/0 Crw(s)s' T ds.

Cela nous permet d’écrire (3.1.4) sous la forme suivante :

e

™

s s s k
v, (r,0) = Z(al,k('r)r% + ag,k('r)r*% + osz'rkT + Qg pr” @ ) sin —WH.

k>1 w
Notons que v,, € L? donne by, € L*(rdr) pour chaque k.
Montrons que
w1
/ / v, (r,0)*rdrd < +oo implique ), = 0.
0 Jo
En effet, pour % fixé on a
w km 9 . 9 km
/ / (o gre )*sin® —6Ordrdfd < C. (3.1.5)
0 r<l1 w
Pour a, ;(r) on a
w 1 1_kz 1 1 w |k
= | — — w < — w
a1 = | = 5= [ erals)s™Fasl < — [ ["|£us.0)| '~ Fdsav,
donc
1 1 fw 1 1 fw x 1
lavn(r)] < —( / / fols,0)2sdsdf)3 ( / / s~E sdsdd)3,
kmJr Jo r Jo
1 \/E |_k=x
< |l foll e e R g

w
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D’ot

1
)2(@) 1follze = C I fullZ2

(3.1.6)

w km

ou
w n 1
/ / (aLk(T)rkT sin k—ﬁe)Qrdrdﬁ < C(—
0 r<1

Pour ay () on a

ey g <i/r/w 0)2sdsdf)t —YL__ 1+
|azk(r)] = | 2% Jo Crw(8)s s| < k7T< - fu(s,0)*sdsdf)? 2kg+27’
D’ou
v _kx , km 1 1 ) )
/0 /rSl(GQ,k(T)T g sm;&)%drd@ﬁC(E)Z(%Tw+2)||fw||p = C|lfullf2-
(3.1.7)

De (3.1.5), (3.1.6) et (3.1.7) et du fait by, € L*(rdr), on déduit que oy = 0.
Revenons maintenant a v,,(r, §). D’apres (3.1.4) on a by, (1) = 0, donc

1
w km
14kn
aLk:—/ Chw(s)s " w ds.
2k Jo «(8)

Alors

1 s s k
Vy(r,0) = — il / ck,w(s)slf%ds r's sin 59
s

r ™ ™ k:
-> il / chw(s)sl*%ds P sin 29
0

w

§ 1 - ek
+> = /0 c/w(s)s“’%ds 5 sin — 0, (3.1.8)

w

On obtient d’aprés qui précéde que la solution du probléme (P?) est donnée par
la formule suivante

kn kﬂ-

I w 1 km
Uy (r,0) ==Y —/ brw(s)s™« Tlds r'e sin —6
1 2km Jyr

w

I w r knm
Y — [ br(s)se Tdsr v sin —0
;2kﬂ/0 kw(S)s s w sin

I w 1 km km kﬂ'
—— | bro(s)s® Ttds r'e sin —86. 3.1.9
+kz:12k7r/o kw(S)s S rw sin ( )

w
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Dans tout ce qui suit, on décompose la série (3.1.3) sous la forme suivante :

fW<T7 9) = fl,w('rv 9) + f2,w(T, 9) + f37w(rv 9>7

avec

f1w(r,8) = c1,(r) sin o

w

2
Fouw(r,0) = co,(r) sin =0

w
f3u(r,0) = Z Crw(T) sin k—%

k>3

Le but de cette décomposition est de démontrer séparément le théoreme 3.1.1
pour fi., fou. €t f3., Cest-a-dire pour lescas k = 1, k = 2 etle cas k > 3. On
obtient le résultat final par linéarité.

Commencons avec le cas le plus difficile.

313 Lecask =1
D’apres (3.1.8) et (3.1.9) on a

1
vy (r,0) = — i/ c1w(s)s' " wds re sin Ty
T

21 w

w (" z _z . T
— —/ c1w(s)s' o ds r™w sin —0
2m Jo w

+ = /1 C1u(s)s T ods 1o si 9 (3.1.10)
- w w w sin —0, 1.
or Jo " w

et
1
Uy (r,0) = — ;—W/r b(s)s v ds ri sin g@
— i/ bro(s)soTds r=% sin Ty
2w Jo w
1
+ %/0 bru(s)swTds ri sin g@. (3.1.11)

Ecrivant

on obtient dans (3.1.11)

Uy (1, 0) = Ay (r,0) + alre sin E@,
w
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avec

A, (r,0) = %/0 by (s)s v ds ro sin g@
- %/0 by (s)seTlds r™o sin 59, (3.1.12)

et

1 _ v

a
“ 27

1
/ by (s)(s5 ™ — 575 ds. (3.1.13)
0

Le théoreme 3.1.1, dans ce cas, devient :

Théoréme 3.1.5. Pour tout fi.,(r,0) = al,sin T0 € L*(SY,), il existe un voisinage
owvert V' de lorigine indépendant de w et f1,, une constante unique al, et une
fonction A, telle que la solution u, du probléme (P?) admet dans V N, la
décomposition :

Uy, (r,0) = alrs sin g@ + Ay (r,0),

avec

1 - ||Aw||H4(VﬂQw) <C ||Uw||HZQ(Qw)

1
2 — A, =o(r? /In -
w=o0(r nT)

3 ’ai)‘ <C ||fw||L2(Qw)

Démonstration. On part de

A, (r,0) = %/0 b1 (s)s =T lds i sin g@

w r e _x . T
— —/ bw(s)setds 77w sin 0.
2 Jo w

On veut montrer que
[Aullms < Cllvs||2-

PA, 0?A A
Pour cela on va calculer d Y et “ et démontrer que

ox? " Oy? Oxdy

12 15 4 P
ox2 Oy? 1 0xdy

|lr2 < Cllva]|uz.

Pour simplifier la notation on pose
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I(r)= ; by (s)so T ds,
I (r)= [ bi(s)s™ Tds.
On a
0A, 1 x4 . T 1 x4 T
o 51_(7“) re ! sin ;0 + §I+(r) r~w lsin ;9,
10A 1 = 1 =
;aﬁew = 51_(7“) rv ! cos 20 - §I+(r) r~w ! cos g@.
Alors
04, 1 x4 . T 1 x4 T
o 51_(7“) P sm(; - 1)0+ §I+(r) T sm(; +1)0.
Ensuite
0 0A, 1 o . T
B o b1 (T )sm T cost + 2(5 —DI_(r) re *sin(— — 1)0
1 _x_o . T
=5 DLr) e Sm(a +1)8,
1004, 1w T T 1 e T
5 e 5(; — I _(r) re 2005(; —1)0+ 5(5 + 1)1 (r) r« 2005(5 +1)6.
D’ou
a@x; = by (7 )sm T9cos?0 + 2(5 DI_(r) re? sin(g —2)0
1
—c(E DI () B ( +2)0.
Si on fait une intégration par parties on obtient
()= [ buo(s)s=Hds = () — 5 / dy o (s)s=+3ds,
J_(r)
T s 1 s
Ii(r)= | bi(s)setlds = —by () s)sw3ds,
0 3+ =
J(r)
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avec

b1.0(5) ), (3.1.14)

diuls) = (22

On déduit de la régularité de by, que (voir le lemme 3.1.4)

dy, € L*(rdr) uniformément par rapport & w

(d1)" € L*(r*dr) uniformément par rapport & w

Finalement on a
O?A, 1T — 1Z+1
TR b1 (1) 4 sin g@ cos? 0 + 55’_ E sin(g —2)0 — 55}:% sin(g + 2)9}
1£ _1 jus 1£ 1 jus
— 55’_ gJ (r) ro2 sin(a —2)0 + §§igJ+(r) r-w 2 sin(— + 2)6.
On a
15 -1 1T +1
{sin 5«900529 + 5;_ = sin(g —2)0 — 55:% sin(g + 2)9} = —sin g@
T
— —1)P,(0),
+(T-1R.0)
(3.1.15)

ot P,(f) est un polynéme en sin 6, cos 6, sin 26, cos T¢ uniformément borné, ainsi

que ces dérivées, par rapport a w (au voisinage de ).

En effet,
1=+1 1 1
singecoSZH - §§ - Sin(g +2)0 — (g - 1) 33— = sin(g —2)0
—_————
iJro(%,l) de la forme P, (6)
m 1 m T
= sin —f cos® 0 — —sin(— +2) + (= — 1) P, (6
sin ~6 cos 4sm(w+ )+(w )P, (0)
1 1 1
= sin 29(5 cos® 0 + 1) — g ¢os g@ sin 260 + (g —1)PLY9)

1 . =« 1 LT ™. ™ 1

= sin ;9 + 5 cos 6 (sin ;9 cos  — cos 59 sin ) + (a —1)P,(0)
1 .« 1 . T T 1

= 4 sin ;9 + 5 cos@sm(; - 1)0+ (a —1)P,(6).

Si on pose
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on obtient bien (3.1.15). Il en résulte

— _b w
ox? 4" w
171 1z 4
— 5;’;— gJ_(r) re “sin(— —2)0 §§+ Z:J+( )T 2sin(; +2)6
D’une maniere similaire, on montre que
0*A, 171 1Z+1
% = by (1) {sin 50 sin? @ — 5;’;— = sin(g —2)0 + §§+ e sin(; + 2)9}
1 us - 1 s 1 L + ]. ™
+ 55’_ =J-(r) 2 sin(g —2)0 — §§’+ gJJF('r’) rw sm(; +2)6

w

Un calcul analogue au précédent donne

M2 LG . 1
smwﬁsm 0 23_£s1n(w 2542
_ Zsin o4 (C - 1G.(0),

ot G,,(0) est un polynéme en sin ¢, cos 6, sin =6, cos ¢ uniformément borné, ainsi
que ces dérivées, par rapport a w (au voisinage de ).
Plus précisément, on a

1sin(Z —1)0
Gu(6) = GL(0) — s TET L o
2 -1
il en résulte
GL(0) = 2 sin(~ —2)0
w 23 _g w
D’ou
0?4, 3 . 4
o = Zln,w(r) sin 50 + (; — 1)b1(r)Gu(6)
15— x_g9 . T 15+1 —2-2gin( X
+§3_gj_(r)r sm(w —2)0—23+£J+(T)T sm(w+2)9
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La dérivée croisée s’écrit

I*A, 1Z— 1241
920y = by ,(7) {sin g@ sin @ cos 0 + 5;_ E cos(g —2)0+ 55:3 cos(g + 2)9}
1= -1 . 1541 =
— 55’_ gJ,('r’) rw 2 cos(g —2)0 — égigJJr(r) rw 2cos(— +2)6

Un calcul direct donne

171 1741
{sin T 9sinf cosd + 3 L cos(z —2)0+ - “+ — cos(z + 2)9}
w —

w 3—Z 23 w

1 . 1 T T 1

= 7 sin ;9 sin 26 + 7 608 ;9 cos 26 + (; — )W, (0)
1 1

=~ cos 20+ - {sin T 9sin 260 + cos 0 cos 20 — cos 29} + (z —1DHWL()
4 w 4 w w w w
1 1

=~ cos 20+ - {2 sin >0 sin 0 cos § + cos z9(1 — 2sin® ) — cos 29} + (z —1HWL(H)
4 w 4 w w w w
1 T 1 .« . m 1

= 7 o8 59 +3 sm(a —1)0sin6 + (; — )W, (0).

Si on pose

Isin(Z—1)0 .
W _ M/l - w

alors W,,(0) est un polynéme en sin @, cosf, sin =6, cos 26 uniformément borné,
ainsi que ces dérivées, par rapport & w (au voisinage de 7).

On obtient
9*A, 1 T T
~b —0+(——=1)b 0
&L’ay 1 1w( )COSW +(w ) 1,w(r)Ww( )
12 -1 T T 1241 _x T
53 ZZJ (r) re COS(; —2)0 — 33 I —Jy(r)r Cos(w +2)6.

2
. . w .
Finalement nous sommes en mesure d’estimer le terme 922 (respectivement
x

PA, 0*A,
oy? " Oxdy

) en norme H?2.
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En effet, on déduit a partir de (3.1.15) que

0’4, 1 T
o2 = va(rv 0) + (; — 1)b1u(r) P(0)
114 (r,0) II2(7,0)
T 1 s 1 T 1 s
—55’_ gJ_(r) P2 sin(g —2)0 + égigﬁr(r) rw? sin(g +2)6.

II3(r,0)

D’apres le lemme 3.1.3 il existe une constante C' ne dépendant pas de w (w < )
telle que

Ml 20y < Cllfoll 2. -

Pour II; on procede comme suit

Lemme 3.1.6. [l existe une constante C' ne dépendant pas de w (w < w) telle que

L[ g2q,) < Cllvoll g2, -

Démonstration. D’apres le lemme 3.1.4 on a I, € L? et V(II) € L?. Le cas le
plus délicat est celui des dérivées d’ordre 2.
En effet, on a

821_.[2 m

e = (T ()P0
GO L0 = (@ et helip ) 4 (TP )1 20

1O, 10, m . bi,(r)  bio(r)
Garan ~ag) =0V 2 Ful)

On déduit d’apres le lemme 3.1.4 que

0?11,
or?

< C'|vy|l g2 (C constante indépendante de w).
L2
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1 0I5 1 011,

- il < .
(r or + r2 002 ) 2 CH%HHZ
10%I, 1 01,

- — = < ).
<'r’ orofd  r? 00 ) 2 C”UWHHZ

Il reste a estimer le terme Ils.

Lemme 3.1.7. [l existe une constante ne dépendant pas de w (w < ) telle que

||H3||H2(Qw) <C ||Uw||H§(Qw) :

Démonstration. Un calcul direct donne

8;23 — _2?3 : 15) (dy ,(r)r + (g — 1)d1(r)) Sin(g —2)0
* Sty )y = D) sin 200
_ %(g +2)(Z+ 1) () 17 E  sin(S +2)0
s E =) E () 5 sin(T -2
) E ) 5 sin(T 2
_ %6 = 2)(Z = 1)J-(r) rEsin(= — 20
T ) e eos(T 4 2)6
2w w w
5= 0)(C =) 5 cos(T - 26,

Estimation du terme

or?
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1-On a

1 r ) ) Lo . ]
/(/ dl’“’(s)sﬁ?’d‘s)%_%_SrdTS/ (/ d1,w(8)252d3)(/ s Hds)r 25 Srdy
0 Jo YA ;
1 1 pr
= %/0 /0 di . (s)*s*ds r~2dr

1 1
< 2%4_5/0 d17w(s)2$ds

2-On a
1 r . i 1 , — )
/ ( dl,w<3)87;+3d8)27"2w 87’d7’ S / (/ dl,w<5)282d8)</ ST+4d3)7"2;78T-dT-
0 0 0 0 0
1 1 pr
= %/@ /0 d1 . (s)?s°ds r2dr

1 1
< 7_2§+5/0 dy . (s)*sds

3-On a d’apres le lemme 3.1.4

(Z —1)2
<2<37 /dlw %rdr < Cllou |32
(X —1)
2 P [ty < Ol

et

(_

<2(3+

/ dy (7 'r’d'r’<C||vaH2
D2 [t < Clu e
— 0 ’ z

ou (' est une constante indépendante de w.
Conclusion

D’apres ce qui précede on a
0?11
Les termes ( 3.1.16) et (3.1.17) sont estimés de la méme facon.

or?

< Cllvsl g2
L2
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Cela implique que

sl g2y < Cllvollgza,,) -

Finalement on a démontré que

De maniere similaire, on montre que

on écrit

9*A,
oxr?

<C ||Uw||H§(Qw) :
H?(Qw)

0 A,
oy?

<C ||Uw||H§(Qw) :
H?(Qw)

2
w

0x 0y

Pour le terme

0PA, 1
.
oxdy 4 10(r)
Xi(r,0) Xo(r,0)
Tr—1 ﬂ us 1241
——e w2 cos(— —2)) — =&
23 = (r)r COS(w ) 2557

X3(r,0)

cos ge+ (g )by ()W, (6)

Jo(r)yro? cos(z +2)6.
w

2
w

0x?

Les termes Xs(r,0) et X3(r,0) sont estimés exactement comme dans le cas
0?A,
0y? )

Pour le terme X;(r,#), on a

(respectivement

Lemme 3.1.8. [l existe une constante ne dépendant pas de w (w < w) telle que

1 X120y < Cllvwll 2., -

Démonstration. 1l est clair que X; € L? et V(X;) € L?, le cas le plus délicat est
celui des dérivées d’ordre 2.
Un calcul direct donne

82X1 m
57 = by, (r) cos ;9;
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10X;  10°X, Vio(r)  biw(r) T T 7 obio(r)
(; o +T—2 892)_( T2 )Cos;0+(1+;)(1—;) o cos —0;
162X1 1 3X1 ™ bll (T) bl (7«) T
_ _ _ _ W _ Yw g
Caae wag) =~ ol 2 )sin—
D’apres le lemme 3.1.4 on en déduit
X,
| 2 L <C ||Uw||HZ2 .
10X, 10X,
z - < .
(r or + r2 062 ) o CH%”HZ
182X1 1 8X1
- _ L < .
(T orofd  r2 00 ) 2 CHUWHH?

D’apres qui ce qui précede on a

0? A,
0xdy

< Cllvsll g2, -

H2(Q)
Finalement on obtient
||Aw||H4(Qw) <C ||'Uw||H§(Qw) :

Ceci termine la démonstration de la premiere partie du théoreme 3.1.5.
Passons maintenant a la démonstration de la deuxieme partie.

Montrons tout d’abord que
1
biw(r) = o(ry/In-).
r

En effet, on a si r < rg, ou rg < 1,

D) = [y (spas - 220 < ([ (s)sds fin T2 4 Bl
r r 0

To

ou dy, est défini dans (3.1.14).
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Donc

Pour tout € > 0 on choisit ry tel que
To
/0 df ,(s)sds < €.

Alors si r < rg

b1 w by 1 . .
‘ L <T)‘ < e+ | L <TO)| < 2e si r est assez petit.
ry/Int "o y/Inl

D’apres (3.1.12) on en déduit

Au(r,0) = O(TB\/E).

Enfin, la derniére partie du théoreme 3.1.5 se démontre de la fagon suivante :
On part de

1 1
al, = %/0 by w(s)svds — %/0 brw(s)s wTds
h1 h2

On a évidemment
|| < C vaHHE(Qw) ;

ou C est une constante indépendante de w.
Pour hs on a grace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz

w ! 1 b oamig
|h2|s§¢ / <b1,w<s>>2;ds¢ 575 ds < Cllullz,

N . / 1 . N 2
ou C = C'sx AT est uniforme par rapport a w (5 <w < 7).

Finalement on déduit d’apres le lemme 3.1.3 que

lal| < Cllfull oo

ou (' est une constante indépendante de w.

Le théoréeme 3.1.5 est entiérement démontré.
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3.14 Lecas k =2

Dans cette section on part, comme dans le cas k£ = 1, du calcul de v, et u, a
partir de (3.1.8) et (3.1.9), et on déduit que

27 2
Uy, (r,0) = Ay,(r,0) + airT sin —FH,
w

avec
) T 27 2w 27T
Au(r,0 :—/bw ~E+ds % sin =0
(r,0) e (s)s 57 sin —
T Xy i 2
— %/0 b27w(8)827+1d8 r% sin g@,
et
w 1 27 2m
@ = [ baul(s)(sFH -5 E s, (3.1.18)
47 Jo

Le théoréme 3.1.1, dans ce cas, devient :

Théoréme 3.1.9. Pour tout fo,(r,0) = a2 sin 220 € L?(€L,), il eziste un voisinage
owvert V' de lorigine indépendant de w et fs,, une constante unique a? et une
fonction A, telle que la solution u, du probléme (P?) admet dans V N Q, la
décomposition :

us 2
uy(r, 0) = ai’r’% sin 59 + A, (r,0),

avec

L= [[Aull s,y < C llvellgz,) ot C est une constante indépendante de w

2— A, =o(r* lnl)
\

3—[2] < C Nl arnn

Démonstration.
1-Montrons que |[Ay|[g+ < Cl|vel|m2-
On a
Ay(r,0) = l /rb (S)S_Q_Tr+1d8 r sin 2—7T€
AT g Jo B w
w r 27 27 27T
— — [ by (s)swlds rw sin =6
47r/o 9w (S)s s 17w sin—

Pour montrer que ||Ay||g+ < Cl|vy||m2, on procede comme dans le cas k =1 : on
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0%A, 0*A 0*A
calcule i Y et “ et ensuite on démontre que chacun de ces termes

ox? " Oy? Oxdy

vérifie une estimation du type :

1 0%*A,
or?

|2 < Clvo | a2

1 9% A,
0y?

iz < Cllvy||az

fla
0x0y

|2 < Cllvg]|az,

On pose

L.(r)= /r by, ()5 tids
0
L (r)= /r by, (s)s™ % Tds.
0

2
w

La dérivée 522 s’écrit
D*A, 2
o b (1) sin %9 cos? 0
1 27 o o . 2T 1 27 om o . 2
+ 5(; — L _(r)re« 25111(; —2)4 — 5(; + 1)Ly (r) r 2sm(; +2)6
= by (r) M, (0)
1 27 o o . 2T 1 27 om o . 2T
+ 5(; — 1)L (r)rw 2sm(; —2)0 — 5(; + 1)L (r)r = 25111(; + 2)0.
2
La dérivée 0y2w s’écrit
D*A, 2
0 b (1) sin 59 sin® 0
1,2 n 2 1
- 5(% ~VL_(r) rE QSin(g 0+ (L DL (r) 5 2sin(E +2)0
w w
= by (r) M (0)
1 27w o o . 2T 1, 27 oy T
— 5(; — 1)L _(r)re 25111(; —2)0 + —(; + 1) Ly(r) r 2sm(; +2)0.
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2
w

0xdy

La dérivée s’écrit

0* A,
0xy

= by, (1) sin T 9 cosOsind
w

1.2 x 1 ﬁ

o DL () rE2eos(Z =20+ = (Z + 1)L (r) rE 2 cos(Z + 2)8
2w w 2w w

= by (r) M3(6)

1 27 2 _, T 1 7 _2n_o T
+ 5(; — )L (r)r COS(; —2)0 + 5(; + 1)L (r)r COS(; +2)0,

o ML(0), M2(0) et M3(9) sont uniformément bornées, ainsi que leurs dérivées,

par rapport a w (au voisinage de 7).
2

w .
(respectivement

Finalement nous sommes en mesure d’estimer le terme 92
T

0*A, 0*A,

oy? " Oxdy
Comme dans le cas kK = 1 on va étudier seulement les dérivées d’ordre 2.
On a

) en norme H?Z.

D*A,
L = b (1)MA(O)
Y1(r,0)
1 27 2 _o . 2T 1 27 2 o . 2T
+ 5(; —1)L_(r)r sm(; —2)0 — 5(; + 1) Li(r)r s1n(; +2)0.

Ya(r,0)
Pour Y; on a
Lemme 3.1.10. [ eziste une constante ne dépendant pas de w (w < m) telle que
1Yill 20, < C llvall 2., -

Démonstration. 1l est clair que Y, € L? et V(Y;) € L2
Un calcul direct donne, pour les dérivées d’ordre 2,

0?Y; ,

= U (ML)
1 8Y1 1 82Y1 o bl2,w(r) 1 b2 w(r) 1 ",
(;W + T_2 602 ) - r Mw(e) + TQ (Mw(e)) )
1 0%Y; 10Yy, by (r) o Daw(r) o
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On en déduit d’apres le lemme 3.1.4 que

9%*Y;
or?

< Clvoll g -
L2

(1% + i82Y'1
r Or r2 002

)

< Clvallgz -
L2

<1 9%Y; 1 8Y1)
rorod r2 00

< Clvoll 2 -
L2

Pour Y5 on a

Lemme 3.1.11. [l existe une constante ne dépendant pas de w (w < ) telle que

Y2l s2(0.) < Cllvolliz,) -

Démonstration. Comme dans l'estimation du terme Y; on passe directement aux

dérivées d’ordre 2.
Un calcul direct donne

832:22 _ bé,o;(r) [%(%ﬂ —1) sin(%7T —2)0 — %(%ﬂ +1) sin(%r +2)6]
N bz,:Q('r) [%(25 )2 Sm%r —2)0+ %(%ﬁ +1)2 sin(%r + 2)0]
+ %(25 — 3)(2;7T — 2)(237T —1)L_(r) a4 sin(QU7T —2)0
ST (4 )L () 7 E s> 4 2)6
(%8;;2 7120;;/22) . 527:5"’) [%(%ﬁ _1) sin(%r —2)0 - %(%ﬁ +1) sin(%r +2)0]
_ %(%ﬂ - 3)(%7T — 2)(%7T —1)L_(r) r& sin(%r —2)0
5T 4 ) 4 )Lur) rE sin( 4 26,

(3.1.19)
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1 0%Y, 1 0Y, boo(r) 1 21 2T 27 1 27 2 2
- - — == — —1)(— =2 ——2 ——(—+1)(—+1 — 42
(7“87“89 r2 80) r2 [2<w )(w ) cos( )0 2<w + )(w + >Cos(w +2)0)
1 27 2T 27 2 2T
— —(— — — -2 (——=1)L_ w — =2
(=3 = (= DL () rE eos(S —2)0
1 27 21 21 o 21
— (== = 42 +1)L o heos(&— +2)6.
F 343 42+ L) E  cos(S 420
(3.1.20)
) . *Ys
Estimation du terme
or?
1-On a

1 r P 4r 1 r Toan "
/</ b2’“<5>57+1d5)27“77787“d7“S/ (/ b2w(8) dS)(/ s T2ds)r=E Srdr
o Jo o Jo A
1 1 pr
< mg ),y el

< 1(#) /1b (5)%s 3ds
-3 4;”+3 o ¢

2-On a

1 T B 4an
/(/ bow(s)s™ +1ds re- rdr</ / bo.(s 72d3)(/ 5= w+4ds) 8,y
o Jo i
= %/o /0 byw(s)?s2ds r~dr

1 1
S % /0 b27w($)2$_3d8

< Cllv|[32-
3-On a d’apres le lemme 3.1.4 que
12_”_1 / 0, drgcuvwnzg
i(%ﬂ +1)? / b, (1)? %dr < Ollvo e,
et
i(Q_ﬂ_1 / bo. oo (7 —dr<C||vaH2
T [ holrgr < Cllual e

ou (' est une constante indépendante de w.
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D’apres qui ce qui précede on a

0%Y,
or?

< Clvoll g -
L2

Les termes (3.1.19) et (3.1.20) sont estimés de la méme fagon.
Cela implique que

Y2l 2.y < Cllvolliz . -

Conclusion

< Cllvwll o) -
H2(,)

9*A,
or?

D’une manieére similaire, on montre que

0?A
- < Ol :
|| dy? H2(9) )
et
DA,
’ < Cllvollgzq,) (C constante indépendante de w).
0x0dy H2(Qu) 2

Finalement on obtient

Al 10,y < Cllvollpzo,) -

Ceci termine la démonstration de la premiere partie du théoreme 3.1.9.

La deuxieme partie du théoréme 3.1.9 se démontre exactement comme dans le cas
k=1.

La derniere partie du théoreme 3.1.9 se démontre de la facon suivante :

On part de

2 _ W [ 2T 41 w 2741
a;, = b (8)s* > ds — by (8)s v ds.
dm Jo 7 dr Jo 7
h/

/
1 h2

On a évidemment

7] < Cllvallg, -

75



ou C' est une constante indépendante de w.
Pour R}, on a grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz

w 1 1 1 us
|h12\ < E\//o (bz,w(S))zgdS\//o s~ heTds < C”UWHHZQ(Qw7

ou C=C"¢ \/W est uniforme par rapport a w (%’T <w < ).

Finalement on déduit d’apres le lemme 3.1.3 que

2| < Cllfull 2o

ou C' est une constante indépendante de w.

Le théoréeme 3.1.9 est entiérement démontré.

3.1.5 Lecas k > 3
On part de

uy(r,0) = Ay(r,0) + Zakrw sin k—%
w

avec

oo w 1 _knm km kﬂ-
A(r,0) = — —/ Do (5)s™ = tlds 7' sin — 8
(r,0) ];,’2]{37'( g L s 7w sin -

2> oW g ke km =
3 [ h(s)s s rE sin g = 3 Ay
,;,,anr/o kw(S)s s sin — Z A

et

k — L/lb k—J-ﬁ-ld
a, 55 Jo kw(S)S S.

Le théoréme 3.1.1, dans ce cas, devient :

(3.1.21)

km

) sin —0,
w

k
Théoréme 3.1.12. Pour tout fs,(r,6) chw sin —7T«9, la solution u, du
w

probléeme (P?) est régulicre et vérifie au vozsmage de lorigine l’estimation sui-

vante :

[l iy < Cllvallnz ) -
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Démonstration. Montrons tout d’abord que
1Al s < Cllvell e -

On procede comme dans les cas précédents.
2

e, w Ve .
La dérivée 5 s’écrit

X

9*A = km
“(r,0) =Y A} 2@ sin —0
o2 (r,0) ;;», }w(7) cos” fsin -

+o00 A/ km km k
Jrzw{sm 0sin —0 — 2(— )sin@cos@cos—ﬁe}
r w

= w w
=X A k km k km
+ ka(r) {2( 7T)stcochos T ( 7T)Q sin? 0 sin —9}
=T w w w w
2
La dérivée 5 2w s’écrit
Y
QA —+00 k
a@y; 0) = z_: AY (1) sin? @sin 59
XA k k k
+3 M {cos2 Osin 0 + 2(—7T) sin 6 cos 6 cos —FG}
=3 T w w w
XA k km k k
+ i 2<T) { 2" Sinf cos cos 0 — ( 7T) cos” 0 sin —WG}
=T w w w w
2
La dérivée o &y s’écrit
0P A, = .o km
900y —(r,0) = kz?) Ay, (r) cos 0 sin 0 sin U@
= Afc km k k
~ — cos 0sin Osin —0 6 — sin? 0 —0
+ Z { cos 0 sin 0 sin - +(— - )(cos? sin” 0) cos - }
+ooA
+ kw2< ) {lm( cos? f — sin® 0) cos k—% — (k—ﬂ')2 sin @ cos 6 sin k—%}
=T w w w w

La suite de la démonstration repose sur les lemmes suivants
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Lemme 3.1.13. On a

r

ou C' est uniforme par rapport a w proche de .

+oo ke 2 +oo
> ay sin( 2+—)9 do < CZ|ak|2, (3.1.22)
k=3 k=3

Démonstration. Le membre de gauche de (3.1.22) s’écrit

/w > aparsin(2 + k—ﬂ)ﬁ sin(2 + l—ﬂ)ﬁdﬁ.
0 T4 w w

w km I
/ sin(2 + —)0 sin(2 + )0d9 <w pour k=1,
0
(_1)k+l+1

= mSinZﬁd pour k’ # l

En appliquant I'inégalité de Hilbert (STEELE 2004 page 155), on obtient

ZZ w%:ai

CLkCLl

akal sin(2 + k—)e sin(2 + — Qdﬁ‘ < ZZ

< C’teZa/,C
k

Le lemme 3.1.13 est completement démontré. O

Lemme 3.1.14. On a

ou C' est uniforme par rapport a w proche de .

+oo

+o0
Zak sin(— — 2)9‘ a9 < CY |al?,
k=3

Démonstration. La démonstration est identique a celle du lemme 3.1.13. O

Lemme 3.1.15. On a, si P est un polynome a deux variables,
w k
/ 1Y apP(sinf, cos 0) cos —7T€|2d0 <O gl (3.1.23)
0 % w 2

Démonstration. On part de

w km l w k—1 k+1
/ P(sin 6, cos #)? cos T cos = 0do = —/ P(sin 0, cos 0)?[cos QG + cos (k+ )
0 w w 2 Jo w w

(3.1.24)

0]do.

78



Si on fait l'intégration par parties deux fois dans (3.1.24) on obtient (si k # 1)

(3.1.24) = %Pl(sin 0, cos 9)[(77(]:)_ l))2 oS ( ;l)ﬁe n (W(kw+ l)>2 cos (k Zl)we]
+ % /Ow Py(sin 0, cos 0)[(%)2 Ccos (k ;l)w + (ﬂ(kw+ l))2 oS (k Zl)wﬁ]de
1 1
— O(r_ 1)2) +0(<k+l)2)
1
B O((k - l)2> (3.1.25)

avec Py (sinf,cos) = 9y P(sin 6, cos 0)? et Py(sinf,cos ) = 9y P, (sin 6, cos ).
D’apres le lemme de Schur (STEELE 2004 page 83), on en déduit

/ |ZakP (sin 6, cos 0) cos —9|2d9 < CZZ |ak||al| o

<C |ak| 1 \CL1|2 1
Zzl+ )* Zzl+ ) )?

S CZ |ak|2.
k
O
Lemme 3.1.16. On a, si P est un polynome da deux variables,
w k
/ 1Y a,P(sin 6, cos 0) sin —WG\QdH <O axl (3.1.26)
0 Tk w k
Démonstration. La démonstration est identique a celle du lemme 3.1.15. O

Calculons maintenant

0% 0*A, 1 0% 0°A, 1 0 0°A,
ﬁ( 02 (r,0)), (;arag( 02 (r, ))—ﬁ%(w('f}e)))
10 0°A, 1 0% 0%*A,

et (rB (8 o, ))+ﬁ@(W(T’Q)))'

Pour simplifier les notations, on pose

k
O (6) = cos® fsin 59
k k k
o7, (0) = {sm fsin 0 — 2( 7T)sichochos —WH}
’ w w w
km km km km
3 _ 20 g 20— (2)? -
w(0) = {2( - ) sin @ cos 6 cos - 0 —( - )%sin” @ sin - 9}
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On a alors

02 82A
w< 8902 ’ ZAkw (bkw )
+ 5y )
+Z Akw "¢2,w(9);
19 oA, 10 A, LA Ay
(;arae(W(rae))—r—Q%(W(ﬁ ))):;;,[ 2 J(k..(0))
=1 AL, A, (r ) ,
+ 3ty - SRy o)
+ STy - 2o o)y
B (3.1.27)
10 0°A, 1 ? 0PA, o AV (r) Al <)
<;5<W(T’ 0)) + pw(w(ﬁ 0))) = k;[ " Drw(0) + (01,0,(0))"]
=1 Al (r Al
# Sy o) + :2< =) g2 )"
= r k,w
+ S0 + 55D L0
) (3.1.28)
0% 0?A,
Estimation du terme W( e 28(;“, 08)314
Pour faire I'estimation du terme ﬁ( 52 ~(r,0)), nous aurons besoin du lemme

suivant :
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Lemme 3.1.17. On a

J.

0? O*A,
5 (5520,0)

rdrd0<C’Zk:2 //b,w S )2 Sy
+CZI<:6/ (/ bi o (5)53 5 ds)2r= % ~Srdy
+CZ/ b sds+CZk;2/ v, ds
C k:4/ be(s)’ ~d
+ ,;3 0 k, (S) 3 S

Démonstration. d’apres les lemmes 3.1.13 et 3.1.16

0? 0%*A,
/Qw 8742(62(r0)) rdrd9<C’Z/ ‘A ‘ rdr
Al 2
+CZk2 ki:;)( )) Td'f’
2
+CZk4/ A’“;;( ol vy (3.1.29)
0
Or
/1 b w b W kﬂ'
AR = b () — (e Bty Ry
1 krm km kr_y
T L) ——3/5,w 2 s
ST )T ) [Mhu(e)sBds 5 (31.30)
Ao(r), bew(r), bl 1 km km 1 Ex_
(Aualhye _ Bralrdy _ Drasldy LTy BT gy [ st s 5
=3 D ) [ brale)s' Fds r7E (3.1.31)
Arw(r), bi. (7 w km km 1 x kn
(Arathyr_ Braatr)y @ (BT o)) [ (st s 2
k k T km km
—%(§+2)(§+3)/0 bpo(s)s' T eds r—w (3.1.32)

En injectant ( 3.1.30), ( 3.1.31) et ( 3.1.32) dans (3.1.40) on obtient le résultat
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désiré.
9% 9*A,
(’37“2( or? (

Revenons maintenant a U'estimation du terme

r,0)).
D’apres le lemme 3.1.17 on a

0* 0?A,

L <c+zook2(ki—3)2/l( (55 ds) 2 B
W(&EQ(T’ ) < 2 K (] brw(s)s s)°r rdr
I
I o 2km
+Zk6/ (/ b (5)s1 5 ds) 2= 25 =Sy
k—3 0 0

I

400 .1 +00 1 1 +oo 1 1
+cz/ bgw(s)QsderCZkQ/ bgw(s)Q—dswz;#/ b (s)
k=370 k=3 70 § k=3 70

I3 Iy

D’apres le lemme 3.1.4 on a

Iy < Cllule
I < Cllule

I5 < C ol

Pour I, et I, on procéde comme suit

oo 1,1 . .
— SRt 37 [ (/ bis(s)s' ™5 ds)?r " Srdr
k=3 w 0 r

400 5 1 1 kx 1 kg
< CZ k / / bkw(s “ds = re Crdr
k=5 0 Jr w

2

+C ——3 //bgw )1~ ds)?r ESrdr

+C ——3 / /b4w )QTSJSdT.

1
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= CZ (= / bro(8)%s~2ds < C lJval72 - (3.1.33)

= ——3 / /bgw §' = ds)r T Prdr
1
<C__3 //b?)w 877d8(/ S*%”ds)'r’%qdr

< C — —3) / / bs.w(s 3’%d3 re Adr

< c/ by (5)253ds < C o]z (3.1.34)
0 z

= / / by (s)s'~ 5 ds)r S ~Srdr
1 s 87w

< C — —3 / / baw(s S_Tds(/ s wt2ds)re Tdr

< C(— - 3)/ / baw(S) 25~ Fds e My
w 0 Jr
1

< c/ buo(s)2s3ds < C llog | - (3.1.35)
0 z

Daprés (3.1.33), (3.1.34) et (3.1.35), on a

1= C oy

<6 Y[ 14hn 5 o _2km_g
=Yk / (/ biw(s)s e ds) r™ e "ordr
k=3 0 70
ST 2 14kn L
SZI{: / / brw(s)"s wd52 =
0 Jo L

kS _
Z 2+kw>(4+kw /bk‘w 3d$§CHUwH§{§

Conclusion
D’apres ce qui précede on a

0?A,

12 s < Ol
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Les termes (3.1.27) et (3.1.28) sont estimés de la méme fagon. Cela implique que

& A
ox?

|2 < Cllvg]|nz.

D’une maniere similaire, on montre que

0?A,

1552

|2 < Cllvg]|az,

et

I 0?A,
0xdy

||z < Cllvo][mz2-

Finalement on obtient
[[Aulls < Cllvwllmz (C constante indépendante de w).

Il reste maintenant a étudier la régularité du terme (voir (3.1.21)).

= p kmo, km
> afre sin —40.

w
k=3

Les termes d’indice & > 4 sont traités ensemble :

km

+oo
> airk_wﬁ sin—0|| <C, (3.1.36)
k=4 w

H4

et ceci grace a la remarque suivante :
Y kT (ak)? < C.
k=4
En effet,
SR = SR [ hale)s 5
a;)” = — kw(s)s e ds
] = 2kmJo
1 1,
< CZk5/ bsz(s)s%ds/ s25 s
k=4 70 0
1
<C> k4/0 bio(s)s2ds < C [vollp2q,) (d’apres le lemme 3.1.4).
k=4

Revenons maintenant a la Démonstration de (3.1.36).
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Posons

+o0o
7,0) = > Nj(r)sin k—ﬁﬁ,
— w

ou N]ﬁw( )_ i Tﬂ

On a alors
by g 00 = 2 Neslr)ok0)
+Z°° Nee@ gz o
+ZN’” 2 (0)

1 0% 0*R, 1 0 0°R, w\T : 1 /
(;m(m(ﬁe))—ﬁ%(m(ﬁe))):;[ 2 J(¢1..,(6))

+];[;( r2 ) - 4 kw
R (3.1.37)
2 2 a2 400 A7) "
e G 10 + (o0 = X2t 0) + o)
# Sy 0+ :2<N’W< (.0
# Sy ) + 5D e
. (3.1.38)

Les ¢§;7w(9), j=1,...,3 sont sont définis précédemment.

2 92
Estimation du terme %(%(r, 0))
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D’apres les lemmes 3.1.13 et 3.1.16

/ PR gy it < ciokS(ak)Q/l r?~Tdr (3.1.39)
Q. |0r?" 022 V7 - = o
+oo
<CY K'(af) <C. (3.1.40)
k=4
D’apres ce qui précede on a
? O0*R
55522 < Cllvallmz.
or? Ox

Les termes (3.1.37) et (3.1.38) sont estimés de la méme fagon. Cela implique que

82

152 12 < Cllva] a2

D’une maniere similaire, on montre que

82
1% e < Cllel
et
O?R,
15, 2 ~[|rz < Cllvy||nz.
Finalement on obtient
x k
k & sin —WQ < C.
W | 4
Pour le terme k£ = 3, on pose
3m

B(r,0) =r% —0
(r,0) =r smw

0’B, 0*B, " 0°B
e .
or? ’ Oy? Oxdy

et on estime la norme H? des termes
Ces termes s’écrivent

9B, 31, 3m s o, . 3T

or? W w w
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gy 10 = = (5 = Dresin(E - 2)6;
0°B 3w 3w 3r T

© = (1) 2 cos(2 — 2
G 0) =4 (o~ DrE P eos(5 — 2)0

Calculons maintenant

9> 9’B, 1 0% 0°B, 1 0 0°B,
?é%(r, 0)), (;8{8%5 ag;B(r, 0) ~ 5555 (1:6))
oo PO G ap (e h0):

On a
0? O0°B, 3m 37 3 3 or_y 3
ﬁ(ﬁ(ﬁ 0)) = " (U - 1)(; - 2)(; —3)rw Sln(; —2)6
1 9% &°B, 1 0 ,0°B 3m 37 3 3 sr_y 3
(;87*89(W(T’ 0)) — ﬁ@( 92 = (r,0))) = " (U - 1)(; - 2)(; —3)r COS(U —2)6
(3.1.41)
10 ,0*B, 1 0% 9B, 3w 3w 3 3 st_o . 3T
(rar( 52 ~(r,0)) + ﬁﬁ(ﬁ(ﬁ 0))) = _U(U - 1)(; - 2)(; —3)re Sm(; —2)6
(3.1.42)

On a

< (7,0)) Prdrdf < C(°F — 3)? [ rETar=c
w 0

AT

Les termes (3.1.41) et (3.1.42) sont estimés de la méme fagon, d’ou

D’une maniere similaire, on montre que

9* 0°B,

H2

0? 0’B,

— (=) <G,
or?" Oy? "

87



et

<C.

H or? 89583/

Les autres termes s’estiment eux aussi de la méme fagon.
Finalement on obtient

3T

ce qui termine la preuve du théoreme 3.1.12 et celle du théoréme 3.1.1.
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4 Le comportement de la solution
dans une famille d’ouverts du
plan

Dans ce chapitre on considere la famille de problémes aux limites (P, ), ou les
f., dépendent continliment de w au sens de la norme L?, c’est-a-dire que :

fw_ﬁr

lim
wW—rT

L) 0.

Ici, on note par f, la restriction de f, a Q.. Si w < m, au voisinage de 0, on sait
que u,, € H° pour tout 0 < 1+ Z, tandis que u, est de régularité 7. Il y a donc
un saut de régularité des solutions pres de ’angle = dont la description est 'objet
de ce chapitre. Ainsi, la question qui se pose est la suivante :

quel est le comportement de la solution quand w tend vers 7 ?

Pour répondre a cette question on va présenter trois résultats. Le premier concerne
la convergence H' (prés de la singularité) de la solution, le deuxiéme la conver-
gence des constantes al, et a? et le troisiéme concerne la convergence H? (pres
de la singularité) de la solution.

Rappelons que si w < m, alors la solution u,, du probléme (P,) admet au voisi-
nage de l'origine la décomposition

Uy = Uw,1 + U 2 + U,35
2T, 27T

= . T 2r
Uy = a’re sin —0 et u,» = a’re sin —0. (4.0.1)
’ w ’ w

L’objectif de ce chapitre est de démontrer les résultats suivants :

Théoréme 4.0.1.

})IE}F [ UWHHI(QW) = 0.
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Théoreme 4.0.2. Avec les notations précédentes on a

I 1:—/ " {_ Ty - 1) - I Q}dd:1:J '

lima), = 12+y2§,y>0f (@.9)y 5@ +y7) = 1) —In(a" +y°) p dody = ar oy (0,0)
(4.0.2)

i 2:_/ 3 S — 1) — (— D N dedy = a2 = 22T 00.0).

oy o AT m2+y2§1,y>of <x’y)xy{3((x ) ) <$2+y2 ) derdy = az 26558?/< 0)
(4.0.3)

Le développement limité de u, au voisinage de 'origine étant de la forme

ou., 1 0%u,

(0,0)zy + (2 + y*)e(x,y),

le théoréme 4.0.2 montre que, dans la décomposition (4.0.1) de wu,, chaque
terme converge vers I'un des termes de ce développement.

Théoréme 4.0.3.
}E{}r 1w — uﬂ||H2(Qw) = 0.

Remarque 4.0.4. u, € H2(Q,) = H*(,) N Hy(Q,) mais uy & H2(,), puisque
ur # 0 sur T', (voir la figure 4.1).

4.1 La preuve du théoreme 4.0.1

Démonstration. On pose
Zw = Au,, et zp = Au,.
On obtient alors les deux problemes suivants :

Az, = f, € L*(Q,) dans Q, . Az; = fr € L*() dans Q,
Z, = 0 sur 0€), © zr = 0 sur 092,
On a sur €, : N
AZT( = f7r € Lz(Qw)
2 = 0sur 't
Zp = gy sur I',
ol f est la restriction de fr & Q. On a par hypothése ulgn || fo — ﬁr||L2(Qw) =0.

Il est clair que g, € H:z (T'), c’est-a-dire que g,, vérifie les conditions de raccord
suivantes :

90



(cosw,sinm) =0,

Figure 4.1 — Le bord de €,

en 0

2 dt
G (tT )’ - < 400,

1
/2
0

et en 7, = (cosw, sinw) (voir la figure 4.1)

1
/5
0

ou 7~ désigne le vecteur unitaire porté par I'.

Comme g, € H %(F; ), il existe un prolongement de g, a €2, noté G, tel que
G, € H () et

2 dt
9o (Y — tT )‘ n < +00,

Gl @) < C(E)]

et G, est nul sur I'" et C,,.
En effet, z, € H} () alors

Tr(Gy) = go sur I'y
= 0 sur 0Q,\I',.

Lemme 4.1.1. Si g, € ﬁ%(F;), il existe un prolongement de g, a €, noté G,
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tel que G, € H*(Q,) et

Gl < Clgall g e
ot C est une constante indépendante de w (voisin de ).
Par rotation et homothétie, on se ramene au résultat suivant.

Lemme 4.1.2. Soit g € H2([—1,1]). Il eziste G € H'(Rx]0, +00[) telle que
i) Tr(G) = g (exstension de g par 0 sur R)
i) G(z,y) =0si|z|>1—yet0<y<3
i) |Gllm < Cligll54

,\]0,+oo[

Figure 4.2

Démonstration. Pour le démontrer, on pose

G B 1 :v+y7 S d
<x’y)_@/{[’y g(1_2y> 87

quand 0 <y < i (voir la figure 4.2).
On vérife ii) facilement.

La propriété i) est vraie si g est réguliere, et s’étend par continuité a toute g € H

des que iii) est démontrée.

Pour démontrer #i7), on calcule d’abord oG

or
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oG 1 x4y x—y
) = 50 - g L)
Le changement de Variablesu:(x+y ), v:(x—y) donne
1—2y 1—2y
oG 1—|—u—v 1
Vdad _// §(u) — G(v))* = dud
/:BER/y>O(aSL’ (z,y)) dvdy (u—v) =0z 9 —gw) 2(1+u—v)? e

<3 J[ A= <

Ensuite, on calcule 0 On suppose d’abord que g est C! :
Y

oG 1 [*ty s
- — d
1 _xz+y T —y

oI + A=)

1 ety 2s ., S
— g ds.
+2y/ac y (1—2y)29(1—2y) ’

En intégrant par parties le troisieme terme, on trouve

oG 1 2ty s
Gy o) =g [ o=y s
1 _z+y =y
4o ) + i)

+1<(x+y

i) = ()i =)

1 -2y 1—-2y"7 1 -2y
)ds.

1 oy _ s
T
(1=2y)y Jo—y T 1—2y
Cette formule s’étend par densité au cas général ou g € H %, c’est-a-direg € H 3 (R).
2
Le quatrieme terme est égal & —ﬁG(x, y) : il est dons dans L*(dzdy).
— 2y

0
Le troisieme s’écrit, avec le méme changement de variable que pour — :

ox
21T ) — vii(v),

u—v

dudv

et on l'estime facilement dans Lz(m).
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La somme des deux premiers termes est égale a

1 . x
_2_/ 1—2y — 9y, s
1 a:—l—y _, T
") )
_ y _ x
2y<g<1_2y> )

Les deux derniers termes s’estiment avec les changements de variable

zT+y T .\
=— w= pour le deuxieme,
1—2y 1—2y
T —y x s
= , W= pour le troisieme.
1—2y 1—2y
Pour le premier, on estime
g ds)“dyd
/xeR/y>04y / g<1—2y) 9(1—2 )ds)*dydz
x
< g —dxdsdy (Cauchy-Sch
- /;ce]R /:By<s<m+ /y g<1 — 2y>> 2y3 vdsdy (Cauchy-Schwarz)
—(I\\2 (1 — 2y) 130 :
< (") — g(a"))*~—%—5"—ds'dx'dy (changement de variable)
z’eR Js'eR J|s'—x 2’y
9(s') = g(ﬂ?)
<C//( S as'r!
< Ollgll2,
L’ensemble des estimations obtenus démontre 7). O

Soit ¢ € HJ(£,) prolongée par 0 sur Q,\,.
D’apres la formulation variationnelle du probleme de Dirichlet classique on a :

/ VzW.sz/ Vzﬂ.ngJ:/ frep.
Qw Qr Qr

Comme

/ V2, Vo — / w+/ VG, Vo,

on a d’une part

/wV(zW—Gw).Vgo:/Qw ﬁrcp—/ﬂw VG,V

avec z, — G, € Hj (),
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et d’autre part

/Vzw.WJ: /fwgo
Qw Qu

avec z, € Hg ().
Cela implique que

Q/ Vi(zn =20 = Go). Ve = /Qw(ﬁr — fu)p - /Q VG..Ve,

avec 2, — z, — Gy, € HJ ().
Soit ¢ = z, — 2z, — G, on obtient grace aux inégalités de Cauchy-Schwarz et de
Poincaré

JIVG =2 =GP [ |fe = £ lon =2 = Gl + [ | VG V(er = 2= )|
J :

Qw
— _ 2

+J/|vaw |2$/|V<zw—zw—Gw> 2

On a désigné par Cq,, la constante de Poincaré de 'ouvert €2,. Or, il existe une
constante C' indépendante de w telle que Cq, < C.
Finalement on a

< Co, ||fr — fu

J 1V =2 =G 2 < C| fa = Lol o, + | [ 1 9G I
A T\
S C Hfﬂ - fw L2(W) + C ng”ﬁ%(F;) .

On remarque que

grace au lemme suivant :

Lemme 4.1.3. Si g, = Tr(z,;) sur T ot z, € Hi () alors

Démonstration. D’apres le théoreme de trace il existe C' indépendante de w telle
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que

Notons que la constante C' dépend de la norme lipschitzienne donc elle est indé-
pendante de w.

Comme D(f,) est dense dans HJ(€),), il existe alors (¢ )0 une suite de C§°(£2,)
telle que

Jim e =l = 0
Soit k fixé : il existe € > 0 tel que, si m —w < ¢, alors Supp ¥, C . On en déduit

On obtient
limsup [lgollz1 ) < Cllzn = Yrllgan)
d’ou
lim sup [|gull 53 (.o, = 0,
ce qui acheve la démonstration du lemme 4.1.3 et du théoreme 4.0.1. O

Remarque 4.1.4.
lim [|Auy, = Aurl| 2,y = 0.

En effet,
On a d’apres l'inégalité de Poincaré

|20 — 2x — GwHL?(Qw) <C|V(2w — 2z — Gw)HL2(Qw)
donc

| Aug, — Au7r||L2(Qw) = [|Auy — Aur — Go + GWHLQ(Qw)
< COlV(z = 2 — Gw)HL?(Qw) + HGwHL?(Qw)

<C ﬁr—fw

priony T OO )
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4.2 La preuve du théoreme 4.0.2

Comme dans le chapitre précédent on va traiter deux cas c’est-a-dire pour les
cas k = 1 et k = 2. On obtient le résultat final par linéarité.

421 Cas k=1
Le théoreme 4.0.2, dans ce cas, devient :
Théoreme 4.2.1. Avec les notations précédentes on a

el )y {36 +07) ~ 1)~ In(a? + )} dady = a} =

(4.2.1)

Oux

5 (0,0).

.1 1
lim a, = —
Ww—T 47 z24y2<1,y>0

Démonstration. La premiere partie de 1'égalité (4.2.1) se démontre de la fagon
suivante.
D’apres (3.1.13) on a

al = 1/ v, (s,0)(s¢ — 57w ) sin T 9sdsde. (4.2.2)
Qo

v oo w

On choisit 21, tel que

w
et 21, = 0 sur 0€),.
Un calcul simple donne
B 1 94 x x 1 g_x x ™
zlw—{4(1+£>(s sw) I _g)(s s )}smwﬁ

Alors

1 s _xy . T 1

—/ V,(8,0)(sw — s w)sin —0sdsdf = —/ Uy (8, 0) Az (s, 0)sdsdb.

T w w ™ w

Grace au théoréeme de Green on obtient

1 1
—/ Uy (8,0)A21 ,(s5,0)sdsdd = —— | Vu,(s,0).Vz,(s,0)sdsdd  (4.2.3)

™ ™ JQ

car v, = 0 sur 0f),.
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Donc

1 B 1
(4.2.3) = 7 oo Vo, (s,0).7z1 ,(s, 0)dE, + — /m Avy,(s,0)z1 4(s,0)sdsdf

1 1
= — Avy,(s,0)21,4(s,0)sdsdf = —/ f1u(s,0)21,4(s,0)sdsdb
o

™ JQy

car z1,, = 0 sur 0€),,.

Lemme 4.2.2. On a

dim [| o = fizllr2@.) =0 (4.2.4)
lim [|z1 — 214[|22(0,) = 0 (4.2.5)
avec
2 7 ] '
fia(s,0) = —/ fr(s,0)sinodo sin 6
m Jo
1 1
21,7(8,0) = (g(sz -1) - 1 In 5?)s sin 6
Démonstration.

1-La preuve de (4.2.4) résulte de

2 (v T s
w 7€ - ™ 70 :_/ w\9y — Jr\5, in —od in —0
Fas5.0) = fin(5,0) = 2 [ (u(5,0) = fu5,0))sin Tordorsin ™
+/ fﬂ(s,a){gsin T osin 26 — gsinasin@} do
0

wooow w T
2 ™
+— / fr(s,0)sinodosin 6.

™ Jw
On vérifie que chacun des trois termes ci-dessus converge vers 0 dans L?(€,,) quand
w — 7, le premier parce que }gn || f — fxllz2(,) = O par hypothese, les autres par
convergence dominée.
2-La preuve (4.2.5) résulte de la majoration

1
2l 0)] < 51— ) + 5.

0| =

valable pour tous s € [0,1], 6 € [0, 7] et w € [3Z, 7], et du théoréme de convergence
dominée de Lebesgue. O

Alors d’apres le lemme 4.2.2 on a

1
lim a) = %/0 /0 fix(s,0) {2(32 -1) - °In 52} sin fsdsdf. (4.2.6)

w—T 4
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D’apres la définition de f;  on a

(4.2.6) / / / fx(s a)smadasm@){g(s —1)—Zln52}sin93dsd0

T Ar /2+y2g1,y>0 fa(,y)y {%((:p +y%) —1) — In(2? + yz)} dxdy.

Passons maintenant a la démonstration de la deuxiéme partie de 1'égalité (4.2.1).
D’apres (4.2.2) on a

1 e 1 T -z, . T
= —/ / U,(s,0)(sw — s )sin —fsdsdo
mJo Jo w
1
== » G! dxd
7T/mv (2, )G, (2, y)ddy,
N i ==, . T
ou G, (z,y) = (re —r= )sin —6.
w
On sait que lim al, = al, ot al est définie par (4.0.1).

Montrons que

al = l/ﬂﬂ v (2, y)GE (2, y)dzdy. (4.2.7)

™

Pour cela, on note provisoirement @ le membre de droite de (4.2.7). Alors on a

1
=t <= [ Ioelwy)Ghay)ldrdy
1
= [ el y) = vule.p)|IGL (e, y)dady
1
= [ e, plIGh @, ) — Gz, y)ldady.

Comme Gl = O(%) € LP pour tout p < 2, comme v, € H?, qui implique v, € L4
pour tout ¢ > 2, alors v,GL € L' et par conséquent

.1 1

lim — |va (2, 9)G (2, y)|dzdy = 0.

wW—rT T Qﬂ\ Qw

Comme v, — v, dans L7 pour tout 2 < ¢ < 400, alors
wW—T

1 . 1 L
- Ly — Vw4, ) dxdy < _/ ™ - Vw : 4
= Jo 1@ ) = va(@ )| Gu@, y)ldrdy < (| for(@,y) = vo (2, y)[ dudy)
1 4 3
- G! 3 1,
< (= [ 16y dedy)
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1 1 4 3 Vocan g 08
— [ 1GL @ ylidedy)t < ([ s a9t = C
T JQ, 0
ou C' est une constante indépendante de w, car 2w > %’r.
Finalement on obtient
1
lim — | Jor(z,y) — vz, 9)| |Gy (2, y)|dedy = 0.

w—rT T Qw

Onaw > %’r, alors

1 C'st
Sw S2
et donc
sl |G — G < OtV e 1,
S2

Grace au théoreme de convergence dominée on déduit que

.1
lim — | [ve(2,y)l|G (2. y) — Gy (x,y)|dwdy = 0.

w—rT T er

On a donc bien

1 _ 1 __ ~1
O = Jih 0y = O

ce qui prouve (4.2.7).
Ou,

dy

Il reste & montrer que a’ = (0,0). Pour cela on pose ;. = Q2,\D(0,¢) et

1
1 ﬁ 1
a - T\ G ) )
€ /m6 u (l’ y) W(x y)

de sorte que
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Figure 4.3 — L'ouvert Q.

En appliquant le théoréeme de Green, on obtient

1
ay,= —/ Aur(z,y)Gr(z, y)dudy
’ T Q‘rr,e

T JOQr,e

1
_ _/ Vug(z,y).VGL(z,y)dzdy
7 JQn

Comme
1 _ 1 3 2
1-G; = 0sur I, sur I'; et sur I';

T,€)

2-u, = 0 au voisinage de Fie, par hypothese,
on a

1
al, = ——/ Vg (r,y).VGL(z,y)dzdy
Q7'r,e

™

—sinoc | I 2

(67%) sino

™

_ Oux(e,0)
9p

101

+ l/ﬂ Vu,(e o). < T eose ) Gl(e, 0)edo.
0

(4.2.8)



Le terme de bord est égal a

1 T
el Qurle,0) o L l/ éﬂzf;ilgngda
0

7 0s
Or
1 /™ Oug Oy
lim62—/ msinado =0 car | U | € L™.
—0 1 Jo 0s Js

Pour la deuxieme intégrale on a

liml stinadozl/ﬂwsinado.
e—~0 71 Jo 0s 7 Jo 0s

Ce résultat est justifié car Vu, € H?, donc lipschitzienne, c’est-a-dire

|Vu,(e,0) — Vur(0,0)| < Cte e.

Puisque

— =coso— +sino

0s Ox dy’

on obtient

1 T
(4.2.9) = — / 9u+(0,0) cososinodo + — / M sin® odo
0

or

m dy
~ 19u,(0,0)
2 0y

L’autre terme dans (4.2.8) est égal a

1
_ = / Vug(z,y).VGL(z,y)dzdy
T Q‘rr,e
1

(4.2.9)

N 1
= [ e y)VG @) 7 (@ y)dS(ey) +— [ uney)AGh (. y)dady

T SO e

=0car AGL =0

m™Jo

_ 1 /7r ur(€,0)VGL (e, 0). ( TS ) edo

L ™ Oug . ) 1. .
= ;/0 <3y (0,0)esino + O(e ))(1—0—6—2) sin oedo.
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Au passage a la limite on obtient

1 0u,

1
lim(—= [ V VG ==
lim(—— /Q un(2,y).VGr(w, y)dody) = 3y

(0,0).

Finalement on a montré que

ou
1 _ e
a, = n (0,0).

Le théoréme 4.2.1 est entierement démontré.

422 Cas k=2

Le théoreme 4.0.2, dans ce cas, devient :
Théoreme 4.2.3. Avec les notations précédentes on a

el {3 4 1) = (s -

lim a2 = — /
w—T 477 $2+y2§17y>0

) _ 1 0uq

"= 350y (0,0). (4.2.10)

= a

Démonstration. La premiere partie de 1'égalité (4.2.10) se démontre de la fagon
suivante.
D’apres (3.1.18) on a

1 27 27 27T
2 - W — s w)sin —
@, =5 /m v,(s,0)(s s )sin - Osdsdb. (4.2.11)

On choisit 29, tel que

— S

27
w

Azyy, = (s

et 29, = 0 sur 0€,.
Un calcul simple donne

1 g4 2m 2n 1 o_2m 2n . 2m
w = - w — w — [ — w _0
2, {4(1+2§)(3 sw) 4<1_2_,T>(s S )}sm
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Alors

1 e w2 1
o /m U, (8,0)(s« — s« )sin U@sdsd@ =5 /Qw Uy (8, 0) A2y (s, 0)sdsdb.
Grace au théoreme de Green on obtient
L[ (s,0)Az(s, )sdsdf = ——— [ Vuu(s,0).V (s, O)sdsdd  (4.2.12)
o o, Vo8 0)B2u(s, O)sdsd) = —o - | Vuu(s,0).Vzru(s, 0)sds 2.

car v, = 0 sur 9€,. On en déduit

1
(4.2.12) = ~or Vu,(s,0).Vz,(s,0)sdsdd

T JQu
1 B 1
= 5 [ Vs 0) i (5, 0)dS + 5 [ Av(5,0)z.(s. ) sdsdd
1 1
=5 ) Av,,(8,0)200(5,0)sdsdd = o /Q ) fos(5,0) 20, (5, 0)sdsdf
(4.2.13)

car z, = 0 sur 0€),,.
Comme lim || fowo = forllr2,) = O et lim |20 — 22,7 || 22(0) = O (ce résultat se

démontre exactement comme dans le cas k = 1). Cela permet de déduire que

1

1
e +y

W Ar

/2 , fn(x,y)xy{%((xQerQ)—l)—( —1)}dxdy
z24+y*<1,y>0

Passons maintenant a la démonstration de la deuxieme partie de I’égalité (4.2.10).
D’apres (4.2.11) on a

1 w rl - —2r 2
a? = %/0 /0 (s, 0)(s% — 572) sin gﬁsdsda
1

=3 /m Vo (7, y) G (2, y)drdy,
2w —27 2
ot GL(x,y) = (rv — TT2) sin 0.
w

On sait que lim a2 = a2, on a? est définie par (4.0.3).
wW—T

Montrons que

1
L — 2 . 4.2.14
a2 =5 | vele. )G y)drdy (42.14)

Pour cela, on note provisoirement a2 le membre de droite de (4.2.14). D’apres
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(4.2.13) on a

2—/ (z,y)G? (z,y)dxdy = 2 / fau(s,0)22,(s,0)sdsdd
7T
1
2—/ Sz, y)dzdy = / for(s,0)22.(s,0)sdsdb.
Alors on a
1
ai 7r| < % /Qw\ﬂw |f2,ﬂ<x7y>z2,w<x7y)|dxdy
1
5o | 1onl@,9) = fouly)ll 22, ) dady
T Jo.
1
tom [ Manlwy)lzan(e.y) - (e, y)ldedy.

Grace au théoreme de convergence dominée on déduit que

2 _ i 2 =2
ay = lim a;, = az.

Ce qui prouve (4.2.14).
1 0%u,

2 0x0y
précédent) Q. = Q,\D(0,€) et

Il reste & montrer que a> = (0,0), pour cela on pose (comme dans le cas

1
2 _ - A 2
a7r,6 27‘(‘ /Qw,e U/ﬂ(ﬂf, y)GW('T7 y)dl‘dy,

de sorte que

2 g2
lima, . =a;.

e—0

En appliquant le théoréeme de Green, on obtient

1
az, = —/ Aur(z,y)Go(z, y)dudy
’ 21 Jon .
1

21 Joq, .

1
T JQr e

Vur(z,y). n G2(z,y)dS

Comme
1- G2 =0sur Il _sur I

,€)

et sur I'2

€

2-u; =0 au Voismage de T2 = bar hypothese,
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on a

€

1
2 _ 2
Qe =5 /Q” Vi (z,y).VGi(z,y)drdy

Lo —coso )
+§/0 VUW(€7U)-< Csino ) Gi(e,0) edo (4.2.15)
(62*%2)sin2o

_ Odun(e,0)
9p

Le terme de bord est égal a

1 7 1 7 1
—63—/ Msin 20do + —/ M—sin 20do.
27 Jo s 27 Jo Js €
Or
L [ Oug(e,0) . Oy
113%63%/0 %sm%’da:o car | 822 | e L™,
et
1 /7 Oug(e, o)1 8 ” Ou,(0,0).1 |
—/ M—stada— —/ Ua (€, U) Ua g)]—stcrda.
27 Jo s € 0s €
Au passage a la limite on a
1 mOug(e, o)1 1 7 Pu(0,0) .
11_1)% %/0 TE Sin 2Ud0 = %/0 T S11 20’d0’. (4216)
On rappelle qu’en coordonnées polaires, on a
92 92 92 92
92 = = cos’ 05 + 2cososin U@x&y + sin® aa—yQ. (4.2.17)
En injectant (4.2.17) dans (4.2.16), on obtient
1 7 0%u, 0Pur (0
—/ Msm 20do = —/ Msin 20 cos® odo
27 Jo 0s?
0,
+ 2—/ Mcosasinasin&rda
21 0xdy
1 7 0?
+ —/ 8“”7@’0) sin’ o sin 20do
27 oy?
1 0%u,(0,0)
=17 4.2.18
4 Oxdy ( )
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L’autre terme dans (4.2.15) est égal a

1 2
=5 Jo, V(o) VG y)drdy

1 N 1
= [ e ) VG y). W (@) y) + oo [ e, ) AGE (. y)dudy
21 Joq, . o Jo,.
=0 car AG2 =0
_ Loy 2 —coso
—— [ uw(e,U)VGW(e,a).< oo )m
1 Ou, ) ,1 82, (0,0) , 5
— %/0 (%(0,0)esma+e 5 sin QUW + O(e)[—(2e + 6—3)] sin 20edo.

Au passage a la limite on obtient

1 10%u,(0,0)
I ——/ () VG2 _ - du\00) 121
(=2 J,,, Vo y) VG (@ y)dedy) = 3—5 05 (4.2.19)
On déduit de (4.2.18) et (4.2.19)
o = lazuw(oao)
T2 Oxdy
O

Le théoréme 4.2.3 est entierement démontré.

4.3 La preuve du théoreme 4.0.3
On veut montrer que
g}l}}r [t — u7T||H2(Qw) = 0.
Rappelons que, quand w € [%’r, ﬂ} etr<1l,ona

Uy = Ulw + U2 w + Au.n

ou
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et A, de régularité H* siw < .
On sait d’apres le théoreme 4.0.2 que

lim a! = a
w—m W 7T
2 2
lim a° = aZ.
w—T W T

La preuve du théoréme 4.0.3 est alors basée sur les lemmes suivants :

Lemme 4.3.1. Quand w — metr <1

Uy, — Uy dans HE (S0,)
U — Usn dans HE.(Q,) (4.3.2)

Démonstration. Preuve de (4.3.2)
Les convergences dans L? et H' sont faciles & montrer, on passe directement a H2.
Un calcul simple donne

21 2 2
Oy, = aw—ﬂ(—w — 1)r S24in 219, (4.3.3)
W w w
1 1 92 2 7\' 2
—Oyug, + —Pus,, = af, ﬂ(l - —ﬂ)'r’Qw “24in 279, (4.3.4)
r r w w w
1 1 o 2T 2 7\' 2
— Oty — —Opline = @ —7T(—7T - 1)7’2w 2o 219, (4.3.5)
T 72 wow w

Commencons avec le terme (4.3.3).

On a

(a) Ougy 28 0Puy - quand w — .

(b) Tug,w‘ < C, car 2 —2 >0, donc ‘rw sm—‘ < 1 quand w proche de .
D’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue on obtient

= 0.

lim
w—T H?

2
— @ UQJF‘

Les autres termes s’estiment eux aussi de la méme fagon.
Finalement on obtient

(}}E}}T ||u2,w - u2,7r||H2 = 0.

Preuve de (4.3.1).
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Un calcul simple donne

OPuy,, = a}uz(z — 1)re2sin T (4.3.6)

W w w

1 1 x

Oruy + 2831“,“ = aiz(l — z)7“5_2 sin 24, (4.3.7)

w w w

1 1 T, x 1m
~ w dgur e = al,—(— — 1)r<">cos —. 4.3.8
roUl, 50U, a’ww<w )T cos w ( )

Commencons avec le terme (4.3.6).
On déduit, grace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz

w rl 2 w rl
/ / rdrdf — / /
0 0 0 0

C est une constante indépendante de w.
D’une maniere similaire, on montre que

A
A

Finalement on obtient

2
O%uy , — Oy o 83u17w‘ rdrdf < C(m —w) — 0 quand w — T,

1 1 2
—0ruy 4 + —283u17w rdrdf < C(m —w) — 0 quand w — T,
r r

1 2
. rdrdf < C(m — w) — 0 quand w — 7.

1
2
8r9u1,w - ﬁaGUI,w

i o = wally =0

]
Ce qui termine la preuve du lemme 4.3.1.
Lemme 4.3.2. Quand w — metr <1 ona
A, — Ay dans HE.(Q,) (4.3.9)

Démonstration.

Remarque 4.3.3. Grace a la remarque 4.1.4 et au théoreme 4.0.1 on a

}}E}T |AA, — AAan(Qw) =0,

lim [[A, — Azl 1o, = 0.
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Rappelons (chapitre 3) que

Uy(r,0) == %/ bk,w(s)s_%“ds r'e sin 50
k=1 "
— Z . / bkw(s)s%ﬂds % sin g
i 2km Jo w

Foo w 1 km km kﬂ-
—— | bru(s)s= tds r'e sin—0
+];12k‘71'/0 kw(S)S s sin—9,

ol
w .k
b w(s) :/ v, (s, 0) sin —0d6.
0 w

Remarque 4.3.4. D’apreés le théoréme 4.0.1 v, — v, dans H' quand w — © donc
bk — bpn dans L*(sds) et dans H'(sds).

Pour montrer (4.3.9) on va distinguer les cas : k =1,k =2et k > 3.
Commencons avec le cas le plus difficile.

431 k>3
On part de
Ay(r,0) = fi/lb ()5~ F 1 ds v sin g
w(r,0) = 2 %ex ), kw(S)s s e sin —
+oo r ” N
-> L/ bkvw(s)s%ﬂds r~'& sin k—%.
iy 2k Jo w
Un calcul simple donne
PA(r,0) =1 km. [l _km g bn_o . kT
5z = ;(5(1 - U) : brw(s)s™ « Tds re "“sin U@ (4.3.10)
1 kw7 kr g _kx_ o . kT o km
- 5(1+;)/0 bw(s)se ds r~« "“sin U9+bk,w(r) sm;@)
10A, 10*A, X1 kn 1 Ckniq ., kx_o . kT
o T op —Ig(a(:—l) : brw(s)s™ @ ds 1w sm;@ (4.3.11)
1 km o [r x x o . KT
— 5(1 + U) ; bk,w(s)s%ﬂds r 2 gin U@)
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—Z w2 T2 1 - b THlds rE2cos 0 (4.3.12
r Orf rZ2 00 k 3 / kool or cos w (4.3.12)

51+ §>/0 bi(s)s < s 17 2 cos 59)

D?A, OPA, 5 ,
Pour montrer que S~ Cconverge vers - dans L* quand w — 7 on va procéder

comme suit :
On écrit
2 (v krm
b w = _/ w 9 —d9
ke (S) oo ? (s,0)sin »
2w k
= _/ [V (5,0) — ve(s,60)]sin “T 19
w Jo w
2 qw k
+ —/ v (s, 0)sin T g0
w Jo w
= Vew(S) + Ckw(s).
Alors
0*A,(r,0
% e Fly')’vcvw + FQ,’Y,C,UJ + F3,UJ7
ou
+oo 1 . o kj
Diew = / Vew(s ~5Hds 52 sin —ﬂe
w
++Z°°1<1 ’”)/ (s s 52 BT
S\t /- Ck,w(S)S Sre “sin—
=3 2 W' w
— Fl/y,w + 1—‘1767“.
1 koot Emyq 2
Donew == =14+—) | w(s)se dsr < ?sin—40 (4.3.13)
=3 2 T w
_ _ 1 - / w 7+1d o 2 _9
kz:;Q( ) g Ck, (8)8 sr sin "
P3,w = V3w

D’apres la remarque 4.3.4 on a

},ILI}T ||'U3,w - 'U3,7r||L2 =0.
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Il ne reste donc qu’a verifier

ul;lg}r Hrl,v,c,w - Flmc,ﬂ”m =0.

lim ||T° -I = 0.
% 7T|| 2,7,6,w 27%0,7r||L2
Pour I'y .., on part de :

Pl,’Y,C7UJ - P1777cv7r = F1777w + (F17C7UJ - 1—‘17677‘-)'

Le terme I'; ., est estimé en écrivant :

w rl 9 w rl
[ [ Pt o) raras = [~ [
0 JO 0 JO

= (1- —)2(/ Viwo(8)s™ % T ds) 22 E A dr,
w T

(4.3.14)

&1 kr . ey kr |
> -(1- —W)/ vkvw(s)s*%ﬂds P52 5in “24| rdrdd
k 32 w r

1

w

Or d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

1 1 1
([ mals)s™ 5 0ds)? < ([ 92 ()5~ SHds)( [ 55 ds)

Donc

.
w

1 1
(4.3.14) < C/ / yiw(s)s_%ﬂds P 2rdr (4.3.15)
0 r ’

+oo 1
<Oy [ tuls)sds
k=30
< C/ v,(5,0) — ve(s,0)|* sdsdfd — 0 quand w — .
Qo

Il reste le terme I'y ¢, — X1 c.n-

On a
=1 k 1 x ﬁ k
Diew=> =(1- —W)/ ckw(s)s’%“ds re2sin —Wﬁ, (4.3.16)
s 2 w Jr w
etenw=m
+oo 1 1
Fien= Z 5(1 — k:)/ ck,ﬂ(s)s_kﬂds r*=2gin k. (4.3.17)
k=3 "
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Dans la suite on écrit

Fl,c,w - Fl,c,w = (Fl,c,w - El,c,w) + (El,cm - Fl,C,W)u

ou
+o00 1 1 k
Ster = =(1— k:)/ Ccra(8)s " ds rF 2 sin )
k=3 2 T w

On aura besoin des lemmes suivants :

Lemme 4.3.5. Il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout w € [ W} on

ait
W
I

pour toute suite (\y) telle que >k IAe|* < +oo.
k

>~ Ai(sin k6 — sin k—”@)‘ d9 < C(m—w) Y K|\,
w k

k

Démonstration. La preuve de ce lemme se fait en deux étapes.
Premiére étape : si ()\;) est une suite finie, alors

k
Z Ak (sin kO — sin —FH)

df < O(r — w)? STk [N)?, (4.3.18)
k
En effet, on part de
, . km w
sin k6 — sin U@ = —/ k0 cos(kt)dt,
1

et on écrit, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz

2 T 2
S Me(sin k6 — sin k—”@)‘ a0 = ["| [* 3 kb coshtd) dt| d
3 w 0 1 &

gc*(w—w)/ow/f

2
)| dtdo.

Comme w < & atfixé on a

2

do

2 s
d@g/‘

T
_Zk2|)\k‘27
2 k

Z kA cos(ktd)
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T

par orthogonalité ; en intégrant de t = 1 a ¢t = —, on obtient (4.3.18).
w

Deuxiéme étape :

On distingue, pour w < 7 fixé, les valeurs de k telles que k£ <

(k? € El) et

™ —Ww

celles telles que k£ >

(k € Ey). On écrit

T—w
kr kr |
Z)‘k (sin k@ — sin —9)‘ do < 2/ > Ai(sin k6 — sin —9) do
keFE;
- 2
+2/ > A(sinkd — sm—9) do.
ke FE>
La premiere étape donne
- 2
/ Z)\ksmk:@—sm—e) Ao < C(m—w Zk2|)\|
0 |keky keE:
—w) Y kNS,
ke Fq
par définition de Ej.
On a par ailleurs
- 2 2 2
/ > il 51nk9—sm—9 db </ > Apsinkt d9+2/ > )\ksm—ﬁ dé
O |keEs k€ E> 0 |keE,

<[5 Awsinke| do+2 [ Z)\ksm—ﬁ d
0

keEs 0 keEs
< (m+w) Z |)\k|2
k€ Fo
< 27T 7T — Z k |)\k|
ke FE>
par définition de Ej.
Ce qui termine la preuve du Lemme 4.3.5. O

Lemme 4.3.6. On a

w 1l 1901 1
/ / > 5(1 - k)/ cra(s)s " ds r"2(sin kO — sin k—wé’))ZTdrdQ — 0 quand w — .
0 r w

(4.3.19)

114



Démonstration. D’apres le lemme 4.3.5 et I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

1 +oo

(1319) < Clr—w) [ 3 k(1 - (| Cepn(s)s ) Y dr. (4.3.20)

Or
1 d
([ crmls)s ™ 1ds)? < / ()2 / s g
' A2k
= 2h=1 ),
Donc
1 d
(4.3.20) < C(m —w) Zk:Q/ Con(s )—S<C(7T— w) — 0 quand w — 7.
0

k=3

Car d’apres le lemme 3.1.4 on a

Z/ c,M s)sds < C,
j{

e si [ msc
T k2/ Ry Xe. k>2 70
k>2 §
U
Il reste & montrer que :
[yw(r,0) — X1 er(r,0) = 0 dans L* quand w — 0, (4.3.21)

c’est-a-dire
2
Z/ {/ Chw(S)Ky(kys, 1) — crr(s)Kr(k, s,7)] sds} rdr — 0, (4.3.22)

ou

Pour cela, on écrit

[Chw(s)Ky(kys,1) — cpr(s)Ka(k, s,7)] = crw(s) [Ko(k,s,1m) — K (k,s,7)]
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Lemme 4.3.7. On a

2

ckw K,(k,s,r) — Ki(k,s,r)] sds| rdr — 0 quand w — m. (4.3.25)

Démonstration. On a

too s1op1 1
(4.3.25) < Z/ / Cow(5) |Ku(k,s,7) — Kr(k,s,7)] sds/ | K (K, s,7) — Ky(k,s,r)|sds rdr.
L—3v/0 Jr r

(4.3.26)
Or
1
/ (Ko (k, s,7) — Kn(k, s,7)| sds < Clm — w). (4.3.27)
En effet, on part de
1 k: s ™
|(—7T - 1)3’%7’%’2 — (k —1)sFr"2|sds.
r W
On change la variable en posant ¢ = s/r et on obtient :
r k x +oo kL
/ (A5 — 1) =D — (g — 1)tk \dt</ —”—1 5D — (k= 1)t ®D|ar.
1 w
(4.3.28)
Puis on écrit :
km ko T 1—(r—1)Int
— Y — (k= 1) *D dz.
(T 1) (k1) =
On a donc :
400 L
(4.3.28) < / dt/ -7 dy,
1 k
car (z —1)Int > 0 pour x > k > 3 et t > 1, d’ou le résultat.
On calcule alors :
(4.3.28) < /%d /+Oot1”““dt 1 (%ﬂ —2
3. =In :
— Jk v 1 k—2
On en déduit
/ [(— —1) P e (k —1)s *r*7%|sds < C(7 — w) uniformément par rapport & k > 3.
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En appliquant le theoreme de Fubini, on obtient
1o 1 1
(4.3.25) < Clr—w) S /0 / 2 (5) [ Kok, 5,7) — Fy(h, 5,7)| sdsrdr
k=3 "
1o 1 1 s
< C(r —w) Z/ / ciw(s)sds/ | K (K, s,7) — Kr(k, s,7)| rdr
imJo Joo 0

< C(r —w)? = 0 quand w — 7.

Lemme 4.3.8. On a
> [
k=370

Démonstration. D’apres Cauchy-Schwarz

2

1
/ [k w(s) — chn(s)] Kr(k,s,7)sds| rdr — 0 quand w — 7. (4.3.29)

1 r1 1
(4329) < CO = kP [ [ lewals) = cun(s) sds( [ s dsyrar
0 Jr r

1 1
< C(k - 1)/O /T |ckw(s) — ckm(s)\z sdsr™*dr

+oo .7
¢ Z/ [Cras(8) = Cun(s)| sds. (4.3.30)
k=370
Comme
2 (v k 2 T
Chw(s) = —/ U (s, 0) sin o = —/ (RS g6) sin k0d0,
w Jo w 7 Jo T
on a

Chw(s) — cur(s) = 20 (RS E6) — (s, 0)|sin kOdE.
I |

™ s

D’ou d’apres 1'égalité de Parseval et le théoréme de Fubini

1 s w 2
< Z0) —
(4.3.30) < C/o /0 v (S, 7T«9) v(s,0)| sdsd
w18 oug(s, o)
< _ = 2T\
<o 7r)/o /O /%9 2 fdodosds
<ol - f)(/faede)/l/” T
- T Jo o Jo 0o

SC(l—E)2 — 0 quand w — 7.
7r

Ceci achéve la démonstration du lemme 4.3.8. O
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Cela implique

Tim [Ty — Dreinll 2 = 0. (4.3.31)

Donc d’apres (4.3.31) et (4.3.15) on en déduit

T [T 00 = Dagenll 2 = 0. (4.3.32)

D’une maniere similaire, on montre que

}}LI}T IT2c0 = Toperll 2 = 0. (4.3.33)
Conclusion
I 0’4, O*A, 0
im — =0.
wW—rT 6702 aTQ L2

Les termes (4.3.11) et (4.3.12) sont estimés de la méme fagon.
Finalement on a

lim || Ay — Ag|;2 = 0.

wW—T

432 k=1
On part de

A, (r,0) = %/0 by (s)s =T lds o sin g@
— i/ by (s)se Tl ds 7~ sin T,
2 Jo w

Un calcul simple donne

2A 1 r - x
887*; = §<g —1) [ biu(s)s= Tds rv % sin g@ (4.3.34)
0
1,7 r x x T T
— (= w1 ~w2gin — in —
Q(w +1) ; biw(s)seds r smw0+b17w(r) smwé’
10A, 1024, 1,« T x T o . T
R 5(5 —1) ; biw(s)s™ Tds rv?sin ;9 (4.3.35)
1,7 r = = m
(L b wHlds r~w2gin —60
+ Q(w +1) ; 1w(s)s ST sin
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124, 104,

1 7 jus
58 2 an = 5(; —1) | biu(s)s= Ttds rv? cos ;9 (4.3.36)
1w " z 41 2
+§(;+1) bi(s)swds rw COS;@
2
Examinons le terme Qw
r
D’apres (4.3.34) on a
0P A,
W = \Ijl,w + \:[127&’ + 111370.)7 (4337)
ou
1 T —r 7\'
Uy, = §<E —1) [ bi(s)s™ Tds rv"?sin Ty
w 0 w
1,7 r = = m
Uy = ——(—+1) [ bry(s)seds r v 2sin —0.
2, 2(w+ ) b, (s)s sr sin -~
Vs, = by (r)sin Ty
w

On peut montrer en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, que
W1l < Clr —w),
et par conséquent
U, — 0 dans L? quand w — 7. (4.3.38)
D’apres la remarque 4.3.4 on a
lim [[ W5, = Wy ]|, =0,

I reste maintenant a étudier le terme Wy . Pour ce faire, on va procéder comme
dans le cas k > 3 c’est-a-dire on décompose :

2 (v T
brols) = = [ vuls,0)sin " do 43,
1w(8) o) v (s )smw (4.3.39)
2 [w T
= — w 3 0 - T 5 0 i —d@
w/o [V,(8,0) — vr(s )]smw
2w k
+ —/ v (s, 0)sin " b
w Jo w
= MNw(s) +cru(s).
Alors

\I’2,w = \112;\/,w + \Il2,c,un
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ou

1 T s s
U0 = _§<E + 1)/ Tw(s)suTds 77 sin a
w 0 w
1 T s s
_§<E +1) / c1w(s)setds r=w 2 sin T
w 0

2,cw —
w

On a grace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz

2w
w7 3dr

w 1 1 r Tr
| [ 1020 rdras = (2 +17 [ ([ ()23 1ds)? r
0 0 w 0 0

< C/ v,(5,0) — ve(s,0)|* sdsdfd — 0 quand w — .
Qu

ou C une constante indépendante de w.
Il reste le terme Wq .

On a

1

Uy = —=(—=+ 1)/ c1u(8)seds 1= 2 sin Ty,
2 0 w

S

et pourw=m
T
Uyer = —/0 clm(s)des r—3sind.
Montrons que
Uy ew — Yo or — 0 dans L? quand w — 7.
Pour ce faire on écrit
\IIQ,C,UJ - \:[1276,7'( = \IIZ,c,w - (I)w + (I)w - \:[1276,7'(7
ou
o, =— /OT c1x(s)s%ds v sin 50.

Lemme 4.3.9. On a

w  rl
/ / Wy ern(r,60) — B(r,0)|* rdrdd — 0 quand w — 7.
o Jo

Démonstration. Grace a la majoration |sinx — siny| < C'|z — y| pour tout z et y
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dans R on a

w rl
/ / Wy er(r,0) — Bu(r, 0)|* rdrdd = / / / c1x(s)s%ds r™(sin § — sin z0))27“0l7“al0
o Jo w
<C(m— )2/ (/r c1x(8)s%ds)? r=0dr
o Jo

Or d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz

/01(/(:01,%( )s%ds)? 5dr</ / (s 4ds/ ds)r~dr

<C/ c1 s)sds = C,

ou C' une constante indépendante de w.
Ceci acheve la démonstration du lemme 4.3.9. O

Il reste a montrer :
w rl
/ / Wy e0(r,0) — O (,0)|° rdrdd — 0 quand w — 7.
o Jo

c’est-a-dire

2

/01 {/Or [c1,w(8)Ku(s,7) — c1,x(8) K (s,7)] sds} rdr — 0 quand w — T,

ou

Pour ce faire on écrit

[c1,0(8)Ky(s,7) — c12(8) Kr(5,7)] = c1.0(8) [Ku(s, ) — K(s,7)]
+[c1w(s) — c12(8)] Kr(s, 7).

La suite de la démonstration repose sur les lemmes suivants :

Lemme 4.3.10. On a

/

Démonstration. On a

2
rdr — 0 quand w — 7. (4.3.40)

/Or c1.0(8) [Ku(s,r) — Kr(s,7)] sds

(4.3.40) < /01 /Or ciw(s) |K,(s,7) — Kr(s,7)|sds /Or | K, (s,1) — Ky(s,r)|sds rdr.
(4.3.41)
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/ |Ky(s,7) — Kr(s,7)] sds < C(m — w).

0

En effet, par le changement de variable intégrale t = f, on obtient
r

1 T, © _zm_9 -3 11 m sy | 2
/ (Z(1+ D)s5r 52 — o 3)sds = / (Z(1+ DyEH —2)dt < Cln — w).
0 w 0o 2 w
En appliquant le theoreme de Fubini, on obtient
1 1
(4.3.41) < C(m — w)/ cfw(s)sds/ |Ky(s,7) — Kq(s,7)| rdr
0 ’ s
C(rm—w)* = 0 quand w — 7.
D’ou le résultat.

Lemme 4.3.11. On a

/

Démonstration. La démonstration est identique a celle du lemme 4.3.8.

2
rdr — 0 quand w — 0.

/Or [Cl,w(S) — CLW(S)] KF(S, T)Sds

De ce qui précede on déduit alors que

0?A,  O*A,

or? or?

=0.
L2(w)

lim
W—rT

D’une manieére similaire, on montre que

lim <18Aw N i@QAw) B (lﬁAw N i@zAw) _0
wom ||t Or r2 002 r or 12 062 L2(00) -
y (1 A, 1 8Aw) (1 A, 1 0A7r) "
im |[(~ - = — (= - = =0.
w=m e Ord r2 00 r Orf r2 06 12(00)

Finalement on a

lim [|A, = Azl g2, = 0.
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433 k=2
On part de

T us s 2
A, (r,0) = %/0 byo(s)s™ & tlds r25 sin 59

r n 27
- i/ bo.w(8)s THds 1+ sin 4.
0

w

Un calcul simple donne

PA, 1 27T =2y, am_y 2T
52 5 o 1) / bo.w(s ds r'v “sin 39 (4.3.42)
1 2 n 2 2
il / bo.w(s)s™ TH s 25in 20 + b () sin .
w w

10A 1 9%A, 1 27 —on o 2

0 = ———1/bw g B2 gin 2R g 4343

r Or +r2 002 2w 2 5T Smw (4.3.43)
1

27T 2 27
/ bo.w(s sw“ds r~w 2gin —4@
w

1?PA, 104, 1 27T samyy 2wy 2T
o0 72 50 2 - /bgw ds re COSUQ (4.3.44)

1 2 7r 2
7T /bgw ctlds p26- cos—wﬁ
w

2
w

Examinons le terme 5
r

D* A, 0*A

converge vers 2” dans L? quand w — 7 on va procéder

Pour montrer que

comme suit :
On écrit

bow(s) = g/w v,(s,0) sin 2—7Td9
= —/ v,(8,0) — v(s,0)] sin2—7rd9
w
—i—a/o U (s, 0) sin Ud@
= Yo, (8) + c2.0(5).

Alors
0%*A,
or?

[1]

Lyew T Z2500 + g0, (4.3.45)
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1 2 x 2
El,fy,c,w = Tr / ’YQW 3 3 1d8 T%_Q sin 59
1 27T o 27 2
—(——1 / o(s)s = Flds 7% ~2sin — 4
2T [t "

—_ —_
= (o
— —lyw + —1,cw

1 2 2
Sy em = — 2( 7T+1 / Yow(S $w+d87“ Z-26in g
w
1 27 T P Com o . 27
_§(U+1)/0 Cow(s)swTlds re 25111;«9.
2
E30 = by (1) sin Ty,
w

D’apres la remarque 4.3.4 on a

u!)ll}}r H*~3w - EB,W”L2 = 0.

Il reste a verifier que

};ILI}T ||*—*1,'y,cw - El,’y,c,ﬂHLQ = 0.
})I_IET ||*—*2,’ycw - EQ,’y,c,ﬂHLQ = 0.

Pour Z 5 ., on part de :

_= . = _ =
—ly,em — —lyw _'_ (‘—‘I,C,UJ _‘17077T)'

—_
—
‘_‘1777070‘}

Le terme = ., est estimé en écrivant :

w 1 2 27T 1 r ™ 4r
|| Ernlr )P rdras = C( =12 [ ([ (rauls)s 25 1ds)? 52
0 Jo w 0 Jo
< C/ [0s(5,0) — v (s,0)|* sdsdf — 0 quand w — .

ou C une constante indépendante de w.
Il reste le terme =1 ¢, — =1 ¢ n

On a
2T

12 T —2m ul
= — (—W — 1)/ Cg,w(S)STQHds 7“27_2 sin —0,
0 w
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etenw=m
—_ Ly 1, .
Elen = 5/ Co.x(8)s™ dssin 26.
0

Dans la suite on écrit

ou

2T

Ther=2 / Con(S s tdssin =—.
2 w

On aura besoin des lemmes suivants :

Lemme 4.3.12. On a
w rl
/ / 21 00(7,0) = Tyen(r,0))? rdrdf — 0 quand w — .
o Jo

Démonstration. Grace a la majoration |sinz — siny| < C'|z — y| pour tout z et y
dans R on a

/ / |21 cw(r,0) = T cn(r,0)] > rdrdd —/ / / Con(8)s  ds (sin 26 — sin %9)) rdrdf
< C(n— )2/0 (/OT con(s)s7ds)? rdr < Ol — w)?,
car d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a
/(]1(/r02,r( )5~ tds)? dr</ / CQF 3ds/0 sds)rdr
< C/ CQF s 3ds = C,

ou C' une constante indépendante de w.
Ceci acheve la démonstration du lemme 4.3.12. O

Il reste & montrer :
w 1 9
/ / |11 cr — ZE1,0x|” rdrdf — 0 quand w — .
0 Jo
c’est-a-dire

1 T 2
/ {/ [c2.0(8)Ny(s,7) — car(s)Ny(s,7)] sds} rdr — 0 quand w — T,
o o
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ou

1,2 x 2n
Ny(s,r) = —(—W — 1)3_277’27_2

Pour ce faire on écrit

(2.0 (8) Nu(8,7) — on(8)Nr(s,7)] = c2(8) [Nuw(s,7) — Nx(s,7)]
+ [c2w(8) = can(8)] Nx(s, 7).

Lemme 4.3.13. On a

/

Démonstration. La démonstration est identique a celle du lemme 4.3.10 O

2
rdr — 0 quand w — . (4.3.46)

/OT 2.0(8) [Ny(s,7) — Ny (s,7)] sds

Lemme 4.3.14. On a

/

Démonstration. La démonstration est identique a celle du lemme 4.3.8. O

2
rdr — 0 quand w — 0.

[ leals) = can(s)] Nofs.r)sds

De ce qui précéde on déduit que
lim ||= —= = 0.
e || Ly,ew 17%6,7r||L2

D’une maniere similaire, on montre que

lim ||EQ,'y,c,w - EZ,’y,c,ﬂ||L2 = 0.

wW—T
Conclusion
i A, 0*°A; 0
im — =0.
w= || Jr2 or? 120)
De la méme fagon, on démontre que
lim <18Aw n i@QAw) B @OAW n i82A7r) 0
wom N gr r2 002 r or 1?2 062 120 -
. 10%4A, 1 0A, 10?4, 1 0A,
lim ||(- - = ) — (- - = ) = 0.
w=m (1N Ord r2 00 r orf r2 00 12(0.)
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Finalement on a

lim HAw — AW”HQ(QW) =0.

wW—rT
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Conclusion

L’objectif principal de cette thése est d’analyser le comportement singulier des

solutions dans certains probleémes elliptiques sur des domaines non-réguliers.
La connaissance de la singularité est nécessaire pour connaitre les possibilités et
les limites des modeles étudiés; elle sert aussi, lors de la résolution numérique
des équations aux dérivées partielles associées.
Nous commencons par exposer brievement les grandes étapes abordées au cours
de cette these, contribuant toutes a la rencontre des objectifs précités. Ensuite,
nous insisterons sur les originalités qui jalonnent ce travail ainsi que sur les prin-
cipaux enseignements tirés, avant de dégager des pistes de recherches porteuses
pour le futur.

Synthése des travaux effectués

Le chapitre 2 présente une étude approfondie du probléme Laplacien-Dirichlet
et le probleme bilaplacien-Dirichlet-Neumann (le probleme (7)) dans un poly-
gone du plan. Cette étude est essentiellement basée sur la transformée de Fourier
partielle et le théoreme de Plancherel. Les résultats que nous avons obtenus en
ce qui concerne la décomposition de la solution au voisinage d’'un sommet sont
identiques aux résultats de GRISVARD 1986 et BLUM et RANNACHER 1980, en
revanche le sens de la condition aux limites M (u) = 0 dans le probléeme (F)
n’a pas été explicité dans I'article de BLUM et RANNACHER 1980. En utilisant des
techniques analogues a celle de NECAS 1967, on donne un sens a la condition
aux limites M (u) = 0 lorsque la solution variationnelle appartient & H2. A la fin
du chapitre on rappellera les résultats essentiels de BLUM et RANNACHER 1980.

Le troisieme chapitre reprend le probléeme (/) en examinant le comportement
des solutions dans une famille d’ouverts, les seconds membres étant supposés
dépendre continiment des ouverts. De maniere plus précise, on suppose donnés
des ouverts polygonaux au voisinage de l'origine €2, w €)%, 7|, ayant un sommet
en O d’angle w si w < 7 et étant plat si w = . On montre que la solution
variationnelle du probléme (P,) s’écrit au voisinage de 'origine sous la forme

Uy = Uw,1 + U 2 + Uw,3,
AY ™ . 2, . 7 oy
ol uy,; = alrs sin 26, u, o = aZr'v sin 226 et u, 5 est la partie réguliére .
On montrera précisément que la partie réguliére u,, 3 vérifie des estimations uni-

formes par rapport a w et on donnera une description précise des parties singu-
lieres w,, ; et u, » pres de l'origine.
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Le chapitre quatre contient les autres résultats nouveaux de cette theése. Dans
ce chapitre nous avons montré que la solution w,, (respectivement u,, 1, u, 2, et
u,, 3) converge dans H7_, quand w — .

Notons que les résultats obtenus dans les chapitres 3 et 4 sont essentiellement
basées sur les séries de Fourier.

Perspectives de recherche

1. Comme déja mentionné ci-dessus, les résultats obtenus dans cette these
sont essentiellement basées sur les séries de Fourier, mais cette méthode
n’est pas généralisable a d’autres problemes aux limites. Pour régler ce pro-
bleme nous sommes actuellement en train de développer une méthode qui
va nous permettre de traiter d’autres problemes avec des conditions aux
limites différentes.

2. Généraliser les résultats obtenus pour une donnée f € LP.

3. Une étude numérique du probleme (P,) par la méthode des éléments finis.
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ANNEXE

Pour v € H* nous définisson :

2
M(u )—yAu+(1—y)gZ,
0 Pu
N(u):—a—nAqu(l—l/)a 5.2

ol v est un nombre réel appelé coefficient de Poisson du matériau constituant la
plaque : v € ]0, 1].

Nous établirons un lemme qui nous sera utile pour déduire une formule de Green
généraliseé dont on aura besoin dans notre travail. Pour deux fonctions u € H*,
v € H? on a la formule de Green suivante :

/QAzuvdx = a(u,v) — (/ [fy(Mu)fyg + y(Nu)yvldo), (C.A47)

T

ol a(u,v) est une forme bilinéaire définie sur H*(Q2) x H*()) comme suite :

92 a2 2 2 2 a2
[(l_y)<8uﬁv_2 0*u 0% +6u6v>]d%

a(u,v) = /Q AuAvdzr — /

Q

02 Oz? 011019 Ox,1019 013 O3

On choisit la décomposition suivante du bilaplacien :

0%  0? 0? 0? 0?02 0?02 0?0
A% = 2(1 - :
o0x? (837%) + 8:618:52[ (1-v) 83:18372] + 0x? (V&L’%) + 03 (V&L’%) + 03 (8563)
(C.48)
d’ou :

0* 0%u 0? 9%u 9?>  *u 9?>  J*u 9? J*u
2 _ _
/QA wodr = /Q {Gx% 52+ 505, 2 " aron T V) T o) T o (axg)} vdz.

(C.49)

On applique la formule de Gréen deux fois a chaque terme de l'intégrale sépa-
rément :

0 0*u 0 0*u, v 0*u
de = — [ 2 (<Y d
le((?xl)v ('9901(895%)(%1 (‘3951 6x1)vm 7
0u 82 0%u v g 2u) J
Q 012 8951 r 022 (‘3xlm ot (‘3951 (‘3951 vinae
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0%u u . Ov 9%y
dr = — L
Q 0x10T9 <8x18x2 Judx /Q 0ry <8x18x2)8x2 az+ /F 0ry <8x18x2 )mpda
Pu v g 9*u @ J%u o
Q 8x18x2 81‘18l‘2 8x18x2 8@ 1 al‘l 81‘18l‘2 VT ao
0%u u . Ov 9%y
d —
98x18x2<8x18x2)v T 8952 8x18x2)8x1 /8@ 8x18x2)vmda
Pu v i *u v +/ 0*u Jomd
do _gu
989018@ 81‘18l‘2 8x18x2 al‘l 2 8@ 81‘18l‘2 VThao
9% 0% 8u 8v 0*u
d _
98x2< 8x1)v T /8@ ox? 8@ 8@ 8x1>m]2da
9%*u 0%v 82u Ov 82u
= /Q%% Vo oy T / O, g Vo
9  u 8u 82} 82u
Q8x1< 8x2)vdx /8:1:1 03 8:1:1 8:1:1 a@)vmda
9%u 0%v 82u Ov 82u
= /%% Y 0922 9, M7 T / o, gz Vo
9? 0%u 0%*u 0*v 0%u Ov o%u
vde = | 2= " de —
83:2(61’2) o O0r3 6:c§dx r 922 a@mda /8:52 6:52)U?72d0
Par sommation on obtient :
/QAZUUdSL’ = a(u,v) + I + L.
ou :
A A ) I AT ) A
YR o, 0x? n 0x1 011075 & 0xo 01107 n
0 0%*u 0 0%*u 0 0%*u
+ Va—scl<a—$%)7h + V&CQ <8x%>?72 + 02y (&U%)Th)vda
I __/<@ﬁ +(1-v) 0%u_ v +(1-v) 0%u_ v
SR 0x? Oz, n 0x1015 015 n 0x1015 8x1?72
8u8v +6u8v +82uav \d
Vo2 0o " T V02 0y 2 T 022 0y 2
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Calculons l'intégrale I :

0 0%u 0 0%u o  O*u 9  0u
L= a9
1 / {axl (83:% )771 + 8:172 (ax% )772 + 81’1 (82.1'2 )771 + ax2 (82.1'2 )772} vdo

_/ 0 82 82u) N 0 (82u N 82u) p

Or, 8:1:1 83:% n 0wy 02 O3 )
0 0Au

= — (A — (A = .

/1“{8901( u)n1+a 2( u)n }vda /F o vdo

Pour simplifier la deuxieme intégrale, on aura besoin d’exprimer les dérivées par
rapport a x; et x5 en fonction des dérivées suivant la normale 7 et la tangente 7.
En effet :

000
on © Oxy n 8@772
0 0 0

9 = _8—331?72 + 8—332?71

o o0 0
or, on" " or”

o o0 0
om ot oM

On applique ainsi ces formules pour obtenir :

v .0%u d%u 0%u

I = — a_n[ﬁ("% +u(l—n7)) + 8—13%@(1 — ) +m5) +2(1 - V)axlaxznmz]da
81} 82 0%y d%u
(1— 2_ g2y S d
+/ V 8 2771,'7 axlaxQ (771 T]Q) 8x%771772] a
B *u 0*u @ 9
= / 8 a3t 27@1‘185@ MmN + 022 ny) + vAuldo

(% 82 0u 0u
(1— 2 ond) - — d
+ / v) 8 922~ Fp o (= ) o mipldo
La seconde intégrale de I, peut étre calculée par parties. Etant donné qu’elle
est prise sur un contour fermé, les limites d’intégration sont confondues en un
point, on obtient tout simplement :
ov 0u 0%u 0u
L=— [ —[(1- 242 + ——=n3) + vAu)d
2 877[( )(a 2771 6[[’18[[’2 RJp) 81% 772) ] o

82 0%u d%u

a
—[(1— (- =
/ v)u a IRl v v (n7 —n3) o mne)do
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Finalement, on obtient :

/QAQUUd:L‘ = a(u,v) — (/PH(MU)
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