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Résumé
Cette thèse s’inscrit dans le cadre de la classification non supervisée et s’inté-

resse plus particulièrement au problème de la hiérarchisation de variables. Elle
s’articule autour de nombreuses applications dans le domaine de la santé pu-
blique, notamment l’analyse des données issues des questionnaires de qualité de
vie liée à la santé pour les patients atteints de maladies chroniques. Elle com-
porte des aspects techniques, methodologiques et pratiques, et est structurée en
trois parties : développement de questionnaires adaptatifs, classification non su-
pervisée de données qualitatives et sélection de variables en apprentissage non
supervisé.

Contexte et motivations
Cette thèse s’intéresse aux propriétés statistiques et psychométriques des me-
sures subjectives dites "modernes" de la qualité de vie. Dans la pratique clinique,
les mesures de la qualité de vie sont considérées comme d’importants indicateurs
pour de nombreuses prises de décisions (évaluation des interventions de santé,
contrôle des symptômes liés à une pathologie ou un traitement). Nous nous inté-
ressons ici à la théorie de réponse à l’item, qui utilise des modèles paramétriques
pour établir une relation entre le trait latent d’un individu (son niveau de qualité
de vie par exemple) et un item donné. Nous utilisons ces modèles pour sélec-
tionner des sous-ensembles d’items présentant des propriétés psychométriques
satisfaisantes, au regard de la qualité d’ajustement du modèle. Cette démarche,
appelée item banking ou calibration, permet de construire une banque d’items,
c’est à dire un ensemble de questions à plusieurs modalités de réponses ayant
pour but de mesurer un même trait latent. Ces items, une fois collectés, peuvent
être administrés à un individu de manière séquentielle. Cependant, il est aussi
possible de considérer un questionnaire informatisé adaptatif, basé sur la banque
d’items calibrée et sur un algorithme de sélection d’items. Dans ce type de ques-
tionnaire, le score reflétant le niveau de trait latent de l’individu est estimé après
chaque réponse à un item. L’item suivant est sélectionné par l’algorithme en fonc-
tion du score actuel de l’individu, comme étant l’item le plus informatif pour cet
individu (l’information d’un item est une fonction du trait latent). Il est possible
de n’administrer qu’un sous-ensemble des items de la banque avec cette procé-
dure, en définissant un critère d’arrêt basé sur un nombre d’items fixe, ou sur un
indice de précision du score obtenu.

Dans la pratique clinique, ce type de questionnaires est utilisé pour fournir
une mesure valide de la qualité de vie des patients, tout en réduisant le fardeau
ressenti par le patient lorsque le nombre d’items à compléter est trop élevé, ou
que certaines questions dans la banque ne sont pas adaptées à son niveau de trait
latent. Cependant, cette approche est très dépendante de la théorie de réponse
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à l’item, et il est possible qu’en pratique un ensemble d’items donné ne soit pas
conforme aux standards d’ajustement de ces modèles paramétriques. En effet,
la théorie de réponse à l’item repose sur des hypothèses fondamentales (uni-
dimensionalité, indépendance locale) qui peuvent être invérifiables sur certains
jeux de données réelles. De plus, le développement et la mise à jour de banques
d’items sont des processus coûteux et difficiles à mettre en place dans la pratique
clinique.

Développement de questionnaires adaptatifs
Nous proposons donc une alternative non-paramétrique pour le développement
de questionnaires adaptatifs, basée sur la méthode CART, les arbres de décisions
de Breiman. Elle consiste à construire un arbre de régression afin de prédire la
valeur d’une variable aléatoire Y représentant un score (de qualité de vie par
exemple) en fonction de p variables explicatives X.j, j ∈ {1, ..., p}, qui sont des
variables ordinales représentant les items de la banque. Cette approche présente
certains avantages : elle ne repose sur aucune hypothèse, elle peut s’adapter
aux jeux de données contenant des données manquantes, elle requiert moins
de temps de calcul lors de l’administration des items et elle permet aussi d’éva-
luer un potentiel comportement différentiel des items, en ajoutant des variables
démographiques dans le modèle.

En terme de résultats, nous présentons la calibration d’une banque d’items
mesurant la qualité de vie liée à la santé mentale pour des patients atteints de
sclérose en plaques. Cette banque est constituée d’un regroupement d’items issus
de deux questionnaires. Nous présentons des simulations pour le développement
des versions adaptatives du MusiQoL et du SQoL, qui sont deux questionnaires
multidimensionnels de qualité de vie spécifiques à la sclérose en plaques et à la
schizophrénie respectivement. Enfin, nous présentons différentes simulations dé-
montrant la pertinence de l’approche basée sur les arbres de décision. L’approche
classique est comparée à cette méthode, cette dernière fournit des estimations
de scores de qualité de vie plus satisfaisantes au regard d’un score de référence.

Classification non supervisée de données qualitatives
La deuxième partie de cette thèse présente une méthode de classification hiérar-
chique non supervisée, basée sur des arbres de décisions binaires, appelée cluste-
ring using unsupervised binary trees (CUBT). CUBT est une méthode descendante
qui comprend trois étapes pour obtenir une partition optimale d’un jeu de don-
nées. La première étape construit un "arbre maximal" en divisant récursivement
le jeu de données en deux sous-ensembles d’observations, les subdivisions faites
visant à minimiser un critère d’hétérogénéité, appelé déviance, calculé sur les
sous-ensembles obtenus. La déviance est basée sur la trace de la matrice variance-
covariance de chaque sous-ensemble d’observations. La deuxième étape consiste
à élaguer l’arbre, elle permet de regrouper les paires de noeuds terminaux de
l’arbre. Pour chaque paire de noeuds terminaux issue d’une même division bi-
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naire, une mesure de similarité inter-noeuds est calculée. Les deux noeuds sont
agrégés au sein d’un même noeud (i.e le noeud parent) si leur dissimilarité est in-
férieure à un certain seuil noté mindist. La mesure de dissimilarité utilisée dans
CUBT est basée sur la distance euclidienne. Enfin, la troisième étape permet aussi
d’élaguer l’arbre, en considérant également l’aggrégation des noeuds terminaux
qui ne sont pas issus d’une même division. Pour cette étape, on peut choisir d’uti-
liser soit le critère d’hétérogénéité, soit la mesure de dissimilarité. La méthode
CUBT a les mêmes avantages que CART, elle peut produire des partitions opti-
males pour une grande variété de donneés et possède de bonnes propriétés de
convergence. Elle est aussi interprétable grâce à la lecture des divisions binaires
obtenues dans l’arbre.

Cette dernière propriété est mise en évidence dans quelques applications en
santé publique, en utilisant CUBT avec des scores issus de questionnaires de qua-
lité de vie. Cette approche nous permet d’apporter une aide à l’interprétabilité
et à la prise de décision vis à vis de ces scores, la structure d’arbre de décision
permettant aisément d’obtenir des scores-seuils pour définir l’appartenance des
patients à différentes sous-groupes.

Une des limitations techniques de la version initiale de CUBT est le fait que
le critère d’hétérogénéité et la mesure de dissimilarité utilisés sont spécifiques
aux données quantitatives continues. Nous proposons donc des extensions de
CUBT pour l’adapter au cas de données ordinales (de type item) et nominales.
Nous suggérons de nouveaux critères, basés sur l’information mutuelle et l’en-
tropie de Shannon. Différents modèles de simulation de données sont présentés
pour expérimenter cette nouvelle version de CUBT et la comparer à d’autres
approches non supervisées. Nous définissons aussi quelques heuristiques concer-
nant le choix des paramètres de CUBT.

Sélection de variables en apprentissage non supervisé
Nous nous intéressons ensuite au problème de sélection de variables en classi-
fication non supervisée. Un arbre de classification construit avec CUBT permet
d’identifier les variables qui prennent part activement à la construction de l’arbre.
Cependant, bien que certaines variables peuvent être non pertinentes pour la
construction de l’arbre, elles peuvent être compétitives pour les variables actives
dans les différentes divisions binaire de l’arbre. Dans de nombreuses applications
d’analyse de données ou de modélisation statistique, il est essentiel de classer les
variables selon un score d’importance afin de déterminer leur pertinence dans un
modèle donné. La sélection de variables permet ainsi de réduire la complexité
des modèles que l’on utilise, ou de réduire le bruit présent dans les données, afin
d’obtenir un gain de précision et d’interprétabilité du modèle. Nous présentons
donc une méthode pour mesurer l’importance des variables dans le cadre de la
classification non-supervisée. Cette méthode, inspirée de CART, utilise CUBT et
la notion de divisions binaires compétitives pour définir un score d’importance
des variables. Nous analysons l’efficacité et la stabilité de ce nouvel indice, en le
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comparant à d’autres méthodes classiques de scores d’importance de variables.
Nous considérons des modèles de simulation de données pour comparer notre
approche, en ajoutant des variables non pertinentes dans les jeux de données
obtenus. Cette méthode montre des résultats satisfaisants en termes d’efficacité
et de stabilité. Ce nouveau critère peut être utilisé pour obtenir une hiérarchie
des variables d’un jeu de données, et développer un algorithme performant de
sélection de variables.
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Abstract
This thesis deals with unsupervised classification (commonly called clustering)

and its main focus is about the problem of variables ranking. The document pre-
sents several applications in the field of public health, particularly the statistical
analysis of health-related quality of life data. These data are from quality of life
questionnaires for patients with chronic diseases. The thesis consists in technical,
methodological and practical aspects, and is structured in three parts : develop-
ment of computerized adaptive tests, clustering of qualitative data and variable
selection in unsupervised learning.

Context and motivations
This thesis focus on the statistical and psychometric properties of so-called "mo-
dern" subjective quality of life measures. In clinical practice, the quality of life
measures are considered as important indicators for many clinical decisions (as-
sessment of care provided, control of symptoms due to some pathology or treat-
ment). We herein focus on item response theory, that uses parametric models
that consider a link between an individual’s latent trait (for example his level of
quality of life) and a given item. We use these models to select subsets of items
that have satisfactory psychometric properties, regarding the model fit. This ap-
proach, named item banking, or item calibration aims to construct an item bank,
a set of items having several response choices that measure a same latent trait.
Once collected, these items can be administered sequentially to an individual.
However, a computerized adaptive test, based on the calibrated item bank and
an algorithm of adaptive administration, can be considered. In this type of tests,
the score reflecting the individual’s latent trait level is estimated after each res-
ponse to an item. The next item is selected by the algorithm regarding the cur-
rent individual’s score, it the most informative for this individual (information
is a function of the latent trait). A computerized adaptive test administers only
a subset of items from the item bank, defining a stopping criterion based on a
fixed number of items, or based on an index of score precision.

In clinical practice, this type of questionnaires is used to provide a valid mea-
sure of patients’ quality of life, reducing the burden felt by the patient when
the number of items to complete is too high, or when some items in the item
bank are not adapted to his latent trait level. This approach is very dependent of
item response theory, but in practice, a set of items could not be in conformity
with the fit of these parametric models. Indeed, item response theory have three
fundamental assumptions (uni dimensionality, local independence and monoto-
nicity) that can be not valid on several real datasets. Moreover, development and
updating of large item banks are costly processes that are difficult to undertake
in some clinical settings.
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Development of computerized adaptive tests
We propose a non-parametric alternative for the development of adaptive tests,
which is based on the CART method (Breiman’s decision trees). This method
consists in constructing a regression tree in order to predict the value of random
variable Y representing a (quality of lfe) score in function of p input variables
X.j, j ∈ {1, ..., p}, which are ordinal variables representing the item from an item
bank. This approach shows some advantages : it does not rely on any assump-
tion, it can be adapted to datasets with missing data, it needs less computation
time during the administration of the items and it allows us to assess the po-
tential differential item functioning, by adding some confounding factors to the
model.

In terms of results, we present the calibration of an item bank measuring men-
tal health-related quality of life for patients with multiple sclerosis. This item
bank contains items issued from two questionnaires. We present some simula-
tions for the development of the adaptive version of the questionnaires MusiQoL
(respectively SQoL), which is a multidimensional quality of life questionnaires
specific to multiple sclerosis (respectively schizophrenia). Finally, we present
some simulations to show the interest to used the approach based on decision
trees. The "classical" approach, based on item response theory, is compared to
our new method, which shows more satisfactory quality of life scores estimates,
with regard to a reference score.

Clustering of qualitative data
The second part of this thesis presents a hierarchical clustering method, based on
binary decision trees, named clustering using unsupervised binary trees (CUBT).
CUBT is a top-down method that consists in three stages to get an optimal par-
tition of the data. The first stage aims to construct the "maximal tree" by re-
cursively splitting the dataset in two subsets of observations, the binary splits
aim to minimize a heterogeneity criterion, called the deviance, computed on the
subsets obtained. The deviance is based on the covariance matrix of each sub-
set of observations. The second stage consists in pruning the tree, it allows us
to aggregate the pairs of terminal nodes of the tree. For each pair of terminal
nodes issued from a same binary split, a dissimilarity measure between-nodes is
computed. The two nodes are aggregated within a same node ((i.e the parent
node) if their dissimilarity is below some threshold denoted mindist. The dissi-
milarity measure used in CUBT is based on the euclidean distance. Finally, the
third stage allows us to prune the tree, considering the aggregation of terminal
nodes that are not issued from a same split. In this stage, we can choose to use
either the heterogeneity criterion, or the dissimilarity measure. CUBT has the
same advantages as CART, it can produce optimal partitions for a large variety
of data structures et shows good convergence properties. It can be interpretable
by following the succession of binary splits obtained in the tree.
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This property has been highlighted in some application in public health, using
CUBT on scores from quality of life questionnaires. This approach allows us to
help the clinicians to interpret the data and improve clinical decision-making
regarding these scores, the tree structure can be used to easily get threshold-
scores to define a categorization of the patients in different subgroups.

One of the technical limitations of the initial version of CUBT is that the hete-
rogeneity criterion and the dissimilarity measure are specific to continuous data.
We propose some extensions of this method to adapt it to the case of ordinal and
nominal data. We suggest new criteria, based on the mutual information and
Shannon’s entropy. Different data simulation models are presented to experiment
this new version of CUBT and compare it to other unsupervised approaches. We
also define some heuristics concerning the choice of the CUBT parameters.

Variable selection in unsupervised learning
We focus on the problem of variable selection in clustering. A classification tree
obtained with CUBT can identify the variables that take part directly in the
construction of the tree. However, although some variables may be irrelevant
for the construction of the tree, they can be competitive of the active ones in
different binary splits of the tree. In many applications of data analysis and sta-
tistical modeling, it is essential to get a hierarchy of the variables, defined on
an importance score, to determine their relevance in a given model. Variable se-
lection allows us to reduce the complexity of the model, to reduce the noise in
the data, and hence to gain in model precision and interpretability. We present a
method to assess variable importance in clustering. This method, inspired from
CART, use CUBT and the notion of competitive binary splits to define a score
of variable importance. We analyze the efficiency and the stability of this new
index, comparing it with other classical methods of variable importance scoring.
We consider data simulation models to compare our approach, adding irrelevant
variables in the simulated datasets. This method shows satisfactory results in
terms of efficiency and stability. This new criterion may be used to get a ranking
of the variables in a dataset, and develop a new algorithm of variable selection.

This thesis resulted in several publications in international revues and confe-
rences. Here is the list :

Publications resulting from the thesis

— Pierre Michel, Badih Ghattas et Laurent Boyer (2016) Assessing variable im-
portance in clustering. A new method based on unsupervised binary decision
trees. (soumis)

— Pierre Michel, Karine Baumstarck, Christophe Lançon, Badih Ghattas, An-
derson Loundou, Pascal Auquier et Laurent Boyer (2016) Modernizing qua-
lity of life assessment : development of a multidimensional computerized adap-
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tive questionnaire for patients with schizophrenia. (en révision)

— Badih Ghattas, Pierre Michel et Laurent Boyer (2016) Clustering nominal
data using Unsupervised Binary decision Trees : Comparisons with the state of
the art methods. (en révision)

— Pierre Michel, Karine Baumstarck, Badih Ghattas, Jean Pelletier, Anderson
Loundou, Mohamed Boucekine, Pascal Auquier et Laurent Boyer (2016)
A Multidimensional Computerized Adaptive Short-Form Quality of Life Ques-
tionnaire Developed and Validated for Multiple Sclerosis : The MusiQoL-MCAT.
Medicine, 95(14) :e3068.

— Pierre Michel, Pascal Auquier, Karine Baumstarck, Anderson Loundou, Ba-
dih Ghattas, Christophe Lançon et Laurent Boyer (2015) How to interpret
multidimensional quality of life questionnaires for patients with schizophre-
nia? Quality of Life Research, 24(10).

— Pierre Michel, Pascal Auquier, Karine Baumstarck, Jean Pelletier, Anderson
Loundou, Badih Ghattas et Laurent Boyer (2015) Development of a cross-
cultural item bank for measuring quality of life related to mental health in
multiple sclerosis patients. Quality of Life Research, 24(9).

— Pierre Michel, Karine Baumstarck, Laurent Boyer, Oscar Fernandez, Peter
Flachenecker, Jean Pelletier, Anderson Loundou, Badih Ghattas et Pascal
Auquier (2014) Defining Quality of Life Levels to Enhance Clinical Interpre-
tation in Multiple Sclerosis. Medical care.

— Pierre Michel, Karine Baumstarck, Pascal Auquier, Xavier Amador, Rémy
Dumas, Jessica Fernandez, Christophe Lancon et Laurent Boyer (2013) Psy-
chometric properties of the abbreviated version of the Scale to Assess Unawa-
reness in Mental Disorder in schizophrenia. BMC Psychiatry, 13(1) :229.
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dih Ghattas et Pascal Auquier (2016) Development of a new quality of life
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— Pierre Michel et Badih Ghattas (2016) Variable Importance in Clustering
Using Binary Decision Trees. COMPSTAT 2016, 22nd International Confe-
rence on Computational Statistics, Oviedo, Spain.
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1- Introduction générale
Dans ce chapitre introductif, nous présentons certains concepts essentiels à la

bonne compréhension du manuscrit, notamment les concepts liés à la qualité de
vie, qui est le domaines d’application de cette thèse. Dans un premier temps,
nous définissons le concept de qualité de vie, et ses mesures dites subjectives.
Nous nous intéressons aux questionnaires de qualité de vie, leurs propriétés psy-
chométriques et les indicateurs permettant d’évaluer leur validité clinique. Dans
un second temps, nous nous penchons sur les méthodes modernes permettant
d’améliorer la qualité de ces mesures, via l’utilisation des modèles de réponse
à l’item, permettant de définir des ensembles homogènes d’items mesurant des
concepts identiques (le développement de banques d’items), ainsi que des al-
gorithmes d’administrations adaptatifs. Nous considérons également l’utilisation
de l’apprentissage non-supervisé comme outil d’aide à la décision clinique, ou
comme moyen d’améliorer l’interprétabilité des données de qualité de vie. Enfin,
nous présentons les différents objectifs de cette thèse.

1.1 Les mesures subjectives de la qualité de vie
La qualité de vie est un concept "flou", non-observable objectivement (contrai-

rement aux mesures physiques habituelles). Pour déterminer les attributs de la
qualité de vie, on a cependant besoin d’éléments observables, subjectifs ou objec-
tifs. C’est le cas d’autres mesures subjectives, telles que la douleur, la satisfaction
ou encore le bien-être.

1.1.1 La qualité de vie liée à la santé : une variable latente
La qualité de vie liée à la santé d’un patient est une variable latente, elle n’est

pas observable et ne peut donc pas être mesurée directement. Ce type de va-
riable est communément appelé trait latent. Les mesures de la qualité de vie,
ou plus généralement les résultats auto-rapportés par les patients (en anglais
patient-reported outcomes), sont des outils de mesure qui proviennent directe-
ment de l’évaluation de la santé des patients ou de l’efficacité et de la tolérance
des médicaments par le patient lui-même [3]. Ces dernières années, des progrès
significatifs ont été observés dans l’utilisation de ces mesures dans les essais cli-
niques. L’agence américaine des produits alimentaires et médicamenteux (Food
and Drug Administration, FDA), a officiellement reconnu la qualité de vie comme
un critère de jugement essentiel. L’appréciation de la qualité de vie peut reposer
sur des approches qualitatives, souvent peu opérationnelles, ou bien quantita-
tives, par le biais de questionnaires standardisés [17].
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1.1.2 Les questionnaires de qualité de vie
La plupart des instruments de mesures de la qualité de vie couramment utili-

sés sont des questionnaires "papier-crayon". Ces questionnaires contiennent un
nombre fixe de questions, appelées items. Ces questionnaires peuvent aborder
différents concepts sous-jacents de la qualité de vie, c’est-à-dire des dimensions
de la qualité de vie. Ils ont pour but de fournir aux cliniciens un score reflétant le
niveau de qualité de vie des patients, ou un ensemble de sous-scores reflétant les
différents niveaux de qualité de vie relatifs aux dimensions considérées. Dans le
but d’assurer une comparabilité suffisante de ces scores entre les patients, il est
demandé aux patients de répondre à tous les items du questionnaire. Cependant,
dans la pratique clinique, l’administration de certains items inadaptés (par leur
formulation, leur difficulté) peut provoquer un sentiment de fardeau chez les pa-
tients et les réponses à certains items peuvent être biaisées (réponses extrêmes,
non-informatives) ou bien manquantes. La principale approche permettant de
répondre à ce problème est le développement de formes courtes des question-
naires existants. A partir de réponses observées contenus dans un ou plusieurs
échantillons de patients, il est possible de réduire la taille d’un questionnaire en
sélectionnant uniquement les items les plus informatifs au regard de certaines
propriétés psychométriques.

Nous fournissons ici deux exemples de questionnaires mesurant la qualité de
vie liée à la santé, qui sont spécifiques à deux pathologies : la sclérose en plaques
et la schizophrénie. Nous décrivons également un des questionnaires génériques
les plus largement utilisés dans les études de la qualité de vie, le questionnaire
SF-36. Ces trois questionnaires sont disponibles en langue française.

1.1.2.1 Le questionnaire MusiQoL

Le MusiQoL [155], développé au laboratoire de santé publique de Marseille,
est un questionnaire validé, spécifique à la sclérose en plaques, qui comprend
31 items, et qui fournit un score global de qualité de vie et neuf sous-scores
représentant les dimensions suivantes : activités de la vie quotidienne (8 items),
bien-être psychologique (4 items), symptômes (3 items), relations avec les amis
(4 items), relations avec la famille (3 items), relation avec le système de soins
(3 items), vie sentimentale et sexuelle (2 items), coping (2 items) et rejet (2
items). Le score de chaque dimension est obtenu en calculant la moyenne des
scores d’items, les réponses manquantes étant remplacées par la moyenne des
réponses non-manquantes. Dans ce questionnaires les scores varient de 0 à 100,
100 représentant le meilleur niveau de qualité de vie.

1.1.2.2 Le questionnaire SQoL

Le SQoL [12] est un questionnaire validé, spécifique à la schizophrénie, qui
comprend 41 items, fournissant un score global de qualité de vie, ainsi que huit
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sous-scores représentant les différentes dimensions suivantes : bien-être psycho-
logique (10 items), estime de soi (6 items), relations avec la famille (5 items), re-
lations avec les amis (5 items), résilience (5 items), bien-être physique (4 items),
autonomie (4 items) et la vie sentimentale (2 items). Les scores varient de 0 à
100, 100 étant le score maximum, représentant le meilleur niveau de qualité de
vie.

La version courte de ce questionnaire, le SQoL-18 [28], comprend 18 items,
qui décrivent les huit mêmes dimensions : bien-être psychologique (3 items),
estime de soi (2 items), relations avec la famille (2 items), relations avec les
amis (2 items), résilience (3 items), bien-être physique (2 items), autonomie (2
items) et la vie sentimentale (2 items).

1.1.2.3 Le questionnaire SF-36

Le SF-36 [167, 168, 103] est un questionnaire générique qui décrit huit dimen-
sions : fonctionnement physique (10 items), fonctionnement social (2 items), li-
mitations dues à l’état physique (4 items), limitations dues à l’état émotionnel (3
items), santé mentale (5 items), vitalité (4 items), souffrance physique (2 items)
et santé globale (5 items). Deux scores composites (physique et mental) sont
calculés en fonction des différents scores de dimensions. Le questionnaire SF-36
fournit des scores sur une échelle de 0 à 100 (0 étant le score représentant le
plus faible niveau de qualité de vie, 100 le plus élevé).

1.1.3 Notions de psychométrie
On considère ici que l’on dispose d’un questionnaire comprenant p items, que

l’on a administré à un ensemble de n individus. On note Xi le vecteur contenant
les p réponses de l’individu i, i ∈ {1, ..., n}, et X.j le vecteur contenant les n
réponses à l’item j, j ∈ {1, ..., p}. En psychométrie classique [111], le score de
l’individu i, noté Xij, est la réponse fournie par ce dernier à l’item j d’un ques-
tionnaire. Ce score observé est considéré comme une somme de deux termes, un
vrai score Tij, et une erreur εij. On considère donc un modèle linéaire :

Xij = Tij + εij, (1.1)

avec E(εij) = 0 et cov(Xij, Tij) = 0.
Une mesure essentielle étudiée en psychométrie est la fiabilité du score, définie

comme le rapport entre la variance du vrai score σ2
T.j

et la variance du score
observé σ2

X.j
, pour X.j, elle est notée :

ρ2
j =

σ2
T.j

σ2
X.j

(1.2)

L’indice de fiabilité le plus communément utilisé dans l’analyse des données
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de qualité de vie est le coefficient α de Cronbach [49]. On définit le score total
comme un vecteur T = ∑p

j=1X.j (qui contient la somme des scores de chaque
individu) et le coefficient α de Cronbach est défini de la manière suivante :

α = p

p− 1(1−
∑p
j=1 σ

2
X.j

σ2
T

), (1.3)

où σ2
T est la variance des scores totaux observés.

Cet indice est utilisé lors de la validation psychométrique d’un instrument de
mesure. Dans la pratique clinique, un coefficient supérieur à 70% est attendu
pour établir la bonne fiabilité d’un questionnaire [35]. Une extension a été dé-
veloppée [94], elle consiste à calculer le coefficient en enlevant de manière sé-
quentielle l’item dont la suppression résulte en une augmentation maximale du
coefficient. Cette approche a été proposée pour valider l’hypothèse d’unidimen-
sionnalité qui est vérifiée lors de la validation d’un questionnaire. L’unidimen-
sionnalité est une hypothèse importante qui consiste à supposer que le trait la-
tent mesuré par les items est un scalaire (et non un vecteur, ce qui reflèterait un
trait latent multidimensionnel).

1.1.4 Validité d’un questionnaire
D’autres indicateurs existent pour valider un questionnaire, la plupart sont ba-

sés sur une analyse descriptive des items (taux de données manquantes faibles,
effets plancher et plafond, asymétrie de la distribution des modalités). La valida-
tion des différentes dimensions (si le questionnaire est multidimensionnel) est
basée sur la contribution des items vis-à-vis de leur dimension respective. Pour
cela on peut vérifier que le score de chaque item est plus corrélé avec le score
de sa dimension respective (en omettant cet item du calcul) qu’avec les scores
des autres dimensions. On parle alors de cohérence interne des items lorsque la
corrélation du score de l’item avec celui de sa dimension est supérieur à 0.4 [35].
On peut également vérifier que le score d’un item est plus corrélé avec le score
d’un item de sa dimension qu’avec les scores des items des autres dimensions.
On parle alors de validité discriminante des items [34]. La dimensionnalité d’un
questionnaire peut également être étudiée en utilisant des méthodes d’analyse
factorielle exploratoire [58] (par exemple l’analyse en composantes principales)
ou confirmatoire (par exemple les modèles d’équations structurelles [96]) afin
de représenter les différents facteurs, et obtenir une classification des différents
items en dimensions. Les méthodes précédemment citées sont utilisées pour ve-
rifier la validité interne d’un questionnaire.

Il existe un autre aspect de la validité d’un questionnaire, qui permet d’éva-
luer le comportement du score en fonction de variables externes. On parle alors
de validité externe. Dans la pratique clinique, ces variables sont de type socio-
démographique, clinique, ou bien elles peuvent correspondre à des scores issus
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d’autres questionnaires. En corrélant les scores du questionnaire à valider avec
des scores issus d’autres questionnaire, mesurant des dimensions similaires, on
peut vérifier que le questionnaire mesure bien les dimensions qu’il est sensé me-
surer. On parle alors de validité convergente. De la même manière, on peut égale-
ment vérifier que les scores des questionnaires ne mesurent pas ce qu’ils ne sont
pas sensés mesurer. On parle alors de validité divergente. Ces deux aspects sont
également basés principalement sur l’analyse de corrélations [142].

Un exemple de validation psychométrique d’un instrument de mesure est pro-
posé [119], il décrit les propriétés psychométriques d’un instrument de mesure
de l’insight en schizophrénie, c’est-à-dire le degré de conscience de la maladie du
patient. Cette étude a permis de valider une forme courte du test SUMD (scale to
assess unawareness in mental diseases), et a fait l’objet d’une publication [119].
Bien que ce questionnaire ne soit pas auto-rapporté (en effet c’est le clinicien qui
évalue la conscience de la maladie du patient en répondant lui-même aux items),
les méthodes de validité restent les mêmes que celles présentées ci-dessus.

1.2 La modernisation des mesures
Les notions abordées dans la section 1.1.3 sont issues de la théorie dite clas-

sique, en opposition à la théorie moderne. Les premiers questionnaires stan-
dardisés ont été validés métriquement sur la base de stratégies méthodologiques
discutables. Les questionnaires les plus récents ont recouru à des techniques plus
adaptées basées sur la théorie classique de la mesure [48, 131] ainsi que sur une
approche plus moderne, la théorie de réponse à l’item [82, 106, 26, 56, 144]. La
théorie de réponse à l’item offre plus d’information concernant les items et plus
de flexibilité sur la manière d’obtenir un score à partir d’un ensemble d’items.

1.2.1 La théorie de réponse à l’item
La théorie de réponse à l’item [14, 106] désigne un ensemble de modèles pa-

ramétriques ou non-paramétriques, très utilisés en sciences éducationnelles et
en psychologie, pour évaluer la façon dont les individus répondent aux items
d’un questionnaire [161]. Dans la suite du document, nous considérerons uni-
quement les modèles de réponse à l’item paramétriques. Ces modèles permettent
de modéliser la probabilité de réponse à un item en fonction du trait latent d’un
individu (noté θ) à l’aide d’un lien logistique. On distingue généralement quatre
paramètres qui définissent les items dans ces modèles : la difficulté de l’item,
le pouvoir discriminant de l’item, et deux paramètres de pseudo-hasard (qui ne
sont pas pris en compte dans les applications en qualité de vie). Les modèles
de réponse à l’item sont des extensions du modèle de Rasch [141], qui est un
modèle à un paramètre adapté aux items dichotomiques (c’est-à-dire des items
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à deux modalités de réponses), défini de la façon suivante :

Soit Xij ∈ E = {0, 1} une variable aléatoire dichotomique, on définit la pro-
babilité qu’un individu i réponde correctement à l’item j (c’est-à-dire Xij = 1)
comme suit :

P (Xij = 1) = eθi−βj

1 + eθi−βj
, (1.4)

où θi est le niveau de trait latent de l’individu i et βj est la difficulté de l’item
j. Cette probabilité (qui est une fonction de θi) peut être représentée graphi-
quement pour chaque item en utilisant la courbe caractéristique de l’item. Un
exemple de courbes caractéristiques d’items est fourni à la figure 1.1. Pour ob-
tenir ces courbes, nous avons généré 10000 réponses dichotomiques pour cinq
items avec (β1, β2, β3, β4, β5) = (−2,−1, 0, 1, 2).
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Figure 1.1 � Exemple de courbes caractéristiques d'items suivant le modèle
Rasch. Les cinq items ont des paramètres de di�culté di�érents, avec
(β1, β2, β3, β4, β5) = (−2,−1, 0, 1, 2).
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La courbe caractéristique d’un item dichotomique représente la probabilité de
répondre positivement à un item en fonction du trait latent. Ainsi, on peut illus-
trer la hiérarchie d’un groupe d’items grâce à leurs paramètres de difficulté. La
valeur du paramètre de difficulté est égale à la valeur de trait latent pour lequel
un individu a 50% de chance de répondre correctement à l’item, autrement dit,
c’est l’abscisse correspondant au point d’inflexion du sigmoïde. Cette notion de
difficulté s’illustre intuitivement quand il s’agit d’étudier des items mesurant un
domaine physique unidimensionnel de la QV (telles que la fatigue ou le fonc-
tionnement physique d’un individu) comme on peut s’en apercevoir dans de
nombreuses études [85]. Les paramètres de discrimination (notés αj) sont re-
présentés par la pente de la courbe au niveau du point d’inflexion, c’est à dire
que plus la pente est élevée plus l’item est discriminant. Dans l’exemple de la
figure, les paramètres de discrimination des items sont fixés à 1.

Dans le cas des items polytomiques (c’est-à-dire des items à plus de deux mo-
dalités de réponses), on ne parle plus de paramètres de difficulté mais de seuils
de difficulté. Ces seuils correspondent à des niveaux de traits latents où la proba-
bilité de répondre une certaine modalité est égale à la probabilité de répondre à
la modalité suivante. En d’autres termes, un item ayant m modalités de réponse
a m− 1 seuils. Des modèles de réponse pour items polytomiques tels que le mo-
dèle de crédit partiel [116] ou le modèle d’échelle de notation [10] permettent
de prendre en compte ces seuils de difficulté.

Le fait de ne mesurer qu’un trait latent unidimensionnel limite l’interprétation
des scores obtenus et ne permet pas de prendre en compte les interactions qu’il
peut y avoir entre les différentes dimensions qui découlent de la qualité de vie.
Dans un cadre plus technique, les méthodes utilisées pour mesurer un concept
unidimensionnel sont déjà bien connues dans le domaine de la psychométrie
et reposent sur des hypothèses fondamentales (unidimensionnalité, monotonie,
indépendance locale). En revanche les modèles IRT prenant en compte le ca-
ractère polytomique, ordinal et multidimensionnel des items d’un questionnaire,
représentent encore aujourd’hui un large champ de recherche et les méthodes
statistiques d’estimation utilisées dans ce cadre sont encore à développer et à
améliorer.

La théorie de réponse à l’item multidimensionnelle, qui s’affranchit des trois
hypothèses fondamentales (unidimensionnalité, indépendance locale, monoto-
nie), est une extension récente de la théorie de réponse à l’item, où l’on suppose
que les réponses aux items dépendent de plus d’un trait latent [106]. On y fait
l’hypothèse que le trait latent mesuré est un vecteur de dimension supérieure à
1, chaque composante du vecteur représentant un score d’une dimension. La plu-
part des modèles cités précédemment peuvent être adaptés au cas multidimen-
sionnel ; on dispose ainsi des mêmes paramètres d’items, spécifiques à chaque
dimension. Cette approche est très utile si l’on veut estimer des traits latents
multiples, correspondant à des scores de dimensions expliquant un même trait
latent multidimensionnel (la qualité de vie par exemple).
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1.2.2 Banques d’items et questionnaires adaptatifs
Dans la littérature, de nombreuses démarches ont été entreprises ces dernières

années pour mettre en application la théorie de réponse à l’item pour développer
des banques d’items. Les banques d’items sont des collections d’items qui sont
calibrées, c’est-à-dire qui sont sous-jacentes à un modèle paramétrique, et qui
mesurent tous un même trait latent. Par définition, une banque d’items est uni-
dimensionnelle. Cependant, en fonction de la multidimensionnalité d’un trait la-
tent (typiquement la qualité de vie), on peut développer une banque d’items pour
chaque dimension considérée. Par exemple, un projet américain (PROMIS, [38])
oeuvre à développer depuis plusieurs années des banques d’items mesurant dif-
férents domaines de la qualité de vie, générique ou spécifique à différentes pa-
thologies ou différentes populations. Les items servant à alimenter une banque
d’items peuvent être créés par un comité d’experts du domaine. Ils peuvent aussi
être issus de questionnaires existants, mesurant le même concept que la banque
d’items. Une fois qu’un ensemble initial d’items est récolté, la calibration consiste
à sélectionner un ensemble d’items candidats présentant des propriétés psycho-
métriques satisfaisantes, ou supprimer un certain nombre d’items non pertinents.
Cette démarche est très proche et repose sur les mêmes fondements que la vali-
dation d’un questionnaire. Cependant, dans une démarche de développement de
banques d’items, la théorie de réponse à l’item a l’avantage de fournir aux clini-
ciens une mesure précise de la difficulté des items, leur pouvoir discriminant et
leur proportion d’information totale. L’estimation des paramètres de ces modèles
est basée sur des méthodes de maximisation de la vraisemblance [95] ou sur des
approches bayésiennes [110]. La principale application que l’on peut faire des
banques d’items calibrées consiste à développer des questionnaires adaptatifs.
Dans ce cadre, on cherche à évaluer la structure factorielle de la banque d’items
ainsi que la qualité d’ajustement d’un modèle de réponse à l’item [177].

L’administration adaptative d’un sous-ensemble d’items contenus dans une
banque s’appuie tout d’abord sur une population de référence. Cette population
de référence correspond aux individus qui ont permis de développer la banque
d’items. La mise en place de la procédure adaptative repose sur les choix métho-
dologiques faits lors de l’étape de calibration de la banque. La sélection de l’item
à administrer lors de la procédure adaptative est souvent basée sur la théorie
de réponse à l’item. L’algorithme d’administration adaptative vise à maximiser
l’information [170], et est également possible par le biais des réseaux bayésiens
[51].

Trois critères majeurs sont à prendre en compte lors de la procédure adapta-
tive. Ces trois critères sont : un critère initial ("quel item doit-être administré
en premier ?"), un critère de sélection ("en tenant compte des réponses précé-
dentes, quel item doit être administré ?") et enfin un critère d’arrêt ("quand, et
selon quel critère la procédure adaptative doit-elle s’arrêter ?"). Ces différents cri-
tères peuvent être fixés et comparés afin d’évaluer les avantages et faiblesses des
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différents modes d’administration [136, 45]. On peut schématiser en détails la
procédure d’administration d’un questionnaire auto-adaptatif en six étapes [22],
comme le montre la figure 1.2.

Figure 1.2 � Schéma d'un questionnaire adaptatif.

1.2.3 Apprentissage non-supervisé sur les données de
qualité de vie

L’apprentissage non-supervisé désigne un ensemble de méthodes statistiques
où la variable Y à expliquer est absente, ces méthodes pouvant être utilisés pour
estimer la densité d’une distribution empirique ou encore classifier un ensemble
d’observations. La sélection de variables non supervisée, dans le cadre des don-
nées de qualité de vie constitue un élément majeur dans l’analyse de ces données.
Les variables explicatives sont associées aux items des questionnaires. La détec-
tion des items les plus pertinents pour évaluer la qualité de vie peut améliorer
le choix des items à administrer à un patient donné. De plus, les questionnaires
utilisés sont souvent constitués de sous-groupes de questions décrivant des di-
mensions différentes (mais souvent complémentaires) de la qualité de vie. L’in-
terprétation de l’aspect multidimensionnel de la qualité de vie est un défi pour
la recherche en santé publique puisque les méthodes statistiques et psychomé-
triques existantes (originellement utilisées dans d’autres domaines tels que les
sciences éducationnelles) ont connu de grandes avancées durant ces dernières
décennies, à l’image des modèles de la théorie de réponse à l’item qui fait partie
des méthodes psychométriques modernes les plus utilisées dans ce champ.

Un score utilisé pour évaluer la qualité de vie est modélisé en fonction des
items sur lesquels son calcul est basé. Les items sont les variables explicatives,
et il peut être intéressant d’évaluer l’apport de chaque item à un modèle donné,
ou encore d’évaluer une hiérarchie sur l’ensemble des items. L’interprétabilité
des scores de qualité de vie est souvent fastidieuse dans la pratique clinique, et
les études utilisent souvent des scores-seuil pour classifier les patients en diffé-
rents niveaux de qualité de vie, ce qui améliore l’interprétabilité des scores. Ce-
pendant, ces scores-seuils sont souvent définis sur des populations de référence
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utilisées pour valider les questionnaires, dont la représentativité vis-à-vis d’un
échantillon d’étude peut être discutable. Ils sont donc très souvent inadaptés en
pratique et il est nécessaire de proposer des alternatives sur la production de tels
scores-seuils. Il est envisageable de définir des scores-seuils à partir d’une po-
pulation de référence en utilisant des méthodes de classification non-supervisée.
De plus les méthodes de classification non supevisées hiérarchiques peuvent per-
mettre d’obtenir une partition des individus plus interprétable.

1.3 Objectifs et structure de la thèse
Cette thèse a trois objectifs principaux, chaque chapitre vise à proposer une ou

plusieurs contributions permettant de répondre à chacun d’eux.
Dans un premier temps, le chapitre 2 présente une méthode récente de classi-

fication non supervisée basée sur les arbres de décision binaires (appelée CUBT,
[64]). Nous verrons par le biais d’applications sur des données de qualité de vie
que cette méthode d’apprentissage non supervisée peut améliorer l’interprétabi-
lité des scores de qualité de vie. Nous proposerons également une extension de
cette méthode pour le cas des données qualitatives.

Ensuite, le chapitre 3 vise à proposer une méthode permettant de sélectionner
des variables dans un contexte non supervisé, par le biais d’un score d’impor-
tance des variables. Ce score sera basé sur la méthode CUBT. Nous analyserons
sa stabilité ainsi que son efficacité au travers de diverses simulations. Ses perfor-
mances seron également comparées avec celles de méthodes plus classiques de
hiérarchisation de variables en classification automatique.

Enfin, nous cherchons à proposer une alternative à la théorie de réponse à
l’item pour le développement de questionnaires adaptatifs. Le chapitre 4 porte
sur plusieurs applications de méthodes utilisées dans le champ de la qualité
de vie pour développer des banques d’items et des questionnaires adaptatifs. Il
porte également sur la présentation d’une nouvelle méthode non-paramétrique
pour développer un algorithme d’administration adaptative d’items, basée sur
les arbres de décision binaires. Chaque section de ce chapitre est autonome est
restitue certains résultats issus d’articles rédigés pendant la thèse.
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2- Classification non supervisée de
données qualitatives
Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux méthodes de classification non

supervisées applicables aux données qualitatives. En apprentissage statistique, la
classification non supervisée (appelée communément clustering) consiste à créer
une partition des données, c’est-à-dire à classifier un ensemble d’individus en
différents sous-groupes, de manière à ce que chaque sous-groupe obtenu (appelé
cluster) soit aussi homogène que possible, au regard d’une certaine mesure de
dissimilarité. La majorité des méthodes de clustering consistent à construire une
partition d’un ensemble de n observations en k clusters, k pouvant être spécifié
a priori ou automatiquement déterminé par la méthode.

Nous proposons une extension d’une méthode récente, clustering using unsu-
pervised binary trees (CUBT, [64]), pour les données qualitatives. CUBT est une
méthode de clustering hiérarchique adaptée aux données continues, inspirée par
la méthode CART, qui utilise trois étapes pour estimer une partition optimale
des données. La division des noeuds est basée sur un critère de type covariance.
L’étape d’élagage utilise une mesure de dissimilarité robuste basée sur la distance
euclidienne.

Dans un premier temps, nous décrivons la méthode CUBT, initialement pré-
vue pour des données continues. Cette méthode a été appliquée dans différentes
études en santé publique. Nous présentons les principaux résultats de ces tra-
vaux. Ensuite, nous proposons une extension au cas des données ordinales et
nominales. Nous utilisons ici des critères d’hétérogénéité et des mesures de dis-
similarités basés sur l’information mutuelle, l’entropie de Shannon, et la distance
de Hamming. Nous proposons et justifions certains choix de paramètres pour la
méthode CUBT basés sur des heuristiques.

2.1 Introduction
Les méthodes de partitionnement de données ont pour objectif de constituer

des groupes d’observations les plus homogènes possibles, c’est-à-dire regrouper
des individus dans des groupes de façon à ce que les individus d’un même groupe
soient plus similaires entre eux que par rapport aux individus d’un autre groupe.
Ces méthodes visent donc à maximiser l’homogénéité des individus au sein d’un
groupe tout en maximisant l’hétérogénéité entre les groupes. On distingue les
méthodes de classification dites supervisées de celles dites non supervisées [84].
Dans le premier cas, les labels de classe (c’est-à-dire le groupe d’appartenance
des individus) sont connus. Cela permet notamment d’évaluer le taux de mau-
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vais classement. Un algorithme hiérarchique de classification supervisée bien
connu est CART [29]. En revanche, les labels ne sont pas connus en classifi-
cation non supervisée. Il est donc plus délicat d’évaluer la qualité d’une méthode
étant donné qu’il n’existe pas de critère universel, seulement des heuristiques.

Il y a deux principaux types de méthodes de clustering : les méthodes hiérar-
chiques et les méthodes non hiérarchiques. Les algorithmes de clustering hiérar-
chiques [128] permettent d’obtenir un ensemble de clusters qui peut être repré-
senté sous la forme d’un arbre, appelé dendrogramme. Bien souvent, cet arbre
est binaire, et chaque noeud de l’arbre (à l’exception de la racine de l’arbre, qui
contient l’échantillon d’apprentissage) représente l’union de deux classes. Un
exemple récent d’algorithme de clustering hiérarchique, appelé DIVCLUS-T, est
proposé par [41]. Cet algorithme repose sur la minimisation d’un critère d’iner-
tie, comme l’algorithme classique de classification hiérarchique avec le critère de
Ward. La principale différence avec ce dernier est qu’il permet de produire une
interprétation naturelle et intuitive des clusters obtenus, en utilisant des valeurs-
seuils sur les variables qui expliquent les clusters.

Les méthodes non hiérarchiques (ou partitionnelles) ont pour but de défi-
nir les k classes simultanément. Il y a deux types de méthodes non hiérar-
chiques : les approches de partitionnement, parmi lesquelles la plus populaire
n’est autre que k-means [113], et les approches basées sur la densité. La mé-
thode k-means produit une partition des données en k clusters, qui minimise la
variance intra-classe. Les méthodes basées sur la densité visent à construire des
régions d’observations de haute densité, séparées par des régions de faible den-
sité. Ces méthodes sont particulièrement utiles pour des données contenant du
bruit ou des points aberrants. Un algorithme de ce type bien connu est DBSCAN
[57]. D’autres méthodes de clustering existent (voir par exemple [147]), basées
sur différents principes, telles que les approches probabilistes, dans lesquelles
les clusters sont modélisés par un mélange de distributions paramétriques, per-
mettant d’obtenir des probabilités d’appartenance aux clusters (voir par exemple
[50]), comme les méthodes de clustering basées sur l’analyse des classes latentes
(latent class analysis, LCA [163]). De la même façon, il existe des méthodes
de clustering dites "floues", dans lesquelles chaque observation d’un échantillon
d’apprentissage peut appartenir à plus d’un cluster à la fois (voir par exemple
l’algorithme c-means flou [54]). Récemment, différentes méthodes de clustering
ont été proposées par de nombreux auteurs [135, 134, 65, 165, 20], voir notam-
ment [66] qui propose une revue de la littérature consacrée aux méthodes de
clustering robustes.

Dans ce chapitre, nous nous focalisons sur les méthodes de clustering hiérar-
chiques basées sur les arbres de décision. A notre connaissance, les premiers
travaux concernant l’utilisation des arbres de décision pour le clustering est l’al-
gorithme C0.5 [138], basé sur l’induction descendante d’arbres de décision lo-
giques [23]. Ce type d’arbres est communément appelé "arbres de clustering
prédictifs". Ils sont basés sur l’algorithme de classification C4.5 de Quinlan [137]
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et ont été largement utilisés dans la littérature. Un autre algorithme de clustering
basé sur les arbres de décision, CLTree [108], est parfaitement capable d’ignorer
les points aberrants. Pour cela, l’algorithme introduit des points "non-existants"
dans l’ensemble des données, mais il n’est applicable qu’à des jeux de données
continues. Un autre algorithme, plus récent, exclusivement applicable aux jeux
de données nominales est nommé CG-CLUS [181]. Cet algorithme possède des
propriétés satisfaisantes en termes d’efficacité et de performance, comparé à l’al-
gorithme bien connu COBWEB [60]. Toutes les méthodes basées sur les arbres
de décision que nous venons de citer se réfèrent à une catégorie de méthodes
appelée classification non supervisée conceptuelle (terme très employé en ap-
prentissage automatique). Le clustering conceptuel vise à former des groupes
d’objets (ou individus) qui sont représentés par des paires de valeurs-attributs
(c’est-à-dire des variables descriptives nominales), et ne prend en compte au-
cune notion d’ordinalité des modalités des variables. L’avantage principal des
ces approches réside dans l’interprétabilité directe des arbres résultants. Dans ce
cadre, une mesure courante, l’utilité des classes (category utility) [47] souvent
utilisée en théorie de l’information, permet de mesurer la qualité d’une partition.
Cette mesure est formellement équivalente à l’information mutuelle [73].

CUBT est une méthode de clustering hiérarchique descendante inspirée par
la méthode CART [29] qui s’articule en trois étapes. La première étape (gro-
wing) permet de construire un "arbre maximal", en divisant de manière récur-
sive l’échantillon d’apprentissage en plusieurs sous-ensembles d’observations, et
en minimisant un critère d’hétérogénéité. Ce critère d’hétérogénéité, appelé la
déviance, est basé sur la trace de la matrice variance-covariance de chaque sous-
ensemble d’observations. Cette étape permet de minimiser la déviance au sein
des clusters finaux. La deuxième étape permet d’élaguer l’arbre, c’est à dire ré-
duire le nombre de feuilles qu’il contient ; les feuilles sont les noeuds terminaux
qui se situent à la fin de chaque branche de l’arbre de décision. Pour chaque
paire de feuilles issues d’un même noeud parent, une mesure de dissimilarité
entre les deux feuilles est calculée. Si cette mesure est inférieure à un certain
seuil noté mindist, alors les deux feuilles sont agrégées au sein d’une nouvelle
même feuille (i.e le noeud parent). La mesure de dissimilarité utilisée dans CUBT
est basée sur la distance euclidienne. La dernière étape (joining) est également
une étape d’élagage, dans laquelle la contrainte de parenté directe des feuilles
n’est plus requise. Dans cette étape, l’utilisateur peut utiliser soit le critère d’hé-
térogénéité utilisé à la première étape, soit la mesure de dissimilarité utilisée à
la deuxième étape.

CUBT est une méthode de clustering très simple qui possède des propriétés si-
milaires à celles de CART. En effet, CUBT est flexible et efficace, c’est-à-dire que
cette méthode produit un bon partitionnement pour une grande famille de struc-
tures de données, elle est interprétable (du fait des divisions binaires obtenues)
et elle possède de bonne propriétés de convergence, c’est-à-dire la partition ef-
fectuée sur l’échantillon converge vers la partition de la population dont est issu
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l’échantillon.
Contrairement à CART, où le critère de division prend en compte les labels

des observations, dans CUBT la recherche de la meilleure division d’un noeud
de l’arbre n’utilise que l’information contenue dans les données observées. De
plus, la phase d’élagage de l’arbre dans CUBT se fait en deux étapes (pruning et
joining). La section 2.2 donne une description détaillée de la méthode CUBT. La
section 2.3 présente des applications de CUBT sur des données de qualité de vie
liée à la santé. Enfin, la section 2.4 propose une extension de la méthode CUBT
pour les données qualitatives.

2.2 Classification non-supervisée basée sur les
arbres binaires

La méthode CUBT se compose en trois étapes qui se succèdent : dans un pre-
mier temps, l’arbre maximal est construit, il est ensuite élagué, c’est-à-dire ré-
duit, de manière à fusionner les noeuds terminaux qui se ressemblent. Nous
commençons par définir certaines notations utiles pour la suite de cette section.
Soit X ∈ Rp un vecteur aléatoire réel p-dimensionnel, dont les coordonnées sont
notées X(j), avec j ∈ {1, ..., p}, défini sur un espace de probabilité (Ω,A, P )
tel que E(||X||2) < ∞. Les données représentent un ensemble S = {X1, ...,Xn},
c’est-à-dire n réalisations aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
de X. Nous distinguons la version populationnelle de l’algorithme, basée sur le
vecteur aléatoire X, de la version empirique, basée sur l’échantillon S. Le noeud
d’un arbre est désigné par t. Chaque noeud t de l’arbre peut être regardé comme
un sous-ensemble de Rp, c’est-à-dire t ⊂ Rp. On note t̂ l’intersection entre S et t,
c’est-à-dire l’ensemble d’observations obtenues à partir de l’échantillon S. Par la
suite, nous utiliserons toujours t au lieu de t̂ pour simplifier les notations de la
version empirique de l’algorithme.

2.2.1 Construction de l’arbre maximal
Etant donné que la méthode CUBT est descendante, l’échantillon S est assi-

gné au premier noeud de l’arbre (la racine). A chaque étape, toutes les divisions
binaires possibles d’un noeud terminal t sont considérées. Un exemple de divi-
sion binaire est illustré dans la figure 2.1. Le noeud t est divisé en deux noeuds
enfants, le noeud gauche tg et le noeud droit td, si une certaine condition est vé-
rifiée. Une règle de division binaire est de la forme x(j) ≤ a, où x(j) représente
la variable j, et a est une valeur-seuil. Ainsi on peut définir les noeuds enfants tg
et tl,
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tg = {x ∈ S : x(j) ≤ a},
td = {x ∈ S : x(j) > a}.

(2.1)

𝑡 

𝑡𝑔 𝑡𝑑 

𝑥(𝑗) ≤ 𝑎 

OUI NON 

Figure 2.1 � Exemple de division binaire obtenue avec CUBT.

Soit Xt la restriction de X au noeud t, c’est-à-dire Xt = X|{X ∈ t}, et αt =
P (X ∈ t). On définit alors une mesure d’hétérogénéité pour le noeud t, notée
R(t), de la manière suivante,

R(t) = αt trace(Cov(Xt)), (2.2)

où Cov(Xt) est la matrice variance-covariance de Xt. Cette mesure, appelée la
déviance, peut être vue comme une mesure de concentration du vecteur aléatoire
X au noeud t, pondérée par la masse du noeud t. Dans la version empirique
de l’algorithme, αt et Cov(Xt) sont remplacés par leurs estimateurs. Ainsi, en
notant nt le cardinal de l’ensemble t, nt = ∑n

i=1 1{Xi∈t} (où 1A est la fonction
indicatrice de l’ensemble A), ainsi que la probabilité estimée α̂t = nt

n
, on peut

définir l’estimateur de E(||Xt − µt||2) par :∑
{Xi∈t} ||Xi − X̄t||2

nt
,

où X̄t est la moyenne empirique des observations contenues dans le noeud t et
l’estimateur de la déviance est,

R̂(t) =
∑
{Xi∈t} ||Xi − X̄t||2

n
(2.3)

A chaque étape de la construction de l’arbre, chaque noeud terminal t est testé
pour être divisé en deux sous-noeuds tg et td. La meilleure division pour un noeud
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t est définie par un couple (j, a) ∈ {1, ..., p} × R, où j représente la variable à
partir de laquelle la partition est définie et a est une valeur-seuil. Cette division
doit maximiser la perte en déviance, c’est-à-dire la quantité suivante,

∆(t, j, a) = R(t)−R(tg)−R(td). (2.4)

Il est facile de vérifier que ∆(t, j, a) ≥ 0 pour tout triplet (t, j, a), qui est aussi
vérifiable par tous les critères de division utilisés dans la méthode CART.

Remarque : Unicité De la même façon que dans la méthode CART, le maxi-
mum du critère défini dans 2.4 n’est pas forcément unique. S’il ne l’est pas, nous
utilisons des règles arbitraires suivantes. Si le maximum est atteint pour des di-
visions définies par des variables différentes, nous choisissons la division définie
sur la variable j ayant le plus petit index. Si le maximum est atteint pour des
divisions définies par une même variable j mais différentes valeurs pour le seuil
a, nous choisissons la division avec la plus petite valeur de a.

Deux paramètres sont fixés pour définir l’arrêt des divisions, τ et mindev ∈
(0, 1). A partir du noeud racine de l’arbre, chaque noeud terminal t est divisé de
manière récursive jusqu’à ce qu’une des deux règles suivantes soit vérifiée :

1. αt < τ ,

2. ∆(t, j, a) < mindev ×∆(S, j0, a0),

où S est l’échantillon d’apprentissage (contenant les n observations), et (j0, a0)
le couple définissant la meilleure division du noeud racine. Dans la version em-
pirique, on remplace αt par α̂t et ∆(t, j, a) par ∆̂(t, j, a) = R̂(t) − R̂(tg) − R̂(td),
et on note minsize = [τn] la taille minimale souhaitée d’un noeud terminal. Les
deux paramètres minsize et mindev sont des paramètres de réglage fixés par
l’utilisateur.

Une fois que la division des noeuds est stoppée, un label de classe est assigné
à chaque feuille (ou noeud terminal), et l’arbre ainsi obtenu est l’arbre maxi-
mal. Une partition optimale de l’échantillon d’apprentissage est obtenue, dans
laquelle chaque feuille de l’abre est associée à un cluster. Dans le meilleur des
cas, l’arbre contient au moins le même nombre de clusters que la population,
bien qu’en pratique il puisse avoir trop de clusters, et une étape supplémen-
taire d’agglomération des clusters peut être appliquée, comme dans la méthode
CART. Il est important de remarquer que si le nombre de clusters k est connu,
le nombre de feuilles doit être supérieur ou égal à k. Des faibles valeurs de
mindev donneront lieu à de plus grands arbres qui contiennent plus de feuilles.
De plus, si le nombre de feuilles dans l’arbre est égal au nombre de clusters, il
n’est pas nécessaire d’appliquer les étapes suivantes de la méthode CUBT. En
guise d’exemple, la figure 2.2 donne la structure d’un arbre obtenu avec CUBT,
à partir d’un échantillon de données générées grâce à un modèle de simulation,
contenant 400 observations décrites par 2 variables. Dans les sous-sections 2.2.2
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et 2.2.3, nous décrivons les deux algorithmes permettant d’obtenir un regrou-
pement des feuilles de l’arbre maximal. Le premier (pruning) permet d’élaguer
l’arbre et le deuxième (joining) permet d’agréger les feuilles non-adjacentes.

|
x2 < 0.07431

x1 < −0.1273

x2 < −1.012

x1 < −1.132 x1 < −1.221

x2 < −0.3706

x1 < 0.9335

x2 < −0.9926

x2 < −0.3509

x2 < −0.7098

x1 < 1.382

x1 < −0.003119
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x2 < 0.8922 x2 < 1.399

x2 < 0.8108

x2 < 0.9347

x1 < 1.282

x1 < 0.5749

x2 < 1.634

x1 < 0.6937

10 24 29

18 19

29

25 21

15

17 10

22 12

19 19

18

16 20

13

16 12

16

Figure 2.2 � Exemple d'abre maximal obtenu avec la première étape de CUBT
(growing).

2.2.2 Elagage de l’arbre maximal
Soient tg et td une paire de noeuds terminaux issus d’un même noeud as-

cendant t. Nous définissons (en termes populationnels) les variables aléatoires
Wg(d) = D(Xtg , sop(Xtd)) (sop(Z) désigne le support de la variable aléatoire Z),
représentant la distance euclidienne entre les vecteurs aléatoires de Xtg et le
support de Xtd, et respectivement Wr(l) = D(Xtd , sop(Xtg)).

Par définition, on a sop(Xtg) ⊂ tg et sop(Xtd) ⊂ td. Ces deux supports sont
disjoints (avec une probabilité égale à 1), c’est-à-dire P (sop(Xtg)∪ sop(Xtd)) = 0.
S’il y a plus d’un cluster dans le sous-ensemble t, on peut s’attendre à ce que de
petits quantiles des variables aléatoires Wg(d) et Wd(g) soient relativement larges,
sinon ils seraient très proches de 0. Pour chacune de ces variables aléatoires on
définit,

∆g(d) =
∫ δ

0
qν(Wg(d))dν,

∆d(g) =
∫ δ

0
qν(Wd(g))dν,

(2.5)
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où qν(Wg(d)) représente la fonction quantile, (P(Wg(d) ≤ qν) = ν) et δ est une
proportion, δ ∈ (0, 1).

Finalement, nous proposons comme mesure de dissimilarité entre les deux
ensembles tg et td :

∆gd = max{∆g(d),∆d(g)}.

Pour une valeur fixée ε > 0, un noeud t est élagué si ∆gd < ε, c’est-à-dire les
deux noeuds tg et td sont remplacés par leur union tg ∪ td dans la partition.

Etant donné que ∆g(d) et ∆d(g) sont les moyennes des quantiles deD(Xtg , sop(Xtd))
et D(Xtd , sop(Xtg)) respectivement, ∆gd peut être vu comme une version plus "ré-
sistante" de la distance entre les supports des vecteurs aléatoires Xtg et Xtd.

Dans la version empirique de l’algorithme, nous utilisons de façon naturelle un
estimateur de la mesure de dissimilarité ∆. Soit ng (respectivement nd) la taille
du noeud t̂g (respectivement t̂d). Pour tout Xi ∈ t̂g et Xj ∈ t̂d, on considère les
vecteurs d̃i = minx∈t̂g d(Xi, x), d̃j = minx∈t̂d d(Xj, x) et leurs versions ordonnées,
notées di et dj. Pour δ ∈ [0, 1], on pose,

d̄δg = 1
δng

δng∑
i=1

di,

d̄δd = 1
δnd

δnd∑
i=1

dj.

On peut alors calculer la mesure de dissimilarité entre tg et td de la façon
suivante :

dδ(g, d) = dδ(tg, td) = max(d̄δg, d̄δd),

et à chaque étape de l’algorithme, les feuilles tg et td sont agrégées au sein de
leur noeud ascendant t si dδ(g, d) ≤ ε où ε > 0.

L’élagage basé sur une dissimilarité minimale prend en compte deux para-
mètres, δ et ε, ce dernier pouvant également être noté mindist. En termes popu-
lationnels, il suffit que ε soit inférieur à la distance entre les supports des deux
clusters disjoints, mais cette information est inconnue et cette étape peut être
évitée. Ce n’est plus un problème puisque si deux noeuds partageant le même as-
cendant sont proches, ils pourront toujours être agrégés dans la troisième étape
de CUBT (joining), et la partition finale ne sera pas modifiée. Le paramètre δ est
un bon moyen de gérer la possible présence de points aberrants. Quand δ tend
vers 0 la mesure de dissimilarité devient la distance classique entre les deux
supports sop(Xtg) et sop(Xtd).
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2.2.3 Regroupement des feuilles
Le but de l’étape de regroupement des feuilles (joining) est d’agréger des

noeuds terminaux qui ne partagent pas forcément le même noeud ascendant,
c’est-à-dire des feuilles non-adjacentes. Le critère utilisé dans cette étape est le
même qu’à l’étape précédente, il peut également être basé sur la perte en dé-
viance, définie à l’équation 2.4. La figure 2.3 illustre l’utilité de cette étape. En
effet, dans cet exemple, on dispose d’un nuage de points (décrits par deux va-
riables X(1) et X(2)) dans lequel on peut distinguer quatre groupes distincts.
Un premier groupe se situe en haut à gauche du graphique (C3), un deuxième
groupe en bas à droite (C2). Enfin, deux groupes de points, linéairement distri-
bués, se situent respectivement en bas à gauche (C1) et en haut à droite (C4)
du graphique. Les divisions binaires sont illustrées par des lignes séparant les
différents sous-groupes.

𝑋(1) 

𝑋(2) 

𝑎2 

𝑎3 

𝑎1 

Figure 2.3 � Utilité de la troisème étape de CUBT (joining).

La structure de l’arbre correspondant à cette partition est donnée dans la fi-
gure 2.4, pour plus de compréhension. Dans cet exemple simple, on peut in-
tuitivement considérer les deux sous-groupes de points C2 et C3 comme des
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sous-groupes de points aberrants, à l’inverse des autres points (appartenant aux
groupes C1 et C4), ceux-ci ne sont pas linéairement distribués. Il serait alors na-
turel d’agréger les deux sous-groupes C1 et C4. Cependant comme le montre la
succession des divisions binaires effectuées, les noeuds terminaux auxquels sont
assignés les sous-groupes C1 et C4 ne sont pas issus d’une même division binaire
(ils ne partagent pas le même noeud ascendant). L’étape de regroupement des
feuilles permettrait donc ici d’obtenir une partition en trois clusters, comprenant
les deux sous-groupes C2 et C3, ainsi que l’agrégation des sous-groupes C1 et
C4.

x(2) < a1 ?

x(1) < a3 ? x(1) < a2 ?

C1 C2 C3 C4

oui non

oui non oui non

Figure 2.4 � Structure de l'abre correspondant à la partition donnée pour illustrer
le regroupement des feuilles.

Dans cette étape, toute les paires de noeuds terminaux (adjacents ou non)
ti et tj sont comparées en calculant la distance dδ(i, j). De la même manière
qu’en classification hiérarchique non supervisée classique, les paires de noeuds
terminaux sont agrégées de façon successive, en commençant par la paire i, j
ayant la valeur minimale de dδ(i, j). Ainsi, à chaque aggrégation, on obtient un
cluster en moins. On considère ici deux critères d’arrêt, un pour le cas où le
nombre de clusters k est connu, un autre pour le cas où k ne l’est pas. Notons
m le nombre de feuilles contenues dans l’arbre après élagage. Si k est connu, on
répète l’instruction suivante jusqu’à ce que m ≤ k :

— Pour chaque paire (i, j), 1 ≤ i < j ≤ m, soit (̃i, j̃) = argmini,j{dδ(i, j)}. On
remplace alors t̃i et tj̃ par leur union t̃i ∪ tj̃, on pose m = m− 1, et ainsi de
suite.

Si k n’est pas connu :
— Si dδ

ĩj̃
< η, on remplace t̃i et tj̃ par leur union t̃i ∪ tj̃, où η > 0 est une

constante donnée, et on continue jusqu’à ce que cette condition ne soit
plus vérifiée.

Dans le premier cas (k connu), le critère d’arrêt est simplement le nombre de
clusters k, tandis que dans le deuxième cas (k non connu) une valeur seuil de η
pour la distance dδ(i, j) doit être spécifiée.
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Nous avons présenté une nouvelle méthode de clustering basée sur les arbres
de décision, appelée CUBT, qui est semblable aux arbres de classification et de
régression, par plusieurs aspects. Cette méthode définit les clusters en termes
de divisions binaires sur les variables descriptives des données. De la même ma-
nière que la méthode CART, cette méthode peut être très utile en pratique dans
de nombreuses applications. Comme la structure de l’arbre est définie à partir des
variables initiales, elle peut être utilisée pour déterminer quelles variables sont
importantes pour la construction des clusters. De plus, l’arbre permet la classi-
fication de nouvelles observations. Cet algorithme en trois étapes est simple et
ne nécessite pas un temps de calcul trop important. Aucune restriction n’est faite
concernant la dimensionnalité des données, c’est-à-dire le nombre de variables
initiales. Les travaux initiaux sur CUBT ont démontré que cette méthode est
consistante et produit de bons résultats (au regard de simulations et d’applica-
tions sur des données réelles), en comparaison à d’autres méthodes de clustering
classiques.

2.3 Applications aux données de qualité de vie liée
à la santé

Les agences de règlementation telles que la Food and Drug Administration
ou l’Agence Européenne de Médecine recommandent largement l’utilisation des
mesures de la qualité de vie chez les patients atteints de maladies chroniques
[3, 4]. Malgré le besoin grandissant exprimé de considérer les indicateurs de la
qualité de vie dans la pratique clinique, les techniques d’interprétation et d’aide
à la décision n’ont pas encore été parfaitement implémentées dans la pratique
courante [16, 75, 27]. Certaines limites pratiques ont été décrites [76, 74, 53],
en effet des études démontrent que l’interprétation des données de qualité de vie
n’est pas forcément intuitive pour les cliniciens, ne leur permettant pas de choisir
des interventions cliniques appropriées [81, 80]. L’implémentation de ces outils
dans la pratique clinique impliquerait que des directives concernant l’interpréta-
tion des données soient disponibles pour les cliniciens [16]. Cependant, une des
difficultés majeures rencontrées par les cliniciens vient du manque de telles di-
rectives lors de l’interprétation des scores de qualité de vie [16, 88]. En général,
seuls les scores de qualité de vie issus des populations de référence, décrits dans
les publications de validation des questionnaires, sont disponibles et peuvent
être considérés comme des normes par les cliniciens. Cette approche simpliste
ne permet pas de catégoriser les individus en termes de niveaux de qualité de
vie, étant donné qu’aucune indication n’est disponible pour considérer simulta-
nément les scores de plusieurs dimensions, alors que la multidimensionnalité
des questionnaires est présentée comme un atout. La classification non supervi-
sée est une technique courante pour l’analyse statistique des données, qui permet
des applications dans de nombreux domaines, notamment en santé publique et
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en épidémiologie. La classification non-supervisée de patients en différents sous-
groupes de niveaux de qualité de vie est une approche qui peut être utilisée par
les cliniciens pour interpréter les scores de qualité de vie issus de questionnaires
multidimensionnels. Les méthodes de classification non supervisées (à l’inverse
des méthodes supervisées, qui nécessitent de connaître l’appartenance des in-
dividus à des classes) ne requièrent aucune information a priori concernant les
individus, seules les observations des variables sont utiles pour obtenir une par-
tition. A notre connaissance, aucune approche non supervisée n’a été entreprise
dans le domaine de la qualité de vie.

Plusieurs applications de la méthode CUBT [64] ont été entreprises en colla-
boration avec les chercheurs du laboratoire de santé publique de Marseille (site
Timone), sur des données de qualité de vie, ces travaux ont donné lieu à trois pu-
blications dans des revues scientifiques, voir [121, 120]. Plus particulièrement,
nous nous sommes intéressés aux scores des sous-dimensions de la qualité de vie
sur différents questionnaires spécifiques à différentes pathologies : la sclérose
en plaques et la schizophrénie. En appliquant la méthode CUBT aux scores des
dimensions issus des questionnaires MusiQoL et SQoL, nous proposons un outil
de décision binaire non-supervisé, permettant de découvrir des sous-groupes de
patients, présentant des niveaux de qualité de vie similaires. Cette approche a
permis aux cliniciens d’améliorer l’interprétabilité ainsi que l’aide à la décision
au regard de scores-seuils, qui permettent de définir l’appartenance des individus
aux différents clusters. Les sections suivantes présentent ces différentes études
et leurs résultats, elles ont toutes pour but de définir des clusters de niveaux
de qualité de vie à partir d’un questionnaire spécifique multidimensionnel, en
utilisant la méthode CUBT. La validité clinique des partitions ainsi obtenues est
testée en prenant en compte d’autres variables sociodémographiques, cliniques
et de qualité de vie.

Une attention particulière est également portée sur la validité statistique de la
classification non-supervisée, notamment la reproductibilité (ou la stabilité) et
la discrimination (la séparabilité des clusters) de la partition. La validité d’une
méthode de clustering [86, 87], ou d’une partition, est essentielle puisque la
partition obtenue n’a pas forcément une structure interprétable. Différentes ap-
proches ont été proposées dans la littérature, et sont basées principalement sur
l’utilisation d’information externe (c’est-à-dire de l’information non-utilisée pour
créer la partition, mais qui peut apporter plus de connaissance sur la partition),
l’utilisation de tests de significativité de la structure (par exemple des tests d’ho-
mogénéité), la comparaison de partitions obtenues avec différentes méthodes de
classification non-supervisée, l’utilisation d’indices de validation, la mesure de
la stabilité (en utilisant des techniques de ré-échantillonnage ou de validation
croisée) et l’exploration visuelle (permettant d’illustrer la séparabilité des clus-
ters). Dans nos travaux nous utilisons une technique de ré-échantillonnage de
type bootstrap, et une analyse discriminante linéaire pour projeter les individus
classifiés sur les deux premiers axes.
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2.3.1 Etude sur des patients atteints de sclérose en plaques
Les mesures de la qualité de vie sont considérées de plus en plus comme

des moyens de prédire l’invalidité des patients à moyens et longs termes [15],
d’évaluer les traitements et les soins fournis aux patients atteints de sclérose
en plaques [124], qui est la plus commune des maladies neurodégénératives et
démyélinisantes. En plus de l’invalidité physique, une multitude d’autres symp-
tômes ont été décrits pour la sclérose en plaques, notamment la fatigue, l’an-
xiété, la dépression and les troubles cognitifs, affectant de manière sévère la
qualité de vie des patients [123, 150, 130]. De nombreux cliniciens se retrouvent
confrontés à des difficultés d’interprétation des données de qualité de vie issus
des patients atteints de sclérose en plaques et au manque de directives métho-
dologiques. En effet, dans le champ de la sclérose en plaques, les seules normes
souvent disponibles pour les cliniciens sont les scores issus des populations de
référence. La classification non supervisée pourrait donc être un bon moyen de
définir de telles normes, permettant une interprétation plus aisée des données,
et la distinction de différents niveaux de qualité de vie. Le but de cette étude est
de définir des catégories de patients, définissant des niveaux de qualité de vie,
à partir d’un questionnaire spécifique à la sclérose en plaques, le MusiQoL, pour
des patients atteints de sclérose en plaques, en utilisant la méthode CUBT, et
de tester la validité de la classification obtenue, au regard de différents critères
cliniques et fonctionnels.

2.3.1.1 Méthodes

Conception de l’étude Cette application porte sur le même échantillon de
patients décrit dans le développement de la banque d’items mesurant la qualité
de vie liée à la santé mentale spécifique à la sclérose en plaque, dans la section
4.1.2.1.

Population Les critères d’inclusion sont identiques à ceux présentés dans la
section 4.1.2.2.

Récolte des données Les données cliniques ont été récoltées par les clini-
ciens en utilisant un formulaire. Les données sociodémographiques, ainsi que
les données de qualité de vie ont été récoltées en utilisant des questionnaires
"papier-crayon", remplis par les patients dans les salles d’attente des différents
centres hospitaliers. Les données suivantes ont été récoltées :

— Données sociodémographiques : sexe, âge, niveau scolaire, état civil et ac-
tivité professionnelle.

— Données cliniques : sous-type de sclérose [112], durée de la maladie, in-
validité dûe à la sclérose mesurée avec l’échelle d’invalidité étendue EDSS
[99] et troubles cognitifs mesurés avec l’échelle MMSE [63].
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— La qualité de vie est mesurée avec les questionnaires MusiQoL [155] et
SF-36 [103]. Ces deux questionnaires sont décrits dans la section 1.1.2.

Analyse statistique
1. Classification non-supervisée de patients en différents groupes de niveaux

de qualité de vie
Les patients sont classifiés à l’aide de la méthode CUBT [64]. L’algorithme
est lancé en utilisant la première version du package R cubt. L’arbre de clus-
tering est construit à partir des observations des 9 scores des dimensions
du questionnaire MusiQoL. La méthode est entreprise en n’utilisant que
les observations sans données manquantes. Les trois étapes de CUBT sont
appliquées de manière à obtenir un arbre optimal. Nous choisissons une
structure d’arbre à trois classes de niveaux de qualité de vie, de manière
à simplifier l’interprétation de la partition obtenue. Les paires de noeuds
terminaux (dont la taille minimale est minsize = 50) sont agrégés suc-
cessivement jusqu’à vérification du critère d’arrêt. D’autres scénarios sont
testés en faisant varier le nombre de clusters finaux (4, 5 et 6) et le para-
mètre minsize (25, 100 et 200).

2. Validité statistique de la partition
Nous utilisons une analyse discriminante canonique en utilisant les neufs
variables représentant les scores des dimensions du MusiQoL, pour évaluer
graphiquement la séparabilité (ou la discrimination) des classes obtenues.
La procédure CANDISC, disponible avec le logiciel SAS, est utilisée pour
représenter les individus de chaque cluster dans un graphique en deux di-
mensions, dont les axes sont les variables canoniques.
La stabilité de la partition est mesurée en utilisant une technique de boots-
trap. Pour 1000 échantillons bootstrap issus de l’échantillon d’étude, nous
construisons 1000 arbres en utilisant la même méthode décrite précédem-
ment. Nous calculons les proportions d’échantillons bootstrap ayant la même
variable dans le même premier noeud, et les mêmes variables dans le
deuxième et troisième noeuds conditionnellement au premier noeud. Nous
calculons également la moyenne du seuil de chaque division binaire de
l’arbre. Nous utilisons l’indice de Rand, l’indice de Rand ajusté [92] et l’er-
reur de mauvaise classification [64] (voir section 2.4.3.5) afin de compa-
rer les différentes partitions obtenues avec la partition initiale (c’est-à-dire
celle obtenue sur l’échantillon d’étude).

3. Validité clinique de la partition
Afin de mesurer la validité clinique de la partition obtenue, nous compa-
rons entre les trois classes d’individus, les mesures suivantes : les scores
du questionnaire SF-36, l’âge, le score EDSS, la durée de la maladie en
utilisant une analyse de la variance, le genre, le niveau scolaire, le statut
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N=1361
Age, years (n=1327) M ± SD 42.2 ± 11.9
Sex (n=1345) N (%) Female 925 (68.8)

Male 420 (31.2)
Country (n=1361) N(%) Argentina 17 (1.2)

Canada 47 (3.5)
France 106 (7.8)
Germany 130 (9.6)
Greece 55 (4.0)
Israel 32 (2.4)
Italy 331 (24.3)
Lebanon 12 (0.9)
Norway 65 (4.8)
Russia 92 (6.8)
South Africa 38 (2.8)
Spain 162 (11.9)
Turkey 171 (12.6)
UK 26 (1.9)
USA 77 (5.7)

Educational level (n=1087) N (%) <12 years 697 (64.1)
≥ 12 years 390 (35.9)

Marital status (n=1103) N (%) Single 180 (16.3)
Not single 923 (83.7)

Occupational status (n=1048) N (%) Worker or student 668 (63.7)
Not working 380 (36.3)

MS subtype (n=1329) N (%) Relapsing Remitting 947 (71.3)
Primary Progressive 94 (7.1)
Secondary Progressive 266 (20.0)
Clinically Isolated Syndrome 22 (1.6)

EDSS score (n=1335) m [IQR] 3.0 [1.5 – 5.0]
Cognitive issue (n=1091) N (%) Present 122 (11.2)

Absent 969 (88.8)
Disease duration, years (n=1309) M ± SD 7.5 ± 6.5
MusiQoL* M ± SD ADL 54.2 ± 26.8

PWB 55.8 ± 23.8
RFr 63.0 ± 25.6
SPT 66.6 ± 23.4
RFa 75.4 ± 22.9
RHCS 78.2± 19.8
SSL 60.8 ± 31.5
COP 62.7± 30.4
REJ 75.7± 25.4
Global index 65.8 ± 14.7

SF-36* M ± SD PF (n=1346) 55.3± 31.2
SF (n=1352) 67.9± 25.7
RP (n=1329) 42.2± 41.6
RE (n=1313) 55.9± 42.4
MH (n=1350) 62.5 ± 20.6
Vi (n=1350) 48.3± 22.3
BP (n=1346) 63.1± 24.6
GH (n=1331) 49.5± 22.3
PCS (n=1278) 39.6± 10.4
MCS (n=1278) 45.9 ± 11.2

Table 2.1 � Caractéristiques de la population.

marital, l’activité professionnelle, la sous-type de sclérose et les fonctions
cognitives en utilisant un test du Khi-2.

2.3.1.2 Résultats

Echantillon d’étude et caractéristiques de la population 1992 patients ont
participé à cette étude. 1361 patients ont rempli complètement les items du ques-
tionnaire, de manière à avoir neuf scores. Le nombre de patients dans chaque
pays varie de 12 (0.9%, Liban) à 331 (24.3%, Italie). Plus de deux tiers des pa-
tients sont des femmes, l’âge moyen est de 42.2 ans. Près de 70% des patients
ont une sclérose en plaques de type cyclique. Les plus faibles scores observés
sont sur la dimension activité de la vie quotidienne et les plus hauts sont obser-
vés pour la dimension relations avec le système de soins. La table 2.1 présente
les caractéristiques de la population.
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Classification non-supervisée de patients en différents groupes de niveaux
de qualité de vie La structure d’arbre à trois classes a classé 87 patients dans le
groupe "faible niveau de qualité de vie", 1173 dans le groupe "niveau modéré de
qualité de vie" et 101 dans le groupe "haut niveau de qualité de vie" (voir Figure
2.5). La première variable qui discrimine le plus les patients est la dimension vie
sentimentale et sexuelle. Les feuilles de l’arbre maximal sont constituées par les
trois aspects de la qualité de vie du MusiQoL, de la manière suivante : aspect
social (vie sentimentale et sexuelle et les relations avec les amis), aspect psycho-
logique (bien-être psychologique, coping, rejet), et aspect physique (activités de
la vie quotidienne). Les scores de dimensions du MusiQoL pour les trois classes
sont fournis dans la Figure 2.6.

Figure 2.5 � Structure à trois classes obtenue avec les scores des dimensions du
questionnaire MusiQoL.
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Figure 2.6 � Scores des dimensions du MusiQoL, pour chaque classe de niveau de
qualité de vie.

Validité statistique de la partition Les résultats de l’analyse discriminante ca-
nonique sont fournis à la Figure 2.7, qui montre une représentation graphique de
la structure à trois classes. La première variable canonique est représentée prin-
cipalement par les trois dimensions suivantes (au regard des valeurs absolues
des coefficients canoniques) : relations avec les amis (0.57), vie sentimentale et
sexuelle (0.37) et coping (0.39). la deuxième variable canonique est représentée
par les dimensions suivantes : activités de la vie quotidienne (-0.55), bien-être
psychologique (-0.69) et rejet (0.77). Le groupe de points à droite du graphique
représente le groupe à "haut niveau de qualité de vie" et le groupe à gauche
représente le groupe "faible niveau de qualité de vie". Graphiquement, la sépa-
rabilité des classes semble satisfaisante.
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Figure 2.7 � Représentation graphique de la structure à trois classes.

Les proportions d’échantillons bootstrap qui ont utilisé la vie sentimentale et
sexuelle pour déterminer la première division binaire de l’arbre, le coping pour
la seconde (conditionnellement à la première) et les activités de la vie quoti-
dienne pour la troisième (conditionnellement à la première) sont 71.6%, 99.3%
et 74.5% respectivement. Pour ces trois premières divisions, les moyennes des
valeurs-seuils utilisées pour les définir sont 56.82, 54.54 et 61.07 respective-
ment. La valeur moyenne de l’indice de Rand est 0.95, celle de l’indice de Rand
ajusté est 0.58 et celle de l’erreur de mauvaise classification est 0.35, indiquant
une stabilité satisfaisante de la partition.

Validité clinique de la partition En accord avec les résultats de l’étude de
la validation du questionnaire MusiQoL, les résultats attendus ont été confir-
més (voir Table 2.2). Les patients du groupe "haut niveau" sont ceux qui ont
les plus hauts scores pour les dimensions du SF-36 (et ses scores composites).
Les moyennes des scores du MusiQoL diffèrent significativement entre les trois
groupes. Les trois classes sont également significativement différentes au re-
gard de critères sociodémographiques et cliniques. L’âge moyen des patients du
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Cluster 1 Cluster 2 Cluster 3 p* p 1 vs 2 p 1 vs 3 p 2 vs 3
Low QoL Moderate QoL High QoL
N=87 N=1173 N=101

Age, years M±SD 40.3± 9.2 42.6± 12.0 38.8± 12.0 0.003 0.249 1 6E-3
Sex N(%) Male 27(32.1) 365(31.5) 28(27.7) 0.726

Female 57(67.9) 795(68.5) 73(72.3)
Educational level N(%) <12 years 61(83.6) 604(64.3) 32(42.7) <10-3 1E-3 <10-3 <10-3

≥ 12 years 12(16.4) 335(35.7) 43(57.3)
Marital status N(%) Not single 61(81.3) 798(83.8) 64(84.2) 0.847

Single 14(18.7) 154(16.2) 12(15.8)
Occupational status N(%) Worker 36(53.7) 567(62.6) 65(86.6) <10-3 0.15 <10-3 <10-3

Not working 31(46.3) 339(37.4) 10(13.4)
MS subtype N(%) RR 55(65.5) 807(70.2) 85(88.5) <10-3 0.30 <10-3 <10-3

PP 4(4.7) 87(7.6) 3(3.1)
SP 25(29.8) 237(20.6) 4(4.2)
CIS 0(0.0) 18(1.6) 4(4.2)

EDSS score m [IQR] 3,5 [2,5-6,0] 3.0 [2.0-5.0] 1.5 [1.0-2.5] <10-3 <10-3 <10-3 <10-3
Cognitive issue N(%) Present 8(10.8) 112(11.9) 2(2.7) 0.052

Absent 66(89.2) 832(88.1) 71(97.3)
Disease duration, years M±SD 8.4±6.7 7.5±6.4 7.3±7.0 0.413
MusiQoL M±SD Index 41.9±8.6 65.6±12.4 89.4±19.7 <10-3 <10-3 <10-3 <10-3
SF-36 M±SD PF 34.2±26.6 54.2±42.4 86.4±19.7 <10-3 <10-3 <10-3 <10-3

SF 43.4±21.4 67.5±24.9 92.6±13.7 <10-3 <10-3 <10-3 <10-3
RP 15.8±27.9 40.5±40.9 82.8±31.3 <10-3 <10-3 <10-3 <10-3
RE 24.1±33.5 55.4±42.4 88.6±22.4 <10-3 <10-3 <10-3 <10-3
MH 41.1±17.0 62.0±19.5 86.3±10.4 <10-3 <10-3 <10-3 <10-3
Vi 31.3±14.0 47.0±21.2 76.9±15.5 <10-3 <10-3 <10-3 <10-3
BP 53.0±23.6 62.2±24.5 82.1±15.8 <10-3 2E-3 <10-3 <10-3
GH 34.0±8.5 48.6±21.4 73.4±18.7 <10-3 <10-3 <10-3 <10-3
PCS 34.8±8.5 39.1±10.2 49.7±7.1 <10-3 <10-3 <10-3 <10-3
MCS 35.3±9.4 45.7±10.9 56.3±5.7 <10-3 <10-3 <10-3 <10-3

Table 2.2 � Caractéristiques cliniques et sociodémographiques des trois classes.

groupe "haut niveau" est plus bas que dans les deux autres groupes. Le niveau
scolaire est la proportion d’actifs sont plus élevés dans le groupe "haut niveau". La
proportion de scléroses progressives secondaires est plus grande dans le groupe
"bas niveau". Le genre, le statut marital, la durée de la maladie et la présence de
trouble cognitif ne diffèrent pas entre les trois groupes.

2.3.2 Etude sur des patients atteints de schizophrénie
Une étude similaire à celle présentée dans la section 2.3.1 a été entreprise

sur des données de qualité de vie issues d’un échantillon de patients atteints de
schizophrénie. Dans cette étude nous appliquons la même méthode pour définir
des groupes de niveaux de qualité de vie, à partir des scores des dimensions du
questionnaire SQoL. Ces travaux ont donné lieu à une publication [120].

2.4 Extensions de la méthode pour des données
qualitatives

Une des limitations de CUBT réside dans le fait que cette méthode utilise des
critères pour construire et élaguer l’arbre (la déviance et la mesure de dissimi-
larité) qui sont spécifiques aux données continues. Nous proposons donc dans
cette section des extensions de CUBT pour les données ordinales et nominales.
Pour cela, pour chaque étape de CUBT (growing, pruning, joining), nous défi-
nissons de nouveaux critères basés sur l’information mutuelle ou sur l’entropie
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de Shannon. Nous fournissons quelques heuristiques pour le choix initial des
paramètres utilisés dans chacune des étapes.

2.4.1 Extension aux données ordinales
La version ordinale de l’extension de la méthode CUBT a donné lieu à la par-

ticipation à une conférence internationale (COMPSTAT 2014, Genève, Suisse).
Les détails de cette extension et des simulations effectuées sont décrite dans un
article court [70].

2.4.2 Extension aux données nominales
Nous décrivons ici les nouveaux critères utilisés dans les trois étapes de la

méthode CUBT, pour pouvoir appliquer cette dernière aux données nominales.

2.4.2.1 Notations

Soit X ∈ E = ∏p
j=1Xj, un vecteur nominal p-dimensionnel dont les coordon-

nées sont notées X.j, j ∈ {1, ..., p}, et soit mj ∈ N le nombre de modalités de la
variable j, et Xj est l’ensemble des modalités de la variable j. Nous considérons
un ensemble S de n vecteurs aléatoires, notés Xi, avec i ∈ {1, ..., n}. Finalement,
on note Xij l’observation i de la composante j de X. Des notations similaires
sont utilisées avec des minuscules pour noter les réalisations de ces variables : x,
xi,xj et xij.

2.4.2.2 Critère d’hétérogénéité

Pour tout noeud t (un sous-ensemble de S), soit X(t) la restriction de X au
noeud t, c’est-à-dire X(t) = X|{X ∈ t}, et on définit R(t), la mesure d’hétérogé-
néité du noeud t définie de la manière suivante :

R(t) =
p∑
j=1

H(X(t)
.j ) = −

p∑
j=1

mj∑
k=1

p
(t)
kj log2 p

(t)
kj , (2.6)

où H(X(t)
.j ) est l’entropie de Shannon de X(t)

.j au sein du noeud t et p(t)
kj est la

probabilité pour la composante j de X de prendre la valeur k au sein du noeud
t. Cette mesure est la somme des entropies de chaque variable. Elle peut aussi
être écrite de la manière suivante :

R(t) = trace(MI(X(t))), (2.7)

où MI est la matrice d’information mutuelle de X(t), et l’information mutuelle
entre deux variables Y et Z est définie par :
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MI(Y, Z) =
∑
y,z

log2
p(y, z)
p(y)p(z) , (2.8)

où y et z sont les modalités de Y et Z, respectivement.
Le choix de ce critère d’hétérogénéité peut être justifié en quelques mots. L’en-

tropie est un critère naturel pour mesurer l’hétérogénéité pour des mesures qua-
litatives. Elle est souvent utilisée dans les algorithmes de classification supervisée
comme CART. L’information mutuelle de deux variables mesure la dépendance
entre les variables, elle est comparable à la covariance dans le cas continu, les
deux statistiques étant liées lorsque les variables sont gaussiennes.

2.4.2.3 Construction de l’arbre maximal

Initialement, le noeud primaire (la racine) de l’arbre contient toutes les ob-
servations de l’ensemble S. L’échantillon est ensuite divisé récursivement en
deux sous-échantillons disjoints, en utilisant des divisions binaires de la forme
x.j ∈ Aj, où j ∈ {1, ..., p} et Aj est un sous-ensemble des modalités de x.j. Ainsi,
la division binaire d’un noeud t en deux noeud enfants tg et td est définie par une
paire (j,Aj). Les noeuds tg et td sont définis de la manière suivante :

tg = {x ∈ E : x.j ∈ Aj},
td = {x ∈ E : x.j 6∈ Aj}

(2.9)

Le split optimal de t en deux noeuds enfants tg et td est défini par :

argmax(j,Aj)∈{1,...,p}×{1,...,mj}{∆(t, j,Aj)}, (2.10)

avec ∆(t, j,Aj) = R(t)−R(tg)−R(td).
Les nouveaux noeuds ainsi créés sont alors divisés à leur tour, récursivement.

La construction de l’arbre maximal s’arrête lorsque l’un des critères d’arrêt est
vérifié. Les critères d’arrêt utilisés sont les mêmes que dans la version continue
de l’algorithme (voir section 2.2.1).

2.4.2.4 Elagage de l’arbre et regroupement des feuilles

Le principe des deux étapes de réduction de l’arbre maximal (pruning et joi-
ning) est très similaire à celui des versions continues. La seule différence ici est la
mesure de dissimilarité qui doit être basée sur une distance autre que la distance
euclidienne, étant donné que les variables sont nominales.

Pour l’élagage, on note tg et td deux noeuds adjacents issus de la division
binaire d’un noeud t. Soit ng (respectivement nd) la taille (c’est-à-dire le nombre
d’observations) du noeud tg (respectivement td) et δ ∈ [0, 1]. Pour tout xi ∈ td et
xj ∈ tg, avec i, j ∈ {1, ..., n}, on pose :
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d̃i = min
x∈tg

d(x, xi),

d̃j = min
x∈td

d(x, xj),
(2.11)

et leurs versions ordonnées notées di et dj. Ici, d(y, z) peut être soit la distance
de Hamming (notée dHam), soit l’information mutuelle entre deux observations.
La distance de Hamming est définie de la manière suivante :

dHam(y, z) =
n∑
i=1

1{yi 6=zi} (2.12)

La suite du calcul de la mesure empirique de dissimilarité ainsi que le critère
d’arrêt de l’étape d’élagage sont similaires à ceux de la version continue (voir
section 2.2.2).

Le regroupement des feuilles dans le cas des données nominales ne présente
aucune différence avec la version continue, exceptée la prise en compte des nou-
veaux critères définis ci-dessus (critère d’hétérogénéité et mesure de dissimila-
rité). Les critères d’arrêt sont les mêmes, que le nombre de groupes soit connu
ou inconnu (voir section 2.2.3).

2.4.3 Expérimentations
Dans cette section, nous présentons quelques simulations qui utilisent diffé-

rents modèles. Nous comparons les résultats de la méthode CUBT avec ceux
obtenus par six méthodes adaptées aux données nominales, notamment la clas-
sification hiérarchique non-supervisée [128], ainsi que les algorithmes k-modes
[91], DBSCAN [57], COBWEB [60], DIVCLUS-T [41] et LCA [163]. L’erreur de
mauvaise classification ainsi que l’indice de Rand ajusté sont utilisés pour ces
comparaisons. Une mise à jour du package R CUBT a été effectuée pour prendre
en compte les nouveaux critères décrits dans la section précédente.

2.4.3.1 Méthodes de classification non-supervisée

Nous fournissons ici une description de plusieurs méthodes classiques de clas-
sification non supervisée, adaptées aux données qualitatives, que nous utilisons
dans les simulations, afin de les comparer à la méthode CUBT.

Classification hiérarchique La classification hiérarchique a pour but de construire
un dendrogramme, étant donnée une distance d, et peut être ascendante ou des-
cendante. En classification ascendante hiérarchique, la hiérarchie se construit
par agrégation itérative de paires de clusters proches. La distance entre deux
clusters peut être définie de différentes manières, les plus populaires étant le
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saut minimum (minimum des distances inter-individus, [62]), le saut maximum
(maximum des distances inter-individus), le lien moyen (moyenne des distances
inter-individus) et la distance de Ward (qui maximise l’inertie interclasse). Dans
ces expérimentations, nous utilisons le saut maximum pour agréger les clusters.
Nous utilisons l’information mutuelle comme mesure de dissimilarité entre les
observations. L’algorithme est lancé en utilisant la fonction hclust de R.

k-modes L’algorithme k-modes est une extension du bien connu algorithme
k-means [113]. Cet algorithme séquentiel s’initialise en choisissant k centres de
clusters arbitrairement, il assigne chaque observation au centre le plus proche,
et calcule le nouveau centre de chaque classe en utilisant les observations as-
signées à cette classe. Etant donné que la partition obtenue dépend fortement
des centres initiaux, il est recommandé de lancer l’algorithme plusieurs fois, et
de conserver la partition qui minimise la somme des carrés des clusters, don-
née par

∑n
i=1

∑k
j=1 ||Xi − cj||21xi∈Gj , où Gj est la j-ième classe et cj est le centre

correspondant.
L’algorithme k-modes [91] est une méthode de clustering pour les données

catégorielles qui étend l’algorithme k-means. Il recherche une partition des ob-
servations en k groupes tels que la distance entre les observations et les modes de
chaque groupe soit minimale. Nous utilisons la distance appelée simple matching
coefficient (SMC) pour mesurer la dissimilarité entre les paires d’observations. Le
package R klaR [169] est utilisé pour appliquer cette méthode.

Clustering basé sur la densité DBSCAN [57] est un algorithme non hiérar-
chique basé sur la densité. Il utilise deux paramètres : une distance de joigna-
bilité (c’est-à-dire un rayon) ε et un nombre minimal de points, noté MinPts.
Considérons un point fixe arbitraire (une observation) issu des données, le voi-
sinage défini par ε est construit autour de ce point, il représente l’ensemble des
points qui sont à une distance inférieure à ε de ce point. S’il y a au moins MinPts
points dans ce ε-voisinage, ce point (qui est défini comme dense) ainsi que tout
son voisinage constituent alors un cluster, sinon ce point est identifié comme du
bruit. Tous les points denses qui sont trouvés dans le ε-voisinage sont également
ajoutés au cluster ainsi que leur propres voisinages. Une fois que tous les points
denses ont été détectés, un nouveau point "non-visité" par l’algorithme est alors
recherché et le processus pour explorer de nouveaux clusters est répété. Pour
cette méthode, nous utilisons l’information mutuelle comme mesure de dissimi-
larité. Les paramètres ε et MinPts sont fixés par l’utilisateur. La fonction dbscan
du package R fpc est utilisée pour utiliser cette méthode.

COBWEB L’algorithme COBWEB [60] est une approche de clustering concep-
tuel basé sur une mesure appelée l’utilité des classes (category utility, [47]).
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Cette procédure hiérarchique incrémentale est adaptée aux données qualita-
tives. Elle construit un arbre de manière dynamique, en insérant un individu
à la fois dans la construction de l’arbre. A chaque insertion d’un nouvel individu,
COBWEB a quatre options disponibles : insérer l’individu dans un cluster exis-
tant, créer un nouveau cluster (représenté par le nouvel individu), agréger deux
noeuds ou diviser un noeud. Pour chacune de ces options, l’utilité des classes est
calculée pour chaque partition correspondante. La partition produisant la valeur
maximale de cette mesure est alors sélectionnée. Ensuite, l’individu suivant dans
les données est inséré dans la construction de l’arbre. Le critère d’arrêt est une
valeur minimale de l’utilité des classes, qui ne peut être dépassée. Nous utili-
sons le seuil par défaut dans les simulations (0.02). L’algorithme est lancé via la
fonction Cobweb du package R RWeka [79].

DIVCLUS-T La méthode DIVCLUS-T [41] est une méthode de clustering hiérar-
chique descendante. Elle est monothétique, c’est-à-dire que les sous-ensembles
d’observations dans le jeu de données, sont divisés en n’utilisant qu’une seule va-
riable. Son but est d’optimiser le même critère qu’en classification hiérarchique
classique basée sur la méthode de Ward. Cette méthode est adaptée aux données
quantitatives, qualitatives, et aux données mixtes. Pour calculer le critère de divi-
sion, c’est-à-dire l’inertie intra-classe, DIVCLUS-T utilise la distance euclidienne
pour le cas quantitatif, et la distance du Khi-2 pour le cas qualitatif. Le principal
avantage de cette méthode, en comparaison avec les autres méthodes hiérar-
chiques, est, qu’en plus de fournir un dendrogramme, chaque noeud de l’arbre
est désigné par sa règle de division binaire. Ainsi le dendrogramme obtenu par
DIVCLUS-T peut être lu comme un arbre de décision binaire. DIVCLUS-T est donc
conceptuellement la méthode la plus proche de CUBT. L’algorithme est lancé en
utilisant la fonction divclust du package R divclust.

LCA L’analyse de classes latentes (latent class analysis, LCA, [163]) est une
méthode de clustering basée sur des modèles de mélanges. Dans cette approche,
les observations appartenant à une même classe sont similaires au regard des
variables observées et sont supposées être issues d’une même distribution de
probabilité (dont les paramètres sont inconnus). Cette méthode est adaptée à
l’analyse des données catégorielles multivariées. Un modèle LCA est un modèle
de mélange fini [5] dans lequel les distributions sont des tables de classification
croisée. Appliquée à des données catégorielles, cette méthode est très similaire
à un mélange de modèles issus de la théorie de réponse à l’item. Ainsi, le mo-
dèle suppose que les variables sont conditionnellement indépendantes. Les para-
mètres du modèle sont estimés par maximisation de la vraisemblance en utilisant
les algorithmes Espérance-Maximisation et de Newton-Raphson. L’algorithme est
utilisé via la fonction lca [107] du package R poLCA.

51



2.4.3.2 Modèles de simulation de données qualitatives

Nous considérons cinq modèles de simulation de données : le modèle "com-
binaison linéaire" (M1), deux modèles basés sur des structures d’arbres (M2 et
M3) et deux modèles basés sur la théorie de réponse à l’item. Pour chacun des
modèles, nous testons différentes tailles d’échantillons n ∈ {100, 300, 500}, et les
différents clusters sont de taille égale.

M1 : Modèle de combinaison linéaire Dans ce modèle, chaque variable X.j,
j ∈ {1, ..., p = 9} a m = 5 modalités. Nous définissons k = 3 clusters, chacun est
caractérisé par une haute fréquence d’une des modalités. Pour les observations
du cluster 1, on a P (X.j = 1) = q, et une probabilité uniforme est utilisée pour
les autres modalités, c’est-à-dire P (X.j = 1) = 1−q

m−1 pour l 6= 1. Pour les clusters 2
et 3, les modalités fréquentes sont 3 et 5, respectivement, et on utilise les mêmes
probabilités. Dans les simulations, on fixe la probabilité q = 0.8. Ce modèle de
simulation est très difficile pour CUBT étant donné que

∑p
j=1X.j est une variable

parfaitement discriminante pour les clusters, particulièrement pour de grandes
valeurs de q ; de ce fait 1 − q peut être vu comme un indice de chevauchement
des clusters.

M2 : Modèle basé sur une structure d’arbre 1 Nous utilisons ici un modèle
basé sur la structure d’un arbre. Nous fixons la dimensionnalité (c’est-à-dire le
nombre de variables) p = 3 et le nombre de groupes k = 4. Chaque variable
X.j,j ∈ {1, ..., p}, a m = 4 modalités. Chaque modalité est codée comme un
entier, et nous distinguons les modalités paires et les modalités impaires. La par-
tition utilisée pour la simulation est présentée à la figure 2.8. Les clusters sont
définis de la manière suivante :

1. C1 : x.1 et x.2 ont des modalités impaires, et x.3 est arbitraire

2. C2 : x.1 a des modalités impaires, x.2 a des modalités paires, et x.3 est
arbitraire

3. C3 : x.1 a des modalités paires, x.3 a des modalités impaires, et x.2 est
arbitraire

4. C4 : x.1 et x.3 ont des modalités paires, et x.2 est arbitraire

Ce modèle produit des clusters qui devraient être découverts facilement par
la méthode CUBT, étant donné que chaque cluster est caractérisé par quelques
modalités de chaque variable. Cependant, comme les modalités sont distribuées
uniformément, leur contribution à l’entropie est élevée, rendant les divisions
binaires optimales difficiles à retrouver.
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x1 impair ?

x2 impair ?

C1 C2

x3 impair ?

C3 C4

oui

oui non

non

oui non

Figure 2.8 � Structure de l'arbre utilisée pour le modèle de simulation M2.

M3 : Modèle basé sur une structure d’arbre 2 Nous utilisons un modèle avec
la même structure d’arbre que dans le modèle précédent (voir figure 2.8). Nous
fixons la dimensionnalité p = 3 et le nombre de groupes k = 4. Ici, chaque
variable X.j, j ∈ {1, ..., p} a m = 4 modalités. La seule différence avec le mo-
dèle précédent est que les modalités des variables ne sont pas distribuées uni-
formément dans chaque cluster. Nous considérons un paramètre p0 qui permet
de contrôler la non-uniformité de la distribution des modalités. Dans nos simu-
lations, nous fixons p0 = 0.8. Les clusters sont définis de la manière suivante :

1. C1 : x.1 et x.2 ont des modalités impaires avec P (x.1 = 1) = P (x.2 = 1) = p0,
et x.3 est arbitraire

2. C2 : x.1 a des modalités impaires, x.2 a des modalités paires avec P (x.1 =
1) = P (x.2 = 2) = p0, et x.3 est arbitraire

3. C3 : x.1 a des modalités paires, x.3 a des modalités impaires avec P (x.1 =
2) = P (x.3 = 1) = p0„ et x.2 est arbitraire

4. C4 : x.1 et x.3 ont des modalités paires avec P (x.1 = 2) = P (x.3 = 2) = p0„
et x.2 est arbitraire

Ce modèle permet de générer des clusters qui sont plus faciles à découvrir que
ceux du modèle précédent. En effet, les modalités au sein des clusters sont distri-
buées non-uniformément, pour variable intervenant dans les divisions de l’arbre.
Cela implique une minimisation de la contribution des variables à l’entropie.

M4 : Modèle nominal de réponse à l’item Nous utilisons ici un modèle de
réponse à l’item adapté aux données nominales. Nous fixons la dimensionnalité
p = 9 et le nombre de groupes k = 3. Chaque variable a mj = 5 modalités.
Dans ce modèle, on suppose que les variables représentent des items à choix
multiples. Le modèle de réponse nominal [24] est une spécialisation du modèle
général pour réponses multinomiales et il est défini de la manière suivante :
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Soit θ un niveau de trait mesuré par les réponses d’un ensemble d’items. La
probabilité qu’un individu de niveau θ réponde la modalité k à l’item j est donnée
par :

Ψjkj(θ) = exp[zjkj(θ)]/
mj∑
h=1

exp(zjh(θ)), (2.13)

où zjh(θ) = cjh + ajhθ avec h = 1, 2, ..., kj, ...,mj, et cjh et ajh des paramètres
d’items associés à la h-ème de l’item j.

Nous pouvons générer aléatoirement des jeux de données en utilisant ce mo-
dèle, en simulant des distributions de traits latents pour chaque groupe. Pour
c ∈ {1, 2, 3}, nous simulons un vecteur contenant des valeurs de trait latent pour
chaque groupe c, suivant la distribution N(µc, σ2), avec µ = (−3,−1, 1, 3) et
σ2 = 0.2. Pour j ∈ {1, ..., p}, les valeurs de cjh varient uniformément entre -2 et
2 alors que les valeurs ajh suivent la distribution N(1, 0.1). Ces simulations sont
effectuées avec la fonction NRM.sim du package R mcIRT.

M5 : Modèle ordinal de réponse à l’item Nous utilisons encore la théorie de
réponse à l’item. Ces modèles permettent de mesurer la probabilité d’observer
une modalité pour chaque item en fonction d’un niveau de trait latent. Le trait
latent est une variable continue inobservable qui définit la capacité d’un individu,
mesurée par des variables observable. Dans le cadre de la théorie de réponse à
l’item, les variables, appelées items, sont ordinales. Les observations peuvent
être binaire ou polytomiques. Ici, nous présentons un modèle réponse à l’item
polytomique, afin de générer des données de manière probabiliste. Le modèle
de crédit partiel généralisé [127] est un modèle réponse à l’item adapté aux
données ordinales. C’est une extension du modèle logistique à deux paramètres
pour données dichotomiques. Le modèle est défini de la manière suivante :

pjx(θ) = P (Xij = x|θ) = exp ∑x
k=0 αj(θi − βjk)∑mj

r=0 exp ∑r
k=0 αj(θi − βjk)

, (2.14)

où θi représente le niveau de trait latent de l’individu i. βjk est un paramètre de
seuil de difficulté pour la modalité k de l’item j. Pour j ∈ {1, ..., p}, βj est un
vecteur de dimension m − 1. αj est un paramètre de discrimination représenté
par un scalaire.

Nous pouvons générer aléatoirement des jeux de données grâce à ce modèle,
en simulant des valeurs de trait latent pour les trois groupes d’individus. Pour c ∈
{1, 2, 3}, on simule un vecteur contenant des valeurs de trait latent pour chaque
classe c en considérant la distribution N(µc, σ2), avec µ = (−3, 0, 3) et σ2 = 0.2.
Pour j ∈ {1, ..., p}, αj est distribué selon N(1, 0.1), et βj est un vecteur de valeurs
ordonnées qui sont distribuées uniformément entre -2 et 2. Les simulations sont
effectuées avec la fonction rmvordlogis du package R ltm [146].
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2.4.3.3 Contrôle de la séparabilité des clusters

Pour chaque modèle de simulation, nous proposons deux configurations de sé-
parabilité des clusters : faible et élevée. Pour le modèle de combinaison linéaire
(M1), la probabilité q représenté la modalité la plus fréquente dans chaque clus-
ter, c’est elle qui contrôle la séparabilité des clusters. Nous fixons q = 0.8 pour
obtenir des clusters fortement séparés, et q = 0.4 pour des clusters moins sépa-
rés.

Pour les deux modèles basés sur une structure d’arbre (M2 et M3), la sépara-
bilité peut être réduite en ajoutant des variables "bruit" dans le jeu de données.
Nous utilisons la configuration initiale du modèle pour obtenir des clusters sé-
parés, et nous ajoutons six variables distribuées uniformément sur l’ensemble
{1, ...,m} au jeu de données, pour obtenir des clusters moins séparés.

Pour les deux modèles basés sur la théorie de réponse à l’item, la séparation
des clusters peut être contrôlée en changeant la distribution du trait latent pour
chaque groupe. Pour chaque classe c ∈ {1, 2, 3}, nous simulons un vecteur de
valeurs de trait latent, avec la distribution N(µc, σ2), avec µ = (−3, 0, 3) pour
obtenir des clusters séparés et µ = (−1, 0, 1) pour des clusters moins séparés,
avec σ2 = 0.2 et des paramètres d’items identiques dans les deux cas.

2.4.3.4 Prédiction à l’aide des partitions

La méthode CUBT permet de prédire le cluster d’appartenance de toute nou-
velle observation, en se basant sur la structure de l’arbre, suivant l’ensemble des
divisions binaires à partir de la racine. Toute approche de clustering peut être uti-
lisée pour faire des prédictions en assignant une nouvelle observation au proche
cluster de la partition. Il est cependant nécessaire de définir une mesure de simi-
larité à utiliser pour évaluer la distance entre une observation et un cluster. Nous
utilisons une similarité de type lien moyen, c’est-à-dire la similarité moyenne
entre la nouvelle observation et toutes les observations du cluster.

2.4.3.5 Critères de comparaison des méthodes

Etant donné que dans les simulations, les clusters sont connus a priori, nous
pouvons mesurer la performance des différents algorithmes en utilisant l’indice
de Rand ajusté [92] ainsi que l’erreur de mauvaise classification [64]. Soient
y1, ..., yn les étiquettes de classe de chaque observation, et soient ŷ1, ..., ŷn les
étiquettes de classe assignées au n observations par un algorithme de clustering.
L’indice de Rand ajusté est un indice classique calculé à partir d’une table de
contingence de y et ŷ. Il varie entre 0 et 1, les valeurs proches de 1 reflétant
des partitions plus similaires. Notons Σ l’ensemble de toutes les permutations
possibles de l’ensemble d’étiquettes, le taux d’erreur de mauvaise classification,
appelé matching error, est défini de la manière suivante :

55



ME = min
σ∈Σ

1
n

n∑
i=1

1{yi 6=σ(ŷi)} (2.15)

Pour plus de sept modalités, cet indice peut être calculé de manière efficace en
utilisant la méthode hongroise [132].

2.4.3.6 Paramétrage de la méthode

Dans cette section, nous discutons le choix de certains paramètres impliqués
dans chaque étape de la méthode CUBT.

Des simulations supplémentaires sont entreprises pour analyser de façon ex-
périmentale l’effet du paramètre minsize (voir section 2.2.1) sur la partition
finale obtenue par la méthode CUBT. Pour chaque modèle, pour chaque taille
d’échantillon et pour les deux configurations de séparabilité des clusters (éle-
vée et faible), nous testons 15 valeurs de minsize sur une échelle de blog(n)c à
bn/4c. Pour chaque cas, 20 jeux de données sont générés pour former les échan-
tillons d’apprentissage et les échantillons tests. Nous calculons la déviance, l’uti-
lité des classes, l’erreur de mauvaise classification pour l’arbre maximal, pour
l’arbre élagué et pour l’arbre obtenu après le regroupement des feuilles. Voici les
principales conclusions de ces simulations :

— Pour tous les cas, la valeur optimale du minsize est la même en fonction
de la déviance et l’utilité des classes. En effet, cela vient de la forte relation
qu’il y a entre l’utilité des classes et la déviance [73]. Cette relation est
illustrée dans les tables 2.9 et 2.10.

56



●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
● ●

●
●●

●
●

●
●

●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●●
●

●

●

●

●
● ●

●
●● ●

● ●

●
●

●
●

●

●●
●

●

●

●

●
● ●●

●
● ●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●

●●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●

●●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●

●●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●

●●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●

●●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●

●●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●

●●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●●

●●
●

●

●

●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●

●

●

●●

●
●

●
●

●

●

●
●

●● ●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●

●

●●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●

●

●●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●

●

●●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●

●

●●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●

●

●●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●

●

●●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●

●

●●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●

●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
● ●

●

●
●

●

● ●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●

● ●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●

●

●●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●

●

●●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●

●

●●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●

●

●●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●

●

●●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●

●

●●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●

●

●●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●

●

●

0
1

2
3

4

610M
od

èl
e 

M
1;

 N
 =

 1
00

; s
ep

 =
 T

R
U

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
● ●

●
●

●●●
●

●
●

●
●

● ●●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●●
●

●●
●

● ●
●

●
●

● ●●
●

●
●

●●
●

●●
●

●
●●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●
●

●
●

●●
●●

●
● ●

●●●
●

●
● ● ●● ●●
●

●

●
●●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

● ● ●● ●● ●
●

●●
●

● ●● ●
●

●
●

● ●
● ●

●
● ●● ●●

●●
●

● ●● ●
●

●
●

● ●
● ●

●
●

● ●
●

●
●●

●●
● ● ●

●
● ●

● ●●
●

●●
● ●

●
●

●●
●●
● ● ●

●
●

●
●

●
● ● ●●

● ●
●

●
●

●
●●
● ● ●

●● ●
●

●
● ● ●● ●

●
●

●
●

●
●

● ● ●
●

●● ●
●

●
● ● ●● ●
●●

●
●

●
●

● ● ●●
●

● ●
●

●
● ● ●● ●
●●

●
●

●
●

● ● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
● ●●

●
●●

●
●

●
●●●

●
●

●●● ●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●● ●

●
●

●●
●

●
●● ● ●

●
● ● ●

●
●●

●●
●●

●● ●●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
● ●●●

● ●●● ●
●

●
●

●
●

● ●●
●●

●
●

●●●
● ●

●
● ●

●
● ●●

●
● ●●

●●
●

●
●●●

● ●
●

● ●
●

● ●●
● ●

●
●

●●
●●

●●●● ●
●

● ●● ● ●●
●

●
●

●
●●

●●
●●●● ● ●●

●
● ● ●●

●
●

●
●

●
●

●●
●●●●● ●●

●
● ● ●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●●

●●
●

● ● ●●
● ●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●

●
● ● ●●

● ●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
● ●●●

● ●●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
● ●

● ●
●

●
●

●● ●
●

●
●

●
●

● ●●
●
●●

●
● ●●
●●

●●
●

●
●

●
●

●●
●

●
● ●● ●

● ●
●

●●
● ●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
● ● ●

●
●

●
●●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●
●

●●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●

●●
●●

●●●
●●

●
● ●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●●

●●●
●● ●

● ●
●

● ●●
●

● ●
●

●
●

●●
●●●

●● ●
● ●

●
● ●●

●
● ●

●
●

●
●●

●●●● ●
●

● ●● ● ●●
●

●
●

●
●

●
●●

●●●● ● ●●
●

● ● ●●
●

●
●

●
●

●
●●

●●●●● ●●
●

● ● ●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●●
●●

●
● ● ●●

● ●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●
●

● ● ●●
● ●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

● ●●●
● ●

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

912

M
od

èl
e 

M
1;

 N
 =

 1
00

; s
ep

 =
 F

A
LS

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

●
●●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●

●
●

●●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
●●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

● ●
●

●

●
●

● ●

●

●
●●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

● ●
●

● ●

●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

● ●

●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

● ●

●

●

●
●

●
●

●
● ●●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●
● ●

●
●

● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
●●

●
●

●●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

● ●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●
●

● ●
●

● ●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●● ●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●● ●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●

●
●

●
●

●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●

●
●

●
●

●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●

●
●

●
●

●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●

●
●

●
●

●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●

●
●

●
●

●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●

●
●

●
●

●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●●

●
●

●
●

●

●
●●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●● ●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

● ●
●

●

●
●

●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●

● ●
●

● ●
●

●

●
● ●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●

● ●
●

●
● ●

●

●
●

●
●

●
●● ●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●

●
●

●
●

●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●

●
●

●
●

●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●

●
●

●
●

●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●

●
●

●
●

●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●

●
●

●
●

●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●

●
●

●
●

●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●

●
●

●
●

●
●● ●

●
●

●
●

●
●

● 1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

3.
0

3.
5

5811M
od

èl
e 

M
1;

 N
 =

 3
00

; s
ep

 =
 T

R
U

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

● ●
●●

●
●

●
●

●
● ●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●●

●
●

●●
●

●● ●●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●●●

●●
●

●
● ●● ●●

●●
●

●
●

●
●

● ●
● ●

●●
●●● ●

●
●

●●●
●

●
●

●● ● ●●
●

●
●

●●● ●●
● ●

●
●●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
● ●●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●● ●
●●

●
●

●
●

● ●
●●

●
●

●
●

●
●

● ●● ●
●●

●●● ●
● ●

●● ●
●

●
●

●
●

● ●● ●
●●

●●● ●
● ●

●● ●
●

●
●

●
●

● ●● ●
●●

●●
●

●
●

● ●
● ●

● ●
●

●
●

● ●● ●
●●

●●
● ●

●
● ●

● ●
● ●

●
●●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
● ●●●

● ●
●

●●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●●

● ●●●
●

●●
●

●● ●● ● ●
●

●●
●

●●
● ●

●● ●
●●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
● ● ●

●
●

● ●
●

●

●
●

●
● ●

●

●
●

●
●●

● ●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●● ●

●
● ●●●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
● ●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ● ●

●
●●
●●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
● ●

●●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●●

●
● ●●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
● ●●

●
●●

●
●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●●● ● ●● ●●●

●
●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●●● ● ●● ●●●

●
●

●● ●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

● ●●●
●

●
●● ●●

●
●

●
●●

●
●

●
●●

● ●●●
●

●
●● ●● ●● ● ●

●
●●

●
●●

● ●
●● ●

●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●● ●●

●● ●●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●● ● ●
●

●
● ●

●
● ●

●●●
●

●● ●
●●● ●

●●●
●●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●●
●●● ●●

●
●

●
●

●
●

●
●●

● ●
●

●
●●

●●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●●
● ●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
● ●

●●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
● ●

●● ●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

● ●●
●

●●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

● ●●
●

●●● ●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●●● ● ●● ●●●
●

●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●●● ● ●● ●●●
●

●
●● ●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
● ●●●

●
●

●● ●●
●

●
●
●●

●
●

●
●●

● ●●●
●

●
●● ●● ●● ● ●

●
●●

●
●●

● ●
●● ●

●
●● ●

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

912

M
od

èl
e 

M
1;

 N
 =

 3
00

; s
ep

 =
 F

A
LS

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
● ●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

● ●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

● ●
●

●
●

●●
● ●

● ●
●

●
●

●
●

●
● ●

●

●
●

●
●

●
● ●

● ●
● ●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
● ●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

● ●
● ●

● ●
●

●
●

●● ●
● ●

●

●
●

●
●

●
● ●

● ●
● ●

●
●

●
●● ●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●● ●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●● ●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●● ●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●● ●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●● ●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●● ●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●● ●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●●

●

● ●●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●

●
●

●
●●

●

●
●

● ●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

● ●
●

●
●

●
● ●

● ●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

● ●
●

●
●

●● ●
● ●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●● ●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●● ●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●● ●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●● ●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●● ●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●● ●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●● ●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

0
1

2
3

4

4812M
od

èl
e 

M
1;

 N
 =

 5
00

; s
ep

 =
 T

R
U

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
● ●●●

●●
●

●
●

●
●

●
●● ●

●● ●●
●

●
●●

● ●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●●
● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●●
●●

●●● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

● ●
●
●

● ●●
●

●
● ●

●
● ●

● ●
●

● ●
●

●
●

● ●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ● ●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

● ●●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

● ●●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
● ●●

● ●●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
● ●●

● ●●
●

●
● ●

●
●

●
● ●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●● ●

●●
●● ●

●
●

●●●●
●●

●
● ●

●
●● ●

●●
●● ●

●
●

●●●●
●●

● ●
●

● ●
●

●
●

●
●● ●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
● ● ●●

●
● ●●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
● ● ●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●

●
●

● ●
●●● ●

●
●

●
●●

●
●

●
● ●

● ●●
● ●

●●
●● ●

●
●

●●●
●

●
●

● ●
● ●●

● ●
●●
●● ●

●
●

●●●
●

●
●

● ●
● ●●

●
●

●
●

●● ●
●

●
●●●

●
●

●
● ●

● ●●
●

●
●

●
●● ●

●
●

●●●
●

●
●

● ●
● ●●

● ●
●

●
●● ●

●
●

●●●
●

●
●

● ●
● ●

●
● ●

●
●

●● ●
●

●
●●●●
●●

●
● ●

●
●

● ●
●

●
●● ●

●
●

●●●●
●●

● ●
●

● ●
●

●
●

●
●● ●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●● ●●
● ●● ●

●
●

●
●●
● ●

●●
●

●
●● ●●

●
●

●
● ●●

●
●

●
●

● ●● ●
● ●

●
●

●
●

●●
● ●

●
● ●

●
●

●
● ●●

●
●●●
●●●
●●●

●●
● ●
● ●

●● ●●
●

●
●

●
●●

●
●

● ●
●●

● ● ● ●●
● ●●

●
●●

●
●●

●
●

● ● ●
●

●
●

●
●

●
● ●●

● ●●
●

●●
●

●
● ● ●

●
●●

● ●
●

●
●●

●
●

●
● ●

● ●●
●

●
● ●

●●
● ●

●
●●●

●
●

●
● ●

● ●●
●

●
● ●

●● ●
●

●
●●●

●
●

●
● ●

● ●●
●

●
●

●
●● ●

●
●

●●●
●

●
●

● ●
● ●●

●
●

●
●

●● ●
●

●
●●●

●
●

●
● ●

● ●●
● ●

●
●

●● ●
●

●
●●●

●
●

●
● ●

● ●
●

● ●
●

●
●● ●

●
●

●●●●
●●

●
● ●

●
●

● ●
●

●
●● ●

●
●

●●●●
●●

● ●
●

● ●
●

●
●

●
●● ●

●
●

●

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

1013

M
od

èl
e 

M
1;

 N
 =

 5
00

; s
ep

 =
 F

A
LS

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

●

●

●
●

●● ●

●

●
●

●

●

●●

●
●

●
● ●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●●

●
●

● ● ●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●

● ● ●
● ●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

● ●
●

● ● ● ●
●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

● ● ● ●
●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

● ● ● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

● ●
● ●

●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

● ●
● ●

●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

● ●
● ●

●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

● ●
● ●

●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

● ●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●

●

●

●

●
●●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

● ● ●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

● ●

●

● ● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●

● ●
●

● ● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
● ● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

● ● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●

●
●

●

● ●
●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●
● ●

●

●
●

●
● ●

●
●

●
●●

●

●
●

●
●

● ●
●

●● ●
●

●
● ●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●● ●
●

●
● ● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

● ● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

2.04.0M
od

èl
e 

M
2;

 N
 =

 1
00

; s
ep

 =
 T

R
U

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

●
● ●

● ●●

●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
● ●

●
●●

●
●

●
●

●

●
●●

● ●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●●
●

●
●

●

●
●

●
● ●

●
●

●●
●

●
● ●

●●●
●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●●●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●●
●

● ●
●

●

● ●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
● ●

●● ●
●

●
●

●
●

●●
●

●
● ●

● ●
●●

● ●
●●

●
●

●
●

●
● ●
●

● ●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

● ●
●

● ●
● ●

● ●
●

●
●

●

●
●

● ●
●

●
●

● ●
●

● ●
●

●
●

●● ●

●

●

●

●

●
●

● ●
●

● ●
●

● ●
●

●
●

●● ●

●

●

●

●
●

●
● ●

●
● ●
●

● ●
●

●
●

●● ●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
● ●

●

●

●
●

●
●

●
●
●●

●
●

●
●

●
● ●●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

● ●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●
●●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●
● ●

●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
● ●●

●
●

●
●

●
● ●●

●
●

●
●●

●
●

●
●

● ●●
●

●
●

●
●

● ●●
●

●
●

●●
●

●
●●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●● ●

●
●

●
● ●

●
●

● ●
●

●
●

●
●●

●
●

●● ●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●●
●

●
●●

●
●

●●
● ●

●
●

● ●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
● ●●

● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

●●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●
●

●

●
●

●
●

●●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●
●

●
● ●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
● ●●

●
●

●
●

●
● ●●

●
●

●
●●

●
●

●
●

● ●●
●

●
●

●
●

● ●●
●

●
●

●●
●

●
●●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●● ●

●
●

●
● ●

●
●

● ●
●

●
●

●
●●

●
●

●● ●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●●
●

●
●●

●
●

●●
● ●

●
●

● ●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
● ●●

● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

●●
● ●

0.
5

1.
0

1.
5

911

M
od

èl
e 

M
2;

 N
 =

 1
00

; s
ep

 =
 F

A
LS

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

●
●● ●

● ●
●● ●

●
● ● ●

● ●
● ●

●●
●

●

●
●

●

●

●

●

● ●

●
●

●

●
●

●
●

●
● ●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●
●●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●●
● ●

●
●

●

●

●● ●

●●●

●

●

●

●

●

●●●
● ●

●
●

●

●

●●
●

●●●

●

●

●

●

●

●●●
● ●

●
●

●

●

●●
●

●
●

●

●●

●

●
●

●
●●

● ●● ●

●

●● ●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●● ●

●
●
● ●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●● ●
●

●
● ●

●
●

●
● ●

●
● ●●

●
●●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

● ●
●

● ●
● ●●● ●●●

●
● ●

●
●

●

●

●

●
●

●

●
●

● ●

●
●

●
●

●

●
● ●

● ● ●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●
●

● ●
●

●●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●●●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●
●

●

●

●
●

●
●●

●

●
●

●
●

●
●

●● ●
●

●
●

●

●

●
●●

●●
●

●
●

●
●●

●
●

● ●
● ●

●
●

●
●

●●
●●

●
●

●
●

●●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●●
●●

●
●

●
●

●●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●●
●●

●
●

●
●

●●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●●
●●

●
●

●
●

●●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●●
●●

●
●

●
●

●●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●● ●
●

● ●●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

● ●
● ●●● ●●●

●
● ●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●

● ●
●

●
●

●
●

●

●

●

●
● ●

●●

●

●
●●

●
●

●
●

●

● ●

●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

● ●●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●●

●

●
●

●
●

●
●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●●

●●
●

●
●

●
●●

●
●

● ●
● ●

●
●

●
●

●●
●●

●
●

●
●

●●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●●
●●

●
●

●
●

●●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●●
●●

●
●

●
●

●●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●●
●●

●
●

●
●

●●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●●
●●

●
●

●
●

●●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●● ●
●

● ●●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

● ●
● ●●● ●●●

●
● ●

●
●

●

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

2.04.0M
od

èl
e 

M
2;

 N
 =

 3
00

; s
ep

 =
 T

R
U

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

● ●●
●

●●
●●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
● ● ●

● ●
●●

●●
●
●

●
●

●
●

●
●● ●

●
●●●

● ●●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

● ●
●

● ●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●●

● ●●
●

●●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●●
●●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●●

●
●

● ●●●
●

●
●●

●
●

●
●● ●●

●
●

●
●

●
●

●
●●●●●
●

● ●
● ●● ●●

●
●

●
●

●
● ●
●●●●●
●

● ●
● ●● ●●

●
●

●
●

●
● ●
●●●●●
●

● ●
● ●● ●●

●
●

●
●

●
● ●
●●●●●
●

● ●
● ●● ●●

●
●

●
●

●
● ●
●●●●●● ●

● ● ●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●●● ●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

● ●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

● ●
●

●●
●●●●

●
●

●
●

●●
●●

●
●

●
●

● ●●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●●●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●●

●
●

●●
●●

●
●

● ●
●

●
●

● ●

●
●

● ●
● ●●●

●

●●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●● ●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
● ●●

● ● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●

● ●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●

● ●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●

● ●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●

● ●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
● ●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●● ●
●

●
●

●
● ●

●
●

●●
●

●
● ●

●
● ●

●
● ●●

●
● ●

●●
● ●

●
● ●

● ●
●

●
● ●

●
● ●● ●●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
● ●●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●●
●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
● ●●

● ● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●

● ●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●

● ●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●

● ●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●

● ●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
● ●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

0.
5

1.
0

1.
5

911

M
od

èl
e 

M
2;

 N
 =

 3
00

; s
ep

 =
 F

A
LS

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

●
●

●
●

●●● ● ●
●
●

● ●
●

● ●
●

●
●
●

● ●
●

●

●
●

● ●
●●

●
● ● ●

● ●●
●

●
●

● ●●
●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●●

●●
●

●
●●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●
●

●●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●
●

●
●●

●

●●

● ●●
●

●●

●
●

●●
●

●

●
●

●
●

●

●
●● ●
●

●

●
●

●

●

● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●● ●
●

●

●
●● ●

● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●● ●
●

●

●
●● ●

● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●● ●
●

●

●
●● ●

● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●● ●
●

●

●
●● ●

● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●● ●
●

●

●
●● ●

● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●

●

●
● ●

● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●

●
●● ●

●
●

●●●●

●

●

●
●

●

●
●

● ●
●

●
● ● ●

●
●

●
●●

●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●
●

●

● ●
●

●
●

● ●
●

●

● ●

●
●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●

● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●

●

●
●

●
●

●

●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

● ●
●

●
●

●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●

●
●● ●

●
●

●●●●
●

●

●
●

●
●

●

●●

●●● ●

●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
● ●

●●
●

●

●

●

●
●

●
●●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●
● ●●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●
● ●●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●
● ●●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●

●
●● ●

●
●

●●●●

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

2.03.5M
od

èl
e 

M
2;

 N
 =

 5
00

; s
ep

 =
 T

R
U

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

●
●●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●●

●
● ●●

●●
●

●
● ●

●
●

●●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●●●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
● ●

● ●● ● ● ●
● ●

●● ●● ●
●

● ● ●
●

●
●

●●● ● ● ●● ●●● ●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●●● ● ● ●● ●●● ●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●●● ● ● ●● ●●● ●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●●● ● ● ●● ●●● ●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●●● ● ● ●● ●●● ●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
● ●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●●
● ●

● ● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

● ●
●

●
●●

●
●

● ● ●●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
● ●●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●● ●●
●●●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●●● ●

●●●
●

● ●●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●●● ●
●●●

●
● ●●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●●● ●

●●●
●

● ●●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●●● ●
●●●

●
● ●●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●●● ●

●●●
●

● ●●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●
●● ●

●
●

●
●●

●●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●●
● ●

● ● ●
●

●
●

●
●● ●

●
●●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

● ●
●●

●●
●●

●
● ●●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

● ●●
●

●
● ●

● ●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●● ●●
●●●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●●● ●

●●●
●

● ●●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●●● ●
●●●

●
● ●●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●●● ●

●●●
●

● ●●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●●● ●
●●●

●
● ●●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●●● ●

●●●
●

● ●●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●
●● ●

●
●

●
●●

●●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●●
● ●

● ● ●
●

●
●

●
●● ●

●
●●

●
●

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

911

M
od

èl
e 

M
2;

 N
 =

 5
00

; s
ep

 =
 F

A
LS

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

● ●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●● ●●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

● ●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
● ●

●
●

●
●

●●
●
●

●
●

●
●

●
●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●●
● ●

●
●

●
●

●
●

●●
● ●

●
●

●●
●

●
●●

● ●
●

●
●

●
●

●
●●

● ●
●

●
●●

●
●

●●
● ●

●
●

●
●

●
●

●●
● ●

●
●

●●
●

●
●●

● ●
●

●
●

●
●

●
●●

● ●
●

●
●●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

● ●
●

●
●●

●
●

●●
●

●
●

●

●
●

●
●

●●
● ●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

● ●
●

● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●

●

● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

● ●
●●

●
●

●
●●

●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●

●

●
●●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
● ●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

● ●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
● ●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

● ●
● ●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

● ●
● ●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

● ●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
● ● ●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

● ●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
● ●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

● ●
● ●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

● ●
● ●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

● ●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

1.
2

1.53.5M
od

èl
e 

M
3;

 N
 =

 1
00

; s
ep

 =
 T

R
U

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
● ●

●
●

●

●

●
●

●
●

●●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●● ●
●

●●
●

●

●
●

●
●

●●
●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●●

●

●
●

●
●

●
●●●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●● ● ●
●

●
●

●
●

●
●●
● ●

●
●

●
●

●
● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
● ●

●
●

●
●

●
● ●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●●
● ●

●
●

●
●

●
● ●
●

●
●

● ● ●
●

●
●

●●
●

●
●●

●
●

●
● ●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●●● ● ●● ●●
●

●
●

●
●

●

● ●
●

●

●
●

●
●

● ●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●●

●● ●

●
●●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●●

●● ●

●
●

●
●

●●
●

● ●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●●
●

● ●
●

●
●●

●●
●

● ●●
● ●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●●●
●●

●
● ● ●

● ●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
● ●● ●

●
● ●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●● ●
●

● ●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●● ●

●
● ●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●

●
●

●
●

●
●●● ● ●● ●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●●

●
●●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
● ●●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●●
●

● ●
●

●
●

●
●●

●●
●

●
● ●

●
●
●

●●
●

● ●
●

●
●●

●●
●

●
●

●
● ●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●●●
●●

●
● ● ●

● ●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
● ●● ●

●
● ●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●● ●
●

● ●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●● ●

●
● ●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●

●
●

●
●

●
●●● ● ●● ●●

●
●

●
●

●
● 0.

5
1.

0
1.

5
2.

0

810

M
od

èl
e 

M
3;

 N
 =

 1
00

; s
ep

 =
 F

A
LS

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

●
●

●●
●

●●
●

● ●
●

●
● ●●

●●
●●●●

●
●● ●

●
● ●
●

●
●

●
● ●●
●

●
●●●●

●
●● ●●● ●

●
●

●
●

● ●●
●

●
●●●●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

● ●
●

● ● ●●
●●

●
●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

● ●
●

● ● ●●
●●

●
●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

● ●
●

● ● ●●
●●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●● ●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●●

●
●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●●

●
●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●●

●
●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●●

●
●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●●

●
●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●●

●
●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●●

●
●

●

●

●
●

●

●●

●

●

●●

●
●

●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
● ●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●

●●
●

●

●
●

●
●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

● ●

●

●

●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●● ●●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

● ●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●●

● ●
●

●
●

● ●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●●
● ●

●
●

●
● ●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●●
● ●

●
● ●

● ●

●
●

●
● ●

●
●

●
● ●

●
●

●
●●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●● ●●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●●
●

●

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

1.53.0M
od

èl
e 

M
3;

 N
 =

 3
00

; s
ep

 =
 T

R
U

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es
Déviance

●
●

●

●
●●

●
●
● ●

● ●
●

●
● ●

●●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●●
●

●●
●

●
●

●●
●

● ●
● ●●●

●● ●●
●

●
●●

●●
●

●
●●

●
●

● ●
●

●
●●
●

●●
●● ●

●●
●

●
● ●

●
●●●

●
●

●●
●●
● ●

● ●●●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●●
●

●
● ●

● ●
●●

●
●

●
●

●
●

●●
●

● ●
●

●
●

●
●

● ●
●● ●● ● ●● ●

●
●●

●● ● ●
● ●

●● ●●● ●● ● ●● ●
●

●● ●
● ●

●● ●
● ● ●●● ●● ● ●● ●

●
●● ●

● ●
●● ●
● ● ●●● ●● ● ●● ●

●
●● ●

● ●
●● ●
● ● ●●● ●● ● ●● ●

●
●● ●

● ●
●● ●
● ● ●●● ●● ● ●● ●

●
●

● ●
● ●

●
● ●
● ● ●●● ●●

●
●● ●●
●

● ●
● ●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
● ●●●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●

●

●
● ●

●●
●

●
●●

●
●

●●
●

●
●

●●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●●●
●

●
●

●●
●

●
●

●
● ●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●● ●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●●●

●
●

●● ●
●

●●
●

●
●

●●
●

●
●

● ●
●●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●● ●
●

●
●

●●
●

●
●

●●● ●●
●

●
●

●●●
●●●

●
●

●
●

● ●
●●● ●●
●

●
●

●●●
● ●● ●●
●

● ● ●
●●● ●●
●

●
●

●●●
● ●● ●●
●

● ● ●
●●● ●●
●

●
●

●●●
● ●● ●●
●

● ● ●
●●● ●●
●

●
●

●●●
● ●● ●●
●

● ● ●
●●● ●●
●

●
●

●●
● ● ●●

●
●

●
● ● ●

●●● ● ●●
●

●
●

●
● ● ●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

● ●●●
●

● ●●
●

●●
●

●
●

● ●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
● ●

●
●

●
●

●●● ●●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
● ●●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●● ●

● ●
●

●●
●

●
●

●●● ●●
●

●
●

●●●
●●●

●
●

●
●

● ●
●●● ●●
●

●
●

●●●
● ●● ●●
●

● ● ●
●●● ●●
●

●
●

●●●
● ●● ●●
●

● ● ●
●●● ●●
●

●
●

●●●
● ●● ●●
●

● ● ●
●●● ●●
●

●
●

●●●
● ●● ●●
●

● ● ●
●●● ●●
●

●
●

●●
● ● ●●

●
●

●
● ● ●

●●● ● ●●
●

●
●

●
● ● ●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

● ●●●
●

● ●●
●

●●
●

●

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

811

M
od

èl
e 

M
3;

 N
 =

 3
00

; s
ep

 =
 F

A
LS

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

●
●

●
●

●
● ● ●●●

●
●

●
●

●
●

●●●
●

●
●

●
●

● ●
● ●●●

●
●

●
●

●● ●●●
●

●
●● ●● ●
● ●●●● ●
●

●
●● ●●●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

● ●
● ●

●

●

●●
●

●
●

●●

●
●

●
●

●
●

●●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●

●
●

●
●

●
●

●●
●●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

●

● ●
●

●
●

●
●

● ●
● ●

●●
● ●

●
●

●
● ●
● ●

●
●

●
●

●
● ●

● ●
●●

● ●
●

●
●

● ●
● ●

●
●

●
●

●
● ●

● ●
●●

● ●
●

●
●

● ●
● ●

●
●

●
●

●
● ●

● ●
●●

● ●
●

●
●

● ●
● ●

●
●

●
●

●
● ●

● ●
●●

● ●
●

●
●

● ●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

● ●
●

●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

● ●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●
● ●

● ●●
●

●
●

●
● ●

●●
●

●
●

●
●

●
●
● ●

●

●

●

● ●
●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●●

● ●
●

●
●●

●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●

●

●
●

● ●
●

●
●●

●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●

●

●
●

● ●
●

●
●●

●

● ●
●

●
●

●
●

●
● ●

●

●
●

●
●

● ●
●

● ●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●●
●

● ●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
● ●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

● ●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
● ●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

● ●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
● ●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

● ●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●● ●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

● ●
●

●
●

●
●● ●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●
●

● ●
● ●

● ●
●●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

● ●● ●●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●● ●

●●
●

● ●● ●●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●● ●

●●
●

● ●● ●●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●● ●

●●
●

●
●

● ●
●

● ●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●●
●

● ●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
● ●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

● ●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
● ●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

● ●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
● ●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

1.53.5M
od

èl
e 

M
3;

 N
 =

 5
00

; s
ep

 =
 T

R
U

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●● ●

●●
●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●●
●

●● ●
●

● ●
● ●

●
●

●● ●
● ●

●
●

●● ●
●

● ●
●

●
● ●●●

●
●● ●

● ●
●

●
●● ●

●
● ●

●
●

● ●●●
● ●

●
●

●●
●

●
●● ●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●●

●
●

● ●
●●●
● ●● ●● ●● ● ●● ●

●●●●
●●●●●

● ●● ●● ●● ● ●● ●
●●●●
●●●●●

● ●● ●● ●● ● ●● ●
●●●●
●●●●●

● ●● ●● ●● ● ●● ●
●●●●
●●●●●

● ●● ●● ●● ● ●● ●
●●●●
●●●●●

● ●● ●● ●● ● ●●
●

●●
●

●
●

●●●●
● ●● ●● ●● ● ●

●
●

●
● ●● ● ●● ●● ●

●●
●● ●● ●

●
●

●
●

●
●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●

●
●●

●
●

●
●

●
● ●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●
●●

●
●

●
●
●● ●

●
●●

● ●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●
●● ●

●
●●

● ●
●

● ● ●
●

●
● ●

●
●

●
●
●●

●
●●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●●●●● ●

●
●●●● ●●●
● ●

● ● ●
●●●●●● ●

●
●●●● ●●●
● ●

● ● ●
●●●●●● ●

●
●●●● ●●●
● ●

● ● ●
●●●●●● ●

●
●●●● ●●●
● ●

● ● ●
●●●●●● ●

●
●●●● ●●●
● ●

● ● ●
●●●●●● ●

●
●●●● ●●●●
●

● ● ●
●●●●●● ●

●
●●●● ●●●

●
●

● ●● ● ●● ●● ●
●●

●● ●● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
● ●●

● ●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●● ●
●

●●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●● ● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●
●

●●
●●

●
● ●●●●
●

●
●●● ●

● ●
● ●

●●
●●

●
● ●●●●
●

●
●●● ●

● ●
● ● ● ●

●
● ●● ●●●●

●
●

●
●●

●
●

● ●● ●
●

●
●

●
●●●●● ●

●
●●●● ●●●
● ●

● ● ●
●●●●●● ●

●
●●●● ●●●
● ●

● ● ●
●●●●●● ●

●
●●●● ●●●
● ●

● ● ●
●●●●●● ●

●
●●●● ●●●
● ●

● ● ●
●●●●●● ●

●
●●●● ●●●
● ●

● ● ●
●●●●●● ●

●
●●●● ●●●●
●

● ● ●
●●●●●● ●

●
●●●● ●●●

●
●

● ●● ● ●● ●● ●
●●

●● ●● ●
●

● 0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

810

M
od

èl
e 

M
3;

 N
 =

 5
00

; s
ep

 =
 F

A
LS

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

● ●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●
●

● ●
●

● ●
●

●

●
●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●
●

● ●
●

●
●

●

●
●

●

● ●

● ●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

● ●

●

●

●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●
●

●
● ●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●●
●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

● ●

●
●

●

●●

●●
●

●
● ●

●
●

●

●

●
●

●

● ●

●
●

●
●

●

●●
●

●
● ●

●
●

●

●

●
●

●

● ●

●
●

●
●

●

●●
●

●
● ●

●
●

●

●

●
●

●

● ●

●
●

●

●

●

●●
●

●
● ●

●
●

●

●

●
●

●

● ●

●
●

●
●

●

●●

●
●

● ●
●

●
●

●

●
●

●

● ●

●
●

●
●

● ●

●

●
●

● ●
●

●
●

●

●
●

●

● ●

● ●

●
●

● ●

●

●
●

● ●
●

●
●

●

●
●

●

● ●

● ●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●●

●

● ●

●

●

●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●●

●
●

● ●
●

●

●●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●●

●
●

●
●

●

●

●●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●●

●
●

●
●

●

●

●
●●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

● ●
●

●

● ●

●
●

●

●

●

●●
●

●
● ● ●

●
●

● ●
●

●

● ●

●
●

●
●

●

●●
●

●
● ●

●
●

●

●

●
●

●

● ●

●
●

●
●

●

●●
●

●
● ●

●
●

●

●

●
●

●

● ●

●
●

●
●

●

●●
●

●
● ●

●
●

●

●

●
●

●

● ●

●
●

●
●

●

●●

●
●

● ●
●

●
●

●

●
●

●

● ●

●
●

●
●

● ●

●

●
●

● ●
●

●
●

●

●
●

●

● ●

● ●

●
●

● ●

●

●
●

● ●
●

●
●

●

●
●

●

● ●

● ●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●●

●

● ●

●

●

●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

79M
od

èl
e 

M
4;

 N
 =

 1
00

; s
ep

 =
 T

R
U

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●
●
●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
● ●

●
●

●

●
●

●

●
●
●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
● ●

●●
●

●
●

●

●
●●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

● ●
●●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

● ●●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

● ●●
●

●

●

●
●

●
●●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●● ●

●

●

●
●

●
●●

●
●●

●
●

●
●

●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●●
●

●●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●

● ●
●

●●
●

●

●
●

●
●

●

●●
● ●●

●
●

●
● ●

●
●●

●
●

●
●

●●
●

●
●

● ●●
●

●

●

● ●
●

●●
●

●●
●

●●
●

●
●

● ●●
●

●

●

● ●
●

●
●

●
●●

●
●●

●

●
●

● ●●
●

●

●

● ●
●

●
●

●
●●

●
●●

●

●
●

● ●●
●

●

●

● ●
●

●
●

●
●●

●
●●

●

●
●

● ●●
●

●

●

● ●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

● ●●
●

●

●

● ●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

● ●●
●

●

●
●

● ●
●

●
●

●●
●

●
●

●

●
●

● ●●
●

●

●

●
● ●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●● ●

●

●

●
● ●

●
●

●
●●

●
●

● ●

●

●●
●

●
●

●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●●
●

● ●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
● ●

●

●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●

●
● ●● ●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●

●
● ●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●●

●

●
●

● ●●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●●

●

●
●

● ●●
●

●

●

● ●
●

●
●

●
●●

●
●●

●

●
●

● ●●
●

●

●

● ●
●

●
●

●
●●

●
●●

●

●
●

● ●●
●

●

●

● ●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

● ●●
●

●

●

● ●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

● ●●
●

●

●
●

● ●
●

●
●

●●
●

●
●

●

●
●

● ●●
●

●

●

●
● ●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●● ●

●

●

●
● ●

●
●

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

58

M
od

èl
e 

M
4;

 N
 =

 1
00

; s
ep

 =
 F

A
LS

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

●
●

●●

●
●

●
●●

●
●

●

●
● ●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●●

●●

●
●

● ●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

● ●
●

●

●

●
●

● ●

●
●

●
●●

●

●
●

●
● ●

● ●
●

●

●

●
●

●
●

●●
●

●●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●

● ●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●

●
●

●
● ●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●● ●
● ●

●●
●

●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●

●
● ●●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

● ●
●

●

●
●

●
●

●
●●

●

●
●

●
●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

● ●

●
●

●
●●
●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

● ●

●
●

●
●●
●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

● ●

●
●

●
●●
●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

● ●

●
●

●
●●
●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

● ●

●●
●

●●
●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●●
●

● ●

●●
●

●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●●
●

● ●

●●
●

●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●● ●
● ●

●●
●

●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

● ●
●●

●
●

●
● ●●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●

● ●●●●
●
●

●

●●
●

●
●

●

●

●
●
●

●
●

● ●
●

●
●●

●●
●●

●
●

● ●●
●

● ●

●
●

● ●●●
●●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

● ●

●
●

● ●●●●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

● ●
● ●

●
●● ●●●

●
●

●
●

●

●
● ●

●

●

●
●

● ●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

● ●

●
●

●
●●
●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

● ●

●
●

●
●●
●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

● ●

●
●

●
●●
●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

● ●

●
●

●
●●
●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

● ●

●●
●

●●
●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●●
●

● ●

●●
●

●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●●
●

● ●

●●
●

●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●● ●
● ●

●●
●

●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

79M
od

èl
e 

M
4;

 N
 =

 3
00

; s
ep

 =
 T

R
U

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

● ●
●

●

●
●

●

●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●

●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●●
●

●
●

● ●
● ●

●

●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●●
●

●
●

● ●
● ●

●

●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●●
●

●
●

● ●
● ●

●

●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
● ●

● ●
●

●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
● ●

● ●
●

●

●
●

●
●

●
●● ●●

●
●

●
●

●
● ●

● ●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●●
● ●●

● ●
● ●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

●
●

● ●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

● ●
●●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
● ●

● ●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●

●

●
●

● ●

●
●

● ●●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●

●

●
●

● ●
●

●

● ●●

●●
●

●
●

●

●
● ●

●

●

●
●

● ●
●

●

● ●●

●●
●

●
●

●

●
● ●

●

●

●
●

● ●
●

●

● ●●

●●
●

●
●

●

●
● ●

●

●

●
●

● ●
●

●

● ●●

●●
●

●
●

●

●
● ●

●

●

●
●

● ●
●

●

● ●●

●●
●

●
●

●

●
● ●

●

●

●
●

● ●
●

●● ●●

●●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●

●
●●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

● ●
●

●
● ●●

● ●
●

●
● ●

●
●

●

●
● ●

●

●

●●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

● ●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

●
●

● ●
●

●

● ●●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●

●

●
●

● ●
●

●

● ●●

●●
●

●
●

●

●
● ●

●

●

●
●

● ●
●

●

● ●●

●●
●

●
●

●

●
● ●

●

●

●
●

● ●
●

●

● ●●

●●
●

●
●

●

●
● ●

●

●

●
●

● ●
●

●

● ●●

●●
●

●
●

●

●
● ●

●

●

●
●

● ●
●

●

● ●●

●●
●

●
●

●

●
● ●

●

●

●
●

● ●
●

●● ●●

●●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

68

M
od

èl
e 

M
4;

 N
 =

 3
00

; s
ep

 =
 F

A
LS

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●

● ●
●

●
●

●● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●● ●

●
●

●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●●
● ●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

● ●
●

●

●
●

●●
●

●

●
●●

●
●

●
●

●●
●

● ●
●

●

●
●

●●
●

●

●
●●

●
●

●
●

●●
●

● ●
●

●

●
●

●●
●

●

●
●●

●
●

●
●

●●
●

● ●
●

●

●
●

●●
●

●

●
●●

●
●

●
●

●●
●

● ●
●

●

●
●

●

●

●

●●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●

●

● ●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●● ●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●●●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

● ●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●●

● ●●
●

●●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●●

● ●●
●

●●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●● ●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●● ●

●
●

●

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

6810M
od

èl
e 

M
4;

 N
 =

 5
00

; s
ep

 =
 T

R
U

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●
● ●

●
●

●
●

● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●●

●

●
●

● ●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●

●

●●
●

●●

●

●

●

●
●

●
●

●

●●

●

●
●

● ●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●●

●

●
●●

●

●●
●

●
● ●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

● ●●

●

●
● ●

●
● ●

●

●

●
●

●

●
●●●

●

● ●●

●

●
● ●

●

●

●

●

●

●
●

●●
●●●

●

● ●●

●

●
● ●

●

●

●

●

●

●
●

●●
●●●

●

● ●●

●

●
● ●

●

●

●

●

●

●
●

●●
●●●

●

● ●●

●

●
● ●

●

●

●

●

●

●
●

●●
●●●

●

●
●

●

●

●
● ●

●

●

●

●

●

●
●

●●
●●●

●

●

●●

●

●
● ●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●● ●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●

●●
●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●

●●
●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●●

●

●●
●●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

● ●

●
●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●●

●

●●
●

●
●

●

●
●

●
●

●●

●
●●

●

● ●
●

●
●

● ●
●●

●

●
●

●
●

●

●

●
●●

●

●

●●

●
●

●
●

●●

●

●
●

●
●

●

●

●●
●

●

●

●●

●

●
●

●
●

● ●

●

●
●

●

●

●

●●
●

●

●

●●

●

●
●

●
●

● ●

●

●
●

●

●

●

●●
●

●

●

●●

●

●
●

●
●

● ●

●

●
●

●

●

●

●●
●

●

●

●●

●

●
●

●
●

● ●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

● ●

●

●●

●

●
● ●●

●

●

●

●
●

● ●

●

●●
● ●

●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●

●
●●

●

●

●●
●

●

●
●●

●

●●
●

●
●

● ●

●
●●

●

●

●●
● ●

●
●

●

●●
●

●
●

● ●

●

●

●
●

●

●

●●
●

●

●
●

●

●

●
●

●●
● ●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●
● ●

●●

● ●

●

●
●

●

●

●
●●

●

●

●
●

●

●
● ●

●●

● ●

●

●●

●●

●
●●

●

● ●
●

●●
● ●

●●

● ●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●
●

●
●●

●

●

●●
●

●

●

●●
●

●

●

●●

●

●
●

●
●

● ●

●

●
●

●

●

●

●●
●

●

●

●●

●

●
●

●
●

● ●

●

●
●

●

●

●

●●
●

●

●

●●

●

●
●

●
●

● ●

●

●
●

●

●

●

●●
●

●

●

●●

●

●
●

●
●

● ●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

● ●

●

●●

●

●
● ●●

●

●

●

●
●

● ●

●

●●
● ●

●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●

●
●●

●

●

●●
●

●

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

1.
2

68

M
od

èl
e 

M
4;

 N
 =

 5
00

; s
ep

 =
 F

A
LS

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

●
●

●
●

●

●●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●

●●●

●
● ●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●
●●

●

●
●

●
●●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●●
●

●

●

●

●

● ●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●●
●

●●
●

●

●

●

●
●

●
●
●

●
●

●

●
●

●
●●

●

●●
●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●●
●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●
●●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

3.
0

610M
od

èl
e 

M
5;

 N
 =

 1
00

; s
ep

 =
 T

R
U

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●● ●

●

●

●
● ●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●● ●
●

●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

● ●
●

●
●●

●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●●
●●

● ●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

● ●
●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●●
●

●
●

●
●

● ●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●●
●●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●
●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

● ●

●
●●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●●
● ●

●

●
●●

●

●●
●

●
●

●
●
● ● ●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●●
●

●●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●●
●

●●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

● ●●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

● ●●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●●
● ●●

●
●

● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

● ●●
●

●
●

●
●

●
●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

● ●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●
●

●
●

●
●

● ●
●

●

●

●
●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●●

●

●

●
●

●
●

●
● ● ●

●
●

●
●

●
● ●●

●●
●

●●
●

●
●

●
● ● ●

●

●
●●

● ●
●●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●
● ●●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
● ●

●
●

●
●●

●●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●●●

●●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●●
●

●●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●●
●

●●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

● ●●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

● ●●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●●
● ●●

●
●

● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

● ●●
●

●
●

●
●

●
●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

● ●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●
●

●

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

811

M
od

èl
e 

M
5;

 N
 =

 1
00

; s
ep

 =
 F

A
LS

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

●

●

●
●

●

● ●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

● ●

● ●
●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

● ●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

● ●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●
● ●

●

●
●

●
●

●

● ●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

● ●

●●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

● ●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

● ●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●
●

●
● ●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

● ●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●

●

●

●

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

3.
0

69M
od

èl
e 

M
5;

 N
 =

 3
00

; s
ep

 =
 T

R
U

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

●
●

●
●

●
● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

● ●
●●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●
●● ●● ●

●
● ●

●●
● ●●

● ●
●

●
●

●
● ●● ●●

●
●

● ●
●

●
●

●●
●

●
●

●

●
●●
●●

●
● ●

●
● ●

●
●

●
●●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
● ●

●●
●

●●
● ●

●
●

●
●

●
●

● ●
● ●
●●

●
●
●

●
●●

● ●
●

●
● ●

●
●

●
●

● ●●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
● ●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●
●

●
● ●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●● ●

●
●

●
●

● ●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

● ●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●

●
●

●
● ●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
● ●

● ●
●

● ●
●●

● ●
●

●
●

●

●●
●

●
●

●

●
● ● ●

●
● ●

●
●

●●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●●
● ●● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●●

● ●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●●
●

●
● ●

●
●

●
●

●

●
●

● ●
●

● ●
●●

●●
●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

● ●
●

●
●●

●
●● ●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

● ●
●

●
●●

●
●● ●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●●
●

● ●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

● ●
● ●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

● ●
● ●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●

●
●

●
●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●●
● ●●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●● ●
●

●
●

●
● ● ●● ●

●●
●

●
●

●
● ●

●● ●
●

●●
●

● ● ●● ●
●

●
●

●●
● ●●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●●

● ●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
● ●●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●●
● ●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●●
●●

●
●● ●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●●

●
●● ●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
● ●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

● ●
● ●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

● ●
● ●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

811

M
od

èl
e 

M
5;

 N
 =

 3
00

; s
ep

 =
 F

A
LS

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

●●
●

● ●
●

● ●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●●

●

●

●
●

●

●
● ●

●
●

● ●

●

●
●

●● ● ●●
●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●● ●
●

●

●

● ●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●
● ●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

●●
●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

● ●

●

●
●

●

●
●

●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

● ●

●
●

●

●
● ●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

● ● ●●

●
●

●
●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

● ●
●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

● ●

●
●

●

●
● ●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
● ●

●
●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●

●

● ●

●

●
●

●

●●
●

●
●

●
●

●

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

3.
0

69M
od

èl
e 

M
5;

 N
 =

 5
00

; s
ep

 =
 T

R
U

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

● ●
●

●
●●

●
●

● ●
●

●
●

●●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●●
●

● ●
●

●●
●

●
●● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●
●

●
● ●

●
● ●

●● ●●
●

●
●

●
●

●
● ●

● ●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●

● ●
● ●

●● ●
●

● ●
●

●
●

●
● ●

●
●●

●
●

●
● ●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●
●

●
●

●
●

●
●●

●
● ●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●● ● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●

●
●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
● ●

●
●

●
● ●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ● ●

●
●

●
● ●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●

●
●

●
●

●
●

●●● ●
●

●●
●●

●
● ●

● ●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●●

●
●

●
●

●●
●

● ●●
●

●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●

●
●

●
●●

●●
●

●
●

●
●

●
● ●
●

●
●

●●
●

●
● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ● ●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

● ●●
●

●
●

● ●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
● ●●

●
●

●
● ●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

811

M
od

èl
e 

M
5;

 N
 =

 5
00

; s
ep

 =
 F

A
LS

E

U
til

ité
 d

es
 c

la
ss

es

Déviance

Figure 2.9 � Relation entre la déviance et l'utilité des classes (en utilisant l'infor-
mation mutuelle comme mesure de dissimilarité). Chaque graphique
correspond à l'analyse du lien entre les deux mesures, pour un modèle
donné, une taille d'échantillon �xée, et une con�guration de séparabi-
lité des classes donnée.
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Figure 2.10 � Relation entre la déviance et l'utilité des classes (en utilisant la dis-
tance de Hamming comme mesure de dissimilarité). Chaque gra-
phique correspond à l'analyse du lien entre les deux mesures, pour
un modèle donné, une taille d'échantillon �xée, et une con�guration
de séparabilité des classes donnée.
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— Une ANOVA a été effectuée pour évaluer la différence entre les taux d’er-
reur de mauvaise classification des arbres élagués en utilisant l’information
mutuelle comme mesure de dissimilarité, et ceux des arbres élagués avec
la distance de Hamming. Des différences significatives sont observées entre
les modèles, mais il y a très peu de différence entre les deux configuration
de séparabilité des clusters. Pour tous les cas ces différences ne dépassent
jamais 0.05. Pour les modèles M1 et M5, l’élagage avec l’information mu-
tuelle fournit de meilleurs résultats. Pour les autres modèles, l’élagage avec
la distance de Hamming est meilleur, mais les différences avec l’informa-
tion mutuelle sont très faibles (< 0.012). La figure 2.11 montre les liens
entre le taux d’erreur obtenu avec la distance de Hamming et celui obtenu
avec l’information mutuelle.
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Figure 2.11 � Relation entre les taux d'erreur obtenus avec la distance de Hamming
et l'information mutuelle. Chaque graphique correspond à l'erreur ob-
tenue avec la distance de Hamming, en fonction de l'erreur obtenue
avec l'information mutuelle, pour un modèle donné, une con�gu-
ration de séparabilité des classes donnée, et pour toutes les tailles
d'échantillon confondues.
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— Les valeurs du paramètre minsize qui minimisent la déviance totale des
arbres après regroupement des feuilles sur les échantillons test, sont très
souvent les mêmes que celles minimisant l’erreur de mauvaise classifica-
tion. Lorsqu’elles sont différentes, elles sont toujours très proches. Cela si-
gnifie que, dans nos simulations, optimiser la déviance totale sur les échan-
tillons tests est équivalent à optimiser l’erreur de mauvaise classification.
Ces résultats sont illustrés par la figure 2.12.
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Figure 2.12 � Taux d'erreur de mauvaise classi�cation en fonction de la valeur du
paramètre minsize. Les résultats sont fournis pour chaque modèle
et chaque taille d'échantillon
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— Concernant la contribution de l’étape de regroupement des feuilles, les dif-
férences entre les taux d’erreur de mauvaise classification entre les arbres
élagués et les arbres après regroupement sont souvent très significatives,
quel que soit le modèle, la taille d’échantillon ou le niveau de séparabilité
des clusters. Cela signifie que cette étape est efficace dans la plupart des
cas.

— La valeur optimale du paramètre minsize augmente proportionnellement
à la taille de l’échantillon dans tous les cas.

Finalement, nous choisissons les différents paramètres de CUBT de la façon
suivante. Nous effectuons une validation croisée à 10 répétitions de la déviance
totale de l’arbre obtenu après regroupement des feuilles, et nous choisissons
la valeur de minsize qui minimise ce critère. Le paramètre mindev est fixé à
0.001. Pour l’étape d’élagage, nous fixons δ = 0.03. Dans leur papier initial [64],
les auteurs ont montré que CUBT est très sensible au paramètre mindist pour
l’élagage. Ainsi, au pour calculer la mesure de dissimilarité pour toutes les paires
de noeuds issus de la division d’un même noeud, au lieu de choisir une valeur
de mindist, l’utilisateur peut spécifier une valeur pour le paramètre qdist, qui
correspond au quantile de la distribution empirique des dissimilarités, sur l’arbre
maximal. Le seul paramètre devant être fixé dans l’étape de regroupement des
feuilles est le nombre de classes k, cela ne présente aucune différence avec la
version précédente de la méthode CUBT (voir 2.2.3).

2.4.3.7 Résultats

La table 2.3 présente les résultats de prédiction (calculés sur les échantillons
tests) pour tous les modèles de simulation de données, la table 2.4 présente les
résultats d’apprentissage (calculés sur les échantillons d’apprentissage). Nous
fournissons les taux d’erreur de mauvaise classification, sous la forme de pour-
centage obtenu pour chaque méthode, moyennés sur les 100 répliques. Les ré-
sultats basés sur l’indice de Rand ajusté sont omis volontairement étant donné
qu’ils apportent exactement les mêmes conclusions que le taux d’erreur.

En termes de prédiction, CUBT est souvent une des deux méthodes les plus
performantes, pour les modèles M1, M3 et M5, quel que soit la taille d’échan-
tillon et la configuration de la séparabilité des clusters. Pour le modèle M2, CUBT
dépasse aussi les autres méthodes, sauf pour N = 500 et une séparabilité des
clusters élevée, dans ce cas ce sont la méthode de classification hiérarchique ainsi
que DIVCLUS-T qui sont les méthodes les plus performantes. Pour le modèle M4,
la classification hiérarchique, k-modes et DIVCLUS-T sont parmi les deux mé-
thodes les plus performantes, elles surpassent CUBT. Les deux méthodes pour
élaguer (information mutuelle et distance de Hamming) donnent des résultats
très similaires dans la majorité des cas.
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Table 2.3 � Résultats de prédiction : Moyenne des taux d'erreur sur 100 répliques,
pour les cinq modèles de simulation, les di�érentes tailles d'échantillons
(N), en fonction du niveau de séparabilité (sep) des clusters. Les valeurs
en gras correspondent aux plus faibles taux d'erreur pour chaque cas.
CUBTMI et CUBTHam désignent CUBT en utilisant respectivement
l'information mutuelle et la distance de Hamming pour l'élagage.
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2.4.4 Application à des données réelles : les maladies du
soja

Dans cette section, nous présentons une application de CUBT sur la version
courte de la célèbre base de données Soybean, constituée par Michalski [118].
Ce jeu de données contient 47 observations de 35 variables nominales. Chaque
ligne du jeu de données représente un échantillon de soja, qui est décrit par des
attributs tels que la précipitation, la température ou encore l’état de la racine.
Les observations sont réparties dans quatre groupes distincts, chaque groupe re-
présentant une maladie du soja : Diaporthe (10 observations), Pourriture char-
bonneuse (10 observations), Rhizoctonie (10 observations), Phytophtora (17 ob-
servations).

Dans un premier temps, nous appliquons CUBT à l’échantillon total, en fixant
la valeur du paramètre minsize = 10. Les quatre classes sont toutes découvertes
par CUBT, et sont assignées à des noeuds terminaux de l’arbre maximal obtenu
(voir partie gauche de la figure 2.13). La division binaire principale trouvée par
CUBT permet de séparer les observations qui diffèrent au regard de la présence
de chancres (x21 ∈ {0, 3}). Les deux autres divisions définies sur les deux sous-
ensemble obtenus sont de la forme x3 ∈ {0} et x22 ∈ {1}. Ces divisions discri-
minent les observations en fonction du type de précipitation et en fonction de
la couleur de la lésion du chancre respectivement. L’interprétation de cette par-
tition est en accord avec les résultats de Fisher, basés sur l’algorithme COBWEB
[60]. Par exemple, le cluster "Pourriture charbonneuse" est défini par Fisher par
une absence de chancres, variable également prise en compte par CUBT dans
la première division binaire. L’autre attribut utilisé par Fisher pour décrire ce
cluster est une précipitation en-dessous de la normale, qui est également pris en
compte par CUBT. La principale différence est que CUBT utilise seulement deux
variables pour retrouver les clusters alors que huit variables sont nécessaires
dans la description fournie par Fisher, basée sur l’algorithme COBWEB.

La partie droite de la figure 2.13 montre l’arbre de clustering obtenu avec
DIVCLUS-T. Une partition parfaite est trouvée avec le même jeu de données, mais
elle présente quelques différences au niveau de sa structure, avec la partition
obtenue avec CUBT.
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x21 ∈ {0; 3} ?

x3 ∈ {0} ?

C1 C2

x22 ∈ {1} ?

C3 C4

oui

oui non

non

oui non

x3 ∈ {0} ?

C1 x21 ∈ {1; 2} ?

x22 ∈ {1} ?

C3 C4

C2

oui non

oui

oui non

non

Figure 2.13 � Structures des arbres obtenus avec CUBT (gauche) et DIVCLUS-T
(droite) pour le jeu de données Soybean.

On s’intéresse maintenant à la performance de CUBT, en utilisant l’information
mutuelle et la distance de Hamming pour l’élagage, en termes d’apprentissage
et de prédiction. On utilise encore le jeu de données Soybean, et on cherche à
comparer les résultats obtenus par CUBT avec les méthodes de clustering uti-
lisées dans la section 2.4.3. Nous générons 100 échantillons aléatoires strati-
fiés, en prenant à chaque itération deux tiers des observations pour former un
échantillon d’apprentissage, les observations restantes sont utilisées pour former
un échantillon test. Pour CUBT avec l’élagage basé sur l’information mutuelle
(CUBTMI) et la distance de Hamming (CUBTHam), nous sélectionnons la valeur
de minsize qui minimise la déviance totale de l’abre après regroupement des
feuilles. Les valeurs obtenues sont respectivement 5 et 3. Les résultats d’appren-
tissage et de prédiction de ces expériences sont présentés à la table ??. L’élagage
utilisant la distance de Hamming produit de meilleurs résultats que l’information
mutuelle, pour l’apprentissage et la prédiction. CUBTHam et DIVCLUS-T sont les
deux méthodes les plus performantes sur les échantillons d’apprentissage alors
que CUBTHam et CUBTMI sont les plus performantes sur les échantillons test (pré-
diction). Le taux d’erreur de mauvais classement vaut 0 pour CUBTHam en ap-
prentissage, et 0.39 en prédiction, alors que les taux d’erreur pour les autres
méthodes varient entre 0 et 0.87 pour l’apprentissage et de 0.39 à 0.56 pour la
prédiction.

2.4.5 Conclusion
Nous avons présenté une extension de l’algorithme CUBT pour les données

nominales, qui utilise des critères adaptés pour gérer ce type de données. Ces
critères sont basés sur l’entropie de Shannnon et l’information mutuelle. Nous
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Table 2.4 � Résultats d'apprentissage : Moyenne des taux d'erreur sur 100 ré-
pliques, pour les cinq modèles de simulation, les di�érentes tailles
d'échantillons (N), en fonction du niveau de séparabilité (sep) des clus-
ters. Les valeurs en gras correspondent aux plus faibles taux d'erreur
pour chaque cas. CUBTMI et CUBTHam désignent CUBT en utilisant
respectivement l'information mutuelle et la distance de Hamming pour
l'élagage.
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avons comparé cette approche à d’autres méthodes classiques, en utilisant diffé-
rents modèles de simulation de données. Parmi les méthodes comparées, CUBT
montre une excellente performance et surpasse la majorité des méthodes aux-
quelles il est comparé, particulièrement sur les échantillons test. Dans tous les
cas, CUBT présente toujours trois avantages pratiques sur les autres méthodes :
la partition obtenue est interprétable grâce au variables utilisées pour former
les divisions binaires, l’arbre obtenu peut être utilisé pour assigner facilement
des nouvelles observations aux clusters, et l’algorithme est parallélisable, donc
utilisable sur de grands jeux de données.

Nous avons également fourni quelques heuristiques concernant le choix des
paramètres de CUBT : la taille minimale des feuilles de l’arbre maximal et la dis-
tance minimale d’élagage. Nous avons justifié ces choix grâce à des simulations
supplémentaires sur différents modèles. Ces méthodes de paramétrage peuvent
également être utilisées pour des jeux de données continues. CUBT fournit éga-
lement d’excellents résultats sur un jeu de données réelles, en comparaison à
d’autres méthodes.

Les futurs développements de CUBT devraient se concentrer sur de nouveaux
critères permettant de prendre en compte des données de type mixte, en utilisant
des critères additifs adaptés au données mixtes [93, 115]. Un autre champ de
recherche est aussi de grande importance, c’est la mesure de l’importance des
variables via CUBT. Le chapitre suivant est consacré à ce problème.
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3- Sélection de variables en
apprentissage non supervisé
Le problème de sélection de variables est un problème connu comme étant un

problème d’optimisation combinatoire. Sa formulation générale qu’on retrouve
également en dehors du cadre des statistiques peut être faite de la façon sui-
vante :

On suppose que l’on dispose d’un ensemble de n observations indépendantes
d’un vecteur aléatoire de dimension p, noté Z = (Z1, Z2, . . . , Zp), et d’un critère
J(Z), où J est une fonction à valeurs dans R et qui dépend des n observations
de Z. On souhaite déterminer un sous-ensemble de taille p′ < p de composantes
de Z, tel que la valeur du critère J calculé uniquement avec ces p′ composantes
soit proche de J(Z). En statistiques, ce problème a été abordé essentiellement
dans un cadre où Z est constitué d’un couple (X, Y ) de variables aléatoires, où
X est un vecteur de variables explicatives indépendantes dans Rp et Y une va-
riable unidimensionnelle dépendant de X. C’est le contexte de l’apprentissage
supervisé : le critère J est dans ce cas une fonction de perte associée à un esti-
mateur de la fonction de régression f de Y sur X. Si Y est continue, J peut être
l’erreur quadratique de la régression, et si Y est discret J peut être par exemple
le taux d’erreur du prédicteur construit. Lorsque l’on ne dispose pas de variable
dépendante Y , en apprentissage non supervisé, le critère J dépend de la tech-
nique utilisée. Le problème peut se poser essentiellement dans le cadre de la
classification automatique.

Ce chapitre s’intéresse à la sélection de variables en apprentissage non super-
visé, particulièrement aux différentes approches pour mesurer l’importance des
variables en classification non supervisée. Nous proposons d’utiliser la méthode
CUBT, une méthode de clustering hiérarchique adaptée aux données continues
et nominales. Nous considérons une mesure de l’importance des variables pour
cette méthode, similaire à celle utilisée dans les arbres de classification et de ré-
gression de Breiman. Le score d’importance des variables peut être utilisé pour
obtenir un ordonnancement des variables d’un jeu de données, afin de détermi-
ner quelles variables sont les plus importantes, ou à l’inverse pour détecter celles
qui ne sont pas pertinentes. Nous étudions la stabilité et l’efficacité de ce score
sur différents modèles de simulation de données, en présence de bruit, et nous le
comparons à d’autres mesures classiques d’importance des variables. Les résul-
tats de ces expériences montrent que notre approche est beaucoup plus efficace
que d’autres, dans de nombreuses situations.
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3.1 Introduction
Dans de nombreuses applications en modélisation statistique et en analyse

de données, la mesure de l’importance des variables via l’attribution d’un score
d’importance est essentielle. Celle-ci peut être utilisée pour diminuer la dimen-
sionnalité des données ou pour la sélection de variables [109], afin de réduire la
complexité des modèles, ou réduire le bruit présent dans les données, ou encore
améliorer à la fois la précision et l’interprétabilité des modèles. Généralement,
un score est calculé pour chaque variable, en fonction d’un modèle ou d’une
tâche spécifique.

En apprentissage supervisé, l’importance d’une variable est souvent liée à sa
corrélation (ou sa dépendance) avec la variable à expliquer Y . Elle peut être
calculée pendant la phase d’apprentissage du modèle ou après que le modèle
soit estimé. Les approches supervisées les plus connues proposant un tel indice
sont les arbres de classification et de régression (CART, [29]), les forêts aléa-
toires (Random Forests, RF, [32]) et les machines à vecteurs supports (Support
Vector Machines, SVM, [77, 140]), dans lesquelles l’importance des variables est
fortement liée à la structure et à la précision du modèle.

L’apprentissage non supervisé concerne des applications telles que la classifi-
cation non supervisée de données et l’estimation de la densité. Nous nous foca-
lisons ici sur les méthodes de clustering visant à construire une partition d’un
ensemble de n observations en k clusters, où k est spécifié a priori ou déterminé
automatiquement par la méthode employée. En classification non supervisée, il y
a un grand intérêt à déterminer quelles variables sont les plus importantes pour
obtenir une partition d’un jeu de données.

Le but de ce chapitre est de définir l’importance des variables basée sur la mé-
thode CUBT. Le rôle des variables importantes est analysé grâce à des modèles
de simulation de données, et des comparaisons de CUBT avec d’autres méthodes
classiques. Des résultats concernant la stabilité et l’efficacité du score d’impor-
tance des variables sont fournis. La section 3.2 présente quelques méthodes clas-
siques pour mesurer l’importance des variables en classification non supervisée.
La section 3.3 fournit une brève description de la méthode CUBT. La section 3.3
présente la nouvelle méthodologie pour mesurer l’importance des variables ba-
sée sur la méthode CUBT. Enfin, la section 3.4 présente des expérimentations,
accompagnées de résultats, avec différents modèles de simulation de données et
quelques méthodes de clustering.

La classification non supervisée basée sur les arbres de décision binaires (la
méthode CUBT [ghattas_clustering_2016, 64]) est une méthode hiérarchique
descendante non paramétrique, adaptée aux données continues et nominales. Un
arbre de décision construit avec CUBT peut être utilisé pour identifier quelles va-
riables du jeu de données sont actives et participent directement à la construction
de l’arbre maximal. Cependant, bien que certaines variables du jeu de données
puissent être inutiles pour la construction de l’arbre, elles peuvent être compé-
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Method Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width

CUBT 3.24 0.14 3.97 3.82
URF 17.33 15.46 17.38 12.57

LOVO-cubt 0.69 0.81 0.59 0.83
LOVO-km 0.55 0.53 0.57 0.53
TWKM 2.5× 10−6 1.3× 10−5 2.5× 10−6 0.99

LS 0.18 0.40 0.03 0.08

Table 3.1 � Les quatre variables du jeu de données Iris et leurs scores d'importance
respectifs.

titives vis-à-vis des variables actives, pour différentes divisions binaires définies
dans l’arbre. Pour de nombreuses applications, il peut être très utile d’identi-
fier ces variables importantes. Un exemple d’arbre obtenu avec CUBT, sur le
célèbre jeu de données Iris [fisher_the_1936] est présenté dans la figure 3.1.
La variable classe représentant l’espèce d’Iris, à trois modalités (setosa, virginica,
versicolor), n’est pas utilisée ici.

La table 3.1 présente le score d’importance de chaque variable, calculée avec la
méthode CUBT, les forêts aléatoires non supervisées (URF), la méthode "leave-
one-variable-out" basée sur CUBT et sur k-means (LOVO-CUBT et LOVO-KM),
l’algorithme TW-k-means (TWKM) et le score laplacien. Ces méthodes sont dé-
crites dans la suite du chapitre. En analysant les résultats obtenus avec CUBT,
on voit que la seule variable active (Petal.Length) obtient le plus haut score. Ce
résultat est également observé pour les méthodes URF et LOVO-KM. Les autres
variables (Sepal.Length,Sepal.Width et Petal.Width) ne sont pas actives dans
l’arbre de clustering, cependant deux d’entre elles ont des scores d’importance
élevés.

Petal.Length < 3.4 ?

C1 Petal.Length < 5.15 ?

C2 C3

oui non

oui non

Figure 3.1 � Structure de l'arbre obtenu par CUBT avec le jeu de données Iris. La
seule variable active est Petal.Length.
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3.2 Importance des variables en apprentissage
non supervisé

Dans cette section, nous présentons quelques approches permettant d’obtenir
des scores d’importance pour les variables, dans le contexte de la classification
non supervisée. Deux de ces approches sont très liées à la méthode de clustering
sous-jacente, à savoir les forêts aléatoires non-supervisées et l’algorithme TW-k-
means. Une troisième approche, le score laplacien, calcule un score d’importance
des variables indépendamment de la méthode de clustering utilisée. Finalement,
nous proposons une approche originale et intuitive, appelée "leave-one-variable-
out" (LOVO), qui est adaptée à n’importe quelle méthode de clustering.

3.2.1 Les forêts aléatoires non-supervisées
Les forêts aléatoires non-supervisées [32] et leur mesure d’importance des

variables sont une des méthodes supervisées les plus connues pour la régression
et la classification. Breiman [31] a suggéré d’utiliser les forêts aléatoires dans
le cadre de la classification non supervisée, en se rapportant à un problème de
classification supervisée binaire : les observations disponibles sont assignées à un
premier groupe. Le second groupe contient des observations qui sont générées
par échantillonnage aléatoire indépendant à partir des distributions marginales
de chaque variable du premier groupe. La classification non supervisée est alors
transformée en un problème de classification supervisée binaire, et l’importance
des variables est calculée aisément. Dans les forêts aléatoires, l’importance d’une
variable correspond à la perte moyenne de l’indice de Gini à chaque division
binaire de l’arbre, en utilisant cette variable dans chaque division de chaque
arbre de la forêt. Les forêts aléatoires non supervisées sont adaptées aux données
continues et nominales.

3.2.2 L’algorithme TW-k-means
L’algorithme pondéré TW-k-means (TWKM, [42]) est une méthode de clas-

sification non-supervisée qui peut assigner un poids à chaque variable du jeu
de données. Cet algorithme est une extension de l’algorithme de clustering k-
means pondéré basé sur l’entropie, qui lui-même est une extension de l’algo-
rithme k-means [113]. Dans un premier temps, un ensemble de k centres est
choisi aléatoirement. Les observations sont alors assignées à leur centre le plus
proche, au regard d’une certaine mesure de dissimilarité (choisie par l’utilisateur
en fonction des données traitées). Ensuite les nouveaux centres sont recalculés,
en prenant en compte les observations ajoutées à chaque cluster. Des poids sont
pris en compte dans le calcul de la mesure de dissimilarité choisie. Ce processus
est répété jusqu’à convergence du critère d’hétérogénéité intra-classe.
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3.2.3 Le score Laplacien
Le score Laplacien [19] est un indice populaire utilisé pour obtenir un clas-

sement des variables d’un jeu de données en apprentissage non-supervisé. On
commence par construire une matrice de similarités inter-individus. On seuille
ensuite cette matrice de manière à obtenir une matrice S telle que pour tous
i, j, sij = s(i, j) si s(i, j) > s0 et sij = 0 sinon, où s est choisie selon la nature
des données et s0 est un seuil défini par l’utilisateur. La matrice S est donc une
matrice d’adjacence. Soit D = diag(S1) (où 1 est un vecteur identité) la matrice
diagonale contenant pour chaque observation la somme des similarités avec les
k plus proches voisins, c’est-à-dire D = ∑n

i=1EiS1ei, où Ei est une matrice n× n
contenant la valeur 1 sur chaque case de sa diagonale, et 0 dans les autres, et ei
une ligne d’une matrice de dimension 1×n valant 1 pour la colonne i, et 0 sinon.
La matrice Laplacienne est alors définie par L = D − S, et chaque variable X.j,
pour j ∈ {1, ..., p} est "centrée" de la manière suivante :

X̃.j = X.j −
X ′.jD1
1′D1

1. (3.1)

Finalement, le score Laplacien (ou plus généralement l’importance) de la va-
riable j est calculé de la façon suivante :

Imp(X.j) = X̃ ′.jLX̃.j

X̃ ′.jDX̃.j
. (3.2)

Le score Laplacien assigne des scores élevés aux variables qui respectent le
mieux la structure du graphe des plus proches voisins. Il est souvent utilisé dans
les méthodes de filtrage de sélection de variables. Comparé à d’autres scores plus
classiques, tels que le score de Fisher, le score Laplacien a montré de meilleures
performances [180].

3.2.4 Le score "leave-one-variable-out"
Nous proposons une méthode intuitive d’évaluation de l’importance des va-

riables, qui peut être utilisée avec n’importe quelle approche de classification
non-supervisée. Admettons qu’une partition P soit obtenue avec une quelconque
méthode, en utilisant toutes les variables contenues dans un jeu de données. On
peut alors calculer un critère d’hétérogénéité intra-classes à partir de cette par-
tition, noté R(P). Notons ensuite P−j la partition obtenue en utilisant la même
méthode, mais après avoir supprimé la variable j du jeu de données, et R(P−j) la
mesure d’hétérogénéité intra-classes correspondante. L’importance de la variable
j peut être alors définie de la manière suivante :

Imp(X.j) = R(P−j) (3.3)
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Nous appelons cette méthode LOVO pour "leave-one-variable-out", puisqu’elle
consiste à recalculer le critère d’hétérogénéité pour chaque variable retirée une-
à-une du jeu de données. Elle peut être utilisée aussi bien pour des données
continues que qualitatives. Dans la suite de ce chapitre, cette méthode sera appli-
quée avec la méthode CUBT pour données continues et nominales, ainsi qu’avec
les algorithmes k-means et k-modes.

3.3 Importance des variables avec la méthode
CUBT

La méthode CUBT, qui est décrite de manière détaillée dans le chapitre pré-
cédent [64], est une méthode de classification non supervisée inspirée par la
méthode CART [29]. Les partitions obtenues avec cette méthode peuvent être
représentées par des arbres de décision binaires, interprétables grâce aux divi-
sions sur les variables. CUBT peut être utilisée pour assigner de nouvelles obser-
vations aux différents clusters. De plus l’algorithme est parallélisable, ce qui peut
être très avantageux lorsque l’on dispose de jeux de données volumineux.

Le score d’importance des variables avec la méthode CUBT est fortement lié
à l’algorithme de construction de l’arbre maximal, et peut être calculé dans le
cas continu et nominal. Nous commençons donc par en rappeler les éléments
essentiels pour définir ce score.

3.3.1 Rappels sur la méthode CUBT
Soit X ∈ E = ∏p

j=1 sop(j), un vecteur aléatoire p-dimensionnel dont les coor-
données sont X.j, j ∈ {1, ..., p}, et sop(j) est le support de la variables j, c’est-
à-dire l’ensemble des valeurs que la variable peut prendre. Nous considérons un
ensemble S de n observations aléatoires de X, notées Xi, avec i ∈ {1, ..., n} et
Xij l’observation i de la composante j de X. Des notations similaires en lettres
minuscules sont utilisées pour désigner les réalisations de ces variables : x, xi,
x.j and xij.

Pour tout noeud t (c’est-à-dire un sous-ensemble de S), soit nt le nombre d’ob-
servations contenues dans t. Soit X(t) la restriction de X au noeud t, c’est-à-dire
X(t) = {X|X ∈ t}. On définit alors R(t), la mesure d’hétérogénéité (appelée
aussi déviance) de t pour les données continues comme suit :

R(t) = nt
n
trace(cov(X(t))) =

∑
Xi∈t || Xi − X̄t ||2

n
, (3.4)

où cov(X(t)) est la matrice variance-covariance de X(t) et

X̄t =
∑
Xi∈tXi

n
. (3.5)
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Pour les données nominales, la mesure d’hétérogénéité de t est définie de la
manière suivante :

R(t) = trace(MI(X(t))) = −
p∑
j=1

∑
l∈sop(j)

p
(t)
lj log2 p

(t)
lj , (3.6)

où MI(X(t)) est la matrice d’information mutuelle de X(t) et p(t)
lj est la proba-

bilité que la coordonnée j de X prenne la valeur l au sein du noeud t.
La construction de l’arbre maximal commence par le partage du noeud racine

de l’arbre contient toutes les observations de S. L’échantillon d’apprentissage est
divisé de manière récursive en deux sous-échantillons disjoints, à l’aide de divi-
sions binaires de la forme x.j ∈ Aj, où j ∈ {1, ..., p} et Aj est un sous-ensemble
de sop(j). Dans le cas de données continues, Aj peut être un intervalle réel de
la forme Aj = ]−∞; aj], avec aj ∈ sop(j). Dans le cas des données nominales,
Aj peut être un ensemble dénombrable de mj valeurs, où mj est le nombre de
modalités de la variable j.

On définit alors une division binaire, notée sj(t), d’un noeud t en deux sous-
noeuds tl et tr, comme une paire (j,Aj) avec :

tl = {x ∈ E : x.j ∈ Aj}, tr = {x ∈ E : x.j 6∈ Aj}. (3.7)

La division binaire optimale d’un noeud t en deux sous-noeuds tl et tr est
définie par :

argmax(j,Aj){∆(t, j,Aj)}, (3.8)

où

∆(t, j,Aj) = R(t)−R(tl)−R(tr) (3.9)

Les deux nouveaux sous-noeuds sont à leur tour divisés récursivement, et les
critères d’arrêt de la construction de l’arbre maximal sont les mêmes que ceux
utilisés dans la section 2.2. Une fois que l’algorithme est arrêté, une étiquette
de classe est assignée à chaque feuille de l’arbre maximal. Une partition de
l’échantillon d’apprentissage est donc obtenue, chaque feuille correspondant à
une classe.

Les détails techniques concernant les étapes d’élagage de CUBT sont présentés
dans les sections 2.2 et 2.4.2, étant donné que l’élagage de l’arbre maximal n’est
pas une étape nécessaire au calcul des scores d’importance des variables.
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3.3.2 Mesure de l’importance des variables dans CUBT
Afin de définir l’importance des variables dans CUBT, nous suivons quelques

idées utilisées dans CART [29]. Pour cela nous définissons dans un premier temps
les divisions de substitution pour chaque variable au sein de chaque noeud de
l’arbre maximal.

3.3.2.1 Les divisions concurrentes

Soit s la division binaire optimale d’un noeud t d’un arbre T , définie sur la
variable j0, qui divise t en deux sous-noeuds tL et tR. Soit sj = sj(t) une division
binaire de t définie sur n’importe quelle variable j 6= j0, divisant t en deux sous-
noeuds t′L et t′R.

La probabilité qu’une observation soit envoyée dans le sous-noeud de gauche
pour les deux divisions binaires s et sj est définie comme suit :

p(tL ∩ t′L) = Card{tL ∩ t′L}
nt

(3.10)

Ensuite, la probabilité que les deux divisions binaires envoient une même ob-
servation dans le noeud de gauche est définie par :

pLL(s, sj) = p(tL ∩ t′L)
p(t) (3.11)

où p(t) peut être estimée par nt
n

, et pRR(s, sj) est définie de façon équivalente.
La probabilité que sj prédise bien s est définie par :

p(s, sj) = pLL(s, sj) + pRR(s, sj) (3.12)

La division concurrente pour s définie sur la variable j au sein du noeud t, notée
s̃j, est définie par :

p(s, s̃j) = max
sj∈Sj

p(s, sj) (3.13)

où Sj est l’ensemble de toutes les divisions binaires possibles définies sur la
variable j.

Les divisions concurrentes sont utilisées pour mesurer l’importance des va-
riables. Elles sont également utiles pour prédire la classe d’appartenance de nou-
velles observations contenant des données manquantes.

3.3.2.2 L’importance des variables

Nous définissons l’importance de la variable j de la manière suivante :

Imp(X.j) =
∑
t∈T

∆(t, s̃j(t)). (3.14)
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Le score d’importance correspond à la perte totale de déviance induite si chaque
division binaire optimale dans l’arbre T est remplacée par la division concurrente
définie sur X.j.

L’importance des variables peut être mesurée en utilisant les données dont on
dispose, cependant l’utilisation de technique ré-échantillonnage peut être utile
pour obtenir des résultats plus stables au regard des scores obtenus [68, 69].

3.4 Expérimentations
Dans cette section, nous analysons la stabilité ainsi que l’efficacité des scores

d’importance des variables basés sur CUBT. Tout d’abord, la stabilité du score ob-
tenu est analysée en utilisant deux jeux de données où les classes d’appartenance
des individus sont connues. Ces jeux de données sont Toys et Iris. Ensuite l’effica-
cité de la détection des variables importantes est analysée en utilisant plusieurs
modèles de simulation de données, et CUBT est comparée à d’autres méthodes
classiques de calcul de scores d’importance de variables.

3.4.1 Stabilité de l’importance des variables
Les arbres de décision sont réputés pour être instables lorsque les données sont

sujettes à de légères perturbations [30]. En outre, CUBT, similairement à CART,
est très sensible au choix du paramètre minsize, c’est-à-dire la taille minimale
des feuilles de l’arbre. Nous nous intéressons ici à la stabilité de l’importance
des variables, au regard de certaines modifications des données et du choix du
paramètre minsize.

Dans cette analyse, nous utilisons deux jeux de données bien connus en ap-
prentissage supervisé, le premier est le jeu de données Toys [171] et le deuxième
est le jeu de données Iris [61].

Le jeu de données Toys contient deux groupes d’observations (Y ∈ {−1, 1})
et n observations peuvent être générées aléatoirement, pour un nombre de va-
riables p ≥ 6, de la manière suivante :

— Pour j ∈ {1, 2, 3}, P (X.j ∼ N(yj, 1)) = 0.7 et P (X.j ∼ N(0, 1)) = 0.3,

— Pour j ∈ {4, 5, 6}, P (X.j ∼ N(0, 1)) = 0.7 et P (X.j ∼ N(y(j − 3), 1)) = 0.3,

— Si p > 6, P (X.j ∼ N(0, 1)) = 1.
Les six premières variables sont les vraies variables importantes, les autres ne

sont pas pertinentes pour le modèle.
Le jeu de données Iris contient trois classes et 150 observations décrites par 4

variables continues.
Pour chaque jeu de données, nous effectuons 100 ré-échantillonnages en utili-

sant le modèle de simulation (décrit par Toys) ou du ré-échantillonnage de type
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bootstrap (pour le jeu de données Iris). Pour chaque échantillon généré, un arbre
est construit avec la CUBT, et l’importance de chaque variable est calculée. Ce
calcul est répété pour différentes valeurs entières du paramètre minsize, variant
de 2 à bn4 c, où bc désigne la partie entière. Ainsi pour chaque valeur de minsize
nous obtenons 100 estimateurs du score d’imporance de chaque variable. Une
valeur optimale du paramètre minsize peut être obtenue en utilisant l’heuris-
tique proposée dans la section 2.4.3.

Pour le jeu de données Toys, nous fixons n = 100 et p = 12, c’est-à-dire qu’il y
a autant de variables non pertinentes que de variables importantes.

La figure 3.2 (respectivement 3.4) montre des boîtes à moustache de l’impor-
tance des variables en fonction de la valeur du paramètre minsize pour le jeu de
données Toys (respectivement Iris). La figure 3.3 (respectivement 3.5) fournit
des boîtes à moustache représentant l’importance de chaque variable, pour une
valeur optimale minsize = 8 (respectivement minsize = 16).

Le score d’importance des variables est très sensible à la valeur du paramètre
minsize. Il décroît proportionnellement à la valeur de minsize. Comme le score
d’importance est additif avec le nombre de noeuds de l’arbre, des valeurs plus
élevées de minsize donneront des arbres contenant moins de noeuds, et donc
des scores d’importance des variables moins élevés.
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Figure 3.2 � Résultats de stabilité pour le jeu de données Toys. Chaque graphique
montre des boîtes à moustache de l'importance d'une variable en fonction de
la valeur du paramètre minsize.
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Figure 3.3 � Résultats de stabilité pour le jeu de données Toys. Le graphique
montre des boîtes à moustache de l'importance de chaque variable pour une
valeur optimale minsize = 8.

Pour le jeu de données Toys, les boîtes à moustache montrent que les trois
premières variables sont toujours détectées comme les variables les plus impor-
tantes, les trois suivantes sont un peu moins importantes, ce qui est un résultat
attendu étant donnée le modèle de simulation de données sous-jacent. Les six
variables restantes (les variables bruit) montrent des scores d’importance très
stables, inférieurs aux scores des six premières variables. Les variables ayant les
plus faibles scores d’importance ont aussi une plus faible dispersion.
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Figure 3.4 � Importance de chacune des 4 variables du jeu de données Iris en
fonction des valeurs du minsize.
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Figure 3.5 � Importance des variables du jeu de données Iris pour une valeur optimale
minsize = 16.

Pour le jeu de données Iris, le score d’importance est plus stable pour la va-
riable la moins importante (Sepal.Width), que les variables "intermédiaires"
(Sepal.Length,Petal.Widht) sont très dispersées. La variable Petal.Length est
détectée comme la variable la plus importante dans ce jeu de données, ce qui
confirme les résultats donnés dans la table 3.1.

3.4.2 Efficacité de l’importance des variables
Nous analysons maintenant l’efficacité du score d’importance des variables

basé sur CUBT dans la détection de "vraies" variables importantes. Pour cela,
nous utilisons quelques modèles de simulation de données dans lesquels les va-
riables importantes qui définissent les classes sont connues. Nous utilisons les
mêmes modèles de simulation qui ont été précédemment définis pour les don-
nées continues [64] ainsi que pour les données nominales (voir section 2.4.3.2).
Nous analysons aussi l’efficacité de notre méthode en utilisant encore le jeu de
données Toys.

3.4.2.1 Modèles de simulation de données

Nous considérons neuf modèles de simulation de données. Les quatre premiers
modèles ont pour but de générer des données continues (modèles M1 à M4) et
les cinq restants sont les mêmes que ceux présentés à la section 2.4.3.2 (modèles
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M5 à M9). Nous présentons donc uniquement les modèles pour les données
continues.

M1 : Modèle 2D Dans ce modèle, nous fixons le nombre de classes k = 4 et
X ∈ R2 qui suit une distribution normale multivariée N(µl,Σ), l ∈ {1, ..., k},
où µ1 = (−1, 0), µ2 = (1, 0), µ3 = (0,−1) et µ4 = (0, 1), et la matrice variance-
covariance Σ = diag(σ21), avec σ = 0.1. Ce modèle de simulation de données
est illustré à la figure 3.6.
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Figure 3.6 � Modèle de simulation de données M1, n = 100 et σ = 0.1.

M2 : Modèle 5D Ce modèle génère k = 10 groupes d’observations dans R5,
suivant différentes distributions normales multivariées N(µl,Σ), l ∈ [1, k], avec
µ1 = (1, 0, 0, 0, 0), µ2 = (0, 1, 0, 0, 0), µ3 = (0, 0, 1, 0, 0), µ4 = (0, 0, 0, 1, 0), µ5 =
(0, 0, 0, 0, 1) et µi = −µi−5 pour i ∈ {6, ..., 10}. La matrice variance-covariance est
Σ = diag(σ21), avec σ = 0.1. Ce modèle de simulation de données est illustré à
la figure 3.7.

83



x1

−1.0 0.5

●
●●
●●●●●●
●
●●●●●●●●●
●●●●●

●●●
●
●●●
●●●●●
●●●●●●●●●●
●

●●●
●

●●
●●●●●●●●●

●
●●
●
●

●●●●●●●
●
●●●●●

●●●
●
●

●●● ●
●●●●

●●●●●●
●

●●●●●●●●●●●●
●
●●●●●

●●●●●●●
●● ●●●●
●●●●●
●●●
●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●

●
●●●
●●●●●●
●

●●●
●●●●●●●●●●●●●●●
●●●

●
●●

●●●●
●

●●
●●

●
●●●●●

●●●●●
●
●●●
●
●●●●●
●

●●
●●

●●●●
●
●●●

●
●●

●
●
●●●●●●
●●●●
●
●●●
●
●●
●

●●●●●
●●●●

●●●● ●●●●
●●
●
●●●●●●

●●●●●● ●●●
●●●●●●●●
●●
●

●
●
●●●●●●●●●●●
●
●●
●

●
●●●

●
●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●
●
●●●●●
●●●●●●●●●●●
●●●●●

●
●●●●●●●●

●●●●●●●
●●
●
●
●●●●●
●●●●
●
●
●

●●
●

●
●
●●

●●●
●

●●●●●●●●
●

●

●
●●●

●
● ●

●●●●●●●●●
●●●●●●●●
●●●●●●●●

●

●
● ●●●●●●
●
●●●●●●●●●●

●
●
●

●
●●●●●●●●●●●●●

●●
●

●● ●●●
●●
●●●●●●●
●●●●●●
●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●
●

●
●●●
●
●●●●●●●●
●●

●● ●●●
●

●●●●●●●●●●●●
●●●●●●
●
●●●●●●●●●●

●
●
●
●●●
●
●●●●
●
●●●

●
●●●●●●●

●
●●
●●
●
●●●●

●●
●

●
●●
●

●●●●●●●●●●●●●●
●●●
●●●●●●●●
●●●

●●● ●
●
●●
●●●
●●●●●●●

●●●
●
●●●●●●●●●●●●● ●●
●●
●●
●●●

●
●

●●●●●
●
●

●●●●●
●●
●

●
●●●●●●●●●●●●●
●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●
●
●
●●●●●●

●●●
●●●
●
●●●●●●●●

●
●

●
●●
●

●●●●● ●●●●●
●
●●●●●●●●●●●

●●●
●●●●●

●
●●
●
●●●●●
●
●●

●
●●●

●
●
●●●●●●
●
●●●●
●●
●●
●●
●●●●
●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●

●●
●
●●●
●
●●●

●
●●●●●●●●●●
●●●
●●
●●●●●

●●
●●●●
●
●●●●●●●
●
●

●
●●●●●
●●●●

●
●●●●●●●●●●●●●

●
●
●
●●●●●●●●●
●●●●●

●
●●

●●●●●●
●
●●●●●●●●●

●●●●●
●●●●●●●
●●●●●
●●●●●●●●●●
●

●●●
●
●●

●●●●●●●●●
●

●●
●

●
●●●●●●●
●
●●●●

●
●●●

●
●
●●●●●●●●
●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●
●
●●●●●●●●●●●●

●●●●
●●●●●●●
●●●
●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●
●
●●●
●●●●●●
●

●●●
●●●●●●●●●●●●●●●

●●●
●
●●
● ●●●

●
●●
●●
●

●●●●●
●●●●● ●

●●●
●
●●●●●
●

●●
●●

●●●●
●
●●●
●

●●●●
●●●●●●
●●●●●
●●●

●
●●
●
●●●●●●●●
●●●●●●●●●

●●
●
●●●●●●
●●●●●●●●●

●●●●
●●●●
●●
●

●
●
●●●●●●●
●●●●●
●●
●

●
●●●
●
●●

●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●
●●
●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●
●

●●●●●
●●●●
●●●●●●●
●●●●●
●
●●●●●●●●
●●●●●●●
●●

●
●

●●●●●●
●●●
●
●
●
●●

●
●
●

●●
●●●
●
●●

●
●●●
●●
●

●

●
●●●
●
●●
●●●●●●
●●●
●●

●●●
●●●
●●●●●●●●
●

●
●●●●●●●
●
●●●●●●●●●●
●
●
●
●
●●●●●●●●

●●●●●
●●
●
●●●●
●
●●
●●●●●●●
●●●●●●
●●●●●
●●
●●●●●
●●●●●●●

●
●
●●●
●
●●●●●●●●

●●●●●
●●
●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●
●●●●●●●●●●●

●
●

●●●
●
●●●●
●
●●●

●
●●●●●●●

●
●●

●●
●
●●●●●●
●
●
●●

●
●●●● ●●●●●●●●
●●
●●●

●●●●●●●●
●●●

●●●●
●
●●
●●●
●●●●●●●

●●●
●
●●●●●●●●●●●●●●●

●●
●●●●●
●
●
●●●●●●

●
●●●●●●●
●

●
●●●●●●●●●●●●●

●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●
●●●●

● ●
●●●
●●●
●
●●●●●●●●
●

●
●
●●
●

●●●●●●●●●●
●
●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●
●

●●
●
●●●●●
●

●●
●

●●●
●

●
●●●●●●
●
●●●●

●●
●●
●●
●●●●
●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●
●
●●●●

●●●
●
●●●
●●●●●●●

●●●
●●
●●●●●

●●
●●●
●
●
●●●●●●●

●
●

●
●●●●●

●●●●●
●●●●●●●●●●●●●
●

●
●

●●●●●●●●●
●●●●●

−1.0 0.5

●
●●
●●●●●●
●
●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●
●●

●●●
●●●●●●●●●●
●
●●●
●
●●
●●●●●●●●●
●

●●
●
●

●●●●●●●
●
●●●●
●
●●●
●
●
●●●●● ●●●
●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●
●

●●●●●●●●●●
●
●

●●●●●●
● ●●●●
●●●

●●●●●●●●●●
●●●●● ●●●●●●●●●●
●

●●●
●●●●●●
●

●●●
●●●●●●●●●●●●●●●
●●●
●
●●●●●●

●
●●●●

●
●●●●●
●●●●●
●
●●●
●

●●●●●
●
●●

●●
●●●●
●
●●●●
●●●●

●●●●●●
●●●●●

●●●
●
●●
●
●●●●●
●●●

●●●●●●●●
●
●●

●
●●●●●

●
●●●●●●●●● ●●●●

●●●●
●●

●
●

●
●●●●●●●●●●●
●

●●
●
●
●●●
●
●●

● ●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●
●●

●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●

●
●●

●●●
●●●●●●●●●●●●●

●
●●

●
●●●●● ●●●
●●●●●●●
●●

●
●
●●●●●●
●●●

●
●
●
●●
●
●
●
●●
●●●

●
●●●
●●●
●●
●

●

●
●●●
●
●●
●●●
●
●●
●●●
●●
●●●●●●
●●●●●●●●
●

●
●●●●●●●
●

●●●●●●●●● ●
●
●

●
●
●●●●●●●●

●●●●●
●●
●
●●●●●

●●
●●●●●●●
●●●●●●
●●● ●●●

●
●●●●
●
●● ●●●●●

●
●
●●●
●
●●●●●●●●
●●
●●●
●●

●

●●●
●●●●●●●●●
●●●●●●

●
●●●●●●●●●●●
●
●
●●●

●
●●●
●
●
●●●
●
●●●●●●●
●
●●
●●

●
●● ●●
●●●

●
● ●

●
●●●●●●
●●●●●●
●●

●●●
●●●●●●
●●

●●●
●●●●
●

●●
●●●

●●●●●●●
●●●
●
●●●●●●●●●●●●●●●
●●

●●●●●
●

●
●●●●●●
●
●●●●●

●●
●

●
●●●●●●●●●●●●●

●●●●●
●●●●● ●●●●●●●●●●●●

●
●
●●●●●

●
●●●

●●●
●
●●●●●●●●

●
●

●
●●
●
●●●●●●●●●●

●
●●●●●●●●●●●
●●●●●●● ●

●
●●
●
●●●●●●
●●
●

●●●
●
●
●●● ●●●
●
●●●●
●●
●●
●●

●●●●
●●●●
●● ●●● ●●●

●●●●●●●●●
●●
●
●●●●

●●●
●

●●●●●●●●●●
●●●
●●
●●● ●●
●●

●●●●
●
●●●●● ●●
●

●
●
●●●●●
●●●●●
●●●● ●●●●●●●●●
●
●

●
●●●●●● ●●
●
●●●●●

−
1.

0
0.

5

●
●●
●●●●●●
●

●●●●●●●●●
●●●●●

●●●●
●●

●
●●●●●
●●●●●●●●●●
●
●●●

●
●●
●●●●●●●●●

●
●●

●
●
●●●●●●●
●
●●●●●

●●●
●
●
●●●●

●●●●
●●●●●●●

●●●●●●●
●●●●●
●

●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●
●●●
●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●
●
●●●
●●●●●●
●
●●●
●●●●●●●●●●●●●●●

●●●
●
●●
●●●●
●
●●
●●
●
●●●●●
●●●●●

●
●●●

●
●●●●●
●

● ●
●●

●●●●
●

●●●●
●●
●
●

●●●●●●
●●●●

●
●●●

●
●●
●
●●●●●
●●●

●●●●●●●●●
●●
●
●●●●●
●

●●●●●●●●●●●●● ●●●●
●●
●
●

●
●●●●●●●●●
●●

●
●●

●
●

●●●
●
●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●
●
●●●●●

●● ●●
●●●●●●●
●●●
●●
●

●●●●●●●●
●●●●●●●●●
●
●
●●●●●
●●●●
●
●
●

●●
●

●
●
●●
●●●
●
●●●

●●●●●
●

●

●
●●●

●
●●
●●●●
●●
●●●
●●
●●●●●●
●●●●●●●●
●

●
●●●●●●●

●
●●●●●●●●●●
●
●
●
●
●●●●●●●●●●●●●●●
●

●●●●
●
●●●●●●●●●
●●●●●●

●●●●●
●●
●●●●

●
●●●●●●●

●
●
●●●
●

●●●●●●●●
●●
●●●●●
●

●●●
●●●●●●●●●
●●●●●●
●
●●●●●●●●●●●

●
●
●●●
●
●●●●
●

●●●
●

●●●●●●●
●

●●
●●

●
●●●●●●
●

●
●●

●
●●●●●●
●●●●●●

● ●
●●●
●●●●●●
●●

●●●
●●●●
●

●●
●●●
●●●●●●●
●●●

●
●●●●●●●●●●●●●●●
●●

●●
●●●

●
●
●●●●●●
●

●●●●●
●●
●

●
●●●●●●●●●●●●●

●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●
●●●●
●●
●●●

●●●
●
●●●●●●●●
●
●
●
●●

●
●●●●●●●●●●
●
●●●●●●●●●●●

●●●
●●●●●
●
●●
●
●●●●●

●
●●

●
●●●
●

●
●●●●●●
●
●●●●

●●
●●

●●
●●●●
●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●
●

●●●●
●●●
●
●●●
●●●●●●●

●●●
●●

●●●●●
●●

●●●●
●
●●●● ●●●

●
●
●

●●●● ●
●●●●●
●●●●●●● ●●●●●●

●
●

●
●●●●●●●●
●
●●●●●

−
1.

0
0.

5

●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●
●●●
●
●●●●●●●●●●●●●●●●●

●
●●
●●●●

●●
●

●●●
●
●●●●
●●●●●●●
●●
●●●●●●
●●●●●
●
●

●●●●●●●●
●●
●●
●●●
●●●●
●

●
●
●●
●
●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●
●●
●
●●●●●●●●●●●

●
●●●●●●●●●●
●●●●●●●

●
●●●●
●●
●
●●●●●
●●●●●●
●●●
●●
●

●●●●
●●●●●●●●
●●

●
●●●●

●●●●●●●
●●
●
●●●●

●●●●●●●●●●●●●
●●●●●

●●
●
●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●
●
●●●●
●

●
●●●●●●●●

●●●●
●●

●
●
●
●●●●●●●●
●
●●●●●●●●
●
●●●●●●

●●●●
●●●●
●●●

●●●●
●●●
●
●●

●●
●

●
●

●
●
●
●●●●●

●
●
●●●●●●●●●

●●
●
●●●●●●●●●●

●
●●●●●●●●●●●●●●●●

●
●
●

●●●●●●●●●
●
●

●●●●●
●

●●●
●
●●●

●
●●●●●●●●

●●
●
●●●●●●●●●●●●
●●●●
●●

●●●●●●●●●●●
●●●
●

●●
●●●●●●
●●●●●●●● ●●●
●●●

●

●●●●●●●
●●●●

●
●●●●●●●●
●●●●

●●●
●

●
●●
●●
●
●●●●●●●●●●●●●●
●

●
●
●

●●
●●●●●●●●●●
●●●●
●
●●●●●
●●●●●

●●●
●●●●●●●
●●●●●●●
●●●●
●●●●●●

●
●
●●●●●●●●
●
●●●●●●

●
●●●

●●●●●●
●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●

●●●●●●
●

●●●●●●●●●●●
●●●●●●
●

●
●●●●●●●
●
●

●●
●●●●●
●●

●●●
●
●
●●●●●
●●●

●●●
●●
●
●●●

●
●●
●●●●

●
●●●

●●●●●●
●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●
●●●●●●●●●

●
●

●
●●●
●●●●●●●●●●●
●

●●
●●●
●●●
●
●●●● ●●●●●
●

●●●●
●●●●●●●●●●●
●

●
●●

●●
●
●●●●●●●●●●●
●●●●

●●
●

●●●●
●●●
●●
●
●
●●●

●
●●●

●
●
●
●●●●●●
●●●●
●●●●● ●●●●
●●●
●●●●

●
●
●●● ●●●●●●

●●●●●●●●●
●●

●
●●●●●
●
●●●●●●●●
●●●●●●●●●●
●

●●
●●●●●●●●

●●
●●
●
●
●●●●●
●●●

●●●
●●
●●●●●
●●●●●●
●●
●●●●●●●
●
●●●
●●●
●●●●●
●●●●●●●●●●
●●●●

●●
●●●●●●●●●●● x2 ●●●●●●●

●
●●●●●●●●●●●

●●●
●

●●●●
●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●
●●
●
●●●

●
●●●●
●●●●●●●
●●
●●●●●●

●●●●●
●

●
●●

●●●●●●
●●

●●
●●●
●●●

●
●

●
●

●●
●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●
●

●●●●
●●●●●●●
●
●●●●●●●●●●
●●●●●●●
●
●●●●

●●
●
●●●●●

●●●●●●
●●●
●●
●

●●●●
●●●●●●●●

●●
●

●●●●

●●●●●●●
●●●

●●●●
●●●●● ●●●●●●●●
●●●●●●●

●
●●●●●●●●●●●
●●
●●●●●●●
●
●●●●●

●
●●●●●●●●

●●
●●●●
●
●

●
●●●●●●●●
●
●●●●●●●●
●
●●●●●●

●●●●
●●●●

●●●●●●●
●●●

●
●●
●●
●
●

●
●
●

●
●●●●●
●
●
●●●●●●●

●●
●●
●

●●●
●●●●●●
●
●
●●●●●●●●

●●●●●●●●
●

●
●

●●●●●●●●●
●
●
●●●●●
●

●●●●
●●●
●
●●●●●●●●
●●

●
●●●●●●●●●●●●●●●●
●●
●●●●●
●●●●●●●●●●
●●

●●●●●●
●●●●●●●●
●●●●●●
●

●●●●●●●
●●●●
●
●●●●
●●●●
●●●●

●●●
●
●

●●
●●

●
●●●●●●●●●●●●●●
●
●
●

●
●●
●●●●●●●●●●
●●●●
●
●●●

●●
●●●●●
●●●
●●●●●●●
●●●●●●●●●●●
●●●●●●
●
●
●●●●●●●●
●
●●●●●●

●
●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●
●
●●●●●●●●●●●

●●●●●●
●
●
●●●●●●●
●
●

●●
●●●●●

●●●● ●
●
●

●●●●●
●●●
●●●

●●●
●●
●
●
●●
●●
●●

●
●●●

●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●
●
●
●
●●●

●●●●●●●●●●●
●
●●

●●●
●●●
●
●●●●●●●●●
●

●●●●
●●●●●●●●●
●●
●
●

●●
●●
●

● ●●●●●
●●●●●
●●●●
●●
●

●●●●
●●●
●●
●
●
●●●●●●●

●
●
●

●●●●●●
●●●●

●●●●●●●●
●
●●●
●●●●
●

●
●●●●●●●●

●
● ●●●●●●●●●●●

●●●
●●
●
●●●●●●●●
●●●●●●●●●●
●
●●
●●●

●●●●●●●
●●
●

●
●●

●●●●●●
●●●●●
●● ●●●●●●●
●●

●●●●●●●●●
●

●●●
●●●
●●●
●●
●●●●●●●●●●
●●●●
●●
●●●●●●●●●●● ●●●●●●●

●
●●●●●●●●●●●
●●●
●

●●●●
●●●●●●●●●●●●●●
●●

●●●●
●●
●

●●●
●
●●●●

●●●●●●●
●●
●●●●●●
●●●●●
●
●
●●
●●●●●

●
●●

●●
●●●
●●●
●
●

●
●

●●
●
●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●
●●
●
●●●●● ●●●●●●

●
●●●●●●

●●●●
●●●●● ●●
●

●●●●
●●
●
●●●●●
●●

●●●●
●●●
●●●●●●●
●●●●●●●●●●
●
●●●●

●●●●
●●●

●●●
●●●
●
●●●●

●●●
●●●●●●

●●●●●
●●
●

●●●●●●●●●●●
●●
●●●●●●●
●
●●●●●
●
●●●●●●●●●

●
●●●●
●

●
●
●●●●●●●●
●
●●●●●●●●
●
●●● ●●●

●●●●
●●●●●●

●
●●●●

●●●
●

●●
●●

●
●
●
●
●
●

●●●● ●●
●
●●●●●●●
●●

●●
●
●●●●●●●●●●
●
●●●● ●●●●●●●●●●●●

●
●
●

●●●●●●●●●
●

●
●●●●●

●
●●●

●
●●●
●

●●●●●●●●
●●
●

●●● ●●●●●●●●●●●●●
●●
●●●●●
●●●●●●●●●●

●●
●●●●●●

●●●
●
●●●●

●●●●●●
●

●●●●●●●
●●●●
●

●●●●
●●●●
●●●●
●●●●
●
●●

●●
●
●●●●●●●●●●● ●●●
●
●
●

●
●●
●●●●●●●●●●
●●●●

●
●●●
●●
●●●●●
●●●

●●●●
●●●
●●●●●●●

●●●●
●●●●●●

●
●
●●●●●●●●
●
●●●●●●

●
●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●
●
●●●●●●●●●●●
●●●●●●
●

●
●●●●●●●
●
●
●●
●●● ●●
●●
●●●
●

●
●●●●●
●●●

●●●
●●
●

●●●●
●●
●●
●●

●
●●●
●●●●●●

●●●●●●●●●
●●●●●●●●
●●●●
●●●●●●●●●
●

●
●
●●●
●●●●●●●●●●●
●
●●
●●●
●●●
●
●●●●●
●
●●●
●
●●●● ●●●●●●●●●●●

●
●
●●
●●
●
●●●●●●

●●●●●
●●●●

●●
●
●●●●
●●●
●●

●
●
●●●●
●●●
●
●
●

●●●●●●
●●●●

●●● ●●●●●
●

●●●
●●●●

●
●

●●●●●●● ●
●
●●●●●●●●●●●●
●●●●●●
●●●● ●●● ●●●●●●●●●●●

●
●●
●●●
●●●●●

● ●
●●

●
●

●●●●●●●●
●●●
●●
●●●●●●●●●

●●
●●● ●●●

●●●
●

●●●
●●●
●●●

●●
● ●●●●●●●●●

●●●●
●●
●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●

●
●●●●●●●●●●●
●●●

●
●●●●

●●●●●
●●●●●●●●●●●
●●●●

●●
●
●●●

●
●●●●

●●●●●●●
●●
●●●●●●
●●●●●
●
●

●●●●●●●
●
●●

●●●●●●●●●
●

●
●
●●
●
●●●●●●●● ●
●●●●●●●●●●

●●
●
●●●●

●●●●●●●
●
●●●●●●
●●●●

●●●●●●●
●

●●●●●●
●
●●●●●
●●

●●●●
●●●
●●●
●●●●
●●●●●●●●●●
●
●●●●

●●●●●●●
●●

●
●●●
●

●●●●
●●●
●●●●●●

●●●● ●●●
●
●●●●
●●●●●●●●●

●●●●●●●
●

●●●●●
●
●●●●●●●●●●●●●●
●

●
●

●●●●●●●●
●

●●●●●●●●
●
●●●●●●

● ●●●
●●●●●●●●●●●
●●●
●
●●

●●
●
●

●
●
●
●
●●●●●

●
●
●●●●●●●
●●

●●
●
●●●
●●●●●●
●
●

●●●●●●●●
●●●●●●●●
●

●
●

●●●●●●●●●
●

●
●●●●●
●

●● ●
●

●●●
●
●●●●●● ●●
●●

●
●●●●●●●●●●●●●●●●
●●
●●●●●

●●● ●●●
●●●●
●●
●●●●●●
●●●

●
●●●●●●●●●●
●

●●●●●●●
●●●●
●
●●●●
●●●●
●●●●●●●

●
●

●●
●●
●
●●●●●●●●●●●●●●
●
●
●
●

●●
●●●●●●●●●●
●●●●
●

●●●
●●

●●●●●
●●●

●●●●●●●
●●●●●●●
●●●●

●●●●●●
●
●
●●●●●●●●

●
●●●●●●

●
●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●
●●●●●●

●
●●●●●●●●●●●

●●●●●●
●

●
●●●●●●●

●
●

●●
●●●●●
●●
●●●
●
●
●●●●●

● ●●
●●●

●●
●
●●●●
●●
●●
●●

●
●●●

●●●●●●
●●●● ●●●●●
●●●●●●●●

●●●●
●●●●●●●●●
●
●
●
●●●
●●●●●●
●●●●●
●
●●

●●●
●●●
●
●●●●●
●
●●●
●
●●●●●●●●●●●●●●●

●
●

●●
●●

●
●●●●●●

●●●●●
●●●●●●●

●●●●
●●●

●●
●
●
●●●●
●●●

●
●
●

●●●●●●
●●●●
●●●●●●●●
●

●●●
●●●●

●
●
●●●●●●●●
●
●●●●●●●●●●●

●
●●●●●
●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●
●●

●●●
●●●●●●●
●●

●
●
●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●
●●
●● ●●●●●●●

●
●● ●

●●●
●●●●●

●●●● ●●●●●●
●●●●
●●

●●●●●●●●●●●

●
●
●●●●●●●●●●●●●
●●●●●

●●●
●

●
●
●●●●

●●●
●●●●●●●●●●
●
●●

●●
●

●●●●●●●●●●●●●●
●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●
●●●
●●●●●●●●●

●
●●
●●●●●
●
●●●●●

●
●
●
●●●●●●
●●

●●●●●
●●●●

●
●
●●●●●●●●
●●● ●●●●●●●
●●
●●●●
●●●●●●

●
●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●
●
●●●●●●

●●●●●●●●●
●●●
●
●

●●●●●
●
●●
●●●

●●●
●●

●
●

●●●●●●
●●●●●

●
●●●●●●●
●

●
●●●●●●
●●

●
●●●●●●●●

●
●●●

●
●

●●
●●●●●●

●●●●●●
●●
●●●●●●●●

●●●●●●●
●●
●

●
●

●●●●
●●●●●●●●●●● ●

●
●●

●
●●●●●●●●
●●●●●●

●
●

●
●
●
●●

●●●●●●●●●●
●
●●●●●●●●●●●●●
●●●●●
●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●
●

●●
●
●●
●●
●

●●●●●
●●●●●●●

●●●
●●●
●

●
●●●●●●●●

●
●●

●●
●

●●●●
●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●
●

●●
●●
●●●●●●●

●●●●●
●●●

●●
●
●●●●●
●●
●
●●●●●
●

●● ●●●
●

●●●●
●●●
●●●●●●

●●●●●●●●●
●
●●●●
●●●●●●
●●●●●●●●●
●
●●
●

●●●●●●
●
●●●●●●●

●●
●●●●●●●●●●●●● ●

●
●●●●
●●
●

●
●●●●
●●
●

●●●●●●●●●●●●●●●

●
●●●●●●

●
●●●●

●

●●
●
●
●●●●●●

●●
●●●●

●●●●●●●●●●●●
●
●●●●●●
●●●
●●
●●●
●●●●●●●●●●
●●

●
●●●●●●●●●●●●●

●
●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●
●●●●● ●●
●●
●●

●
●●●●●

●
●●

● ●●●●●●●●●●
●

●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●
●●
●

●●●●●

●●●●●●●●●
●●●●●●●

●●●●●●
●●
●●●●●●●

● ●●●●●●●●●●
●
●●●
●
●
●
●
●●

● ●●●●●●●●●●●
●

●●●
●

●
●
●●
●●
●
●●

●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●
●
●●●●
●●
●●●●

●● ●●●●●●
●●●●●●●●
●
●

●●●●
●●

●
●●●●●●

●●●●●●●●
●●
●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●

●
●●●●●●●

●●●
●

●●●●
●●●●●●●●●● ●

●
●●●●●●●●●●●●●
●●●●●
●●●
●

●
●
●●●●

●●●
●●●●●●●●●

●
●
●●

●●
●

●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●
●●●●
●●●●●
●

●●●●● ●●
●●●
●●●
●●●● ●●

●
●●
●●●●●
●
●●●●●
●
●

●
●●●●●●
●●
●●●●●●●●●

●
●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●

●●●●
●●●●●●

●
●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●
●
●●●●●●

●●●●●●●●●
●●●
●

●
●●●●●

●
●●
●●●
●●●
●●
●
●
●●●●●●

●●●●●
●

●●●●●●●
●
●
●●●●●●●●

●
●●●●●●●●
●
●●●

●
●

●●
●●●●●●

●●
●

●●●
●●
●●●●● ●●
●

●●●●●●●●●
●
●

●
●●●●

●●●●●●●●●●●●
●

●●
●

●●●●●●●●
●●●●●●
●

●
●
●

●
●●
●●●●●●●●●●

●
●●●●●●●●●●●
●
●
●●●● ●
●●●●●●●●●●●
●●●●●
●●●●●●
●●●●●●●●●
●

●●
●

●●
●●
●
●●●●●
●●●●●●●
●●●

●●●
●
●

●●●●●●●●
●
●●

●●
●
●●●●
●●●●●●●●●●●●● ●●●
●●●●●●
●

●●
●●
●●

●●●●●●●●●●
●●●
●●

●
●●●●●
●●

●
●●●●●
●
●●●●●
●

●●●●
●●●●●●●●●●●● ●●●●●●
●

●●●●
●●●●●●●●●●
●●●●●

●
●●
●
●●●●●●
●
●●●●●●
●
●●
●●●●●●

●
●● ●●●●●

●
●●●●
●●
●
●
●●●●
●●
●

●●
●●●●●●●●●●●●●

●
●●●●●●

●
●●●●
●

●●
●
●
●●●●●●
●●
●●●●●●●●●●
●
●●●●●
●
●●●●●

●●●●
●●
●●●
●●●●●●●●●●
●●

●
●●

●●●●●●●
●
●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●
● ●●●●●

●●●●●●●
●●

●●●●●●●●
●

●●
●●●●●●●●●●●
●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●
●
●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●
●●
●●● ●●

●●
●●●●●●●●●●●●●●●
●
●

●
●
●●
●●●●●●●●●●●●
●

●●●
●
●
●

●●
●●
●
●●
●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●

●
●●●●
●●
●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●
●
●

●●●●
●●

●
●●●●●●
●●●●●●●●
●●

●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●
●
●●

●●●●●●●●
●●●● x3 ●

●
●●●●●●●●●●●
●●●●●●●
●●●

●
●
●
●●●●

●●●
●●●●●●●●●●
●
●●●●
●
●●●●●●●●●●
●●●●●●●
●●●●●●●●●●●

●●●●
●●

●●●●●●● ●●●●●
●

●●●●●●
●
●●
●●●●●

●
●●●●●●
●

●
●●●●●●

●●
●●●●●

●●●●
●

●
●●●●●●●●●●●●●●●● ●●
●●

●●●●
●●●●●●●
●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●
●●●●●●

●●●●●●●●●
●●●

●
●
●●●●●
●
●●
●●●

●●●
●●
●

●
●●●●●●

●●●●●
●

●●●●●●●
●

●
●●●●●●●●

●
●●●●●●●●
●

●●●
●
●
●●
●●●●●●
●●●●●●
●●
●●●●●●●●

●●●●●●●●●
●
●
●

●●●●
●●●●●●●●●●●●●
●●

●
●●●● ●●●●
●●●●●●
●

●
●
●
●
●●
●●●●●●●●●●
●
●● ●●●●●●●●●
●
●
●●●●●

●●●●●●●●●● ●
●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●
●
●●
●

●●
● ●

●
●●●●●
●●●●●●●
●●●

●●●
●

●
●●●●●●●●
●
●●
●●
●
●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●
●●
●●
●●

●●●●●●●●●●
●● ●
●●

●
●●●●●

●●
●
●●●●●

●
●●●●●
●

●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●
●●●●
●●●●●●●●●● ●●●●●
●
●●
●
●● ●●●●

●
●●●●
●●●

●●
●●●●●●
●
●●●●●●●●
●●●●
●●
●
●

●●●
●
●●

●
●●
●●●●●●●●●●●●●

●
●●●●●●

●
●●●●
●

●●
●

●
●●●●●
●●●●●● ●●●●●●●
●
●●●●●

●
●●●●●
●●●●

●●
●●●
●●●●●●●●●●
●●

●
●●

●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●

●●●●
●●●

●●
●●
●
●●●●●
●
●●
●●●●●●●
●●●●
●
●●●●●●●●
●●●●● ●●●●●●●
●●●●●●

●
●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●

●●●
●
●

●
●

● ●
●●●●●●●●●●●●
●

●●●
●
●
●
●●
●●

●
●●
●●●●
●●●●●●●●●●●●●
●● ●●● ●

●
●●●●

●●
●●●●●●●●●●●●
●●● ●●●●●

●
●

●●●●
●●

●
●●●● ●●

●●●●●●●●●●
●● ●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●

●
●●●●●●

●
●●●

●
●●
●●
●● ●●●●

●●●●

−
1.

0
0.

5

●
●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●
●

●
●

●●●●
●●●
●●●●●●●●●●
●
●●
●●

●
●●●●●●●●●●●●●●
●●●
●●●●●●●●●●●
●●● ●●●

●●●●●●●
●●●●●●
●●●●●●

●
●●
●●●●●●

●● ●●●
●

●
●
●●●●●●
●●
●●●●●

●●●●●
●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●
●●●●
●●●●●●

●
●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●

●
●●●●●●

●●●●●●●●●
●●●

●
●

●●●●●
●
●●

●●●
●●●
●●

●
●
●●●●●●

●●●●●
●
●●●●●●●
●
●

●●●●●●●●
●
●●●●●●●●
●
●●●

●
●
●●
●●●●●●●●
●

●●●
●●
●●
●●●●●●

●●●● ●●●●●●
●
●

●●●●
●●●●●●●●●●●●●
●●
●
●●●●●●●●
●●●●●●
●

●
●
●

●
●●

●●●●●●●●●●
●
●●●●●●●●●●●●●
●●●●●
●●●●●●●●●●●
●●●●●

●● ●●●●
●●●●●●●● ●
●
●●

●
●●
●●
●
●●●●●
●●●●●●●●●●
●●●

●
●

● ●●●●●●●
●
●●
●●
●
●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●
●
●●
●●
●●
●●●●●●●●●●

●●●
●●
●
●●●●●

●●
●

●●●●●
●
●●●●●
●

●●●●
●●●
●●●●●●●●●●●●●●●
●
●●●●
●●●●●●●●●●

●●●●●
●
●●
●
●●●●●●●

●●●●
●●●

●●●●●●●●
●
●●●●●●●
●
●●●●
●●

●
●
●●●
●

●●
●

●●●●●●●●●●●●●●●

●
●●●●●●
●
●●●●

●

●●
●

●
●●●●●●●●
●●●●
●●●●●●

●
●●●●●
●
●●●●●
●●● ●

●●
●●●
●●●●●●●●●●
●●

●
●●●●●●●●●●●●● ●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●
●●
●●
●
●●●
●●
●
●●
●●●●●●●●●●●
●
●●●●●●●●
●●●●●●●●●

●●●
●●●●
●●
●
●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●

●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●
●●
●
●

●
●
●

●●
●●●●●●●●●●●●
●

●●●
●

●
●
●●
●●
●
●●
●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●

●
●●●●
●●
●●●●
●●●●●●●●
●●●●●●●●
●
●
●●●●

●●
●

●●●●●●
●●●●●●●●●●

● ●●●●●
●●●●● ●●●●●●●●●●
●

●● ●●●●●
●●●
●
●●●●●●●●●●
●●●●

−
1.

0
0.

5

●●●●
●
●●●●●●●●●

●
●●
●●●●●●●●●
●●

●●●
●
●●●

●●●
●●

●●●●●
●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●
●
●●●●●●●●●●●

●
●●
●

●●●●
●●
●●●●●

●●
●

●
●
●●●
●●●●●●●●
●●
●
●
●●●●
●●●●●●●●

●●●
●
●●●●●●
●●●●●

●
●
●
●
●

●●●●
●
●●●●●

●●●●●●
●
●
●●●●●●●●
●●
●
●

●●
●
●●●●●●●
●
●●
●●
●●●

●
●●●
●●●●
●●●●●
●●
●●●●●●●

●●●●●
●●●●
●
●

●●●●●●●●
●●●●
●●

●●●●●●
●
●

●●
●●●●●
●
●●●●●●●●●
●●

●●●●●●
●
●●
●●●●

●
●●●●
●

●●
●●●●●●●

●

●●●●●●
●

●●
●●
●●●●●●●●

●
●
●●
●

●
●● ●●●●
●●●●●
●
●●
●●●●
●●●●●●●●
●●●●●●
●●●●
●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●

●
●●
●●
●●

●●
●●
●●

●●●●
●●●●

●●●●
●●●●●
●
●
●
●●
●●●
●●●●●●●●●●●
●
●●●
●

●●●●●●●●●●●●●●●
●

●
●●●●●●●● ●

●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●

●
●●●●

●●●●●
●●

●

●●
●●●●●●
●●●●●●●●●

●
●● ●●

●●●
●
●
●●●●
●
●
●●●

●
●●●

●
●
●●●●●●●
●
●●●
●●
●●●
●●

●
●
●●●●●●
●●●
●
●●●●●●●●●●●●
●●
●●●●●●●●●●
●
●● ●●●

●
●●●
●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●

●
●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●
●●●
●●●●●●
●

●

●

●●●
●
●

●●
●●●●●●●●●●●●●●●
●

●●●●●●
●
●●●●
●●●

●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●
●●●●●
●●
●●●●●
●

●
●
●●●

● ●●●
●●●●●●
●
●

●●●●● ●●
●

●
●
●●●
●
●●●●● ●
●●●●●●●●
●
●●●●●●●●●●

●●● ●●●
●
●●

●●●
●●
●●
●●●
●

●
●●●

●●●●●
●●●●●
●●●
●●
●● ●●●●●●●●●●
●
●
●●●●
●
●
●
●

● ●●●●●●●
●●●● ●
●
●●● ●●●●

●
●●●●●●●●●●●●●●●

●●●
●●
●●

●
●

●●

●●●
●

●
●●●●●●
●

●● ●●●●●●
●●●

●
●●
●●
●●
●
●
●●●●●
●●
●
●
●●●●●●
●●●●●●●●
●●●●●●
●
●●●
●●●●●●●●●

●
●●●●●●●

●●●
●

●
●●●
●●
●
●●●
●●●● ●●●●●

●●●●●●●●●
●
●●

●●●●●●●●●
●●

●●●
●
●●●●●●
●●
●●●●●
●

●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●
●●●●●
●
●●●●●●●●●●●
●
●●

●
●● ●●

●●
●●●●●
●●●

●
●

●●●
●●●●●●●●●●

●
●
●●●●

●●●●●● ●●●●●
●
●●●●●●
●●●●●
●

●
●

●
●

●●●●●
●●●●●

●●●●●●
●
●
●●●●●●●●●●

●
●
●●
●
●●●●●●●
●
●●
●●
●●●
●
●●●●●●●

●●●●●
●●
●●●●●●●

●●●●●
●●●●

●
●

●●●●●●●●
●●●●
●●
●●●●●●
●
●
●●
●●●●●
●
●●●●●●●●●

●●
●●●●●●

●
●●

●●●●●
●●●●
●

●●
●●●●● ●●●

●●●●●●
●
●●
●●

●●●●●
●●●
●

●
●●

●
●
●●●●●●●●●●●
●
●●
●●●●

●●●●●●●●●●●●●●
●●●●

●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●
●
●●
●●
●●

●●
●●
●●

●●●●
●●
●●●●●●
●●●●●
●
●

●
●●
●●●
●●●●●●●●●●●
●
●●●
●
●●●●●●●●● ●●●●●

●●●
●●●●●●●●●
●●●●●●
●●●●●●●●●●●
●●●●

●
●●●●
●●●●●
●●
●

● ●
●●●●●●●●●●●●●●●

●
●●●●

●●●
●

●
●●●●

●
●
●●●

●
●●●
●

●
●●●●●●●

●
●●●
●●

●●●
●●
●

●
●●●●●●●●●

●
●●●●●●●●●●●●
●●
●●●●●●●●● ●
●
●●●●●

●
●●●
●●●●●
●●●●●●●●
●●●●●●
●
●●●●●●●●
●
●●●●●●●●●●●●
●●●
●●●●●●●
●

●

●●●
●

●
●●
●●●●●●●●●●

●●●
●●●●●●●●●●
●●

●●
●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●
●●●●●
●●

●● ●●●●
●
●
●●●

●●●●
●●●●●
●
●
●
●●●●●●●

●
●
●
●●●

●
●●●●●●
●●●●●●●●

●
●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●

●●
●

●●
●●

●●
●

●
●

●●●
●●●●●

●●●●●●● ●●●
●●●●●●●●●●●●

●
●
●●●●●

●
●
●
●●●●●●●●

●●●●●
●

●●●●●●
●
●

●●●●●●●
●●●●●●
●●
●●●

●●
●●
●
●

●●

●●●
●
●
●●●●●●
●

●●●●●●●●
●●●
●

●●
●●
●●
●
●
●●●●●
●●
●

●
●●●●●●

●●●●●●
●●
●●●●●●

●
●●●
●●●●●●●●●

●
●●●●●●●

●●●
●
●

●●●●●
●
●●●●●●● ●●●●

●
●●●●●●●●●
●
●●

●●●●●●●●●
●●
●●●
●
●●●
●●●
●●
●●●●●
●
●●
●●●●●●●●●●●
●

●●●●●
●●●●●
●
●●●●●●●●●●●
●

●●
●
●●●●

●●
●●●●●
●●

●
●
●

●●●
●●●●●●●●●●
●
●

●●●●●●●●●●●●●●●
●

●●●●●●
●●●●●
●
●
●
●

●
●●●●●
●●●●●
●●●●●●
●
●
●●●●●●●
●

●●
●
●
●●
●
●●●●●●●
●
●●

●●
●●●
●
●● ●●●●●

●●●●●
●●
●●●●●●●
●●●●●

●●●●
●
●

●●●●●●●●
●●●●
●●
●●●●●●
●
●

●●
●●●●●

●
●●●●●●●●●
●●
●●●●●●
●

●●
●●●●
●
●●●●

●
●●

●●●●●●●
●

●●●●●●
●
●●

●●
●●●●●●●●

●
●
●●
●
●
●●●●●●
●●●●●

●
●●
●●●●
●●●●● ●●●●●●●●●●●●●

●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●
●
●●
●●
●●
●●
●●
●●

●●●●
●●●●●●●●
●●●●●
●
●

●
●●
●●●

●●●●●●●●●
●●
●
●●●
●

●●●●●●●●●●●●●●●●
●
●●●●●●●●●
●●●
●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●

●●
●

●●
●●●●●●●●●●●●●●●
●

●●●●
●●●
●
●
●●●●
●
●
●●●
●
●●●
●
●
●●

●●●●●
●
●●●●●
●●●
●●

●
●
●●●●●●●●●
●
●●●●●●●●●●●●

●●
●●●●●●●●●●
●
●●●●●
●
●●●
●●●●●

●●●●●●●●
●●●●●●
●

●●●●●●●●
●
●●●●●●●●● ●●●
●●●

●●●●●●●
●

●

●●●
●
●
●●
●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●
●●
●●●

●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●

●●●●●●
●
●
●

●
●●●

●●●●
●●●●●●

●
●

●●●●●●●
●
●
●
●●●

●
●●●●●●
●●●●●●●●
●
●●●●●●●●●
●
●●●●●●●●●

●●
●
●●
●●
●●

●
●

●
●●●
●●●●●
●●●●●
●●●
●●

●●●
●●●●●●●●●
●

●
●●●●

●
●

●
●
●●●●●●●●
●●●●●
●
●●●●●●
●

●
●● ●●●●●●●●●●●●●
●●●
●●
●●
●

●
●●

●●●
●
●
●●●●●●

●
●●●●●●●●

●●●
●
●●
●●

●●
●

●
●●●●●
●●
●
●
●● ●●●●
●●●●●●●●
●●●●●●

●
●●●

●●●●●●●●●

●
●●●●●●●●●●
●

●
●●●●●

●
●●●●●●● x4 ●●●●

●
●●●●●●●●●●

●●
●●●●●●●●●

●●
●●●

●
●●●●●●
●●

●●●●●
●
●●●●●●●●●
●●●●●
●●●●●

●●●●●
●
●●●●●●●●● ●●
●
●●

●
●●●●

●●
●●●●●
●●
●
●

●
●●●
●●●●●●●● ●●
●
●

●●●●●●●●●●●●
●●●

●
●●●●●●
●●●●●
●

●
●

●
●

●●●●
●
●●●●●

●●●●●●
●
●
●●●●●●●
●
●●

●
●

●●
●

●●●●●●●
●
●●●●
●●●
●
●●●●●●●

●●●●●
●●
●●●●●●●
●●●●●

●●●●
●
●

● ●●●●●●●
●●●●

●●●●●●●●
●
●
●●
●●●●●

●
●●●●●●●●●

●●
●●●●●●

●
●●

●●●●
●
●●●●
●

●●
●●
●●●●●●

●●●● ●●
●
●●
●●

●●●●●
●●●
●

●
●●
●

●
●●●●●●
●●●●●

●
●●
●●●●
●●●●●●●●●●●●●
●
●●●●

●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●

●●
●●

●●
●●

●●
●●

●●●●
●●●●●●●● ●●●●●

●
●
●
●●
●●●
●●●●●●●●●

●●
●
●●●

●
●● ●●●●●●●●●●●●
●●●

●●●●●●●●●
●●●●●●
●●●●●●●●●
●●
●●●●
●

●●●●
●●●●●●●

●

●●
●●●●●●●●●●●●●●
●

●
●●●●

●●●
●
●
●●●●
●
●
●●●

●
●●●
●

●
●●

●●●●●
●

●●●●●
●●●

●●
●
●
●●●●●●
●●●

●
●●●●●●●●●●●●

●●
●●●●●●●●●●
●

●●●●●
●
●●●
●●●●●

●●●●●●●●
●●●●●●

●
●●●●●●●●

●
●●●●●●●

●● ●●●
●●●

●●●●●●
●

●

●

●●●
●
●

●●
●●●●●●●●●●●●●●● ●
●●●●●
●●
●●●●
●●●●●●●

●●●●●
●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●
●
●
●●●

●●●●
●●●●●

●
●
●
●●●●●●●

●
●
●
●●●
●

●●●●●●
●●●●●●●●

●
●●●●●●●●●●
●●●●●●
●

●●

●●●
●●
●●
●●
●

●
●
●●●
●●●●●
●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●
●
●
●●●●
●
●

●
●

●●●●●●●●
●●●●●
●
●●●●●●●

●
●●●●●●●●●●●●●●●

●●●
●●

●●
●
●
●●

●●●
●
●
●●●●●●

●
●●●●●●●●
●●●
●
●●

●●
●●
●

●
●●●●●
●●
●
●
●●●●●●
●●●●●●● ●
●●●●●●
●
●● ●●●●●●●●●●

●
●● ●●●●●
●●●
●
●
●●●●●
●
●●●●●●●

−1.0 0.5

●●●
●●●

●●
●●●●●●●●
●●●●
●
●●
●●●

●
●

●
●●●●●●●●●
●

●●●●●●●●●
●●●

●●●
●●●●
●
●●●
●●●●

●●●●●●●●●●●
●
●●

●
●●●●●
●●
●

●●
●●
●

●
●
●●●
●●

●●
●●●●●●
●
●●●
●●●

●
●
●●●
●●●●●●
●●●
●●
●●●
●

●●●●●●●●
●●●●● ●
●

●●
●●●●
●
●●
●●●

●●●●●●
●
●●
●●●●●

●
●

●
●●●●

●●●●●●●●●●
●●●

●●●
●
●●●●●●●●●●●

●●●●●●
●●●●●

●
●●●●●●

●
●●●
●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●
●

●
●
●●●
●●●●●●●●●●
●

●●●●●
●●●●●●●●
●●●
●●

●
●●
●

●
●●●
●●
●●●

●●
●
●●●●●●●●

●●
●●●●
●●●●
●●●●

● ●
●

●●●●●●●●●●
●●
●●
●●●●
●●
●
●●●●
●●●●●●●
●
●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●
●●●●●
●●
●●●●●●●

●
●●

●●●
●●●●●●●●
●

●●●●
●●
●●●●●●●
●
●●●●●
●

●●●
●
●●●
●
●●●

●●●
●●

●
●●●●●●●●●
●●●
●●●●● ●●●
●
●

●
●●●●

●●●●●
●
●●●●●●●●●●
●
●●●

●
●●
●

●
●
●●●●●●●●●●●
●

●
●●

●●●● ●●●●●●●●●●
●●●
●
●
●●●●●●●●●

●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●
●●●●●●●●
●●
●
●●
●●
●●●●●●●

●
●●

●●●●●●●
●
●●●
●
●●●●
●

●
●●●●●●●●●
●●●
●

●●●
●

●●
●●●●●
●●●
●
●
●
●●
●●●
●●
●

●●
●●●●●●●●●●●●●●
●

●●●●●●●●●

●
●●●●●●●●

●●●●●
●●
●

●●
●

●●●●●
●●●●●●●
●
●●●●
●
●●●●●●●
●●●●●
●●●●●●●●● ●●●
●
●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●
●●
●●●●● ●●●●●●●●●
●
●●●
●

●●●●●●●●
● ●●●●●

●●●●●●●●●●●
●●
●
●●●●●●●●

●
●●
●
●●
●●●
●

● ●●●●●●●●
●●●●●●●●●●
●
●● ●●●●●●●●●●● ●
●●●● ●●●●●●●●●
●●

●●●●●●●
●●
●●
●
●
●●●●●

●
●

●●●●●●●●●●●●
●● ●
●●●●
●
●●

●
●●●

●
●●●●●●
●
●
●●●●

●●●●
●
●●●

●●●●
●●●
●
●●●●●●●●●
●●●●●●
●●
●●

●●
●
●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●
●●●

●●●
●●●
●●
●●●●●●●●
●●●●

●
●●
●●●
●

●
●
●●●
●●●●●●
●
●●●●●●●●
●
●●●

●●●
●●●●

●
●●●
●●●●
●●●●●●●●●●●
●

●●
●
●●●●
●
●●

●
●●

●●
●
●
●

●●●
● ●

●●
●●●●
●●

●
●●●
●●●

●
●

●●●
●●●●●● ●●●

●●
●●●
●

●●●●●●●●
●●●●●●

●
●●
●●●●
●
●●
●●●

●●●●●●
●
●●●●●●●
●

●
●
●●

●●
●●●●●●●●●●
●●●
●●●

●
●●●●●●●

●●●●
●●●●
●●

●●
●●●
●
●●●●●●●
●●●

●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●
●
●

●
●●●●●●●●●●●●●
●
●●●●●

●●● ●
●●●●
●●●
●●

●
●●

●
●
●●●

● ●●●●
●●

●
●●●●●●●

●
●●

●●●●
●●●●

●●●●
●●
●

●●●●●●●●●●●●
●●
●●●●
●●●●●

●●
●●●●●●●

●
●●●●●●●●●●●●
●●●●●●● ●●
●●●●●
●●
●●●●●●●
●

●●

●●●
●●●●●●●●
●
●●●●

●●●●●●●●●
●
●●●●●
●
●●●
●
●●●
●
●●●
●●●

●●
●

● ●●●●●●●●●●●
●●●●●●●
●

●
●
●

● ●●●
●●●●●
●

●●●●●●●●●●
●

●●●

●
●●
●

●
●

●●●●●●●●●●●
●
●
●●
●●●●●●●●●●●●●●
●●●
●
●
●●●●● ●●●●
●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●

●
●●
●
●●

●●
●●●●●● ●
●
●●

●●●
●●●●●●●●
●
●●●●●●
●●●●●●●●●
●●●

●
●●●
●
●●●●●

●●
●●●

●
●
●
●●

●●
●

●●
●
●●
●●●●●●●●●●●●●●

●
●●●●●●●●
●

●
●●●●

●●●●
●●●●●
●●

●
● ●

●
●●●●●
●●●●●●●

●
●●●●●
●●●●●●●
●●●● ●
●●●●●●●●●●●●

●
●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●

●●
●●●●●●●●●●●●●●

●
●●●
●
●●●●●●●●●●●●●●

●●●
●

●●●●●●●●●
●
●●
●●●●●●
●

●●
●

●● ●●●
●
●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●
●
●●●
●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●
●●
●●
●

●
●●●●●
●
●

●●●●●
●●●●●●●

●●●
●●●●●
●●
●
●●●
●

●●●●
●●
●

●
●●●●
●●●●
●
●●●
●●●
●
●●

●
●

●●●●●●●●●
●●●●●●
●●
●●
●●
●
●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●
●●●

−1.0 0.5

●●●
●●●
●●
●●●●●●●●
●●●●●
●●

●●●
●
●
●

●●●●●●●●●
●

●●●●●●●●
●

●●●●●●
●●●●
●
●●●
●●●●
●●●●●●●●●●●
●

●●
●
●●●●

●
●●
●
●●

●●
●
●
●

●●●
●●●●
●●●●
●●
●
●●●

●●●
●

●
●●●

●●●●●●
●●●
●●

●●●
●
●●●●●●●●
●●●●●●
●
●●

●●●●
●

●●
●●●

●●
●●●●

●
●●
●●●●●

●
●
●
●●●●
●●●●●●●●●●
●●●
●●●

●
●●●●●●●●●●●
●●●●
●●

● ●●●●
●
●●●●
●●

●
●●●
●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●
●
●
●
●●●●●●●●●●●●●
●

●●●●●
●●●●
●●●●
●●●

●●
●
●●
●

●
●●●
●●
●●●

●●
●
●●●●●●●●
●●
●●●●

●●●●
●●●●
●●

●
●●●●●●●●●●

●●
●●
●●●●

● ●●
●●

●●●●●●●●●
●
●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●
●●●●●
●●
●●●●●●●
●

●●

●●●
●●●●●●●●
●
●●●●

●●●●●●●●●
●
●●●●●
●

●●●
●

●●●●●●
●
●●●
●●

●
●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●
●
●
●

●
●●●●

●●●●●
●

●●●●●●●●●●
●
●●●

●
●●

●

●
●

●●●●●●●●●●●
●
●
●●

●●●●●●●●●●●●●●
●●●

●
●
●●●●●●●●●

●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●
●●

●
●●
●●
●●●●●●●
●
●●
●●●
●●●●●●●●●●●●●●

●
●●●●●●●●●

●●●
●
●●●

●
●●●●●●●
●●●
●

●
●

●●●●●
●●

●
●●

●●●
●●●●●●●●●●●

●
●●●●●●●●

●

●
●●●●●●●●

●●●●●
●●
●

●●
●
●●●●●
●●●●●●●

●
●●●
●
●
●●●●●●●

●●
●●●
●●●●●●●●●●
●●
●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●
●●●●●●●●●●
●●●●

●
●●●
●

●●●●●●●●
●●●●●●

● ●●
●
●●●●●●●
●●
●
●●
●●●●●●
●

●●
●
●●
●●●
●
●●●●●●●●●

●●●●●●●
●●●

●
●●●
●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●● ●●●●
●●●●●●●
●●
●●
●
●
●●●●●
●
●

●●●●●
●●●●●●●

●●●
●●●●●
●●
●
●●●
●

●●●●
●●
●

●
●●●●

●●●●
●
●●●

●●●
●

●●●
●

●●●●●●●●●
●●●●●●
●●
●●
●●

●
●●●●●●●
●●●●●●●●
●●●●●
●●●

●●●
●●●
●●
●●●●●●●●●●●●●
●●

●●●
●
●

●
●●●●●●●●●

●
●●●●●●●●●

●●●
●●●
●●●●

●
●●●

●●●●
●●●●●●●●●●●

●
●●
●

●●●●
●

●●
●
● ●

●●
●
●
●

●●●
●●
●●

●●●●
●●
●
●●●

●●●
●
●

●●●
●●●●●●

●●●
●●

●●●
●
●●●●●●●●

●●●●●●
●
●●

● ●●
●

●
●●
●●●
●●

●●●●
●

●●
●●●●●
●

●
●
●●
●●

●●●●●●●●●●
●●●
●●●
●
●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●
●

●●●●
●●
●

●●●
●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●
●

●
●
●●●●●●●●●●●●●
●
●●●●●

●●●●
●●●●
●●●
●●

●
●●

●
●
●●●

●●
●● ●

●●
●
●●●●●●●
●

●●
●●●●

●●●●
●●●●
●●
●
●●●●●●● ●●●●●
●●
●●●●●●

●
●●●●
●●●●●●●
●
●●●● ●●●●●●●●
●●●●●●●●●
●●●●●

●●
●● ●●●●●
●

●●

●●●
●●●●●●●●
●
●●●●

●●●● ●●●●●
●
●●●●●
●

●●●
●

●●●●●●
●
●●●
●●
●
●●
●●●●●●●

●●●
●●●●●●●●
●
●
●
●●●●
●●●●●
●

●●●●●●●●●●
●

●●●

●
●●
●

●
●
●●

●●●●●●●●●
●
●
●●

● ●●●●●●●●●●●●●
●●●●

●
●●●●●●●●●
●●●●●●
●●●●

●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●
●●●●●●●●
●●

●
●●

●●
●●●●●●●
●

●●
●●●●●●●●

●●●●●●●●
●
●
●●●●●●●●●
●●●
●
●●●
●

●●
●●●●●
●●●
●
●

●
●●

●●
●
●●
●
●●
●● ●●●●●●● ●●●●●
●
●●●●●●●●●

●
●●●●
●●●●
●●●●●
●●
●
●●

●
●●●●●
●●●●●●●
●
●●●
●

●
●●●●●●●

●●●●●
●●●●●●●●●●●●
●

●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●
●●
●●●
●●●●●●●
●●●●

●
●●●

●
●●●●●●●●
●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●

●
●●
●●●●●●
●
●●
●

●●
●●●

●
●●●●●●●●●

●●●●●●●
●●●

●
●●●

●●●●●●●
●●●●

●●●●●●●●
●●●●●●●

●●●●●●●
●●

●●
●

●
●●
●● ●●

●

●●●●●●●●●●●●
●●●
●●●●●
●●

●
●●●

●
●●●●

●●●
●
●●●●
●● ●●
●

●●●
●●●
●
●●●

●
●●

●●●●●●●
●●●●●●
●●

●●
●●

●
●●●●●●●
●●●●●●●●

●●●●●
●●●

−1.0 0.5

−
1.

0
0.

5

x5

Figure 3.7 � Modèle de simulation de données M2, n = 100 et σ = 0.1.

M3 : Modèle à classes cocentriques Dans ce modèle, on considère deux
classes cocentriques dans R2 ; chaque classe contient des observations distri-
buées uniformément entre deux cercles cocentriques centrés en (0, 0). La pre-
mière classe délimitée par des cercles ayant un rayon entre 50 et 80, la deuxième
classe par des cercles de rayon entre 200 et 230. Ce modèle de simulation de
données est illustré à la figure 3.8.
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Figure 3.8 � Modèle de simulation de données M3, n = 100.

M4 : Modèle à grande dimension Dans ce modèle, on considère trois classes
dans R50 normalement distribuées avec µ1 = (−1, ...,−1), µ2 = (0, ..., 0) et µ3 =
(1, ..., 1), et la matrice variance-covariance est Σ = diag(σ21), avec σ = 0.01.

3.4.2.2 Ajout de bruit aux données simulées

Chacun des modèles de simulation de données proposés dans la section 3.4.2.1
est basé sur un nombre de variables p. Ces variables peuvent être considérées
comme les vraies variables importantes au regard de l’identification des classes.
Pour chaque cas, nous ajoutons aux données générées par le modèle un nombre
p′ de variables non pertinentes, ou variables bruit. Nous testons deux configura-
tions : p′ = p et p′ = 2p.

Pour les modèles de simulation de données continues M1 à M4, nous simulons
bp′2 c variables suivant une distribution normale N(0, σ0

2 ), où σ0 = minj∈{1,...,p} σj
est l’écart-type minimum observé sur l’ensemble initial des p variables. Les bp′2 c
variables restantes à ajouter ont une distribution uniforme U(−σ0

√
3
4 , σ0

√
3
4).
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Cette méthode nous permet de considérer deux types de distribution pour les
variables bruit, qui ont la même variance.

Pour les modèles de simulation de données nominales M5 à M9, pour chacune
des p vraies variables importantes, nous générons p′ variables non pertinentes de
la manière suivante : si la vraie variable importante a m modalités, sa variable
bruit correspondante a la distribution (p1, ..., pm) sur son support. On pose pl =
0.8 et pj = 0.2

m−1 pour j 6= l et la modalité l est choisie arbitrairement. Cette
approche nous permet de générer des variables bruit qui ont une faible entropie.

3.4.2.3 Résultats

Pour chaque modèle de simulation de données, nous faisons varier la taille
de l’échantillon avec n = 100, 300 et 500, et nous produisons 100 échantillons,
en calculant le score d’importance des variables avec les méthodes suivantes :
CUBT, URF, LOVO-cubt, LOVO-km, TWKM et LS. Pour les données continues
et nominales, les classes contiennent le même nombre d’observations. Pour la
méthode CUBT, le score d’importance des variables est calculé à partir de l’arbre
optimal obtenu après élagage et regroupement des feuilles.

Pour mesurer l’efficacité de chaque méthode, nous calculons la proportion
de vraies variables importantes apparaissant dans le top p de la hiérarchie de
variables obtenues. Cet indice est similaire à un taux de vrais positifs (TVP).
Des valeurs élevées de cet indice représentent une forte capacité de détection
des variables importantes. Lorsqu’un taux de vrais positifs est inférieur à 100%,
il peut être intéressant d’identifier la position des vraies variables importantes
non détectées dans la hiérarchie et de voir quels scores les vraies variables non-
détectées obtiennent. Nous considérons un autre indicateur, qui est le plus haut
rang (PHR) observé parmi les p vraies variables importantes. Le premier indice
(TVP) est reporté comme la moyenne des TVP obtenus sur les 100 échantillons,
le deuxième (PHR) est reporté comme le rang calculé à partir de la moyenne du
score d’importance de chaque variable sur les 100 réplicats.

La table 3.2 fournit les résultats pour les neuf modèles de simulation, pour
deux niveaux de bruit dans les données. Elle présente les TVP ainsi que le PHR
(valeurs entre parenthèses). Pour les modèles de simulation de données conti-
nues (M1 à M4), la méthode LOVO-km utilise la méthode k-means, et pour les
autres modèles, elle utilise la méthode k-modes. La méthode TWKM étant adap-
tée uniquement aux données continues, on n’observe aucun résultat dans la table
dans le cas des données nominales pour cette méthode. La table 3.3 présente les
résultats pour le jeu de donnée Toys.

En termes de TVP, CUBT surpasse toutes les autres méthodes, quelle que soit
la taille de l’échantillon (excepté pour le modèle M8), et obtient au moins 90%
de vraies variables importantes correctement détectées. Pour les modèles de si-
mulation de données continues (M1 à M4), les forêts aléatoires non-supervisées
obtiennent des résultats peu satisfaisants, qui se dégradent en augmentant la
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Modèle n CUBT URF LOVO-cubt LOVO-km LS TWKM

M1 100 100(2) 30.5(4) 100(2) 100(2) 0(4) 23(4)
p = 2 300 100(2) 18.5(4) 100(2) 99.5(2) 0(4) 56.5(4)
p′ = 2 500 99(2) 19(4) 100(2) 100(2) 0(4) 57(4)

M1 100 100(2) 23(6) 100(2) 100(2) 0(4) 17.5(6)
p = 2 300 100(2) 16.5(6) 100(2) 100(2) 0(4) 54.5(6)
p′ = 4 500 99.5(2) 13.5(6) 95(2) 100(2) 0(4) 58.5(4)

M2 100 100(5) 56.6(9) 93(5) 91.4(5) 20(9) 29.8(9)
p = 5 300 96(5) 58.4(8) 86.4(5) 96.2(5) 20(9) 75(9)
p′ = 5 500 100(5) 54(9) 85.2(5) 96.8(5) 20(9) 90.6(9)

M2 100 100(5) 36.8(10) 86.4(5) 93.6(14) 0(14) 21.8(5)
p = 5 300 96.2(5) 39.2(6) 82.6(5) 94.2(5) 0(13) 24.2(6)
p′ = 10 500 100(5) 34.4(15) 79.4(5) 96.2(5) 0(10) 88.8(14)

M3 100 97.5(2) 30(4) 42(4) 80.5(2) 50(4) 61(4)
p = 2 300 99.5(2) 8(4) 53(4) 78.5(2) 50(4) 55.5(4)
p′ = 2 500 100(2) 5.5(4) 81(2) 77.5(2) 50(4) 49(4)

M3 100 97.5(2) 19(4) 40.5(3) 77(2) 50(6) 92(2)
p = 2 300 100(2) 18(5) 52.5(3) 71(2) 50(4) 59(4)
p′ = 4 500 100(2) 8(6) 89(2) 71.5(2) 50(4) 41(4)

M4 100 100(50) 2.3(100) 99.9(97) 73.4(100) 0(100) 78.5(50)
p = 50 300 100(50) 0.3(100) 100(50) 72.4(100) 0(100) 79.3(50)
p′ = 50 500 100(50) 0(100) 100(50) 71.7(97) 0(100) 75.7(50)

M4 100 100(50) 0(150) 99.8(136) 46(150) 0(147) 74.1(50)
p = 50 300 100(50) 0(146) 100(50) 43.8(149) 0(150) 76(50)
p′ = 100 500 100(50) 0(150) 100(50) 45.3(147) 0(150) 80(50)

M5 100 100(9) 64.4(9) 57.8(14) 86.7(18) 37.8(18) -
p = 9 300 100(9) 78.9(9) 55.6(16) 86.7(18) 28(18) -
p′ = 9 500 100(9) 84.4(9) 57.8(18) 81.7(15) 18.1(18) -

M5 100 100(9) 58.9(9) 43.3(25) 51.1(23) 27.6(26) -
p = 9 300 100(9) 71.7(9) 41.7(22) 63.9(25) 22.4(27) -
p′ = 18 500 100(9) 80(9) 38.9(25) 65(27) 19.1(26) -

M6 100 96.7(3) 100(3) 56.7(6) 53.3(6) 78(13) -
p = 3 300 100(3) 100(3) 28.3(6) 31.7(6) 12(6) -
p′ = 3 500 100(3) 100(3) 21.7(6) 35(6) 0(6) -

M6 100 95(3) 100(3) 28.3(7) 38.3(7) 70.3(3) -
p = 3 300 100(3) 100(3) 21.7(7) 26.7(9) 68(3) -
p′ = 6 500 100(3) 100(3) 25(9) 20(8) 26(9) -

M7 100 96.7(3) 98.3(3) 43.3(6) 58.3(4) 45(6) -
p = 3 300 100(3) 100(3) 55(6) 53.3(5) 1(6) -
p′ = 3 500 100(3) 100(3) 41.7(6) 50(6) 0(6) -

M7 100 98.3(3) 100(3) 33.3(9) 45(3) 49(3) -
p = 3 300 100(3) 100(3) 45(4) 46.7(9) 20(9) -
p′ = 6 500 100(3) 100(3) 35(6) 45(5) 1(9) -

M8 100 73.9(9) 83.3(9) 51.7(18) 55(17) 62.7(15) -
p = 9 300 76.1(9) 84.4(9) 53.3(16) 53.3(17) 60(14) -
p′ = 9 500 76.1(9) 86.7(9) 50.6(15) 54.4(16) 66.9(9) -

M8 100 68.3(9) 77.2(9) 40(27) 36.7(27) 45.9(26) -
p = 9 300 71.1(9) 85.6(9) 37.8(26) 31.7(23) 46.2(17) -
p′ = 18 500 73.3(9) 85(9) 31.7(25) 34.4(27) 48.4(22) -

M9 100 100(9) 55.6(11) 66.7(14) 61.1(15) 21.6(18) -
p = 9 300 100(9) 59.4(16) 52.2(18) 62.8(10) 3.8(18) -
p′ = 9 500 100(9) 60(16) 55(16) 58.3(14) 0.3(18) -

M9 100 100(9) 43.9(13) 56.7(23) 40.6(23) 16(27) -
p = 9 300 100(9) 47.8(26) 50.6(23) 47.2(24) 9.2(25) -
p′ = 18 500 100(9) 56.1(22) 35(11) 53.3(27) 2.6(27) -

Table 3.2 � Taux de vrais positifs (TVP) pour chaque modèle de simulation de don-
nées et chaque méthode. Les valeurs entre parenthèses représentent le
plus haut rang (PHR) obtenu parmi les p vraies variables importantes.
Les valeurs en gras correspondent aux méthodes les plus performantes.
p est le nombre de vraies variables importantes et p′ est le nombre de
variables bruit ajoutées aux données.
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n CUBT URF LOVO-cubt LOVO-km LS TWKM

Toys 100 85.7(6) 34.3(12) 75.7(12) 73(9) 16.7(12) 83.7(12)
p = 6 300 95.5(6) 25.7(12) 65(11) 72.7(7) 6.7(12) 83.3(12)
p′ = 6 500 95.7(6) 23.5(12) 58.7(9) 75.2(10) 2.5(12) 83.8(12)
Toys 100 80.5(6) 18.2(18) 68.8(17) 61.2(18) 11.2(18) 83.5(16)
p = 6 300 91.7(6) 11.2(18) 50.8(17) 62.3(11) 4.2(18) 83.5(17)
p′ = 12 500 95.2(6) 8.2(17) 51.2(17) 62(17) 4.3(18) 83.3(18)

Table 3.3 � Taux de vrais positifs (TVP) pour les données Toys et chaque méthode.
Les valeurs entre parenthèses représentent le plus haut rang (PHR)
parmi les rangs des p vraies variables importantes. Les valeurs en gras
correspondent aux méthodes les plus performantes. p est le nombre
de vraies variables importantes et p′ est le nombre de variables bruit
ajoutées aux données.

taille de l’échantillon. Ce n’est pas le cas pour la méthode TWKM et le score La-
placien, dont les performances sont stables et s’améliorent lorsqu’on augmente la
taille de l’échantillon. CUBT est souvent ex-aequo avec les deux approches LOVO
pour le modèle M1 (ainsi que pour le modèle M4 pour LOVO-cubt).

Pour les modèles de simulation de données nominales (M5 à M9), les perfor-
mances de CUBT sont très proches de celles des forêts aléatoires non-supervisées.
Ces deux méthodes ont un TVP supérieur à 90% (excepté pour le modèle M8), et
elles surpassent les approches LOVO. Les résultats relatifs au PHR sont complé-
mentaires avec ceux déjà obtenus, une plus grande proportion de vraie variables
importantes détectées implique des valeurs de PHR plus proches de p. Cepen-
dant, lorsque CUBT n’est pas la méthode la plus performante au regard du TVP
(cela arrive dans 13 cas sur 54), elle reste aussi performante que les meilleures
méthodes (LOVO ou forêts aléatoires non-supervisées) au regard du PHR. Bien
que l’écart en termes de TVP des autres méthodes est souvent négligeable, le PHR
appuie le fait que CUBT montre une bonne capacité de détection des variables
importantes dans les jeux de données simulées.

Pour le jeu de données Toys (voir table 3.3), CUBT obtient les plus hautes
valeurs de TVP (excepté dans le cas p′ = 2p et n = 100, où la méthode TWKM
est plus performante au regard de cet indice) et les plus faibles valeurs de PHR.
CUBT détecte parfaitement les p vraies variables importantes dans cet exemple.

3.4.3 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté une nouvelle méthode pour mesurer

l’importance des variables, basée sur la méthode CUBT. Nous avons comparé
cette nouvelle approche à d’autres méthodes classiques de calcul de scores d’im-
portance, en considérant plusieurs modèles de simulation de données, en pré-
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sence de bruit. Le score d’importance des variables obtenu avec CUBT a montré
d’excellentes performances comparé aux autres indices, dans la majorité des ex-
périmentations. D’autres simulations sont à prévoir pour analyser l’efficacité des
scores obtenus en fonction de la corrélation ou de la redondance entre les va-
riables. Nous avons également analysé la stabilité de ce score en fonction de
différentes données et des paramètres de réglage de CUBT (particulièrement le
paramètre minsize), en utilisant des heuristiques définies dans les travaux pré-
cédents.

L’importance des variables en classification non supervisée basée sur les arbres
de décision binaires peut être utilisée pour effectuer de la sélection de variables,
de la même manière qu’en apprentissage supervisé. Les divisions concurrentes
utilisées pour calculer le score d’importance peuvent également être utiles dans
la méthode CUBT pour gérer les données manquantes potentielles, à la fois pour
l’apprentissage mais également pour effectuer des prédictions. Ces idées sont
actuellement prises en considération.

89



4- Développement de
questionnaires adaptatifs
Dans le champ de la qualité de vie (QV), les méthodes basées sur la théorie de

réponse à l’item sont couramment utilisées pour le développement de banques
d’items unidimensionnelles et de questionnaires adaptatifs informatisés. Ces mé-
thodes peuvent être adaptées pour surmonter les problèmes rencontrés lors du
développement de formes courtes de questionnaires, où le nombre d’items est
fixe. En effet, le développement de banques d’items permet d’obtenir une collec-
tion d’items qui mesurent un même trait latent. Combiné à une banque d’items,
un questionnaire adaptatif peut donc permettre de n’administrer que les items
qui offrent le plus de pertinence pour un individu donné, réduisant ainsi la lon-
gueur du questionnaire (c’est-à-dire le nombre d’items administrés) et temps de
remplissage, tout en maintenant un niveau de précision du test satisfaisant. Une
banque d’items contient une liste d’items, qui ont été préalablement calibrés.
La calibration d’une banque d’items consiste à évaluer les propriétés psychomé-
triques des items contenus dans la banque. Une fois calibrée, un algorithme d’ad-
ministration adaptative des items de la banque peut être développé. Une autre
démarche réside dans la prise en compte du caractère multidimensionnel du trait
latent à mesurer (typiquement la qualité de vie). En utilisant des modèles multi-
dimensionnels de la théorie de réponse à l’item, il est possible d’estimer plusieurs
scores de dimensions en administrant qu’un sous-ensemble d’items. Ainsi, la ré-
ponse à un item permet l’évaluation de traits latents multiples, c’est la spécificité
des questionnaires adaptatifs multidimensionnels. Enfin, une autre approche,
plus récente, et non-paramétrique, consiste à considérer un arbre de décisions
permettant de modéliser un questionnaire adaptatif. Cette méthode serait une
avancée dans le développement des outils de mesure adaptatifs, étant donné que
les arbres de décision sont plus simples à interpréter, et les algorithmes résultant
plus aisés à implémenter.

Dans ce chapitre, nous présentons trois applications sur des données de qua-
lité de vie liée à la santé. La section 4.1 présente le développement d’une banque
d’items unidimensionnelle mesurant la qualité de vie liée à la santé mentale. La
section 4.2 présente le développement de deux questionnaires adaptatifs multi-
dimensionnels mesurant la qualité de vie, spécifiques à des patients atteints de
sclérose en plaques, et de schizophrénie. Enfin, nous proposons dans la section
4.3 une alternative à la théorie de réponse à l’item à travers le développement
d’un questionnaire adaptatif basé sur les arbres de décision binaires.
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4.1 Développement d’une banque d’items
mesurant la QV liée à la santé mentale pour
des patients atteints de sclérose en plaques

Dans cette section, nous présentons le développement d’une banque d’items
unidimensionnelle mesurant la santé mentale liée à la qualité de vie pour des
patients atteints de sclérose en plaques. Cette application a donné lieu à une
publication, et vise à regrouper des items issus de deux questionnaires différents
couramment utilisés dans ce champs. La section 4.1.1 présente le contexte et les
objectifs de cette étude. Les sections 4.1.2 et 4.1.3 détaillent la méthodologie et
les principaux de cette étude.

4.1.1 Introduction
Chez les patients atteints de sclérose en plaques, l’incapacité physique dûe à

la maladie, bien que très importante, n’est pas forcément l’aspect qui reflète le
plus les différentes facettes de la qualité de vie [16]. L’incapacité physique n’est
qu’une sous-dimension de la qualité de vie d’un patient, et la présence d’une
sclérose implique une réduction de la qualité de vie de ce dernier [130]. Le
plus souvent, la qualité de vie est mesurée par le biais de questionnaires auto-
rapportés [157], qui peuvent être séparés en deux types : les questionnaires
génériques (par exemple le SF-36 [168]), qui sont généralement utilisés pour
comparer la qualité de vie entre différentes populations, et les questionnaires
spécifiques qui se concentrent sur les problèmes de santé spécifiques à la patho-
logie, et qui sont plus sensibles pour détecter et quantifier de faibles variations
[133] (par exemple le MusiQoL [155] ou le MSQOL-51 [164]). Etant donné que
les questionnaires génériques ne mesurent pas exactement les mêmes aspects de
la qualité de vie que les questionnaires spécifiques, il peut être intéressant d’uti-
liser une combinaison des deux, de manière à optimiser les avantages de chaque
instrument, et ainsi obtenir une mesure complète de la qualité de vie [101]. Ce-
pendant dans la recherche et la pratique cliniques, il n’est pas pratique d’utiliser
plusieurs mesures, puisque le temps est limité, et que les questionnaires, souvent
longs à compléter, peuvent alourdir la tâche à la fois des patients et des clini-
ciens. De plus, certains auteurs ont mis en évidence la nécessité d’utiliser des
questionnaires aussi courts que possible, étant donné les difficultés spécifique
rencontrées chez les patients atteints de sclérose en plaques (troubles cognitifs,
fatigue, dépression) [16].

Les questionnaires adaptatifs offrent de nombreux avantages, permettant de
surpasser ces problèmes [55, 59]. Basés sur une banque d’items développée à
partir de méthodes de la théorie de réponse de l’item, les questionnaires adap-
tatifs permettent de sélectionner des items dans la banque qui seront les plus
appropriés pour un patient donné. Le questionnaires adaptatif est un algorithme
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qui administre un certain item en fonction des réponses précédentes de l’indi-
vidu, et il permet de ne prendre en compte que les items les plus pertinents,
réduisant le temps de remplissage tout en maintenant un niveau satisfaisant
de précision du questionnaire [170, 143, 89]. Plusieurs questionnaires adapta-
tifs ont déjà été développés dans le champs de la sclérose en plaques, ils visent
à mesurer différents aspects de la qualité de vie (souvent liée aux symptômes
tels que la dépression, l’anxiété, la douleur, la fatigue et le fonctionnement phy-
sique). Ce sont souvent des initiatives issues du projet américain d’envergure
Patient Reported Outcomes Measurement Information System (PROMIS) [46, 18,
154]. On peut également citer le projet neurology quality-of-life measurement ini-
tiative (Neuro-QoL), issu de PROMIS, qui vise à développer de grandes banques
d’items mesurant la qualité de vie pour différentes maladies neurologiques [36,
37], notamment la sclérose en plaques. Certaines limites ont cependant été no-
tées vis-à-vis de ces mesures existantes, qui ne sont pas disponibles en plusieurs
langages (à part l’anglais et l’espagnol pour le projet Neuro-QoL). De plus le dé-
veloppement des banques d’items (et des questionnaires adaptatifs qui en sont
issus) ne prennent pas en compte des combinaisons de questionnaires spécifiques
et génériques.

Le but de cette étude préliminaire est de développer et calibrer une banque
d’items, disponible en plusieurs langues, permettant de mesurer la qualité de vie
liée à la santé mentale, en considérant la combinaison entre un questionnaire
générique (le SF-36, [168]) et un questionnaire spécifique (le MusiQoL, [155]),
dans le but de disposer d’une base pour le développement futur d’un question-
naire adaptatif.

4.1.2 Méthodes
4.1.2.1 Conception de l’étude

Cette étude est une seconde analyse d’une étude internationale, multicen-
trique et transversale [155]. Les patients ont été recrutés entre le mois de Jan-
vier 2004 et le mois de Février 2005 dans des départements de neurologie de 15
pays : Argentine, Canada, France, Allemagne, Grèce, Israël, Italie, Liban, Nor-
vège, Russie, Afrique du Sud, Espagne, Turquie, Royaume Uni et les Etats Unis.

4.1.2.2 Population

Les critères d’inclusion sont les suivants : diagnostic de sclérose en plaques
selon les critères de McDonald [117], patients hospitalisés ou ambulatoires, âge
supérieur à 18 ans, consentement écrit du patient. Les critères de non-inclusion
sont les suivants : diagnostic neurologique autre que la sclérose en plaques, dé-
mence, grave rechute en cours et incapacité de remplir le questionnaire sans
assistance.
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4.1.2.3 Récolte des données

Les données suivantes sont considérées dans cette étude :

Données sociodémographiques Le genre, l’âge, le niveau scolaire, le statut
marital, l’activité professionnelle et la zone géographique. Les 15 pays sont agré-
gés en 6 zones géographiques (1 : Afrique du Sud ; 2 : Allemagne, France, Grèce,
Italie, Norvège, Espagne, Royaume Uni ; 3 : Argentine ; 4 : Etats-Unis, Canada ;
5 : Israël, Liban, Turquie ; 6 : Russie).

Données cliniques Le sous-type de sclérose [112], la durée de la maladie, l’in-
validité due à la sclérose mesurée avec l’échelle d’invalidité étendue EDSS [99],
la sévérité des symptômes mesurée avec une échelle contenant 14 items (perte
de sensation tactile, perte de sensation de position, mouvements involontaires
du corps, vibrations dans les bras et les mains, faiblesse des membres, impossi-
bilité d’avaler, mouvements d’yeux involontaires, problèmes visuels, difficulté de
concentration, fatigue, incontinence urinaire, incontinence intestinale).

Données de qualité de vie La qualité de vie est mesurée avec les question-
naires MusiQoL [155] et SF-36 [103]. Ces deux questionnaires sont décrits dans
la section 1.1.2.

4.1.2.4 Développement de la banque d’items

Nous suivons une procédure standardisée adaptée à l’analyse psychométrique
des items d’une banque d’items [143, 148, 38, 52]. Cette procédure est divisée en
trois étapes : démarche conceptuelle et sélection d’items, calibration et validation
clinique.

Démarche conceptuelle : sélection d’items mesurant la qualité de vie liée
à la santé mentale Un ensemble initial de 67 items est construit en agré-
geant les items du MusiQoL (31 items) et les items du SF-36 (36 items). Les
items mesurant des concepts relatifs à la santé mentale sont sélectionnés comme
items candidats par deux experts du domaine. Au final, 8 items du MusiQoL sont
conservés, représentant trois dimensions liées à la santé mentale : bien-être psy-
chologique (4 items), rejet (2 items) et coping (2 items). De plus, 14 items du
SF-36 sont conservés, représentant les dimensions ayant une pondération supé-
rieure à 0,2 dans le calcul du score composite mental [102, 179] : fonctionne-
ment social (2 items), santé mentale (5 items), vitalité (4 items) et limitations
du à l’état émotionnel (3 items). Finalement, un ensemble de 22 items, mesurant
les concepts de la qualité de vie liée à la santé mentale globale, est utilisé dans
l’étape suivante de calibration.
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Etape de calibration
1. Analyse descriptive et asymétrie : Les proportions de données manquantes

ainsi qu’une mesure de l’asymétrie des distribution des réponses sont cal-
culés pour chaque item sélectionné. Nous calculons également les corréla-
tions inter-items avec les coefficients de corrélation non-paramétriques de
Spearman. A cette étape, un item peut être supprimé si leur taux de don-
nées manquantes est trop important (> 70%), s’il présente une asymétrie
extrême (plus de 95 % de taux de réponse pour une des modalités ou va-
leur absolue du coefficient d’asymétrie supérieure à 4), ou si son coefficient
de corrélation avec un autre item est trop élevé (> 0.7, l’item de la paire le
moins pertinent cliniquement est supprimé).

2. Unidimensionnalité et indépendance locale : L’unidimensionnalité des 22
items est vérifiée en utilisant plusieurs indicateurs. Tout d’abord, nous ana-
lysons la courbe de l’alpha de Cronbach [94] (une stricte monotonie doit
être observée). Nous utilisons également le rapport des valeurs propres,
issu d’une analyse en composantes principales [6] (un ratio supérieur à 3
est attendu), et un modèle d’analyse factorielle confirmatoire avec le lo-
giciel MPlus [129]. Comme indicateurs de bon ajustement de ce dernier
modèle, nous nous basons sur les valeurs de la racine de l’erreur quadra-
tique moyenne d’approximation (noté RMSEA, valeur inférieure à 0.07 at-
tendue) et de l’indice d’ajustement comparatif (noté CFI, valeur supérieure
à 0.95 attendue), en fonction de seuils définis dans la littérature [90, 159].
L’indépendance locale est vérifiée en analysant les corrélations résiduelles
inter-items. Si une paire d’items présente une corrélation résiduelle supé-
rieur à 0.3, alors l’item ayant les plus fortes corrélations résiduelles avec
les autres items de la banque est supprimé [22, 21].

3. Estimation des paramètres d’items et qualité d’ajustement : Les paramètres
des items sont estimés en considérant le modèle de crédit partiel [116] avec
la méthode de maximisation de la vraisemblance conditionnelle [9], implé-
mentée dans le package R eRm [114]. Le modèle de crédit partiel permet
de considérer ayant des nombres différents de modalités et différents seuils
de difficulté. Soit θ un niveau de trait latent (ici, de qualité de vie liée à la
santé mentale), on note Pix(θ) la probabilité qu’un patient ayant un niveau
de trait latent θ réponde la modalité x à l’item i, définie par :

Pix(θ) = e
∑x

k=0(θ−βik)∑mi
r=0 e

∑r

k=0(θ−βik) , (4.1)

où βik sont les paramètres des modalités d’items (ou seuils de difficulté) et
mi est le nombre de modalités de réponse de l’item i.
Dans un premier temps, nous étudions les courbes caractéristiques des
items pour vérifier que chaque modalité de réponse d’un item a une proba-
bilité maximale d’être sélectionné sur un certain intervalle des valeurs de

94



trait latent. Lorsque deux modalités de réponse ne sont pas visuellement
discriminantes ou paraissent désordonnées, nous décidons d’agréger ces
deux modalités et de ré-estimer le modèle avec l’item ainsi recodé. Cette
approche nous permet d’assurer une autre hypothèse fondamentale de la
théorie de réponse à l’item, à savoir la monotonie. A chaque fois qu’un item
est recodé, nous calculons les critères d’information d’Akaike [7] (noté AIC)
et de Bayes [153] (noté BIC) du modèle nouvellement estimé. Le recodage
de l’item correspondant est donc validé si une amélioration de l’ajustement
est vérifié au regard de ces deux indices.
Nous étudions ensuite la qualité d’ajustement de chaque item en calculant
la statistique INFIT [104], permettant de détecter de potentiels items aber-
rants. L’INFIT permet de détecter des profils de réponses incohérents. Un
intervalle de valeurs acceptables est défini par [0.7, 1.3] [172].
Enfin, les valeurs de traits latents sont estimées par maximisation de la
vraisemblance, fournissant un score pour chaque patient. Ce score reflète
le niveau de qualité de vie liée à la santé mentale d’un patient, déterminé
à partir de son profil de réponses et les paramètres d’items du modèle.
La distribution du score est observée via un histogramme. L’information
totale de la banque d’items est également calculé à partir des paramètres
du modèle et du trait latent estimé [151], afin de mesurer la précision de
la mesure en fonction des valeurs du trait latent.

4. Comportement différentiel des items :
Nous effectuons des tests de comportement différentiel d’items afin d’éva-
luer de potentiels biais d’items dus à l’appartenance des patients à cer-
tains groupes définis par les variables suivantes : classe d’âge (≤ 40ans
versus > 40ans), genre (homme versus femme), situation familiale (céli-
bataire versus en couple), niveau scolaire (≤ BAC versus > BAC), zone
géographique (6 zones géographiques définies plus haut) et sous-type de
sclérose (récurrente-rémittente, progressive primaire, progressive secon-
daire et syndrome clinique isolé). Dans cette étude le fonctionnement dif-
férentiel des items est mesuré en utilisant une approche itérative basé sur
un modèle réponse à l’item logistique ordinal, implémentée dans le pa-
ckage R lordif [43]. Cette méthode utilise le modèle de réponse graduée
[151] pour estimer le niveau de trait latent de chaque individu. Soit Xi

la variable aléatoire représentant la réponse ordinale d’un item i et soit
xi ∈ {0, 1, ...,m − 1}. Pour chaque item, on considère les deux modèles
emboîtés suivants :

Modèle A : logit(P (Xi ≥ k)) = αk + β1θIRT ,

Modèle B : logit(P (Xi ≥ k)) = αk + β1θIRT + β2G+ β3(θIRT ×G),
(4.2)

où P (Xi ≥ k) est la probabilité que la réponse à l’item, notée xi, soit une
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valeur supérieure ou égale à k, αk est la constante des modèles, θIRT est
le trait latent mesuré par la banque d’items, G est une variable groupe,
β1 (respectivement β2) est le coefficient de θIRT (respectivement G), et
θIRT ×G représente l’interaction entre le trait latent et la variable groupe,
avec le coefficient β3.
Ces deux modèles sont comparés en calculant la statistique Khi-deux du
rapport de vraisemblance et la mesure pseudo-R2 entre les deux modèles
emboîtés. Le test du rapport de vraisemblance permet de détecter un com-
portement différentiel global, avec un risque d’erreur α = 0.01. En cas de
significativité, on utilise le critère de Zumbo pour évaluer la magnitude du
comportement différentiel d’item. Cette magnitude est jugée négligeable si
∆R2 < 0.13, modérée si 0.13 ≤ ∆R2 ≤ 0.26 et élevé si ∆R2 > 0.26 [182].

5. Validité externe de la banque d’items :
Le score de qualité de vie liée à la santé mentale estimé, issu du modèle
qui a permis de calibrer la banque d’items, est exprimé sur une échelle de
0 à 100 (0 étant le score le plus faible et 100 le score le plus élevé). Afin
d’explorer la validité convergente, on étudie les relations entre le score de
la banque d’items et les scores issus des dimensions du MusiQoL et du SF-
36. L’hypothèse sous-jacente est que le score de la banque d’items devrait
être plus corrélé avec les scores de dimensions correspondant aux items
qui ont été utilisés pour constituer la banque qu’avec les scores des autres
dimensions. La validité discriminante de la banque d’items est étudiée en
comparant les moyennes du score de la banque en fonction de différents
critères sociodémographiques (âge, genre, niveau scolaire, statut familial et
activité professionnelle) et cliniques (score EDSS, échelle de symptômes,
durée de la maladie et sous-type de sclérose), en utilisant des test t de
Student, des ANOVA et des corrélations de Pearson.
L’intégralité des analyses statistiques sont entreprises avec les logiciels sui-
vants : IBM PASW SPSS 17.0 [158], R version 2.15.2 [160], et MPlus [129].

4.1.3 Résultats
Un total de 1992 patients atteints de sclérose en plaques ont été inclus dans

cette étude internationale. Les patients sont originaires de 15 pays différents :
Argentine (27 patients), Canada (77 patients), France (179 patients), Allemagne
(209 patients), Grèce (92 patients), Israël (66 patients), Italie (379 patients), Li-
ban (20 patients), Norvège (104 patients), Russie (201 patients), Afrique du Sud
(53 patients), Espagne (224 patients), Turquie (228 patients), Royaume-Uni (36
patients) et Etats-Unis (97 patients). La moyenne d’âge est 42.2 ans (écart-type
= 11.9), 578 patients (29.5%) sont des hommes, 601 (36.8%) sont sans-emploi,
592 (35.2%) ont un haut niveau scolaire et 372 (21.7%) sont célibataires. Près
de trois quarts (70.4%) ont une forme de sclérose récurrente-rémittente. La du-
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rée moyenne de la maladie est de 11.1 ans (écart-type = 8.8) et le score EDSS
médian vaut 3.0 (écart interquartile = 3.5).

4.1.3.1 Analyse descriptive et asymétrie

Pour les 22 items contenus dans la banque d’items, les taux de données man-
quantes varient de 1.6% à 7.6%. Les effets plancher et plafond varient de 4.0%
à 50.2% et de 2.1% à 15.0% respectivement. Chaque item a un coefficient d’asy-
métrie acceptable (variant de -1.16 à 0.40) et un taux de réponse inférieur à
95% pour chaque modalité. Les coefficients de corrélation inter-items varient de
0.21 à 0.68 (avec des p-valeurs inférieures à 0.001), indiquant une faible redon-
dance. A l’issue de cette analyse, nous décidons de conserver les 22 items dans la
banque. Toutes les caractéristiques décrites ci-dessus sont présentées à la Table
4.1.

4.1.3.2 Unidimensionalité et indépendance locale

Nous observons une stricte monotonie de la courbe de l’alpha de Cronbach,
comme le montre la figure 4.1. De plus, le rapport de valeurs propres est élevé
(5.50), est les indicateurs d’ajustement du modèle issus de l’analyse factorielle
confirmatoire sont satisfaisant (RMSEA = 0.07, CFI = 0.95). Aucun des coeffi-
cients de corrélation résiduelle ne dépasse la valeur 0.3. Ces indices confirment
l’unidimensionnalité et l’indépendance locale des 22 items contenus dans la
banques. A l’issue de cette analyse, nous décidons de conserver tous les items.

97



It
em

Q
ue
st
io
nn

ai
re

Q
ue
st
io
n

E
ff
et

pl
an

ch
er

(%
)

E
ff
et

pl
af
on

d
(%

)
D
on

né
es

m
an

qu
an

te
s
(%

)
A
sy
m
ét
ri
e

1
M
us
iQ

oL
Fe

lt
ne
rv
ou

s
or

ir
ri
ta
te
d
by

a
fe
w

th
in
gs

or
si
tu
at
io
ns

?
7.
5%

9.
4%

1.
6%

0.
11

2
M
us
iQ

oL
F
el
t
an

xi
ou

s
?

6.
4%

18
.1
%

2.
6%

-0
.1
6

3
M
us
iQ

oL
F
el
t
de
pr
es
se
d
or

gl
oo

m
y
?

5.
7%

17
.9
%

2.
1%

-0
.1
7

4
M
us
iQ

oL
F
el
t
li
ke

cr
yi
ng

?
7.
7%

20
.0
%

2.
1%

-0
.1
9

5
SF

-3
6

H
av
e
yo

u
fe
lt

do
w
nh

ea
rt
ed

an
d
bl
ue

?
2.
3%

18
.8
%

2.
2%

-0
.5
5

6
SF

-3
6

H
av
e
yo
u
fe
lt

so
do

w
n
in

th
e
du

m
ps

th
at

no
th
in
g
co
ul
d
ch
ee
r
yo

u
up

?
2.
1%

36
.8
%

1.
7%

-0
.9
7

7
SF

-3
6

H
av
e
yo

u
fe
lt

ca
lm

an
d
p
ea
ce
fu
l?

5.
6%

8.
2%

2.
0%

-0
.0
1

8
SF

-3
6

D
id

yo
u
fe
el

fu
ll
of

li
fe
?

8.
0%

9.
0%

1.
8%

0.
09

9
SF

-3
6

D
id

yo
u
fe
el

w
or
n
ou

t
?

4.
7%

16
.0
%

2.
1%

-0
.2
4

10
SF

-3
6

D
id

yo
u
ha

ve
a
lo
t
of

en
er
gy

?
15
.0
%

5.
4%

2.
4%

0.
40

11
SF

-3
6

D
id

yo
u
fe
el

ti
re
d
?

10
.5
%

4.
0%

1.
6%

-0
.0
7

12
SF

-3
6

H
av
e
yo

u
b
ee
n
a
ha

pp
y
p
er
so
n
?

5.
8%

11
.2
%

2.
2%

-0
.0
9

13
SF

-3
6

T
o
w
ha

t
ex
te
nt

ha
ve

yo
ur

em
ot
io
na

l
pr
ob

le
m
s
in
te
rf
er
ed

w
it
h
yo
ur

no
rm

al
so
ci
al

ac
ti
vi
ti
es

?
3.
2%

39
.2
%

1.
7%

-0
.6
7

14
SF

-3
6

H
ow

m
uc
h
of

th
e
ti
m
e
ha

s
em

ot
io
na

l
pr
ob

le
m
s
in
te
rf
er
ed

w
it
h
yo

ur
so
ci
al

ac
ti
vi
ti
es

?
5.
2%

27
.6
%

3.
3%

-0
.3
7

15
SF

-3
6

H
av
e
yo
u
b
ee
n
a
ve
ry

ne
rv
ou

s
p
er
so
n
?

4.
7%

17
.6
%

1.
9%

-0
.5
0

16
M
us
iQ

oL
B
ee
n
em

ba
rr
as
se
d
w
he
n
in

pu
bl
ic
?

4.
1%

41
.9
%

3.
9%

-0
.8
0

17
M
us
iQ

oL
F
el
t
bi
tt
er

?
7.
8%

33
.2
%

3.
5%

-0
.5
4

18
SF

-3
6

A
cc
om

pl
is
he
d
le
ss

th
an

yo
u
w
ou

ld
li
ke

?
46
.4
%

49
.0
%

4.
6%

-0
.0
5

19
SF

-3
6

C
ut

do
w
n
th
e
am

ou
nt

of
ti
m
e
yo

u
sp
en
t
on

w
or
k
or

ot
he
r
ac
ti
vi
ti
es

?
38
.1
%

57
.2
%

4.
8%

-0
.4
1

20
SF

-3
6

D
id
n’
t
do

w
or
k
or

ot
he
r
ac
ti
vi
ti
es

as
ca
re
fu
ll
y
as

us
ua

l?
40
.7
%

54
.6
%

4.
7%

-0
.2
9

21
M
us
iQ

oL
B
ee
n
up

se
t
by

th
e
st
ar
es

of
ot
he
r
p
eo
pl
e
?

4.
1%

50
.2
%

7.
6%

-1
.1
6

22
M
us
iQ

oL
F
el
t
th
at

yo
ur

si
tu
at
io
n
is

un
fa
ir
?

13
.2
%

28
.6
%

3.
2%

-0
.3
1

Table 4.1 � Analyse descriptive des items de la banque.
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Figure 4.1 � Courbe de l'alpha de Cronbach.

4.1.3.3 Estimation des paramètres d’items et qualité d’ajustement

Sur les 22 items contenus dans la banque, 8 d’entre eux sont recodés après
analyse des courbes caractéristiques des items. La différence des valeurs du cri-
tère AIC (respectivement BIC) entre le modèle final et le modèle initial est de
−8468.78 (respectivement −8519.20), indiquant une amélioration globale de la
qualité d’ajustement du modèle. Les courbes caractéristiques des items pour le
modèle final sont fournis dans la figure 4.2. A l’issue de cette étape de recodage
on observe que les seuils de difficulté sont bien distribués dans l’ordre croissant.
Les détails de cette étape sont disponibles dans les tables 4.2 et 4.3.
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Item Modalités initiales Modalités agrégées Différence AIC Différence BIC
8 {1,2,3,4,5,6} {3,4} -737.66 -742.97
10 {1,2,3,4,5,6} {3,4} -1416.97 -1427.61
12 {1,2,3,4,5,6} {3,4} -2197.61 -2213.57
14 {1,2,3,4,5,6} {3,4} -3481.02 -3507.62
16 {1,2,3,4,5} {1,2} et {3,4} -4583.37 -4620.6
17 {1,2,3,4,5} {1,2} et {3,4} -5806.22 -5854.09
21 {1,2,3,4,5} {1,2} et {3,4} -6786.85 -6845.36
22 {1,2,3,4,5} {1,2} et {3,4} -8353.32 -8422.47

Table 4.2 � Etape de recodage et qualité d'ajustement du modèle. Les di�érence
des valeurs des critères d'information d'Akaike (AIC) et Bayes (BIC)
sont calculées après chaque recodage.
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Figure 4.2 � Courbes caractéristiques des 22 items de la banque.

La figure 4.3 montre la distribution empirique du trait latent ainsi que la
courbe de l’information de la banque d’items en fonction des différentes valeurs
du trait latent. La courbe du trait latent obtenu est en forme de cloche, ne paraît
pas symétrique, et son mode avoisine la valeur 1. La courbe d’information de la
banque d’items observe un pic au voisinage de θ = 0.13, et 55.8% de l’informa-
tion totale est observée sur l’intervalle de valeurs de traits latents [0, 4].
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Item Seuil 1 Seuil 2 Seuil 3 Seuil 4 Seuil 5 INFIT
1 -1.24 0.29 1.65 2.53 - 0.96
2 -0.93 -0.19 1.21 1.78 - 0.94
3 -1.16 -0.09 1.08 1.85 - 0.76
4 -0.80 -0.16 1.19 1.63 - 1.03
5 -1.49 -0.53 -0.35 0.91 1.91 0.77
6 -1.24 -0.66 -0.57 0.33 0.84 0.78
7 -1.23 0.04 1.01 1.12 2.83 0.95
8 -0.71 -0.23 1.98 2.37 - 0.93
9 -0.95 -0.45 0.35 1.42 1.82 1.09
10 -0.31 0.34 2.36 2.87 - 1.02
11 -0.34 0.04 0.78 2.32 3.40 1.09
12 -0.91 -0.72 1.62 2.41 - 1.03
13 -1.37 -0.50 0.55 0.66 - 1.04
14 -0.72 1.85 - - - 0.90
15 -0.94 -0.29 -0.16 1.08 1.86 1.27
16 -0.97 1.02 - - - 0.99
17 -0.38 1.32 - - - 0.94
18 0.78 - - - - 0.84
19 0.37 - - - - 0.87
20 0.52 - - - - 0.91
21 -0.78 0.40 - - - 1.05
22 0.14 1.46 - - - 1.10

Table 4.3 � Seuils de di�culté des items et ajustement des items après recodage.
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Figure 4.3 � Distribution du score issu de la banque d'items et courbe d'information
de la banque.

4.1.3.4 Comportement différentiel des items

Sur les 132 tests de comportement différentiel d’items réalisés (c’est-à-dire 22
items et 6 facteurs de confusion), 50 montrent un comportement différentiel
global (voir Table 4.4). Au regard de la classification définie par Zumbo, au-
cun item ne présente un comportement différentiel de magnitude modérée ou
élevée. Quelques items présentent cependant un comportement différentiel de
magnitude négligeable : 3 pour le genre (items 2, 3 et 4), 8 pour l’âge (items 6,
8, 10, 11, 14, et 18 à 20), 4 pour le niveau scolaire (18 à 21), 2 pour le statut
familial (items 12 et 13), 15 items pour le sous-type de sclérose (items 2 à 4, 6 à
11, 13 à 15, 18, 19, et 21) et 18 items pour la zone géographique (1 à 13, 15 à
17, 20, et 22). Etant donné que les magnitudes sont toutes négligeables, les 22
items sont conservés dans la banque suite à cette analyse.

4.1.3.5 Validité externe de la banque d’items

Les résultats de validité externe sont présentés à la table 4.5. La moyenne du
score de qualité de vie liée à la santé mentale (issu de la banque d’items) vaut
67.6 (l’écart-type vaut 18.1). L’âge n’est pas corrélé avec le score. Les scores sont
significativement plus élevés pour les hommes, pour les patients ayant un niveau
scolaire élevé, ainsi que chez les actifs. Aucune différence ne semble apparaître
vis-à-vis de la situation familiale. Le score issu de la banque est négativement
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Table 4.4 � Résultats relatifs au comportement di�érentiel des items. Les valeurs
en gras correspondent à des p-valeurs < 0.01. La mesure ∆R2 repré-
sente la magnitude du comportement di�érentiel d'items.
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R M (SD) p-value
Données sociodémographiques

Age -0.07 - < 0.01
Genre Homme - 69.61 (17.01)

Femme - 66.80 (18.45) < 0.01
Niveau scolaire Elevé - 71.37 (16.90)

Bas - 64.99 (18.34) < 0.01
Situation familiale En couple - 68.44 (18.73)

Seul - 67.05(17.93) 0.26
Activité professionnelle Actif - 70.03 (17.33)

Sans emploi - 63.29 (18.88) < 0.01
Données cliniques

Score EDSS -0.18 - < 0.01
Echelle de symptômes -0.44 - < 0.01
Durée de la maladie 0.00 - 0.96
Sous-type de sclérose RR - 68.51 (18.11)

PP - 68.42 (17.29)
SP - 63.65 (17.60)
CIS - 76.33 (18.96) < 0.01

Données de qualité de vie
MusiQoL ADL 0.56 - < 0.01

PWB 0.81 - < 0.01
RFr 0.23 - < 0.01
SPT 0.50 - < 0.01
Rfa 0.27 - < 0.01

RHCS 0.22 - < 0.01
SSL 0.36 - < 0.01
COP 0.57 - < 0.01
REJ 0.54 - < 0.01
Index 0.80 - < 0.01

SF-36
PF 0.37 - < 0.01
SF 0.67 - < 0.01
RP 0.52 - < 0.01
RE 0.62 - < 0.01
MH 0.89 - < 0.01
VT 0.80 - < 0.01
BP 0.47 - < 0.01
GH 0.57 - < 0.01
PCS 0.33 - < 0.01
MCS 0.85 - < 0.01

Table 4.5 � Comparaison des scores de qualité de vie liée à la santé mentale en
fonction de données sociodémographiques, clinique, et de qualité de
vie.

corrélé avec les indices cliniques (c’est-à-dire le score EDSS et l’échelle de symp-
tômes), ces corrélations étant modérément élevées (−0.44 ≤ R ≤ 0.00). Aucune
corrélation ne semble apparaître avec la durée de la maladie. Le score présente
des différences significatives entre les différents groupes de sous-type de sclé-
rose, les plus hauts scores étant observés pour les patients ayant un syndrome
cliniquement isolé, et les plus faibles scores pour les patients atteints de sclérose
progressive secondaire. Enfin le score issu de la banque est fortement corrélé
avec les scores des dimensions issues du SF-36 et du MusiQoL qui mesurent des
concepts proches de notre banque d’items.

4.1.4 Conclusion
Les travaux présentés dans cette section représentent la première proposition

de développement et de calibration d’une banque d’items mesurant la qualité de
vie pour des patients atteints de sclérose en plaques, qui peut être utilisée dans
différents pays et dans des études internationales. La banque d’items obtenue
démontre de bonnes propriétés psychométriques ainsi qu’une validité cliniques
satisfaisante.
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Bien qu’une large part de la recherche soit aujourd’hui concentrée sur le dé-
veloppement de banques d’items et questionnaires adaptatifs (par exemple les
initiatives PROMIS et Neuro-QoL), la banque d’items décrite dans cette section
peut jouer un rôle dans la pratique clinique et la recherche sur la sclérose en
plaques. En effet notre banque d’items est basée sur deux questionnaires qui sont
largement utilisés de nos jours (c’est-à-dire le MusiQoL et le SF-36). Ces deux
questionnaires ont été développés et validés simultanément dans de nombreux
pays, la banque d’items résultante peut donc être appliquée internationalement.

La première application future de cette banque d’items consiste à développer
un questionnaire adaptatif. La fin de ce chapitre présentera le développement
d’un questionnaire adaptatif basé sur cette banque d’items (voir section 4.3).
Il pourrait aussi être possible de compléter la banque avec d’autres dimensions
de la qualité de vie (par exemple des dimensions physiques ou sociales) afin
de préserver la structure multidimensionnelle de la qualité de vie [1], et ainsi
développer un questionnaire adaptatif multidimensionnel. La section suivante
s’intéresse à ce type de questionnaires.
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4.2 Questionnaires adaptatifs multidimensionnels
basés sur la théorie de réponse à l’item

Dans cette section, nous nous intéressons aux questionnaires adaptatifs in-
formatisés multidimensionnels basés sur la théorie de réponse à l’item. Un ques-
tionnaire adaptatif est un outil puissant qui permet d’améliorer la précision d’une
mesure (un score de qualité de vie par exemple) tout en réduisant le nombre to-
tal d’items requis dans les questionnaires utilisés. Dans ce type de questionnaires,
un ensemble d’items adapté à l’individu est administré, construit successivement
en prenant en compte l’information contenue dans les réponses aux items pré-
cédents. Les questionnaires adaptatifs sont initialement basés sur la théorie de
réponse à l’item unidimensionnelle, ils sont utilisés pour choisir les items qui
doivent être administrés lors de la passation d’un questionnaire. Aujourd’hui,
il est possible de développer des questionnaires adaptatifs multidimensionnels,
permettant d’améliorer la précision de la mesure et de réduire le nombre d’items
nécessaires pour mesurer des traits latents multiples (différentes dimensions de
la qualité de vie par exemple).

4.2.1 Introduction
L’application des questionnaires adaptatifs dans la pratique clinique est une

approche qui permet de réduire la longueur d’un questionnaire. Contrairement
aux questionnaires fixes (questionnaires "papier-crayon", ou tout questionnaire
administrant des items de façon séquentielle), les questionnaires adaptatifs per-
mettent de sélectionner des items optimaux. Les méthodes basés sur la théorie

Cette section présente le développement de deux questionnaires adaptatifs
multidimensionnels, basés sur la théorie de réponse à l’item multidimension-
nelle. La sous-section 4.2.2 présente le développement du MusiQoL-MCAT, qui
est une version adaptative du questionnaire MusiQoL, la section 4.2.3 présente
le développement du SQoL-MCAT, qui est la version adaptative du questionnaire
SQoL à 41 items.

4.2.2 Le MusiQoL-CAT : Développement d’un questionnaire
adaptatif multidimensionnel mesurant la qualité de vie
chez les patients atteints de sclérose en plaques

Ici, nous présentons brièvement le développement du questionnaire adaptatif
multidimensionnel MusiQoL-MCAT. Ce questionnaire adaptatif a été développé
à partir des items du questionnaire MusiQoL.

Les données de 1992 patients utilisées ont déjà été utilisées dans des travaux
précédents (voir la section 4.1 par exemple). Le développement du MusiQoL-
MCAT est basé sur l’ajustement d’un modèle de réponse à l’item multidimension-

106



nelle et sur des simulations de questionnaire adaptatif. L’algorithme du question-
naire adaptatif est basé sur la procédure de sélection d’items de Kullback-Leibler.
Nous analysons différents scénarios basés sur un nombre fixe d’items adminis-
trés. La précision du score obtenu est mesurée en utilisant les corrélations (r)
entre les scores initiaux issus du modèle de réponse à l’item et les scores issus
des questionnaires adaptatifs. On utilise également l’erreur type de mesure (no-
tée SEM) ainsi que la racine de l’erreur quadratique (notée RMSE).

Le modèle multidimensionnel de réponse graduée est utilisé pour estimer les
paramètres d’items ainsi que des scores multidimensionnels pour chaque patient.
Parmi les différentes simulations de questionnaires adaptatifs, on définit finale-
ment la version du MusiQoL-MCAT à 16 items comme étant celles obtenant les
niveaux de précision les plus satisfaisants, selon certaines valeurs seuils définies
au préalable (r ≥ 0.9, SEM ≤ 0.55, RMSE ≤ 0.3). La validité externe du
MusiQoL-MCAT est également satisfaisante.

Le MusiQoL-MCAT présente des propriétés psychométriques satisfaisantes et
peut s’adapter individuellement à la qualité de vie de chaque patient. Ce nouvel
instrument permet de réduire le fardeau ressenti par les patient atteints de sclé-
rose en plaques lors du remplissage d’un questionnaire de qualité de vie et est
mieux adapté pour l’utilisation dans la pratique clinique. Les détails du dévelop-
pement du MusiQoL-MCAT sont présentés dans un article [122].

4.2.3 Le SQoL-CAT : Développement d’un questionnaire
adaptatif multidimensionnel mesurant la qualité de vie
chez les patients atteints de schizophrénie

Dans cette section, nous présentons les résultats d’une étude ayant pour but
de développer un questionnaire adaptatif multidimensionnel mesurant la qualité
de vie spécifique aux patients atteints de schizophrénie, basé sur la théorie de
réponse à l’item. La première partie introduit le contexte de cette étude. Les
sections suivantes présentent la méthodologie utilisée et les principaux résultats
obtenus.

4.2.3.1 Introduction

Malgré le besoin grandissant de mesurer la qualité de vie chez les patients
atteints de schizophrénie, les outils de mesure de la qualité de vie ne sont pas
encore utilisés et implémentés couramment dans la pratique clinique [13]. Parmi
les différentes raisons expliquant ce manque d’implémentation [27], une des li-
mites exprimées par les cliniciens concerne le fardeau administratif associé au
manque d’efficacité de l’évaluation de la qualité de vie dans les hôpitaux et
centres de santé [125, 81, 80]. La plupart des questionnaires de qualité de vie
sont des questionnaires papier-crayon, ce qui rend très difficile pour les cliniciens
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l’obtention de scores de qualité de vie en temps réel. De plus, ces questionnaires
sont souvent trop longs, le nombre d’items qu’ils contiennent est fixé, cela rend
l’analyse des patients fastidieuse et fait également apparaître des problèmes dus
aux données manquantes potentielles [75].

De nos jours, il est donc essentiel de pouvoir fournir des nouvelles mesures de
la qualité de vie, combinant à la fois les nouvelles technologies (en informatique)
et la théorie moderne de la mesure, afin de limiter autant que possible les diffé-
rentes limites administratives et le potentiel fardeau ressenti par les patients lors
du remplissage de questionnaires. De nombreuses études ont été menés dans ce
sens ces dernière années, la plus significative étant la fondation d’un programme
de recherche américain soutenu par le Institut National de Santé (National Ins-
titutes of Health, NIH), appelé PROMIS (pour Patient-Reported Outcomes Mea-
surement Information System) [38, 39]. Les méthodes basées sur les modèles
multidimensionnels de la théorie de réponse à l’item ainsi que le développement
de questionnaires adaptatifs multidimensionnels peuvent être utilisés pour s’af-
franchir des différentes limites rencontrées avec l’utilisation des questionnaires
traditionnels [55, 59].

Les questionnaires adaptatifs multidimensionnels permettent de mesurer la
qualité au travers de plusieurs scores de dimensions, estimés simultanément.
Ils permettent de n’administrer que les items les plus pertinents pour un in-
dividu donné, impliquant une réduction du nombre d’items administrés et du
temps de remplissage, tout en assurant un niveau de précision de la mesure
satisfaisant [170, 143, 89]. Plusieurs développements de questionnaires adap-
tatifs multidimensionnels ont été récemment entrepris, pour mesurer la gravité
de différents problèmes de santé (par exemple symptomatologie, fatigue, fonc-
tionnement physique et émotionnel) pour différentes maladies chroniques (par
exemple la santé mentale chez les enfants ou encore le cancer) [67, 136, 78],
mais à notre connaissance aucun outil n’est encore disponible à ce jour pour
mesurer la qualité de vie chez les patients atteints de schizophrénie.

Dans la suite de la section, nous présentons le développement d’un question-
naire adaptatif multidimensionnel pour les patients atteints de schizophrénie,
le SQoL-MCAT. Nous nous appuyons sur un questionnaire existant, le SQoL à
41 items, qui est (et a été) largement utilisé dans de nombreuses applications en
prenant en compte différentes populations et différents paramètres (par exemple
des patients présentant des troubles cognitifs, des patients sans domicile fixe, des
patients hospitalisés ou encore dans des études d’imagerie cérébrale).

4.2.3.2 Méthodes

Le questionnaire SQoL à 41 items Le questionnaire sur lequel est basée cette
étude est la version du SQoL à 41 items. C’est un questionnaire de qualité de vie
spécifique à la schizophrénie, auto-rapporté et multidimensionnel. Le contenu de
ce questionnaire est décrit à la section1.1.2. Le contenu des items est présentée
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Item Items en français Items en anglais
Actuellement, At the present time,

1 j’ai confiance en la vie I’m confident in life
2 je me bats pour réussir dans la vie I fight to succeed in my life
3 je fais des projets professionnels et/ou personnels pour l’avenir I’m able to plan for my professional or personal future
4 je réalise mes projets professionnels et/ou personnels I’m able to achieve my professional or personal projects
5 j’ai confiance en moi I feel self-confident
6 je suis heureux(se) I’m happy
7 je suis bien dans ma tête I feel in a good mood. I’m at ease with myself
8 je suis épanoui(e) I feel in full bloom
9 je suis libre de prendre des décisions I feel free to take decisions
10 je suis libre d’agir I feel free to act
11 j’ai une vie active I have an active life
12 je fais des efforts pour travailler I make efforts to work
13 je peux sortir (cinéma, promenade, restaurant . . . ) I’m able to go out (cinema, walking, restaurant . . . )
14 je réalise mes projets familiaux, sentimentaux I’m able to achieve my family and sentimental projects
15 je suis en bonne forme physique I’m in good physical shape
16 je suis plein(e) d’énergie I’m full of energy
17 je fais du sport, j’ai des activités physiques I do sports, I practise physical activities
18 j’ai une vie stable, équilibrée I have a stable well balanced life style
19 je peux parler à ma famille I’m able to talk with my family
20 je suis aidé(e) par ma famille I’m helped, supported by my family
21 je suis compris(e) par ma famille I’m understood by my family
22 je suis autonome, indépendant (e) par rapport à ma famille I’m self-sufficient, independent of my family
23 je vois ma famille I see, meet my family
24 je suis écouté(e) par ma famille My family pays attention to me
25 je vois, j’invite mes amis (proches) I see, invite my friends or my relatives
26 je peux me confier à quelqu’un I’m able to confide in someone
27 je suis aidé(e) par mes amis (proches) I’m helped, supported by my friends or my relatives
28 je suis compris(e) par mes amis (proches) I’m understood by my friends or my relatives
29 j’ai des amis I have friends
30 j’ai une vie sentimentale satisfaisante I’m satisfied with my love life
31 je suis à l’aise en public I feel comfortable when in public
32 j’ai peur de l’avenir I fear for my future
33 je me sens inutile I feel useless
34 je suis angoissé(e) I feel anxious
35 je suis seul(e) I feel lonely
36 j’ai des difficultés à me concentrer, à réfléchir I have difficulty concentrating, thinking straight
37 je m’ennuie I get bored
38 je suis coupé(e) du monde extérieur I feel myself cut-off from the outside world
39 je crains d’accomplir des formalités administratives I fear accomplishing administrative procedures
40 j’ai du mal à exprimer ce que je ressens I have difficulty expressing my feelings
41 j’ai des difficultés à m’intéresser aux choses qui m’entourent I have difficulty paying attention things to my surroundings

Table 4.6 � Contenu des 41 items du SQoL en français et en anglais.

dans la table 4.6.

Conception de l’étude et population La base de données utilisée dans cette
étude provient de l’agrégation de 4 études qui ont précédemment été menées
par les membres du groupe de travail SQoL (composé de professionnels de la
santé publique, de psychiatres, de psychologues et de statisticiens), dans les-
quelles le SQoL a été utilisé pour mesurer la qualité de vie des patients. La base
de données contient les informations de 517 patients, recrutés dans les hôpitaux
psychiatriques de différentes villes de France (Marseille, Lyon et Toulon). Les cri-
tères d’inclusion sont les suivants : un diagnostic de schizophrénie selon la 4ème
édition du manuel diagnostique et statistique des troubles mentaux (DSM-IV-
TR) [11], âge supérieur à 18 ans, un consentement écrit du patient et le français
comme langue maternelle. Les critères de non-inclusion sont les suivants : un
diagnostic autre que la schizophrénie, maladie organique ou retard mental.

Récolte des données En plus des données relatives au SQoL, les données ont
été récoltées pour cette étude :

— Données sociodémographiques : âge (en années), genre (homme ou femme),
niveau scolaire (scolarisé moins de 12 ans ou scolarisé 12 ans ou plus) et
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statut du patient (hospitalisé ou ambulatoire).
— Données cliniques : durée de la maladie (en années), sévérité des symp-

tômes psychotiques basée sur l’échelle de symptômes positifs et négatifs
(PANSS), comprenant trois facteurs (positif, négatif et psychopathologie
générale) [98, 100], et dépression, mesurée par l’échelle de dépression de
Calgary pour la schizophrénie (CDSS) [2].

— Données de qualité de vie : La qualité de vie est également mesurée en uti-
lisant le questionnaire générique SF-36, décrit dans la section 1.1.2.

Développement du questionnaire adaptatif SQoL-MCAT Le développement
du SQoL-MCAT est divisé en trois étapes distinctes : une analyse des 41 items
basée sur la théorie de réponse à l’item multidimensionnelle, des simulations
de questionnaires adaptatifs suivies d’analyse de la précision et l’analyse de la
validité externe du questionnaire adaptatif.

1. Analyse basée sur la théorie de réponse à l’item multidimensionnelle : Dans
un premier temps nous calculons le taux de données manquantes pour
chaque item. La structure à 8 dimensions définie par les concepteurs du
SQoL est tout d’abord validée par une analyse factorielle confirmatoire, en
utilisant un estimateur des moindres carrés pondérés (adaptés aux don-
nées ordinales), via le logiciel MPlus [129], afin de vérifier la validité de
construit des 41 items. La qualité d’ajustement du modèle est mesurée en
utilisant l’erreur quadratique moyenne d’approximation (RMSEA < 0.07
attendu) ainsi que l’indice d’ajustement comparatif (CFI > 0.95 attendu)
[159]. Nous ajustons ensuite un modèle de réponse graduée multidimen-
sionnel [151, 152] à nos données. C’est un modèle "inter-item", c’est-à-dire
que la réponse d’un item n’influe qu’une seule dimension, cependant on
modélise les corrélations entre les différentes dimensions. Ce modèle est
choisi après avoir testé un autre modèle multidimensionnel, le modèle de
crédit partiel généralisé multidimensionnel [178]. Le modèle de réponse
graduée multidimensionnel est finalement retenu au regard des critères
d’information d’Akaike [7] (AIC) et de Bayes [153] (BIC).
Les paramètres des items sont estimés avec la méthode Metropolis-Hastings
Robbins-Monro (MH-RM) [33], implémentée dans le package R mirt [40].
L’algorithme MH-RM calcule la vraisemblance des données complètes, im-
putées de façon stochastique, en considérant la population distribuée selon
une loi normale multivariée. Son utilisation est préférée à celle de l’algo-
rithme espérance-maximisation [25] lorsque le nombre de dimensions est
supérieure à 3. La qualité d’ajustement des items est mesurée en utilisant
la statistique S − χ2 [97], qui est adaptée aux items multidimensionnels.
Les items obtenant une p-valeur inférieure à 0.05 sont considérés comme
mal ajustés et peuvent être retirés de l’étude le cas échéant. Les scores des
dimensions sont obtenus en utilisant une estimation bayésienne maximum
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a posteriori (MAP) [55], en fonction des paramètres d’items et les réponses
observées aux items. L’information moyenne de chaque item ainsi que l’in-
formation globale sont également calculées. En théorie de réponse à l’item
l’information d’un item dépend des paramètres du modèle ajusté (c’est-à-
dire les paramètres de difficulté et de discrimination) et est une fonction
du trait latent. Un item possédant une plus grande quantité d’information
est plus discriminant et fournit une plus faible erreur de mesure. L’infor-
mation globale (ou information du test) est la somme de l’information de
chaque item. La fiabilité de chaque dimension est aussi mesurée en utilisant
les estimateurs de fiabilité marginales empiriques [139] : nous utilisons ici
les mêmes seuils qu’en théorie classique, c’est-à-dire qu’un coefficient de
fiabilité supérieur ou égal à 0.7 est jugé raisonnable [166].
Le modèle de réponse graduée multidimensionnel est composé de deux
modèles logistiques multidimensionnel à deux paramètres, il est définit de
la façon suivante :

P (Xij = k|θi,αj, βjk) = P (Xij ≥ k|θi,αj, βjk)−P (Xij ≥ k+1|θi,αj, βjk+1)
(4.3)

où,

P (Xij ≥ k|θi,αj, βjk) = 1
1 + e−αj(θi−βjk1) (4.4)

où i désigne l’individu i, j désigne l’item j, Xij désigne la réponse ordinale
qui peut prendre la valeur k ∈ {1, ..., K}, αj est le paramètre de discrimi-
nation, θi et le vecteur de traits latents et βjk est le k-ième paramètre de
seuil de difficulté .
Le comportement différentiel des items a été mesuré pour prendre en compte
le potentiel biais dû à l’appartenance aux groupes suivants : genre (homme
et femme), présence de symptômes paranoïdes (schizophrénie paranoïde
et autre) et niveau de conscience de la maladie (aussi appelée insight, basé
sur l’échelle SUMD). La méthode utilisée ici est identique à celle déjà utili-
sée précédemment, elle est décrite à la section 4.1.2.

2. Simulations de questionnaires adaptatifs et analyse de la précision : Main-
tenant que le modèle multidimensionnel est calibré (c’est-à-dire ajusté à
nos données), il est possible de réaliser des simulations de questionnaires
adaptatifs à partir de ce modèle. L’idée est de proposer plusieurs scéna-
rios, c’est-à-dire définir plusieurs paramètres pour mettre en place un al-
gorithme adaptatif d’administration d’items. Nous utilisons une méthode
de simulation basée sur les données observées. Nous utilisons donc les ré-
ponses aux 41 items du SQoL contenus dans notre base de données pour
simuler l’administration des items, comme cela est indiqué dans une étude
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récente [8]. Pour chaque patient ayant compléter les 41 items du SQoL,
on simule une administration adaptive d’un sous-ensemble d’items. L’al-
gorithme repose sur une procédure de sélection d’items basée sur l’infor-
mation de Kullback-Lieber [126]. Comme critère initial, nous choisissons
comme premier item l’item ayant la quantité moyenne d’information la
plus élevée. La sélection de l’item suivant dépend des réponses à l’item
précédent, qui sont issues des données observées. Après chaque réponse
à un item, le trait latent de l’individu est ré-estimé en utilisant l’estima-
tion bayésienne MAP. Le critère d’arrêt est basé sur un niveau de précision
que doit atteindre l’individu, basé sur l’erreur standard de mesure (notée
SEM). Un intervalle d’acceptabilité est défini par [0.33, 0.55], correspondant
à des coefficients de fiabilité compris entre 0.7 et 0.9 [83]. Le questionnaire
adaptatif est donc simulé en fixant trois valeurs seuils de SEM (0.33, 0.44
et 0.55), c’est-à-dire le critère est vérifié lorsque le seuil est atteint pour
chaque dimension. Pour ces trois simulations, les scores issus du question-
naire adaptatif sont calculés, ainsi que la précision de la mesure. La préci-
sion est mesurée en utilisant les coefficients de corrélation entre les scores
issus du questionnaire adaptatif et les scores issus de l’ensemble initial de
41 items (des coefficients supérieurs à 0.9 sont attendus pour chaque di-
mension) ainsi que la racine de l’erreur quadratique (notée RMSE). Plus
les valeurs du RMSE sont proches de 0, meilleure est la précision de la
mesure. Le RMSE permet d’évaluer l’écart entre les scores des 41 items et
les scores du questionnaire adaptatif. Les deux scores étant sur la même
métrique et standardisés, des valeurs inférieures ou égales à 0.3 reflètent
un excellent niveau de précision [44]. Finalement, la meilleure version du
SQoL-MCAT est sélectionnée comme étant celle qui minimise le nombre
d’items administrés tout en obtenant un niveau satisfaisant de précision.

3. Validité externe du SQoL-MCAT : Afin de mesurer la validité des scores is-
sus du SQoL-MCAT, nous évaluons la validité convergente et divergente.
Pour la validité convergente, nous utilisons les corrélations de Pearson pour
évaluer la relation entre les scores du SQoL-MCAt et ceux du SF-36, l’hy-
pothèse sous-jacente étant que les scores du SQoL-MCAT (c’est-à-dire les
scores obtenus par estimation MAP) devraient être plus corrélés avec les
scores des dimensions du SF-36 mesurant des aspects similaires à ceux du
SQoL-MCAT. La validité divergente est déterminée en explorant les rela-
tions entre les scores du SQoL-MCAT et différentes caractéristiques socio-
démographiques (âge, genre, niveau scolaire, statut du patient) et cliniques
(durée de la maladie, scores PANSS et score CDSS), en utilisant des test t
de Student et des corrélations de Pearson. En accord avec des études pré-
cédentes, on s’attend à ce que les scores du SQoL-MCAt ne diffèrent en
fonction des données sociodémographiques, qu’ils soient plus élevés chez
les patients ambulatoires, ne dépendent pas de la durée de la maladie et
qu’enfin, ils ne soient pas négativement corrélés avec la sévérité de la ma-
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Données sociodémographiques
Age (M ± SD) Années 36.5±10.9
Genre (N [%]) Homme 362 [70%]

Femme 154 [30%]
Niveau scolaire (N [%]) < 12 ans 162 [79%]

≥ 12 ans 43 [21%]
Statut du patient (N [%]) Hospitalisé 131 [64%]

Ambulatoire 74 [36%]
Données cliniques

Durée de la maladie Années 13.8±9.3
Score PANSS (M±SD) Score total 69.6±18.4

Score positif 15.7±6.1
Score négatif 19.2±7.0

Score psychopathologie générale 35.8±9.7
Score CDSS (M±SD) Score total 3.1±3.6

Données de qualité de vie
SF-36 (M±SD) PF 77.8±23.3

SF 52.8±28.8
RP 42.4±36.1
RE 40.9±41.0
MH 56.1±20.3
VT 48.1±19.6
BP 63.7±25.9
GH 55.2±21.7
PCS 46.4±8.2
MCS 37.0±11.1

Table 4.7 � Caractéristiques descriptives de l'échantillon d'étude.

ladie.

4.2.3.3 Résultats

L’échantillon d’étude comprend 571 patients atteints de schizophrénie. La moyenne
d’âge est de 36.5 ans (l’écart-type vaut 10.8), et 29.8% des patients sont des
femmes. la durée moyenne de la maladie est de 13.8 ans (l’écart-type vaut 9.3).
Les patients ont une sévérité des symptômes modérée, avec un score de PANSS
total de 69.6 (l’écart-type vaut 18.4). Toutes ces caractéristiques sont présentées
dans la table 4.7.

Analyse basée sur la théorie de réponse à l’item multidimensionnelle La
structure à 8 facteurs testée dans le modèle d’analyse factorielle confirmatoire
montre des indices de qualité d’ajustement satisfaisants (RMSE = 0.05, CFI =
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Item Dimension DM (%) α β1 β2 β3 β4 PIT S − χ2 (p-valeur)
1 SE 2.71% 2.136 -1.64 -0.92 -0.13 0.92 2.39% 0.20
2 RE 4.26% 1.731 -1.65 -0.84 -0.30 0.62 1.62% 0.03
3 RE 4.84% 1.58 -1.41 -0.71 -0.18 0.71 1.39% 0.91
4 RE 5.22% 1.814 -1.19 -0.44 0.31 1.26 1.82% 0.85
5 SE 1.93% 2.2 -1.65 -0.89 -0.04 1.02 2.53% <0.01
6 SE 2.71% 2.367 -1.67 -0.92 -0.03 1.15 2.87% 0.09
7 SE 2.13% 2.826 -1.92 -1.01 -0.12 1.10 3.89% 0.24
8 SE 3.87% 2.654 -1.57 -0.70 0.28 1.44 3.55% 0.02
9 AU 2.90% 3.045 -2.15 -1.21 -0.42 1.35 4.22% 0.22
10 AU 2.32% 3.376 -2.54 -1.56 -0.56 1.50 4.82% 0.32
11 RE 4.06% 1.988 -1.10 -0.37 0.41 1.41 2.15% 0.30
12 RE 8.51% 1.609 -1.41 -0.77 -0.13 0.84 1.44% 0.67
13 AU 3.09% 1.137 -1.08 -0.56 -0.16 0.78 0.74% 0.89
14 SL 6.19% 2.314 -1.04 -0.28 0.43 1.47 2.83% 0.53
15 PhW 2.13% 2.319 -1.79 -1.07 -0.06 1.27 2.73% 0.07
16 PhW 4.26% 2.553 -1.54 -0.72 0.21 1.44 3.32% 0.15
17 PhW 6.19% 1.254 -0.68 -0.10 0.36 1.08 0.90% 0.65
18 PhW 3.48% 1.832 -1.39 -0.83 -0.08 1.25 1.79% 0.04
19 Rfa 4.45% 2.151 -1.58 -0.99 -0.43 0.91 2.33% 0.22
20 Rfa 6.00% 2.9 -1.92 -1.30 -0.65 0.91 3.78% 0.06
21 Rfa 7.35% 3.136 -1.96 -1.14 -0.31 1.27 4.53% 0.27
22 AU 5.61% 1.177 -1.07 -0.62 -0.09 0.77 0.80% 0.25
23 Rfa 4.06% 1.706 -1.39 -0.97 -0.52 0.76 1.50% 0.12
24 Rfa 6.00% 3.378 -2.01 -1.30 -0.49 1.28 4.92% 0.26
25 RFr 4.64% 2.12 -0.96 -0.33 0.25 1.36 2.37% 0.22
26 RFr 2.90% 1.535 -1.18 -0.68 -0.21 0.97 1.29% 0.17
27 RFr 7.54% 2.775 -1.43 -0.49 0.06 1.65 3.72% 0.17
28 RFr 7.35% 2.588 -1.56 -0.74 -0.04 1.65 3.28% 0.60
29 RFr 6.77% 2.575 -1.23 -0.47 0.10 1.50 3.30% 0.12
30 SL 7.54% 2.314 -0.64 -0.01 0.67 1.53 2.71% 0.94
31 SE 2.71% 1.506 -0.84 -0.35 0.16 1.17 1.26% 0.82
32 PsW 3.29% 1.841 -1.13 -0.56 0.07 0.62 1.82% 0.14
33 PsW 5.61% 2.359 -1.68 -1.02 -0.47 0.12 2.54% 0.23
34 PsW 5.03% 2.109 -1.63 -0.91 -0.41 0.23 2.16% 0.23
35 PsW 5.03% 1.615 -1.10 -0.57 -0.16 0.48 1.41% 0.85
36 PsW 3.87% 1.841 -1.32 -0.59 -0.03 0.52 1.80% 0.30
37 PsW 4.84% 1.8 -1.39 -0.76 -0.27 0.33 1.68% 0.36
38 PsW 4.64% 2.11 -1.46 -0.85 -0.35 0.20 2.14% 0.76
39 PsW 5.80% 1.442 -1.08 -0.59 -0.18 0.35 1.13% 0.19
40 PsW 3.87% 1.983 -1.43 -0.76 -0.25 0.47 2.03% 0.88
41 PsW 4.45% 2.268 -1.66 -1.02 -0.42 0.28 2.47% 0.46

Table 4.8 � Caractéristiques des items. SE : self-esteem ; RE : resilience ; AU :
autonomy ; SL : sentimental life ; PhW : physical well-being ; RFa :
relationships with family ; RFr : relationships with friends ; PsW : psy-
chological well-being. α : paramètre de discrimination associé à la di-
mension de l'item. β1, β2, β3, β4 : paramètres de seuils de di�culté.
DM : Données manquantes. PIT : Proportion d'information totale.

0.95). Les caractéristiques des items (c’est-à-dire les taux de données manquantes,
les paramètres d’items, l’information des items et l’indice d’ajustement multidi-
mensionnel) sont présentées dans la table 4.8, et la distribution du trait latent
pour chaque dimension est illustrée dans la figure 4.4. La matrice de corrélations
des 8 traits latents est présentée dans la table 4.9.
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PsW SE RFa RFr RE PhW AU SL
PsW 1 0.7 0.3 0.38 0.59 0.63 0.55 0.58
SE 0.7 1 0.3 0.5 0.75 0.77 0.63 0.73
Rfa 0.3 0.3 1 0.37 0.24 0.26 0.24 0.31
RFr 0.38 0.5 0.37 1 0.52 0.5 0.44 0.54
RE 0.59 0.75 0.24 0.52 1 0.75 0.68 0.69
PhW 0.63 0.77 0.26 0.5 0.75 1 0.63 0.69
AU 0.55 0.63 0.24 0.44 0.68 0.63 1 0.57
SL 0.58 0.73 0.31 0.54 0.69 0.69 0.57 1

Table 4.9 � Matrice de corrélations des huit dimensions du SQoL.

Figure 4.4 � Distribution des scores issus des 41 items du SQoL, obtenus par
estimation bayésienne maximum a posteriori.

L’item 24 issu de la dimension relations avec la famille ("Je suis écouté(e) par
ma famille") est l’item le plus informatif parmi les 41 items, et l’item 13 issue de
la dimension autonomie est l’item le moins informatif ("Je peux sortir (cinéma,
promenade, restaurant. . . "). La fiabilité est élevée pour chaque dimension (va-
riant entre 0.80 et 0.92).

La qualité d’ajustement des items est satisfaisante au regard de l’indice S − χ2

adapté aux items multidimensionnels. Cependant, certains pourraient être sup-
primés de l’étude. Nous décidons de conserver les items mal ajustés, étant donné
leur haute proportion d’information globale ou encore leur qualité d’ajustement
unidimensionnel dans leur dimension (mesuré par l’indice INFIT), indiquant une
importance de ces items lors de l’administration adaptative.
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Parmi les 123 tests de comportement différentiel d’items (41 items et 3 fac-
teurs de confusion), 6 items montrent un comportement différentiel global (voir
table 4.10). La magnitude du comportement différentiel de ces items reste ce-
pendant négligeable, au regard du critère de Zumbo, tous les items sont donc
supposés invariant en fonction des différents facteurs de confusion.

Simulations de questionnaires adaptatifs et analyse de la précision Les
simulations de questionnaires adaptatifs basées sur les réponses observées sont
effectuées en utilisant les réponses des 348 patients ayant répondu complète-
ment aux 41 items du SQoL. Les indicateurs de précision de chaque scénario
sont présentés dans la table 4.11.

Pour chaque simulation, on considère la précision comme la corrélation entre
les scores issus du questionnaire adaptatif et les scores basés sur l’ensemble des
41 items. Les huit dimensions ont une précision satisfaisante, avec des coeffi-
cients de corrélations supérieurs à 0.9. Même pour le modèle moins restrictif
(c’est-à-dire SEM < 0.55), la précision au regard de cet indice est satisfaisante,
avec des corrélations supérieures à 0.94.

La précision est améliorée lorsque les simulations sont réalisées avec une va-
leur seuil de SEM plus faible. Cependant, les valeurs du RMSE sont également
satisfaisantes pour les trois scénarios, avec des valeurs de RMSE inférieures à
0.3 (à part pour la dimension résilience pour le cas SEM < 0.55, dans lequel la
valeur du RMSE dépasse légèrement ce seuil).

Le nombre moyen d’items administrés est de 25 (l’écart-type vaut 5) pour le
modèle basé sur le niveau de précision SEM < 0.55, il est de 35 (l’écart-type
vaut 6) pour le modèle basé sur le niveau de précision SEM < 0.44 et il est de
41 (d’écart-type 0) pour le modèle basé sur e niveau de précision SEM < 0.33.
Pour ce dernier, les 41 items du SQoL sont administrés à chaque patient, ce
scénario correspond donc à la version séquentielle initiale du SQoL. Dans chaque
scénario, tous les patients se voient cependant administrer au moins un item de
chaque dimension.

Le modèle basé sur le niveau de précision SEM < 0.55 est finalement défini
comme étant le plu satisfaisant parmi les 3 scénarios testés, ce modèle est celui
qui administre le moins d’items, tout en conservant des niveaux satisfaisants de
précision de la mesure. Le taux d’exposition de chaque item est présenté à la
figure 4.5. Tous les items sont administrés au moins une fois, parmi lesquels 18
items sont administrés plus de 9 fois sur 10 (items 1, 5-11, 14-16, 20, 21, 24,
27-29, 41).
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Genre Présence de symptômes paranoïdes Niveau d’insight
Item p-valeur ∆R2 p-valeur ∆R2 p-valeur ∆R2

1 0.94 0.00 0.40 0.00 0.99 0.00
2 0.66 0.00 0.35 0.00 0.21 0.00
3 0.37 0.00 0.62 0.00 0.00 0.04
4 0.35 0.00 0.23 0.00 0.69 0.00
5 0.06 0.00 0.17 0.00 0.15 0.01
6 0.09 0.00 0.10 0.00 0.07 0.01
7 0.36 0.00 0.26 0.00 0.60 0.00
8 0.28 0.00 0.95 0.00 0.20 0.00
9 0.90 0.00 0.13 0.00 0.77 0.00
10 0.70 0.00 0.48 0.00 0.35 0.00
11 0.06 0.00 0.32 0.00 0.39 0.00
12 0.66 0.00 0.56 0.00 0.21 0.00
13 0.77 0.00 0.40 0.00 0.63 0.00
14 0.77 0.00 0.90 0.00 0.77 0.00
15 0.22 0.00 0.56 0.00 0.77 0.00
16 0.36 0.00 0.33 0.00 0.35 0.00
17 0.07 0.00 0.55 0.00 0.63 0.00
18 0.01 0.00 0.78 0.00 0.90 0.00
19 0.74 0.00 0.69 0.00 0.84 0.00
20 0.68 0.00 0.74 0.00 0.38 0.00
21 0.60 0.00 0.41 0.00 0.58 0.00
22 0.88 0.00 0.41 0.00 0.90 0.00
23 0.49 0.00 0.38 0.00 0.44 0.00
24 0.00 0.01 0.61 0.00 0.55 0.00
25 0.95 0.00 0.33 0.00 0.76 0.00
26 0.50 0.00 0.24 0.00 0.00 0.02
27 0.98 0.00 0.00 0.01 0.58 0.00
28 0.14 0.00 0.42 0.00 0.45 0.00
29 0.10 0.00 0.13 0.00 0.11 0.01
30 0.88 0.00 0.70 0.00 0.35 0.00
31 0.19 0.00 0.20 0.00 0.42 0.00
32 0.06 0.00 0.66 0.00 0.24 0.00
33 0.00 0.00 0.42 0.00 0.46 0.00
34 0.40 0.00 0.11 0.00 0.31 0.00
35 0.19 0.00 0.94 0.00 0.34 0.00
36 0.15 0.00 0.28 0.00 0.58 0.00
37 0.43 0.00 0.53 0.00 0.10 0.01
38 0.11 0.00 0.13 0.00 0.15 0.01
39 0.54 0.00 0.09 0.00 0.77 0.00
40 0.59 0.00 0.30 0.00 0.87 0.00
41 0.26 0.00 0.74 0.00 0.07 0.01

Table 4.10 � Comportement di�érentiel des items en fonction du genre (homme
et femme), de la présence de symptômes paranoïdes (schizophrénie
paranoïde et autres) et de l'insight (conscient et inconscient).
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Table 4.11 � Score moyen, indicateurs de précision et nombre d'items moyen ad-
ministrés pour chaque niveau de précision testé.
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Figure 4.5 � Taux d'exposition des items lors des simulations, avec SEM < 0.55.

Validité externe du SQoL-MCAT Les validités convergente et divergente sont
mesurées pour la version du SQoL-MCAT sélectionné à l’étape précédente (c’est-
à-dire pour un niveau de précision SEM < 0.55), les résultats de validité sont
présentés dans la table 4.12.

Les scores des dimensions issus du SQoL-MCAT sont plus corrélés avec les
scores des dimensions explorant des aspects similaires qu’avec des scores mesu-
rant des aspects plus éloignés. Les scores des dimensions "mentales et psycholo-
giques" du SQoL-CAT (bien-être psychologique et estime de soi) sont fortement
corrélés avec la dimension santé mentale et le score composite mental du SF-
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Table 4.12 � Validité externe du SQoL-MCAT. * : p-valeur < 0.05. ** : p-valeur
< 0.01
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36. Le score de la dimension "physique" du SQoL-MCAT (bien-être physique)
est fortement corrélé avec les dimensions fonctionnement physique et vitalité
du SF-36. Les scores des dimensions "sociales" du SQoL-MCAT (relations avec la
famille, relations avec les amis et vie sentimentale) sont modérément corrélés
avec la dimension fonctionnement social du SF-36. L’autonomie et la résilience
n’étant pas mesurées par le SF-36, les scores correspondant issus du SQoL-MCAT
ne sont pas fortement corrélés, à part avec la dimension santé mentale.

Les corrélations entre les scores issus du SQoL-MCAT et l’âge ne sont pas signi-
ficatives, à part pour les scores de dimensions "sociales" (relations avec la famille
et les amis). Les tests de comparaison par genre et par niveau scolaire ne sont
pas non plus significatifs, ce qui confirme les hypothèses attendues. Les scores is-
sus du SQoL-MCAT ne sont pas corrélés avec la durée de la maladie. Concernant
les corrélations entres les scores du SQoL-MCAT et les caractéristiques cliniques
(scores PANSS et CDSS), on peut en conclure que des hauts niveaux de qualité
de vie sont globalement associés à des faibles niveaux de sévérité.

4.2.3.4 Conclusion

Les mesures de la qualité de vie permettent de fournir aux cliniciens des infor-
mations concernant la santé générale des patients, mais ces mesures ne sont de
nos jours pas encore bien implémentées en psychiatrie. Cependant, il est simple
d’obtenir des données de qualité de vie en temps réel en utilisant les nouvelles
technologies [81]. Le développement d’algorithmes d’administration adaptative
d’items, associé aux nouvelles technologies informatiques, peut permettre d’amé-
liorer l’utilisation des mesures de la qualité de vie dans la prise de décision cli-
nique. Contrairement aux mesures de la qualité de vie classiques (questionnaires
"papier-crayon"), les questionnaires adaptatifs multidimensionnels sélectionnent
les items qui sont les plus pertinents pour un patient, et les scores de toutes
les dimensions considérées sont calculés et mis à jour après chaque réponse à
un item. Ces scores sont exprimés sur une métrique standardisée, ce qui permet
de comparer des patients qui n’ont pas reçu le même sous-ensemble d’items. Le
SQoL-MCAT est le premier questionnaire adaptatif multidimensionnel spécifique
aux patients atteints de schizophrénie, et il permet d’administrer moins d’items
(en moins de temps) que la version séquentielle initiale du questionnaire sur
lequel il est basé.

Le SQoL-MCAT possède des propriétés de précision satisfaisantes. Tous les
scores des dimension ont des niveaux de corrélation élevés (coefficients supé-
rieurs à 0.9) avec les scores issus de la banques d’items (qui contient les 41
items du SQoL), et les valeurs de RMSE obtenues sont satisfaisantes (c’est-à-dire
< 0.3), excepté pour une dimension (résilience). De plus l’analyse de la validité
externe du SQoL-MCAT est cohérente au regard de la validité du questionnaire
initial.

Dans la méthode utilisée, nous avons choisi d’utiliser la méthode d’estima-
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tion bayésienne MAP pour obtenir des scores initiaux pour les huit traits latents
considérés, pour recalculer le score après chaque réponse à un item dans le ques-
tionnaire adaptatif et pour l’estimation finale des scores. Dans la littérature, il
existe deux approches différentes pour estimer des traits latents : estimation par
maximum de vraisemblance et estimation bayésienne, cette dernière compre-
nant les méthodes maximum a posteriori (MAP) et espéré a priori (EAP). Bien
que ce choix méthodologique puisse paraître discutable dans le sens où les scores
MAP peuvent faire apparaître certains biais [156], une étude précédente [176]
montre que les scores MAP apportent plus de précision que des scores obtenus
par maximum de vraisemblance et obtiennent des performances similaires (voire
supérieures) aux scores EAP. De plus, au regard de récents travaux [40], l’utilisa-
tion de scores EAP pour des modèles de réponse à l’item considérant plus de trois
dimensions est fortement déconseillée car cela peut résulter en une estimation
plus lente et moins précise des scores. Etant donnée la structure multidimen-
sionnelle (avec 8 dimensions) du SQoL, nous avons décidé d’utiliser l’estimation
MAP dans ce cas.

Cette section a permis de démontrer qu’un questionnaire adaptatif peut être
un outil de mesure efficace comparé aux mesures classiques, impliquant une
augmentation de la précision, et en évitant les questions les moins pertinentes.
Cependant, un important fondement du développement de questionnaires adap-
tatifs est la calibration de banques d’items, qui contiennent un grand nombre
d’items mesurant un même trait latent. Le développement de banques d’items est
un processus important avant de pouvoir proposer une nouvelle mesure adap-
tative. Cependant, cela nécessite beaucoup de ressource (matérielles et tempo-
relles), et certains problèmes sont encore aujourd’hui non résolus : est-il possible
d’associer des items basés sur des domaines théoriques et conceptuels multiples
dans une même banque d’items? Peut-on associer des questionnaires génériques
et spécifiques? Peut-on associer des items prenant en compte différents points
de vue (patient, aidant, soignant) dans une même banque?

La nature multidimensionnelle de la qualité de vie requiert le développement
de plusieurs banques d’items unidimensionnelles, qui peuvent ensuite être liées
par la calibration d’un modèle de réponse multidimensionnel. Dans le dévelop-
pement du SQoL-MCAT nous avons fait le choix de développer notre mesure
adaptative à partir des 41 items du questionnaire SQoL, étant données les bar-
rières logistiques que représente le développement de banques d’items unidi-
mensionnelles. Bien que le nombre d’items à notre disposition soit relativement
faible comparé à d’autres études (américaines notamment), nous montrons que
le développement de questionnaires adaptatifs multidimensionnels basés sur
des questionnaires classiques peut être une alternative astucieuse pour pallier
manque de ressources financières et temporelles.

Le SQoL-MCAT peut s’adapter aux caractéristiques individuelles d’un patient et
est significativement plus court que la version initiale du questionnaire sur lequel
il est basé. Il permet d’améliorer la mesure de la qualité de vie dans la pratique
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clinique, puisqu’il réduit le fardeau ressenti par les patients lors du remplissage
des questions et permet aux professionnels de la santé d’obtenir des donnés de
qualité de vie dans un intervalle de temps raisonnable.
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4.3 Questionnaires adaptatifs basés sur les arbres
de décision binaires

Nous proposons dans cette section une alternative aux approches basées sur la
théorie de réponse à l’item pour le développement de questionnaires adaptatifs
informatisés. Nous articulerons la suite de cette section autour des applications
aux mesures de la qualité de vie liée à la santé. Cette approche alternative est
basée sur les arbres de décision binaires, dont les capacités de prédiction peuvent
être utilisées pour développer un algorithme d’administration adaptative d’items.
Une comparaison avec l’approche classique basée sur la théorie de réponse à
l’item est entreprise, en fournissant des indicateurs de précision des mesures
obtenues.

4.3.1 Introduction
De nos jours, les ressources temporelles et matérielles nécessaires pour la ré-

colte et l’analyse des données de qualité de vie issues de questionnaires sont de
réelles contraintes pour les cliniciens et les fournisseurs de santé. Les question-
naires utilisés dans la pratique clinique doivent être le moins restrictif et pénible
possible pour les patients, étant données les difficultés rencontrées chez cer-
taines populations cliniques. Il est donc indispensable de fournir aux cliniciens
des formes courtes de questionnaires pour la mesure de la qualité de vie. Ce-
pendant, les formes courtes des questionnaires utilisées contiennent un nombre
fixe d’items, et cela peut présenter certaines limites, notamment des risques de
perte d’information, ou une diminution de la précision de la mesure. Les items
disponibles peuvent être inadaptés à certains patients, ces derniers pouvant res-
sentir un manque d’intérêt et décider d’arrêter le remplissage du questionnaire.
Les méthodes basées sur la théorie de réponse à l’item peuvent cependant être
considérées pour résoudre ces problèmes (voir la section 4.2 par exemple). Les
modèles paramétriques de la théorie de réponse à l’item sont communément uti-
lisés pour le développement de banques d’items unidimensionnelles, et sont la
base du développement de questionnaire adaptatifs [59, 170].

Un questionnaire adaptatif permet d’administrer les items qui apportent le plus
d’information pour un individu donné, en améliorant à la fois le temps de rem-
plissage et la précision de la mesure [170, 143, 89]. Cependant, dans la pratique,
il est possible que certaines mesures ou certaines échelles ne soient pas adaptées
pour une analyse de données basée sur la théorie de réponse à l’item. Le dévelop-
pement de questionnaires adaptatifs basés sur la théorie de réponse à l’item (voir
section 4.2) est très coûteux, étant données les ressources nécessaires pour la ca-
libration de banques d’items unidimensionnelles, même si l’étape de calibration
peut être simplifiée en considérant un faible nombre d’items et ainsi éviter des
étapes trop longues et fastidieuse de sélection d’items, ou encore en considérant
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les modèles de réponse multidimensionnels, qui permettent de s’affranchir des
hypothèses fondamentales de la théorie de réponse à l’item. De plus, au regard
de l’interprétation des résultats issus de la théorie de réponse à l’item, les algo-
rithmes de sélection d’items disponibles dans la littérature sont assez complexes
et ne permettent pas au clinicien d’avoir une vision d’ensemble des étapes du
questionnaire adaptatif.

Une manière naturelle et intuitive de développer un questionnaire adaptatif
sur la base d’un ensemble d’items serait d’utiliser les arbres de décision binaires.
Les arbres de décision binaires, également appelés arbres de régression et de
classification (notés CART) [29]. CART est une méthode de partitionnement ré-
cursive des données qui permet de prédire la valeur d’une variable à expliquer
Y , qui peut être continue (dans le cas de la régression) ou catégorielle (dans
le cas de la classification). Les arbres de décision en régression sont utilisés en
pratique pour obtenir une prédiction de Y , notée Ŷ , à partir d’une suite de di-
visions binaires basées sur les p variables explicatives X1, ..., Xp. Cette méthode
est très simple à implémenter, elle ne considère aucune hypothèse, elle est non-
paramétrique, et l’arbre résultant est simple à interpréter.

Yan [173, 174, 175] a déjà proposé d’appliquer les arbres de décision en ré-
gression pour le développement de questionnaires adaptatifs. Dans ces travaux,
il montre que l’approche non-paramétrique basée sur les arbres de décision per-
met d’obtenir de meilleures performances qu’en utilisant l’approche "classique",
basée sur la théorie de réponse à l’item, notamment lorsque les hypothèses fon-
damentales ne peuvent pas être vérifiées de manière satisfaisante. Certains au-
teurs ont également étudié la performance de questionnaires adaptatifs basés
sur des arbres de décision, en se comparant à des questionnaires adaptatifs ba-
sés sur la théorie de réponse à l’item [162, 145]. A notre connaissance, la seule
application de CART en médecine est le développement d’un outil diagnostic
adaptatif pour les patients atteints de dépression [72]. L’auteur de cette étude a
d’ailleurs publié récemment un état de l’art des différentes méthodes permettant
de développer des questionnaires et outils de diagnostic adaptatifs en santé men-
tale [71]. Aucune étude n’a encore été réalisée en santé publique pour comparer
l’approche basée sur la théorie de réponse à l’item avec l’approche basée sur les
arbres de décision.

Le but de cette section est donc de proposer une alternative à la théorie de
réponse à l’item pour le développement de questionnaires adaptatifs mesurant
la qualité de vie. Cette approche repose sur CART, dont les capacités de prédic-
tion sont utilisés pour définir un nouvel algorithme d’administration adaptative
d’items. Une comparaison à l’approche "classique", basée sur la théorie de ré-
ponse à l’item est proposée, au regard des différentes propriétés de précision
obtenues. Cette application est concentrée sur les 22 items de la banque d’items
développée au laboratoire de santé publique de Marseille, mesurant la qualité de
vie liée à la santé mentale. La section 4.3.2 présente la méthodologie employée,
c’est-à-dire la conception de l’étude et la population, le contenu de la banque
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d’items et le développement des questionnaires adaptatifs. La section 4.3.3 pré-
sente les principaux résultats de cette étude.

4.3.2 Méthodes
La méthodologie présentée dans cette section consiste à développer un ques-

tionnaire adaptatif informatisé à partir d’un ensemble d’items mesurant un trait
latent commun (la qualité de vie liée à la santé mentale), en considérant deux
approches différentes : la théorie de réponse à l’item et les arbres de décision. La
théorie de réponse à l’item est actuellement l’approche référence pour le déve-
loppement de questionnaires adaptatifs [105], mais elle peut ne pas être adaptée
à toutes les situations dans la pratique clinique.

4.3.2.1 Approche basée sur les arbres de décision binaires

Nous nous concentrons ici sur l’approche basée sur les arbres de décision bi-
naires en régression. Un arbre de régression est construit en utilisant un proces-
sus itératif, dans lequel des règles de divisions binaires sont définies à partir de
valeurs seuils qui peuvent être prises par les variables d’un jeu de données. Pour
chaque variable X.j d’un jeu de données, une règle de division binaire à la forme
suivante :

x.j < a, (4.5)

où a ∈ R est une valeur seuil prise par la variable j, permettant de diviser
le jeu de données en deux sous-ensembles, le jeu de données étant assigné au
noeud racine de l’arbre, noté t0. Les deux sous-groupes d’observations ainsi obte-
nus sont alors assignés aux deux noeuds enfants de la racine, notés tg et td. Parmi
toutes les divisions possibles d’un noeud (c’est-à-dire pour j ∈ {1, ..., p} et pour
tout a ∈ R, la meilleure division est celle qui minimise la somme de l’hétérogé-
néité intra-classe au sein des noeuds enfants. Une fois que la meilleure division
est définie et que le noeud est séparé en deux noeuds, le même processus est
appliqué aux noeuds enfants ainsi obtenu. Ce processus est répété jusqu’à l’ob-
tention de noeuds terminaux (appelés feuilles) d’une certaine taille (c’est-à-dire
contenant un minimum d’observations) ou si un critère de minimisation de l’hé-
térogénéité intra-classe est vérifié. Chaque feuille de l’arbre se voit attribuer une
valeur (la moyenne, ou encore le mode des observations), qui peut être utilisée
pour attribuer de nouveaux individus aux feuilles, et prédire ainsi la valeur de la
variable à expliquer pour ces nouveaux individus. Une étape d’élagage de l’arbre,
permettant de regrouper certaines paires de feuilles, peut être ensuite envisagée
par validation croisée en utilisant un critère de dissimilarité.

Un arbre de décision peut être représenté graphiquement, il est facilement in-
terprétable étant donné sa structure binaire. Dans le contexte du développement
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de questionnaires adaptatifs, chaque variable prise en compte dans la division
d’un noeud de l’arbre peut être vue comme un item issu de la banque d’items,
par exemple, la variable définissant la division du noeud racine de l’arbre corres-
pond au premier item administré au patient. En fonction de la réponse fournie
par le patient à un item, et étant donné la valeur du seuil définissant la divi-
sion du noeud, l’item suivant est sélectionné, correspondant à la variable prise
en compte dans la division du noeud enfant de gauche si la division binaire est
satisfaite, du noeud enfant de droite sinon. L’ensemble d’items administré cor-
respond donc aux noeuds reliant la feuille dans laquelle le patient est assigné à
la racine de l’arbre. Un score peut ainsi être prédit pour ce patient, comme étant
la moyenne (des score) des observations contenues dans la feuille de l’arbre. La
figure 4.6 donne un exemple de structure d’arbre obtenue à partir de la banque
d’items utilisée dans la suite de cette section. Dans cet exemple, une contrainte
au niveau de la taille des noeuds est fixée, ces derniers ne pouvant pas être
divisés s’ils contiennent moins de 100 observations. La méthode CART qui est
utilisée ici comprend une multitude de paramètres et de détails techniques qui
sont décrits dans les travaux de Léo Breiman [29].

Figure 4.6 � Structure de l'arbre obtenu avec la méthode CART, avec minsplit =
100.

4.3.2.2 Conception de l’étude et population

Nous utilisons les mêmes données utilisées pour la validation de la version in-
ternationale du questionnaire MusiQoL et le développement de la banque d’items
issue du questionnaire MusiQoL mesurant la qualité de vie liée à la santé men-
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tale. Une description du recrutement des patients ainsi que les critères d’inclu-
sion de l’étude sont fournis dans les sections 4.1.2.1 et 4.1.2.2 respectivement.

4.3.2.3 La banque d’items mesurant la qualité de vie liée à la santé
mentale

Les items sur lesquels sera basé le questionnaire adaptatif présenté dans la
suite de cette section sont ceux issus de la banque d’items mesurant la qualité
de vie liée à la santé mentale. La banque d’items contient 22 items qui sont
initialement issus d’un questionnaire générique (le SF-36) et d’un questionnaire
spécifique (le MusiQoL), son processus de développement est décrit en détails
dans la section 4.1.2.

4.3.2.4 Développement du questionnaire adaptatif

Approche "classique" : théorie de réponse à l’item Dans un premier temps,
nous utilisons l’approche "classique" basée sur la théorie de réponse à l’item. Un
questionnaire adaptatif développé en utilisant ce type de modèles est basé sur
une banque d’items calibrée (c’est-à-dire dont les paramètres d’items ont été es-
timés grâce à un modèle paramétrique). La première étape d’un questionnaire
adaptatif consiste à assigner un score initial θ̂ à l’individu (dans la suite on fixera
θ̂ = 0. Le questionnaire sélectionne ensuite l’item dont l’information est maxi-
male pour ce niveau de trait latent (pour cela on utilise les fonctions d’informa-
tion des items). L’estimateur du trait latent θ̂ est alors recalculé en prenant en
compte la réponse de l’individu à l’item et les paramètres de l’item en question,
en utilisant une estimation bayésienne MAP. Un nouvel item est ensuite sélec-
tionné de la même façon que l’item précédent. Ce processus peut être stoppé
lorsqu’un nombre d’items fixé a été administré au patient, ou lorsqu’un certain
niveau de précision est atteint, on utilise ici l’erreur standard de mesure (SEM).
Dans nos simulations nous utilisons les mêmes valeurs seuils de SEM définies
précédemment (0.33, 0.44 et 0.55, voir section 4.2.3). L’estimateur final du trait
latent θ̂ est alors attribué au patient, il son score de qualité de vie liée à la santé
mentale. Nous appliquons cette méthode en utilisant package R mirtCAT.

Approche alternative : arbres de régression Nous utilisons maintenant l’ap-
proche basée sur les arbres de régression, en utilisant la méthode CART. La va-
riable à expliquer Y représente ici le score issu de la banque d’items mesurant
la qualité de vie liée à la santé mentale (voir section 4.1). Les variables ordi-
nales explicatives correspondent aux 22 items contenus dans cette banque. Pour
construire l’arbre de régression, le seul paramètre que nous fixons est appelé
minsplit, qui permet de contrôler le nombre minimum d’observations que doit
contenir un noeud pour pouvoir êtr divisé. Quatre valeurs de minsplit sont testés
(100, 50, 10 et 5), des valeurs élevées de minsplit impliquant des arbres moins
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profonds. Pour prédire le score d’un patient, on administre les items correspon-
dant les variables impliquées dans chaque noeud de l’arbre, de la racine, jusqu’à
la feuille correspondante (différente selon les patients). Par exemple dans la fi-
gure 4.6, si un patient choisit la 5ème modalité pour les items 5, 7, 3 et 10, alors
il est assigné à la feuille se situant à l’extrême droite de la figure, et son score de
qualité de vie liée à la santé mentale est prédit et vaut 67.93. Le score final de
l’individu (une fois que tous les items sont administrés) correspond à la valeur
prédite de Y , notée Ŷ . Nous appliquons cette méthode en utilisant le package R
rpart.

Simulations de questionnaires adaptatifs Finalement, une fois que nos deux
algorithmes d’administration adaptative sont définis, nous effectuons des simu-
lations de questionnaires adaptatifs pour chacune des approches. Les réponses
des patients utilisés pour calibrer la banque d’items sont maintenant utilisées
pour simuler les deux processus adaptatifs. Pour chaque cas, on calcule le score
moyen obtenu (et son écart-type), les scores minimum et maximum, ainsi que
le nombre moyen (et son écart-type) d’items administré par l’algorithme. Afin
de quantifier la performance et comparer les deux approches, on calcule égale-
ment les indices de précision utilisés précédemment (c’est à dire les corrélations
inter-scores et le RMSE, voir 4.2.3).

4.3.3 Résultats
La figure 4.7 illustre le questionnaire adaptatif basé sur la théorie de réponse

à l’item, utilisé dans cette étude. La table 4.13. Le meilleur scénario de question-
naire adaptatif obtenu avec la théorie de réponse à l’item est celui dont le niveau
de précision est le plus faible. Avec une valeur de SEM < 0.33, cela revient à dire
que le score obtenu est fiable à plus de 90%. Le score issu de ce questionnaire
adaptatif est fortement corrélé avec le score issu de la banque d’items (R = 0.96).
De plus, la valeur du RMSE est de 0.22, ce qui se traduit par un excellent niveau
de précision de la mesure. En plus de ces résultats très satisfaisants, ce ques-
tionnaire administre moins de la moitié des items initiaux (9 en moyenne) pour
obtenir ce score. Les deux autres questionnaires de ce type (SEM < 0.44 et
SEM < 0.55) sont un peu moins satisfaisants. Le premier (SEM < 0.44) obtient
une précision acceptable au regard du coefficient de corrélation (R = 0.90) mais
le RMSE est en-dessous du seuil attendu. Le second (SEM < 0.55), malgré son
très faible nombre d’items administré (2 en moyenne) ne parvient pas à obtenir
des résultats de précision satisfaisants.

Concernant les questionnaires adaptatifs basés sur les arbres de régression,
on peut voir que pour une valeur de minsplit = 100, malgré un faible nombre
d’items administrés, les résultats au regard de la précision ne sont pas satis-
faisants. Le deuxième questionnaire adaptatif (minsize = 50) montre des ré-
sultats de précision satisfaisants (R = 0.93, RMSE = 0.28), mais ne dépasse
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pas la performance du questionnaire adaptatif basé sur la théorie de réponse à
l’item (SEM < 0.33). En revanche, les deux derniers scénarios (minsplit = 10
et minsplit = 5) nous permettent d’observer que ces questionnaires adaptatifs
ont une précision satisfaisante. Le premier (minsplit = 10) adminsitre autant
d’items (9 en moyenne) que le questionnaire adaptatif basé sur la théorie de
réponse à l’item (SEM < 0.33). Il est cependant plus performant en termes de
précision (R = 0.98 et RMSE = 0.16). Nous décidons de ne pas nous intéresser
au questionnaire adaptatif (minsplit = 5), étant donné qu’il administre plus de
la moitié des items initiaux (9 en moyenne, avec un écart-type élevé) pour un
gain en précision négligeable comparé au précédent.

Figure 4.7 � Questionnaire adaptatif basé sur la théorie de réponse à l'item.

4.3.4 Conclusion
Ces résultats préliminaires confirment l’intérêt d’utiliser des approches alterna-

tives pour le développement de questionnaires adaptatifs, alors que la méthode
la plus utilisée de nos jours repose sur la théorie de réponse à l’item, qui implique
des modèles complexes et une interprétabilité difficile des résultats. L’approche
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par les arbres de régression nous permet de construire simplement un algorithme
d’administration adaptative, qui peut être facilement implémenté dans la pra-
tique clinique. En effet, la succession des divisions binaires de l’arbre revient à
évaluer après chaque réponse d’un individu si cette réponse est en-dessous ou
au-dessus d’une certaine valeur seuil, puis d’assigner l’individu au sous-groupe
correspondant. Le score final est obtenu en considérant le score moyen des indi-
vidus dans ce sous-groupe.

En général, les arbres de décision présentent de nombreux avantages. Ils sont
simples à interpréter, étant donnée leur structure simple. Ils peuvent être repré-
sentés graphiquement, ce qui permet, dans le cadre du questionnaire adaptatif,
d’énumérer l’ensemble des chemins possibles (c’est-à-dire l’ensemble des sous-
groupes d’items pouvant être administrés) d’un patient. Ils peuvent également
être utilisés avec des variables explicatives qualitatives, sans utiliser de trans-
formation particulière, cela reviendrait donc à créer un questionnaire adaptatif
pour items nominaux. Cependant, un des défauts majeurs des arbres de régres-
sion vient de leur manque de robustesse. En effet, les arbres de régression sont
connus pour être instables lorsque l’on effectue de petites perturbations sur les
données. Cependant, il est possible de contrôler ce défaut, en mettant en place
des méthodes d’aggrégation d’arbres (les plus connues étant le "bagging", les fo-
rêts aléatoires, et le "boosting"), permettant de construire des modèles de prédic-
tion plus performants, mais ceci implique forcément une perte d’interprétabilté.

Des travaux sont actuellement en cours pour prendre en compte ces défauts
et tester plusieurs méthodes d’aggrégation pour améliorer encore les résultats
obtenus dans cette étude, une analyse de la stabilité du score obtenu avec un
questionnaire adaptatif basé sur un arbre de décision reste à entreprendre.

L’utilisation des arbres de décision binaires est une manière naturelle et intui-
tive qui peut être envisagée pour le développement de questionnaires adaptatifs.
Nous avons présenté un nouvel algorithme d’administration adaptative d’items,
basé sur la méthode CART. Ce dernier surpasse l’approche "classique" basée sur
l’IRT lorsque l’on contrôle un des paramètres de cette méthode. Les simulations
de questionnaires adaptatifs, l’analyse de leur précision, et les comparaisons des
deux approches nous ont permis de définir un algorithme optimal pour mesu-
rer la qualité de vie liée à la santé mentale des patients atteints de sclérose en
plaques.

132



Conclusion et perspectives
Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés aux méthodes d’apprentissage

non supervisé, souvent utilisées pour résoudre des problèmes de sélection de
variables. Nous avons également présenté plusieurs contributions statistiques
appliquées à la santé publique, plus particulièrement dans la recherche sur les
questionnaires adaptatifs.

Dans un premier temps, nous avons étudié une méthode récente de classifi-
cation non supervisée basée sur les arbres de décision binaires. Quelques appli-
cations sur des données de qualité de vie ont également été entreprises et l’une
d’elles a été décrite en détails dans ce chapitre. Ces résultats empiriques nous
permettent de confirmer l’intérêt de cette méthode pour obtenir une partition
d’un échantillon, de manière à obtenir des sous-groupes d’individus tout pou-
vant interpréter la partition obtenue. Nous avons proposé une extension de cette
méthode au cas des données nominales. Par le biais de modèles de simulation de
données, nous comparons ces méthodes avec d’autres méthodes de classification
non supervisée. Cette extension démontre des performances satisfaisantes et cela
nous a encouragé pour mettre en place d’autres applications de cette méthode
dans d’autres champs de recherche clinique (en imagerie cérébrale ou encore en
cancérologie).

Ensuite, nous avons utilisé la méthode présentée précédemment pour définir
un score d’importance des variables. Nous avons montré qu’il est possible de me-
surer l’importance des variables d’un jeu de données de façon non-supervisée,
de la même manière que dans les arbres de décision supervisés. Cette méthode
consiste à calculer l’apport de chaque variable vis-à-vis d’un certain critère d’hé-
térogénéité. Cela nous a permis en pratique d’obtenir des classements pour les
variables d’un jeu de données et ainsi identifier les variables les plus pertinentes.
Par le biais de simulations, nous montrons que cette approche obtient d’excel-
lentes performances pour détecter les variables importantes dans un jeu de don-
nées, et inversement détecter les variables non pertinentes (ce que l’on appelle
le bruit). Cette nouvelle méthode de mesure de l’importance des variables est
adapté aux données continues et qualitatives, et permet d’entreprendre des dé-
marches de sélection de variables.

Enfin, les différentes applications présentées dans la thèse permettent de mettre
en évidence l’importance des mesures dites "modernes" de la qualité de vie. En
effet, par le biais de l’utilisation de banques d’items, il est possible de développer
des questionnaires adaptatifs, ayant pour but d’alléger le nombre d’items admi-
nistré actuellement par les questionnaires traditionnels dits "papier-crayon". Une
banque d’items mesurant la qualité de vie liée à la santé mentale a donc été dé-
veloppée en respectant les standards imposés par la théorie de réponse à l’item
unidimensionnelle. De plus, nous nous sommes également intéressés au cas des
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questionnaires adaptatifs multidimensionnels, permettant de mesurer plusieurs
traits latents simultanément, et ainsi se conformer à la structure multidimension-
nelle de la qualité de vie. Deux nouveaux questionnaires adaptatifs multidimen-
sionnels, mesurant la qualité de vie spécifique des patients atteints de sclérose en
plaque (le MusiQoL-MCAT) et de schizophrénie (le SQoL-MCAT), ont été déve-
loppés en collaboration avec le laboratoire de santé publique de Marseille. Enfin,
nous avons proposé une alternative non-paramétrique pour le développement de
questionnaires adaptatifs. Cette nouvelle méthode, basée sur les arbres de déci-
sion binaires, permet de s’affranchir des méthodes paramétriques de la théorie
de réponse à l’item. Des résultats préliminaires issus de simulations nous per-
mettent de confirmer que cette méthode peut être une sérieuse concurrente de
la méthode standard.

Perspectives
Concernant la méthode de classification non supervisée et son extension aux

données nominales(la méthode CUBT), des travaux supplémentaires sont à ef-
fectuer pour définir un critère de division binaires adaptés au cas de données
mélangées. Ce critère mixte devra s’adapter au cas où le jeu de données contient
à la fois des variables continues et des variables qualitatives. Il sera aussi en-
visagé d’adapter CUBT au cas des données longitudinales. En effet il pourrait
être intéressant d’obtenir une partition d’un ensemble d’observations représen-
tant des séries temporelles. Pour cela, une nouvelle mesure de dissimilarité (de
type "dynamic time warping" par exemple), adaptée aux données longitudinales
doit être implémentée au niveau des divisions binaires et des étapes d’élagage
de l’arbre.

Au sujet de la sélection de variables, maintenant que le score d’importance
basé sur CUBT a été défini, jugé satisfaisant vis-à-vis des résultats issus des si-
mulations, il est envisagé de mettre en place un nouvel algorithme de sélection
de variables, basés sur ce score. Dans le cadre de l’apprentissage non supervisé,
la sélection de variables est beaucoup moins aisée qu’en apprentissage super-
visé. Notre future méthode sera comparée à des méthodes issues de l’état de
l’art. De plus nous chercherons à effectivement améliorer la qualité d’un modèle
de prédiction en ne sélectionnant qu’un sous-ensemble de variables les plus im-
portantes. L’utilisation des divisions concurrentes, utilisés pour définir le score
d’importance des variables, peut aussi être envisagée pour développer une nou-
velle méthode de traitement des données manquantes.

Enfin, nous envisageons plusieurs perspectives concernant les applications des
méthodes statistiques utilisées, sur des données de qualité de vie. En effet, les ré-
sultats préliminaires relatifs au développement de questionnaires adaptatifs basé
sur les arbres de décision binaires méritent quelques approfondissements. Cette
nouvelle méthode a déjà été proposée dans des études sur d’autres domaines
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(en sciences éducationnelles par exemple) mais à notre connaissance, aucune ne
s’est concentrée sur le principal défaut des arbres de décision, à savoir leur insta-
bilité. En effet la structure d’un arbre peut être grandement modifiée lorsque l’on
modifie quelque peu l’échantillon d’apprentissage. Cette contrainte est à prendre
en compte avant de pouvoir proposer un questionnaire adaptatif utilisable en
pratique clinique. Pour cela, nous chercherons à évaluer la stabilité des scores
obtenus par ce type de questionnaires adaptatifs. Afin de contrôler la potentielle
instabilité, nous envisagerons des méthodes d’agrégation, permettant de stabi-
liser les estimateurs obtenus et améliorer leur précision. Un travail plus appro-
fondi, en testant différentes méthodes d’agrégation ("bagging", forêts aléatoires,
"boosting") est à envisager.

En conclusion, cette thèse a permis de proposer de nouvelles méthodes pour
l’analyse des données de qualité de vie et le développement de questionnaires
adaptatifs, tout en se penchant sur des aspects plus techniques des méthodes
statistiques utilisées dans ce cadre.
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