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1.1.2 Opérateurs de Hecke et d’Atkin-Lehner-Li . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.1.3 Formes primitives et coefficients de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.1.4 Formule de trace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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Introduction

Les formes modulaires et les fonctions L automorphes sont des objets pertinents à
étudier en théorie des nombres. Dans le cadre de leur étude, l’analyse, l’algèbre, la géométrie
et l’arithmétique se croisent d’une manière naturelle et surprenante. La preuve du grand
théorème de Fermat par A. Wiles est un très bel exemple. Selon le programme de Lan-
glands, on conjecture que les fonctions L automorphes vérifient une équation fonctionnelle
(déjà résolue dans certains cas, par exemple, la fonction ζ de Riemann). Après une procédure
de normalisation, ces fonctions sont � symétriques � par rapport à la droite critique <e s = 1

2

et toutes les mystères de ces fonctions se passent dans la bande critique :

{s ∈ C : 0 6 <e s 6 1}.

La distribution des valeurs des fonctions L automorphes dans la bande critique est loin
d’avoir révélé toutes ses facettes et de nombreux phénomènes analytiques méritent que l’on
y porte une attention propre, au delà de leur seule signification arithmétique. Autour de
ces dernières se sont élaborées de nombreuses conjectures ouvertes, telles que l’hypothèse de
Riemann (HR) et l’hypothèse de Lindelöf (HL).

Cette thèse se compose de trois chapitres. Le premier chapitre contient un survol rapide de
la théorie des formes modulaires et des fonctions L automorphes qui nous seront nécessaires
par la suite. Les chapitres 2 et 3 sont deux parties essentielles de la thèse dans lesquelles
nous voulons étudier les deux problèmes ci-dessous par des méthodes de théorie analytique
des nombres :

A. Moments des valeurs centrales (ou valeurs sur la droite critique) des fonctions de
Hecke sur les petits intervalles ;

B. Répartition des valeurs au bord de la bande critique des fonctions L automorphes de
puissances symétriques sur une famille donnée.

Soient k > 2 un entier pair et N > 1 un entier sans facteur carré. Désignons par H∗k(N)
l’ensemble des formes primitives holomorphes de poids k et de niveau N . Il est bien connu
que

|H∗k(N)| = k − 1

12
ϕ(N) +O

(
(kN)2/3

)
, (I.1)

où ϕ(n) est la fonction d’Euler et la constante impliquée est absolue. Pour chaque f ∈ H∗k(N)
et entier m > 1, on note L(s, symmf) la fonction de la m-ième puissance symétrique associée
à f . En particulier on écrit L(s, f) = L(s, sym1f) (la fonction de Hecke associéee à f).
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A. Moments des valeurs centrales sur les petits intervalles

Dans le cas de la fonction ζ de Riemann, l’hypothèse de Lindelöf énonce que pour tout
ε > 0, on ait

ζ(1
2

+ iτ)�ε (|τ |+ 1)ε (τ ∈ R).

Bien que cette conjecture reste encore ouverte aujourd’hui, une vérification en moyenne est
suffisante dans la plupart des applications arithmétiques. Cela pose un des problèmes cen-
traux en théorie analytique des nombres : chercher des bonnes estimations pour les moments
de ζ(1

2
+ iτ) de type

Mr(T,H; ζ) :=

∫ T+H

T

|ζ(1
2

+ iτ)|2rdτ (I.2)

pour r > 0 et 1 6 H 6 T . On a conjecturé que

Mr(T, T ; ζ) ∼ CrT (log T )r
2

(T →∞), (I.3)

où Cr est une constante positive dépendant de r (voir [45, 10, 9]). Hardy & Littlewood [25]
et Ingham [34] ont démontré (I.3) pour r = 1 et r = 2, respectivement. Heath-Brown [32] a
établi la minoration

Mr(T, T ; ζ)�r T (log T )r
2

(I.4)

pour tout nombre rationnel r > 0. Ramachandra [73] a montré que cette minoration a lieu
pour tout nombre réel r > 0 sous l’HR. Heath-Brown [32] a aussi montré que

Mr(T, T ; ζ)�r T (log T )r
2

pour r = 1/n avec n ∈ N∗ et pour 0 < r 6 2 sous l’hypothèse de Riemann. Radziwi l l [72]
a étendu le domaine 0 < r 6 2 à 0 < r 6 2, 181. Dans la publication [85], Soundararajan a
fait un grand progrès en montrant que pour tout r > 0 et tout ε > 0 l’HR implique

Mr(T, T ; ζ)�r,ε T (log T )r
2+ε (I.5)

pour tous T > 2. Il a introduit une nouvelle idée dans les travaux de Selberg [83, 84] :
Approcher log |ζ(1

2
+iτ)| par un polynôme de Dirichlet de longueur x en le point 1

2
+ λ

log x
+iτ

au lieu de 1
2

+ iτ , où x est un paramètre dépendant de T et λ est une constante convenable.
Ceci lui permet de montrer que l’effet des zéros de ζ(s) très proches 1

2
+ iτ est en fait bénin

et d’établir (I.5). Récemment, Harper [28] a réussi à supprimer ε en raffinant la méthode
de Soundararajan. Il a introduit un découpage très délicat et établi un lemme similaire à
celui de Radziwi l l [72] (voir Lemme 2.2.5 ci-dessous) pour traiter l’intégrale d’un produit de
cos(τ log p) sur des nombres premiers. Ainsi il peut estimer les fréquences de grandes valeurs
très efficacement et démontrer sa borne supérieure conditionnelle.

Pour le cas de petits intervalles, la formule asymptotique de Heath-Brown [31] pour
M2(T, T ; ζ) implique que pour tout ε > 0 on a

M2(T,H; ζ)�ε H
1+ε

uniformément pour T > 1 et T 7/8 6 H 6 T . Dans [36], Iwaniec a réduit l’exposant 7
8

à 2
3
.
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Dans le Chapitre 2, nous voulons considérer les moments des valeurs centrales de L(s, f)
sur les petits intervalles, i.e., l’analogue de (I.2) pour L(s, f). Puisque nous nous intéressons
seulement en l’aspect de τ = =ms, nous pouvons prendre N = 1 pour la simplicité de
notation. Écrivons H∗k := H∗k(1). Pour f ∈ H∗k, r > 0 et 1 6 H 6 T , on définit

Mr(T,H; f) :=

∫ T+H

T

|L(1
2

+ iτ, f)|2rdτ.

Grâce à Conrey et al. [9, Conjecture 2.5.4], il existe une conjecture similaire à (I.3) pour
Mr(T, T ; f). Pour le cas de petits intervalles, il semble naturel de conjecturer que pour tous
f ∈ H∗k, r > 0 et ε > 0, on ait

Mr(T,H; f) �f,r,ε H(log T )r
2

(I.6)

uniformément pour T →∞ et T ε 6 H 6 T . Ici, on écrit A � B si B � A� B.
L’étude de Mr(T,H; f) a été initialisée par Good [18, 20]. En particulier dans [20], il a

établi la formule asymptotique

M1(T, T ; f) = A1T log T + A2T +Of

(
(T log T )2/3

)
pour tout T > 2, où les constantes A1, A2 et la constante impliquée ne dépendent que de f .
Ceci implique immédiatement

M1(T,H; f) �f H log T

pour T > 3 et T 2/3(log T )−1/3 � H 6 T (voir aussi [40, 41, 97, 98]). Sun et Lü [86] ont
prouvé que

Mr(T, T ; f)

{
�f,r T (log T )r

2
si r = n

m
6 1

2
,

�f,r T (log T )r
2

si r = n
m

avec m pair (sous l’HRG pour L(s, f)).

Très récemment, Pi [70] et Milinovich & Turnage-Butterbaugh [63] ont considéré les moments
de fonctions L de GLm. Un cas particulier de leurs résultats implique que sous l’HRG pour
L(s, f), on a

T (log T )r
2 �f,r Mr(T, T ; f)�f,r,ε T (log T )r

2+ε. (I.7)

Le but principal du Chapitre 2 est de démontrer la conjecture (I.6) sous l’HRG pour
L(s, f). Plus précisément nous avons le résultat suivant.

Théorème (A). Soient f ∈ H∗k, r > 0 et ε > 0. Sous l’hypothèse de Riemann généralisée
pour L(s, f), on a

Mr(T,H; f) �f,r,ε H(log T )r
2

uniformément pour T > T0(f, r, ε) et T ε 6 H 6 T , où la constante T0(f, r, ε) et les constantes
impliquées ne dépendent que de f , r et ε. De plus la minoration ci-dessus a lieu pour tout
nombre rationnel r > 0 inconditionnellement.

3



En prenant H = T dans le Théorème (A), nous obtenons une généralisation exacte de la
majoration de Harper dans le cas des fonctions L de Hecke, en améliorant la borne supérieure
de Milinovich & Turnage-Butterbaugh dans le cas de la fonction de Hecke. Il est à noter que
notre résultat est aussi valable pour les petits intervalles.

Notre approche est une adaptation des méthodes de Soundararajan-Harper et de Heath-
Brown. Pour la borne supérieure, si nous suivons les arguments de [85, 28], nous devons
supposer l’HR pour ζ(s) et l’HRG pour L(s, sym2f) aussi. Afin de surmonter cette difficulté,
nous introduisons une nouvelle idée pour traiter le membre secondaire dans l’approximation
de log |L(1

2
+ iτ, f)| (voir (2.2.6) ci-dessous). Au lieu d’estimer ce terme individuellement

comme dans [28], nous traitons les deux premiers membres simultanément. Ainsi nous pou-
vons réaliser une deuxième optimisation qui est un des points clés dans notre démonstration.

Il semble que notre méthode puisse être généralisée à améliorer le résultat de Milino-
vich & Turnage-Butterbaugh [63, Theorem 1.1]. Pour prouver la borne inférieure dans le
Théorème(A), nous utilisons la méthode de Heath-Brown [32] en la combinant avec la théorie
de Rankin-Selberg.

B. Valeurs en s = 1 des fonctions L de puissances symétriques

L’étude sur la distribution des valeur de fonctions L de Dirichlet associée au caractère
quadratique χd en s = 1 a une longue histoire. On note (désormais) par logj l’itération
j fois de la fonction. En 1927, Littlewood [58] a montré que sous l’hypothèse de Riemann
généralisée pour L(s, χd), on a{

1

2
+ o(1)

}
ζ(2)

eγ log2 |d|
6 L(1, χd) 6 {2 + o(1)}eγ log2 |d| (|d| → ∞), (I.8)

et il existe une infinité de discriminants fondamentaux |d| tels que, pour |d| → ∞,

L(1, χd)

{
> {1 + o(1)}eγ log2 |d|,
6 {1 + o(1)}ζ(2)/(eγ log2 |d|),

respectivement. Le résultat dernier de Littlewood est établi inconditionnellement plus tard
par Chowla [6]. En 1999, Montgomery et Vaughan [65] ont proposé trois conjectures concer-
nant la répartition des valeurs extrêmes de L(1, χd). Leur première conjecture s’énonce de la
façon suivante.

Conjecture (Montgomery-Vaughan 1). Il existe trois constantes positives C, c et x0 telles
que l’on ait

e−C log x/ log2 x 6
1

|{|d| 6 x}|
∑
|d|6x

L(1,χd)>eγ log2 |d|

1 6 e−c log x/ log2 x (I.9)

pour x > x0. Le même encadrement reste valable si l’on remplace L(1, χd) > eγ log2 |d| par
L(1, χd) 6 ζ(2)/(eγ log2 |d|).

Dans l’article [23], Granville et Soundararajan ont réussi à résoudre cette conjecture.
Leur outil principal est une estimation de la somme courte des caractères de module friable
de Graham-Ringrose [22].
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Dans le Chapitre 3, nous nous intéressons à la répartition des valeurs des fonctions L de
puissance symétrique en s = 1 en l’aspect de niveau-poids et celle des valeurs propres de
Hecke. On note, dans ce chapitre, H∗k(N) l’ensemble des formes primitives normalisées de
poids k pair, de niveau N sans facteur carré.

1. Encadrement de L(1, symmf) et leurs valeurs extrêmes

La distribution des valeurs des fonctions L de puissance symétrique en s = 1 a attiré
l’attention de nombreux auteurs ces dernières vingtaines années [33, 61, 78, 79, 24, 80, 7, 52,
53, 59]. Divers outils et techniques ont été développés et de nombreux résultats intéressants
à l’aspect de niveau ou de poids ont été obtenus.

Soient f ∈ H∗k(N) et m = 1, 2, Hoffstein et Lockhart [33] ont montré que pour tout
N ∈ N+

(log(kN))−1 � L(1, symmf)� log(kN), (I.10)

où les constantes impliquées sont absolues. Motivé par un problème de décomposition spec-
trale, Luo [61] a considéré la répartition des valeurs de fonctions L de carré symétrique des
formes de Maass. Soient {fj(z)} une base orthonormale de Hecke de l’espace L2

0(Γ \ H) et
1
4

+ t2j (tj > 0) la valeur propre du Laplacien de fj(z). Il a montré que

lim
T→∞

1

|{j : tj 6 T}|
∑
tj6T

L(1,sym2fj)6t

1 = F (t)

en tout point de continuité d’une fonction de répartition F (t) en calculant les moments
entiers positifs

lim
T→∞

1

|{j : tj 6 T}|
∑
tj6T

L(1, sym2fj)
r−1 = M r

sym2 (I.11)

où M r
sym2 est une constante positive dépendant de r vérifiant logM r

sym2 � r log2 r. La diffi-

culté principale est que le produit eulérien de L(s, sym2fj) est de degré 3 dont les coefficients
de Dirichlet ne forment pas une fonction complètement multiplicative. La perte de la multi-
plicativité complète complique l’analyse combinatoire des moments.

Dans [78], Royer a considéré le cas des formes holomorphes. On dénote par P−(n) le plus
petit facteur premier de n avec la convention que P−(1) =∞. Soit ωf le poids harmonique
dans la formule des traces de Petersson. Il a établi l’analogue de la relation (I.11) :

lim
N→∞

P−(N)>Nε

∑
f∈H∗k(N)

ωfL(1, sym2f)±r = M±r
sym2 (I.12)

pour tous les entiers r > 1 et tout ε > 0, et montré que logM r
sym2 = 3r log2 r+O(r) (r →∞).

Des interprétations combinatoires pour M−r
symm (m = 1, 2) et M r

symm (m = 1) peuvent être
trouvées dans [79] et [24], respectivement. De plus, à l’aide de ces interprétations combina-
toires, les auteurs de ces deux articles ont trouvé les formules asymptotiques de logM±r

symm

pour m = 1, 2. Ceci leur permet de déduire que l’ensemble{
L(1, sym2f)±1 : f ∈ H∗k(N)

}
n’est pas borné lorsque N →∞ avec P−(N) > N ε.
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Pour obtenir une version quantitative de cette affirmation, Royer et Wu [80] ont analysé
la dépendance des paramètres N et r. Ceci demande un changement de techniques utilisées
dans [78]. Leur résultat énonce comme le suivant : Soit k un nombre entier pair fixé. Il existe
une constante absolue c telle que l’on a∑
f∈H∗k(N)

ωfL(1, sym2f)±r = M±r
sym2

{
1 +O

(
(log2N)−1

)}
+Ok

(
N−1/13ecr

√
log(3N)+cr2

)
(I.13)

uniformément pour tous r ∈ N et N ∈ N avec P−(N) > logN , où la constante impliquée
dépend de k. D’où ils ont déduit qu’il existe f± ∈ H∗k(N) telles que

L(1, sym2f−)�k (log2N)−1, L(1, sym2f+)�k (log2N)3. (I.14)

De plus, ils ont aussi montré que

(log2N)−1 �k L(1, sym2f)�k (log2N)3 (I.15)

pour tout N ∈ N avec P−(N) > logN sous l’hypothèse de Riemann généralisée pour
L(s, sym2f). Par conséquence, (I.14) est optimal concernant l’ordre de magnitude. Pour
expliquer la nécessité de la condition de type P−(N) > logN dans (I.12) et (I.13), ils ont
montré que {

L(1, sym2f)±1 : f ∈ H∗k(Nj)
}

est borné lorsque j →∞, où pj est le j-ième nombre premier et Nj = p1 · · · pj. Cependant, les
idées de combinatoire de Royer et al. semblent difficiles à généraliser pour étudier les moments
complexes de L(1, symmf) avec m > 3. Pour surmonter cette difficulté, une approche plus
conceptuelle a été introduite par Cogdell et Michel [7]. En fournissant une interprétation
probabiliste naturelle, ils ont interprété les moments complexes pour les fonctions L de
puissance symétrique par l’espérance d’un produit eulérien défini sur l’espace probabilisé :

M z
symm =

∏
p

2

π

∫ π

0

m∏
j=0

(
1− ei(m−2j)θp−1

)z
sin2 θdθ. (I.16)

Grâce à cette nouvelle méthode, Codgell et Michel ont généralisé et amélioré (I.15) et (I.14)
de Royer et Wu : Soient N un nombre premier, f ∈ H∗2(N) et m = 1, 2, 3, 4. Sous l’hypothèse
de Riemann généralisée pour L(s, symmf), on a

{1 + o(1)}(2B−m log2N)−A
−
m 6 L(1, symmf) 6 {1 + o(1)}(2B+

m log2N)A
+
m (I.17)

pour N → ∞, où A±m et B±m sont des constantes positives définies en (3.4.5) ci-dessous. De
plus, ils ont montré qu’il existe f±m ∈ H∗2(N) telles que

L(1, symmf±m) R {1 + o(1)}(B±m log2N)±A
±
m , (I.18)

pour N →∞. Les analogues de (I.17) et (I.18) en l’aspect du poids ont été obtenus par Lau
et Wu (voir [52, Théorèm 2 et 3]).

Nous nous intéressons à la répartition des L(1, symmf) en l’aspect de niveau-poids lorsque
f parcourt sur H∗k(N). Pour décrire précisément la relation entre les valeurs extrêmes de
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L(1, symmf) en l’aspect de niveau-poids et les propriétés arithmétiques de N , nous introdui-
sons un ensemble de niveaux : pour une constante positive Ξ > 0 et un entier pair k > 2, on
pose

Nk(Ξ) :=
{
N ∈ N : µ(N)2 = 1 et P−(N) > Ξ log(kN) log2(kN)

}
,

où µ(n) est la fonction de Möbius. En raffinant les méthodes de [80, 7, 52], nous pouvons
démontrer le résultat suivant.

Théorème (B). Soient Ξ une constante positive et m = 1, 2, 3, 4.
(i) Pour f ∈ H∗k(N), en supposant l’HRG pour L(s, symmf), on a

{1 + o(1)}
(
2B−m log2(kN)

)−A−m 6 L(1, symmf) 6 {1 + o(1)}
(
2B+

m log2(kN)
)A+

m (I.19)

pour kN →∞ avec 2 | k et N ∈ Nk(Ξ).
(ii) Il existe f±m ∈ H∗k(N) telles que

L(1, symmf±m) R {1 + o(1)}
(
B±m log2(kN)

)±A±m (I.20)

pour kN →∞ avec 2 | k et N ∈ Nk(Ξ).
Ici A±m et B±m sont définis par (3.1.13) (voir aussi (3.4.5) ci-dessous) et les constantes

impliquées ne dépendent que de Ξ.

2. Première conjecture de Montgomery-Vaughan

Les trois conjectures de Montgomery-Vaughan décrivent précisément les comportements
de la fonction de répartition de L(1, χd) autour de leurs valeurs extrêmes [64]. Dans le cas
de L(1, symmf), nous pouvons définir la fonction de répartition par

F±k,N(t, symm) :=
1

|H∗k(N)|
∑

f∈H∗k(N)

L(1,symmf)R(B±mt)±A
±
m

1.
(I.21)

Au vu du Théorème (B), l’analogue de la première conjecture de Montgomery-Vaughan peut
être déclaré de la manière suivante.

Conjecture (C). Pour toute constante Ξ > 0 fixée et m ∈ N∗, il existe trois constantes
positives c2 > c1 > c0 > 0 dépendant de Ξ et de m telles que

e−c2(log(kN)/ log2(kN) 6 F±k,N(log2(kN), symm) 6 e−c1(log(kN))/ log2(kN) (I.22)

pour kN > c0 avec 2 | k et N ∈ Nk(Ξ).

Ce problème a été étudié par Lau et Wu [53]. Ils ont prouvé la majoration dans (I.22)
pour N = 1 et 1 6 m 6 4 :

F±k,1(log2 k, symm) 6 e−c1(log k)/ log2 k (I.23)
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pour tout entier pair k > c0. Pour la minoration dans (I.22), Liu, Royer et Wu [59] ont obtenu
un résultat un peu plus faible pour m = 1 et N = 1 : Il existe trois constantes absolues c3,
c4 et c5 telles que

F±k,1
(

log2 k − 5
2

log3 k − log4 k − c3, sym1
)
> exp

(
− c4

log(kN)

(log2 k)7/2 log3 k

)
(I.24)

pour k > c5.
Nous avons le résultat suivant.

Théorème (D). Soient Ξ une constante positive et m = 1, 2, 3, 4.
(i) Pour tout ε > 0, il existe deux constantes positives c6 et c7 dépendant de ε et Ξ telles

que l’on a

F±k,N
(

log2(kN) + φ, symm
)
6 exp

(
− c6(|φ|+ 1)

log(kN)

log2(kN)

)
pour kN > c7 avec 2 | k et N ∈ Nk(Ξ) et log ε 6 φ 6 9 log2(kN).

(ii) Il existe trois constantes positives c8, c9 et c10 dépendant de Ξ telles que l’on a

F±k,N
(

log2(kN)− log3(kN)− log4(kN)− c8, symm
)
> exp

(
− c9 log(kN)

log2
2(kN) log3(kN)

)
pour kN > c10 avec 2 | k et N ∈ Nk(Ξ).

Nos résultats généralisent et améliorent (I.23) et (I.24) ci-dessus. Pour démontrer le
Théorème (D), nous combinerons les méthodes de Lau-Wu [53] et de Liu-Royer-Wu [59]
avec celle de Lamzouri [50].

3. Fonctions de répartition pondérées

Motivés par les travaux de Granville-Soundararajan [23] et de Cogdell-Michel [7] et en
tenant compte de la formule de trace de Petersson, Liu, Royer et Wu [59] ont introduit les
fonctions de répartition pondérées :

F±
k,N(t, symm) :=

1∑
f∈H∗k(N)

ωf

∑
f∈H∗k(N)

L(1,symmf)R(B±mt)±A
±
m

ωf . (I.25)

En utilisant la méthode du col, ils ont évalué (I.25) pour N = m = 1 : il existe trois constantes
positives A ±

1 et C telles que pour k →∞, on a

F±
k,1(t, sym1) = exp

(
− et−A ±1

t

{
1 +O

(
1

t

)})
, (I.26)

uniformément pour t 6 log2 k − 5
2

log3 k − log4 k −C, où la constante impliquée est absolue.
Dans [50], Lamzouri a étudié une classe de produits eulériens aléatoires et établi un

résultat général [50, Théorème 1]. Comme un corollaire, pour tout m > 1 (1 6 m 6 4
inconditionnellement et m > 5 sous Hypothèse symm(N) de Cogdell et Michel) avec le signe
+, k = 2 et N premier il a obtenu l’évaluation de (I.25) suivante :

F +
2,N(t, symm) = exp

(
− et−A +

m

t

{
1 +O

(
1√
t

)})
(I.27)
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valable uniformément pour tout nombre premier N et t 6 log2N − log3N − 2 log4N , où la
constante A +

m dépendant de m. La domaine de validité de t est un peu plus large que celui
de (I.26), mais le terme d’erreur est un peu plus faible.

Nous avons le résultat suivant.

Théorème (E). Soient Ξ une constante positive et m = 1, 2, 3, 4. Alors, il existe une
constante c11 dépendant de Ξ telle que l’on a

F±
k,N(t, symm) = exp

(
− et−A ±m

t

{
1 +O

(
1

t

)})
uniformément pour kN →∞ avec 2 | k et N ∈ Nk(Ξ) et

t 6 log2(kN)− log3(kN)− log4(kN)− c11,

où A ±
m sont des constantes ne dépendant que de m définies comme dans le Lemme 3.7.2

ci-dessous, et les constantes impliquées ne dépendent que de Ξ.

D’une part, le Théorème (E) généralise (I.26) de Liu-Royer-Wu et élargie leur domaine
de validité. D’autre part, il complète (I.27) de Lamzouri en montrant un résultat similaire
pour le cas du signe � − � et améliore son terme d’erreur.

4. Distribution des valeurs propres de Hecke

Pour chaque f ∈ H∗k(N), désignons par λf (n) la n-ième valeur propre de Hecke de
f normalisée. D’après Deligne, on a |λf (p)| 6 2 pour tous les nombres premiers p. Grâce à
Mikio Sato et John Tate [87], il existe deux conjectures bien connues concernant la répartition
des valeurs propres de Hecke des formes primitives holomorphes.

Conjecture (Version horizontale de la conjecture de Sato-Tate). Soit f ∈ H∗k(N). Pour
tout [u, v] ⊂ [−2, 2], on a

1

π(x)

∑
p6x,p-N
u6λf (p)6v

1 ∼
∫ v

u

√
4− t2 dt

2π
(x→∞).

Cette conjecture de Sato-Tate a été démontrée par Barnet-Lamb, Geraghty, Harris et
Taylor [4] en 2011.

Conjecture (Version verticale de la conjecture de Sato-Tate). Soit p - N un nombre premier
fixé. Alors pour tout [u, v] ⊂ [−2, 2], on a

1

|H∗k(N)|
∑

f∈H∗k(N)
u6λf (p)6v

1 ∼
∫ v

u

p+ 1

(p1/2 + p−1/2)2 − t2
√

4− t2 dt

2π
(kN →∞).

Cette conjecture a été prouvée par Conrey, Duke & Farmer (1997) et par Serre (1997),
indépendamment.
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En 2006, Lau et Wu [52] ont démontré qu’il n’existe pas de version � diagonale � de la
conjecture de Sato-Tate (i.e., p et kN tendent vers l’infini en même temps). En fait ils ont
montré que pour tout A > 0, il existe trois formes primitives fi ∈ H∗k (i = 1, 2, 3) telles que
presque tous {λfi(p)}p6(log k)A se trouve autour de −2, 0, 2, respectivement, lorsque k → ∞.
Un résultat similaire en l’aspect de niveau a été obtenu par Royer et Wu [81] en 2007.

Comme une application de l’assertion (ii) du Théorème (B), nous pouvons généraliser ces
résultats en l’aspect de niveau-poids et obtenir un nouveau point d’accumulation à l’aide de
la valeur minimale de L(1, sym4f). Précisément nous avons le résultat suivant.

Théorème (F). Soit ξ(t) →
t→∞
∞ une fonction vérifiant ξ(t) 6 log3 t. Soit Ξ > 0 une

constante. Alors il existe des formes f±, g, h ∈ H∗k(N) telles que pour tout A > 0 on a∑
p6(log(kN))A, p-N

|λf± (p)∓2|6ξ(kN)/ log3(kN)

1

p
= log3(kN)

{
1 +OA,Ξ

(
1

ξ(kN)

)}
,

∑
p6(log(kN))A, p-N

|λg(p)|6{ξ(kN)/ log3(kN)}1/2

1

p
= log3(kN)

{
1 +OA,Ξ

(
1

ξ(kN)

)}
,

∑
p6(log(kN))A, p-N

|λh(p)2− 3
2
|6{ξ(kN)/ log3(kN)}1/2

1

p
= log3(kN)

{
1 +OA,Ξ

(
1

ξ(kN)

)}
,

pour kN →∞ avec 2 | k et N ∈ Nk(Ξ).

Pour de telles formes f∗ = f±, g, h, on peut prouver que presque tous les {λf∗(p) se
rassemblent autour quelques points mais pas de façon équi-distribués pour p 6 (log(kN))A

lorsque kN →∞. Nos résultats montrent que, pour x = (log(kN))A, la conjecture de Sato-
Tate ne se vérifie pas lorsque kN →∞.
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Chapitre 1

Formes modulaires et fonctions L
automorphes

1.1 Formes modulaires

Le but des sections suivantes est de rappeler les résultats connus concernant les formes
modulaires dont nous aurons besoin dans la suite. La présentation qui est donnée ici peut
être trouvée dans [37], [38] et [55].

1.1.1 Espace de formes modulaires

Dans tout ce rapport, H désigne le demi-plan complexe de Poincaré

H := {z ∈ C : Im z > 0}.

Comme d’habitude, on note GL(2,Z) le groupe des matrices à coefficients entiers d’ordre
2 × 2 inversibles et on note SL(2,Z) ⊆ GL(2,Z) le sous-groupe dont les déterminants sont
égaux à 1. Pour chaque entier positif N , on note Γ0(N) le sous-groupe de congruence de
SL(2,Z) défini par

Γ0(N) =

{(
a b
c d

)
∈ SL(2;Z) : N |c

}
.

Avec cette convention, Γ0(1) = SL(2,Z), et l’indice de Γ0(N) dans le groupe modulaire est

ν(N) = [Γ0(1) : Γ0(N)] = N
∏
p|N

(
1 +

1

p

)
,

et la fonction ν est multiplicative. La groupe Γ0(N) agit sur H par

γz =
az + b

cz + d
, γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ0(N).

On appelle domaine fondamental de Γ0(N) tout ouvert D0(N) connexe de H tel que :
– pour tout z dans H, il existe γ dans Γ0(N) tel que γz soit dans D0(N),
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– s’il existe γ dans Γ0(N) tel que z′ = γz avec z′ et z dans D0(N) alors z = z′.

Pour g =

(
a b
c d

)
∈ GL(2,R), on introduit la fonction

jg(z) = cz + d.

Il satisfait à la règle en châıne
jgh(z) = jg(hz)jh(z).

Pour k ∈ N et g ∈ GL(2,R), l’opérateur ‘slash’ |g est défini sur les fonctions f : H→ C par

(f |g)(z) = (det g)k/2jg(z)−kf(gz).

Définition 1.1.1. Soient k > 2 un entier, N > 1 un entier positif et ν : Z→ C un caractère
de Dirichlet. On appelle forme modulaire de poids k, de niveau N et de caractère ν, toute
fonction f holomorphe sur H vérifiant la relation suivante

f|γ(z) = ν̄(a)f(z)

pour tout élément γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ0(N). De plus on dit que f est parabolique si la fonction

z 7→ (Im z)k/2f(z) est bornée sur le demi-plan de Poincaré H.

Remarque 1. En appliquant γ =

(
−1 0
0 −1

)
∈ Γ0(N) à la définition de la forme modu-

laire, on obtient
(−1)kf(z) = ν̄(−1)f(z).

Alors, on peut supposer désormais

ν(−1) = (−1)k.

En particulier, on peut choisir k un nombre pair lorsque ν est un caractère trivial.

D’ores et déjà, pour α ∈ C, on note e(α) = e2παi. Chaque forme modulaire f est une
fonction 1-périodique et holomorphe sur H. À ce titre, il admet un développement de Fourier
de la forme

f(z) =
∞∑
n=0

f̂(n)n
k−1
2 e(nz).

De plus, si f est une forme parabolique, on a f̂(0) = 0.
On désigne alors par Sk(N, ν) l’ensemble des formes paraboliques de poids k, de niveau

N et de caractère ν. Il s’agit d’un espace vectoriel de dimension finie sur lequel on définit un
produit hermitien, appelé produit scalaire de Petersson, en posant

〈f, g〉N =

∫
D0(N)

f(z)g(z)yk
dxdy

y2
avec z = x+ iy,

où D0(N) désigne un domaine fondamental de Γ0(N). La condition de modularité et l’inva-
riance de la mesure dxdy/y2 par homographie permettent de vérifier que cette intégrale ne
dépend pas du choix du domaine fondamental.
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Soit q∗ le conducteur du caractère ν. On prend les entiers positifs q et ` tels que q∗ | q
et `q | N et on désigne par ν ′ (mod q) le caractère de Dirichlet induit par ν. Alors pour
toute forme f ∈ Sk(q, ν

′), il est facile de vérifier que la fonction z 7→ f(`z) est une forme
parabolique de poids k, de niveau N et de caractère ν, c’est-à-dire que f(`z) ∈ Sk(N, ν).
De telles formes s’appellent des formes anciennes de poids k, de niveau N et de caractère
ν. L’espace engendré par de telles formes est appelé l’espace des formes anciennes, noté
par S[k(N, ν). Son orthogonal pour le produit scalaire de Petersson est l’espace des formes
nouvelles, noté par S\k(N, ν). Ainsi nous avons la décomposition

Sk(N, ν) = S[k(N, ν)⊕ S\k(N, ν).

1.1.2 Opérateurs de Hecke et d’Atkin-Lehner-Li

Pour tout entier n strictement positif, on définit l’opérateur de Hecke Tn : Sk(N, ν) →
Sk(N, ν) par

(Tnf)(z) =
1

n

∑
ad=n

ν(a)ak
∑
bmod d

f

(
az + b

d

)
.

Les opérateurs de Hecke vérifient les propriétés fondamentales suivantes :

i) Les opérateurs de Hecke commutent deux à deux :

TmTn = TnTm

pour tous entiers m,n > 1.

ii) Les opérateurs de Hecke vérifient la relation de Hecke :

TmTn =
∑
d|(m,n)

ν(d)dk−1Tmn/d2 (1.1.1)

pour tous entiers m,n > 1. En particulier, on a

TmTn = Tmn si (m,n) = 1.

iii) Pour (n,N) = 1, l’adjoint de Tn est T ∗ = ν̄(n)Tn :

〈Tnf, g〉 = ν(n)〈f, Tng〉,

pour tous f, g ∈ Sk(N, ν).

iv) Le sous-espace S[k(N, ν) (resp. S\k(N, ν)) est stable par rapport aux opérateurs Tn avec
(n,N) = 1.

Soit Q un diviseur de N tel que Q ‖ N . On écrit ν = νQνN/Q où νQ, νN/Q sont ca-
ractères modulo Q,N/Q respectivement. On définit L’opérateur d’Atkin-Lehner-Li WQ :
Sk(N, νQνN/Q)→ Sk(N, ν̄QνN/Q) par

WQ =

(
Qa b
Nc Qd

)
13



avec a, b, c, d ∈ Z, a ≡ 1 modN/Q, b ≡ 1 modQ et detWQ = Q. Il est facile de voir qu’un
tel triplet (a, b, d) existe et la définition de WQ est indépendante du choix de (a, b, d). Ces
opérateurs sont multiplicatifs : si Q1 ‖ N , Q2 ‖ N et (Q1, Q2) = 1, alors

WQ1Q2 = WQ1WQ2 .

Proposition 1.1.2. Soit f ∈ Sk(N, ν). Q,Q′ sont diviseurs de N tels que (Q,N/Q) = 1 et
(Q′, QN/Q′) = 1. Soit p un nombre premier non divisant N . Alors on a

1. f |WQ ∈ Sk(N, ν̄QνN/Q) et f |WQ|WQ = νQ(−1)ν̄N/Q(Q)f.

2. f |Tp|WQ = νQ(p)f |WQ|Tp.
3. f |WQ|WQ′ = ν̄Q′(Q)f |WQQ′ et en particulier f |WQ|WQ′ = ν̄Q′(Q)νQ(Q′)f |WQ′ |WQ.

Démonstration. La proposition peut être vérifié par un calcul direct.

L’involution de Fricke W définie par

w =

(
−1

N

)
(cf. [1]), i.e.

Wf = (f |w)(z) = N−k/2z−kf(−1/Nz),

appartient à la classe dans quel sens des opérateurs d’Atkin-Lehner (voir [1]) et est isométrique,
i.e. on a l’égalité

〈Wf,Wg〉 = 〈f, g〉
pour f, g ∈ Sk(N, ν). De manière à ramener le caractère ν̄ à ν, on compose W avec l’opérateur
conjugaison complexe K définie par

(Kf)(z) = f̄(−z̄).

Nous définissons
W̄ = KW.

On montre que les fonctions propres de Hecke f ∈ Sk(N, ν), sont de même des fonctions
propres de l’opérateur d’involution W̄ et les valeurs propres associées sont des nombres
complexes de module 1.

Enfin, on définit les opérateurs Bd et Ud par

Bdf = d−k/2f |Bd,

Udf = dk/2−1f |
∑
umod d

Ud,
(1.1.2)

pour un entier positif d et où on a écrit Bd et Ud les matrices

Bd =

(
d 0
0 1

)
, Ud =

(
1 u
0 d

)
.

Proposition 1.1.3. Soit M un nombre entier. Si Q|MN et (Q,MN/Q) = 1, alors pour
f ∈ Sk(N, νQνN/Q), on a

f |BM |WQ =

 ν̄Q(M)f |WQ|BM si (M,Q) = 1,

M−k/2ν̄N/Q(M)f |WQ/M si M |Q.
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1.1.3 Formes primitives et coefficients de Fourier

On appelle formes primitives les fonctions propres de tous les opérateurs de Hecke Tn dans
l’espace des formes nouvelles S\k(N, ν). En effet, grâce à la propriété iv de l’opérateur de Hecke

dans la section dernière, les deux espaces S[k(N, ν) et S\k(N, ν) ont une base orthonormale
se composant des fonctions propres des opérateurs de Hecke Tn avec (n,N) = 1. Les formes
primitives sont celle de l’espace S\k(N, ν). Grâce au principe ‘multiplicity-one’, on peut ôter
la restriction (n,N) = 1. On note H∗k(N, ν) (resp. H∗k(N)) l’ensemble des formes primitives
de poids k, de niveau N et de caractère ν (resp. de caractère trivial).

Par commodité, on dit que deux formes paraboliques sont équivalentes s’ils sont fonctions
propres des opérateurs de Hecke Tp avec les mêmes valeurs propres pour presque tous les
nombres premiers p.

Une forme primitive quelconque f ∈ H∗k(N, ν) est une fonction 1-périodique et holo-
morphe sur le demi-plan complexe H et donc admet un développement en série de Fourier
de la forme

f(z) =
∑
n>1

f̂(n)n
k−1

2 e(nz),

et pour laquelle on note f̂(n)n
k−1

2 la valeur propre associée à l’opérateur Tn.
Pour (n,N) = 1 et f, g ∈ H∗k(N, ν), on a

〈Tnf, g〉 = ν(n)〈f, Tng〉.

En posant f = g, on obtiens

λf (n) = ν(n)λ̄f (n), (n,N) = 1.

En particulier, lorsque ν est un caractère trivial, λf (n) ∈ R pour tout (n,N) = 1.
On déduit que pour tout entier n non nul,

f̂(n) = λf (n)f̂(1).

Alors on peut normaliser f en posant f̂(1) = 1. Grâce à l’équation (1.1.1), pour tous entiers
m,n > 1, on a

λf (m)λf (n) =
∑
d|(m,n)

ν(d)λf

(mn
d2

)
, (1.1.3)

ou de manière équivalente

λf (mn) =
∑
d|(m,n)

ν(d)µ(d)λf (m/d)λf (n/d).

En particulier la fonction n 7→ λf (n) est multiplicative :

λf (m)λf (n) = λf (mn) si (m,n) = 1.

Par ailleurs, les opérateurs d’Atkin-Lehner-Li préservent les formes primitives de niveau
N , c’est à dire que pour chaque diviseur Q ‖ N et une forme primitive normalisée f ∈
H∗k(N, ν), on a

f |WQ = λQ(f)f ′ (1.1.4)
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où f ′ ∈ H∗k(N, ν̄QνN/Q) et la constante λQ(f) est un nombre complexe de module 1. En
particulier, on a f ′ = f̄ lorsque N = Q. Faisant rappel à la Proposition 1.1.2, on a

λQ(f)λQ(f ′) = νQ(−1)ν̄N/Q(Q).

Et pour toute forme primitive f ∈ H∗k(N, ν), il existe un nombre complexe ηf tel que

W̄f = ηff avec |ηf | = 1. (1.1.5)

Proposition 1.1.4 (cf.[1, 54]). Soient f(z) =
∑

n>1 λf (n)n
k−1

2 e(nz) une forme primitive
normalisée de poids k, de niveau N et de caractère ν et q un nombre premier divisant N .
On a

i) |λf (q)| = 1 si ν n’est pas un caractère modulo N/q ;

ii) si ν est un caractère modulo N/q, λf (q)
2 = ν(q)q−1 lorsque q2 - N et λf (q) = 0 sinon.

Proposition 1.1.5 (Deligne(1974)). Si f ∈ H∗k(N, ν), alors pour chaque nombre premier
p - N , il existe deux nombres complexes αf (p) et βf (p) vérifiant

|αf (p)| = |βf (p)| = 1

et
αf (p)βf (p) = ν(p)

tels que pour tout nombre entier r > 0

λf (p
r) = αf (p)

r + αf (p)
r−1βf (p) + · · ·+ βf (p)

r. (1.1.6)

En particulier, pour tout n > 1 on a

|λf (n)| 6 τ(n) (l’inégalité de Deligne), (1.1.7)

où τ(n) est la fonction � nombre de diviseurs �.

Pour la valeur moyenne de λf (n), on a l’orthogonalité de Selberg (voir e.g. [77], voir aussi
[14]) ∑

p6x

λf (p)
2

p
= log2 x+O(1) (x > 3). (1.1.8)

1.1.4 Formule de trace

Les formules de traces évaluent des sommes des valeurs propres d’opérateur de Hecke.
Elles jouent un rôle important dans les applications. Elles annoncent les relations ‘d’ortho-
gonalité’ entre ces valeurs.

On définit le facteur harmonique par

ŵf =
Γ(k − 1)

(4π)k−1‖f‖2
N
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et le symbole diagonal δ(m,n) par

δ(m,n) =

 1 si m = n,

0 si m 6= n.

La formule de Peterson affirme

Théorème 1.1.6. Soient k > 2, N > 1 et ν un caractère modulo N . Soit Bk(N, ν) une
base orthogonale quelconque des formes paraboliques Sk(N, ν). Pour des entiers strictement
positifs m,n on a∑

f∈Bk(N,ν)

ŵf f̂(m)f̂(n) = δ(m,n) + 2πi−k
∑
c>0

c≡0 modN

c−1Sν(m,n; c)Jk−1

(
4π
√
mn

c

)
,

où δ(m,n) dénote le symbole diagonal. Ici, Sν(m,n; c) est la somme de Kloosterman avec
caractère ν définie par

Sν(m,n; c) =
∑
dmod c
(d,c)=1

ν(d)e

(
md+ nd̄

c

)

avec dd̄ ≡ 1 mod c et Jk−1 est la fonction de Bessel d’ordre k − 1 définie par

Jk−1(x) =
∞∑
`=0

(−1)`

`!Γ(`+ k)

(x
2

)k−1+2`

.

Remarque 2.

1. On doit prendre une base orthogonale de toutes les formes de Sk(N, ν) et pas unique-
ment des formes nouvelles. On peut également choisir une base orthogonale composée
par les fonctions propres des opérateurs de Hecke.

2. La preuve repose sur le fait qu’on peut exprimer les coefficients de Fourier de f en
fonction du produit de Petersson de f contre des séries dites de Poincaré qui engendrent
Sk(N, ν). On trouve les détails dans [37, Section 3.3].

Dans la plupart des cas, nous avons besoin de la somme des coefficients sur les formes
primitives. En appliquant Théorème 1.1.6 dans le cas ν trivial, Iwaniec, Luo et Sarnak [39]
montrent

Théorème 1.1.7 (Iwaniec-Luo-Sarnak). Soient N un entier sans facteur carré. Soit m et
n deux entiers strictement positifs tels que (m,N) = 1 et (n,N2) | N . Alors∑

f∈H∗k(N)

ωfλf (m)λf (n) = δ(m,n)

+O(k−5/6(mn)1/4ϕ(N)−1(n,N)−1/2τ 2(N)τ3((m,n)) log 2mnN),

où

ωf =
N

ϕ(N)
ŵf =

Γ(k − 1)N

(4π)k−1ϕ(N)‖f‖2
N

(1.1.9)

et τ et τ3 sont les fonctions diviseurs et la constante impliquée est absolue.
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Remarque 3.

1. En fait, lorsque f est une forme primitive de poids k et de niveau N (sans facteur
carré) et de caractère trivial, on peut exprimer ‖f‖2

N par

‖f‖2
N =

(4π)1−kΓ(k)N

2π2
L(1, sym2f),

où L(s, sym2f) est la fonction L symétrique définie dans la section 1.2.2. Alors, il
s’ensuit que

ωf =
2π2

(k − 1)ϕ(N)L(1, sym2f)
. (1.1.10)

2. En appliquant le Théorème (A) avec m = n = 1, on obtient∑
f∈H∗k(N)

ωf = 1 +O(k−5/6ϕ(N)−1τ 2(N) log 2N).

Ils montrent aussi

Théorème 1.1.8. Soient N un entier sans facteur carré et n un entier strictement positif
tel que (n,N2) | N . Alors∑

f∈H∗k(N)

λf (n) =
k − 1

12

ϕ(N)√
n
δ�(n,N)=1 +O((n,N)−1/2n1/6(kN)2/3)

où

δ�(n,N)=1 =

 1 si n est un nombre carré et (n,N) = 1,

0 sinon.

Ici, la constante impliquée est absolue.

D’où on déduit une formule asymptotique pour le nombre des formes primitives.

Corollaire 1.1.9. Soient N un entier sans facteur carré et k un nombre pair. Alors

|H∗k(N)| = k − 1

12
ϕ(N) +O((kN)2/3).

1.1.5 Polynômes de Tchebychev

Les polynômes de Tchebychev sont définis par la relation récurrence pour n ∈ N

U0(x) = 1, U1(x) = 2x,

2xUn(x) = Un−1(x) + Un+1(x).

Lorsque x ∈ [−1, 1], nous pouvons aussi définir les polynômes de Tchebychev par les relations
trigonométriques

Un(cos θ) =
sin(n+ 1)θ

sin θ
, θ ∈ [0, π].
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On a en particulier pour les Uν la série génératrice

∞∑
n=0

Un(x)yn = (1− 2xy + y2)−1.

Les polynôme de Tchebychev Uν(x) forme une base orthogonale de l’espace L2([0, π], µST )
muni par la mesure Sato-Tate

µST = 2π−1(sin θ)2dθ.

Pour f ∈ H∗k(N), en faisant appel à (1.1.3) et posant λf (p) = 2 cos θ pour p - N et
θ ∈ [0, π], on obtient

λf (p
n) = Un

(
λf (p)

2

)
=

sin((n+ 1)θ)

sin θ
. (1.1.11)

1.2 Fonctions L

Dans cette deuxième section, on rappelle les résultats connus concernant les fonctions L
de formes modulaires dont on aura besoin. Le présentation donnée ici correspond au Chapitre
5 de [38].

Dans toute la suite, f ∈ H∗k(N, ν) désigne une forme primitive normalisée de poids k, de
niveau N et de caractère ν avec λf (1) = 1.

1.2.1 Fonctions L automorphes

La fonction L automorphe associée à f ∈ H∗k(N, ν) est définie par

L(s, f) :=
∑
n>1

λf (n)

ns
, <s > 1.

Elle admet un produit eulérien

L(s, f) =
∏
q|N

(1− λf (q)q−s)−1
∏
p-N

(1− αf (p)p−s)−1(1− βf (p)p−s)−1,

où p et q désignent les nombres premiers. Il s’agit d’une fonction L de degré 2 qui se prolonge
en une fonction entière et dont la fonction complétée est donnée par

Λ(s, f) =

(√
N

π

)s

Γ

(
s+ k−1

2

2

)
Γ

(
s+ k+1

2

2

)
L(s, f),

ou de la forme

Λ(s, f) =

(
2k

8π

)1/2
(√

N

2π

)s

Γ

(
s+

k − 1

2

)
L(s, f),

grâce à la formule de duplication de la fonction gamma.
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Cette fonction peut être prolongée analytiquement sur C et vérifie l’équation fonction-
nelle :

Λ(s, f) = εfΛ(1− s̄, f) (s ∈ C) (1.2.1)

où |εf | = 1. On peut calculer εf par la relation

εf = ikη̄f ,

où ηf est la valeur propre de l’opérateur d’involution W̄ définie par (1.1.5).
En particulier, si χ est un caractère réel, une forme primitive f a des coefficients de

Fourier réels et est une fonction propre de W , autrement dit

Wf = ±ikf,

puis l’équation fonctionnelle (1.2.1) devient

Λ(s, f) = ±Λ(1− s, f). (1.2.2)

Il apparâıt que la fonction L(s, f) s’annule pour tous les nombres de la forme −n− k−1
2

,
(n = 0, 1, 2, · · · ). Ces zéros sont appelés les zéros triviaux. On appelle bande critique la région
du plan complexe définie par {s ∈ C : 0 < <s < 1}. Il existe une infinité de zéros dans la
bande critique mais, actuellement, on ne sait pas exactement où. L’hypothèse de Riemann
généralisée (HRG) affirme qu’ils sont tous de partie réelle 1/2. Bien que ne sachant pas les
situer précisément, le principe de l’argument nous permet de les compter. On désigne par
N(T, f) le nombre de zéros de L(s, f) dans la bande critique et de partie imaginaire comprise
entre 0 et T .

Théorème 1.2.1. Soit f ∈ H∗k(N, ν). Tous les zéros ρ de Λ(s, f) sont dans la bande critique
0 < <s < 1. Pour tout ε > 0, on a ∑

ρ

|ρ|−1−ε <∞.

Théorème 1.2.2. Soit f ∈ H∗k(N, ν). Il existe deux constantes A = A(f) et B = B(f)
telles que

Λ(s, f) = eA+Bs
∏
ρ

(
1− s

ρ

)
es/ρ,

où ρ parcourt tous les zéros de Λ(s, f). Alors,

−L
′

L
(s, f) = log

√
N − log(2π) +

Γ′

Γ

(
s+

k − 1

2

)
−B −

∑
ρ

(
1

s− ρ
+

1

ρ

)
. (1.2.3)

Démonstration. La première expression est juste une application de Théorème Factorisation
de Hadamard pour les fonctions entières d’ordre fini. L’expression (1.2.3) découle en faisant
une dérivation logarithme.

Théorème 1.2.3. Soit f ∈ H∗k(N, ν). On dénote ρ = β + iγ des zéros de Λ(s, f).
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i) Le nombre des zéros vérifiant |γ − T | < 1, noté par m(T, f), satisfait

m(T, f)� logN(|T |+ k)

avec une constante impliquée absolue.

ii) Pour tout s = σ + iτ dans la bande verticale −1
2
< σ < 2, on a

L′

L
(s, f)� log(N |τ |+ k + 3) +

∑
|s−ρ|<1

1

s− ρ
+

∑
|s+κj |<1

1

s+ κj
,

avec κj = k±1
2
, j = 1, 2 et une constante impliquée absolue.

iii)

N(T, f) =
T

π
log

NT 2

(2πe)2
+O(logN(|T |+ k + 3)),

où la constante impliquée est absolue.

En utilisant (1.2.1) et la principe de Lindelöf-Phragmén, on peut facilement obtenir la
borne de convexité suivante.

Théorème 1.2.4. Soit f ∈ H∗k(N, ν). Pour tout ε > 0, on a

L(σ + iτ, f)�ε (k2N(|τ |2 + 1))max{(1−σ)/2,0}+ε, (σ > 0),

où la constante impliquée ne dépend que de ε.

1.2.2 Fonctions L de puissances symétriques

La construction des fonctions L de puissance symétrique permet d’obtenir des fonctions
L de n’importe quel degré d > 2 à partir d’une forme primitive.

Soit m un entier strictement positif. Soit f une forme primitive de poids k, de niveau N
sans facteur carré et de caractère ν. On rappelle αf (p) et βf (p) sont définis en (1.1.6) pour
p - N . Et on pose αf (p) = λf (p) et βf (p) = 0 pour p | N . Alors, la fonction L de puissance
symétrique d’ordre m associée à f est définie par

L(s, symmf) :=
∏
p

∏
06j6m

(1− αf (p)m−jβf (p)jp−s)−1, (1.2.4)

pour <s > 1. Le produit sur les nombres premiers admet une séries de Dirichlet : pour
<s > 1,

L(s, symmf) =
∞∑
n=1

λsymmf (n)n−s,

où λsymmf (n) est une fonction multiplicative. Et grâce aux définitions des αf (n) et βf (n), on
a pour n > 1,

|λsymmf (n)| 6 dm+1(n), (1.2.5)
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où dm+1(n) est la fonction diviseur dont la série de Dirichlet associée est ζ(s)m+1 (ζ(s) est
la fonction zêta de Riemann). Lorsque m = 1, c’est l’inégalité de Deligne (1.1.7).

Grâce à [7, Section 3.21], les facteurs gamma de L(s, symmf) sont

L∞(s, symmf) :=



n∏
u=0

ΓC
(
s+ (u+ 1

2
)(k − 1)

)
si m = 2n+ 1,

ΓR(s+ δ2-n)
n∏
u=1

ΓC(s+ u(k − 1)) si m = 2n,

où
ΓR(s) := π−s/2Γ(s/2), ΓC(s) := 2(2π)−sΓ(s) (1.2.6)

et

δ2-n :=

{
1 si 2 - n,
0 si 2 | n.

Pour m = 1, 2, 3, 4 (voir [37] pour m = 1, [17] pour m = 2 et [46, 47, 48] pour m = 3, 4), la
fonction complété

Λ(s, symmf) := Nms/2L∞(s, symmf)L(s, symmf)

se prouve être entière et satisfaire l’équation fonctionnelle

Λ(s, symmf) = εsymmfΛ(1− s, symmf) (1.2.7)

avec |εsymmf | = 1.
Alors L(s, symmf) est une fonction L de degré m + 1. Pour de plus grandes valeurs de

m, nous ne disposons que de résultats partiels.
À l’aide de l’équation fonctionnelle (1.2.7), on peut évaluer la borne de convexité suivante.

Proposition 1.2.5. Soient m = 1, 2, 3, 4 et f ∈ H∗k(N, ν). Pour 0 < σ 6 1 et ε > 0, on a

L(s, symmf)�ε


N

m(1−σ)
2

+ε(k + |τ |)([m/2]+1)(1−σ)+ε si 2 - m,

N
m(1−σ)

2
+ε(1 + |τ |)(1−σ)/2(k + |τ |)[m/2](1−σ)+ε si 2 | m,

(1.2.8)

où la constante impliquée ne dépend que ε. [·] désigne la fonction partie entière.

D’après (1.2.4), on écrit la série

−L
′

L
(s, symmf) =

∞∑
n=1

Λsymmf (n)

ns
(1.2.9)

pour <s = σ > 1, où

Λsymmf (n) =


αf (p)

mν log p si n = pν et p | N,
[αf (p)

mν + αf (p)
(m−2)ν + · · ·+ αf (p)

−mν ] log p si n = pν et p - N,
0 autrement.

(1.2.10)
Il est clair que |Λsymmf (n)| 6 (m+ 1) log n pour n > 1.
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1.3 Formes primitives tordues par des caractères

Soit f une forme primitive de poids k, de niveau N et de caractère ν. Soit χ un caractère
primitive de conducteur M . On définit un ‘twist ’ de f par

fχ(z) =
∑
n>1

λf (n)χ(n)n
k−1

2 e(nz), z ∈ H.

Est-ce que fχ est une forme primitive ? Si M et N sont premiers entre eux, fχ est une forme
primitive de poids k, de niveau NM2 et de caractère νχ2. Mais ce n’est pas vrai toujours
lorsque M n’est pas premier avec N . C’est une question intéressante. Weil [94], Atkin et
Lehner [1], et Winnie Li [2, 55] ont fait des études sur ce problème.

Soit q un nombre premier. On dit que Q est q-primaire si Q est une puissance de q. Si
f ∈ H∗k(N, ν) n’est pas un twist d’une forme primitive de niveau N ′ < N par un caractère
de conducteur q-primaire, on dit que f est q-primitive.

Évidemment, f est q-primitive pour tout q - N . Si q | N et λf (q) 6= 0, f est q-primitive.
De plus, si f est q-primitive de niveau N , q | N et λf (q) = 0, tous les twists fχ de f par les
caractères χ de conducteurs q-primaire sont des formes primitives de niveau au moins N .

On note SM =

(
M 1
0 M

)
la translation de 1/M et on définit

Rχ(M) =
∑

u mod M

χ̄(u)SuM .

Lorsque χ est un caractère de conducteur M , on a

f |Rχ = f |Rχ(M) = g(χ̄)fχ,

où g(χ̄) est la somme de Gauss de χ̄ définie par

g(χ̄) =
M∑
a=1

χ̄(a)e2πia/M .

Atkin et Li [2] ont fait les études des twists et montré les théorèmes suivants.

Théorème 1.3.1. Soit q|N un nombre premier et Q||N un facteur q-primaire. On écrit
N = QM . Soit f ∈ H∗k(N, ν) avec cond νQ = qα, α > 0. Soit χ un caractère de conducteur
qβ, β > 1. On pose Q′ = max(Q, qα+β, q2β). Alors,

– Pour chaque q′ |M , fχ n’est pas de niveau Q′M/q′.
– Le niveau exact de fχ est Q′M à condition que (i) max(qα+β, q2β) < Q si Q′ = Q, ou

(ii) cond νQχ = max(qα, qβ) si Q′ > Q.

Théorème 1.3.2. Soit q | N un nombre premier et Q||N un facteur q-primaire. Écrit
N = QM . Soit χ un caractère de conducteur égal à une puissance de q. Soit f ∈ H∗k(N, ν).
Alors, il existe une forme primitive g ∈ H∗k(Q

′M, νχ2), où Q′ est une puissance de q, telle
que

fχ = g − g | Uq | Bq.

Ici, Uq et Bq sont définis par (1.1.2).
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Corollaire 1.3.3. fχ est une forme primitive si et seulement si cond νQχ
2 < Q′ et q2 | Q′.

Le twist fχ est étroitement lié à la coefficient λf (q). En faisant rappel à la Proposition
1.1.4, pour λf (q) 6= 0, on a les théorèmes suivants.

Théorème 1.3.4. Soit f ∈ H∗k(N, ν), q | N un nombre premier et Q||N est un facteur
q-primaire. On écrit N = QM . Soit χ un caractère non trivial de conducteur q-primaire. Si
Q = q et νQ est trivial. Alors, fχ est une forme primitive de niveau Q′χM , où

Q′χ = max(Q, (cond νQ)(condχ), (condχ)2).

Théorème 1.3.5. Soit f ∈ H∗k(N, ν), q | N un nombre premier et Q||N est un facteur q-
primaire. Écrit N = QM . Soit χ un caractère de conducteur q-primaire Q′′ . Si cond νQ = Q
et Q′′ < Q. Alors, fχ est une forme primitive de poids k, de niveau NQ′′ et de caractère νχ2.

Pour le cas λf (q) = 0, il est important d’étudier si f est q-primitive. Lorsque f est
une forme q-primitive avec λf (q) = 0, la représentation locale admissible irréductible πq(f)
correspondante à f à la place q est supercuspidale. Et réciproquement, si πq(f) est super-
cuspidale, f est un twist d’une forme primitive normalisée.

Théorème 1.3.6. Si cond νQ = qα >
√
Q et λf (q) = 0, f n’est pas q-primitive. De plus, il

existe un caractère χ de conducteur Q/qα et G ∈ H∗k(q
αM, νχ̄2) tels que f = Gχ.

Corollaire 1.3.7. Si f est q-primitive et λf (q) = 0, on a cond νQ 6
√
Q.

Théorème 1.3.8. Si Q n’est pas un carré et cond νQ 6
√
Q, f est q-primitive.

1.4 Fonctions L de Rankin-Selberg

On fixe deux formes primitives normalisées

fi(z) =
∑
n>1

λfi(n)n
ki−1

2 e(nz), i = 1, 2

de poids ki, de niveaux Ni, et de caractères νi. Dénote ε = ν1ν̄2, qui est un caractère modulo
N , le plus petit commun multiple de N1 et N2, autrement dit, N = [N1, N2].

En accord avec la théorie de Rankin-Selberg, on considère les séries L convolutées as-
sociées à f et g de Rankin-Selberg :

L(s, f1 × f2) = L(2s, ε)
∑
n>1

λf1(n)λf2(n)n−s, (1.4.1)

où L(s, ε) est la fonction L de Dirichlet définie par

L(s, ε) =
∑
n>1

ε(n)n−s <s > 1.
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On écrit N = MM ′M ′′ où M est le conducteur de ε, q | M ′ si et seulement si q | M
et (M ′′,MM ′) = 1. On dénote par νi,q, νi,Ni/Qi les caractères de module Qi, N/Qi respec-
tivement tels que νi = νi,qνi,Ni/Qi . Alors, ν1,q 6= ν2,q si q | M ′ ; ν1,q = ν2,q si q | M ′′. Dans
le deuxième cas, on dénote le caractère commun par νq. Pour q | N , soit Q, Q′, Q1, Q2 les
facteurs q-primaires de N , M ′, N1, N2 respectivement.

De plus, on suppose que f1 et f2 satisfont les conditions suivantes :
A. Si q |M ′′ tel que Q1 = Q2 et λf1(q) = λf2(q) = 0, alors f1 et f2 sont q-primitives.

B. Si q |M ′. Si f̃i, i = 1, 2 sont des formes primitives de niveaux Ñi qui sont équivalentes
(voir la section 1.1.3) à fi,χ pour un caractère χ d’un conducteur q-primaire, puis

[Ñ1, Ñ2] > N .
C. Si q divise Q1, Q2 et M ′ tel que λf1(q) = λf2(q) = 0, puis il n’existe aucune forme

primitive normalisée f̃i, i = 1, 2, de niveaux Ñi satisfaisant les conditions suivantes en
même temps :

1. [Ñ1, Ñ2] = N ;

2. fi = f̃i,χ pour un caractère χ d’un conducteur q-primaire.

3. q ne divise pas un de Ñ1, Ñ2 ; ou q divise à la fois Ñ1 et Ñ2, et au moins un de
q-ième Fourier coefficients de f̃i est non nul.

Le théorème suivant explique la raison pour les suppositions mentionnées au-dessus.

Théorème 1.4.1. Soit f ′i , i = 1, 2 deux formes primitives normalisées. Il existe deux formes
primitives normalisées fi, i = 1, 2 satisfaisant les conditions A-C, et un caractère χ tels que

L(s, f ′1 × f ′2) = L(s, f1,χ × f2,χ).

Remarque 4. a. Soit S le conducteur du caractère χ au-dessus. En écrivant sous la
forme d’un produit eulérien

L(s, f1 × f2) =
∏
q

Lq(s, f1 × f2),

on a
L(s, f ′1 × f ′2) = L(s, f1,χ × f2,χ) = L(s, f1 × f2)

∏
q|S

Lq(s, f1 × f2)−1.

Ainsi, l’équation fonctionnelle de L(s, f ′1×f ′2) peut être déduite facilement par celle de
L(s, f1 × f2).

b. Voir [55] pour l’explication représentation-théorétique des supposition A-C et du
Théorème 1.4.1.

1.4.1 Prolongement des fonctions L de Rankin-Selberg

On pose k = (k1 + k2)/2 et k′ = (k1 − k2)/2. Soit z = x + iy. Et pour deux formes
modulaires f, g de poids k1, k2, on définit

δ(f, g) = f(z)g(z)yk−2dxdy.
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Ainsi, si α est une matrice 2× 2 avec déterminant positif, on a

jα(z)−1δ(f |k1 α, g |k2 α) = δ(f, g) ◦ α.

Comme d’habitude, soit

Γ1(N) =

{(
a b
c c

)
∈ SL(2,Z)

∣∣∣∣ a ≡ d ≡ 1 mod N, c ≡ 0 mod N

}
.

On dénote par D1(N) le domaine fondamental pour Γ1(N) dans la bande |x| 6 1/2.
Comme [68] et [76], on écrit

(4π)−(s+k−1)Γ(s+ k − 1)
∑
n>1

λf1(n)λf2(n)n−s =

∫
|x|61/2

ysδ(f1, f2). (1.4.2)

En posant, pour un entier d premier à N ,

h(z, s, d) = hk′(z, s, d) = % ·
∑

(mN,n)=1
n≡dmodN

ys(mNz + n)−(s−k′)(mNz̄ + n)−(s+k′),

où

% =

{
1/2 si N = 1, 2,

1 sinon,

on peut écrire le membre de droite de (1.4.2) sous la forme∫
|x|61/2

ysδ(f1, f2) =
1

ϕ(N)

∫
D1(N)

δ(f1, f2)
∑

dmodN

ε(d)h(z, s, d). (1.4.3)

De plus, on peut écrire

%−1N sL(2s, ε)
∑

dmodN

ε(d)h(z, s, d)

=
∑

(m,n)6=(0,0)

ε(n)(Ny)s(mNz + n)−(s−k′)(mNz̄ + n)−(s+k′)

=
∑
d|M ′′

µ(d)ε′(d)
∑

(m,n)6=(0,0)

ε′(n)(Ny)s(mNz + nd)−(s−k′)(mNz̄ + nd)−(s+k′)

=
∑
d|M ′′

µ(d)ε′(d)d−sE(Nz/d, s, ε′),

(1.4.4)

où µ est la fonction Möbius, ε′ est le caractère primitif induisant ε, et

E(z, s, ε′) = Ek′(z, s, ε
′) =

∑
(m,n)6=(0,0)

ε′(n)ys(mz + n)−(s−k′)(mz̄ + n)−(s+k′)
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est la série d’Eisenstein analytique réelle. En combinant (1.4.2)-(1.4.4), on obtient

Φf1,f2(s) := (N/π)s(4π)−(s+k−1)Γ(s− k′)Γ(s+ k − 1)L(s, f1 × f2)

= %ϕ(N)−1π−sΓ(s− k′)
∑
d|M ′′

µ(d)ε′(d)d−s
∫
D1(N)

δ(f1, f2)E(Nz/d, s, ε′).

Grâce aux travaux de Petersson [69], Rankin [76] et Selberg [83], on a la continuation
analytique de la série d’Eisenstein ci-dessous.

Proposition 1.4.2. On pose

Ê(z, s, ε′) =
∑

(m,n)6=(0,0)

ε′(m)ys(mz + n)−(s−k′)(mz̄ + n)−(s+k′).

Ainsi définies, les séries d’Eisenstein convergent absolument pour <s > 1, ont des prolonge-
ments analytiques sur C excepté pour k′ = 0 et ε′ le caractère trivial. Dans le dernier cas,
E(z, s, ε′) = Ê(z, s, ε′) est méromorphe avec un unique pôle simple de résidu π en s = 1. De
plus, pour tout d|M ′′, E(Nz/d, s, ε′) vérifie l’équation fonctionnelle

M sπ−sΓ(s− k′)E(Nz/d, s, ε′) = g(ε′)πs−1Γ(1− s− k′)Ê(M ′M ′′z/d, 1− s, ε̄′),

où la somme de Gauss g(ε′) = 1 lorsque M = 1.

Ainsi, la continuation de L(s, f1 × f2) en découle immédiatement.

Théorème 1.4.3 (Rankin). La Série L convolutée

L(s, f1 × f2) = L(2s, ε)
∑
n=1

λf1(n)λf2(n)n−s

est
– entière si f1 6= f2.
– méromorphe avec un pôle simple en s = 1 avec résidu

%−1N−24kπk+1

Γ(k)
〈f1, f2〉

si f1 = f2 (ainsi k = k1 = k2), où 〈f1, f2〉 =
∫
D1(N)

δ(f1, f2) est le produit scalaire de

Petersson de f1 et f2 et D1(N) est le domaine fondamental pour Γ1(N).

1.4.2 L’équation Fonctionnelle

Définition 1.4.4. On dit que f1 est n(q)-proche de f2 en q si 1) Q1 = Q2, et 2) n(q) est le
plus grand nombre entier m tel que

λq(f1,χ)λq(f2,χ)−1 = λq(f1)λq(f2)−1 (1.4.5)

pour tous caractères χ de conducteurs divisant qm, où λq(fi,χ), λq(fi) sont définis par (1.1.4).
(On dénote λQ(fi) (rep. λQ(fi,χ)) par λq(fi) (rep. λq(fi,χ))).

Si la formule (1.4.5) se vérifie pour tous caractères χ des conducteurs q-primaires, on dit
que f1 est ∞-proche de f2 en q.
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Pour un entier m > 0, on pose

Sq(m, f1, f2) =
q

q − 1

∑
χ

λq(f1,χ)λq(f2,χ), (1.4.6)

où χ parcourt tous les caractères de conducteurs qm tels que les niveaux Ni,χ des fi,χ ont les
facteurs q-primaires égaux.

Pour chaque nombre premier q divisant N1 et N2 tel que Q1 = Q2 et fi (i = 1, 2)
sont q-primitives avec λfi(q) = 0, on suppose que f1 est n(q)-proche à f2. On suppose que
fi = f̃i,ωi où f̃i,ωi(z) =

∑
n>1 λ̃i(n)e(nz) sont des formes primitives normalisées de niveaux

Ñi qui sont q-primitives pour tout nombre premier q, et ωi sont des caractères. On écrit
N/M = M ′M ′′ =

∏
q q

r(q) tel que Q = qr(q) si q |M ′′ et Q′ = qr(q) si q |M ′.
Pour un nombre premier q |M ′′, on définit

m(q) =

 min(n(q), [r(q)/2]) si Q1 = Q2 et λf1(q) = λf2(q) = 0,

0 autrement.

On définit aussi

θq(s) = θq(s, f1, f2)

=



1− ε′(q)λf1(q)λf2(q)q1−s si Q1 = Q2 = q et νi,q trivial,

1− ε′(q)λf1(q)λf2(q)q−s si Q1 = Q2 = cond νi,q,

1− ε′(q)q−2s si m(q) = [r(q)/2] et r(q) pair,

1− ε′(q)1/2q−s si m(q) = [r(q)/2] > 0 et r(q) impair,

1 autrement,

(1.4.7)

où ε′ est le caractère primitif modulo M se déduisant ε = ν1ν̄2 et ε′(p)1/2 est la racine carrée
de ε′(p) telle que λq(f1) = ε̄′(q)r(q)/2λq(f2) pour le cas r(q) impair et m(q) = [r(q)/2] > 0.

On pose
P = {q |M ′ : Q1 = Q2 et λf1(q)λf2(q) 6= 0}

et pour q ∈ P
Λq(f1, f2) = λf1(Q

′)λf2(Q
′)λq(f1)λq(f2).

On introduit aussi la constante Λq(f1, f2) et le nombre entier Q pour chaque nombre
premier q |M ′ et q /∈ P selon les cas variés suivants :

I) Q = Q1 = Q2 et fi sont q-primitives avec λfi(q) = 0. On définit

Λq(f1, f2) =


[(r(q)+1)/2]∑

m=0

Sq(m, f1, f2) si n(q) = [r(q)/2],

Sq(r(q)− n(q), f1, f2) sinon,

Q =

 q2(r(q)−n(q)) si r(q)− n(q) > 1
2
ordqQi,

Q sinon,

(1.4.8)
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où Sq(m, f1, f2) est définie par (1.4.6).
II) q divise Ñ1 et Ñ2 tel que λ̃i(q) = 0 et I) se ne vérifie pas. Alors Q′ >

√
Q. On pose

Λq(f1, f2) = Sq(r(q), f1, f2),

Q = (Q′)2.
(1.4.9)

Remarque 5. a. Sous les suppositions A-C au début de la section, on explique les cas
où λfi(q) = 0, i = 1, 2 de la façon I et II.

b. Si Q = Q1 et Q′ > Q2, on a

Λq(f1, f2) = ν2,q(−1)ν1,N/Q(Q)ε̄′N/Q(Q′)g(εq)λq(f1)λq(f1,ν̄2,q)Q/Q,

(cf. [56, Théorème C et D]).

III) Q = Q1 > Q2 > q, λf1(q) = 0 et λf2(q) 6= 0 ; ou Q2 = 1. On pose

Λq(f1, f2) =ν1,q(−1)ν1,N/Q(Q)ε̄′N/Q(Q′)g(εq)λq(f1)λq(f1,ν̄2,q)(Q/Q)×

×

λf2(Q2/Q
′)(Q2/Q

′)−1/2 si Q′ < Q2,

1 sinon,

Q =

 (Q′)2 si Q′ >
√
Q,

Q sinon.

(1.4.10)

IV) Q = Q2 > Q1 > q, λf2(q) = 0 et λf1(q) 6= 0 ; ou Q1 = 1. On pose

Λq(f1, f2) =ν2,q(−1)ν̄2,N/Q(Q)ε̄′N/Q(Q′)g(εq)λq(f2)λq(f2,ν̄1,q)(Q/Q)×

×

{
λf1(Q1/Q′)(Q1/Q

′)−1/2 si Q′ < Q1,

1 sinon,

Q =

{
(Q′)2 si Q′ >

√
Q,

Q sinon.

(1.4.11)

Finalement, pour q |M, q -M ′, on pose

Λq(f1, f2) = λf1(Q/Q2)λf2(Q/Q1)(Q/Q2)−1/2(Q/Q1)−1/2λq(f1)λq(f2). (1.4.12)

Théorème 1.4.5 (Wen-Ch’ing Winnie Li). Soit f1, f2 des formes primitives normalisées
satisfaisant les suppositions A-C au début de la section et θq(s) est définie par (1.4.7). En
supposant k1 6 k2, on pose

Ψf1,f2(s) = (2π)−2sΓ

(
s− k1 − k2

2

)
Γ

(
s+

k1 + k2

2
− 1

) ∏
q|M ′′

θq(s)
−1L(s, f1 × f2)

où L(s, f1 × f2) est définie par (1.4.1). Alors, L(s, f1 × f2) se prolonge sur le plan complexe
qui est entière si f1 6= f2 ou entière à l’exception des pôles simples en s = 0 et s = 1 lorsque
f1 = f2. De plus, L(s, f1 × f2) satisfait l’équation fonctionnelle

Ψf1,f2(s) = A(s)Ψf̄1,f̄2(1− s),
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où

A(s) =
∏
q|M ′′

(ε′(q)q1−2s)r(q)−m(q)
∏
q∈P

g(ε′q)Λq(f1, f2)Q1−3s(Q
′
)sε′N/Q(Q2/Q

′
)

×
∏
q|M ′

q /∈P

g(ε′q)Λq(f1, f2)(Q/Q
′
)1−2sQ−sε′N/Q(QQ/Q

′
)

×
∏
q|M
q-M ′

g(ε′q)Λq(f1, f2)Q1−sQ−s1 Q−s2 ν1,N/Q(QQ1)ν̄2,N/Q(QQ2)

:= ε(f1 × f2)Cond(f1, f2)1/2−s,

avec

Cond(f1, f2) =
∏
q|M ′′

q2(r(q)−m(q))
∏
q∈P

Q3(Q′)−1
∏
q|M ′
q /∈P

Q(Q/Q′)2
∏
q|M
q-M ′

QQ1Q2

et |ε(f1 × f2)| = 1.

Nous allons énumérer quelque exemples suivants, qui sont les cas dont nous avons besoin.

Example 1. Soit f1 = f2 q-primitive pour tout q. Alors, N1 = N2 = N = M ′′ =
∏

q q
r(q), et

pour q | N

θq(s) =

{
1− q−2s si λf (q) = 0 et r(q) est pair,

1− q−s sinon.

De plus,

A(s) =
∏
q|N

q(1−2s)[(r(q)+1)/2].

Example 2. Soit ν1 et ν2 deux caractères triviaux, N = l.c.m(N1, N2). Alors,

A(s) =
∏
q|N

(qr(q)−m(q))1−2s,

et

Cond(f1, f2) =
∏
q|N

q2(r(q)−m(q)).

De plus, si nous supposons en même temps que les Ni sont des nombres entiers sans facteur
carré. Puis, m(q) = 0 et Cond(f1, f2) = N2. Il est facile de voir que θq(s) = 1− cqq−s avec

cq = λf1(q)λf1(q)q = ±1,

qui est en accord avec [68, Théorème 6].
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1.4.3 Fonction L de Rankin-Selberg de symmf et symmg

Soient k un entier pair et N un entier sans facteur carré. Pour m ∈ N et f, g ∈ H∗k(N),
la fonction L de Rankin-Selberg de symmf et symmg est définie par

L(s, symmf × symmg) :=
∏
p

∏
06i,j6m

(1− αf (p)m−iβf (p)iαg(p)m−jβg(p)jp−s)−1,

avec la série Dirichlet ∑
n>1

λsymmf×symmg(n)n−s,

pour <s = σ assez grand. Elle se prolonge en une fonction méromorphe sur C avec un pôle
éventuel en s = 0 et 1 si et seulement si f = ḡ. De plus, on a

λsymmf×symmg(p) = λsymmf (p)λsymmg(p),

pour p - N . Le conducteur de la fonction L de Rankin-Selberg de symmf et symmg noté par
Cond(symmf × symmg) satisfait (voir [5])

Cond(symmf × symmg) 6 (Cond(symmf)Cond(symmg))m+1 = N2m(m+1).

Selon [52], le facteur à la place infinie est

L∞(s, symmf × symmg)

= ΓR(s)δ2|mΓC(s)[m/2]+δ2-m

m∏
ν=1

ΓC(s+ ν(k − 1))m−ν+1,

où δ2|n := 1− δ2-n et ΓR(s), ΓC(s) sont définis par (1.2.6). La fonction L complétée

Λ(s, symmf × symmg)

= Cond(symmf × symmg)s/2L∞(s, symmf × symmg)L(s, symmf × symmg)

satisfait l’équation fonctionnelle

Λ(s, symmf × symmg) = εsymmf×symmgΛ(1− s, symmf × symmg)

avec
εsymmf×symmg = ±1.

Une fonction L spéciale de Rankin-Selberg est définie par

L(s, symmf × symmg) :=
∑
n>1

λsymmf (n)λsymmg(n)n−s. (1.4.13)

On a les bornes de convexité pour les fonctions L de Rankin-Selberg.

Lemme 1.4.6. Soit 1 6 m 6 4, 2 | k, N sans facteur carré et f, g ∈ H∗k(N). Pour 0 6 σ 6 1
et ε > 0, on a

L(s, symmf × symmg)� Nm(m+1)(1−σ)+ε(1 + |τ |)(m+1)(1−σ)/2(k + |τ |)m(m+1)(1−σ)/2+ε

(1.4.14)

L(s, symmf × symmg)� Nm(m+1)(1−σ)+ε(1 + |τ |)(m+1)(1−σ)/2(k + |τ |)m(m+1)(1−σ)/2+ε

(1.4.15)

où les constantes impliquées ne dépendent que de ε.
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Chapitre 2

Moments des valeurs centrales sur les
petits intervalles

2.1 Énoncé du problème et du résultat

L’étude des valeurs centrales des fonctions L est un des problèmes les plus importants
en théorie des nombres. L’hypothèse de Lindelöf est un exemple typique. Dans beaucoup
d’applications arithmétiques, on ne demande que leurs valeurs en moyennes. Un exemple le
plus simple est le 2r-ième moment de la fonction ζ de Riemann :

Mr(T ; ζ) :=

∫ 2T

T

|ζ(1
2

+ iτ)|2rdτ (2.1.1)

pour r > 0 et T > 1.
Hardy et Littlewood [25] ont établi un premier résultat avec la transformation de Mellin et

puis, cinq ans plus tard, ont donné une preuve alternative basée sur l’équation fonctionnelle
approchée dans [26]. Leur résultat énonce que

M1(T ; ζ) ∼ T log T.

La formule de l’équation fonctionnelle approchée est utile et a eu une domination pendant
soixante ans. Littlewood [57] a établi une formule asymptotique plus précise de M1(T ; ζ) :

M1(T ; ζ) = T log T − (1 + log 2π − 2γ)T + E(T ),

avec E(T ) �ε T
3/4+ε pour tout ε > 0. Ce résultat a été amélioré à E(T ) � T 1/2 log T et à

E(T )� T 5/12 log2 T par Ingham [34] et Titchmarsh [89], respectivement. L’étude du terme
d’erreur E(T ) suscite un grand intérêt (voir [3, 29, 35, 92]).

Ingham [34] a étudié le quatrième moment et a démontré

M2(T ; ζ) =
1

2π2
T (log T )4 +O

(
T (log T )3

)
,

à l’aide de l’équation fonctionnelle approchée de ζ(s)2 dûe à Hardy-Littlewood [27]. Heath-
Brown [31] a introduit une équation fonctionnelle approchée nouvelle et a démontré qu’il
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existe des constantes a1, a2, a3, a4 = (2π2)−1 telles que pour tout ε > 0, on a

M2(T ; ζ) = T

4∑
j=0

aj logj T +Oε

(
T 7/8+ε

)
.

L’article de Heat-Brown [30] déduit l’estimation pour le douzième moment

M6(T ; ζ)� T 2(log T )17, (2.1.2)

d’une estimation du moment carré pour |ζ(1
2

+ it)| sur un petit intervalle en combinant la
méthode de van der Corput avec l’inégalité de Halász-Montgomery. Ramachandra [75] a
prouvé

Mr(T ; ζ)� T (log T )r
2

(2.1.3)

inconditionnellement pour r = 1
2

et sous l’HR pour 0 < r < 2. Heath-Brown [32] a montré
que la majoration (2.1.3) reste vrai pour r = 1/n avec n entier. Le domaine de validité de
Ramachandra a été étendu à 0 < r 6 2, 181 par Radziwi l l [72].

Dans l’autre direction, Titchmarsh (voir [91, Theorem 7.19]) a montré que pour tout
entier r > 0 on a ∫ ∞

0

|ζ(1
2

+ iτ)|2re−τ/Tdτ � T (log T )r
2

uniformément pour T > 1. Ramachandra [74] a renforcé ce résultat par

Mr(T ; ζ)�r T (log T )r
2

, (2.1.4)

lorsque 2r est un nombre entier positif. Ramachandra [73] a montré aussi que

Mr(T ; ζ)� T (log T )r
2

(log2 T )−θr

pour tous les réels r > 1
2

avec une constante θr dépendant de r au plus, et de plus, sous
l’hypothèse de Riemann, θr = 0 pour tout réel r > 0. Heath-Brown [32] a montré la minora-
tion(2.1.4) pour tout nombre rationnel r > 0.

Dans [85], Soundararajan a montré que pour tout r > 0 et ε > 0 l’HR implique

Mr(T ; ζ)�r,ε T (log T )r
2+ε, T > 2.

Récemment Harper [28] a réussi à enlever ε en raffinant la méthode de Soundararajan : sous
l’HR, on a

Mr(T ; ζ)�r T (log T )r
2

. (2.1.5)

On conjecture qu’il existe une constante positive Cr telle que

Mr(T ; ζ) ∼ CrT (log T )r
2

, T →∞. (2.1.6)

Une valeur précise de Cr est conjecturée par Keating et Snaith [45] basée sur la considération
des matrices aléatoires. Ensuite, Goldfeld et Hoffstein [10] ont proposé la même conjecture
selon une autre approche basée sur la série multiple de Dirichlet. Récemment Conrey et al.
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[9] fournissent une conjecture plus précise en identifiant les termes de l’ordre inférieur par
une expansion asymptotique pour Mr(T ; ζ).

Pour le moment sur les petits intervalles, la méthode de Heath-Brown [31] implique∫ T+H

T

|ζ(1
2

+ iτ)|4 dτ �ε H
1+ε

pour H = T 7/8. Iwaniec [36] a amélioré ce résultat à H = T 2/3. La méthode de Iwaniec est
la première application de la formule de trace Kuznetsov dans ce problème et a été suivie
par de nombreux travaux de Zavorotnyi, Motohashi, Ivić, Jutila et d’autres dans l’étude
du quatrième moment. Jutila [42] a aussi montré le résultat de Iwaniec avec une méthode
alternative.

Il est naturel de considérer l’analogue de Mr(T ; ζ) pour les fonctions L automorphes. Par
souci de simplicité, pour chaque entier pair k > 2, on dénote par H∗k l’ensemble des formes
primitives de poids k pour le groupe modulaire SL2(Z).

Toute forme primitive f ∈ H∗k a un développement de Fourier en ∞ :

f(z) =
∑
n>1

λf (n)n(k−1)/2e2πinz (Im z > 0),

où λf (n) est le n-ième coefficient de Fourier normalisé de f avec λf (1) = 1. La fonction L
automorphe associée à f est définie par

L(s, f) :=
∑
n>1

λf (n)n−s (σ > 1).

On écrit implicitement s = σ + iτ . La fonction L(s, f) vérifie l’équation fonctionnelle :

(2π)−sΓ
(
s+ 1

2
(k − 1)

)
L(s, f) = ik(2π)−(1−s)Γ

(
1− s+ 1

2
(k − 1)

)
L(1− s, f). (2.1.7)

Comme (2.1.1), pour f ∈ H∗k et r > 0, on définit

Mr(T ; f) :=

∫ 2T

T

|L(1
2

+ iτ, f)|2rdτ. (2.1.8)

Le cas où r = 1 a été étudié premièrement par Good [18]. En adaptant la méthode de
Titchmarsh [88], il a montré la formule asymptotique

M1(T ; f) ∼ 2kA0T log T lorsque T →∞

où A0 est une constante absolue. De plus, grâce à l’équation fonctionnelle approchée qu’il a
établi et en utilisant la théorie spectrale, il a précisé dans [19] la formule sous la forme

M1(T ; f) = 2kA0T log T + A1T + E(T, f)

où A1 est une constante absolue et E(T, f)� T 5/6 log13/6 T . Et puis dans [20], il a développé
sa méthode plus loin, et amélioré le terme d’erreur en

E(T, f)� (T log T )2/3. (2.1.9)
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D’où il en déduit la borne de sous-convexité en l’aspect de τ :

L
(

1
2

+ iτ, f
)

= O(|τ |1/3(log |τ |)5/6).

Le terme d’erreur (2.1.9) implique le moment carré sur les petits intervalles∫ T+H

T

|L(1
2

+ iτ, f)|2 dτ �f,ε H
1+ε

pour H = T 2/3 (voir aussi les travaux de Jutila [40] et [41]).

Comme un analogue de l’estimation (2.1.2), la majoration pour le sixième moment∫ T

0

|L(1
2

+ iτ, f)|6 dτ �f,ε T
2+ε (2.1.10)

a été établi par Jutila [40] (une preuve alternative est donnée dans [43]).

Avec la méthode de Heath-Brown [32], Sun et Lü [86] ont considéré les moments de
puissance fractionnaire et prouvé que

Mr(T ; f)� T (log T )r
2

,

pour tout r = p
q
6 1

2
avec entiers positifs p et q, et de plus

Mr(T ; f)� T (log T )r
2

pour un entier positif pair q sous l’hypothèse de Riemann généralisée (HRG) pour L(s, f).
Pour plus d’informations sur les moments des fonctions L, on peut consulter le rapport [62].

En considérant les moments décalés associés, Conrey et al. (voir [9, Conjecture 2.5.4])
ont fournit la conjecture sur Mr(T ; f), d’où on peut déduire la conjecture suivante sans
considération des coefficients exacts.

Conjecture 1. Soient f ∈ H∗k et r > 0. On a

Mr(T ; f) �f,r T (log T )r
2

,

où la constante impliquée dépend de f et r.

Ici, on considère un problème plus général, i.e., les moment positifs de L(1
2

+ iτ, f) sur
les petits intervalles :

Mr(T,H; f) :=

∫ T+H

T

|L(1
2

+ iτ, f)|2rdτ. (2.1.11)

Par conséquent, Mr(T ; f) = Mr(T, T ; f).

Pour ce problème, on démontre le théorème suivant.
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Théorème 2.1.1. Soient f ∈ H∗k, r > 0 et ε un nombre positif arbitrairement petit. Suppo-
sant l’HRG pour L(s, f), on a

H(log T )r
2 �Mr(T,H; f)� H(log T )r

2

(2.1.12)

uniformément pour T > T0(f, r, ε) et T ε 6 H 6 T , où la constante T0(f, r, ε) et les constantes
impliquées dépendent de f , r et ε.

De plus, la minoration ci-dessus a lieu pour tout nombre rationnel r > 0 inconditionnel-
lement.

Le cas particulier de Théorème 2.1.1 montre que l’analogue de la borne supérieure de
Harper [28] et la borne inférieure de Heath-Brown [32] sur Mr(T ; ζ) continue de se vérifier
pour Mr(T ; f).

Notre approche est une adaptation de [85, 28] pour la borne supérieure et de [32] pour la
borne inférieure. Dans [85], Soundararajan est partie du travail de Selberg sur la distribution
de log ζ(1

2
+ iτ). Il a enlevé les effets des zéros proches de 1

2
+ iτ en trouvant une inégalité et

obtenu une borne supérieure pour log ζ(1
2

+ iτ) (voir [85, Proposition]). En choisissant une
longueur appropriée pour le polynôme de Dirichlet, il a étudié la fréquence avec laquelle les
grandes valeurs de log |ζ(1

2
+ iτ)| peuvent se produire et puis déduit une estimation pour le

moment de la fonction zêta.
Dans [28], Harper a amélioré la méthode de Soundararajan. Il divise le polynôme de

Dirichlet en petits intervalles, choisit une longueur plus longue pour le polynôme et découpe
l’intégrale en morceaux selon les grandes valeurs de ces polynômes sur les petits intervalles.
Avec ce délicat découpage, nous pouvons profiter davantage des informations sur les grandes
valeurs. Enfin, en tablissant un lemme concertant le produit de cos(τ log p) sur des nombres
premiers, il a sauvé le facteur (log τ)ε.

Nous réussissons à étendre la méthode de Soundararajan et Harper pour les moments des
fonctions L automorphes dans les petits intervalles. La différence est que : si nous suivons
leurs méthodes, nous devons supposer l’HR pour ζ(s) et l’HRG pour L(s, sym2f) en même
temps. Différent de Harper, notre argument ne tronque pas la deuxième sommation dans
(2.2.6) par log T , mais la considère avec la première sommation directement. La contribution
de cette partie est également négligeable avec notre méthode. Ceci nous permet d’éviter HR
pour ζ(s) et l’HRG pour L(s, sym2f) et d’obtenir des simplifications pour la méthode de
Soundararajan-Harper.

De plus, dans la dernière partie, nous utilisons la méthode de Heath-Brown et appliquons
la fonction L de Rankin-Selberg pour prouver la borne inférieure exacte.

Le moment pour les fonctions L automorphes d’ordre plus haut a été étudié par Fomenko
[15] et Pi [70]. Dans [15], Fomenko fait les études sur le moment de la fonction L automorphe
de carré symétrique

Mr(T ; sym2f) :=

∫ 2T

T

|L(1
2

+ iτ, sym2f)|2rdτ.

Basé sur la méthode de Heath-Bown [32], il montre que pour tout r > 0 rationnel (pour tout
r > 0 réel sous l’HRG pour L(1

2
+ iτ, sym2f))

Mr(T ; sym2f)� T (log T )r
2

.
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Il montre aussi que, pour tout 0 6 r 6 2
3
, la majoration

Mr(T ; sym2f)� T (log T )r
2

se vérifie sous l’HRG pour L(s, sym2f).
Ye [96] a fait l’étude du quatrième moment de L(1

2
+ it, g) sur un petit intervalle pour

les formes automorphes holomorphes également formes de maass g pour Γ0(N). Soit χ un
caractère modQ avec N | Q. Il montre que∫ T+H

T

|L(1
2

+ iτ, g ⊗ χ)|4 dτ �ε,g,N,Q (TH)1+ε

pour H = T 103/135+ε et tout ε > 0. Puis, dans [51] Lau, Liu et Ye ont amélioré le résultat en
obtenant H = T 1/3+ε.

Soit π une représentation irréductible cuspidale automorphe sur GLm(AQ), m > 2 et
L(s, π) la fonction L attachée. Pi [70] considère le moment

Mr(T ; π) :=

∫ 2T

T

|L(1
2

+ iτ, π)|2rdτ,

et montre que sous la conjecture de Ramanujan généralisée (CRG)

Mr(T ; π)� T (log T )r
2

pour tout r ∈ Q (r ∈ R sous l’HRG pour L(s, π)). Dans une autre direction, il montre sous
CRG et l’HRG

Mr(T ; π)� T (log T )r
2

,

pour tout 0 6 r 6 2/m− ε et tout ε > 0.
Notre méthode est applicable pour les fonctions L automorphes d’ordre supérieur en

supposant GRC de plus (GRC pour les fonctions L automorphes de puissance symétrique
définies par (1.2.4) se vérifie). La conjecture d’orthogonalité de Selberg (voir [84], [60]) est
essentielle pour la démonstration.

2.2 Lemmes auxiliaires

Soit f ∈ H∗k. L(s, f) admet un produit eulérien :

L(s, f) =
∏
p

(1− αf (p)p−s)−1(1− βf (p)p−s)−1 (σ > 1),

où αf (p) et βf (p) sont définis dans la Proposition 1.1.5. Soient r > 0. Pour L(s, f) 6= 0, on
définit L(s, f)r par

L(s, f)r = exp(r logL(s, f)),

où logL(s, f) = log |L(s, f)|+ argL(s, f) avec −π < argL(s, f) 6 π.
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Comme indiqué déjà, l’objectif principal de cette section est de prouver la Proposition
2.2.1 ci-dessous. On commence par citer quelques propriétés sur la dérivée logarithmique de
L(s, f) qui seront nécessaires à la preuve de la Proposition 2.2.1. Nous définissons d’abord
bf (n) par la formule :

−L
′

L
(s, f) =

∑
n>1

Λ(n)bf (n)

ns
(σ > 1),

où Λ(n) est la fonction de von Mongodt et bf (n) est supportée sur les puissances des nombres
premiers avec

bf (p
ν) = αf (p)

ν + βf (p)
ν (2.2.1)

pour tout nombre premier p et tout entier ν > 1. En particulier, bf (p) = λf (p).

• Compte tenu de l’équation fonctionnelle (2.1.7), la dérivée logarithmique L′

L
(s, f) a des

‘singularités triviales’ en les points s = −n− 1
2
(k − 1) pour n = 0, 1, 2, . . . .

• En faisant appel au Théorème 1.2.3, pour tout s dans la bande verticale −1
2
< σ < 2

on a
L′

L
(s, f)�f log(|τ |+ 3) +

∑
|s−ρ|<1

1

s− ρ
,

où ρ désigne les zéros non-triviaux de L(s, f). En écrivant s = σ + iv, le nombre des zéros
ρ avec |v − Im ρ| < 1 est � log(|v| + 3). D’où, en faisant varier v de façon bornée, nous
pouvons assurer que

|v − Im ρ| � log−1(|v|+ 3). (2.2.2)

Avec de tels v, on a pour −1
2
< σ < 2

L′

L
(σ + iv, f)�f log(|v|+ 3) +

∑
|v−Im ρ|<1

log(|v|+ 3)

�f log2(|v|+ 3).

(2.2.3)

• Grâce à l’équation fonctionnelle (2.1.7) et la formule de Stirling [90, 4.42] on a pour
σ < −1

2

−L
′

L
(s, f) =

Γ′

Γ

(
1− s+

k − 1

2

)
+

Γ′

Γ

(
s+

k − 1

2

)
+Of (1)

�f log(|s|+ 3).

(2.2.4)

Le résultat principal de cette section est la proposition suivante, qui est le point de départ
de la preuve de la borne supérieure dans le Théorème 2.1.1. C’est un analogue du lemme de
Soundararajan dan [85].
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Proposition 2.2.1. Soit f ∈ H∗k et $0 = 0.4912... le unique nombre réel positif satisfaisant
l’équation e−$0 = $0 + 1

2
$2

0. En supposant l’HRG pour L(s, f), on a

log |L(1
2

+ iτ, f)| 6 <
∑
n6x

Λ(n)bf (n) log(x/n)

n1/2+$/ log x+iτ (log n) log x
+ ($ + 1)

log T

log x
+O

(
1

log x

)
(2.2.5)

log |L(1
2

+ iτ, f)| 6 <
∑
p6x

bf (p) log(x/p)

p1/2+$/ log x+iτ log x
+

1

2
<
∑
p6
√
x

bf (p
2) log(x/p2)

p1+2$/ log x+i2τ log x
(2.2.6)

+ ($ + 1)
log T

log x
+O(1)

pour T > 2, T < τ 6 2T , 2 6 x 6 T 2 et $ > $0, où les constantes impliquées dépendent de
f .

Démonstration. On pose c := max(1, 2−σ). Sous l’HRG, on désigne par ρ = 1
2

+ iγ les zéros
non-triviaux de L(s, f). Par la formule de Perron, on peut écrire

∑
n6x

Λ(n)bf (n)

ns
log
(x
n

)
= − 1

2πi

∫ c+iv

c−iv

L′

L
(s+ w, f)

xw

w2
dw +O

(xc log2 x

v2

)
,

où s = σ + iτ avec σ > 1
2

et T < τ 6 2T et v > 3 est un paramètre tendant vers l’infini,
mais satisfaisant (2.2.2).

On déplace le segment de l’intégrale sur le chemin C consistant en les lignes droites
joignant les points c− iv, −v − iv, −v + iv et c+ iv.

-

6

�

6
-

6

c

v

−v

−v

C

0−1
2

En rencontrant un pôle d’ordre 2 en w = 0, des pôles simples triviaux en w = n + (k −
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1)/2+s et des pôles simples non-triviaux en w = ρ−s, grâce au théorème résidus, on déduit∑
n6x

Λ(n)bf (n)

ns
log
(x
n

)
=− L′

L
(s, f) log x−

(
L′

L
(s, f)

)′
−

∑
n+(k−1)/2+σ<v

x−n−(k−1)/2−s

(n+ (k − 1)/2 + s)2
−

∑
|γ−τ |<v

xρ−s

(ρ− s)2

− 1

2πi

∫
C

L′

L
(s+ w, f)

xw

w2
dw +O

(xc log2 x

v

)
.

(2.2.7)

On applique (2.2.4) et (2.2.3) pour estimer les intégrales sur les segments horizontaux de −v
à −1

2
et de −1

2
à c, respectivement. La contribution de cette partie est

� log(|s|+ v)

v2
√
x log x

+
xc log2(T + v)

v2
·

Celle des intégrales des segments verticaux est

� x−vv−1 log(|s|+ v).

En insérant les estimations dans (2.2.7), lorsque v →∞, on a

−L
′

L
(s, f) =

∑
n6x

Λ(n)bf (n)

ns
log(x/n)

log x
+

1

log x

(
L′

L
(s, f)

)′
+

1

log x

∑
ρ

xρ−s

(ρ− s)2
+

1

log x

∑
n>0

x−n−(k−1)/2−s

(n+ (k − 1)/2 + s)2
·

En prenant les parties réelles des deux côtés et en intégrant par rapport à σ sur σ0 >
1
2

à ∞, on obtient

log |L(s0, f)| = <
{∑

n6x

Λ(n)bf (n)

ns0 log n

log(x/n)

log x
− 1

log x

L′

L
(s0, f)

+
1

log x

∑
ρ

∫ ∞
σ0

xρ−s

(ρ− s)2
dσ

}
+O

(
x−k/2

)
,

(2.2.8)

où s0 = σ0 + iτ , s = σ + iτ et la constante impliquée est absolue.
Pour s = σ + iτ avec σ > 1

2
et T 6 τ 6 2T , on définit

F (s) :=
∑
ρ

< 1

s− ρ
=
∑
ρ

σ − 1
2

(σ − 1
2
)2 + (τ − γ)2

> 0.

Selon (1.2.3), on a

−<L
′

L
(s, f) = − log(2π) + <Γ′

Γ

(
s+

k − 1

2

)
−<B −<

∑
ρ

(
1

s− ρ
+

1

ρ

)
,
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où

<B = −
∑
ρ

<(
1

ρ
).

Ainsi pour s = σ + iτ avec σ > 1
2

et T 6 τ 6 2T , on a

−<L
′

L
(s, f) = log T − F (s) +Ok(1), (2.2.9)

où on a évalué
Γ′

Γ

(
s+

k − 1

2

)
= log T +Ok(1)

par la formule de Stirling. Puisque∑
ρ

∣∣∣∣∫ ∞
σ0

xρ−s

(ρ− s)2
dσ

∣∣∣∣ 6∑
ρ

∫ ∞
σ0

x1/2−σ

|ρ− s0|2
dσ

=
∑
ρ

x1/2−σ0

|ρ− s0|2 log x
=

x1/2−σ0F (s0)

(σ0 − 1
2
) log x

,

et des égalités (2.2.8) et (2.2.9), on déduit que

log |L(s0, f)| 6 <
∑
n6x

Λ(n)bf (n)

ns0 log n

log(x/n)

log x

+
log T − F (s0) +O(1)

log x
+

x1/2−σ0F (s0)

(σ0 − 1
2
)(log x)2

.

(2.2.10)

En intégrant (2.2.9) par rapport à σ de 1
2

à σ0 (> 1
2
), on obtient

log |L(1
2

+ iτ, f)| − log |L(s0, f)| = {log T +O(1)}(σ0 − 1
2
)−

∫ σ0

1/2

F (σ + iτ)dσ.

D’après l’inégalité
log(1 + x2) > x2/(1 + x2),

on peux minorer l’intégral de F par∫ σ0

1/2

F (σ + iτ)dσ =
1

2

∑
ρ

log
1

1 + (σ−1/2
τ−γ )2

>
1

2

∑
ρ

(σ0 − 1/2)2

(σ0 − 1/2)2 + (τ − γ)2
=

1

2
F (s0).

Alors, il s’ensuit que

log |L(1
2

+ iτ, f)| − log |L(s0, f)| 6 {log T − 1
2
F (s0) +O(1)}(σ0 − 1

2
).

En combinant la majoration (2.2.10), on peut écrire

log |L(1
2

+ iτ, f)| 6 <
∑
n6x

Λ(n)bf (n)

ns0 log n

log(x/n)

log x
+
(
(σ0 − 1

2
) log x+ 1

) log T

log x

+ F (s0)(σ0 − 1
2
)−1(log x)−2G

(
(σ0 − 1

2
) log x

)
+O

(
(log x)−1 + σ0 − 1

2

)
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où G($) := e−$ − $ − 1
2
$2. On pose σ0 = 1

2
+ $

log x
avec $ > $0. Il est facile de voir que

G($) est décroissante et G($0) = 0. Lorsque F (s0) > 0, on a F (s0)G($) 6 0 pour $ > $0

et donc ce terme peut être omis. Puis (2.2.5) en découle.
L’inégalité (2.2.6) est une conséquence simple de (2.2.5) parce que la contribution de pν

avec ν > 3 à la somme sur le côté droit de (2.2.5) est

∑
pν6x, ν>3

bf (p
ν)

pν/2+νiτ+ν$0/ log xν

log(x/pν)

log x
�

∑
pν6x, ν>3

1

pν/2
� 1.

Cela achève la démonstration.

Enfin, on cite quelques théorèmes de valeur moyenne et un lemme élémentaire, qui seront
utiles plus tard. Le premier est une légère variante de [85, Lemma 3]. La preuve est analogue.

Lemme 2.2.2. Soit ε un nombre positif arbitrairement petit. Pour tous nombres complexes
a(p), on a ∫ T+H

T

∣∣∣∣∑
p6x

a(p)

p1/2+iτ

∣∣∣∣2rdτ � r!H

(∑
p6x

|a(p)|2

p

)r
uniformément pour r ∈ N, T > 2, T ε 6 H 6 T et 2 6 x 6 (H/ logH)1/r, où la constante
impliquée dépendent de ε.

Démonstration. On écrit (∑
p6x

a(p)

p1/2+it

)r

=
∑
n6xr

ar,x(n)

n1/2+it
,

où ar,x = 0 sauf que n est un produit de r nombres premiers inférieurs à x (pas nécessairement

distincts). Dans ce cas, si on écrit n =
∏l

i=1 p
αi
i ,

ar,x(n) =

(
r

α1, · · · , αl

) l∏
i=1

a(pi)
αi .

Alors, en séparant les termes diagonals m = n et les termes non-diagnals m 6= n, on a∫ T+H

T

∣∣∣∣∑
p6

a(p)

p1/2+it

∣∣∣∣2r dt =
∑

m,n6xr

ar,x(m)ar,x(n)√
mn

∫ T+H

T

(
n

m
)it dt

= H
∑

m,n6xr

|ar,x(m)|2√
mn

+O

 ∑
m,n6xr

m6=n

|ar,x(m)ar,x(n)|√
mn| log(m/n)|

 ,

Puisqu’on a xr 6 H/ logH et

2
|ar,x(m)ar,x(n)|√

mn
6
|ar,x(m)|2

m
+
|ar,x(n)|2

n
,
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les termes non-diagonales donne une contribution

�
∑
n6xr

|ar,x(n)|2

n

∑
m,n6xr

m6=n

1

| log(m/n)|
� xr log(xr)

∑
n6xr

|ar,x(n)|2

n
� H

∑
n6xr

|ar,x(n)|2

n
.

Le lemme se découle de la majoration∑
n6xr

∑
n6xr

|ar,x(n)|2

n
=

∑
p1<···<pl

∑
α1,··· ,αl>1
α1+···+αl=r

(
r

α1, · · · , αl

)2 |a(p1)|2α1 · · · |a(pr)|2αr
pα1

1 · · · pαrr

6 r!
∑

p1<···<pl

∑
α1,··· ,αl>1
α1+···+αl=r

(
r

α1, · · · , αl

)
|a(p1)|2α1 · · · |a(pr)|2αr

pα1
1 · · · pαrr

= r!

(∑
p6x

|a(p)|2

p

)r

.

Le second lemme est [64, Corollary 3].

Lemme 2.2.3. Pour toute suite de nombres complexes {an}n>1 vérifiant
∑

n>1 n|an|2 <∞,
on a ∫ T

0

∣∣∣∑
n>1

ann
−iτ
∣∣∣2dτ =

∞∑
n>1

|an|2{T +O(n)}

uniformément pour T > 2, où la constante impliquée est absolue.

Le lemme suivant est un corollaire de [16, Theorem 2].

Lemme 2.2.4. Soit F (s) une fonction régulière dans la bande verticale α < σ < β et
continue pour α 6 σ 6 β. On suppose F (s) → 0 lorsque |τ | → ∞ uniformément pour
α 6 σ 6 β. Alors, pour α 6 γ 6 β et tout q > 0 on a∫

R
|F (γ + iτ)|qdτ 6

(∫
R
|F (α + iτ)|qdτ

)(β−γ)/(β−α)(∫
R
|F (β + iτ)|qdτ

)(γ−α)/(β−α)

.

Le lemme suivant est une généralisation simple de [28, Proposition 2].

Lemme 2.2.5. Soit M = pµ11 · · · pµrr et N = qν11 · · · qνtt , où pj, qu sont des nombres premiers
distincts, µj, νu sont des entiers positifs et r, t sont des entiers non négatifs. On a∫ T+H

T

∏
16j6r

(cos(2τ log pj))
µj
∏

16u6t

(cos(τ log qu))
νudτ = HΘ(MN) +O(M2N), (2.2.11)

uniformément pour 2 6 H 6 T , où

Θ(MN) :=
∏

16j6r

1

2µj

(
µj
µj/2

) ∏
16u6t

1

2νu

(
νu
νu/2

)
.

Ici par convention,
(
ν
ν/2

)
= ν!

((ν/2)!)2
si ν est pair et

(
ν
ν/2

)
= 0 si ν est impair.
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Remarque 6.

1. En prenant M = 1 et H = T , on obtient la Proposition 2 de Harper [28].

2. L’idée principal est d’exprimer la fonction cosinus par la fonction exponentielle des
nombres complexes (voir (2.2.12)) et de développer la puissance. Le premier terme
provient du terme diagonal.

Démonstration. On peut écrire

(cos(aτ))ν =
(eiaτ − e−iaτ )ν

2ν
=

1

2ν

(
ν

ν/2

)
+

∑
06`6ν, ` 6=ν/2

1

2ν

(
ν

`

)
ei(ν−2`)aτ . (2.2.12)

Ainsi, l’intégrale sur le coté gauche de (2.2.11) est égal à HΘ(MN) +R avec

R :=

∫ T+H

T

∑
(`11,...,`1r,`21,...,`2t)

∏
16j6r

∏
16u6t

1

2µj+νu

(
µj
`1j

)(
νj
`2u

)
e

iτ log
(
p
2c1
1 ···p2crr q

d1
1 ···q

dt
t

)
dτ

avec cj := µj−2`1j et du := νu−2`2u. Ici 0 6 `1j 6 µj et 0 6 `2u 6 νu tels que
∑

j c
2
j+
∑

u d
2
u 6=

0.

Puisque pj, qu sont distincts et |cj| 6 µj et |du| 6 νu, on a

|p2c1
1 · · · p2cr

r qd11 · · · qdtt − 1| >M−2N−1.

Alors ∣∣ log
(
p2c1

1 · · · p2cr
r qd11 · · · qdtt

)∣∣�M−2N−1

et

R�
∑

(`11,...,`1r,`21,...,`2t)

∏
16j6r

∏
16u6t

1

2µj+νu

(
µj
`1j

)(
νj
`2u

)∫ T+H

T

e
iτ log

(
p
2c1
1 ···p2crr q

d1
1 ···q

dt
t

)
dτ

�
∑

(`11,...,`1r,`21,...,`2t)

∏
16j6r

∏
16u6t

1

2µj+νu

(
µj
`1j

)(
νj
`2u

)
1∣∣ log

(
p2c1

1 · · · p2cr
r qd11 · · · qdtt

)∣∣
�M2N

∑
(`11,...,`1r,`21,...,`2t)

∏
16j6r

∏
16u6t

1

2µj+νu

(
µj
`1j

)(
νj
`2u

)

�M2N
∏

16j6r

∏
16u6t

∑
`1j

1

2µj

(
µj
`1j

)∑
`2u

1

2νu

(
νu
`2u

)
�M2N.

Le résultat en découle.
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2.3 Borne supérieure

2.3.1 Méthode de grand valeur de Soundararajan

En suivant la méthode mise en œuvre par Soundararajan dans le cas de la fonction ζ de
Riemann, on déduit une estimation faible pour Mr(T,H; f).

Proposition 2.3.1. Soit f ∈ H∗k, r > 0 et soit ε un nombre positif arbitrairement petit. On
suppose l’HRG pour L(s, f). Il existe une constante c0(r, ε) telle que

Mr(T,H; f)�f,r,ε H(log T )c0(r,ε)

se vérifie uniformément pour T > 2 et T ε 6 H 6 T .

Démonstration. Pour T > 2, T ε 6 H 6 T et v ∈ R, définit la mesure de Lebesgue

ST,H(v) :=
∣∣{τ ∈ [T, T +H] : log |L(1

2
+ iτ, f)| > v}

∣∣.
On peut écrire

Mr(T,H; f) = −
∫
R

e2rvdST,H(v) = 2r

∫
R

e2rvST,H(v)dv. (2.3.1)

On définit x := T 4/v et z := T 4/(v log2 T ). En bornant la seconde somme à droite de (2.2.6)
dans la Proposition 2.2.1 trivialement, et en prenant $ = 1

2
, on a

log |L(1
2

+ iτ, f)| 6 S1(τ) + S2(τ) + 1
2
v +O(log3 T )

pour v > 10 log2 T et T > T0(f, r, ε), où

S1(τ) :=

∣∣∣∣∑
p6z

bf (p)

p1/2+1/(2 log x)+iτ

log(x/p)

log x

∣∣∣∣,
et

S2(τ) :=

∣∣∣∣ ∑
z<p6x

bf (p)

p1/2+1/(2 log x)+iτ

log(x/p)

log x

∣∣∣∣.
Lorsque log |L(1

2
+ iτ, f)| > v, on a

S1(τ) > 3
8
v =: v1 ou S2(τ) > 1

8
v =: v2.

Grâce au Lemme 2.2.2 , on peut déduire, pour tout entier positif ` 6 log(H/ logH)/ log z,

∣∣{τ ∈ [T, T +H] : S1(τ) > v1}
∣∣ 6 ∫ T+H

T

(
S1(τ)

v1

)2`

dτ � `!H

(∑
p6z

|bf (p)|2

p

)`

.
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En faisant appel à l’équation (1.1.8) et la formule de Stirling n! ∼
√

2πn(n/e)n (n → ∞),
on a ∣∣{τ ∈ [T, T +H] : S1(τ) > v1}

∣∣� H
√
`

(
` log2 T

ev2
1

)`
,

puisque logz 6 log2 T .

En posant ` = [v2
1/ log2 T ] si v 6 ε

2
(log2 T )2 et ` = [10v] si v > ε

2
(log2 T )2, on obtient

|{τ ∈ [T, T +H] : S1(τ) > v1}| �


Hv√
log2 T

e−9v2/(64 log2 T ) si v 6 ε
2
(log2 T )2,

He−4v log v si v > ε
2
(log2 T )2.

(2.3.2)

De même, on a

∣∣{τ ∈ [T, T +H] : S2(τ) > v2}
∣∣ 6 ∫ T+H

T

∣∣∣∣8S2(τ)

v

∣∣∣∣2`dτ � H
√
`

(
64` log2 T

v2

)`
.

En posant ` = [vε/4− 1] et en utilisant Lemme 2.2.2, on obtient

∣∣{τ ∈ [T, T +H] : S2(τ) > 1
8
v}
∣∣� H exp

{
1

2
log `+ `(log 64 + log `+ log3 T − 2 log v)

}
� H exp

{
−ε

8
v log v

}
en posant v > log2 T . Avec la majoration (2.3.2), on obtient

ST,H(v)�


Hv√
log2 T

e−9v2/(64 log2 T ) si 10 log2 T 6 v 6 1
2
(log2 T ) log3 T ,

He−
ε
33
v log v si v > 1

2
(log2 T ) log3 T .

Donc, pour log2 T < V 6 1
2

log2 T log3 T , on a

∫ log2 T log3 T/2

log2 T

e2rvH
v√

log2 T
exp

(
− 9v2

64 log2 T

)
dv

= H

∫ √log2 T log3 T/2

√
log2 T

e2rV
√

log2 TV exp

(
−9V 2

64

)√
log2 TdV

� H log2 T log3 T log
64
9
r2+ε T

∫ √log2 T log3 T/2

√
log2 T

exp

(
−
(

3V

8
− 8r

√
log2 T

)2
)

dV

� H log2 T log3 T log
64
9
r2+ε T.
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De même, pour V > 1
2

log2 T log3 T , on a∫ log T

log2 T log3 T/2

e2rvH exp(− ε

33
V log V )dV

=H

∫ log T

log2 T log3 T/2

exp(− ε

33
V log V + 2rV )dV

�H log T.

En utilisant la borne triviale ST,H(v) 6 H pour v 6 10 log2 T , on déduit, pour 10
√

log2 T 6
V 6 log2 T , ∫ log2 T

10
√

log2 T

e2rvHdV � H log2r T.

En combinant ces majorations avec (2.3.1), on peut obtenir l’inégalité souhaitée.

Remarque 7. – Ce résultat peux être amélioré en remplaçant la puissance c0(r, ε) par
r2 + ε avec cette méthode et un calcul plus délicat. Quand même, il suffit pour notre
usage plus tard.

– Nous avons raffiner ce résultat lors de la sous-section suivante avec la méthode de
Harper [28].

2.3.2 Idée de la preuve de la borne supérieure

Cette section contient la preuve de la borne supérieure de (2.1.12). Les preuves des
Proposition 2.3.2 et Proposition 2.3.3 serons données dans la section prochaine.

Soit f ∈ H∗k. Soit ε un nombre positif arbitrairement petit, r > 0, T > 100 et soit c(ε)
une constante positive grande dépendante de ε. On définit la suite {ψi}i>0 et le nombre entier
I par

ψ0 := 0, ψi :=
20i−1

(log2 T )2
(i > 1), (2.3.3)

I = Iε,r,T := 1 + max{i : ψi 6 e−c(ε)r} 6 (2/ log 20) log3 T. (2.3.4)

On définit l’ensemble T = Tr,T,H par

T :=
{
τ ∈ [T, T +H] : |Fi(τ)| 6 ψ

−3/4
i (1 6 i 6 I)

}
, (2.3.5)

où T ε 6 H 6 T et

Fi(τ) := <
∑

Tψi−1<p6Tψi

λf (p) log(TψI/p)

p1/2+1/(ψI log T )+iτ log TψI
· (2.3.6)

Pour 1 6 i 6 j 6 I, on définit

Gi,j(τ) := <
( ∑
Tψi−1<p6Tψi

λf (p) log(Tψj/p)

p1/2+1/(ψj log T )+iτ log Tψj

)
. (2.3.7)
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Et pour 0 6 j 6 I − 1, on définit

Sj :=
{
τ ∈ [T, T +H] : |Gi,`(τ)| 6 ψ

−3/4
i (1 6 i 6 j et i 6 ` 6 I)

mais |Gj+1,`(τ)| > ψ
−3/4
j+1 pour un certain j + 1 6 ` 6 I

}
.

(2.3.8)

Ainsi définis, T et les Sj sont disjoints et satisfont

[T, T +H] = T ∪
(
∪

06j6I−1
Sj

)
.

Donc, on peut écrire
Mr(T,H; f) = L + L0 + L1 + · · ·+ LI−1, (2.3.9)

où

L :=

∫
T

|L(1
2

+ iτ, f)|2rdτ, Lj :=

∫
Sj

|L(1
2

+ iτ, f)|2rdτ.

Notre preuve est basée sur les propositions suivante dont les démonstrations serons
données dans la sous-section prochaine.

Proposition 2.3.2. Soit f ∈ H∗k, r > 0 et ε un nombre positif arbitrairement petit. Avec
les notations précédentes, on a∫

T

exp

{
2r<

( ∑
p6TψI

λf (p) log(TψI/p)

p1/2+1/(ψI log T )+iτ log TψI
+

1

2

∑
p6TψI/2

bf (p
2)

p1+2iτ

)}
dτ � H(log T )r

2

,

uniformément pour T > 100 et T ε 6 H 6 T , où la constante impliquée dépend de f , r et ε.

Proposition 2.3.3. Soit f ∈ H∗k, r > 0 et soit ε un nombre premier arbitrairement petit.
On a ∫

Sj

exp

{
2r<

( ∑
p6Tψj

λf (p) log(Tψj/p)

p1/2+1/(ψj log T )+iτ log Tψj
+

1

2

∑
p6Tψj/2

bf (p
2)

p1+2iτ

)}
dτ

� H(log T )r
2

exp
(
− ε

102
ψ−1
j+1 logψ−1

j+1

)
uniformément pour T > 100, T ε 6 H 6 T et 1 6 j 6 I − 1, où la constante impliquée
dépend de f , r et ε.

On suppose l’HRG pour L(s, f).
D’après le théorème des nombres premiers, on a trivialement∣∣∣∣ ∑

p6
√
x

bf (p
2) log p2

p1+2/ log x+2iτ log x

∣∣∣∣ 6 ∑
p6
√
x

4 log p

p log x
� 1.

En combinant avec (2.2.6) et en posant $ = 1, on a, pour (log T )10 6 x 6 T 2,

log |L(1
2

+ iτ, f)| 6 <
∑
p6x

bf (p) log(x/p)

p1/2+1/ log x+iτ log x
+

1

2
<
∑
p6
√
x

bf (p
2)

p1+i2τ
+ 2

log T

log x
+Of (1), (2.3.10)
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où pour la deuxième sommation on a utilisé la relation

p−2/ log x = e−2 log p/ log x = 1 +O(log p/ log x),

dont le terme erreur nous donne O(1).
Premièrement, en appliquant (2.3.10) avec x = TψI et avec la Proposition 2.3.2, on déduit

immédiatement
L� H(log T )r

2

. (2.3.11)

Deuxièmement, l’inégalité de Cauchy-Schwarz, le Lemme 2.3.5 (donné plus tard) et la
Proposition 2.3.1 impliquent

L0 6

(
|S0|

∫
S0

|L(1
2

+ iτ, f)|4rdτ
)1/2

�
(
He−(log2 T )2/10H(log T )c0(ε,r)

)1/2

� H. (2.3.12)

Finalement, pour 1 6 j 6 I − 1 l’inégalité (2.3.10) avec x = Tψj implique que

log |L(1
2

+ iτ, f)| 6 <
( ∑
p6Tψj

λf (p) log(Tψj/p)

p1/2+1/(ψj log T )+iτ log Tψj
+

1

2

∑
p6Tψj/2

bf (p
2)

p1+2iτ

)
+

2

ψj
+Of (1).

Grâce à la Proposition 2.3.3, il s’ensuit que

Lj � H(log T )r
2

exp
(
− ε

102
ψ−1
j+1 logψ−1

j+1 + 4rψ−1
j

)
.

En résumant les 1 6 j 6 I − 1, on déduit que

L1 + · · ·+ LI−1 � H(log T )r
2

. (2.3.13)

Enfin, en combinant (2.3.11), (2.3.12) et (2.3.13), on obtient la borne supérieure dans le
Théorème 2.1.1.

2.3.3 Raffinement de la méthode d’Harper

La méthode de Harper est un raffinement de celle de Soundararajan. À partir de (2.2.6),
Harper a découpé la première somme à gauche et considéré la contribution de la deuxième.
On suit la méthode de Harper pour la première somme. Le traitement pour la deuxième est
un peu différent : on ne coupe pas la somme par p 6 log T (il demande les suppositions
additionnelles de l’HR pour ζ(s) et de l’HRG pour L(s, sym2f)). Notre méthode est de la
considère avec la première en choisissant les bons paramètres (voire (2.3.25)).

Lemme 2.3.4. Soit f ∈ H∗k, r > 0 et ε un nombre positif arbitrairement petit. Soit T
l’ensemble défini par (2.3.5). On a∫

T

exp

(
2r<

∑
p6TψI

λf (p) log(TψI/p)

p1/2+1/(ψI log T )+iτ log TψI

)
dτ � H(log T )r

2

, (2.3.14)

uniformément pour T assez grand et T ε 6 H 6 T , où la constante impliquée dépend de f , r
et ε.
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Démonstration. On désigne par I l’intégrale à gauche de (2.3.14), on peut écrire

I =

∫
τ∈T

∏
16i6I

(
exp{rFi(τ)}

)2
dτ

où Fi(τ) est défini par (2.3.6).
La fonction exponentielle s’écrit sous la forme

et =
∑

06j6J

tj

j!
+O(e−J) (2.3.15)

uniformément pour J > 0 et |t| 6 1
9
J , où on a appliqué la formule de Stirling pour écrire

eJ
∑
j>J

tj

j!
�
∑
j>J

(et)j

(j/e)j
√
j
�
∑
j>J

(e2/9)j√
j
� 1.

D’après la définition de T , on a |Fi(τ)| 6 ψ
−3/4
i pour τ ∈ T et 1 6 i 6 I. En appliquant

(2.3.15) sous la forme

et = {1 +O(e−J)}
∑

06j6J

tj/j!

avec J = [100rψ
−3/4
i ] et t = rFi(τ), on obtient

I =

∫
T

∏
16i6I

{
1 +O

(
e−100rψ

−3/4
i

)}( ∑
06j6100rψ

−3/4
i

(rFi(τ))j

j!

)2

dτ

�r

∫ T+H

T

∏
16i6I

( ∑
06j6100rψ

−3/4
i

(rFi(τ))j

j!

)2

dτ,

(2.3.16)

où on a utilisé l’estimation suivante :∑
16i6I

e−100rψ
−3/4
i =

∑
16i6I

e−ab
−i

(a = 203/4100r(log2 T )3/2, b = 203/4)

6
∫ I+1

1

e−ab
−t

dt (u = ab−t, dt = −du/(u log b))

=
1

log b

∫ a/b

100b−1rψ
−3/4
I

e−u

u
du�r 1.

(2.3.17)

En développant le carré et puis (rFi(τ))j, on peut déduire que

I�r

∑
j,u,p,q

Cj,u,p,q

∫ T+H

T

∏
16i6I

( ∏
16m6ji
16n6ui

cos
(
τ log pi(m)

)
cos
(
τ log qi(n)

))
dτ, (2.3.18)

où
j := (j1, j2, . . . , jI), u := (u1, u2, . . . , uI)
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avec 0 6 ji, ui 6 100rψ
−3/4
i , et

p :=
(
p1(1), . . . , p1(j1); p2(1), . . . , p2(j2); . . . ; pI(1), . . . , pI(jI)

)
q :=

(
q1(1), . . . , q1(u1); q2(1), . . . , q2(u2); . . . ; qI(1), . . . , qI(uI)

)
avec les nombres premiers pi(m) et qi(n) vérifiant

Tψi−1 < pi(1), . . . , pi(ji); qi(1), . . . , qi(ui) 6 Tψi (1 6 i 6 I),

et

Cj,u,p,q :=
∏

16i6I

rji+ui

ji!ui!

( ∏
16m6ji
16n6ui

λf (pi(m)) log(TψI/pi(m))

pi(m)1/2+1/(ψI log T ) log TψI
λf (qi(n)) log(TψI/qi(n))

qi(n)1/2+1/(ψI log T ) log TψI

)
.

Grâce au Lemme 2.2.5 avec M = 1, on a

I�r HI1 + I2, (2.3.19)

où

I1 :=
∑

j,u,p,q

Dj,u,p,qΘ
( ∏

16i6I

∏
16m6ji
16n6ui

pi(m)qi(n)
)
,

I2 :=
∑

j,u,p,q

Dj,u,p,q

∏
16i6I

∏
16m6ji
16n6ui

pi(m)qi(n),

avec

Dj,u,p,q :=
∏

16i6I

rji+ui

ji!ui!

( ∏
16m6ji
16n6ui

|λf (pi(m))λf (qi(n))|√
pi(m)qi(n)

)
.

Comme ∏
16i6I

∏
16m6ji
16n6ui

pi(m)qi(n) 6
∏

16i6I

Tψi(ji+ui) 6
∏

16i6I

T 200rψ
1/4
i 6 T ε/10,

on a

I2 � T ε/10
∏

16i6I

{ ∑
06j6100rψ

−3/4
i

rj

j!

( ∑
Tψi−1<p6Tψi

|λf (p)|√
p

)j}2

� T ε/10
∏

16i6I

T 200rψ
1/4
i

( ∑
06j6100rψ

−3/4
i

rj

j!

)2

� T 2ε/10e2rI �ε,r T
3ε/10.

(2.3.20)

Pour le premier terme à droite de (2.3.19), on a

I1 6
∏

16i6I

∑
06m6200rψ

−3/4
i

∑
j+u=m
j, u>0

rm

j!u!

∑
Tψi−1<p1,...,pm6Tψi

Θ(p1 · · · pm)|λf (p1) · · ·λf (pm)|
√
p1 · · · pm

6
∏

16i6I

∑
06m6200rψ

−3/4
i

rm2m

m!

∑
Tψi−1<p1, ..., pm6Tψi

Θ(p1 · · · pm)|λf (p1) · · ·λf (pm)|
√
p1 · · · pm

·
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Selon la définition de Θ(·) dans Lemme 2.2.5, on peut supposer m = 2n. Alors,

I1 6
∏

16i6I

∑
06n6100rψ

−3/4
i

(2r)2n

(2n)!

∑
Tψi−1<p1, ..., pn6Tψi

|λf (p1) · · ·λf (pn)|2

p1 · · · pn
Φ(p1, . . . , pn), (2.3.21)

où

Φ(p1, . . . , pn) := Θ(p2
1 · · · p2

n)
|{(q1, . . . , q2n) : q1 · · · q2n = p2

1 · · · p2
n}|

|{(q1, . . . , qn) : q1 · · · qn = p1 · · · pn}|
(2.3.22)

avec les nombres premiers Tψi−1 < q1, . . . , q2n 6 Tψi . On écrit p2
1 · · · p2

n = p2ν1
n1
· · · p2ν`

n`
avec

(pni , pnj) = 1 pour i 6= j. Le calcul direct donne

Θ(p2
1 · · · p2

n) =
1

22n

∏
16j6`

(2νj)!

(νj!)2
,

∣∣{(q1, . . . , q2n) : q1 · · · q2n = (p1 · · · pn)2
}∣∣ =

(2n)!∏
16j6`(2νj)!

,

|{(q1, . . . , qn) : q1 · · · qn = p1 · · · pn}| =
n!∏

16j6` νj!
·

On en déduit immédiatement

Φ(p1, . . . , pn) =
(2n)!

22nn!
∏

16j6` νj!
6

(2n)!

22nn!
·

En combinant (2.3.21), on peut écrire

I1 6
∏

16i6I

∑
06n6100rψ

−3/4
i

1

n!

(
r2

∑
Tψi−1<p6Tψi

|λf (p)|2

p

)n

6
∏

16i6I

exp

(
r2

∑
Tψi−1<p6Tψi

|λf (p)|2

p

)

6 exp

(
r2
∑
p6TψI

|λf (p)|2

p

)
.

En rappelant l’orthogonalité de Selberg (1.1.8), on a la majoration

I1 �ε,r (log T )r
2

. (2.3.23)

La borne souhaitée découle de (2.3.19), (2.3.20) et (2.3.23).

On considère de plus l’intégrale sur T ensemble avec la seconde sommation.

Preuve de la Proposition 2.3.2. Pour 0 6 m 6 MT := [ψI log T/ log 4] (2m 6 TψI/2), on
définit

Pm(τ) := <
(

1

2

∑
2m<p62m+1

bf (p
2)

p1+2iτ

)
,

P(m) :=
{
τ ∈ T : |Pm(τ)| > 2−m/10 mais |Pj(τ)| 6 2−j/10 (m+ 1 6 j 6MT

)}
.
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Si τ n’appartient à aucun de ces ensembles, |Pj(τ)| 6 2−j/10 pour tout j 6MT et

<
(

1

2

∑
p6TψI/2

bf (p
2)

p1+2iτ

)
� 1.

On désigne par

J =

∫
T

exp

{
2r<

( ∑
p6TψI

λf (p) log(TψI/p)

p1/2+1/(ψI log T )+iτ log TψI
+

1

2

∑
p6TψI/2

bf (p
2)

p1+2iτ

)}
dτ,

La contribution de τ /∈ Pm(τ) pour tout m à J est � T ε(log T )r
2

grâce au Lemme 2.3.4.
Soit Jm l’intégrale de la même intégrande sur P(m). Alors

J� H(log T )r
2

+ J0 + · · ·+ JMT
. (2.3.24)

Puisque |Pm(τ)| > 2−m/10 pour τ ∈P(m), et en appliquant le Lemme 2.2.5 avec N = 1,
on a

|P(m)| =
∫

P(m)

dτ 6
∫ T+H

T

(
2m/10Pm(τ)

)2n
dτ

= 2mn/5
∑

2m<p1, ..., p2n62m+1

( ∏
16i62n

bf (p
2
i )

2pi

)∫ T+H

T

∏
16i62n

cos(2τ log pi)dτ

= 2mn/5
∑

2m<p1, ..., p2n62m+1

( ∏
16i62n

bf (p
2
i )

2pi

){
HΘ(p1 · · · p2n) +O

(
(p1 · · · p2n)2

)}
,

où

n = n(m) :=

{
[23m/4] si 2m 6 log T ,

c(ε, r) si 2m > log T .
(2.3.25)

Ici c(ε, r) est une constante positive assez grande et c(ε, r) ∈ [10r2 + 10r, ec(ε)rε/700]. Ainsi,
il est facile de montrer que la contribution du terme d’erreur O

(
(p1 · · · p2n)2

)
à |P(m)| est

� 2mn/525mn � T ε/10,

puisque |bf (p2)| 6 2.
Pour le terme principal, d’après la définition de Θ(·), on peut supposer p1 · · · p2n =

q2
1 · · · q2

n. Comme auparavant, on peut borner la contribution du terme principal à P(m) et
écrire, avec la notation (2.3.22),

|P(m)| � H2mn/5
∑

2m<q1, ..., qn62m+1

( ∏
16i6n

bf (q
2
i )

2

4q2
i

)
Φ(q1, . . . , qn) +H1/10

6 H2mn/5
( ∑

2m<q62m+1

1

q2

)n
(2n)!

22nn!
+H1/10

� H2−(4/5)mnnn +H1/10.

(2.3.26)
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On utilise l’inégalité de Cauchy, le Lemme 2.3.4 et (2.3.26), puis on a

Jm �
{∫

T

exp

(
4r<

∑
p6TψI

λf (p) log(TψI/p)

p1/2+1/(ψI log T )+iτ log TψI

)
dτ

∫
P(m)

(log T )2rdτ

}1/2

�
(
H(log T )4r2 ×

(
H2−(4/5)mnnn +H1/10

)
(log T )2r

)1/2

� H(log T )2r2+r2−(2/5)mnnn/2 +H3/5.

(2.3.27)

Dès lors, en appliquant la définition de n (2.3.25) et de c(ε, r), on obtient∑
(log2 T )262m6TψI/2

Jm

� H(log T )2r2+r
( ∑

(log2 T )262m6log T

2−(1/40)mn +
∑

log T62m6TψI/2

2−(2/5)mn
)

+H9/10

� H(log T )2r2+r
(
e−(log2 T )3/2/30 + (log T )−c(ε,r)/10

)
+H9/10

� H(log T )r
2

.
(2.3.28)

On va majorer Jm lorsque 2m 6 (log2 T )2. D’après la définition de P(m), on a

<
( ∑
p62m+1

λf (p) log(TψI/p)

p1/2+1/(ψI log T )+iτ log TψI
+

1

2

∑
p6TψI/2

bf (p
2)

p1+2iτ

)
�

∑
p62m+1

(
1
√
p

+
1

p

)
+ 1 6 c2m/2

pour τ ∈P(m), où c > 0 est une constante positive absolue. On introduit la notation

F (τ) := <
∑

2m+1<p6TψI

λf (p) log(TψI/p)

p1/2+1/(ψI log T )+iτ log TψI
·

Grâce à la définition de T et P(m), et comme (2.3.16), on a

Jm � ecr2
m/2

∫
P(m)

exp{2rF (τ)}dτ

� ecr2
m/2

2mn/5
∫

T

Pm(τ)2n
∏
i

( ∑
06j6100rψ

−3/4
i

(rFi(τ))j

j!

)2

dτ

où Fi(τ) est définie par (2.3.6). Puisque les nombres premiers p dans Pm(τ) sont différents
de ceux de F (τ), le Lemme 2.2.5 est applicable avec M (produit des nombres premiers de
Pm(τ)) et N (produit des nombres premiers de F (τ)). Alors, on peut écrire

Jm �MA+ ER,
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où le terme principal

MA = Hecr2
m/2

2mn/5
1

22n

∑
2m<p1,p2,··· ,p2n62m+1

|bf (p2
1) · · · bf (p2

2n)|Θ(p1 · · · p2n)

p1 · · · p2n

× J1

� Hecr2
m/2

2mn/5
∑

2m<p1,p2,··· ,p2n62m+1

Θ(p1 · · · p2n)

p1 · · · p2n

× J1

et le terme d’erreur

ER = ecr2
m/2

2mn/5
1

22n

∑
2m<p1,p2,··· ,p2n62m+1

|bf (p2
1) · · · bf (p2

2n)|(p1 · · · p2n)2

p1 · · · p2n

× J2

� ecr2
m/2

2mn/5
∑

2m<p1,p2,··· ,p2n62m+1

(p1 · · · p2n)× J2

puisque |bf (p2)| < 2 et J1, J2 sont définis dans (2.3.19).
Pour 2m 6 (log2 T )2 et n = [23m/4], on a

ecr2
m/2

2mn/5 � exp
(
cr(log2 T )× 2

5
(log2 T )3/2 log3 T

)
� T ε/10,

et ∑
2m<p1,p2,··· ,p2n62m+1

(p1 · · · p2n) =

( ∑
2m<p62m+1

p

)2n

� 22n24mn � T ε/10.

Nous obtenons ainsi
ER� H3/10

au vu de la majoration (2.3.20).
Un argument similaire à (2.3.21) et (2.3.23) nous donne, pour 2m 6 (log2 T )2 et n =

[23m/4],

Jm � Hecr2
m/2

2mn/5 exp

(
r2

∑
2m+1<p6TψI

|λf (p)|2

p

) ∑
2m<p1, ..., p2n62m+1

Θ(p1 · · · p2n)

p1 · · · p2n

+H3/10

� H(log T )r
2

ecr2
m/2

2mn/5
(2n)!

22nn!

( ∑
2m<p62m+1

1

p2

)n
+H3/10

� H(log T )r
2

ecr2
m/2−23m/4 ,

(2.3.29)
qui implique que∑

2m6(log2 T )2

Jm � H(log T )r
2

∑
2m6(log2 T )2

ecr2
m/2−23m/4 � H(log T )r

2

. (2.3.30)

En insérant (2.3.28) et (2.3.30) dans (2.3.24), on en déduit l’inégalité souhaitée.

De la même façon que le Lemme 2.3.4, on a le lemme suivant.
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Lemme 2.3.5. Soit f ∈ H∗k, r > 0 et soit ε un nombre positif arbitrairement petit. Soit Sj

l’ensemble défini par (2.3.8). On a∫
Sj

exp

(
2r<

∑
p6Tψj

λf (p) log(Tψj/p)

p1/2+1/(ψj log T )+iτ log Tψj

)
dτ � H(log T )r

2

exp
(
− ε

51
ψ−1
j+1 logψ−1

j+1

)
uniformément pour T > 100, T ε 6 H 6 T et 1 6 j 6 I − 1, où la constante impliquée
dépend de f , r et ε. De plus, on a

|S0| � He−(log2 T )2/10.

Démonstration. Puisque la preuve est similaire à celle du Lemme 2.3.4, on esquisse la preuve
ici. Pour 1 6 j < u, on définit

Sj,u :=
{
τ ∈ [T, T +H] : |Gi,j(τ)| 6 ψ

−3/4
i (1 6 i 6 j),mais |Gj+1,u(τ)| > ψ

−3/4
j+1

}
,

où Gi,j(τ) est défini par (2.3.7). On dénote par Kj l’intégrale à borner et par Kj,u l’intégrale
correspondante sur Sj,u. Ainsi

Kj 6 Kj,j+1 + Kj,j+2 + · · ·+ Kj,I (2.3.31)

et avec la notation `ε := [ε/(10ψj+1)]

Kj,u =

∫
Sj,u

∏
16i6j

(
exp{rGi,j(τ)}

)2
dτ

�
∫
|Gi,j(τ)|6ψ−3/4

i
(16i6j)

∏
16i6j

(
exp{rGi,j(τ)}

)2(
ψ

3/4
j+1Gj+1,u(τ)

)2`ε
dτ

� ψ
(3/2)`ε
j+1

∫ T+H

T

∏
16i6j

( ∑
06n6100rψ

−3/4
i

(rGi,j(τ))n

n!

)2

Gj+1,u(τ)2`εdτ.

(2.3.32)

Dans l’inégalité dernière, on a utilisé un argument similaire que celui pour la première
inégalité de (2.3.18). On développe le carré et la puissance n et 2`ε, et suit la preuve du
Lemme 2.3.4 et de la Proposition 2.3.2 pour estimer la dernière intégrale. Puis on obtient

Kj,u � ψ
(3/2)`ε
j+1

{
H exp

(
r2
∑
p6Tψj

|λf (p)|2

p

)(
εψ−1

j+1

20

∑
Tψj<p6Tψj+1

|λf (p)|2

p

)`ε
+H4/5

}

pour j + 1 6 u 6 I. En insérant dans (2.3.31), il résulte que

Kj � H(I − j)ψ(3/2)`ε
j+1 ×

×
{

exp

(
r2
∑
p6Tψj

|λf (p)|2

p

)(
ψ−1
j+1ε

20

∑
Tψj<p6Tψj+1

|λf (p)|2

p

)`ε
+H−1/5

}
.

(2.3.33)
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Pour j = 0, la partie gauche de (2.3.33) vaut |S0| qui est

� HIψ
(3/2)[ε/(10ψ1)]
1

{
(
ψ1

20
)−[ε/(10ψ1)] +H−1/5

}
� He−ε(log2 T )2/10,

grâce à (1.1.8) et puisque I � log3 T et ψ1 = (log2 T )−2.

Pour 1 6 j 6 I − 1, la contribution de H−1/5 à droite de (2.3.33) à Kj est

� (I − j)ψ(3/2)[ε/(10ψj+1)]
j+1 H4/5 � H exp

(
− ε

51
ψ−1
j+1 logψ−1

j+1

)
puisque I 6 log3 T . En remarquant que I − j = log(ψI/ψj)/ log 20 6

logψ−1
j+1

log 20
, et

∑
Tψj<p6Tψj+1

|λf (p)|2

p
6 4

∑
Tψj<p6Tψj+1

1

p
6 40,

la contribution du premier terme à droite de (2.3.33) à Kj est

� H(log T )r
2

exp
(
− ε

51
ψ−1
j+1 logψ−1

j+1

)
,

d’après (1.1.8). Cela achève la démonstration.

De la même manière que pour la Proposition 2.3.2, en remplaçant le Lemme 2.3.4 par
Lemme 2.3.5, on peut déduire la Proposition 2.3.3.

Preuve de la Proposition 2.3.3. Pour 0 6 m 6 MjT := [ψj log T/ log 4] (2m 6 Tψj/2), on
définit

Qm(τ) := <
(

1

2

∑
2m<p62m+1

bf (p
2)

p1+2iτ

)
,

et

Q(m) :=
{
τ ∈ Sj : |Qm(τ)| > 2−m/10 mais |Qj(τ)| 6 2−j/10 (m+ 1 6 j 6MjT

)}
.

Si τ n’appartient à aucun de ces ensembles, |Qj(τ)| 6 2−j/10 pour tout j 6MT et

<
(

1

2

∑
p6Tψj/2

bf (p
2)

p1+2iτ

)
� 1.

On dénote par Jj l’intégrale à estimer. La contribution de cette partie de τ à Jj est �
T ε(log T )r

2
grâce au Lemme 2.3.4. Soit Jj,m l’intégrale de la même intégrande sur Q(m).

Alors

Jj � H(log T )r
2

+ Jj,0 + · · ·+ Jj,MjT
. (2.3.34)
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Puisque |Qm(τ)| > 2−m/10 pour τ ∈ Q(m), et en appliquant le Lemme 2.2.5 avec N = 1,
on a

|Q(m)| =
∫

Q(m)

dτ 6
∫ T+H

T

(
2m/10Qm(τ)

)2n
dτ

= 2mn/5
∑

2m<p1, ..., p2n62m+1

( ∏
16i62n

bf (p
2
i )

2pi

)∫ T+H

T

∏
16i62n

cos(2τ log pi)dτ

= 2mn/5
∑

2m<p1, ..., p2n62m+1

( ∏
16i62n

bf (p
2
i )

2pi

){
HΘ(p1 · · · p2n) +O

(
(p1 · · · p2n)2

)}
,

où

n = n(m) :=

[23m/4] si 2m 6 log T ,

c(ε, r) si 2m > log T .
(2.3.35)

Ici c(ε, r) est une constante positive assez grande et c(ε, r) ∈ 10r2 + 10r, ec(ε)rε/700]. Ainsi,
il est facile de trouver que la contribution du terme d’erreur O

(
(p1 · · · p2n)2

)
à |Q(m)| est

� 2mn/525mn � T ε/10,

puisque |bf (p2)| 6 2.

Pour le terme principal, d’après la définition de Θ(·), on peut assumer p1 · · · p2n =
q2

1 · · · q2
n. Comme auparavant, on peut borner la contribution du terme principal à |Q(m)| et

écrire, avec la notation (2.3.22),

|Q(m)| � H2mn/5
∑

2m<q1, ..., qn62m+1

( ∏
16i6n

bf (q
2
i )

2

4q2
i

)
Φ(q1, . . . , qn) +H1/10

6 H2mn/5
( ∑

2m<q62m+1

1

q2

)n
(2n)!

22nn!
+H1/10

� H2−(4/5)mnnn +H1/10.

(2.3.36)

On utilise l’inégalité de Cauchy, le Lemme 2.3.5 et (2.3.36), puis on a

Jj,m �
{∫

Sj

exp

(
4r<

∑
p6TψI

λf (p) log(Tψj/p)

p1/2+1/(ψj log T )+iτ log Tψj

)
dτ

∫
Q(m)

(log T )2rdτ

}1/2

�
(
H(log T )4r2 exp

(
− ε

51
ψ−1
j+1 logψ−1

j+1

)
×
(
H2−(4/5)mnnn +H1/10

)
(log T )2r

)1/2

� H(log T )2r2+r exp
(
− ε

102
ψ−1
j+1 logψ−1

j+1

)
2−(2/5)mnnn/2 +H3/5.
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Dès lors, en appliquant la définition de n (2.3.35), on obtient

∑
(log2 T )262m6Tψj/2

Jj,m

� H(log T )2r2+r exp
(
− ε

102
ψ−1
j+1 logψ−1

j+1

)
×

×
( ∑

(log2 T )262m6log T

2−(1/40)mn +
∑

log T62m6Tψj/2

2−(2/5)mn
)

+H9/10

� H(log T )2r2+r exp
(
− ε

102
ψ−1
j+1 logψ−1

j+1

) (
e−(log2 T )3/2/30 + (log T )−c(ε,r)/10

)
+H9/10

� H(log T )r
2

exp
(
− ε

102
ψ−1
j+1 logψ−1

j+1

)
.

(2.3.37)

On majore Jj,m lorsque 2m 6 (log2 T )2. D’après la définition de Q(m), on a

<
( ∑
p62m+1

λf (p) log(Tψj/p)

p1/2+1/(ψj log T )+iτ log Tψj
+

1

2

∑
p6Tψj/2

bf (p
2)

p1+2iτ

)

�
∑

p62m+1

(
1
√
p

+
1

p

)
+ 1 6 c2m/2

pour τ ∈ Q(m), où c > 0 est une constante positive absolue. On introduit la notation

F̂j(τ) := <
∑

2m+1<p6Tψj

λf (p) log(Tψj/p)

p1/2+1/(ψj log T )+iτ log Tψj
·

Grâce à la définition de Tj et Q(m), et comme (2.3.32), on a

Jj,m � ecr2
m/2

∫
Q(m)

exp{2rF̂j(τ)}dτ

� ecr2
m/2

2mn/5
∫

Sj

Qm(τ)2n
∏

16i6j

( ∑
06u6100rψ

−3/4
i

(rGi,j(τ))u

u!

)2

dτ

où Gi,j(τ) est définie par (2.3.7). Lorsque les nombres premiers p dans Qm(τ) sont différents

de ceux de F̂ (τ), le Lemme 2.2.5 est applicable avec M (produit des nombres premiers de
Qm(τ)) et N (produit des nombres premiers de Gi,j(τ)).
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Un argument similaire à (2.3.33) nous donne, pour 2m 6 (log2 T )2 et n = [23m/4],

Jj,m �H(I − j)ψ(3/2)`ε
j+1 ecr2

m/2

2mn/5
{

exp

(
r2

∑
2m+1<p6Tψj

|λf (p)|2

p

)
×

×
(
εψ−1

j+1

20

∑
Tψj<p6T

ψj+1

|λf (p)|2

p

)`ε ∑
2m<p1, ..., p2n62m+1

Θ(p1 · · · p2n)

p1 · · · p2n

+H−1/10

}

�H(I − j)(log T )r
2

ψ
(3/2)`ε
j+1 ecr2

m/2

2mn/5
(2n)!

22nn!

( ∑
2m<p62m+1

1

p2

)n

�H(I − j)(log T )r
2

ψ
(3/2)`ε
j+1 ecr2

m/2−23m/4 ,

qui implique que∑
2m6(log2 T )2

Jj,m � H(I − j)(log T )r
2

ψ
(3/2)`ε
j+1

∑
2m6(log2 T )2

ecr2
m/2−23m/4

� H(I − j)(log T )r
2

exp
(
− ε

102
ψ−1
j+1 logψ−1

j+1

)
.

(2.3.38)

En insérant (2.3.37) et (2.3.38) dans (2.3.34), on en déduit l’inégalité souhaitée.

2.4 Borne inférieure

Dans cette section, en suivant la méthode mise en œvre par Heath-Brown [32], on prouve
la borne inférieure dans le Théorème 2.1.1.

Comme indiqué dans l’introduction, pour obtenir l’ordre correct de Mr(T,H; f), on ap-
plique la théorie de Rankin-Selberg.

Pour r > 0, on définit λf,r(n) par la formule

L(s, f)r =
∑
n>1

λf,r(n)n−s (σ > 1). (2.4.1)

Il est facile de voir que λf,r(n) ∈ R est multiplicative, et pour tous entiers positifs j et n on
a

λf,rj(n) =
∑

n=n1n2···nj

λf,r(n1)λf,r(n2) · · ·λf,r(nj). (2.4.2)

En particulier, on a

λf,r(p) = rλf (p) et ∀ε > 0 : λf,r(n)�r,ε n
ε (2.4.3)

pour tous nombres premiers p et entiers n.
Par la suite, on écrit r = u/v. Ici, v = 1 et u est un nombre réel positif arbitraire si

l’HRG se vérifie pour L(s, f) ; sinon, u et v sont des entiers positifs premiers entre eux.
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2.4.1 Estimations de la borne convexité

Pour 1
2
6 σ 6 3

4
et 2 6 H 6 T , on définit

JT,H(σ) :=

∫
R
|L(σ + iτ, f)|2rwT,H(τ)dτ

avec

wT,H(τ) :=

∫ ∆2

∆1

e−2r(τ−t)2dt,

où ∆1 = T +H1/4 et ∆2 = T +H −H1/4.
À partir du Lemme 2.2.4, on peut prouver la convexité suivante.

Lemme 2.4.1. Soient f ∈ H∗k, r > 0 et ε > 0. Alors, on a

JT,H(1
2
)� T r(2σ−1)JT,H(σ) + e−rT

2/20 (2.4.4)

et

JT,H(σ)� Hσ−1/2JT,H(1
2
)3/2−σ (2.4.5)

uniformément pour 1
2
6 σ 6 3

4
, T > 2 et T ε 6 H 6 T , où la constante impliquée dépend de

f , r et ε.

Démonstration. Grâce à l’équation fonctionnelle (2.1.7) et la formule de Stirling, on a

|L(1− σ + iτ, f)| �f |L(σ + iτ, f)|(1 + |τ |)2σ−1.

On pose F (s) = L(s, f)e(s−it)2 pour ∆1 6 t 6 ∆2. Alors il s’ensuit que∫
R
|F (1− σ + iτ)|2rdτ �

∫
R
|L(σ + iτ, f)|2r(1 + |τ |)2r(2σ−1)e−2r(τ−t)2dτ.

Au vu de la borne convexité pour L(σ+iτ, f), pour ∆1 6 t 6 ∆2, la contribution des parties
à (−∞, t/2] ∪ [3t/2,∞) de la dernière intégrale est

�
(∫ t/2

−∞
+

∫ ∞
3t/2

)
(1 + |τ |)2re−2r(τ−t)2dτ � t2re−rt

2/2 � e−rt
2/3.

Dès lors, il vient∫
R
|F (1− σ + iτ)|2rdτ � e−rt

2/3 + t2r(2σ−1)

∫
R
|L(σ + iτ, f)|2re−2r(τ−t)2dτ.

En appliquant le Lemme 2.2.4 à la fonction F (s) avec (α, γ, β) = (1 − σ, 1
2
, σ) et q = 2r où

t > 2 est un paramètre, et en utilisant l’inégalité précédente, on obtient∫
R
|L(1

2
+ iτ, f)|2re−2r(τ−t)2dτ � e−rt

2/8 + tr(2σ−1)

∫
R
|L(σ + iτ, f)|2re−2r(τ−t)2dτ.
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Par conséquent, on peut en déduire (2.4.4) en intégrant sur ∆1 6 t 6 ∆2.
De la même manière, on a∫

R
|F (σ + iτ)|2rdτ 6

(∫
R
|F (1

2
+ iτ)|2rdτ

)3/2−σ(∫
R
|F (3

2
+ iτ)|2rdτ

)σ−1/2

�
(∫

R
|L(1

2
+ iτ, f)|2re−2r(τ−t)2dτ

)3/2−σ

,

comme
∫
R |F (3

2
+iτ)|2rdτ � 1. Enfin, en intégrant sur ∆1 6 t 6 ∆2 et en utilisant l’inégalité

de Hölder, on obtient (2.4.5).

Pour N > 2, r = u/v et σ > 1
2
, on définit

Sf,r(s;N) :=
∑
n6N

λf,r(n)n−s, gf,r(s;N) := L(s, f)u − Sf,r(s;N)v, (2.4.6)

où λf,r(n) est défini par (2.4.1). On définit ensuite

KT,H,N(σ) :=

∫
R
|gf,r(σ + iτ ;N)|2/vwT,H(τ)dτ.

Lemme 2.4.2. Soit f ∈ H∗k, r > 0 et ε un nombre positif arbitrairement petit. On a

KT,H,N(σ)�f,r,ε KT,H,N(1
2
)3/2−σ(HN−2/v+ε)σ−1/2

uniformément pour 1
2
6 σ 6 3

4
, T > 2, T ε 6 H 6 T et T ε/2 6 N 6 H.

Démonstration. En appliquant le Lemme 2.2.4 à la fonction F (s) = gf,r(s;N)eu(s−it)2 avec
(α, γ, β) = (1

2
, σ, 3

2
) et q = 2/v où t > 2 est un paramètre, on a pour 1

2
6 σ 6 3

4
,∫

R
|F (σ + iτ)|2/vdτ 6

(∫
R
|F (1

2
+ iτ)|2/vdτ

)3/2−σ(∫
R
|F (3

2
+ iτ)|2/vdτ

)σ−1/2

.

En intégrant sur ∆1 6 t 6 ∆2 et en utilisant l’inégalité de Hölder, on obtient

KT,H,N(σ) 6 KT,H,N(1
2
)3/2−σKT,H,N(3

2
)σ−1/2. (2.4.7)

En notant Sf,r(s;N)� N � T ε pour 1
2
6 σ 6 2, τ ∈ R et L(3

2
+ iτ, f)� 1 (τ ∈ R), on

conclut gf,r(
3
2

+ iτ ;N)� T vε (τ ∈ R). Dès lors

KT,H,N(3
2
)�

∫ ∆2

∆1

∫ T+H

t−tε

|gf,r(3
2

+ iτ ;N)|2/v

e2r(τ−t)2 dτdt+

∫ ∆2

∆1

(∫ t−tε

−∞
+

∫ ∞
T+H

)
T 2εdτdt

e2r(τ−t)2

�
∫ ∆2

∆1

∫ T+H

t−tε
|gf,r(3

2
+ iτ ;N)|2/ve−2r(τ−t)2dτdt+ e−rT

2ε

�
∫ T+3H

T−3H

|gf,r(3
2

+ iτ ;N)|2/vwT,H(τ)dτ + e−rT
2ε

.

(2.4.8)
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Comme v est un entier toujours positif, d’après (2.4.2), on peut écrire

gf,r(s;N) = L(s, f)rv − Sf,r(s;N)v =
∑
n>N

ann
−s (σ > 1),

où an � nε (n > 1) pour tout ε > 0 grâce à (2.4.3). Ainsi, le Lemme 2.2.3 implique que∫ T+3H

T−3H

|gf,r(3
2

+ iτ ;N)|2dτ � H
∑
n>N

|an|2n−3 +
∑
n>N

|an|2n−2 � HN−2+ε,

puisque N 6 H. Donc on a∫ T+3H

T−3H

|gf,r(3
2

+ iτ ;N)|2/vdτ �
(∫ T+3H

T−3H

|gf,r(3
2

+ iτ ;N)|2dτ

)1/v

H1−1/v

� (HN−2+ε)1/vH1−1/v � HN−2/v+ε.

En insérant dans (2.4.8) et puis dans (2.4.7), et en notant que le terme e−rT
2ε

peut être
intégré par le terme HN−2/v+ε, on en déduit l’inégalité souhaitée.

2.4.2 Compagnon de JT,H(σ) et KT,H,N(σ)

On applique la théorie de Rankin-Selberg pour prouver le Lemme 2.4.3 suivant, qui
consistera l’outil principal dans cette partie.

Pour f ∈ H∗k, la fonction L de Rankin-Selberg est définie par

L(s, f × f) :=
∏
p

(
1− αf (p)2p−s

)−1(
1− βf (p)2p−s

)−1(
1− p−s

)−2
(σ > 1), (2.4.9)

où αf (p) et βf (p) sont les paramètres locaux de f .
Grâce à la théorie de Rankin-Selberg, il est bien connu que L(s, f × f) a un pôle simple

en s = 1 (voir e.g. [37]). Alors, il existe deux constantes positives Af et Bf telles que

Af 6 (s− 1)L(s, f × f) 6 Bf (1 < s 6 2). (2.4.10)

Lemme 2.4.3. Soit f ∈ H∗k et r > 0. Il existe deux constantes positives C∗f,r et Nf,r telles
que

S∗f,r(2σ;N) :=
∑
n6N

λf,r(n)2n−2σ � (σ − 1
2
)−r

2

(2.4.11)

uniformément pour

N > Nf,r et
1

2
+

C∗f,r
logN

6 σ 6 1.

De plus, pour N > Nf,r on a

S∗f,r(1;N) � (logN)r
2

. (2.4.12)

Ici, les constantes impliquées dépendent de f et r.
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Démonstration. On écrit σ = 1
2

+ δ avec δ > 0. On désigne par µ(n) la fonction de Möbius.
Donc

S∗f,r(2σ;N) >
∑
n>1

λf,r(n)2µ(n)2n−1−2δ

>
∑
n>1

λf,r(n)2µ(n)2n−1−2δ{1− (n/N)δ}

= Gf (1 + 2δ)−N−δGf (1 + δ),

où

Gf (s) :=
∑
n>1

λf,r(n)2µ(n)2

ns
=
∏
p

(
1 +

r2λf (p)
2

ps
)

(2.4.13)

pour les réels s > 1 d’après (2.4.3).
On écrit Hf (s) := L(s, f × f)−r

2
Gf (s). Comme Hf (s) > 0 pour s > 1, on peut définir

hf (s) := logHf (s) pour cette partie de s. En utilisant (2.4.9) et (2.4.13), pour s > 1 on a

hf (s) =
∑
p

(
log
(
1 + r2λf (p)

2p−s
)
− r2 log

{(
1− αf (p)2p−s

)(
1− βf (p)2p−s

)(
1− p−s

)2})
.

Puisque αf (p)
2 + βf (p)

2 + 2 = λf (p)
2, la série à droite est absolument convergente pour

s > 1
2
. Ainsi, Hf (s) 6= 0 pour 1

2
< s 6 2. Donc, grâce à (2.4.10) et au vu de la continuité de

H(s) sur (1
2
, 2], il existe deux constantes positives Cf,r et Df,r telles que

Cf,r 6 Hf (s) 6 Df,r (1 6 s 6 2). (2.4.14)

Ensuite, on a

S∗f,r(2σ;N) > (Af/2δ)
r2Cf,r −N−δ(Bf/δ)

r2Df,r > 1
2
(Af/2)r

2

Cf,rδ
−r2 ,

à condition que C∗f,r est assez grand tel que N δ > eC
∗
f,r > 2(2Bf/Af )

r2Df,r/Cf,r. Il en résulte
la borne inférieure de (2.4.11).

Comme λf,r(n) est multiplicative et λf,r(n)� nε, on a

S∗f,r(2σ;N) 6
∞∑
n=1

λf,r(n)2n−2σ

6
∏
p

{
1 + r2λf,r(p)

2p−2σ +O(p−4σ+ε)
}

= L(2σ, f × f)r
2

Hf (2σ)
∏
p

{
1 +O(p−4σ+ε)

}
.

Puis la borne supérieure de (2.4.11) découle de (2.4.10) et (2.4.14). On prend σ = 1
2

+
C∗f,r
logN

en (2.4.11) et on a n−2σ � n−1 pour 1 6 n 6 N . Puis (2.4.12) découle immédiatement de
(2.4.11).

65



Soit Sf,r(s;N) défini en (2.4.6) et 0 < ε 6 1
2
. Pour 1

2
6 σ 6 3

4
, T > 2, T ε 6 H 6 T et

T ε/2 6 N 6 H1−ε, on définit

LT,H,N(σ) :=

∫
R
|Sf,r(σ + iτ ;N)|2wT,H(τ)dτ.

Puisque wT,H(τ)� 1 pour ∆1 + 1
2
H1/4 6 τ 6 ∆2− 1

2
H1/4, on peut appliquer le Lemme 2.2.3

pour écrire

LT,H,N(σ)�
∫ ∆2− 1

2
H1/4

∆1+ 1
2
H1/4

|Sf,r(σ + iτ ;N)|2dτ

�
∑
n6N

λf,r(n)2n−2σ{H +O(n)}

� H
∑
n6N

λf,r(n)2n−2σ +O(N1+ε).

Par ailleurs, on a wT,H(τ) � 1 pour tout τ et wT,H(τ) � exp{−r(T 2 + τ 2)/19} pour
τ 6 ∆1 − 1

2
H1/4 ou τ > ∆2 + 1

2
H1/4. Cela implique que

LT,H,N(σ)�
∫ ∆2+ 1

2
H1/4

∆1− 1
2
H1/4

|Sf,r(σ + iτ ;N)|2dτ +O(1)

�
∑
n6N

λf,r(n)2n−2σ{H +O(n)}+O(1)

� H
∑
n6N

λf,r(n)2n−2σ +O(N1+ε).

Par conséquent, d’après (2.4.11) du Lemme 2.4.3, on obtient

LT,H,N(σ) �f,r,ε H(σ − 1
2
)−r

2

(2.4.15)

pour

T > T0(f, r, ε), T ε 6 H 6 T, T ε/2 6 N 6 H1−ε et 1
2

+
C∗f,r
logN

6 σ 6 3
4
.

Et d’après (2.4.12) du Lemme 2.4.3, on a

LT,H,N(1
2
) �f,r,ε H(log T )r

2

, (2.4.16)

pour
T > T0(f, r, ε), T ε 6 H 6 T et T ε/2 6 N 6 H1−ε.

2.4.3 Fin de la démonstration de la borne inférieure

Trivialement, on a

|Sf,r(s;N)v|2/v = |L(s, f)u − gf,r(s;N)|2/v � |L(s, f)|2r + |gf,r(s;N)|2/v.
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Il s’ensuit que

LT,H,N(σ)� JT,H(σ) +KT,H,N(σ). (2.4.17)

Similairement,

JT,H(σ)� LT,H,N(σ) +KT,H,N(σ) (2.4.18)

et

KT,H,N(1
2
)� LT,H,N(1

2
) + JT,H(1

2
) (2.4.19)

pour
1
2
6 σ 6 3

4
, T > T0(f, r, ε), T ε 6 H 6 T et T ε/2 6 N 6 T ε,

où 0 < ε 6 1
2

et T0(f, r, ε) est une constante dépendant de f, r, ε.
Si KT,H,N(1

2
) 6 H, (2.4.16) et (2.4.17) impliquent que

JT,H(1
2
)� H(log T )r

2

. (2.4.20)

Si KT,H,N(1
2
) > H, le Lemme 2.4.2 donne

KT,H,N(σ)� KT,H,N(1
2
)N−(2/v−ε)(σ−1/2). (2.4.21)

On prend N = T ε/2 et σ = σ0 := 1
2

+
2C∗f,ε,r
log T

, où C∗f,r,ε est une constante large dépendant de

f , r et ε. Puis (2.4.17), (2.4.21) et (2.4.19) fournissent

LT,H,N(σ0)�r JT,H(σ0) +
(
LT,H,N(1

2
) + JT,H(1

2
)
)
T−ε(1/v−ε)(σ0−1/2)

�r JT,H(σ0) + JT,H(1
2
)e−2C∗f,r,ε(1/v−ε)ε + LT,H,N(1

2
)e−2C∗f,r,ε(1/v−ε)ε.

Par ailleurs, à partir de (2.4.16) et (2.4.15), il existe une constante C0(f, r, ε) telle que

LT,H,N(1
2
)e−2C∗f,r,ε(1/v−ε)ε 6 C0(f, r, ε)e−2C∗f,r,ε(1/v−ε)εH(log T )r

2

,

LT,H,N(σ0) > C0(f, r, ε)(2C∗f,r,ε)
−r2H(log T )r

2

.

En combinant avec l’inégalité précédente, on peut déduire que

LT,H,N(σ0)� JT,H(σ0) + JT,H(1
2
)e−2C∗f,r,ε(1/v−ε)ε.

En combinant le Lemme 2.4.1 et (2.4.15) encore, on a

H(log T )r
2 � LT,H,N(σ0)� JT,H(1

2
)3/2−σ0 + JT,H(1

2
)� JT,H(1

2
),

où la constante impliquée dépend de f , r et ε. Ainsi, on peut conclure que (2.4.20) se vérifie
peu importe KT,H,N(1

2
) 6 T . Puisque wT,H(τ)� 1 pour tout τ , on a

JT,H(1
2
)�Mr(T,H; f) +

(∫ T

−∞
+

∫ ∞
T+H

)
wT,H(τ)dτ

�Mr(T,H; f) +O(1).

Dès lors, la borne inférieure découle de (2.4.20).
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Chapitre 3

Valeurs de fonctions L de puissances
symétriques en s = 1 et applications

3.1 Introduction

Les valeurs des fonctions L au bord de la bande critique contiennent des informations
arithmétiques intéressantes. Dans le cas de la fonction ζ de Riemann, il est bien connu que le
théorème des nombres premiers est équivalent à la non annulation de ζ(1 + iτ) pour τ ∈ R.
L’étude sur la distribution des valeurs des fonctions L de Dirichlet associées aux caractères
quadratiques χd en s = 1 a une longue et riche histoire. On se reporte au travail excellent
de Granville et Soundararajan [23] pour une description historique détaillée. En particulier,
ils [23, Theorem 1] ont prouvé une conjecture profonde de Montgomery et Vaughan concer-
nant la distribution des valeurs extrêmes de L(1, χd) (voir [64, Conjecture 1]) à l’aide d’une
estimation de Graham-Ringrose pour la somme courte des caractères de module friable [22].

Dans ce chapitre, on note H∗k(N) l’ensemble des formes primitives normalisées de poids
k pair, de niveau N sans facteur carré. Pour f ∈ H∗k(N), on note L(s, symmf) la fonction
L de la m-ième puissance symétrique associée à f et {λf (n)} la suite de ses coefficients de
Fourier normalisés. Le but de ce chapitre est d’étudier la distribution des valeurs L(1, symmf)
lorsque f parcourt H∗k(N) et de considérer quelques applications pour λf (p).

3.1.1 Encadrement de L(1, symmf) et leurs valeurs extrêmes

La distribution des valeurs des fonctions L de puissance symétrique en s = 1 a attiré
l’attention de nombreux auteurs depuis vingt ans [33, 61, 78, 79, 24, 80, 7, 52, 53, 59]. Divers
outils et techniques ont été développés et des grands progrès ont été accomplis.

Soient f ∈ H∗k(N) et m = 1, 2, Hoffstein et Lockhart [33] ont montré que

(log(kN))−1 � L(1, symmf)� log(kN), (3.1.1)

où la constante impliquée est absolue.

Luo [61] a considéré le cas des formes de Maass. Soit {fj(z)} une base de Hecke ortho-
normale de L2

0(Γ \ H) et 1
4

+ t2j (tj > 0) la valeur propre du laplacien de fj(z). Il a montré
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que

lim
T→∞

1

|{j : tj 6 T}|
∑
tj6T

L(1, sym2fj)
r−1 = M r

sym2 (3.1.2)

pour tous nombres entiers r > 1, où M r
sym2 est une constante positive dépendant de r et

vérifiant logM r
sym2 � r log2 r (Voir (3.4.8) ci-dessous pour une expression explicite de M r

sym2).
Comme conséquence immédiate de (3.1.2), il a énoncé la corollaire ci-dessous :

lim
T→∞

1

|{j : tj 6 T}|
∑
tj6T

L(1,sym2fj)6t

1 = F (t) (3.1.3)

en chaque point de continuité d’une fonction de répartition F (t).
Dans [78], Royer a considéré le cas des formes holomorphes. On désigne par P−(n) le

plus petit facteur premier de n avec la convention P−(1) =∞. Soit ωf le poids harmonique
se produisant dans la formule des traces de Petersson défini par (1.1.9) et (1.1.10). Il a établi
l’analogue de (3.1.2) pour les formes primitives :

lim
N→∞

P−(N)>logN

∑
f∈H∗k(N)

ωfL(1, sym2f)±r = M±r
sym2 (3.1.4)

pour tout entier r > 1, et montré que

logM r
sym2 = 3r log2 r +O(r) (r → +∞).

Une interprétation combinatoire pour M−r
symm et M r

symm (m = 1, 2) peut être trouvée dans [79]
et [24], respectivement. De plus, les auteurs des articles ont montré, à l’aide de l’interprétation
combinatoire, que

logM−r
sym1 = 2r log2 r + 2(γ − 2 log ζ(2))r +O(r/ log r), (3.1.5)

logM−r
sym2 = r log2 r + (γ − 2 log ζ(2))r +O(r/ log r), (3.1.6)

logM r
symm = (m+ 1)r log2 r + (m+ 1)γr +O(r/ log r) (m = 1, 2), (3.1.7)

pour r → ∞, où γ est la constante d’Euler. On peut déduire immédiatement de (3.1.4),
(3.1.6) et (3.1.7) avec m = 2 que l’ensemble{

L(1, sym2f), L(1, sym2f)−1 : f ∈ H∗k(N)
}

n’est pas borné lorsque N →∞ avec P−(N) > logN .
Pour obtenir une version quantitative pour cette assertion, Royer et Wu [80] ont analysé

la dépendance des paramètres N et r. Cette analyse demande un changement de technique
utilisé dans [78]. Ils ont affiné (3.1.4) comme suit : Soit k un nombre entier pair fixé. Il existe
une constante absolue c telle que∑
f∈H∗k(N)

ωfL(1, sym2f)±r = M±r
sym2

{
1 +O

(
(log2N)−1

)}
+Ok

(
N−1/13ecr

√
log(3N)+cr2

)
(3.1.8)
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uniformément pour tous r ∈ N et N ∈ N avec P−(N) > logN , où la constante impliquée
dépend de k.

À partir d’ici, on peut déduire facilement qu’il existe f± ∈ H∗k(N) telles que

L(1, sym2f−)�k (log2N)−1, L(1, sym2f+)�k (log2N)3 (3.1.9)

pour tout N ∈ N avec P−(N) > logN . De plus, ils montrent également que

(log2N)−1 �k L(1, sym2f)�k (log2N)3 (3.1.10)

pour toutN ∈ N avec P−(N) > logN et f ∈ H∗k(N) sous l’hypothèse de Riemann généralisée
pour L(s, sym2f). Par conséquence, (3.1.9) est optimal concernant l’ordre de grandeur. En
outre, ils ont montré que l’ensemble{

L(1, sym2f), L(1, sym2f)−1 : f ∈ H∗k(Nj)
}

est borné lorsque j → ∞, où pj est le j-ième nombre premier et Nj = p1 · · · pj. Dès lors, la
condition de type P−(N) > logN est indispensable.

Dans [7], Cogdell et Michel ont introduit une approche plus conceptuelle. En fournissant
une interprétation probabiliste naturelle, ils ont interprété les moments complexes pour les
fonctions L de puissance symétrique par l’espérance d’un produit eulérien défini sur l’espace
probabilisé :

M z
symm =

∏
p

2

π

∫ π

0

m∏
j=0

(
1− ei(m−2j)θp−1

)z
sin2 θdθ. (3.1.11)

La nouvelle méthode a deux avantages : d’une part, on peut calculer les moments complexes
de L(1, symmf) pour tout nombre entier m > 1 (inconditionnellement pour 1 6 m 6 4
et sous leur hypothèse symm(N) pour m > 5 : pour tout f ∈ H∗k(N), L(s, symmf) est
automorphe) ; d’autre part, à l’aide de la formule (3.1.11), on peut évaluer M r

symm aisément
pour tout nombre réel r (en évitant l’analyse combinatoire compliquée dans [79, 24]). Grâce
à cette nouvelle méthode, Codgell et Michel ont généralisé et amélioré les résultats de Royer
et Wu (3.1.9) et (3.1.10) : Soit N un nombre premier et f ∈ H∗2(N). Sous l’hypothèse de
Riemann généralisée pour L(s, symmf), on a

{1 + o(1)}(2B−m log2N)−A
−
m 6 L(1, symmf) 6 {1 + o(1)}(2B+

m log2N)A
+
m (3.1.12)

pour N →∞, où A±m et B±m sont constantes positives définies par (3.4.5) ci-dessous. On a
A+
m = m+ 1, B+

m = eγ (m ∈ N),

A−m = m+ 1, B−m = eγζ(2)−1 (2 - m),

A−2 = 1, B−2 = eγζ(2)−2,

A−4 = 5
4
, B−4 = eγB−4,∗,

(3.1.13)

et B−4,∗ est une constante absolue donnée dans [52, Théorème 3]. De plus, ils ont montré qu’il
existe f±m ∈ H∗2(N) telle que

L(1, symmf+
m) > {1 + o(1)}(B+

m log2N)+A+
m ,

L(1, symmf−m) 6 {1 + o(1)}(B−m log2N)−A
−
m ,

(3.1.14)
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pour tout nombre premier N →∞.
Lau et Wu ont obtenu l’analogue de (3.1.12) et (3.1.14) en l’aspect du poids (voir [52,

Théorèm 2 et 3]). Pour prouver ces résultats, ils ont montré que pour f, g ∈ H∗k(1), le facteur
gamma de la fonction L Rankin-Selberg L(s, symmf × symmg) est

L∞(s, symmf × symmg) = ΓR(s)δ2|mΓC(s)[m/2]+δ2-m
∏

16ν6m

ΓC
(
s+ ν(k − 1)

)m−ν+1

et établi un théorème de densité des zéros de L(s, symmf) en l’aspect du poids (voir [52,
Proposition 2.1 et Théorème 1]).

Dans cette section, on étudie la distribution de L(1, symmf) en l’aspect de niveau-poids
en raffinant les méthodes de [80, 7, 52]. L’énoncé de nos résultats est restreint aux première,
deuxième, troisième et quatrième puissances symétriques qui sont prouvées être automorphes
et cuspidales (pour les niveaux N sans facteur carré et les caractères triviaux). Cependant,
la méthode est applicable pour les puissances plus hautes pour lesquelles les automorphies
et cuspidalités seront connues. Parce qu’on considère les aspects de niveau et de poids simul-
tanément, la situation sera plus compliquée. Pour décrire précisément la relation entre les
valeurs extrême de L(1, symmf) en l’aspect de niveau-poids et les propriétés arithmétiques
de N , pour un entier positif Ξ > 0 et un entier pair k > 2, on pose un ensemble de niveaux :

Nk(Ξ) :=
{
N ∈ N : µ(N)2 = 1 et P−(N) > Ξ log(kN) log2(kN)

}
, (3.1.15)

où µ(n) est la fonction de Möbius.
Notre premier résultat est comme suit.

Théorème 3.1.1. Soit Ξ une constante positive et m = 1, 2, 3, 4.
(i) Pour f ∈ H∗k(N), en supposant HRG pour L(s, symmf), on a

{1 + o(1)}
(
2B−m log2(kN)

)−A−m 6 L(1, symmf) 6 {1 + o(1)}
(
2B+

m log2(kN)
)A+

m (3.1.16)

pour kN →∞ avec 2 | k et N ∈ Nk(Ξ).
(ii) Il existe f±m ∈ H∗k(N) telles que

L(1, symmf±m) R {1 + o(1)}
(
B±m log2(kN)

)±A±m (3.1.17)

pour kN →∞ avec 2 | k et N ∈ Nk(Ξ).
Ici A±m et B±m sont définis par (3.1.13) (voir aussi (3.4.5) ci-dessous) et les constantes

impliquées ne dépendent que de Ξ.

Remarque 8.

1. En posant k = 2 dans le Théorème 3.1.1, on obtient une généralisation des résultats de
Codgell-Michel (3.1.12) et (3.1.14), puisque N2(Ξ) contient tous les nombres premiers
pour quelque constante positive appropriée.

2. En posant N = 1 dans le Théorème 3.1.1, on peut obtenir les résultats correspondants
de Lau-Wu (voir [52, Théorèmes 2 et 3]), puisque 1 ∈ Nk(Ξ) pour tous entiers pairs
k > 2 et tous les constantes Ξ.

3. Comme dans le [52, Théorème 3(i)], on peut prouver que les bornes

(log2(kN))−A
−
m � L(1, symmf)� (log2(kN))A

+
m (3.1.18)

se vérifient inconditionnellement pour presque tout f ∈ H∗k(N) et 1 6 m 6 4.
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3.1.2 Première conjecture de Montgomery-Vaughan

Les trois conjectures de Montgomery-Vaughan décrivent précisément les comportements
des fonctions de distribution de L(1, χd) autour de leurs valeurs extrêmes [64]. Dans cette
sous-section, on considère l’analogue de la première conjecture de Montgomery-Vaughan
pour L(1, symmf). Pour un entier m fixé, on considère la fonction de répartition

F±k,N(t, symm) :=
1

|H∗k(N)|
∑

f∈H∗k(N)

L(1,symmf)R(B±mt)±A
±
m

1.
(3.1.19)

Au vu du Théorème 3.1.1, l’analogue de la première conjecture de Montgomery-Vaughan
pour les fonctions L automorphes de puissance symétrique peut être énoncé comme suit :
Pour toute constante Ξ > 0 fixée, il existe des constantes positives c2 > c1 et c0 > 0 dépendant
de Ξ telles que

e−c2 log(kN)/ log2(kN) 6 F±k,N(log2(kN), symm) 6 e−c1 log(kN)/ log2(kN) (3.1.20)

pour kN > c0 avec 2 | k et N ∈ Nk(Ξ).
Ce problème a été étudié par Lau et Wu [53]. Ils ont prouvé la part de la borne supérieure

de (3.1.20) lorsque N = 1 et 1 6 m 6 4 :

F±k,1(log2 k, symm) 6 e−c1(log k)/ log2 k (3.1.21)

pour tout entier pair k > c0. Il est remarquable que, malgré les difficultés pour traiter les
formes modulaires, le résultat est aussi bon que celui de Granville et Soundararajan [23] (de
plus, ils ont utilisé une méthode différente en des points cruciaux, où l’outil comme la borne
Graham-Ringrose pour les sommations courtes des caractères de module extrêmement com-
posé est indisponible). L’outil principal est leur inégalité du grand crible (voir [53, Théorème
1] ou Lemme 3.6.1 ci-dessous). Pour la part de la borne inférieure de la conjecture de
Montgomery-Vaughan (3.1.20), Liu, Royer et Wu [59] ont obtenu un résultat un peu faible
pour m = 1 et N = 1 : il existe trois constantes absolues c3, c4 et c5 telles que

F±k,1
(

log2 k − 5
2

log3 k − log4 k − c3, sym1
)
> exp

(
− c4

log(kN)

(log2 k)7/2 log3 k

)
(3.1.22)

pour k > c5.
On généralise (3.1.21) et (3.1.22) comme suit.

Théorème 3.1.2. Soit Ξ une constante positive et m = 1, 2, 3, 4.
(i) Pour tout ε > 0, il existe deux constantes positives c6 et c7 dépendant de ε et Ξ telles

que

F±k,N
(

log2(kN) + φ, symm
)
6 exp

(
− c6(|φ|+ 1)

log(kN)

log2(kN)

)
pour kN > c7 avec 2 | k et N ∈ Nk(Ξ) et log ε 6 φ 6 9 log2(kN).

(ii) Il existe trois constantes positives c8, c9 et c10 dépendant de Ξ telles que

F±k,N
(

log2(kN)− log3(kN)− log4(kN)− c8, symm
)
> exp

(
− c9 log(kN)

log2
2(kN) log3(kN)

)
pour kN > c10 avec 2 | k et N ∈ Nk(Ξ).
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Remarque 9.

1. Posant φ = 0 dans le Théorème 3.1.2(i), on obtient la part de la borne supérieure de
la première conjecture de Montgomery-Vaughan (3.1.20) en l’aspect de niveau-poids.

2. Le Théorème 3.1.2(ii) peut être regardé comme une version faible de la part de la borne
inférieure de la première conjecture de Montgomery-Vaughan (3.1.20).

3. Puisque 1 ∈ Nk(Ξ) pour tout entier pair k > 2 et pour tout constante positive Ξ, il
est aisé de voir que le Théorème 3.1.2(i) et (ii) généralisent et améliorent (3.1.21) de
Lau-Wu et/ou (3.1.22) de Liu-Royer-Wu, respectivement.

3.1.3 Fonctions de répartition pondérées

Motivé par les travaux de Granville-Soundararajan [23] et de Cogdell-Michel [7] et au
vu de la formule de trace de Petersson, Liu, Royer et Wu [59] ont introduit les fonctions
pondérées de distribution :

F±
k,N(t, symm) :=

1∑
f∈H∗k(N)

ωf

∑
f∈H∗k(N)

L(1,symmf)R(B±mt)±A
±
m

ωf . (3.1.23)

En utilisant la méthode de point col, ils ont évalué (3.1.23) pour N = m = 1 : il existe trois
constantes positives A ±

1 et C telles que pour k →∞, on a

F±
k,1(t, sym1) = exp

(
− et−A ±1

t

{
1 +O

(
1

t

)})
, (3.1.24)

uniformément pour t 6 log2 k − 5
2

log3 k − log4 k −C, où la constante impliquée est absolue.
Comme ils ont noté, la méthode est applicable pour les fonctions L de puissance symétrique.
Dans [50], Lamzouri a étudié une classe grande des produits eulériens aléatoires et trouvé un
résultat général [50, Théorème 1]. Comme un corollaire, il a obtenu l’évaluation de (3.1.23)
avec signe + et k = 2 en l’aspect niveau premier :

F +
2,N(t, symm) = exp

(
− et−A +

m

t

{
1 +O

(
1√
t

)})
(3.1.25)

uniformément pour tout nombre premier N et t 6 log2N − log3N − 2 log4N . On voit que
le domaine de validité de t est un peu plus large que celui de (3.1.24), mais le terme d’erreur
est un peu moins bon.

En raffinant la méthode de Lamzouri [50], on montre le résultat suivant.

Théorème 3.1.3. Soit Ξ une constante positive et m = 1, 2, 3, 4. Alors, il existe une
constante c11 dépendant de Ξ telle que

F±
k,N(t, symm) = exp

(
− et−A ±m

t

{
1 +O

(
1

t

)})
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uniformément pour kN →∞ avec 2 | k et N ∈ Nk(Ξ) et

t 6 log2(kN)− log3(kN)− log4(kN)− c11,

où A ±
m sont des constantes ne dépendant que de m définies comme dans le Lemme 3.7.2

ci-dessous. Ici, la constante impliquée ne dépend que de Ξ.

Remarque 10.

1. Le Théorème 3.1.3 généralise et améliore (3.1.24) de Liu-Royer-Wu et (3.1.25) de Lam-
zouri.

2. Le Théorème 3.1.3 également complète (3.1.25) de Lamzouri en montrant un résultat
similaire pour le cas du signe � − �.

3.1.4 Distribution des valeurs propres de Hecke

Pour chaque f ∈ H∗k(N), désignons par λf (n) la n-ème valeur propre de Hecke de f
normalisée. D’après Deligne, il est bien connu que |λf (p)| 6 2 pour tous les nombres premiers
p. Grâce à Mikio Sato et John Tate [87], il existe deux conjectures bien connues concernant
la répartition des valeurs propres de Hecke des formes primitives holomorphes.

Conjecture (Version horizontale de la conjecture de Sato-Tate). Soit f ∈ H∗k(N). Pour
tout [u, v] ⊂ [−2, 2], on a

1

π(x)

∑
p6x,p-N
u6λf (p)6v

1 ∼
∫ v

u

√
4− t2 dt

2π
(x→∞).

Cette conjecture de Sato-Tate a été démontrée par Barnet-Lamb, Geraghty, Harris et
Taylor [4] en 2011.

Conjecture (Version verticale de la conjecture de Sato-Tate). Soit p - N un nombre premier
fixé. Alors pour tout [u, v] ⊂ [−2, 2], on a

1

|H∗k(N)|
∑

f∈H∗k(N)
u6λf (p)6v

1 ∼
∫ v

u

p+ 1

(p1/2 + p−1/2)2 − t2
√

4− t2 dt

2π
(kN →∞).

Cette conjecture a été prouvée par Conrey, Duke & Farmer (1997) et par Serre (1997),
indépendamment.

En 2006, Lau et Wu [52] ont démontré qu’il n’existe pas une version � diagonale � de la
conjecture de Sato-Tate (i.e., p et kN tendent vers l’infinie en même temps). En fait ils ont
montré que pour tout A > 0, il existe trois formes primitives fi ∈ H∗k (i = 1, 2, 3) telles que
presque tous {λfi(p)}p6(log k)A se trouve autour de −2, 0, 2, respectivement, lorsque k → ∞.
Un résultat similaire en l’aspect de niveau a été obtenu par Royer et Wu [81] en 2007.

Comme une application du Théorème 3.1.1(ii), nous pouvons généraliser ces résultats en
l’aspect de niveau-poids et obtenir un nouveau point d’accumulation à l’aide de la valeur
minimale de L(1, sym4f). Précisément nous avons le résultat suivant.
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Théorème 3.1.4. Soient ξ(t) →
t→∞
∞ une fonction vérifiant ξ(t) 6 log3 t et Ξ > 0 une

constante. Alors il existe des formes f±, g, h ∈ H∗k(N) telles que pour tout A > 0 on a∑
p6(log(kN))A, p-N

λf± (p)R±2∓ξ(kN)/ log3(kN)

1

p
= log3(kN)

{
1 +OA,Ξ

(
ξ(kN)−1

)}
, (3.1.26)

∑
p6(log(kN))A, p-N

|λg(p)|6{ξ(kN)/ log3(kN)}1/2

1

p
= log3(kN)

{
1 +OA,Ξ

(
ξ(kN)−1

)}
, (3.1.27)

∑
p6(log(kN))A, p-N

|λh(p)2− 3
2
|6{ξ(kN)/ log3(kN)}1/2

1

p
= log3(kN)

{
1 +OA,Ξ

(
ξ(kN)−1

)}
, (3.1.28)

pour kN →∞ avec 2 | k et N ∈ Nk(Ξ).

Remarque 11.

1. Pour de telles formes f∗ = f±, g, h, on peut prouver que presque tous les coefficients
{λf∗(p)} se rassemblent autour quelques points mais pas de façon équi-distribués pour
p 6 (log(kN))A lorsque kN →∞.

2. Nos résultats montrent que, pour x = (log(kN))A, la conjecture de Sato-Tate ne se
vérifie pas lorsque kN →∞.

3.1.5 Théorème de densité en l’aspect de niveau-poids

Dans les méthodes de [80, 7, 52], le théorème de densité des zéros joue un rôle important.
Un théorème de densité général pour les fonctions L automorphes en l’aspect niveau est
établi par Kowalski et Michel [49, Théorème 2] et utilisé dans [80, 7]. Un théorème de
densité similaire en l’aspect du poids a été obtenu par Lau et Wu [52, Théorème 1]. Pour
prouver notre Théorème 3.1.1, on a besoin d’établir un théorème de densité en l’aspect de
niveau-poids. On dénote N(α, T, symmf) le nombre des zéros ρ = β + iγ de L(s, symmf)
avec β > α et 0 6 γ 6 T . Notre théorème de densité est comme suit.

Théorème 3.1.5. Soit α > 1
2
, ε > 0, 1 6 m 6 4, r > 0, Em,r = (m + 1)(m + r) + 8 et

E ′m,r = (2m+ r)(m+ 1) +m+ 12. Alors, on a∑
f∈H∗k(N)

N(α, T, symmf)�α,ε,r T
1+1/rkEm,r(1−α)/(3−2α)+εNE′m,r(1−α)/(3−2α)+ε,

uniformément pour 2 | k, N sans facteur carré et T > 2, où la constante impliquée ne
dépendant que de α, ε et r.

Notre théorème de densité montre que, en moyenne, il y a peu de forme primitive qui
possède des zéros dans la région critique avec la partie réelle proche de ligne <s = 1. Le
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théorème est utile seulement si α est proche de 1 et l’aspect T est essentiellement hors de
propos. Pour η ∈ (0, 1

2
), on définit

H+
k (N ; η,m) := {f ∈ H∗k(N) : L(s, symmf) 6= 0, s ∈ S},

H−k (N ; η,m) := H∗k(N) \H+
k (N ; η,m),

(3.1.29)

où
S := {s : 1− η 6 σ < 1, |τ | 6 100(kN)η} ∪ {s : σ > 1}.

En utilisant le Théorème 3.1.5 avec r = 1, on a

H−k (N ; η,m) 6
∑

f∈H−k (N ;η,m)

N(1− η, 100(kN)η, symmf)

6
∑

f∈H∗k(N)

N(1− η, 100(kN)η, symmf)�η (kN)65η.
(3.1.30)

Pour η < 1
65

, on a
|H+

k (N ; η,m)| ∼ |H∗k(N)|. (3.1.31)

Puisque H+
k (N ; η,m) est presque de la même taille que H∗k(N), on peut remplacer H∗k(N)

par H+
k (N ; η,m) dans les applications et le théorème de densité joue partiellement le rôle de

l’HRG.

3.2 Bornes des fonctions L de puissance symétrique

L’objet de cette partie est d’introduire des propositions nécessaires pour les bornes des
fonctions L de puissance symétrique.

Lemme 3.2.1. Pour 1 6 m 6 4, 2 | k, N sans facteurs carré et f ∈ H∗k(N), on a

L(s, symmf)� logm+1(N(k + |s|+ 2))

uniformément pour <s > 1− 1/ log(N(k + |s|+ 2)).

Démonstration. Il suffit de considérer 3
2
> <s > 1−1/ log(N(k+ |s|+2)). Grâce à la formule

de Perron, et (1.2.8), on a pour ε > 0,∑
n>1

λsymmf (n)

ns
e−n/Y =

1

2πi

∫
(2)

L(u+ s, symmf)Y uΓ(u) du

= L(s, symmf) +
1

2πi

∫
( 1
2
−<s)

L(u+ s, symmf)Γ(u)Y u du

= L(s, symmf) +O
(
Nm/4+ε(|s|+ k)(m+1)/4+εY 1/2−<s).

En posant Y = Nm/2+1(|s| + k)(m+1)/2+1 et en utilisant (1.2.5), on déduit le résultat de la
borne établie pour la fonction zêta près de la droite <s = 1.
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Pour f ∈ H+
k (N ; η,m), où η ∈ (0, 1

2
), on obtient le logarithme logL(s, symmf) de

l’intégrale de la dérivée logarithmique (1.2.9) puisqu’il est holomorphe et n’a aucun zéro
dans la région S définie dans (3.1.29),

logL(s, symmf) =
∞∑
n=1

Λsymmf (n)

ns log n
(σ > 1). (3.2.1)

Immédiatement, on a la borne simple pour logL(s, symmf),

| logL(s, symmf)| ≤ (m+ 1)ζ(σ)�m (σ − 1)−1 (σ > 1). (3.2.2)

On écrit σ0 = 1 − η. Au vu de la borne de convexité, on a pour 0 6 σ < σ0 et |τ | 6
100(kN)η

< logL(s, symmf) = log |L(s, symmf)| 6 C log(kN),

pour certaine constante C > 0.
On considère les cercles avec le centre 2 + iτ et les rayon r := 2−σ < R := 2−σ0. Alors,

grâce au théorème de Borel-Carathéodory et au vu du Lemme 3.2.1, on a pour σ > σ0 et
|τ | 6 100(kN)η,

logL(s, symmf) 6
2r

R− r
max

|z−2−it|=R
< logL(s, symmf) +

R + r

R− r
| logL(2 + it, χ)|

� 1

σ − σ0

log(kN) +
1

σ − σ0

.

Alors, on a la majoration

logL(s, symmf)� log(kN)

σ − σ0

. (3.2.3)

Sous l’HRG, on majore logL(s, symmf) de la manière suivante.

Lemme 3.2.2. Soit 1 6 m 6 4, 2 | k, N sans facteur carré et f ∈ H∗k(N). Sous l’HRG
pour L(s, symmf), on a pour ε > 0 et α > 1

2
,

logL(s, symmf)�ε,α [log(N(k + |s|+ 3))]2(1−σ)+ε

uniformément pour α 6 σ 6 1 et τ ∈ R.

Démonstration. On pose F (s) := logL(s, symmf). Sous l’HRG pour L(s, symmf), F (s) est
holomorphe pour <s > 1

2
. Avec la borne de convexité de (1.2.8), on a

< logL(s, symmf) 6 C log(N(k + |τ |+ 3)) (σ > 1
2
).

En appliquant le théorème Borel-Carathéodory, on prend s′ = 2+iτ, R′ = 3
2
− 1

2
δ et r′ = 3

2
−δ,

où 0 < δ < 1 sera donné plus tard. Ensuite, on a

max
|s−s′|=r′

|F (s)| 6 2r′

R′ − r′
max
|s−s′|=R′

<F (s) +
R′ + r′

R′ − r′
|F (s′)|

6 (6/δ − 4)C logN(k + |τ |+ 3) + (6/δ − 3)C

6 Cδ−1 log(N(k + |τ |+ 3)).
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Puis pour δ + 1
2
6 <s 6 7

2
− δ, on obtient

|F (s)| 6 Cδ−1 log(N(k + |τ |+ 3)). (3.2.4)

On note M(r) := max
|s−s0|=r

|F (s)|.

En appliquant le théorème des trois cercles de Hadamard avec le centre s0 = σ1 + iτ (1 <
σ1 6 N(k + |τ |+ 3)) et r1 = σ1 − 1− δ, r2 = σ1 − σ, r3 = σ1 − 1

2
− δ, on a

M(r2) 6M(r1)1−aM(r3)a avec a =
log(r2/r1)

log(r3/r1)
= 2(1− σ) +O(δ + 1/σ1).

Grâce à (3.2.4), on a M(r3) 6 Cδ−1 log(N(k + |τ |+ 3)) et M(r1) 6 Cδ−1. Donc on obtient

| logL(s, symmf)| 6
(
Cδ−1

)1−a (
Cδ−1 log(N(k + |τ |+ 3))

)a
.

En posant σ1 = 1
δ

= log2N(k + |τ |+ 3), on déduit notre résultat.

Pour f ∈ H+
k (N ; η,m), on a la borne comme suit.

Lemme 3.2.3. Soit η ∈ (0, 1
2
) fixé, σ0 = 1 − η, 1 6 m 6 4, 2 | k et N sans facteur carré.

On a pour f ∈ H+
k (N ; η,m),

logL(s, symmf) =
∞∑
n=1

Λsymmf (n)

ns log n
e−n/T +R (3.2.5)

uniformément pour 3 6 T 6 (kN)η, σ0 < σ 6 3/2 et |τ | 6 T , où

R�η T
−(σ−σ0)/2(log(kN))/(σ − σ0)2. (3.2.6)

De plus, pour 0 < ε < 1
4

et 1
2
< α < 1, sous l’HRG pour L(s, symmf) où f ∈ H∗k(N), la

formule (3.2.5) se vérifie uniformément pour α 6 σ 6 3
2

et T > 1, avec

R�ε,α T
−(σ−α)(log(kN))2(1−α)+ε.

Démonstration. Pour f ∈ H+
k (N ; η,m), on part de la relation

∞∑
n=2

Λsymmf (n)

ns log n
e−n/T =

1

2πi

∫ 2+i∞

2−i∞
Γ(z − s) logL(z, symmf)T z−s dz,

et en déplaçant la droite d’intégration en C consistant en lignes droites joignant

κ− i∞, κ− 2iT, σ1 − 2iT, σ1 + 2iT, κ+ 2iT, κ+ i∞,

où κ = 1 + 1/ log T et σ1 = (σ + σ0)/2. On obtient

∞∑
n=2

Λsymmf (n)

ns log n
e−n/T = logL(s, symmf) +

1

2πi

∫
C

Γ(z − s) logL(z, symmf)T z−s dz.
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D’après (3.2.2) et (3.2.3), la dernière intégrale est

� T σ1−σ log(kN)

σ − σ0

∫
|y|63T

|Γ(σ1 − σ + iy)| dy

+
log(kN)

σ − σ0

∫ κ

σ1

T x−σ|Γ(x− σ + i(T − τ))| dx+ T 1−σ+ε

∫
|y|>T

|Γ(κ− σ + iy)| dy.

On peut déduire (3.2.5) et (3.2.6) de la formule de Stirling de la forme : pour des constantes
fixées ci > 0, (i = 1, 2, 3),

|Γ(σ + iτ)| =
√

2π|τ |σ−1/2e−π|τ |/2(1 +O(|τ |−1)) (3.2.7)

pour −c1 6 σ 6 c2 et τ > 3. |Γ(w)| � |w|−1 lorsque −1/2 6 <w 6 c2 et |=w| 6 c3.
Sous l’HRG, on utilise la même méthode et on déplace la droite d’intégration en <z =

α′ = α− ε′ > 1
2

où ε′ = 1
2

min(ε, α− 1
2
). La dernière intégrale donne

R =
1

2πi

∫ α′+i∞

α′−i∞
Γ(z − s) logL(z, symmf)T z−s dz

�ε,α T
α′−σ

∫ +∞

−∞
|Γ(α′ − σ + iy)|(logN(k + |y|+ 3))2(1−α′)+ε dy

�ε,α T
−(σ−α)(log(kN))2(1−α)+2ε,

grâce au Lemme 3.2.2.

Lemme 3.2.4. Soit η ∈ (0, 1
2
) fixé, 1 6 m 6 4, 2 | k et N sans facteur carré. Pour tout

f ∈ H+
k (N ; η,m), on a

logL(s, symmf)�η
(log(kN))4α/η − 1

α log2(kN)
+ log3(10kN),

uniformément pour σ > 1− α > 1− 1
2
η et |τ | 6 (log(kN))4/η.

Démonstration. On pose T = (log(kN))4/η dans le Lemme 3.2.3. Ainsi, le terme d’erreur est
O(1). Pour la sommation, on a la majoration

�
∑
p

1

pσep/T
+O(1).

On sépare la sommation en deux part∑
p

1

pσep/T
6
∑
p6T

1

pσ
+
∑
p>T

1

pσep/T
.

Pour la première somme, on a la majoration

�
∑
p6T

1

p1−α �η
(log(kN))4α/η − 1

α log2(kN)
+ log3(10kN).
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Ici, on a utilisé le fait que pour 1/2 6 σ 6 1 et y > 3

∑
p6y

1

pσ
� y1−σ − 1

(1− σ) log y
+ log2 y.

Pour l’autre sommation, on a∑
p>T

1

pσep/T
�
∫ ∞
T

e−t/T d
(∑
p6t

p−σ
)

� T 1−σ − 1

(1− σ) log T
+ log2 T +

1

T

∫ ∞
T

(
e−t/T

t1−σ − 1

(1− σ) log t
+ e−t/T log2 t

)
dt

�η
(log(kN))4α/η − 1

α log2(kN)
+ log3(10kN).

D’où on déduit notre résultat.

Partant de la borne ci-dessus, on écrit la logarithme des fonctions L de puissance symétrique
sous la forme de série Dirichlet suivante.

Lemme 3.2.5. Soit η ∈ (0, 1
65

), 1 6 m 6 4, 2 | k et N sans facteur carré. On pose

x = exp{
√

log(kN)/7(m+ 4)}. Alors, on a

logL(1, symmf) =
∑
p6x
p-N

∑
06j6m

log
(
1− αf (p)m−2jp−1

)−1

+
∑
p6x
p|N

log
(
1− αf (p)mp−1

)−1
+O

(
log−1/2(kN)

)
,

(3.2.8)

pour f ∈ H+
k (N ; η,m). La constante impliquée dépend que η et m.

Démonstration. On pose T = (log(kN))4/η. Au vu de (3.2.1), la formule de Perron nous
donne∑

26n6x

Λsymmf (n)

n log n
=

1

2πi

∫ 1/ log x+iT

1/ log x−iT

logL(s+ 1, symmf)
xs

s
ds+O

(
log(Tx)

T
+

1

x

)
.

Déplaçant la droite d’intégration en σ = −1
4
η et en estimant logL(s, symmf) par le Lemme

3.2.4 (avec α = 1
4
η), on obtient

∑
26n6x

Λsymmf (n)

n log n
= logL(1, symmf) +O

(
log(kNTx)

T
+

log(kN) log T

xη/4

)
= logL(1, symmf) +O

(
(log(kN))−4/η+1

)
.

(3.2.9)
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D’autre part, (1.2.10) nous donne

∑
26n6x

Λsymmf (n)

n log n
=
∑
p6x

∑
ν6log x/ log p

Λsymmf (p
ν)

pν log pν

=
∑
p6x
p|N

∑
ν6log x/ log p

αf (p)
mν

νpν
+
∑
p6x
p-N

∑
ν6log x/ log p

∑
06j6m

αf (p)
ν(m−2j)

νpν

=
∑
p6x
p|N

{
log

(
1− αf (p)

m

p

)−1

+O

(
log p

x3/2 log x

)}

+
∑
p6x
p-N

∑
06j6m

{
log

(
1− αf (p)

m−2j

p

)−1

+O

(
log p

x log x

)}
.

On déduit notre résultat de (3.2.9) grâce au théorème des nombres premiers.

3.3 Démonstration du Théorème 3.1.5

Comme dans [52, Theorem 1], on va suivre la méthode de Montgomery [66]. D’abord, on
donne une factorisation de la fonction L de puissance symétrique. On fixe un paramètre réel
z > 1 (choisi explicitement plus tard). On note P (z) =

∏
p6z p.

Lemme 3.3.1. Soit f ∈ H∗k(N),m ∈ N et z > (m+ 1)2. Pour σ > 1, on a la factorisation

L(s, symmf)−1 = Gf (s)L
[(s, symmf)

avec

L[(s, symmf) :=
∑

(n,P (z))=1

λsymmf (n)µ(n)n−s,

où Gf (s) est holomorphe, n’a ni zéro ni pôle lorsque σ > 1
2

et Gf (s) �z,ε 1 uniformément
pour σ > 1

2
+ ε.

Démonstration. On peut écrire L[(s, symmf) de la forme

L[(s, symmf) =
∏
p>z

(1− λsymmf (p)p
−s) σ > 1.

Par (1.2.5), on a

λsymmf (p) 6 m+ 1.
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Alors, 1− λsymmf (p)p
−s 6= 0 pour σ > 1

2
et p > z. Ainsi, on a

Gf (s) :=
∏
p6z

m∏
j=0

(1− αf (p)m−2jp−s)

×
∏
p>z

(
(1− λsymmf (p)p

−s)−1

m∏
j=0

(1− αf (p)m−2jp−s)

)
.

Lorsque p > z, le facteur local en p de Gf (s) est de la forme 1 +O(p−2σ), d’où on obtient le
résultat.

Le deuxième lemme est une égalité du grand crible sur des valeurs propres de Hecke dans
l’aspect niveau-poids. Les résultats similaires dans l’aspect niveau et l’aspect poids ont été
obtenus par Duke et Kowalski [13] et Lau et Wu [52], respectivement. La démonstration
est très similaire. La différence unique est de remplacer la borne de sous-convexité de
L(s, symmf × symmg) dans l’aspect niveau ou l’aspect poids par notre borne de convexité
en l’aspect de niveau-poids (dans le Lemme 1.4.6).

Lemme 3.3.2. Soient 1 6 m 6 4, L > 1 et {a`}`6L une suite de nombres complexes. Alors
pour tout ε > 0, on a∑

f∈H∗k(N)

∣∣∣∑
`6L

a`λsymmf (`)
∣∣∣2 �ε (kN)ε

(
L+ (kN2)DmL1/2+ε

)∑
`6L

|a`|2,

où Dm = m(m+ 1)/4 + 1 et la constante impliquée ne dépend que de ε.

Démonstration. Pour toute suite complexes {bf}f∈H∗k(N), on a

∑
`6L

∣∣∣∣ ∑
f∈H∗k(N)

bfλsymmf (`)

∣∣∣∣2 �∑
`>1

∣∣∣∣ ∑
f∈H∗k(N)

bfλsymmf (`)

∣∣∣∣2e−`/L,

qui s’écrit de la forme ∑
f,g∈H∗k(N)

bfbg
∑
`>1

λsymmf (`)λsymmg(`)e
−`/L. (3.3.1)

Au vu de la formule

1

2πi

∫
(c)

Γ(w)yw dw = e−1/y pour c > 0,

on a ∑
`>1

λsymmf (`)λsymmg(`)e
−`/L =

1

2πi

∫
(2)

L(s, symmf × symmg)Γ(s)Ls ds, (3.3.2)

où L(s, symmf × symmg) est définie par (1.4.13).
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On déplace alors la droite d’intégration en <s = 1/2 + ε en croisant un pôle simple en
s = 0 si et seulement si f = g avec le résidu

Res
s=1

L(s, symmf × symmg)Γ(s)Ls = lim
s→1

(s− 1)L(s, symmf × symmg)Γ(s)Ls.

Grâce à la borne de convexité, on a

Res
s=1

L(s, symmf × symmg)�ε (kN)ε.

Alors, la contribution du résidu en s = 1

� δf,g(kN)εL,

avec

δf,g :=

{
1 si f = g,

0 sinon.

En utilisant la borne de convexité (Lemme 1.4.6) et la formule de Stirling pour la fonction
Gamma, l’intégrale sur la droite <s = 1/2 + ε donne une contribution

� Nm(m+1)/2+εkm(m+1)/4+εL1/2+ε.

Il en découle que l’intégrale dans (3.3.2) est

� (kN)εδf,gL+Nm(m+1)/2+εkm(m+1)/4+εL1/2+ε

� (kN)ε(δf,gL+ (kN2)m(m+1)/4L1/2+ε).
(3.3.3)

En insérant la majoration (3.3.3) dans (3.3.1), on obtient

∑
`6L

∣∣∣∣ ∑
f∈H∗k(N)

bfλsymmf (`)

∣∣∣∣2e−`/L �ε (kN)ε(L+ (kN2)DmL1/2+ε)
∑

f∈H∗k(N)

|bf |2.

Notre résultat découle d’un principale de dualité.

On va calculer le nombre des zéros de la fonction L de puissance symétrique. D’abord,
par le Théorème 1.2.3, on a

N(1
2
, j, symmf)−N(1

2
, j − 1, symmf)� log(kNj).

Donc le Théorème 3.1.5 découle immédiatement lorsque T > (kN)r. On peut déduire aussi
la majoration pour 1 6 T 6 log3(kN). Alors, on suppose

log3(kN) 6 T 6 (kN)r.

On coupe le rectangle α 6 σ 6 1 et 0 6 τ 6 T en bôıtes de la hauteur 2 log2(kN).
Il y a au plus O(log3(kN)) zéros dans chaque bôıte α 6 σ 6 1 et 2` log2(kN) 6 τ 6
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2(`+ 1)(log(kN))2 + 2 log2(kN) pour 1 6 ` 6 T/(2 log2(kN)). On désigne nsymmf le nombre
des bôıtes qui contient au moins un zéro ρ de L(s, symmf). Alors

N(α, T, symmf)� nsymmf log3(kN). (3.3.4)

Donc il suffit de montrer∑
f∈H∗k(N)

nsymmf �r,ε Tk
Em,r(1−α)/(3−2α)+εNE′m,r(1−α)/(3−2α)+ε.

Soient α > 1
2

+ 2ε, x, y ∈ [1, (kN)20m2(1+r)] et on définit

Mx(s, symmf) = Gf (s)
∑
n6x

(n,P (z))=1

λsymmf (n)µ(n)n−s,

où Gf (s) et P (z) sont définis dans le Lemme 3.3.1.
On note ρ = β + iγ avec β > α (> 1

2
+ ε), 0 6 γ 6 T un zéro de L(s, symmf) et

κ = 1/ log(kN), κ1 = 1− β + κ (> 0), κ2 = 1
2
− β + ε (< 0). Alors

e−1/y =
1

2πi

∫
(κ1)

(1− L(ρ+ w, symmf)Mx(ρ+ w, symmf)) Γ(w)yw dw

+
1

2πi

∫
(κ1)

L(ρ+ w, symmf)Mx(ρ+ w, symmf)Γ(w)yw dw.

Le zéro de L(s, symmf) annule le pôle de Γ(w) en w = 0. Donc on peut déplacer la ligne
d’intégration de la seconde intégrale en <w = κ2. Ainsi on a

e−1/y =
1

2πi

∫
(κ1)

(1− L(ρ+ w, symmf))Mx(ρ+ w, symm, f)Γ(w)yw dw

+
1

2πi

∫
(κ2)

L(ρ+ w, symmf)Mx(ρ+ w, symmf)Γ(w)yw dw.

(3.3.5)

Pour <w = κ2 = 1
2
− β + ε, la borne de convexité (1.2.8), (1.2.5) et le Lemme 3.3.1

impliquent

L(ρ+ w, symmf)� Nm/4+ε(k + T + | Imw|)(m+2)/4+ε,

Mx(ρ+ w, symmf)�ε x
1/2+ε.

Ainsi, la contribution de | Imw| > log2(kN) à la seconde intégrale de (3.3.5) est

� x1/2+εy1/2−α
∫
| Imw|>log2(kN)

Nm/4+ε(k + T + | Imw|)(m+2)/4+ε|Γ(w)|| dw|

�ε x
1/2+εy1/2−αNm/4+ε(k + T )(m+2)/4+εe− log2(kN) �ε,r

1

kN
,
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avec T 6 (kN)r.

D’après (1.2.5), on a L(s, symmf) 6 ζ(s)m+1 pour <s > 1. Donc pour <w = κ1 =
1− β + κ, on a

1− L(ρ+ w, symmf)Mx(ρ+ w, symmf)

= L(ρ+ w, symmf)Gf (ρ+ w)
∑
n>x

(n,P (z))=1

µ(n)λsymmf (n)

n−ρ−w
� (kN)ε.

Ainsi la contribution de | Imw| > log2(kN) à la première intégrale de (3.3.5) est

�ε (kN)εy1−α+κe− log2(kN) �ε
1

kN
.

Pour a > 0, b > 0 et c > 1 satisfaisant 1 6 C(a + b), on a 1 6 4C2(a2 + b) (il suffit de
prouver le cas a < 1 et b < 1).

D’où on obtient

1�ε (kN)εy2(1−α)

×
∫ log2(kN)

− log2(kN)

|1− L(1 + κ+ i(γ + v), symmf)Mx(1 + κ+ i(γ + v), symmf)|2 dv

+ y1/2−α
∫ log2(kN)

− log2(kN)

|L(1
2

+ ε+ i(γ + v), symmf)Mx(
1
2

+ ε+ i(γ + v), symmf)| dv.

On sépare les bôıtes en deux groupes selon la parié de ` et choisit un zéro dans chaque bôıte.
Ainsi, deux zéros du même groupe ont une distance 2 log2(kN) au moins. En sommant
l’intégrale sur les zéros de deux groupes respectivement, on obtient

nsymmf � (kN)εy2(1−α)I1 + y1/2−αI2, (3.3.6)

où

I1 :=

∫ 2T

0

|1− L(1 + κ+ iv, symmf)Mx(1 + κ+ iv, symmf)|2 dv,

I2 :=

∫ 2T

0

|L(1
2

+ ε+ iv, symmf)Mx(
1
2

+ ε+ iv, symmf)| dv.

Pour T 6 (kN)r, on a

I2 �ε

∫ 2T

0

Nm/4+ε(k + v)(m+1)/4+εx1/2+ε dv

�ε Tx
1/2+εkr(m+1)/4+rεN (mr+m+r)/4+rε.

(3.3.7)
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Pour I1, on a

1−L(1 + κ+ iv, symmf)Mx(1 + κ+ iv, symmf)

�ε (kN)ε

∣∣∣∣∣ ∑
x<n6X

(n,P (z))=1

µ(n)λsymmf (n)

n1+κ+iv

∣∣∣∣∣+ (kN)ε
∑
n>X

dm+1(n)

n1+κ
,

(3.3.8)

où X = e4 log2(kN).
La seconde somme de (3.3.8) est � (kN)−1.
Avec le Lemme 3.3.2, la contribution de la première somme dans (3.3.8) est∑

f∈H∗k(N)

∣∣∣∣ ∑
L<n62L

(n,P (z))=1

µ(n)λsymmf (n)

n1+κ+iv

∣∣∣∣2 � (kN)ε
(
L+ (kN2)DmL1/2+ε

)
L−1−2κ.

Séparant x < n 6 X en intervalles dyadiques, on obtient par l’inégalité de Cauchy-Schwarz∑
f∈H∗k(N)

∣∣∣∣ ∑
x<n6X

(n,P (z))=1

µ(n)λsymmf (n)

n1+κ+iv

∣∣∣∣2 � (kN2)Dm+εx−1/2+ε + 1.

Ainsi on a ∑
f∈H∗k(N)

I1 � (kN)ε
∫ 2T

0

∑
f∈H∗k(N)

∣∣∣∣ ∑
x<n6X

(n,P (z))=1

µ(n)λsymmf (n)

n1+κ+iv

∣∣∣∣2 dv + T

� (kN2)εT
(
(kN2)Dmx−1/2+ε + 1

)
.

(3.3.9)

Grâce à (3.3.6), (3.3.7) et (3.3.9), on obtient∑
f∈H∗k(N)

nsymmf �r,ε Tx
ε(kN)2rε

×
[
y2(1−α)

(
1 + (kN2)Dmx−1/2

)
+ y1/2−αx1/2kr(m+1)/4+1N (mr+m+r)/4+1

]
.

En posant x = (kN2)2Dm et y = kEm,r/(2(3−2α))NE′m,r/(2(3−2α)), nous obtenons∑
f∈H∗k(N)

nsymmf �r,ε Tk
Em,r(1−α)/(3−2α)+εNE′m,r(1−α)/(3−2α).

Ce qui implique le Théorème 3.1.5 par (3.3.4).

3.4 Moments complexes de L(1, symmf )

L’objet de cette section est de compter les moments complexes de L(1, symmf) en l’aspect
de niveau-poids.
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3.4.1 Notations et résultat

D’abord on introduit des notations qui sont un peu lourdes mais effectuent l’interprétation
dans la théorie de la représentation. On peut trouver les détails dans [7]. Pour θ ∈ R, m ∈ N,
|x| < 1 et z ∈ C, on note

g(θ) := diag
[
eiθ, e−iθ

]
,

symm[g(θ)] := diag
[
eimθ, ei(m−2)θ, . . . , e−imθ

]
,

D
(
x, symm[g(θ)]

)
:= det

(
I − x· symm[g(θ)]

)−1
=
∏

06j6m

(
1− ei(m−2j)θx

)−1
.

(3.4.1)

Et pour z ∈ C, m ∈ N et ν > 0, on définit λz,νm [g(θ)] par

D(x, symm[g(θ)])z =
∑
ν>0

λz,νm [g(θ)]xν , (|x| < 1).

Ainsi on a

λ1,1
m [g(θ)] = tr(symm[g(θ)]) =

sin[(m+ 1)θ]

sin θ
,

logD(x, symm[g(θ)]) = tr(symm[g(θ)])x+O(x2) (|x| < 1).

(3.4.2)

Selon la Proposition 1.1.5, pour p - N , on peut écrire αf (p) = eiθf (p) où θf (p) ∈ [0, π]. Alors

λf (p
m) =

sin[(m+ 1)θf (p)]

sin θf (p)
= tr

(
symm[g(θf (p))]

)
= λ1,1

m [g(θf (p))]. (3.4.3)

Par (1.2.4), on a

L(s, symmf)z =
∏
p|N

(
1− εmf (p)p−(m/2+s)

)−z∏
p-N

D
(
p−s, symm[g(θf (p))]

)z
,

ce qui permet d’écrit la séries de Dirichlet

L(s, symmf)z =
∑
n>1

λzsymmf (n)

ns
(σ > 1).

Donc λzsymmf (n) est multiplicative et on a pour un entier positif ν

λzsymmf (p
ν) =

{
λz,νm [g(θf (p))] si p - N,

dz(p
ν)λf (p

mν) si p | N,
(3.4.4)

où dz(n) est une fonction multiplicative définie par
∑∞

n=1 dz(n)n−s = ζ(s)z pour <s > 1.
On pose aussi

A±m := max
θ∈[0,π]

±tr(symm[g(θ)]) = ±tr(symm[g(θ±m)]),

B±m := exp
{
$0 + (A±m)−1

∑
p

(
± logD(p−1, symm[g(θ±m,p)])− A±mp−1

)}
.

(3.4.5)

88



Ici $0 est défini par la relation∑
p6t

1

p
= log2 t+$0 +O

(
1

log t

)
et θ±m,p ∈ [0, π] définis par

D
(
p−1, symm[g(θ+

m,p)]
)

= max
θ∈[0,π]

D
(
p−1, symm[g(θ)]

)
D
(
p−1, symm[g(θ−m,p)]

)
= min

θ∈[0,π]
D
(
p−1, symm[g(θ)]

) (3.4.6)

sont calculés dans [52].
Pour n ∈ N, nous écrivons n = nNn

(N) avec p | nN ⇒ p | N et (nN , n
(N)) = 1. Nous

posons

M z
symm(N) :=

∑
n>1

2N(nm)dz(n)

n1+m/2

∏
p-N

2

π

∫ π

0

D
(
p−1, symm[g(θ)]

)z
sin2 θ dθ, (3.4.7)

où 2N(n) est défini par

∞∑
n=1

2N(n)

ns
:= ζN(2s) :=

∏
p|N

1

1− p2s
.

On pose aussi

M z
symm := M z

symm(1) =
∏
p

2

π

∫ π

0

D
(
p−1, symm[g(θ)]

)z
sin2 θ dθ. (3.4.8)

Sur les moments complexes de L(1, symmf), on a le résultat suivant, qui joue un rôle
important dans les démonstrations des Théorèmes 3.1.1 et 3.1.3.

Proposition 3.4.1. Soient η ∈ (0, 1
65

) fixé, 1 6 m 6 4, 2 | k et N sans facteur carré. Alors
il y a deux constantes positives δ = δ(η) et c = c(η) telles que∑

f∈H+
k (N ;η,m)

ωfL(1, symmf)z = M z
symm(N) +Oη(e

−δ log(kN)/ log2(kN))

uniformément pour |z| 6 c log(kN)/ log2(10kN) log3(10kN).

3.4.2 Lemmes intermédiaires

Lemme 3.4.2. Soient 2 | k et N sans facteur carré, m ∈ N et z ∈ C. Pour f ∈ H∗k(N),
p - N et un entier ν > 0, on a

λzsymmf (p
ν) =

∑
06ν′6mν

µz,νm,ν′λf (p
ν′), (3.4.9)
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où

µz,νm,ν′ =
2

π

∫ π

0

λz,νm [g(θ)] sin[(ν ′ + 1)θ] sin θ dθ.

De plus, on a
µz,1m,ν′ = zδ(m, ν ′) (0 ≤ ν ′ 6 m),

|µz,νm,ν′| 6 d(m+1)|z|(p
ν) (0 6 ν ′ 6 mν),∑

06ν′6mν

|µz,νm,ν′| 6 d(m+1)|z|(p
ν),

(3.4.10)

où δ(a, b) est 1 si a = b et 0 sinon.

Démonstration. La démonstration est semblable à [52, Lemma 6.1] et (3.4.10) suit [81, Pro-
position 2].

Lemme 3.4.3. Soient 2 | k et N sans facteur carré, m,n ∈ N et z ∈ C. On a∑
f∈H∗k(N)

ωfλ
z
symmf (n) = λzsymm(n) +Om

(
k−5/6N−1+εnm/4 log(2n)rzm(n)

)
, (3.4.11)

où λzsymm(n) est la fonction multiplicative définie par

λzsymm(pν) :=

{
µz,νm,0 si p - N,

dz(p
ν)2(pmν)/

√
pmν si p | N.

Ici 2(n) = 1 si n est carré, et 2(n) = 0 sinon, et rzm(n) est la fonction multiplicative définie
par

rzm(pν) :=

{
d(m+1)|z|(p

ν) si p - N,

d|z|(p
ν)/pmν/2 si p | N.

(3.4.12)

Démonstration. On écrit n = qν11 · · · q
νh
h p

ν1
1 · · · pνrr où qi | N pour 1 6 i 6 h et pj - N pour

1 6 j 6 r. D’après (3.4.9), on a∑
f∈H∗k(N)

ωfλ
z
symmf (n) = dz(q

ν1
1 · · · q

νh
h )

mν1∑
ν′1=0

· · ·
mνr∑
ν′r=0

(
r∏
j=1

µ
z,νj
m,ν′j

)

×
∑

f∈H∗k(N)

ωfλf (q
mν1
1 · · · qmνhh p

ν′1
1 · · · pν

′
r
r ).

Si on écrit qmν11 · · · qmνhh = g2q, par la Proposition 1.1.4 et en utilisant la formule des traces
du Théorème 1.1.7, on peut obtenir le terme principal λzsymm(n), et le terme d’erreur est

�
mν1∑
ν′1

· · ·
mνr∑
ν′r

( r∏
j=1

ν
z,νj
m,ν′j

)
dz(nN)(qp

ν′1
1 · · · p

ν′r
r )1/4τ 2(N) log(2qp

ν′1
1 · · · p

ν′r
r N)

gk5/6q1/2ϕ(N)

�N−1+εk−5/6nm/4 log(2n)
dz(q

ν1
1 · · · q

νh
h )

gq1/2

r∏
j=1

mνj∑
ν′j=0

|µz,νjm,ν′j
|,
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qui implique (3.4.11) immédiatement par (3.4.10).

On définit

ωzsymmf (x) :=
∞∑
n=1

λzsymmf (n)

n
e−n/x.

Lemme 3.4.4. Soient 2 | k, N sans facteur carré, m ∈ N, x > 3 et z ∈ C. Pour tout ε > 0,
on a ∑

f∈H∗k(N)

ωfω
z
symmf (x) =

∞∑
n=1

λzsymm(n)

n
e−n/x +Om

(
k−5/6N−1+εxm/4[(zm + 1) log x]zm

)
,

où zm = (m+ 1)|z|+ 1.

Démonstration. Par la définition de ωzsymmf (x) et (3.4.11), on a

∑
f∈H∗k(N)

ωfω
z
symmf (x) =

∞∑
n=1

e−n/x

n

∑
f∈H∗k(N)

ωfλ
z
symmf (n)

=
∞∑
n=1

λzsymm(n)

n
e−n/x +O

(
k−5/6N−1+ε

∞∑
n=1

nm/4−1 log(2n)e−n/xrzm(n)
)
.

Selon (3.4.12), on a rzm(n) 6 d(m+1)|z|(n). De plus on a la propriété de dl(n),

∑
n6X

d`(n)

n
6

(∑
n6X

1

n

)`
6 (log 3X)`.

Donc la somme dans le terme d’erreur est

=

∫ ∞
1

log(2t)tm/4e−t/x d
(∑
n6t

rzm(n)n−1
)
�m xm/4[(zm + 1) log x]zm .

Ceci termine la démonstration.

On peut trouver la démonstration du lemme suivant dans [52].

Lemme 3.4.5. Soient m ∈ N, z ∈ C et on définit z′m := (m+ 1)|z|+ 3. Alors il existe une
constante c = c(m) > 0 telle que

∑
(n,N)=1

|λzsymm(n)|
nσ

6 exp

{
cz′m

(
log2 z

′
m +

z′m
(1−σ)/σ − 1

(1− σ) log z′m

)}

pour tout σ ∈ (1
2
, 1]. De plus, on a

∑
(n,N)=1

λzsymm(n)

n
=
∏
p-N

2

π

∫ π

0

D
(
p−1, symm[g(θ)]

)z
sin2 θ dθ.
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Lemme 3.4.6. Soient m ∈ N, σ ∈ [0, 1/3), x > 3 et z ∈ C. Il existe une constante c = c(m)
telle que

∞∑
n=1

λzsymm(n)

n
e−n/x = M z

symm(N) +O

(
x−σ exp

{
cz′m

(
log2 z

′
m +

z′m
σ/(1−σ) − 1

σ log z′m

)})
.

La constante impliquée ne dépend que de m.

Démonstration. Au vu de la définition de λzsymm(n), on écrit n = nNn
(N), où nN | N∞ et

(n(N), N) = 1. Ainsi on a

∞∑
n=1

λzsymm(n)

n
e−n/x =

∞∑
nN=1

λzsymm(nN)

nN

∑
(n(N),N)=1

λzsymm(n(N))

n(N)
e−nNn

(N)/x

=
∞∑
n=1

dz(n)2N(nm)

nm/2+1

∑
(n(N),N)=1

λzsymm(n(N))

n(N)
e−nNn

(N)/x.

On écrit ∑
(n(N),N)=1

λzsymm(n(N))

n(N)
e−nNn

(N)/x =
∑

(n(N),N)=1

λzsymm(n(N))

n(N)
+O(R1 +R2),

où

R1 :=
∑

(n(N),N)=1

n(N)>x/nN

|λzsymm(n(N))|
n(N)

, R2 :=
∑

(n(N),N)=1

n(N)6x/nN

|λzsymm(n(N))|
n(N)

∣∣e−nNn(N)/x − 1
∣∣.

Pour tout σ ∈ [0, 1
3
), on a

(n/x)σ �

{
1 si n > x,

|e−n/x − 1| si n 6 x.

Donc d’après le Lemme 3.4.5, on a

R1 +R2 �
∑

(n(N),N)=1

|λzsymm(n(N))|
n(N)

(
nNn

(N)

x

)σ

�
(nN
x

)σ
exp

{
cz′m

(
log2 z

′
m +

z′m
(σ/1−σ) − 1

σ log z′m

)}
,

et

∞∑
n=1

λzsymm(n)

n
e−n/x =

∞∑
n=1

dz(n)2N(nm)

nm/2+1

[∏
p-N

2

π

∫ π

0

D
(
p−1, symm[g(θ)]

)z
sin2 θ dθ

+O

((nN
x

)σ
exp

{
cz′m

(
log2 z

′
m +

z′m
σ/(1−σ) − 1

σ log z′m

)})]
.

(3.4.13)
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Par la définition de dz(n), on a

∞∑
n=1

dz(n)2N(nm)

nm/2+1−σ �
∞∑
n=1

dz(n)

nm/2+1−σ � ec|z|.

On complète la démonstration en rapportant cette majoration dans (3.4.13).

Lemme 3.4.7. Soient η ∈ (0, 1
65

) fixé, 1 6 m 6 4, 2 | k, N sans facteur carré et f ∈
H+
k (N ; η,m). Alors on a

L(1, symmf)z = ωzsymmf (x) +O
((
x−1/ log2(kN) + xc|z|e− log2(kN)

)
ec|z| log3(10kN)

)
uniformément pour x > 3 et z ∈ C, où la constante c = c(η) et la constante impliquée ne
dépendent que de η.

Démonstration. On commence la démonstration par l’égalité

ωzsymmf (x) =
1

2πi

∫
(1)

L(s+ 1, symmf)zΓ(s)xs ds.

On déplace l’intégrale sur le chemin C qui consiste aux lignes droites passant les points
suivants :

κ1 − i∞, κ1 − iT, −κ2 − iT, −κ2 + iT, κ1 + iT, κ1 + i∞,

où κ1 = 1/ log x, κ2 = 1/ log2(kN) et T = log2(kN). Alors on a

ωzsymmf (x) = L(1, symmf)z +
1

2πi

∫
C

L(s+ 1, symmf)zΓ(s)xsds.

D’après (3.2.2) et la Proposition 3.2.4 on a

1

2πi

∫
C

L(s+ 1, symmf)zΓ(s)xs ds�η x
−κ2ec|z| log3(10kN)

∫
|y|6T

|Γ(1− κ2 + iy)| dy+

+ ec|z| log3(10kN)

∫ κ1

−κ2
|Γ(1 + α + iT )| dα + ec|z| log x

∫
|y|>T

|Γ(1 + κ1 + iy)| dy

�
(
x−1/ log2(kN) + xc|z|e− log2(kN)

)
ec|z| log3(10kN),

grâce à la formule de Stirling.

3.4.3 Démonstration de la Proposition 3.4.1

Par le Lemme 3.4.7, on a∑
f∈H+

k (N ;η,m)

ωfL(1, symmf)z =
∑

f∈H+
k (N ;η,m)

ωfω
z
symmf (x) +Oη(R1), (3.4.14)
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où

R1 =
∑

f∈H+
k (N ;η,m)

ωf (x
−1/ log2(kN) + xc|z|e− log2(kN))ec|z| log3(10kN).

Alors par la formule des traces du Théorème 1.1.7, on a

R1 � (x−1/ log2(kN) + xc|z|e− log2(kN))ec|z| log3(10kN).

Pour ε > 0 qui est une constante donnée plus tard et f ∈ H∗k(N), on a

ωzsymmf (x) =
1

2πi

∫
(ε)

L(s+ 1, symmf)zΓ(s)xs ds� ζ(1 + ε)(m+1)|<z|xε.

Alors en considérant la somme sur H−k (N ; η,m) et avec l’estimation

(log(kN))−1 6 L(1, sym2f) 6 log(kN),

on obtient ∑
f∈H−k (N ;η,m)

ωfω
z
symmf (x)�η ζ(1 + ε)(m+1)|<z|xε(kN)65η−1.

Avec (3.4.14), on a∑
f∈H+

k (N ;η,m)

ωfL(1, symmf)z =
∑

f∈H∗k(N)

ωfω
z
symmf (x) +Oη(R2),

où

R2 = R1 + ζ(1 + ε)(m+1)|<z|xε(kN)65η−1.

Avec les Lemmes 3.4.4 et 3.4.6, on obtient∑
f∈H+

k (N ;η,m)

ωfL(1, symmf)z = M z
symm(N) +Oη(R3),

où

R3 = x−σ exp

{
cz′m

(
log2 z

′
m +

z′m
σ/(1−σ) − 1

σ log z′m

)}
+ k−5/6N−1+εxm/4 [(zm + 1) log x]zm

+
(
x−1/ log2(kN) + xc|z|e− log2(kN)

)
ec|z| log3(10kN) + ζ(1 + ε)(m+1)|<z|xε(kN)65η−1.

En prenant ε = 1
500m

, x = (kN)
1

10m et σ = 1
log(|z|+8)

, on obtient les constantes positives c0 et
δ dépendant de η telles que

R3 � e−δ log(kN)/ log2(kN),

uniformément pour |z| � c0 log(kN)/ log2(10kN) log3(10kN).
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3.5 Démonstration du Théorème 3.1.1

3.5.1 Démonstration du Théorème 3.1.1(i)

Dans le Lemme 3.2.3, lorsque s = 1, T = log4/η(kN) et f ∈ H+
k (N ; η,m), on peut obtenir

logL(1, symmf) =
∞∑
n=1

Λsymmf (n)

n log n
e−n/T +Oη

(
1

log(kN)

)
.

Par le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on a∑
p

∑
ν>2

Λsymmf (p
ν)

pν log pν
(
e−p

ν/T − e−νp/T
)
→ 0,

pour kN →∞ avec 2 | k et N ∈ Nk(Ξ). Donc on a

∞∑
n=1

Λsymmf (n)

n log n
e−n/T =

∑
p

∑
ν>1

Λsymmf (p
ν)

pν log pν
e−p

ν/T

=
∑
p

∑
ν>1

Λsymmf (p
ν)

pν log pν
e−νp/T + o(1).

Comme P−(N)→∞ lorsque N →∞, on a∑
p|N

∑
ν>1

Λsymmf (p
ν)

pν log pν
e−νp/T = o(1) (N →∞).

Ainsi on obtient
∞∑
n=1

Λsymmf (n)

n log n
e−n/T =

∑
p-N

∑
ν>1

∑
06j6m

αf (p)
(m−2j)ν

νpν
e−νp/T + o(1)

=
∑
p-N

∑
06j6m

log

(
1− αf (p)

m−2j

ep/Tp

)−1

+ o(1)

=
∑
p-N

logD
(
e−p/Tp−1, symm[g(θf (p))]

)
+ o(1),

d’après (3.4.1) avec θ ∈ [0, π] et αf (p) = eiθf (p). Par (3.4.2) et (3.4.5), on a∣∣∣ ∑
p>T

(p,N)=1

logD
(
e−p/Tp−1, symm[g(θf (p))]

)∣∣∣�∑
p>T

e−p/Tp−1 � (log T )−1 → 0,

et ∣∣∣∣ ∑
p6T

(p,N)=1

log

(
D(e−p/Tp−1, symm[g(θf (p))])

D(p−1, symm[g(θf (p))])

)∣∣∣∣�∑
p6T

1− e−p/T

p
� (log T )−1 → 0.
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Donc on a
logL(1, symmf) =

∑
p6T

(p,N)=1

logD(p−1, symm[g(θf (p))]) + o(1). (3.5.1)

D’après (3.5.1) et la notation dans (3.4.6), on a∑
p6T

(p,N)=1

logD(p−1, symm[g(θ+
m,p)]) + o(1) > logL(1, symmf)

>
∑
p6T

(p,N)=1

logD(p−1, symm[g(θ−m,p)]) + o(1).
(3.5.2)

D’une part, d’après (3.4.2) et (3.4.5), on obtient

0 6 ∓ log

(
D(p−1, symm[g(θ±m)])

D(p−1, symm[g(θ±m,p)])

)
= ∓
±A±m − tr(symm[g(θ±m,p)])

p
+O

(
1

p2

)

= −
A±m ∓ tr(symm[g(θ±m,p)])

p
+O

(
1

p2

)
.

D’autre part, A±m ∓ tr(symm[g(θ±m,p)]) > 0, on a

A±m ∓ tr(symm[g(θ±m,p)])

p
� 1

p2
.

D’après la relation

logD(p−1, symm[g(θ±m,p)])− tr(symm[g(θ±m,p)])p
−1 � 1

p2

et avec (3.4.2), on a

± logD(p−1, symm[g(θ±m,p)])−
A±m
p
� 1

p2
. (3.5.3)

Par conséquent ∑
p>T

(p,N)=1

(
± logD(p−1, symm[g(θ±m,p)])−

A±m
p

)
� 1

T log T
.

Puis on voit∑
p6T

(p,N)=1

logD

(
1

p
, symm[g(θ±m,p)]

)
Q ±

∑
p

(
± logD(

1

p
, symm[g(θ±m,p)])−

A±m
p

)

±
∑
p6T

A±m
p

+O
( ∑
p>P−(N)

1

p2
+

1

T log T
+
∑
p6T
p|N

1

p

)
.

(3.5.4)
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Par (3.4.5), on a∑
p

(
± logD(

1

p
, symm[g(θ±m,p)])−

A±m
p

)
= logA±m(B±m −$0).

Lorsque N ∈ Nk(Ξ), on a la majoration pour le terme d’erreur∑
p>P−(N)

1

p2
� 1

P−(N)
� 1

log(kN) log2(kN)
,

∑
p6T
p|N

1

p
� ω(N)

P−(N)
� 1

log2N
,

où ω(N) est la fonction de nombre de facteurs premiers distincts vérifiant

ω(N)� logN/ log2N

pour N sans facteur carré.
De plus, on a ∑

p6T

A±m
p

= A±m

(
log2 T +$0 +O

(
1

log T

))
,

D’où on déduit ∑
p6T

(p,N)=1

logD
(
p−1, symm[g(θ±m,p)]

)
Q ±A±m log

(
B±m log T

)
+ o(1).

Au vu de la relation (3.5.2), la borne (3.1.18) en découle.
Sous l’hypothèse de Riemann généralisée, on pose s = 1, α = 3

4
et T = (log(kN))2+20ε,

alors on peut obtenir (3.1.16) de la même façon.

3.5.2 Démonstration du Théorème 3.1.1(ii)

On utilise la Proposition 3.4.1 pour prouver le Théorème 3.1.1(ii). Grâce à la proposition,
pour kN suffisament grand avec

2 | k, N ∈ Nk(Ξ) et r � log(kN)/ log2(10kN) log3(10kN),

on a ∑
f∈H+

k (N ;η,m)

ωfL(1, symmf)±r >
1

2
M±r

symm(N).

Comme ∑
f∈H+

k (N ;η,m)

ωf 6
∑

f∈H∗k(N)

ωf = 1 +O(k−5/6N−1+ε),

il existe f±m ∈ H+
k (N ; η,m) telles que

L(1, symmf±m)±r > 1
2
M±r

symm(N).
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Lemme 3.5.1. Pour N ∈ Nk(Ξ) et r � log(kN)
log2(10kN) log3(10kN)

, on a

M±r
symm(N) = M±r

symm exp

{
O

(
r

log3 r

)}
. (3.5.5)

Démonstration. Selon la définition de M±r
symm(N) dans (3.4.7), on a

M±r
symm(N) = M±r

symm

∑
n>1

2N(nm)dr(n)

n1+m/2

∏
p|N

2

π

∫ π

0

D(p−1, symm[g(θ)])r sin2 θ dθ

−1

.

Et par les définitions de 2N(·) et dr(·), on a

∑
n>1

2N(nm)dr(n)

n1+m/2
=
∏
p|N

(
1− 2(pm)

pm/2+1

)−r
= exp

O(∑
p|N

r

pm/2+1

) .

Grâce au Lemme 3.4.2, on peut obtenir

2

π

∫ π

0

D(p−1, symm[g(θ)])r sin2 θ dθ =
∑
ν>0

µr,νm,0
pν

= 1 +O

(
µr,2m,0
p2

)
.

Comme |µr,2m,0| � r2, on a

M±r
symm(N) = M±r

symm exp

O(∑
p|N

r

pm/2+1
+
r2

p2

) .

Donc lorsque N ∈ Nk(Ξ), le terme O en découle.

Dans [81], lorsque N ∈ Nk(Ξ) et r � c log(kN)
log2(10kN) log3(10kN)

, on a

logM±r
symm = A±mr log(B±m log(A±mr)) +O

(
r

log r

)
, (3.5.6)

où A±m et B±m sont les constantes positives définiées dans (3.4.5) ci-dessus.
En posant r = c log(kN)/ log2(10kN) log3(10kN), on obtient (3.1.17).

3.6 Inégalité du grand crible et preuve du Théorème

3.1.2

3.6.1 Inégalité du grand crible et l’application

L’inégalité du grand crible suivante est due à Lau et Wu [53, Theorem 1], qui joue un
rôle important dans la démonstration du Théorème 3.1.2.
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Lemme 3.6.1. Soit ν > 1 un entier fixé. On a∑
f∈H∗k(N)

∣∣∣∣ ∑
P<p6Q
p-N

λf (p
ν)

p

∣∣∣∣2j �ν kϕ(N)

(
96(ν + 1)2j

P logP

)j
+ (kN)10/11

(
10Qν/10

logP

)2j

uniformément pour

j > 1, 2 | k, N (sans facteur carré), 2 6 P < Q 6 2P.

Ici la constante impliquée ne dépend que de ν.

Démonstration. Il suffit de prendre le choix bp = 1 pour tout p dans le Théorème 1 dans
[53].

Lemme 3.6.2. Soient ν ∈ N, 2 | k et N un entier sans facteur carré.
(i) Désignons

P1
ν(P,Q) :=

{
f ∈ H∗k(N) :

∣∣∣∣ ∑
P<p6Q
p-N

λf (p
ν)

p

∣∣∣∣ > 10(ν + 1)

(log(kN))(logP )

}
. (3.6.1)

Alors on a
|P1

ν(P,Q)| �ν (kN)1−1/(250ν),

pour
log10(kN) 6 P 6 Q 6 2P 6 exp{

√
log(kN)}. (3.6.2)

La constante impliquée ne dépend que de ν.
(ii) Soit 0 < ε < 1 une constante arbitraire. Désignons

P2
ν(P,Q; z) :=

{
f ∈ H∗k(N) :

∣∣∣∣ ∑
P<p6Q
p-N

λf (p
ν)

p

∣∣∣∣ > (96(ν + 1)2z

log2
2(kN)P

)1/2}
. (3.6.3)

Alors on a

|P2
ν(P,Q; z)| �ε,ν kN exp

{
−c0(ε, ν)

log(kN)

log2(kN)
log

(
2z

ε log(kN)

)}
,

pour une constante positive c0(ε, ν) et

ε log(kN) 6 z 6 P 6 Q 6 2P 6 log10(kN). (3.6.4)

La constante impliquée dépend de ε et ν.

Démonstration. Dans le Lemme 3.6.1, on choisit j = [ log(kN)
100ν logP

] et j = [ ε log(kN)
100ν log2(kN)

] respecti-

vement dans les démonstrations de (i) et (ii). Par la définition de P1
ν(P,Q), on a

|P1
ν(P,Q)| �

(
(log(kN)) logP

10(ν + 1)

)2j ∑
f∈H∗k(N)

∣∣∣∣ ∑
P<p6Q
p-N

λf (p
ν)

p

∣∣∣∣2j.
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Alors par l’inégalité du grand crible dans le Lemme 3.6.1 et (3.6.2), on obtient

|P1
ν(P,Q)| �

(
log(kN) logP

10(ν + 1)

)2j
[
kϕ(N)

(
96(ν + 1)2j

P logP

)j
+ (kN)10/11

(
10Qν/10

logP

)2j
]

� kN

((
j(logP ) log2(kN)

P

)j
+

Q2νj

(kN)1/11

)

� (kN)1−1/250ν .

De même, on a

|P2
ν(P,Q; z)| �

(
P log2

2(kN)

96(ν + 1)2z

)j [
kϕ(N)

(
96(ν + 1)2j

P logP

)j
+ (kN)10/11

(
10Qν/10

logP

)2j
]

� (kN)

((
j log2(kN)

z

)j
+

Q2νj

(kN)1/11

)

� (kN) exp

{
− ε log(kN)

101ν log2(kN)
log

(
2z

ε log(kN)

)}
,

pour logP > 1
2

log2(kN) et z > log2
2(kN).

3.6.2 Démonstration du Théorème 3.1.2(i)

Pour prouver le Théorème 3.1.2(i), on demande une variante du Lemme 3.2.5.

Lemme 3.6.3. Soient 1 6 m 6 4, 2 | k, N un entier sans facteur carré et 0 < ε < 1. Alors
pour ε log(kN) 6 z 6 log10(kN), il existe une constante c0 = c0(ε), telle que

L(1, symmf) =
∏
p6z
p|N

(
1− λf (p)

m

p

)−1∏
p6z
p-N

∏
06j6m

(
1− αf (p)

m−2j

p

)−1{
1 +O

(
1

log2(kN)

)}

pour toutes, sauf Oε

(
(kN)1−c0(log[2z/(ε log(kN))])/ log2(kN)

)
, formes primitives f ∈ H∗k(N). La

constante impliquée est absolue.

Démonstration. Nous posons

x = exp

(√
log(kN)

7(m+ 1)

)
, y1 = log10(kN), y2 = ε log(kN).

On sépare la sommation dans (3.2.8) en trois parties : p 6 z, z < p 6 y1 et y1 < p 6 x. Au
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vue de la Proposition 1.1.5, la contribution de la dernière partie nous donne

I3 =
∑

y16p6x
p-N

∑
06j6m

log

(
1− αf (p)

m−2j

p

)−1

+
∑

y16p6x
p|N

log

(
1− αf (p)

m

p

)−1

=
∑

y16p6x
p-N

λf (p
m)

p
+
∑

y16p6x
p|N

λf (p
m)

p
+O

(
y−1

1

)
=: I31 + I32 +O

(
y−1

1

)
.

Par la méthode dyadique, on peut écrire

I31 =
∑

16`≤
log(x/y1)

log 2

∑
2`−1y1<p62`y1

p-N

λf (p
m)p−1.

Nous désignons

P0
m := H−k (N ; η,m) ∪

⋃
`

P1
m(2`−1y1, 2

`y1) pour ` 6
log(x/y1)

log 2
,

où P1
m(P,Q) est défini par (3.6.1). Alors le Lemme 3.6.2 implique

|P0
m| � (kN)65η +

∑
`

|P1
m(2`−1y1, 2

`y1)|

� (kN)65η + (kN)1−1/(250m)
√

log(kN).

Donc pour η ∈ (0, 1
100

], on a

|P0
m| � (kN)1−1/(250m)+ε.

Pour f ∈ H∗k(N) \P0
m, par la définition de P1

m(P,Q), on a

I31 �
∑

16`≤
log(x/y1)

log 2

∣∣∣∣ ∑
2`−1y1<p62`y1

p-N

λf (p
m)

p

∣∣∣∣
�

∑
16`≤

log(x/y1)
log 2

10(m+ 1)

(log(kN)) log(2`−1y1)
� log2(kN)

log(kN)
.

Nous pouvons estimer I32 directement de la manière

I32 =
∑

y16p6x
p|N

λf (p
m)

p
�

∑
y16p6x
p|N

1

p3/2
� 1

log5(kN)
,

par la Proposition 1.1.4. Donc on a

I3 �
log2(kN)

log(kN)
. (3.6.5)
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On dénote I2 la contribution de z 6 p 6 y1. Comme précédemment, on peut écrire

I2 =
∑

z6p6y1
p-N

λf (p
m)

p
+
∑

z6p6y1
p|N

λf (p
m)

p
+O

(
z−1
)

=: I21 + I22 +O
(
z−1
)
.

Pour I21, par la méthode dyadique, on peut écrire

I21 =
∑

16`≤
log(y1/z)

log 2

∑
2`−1z<p62`z

p-N

λf (p
m)p−1.

Désignons

P1
m(z) = P0

m ∪
⋃
`

P2
m(2`−1z, 2`z; z) pour ` 6

log(y1/z)

log 2

où P2
m(P,Q; z) est défini par (3.6.3). Alors le Lemme 3.6.2 implique

|P1
m(z)| �ε (kN)1−1/(251m) + log2(kN)kN exp

{
−c0(ε,m)

log(kN)

log2(kN)
log(

2z

ε log(kN)
)

}
�ε (kN)1−c1{log(2z/ε log(kN))}/ log2(kN),

où c1 = c1(ε,m) est une constante positive dépendante de ε et m. Donc lorsque f ∈ H∗k(N)\
P1
m(z), par la définition de P2

ν(P,Q; z), on a

I21 �
∑
`

√
z

log2(kN) ·
√

2`−1z
� 1

log2(kN)
,

I22 =
∑

z6p6y1
p|N

λf (p
ν)

p
� 1√

z
� 1

log2(kN)
.

Donc on a I2 � log−1
2 (kN). Avec (3.6.5), on obtient

logL(1, symmf) =
∑
p6z
p-N

∑
06j6m

log

(
1− αf (p)

m−2j

p

)−1

+
∑
p6z
p|N

log

(
1− λf (p)

m

p

)−1

+O

(
1

log2(kN)

)
,

pour f ∈ H∗k(N) \P1
m(z). Il implique le résultat immédiatement.

On va prouver le Théorème 3.1.2(i). D’après le Lemme 3.6.3, il y a des constantes c0 =
c0(ε), k0 = k0(ε) et N0 = N0(ε), telles que pour k > k0, N > N0 et ε log(kN) 6 z 6
log10(kN), on peut trouver un sous-ensemble P∗k,N(z) ⊂ H∗k(N), avec

|P∗k,N(z)| � kN exp

{
−c0 log

(
2z

ε log(kN)

)
log(kN)

log2(kN)

}
,
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tel que pour toute f ∈ H∗k(N) \P∗k,N(z), le Lemme 3.6.3 se vérifie.

Pour f ∈ H∗k(N) \P∗k,N(z), lorsque N ∈ Nk(Ξ), on a

L(1, symmf) 6

{
1 +O

(
1

log2(kN)

)} ∏
p6z, p|N

(
1− λf (p)

m

p

)−1 ∏
p6z, p-N

(
1− 1

p

)−(m+1)

6

{
1 +O

(
1

log2(kN)

)}{
1 +O

(
ω(N)

P−(N)

)}
(eγ log z)m+1

6 (B+
m(log z + C0))A

+
m ,

où ω(N)� log(2N)/ log2(3N) est le nombre des facteurs premiers de N .

On a similairement

L(1, symmf) =
{

1 +O
(

log−1
2 (kN)

)} ∏
p6z, p-N

∏
06j6m

(
1− αf (p)

m−2j

p

)−1

>
{

1 +O
( 1

log2(kN)

)}
exp

{
− 1

A−m

∑
p6z

(
− logD(p−1, symm[g(θ−m,p)])−

A−m
p

)
−
∑
p6z

A−m
p

}
> (B−m(log z + C0))−A

−
m .

Donc, en posant z = exp{log2(kN) + φ − C0}, on peut compléter la démonstration du
Théorème 3.1.2(i).

3.6.3 Démonstration du Théorème 3.1.2(ii)

Grâce à (3.1.1), il est facile de voir que

F±
k,N(t, symm)/ log(kN)� F±k,N(t, symm)� F±

k,N(t, symm) log(kN) (3.6.6)

pour tout entier pair k > 2, entier N sans facteur carré et tout nombre t > 0, où les
constantes impliquées sont absolues. À partir du Théorème 3.1.3, on déduit immédiatement
le Théorème 3.1.2(ii).

3.7 Démonstration du Théorème 3.1.3

Dans cette section, on va affiner l’argument de Lamzouri [50] et appliquer un peu plus
de techniques de [59] à la démonstration du Théorème 3.1.3. On considère le cas du signe
−, et on peut traiter l’autre cas de la même façon. D’abord, il faut améliorer l’estimation de
(3.5.6) en donnant un terme d’erreur plus précis. Alors le lemme suivant est un analogue de
[50, Lemma 1.1].
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Lemme 3.7.1. On pose

h−m(x) :=


log

(
2

π

∫ π

0

exp

(
−tr(symm[g(θ)])

m+ 1
x

)
sin2 θ dθ

)
si x < 1,

log

(
2

π

∫ π

0

exp

(
−tr(symm[g(θ)])

m+ 1
x

)
sin2 θ dθ

)
− A−m
m+ 1

x si x > 1.

Alors nous avons

h−m(x) =

{
O(x2) (x < 1),

O(log x+ 1) (x > 1).

Démonstration. La démonstration est presque la même que [50, Lemma 1.1]. Lorsque x < 1,
on a

exp

(
−tr(symm[g(θ)])

m+ 1
x

)
= 1− tr(symm[g(θ)])

m+ 1
x+O(x2).

En notant le fait que
2

π

∫ π

0

tr(symm[g(θ)]) sin2 θ dθ = 0

et que

log(1 +O(x2)) = O(x2),

on peut obtenir l’estimation pour le premier cas aisément. Lorsque x > 1, étant donnée
l’égalité suivante

tr(symm[g(θ)]) = −A−m + cm(θ − θ−m)2 +O
(
(θ − θ−m)3

)
pour une constante positive cm et θ−m est définiées par (3.4.5), on a

h−m(x) = log

(
2

π

∫ π

0

exp

(
−tr(symm[g(θ)])

m+ 1
x

)
sin2 θ dθ

)
− A−m
m+ 1

x

= log

(
2

π

∫ π

0

exp

(
−
cm(θ − θ−m)2 +O

(
(θ − θ−m)3

)
m+ 1

x

)
sin2 θ dθ

)

> log

(
2

π

∫ θ−m+ε

θ−m−ε
exp

(
−
cm(θ − θ−m)2 +O

(
(θ − θ−m)3

)
m+ 1

x

)
sin2 θ dθ

) (3.7.1)

où ε = 1
x
. Ainsi, on en déduit la deuxième estimation immédiatement.

Le lemme suivant est une amélioration de (3.5.6).

Lemme 3.7.2. Soient m un entier positif et M±r
symm défini par (3.4.8). Alors on a

logM±r
symm = A±mr log(B±m log(A±mr)) +

A±mr

log(A±mr)

{
A ±
m − 1 +

B±m
logA±mr

+O

(
1

(log r)2

)}
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lorsque r →∞, où A±m et B±m sont des constantes définies par (3.4.5) ci-dessus, A +
m et B+

m

sont donnés par (3.7.2) et (3.7.3) et

A −
m = D−m + log

m+ 1

A−m
, B−m = K −

m −
1

2

(
log

m+ 1

A−m

)2

.

Ici, D−m, K −
m sont définis par (3.7.6).

Démonstration. Pour +r, une petit variante de la démonstration de [50, Proposition 1.2]
donne

A +
m = 1 +

∫ 1

0

h+
m(t)

t2
dt+

∫ ∞
1

h+
m(t)− t
t2

dt (3.7.2)

B+
m =

∫ 1

0

h+
m(t)

t2
log t dt+

∫ ∞
1

h+
m(t)− t
t2

log t dt (3.7.3)

où

h+
m(t) = log

(
2

π

∫ π

0

exp

(
t

m+ 1

m∑
j=0

cos(θ(m− 2j))

)
sin2 θ dθ

)
.

Pour −r, nous rappelons que

M−r
symm =

∏
p

2

π

∫ π

0

D
(
p−1, symm[g(θ)]

)−r
sin2 θ dθ =:

∏
p

E −rp .

Pour p 6
√

(m+ 1)r, |θ − θ−m,p| < δ, nous écrivons

D
(
p−1, symm[g(θ)]

)
= D(p−1, symm[g(θ−m,p)])

+ 1
2
D′′(p−1, symm[g(θ−m,p)])(θ − θ−m,p)2 +O

(
(θ − θ−m,p)3

)
,

où δ est un petit paramètre choisi plus tard. Alors

E −rp D(p−1, symm[g(θ−m,p)])
r

>
2

π

∫ θ−m,p+δ

θ−m,p−δ

(
D
(
p−1, symm[g(θ)]

)
D(p−1, symm[g(θ−m,p)])

)−r
sin2 θ dθ

=
2

π

∫ θ−m,p+δ

θ−m,p−δ

{
1 +

D′′(p−1, symm[g(θ−m,p)])

2D(p−1, symm[g(θ−m,p)])
(θ − θ−m,p)2 +O

(
(θ − θ−m,p)3

)}−r
sin2 θ dθ.

Puisque D
(
p−1, symm[g(θ)]

)
> (1 + p−1)

−(m+1)
et

d2

dθ2
logD

(
p−1, symm[g(θ)]

)
�m

1

p
,

d

dθ
logD(p−1, symm[g(θ−m,p)]) = 0,

on peut écrire

E −rp D(p−1, symm[g(θ−m,p)])
r >

{
1 +O

(
δ2

p
+ δ3

)}−r
2

π

∫ θ−m,p+δ

θ−m,p−δ
sin2 θ dθ.
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Comme ∣∣∣∣ log

(
2

π

∫ θ−m,p+δ

θ−m,p−δ
sin2 θ dθ

)∣∣∣∣� − log δ + 1,

on choisit δ 6 p/rc pour une constante c > 0 assez grande, alors on a

log E −rp = −r logD(p−1, symm[g(θ−m,p)]) +Om(log r). (3.7.4)

Pour p >
√

(m+ 1)r, on a

D
(
p−1, symm[g(θ)]

)−r
=

m∏
j=0

(
1− 2 cos(m− 2j)θ

p
+

1

p2

)r/2

= exp

{
−rtr(symm[g(θ)])

p
+Om

(
r

p2

)}
= exp

(
−rtr(symm[g(θ)])

p

){
1 +Om

(
r

p2

)}
.

Étant donné (3.5.3) et (3.7.4), on a

logM−r
symm = −r

∑
p6(m+1)r

logD(p−1, symm[g(θ−m,p)])

+
∑

p>
√

(m+1)r

h−m((m+ 1)r/p) +Om(r1/2) =: S1 + S2 +Om(r1/2).
(3.7.5)

D’abord on évalue S1. D’après (3.5.3) et (3.4.5), nous pouvons écrire

S1 = r
∑

p6(m+1)r

(
− logD(p−1, symm[g(θ−m,p)])− A−mp−1

)
+ r

∑
p6(m+1)r

A−mp
−1

= A−mr log(B−m log(A−mr)) +
A−mr log((m+ 1)/A−m)

log(A−mr)

− A−mr(log(A−m/(m+ 1)))2

2(log(A−mr))
2

+O

(
r

(log r)3

)
.

Par la méthode de Lamzouri (voir [50, 1.5-1.9]) avec un peu plus d’effort pour préciser le
coefficient du terme 1/ log2 r, on peut obtenir

S2 =
A−mr

log(A−mr)

(
D−m − 1 +

K −
m

log(A−mr)
+O(

1

log2(A−mr)
)

)
,

où

D−m = 1 +

∫ ∞
0

h−m(u)

u2
du, K −

m =

∫ ∞
0

h−m(u)

u2
log u du. (3.7.6)

On peut compléter la démonstration pour −r en rapportant ces deux égalités dans (3.7.5).
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Remarque 12. Nous écrivons A ±
m − 1 pour la commodité seulement plus tard.

Maintenant nous prouvons le Théorème 3.1.3.
Pour 1 6 m 6 4, on pose

F±k,N(t) :=
∑

f∈H∗k(N)

L(1,symmf)R(B±mt)±A
±
m

ωf , F±,∗k,N(t) :=
∑

f∈H+
k (N ;η,m)

L(1,symmf)R(B±mt)±A
±
m

ωf .

Par (1.1.10) et (3.1.30), on a

F±k,N(t) = F±,∗k,N(t) +O((kN)−4/5). (3.7.7)

Nous considérons le cas du signe − seulement. D’abord nous écrivons

A−mr

∫ ∞
0

F−,∗k,N(t)tA
−
mr−1dt = A−mr

∫ ∞
0

tA
−
mr−1

∑
f∈H+

k (N ;η,m)

L(1,symmf)6(B−mt)−A
−
m

ωf dt

= (B−m)−A
−
mr

∑
f∈H+

k (N,η,m)

ωfL(1, symmf)−r.

Avec la Proposition 3.4.1, uniformément pour |r| 6 c log(kN)/ log2(10kN) log3(10kN), on a

A−mr

∫ ∞
0

F−,∗k,N(t)tA
−
mr−1dt = (B−m)−A

−
mrM r

symm(N) +O
(
e−c

′ log(kN)/ log2(kN)
)
.

Grâce à (3.5.5) et le Lemme 3.7.2, on peut déduire

A−mr

∫ ∞
0

F−,∗k,N(t)tA
−
mr−1dt

= (logA−mr)
A−mr exp

(
A−mr

log(A−mr)

{
A −
m − 1 +

B−m
logA−mr

+O

(
1

(log r)2

)})
.

(3.7.8)

Soient $ un petit paramètre choisi plus tard, τ = log(A−mr) + A −
m et R = re$. Alors en

substituant R à r dans (3.7.8) , on a

A−mr

∫ ∞
τ+$

F−,∗k,N(t)tA
−
mr−1dt 6 (τ +$)A

−
m(r−R)

∫ ∞
0

F−,∗k,N(t)tA
−
mR−1dt

= Υ exp

(
A−mR

log(A−mR)

{
A −
m − 1 +

B−m
logA−mr

+O

(
1

(log r)2

)})
,

où

Υ =(τ +$)A
−
m(r−R)(logA−mR)A

−
mR = (log(A−mr) + A −

m +$)A
−
mr

(
1− A −

m

τ +$

)A−mR
=(log(A−mr))

A−mr exp

{
A−mr

log(A−mr)

[
(A −

m +$ − e$A −
m )− A −

m
2
(1− e$)

2 log(A−mr)

+
2e$$A −

m − 2$A −
m −$2

2 log(A−mr)
+O

(
1

(log r)2

)]}
.
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D’autre part, on a aussi

A−mR

log(A−mR)
=

A−mre
$

log(A−mr) +$
=

A−mre
$

log(A−mr)

{
1− $

logA−mr
+O

(
$2

(log r)2

)}
.

En rapportant les formules à l’inégalité précédente et lorsque $ = c/ logA−mr pour une
constante c assez grande, on a

A−mr

∫ ∞
τ+$

F−,∗k,N(t)tA
−
mr−1dt

6 (log(A−mr))
A−mr exp

{
A−mr

log(A−mr)

(
A −
m +$ − e$ +

B−m
log r

+O

(
1

(log r)2

))}
,

qui implique (pour grande c)

A−mr

∫ ∞
τ+$

F−,∗k,N(t)tA
−
mr−1dt 6

(∫ ∞
0

F−k,N(t)tA
−
mr−1 dt

)
exp

(
− r

(log r)3

)
. (3.7.9)

Similairement, on peut obtenir

A−mr

∫ τ−$

0

F−,∗k,N(t)tA
−
mr−1dt 6

(∫ ∞
0

F−k,N(t)tA
−
mr−1 dt

)
exp

(
− r

(log r)3

)
. (3.7.10)

Ainsi, on peut déduire à partir de (3.7.8)-(3.7.10) que

A−mr

∫ τ+$

τ−$
F−,∗k,N(t)tA

−
mr−1dt = (logA−mr)

A−mr exp

(
A−mr

log(A−mr)

{
A −
m − 1 +O

(
1

log r

)})
.

(3.7.11)

Comme F−,∗k,N(t) est une fonction non croissante, on a

F−,∗k,N(τ +$)τA
−
mr exp

{
O
(
$r/τ

)}
6
∫ τ+$

τ−$
F−,∗k,N(t)tA

−
mr−1dt.

D’autre part, on a∫ τ+$

τ−$
F−,∗k,N(t)tA

−
mr−1dt 6 F−,∗k,N(τ −$)τA

−
mr exp

{
O
(
$r/τ

)}
.

Étant donné les deux inégalités avec (3.7.11), on obtient

F−,∗k,N(τ +$) 6 exp

(
− eτ−A −m

τ
{1 +O($)}

)
6 F−,∗k,N(τ −$),

pour kN → ∞, N ∈ Nk(Ξ) et τ 6 log2(kN) − log3(kN) − log4(kN) − 1
2
c11, où c11 :=

2(− log(cA−m)−A −
m ) est une constante positive.
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Pour tout t 6 log2(kN)− log3(kN)− log4(kN)− c11, on utilise la relation au-dessus avec
τ1 = t−$ et τ2 = t+$ pour écrire

F−,∗k,N(t) = F−,∗k,N(τ1 +$1) 6 exp
(
−et−$1−A −m

t−$1

{1 +O($1)}
)

= exp
(
−et−A −m

t
{1 +O($1)}

)
,

F−,∗k,N(t) = F−,∗k,N(τ2 −$2) > exp
(
−et+$2−A −m

t+$2

{1 +O($2)}
)

= exp
(
−et−A −m

t
{1 +O($2)}

)
.

Il s’ensuit

F−,∗k,N(t) = exp

(
− et−A −m

t

{
1 +O

(
1

t

)})
.

Avec (3.7.7) et l’égalité suivante∑
f∈H∗k(N)

ωf = 1 +O
(
k−5/6N−1+ε

)
,

on peut obtenir l’estimation de F−
k,N(t, symm) .

3.8 Démonstration du Théorème 3.1.4

En posant s = 1 et T = (log(kN))4/η dans le (3.5.1), on obtient

logL(1, symmf) =
∑
p6T

(p,N)=1

logD(p−1, symm[g(θf (p))]) + o(1) (3.8.1)

pour toute f ∈ H+
k (N ; η,m). De (3.4.2) et (3.4.3), on peut déduire

logL(1, symmf) =
∑
p6T

(p,N)=1

λ1,1
m [g(θf (p))]

p
+Oη(1)

=
∑
p6T

(p,N)=1

λf (p
m)

p
+O(1).

(3.8.2)

D’après le Théorème 3.1.1(ii), il existe f = f−m ∈ H+
k (N ; η,m) telle que

∑
p6T

(p,N)=1

λf−m(pm)

p
= logL(1, symmf−m) +O(1) 6 −A−m log3(kN) +O(1).

Alors on a

0 6
∑
p6T

(p,N)=1

A−m + λf−m(pm)

p
� 1,
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puisque A−m + λf−m(pm) > 0 grâce à (3.4.3) et (3.4.5). D’où, pour toute fonction ξ(kN)→∞
quand kN →∞ satisfaisant ξ(kN) 6 log3(kN), on a

∑
p6T, (p,N)=1

λ
f−m

(pm)>−A−m+ξ(kN)/ log3(kN)

1

p
6

log3(kN)

ξ(kN)

∑
p6T

(p,N)=1

A−m + λf−m(pm)

p
� log3(kN)

ξ(kN)
·

Ainsi, ∑
p6T, (p,N)=1

λ
f−m

(pm)<−A−m+ξ(kN)/ log3(kN)

1

p
=

∑
p6T

(p,N)=1

1

p
−

∑
p6T, (p,N)=1

λ
f−m

(pm)6A−m−ξ(kN)/ log3(kN)

1

p

= log3(kN) +Oη

(
log3(kN)

ξ(kN)

)
,

où nous avons déjà utilisé la condition N ∈ Nk(Ξ) pour estimer∑
p6T
p|N

1

p
� ω(N)

P−(N)
� 1

log2(kN) log2N
·

En tenant compte de la relation (1.1.11) et en utilisant le fait∑
T<p6(log kN)A

1

p
� 1,

il suit que ∑
p6(log kN)A, p-N

λ
f−m

(pm)<−A−m+ξ(kN)/ log3(kN)

1

p
= log3(kN) +Oη

(
log3(kN)

ξ(kN)

)
. (3.8.3)

En prenant m = 1, on obtient (3.1.26) avec le signe � − �.
En prenant m = 2 et en remarquant que λf−2 (p)2 = λf−2 (p2) + 1 et A−2 = 1, on voit que

(3.8.3) avec m = 2 est équivalent à (3.1.27).
En prenant m = 4 et en remarquant que(

λf−4 (p)2 − 3
2

)2
=
(
λf−4 (p2)− 1

2

)2
=
∣∣λf−4 (p2)2 − λf−4 (p2) + 1

4

∣∣ = λf−4 (p4) + A−4 ,

la formule asymptotique (3.1.28) découle immédiatement de (3.8.3) avec m = 4.
Le cas avec le signe � + � peut être traité similairement. Cela achève la démonstration.
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Résumé. Cette thèse, constitué en trois parties, est consacrée à l’étudie des valeurs
spéciales de fonctions L automorphes. La première partie contient un survol rapide de
la théorie des formes modulaires et des fonctions L de puissance symétrique associées
qui est nécessaire dans la suite. Dans la seconde partie, nous nous concentrons sur
les valeurs centrales, par l’étude des moments intégraux dans petit intervalle, pour les
fonctions L automorphes. On prouve la conjecture de Conrey et al. et donne l’ordre
exact pour les moments sous l’hypothèse de Riemann généralisée. La troisième partie
présente des travaux sur les valeurs en s = 1 de la fonctions L de puissance symétrique
en l’aspect de niveau-poids. On généralisent et/ou améliorent les résultats sur l’encadre-
ment de la fonction L de puissance symétrique, la conjecture de Montgomery-Vaughan
et également la fonction de répartition. Une application des valeurs extrêmes sur la dis-
tribution des coefficients des formes primitives concernant la conjecture de Sato-Tate
est donnée.
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Abstract. Special values of automorphic L-functions are considered in this work in
three parts. In the first part, elementary information about automorphic forms and
associated symmetric power L-functions, which will be very useful in the following
parts, is introduced. In the second part, we study the central values, in the form of
higher moment in short interval, of automorphic L-functions and give a proof for the
conjecture of Conrey et al. to get the sharp bound for the moment under Generalized
Riemann Hypothesis. In the last part, values of automorphic L-functions at s = 1 are
considered in level-weight aspect. We generalize and/or improve related early results
about the bounds of values at s = 1, the Montgomery-Vaughan’s conjecture and distri-
bution functions. As an application of our results on extreme values, the distribution
of coefficients of primitive forms concerning the Sato-Tate conjecture is studied.
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