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Introduction Générale

Introduction Générale

Les travaux dans le domaine de la géométrie discréte ont comme objectifs d’éla-
borer des modéles de description du contenu des images numériques (appelé par
la suite objets discrets), de proposer des algorithmes d’extraction, de détermina-
tion de caractéristiques analytiques, et de transformation de ces objets discrets
[Bresenham 65, Chassery 91, Dorst 84, Dorst 91, Freeman 61, Freeman 74, Kim 83,
Reveillés 91, Rosenfeld 74, Troesch 93|. Nous nous intéressons a une représentation
d’objet discret particuliére qualifiée de multi-échelles. Dans cette représentation,
I’objet discret est considéré suivant différentes échelles correspondant chacune a un
niveau spécifique de raffinement de 1'objet discret. Cette représentation permet éga-
lement de modéliser certains phénoménes que les représentations classiques ne per-
mettent pas [Coeurjolly 05a, Rodriguez 11, Said 10, Said 09, Said 11, Vacavant 08|.
La notion de multi-échelle peut étre définie de plusieurs maniéres, ici nous en envisa-
geons quelques unes; nous étudions plus particuliérement les objets de base comme
la droite, et le cercle (appelés dans la suite primitives), définies dans ce contexte.

Nos travaux associent 1’objet discret de dimension n & un ensemble de points d’un
sous-espace de Z" que nous appelons espace discret ou espace image [Coeurjolly 05a,
Dexet 06a, Vacavant 08| dans certains contextes. Ces points sont appelés points
entiers ou points discrets. On considére ainsi un objet discret comme un ensemble de
points discrets d’un espace discret. Les autres points de 1’espace discret constituent
le complémentaire de 1'objet.

Pour décrire I'objet discret, on peut lister tous les points discrets; cette méthode
est appelée description en extension ou matricielle. Mais cela nécessite un espace
de stockage assez conséquent et nécessite de recalculer souvent I'ensemble des élé-
ments de 'objet discret. C’est pourquoi nous choisissons de définir les objets discrets
par des inéquations, ce qu’on appelle description analytique. Ces inéquations corres-
pondent aux contraintes d’appartenance d’un point au contour de 1’objet, c’est a dire
I’ensemble de ses points discrets adjacents a son complémentaire. Le contour peut
étre décomposé en un ensemble de primitives discrétes notamment les sous-segments
et les arcs.

En dimension 2, l'espace discret est souvent associé a un pavage fait a base
de carrés centrés sur les points discrets qu’on appelle pixels [Dexet (06al. Dans un
tel espace de représentation, il existe des modéles pour définir les pixels qui font
partie de I'objet en fonction de la définition d’un objet euclidien. Parmi celles-ci
nous nous intéresserons particuliéerement aux modeéles analytiques de discrétisation
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[Andres 93, Andres 94, Andres 02, Andres 03, Andres 08, Andres 00, Coeurjolly 02].
Quand on s’intéresse a définir I’équivalent euclidien d’'un objet discret, on parle
de reconstruction [Andres 00, Andres 03, Breton 03a, Chernyaev 95, Coeurjolly 04,
Coeurjolly 06a, Dexet 06a, Dexet 06b, Dexet 06¢c, Vacavant 08|. Cela peut passer
par une étape de reconnaissance qui permet de déterminer & quelle primitive un
ensemble de points discrets correspond ainsi que les caractéristiques de cette der-
niére [Coeurjolly 02, Damaschke 95, Debled-Rennesson 95, Debled-Rennesson 96,
Dexet 06a, Rodriguez 11, Rodriguez 10, Roussillon 09, Vittone 99].

Généralement on commence par introduire la discrétisation d’objets euclidiens
pour introduire des travaux en géométrie discréte. Il est important de préciser aussi
au début que la géométrie discréte et la géométrie euclidienne ne respectent pas
toujours les mémes lois, ou théoréemes : deux droites discrétes paralléles peuvent
avoir plusieurs points communs tandis que deux droites discrétes sécantes peuvent
ne pas avoir de point commun. C’est pourquoi, aprés des notions de base en géométrie
discréte, nous introduisons d’abord, les travaux sur la définition d’objets discrets.

L’espace discret usuel (constitué de pixels carrés) est par définition associé a
une grille réguliére (4 mailles carrées). Nous nous intéressons également aux ob-
jets discrets multi-échelles dont la différence avec les objets discrets classiques est
liée a leurs espaces de représentation : l'espace de représentation des objets dis-
crets multi-échelles utilise les grilles irréguliéres [Coeurjolly 05a, Vacavant 08]. Un
objet discret multi-échelles est obtenu soit par des regroupements ou subdivisions
de certains pixels de grilles classiques soit par le plongement d’un objet eucli-
dien dans une grille irréguliére. Nous présentons essentiellement les études sur la
description analytique des objets discrets, basées sur les modéles de discrétisation
[Andres 00, Andres 03, Breton 03a, Coeurjolly 02, Coeurjolly 05a, Dexet 06a]. Ces
modéles, en plus de donner une représentation analytique des objets discrets, sont ex-
tensibles en toute dimension. Chaque modéle ne peut définir que certaines catégories
de primitives discrétes et /ou ne peut s’appliquer qu’a certaines primitives du monde
continu. A I'exception du modéle Supercouverture [Coeurjolly 02, Coeurjolly 05a],
ces modéles ne sont applicables que dans les espaces discrets classiques qu’on appelle
espaces discrets réguliers. L’intérét de I'extension des modéles de discrétisation sur
des grilles irréguliéres est d’abord un intérét d’accélération de calcul et d’optimisa-
tion de ressources. Par ailleurs certains phénomeénes physiques, comme ceux décrits
par Vacavant (Simulation de radiothérapie grace a une modélisation par RLE, dis-
tinction de caractéres ambigus dans une plate-forme de reconnaissance de plaques
minéralogiques) [Vacavant 08], ne peuvent pas étre représentés dans les espaces dis-
crets classiques.

La reconnaissance s’intéresse a comment déterminer si un ensemble de points
discrets correspond a une primitive discréte donnée. L'une des primitives les plus
étudiées en reconnaissance est sans doute la droite discréte [Breton 03a, Buzer 06,
Buzer 07, Dexet 06a]. Comme techniques de reconnaissance de droite discréte, nous
utilisons des approches basées sur les transformées duales comme les transformées de
Hough [Hough 62] dont un panorama est fait par Maitre dans [Maitre 85|. Les trans-
formations duales, que nous considérons, sont celles utilisées par Dexet [Dexet 06a,
Sere 13] et associent 'espace discret a un autre espace appelé espace de paramétres.
Les transformations de Hough ont fait I'objet de nombreuses études et il existe pour
la reconnaissance de plusieurs types de primitives (droites, cercles, ...) ot chaque




primitive nécessite un espace dual particulier, le nombre de paramétres variant sui-
vant la forme & reconnaitre. Pour les droites, nous nous intéressons a une extension
proposée par Dexet [Dexet 06a] qui permet de définir en toute dimension un lien
avec les modéles analytiques discrets et ce méme pour les droites discrétes multi-
échelles. Cette extension de Dexet [Dexet 06a] appelée préimage généralisée est la
base des approches de reconnaissance de droites que nous utilisons.

A partir des paramétres d'une droite discréte, déterminer les paramétres d'un
de ses sous-segments discrets constitue ’'objet d’autres approches de reconnaissance
[Debled-Rennesson 96, De Vieilleville 06, Said 09, Said 11, Lachaud 13, Sivignon 12].
Cela permet par exemple de faire des transformations d’échelle sur une partie connexe
d’une droite discréte sans avoir a les impacter sur toute la droite. Dans nos travaux
sur la reconnaissance de sous-segment discret, nous supposons avoir en entrée des
informations sur une droite discréte le contenant. L’originalité de ces travaux est
qu’ils simplifient la reconnaissance de sous-segment en dimension 2 par rapport aux
approches existantes et qu’il offre une perspective d’extension en dimension 3.

Nous nous intéressons aussi a la reconnaissance d’autres primitives discrétes
comme les arcs et cercles discrets en dimension 2 ou les sphéres discrétes en di-
mension 3. Pour les arcs ou cercles discrets, il existe une approche basée sur ce
qu’on appelle les médiatrices généralisées [Rodriguez 10, Richard 11, Rodriguez 11|
semblable a la reconnaissance basée sur la préimage généralisée. En effet, cette ap-
proche peut associer aussi un espace dual a l'espace discret. Puis elle définit un
polygone dual de la médiatrice généralisée dans cet espace. Les droites traversants
tous les polygones associés a un ensemble de pixels de I'espace discret correspondent
aux duaux des centres candidats d’éventuels arcs de cercles discrets qui passent par
tous ces pixels. Cette approche est aussi applicable pour la reconnaissance de sphére
discréte.

Nous étudions finalement la préimage généralisée et le centre généralisé d’objets
discrets multi-échelles. Suite aux travaux sur le centre généralisé, nous présentons
nos travaux sur la reconnaissance d’arcs de cercles discrets par une approche basée
sur le calcul du centre généralisé.

Organisation du mémoire

Le manuscrit est organisé en trois grandes parties :

e Une introduction a la géométrie discréte ot nous présentons les notions de
bases. Nous commencons par introduire les notions de points discrets et les
relations de voisinage avant de présenter les hyperplans, les hypersphéres dis-
crets, et les outils de reconnaissance associés.

e Une présentation des travaux que nous avons menés sur la reconnaissance de
sous-segments discrets en dimension 2. Nous y faisons un état de l'art des
approches existantes et présentons en détail I'approche que nous proposons
avant de discuter de son extension en dimension 3 sur les sous-plans.

e Une présentation de nos travaux sur la reconnaissance dans les espaces duaux.
Dans cette partie, nous présentons d’abord les calculs nécessaires a la construc-
tion du dual du centre généralisé utilisé dans la reconnaissance d’arcs, de
cercles et de sphéres discrets. Nous présentons ensuite une simplification dans
le calcul de la préimage généralisée utilisée dans la reconnaissance de droites
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discrétes dans les espaces réguliers et irréguliers isothétiques.

Introduction a la géométrie discréte

Dans ce chapitre (Chapitre 1, Page 7) nous revenons d’abord sur les notions de
bases nécessaires aux différents travaux que nous allons présenter. Ce sont les no-
tions de point discret, de voisinage et d’espace discret [Dexet 06a]. Nous présentons
ensuite les notions d’hyperplans [Andres 00, Debled-Rennesson 95, Reveillés 91] et
d’hypersphéres discrets [Rodriguez 11| avant de présenter les modeéles de discréti-
sation classiques [Andres 00]. Puis nous présentons briévement les notions et outils
nécessaires aux approches de reconnaissance de droites et de cercles discrets.

Travaux sur la reconnaissance de sous-segments discrets en
dimension 2

Ce chapitre (Chapitre 2, Page 33) fait la synthése de nos travaux sur la recon-
naissance de sous-segment discret.
Nous présentons d’abord des approches de reconnaissance de sous-segment discret
en mettant en exergue les outils utilisés. La premiére approche est celle proposée
par Debled-Rennesson et Reveilles [Debled-Rennesson 96|. Elle permet d’énoncer
les premiéres propriétés arithmétiques sur la dilatation de sous-segment discret et
d’introduire les notions de points d’appuis et de points faiblement extérieurs entre
autres. Ensuite il y a deux travaux de Said et Lachaud qui font le lien entre des
propriétés introduites par Debled-Rennesson et Reveilles et des calculs dans 1’arbre
de Stern-Brocot |Lachaud 13, Said 09, Said 11|. Il y a enfin les travaux de Sivignon
qui font le lien entre la reconnaissance de sous-segment et la détermination dans un
espace dual d’un point spécifique en utilisant le diagramme de Farey |Sivignon 12].
Nous présentons ensuite une nouvelle approche de reconnaissance de sous-segment
discret. Cette partie est une version détaillée d’un article || qui fait la synthése de
notre approche de reconnaissance de sous-segment. Nous détaillons les bases mathé-
matiques de I’approche que nous proposons. Il s’agit d’établir le lien entre les points
discrets du sous-segment ayant des restes arithmétiques minimaux ou maximaux
sur la droite discréte et les points d’appuis du sous-segment. Une fois cela fait, nous
présentons les algorithmes pour calculer les points de restes maximal et minimal
sur une suite finie de restes d'une droite discréte. Puis nous présentons I’algorithme
général de reconnaissance de sous-segments discrets en dimension 2 qui en découle.
Nous avons aussi fait des expérimentations et des comparaisons avec des algorithmes
existants (présentés au chapitre 2) et nous en présentons quelques résultats. Enfin
nous discutons de 'optimisation de notre approche et de son extension en dimension
3.

Travaux sur la reconnaissance de primitives discrétes sur des
espaces duaux
Nous commencons par introduire les notions de transformée de Hough [Maitre 85],

de transformations duales, de préimage généralisée [Dexet 06al, de médiatrice géné-
ralisée [Rodriguez 10] et de centre généralisé [Richard 11]. Puis nous abordons des




travaux sur le calcul du dual du centre généralisé afin d’améliorer la reconnaissance
d’arcs et de cercles discrets. Enfin, nous présentons des travaux sur I’amélioration
du calcul de la préimage généralisée par 1'utilisation de la notion de frontiére.

Travaux sur le calcul du dual du centre généralisé

Dans cette partie (Chapitre 3, Section 3.3.1, Page 89 ), nous présentons d’une
part comment calculer le dual de la médiatrice généralisée afin de simplifier la déter-
mination du centre généralisé. Cela est une version détaillée d'une partie de travaux
publiés dans [Richard 11|. Comme il existe des approches sur le calcul de la visi-
bilité en O(nlog(n)) ou n est le nombre de polygones cela permet de ramener la
complexité de calcul du centre généralisé préalable de O(n*) a O(n?log(n)) ou n
représente le nombre de pixels.

Travaux sur ’amélioration du calcul de la préimage généralisée

Dans cette partie (Chapitre 3, Section 3.3.2, Page 108 ), nous proposons des
améliorations possibles dans le calcul de la préimage généralisée. Pour une simplifi-
cation et une plus grande rapidité en temps de calcul, nous introduisons la notion de
frontiére, qui permet de diminuer le nombre d’éléments & prendre en compte dans
le calcul de la préimage généralisée. Nous utilisons cette notion pour vérifier cer-
taines propriétés de la préimage généralisée de droites discrétes multi-échelles avant
de présenter un nouvel algorithme de reconnaissance de droite discréte.
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Rappels sur la géométrie discréte

Sommaire
1.1 Introduction . . ... ... . ... ... ... 7
1.2 Notionsdebase . ..... .. ... .0 8
1.2.1 Notations et définitions . . . . . . ... ... ... . ... 8
1.2.2 Notion de voisinage . . . . . . . . . .. ... ... .. 13
1.2.3 Notion de courbe discréte . . . . . . . . ... ... ... 14
1.3 Primitives discrétes . . . .. ... ... 00000 15
1.3.1 Modéles de discrétisation . . . . . ... ... ... 16
1.3.2 Hyperplans discrets . . . . . . . . . ... 18
1.3.3 Hyperspheéres discrétes . . . . .. . .. ... 20
1.4 Apercu sur les primitives discrétes . . . .. ... ... .. 22
1.4.1 Droite discréte . . . . . ..o Lo 22
1.4.2 Sous-segment discret . . . . ... 25
1.5 Conclusion. . . . . . . o i v i i i i it 31

1.1 Introduction

Pour représenter une scéne du monde continu, il faut généralement faire une
projection de la scéne sur un plan et obtenir une image. Et en fonction de la scéne,
on peut par exemple donner des couleurs aux points du plan en question. En infor-
matique, le procédé est assez similaire quoiqu’il faut d’emblée poser une contrainte
d’échantillonnage et de quantification; on ne peut pas y représenter le continu ou
I'infinitésimal. Ainsi, que ce soit par acquisition (appareil photo numérique, scanner,
...) ou par synthése (logiciel de CAO, DAOQO, ...) une image numérique est une don-
née finie et composée d’éléments dénombrables. Les traitements informatiques que
I’on peut faire sur cette donnée sont couramment appelés traitement et analyse des
images ou classés dans le domaine de 1'informatique graphique. Nous nous intéres-
sons a des études fondamentales sur I'image numérique permettant de caractériser
son contenu (objets de la scéne projetée) par des descriptions analytiques. Ces études
relévent de la géométrie discréte en analogie avec la géométrie euclidienne.

Pour faire simple, la géométrie discréte est la géométrie sur des sous-espaces de
Z". Mais elle est beaucoup plus vaste que cela et se décline suivant plusieurs axes.
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Comme premier axe, nous pouvons citer les travaux qui portent sur la définition
de ce qui est discret et des méthodes pour construire des objets de cette nature
que nous appelons études sur la discrétisation [Andres 00, Andres 93, Andres 02,
Cohen-Or 95, Dorst 84, Freeman 61, Freeman 74, Kim 83, Reveillés 91, Rosenfeld 74,
Vittone 99]. Ensuite il y a des travaux qui portent sur la caractérisation du contenu
des images par des descriptions analytiques correspondant a des objets connus
que nous appelons reconnaissance d’objets discrets [Ballard 81, Buzer 06, Buzer 07,
Damaschke 95, Debled-Rennesson 95, Debled-Rennesson 96, Dexet 06a, Dexet 06b,
Kovalesky 90, Lachaud 13, Maitre 85, Mertzios 99, Provot 05, Richard 11, Rodriguez 11,
Rodriguez 10, Said 09, Said 11, Sivignon 12, De Vieilleville 06]. 11 y a enfin les tra-
vaux qui s'intéressent a la définition des équivalents euclidiens des objets discrets que
nous appelons reconstruction [Breton 03a, Breton 03b, Chernyaev 95, Coeurjolly 04,
Coeurjolly 06a, Coeurjolly 06b, Cohen-Or 95, Dexet 06¢, Hilaire 06, Ho 05, Lewiner 03,
Sivignon 05]. Nous nous intéressons essentiellement a la discrétisation et a la recon-
naissance.

Les travaux sur la discrétisation se déclinent en plusieurs familles mais nous
pouvons les regrouper en deux principales : ceux sur la définition en extension des
objets discrets ot on liste tous les éléments composant 1'objet discret [Foley 90,
Kaufman 93] et ceux sur la définition analytique des objets discrets on on s’intéresse
a des inéquations caractérisant les objets discrets |Reveillés 91, Debled-Rennesson 95,
Andres 00|. Nous utilisons les définitions analytiques parce que, d’'une part, elles né-
cessitent moins d’espace en terme de stockage de données. D’autre part elles sont
facilement exploitables et plus efficaces dans des traitements informatisés car elles
permettent la déduction de résultats de transformations sur 'image sans recalcu-
ler les résultats pour tous ses éléments. Nous nous intéressons a une représentation
particuliére du contenu des images numériques dites multi-échelles |Coeurjolly 05a,
Vacavant 08|. Cela permet de considérer différentes parties du contenu a différentes
précisions.

Les travaux sur la reconnaissance se déclinent aussi en plusieurs sous-axes et ce
suivant les outils utilisés, par exemple suivant le type de contenu a caractériser. En
ce qui nous concerne, nous ne nous intéressons pas a reconnaitre un objet particulier,
mais des objets basiques comme les droites, les cercles, les segments, ... que nous
appelons primitives. Ces primitives peuvent étre utilisées pour caractériser des objets
plus complexes mais cela n’est pas le but de nos travaux.

Dans ce chapitre nous commencons par présenter, dans la deuxiéme section, les
notions de base utilisées dans la définition d’objets discrets. Puis nous présentons
briévement les primitives discrétes que nous étudierons dans les chapitres suivants.
Nous présentons ainsi, dans la troisiéme section, les modéles de discrétisations et
deux types de primitives discrétes : les hyperplans et les hypersphéres discrets. Dans
la quatriéme section, nous présentons, quelques outils et propriétés sur la droite dis-
créte et sous-segment discret qui permettent d’élaborer des outils de reconnaissance
de ces primitives.

1.2 Notions de base

Dans cette section, nous présentons les notions de base pour la suite du cha-
pitre. Aprés quelques notations et définitions, nous introduisons les notions d’espace
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discret, de point discret, de voisinage et de courbe discréte.

1.2.1 Notations et définitions

Dans la suite, [1, ..., n| représente I’ensemble des entiers allant de 1 a n, o n € N*.
Nous associons le monde continu a I’espace euclidien défini sur I’ensemble des réels
R™ ott n € N* désigne la dimension (finie) considérée.

Définition 1.2.1 (Espace discret de dimension n). Un espace discret de dimension
n € N* est une partition de R™.

Le terme discret est utilisé en opposition au terme continu et implique la pré-
sence de discontinuité entre deux éléments voisins de la partition. L’espace discret
peut étre aussi considéré comme un pavage de l'espace euclidien et chaque région
de ce pavage est appelé pavé. Lorsque les pavés sont uniformes, le pavage est dit
réqulier ; il est irrégulier sinon. En dimension 2, il existe seulement trois types de
pavages réguliers basés sur une translation d'un polygone régulier identique : le
pavage a base d’hexagones, le pavage a base de triangles et le pavage a base de
carrés |Roussillon 09]'. TI existe par contre plusieurs pavages irréguliers : kd-tree,
grille anisotrope, grille engendrée par un Run Length Encoding ou RLE pour faire
court, grille irréguliére isothétique, ... Une classification a été faite par Vacavant
[Vacavant 08] que nous illustrons dans la Figure 1.1.

Dans la suite nous notons D" un espace discret de dimension n. A chaque pavé
de D™, nous associons un point de R™ que nous appelons point discret. L.e point
discret est défini comme suit :

Définition 1.2.2 (Point discret de dimension n). Un point discret p de dimension
n € N* est un point isolé de R™ appartenant a un pavé P d’un espace discret D". Et
p représente P et vice et versa.

Lorsque deux points discrets ont des pavés qui sont incidents ils sont dits voisins.
Nous reviendrons dans la Sous-section 1.2.2 (Page 13) sur une définition plus formelle
de la notion de voisinage. Il existe une représentation duale du pavage de 'espace
discret appelée grille ou maille [Roussillon 09| défini comme suit :

Définition 1.2.3 (Grille). Une grille G™ de dimension n € N* est une représenta-
tion duale d’un espace discret D™. Elle est construite en reliant les points discrets
de D™ a leurs voisins.

La Figure 1.2 illustre un pavage d'un espace discret et une grille correspondant
au dual de ce pavage.

1. Les pavages & base de losanges ou de rectangles sont décomposables en pavages a base de
triangles et de carré respectivement
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Kd-tree Quad-tree Grille requliere classique
A A

Gri.lIe de Grille engendrée

raffinement Gilledtisotices Par une RIE en X
I

=z I
I
I [

Grille irrequliere
isothetique quelconque || ||

F1GURE 1.1 Exemples de classifications de pavages irréguliers en dimension 2.

(a) (b)

FIGURE 1.2 — Exemple de pavage régulier en dimension 2 par carré (a) et grille
correspondante au dual du pavage (b).
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Un ensemble de pavés d'un espace discret constitue un objet discret défini comme
suit :

Définition 1.2.4 (Objet discret). Un objet discret est un ensemble de points dis-
crets.

La notion d’objet discret est une abstraction de toute ou une partie d’une image
discréte. En effet, pour représenter une scéne dans un espace discret, il faut asso-
cier a chacun de ses pavés une valeur (luminosité ou triplet de valeurs RGB) qui
est fonction de projections de la scéne sur le pavé. Ce procédé est détaillé dans
[Roussillon 09] et produit une image discréte. Dans I'image discréte, en fonction des
valeurs associées aux pavés, nous pouvons définir le fond et le contenu de 'image
comme l’ensemble des pavés dont les valeurs associées sont respectivement en bas
ou en haut d’un certain seuil [Roussillon 09]. Dans nos travaux nous supposons que
le contenu de I'image est déja déterminé et qu’il est décomposé en composantes
n’ayant pas de pavés voisins d’une composante a l’autre (voir les travaux sur la seg-
mentation et fenétrage [Roussillon 09] pour plus de détails). Un objet discret noté
X représente alors le contenu d’une telle fenétre. Les pavés appartenant au fond
de la fenétre constituent le complémentaire de I'objet discret noté X. Le bord ou
contour de I'objet discret est I’ensemble des pavés de 1'objet discret qui sont voisins
a des pavés de son complémentaire. Si le bord permet de subdiviser I'image discréte
en pavés de 1'objet discret constituant son intérieur et en pavés du complémentaire
constituant son extérieur, 'objet discret est dit simple ; sinon il est dit compleze. Le
lecteur peut se référer a la thése de Roussillon |Roussillon 09] pour plus de détails
sur ces notions.

Dans la suite, nous nous intéressons surtout au pavage par carrés en dimension
2. Ce pavage permet d’associer I'image discréte a une matrice dont les cellules repré-
sentent alors ses pavés. Nous pouvons alors associer une base orthonormée (eq, e)
a l'espace discret et en déduire un couple d’entiers pour chaque pavé qui représente
ses coordonnées dans la base. Ainsi nous pouvons associer au pavé une description
plus formelle comme la notion d’hypercube définie comme suit :

Définition 1.2.5 (Hypercube). Un hypercube de dimensionn de centre (c1, ca, ..., C,) €
R™ et de taille v € R, est l’ensemble des points p de coordonnées (p1, ps, ..., pn) € R”
vérifiant Vi € [1,...,n],¢; — § <p; < ¢ + 5.

Comme nous nous intéressons aux pavages par carrés, nous utilisons la notion
d’hypervoxel définie comme suit :

Définition 1.2.6 (Hypervoxel). Un hypervozel est un hypercube de taille unitaire
(. =1) et de centre (c1,ca, ..., ) € L.

L’hypervoxel est communément appelé pixel en dimension 2 et voxel en dimen-
sion 3 (voir Figure 1.3). Le lecteur peut se référer a la thése de Dexet [Dexet 06a]
pour plus de détails sur les hypervoxels et leurs représentations.

Dans la suite nous associons a un point discret un hypervoxel dont il est le centre
de gravité. Comme espaces discrets a pavages irréguliers nous nous intéressons a ceux
a pavages irréguliers isothétiques |Coeurjolly 05al. Dans ces espaces les pavés ne se
chevauchent pas et leurs cotés sont paralléles aux axes du repére orthonormeé associé
a l'espace discret. La définition de pavé pour un espace discret a pavage irrégulier
isothétique a été introduite par Coeurjolly [Coeurjolly 05a] comme suit :
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FIGURE 1.3 — Représentation de pavés classiques des objets discrets. De gauche a
droite on a un pixel, un voxel, un pavé et un hexaédre.

Définition 1.2.7 (Pavé). Un pavé de centre (x1, %2, ..., z,) € R" et de tailles de cotés

(5,152, .., I5m) € R, est Lensemble des points p de coordonnées (p1,pa, ..., pn) € R?
I

vérifiant Yi € [1,...,n],z; — %Z <pi <X+ 5

Remarque 1.2.1. Un hypervozel est un pavé vérifiant Vi € [1,...,n] =1 et
(1, To, .oy p) € L.

Cette derniére définition de pavé (Définition 1.2.7) permet de représenter des
objets discrets dont les pavés n'ont pas les mémes tailles de cotés. Cela est utile
dans certains domaines ou il est nécessaire d’avoir une représentation d’'une ou des
parties de I'objet discret avec une précision différente de celle de I'espace discret de
référence. Un tel objet discret est dit multi-échelles. Pour des détails sur les pavages
irréguliers et /ou 'intérét des objets discrets multi-échelles le lecteur peut se référer
aux travaux de Coeurjolly [Coeurjolly 05a| et de Vacavant [Vacavant 08|.

Une autre notion liée aux pavés que nous allons utiliser dans la suite est la notion
de boule discréte fermée définie comme suit :

Définition 1.2.8 (Boule discréte fermée). La boule discréte basée sur la norme o
notée Bq, (C,1) ot C = (c1,¢a, ..., ) € L™ représente le centre et v € R le rayon
est définie comme suit :

By, (C,r) ={P = (p1,p2, -, pn) €R"[|[P = Rja <7}

Dans la suite, les pavés d'un espace discret a pavage régulier D™ sont considérés
comme des boules de rayon % et de normes 1 ou oo, centrés sur des points de Z".

Avec ces différentes notions sur les espaces et les points discrets nous pouvons
introduire la géométrie discréte comme suit :

Définition 1.2.9 (Géométrie discréte). La géométrie discréte est I'étude d’ensembles
de pavés ou de points discrets visant a construire des objets discrets ou a caractériser
tout ou partie de l’objet discret comme un objet géométrique connu.

La géométrie discréte repose sur plusieurs domaines scientifiques parmi lesquels
nous pouvons citer I'arithmétique, la combinatoire, la topologie, I'algorithmique et
la géométrie euclidienne. Nous présentons dans la sous-section suivante des notions
topologiques liées au voisinage.

12
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1.2.2 Notion de voisinage

La notion de voisinage permet de caractériser 'incidence entre pavés de deux
points discrets. Dans un espace discret régulier, Andres [Andres 00| définit le k-
voisinage de la facon suivante :

Définition 1.2.10 (k-voisinage [Andres 00])). Soit k € [0,n — 1]. Deux points dis-
crets p= (p1, ..., pn) € Z" et ¢ = (qu, -, Gn) € Z™ sont dits k-voisins si

k< ”_Z?:l lpi — qil

En d’autres termes, en dimension 2 et 3 deux points discrets p et g sont 0-voisins
si les hypervoxels P et () de centre p et ¢ ont un sommet commun. Ils sont 1-voisins
si P et () ont une aréte commune. En dimension 3, p et g sont 2-voisins si P et () ont
une face commune. De maniére générale, en dimension n, deux points discrets sont
k-voisins si les hypervoxels qui leur sont associés partagent une cellule topologique
de dimension au moins k [Roussillon 09].

Dans la littérature, en dimension 2, on appelle 8-connexité et 4-connexité res-
pectivement la O-connexité et la 1-connexité. Et en dimension 3, on désigne par 26-
connexité, 18-connexité et 6-connexité, respectivement, le O-voisinage, le 1-voisinage
et le 2-voisinage. Cela est lié au nombre de k-voisins possibles que peut avoir un point
discret. Nous utiliserons les termes de 0-connexité (ou 0-voisinage), 1-connexité (ou
1-voisinage) et de 2-connexité (ou 2-voisinage) car ils sont similaires en toute dimen-
sion et définissent la dimension de la cellule topologique commun aux hypervoxels
associés aux points discrets k-voisins.

La Figure 1.4 illustre les types de voisinages sur les hypervoxels d'un espace
discret régulier en dimension 2 et 3.

(a) (b) (c) (d) (¢)

FIGURE 1.4 — Exemples de voisinages en dimension 2 et 3. (a) Un pixel en vert clair
et ses quatre 1-voisins. (b) Un pixel en vert clair et ses huit 0-voisins. (¢) Un voxel
en vert clair et ses six 2-voisins. (d) Un voxel en vert clair et ses dix-huit 1-voisins.
(e) Un voxel en vert clair et ses vingt et six 0-voisins.

Lorsque les pavés n'ont pas les mémes tailles de cotés, ces notions de voisinage
ne sont plus valides. Mais il existe, dans ces cas, une facon alternative de définir
la notion de voisinage. Dans une grille irréguliére isothétique, Coeurjolly définit le
voisinage comme suit :

13
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Définition 1.2.11 (ve-voisinage, e-voisinage [Coeurjolly 05a]). Soit P(z,,y,) et
Q(zq,y,) deuz pavés d’une grille irréguliére isothétique, en dimension 2, ayant des
cotés de tailles (I7,1%) et (I7,1¥) respectivement. P et Q sont dits ve-voisins si

q’°q
|2y — xq| = w
Yo — vl < 5
ou St
vy — val = 52
|xp _xq| < l;f-;-lﬁf

P et () sont dits e-voisins si nous considérons un ou exclusif et des inégalités
strictes dans les définitions de ve-voisinage.

En dimension 2, nous pouvons assimiler la notion de ve-voisinage au (-voisinage
et la notion d’e-voisinage au 1-voisinage. Pour certains travaux que nous présentons
dans le Chapitre 3, nous allons scinder I’e-voisinage en deux notions : le v-voisinage
et le h-voisinage. Si P et QQ sont e-voisins, soit ils sont v-voisins et

_ __ ‘pTq
|zp — z4| = 25

Y414
|yp_yq| < p;q

soit ils sont h-voisins et

y-l—ly
|yp_yq| = ;;2 lqz
|zp — 24| < p;rq

En d’autres termes, deux pavés sont h-voisins si leurs cotés adjacents sont portés
par une droite horizontale (h). Tls sont v-voisins si leurs cotés adjacents sont portés
par une droite verticale (v). Ils sont e-voisins s'ils sont h-voisins ou v-voisins et ils
sont ve-voisins s'ils sont e-voisins ou s’ils ont un sommet commun comme l'illustre
la Figure 1.5.

1.2.3 Notion de courbe discréte

Dans cette sous-section nous nous intéressons particuliérement a des objets dis-
crets dans des espaces discrets réguliers. Mais les notions que nous définissons
peuvent s’étendre sur les grilles irréguliéres isothétiques en remplacant la notion
de k-voisinage par celle de ve-voisinage ou de e-voisinage. Nous considérons qu’un
objet discret est composé de points discrets. Pour caractériser I'incidence entre deux
points discrets, nous avons défini la notion de k-voisinage. Pour caractériser un en-
semble de points discrets k-voisins deux a deux, nous introduisons ci-aprés les notions
de k-chemin, et de k-courbe discréte reprises dans [Dexet 06a].

Définition 1.2.12 (k-chemin). Un ensemble de m € N* points discretsC = {p1, ..., pm} C
D™ constitue un k-chemin si pour k € [0,n — 1|, Vi € [1,m — 1], p; et piy1 sont k-
V018INS.

Définition 1.2.13 (k-connexité). Un objet discret X est dit k-conneze si pour deuz
points discrets quelconques de X il existe un k-chemin qui les relient.

14
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(a) (b) (c)

FIGURE 1.5 Exemples de voisinages entre pavés. (a) Un pavé en vert clair et ses
ve-voisins. (b) Un pavé en vert clair et des pavés v-voisins. (¢) Un pavé en vert clair
et des pavés h-voisins.

Définition 1.2.14 (k-courbe). Dans un espace discret D™ de dimension n € N*
et pour k € [0,n— 1], C = {p1,....,pm} C D™ une suite de m € N* points discrets
est une k-courbe si C est un k-chemin tel que ¥i € [2,m — 2], p; a exactement deux
k-voisins.
C est dite fermée si, en plus, py et p,, sont k-voisins. Elle est dite ouverte sinon.
S1 D" est régulier, C est dite réguliére sinon elle est dite irréguliére.

Le lecteur peut se référer a [Breton 03a, Dexet 06a, Roussillon 09, Rodriguez 11]
pour plus de détails sur les définitions et notions sur les espaces discrets et les points
discrets. Dans la suite, nous nous intéressons aux contours des objets discrets. Ce
contour peut étre décomposé en figures géométriques de bases (segment, arc de
cercle) que nous appelons primitives discrétes. Dans la Section suivante, nous pré-
sentons succinctement des primitives discrétes que nous étudions dans les chapitres
suivants. Nous nous intéressons a une facon particuliére de les définir qu'on ap-
pelle modéles de discrétisation. Nous introduisons ensuite les notions d’hyperplans
et. d’hypersphéres discrets qui sont des généralisations de la notion de segment de
droite et d’arcs de cercles dans les espaces discrets.

1.3 Primitives discrétes

Pour rappel un objet discret est un ensemble de points discrets. Il est alors
possible de le définir par énumération des points discrets qui le composent. Cette
facon de définir un objet discret est appelé représentation en extension. Il existe
différentes approches de ce type; notamment la définition par le code de Freeman
[Lipkin 70, Freeman 74| et la description matricielle d'un objet discret. Le code de
Freeman associe des directions a chaque déplacement possible d'un point discret a
un de ses voisins (8 directions pour le 0-voisinage et 4 directions pour le 1-voisinage
en dimension 2) puis décrit 'objet discret comme la suite des directions prises dans
le parcours de son contour. La description matricielle consiste a associer des cellules
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d’une matrice aux points discrets de 'objet discret. Les cellules peuvent comporter
des informations sur les coordonnées par rapport a un repére orthonormé associé a
I’espace discret ou la couleur percue sur le pavé. Cette derniére définition a I’avantage
d’étre compléte mais a 'inconvénient de nécessiter un dispositif de stockage impor-
tant. En plus, en cas de transformations géométriques, il faut recalculer chaque
élément de la matrice. C’est une des raisons pour laquelle nous préférons la descrip-
tion analytique ou représentation en compréhension qui définit un objet discret par
un ensemble d’inéquations que doivent respecter ses points discrets. Cette descrip-
tion rend plus facile I’étude de transformations géométriques (rotation, symétrie, ...)
et analyse des objets discrets. Pour plus de détails sur ces différentes méthodes de
représentation le lecteur peut se référer a [Breton 03a, Dexet 06a, Roussillon 09].

Nous nous intéressons particuliérement a la définition analytique d’objet discret
a partir d’objets euclidiens appelée discrétisation. Les objets discrets issus de discré-
tisation ayant des propriétés (topologiques entre autres) identiques peuvent étre re-
groupés dans une méme classe que nous appelons modéle [Reveillés 91, Cohen-Or 95,
Andres 00, Coeurjolly 05a, Andres 03|. La méthode utilisée pour obtenir des ob-
jets discrets répondant a un modéle donné est appelée modele de discrétisation.
Il existe plusieurs modeéles de discrétisations et Roussillon en fait une bréve syn-
thése dans sa thése [Roussillon 09]. Parmi ceux-ci, nous nous intéressons a la Square
Quantization |Freeman 74| encore appelée modéle Supercouverture [Cohen-Or 95,
Andres 00] et une version avec des conventions d’orientations appelée modéle Stan-
dard [Andres 03]. Nous présentons briévement comment faire la discrétisation d’ob-
jet euclidien, d'un point de vue géométrique, avec ces modéles de discrétisations dans
la sous-section suivante avant d’introduire des définitions analytiques de primitives
discrétes répondant a ces modéles.

1.3.1 Modéles de discrétisation
Modéle naif

Dans la discrétisation avec le modéle naif, il faut associer a chaque point discret,
une boule discréte fermée de norme 1 et de rayon % L’objet discret obtenu correspond
a 'ensemble des points discrets dont les boules associées sont incidents a 'objet
euclidien. L’objet discret obtenu est O-connexe et nous appliquons cette discrétisation
dans les espaces réguliers. La Figure 1.6 est une illustration d’un objet discret obtenu
par discrétisation suivant le modéle Naif. Cette discrétisation n’est pas applicable
comme telle dans des grilles irréguliéres isothétiques car la Définition 1.2.8 (Page
12) n’y est pas valide.

Modéle Supercouverture

Pour faire la discrétisation suivant ce modéle, il faut associer a chaque point
discret une boule discréte fermée de norme infinie et de rayon % Puis l'objet dis-
cret obtenu dans un espace discret régulier est ’ensemble des points discrets dont
les boules associées sont incidentes a 1'objet euclidien. La Figure 1.7 donne une
illustration d’un objet discret obtenu par discrétisation suivant ce modéle. Cette
discrétisation peut présenter des irrégularités ou des bruits qu’on appelle k-bulle
lorsque 'objet euclidien passe par un sommet de boule. Cela parce qu’il faut alors sé-
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T e Tl - -~k
(a) (b)

FIGURE 1.6 — (a) Discrétisation d’un segment de la droite (5, 13, 0) suivant le modéle
naif. (b) Le segment discret obtenu est 0-connexe.

lectionner tous les 1-voisins du point discret correspondant comme faisant partie de
la discrétisation. L’objet discret produit est 1-connexe dans les espaces réguliers. La

oo oo e oo e |o|e|e|o|ele ...........f\
T e T e
(a) (b)

FIGURE 1.7 (a) Discrétisation d'un segment de la droite (5, 13, 0) suivant le modéle
Supercouverture. (b) Le segment discret obtenu est 1-connexe mais posséde une bulle
(cercle rouge).

discrétisation par ce modéle peut s’appliquer dans une grille irréguliére isothétique
|Coeurjolly 05a|. Dans ce cas, au lieu d’associer des boules fermées de norme infinie
aux points discrets, on associe plutot des pavés. [’objet discret est alors I’ensemble
des pavés incidents a I’objet euclidien.

Modéle Standard

La discrétisation, par le modéle standard, d’un objet euclidien dans un espace
régulier est I’ensemble des points discrets dont les boules infinies associées sont
incidentes a cet objet euclidien. Il y a une exception quand l'objet euclidien passe
par un sommet de boule. Dans ce cas, le point discret associé peut ou ne pas étre
dans la discrétisation, en fonction de la convention d’orientation choisie. La Figure
1.9 donne une illustration d’un objet discret obtenu par discrétisation suivant ce
modéle. Cette discrétisation a I'avantage de ne pas produire de k-bulle et I'objet
discret produit est 1-connexe dans les espaces réguliers. Il n’y a pas de version de ce
modeéle applicable dans les espaces discrets irréguliers.
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L] L] L] L] L] / L] L] L] L] L]

(a) (b)

FIGURE 1.8 — (a) Discrétisation d’'un segment de droite dans une grille irréguliére
isothétique suivant le modéle Supercouverture. (b) Segment discret irrégulier obtenu.

L R I I I B A O O R O = R I ) L R B R N B A B ) o | o
T e R T e T
(a) (b)

FIGURE 1.9 — (a) Discrétisation d’un segment de la droite (5,13, 0) suivant le modéle
Standard. (b) Le segment discret obtenu est 1-connexe et ne posséde pas de bulle.

1.3.2 Hyperplans discrets

La premiére définition analytique de I’hyperplan discret a été proposée par Re-
veilles [Reveilleés 91| comme suit :

Définition 1.3.1 (Hyperplan analytique discret). L’hyperplan analytique discret
de parametres (u,w) € R? et (ay,...,a,) € R™ est U'ensemble des points discrets
(z1, @9, ..xy) € Z™ vérifiant ;1 < > 7 a;x; < p+w

Andres a ensuite défini hyperplan analytique discret |[Andres 00| comme suit :

Définition 1.3.2 (Hyperplan analytique discret fermé). L’hyperplan analytique dis-
cret fermé de parameétres (p,w) € R? et (ay,...,a,) € R est l'ensemble des points
discrets (x1,xa, ..x,) € Z" vérifiant ;1 < > " a;x; < p+w

Le paramétre p est une constante de translation et correspond au décalage affine
(ordonnée a l'origine). Le paramétre w représente I’ épaisseur arithmétique. La valeur
Sor a;x; — pest appelée reste arithmétique.

[’épaisseur arithmétique permet de définir pour quel type de connexité un hyper-
plan analytique discret peut constituer un bord (entre intérieur et extérieur), on dit
qu’il est k-séparable [Andres 00]. Lorsque 'hyperplan discret n’est pas k-séparable,
il posséde un k-tunnel que nous définissons comme suit :
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Définition 1.3.3 (k-tunnel [Andres 00]). Soit H un hyperplan analytique discret
de parametres (pu,w) € Z* et (ay, by, ...,a,) € Z". H posséde un k-tunnel s’il existe

deuz pavés P(p1,pa,...,pn) €t Q(q1, Gos - qn) k-voisins et tels que > . a;p; < pu et
Yo aigi > w+ p. Sinon on dit que H est k-séparant.

Le Théoréeme 1.3.1 montre que I’épaisseur arithmétique permet un controle op-
timal de la k-séparabilité d'un hyperplan analytique discret.

Théoréme 1.3.1 (k-séparabilité d’'un hyperplan analytique discret [Andres 00]).
Soit H un hyperplan analytique discret de paramétres (p,w) € Z* et (ay, as, ..., a,) €
7" avec 0 < a; < ajq,Vi € [1,...,n—1]. Alors :
o Siw>3"",  |a| alors H est k-séparateur;
o Siw <Y, 1 la;| alors H posseéde des k-tunnels ;
o Siw =73 ", la] alors H est k-minimal c’est a dire qu’il est I’hyperplan
d’épaisseur minimale k-séparant.

Particuliéerement, un hyperplan discret 0-connexe est 1-séparable et un hyper-
plan discret 1-connexe est 0-séparable |[Andres 00|. Dans la suite nous présentons
quelques définitions analytiques d’hyperplans discrets obtenus par les modéles de
discrétisations présentées dans la sous-section 1.3.1.

Hyperplan discret Naif

Le modéle naif produit des hyperplans Naifs et Naifs fermés définies analytique-
ment par Reveillés [Reveilles 91| (Définition 1.3.4) et Andres |[Andres 00| (Définition
1.3.5) respectivement.

Définition 1.3.4 (Hyperplan naif). L hyperplan Naif de parameétres (u,w) € R? et
(ay, a9, ...,a,) € R"™ est 'ensemble des points discrets (xy, T, ...x,) € Z" vérifiant :

w - w
—— < ;T — < —
2—; =3

avec W = Mmaxi<i<n |CL7,|

Définition 1.3.5 (Hyperplan naif fermé |Andres 00|). L’hyperplan naif fermé de
parameétres (p,w) € R? et (ay,aq,...,a,) € R"™ est 'ensemble des points discrets
(21, T2, ...x,) € Z" vérifiant :
W w
< <
S <D T —p< g

i=1

avec w = mari<i<p |a;|

Hyperplan discret Supercouverture

Le modéle Supercouverture produit un hyperplan discret Supercouverture [Cohen-Or 95,
Andres 00] définie comme suit :
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Définition 1.3.6 (Hyperplan discret Supercouverture [Andres 00]). L’hyperplan
discret Supercouverture de paramétres (u,w) € R? et (a1, a9, ...,a,) € R™ est len-
semble des points discrets (x1,xs,...x,) € Z™ vérifiant :

w & w
—ES;%%_NS§

avec w =y, |a

Hyperplan discret Standard

Le modéle Standard produit 'hyperplan discret Standard défini comme suit :

Définition 1.3.7 (Hyperplan standard [Andres 03]). L hyperplan standard de paramétres(u,w) €
R? et (ay,as, ...,a,) € R™ est I'ensemble des points discrets (xy, s, ...x,) € Z" véri-

fiant :
w - w
—5 S ami—p <
=1

avec w =Yy o |a;)| , a1 >0 o0ua; =0etay >0 ou...ouVie[l,..,n—1],a =0
et aj1 20

1.3.3 Hypersphéres discrétes

Dans cette sous-section nous nous intéressons particuliérement & la notion de
cercle analytique discret. Les notions et définitions que nous introduisons sont fa-
cilement extensibles aux arcs et sphéres discrets. Ces cercles discrets sont aussi
obtenus par discrétisation de cercles euclidiens grace aux modeéles de discrétisation
de la sous-section 1.3.1.

Cercles d’Andres

La premiére définition de cercle discret analytique a été faite par Andres comme
suit :

Définition 1.3.8 (Cercle d’Andres [Andres 94|). Un ensemble de points discrets
(x,y) € Z? est un cercle analytique discret d’Andres noté C = (xg,yo, R,w) de centre
(70,%0) € R?, de rayon R € R et d’épaisseur w € R si chaque point discret vérifie

(R—%)" < (x -2+ (y—w)* < (R+%)°

Remarque 1.3.1. En remplacant les inéqgalités de la définition 1.3.8 par (R — %)2 <

(z—x0)* + (y — o) < (R+ %)2 nous définissons le cercle discret suivant le modéle
Pythagoricien [Rodriguez 11].

La propriété de connexité suivante découle de la définition 1.3.8.

Propriété 1.3.1 (Connexité des cercles d’Andres [Andres 94]). C un cercle analy-
tique discret est (-connexe si son épaisseur w > 1.
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Cercles Supercouvertures et Standards

La définition analytique du cercle Supercouverture a d’abord été faite par Andres
[Andres 00]. Puis Andres et Roussillon en ont donnée une définition simple [Andres 11].

Définition 1.3.9 (Description analytique d’un cercle Supercouverture [Andres 11]).
Un ensemble de points discrets (x,y) € Z* représente un cercle analytique Supercou-
verture noté Co (20,0, R) = ((C ® By, (1)) NZ?) de centre (o, y0) € Z*, de rayon
R € R si et seulement si chaque point discret vérifie :

{ ’y—yo|§%

|(Jz — x0] = R)| < 3
ou
{ \x—xo\gé
(ly—wol —R)[ < %
ou

R* — 5 — (Jz —wo| + |y — yol) < (& —20)* + (y — 90)* < R* = 5 + (|z — zo| + [y — wol)

(a) (b)

FIGURE 1.10 Exemple de cercle discrets. (a) Cercle Supercouverture de rayon 5 et
de centre (5,5). (b) Cercle Naif de rayon 5 et de centre (5,5)

La Figure 1.10 (a) donne une illustration du cercle discret Supercouverture. Il
peut y avoir aussi des bulles avec les cercles Supercouvertures d’ou I'introduction de
cercles standards [Andres 03, Andres 11|. Par contre ici cela renvoie & deux notions :

e le cercle standard supérieur, noté C (o, o, R), est obtenu en retirant la fron-

tiére extérieure de la bande correspondante a C & By (1).

e le cercle standard inférieur, noté C (xo, yo, R), obtenu en retirant la frontiére

intérieure.
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Cercles naifs

La définition de cercle naif est faite comme suit :

Définition 1.3.10 (Description analytique d'un cercle naif fermé [Andres 11]). Un
ensemble de points discrets (z,y) € Z* représente un cercle analytique naif fermé
noté Cy (xg,vo, R) = ((C ® By (1) NZ?)) de centre (o, y0) € Z*, de rayon R € R si
et seulement si chaque point discret vérifie :

{ ‘ H(x—y)—(ﬂio—yoﬂﬁé

|z +y — (w0 +10)| — RV2)| < §
ou
{ Iz +y) = (o +y0)| < 5

|z —y — (zo — yo)| — RV2)| < %
ou

R? — % —maz |z — x|, [y — wol) < (@ — 20)* + (y — 90)” < R? — 1 + maz (|2 — 0|, [y — vol)

La Figure 1.10 (b) donne une illustration du cercle discret suivant le modéle naif
fermé.

Nous avons présenté des primitives discrétes de base. Nous nous focalisons dans
la suite sur trois primitives discrétes : la droite discréte, le sous-segment discret et
le cercle discret. Les travaux sur ces trois primitives peuvent étre étendus a d’autres
objets discrets plus complexes car elles constituent les éléments de base, que nous
appelons primitives, des bords des objets discrets.

Dans la suite, sans perte de généralité, nous étudions ces primitives discrétes
suivant un seul modéle qui est souvent le modéle naif. Par ailleurs, quand cela
est possible nous n’étudions ces primitives que dans le premier octant du repére
orthonormé associé a l'espace discret en dimension 2. Il est possible ensuite, par des
symeétries, d’étendre nos travaux aux autres octants |[Debled-Rennesson 95].

1.4 Apercu sur les primitives discrétes

1.4.1 Droite discréte

En posant p =c¢, w =b, a = a;, —b = as avec 0 < a < bet PGCD (a,b) = 1,
nous pouvons définir une droite discréte naive en dimension 2 dans le premier octant
comme l'ensemble des points discrets (z,y) € Z? tels que 0 < ax —by —c < b . Nous
notons D (a,b, c) la droite discréte dont les caractéristiques sont alors entiéres et
correspondent a (a, b, ).

Une premiére propriété d’une telle droite D est qu’elle posséde exactement un
point discret, noté Pp(z), d’abscisse z. L'ordonnée de Pp(z) est alors y = | 92=<].

Nous pouvons aussi définir une droite discréte comme 'ensemble des points dis-
crets délimités par une droite d’appui inférieure Dy, : axr — by —c = b — 1 et une
droite d’appui supérieure Dy : ax — by — ¢ = 0 |Debled-Rennesson 95]. Les points
d’appuis supérieurs (respectivement inférieurs) sont les points discrets de la droite
discréte qui sont sur la droite d’appui supérieure (respectivement inférieure). Un
point faiblement extérieur supérieur (respectivement inférieur) est un point de D
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TABLE 1.1 — Répartition des points de I’espace discret en fonction des droites d’ap-
puis d’une droite discréte [Debled-Rennesson 95|

Position Superieur Inferieur
Point strictement extérieur | ax — by —c < —1 ar —by—c>0
Point faiblement extérieur | ax — by —c = —1 ar —by —c=1»
Point d’appui ar—by—c=0 |axr—by—c=b—1
Point strictement intérieur O<ar—by—c<b—1

FIGURE 1.11  Répartition des points de Z en fonction des droites d’appuis su-
périeure (ligne continue) et inférieure (ligne discontinue) de D (3,8,0). Les points
d’appuis supérieurs (inférieurs) sont associés aux pixels en rouge (vert). Les points
faiblement extérieurs supérieurs (inférieurs) sont associés aux points encerclés en
vert (rouge). Les points fortement intérieurs sont associés aux pixels en bleu et les
points fortement extérieurs sont associés aux points en noirs.

qui vérifie ax — by — ¢ = —1 (respectivement ax — by — ¢ = b). La Table 1.1 donne
plus de détails sur ces notions et la Figure 1.11 en donne une illustration.

Propriété 1.4.1 (Alternance des points d’appuis [Debled-Rennesson 95|). Les points
d’appuis supérieurs et inférieurs alternent sur une droite discréte de telle sorte
qu’entre deux points d’appuis supérieurs (respectivement inférieurs) consécutifs il
y a un point d’appui inférieur (respectivement supérieur).

Pour déterminer les points d’appuis d’une droite discréete, il faut d’abord déter-
miner les coefficients de Bézout xy et yo de ses caractéristiques a et b, c’est a dire
déterminer les solutions de I'équation axy — byy = 1. Puis on détermine un premier
point d’appui supérieur en multipliant xq et yo par le facteur ¢ pour avoir Uy (24, Yu, )
tel que ax,, —by,, = c. Ensuite il est facile de montrer que a(x,, +b) —b(y,, +a) = ¢
et d’en déduire la Propriété 1.4.1.
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De la méme maniére, on peut déduire une relation entre points d’appuis inférieurs
et points faiblement extérieurs supérieurs et entre points d’appuis supérieurs et
points faiblement extérieurs inférieurs. En effet si axz — by — ¢ = 0 alors ax — b(y —
l)—c=betsiar—by—c=>b—1alors ax — b(y + 1) — ¢ = —1. Cela implique
que si U(x,,y,) est un point d’appui supérieur, alors LU(x,,y, — 1) est un point
faiblement extérieur inférieur. Et si L(x;, ;) est un point d’appui inférieur, alors
LL(x;,y;+ 1) est un point faiblement extérieur supérieur (voir sur la Figure 1.11).
Dans la suite, F'E est une fonction qui prend en entrée un point d’appui et donne
en sortie le point faiblement extérieur correspondant.

Définition 1.4.1 (Palier). Un palier d’une droite discréte est un ensemble de points
discrets connexes deux a deux de la droite discréte ayant la méme ordonneée.

Sur une droite discréte ou un sous-segment discret il y a deux types de pa-
liers : les paliers courts (|2] pixels) et les paliers longs ([2] pixels) [Troesch 93].
Il existe des relations intéressantes entre 'ordre d’apparition de paliers courts et
longs dans une droite discréte, les caractéristiques de cette droite et la combinatoire
[De Vieilleville 06]. L'une des relations intéressantes, est que les points d’appuis su-
périeurs (inférieurs) sont toujours en début (fin) de palier [Reveillés 91] (voir sur la
Figure 1.11).

FIGURE 1.12 — Illustration de 'alternance de paliers d’une droite discréte de carac-
téristiques (5, 13,0) par l'alternance de couleurs. On remarque que le palier long a
[15—31 = 3 pixels et que le palier court a L%J = 2 pixels.

Nous utilisons la notation {%} pour a mod b (reste de la division euclidienne
de a par b) [Reveilleés 91|. On peut facilement démontrer que le reste arithmétique
ar — by —c= {%}

Finalement plusieurs droites discrétes peuvent contenir un méme ensemble de
points discrets connexes (courbe discréte). Par exemple les droites discrétes de ca-
ractéristiques (7,11,0) et (5,8, 1) ont les mémes points discrets dans l'intervalle [1, 7]
comme l'illustre la Figure 1.13. Parmi ces droites, celle qui a les caractéristiques mi-
nimales [Debled-Rennesson 95| d’un point de vue de I'épaisseur arithmétique définit
les caractéristiques de la courbe discréte qui est alors appelée sous-segment discret.
Nous expliquons davantage la notion de sous-segment discret dans la sous-section
suivante.
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FIGURE 1.13  Les droites discrétes de caractéristiques (7,11,0) (droites d’appuis
en bleu) et (5,8,1) (droites d’appuis en rouge) ont les mémes points discrets (en
vert) dans U'intervalle [1, 7).

1.4.2 Sous-segment discret

Parce qu’un k-chemin peut appartenir & plusieurs droites discrétes, on définit
généralement un sous-segment discret comme une partie d'une de ces droites.

Définition 1.4.2 (Sous-Segment Discret). Un Sous-Segment Discret S (D, u,v) as-
socié a la droite discréte D =D (a,b, c) et ayant pour extrémités les points discrets
d’abscisses u et v est le sous-ensemble de D dont les points ont des abscisses dans
Uintervalle [u, v].

Dans la suite, nous associons un intervalle d’abscisses de D au sous-segment dis-
cret S. La suite de restes arithmétiques pour un sous-segment S (D, u,v) de carac-
téristiques minimales (a, b, ¢) est noté R, (u, v). Nous définissons rigoureusement
la notion de caractéristiques minimales (voir la Définition 1.4.3).

Définition 1.4.3 (Caractéristiques minimales d'un sous-segment discret). Les ca-
ractéristiques minimales d’un sous-segment discret sont les caractéristiques de la
droite discréte le contenant, et ayant l’épaisseur arithmétique minimale. Dans le cas
de la droite discréte naive il s’agit de celle ayant le paramétre b minimal.

Il est facile de prouver qu’il existe une seule droite discréte ayant le b minimal
[Debled-Rennesson 95]. Cette droite discréte de caractéristiques minimales est ap-
pelée droite discréte minimale pour le sous-segment discret. Pour faire simple, nous
appelons sous-segment discret minimal, un sous-segment discret de caractéristiques
minimales. Il existe de nombreuses autres propriétés sur les sous-segments discrets.
La plupart d’entre elles sont aussi applicables aux droites discrétes.
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Propriété 1.4.2. Deuz sous-segments discrets sont équivalents s’ils sont de la méme
droite discrete minimale méme s’ils n’ont pas les mémes extrémités.

Propriété 1.4.3. Un sous-segment discret est dit minimal si et seulement s’il
contient au moins trois points d’appuis de la droite discréte minimale qui le contient
[Debled-Rennesson 95, De Vieilleville 06].

Corollaire 1.4.1. Deux sous-segments discrets sont équivalents s’ils contiennent
trois points d’appuis identiques ou s’ils contiennent chacun trois points d’appuis de
la méme droite discréte.

Ces différentes propriétés sont la base des outils qui sont utilisés pour déterminer
les caractéristiques minimales d’un sous-segment. Dans la suite nous présentons deux
approches de reconnaissance de sous-segments discrets : la dilatation et [’érosion.

Dilatation de sous-segment discret

Définition 1.4.4 (Dilatation de sous-segment discret). On appelle dilatation de
sous-segment discret, ou simplement dilatation, ['opération qui consiste a ajouter
un point discret a gauche ou a droite d’un sous-segment discret S de caractéristiques
minimales (a,b,¢) : S (D,u,v)U (v+1,y) ou S (D,u,v) U (u—1,y).

A partir de I'algorithme de reconnaissance de Debled-Renesson [Debled-Rennesson 95]
(que nous présentons en détail dans le Chapitre 2 a la Section 2.2, Page 36), nous
avons des propriétés immédiates sur la dilatation. En dilatant un sous-segment
discret S (D, u,v) de caractéristiques minimales (a,b,c) a droite (respectivement
a gauche) nous avons les configurations suivantes :

o si Rope(u—1) ou Repe(v+1) est égal & —1 ou b, nous avons a faire & un
nouveau sous-segment discret avec de nouvelles caractéristiques. On vient alors
de rajouter un point faiblement extérieur qui sera un point d’appui sur le
nouveau sous-segment.

e Si0 < Rupe(u—1) < b—1 (respectivement 0 < Ryp.(v+1) < b—1),
le nouveau sous-segment conserve les mémes caractéristiques minimales que
I’ancien. On vient alors de rajouter un point intérieur.

e Dans les autres cas, c’est-a-dire R,p.(u—1) < =1 ou Rype(v+1) > b, la
dilatation ne produit pas un sous-segment discret.

Erosion de sous-segment discret

Définition 1.4.5 (Erosion de sous-segment discret). On appelle érosion de sous-
segment discret ou simplement érosion [’opération qui consiste a enlever un point
discret a extrémité gauche ou a l’extrémité droite d’un sous-segment discret S.

Mis a part le cas particulier ot S est composé d’un seul point, son érosion donne
un sous-segment discret S’. Les caractéristiques minimales de &’ différent de celle
de S si et seulement si S ne contient que trois points d’appuis et que le point enlevé
est un de ces points d’appuis [Debled-Rennesson 95, Roussillon 09]. Dans ce cas,
les caractéristiques minimales («, 5,7) de &’ se déduisent, en temps constant, des
coordonnées d'un vecteur que nous notons v(3, ). v est fonction du point d’appui
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TABLE 1.2 — Caractéristiques du sous-segment S’ obtenu apreés érosion d’un des trois

points d’appuis du sous-segment S

Suppression  a
gauche

Suppression  a
droite

S posséde deux points d’appuis supérieurs
Ui (Zuy s Yuy ) et Us(2y,, Yu,) et un point d’ap-
pui inférieur L(x;,y;) avec x,, < Ty,

7 = FEU)L
d’ou B = x;—xy,
et o = y—yy, +1

7 = LFE(U,)
d’ou f = xy, —1
et =y, —1—uy

S posséde un point d’appui supérieur
U(zy,y,) et deux points d’appuis inférieurs
L1<wl1ayl1) et L2<xl27yl2) avec xy, < Iy,

7 = FE(L)U
d’ou f =z, —xy,
et o =y, —y;, —1

7 = UFE(L)
d’ou g =z, —x,
et =y,+1-y,

supprimé, du point faiblement extérieur correspondant, et du prochain point d’appui.
Il peut y avoir quatre configurations que nous résumons dans le Tableau 1.2.
L’érosion et la dilatation sont a la base d’approches de reconnaissance de sous-
segment discret de complexité linéaire |Debled-Rennesson 95, Debled-Rennesson 96,
Roussillon 09]. Tl existe d’autres approches plus élaborées qui permettent de recon-
naitre un sous-segment discret. Nous présentons dans la suite deux telles approches :
I'arbre de Stern-Brocot et le diagramme de Farey. Les deux notions reposent sur la
notion de pente du sous-segment discret et établissent des relations intéressantes
entre cette notion et les noeuds de 'arbre de Stern-Brocot, et les éléments d’une
suite de Farey dans un espace dual, respectivement.

Arbre de Stern-Brocot

Une maniére de représenter les pentes des droites discrétes est de les décrire sous
la forme de leurs décompositions en fractions continues définie comme suit :

Définition 1.4.6 (Décomposition en fractions continues). La décomposition en frac-

. . , S 0w iy
tions continues d’une fraction irréductible § est son écriture sous la forme [qo, q1, @2, .., Gn)

tel que :

“ +
b QI‘F%

ot

1
an

avec ¢; E Net ¢; >1Vi>1

Exemple 1.4.1 (Exemples de décomposition en fractions continues de % et %)

.§:0+ﬁ§:mgg]
* 5 =0+ =[0123]
2+3

Dans 'exemple 1.4.1 on dira que [0, 1, 2] est un convergent de [0, 1, 2, 3]. La notion

de k-convergence est définie comme suit :

Définition 1.4.7 (k-éme convergent d’une fraction continue). Soit une fraction
continue ¢ = [0, q1, qa, ..., ¢n). Les q; sont appelés coefficients partiels de et les k+1
premiers coefficients partiels de ¢ constituent un k-éme convergent de ¢ qui est noté

Ck [De Vieilleville 06].
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L’arbre de Stern-Brocot est un arbre binaire équilibré qui permet de repré-
senter toutes les pentes de droites discrétes dans le premier octant [Lachaud 13

Largeteau-Skapin 07, Said 09, Said 11, De Vieilleville 06]. Dans cet arbre il y a deux
neceuds racines correspondant aux fractlons = a gauche et = & droite. Tous les autres
neceuds sont de la forme

et n—,’ sont deux fractlons dont les nceuds sont
adjacents. Dans [Largeteau—Skapin 07] il y a plus de détails sur la construction de

m+m’ m
nl

I'arbre de Stern-Brocot.

Chaque nceud de I'arbre de Stern-Brocot peut étre représenté par une série de
déplacements a gauche et /ou a droite a partir du nceud % Le lien entre décomposition
en fractions continues d’une fraction irréductible et son nceud dans ’arbre de Stern-

Brocot se trouve dans les déplacements a effectuer depuis ce noeud % pour 'atteindre
(voir la Figure 1.14). On note D un déplacement vers le noeud fils

a droite et G un
déplacement vers le nceud fils & gauche. Par extension on notera D™ ou G" les n

déplacements successifs vers la droite ou la gauche respectivement. Alors la suite des

déplacements a faire pour atteindre le nceud 2 = [0, ¢4, go,

s @n) est G D2 G si
n est impaire et G9 D%...D?% sinon |Largeteau-Skapin 07]. La Figure 1.14 montre

la série de déplacements a effectuer depuis le nceud % pour atteindre le nceud

.

N
AN

| ]
1113 12 9 9

96578

12 13 11 10 11 9
1110 11 13 12 9 9 12 13 11 10 11

FIGURE 1.14 — Déplacements dans ’arbre de Stern-Brocot pour atteindre le nceud
a partir du noeud 1

1
n’interviennent pas dans les déplacements.

: G'D?G?. Les nceuds 9 et ¢ ne sont pas représentés car ils

Il est facile de constater que pour les droites discrétes dans le premier octant
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ou 0 < a < b toutes les pentes possibles correspondent & des nceuds a gauche
1

du nceud correspondant a 1. Par ailleurs, si on considére deux fractions Tg—f et 7:;22
dans I'arbre, si 7& < 72 alors le nceud de 7+ est a gauche de celui de 2. Alinsi,
si ’T’L‘—; est la pente d’une droite discréte, et ’:11 la pente d'un de ses sous-segments
il existe un déplacement DPGY entre le noeud de % et celui de Z‘—j, oup > 1, et
q > 0 |[De Vieilleville 06]. Inversement il existe un déplacement G?DP entre le noeud
de ’7’;—11 et celui de ’7’;—2 Cela permet de définir deux approches de reconnaissance
de sous-segment discrets : I'une appelée approche descendante de I’arbre de Stern-
Brocot reposant sur le déplacement DPGY et 'autre appelée approche ascendante
de l'arbre de Stern-Brocot reposant sur le déplacement GYDP [De Vieilleville 06,

Said 09, Said 11, Lachaud 13].

Diagramme de Farey

o8] W NA
o6t AN\ NN

U 0.4

0.2

0.2 0.8 1

{a) i)

ek

FIGURE 1.15  (a) Sous-segment (1,3,1) de points d’appuis U, U’, L et L'. (b)
Préimage du sous-segment : A, B, C' et D correspondent aux droites de I'image
(c). Le point caractéristique D( ) est le sommet inférieur gauche du polygone de
Farey.

Il existe une autre facon de représenter les pentes de droite discréte que 'arbre de
Stern-Brocot. En effet, les suites de Farey permettent d’énumérer toutes les pentes
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rationnelles et de les représenter de maniére ordonnée.

Définition 1.4.8 (Suite de Farey). La suite de Farey d’ordre n, notée F,, est la
suite croissante des fractions rationnelles irréductibles comprises entre 0 et 1 dont
le dénominateur est inférieur ou égal a n.

01 11 213 2 3 41
Exemple 1.4.2. F5—{T,g,z,g,g,i,g,g,z,g,i

Il existe des relations intéressantes sur les suites de Farey qui permettent de les
utiliser dans la reconnaissance de sous-segment discret. En particulier, les liens entre
suites de Farey et les arbres de Stern-Brocot sont détaillés dans [Largeteau-Skapin 07].
Nous nous intéressons ici aux relations qui existent entre les suites de Farey et les
sous-segments. Nous commencons par introduire la notion de préimage de sous-
segment avant de présenter les relations existantes entre cette préimage et les suites
de Farey.

La préimage P(S) d’un sous-segment discret S est 1’ensemble des droites dis-
crétes pouvant contenir S [Dorst 91, Sivignon 12]. C’est a dire que

P(S)={(a,8),|a| <1V(z,y) €S,0< ar—y+ [ < 1}

ou « représente la pente et 3 le décalage a 'origine. La préimage est généralement
représenté dans un espace dual a I’espace discret que nous appelons dans ce contexte,
espace (a, ). Dans cet espace P(S) correspond a un polygone dont les cotés et
sommets ont des relations avec les droites et points d’appuis du sous-segment discret
S. Ces relations sont définies comme suit :

Proposition 1.4.1 (Relations entre P(S) et S [Sivignon 12]). Soit un sous-segment
discret S. Soit U et U’ (respectivement L et L') deux points d’appuis supérieurs
(respectivement inférieurs) consécutifs de S. Soit P(S) la préimage de S. P(S)
correspond a un polygone ABCD, ou A est le sommet le plus a gauche et en haut
et les autres sont nommeés dans ['ordre suivant le sens contraire aux aiguilles d’une
montre. Nous avons les relation suivantes :

e B correspond a la droite d’appui supérieure (UU') ;

e D correspond a la droite d’appui inférieure (LL') avec une translation de vec-

teur (0,1) dans l’espace de paramétres ;

e A correspond a la droite (U'LY) oo LT = L+ (0,1);

e C correspond a la droite (UL'Y) ou L't = L'+ (0,1).
S a comme caractéristiques minimales (a, b, c¢) si et seulement si les coordonnées de
B sont (£,£). On dit que B est le point caractéristique de P(S) et que [AB] et
[BC] sont ses c6tés inférieurs.

La Figure 1.15, tirée de [Coeurjolly 05b], donne une illustration de la préimage
d’un sous-segment discret.

Pour reconnaitre un sous-segment discret S, il faut alors déterminer le point
caractéristique de sa préimage P(S). C'est 1a que nous pouvons utiliser les suites
de Farey. Commencons par associer a chaque couple d’entiers positifs une droite
appelée rayon définie comme suit :

Définition 1.4.9 (Rayon [Sivignon 12|). Soient = et y deuz entiers positifs. Le
rayon défini par x et y est défini et noté :R(x,y) = {(a, ) | = —za+y} ot = est
appelé pente du rayon mais correspond a la valeur absolue de la pente du rayon.
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Le rayon R(x,y) est une droite de P(S) passant par le point d’ordonnées (x,y).
Comme nous supposons que nous sommes dans le premier octant, 0 <y <z < n ou
n est la taille de S. Par ailleurs, comme les équations sont de la forme f = —zxa + v,
0<a<let0<B<I.

Le diagramme de Farey permet de considérer tous les rayons dont les pentes ont
un dénominateur inférieur a n correspondant a ’abscisse du dernier point discret de
S?. La définition du diagramme de Farey est faite comme suit :

Définition 1.4.10 (Diagramme de Farey [Sivignon 12|). Le diagramme de Farey
d’ordre n, noté F,, est défini dans l’espace (o, B) comme un arrangement de tous
les rayons R(x,y) tel que 0 <y <z <n, ettel que 0 <a<1let0<p<1.

Les rayons d’'un diagramme de Farey partitionnent 'espace en polygones (qua-
drilatére, triangle) appelés facettes. Et il existe une bijection entre les facettes de
F, et 'ensemble de sous-segments discrets de taille n [McIlroy 85|. La facette de S
dans F,, correspond ainsi a P(S). Finalement, le point caractéristique de P(S) est

un point v (g, 2) de la facette de § dans F,,. Inversement, pour déterminer les carac-

téristiques minimales (p, ¢, ) de S, il suffit de déterminer la facette de F,, contenant

A (%, 19)) ou (a, b, c) sont les caractéristiques de la droite discréte contenant S.

1.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre des notions de base pour les travaux que
nous présentons dans ce manuscrit. La grande différence entre géométrie euclidienne
et géométrie discréte réside dans le fait qu’on associe au point discret une région de
I’espace appelée pixel en dimension 2 ou voxel en dimension 3. De fagon générique,
et lorsqu’on s’intéresse au multi-échelles, le point discret est associé a un pavé qui
a une forme rectangulaire en dimension 2 et hexaédrique en dimension 3. Nous
avons défini des notions de voisinage entre points discrets, base de la topologie en
géométrie discréte. A partir de cette notion, il est possible de construire des modéles
de primitives discrétes comme les hyperplans ou les hypersphéres discrets. Nous
avons présenté les modéles qui nous intéressent avant de présenter les primitives
que nous étudions dans les chapitres suivants. Comme hyperplans discrets, nous
nous intéressons aux droites discrétes et aux sous-segments discrets dont nous avons
présenté les principales notions et propriétés. Comme hypersphéres discrets nous
nous intéressons aux arcs de cercles et aux cercles discrets, dont nous avons aussi
présenté des notions et propriétés.

Nous avons ensuite présenté des outils utilisés dans la littérature pour la recon-
naissance de sous-segment discret que nous abordons dans le chapitre suivant. Nous
avons d’abord présenté deux approches basées sur des propriétés arithmétiques sur
la dilatation et I'érosion de sous-segment discret. Puis nous avons présenté des outils
comme I'arbre de Stern-Brocot et le Diagramme de Farey qui permettent de faire
de la reconnaissance de sous-segment discret.

Dans les chapitres suivants, nous présentons nos contributions pour la reconnais-
sance des primitives discrétes. Dans le Chapitre 2, nous présentons nos travaux sur

2. On peut toujours ramener le début du sous-segment & ’abscisse 0 par translation et modifi-
cation des caractéristiques
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la reconnaissance de sous-segment discret. Dans le Chapitre 3, nous présentons nos
travaux sur ’amélioration des approches de reconnaissance de cercles discrets et de
droites discrétes multi-échelles.
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Chapitre 2

Reconnaissance de sous-segments

discrets
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Chapitre 2. Reconnaissance de sous-segments discrets

2.1 Introduction

Dans le cadre de nos travaux, nous nous sommes intéressés a un probléme spéci-
fique de reconnaissance de sous-segment discret. Le probléme est typique a la géomé-
trie discréte multi-échelles et est déja abordé dans [Lachaud 13, Said 09, Said 11].
Si nous considérons le sous-segment discret comme une partie connexe de la droite
discréte a un niveau de description plus raffiné, pouvoir le reconnaitre permet une
analyse multi-échelles de la droite discréte. Ce processus de reconnaissance de sous-
segment a, comme entrées, les caractéristiques d’une droite discréte (a,b,c) et les
coordonnées de deux de ses points discrets P et () qui constituent les extrémités du
sous-segment discret. La reconnaissance consiste a déterminer les caractéristiques
du sous-segment discret délimité par ces deux points. Il y a donc une différence avec
les problémes de reconnaissance classiques car ici nous avons des informations im-
portantes comme le fait que les points du sous-segment discret appartiennent a une
droite discréte dont les caractéristiques sont connues. Cela explique pourquoi la plu-
part des algorithmes de reconnaissance de sous-segment discret ont une complexité
logarithmique [Lachaud 13, Said 09, Said 11, Sivignon 12|. Ce qui est inimaginable
sans connaissance a priori des points appartenant au sous-segment discret.

Nous nous intéressons a une nouvelle approche de reconnaissance d’un sous-
segment discret pour deux raisons principales :

e avoir une approche simple, basée sur des propriétés arithmétiques connues des
droites et sous-segments discrets, et facilement programmable : nous pensons
avoir atteint cet objectif et le montrons tout au long de ce chapitre;

e avoir une approche extensible en dimension 3 : nous avons rencontré des contra-
dictions avec certains des théorémes (vrais en dimension 2) dans Iextension
en dimension 3 mais nous en discutons et proposons des pistes dans les pers-
pectives.

Pour rappel, étant donné une droite discréte définie par 0 < ax — by — ¢ < b (avec
0 < a < b), le reste arithmétique est noté R,y.(x) = az — by — ¢ = {*¢}, nous
utilisons la notation {%} pour n. mod m.

Nous montrons que, sous certaines conditions, il existe une relation d’ordre entre
les restes arithmétiques des points du sous-segment discret par rapport aux carac-
téristiques de la droite discréte et par rapport aux caractéristiques du sous-segment
discret. En particulier, nous montrons que les points du sous-segment discret ayant
respectivement le reste arithmétique minimal et le reste arithmétique maximal par
rapport aux caractéristiques de la droite discréte sont des points d’appuis supérieur
et inférieur respectivement du sous-segment discret. En plus, nous montrons que
le calcul de ces restes minimal et maximal peut se faire avec des algorithmes de
complexité logarithmique dont la simplicité est équivalente a I’algorithme d’Euclide.
Finalement déterminer trois points d’appuis du sous-segment discret revient a cal-
culer trois restes qui ont la valeur minimum ou maximum de ’ensemble des restes
arithmétiques du sous-segment discret. Rigoureusement, il s’agit de déterminer deux
maxima et un minimum ou deux minima et un maximum suivant les configurations.
Ensuite, avec les trois points d’appui, il est facile de calculer les caractéristiques du
sous-segment discret. L’algorithme résultant est trés simple et efficace au point d’étre
relativement plus rapide que des approches précédentes [Lachaud 13, Sivignon 12].

Dans la deuxiéme section de ce chapitre, nous présentons succinctement des
approches de reconnaissance de sous-segment existant et faisons un bref récapitu-
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latif. Dans la troisiéme section, nous présentons l'approche de reconnaissance de
sous-segment que nous proposons. Nous introduisons d’abord des notions relatives
a l'érosion et la dilatation de sous-segment discret. Nous nous intéressons ensuite au
calcul des restes minimal et maximal d’une suite de restes arithmétiques du sous-
segment discret. Puis nous présentons 1’algorithme principal de reconnaissance du
sous-segment discret et montrons des résultats de comparaissons avec les approches
précédentes. Dans la quatriéme section, nous proposons des perspectives d’optimi-
sation de nos travaux et discutons de la possibilité de ’extension en dimension 3 a
la reconnaissance de morceau de plan discret et de sous-segment discret.

2.2 Etat de I’art sur la reconnaissance de sous-segment
discret

La reconnaissance de sous-segments discrets est un sujet étudié dans la com-
munauté de géométrie discréte et de reconnaissance de formes. Il y a plusieurs ap-
proches qui ont été proposées comme un parcours incrémental du sous-segment dis-
cret [Debled-Rennesson 96, Debled-Rennesson 95|, I'utilisation de propriétés d’enve-
loppe convexe du sous-segment discret [Buzer 06], 'utilisation de propriétés arithmeé-
tiques en relation avec I'arbre de Stern-Brocot [Lachaud 13, Roussillon 09, Said 10,
Said 09, Said 11], et I'utilisation d’un espace dual [Sivignon 04, Sivignon 12|. Nous
nous intéressons a trois de ces approches permettant de déterminer les caractéris-
tiques analytiques du sous-segment discret. La premiére approche a été proposée
par Debled-Rennesson et Reveilles [Debled-Rennesson 96]. Cette approche se base
sur des relations arithmétiques et géométriques du sous-segment discret en rela-
tion avec la dilatation pour déterminer de facon incrémentale ses caractéristiques
analytiques. La seconde approche concerne les travaux de De Vieilleville, Lachaud
et Said [Lachaud 13, Said 10, Said 09, Said 11, De Vieilleville 06] qui montrent le
lien entre 1’évolution des caractéristiques analytiques d’un sous-segment discret et
des parcours dans I’arbre de Stern-Brocot. Il en résulte deux approches de recon-
naissance de sous-segment discret basées respectivement sur des parcours descen-
dant |Lachaud 13, Said 10, Said 09] et ascendant |Lachaud 13, Said 10, Said 11|
dans I'arbre de Stern-Brocot. La troisiéme approche est proposée par Sivignon
[Sivignon 12| qui pose la reconnaissance de sous-segment discret comme un pro-
bléme de détermination d’un point dans le diagramme de Farey.

Dans cette premiére section, nous rappelons quelques notations et présentons
les trois approches précédentes. Nous concluons par un bref récapitulatif et une
comparaison sommaire des différentes approches.

2.2.1 Rappels sur les droites et les sous-segments discrets
naifs

En dimension 2, une droite discréte naive dans le premier octant de caractéris-

tiques (a, b, c) est Pensemble des points discrets de coordonnées (x,y) € Z? tels que

0<ar—by—c<bet0<a<b Nous lenotons dans la suite D(a, b, ¢) et I"appelons

indifferemment droite discréte ou droite infinie ou encore droite support. Une des
caractéristiques de la droite discréte naive est qu’a chaque abscisse correspond un
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et un seul point discret de la droite. Nous notons Pp(x) le point discret de la droite
D d’abscisse .

L’ensemble des points discrets d’'une droite discréte dont les abscisses sont com-
prises entre celles de deux points discrets distincts correspond & un sous-segment
discret. Supposons que les abscisses des deux points sont u et v avec u < v, nous
notons alors le sous-segment discret S (D, u,v) ou D est la droite support. On peut
aussi noter le sous-segment discret S (o, £, ) lorsque ses caractéristiques analytiques
sont (o, 3,7); c’est a dire que S contient trois points d’appuis d’une droite support
D' (a, 8,7)

Pour rappel un point d’appui supérieur de coordonnées (x,y) est tel que ax —
by —c = 0 et un point d’appui inférieur de coordonnées (x,y) est tel que ax — by —
¢ = b — 1. Nous utilisons le terme point d’appui pour désigner indifféremment un
point d’appui inférieur ou supérieur. Par ailleurs, un point faiblement supérieur de
coordonnées (z,y) est tel que ax — by — ¢ = —1 et un point faiblement inférieur de
coordonnées (x,y) est tel que ax—by—c = b. Nous utilisons le terme point faiblement
extérieur pour désigner indifféremment un point faiblement inférieur ou supérieur.
Nous définissons aussi un point fortement supérieur de coordonnées (x, y) comme un
point discret tel que ax —by —c < —1 et un point fortement inférieur de coordonnées
(x,y) comme un point discret tel que axz — by — ¢ > b. Nous utilisons le terme point
fortement extérieur pour désigner indifferemment un point fortement inférieur ou
supérieur. Enfin, nous définissons un point fortement intérieur de coordonnées (x,y)
comme un point discret tel que 0 < ax — by — ¢ < b — 1. Un point intérieur est un
point d’appui ou un point fortement intérieur.

Un palier d'une droite discréte ou d’'un sous-segment discret est un ensemble
de points discrets voisins de méme ordonnée appartenant a la droite discréte ou
au sous-segment discret. Comme nous étudions les droites et sous-segments discrets
dans le premier octant, dans les parcours (ou pour 'orientation) nous allons de la
gauche vers la droite pour les abscisses et du bas vers le haut pour les ordonnées.
Cela veut dire que le premier point discret d’un sous-segment discret est celui le plus
a gauche et en bas.

2.2.2 Approche de reconnaissance de Debled-Rennesson et
Reveilles

Dans cette sous-section nous présentons ’approche de reconnaissance de sous-
segment discret proposée par Debled-Rennesson et Reveilles [Debled-Rennesson 96].
L’approche se base sur une dilatation successive du premier palier du sous-segment
discret a reconnaitre.

Soit & un sous-segment discret d’extrémités les points discrets A et B d’abscisses
respectives u et v avec u < v. Dans la suite nous notons S; des parties de S et leurs
extrémités A; et B; d’abscisses respectives u; et v; avec u; < v;.

Soit Sy le premier palier du sous-segment discret S. Les caractéristiques de Sy sont
(a,b,c) = (0,1, —yo) o yo est Pordonnée de Ay. Soit P(xp,yp) = Pp(vg + 1) le
point connexe & By. Soit U(zy,yy) le point d’appui supérieur le plus a droite de
So et L(xp,yr) le point d’appui inférieur le plus a droite de Sy. Soit S;(«, 5,7) =
So U P, une dilatation de Sy par 'ajout & Sy du point discret P. Debled-Rennesson
et Reveilles ont montré que les caractéristiques («, 3,7) de S se déduisent des
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caractéristiques (a, b, ¢) de Sy [Debled-Rennesson 96]. Ainsi :
e Si P est un point faiblement supérieur de S :
— P devient un point d’appui supérieur de S ;
—a=yp—yy, B=1zp—xy et y=ary — Pyu.
e si P est un point faiblement inférieur de Sy :
— P devient un point d’appui inférieur de Sy ;
~a=yp—yL, f=wp—xpety=ar,— Py —F+1
e si P est un point intérieur de Sy, les caractéristiques de S; sont les mémes que
celles de Sy : (o, B,7) = (a,b,¢);
e si P est un point fortement extérieur de Sy, S; n’est pas un sous-segment
discret.
L’exemple 2.2.1 donne un exemple de reconnaissance de sous-segment discret par
cette approche.

Exemple 2.2.1 (Reconnaissance du sous-segment S (D, 15, 48) avec D (59, 88,0)).

e S(D,15,16) est le premier palier du sous-segment S (D, 15,48) et a comme ca-
ractéristiques (0,1, —10) ou 10 représente l'ordonnée du premier point d’abs-
cisse 15 noté Pp (15). Le point d’abscisse 15, Uy = Pp (15), est un point
d’appui supérieur de la droite Dy (0,1, —10) et le point suivant, d’abscisse 17,
Py = Pp (17), est un point faiblement extérieur de la droite Dy (0,1, —10).

e Le sous-segment dilaté obtenu par l’ajout de Py S, = So U Py a donc de nou-
velles caractéristiques. Ces nouvelles caractéristiques sont (1,2, —5) et sont
déterminées a partir du vecteur m.

e Le point d’abscisse 18, Py = Pp (18), est un point faiblement extérieur de
la droite Dy (1,2, =5). Donc le sous-segment dilaté obtenu par l'ajout de Py,
Sy = 81U Py, ales nouvelles caractéristiques (2,3,0) déterminées a partir du

vecteur Uy P .

e Les points discrets dont les abscisses sont comprises entre 19 et 48 sont tous in-
térieurs a la droite Dy (2,3,0). Le sous-segment S (D, 15,48) a donc les mémes
caractéristiques (2,3,0).

La mise a jour incrémentale des caractéristiques d’un sous-segment par dilata-
tions successives, permet de définir un algorithme de reconnaissance de sous-segment
discret. Cet algorithme est de complexité linéaire en nombre de points discrets du
sous-segment discret. Il commence par le premier palier que nous notons Sy. Puis il
procéde a des dilatations successives et effectue des mises a jour lorsque le point dis-
cret & ajouter est un point faiblement extérieur. L’algorithme s’arréte aprés 'ajout
du dernier point discret au sous-segment discret.

2.2.3 Approches reposant sur un parcours dans ’arbre de
Stern-Brocot

Dans I'algorithme proposé par Debled-Rennesson et Reveilles, seuls les points
faiblement extérieurs induisent des mises a jour de caractéristiques. Il n’est donc pas
nécessaire de traiter tous les points du sous-segment. Said et Lachaud ont montré
comment déterminer, en temps constant, les caractéristiques de S;;1 a partir de S;
oll §;41 est le résultat de I'ajout d’un point faiblement extérieur au sous-segment S;
[Said 09, Said 11]. Ils ont ensuite fait le lien entre ces mises a jours et des parcours
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dans I'arbre de Stern-Brocot. Dans cette sous-section, nous présentons leurs travaux
sur la reconnaissance de sous-segment discret en parcourant I’arbre de Stern-Brocot.

Parcours descendant de I’arbre de Stern-Brocot

Un sous-segment peut étre décrit par un code de Freeman spécifique qui est
périodique que nous appelons pattern (ou pattern renversé) correspondant au dé-
placement entre deux points d’appuis supérieurs (ou inférieurs) consécutifs. Les tra-
vaux de De Vielleville et Lachaud [De Vieilleville 06] font le lien entre ce pattern
et la décomposition en fractions continues de la pente z du sous-segment. Soit un
sous-segment S de pente z = ¢ et dont la décomposition en fractions continues est
[0, q1, g2, ...qx] avec k € N*. Notons z; le i-éme convergent de z. Le pattern de S, c’est
a dire la suite de déplacements selon le code de Freeman entre deux points d’appuis
supérieurs de S, est noté E (z;) (pour plus de détails voir la Sous-Section 1.4.2 du
Chapitre 1 a la page 27). E'(z;) se construit comme suit :

o F(z)=0;

a1

e F(z)=0...01;

o F(zx) = E(2k-1)"™ E (25—2) si k est impair;

o F(z) = E (zk_2) E (2k_1)" si k est pair;

Exemple 2.2.2 (Calcul du pattern de la pente 1—71) 1—71 =[0,1,1,1, 3] donc le pattern
a calculé est E (z4). On a alors :
E(z)=0;
. )=0'1;
o E(z)=E(z)E (%) =001;
. )
. )

[ ]
I\
o

On dit que le pattern recouvre le sous-segment. Reconnaitre un sous-segment
discret revient alors a reconnaitre le pattern qui le recouvre. Ce qui peut se faire
par un test des patterns correspondants aux différents convergents de la pente de la
droite infinie. Comme les pentes correspondant aux convergents sont des nceuds de
I’arbre de Stern-Brocot , cela revient a une recherche descendante dans I'arbre de
Stern-Brocot. Said et Lachaud proposent un algorithme de recherche du convergent
adéquat appelé SmartDSS |Lachaud 13, Said 09].

Parcours ascendant de 1’arbre de Stern-Brocot

Pour déterminer le pattern du sous-segment discret, il est aussi possible de consi-
dérer I'évolution de la pente du sous-segment discret dans le sens inverse; c’est a
dire en allant de la pente de la droite discréte a celle de la pente du sous-segment
discret. Dans ce cas, il s’agit d’une ascension dans l'arbre de Stern-Brocot. Ce
procédé ressemble a ce que nous avons tantot appelé érosion (Chapitre 1, Sous-
Section 1.4.2, Page 26) et est plus efficace en terme de temps de calcul des ca-
ractéristiques du sous-segment [Said 11| que I'approche précédente (dilatation de
sous-segment discret). L’érosion de sous-segment discret a aussi été abordée dans
[Debled-Rennesson 95, Roussillon 09]. Dans cette approche, il faut considérer le
sous-segment comme le résultat d’une succession d’érosions de la droite infinie. Pour

38



2.2 Etat de ’art sur la reconnaissance de sous-segment discret

déterminer les caractéristiques d'un sous-segment S, on commence par considérer
un sous-segment initial Sy ayant exactement trois points d’appuis de la droite et qui
contient tous les points de S. Puis on procéde a des érosions de Sy jusqu’a obtenir
uniquement les points de S. L’érosion peut se faire dans les deux sens mais nous
considérerons 1’érosion de droite vers la gauche, ’érosion dans ’autre se déduisant
facilement. Aprés érosion, donc de droite vers la gauche, de S :

e Sil’érosion concerne un point fortement intérieur, ses caractéristiques ne changent

pas ;

e Sil’érosion concerne un point faiblement intérieur, ses caractéristiques changent :

— Si c’est un point d’appui supérieur Uy, les nouvelles caractéristiques de Sy
sont définies & partir du vecteur LoLFE; ot Lj est le point d’appui inférieur
le plus prés de U; et LE; est le point faiblement extérieur de méme abscisse
que Uy ;

— Si ¢’est un point d’appui inférieur Lq, les nouvelles caractéristiques de Sy
sont définies a partir du vecteur UyU E; ou Uj est le point d’appui supérieur
le plus prés de L; et UE] est le point faiblement extérieur de méme abscisse
que Lq.

Le principe d’érosion est illustré dans la Figure 2.1. Le passage de Sy & &1 ou
S1 est le résultat d’un point d’appui de Sy se répercute par un changement de
caractéristiques. Dans I’arbre de Stern-Brocot cela revient a une ascenssion du nceud
correspondant a la pente de Sy a celui correspondant a la pente de S;.

Les différentes caractéristiques des sous-segments S; correspondent donc aux
différents noeuds de 'arbre de Stern-Brocot qu’il y a entre le nceud correspondant a la
pente de la droite discréte et celle correspondant a la pente du sous-segment discret
[De Vieilleville 06]. Said et Lachaud proposent un algorithme, ReverseSmartDSS,
pour déterminer efficacement les caractéristiques du sous-segment discret par un tel
parcours |Lachaud 13, Said 11].

2.2.4 Approche basée sur un parcours dans le diagramme de
Farey

De facon classique, la reconnaissance de sous-segment peut se poser comme le
probléme suivant |[Mcllroy 85] :

Probléme 1 : Etant donnée une droite discréte D de caractéristiques (a, b, i)
et deux points P (zp,yp) et Q (xg,yg), comment calculer les caractéristiques mini-
males (o, 3,7) d’'un sous segment S = {(z,y) € D|zp <z < x0}.

En utilisant les notions de pente et les outils associés nous pouvons reformu-
ler ce probléme. Dans cette sous-section nous présentons la reformulation faite par
Sivignon [Sivignon 12|. Pour rappel, la préimage d’un sous-segment discret est ’en-
semble des droites infinies qui peuvent le contenir. 11 est possible de représenter la
préimage dans un espace dual a I'espace image appelé par Sivignon espace (a, () ot
% représente une pente. Dans cet espace Sivignon montre qu’il existe un point, ap-
pelé point caractéristique v (%, %), intersection de droites duales de points d’appuis
du sous-segment discret. Elle montre ensuite comment déterminer ce point caracté-
ristique. Comme le diagramme de Farey permet de représenter les droites de pentes
rationnelles, I'espace duale peut étre associé au diagramme de Farey. Dans le dia-
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FIGURE 2.1  Principe d’érosion de sous-segment : (a)S(Sp,2,7) dont les points
discrets sont en cyan ne contient qu'un point d’appui (en bleu) de Sy(3,8,0). (b)En
érodant le deuxiéme point d’appui de Sy on obtient Si(1,3,0) avec une nouvelle
configuration de droites d’appuis (en rouge) et S contient désormais au moins 3
points d’appuis. On en déduit que les caractéristiques de S sont celles de S;.
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gramme de Farey, les droites duales s’intersectent et forment des polygones appelés
facettes. Sivignon montre que la détermination du point caractéristique revient a
la détermination du sommet en bas et a gauche de la facette contenant le point
correspondant a la pente de la droite infinie dans un diagramme de Farey d’ordre
n ou n représente la taille du sous-segment discret. C’est pourquoi, la simplification
de Sivignon correspond & une reformulation du premier probléme en le deuxiéme
probléme [Sivignon 12| suivant :

Probléme 2 : Etant donnés les points A(%, %) et Q(zq,yq) comment déter-
miner un point v du diagramme de Farey d’ordre n = z¢ tel que v soit le point
caractéristique de la facette contenant A.

Ainsi la reconnaissance d’un sous-segment revient a déterminer le point carac-
téristique de la facette de F;, contenant A. Pour réaliser cela de fagon efficace, Sivi-
gnon se base sur 'approche de [Mcllroy 85|, et propose un algorithme de complexité
O (logn) ot n est la taille du sous-segment discret. Il existe des propriétés et corol-
laires intéressantes sur le diagramme de Farey et ses relations au polygone préimage
d’un sous-segment. Ces propriétés permettent de définir un algorithme de résolu-
tion du probléme 2, ¢’est-a-dire déterminer le point caractéristique d’une facette F,
contenant un point donné A (%, %) [Sivignon 12|. Celle sur laquelle se base I’approche
de Sivignon est énoncée comme suit (le lecteur peut se référer a la Sous-section 1.4.2
du Chapitre 1 a la Page 29) :

Propriété 2.2.1. Un point v (%, 2—“) est le point caractéristique d’une facette si et
v v

seulement st :
1. soit v est le point d’intersection des deuz cotés bas :

a) le rayon sur lequel se trouve le coté bas et droit est celui de pente minima
[ [ lset le coté bas et droit est celui d te minimal
dans v ;

(b) le rayon sur lequel se trouve le coté bas et gauche est celui de pente mazi-
mal dans v ;

2. soit v est sur l'unique coté bas et il existe plusieurs rayons passant par le point
Pv Tu+1
@’ Qo ’
En se basant sur la Propriété (2.2.1) et les travaux de Mclroy [Mcllroy 85| Sivi-
gnon définit une approche a 3 étapes pour résoudre le probléme 2 :

1. Chercher la bande dans laquelle se trouve A ;

2. Déterminer le rayon le plus haut qui couvre ou passe en dessous de A soit R ;
ce rayon est le support d’un co6té bas de la facette;

3. Parcourir le rayon R pour déterminer le point caractéristique.

La premiére étape est résolu par des approches basées sur la décomposition en
fractions continues [Hardy 89| dans la littérature mais Sivignon propose I’algorithme
de Charnier et de Buzer [Charrier 09]. Elle propose ensuite des algorithmes pour les
deux derniéres étapes (Algorithme 1 et 2 de [Sivignon 12]).

2.2.5 Reécapitulatif des approches existantes

Les trois approches, que nous avons présentées, ont toutes été implémentées. Celle
qui se base sur le parcours ascendant dans ’arbre de Stern-Brocot a la complexité
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minimale qui est O (logd) ou § est la différence en profondeur entre les décompo-
sitions en fractions continues de la pente de la droite support et du sous-segment
discret.

De facon générale, lorsqu’on veut déterminer les caractéristiques analytiques d'un
sous-segment discret il y a 3 configurations possibles :

e le sous-segment discret contient trois points d’appuis de la droite support :

dans ce cas ses caractéristiques analytiques sont celles de la droite support et
cela est déterminé en temps constant O (1);

e le sous-segment discret contient deux points d’appuis (un supérieur et un in-
férieur) de la droite support : dans ce cas ses caractéristiques analytiques sont
différentes de celles de la droite support et sont déterminables en temps loga-
rithmique O (log d) o § est la différence en profondeur entre la décomposition
en fractions continues de la pente de la droite support et celle du sous-segment
discret ;

e le sous-segment discret contient un point d’appui de la droite support : dans
ce cas ses caractéristiques analytiques sont différentes de celles de la droite
support mais peuvent étre déterminés en temps constant O (1).

Au vu des approches existantes on pourrait se demander quelle est la nécessité
de proposer une nouvelle approche. Notre objectif n’est pas de montrer qu’on peut
faire mieux mais qu’on peut faire plus simple. D’ailleurs, comme nous le montrons
par la suite, notre approche, méme si elle est plus rapide, partage la méme classe
de complexité que les autres approches présentées. Mais surtout, pour 'extension
en dimension 3 notre approche pourrait étre une alternative étant donné qu’aussi
bien le diagramme de Farey que I’arbre de Stern-Brocot n’ont pas une extension
immédiate en dimension 3 contrairement aux restes arithmétiques.

Dans le Tableau 2.1 (Page 43), nous présentons un récapitulatif des approches
de reconnaissance de sous-segment discret présentées avec ce que nous considérons
comme avantages et inconvénients. Nous considérerons un sous-segment S de carac-
téristiques (o, 5, 1) de n pixels et reposant sur une droite infinie D de caractéris-
tiques (a, b, c). Nous considérons aussi que la décomposition en fractions continues

de § est [0,q1,q2, ..., @), et que celle de ¢ est [0,q1, G2, ..., G, -, @n]. S0it 0 = n — k.

B
Nous considérons finalement le premier palier horizontal du sous-segment S comme

le sous-segment S.

2.3 Nouvelle approche de reconnaissance de sous-
segment discret

Dans cette section nous présentons des notions, des définitions, des notations et
des propriétés des sous-segments discrets. Nous mettrons particuliérement 1’accent
sur les restes arithmétiques du sous-segment discret et leurs relations avec les restes
arithmétiques de la droite discréte correspondante.

2.3.1 Notations et définitions

Pour rappel, deux sous-segments discrets sont équivalents s’ils appartiennent a
la méme droite discréte minimale et ont chacune trois points d’appuis de la droite
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TABLE 2.1 — Récapitulatif sur les approches de reconnaissance de sous-segment.

Approche utilisée Complexité Avantages Inconvénients

DRI5 : Mise a jour de | O (n) ou nrepré- | Simple Moins efficace et né-

Sop a l'ajout de points | sente le nombre cessité de refaire le

faiblement extérieurs | de pixels de S parcours pour recalcu-
ler les caractéristiques
lors de modifications
(érosions ou dilata-
tions) de S.

SmartDSS : Déter- | O (logn) ou | Efficace Il n’est pas nécessaire

mination du pattern | n représente le de calculer toutes les

qui recouvre S nombre de pixels étapes  (k-convergent

parcours descen- | de § de 7).

dant de [Il'arbre de

Stern-Brocot

ReversedSmartDSS ; O (logd) on ¢ | Efficace Structures et calculs

Détermination du pat-
tern  qui  recouvre
S : parcours ascen-
dant de Darbre de
Stern-Brocot

est la différence
en  profondeur

entre les dé-
compositions
en fractions

continues de 2

b
et%

complexes et difficile-
ment extensible en di-
mension 3.

Projection dans le
diagramme de Fa-
rey : Déterminer un
point caractéristique
dans un espace dual

O (logn) ol
n représente le
nombre de pixels

de &

Efficace et ex-
tensible pour les
droites & pentes
irrationnelles.

Structures et calculs
complexes en dimen-
sion 3.

43




Chapitre 2. Reconnaissance de sous-segments discrets

support. En plus des définitions et notations présentées en Section 1.4 (Page 22,
Chapitre 1), nous introduisons les notions de dilatation et érosion pivot :

Définition 2.3.1 (Dilatation de pivot droit). Soit un sous-segment S = S (D, u,v).
S’ est une dilatation de pivot droit (ou simplement dilatation s’il n’y a pas d’am-
biguités) de S si et seulement si 8" = S (D, u,v") n’est pas équivalent & S mais que
son érosion S (D, u,v" — 1) lest.

Définition 2.3.2 (Erosion de pivot droit). Soit un sous-segment S = S (D, u,v).
S” est une érosion de pivot droit (ou simplement érosion s’il n’y a pas d’ambiguités)
de S si et seulement S” = S (D, u,v") n'est pas équivalent & S mais que sa dilatation
S (D,u,v" + 1) lest.

On définit de la méme maniére la dilatation de pivot gauche et [’érosion de pivot
gauche.

Il y a des propriétés immédiates sur les dilatations et les érosions qui sont
déja énoncées dans les travaux de Reveilles [Reveillés 91|, Troesch [Troesch 93], et
Debled-Rennesson [Debled-Rennesson 95, Debled-Rennesson 96|. Nous savons ainsi
que dans un sous-segment d’une droite discréte minimale, la dilatation a droite d’une
érosion de pivot droit est une dilatation de pivot droit et vice et versa. Par ailleurs,
la dilatation de pivot d'un sous-segment discret contient toujours exactement trois
points d’appuis (par rapport aux caractéristiques minimales du sous-segment discret
dilate).

Dans la Figure 2.2, nous montrons un sous-segment discret érodé S et sa dila-
tation S;y1. Les sous-segments discrets S; et S! sont équivalents. Pour la clarté de
certaines figures, nous représenterons des sous-segments discrets non pas par l'en-
semble des points discrets (z,y) qui le constituent mais par I’ensemble de points
de type (z, Rape (z)). De cette fagon les droites ax — by — ¢ sont représentées hori-
zontalement et il est plus facile de voir comment les points d’appuis, et les points
faiblement extérieur jouent un réle dans I’évolution des caractéristiques minimales.
Tous les segments discrets qui ont la méme dilatation de pivot droit sont équivalents.
Tous les segments discrets qui ont la méme érosion de pivot droit sont équivalents.
Il en va de méme pour les érosions et dilatations de pivot gauche.

FiGURE 2.2 Illustration d'une suite de dilatations d'un sous-segment discret.

2.3.2 Evolution des restes arithmétiques d’un sous-segment

Dans cette partie nous cherchons a établir le lien entre les restes arithmétiques
d’une droite discréte et ceux de ses sous-segments. Cela nous permettra ensuite de
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déterminer les caractéristiques minimales de sous-segments discrets. Dans la suite,
nous considérons essentiellement une dilatation de pivot droit pour la définition
par construction d'une suite de sous-segments discrets. Pour établir le lien entre
les caractéristiques d’une droite discréte D et les caractéristiques minimales d’un
sous-segment discret S (D, u,v), nous commencerons par le sous-segment S (D, u, v)
et de facon répétitive nous ajouterons des points de D afin de construire une suite
de dilatations de pivot droit jusqu’a obtenir un sous-segment S (D,u,v,) ou v,
correspond au troisiéme point d’appui de D a droite de Pp(u). Nous savons alors
que les caractéristiques minimales de S (D, u, v,,) sont celles de D. Nous construisons
la suite v; des abscisses pour lesquelles les caractéristiques minimales changent avec
des dilatations de pivot droit et les caractéristiques minimales de ces sous-segments
successifs correspondants. Notre but est de montrer que les variations des restes
arithmétiques par rapport aux sous-segments minimaux sont liées aux variations
des restes arithmétiques pour la droite discréte minimale D.

Le lemme suivant montre une premiére relation entre un sous-segment minimal
et sa dilatation /érosion :

Lemme 2.3.1. Soit une droite discréte D et deur sous-segments discrets S =
S (D,u,v) de caractéristiques minimales (a,b,c) et une érosion pivot (ou une di-
latation pivot) de S : " = S (D, u',v") de caractéristiques minimales («, 3, 7). Alors
l’égalité suivante se vérifie :

af —ab = *+1.

Démonstration. Soit un sous-segment S = S (D, u,v) de caractéristiques minimales
(a,b,c).

S’ est une érosion de pivot droit de S
Considérons que S" = S (D, u,v') est une érosion de pivot droit de S. La dilatation
de pivot droit de S" : S = S(D,u,v' 4+ 1) est équivalent a S par définition de
I’érosion de pivot droit. De plus, on sait que S” a exactement trois points d’appuis
pour les caractéristiques (a, b, ¢). Soient Uy(v' + 1 — b, yg) et Uy (v' + 1, yo + a) deux
points d’appuis supérieurs consécutifs de S”. U; est un point faiblement extérieur
de 5, ce qui implique que a(v'+ 1) — 5(yo+a) —y = —1. Uy demeure aussi un point
d’appui supérieur sur S’ [Debled-Rennesson 95|, d’on a(v' + 1 —b) — Byo — v = 0.
On a alors a(v/ +1) = B(yo+a) =y = —1let a(v +1—0b) — Byp —y = 0; on en
déduit que af — ab = 1.
Si nous avions plutdt Lo(v' + 1 — b,yo) et Ly(v' + 1,99 + a) deux points d’appuis
inférieurs consécutifs de S”, ¢’est L qui serait un point faiblement extérieur de S’, ce
qui impliquerait que o (v'+1) — B(yo+a) —v = . Ly demeurerait toujours un point
d’appui inférieur sur S’ [Debled-Rennesson 95|, d’'ou a(v'+1—0) — fyg—v = B — 1.
On aurait alors a(v' +1) — f(yo+a) —y=Fet a(v  +1=b) — By —v = — 1;
on en déduit que af — ab = —1.

S’ est une érosion de pivot gauche de S
Considérons que S’ = S (D, u/,v) est une érosion de pivot gauche de S et que S” est
sa dilatation de pivot gauche S” = S (D, u' — 1,v). S” a aussi exactement trois points
d’appuis pour les caractéristiques (a,b, c). Dans ce cas on peut considérer Uy(u' —
1,y0) et Uy (v —1+4b, yo+a) comme deux points d’appuis supérieurs consécutifs de S”.
Up serait un point faiblement extérieur de S, ce qui implique que a(u'—1)—Byo—7 =
—1. U; demeurerait un point d’appui supérieur sur S’ , d’ou (v’ —1+b)— 5(yo+a)—
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v = 0. On aurait alors a(v'—1) = fyg—y = —1let a(/ —1+b) — B(yo+a) —y =03
donc aff — ab = —1.
Si nous avions plutdt Lo(u' — 1,y0) et Li(w' — 1+ b,yo + a) deux points d’appuis
inférieurs consécutifs de S”, c’est Lo qui serait un point faiblement extérieur de
S’, ce qui impliquerait que a(uw’ — 1) — Byo — v = [. L; demeurerait un point
d’appui inférieur sur S, d’ou a(u’' —1+4b) — B(yo + a) — v = f — 1. On aurait alors
afu' —1)—pyg—y=Pet a(u/—14+b)—B(yo+a) —y=pF—1; donc aff — ab= 1.
S’ est une dilatation de pivot droit de S
Considérons que S = S (D, u,v’) et de caractéristiques minimales («, [3,7) est une
dilatation de pivot droit de S . L’érosion de pivot droit de S" : S =S (D, u,v' — 1)
est aussi équivalent a S par définition de la dilatation de pivot droit. S’ a exacte-
ment trois points d’appuis pour les caractéristiques (o, 3, 7). Soient Up(v' — 3, yo) et
Uy (V' yo+a) deux points d’appuis supérieurs consécutifs de S”. U; est un point faible-
ment extérieur de S”, ce qui implique que av’ —b(yo+a) —c = —1. Uy demeure aussi
un point d’appui supérieur sur S” [Debled-Rennesson 95|, d’on a(v'— ) —byo—c = 0.
On a alors av’ — b(yo + @) —c = —1 et a(v' — ) — byy — ¢ = 0; on en déduit que
af —ab = —1.
Si nous avions plutot Lo(v' — 5, yo) et Li(v', yo + ) deux points d’appuis inférieurs
consécutifs de S’, ¢’est Ly qui serait un point faiblement extérieur de S”, ce qui
impliquerait que av’ — b(yo + a) — ¢ = b. Ly demeurerait toujours un point d’appui
inférieur sur S” [Debled-Rennesson 95|, d'on a(v' — ) — byg — ¢ = b — 1. On aurait
alors av’ — b(yo + @) — ¢ = b et a(v/ — ) —bygo — ¢ = b — 1; on en déduit que
af —ab = 1.
S’ est une dilatation de pivot gauche de S

Considérons que S" = S (D, v, v) est une dilatation de gauche droit de S et que S”
est son érosion de pivot gauche S” = S (D,u + 1,v). S’ a alors exactement trois
points d’appuis pour les caractéristiques (a, 3,7). Dans ce cas on peut considérer
Us(v', y0) et Uy (v + B, yo+ ) comme deux points d’appuis supérieurs consécutifs de
S'. Uy est un point faiblement extérieur de S”, ce qui implique que au’—byy—c = —1.
U; demeure un point d’appui supérieur sur S” | d’on a(u' + ) — b(yo + o) — ¢ = 0.
On aurait alors au’ —byg—c = —1 et a(v' 4+ 5) —b(yo+a) —c = 0; donc aff —ab = 1.
Si nous avions plutot Lo(u', yo) et Li(u + 5,90 + «) deux points d’appuis inférieurs
consécutifs de S’, c’est Ly qui serait un point faiblement extérieur de S”, ce qui
impliquerait que au’ — byg — ¢ = b. Ly demeurerait un point d’appui inférieur sur
S”, dont a(u' 4+ B) — b(yo + @) — ¢ = b — 1. On aurait alors au’ — byy —c = b et
a(u'+ B) —byo+a) —c=b—1; donc aff — ab= —1.

]

L’interprétation géométrique de ce lemme est assez évidente. En effet si les vec-
teurs de coordonnées (a,b) et (o, ) n’étaient pas unimodulaires il y aurait des
points discrets supplémentaires dans l'intervalle [u/,v] ce qui serait contradictoire
avec notre construction.

2.3.3 Relations entre restes arithmétiques et points d’appuis

Le théoréme suivant établit que les restes arithmétiques d'un sous-segment dis-
cret et les restes arithmétiques de ses dilatations (respectivement ses érosions) sont
ordonnés de la méme maniére si les points que nous considérons sont assez proches :
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Théoréme 2.3.1. Soit une droite discréte D et deux sous-segments S = S (D, u, w)
de caractéristiques minimales (a,b,c) et 8" = S(D,u,v) de caractéristiques mini-
males («, 3,7) tels que S est une dilatation de pivot droit de S’ (et donc S’ est une
érosion de pivot droit de S). Alors :

Ve, o' € [u,v], |z — 2| <b:Rape () < Rape (2') = Rap () < Ropo ()

Notons que le fait que [u,v] C [u,w], ne signifie pas que nous avons toujours
v —u < b. par exemple, pour D =D (5, 13,0), le sous-segment discret S (D, —7,13)
(de caractéristiques minimales (5,13,0)) est la dilatation de pivot droit du sous-
segment discret S (D, —7,12) (de caractéristiques minimales (3,8,0)). Dans cet
exemple, [u,v] = [=7,12] alors que b = 13. Le théoréme ne permet pas de cou-
vrir complétement [u, v] & cause de la condition |z — 2’| < b. Nous pensons que cette
condition n’est pas nécessaire mais nous ne l'avons pas encore prouvé.

) . —e—R .
Démonstration. On a Rap.(z) = ax — by — ¢ et alors y = == b“””“(w). On a aussi

Rop~ () = ar— Py —~. La méme égalité tient pour (2, y’). Il faut noter que comme
les deux sous-segments discrets appartiennent a D, ils ont les mémes points discrets
(x,y) pour z € [u,v]. Les ordonnées sont identiques. On peut alors écrire :

Rapy () = Rapy (@) = ax = By — v — (aa’ = By’ — 7).
En remplacant y et ¢ par leur expression a partir des caractéristiques D :

Ra,pxy (z) — Ry (2') =
oz — B (aaz —c —bRa,b,C (93)) B (ax' 5 <agg’ —c _bRa’b’C (x/))) |

Cela implique que :

R (1) = Ra (o) = W7 PVEZE) B (01) R )

Comme Ry pc (2) < Rape (@) ilexiste 1 <k <b—1telque Ryp. (2')—Rape () = k.
Donc : Rop () — Rapy (@) = w — % Le fait que |z — 2’| < b, combiné
au lemme 2.3.1 induit que (ab — fa) = £1.

On sait aussique 1 < f <b—let1 <k <b—1dou:Rap, (¥)—Raps, (2/) <1—7.
La différence entre les restes arithmétiques est entiere donc R g () —Rap (2') <
0. U

Les corollaires suivants du théoréme 2.3.1 établissent qu’un point d’appui d’un
sous-segment reste point d’appui sur son érosion.

Corollaire 2.3.1. Soit une droite discréte D, un sous-segment discret S = D (u, w)
et son érosion de pivot droit 8" =8 (D, u,v).

Notons m (respectivement M) le point d’appui supérieur (inférieur) de S qui
appartient a S'. Alors le point m (respectivement M) est aussi un point d’appui
supérieur (respectivement inférieur) de S'.

On peut déduire ce corollaire de I'algorithme de génération de sous-segment de
Debled-Renesson [Debled-Rennesson 95] ou les travaux sur I’érosion dans la thése
de Roussillon [Roussillon 09]. Nous donnons ici le résultat comme une conséquence
directe du théoréme proposé ci-dessus.

47



Chapitre 2. Reconnaissance de sous-segments discrets

Démonstration. Notons d’abord que S en tant qu’une érosion de pivot droit de S
contient exactement deux points d’appuis de S. Comme m(z,,, y,) est le seul point
d’appui supérieur de S dans [u, v], nous avons Vz € [u, v],0 = Rape (Tm) < Rape (T)
et Vo € [u,v], |x,,—x| < bsinon il existerait un autre point d’appui supérieur de S sur
le sous-segment discret. La proposition 2.3.1 permet ensuite de déduire directement
le résultat du corollaire. La méme démonstration peut étre faite pour M. O

Le deuxiéme corollaire établit que si deux sous-segments discrets sont liés par une
dilatation/érosion, sur la partie de sous-segment commune aux deux sous-segments
discrets, les points de restes arithmétiques minimal et maximal sont identiques :

Corollaire 2.3.2. Soit une droite discréte D, deuzr sous-segments discrétes S =
S (D,u,w) de caractéristiques minimales (a,b,c) et S" = S (D, u,t) de caractéris-
tiques minimales (c, B8,7y) tels que S est la dilatation de pivot droit S'. Considérons
toujours un intervalle [u,v] tel que u < v <t < w. Alors :

Jg@}gﬂ {Rape(®)} = Rape(tm) = urgnl}gv {Rapr(@)} = Rapr(m)
Démonstration. Si v —w > b alors il existe un point d’appui supérieur m(z,,, y,,) et
un point d’appui inférieur M (zys, yps) de S sur le sous-segment S (D, u, v). Le corol-
laire 2.3.1 implique que Ry pc () = 0 = Rq g (n) d'oit le résultat du corollaire.

Si v —wu < b alors le théoréme 2.3.1 entraine directement le corollaire. ]

Nous établissons dans la suite 'un des théorémes essentiels & ces travaux :

Théoréme 2.3.2. Soit une droite discréete D = D (a,b,c) et le sous-segment dis-
cret S =8 (D, u,v) de caractéristiques minimales (a, b, c). Alors le point m(Zm, Ym)
(respectivement M (x,ynr)) dont le reste arithmétique sur D est le reste minimum
(respectivement mazimum) sur D dans Uintervalle [u,v] est un point d’appui supé-
rieur (respectivement inférieur) sur S.

Démonstration. La preuve est basée sur 'application récursive des corollaires pré-
cédents sur une suite de sous-segments discrets définies comme suit : on commence
avec S = Sy = S(D,u,vy) (o1 v9 = v) de caractéristiques minimales (ay, by, o).
Le deuxiéme sous-segment discret de la suite S; = S (D, u,v;) de caractéristiques
minimales (aj, by, ¢1), est une dilatation de pivot droit de Sy. Le minimum de la
suite de restes arithmétiques R, p, ¢, (1, v) est le minimum des restes arithmétiques
Rao.bo.co (U, v) (induit du corollaire 2.3.2). Le sous-segment S = Sy est défini sur 'in-
tervalle [u, v] et ainsi le reste arithmétique minimal par rapport aux caractéristiques
minimales de Sy est 0 puisqu’il y a trois poins d’appuis sur le sous-segment discret
et donc au moins un point d’appui supérieur. Comme le reste arithmétique 0 est
celui d'un point d’appui supérieur, I’abscisse du point de reste arithmétique minimal
de S; est celui d'un point d’appui supérieur de S. Le sous-segment discret suivant
Sy est la dilatation de pivot droit de S; et d’apres le corollaire 2.3.2 le minimum
des restes arithmétiques de Sy correspond au minimum des restes arithmétiques
de S7 obtenu sur un point d’appui supérieur de S. On répéte ce procédé jusqu’a
obtenir une dilatation de pivot droit correspondant au sous-segment discret .S; de
caractéristiques minimales (a, b, ). Les intervalles sont de plus en plus grands et par
conséquent il arrive au niveau de certains points qu’on ait trois points d’appuis de
D dans le sous-segment discret. Le corollaire 2.3.2 peut étre appliqué a chaque étape
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de la récursion. On prouve de la méme maniére le lien entre reste maximal et point
d’appui inférieur. O

L’Exemple 2.7 illustre par une construction la conservation du minimum des
restes arithmétiques a la suite de dilatations récursives.

Exemple 2.3.1. Soit une droite discréte D = D (5,13,0) et un sous-segment S =
So = S(D,6,9) de caractéristiques minimales (1,2,2). Nous allons faire des dila-
tations de pivot droit et observer la suite des restes arithmétiques de D sur l'in-
tervalle [6,26] par rapport auzx caractéristiques minimales des sous-segments. Nous
nous intéressons particulierement a [’évolution des restes arithmétiques des points
dans Uintervalle [6,9] (en vert dans les figures) qui définissent Sy :
e S=5,=8(D,6,9) de caractéristiques minimales (1,2,2).

La suite des restes arithmeétiques des points de D avec les caractéristiques

(1,2,2) dans lintervalle [6,26)] est illustrée sur la Figure 2.3. Le point faible-

ment extérieur inférieur est a l'abscisse 10 (en rouge).

12 - -
r =l
0} 4]s]e]| -
i T ]
8 345 1
I T ]
6 2[3]4 ]
: 1]2]3 ]
s 12 .
of1]2
AR b
5 ‘ ‘ ‘ ‘ 1‘0‘ ‘ ‘ ‘ 1‘5 ‘ ‘ ‘ ‘ 2‘0‘ ‘ ‘ ‘ 2‘5 ‘ ‘ ‘ ‘ 30

FIGURE 2.3 — Restes arithmétiques sur D avec les caractéristiques (1,2,2).

e 51 =8(D,6,10) de caractéristiques minimales (1,3, —1).
La suite des restes arithmeétiques des points de D avec les caractéristiques
(1,3,—1) dans lintervalle [6,26] est illustrée sur la Figure 2.4. Le point faible-
ment extérieur supérieur est a l'abscisse 13 (en rouge). On remarque que les
restes minimal et mazimal sur intervalle [6,9] sont des points d’appuis supé-
rieur et inférieur de S. La réciproque n’est pas vraie : tous les points d’appuis
supérieurs et inférieurs de S n’ont pas les restes arithmétiques minimauz et
mazimauz sur Sy dans Uintervalle [6,9]. On peut aussi noter que deux points
d’appuis de Sy dans Uintervalle [6,9] sont aussi points d’appuis de S.

e S5 =8(D,6,13) de caractéristiques minimales (2,5, 1).
La suite des restes arithmétiques des points de D avec les caractéristiques
(2,5,1) dans lintervalle [6,26] est illustrée sur la Figure 2.5. Le point faible-
ment extérieur inférieur est a ['abscisse 18 (en rouge). On remarque aussi que
les points de restes minimal et mazimal sur l'intervalle [6,9] sont des points
d’appuis supérieur et inférieur de S. Par contre ici alors qu’on a deux points
d’appuis de plus dans lintervalle [6,9] sur Sy il n’y a en qu’un seul qui reste
sur Ssy.

49



Chapitre 2. Reconnaissance de sous-segments discrets
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FIGURE 2.4 Restes arithmétiques sur D avec les caractéristiques (1,3, —1).
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FIGURE 2.5 - Restes arithmétiques sur D avec les caractéristiques (2,5, 1).
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2.3 Nouvelle approche de reconnaissance de sous-segment discret

e 55 =S8(D,6,18) de caractéristiques minimales (3,8, —1).

La suite des restes arithmeétiques des points de D avec les caractéristiques
(3,8,—1) dans lintervalle [6,26] est illustrée sur la Figure 2.6. Le point faible-
ment extérieur supérieur est a l'abscisse 26 (en rouge). On remarque aussi que
les points de restes minimal et mazimal sur Uintervalle [6,9] sont des points
d’appuis supérieur et inférieur de S. Mais il n’y a plus de point d’appui de S
dans lintervalle [6,9]. Mais la propriété de conservation des restes arithmé-
tiques minimal et maximal demeure.

12 T T
r ol

0l —1] 2] s .

1]4

s 0[3]e6 1
I T ]

6L 1]4]7 1

0[3]s
4 2|5 b
a7

2F1 316 f

5 ‘ ‘ ‘ ‘ 1‘0 ‘ ‘ ‘ ‘ 1‘5 ‘ ‘ ‘ ‘ 2‘0‘ ‘ ‘ ‘ 2‘5 ‘ ‘ ‘ ‘ 30

FIGURE 2.6 — Restes arithmétiques sur D avec les caractéristiques (3,8, —1).

e Sy =8(D,6,26) de caractéristiques minimales (5,13,0). Nous avons atteint
les caractéristiques de D.
La suite des restes arithmétiques des points de D avec les caractéristiques
(5,13,0) dans lintervalle [6,26] est illustrée sur la Figure 2.7. Il n’y a plus
de point faiblement extérieur. Les points de restes arithmétiques minimal et
mazximal sur D dans intervalle [6,9] sont des points d’appuis supérieur et
inférieur de S.
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FIGURE 2.7 - Restes arithmétiques sur D avec les caractéristiques (5, 13,0).
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Nous avons présenté comment déterminer un point d’appui supérieur et un point
d’appui inférieur d’un sous-segment discret minimal S = S (D, u,v) en considérant
les restes arithmétiques par rapport a D dans l'intervalle [u, v]. Pour déterminer les
caractéristiques minimales de S, deux points d’appuis ne suffisent pas, il nous faut
déterminer un troisiéme point d’appui. Une fois qu’on a le troisiéme point d’appui,
soit on a deux points d’appuis supérieurs ou deux points d’appuis inférieurs et cela
permet de déduire directement les caractéristiques.

Le Théoréeme 2.3.3 établit que la position du troisiéme point d’appui est fonction
de la position des deux points d’appuis précédemment déterminés. Le reste arithmé-
tique du troisiéme point d’appui que nous cherchons est aussi le reste arithmétique
minimal ou maximal d’un certain intervalle.

Théoréme 2.3.3. Soit une droite discréte D = D (a, b, ¢) et un sous-segment discret
S =8 (D,u,v) tel que m(y,, ym) est le point d’appui supérieur de S ayant le reste
arithmétique minimal sur D dans Uintervalle [u,v] et M(xpr, yar) est le point d’ap-
pui inférieur S ayant le reste arithmétique mazimal sur D dans intervalle [u,v].
L’abscisse du troisieme point d’appui que nous recherchons est dans le plus grand
intervalle [u',v'] parmi les intervalles [u, x, — 1], [x, 41, 0], [u, zp —1] ou [xp+1,0].
Ainsi :
e sile plus grand intervalle est [u, x,,—1| ou [z, +1,v], le troisiéme point d’appusi
est le point de reste minimal sur 'intervalle ;
o sinon si le plus grand intervalle est [u, xpr — 1] ou [xp +1,v], le troisiéme point
d’appui est le point de reste maximal sur [intervalle.

Démonstration. Nous savons qu’il y a forcément un troisiéme point d’appui. Grace
au corollaire 2.3.2, nous savons que ce point d’appui a forcément un reste arith-
métique extremum dans 'un des quatre intervalles. C’est soit un point de reste
arithmétique minimal sur [u,z,, — 1] ou [z, + 1,v] soit un point de reste arith-
métique maximal sur [u,xp — 1] ou [zp + 1, v]. Supposons que le troisiéme point
d’appui ne soit pas sur le plus grand intervalle parmi les quatre, mais dans 1'un des
autres. Comme les points d’appuis consécutifs du méme type ont une distance en
abscisse égale a (3, avec («, 3,7) les caractéristiques minimales de .S, il devrait donc
y avoir aussi un point d’appui dans le plus grand intervalle. Il y a par conséquent
toujours un point d’appui dans le plus grand intervalle. L

La Figure 2.8 illustre le Théoréme 2.3.3.

FIGURE 2.8 — Représentation des intervalles pouvant contenir le troisiéme point
d’appui : les points de restes maximal et minimal sont en bleu et le plus long intervalle
en rouge. Si I'un des autres intervalles contenaient un point d’appui il y en aurait
également sur le plus long a cause de la périodicité d’apparition des points d’appuis.
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Le théoréme 2.3.3 suffit pour déterminer les caractéristiques minimales. Si T'(x, y;)
est le troisiéme point d’appui trouvé a 'aide du théoréme et A(za,y4) est 'autre
point d’appui de méme type alors § = % et a = “’Ai;yﬂ pour k > 1, avec
(o, B,7) les caractéristiques minimales du sous-segment discret. Par un simple cal-
cul du PGCD de « et 8 nous déduisons facilement les caractéristiques minimales (y
est trivial & trouver).

Avant de montrer que le troisiéme point d’appui obtenu a l'aide du théoréme
vérifie toujours & = 1, nous introduisons un lemme qui fait le lien entre les restes

d’une droite discréte, d’'un de ses sous-segments discrets et leurs périodes respectives.

Lemme 2.3.2. Soit une droite discréte D = D (a,b,c) et un sous-segment discret
S =S8(D,u,v) de caractéristiques minimales («, 3,7). Alors :

o siu<z<z+f<valors Rop(r + ) = Rape(x) + (af — ab) ;

o siu<z<z+b<wvalors Ros~(r+b) =Rap.(r) — (af — ab).

Démonstration. Rap.(r) =ar —c—> L%J d’ott Rope(z+B) — Rapelx) =af —
b({%J — b|%=<]). Si Pp(z) et Pp(x + B) appartiennent tous les deux a S

alors ils appartiennent aussi & D et par conséquent L‘mb’cj = FIBMYJ et L%J =
L%J Nous avons alors Rgp.(x + ) — Rape(r) = aff — ab. La preuve de la
deuxiéme partie du lemme se fait de facon similaire. L

Nous avons maintenant trois points d’appuis, c’est a dire que nous avons deux
points d’appuis de méme type. Cependant nous ne pouvons pas d’abord conclure que
le troisiéme point d’appui est consécutif a celui du méme type a partir du théoréme
2.3.3. Dans le théoréme qui suit nous montrons qu’il est en effet consécutif et que,
par conséquent, on peut directement calculer les caractéristiques minimales :

Théoréme 2.3.4. Soit une droite discréte D = D (a,b,c) et un sous-segment dis-
cret S = S (D, u,v) de caractéristiques minimales (o, B,7) tels que LP(x1,1y,) et
LPy(xq,ys) sont les points d’appuis de méme type (supérieur ou inférieur) déterminé
par le théoréeme 2.5.3 et le théoréeme 2.5.2. Alors les caractéristiques minimales de
S sont définies par :

(6%5,7) = (|yl - y2| ) |5171 - $2| , X1 — 5y1)

Démonstration. Soit une droite discréte D = D (a,b,c) de caractéristiques mini-
males (a,b, c) et un sous-segment discret S = S (D, u,v) de caractéristiques mini-
males (o, 3,7). Les points d’appuis sont sur les droites d’appuis du sous-segment
discret et vérifient le lemme 2.3.2. Tous les points d’appuis sur les droites d’appuis
ont des restes arithmétiques R p.o(m)+k |af — abl ou Ryp(2r)—Fk |af — abl selon
que 7' soit un point d’appui supérieur ou inférieur. T est celui des points d’appuis
ayant le second plus grand reste arithmétique ou le second plus petit reste arith-
métique sur D dans le plus grand sous-intervalle correspondant (théoréme 2.3.3). L.
Buzer a montré dans |[Buzer 06] que s’il existe plusieurs points d’appuis de méme
type alors la droite d’appui correspondante est un coté de I'enveloppe convexe des
points du sous-segment discret. Cela implique que dans l'intervalle dans lequel on
a trouvé le troisiéme point d’appui il n’y a pas de point avec un reste arithmétique
plus petit (ou grand). O
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La Figure 2.9 illustre la derniére partie de la preuve du théoréme 2.3.4. Nous
avons représenté les restes arithmétiques des points de la droite discréte et du
sous-segment discret (7, Ri3280(2)). A I'horizontal nous avons les points qui ont
les mémes restes arithmétiques sur la droite discréte. En diagonale, (sur les droites
noires et simples), nous avons les points qui ont les mémes restes arithmétiques sur le
sous-segment discret. On peut voir que les points d’appuis inférieurs du sous-segment
discret sont alignés avec les points en bas qui ont respectivement le plus petit reste
arithmétique de la droite discréte (cercle noir) et le plus petit reste arithmétique de
la droite a gauche de I'autre point d’appui (disque gris).Une autre remarque qu’on
peut faire sur la Figure 2.9, c’est que les points d’appuis supérieurs soient en bas
parce que les restes arithmétiques de D sont représentés horizontalement. Les points
d’appuis sont dits "supérieurs" car en dessinant les droites d’appuis ax — by —c =0
et ax—by—c =b—1avec 0 < a < bladroite d’appui ax —by —c = 0 est au dessus de
la droite d’appui ax — by —c = b—1 et par conséquent les points d’appuis supérieurs
(géométriquement en haut) ont ceux qui ont les restes arithmétiques minimaux.

Point d'appui inférieur de reste maximal

Troisieme point d'appui 4
I #Point d'appui supérieur de

FIGURE 2.9 — Représentation des restes arithmétiques de la droite discréte D =
D (13,28,0) et de 'enveloppe convexe des points du sous-segment discret S (D, 3, 16)
de caractéristiques minimales (5,11, —1). Les deux grands cercles correspondent aux
points d’appuis ayant les restes arithmétiques minimal et maximal. Le disque gris
correspond au troisiéme point d’appui.

2.3.4 Algorithmes de recherche des points d’appuis

Dans la sous-section 2.3 (Page 42), nous avons montré que les points de restes
arithmétiques minimal et maximal permettent de déterminer des points d’appuis su-
périeur et inférieur d’'un sous-segment discret minimal. Dans cette section nous nous
intéressons a comment calculer les restes arithmétiques minimal et maximal d’une
facon efficace. Nous cherchons & montrer que cela peut se faire aussi simplement que
I’algorithme de calcul du PGCD par I'algorithme d’Euclide.

On peut d’abord remarquer que si le sous-segment discret S = S(D,u,v) de la
droite discréte D = D(a, b, c) est tel que v —u > b alors les restes arithmétiques 0
et b— 1 sont forcément dans la suite des restes arithmétiques R, (u, v) auquel cas
il est inutile de rechercher encore les restes arithmétiques minimal et maximal.
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2.3 Nouvelle approche de reconnaissance de sous-segment discret

Ensuite, si nous avons les coefficients de Bezout de a et b, c’est facile de déter-
miner si 0 ou b — 1 appartiennent a R, (u,v) ce qui peut advenir méme quand
v—u < b. Dans ces cas aussi, il est inule de rechercher le reste arithmétique minimal
et/ou maximal.

Finalement, nous pouvons considérer uniquement les droites discrétes avec un
décalage affine nul (égale a 0). En effet, en considérant les coefficients de Bezout
(e, B) de (a,b) (a.a—bf = 1) il est facile de voir que les suites de restes arithmétiques

suivantes sont équivalentes : R (4, v) = Rapo (u + {’go‘} U+ {’go‘ )

Paliers de départ et de fin de la suite des restes arithmétiques

Le théoréme suivant établit que les restes arithmétiques en début et fin de palier
peuvent constituer des suites congruentes :

Théoréme 2.3.5. Soit la suite de restes arithmétiques ¢ = Rapo(u,v), avec 0 <
a<betged(a,b)=1.

o si |9 =[%] alors min(¢) = {%} et max(¢) = {4} ;

e sinon

min(¢) € ¢’ avec (' = R{%b}m) (1 + {@J : [a—bUJ) :
et max(¢) € (" avec (" =b—a —i—'R{%b}w <1 + L%J , V(U—JDJ>

La preuve de cela a déja été introduite par J-P Reveilles [Reveillés 91|. La preuve
que nous proposons est un peu plus directe.

Démonstration. Comme remarque préliminaire, rappelons que ¢ = R p0(u, v) est

la suite de reste arithmétique d’un sous-segment discret minimal S = S(D,u,v)

d’une droite discréte D de caractéristiques minimales (a,b,0). Sur chaque palier
axr

d’ordonnée LTJ, les restes arithmétiques sont ordonnés de fagcon croissante. (Un

palier est un ensemble de points discrets connexes deux a deux de D avec la méme
au

ordonnée). Si les points Pp(u) et Pp(v) sont sur le méme palier, | %] = [ %], et le
point de reste arithmétique minimal est a I’abscisse u et celui de reste arithmétique
maximal a I'abscisse v.

Dans la suite nous supposons que Pp(u) et Pp(v) ne sont pas sur le méme palier.
Le minimum de la suite est forcément au début de I’'un des paliers. Il est facile ensuite
de voir que la suite des restes arithmétiques des points en début de palier est celle
que nous recherchons. D’abord le reste arithmétique r est sur le début d’un palier
si et seulement sir —a < 0 ou 0 < r < a. Les restes en début des prochains paliers
r’ vérifient alors r + k.a = b+1’, ou k est le nombre de fois qu’on ajoute a a r pour
atteindre le prochain palier. On a alors v’ = r + k.a — b. Comme 0 < 7’ < a, cela

implique 1’ = TT’Z’ La suite des restes arithmétiques des points en début de palier
—b
est alors définie par la suite congruente {%}

A ce stade, la suite des restes arithmétiques des points en début de palier est
connu et égale a R{%}7a70(u’,v’) avec u' et v' a déterminer. Des paliers du sous-
segment discret peuvent étre des paliers incomplets de la droite discréte D. Le pre-
mier palier de S est incomplet si et seulement si Pp(u — 1) est sur le méme palier

que Pp(u) et le dernier palier est incomplet si et seulement si Pp(v + 1) est sur le
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Chapitre 2. Reconnaissance de sous-segments discrets

méme palier que Pp(v) pour D. Comme les restes arithmétiques de points en dé-
but de palier sont plus petits que les autres restes arithmétiques du palier, ce n’est
pas grave si le dernier palier de notre suite ¢ est incomplet vu qu’on a juste besoin
du début de palier. C’est pourquoi la valeur v" est donnée simplement par I’ordon-
née correspondante de la droite discréte correspondante (un palier par ordonnée) :
v = \_“—bvj Pour la méme raison, le minimum de ¢ ne peut pas étre dans le premier
palier si celui-ci est incomplet (avec Pp(u) et Pp(v) sur des paliers différents). Au
début de ¢’ nous voulons mettre le début du premier palier qui est effectivement le

début du premier palier si celui-ci est complet et le début du second sinon et alors

_ 14 |atw-
w =1+ |2

Pour le maximum des restes arithmétiques, c’est facile de voir que si les débuts de

_{b
palier constituent la suite %} ' <ax < v’} alors les fins de palier forment

. ) +1 . . . N
la suite b — a + % cu” < ax <"} puisque le point qui succéde une fin

de palier est le début du palier suivant. La premiére valeur de cette suite est la valeur
a laquelle succede la valeur en début du second palier ¢’est & dire & x+ 1. Les valeurs

de début et de fin de la nouvelle suite sont données par L%J et a(vigrl)J — 1. Cela

n’est pas exactement ce que dit le théoréme ; mais pour traiter une abscisse x dans
notre algorithme et non = et x + 1, nous remplacons z par x + 1 et alors u” devient
u” 4+ 1 et v” devient v” + 1 ce qui conduit aux formules données. |

Le théoréme 2.3.5 implique qu'on peut construire une suite de restes arithmé-
tiques qui contient toujours le minimum ou qui nous permet de calculer le maximum
de la suite des restes arithmétiques. Mais cette méthode n’est pas treés efficace : nous
remplacons alors la suite modulo b par une suite modulo a ce qui remplace le nombre
de points par le nombre de paliers. Si la pente est proche de 1, le nombre de points
et le nombre de paliers sont assez proches et il n'y a pas un gain considérable en
remplacant la suite. Il y a néanmoins une fagon simple de rendre la méthode plus
efficace :

Lemme 2.3.3. Soit la suite de restes arithmétiques ( = Rapo(u,v), avec 0 <a <b
et ged (a,b) = 1. Supposons que 2a > b alors :

min(¢) € ¢’ et max(¢) € ¢’ where (' =R _qp0(—v, —u)

Démonstration. C’est facile de remarquer que {_TM} est la suite ¢ a 'envers a partir
d’un reste arithmétique 0 fixé. Les valeurs des deux séquences sont les mémes ; donc
les valeurs minimales et maximales sont préservées. ]

Le lemme 2.3.3 nous permet de transformer la suite avec a paliers en une suite

de b— a palier et un sous-segment discret de pente § > 1 en un sous-segment discret

de pente ”_T“ < % Les paliers sont alors plus grands et ?)n réduit le temps de calcul.
Exemple 2.3.2. Dans la recherche du minimum de la suite de reste arithmétique
¢ =TRs5800(1,88) = { 585—;} 1<z < 88} on a les étapes suivantes. Nous avons pris
des nombres d’une suite de Fibonacci comme parameétres (et bien sir un intervalle
ne contenant pas le reste arithmétique 0) pour mazimiser le nombre d’étapes de
l'exemple. On appelle (; la suite minimale a ’étape @ :
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2.3 Nouvelle approche de reconnaissance de sous-segment discret

Algorithme 1 : ResteMinimal (Entrées : a, b, ¢, u, v, g, 4o, pgcd. Sortie : mini)

0w N O ok wWN

10

11
12
13

14

15

16

17

/* a,b,c : caractéristiques de la droite; u,v : extrémités du
sous-segment; xp,yo : coefficients de Bézout de a et b; pgcd
pgcd de a et b calculé en méme temps que zy et yy; mini
reste minimal x/

début

/* calcul & 1’aide des coefficients de Bézout si 0 est dans
1’intervalle [u,v)] */

Si 0 est dans l'intervalle [u,v] alors

‘ mini <— 0

sinon

a <—a; b < b;u < u;v v

Tant que VRAI faire

Si 2a’ > b alors

‘ a b —ad; vV —-u;u V00"

yu = 5] o [

Si y, = vy, alors

/* Le reste minimum est connu x/
. . 1o, !

mine <— {“b? }

break /* Arrét forcé */

g <— a3 by b up <—u' v 0

o {2}
b < ay;
u 1+ th(t—l)J (v {%J,
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Chapitre 2. Reconnaissance de sous-segments discrets

Algorithme 2 : ResteMaximal (Entrées : a, b, ¢, u, v, xo, Yo, pged. Sortie : mazxi)

© O N O oA W N o=

10
11

12
13
14

15

16

17

18

/* a,b,c : caractéristiques de la droite; u,v : extrémités du
sous-segment; xp,yo : coefficients de Bézout de a et b; pgcd
pgcd de a et b calculé en méme temps que xy et yy; maxi
reste maximal x/

début

Sib—1 est dans lintervalle alors

‘ maxi < b—1;

sinon

accum, <— 0;

a <—a; b «—b;u —u;v v

Tant que VRAI faire

Si 2a’ > V' alors

L a b —a; vt —u;u V000"

Yo | L] 5y | SE ]

Si y, = vy, alors
/* Le reste maximum est connu */

. 1.0
mazi < accum + { %7 };
break /* Arrét forcé */
;
g <— a3 by b up <—u' v 0
a {;—Izt}, b <« ay;
w1+ {—“g“tJ KR Li‘“(ﬁfH)J;
't t
accum $— accum + by — ay;
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2.3 Nouvelle approche de reconnaissance de sous-segment discret

40

30

20

20 40 60 80

FIGURE 2.10 — Restes arithmétiques de (.

e (o =()=Rsss90(1,83);

e Comme on avait 2 X 55 > 89 alors on applique d’abord le lemme 2.5.3 :
C1 = Rsagoo0(—88,—1).
On peut remarquer que (o et (1 sont exactement les inverses les unes des autres
mais que Cy a des paliers de taille 1 et 2, tandis que (1 a des paliers de taille
2 et 3. Les débuts et fins de paliers restent les mémes;

FIGURE 2.11 — Restes arithmétiques de (;.

o Maintenant nous commengons a réduire la taille des suites (o = Ri3340(—33, —1).

Les nouveaur parameétres sont : {;—ig} =13, v =1+ L%J = —33 et
v = {34*8(971% = —1. On remarque que ce sont les valeurs en début de paliers

29



Chapitre 2. Reconnaissance de sous-segments discrets

qui forment cette nouvelle suite (bien sir sauf le début du palier incomplet

34,68) ;

0F T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T =t

12 | ]

14 & L L L | L L L L | L L L L | L L L L | L L L L 1 L L L L 1 L L L L H
-30 -25 -20 -15 - 10 -5 0

FIGURE 2.12 — Restes arithmétiques de (s.

e (3=0NR; 130(—12 —1).
Les nouveaux parameétres sont : { 3 = 9 u =1+ {MJ = —4 et

13%(—1)
34

qui forment cette nouvelle suite (sauf le début du palier incomplet 13,26) ;

v = { = —1. On remarque que ce sont les valeurs en début de paliers

—1F 1 7
2+ 3 7
-3 2 .
—4 | 4 4
_5j 4
I I I . I I I
12 -10 -3 -6 -4 -2

® (1="TRas0(—4,—1);

o (5= ngo(—l, —1). Nous avons maintenant la valeur minimale dans 'inter-
valle ;

® (({ =TR110(0,0) =87+ (2-1) + {0}. Nous avons maintenant la valeur maxi-
male dans l'intervalle qui est la valeur d’accumulation plus la derniére valeur,
dans notre exemple 0 + 88.

Exemple 2.3.3. Dans la recherche du maximum de la suite de reste arithmétique
¢ =TRs5800(1,88) = { 55"”} 1<x< 88} on a les étapes suivantes. Dans l’exemple,
on pourrait dire directement que le reste arithmétique 88 appartient a la suite et
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2.3 Nouvelle approche de reconnaissance de sous-segment discret

N

-05 B

S
-4 -3 -2 -1

FIGURE 2.14 — Restes arithmétiques de (4.

nous arréter la mais, pour l’ezemple, nous allons présenter les suites construites
successivement. On appelle (! les suites mazimales :

o Cé = R55,89,0(1> 88)

20 -

0 2 m @ w
FIGURE 2.15 — Restes arithmétiques de (/.

e Comme on avait 2 X 55 > 89 alors on applique d’abord le lemme 2.5.5 :
¢ = Raago0(—88,—1).

On peut remarquer que ¢, et (| sont exactement les inverses les unes des
autres mais que ¢ ont des paliers de taille 1 et 2, tandis que ¢, ont des paliers
de taille 2 et 3. Les débuts et fins de paliers restent les mémes ;

[ J Cé - 7—\),13,34,0(—33, O)

La suite mazimale est obtenue par l'ajout d’une valeur d’accumulation (dans
Vexemple 89-34=55) et la suite de mémes caractéristiques que Cy. Les extré-
mités de Uintervalle pewvent changer (dans l'exemple on a [—33,0] pour ¢} et

[—33, —1] pour (s);
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10

~20F

=30

FIGURE 2.16 — Restes arithmétiques de (.

-20

24

v | ]

30 ‘

33 ‘

25

n[ [ ]

28

26

31

-30

-25 -20 -15 -10

FIGURE 2.17 — Restes arithmétiques de ().
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2.3 Nouvelle approche de reconnaissance de sous-segment discret

o () =TRs5130(—12,0). La valeur d’accumulation est maintenant 55+ (34-13)="176;

. . . .
-12 -10 -8 -6 -4 -2

FIGURE 2.18 — Restes arithmétiques de (3.

o (i, =TRaos0(—4,0). La valeur d’accumulation est maintenant 55+21+(13-5)=84 ;

FIGURE 2.19 Restes arithmétiques de (j.

o ({ =Ri20(—1,0). Nous avons maintenant la valeur mazimale contrairement
a la suite minimale. La valeur d’accumulation est maintenant 84+ (5-2)—87;

e ({=TRi110(0,0) =87+ (2-1)+ {0}. Nous avons maintenant la valeur mazi-
male dans ['intervalle qui est la valeur d’accumulation plus la derniére valeur,
dans notre exemple 0 + 88.

2.3.5 Algorithme principal de reconnaissance de sous-segment

L’algorithme principal calcule les points de restes arithmétiques minimal et maxi-
mal sur le sous-segment a partir des caractéristiques de la droite infinie. Ces deux
points constituent des points d’appuis par rapport aux caractéristiques a calculer.
Puis en fonction des configurations de ces deux points, I'algorithme détermine le
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L L L L L
-15 -10 =05 0.0 05

FIGURE 2.20 — Restes arithmétiques de (}.

troisiéme point d’appui. Enfin, avec trois points d’appuis, il détermine les caracté-
ristiques du sous-segment.

Complexité de I’algorithme

Proposition 2.3.1. La recherche du minimum (respectivement du mazimum) d’une
suite de restes arithmétiques dans un intervalle [u,v] a une complerité au pire de

O(log(min(a, b — a))).

Démonstration. Dans la premiére étape nous remplacons une suite de v — u restes
arithmétiques par une suite de min(a, b—a) restes arithmétiques. Ainsi a chaque pro-
chaine étape nous divisons le nombre de valeurs dans la suite de restes arithmétiques
par au moins 2 (lemme 2.3.3). O]

La proposition 2.3.1 est une estimation du temps de calcul du reste arithmétique
minimal ou maximal de la suite de restes arithmétiques. Pour la complexité globale
de I'algorithme de reconnaissance, il faut prendre en compte plus de détails. En
effet, notre approche a besoin des coefficients de Bézout des paramétres a et b de
la droite discréte pour certains calculs comme la détermination de 'abscisse d’'un
reste (minimal ou maximal). Comme la complexité de I'algorithme d’Euclide étendu
qui permet de déterminer ces coefficients, préempte la complexité de I'algorithme de
calcul du reste minimal ou maximal, la complexité globale de 1'algorithme de recon-
naissance basée sur notre approche sera majorée par la complexité de ’algorithme
d’Euclide étendu (voir la Proposition 2.3.2).

Néanmoins, il peut avoir plusieurs intervalles qui contiennent les valeurs de restes
arithmétiques 0 ou b — 1 et par conséquent des étapes de la recherche de reste
minimal ou maximal se font en temps constant. Nous pensons que la complexité au
pire de notre approche est le triple de celle de I'algorithme d’Euclide étendu telle
que proposée (d’ou la Proposition 2.3.2).
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2.3 Nouvelle approche de reconnaissance de sous-segment discret

Algorithme 3 : ReconnaissanceDSS(Entrées : a, b, ¢, u, v, xo, yo, pgcd. Sorties :

o, B3, 1)

N

[=

10
11
12
13
14
15
16
17
18

19
20
21

22
23
24
25
26

27
28
29

/* a,b,c : caractéristiques de la droite; u,v : extrémités du

q
coefficients de Bézout de a et b; pgcd :
pgcd de a et b calculé en méme temps que 7y et yp; «, B, 1 :

sous-segment; xgp,Yyo :

caractéristiques du sous-segment

début

Si Sous-Segment est vertical alors

(a7/67u)<_(1707u);
break ;

Si Sous-Segment est horizontal alors

(a, B, 11) < (0,1, 9);
break ;

minl <— ResteMinimal(a,b, ¢, u, v, xq, Yo, pgcd);
maxl < ResteMaximal(a,b,c,u,v, o, Yo, pged);
indminl < CalculIndcice(a, b, c,minl, y);
indmazxl < Calcullndcice(a, b, ¢, maxl,yp);
yminl < CalculY (a,b, ¢, minl);

ymazl < CalculY (a, b, ¢, maxl);

Si Maz(v —indmin, indmin —u) > Max(v — indmaz, indmaz — u) alors

Si v — indminl > indminl — u) alors

‘ min2 < ResteMinimal(a,b, c,indminl + 1, v, xq, yo, pgcd);
sinon

‘ min2 < ResteMinimal(a, b, c,u,indminl — 1, xq, yo, pgcd);

indmin2 < Calcullndcice(a, b, c,min2,yp);

ymin2 < CalculY (a, b, ¢, min2);

(o, B, 1) < (lymin2 — yminl|, |indmin2 — indminl|, [ymin2 —
yminl| X indminl — |indmin2 — indminl| X yminl);

sinon

Si v — indmazl > indmaxl — u) alors

‘ maz2 < ResteMaximal(a, b, c,indmaxl + 1, v, xg, yo, pgcd);
sinon

‘ max2 < ResteMazimal(a,b, c,u,indmaxl — 1, zg, yo, pged);

indmaz2 < Calcullndcice(a, b, ¢, max2,yp);

ymaz2 < CalculY (a, b, c, max2);

(o, B, 1) < (lymazx2 — ymazxl|, |indmax2 — indmazxl|, |ymax2 —
ymazxl| X indminl — |indmax2 — indmaz1| x yminl);

*/
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Chapitre 2. Reconnaissance de sous-segments discrets

Proposition 2.3.2. La reconnaissance de sous-segment discret d’une droite discréte
de caractéristiques min(a, b, c), dans le premier octant, par U’Algorithme 3 a une
complexité au pire cas de O(log(a)).

Démonstration. La preuve est triviale. Il s’agit de la complexité de I’algorithme
d’Euclide étendu qui est définie par le théoréme de Lamé [Knuth 97]. O

Il faut aussi noter que la taille de b n’est pas un facteur déterminant dans la
rapidité du calcul du minimum (respectivement maximum). En effet la suite des
restes arithmétiques de début de palier d’'une suite R,p0(u,v) est la méme dans

/ / / !/ A /2 . P
Rmin(a,bfa),min(a,bfa)+{ S },o(“ ,v") pour un «’ et un v’ a déterminer précisément.

Cela correspond a la premiére phase de ’algorithme de recherche de minimum et
suffit & montrer que seule la taille y, — vy, ( qu’on peut majorer par a dans une
configuration o il n’y a pas 3 points d’appuis de la droite infinie sur le sous-segment)
importe dans le calcul de la complexité des algorithmes de recherche de reste minimal
ou maximal.

Pour montrer ce comportement logarithmique, par rapport a y, — y,, de notre
approche nous avons fait deux expérimentations dont les résultats sont représentés
par les courbes de la Figure 2.21 et de la Figure 2.22 respectivement. Dans la pre-
miére, en suivant le méme protocole que celui dans [Sivignon 12|, on remarque qu’il
y a assez d’irrégularités sur la courbe. Cela est du au fait que, quand les caracté-
ristiques sont choisies de facon aléatoire, il arrive souvent que les sous-segments a
reconnaitre possédent des points d’appuis de la droite infinie en entrée. Dans ce cas
notre approche a une ou plusieurs étapes qui seront faites en temps constant. Mais,
comme le montre la deuxiéme courbe, lorsque nous choisissons des caractéristiques
de telle sorte que les sous-segments a reconnaitre ne possédent pas de point d’appuis
de la droite infinie et que le nombre de paliers du sous-segment va en s’augmentant
I’allure est logarithmique.

2.3.6 Comparaison avec les approches précédentes

L’algorithme principale (Algorithme 3) a été implémenté en C+-. Ensuite la li-
brairie open-source DGTAL [DGTAL 14|a été utilisée afin d’effectuer des comparai-
sons de notre algorithme avec I’Algorithme ReversedSmartDSS de Said et Lachaud
[Lachaud 13] et celui de Sivignon [Sivignon 12].

Dans un premier temps, nous avons suivi le méme protocole que celui proposé
dans [Sivignon 12| sur un ordinateur de processeur Intel Dual Core de fréquence
2.10 GHz. Dans ce cadre nous avons d’abord choisi une valeur maximale N que
peut prendre b. Puis nous avons fixé une valeur maximale pour la longueur n du
sous-segment discret. Ensuite nous avons choisi de facon aléatoire les paramétres a
et b tels que a < b < N, et le décalage affine ¢ aussi bien que I'abscisse du premier
point du sous-segment discret. Chaque comparaison est faite avec 10000 paramétres
aléatoires. Et pour chaque comparaison, une vérification que les algorithmes trouvent
les mémes caractéristiques est faite avant de calculer le temps d’exécution moyen.
La Figure 2.23 et la Figure 2.24 montrent les résultats de la comparaison de notre
algorithme avec ceux dans [Said 11, Sivignon 12| pour une valeur de N = 10° et N =
108 respectivement. Dans ces figures, nous faisons varier la taille n du sous-segment
de la forme 10 x 2% dans I'intervalle [10, N]. Nous constatons que notre algorithme
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Temps de calcul en milisecondes

0.016

0.015

0.014

0.013

0.012

0.011

(=)

20 40 60 80 100 120

Variation de la taille du sous-segment discret

FIGURE 2.21 — Caractéristiques aléatoires pour la droite discréte b < 1000001, a < b,
et 4 < a+ b. La courbe montre le temps de calcul en fonction de la distance en
ordonnées (y, — Yu).

Temps de calcul en microsecondes

11.5

11.0

10.5

10000 20000 30000 40000 50000 60000

Variation de la distance yu-yv

FIGURE 2.22 — Droite discréte de caractéristiques a = 300007, b = 1000001 et
i = 0. On considére des sous-segments ne contenant pas de points d’appuis de la
droite infinie. La courbe montre le temps de calcul en fonction de la distance en
ordonnées (y, — Yu).
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(Ouattara et al.) est relativement plus rapide que les deux autres algorithmes (Si-
vignon, Said et al.) quelque soit la taille n du sous-segment discret. Ces premiéres
figures donnent une idée de comment ces algorithmes se comportent sur de grandes
valeurs de b.

ffffff Sivignon

n
0]
ko]
o
o
8 Said & al.
@
3
-
£
5 0.02 - Ouattara & al.
o
0
00015k
=1
O
0
"
o
ke
0
2" 0005+
0]
E

1 1 1

0 300000000 600000000

Variation de la longueur du segment

FIGURE 2.23 La valeur maximale de b est 10°. Les longueurs de S sont données.
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FIGURE 2.24 La valeur maximale de b est 10%. Les longueurs de S sont données.

Par la suite, nous nous sommes intéressés a vérifier si les tendances des comparai-
sons précédentes se confirmaient avec des petites valeurs de b (en fonction des tailles
des images classiques utilisées dans le domaine). Dans la Figure 2.25, la comparaison
est faite pour la valeur N = 10007 en variant la taille n du sous-segment de la forme
n; + 10 o n; est la taille a I’étape précédente. Nous constatons que notre algorithme
est toujours plus rapide que les deux autres algorithmes quelque soit la taille n du
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2.3 Nouvelle approche de reconnaissance de sous-segment discret

sous-segment discret. Nous remarquons aussi que les courbes des deux autres algo-
rithmes s’intersectent ce qui confirme ce que a montré Sivignon dans [Sivignon 12|,
a savoir que son algorithme, bien que moins efficace dans le cadre général, est plus
efficace que celui de Said et al. sur des sous-segments discrets de petite taille n. La
Figure 2.25 n’est pas un simple zoom de la Figure 2.23 et ou de la Figure 2.24 car les
complexités des algorithmes sont fonction de la taille du sous-segment v —u (comme
le montre les figures) mais aussi de a (pour le calcul de coefficients de Bézout) qui
est contraint par b dans les tests.
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FIGURE 2.25 — La valeur maximale de b est 10007. Les longueurs de .S sont données.

2.3.7 Optimisation : mutualisation des recherches des restes
minimum et maximum

L’Algorithme 3 est plus rapide si on a en entrée les coefficients de Bézout des
parameétres a et b de la droite infinie. Mais de facon générale on peut améliorer le
temps de calcul en calculant dans une seule boucle les restes maximaux et minimaux
candidats. Nous présentons comment faire cela dans I’Algorithme 4.

Cet algorithme calcule dans une seule boucle les restes minimal (mini) et maxi-
mal (maxi) ainsi que les deuxiémes restes minimal et maximal candidats a gauche
(miniy et mawir) et & droite (minig et maziz). A la sortie de cet algorithme on peut
calculer en temps constant les trois points d’appuis. Pour commencer, nous consi-
dérons Pp(mini) et Pp(maxi) comme des points d’appuis supérieur et inférieur du
sous-segment. Puis, en fonction de la distance la plus longue entre || Pp(mini) Pp(u)||,
|| Pp(mini) Pp(v)||, || Pp(mazi)Pp(u)l| et | Pp(maxi) Pp(v)||, Pp(minig) ou Pp(maziy)
ou Pp(minig) ou encore Pp(mazig) est un troisiéme point d’appui (lignes 14 a 29
de I’Algorithme 3).

L’Algorithme 3 ne prend pas en compte le fait qu’il puisse avoir déja des points
d’appuis de la droite infinie sur le sous-segment mais ’algorithme principale (Algo-
rithme 3) peut étre modifié pour en tenir compte. C’est a dire qu’on teste d’abord
(en temps constant) si le sous-segment contient un point d’appui de la droite infinie :
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Algorithme 4 : Restes(Entrées : a,b,c,u,v,xo,y,pged. Sortie
mini L, mini, mini R, maxiL, mazi, maxiR)

/* a,b,c : caractéristiques de la droite; u,v : extrémités du
sous-segment; g,y : coefficients de Bézout de a et b; pgcd
pged de a et b calculé en méme temps que 7y et 7p; mini
reste minimal, miniR : reste minimal & droite de mini,
minil. : reste minimal & gauche de mini, maxi : reste maximal,
maxiR : reste maximal & droite de maxi et maxil. : reste

maximal & gauche de maxi %/
1 début
2 accum < 0;
3 a —a;V —b;u —u v v u —u; v
4 Tant que VRAI faire
5 Si 24’ > U/ alors
¢ L d W —d 0V = =Y =0 =
1,1 70
yu < [ 5] v |55
8 Si y, = y, alors
9 maxi < accum —+ {abf’l };
. . U
10 mini < { % };
. ! _
11 maxiy, < accum + {7“ (“bl, 1) };
. . ! !
12 Minig <— {w}’
; -1
13 mamR<—accum—bt+at+{%t)};
14 miniy, < {%ﬁ'l)}’
15 break ;
16 ap <= a5 by = b ug ' v =0
17 a’e{%};b’eat;
18 u — 1+ L—CLE’MJ s L_“t(%tJrl)J;
t t
atut . .
19 U1 < IV Ztt‘] s Vo $— U1’
1
20 vy L%f”;
21 accum <— accum + by — ay;
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2.3 Nouvelle approche de reconnaissance de sous-segment discret

e Si le sous-segment ne contient aucun point d’appui de la droite infinie alors
on utilise I’Algorithme 4 pour calculer les restes minimaux et maximaux can-
didats (a gauche et a droite). L’Algorithme 3 est juste modifié pour appeler
I’Algorithme 4 une seule fois au lieu de faire trois appels aux Algorithmes 1 et
2;

e Si le sous-segment contient un point d’appui inférieur (supérieur) de la droite
infinie on calcule le reste maximal (minimal) dans l'intervalle le plus long qui
sépare ce point des extrémités. On n’a pas besoin la de I’Algorithme 4;

e Si le sous-segment contient un point d’appui inférieur et un point d’appui su-
périeur de la droite infinie, on les considére comme les points de restes maximal
et minimal. Et en fonction de I'intervalle le plus long qui sépare ces deux points
des extrémités, on calcule le point de reste minimal ou le point de reste maxi-
mal. On n’a pas besoin encore 1a de I’Algorithme 4. Mieux dans cette confi-
guration on peut méme déterminer, en temps constant, les caractéristiques du
sous-segment discret (voir la Sous-Section 2.3.8);

e Si le sous-segment contient 3 points d’appuis, on a déja les caractéristiques du
sous-segment discret.

2.3.8 Cas particulier d’un sous-segment ayant deux points
d’appuis de la droite

Dans cette sous-section, nous considérons un sous-segment discret S d’une droite
discréte D, tel que S posséde exactement un point d’appui supérieur et un point
d’appui inférieur de D. C’est cette configuration (S est alors a cheval entre deux
patterns renversés de D) qui donne la complexité au pire de 1'algorithme de recon-
naissance proposé par Said et Lachaud [Said 11]. Dans la littérature il n'y a pas
encore de méthode de calcul, pour ce cas, en temps constant. Nous proposons une
approche pour faire le calcul en temps constant.

Notons («, §,7) les caractéristiques de S et (a,b, u) ceux de D. Notons aussi
A(za,ya) et B(xp,yp) les extrémités de S avec x4 < xp et ya < yp. Soient
U(Zy,yu) et L(zy,y,) des points d’appuis respectivement supérieur et inférieur de
D appartenant a S. Le théoréme suivant pose un systéme linéaire qui permet de
calculer les caractéristiques («, 5,7) de S :

Théoréme 2.3.6. Les caractéristiques (a, B,7) d’un sous-segment discret S de
D (a,b,p) d’extrémités A(za,ya) et B(xp,yp) et contenant les points d’appuis su-
périeur U (x,,y,) et inférieur L (x;,y;) de D sont :

a=a+k(y,—y — 1)
B=b+k(x, —ax+1)

avec
— 3 Ox—b éy—a ) _
k = min T T St — 1>0
_ Oy — .
k = max | —%==b y—¢ stx, —x;+1<0

Tu—x+17 yu—y—1
0y = max |z, — xal, |z, — zBl, |2 — xal, |2 — 2B]]
0y = max [y, — yal. [yu — ysl lve — yal, lyi — 5]
ot 0, et 0, représentent les distances mazimales respectivement en abscisse et en
ordonnée entre les points d’appuis U et L et les extrémités A et B de S.
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Lorsque x, —x;+1 =0, (o, 5) = (1,1) et lorsque y, —y; — 1 =0 alors a =1 et
B prend les valeurs suivantes en fonction de o, et o, :
e Sid, > 1 alors
~ e
oo -1
e Sinon = 0,.

Démonstration. La démonstration du Théoréeme 2.3.6 repose sur un systéme li-
néaire : nous définissons des contraintes sur («, 5,7) et nous résolvons ensuite le
systéme linéaire qui en résulte.

Commencons par supposer que A et B sont sur des paliers distincts car sinon
les caractéristiques de S sont (0,1,y4) et il n’est plus nécessaire de continuer la
reconnaissance. Cette hypothése nous permet d’établir que :

TaA < TR
Yya < YB

Par ailleurs pour que la configuration soit bien celle o § est dans deux patterns
renversés de D il faut que les points d’appuis U et L ne se confondent pas aux
extrémités A et B. C’est ce que nous formalisons par :

(24 <z, <R
yASyuSyB
ra<w <R
ya <y <ygp
U+A
U+B
L+A

| L#B

U et L sont des points d’appuis de D appartenant a S. D’aprés le Corollaire 2.3.1
(Page 47) ils sont également des points d’appuis lorsqu’on considére les caractéris-
tiques (o, 5,7). Comme S est un sous-segment discret minimal de caractéristiques
(e, 5,7), il contient un troisiéme point d’appui de sa droite minimale de caractéris-
tiques («, 3,7) (voir Chapitre 1, Section 1.4, Page 22). Ce qui implique qu’au moins
une des assertions suivantes est vraie :

Uy (zy + B,y, + @) est un nouveau point d’appui supérieur de S ;
Us (zy, — B, Yy — @) est un nouveau point d’appui supérieur de S';
Ly (z; + B,y + ) est un nouveau point d’appui inférieur de S;
Ly (z; — B,y; — «) est un nouveau point d’appui inférieur de S.

Comme nous 'expliquons sur la Figure 2.8, ce troisiéme point d’appui se trouve sur
la distance maximale séparant U et L des extrémités de S. C’est ce qui nous permet

d’écrire :
1<B<0,
{ 1<a<s, (2.1)

ou
{ 0, = max ||z, — zal, |2y — x|, |11 — x4, |1) — 23]]
0y = max [|yu — yal, [yu — ysl, [y — val, Iy — ysl]
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2.3 Nouvelle approche de reconnaissance de sous-segment discret

Par ailleurs, nous pouvons réécrire les restes de U et L relativement a («, 3,7)
afin d’obtenir une troisi¢éme contrainte entre « et § (Equation 2.2) :

ATy — BYu =7
{ ar—fy=7+a+f-1
= ar— By =ar, — By, +a+ -1
= alx,—x+1)—Fy.—uyu—1) =1

d’ou
alxy, —x+1) =By —y—1)=1 (2.2)
A partir des Equations 2.1 et 2.2 nous définissons les conditions nécessaires et
suffisantes pour que («, [3,7) soient les caractéristiques de S comme :

1< <0,
1 <a <y,
a(@y =z +1) = Byu —y—1)=1
Dans la suite, nous prouvons 'existence des paramétres (a, 8,7) du Théoréme
2.3.6 en résolvant 'Equation 2.2 et en exhibant (cr, B), v se déduisant facilement
ensuite.
Pour résoudre 1'Equation 2.2, nous avons besoin de connaitre les signes des coef-
ficients de a et . Ces signes sont interdépendants comme le montre la proposition
suivante :

Proposition 2.3.3. (z, — 2+ 1) et (y, —yi — 1) sont soit tous positifs, soit tous
négatifs et ne peuvent pas étres tous nuls.

Démonstration. (x, —x;+ 1) et (y, —y; — 1) ne peuvent pas tous étre nuls puisque
alry,—x;+1) =By, — 1y — 1) = 1. Supposons que z, —x;+1 >0et y, —y; — 1 <O0.
T, —x;+1 > 0 implique que le point d’appui supérieur est sur un palier au dessus du
palier sur lequel se trouve le point d’appui inférieur tandis que y,—1y;—1 < 0 implique
le contraire. cela est donc impossible. De méme z, —x;+1<0et y, —y;,—1 >0
est impossible. Donc (z, — 2; + 1) et (y, — y; — 1) sont toujours du méme signe et
ne peuvent pas étre nuls en méme temps. L

La résolution de 'Equation 2.2 se fait alors suivant les différents cas :
e Cas ou x, — x;+ 1 =0 Dans ce cas

Blyu—m—1=1 = f=_-

Yi—Yu—1

= =1

On en déduit que (o, 8) = (1,1) car a < f.
e Casouy, —y—1=0

olw, — o +1)=1 = a= L

= a=1

On a toujours 1 < g < d,, mais [ se détermine facilement en fonction de o,

et 0y :

— Si 0, > 1 alors il y a alors au moins un palier complet de D sur S. Par
conséquent [ est la taille d’un palier de D (voir Chapitre 1, Sous-section
1.4.1, Page 22), c’est a dire que :
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=y
v
— Sinon 8 = 9,.

e Casounxy, —x;+1#0ety, —1y —17# 0 Nous savons que U et L sont des

points d’appuis de D (a,b, it), a, b et p sont donc solution de I'Equation 2.2
c’est a dire que : a(x, —x;+ 1) = by, —y — 1) = 1.
Comme les solutions d’une équation diophantienne sont toutes congruentes
entre elles, elles le sont a une solution particuliére. Comme U et L sont des
points d’appuis de D, (a, b, 1) vérifie donc I’Equation 2.2 et constitue ainsi la
solution particuliére. Par conséquent :

o) a=at+k(yn—y—1)
ez |{ f=b+k(x, —x+1)

Les contraintes de 'Equation 2.1 imposent de plus que :

3k€Z|{ 1<a+k(ye—y—1) <9,

Suivant les signes de x, —x;+1 et y, —y; — 1, nous avons les deux cas suivants :
- Six,—ax,+1>0(etdoncy, —y —1>0 daprés la Proposition 2.3.3)

alors :
1-b Su—b
Ty—x;+1 S k S Toy—x;+1
l1—a <k< oy—a
Yyu—y—1 — 7 — yu—yi—1
410 1-b 1—a : ") dy—a
Nous en déduisons que k € [max [Iu_rlﬂ, yu—yl—l] , min [mu—zz+1’ —

Comme 2, —2;+1 >0, et que §, —b < 0 et 4, —a < 0 nous devons choisir

TP B S - :
k = |min [xu_mﬂ, yu_yl_1i|J pour avoir les valeurs « et 3 optimales.

- Six,—x,+1 <0 (etdoncy, —1y —1 <0 daprés la Proposition 2.3.3)

alors :
{ Sz—b <k< 1—b

xu_xl'i‘]- - xu_xl"l‘]-

dy=a < l-a
Yu—y—1 — " — yu—y—1

Ce qui implique que k € [max [M‘Sj;ﬁrl, yff;la_l} , min [xu:i’ﬂ, yul—;/f—l]:|'
Comme z, —2;+1 < 0, et que 6, —b < 0 et 6, —a < 0 nous devons choisir
Sx—b dy—a
Tyu—2;+17 yu—y—1
Le Théoréme 2.3.6 permet donc de déterminer en O(1) les caractéristiques d’un sous-
segment discret possédant un point d’appui supérieur et un point d’appui inférieur

de la droite discréte. [l

k = [max ]] pour avoir les valeurs « et 3 optimales.

2.4 Perspectives d’extensions en dimension 3

2.4.1 Sous-segment discret de dimension 3

En nous basant sur 1’algorithme de reconnaissance de sous-segment en dimension
3 de Debled-Rennesson [Debled-Rennesson 95], nous pourrions utiliser des approches
en dimension 2 pour la reconnaissance de sous-segment en dimension 3. Dans cet
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algorithme (de Debled-Rennesson), un sous-segment discret en dimension 3 est défini
comme ayant deux projections en dimension 2 correspondant a des sous-segments en
dimension 2 [Kim 83]. Il suffirait alors de déterminer les paramétres des projections
pour déduire les paramétres du sous-segment en dimension 3. Ainsi pour reconnaitre
un sous-segment en dimension 3, il faudrait :

1. déterminer les projections de la droite en dimension 3 qui sont des droites en
dimension 2 : cela se fait en temps constant ;

2. déterminer sur les projections les paramétres de sous-segment en dimension 2
correspondant au sous-segment en dimension 3 : cela se fait en temps loga-
rithmique avec les approches de reconnaissance que nous avons présentées et
la notre ;

3. a partir des parameétres des sous-segments en dimension 2, on peut déduire les
parameétres du sous-segment en dimension 3.

2.4.2 Morceaux de plan de dimension 3

Si nous nous intéressons a l'extension proprement dite des approches en dimen-
sion 3, notre approche offre des perspectives d’extension aux morceaux de plans
discrets, contrairement aux autres approches [Said 11, Sivignon 12|. En effet notre
approche est basée sur la notion de reste arithmétique et de point d’appui, et ces
deux notions existent également pour des plans discrets en dimension 3 tandis que
les autres approches basées sur les notions de diagramme de Farey et d’arbre de
Stern-Brocot sont plus difficilement extensibles en dimension 3.

Cependant des difficultés se posent a cette extension en dimension 3.

Pour le moment nous pensons que de telles propriétés existent méme s’il y a des
contradictions au Théoréme 2.3.5 en dimension 3. Comme le montre la Figure 2.26,
en enlevant une ligne du sous-plan discret P de caractéristiques (3,7,18,0) (0 < 3z+
Ty+182+0 < 18) dans 'intervalle [1, 7] x [2, 5] du plan (z,y) on obtient un nouveau
sous-plan P’ de caractéristiques (2,5,11,—3) ou un point de reste arithmétique 2
sur P devient point d’appui de P’ alors qu'un point de reste arithmétique 1 sur P
ne le devient pas. Donc le Théoréme 2.3.5 n’est pas vérifié en 1’état en dimension 3
pourtant I'ordre des restes arithmétiques tel que stipulé par le Théoréme 2.3.5 semble
étre vérifié dans la plupart des cas. Peut-on trouver un théoréme ou une proposition
moins contrainte qui stipulerait des propriétés similaires 7 C’est vrai aussi que dans
I'exemple nous avons choisi d’ignorer le coefficient 1ié a z (par des transformations
géométriques) dans la détermination des caractéristiques du sous-plan discret. Cela
pourrait-il justifier le non-respect du Théoréme 1 ou mieux y a-t-il d’autres choix qui
préserveraient 'ordre des restes arithmétiques comme le stipule le Théoréme 1 en
dimension 3 7 Quelles propriétés pour I’érosion en dimension 37 Y a-t-il une meilleure
fagon d’éroder une ligne ou une colonne ? Cela ouvre de nombreuses perspectives.

2.5 Conclusion

Nous avons proposé une nouvelle approche de reconnaissance de sous-segment
discret. L’algorithme qui en découle est de complexité logarithmique et prend en
entrée les caractéristiques de la droite discréte ainsi que les abscisses des extrémités
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8 1 3
3 7 9
9 2 4

()

FIGURE 2.26 Illustration de la contradiction de 1’ordre des restes en 3D lorsqu’on
érode une ligne en bas (a) ou en haut (¢) du morceau de plan discret (b). Si en (a)
les nouveaux points d’appuis (en rouge) sont ceux qui avaient des restes minimaux
ou maximaux (en rouge clair), en (c) le point de reste minimal 1 en (b) n’est pas un
point d’appui alors que celui de reste 2 I'est.
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du sous-segment discret. Notre approche est basée sur la suite de restes arithmé-
tiques des points du sous-segment discret sur la droite discréte. Nous montrons que
cette suite de restes arithmétiques est ordonnée de la méme maniére sur la droite
discréte et le sous-segment discret et que les valeurs minimale et maximale de cette
suite correspondent a des points d’appuis du sous-segment discret. Puis nous pro-
posons des algorithmes pour calculer les valeurs de reste arithmétique minimale et
maximale. Cela nous permet de déterminer ensuite les points d’appuis inférieur et
supérieur et de déduire les caractéristiques du sous-segment discret.

Nos algorithmes de calcul du reste arithmétique minimal et maximal sur une
suite de reste arithmétique sont d'un grand apport d’un point de vue algorith-
mique. Ils sont simples car similaires a ’algorithme d’Euclide et déterminent les
restes arithmétiques minimal et maximal en temps logarithmique. Les tests que
nous avons effectués montrent que notre algorithme général est plus rapide que ceux
dans [Lachaud 13| (ReverseSmartDSS) et [Sivignon 12]. Pour les cas particuliers ou
le sous-segment discret contient un point d’appui supérieur et un point d’appui in-
férieur de la droite discréte, nous avons montré qu’il était possible de déterminer les
caractéristiques du sous-segment discret en temps constant en posant des contraintes
et en les résolvant.

Comme premiére perspective, nous prévoyons d’implémenter nos algorithmes
dans la librairie DGtal car tous les algorithmes des approches auxquelles nous avons
comparé nos résultats y sont déja implémentées.

Ensuite nous comptons approfondir nos travaux sur les possibilités d’extension
en dimension 3 de notre approche pour la reconnaissance de morceaux de plans
discrets. Etant donné un plan discret dont les caractéristiques sont connues, peut
on appliquer la méme approche (que celle que nous utilisons pour les sous-segments
discrets) pour reconnaitre des morceaux de ce plan discret ? Nous envisageons de
déterminer les conditions qu’il faut remplir pour que les différentes propositions et les
différents théorémes que nous avons proposés dans ce chapitre puissent s’appliquer
en dimension 3. Cela nous permettrait de proposer un algorithme de reconnaissance
de morceaux de plan discret en dimension 3. L’autre perspective, liée a la premiére,
est de voir si cela peut se traduire sur des sous-segments discrets en dimension 3
méme si 1a, il y a une contrainte majeure liée a la définition méme de la notion de
reste arithmétique.

Finalement, comme nous avons considéré des droites discrétes de pentes ration-
nelles, il serait intéressant d’étudier 'application de notre approche de reconnais-
sance sur des sous-segments discrets de droites discrétes de pentes irrationnelles.
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Chapitre 3

Espace dual et reconnaissance de
primitives discrétes
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3.1 Introduction

Pour reconnaitre des primitives discrétes, différentes techniques sont utilisées
alliant la programmation linéaire, I’arithmétique, diverses techniques algorithmiques.
Un des outils que nous avons beaucoup étudié est I'utilisation d’espace dual (espace
des paramétres) a I'espace de représentation de la primitive discréte. La finalité est
d’associer des calculs dans l'espace dual, beaucoup plus simples et/ou rapides, a
la détermination des caractéristiques d’une primitive discréte dans son espace de
représentation. Les transformées de Hough [Hough 62, Maitre 85| sont parmi les
plus connues des outils utilisés pour de tels calculs.

Nous utilisons principalement, dans la reconnaissance de droite discréte, une
forme améliorée de ces transformées, introduite par Dexet [Dexet 06al, qui associe
au point discret (pixel ou voxel) une forme dans 'espace de paramétres appelée dual
du point discret.

Définie pour la reconnaissance de droite discréte dans un espace régulier, la pré-
image généralisée est l'intersection de duaux d’un ensemble de pixels correspondant
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a un ensemble de points discrets. Elle permet aussi de reconnaitre des droites dis-
crétes multi-échelles [Dexet 06al. Nous avons étudié la préimage généralisée de pavés
en dimension 2. Nous montrons que les types de voisinages possibles entre pavés in-
fluent sur la nature des polygones correspondant a la préimage généralisée de telle
sorte que nous ne rencontrons pas les configurations décrites par Dexet [Dexet 06a].

Nous avons ensuite proposé des améliorations pour le calcul de la préimage gé-
néralisée dans un cadre général. Cette amélioration se base sur la réduction des
éléments a considérer dans le calcul de la préimage généralisée. Nous avons montré
que l'intersection de duaux de deux hypervoxels correspondant & deux points discrets
connexes était équivalente a l'intersection d’une zone que nous appelons frontiére.
Ainsi calculer la préimage généralisée d'un ensemble d’hypervoxels revient a calculer
la préimage généralisée de leurs frontiéres.

Nous nous sommes aussi intéressés a l'utilisation de transformations duales dans
la reconnaissance de cercles discrets. La médiatrice généralisée de deux pixels P et
() est un morceau de plan qui contient tous les centres possibles de cercles ou d’arcs
discrets passant par les deux pixels [Rodriguez 10, Rodriguez 11, Richard 11|. Les
bords de la médiatrice généralisée sont formés par des segments et des morceaux
de paraboles. Une forme simplifiée existe, appelée médiatrice généralisée simplifiée
(MGS dans la suite), qui peut étre représentée par un polygone. Les morceaux de
paraboles sont dans ce cas approximés par des segments de droites pour simplifier les
calculs. Les cotés de ce polygone sont des parties de médiatrices des seize segments
joignant les quatre sommets de P aux quatre sommets de (). Pour déterminer les
caractéristiques d’un cercle discret il faut calculer 'intersection des MGSs des couples
de pixels de I’'ensemble des pixels. Cette intersection est appelée centre généralisé
simplifié (appelé CGS par la suite). Le CGS contient I’ensemble des centres candidats
du cercle discret. En fonction d’un centre candidat on peut déterminer des plages
de rayons d’arcs ou de cercles qui passent par I'ensemble des pixels. La complexité
en temps d’une telle approche de reconnaissance de cercles discrets est de 'ordre
de O (n*) [Rodriguez 10]. Nous nous intéressons dans un premier temps a réduire
cette complexité. Pour faire cela, nous déterminons les duaux des médiatrices des
segments joignant les sommets de P et (). Pour chaque paire de points discrets,
ces duaux constituent les sommets d'un polygone (appelé DMGS par la suite) qui
représente le dual de leur MGS. Puis au lieu de calculer les intersections des MGS,
on détermine les droites qui coupent I’ensemble des DMGS. Ces droites donnent les
caractéristiques des centres candidats du cercle discret. Avec une telle approche nous
ramenons la complexité en temps du calcul de la CGS a O (n?log(n)) [Richard 11].
Nous avons mené les travaux sur la DMGS en dimension 2 sur des pixels, mais nos
travaux peuvent étre étendus en dimension 3 et, dans les 2 cas, sur des pavés de
différentes échelles.

Ce chapitre se subdivise en deux parties. Dans la premiére partie, nous rappe-
lons d’abord des notions sur les espaces de paramétres, la préimage généralisé, la
médiatrice généralisée et le centre généralisé. Dans la seconde partie nous présen-
tons les différents travaux que nous avons mené dans la reconnaissance de primitives
discrétes. Nous commengons par présenter nos travaux sur le calcul de la préimage
généralisée basée sur la notion de frontiére. Puis nous présentons des spécificités de
la préimage généralisée d’ensemble de pavés. Nous présentons ensuite le calcul du
dual de la médiatrice généralisée simplifié. Enfin nous présentons la reconnaissance
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de cercle discrets basée sur la programmation linéaire et la notion de flocon.

3.2 Espace dual et préimage

Dans le but de simplifier ou accélérer la reconnaissance des primitives discrétes,
on utilise souvent un espace, dit espace de paramétres, différent de celui de représen-
tation de la primitive discréte dit espace image. Entre les deux espaces, on définit
alors des relations, dites transformations duales, qui associent a une catégorie de pri-
mitives de I'un une autre catégorie de primitives de I’autre. Dans cette section nous
présentons briévement les bases des transformations duales avant de présenter la no-
tion de transformée de Hough [Hough 62] dont découlent les transformations duales
qui nous intéressent. Nous présentons ensuite la préimage généralisée [Dexet 06a]
qui est un outil basé sur la transformée de Hough et qui permet la reconnaissance
d’hyperplans discrets. Nous présentons enfin la médiatrice généralisée. La média-
trice généralisée est utilisée dans la reconnaissance d’hypersphéres discrétes. Elle
n’est pas basée sur la transformée de Hough mais nous présentons dans la Section
3.3 comment on accélére son calcul en le faisant dans un espace dual. D’ou I'intérét
de la présenter dans cette section.

3.2.1 Transformations duales

Dans la suite, ¢, = (O, X1, ..., X;,) € R™ est un espace image et P,, = (0,, Y1, ..., Y,,) C
R™ un espace de paramétres, tous de dimension n € N*. Nous nous intéressons a
définir deux transformations duales permettant d’associer & un point de ¢,, un hy-
perplan dans P, et vice et versa. Les espaces ¢, et P, sont alors des espaces duauz.
Et I'espace ¢,, est I’espace dual de P,, et vice et versa.

Notons D, : e, = ¢(P,) et Dp : P, — p(e,), ot ¢(A) désigne I'ensemble des
parties de A, les deux transformations duales.

La transformée de Hough [Hough 62| est une transformation duale utilisée dans
la reconnaissance de plusieurs types de primitives. Un panorama des différentes
sortes de transformées de Hough est fait dans [Maitre 85|. De facon générale, la
transformée de Hough se définit comme suit :

Définition 3.2.1 (Transformée de Hough |[Hough 62|). Soit R™ un espace image et
¢ ={M,,ie[l,...,n]} € R" un ensemble de n points sélectionnés. Soient P € RP
un espace de paramétres, et F une famille de courbes dans R™ paramétrées par a ;
c’est a dire

F={{z: f(z,a) =0,z € R"},a € Q}

On appelle transformation de Hough associée a la famille F, une transformation qui
fait correspondre a l’ensemble ¢ une fonction g définie sur P.

Nous nous intéressons aux transformées de Hough utilisées pour la reconnaissance
de droites discrétes. Dans la suite nous travaillons en dimension 2 et nous considérons
toujours € comme un espace image, et P comme un espace de parameétres.
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Définition 3.2.2 (Transformée de Hough des droites). Soient A(z,,y,) € € et
B(xp,y5) € P. La transformée de Hough des droites est définie par les deux trans-
formations duales suivantes :

{ AT, ya) = Dp : {(a, B) € P?|B = —axa + Yo }
A(zy, yp) = D {(w,y) € €% |y = —za, + yuo }

La Figure 3.1 illustre la transformée de Hough des droites.

y=ax+b

Lo il Vs L
-15 -1.0 0.5 -0.5

FIGURE 3.1  Transformée de Hough des droites : un point (x,y) de I'image de
gauche correspond a une droite D : ¢ = —xm + y de I'image de droite et une droite
y = ax + b correspond a un point (a,b).

Des propriétés sur cette transformée de Hough et leurs preuves sont énoncées
dans [Maitre 85, Dexet 06a, Sere 07|. Nous retiendrons que la transformée de Hough
des droites est basée sur des coordonnées cartésiennes et ne permet pas de détec-
ter des droites verticales |[Maitre 85]. C’est pourquoi nous utilisons a sa place la
transformée analytique de Hough qui n’a pas cette limitation [Maitre 85|. Nous nous
intéresserons particuliérement a la notion de dual introduite par Dexet [Dexet 06a]
et basée sur les transformations duales suivantes :

Définition 3.2.3 (Transformations duales [Dexet 06al). Soient p. = (x1,...,x,) €
en €t pp = (Y1, .., Yn) € Pn. Alors,

n—1

D.(p:) = {(yl, vy Yn) € Py

n—1
Ty = yn‘l'zyﬂi}

i=1

Dp(pp) = {(371, ,{En) cép
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3.2 Espace dual et préimage

Dans la suite nous utilisons le terme Dual indifféremment pour les deux trans-
formations Dp et D,.

Il existe des propriétés intéressantes sur la dualité pour les opérations classiques
comme l'inclusion, 'union et l'intersection. L’ensemble des définitions, des proprié-
tés et toutes les preuves sur les transformations duales que nous utiliserons sont
présentées dans la section 2.2.2 de la thése de Dexet Martine [Dexet 06al. Dans la
suite, nous nous intéressons surtout a comment utiliser le dual d’un objet discret
dans sa reconnaissance. La préimage généralisée, définie a partir du dual des points
discrets, est un outil qui permet la reconnaissance des hyperplans discrets. Nous la
présentons succinctement dans la sous-section suivante. Toutes les définitions, pro-
priétés et preuves sur la préimage généralisée que nous utilisons ont été introduites
par Dexet [Dexet 06al.

3.2.2 Préimage généralisée

Nous synthétisons les travaux de Dexet [Dexet 06a] en donnant, en dimension
2 et 3, les relations entre le dual d’un hypervoxel (associé au point discret) et ses
sommets [Dexet 06a].

Pour un pixel P de centre (z,y) € Z? le Tableau 3.1 donne les relations entre le
dual de P et ses sommets [Dexet 06a]. Chaque dual d’un sommet est une droite qui
découpe l'espace en deux sous-espaces notés H_ et H.. En fonction de la position
du sommet H_ ou H, intervient dans le calcul du dual de I’hypervoxel.

TABLE 3.1 — Relations entre le dual d’un pixel et ses sommets.

Demi-espace y1 <0 y1 >0
Ho (z+3.y+3) | (=5 y+5)

La Figure 3.2 illustre la construction du dual de I’hypervoxel associé & un point
discret d'une grille réguliére en dimension 2. La Figure 3.3 illustre la construction
du dual de I'hypervoxel associé a un point discret d'une grille irréguliére isothétique
en dimension 2.

FIGURE 3.2 — Illustration du dual d’un pixel : & chaque sommet de I'image de gauche
correspond un dual correspondant a une demi-droite de méme couleur de I'image de
droite.
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FIGURE 3.3 — llustration du dual d'un pavé : a chaque sommet de I'image de gauche
correspond une demi-droite de méme couleur de I'image de droite.

De méme, pour un voxel P, de centre (x,y,z) € Z3, le Tableau 3.2 donne les
relations entre le dual de P et ses sommets [Dexet 06al.

TABLE 3.2 Relations entre le dual d’un voxel et ses sommets.

Demi-espace y1 < 0,92 <0 Y1 < 0,92 >0
H-i— (:E—%,y—%,z—%) (x—%,y—l—%,z—%)

Demi-espace y1 > 0,70 <0 y1 20,92 >0
H_ (r—gy+s,2+2) | (@—Lty—3,2+3)
H-i— (m—l—%,y—%,z—%) (IE—F%,y—l—%,Z—%)

La Figure 3.4 illustre la construction de la préimage généralisée en dimension 3.

Le dual d'un point discret définit donc I'ensemble des parameétres d hyperplans
discrets contenant 1’hypervoxel associé a ce point discret. Pour connaitre les para-
meétres d'un ensemble de points discrets connexes, il suffit alors de calculer I'intersec-
tion des duaux des différents points discrets. C’est cette intersection qu’on appelle
préimage généralisée d'un ensemble de points discrets, notée G, et définie comme
suit :

Définition 3.2.4 (Préimage généralisée, [Dexet 06a]). P — { Py, ..., P} un ensemble
de k n-polytopes, k € N*. La préimage généralisée de P est définie par :

Gy(P) = ﬂDual(Pi)

En dimension 2, la préimage généralisé d’un ensemble de pixels peut étre un
ensemble vide si aucune droite ne passe par ’ensemble des points discrets. Sinon

c’est une forme qui est dans 'une des quatre configurations suivantes définies par
Dexet [Dexet 06a] :
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3.2 Espace dual et préimage

FIGURE 3.4 [llustration du dual d'un voxel : les sommets de méme couleur de
I'image de gauche correspondent & une intersection de demi-plans de méme couleur
de I'image de droite.

e Deux polygones infinis : la préimage généralisée de deux pixels 1-voisins ou
de pixels 1-voisins deux a deux et alignés verticalement est définie par deux
polygones infinis. La Figure 3.5 donne une illustration de cette configuration ;

(a) (b)

FIGURE 3.5 — a) En rouge la préimage généralisée de deux pixels 1-voisins. b) En
rouge la préimage généralisées de pixels alignés verticalement.

e Un polygone infini : la préimage généralisée de deux rangées de pixels 1-voisins
deux a deux et alignés verticalement est défini par un polygone infini. La Figure
3.6 donne une illustration de cette configuration;

e Deux polygones finis : la préimage généralisée de K pixels 1-voisins deux a
deux et alignés horizontalement (k >3) est défini par deux polygones finis. La
Figure 3.7 donne une illustration de cette configuration ;

e Un polygone fini : la préimage généralisée de K pixels 1-voisins deux a deux
et ne définissant pas les configurations précédentes est défini par un polygone
fini. La Figure 3.8 donne une illustration de cette configuration.

Dexet a proposé des algorithmes de reconnaissance de droites et de plans discrets

basés sur la préimage généralisée [Dexet 06al. Dans la section suivante, nous pré-
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FIGURE 3.6 En rouge la préimage généralisée de deux rangées de pixels 1-voisins
alignés verticalement est définie par un polygone infini.

i
' . ,
1

FIGURE 3.7 — En rouge la préimage généralisée de plus de 2 pixels alignés hori-
zontalement est définie par 2 polygones finis. L’axe des ordonnées sépare les deux
polygones.

FIGURE 3.8 — En rouge la préimage généralisée d’un ensemble de pixels quelconques
est définie par un polygone fini.
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sentons la reconnaissance d’hyperspheére discréte ainsi que la notion de médiatrice
généralisée.

3.2.3 DMeédiatrice généralisée et centre généralisé

La notion de médiatrice généralisée a été introduite par Rodriguez et al. [Rodriguez 10,
Rodriguez 11]. La médiatrice généralisée représente ’ensemble des médiatrices pos-
sibles entre les points euclidiens contenus dans une paire de points discrets. Nous
nous intéressons aux notions de médiatrices et aux méthodes de reconnaissance as-
sociées.

Définitions et propriétés

La médiatrice généralisée est une extension de la notion de médiatrice dans
un espace euclidien pour qu’elle s’applique a des régions plutot qu’a des points.
Nous considérons que la médiatrice d’'un segment [AB] est I'ensemble des points
équidistants de A et de B. C’est cette définition qui est étendue pour les points
discrets.

Définition 3.2.5 (Médiatrice généralisée de deux régions [Rodriguez 10]). Soient
S1 et Sy deux régions de R"™. La médiatrice généralisée de Si et Sy est ['union de
toutes les médiatrices de chaque couple de points (p,q) tels que p € Sy et q € Ss.

Pour tout couple de points p et g, il existe un point ¢ de la médiatrice généralisée
équidistant & p et ¢g. ¢ est par conséquent le centre d'une hypersphére passant par p
et ¢. D’ou la définition alternative 3.2.6.

Définition 3.2.6 (Définition alternative de la médiatrice généralisée |Rodriguez 11]).
Soient Sy et Sy deuz régions de R™. Soit X € R, soient d;(X) = min(d(X,S;)) et
D;(X) = max(d(X, S;)) ot d est la distance euclidienne classique. La médiatrice gé-
néralisée de Sy et Sy est l'ensemble des points X € Ry, [d1(X), D1(X)] N [d2(X), D2(X)] # 0.

Dans la suite nous considérons un espace de dimension 2. Si nous considérons
des points euclidiens, entre deux points A et B on peut définir une médiatrice.
Lorsque nous prenons en compte un troisiéme point C, nous introduisons deux
autres médiatrices : entre A et C' et entre B et C'. Si ces points ne sont pas alignés,
les médiatrices s’intersectent en un unique point appelé centre du cercle circonscrit
au triangle ABC. De méme, pour un nombre n € N¥ k& > 2 de points, si toutes
les médiatrices des couples de points parmi les n points s’intersectent en un unique
point I, I est le centre d'un cercle passant par les n points. Sinon, il n’existe pas de
cercle passant par tous les points considérés. La définition 3.2.7 étend la notion de
centre de cercle circonscrit de la géométrie euclidienne en géométrie discréte. Elle
introduit la notion de centre généralisée des hypersphéres circonscrites a un ensemble
de régions comme étant 'intersection de toutes les médiatrices généralisées entre tous
les couples de régions qu'on peut former.

Définition 3.2.7 (Centre généralisé des hyperspheéres circonscrites [Rodriguez 10]).
Le centre généralisé des hypersphéres circonscrites (I;) d’un ensemble de régions
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S = (Si)iep,n est Uintersection des médiatrices généralisées (My) de tout couple de
régions :

(=[] (M(S:5;))

i,j€[1n],i<j

Les différentes définitions et propriétés sur la médiatrice généralisée et le centre
généralisé des hypersphéres circonscrites sont détaillées dans [Rodriguez 11, Rodriguez 10,
Richard 11]. Elles sont les bases d’approches de reconnaissance pour différents types
d’hypersphéres discrétes. Nous reprenons les algorithmes principaux utilisés pour
la reconnaissance d’hypersphére discréte de la thése de Rodriguez [Rodriguez 11].
L’Algorithme 5 permet de calculer le centre généralisé des hypersphéres circonscrites
d’un ensemble de points discrets. La complexité de cet algorithme est O(n?) ou n
représente le nombre de points discrets. Si le centre n’est pas vide I’Algorithme 6 per-
met de déterminer la plage de rayons pour une hypersphére centré en un point donné
du centre généralisé. C’est donc cet algorithme qui résout le probléme de 1’existence
d’une hypersphére centrée en un point ¢ de R" et passant par un ensemble de points
discrets. Sa complexité est aussi de I'ordre O(n?), d’oit une complexité totale de
reconnaissance d’hypersphére discréte qui est de O(n?).

Algorithme 5 : DETERMINATION DES CENTRES POSSIBLES DES CERCLES

DISCRETS RECONNUS

Entrées : Un ensemble V = {v;};cj1,n de voxels.

Output : CGHC(V), le centre généralisé des hypersphéres circonscrites de V
noté Centre(V)

initialiser Centre(V) < R™;

Pour : <~ 1 a n — 1 faire

L Pour j < i+ 1 a n faire

N

‘_ Centre(V) < Centre(V) N MG (v;, v;);

(S

return Centre(V);

Algorithme 6 : CALCUL DE L'INTERVALLE DE RAYON POUR UN ENSEMBLE
DE VOXELS DONNES.
Entrées : Un point ¢ € R? n ensemble V = {v;};ep1,, de voxels.
Output : L’intervalle de rayon [rmin, Tmaez| pour lesquels une hypersphére
centrée en ¢ intersecte tous les voxels de V = {v; }ici1,n)-

intitialiser Intervalle Rayons < R;
Pour i + 1 a n faire

Tmin < dmm(C, Uz),

Tmaz < Dma:p(Q U’L))

Intervalle Rayons < Intervalle Rayons N [Fumin, T'maz);

TR W N =

return Intervalle Rayons;

(=)

Etant donné qu'il existe plusieurs modéles de discrétisations le calcul de la mé-
diatrice généralisée dépendra du modeéle considéré. Le lecteur peut se rapporter a la
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thése de Rodriguez [Rodriguez 11| pour plus de détails sur les médiatrices générali-
sées correspondant aux modéles de discrétisation Supercouverture, Standard et Naif.
De facon générale, la médiatrice généralisée de deux pixels disjoints est un polygone
infini dont les cotés sont constitués de segments de droites, de demi-droites et de
morceaux de paraboles [Rodriguez 11]. Calculer le centre généralisé avec de tels po-
lygones est fastidieux car il faut calculer les intersections des différentes médiatrices
généralisées. C’est pourquoi Rodriguez et al. introduit la notion de médiatrice géné-
ralisée simplifiée. Nous présentons succinctement cette notion dans la sous-section
suivante.

Médiatrice Généralisée Simplifiée

Il est possible de simplifier les calculs de la médiatrice généralisée de deux pixels et
le calcul d’intersection entre deux médiatrices généralisées en ignorant les morceaux
de paraboles dans les bords de la médiatrice généralisée. Cela implique d’ignorer
des points qui se projettent orthogonalement sur les arrétes des carrés associés aux
pixels (voir la Figure 3.9) mais l'erreur engendrée est faible pour des images de
grande taille.

FiGURE 3.9 Partitions de I'espace pour la construction de la médiatrice généralisée
de deux pixels : les droites en rouge sont ignorées lorsqu’on s’intéresse a la médiatrice
généralisée simplifiée.

On appelle médiatrice généralisée simplifiée et on note MG S une telle médiatrice
généralisée. La MGS de deux pixels P, et P, est définie par la formule :

(z,y) € R?,

MGS(Pi,P) = \/(x = Co,)* + (y—Co, > < \/(z — I0,)° + (y — F1,)°
A (@ =CL)?+(y—CL)? < (e — 1)+ (y - 1,)?
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onCy, , F;, € {(mZ — %), (x; + %)} et Cj,, F;, € {(yz — %), (yi + %)} C; représente le
sommet le plus proche du pixel 7 au pixel i’ tandis que F; représente le sommet le
plus éloigné du pixel 7 au pixel 7'.

La MGS est délimitée par des segments et des demi-droites dont le nombre est
au plus 10 [Richard 11]. Ces segments et demi-droites sont représentés en couleur

dans la Figure 3.10 qui illustre la médiatrice généralisée simplifiée de deux pixels.

F1GURE 3.10 Le bord de la médiatrice généralisée simplifiée est composé d’au plus
6 segments et de 4 demi-droites.

Nous notons les droites supports des bords de la MGS D; avec i € [1,10]. Le
lecteur peut se référer a [Richard 11| pour les calculs de ces droites supports. 11
existe des relations intéressantes entre elles qui simplifient largement les calculs de
la MGS.

A partir de la MGS, nous introduisons la notion de centre généralisé des hyper-
sphéres circonscrites simplifié [Richard 11|, note CHCGS. Le CHCGS se définit
comme suit :

Définition 3.2.8 (Centre généralisé et simplifié des hypersphéres circonscrites). Le
centre généralisé simplifié des hypersphéres circonscrites (CHCGS) d’un ensemble
fini de n régions conneres S = {Si}ie[[l,n]} est défini comme ['intersection des mé-
diatrices généralisées simplifiées (MGS) de tous les couples de régions de S :

CHCGS(S) = (MGS(S:, Sj))

La Figure 3.11 illustre le calcul du CHCGS de trois pixels.
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FIGURE 3.11 — En rouge le centre généralisé simplifié des cercles circonscrits a trois
pixels en gris. Les différentes médiatrices généralisées sont en vert.

Pour reconnaitre une droite discréte définie par des points discrets il faut calculer
la préimage généralisée correspondant a ces points discrets et, en fonction de cette
médiatrice, déterminer les caractéristiques analytiques de la droite discréte. L'opé-
ration se fait dans un espace dual a I’espace image et peut se faire pour des droites
discrétes multi-échelles. Nous abordons plus en détail la reconnaissance de droites
discrétes multi-échelles dans la section suivante. Pour reconnaitre un cercle discret
d’un ensemble de points discrets il faut calculer le centre généralisé des cercles cir-
conscrits aux points discrets. En fonction de ce centre généralisé, on détermine aussi
les caractéristiques analytiques de cercles discrets contenant les points discrets. Cette
opération n’utilise pas particuliérement un espace dual mais nous nous intéressons
dans la section suivante a comment simplifier et accélérer les calculs en utilisant un
espace dual dans le calcul des médiatrices généralisées et de leurs intersections.

3.3 Contributions & I’amélioration des approches de
reconnaissance

Dans cette section, nous présentons quelques travaux que nous avons menés dans
le but d’améliorer les approches de reconnaissance de cercles et de droites que nous
avons présentées dans la section précédente. Nous commencons par le calcul du dual
du centre généralisé pour la reconnaissance de cercle discret. Cela permet de faciliter
le calcul des intersections des médiatrices généralisées et de réduire la complexité
totale de reconnaissance d’un cercle discret d’un facteur log. Puis nous présentons
une nouvelle approche de calcul de la préimage généralisée qui simplifie également le
calcul de ce dernier et qui est plus efficace pour la reconnaissance de droites discrétes
multi-échelles. Nous présentons finalement des travaux sur I’étude de la préimage
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généralisée de pavés a différentes échelles.

3.3.1 Calcul des duaux de la médiatrice généralisé et du centre
généralisé
Dans cette sous-section nous nous intéressons au calcul du dual de la média-

trice généralisée simplifiée. Cela nous permet d’utiliser des travaux existant pour la
détermination du dual du centre généralisé avec une meilleure complexité.

Généralités

Dans la suite P(xp,yp), et P'(xpr,ypr) sont deux pixels. Pour faire simple on
considére que les pixels sont ordonnés suivant un ordre total strict comme défini par
Vacavant [Vacavant 08] :

{ P<,P=x<2a

P<,P=y<y

Notons P; ou 7 le sommet du pixel P et P} ou i’ le sommet du pixel P’ comme
défini par Dexet |Dexet 06a]. La Figure 3.12 illustre la numérotation des sommets
de pixels.

FIGURE 3.12 Numérotation des sommets des pixels.

Notons Dual (O) le dual de I'objet O de I'espace image. Dans ’espace image le
paramétre x représente l'abscisse et le paramétre y 1'ordonnée. Dans 'espace des
parameétres, le paramétre m représente l'abscisse et le paramétre ¢ 'ordonnée. Le
dual d’un point M (z,y) de I'espace image est une droite de 'espace de paramétres
que nous notons et définissons comme Dual (M) : ¢ = —am +y. Par ailleurs, le
dual d’une droite de 'espace image d’équation (D) : y = —mx + ¢ est un point
de I'espace des paramétres que nous notons N(m, c).

Soit I(zy,yr) le milieu d’un segment quelconque [AB] avec A(z4,y4) et B(zp,yp)
deux points de 'espace image. Les milieux possibles entre deux pixels sont illustrés
sur la Figure 3.13. Le dual de I est une droite de I’espace des paramétres d’équation

Dual (I) : ¢ = —xym+ y;. Comme [ est le milieu de [AB], z; = a:AJerB ot
yr = Y4798 Par conséquent le dual du milieu d’'un segment [AB] avec A(x4,ya) et
B(zp,yp) peut étre définie par I'équation Dual (M) : ¢ = —(%) X m + %

Soit. N (m,c) le point dual de la droite (AB). Alors dans l'espace de para-
meétres, N est l'intersection des droites correspondantes aux duaux de A et B :
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Dual((AB)) = Dual(A) N Dual(B). Les duaux de A et de B ont pour équations
respectives ¢ = —xam +yq et ¢ = —xpm + yp. Cela revient a dire que :

{ C=—TAm +Ya

c= —xpm-+yp
On a donc :
m = YA—us
TATIE L yaup (3.1)
C=YA—TAX Ty

C’est & dire que le dual de la droite (AB) est le point N(£=22 y, — x4 x 24-12)
(voir la Figure 3.1 & la Page 80 pour une illustration de la transformée de Hough
des droites et le lien entre points et droites des espaces duaux).

Notons Med,p la médiatrice du segment [AB], map la pente de la droite (AB)
et Mared,, 1a pente de Medap. Medsp passe par le milieu I du segment [AB]
et correspond de ce fait & un point de Dual(I) dans I'espace des paramétres. Par

ailleurs Medp est orthogonale & [AB]. Cela implique que map X Mareq,, = —1. Si
N(m,c) = Dual(Medsg) on a alors :

{ c= _(CCA;'QTB) X m + yA‘gyB
w Ya=yB _ _q
TA—TB
d’ont
{77 ey (3:2)
YA—YB 3.2
— (Tatzp TA—TR YATYB
c= (M) xS T
C'est a dire que le dual de Med p est le point N ($2=/4, 2X(yj X[k — 2h +vh — v

Soient deux pixels P(xp, yp) et P'(xzpr,ypr). Nous nous intéressons aux duaux des
médiatrices Med;; des segments [P, P'i'] ou P; est un sommet de P et P}, un sommet
de P’. Nous présentons d’abord les paramétres des différents éléments utilisés dans
I’espace image avant de présenter certains parameétres dans l'espace dual.

Calcul dans I’espace image

Nous rappelons les coordonnées des sommets de pixels dans le Tableau 3.3.

TABLE 3.3 — Coordonnées des sommets de pixels

Sommets | Pizel P(xp,yp) Pizel P'(xp,yp)

1 Pl(IP 3:yp+3) P1,/<5CP’_57?JP’+%)
2 (wp+2,yp+%) o (TP + Q,ypf+%)
3 Py(rp — 2,yP %) (9UP' Q,yP' - %)
4 P4(37P QayP %) (!EP' z,yP' — %)

Nous recherchons une maniére de calculer les intersections des médiatrices des
segments [P; P'i'] et de déterminer quelle médiatrice est support du bord de la média-
trice généralisée et a quel endroit. Pour cela nous allons nous baser sur des notions
lices aux meédiatrices comme les milieux et les pentes des segments [P; P'i'].
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FIGURE 3.13  Exemples de pixels P et P’ avec leurs sommets P; et P/. L’ensemble
des milieux [;; des 16 segments possibles [P;F}] sont repartis sur les sommets, les
milieux de cotés et le centre d'un rectangle centré sur le milieu du segment |[PP’|.
Certains milieux sont confondus.

TABLE 3.4 — Milieux des segments joignant les sommets de pixels

1|1 2’ 3’ 4
1 (xp—i-xpl—l yp+yP/+1) (:EP—HEP/ p+yP/+1) (xp—i-xP/—I ?JP+Z/P’) (:Ep+xP/ p+yp/)
2 2 2
9 (xp—i-a?p/ yp+ypl+1) (xp-l-rp/-l-l yp+yp/+1) (wp—i-wp/ yp+yp/) (EP—HUP/—H yP+yP/)
2 2 2 2
3 (a?p—i-atp/—l yp+yP/) (:tp-i-:CP/ yp—i—yP/) (zp—i-zp/—l yp+ypr—1 ) (CCP+IP/ yp+ypr—1 )
a:p—i-a: / yp+y132/ SCP+SCP/+1 y2p+yP/ Ip-i-xp/ yp+yp/2—1 CCP+Z‘P/+1 yp2+yP/—
4] (= "5*) ( ) | ( —) | ( )

Milieux des segments [P, P’/

Les médiatrices passent par les milieux [;; des segments que nous décrivons dans
le Tableau 3.4. Dans la suite, nous considérons la configuration de pixels de la Figure
3.13 et le Tableau 3.4. Nous pouvons alors faire certaines remarques sur les éléments
de la Figure 3.13 :

e Le couple de milieux (I, ;) avec i différent de j correspondent au méme

point. On a ainsi lyy—Ioy, Ity 131, iy —1Lyrr, Togr— 130, Togr—Lyor, I3y a3

e En plus Iy, 141/, I35/, I53 correspondent au méme point et ce point est le

milieu aussi du segment [PP’];

e /11 a la méme ordonnée que Iy et la méme abscisse que I3z ;

e [,y ala méme ordonnée que I3y et la méme abscisse que Iso.

Sur la Figure 3.13, nous considérons [y, Is9 144133 comme un pixel. Nous pouvons
alors remarquer que par les sommets de ce pixel passe une médiatrice, par les milieux
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TABLE 3.5 — Coordonnées des milieux par lesquels passent les médiatrices

Milieu | Abscisse | Ordonnée
T T
Ly Tr— 5 yr+ 3
)
Lo Ty yr+ 3
T _1
13/ Ty — 35 Yr
Ly Tr Yr
T T
Ipor Tr+ 5 Yr + 3
1
Loy Ty + 35 Y1
1 T
I35 Tr — 3 Yyr — ?
L3y Ty Yr — 5
T )
Ly Tr+ 3 Yyr — 5

des cotés passent deux médiatrices, et par le centre passent quatre médiatrices. Nous
pouvons déterminer les différents milieux a partir de I (xy,y;), milieu du segment
[PP'] comme dans le Tableau 3.5.

Pentes des segments [P, P'7|

Soit m;y la pente du segment [P, P'i]. 11 est facile de montrer (sous réserve du
respect de l'ordre total préétablit P’ >, P et P’ >, P) que :

M1 > Myor > Mg €8 My > Mz > My
My = Mgy = M3z = M4y |

M1 = Mgy |
Mg = M3y ;
Moy = M3 ;

3

Mgz = M31/ ]

Myjr > Mggr, Majr > My
Ma1r > Mg, M31r > Mz, Mgy > My €6 Myzr > Mgy,

La Figure 3.14 et la Figure 3.15 illustrent ces remarques.

Pour deux segments distincts Sy et S, I'ordre des pentes de leurs médiatrices est
le méme que l'ordre de leurs pentes. Cela parce que il faut faire I'inverse et la mul-
tiplication par -1 de la pente d’un segment, pour obtenir la pente de sa médiatrice.
Ainsi si la pente de S; est supérieure a la pente de Sy, la pente de la médiatrice de
S1 sera supérieure a celle de la médiatrice de S3. Donc si nous posons m;; la pente

de la

médiatrice Med,;, on a :

M1 > Mo, Myzr > My |

My = Moz = M3z = M4y |
M1 = Mgy |
mygr = Mgy |
Moy = Mg |
My = M3y |

Myjr > Majr > My et My > Mg > My
Ma1r > Mg, Mgy > Mg, Mgy > My et Mmyz > Mgy

Il est facile de montrer que si une médiatrice est entre deux autre médiatrices de
méme pente qu’elle alors elle ne participe pas au bord de la médiatrice générali-
sée. Nous pouvons donc éliminer les médiatrices Med 1 et Medyy car dans notre
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FIGURE 3.14 A gauche les médiatrices du sommet 1 vers les sommets 17,27,3" 4’
respectivement en bleu, gris, noir et vert. A droite les médiatrices des sommets
1,2,3,4 vers le sommet 1’ respectivement en bleu, gris, noir et vert. On remarque que
miy > My, My > My et que Mgy > Mgy, Moy > M.

FIGURE 3.15 — Médiatrices paralléles. En rouge mqy = moy = mgy = myy. En vert
Moy1r = Mygzr, €1 bleu Mior = M3y, €1 noir Moy = Mg et en orange My — M3y’
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configuration elles sont délimitées par Medss et Medso et elles ont toutes la méme
pente. C’est ce qu’illustre la Figure 3.16.

FIGURE 3.16 — Les médiatrices Med;;: et Medyy sont délimitées par Medss et
Medsyy de méme pente. Elles ne peuvent atteindre aucun bord de la médiatrice
généralisée ; il faut donc les supprimer.

Par ailleurs il est aussi facile de montrer que si une médiatrice Med, est sécante
avec deux autres médiatrices Med, et Meds au méme point et que leurs pentes sont
telles que m; < my < mg alors Meds ne participe pas au bord de la médiatrice
généralisée. C’est ce qui justifie que nous éliminons aussi les médiatrices Medsy et
Medsys qui sont sécantes avec Medy et Medy;r au méme point mais dont les pentes
sont bornées par celles des deux autres comme dans la Figure 3.17.

Cela nous améne a éliminer également Medo et Medsyr puis Medsy et Medys
parce que leurs pentes sont bornées par celles de Med 4y et Meds;,. Méme si elles
ne s’intersectent pas au méme point, le fait que les milieux [;;; associés soient portés
par une verticale et soient distants de moins la taille du pixel n’introduirait qu’une
infime erreur. D’ailleurs a cet endroit une autre médiatrice est forcément au dessus
(au dessous selon le cas) de I'ensemble. C’est ce qu'illustre la Figure 3.18.

Nous pouvons ainsi retenir que certaines médiatrices comme candidates aux
droites supports des bords de la médiatrice généralisée. Dans notre configuration
nous retiendrons les médiatrices Med 3, Mediy, Medsy, Medsy, Medsy, Medss,
Medyy et Medso . Considérons qu’il y ait un bord gauche et un bord droit de la
médiatrice généralisée . A part les médiatrices de pente maximale Med,y et mini-
male Med 4 qui participent aux deux bords, le reste des médiatrices participent a
un seul bord. 11 suffit en effet de remarquer que les autres médiatrices sont paralléles
deux a deux : Medy3 et Medyy, Medsy et Medyo, Medss et Medsy . Et en fonction
de leur position elles ne pourraient jamais toucher un des bord car paralléle a un
de ses supports. Ainsi nous avons six médiatrices qui participent a un des bords et

1. On peut parler de bord haut et bas aussi. Comme ici on considére un ordre total <, donc
on part de gauche vers la droite.
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FIGURE 3.17 — Les médiatrices Medsy et Medss sont sécantes avec Medyy et Medyy
au méme point mais leurs pentes sont bornées par celles des deux autres. Elles ne
peuvent atteindre aucun bord de la médiatrice généralisée ; il faut donc les supprimer.

FIGURE 3.18 — Les médiatrices Med o et Meds en vert puis Medsy et Medys en
bleu sont délimitées par les médiatrices Medyy et Medy; en rouge a quelque erreur
prés. Cette erreur est corrigée par la délimitation de Medyy et Medss en noir.
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deux médiatrices qui participent aux deux bords. Dans notre configuration Med;s,
Medsy, et Medssy ne participent qu’au bord gauche de la médiatrice généralisée et
Medsysr, Medsy et Medys ne participent qu’a son bord droit. Par ailleurs, on peut
ordonner les médiatrices candidates par bord suivant leurs pentes :

e pour le bord gauche my;r > msy > mgy > myzy > myy

e et pour le bord droit My > Myor > Moo > Moy > Myr.

On en déduit que :

e le bord gauche de la médiatrice généralisée est constitué d’'une partie de
Medyy:, puis d'une partie de Medsys, puis d'une partie de Medss, puis d’une
partie de Med;s, et d’une partie de Medy ;

e le bord droit de la médiatrice généralisée est constitué d’une partie de Med,y,
puis d’une partie de Medsy, puis d’'une partie de Medss, puis d'une partie
de Med,y, et d'une partie de Medyy. Cette construction est illustrée par la
Figure 3.19.

A\

NN
N

FIGURE 3.19 — Médiatrice généralisée a partir de huit médiatrices. Le bord gauche
est constitué par les médiatrices de couleur verte et le bord droit par celles de couleur
bleue. Les médiatrices rouges (a pente minimale et maximale) participent aux deux
bords. Dans notre configuration on a quatres cotés par bord mais on atteint cing
dans d’autres configurations.

Finalement pour déterminer les bords de la médiatrice généralisée il suffit de déter-
miner ses sommets qui correspondent aux intersections entre les médiatrices comme
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suit :

entre Medy et Med s et entre Mediy et Medsy ;

entre Medy: et Medsy: et entre Medy: et Medys ;

entre Medsy et Medss ;

entre Medssy et Med;s ;

entre Medsyy et Medsyyr ;

entre Medsy et Medys.

Nous détaillons la détermination de ces sommets dans la partie suivante.

Points d’intersections des médiatrices candidates

Soient A(za,ya) et B(xp,yp) deux points. I(xr,yr) est le milieu du segment
[AB]. Soit M(x,y), un point de la médiatrice de [AB]. Alors AT 1M, Ce qui se
traduit par (x; —x) X (27 —xa) + (yr —y) X (yr —ya) =0. Or

Ty = wAng
_ YATYB
y[ - 2

Sous réserve de l'ordre total préétablit, nous pouvons donc poser les équations sui-
vantes pour la médiatrice :

e Siya # yp alors

I — X 1 Ip — &
y:(—B—AwH—x[yA+yB+<xA+xB>x<B—A (33)
YB — Ya 2 YB — Y4
e Sinon si x4 # rp
x:§><(xA+xB)

Nous étudierons aprés les cas particuliers y4 = yp ou x4 = rp.
Considérons deux médiatrices Med; et Med, d’équations respectives :

h= (I )y + 3 x [y, s+ (o +am,) x (2225
y2 = (—522) Xy + § [yA2 + Y, + (14, +28,) X (202 )}

Alors I'intersection M (z,y) des deux médiatrices s’obtient en résolvant y; = yo. Les
valeurs de x et y obtenues vérifient alors :

Y= (=204 ) ya, + s, + (@, — 2a) (G0
<231—2A1 . sz—zAz) _

YB, —YA, YBy —YAg
% ~Ya, — Yy, — (T4, + sz)(i:Zﬁi:iﬁj) +ya, +yp, + (w4, +2p, )N )]

YBy —YA,

Nous en déduisons les valeurs suivantes de x et y :

_ TBy %Ay 1 TBy %Ay
=(——=—")r+ 3 x g ) (==L
y= (=220 4 L lya, +yp, + (0, + 2p,) (200
(v =)y 113 X [y 4y + 1+ ) AL ity iy~ (g ) (2 2)

= 2((xp; —2a)(YBy —Yay)—(TBy —24,) (Y, —Ya,))
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Aprés réécriture, nous déduisons que les coordonnées de l'intersection des mé-
diatrices de [A; B;] et [AyBs) sont données par x et y comme suit :

( xBl—acAl QCBQ_"”AQ
 m)m ) [0+, a4 ) G A ity iy (g ) (2 2)
o 2((1317$A1)(y327yx42)7(x327$z42)(y317yA1))
By "TA By "TAg
B (YBy —Yay) X (B —TA )X yAl-I—yBl-i-(wAl—f—wBl)(y = )—YAy—YBy— (érAQ-i-ng)(yBg_yAz)
y= 5% (@ny 7y 0B —9ay) 5y —47 05, 7))

L +% Ya, + Y, + (IAI + xBl)(%)}

(3.4)
Une fois que nous pouvons déterminer les bords et les sommets de la médiatrice
généralisée, nous pouvons déterminer son dual. Nous détaillons cela dans la partie

suivante.

Calcul dans ’espace des paramétres

En appliquant I’équation 3.2 aux couples de sommets nous déterminons les pa-
ramétres des duaux des huit médiatrices retenues dans le tableau suivant :

TABLE 3.6 — Caractéristiques des duaux des cotés de la médiatrice généralisée sim-
plifiée

yp—ypr—1’ 2x(yp—ypr—1)

Coordonnees
Dual(Medyy (yiil?;jiv QX(yP—lyP’+1) [(wp —3)* = (wp = ) + (yp + 3)° = (ypr — y)*])
Dual(Medyy) | (GEZ0, segrymy [(p — 37 = (wp + 3)° + (yp — 3)° — (yp/ —)2])
Dual (Med) | (2227 ooy L7+ 0 — o 0 1 (£ 3 — (o 1 1)
Dual(Medyy) | (525 gn oy e +3)° = (wp + )7 + (yp + (ypr —3)%])
T 2

)

37—
52+ wp—35)°— (yp +

5
2

D
2l

( )
( )
( )
( )
Dual(Medsy) | (27 2F ' [(ZUP %)2 (xpr —
( ) ’
( )
( )

Dual M€d33/ (zil—yfj’ 2><(yp1—yp,) |:( — %) (,rPl — %) (yp — %) yP/ — = )
Tpr—rp—1

Dual(Medyy (yzi—y:—l’ 2X(ypl—y [( %) (xP’ B %) (yP B %) yP’ }

Dual(Medy) | (525, Qx(ypl_yp, [(zp+3)° = (zp +5)° + (yp — 5)° — (yp + 2]

Le dual de l'intersection de deux médiatrices est une droite qui porte les deux
points duaux associés aux médiatrices. Donc pour représenter les intersections des
médiatrices dans l’espace dual, on trace les segments joignant les duaux des mé-
diatrices concernées. Nous obtenons alors un polygone qui représente le dual de la
médiatrice généralisée comme sur la Figure 3.21. Nous pouvons dire que ce poly-
gone a au plus huit cotés. Ce nombre maximum de cotés est induit par le nombre
de médiatrices (08) participant au calcul de la médiatrice généralisée. Il y a en effet
huit (08) points duaux correspondant aux huit médiatrices; alors le polygone issu
de la jonction des huit sommets suivant les intersections des médiatrices associées
ne peut avoir plus de huit cotés. Cependant il y a des spécificités lors la médiatrice
généralisée contient des médiatrices verticales (comme dans le cas ou les pixels ont
la méme ordonnée sur la Figure 3.27). Parce que dans ce cas la pente minimale de
la médiatrice généralisée est & —oo tandis que sa pente minimale est & co.
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FIGURE 3.20 Les points duaux des médiatrices pour les pixels P(0,0) et P’(3,2).
Les duaux de Medsy,, Medss et Medis sont en vert puis ceux de Medsy,Medso et
Medys sont en bleu ceux de Med et Medys sont en rouge.

FIGURE 3.21 — Pour les pixels P(0,0) et P’(3,2), le polygone obtenu en joignant les

duaux des médiatrices qui s’intersectent. Il s’agit du dual des bords de la médiatrice
généralisée.
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Dans la suite nous étudions la détermination du dual de la médiatrice généralisée
dans d’autres configurations.

Généralisation pour les autres configurations de pixels

Dans cette partie nous étudions les autres configurations de pixels. Nous gardons
toujours 'ordre de gauche vers la droite (<;) et nous nous intéressons aux cas ou
P>, P'"ou P =, P’ ou encore P =, P'.

Cas ou P >, F'

Cette configuration peut s’obtenir a partir de la configuration d’origine par symé-
trie axiale avec axe de symétrie I'axe (OX) (voir la Figure 3.22). Les distances sont
conservées et les médiatrices sont croissantes. Il faut cependant remarquer qu’une
telle symétrie induit un changement des numéros des sommets; c¢’est ce qui explique
le fait que les médiatrices participant aux bords de la médiatrice généralisée des
deux pixels ne soient plus les mémes comme l'illustre la Figure 3.23.

En effet :

e le bord droit de la médiatrice généralisée est constitué d'une partie de Medss/,
puis d’une partie de Med;s, puis d'une partie de Med;y/, puis d’une partie de
Medsy/, et d'une partie de Medsy ;

e le bord gauche de la médiatrice généralisée est constitué d'une partie de
Medss:, puis d'une partie de Medys, puis d'une partie de Medyy, puis d’une
partie de Medsy , et d’une partie de Medss.

Par conséquent les intersections a calculer sont :

entre Medsy et Medsy: et entre Medyy et Medoy ;
entre Medyy et Medis et entre Medy et Medyy ;
entre Medy3 et Medyy et entre Medqy et Medsy ;

e entre Medyy et Medyy et entre Medyy et Meday .

Il suffit de répercuter ces changements sur I'approche précédente pour calculer la
médiatrice généralisée (figure 3.23) et son dual (figure 3.24) dans cette configuration.

Cas ou P =, P’

Lorsque les deux pixels ont la méme abscisse, les médiatrices a considérer pour

le calcul du bord de leur médiatrice généralisée changent. Ainsi :

e le bord gauche de la médiatrice généralisée est constitué d’une partie de
Medss, puis d’'une partie de Med,s, puis d'une partie de Medsy, et d’une
partie de Medqy ;

e le bord droit de la médiatrice généralisée est constitué d’une partie de Medy,
puis d’une partie de Med o, puis d'une partie de Medsy,, et d’une partie de
M@dgg/.

Par conséquent les intersections a calculer sont :

entre Medqy et Mediy et entre Medqy et Medsy ;
entre Medyy et Medsyyr et entre Medss et Medys ;
entre Medqy et Medsy ;

entre M€d43/ et M€d34/.
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FIGURE 3.22 — Les configurations de pixels ou P >, P’ peuvent étre ramenées aux
configurations d’origine ( P <, P’ et P <, P’) par symétrie axiale (OX).
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FIGURE 3.23 Médiatrice généralisée quand P >, P" avec P(0,0) et P’(3,-2).

105



Chapitre 3. Espace dual et reconnaissance de primitives discrétes

FIGURE 3.24 — Dual de la médiatrice généralisée quand P >, P" avec P(0,0) et
P’(3,-2).

FIGURE 3.25 — Médiatrice généralisée quand P =, P’ avec P(0,0) et P’(0,2).

106



3.3 Contributions a ’amélioration des approches de reconnaissance

Pour cette cette configuration, nous représentons la médiatrice généralisée sur la
Figure 3.25 et son dual sur la Figure 3.26.

{2

FIGURE 3.26 — Dual de la médiatrice généralisée quand P =, P’ avec P(0,0) et
P’(0,3).

Cas ou P =, P’

FIGURE 3.27 Médiatrice généralisée quand P =, P’ avec P(0,0) et P’(3,0).

Pour cette configuration, les deux pixels ont la méme ordonnée et on a :

e le bord gauche de la médiatrice généralisée est constitué d'une partie de
Medss, puis d’une partie de Med 3, puis d'une partie de Medsy,, et d’une
partie de Medy,y ;

e le bord droit de la médiatrice généralisée est constitué¢ d'une partie de Medyy/,
puis d’une partie de Med o, puis d'une partie de Medsyy, et d’une partie de
M€d23/.
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Par conséquent les intersections a calculer sont :

e entre Medy;: et Medsy et entre Medy: et Medys ;

e entre Medsy et Med sy et entre Medss et Medsy ;

e entre Mediy et Medsy ;

e entre Medyy et Medo.
Pour cette cette configuration, nous représentons la médiatrice généralisée sur la
figure 3.27 et son dual sur la figure 3.28.

FIGURE 3.28 — Dual de la médiatrice généralisée quand P =, P’ avec P(0,0) et
P’(3,0) : il y a deux polygones convexes di au fait que des médiatrices verticales
sont dans la médiatrice généralisée.

Le centre généralisé du cercle circonscrit est l'intersection des différentes mé-
diatrices généralisées. Cela se traduit dans l’espace dual par la détermination de
I’ensemble des droites qui passent par tous les duaux des médiatrices généralisées.
Nous détaillons cela dans la partie suivante.

Dual du centre généralisé

Nous considérons dans cette partie, trois pixels P, P’ et P”. Le centre géné-
ralise de P, P’ et P”, que 'on note Cgen(P, P', P") est 'intersection des média-
trices généralisées des couples de pixels que 'on peut former avec les trois pixels
(voir la Figure 3.29). Par conséquent, le dual du centre généralisé que 1'on note
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Dual(Cgen(P, P, P")) est I'ensemble des droites qui coupe tous les duaux des mé-
diatrices généralisées des couples de pixels pris parmi P, P" et P”.

20 - N

FIGURE 3.29 - Pour les pixels P(0,0), Q(3,2) et R(6,4), les duaux des médiatrices
généralisées correspondantes.
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La reconnaissance proprement dite est basée sur des techniques de visibilité.
Etant donné un ensemble de polygones on aimerait déterminer au moins une droite
qui les traverse toutes.

3.3.2 Préimage généralisée basée frontiéres

Dans cette sous-sections nous proposons de calculer la préimage généralisée a
I’aide de la notion de frontiére que nous introduisons. La frontiére est la partie
commune aux hypervoxels associés a deux points discrets voisins.

Dans la suite, nous considérons un espace de dimension n et D représente un
ensemble de k pavés P (x5, lij)j:l,_n,z‘:ﬁ' Nous considérons la méme notation des
sommets de pixels que Dexet dans [Dexet 06a].

Définition 3.3.1 (Frontiére de deux pavés). Soient deux pavés au moins e-adjacents,
P (xlj,llj)j:L—n et P, (xzj,ZQj)j:L—n, on appelle frontiere de Py et de Py et on note
Fy 5 Uintersection des composantes adjacentes de Py et de P.

F = { €Ti). } |x] xl]‘ — 2
1,2 ( ])]:1,77, | |.T] _ xz]‘ S %

—

La Figure 3.30 illustre des frontiéres d’ensemble de pixels en dimension 2. Cette

1
3 4

Pz

FI 21 : FI,ZZ ‘
P‘ Ft.z“
P, P,
F|.24I3
(a) (b)

FIGURE 3.30 Caractérisation des frontiéres d’ensemble de pixels : les segments en
rouge caractérisent les frontiéres. (a) Caractérisation des frontiéres de pixels alignés
verticalement ou horizontalement : les sommets des pixels sont notés de 1 a 4 comme
sur le palier horizontal et les sommets des frontiéres sont notés comme sur les deux
frontiéres de base. (b) Caractérisation des frontiéres de deux rangées verticales de
pixels. Que la pente soit positive ou négative le principe est le méme.

notion de frontiére est également applicable directement aux grilles irréguliére isothé-
tique. La Figure illustre des frontiéres pour des ensembles de pavés en dimension 2.
La Figure 3.32 illustre des frontiéres d’ensemble de voxels ou de pavés en dimension

3.

La notion de frontiére implique la propriété triviale suivante :
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1,2

F1GURE 3.31 Caractérisation des frontiéres de de pavés quelconques : la frontiére
peut étre tout ou partie d'un coté; on adopte cependant les mémes notations que
pour les frontiéres de pixels.

A A LL K

FIGURE 3.32 Caractérisation des frontiéres en dimension 3 : la frontiére est illustrée
en vert. (a) Caractérisation des frontiéres de voxels. (b) Caractérisation des frontiéres
de pavés en dimension 3.
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Propriété 3.3.1. Soient deux pavés e-adjacents, Py et Py et soit Fy o leur frontiére.
Si Py et Py appartiennent a la discrétisation d’un segment euclidien S alors S passe
forcément par F 5.

Nous en déduisons le corollaire suivant :

Corollaire 3.3.1. Soient deux pavés e-adjacents, Py et Py et soit F o leur fronticre.
La préimage de F 5 est incluse dans lintersection des préimages de Py et Py. Mieuz
seule la préimage de I o intervient dans le calcul de la préimage généralisée de D.

Preuve 3.3.1. La preuve de l'inclusion de la préimage de I} o dans l'intersection des
préimages de Py et Py est immédiate puisque F o est lintersection des composantes
adjacentes de Py et P,. Supposons que seule la préimage de Fy o ne suffit pas pour
représenter 'apport de Py et Py dans le calcul la préimage généralisée. Cela voudrait
dire que la préimage généralisée admette des droites solutions dont les équivalents
euclidiens ne passent pas par Fyo. Ce qui implique que

e soit Py soit Py ne serait pas dans une telle droite solution ;

e ou qu’il existerait un autre pavé adjacent a Py et Py dans la droite solution.
Dans l'un ou 'autre des cas la préimage généralisée ne serait pas celle de D. (]

Proposition 3.3.1 (Calcul de la préimage généralisée). Pour calculer la préimage
I . . .
genejmlzsee d 11,77, ensemble de p(.wes P (xij’lij)j:m,i:ﬁ il suffit de calculer 'inter-
section des préimages des frontiéres des pavés adjacents.
Pour le cas particulier des pavés a la méme échelle il faut considérer les frontieres
de paliers de pavés ainsi que les premiéres et derniéres frontiéres.

La Figure 3.33 illustre la préimage généralisée de frontiéres horizontales et ver-
ticales.

FIGURE 3.33 — Préimage de frontiéres horizontale et verticale.

Dans la suite nous mettons en application la proposition 3.3.1 sur des cas clas-
siques (échelle identique) de calcul de préimage généralisée.
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Corollaire 3.3.2 (Préimage généralisée d'un alignement de pavés (n — 1)-voisins).
Lorsque des pixels 1-voisins deuxr a deuz, sont alignés verticalement ou horizonta-
lement, leur préimage généralisée peut étre déterminée a l’aide de la frontiére entre
les deuz premiers hypervozels F o et les deuz derniers hypervozels F,,_y ,,. La Figure
3.34 et la Figure 3.35 illustrent ces types de configurations.

.th + [=1] =]
T

-6-4-2 [ 2 4 6 B

FIGURE 3.34  En rouge la préimage généralisée de pixels alignés verticalement
calculée a partir des frontiéres.

! ! ! N ! ! ! - I
-6-4-2 [ 2 4 6 8
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FIGURE 3.35 En rouge la préimage généralisée de pixels alignés horizontalement
calculée a partir des frontiéres.

Corollaire 3.3.3 (Préimage généralisée de deux rangées verticales de pavés (n—1)-voisins).
Lorsque des pavés n — 1-voisins deuz a deux, sont portés par deux rangées verticales
adjacentes, leur préimage généralisée peut étre déterminée a l'aide des frontiéres

des deuz premiers hypervozels Fi o, de la frontiere entre les 2 paliers Fy g, et de la
frontiére des deux derniers hypervozels F,,_1,. C’est ce qu’illustre la Figure 3.56.
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.
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FIGURE 3.36  En rouge la préimage généralisée de 2 rangées verticales de pixels,
calculée a partir des frontiéres.

Corollaire 3.3.4 (Autres cas). Pour les autres configurations, on peut ramener le
probléme a celui de rangées verticales ou horizontales adjacentes de pavés (n — 1)-
voisins et mener une approche similaire a celle de deuz rangées verticales de pavés
(n—1)-voisins. Ainsi pour calculer la préimage généralisée on a besoin des frontiéres
des deuz premiers hypervozels Iy o, des frontiéres entre les paliers adjacents Fa, p,,

et de la frontiére des deuz derniers hypervozels F,,_; ,,. C’est ce qu’illustre la Figure
3.37.

¥
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FIGURE 3.37 — En rouge la préimage généralisée de configuration quelconque de
pixels, calculée a partir des frontiéres.

En dimension 2, le calcul de la préimage généralisée se base alors sur le calcul
d’intersection de duaux d’objets en dimension 1 et en dimension 3 elle se base sur le
calcul d’intersection d’objets en dimension 2 comme l'illustre la Figure 3.38. Donc
nous pouvons non seulement utiliser les préimages généralisées de frontiéres pour
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reconnaitre les droites discrétes mais cela raméne un probléme en dimension n a un
probléme de dimension n — 1. Nous détaillons cela dans la sous-section suivante.

m

FIGURE 3.38 [Illustration du dual de la frontiére de deux voxels : le dual est un
objet de dimension 2 comme la frontiére (en gris).

3.3.3 Modification de I’algorithme de reconnaissance de droite

Pour faire de la reconnaissance de droites discrétes en utilisant la notion de
frontiére, nous proposons la démarche suivante qui est inspirée de l'approche de
reconstruction de Vacavant [Vacavant 08| :

1. Soit P; le pavé ayant la plus petite abscisse. S’il y en a plusieurs dont les
abscisses sont identiques on choisit celui dont la largeur [? est la plus grande.
S’il y en a plusieurs on choisit de facon arbitraire celui dont 'ordonnée est la
plus petite et on ordonne les pavés suivant ce principe;

2. On calcule la frontiére entre P; et son voisin P ;

3. Si la frontiére est un segment vertical, le sommet dont la valeur de I’'ordonnée
est maximale est marqué F’} et I'autre sommet est marqué F'3. Si la frontiére
est un segment horizontal, le sommet dont la valeur de I'abscisse est minimale
est marqué ng et Pautre sommet est marqué Ffé;

4. On calcule la frontiére entre P, et son voisin Ps;

5. Si la frontiére est un segment vertical, le sommet dont la valeur de I'ordonnée
est maximale est marqué F3 et I'autre sommet est marqué F3'3. Sila frontiére
est un segment horizontal, le sommet dont la valeur de I'abscisse est minimale
est marqué Fy3 et 'autre sommet est marqué F33;

6. On trace les droites a pente maximale et minimale qui sont respectivement
(Ff3 . F3Y )t (23, B33 ) ou (24, FI% Yot (P, F34) ou (1, FfY) et
(F1,2 ; Fz,s ) ou encore (F1,2 ; F2,3 ) et (F1,2 ) F2,3 E

7. On calcule la frontiére entre P3 et son voisin Py ;

8. Si la frontiére est un segment vertical, le sommet dont la valeur de 'ordonnée
est maximale est marqué F3} et 'autre sommet est marqué Fy5 . Sila frontiére
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10.

est un segment horizontal, le sommet dont la valeur de I’abscisse est minimale
est marqué F}3 et I'autre sommet est marqué Fi4

Si la frontiére est coupée par I'une des droites a pentes maximale ou minimale,
ou si elle est incluse dans la zone bordée par ces droites Py fait partie du
segment de droite discret. Mais il faut redéfinir les droites & pentes maximale
et minimale. Pour cela on compare les pentes des droites joignant les sommets
des frontiéres deux a deux et on retient les extrema. Puis on reprend le procédé
en calculant la frontiére entre P; et son voisin P ,;...(retour au 8)

Sinon Py, P5, P3 constitue le segment de droite discret.

A

= 7 L 7 |

FIGURE 3.39  Reconnaissance de droites discrétes. (a) On trace les droites de
pentes maximale et minimale joignant les deux premiéres frontiéres. Les pavés gris
définissent la partie de droite discréte reconnue. (b) La frontiére entre le troisiéme
et le quatrieme pavés est coupée par I'une des droites définies; le quatriéme pavé
est mis en gris. Et on redéfinit les droites de pentes maximale et minimale. (c¢) La
frontiére entre le cinquiéme et le quatriéme pavés n’est pas coupée par l'une des
droites précédemment définies ; 'algorithme s’arréte. Les paramétres sont définies a
I’aide de la préimage généralisée des frontiéres calculée en méme temps.

Dans la suite nous considérons les variables, structures et fonctions suivantes :

Point représente un point de R contenant en plus de son abscisse (x) et son
ordonnée (y) un sens pour designer le bon demi-plan dans le calcul de la
préimage généralisée ;

Pave représente un pavé caractérisé par son centre et ses sommets qui sont
tous de type Point ;

Frontiere représente une frontiére caractérisée par ses extrémités de type Point ;
Droite représente une droite caractérisée par deux de ses points de type Point ;
Zone représente une zone délimitée par 2 droites de type Droite;

ListePaves représente une liste ordonnée de pavés;

ListeSommets représente une liste de sommets de type Point rentrant dans le
calcul de la préimage généralisée ;

Inclus(Zone Z, Point P) :booléen qui renseigne si un point est au dessous du
bord supérieur d’une zone et au dessus de son bord inférieur ;

Frontiere(Pave P, Pave ()) :Frontiere : détermine la frontiére entre deux pavés
voisins ;

Zone(Frontiere F, Frontiere G) :Zone : détermine une zone par défaut a partir
de deux frontiéres. Le bord supérieur est la droite définie par les deux points
Premier de chaque frontiére et le bord inférieur est la droite définie par les
deux points Dernier de chaque frontiére ;
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e Coupe(Zone Z, Frontiere F) : Booléen : renseigne si une frontiére est coupée
ou incluse dans une zone;

e Modification(Zone Z, Frontiere F) : modifie les bords de la zone en fonction
de la position des sommets de la frontiére. En fait on recalcule les droites a
pentes maximale et minimale et on remplace éventuellement les droites de la
zone précédente pour définir une nouvelle zone ;

e Dual(Point P) : Droite : détermine la droite duale du point en question. En
fonction du pavé le plus a gauche et de celui le plus a droite on fixera les
abscisses et on calculera les ordonnées de deux points pour définir la droite.
La droite est tracée dans I’espace de parameétres.

L’Algorithme 7 implémente les étapes 1 & 10 de 'approche que nous avons dé-
crite (Page 113) et permet alors la reconnaissance de droite discréte dans une grille
réguliére comme dans une grille irréguliére isothétique.

La complexité générale de l'algorithme 7 est linéaire. Parce qu’il parcourt tous
les pavés pour déterminer les frontiéres, les sommets et les duaux correspondants.
Par contre, vu qu’il n’est nécessaire de calculer que les préimages des frontiéres
I’algorithme est plus rapide que I'algorithme classique qui calculerait les préimages
des pavés entiers. En effet pour n pavés et avec ’approche basée frontiére, il suffit
de calculer les duaux de 2 x (n — 1) sommets correspondants aux extrémités des
n — 1 frontiéres tandis qu'on devrait calculer les duaux de 4 x n. En plus, les calculs
d’intersections entre préimage a faire qui sont rendus simples, I’Algorithme 7 est
nettement plus rapide que 1’algorithme classique.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté des travaux sur l'utilisation d’un espace
dual dans la reconnaissance de droite et de cercle discrets.

Nous avons d’abord discuté du calcul du dual de la médiatrice généralisée dans
différentes configurations de pixels. Avec ces duaux, les calculs sont plus faciles et la
complexité est moindre par rapport au calcul classique. En effet le calcul d’intersec-
tion revient & un test de visibilité ce qui a déja fait ’objet de plusieurs travaux. Nos
travaux sur les duaux de la médiatrice généralisée et du centre généralisé permettent
ainsi de diminuer le temps de calcul et la complexité du centre généralisé.

Nous avons ensuite présenté des travaux sur 'amélioration du calcul de la pré-
image généralisée dans un cadre général en introduisant la notion de frontiére. Avec
cette notion, les formes de la préimage généralisée deviennent trés simples et leurs
intersections sont par conséquent plus faciles a calculer. Puis nous avons présenté
des spécificités de la préimage généralisée d'un ensemble de pavés.

Comme perspectives aux calculs des duaux de la médiatrice généralisée ainsi
que du centre généralisé nous envisageons de faire de la reconnaissance générique
de primitives discrétes. En effet maintenant que nous pouvons déterminer le dual
du centre généralisé et la préimage généralisée, une étude des deux formes pourrait
permettre de définir des liens et éventuellement aboutir & des méthodes de recon-
naissance simultanées de I’ensemble des droites candidates passant par un ensemble
de pixels et I’ensemble des centres candidats de cercles passant par ces pixels.
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Algorithme 7 : ReconnaissanceDroite(Liste de Pave ListePaves)

1 début

2 Pave Prem, Sec, Der, Test ;
3 Frontiere Frtl, F'rt2, Front;
4 Zone Z ;

5 Liste de Droite duales;
6 Liste de Point sommets ;

7 Liste de Frontiere frontieres ;

8 Booleen Fin < Faux ;

9 Iterateur it < ListePaves.Iterateur() ;

10 Prem « (xit) ; it + + ;

11 Sec < (xit); it + + ;

12 Der <+ (xit); it + + ;

13 Frtl < Frontiere(Prem, Sec) ;

14 Frt2 < Frontiere(Sec, Der) ;

15 Z < Zone(Frtl, Frt2) ;

16 sommets.ajoute( Frtl.Prem, Frtl.Der, Frt2.Prem, Frt2.Der) ;
17 duales.ajoute( Dual(Frtl.Prem), Dual(Frtl.Der)) ;

18 duales.ajoute( Dual(Frt2.Prem), Dual(Frt2.Der))
frontieres.ajoute(Frtl, Frt2) ;

19 Tant que !Fin & it # null faire

20 Pavetest < (it);

21 Front < Frontiere(Der, Test) ;

22 Si Coupe(Z, Front) alors

23 Modi fication(Z, Front) ;

24 frontieres.ajoute(Front) ;

25 Si Inclus(Z, Front.Prem) alors

26 sommets.ajoute( Front.Prem) ;
27 duales.ajoute( Dual(Front.Prem)) ;
28 Si Inclus(Z, Front.Der) alors

29 sommets.ajoute(Front.Der) ;

30 duales.ajoute( Dual(Front.Der)) ;
31 Der < Pavetest; it + + ;

32 sinon

33 ‘ Fin < Vrai ;
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Conclusion Générale

Nous avons proposé ou amélioré des approches de reconnaissance de primi-
tives discrétes (droites, sous-segments, arcs et cercles essentiellement) pour qu’elles
puissent s’appliquer aussi bien dans des grilles multi-échelles que dans les espaces
discrets classiques. Tout au long de nos travaux, nous nous sommes basés sur des
notions et approches utilisées dans la géométrie discréte classique (ou les éléments
structurants ont une échelle uniforme) et avons mené les travaux dans des espaces
de dimension 2. Puis nous avons discuté selon les cas de ’extension en dimension
supérieure ou aux grilles irréguliéres.

Nous avons, dans un premier temps, lié la notion d’objet discret multi-échelles a
notre approche de reconnaissance de sous-segment discret. Comme un sous-segment
discret d'une droite discréte peut étre caractérisé par d’autres paramétres que ceux
de la droite, nous pouvons considérer qu’il est a une précision ou échelle raffinée par
rapport a la droite discréte. Etant donné un contour discret dont on a calculé au
préalable la décomposition en segments discrets, il est alors possible de le recalculer
(tout ou partie) dans des grilles raffinées ou agrandies. Pour cela, il faut, dans un
premier temps, déterminer les extrémités du sous-segment concerné, de déterminer
(par reconnaissance) les nouvelles caractéristiques de ce sous-segment, et de les uti-
liser dans la grille d’arrivée.

En dimension 2, notre approche est basée sur la notion de reste arithmétique et
établit des liens entre les restes arithmétiques d’un sous-segment et ses points d’ap-
puis. Nous montrons entre autre, qu’en considérant les caractéristiques de la droite
infinie, le point ayant le reste arithmétique minimal (maximal) sur le sous-segment
correspond a un point d’appui supérieur (inférieur) du sous-segment. Nous propo-
sons ensuite des algorithmes pour calculer les points ayant des restes maximaux
et minimaux d’un sous-segment discret. La complexité, en temps au pire, du cal-
cul des restes maximaux ou minimaux est logarithmique en nombre de paliers du
sous-segment, ce qui est plus efficace que des algorithmes existants. Concrétement
I’algorithme est plus rapide car il existe souvent déja des points d’appuis de la droite
infinie sur le sous-segment. Nous avons discuté des optimisations possibles de notre
approche, notamment en calculant en une seule boucle tous les restes correspondant
aux points d’appuis nécessaires pour caractériser le sous-segment discret.

La notion de reste arithmétique existe aussi en dimension 3 contrairement aux no-
tions d’arbre de Stern-Brocot et de diagramme de Farey. C’est pourquoi nous avons
discuté de I’extension de notre approche pour la reconnaissance de sous-plan discret.
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L’ordre des restes arithmétiques semble ne pas obéir aux mémes principes qu’en di-
mension 2 (certains points d’appuis peuvent ne pas étre conservés dans certains cas)
mais les propriétés restent globalement vraies. Nous envisageons de poursuivre les
travaux dans le sens de trouver une meilleure explication a cela.

Nous avons aussi présenté des travaux portant sur la reconnaissance d’arcs, de
cercles et de sphéres discrets. En nous basant sur des travaux sur la médiatrice géné-
ralisée et le centre généralisé nous avons d’une part proposé des simplifications dans
le calcul de la médiatrice généralisée et d’autre part, nous avons proposé comment
calculer le dual de la médiatrice généralisée [Richard 11]. Cela permet de ramener
les calculs d’intersection de médiatrice généralisée (donc la détermination du centre
généralisé) a un test de visibilité dans un espace dual, ce qui a été beaucoup plus
étudié.

Finalement nous avons présenté nos travaux sur la reconnaissance de droites dis-
crétes afin de simplifier et d’améliorer le temps de calcul de la préimage généralisée
et d’étendre certains résultats de Dexet [Dexet 06a] aux grilles irréguliéres isothé-
tiques. Nous avons introduit la notion de frontiére entre pavés ou paliers adjacents
de grilles réguliéres ou irrégulieres isothétiques. Et, en nous y basant, nous avons
montré comment diminuer le nombre d’éléments a prendre en compte dans le calcul
de la préimage généralisée. Cela simplifie et étend la notion de préimage générali-
sée et améliore conséquemment les temps de calcul. Nous avons aussi proposé une
modification de 'approche de reconnaissance de droite discréte basée sur ce calcul
de la préimage généralisée en vue de prendre en compte les notions de frontiéres.
Cela permet d’étendre la reconnaissance de droite discréte aux grilles irréguliéres
isothétiques et de simplifier les calculs.

Nous pouvons désormais envisager de décomposer un contour en un ensemble de
sous-segments ou en un ensemble d’arcs. Une perspective intéressante a nos travaux
serait d’unifier les différentes approches et proposer un algorithme générique (sans
a priori) de reconnaissance de sous-segments ou d’arcs. Un tel algorithme pourrait
décider si une forme est plutot rectiligne ou curviligne par exemple.

Perspectives

A court et moyen termes

Dans la lancée de nos travaux sur les sous-segments nous envisageons d’implé-
menter I'approche en dimension 2 suivant les templates et outils proposés par la
communauté travaillant sur DGTAL |[DGTAL 14]. Cela permettrait de faire des
tests et déterminer les contextes dans lesquels I'une ou 'autre des approches parmi
[Lachaud 13, Roussillon 14, Sivignon 12] ou la notre est plus efficace et peut étre
de pouvoir trouver des améliorations possibles de 'une ou I'autre des approches de
reconnaissance de sous-segments discrets.

Nous avons commencé a étudier la possibilité d’extension en dimension 3 de
notre approche de reconnaissance de sous-segment discret. En dimension 3 nous
nous sommes intéressés a deux primitives discrétes : la droite et le plan.

Dans la reconnaissance de sous-plan avec notre approche, il y a des exceptions a
certaines propriétés que nous utilisons en dimension 2. En effet la conservation des
points d’appuis du plan infini sur le morceau de plan ne peut pas étre toujours
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garantie si on conserve en méme temps le critére de minimalité. Nous envisageons
faire des études dans le dual du morceau de plan comme Coeurjolly et Sivignon
[Coeurjolly 05b, Sivignon 12] et dans le voisinage des points d’appuis comme Vit-
tone et Chassery |[Vittone 97| pour pouvoir trouver les explications aux spécificités.
Toutefois dés maintenant, nous pouvons proposer un algorithme pour la reconnais-
sance de sous-plan en dimension 3 qui conserve les points d’appuis du plan (mais
ne vérifie pas forcément le critére de minimalité de 1’épaisseur). Il nous reste a for-
maliser les preuves et analyser les propriétés de ces solutions comparées a celles des
solutions avec le critére de minimalité.
Pour la reconnaissance de sous-segment en dimension 3, nous ne pouvons pas utili-
ser directement notre approche car la notion de reste arithmétique n’est pas définie.
Cela est du au fait que la droite discréte en dimension 3 est définie par 2 doubles in-
égalités [Debled-Rennesson 95]. Le méme article a montré qu’il suffit, de reconnaitre
des sous-segments en dimension 2 correspondant aux projections du sous-segment
en dimension 3 pour en déduire les caractéristiques de ce dernier. Nous pouvons
donc envisager d’appliquer notre approche sur les projections et d’en déduire les
caractéristiques du sous-segment en dimension 3.

Nous envisageons aussi implémenter les versions modifiées (en considérant les
frontiéres de pixels ou pavés) des approches de reconnaissances de droites discrétes
et d’arcs en vue de mesurer leur efficacité.

A long terme

Pour unifier nos approches de reconnaissance de primitives discrétes, nous envi-
sageons d’abord une étude des points communs qu'’il peut y avoir entre ces primitives
(droites, cercles) d’une part et les approches présentées (préimage généralisée, centre
généralisé) d’autre part.

L’unification des approches nous parait envisageable car il y a assez de simili-
tudes entre elles d'un point de vue objets manipulés (points discrets, définitions ana-
lytiques, ...) et outils utilisés (espaces duaux, arithmétique, ...). Nous envisageons,
entre autres, déterminer les liens éventuels entre les polygones duaux utilisés dans
la reconnaissance de droites et ceux utilisés dans la reconnaissance de cercles. Pour
illustrer notre idée, supposons que l'intersection du dual de la médiatrice généralisée
de deux pixels et de la préimage de leur frontiére soit non vide et appelons cette
intersection PI. De par les propriétés des deux polygones de départ, Pl contient
les paramétres de droites et cercles qui passent par les deux pixels. Lorsque PI est
vide on peut continuer avec la reconnaissance de I'une ou ’autre des primitives si les
deux polygones associées existent toujours (ou choisir en fonction de critéres) sinon
on continue avec celui dont le polygone existe.

Il existe déja des travaux qui donne des définitions génériques de primitives
discrétes, notamment ceux sur les coniques discrétes. L’intérét d’une telle définition
est qu’elle permet d’envisager la reconnaissance générique aussi de coniques discreétes.
Nous envisageons aussi de proposer une approche de reconnaissance de conique
discréte. Pour commencer on peut étudier ce qu’est le dual d’une conique discréte et
comment il évolue en fonction des paramétres définis ou non. Cela permet d’associer
un polygone dual générique aussi bien pour une droite, un arc, une ellipse, ... et
ensuite reconnaitre indifféremment I'une ou I'autre de ces primitives discrétes.
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Reconnaissance de primitives discrétes multi-échelles

Résumé : Dans cette thése, nous nous intéressons a la reconnaissance des pri-
mitives discrétes multi-échelles. Nous considérons qu'une primitive discréte multi-
échelles est une superposition de primitives discrétes de différentes échelles; et nous
proposons des approches qui permettent de déterminer les caractéristiques d’une
primitive discréte ou d’une partie d'une primitive discréte.

Nous nous intéressons d’abord au sous-segment discret en dimension 2. Nous
proposons une nouvelle approche qui se base sur des propriétés sur I'ordre des restes
arithmétiques de la droite discréte. Nous établissons des liens entre les points d’ap-
puis du sous-segment discret et les points ayant des restes arithmétiques minimaux
et maximaux sur la droite discréte. Nous avons implémenté notre approche et I'avons
comparé avec d’autres approches existantes et, d’aprés les résultats, notre approche
se reléve étre plus efficace.

Nous nous intéressons ensuite a des approches de reconnaissance de droite dis-
créte par la préimage généralisée et des approches de reconnaissance d’arcs et de
cercles discrets par le centre généralisé. Pour la préimage généralisée, nous utilisons
la notion de frontiére pour diminuer le nombre d’éléments rentrant dans son calcul
afin de le simplifier et de le réduire. Pour le centre généralisé, nous étudions le dual
de la médiatrice généralisée et proposons de calculer le centre généralisé par des
calculs de visibilité dans I'espace dual afin de réduire également son temps de calcul.

Mots-clés : géométrie discréte, reconnaissance, sous-segment discret.

Multi-scale discrete primitives recognition

Abstract : This thesis is about discrete geometry and particularly recognition of
multi-scale discrete primitives. We consider that a multiscale discrete primitive is
a superimposition of many discrete primitives of different scales. Then we propose
approaches of recognition of discrete primitives or parts of a discrete primitives.

Firstly we study the recognition of digital subsegment in dimension 2. We propose
a new approach that is based on properties of the sequence of arithmetic remainders
of the digital straight line. The approach defines some links between the leaning
points of the digital subsegment and the points that have the minimal and maximal
arithmetic remainders on the digital straight line. We implemented it and compared
it with some of the best digital subsegment recognition algorithms and, based on
the results, our approach seems more efficient.

Secondly we present some work on improving digital straight line recognition by
generalized preimage and digital rings and circles recognition by general circumcen-
ter. To reduce tne number of elements to take into account for the computation
of the generalized preimage we introduce the concept of boundary. We also study
the dual of the generalized bissector in order to simplify the computation of the
intersections of generalized bissectors as a polygon stabbing problem.

Keywords : discrete geometry, recognition, digital sub-segment.
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