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��������� ����� �1#������� ��)*�� ����	
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!" �
 	
�
����
� (µ, ω) ∈ R2 
�

(a1, a2, ..., an) ∈ Rn 
�� ��
��
�#�
 �
� 	����� ���
�
�� (x1, x2, ...xn) ∈ Zn ����$
�� �

−ω

2
≤

n∑

i=1

aixi − µ <
ω

2


�

 ω = max1≤i≤n |ai|
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� �
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��� �
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� (µ, ω) ∈ R2 
� (a1, a2, ..., an) ∈ Rn 
�� ��
��
�#�
 �
� 	����� ���
�
��

(x1, x2, ...xn) ∈ Zn ����$
�� �

−ω

2
≤

n∑

i=1

aixi − µ ≤ ω

2


�

 ω = max1≤i≤n |ai|
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����� ���
�
�  !�
�
�!	
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�� ������ 2����
��-������ ������� �� �#������� ��

��� 2����
��-������ 	3�����4� .0%
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 ��℄ ��(��� 
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��� 5

�.



�������� 	
 ������
 
�� �� ��������� ��

����

��������� 	
�
� ���������	 
��
��� �����
��������� ��	
��� ��℄�
 ���������	

��

��� �����
��������� �� �	�	�����
 (µ, ω) ∈ R2 �� (a1, a2, ..., an) ∈ Rn �
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 (x1, x2, ...xn) ∈ Zn �����	
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−ω

2
≤

n∑

i=1

aixi − µ ≤ ω

2
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 ω =
∑n

i=1 |ai|
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�	
�	�� �� �	�	�����
(µ, ω) ∈
R2 �� (a1, a2, ..., an) ∈ Rn �
� ���

����� ��
 ���
�
 ��

���
 (x1, x2, ...xn) ∈ Zn �����
�	
� �

−ω

2
≤

n∑

i=1

aixi − µ <
ω

2

	��
 ω =
∑n

i=1 |ai| � a1 ≥ 0 �� a1 = 0 �� a2 ≥ 0 �� ��� �� ∀i ∈ [1, ..., n − 1]� ai = 0
�� ai+1 ≥ 0
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���	 	��� 	��� �	�������	� �����
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��
�� �	�����$�� 
��
���% ��� 	����	� �� 
��	����	� $�� 	��� �	���
����	� ��	� &�"

�����	� �'��	��(��� ��' ��
� �� ������� 
��
����% )�� 
��
��� 
��
���� ��	� �����
�(��	�� ��� 
��
���������	 
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��
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�
! �)��
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��� ��	
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 �
 �

����� �� ���
�
 ��

���

(x, y) ∈ Z2 �
� �
 
��
�� 	
	������� ��

��� ���
���
 
��� C = (x0, y0, R, ω) �� 
�
���
(x0, y0) ∈ R2� �� �	��
 R ∈ R �� ����	�

��� ω ∈ R 
� 
�	��� ���
� ��

��� ������
(
R− ω

2

)2 ≤ (x− x0)
2 + (y − y0)

2
<
(
R + ω

2

)2

�����"�� 	
�
	
  
 �����	!	
� ��
 �
�"	����
 �� �	 ���
����
 #�$�% �	�
(
R− 1

2

)2 ≤
(x− x0)

2+(y − y0)
2 ≤

(
R + 1

2
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 ���
�
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 �� 
��
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��� 
���	
� �� ������
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�� ��������� 
� 
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�
���� 
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��� ��	
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	���
����� ��

��� �
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 ��	�

��� ω ≥ 1�
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� �
���
	
����
�� � ����	�� ��� ����� ��� ������
������� ��℄� �
�� ������ �� �	
���

	� �� 	�� �	���� 
�� �������	� ����
� �������   ℄�

��������� ����� !"��
�����	� ���
����
� ��
� 
��

� �
���
	
����
�� �������   ℄#�
�� �������� �� 	
���� ���
���� (x, y) ∈ Z

2 ��	������� �� 
��
�� ���������� ��	��

��

������� �
�� C∞ (x0, y0, R) = ((C ⊕ Bd∞ (1)) ∩ Z2) �� 
����� (x0, y0) ∈ Z2� �� ���
�

R ∈ R �� �� ��������� �� 
����� 	
��� ���
��� ������ �

{
|y − y0| ≤ 1

2

|(|x− x0| −R)| ≤ 1
2

ou
{

|x− x0| ≤ 1
2

|(|y − y0| −R)| ≤ 1
2

ou

R2 − 1
2
− (|x− x0|+ |y − y0|) ≤ (x− x0)

2 + (y − y0)
2 ≤ R2 − 1

2
+ (|x− x0|+ |y − y0|)

��� ���

������  � � $ %&���
� �� 
��

� ���
����� !�# '��

� �
���
	
����
�� �� ���	� 5 ��
�� 
����� (5, 5)� !�# '��

� (�)� �� ���	� 5 �� �� 
����� (5, 5)

�� *�+
��  � � !�# �	��� 
�� �
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��

� ���
��� �
���
	
����
��� ,

��
� � ��	�� �
��� ��� �


�� ���
 
�� 
��

�� �
���
	
����
��� ��	- 
�����	�

��	� ��

��

�� ��������� ������� �./ ������   ℄� ��� 
	���� �
� 
�
� ����	�� 0 ��
& �	��	�� 1

• 
� 
��

� �������� �
�����
�/ �	�� C+
∞ (x0, y0, R)/ ��� 	����
 �� �������� 
� ��	�2

��3�� �&�����
�� �� 
� ����� 
	�����	������ 0 C ⊕ B∞ (1)�
• 
� 
��

� �������� �������
�/ �	�� C−

∞ (x0, y0, R)/ 	����
 �� �������� 
� ��	���3��
�������
���
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���� (x, y) ∈ Z2 ��	������� �� 
��
�� ���������� ���� �����

�
�� C1 (x0, y0, R) = ((C ⊕B1 (1) ∩ Z
2)) �� 
����� (x0, y0) ∈ Z

2� �� ���
� R ∈ R ��

�� ��������� �� 
����� 	
��� ���
��� ������ �

{
||(x− y)− (x0 − y0)| ≤ 1

2

||x+ y − (x0 + y0)| −R
√
2)| ≤ 1

2

ou
{ ||(x+ y)− (x0 + y0)| ≤ 1

2

||x− y − (x0 − y0)| − R
√
2)| ≤ 1

2

ou

R2 − 1
4
−max (|x− x0|, |y − y0|) ≤ (x− x0)

2 + (y − y0)
2 ≤ R2 − 1

4
+max (|x− x0|, |y − y0|)
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����� ��
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�(1
��
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	� ��
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�����
 ��
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����� �����	 
��
�
�	

4� �	���� µ = c' ω = b' a = a1' −b = a2 �$

 0 ≤ a ≤ b 
� PGCD (a, b) = 1'
�	�� �	�$	�� ������ ��
 ��	��
 ���
�%�
 ���$
 
� ���
���	� / ���� 

 ��
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����

	��
 
�
��
�#

 �
� �	���� ���
�
�� (x, y) ∈ Z

2 �

� ��
 0 ≤ ax− by− c < b ! &	��
�	�	�� D (a, b, c) 
� ��	��
 ���
�%�
 �	�� 

� 
���
���������
� �	�� �
	�� 
���%�
� 
�

	��
��	��
�� + (a, b, c)!
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	� ��	 �!	��
��� ax− by − c < −1 ax− by − c > b

��
�	 ��
��� ��	 �!	��
��� ax− by − c = −1 ax− by − c = b

��
�	 
�����
 ax− by − c = 0 ax− by − c = b− 1
��
�	 �	�

	� ��	 
�	��
��� 0 < ax− by − c < b− 1

���	
� ���� � �����	
	
�� 
�� ��
�	� 
� Z �� ���
	
�� 
�� 
��
	�� 
�����
� ���
���
���� "�
#�� 
��	
���$ �	 
����
���� "�
#�� 

�
��	
���$ 
� D (3, 8, 0)� %�� ��
�	�

�����
� �����
���� "
����
����$ ���	 ����

�� ��! �
!��� �� ���#� "&��	$� %�� ��
�	�
��
��� ��	 �!	��
���� �����
���� "
����
����$ ���	 ����

�� ��! ��
�	� ��
��
��� ��
&��	 "���#�$� %�� ��
�	� ���	� ��	 
�	��
���� ���	 ����

�� ��! �
!��� �� ���� �	 ���
��
�	� ���	� ��	 �!	��
���� ���	 ����

�� ��! ��
�	� �� ��
���

'�
 &��
(� ax− by − c = −1 "�����
	
&� ��	 ax − by − c = b$� %� )���� ��� 
����
���� 
� 
�	�
�� ��� 
�� ��	
��� �	 �� *
#��� ���� �� 
���� ��� 
����	��	
���

��������� ����� "+�	�����
� 
�� ��
�	� 
�����
� ������
���������� ��℄$� ��� ������
	
������ ���
������ �� ���
������ ��������� ��� ��� 	����� 	��
���� 	� ����� �����
��
����� 	��� ������ 	
������ ���
������ ������
�������� ���
������� 
���

����� ��
� � �� ����� 	
����� ���
����� ������
�������� ���
�������

���� 
�	�� 
��� ��� ��
�	� 
�����
� 
���� 
��
	� 

�
��	�, 
� ���	 
�����
 
�	���
 
��� ��� 
��-

��	� 
� .�/��	 x0 �	 y0 
� ��� 
���
	��
�	
'��� a �	 b, 
���	 0 

��

�	�� 
��� ��� ����	
��� 
� ���'��	
�� ax0 − by0 = 1� ��
� �� 
�	�� 
�� �� ��� 
��
��
�	 
�����
 �����
��� ��  ��	
��
��	 x0 �	 y0 ��� �� ��
	��� c ���� �&�
� U0 (xu0 , yu0)
	�� '�� axu0−byu0 = c� 1���
	� 
� ��	 ��

�� 
�  ��	��� '�� a(xu0+b)−b(yu0 +a) = c

�	 
��� 
�
�
�� �� �����
�	� ��2���
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����� ���������� ����
���
� ����
���
�� �� ���� �� ax− by − c = 0 ���
� ax − b(y −
1) − c = b �� �� ax − by − c = b − 1 ���
� ax − b(y + 1) − c = −1� ���� ��
�����
��� �� U(xu, yu) ��� �� 
���� ���

�� ��
�
���
� ���
� LU(xu, yu − 1) ��� �� 
����
���������� ����
���
 ����
���
� �� �� L(xl, yl) ��� �� 
���� ���

�� ����
���
� ���
�
LL(xl, yl + 1) ��� �� 
���� ���������� ����
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�����	 ��

��	 �� � � ���� 	���
 �� ��

����
 � ��
 ������
 
���	
 �⌊ b

a
⌋ �����
� �	 ��
 ������
 ����
 �⌈ b

a
⌉ �����
� �����

� ��℄�

�� ���
	� ��
 ����	���
 ��	 ��

��	�
 ��	�� �!����� �!������	��� �� ������
 
���	
 �	
����
 ���
 ��� ����	� ��

��	�" ��
 
���
	 ��
	�#��
 �� 
�		� ����	� �	 �� 
��$���	����
�%� &������'���� ()℄� *!��� ��
 ����	���
 ��	 ��

��	�
" �
	 #�� ��
 ����	
 �!�����
 
�

� �����
 ���+ �����
� 
��	 	��,���
 �� � $�	 �-�� �� ������ �.�'�����
 �/℄ �'��� 
�� ��
0����� /�//��

0 2 4 6 8 10 12

0

1

2

3

4

������ /�/1 2 ����
	��	��� �� �!��	�����
� �� ������
 �!��� ����	� ��

��	� �� 
���


	 ��
	�#��
 (5, 13, 0) ��� �!��	�����
� �� 
������
� 3� �����#�� #�� �� ������ ���� �
⌈13

5
⌉ = 3 �����
 �	 #�� �� ������ 
���	 � ⌊13

5
⌋ = 2 �����
�

4��
 �	���
��
 �� ��	�	���
{

a
b

}
���� a mod b ���
	� �� �� ��'�
��� ��
��������

�� � ��� $� �.�'�����
 �/℄� 3� ���	 +�
������	 � ���	��� #�� �� ��
	� ���	�� 	�#��
ax− by − c =

{
ax−c
b

}
�

0��������	 ���
����
 ����	�
 ��

��	�
 ���'��	 
��	���� �� �5�� ��
��$�� ��
����	
 ��

��	
 
������
 �
���$� ��

��	��� 6�� ������� ��
 ����	�
 ��

��	�
 �� 
�

��
	 ��
	�#��
 (7, 11, 0) �	 (5, 8, 1) ��	 ��
 �5��
 ����	
 ��

��	
 ���
 �!��	��'���� [1, 7]
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������ ���� � ��� �	
���� ���
	���� �� 
�	�
��	�������� (7, 11, 0) ��	
���� ��������
�� ����� �� (5, 8, 1) ��	
���� �������� �� 	
���� 
�� ��� ����� �
���� ���
	��� ���
��	�� ���� ������	����� [1, 7]�

����� ����	�
��

� ���
�
�

��	
� ����� � 
!���� ���� ����	����	 " �������	� �	
���� ���
	����# 
� ��$���
����	������� �� �
�� ������� ���
	�� 

��� ��� ��	��� ����� �� 
�� �	
�����

��������� ����� �%
�� %������ &��
	���� �� %
�� %������ &��
	�� S (D, u, v) ���
��
�	 
 �� �
���� ���

��� D = D (a, b, c) �� ����� ���
 �'�	������ ��� ������ ���

���

�����
����� u �� v ��� �� ������������� �� D ���� ��� ������ ��� ��� ���
����� ����

������
����� [u, v]�

&��� �� �����# �
�� ���

�
�� �� ����	����� �����
����� �� D �� �
�� ������� ��� 

	�� S� �� ����� �� 	����� �	��!�������� �
�	 �� �
�� ������� S (D, u, v) �� 
�	�
 
��	�������� ��������� (a, b, c) ��� �
�� Ra,b,c (u, v)� (
�� ��$����
�� 	��
�	��������
�� �
��
� �� 
�
�
�	
�������� ��������� ��
�	 �� &�$����
� ��)����

��������� ����� �*�	�
��	�������� ��������� ���� �
�� ������� ���
	���� ��� 
��


�
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�
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���� ���

��� ����� �� ������ �� 
���� ����� �� ��
����
� b ��������

+� ��� ,�
��� �� �	
���	 ����� �'���� ��� ����� �	
��� ���
	��� �-��� �� b �������
.&����� /������
� 01℄� *���� �	
��� ���
	��� �� 
�	�
��	�������� ��������� ��� �� 
����� �
���� ���

��� �������� �
�	 �� �
�� ������� ���
	��� �
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��
�����
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	���� (a, b, c) ) S (D, u, v) ∪ (v + 1, y) �� S (D, u, v) ∪ (u− 1, y)�

� ���
�� �� 
��
����
��� �� ��
�		�����	
� �� ���
�����	����	  ���
�����		����	 !"℄
���� 	��� �����	
�	� �	 ��
��
 ��	� 
� �����
�� $ % 
� &�

��	 $�$' (��� )*�' 	���
�+�	� ��� �������
�� �������
�� ��� 
� ��
�
�
��	� ,	 ��
�
�	
 �	 ����������	

���
��
 S (D, u, v) �� 
���

����
����� ��	���
�� (a, b, c) % ����
� ������

�+���	

% ���
��� 	��� �+�	� 
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�	-����
��	� ���+�	
�� �

• �� Ra,b,c (u− 1) �� Ra,b,c (v + 1) ��
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�
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������ ���� ��� 	����
����	� �������� �� �����������	 S

����������� �
���
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����������� �
����	�

S ������� ���� ����	� �������� ���
������
U1(xu1 , yu1) �	 U2(xu2 , yu2) �	 �� ����	 �����
��� ���
����� L(xl, yl) ���
 xu1 < xu2

�v =
−−−−−−→
FE(U1)L

��� β = xl−xu1

�	 α = yl−yu1+1

�v =
−−−−−−→
LFE(U2)

��� β = xu2−xl

�	 α = yu2−1−yl

S ������� �� ����	 ������� ���
�����
U(xu, yu) �	 ���� ����	� �������� ���
������
L1(xl1 , yl1) �	 L2(xl2 , yl2) ���
 xl1 < xl2

�v =
−−−−−−→
FE(L1)U

��� β = xu−xl1

�	 α = yu−yl1−1

�v =
−−−−−−→
UFE(L2)

��� β = xl2−xu

�	 α = yl2+1−yu

�������
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����� 
�����������	! �	 �� ���
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��	 �� 
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*�����""�� .+℄� #" ����	� ����	��� �����
��� �"�� 
"����
�� 
�� �����		��	 �� ��
���
��0	�� �� �����������	 ���
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a

b
= q0 +

1

q1 +
1

q2+
1

...+ 1
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avec qi ∈ N et qi ≥ 1 ∀i ≥ 1
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1+ 1
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10

= 0 + 1
1+ 1
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�� 0 ≤ a ≤ b ������ ��� ��	��� ����
���� 
�

����	��	� � ��� 	���� � ���
��
�� 	��� 
�

����	��	� � 1

1
� ��
 �
����
�� �
 �	 
�	�
��
� ���� �
�
�
�	� m1

n1
�� m2

n2

��	� ���
�
�� �
 m1

n1
< m2

n2
���
� �� 	��� �� m1

n1
��� � ���
�� �� 
���
 �� m2

n2
� �
	�
�

�
 m2

n2
��� �� ��	�� ���	� �
�
�� �
�

���� �� m1

n1
�� ��	�� ���	 �� ��� ����������	��


� ��
��� �	 �����
���	� DpGq �	�
� �� 	��� �� m1

n1
�� 
���
 �� m2

n2
� �� p > 1� ��

q ≥ 0 � � !
�
���"
��� #$℄� &	"�
����	� 
� ��
��� �	 �����
���	� GqDp �	�
� �� 	���
�� m1

n1
�� 
���
 �� m2

n2
� '��� ��
��� �� ��(	

 ���� ���
�
��� �� 
�
�		�
���	
�

�� ����������	� �
�

��� ) ���	� ������� ���
�
�� ���
�	��	�� �� ���
�
� �� *��
	�
+
�
�� 
�����	� ��
 �� �����
���	� DpGq �� �����
� ������� ���
�
�� ��
�	��	��
�� ���
�
� �� *��
	�+
�
�� 
�����	� ��
 �� �����
���	� GqDp � � !
�
���"
��� #$�
*�
� #,� *�-� ..� /�
���� .0℄�

������

� �� �����

������ .�.1 2 3�4 *���������	� (1, 3, 1) �� ��
	�� ������
� U � U ′� L �� L′� 3�4
�
�
���� �� ����������	� ) A� B� C �� D 
�

����	��	� ��� �
�
��� �� ��
����
3
4� /� ��
	� 
�
�
��

��
5�� D(1

3
, 1
3
) ��� �� ������ 
	��

��
 ���
�� �� ���6��	� ��

7�
�6�

&� ��
��� �	� ���
� ��8�	 �� 
��
���	��
 ��� ��	��� �� �
�
�� �
�

��� 5�� ���
�
� ��
*��
	�+
�
��� 9	 �:��� ��� ������ �� ��	�
 ��
�����	� ���	���
�
 ������ ��� ��	���
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�
� ������ 
� ������
 �� ����� �� 	�
�� ��

�
� n� �
��� Fn� ��� ��
����� 


������� ��� �
�
��
�� 
���
������� �

���
������ 

��
���� ���
� 0 �� 1 �
��
�� ���
�������
 ��� ����
���
 
� ���� � n�

������� 	
�
�
 F5 = {0
1
, 1
5
, 1
4
, 1
3
, 2
5
, 1
2
, 3
5
, 2
3
, 3
4
, 4
5
, 1
1
}

�� ���	�� 
�	 ��������	 ������		����	 	�� ��	 	����	 
� ����� ��� ���
������ 
� ��	
�����	�� 
��	 �� ��
�����		��
� 
� 	��	�	��
��� 
�	
���� �� �����
������ ��	 ����	 �����
	����	 
� ����� �� ��	 �����	 
� ���������
�� 	��� 
�������	 
��	  !����������"���� #$℄�
&��	 ���	 ������		��	 �
� ��� ��������	 ��� ���	���� ����� ��	 	����	 
� ����� �� ��	
	��	�	��
���	� &��	 
�

��'��	 ��� �����
���� �� ������ 
� �
������ 
� 	��	�
	��
��� �(��� 
� ���	����� ��	 ��������	 ���	�����	 ����� 
���� ����
��� �� ��	 	����	

� ������

!� �
������ P(S) 
)�� 	��	�	��
��� 
�	
��� S �	� �)��	�
��� 
�	 
�����	 
�	�

����	 ���(��� 
������� S  *��	� +,� ��(����� ,-℄� .)�	� / 
��� ���

P (S) = {(α, β) , |α| ≤ 1|∀ (x, y) ∈ S, 0 ≤ αx− y + β < 1}

�0 α �����	���� �� ����� �� β �� 
�
����� / �)�������� !� ����
��� �	� ��������
���
�����	���� 
��	 �� �	��
� 
��� / �)�	��
� 
�	
��� ��� ���	 �������	 
��	 
� 
��������
����
� (α, β)� *��	 
�� �	��
� P(S) 
����	���
 / �� �������� 
��� ��	 
���	 ��
	�

��	 ��� 
�	 ��������	 �(�
 ��	 
�����	 �� �����	 
)�����	 
� 	��	�	��
��� 
�	
���
S� .�	 ��������	 	��� 
�2���	 
�

� 	��� 3

�����
����� 	
�
	 �4�������	 ����� P(S) �� S  ��(����� ,-℄�
 �
�� �� �
����������
���

�� S� �
�� U �� U ′ �
����
�������� L �� L′� ���� �
���� �������� ����
���
�
�
����
�������� ����
���
�� 

���
����� �� S� �
�� P(S) �� �
������ �� S� P(S)




���
�� � �� �
���
�� ABCD� 
 A ��� �� �
���� �� ���� � ���
!� �� �� !���
�� ��� ���
�� �
�� �
���� ���� ��

�
� ������� �� ���� 

��
��
� ��� ��������� �����
�
��
�� "
�� ��
�� ��� 
�����
� ��������� #

• B 



���
�� � �� �

��� ������� ����
���
� (UU ′) $
• D 



���
�� � �� �

��� ������� ����
���
� (LL′) ���
 ��� �
�������
� �� ��
�
���
 (0, 1) ���� ������
� �� ��
��%�
�� $

• A 



���
�� � �� �

��� (U ′L+) 
 L+ = L+ (0, 1) $
• C 



���
�� � �� �

��� (UL′+) 
 L′+ = L′ + (0, 1)�

S � 

��� 
�
�
��
����&��� ��������� (a, b, c) �� �� ��������� �� ��� 



�
����� ��
B �
��

(
a
b
, c
b

)
� '� ��� &�� B ��� �� ����� 
���
�	��
����
 �� P(S) �� &�� [AB] ��

[BC] �
�� ��� 
��	
 ���	��
��
�

!� ������ ,�,5� ����� 
�  .����6���� #5�℄� 
���� ��� ����	������� 
� �� ����
���

)�� 	��	�	��
��� 
�	
����

7��� ��
����8��� �� 	��	�	��
��� 
�	
��� S� �� 9��� ����	 
����
���� �� �����

���
����	����� 
� 	� ����
��� P(S)� .)�	� �/ ��� ���	 ���(��	 �����	�� ��	 	����	

� ������ .�

��'��	 ��� �		�
��� / 
:���� 
����� 
)������	 ��	���9	 ��� 
�����
������� 
��
� 
�2��� 
�

� 	��� 3

��������� 	
�
� �4����  ��(����� ,-℄�
 �
���� x �� y ���� �����
� �
������� ��

��
� ��(�� ��
 x �� y ��� ��(�� �� �
�� #R(x, y) = {(α, β) |β = −xα + y} 
 x ���
������ �
��
 �� 
��
� ���� 



���
�� � �� �����
 ���
��� �� �� ����� �� 
��
��

;#



��� ���
�	
���

�� ����� R(x, y) ��	 
�� ����	� �� P(S) 
�����	 
�� �� 
���	 ����������� (x, y)�
����� ��
� �


����� �
� ��
� ������ ���� �� 
������ �
	��	� 0 ≤ y ≤ x ≤ n ��

n ��	 �� 	����� �� S� ��� �����
��� 
���� ��� ��
�	���� ���	 �� �� ����� β = −xα+ y�

0 ≤ α ≤ 1 �	 0 ≤ β ≤ 1�
�� ��������� �� ����	 
����	 �� 
��������� 	�
� ��� ������ ���	 ��� 
��	�� ��	


� ��������	�
� �������
� � n 
�����
�����	 � �����
���� �
 ������� 
���	 ���
��	 ��

S �� �� �����	��� �
 ��������� �� ����� ��	 ���	� 
���� �
�	 �

�
������� ������ ���������� 	� 
���� �
������� ��℄�� �� ��������� �� 	���


������� n
 ���� Fn
 ��� ����� ���� ������
� (α, β) 
���� �� ����������� �� ����

��� ��
��� R(x, y) ��� ��� 0 ≤ y ≤ x ≤ n
 �� ��� ��� 0 ≤ α ≤ 1 �� 0 ≤ β ≤ 1�

��� ������ 	��� 	�������� 	� 
���� ������������� ������
� �� ��������� �����
	�������� ��������� �����!� ��
�����" #� �� �$���� ��� %�&�
���� ����� ��� '�
����� 	�
Fn �� �������%�� 	� ������������� 	��
���� 	� ������ n �(
)���� *+℄" �� '�
���� 	� S
	��� Fn 
��������	 ����� , P(S)" 
��������� �� ����� 
���
�!�������� 	� P(S) ���

�� ����� v
(

p

q
, r
q

)

	� �� '�
���� 	� S 	��� Fn" )���������� ���� 	!�������� ��� 
���
�

�!��������� ��������� (p, q, r) 	� S �� ��-� 	� 	!�������� �� '�
���� 	� Fn 
��������
Λ
(
a
b
, c
b

)
�. (a, b, c) ���� ��� 
���
�!��������� 	� �� 	����� 	��
���� 
�������� S"

��� ���
�	
���

/��� ����� ��!����! 	��� 
� 
0������ 	�� ������� 	� %��� ���� ��� ������$ ���
���� ��!������� 	��� 
� �����
���" �� ����	� 	�1!���
� ����� �!��!���� ��
��	�����
�� �!��!���� 	��
���� �!��	� 	��� �� '��� ����� ����
�� �� ����� 	��
��� ��� �!���� 	�
������
� �����!� ��$�� �� 	�������� � �� ��$�� �� 	�������� 2" �� '�3�� �!�!����� 
�� ��������� �����!����� �� ������!
0����� �� ����� 	��
��� ��� ����
�! , �� ���! ���
� ��� '���� ��
���������� �� 	�������� � �� 0�$�!	����� �� 	�������� 2" /���
����� 	!4�� 	�� ������� 	� ��������� ����� ������ 	��
���� %��� 	� �� ��������� ��
�!��!���� 	��
����" 5 ������ 	� 
���� ������ �� ��� �����%�� 	� 
��������� 	�� ��	����
	� ���������� 	��
����� 
���� ��� 0��������� �� ��� 0������0���� 	��
����" /���
����� ��!����! ��� ��	���� ��� ���� ���!������� ����� 	� ��!������ ��� ����������
��� ���� !��	���� 	��� ��� 
0������� ��������" 6���� 0��������� 	��
���� ����
���� ���!������� ��$ 	������ 	��
����� �� ��$ ������������� 	��
���� 	��� ���� �����
��!����! ��� ����
������ ������� �� ������!�!�" 6���� 0������0���� 	��
���� ����
���� ���!������� ��$ ��
� 	� 
��
��� �� ��$ 
��
��� 	��
���� 	��� ���� ����� �����
��!����! 	�� ������� �� ������!�!�"

/��� ����� ������� ��!����! 	�� ������ ������!� 	��� �� ����!������ ���� �� ��
���
�������
� 	� ������������ 	��
��� ��� ���� �%��	��� 	��� �� 
0������ �������" /���
����� 	��%��	 ��!����! 	��$ �����
0�� %��!�� ��� 	�� ������!�!� ����0�!������ ���
�� 	��������� �� ��!������ 	� ������������ 	��
���" 7��� ���� ����� ��!����! 	�� ������

���� ����%�� 	� 
�����8��
�� �� �� ��������� 	� 
���� ��� ���������� 	� '����
	� �� ��
���������
� 	� ������������ 	��
���"

���� ��� 
0������� �������� ���� ��!������� ��� 
�����%������ ���� �� ��
�������
���
� 	�� ���������� 	��
�����" ���� �� 60������ � ���� ��!������� ��� ������$ ���

�� �� ���� �	�
	��� �
����� �� ����� �� �	���������� � ��
��
���� 0 �
� ��
���
��	� �� �	����
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��������

��� �����	

���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�

��� ���� 	� ����� �
� �� ��
���������
� 	� ��
��������� 	��
��� 
�

����� ������	 	
� ��	 ��
���	 �� ��	 	

	�	������	 ��	
���	 ����	 � ��

����� ����

�� �� ��

����		��
� �� ������������		
� �� ���
������	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ����

��	 ���
	��� 	
� 
� ���


�	 ���	 ������� ��  �����
!�


� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"

����# ����

�� ��	$� 	
� 
� ���


�	 ���	 �� ��������� �� %���& �'

����� �$
����
����� ��	 ����

��	 �(�	�����	 � � � � � � � � � � � #�

��
 ��
����� �����
�� 	� ��
���������
� 	� ��
���������
	��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� )
����
�	 �� �$*����
�	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #�

����� +�
�
��
� ��	 ��	��	 ������$��,
�	 ��
� 	

	�	������ � � � ##

����� ������
�	 ����� ��	��	 ������$��,
�	 �� �
���	 �����
�	 � � #�

����# ���
������	 �� ��
���
�� ��	 �
���	 �����
�	 � � � � � � � �#

����� ���
������ ����
���� �� ��

����		��
� �� 	

	�	������ � ��

����� -
������	
� ���
 ��	 ����

��	 ��$
$�����	 � � � � � � � � ��

����" .�����	���
� / �
�
���	���
� ��	 ��
���
��	 ��	 ��	��	 ���
���
� �� ��(��
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �0

����0 -�	 �����

���� ��
� 	

	�	������ �&��� ��
( �
���	 �����
�
�	 �� �� ��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "1

��� ������
����� 	����������� �� 	�������� 
 � � � � � � � � � �


��#��  

	�	������ ��	
��� �� �����	�
� � � � � � � � � � � � � � "�

��#�� 2
�
��
( �� ���� �� �����	�
� � � � � � � � � � � � � � � � "#

���  ��
�
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��
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� �	
����� ���
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� �� 	�

��������
� �� �

��������� ���
	��� �� �	
����� ��� �����
� � �� ��
���
�	�� ���
	��� �
�����
������ �� ��� ���� ��
	�� ����  ��
��
� !"� #��� $%� #�&� !!℄�
#� �

� 

�����	
�� �� �

��������� ���
	�� 

��� 
�� ��	��� 

����� �� �� �	
���
���
	��� � 
� �����
 �� ���
	����
� ��
� 	�(��� �
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�� ������	��	�� �	�� ���	 ��
��� ��� �� 
��	 �	 ��		��� ���
����	 ��� 	��
���������	 ��	 ���� ���	���� �������  �� ������� �������	! 
���	�������� �� ���
���
	�	�� 	���	 �	�� ������ �������� ������	���  �� ��"���	���! 
����
���"�� #	� ����
���� �	 �	 $�	��	����	 	� #�
%��� &�	 $�	���	����	 '(℄ "��� �	 ��	� 	���	 
	 �������

	� �� ��
���������� 	� "��
����� 
������	� �	 �� �	��	 z �� ������	��	��� 
��� ��
������	��	�� S �	 �	��	 z = a

b
	� ���� �� ��
���������� 	� "��
����� 
������	� 	��

[0, q1, q2, ...qk] ��	
 k ∈ N∗� *����� zi �	 i�+�	 
���	��	�� �	 z� #	 ������� �	 S� 
�	��
, ���	 �� ����	 �	 �����
	�	��� �	��� �	 
��	 �	 ��		��� 	���	 �	�� ������ ��������
������	��� �	 S� 	�� ���� E (zk)  ���� ���� �	 ������� ���� �� 
����
	
���� -�.�/ ��
0%�����	 - , �� ���	 /1!� E (zk) �	 
�������� 
���	 ���� 2

• E (z0) = 0 3

• E (z1) =

q1
︷ ︸︸ ︷

0 . . . 01 3
• E (zk) = E (zk−1)

qk E (zk−2) �� k 	�� ������ 3
• E (zk) = E (zk−2)E (zk−1)

qk �� k 	�� ���� 3

������� 	
	
	  0��
�� �� ������� �	 �� �	��	 7
11

!
 7
11

= [0, 1, 1, 1, 3] 
��
 
� �������

� 
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�
	 ��� E (z4)� �� � �
��� �

• E (z0) = 0 �
• E (z1) = 011 �
• E (z2) = E (z0)E (z1)

1 = 001 �
• E (z3) = E (z2)

1
E (z1) = 00101 �

• E (z4) = E (z2)E (z3)
4 = 001001010010100101 �

4� ��� ��	 �	 ������� �	
����	 �	 ������	��	��� 5	
����6��	 �� ������	��	��
���
�	� �	��	�� ����� , �	
����6��	 �	 ������� ��� �	 �	
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��� �� �	�� �	� ����	��� 
���	��������� ��� ��7��	��� 
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�����	 �����	� 0���	 �	� �	��	� 
���	�������� ��� 
���	��	��� ���� �	� �8��� �	
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�� � 
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%	�
%	 �	�
	�����	 ���� ������	 �	
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��� 
�9� 	� #�
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���
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����
��
��
 ������	�

(a, b, c)�

�� ��� ��� ������� �� ����� ����� �� �

(��
������
 
�� S ′ = S (D, u, v′) �
� ��� ���
��� �� ����� ����� �� S� $� ��	�������
�� ����� ����� �� S ′ & S ′′ = S (D, u, v′ + 1) �
� �
����	��� � S ��� ��������� ��
	����
��� �� ����� ������ �� �	�
� �� 
��� 
�� S ′′ � �#�
������ ����
 �����
 �������

���� 	�
 
���
����
��
��
 (a, b, c)� '����� U0(v

′ + 1− b, y0) �� U1(v
′ + 1, y0 + a) ���#

�����
 �������
 
��������
 
��
�
����
 �� S ′′� U1 �
� �� ����� ����	����� �#�������
�� S ′� 
� 
�� ���	�
�� 
�� α(v′+1)−β(y0+a)−γ = −1� U0 ������� ��

� �� �����
������� 
�������� 
�� S ′ )���	���*����

�� +,℄� ��� α(v′ + 1 − b) − βy0 − γ = 0�
.� � �	��
 α(v′ + 1) − β(y0 + a) − γ = −1 �� α(v′ + 1 − b) − βy0 − γ = 0 / �� ��
������ 
�� aβ − αb = 1�
'� ���
 �����
 �	���� L0(v

′ + 1 − b, y0) �� L1(v
′ + 1, y0 + a) ���# �����
 �������


���������
 
��
�
����
 �� S ′′� 
��
� L1 
�� 
����� �� ����� ����	����� �#������� �� S ′� 
�

�� ���	�
������ 
�� α(v′+1)−β(y0+a)−γ = β� L0 ����������� �������
 �� �����
������� ��������� 
�� S ′ )���	���*����

�� +,℄� ��� α(v′+1− b)−βy0−γ = β−1�
.� ������ �	��
 α(v′ + 1)− β(y0 + a) − γ = β �� α(v′ + 1 − b) − βy0 − γ = β − 1 /
�� �� ������ 
�� aβ − αb = −1�

�� ��� ��� ������� �� ����� �
�
�� �� �

(��
������
 
�� S ′ = S (D, u′, v) �
� ��� ���
��� �� ����� ���
"� �� S �� 
�� S ′′ �
�

� ��	������� �� ����� ���
"� S ′′ = S (D, u′ − 1, v)� S ′′ � ��

� �#�
������ ����
 �����

�������
 ���� 	�
 
���
����
��
��
 (a, b, c)� ���
 
� 
�
 �� ���� 
��
������ U0(u

′ −
1, y0) �� U1(u

′−1+b, y0+a) 
���� ���# �����
 �������
 
��������
 
��
�
����
 �� S ′′�
U0 
����� �� ����� ����	����� �#������� �� S ′� 
� 
�� ���	�
�� 
�� α(u′−1)−βy0−γ =
−1� U1 ����������� �� ����� ������� 
�������� 
�� S ′ � ��� α(u′−1+b)−β(y0+a)−

1,



�������� 	
 ��

��������
� �� �
����������� ���
����

γ = 0� �� ������ �	
�� α(u′−1)−βy0−γ = −1 �� α(u′−1+ b)−β(y0+a)−γ = 0 

�
�
 aβ − αb = −1�
�� �
�� ���
�� �	���� L0(u

′ − 1, y0) �� L1(u
′ − 1 + b, y0 + a) ���� �
���� ��������

���������� 

���
����� �� S ′′� 
���� L0 ��� ������ �� �
��� ����	����� ��������� ��
S ′� 
� ��� ���	�������� ��� α(u′ − 1) − βy0 − γ = β� L1 ����������� �� �
���
������� ��������� ��� S ′� ��
� α(u′ − 1 + b)− β(y0 + a)− γ = β − 1� �� ������ �	
��
α(u′ − 1)− βy0 − γ = β �� α(u′ − 1+ b)− β(y0 + a)− γ = β − 1 
 �
�
 aβ −αb = 1�

�� ��� ��� ��������
� �� ���
� ��
�� �� �

�
������
�� ��� S ′ = S (D, u, v′) �� �� 
���
����������� ������	�� (α, β, γ) ��� ���
��	�����
� �� ���
� ��
�� �� S � ����
��
� �� ���
� ��
�� �� S ′ � S ′′ = S (D, u, v′ − 1)
��� ����� ������	���  S ��� ��!����
� �� 	� ��	�����
� �� ���
� ��
��� S ′ � ���
��"
���� ��
�� �
���� �������� �
�� 	�� 
���
����������� (α, β, γ)� �
���� U0(v

′−β, y0) ��
U1(v

′, y0+α) ���� �
���� �������� ���������� 

���
����� �� S ′� U1 ��� �� �
��� ����	�"
���� ��������� �� S ′′� 
� ��� ���	���� ��� av′−b(y0+α)−c = −1� U0 ������� �����
�� �
��� ������� ��������� ��� S ′′ #$��	��"%������
� &'℄� ��
� a(v′−β)−by0−c = 0�
�� � �	
�� av′ − b(y0 + α) − c = −1 �� a(v′ − β) − by0 − c = 0 
 
� �� ������ ���
aβ − αb = −1�
�� �
�� ���
�� �	���� L0(v

′ − β, y0) �� L1(v
′, y0 + α) ���� �
���� �������� ����������



���
����� �� S ′� 
���� L1 ��� ������ �� �
��� ����	����� ��������� �� S ′′� 
� ���
���	�������� ��� av′ − b(y0 + α)− c = b� L0 ����������� �
�)
��� �� �
��� �������
��������� ��� S ′′ #$��	��"%������
� &'℄� ��
� a(v′ − β)− by0 − c = b− 1� �� ������
�	
�� av′ − b(y0 + α) − c = b �� a(v′ − β) − by0 − c = b − 1 
 
� �� ������ ���
aβ − αb = 1�

�� ��� ��� ��������
� �� ���
� ���
�� �� �

�
������
�� ��� S ′ = S (D, u′, v) ��� ��� ��	�����
� �� *��
+� ��
�� �� S �� ��� S ′′

��� �
� ��
��
� �� ���
� *��
+� S ′′ = S (D, u′ + 1, v)� S ′ � �	
�� ���
������ ��
��
�
���� �������� �
�� 	�� 
���
����������� (α, β, γ)� $��� 
� 
�� 
� ���� 

��������
U0(u

′, y0) �� U1(u
′+β, y0+α) 

��� ���� �
���� �������� ���������� 

���
����� ��

S ′� U0 ��� �� �
��� ����	����� ��������� �� S ′′� 
� ��� ���	���� ��� au′−by0−c = −1�
U1 ������� �� �
��� ������� ��������� ��� S ′′ � ��
� a(u′ + β)− b(y0 + α)− c = 0�
�� ������ �	
�� au′−by0−c = −1 �� a(u′+β)−b(y0+α)−c = 0 
 �
�
 aβ−αb = 1�
�� �
�� ���
�� �	���� L0(u

′, y0) �� L1(u
′ + β, y0 + α) ���� �
���� �������� ����������



���
����� �� S ′� 
���� L0 ��� ������ �� �
��� ����	����� ��������� �� S ′′� 
� ���
���	�������� ��� au′ − by0 − c = b� L1 ����������� �� �
��� ������� ��������� ���
S ′′� ��
� a(u′ + β) − b(y0 + α) − c = b − 1� �� ������ �	
�� au′ − by0 − c = b ��
a(u′ + β)− b(y0 + α)− c = b− 1 
 �
�
 aβ − αb = −1�

��������������
� *�
�������� �� 
� 	���� ��� ����, ��������� -� �.�� �� 	�� ��
"
����� �� 


��
����� (a, b) �� (α, β) ��������� ��� ����
��	����� �	 / ������ ���
�
���� ���
���� ����	���������� ���� 	��������		� [u′, v′] 
� ��� ������ 

������
�
���
���
 �
��� 

�����
��
��

����� �����	
�� ���
� 
����� �
	�����	���� �� �
	��� ������	�

�� �+�
�0�� ������� ����	�� ��� 	�� ������ ����+�������� ���� �
��"��*���� ���"

��� �� 	�� ������ ����+�������� �� ��� ��	�����
�� 1�����
�������� ��� ��
��
��2 �
��

��
���� �� 	� �3�� ����0�� �� 	�� �
���� ��� �
�� 

������
�� �
�� ����, ��

+�� �
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���

�������� ������ ���� ��� �	���� ��

	��� D �� ���
 
��
�
������
 S = S (D, u, w)
�� 
�	�
��	�
�����
 ��������
 (a, b, c) �� S ′ = S (D, u, v) �� 
�	�
��	�
�����
 �����
����
 (α, β, γ) ���
 ��� S �
� ��� ���������� �� ����� �	��� �� S ′ ��� ���
 S ′ �
� ���
�	�
��� �� ����� �	��� �� S�� ���	
 �

∀x, x′ ∈ [u, v], |x− x′| ≤ b : Ra,b,c (x) < Ra,b,c (x
′) ⇒ Rα,β,γ (x) ≤ Rα,β,γ (x

′)

������ ��� 	� 
��� ��� [u, v] ⊂ [u, w]
 �� ������� ��� ��� ���� ����� ��������
v− u ≤ b� ��� �����	�
 ���� D = D (5, 13, 0)
 	� ������������ ���
��� S (D,−7, 13)
��� 
���
����������� ������	�� (5, 13, 0)� ��� 	� ��	������� �� ����� ����� �� �����
������� ���
��� S (D,−7, 12) ��� 
���
����������� ������	�� (3, 8, 0)�� ���� 
��
�����	�
 [u, v] = [−7, 12] �	��� ��� b = 13� �� ����� �� �� ������ ��� �� 
���
���� 
���	 ������ [u, v] ! 
���� �� 	� 
�������� |x−x′| < b� ���� ������� ��� 
����

�������� �"��� ��� ��
������� ���� ���� �� 	"����� ��� ��
��� �������

�����
�	������ #� � Ra,b,c (x) = ax− by − c �� �	��� y =
ax−c−Ra,b,c(x)

b
� #� � �����

Rα,β,γ (x) = αx−βy−γ� �� �$�� ���	��� ����� ���� (x′, y′)� %	 
��� ����� ��� 
����
	�� ���� ������������� ���
���� ������������� ! D
 �	� ��� 	�� �$��� ������ ���
����
(x, y) ���� x ∈ [u, v]� ��� ��������� ���� ����������� #� ���� �	��� �
���� &

Rα,β,γ (x)−Rα,β,γ (x
′) = αx− βy − γ − (αx′ − βy′ − γ).

'� ����	�(��� y �� y′ ��� 	��� ���������� ! ������ ��� 
���
����������� D &

Rα,β,γ (x)−Rα,β,γ (x
′) =

αx− β

(
ax− c−Ra,b,c (x)

b

)

−
(

αx′ − β

(
ax′ − c−Ra,b,c (x

′)

b

))

.

)�	� ���	���� ��� &

Rα,β,γ (x)−Rα,β,γ (x
′) =

(αb− βa)(x− x′)

b
− β

b
(Ra,b,c (x

′)−Ra,b,c (x)).

)����Ra,b,c (x) < Ra,b,c (x
′) �	 ������ 1 ≤ k ≤ b−1 ��	 ���Ra,b,c (x

′)−Ra,b,c (x) = k�

���
 & Rα,β,γ (x)−Rα,β,γ (x
′) = (αb−βa)(x−x′)

b
− kβ

b
. �� 
��� ��� |x− x′| ≤ b
 
��*���

�� 	���� +�,�- ������ ��� (αb− βa) = ±1�
#� ���� ����� ��� 1 ≤ β ≤ b−1 �� 1 ≤ k ≤ b−1 �"�. & Rα,β,γ (x)−Rα,β,γ (x

′) ≤ 1− 1
b
�

�� ��/����
� ����� 	�� ������ ������������� ��� ���� �� ���
 Rα,β,γ (x)−Rα,β,γ (x
′) ≤

0�

��� 
���		����� �������� �� ����� �� +�,�- ���*	������ ��"�� ����� �"����� �"��
������������ ����� ����� �"����� ��� ��� ��������

����		
��� ������ ���� ��� �	���� ��

	��� D� �� 
��
�
������ ��

	�� S = D (u, w)
�� 
�� �	�
��� �� ����� �	��� S ′ = S (D, u, v)�

�����
 m �	�
��
�������� M� �� ����� ������� 
���	���	 ��� �	���	� �� S ���
����	����� ! S ′� ���	
 �� ����� m �	�
��
�������� M� �
� ��

� �� ����� �������

���	���	 �	�
��
�������� �� �	���	� �� S ′�

#� ���� ������� 
� 
���		���� �� 	"�	�������� �� ���������� �� ������������ ��
��*	���0������� 1��*	���0�������� 23℄ �� 	�� ������� ��� 	"������� ���� 	� �� ��
�� 0�����		�� 10�����		�� 52℄� ���� ������� �
� 	� ����	��� 
���� ��� 
��������
�
����
�� �� ����� �� ������� 
���������
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��������	�
��� ������ ���	�
� ��
 S ′ 
� ���� �����
 �
����� �
 ����� �
��� �
 S


����
�� 
��
�
�
�� �
�� ������ �������� �
 S� ����
 m(xm, ym) 
�� �
 �
�� �����
������� ����
�
�
 �
 S ���� [u, v]� ���� ����� ∀x ∈ [u, v], 0 = Ra,b,c (xm) < Ra,b,c (x)

� ∀x ∈ [u, v], |xm−x| < b ����� �� 
����

��� �� ���

 ����� ������� ����
�
�
 �
 S ��

�
 ������
��
�� ���
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 ��
� 
�� ���
�� �
�
���� D� ��
� ��
���������� �
�
����� S =
S (D, u, w) �� 
	�	
���
��
�
�� �
�
�	��� (a, b, c) �� S ′ = S (D, u, t) �� 
	�	
���
��
�
�
�� �
�
�	��� (α, β, γ) ���� �
� S ��� �	 �
�	�	�
�� �� �
��� ���
� S ′� ����
������
��
��
�� 
� 
�����	��� [u, v] ��� �
� u ≤ v ≤ t < w� ����� �

min
u≤x≤v

{Ra,b,c(x)} = Ra,b,c(xm) ⇒ min
u≤x≤v

{Rα,β,γ(x)} = Rα,β,γ(xm)

��������	�
��� %� v− u ≥ b ���
� �� 
����
 �� ����� ������� ����
�
�
 m(xm, ym) 
�
�� ����� ������� �� �
�
�
 M(xM , yM) �
 S ��
 �
 ������
��
�� S (D, u, v)� �
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���

 ����� �������
 ��
 Ra,b,c (xm) = 0 = Rα,β,γ (xm) ���& �
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�
�����

�

%� v − u < b ���
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 �#��
!�
 ����� 
��
�'�
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 ��
� 
�� ���
�� �
�
���� D = D (a, b, c) �� �� ��
��������� �
��

��� S = S (D, u, v) �� 
	�	
���
��
�
�� �
�
�	��� (a, b, c)� ����� �� ��
�� m(xm, ym)
������
�
������ M(xM , yM)� ���� �� ����� 	�
� ���
�
� �
� D ��� �� ����� �
�
�
�
������
�
������ �	�
�
�� �
� D �	�� �!
�����	��� [u, v] ��� 
� ��
�� �!	��
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�
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��� �� �

��
 
�� 	���
 ��
 �������
����� 
�
�
���
 �
� 
�
�����

� �
��

��
��� ��
 ��
 ����
 �
 ������
��
��� ���


�� ��)��
� 
���
 ���� $ �� 
���
�


��

 S = S0 = S (D, u, v0) *�& v0 = v+ �
 
�
�
��
������
� �������
� (a0, b0, c0)�
�
 �
���!�
 ������
��
�� ���


� �
 �� ����
 S1 = S (D, u, v1) �
 
�
�
��
������
�
�������
� (a1, b1, c1)� 
�� ��
 ���������� �
 ����� �
��� �
 S0� �
 ������� �
 ��
����
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� �
��#������
� Ra1,b1,c1(u, v) 
�� �
 ������� �
� 
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��#������
�
Ra0,b0,c0(u, v) *������ �� 
�
�����

 �����+� �
 ������
��
�� S = S0 
�� ��)�� ��
 �����
�

����
 [u, v] 
� ����� �
 

��
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��#������
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 S0 
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��� ����� �������� ��
 �
 ������
��
�� ���


�

� ���
 �� ����� �� ����� ������� ����
�
�
� ����
 �
 

��
 �
��#������
 0 
��


��� ���� ����� ������� ����
�
�
� ���	�
���
 �� ����� �
 

��
 �
��#������
 �������
�
 S1 
�� 

��� ���� ����� ������� ����
�
�
 �
 S� �
 ������
��
�� ���


� �������
S2 
�� �� ���������� �
 ����� �
��� �
 S1 
� ����
!� �
 
�
�����

 ����� �
 �������
�
� 

��
� �
��#������
� �
 S2 
�


����� �� ������� �
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��
� �
��#������
�
�
 S1 �	�
�� ��
 �� ����� ������� ����
�
�
 �
 S� -� 
��!�
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 ���������� �
 ����� �
��� 
�
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�
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� �������
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��� �����		� 
����
�� �� ��
���
���
�
� �� ������������ ���
���

�� �� ��
��	
��
 �� ������ �� �� ���� ���
��� �� �
�� ����� ��	�� ���
��� �� ��
��

������
 
����
���


��������� �
� 
���	��� ��� ��� 
��	���
�
�� �� 
��	�����
�� �� �
�
��� ��	

��	��	 ��
�����
���	 � �� 	�
�� �� �
�����
��	 ��
��	
��	


�����	� ������ ���� ��� �	���� ��

	��� D = D (5, 13, 0) �� �� 
��


������ S =
S0 = S (D, 6, 9) �� 
�	�
��	�
�����
 ��������
 (1, 2, 2)� ���
 �����
 ���	� ��
 ����

������
 �� ����� �	��� �� ��
�	��	 �� 
���� ��
 	�
��
 �	����������
 �� D 
�	 ����

��	����� [6, 26] ��	 	����	� ��� 
�	�
��	�
�����
 ��������
 ��
 
��


������
� ���

���
 ����	�

��
 ��	��
����	����� � ����������� ��
 	�
��
 �	����������
 ��
 �����

���
 ������	����� [6, 9] ��� ��	� ���
 ��
 ���	�
 ��� �����

��� S0 !

• S = S0 = S (D, 6, 9) �� 
�	�
��	�
�����
 ��������
 (1, 2, 2)�
"� 
���� ��
 	�
��
 �	����������
 ��
 �����
 �� D ���
 ��
 
�	�
��	�
�����

(1, 2, 2) ���
 ������	����� [6, 26] �
� ����
�	�� 
�	 �� #���	� $�%� "� ����� ������

���� ����	���	 ����	���	 �
� � ����

�
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�  !�	��	 ��
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• S1 = S (D, 6, 10) �� 
�	�
��	�
�����
 ��������
 (1, 3,−1)�
"� 
���� ��
 	�
��
 �	����������
 ��
 �����
 �� D ���
 ��
 
�	�
��	�
�����

(1, 3,−1) ���
 ������	����� [6, 26] �
� ����
�	�� 
�	 �� #���	� $�&� "� ����� ������

���� ����	���	 
���	���	 �
� � ����

�

� 13 ��� 	���� � '� 	���	��� ��� ��

	�
��
 ������� �� ������� 
�	 ������	����� [6, 9] 
��� ��
 �����
 �������
 
���

	���	 �� ����	���	 �� S� "� 	�
��	���� ���
� ��
 �	��� ! ���
 ��
 �����
 �������


���	���	
 �� ����	���	
 �� S ����� ��
 ��
 	�
��
 �	����������
 �������� ��
�������� 
�	 S1 ���
 ������	����� [6, 9]� '� ���� ��

� ����	 ��� ���� �����

�������
 �� S1 ���
 ������	����� [6, 9] 
��� ��

� �����
 �������
 �� S�

• S2 = S (D, 6, 13) �� 
�	�
��	�
�����
 ��������
 (2, 5, 1)�
"� 
���� ��
 	�
��
 �	����������
 ��
 �����
 �� D ���
 ��
 
�	�
��	�
�����

(2, 5, 1) ���
 ������	����� [6, 26] �
� ����
�	�� 
�	 �� #���	� $�(� "� ����� ������

���� ����	���	 ����	���	 �
� � ����

�

� 18 ��� 	���� � '� 	���	��� ��

� ���
��
 �����
 �� 	�
��
 ������� �� ������� 
�	 ������	����� [6, 9] 
��� ��
 �����

�������
 
���	���	 �� ����	���	 �� S� )�	 
���	� �
� ���	
 ����� � ���� �����

�������
 �� ���
 ���
 ������	����� [6, 9] 
�	 S1 �� ��* � �� ����� 
��� ��� 	�
��

�	 S2�

"#
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��� �����		� 
����
�� �� ��
���
���
�
� �� ������������ ���
���

• S3 = S (D, 6, 18) �� 
���
����	��
��	 ��
�����	 (3, 8,−1)�
�� 	���� ��	 ��	��	 ���������
��	 ��	 ���
�	 �� D ���
 ��	 
���
����	��
��	

(3, 8,−1) ��
	 ���
�������� [6, 26] �	� ����	���� 	�� �� ������ ���� �� ����� 	
����

���� ��������� ��������� ��� � ��
��
���� 26 ��� ������� �� ���
���� 
���� ���
��� ������ �� ������ �����
� �� �
���
� ��� ��������
��� [6, 9] ���� ��� ������
��
����� ��������� �� ��	������ �� S� �
�� �� ��� 
 ���� �� ����� ��
���� �� S3

�
�� ��������
��� [6, 9]� �
�� �
 ��������� �� 
������
���� ��� ������ 
��� ��

������ �����
� �� �
���
� ��������
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• S4 = S (D, 6, 26) �� 

�

����������� �����
��� (5, 13, 0)� !��� 
���� 
������
��� 

�

����������� �� D�
�
 ����� ��� ������ 
��� �������� ��� ������ �� D 
��
 ��� 

�

�����������
(5, 13, 0) �
�� ��������
��� [6, 26] ��� ��������� ��� �
 "����� #�$� %� ��� 
 ����
�� ����� 	
�������� ���������� ��� ������ �� ������ 
��� �������� �����
� ��
�
���
� ��� D �
�� ��������
��� [6, 9] ���� ��� ������ ��
����� ��������� ��
��	������ �� S�
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 ��

��������
� �� �
����������� ���
����

���� ����� �	
����
 
������ �
��	����	 �� ����� ������� ���
	���	 �� �� �����

������� ���
	���	 ���� ������������ ���
	�� ������� S = S (D, u, v) �� 
�����
	���
��� 	����� �	����
������ ��	 	����	� � D ���� ������	����� [u, v]� ���	 �
��	����	 ���

�	�
�
	�������� ��������� �� S� ���� ������ �������� �� ������� ���� �� ���� ����

�
��	����	 �� �	������� ����� �������� ��� ���� ����� � �� �	������� ����� ��������

���� �� � ���� ������ �������� ���
	���	� �� ���� ������ �������� ���
	���	� �� 
���

��	��� �� �
���	� ��	�
������ ��� 
�	�
�
	���������

 � !�
�	��� "�#�# 
��$��� ��� �� �������� �� �	������� ����� ������� ��� ���
����

�� �� �������� ��� ���� ������ �������� �	


������� �
��	���
��  � 	���� �	����
�

����� �� �	������� ����� ������� ��� ���� 
��	
���� ��� ����� �� 	���� �	����
�����

������� �� ������� ���� 
�	���� ����	������

���
���� 	
�
�
 ���� ��� �	���� ��

	��� D = D (a, b, c) �� �� 
��


������ ��

	��

S = S (D, u, v) ��� ��� m(xm, ym) �
� �� ����� ������� 
���	���	 �� S ����� �� 	�
��

�	���������� ������� 
�	 D ���
 ������	����� [u, v] �� M(xM , yM) �
� �� ����� ����


��� ����	���	 S ����� �� 	�
�� �	���������� ������� 
�	 D ���
 ������	����� [u, v]�
����

�

� �� �	��
���� ����� ������� ��� ���
 	�
��	
���
 �
� ���
 �� ���
 �	���

����	����� [u′, v′] ��	�� ��
 ����	�����
 [u, xm−1]� [xm+1, v]� [u, xM−1] �� [xM+1, v]�
���
�  

• 
� �� ���
 �	��� ����	����� �
� [u, xm−1] �� [xm+1, v]� �� �	��
���� ����� �������

�
� �� ����� �� 	�
�� ������� 
�	 ������	����� !

• 
���� 
� �� ���
 �	��� ����	����� �
� [u, xM−1] �� [xM +1, v]� �� �	��
���� �����

������� �
� �� ����� �� 	�
�� ������� 
�	 ������	������

"����
�	������ ���� ������ ����� % � ��	

���� �� �	������� ����� �������� &	'
�

�� 
�	�����	� "�#�"� ���� ������ ��� 
� ����� ������� � ��	

���� �� 	���� �	����

�
����� ���	���� ���� ���� ��� ����	� ����	������� (���� ���� �� ����� �� 	����

�	����
����� ������� ��	 [u, xm − 1] �� [xm + 1, v] ���� �� ����� �� 	���� �	����

�
����� ������� ��	 [u, xM − 1] �� [xM + 1, v]� )�������� ��� �� �	������� �����
������� �� ���� ��� ��	 �� ���� �	��� ����	����� ��	�� ��� ����	�� ���� ���� ���� ���

���	��� (���� ��� ������ �������� 
���

����� �� �*�� �%�� ��� ��� ������
� ��

�$�
���� 
���� � β� ���
 (α, β, γ) ��� 
�	�
�
	�������� ��������� �� S� �� ���	��� ���

% ����	 ����� �� ����� ������� ���� �� ���� �	��� ����	������ +� % � ��	 
���
�����

���,��	� �� ����� ������� ���� �� ���� �	��� ����	������

 � -���	� "�. ������	� �� !�
�	��� "�#�#�

������ "�. / 0��	
��������� ��� ����	������ ������� 
������	 �� �	������� �����

������� 1 ��� ������ �� 	����� ������� �� ������� ���� �� $��� �� �� ���� ���� ����	�����

�� 	����� )� ���� ��� ���	�� ����	������ 
���������� �� ����� ������� �� % �� ��	���


�������� ��	 �� ���� ���� � 
���� �� �� �
	����
��
 ������	����� ��� ������ ���������

2"



��� �����		� 
����
�� �� ��
���
���
�
� �� ������������ ���
���

�� ������	� 
���� 
��� ���� �����	���� ��
 
���
����
�����
 	���	���
� �� T (xt, yt)
�
� �� ����
��	� ����� ������� ������ � ������ �� ������	� �� A(xA, yA) �
� �������

����� ������� �� 	�	� ���� ����
 β = |xA−xT |
k

�� α = |yA−yT |
k

���� k ≥ 1� ���

(α, β, γ) ��
 
���
����
�����
 	���	���
 �� 
��
�
� 	��� ��

���� !�� �� 
�	��� 
���

�� �� !"#$ �� α �� β ���
 �����
��
 %�
���	��� ��
 
���
����
�����
 	���	���
 &γ
�
� ������� � �������'�

(���� �� 	������ ��� �� ����
��	� ����� ������� �)���� � ������ �� ������	�
����*� ���+���
 k = 1� ���
 ��������
��
 �� ��		� ��� %��� �� ���� ����� ��
 ��
��

����� ������ ��

����� ���� �� 
�
 
��
�
� 	���
 ��

���
 �� ����
 �������
 ��
��
����
�

����� ������ ���� ��� �	���� ��

	��� D = D (a, b, c) �� �� 
��


������ ��

	��
S = S (D, u, v) �� 
�	�
��	�
�����
 ��������
 (α, β, γ)� ���	
 �

• 
� u ≤ x < x+ β ≤ v ���	
 Ra,b,c(x+ β) = Ra,b,c(x) + (aβ − αb) �
• 
� u ≤ x < x+ b ≤ v ���	
 Rα,β,γ(x+ b) = Ra,b,c(x)− (aβ − αb)�

�����
�	������ Ra,b,c(x) = ax − c− b
⌊
ax−c
b

⌋
���, Ra,b,c(x+ β)−Ra,b,c(x) = aβ −

b(
⌊
a(x+β)−c

b

⌋

− b
⌊
ax−c
b

⌋
)� �� PD(x) �� PD(x + β) ������������� ���
 ��
 ���- � S

����
 ��
 ������������� ��

� � D �� ��� 
��
������
⌊
ax−c
b

⌋
=
⌊
αx−γ

β

⌋

��
⌊
ax−c
b

⌋
=

⌊
α(x+β)−γ

β

⌋

� .��
 ����
 ����
 Ra,b,c(x + β) − Ra,b,c(x) = aβ − αb� �� ������ �� ��

���-��	� ������ �� ��		� 
� %��� �� %�/�� 
�	�������

.��
 ����
 	��������� ����
 �����
 �������
� 
��
� � ���� ��� ���
 ����
 ���-
�����
 �������
 �� 	�	� ����� #�������� ���
 �� ������
 ��
 ���)��� 
��
���� ���
�� ����
��	� ����� ������� �
� 
��
�
���% � 
���� �� 	�	� ���� � ������ �� ������	�

����� $��
 �� ������	� ��� 
��� ���
 	������
 ����� �
� �� �0�� 
��
�
���% �� ����
��� 
��
������� �� ���� ����
��	��� 
��
���� ��
 
���
����
�����
 	���	���
 1

�������� ������ ���� ��� �	���� ��

	��� D = D (a, b, c) �� �� 
��


������ ��



	�� S = S (D, u, v) �� 
�	�
��	�
�����
 ��������
 (α, β, γ) ���
 ��� LP1(x1, y1) ��
LP2(x2, y2) 
��� ��
 �����
 �������
 �� ���� ���� �
���	���	 �� ����	���	� ����	����
��	 �� � ��	��� !�"�" �� �� � ��	��� !�"�!� ���	
 ��
 
�	�
��	�
�����
 ��������
 ��
S 
��� ��#���
 ��	 �

(α, β, γ) = (|y1 − y2| , |x1 − x2| , αx1 − βy1)

�����
�	������ ���� ��� ������ ��

���� D = D (a, b, c) �� 
���
����
�����
 	����
	���
 (a, b, c) �� �� 
��
�
� 	��� ��

��� S = S (D, u, v) �� 
���
����
�����
 	����
	���
 (α, β, γ)� ��
 �����
 �������
 
��� 
�� ��
 ������
 �������
 �� 
��
�
� 	���
��

��� �� ����*��� �� ��		� 
���
� 2��
 ��
 �����
 �������
 
�� ��
 ������
 �������

��� ��
 ��
��
 �����	������
Ra,b,c(xm)+k |aβ − αb| ��Ra,b,c(xM)−k |aβ − αb| 
����
��� T 
��� �� ����� ������� 
�������� �� ��%������� T �
� 
���� ��
 �����
 �������

����� �� 
�
��� ���
  ���� ��
�� �����	������ �� �� 
�
��� ���
 ����� ��
�� ������
	������ 
�� D ���
 �� ���
  ���� 
��
����������� 
����
������� &������	� 
����'� ��
3�4�� � 	����� ���
 53�4�� 67℄ ��� 
��� �-�
�� ���
����
 �����
 �������
 �� 	�	�
���� ����
 �� ������ ������� 
����
�������� �
� �� 
��� �� ����������� 
����-� ��

�����
 �� 
��
�
� 	��� ��

���� #��� �	������ ��� ���
 ������������ ���
 ������ ��
� ������ �� ����
��	� ����� ������� �� ��� � ��
 �� ����� ���
 �� ��
�� �����	������
���
 ����� &��  ����'�

:�



�������� 	
 ��

��������
� �� �
����������� ���
����

�� ������ 	
� ����
��� �� �������� ������ �� �� ������ �� �������� 	
�
�
 ���

����
 �����
���� ��
 ��
��
 ������������
 ��
 �����
 �� �� ������ ��

���� �� ��

��
�
������ ��

��� (x,R13,28,0(x))
 � ������ ����� ���
 ����
 ��
 �����
 ��� ���
��
 �!��
 ��
��
 ������������
 
�� �� ������ ��

����
 "� ���������# $
�� ��
 ������

�����
 �� 
�����
%# ���
 ����
 ��
 �����
 ��� ��� ��
 �!��
 ��
��
 ������������
 
�� ��

��
�
������ ��

���
 &� ���� ���� ��� ��
 �����
 �������
 ��'������
 �� 
��
�
������
��

��� 
��� ������
 ���
 ��
 �����
 �� (�
 ��� ��� ��
��
�������� �� ���
 ����� ��
��
������������ �� �� ������ ��

���� $
��
�� ����% �� �� ���
 ����� ��
�� ������������ ��
�� ������ ) ���
�� �� ������� ����� ������� $��
��� ���
%
*�� ����� �������� �����
���� '���� 
�� �� ������ 	
�# 
��
� ��� ��
 �����
 �������
 
��������
 
����� �� (�

���
� ��� ��
 ��
��
 ������������
 �� D 
��� �����
����
 ���� ����������
 ��
 �����

�������
 
��� ���
 +
��������
+ 
�� �� ��

����� ��
 ������
 �������
 ax− by− c = 0
�� ax−by−c = b−1 ���
 0 ≤ a ≤ b �� ������ ������� ax−by−c = 0 �
� �� ��

�
 ��
�� ������ ������� ax− by− c = b−1 �� ��� 
��
������ ��
 �����
 �������
 
��������

$��������������� �� ����% ��� 
��, ��� ��� ��
 ��
��
 ������������
 �������,


������ 	
� - .����
�������� ��
 ��
��
 ������������
 �� �� ������ ��

���� D =
D (13, 28, 0) �� �� ����������� 
����,� ��
 �����
 �� 
��
�
������ ��

��� S (D, 3, 16)
�� 
���
����
�����
 ��������
 (5, 11,−1)
 ��
 ���, �����
 
��
��
 
����
������� ��,
�����
 �������
 �/��� ��
 ��
��
 ������������
 ������� �� ��,����
 �� ��
��� ���


����
���� �� ����
���� ����� �������


����� ����	
��
�� �� 	�
��	
�� ��� ��
��� ������
�

0��
 �� 
��
�
�
���� 	
� $1��� �	%# ���
 ����
 ������ ��� ��
 �����
 �� ��
��

������������
 ������� �� ��,���� ���������� �� ���������� ��
 �����
 �������
 
��
������� �� ��'������ ���� 
��
�
������ ��

��� �������
 0��
 
���� 
�
���� ���
 ���

������

��
 ) 
������ 
��
���� ��
 ��
��
 ������������
 ������� �� ��,���� �����
'�2�� �3
�
�
 ���
 
���
���
 ) ������� ��� 
��� ���� 
� '���� ��

� 
��������� ���
������������ �� 
��
�� �� 1450 ��� ������������ ��"�
����


&� ���� ���(��� ��������� ��� 
� �� 
��
�
������ ��

��� S = S(D, u, v) �� ��
������ ��

���� D = D(a, b, c) �
� ��� ��� v − u ≥ b ����
 ��
 ��
��
 ������������
 0
�� b− 1 
��� '��
����� ���
 �� 
���� ��
 ��
��
 ������������
 Ra,b,c (u, v) ������ 
�

�� �
� ������� �� ��
���
��� ��
��� ��
 ��
��
 ������������
 ������� �� ��,����
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��� �����		� 
����
�� �� ��
���
���
�
� �� ������������ ���
���

�������� �� �	�� 
�	�� ��� 
	��
����� �� ���	�� �� a �� b� 
���� �

��� �� ������
����� �� 0 	� b − 1 
��
��������� � Ra,b,c (u, v) 
� ��� ���� 
������ ���� ��
��
v−u < b� �
�� 
�� 

� 
����� �� ��� ����� �� ��
���
��� �� ����� 
����������� �����
�
���	� �
 ��
��

!��
������� �	�� �	��	�� 
	�������� ���������� ��� ��	���� ���
�"��� 
��
 ��
��

�
#� 
��� ��� $�#
�� � 0%� �� �&��� �� 
	������
�� ��� 
	��
����� �� ���	��
(α, β) �� (a, b) $a.α−bβ = 1% �� ��� �

��� �� �	�� ��� ��� ������ �� ������ 
������������
����
���� �	�� �����
������ ' Ra,b,c (u, v) = Ra,b,0

(
u+

{
−cα
b

}
, v +

{
−cα
b

})
�

�
	���� �� ���
�� �� �� �� �� 	
 ����� ��� ������ 
������������

(� ���	�"�� ����
�� ��
)��� ��� ��� ������ 
������������ �� ��)�� �� *� �� �
����
������� 
	�������� ��� ������ 
	�#������� '

�������� ������ ���� �� ����	 
	 �	��	� �����
�����	� ζ = Ra,b,0(u, v)� ��	
 0 ≤
a ≤ b 	� gcd (a, b) = 1�

• ��
⌊
au
b

⌋
=
⌊
av
b

⌋
����� min(ζ) =

{
au
b

}
	� max(ζ) =

{
av
b

}
�

• �����

� min(ζ) ∈ ζ ′ ��	
 ζ ′ = R{−b
a },a,0

(

1 +
⌊
a(u−1)

b

⌋

,
⌊
av
b

⌋)

�

� 	� max(ζ) ∈ ζ ′′ ��	
 ζ ′′ = b− a +R{−b
a },a,0

(

1 +
⌊
au
b

⌋
,
⌊
a(v+1)

b

⌋)

�

(
 ������ �� 
��
 
 ��+� ��� ����	����� �
� ,�- .�������� /.������"� 01℄� (
 ������
��� �	�� ��	�	�	�� ��� �� ��� ���� ����
���

��
����������� 3	��� ���
���� ��������
���� �
����	�� ��� ζ = Ra,b,0(u, v) ���
�
 ����� �� ����� 
����������� ���� �	�����#���� ���
��� �����
� S = S(D, u, v)
����� ��	��� ���
�"�� D �� 

�

����������� �����
��� (a, b, 0)� 4�� 
�
��� �
����
��	��	����

⌊
ax
b

⌋
� ��� ������ 
������������ �	�� 	��	���� �� �
5	� 
�	���
���� $6�

�
���� ��� �� �����)�� �� �	���� ���
���� 
	��� �� ��� � ��� �� D 
��
 �
 ����
	��	����%� 4� ��� �	���� PD(u) �� PD(v) �	�� ��� �� ���� �
�����

⌊
au
b

⌋
=
⌊
av
b

⌋
� �� ��

�	��� �� ����� 
����������� �����
� ��� � ��
)�
���� u �� 
���� �� ����� 
�����������
�
 ��
� � ��
)�
���� v�

�
�� �
 ����� �	�� ����	�	�� ��� PD(u) �� PD(v) �� �	�� �
� ��� �� ���� �
�����
(� ������� �� �
 ����� ��� �	�
����� 
� ��)�� �� ���� ��� �
������ 7� ��� �

��� �������
�� �	�� ��� �
 ����� ��� ������ 
������������ ��� �	���� �� ��)�� �� �
���� ��� 
����
��� �	�� ��
���
�	��� ��
)	�� �� ����� 
����������� r ��� ��� �� ��)�� ���� �
����
�� �� ��������� �� r − a < 0 	� 0 ≤ r < a� (�� ������ �� ��)�� ��� ��	
�
��� �
�����
r′ ����*��� 
�	�� r+ k.a = b+ r′� 	8 k ��� �� �	�)�� �� �	�� ���	� 
+	��� a � r �	��

�������� �� ��	
�
�� �
����� 9� 
 
�	�� r′ = r + k.a − b� 3	��� 0 ≤ r′ < a� 
��

�������� r′ = r−b

a
� (
 ����� ��� ������ 
������������ ��� �	���� �� ��)�� �� �
����

��� 
�	�� ��*��� �
� �
 ����� 
	�#������

{

{−b
a }x
a

}

�

: 
� ��
��� �
 ����� ��� ������ 
������������ ��� �	���� �� ��)�� �� �
���� ���

	��� �� �#
�� � R{−b

a },a,0(u
′, v′) 
��
 u′ �� v′ � ����������� ��� �
����� �� �	���

��#���� ���
��� ������� ���� ��� �
����� ��
	������ �� �
 ��	��� ���
�"�� D� (� ����
���� �
���� �� S ��� ��
	����� �� �� ��������� �� PD(u − 1) ��� ��� �� ���� �
����
��� PD(u) �� �� ������� �
���� ��� ��
	����� �� �� ��������� �� PD(v + 1) ��� ��� ��

;;



�������� 	
 ��

��������
� �� �
����������� ���
����

���� ������ 	
� PD(v) ��
� D� 
���� ��� ������ ���������	
�� �� ������ �� ���
�
� �� ������ ���� ��
� ������ 	
� ��� �
���� ������ ���������	
�� �
 ������� 
� �����
��� ����� �� �� ������� ������ �� ����� �
��� ζ ��� ��
������ �
 	
��� � �
��� ������
�
 ���
� �� ������� 
���� ��
�	
�� �� ����
� v′ ��� ������ ���������� ��� ��������
��� 
������������� �� �� ������ ���
���� 
������������� �
� ������ ��� ��������� �
v′ =

⌊
av
b

⌋
�  �
� �� ���� ������� �� �����
� �� ζ �� ��
� ��� ���� ���� �� �������

������ �� 
��
��
� ��� ��
������ ����
 PD(u) �� PD(v) �
� ��� ������� ��!�������� "

���
� �� ζ ′ ��
� ��
���� ������ �� ���
� �
 ������� ������ 	
� ��� �!�
�������� ��
���
� �
 ������� ������ �� 
��
��
� ��� 
������ �� �� ���
� �
 ��
��� ����� �� �����

u′ = 1 +
⌊
a(u−1)

b

⌋

�

 �
� �� ��#��
� ��� ������ ���������	
��� 
���� $�
��� �� ���� 	
� �� ��� ���
�� ��

������ 
������
��� �� �
���

{{
a−{ b

a}x
a

}

; u′ ≤ x ≤ v′
}

����� ��� %�� �� ������ $������

�� �
��� b− a+

{{
a−{ b

a}(x+1)

a

}

; u′′ ≤ x ≤ v′′
}

�
��	
� �� ����� 	
� �


��� 
�� %�

�� ������ ��� �� ���
� �
 ������ �
������ &� �������� ����
� �� 
���� �
��� ��� �� ����
�
' ��	
���� �


��� �� ����
� �� ���
� �
 ��
��� ������ 
���� ' ���� ' x+1� &�� ����
��

�� ���
� �� �� %� �� �� ��
����� �
��� ���� ������� ���
⌊
au
b

⌋
��
⌊
a(v+1)

b

⌋

− 1� 
���

����� ��� �#�
������ 
� 	
� ��� �� �������� ( ���� ��
� ������� 
�� ���
���� x ����
����� ���������� �� ��� x �� x+ 1� ��
� ������)��� x ��� x+ 1 �� ����� u′′ �������
u′′ + 1 �� v′′ ������� v′′ + 1 
� 	
� 
���
�� �
# $���
��� ��������

&� �������� *�+�, �����	
� 	
��� ��
� 
�����
��� 
�� �
��� �� ������ ��������
��	
�� 	
� 
������� ��
��
�� �� �����
� �
 	
� ��
� ������ �� 
��

��� �� ��#��
�
�� �� �
��� ��� ������ ���������	
��� -��� 
���� ������� ����� ��� ���� �.
�
� � ��
�
������)��� ����� �� �
��� ���
�� b ��� 
�� �
��� ���
�� a 
� 	
� ������
� �� ������
�� ������ ��� �� ������ �� �������� /� �� ����� ��� ���
�� �� 1� �� ������ �� ������
�� �� ������ �� ������� ���� ����0 ���
��� �� �� ��1 � ��� 
� ���� 
����������� ��
������)��� �� �
���� 2� 1 � ��������� 
�� $�)�� ������ �� ������ �� ������� ��
�
�.
�
� �

����� 	
�
�
 ���� �� ����	 
	 �	��	� �����
�����	� ζ = Ra,b,0(u, v)� ��	
 0 ≤ a ≤ b

	� gcd (a, b) = 1� ��������� ��	 2a > b ����� �

min(ζ) ∈ ζ ′ 	� max(ζ) ∈ ζ ′ ��	�	 ζ ′ = R−a,b,0(−v,−u)

��
����������� 
���� $�
��� �� �����	
�� 	
�
{

−ax
b

}
��� �� �
��� ζ ' �������� ' ������

��
� ����� ���������	
� 0 %#�� &�� ����
�� ��� ��
# ��	
��
�� ���� ��� ����� ( ���

��� ����
�� ��������� �� ��#������ ���� �����������

&� ����� *�+�+ ��
� ������ �� �����$����� �� �
��� ���
 a ������� �� 
�� �
���
�� b−a ������ �� 
� ��
��������� ���
��� �� ����� a

b
> 1

2
�� 
� ��
��������� ���
���

�� ����� b−a
b

< 1
2
� &�� ������� ���� ����� ��
� ������ �� �� ���
�� �� ����� �� 
��

��

������� 	
�
	
 ���� �� �	
�	�
�	 
� 
���
�
 
	 �� ����	 
	 �	��	 �����
�����	
ζ = R55,89,0(1, 88) =

{{
55x
89

}
; 1 ≤ x ≤ 88

}
�� � �	� ����	� �������	�� ���� ����� ����


	� ��
��	� 
���	 ����	 
	 ������

� 
�

	 ����
���	� �	� ��	� ��� �� ���	�����	
�	 
���	���� ��� �	 �	��	 �����
�����	 0 ���� 
�!�
��	� �	 ��
��	 
�����	� 
	
��	!	
��	� "� ���	��	 ζi �� ����	 
���
��	 # ������	 i �

,3



��� �����		� 
����
�� �� ��
���
���
�
� �� ������������ ���
���

�	�������� � � ����������	
 ����
��� � a, b, c, u, v, x0, y0, pgcd� ��
��� � mini�

�� ����
 � 
���
	
���	�
��� �� �� ����	�� ��� � ��	�
��	
� ��

�����������	� x0�y0 � 
�����
���	� �� �
���	 �� � �	 �� ��
� �

��
� �� � �	 � 
��
��
 �� ���� 	���� 
�� x0 �	 y0� ���� �

���	� ������� ��

� �����

�� 
��
�� � � ���� ��� 
�����
���	� �� �
���	 �� 0 ��	 ����

� ��	������� [u, v] ��

� �� 0 ��� ���� ��	���
����� [u, v] 
	���
� mini ← 0 �
� �����

� a′ ← a � b′ ← b � u′ ← u � v′ ← v�
� �
�� ��� V RAI �
���

� �� 2a′ > b′ 
	���

� a′ ← b′ − a′ � v′′ ← b′ − u′ � u′ ← b′ − v′ � v′ ← v′′�

	 yu ←
⌊
a′u′

b′

⌋
� yv ←

⌊
a′v′

b′

⌋
�

�
 �� yu = yv 
	���

�� !� ���	� ������� ��	 
���� ��

�� mini ←
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a′u′

b′

}
�

�� break �� "���	 ���
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�� �

�� at ← a′ � bt ← b′ � ut ← u′ � vt ← v′ �

�� a′ ←
{

−bt
at

}

�

�� b′ ← at�

�� u′ ← 1 +
⌊
at(ut−1)

bt

⌋

; v′ ←
⌊
atvt
bt

⌋

�
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�� x0 �	 y0� ���� �

���	� ������� ��

� �����

� �� b− 1 ��� ���� ��	���
����� ��
��

� maxi ← b− 1 �
� ���
�

� accum ← 0�
� a′ ← a � b′ ← b � u′ ← u � v′ ← v�
� ���� ��� V RAI �����

� �� 2a′ > b′ ��
��

	 a′ ← b′ − a′ � v′′ ← b′ − u′ � u′ ← b′ − v′ � v′ ← v′′�

�
 yu ←
⌊
a′u′

b′

⌋
� yv ←

⌊
a′v′

b′

⌋
�

�� �� yu = yv ��
��

�� �� ���	� ������� ��	 
���� ��

�� maxi ← accum+
{

a′v′

b′

}
�

�� break ��  ���	 ���

 ��

�� �

�� at ← a′ � bt ← b′ � ut ← u′ � vt ← v′ �

�� a′ ←
{

−bt
at

}

� b′ ← at�

�� u′ ← 1 +
⌊
atut

bt

⌋

� v′ ←
⌊
at(vt+1)

bt

⌋

�

�� accum ← accum+ bt − at�
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• ζ0 = ζ ′0 = R55,89,0(1, 88) �
• ����� �� ���	
 2 × 55 > 89 ����
 �� ����	��� ������� �� ����� ����� �
ζ1 = R34,89,0(−88,−1)�
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 ��������� ��� ζ0 �
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 ζ2 = R13,34,0(−33,−1)�
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��
 �
{

−89
34

}
= 13� u′ = 1 +

⌊
34∗(−34)

89

⌋

= −33 �


v′ =
⌊
34∗(−1)

89

⌋

= −1� �� �������� ��� 
� 
��
 ��
 ������
 �� ����
 �� ���	��
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• ζ3 = R5,13,0(−12,−1)�

��� 	������� ������
��� ��	
 �
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−34
13

}
= 5� u′ = 1 +

⌊
13∗(−13)
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� ��	
 
�� ��
���� �	 ����
 �� ��
����

��� �����	
 
�

� 	����

� ���
� ����� 
� ����
 �� ��
��� �	
���
�
 13, 26� �

2

4

1

3

� 12 � 10 � 8 � 6 � 4 � 2

� 5

� 4

� 3

� 2

� 1

������ ���� � ������ 	
���
������� �� ζ3�

• ζ4 = R2,5,0(−4,−1) �
• ζ5 = R1,2,0(−1,−1)� ���� ���	� ���	
�	�	
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• ζ ′6 = R1,1,0(0, 0) = 87 + ����� + {�}� ���� ���	� ���	
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#��
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� �� ���
� ���
#��
����
ζ = R55,89,0(1, 88) =

{{
55x
89

}
; 1 ≤ x ≤ 88

}
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�� �
���� �����	
��� "�	� 
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• ����	 �� ���
� 2 × 55 > 89 �
��� �� ���

��	 ������� 
	 
	��	 ����� �
ζ ′1 = R34,89,0(−88,−1)�
�� �	�� �	�����	� ��	 ζ ′0 	� ζ ′1 ���� 	��
�	�	�� 
	� 
��	��	� 
	� ��	� �	�

����	� ��
� ��	 ζ ′0 ��� �	� ��

	�� �	 ��


	 1 	� 2� ����
� ��	 ζ ′0 ��� �	� ��

	��
�	 ��


	 2 	� 3� �	� ������ 	� ��� �	 ��

	�� �	��	�� 
	� ���	�  

• ζ ′2 = R13,34,0(−33, 0)�
�� ��
�	 ���
��
	 	�� ���	��	 ��� 
��!��� ����	 ��
	�� ���

���
��
�� "����


�	�	��
	 #$%�&'(() 	� 
� ��
�	 �	 ���	� 
���
���
��
��	� ��	 ζ2� �	� 	����%
�
��� �	 
�
��	���

	 �	��	�� 
*��+	� "���� 
�	�	��
	 �� � [−33, 0] ���� ζ ′2 	�
[−33,−1] ���� ζ2)  
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��
 ��
��	��
���
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 �� 
��������� [u, v] � ��� 
�	����
�� �� �
�� ��
O(log(min(a, b− a)))�

��	��
����
��� �	�� �	 �
�
��
� ��	�� ���� 
�
��	 ��� ��� ����� �� v − u 
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���������
�	

���
���� � a, b, c, u, v, x0, y0, pgcd� 
��
��� �
α, β, µ�

�� ����
 � 
���
	
���	�
��� �� �� ����	�� ��� � ��	�
��	
� ��

�����������	� x0�y0 � 
�����
���	� �� �
���	 �� � �	 �� ��
� �

��
� �� � �	 � 
��
��
 �� ���� 	���� 
�� x0 �	 y0� α, β, µ �


���
	
���	�
��� �� �����������	 ��

� �����

� �� ����������	
 ��
 ���


�� 
	���

� (α, β, µ) ← (1, 0, u)�
� break �

� �� ����������	
 ��
 ���
��	
�� 
	���

� (α, β, µ) ← (0, 1, yu)�
� break �

� min1 ← ResteMinimal(a, b, c, u, v, x0, y0, pgcd)�
	 max1 ← ResteMaximal(a, b, c, u, v, x0, y0, pgcd)�

�
 indmin1 ← CalculIndcice(a, b, c,min1, y0)�
�� indmax1 ← CalculIndcice(a, b, c,max1, y0)�
�� ymin1 ← CalculY (a, b, c,min1)�
�� ymax1 ← CalculY (a, b, c,max1)�
�� �� Max(v − indmin, indmin− u) ≥ Max(v − indmax, indmax− u) 
	���
�� �� v − indmin1 > indmin1 − u) 
	���
�� min2 ← ResteMinimal(a, b, c, indmin1 + 1, v, x0, y0, pgcd)�
�� �����

�� min2 ← ResteMinimal(a, b, c, u, indmin1 − 1, x0, y0, pgcd)�

�	 indmin2 ← CalculIndcice(a, b, c,min2, y0)�
�
 ymin2 ← CalculY (a, b, c,min2)�
�� (α, β, µ) ← (|ymin2− ymin1|, |indmin2− indmin1|, |ymin2−

ymin1| × indmin1− |indmin2 − indmin1| × ymin1)�

�� �����

�� �� v − indmax1 > indmax1 − u) 
	���
�� max2 ← ResteMaximal(a, b, c, indmax1 + 1, v, x0, y0, pgcd)�
�� �����

�� max2 ← ResteMaximal(a, b, c, u, indmax1 − 1, x0, y0, pgcd)�

�� indmax2 ← CalculIndcice(a, b, c,max2, y0)�
�� ymax2 ← CalculY (a, b, c,max2)�
�	 (α, β, µ) ← (|ymax2− ymax1|, |indmax2− indmax1|, |ymax2−

ymax1| × indmin1 − |indmax2 − indmax1| × ymin1)�
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� accum ← 0�
� a′ ← a � b′ ← b � u′ ← u � v′ ← v � u1 ← u � v1 ← v�
� ���� ��� V RAI �����

� �� 2a′ > b′ ��
��

� a′ ← b′ − a′ � v′′ ← b′ − u′ � u′ ← b′ − v′ � v′ ← v′′�

� yu ←
⌊
a′u′

b′

⌋
� yv ←
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a′v′

b′

⌋
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� �� yu = yv ��
��

	 maxi ← accum+
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a′v1
b′

}
�

�
 mini ←
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a′u′

b′

}
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�� maxiL ← accum+
{

a′(v1−1)
b′

}
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�� miniR ←
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a′(u′+1)
b′

}
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�� maxiR ← accum− bt + at +
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at(v0−1)
bt

}

�

�� miniL ←
{

at(ut+1)
bt

}
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�� break �

�� at ← a′ � bt ← b′ � ut ← u′ � vt ← v′ �

�� a′ ←
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−bt
at

}

� b′ ← at�

�� u′ ← 1 +
⌊
atut

bt

⌋

� v′ ←
⌊
at(vt+1)

bt

⌋

�

�	 u1 ← ⌈atut

bt
⌉ � vo ← v1�

�
 v1 ← ⌊at(vt+1)
bt

⌋�
�� accum ← accum+ bt − at�
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� ������� ��� ��0� �� ��
���� 1��0� !!℄� .��� �� ����������� �� ��3 � ���
��
��� �� 
������ �� 
��
��( ���� 
� 
��( �� ��
�� 
�������� 4��� ��������� ���
�����
�� ����  ���� �� 
��
�� �� ��
�� 
��������

4����� (α, β, γ) ��� 
���
�������%��� �� S �� (a, b, µ) 
��� �� D� 4����� �����
A (xA, yA) �� B (xB, yB) ��� �����
���� �� S �$�
 xA < xB �� yA < yB� ������
U(xu, yu) �� L(xl, yl) ��� ������ �������� �����
��$�
��� ��������� �� �� ������ ��
D ����������� � S� �� �����)
� ���$��� ���� �� �3��)
� �������� %�� ���
�� ��

��
���� ��� 
���
�������%��� (α, β, γ) �� S 5

�������� ������ ��� 
���
�
������
�� (α, β, γ) ��
� ��
��������� ���
��� S ��

D (a, b, µ) ������
���
� A (xA, yA) �� B (xB, yB) �� 
�������� ��� ������ �����
�� �
�

�
���
� U (xu, yu) �� ���
���
� L (xl, yl) �� D ���� �

{
α = a+ k(yu − yl − 1)
β = b+ k(xu − xl + 1)

���
 ⎧

⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

k = min
[

δx−b
xu−xl+1

,
δy−a

yu−yl−1

]

si xu − xl + 1 > 0

k = max
[

δx−b
xu−xl+1

,
δy−a

yu−yl−1

]

si xu − xl + 1 < 0

δx = max [|xu − xA|, |xu − xB|, |xl − xA|, |xl − xB|]
δy = max [|yu − yA|, |yu − yB|, |yl − yA|, |yl − yB|]

�� δx �� δy ����
������� ��� ������
�� ��������� �����
�������� �� ���
���� �� ��

������
� ����� ��� ������ �����
�� U �� L �� ��� ����
���
� A �� B �� S�

6!



�������� 	
 ��

��������
� �� �
����������� ���
����

������� xu − xl + 1 = 0� (α, β) = (1, 1) �	 
������ yu − yl − 1 = 0 �
��� α = 1 �	

β ���
� 
�� ��
���� �����
	�� �
 ��

	��
 �� δx �	 δy �

• �� δy ≥ 1 �
���

� β = ⌈a+b
a
⌉ − 1

� �� β = ⌊a+b
a
⌋ − 1

• ��
�
 β = δx�

����
�	��	��
� �� ������	
�	��� �� 
���
��� ����� 
����� ��
 �� ���	��� ���
����
� � ���� ���������� ��� 
��	
���	�� ��
 (α, β, γ) �	 ���� 
�������� �����	� ��
���	��� ������
� ��� �� 
����	��

���������� ��
 �������
 ��� A �	 B ���	 ��
 ��� �����
� ���	��
	� 
�
 �����
��� 
�
�
	�
��	����� �� S ���	 (0, 1, yA) �	 �� � ��	 ���� ��
�����
� �� 
��	����
 ��

�
���������
�� ��		� ����	���� ���� ��
��	 � �	�!��
 ��� �

{
xA < xB

yA < yB

"�
 ������
� ���
 ��� �� 
���#�
�	��� ���	 !��� 
���� �$ S ��	 ���� ���% ��		��
�


����
��� �� D �� &��	 ��� ��� ����	� � ������ U �	 L �� �� 
��&�����	 ��� ��%
�%	
���	�� A �	 B� � ��	 
� ��� ���� &�
�������� ��
 �

⎧

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

xA ≤ xu ≤ xB

yA ≤ yu ≤ yB
xA ≤ xl ≤ xB

yA ≤ yl ≤ yB
U �= A

U �= B

L �= A

L �= B

U �	 L ���	 ��� ����	� � ������ �� D ����
	����	 ' S� ( ��
�� �� ��
�����
� ����)
*"�#� +,- ��� ���	 �#������	 ��� ����	� � ������ ��
��� �� 
������
� ��� 
�
�
	�
���
	����� (α, β, γ)� ����� S ��	 �� �������#���	 ���

�	 ������� �� 
�
�
	�
��	�����
(α, β, γ). �� 
��	���	 �� 	
������� ����	 � ����� �� �� �
��	� �������� �� 
�
�
	�
���
	����� (α, β, γ) *���
 �����	
� ). /�
	��� )�+. "�#� ��-� �� ��� �������� �� �� �����
��� ��� ����
	���� ������	�� ��	 �
��� �

• U1 (xu + β, yu + α) ��	 �� ������� ����	 � ����� ����
���
 �� S 0
• U2 (xu − β, yu − α) ��	 �� ������� ����	 � ����� ����
���
 �� S 0
• L1 (xl + β, yl + α) ��	 �� ������� ����	 � ����� ��&�
���
 �� S 0
• L2 (xl − β, yl − α) ��	 �� ������� ����	 � ����� ��&�
���
 �� S�

����� ���� � �%�������� ��
 �� 1�#�
� ��2. 
� 	
������� ����	 � ����� �� 	
���� ��

�� ���	��
� ��%����� ����
��	 U �	 L ��� �%	
���	�� �� S� � ��	 
� ��� ���� ��
��	
� �

�
� � {

1 ≤ β ≤ δx
1 ≤ α ≤ δy

*��)-

�$ {
δx = max [|xu − xA|, |xu − xB|, |xl − xA|, |xl − xB|]
δy = max [|yu − yA|, |yu − yB|, |yl − yA|, |yl − yB|]

,�



��� �����		� 
����
�� �� ��
���
���
�
� �� ������������ ���
���

��� ��������	 
��� ���
�
� ���
���� ��� ������ �� U �� L ������
���
� � (α, β, γ)
��
 ������
�� �
� ��������� 
�
����
�� �
��� α �� β ��������
 ���� �

{
αxu − βyu = γ

αxl − βyl = γ + α + β − 1
⇒ αxl − βyl = αxu − βyu + α + β − 1
⇒ α(xu − xl + 1)− β(yu − yl − 1) = 1

����
α(xu − xl + 1)− β(yu − yl − 1) = 1 �����

 ������ ��� �������
� ��! �� ��� 
��� ���
����
� ��� 
�
�����
� 
�
�������� ��
��"��
��� ���� ��� (α, β, γ) ����
� ��� 
���
����������� �� S 
���� �

⎧

⎨

⎩

1 ≤ β ≤ δx
1 ≤ α ≤ δy
α(xu − xl + 1)− β(yu − yl − 1) = 1

#�
� �� �����	 
��� ����
�
� ���$����

� ��� ���������� (α, β, γ) �� %&������
��'�( �
 �����
�
� ���������
 ��� �� �
 �$&���
� (α, β)	 γ �� �������
� )�
�����
�
�
������
���� �������� ���������
 ���	 
��� �
�
� �����
 �� 
�

�*��� ��� ��+
�� ��� 
��),

�
��
�� �� α �� β� -�� ��+
�� ��
� �
�������
��
�� 
���� �� ��
��� �� ����������

���
�
�� �

����������� ������ (xu − xl + 1) �� (yu − yl − 1) ���� ���� ���� ������	�
 ���� ����

���
��	� �� �� ������� �
� ����� ���� �����

��������
����� (xu − xl + 1) �� (yu − yl − 1) 
� ���
�
� ��� ���� .��� 
��� �������
α(xu−xl+1)−β(yu− yl−1) = 1� /������
� ��� xu−xl +1 > 0 �� yu− yl−1 < 0�
xu−xl+1 > 0 �������� ��� �� ���
� ������� ��������� ��� ��� �
 ������ �� ������ ��
������ ��� ������ �� ����
� �� ���
� ������� �
)������ ��
��� ��� yu−yl−1 < 0 ��������
�� 
�
������� 
��� ��� ��

 ����������� #� �.�� xu − xl + 1 < 0 �� yu − yl − 1 > 0
��� ����������� #�

 (xu − xl + 1) �� (yu − yl − 1) ��
� ���0���� �� �.�� ��+
� ��

� ���
�
� ��� .��� 
��� �
 �.�� ������

1� ���������
 �� ���������
 ��� �� )��� ����� ���
�
� ��� ��2���
�� 
�� �
• -�� �� xu − xl + 1 = 0 #�
� 
� 
��

−β(yu − yl − 1) = 1 ⇒ β = 1
yl−yu−1

⇒ β = 1

3
 �
 ������ ��� (α, β) = (1, 1) 
�� α ≤ β�
• -�� �� yu − yl − 1 = 0

α(xu − xl + 1) = 1 ⇒ α = 1
xu−xl+1

⇒ α = 1

3
 � ���0���� 1 ≤ β ≤ δx	 ���� β �� �������
� )�
�����
� �
 )�

���
 �� δx
�� δy �
4 /� δy > 1 ����� �� 5 � ����� �� ���
� �
 ������ 
������ �� D ��� S� ���

�
�����
� β ��� �� ������ ���
 ������ �� D �
��� -&������ !	 /���,��
���

!�6�!	 ��+� ���	 
���� � ���� ��� �

7'



�������� 	
 ��

��������
� �� �
����������� ���
����

� β = ⌈ b
a
⌉

� �� β = ⌊ b
a
⌋

� ����� β = δx�
• �	
 �� xu − xl + 1 �= 0 �
 yu − yl − 1 �= 0 ���
 
	���
 ��� U �
 L 
��
 ��

����

 ��	����
 �� D (a, b, µ)� a� b �
 µ 
��
 ���
 
���
��� �� �����	
��� ��� �

��

 � ���� ��� � a(xu − xl + 1)− b(yu − yl − 1) = 1�
����� ��
 
���
���
 ����� ���	
��� �����	�
����� 
��
 
��
�
 
�� ����
�

��
�� ����
� ����
 �� 
��
 � ��� 
���
��� �	�
�
���!��� ����� U �
 L 
��
 ��

����

 ��	����
 �� D� (a, b, µ) ����"� ���
 �����	
��� ��� �
 
��

�
�� 	��
� �	

���
��� �	�
�
���!��� #	� 
��
�����
 �

∃k ∈ Z
∗|
{

α = a+ k(yu − yl − 1)
β = b+ k(xu − xl + 1)

$�
 
��
�	��
�
 �� �����	
��� ��% ����
��
 �� ���
 ��� �

∃k ∈ Z
∗|
{

1 ≤ b+ k(xu − xl + 1) ≤ δx
1 ≤ a + k(yu − yl − 1) ≤ δy

����	�
 ��
 
� ��
 �� xu−xl+1 �
 yu−yl−1� ���
 	���
 ��
 ���& 
	
 
���	�

 �
� �� xu − xl + 1 > 0 ' �
 ���
 yu − yl − 1 > 0 ��	��!
 �	 #����
�
��� ��(�()
	���
 � {

1−b
xu−xl+1

≤ k ≤ δx−b
xu−xl+1

1−a
yu−yl−1

≤ k ≤ δy−a

yu−yl−1

���
 �� �����
��
 ��� k ∈
[

max
[

1−b
xu−xl+1

, 1−a
yu−yl−1

]

,min
[

δx−b
xu−xl+1

,
δy−a

yu−yl−1

]]

����� xu − xl + 1 > 0� �
 ��� δx − b < 0 �
 δy − a < 0 ���
 �����
 
���
��

k = ⌊min
[

δx−b
xu−xl+1

,
δy−a

yu−yl−1

]

⌋ ���� 	���� ��
 �	����
 α �
 β ��
��	��
�

� �� xu − xl + 1 < 0 ' �
 ���
 yu − yl − 1 < 0 ��	��!
 �	 #����
�
��� ��(�()
	���
 � {

δx−b
xu−xl+1

≤ k ≤ 1−b
xu−xl+1

δy−a

yu−yl−1
≤ k ≤ 1−a

yu−yl−1

�� ��� �������� ��� k ∈
[

max
[

δx−b
xu−xl+1

,
δy−a

yu−yl−1

]

,min
[

1−b
xu−xl+1

, 1−a
yu−yl−1

]]

�

����� xu − xl + 1 < 0� �
 ��� δx − b < 0 �
 δy − a < 0 ���
 �����
 
���
��

k = ⌈max
[

δx−b
xu−xl+1

,
δy−a

yu−yl−1

]

⌉ ���� 	���� ��
 �	����
 α �
 β ��
��	��
�

$� *����!�� ��(�+ �����
 ���
 �� ��
������� �� O(1) ��
 
	�	

���

����
 ���� 
��
,

� ���
 ��

��
 ��

��	�
 �� ����
 ��	���� 
�������� �
 �� ����
 ��	���� ��-������
�� �	 ����
� ��

�!
��

��� ������

���� 
���
������� �� 
�������� �

����� ����	�
��

� ���
�
� �
 ���

���
 �

.� ���
 /	
	�
 
�� ��	� ���
��� �� ��
���	�

	�
� �� 
��
,
� ���
 �� �����
���
( �� 0�/���,1����

�� 20�/���,1����

�� 34℄� ���
 ��������
 �
���
�� ��
 	����
��

�� �����
��� � ���� �	 ��
���	�

	�
� �� 
��
,
� ���
 �� �����
��� (� 0	�
 
�
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��� ���
�	
���

��������	
 ��
 

��
���
��
������ �� ������
�	
�� ���
�
� 
� ��	
����� � 
�� �����

�		
 ����� �
�� ����

����� 
� ��	
����� � 
���
�������� � �
� ������
�	
��� 
�
��	
����� �  !�	 "�℄$ %� ��&���� ����� �
 ���
�	��
� �
� ����	'��
� �
� ����

�����
���� ������
 �
� ����	'��
� �� ������
�	
�� 
� ��	
����� �$ (���� ���� �

����)��

�� ������
�	
�� 
� ��	
����� �� �� *������� +

,$ ���
�	��
� �
� ����

����� �
 �� �����
 
� ��	
����� � -�� ���� �
� �����
� 
�
��	
����� � + 

�� �
 *��� 
� �
	�� 
������� .

�$ ���
�	��
� ��� �
� ����

����� �
� ����	'��
� �
 ������
�	
�� 
� ��	
����� �

���
�������� �� ������
�	
�� 
� ��	
����� � + 

�� �
 *��� 
� �
	�� �����
����	�-�
 �/

 �
� �����
�
� �
 �

���������

 -�
 ���� �/��� ����
���
� 
�
�� ����
 .

�$ � ������ �
� ����	'��
� �
� ������
�	
��� 
� ��	
����� �� �� �
�� ������
 �
�
����	'��
� �� ������
�	
�� 
� ��	
����� �$

����� ���
�	
� �� 
�	� �� ��������� �

0� ���� ���� �����
����� � �1
��
����� �����
	
�� ���
 �
� �����
�
� 
� ��	
��
���� �� ����
 �����
�
 �2�
 �
� �
���

��/
� �1
��
����� ��� 	��

��� �
 �����
���
�
��� 
�������
	
�� ��� ����
� �����
�
�  0�3� ,,� 0�/����� ,�℄$ 4� 
2
� ����

�����
�
 
�� ����
 ��� �� ������ �
 �
��
 �����	���-�
 
� �
 ����� �1������ 
� 

�
�
�� ������� 
����
�� ����
	
�� ���� �
� ����� ���
�
�� 
� ��	
����� � ������ -�

�
� ����
� �����
�
� ����
� ��� �
� ������� �
 ������		
 �
 5��
� 
� �1����
 �

0�
���6��
�� ���� ���� ��&
��
	
�� 
��
�����
� 
� ��	
����� �$

7
�
����� �
� ��&
����� �
 ���
�� � 

��
 
��
����� 
� ��	
����� �$
8��� �
 	�	
�� ���� �
����� -�
 �
 �
��
� ���������� 
����
�� 	9	
 �1�� � � �
�


�������
����� �� :����'	
 �$�$; 
� ��	
����� �$ 7�		
 �
 	����
 �� 5����
 �$�<�

� 
��
/��� ��
 ����
 �� ��������� ���
�
� P �
 
���
�������-�
� (3, 7, 18, 0) �0 ≤ 3x+
7y+18z+0 < 18� ���� �1���
�/���
 [1, 7]× [2, 5] �� ���� (x, y) �� ����
�� �� ���/
��
��������� P ′ �
 
���
�������-�
� (2, 5, 11,−3) �= �� ����� �
 �
��
 �����	���-�
 2
��� P �
/�
�� ����� �1����� �
 P ′ ����� -�1�� ����� �
 �
��
 �����	���-�
 1 ��� P

�
 �
 �
/�
�� ���$ 
��
 �
 :����'	
 �$�$; �1
�� ��� /����� 
� �1���� 
� ��	
����� �
�������� �1����
 �
� �
��
� �����	���-�
� �
� -�
 ������� ��� �
 :����'	
 �$�$; �
	��

9��
 /����� ���� �� ������� �
� 
��$ 8
����� ����/
� �� �����'	
 �� ��
 �����������
	���� 
��������
 -�� ������
���� �
� ���������� ��	�����
� > 71
�� /��� ����� -�
 ����
�1
�
	��
 ���� �/��� 
����� �1�����
� �
 
�
&
�
�� ��� � z ���� �
� �����*��	������
���	����-�
�� ���� �� ���
�	������� �
� 
���
�������-�
� �� ��������� ���
�
�$ 7
��
����������� ������
� �
 �����
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 ������ A(xa, ya) ∈ ε ��

B(xb, yb) ∈ P� �	 �
	����

�� �� ����� ��� �
����� ��� ������ �	
 ��� ���� �
	���

��

	����� ��	��� ����	���� �

{
A(xa, ya) �→ DP : {(α, β) ∈ P2 |β = −αxa + ya}
A(xb, yb) �→ Dε : {(x, y) ∈ ε2 |y = −xxb + yyb}

�� ������ ��� �������� �� ��������	
� �� 
���� ��� ��������

�x,y�

y�ax�b

�1.5 �1.0 �0.5 0.5 1.0 1.5 2.0
x

�2

�1

1

2

y

�a,b�

c��xm�y

�0.5 0.5 1.0 1.5 2.0
m

�2

�1

1

2

c

������ ��� � ��������	
� �� 
���� ��� ������� � �� ����� (x, y) �� ���	��� ��
���
�� 
��������� � ��� ������ D : c = −xm+ y �� ���	��� �� ������ �� ��� ������
y = ax+ b 
��������� � �� ����� (a, b)�
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	 ���������	������ ������ " �'�� ()�℄�
 ������ pε = (x1, ..., xn) ∈
εn �� pP = (y1, ..., yn) ∈ Pn� ���
��

Dε(pε) =

{

(y1, ..., yn) ∈ Pn

∣
∣
∣
∣
∣
yn = xn −

n−1∑

i=1

xiyi

}

��

DP(pP) =

{

(x1, ..., xn) ∈ εn

∣
∣
∣
∣
∣
xn = yn +

n−1∑

i=1

yixi

}
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�� ���
���

� �������
��� ��� ��� �"����
�� �� �� ���
�� �� ���
���

� ����
�� ����
� ��
�
�
�� ���� ������� ������
��� # ��� ���
��� ������ ���# ��� ��
����
!��� 
���
������ ��� �� ���
���

� ���� ������� [AB] ��� ���������� ��� ��
���
���
�
������ �� % �� �� &� '���� 
���� ��(�
�
�� ��
 ��� ������� ���� ��� ��
���
�
�
�����

�����
��� ����� )*��
���

� �������
��� �� ���" ���
��� �����
���� ��℄+� ���	��

S1 	� S2 �	�� ��
���
 �	 Rn� �� ��������
	 
�������
�	 �	 S1 	� S2 	
� ������� �	

����	
 �	
 ��������
	
 �	 
����	 
����	 �	 �����
 (p, q) �	�
 ��	 p ∈ S1 	� q ∈ S2�

,��� ���� 
����� �� ��
��� p �� q� 
� �"
��� �� ��
�� c �� �� ���
���

� �������
���
���
�
����� # p �� q� c ��� ��� 
��������� �� 
����� ����� 
������
��� ������� ��� p
�� q� -��. �� ��(�
�
�� ��������
/� 0�1�2�

�����
��� ����� )-�(�
�
�� ��������
/� �� �� ���
���

� �������
��� �����
���� ��℄+�
���	�� S1 	� S2 �	�� ��
���
 �	 Rn� ���� X ∈ Rn� 
��	�� di(X) = min(d(X,Si)) 	�

Di(X) = max(d(X,Si)) �� d 	
� �� ��
���
	 	�
����	��	 
��

���	� �� ��������
	 
��

������
�	 �	 S1 	� S2 	
� ��	�
	���	 �	
 �����
 X ∈ Rn, [d1(X), D1(X)] ∩ [d2(X), D2(X)] �= ∅�

-��� �� ��
�� ���� 
���
������ �� ����
� �� �
����
�� 1� 3
 ���� 
���
������
��� ��
��� ��
�
�
���� ����� ���" ��
��� A �� B �� ���� ��(�
� ��� ���
���

��
������� ���� ������� �� 
����� �� ���
�
��� ��
�� C� ���� 
������
���� ���"
������ ���
���

�� 4 ����� A �� C �� ����� B �� C� 3
 
�� ��
��� �� ���� ��� ��
�����
��� ���
���

�� ��
������
���� �� �� ��
��� ��
�� ������ 
	���	 �� 
	�
�	 
��
��

���

�� ��
����� ABC� -� �5��� ���� �� ������ n ∈ Nk, k ≥ 2 �� ��
���� �
 ������
��� ���
���

�� ��� 
������ �� ��
��� ����
 ��� n ��
��� ��
������
���� �� �� ��
���
��
�� I� I ��� �� 
����� ���� 
��
�� ������� ��� ��� n ��
���� 3
���� 
� ���"
��� ��� ��

��
�� ������� ��� ���� ��� ��
��� 
���
������ �� ��(�
�
�� 0�1�6 ����� �� ���
�� ��

����� �� 
��
�� 

�
���
�
� �� �� �������
� ��
�
�
���� �� �������
� �
�
����� 7���

������
� �� ���
�� �� 
����� �������
��� ��� 
������
���� 

�
���
�
��� # �� ��������
�� ���
��� 
���� ����� ��
������
�
�� �� ������ ��� ���
���

�� �������
���� ����� ����
��� 
������ �� ���
��� ����� ���� 8������

�����
��� ����� )'����� �������
�� ��� 
������
���� 

�
���
�
��� �����
���� ��℄+�
�	 
	���	 
�������
� �	
 ���	�
����	
 
��
��

���	
 (Ig) ���� 	�
	���	 �	 ��
���
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 ����
� ���� �� ��
���������
� �� ���������� ���
�����

S = (Si)i∈[1,n] ��� ���������
��
� ��� �
������
�� �
�
�����
�� (Mg) �� �
�� 

���� ��

�
��
�� �

Ig(S) =
⋂

i,j∈[1,n],i<j

(Mg (Si, Sj))

��� ������	
�� ���	�
��	� �
 
��
���
�� ��� �� �����
��
� ��	�������� �
 �� 
�	
��
��	������� ��� ��
���
����� 
��
�	�
��
�� ��	
 ��
������� ��	� ���������� ��� ��������� ���
��
���� ��℄� ����� ��	
 ���  ���� �!�

��
��� �� ��
�		�����	
� 
��� ������	
� 
�
��
�!��
���
����� ���
��
��� "��� ��
��	�	� ��� ������
���� 
��	
�
��# �
������ 
���
�� ��
�		�����	
� �!��
���
���� ���
��
� �� �� 
���� �� ��������� ���������� ��℄�
�!$�����
��� % 
����
 �� 
��
���� �� 
�	
�� ��	������� ��� ��
���
����� 
��
�	�
��
��
�!�	 �	��� �� �� 
��	
� ���
��
�� �� 
��
��#�
� �� 
�
 ������
��� ��
 O(n2) �& n

��
����	
� �� 	�� �� �� 
��	
� ���
��
�� '� �� 
�	
�� 	!��
 
�� (��� �!$�����
��� ) 
��*
��
 �� ��
����	�� �� 
���� �� ����	� 
��� �	� ��
���
���� 
�	
�� �	 �	 
��	
 ��		�
�� 
�	
�� ��	�������� +!��
 ��	
 
�
 ������
��� ,�� �����
 �� 
�� ���� �� �!�#��
�	
�
�!�	� ��
���
���� 
�	
��� �	 �	 
��	
 c �� Rn �
 
����	
 
�� �	 �	��� �� �� 
��	
�
���
��
�� '� 
��
��#�
� ��
 ����� �� �!����� O(n2)� �!�& �	� 
��
��#�
� 
�
��� ��
��
�		�����	
� �!��
���
���� ���
��
� ,�� ��
 �� O(n4)�

���������� � � ��������	��
� ��� 
������ �
������� ��� 
��
���

���
���� ��

����

������� - .	 �	��� �� V = {vi}i∈[1,n] �� (�#����
������ - CGHC(V)� �� 
�	
�� ��	������� ��� ��
���
����� 
��
�	�
��
�� �� V

	�
� Centre(V)
� �	�
������� Centre(V) ← Rn/
� ���� i ← 1 � n− 1 �����
� ���� j ← i+ 1 � n �����

� Centre(V) ← Centre(V) ∩MG(vi, vj)/

� ��
��	 Centre(V)/

���������� � � �	�
�� �� ��������	��� �� �	�
� �
�� �� ��������

�� �
���� �
�����

������� - .	 
��	
 c ∈ R
2� 	 �	��� �� V = {vi}i∈[1,n] �� (�#����

������ - �!�	
��(���� �� ����	 [rmin, rmax] 
��� ���,���� �	� ��
���
����

�	
��� �	 c �	
����

� 
��� ��� (�#��� �� V = {vi}i∈[1,n]�

� �	
�
������� IntervalleRayons ← R/
� ���� i ← 1 � n �����

� rmin ← dmin(c, vi)/
� rmax ← Dmax(c, vi)/
� IntervalleRayons ← IntervalleRayons ∩ [rmin, rmax]/

� ��
��	 IntervalleRayons/

0
�	
 ��		� ,�!�� �#��
� 
�������� ������� �� ���
��
���
��	� �� 
��
�� �� �� ��*
���
��
� ��	�������� ��
�	��� �� ������ 
�	������� �� ��

��� 
��
 �� ��

��
�� 1 ��
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��� 	�� �� �������	

� �
 ���� �	� 
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��
� �	 �	��	��� �	 ���
�	�� �	 �	�
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���
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	 �	 �	�� �
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��
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�
�� 	���	 �	�� �
�
���
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�
���
�
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������� �	� ���
	���
�	 ����"��	� ���� �	� "���� �	 �� �
�
���

	 �
�
���
�
	� '	�� 
���
*�	 �)
����	�
�	� ��
��� *�
 �	 ����	��	�� ���,������	�	�� ��� �	� ���-�	� �	� 
���
� ����


� ���
�
�	�� .��
� �� /
���	 0�12 ��
� �)	��	�� 	��	���
	 	�� ��
"�	 ���� �	� 
���	� �	
�����	 ��
��	�

������ 0�1 3 4���
�
��� �	 �)	���
	 ���� �� 
������
�
�� �	 �� �
�
���

	 �
�
���
�
	
�	 �	�� �
�	�� 5 �	� ���
�	� 	� ����	 ���� 
����
	� ����*�)�� �)
��
�	��	 6 �� �
�
���

	
�
�
���
�
	 �
���
 
	�

7� ���	��	��������
	 
�������
�	 
�������	 	� �� ���	MGS ��	 �	��	 �
�
���

	
�
�
���
�
	� 8� MGS �	 �	�� �
�	�� P1 	� P2 	�� �
 �
	 ��� �� ������	 5

MGS(P1, P2) =

⎧

⎨

⎩

(x, y) ∈ R2,
√
(x− C2x)

2 + (y − C2y)
2 ≤

√
(x− F1x)

2 + (y − F1y)
2

∧
√

(x− C1x)
2 + (y − C1y)

2 ≤
√

(x− F2x)
2 + (y − F2y)

2

⎫

⎬

⎭
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�� Cix , Fix ∈
{
(xi − 1

2
), (xi +

1
2
)
}
�� Ciy , Fiy ∈

{
(yi − 1

2
), (yi +

1
2
)
}
� Ci �����	�
�� ��

	����� �� ��
	 ���
�� �
 ����� i �
 ����� i′ ��
��	 �
� Fi �����	�
�� �� 	����� ��
��
	 �����
� �
 ����� i �
 ����� i′�

�� MGS �	� ��������� ��� ��	 	����
�	 �� ��	 �����������	 ��
� �� 
����� �	�
�
 ��
	 �� ���
���� ��℄� ��	 	����
�	 �� �����������	 	�
� �����	�
��	 �
 
�
��
�
��
	 �� ���
��  ��� �
� ���
	��� �� ��������
� ��
�����	�� 	�����!�� �� ��
� �����	�

������  ��� " �� ���� �� �� ��������
� ��
�����	�� 	�����!�� �	� 
����	� �#�
 ��
	
$ 	����
�	 �� �� % �����������	�

&�
	 
���
	 ��	 ������	 	
�����	 ��	 ����	 �� �� MGS Di �'�
 i ∈ [1, 10]� ��
��
��
� ��
� 	� ��(���� ) ���
���� ��℄ ��
� ��	 
��

�	 �� 
�	 ������	 	
�����	� *�
���	�� ��	 �������
	 �
����		�
��	 �
��� ����	 �
� 	�����!�
� �������
� ��	 
��

�	 ��
�� MGS�

+ ������ �� �� MGS, 
�
	 �
����
�	�
	 �� 
����
 �� 
�
��� ��
�����	� ��	 �-����
	��.��	 
��
�
	
����	 	�����!� ���
���� ��℄, 
��� CHCGS� �� CHCGS 	� ��!
��

���� 	
�� /

��������� 	
�
� 0��
��� ��
�����	� �� 	�����!� ��	 �-���	��.��	 
��
�
	
����	1
 ��

����� �����	
��� ��
�
��� ��� ������������ 
��
���
����� (CHCGS) ���� ����
�
�

��� �� n ������� 
������� S = {Si}i∈[[1,n]] ��� ����� 
�

� 
��������
���� ��� 
��

��	���
�� �����	
����� ��
�
����� (MGS) �� ���� 
�� 
���
�� �� ������� �� S �

CHCGS(S) =
⋂

i,j∈[1,n],i<j

(MGS(Si, Sj))

�� ���
��  ��� ���
	��� �� 
��

� �
 CHCGS �� ����	 �����	�
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'����� Pi �� i �	 ����	� 
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	 ����	 �	
��������	 x �	����	��	 ���/�
���	 	� �	 ��������	 y ����
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��� 
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xA−xB
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xA−xB
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)× xA−xB

yA−yB
+ yA+yB

2

���+�

����	 � ��
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2′(xP ′ + 1
2
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������ A(xA, yA) �� B(xB, yB) 
��� ������
 I(xI , yI) ��� �� ������ 
� �������

[AB]
 ���� M(x, y)� �� ����� 
� �� ��
�����
� 
� [AB]
 �����
−→
AI⊥−−→

MI 
 �� ��� ��
���
��� ��� (xI − x)× (xI − xA) + (yI − y)× (yI − yA) = 0
 ��

{
xI =

xA+xB

2

yI =
yA+yB

2

���� ������� 
� ����
�� ����� ����������� ���� ������� 
��
 ����� ��� ��������� ����
������ ���� �� ��
�����
� �

• �� yA �= yB �����

y = (−xB − xA

yB − yA
)× x+

1

2
×
[

yA + yB + (xA + xB)× (
xB − xA

yB − yA
)

]

 !
!"

• ����� �� xA �= xB

x =
1

2
× (xA + xB)

���� ���
������ ���#� ��� 
�� �����
������ yA = yB �� xA = xB

�����
����� 
��� ��
�����
�� Med1 �� Med2 
���������� �����
����� �
⎧

⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

y1 = (−xB1
−xA1

yB1
−yA1

)× x1 +
1
2
×
[

yA1 + yB1 + (xA1 + xB1)× (
xB1

−xA1

yB1
−yA1

)
]

y2 = (−xB2
−xA2

yB2
−yA2

)× x2 +
1
2
×
[

yA2 + yB2 + (xA2 + xB2)× (
xB2

−xA2

yB2
−yA2

)
]

����� ���������
���� M(x, y) 
�� 
��� ��
�����
�� ��������� �� ��������� y1 = y2
 $��
������� 
� x �� y �������� ����%��� ����� �

⎧

⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

y = (−xB1
−xA1

yB1
−yA1

)x+ 1
2

[

yA1 + yB1 + (xB1 − xA1)(
xB1

−xA1

yB1
−yA1

)
]

x(
xB1

−xA1

yB1
−yA1

− xB2
−xA2

yB2
−yA2

) =

1
2

[

−yA2 − yB2 − (xA2 + xB2)(
xB2

−xA2

yB2
−yA2

) + yA1 + yB1 + (xA1 + xB1)(
xB1

−xA1

yB1
−yA1

)
]

���� �� 
�
������ ��� ������� ��������� 
� x �� y �
⎧

⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

y = (−xB1
−xA1

yB1
−yA1

)x+ 1
2

[

yA1 + yB1 + (xA1 + xB1)(
xB1

−xA1

yB1
−yA1

)
]

x =
(yB1

−yA1
)(yB2

−yA2
)×

[

yA1
+yB1

+(xA1
+xB1

)(
xB1

−xA1
yB1

−yA1
)−yA2

−yB2
−(xA2

+xB2
)(

xB2
−xA2

yB2
−yA2

)

]

2((xB1
−xA1

)(yB2
−yA2

)−(xB2
−xA2

)(yB1
−yA1

))

&''
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�� �� [A1B1] �	 [A2B2] ��
	 ��

��� ��� x �	 y 
���� �
�	 �
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⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x =
(yB1

−yA1
)(yB2

−yA2
)×

[

yA1
+yB1

+(xA1
+xB1

)(
xB1

−xA1
yB1

−yA1
)−yA2

−yB2
−(xA2

+xB2
)(

xB2
−xA2

yB2
−yA2

)

]

2((xB1
−xA1

)(yB2
−yA2

)−(xB2
−xA2

)(yB1
−yA1

))

y = −
(yB2

−yA2
)×(xB1

−xA1
)×

[

yA1
+yB1

+(xA1
+xB1

)(
xB1

−xA1
yB1

−yA1
)−yA2

−yB2
−(xA2

+xB2
)(

xB2
−xA2

yB2
−yA2

)

]

2×((xB1
−xA1

)(yB2
−yA2

)−(xB2
−xA2

)(yB1
−yA1

))

+1
2

[

yA1 + yB1 + (xA1 + xB1)(
xB1

−xA1

yB1
−yA1

)
]
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Dual(Med13′) (
xP ′−xP

yP−yP ′+1
, 1
2×(yP−yP ′+1)

[
(xP − 1

2
)2 − (xP ′ − 1

2
)2 + (yP + 1

2
)2 − (yP ′ − 1

2
)2
]
)

Dual(Med14′) (
xP ′−xP+1

yP−yP ′+1
, 1
2×(yP−yP ′+1)

[
(xP − 1

2
)2 − (xP ′ + 1

2
)2 + (yP − 1

2
)2 − (yP ′ + 1

2
)2
]
)

Dual(Med22′) (
xP ′−xP

yP−yP ′

, 1
2×(yP−yP ′)

[
(xP + 1

2
)2 − (xP ′ + 1

2
)2 + (yP + 1

2
)2 − (yP ′ + 1

2
)2
]
)

Dual(Med24′) (
xP ′−xP

yP−yP ′+1
, 1
2×(yP−yP ′ )

[
(xP + 1

2
)2 − (xP ′ + 1

2
)2 + (yP + 1

2
)2 − (yP ′ − 1

2
)2
]
)

Dual(Med31′) (
xP ′−xP

yP−yP ′−1
, 1
2×(yP−yP ′−1)

[
(xP − 1

2
)2 − (xP ′ − 1

2
)2 + (yP − 1

2
)2 − (yP ′ + 1

2
)2
]
)

Dual(Med33′) (
xP ′−xP

yP−yP ′

, 1
2×(yP−yP ′)

[
(xP − 1

2
)2 − (xP ′ − 1

2
)2 + (yP − 1

2
)2 − (yP ′ − 1

2
)2
]
)

Dual(Med41′) (
xP ′−xP−1

yP−yP ′−1
, 1
2×(yP−yP ′ )

[
(xP + 1

2
)2 − (xP ′ − 1

2
)2 + (yP − 1

2
)2 − (yP ′ + 1

2
)2
]
)

Dual(Med42′) (
xP ′−xP

yP−yP ′−1
, 1
2×(yP−yP ′ )

[
(xP + 1

2
)2 − (xP ′ + 1

2
)2 + (yP − 1

2
)2 − (yP ′ + 1

2
)2
]
)
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• �	 �

� �

�� �	 �� ������
�
	 ����
�����	 	�� 
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