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Xvi Nomenclature
Symboles Correspondance
T, Y, 2 Directions longitudinale, normale aux parois,
transverse de I’écoulement.
€z, €y, €, Vecteurs unitaires des directions longitudinale, normale
aux parois et transverse de ’écoulement.
U, V., W  Composantes longitudinale, normale aux parois et,
transverse du vecteur vitesse U.
Uy, Uy vitesse de I’écoulement de base, vitesse maximale de
I’écoulement de base.
P, P, Pression , Pression de ’écoulement de base.
t Temps adimensionnel.
W, My, fe  Viscosité effective, viscosité relative a I’écoulement de base,
viscosité tangente.
Hos Moo, Hp  Viscosité a taux de cisaillement nul, viscosité a taux de
cisaillement infini, viscosité a la paroi.
D masse volumique.
T, Tij Déviateur du tenseur des contraintes, composante (i,j) de 7.
5, T Tenseur des taux de déformation, second invariant au carré de 4.
Vi yfj Composantes (7, j) de 4, composantes (7, j) de % relative
a ’écoulement de base.
Iy, I'y Second invariant au carré de 4 associé a 1’écoulement de base,

second invariant au carré de 7 associé a la perturbation.
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CHAPITRE 1

Introduction

La compréhension des mécanismes de transition du régime laminaire vers le régime
turbulent fait partie des sujets majeurs de recherche en mécanique des fluides. Dans un
certain nombre de situations telles que la convection thermique de Rayleigh-Bénard ou
I’écoulement de Taylor-Couette (cylindre extérieur fixe et cylindre intérieur tournant),
la transition vers la turbulence se fait suivant une série de bifurcations en augmentant
progressivement le parametre de controle (nombre de Rayleigh ou nombre de Tay-
lor). Chaque état, & commencer par 1’écoulement de base, devient instable pour laisser
place a un autre état plus complexe. Le chaos apparait apres un certain nombre de
bifurcations [Cross & Hohenberg 1993]. La situation est radicalement différente dans
le cas des écoulements cisaillés ouverts ou des états turbulents apparaissent de maniere
brutale a partir d'un nombre de Reynolds fini. Les mécanismes physiques associés a
ce type de transition sont encore mal compris. La transition vers la turbulence en
conduite cylindrique est étudiée depuis plus d’'un siecle et continue a faire I'objet de
nombreuses publications. En 1883, [Reynolds 1883] avait identifié expérimentalement,
les régimes laminaire et turbulent et avait montré que la transition était caractéri-
sée par l'apparition brutale, a un nombre de Reynolds fini Rer, de spots de turbu-
lence, i.e., des zones de turbulence localisées qui se déplacent le long de la conduite.
La dépendance de Rer en fonction de 'amplitude A et de la forme de la perturba-
tion a été étudiée expérimentalement en particulier par [Darbyshire & Mullin 1995],
[Hof et al. 2003], [Peixinhio & Mullin 2007] et [Cohen et al. 2009]. Un comportement

asymptotique de la forme A o Re™™ avec v > 1 est observé. A coté de cela, la théo-
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rie linéaire indique que ’écoulement de Hagen-Poiseuille est linéairement stable pour
tout Re. [Meseguer & Trefethen 2001] ont vérifié cette conjecture jusqu’a Re = 107
(le nombre de Reynolds est défini avec la vitesse maximale et le rayon de la conduite.
La méme phénoménologie est observée dans le cas de 1’écoulement de Couette plan
qui est linéairement stable [Romanov 1973] alors que la transition vers la turbulence se
produit & un nombre de Reynolds modéré. [Daviaud et al. 1992] ont visualisé des spots
de turbulence & Rer = 340 (ici, le nombre de Reynolds est défini avec la demi-vitesse
relative des deux parois, et la demi-distance entre-elles). Dans le cas de ’écoulement
de Poiseuille dans un canal plan, il existe un nombre de Reynolds critique a partir
duquel des ondes de Tollmien-Schliting apparaissent : Re. = 5772.22 [Orszag 1971].
Le nombre de Reynolds est ici défini avec la vitesse maximale et la demi-distance entre
les deux plaques. Ce résultat a été vérifié expérimentalement par [Nishioka et al. 1975].
Cependant, la transition vers la turbulence a été observée a un nombre de Reynolds
Re =~ 1000, bien inférieur a celui prédit par la théorie linéaire. Les spots de turbu-
lence dans un canal plan ont été visualisés a Re ~ 1000 par [Carlson et al. 1982],
[Alavyoon et al. 1986] et récemment par [Lemoult et al. 2013] & Re = 1500. Comme
dans le cas d'une conduite, le nombre de Reynolds de transition dépend de la forme
et de 'amplitude de la perturbation avec un comportement asymptotique A o< Re™7,

ot v > 1 [Chapman 2002], [Cohen et al. 2009], [Lemoult et al. 2012].

Dans ces différents exemples, I’écoulement de base est instable vis a vis de perturba-
tions d’amplitude finie. La bifurcation primaire est sous critique. La compréhension des
mécanismes de transition repose en particulier sur la recherche et la mise en évidence
d’états non-triviaux appelées solutions d’amplitude finie. Deux approches non linéaires
sont proposées dans la littérature pour la détermination de ces solutions d’amplitude
finie. Dans la premiere approche, des solutions bidimensionnelles et tridimensionnelles
sont calculées en partant de la courbe de stabilité marginale de 1’écoulement laminaire.
[Zahn et al. 1974], ensuite [Herbert 1976] moyennant des techniques de continuation,

ont déterminé des solutions non linéaires bidimensionnelles. Ce sont des ondes pro-



gressives d’amplitude finie. Ils trouvent un nombre de Reynolds critique, évalué au
point de retournement dans le diagramme de bifurcation, Re. = 2935 avec un nombre
d’onde o = 1.323. Ce seuil de transition reste encore trop grand comparé aux observa-
tions expérimentales. L’étude de la stabilité secondaire de ces solutions non linéaires
bidimensionnelles est alors nécessaire dans la compréhension de la transition. En sui-
vant cette démarche, [Ehrenstein & Koch 1991] ont déterminé des solutions d’équilibre
tridimensionnelles a un nombre de Reynolds critique Re. ~ 1000. Dans la deuxieme
approche, les solutions calculées sont déconnectées de 1’écoulement laminaire. Elles
sont basées sur le fait que les spots de turbulence, observés expérimentalement dans
les différents écoulements cisaillés ouverts, présentent une structure commune a sa-
voir des stries de basse et haute vitesse longitudinale et des tourbillons longitudinaux.
[Waleffe 1995], [Waleffe 1997] proposa un modele d’auto-entretien de la turbulence
basé sur ces caractéristiques communes (rouleaux longitudinaux et stries). Dans ce
modele, les rouleaux longitudinaux forment des stries, qui développent des instabilités
inflexionnelles, qui elles mémes lors de leur évolution non linéaire forment & nouveau
des rouleaux, bouclant ainsi la boucle. [Waleffe 1998] introduit une force fictive gé-
nérant les rouleaux et parvint a trouver une onde non linéaire dans un écoulement
de Poiseuille plan. Cette approche s’est révélée tres fructueuse. En suivant le proto-
cole proposé par [Waleffe 1995], [Faisst & Eckhardt 2003] et [Wedin & Kerswell 2004]
ont calculé, pour I’écoulement dans une conduite cylindrique, des solutions sous forme
d’ondes non linéaires progressives qui étaient qualitativement en bon accord avec les

résultats expérimentaux de [Hof et al. 2004].

Comparativement au cas Newtonien, tres peu de travaux ont été consacrés au
cas de fluides non-Newtoniens. Ceci est probablement du a la complexité supplémen-
taire introduite par la non-linéarité du comportement rhéologique. Les écoulements de
fluides non-Newtoniens sont rencontrés dans un grand nombre de procédés industriels.
Le controle et la maitrise de ces procédés nécessite la connaissance de la structure

de I'écoulement et en particulier les conditions de stabilité et de transition vers la
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turbulence. Les fluides non Newtoniens les plus étudiés sont les solutions diluées de
polymeres, du fait de leur capacité a réduire le frottement hydrodynamique en régime
turbulent (effet Toms 1948). Cet effet trouve de nombreuses applications en parti-
culier dans le transport du pétrole par des pipelines. L’interprétation physique de la
réduction de frottement n’est pas completement élucidée. I1 y a deux écoles de pensée.
La premiere [Lumley 1969], [Ryskin 1969] met en avant 'augmentation de la visco-
sité élongationnelle (étirement des chaines de polymeres) qui réduit les fluctuations de
la vitesse. La deuxiéme école [Tabor & de Gennes 1986] met en avant I’énergie élas-
tique emmagasinée dans les chaines de polymeres qui agit directement sur le caractere
dissipatif de ’écoulement. La majorité des fluides non Newtoniens sont a des degrés
divers rhéofluidifiants et viscoélastiques. La présente étude concerne la stabilité des
écoulements cisaillés de fluides rhéofluidifiants, i.e., des fluides qui ne présentent pas
de réponse élastique et dont la viscosité {1 décroit non linéairement avec ’augmen-
tation du cisaillement. Le caractere rhéofluidifiant reflete la tendance de la structure
interne a s’organiser afin de réduire au minimum la dissipation visqueuse, facilitant
ainsi I’écoulement. Les suspensions de particules, suspensions colloidales et les solu-
tions de polymeres présentent un comportement rhéofluidifiant. Par exemple, pour les
solutions de polymeres, la rhéofluidification résulte de I'orientation des chaines de poly-
meres dans le sens de 1’écoulement. Les écoulements de ces fluides se caractérisent par
une stratification de la viscosité dans la direction normale a la paroi. Il a été montré
par plusieurs auteurs que les caractéristiques de stabilité des écoulements paralleles
sont modifiées de maniere significative en présence d’une stratification de la viscosité.
Cette stratification peut étre obtenue lorsque la viscosité dépend d’une quantité inten-
sive obéissant a une équation d’advection-diffusion. [Wall & Wilson 1996] ont étudié
la stabilité de 1’écoulement de Poiseuille dans un canal plan d’un fluide Newtonien
dont la viscosité dépend de la température. Les parois du canal sont portées a des
températures différentes. Quatre modeles de variation de la viscosité avec la tempé-
rature ont été considérés. Les auteurs ont montré qu'une augmentation non uniforme

de la viscosité dans le canal plan stabilise 1’écoulement. Par contre, une décroissance



non uniforme de la viscosité dans la canal plan peut stabiliser ou déstabiliser 1’écou-
lement. Ces résultats ont été expliqués en termes de trois effets physiques : croissance
ou décroissance uniforme de la viscosité, modification du profil de vitesse axiale dans
la mesure ou il devient asymétrique, apparition d’une fine couche de fluide adjacente
a la paroi, ou se produit une forte variation de la viscosité. L’influence du chauf-
fage sur la stabilité de I’écoulement de Poiseuille plan, a été étudiée récemment par
[Sameen & Govindarajan 2007]. Les auteurs montrent qu’une décroissance de la vis-
cosité dans la direction normale a la paroi stabilise I’écoulement. L’effet de la stra-
tification de la viscosité sur la stabilité de 1’écoulement de Poiseuille plan vis-a-vis
de perturbations infinitésimales a été analysé par [Ranganathan & Govindarjan 2001],
[Govindarajan 2002], [Govindarajan et al. 2003] et [Chikkadi et al. 2005]. Ils montrent
qu’un profil de viscosité dans la couche critique, tel que la viscosité décroit dans la di-
rection normale a 1’écoulement retarde de maniere significative ’apparition des ondes
de Tollmien Schlichting. Ce retard a été attribué a la réduction de I’échange d’énergie
entre I’écoulement de base et la perturbation [Chikkadi et al. 2005]. Ainsi la stratifica-
tion de la viscosité induite par le caractere rhéofluidifiant du fluide retarde 1’apparition
des ondes de Tollmien-Schlichting. [Nouar et al. 2007a] ont montré que ce retard est
modéré par la prise en compte de la perturbation de la viscosité.

Comme dans le cas Newtonien, la transition vers la turbulence est observée expé-
rimentalement a un nombre de Reynolds tres inférieur aux prédictions de la théo-
rie linéaire [Escudier et al. 2009b], [Sourlier 1988]. De la méme fagon, I’écoulement de
Hagen-Poiseuille d’un fluide rhéofluidifiant purement visqueux est linéairement stable
[Carranza et al. 2012] et la transition apparait a un nombre de Reynolds fini. Expéri-
mentalement, 'apparition des spots de turbulence se manifeste par une variation bru-
tale dans le signal de la vitesse axiale. Les résultats expérimentaux montrent que les ef-
fets rhéofluidifiants retardent ’apparition des bouffées turbulentes [Peixinhio et al. 2005],
[Escudier et al. 2009a]. Cependant, bien avant I’apparition des bouffées turbulentes,
un nouveau régime avec une turbulence faible est mis en évidence expérimentalement.

I serait induit par la non-linéarité du modele rhéologique [Esmael & Nouar 2008],
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[Esmael et al. 2010]. Ce nouveau régime, qui n’est pas observé pour un fluide New-
tonien, se caractérise en particulier par une dissymétrie des profils de vitesse axiale
[Escudier & Presti 1996], [Escudier et al. 2005] qui suggere 'existence d’une structure
cohérente robuste avec un nombre d’onde azimutal m = 1.

Récemment, [Roland et al. 2010] (pour plus de détails voir [Roland 2010]), ont calculé
des ondes non linéaires progressives pour un fluide rhéofluidifiant dans une conduite cy-
lindrique en suivant le protocole suggéré par [Waleffe 1995]. Le premier objectif était de
modéliser le régime asymétrique. Malheureusement, cela n’a pas abouti. Des solutions
avec des nombres d’onde azimutaux m = 2 et 3 ont été calculés. Elles apparaissent a
un nombre de Reynolds (défini avec la viscosité calculée a la paroi) plus élevé lorsque

les effets rhéofluidifiants augmentent.

L’analyse non linéaire de stabilité de ’écoulement d’un fluide rheofluidifiant a été
tres peu étudiée dans la littérature. Le présent travail est une contribution dans ce
sens. Nous allons considérer le cas de 1’écoulement de Poiseuille plan d’un fluide rhéo-
fluidifiant. Cet écoulement présente l'avantage d’étre linéairement instable a partir
d’un nombre de Reynolds fini, ce qui nous permettra de faire un suivi des branches de
bifurcation. Le manuscrit est organisé comme suit. Dans le chapitre 2, les équations
gouvernant le probleme et plus particulierement les équations aux perturbations sont
présentées de maniere générale pour un fluide purement visqueux non Newtonien. Les
caractéristiques de I’écoulement de base sont données pour une large gamme de pa-
rametres rhéologiques. Le chapitre 3 est consacré a l’analyse linéaire de stabilité. Les
conditions critiques sont calculées pour le modele de Carreau. La nature de la bifur-
cation et la forme de la solution au voisinage des conditions critiques sont examinées
dans le chapitre 4. Les résultats de ce chapitre sont publiés dans [Chekila et al. 2011].
Le suivi des branches de bifurcation et la détermination de solutions non linéaires bi-
dimensionnelles, sont décrites dans le chapitre 5. Enfin, on termine par une conclusion,

ou on rappelle ’essentiel des résultats obtenus.



CHAPITRE 2

Equations gouvernant le probleme

et écoulement de base
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Ce chapitre est dédié a la présentation des équations gouvernant I’écoulement d’un
fluide rhéofluidifiant dans un canal plan. Il est structuré en quatre sections. Dans la
premiere section, on rappelle les équations de conservation de masse et de quantité
de mouvement qui décrivent le probleme. Elles sont d’abord données sous forme di-
mensionnelle ensuite sous forme adimensionnelle apres avoir introduit les différentes
échelles caractéristiques. Un modele rhéologique est choisi pour décrire le comporte-
ment rhéofluidifiant des fluides. La troisieme section est consacrée a la description de
I’écoulement de base. On analyse 'influence des parametres rhéologiques sur les pro-
fils de vitesse et de viscosité. Dans la derniere section, on donne les équations aux
perturbations. On fera ressortir les termes qui proviennent de la perturbation de la

viscosité.
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2.1 Equations gouvernant le probleme

On considere 'écoulement de Poiseuille plan d’un fluide rhéofluidifiant, c’est-a-
dire un écoulement, entre deux plans paralleles infinis situés en y = + ﬁ, d’un fluide

incompressible rhéofluidifiant dont les effets élastiques sont négligeables. L’écoulement

est controlé par un gradient de pression constant dans la direction longitudinale

A

de I'écoulement e,. Les équations gouvernant la dynamique de 1’écoulement sont les

équations de conservation de masse et de quantité de mouvement,

vU = o, (2.1)
—+(0v U = —VP+V.4, (2.2)

onU =Ue, + Vey + We, est le vecteur vitesse. U , V et W sont les composantes de
U suivant les directions longitudinale, normale aux parois et transversale définies par
les vecteurs unitaires e,, e, et e, respectivement. P est la pression et 7 le tenseur des
contraintes visqueuses. La notation (;) désigne des quantités dimensionnelles. Pour
un fluide purement visqueux, le déviateur du tenseur des contraintes 7 s’écrit sous la

forme
F=q (F) 5 (2.3)
ou f1 est la viscosité dynamique et ‘y le tenseur des taux de déformations défini par
. R . A\T
y=vU+(vO) . (2.4)
[ est le second invariant au carré du tenseur des taux de déformations,

S 1. -
I'= 3 % Yii- (2.5)

Le comportement rhéologique du fluide est supposé étre décrit par le modele de Carreau

[Carreau 1972] :

~ N ne—1
w:<1+5\2f> P (2.6)
Mo — Moo
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FI1GURE 2.1: Rhéogramme mathématique d’un modele de Carreau. En abscisse, ¥ =
VT est une mesure des taux de déformations. En ordonnée, u est la viscosité dyna-

mique.

ou fig est la viscosité a taux de cisaillement nul, ji, la viscosité a taux de cisaillement
infini, A un temps caractéristique du fluide et n. < 1 l'indice de rhéofluidification (voir
figure 2.1). L’inverse de la constante de temps 1/ A représente la valeur critique de
~ a partir de laquelle le caractere rhéofluidifiant commence a se manifester. Celui-ci
est d’autant plus marqué que A est grand, ou n. est petit. Pour une large gamme
de solutions de polymeres, [i, est trois a quatre ordre de grandeur plus faible que
o [Bird et al. 1987], [Tanner 2000]. Dans ce qui suit, le rapport ‘l%’ sera négligé. Le
modele de Carreau a été choisi car il a des bases théoriques : il est issu d’une analyse
statistique d’interactions entre les chaines macromoléculaires. Il présente aussi ’avan-
tage d’avoir une viscosité constante a cisaillement nul, contrairement a la loi puissance
ou la viscosité tend vers l'infini a cisaillement nul. Le modele de Carreau-Yasuda a

cinq parametres [Yasuda et al. 1981],

n—1

frey = oo + (10 — fioe) (14 A078) 7, (2.7)

réputé plus flexible, présente lui aussi un inconvénient a cisaillement nul. En effet
dj/ dl’ tend vers l'infini lorsque [ tend vers zéro sauf si a = 2, auquel cas on retrouve

le modele de Carreau.
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2.2 Equations adimensionnelles

Les équations précédentes sont mises sous forme adimensionnelle en adoptant les

échelles caractéristiques suivantes : h la demi distance entre les deux plans pour les

longueurs, Uy la vitesse maximale de I’écoulement de base pour les vitesses, — pour le
0
temps, p UO2 pour les contraintes et la pression, et pg la viscosité a taux de cisaillement

nul pour la viscosité. Ainsi, on obtient les équations sans dimension suivantes :

VU = 0, (2.8)
oUu
ot +U.V)U = —-VP+V.r, (2.9)
avec
. () 9 (2.10)
T = — . .
Re v
Le nombre de Reynolds Re est défini par
500
Re = P20 (2.11)
Ho
La viscosité adimensionnelle est alors donnée par
_ B 2 1) S5
p=-—=(1+XT) 2, (2.12)
Ho
ou A est une constante de temps adimensionnelle défini par
A= 4 (2.13)
h/Uy
On doit noter que A est lié au nombre de Reynolds par la relation
A = A Re, (2.14)
ol
T 215
ph?/fio

A est le rapport du temps caractéristique du fluide au temps de diffusion visqueuse.
Il ne dépend que de la géométrie du canal et des propriétés du fluide et non pas de

I’écoulement.
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2.3 Ecoulement de base et influence des parametres
rhéologiques

Il s’agit de I’écoulement de Poiseuille plan d’un fluide rhéofluidifiant en régime
laminaire établi. L’écoulement est unidirectionnel, U, = U,(y)e,, et le gradient de
pression dP,/dx est constant, I'indice b désigne I’écoulement de base. L’équation de la

quantité de mouvement suivant e, se réduit a

dP, 1 d( dUb)

0= 22, = [ oY
dx +Redy “bdy

(2.16)

avec

ne—1

[y = (1 + A2 <C;—[§’)2) 2 : (2.17)

Etant donné que I’équation (2.16) est non linéaire, celle-ci est résolue numérique-

ment par une méthode spectrale de collocation combinée avec un processus itératif. A
partir de I’équation (2.16) on a

dU, o db,
i T Gy avec G = Re o (2.18)

(i) On commence par se donner une valeur de G' (on démarre avec la valeur Newto-
nienne G = —2).

(ii) On se donne un profil de gradient de la vitesse axiale (on démarre avec la valeur
Newtonienne % = —2y).

(iii) On détermine y;, par la relation (2.17 ).

(iv) Le profil du gradient de vitesse axiale est corrigé par (2.18).

On itere entre (ii) et (iv) jusqu’a convergence. La valeur de G est ensuite corrigée

pour avoir Uy(y =0) =1
G +1)=G() +& Uy =0) = 1)

ou £ est un coefficient de relaxation.
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Pour examiner 'influence du caractere rhéofluidifiant sur la structure de I’écou-
lement et le champ de viscosité, on a effectué plusieurs calculs, en faisant varier le
caractere rhéofluidifiant de deux manieres différentes, en fixant n. et faisant varier A,
ou a l'inverse, en fixant \ et faisant varier n.. Les résultats obtenus sont illustrés par les
figures 2.2 - 2.5. Comme on s’y attendait, l’augmentation du caractere rhéofluidifiant
(diminution de n. ou augmentation de \) se traduit par un aplatissement du profil de
vitesse et une augmentation du gradient pariétal de la vitesse axiale. Il convient de
noter que, pour n. fixe, lorsque A est suffisamment important on retrouve le profil de

vitesse pour un fluide en loi de puissance, Uy =1 —y = .

Les figures 2.4 et 2.5 montrent que l'augmentation de A ou la diminution de n,
ont un effet d’accroissement de la rhéofluidification du fluide, mais de deux manieres
différentes. Pour n, fixé, 'accroissement de A a des valeurs élevées conduit a une aug-
mentation du gradient de la viscosité |du,/dy| au voisinage de 1’axe, et sa diminution

prés de la paroi (figure 2.4) ; et vice-versa lorsque A est fixé et n, diminué (figure 2.5).
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FIGURE 2.2: Ecoulement de base. Profils de vitesse axiale pour n. = 0.5 et différentes

valeurs de A : (1) A = 0, Newtonien; (2) A =1; (3) A=10; (4) A = 100.
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FIGURE 2.3: Ecoulement de base. Profils de vitesse axiale pour A = 10 et différentes

valeurs de n. : (1) n. = 1, Newtonien; (2) n. = 0.7; (3) n. = 0.5; (4) n. = 0.3.
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FIGURE 2.4: Ecoulement de base. Profils de la viscosité pour n. = 0.5 et différentes

valeurs de A : (1) A =0, Newtonien; (2) A=1; (3) A=10; (4) A =50; (5) A = 100.

0 02 04 0.6 08 1
y

F1GURE 2.5: Ecoulement de base. Profils de la viscosité pour A = 10 et différentes

valeurs de n. : (1) n. = 1, Newtonien; (2) n. = 0.7; (3) n. = 0.5; (4) n. = 0.3.
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A cause du role crucial de la stratification de la viscosité dans la couche critique,
dans I'analyse linéaire de stabilité, nous avons représenté sur la figure 2.6 le gradient
de la viscosité a la paroi |du,/dyl, en fonction de A pour différentes valeurs de n.. A
partir de A = 0, i.e., le cas Newtonien, |dju;/dyl, croit fortement, atteint un maximum
a A~ 1 puis il décroit avec 'augmentation de .

On peut montrer en utilisant (2.12) que lorsque A >> 1,

3

(dpw/dy), ~ ("52) A1 ()7 (dTy/dy),,

ou (I'y), et (dl'y/dy), peuvent étre calculés analytiquement en utilisant le modele

en loi de puissance. Ainsi, |du,/dyl| » décroit comme A\"~!. Cependant, on doit noter

que (#b)p décroit aussi avec l'accroissement de A. Donc il apparait plus approprié de
1 |d

considérer le rapport (— i
oy | dy

de I'écoulement. Ce rapport est appelé ici le degré de stratification de la viscosité et il

) comme représentatif de la stratification de viscosité

est noté Swv.

1
Sy = —
Ky

La figure 2.7 montre que Sv croit avec l'accroissement du caractere rhéofluidifiant.

iy
dy

(2.19)

p

Pour A >> 1, Sv se sature a une valeur constante (1 — n.)/n., identique a ce qu’on

aurait obtenu pour un fluide en loi de puissance.

2.4 Equations aux perturbations

A T’écoulement de base (U, P,) on superpose une perturbation (u,p) :
U:Ub—i—u, P:Pb—i—p. (220)

Dans ce qui suit, on considere le cas d'une perturbation bidimensionnelle dans le
plan (z,y). Ce choix est discuté dans le chapitre relatif a ’analyse linéaire de stabilité.

On introduit la fonction courant, ¢ (x,y;t), de la perturbation telle que

_ W

= = . 2.21

u



16 Chapitre 2. Equations gouvernant le probléeme et écoulement de base
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FIGURE 2.6: Gradient de la viscosité a la paroi en fonction des parametres rhéologiques

A et n,.

2.5
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[
2r |
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0

o

FIGURE 2.7: Degré de stratification de la viscosité Sv a la paroi en fonction des para-

metres rhéologiques.
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L’équation gouvernant la fonction courant d’une perturbation instationnaire est
obtenue par différentiation croisée des équations de quantité de mouvement et en

éliminant la pression. On obtient 1’équation de la vorticité

—aAw = (DQU—U A)—aw—i-e](w Aiﬂ)—l——aQ [Tow (Up + ) — 7y (U + )]
ot T ’ dxdy " ATY wi=h
0? 0?
(8?/2 - 83:2) ey (T +9) 222

ou D = d/dy, ¥, est la fonction courant associée a ’écoulement de base U, = DUy,
J (f, g) est le Jacobien défini par (9f/0x) (0g/dy) — (0f/dy) (0g/0x), A = §?/0x* +
0% /dy?, At est la composante normale au plan (z,y) de la vorticité et 7;; (V) + 1) =
ekt (W + ) Ay (W + ).

Des conditions d’adhérence sont imposées aux parois :

o _ ¥ _

= =0 : ==+1. 2.23

Pour une perturbation de petite amplitude, la viscosité de ’écoulement perturbé

peut étre développée autour de 1’écoulement de base sous la forme

ou
_ Op | . 92.25
Nl(zﬁ)—%b%J(@/’% ( )
1 09?2