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Cette thèse a été réalisée en cotutelle entre l’Université d’Évry Val d’Essonne en
France et l’Université Gaston Berger de Saint-Louis au Sénégal. Elle a été financée
par l’Institut de Recherche pour le Développement (IRD).

L’Institut de Recherche pour le Développement (IRD) est un établissement fran-
çais public à caractère scientifique et technique (EPST) placé sous la tutelle des
ministères chargés de la Recherche et de la Coopération. Il a pour mission de dé-
velopper des projets scientifiques centrés sur les relations entre l’homme et son
environnement dans la zone intertropicale.

1.1 Contexte

Cette thèse a pour point de départ l’étude des données récoltées dans le cadre
du projet interdisciplinaire Actu-Palu (ANR 07 − SEST − 001), paludisme et diver-
sité de l’environnement urbain Africain : Un enjeu majeur pour la mise en place des
thérapies à base d’artémisinine. L’objet principal de ce projet interdisciplinaire est
d’aider à l’amélioration de l’efficacité des nouvelles stratégies thérapeutiques de
lutte contre le paludisme.

Le paludisme est une maladie potentiellement mortelle. Il est dû à des para-
sites du genre Plasmodium transmis d’une personne à l’autre par des piqûres de
moustiques Anophèles infectés, appelés "vecteurs du paludisme" (Figure 1.1).

Figure 1.1 – Transmission du paludisme (Source : www.docvadis.fr)

Selon l’OMS, le paludisme a tué plus de 600 000 personnes en 2010, principale-
ment des enfants africains de moins de 5 ans. Jusqu’à la fin des années 90, la lutte
contre le paludisme était basée sur la chloroquine. L’extension de la résistance à la
chloroquine a amené l’OMS et les pays africains à préconiser une bithérapie à base
d’artémisinine (ACT). Les ACT sont les traitements les plus efficaces pour soigner
le paludisme non compliqué et leurs coûts subventionnés en font, en principe, des
médicaments de plus en plus faciles d’accès.

La fièvre a longtemps été le symptôme utilisé comme diagnostic présomptif
du paludisme dans les centres de santé. Depuis 2006, la mise en place de Test
de Diagnostic Rapide (TDR) permet un diagnostic biologique plus facile. Cepen-
dant, à domicile, les familles continuent de faire de la fièvre le symptôme principal
du paludisme et ces familles ont souvent recours à une automédication. Plusieurs
études ont montré qu’en cas de fièvre, plus de 50% des familles ont recours à une
automédication, parfois à base d’antipaludique. Toutefois, l’usage irrationnel des



4 Chapitre 1. Introduction

antipaludiques par une automédication est une raison souvent avancée pour justi-
fier l’apparition et la propagation de la chimiorésistance de plasmodium falciparum à
la chloroquine. Les familles ayant un risque élevé d’avoir un épisode de fièvre sont
donc, de ce fait, plus exposées à une utilisation anarchique des antipaludiques. Par
conséquent, ces familles sont les plus à risque de développer les résistances au trai-
tement. Une conséquence possible (comme avec la chloroquine) est un échec des
nouvelles stratégies de lutte contre le paludisme.

Il est donc maintenant urgent de tirer les leçons de l’échec de la chloroquine
et de s’assurer d’une bonne mise en place des nouveaux traitements pour garantir
durablement leur efficacité maximale. De simples messages au niveau des dispen-
saires risquent de ne pas suffire à une bonne utilisation de ces nouveaux médica-
ments. Pour améliorer l’efficacité des nouvelles stratégies de lutte contre le palu-
disme, il est important d’identifier les foyers à risque d’avoir un épisode fébrile.
Cette identification passe par une analyse des facteurs économiques, sociologiques
et médicaux qui expliquent qu’un foyer soit à risque.

1.1.1 Problématique et objectifs de l’analyse des données Actu-Palu

L’un des objectifs de l’analyse des données Actu-Palu est la détermination des
variables importantes pour la prédiction des foyers à risque. Un foyer est dit à
risque si il contient au moins un enfant de 2 à 10 ans qui a eu une fièvre. La va-
riable d’intérêt est une variable binaire qui code les foyers (foyers à risque vs foyers
non à risque). Il s’agit donc d’un problème de classification supervisée, car la va-
riable d’intérêt est binaire et observée d’avance. Un modèle simple et pertinent
pour prédire une variable binaire est le modèle de régression logistique, permet-
tant d’établir une relation paramétrique entre une variable binaire et des variables
explicatives.

L’une des particularités des données Actu-Palu est le nombre important de va-
riables explicatives. En effet, les questionnaires qui ont été passés dans les foyers
explorent de nombreux aspects de la vie quotidienne, mode de vie, économie, or-
ganisation du ménage, lieu de vie, caractéristiques individuelles, mode d’accès aux
soins, connaissance de la maladie etc. Le nombre de variables est important (plu-
sieurs centaines) et le contexte est donc, par nature, dit de grande dimension.

Sans réduction préalable du nombre de variables explicatives, la régression lo-
gistique n’est pas très performante. En effet, si le nombre d’individus n’est pas
nettement supérieur au nombre de variables, alors la variance des estimateurs sera
importante, aboutissant à des prédictions imprécises (Bull et al. (2007), Greenland
et al. (2000)). Ainsi l’utilisation de toutes les variables dans le modèle introduit
du bruit via les variables qui n’ont pas de lien avec la variable d’intérêt, ce qui
peut fausser ou détériorer l’analyse. Ces variables sont nuisibles pour le modèle.
D’autres variables, sans être nuisibles, peuvent être redondantes par rapport à des
variables pertinentes, ces variables sont inutiles pour le modèle.

L’idée est de réduire la dimension de l’espace des variables explicatives, c’est-
à-dire passer d’un nombre important de variables à un nombre relativement faible
sans perte significative des performances de prédiction des méthodes utilisées.
L’objectif de la réduction de dimension est d’éviter tout risque de surapprentis-
sage.
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1.1.2 Objectifs méthodologiques

L’analyse des données Actu-Palu soulève naturellement plusieurs questions mé-
thodologiques dans un contexte de classification supervisée, plus précisément dans
un modèle de régression logistique.

Après l’étude des données Actu-Palu, nous nous sommes intéressés à des mé-
thodes toutes reliées par l’idée de sélection de variables ou de modèles, en ré-
gression logistique. Plus précisément, nous avons établi des inégalités oracles non
asymptotiques pour des estimateurs obtenus par maximisation de vraisemblance
pénalisée pour deux types de pénalités : les pénalités ℓ1, de type Lasso et les péna-
lités ℓ0.

Avant de présenter les résultats, nous introduisons d’abord les outils associés,
présentés suivant la structure de la thèse. Nous commençons par définir le modèle
de régression logistique classique. Puis nous décrivons les méthodes de réduction
de dimension (Lasso, Group Lasso, forêts aléatoires). Enfin, nous présentons le
principe de sélection de modèles développé par Birgé et Massart (2001; 2007).

1.2 Modèle de régression logistique

Le modèle de régression logistique (McCullagh et Nelder (1983), Draper et
Smith (1966), Dobson (1990)) permet d’établir une relation paramétrique entre une
variable binaire Y ∈ {0, 1} et le vecteur de covariables (ou variables explicatives)
z = (z1, . . . , zd)

T. Supposons que l’on observe n couples (z1, Y1), . . . , (zn, Yn) ∈ R
d ×

{0, 1}, le modèle de régression logistique est défini par la relation suivante :

P(Yi = 1|zi = ti) =
exp(tT

i β0)

1 + exp(tT
i β0)

(1.1)

où β0 est un paramètre inconnu à estimer. Ce modèle bénéficie d’une grande no-
toriété dans les domaines tels que l’épidémiologie, la génomique, la sociologie, etc.
Il peut être vu comme un cas particulier de la famille des modèles linéaires géné-
ralisés (McCullagh et Nelder (1983)) utilisant la fonction de lien logit. La fonction
de lien logit a l’avantage de rendre facile l’estimation de Odds-Ratio (OR), utilisé
comme approximation du risque relatif et permettant de mesurer l’effet d’un fac-
teur. Nous renvoyons aux livres de Hilbe (2009), Menard (2002) et Hosmer Jr et al.
(2013) pour des détails et exemples d’applications du modèle de régression logis-
tique.
Il existe une littérature abondante sur l’estimation et l’inférence statistique en ré-
gression logistique. La procédure d’estimation, implémentée dans la plupart des
logiciels standards de statistique (R, SAS, STATA, etc.), est généralement basée sur
la minimisation de la log vraisemblance négative, conditionnellement aux z1, . . . , zn.
Plus précisément, β0 est estimé par

β̂MLE = arg min
β

Ln(β), (1.2)

où Ln(.) est l’opposé de la log vraisemblance, défini par

Ln(β) =
1
n

n

∑
i=1

{
log(1 + exp(zT

i β))− Yiz
T
i β

}
. (1.3)
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Notons que β̂MLE est l’estimateur du maximum de vraisemblance conditionnel. Le
problème (1.2) a rarement une solution explicite. En pratique, β̂MLE peut être ap-
proché par différentes méthodes d’optimisation comme l’algorithme de Newton
Raphson (Ypma (1995)), voir aussi Givens et Hoeting (2012), Mak (1993). Les ré-
sultats asymptotiques, tels que la consistance et la normalité de l’estimateur β̂MLE,
sont maintenant bien connus et peuvent être trouvés dans Gourieroux et Monfort
(1981), Fahrmeir et Kaufmann (1985), par exemple.

Cette procédure d’estimation est bien adaptée pour les petites valeurs de d
(nombre de variables). Cependant, dès que d dépasse quelques dizaines de va-
riables, comme c’est le cas pour les données Actu-Palu, le maximum de vraisem-
blance n’est plus approprié. En effet, lorsque le nombre de variables explicatives
est important, l’estimation par le maximum de vraisemblance pose les difficultés
classiques suivantes :

— Surapprentissage : le modèle obtenu a en général une petite erreur de pré-
diction sur l’échantillon qui a servi à l’estimer (échantillon d’apprentissage)
mais perd ses pouvoirs de prédiction sur de nouveaux échantillons.

— Instabilité : un petit changement dans les données peut conduire à des esti-
mations très différentes. En effet, le maximum de vraisemblance croît avec
la complexité (nombre de paramètres) du modèle. Le critère (1.2) aura donc
tendance à sélectionner le modèle le plus complexe, qui en grande dimen-
sion a une variance importante. Ce phénomène bien connu est illustré par
la figure 1.2 : la variance croît avec la complexité du modèle pendant que le
biais décroît.

— Non unicité des solutions : lorsque d ≫ n, l’estimateur β̂MLE n’est pas défini
de manière unique, les résultats obtenus ne sont donc pas interprétables.

Pour pallier à ces défauts de l’estimation par maximum de vraisemblance en
grande dimension, nous avons procédé en deux étapes : étape 1, réduction de la
dimension des variables explicatives, étape 2, estimation de β0 comme en (1.2) en
utilisant le sous-ensemble de variables sélectionné à l’étape 1.

1.3 Méthodes de réduction de dimension ou de sélection de

variables

Le paramètre β0 dans le modèle (1.1) traduit le poids des variables explicatives
sur la variable réponse Y. En d’autres termes, si β0j = 0, alors la variable explica-
tive associée à cette composante n’a pas d’influence sur Y. Lorsque le nombre de
variables explicatives est important, un objectif peut être de sélectionner parmi ces
variables celles qui ont une influence sur la variable réponse, c’est-à-dire identifier
les composantes β0j 6= 0. Ce type d’approche est connu sous le nom de sélection
de variables ou réduction de dimension, et fournit des modèles qui ont l’avantage
d’être facilement interprétables.

On parle généralement de grande dimension quand le nombre total de variables
explicatives est du même ordre de grandeur ou est supérieur au nombre d’indivi-
dus. En d’autres termes, il y a trop de variables pour pouvoir directement appliquer
un modèle de régression logistique.

Nous partons du postulat qu’il existe un modèle incluant un petit nombre de va-
riables explicatives permettant de bien prédire la variable réponse. Cette hypothèse
semble raisonnable, car elle traduit le fait que le nombre important de variables à
notre disposition (dans le cas des données socio-épidémiologiques) est dû au fait
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Figure 1.2 – Compromis biais variance

que les questionnaires sont issus des experts de différents domaines (médecins, so-
ciologues, économistes etc) qui peuvent poser des questions très proches. Même si
cette hypothèse n’est pas vérifiable, le fait de décrire les données par un nombre res-
treint de variables permet d’avoir des modèles facilement interprétables. Plusieurs
stratégies de réduction de dimension existent, nous présentons ici celles basées sur
la minimisation d’un contraste pénalisé et celles basées sur la construction d’une
hiérarchie des variables explicatives dans les forêts aléatoires.

1.3.1 Réduction de dimension par pénalisation

En grande dimension, une alternative à l’estimation directe par le maximum
de vraisemblance est souvent de considérer des estimateurs minimisant un critère
pénalisé. Un estimateur minimisant un critère pénalisé est défini par,

β̂pen = arg min
β

{
γn(β) + pen(β)

}
, (1.4)

où le terme γn(β) est un critère empirique (moindre carré ou opposée de la log
vraisemblance), qui quantifie la qualité d’ajustement du modèle. Sauf mention
contraire, dans cette thèse γn(β) désignera la log vraisemblance négative, Ln(β)
définie par (1.3). Le terme pen(β) est une fonction positive appelée pénalité, qui
contrôle la complexité du modèle en pénalisant les modèles complexes. La mini-
misation de (1.4) revient donc à chercher le meilleur compromis entre la qualité
d’ajustement du modèle et sa complexité. La pénalité peut être choisie de façon à
contraindre les estimateurs à avoir beaucoup de composantes nulles, ce qui per-
met de mieux appréhender le rôle de chaque variable explicative. Plusieurs choix
de pénalités assurent que les estimateurs seront parcimonieux, i.e. auront peu de
composantes non nulles. Nous nous concentrons ici sur les pénalités de type ℓ0, de
type Lasso (ou ℓ1) et de type Group Lasso (ou ℓ1/ℓ2), que nous allons maintenant
décrire.
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Pénalisation ℓ0

Les premières méthodes de sélection de variables ou de sélection de modèles
utilisant les critères pénalisés ont été introduites par Mallows (1973) (voir aussi
Akaike (1973; 1974) pour le AIC, Schwarz (1978a) pour le BIC). Ces critères uti-
lisent des pénalités proportionnelles à la complexité du modèle, définie comme la
pseudo-norme ℓ0 du paramètre. Plus précisément, pour tout β ∈ R

d la pseudo-
norme ℓ0 de β est définie par

‖β‖0 = Card
{

j ∈ {1, . . . , d}, β j 6= 0
}

.

L’estimateur obtenu en minimisant la log vraisemblance négative pénalisée par la
pseudo-norme ℓ0 est

β̂ℓ0 ∈ arg min
β

{γn(β) + λ‖β‖0}. (1.5)

En pénalisant par le nombre de composantes non nulles de β, ce critère contraint
l’estimateur β̂ℓ0 à être parcimonieux. En d’autres termes, β̂ℓ0 est un vecteur avec
plusieurs coordonnées nulles (β̂ℓ0 j = 0). Cela conduit à une sélection de variables,
car seules les variables dont la coordonnée associée est non nulle (β̂ℓ0 j 6= 0) sont
considérées comme pertinentes. La constante de pénalisation λ > 0 permet de
gérer le compromis entre la qualité d’ajustement du modèle et la parcimonie.
Le problème d’optimisation (1.5) est non convexe (donc algorithmiquement in-
calculable en un temps polynomial). Ce problème de non convexité peut être ré-
solu en faisant par exemple une recherche exhaustive sur la famille de modèles

M =
{

m, m ⊂ {1, . . . , d}
}

. Plus précisément, soit m ∈ M, notons Sm le sous-espace

vectoriel engendré par la famille de vecteurs {zj, j ∈ m}, où zj = (z1j, . . . , znj)
T est

la variable explicative associée à β0j. Pour chaque m ∈ M on calcule β̂m défini par

β̂m = arg min
β∈Sm

γn(β).

On choisit alors m̂ tel que

m̂ = arg min
m∈M

{
γn(β̂m) + λ‖β̂m‖0

}
.

La recherche exhaustive se fait sur 2d modèles ce qui, au vu des performances
informatiques actuelles, est hors de porté lorsque d dépasse quelques dizaines.
De plus, comme mentionné plus haut, l’estimateur β̂m est inapproprié quand la
dimension de Sm est grande.

En pratique, on considère souvent une famille restreinte M̃ ⊂ M de modèles
(par exemple les modèles emboîtés) et on cherche le modèle m̃ défini par

m̃ = arg min
m∈M̃

{
γn(β̂m) + λ‖β̂m‖0

}
. (1.6)

Pour λ = 1/n et λ = log(n)/2n, le critère (1.6) correspond respectivement aux
critères AIC et BIC. En régression linéaire par exemple, ces critères présentent de
bonnes performances théoriques, sous certaines conditions sur la famille de mo-
dèles M̃. Nous reviendrons sur la pénalisation ℓ0 (sélection de modèles) à la Sec-
tion 1.5. Cependant, notons que le modèle m̃ n’est pas forcément une solution
globale du problème (1.5).
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Une autre façon de surmonter ce problème de non convexité consiste à utiliser
d’autres pénalités, similaires à la pénalité ℓ0 i.e. assurant des solutions parcimo-
nieuses, et convexes, pour être résolvable en un temps raisonnable. On parle alors
de convexification du problème à résoudre. C’est l’approche qui prévaut dans la
pénalisation ℓ1 et ℓ1/ℓ2.

Pénalisation ℓ1

L’estimateur basé sur la minimisation de la log vraisemblance négative péna-
lisée par la norme ℓ1 du paramètre, connu sous le nom de Lasso (Least Absolute
Shrinkage and Selection Operator, (Tibshirani (1996))), ou basis pursuit (Chen et al.
(1998)), est défini par

β̂L(λ) ∈ arg min
β

{
γn(β) + λ

d

∑
j=1

|β j|
}

, (1.7)

où λ est appelé paramètre de régularisation. Il doit être choisi de façon à assurer
l’équilibre entre la qualité d’ajustement du modèle et la parcimonie (plus de détails
sur le choix de λ à la Section 1.3.1).

La méthode Lasso présente trois principaux avantages qui justifient l’intérêt
qui lui est accordé ces dernières années. Elle permet de sélectionner automatique-
ment les variables, car pour les grandes valeurs de λ, certaines composantes de
β0 sont estimées égales à zéro. Elle est applicable en grande dimension, y compris
quand d ≫ n. De plus, le problème d’optimisation (1.7) est convexe, donc relati-
vement facile à résoudre. Même si en général il n’existe pas de forme analytique
de la solution, des algorithmes existent pour résoudre ce problème, par exemple,
l’algorithme coordinate descent introduit par Friedman et al. (2010) ou l’algorithme
predictor-corrector introduit par Park et Hastie (2007).

Bien que l’estimateur Lasso permette d’avoir des modèles parcimonieux, ces
performances reposent sur l’hypothèse de faibles corrélations entre les variables.
En cas de forte corrélation entre plusieurs variables explicatives, l’estimateur Lasso
a tendance à choisir une seule d’entre elles. Si les variables explicatives ont une
structure connue à priori, par exemple la corrélation entre certaines variables, il
peut être avantageux d’envisager une sélection par groupes de variables. Cette
sélection par groupes peut se faire en utilisant des pénalités de type norme ℓ1/ℓ2
par exemple.

Pénalisation ℓ1/ℓ2

Nous considérons ici le cas où les variables explicatives ont une structure en
groupe qui est connue à priori, structure que l’on souhaite prendre en compte dans
la procédure d’estimation. La structure en groupe des variables est présente par
exemple en biologie, où un groupe peut être constitué des variables qui partagent
une même propriété biologique ou chimique. C’est aussi le cas des variables ca-
tégorielles (nombreuses dans les données Actu-Palu), où chacune d’entre elles est
représentée dans la matrice du design par un groupe d’indicatrices de modalités.
Plus précisément, une variable V ayant trois modalités a, b, c, est représentée par
deux indicatrices Va, Vb, (où Vi,a = 1 si l’individu i a la modalité a et 0 si non). Dans
le cas des variables catégorielles, l’estimateur Lasso sélectionne les indicatrices des
modalités et non le groupe d’indicatrices, i.e. la variable dans sa totalité. Dans de
telles situations, il est plus judicieux d’envisager de sélectionner (ou rejeter) les
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variables par groupes. Cette structure en groupes des variables peut être prise en
compte en utilisant l’estimateur Group Lasso introduit par Yuan et Lin (2006) pour
le modèle linéaire, et par Meier et al. (2008) pour le modèle logistique. Cette mé-
thode considère les groupes de variables au lieu des variables individuelles de la
façon suivante : notons (Gℓ)ℓ=1,...,g une partition de {1, . . . , d} en g groupes. Pour
tout β ∈ R

d, on note β = (β1, . . . , βd) = (β1, . . . , βg), où βℓ = (β j)j∈Gℓ
. L’estimateur

Group Lasso β̂GL est défini par

β̂GL ∈ arg min
β

{
γn(β) + r

g

∑
l=1

‖βl‖2

}
, (1.8)

où r > 0 est le paramètre de régularisation. Si chaque groupe contient exacte-
ment une variable, on retrouve l’estimateur Lasso. Il s’agit donc d’une extension
du Lasso. Le Group Lasso permet de faire la sélection de variables par groupes, i.e.
tous les coefficients d’un groupe sont généralement tous nuls ou tous non nuls.

L’estimateur Group Lasso défini en (1.8) repose sur l’hypothèse que les groupes
forment une partition de {1, . . . , d}. Les cas où les groupes ne forment pas une
partition sont traités par Jacob et al. (2009), Huang et al. (2011), Jenatton et al.
(2011) entre autres.

Il existe d’autres variantes de l’estimateur Lasso comme : elastic net, (Zou et
Hastie (2005)), fused Lasso, (Tibshirani et al. (2005)), latent Group Lasso (Jacob et al.
(2009)). Ces estimateurs diffèrent de l’estimateur Lasso par le choix de la fonction
de pénalité, à adopter selon l’objectif de l’analyse.

Choix du paramètre de régularisation λ

Les estimateurs Lasso et Group Lasso dépendent du choix du paramètre de
régularisation λ. Si λ = 0, l’estimateur Lasso et Group Lasso coïncident avec l’esti-
mateur du maximum de vraisemblance qui est inadéquat en grande dimension. Si
λ → ∞, la procédure Lasso ne sélectionne aucune variable, car toutes les coordon-
nées de β0 sont estimées à zéro. Donc λ = 0 et λ → ∞ sont inadéquats. L’estimateur
Lasso sélectionne d’autant plus de variables explicatives que λ est petit, et plus λ
est grand, plus les coordonnées de β̂L sont contraintes à être nulles. La Figure 1.3
illustre l’évolution du nombre de variables sélectionnées par le Lasso en fonction
de λ. L’objectif est de déterminer une valeur de λ qui permet de sélectionner les va-
riables pertinentes et ainsi d’améliorer les performances en prédiction du modèle.
Il existe deux méthodes classiques pour choisir λ :

— Validation croisée, qui consiste à se donner une grille de valeurs de λ :
λ1, . . . , λt. Pour chaque i ∈ {1, . . . , t} on répète les étapes suivantes.
1- Partitionner l’ensemble des individus en k groupes, V1, . . . , Vk.
2- Pour chaque j ∈ {1, . . . , k}, l’estimation des paramètres se fait sur Vc

j et
l’erreur de prédiction Ej(λi) est calculée sur Vj.

3- Ensuite on calcule une estimation de l’erreur de prédiction définie par :

eri =
1
k

k

∑
j=1

Ej(λi).

Le paramètre optimal est λiopt , où iopt = arg min1≤i≤t eri. La validation croi-
sée est recommandée lorsque l’objectif de l’analyse est la prédiction (Leng
et al. (2006), Hesterberg et al. (2008)). Mais elle est en général couteuse en
temps de calcul.
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Figure 1.3 – Exemple de chemin de régularisation

— Critère d’information, le choix de λ peut être fait en utilisant les critères
d’information de type AIC et BIC. Les critères de type AIC, BIC peuvent
être définis pour les estimateurs Lasso et Group :

AIC(λ) = γn(β̂(λ)) + 1
n d f (λ),

BIC(λ) = γn(β̂(λ)) + log n
2n d f (λ),

où d f (λ) est le degré de liberté de l’estimateur Lasso ou Group Lasso pour
λ donné. Dans ce contexte, on choisit la valeur de λ qui minimise

λopt = arg min
λ

AIC(λ) ou λopt = arg min
λ

BIC(λ),

le minimum étant choisi sur une grille de valeurs de λ donnée. Cette mé-
thode est plus rapide en temps de calcul que la validation croisée. Pour plus
de détails sur le choix de λ par critère d’information nous renvoyons le lec-
teur aux articles suivants : Zou et al. (2007), Fadili et al. (2012), Tibshirani
et al. (2012), Vaiter et al. (2012).

1.3.2 Réduction de dimension via les forêts aléatoires

Les méthodes de réduction de dimension présentées ci-dessus reposent toutes
sur l’hypothèse que les données sont générées suivant un modèle paramétrique,
le modèle de régression logistique. Cette hypothèse peut parfois être restrictive.
Utiliser directement les données pour "apprendre" le lien entre les variables expli-
catives et la variable réponse peut être bénéfique. C’est l’approche utilisée dans la
méthode des forêts aléatoires. Cette dernière permet d’extraire des informations
sur la loi qui a généré les données des données elles mêmes.
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Pour réduire la dimension des variables explicatives via les forêts aléatoires,
nous avons utilisé l’indice d’importance des variables explicatives fourni par les
forêts aléatoires. Ces indices permettent de construire une hiérarchie des variables
explicatives. Cette hiérarchie permet de sélectionner les variables en utilisant deux
techniques : la première basée sur le choix d’un seuil et la deuxième basée sur
l’utilisation des modèles emboîtés. Avant de décrire ces deux techniques, décrivons
d’abord la méthode de construction des forêts aléatoires.

Forêts aléatoires

La méthode des forêts aléatoires est une technique d’apprentissage statistique
introduite par Breiman (2001) (voir aussi Biau et al. (2008), Biau (2012) ) basée sur
l’agrégation d’arbres de classification CART (Classification And Regression Tree). Une
forêt étant construite à partir des arbres CART, nous rappelons d’abord comment
on construit un arbre CART.

CART est une méthode non paramétrique d’apprentissage qui construit un
arbre de décision aussi bien en régression qu’en classification (Breiman et al.
(1984)). Dans cette méthode, l’arbre est construit de la façon suivante : partant
de la racine (les données complètes), on choisit la variable qui produit la meilleure
coupure en deux des données. La coupure des données portant sur une variable zj

se fait en partitionnant les observations en deux groupes ({zj ≤ a}et{zj > a}) qui
prédisent le mieux la variable réponse Y. Les nœuds de l’arbre sont associés aux
éléments de la partition. La même procédure est appliquée à chaque nœud "fils".
On arrête la procédure lorsqu’il n’y a plus assez d’observations dans un nœud pour
être partitionné en deux. L’arbre final est ensuite élagué pour éviter le surappren-
tissage. Les nœuds terminaux, encore appelés feuilles, sont associés aux partitions
les plus fines de l’arbre. Ils sont utilisés comme prédictions. Dans le cas des don-
nées Actu-Palu par exemple, pour prédire le statut d’un nouveau ménage, on lui
associera la réponse (foyer à risque vs foyer non à risque) majoritairement présentée
dans le nœud terminal.

Racine
Nœud interne
Nœud terminal ou feuille

Une forêt aléatoire est construite en agrégeant les informations fournies par m
arbres de classification. Notons Ln = {(z1, Y1), . . . , (zn, Yn)}. Chaque arbre noté
rk(., θk,Ln), k = 1, . . . , m est construit en introduisant de l’aléatoire représenté
par θk, d’où le nom forêt aléatoire. L’aléatoire est dû au fait que chaque arbre est
construit sur un échantillon bootstrap Ll

n, l = 1, . . . , m, et à chaque nœud on tire
mtry < d variables de façon aléatoire et c’est dans cet ensemble de variables que
l’on cherche celle qui réalise la coupure optimale. Le choix d’un petit nombre de
variables à chaque nœud permet de réduire la complexité de l’algorithme.
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L1
n L2

n Lm
n· · · · · · · · ·

Forêt aléatoire

Pour une nouvelle variable explicative z, la prédiction par une forêt aléatoire se
fait en prenant la majorité des votes de chacun des arbres,

RF(z) =
{

1 si 1
m ∑

m
k=1 rk(z, θk,Ln) ≥ 1

2
0 si non

(1.9)

Les arbres de la forêt ne sont pas élagués, ils ont donc une grande variance et
un petit biais. L’agrégation des arbres permet d’avoir une forêt aléatoire avec une
petite variance (Breiman (2001)). Les forêts aléatoires sont utilisables en grande
dimension et permettent de prendre en compte la corrélation et les interactions
entre les variables explicatives (voir Chen et Ishwaran (2012)).

La construction d’une forêt aléatoire fait intervenir deux paramètres impor-
tants :

— Le nombre m d’arbres de la forêt. Il doit être choisi de façon à assurer la
stabilité de la forêt.

— Le nombre mtry des variables choisies à chaque nœud de l’arbre. Il est com-
pris entre 1 et d, c’est le paramètre le plus important. Une petite valeur
de mtry réduit la probabilité de choisir les variables importantes à chaque
nœud, ce qui peut dégrader les performances de la forêt aléatoire. Une
grande valeur de mtry augmente la complexité de l’algorithme. Breiman
a suggéré de prendre mtry =

√
d pour des problèmes de classification. Ce

choix a ensuite été confirmé par plusieurs travaux, voir par exemple Liaw et
Wiener (2002), Díaz-Uriarte et De Andres (2006).

Comme nous l’avons dit plus haut, la sélection de variables via les forêts aléatoires
se fait ensuite en utilisant les indices d’importance de variable.

Indice d’importance d’une variable dans les forêts aléatoires

L’indice d’importance d’une variable est construit à partir de l’échantillon "Out-
Of-Bag". Un échantillon "Out-Of-Bag" est un échantillon en dehors de l’échantillon
bootstrap. Pour une observation (zi, Yi) donnée, la prédiction Ŷi se fait en agrégeant
uniquement les valeurs prédites par les arbres qui ont été construits sans utiliser
cette observation. On réitère cette procédure sur toutes les observations. Ensuite on
calcule l’erreur de prédiction associée. Cette erreur est appelée erreur "Out-Of-Bag"
(erreur OOB ). Le principe de calcul de l’erreur de prédiction est similaire à celui de
la validation croisée, car les données à prédire n’ont pas été utilisées pour construire
les prédictions. Cette erreur est une estimation de l’erreur de généralisation de la
forêt. Elle n’utilise pas les prédictions de la forêt, mais les prédictions d’arbres
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agrégés de cette forêt. Notons que pour chaque observation ce n’est pas le même
ensemble d’arbres qui est agrégé.

L’indice d’importance d’une variable est une mesure quantitative qui renseigne
sur l’importance de la variable dans la prédiction. Pour une variable donnée, il
est défini comme la différence en moyenne de la performance de l’arbre avant et
après avoir perturbé les valeurs de cette variable. L’heuristique de cet indice est le
suivant : si une variable est importante, la perturbation de ses valeurs va conduire
à une augmentation de l’erreur de prédiction. Inversement si elle n’est pas im-
portante sa perturbation n’aura presque aucun effet sur les prédictions, donc sur
l’erreur. L’indice d’importance d’une variable zj se calcule de la façon suivante.
Soit Ll

n un échantillon bootstrap et OOBl l’échantillon Out-Of-Bag associé, i.e. l’en-
semble des observations qui ne sont pas dans Ll

n. On perturbe les valeurs de zj

dans OOBl , cela conduit à un échantillon perturbé ÕOB
j
l . Ensuite on calcule les

erreurs errOOBl et errÕOB
j
l sur les échantillons OOBl et ÕOB

j
l respectivement. On

fait de même sur tous les échantillons bootstrap.

L1
n OOB1 ÕOB1

errÕOB
j
1 − errOOB1

· · · · · ·
· · · · · ·
· · · · · ·

Lm
n OOBm ÕOBm

errÕOB
j
m − errOOBm

L’indice d’importance de la variable zj s’exprime donc de la façon suivante

imp(zj) =
1
m

m

∑
l=1

(
erÕOB

j
l − erOOBl

)
.

Les indices d’importance des variables explicatives fournissent une structure
hiérarchique des variables, structure qui sera utilisée pour sélectionner les va-
riables. Comme nous l’avons dit plus haut nous avons utilisé deux techniques de
sélection de variables, toutes les deux basées sur la hiérarchie des variables expli-
catives.

Méthode à seuil

La méthode à seuil est basée sur la définition d’un seuil à partir duquel une
variable sera considérée comme pertinente. On sélectionne les variables dont l’in-
dice d’importance est supérieur au seuil. Nous avons utilisé le seuil proposé par
Strobl et al. (2009) : prendre la valeur absolue du plus petit indice d’importance (car
il y a des indices d’importance négatifs). L’idée sous-jacente est que les variables
qui ont un indice inférieur à ce seuil peuvent être considérées comme ayant une
importance qui fluctue autour de la valeur zéro. Cette méthode, dans la suite, sera
appelée RFtreshold.
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Méthode basée sur les modèles emboîtés

On construit d modèles (forêts aléatoires) emboîtés : le premier modèle avec la
variable la plus importante, le deuxième avec les deux variables les plus impor-
tantes, ainsi de suite jusqu’au modèle avec toutes les variables. Pour chacun de
ces modèles on calcule l’erreur OOB. On prend comme modèle optimal celui qui
a la plus petite erreur OOB. Cette méthode de sélection dans la suite sera appelée
RFnested.

1.4 Inégalités oracles et pondération pour les estimateurs

Lasso et Group Lasso

Cette section est consacrée à la présentation des inégalités oracles pour les es-
timateurs Lasso et Group Lasso pondérés. Dans un soucis de clarté, nous faisons
cette présentation dans le cas plus simple du modèle de régression additif. Suppo-
sons que l’on observe des couples (z1, Y1), . . . , (zn, Yn) ∈ R

d × R tels que pour tout
i = 1, . . . , n,

Yi = f0(zi) + Wi, (1.10)

où f0 : R
d → R est une fonction inconnue, à estimer. Dans le cas particulier du

modèle de régression linéaire, i.e où f0(z) = zT β0, estimer f0 revient à estimer
le paramètre β0 ∈ R

d. Les variables aléatoires W1, . . . , Wn sont indépendantes et
identiquement distribuées (i.i.d) et z1, . . . , zn sont déterministes.

Notations et définitions

Soit un dictionnaire D = {φ1, . . . , φp} de fonctions φj : R
d → R, pour tout j =

1, . . . , p (des exemples de choix de dictionnaire sont donnés à la Section 1.6.2). Pour
tout β = (β1, . . . , βp)T ∈ R

p, on note fβ(z) = ∑
p
j=1 β jφj(z). Pour tout J ⊂ {1, . . . , p},

on note |J| le cardinal de J. Pour tout f : R
d → R, notons

‖ f ‖2
n =

1
n

n

∑
i=1

f (zi)
2.

1.4.1 Estimateur Lasso pondéré

En régression additive, on utilise généralement le critère des moindres carrés
défini pour tout t : R

d → R par

MCn(t) =
1
n

n

∑
i=1

(Yi − t(zi))
2. (1.11)

Dans ce contexte, l’estimateur Lasso pondéré est défini par

β̂L = arg min
β∈Rd

{
MCn( fβ) + λ

p

∑
j=1

ωj|β j|
}

. (1.12)

Comme à la Section 1.3.1, le paramètre de régularisation λ est à choisir de fa-
çon à assurer le meilleur compromis entre la qualité d’ajustement mesurée par
MCn( fβ) et la parcimonie mesurée par ∑

p
j=1 ωj|β j|. Pour de grandes valeurs des

poids wj > 0, j ∈ {1, . . . , p}, les coefficients associés β̂L,j sont estimés égaux à 0
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et les autres sont rétrécis vers 0. Si l’on connaissait à l’avance les coefficients non
significatifs, il suffirait de leur affecter un poids important. L’idée d’utiliser une
pénalité pondérée a été proposée par exemple par Zou (2006). Dans cet article l’au-
teur utilise comme poids ωj = 1/|β̂MLE,j| où β̂MLE est l’estimateur du maximum
de vraisemblance. Notons que dans le cas gaussien, l’estimateur du maximum de
vraisemblance coïncide avec l’estimateur des moindres carrés. Cette procédure est
connue sous le nom de adaptive Lasso. Zou (2006) a par ailleurs montré par des
études de simulation que l’adaptive Lasso a de bonnes propriétés en sélection de
variables comparé à l’estimateur Lasso non pondéré. Le principal inconvénient de
l’adaptive Lasso est qu’il n’est applicable qu’en petite dimension. En effet, les poids
sont estimés à l’aide de l’estimateur du maximum de vraisemblance, qui est un
mauvais estimateur en grande dimension (quand il est défini). Un autre choix de
poids applicable en grande dimension est donné par ωj = 2‖φj‖n (voir Bickel et al.
(2009)). Ces poids sont utilisés pour faciliter l’obtention des inégalités oracles. Le
cas particulier où ωj = 1 pour tout j = {1, . . . , p} correspond à l’estimateur Lasso
défini par Tibshirani (1996).

Les propriétés théoriques permettant d’évaluer les performances de l’estima-
teur Lasso dans le modèle de régression additif ou linéaire sont maintenant bien
connues. Le type de résultat recherché diffère selon l’objectif et le type de modèle.
Dans le modèle de régression linéaire ( f0(z) = zT β0), ces propriétés sont de trois
types. Il s’agit à la fois des résultats de convergence et des résultats non asympto-
tiques.

— Prédiction : l’objectif est de prédire la variable Y i.e. produire une meilleure
approximation de Xβ0, où X est la matrice du design, X = (zi,j)1≤i≤n,1≤j≤d.
On s’intéresse donc aux propriétés de convergence vers 0 de l’erreur de
prédiction ‖Xβ̂L − Xβ0‖2.

— Estimation : l’objectif est de produire une estimation de β0. On s’intéresse
donc aux propriétés de convergence vers 0 de l’erreur d’estimation ‖β̂L −
β0‖2.

— Sélection : l’objectif est d’identifier les indices j qui appartiennent au sup-
port de β0 (supp(β) = {j, β j 6= 0}). Il s’agit de montrer que P(supp(β̂L) =
supp(β0)) est proche de 1.

Les résultats en sélection et estimation ont été établis entre autres par Zhao et Yu
(2006), Wainwright (2009), Bunea (2008a), Knight et Fu (2000), Meinshausen et
Bühlmann (2006), Osborne et al. (2000), Zhang et Huang (2008), Meinshausen et
Yu (2009) ; pour des résultats en prédiction voir par exemple Bickel et al. (2009),
Bunea et al. (2006; 2007b;a), Massart et Meynet (2011). Dans cette thèse, nous nous
intéressons aux résultats non asymptotiques.

Dans le modèle de régression additif, i.e. où f0 n’est pas forcément linéaire, les
performances de l’estimateur Lasso sont décrites en prédiction et généralement à
travers des inégalités oracles non asymptotiques.

1.4.2 Inégalité oracle non asymptotique

En régression additive, une des exigences lorsque l’on construit un estimateur
f β̂ de f0 est que le risque soit le plus proche possible de 0, i.e que ‖ f β̂ − f0‖2

n soit

proche de 0 avec grande probabilité ou que E

[
‖ f β̂ − f0‖2

n

]
soit proche de 0. Si

on ne suppose pas que f0 s’écrit comme combinaison linéaire des éléments du
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dictionnaire de fonctions, les propriétés de f β̂ sont décrites par une inégalité qui a
la forme suivante :

‖ f β̂ − f0‖2
n ≤ C inf

β∈Rp

{
‖ fβ − f0‖2

n + ∆n(β)
}

. (1.13)

L’inégalité (1.13) est vérifiée en espérance ou avec grande probabilité. Le premier
terme ‖ fβ − f0‖2

n correspond à l’erreur d’approximation ou terme de biais. L’idée
implicite étant que le dictionnaire présente une bonne qualité d’approximation de
f0. Le terme ∆n(β) est le terme de variance, qui décroît vers 0 avec n. Cette inégalité
signifie que le risque de l’estimateur f β̂ est, à une constance multiplicative C près,
du même ordre que le risque de la fonction qui réalise le meilleur compromis
entre le terme de biais et celui de variance. La fonction qui réalise ce compromis
est généralement appelée fonction oracle, ainsi l’inégalité (1.13) est une inégalité
oracle. Elle est dite non asymptotique car est valable pour tout n. Le terme de
variance est généralement utilisé pour décrire la vitesse de l’inégalité oracle. Quand
il est de l’ordre de

√
log (p)/n, on parle de vitesse lente, et quand il est de l’ordre

de log (p)/n, on parle de vitesse rapide. La quantité C ≥ 1 est déterministe, pour
C = 1 on parle d’inégalité oracle exacte. Dans le cas du modèle de régression
additif, l’estimateur Lasso satisfait une inégalité oracle de la forme suivante (voir
Bickel et al. (2009)) :

‖ f β̂Lasso
− f0‖2

n ≤ C inf
β∈Rp

{
‖ fβ − f0‖2

n + A
log p

n
‖β‖0

}
. (1.14)

L’inégalité (1.14) signifie que le risque de l’estimateur f β̂Lasso
est, à une constante

multiplicative près, du même ordre que le risque de la fonction qui réalise le
meilleur compromis entre le biais et la parcimonie 1, mesurée par la norme ℓ0 du
paramètre. Cette fonction est appelée oracle ℓ0. Lorsque l’oracle à des propriétés
statistiques intéressantes, l’inégalité oracle permet de garantir les mêmes proprié-
tés pour l’estimateur.

Hypothèse RE pour l’estimateur Lasso

Les inégalités oracles à vitesse rapide pour l’estimateur Lasso défini en (1.12)
sont généralement obtenues en faisant une hypothèse sur la matrice de Gram Φn

définie par
Φn = XTX/n, où X =

(
φj(zi)

)
1≤i≤n, 1≤j≤p .

Soit ∆ ∈ R
p et K ⊂ {1, . . . , p} on note ∆K un vecteur de R

p qui a les mêmes co-
ordonnées que ∆ pour les indices j ∈ K et les coordonnées nulles ailleurs. Nous
définissons l’hypothèse dite de valeur propre restreinte (restricted eigenvalue condi-
tion) :

Soit s un entier tel que 1 ≤ s ≤ p et a0 une constante positive (RE1)

nous supposons que

µ(s, a0) := min
K⊆{1,...p}:|K|≤s

min
∆ 6=0:‖∆Kc‖1≤a0‖∆K‖1

‖X∆‖2√
n‖∆K‖2

> 0,

1. Le terme de variance ici étant proportionnel à la norme ℓ0 de β
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Pour bien comprendre cette hypothèse, rappelons que l’estimateur des moindres
carrées existe si la matrice de Gram est définie positive i.e.

min
∆∈Rp,∆ 6=0

(∆TΦn∆)1/2

‖∆‖2
= min

∆∈Rp,∆ 6=0

‖X∆‖2√
n‖∆‖2

> 0. (1.15)

En d’autres termes, la plus petite valeur propre de la matrice de Gram est stricte-
ment positive. Cependant, en grande dimension (p ≫ n) la matrice de Gram est
dégénérée, donc l’hypothèse (1.15) n’est jamais vérifiée. C’est pourquoi on prend le
minimum de (1.15) dans un ensemble restreint à {K ⊆ {1, . . . , p} : |K| ≤ s, ∆ 6= 0 :
‖∆Kc‖1 ≤ a0‖∆K‖1}, d’où le nom de valeur propre restreinte (restricted eigenvalue
condition). Cette hypothèse a été introduite dans Bickel et al. (2009) pour établir les
inégalités oracles pour l’estimateur Lasso dans le modèle régression additif (avec
les poids ωj = 2‖φj‖n). Dans cet article les auteurs décrivent des conditions simples
pour que cette hypothèse soit vérifiée. Elle est connue comme l’une des hypothèses
les moins restrictives utilisée pour obtenir les inégalités oracles à vitesse rapide. Par
exemple les hypothèses utilisées dans Bunea et al. (2006; 2007b;a) pour établir les
inégalités oracles pour l’estimateur Lasso dans le modèle de régression additif sont
plus restrictives que l’hypothèse des valeurs propres restreintes. Pour une compa-
raison exhaustive des hypothèses sur la matrice de Gram utilisées pour établir les
inégalités oracles en régression additive, nous renvoyons le lecteur à l’article de
van de Geer et Bühlmann (2009).

1.4.3 Group Lasso pondéré

Considérons maintenant le cas où les variables ont une structure de groupes
connue. Soit (Gℓ)ℓ=1,...,g une partition de {1, . . . , p}. Pour tout β = (β1, . . . , βp), on
note βℓ = (β j)j∈Gℓ

. L’estimateur Group Lasso pour le modèle (1.10) est défini par :

f β̂GL
:= argmin

β∈Rd

{
MCn( fβ) + λ

g

∑
ℓ=1

ωℓ‖βℓ‖2

}
, (1.16)

où ωℓ , ℓ ∈ {1, . . . , g} sont des poids, et λ > 0 est le paramètre de régularisation qui
cherche le bon compromis entre la qualité d’ajustement du modèle, mesurée par
MCn( fβ), et la parcimonie, mesurée par ∑

g
ℓ=1 ωℓ‖βℓ‖2. Yuan et Lin (2006) ont pro-

posé de prendre des poids qui dépendent de la taille des groupes, plus précisément
ωℓ =

√
|Gℓ|.

Les propriétés théoriques de l’estimateur Group Lasso ont beaucoup été étu-
diées pour le modèle de régression linéaire ou de régression additif. Citons par
exemple les propriétés en sélection ou en estimation établis par Obozinski et al.
(2010), Kolar et al. (2011), Huang et al. (2010), Lounici et al. (2009; 2011), Chesneau
et Hebiri (2008), Nardi et Rinaldo (2008) pour le modèle linéaire ; et par Raviku-
mar et al. (2009), Meier et al. (2009), Huang et Zhang (2010) pour le modèle de
régression additif.

Hypothèse RE pour l’estimateur Group Lasso

Comme avec l’estimateur Lasso, pour établir des inégalités oracles à vitesse
rapide, il faut faire une hypothèse sur la matrice de Gram. Pour tout ∆ ∈ R

p,
notons

‖∆‖2
2,1 =

g

∑
ℓ=1

‖∆ℓ‖2.
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Nous considérons une hypothèse analogue à l’hypothèse RE pour l’estimateur
Lasso :

Soit s un entier tel que 1 ≤ s ≤ g et a0 une constante positive (RE2)

nous supposons que

µ1(s, a0) := min
K⊆{1,...p}:|K|≤s

min
∆ 6=0:‖∆Kc‖2,1≤a0‖∆K‖2,1

‖X∆‖2√
n‖∆K‖2

> 0.

Cette hypothèse a été utilisée par Lounici et al. (2011) pour établir des inégalités
oracles pour l’estimateur Group Lasso dans le modèle de régression linéaire gaus-
sien. Ils ont aussi montré que le Group Lasso améliore le Lasso lorsque les groupes
sont bien choisis. En effet, ils ont montré un gain théorique du Group Lasso par
rapport au Lasso en terme de vitesse. Ce gain est démontré dans le modèle de ré-
gression linéaire gaussien. Plus précisément, ils ont obtenu une vitesse de l’ordre
de log(g)/n, alors que la vitesse obtenue avec l’estimateur Lasso est de l’ordre de
log(p)/n. Si il y a donc peu de groupes (g < p), la vitesse de l’estimateur Group
Lasso est meilleure que celle de l’estimateur Lasso.

1.5 Sélection de modèles

Nous rappelons dans cette section le principe de la sélection de modèles dans
le cas particulier du modèle de régression additif défini en (1.10). La qualité d’un
prédicteur t est mesurée par la perte relative

l( f0, t) = E[MCn(t)]− E[MCn( f0)] =
1
n

n

∑
i=1

( f0(zi)− t(zi))
2 := ‖ f0 − t‖2

n. (1.17)

où MCn est le critère des moindres carrés défini en (1.11). La fonction f0 dans le
modèle (1.10) étant inconnue, on veut construire un estimateur f̂ à partir des don-
nées qui soit le plus proche possible de f0 au sens où son risque E[‖ f0 − f̂ ‖2

n] est le
plus petit possible. Une méthode raisonnable pour estimer f0 consiste à minimiser
le critère MCn sur un modèle S i.e

f̂S = arg min
t∈S

{MCn(t)}.

Le risque de l’estimateur f̂S s’écrit :

E(‖ f0 − f̂S‖2
n) = inf

t∈S
‖ f0 − t‖2

n +
σ2

n
dim (S), où σ2 = E(W2

i ). (1.18)

Le premier terme, appelé terme de biais, représente l’erreur d’approximation du
modèle S. Le deuxième terme, appelé terme de variance, représente l’erreur d’es-
timation dans le modèle S. Le terme de biais et celui de variance varient en sens
inverse. C’est-à-dire que le terme de biais diminue quand la dimension de S aug-
mente, tandis que le terme de variance augmente avec la dimension de S. Pour
obtenir un bon estimateur de f0, il faut déterminer un modèle S qui réalise un bon
compromis entre le biais et la variance. Ce dernier point est l’objectif de la sélec-
tion de modèles. Nous présentons ici l’approche non asymptotique de sélection de
modèles par pénalisation développée par Birgé et Massart (Birgé et Massart (2001;
2007)).
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On se donne une collection de modèles (Sm)m∈M. Soit ( f̂m)m∈M la collection des
estimateurs des moindres carrés associée à cette collection de modèles. Le modèle
idéal m∗ est celui dont l’estimateur associé f̂m∗ minimise le risque :

m∗ = arg min
m∈M

E(‖ f0 − f̂m‖2
n).

Comme le risque de m∗ dépend de la vraie fonction inconnue f0, ce risque n’est
pas accessible. Par conséquent f̂m∗ ne peut pas être considéré comme un estima-
teur de f0. Le but de la sélection de modèles est de sélectionner un modèle m̂ à
partir des données tel que le risque de l’estimateur associé f̂m soit le plus proche
possible du risque de l’estimateur idéal : E(‖ f0 − f̂m∗‖2

n). L’estimateur idéal est éga-
lement appelé oracle. D’après l’expression (1.18) du risque, m̂ doit pour cela faire
un bon compromis entre le biais et la variance. L’idée consiste donc à sélectionner
un modèle qui minimise un critère des moindres carrés pénalisés, i.e. à considérer

m̂ = arg min
m∈M

{
MCn( f̂m) + pen(m)

}
, (1.19)

où pen(m) est un terme qui pénalise les gros modèles (au sens de l’inclusion). L’es-
timateur f̂m̂ associé au modèle m̂ ainsi choisi est appelé l’estimateur des moindres
carrés pénalisés. La construction de f̂m̂ passe par la détermination de la pénalité
pen(m) qui assure que le risque de f̂m̂ soit proche de celui de l’oracle. Dans l’ap-
proche non asymptotique, on va chercher à montrer que pour tout n, l’estimateur
des moindres carrés pénalisés vérifie :

E(‖ f0 − f̂m̂‖2
n) ≤ C inf

m∈M
E(‖ f0 − f̂m‖2

n) + ∆n (1.20)

= C inf
m∈M

{
inf

t∈Sm
‖ f0 − t‖2

n +
σ2

n
dim (Sm)

}
+ ∆n,

où C ≥ 1 est une constante idéalement proche de 1 et ∆n est un terme résiduel
qui tend vers 0 quand n tend vers l’infini. Une telle inégalité est appelée inégalité
oracle non asymptotique. Elle montre que l’estimateur f̂m̂ a un risque aussi petit,
à une constante multiplicative près, et à terme de reste près, que le meilleur des
risques possible dans une collection d’estimateurs.

Le premier critère pénalisé de type (1.19) est dû à Mallows (1973). Il est fondé
sur l’heuristique qui suit. Soit fm = arg mint∈Sm‖ f0 − t‖2

n et Dm = dim (Sm). D’après
(1.18) et le théorème de Pythagore

m∗ = arg min
mM

{
− ‖ fm‖2

n +
σ2

n
Dm

}
. (1.21)

L’heuristique de Mallows consiste à remplaçer ‖ fm‖2
n dans (1.21) par un estima-

teur sans biais. Comme ‖ f̂m‖2
n − σ2

n Dm est un estimateur sans biais de ‖ fm‖2
n, car

E(‖ f̂m‖2
n) = ‖ fm‖2

n +
σ2

n Dm, en remplaçant donc ‖ fm‖2
n dans (1.21) par cet estima-

teur sans biais on obtient un nouveau critère

−‖ f̂m‖2
n + 2

σ2

n
Dm = − 1

n

n

∑
i=1

Y2
i + MCn( f̂m) + 2

σ2

n
Dm.

Comme (∑n
i=1 Y2

i )/n ne dépend pas de m, on en déduit le critère Cp de Mallows :

Cp(m) = MCn( f̂m) + 2
σ2

n
Dm.
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Ce critère est un critère pénalisé de type (1.19) avec pen(m) = 2 σ2

n Dm. Lorsque la
variance σ2 est inconnue, on peut la remplacer par un estimateur.

Le critère Cp de Mallows ne donne de bons résultats que si le nombre de mo-
dèles de dimension donnée n’est pas trop grand (Birgé et Massart (2007)). Lorsque
le nombre de modèles de dimension donnée est grand, il faut étudier les déviations
de ‖ f̂m‖2

n − ‖ fm‖2
n autour de son espérance ( σ2

n Dm), et choisir une pénalité qui les
compense. L’étude de ces déviations se fait en utilisant les inégalités de concen-
tration. C’est par exemple cette approche que Birgé et Massart (2007) ont utilisé
pour établir une inégalité oracle dans le cas où les bruits Wi sont gaussiens. Ils ont
obtenu une pénalité de la forme

pen(m) = µ
σ2

n

(
Dm + a

√
DmLm + bLm

)
,

où µ > 1, a > 2 et b>2 sont trois constantes, et où (Lm)m∈M est une famille de
poids vérifiant :

∑
m∈M

e−Lm ≤ ∞. (1.22)

Ils ont établi une inégalité oracle non asymptotique et validé le critère de Cp de
Mallows lorsque le nombre de modèles à dimension fixée n’est pas trop grand i.e.
lorsque Card{m ∈ M; Dm = D} ≤ ξDr, avec ξ > 0 et r ∈ N. Plus précisément, en
choisissant les poids Lm = LDm, l’inégalité (1.22) est vérifiée pour tout L > 0, et
donc la pénalité pen(m) = µ′ σ2

n Dm avec µ′ > 1 convient. En particulier pour µ′ = 2
le Cp de Mallows est validé. C’est-à-dire que l’estimateur des moindres carrés pé-
nalisés (1.19), avec pen(m) = 2 σ2

n Dm (qui correspond au Cp de Mallows), vérifie
une inégalité oracle non asymptotique. Un résultat similaire à été établi dans un
cadre non gaussien par Baraud (2000) en supposant que les bruits Wi ont des mo-
ments d’ordre k>2r+6. Notons que ces résultats ne nécessitent pas d’hypothèse sur
la matrice de Gram comme avec le Lasso ou Group Lasso. En général les pénalités
sont connues à une constante multiplicative près. Comme avec le Lasso la constante
est très importante. Elle peut être calibrée en utilisant l’heuristique de pente intro-
duite par Birgé et Massart (2007) (voir Section 4.5.2 pour une présentation de cette
heuristique).

La sélection de modèles a été étudiée dans plusieurs contextes. Citons par
exemple Baraud (2000), Birgé et Massart (2001), Yang (1999) pour le modèle li-
néaire ; Birgé (2014a), Castellan (2003b) pour l’estimation de densité ; et Lebarbier
(2005), Durot et al. (2009), Braun et al. (2000) pour la segmentation. À notre connais-
sance il n’existe pas de résultats sur la sélection de modèles en régression logistique.

Notons que dans le modèle de régression additif, le critère des moindres carrés
utilisé facilite l’obtention des inégalités oracles. En effet, il existe une relation simple
entre les moindres carrés et la norme ‖.‖n. Cette relation rend facile le contrôle
de la déviance et l’obtention des inégalités oracles. Dans le modèle de régression
logistique, le critère utilisé est le maximum de vraisemblance. Ce critère induit une
fonction de perte qui se connecte à la divergence de Kullback plutôt qu’à la norme
‖.‖n.

1.6 Présentation générale de nos résultats

L’analyse des données Actu Palu, données qui ont motivé nos travaux, a donné
lieu au chapitre 2. Ce chapitre présente quelques stratégies de sélection de variables
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dans des grandes enquêtes socio-épidémiologiques, avec une application à l’étude
des épisodes fébriles chez les enfants de deux à dix ans dans les données Actu-
Palu. Ce chapitre fait l’objet d’un article, Kwemou et al. (2014), soumis dans une
revue internationale à comité de lecture.

Motivés par l’étude des données Actu-Palu, au Chapitre 3, nous avons étudié
les propriétés théoriques des estimateurs Lasso et Group Lasso en régression logis-
tique. L’étude de leurs propriétés se fait par la construction d’inégalités oracles non
asymptotiques. Ce chapitre fait l’objet d’un article, Kwemou (2012), soumis dans
une revue internationale à comité de lecture.

Dans le Chapitre 4, nous avons transposé les techniques de sélection de modèles
introduites par Birgé et Massart (2001) au cas de la régression logistique. Nous
avons établi des inégalités oracles non asymptotiques pour les estimateurs qui en
découlent. Ce chapitre fait l’objet d’un article rédigé en collaboration avec Marie-
Luce Taupin et Anne Sophie-Tocquet.

1.6.1 Chapitre 2 Stratégies de sélection de variables pour la prédiction des

foyers à risque d’avoir un enfant atteint de fièvre à Dakar

L’un des objectifs de l’analyse des données Actu Palu est de sélectionner les
variables pertinentes pour prédire les foyers à risque d’avoir un épisode fébrile
dans Dakar. Comme mentionné plus haut les données Actu-Palu ont un nombre
important de variables explicatives, ce qui rend le modèle de régression logistique
inefficace. Ce grand nombre de variables a motivé le choix d’une procédure en
deux étapes :

— Réduire le nombre de variables explicatives à l’aide des méthodes Lasso,
Group Lasso et forêts aléatoires (RF).

— Ensuite, utiliser la régression logistique qui prend en compte les variables
sélectionnées à l’étape précédente.

Présentation des données Actu-Palu

Les données Actu-Palu sont issues d’une enquête par questionnaires auprès de
379 ménages de Pikine, dans la banlieue de Dakar (ANR 07 − SEST − 001).
La variable d’intérêt est binaire et code les foyers à risque : foyers à risque vs foyers
non à risque.
Les variables explicatives sont issues des questionnaires qui ont été passés dans les
foyers, qui explorent de nombreux aspects de la vie quotidienne tels que le mode
de vie, l’économie, l’organisation du ménage, le lieu de vie, les caractéristiques du
chef de ménage (le parent qui s’occupe des questions de santé dans le ménage), le
mode d’accès aux soins, la connaissance de la maladie etc. Après un pré-traitement
de la base de données, les analyses ont été effectuées sur 71 variables explicatives
en majorité catégorielles.

Approches considérées pour l’analyse des données

Pour réduire le nombre de variables explicatives dans ce type de grandes bases
de données, deux approches sont classiquement utilisées. La première consiste à
faire des tests de corrélation entre chacune des variables explicatives et la variable
réponse. On sélectionne alors les variables qui sont statistiquement liées à la va-
riable réponse (voir Dudoit et al. (2002)). Mais cette technique de sélection ne per-
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met pas de prendre en compte la possible interaction entre les variables explica-
tives. Une autre approche consiste à utiliser les méthodes de compression ou de
transformation des variables explicatives. Elle se fait par exemple en utilisant les
méthodes factorielles pour construire et sélectionner des axes informatifs ou "su-
per variable" (voir Nguyen et Rocke (2002)). Elles permettent de réduire la dimen-
sion des variables explicatives. Cependant, les axes sélectionnés sont des combinai-
sons linéaires des variables explicatives. Ils font donc intervenir toutes les variables
même les moins importantes. De plus il est en général difficile de donner un sens
biologique ou socio-épidémiologique aux axes sélectionnés.

Nous avons proposé de réduire le nombre de variables explicatives en utili-
sant les méthodes Lasso, Group Lasso et forêts aléatoires (voir Section 1.3). Ces
méthodes ont l’avantage de sélectionner les variables explicatives en gardant leurs
structures initiales, ce qui rend facile l’interprétation des résultats. Elles permettent
aussi de prendre en compte les interactions entre les variables explicatives. Elles ont
été utilisées avec succès dans de nombreuses études génomiques, (voir Wu et al.
(2009a), Li et al. (2011), Legarra et al. (2011), Garcia-Magariños et al. (2010), pour
le Lasso et Group Lasso ; et Goldstein et al. (2010; 2011), Meng et al. (2009), Bureau
et al. (2005), Dìaz-Uriarte et De Andres (2006) pour les forêts aléatoires) qui ont la
particularité d’avoir beaucoup de variables explicatives, comme dans les données
Actu-Palu. Les données Actu-Palu, à la différence des données génomiques, font
intervenir des variables de différente nature : un mélange de variables quantitatives
et catégorielles, certaines présentant un grand nombre de modalités éventuellement
peu représentées dans la population.

Pour chaque sous-ensemble de variables sélectionné, nous avons mis en oeuvre
un modèle de régression logistique. Les résultats sont alors comparés à partir des
erreurs de prédiction. Le sous-ensemble de variables sélectionné par la méthode
optimale a par la suite servi à prédire les foyers à risque dans un modèle de régres-
sion logistique.

Résultats

Les données comportent 23,6% de foyers à risque contre 76,84% de foyers non
à risque. La premier constat (sans surprise) est que la réduction du nombre de va-
riables explicatives a amélioré les performances en terme de prédiction du modèle
de régression logistique. En effet, le modèle de régression logistique utilisant toutes
les variables a une erreur de prédiction supérieure à celles de tous les modèles de
régression logistique qui utilisent les sous-ensembles de variables sélectionnés (voir
Table 1.1). Le Group Lasso est la méthode optimale car le modèle logistique utili-
sant le sous-ensemble de variables qu’il a sélectionné a la plus petite erreur de
prédiction. Le modèle de régression logistique sur ce sous-ensemble de variables
sélectionné permet de faire les constats suivants : certaines variables augmentent la
probabilité qu’un foyer soit à risque (nombre d’enfants de 2 à 10 ans, ménage utilisant
les réseaux d’approvisionnement en médicaments moins chers) et les autres la diminuent
(ménages qui dépensent plus pour les soins de santé, Age du chef de ménage, ménage ache-
tant les médicaments sur le marché). Toutes choses égales par ailleurs, la probabilité
qu’un foyer soit à risque est plus élevée chez les ménages qui ont beaucoup d’en-
fants. La probabilité qu’un foyer soit à risque est plus élevée chez les ménages qui
utilisent les réseaux d’approvisionnement en médicaments moins chers. La proba-
bilité qu’un foyer soit à risque est moins élevée chez les ménages qui dépensent le
plus pour les soins de santé. La probabilité qu’un ménage soit à risque est moins
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élevée chez les ménages dont le chef est âgé. La probabilité qu’un foyer soit à risque
est moins élevée chez les ménages qui achètent les médicaments sur le marché.

Méthodes de réduction . Lasso Group Lasso RFtreshold RFnested
Erreur de prédiction (%) 36.11 22.22 19.44 25.39 25.39

Nbre de variables 71 3 15 9 9

Table 1.1 – Erreur de prédiction : erreur de prédiction du modèle logistique qui prend en compte les
variables sélectionnées par chaque méthode de réduction de dimension. Nbre de variables : nombre
de variables sélectionnées par les méthodes de réduction de dimension.

1.6.2 Chapitre 3 Inégalités oracles non asymptotiques pour les estimateurs

Group Lasso et Lasso en régression logistique

Modèle

Considérons maintenant une extension du modèle (1.1), définie par

P(Yi = 1|zi) =
exp( f0(zi))

1 + exp( f0(zi))
, (1.23)

où f0 : R
d → R est la fonction inconnue à estimer (Hastie (1983)). Le cas particulier

où f0 est linéaire ( f0(z) = zT β0 pour tout z ∈ R
d) correspond au modèle (1.1).

Nous nous proposons de construire une stratégie d’estimation de f0. Pour cela,
on se munit d’un dictionnaire

D = {φ1, . . . , φp} (1.24)

de fonctions φ1, . . . , φp : R
d → R. Notre objectif est d’estimer f0 par une com-

binaison linéaire parcimonieuse des fonctions du dictionnaire. Plusieurs méthodes
de choix des fonctions du dictionnaire existent. Elles dépendent de l’objectif de
l’étude. Si l’objectif est de sélectionner les variables explicatives, les fonctions du
dictionnaires peuvent être des identités (φj(zi) = zij pour tout i et j). Elles peuvent
aussi constituer une base de fonctions pouvant bien approximer f0 (base d’histo-
grammes, de splines, etc). Un autre choix consiste à prendre des estimateurs de f0
construits sur des échantillons indépendants. Ces estimateurs peuvent être issus de
méthodes d’estimation structurellement différentes ou de même nature avec des
paramètres de lissage ou de régularisation différents. Ce dernier cas est connu sous
le nom d’agrégation d’estimateurs, et est très utilisé en apprentissage statistique.
Nous supposons ici que nous sommes dans un contexte de grande dimension, i.e.
où p est grand devant n, ou est du même ordre que n. Ce paradigme s’est imposé
en statistique ces dernières années avec l’émergence du high dimensional data ou big
data, fréquent par exemple en génétique, en text mining, en imagerie, etc. Rappelons
que z1, . . . , zn sont supposées déterministes.

Dans le contexte du modèle (1.23), nous considérons γn défini par

γn(t) =
1
n

n

∑
i=1

{
log(1 + exp(t(zi))− Yit(zi)

}
. (1.25)

Ce contraste empirique est une généralisation de l’opposé de la log vraisemblance
défini en (1.3).
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Estimateur Lasso pondéré

Nous considérons une version pondérée de l’estimateur Lasso définie par :

f β̂L
:= argmin

fβ∈Γ

{
γn( fβ) + r

p

∑
j=1

ωj|β j|
}

, (1.26)

où

Γ ⊆
{

fβ(.) =
p

∑
j=1

β jφj(.), β = (β1, . . . , βp) ∈ R
p

}

et r > 0 désigne le paramètre de régularisation. Comme à la Section 1.3.1, le para-
mètre de régularisation r permet de gérer le compromis entre la qualité d’ajuste-
ment mesurée par γn( fβ) et la parcimonie mesurée par ∑

p
j=1 ωj|β j|. Les quantités

ωj, j = 1, . . . , p sont des poids (des exemples de poids sont donnés à la Section 1.4).
Nous proposons une pondération, qui découle d’une l’inégalité de concentration
de type Bernstein.

Résultats

La performance des estimateurs que nous proposons est établie via des inéga-
lités oracles non asymptotiques. Notons R( fβ) = E(γn( fβ)) la fonction de risque,
et R( fβ)− R( f0) l’excès de risque. L’excès de risque est analogue à la perte relative
dans les moindres carrés (voir Section 1.4).

Nous avons dans un premier temps établi deux inégalités oracles non asymp-
totiques et exactes.

Théorème 1.1 Soit f β̂L
l’estimateur Lasso défini en (1.26). Supposons que pour tout i = 1, . . . , n et j =

1, . . . , p, |φj(zi)| ≤ c2.

A-) Soit x > 0 et r ≥ 1. Pour tout j = {1, . . . , p}, posons

ωj =
2
n

√
1
2

n

∑
i=1

φ2
j (zi)(x + log p) +

2c2(x + log p)
3n

. (1.27)

Avec une probabilité supérieure à 1 − 2 exp(−x),

R( f β̂L
)− R( f0) ≤ inf

β∈Rp

{
R( fβ)− R( f0) + 2‖β‖1r max

1≤j≤p
ωj

}
.

B-) Soit A > 2
√

c2. Supposons ωj = 1 pour tout j = {1, . . . , p}, et

r = A

√
log p

n
.

Alors avec une probabilité supérieure à 1 − 2p1−A2/4c2 ,

R( f β̂L
)− R( f0) ≤ inf

β∈Rp

{
R( fβ)− R( f0) + 2A‖β‖1

√
log p

n

}
.

Les résultats du Théorème 1.1 portent sur la version pondérée et non pondérée
de l’estimateur Lasso. Le terme de vitesse est de l’ordre de ‖β‖1

√
log p/n pour tout

β, ce qui correspond à une vitesse lente. Ces inégalités oracles lentes sont établies
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sans aucune hypothèse sur la matrice de Gram. Elles sont à notre connaissance les
premières inégalités oracles non asymptotiques et exactes pour l’estimateur Lasso
en régression logistique, obtenues sans aucune hypothèse sur la matrice de Gram.
Ces résultats montrent que l’excès de risque de l’estimateur Lasso peut être majoré
par le meilleur compromis entre le terme de biais (erreur d’approximation) et le
terme de variance. Cela signifie que l’estimateur Lasso se comporte aussi bien que
le meilleur compromis entre le terme de biais et de variance.

Peu de résultats existent sur l’estimateur Lasso dans le modèle de régression
logistique, la plupart étant asymptotique ou faisant l’hypothèse que la fonction f0
est linéaire. Citons par exemple Zou (2006), Huang et al. (2008), Bunea (2008b),
pour les résultats en sélection ; Bach (2010) pour des résultats en estimation et en
prédiction. À notre connaissance le seul résultat qui ne fait pas l’hypothèse que f0
est linéaire est dû à van de Geer (2008). Elle a établi sous certaines hypothèses
(notamment sur la matrice de Gram) une inégalité oracle non asymptotique pour
l’estimateur Lasso dans le modèle de régression logistique.

Les résultats du Théorème 1.1 sont obtenus sans aucune hypothèse sur la ma-
trice de Gram, ils se démarquent ainsi de l’inégalité oracle établie par van de Geer
(2008). Pour obtenir les inégalités oracles à vitesse rapide, il est nécessaire de faire
une hypothèse sur la matrice de Gram.
Comme dans le modèle de régression additif, nous faisons l’hypothèse de valeur
propre restreinte :

Soit s un entier tel que 1 ≤ s ≤ p et a0 une constante positive (RE3)

nous supposons que

µ(s, a0) := min
K⊆{1,...p}:|K|≤s

min
∆ 6=0:‖∆Kc‖1≤a0‖∆K‖1

‖X∆‖2√
n‖∆K‖2

> 0,

où ∆K est un vecteur de R
p qui a les mêmes coordonnées que ∆ pour les indices

j ∈ K ⊂ {1, . . . , p} et les coordonnées nulles ailleurs. Des commentaires sur cette
hypothèse sont faites à la Section 1.4.2. Présentons maintenant notre deuxième ré-
sultat, qui porte sur les inégalités oracles non asymptotiques avec vitesse rapide
obtenues sous l’hypothèse des valeurs propres restreintes (RE3).

Théorème 1.2 Soit η > 0 et 1 ≤ s ≤ p. Supposons que (RE3) soit satisfaite avec a0 = 3 + 4/η. Sous des
hypothèses techniques nous avons les résultats suivants :

A-) Soit x > 0 et r ≥ 1. Avec probabilité supérieure 1 − 2 exp(−x),

R( f β̂L
)− R( f0) ≤ (1 + η) inf

fβ∈Γ





R( fβ)− R( f0) +

c(η)‖β‖0r2
(

max
1≤j≤p

ωj

)2

c0ǫ0µ2(s, 3 + 4/η)





,

(1.28)
et

‖ f β̂L
− f0‖2

n ≤ c′0
4c0ǫ0

(1 + η) inf
fβ∈Γ




‖ fβ − f0‖2

n +

4c(η)‖β‖0r2
(

max
1≤j≤p

ωj

)2

c′0c0ǫ2
0µ2(s, 3 + 4/η)





.

(1.29)
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B-) Soit A > 2
√

c2. Posons ωj = 1 pour tout j = {1, . . . , p}, et

r = A

√
log p

n
.

Alors avec probabilité au moins 1 − 2p1−A2/4c2 ,

R( f β̂L
)−R( f0) ≤ (1+ η) inf

fβ∈Γ

{
R( fβ)− R( f0) +

A2c(η)
c0ǫ0µ2(s, 3 + 4/η)

‖β‖0 log p
n

}
,

(1.30)
et

‖ f β̂L
− f0‖2

n ≤ c′0
4c0ǫ0

(1+ η) inf
fβ∈Γ

{
‖ fβ − f0‖2

n +
4c(η)A2

c′0c0ǫ2
0µ2(s, 3 + 4/η)

‖β‖0 log p
n

}
.

(1.31)

Dans les deux cas, c(η) est une constante dépendant uniquement de η ; c0, c′0, et ǫ0
sont des constantes positives.

Les inégalités oracles dans le Théorème 1.2 sont dites à vitesse rapide. En effet,
le terme de variance est de l’ordre de ‖β‖0 log p/n. Cette vitesse est similaire à celle
des inégalités oracle pour l’estimateur Lasso dans le modèle de régression additif,
établies dans Bickel et al. (2009), sous l’hypothèse des valeurs propres restreintes.
À notre connaissance, les inégalités oracles portant sur la norme L2 empirique dans
le Théorème 1.2 sont nouvelles pour l’estimateur Lasso dans le modèle logistique.
Ces inégalités oracles portant sur la norme L2 empirique ont été établies grâce à
un résultat démontré au Chapitre 3, qui connecte la norme L2 empirique à l’excès
de risque (voir Lemme 4.4). Des inégalités oracles non asymptotiques portant sur
l’excès de risque ont été établies par van de Geer (2008) pour le Lasso dans le mo-
dèle de régression logistique et sous des hypothèses différentes des nôtres. En effet,
nos résultats sont établis sous l’hypothèse RE qui peut être vue comme une version
empirique de l’hypothèse C dans van de Geer (2008). La confiance (probabilité que
nos résultats soient vrais) ne dépend ni de la taille n de l’échantillon, ni du nombre
p de fonctions dans le dictionnaire, contrairement à celle de van de Geer (2008). De
plus nous établissons des inégalités pour la version pondérée et non pondérée de
l’estimateur Lasso. Les poids que nous proposons sont différents de ceux de van de
Geer (2008) et présentent de bonnes performances, comme le montrent les études
de simulation.

Estimateur Group Lasso pondéré

Considérons maintenant le cas où les variables ont une structure de groupes
connue. Nous proposons ici une version pondérée de l’estimateur Group Lasso
définie par :

f β̂GL
:= argmin

fβ∈Γ1

{
γn( fβ) + r

g

∑
ℓ=1

ωℓ‖βℓ‖2

}
, (1.32)

où ωℓ , ℓ ∈ {1, . . . , g} sont des poids, et r > 0 est le paramètre de régularisation qui
cherche le bon compromis entre la qualité d’ajustement des données mesurée par
γn( fβ), et la parcimonie mesurée par ∑

g
ℓ=1 ωℓ‖βℓ‖2.
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Résultats

Nous avons dans un premier temps établi une inégalité oracle non asympto-
tique et exacte pour l’estimateur Group Lasso défini en (1.32). Ce résultat est l’ana-
logue au Théorème 1.1 pour l’estimateur Group Lasso.

Théorème 1.3 Soit f β̂GL
l’estimateur Group Lasso défini en (1.32) avec r ≥ 1 et

ωl =
2|Gl |

n

√
1
2

max
j∈Gl

n

∑
i=1

φ2
j (zi) (x + log p) +

2c2|Gl |
3n

(x + log p) , (1.33)

avec x > 0. Suposons que pour tout i=1,. . .,n, j=1,. . .,p, la fonction φj(zi) est bornée. Alors
avec une probabilité supérieure à 1 − 2 exp(−x),

R( f β̂GL
)− R( f0) ≤ inf

β∈Rp

{
R( fβ)− R( f0) + 2r‖β‖2,1 max

1≤l≤g
ωl

}
. (1.34)

Comme dans le Théorème 1.1, l’inégalité oracle du Théorème 1.3 est à vitesse
lente. Elle est obtenue sans aucune hypothèse sur la matrice de Gram et ne fait pas
l’hypothèse que la fonction f0 est linéaire. À notre connaissance, cette inégalité est
la première inégalité oracle non asymptotique et exacte pour le Group Lasso dans
le modèle de régression logistique, établie sans aucune hypothèse sur la matrice de
Gram.

Comme avec l’estimateur Lasso, pour obtenir les inégalités oracles à vitesse
rapide, il est nécessaire de faire une hypothèse sur la matrice de Gram. Nous consi-
dérons une hypothèse analogue à l’hypothèse RE3 pour le Lasso :

Soit s un entier tel que 1 ≤ s ≤ g et a0 une constante positive (RE4)

nous supposons que

µ1(s, a0) := min
K⊆{1,...p}:|K|≤s

min
∆ 6=0:‖∆Kc‖2,1≤a0‖∆K‖2,1

‖X∆‖2√
n‖∆K‖2

> 0.

Théorème 1.4 Soit f β̂GL
l’estimateur Group Lasso défini en (1.32) avec les poids ωl dédinis en (1.33). Soit

η > 0 et 1 ≤ s ≤ g, supposons que l’hypothèse (RE4) est satisfaite avec a0 = 3 + 4/η.
Sous certaines hypothèses techniques, avec une probabilité supérieure à 1 − 2 exp(−x),

R( f β̂GL
)− R( f0) ≤ (1 + η) inf

fβ∈Γ1





R( fβ)− R( f0) +

c(η)|J(β)|r2
(

max
1≤l≤g

ωl

)2

c0ǫ0µ1(s, a0)2





,

(1.35)
et

‖ f β̂GL
− f0‖2

n ≤ c′0
4c0ǫ0

(1 + η) inf
fβ∈Γ1




‖ fβ − f0‖2

n +

4c(η)|J(β)|r2
(

max
1≤l≤g

ωl

)2

c′0c0ǫ2
0µ1(s, a)2





.

(1.36)
Où

J(β) =
{

l ∈ {1, . . . , g}, ‖βl‖2 6= 0
}

,

et c(η), c0, c′0, C0, c1 ; ǫ0 , r ≥ 1 sont des constantes positives.
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Dans le Théorème 1.4, la vitesse des inégalités est de l’ordre de log (p)/n. A
notre connaissance ces inégalités sont les premières inégalités oracles non asymp-
totiques pour le Group Lasso dans le modèle de régression logistique (1.23).

Trois résultats existent à notre connaissance pour l’estimateur Group Lasso en
régression logistique. Sous des hypothèses sur la matrice de Gram et quelques
hypothèses techniques, Meier et al. (2008) ont établi un résultat asymptotique en
prédiction, Negahban et al. (2012) ont établi des résultats non asymptotiques en esti-
mation. Ces deux articles font l’hypothèse selon laquelle la fonction f0 à estimer est
linéaire. Tout récemment, un troisième résultat a été établi par Blazère et al. (2014)
pour le Group Lasso dans le modèle logistique. Plus précisément, ils ont établi des
résultats en prédiction et en estimation pour le Group Lasso appliqué à la famille des
modèles linéaires généralisés (GLM). Mentionnons plusieurs différences entre ces
résultats et les nôtres. Ils considèrent une famille de modèles plus générale, GLM,
à laquelle appartient le modèle logistique. Ces résultats ont été établis en faisant
une hypothèse sur la matrice de Gram et quelques hypothèses techniques dont une
hypothèse de bornitude sur les paramètres de la fonction f0 à estimer. Contrai-
rement à nous, ils supposent que la fonction f0 à estimer est linéaire, c’est-à-dire
qu’elle peut s’écrire comme une combinaison linéaire des éléments du dictionnaire.
Dans ce contexte du modèle de régression logistique, avec f0 linéaire, leurs résultats
sont similaires à ceux du Corollaire 3.1, qui est un cas particulier du Théorème 1.4
de notre travail. De plus, dans ce cas particulier où la fonction f0 est linéaire, nous
avons établi des résultats en prédiction et en estimation sans faire d’hypothèse de bor-
nitude sur la vraie fonction f0 ou sur ses paramètres (voir Théorème 3.3), comme
c’est fait dans Blazère et al. (2014). Enfin, nous proposons une version pondérée du
Group Lasso et établissons, entre autres, une inégalité oracle non asymptotique et
exacte sans aucune hypothèse sur la matrice de Gram et sur la fonction f0 à estimer
( Théorème 1.3).

Notons que la vitesse des inégalités dans le Théorème 1.4 est légèrement dif-
férente de celle trouvée par Lounici et al. (2011) pour l’estimateur Group Lasso
dans le modèle linéaire gaussien. En effet, ils ont obtenu une vitesse de l’ordre de
log (g)/n. La vitesse est obtenue en contrôlant un processus à l’aide des inégalités
de concentration. Bien que nous contrôlons un processus de la même forme que le
processus (3.7) dans Lounici et al. (2011), nous n’avons pas un terme en log (g) tout
le temps. Cette amélioration repose clairement sur l’hypothèse de résidus gaussiens
dans le modèle linéaire.
Dans certains cas, nous retrouvons les vitesses avec un terme en log(g) :
Supposons (sans perte de généralité) que |G1| = · · · = |Gg| = m, donc p = m × g.
Soit q une constante positive telle que x = qlog(g)− log(m) > 0, nous avons donc
les poids

ωl =
2|Gl |

n

√
1
2

max
j∈Gl

n

∑
i=1

φ2
j (zi)

(
(1 + q) log (g)

)
+

2c2|Gl |
3n

(
(1 + q) log (g)

)
.

Ainsi

ω2
l ∼

√
log (g)

n
,

et les résultats du Théorème 1.4 sont vrais avec une probabilité supérieure à

1 − 2
m
gq .
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Si g > 2m alors les résultats sont vrais pour tout q > 1.
L’un des points forts de nos résultats est que la probabilité qu’ils soient vrais ne

dépend ni de p, g ou n, contrairement à Lounici et al. (2011).

Simulations

Pour illustrer les performances des estimateurs théoriques que nous proposons,
nous avons réalisé une étude par simulations. Nous avons comparé nos estimateurs
à leur version canonique définie dans Tibshirani (1996) et Meier et al. (2008) pour
le Lasso et le Group Lasso respectivement dans le modèle de régression logistique.
Les résultats montrent que nos estimateurs ont de bonnes propriétés en sélection
de variables. Par exemple l’estimateur Group Lasso pondéré a un taux bonnes sé-
lections proche de 99% pour certaines valeurs du paramètre de régularisation. Cela
signifie que sous réserve que le paramètre de régularisation soit bien choisi, le
Group Lasso pondéré sélectionne les bons groupes dans 99% des cas. Les résul-
tats montrent aussi que les versions pondérées ont des propriétés en sélection de
variables meilleures que leurs versions canoniques.

1.6.3 Chapitre 4 Sélection de modèles en régression logistique

Principe de sélection de modèles

Nous considérons comme précédemment l’extension du modèle de régression
logistique définie en (1.23). Nous utilisons le principe de sélection de modèles déve-
loppé par Birgé et Massart (2001; 2007) (et brièvement décrit en Section 1.5 pour le
modèle linéaire). Nous décrivons ce principe dans le cas de la régression logistique.

Soit une collection donnée de modèles (Sm)m∈M, où M dépend éventuellement
de n, et les estimateurs associés ( f̂m)m∈M définis pour tout m par

f̂m = arg min
t∈Sm

γn(t),

où γn(.) est le contraste défini en (1.25). Idéalement, on aimerait choisir dans cette
collection le modèle qui est le plus "proche" de f0 au sens du risque, i.e.

m∗ = arg min
m∈M

[
R( f̂m)− R( f0)

]
,

où pour toute fonction t, R(t) = E[γn(t)]. Cependant, m∗ est inaccessible car dé-
pend de la loi inconnue des variables Y1, . . . , Yn. La fonction fm∗ (ou le modèle Sm∗)
est un oracle pour le problème de sélection. La sélection de modèles a pour but de
bâtir un critère qui permet de choisir le modèle qui imite le comportement et les
performances de l’oracle en terme de risque. Une procédure pour sélectionner un
tel modèle consiste à utiliser un critère pénalisé. La sélection de modèles via un
critère pénalisé consiste à choisir m̂ qui minimise le critère pénalisé suivant

m̂ = arg min
{

γn( f̂m) + pen(m)
}

, (1.37)

où pen : Mn −→ R
+ est la pénalité. Le point crucial est de proposer une pénalité

qui conduise à sélectionner un modèle dont le risque est proche de celui de l’oracle.
Plus précisément, d’un point de vue non asymptotique, cela revient à construire
une pénalité qui permet de sélectionner un modèle Sm̂ qui vérifie l’inégalité oracle :

R( f̂m̂)− R( f0) ≤ C inf
m∈Mn

[
R( f̂m)− R( f0)

]
+ ∆n,
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avec grande probabilité, ou en espérance.

Résultats

Nous avons considéré deux situations, le cas d’une collection quelconque de
modèles, et le cas particulier des fonctions constantes par morceaux. Dans cha-
cune de ces situations nous avons proposé une forme de pénalité, et montré que
l’estimateur qui en découle vérifie une inégalité de type oracle.

Dans un premier temps, nous considérons la collection de modèles définis pour
tout m ∈ M par

Sm :=
{

fβ = ∑
j∈m

β jφj

}
, (1.38)

où {φ1, . . . , φM} sont les fonctions d’un dictionnaire (vois Section 1.6.2 pour des
exemples de dictionnaire), M un sous- ensemble de l’ensemble des parties de
{1, . . . , M}.

Nous proposons une pénalité pour cette collection de modèles et établissons
des inégalités oracles non asymptotiques à la fois pour la divergence de Kullback-
Leibler et pour la norme L2 empirique. Notons

L∞(C0) =
{

f : R
d → R, max

16i6n
| f (xi)| 6 C0

}
.

Théorème 1.5 Soit {Sm}m∈M une collection de modèles définie en (1.38). Soit f̂m =
arg mint∈Sm∩L∞(C0) γn(t) et fm = arg mint∈Sm∩L∞(C0) E[γn(t)]. On note Dm la di-
mension de Sm, m ∈ M. Soit {Lm}m∈M une suite de nombres positifs vérifiant

Σ = ∑
m∈M

exp(−LmDm) < ∞.

Considérons une pénalité pen : M → R+, telle que,

pen(m) > λ
Dm

n

(
1
2
+
√

5Lm

)2

,

où λ est une constante positive. Supposons que max1≤i≤n| f0(zi)| ≤ c1 alors

E f0 [K(P f0 , P f̂m̂
)] 6 C inf

m∈M

{
K(P f0 , P fm) + pen(m)

}
+ C1

Σ

n

et

E f0 ‖ f̂m̂ − f0 ‖2
n6 C′ inf

m∈M

{
‖ f0 − fm ‖2

n +pen(m)
}
+ C′

1
Σ

n
.

où C, C′, C1, C′
1 sont des constantes.

Le Théorème 1.5 fournit une forme de pénalité garantissant que le modèle sé-
lectionné soit "proche" de l’oracle en terme de risque. En effet, sous réserve que la
pénalité soit bien choisie, le risque du modèle sélectionné est, à un constante près,
proche de celui de l’oracle. Ces résultats sont obtenus en faisant l’hypothèse de bor-
nitude sur la vraie fonction f0 et les fonctions dans les modèles. Cette hypothèse
joue un rôle central dans la preuve de ce théorème car elle permet de connecter
la norme L2 empirique et divergence de Kullback-Leibler (excès de risque) comme
dans Kwemou (2012). Cependant, la pénalité dépend d’une constante inconnue λ.
Cette constante dépend de la borne imposée à la vraie fonction f0. En pratique,
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cette constante peut être calibrée en utilisant le principe de l’heuristique de pente in-
troduit dans Birgé et Massart (2007) (voir Section 4.5.2). Il est possible dans un cas
particulier de modèles d’obtenir une pénalité qui ne dépend pas des hypothèses
faites sur la vraie fonction, c’est l’objet du prochain résultat.

Nous considérons maintenant une collection de modèles constituée de fonctions
constantes par morceaux. Avant de présenter le résultat faisons un petit rappel :
toute fonction g : R

d → R peut être représentée par (g(xi))i∈{1,...,n}. Nous allons
donc pour simplifier les notations supposer que la fonction g est définie par g :
{1, . . . , n} → R, i 7→ g(xi).

Soit M une collection de partitions de {1, . . . , n} et Sm le sous-espace vectoriel
engendré par {1IJ , J ∈ m}. La dimension de Sm est simplement le cardinal de m (|m|
ou Dm). Considérons l’hypothèse suivante :

Il existe une constante ρ > 0 telle que min
i=1,··· ,n

π f0(xi) ≥ ρ et (A1)

min
i=1,··· ,n

[1 − π f0(xi)] ≥ ρ.

Théorème 1.6 Soit {Sm, m ∈ Mn} une collection de modèle constituée de fonctions constantes par mor-
ceaux, où Mn est un ensemble de partitions construites à partir de la partition m f , i.e.
que m f est un raffinement de chaque m ∈ M. Supposons que pour tout J ∈ m f , |J| ≥
Γ log2(n) où |J| est le cardinale de J et Γ est une constante positive. Soit (Lm)m∈Mn une
famille de poids vérifiant

Σ = ∑
m∈Mn

exp(−Lm|m|) < +∞. (1.39)

Soit pen : Mn → R+ vérifiant pour tout m ∈ Mn, et µ > 1,

pen(m) > µ
Dm

n

(
1 + 6Lm + 8

√
Lm

)
.

Soit f̃ = f̂m̂ où
m̂ = arg min

m∈Mn
γn( f̂m) + pen(m),

sous l’hypothèse (A1),

E f0 [h
2(P f0 , P f̃ )] 6 Cµ inf

m∈Mn

{
K(P f0 , P fm) + pen(m)

}
+

C(ρ, µ, Γ, Σ)

n
(1.40)

où Cµ = 2µ1/3

µ1/3−1 .

Le résultat du Théorème 1.6, contrairement à celui du Théorème 1.5, propose
une pénalité qui s’affranchit de toute hypothèse sur la vraie fonction inconnue.

Simulations

Nous avons fait des études de simulations pour étudier les performances des
pénalités que nous proposons. Les simulations portent sur le cas particulier où les
modèles sont des fonctions constantes par morceaux. Nos critères ont été comparés
aux AIC et BIC. Nous avons considéré deux situations : le cas où la vraie fonction
est constante par morceaux, et le cas où elle ne l’est pas. Nous avons considéré
plusieurs tailles d’échantillon, n = 100, 200, . . . , 1000. Les résultats des simulations
ont permis de voir que le choix de la pénalité dépend de la taille de l’échantillon.
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Les modèles sélectionnés par nos critères ont des performances en prédiction su-
périeures à celui sélectionné par le critère AIC pour tout n. Pour de petites tailles
d’échantillon (inférieure à 200), le critère BIC a de meilleures performances. Pour
des tailles comprises entre 200 et 400 nos critères ont des performances similaires
à celles du BIC. Pour des tailles supérieures à 400, nos critères ont de meilleures
performances que le BIC.

Calibration de la pénalité via l’heuristique de pente

Lorsque une pénalité est connue à une constante multiplicative près, i.e.
pen(m) = µ × penshape(m) où µ est un constante et penshape(m) la forme géné-
rique de la pénalité alors la constante µ peut être estimée via l’heuristique de la
pente introduite par Birgé et Massart (2007).

Rappelons que le modèle m̂ est défini par

m̂ = arg min
{

γn( f̂m) + pen(m)
}

,

et l’on attend que le risque soit de l’ordre de

min
m∈M

[
R( f̂m)− R( f0)

]
.

La pénalité idéale, sélectionnant l’oracle m∗, s’écrit donc

penid(m) = R( f̂m)− R( f0)− γn( f̂m), m ∈ Mn,

soit ainsi
penid(m) = R( f̂m)− γn( f̂m) = E[γn( f̂m)]− γn( f̂m).

Cette pénalité idéale dépend de la vraie fonction inconnue f0. Une idée naturelle
est de choisir une pénalité proche de la pénalité idéale. C’est l’objectif de la l’heu-
ristique de pente. La pénalité idéale peut être décomposée comme suit

penid(m) = R( f̂m)− γn( f̂m)

= R( f̂m)− R( fm) + γn( fm)− γn( f̂m) + R( fm)− γn( fm)

= vm + v̂m + em,

où vm = R( f̂m)− R( fm), v̂m = γn( fm)− γn( f̂m), et em = R( fm)− γn( fm). L’heuris-
tique de pente repose sur deux points :

1- L’existence d’une pénalité minimale penmin(m) = v̂m telle que les péna-
lités inférieures à penmin permettent de sélectionner les modèles les plus
complexes. Tandis que les pénalités supérieures à penmin permettent de
sélectionner les modèles de complexité raisonnable.

2- D’après la loi des grands nombres, on peut supposer que γn( fm) est proche
de son espérance R( fm) et donc em ≈ 0. Par ailleurs, v̂m est la version em-
pirique de vm, il est raisonnable de supposer qu’ils sont du même ordre, i.e.
vm ≈ v̂m. La pénalité idéale est donc approchée par

2v̂m = 2penmin(m) ≈ penid(m).

Comme la pénalité est connue à une constant multiplicative près, la pénalité idéale
est donc penid(.) = µidpenshape(.). Ainsi,

µid

2
penshape(.)
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est une valeur approchée de la pénalité minimale. En résumé pour estimer la pé-
nalité idéale il faut estimer d’abord la pénalité minimale en cherchant µmin tel que

penmin(m) = µmin × penshape(m).

En pratique, on se donne une grille de valeurs de µ : µ1, . . . , µV où chaque
µj conduit à la sélection du modèle m̂µj de dimension Dm̂µj

. La constante µmin

est estimée en utilisant le premier point de l’heuristique de pente. En effet, si on
représente Dm̂µj

en fonction µj alors µmin est tel que Dm̂µj
est grand pour les valeurs

de µj < µmin, et est raisonnablement petit pour les valeurs de µj > µmin. Ainsi la
constante µmin correspond à la position du plus grand saut. Pour plus de détails
sur cette méthode nous renvoyons le lecteur à l’article de Baudry et al. (2012) et
Arlot et Massart (2009).

Cette heuristique a été validée théoriquement dans plusieurs contextes : dans le
modèle de régression linéaire gaussien homoscédastique (Birgé et Massart (2007)) ;
dans le modèle de régression linéaire hétéroscédastique (Arlot et Massart (2009)) ;
en estimation de densité par les moindres carrés (Lerasle (2012)). Sans être validée
théoriquement, elle a été utilisée avec succès dans plusieurs autres études : sélection
de variables en apprentissage non supervisée (Bontemps et Toussile (2013)) ; en
détection de ruptures (Lebarbier (2005)) parmi d’autres. D’autres exemples d’ap-
plications de l’heuristique de pente sont donnés dans Baudry et al. (2012). Ces
nombreux exemples d’application de l’heuristique de pente laissent penser qu’elle
peut être adaptée en régression logistique, y compris théoriquement.
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Most of large socio-epidemiological surveys involve a large number of explana-
tory variables. In such case, applying classical models such as logistic regres-

sion provides unstable and inefficient estimators and predictions. We consider here
the problem of dimension reduction as a preliminary step before applying logistic
regression model. Hence, our strategy consists in two steps. First, we propose to
apply dimension reduction methods such as Lasso, Group Lasso and Random Fo-
rests to reduce the number of variables. Secondly, we perform logistic regression
model by taking into account set of variables selected by previous dimension re-
duction methods. The prediction performances are thus evaluated and compared
by using leave-one-out cross validation.

We apply our strategy to data collected in Actu-Palu study. This study was
carried out among 379 households in Dakar. One of the aims of the study was
to investigate association between socio-epidemiological characteristics related to
household and the risk of having febrile episode in the household. Our strategy
has reduced the number of variables from 71 to less than 15, which leads to a sub-
stantial gain of interpretability. Furthermore we compare the performance of each
logistic models based on selected variables by computing the prediction errors. It
appears that logistic regression models using selected variables outperformed the

35
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one using all variables (full logistic regression model). Indeed, the prediction error
for logistic regression using all variables (36.11%) was greater than the prediction
error for logistic regression using selected variables, 19,44%, 22.22% and 25.39% for
the variables selected by respectively Group Lasso, Lasso and Random Forests. The
subset of variables selected by the Group Lasso was optimal (minimal prediction
error). According to logistic regression model on the optimal subset of variables,
households with more children from 2 to 10 years old were significantly more li-
kely of having febrile episode. Households where household’s head bought less ex-
pensive medications were significantly more likely of having children with febrile
episode. Households that spent the most for the care of hospitalization were signi-
ficantly less likely of having febrile episode. Households where Household’s head
were older had less risk of having febrile episode. Finally households that bought
drugs on market were less likely of having febrile episode. This work underlies the
importance of dimension reduction and proposes a strategy in two steps to deal
with large socio-epidemiological surveys involving a large number of explanatory
variables.
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2.1 Introduction

Large public health surveys incorporate lot of various informations from very
different nature and in large amount. These informations, besides medical and
biological data, and the incidence of a phenomenon being studied may be social,
economic or environmental in order to study the phenomenon in its contextual
framework. Exploration of these informations requires suitable survey, with espe-
cially, long and multidirectional questions. The goal is clearly to enrich and refine
the findings of these investigations. However, this enrichment is often followed by
the difficulties to extract relevant information according to the aim of modelisation,
interpretation or prevision. To explain a dependent variable as a function of the
explanatory variables, the common strategy is to build a robust and interpretable
model, using limited number of variables. With an high number of variables, which
would contain many close informations, or be less informative, standard statistical
methods and then, data analysis become inefficient. In statistics, the dimension
is defined by the number of explanatory variables by individual (biological mea-
sures, socio-demographic informations etc). The term "high dimension" describes the
situation where the number of explanatory variables per individual is large, i.e.
of the same order as the number of individuals or higher. In such contexts most
of usual methods fail to extract relevant information and to propose a robust and
adapted model with good properties, for example prediction. In the presence of
a large number of variables, dimension reduction problem arises therefore with
acuity. Therefore, dimension reduction refers here to the reduction of the number
of explanatory variables without significant loss of performance (interpretability,
quality of prediction) of the models used. In other words the dimension reduction
or the reduction of the number of variables will aim to select the most informative
explanatory variables. In high dimensional situation, it is then important to develop
dimension reduction strategies in order to select variables that will be introduced
in the model. Dimension reduction will lead to increasing learning accuracy, and
improving result comprehensibility.

This problem of dimension reduction is well known especially in Genome wide
association studies (GWAS), where the number of variables (SNPs (Single Nucleo-
tide Polymorphism...), genes expression level etc on the order of several thousands)
is considerably higher than the number of individuals (on the order of 1,000 in fa-
vorable situations). This situation is also frequent in the large socio-epidemiological
and contextual surveys where the accumulation of informations coming from dif-
ferent sources (epidemiological, sociologic, demographic, etc...) can lead to many
variables (see McCarthy (2000), Marmot and Wilkinson (2005), Ompad et al. (2007).

To reduce the number of explanatory variables, the first classical approaches
rely on univariate statistical tools, that is variable by variable. In this way, one can
perform correlation tests between each explanatory variable and the dependent va-
riable, and choose to only keep in the model, the variables related to the dependent
variable. For instance, in GWAS, Dudoit et al (2002) propose to apply a preliminary
reduction of the number of variables (genes) before performing a systematic com-
parison of several methods of discrimination for the classification of tumors based
on microarray experiments. Although those unidimensional statistical approaches
often allow to reduce significantly the number of explanatory variables, their main
drawback is that the possible interaction between explanatory variables is not taken
into account. This partly comes from the selection process, performed variable by
variable.
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Other approaches, based on transformation or compression of explanatory va-
riables have been proposed to reduce the number of explanatory variables. These
approaches include factorial methods such as Principal Component Analysis PCA (
see Jolliffe (2002) and Massy (1965)) or Partial Least Squares (PLS) (de Jong (1993)).
These methods allow to build "informative components" or "crucial variables ", which
are the linear combinations of initial explanatory variables. The most informative
components are then selected. The selected components, generally in few number,
will then be used as a new explanatory variables in the model. For example Nguyen
and Rocke (2002), in order to classify various human tumor based on the expla-
natory variables (genes), in very large numbers, proceeded in two steps : firstly
a dimension reduction step using PCA and PLS regression to construct and se-
lect the most informative components ; secondly a classification step using Logistic
Discrimination and Quadratic discriminant Analysis (QDA). So they used PCA
and PLS to reduce the high p-dimensional gene space to a few r-dimensional gene
component space which explains the total gene expression variation as much as
possible. These r gene components were then used as new explanatory variables
in a LD and QDA to classify human tumor. These dimension reduction methods
using transformations of initial explanatory variables still have two major flaws :

- Since the informative components are the linear combinations of the initial
variables, they involve all variables, even the less informative.

- In general, it is difficult to give a biological, sociological or epidemiological
meaning to the selected components. These components are therefore hardly
interpretable.

More recently, in the context of large databases, other dimension reduction ap-
proaches have been developed, such as the Lasso Tibshirani (1996) and Random
Forests Breiman (2001). These methods could be an interesting solution, because of
their numerous advantages. The Lasso type methods and Random Forests, unlike
ACP, PLS, allow to reduce the number of explanatory variables while keeping their
original structure, that is to say without alter the original representation of the ini-
tial explanatory variables. So they preserve the original meaning of the variables,
hence offering the advantage of interpretability. In addition, unlike the methods
based on univariate statistical techniques, these methods also allow to take into
account the structure of explanatory variables and possible interactions between
them. These methods were widely used in genomic analysis where databases reach
hundreds of variables. For instance, Ghosh and Chinnaiyan (2005 ) have used the
Lasso to select the bio-markers in the study of prostate cancer ; Dìaz-Uriarte and
De Andres 2006 have used Random Forests on 9 sets of data to select the most
discriminating genes. Other encouraging applications of these methods in the ana-
lysis of genomic data, where databases reach hundreds of variables, can be found
for instance in Wu et al. (2009a), Li et al. (2011), Legarra et al. (2011) and Garcia-
Magariños (2010) for the Lasso ; and in Goldstein et al. (2010, 2011), Meng et al.
(2009), Bureau et al. (2005) for Random Forests. These methods still work when the
number of variables is greater than the number of individuals.

Unlike genomic data, the variables of socio-epidemiological surveys, are from
very different nature, a mixture of qualitative variables, including those with a
large number of modalities, and quantitative variables. The variables of socio-
epidemiological surveys are often derived from declarative questions. The common
point between genomic and large socio-epidemiological studies is to offer a lot of
variables that have to be reduced in order to analyze efficiently.

Our aim was to compare three dimension reduction methods, Lasso, Group
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Lasso and Random Forests in the data obtained during a socio-epidemiological
and contextual investigation concerning fever amongst children. The purpose of
the study was to identify relevant variables to explain febrile episode amongst
children from 2 to 10 years old in a household (home at risk). The explanatory
variables concerned the characteristics of the members in household and domestic
environment, material and monetary resources, socio-demographic and cultural
characteristics. They also concerned practices of access to health care, particularly
the habits of the household head in the event of fever amongst children from 2

to 10 years old. The dependent variable was a binary variable which encodes the
home at risk (home at risk vs home not at risk), and was observed for each queried
household. We are thus in a context of supervised classification.

The chapter is organized as follows. In Section 2.2, we start with database pre-
sentation, and then, briefly describe the statistical tools. In Section 2.3 we present
our results , variables selection and models validations, through the study of pre-
diction errors. The results are followed by discussion and conclusion.

2.2 Methods

2.2.1 Population

The data set relies on the follow-up of a cohort of 379 households located in
eight districts of Pikine (see figure 2.1), on the outskirts of Dakar and carried out
by ISED of UCAD (Senegal), IRD, (UMR 216) and the CERDI. They monitored
households and noted the occurrence of health problems. In each household, they
collected sociodemographic, cultural and environemental informations. The pur-
pose was to identify risk factors of health problems. We considered a follow up of
4 months. In this analysis, we considered fever amongst children. The study po-
pulation was a subgroup of a transversal study on malaria and the use of care, in
case of fever amongst children in the urban area of Dakar : ACTU-PALU project
(see Diallo et al. (2012, 2012)), which concern a representative sample of the city of
Dakar (3000 households, from 50 districts in the urban area of Dakar).

2.2.2 Data collection

Explanatory variables

Socio-demographic and contextual data were collected using two question-
naires : a household questionnaire, which has collected the socio-demographic and
economic characteristics, lifestyle informations of the family (income, environment
etc). Head of household questionnaire, which has collected information concerning
the head of household : his knowledge about the risks of health, his level of study,
modes of managing fever amongst children etc.

Dependent variable : indicator of home at risk

Investigators have visited household each two months. During each of these
visits, the febrile episodes amongst children from 2 to 10 years old in the household
were count. A home was said at risk when there was at least one febrile episode
declared. The dependent variable was a binary variable which encodes the homes
at risk : home at risk vs home not at risk.
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!

Figure 2.1 – Urban area of Dakar

Preprocessing of data

We have initially made a preliminary processing of dataset to make it efficiently
usable. For instance, this treatment was about variables from nested questions. For
example, concerning the activity of the head of household, some questions were as-
ked and the answer to a question conditioned the answer to the following : Do you
have an activity ? What is this activity ? What is the sector of this activity ? It is clear that
these three questions contain close informations. Then these three variables should
not be used together in the analysis. Just only one variable can be used. The second
preprocessing of data concerns aggregation of information from several variables.
This is the case for example of the variables which dealt with knowledge about di-
sease and treatment. A score of 1 was assigned to a correct answer and 0 to a false
answer. We then created a new variable, which is the average of scores obtained on
each of the questions about the knowledge. Finally, for categorical variables with
poorly represented modalities, we have grouped these modalities. This regroup-
ment of modalities was done by caring about biological or socio-epidemiological
sense. After this preliminary treatment the final database contained 71 explanatory
variables for 379 households.

2.2.3 Statistical methods

In the dataset, the variable of interest is binary : indicator of home at risk vs

homes not at risk. In this context of supervised classification, we choose a simple
and relevant model to predict the homes at risk : logistic regression model (see
Hilbe (2009) and Menard (2002)). Let us start by its description.



2.2. Methods 41

Logistic regression model

One observes (x1, Y1), . . . , (xn, Yn), where Yi is a binary variable (which can take
the values 1 = home at risk, 0 = home not at risk) to be explained and xi =
(xi1, . . . , xip) is the whole set of explanatory variables. For i = 1, . . . , n, logistic
regression model proposes to modelize the link between Yi and xi by the following
relation

P(Yi = 1 | xi) =
exp (β0xi)

1 + exp (β0xi)
.

The parameter β0 is unknown and has to be estimated using the observations
(x1, Y1), . . . , (xn, Yn) on n individuals.

As we mentioned above, logistic regression with all explanatory variables (that
is without priorly reducing the number of explanatory variables), will not be very
successful since it would introduce noise through the variables that have a low pre-
diction power. Consequently, this will degrade the performance of logistic model,
especially in term of prediction accuracy. This partly comes from the fact that the
number of individuals is not considerably higher than the number of variables.
Moreover, the explanatory variables are mostly correlated. Hence, the complete lo-
gistic model will furnish estimators with high variance and this will lead to small
accurate prediction (see Bull (2007) and Greenland et al. (2000). That is why, we
choose a two step methodology. The first step consists in reducing the number of
explanatory variables. The second step relies on performing logistic regression mo-
dels based on the resulting sets of selected variables after step 1, and compare their
prediction errors. We have used two main approaches to reduce the number of va-
riables : the first, based on penalized negative log likelihood : Lasso, Group Lasso ;
and the second method based on the construction of an hierarchy of explanatory
variables using Random Forests.

Dimension reduction methods based on Lasso and Group Lasso

• The Lasso
The Lasso (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator) Tibshirani (1996)

is a popular method for variables selection or dimension reduction. Lasso regres-
sion is widely used in domains with massive datasets, such as genomics, where
the number p of variables may be of the same order or largely higher than the
number of individuals n. The lasso estimator β̂Lasso is the solution of the following
optimization problem.

β̂Lasso = arg min
β∈Rp

{
γn(β) + λ

p

∑
j=1

|β j|
}

, (2.1)

where γn(β) is the negative log likelihood function and λ > 0 the regularization
parameter. The second term is called "ℓ1 penalty" since relies on the usual ℓ1-norm
of β which offers selection properties as well as sparsity. Sparsity means here that
we enforce the model to include few explanatory variables, at least few with respect
to p, which corresponds to the full model. The lasso presents some advantages

- Lasso automatically select variables : some coefficients are estimated to be
exactly zero for sufficiently high values of λ. These will represent variables
that have no discriminatory power. The model thus gains in interpretability.
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- The optimization problem to solve is convex, namely relatively easy to re-
solve, even if there is no analytical form of the solution in the general case.
Algorithms such as coordinate descent by Friedman et al. (2010) and predictor-
corrector by Park and Hastie (2007) resolve the issue (2.1).

- Lasso is important for its stability and its parsimony.
• The Group Lasso
Situations where prior information of grouped explanatory variables may ap-

pear. Group Lasso Yuan and Lin (2006) or Meier et al. (2008) is a group version
of the Lasso that uses a penalty which allows to select variables in groups. Va-
riable groups must therefore be known in advance. An important context where
the explanatory variables fall within a structure of group, appears in the case of
categorical explanatory variables. In this case for example, the Lasso select just a
part of the modalities of a categorical variable. While the Group Lasso selects all
modalities of a categorical variable or reject all. The Group Lasso is thus a good
alternative in this case. The Group Lasso β̂GL estimator is defined as

β̂GL = arg min
β∈Rp

{
γn(β) + λ

G

∑
g=1

‖βg‖2

}
(2.2)

The regularization parameter λ > 0 is used to adjust the trade-off between mini-
mizing the loss and finding a solution which is sparse at the group level. Group
Lasso shares the same advantage as the Lasso.

• Optimal choice of λ
For both, Lasso and Group Lasso methods, when λ = 0, we find the classical

maximum likelihood (not penalized) for the full model. And for very high values of
λ, all the parameters are estimated exactly equal to zero. So λ has to be well chosen
in order to make a good balance between goodness-of-fit and parsimony. All ques-
tions related to correct estimation and model selection are actually conditional to
the correct choice of λ, since this value roughly speaking determines the size of the
model selected by the Lasso. The parameter λ is tuned by cross-validation (see Tib-
shirani (1996)) or using AIC and BIC criterion minimization. Those criteria provide
guides on how to tune the amount of regularization in the light of prediction pro-
blem but does not provide a desirable guide in the light of estimation problem or
selection problem. Here we focus on prediction properties. Practically, given a grid
of tuning parameters λ1, . . . , λk, for each λj, we perform Lasso (or Group Lasso)
algorithm. Each λj is related to a subset Sλj of selected variables. For each λj we
perform a logistic regression model using the subset Sλj of selected variables, and
compute prediction errors using cross-validation (leave-one-out). Then, the optimal
subset of selected variables is chosen as the subset that minimizes the prediction
error. These methods have been implemented through glmnet and grplasso R soft-
ware packages.

Dimension reduction based on Random Forests and variable importance

By definition, the Lasso and Group Lasso are strongly related to the assumption
that data are distributed according to a logistic model (parametric). This assump-
tion may not be satisfied in practice. So we choose to consider an alternative non-
parametric reduction method, called Random Forests. One important point is that
Random Forests method is more robust because its use does not rely on known
model structure.
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Random Forests, is an ensemble learning method firstly introduced by Breiman
(2001). It is based on an aggregation of decision trees, more precisely, Random
forests are based on aggregation CART trees, these trees being randomly built.
Each classification tree is constructed using a bootstrap sample, and at each node
a random subset of the variables is selected, and searched over to find the optimal
split. The trees here are not pruned, so they have a large variance. While the CART
algorithm uses pruned tree for increased stability, RF leaves the tree unpruned, as
bagging is used to decrease the variance created by the lack of pruning. Prediction
of a new data is obtained by aggregating the predictions of trees, using majority
votes. Random Forest has several characteristics that make it suitable for Actu-Palu
data :

- It can be used when there are many variables (even more than n the number
of observations).

- It can be used with qualitative and quantitative explanatory variables, and
is able of capturing interactions between them.

- It presents good predictive performance even with many irrelevant va-
riables.

Variable importance which is computed for each explanatory variable, refers to
a quantitative measure of importance of explanatory variables. For each variable,
it is defined as the difference in average of the tree performance before, and af-
ter randomly disrupts values observed by this variable. Intuitively, for important
variables, lot of random permutations of their values will induce a huge predic-
tion error. Conversely, if the permutations have almost no impact on the error, the
variable is considered as less important.

We have used two methods of variables selection by random forests, both based
on the hierarchy of variables given by value of importance.

• Selection using threshold
Dimension reduction using threshold has been proceeded by ranking variables

according to their value of importance. Only variables with value of importance
higher than a fixed threshold are selected. The choice of the threshold is crucial
in the selection process. Following Strobl et al. (2009), we have chosen the absolute
value of the smallest value of importance. The idea around this thresholding is that
irrelevant variables have a value of importance which fluctuates around the value
of importance zero. In the rest of the chapter this method will be called RF.threshold

• Selection using nested models
We built p nested models (random forests). The first with the most important

variable, the second with the two most important variables and so on until the
model with all variables. For each of these models we calculate the OOB error. We
choose the model that has the smallest OOB error. In the following, this method of
selection will be called RFnested.

Random Forests have been implemented using the R software package called
randomForest. In this algorithm, two parameters have to be tuned. Those paramaters
are ntree, the number of trees in the forest and mtry, the number of input variables
randomly chosen at each split. Here we have used ntree = 2000 and the default
value mtry =

√
p , where p is the maximal number of explanatory variables.

Comparison of the dimension reduction methods

We have compared the different dimension reduction methods by assessing the
ability of subsets selected by each methods to predict the homes at risk in a logistic
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model. For this, we have calculated the rate prediction errors using cross validation
(leave-one-out) : for each household i = 1, . . . , n, we have performed the following
steps :

1 We have estimated the parameters of logistic regression model using all
households except the i th household ;

2 We have predicted the response ŷi (home at risk or not at risk) of the i th
household using the parameters estimated in step 1 ;

3 We have calculated the prediction error of the household i, by comparing
the value ŷi predicted in step 2 with the true (observed value) value of yi.

The rate of bad predictions is then the average of errors over all households.
The performance of dimension reduction methods has also been evaluated by

performing Hosmer-Lemershow (H-L) test . The H-L test is a statistical test of
goodness-of-fit for logistic regression models. It is based on the following hypo-
thesis test (H0) : The fitted model is correct versus (H1) : The fitted model is not
correct. We accept the hypothesis (H0) if the p−value is greater than 5% and reject
otherwise. Thus, the larger the p-value, the better logistic regression model.

2.3 Results

We recall that an household is said at risk if there were at least one febrile
episode in at least one of the two visits of investigators. This leads to a binary
dependent variable with 23.16% of homes at risk against 76.84% of homes not at
risk.

Dimension reduction based on Random Forests

As we mention above, we have first applied a dimension reduction by Random
Forests using a threshold proposed by Strobl (2009) (RF.threshold, see Figure 4.2).
The variables that have value of importance higher than the threshold have been
identified as being relevant variables for the prediction of the homes at risk. Ac-
cording to Table 2.2 and Table 2.3, the following nine variables were selected : "
Number of children from 2 to 10 years old in the household ", " Marital status ", " Level of
study", "Time spends from home to the activity ", "Sector of activity", "The type of toilet of
the head of household ", "Having friends or confidants in the district", "Knowledge on the
treatment", and "Do you ever buy drugs to the sellers in the market ?". Note that a large
proportion of variables (87%) present a value of importance lower than the thre-
shold value (Figure 4.2). According to the construction of the threshold (see Strobl
(2009)), the values of importance of these variables fluctuate around the value of
importance zero. These variables seem to provide no additional information in the
prediction of homes at risk.

Dimension reduction using nested models (RF.nested) has selected exactly the
same variables as RF.threshold (see Table 2.2 and Table 2.3).

Dimension reduction based on Lasso and Group Lasso

Dimension reduction using Lasso or Group Lasso was done by estimating coef-
ficients of some variables to be exactly zero. These variables correspond to ones that
have no discriminatory power between homes at risk and homes not at risk. While
those with non zero coefficients represent variables that can successfully discrimi-
nate homes at risk and homes not at risk. According to Table 2.2 and Table 2.3, with
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the Lasso method, the following six variables have been selected : "Do you ever buy
drugs to the sellers in the market ?", "Marital status", and " The type of toilet of the head of
household". For its part the Group Lasso allowed to select 15 variables : "Number of
children from 2 to 10 years old in the household ", " Knowledge on the treatment", " Having
friends or confidants in the district ", "Do you know that the infusion/palujec/quinine injec-
tion treats malaria ?", "Cost for hospital care during the last 12 months ", " Which fuel do
you often use for the preparation of the meal ?", "What is your main lighting mode ?", "Do
you know that there are some medications far less expensive than others in drugstores ?",
"Do you ever buy drugs to the sellers in the market ?", "When you did not fully unders-
tand the explanations to give medication to your child, how do you do ?", " Do you discuss
about health issues ?", "Time spends from home to the activity", "Level of study", "Marital
status", and "Age".

Comparison of dimension reduction methods

Table2.1 shows the rate of prediction errors and the p-value of H - L test for lo-
gistic regression models that take into account each subset of variables selected by
each dimension reduction method. This table also shows the number of variables
selected by each dimension reduction methods. The p-values of H-L test for logistic
regression models were higher than 0.05, since p-values are respectively p = 0.85,
p = 0.57, and p = 0.78 for the variables selected by the Lasso, Group Lasso, and
Random Forests respectively. We conclude that logistic regression models taking
into account variables selected by each reduction dimension method fit well the
data. Group Lasso has selected 15 variables , Lasso 3 variables and Random Forests
9 variables. Then these dimension reduction methods helped significantly to reduce
the number of variables, from 71 variables to less than 15. Logistic regression model
using all the 71 variables (full logistic regression model) had the highest prediction
error ( 36.11%). Prediction error was 19.44% for the Group Lasso, 22.22% for the
Lasso, and 25.39% for the Random Forests. We infer that dimension reduction me-
thods greatly improved the qualities of logistic regression models, compared with
the full logistic regression model. The method providing the lowest prediction er-
ror, i.e. the best prediction performance amongst the three dimension reduction
methods was the Group Lasso with prediction error of 19.44%.

Logistic regression on the most predictive subset of selected variables

Let us briefly study the resulting logistic regression model obtained using the
variables selected by the Group Lasso. Group Lasso has reduced the number of
variables from 71 to 15. Since 15 variables seemed quite large, in order to improve
estimations, we have used stepwise selection by AIC to select the most relevant
variables amongst them. This second selection allowed to select 8 variables. The
estimated values of coefficients for logistic regression model using these 8 variables
are presented in the Table 2.5. According to this table, mainly five variables were
linked with the risk of having child fever in household : households with more
children from 2 to 10 years old were significantly more likely of having febrile
episode (p = 0.0036). Households where household’s head bought less expensive
medications were significantly more likely of having children with febrile episode
(p = 0.0381). Households that spent the most for the care of hospitalization were
significantly less likely of having febrile episode (p = 0.0437). Households where
Household’s head were older had less risk of having febrile episode (p = 0.0294).
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Finally households that bought drugs on market were less likely of having febrile
episode (p = 0.0244).

2.4 Discussion

The aim of this work was to identify a strategy for reducing the number of the
explanatory variables in a socio-epidemiological and contextual survey, in order to
use logistic regression to predict the homes at risk. In other words, our aim was
to select from the large number of explanatory variables collected, a small number
of informative variables that allows to predict home at risk. We have used first a
parametric approaches based on the use of the penalized criteria : Lasso and Group
Lasso. Secondly, we have used a non-parametric approach based on the value of
importance of variables provided by Random Forests method.

The originality of these approaches of dimension reduction lies on their ability
to take into account all the variables and the possible interaction between them.
These methods are not based on screening step using correlation tests, which have
drawbacks as presented in the introduction. These dimension reduction methods
are also original because, unlike PCA and PLS, there is no transformation of the
initial variables in the reduction process. Hence they provide interpretable models,
involving initial variables rather than linear combinations of variables, preserving
the original semantics of the variables.

After reducing the number of variables, we have used, for each reduced subset
of variables, a logistic regression model to predict home at risk. We have then
compared these methods by evaluating their prediction quality.

Group Lasso as the most predictive method

In this study, Group Lasso was retained as the optimal dimension reduction
method according to his predictive performance. Indeed, the logistic regression
model using selected variables by Group Lasso (see Table 2.1) has the smallest
prediction error. In addition, 5 variables on 8 were significantly related to homes at
risk in logistic regression model (Table 2.5). The advantage of Group Lasso method
compared to the Random Forests method is probably due to the use of logistic
model to evaluate the performance of dimension reduction methods. Indeed, the
Group Lasso method is based on assumption of logistic model (unlike the Random
Forests), which is coherent with the use of logistic regression model again. The
advantage of Group Lasso method compared to Lasso method is probably due
to the nature of the explanatory variables. Indeed most of explanatory variables
are categorial, which is typically a case for which Group Lasso (unlike the Lasso)
outperforms, since its definition takes into account the group structure of categorial
variables in the selection procedure Meier et al. (2008).

Group Lasso as a screening procedure

Dimension reduction using Group Lasso has retained 15 variables. It is known
that Group Lasso often selects higher set of variables. At this stage we choose to
perform an additional variables selection procedure among these 15 variables. For
such a number of explanatory variables, it is also known that variables selection
using AIC criterion perform better than Lasso. For those reasons we have proceeded
to a last variables selection procedure using stepwise model selection based on AIC
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criterion. In that way we have more accurate selection and better logistic regression
analysis. Of course we could not directly use stepwise selection on the 71 variables
because it is adapted to modest number of variables.

High dimension setting

It can be surprising that genomic studies use thousands of variables in dimen-
sion reduction methods (Ghosh and Chinnaiyan (2005) Wu et al. (2009a) Li et al.
(2011)), while socio-epidemiological data are limited to tens. Indeed large socio-
epidemiological and contextual data are of order of few hundreds. As explained
above, with these data, a preprocessing can be easily done by considering nested,
filter or redundant questions. Redundant questions are sometimes due to the fact
that questionnaires are often developed by specialists in diverse fields (doctors,
sociologists, economists etc). They can ask quite close questions that we have to
identify before using statistical analysis. However after such a preprocessing for
genomic data, there still remains many variables.

In this work, after a preprocessing of data, we have applied dimension reduction
methods to 71 explanatory variables. Although this number is considerably lower
than the number of variables (genes) in the genomic data, it remains quite large, in
the sense that they should not be all used in a logistic regression model. Indeed,
for the sake of numerical precision or for interpretability, logistic regression with
71 variables is not efficient. We stress that in this study high dimension means that
the number of variables is too large to use logistic regression.

Improvement due to dimension reduction procedure

As showed in Table 2.1, logistic regression with all 71 explanatory variables is
not very efficient, since it has high prediction error, 36.11%. The dimension reduc-
tion, from 71 variables to less than 15, allowed to reduce the prediction error. It
therefore reflected a gain of information and an improvement in the discrimina-
tion of homes at risk due to the dimension reduction. However the best prediction
error (19.44%) is not too small, and thus highlights the difficulties of discriminate
homes at risk using these explanatory variables. These difficulties can be due to two
reasons : firstly, explanatory variables come from declarative questions, which can
present some incorrect responses. Indeed, persons interviewed, driven by shame,
fear, a desire to show a correct attitude, may give incorrect or simply imprecise ans-
wers. Secondly, concerning the response variable (home at risk vs home not at risk),
some families had no thermometer and consequently the declaration of fever can
be variable. This approximation could explain a quite high prediction error. This
difficulty of analysing socio-epidemiological data is frequent and can be found for
instance in Rondet et al. (2013) and Vallée and Chauvin (2012). However, this ana-
lysis bring a lots of interesting results and all approximation presented above are
constitutive of these studies and are taking in account in the interpretation of the
results.

The rate of missing values for the dimension reduction methods

There were missing data in the dataset (no answer to a question) and a mis-
sing data excluded all the data of the household. These problem of missing data
is recurrent in large socio-epidemiological surveys where families hesitate to ans-
wer all questions. We have analyzed these missing data. They were randomly dis-
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tributed between the households. Households with missing data did not have a
specific profile. Thus we have chosen to delete households with missing data. To
our knowledge, exclude these households does not, made bias in dimension reduc-
tion methods. We have worked with 66.3% (n=252) of the included households for
dimension reduction methods.

However, this exclusion of households with missing data concerned only di-
mension reduction methods. Once number of variables has been reduced, we have
applied logistic model to households that have no missing data in selected va-
riables. By doing so we have considerably reduced the number of missing data,
and then, the number of excluded households (see Table 2.5). Indeed, the more
variables the are, the more data are missing, and then more household to exclude.
The variables selected with the Lasso for example did not have missing data. Thus
for these variables no household has been excluded before using logistic regres-
sion. For Group Lasso, 94.2% (n=357) of included households in logistic regression
model.

The selection of the variable "number of children from 2 to 10 years old in
the household"

The variable "number of children from 2 to 10 years old in the household" seems to
play a capital role in the prediction of homes at risk. Indeed, on the one hand, it
was selected by 2 methods of dimension reduction. On the other hand, in RF me-
thod, it emerges as the third most important, (see Figure 4.2). Finally, according to
Table 2.5, it is the most significant (p = 0.0036) in logistic regression model using
the subset of variables selected by the optimal method according to predictive per-
formance. Indeed, the probability that there is at least one febrile episode in the
household increases with the number of children from 2 to 10 years old in the hou-
sehold. Moreover, contamination between children increases the proportional risk
for children to get fever.

These variables which are linked with economic environment of the household
or sociodemographic information are in adequacy with results in others studies.
This result shows the capacity of reduction method to identify coherent risk factors
for fever in household.

2.5 Conclusion

Large socio-epidemiological surveys involve a large number of explanatory va-
riables. In such case, applying classical models such as logistic regression becomes
inefficient. We need to reduce the number of variables proposed in the analysis
model. The current method used to reduce the number of variables like univariate
statistical techniques , factorial methods, PCA and PLS regression are imperfect .

Reduction methods were widely used in genomic analysis (Lasso, Group Lasso
or Random Forests method). These methods allow to reduce the number of expla-
natory variables while keeping their original structure and allow to take into ac-
count possible interactions between them. Unlike genomic data, variables of socio-
epidemiological surveys are of very different nature, a mixture of qualitative va-
riables, including some with a large number of modalities. So we have tested these
methods with socio-epidemiological dataset. Our results show that the reduction
method permit to identify an acceptable dataset to use with logistic regression. Si-
gnificative variables linked with fever in household are in accordance with findings
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published in other study, confirming the interest of group Lasso method to reduce
number of variables within socio-epidemiological data set.

Although these dimension reduction methods have been used on the ACTU-
PALU dataset, this work constitutes an important afterthought, that may interest
many socio-epidemiological and contextual studies. These studies are frequent,
specially in Africa, and involve many contextual data and are often difficult to
analyze without specific statistical tools.

However, the main objective of this article was not to get a precise analysis of
risk factors but we just wanted to test reduction methods in contextual studies with
qualitative and quantitative variables. We need to push forward the pre-selection of
variables and compare the result of many sets of variables. Moreover, identification
of variables like "buy medicine in informal market " or "age of mother" suggests cross
informations with scholar level or social network and need to be interpreted more
precisely.

methods . Lasso Group Lasso RF.threshold RF.nested
Error (%) 36.11 22.22 19.44 25.39 25.39

H-L test 1 0.85 0.57 0.78 0.78

Number of selected variables 71 3 15 9 9

Table 2.1 – Error : rate of bad predictions in a logistic regression model that takes into account the
variables selected by each dimension reduction method. H - L test : p-value of Hosmer and Lemeshow
test.

Variables Lasso Group Lasso RF.threshold RF.nested
F100

√

F101
√ √ √ √

F114
√ √ √

F204
√ √

F212
√ √ √

F800
√

F808
√

F812
√ √ √ √

F830
√

M307
√ √ √

M313
√

M315
√

M606
√

amisConfidents
√ √ √

ScoreConTrait
√ √ √

varINJ
√

Nbre_total_d_enfants_de_2__10 ans
√ √ √

Table 2.2 – Variables selected by each dimension reduction method
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Variable Importance
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Figure 2.2 – Value of importance for each variable
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Variables labels
F100 Age
F101 Marital status
F114 Level of study
F204 Sector of activity
F212 Time spends from home to the activity
F800 Do you discuss about health issues ?
F808 When you did not fully understand the explanations

to give medication to your child, how do you do ?
F812 Do you ever buy drugs to the sellers in the market ?
F830 Do you know that there are some medications far less

expensive than others in drugstores ?
M307 The type of toilet of the head of household
M313 What is your main lighting mode ?
M315 Which fuel do you often use for the preparation

of the meal ?
M606 Cost for hospital care during the last 12 months
amisConfidents Having friends or confidants in the district
ScoreConTrait Knowledge on the treatment
varINJ Do you know that the infusion/palujec/quinine

injection treats malaria ?
Nbre_total_d_enfants_de_2__10 ans Number of children from 2 to 10 years old in the household

Table 2.3 – Label of variables selected by at least one dimension reduction method.

methods Lasso Group Lasso RF.threshold RF.nested
rate of households 0.00 % 5.8% 4.2% 4.2%

Table 2.4 – Rate of households with missing data in the subsets of variables selected by each of the
dimension reduction methods.

estimate OR IC pvalue
(Intercept) -1.1357 0.3212 [0.0398 ; 2.2049] 0.2622

F812 No - - - 0.0244 *
yes -0.8530 0.4261 [0.1927 ; 0.8636]

F830 No - - - 0.0381*
Yes 0.6096 1.8396 [1.0456 ; 3.3207]

M315 Other - - - 0.1092

Gas 1.0655 2.9024 [0.8959 ; 13.1820]
F100 -0.0310 0.9694 [0.9419 ; 0.9961] 0.0294 *
F212 0.0065 1.0065 [0.9974 ; 1.0153] 0.1447

ScoreConTrait -1.1422 0.3191 [0.0778 ; 1.3050] 0.1111

M606 -0.0000 1.0000 [1.0000 ; 1.0000] 0.0437*
Nbre_total_d_enfants_de_2__10 ans 0.2496 1.2836 [1.0854 ;1.5208] 0.0036 **

Table 2.5 – Logistic regression model using variables selected by the optimal method, Group Lasso
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We consider the problem of estimating a function f0 in logistic regression model.
We propose to estimate this function f0 by a sparse approximation build as a

linear combination of elements of a given dictionary of p functions. This sparse ap-
proximation is selected by the Lasso or Group Lasso procedure. In this context, we
state non asymptotic oracle inequalities for Lasso and Group Lasso under restric-
ted eigenvalue assumption as introduced in Bickel et al. (2009). Those theoretical
results are illustrated through a simulation study.
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3.1 Introduction

During the last few years, logistic regression problems with more and more
high-dimensional data occur in a wide variety of scientific fields, especially in stu-
dies that attempt to find risk factors for disease and clinical outcomes. For example
in gene expression data analysis or in genome wide association analysis the num-
ber p of predictors may be of the same order or largely higher than the sample size
n (thousands p of predictors for only a few dozens of individuals n, see for instance
Garcia-Magariños et al. (2010) or Wu et al. (2009b)). In this context the considered
model is often what we call here usual logistic regression. It is given by

P(Yi = 1) = π(zT
i β0) =

exp(zT
i β0)

1 + exp(zT
i β0)

, (3.1)

where one observes n couples (z1, Y1),. . .,(zn, Yn) ∈ R
d × {0, 1}, and β0 is the unk-

nown parameter to estimate. Throughout the chapter, we consider a fixed design
setting (i.e z1, . . . , zn are considered deterministic).

In this chapter, we consider a more general logistic model described by

P(Yi = 1) =
exp( f0(zi))

1 + exp( f0(zi))
, (3.2)

where the outputs Yi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n are independent and f0 (not neces-
sarily linear) is an unknown function (Hastie (1983)). We aim at estimating f0 by
constructing a suitable approximation. More precisely we estimate f0 by a sparse
approximation of linear combination of elements of a given dictionary of functions
D = {φ1, . . . , φp} : f̂ (.) := ∑

p
j=1 β̂ jφj(.). Our purpose expresses the belief that, in

many instances, even if p is large, only a subset of D may be needed to approximate
f0 well. This construction can be done by minimizing the empirical risk. However,
it is well-known that with a large number of parameters in high dimensional data
situations, direct minimization of empirical risk can lead to Overfitting : the classi-
fier can only behave well in training set, and can be bad in test set. The procedure
would also be unstable : since empirical risk is data dependent, hence random,
small change in the data can lead to very different estimators. Penalization is used
to overcome those drawbacks. One could use ℓ0 penalization, i.e. penalized by the
number of non zero coefficients (see for instance AIC, BIC Akaike (1974), Schwarz
(1978a)). Such a penalization would produce interpretable models, but leads to
non convex optimization and there is not efficient algorithm to solve this problem
in high dimensional framework. Tibshirani (1996) proposes to use ℓ1 penalization,
which is a regularization technique for simultaneous estimation and selection. This
penalization leads to convex optimization and is important from computational
point of view (as well as from theoretical point of view). As a consequence of the
optimality conditions, regularization by the ℓ1 penalty tends to produce some co-
efficients that are exactly zero and shrink others, thus the name of Lasso (Least
Absolute Shrinkage and Selection Operator). There exist some algorithms to solve
this convex problem, glmnet (see Friedman et al. (2010)), predictor-corector (see Park
et Hastie (2007)) among the others.
A related Lasso-type procedure is the Group Lasso, where the covariates are assu-
med to be clustered in groups, and instead of ℓ1-penalty (summing the absolute va-
lues of each individual loading) the sum of Euclidean norms of the loadings in each
group is used. It shares the same kind of properties as the Lasso, but encourages
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predictors to be selected in groups. This is useful when the set of predictors is par-
titioned into prescribed groups, only few being relevant in the estimation process.
Group Lasso has numerous applications : when categorical predictors (factors) are
present, the Lasso solution is not adequate since it only selects individual dummy
variables instead of whole factors. In this case, categorical variables are usually
represented as groups of dummy variables. In speech and signal processing for
example, the groups may represent different frequency bands (see McAuley et al.
(2005)).
Previously known results. Recently, a great deal of attention has been focused on
ℓ1-penalized based estimators. Most of this attention concerns regression models
and ℓ1-penalized least squares estimator of parameters in high dimensional linear
and non linear additive regression. Among them one can cite Bunea et al. (2006;
2007b;a), Massart et Meynet (2011), who have studied the Lasso for linear model
in nonparametric setting and proved sparsity oracle inequalities. Similar sparsity
oracle inequalities are proved in Bickel et al. (2009), and those results hold under
the so-called restricted eigenvalue assumption on the Gram matrix. Those kind of re-
sults have been recently stated for the variants of the Lasso. For instance Lounici et
al. (2011) under a group version of restricted eigenvalue assumption stated oracle in-
equalities in linear gaussian noise model under Group sparsity. Those results lead
to the refinements of their previous results for multi-task learning (see Lounici et al.
(2009)). The behavior of the Lasso and Group Lasso regarding their selection and
estimation properties have been studied in : Knight et Fu (2000), Meinshausen et
Bühlmann (2006), Zhao et Yu (2006), Osborne et al. (2000), Zhang et Huang (2008),
Meinshausen et Yu (2009) for Lasso in linear regression ; Chesneau et Hebiri (2008),
Nardi et Rinaldo (2008) for Group Lasso in linear regression ; Ravikumar et al.
(2009), Meier et al. (2009), Huang et al. (2010) for additive models. Few results on
the Lasso and Group Lasso concern logistic regression model. Most of them are
asymptotic results and concern the usual logistic regression model defined by (3.1).
Zou (2006) shows consistency in variable selection for adaptive Lasso in generali-
zed linear models when the number of covariables p is fixed. Huang et al. (2008)
prove sign consistency and estimation consistency for high-dimensional logistic re-
gression. Meir et al. (2008) shown consistency for the Group Lasso in usual logistic
model (3.1). To our knowledge there are only two non asymptotic results for the
Lasso in logistic model : the first one is from Bach (2010), who provided bounds
for excess risk (generalization performance) and estimation error in the case of
usual logistic regression model under restricted eigenvalue assumption on the weigh-
ted Gram matrix. The second one is from van de Geer (2008), who established non
asymptotic oracle inequality for Lasso in high dimensional generalized linear mo-
dels with Lipschitz loss functions. Non asymptotic results concerning Group Lasso
for logistic regression model have been established by Negahban et al. (2012), and
more recently by Blazère et al. (2014), both with the assumption that f0 is linear.

In this chapter, we state general non asymptotic oracle inequalities for the Lasso
and Group Lasso in logistic model within the framework of high-dimensional sta-
tistics. We do not assume that f0 is linear. We first state "slow" oracle inequalities
(see Theorem 3.1 and Theorem 3.4) with no assumption on the Gram matrix, on
the regressors nor on the margin. Secondly we provide "fast" oracle inequalities
(see Theorem 3.2 and Theorem 4.1) under restricted eigenvalue assumption and some
technical assumptions on the regressors. In each case, we give, as a consequence,
the bounds for excess risk, L2(

1
n ∑

n
i=1 δzi)-norm and estimation errors for Lasso and

Group Lasso in the usual logistic regression (i.e. when f0 is linear). Our non asymp-
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totic results lead to an adaptive data-driven weighting of the ℓ1-norm (for the Lasso)
and group norm (for the Group Lasso). Simulation study is given to illustrate the
numerical performance of Group Lasso and Lasso with such weights.

This chapter is organized as follows. In Section 3.2, we describe our weighted
Group Lasso estimation procedure and state non asymptotic oracle inequalities for
the Group Lasso estimator. In Section 3.3 we describe our weighted Lasso estima-
tion procedure and state non asymptotic oracle inequalities for the Lasso estimator.
In Section 3.2.3 and Section 3.3.3 we give as a consequence the bounds for excess
risk, L2(

1
n ∑

n
i=1 δzi) and estimation errors for Lasso and Group Lasso in the usual

logistic regression (3.1) . Section 3.4 is devoted to simulation study. The proofs are
gathered in Section 3.6 and Appendix.
Definitions and notations

Consider the matrix X =
(
φj(zi)

)
1≤i≤n, 1≤j≤p and {Gl , l = 1, . . . , g} the partition of

{1, . . . , p}. For any β = (β1, . . . , βp)T = (β1, . . . , βg)T ∈ R
p, where βl = (β j)j∈Gl

for
l = 1, . . . , g. Let fβ(.) = ∑

p
j=1 β jφj(.) = ∑

g
l=1 ∑j∈Gl

β jφj(.). With our notations

( fβ(z1), . . . , fβ(zn))
T = Xβ.

We define the group norm of β as

‖β‖2,q =




g

∑
l=1

(

∑
j∈Gl

β2
j

) q
2



1
q

=

(
g

∑
l=1

‖βl‖q
2

) 1
q

,

for every 1 ≤ q < ∞. For β ∈ R
p K(β) = {j ∈ {1, . . . , p} : β j 6= 0} and

J(β) = {l ∈ {1, . . . , g} : βl 6= 0}, respectively the set of relevant coefficients (which
characterizes the sparsity of the vector β) and the set of relevant groups. For all
δ ∈ R

p and a subset I ⊂ {1, . . . , p}, we denote by δI the vector in R
p that has the

same coordinates as δ on I and zero coordinates on the complement Ic of I. Mo-
reover |I| denotes the cardinality of I. For all h, f , g : R

d → R, we define the scalar
products

〈 f , h〉n =
1
n

n

∑
i=1

h(zi) f (zi),

and

〈 f , h〉g =
1
n

n

∑
i=1

h(zi) f (zi)π(g(zi))(1 − π(g(zi))), where π(t) =
exp(t)

1 + exp(t)
.

We use the notation

q f (h) =
1
n

n

∑
i=1

h(zi)(Yi − π( f (zi))),

‖h‖∞ = maxi |h(zi)| and ‖h‖n =
√
〈h, h〉n =

√
1
n ∑

n
i=1 h2(zi) which denote the

L2(
1
n ∑

n
i=1 δzi) norm (empirical norm). We consider empirical risk (logistic loss) for

logistic model

R̂( f ) =
1
n

n

∑
i=1

log(1 + exp( f (zi)))− Yi f (zi). (3.3)
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We denote by R the expectation of R̂ with respect to the distribution of Y1, . . . , Yn,
i.e

R( f ) = IE(R̂( f )) =
1
n

n

∑
i=1

log(1 + exp( f (zi)))− IE(Yi) f (zi).

It is clear that R(.) is a convex function and f0 is a minimum of R(.) when the
model is well-specified (i.e. when (4.1) is satisfied). Note that with our notations

R( f ) = IE(R̂( f )) = R̂( f ) + q f0( f ). (3.4)

We shall use both the excess risk of f β̂, R( f β̂)− R( f0) and the prediction loss ‖ f β̂ −
f0‖2

n to evaluate the quality of the estimator. Note that R( f β̂) corresponds to the
average Kullback-Leibler divergence to the best model when the model is well-
specified, and is common for the study of logistic regression.

3.2 Group Lasso for logistic regression model

3.2.1 Estimation procedure

The goal is not to estimate the parameters of the ”true” model (since there is no
true parameter) but rather to construct an estimator that mimics the performance
of the best model in a given class, whether this model is true or not. Our aim is
then to estimate f0 in Model (4.1) by a linear combination of the functions of a
dictionary

D = {φ1, . . . , φp},

where φj : R
d → R and p possibly ≫ n. The functions φj can be viewed as estima-

tors of f0 constructed from independent training sample, or estimators computed
using p different values of the tuning parameter of the same method. They can also
be a collection of basis functions, that can approximate f0, like wavelets, splines,
kernels, etc... We implicitly assume that f0 can be well approximated by a linear
combination

fβ(.) =
p

∑
j=1

β jφj(.),

where β has to be estimated.
In this section we assume that the set of relevant predictors have known group

structure, for example in gene expression data these groups may be gene pathways,
or factor level indicators in categorical data. And we wish to achieve sparsity at
the level of groups. This group sparsity assumption suggests us to use the Group
Lasso method. We consider the Group Lasso for logistic regression (see Meier et al.
(2008), Yuan et Lin (2006)), where predictors are included or excluded in groups.
The logistic Group Lasso is the minimizer of the following optimization problem

f β̂GL
:= argmin

fβ∈Γ1

{
R̂( fβ) + r

g

∑
l=1

ωl‖βl‖2

}
, (3.5)

where

Γ1 ⊆
{

fβ(.) =
g

∑
l=1

∑
j∈Gl

β jφj(.), β ∈ R
p

}
.

The tuning parameter r > 0 is used to adjust the trade-off between minimizing
the loss and finding a solution which is sparse at the group level, i.e., to a vector
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β such that βl = 0 for some of the groups l ∈ {1, . . . , g}. Sparsity is the conse-
quence of the effect of non-differentiable penalty. This penalty can be viewed as an
intermediate between ℓ1 and ℓ2 type penalty, which has the attractive property that
it does variables selection at the group level. The weights ωl > 0, which we will
define later, are used to control the amount of penalization per group.

3.2.2 Oracle inequalities

In this section we state non asymptotic oracle inequalities for excess risk and
L2(

1
n ∑

n
i=1 δzi) loss of Group Lasso estimator. Consider the following assumptions :

There exists a constant 0 < c1 < ∞ such that max
1≤i≤n

| f0(zi)| ≤ c1.

(A2)

There exists a constant 0 < c2 < ∞ such that max
1≤i≤n

max
1≤j≤p

|φj(zi)| ≤ c2. (A3)

For all fβ ∈ Γ1, there is some universal constant C0 such that max
1≤i≤n

| fβ(zi)| ≤ C0.

(A4)

Assumptions (A5) and (A4) are technical assumptions useful to connect the excess
risk and the L2(

1
n ∑

n
i=1 δzi) loss (see Lemma 4.4). An assumption similar to (A5) has

been used in Bunea et al. (2007b) to prove oracle inequality in gaussian regression
model. The same kind of assumption as (A4) has been made in Tarigan et van de
Geer (2006) to prove oracle inequality for support vector machine type with ℓ1
complexity regularization.

Theorem 3.1 Let f β̂GL
be the Group Lasso solution defined in (3.5) with r ≥ 1 and

ωl =
2|Gl |

n

√
1
2

max
j∈Gl

n

∑
i=1

φ2
j (zi) (x + log p) +

2c2|Gl |
3n

(x + log p) , (3.6)

where x > 0. Under Assumption (A3), with probability at least 1 − 2 exp(−x) we have

R( f β̂GL
)− R( f0) ≤ inf

β∈Rp

{
R( fβ)− R( f0) + 2r‖β‖2,1 max

1≤l≤g
ωl

}
. (3.7)

The first part of the right hand of Inequality (3.7) corresponds to the approxima-
tion error (bias). The selection of the dictionary can be very important to minimize
this approximation error. It is recommended to choose a dictionary D such that
f0 could well be approximated by a linear combination of the functions of D. The
second part of the right hand of Inequality (3.7) is the variance term and is usually
referred as the rate of the oracle inequality. In Theorem 3.1, we speak about ”slow”
oracle inequality, with the rate at the order ‖β‖2,1

√
log p/n for any β. Moreover

this is a sharp oracle inequality in the sense that there is a constant 1 in front of
term inf

β∈Rp
{R( fβ)− R( f0)}. This result is obtained without any assumption on the

Gram matrix (Φn = XTX/n). In order to obtain oracle inequality with a "fast rate"
of order log p/n we need additional assumption on the restricted eigenvalue of the
Gram matrix, namely the restricted eigenvalue assumption.

For some integer s such that 1 ≤ s ≤ g and a positive number a0, (RE5)

the following condition holds

µ1(s, a0) := min
K⊆{1,...p}:|K|≤s

min
∆ 6=0:‖∆Kc‖2,1≤a0‖∆K‖2,1

‖X∆‖2√
n‖∆K‖2

> 0.
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This is a natural extension to the Group Lasso of restricted eigenvalue assumption
introduced in Bickel et al. (2009) (or Assumption (RE7) used below) for the usual
Lasso. The only difference lies on the set where the minimum is taken : for the
Lasso the minimum is taken over {∆ 6= 0 : ‖∆Kc‖1 ≤ a0‖∆K‖1} whereas for the
Group Lasso the minimum is over {∆ 6= 0 : ‖∆Kc‖2,1 ≤ a0‖∆K‖2,1}. This assumption
has already been used in Lounici et al. (2009; 2011) to prove oracle inequality for
linear gaussian noise model under Group sparsity and for multi-task learning. To
emphasize the dependency of Assumption (RE5) on s and a0 we will sometimes
refer to it as RE(s, a0).

Theorem 3.2 Let f β̂GL
be the Group Lasso solution defined in (3.5) with ωl defined as in (3.6). Fix η > 0

and 1 ≤ s ≤ g, assume that (A5), (A3), (A4) and (RE5) are satisfied, with a0 = 3 + 4/η.
Thus with probability at least 1 − 2 exp(−x) we have

R( f β̂GL
)− R( f0) ≤ (1 + η) inf

fβ∈Γ1





R( fβ)− R( f0) +

c(η)|J(β)|r2
(

max
1≤l≤g

ωl

)2

c0ǫ0µ1(s, a0)2





,

(3.8)
and

‖ f β̂GL
− f0‖2

n ≤ c′0
4c0ǫ0

(1+ η) inf
fβ∈Γ1




‖ fβ − f0‖2

n +

4c(η)|J(β)|r2
(

max
1≤l≤g

ωl

)2

c′0c0ǫ2
0µ1(s, a)2





. (3.9)

Where c(η) is a constant depending only on η ; c0 = c0(C0, c1) and c′0 = c′0(C0, c1) are
constants depending on C0 and c1 ; ǫ0 = ǫ0(c1) is a constant depending on c1 ; and r ≥ 1 .

In Theorem 3.2, the variance terms are of order log p/n. Hence we say that the
corresponding non asymptotic oracle inequalities have "fast rates". For the best of
our knowledge, Inequalities (3.7), (3.8) and (3.9) are the first non asymptotic oracle
inequalities for the Group Lasso in logistic regression model. These inequalities
allow us to bound the prediction errors of Group Lasso by the best sparse approxi-
mation and a variance term. The major difference with existing results concerning
Group Lasso for logistic regression model (see Negahban et al. (2012), Meier et al.
(2008), Blazère et al. (2014)) is that f0 is not necessarily linear. And we also demons-
trated a sharp non asymptotic oracle inequality without any assumption on the
Gram matrix (see Theorem 3.1).

Remark 3.1 Our results remain true if we assume that we are in the "neighborhood" of the target function.
If we suppose that there exists ζ such that max1≤i≤n | fβ(zi)− f0(zi)| ≤ ζ, then Lemma 4.4
is still true.

Remark 3.2 The choice of the weights ωℓ comes from Bernstein’s inequality. We could also use the following
weights

ω′
l =

2|Gl |
n

√
2max

j∈Gl

n

∑
i=1

E[φ2
j (zi)ǫ

2
i ] (x + log p) +

2|Gl |max
1≤i≤n

max
j∈Gl

|φj(zi)|

3n
(x + log p) ,

with ǫi = Yi − E[Yi]. Theorems 3.1 and 3.2 still hold true with such weights ω′
l . But

these weights depend on the unknown function f0 to be estimated through E(ǫ2
i ) =
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π( f0(zi))(1 − π( f0(zi))). This is the reason for using weights ωl slightly greater than
ω′

l . We will show in simulation study (Section 3.4) how to use the weights ω′
l to improve

the Group Lasso defined in Meier et al. (2008) which used
√
|Gl | as weight for the group l.

3.2.3 Special case : f0 linear

In this section we assume that f0 is a linear function i.e. f0(zi) = fβ0(zi) =

∑
g
l=1 ∑j∈Gl

β jzij. Denote by X = (zij)1≤i≤n,1≤j≤p, the design matrix. Let zi =

(zi1, . . . , zip)
T be the ith row of the matrix X and z(j) = (z1j, . . . , znj)

T is jth column.
For i = 1, . . . , n

P(Yi = 1) =
exp(zT

i β0)

1 + exp(zT
i β0)

. (3.10)

This corresponds to the usual logistic regression (3.1) i.e. logistic model that allows
linear dependency between zi and the distribution of Yi. In this context, the Group
Lasso estimator of β0 is defined by

β̂GL := argmin
β: fβ∈Γ1

1
n

n

∑
i=1

{
log(1 + exp(zT

i β))− Yiz
T
i β

}
+ r

g

∑
l=1

ωl‖βl‖2. (3.11)

Corollary 3.1 Let assumption RE5(s,3) be satisfied and |J(β0)| ≤ s, where 1 ≤ s ≤ g. Consider the Group
Lasso estimator f β̂GL

defined by (3.11) with

ωl =
2|Gl |

n

√
1
2

max
j∈Gl

n

∑
i=1

z2
ij (x + log p) +

2c2|Gl |
3n

(x + log p) (3.12)

where x > 0. Under the assumptions of Theorem 3.2, with probability at least 1 −
2 exp(−x) we have

R( f β̂GL
)− R( fβ0) ≤

9sr2
(

max
1≤l≤g

ωl

)2

µ2(s, 3)c0ǫ0
(3.13)

‖ f β̂GL
− fβ0‖2

n ≤
9sr2

(
max
1≤l≤g

ωl

)2

µ2(s, 3)c2
0ǫ2

0
(3.14)

‖β̂GL − β0‖2,1 ≤
12rs

(
max
1≤l≤g

ωl

)2

µ2(s, 3)c0ǫ0( min
1≤l≤g

ωl)
(3.15)

‖β̂GL − β0‖q
2,q ≤




12rs
(

max
1≤l≤g

ωl

)2

µ2(s, 3)c0ǫ0( min
1≤l≤g

ωl)




q

for all 1 < q ≤ 2. (3.16)

Remark 3.3 In logistic regression model (3.27), if vector β0 is sparse, i.e. |J(β0)| ≤ s, then Assump-
tion (RE5) implies that β0 is uniquely defined. Indeed, if there exists β∗ such that for
i = 1, . . . , n, π(zT

i β0) = π(zT
i β∗), it follows that Xβ0 = Xβ∗ and |J(β∗)| ≤ s. Then

according to assumption RE(s, a0) with a0 > 1, we necessarily have β0 = β∗. Indeed if
RE(s, a0) is satisfied with a0 > 1, then min{‖Xβ‖2 : |J(β)| ≤ 2s, β 6= 0} > 0.
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Remark 3.4 (Theoretical advantage of Group Lasso over the Lasso) Concerning results on oracle
inequality for the Group Lasso few results exist. The first oracle inequality for the Group
Lasso in the additive regression model is due to Nardi et Rinaldo (2008). Since then, some
of these inequalities have been improved in Lounici et al. (2011) Lounici et al. (2011),
concerning in particular the gain on order rate. More precisely, Lounici et al. (2011) Lounici
et al. (2011) have found a rate of order log g/n for Group Lasso in gaussian linear model,
which is better than is corresponding rate for the Lasso, log p/n (since g ≤ p). This
improvement seems mainly based on the assumption that the noise is gaussian. In our
case (see proof of Theorem 3.1, formula (3.35)) the empirical process involves non gaussian
variables and thus their method should not apply in our context. However the probability
that their results are true depends on g whereas the probability that our results hold does
not depend on g.

We can find the rate of order log g/n by choosing this constant x in the weights in a
certain manner. Indeed, let us assume (without loss of generality) that the groups are all of
equal size |G1| = · · · = |Gg| = m, so that p = m.g. Since the weights in (3.6) are defined
for all x > 0, if we take x = q log g − log m > 0 where q is a positive constant such that
gq > m. Then the weights in (3.6) become

ωl =
2|Gl |

n

√
1
2

max
j∈Gl

n

∑
i=1

φ2
j (zi) [(1 + q) log g] +

2c2|Gl |
3n

[(1 + q) log g] ,

thus

ω2
l ∼ log g

n
,

and the results in Theorem 3.1 and Theorem 3.2 hold with probability at least

1 − 2
m
gq .

In the special case where the g > 2m these results are true for all q > 0.

3.2.4 Non bounded functions

The results of Corollary 3.1 are obtained (as the consequence of Theorem 3.2)
with the assumptions that fβ0 and all fβ ∈ Γ1 are bounded. In some situations these
assumptions could not be verified. In this section we will establish the same results
without assuming (A5) or (A4) i.e. neither fβ0 nor fβ is bounded. We consider the
Group Lasso estimator defined in (3.11) and the following assumption :

For some integer s such that 1 ≤ s ≤ g and a positive number a0, (RE6)

the following condition holds

µ2(s, a0) := min
K⊆{1,...p}:|K|≤s

min
∆ 6=0:‖∆Kc‖2,1≤a0‖∆K‖2,1

∆TXTDX∆

n‖∆K‖2
2

> 0,

where D = Diag (var(Yi)) .

This is an extension of the Assumption RE5 to the weighted Gram matrix XTDX/n.

Theorem 3.3 Consider the Group Lasso estimator f β̂GL
defined by (3.11) with wl defined as in (3.12) where

x > 0. Set v = max
1≤i≤n

max
1≤l≤g

‖zl
i‖2. Let Assumptions (A3) and (RE6) be satisfied with

a0 =

3 max
1≤l≤g

ωl

min
1≤l≤g

ωl
.
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If r(1 + a0)2 max
1≤l≤g

ωl ≤ µ2
2

3v|J| , with probability at least 1 − 2 exp(−x) we have

R( f β̂GL
)− R( fβ0) ≤

9(1 + a0)2 J(β0)|r2
(

max
1≤l≤g

ωl

)2

µ2
2(s, 3)

(3.17)

‖β̂GL − β0‖2,1 ≤
6(1 + a0)2|J(β0)|r

(
max
1≤l≤g

ωl

)

µ2
2(s, 3)

(3.18)

‖β̂GL − β0‖q
2,q ≤




6(1 + a0)2|J(β0)|r
(

max
1≤l≤g

ωl

)

µ2
2(s, 3)




q

for all 1 < q ≤ 2. (3.19)

Moreover if we assume that there exists 0 < ǫ0 ≤ 1/2 such that

ǫ0 ≤ π( fβ0(zi))[1 − π( fβ0(zi))] for all i = 1, . . . , n

then,

‖Xβ̂GL − Xβ0‖2
n ≤

36(1 + a0)2|J(β0)|r2
(

max
1≤l≤g

ωl

)2

µ2(s, 3)ǫ0
. (3.20)

Inequalities (3.18) and (3.19) are the extensions of the results in Bach (2010) for
the Lasso to Group Lasso in logistic regression model.

In this section we studied some properties of the Group Lasso. However the
Group Lasso is based on prior knowledge that the set of relevant predictors have
known group structure. If this group sparsity condition is not satisfied, the sparsity
can be achieve by simply using the Lasso. We will show in the next section how to
adapt the results of this section to the Lasso.

3.3 Lasso for logistic regression

3.3.1 Estimation procedure

The Lasso estimator f β̂L
is defined as a minimizer of the following ℓ1-penalized

empirical risk

f β̂L
:= argmin

fβ∈Γ

{
R̂( fβ) + r

p

∑
j=1

ωj|β j|
}

, (3.21)

where the minimum is taken over the set

Γ ⊆
{

fβ(.) =
p

∑
j=1

β jφj(.), β = (β1, . . . , βp) ∈ R
p

}

and ωj are positive weights to be specified later. The ”classical” Lasso penalization
corresponds to ωj = 1, where r is the tuning parameter which makes balance
between goodness-of-fit and sparsity. The Lasso estimator has the property that it
does predictors selection and estimation at the same time. Indeed for large values
of ωj, the related components β̂ j are set exactly to 0 and the other are shrunken
toward zero.
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3.3.2 Oracle inequalities

In this section we provide non asymptotic oracle inequalities for the Lasso in
logistic regression model.

Theorem 3.4 Let f β̂L
be the ℓ1-penalized minimum defined in (3.21). Let Assumption (A3) be satisfied.

A-) Let x > 0 be fixed and r ≥ 1. For j = {1, . . . , p}, let

ωj =
2
n

√
1
2

n

∑
i=1

φ2
j (zi)(x + log p) +

2c2(x + log p)
3n

. (3.22)

Thus with probability at least 1 − 2 exp(−x) we have

R( f β̂L
)− R( f0) ≤ inf

β∈Rp

{
R( fβ)− R( f0) + 2‖β‖1r max

1≤j≤p
ωj

}
.

B-) Let A > 2
√

c2. For j = {1, . . . , p}, let ωj = 1, and

r = A

√
log p

n
.

Thus with probability at least 1 − 2p1−A2/4c2 we have

R( f β̂L
)− R( f0) ≤ inf

β∈Rp

{
R( fβ)− R( f0) + 2A‖β‖1

√
log p

n

}
.

As previously, the variance terms are of order ‖β‖1
√

log p/n for any β. Hence
these are sharp oracle inequalities with "slow" rates. These results are obtained
without any assumption on the Gram matrix. To obtain oracle inequalities with a
"fast rate", of order log p/n, we need the restricted eigenvalue condition.

For some integer s such that 1 ≤ s ≤ p and a positive number a0, (RE7)

the following condition holds

µ(s, a0) := min
K⊆{1,...p}:|K|≤s

min
∆ 6=0:‖∆Kc‖1≤a0‖∆K‖1

‖X∆‖2√
n‖∆K‖2

> 0.

This assumption has been introduced in Bickel et al. (2009), where several suf-
ficient conditions for this assumption are described. This condition is known to be
one of the weakest to derive "fast rates" for the Lasso. For instance conditions on
the Gram matrix used to prove oracle inequality in Bunea et al. (2006; 2007b;a) are
more restrictive than restricted eigenvalue assumption. In those papers either Φn is po-
sitive definite, or mutual coherence condition is imposed. We refer to van de Geer
et Bühlmann (2009) for a complete comparison of the assumptions used to prove
oracle inequality for the Lasso. Especially it is proved that restricted eigenvalue as-
sumption is weaker than the neighborhood stability or irrepresentable condition.

Theorem 3.5 Let f β̂L
be the ℓ1-penalized minimum defined in (3.21). Fix η > 0 and 1 ≤ s ≤ p. Assume

that (A5), (A3), (A4) and (RE7) are satisfied, with a0 = 3 + 4/η.
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A-) Let x > 0 be fixed and r ≥ 1. For j = {1, . . . , p}, ωj defined as in (3.22). Thus with
probability at least 1 − 2 exp(−x) we have

R( f β̂L
)− R( f0) ≤ (1 + η) inf

fβ∈Γ





R( fβ)− R( f0) +

c(η)|K(β)|r2
(

max
1≤j≤p

ωj

)2

c0ǫ0µ2(s, 3 + 4/η)





,

(3.23)
and

‖ f β̂L
− f0‖2

n ≤ c′0
4c0ǫ0

(1 + η) inf
fβ∈Γ




‖ fβ − f0‖2

n +

4c(η)|K(β)|r2
(

max
1≤j≤p

ωj

)2

c′0c0ǫ2
0µ2(s, 3 + 4/η)





.

(3.24)

B-) Let A > 2
√

c2. For j = {1, . . . , p}, let ωj = 1, and

r = A

√
log p

n
.

Thus with probability at least 1 − 2p1−A2/4c2 we have

R( f β̂L
)−R( f0) ≤ (1+ η) inf

fβ∈Γ

{
R( fβ)− R( f0) +

A2c(η)
c0ǫ0µ2(s, 3 + 4/η)

|K(β)|r2 log p
n

}
,

(3.25)
and

‖ f β̂L
− f0‖2

n ≤ c′0
4c0ǫ0

(1+ η) inf
fβ∈Γ

{
‖ fβ − f0‖2

n +
4c(η)A2

c′0c0ǫ2
0µ2(s, 3 + 4/η)

|K(β)|r2 log p
n

}
.

(3.26)

In both cases c(η) is a constant depending only on η ; c0 = c0(C0, c1) and c′0 =
c′0(C0, c1) are constants depending on C0 and c1 ; and ǫ0 = ǫ0(c1) is a constant depending
on c1.

In this theorem the variance terms are of order |K(β)| log p/n. Such order in
sparse oracle inequalities usually refer to "fast rate". This rate is of same kind of
the one obtain in Bickel et al. (2009) for linear regression model. For the best of our
knowledge, (3.24) and (3.26) are the first non asymptotic oracle inequalities for the
L2(

1
n ∑

n
i δzi) norm in logistic model. Some non asymptotic oracle inequalities for

excess risk like (3.23) or (3.25) have been established in van de Geer (2008) under
different assumptions. Indeed, she stated oracle inequality for high dimensional
generalized linear model with Lipschitz loss function, where logistic regression
is a particular case. Her result assumes to be hold in the "neighborhood" of the
target function, while our result is true for all bounded functions. Note also that
our results hold under RE condition, which can be seen as empirical version of
Assumption C in van de Geer (2008). The confidence (probability that result holds
true) of Inequality (3.23) does not depend on n or p while the confidence of her
results depends on n and p. Moreover, the weights we proposed from Bernstein’s
inequality are different and exhibit better performance, at least in the specific cases
studied in the simulation part (see Section 3.4).
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3.3.3 Special case : f0 linear

In this section we assume that f0 is a linear function that is f0(zi) = fβ0(zi) =

∑
p
j=1 β0jzij = zT

i β0, where zi = (zi1, . . . , zip)
T. Denote X = (zij)1≤i≤n,1≤j≤p the design

matrix. Thus for i = 1, . . . , n

P(Yi = 1) = π(zT
i β0) =

exp(zT
i β0)

1 + exp(zT
i β0)

. (3.27)

The Lasso estimator of β0 is thus defined as

β̂L := argmin
β: fβ∈Γ

{
1
n

n

∑
i=1

{
log(1 + exp(zT

i β))− Yiz
T
i β

}
+ r

p

∑
j=1

ωj|β j|
}

. (3.28)

When the design matrix X has full rank, the solution of optimization Problem (3.28)
is usually unique. When p ≫ n this infimum might not be unique.

Corollary 3.2 Let assumption RE(s,3) be satisfied and |K(β0)| ≤ s, where 1 ≤ s ≤ p. Consider the Lasso
estimator f β̂L

defined by (3.28) with

ωj =
2
n

√
1
2

n

∑
i=1

z2
ij(x + log p) +

2c2(x + log p)
3n

Under the assumptions of Theorem 4.1 with probability at least 1 − exp(−x) we have

R( f β̂L
)− R( fβ0) ≤

9sr2
(

max
1≤j≤p

ωj

)2

µ2(s, 3)c0ǫ0
(3.29)

‖ f β̂L
− fβ0‖2

n ≤
9s2r2

(
max
1≤j≤p

ωj

)2

µ2(s, 3)c2
0ǫ2

0
(3.30)

‖β̂L − β0‖1 ≤
12sr

(
max
1≤j≤p

ωj

)2

µ2(s, 3)c0ǫ0

(
min

1≤j≤p
ωj

) (3.31)

‖β̂L − β0‖q
q ≤




12sr
(

max
1≤j≤p

ωj

)2

µ2(s, 3)c0ǫ0

(
min

1≤j≤p
ωj

)




q

for all 1 < q ≤ 2. (3.32)

If r = A
√

log p/n and ωj = 1 for all j ∈ {1, . . . , p} we have the same results with

probability at least 1 − 2p1−A2/4c2 .

Line (3.29) and Line (3.31) of the corollary are similar to those of Theorem 5 in
Bach (2010). Note that, up to differences in constant factors, the rates obtained in
this corollary are the same as those obtained in Theorem 7.2 in Bickel et al. (2009)
for linear model with an s-sparse vector. Remark 3.3 remains true in this section.
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3.4 Simulation study

To illustrate the theoretical part of this chapter we provide in this section some
experimental results on simulated data. Our aim is to compare the Group Lasso
using the weights we proposed to the Group Lasso proposed in Meier et al. (2008).
Recall that Group Lasso for logistic regression proposed in Meier et al. (2008) used√
|Gl | as weight for the group l. We consider the Group Lasso defined in (3.11),

with the weights defined in (3.12), which we denote by weight.GL. We also consider
the Group Lasso estimator defined in (3.11) with weights

ω′
l =

2|Gl |
n

√
2max

j∈Gl

n

∑
i=1

E[z2
ijǫ

2
i ] (2 + log p) +

2|Gl |max
1≤i≤n

max
j∈Gl

|zij|

3n
(2 + log p) ,

which we denote by weight.theoretical.GL. Note that these are the exact weights, and
as mentioned in Remark 3.2, all our results remain true with these weights. But the
only drawback is that, these weights depend on the unknown β0 (the parameter to
be estimated) through E[ǫ2

i ] = π(zT
i β0)[1 − π(zT

i β0)] . Later, we will show how to
estimate E[ǫ2

i ] in order to estimate ωl .

3.4.1 Data generation

◮ Data generation for the Group Lasso. We simulated our covariate matrix X with
different numbers of covariates, observations and groups. The columns of X were
independent and identically distributed (i.i.d.) gaussian, and the response y was
constructed from logistic model (3.10) with β1

0 = (1, . . . , 1), β2
0 = (−1.5, . . . ,−1.5),

β3
0 = (2, . . . , 2) and βl

0 = (0, . . . , 0) for l /∈ {1, 2, 3}. This corresponds to the mo-
del with |J(β0)|=3. We consider different values of |Jc(β0)| to change the amount of
sparsity. Denote by nk = |Gl |, l ∈ {1, 2, 3} and nkc = |Gl |, l /∈ {1, 2, 3}. For each data
set we calculate the prediction error, ‖ f β̂GL

− fβ0‖2
n ; estimation error, ‖β̂GL − β0‖2.

We also calculate the rate of true selection ; and the rate of false relevant and irrelevant
coefficients. True selection corresponds to the situation where the procedure selects
exactly the true relevant coefficients. The rate of false relevant and irrelevant coeffi-
cients is the rate of bad selection in an estimation (the procedure declares that a
coefficient is relevant yet it is irrelevant or declares irrelevant yet it is relevant ).
◮ Data generation for the Lasso. We simulated 500 datasets consisting of n obser-
vations from logistic model (3.27), with β0 = (1.5,−1, 2, 0, 0, . . . , 0) ∈ R

p where
|K(β0)| = 3 and p = 3+ k ∈ {200, 500, 1000}. The columns of X were i.i.d. gaussian.
We first consider the Lasso with the weights ω′

j which we denote weight.theoretical.
As we can not compute these weights in practice, we propose to estimate them as
follows. Since the only unknown term in ω′

j is IE(ǫ2
i ), we propose two estimators of

IE(ǫ2
i ) = π(zT

i β0)(1 − π(zT
i β0) :

1. estimate by σ̂2
i = π(zT

i β̂L)(1 − π(zT
i β̂L) where β̂L is the "classical" Lasso esti-

mator of β0 (without weight) ;

2. the second estimator is σ̂2
i = π(zT

i β̂Logit)(1 − π(zT
i β̂Logit), where β̂Logit is an

estimator of β0 obtained after successively using the Lasso to screen coeffi-
cients and a logistic model which take into account coefficients different to
zero in the Lasso.

The results for the four methods are presented in the Figure 3.4, Figure 3.5 and
Figure 3.6. Lasso represents the ”classical” Lasso (without weight) ; weight.Logitis
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the Lasso with weights estimated using procedure (2) ; weight.Lasso is the Lasso
with weights estimated by the procedure (1) ; weight.theoretical is the Lasso with
theoretical weights. For all the methods, r will be estimated by cross-validation.

3.4.2 Comments

Referring to Figure 3.1, Figure 3.2 and Figure 3.3, we see that the performance
of all methods increases until some optimal performance, and then decreases. This
means that when we reach the optimal model, which corresponds to the model with
ropt-value, nothing is gained by adding other variables. Moreover it is important to
note that the optimal value (ropt) in prediction or estimation is different to the opti-
mal value in selection. In prediction, estimation or selection, the Group Lasso using
our weights outperforms the Group Lasso defined in Meier et al. (2008). According
to Figure 3.1 for instance, weight.theoretical.GL reaches 99% of true selection rate,
while weight.GL peaks at 97% and the Group Lasso comes in last with 66% of true
selection.

According to Figure 3.4, Figure 3.5 and Figure 3.6 we can see that for estima-
tion or prediction error the performance of all the methods are almost the same.
When the number of sample n increases, the performance of all the methods also
increases. The strength of the methods decreases with the number k of null coef-
ficients. The real difference is in rate of true selection and the rate of false relevant
and irrelevant coefficients, where the weight.theoretical, weight.Logit and weight.Lasso
outperform the Lasso. And weight.Logit seems to be better than weight.Lasso.

3.5 Conclusion

In this chapter we stated non asymptotic oracle inequalities for the Lasso and
Group Lasso. Our results are non asymptotic : the number n of observations is
fixed while the number p of covariates can grow with respect to n and can be
much larger than n. The major difference with existing results concerning Group
Lasso or Lasso for logistic regression model is that we do not assume that f0 is
linear. First we provided sharp oracle inequalities for excess risk, with ”slow” rates,
with no assumption on the Gram matrix, on the regressors nor on the margin.
Secondly, under RE condition we provided ”fast” oracle inequalities for excess risk
and L2(

1
n ∑

n
i=1 δzi) loss. We also provided as a consequence of oracle inequalities the

bounds for excess risk, L2(
1
n ∑

n
i=1 δzi) error and estimation error in the case where

the true function f0 is linear (usual logistic regression (3.1)). We shown in simulation
study that the weighted versions of Lasso and Group Lasso we proposed exhibit
better properties than the canonical Lasso and Group Lasso.

3.6 Proofs of main results

Proof of Theorem 3.1

Since β̂GL is the minimizer of R̂( fβ) + r ∑
g
l=1 ωl‖βl‖2, we get

R( f β̂GL
)− 1

n
εTXβ̂GL + r

g

∑
l=1

ωl‖β̂l
GL‖2 ≤ R( fβ)−

1
n

εTXβ + r
g

∑
l=1

ωl‖βl‖2.
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Figure 3.1 – Evolution of estimation error, prediction error, rate of true selection, and the rate of
false relevant or irrelevant coefficients (see Section 3.4). All methods were fit from a path of 100

tuning parameters r from rmax to rmin. Each point corresponds to the average after 100 simulations
from the setup described in Section 3.4.
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Figure 3.2 – Evolution of estimation error, prediction error, rate of true selection, and the rate of
false relevant or irrelevant coefficients (see Section 3.4). All methods were fit from a path of 100

tuning parameters r from rmax to rmin. Each point corresponds to the average after 100 simulations
from the setup described in Section 3.4.
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Figure 3.3 – Evolution of estimation error, prediction error, rate of true selection, and the rate of
false relevant or irrelevant coefficients (see Section 3.4). All methods were fit from a path of 100

tuning parameters r from rmax to rmin. Each point corresponds to the average after 100 simulations
from the setup described in Section 3.4.
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Figure 3.4 – Evolution of estimation error, prediction error, rate of true selection, and the rate of
false relevant or irrelevant coefficients (see Section 3.4). k=200 from the setup described in Section 3.4
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Figure 3.5 – Evolution of estimation error, prediction error, rate of true selection, and the rate of
false relevant or irrelevant coefficients (see Section 3.4). k=500 from the setup described in Section 3.4
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Figure 3.6 – Evolution of estimation error, prediction error, rate of true selection, and the rate of false
relevant or irrelevant coefficient (see Section 3.4). k=1000 from the setup described in Section 3.4
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By applying Cauchy-Schwarz inequality, we obtain

R( f β̂GL
)− R( f0) ≤ R( fβ)− R( f0) +

g

∑
l=1

1
n

√√√√ ∑
j∈Gl

(
n

∑
i=1

φj(zi)ǫi

)2

‖(β̂GL − β)l‖2

+r
g

∑
l=1

ωl‖βl‖2 − r
g

∑
l=1

ωl‖β̂l
GL‖2. (3.33)

Set Zl = n−1
√

∑j∈Gl

(
∑

n
i=1 φj(zi)ǫi

)2, for l ∈ {1, . . . , g} and the event

A =
g⋂

l=1

{Zl ≤ rωl/2} . (3.34)

We state the result on event A and find an upper bound of P(Ac).
On the event A :

R( f β̂GL
)−R( f0) ≤ R( fβ)−R( f0)+ r

g

∑
l=1

ωl‖(β̂GL − β)l‖2 + r
g

∑
l=1

ωl‖βl‖2 − r
g

∑
l=1

ωl‖β̂l
GL‖2.

This implies that

R( f β̂GL
)− R( f0) ≤ R( fβ)− R( f0) + 2r

g

∑
l=1

ωl‖βl‖2.

We conclude that on the event A we have

R( f β̂GL
)− R( f0) ≤ inf

β∈Rp

{
R( fβ)− R( f0) + 2r‖β‖2,1 max

1≤l≤g
ωl

}
.

We now come to the bound of P(Ac) and write

P(Ac) = P




g⋃

l=1

{

√√√√ ∑
j∈Gl

(
n

∑
i=1

φj(zi)ǫi

)2

> nrωl/2}


 (3.35)

≤
g

∑
l=1

P




√√√√ ∑
j∈Gl

(
n

∑
i=1

φj(zi)ǫi

)2

> nrωl/2


 . (3.36)

For j ∈ Gl set Tl
j = ∑

n
i=1 φj(zi)ǫi, we have

P(Ac) ≤
g

∑
l=1

P



√

∑
j∈Gl

(Tl
j )

2 > nrωl/2




≤
g

∑
l=1

P

(

∑
j∈Gl

|Tl
j | > nrωl/2

)
.

Using the fact that, for all l ∈ {1, . . . , g}
{

∑
j∈Gl

|Tl
j | > nrωl/2

}
⊂ ∪

j∈Gl

{
|Tl

j | >
nrωl

2|Gl |

}
, (3.37)
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it follows that

P(Ac) ≤
g

∑
l=1

∑
j∈Gl

P

(
|Tl

j | >
nrωl

2|Gl |

)
.

For j ∈ Gl , set vl
j = ∑

n
i=1 IE(φ2

j ǫ2
i ). Since ∑

n
i=1 φ2

j (zi) > 4vl
j, we have

P(|Tl
j | >

nrωl

2|Gl |
) ≤ P

(
|Tl

j | >
√

2vl
j (x + log p) +

c2

3
(x + log p)

)
, r ≥ 1.

By applying Bernstein’s inequality (see Lemma 3.5) to the right hand side of the
previous inequality we get

P(|Tl
j | >

nωl

2|Gl |
) ≤ 2 exp (−x − log p) .

It follows that

P(Ac) ≤
g

∑
l=1

∑
j∈Gl

P

(
|Tl

j | >
nωl

2|Gl |

)
≤ 2 exp(−x). (3.38)

This ends the proof of the Theorem 3.1. �

Proof of Theorem 3.2

Fix an arbitrary β ∈ R
p such that fβ ∈ Γ1. Set δ = W(β̂GL − β) where W =

Diag(W1, . . . , Wp) is a block diagonal matrix, with Wl = Diag(ωl , . . . , ωl). Since
β̂GL is the minimizer of R̂( fβ) + r ∑

g
l=1 ωl‖βl‖2, we get

R( f β̂GL
)− 1

n
εTXβ̂GL + r

g

∑
l=1

ωl‖β̂l
GL‖2 ≤ R( fβ)−

1
n

εTXβ + r
g

∑
l=1

ωl‖βl‖2.

On the event A defined in (3.34), adding the term r
2 ∑

g
l=1 ωl‖(β̂GL − β)l‖2 to both

sides of Inequality (3.33) yields to

R( f β̂GL
) +

r
2

g

∑
l=1

ωl‖(β̂GL − β)l‖2 ≤ R( fβ) + r
g

∑
l=1

ωl(‖(β̂GL − β)l‖2 − ‖β̂l
GL‖2 + ‖βl‖2).

Since ‖(β̂GL − β)l‖2 − ‖β̂l
GL‖2 + ‖βl‖2 = 0 for l /∈ J(β) = J, we have

R( f β̂GL
)− R( f0) +

r
2

g

∑
l=1

ωl‖(β̂GL − β)l‖2 ≤ R( fβ)− R( f0) + 2r ∑
l∈J

ωl‖(β̂GL − β)l‖2.

(3.39)
we get from Equation (3.39) that

R( f β̂GL
)− R( f0) ≤ R( fβ)− R( f0) + 2r ∑

l∈J

ωl‖(β̂GL − β)l‖2 (3.40)

Consider separately the two events :

A1 = {2r ∑
l∈J

ωl‖(β̂GL − β)l‖2 ≤ η(R( fβ)− R( f0))},



3.6. Proofs of main results 77

and
Ac

1 = {η(R( fβ)− R( f0)) < 2r ∑
l∈J

ωl‖(β̂GL − β)l‖2}. (3.41)

On the event A∩A1, we get from (3.40)

R( f β̂GL
)− R( f0) ≤ (1 + η)(R( fβ)− R( f0)), (3.42)

and the result follows. On the event A∩Ac
1, all the following inequalities are valid.

On one hand, by applying Cauchy Schwarz inequality, we get from (3.40) that

R( f β̂GL
)− R( f0) ≤ R( fβ)− R( f0) + 2r

√
|J(β)|

√
∑
l∈J

ω2
l ‖(β̂GL − β)l‖2

2

≤ R( fβ)− R( f0) + 2r
√
|J(β)|‖δJ‖2. (3.43)

On the other hand we get from Equation (3.39) that

r
2

g

∑
l=1

ωl‖(β̂GL − β)l‖2 ≤ R( fβ)− R( f0) + 2r ∑
l∈J

ωl‖(β̂GL − β)l‖2,

and using (3.41) we obtain

1
2 ∑

l∈J

ωl‖(β̂GL − β)l‖2 +
1
2 ∑

l∈Jc

ωl‖(β̂GL − β)l‖2 ≤ 2
η ∑

l∈J

ωl‖(β̂GL − β)l‖2 + 2 ∑
l∈J

ωl‖(β̂GL − β)l‖2,

which implies
‖δJc‖2,1 ≤ (3 + 4/η)‖δJ‖2,1.

We can therefore apply Assumption (RE5) with a0 = 3 + 4/η, and conclude that

µ2
1‖δJ‖2

2 ≤ ‖Xδ‖2
2

n
=

1
n
(β̂GL − β)TWXTXW(β̂GL − β) ≤ (max

1≤l≤g
ωl)

2‖ f β̂GL
− fβ‖2

n.

(3.44)
Gathering Equations (3.43) and (3.44) we get

R( f β̂GL
)− R( f0) ≤ R( fβ)− R( f0) + 2r(max

1≤l≤g
ωl)

√
|J(β)|µ−1

1 ‖ f β̂GL
− fβ‖n

≤ R( fβ)− R( f0) + 2r(max
1≤l≤g

ωl)
√
|J(β)|µ−1

1 (‖ f β̂GL
− f0‖n + ‖ fβ − f0‖n).

We now use Lemma 4.4 which compares excess risk to empirical norm.

Lemma 3.1 Under assumptions (A5) and (A4) we have

c0ǫ0‖ fβ − f0‖2
n ≤ R( fβ)− R( f0) ≤

1
4

c′0‖ fβ − f0‖2
n.

where c0 and c′0 are constants depending on C0 ; and ǫ0 is a constant depending on c1 and
c2.

(See the Appendix for the proof of Lemma 4.4).
Consequently

R( f β̂GL
)− R( f0) ≤ R( fβ)− R( f0) +

2r(max
1≤l≤g

ωl)
√
|J(β)|µ−1

1
√

c0ǫ0

√
R( f β̂GL

)− R( f0)

+

2r(max
1≤l≤g

ωl)
√
|J(β)|µ−1

1
√

c0ǫ0

√
R( fβ)− R( f0).
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Using inequality 2uv < u2/b + bv2 for all b > 1, with u = r(max
1≤l≤g

ωl)

√
|J(β)|µ−1

1√
c0ǫ0

and

v being either√
R( f β̂GL

)− R( f0) or
√

R( fβ)− R( f0) we have

R( f β̂GL
)− R( f0) ≤ R( fβ)− R( f0) + 2b




r(max
1≤l≤g

ωl)
√
|J(β)|µ−1

1
√

c0ǫ0




2

+
R( f β̂GL

)− R( f0)

b
+

R( fβ)− R( f0)

b
.

This implies that

R( f β̂GL
)− R( f0) ≤

b + 1
b − 1





R( fβ)− R( f0) +

2b2r2(max
1≤l≤g

ωl)
2|J(β)|

(b + 1)µ2
1c0ǫ0





. (3.45)

Now taking b = 1 + 2/η leads to

R( f β̂GL
)− R( f0) ≤ (1 + η)





R( fβ)− R( f0) +

c(η)r2(max
1≤l≤g

ωl)
2|J(β)|

µ2
1c0ǫ0





. (3.46)

According to Inequalities (3.42) and (3.46) we conclude that on event A,

R( f β̂GL
)− R( f0) ≤ (1 + η)





R( fβ)− R( f0) +

c(η)r2(max
1≤l≤g

ωl)
2|J(β)|

µ2
1c0ǫ0





, (3.47)

where c(η) = 2(1 + 2/η)2/(2 + 2/η). Inequality (3.8) of the Theorem 3.2 follows.
Inequality (3.9) follows from Lemma 4.4. This ends the proof of the Theorem 3.2 by
considering (3.38). �

Proof of Corollary 3.1

Set δ = W(β̂GL − β0), Line (3.13) of Corollary 3.1 follows directly from Equa-
tion (3.47) with β = β0 and η = 1. Note that on the event A defined in (3.34), we
have

‖δJ(β0)c‖2,1 ≤ 3‖δJ(β0)‖2,1. (3.48)

Indeed, since β̂GL is the minimizer of R̂( fβ) + r ∑
g
l=1 ωl‖βl‖2,

R( f β̂GL
)− R( fβ0) + r

g

∑
l=1

ωl‖β̂l
GL‖2 ≤ 1

n
εTX(β̂GL − β0) + r

g

∑
l=1

ωl‖βl
0‖2

which implies

r‖W β̂GL‖2,1 ≤
g

∑
l=1

1
n

√√√√ ∑
j∈Gl

(
n

∑
i=1

(zij)ǫi

)2

‖(β̂GL − β0)
l‖2 + r‖Wβ0‖2,1
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On the event A we have

‖W(β̂GL)J(β0)‖2,1 + ‖W(β̂GL)Jc(β0)‖2,1 ≤ 1
2
(‖W(β̂GL − β0)J(β0)‖2,1 + ‖W(β̂GL)Jc(β0)‖2,1)

+‖W(β0)J(β0)‖2,1.

This yields to (3.48). Line (3.14) follows from Line (3.13) by applying Lemma 4.4.
Line (3.15) follows from Line (3.14) by using Equation (3.44) and ‖δ‖2

2,1 ≤
16s‖δJ(β0)‖2

2. Line (3.16) is the consequence of the Lemma 3.4 with al = ‖(β̂GL −
β0)l‖2 and

b1 =

12rs
(

max
1≤l≤g

ωl

)2

µ2(s, 3)c0ǫ0( min
1≤l≤g

ωl)
. �

Proof of Theorem 3.3

On the event A defined in (3.34), using Inequality (3.33) with β = β0 yields

R( f β̂GL
)− R( fβ0) ≤

g

∑
l=1

3rωl

2
‖(β̂GL − β0)

l‖2. (3.49)

By Lemma 3.2 we have,

〈h, h〉 fβ0

‖h‖2
∞

(exp(−‖h‖∞) + ‖h‖∞ − 1) ≤ R( f β̂GL
)− R( fβ0) (3.50)

where

h(zi) = ( f β̂GL
− fβ0)(zi) =

g

∑
l=1

∑
j∈Gl

(β̂GL,j − β0j)zij.

One can easily verify that‖h‖∞ ≤ v‖δ′‖2,1 with δ′ = β̂GL − β0. Equation (3.50) and
the decreasing of t 7→ exp(−t)+t−1

t2 lead to

δ
′TXTDXδ′

n(v‖δ′‖2,1)2 (exp(−v‖δ′‖2,1) + v‖δ′‖2,1 − 1) ≤ R( f β̂GL
)− R( fβ0).

Now, Inequality (3.48) implies

‖δ′J(β0)c‖2,1 ≤ 3

(
max
1≤l≤g

ωl

)

min
1≤l≤g

ωl
‖δ′J(β0)

‖2,1.

We can therefore apply Assumption (RE6) with a0 = 3(max
1≤l≤g

ωl)/ min
1≤l≤g

ωl and get

that
µ2

2‖δ′J(β0)
‖2

2

v2‖δ′‖2
2,1

(exp(−v‖δ′‖2,1) + v‖δ′‖2,1 − 1) ≤ R( f β̂GL
)− R( fβ0).

We can use that ‖δ′‖2
2,1 ≤ (1 + a0)2|J|‖δ′J‖2

2, with J = J(β0) to write

µ2
2

(1 + a0)2|J|v2 (exp(−v‖δ′‖2,1) + v‖δ′‖2,1 − 1) ≤ R( f β̂GL
)− R( fβ0).
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According to Equation (3.49) we have

exp(−v‖δ′‖2,1) + v‖δ′‖2,1 − 1 ≤
3r(1 + a0)2

(
max
1≤l≤g

ωl

)
v2|J|

2µ2
2

‖δ′‖2,1. (3.51)

Now, a short calculation shows that for all a ∈ (0, 1],

e
−2a
1−a + (1 − a)

2a
1 − a

− 1 > 0 (3.52)

Set a = v‖δ′‖2,1/(v‖δ′‖2,1 + 2). Thus v‖δ′‖2,1 = 2a/(1 − a) and we have

e−v‖δ′‖2,1 + v‖δ′‖2,1 − 1 >
v2‖δ′‖2

2,1

v‖δ′‖2,1 + 2
. (3.53)

This implies using Equation (3.51) that

v‖δ′‖2,1 ≤
3r(1 + a0)2

(
max
1≤l≤g

ωl

)
|J|v/µ2

2

1 − 3r(1 + a0)2

(
max
1≤l≤g

ωl

)
|J|v/2µ2

2

.

Now if r(1 + a0)2 max
1≤l≤g

ωl ≤ µ2
2

3v|J| , we have v‖δ′‖2,1 ≤ 2 and consequently

exp(−v‖δ′‖2,1) + v‖δ′‖2,1 − 1
v2‖δ′‖2

2,1
> 1/4.

Now, Inequality (3.51) implies

‖δ′‖2,1 ≤
6(1 + a0)2|J|r

(
max
1≤l≤g

ωl

)

µ2
2

.

This proves the Line (3.18). Line (3.17) follows from (3.18) by using Inequality (3.49).
Line (3.19) is the consequence of Lemma 3.4 taking al = ‖(β̂GL − β0)l‖2 and
b1 = 6(1 + a0)2|J|r( min

1≤l≤g
ωl)/µ2

2(s, 3). Line (3.20) follows from Line (3.17) and In-

equality (3.50). �

Proof of Theorem 3.4

Note that Lasso can be derived by Group Lasso by taking one predictor per
group i.e p = g and Gj = {j} for j ∈ {1, . . . , p}. This implies, using (3.33) that

R( f β̂L
)−R( f0) ≤ R( fβ)−R( f0)+

p

∑
j=1

∣∣∣∣∣
1
n

n

∑
i=1

φj(zi)ε i

∣∣∣∣∣ |β̂L,j − β j|+ r
p

∑
j=1

ωj|β j|− r
p

∑
j=1

ωj|β̂L,j|.

For 1 ≤ j ≤ p, set Sj = ∑
n
i=1 φj(zi)ε i and let us denote by E, the event

E =
p⋂

j=1

{
|Sj| ≤ nrωj/2

}
. (3.54)
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We state the results on the event E and then find an upper bound of P(Ec).
On the event E :

R( f β̂L
)− R( f0) ≤ R( fβ)− R( f0) + r

p

∑
j=1

ωj|β̂L,j − β j|+ r
p

∑
j=1

ωj|β j| − r
p

∑
j=1

ωj|β̂L,j|

≤ R( fβ)− R( f0) + 2r
p

∑
j=1

ωj|β j|.

We conclude that on the event E we have

R( f β̂L
)− R( f0) ≤ inf

β∈Rp

{
R( fβ)− R( f0) + 2r‖β‖1 max

1≤j≤p
ωj

}
.

Now we are going to find an upper bound of P(Ec) :

P(Ec) ≤ P




p⋃

j=1

{|
n

∑
i=1

φj(zi)(Yi − IE(Yi))| > rωjn/2}




≤
p

∑
j=1

P(|
n

∑
i=1

φj(zi)(Yi − IE(Yi))| > rωjn/2).

For j ∈ {1, . . . , p}, set vj = ∑
n
i=1 IE(φ2

j ǫ2
i ). Since ∑

n
i=1 φ2

j (zi) > 4vj, we have

P(|Sj| > nrωj/2) ≤ P

(
|Sj| >

√
2vj(x + log p) +

c2

3
(x + log p)

)
, r ≥ 1.

By applying Bernstein’s inequality (see Boucheron et al. (2004), Massart (2007)) to
the right hand side of the previous inequality we get

P(|Sj| > nrωj/2) ≤ 2 exp(−x − log p).

It follows that

P(Ec) ≤
p

∑
j=1

P(|Sj| > rωjn/2) ≤ 2 exp(−x). (3.55)

When ωj = 1, for all j ∈ {1, . . . , p} and r = A
√

log p
n , we apply Hoeffding’s in-

equality (see Boucheron et al. (2004), Massart (2007)). This leads to

P(Ec) = P




p⋃

j=1

{|
n

∑
i=1

φj(zi)(Yi − IE(Yi))| > rn/2}




≤
p

∑
j=1

P(|
n

∑
i=1

φj(zi)(Yi − IE(Yi))| > rn/2)

≤ 2p exp
(
−2(rn/2)2

∑
n
i=1 2c2

)
= 2p exp

(
− r2n

4c2

)
= 2p1− A2

4c2 . (3.56)

This ends the proof of Theorem 3.4. �
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Proof of Theorem 4.1

Fix an arbitrary β ∈ R
p such that fβ ∈ Γ, and set δ = W(β̂L − β), where

W = Diag(w1, . . . , wp). It follows from Inequality (3.47) that

R( f β̂L
)− R( f0) ≤ (1 + η)





R( fβ)− R( f0) +

c(η)r2
(

max
1≤j≤p

ωj

)2

|K(β)|

µ2c0ǫ0





, (3.57)

where c(η) = 2(1+ 2/η)2/(2+ 2/η). This ends the proof of Inequality (3.23) of the
Theorem 4.1. Inequality (3.24) follows from Lemma 4.4. To prove Inequalities (3.25)

and (3.26) we just replace ωj by A
√

log p
n .

This ends the proof of the Theorem 4.1 by using (3.55) and (3.56). �

Proof of Corollary 3.2

Set δ = W(β̂L − β0). The result (3.29) directly comes by taking β = β0 and η = 2
in (3.57). Note that, on the event E defined in (3.54), we have

‖δK(β0)c‖1 ≤ 3‖δK(β0)‖1. (3.58)

Indeed, since β̂L is the minimizer of R̂( fβ) + r ∑
p
j=1 ωj|β j|, then

R( f β̂L
)− R( fβ0) + r

p

∑
j=1

ωj|β̂L,j| ≤
1
n

εTX(β̂L − β0) + r
p

∑
j=1

ωj|β0j|,

which implies that

r‖W β̂L‖1 ≤
p

∑
j=1

∣∣∣∣∣
1
n

n

∑
i=1

φj(zi)ε i

∣∣∣∣∣ |β̂L,j − β j|+ r‖Wβ0‖1.

On the event E we have

‖W(β̂L)K(β0)‖1 + ‖W(β̂L)Kc(β0)‖1 ≤ 1
2
(‖W(β̂L − β0)K(β0)‖1 + ‖W(β̂L)Kc(β0)‖1)

+‖W(β0)K(β0)‖1.

Thus (3.58) follows. Line (3.30) follows from Line (3.29) by applying Lemma 4.4.
Line (3.31) follows from Line(3.30) by using Inequality (3.44) and ‖δ‖2

1 ≤
16s‖δK(β0)‖2

2. The last line follows from Lemma 3.4 in Appendix with aj = |β̂L,j −
β0j| and

b1 =

12sr
(

max
1≤j≤p

ωj

)2

µ2(s, 3)c0ǫ0

(
min

1≤j≤p
ωj

) . �
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Appendix

The proof of Lemma 4.4 are based on property of self concordant function (see
for instance Nesterov et Nemirovskii (1994)), i.e., the functions whose third deriva-
tives are controlled by their second derivatives. A one-dimensional, convex function
g is called self concordant if

|g′′′
(x)| ≤ Cg

′′
(x)3/2.

The function we use (g(t) = R̂(g + th)) is not really self concordant but we can
bound his third derivative by the second derivative times a constant. Our results
on self-concordant functions are based on the ones of Bach (2010). He has used and
extended tools from convex optimization and self-concordance to provide simple
extensions of theoretical results for the square loss to logistic loss. We use the same
kind of arguments and state some relations between excess risk and prediction loss
in the context of nonparametric logistic model, where f0 is not necessarily linear
as assumed in Bach (2010). Precisely we extend Proposition 1 in Bach (2010) to
the functions which are not necessarily linear (see Lemma 3.2). This allows us to
establish Lemma 4.4.

Lemma 3.2 For all h, f : R
d → R, we have

〈h, h〉 f

‖h‖2
∞

(exp(−‖h‖∞) + ‖h‖∞ − 1) ≤ R( f + h)− R( f ) + (q f − q f0)(h), (3.59)

R( f + h)− R( f ) + (q f − q f0)(h) ≤
〈h, h〉 f

‖h‖2
∞

(exp(‖h‖∞)− ‖h‖∞ − 1), (3.60)

and
〈h, h〉 f e−‖h‖∞ ≤ 〈h, h〉 f+h ≤ 〈h, h〉 f e‖h‖∞ . (3.61)

Proof of Lemma 3.2

We use the following lemma (see Bach (2010) Lemma 1) that we recall here :

Lemma 3.3 Let g be a convex three times differentiable function g : R → R such that for all t ∈ R

|g′′′
(t)| ≤ Sg

′′
(t), for some S ≥ 0. Then , for all t ≥ 0 :

g
′′
(0)

S2 (exp(−St)+ St− 1) ≤ g(t)− g(0)− g′(0)t ≤ g
′′
(0)

S2 (exp(St)− St− 1). (3.62)

We refer to Appendix A of Bach (2010) for the proof of this lemma.
Set

g(t) = R̂( f + th) =
1
n

n

∑
i=1

l(( f + th)(zi))− Yi( f + th)(zi), f , h ∈ H,

where l(u) = log(1 + exp(u)). A short calculation leads to l′(u) = π(u), l
′′
(u) =

π(u)(1 − π(u)), l
′′′
(u) = π(u)[1 − π(u)][1 − 2π(u)]. It follows that

g
′′
(t) =

1
n

n

∑
i=1

h2(zi)l
′′
(( f + th)(zi)) = 〈h, h〉 f+th,

and

g
′′′
(t) =

1
n

n

∑
i=1

h3(zi)l
′′′
(( f + th)(zi)).
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Since l
′′′
(u) ≤ l

′′
(u) we have,

|g′′′
(t)| =

∣∣∣∣∣
1
n

n

∑
i=1

h3(zi)l
′′′
(( f + th)(zi))

∣∣∣∣∣

≤ 1
n

n

∑
i=1

h2(zi)l
′′
(( f + th)(zi))‖h‖∞ = ‖h‖∞g

′′
(t).

We now apply Lemma 3.3 to g(t) with S = ‖h‖∞, taking t = 1. Using Equa-
tion (3.4) we get the first and second inequality of Lemma 3.2. Now by considering
g(t) = 〈h, h〉 f+th, a short calculation leads to |g′(t)| ≤ ‖h‖∞g(t) which implies
g(0)e−‖h‖∞t ≤ g(t) ≤ g(0)e‖h‖∞t. By applying the last inequality to g(t), and taking
t = 1 we get the third inequality of Lemma 3.2.

Proof of Lemma 4.4

Set h0 = fβ − f0 from Lemma 3.2 below,

〈h0, h0〉 f0

‖h0‖2
∞

(exp(−‖h0‖∞) + ‖h0‖∞ − 1) ≤ R( fβ)− R( f0).

Using Assumptions (A4), (A5) and the decreasing of t 7→ exp(−t)+t−1
t2 , we claim that

there exists c0 = c0(C0, c1) > 0 such that

c0 ≤ exp(−‖h0‖∞) + ‖h0‖∞ − 1)
‖h0‖2

∞

.

According to Assumption (A5), there exists 0 ≤ ǫ0 ≤ 1/2 such that for 1 ≤ i ≤ n

ǫ0 ≤ π( f0(zi))(1 − π( f0(zi))) ≤ 1 − ǫ0.

The proof of the left hand side of Lemma 4.4 follows from the fact that ǫ0‖h0‖2
n ≤

〈h0, h0〉 f0 . From the second line of Lemma 3.2 we have

R( fβ)− R( f0) ≤
〈h0, h0〉 f0

‖h0‖2
∞

(exp(‖h0‖∞)− ‖h0‖∞ − 1).

Using assumption (A4) and increasing of t 7→ exp(t)−t−1
t2 thus there exists c′0 =

c′0(C0, c1) > 0 such that

R( fβ)− R( f0) ≤ c′0〈h0, h0〉 f0

≤ c′0
1
4
‖h0‖2

n.

This end the proof of the right hand side of the Lemma 4.4.

Lemma 3.4 If we assume that ∑
p
i=1 aj ≤ b1 with aj > 0, this implies that ∑

p
i=1 aq

j ≤ bq
1, with 1 ≤ q ≤ 2.

Proof of Lemma 3.4

We start by writing
p

∑
i=1

aq
j =

p

∑
i=1

a2−q
j a2q−2

j

≤
(

p

∑
i=1

aj

)2−q ( p

∑
i=1

a2
j

)q−1

.
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Since ∑
p
i=1 a2

j ≤
(
∑

p
i=1 aj

)2 ≤ b2
1, thus

p

∑
i=1

aq
j ≤ b2−q

1 b2q−2
1 = bq

1. (3.63)

This ends the proof.

Lemma 3.5 (Bernstein’s inequality) Let X1, . . . , Xn be independent real valued random variables such that
for all i ≤ n, Xi ≤ b almost surely, then for all x > 0, we have

P

[∣∣∣∣∣
n

∑
i=1

Xi − E(Xi)

∣∣∣∣∣ >
√

2vx + bx/3

]
≤ 2 exp(−x),

where v = ∑
n
i=1 E(X2

i ).

This lemma is obtain by gathering Proposition 2.9 and inequality (2.23) from
Massart (2007).

Lemma 3.6 (Hoeffding’s inequality) Let X1, . . . , Xn be independent random variables such that Xi takes
its values in [ai, bi] almost surely for all i ≤ n. Then for any positive x, we have

P

[∣∣∣∣∣
n

∑
i=1

Xi − E(Xi)

∣∣∣∣∣ > x

]
≤ 2 exp(− 2x2

∑
n
i=1(bi − ai)2 ).

This lemma is a consequence of Proposition 2.7 in Massart (2007).





4Model selection for logistic
regression

Sommaire
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

4.2 Model and framework . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

4.3 Oracle inequality for general models collection under boun-
dedness assumption . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

4.4 Regressogram functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

4.4.1 Collection of models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

4.4.2 Collection of estimators : regressogram . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

4.4.3 First bounds on f̂m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

4.4.4 Adaptive estimation and oracle inequality . . . . . . . . . . . . . . . 95

4.5 Simulations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

4.5.1 Simulations frameworks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

4.5.2 Slope heuristics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

4.6 Proofs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

This chapter is devoted to model selection in logistic regression. We extend the
model selection principle introduced by Birgé and Massart (2001) to logistic

regression model. This selection is done by using penalized maximum likelihood
criteria. We propose in this context a completely data-driven criteria based on the
slope heuristics. We prove non asymptotic oracle inequalities for selected estima-
tors. Theoretical results are illustrated through simulation studies.
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4.1 Introduction

Consider the following generalization of the logistic regression model : let
(Y1, x1), · · · , (Yn, xn), be a sample of size n such that (Yi, xi) ∈ {0, 1} × X and

E f0(Yi) = π f0(xi) =
exp f0(xi)

1 + exp f0(xi)
,

where f0 is an unknown function to be estimated and the design points x1, ..., xn

are deterministic. This model can be viewed as a nonparametric version of the
"classical" logistic model which relies on the assumption that xi ∈ R

d, and that
there exists β0 ∈ R

d such that f0(xi) = β⊤
0 xi.

Logistic regression is a widely used model for predicting the outcome of binary
dependent variable. For example logistic model can be used in medical study to
predict the probability that a patient has a given disease (e.g. cancer), using ob-
served characteristics (explanatory variables) of the patient such as weight, age,
patient’s gender etc. However in the presence of numerous explanatory variables
with potential influence, one would like to use only a few number of variables, for
the sake of interpretability or to avoid overfitting. But it is not always obvious to
choose the adequate variables. This is the well-known problem of variables selec-
tion or model selection. In this chapter, the unknown function f0 is not specified
and not necessarily linear. Our aim is to estimate f0 by a linear combination of
given functions, often called dictionary. The dictionary can be a basis of functions,
for instance spline or polynomial basis.

A nonparametric version of the classical logistic model has already been consi-
dered by Hastie (1983), where a nonparametric estimator of f0 is proposed using
local maximum likelihood. The problem of nonparametric estimation in additive
regression model is well known and deeply studied. But in logistic regression mo-
del it is less studied. One can cite for instance Lu (2006), Vexler (2006), Fan et al.
(1998), Farmen (1996), Raghavan (1993), and Cox (1990).

Recently few papers deal with model selection or nonparametric estimation in
logistic regression using ℓ1 penalized contrast Bunea (2008b), Bach (2010), van de
Geer (2008), Kwemou (2012). Among them, some establish non asymptotic oracle
inequalities that hold even in high dimensional setting. When the dimension of
X is high, that is greater than dozen, such ℓ1 penalized contrast estimators are
known to provide reasonably good results. When the dimension of X is small, it
is often better to choose different penalty functions. One classical penalty function
is what we call ℓ0 penalization. Such penalty functions, built as increasing func-
tion of the dimension of X , usually refers to model selection. The last decades
have witnessed a growing interest in the model selection problem since the semi-
nal works of Akaike (1973), Schwarz (1978b). In additive regression one can cite
among the others Baraud (2000), Birgé and Massart (2001), Yang (1999), in density
estimation Birgé (2014b), Castellan (2003b) and in segmentation problem Lebarbier
(2005), Durot et al. (2009), and Braun et al. (2000). All the previously cited papers
use ℓ0 penalized contrast to perform model selection. But model selection proce-
dures based on penalized maximum likelihood estimators in logistic regression are
less studied in the literature.

In this chapter we focus on model selection using ℓ0 penalized contrast for logis-
tic regression model and in this context we state non asymptotic oracle inequalities.
More precisely, given some collection functions, we consider estimators of f0 built
as linear combination of the functions. The point that the true function is not sup-
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posed to be linear combination of those functions, but we expect that the spaces
of linear combination of those functions would provide suitable approximation
spaces. Thus, to this collection of functions, we associate a collection of estimators
of f0. Our aim is to propose a data driven procedure, based on penalized criterion,
which will be able to choose the "best" estimator among the collection of estimators,
using ℓ0 penalty functions.

The collection of estimators is built using minimization of the opposite of loga-
rithm likelihood. The properties of estimators are described in term of Kullback-
Leibler divergence and the empirical L2 norm. Our results can be splitted into two
parts.

First, in a general model selection framework, with general collection of func-
tions we provide a completely data driven procedure that automatically selects the
best model among the collection. We state non asymptotic oracle inequalities for
Kullback-Leibler divergence and the empirical L2 norm between the selected esti-
mator and the true function f0. The estimation procedure relies on the building of
a suitable penalty function, suitable in the sense that it performs best risks and sui-
table in the sense that it does not depend on the unknown smoothness parameters
of the true function f0. But, the penalty function depends on a bound related to
target function f0. This can be seen as the price to pay for the generality. It comes
from needed links between Kullback-Leibler divergence and empirical L2 norm.

Second, we consider the specific case of collection of piecewise functions which
provide estimator of type regressogram. In this case, we exhibit a completely data
driven penalty, free from f0. The model selection procedure based on this penalty
provides an adaptive estimator and state a non asymptotic oracle inequality for
Hellinger distance and the empirical L2 norm between the selected estimator and
the true function f0. In the case of piecewise constant functions basis, the connection
between Kullback-Leibler divergence and the empirical L2 norm are obtained wi-
thout bound on the true function f0. This last result is of great interest for example
in segmentation study, where the target function is piecewise constant or can be
well approximated by piecewise constant functions.

Those theoretical results are illustrated through simulation studies. In particular
we show that our model selection procedure (with the suitable penalty) have good
non asymptotic properties as compared to usual known criteria such as AIC and
BIC. A great attention has been made on the practical calibration of the penalty
function. This practical calibration is mainly based on the ideas of what is usually
referred as slope heuristic as proposed in Birgé and Massart (2007) and developed
in Arlot and Massart (2009).

The chapter is organized as follow. In Section 4.2 we set our framework and
describe our estimation procedure. In Section 4.3 we define the model selection
procedure and state the oracle inequalities in the general framework. Section 4.4
is devoted to regressogram selection, in this section, we establish a bound of the
Hellinger risk between the selected model and the target function. The simulation
study is reported in Section 4.5. The proofs of the results are postponed to Sec-
tion 4.6 and 4.6.

4.2 Model and framework

Let (Y1, x1), · · · , (Yn, xn), be a sample of size n such that (Yi, xi) ∈ {0, 1} ×
X . Throughout the chapter, we consider a fixed design setting i.e. x1, . . . , xn are
considered as deterministic. In this setting, consider the extension of the "classical"
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logistic regression model (4.1) where we aim at estimating the unknown function
f0 in

E f0(Yi) = π f0(xi) =
exp f0(xi)

1 + exp f0(xi)
. (4.1)

We propose to estimate the unknown function f0 by model selection. This model
selection is performed using penalized maximum likelihood estimators. In the fol-
lowing we denote by P f0(x1) the distribution of Y1 and by P

(n)
f0
(x1, · · · , xn) the dis-

tribution of (Y1, . . . , Yn) under Model (4.1). Since the variables Yi’s are independent
random variables,

P
(n)
f0
(x1, · · · , xn) = Πn

i=1P f0(xi) =
n

∏
i=1

π f0(xi)
Yi(1 − π f0(xi))

1−Yi .

It follows that for a function f mapping X into R, the likelihood is defined as :

Ln( f ) = P
(n)
f (x1, · · · , xn) =

n

∏
i=1

π f (xi)
Yi(1 − π f (xi))

1−Yi ,

where

π f (xi) =
exp ( f (xi))

1 + exp( f (xi))
. (4.2)

We choose the opposite of the log-likelihood as the estimation criterion that is

γn( f ) = − 1
n

log(Ln( f )) =
1
n

n

∑
i=1

{
log(1 + e f (xi))− Yi f (xi)

}
. (4.3)

Associated to this estimation criterion we consider the Kullback-Leibler informa-
tion divergence K(P

(n)
f0

, P
(n)
f ) defined as

K(P
(n)
f0

, P
(n)
f ) =

1
n

∫
log


P

(n)
f0

P
(n)
f


 dP

(n)
f0

.

The loss function is the excess risk, defined as

E( f ) := γ( f )− γ( f0) where, for any f , γ( f ) = E f0 [γn( f )]. (4.4)

Easy calculations show that the excess risk is linked to the Kullback-Leibler infor-
mation divergence through the relation

E( f ) = γ( f )− γ( f0) = K(P
(n)
f0

, P
(n)
f ).

It follows that, f0 minimizes the excess risk, that is

f0 = arg min
f

γ( f ).

As usual, one can not estimate f0 by the minimizer of γn( f ) over any functions
space, since it is infinite. The usual way is to minimize γn( f ) over a finite dimensio-
nal collections of models, associated to a finite dictionary of functions φj : X → R

D = {φ1, . . . , φM}.
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For the sake of simplicity we will suppose that D is a orthonormal basis of func-
tions. Indeed, if D is not an orthonormal basis of functions, we can always find an
orthonormal basis of functions D′ = {ψ1, . . . , ψM′} such that

〈φ1, . . . , φM〉 = 〈ψ1, . . . , ψM′〉.

Let M the set of all subsets m ⊂ {1, . . . , M}. For every m ∈ M, we call Sm the
model

Sm :=
{

fβ = ∑
j∈m

β jφj

}
(4.5)

and Dm the dimension of the span of {φj, j ∈ m}. Given the countable collection
of models {Sm}m∈M, we define { f̂m}m∈M the corresponding estimators, i.e. the
estimators obtaining by minimizing γn over each model Sm. For each m ∈ M, f̂m

is defined by
f̂m = arg min

t∈Sm
γn(t). (4.6)

Our aim is choose the "best" estimator among this collection of estimators, in
the sense that it minimizes the risk. In many cases, it is not easy to choose the
"best" model. Indeed, a model with small dimension tends to be efficient from
estimation point of view whereas it could be far from the "true" model. On the other
side, a more complex model easily fits data but the estimates have poor predictive
performance (overfitting). We thus expect that this best estimator mimics what is
usually called the oracle defined as

m∗ = arg min
m∈M

K(P
(n)
f0

, P
(n)
f̂m
). (4.7)

Unfortunately, both, minimizing the risk and minimazing the kulback-leibler diver-
gence, require the knowledge of the true (unknown) function f0 to be estimated.

Our goal is to develop a data driven strategy based on data, that automatically
selects the best estimator among the collection, this best estimator having a risk as
close as possible to the oracle risk, that is the risk of f̂m∗ . In this context, our strategy
follows the lines of model selection as developed by Birgé and Massart (2001). We
also refer to the book Massart (2007) for further details on model selection.

We use penalized maximum likelihood estimator for choosing some data-
dependent m̂ nearly as good as the ideal choice m∗. More precisely, the idea is
to select m̂ as a minimizer of the penalized criterion

m̂ = arg min
m∈M

{
γn( f̂m) + pen(m)

}
, (4.8)

where pen : M −→ R
+ is a data driven penalty function. The estimation properties

of f̂m are evaluated by non asymptotic bounds of a risk associated to a suitable
chosen loss function. The great challenge is choosing the penalty function such
that the selected model m̂ is nearly as good as the oracle m∗. This penalty term is
classically based on the idea that

m∗ = arg min
m∈M

E f0K(P
(n)
f0

, P
(n)
f̂m
) = arg min

m∈M

[
E f0K(P

(n)
f0

, P
(n)
fm
) + E f0K(P

(n)
fm

, P
(n)
f̂m
)
]

where fm is defined as
fm = arg min

t∈Sm
γ(t).
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Our goal is to build a penalty function such that the selected model m̂ fulfills an
oracle inequality :

K(P
(n)
f0

, P
(n)
f̂m̂
) ≤ Cn inf

m∈M
K(P

(n)
f0

, P
(n)
f̂m
) + Rn.

This inequality is expected to hold either in expectation or with high probability,
where Cn is as close to 1 as possible and Rn is a remainder term negligible compared
to K(P

(n)
f0

, P
(n)
f̂m∗

).

In the following we consider two separated case. First we consider general col-
lection of models under boundedness assumption. Second we consider the specific
case of regressogram collection.

4.3 Oracle inequality for general models collection under

boundedness assumption

Consider model (4.1) and (Sm)m∈M a collection of models defined by (4.5). Let

C0 > 0 and L∞(C0) =
{

f : X → R, max16i6n | f (xi)| 6 C0

}
. For m ∈ M, γn given

in (4.3), and γ is given by (4.4), we define

f̂m = arg min
t∈Sm∩L∞(C0)

γn(t) and fm = arg min
t∈Sm∩L∞(C0)

γ(t). (4.9)

The first step consists in studying the estimation properties of f̂m for each m, as
it is stated in the following proposition.

Proposition 4.1 Let C0 > 0 and U0 = eC0 /(1 + eC0)2. For m ∈ M, let f̂m and fm as in (4.9). We have

E f0 [K(P
(n)
f0

, P
(n)
f̂m
)] 6 K(P

(n)
f0

, P
(n)
fm
) +

Dm

2nU 2
0

This proposition says that the "best" estimator amoung the collection { f̂m}m∈M, in
the sense of the Kullback-Leibler risk, is the one which makes a balance between
the bias and the complexity of the model. In the ideal situation where f0 belongs
to Sm, we have that

E f0 [K(P
(n)
f0

, P
(n)
f̂m
)] 6

1
U 2

0

Dm

2n
.

To derive the model selection procedure we need the following assumption :

There exists a constant 0 < c1 < ∞ such that max
16i6n

| f0(xi)| 6 c1.

(A5)

In the following theorem we propose a choice for the penalty function and we state
non asymptotic risk bounds.

Theorem 4.1 Given C0 > 0, for m ∈ M, let f̂m and fm be defined as (4.9). Let us denote ‖ f ‖2
n=

n(−1) ∑
n
i=1 f 2(xi). Let {Lm}m∈M some positive numbers satisfying

Σ = ∑
m∈M

exp(−LmDm) < ∞.
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We define pen : M → R+ , such that, for m ∈ M,

pen(m) > λ
Dm

n

(
1
2
+
√

5Lm

)2

,

where λ is a positive constant depending on c1. Under Assumption (A5) we have

E f0 [K(P
(n)
f0

, P
(n)
f̂m̂
)] 6 C inf

m∈M

{
K(P

(n)
f0

, P
(n)
fm
) + pen(m)

}
+ C1

Σ

n

and

E f0 ‖ f̂m̂ − f0 ‖2
n6 C′ inf

m∈M

{
‖ f0 − fm ‖2

n +pen(m)
}
+ C′

1
Σ

n
.

where C, C′, C1, C′
1 are constants depending on c1 and C0.

This theorem provides oracle inequalities for L2−norm and for K-L divergence bet-
ween the selected model and the true function. Provided that penalty has been
properly chosen, one can bound the L2−norm and the K-L divergence between
the selected model and the true function. The inequalities in Theorem 4.1 are non-
asymptotic inequalities in the sense that the result is obtain for a fixed n. This
theorem is very general and does not make specific assumption on the dictionary.
However, the penalty function depends on some unknown constant λ which de-
pends on the bound of the true function f0 through Condition (4.5). In practice this
constant can be calibrated using "slope heuristics" proposed in Birgé and Massart
(2007). In the following we will show how to obtain similar result with a penalty
function not connected to the bound of the true unknown function f0 in the regres-
sogram case.

4.4 Regressogram functions

4.4.1 Collection of models

In this section we suppose (without loss of generality) that f0 : [0, 1] → R. For
the sake of simplicity, we use the notation f0(xi) = f0(i) for every i = 1, . . . , n.
Hence f0 is defined from {1, . . . , n} to R. Let M be a collection of partitions of
intervals of X = {1, . . . , n}. For any m ∈ M and J ∈ m, let 1IJ denote the indicator
function of J and Sm be the linear span of {1IJ , J ∈ m}. When all intervals have the
same length, the partition is said regular, and is irregular otherwise.

4.4.2 Collection of estimators : regressogram

For a fixed m, the minimizer f̂m of the empirical contrast function γn, over Sm,
is called the regressogram. That is, f0 is estimated by f̂m given by

f̂m = arg min
f∈Sm

γn( f ). (4.10)

where γn is given by (4.3). Associated to Sm we have

fm = arg min
f∈Sm

γ( f )− γ( f0) = arg min
f∈Sm

K(P
(n)
f0

, P
(n)
f ). (4.11)

In the specific case where Sm is the set of piecewise constant functions on some
partition m, f̂m and fm are given by the following lemma.
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Lemma 4.1 For m ∈ M , let fm and f̂m be defined by (4.11) and (4.10) respectively . Then, fm =

∑J∈m f
(J)
m 1IJ and f̂m = ∑J∈m f̂ (J)

m 1IJ with

f
(J)
m = log

(
∑i∈J π f0(xi)

|J|(1 − ∑i∈J π f0(xi)/|J|)

)
and f̂ (J)

m = log
(

∑i∈J Yi

|J|(1 − ∑i∈J Yi/|J|)

)
.

Moreover, π fm = ∑J∈m π
(J)
fm

1IJ and π f̂m
= ∑J∈m π

(J)
f̂m

1IJ with

π
(J)
fm

=
1
|J| ∑

i∈J
π f0(xi), and π

(J)
f̂m

=
1
|J| ∑

i∈J
Yi.

Consequently, π fm = arg minπ∈Sm ‖ π − π f0 ‖2
n is the usual projection of π f0 on

to Sm.

4.4.3 First bounds on f̂m

Consider the following assumptions :

There exists a constant ρ > 0 such that min
i=1,··· ,n

π f0(xi) ≥ ρ and min
i=1,··· ,n

[1 − π f0(xi)] ≥ ρ.

(A6)

Proposition 4.2 Consider Model (4.1) and let f̂m be defined by (4.10) with m such that for all J ∈ m,
|J| > Γ[log(n)]2 for a positive constant Γ. Under Assumption (A6), for all δ > 0 and
a > 1, we have

E f0 [K(P
(n)
f0

, P
(n)
f̂m
)] 6 K(P

(n)
f0

, P
(n)
fm
)) +

(1 + δ)Dm

(1 − δ)2n
+

κ(Γ, ρ, δ)

na .

4.4.4 Adaptive estimation and oracle inequality

The following result provides an adaptive estimation of f0 and a risk bound of
the selected model.

Definition 4.1 Let M be a collection of partitions of X = {1, . . . , n} constructed on the partition m f i.e.
m f is a refinement of every m ∈ M.

In other words, a partition m belongs to M if any element of m is the union of
some elements of m f . Thus Sm f contains every model of the collection {Sm}m∈M.

Theorem 4.1 Consider Model (4.1) under Assumption (A6). Let {Sm, m ∈ M} be a collection of models
defined in Section 4.4.1 where M is a set of partitions constructed on the partition m f such
that

for all J ∈ m f , |J| ≥ Γ log2(n), (4.1)

where Γ is a positive constant. Let (Lm)m∈M be some family of positive weights satisfying

Σ = ∑
m∈M

exp(−LmDm) < +∞. (4.2)

Let pen : M → R+ satisfying for m ∈ M, and for µ > 1,

pen(m) > µ
Dm

n

(
1 + 6Lm + 8

√
Lm

)
.
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Let f̃ = f̂m̂ where

m̂ = arg min
m∈M

{
γn( f̂m) + pen(m)

}
,

then, for Cµ = 2µ1/3/(µ1/3 − 1), we have

E f0 [h
2(P

(n)
f0

, P
(n)
f̃
)] 6 Cµ inf

m∈M

{
K(P

(n)
f0

, P
(n)
fm
) + pen(m)

}
+

C(ρ, µ, Γ, Σ)

n
. (4.3)

This theorem provides a non asymptotic bound for the Hellinger risk between
the selected model and the true one. On the opposite of Theorem 4.1, the penalty
function does not depend on the bound of the true function. The selection pro-
cedure based only on the data offers the advantage to free the estimator from
any prior knowledge about the smoothness of the function to estimate. The es-
timator is therefore adaptive. As we bound Hellinger risk in (4.3) by Kulback-
Leibler risk, one should prefer to have the Hellinger risk on the right hand side
instead of the Kulback-Leibler risk. Such a bound is possible if we assume that
log(‖π f0 /ρ‖∞) is bounded. Indeed if we assume that there exists T such that
log(‖π f0 /ρ‖∞) ≤ T, this implies that log(‖π f0 /π fm‖∞) ≤ T uniformly for all par-
titions m ∈ M. Now using Inequality (7.6) p. 362 in Birgé and Massart (1998) we
have that K(P

(n)
f0

, P
(n)
fm
) ≤ (4 + 2 log(M))h2(P f0 , P fm) which implies,

E f0 [h
2(P

(n)
f0

, P
(n)
f̃
)] 6 Cµ.C(T) inf

m∈M

{
h2(P

(n)
f0

, P
(n)
fm
) + pen(m)

}
+

C(ρ, µ, Γ, Σ)

n
.

Choice of the weights {Lm, m ∈ M}
According to Theorem 4.1, the penalty function depends on the collection M

through the choice of the weights Lm satisfying (4.2), i.e.

Σ = ∑
m∈−M

exp(−LmDm) = ∑
D≥1

e−LD DCard{m ∈ M, |m| = D} < ∞. (4.4)

Hence the number of models having the same dimension D plays an important
role in the risk bound.

If there is only one model of dimension D, a simple way of choosing LD is to
take them constant, i.e. LD = L for all m ∈ M, and thus we have from (4.4)

Σ = ∑
D≥1

e−LD
< ∞.

This is the case when M is a family of regular partitions. Consequently, the
choice i.e. LD = L for all m ∈ M leads to a penalty proportional to the dimension
Dm, and for every Dm ≥ 1,

pen(m) = µ
(

1 + 6L + 8
√

L
)Dm

n
= c × Dm

n
. (4.5)

In the more general context, that is in the case of irregular partitions, the num-
bers of models having the same dimension D is exponential and satisfies

Card
{

m ∈ M, |m| = D
}
=

(
n − 1
D − 1

)
≤

(
n
D

)
.
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In that case we choose Lm depending on the dimension Dm. With L depending on
D, Σ in (4.2) satisfies

Σ = ∑
D≥1

e−LD DCard{m ∈ M, |m| = D}

≤ ∑
D≥1

e−LD D
(

n
D

)

≤ ∑
D≥1

e−LD D
( en

D

)D

≤ ∑
D≥1

e
−D

(
LD−1−log ( n

D )

)

So taking LD = 2 + log ( n
D ) leads to Σ < ∞ and the penalty becomes

pen(m) = µ × penshape(m), (4.6)

where

penshape(m) =
Dm

n

[
13 + 6 log

( n
Dm

)
+ 8

√
2 + log

( n
Dm

)]
. (4.7)

The constant µ can be calibrated using the slope heuristics Birgé and Massart (2007)
(see Section 4.5.2).

Remark 4.1 In Theorem 4.1, we do not assume that the target function f0 is piecewise constant. However in
many contexts, for instance in segmentation, we might want to consider that f0 is piecewise
constant or can be well approximated by piecewise constant functions. That means there
exists of partition of X within which the observations follow the same distribution and
between which observations have different distributions.

4.5 Simulations

In this section we present numerical simulation to study the non-asymptotic
properties of the model selection procedure introduced in Section 4.4.4. More pre-
cisely, the numerical properties of the estimators built by model selection with our
criteria are compared with those of the estimators resulting from model selection
using the well known criteria AIC and BIC.

4.5.1 Simulations frameworks

We consider the model defined in (4.1) with f0 : [0, 1] → R. The aim is to
estimate f0. We consider the collection of models (Sm)m∈M, where

Sm = Vect{1I[ k−1
Dm

, k
Dm

[ such that 1 ≤ k ≤ Dm},

and M is the collection of regular partitions

m =

{[ k − 1
Dm

,
k

Dm

[
, such that 1 ≤ k ≤ Dm,

}
,

where
Dm ≤ n

log n
.

The collection of estimators is defined in Lemma 4.1. Let us thus consider four
penalties.
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— the AIC criretion defined by

penAIC =
Dm

n
;

— the BIC criterion defined by

penBIC =
log n

2n
Dm;

— the penalty proportional to the dimension as in (4.5) defined by

penlin = c × Dm

n
;

— and the penalty defined in (4.6) by

pen = µ × penshape(m).

penlin and pen are penalties depending on some unknown multiplicative constant
(c and µ respectively) to be calibrated. As previously said we will use the "slope
heuristics" introduced in Birgéa nd Massart (2007) to calibrate the multiplicative
constant. We have distinguished two cases :

— The case where there exists mo ∈ M such that the true function belong to
Smo i.e. where f0 is piecewise constant,

Mod1 : f0 = 0.51I[0,1/3) + 1I[1/3,0.5) + 21I[0.5,2/3) + 0.251I[2/3,1]

Mod2 : f0 = 0.751I[0,1/4] + 0.51I[1/4,0.5) + 0.21I[0.5,3/4) + 0.31I[3/4,1].

— The second case, f0 does not belong to any Sm, m ∈ M and is chosen in the
following way :

Mod3 : f0(x) = sin (πx)

Mod4 : f0(x) =
√

x.

In each case, the xi’s are simulated according to uniform distribution on [0, 1].
The Kullback-Leibler divergence is definitely not suitable to evaluate the qua-

lity of an estimator. Indeed, given a model Sm, there is a positive probability that
on one of the interval I ∈ m we have π

(I)
f̂m

= 0 or π
(I)
f̂m

= 1, which implies that

K(π
(n)
f0

, π
(n)
f̂m
) = +∞. So we will use the Hellinger distance to evaluate the quality

of an estimator.
Even if an oracle inequality seems of no practical use, it can serve as a bench-

mark to evaluate the performance of any data driven selection procedure. Thus mo-
del selection performance of each procedure is evaluated by the following bench-
mark

C∗ :=
E

[
h2(P

(n)
f0

, P
(n)
f̂m̂
)
]

E

[
infm∈M h2(P

(n)
f0

, P
(n)
f̂m
)
] . (4.8)

C∗ evaluate how far is the selected estimator to the oracle. The values of C∗ eva-
luated for each procedure with different sample size n ∈ {100, 200, . . . , 1000} are
reported in Figure 4.2 , Figure 4.4, Figure 4.3 and Figure 4.5. For each sample size
n ∈ {100, 200, . . . , 1000}, the expectation was estimated using mean over 1000 si-
mulated datasets.
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4.5.2 Slope heuristics

The aim of this section is to show how the penalty in Theorem 4.1 can be ca-
librated in practice using the main ideas of data-driven penalized model selection
criterion proposed by Birgé and Massart (2007). We calibrate penalty using "slope
heuristics" first introduced and theoretically validated by Birgé and Massart (2007)
in a gaussian homoscedastic setting. Recently it has also been theoretically valida-
ted in the heteroscedastic random-design case by Arlot (2009) and for least squares
density estimation by Lerasle (2012). Several encouraging applications of this me-
thod are developed in many other frameworks (see for instance in clustering and
variable selection for categorical multivariate data Bontemps and Toussile (2013),
for variable selection and clustering via Gaussian mixtures Maugis and Michel
(2011), in multiple change points detection Lebarbier (2005)). Some overview and
implementation of the slope heuristics can be find in Baudry et al. (2012).

We now describe the main idea of those heuristics, starting from that main goal
of the model selection, that is to choose the best estimator of f0 among a collection
of estimators { f̂m}m∈M. Moreover, we expect that this best estimator mimics the so-
called oracle defined as (4.7). To this aim, the great challenge is to build a penalty
function such that the selected model m̂ is nearly as good as the oracle. In the
following we call the ideal penalty the penalty that leads to the choice of m∗. Using
that

K(P
(n)
f0

, P
(n)
f̂m
) = γ( f̂m)− γ( f0),

then, by definition, m∗ defined in (4.7) satisfies

m∗ = arg min
m∈M

[γ( f̂m)− γ( f0)] = arg min
m∈M

γ( f̂m).

The ideal penalty, leading to the choice of the oracle m∗, is thus [γ( f̂m)− γn( f̂m)],
for m ∈ M. As the matter of fact, by replacing penid( f̂m) by its value, we obtain

arg min
m∈M

[γn( f̂m) + penid( f̂m)] = arg min
m∈M

[γn( f̂m) + γ( f̂m)− γn( f̂m)]

= arg min
m∈M

[γ( f̂m)]

= m ∗ .

Of course this ideal penalty always selects the oracle model but depends on the
unknown function f0 throught the sample distribution, since γ(t) = E f0 [γn(t)]. A
natural idea is to choose pen(m) as close as possible to penid(m) for every m ∈ M.
Now, we use that this ideal penalty can be decomposed into

penid(m) = γ( f̂m)− γn( f̂m) = vm + v̂m + em,

where

vm = γ( f̂m)− γ( fm), v̂m = γn( fm)− γn( f̂m), and em = γ( fm)− γn( fm).

The slope heuristics relies on two points :
— The existence of a minimal penalty penmin(m) = v̂m such that when the pe-

nalty is smaller than penmin the selected model is one of the most complex
models. Whereas, penalties larger than penmin lead to a selection of models
with "reasonable" complexity.
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— Using concentration arguments, it is reasonable to consider that uniformly
over M, γn( fm) is close to its expectation which implies that em ≈ 0. In
the same way, since v̂m is a empirical version of vm, it is also reasonable to
consider that vm ≈ v̂m. Ideal penalty is thus approximately given by 2v̂m,
and thus

penid(m) ≈ 2penmin(m).

In practice, v̂m can be estimated from the data provided that ideal penalty
penid(.) = κidpenshape(.) is known up to a multiplicative factor. A major point of
the slope heuristics is that

κid

2
penshape(.)

is a good estimator of v̂m and this provides the minimal penalty.
Provided that pen = κ × penshape is known up to a multiplicative constant κ

that is to be calibrated, we combine the previously heuristic to the method usually
known as dimension jump method. In practice, we consider a grid κ1, . . . , κM, where
each κj leads to a selected model m̂κi with dimension Dm̂κi

. The constant κmin which
corresponds to the value such that penmin = κmin × penshape, is estimated using the
first point of the "slope heuristics". If Dm̂κj

is plotted as a function of κj, κmin is such
that Dm̂κj

is "huge" for κ < κmin and "reasonably small" for κ > κmin. So κmin is the
value at the position of the biggest jump. For more details about this method we
refer the reader to Baudry et al. (2012) and Arlot and Massart (2009).

Figures 4.2 and 4.3 are the cases where the true function is piecewise constant.
Figure 4.4 and Figure 4.5 are situations where the true function does not belong
to any model in the given collection. The performance of criteria depends on the
sample size n. In these two situations we observe that our two model selection
procedures are comparable, and their performance increases with n. While the per-
formance of model selected by BIC decreases with n. Our criteria outperformed
the AIC for all n. The BIC criterion is better than our criteria for n ≤ 200. For
200 < n ≤ 400, the performance of the model selected by BIC is quite the same as
the performance of models selected by our criteria. Finally for n > 400 our criteria
outperformed the BIC.

Theoretical results and simulations raise the following question : why our cri-
teria are better than BIC for quite large values of n yet theoretical results are non
asymptotic ? To answer this question we can say that, in simulations, to calibrate
our penalties we have used "slope heuristics", and those heuristic are based on
asymptotic arguments (see Section 4.5.2).

4.6 Proofs

Notations and technical tools

Subsequently we will use the following notations. Denote by ‖ f ‖n and 〈 f , g〉n

the empirical euclidian norm and the inner product

‖ f ‖2
n=

1
n

n

∑
i=1

f 2(xi), and 〈 f , g〉n =
1
n

n

∑
i=1

f (xi)g(xi).

Note that ‖ . ‖n is a semi norm on the space F of functions g : X −→ R, but
is a norm in the quotient space F/R associated to the equivalence relation R :
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Figure 4.1 – Different functions f0 to be estimated
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Figure 4.2 – Model selection performance (C∗) as a function of sample size n, with each penalty,
Mod1.
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Figure 4.3 – Model selection performance (C∗) as a function of sample size n, with each penalty,
Mod2.
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Figure 4.4 – Model selection performance (C∗) as a function of sample size n, with each penalty,
Mod3.
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Figure 4.5 – Model selection performance (C∗) as a function of sample size n, with each penalty,
Mod4.
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g R h if and only if g(xi) = h(xi) for all i ∈ {1, . . . , n}. It follows from (4.3) that
γ defined in (4.4) can be expressed as the sum of a centered empirical process and
of the estimation criterion γn. More precisely, denoting by ~ε = (ε1, · · · , εn)T, with
ε i = Yi − E f0(Yi), for all f , we have

γ( f ) = γn( f ) +
1
n

n

∑
i=1

ε i f (xi) := γn( f ) + 〈~ε, f 〉n. (4.1)

Easy calculations show that for γ defined in (4.4) we have,

K(P
(n)
f0

, P
(n)
f ) =

1
n

∫
log


P

(n)
f0

P
(n)
f


 dP

(n)
f0

= γ( f )− γ( f0)

=
1
n

n

∑
i=1

[
π f0(xi) log

(
π f0(xi)

π f (xi)

)
+ (1 − π f0(xi)) log

(
1 − π f0(xi)

1 − π f (xi)

)]
.

Let us recall the usual bounds (see Castellan (2003a)) for kullback-Leibler infor-
mation :

Lemma 4.1 For positive densities p and q with respect to µ, if f = log(q/p), then

1
2

∫
f 2(1 ∧ e f )p dµ 6 K(p, q) 6

1
2

∫
f 2(1 ∨ e f )p dµ.

Proof of Proposition 4.1 :

By definition of f̂m, for all f ∈ Sm ∩L∞(C0), γn( f̂m)− γn( f ) 6 0. We apply (4.1),
with f = fm and f = f̂m,

γ( f̂m)− γ( f0) 6 γ( fm)− γ( f0) + 〈~ε, f̂m − fm〉n.

As usual, the main part of the proof relies on the study of the empirical pro-
cess 〈~ε, f̂m − fm〉n. Since f̂m − fm belongs to Sm, f̂m − fm = ∑

Dm
j=1 αjψj, where

{ψ1, . . . , ψDm}, is an orthonormal basis of Sm and consequently

〈~ε, f̂m − fm〉n =
Dm

∑
j=1

αj〈~ε, ψj〉n.

Applying Cauchy-Schwarz inequality we get

〈~ε, f̂m − fm〉n 6

√√√√
Dm

∑
j=1

α2
j

√√√√
Dm

∑
j=1

(
〈~ε, ψj〉n

)2

= ‖ f̂m − fm‖n

√√√√Dm

∑
j=1

(
1
n

n

∑
i=1

ε iψj(xi)

)2

.

We now apply Lemma 4.2 (See Section 4.6 for the proof of Lemma 4.2)

Lemma 4.2 Let Sm the model defined in (4.5) and {ψ1, . . . , ψDm} an orthonormal basis of the linear
span {φk, k ∈ m}. We also denote by Λm the set of β = (β1, ..., βD) such that fβ(.) =
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∑
D
j=1 β jψj(.) satisfies fβ ∈ Sm ∩ L∞(C0). Let β∗ be any minimizer of the function β →

γ( fβ) over Λm, we have

U 2
0

2
‖ fβ − fβ∗‖2

n ≤ γ( fβ)− γ( fβ∗), (4.2)

where U0 = eC0 /(1 + eC0)2.

Then we have

〈~ε, f̂m − fm〉n 6

√√√√
Dm

∑
j=1

(
〈~ε, ψj〉n

)2
√

2
U0

√
γ( f̂m)− γ( fm)

Now we use that for every positive numbers, a, b, x, ab 6 (x/2)a2 + [1/(2x)]b2,
and infer that

γ( f̂m)− γ( f0) ≤ γ( fm)− γ( f0) +
x
U 2

0

Dm

∑
j=1

(
〈~ε, ψj〉n

)2
+ (1/2x)(γ( f̂m)− γ( fm)).

For x > 1/2, it follows that

E f0 [γ( f̂m)− γ( f0)] 6 γ( fm)− γ( f0) +
2x2

(2x − 1)U 2
0

E f0

[
Dm

∑
j=1

(
〈~ε, ψj〉n

)2

]
.

We conclude the proof by using that

E f0

[
Dm

∑
j=1

(
〈~ε, ψj〉n

)2

]
6

Dm

4n
.

Proof of Theorem 4.1

By definition, for all m ∈ M,

γn( f̂m̂) + pen(m̂) 6 γn( f̂m) + pen(m) 6 γn( fm) + pen(m).

Applying (4.1) we have

K(P
(n)
f0

, P
(n)
f̂m̂
) 6 K(P

(n)
f0

, P
(n)
fm
) + 〈~ε, f̂m̂ − fm〉n + pen(m)− pen(m̂). (4.3)

It remains to study 〈~ε, f̂m̂ − fm〉n, using the following lemma, which is a modifica-
tion of Lemma 1 in Durot et al. (2009).

Lemma 4.3 For every D, D′ and x > 0 we have

P


 sup

u∈
(

SD∩L∞(C0)+SD′∩L∞(C0)

)
〈~ε, u〉n

‖ u ‖n
〉
√

D + D′

4n
+

√
5x
n


 6 exp (−x).
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Fix ξ > 0 and let Ωξ(m) denote the event

Ωξ(m) =
⋂

m′∈M





sup

u∈
(

Sm∩L∞(C0)+Sm′∩L∞(C0)

)
〈~ε, u〉n

‖ u ‖n
≤

√
Dm + Dm′

4n
+

√
5(Lm′Dm′ + ξ)/n





.

Then we have
P

(
Ωξ(m)

)
> 1 − Σ exp(−ξ). (4.4)

See the Appendix for the proof of this lemma. Fix ξ > 0, applying Lemma 4.3,
we infer that on the event Ωξ(m),

〈~ε, f̂m̂ − fm〉n 6

(√
Dm + Dm̂

4n
+

√
5

Lm̂Dm̂ + ξ

n

)
‖ f̂m̂ − fm ‖n

6

(√
Dm + Dm̂

4n
+

√
5

Lm̂Dm̂ + ξ

n

)(
‖ f̂m̂ − f0 ‖n + ‖ f0 − fm ‖n

)

6

(
√

Dm̂

(
1√
4n

+

√
5Lm̂

n

)
+

√
Dm

4n
+

√
5

ξ

n

)(
‖ f̂m̂ − f0 ‖n + ‖ f0 − fm ‖n

)
.

Applying that 2xy 6 θx2 + θ−1y2, for all x > 0, y > 0, θ > 0, we get that on Ωξ(m)
and for every η ∈]0, 1[

〈~ε, f̂m̂ − fm〉n 6 (
1 − η

2
)
[
(1 + η) ‖ f̂m̂ − f0 ‖2

n +(1 + η−1) ‖ f0 − fm ‖2
n

]

+
1

2(1 − η)


(1 + η)Dm̂

(
1√
4n

+

√
5Lm̂

n

)2

+ (1 + η−1)

(√
Dm

4n
+

√
5ξ

n

)2



6
1 − η2

2
‖ f̂m̂ − f0 ‖2

n +
η−1 − η

2
‖ f0 − fm ‖2

n +
1 + η

2(1 − η)
Dm̂

(
1√
4n

+

√
5Lm̂

n

)2

+
1 + η−1

1 − η

(Dm

4n
+

5ξ

n

)
.

If pen(m) >
(

λDm
( 1

2 +
√

5Lm
)2

)
/n, with λ > 0, we have

〈~ε, f̂m̂ − fm〉n 6
1 − η2

2
‖ f̂m̂ − f0 ‖2

n +
η−1 − η

2
‖ f0 − fm ‖2

n +
1 + η

2(1 − η)λ
pen(m̂)

+
1 + η−1

(1 − η)λ
pen(m) +

1 + η−1

1 − η

5ξ

n
.

It follows from (4.3) that

K(P
(n)
f0

, P
(n)
f̂m̂
) 6 K(P

(n)
f0

, P
(n)
fm
) +

1 − η2

2
‖ f̂m̂ − f0 ‖2

n +
η−1 − η

2
‖ f0 − fm ‖2

n

+
1 + η

2(1 − η)λ
pen(m̂) +

1 + η−1

(1 − η)λ
pen(m) +

1 + η−1

1 − η

5ξ

n
+ pen(m)− pen(m̂).
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Taking λ = (η + 1)/(2(1 − η)), we have

K(P
(n)
f0

, P
(n)
f̂m̂
) 6 K(P

(n)
f0

, P
(n)
fm
)

+
4λ

(2λ + 1)2 ‖ f̂m̂ − f0 ‖2
n +

4λ

4λ2 − 1
‖ f0 − fm ‖2

n +
6λ + 1
2λ − 1

pen(m)+
10λ(2λ + 1)

2λ − 1
ξ

n
.

Now we use the following lemma (see Lemma 6.1 in Kwemou (2012)) that allows
to connect empirical norm and Kullback-Leibler divergence.

Lemma 4.4 Under Assumptions (A5), for all m ∈ M and all t ∈ Sm ∩ L∞(C0), we have

cmin‖t − f0‖2
n 6 K(P

(n)
f0

, P
(n)
t ) 6 cmax‖t − f0‖2

n.

where cmin and cmax are constants depending on C0 and c1.

Consequently

K(P
(n)
f0

, P
(n)
f̂m̂
) 6 C(cmin)

{
K(P

(n)
f0

, P
(n)
fm
) + pen(m)

}
+ C1(cmin)

ξ

n
,

where

C(cmin) = max

{
1 + 4λ

(4λ2−1)cmin

1 − 4λ
cmin(2λ+1)2

;
6λ+1
2λ−1

1 − 4λ
cmin(2λ+1)2

}
and C1(cmin) =

10λ(2λ+1)
2λ−1

1 − 4λ
cmin(2λ+1)2

.

Thus we take λ such that

1 − 4λ

cmin(2λ + 1)2 > 0, (4.5)

where cmin depends on the bound of the true function f0. By definition of Ωξ(m)
and (4.4), there exists a random variable V > 0 with P(V > ξ) 6 Σ exp (−ξ) and
E f0(V) 6 Σ, such that

K(P
(n)
f0

, P
(n)
f̂m̂
) 6 C(cmin)

{
K(P

(n)
f0

, P
(n)
fm
) + pen(m)

}
+ C1(cmin)

V
n

,

which implies that for all m ∈ M,

E f0 [K(P
(n)
f0

, P
(n)
f̂m̂
)] 6 C(cmin)

{
K(P

(n)
f0

, P
(n)
fm
) + pen(m)

}
+ C1(cmin)

Σ

n
.

This concludes the proof.

Proof of Proposition 4.2 :

Let fm, f̂m, π fm and π f̂m
given in Lemma 4.1, proved in appendix. In the follo-

wing, Dm = |m|. For δ > 0, let Ωm(δ) be the event

Ωm(δ) =
⋂

J∈m





∣∣∣∣∣∣

π
(J)
f̂m

π
(J)
fm

− 1

∣∣∣∣∣∣
6 δ





⋂




∣∣∣∣∣∣

1 − π
(J)
f̂m

1 − π
(J)
fm

− 1

∣∣∣∣∣∣
6 δ



 . (4.6)

According to pythagore’s type identity and Lemma 4.1 we write

K(P
(n)
f0

, P
(n)
ˆfm
) = K(P

(n)
f0

, P
(n)
fm
) +K(P

(n)
fm

, P
(n)
ˆfm
)1IΩm(δ) +K(P

(n)
fm

, P
(n)
ˆfm
)1IΩc

m(δ)
,
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where

K(P
(n)
fm

, P
(n)
ˆfm
) =

1
n

n

∑
i=1

[
π fm(xi) log

(
π fm(xi)

π f̂m
(xi)

)
+ (1 − π fm(xi)) log

(
1 − π fm(xi)

1 − π f̂m
(xi)

)]
(4.7)

=
1
n ∑

J∈m
|J|


π

(J)
fm

log


π

(J)
fm

π
(J)
f̂m


+ (1 − π

(J)
fm
) log


1 − π

(J)
fm

1 − π
(J)
f̂m




 .

The first step consists in showing that

1 − δ

2(1 + δ)2X
2
m1IΩm(δ) 6 K(P

(n)
fm

, P
(n)
ˆfm
)1IΩm(δ) 6

1 + δ

2(1 − δ)2X
2
m1IΩm(δ), (4.8)

where

X 2
m =

1
n ∑

J∈m

(∑k∈J εk)
2

|J|π(J)
fm
[1 − π

(J)
fm
]
, with

4ρ2Dm

n
6 E f0 [X 2

m] 6
2Dm

n
. (4.9)

The second step relies on the proof of

∣∣E f0

(
K(P

(n)
fm

, P
(n)
ˆfm
)1IΩc

m(δ)

) ∣∣∣ 6 2 log
(

1
ρ

)
P[Ωc

m(δ)]. (4.10)

The last step consists in showing that for ǫ > 0, since for all J ∈ m, |J| ≥ Γ[log(n)]2,
where Γ > 0 is an absolute constant, then we have

P[Ωc
m(δ)] 6 4|m| exp

(
− δ2

2(1 + δ/3)
ρ2Γ[log(n)]2

)
≤ κ(ρ, δ, Γ, ǫ)

n(1+ǫ)
. (4.11)

Gathering (4.8)-(4.11), we conclude that

E f0 [K(P
(n)
f0

, P
(n)
ˆfm
)] 6 K(P

(n)
f0

, P
(n)
fm
) +

(1 + δ)|m|
(1 − δ)2n

+ 2 log
(

1
ρ

)
P[Ωc

m(δ)]

6 K(P
(n)
f0

, P
(n)
fm
) +

(1 + δ)|m|
(1 − δ)2n

+
κ(ρ, δ, Γ, ǫ)

n(1+ǫ)
.

We finish by proving (4.8), (4.9), (4.10) and (4.11).

• Proof of (4.8) and (4.9) : Arguing as in Castellan (2003a) and using Lemma 4.1
we have

K(P
(n)
fm

, P
(n)
ˆfm
) >

1
2n ∑

J∈m
|J|


π

(J)
fm


1 ∧

π
(J)
f̂m

π
(J)
fm


 log2




π
(J)
fm

π
(J)
f̂m


+ (1 − π

(J)
fm
)


1 ∧

1 − π
(J)
f̂m

1 − π
(J)
fm


 log2




1 − π
(J)
fm

1 − π
(J)
f̂m







and

K(P
(n)
fm

, P
(n)
ˆfm
) 6

1
2n ∑

J∈m
|J|


π

(J)
fm


1 ∨

π
(J)
f̂m

π
(J)
fm


 log2




π
(J)
fm

π
(J)
f̂m


+ (1 − π

(J)
fm
)


1 ∨

1 − π
(J)
f̂m

1 − π
(J)
fm


 log2




1 − π
(J)
fm

1 − π
(J)
f̂m





 .

It follows that

1 − δ

2
V2(π fm , π f̂m

)1IΩm(δ) 6 K(P
(n)
fm

, P
(n)
ˆfm
)1IΩm(δ) 6

1 + δ

2
V2(π fm , π f̂m

)1IΩm(δ), (4.12)
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where V2(π fm , π f̂m
) is defined by

V2(π fm , π f̂m
) =

1
n ∑

J∈m
|J|

[π
(J)
f̂m

− π
(J)
fm
]2

π
(J)
fm




log[π(J)
f̂m

/π
(J)
fm
]

π
(J)
f̂m

/π
(J)
fm

− 1




2

+
1
n ∑

J∈m
|J|

[π
(J)
f̂m

− π
(J)
fm
]2

1 − π
(J)
fm




log[(1 − π
(J)
f̂m
)/(1 − π

(J)
fm
)]

(1 − π
(J)
f̂m
)/(1 − π

(J)
fm
)− 1




2

. (4.13)

Now we use that, for all x > 0,

1
1 ∨ x

6
log(x)
x − 1

6
1

1 ∧ x
. (4.14)

Hence we infer that

1
(1 + δ)2 X

2
m1IΩm(δ) 6 V2(π fm , π f̂m

)1IΩm(δ) 6
1

(1 − δ)2 X
2
m1IΩm(δ),

with X 2
m defined in (4.9). This entails that (4.8) is proved. It remains now to check that

4ρ2|m|
n

6 E f0
[X 2

m] 6
2|m|

n
.

According to Lemma 4.1 , for all partition J ∈ m and for any xi ∈ J,

π f̂m
(xi) = π

(J)
f̂m

, with π
(J)
f̂m

=
1
|J| ∑

i∈J
Yi,

and π fm(xi) = π
(J)
fm

, with π
(J)
fm

=
1
|J| ∑

i∈J
π f0

(xi).

Consequently,

X 2
m =

1
n ∑

J∈m
|J|

(∑k∈J εk)
2

∑k∈J π f0
(xk)[|J| − ∑k∈J π f0

(xk)]
=

1
n ∑

J∈m

(∑k∈J εk)
2

|J|π(J)
fm
[1 − π

(J)
fm
]
,

and finally

E f0
(X 2

m) =
1
n ∑

J∈m
E


 (∑k∈J εk)

2

|J|π(J)
fm
[1 − π

(J)
fm
]


 =

1
n ∑

J∈m


 1

|J|π(J)
fm
[1 − π

(J)
fm
]


 ∑

k∈J
Var (Yk) .

Consequently

E f0
(X 2

m) =
1
n ∑

J∈m

∑i∈J π f0
(xi)(1 − π f0

(xi))

|J|π(J)
fm
[1 − π

(J)
fm
]

.

Now, according to Assumption (A6), and Lemma 4.1, for all partition m, all J ∈ m, and all
xi ∈ J

0 < ρ2 6 π f0
(xi)(1 − π f0

(xi)) 6 1/4, and 0 < ρ 6 π
(J)
fm

and 0 < ρ 6 (1 − π
(J)
fm
).

It follows that

4ρ2 6
∑k∈J π f0

(xk)(1 − π f0
(xk))

|J|π(J)
fm
[1 − π

(J)
fm
]

=
∑k∈J π f0

(xk)(1 − π f0
(xk))

|J|π(J)
fm

+
∑k∈J π f0

(xk)(1 − π f0
(xk))

|J|[1 − π
(J)
fm
]

6 2,
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and thus

4ρ2|m|
n

6
1
n ∑

J∈m

∑i∈J π f0
(xi)(1 − π f0

(xi))

|J|π(J)
fm
[1 − π

(J)
fm
]

6
2|m|

n
.

In other words,

4ρ2|m|
n

6 E f0
(X 2

m) 6
2|m|

n
.

The ends up the proof of (4.8) and (4.9).

• Proof of (4.10) : We start from (4.7), apply Assumption (A6) and Lemma 4.1, to
obtain that and (4.10) is checked since

|E
(
K(P

(n)
fm

, P
(n)
ˆfm
)1IΩc

m(δ)

)
| 6

1
n

n

∑
i=1

E

∣∣∣∣∣

[
log

(
π fm(xi)

π f̂m
(xi)

)
1IΩc

m(δ)

]∣∣∣∣∣

+
1
n

n

∑
i=1

E

∣∣∣∣∣

[
log

(
(1 − π fm(xi))

(1 − π f̂m
(xi))

)
1IΩc

m(δ)

]∣∣∣∣∣

6 2 log
(

1
ρ

)
P[Ωc

m(δ)].

• Proof of (4.11) : We come to the control of P f0
[Ωc

m(δ)]. Since

P[Ωc
m(δ)] 6 ∑

J∈m
P





∣∣∣∣∣∣∣

π
(J)
f̂m

π
(J)
fm

− 1

∣∣∣∣∣∣∣
> δ





+ ∑
J∈m

P





∣∣∣∣∣∣∣

1 − π
(J)
f̂m

1 − π
(J)
fm

− 1

∣∣∣∣∣∣∣
> δ





,

by applying Lemma 4.1, we infer that

P





∣∣∣∣∣∣∣

π
(J)
f̂m

π
(J)
fm

− 1

∣∣∣∣∣∣∣
> δ





= P

{∣∣∣∣∣
∑k∈J εk

∑k∈J π f0
(xk)

∣∣∣∣∣ > δ

}
= P

{∣∣∣∣∣∑
k∈J

εk

∣∣∣∣∣ > δ ∑
k∈J

π f0
(xk)

}
,

and

P





∣∣∣∣∣∣∣

1 − π
(J)
f̂m

1 − π
(J)
fm

− 1

∣∣∣∣∣∣∣
> δ





= P

{∣∣∣∣∣
∑k∈J εk

∑k∈J(1 − π f0
(xk))

∣∣∣∣∣ > δ

}
= P

{∣∣∣∣∣∑
k∈J

εk

∣∣∣∣∣ > δ ∑
k∈J

(1 − π f0
(xk))

}
.

We write

P

{∣∣∣∣∣∑
k∈J

εk

∣∣∣∣∣ > δ ∑
k∈J

π f0
(xk)

}
6 P

{∣∣∣∣∣∑
k∈J

εk

∣∣∣∣∣ > δ ∑
k∈J

π f0
(xk)(1 − π f0

(xk))

}

and

P

{∣∣∣∣∣∑
k∈J

εk

∣∣∣∣∣ > δ ∑
k∈J

(1 − π f0
(xk))

}
6 P

{∣∣∣∣∣∑
k∈J

εk

∣∣∣∣∣ > δ ∑
k∈J

π f0
(xk)(1 − π f0

(xk))

}
.

Then we have

P[Ωc
m(δ)] 6 2 ∑

J∈m
P

{∣∣∣∣∣∑
k∈J

εk

∣∣∣∣∣ > δ ∑
k∈J

π f0
(xk)(1 − π f0

(xk))

}
.

Now, we apply Bernstein Concentration Inequality (see Massart (2007) for example) to the
right hand side of previous inequality, starting by recalling this Bernstein inequality.
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Theorem 4.1 Let Z1, · · · , Zn be independent real valued random variables. Assume that there exist some positive
numbers v and c such that for all k > 2,

n

∑
i=1

E

[
|Zi|k

]
6

k!
2

vck−2.

Then for any positive z,

P

(
n

∑
i=1

(Zi − E(Zi) >
√

2vz + cz

)
6 exp(−z), and P

(
n

∑
i=1

(Zi − E(Zi) > z

)
6 exp

(
− z2

2(v + cz)

)
.

Especially, if |Zi| 6 b for all i, then

P

(
n

∑
i=1

(Zi − E(Zi) > z

)
6 exp

(
− z2

2(∑n
i=1 E(Z2

i ) + bz/3)

)
. (4.15)

Applying (4.15) with z = δ ∑k∈J π f0
(xk)(1 − π f0

(xk)), b = 1 and v = ∑k∈J π f0
(xk)(1 −

π f0
(xk)), we get that

P

{∣∣∣∣∣∑
k∈J

εk

∣∣∣∣∣ > δ ∑
k∈J

π f0
(xk)(1 − π f0

(xk))

}

is less than

2 exp


−

δ2[∑k∈J π f0
(xk)(1 − π f0

(xk))]
2

2
(

∑k∈J π f0
(xk)(1 − π f0

(xk)) + (δ/3)∑k∈J π f0
(xk)(1 − π f0

(xk))
)


 ,

and consequently

P

{∣∣∣∣∣∑
k∈J

εk

∣∣∣∣∣ > δ ∑
k∈J

π f0
(xk)(1 − π f0

(xk))

}
6 2 exp

[
− δ2

2(1 + δ/3)

(

∑
k∈J

π f0
(xk)(1 − π f0

(xk))

)]

6 2 exp
[
− δ2

2(1 + δ/3)
|J|ρ2

]
.

Consequently,

P[Ωc
m(δ)] 6 4|m| exp(−∆ρ2Γ[log(n)]2), with ∆ =

δ2

2(1 + δ/3)
,

where Γ is given by (4.1). For ǫ > 0 and δ such that

δ2

2(1 + δ/3)
ρ2Γ log(n) > 2 + ǫ, (4.16)

using that |m| 6 n implies that

4|m| exp
(
− δ2

2(1 + δ/3)
ρ2Γ[log(n)]2

)
6

κ

n(1+ǫ)
.

And Result (4.11) follows.

Proof of Theorem 4.1
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By definition, for all m ∈ M,

γn( f̂m̂) + pen(m̂) 6 γn( ˆfm) + pen(m) 6 γn( fm) + pen(m).

Applying Formula (4.1), we have

γ( f̂m̂)− γ( f0) 6 γ( fm)− γ( f0) + 〈~ε, f̂m̂ − fm〉n + pen(m)− pen(m̂). (4.17)

Following Baraud (2000) or Castellan (2003a), instead of bounding the supremum of the
empirical process 〈~ε, f̂m̂ − fm〉n, we split it in three terms. Let

γn(t) = γn(t)− E f0
(γn(t)) = − <~ε, f >n

with <~ε, f >n defined in (4.1), and write

γ( f̂m̂)− γ( f0) 6 γ( fm)− γ( f0) + pen(m)− pen(m̂)

+γn( fm)− γn( f0) + γn( f0)− γn( fm̂) + γn( fm̂)− γn( f̂m̂).

In other words,

K(P
(n)
f0

, P
(n)
f̂m̂

) 6 K(P
(n)
f0

, P
(n)
fm

) + pen(m)− pen(m̂)

+γn( fm)− γn( f0) + γn( f0)− γn( fm̂) + γn( fm̂)− γn( f̂m̂). (4.18)

The proof of Theorem 4.1 can be decomposed in three steps :

1. We prove that for ǫ > 0,

E f0

[
(γn( fm)− γn( f0))1IΩm f (δ)

]
6

κ′(ρ, δ, Γ, ǫ)

n(1+ǫ)
.

2. Let Ω1(ξ) be the event

Ω1(ξ) =
⋂

m′∈M

{
χ2

m′1IΩm f (δ)
6

2
n
|m′|+ 16

n

(
1 +

δ

3

)√
(Lm′ |m′|+ ξ)|m′|+ 8

n

(
1 +

δ

3

)
(Lm′ |m′|+ ξ)

}
,

where (Lm′)m′∈M satisfies Condition (4.2) and m f is given by Definition 4.1. For all
m′ in M we prove that on Ω1(ξ)

(
γn( fm′)− γn( f̂m′)

)
1IΩm f (δ)

6
1

2n

(1 + δ

1 − δ

)
|m′|

[
2 +

(
1 +

δ

3

)(
2δ + 8Lm′ + 16

√
Lm′

)]

+
4ξ

n

(1 + δ

1 − δ

)(
1 +

δ

3

)(
1 +

4
δ

)
+

1
1 + δ

K(P
(n)
fm′ , P

(n)
f̂m′

)1IΩm f (δ)
,(4.19)

and
P(Ω1(ξ)

c) 6 2Σe−ξ . (4.20)

3. Let Ω2(ξ) be the event

Ω2(ξ) =
⋂

m′∈M

[
(γn( f0)− γn( fm′)) 6 K(P

(n)
f0

, P
(n)
fm′ )− 2h2(P

(n)
f0

, P
(n)
fm′ ) +

2
n
(L′

m|m′|+ ξ)

]
.

We prove that, P(Ω2(ξ)
c) 6 Σe−ξ .

Now, we will prove the result of Theorem 4.1 using (R-1), (R-2) and (R-3).
According to (4.18), we can write

K(P
(n)
f0

, P
(n)
f̂m̂

)1IΩm f (δ)
6 K(P

(n)
f0

, P
(n)
fm

) + pen(m)− pen(m̂)

+(γn( fm)− γn( f0))1IΩm f (δ)
+ (γn( f0)− γn( fm̂))1IΩm f (δ)

+(γn( fm̂)− γn( f̂m̂)1IΩm f (δ)
.
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Combining (R-2) and (R-3) with m′ = m̂, we infer that on Ω1(ξ)
⋂

Ω2(ξ)

K(P
(n)
f0

, P
(n)
f̂m̂

)1IΩm f (δ)
6 K(P

(n)
f0

, P
(n)
fm

) + pen(m)− pen(m̂) + (γn( fm)− γn( f0))1IΩm f (δ)

+
1

2n

(1 + δ

1 − δ

)
|m̂|

[
2 +

(
1 +

δ

3

)(
2δ + 8Lm̂ + 16

√
Lm̂

)]
+ 2Lm̂

|m̂|
n

+
4ξ

n

[1
2
+

(1 + δ

1 − δ

)(
1 +

δ

3

)(
1 +

4
δ

)]

+
[
K(P

(n)
f0

, P
(n)
fm̂

)− 2h2(P
(n)
f0

, P
(n)
fm̂

) +
1

1 + δ
K(P

(n)
fm̂

, P
(n)
f̂m̂

)
]
1IΩm f (δ)

.

This implies that

K(P
(n)
f0

, P
(n)
f̂m̂

)1IΩm f (δ)
6 K(P

(n)
f0

, P
(n)
fm

) + pen(m)− pen(m̂) + (γn( fm)− γn( f0))1IΩm f (δ)

+
|m̂|
n

[(1 + δ

1 − δ

)
+

( δ(1 + δ)2

1 − δ

)
+

( (1 + δ)2

1 − δ

)(
6Lm̂ + 8

√
Lm̂

)]

+
4ξ

n

[1
2
+

(1 + δ

1 − δ

)(
1 +

δ

3

)(
1 +

4
δ

)]

+
[
K(P

(n)
f0

, P
(n)
fm̂

)− 2h2(P
(n)
f0

, P
(n)
fm̂

)) +
1

1 + δ
K(P

(n)
fm̂

, P
(n)
f̂m̂

)
]
1IΩm f (δ)

.

Since {(1 + δ

1 − δ

)
(1 + δ(1 + δ)) ∨

( (1 + δ)2

1 − δ

)}
6 C(δ) with C(δ) :=

(1 + δ

1 − δ

)3
,

we infer

K(P
(n)
f0

, P
(n)
f̂m̂

)1IΩm f (δ)
6 K(P

(n)
f , P

(n)
fm

) + pen(m)− pen(m̂) + (γn( fm)− γn( f0))1IΩm f (δ)

+
|m̂|
n

C(δ)
[
1 + 6Lm̂ + 8

√
Lm̂

]
+

4ξ

n

[1
2
+

(1 + δ

1 − δ

)(
1 +

δ

3

)(
1 +

4
δ

)]

+
[
K(P

(n)
f0

, P
(n)
fm̂

)− 2h2(P
(n)
f0

, P
(n)
fm̂

) +
1

1 + δ
K(P

(n)
fm̂

, P
(n)
f̂m̂

)
]
1IΩm f (δ)

.

Using Pythagore’s type identity K(P f0
, P f̂m̂

) = K(P
(n)
f0

, P
(n)
fm̂

) +K(P
(n)
fm̂

, P
(n)
f̂m̂

) (see Equation

(7.42) in Massart (2007)) we have

K(P
(n)
f0

, P
(n)
f̂m̂

)1IΩm f (δ)
6 K(P

(n)
f , P

(n)
fm

) + pen(m)− pen(m̂) + (γn( fm)− γn( f0))1IΩm f (δ)

+
|m̂|
n

C(δ)
[
1 + 6Lm̂ + 8

√
Lm̂

]
+

4ξ

n

[1
2
+

(1 + δ

1 − δ

)(
1 +

δ

3

)(
1 +

4
δ

)]

+
[
K(P

(n)
f0

, P
(n)
f̂m̂

)− 2h2(P
(n)
f0

, P
(n)
fm̂

)− δ

1 + δ
K(P

(n)
fm̂

, P
(n)
f̂m̂

)
]
1IΩm f (δ)

.

Now, we successively use
(i) the relation between Kullback-Leibler information and the Hellinger distance

K(P
(n)
fm̂

, P
(n)
f̂m̂

) ≥ 2h2(P
(n)
fm̂

, P
(n)
f̂m̂

) (see Lemma 7.23 in Massart (2007)),

(ii) and inequality h2(P
(n)
f0

, P
(n)
f̂m̂

) 6 2[h2(P
(n)
f0

, P
(n)
fm̂

) + h2(P
(n)
fm̂

, P
(n)
f̂m̂

)].

Consequently, on Ω1(ξ)
⋂

Ω2(ξ)

δ

1 + δ
h2(P

(n)
f0

, P
(n)
f̂m̂

)1IΩm f (δ)
6 K(P

(n)
f0

, P
(n)
fm

) + pen(m)− pen(m̂) + (γn( fm)− γn( f0))1IΩm f (δ)

+
|m̂|
n

C(δ)
[
1 + 6Lm̂ + 8

√
Lm̂

]
+

4ξ

n

[1
2
+

(1 + δ

1 − δ

)(
1 +

δ

3

)(
1 +

4
δ

)]
.

Since pen(m̂) ≥ µ|m̂|
[
1 + 6Lm̂ + 8

√
Lm̂

]
/n, by taking µ = C(δ) yields that on

Ω1(ξ)
⋂

Ω2(ξ)

h2(P f0
, P f̂m̂

)1IΩm f (δ)
6

2µ1/3

µ1/3 − 1

(
K(P

(n)
f0

, P
(n)
fm

) + pen(m) + (γn( fm)− γn( f0))1IΩm f (δ)

)
+

ξ

n
C1(µ).
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Then, using that
P(Ω1(ξ)

c ∪ Ω2(ξ)
c) 6 3Σe−ξ ,

we deduce that P(Ω1(ξ) ∩ Ω2(ξ)) ≥ 1 − 3Σe−ξ . We now integrating with respect to ξ, and
use (R-1) to write that

E f0

[
h2(P f0

, P f̂m̂
)1IΩm f (δ)

]
6

2µ1/3

µ1/3 − 1

(
K(P

(n)
f0

, P
(n)
fm

) + pen(m)
)
+

κ1(ρ, µ, Γ, ǫ)

n(1+ǫ)
+

C2(µ, Σ)

n
.

Furthermore, since h2(P f0
, P f̂m̂

) 6 1, by applying Inequality (4.11) we have,

E f0

[
h2(P f0

, P f̂m̂
)1IΩc

m f
(δ)

]
≤ κ2(ρ, µ, Γ, ǫ)

n(1+ǫ)
.

Hence we conclude that

E f0

[
h2(P f0

, P f̂m̂
)
]

6
2µ1/3

µ1/3 − 1

(
K(P

(n)
f0

, P
(n)
fm

) + pen(m)
)
+

κ3(ρ, µ, Γ, ǫ)

n(1+ǫ)
+

C2(µ, Σ)

n
,

and minimizing over M leads to the result of Theorem 4.1.
We now come to the proofs of (R-1), (R-2) and (R-3).
• Proof of (R-1)
We know that
∣∣∣E f0

[
(γn( fm)− γn( f0))1IΩm f (δ)

]∣∣∣ =
∣∣∣E f0

[
(γn( fm)− γn( f0))1IΩc

m f
(δ)

]∣∣∣

≤ E f0

[ 1
n

n

∑
i=1

{∣∣∣ǫi log{
π fm(xi)

π f0
(xi)

}
∣∣∣+

∣∣∣ǫi log{
1 − π fm(xi)

1 − π f0
(xi)

}
∣∣∣
}

1IΩc
m f

(δ)

]

≤ 2 log
{

1
ρ

}
P(Ωc

m f
(δ)).

We conclude the proof of (R-1) by using Inequality (4.11), which implies that

∣∣∣E f0

[
(γn( fm)− γn( f0))1IΩm f (δ)

]∣∣∣ ≤ 2 log
{

1
ρ

}
κ(ρ, δ, Γ, ǫ)

n(1+ǫ)
=

κ′(ρ, δ, Γ, ǫ)

n(1+ǫ)
.

• Proof of (R-2)
We start by the proof of (4.19)

γn( fm′)− γn( f̂m′) = − 1
n

n

∑
i=1

{
ǫi log

(π fm′ (xi)

π f̂m′ (xi)

)
− ǫi log

(1 − π fm′ (xi)

1 − π f̂m′ (xi)

)}

= − 1
n ∑

J∈m′

(
∑
i∈J

ǫi

)[
√
|J|π(J)

fm′
√
|J|π(J)

fm′

log
(π

(J)
fm′

π
(J)
f̂m′

)
−

√
|J|1 − π

(J)
fm′

√
|J|(1 − π

(J)
fm′ )

log
(1 − π

(J)
fm′

1 − π
(J)
f̂m′

)]
.

By Cauchy-Schwarz inequality, we have

γn( fm′)− γn( f̂m′) ≤

√√√√√ 1
n ∑

J∈m′
|J|

[
π
(J)
fm′ log2

(π
(J)
f̂m′

π
(J)
fm′

)
+ (1 − π

(J)
fm′ ) log2

(1 − π
(J)
f̂m′

1 − π
(J)
fm′

)]

×

√√√√√√
1
n ∑

J∈m′

[
(

∑i∈J ǫi

)2

|J|π(J)
fm′

+

(
∑i∈J ǫi

)2

|J|(1 − π
(J)
fm′ )

]
,
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and in other words

γn( fm′)− γn( f̂m′) ≤
√
X 2

m′ ×
√

V2(π fm′ , π f̂m′ ),

where X 2
m′ and V2(π fm′ , π f̂m′ ) are defined respectively in (4.9) and (4.13) . Using both

that inequality 2xy 6 θx2 + θ−1y2, for all x > 0, y > 0 with θ = (1 + δ)/(1 − δ), and
Inequality (4.12), we obtain on Ωm f (δ) that,

γn( fm′)− γn( f̂m′)) ≤ 1
2

(1 + δ

1 − δ

)
χ2

m′ +
1

1 + δ
K(P

(n)
fm′ , P

(n)
f̂m′

).

Consequently, on Ω1(ξ)

(γn( fm′)− γn( f̂m′))1IΩm f (δ)
≤ 1

2n

(1 + δ

1 − δ

)[
2|m′|+ 16

(
1 +

δ

3

)√
(Lm′ |m′|+ ξ)|m′|+ 8

(
1 +

δ

3

)
(Lm′ |m′|+ ξ)

]

+
1

1 + δ
K(P

(n)
fm′ , P

(n)
f̂m′

)1IΩm f (δ)
.

Using inequalities |x + y|1/2 6 |x|1/2 + |y|1/2 and 2xy 6 θx2 + θ−1y2 with θ = δ/4, we infer
that (4.19) follows since

γn( fm′)− γn( f̂m′))1IΩm f (δ)
≤ 1

2n

(1 + δ

1 − δ

)[
2|m′|+

(
1 +

δ

3

)(
16

√
Lm′ |m′|+ 8Lm′ |m′|+ 2δ|m′|

)

+8ξ
(

1 +
δ

3

)
(1 +

4
δ
)
]
+

1
1 + δ

K(P
(n)
fm′ , P

(n)
f̂m′

)1IΩm f (δ)

≤ 1
2n

(1 + δ

1 − δ

)
|m′|

[
2 +

(
1 +

δ

3

)(
2δ + 8Lm′ + 16

√
Lm′
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+
4ξ

n

(1 + δ

1 − δ

)(
1 +

δ

3

)(
1 +

4
δ

)
+

1
1 + δ

K(P
(n)
fm′ , P

(n)
f̂m′

)1IΩm f (δ)
.

• Proof of (4.20) :
Write X 2

m′ = ∑J∈m′{Z1,J + Z2,J}, where

Z1,J =
1
n

(∑k∈J εk)
2

|J|π(J)
fm′

and Z2,J =
1
n

(∑k∈J εk)
2

|J|(1 − π
(J)
fm′ )

.

We will control ∑J∈m′ Z1,J and ∑J∈m′ Z2,J separately. In order to use Bernstein inequality
(see Theorem 4.1), we need an upper bound of ∑J∈m′ E[Zp

1,J1IΩm f (δ)
], for every p ≥ 2. By

definition

E[Zp
1,J1IΩm f (δ)

] =
1(

n|J|π(J)
fm′

)p

∫ ∞

0
2px2p−1

P

({
| ∑

k∈J
εk| ≥ x

}
∩ Ωm f (δ)

)
dx.

For every m′ constructed on the grid m f , for all J ∈ m′, on Ωm f (δ) ∩
{

x 6 |∑k∈J εk|
}

, we

have
x 6 | ∑

k∈J
εk| 6 δ ∑

i∈J
π f0

(xi).

Combining the previous inequality, the Bernstein inequality (4.15) with the fact that εk 6 1,
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we infer that

E[Zp
1,J1IΩm f (δ)

] ≤ 1(
n ∑k∈J π f0

(xk)
)p

∫ δ ∑k∈J π f0
(xk)

0
2px2p−1

P

(
| ∑

k∈J
εk| ≥ x

)
dx

≤ 1(
n ∑k∈J π f0

(xk)
)p

∫ δ ∑i∈J π f0
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0
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2
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(xk)
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dx
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n ∑k∈J π f0
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)p
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2
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1 + δ
3
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dx

≤ 1
np 2p+1(1 +

δ

3
)p p

∫ ∞
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≤ 1
np 2p+1 p(1 +

δ

3
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Consequently

∑
J∈m′

E[Zp
1,J1IΩm f (δ)

] 6
1

np 2p+1 p(1 +
δ

3
)p(p!)× |m′|.

Now, since p 6 2p−1, we have

∑
J∈m′

E[Zp
1,J1IΩm f (δ)

] 6
p!
2
×

[32
n2 (1 +

δ

3
)2|m′|

]
×

[ 4
n
(1 +

δ

3
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.

Using Bernstein inequality and that E

[
∑J∈m′ Z1,J)

]
6 |m′|/n, we have that for every posi-

tive x

P

(
∑
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n

+
8
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δ

3
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x|m′|+ 4
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6 exp(−x).

In the same way we prove that

P

(
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8
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δ

3
)
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Hence
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16
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√
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(1 +
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3
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6 2 exp(−x),

and we conclude that P(Ωc
1(ξ)) 6 2 ∑m′ exp(−L′

m|m′| − ξ) = 2Σe−ξ . This ends the proof of
(R-2).

• Proof of (R-3)
Recall that γn( f ) = γn( f ) − E(γn( f )) for every f . According to Markov inequality, for
b > 0,

P((γn( f0)− γn(g)) ≥ b) = P

(
exp

(n
2
(γn( f0)− γn(g))

)
≥ exp
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2
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+
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2
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(n)
f0

, P
(n)
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.
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Now,

log E

[
exp

(n
2

(
γn( f0)− γn(g)

))]
= log E

[
exp

(1
2

n

∑
i=1

Yi log(
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×
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{√
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√
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(xi)

(1 − π f0
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}

=
n

∑
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log
{√
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√
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}

.

In other words we have

log E

[
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2

(
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=

n
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[(√
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√
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+
(√
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√
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.

This implies that

log E

[
exp

(n
2

(
γn( f0)− γn(g)
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≤

n

∑
i=1

−1
2

[(√
π f0
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+
(√
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√
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Consequently

P(γn( f0)− γn(g) ≥ b) 6 exp
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2
+

n
2
K(P

(n)
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, P
(n)
g )− nh2(P

(n)
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, P
(n)
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,

and, if we choose for positive x,

b =
2x
n

+K(P
(n)
f0

, P
(n)
g )− 2h2(P

(n)
f0

, P
(n)
g ) > 0,

we have,

P

(
γn( f0)− γn(g) ≥ 2x

n
+K(P

(n)
f0

, P
(n)
g )− 2h2(P

(n)
f0

, P
(n)
g )

)
6 exp(−x).

We conclude that P(Ωc
2(ξ)) 6 ∑m′ exp(−L′

m|m′| − ξ) ≤ Σe−ξ , which ends the proof of
(R-3).

Appendix

Proof of Lemma 4.1.

By definition

fm = arg min
f∈Sm

[
n

∑
i=1

log(1 + exp( f (xi)))− π f0
(xi) f (xi)

]
.

For all f ∈ Sm, for all J ∈ m and for all x ∈ J, we have f (x) = f (J). Hence fm(x) = f
(J)
m for

all x in J, and for all J in m, we aim at finding f
(J)
m such that

f
(J)
m = arg min

f (J)

[
|J| log(1 + exp( f (J)))− ∑

i∈J
π f0

(xi) f (J)

]
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where |J| = card{i ∈ {1, ..., n}; xi ∈ J}. Easy calculations show that he coefficient f
(J)
m

satisfies

|J| exp( f
(J)
m )

1 + exp( f
(J)
m )

− ∑
i∈J

π f0
(xi) = 0,

that is

f
(J)
m = log

(
∑i∈J π f0

(xi)

|J|(1 − ∑i∈J π f0
(xi)/|J|)

)
. (4.1)

Consequently, π fm defined as in (4.2) satisfies that π fm(x) = π
(J)
fm

for all x ∈ J, where

π
(J)
fm

=
1
|J| ∑

i∈J
π f0

(xi),

and hence π fm = arg mint∈Sm ‖ t−π f0
‖n is the usual projection of π f0

on to Sm =< Φj, j ∈
m > . In the same way, f̂m defined by (4.10) satisfies f̂m(t) = f̂ (J)

m for all t ∈ J, where

f̂ (J)
m = log

(
∑i∈J Yi

|J|(1 − ∑i∈J Yi/|J|)

)
.

In other words, π f̂m
, defined as π f with f replaced by π f̂m

, satisfies π f̂m
(x) = π

(J)
f̂m

, for all

x ∈ J, with

π
(J)
f̂m

=
1
|J| ∑

i∈J
Yi.

Proof of Lemma 4.2.

In the following, for the sake of notation simplicity, we will use γ(β) for γ( fβ). A
second-order Taylor expansion of the function γ() around β∗ gives for any β ∈ Λm

γ(β) = γ(β∗) +∇βγ(β∗)(β − β∗)

+
∫ 1

0
(1− t) ∑

i1+···+iD=2

2!
i1! . . . iD!

(β1 − β∗
1)

i1 . . . (βD − β∗
D)

iD
∂γ2

∂β1 . . . ∂βD
(β∗ + t(β − β∗))dt.

Easy calculation shows that

∑
i1+···+iD=2

2!
i1! . . . iD!

(β1 − β∗
1)

i1 . . . (βD − β∗
D)

iD
∂γ2

∂β1 . . . ∂βD
(β∗ + t(β − β∗))

=
D

∑
j=1

1
n

n

∑
i=1

ψ2
j (xi)(β j − β∗

j )
2π

(
fβ∗+t(β−β∗)(xi)

) [
1 − π

(
fβ∗+t(β−β∗)(xi)

)]

+ 2 ∑
l 6=k

1
n

n

∑
i=1

ψl(xi)ψk(xi)(βl − β∗
l )(βk − β∗

k)π
(

fβ∗+t(β−β∗)(xi)
) [

1 − π
(

fβ∗+t(β−β∗)(xi)
)]

=
1
n

n

∑
i=1

π
(

fβ∗+t(β−β∗)(xi)
) [

1 − π
(

fβ∗+t(β−β∗)(xi)
)]

( fβ(xi)− fβ∗(xi))
2.

This implies that

γ(β) ≥ γ(β∗) +∇βγ(β∗)(β − β∗) +
U 2

0
2
‖ fβ − fβ∗‖2

n.

Since β∗ is the minimizer of γ(.) over the set Λm, we have ∇βγ(β∗)(β − β∗) ≥ 0 for all
β ∈ Λm. Thus the result follows.



4.6. Proofs 119

Proof of Lemma 4.3

Let SD and SD′ two vector spaces of dimension D and D′ respectively. Set S = SD ∩
L∞(C0) + SD′ ∩ L∞(C0) and~ε′ be an independent copie of~ε. Set

Z = sup
u∈S

〈~ε, u〉n

‖ u ‖n
, and for all i = 1, . . . , n, Z(i) = sup

u∈S

1
‖ u ‖n

(
1
n ∑

k 6=i
εku(xk) + ε′iu(xi)

)
.

(4.2)
By Cauchy-Schwarz Inequality the supremum in (4.2) is achieved at ΠS(~ε). Consequently,

Z−Z(i) 6
(εi − ε′i)(ΠS(~ε)(xi)

n ‖ ΠS(~ε) ‖n
, and E f0

[(Z−Z(i))2|~ε] ≤ E f0

[
(εi − ε′i)

2[ΠS(~ε)(xi)]
2

n2 ‖ ΠS(~ε) ‖2
n

|~ε
]

with

E f0

[
(εi − ε′i)

2[ΠS(~ε)(xi)]
2

n2 ‖ ΠS(~ε) ‖2
n

|~ε
]

=
[ΠS(~ε)(xi)]

2

n2 ‖ ΠS(~ε) ‖2
n

E f0

[
(εi − ε′i)

2|~ε
]

=
[ΠS(~ε)(xi)]

2

n2 ‖ ΠS(~ε) ‖2
n

(
ε2

i + E f0
(ε2

i )
)
≤ 5[ΠS(~ε)(xi)]

2

4n2 ‖ ΠS(~ε) ‖2
n

.

This implies that
n

∑
i=1

E f0
[(Z − Z(i))21IZ>Z(i) |~ε] ≤

5
4n

.

We now apply Lemma 4.1 from Boucheron et al. (2004)), that is recalled here.

Lemma 4.1 Let X1, . . . , Xn independent random variables taking values in a measurable space X . Denote
by Xn

1 the vector of these n random variables. Set Z = f (X1, . . . , Xn) and Z(i) =
f (X1, . . . , Xi−1, X′

i , Xi+1, . . . , Xn), where X′
1, . . . , X′

n denote independent copies of X1, . . . , Xn and
f : X n → R some measurable function. Assume that there exists a positive constant c such that,

E f0

[
∑

n
i=1(Z − Z(i))2

1Z>Z(i) |Xn
1

]
6 c. Then for all t > 0,

P f0
(Z > E f0

(Z) + t) 6 e−t2/4c.

Applying Lemma 4.1 to Z defined in (4.2), we obtain that for all x > 0,

P

(
sup
u∈S

〈~ε, u〉n

‖ u ‖n
> E f0

[
sup
u∈S

〈~ε, u〉n

‖ u ‖n

]
+

√
5x
n

)
6 exp (−x).

Let {ψ1, . . . , ψD+D′} be an orthonormal basis of SD + SD′ . Using Jensen’s Inequality, we
write

E f0

[
sup
u∈S

〈~ε, u〉n

‖ u ‖n

]
= E f0

(‖ ΠS(~ε) ‖n) = E f0



(

D+D′

∑
k=1

(〈~ε, ψk〉n)
2

)1/2



≤
(

D+D′

∑
k=1

E f0
(〈~ε, ψk〉n)

2

)1/2

6

√
D + D′

4n
.

This concludes the proof of Lemma 4.3.





Conclusion et perspectives

Les travaux présentés dans cette thèse peuvent être divisés en deux parties : une partie
appliquée et une partie méthodologique. La partie appliquée, présentée dans le Chapitre 2
et à l’ Appendix A.1, porte sur l’analyse des données Actu-Palu. La partie méthodologique
présentée dans les Chapitres 3 et 4 est consacrée à l’étude des propriétés des estimateurs
du maximum de vraisemblance pénalisé dans le modèle de régression logistique. L’étude
de ces propriétés se fait par la démonstration des inégalités oracles non asymptotiques.

Au Chapitre 2, nous avons proposé et mis en oeuvre des stratégies de sélection de
variables dans des grandes enquêtes socio-épidémiologiques. Ces stratégies s’effectuent en
deux étapes. La première étape est une étape de réduction du nombre de variables par
l’une des méthodes suivantes : Lasso, Group Lasso ou forêts aléatoires. La deuxième étape
consiste à prédire par le modèle de régression logistique en prenant en compte les variables
sélectionnées par les méthodes de la première étape. Ces stratégies ont été mises en oeuvre
sur les données Actu-Palu pour sélectionner les variables pertinentes pour la prédiction
des foyers à risque d’avoir un épisode fébrile à Dakar. Ce travail met en évidence plusieurs
aspects : d’une part l’importance, dans les grandes enquêtes socio-épidémiologiques, de
réduire le nombre de variables explicatives, à l’aide d’outils appropriés, avant l’utilisation
des méthodes d’analyses statistiques standards telle que la régression logistique. D’autre
part l’intérêt des méthodes Lasso, Group Lasso et forêts aléatoires, peu utilisées dans ce
type d’enquêtes, pour cette réduction. En effet ces méthodes nous ont permis d’exhiber un
modèle plus interprétable et qui a de meilleurs qualités de prédiction, en particulier que le
modèle complet. Enfin, la méthode optimale au sens de la prédiction est le Group Lasso,
qui a la particularité de prendre en compte de manière groupée les modalités des variables
qualitatives. Cet aspect est important puisque ces grandes enquêtes présentent très souvent
un nombre important de variables qualitatives.

Les données Actu-Palu sont issues d’une enquête par questionnaire plus générale au-
près de 50 quartiers de la conurbation de Dakar-Pikine-Guédiawaye-Rufisque. Lors de ma
première année de thèse je me suis intéressé à une autre variable à expliquer, il s’agit du
recours aux soins en cas de fièvre chez un enfant de 2 à 10 ans. Cette partie est présentée
à l’ Appendix A.1. L’objectif était de mettre en évidence les variables explicatives permet-
tant de prédire le type de recours aux soins. Lors de cette étude, plusieurs difficultés sont
apparues. La difficulté principale a été qu’aucune méthode de réduction de dimension n’a
permis d’obtenir une erreur de prédiction acceptable. En effet toutes les erreurs de pré-
diction étaient autour de 40%. En réalité, ce résultat bien qu’apparemment négatif soulève
de nombreuses questions qui ont dépassé le cadre de cette thèse avec la direction donnée
finalement. La première chose à remarquer c’est qu’une étude rapide des données montre
une proportion affichée des foyers annonçant le recours aux soins externes largement su-
périeure à ce qui est usuellement constaté sur le terrain. Cette partie soulève donc de
nombreuses questions : Le modèle logistique a été utilisé pour prédire le type de recours
aux soins. Cependant il ne permet pas de prendre en compte l’effet quartier. Il serait donc
intéressant de prendre en compte cette effet quartier en utilisant par exemple un modèle
de régression logistique mixte (voir Groll et Tutz (2012), Schelldorfer et al. (2011)). Ainsi
la réduction de dimension peut se faire en utilisant le Lasso pour le modèle de régression
logistique mixte (Groll et Tutz (2012)). A notre connaissance, le Group Lasso pour le mo-
dèle logistique mixte n’a pas encore été étudié. Deux pistes de recherche peuvent donc être
envisagées. D’une part la définition et l’étude des propriétés théoriques du Group Lasso
pour le modèle de régression logistique mixte. D’autre part la proposition d’une procédure
d’implémentation.
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L’une des méthodes de réduction que nous avons utilisé est basée sur les forêts aléa-
toires et l’indice d’importance des variables. Bien que la méthode des forêts aléatoires soit
largement plébiscitée dans des études expérimentales, très peu de résultats permettant
d’évaluer ses propriétés théoriques existent (voir Biau (2012) pour un exemple de résultat
théorique). L’étude de ses propriétés peut donc constituer une piste de recherche intéres-
sante. De même il n’existe pas à notre connaissance une étude des propriétés théoriques de
l’indice d’importance des variables. Une telle étude serait d’une grande importance pour
confirmer leurs bonnes propriétés observées dans des études pratiques (Strobl et al. (2009)).

Dans le Chapitre 3, nous avons proposé des versions pondérées des estimateurs Lasso et
Group Lasso pour le modèle de régression logistique. Dans un contexte de grande dimen-
sion, nous avons établi des inégalités oracles non asymptotiques pour ces estimateurs. Ces
inégalités oracles montrent que les estimateurs ont un risque aussi petit, à une constante
multiplicative près, que le meilleur compromis entre le bais et la variance. Nos résultats
ne font pas l’hypothèse que la vraie fonction à estimer est linéaire, ce qui les démarquent
des résultats dans la littérature sur le modèle de régression logistique. Nous avons montré
par des études de simulations que nos estimateurs ont de bonnes propriétés en sélection,
et qu’ils sont meilleurs que le Lasso et Group Lasso canoniques, au moins dans les cas
considérés dans les simulations.

Dans la continuité de ce chapitre, il serait intéressant d’établir des inégalités oracles non
asymptotique pour d’autres variantes du Lasso dans le modèle de régression logistique (par
exemple elastic net (Zou et Hastie (2005)), fused Lasso (Tibshirani et al. (2005)), latent Group
Lasso (Jacob et al. (2009))).

Dans le Chapitre 4, nous avons étendu la notion de sélection de modèle développée par
Birgé et Massart (2001) à la régression logistique. Nous avons établi des inégalités oracles
non asymptotiques pour les estimateurs du maximum de vraisemblance pénalisé. Ces in-
égalités oracles montrent que ces estimateurs ont un risque aussi petit, à une constante
multiplicative près, et à terme de reste près, que le risque du meilleur estimateur de la
collection d’estimateurs, i.e. celui qui a le risque le plus petit. Les études de simulations
ont montré que les critères que nous proposons, basés sur l’heuristique de pente, ont de
bonnes performances.

Il pourrait être intéressant d’étudier les propriétés d’optimalité au sens du risque mi-
nimax des estimateurs proposés dans le Chapitre 4. Un estimateur a une vitesse optimale
au sens du risque minimax sur une classe de fonctions S si sa vitesse est la meilleure pos-
sible pour estimer les fonctions f appartenant à la classe S . Une autre piste de recherche
serait d’établir des inégalités oracles non asymptotiques, dans le même esprit que celui du
Théorème 4.1, en considérant d’autres bases que les fonctions constantes par morceaux, par
exemple les bases d’ondelettes, les bases trigonométriques etc. Par ailleurs, les études de si-
mulations, basées sur l’heuristique de pente, laissent penser que cette heuristique peut être
validée théoriquement en régression logistique. La validation théorique de cette heuristique
en régression logistique reste une question ouverte qui mérite d’être étudiée.

Plus généralement, il serait intéressant d’étendre les résultats des Chapitres 3 et 4 à la
famille des modèles linéaires généralisés (McCullagh et Nelder 1983) à laquelle appartient
le modèle logistique et d’autres modèles comme le modèle linéaire gaussien et le modèle de
Poisson etc. Les résultats de ces chapitres sont établis dans le cas d’un design fixe (z1, . . . , zn,
déterministes), il serait intéressant d’étudier le cas du design aléatoire.
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A.1 Sélection des variables pour la prédiction du type de re-
cours aux soins

Cette partie porte sur la sélection de variables pertinentes pour la prédiction du recours
aux soins en cas de fièvre. En d’autres termes, on cherche ce qui explique qu’en cas de fièvre
chez un enfant de 2 à 10 ans, sa mère choisit de le soigner par automédication ou de re-
courir aux services de santé externes. L’automédication est l’utilisation des médicaments
hors prescription médicale . Comme nous l’avons dit à l’introduction, l’automédication
est connue pour être l’une des causes de l’apparition et la propagation de la chimiorésis-
tance de plasmodium falciparum aux antipaludiques. L’apparition de ces chimiorésistances
a comme possible conséquence l’échec des stratégies de lutte contre le paludisme. Il est
donc important d’étudier les déterminants du recours à l’automédication pour améliorer
durablement l’efficacité des nouvelles stratégies de lutte contre le paludisme.

A.1.1 Données Actu-Palu utilisées

Les données Actu-Palu utilisées ici sont issues d’une enquête par questionnaire auprès
de la population 1 de la conurbation de Dakar-Pikine-Guédiawaye-Rufisque. Cinquante
quartiers ont été enquêtés, dans lesquels 60 ménages ont été visités, soit un échantillon
de 3000 ménages. Deux catégories d’informations ont été recueillies : l’une portant sur les
caractéristiques du ménage, et l’autre sur le mode de vie dans le ménage notamment sur
l’accès aux soins. Ces informations apparaissent dans 2 questionnaires : le questionnaire
ménage et le questionnaire femme.

• Questionnaire ménage
Il porte sur les caractéristiques des membres du ménage : caractéristiques de l’habitat

et de l’environnement domestique, ressources matérielles et monétaires, etc.
• Questionnaire femme
Dans ce questionnaire une femme du ménage (le plus souvent la mère) a été interrogée

sur les caractéristiques socio-épidémiologiques et culturelles, sur les pratiques d’accès aux
soins en général et tout particulièrement sur la démarche suivie si un enfant de 2 à 10 ans
a eu une fièvre dans le mois précédent la visite de l’enquêteur.

Variable à expliquer

Nous nous intéressons ici au recours au soins en cas de fièvre chez un enfant de 2 à
10 ans. Il s’agit ici du premier recours aux soins (car il peut y en avoir plusieurs). Nous
avons retrouvé dans les données 5 types de recours aux soins : l’automédication moderne,
l’automédication traditionnelle, le recours aux services de santé ou médecin, le recours aux
guérisseurs, et les non recours. 43,7% des femmes de l’échantillon ont eu recours à l’auto-
médication moderne, contre 48,1% qui ont eu recours aux services de santé (figure A.1).
Dans cette partie, la question porte essentiellement sur le problème de l’automédication
qu’elle soit moderne ou traditionnelle. Nous avons fait le choix de fusionner les modalités
automédication moderne et automédication traditionnelle en une modalité automédication.
Les modalités service de santé ou médecin privé et guérisseur seront regroupées en une
modalité correspondant au recours externe. La modalité non recours (n’a rien fait) sera retirée
de l’analyse. En effet, elle ne peut pas être fusionnée avec l’une des modalités précédentes
et ne peut constituer une modalité à elle seule à cause de son effectif trop faible (2.7%). La
variable d’intérêt aura donc 2 modalités : automédication, recours externe.

Prétraitement

On dénombre 2952 femmes qui ont participé à l’enquête. Parmi elles, 1273 femmes
vérifiaient le critère d’inclusion : avoir un enfant de 2 à 10 ans qui a eu une fièvre au
cours des 30 derniers jours précédant la visite de l’enquêteur dont il est guéri depuis plus

1. Au Chapitre2 nous avons utilisé les données sur Pikine.
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Figure A.1 – Repartition des modalités de la variable d’intérêt

de 3 jours. Nous avons donc au total 1273 femmes dans l’étude pour 73 variables expli-
catives (en majorité catégorielles). Les données comportaient des "données manquantes" :
non réponse à une question. Ces données manquantes sont inhérentes aux enquêtes socio-
épidémiologiques, où les personnes ont du mal à répondre à certaines questions. Nous
avons analysé les données manquantes, elles sont réparties de façon aléatoire dans la base
de données. Nous avons choisi d’enlever de la base de données les femmes ayant au moins
une valeur manquante. La suppression des femmes ayant des données manquantes n’a,
à notre avis, pas causé de biais car les valeurs manquantes étaient reparties de façons
aléatoires dans la base de données. La base finale avec laquelle nous travaillons est donc
constituée de 745 femmes et 73 variables explicatives.

A.1.2 Approches considérées

La variable d’intérêt est une variable binaire (automédication vs recours externe). Un mo-
dèle simple et pertinent pour prédire cette variable est le modèle de régression logistique.
Comme dans l’étude des foyers à risque (Chapitre 2), le nombre de variables explicatives
ici est important, nous procédons en deux étapes : une étape de réduction de dimension et
une étape de prédiction par le modèle de régression logistique.

A.1.3 Méthodes de réduction de dimension

Dans un premier temps nous avons utilisé les méthodes de réduction de dimension
présentées à la Section Methods du Chapitre 2 (voir aussi Section 1.3). Il s’agit du Lasso,
Group Lasso (G-L), et des méthodes de réduction via les forêts aléatoires (RFnested, RFtre-
shold). En plus de ces méthodes, nous avons utilisé d’autres méthodes que nous décrivons
rapidement.

Estimateur ridge

L’estimateur ridge est défini par :

β̂ridge(λ) = arg min
β∈Rp

Ln(β) + λ
p

∑
j=1

β2
j , (A.1)

où γn est l’opposé de la log de vraisemblance défini en 1.2. L’estimateur ridge permet de
contourner les problèmes de multicolinéarité même en présence d’un nombre important
de variables explicatives (p > n). Le principal défaut de cet estimateur est lié aux difficul-
tés d’interprétation car, aucune sélection de variables n’étant faite, toutes les variables sont
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concernées dans le modèle. Nous nous intéressons ici aux approches par pénalisation per-
mettant également une sélection de variables, c’est le cas du Lasso (voir Tibshirani (1996)
et aussi Section 1.3.1) et de ses variantes.

Il existe plusieurs variantes de l’estimateur Lasso, chacune d’elles étant proposée pour
apporter une amélioration au Lasso dans un contfexte bien particulier. En plus du Group
Lasso défini à la Section 1.3.1, nous utilisons ici d’autres variantes du Lasso telles que
l’elastic net, adoptive Lasso et bolasso.

Elastic net

Les résultats théoriques qui garantissent la consistance de l’estimateur Lasso portent
en général sur une hypothèse de faible corrélation entre les variables. Le Lasso a donc de
mauvaises performances en cas de forte multicolinéarité entre les variables explicatives. En
effet, lorsque plusieurs variables explicatives sont fortement corrélées, le lasso risque de
n’en conserver qu’une. Ce qui masque une partie du phénomène à étudier. Pour pallier à
cette faiblesse du Lasso, Zou et Hastie (2005) ont proposé l’elastic net, qui est une variante de
l’ estimateur Lasso utilisant une pénalité proportionnelle à la combinaison linéaire convexe
des pénalités ℓ1 et ℓ2. L’estimateur elasctic net noté β̂elnet(λ) est defini par :

β̂elnet(λ) = arg min
β∈Rp

{
Ln(β) + λPα(β)

}
(A.2)

où

Pα(β) = α
p

∑
j=1

|β j|+
1
2
(1 − α)

p

∑
j=1

β2
j

Pα est une pénalité intermédiaire entre la pénalité ridge (α = 0) et la pénalité lasso (α = 1).
Cette pénalité a l’avantage de sélectionner les variables tout en prenant en compte les
corrélations entre celles-ci. En effet le premier terme de pénalité (ℓ1) assure la sélection de
variables c’est à dire la sparsité de la solution β̂elnet(λ) et le second terme (ℓ2) permet de
prendre en compte la corrélation entre les variables (en encourageant les variables corrélées
à être sélectionnées ensemble).

Adaptive Lasso

Dans la méthode Lasso, il est bien connu que, plus le paramètre de régularisation
est grand plus le coefficient a de forte chance d’être estimé égal à zéro et inversement,
plus le paramètre de régularisation est petit, plus le coefficient a de forte chance d’être
estimé différent de zéro. Il est donc judicieux de pénaliser différemment les coefficients du
vecteur β : affecter aux coefficients non significatifs une pénalité considérable (un poids
important) et aux coefficients significatifs une petite pénalité (un petit poids). Pour λ > 0
fixé, l’estimateur Adaptive Lasso (A-L) est défini comme suit :

β̂adap(λ) = arg min
β∈Rp

Ln(β) + λ
p

∑
j=1

ωj|β j|.

Le problème est que l’on ne connait pas à l’avance les paramètres significatifs. En pratique
on utilise généralement les poids ωj = 1/|β̂ j|, où β̂ j est soit l’estimateur du maximum de
vraisemblance (voir Zou (2006)) soit l’estimateur ridge (voir Section A.1).

Bolasso

Le Bolasso (BoL) (voir Bach (2008)) est une méthode qui combine le Bootstrap et le
Lasso. Il consiste à appliquer la méthode Lasso sur des échantillons bootstrap et de faire
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l’intersection des sous ensembles sélectionnés par chaque méthode Lasso. Il est défini par
l’algorithme suivant :

Algorithme 1 : Bolasso

Data : (X, Y) ∈ Rn×(p+1)

Nombre de bootstrap : B;
for k =1 to B do

Générer un échantillon bootstrap (X(k), Y(k)) ;
Calculer l’estimateur Lasso β̂(k) en utilisant (X(k), Y(k)) ;

Générer le support Jk = {j, β̂
(k)
j 6= 0};

J =
⋂B

k=1 Jk ;
Estimer β̂ J sur (XJ , Y);
Retourner J et β̂ J

L’algorithme est basé sur le fait que la méthode Lasso sélectionne en général tous les
coefficients significatifs, plus quelques coefficients non significatifs. L’intersection de plu-
sieurs sous ensembles sélectionnés par la méthode Lasso permet de réduire le nombre de
coefficients non significatifs, car ce ne sont pas les mêmes coefficients non significatifs qui
sont sélectionnés par chaque méthode Lasso. Le sous ensemble qui résulte de l’intersection
est donc proche du "vrai sous ensemble" de coefficients significatifs.

Séparateur à Vaste Marge

Le Séparateur à Vaste Marge (SVM) est une méthode de classification binaire par ap-
prentissage supervisé introduite par Vapnik (2000). Supposons que les données sont des
couples (zi, Yi)1≤i≤n ∈ X × {−1,+1} où X désigne l’espace des variables explicatives sou-
vent pris dans R

P. L’appartenance d’une observation zi à une classe ou à une autre est
matérialisée par la valeur -1 ou +1 de son étiquette Yi. L’objectif est de trouver une fonction
qui permet de classer au mieux les données, c’est à dire une fonction qui, pour une nouvelle
observation dont nous avons seulement mesuré z nous pussions prédire sa classe Y. Le sé-
parateur à vaste marge repose sur l’existence d’une fonction de prédiction (signe( f (zi)))
dans un espace approprié. Elle s’appuie sur l’utilisation de fonctions appelées noyau qui
permettent une séparation optimale des données. En classification linéaire la fonction f est
linéaire en z et prend la forme générale suivante :

f (zi) = 〈w, zi〉+ b,

où (w, b) ∈ R
p × R sont les paramètres de la fonction de décision f à estimer, et l’opé-

rateur 〈, 〉 est le produit scalaire usuel dans R
p. La règle de décision est donc donnée par

signe( f (zi)). Géométriquement ce classifieur divise l’espace des variables explicatives en
deux demi espaces correspondant chacun à une classe. Cette séparation est réalisée par
l’hyperplan H(w,b) défini par l’équation 〈w, zi〉 + b = 0. La distance d’un point au plan
est donnée par d(x) = |〈w, zi〉 + b|/||w||. L’hyperplan optimal est celui pour lequel la
distance aux points les plus proches (marge) est maximale. Un développement basé sur
un jeu d’échelles montre que l’hyperplan à marge maximale est la solution du problème
d’optimisation suivant :

Minimiserw,b||w||2, sous la contrainte Yi(〈w, zi〉+ b) > 1, i = 1, . . . , n. (A.3)

Notons que ce procédé fait comme hypothèse que les deux classes sont linéairement sépa-
rables i.e. qu’il existe un hyperplan qui permet de séparer parfaitement les deux classes.
Dans le cas non linéairement séparable, l’utilisation des fonctions à noyau permet de plon-
ger les données dans un espace de dimension plus élevée où un séparateur linéaire peut
être trouvé. Dans les méthodes à noyaux, on considère la transformation de l’espace des
variables explicatives X en un espace de caractéristiques (feature space, en anglais) H par
une application non linéaire :

X → H, z 7→ φ(z).
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La dimension de H est généralement supérieure à celle de X et H est en plus muni d’un
produit sclalaire 〈., .〉H. La règle de décision permettant de séparer au mieux les exemples
positifs des exemples négatifs est donnée par :

r(z) = sign(∑
i

αi〈φ(z), φ(zi)〉H + b)

où αi et b sont les paramètres à optimiser. La transformation φ est souvent définie par le
biais du noyau comme suit :

φ : X → H, z 7→ K(z, .),

avec
〈φ(z), φ(z′)〉H = K(z, z′).

La fonction K(., .) est appelée noyau. Ainsi, lorsqu’on applique un noyau à deux ob-
servations issues de l’espace des variables X , on calcule en fait leur produit scalaire dans
l’espace des caractéristiques H. La sélection de variables par la méthode SVM se fait en
utilisant la hiérarchie de variables donnée par cette méthode.

Figure A.2 – Séparateur à vaste marge

A.1.4 Résultats

L’automédication a été pratiquée par 48,9% des femmes intérogées. La Figure A.4 re-
présente les erreurs OOB des modèles (forêts aléatoires) emboités (RFnested). À partir du
modèle avec la variable la plus importante, on constate en moyenne une décroissance des
erreurs jusqu’au modèle optimal. Ensuite, partant du modèle optimal, l’ajout d’une variable
dans le modèle augmente l’erreur de prédiction.

La Table A.1 présente les erreurs de prédiction du modèle de régression logistique qui
prend en compte chacun des sous ensembles de variables sélectionnés par chacune des
méthodes de réduction de dimension. Sans surprise, le modèle de régression logistique sur
chacun des sous ensembles de variables sélectionnés a une erreur de prédiction inférieure
à l’erreur du modèle logistique qui prend en compte toutes les variables. Le modèle logis-
tique utilisant le sous ensemble de variables sélectionné par le Group Lasso a l’erreur de
prédiction la plus petite (37.1%). Le sous ensemble sélectionné par le Group Lasso est donc
optimal.
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Figure A.3 – Importance des variables
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Figure A.4 – Erreur Out Of Bag (OOB) des modèles (forêts aléatoires) emboités où les variables
sont introduites par ordre d’importance
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Méthodes . Lasso G-L A-L BoL E-n RFtreshold RFnested SVM
Erreur (%) 43,5 39.1 37.1 38.6 38.2 39 40.2 40 39.3
Nbre variables 73 9 13 6 5 12 12 23 15

Table A.1 – Erreur : erreur de prédiction du modèle logistique qui prend en compte les variables
sélectionnées par chaque méthode de réduction de dimension.

A.1.5 Discussion

Les erreurs de prédiction des différents modèles logistiques prenant en compte les
variables sélectionnées par les méthodes de réduction sont proches de 40%. Ces erreurs
sont très grandes. Les différents modèles logistiques ne permettent pas "d’apprendre" des
données.

L’erreur obtenue avec la méthode des forêts aléatoires est proche de 40% (voir Fi-
gure A.4). Ce fort taux d’erreur montre que les informations dont nous disposons per-
mettent difficilement de prédire le recours aux soins avec ces données. En effet, les forêts
aléatoires sont reconnues pour être robustes et bien adaptées à l’analyse des données com-
plexes (voir Chen et Ishwaran (2012)). Ce constat soulève la question de la pertinence du
côté déclaratif de la variable d’intérêt. En d’autres termes, les femmes enquêtées ont elles
déclaré le vrai type de recours aux soins en cas de fièvre ? Plusieurs études montrent qu’en
cas de fièvre, beaucoup plus de 50% des femmes ont recours a l’automédication, ce qui
n’apparait pas dans les données Actu-Palu. La variable d’intérêt semble donc être mal dé-
clarée. En effet, les personnes interrogées, guidées par la volonté de paraître ou par une
démarche calculée, ont souvent tendance à donner des réponses erronées. Il est donc im-
portant de réfléchir à une autre approche pour questionner le recours aux soins.
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Notations

N, N
∗ ensemble des entiers naturels, des entiers strictement positifs

R, R+ ensembles des réels et des réels positifs
R

d ensemble des vecteurs réels à d dimensions
P, E probabilité et espérance
|E| cardinal de l’ensemble E
ZT transposé du vecteur Z
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Titre Réduction de dimension en régression logistique, application aux données Actu-
Palu

Résumé Cette thèse est consacrée à la sélection de variables ou de modèle en régression
logistique. Elle peut être divisée en deux parties, une partie appliquée et une partie métho-
dologique. La partie appliquée porte sur l’analyse des données d’une grande enquête socio-
épidémiologique dénommée Actu-Palu. Ces grandes enquêtes socio-épidémiologiques im-
pliquent généralement un nombre considérable de variables explicatives. Le contexte est
par nature dit de grande dimension. En raison du fléau de la dimension, le modèle de ré-
gression logistique n’est pas directement applicable. Nous procédons en deux étapes, une
première étape de réduction du nombre de variables par les méthodes Lasso, Group Lasso
et forêts aléatoires. La deuxième étape consiste à appliquer le modèle logistique au sous-
ensemble de variables sélectionné à la première étape. Ces méthodes ont permis de sélec-
tionner les variables pertinentes pour l’identification des foyers à risque d’avoir un épisode
fébrile chez un enfant de 2 à 10 ans dans Dakar.
La partie méthodologique, composée de deux sous-parties, porte sur l’établissement de
propriétés théoriques d’estimateurs dans le modèle de régression logistique non paramé-
trique. Ces estimateurs sont obtenus par maximum de vraisemblance pénalisé, dans un
cas avec une pénalité de type Lasso ou Group Lasso et dans l’autre cas avec une pénalité
de type ℓ0. Dans un premier temps, nous proposons des versions pondérées des estima-
teurs Lasso et Group Lasso pour le modèle logistique non paramétrique. Nous établissons
des inégalités oracles non asymptotiques pour ces estimateurs. Un deuxième ensemble de
résultats vise à étendre le principe de sélection de modèle introduit par Birgé et Massart
(2001) à la régression logistique. Cette sélection se fait via des critères du maximum de vrai-
semblance pénalisé. Nous proposons dans ce contexte des critères de sélection de modèle,
et nous établissons des inégalités oracles non asymptotiques pour les estimateurs sélection-
nés. La pénalité utilisée, dépendant uniquement des données, est calibrée suivant l’idée de
l’heuristique de pente. Tous les résultats de la partie méthodologique sont illustrés par des
études de simulations numériques.

Mots-clés Régression logistique, Lasso, Group Lasso, forêts aléatoires, sélection de mo-
dèle, inégalités oracles, heuristique de pente

Title Dimension reduction in logistic regression model, application to Actu-Palu data

Abstract This thesis is devoted to variables selection or model selection in logistic re-
gression. It can be divided into two parts, an applied part and a methodological part. The
applied part focuses on the analysis of data from a large socioepidemiological survey, cal-
led Actu-Palu. These large socioepidemiological surveys typically involve a considerable
number of explanatory variables. This is well known as high-dimensional setting. Due to
the curse of dimensionality, logistic regression model is no longer reliable. We proceed in
two steps, a first step of reducing the number of variables by the Lasso, Group Lasso and
random forests methods. The second step is to apply the logistic model to the sub-set of
variables selected in the first step. These methods have helped to select relevant variables
for the identification of households at risk of having febrile episode amongst children from
2 to 10 years old in Dakar. In the methodological part, as a first step, we propose weighted
versions of Lasso and Group Lasso estimators for nonparametric logistic model. We prove
non asymptotic oracle inequalities for these estimators. Secondly we extend the model se-
lection principle introduced by Birgé and Massart (2001) to logistic regression model. This
selection is done using penalized maximum likelihood criteria. We propose in this context
a completely data-driven criteria based on the slope heuristics. We prove non asympto-
tic oracle inequalities for selected estimators. The results of the methodological part are
illustrated through simulation studies.

Keywords Logistic regression, Lasso, Group Lasso, random forests, model selection,
oracle inequality, slope heuristics


