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Introduction

Cette these constituée de cing parties distinctes a pour but I’étude de certains espaces de
Banach de séries de Dirichlet et de leurs opérateurs de composition. Nous donnons des résultats
concernant les espaces de Hardy de séries de Dirichlet puis en se basant sur les espaces classiques
du disque unité nous introduisons de nouveaux espaces de type Bergman, ainsi que des espaces
de Hardy-Orlicz de séries de Dirichlet. Nous entamons ensuite leur étude.

Dans la premiere partie de la thése nous motivons ce travail et rappelons les résultats clas-
siques concernant les espaces de fonctions analytiques sur le disque unité. Nous définissons les
espaces de Hardy, de Bergman a poids et les espaces de Hardy-Orlicz. L’idée de cette partie
est double : tout d’abord rappeler comment I’on construit les espaces de Bergman a 'aide des
espaces de Hardy et les liens entre ces espaces (résultats d’injections notamment), puis nous
rappelons les résultats de continuité et de compacité des opérateurs de composition sur ces es-
paces a l’aide de deux points de vue classiques : les fonctions de comptages de Nevanlinna et les
mesures de Carleson.

Concernant les séries de Dirichlet, nous rappelons tout d’abord le principe du point de vue de
Bohr : toute série de Dirichlet f peut étre vue comme une série de Fourier D(f) sur le polytore
infini T*°. Cette identification permet de définir la norme d’un élément f de ’espace de Hardy
HP (p > 1) comme la norme de D(f) dans l'espace de Hardy du polytore infini HP(T*). En
particulier,

+00 +oo
1= { Y, Yolanf? < oo}
n=1 n=1

Il est montré dans [4] que les espaces HP sont des espaces de fonctions holomorphes sur
(Cl/2 = {S S (C, %(S) > 1/2}

Soit ® : Cy/3 — Cy/p une fonction analytique. On définit I'opérateur de composition Cq
pour toute fonction f € HP par Cy(f) = f o @, cela a un bien un sens en termes de fonctions
analytiques. Le premier résultat concernant l'opérateur de composition C'g est le suivant. On
note D 'ensemble des fonctions représentables par une série de Dirichlet convergente dans un
certain demi-plan.

Théoréme (ThB de [22] pour p = 2 et [4] pour p # 2).
Soit 1 < p < +00. 51 une fonction analytique ® : Cy 5 — Cy 5 induit un opérateur de composition
borné sur HP alors



Introduction

(1) Elle est de la forme ®(s) = cos + @(s) ot ¢y est en entier naturel et p € D.

(ii) ® admet un prolongement analytique sur C; = {s € C, R(s) > 0}, toujours noté @, tel
que ®(Cy) C Cy sico > 1 et ®(Cy) C Cyyp sico = 0. De plus Cg est une contraction
lorsque cy > 1.

La réciproque est vraie si cg > 1 ou st co = 0 et que p est un entier pair.

On appelle cp-symbole une fonction analytique ® : C,/; — C; /5 induisant un opérateur de
composition borné sur H2 de la forme ®(s) = cys+(s). Remarquons que cette forme particuliere
est une condition arithmétique permettant & la composée f o & d’étre développable en série de
Dirichlet pour toute série de Dirichlet f.

Concernant la compacité, F. Bayart a défini dans [6] une fonction de comptage associée a
I'espace H? afin d’obtenir une condition suffisante de compacité pour les ¢o-symboles avec cg > 1.
Pour ¢ : C; — C4, la fonction de comptage Ng est définie par

> R si se®(Cy),
Na(s) = 462
0 sinon.

Le théoreme obtenu est alors le suivant.

Théoréme ([6], Th2). Soit ® un co-symbole avec cy > 1. Supposons que

(i) Im(p) est borné dans C...
(ii) Na(s) = o(R(s)) quand R(s) — 0.

Alors Cg est compact sur H?.

La deuxieme partie de la theése est consacrée a 1’étude de la compacité des opérateurs de
composition sur 'espace H2. En s’inspirant du travail de F. Bayart dans [4] et [6] concernant
cet espace et des résultats concernant la norme essentielle des opérateurs de composition dans
le cas du disque obtenus par J. Shapiro dans [41], on obtient le résultat suivant ot ||Cgl|52 .
désigne la norme essentielle de 'opérateur de composition Cqp dans H?2.

Théoréme (Théoréme 5.4).

Soit ® un co—symbole avec co > 1 tel que Im(yp) est borné. Alors

N.
|Co |22 e < (2 sup [Im(yp)| + co> lim sup @(s)
’ c. R(s)—0 T(S)

Nous obtenons aussi une minoration de cette norme essentielle quand le symbole admet
une forme particuliere. Remarquons tout d’abord pour cela que d’apres I'inégalité de Cauchy-
Schwarz, I'application évaluation en s € Cy/, est bornée sur H? et il est facile de voir que le
noyau reproduisant K associé a s est définie pour w € C, /5 par

Ky(w) = (5 +w).
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Pour tout entier [ > 1, on définit alors K i le produit Eulérien partiel d’ordre [ de la fonction Zeta
qui a I’avantage d’étre défini sur tout le demi-plan droit. On remarque alors que K. reproduit
partiellement I’évaluation en s. Pour un entier n > 1, p*(n) désigne le plus grand nombre premier
divisant n et (pp)n>1 désigne la suite des nombres premiers.

Théoréme (Théoreme 5.9).
Soient & un co-symbole ot co > 1 et 1 > 1. Supposons que P(s) = cos + ¢(s) ot

+o0
o(s) = Z epn”
n=1

et ¢, =0 quand p*(n) > p;. On a alors

|Cq |22 ¢ > limsup ——————-
T Remo K

En particulier, si Cy est compact alors

R(s)

lim sup = 0.

R(s)—0 N(P(s))

Tous les résultats concernant la compacité des opérateurs de composition utilisaient la fonc-
tion de comptage Ng. A l'aide de résultats importants récemment obtenus dans [28], liant
fonction de comptage de Nevanlinna et mesures de Carleson dans le cadre du disque unité, nous
obtenons le premier résultat liant mesures de Carleson et opérateurs de composition sur H?2.

Pour t € R et h > 0, on définit la fenétre de Carleson centrée en it et de taille h par
H(t,h) := {s € C4, |s — it| < h}. Maintenant, si ® est un c¢o-symbole avec ¢y > 1, & admet
des limites radiales : c’est-a-dire ®*(it) := liI€+<I>(0 + it) existe presque partout pour la mesure
de Lebesgue sur R notée A. On note alorsg K@ la mesure image de A par ®* et la fonction de
Carleson associée a Ag est alors définie pour tout h > 0 par

pa(h) = Sup Ao (H(t, ).

Le résultat principal de cette partie est alors le suivant.

Théoréme (Théoreme 6.2).
Soit ® un co-symbole avec cg > 1. Il existe K > 0, indépendant de ®, tel que pour tout h assez
petit et tout t € R,

sup  No(s) < K - Ao (H(t,2c0h)).
s€H(t,h/2)
En particulier pour h assez petit, on a
51(183 No(s) < K - pp (200h).
seCy
R(s)<h/2

En corollaire immédiat, on obtient grace au théoreme 5.4 une nouvelle estimation de la norme
essentielle et donc une nouvelle condition suffisante de compacité pour Cg.

9
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Corollaire (Corollaire 6.3).
Soit ® un co-symbole ot cy > 1 tel que Im(p) est borné sur Co. Alors il existe C > 0 tel que

pa(h)

|Cpl32 e < Climsup 222
h—0

En particulier si ps(h) = o(h) quand h — 0 alors Cg est compact sur H?.

Dans la troisieme partie, nous introduisons et étudions les espaces de Bergman a poids de
séries de Dirichlet A}, en partant d’une remarque assez simple : la norme d’un élément de I’espace
de Bergman du disque est égale a I'intégrale des normes dans l’espace de Hardy des dilatées de
cet élément. Les séries de Dirichlet convergeant sur des demi-plans, il semble logique de définir
ici la norme en utilisant des translatées axiales. Pour ¢ > 0 et f une série de Dirichlet, on note
fo la série de Dirichlet définie par f,(s) = f(o + s).

Soient 1 < p < 400 et p une mesure de probabilité sur (0, +o0). Pour P un polynéme de

Dirichlet, on pose
+oo 1/p
Pl = ([ 1P dute))

Par définition, 'espace Al est le complété de I'ensemble des polyndmes de Dirichlet pour cette
norme. A ce stade, il n’est pas clair que ce soit un espace de séries de Dirichlet. Le premier résultat
concerne ce point : on montre que l'application évaluation est bornée en tout point s € Cy o
sur I'ensemble des polynémes de Dirichlet noté P. On note Ap(s) la norme de I'évaluation en
s € Cy/ sur l'espace H? et J; I'application évaluation en s.

Théoréme (Théoreme 7.6).

Soientp > 1 et p une mesure de probabilité sur (0,400) telle que 0 € Supp(u). Alors Uapplication
évaluation est bornée sur PNAL,. Elle s’étend donc en un opérateur borné sur A, dont la norme
vérifie

105l qry* < inf (”AP(%(S) B ')”LP’([o,ace(s)1/2n},du>>.
)™ = heo,R(s)-1/2) 1([0,R(s) — 1/2 — 7))

On donne donc, par densité, un sens & f(s) pour f appartenant a A}, et s € Cy/2 et on
prouve alors :

Théoréme (Théoréme 7.18).
Lespace AL, est un espace de séries de Dirichlet : tout élément f € AL appartient ¢ D et son
abscisse de convergence uniforme vérifie o, (f) < 1/2.

Nous étudions ensuite les liens entre les espaces A, et les HP. Contrairement au cas du
disque ot1 I'espace de Hardy HP(DD) s’injecte dans I'espace de Bergman B?(ID), nous montrons
le résultat suivant.

Théoréme (Théoreme 8.1).

Soit p > 2. L’identité de H? vers AP n’est pas bornée mais Uinjection de H? vers A% est compacte.

10
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Pour montrer ce théoreme, on donne des estimations de la norme de puissances paires de
translatées de la fonction Zeta dans I'espace H?2, ce qui correspond & considérer des puissances
du noyau reproduisant de H?2.

Dans un dernier temps, nous étudions les opérateurs de composition sur les espaces Af,. Nous
obtenons tout d’abord un résultat de continuité.

Théoréme (Théoréme 9.1).
Soient ® : C1 — C1 une fonction analytique de la forme ®(s) = cos+ ¢(s) ot cop > 1 et ¢ € D.
2 2

Alors Cg est borné sur Al si et seulement si ¢ converge uniformément sur C. pour tout € > 0
et (p(CJr) C (CJF.

On obtient aussi une condition nécessaire et une condition suffisante de continuité dans le
cas cp = 0 (Théoreme 9.3). Nous généralisons ensuite le travail effectué concernant la compacité
de Cp sur Pespace H? en définissant des fonctions de comptages généralisées. Pour cela nous
considérons les mesures de probabilité p absolument continues sur (0,400) et de densité h. On
associe alors a l'espace Al le poids (), défini pour tout o > 0 par

Bu(o) = /OU(Ju)h(u)du:/oo/oth(u)dudt

et on donne la définition suivante.

Définition (Définition 9.6).
On définit la fonction de comptage de Nevanlinna associée a une fonction 3 : (0, +00) — (0, +00)
par

S B(R(a) si s ®(Cy),

Noa(s) = e

0 sinon.

On prouve alors la proposition suivante qui relie les fonctions de comptage généralisées et la
fonction de comptage classique associée a H?2.

Proposition (Proposition 9.7).
Soit © un co-symbole avec cg > 1. Pour tout s € C4, on a

R(s)
Nowals)= | Neu(s)h(u)du

ot @, est définie par @, (s) := P(s + u).
Cette proposition nous permet d’obtenir des estimations en utilisant des résultats déja connus

sur la fonction de comptage classique. En utilisant alors une inégalité de Littlewood dans ce
contexte (Proposition 9.8) et une formule du type Littlewood-Paley (Théoreme 7.25), on obtient :

Théoréme (Théoreme 9.11).
Soit ® un co-symbole avec ¢y > 1. Supposons que Im(p) est borné sur Cy, alors

, Ng,, o (s)
C 26§<2sup Im(yp +c>><hm3up5h’.
|Cellage = (Zaplim@l o ) < B 5. ®(s)

11
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Nous obtenons aussi un résultat analogue pour les mesures de Carleson. Rappelons que A est
la mesure de Lebesgue normalisée sur R, on pose A\, = A ® p et on note A\, ¢ la mesure image
de A\, par ®. La fonction de Carleson associée, notée \g, est alors définie pour tout h > 0 par

pua(h) :=sup A, ao(H(t,h)).
teR
Théoréme (Théoreme 9.26).
Soit ® un co-symbole avec co > 1. 1l existe K > 0 (indépendant de ®) tel que pour tout ¥ assez
petit et tout t € R,
sup  Ng, o(s) < K- Auo(H(t, 2c09)).
seH(t,0/2)

En particulier pour tout ¥ assez petit,

su Ng, a(s) < K - ppa(2c00).

§R(Ss§<1-§/2

Corollaire (Corollaire 9.27).
Soit ® un co-symbole avec co > 1 tel que Im(p) est borné sur C,.. Alors il existe C > 0 tel que

3 puz(b(ﬁ)
C . < Climsu .
1ol a0 Bu(0)

En particulier si p, o (9) = o(Br(¥)) quand ¥ — 0 alors Cy, est compact sur Ai.

Nous finissons cette partie en étudiant les opérateurs de composition isométriques et inver-
sibles sur Al. Dans le cadre des espaces HP (voir [4]), F. Bayart caractérise les opérateurs de
compositions inversibles d’une part et ceux qui sont isométriques d’autre part. Dans le cas des
espaces Al,, ces opérateurs sont les mémes.

Théoréme (Théoreme 9.31).

Soit 1 < p < 400 et ® un co-symbole sur Al,. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Cg est inversible.

(ii) Co est Fredholm.

(iii) Co est une isométrie.

(iv) ® est une translation verticale : il existe T € R tel que pour tout s € Cy, ®(s) = s +it.

Dans la quatrieme partie, nous définissons une autre famille d’espaces de Bergman de séries
de Dirichlet : la norme d’un élément f de HP étant définie comme la norme de D(f) dans
HP(T*°), nous définissons alors ’espace B comme ’espace des séries de Dirichlet f telles que
D(f) appartient & BP(ID*°), ’espace de Bergman du polydisque infini. En utilisant les propriétés
des espaces du polydisque provenant de [15], on obtient alors le résultat suivant.

Théoréme (Théoreme 11.13).
Sotent p > 1 et f € BP. L’abscisse de convergence uniforme de f vérifie o, (f) < % De plus,
quand R(w) > %, on a

|f(w)] < C(2Re(w))*’ | f1se

12
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et
8]l 0y = C(2Re(w))*”.

Contrairement aux espaces Al, les espaces BP ont un comportement vis-a-vis des espaces HP
analogue au cas d’une variable. Pour montrer cela on prouve un résultat d’hypercontractivité
(Proposition 12.2).

Théoréme (Théoreme 12.8).
Soit p > 1.

(i) L’injection de HP vers B est bornée avec norme 1.
Mais,

(ii) Uinjection de HP wvers BP n’est pas compacte. En fait, ce n’est méme pas un opérateur
strictement singulier.

Concernant les opérateurs de composition, nous étudions principalement la continuité. Dans
le cadre des espaces BP cela semble plus compliqué, on ne peut plus utiliser un outil important
valable pour les espaces HP et les espaces AJ, : les limites verticales. Nous développons alors la
notion de limite verticale généralisée et obtenons en particulier le résultat suivant.

Corollaire (Corollaire 13.7).
Sotent ® de la forme ®(s) = cos + p(s) avec cg > 1 et ¢ définie pour tout s € C4 par

d
els) = et} et
j=1

ot les q; sont multiplicativement indépendants et cq; # 0. Alors si R(c1) > |cgy| + -+ +cgyl, Co
est borné sur BP et est une contraction.

Dans la derniére partie nous commencons I’étude des espaces de Hardy-Orlicz HY¥ définis en
suivant la méme idée que pour les espaces HP : HY est espace des séries de Dirichlet f telles
que D(f) appartiennent a ’espace de Hardy-Orlicz du polytore infini H w(’]I‘oo). Nous étudions
alors ces espaces du polytore infini afin d’obtenir des résultats d’évaluation. Dans le cadre des
espaces H¥s (¢ > 1) ot ¢, est la fonction d’Orlicz définie pour = > 0 par ¥,(x) = ¢** — 1, on
obtient le résultat suivant.

Théoréme (Théoréme 14.11).
Soient ¢ > 1 et f € HYa. Alors o (f) < 1/2 et pour tout s € Ci/2s
()] < v 1 (C(2R(s))).

Nous obtenons des conditions suffisantes et nécessaires de continuité pour les opérateurs de
composition sur ces espaces. En particulier, sur I'espace H¥?, on obtient ’équivalence suivante.

Théoréme (Théoréeme 15.7).
Une fonction analytique ® : Cyj5 — Cy 9 définit un opérateur de composition borné sur HY2 si
et seulement si

13
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(1) Elle est de la forme ®(s) = cos + ¢(s) ot co est un entier naturel et ¢ € D.

(ii)) ® admet un prolongement analytique sur C,, toujours noté ®, tel que ®(C;) C Cy si
co>1et ®(Cy) CCyyy sico=0. De plus Cy est une contraction si co > 1.

Dans les deux cas, ¢ converge uniformément sur C. pour tout € > 0.

Les deux annexes contiennent des remarques volontairement isolées pour ne pas alourdir
la lecture de certaines parties de cette these. L’une concerne ’évaluation sur des espaces de
fonctions analytiques, 'autre différentes preuves possibles pour le lemme 8.2.

Les résultats de cette these proviennent en partie des articles suivants.

o “Some Banach spaces of Dirichlet series”. M. Bailleul, P. Lefevre. Soumis pour publication.

o “Composition operators on weighted Bergman spaces of Dirichlet series”. M. Bailleul. Sou-
mis pour publication.

o “Isometric and invertible composition operators on weighted Bergman spaces of Dirichlet
series”. M. Bailleul. Soumis pour publication.

Certains résultats de cette these font I’objet d’articles en préparation : en particulier I’étude des
multiplicateurs sur les espaces Al et B et les résultats concernant les opérateurs de composition
sur les espaces BP et sur les espaces HY.

14



Notations

Ensembles

>> Le tore T est défini par T = {z € C, |2| = 1}.

>> Le polytore infini T* est défini par T = {z = (21, 22, -+ ), |z;| = 1, Vi > 1}.

> Le disque unité D est défini par D = {z € C, |z] < 1}. D sera le disque unité fermé.

> Le polydisque infini D> est défini par D> = {z = (21, 29, ), |zi| <1, Vi > 1}.

> Pour § € R, Cy est le demi-plan défini par Cy = {s € C, R(s) > }. On notera C4 au lieu
de (Co.

> (pn)n>1 est la suite des nombres premiers. On notera P ’ensemble associé.

> 14 désigne la fonction indicatrice de I'ensemble A.

Espaces de fonctions et d’opérateurs

Soit 1 < p < +o0.

> LP(T) (resp. LP(T°)) est I'espace de Lebesgue associé a la mesure de Lebesgue normalisée
sur T (resp. T°), notée m (resp. m).

> LP(D) (resp. LP(ID*>)) est I’espace de Lebesgue associé a la mesure de Lebesgue normalisée
sur D (resp. D), notée A. (resp. A).

> D est espace des fonctions représentables par une série de Dirichlet dans un certain
demi-plan.

> P est 'ensemble des polynomes de Dirichlet.

> Si X est un espace de Banach, B(X) (resp. (X)) est 'ensemble des opérateurs bornés
(resp. compacts) sur X.

Mesures

> A est la mesure de Lebesgue sur R.

> ds représente la mesure d’aire sur C,..

> R est la mesure de probabilité sur (0,1)* définie comme le produit infini des mesures
2r;dr; sur (0,1).

> Pour p;, pe deux mesures, 1 @ po est la mesure produit.

> Supp(p) désigne le support d’une mesure p.

Espaces de suites
> N(®) est ’ensemble des suites d’entiers naturels nulles & partir d’un certain rang.

15



Notations

> Z(®) est ensemble des suites d’entiers relatifs nulles & partir d’un certain rang.
> Pour p € (1, 400), ¢, est 'ensemble des suites complexes (z,,)n>1 telles que

+oo

Z |20 [P < +o0.

n=1

Fonctions classiques

> Pour z € D, on note P, le noyau de poisson usuel défini pour tout ¢ € T par

1—|2?

P.(Q) = T—=p

> Soit a € D. On note ¢, la fonction définie pour tout z € D par

a—z

z) = .
#a() 1—-az

Rappelons que c’est un automorphisme du disque unité qui est son propre inverse.
> (, ' et B sont les fonctions Zeta, Gamma et Beta d’Euler.

Autres

> Si f et g sont deux fonctions, f < g signifie qu’il existe une constante positive C telle que
f < Cg sur un intervalle qui sera toujours précisé. La méme notation sera utilisée pour deux
suites (up) et (vy) et signifiera que I'inégalité u, < Cwv, est vraie pour n assez grand. De plus
on notera wy, & v, Si Uy S vy, et vy S Up.

> $(s) désigne la partie réelle d’un nombre complexe s.

16
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Introduction

Cette premiere partie de la these rassemble des résultats déja connus qui seront utilisés dans
les parties suivantes, elle est aussi I’occasion de préciser quelques notations. Les preuves de cer-
tains de ces résultats seront esquissées dans 'optique de montrer leur impact sur cette these et
permettre de mieux comprendre certains raisonnements utilisés dans les parties suivantes.

Dans le chapitre 1, nous définissons les espaces classiques de fonctions analytiques sur le
disque unité et rappelons les résultats importants concernant leurs opérateurs de composition a
l'aide de deux notions importantes : les fonctions de comptage et les mesures de Carleson.

Dans le chapitre 2, nous rappelons la définition des espaces de Orlicz et des espaces de
Hardy-Orlicz du disque unité. Nous donnons ensuite certains résultats liés a leurs opérateurs de

composition.

Dans le chapitre 3, nous rappelons certains faits sur les séries de Dirichlet et expliquons le
principe du point de vue de Bohr.

Dans le chapitre 4, nous définissons les espaces de Hardy de séries de Dirichlet et rappelons
les résultats principaux concernant leurs opérateurs de composition.
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Chapitre 1

Espaces sur le disque unité et
opérateurs de composition

1.1 Espaces de Hardy du disque

Soit 1 < p < 4o00. L’espace de Hardy noté HP(D) est défini comme 'espace des fonctions
analytiques f : D — C telles que

27 ) dt 1/p
ey = sup ( / If(re”)lp2> < oo
o<r<l 0 vy

Remarquons que pour 0 < 7 < 1, si f, est la dilatée de f par r, c’est-a-dire si f,(z) = f(rz) pour
tout |z| < 1/r, alors cette dilatée est une fonction analytique sur un voisinage de D et appartient
donc a l'espace LP(T). On a alors

| fllze ) = sup || fellLo(r)-
0<r<1

En particulier si f admet sur D le développement de Taylor centré en 0 défini pour tout z € D
par

+00
F(2) =) anz", (1.1)
n=0
alors
400 1/2
Il = (X lanl?)
n=0
HP?(D) muni de la norme || - || z»(p)y est un espace de Banach. L’espace H*°(DD) est 'espace des

fonctions analytiques bornées sur le disque unité et sa norme est donnée par la norme infini sur
D. Rappelons que d’apres le théoreme de Fatou (voir [18],Th2.2), pour toute fonction f € HP(D),

(") = lim f(re”)

existe presque partout par rapport a la mesure de Lebesgue normalisée m sur T, f* € LP(T)
et lapplication f — f* est une isométrie de HP(D) dans LP(T) dont I'image, notée HP(T),
est 'adhérence (préfaible si p = 00) de I'ensemble des polynomes analytiques dans LP(T). On
identifiera par la suite HP(D) et HP(T).
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FEspaces sur le disque unité et opérateurs de composition

1.2 Espaces de Bergman a poids du disque

Soient 1 < p < +oo et o : (0,1) — (0, +00) une fonction continue appartenant & L'((0,1)).
L’espace de Bergman & poids noté B5 (D) est défini comme 'espace des fonctions analytiques
f:D — C telles que

1/p
e = [ 15Pathaae) " < oo

ou A est la mesure de Lebesgue normalisée sur ID. On a aussi

1 1/p
0 = ([ Wl 20007

En particulier si f a un développement du type (1.1), on a

+o00 1/2
11201 = ( 3 lanPon)

n=0

ol (0y,)n>0 est la suite définie pour tout n > 0 par

1
On = 2/ 2 e (r)dr.
0

Bg(D) muni de sa norme || - || gz(py est un espace de Banach.

Exemple 1.1. Pour o > —1, on définit la fonction poids o, pour tout r € (0,1) par o,(r) =
(—2log(r))*/T'(a+1). On notera alors simplement BA (D) I'espace associé. Pour p = 2, le poids
associé noté (o )n>0 est défini pour tout n > 0 par

o 1
Op = i
(n+ 1)t
On remarquera que le cas limite “a = —1” correspond & l'espace H?(DD).

Exemple 1.2 (voir [26]). Posons log; = log, e; = e et pour tout k£ > 0, log,,; = loglog,, et
er = €. On définit alors pour p > 1 et tout r € (0, 1),

o(r) = ((1 —12)log (112> log, <1§2r2> .- log, <1 fpr2>2) -

Alors 0, = 1/ logp(n) pour n assez grand. Dans ce cas, les espaces de Bergman associés sont
“plus proches” de I’espace de Hardy que dans ’exemple précédent.

1.3 Injections entre espaces de Bergman et espaces de Hardy

Avec la définition des espaces BP(DD), il est facile de voir que HP(T) C BP(D) et que de plus
pour tout élément f € HP(D) on a || f|lgr(n) < || fllz»(T)- On peut en fait montrer mieux.
Théoréme 1.3 ([19]). Soit p > 1. On a HP(T) C B?*(D) et pour tout f € HP(T),

[ fllB2emy < Il fllEe(T)-
Cette injection n’est par contre, pas compacte.

On trouvera dans [29] des résultats récents concernant cette injection.
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Espaces sur le disque unité et opérateurs de composition

1.4 Opérateurs de composition

A Principe

Soit ¢ : D — D une fonction analytique et X un espace de Banach de fonctions analytiques
sur le disque unité D. Pour toute fonction f € X, fop est définie et analytique sur D. On définit
alors 'opérateur Cy, pour toute fonction f € X par C,(f) = f o ¢. La question suivante est
alors naturelle :

Quel est le lien entre les propriétés géométriques de ¢ (que l'on appelle le symbole) et les
propriétés de 'opérateur C, sur X ?

De nombreuses réponses ont été apportées a cette question, en particulier quand X = HP(D)
ou BE(D). Deux excellentes références sont [16] et [42].

Un résultat de base pour I’étude des opérateurs de composition est le suivant.

Proposition 1.4 (Principe de subordination de Littlewood, [16]).
Soient ¢ : D — D une fonction analytique telle que p(0) = 0 et G une fonction sous-harmonique
continue sur D. Alors pour 0 <r <1, on a

2m

/27T G(cp(reit))dt < G(re'tydt.
0

0

Pour p > 1et f € HP(D), G = |f|P est sous-harmonique et continue sur D et le principe de
subordination de Littlewood implique alors que C,, est borné sur H?(ID) quand ¢(0) = 0 et que
dans ce cas ||Ca|| < 1. Si ¢(0) = a # 0, il suffit de considérer 'automorphisme du disque unité
¢, et remarquer que Cy, = C%WC%A : dans ce cas, @q 0 p(0) = 0 et par conséquent Cy, o, est
borné, il reste donc a montrer que les opérateurs de composition sont bornés quand le symbole
est un automorphisme du disque unité, ce qui se prouve par changement de variable. On en
déduit le théoreme suivant.

Théoréme 1.5 ([16]). Soit ¢ : D — D une fonction analytique. C, est borné sur HP(D) et on a
1
joat < (10N
— \1—(0)]
Lorsque o est un “bon poids” (voir [26], poids de type I), les opérateurs de composition sont
aussi bornés sur B (D). Un argument dont I'idée sera exploitée plus loin permet de prouver cela

grace a la continuité des opérateurs de composition sur HP(D) : soit ¢ : D — D une fonction
analytique telle que ¢(0) = 0. Pour f € B5(D), on a

Ifowllym = / 1(F 0 @)el1y ) 200 (r)dr
- /Hfr (o /DBy 2 ()

Maintenant, sachant que ¢(0) = 0, le Lemme de Schwarz implique que ¢, /7 est aussi un symbole
(fixant toujours 0) pour tout r € (0,1). En appliquant le théoreme 1.5, on obtient alors

£ 0l < / 1622300 20 ) = £
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et donc Cy, est borné sur By (D) dés que ¢(0) = 0. Un changement de variable donne le résultat
général et c’est a ce moment que des conditions sur le poids sont demandées. Par exemple pour
les espaces Bh(ID), on trouve le résultat suivant.

Théoreme 1.6 ([16]). Soient a > —1 et ¢ : D — D une fonction analytique. Alors Cy, est borné
sur Bh(D) et il existe une constante Co > 0 telle que

1+|so<o>|>“p“,

C gCax<

B Compacité et fonction de comptage

Nous nous intéressons maintenant a la compacité de I'opérateur C, sur un espace X de
fonctions analytiques sur le disque unité. Traitons le cas ou X = HP(D) avec p > 1.

Proposition 1.7. Soient 1 <p < q < +oo et ¢ : D — D une fonction analytique. Alors C, est
compact sur HP(D) si et seulement si Cy, est compact sur HI(DD).

1l suffit donc d’étudier la compacité de C,, sur I'espace de Hilbert H?(D). Une caractérisation
a été obtenue par J. Shapiro dans [41] a 'aide de la fonction de comptage de Nevanlinna.

Définition 1.8. Soit ¢ : D — D une fonction analytique. On définit la fonction de comptage de
Nevanlinna N, associée a ¢ par

Z — log |z| st we D),

Nop(w) = eo(ZZe)Ew

0 sinon.
Les deux résultats suivants sont fondamentaux.

Proposition 1.9 (Inégalité de Littlewood, [33], Th4 ou [30]).
Soit o : D — D une fonction analytique telle que p(0) = 0. Alors pour tout w € D\ {0},

Ny(w) < —log[w].

Théoréme 1.10 (Théoreme de Littlewood-Paley, [16]).
Soient ¢ : D — D une fonction analytique et f : D — C une fonction analytique. Alors

1o gl —1f o O =2 /D | ()2 N (w)dA(w).

Ces deux résultats permettent de retrouver la continuité des opérateurs de composition sur
H?(D) quand le symbole ¢ vérifie ¢(0) = 0. En effet pour f € H?(D), on a

1foeltem = IFoeO@R + 2 [ 1f(w)>Ny(w)dA(w)
= |f(0)? + 2f\f’(w)!2N¢(w)dA(w)
< [fOPF  + 2 ID)\f’(w)|2(—10gIw\)fz‘iA(w)
HfH%[Q(D)a
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Espaces sur le disque unité et opérateurs de composition

la derniere égalité provenant du Théoreme de Littlewood-Paley dans le cas ol le symbole est
Iidentité.

Cette preuve motive 1'utilisation de la fonction de comptage pour I’étude des opérateurs de
composition. En particulier, les propriétés de cette fonction sont aussi tres liées a la compacité
de C.

Soit H un espace de Hilbert. On définit la norme essentielle d’un opérateur borné T sur H
par

1T\ zre = d(T, K(H)) = nf{[|T — K|, K € K(H)}.
Cette norme essentielle est une norme sur l'algebre de Calkin B(H)/K(H).

Théoréme 1.11 ([41]). Soit ¢ : D — D une fonction analytique. Alors

Ny(2) \'*
|Co|l rr2(py.e = limsup <§0 ) :
1Cellzr=(@), lzj—1— \ —log|z]

Corollaire 1.12 ([41]). Soit ¢ : D — D une fonction analytique. Les assertions suivantes sont
équivalentes.
(i) C, est compact sur H*(D).
(it) C, est compact sur HP(D) pour p € [1,+00).
(iii) lim Ne(z)
|z|»1— — log | 2]

Dans le cas des espaces de Bergman, de nombreux résultats ont été obtenus avec 'aide de
fonctions de comptage généralisées, voir par exemple [41] pour les espaces B2(D) et [26] pour
des espaces de Hilbert plus généraux.

C Compacité et mesure de Carleson

Les mesures de Carleson apparaissent dans [12] en 1958. Ces mesures permettent de répondre
a la question suivante : soit p une mesure sur le disque unité fermé I, 'application identité de
HP(D) dans LP(u) est-elle bornée ?

Rappelons quelques notations pour répondre a cette question : soit £ € Tet 0 < h < 1. La
fenétre de Carleson W&, h) centrée en ¢ et de taille h est l'ensemble défini par
W h)={2€D, |z| >1—het|arg(z{)| < h}

FIGURE 1.1 - W (&, h)
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Théoréme 1.13 (Voir par exemple [16]). Soit u une mesure finie sur D et p > 1. Les assertions
sutvantes sont équivalentes.

(i) L’identité de HP(D) dans LP(u) est bornée.
(it) pu(h) :=suppu(W(& h)) = O(h) quand h — 0.
£eT

On appelle p, la fonction de Carleson associée a p.
Concernant la compacité, on a le résultat analogue suivant.

Théoréme 1.14 (Voir par exemple [16]). Soit u une mesure finie sur D et p > 1. Les assertions
sutvantes sont équivalentes.

(i) L’identité de HP(D) dans LP(u) est compacte.
(it) pu(h) :=suppu(W(& h)) = o(h) quand h — 0.
£eT

Le lien avec les opérateurs de composition est le suivant : Soit p > 1 et f € HP(D), si
@ : D — D est une fonction analytique alors

1f o ellaem) = 1M Lr(u,)

ou p, est la mesure-image de la mesure de Lebesgue sur le cercle unité par ¢* la fonction limite
radiale de ¢ (qui existe car ¢ € H*°(ID)). Notons p, au lieu de p,,,, on a alors :

Corollaire 1.15. Soit ¢ : D — D une fonction analytique et p > 1. Alors Cy, est compact sur
HP(D) si et seulement si p,(h) = o(h) quand h — 0.

Pour la norme essentielle, B.R. Choe a obtenu dans [14] le résultat suivant.

Théoréme 1.16 ([14]). Soit ¢ : D — D une fonction analytique. On a

1/2
1Coll 2y ~ limsup (”M) -
’ h—0 h

D Lien entre fonction de comptage et mesure de Carleson

Les théoremes 1.11 et 1.16 impliquent :

N, h
lim sup ﬂ ~ lim sup L()-
|z]—1— — log |Z’ h—0 h

Ce résultat a été retrouvé dans [13] sans utiliser explicitement les opérateurs de composition.
Cette “égalité” laisse présager un lien entre N, et p, et en effet un lien fort a été prouvé dans
[28] : ces deux fonctions sont en fait “équivalentes”. Rappelons que m est la mesure de Lebesgue
normalisée sur T.

Théoréme 1.17 ([28], Thl.1,).
1l existe une constante universelle C > 1 telle que pour toute fonction analytique ¢ : D — D), on
a

1 h
—pol =) < sup Ny(w) < Cp,(Ch
gre(6) < s Notw) < Coptcn)
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pour O < h < 1 assez petit.
Plus précisément pour tout £ €T, on a
1

6—4m¢(W(§, h/64)) <  sup  Ny(w) < 196m, (W (€,24h))
weW (¢,h)ND

pour 0 < h < (1—|p(0)])/16.

Dans la partie III, on utilisera un résultat analogue que I'on formule avec d’autres fenétres
de Carleson que 'on définit maintenant : soit £ € T et 0 < h < 1, 'ensemble S(, h) est défini
par

S h)={2€D, |z —¢& < h}.

Théoréme 1.18 (]28)]).

Pour tout o > 1 il existe une constante Cy > 0 telle que pour toute fonction analytique
p:D—=D, ona

1
Sma(SER) S sup  Np(w) < Camy(S(& ah)
a weS(E,h)ND

pour 0 < h < (1—|p(0)])/c.

FIGURE 1.2 — S(&, h)
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Chapitre 2

Espaces de Orlicz et Hardy-Orlicz

2.1 Espaces de Orlicz et conditions de croissance

Nous rappelons dans cette section la définition des espaces de Orlicz qui sont une généralisation
des espaces LP.

Définition 2.1. On appelle fonction d’Orlicz toute fonction ¢ : (0,400) — (0,400) croissante
strictement convexe vérifiant ¥(0) =0 et (oc0) = 0.

Définition 2.2. Soit (Q,P) un espace de probabilité. L’espace de Orlicz LY (Q) est l’espace
des classes d’équivalences (pour la relation d’égalité presque partout) de fonctions mesurables
f:Q — C pour lesquelles il existe une constante C > 0 telle que

/Q <|f|>d}P’< +o0

Dans ce cas, pour toute fonction f € LY(Q), on pose

1flle) = inf{C >0, /Q (’f’>dIP> < 1}

LY () muni de cette norme est alors un espace de Banach.

Dans le cas ot 9 est définie pour tout x € (0,+00) par (z) = 2P avec p > 1, on a

[(D et ([ imir) <

et donc 'espace L¥ () est exactement 1’espace LP(S2).

Définition 2.3. L’espace de Morse-Transue MY (Q) est le sous-espace engendré par L>(Q) ou
de maniére équivalente le sous-espace des fonctions f pour lesquelles lintégrale précédente est
finie pour tout C' > 0.

On classe souvent les fonctions d’Orlicz par rapport a leur croissance et il en existe énormément.
Nous ne précisons que deux conditions de croissances, celles utilisées par la suite.

Définition 2.4. Soit v une fonction d’Orlicz.
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Espaces de Orlicz et Hardy-Orlicz

(i) On dit que 1 satisfait la condition Ao et on note 1 € Ay si ¥(2z) < Cy(x) pour une
certaine constante C' > 1 et x assez grand.

(ii) On dit que 1) satisfait la condition A? et on note i) € A? si il existe a > 1 tel que
Y(x)? < Y(ax) pour x assez grand.

Ay est une condition de croissance modérée, vérifiée notamment dans le cas des espaces LP. La
condition A? est par contre une condition de croissance rapide, on peut par exemple montrer
que si ¥ € A? alors ¥(x) > e’ pour un certain 8 > 1 et = assez grand. Les fonctions v, (¢ > 1)
définies par 1,(z) = e — 1 sont des fonctions d’Orlicz classiques vérifiant A2

2.2 Espaces de Hardy-Orlicz du disque unité

On trouve dans [27] une étude des opérateurs de composition sur les espaces de Hardy-Orlicz.
Une des motivations de cette étude est le résultat suivant.

Théoreme 2.5. Soit ¢ : D — D une fonction analytique. Alors Cy, est compact sur H>*(D) si
et seulement si ||¢||oo < 1.

Ce résultat est faux sur les espaces HP (D), on a donc une cassure entre ces espaces et H>*° (D).
On se pose alors la question suivante : si 'on considere une fonction d’Orlicz ¢ avec une forte
condition de croissante, le comportement de 'opérateur de composition sur ’espace associé se
rapproche t-il du comportement sur H*>° (D) ?

Nous allons maintenant définir ces espaces a ’aide de la proposition suivante.

Proposition 2.6 ([27], Prop3.1). Soit f : D — C une fonction analytique. Pour toute fonction
d’Orlicz, les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) sup ||fpllpe(r) < +oo.
0<r<1

(ii) 1l existe f* € L¥(T) tel que ses coefficients de Fourier f*(n) soient nuls pour tout n < 0
et tel que pour tout z € D,

+oo
F) =3 fo(m)=.
n=0
De plus dans ce cas, ”f*HLw(T) = Oiugl ||fr||L¢(T)-

Définition 2.7 ([27]). Soit 1) une fonction d’Orlicz. L’espace de Hardy-Orlicz HY (D) est I’espace
des fonctions analytiques f : D — C telles que l'une des conditions de la proposition précédente
soit vérifiée. La norme d’un élément f est alors par définition || f| gromy = | f*l| Lo (1)-

Concernant la continuité des opérateurs de composition, la proposition suivante a été prouvée.

Proposition 2.8 ([27], Prop3.12). Soient ¢ : D — D une fonction analytique et 1 une fonction
d’Orlicz. Alors Cy, est borné sur HY(D) et on a

(. < L IO
ell >

1= [ (0)]
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Si ¢ € A?, il est montré dans le théoréme 3.24 de [27] que C,, est compact si et seulement
si Oy, est faiblement compact sur H¥(ID) ce qui est aussi vrai sur H>°(D), cela répond donc & la
motivation initiale.

Pour I’étude de la compacité de C, dans le cas Orlicz, on trouve dans [27] le résultat suivant
impliquant que les fonctions de Carleson sont e-homogenes pour tout € € (0,1).

Théoréme 2.9 ([27], Th4.19). Il existe une constante k > 0 telle que pour toute fonction
analytique ¢ : D — D, on a
my(S(&,eh)) < kemy(S(E,h))

pour tout h € (0,1 — |p(0)|) et tout € € (0,1).

Notons pour finir que la preuve du Théoreme 1.17 utilise de maniére importante les espaces
d’Orlicz.
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Chapitre 3

Séries de Dirichlet et point de vue
de Bohr

3.1 Abscisses de convergence

Dans cette these, nous considérons les séries de Dirichlet de la forme suivante :

“+oo

f(s) = Zann_s ous e C. (3.1)

n=1

Ces séries font ’'objet d’un grand intérét car elles permettent de faire un lien entre ’analyse
complexe et la théorie des nombres. Un des plus beaux exemples de ce lien est par exemple la
preuve du théoreme de la progression arithmétique due a Dirichlet en 1837.

Deux excellentes références pour I’étude des séries de Dirichlet sont [38] et [43].

Le lemme suivant est le résultat de base concernant la convergence des séries de Dirichlet.

Lemme 3.1 (Voir par exemple [38]). Supposons que la série (3.1) converge en s = sy. Alors
elle converge pour tout s tel que R(s) > R(sg), avec convergence uniforme sur chaque cone

|s — so 1
p— <
S0 {S €G, R(s —sp) — cos(h)

ot 0 <6< m/2.

FI1GURE 3.1 — Sy
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Définition 3.2. On note o, l'abscisse de convergence simple de la série de Dirichlet (3.1) définie
par

o. = inf{a € R, la série (3.1) est convergente pour R(s) > a}-
Remarque 3.3. 0. > —o0 et grace au lemme 3.1, on sait que si R(s) > o, alors (3.1) converge
et si R(s) < o, alors (3.1) diverge.
Exemples 3.4.

(i) La fonction Zeta de Riemann, notée ¢ et définie par

+oo
1
C(s) = —
n=1 n
admet 1 pour abscisse de convergence simple.

(ii) La fonction Zeta alternée de Riemann (appelée aussi fonction éta de Dirichlet), notée n et
définie par

+oo n
n(s) =Y S,

nS
n=1
admet 0 pour abscisse de convergence simple.

Le deuxieme exemple est tres instructif : on remarque que la fonction Zeta alternée converge
absolument sur C; mais pas sur C,. alors que son abscisse de convergence simple vaut 0. Contrai-
rement aux séries entieres ou il n’y a qu’une seule notion de rayon de convergence, dans le cadre
des séries de Dirichlet il est nécessaire de définir différentes abscisses de convergence.

Définition 3.5. Soit f une série de Dirichlet ayant pour forme (3.1). On définit trois abscisses
de convergence par

oo(f) = inf{a € R, la série (3.1) converge absolument pour R(s) > a}
= abscisse de convergence absolue de f.

ou(f) = inf{a € R, la série (3.1) converge uniformément pour R(s) > a}
= abscisse de convergence uniforme de f.

op(f) = inf{a € R, la série (3.1) posséde une extension analytique bornée pour R(s) > a}
= abscisse d’extension bornée de f.

Remarque 3.6. On a les inégalités suivantes :

0c <0y < 0g
0q < 0.+ 1.

La fonction Zeta alternée nous montre que la deuxieme inégalité est optimale.

Concernant op(f), un résultat tres important dia & Bohr est le suivant :

Théoréme 3.7 ([9] ou [38],Th6.2.3).
Soit f une série de Dirichlet, on a op(f) = oy (f)-
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3.2 Point de vue de Bohr

Dans cette section, nous rappelons un outil essentiel pour I’étude des séries de Dirichlet : le
point de vue de Bohr. Notons (py)r>1 la suite des nombres premiers.

Tout entier n > 2 admet une décomposition en produit de facteurs premiers et celle-ci est
unique (& Pordre pres), il existe donc aq, - -+, ax > 0 tels que

_ ay
n_pll.--pk.

Considérons alors une série de Dirichlet f de la forme (3.1) et la suite z = (21,22, ) =
(p1°%,p3°,--+) ou s € C. On peut alors écrire

+o0 +oo
fs) = D an™ = an(pft - ppt)
n=1 n=1
+o0 +oo
= Y e ) = Dt
n=1 n=1

A chaque série de Dirichlet f de type (3.1), on associe alors une série de Fourier D(f) définie
pour tout z € T par

D(f)(z) = Y anzf' - 2",

n>1

Ce point de vue est loin d’étre purement formel, on I'utilisera en particulier dans les parties
IV et V. Il permet aussi de montrer les deux inégalités suivantes.

Théoréme 3.8 (Inégalité de Bohr ([38], Th4.4.1)).
Soit f une série de Dirichlet de la forme (3.1) telle que o, (f) = 0. Alors

> lap,| < sup [f(s)].
S€C+

n>1

Théoréme 3.9 ([38], Thd.4.2). Soit f une série de Dirichlet, on a l'inégalité suivante

oa(f) < ou(f) +1/2.

Bohr s’est alors posé la question suivante : 1/2 est-il optimal dans I'inégalité précédente ?
La réponse est oui et la preuve est ancienne et compliquée (voir [8]). On trouvera aussi dans le
chapitre 6 de [38] une reformulation plus récente a ’aide d’ensembles de Sidon qui a fait I’objet
d’intenses recherche ces derniéres années (voir [17] pour des résultats récents).

3.3 Limites verticales

Commencons cette section par 'identification suivante : T peut étre vu comme le groupe
dual de (Q4,-) (muni de la topologie discrete). En effet soit x € T, on pose x(1) =1 et pour
n > 2, en utilisant la décomposition en produit de facteurs premiers n = p{* - pg’“, on pose

x(n) = x1" - xpt
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X est alors un caractere sur 'ensemble des entiers positifs. En posant y(n~!) = x(n)~! et par
multiplicativité, x devient alors un caracteére sur (Q, - ).

Soit f une série de Dirichlet absolument convergente dans un demi-plan Cy ou 6 € R. Pour
tout 7 € R, on définit la série f; en posant f(s) = f(s + iT) pour tout s € Cy. D’apres le
théoreme de Montel, pour toute suite de réels (7,)n>1, il existe une sous-suite (7, )r>0 telle que
( ank )k>0 converge uniformément sur tout compact de Cy vers une fonction h. On dit que h est
une limite verticale de f.

Pour n > 1, on note e, la série de Dirichlet définie pour s € C par e,(s) =n"".

Lemme 3.10 ([23], Lem2.4). Soit f une série de Dirichlet du type (3.1) absolument convergente
dans un demi-plan Cy (0 € R). Alors les limites verticales de f sont de la forme

“+oo
fx = Z anX(n)en
n=1

ot x € T™.
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Chapitre 4

Espaces de Hardy H" et opérateurs
de composition

4.1 L’espace de Hardy H?

L’espace de Hardy H? a été défini dans [23] afin de résoudre un probléme associé & certaines
bases de Riesz de 'espace L?((0,1)).

Définition 4.1. L’espace H? est l’espace des séries de Dirichlet a coefficients de carré-sommable,
c'est a dire : f € H? <= f est de la forme (3.1) et (ay)p>1 € fa. Dans ce cas, on pose

—+00 1/2
1l = (Z \anﬁ) ~
n=1

(H2, || - |lg2) est alors un espace de Hilbert ot le produit scalaire de deux éléments de H? est
celui des suites de coefficients de ces éléments dans {s.

Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on montre facilement que I’abscisse de convergence
absolue d'un élément de H? est inférieure ou égale & 1/2 et cette borne est optimale, il suffit en
effet de considérer la série de Dirichlet f définie par

+o0o
en
/= ;:2 log(n)nt/2

Elle appartient & H? et diverge en s = 1/2.

L’application évaluation en s € C,/, étant bornée, d’apres le théoreme de Riesz il existe
K, € H? tel que pour tout f € H?2,

f(S) :<fa Ky > -
Il est alors facile de voir que pour tout s, w € Cy 9,
Ky(w) = (5 + w).

De plus, la suite (ey,),>1 est une base orthonormale de H2.
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4.2 Espaces de Hardy H?

F. Bayart a introduit dans [4] les espaces de Hardy HP (1 < p < 400) de séries de Dirichlet
qui généralisent I'espace H2. Rappelons que sur les espaces HP(DD), la norme est donnée par
intégration sur des cercles, il semble ici naturel compte-tenu des domaines de convergence des
séries de Dirichlet qui sont des demi-plans, d’intégrer sur des droites. Posons P I’ensemble des
polynémes de Dirichlet considérons P € P. Alors

1 T 1/p
Pl = lim — [ |P(it)Pdt) -
1P (TEEOOQT Pl >

La théorie des fonctions presque périodiques de Bohr (voir [10]) justifie que || - ||xr est bien une
norme sur P.

On définit alors I’espace HP comme le complété de P pour ||-||4». Pour obtenir des propriétés
des espaces HP, F. Bayart a utilisé le point de vue de Bohr afin d’identifier ces espaces avec des
espaces du polytore infini. Faisons quelques rappels sur ces espaces (voir [15] pour plus de détails).

Soit 1 < p < oo. HP(T®°) est 'ensemble des fonctions F' de LP(T*°) (muni de m) telles que
les coefficients de Fourier F'(n) soient nuls pour n € Z(°)\N(*®)_ En un sens, ce sont les fonctions
“analytiques” de LP(T). L’espace HP(T) est aussi le complété de I’ensemble des polynomes
analytiques D(P). Le résultat suivant est crucial.

Théoréme 4.2 ([15], Th8.1). Soit 1 < p < 4o00. L’application évaluation au point z € D>
définie intialement sur D(P) s’étend continument a HP(T*) si et seulement si z € D> N £y.
Dans ce cas, pour F € HP(T®) et z € D> N {a,

p
PP < ;
TS [2P)

et F' est analytique sur D> N {s.

Pour P € P, D(P) est un élément de HP(T*) et d’apres le lemme 3 de [4], on a
[1Pllsr = [ID(P)| v (wo0)-

La preuve repose sur des éléments de théorie ergodique, on utilisera ces mémes éléments dans
les parties IV et V. Une conséquence directe est alors :

Théoréme 4.3 ([4], Th2). D : P — HP(T*) s’étend en un isomorphisme isométrique de HP
sur HP(T).

Tout élément de HP est ainsi représentable par une série de Dirichlet et pour p = 2 nous
retrouvons I'espace H? déja défini.

La question de la convergence des séries de Dirichlet dans ces espaces HP se pose alors. A
laide du théoreme 4.2 et de identification entre HP et HP(T*), le résultat suivant est alors
obtenu :
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Théoréme 4.4 ([4],Th3). Soient 1 <p < 400 et f € HP. Alors op(f) < 1/2 et si R(w) > 1/2,

[F ()P < (£ 15 ¢ (2R (w)).
De plus si l’on note 0y, Iapplication évaluation au point w € Cyja, alors ||dw||(3r)« = C(2R(w)) /7.

Ainsi les espaces H? sont des espaces de fonctions analytiques sur C, ; et F. Bayart a montré
que ce domaine était optimal (voir la remarque suivant le Corollaire 3.5 dans [5]).

Concernant les limites verticales des éléments de HP, on a la propriété suivante qui sera tres
utile pour I’étude des opérateurs de composition.

Théoréme 4.5 ([5], Th2.11). Soient 1 < p < 400 et f € HP. Alors pour presque tout x € T
(par rapport a m), f, converge sur C,.

Le résultat suivant sera aussi tres utile par la suite.

Lemme 4.6 ([6]). Soient n une mesure de probabilité borélienne sur R et f de la forme (3.1).
Alors

130 = [ [ IroPaneato.

Comment définir maintenant 1’espace H* ? Suivons le méme raisonnement : H(T) est
I’espace des fonctions F' € L®(T) telles que F'(n) = 0 pour n € Z(°) \ N(*), On définit alors
H>® comme le sous-espace de H! vérifiant D(H>®) = H(T*). Le théoréme suivant est alors
assez déconcertant.

Théoréme 4.7 ([5], Th2.7).

(i) H>® est l’ensemble des fonctions analytiques bornées dans C représentables par une série
de Dirichlet convergente dans un demi-plan.

(i) H> est l’ensemble des multiplicateurs de HP pour 1 < p < +oo, c’est-a-dire [’ensemble des
fonctions m définies sur Cy o telles que mf € HP des que f € HP.

Une fonction de H* est donc définie sur C, alors que les fonctions de HP sont elles définies
sur Cy/p. Il y a donc une frontiere a traverser pour passer des espaces HP a H>. Remarquons
que d’apres le théoreme 4.5, les limites verticales d’éléments de HP sont définies sur C,. presque
partout et vont permettre, parfois, de traverser cette frontiere.

Par ailleurs, I’étude des espaces de Hardy-Orlicz de séries de Dirichlet donne 'espoir de
mieux comprendre le passage de cette frontiere (voir partie V).

4.3 Opérateurs de composition sur les espaces H?

A Continuité des opérateurs de composition

Soit 1 < p < +o0. Les éléments de H étant des fonctions analytiques sur Cy 5, on considere
une fonction analytique @ : Cy /5 — Cy/ et pour f € HP, on pose Co(f) = f o ®. Le principal
résultat concernant la continuité de Cg est le théoréme suivant. On note D 'ensemble des
fonctions représentables par une série de Dirichlet dans un certain demi-plan.
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Théoréme 4.8 (ThB de [22] pour p = 2 et [4] pour p # 2).
Soit 1 < p < +o00. Si une fonction analytique @ : Cy /9 — Cy /o définit un opérateur de composi-
tion borné sur H? alors

(i) Elle est de la forme ®(s) = cos + @(s) ot co est en entier naturel et p € D.

(i) ® admet un prolongement analytique a Cy, toujours noté @, tel que ®(Cy) C Cy sicy > 1
et ®(C1) C Cyyp sico=0.
De plus C'g est une contraction si cg > 1.

La réciproque est vraie si cg > 1 ou st cg = 0 et que p est un entier pair.

Précisons que la condition (i) est une condition arithmétique et que la condition (i7) est une
condition de norme.

On appellera désormais cyg-symbole toute fonction analytique ® de la forme précédente in-
duisant un opérateur de composition borné sur H?2.

1l existe en fait un renforcement de ce théoréme nous donnant une indication supplémentaire
sur . C’est une conséquence du résultat suivant.

Théoréme 4.9 (Th3.1 de [39]). Suppons que 1 est une fonction analytique sans zéros dans
C telle que le conjugué harmonique de log(|v]) soit borné dans Cy. Si ) peut étre représentée
par une série de Dirichlet convergente sur un demi-plan C,, alors la série de Dirichlet est
uniformément convergente sur Co pour tout € > 0.

Ce résultat permet d’affirmer que dans I’équivalence précédente, ¢ est en fait uniformément
convergente sur C. pour tout € > 0 et que de plus p(C;) C C; quand ¢ > 1 et p(Cy) C Cy 9
si cg = 0. Une conséquence forte utile est le lemme suivant.

Lemme 4.10 (“Lemme de Schwarz”).

Soit ® un co-symbole avec cg > 1. Alors pour tout o > 0, ®(C,) C C, et le symbole ® définie
par ®(s) = ®(c + s) — o induit donc un opérateur de composition borné sur HP (p > 1), avec
norme plus petite que 1.

Démonstration. Soit o0 > 0et s € C,. On a
R(P(s)) = coR(s) + R(p(s)) > coR(s) > o

car ¢g > 1 et o(Cy) C Cy4. La fin de I"énoncé du théoreme est alors une conséquence immédiate
du théoreme 4.8. O

B Compacité et fonction de comptage

Pour étudier la compacité des opérateurs de composition, F. Bayart a introduit comme dans
le cas du disque unité une fonction de comptage.

Définition 4.11. Soit ® : C,. — C une fonction analytique. La fonction de comptage associée
a ® est définie par
> R si seDCy),
N(I)(S) - g(i()cis
0 stnon.

A priori, Ng est a valeurs dans Ry U {oo}.
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Remarquons que $(a) correspond & la distance de a au bord de C. Cette définition est aussi
justifiée par le résultat suivant.

Proposition 4.12 (Formule de Littlewood-Paley, [6], Prop2).
Soit n une mesure de probabilité sur R. Pour tout f € H?, on a

+o0
1 =)+ [ [ [ olfo+in P anaodmo.

f(+400) étant égal a ay si f est de la forme (3.1).
La condition suffisante suivante a alors été obtenue.

Théoréme 4.13 ([6], Th2). Soit ® un co-symbole avec co > 1. Supposons que
(i) Im(p) est borné dans C,. .
(i) No(s) = o(R(s)) quand R(s) — 0.

Alors Cy est compact sur H?.

Dans le théoreme précédent, le fait que ¢y > 1 est crucial. Comme condition nécessaire, on
a le résultat suivant.

Théoréme 4.14 ([6], Th3). Soient > 1 et & un co-symbole. On suppose que les coefficients ¢,
sont nuls si le plus grand nombre premier dans la décomposition de n, noté p™(n), est strictement
plus grand que p;. Alors si Cep est compact sur H?, on a

R(s)

Do R
(1) i @y — 0 0zl

(i) lim R(s)'C(2R(P(s))) =0 si co = 0.
R(s)—0
Malheuresement aucune condition nécessaire et suffisante n’existe dans le cadre général. On
donnera plus tard une telle condition dans un cas particulier. On notera aussi que I'on ne sait
pas si la compacité de Cp sur H? est équivalente a la compacité sur HP pour p > 1.

Pour finir ce chapitre, signalons que l'on trouve dans [39] de nombreux résultats récents
concernant les opérateurs de composition sur H2. En particulier, des estimations concernant
les nombres d’approximation de Cg sont données et on trouvera des exemples d’opérateurs de
composition compacts et/ou dans les classes de Schaten S),.
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Deuxieme partie

Opérateurs de composition sur H?
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Introduction

Dans cette seconde partie nous donnons quelques résultats nouveaux concernant la compa-
cité des opérateurs de composition sur I’espace H>.

Dans le premier chapitre, nous donnons des estimations de la norme essentielle a 'aide de la
fonction de comptage et des noyaux reproduisants.

Dans le second chapitre, nous définissons la notion de mesure de Carleson pour l’espace H?
et obtenons une majoration de la fonction de comptage par une fonction de Carleson grace au
théoreme 1.17. Ainsi une nouvelle condition suffisante de compacité est obtenue grace a une
condition de type Carleson. Nous étudions aussi I’homogénéité de la fonction de Carleson dans
ce cadre.
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Chapitre 5

Compacité et fonction de comptage

Le but de ce chapitre est de donner des estimations de la norme essentielle de Cg sur H>.
Avant d’énoncer le théoreme principal, nous avons besoin de rappeler certaines propriétés
du symbole.

5.1 Propriétés de ¢ et de ses limites verticales

Soit ® un cp-symbole. Pour 7 € R, on définit I'application ®, par ®,(s) = cos + ¢(s + i7).
Alors si x € T, la fonction ®, definie par

D, (s) = cos + oy (s)

est une limite verticale de (®;) cr.

En particulier si ¢y > 1, nous savons que ®(C) C Cy et cette propriété reste vraie pour
toutes les limites verticales (voir la proposition 4.1 de [22] en utilisant le fait que ¢ converge
uniformément sur C. pour tout € > 0). On a donc ®,(C4) C C pour tout xy € T*.

Si f € H? et ® est un cp—symbole avec ¢y > 1, fo® € H? et d’apres le théoreme 4.5, (fo®),
converge sur C; pour presque tout y € T (par rapport a m). D’apres la proposition 4.3 de
[22], on a alors pour tout s € Cy o,

(f o @)y (s) = fyeo 0 Dy(s). (5.1)

Mais cg étant supérieur ou égal a 1, ®,(Cy) C Cy et fyeo converge sur C; pour presque tout

x (Iapplication xy — x“ preserve la mesure) et finalement ’égalité (5.1) est vraie pour presque
tout x € T et tout s € C.

Intéressons nous maintenant au lien entre les propriétés de Ng et celles de Ng. Cette étude
a déja été commencée dans [6]. Les deux prochains résultats sont donc essentiellement une
reformulation de résultats déja obtenus par F. Bayart.

Proposition 5.1. Soient @ : CL — Cy et & : CL — Cy ou k > 0, des fonctions analytiques.
Supposons que (Py)r>0 converge uniformément vers ® sur tout compact de C, alors pour tout
S € C+,

Ng(s) < liminf Ng,(s).

k—4o00
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Démonstration. Fixons s € ®(C,) (si s ¢ ®(C4), le résultat est évident) et € > 0. Soient
ai, ..., a, € C4 satisfaisant ®(a;) = s pour tout ¢ € {1,...,n} et § > 0 tel que nd < e.
(Pr)r>0 converge uniformément vers ® sur tout compact de C, et en particulier sur chaque
disque ouvert D(a;,d) de centre a; et de rayon 6. Par le lemme d’Hurwitz, il existe K > 0 tel

que pour tout k > K, s € ®x(D(a;,0)) pour tout i € {1, ..., n}.
Fixons maintenant k > K, il existe a¥ € D(a1,9), ... , ak € D(ap,d) tels que ®(a¥) = s pour
tout i € {1, ..., n}. On a alors

%(alf) 4+ 4+ %(aﬁ) > R(ay) + -+ R(ay) —nd
et donc

R(ay) +---+R(a,) < nd+R(ah) + - + R(ak)
< E—i—Ncpk(s).

Ceci étant vrai pour tout k > K,
R(ar) + -+ R(ap) < e+ liminf Ng, (s)
k——+o0
et puisque n et € sont arbitraires, le résultat est prouvé. O

Corollaire 5.2. Soit ® un co-symbole ot cg > 1. Supposons que

Sup N(I) (S)
R(s)>0 J(s)

=(C < 400,

alors

sup sup N<1>X(s) —
XET= R(s)>0 To(8)

Démonstration. Pour tout 7 € R, il est facile de voir que Ng, (s) = No(s+icoT). Par conséquent

sup Na, (s) C.

R(s)>0 T(s)

Maintenant pour x € T, ®, est la limite verticale d’une suite (P, )p>0 ot (7,)n>0 C R et alors
par la proposition précédente

N.
sup 2,(5) <C
R(s)>0 ()
et donc
N,

sup sup 2,(5) <C

XET® R(s)>0 T(8)
On obtient 1'égalité en remarquant que ® = ®, avec x = (1, 1,---). O

Remarque 5.3. Dans le corollaire précédent, on peut considerer la borne supérieure unique-
ment sur une bande du type {s € C4,R(s) < 0} ou 6 € R.
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5.2 Théoréme principal

Théoréme 5.4. Soit & un co—symbole avec co > 1 tel que Im(p) est borné. Alors

N.
ICallnz, < (2 sup [Im(e)| + CO) lim sup ()
’ c, R(s)—0 T(S)

En corollaire, on retrouve le théoreme 4.13. Pour obtenir ce résultat, on suit 'idée de J.
Shapiro dans [41] qui a permis d’obtenir le théoréme 1.11.

Proposition 5.5 ([41], Prop5.1). Soit T un opérateur borné sur un espace de Hilbert H et
(Kp)n>1 une suite d’opérateurs compacts auto-adjoints sur H. Posons R, = I — K, et supposons
que ||Ry|| = 1 pour tout n > 1 et que (Ry)n>1 converge ponctuellement vers 0. Alors

[Tl e = lim [TRy|.
n—-+o0o

Preuve du théoréme 5.4. Pour n > 1 et f € H? de la forme (3.1), on pose
n
Ko(f) = ) ae
k=1

+oo
Ro(f) = (I-Ky)(f) = Zakek~

k=n+1

Pour tout n > 1, K,, est un opérateur compact auto-adjoint sur H? avec norme 1 car K,, est
une projection sur un sous-espace de dimension finie. Chaque opérateur R,, est aussi de norme 1
pour la méme raison et (R,,) converge clairement ponctuellement vers 0. D’apres la proposition
5.5 on a alors

ICallyze = lim || CoRall = lim { sup ||cq><Rn<f>>HHz}-

=00 L fll,2<1

On considere © = (0,+00) x (0,1) muni de la mesure d’aire. En appliquant la formule de
Littlewood-Paley sur 2 (Proposition 4.12) avec 1 la mesure de Lebesgue normalisée sur (0, 1),
on obtient

ICo(Ru(f DIz = |Ba(f) 0 ®(+00)f

][] RN 0 8 0)? dsaiit)

Notons que R,(f) o ®(+o0) = 0 pour tout n > 2 car ¢g > 1 et donc ®(+00) = +oc.

Maintenant, on sait que (R, (f) o ®)y = Rp(f)yc0 o @, sur C; pour presque tout y € T (par
rapport a m), donc

ICa(Ral Nl =4 | [[ ROIRAP o @I, (9 dsi).

On effectue alors le changement de variables w = ®, (s). Bien sur ®, n’est pas nécessairement
injective mais on peut tout de méme utiliser une formule de changement de variable “généralisée”
utilisant la fonction de comptage (voir [21] par exemple). On obtient alors

/ /Q [ Ra(f), 0 ((5))2| () [2R(5) ds = / [p 0o ()N ().
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Im(p) est borné, il existe donc A > 0 tel que [Im(yp)| < A. La méme inégalité est vraie pour
© pour tout x € T au lieu de ¢ : en effet ¢, est une limite verticale de ¢ et les translatées de ¢
ont évidemment les mémes propriétés de bornitude que ¢. Maintenant s € € implique Im(s) €
(0,1) et comme w = Dy (s), Im(w) = coIm(s) + Im(py(s)) et donc Im(w) € [—A, A + co).
Finalement si on note @ = (0,4+00) x (—A, A+ ¢p) que 'on munit encore de la mesure d’aire,
on a

/Q|Rn<f>;<c ()P, (5)2R(s) ds</ Ru(f) 0 (3)]2 N (s) d.

Fixons maintenant # > 0. On note Q = Qg U Qy ot Qp = (0,0) x (—A, A+ co) et Qg =
(0,400) x (—A, A+ ¢p). Nous allons découper l'intégrale précédente en deux parties. Soit g
défini par

Yo = Sup
x€T>®

sup = sup
0<Re(s)<6  N(s) 0<Re(s)<0 T(S)

{ Ncbx(s)} No(s)

La deuxieme égalité étant vraie grace au corollaire 5.2. On a

/w// o (5)/* N, (s) dsdim(x <79/w//9 (5) 2R (s) dsdimn ().

On obtient alors

||fﬁu£)<1{/ oo/ LY Vo (5) Na, (5) dsdm(x)}
a HfH 2<1 {/oo/@JR X0 (5)*R(s) dsdim(x )}
||f||H2<1{/oo/ [ Fyeo (8)*R(s) ddliin(x )}

La derniere inégalité est justifiée par le fait que si f est dans la boule unité de H2, R,,(f) aussi
et on prend donc la borne supérieure sur un ensemble plus grand. Finalement, en utilisant une
fois de plus la formule de Littlewood-Paley avec cette fois-ci la mesure de Lebesgue normalisée
sur (—A, A+ cg) et le fait que lapplication x — x“ preserve la mesure, on obtient

1 2<1{/oo //Qe (5)/* N (s )dsdﬁl(x)} < 24+ o)

Maintenant nous obtenons une majoration de la deuxieme intégrale. D’apres la proposition
3 de [6] (qui est un analogue de I'inégalité de Littlewood dans le cadre des espaces de séries de
Dirichlet), on a pour tout s € Cy,
R(s)

N, <
o(s) < o

Cette inégalité est vraie pour tout cog—symbole avec ¢y > 1 et en particulier pour les limites
verticales ®,. On a alors
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/Oo //Qe (s)]* N, (s) dsdm(x /Oo //Qe )|2§R(O)d dnly)  (5.2)

Maintenant pour o > 0, d’apres le lemme 4.6 appliqué a fU pour tout élément f € H? de la
forme (3.1) et pour toute mesure de probabilité n sur R, on a

+oo
L [ 1o+ iPan@ime = 3 o tog? k).
k=1

Gréce a ce lemme et a (5.2), on a

L] it o asameo < 2250 75 ot iotog? g

k=n+1
Fixons € > 0. Il existe K = Ky > 0 tel que pour & > K,

+o0
(/ ok %log*(k)do < e.
0

Pour n > K, on obtient alors

24 oo &R 24
“Ata / Z olag|?k™*1og?(k)do < dta X €
k=n+1 o

car nous travaillons avec des fonctions de H? avec norme plus petite que 1. Maintenant en
sommant les deux intégrales, on obtient que pour n > K,

2A + ¢

[CoRunll < (2A+ co)ve + T X e
Finalement _
||C<I>”H2,e = ngr_{_looHC(I’RnH "
+c
< (2A+co)w+ 070 X e
0
et puisque € et 6 sont arbitraires, on obtient le résultat. ]

5.3 Condition nécessaire de compacité

Dans cette section, nous obtenons une minoration de la norme essentielle pour certains sym-
boles. Dans le cas du disque unité et pour ¢ : D — D, I'idée est d’appliquer a I’adjoint de C, la
famille des noyaux reproduisants (kq)aep : en effet il est facile de voir que C(ka) = ky(q) et il
suffit ensuite de faire tendre a vers le bord du disque.

Dans le cas des séries de Dirichlet, les noyaux reproduisants K associés & H? en s € C, /2
sont définis pour tout w € Cy ), par
Ky(w) =((5+w).
Ces noyaux ont un sens uniquement pour s € C; /5 et non pour s € C,.. Pour parer a ce probleme,

F. Bayart a introduit dans [6] des noyaux reproduisants partiels définis sur C;..
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Définition 5.6. Soient s € Cy etl > 1. On définit le noyau reproduisant partiel d’ordre | sur
H? en s € Co pour tout w € C, par

l
Kl (w) = e = T - )

n>1 i=1
pT(n)<p

Lorsque le symbole est lui aussi “partiel”, son adjoint agit de maniere assez simple sur la
famille des noyaux reproduisants partiels.

Proposition 5.7 ([6], Prop5). Soient ® un co-symbole oti ¢y > 1 et I > 1. Supposons que @ soit

+oo
de la forme ®(s) = cos + chn*s ot cp, = 0 quand p*(n) > p;. Alors C4(Kl) = be(s).
n=1

Lemme 5.8. Sur la boule unité By2 de H2, la topologie faible coincide avec la topologie de la
convergence uniforme sur tout demi plan de la forme Cy o4, (¢ > 0).

Démonstration. Soit (f,) C Bye2 une suite convergeant faiblement vers 0. Soit € > 0, grace a
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout s € Cy /o,

[fa($)] < C(L+28)"2] fullgee

et donc la suite (f,,) est uniformément bornée sur C /.. D’apres le théoreme de Montel pour les
séries de Dirichlet bornées (voir [6], Lem18), il existe une sous-suite qui converge uniformément
sur Cy /9.. Il suffit maintenant de montrer que 0 est 'unique valeur d’adhérence mais I’applica-
tion évaluation étant bornée et (f,,) convergeant faiblement vers 0, c’est bien le cas.

Réciproquement soit (f,) C B2 qui converge uniformément vers 0 sur Cy /4. pour tout
e > 0. Il existe au moins une sous-suite qui converge faiblement vers f € H?2. Mais I’application
évaluation est bornée pour s € Cy 5 et (fn) converge uniformément vers 0 sur C, .. pour tout
e > 0 donc f = 0. La seule valeur d’adhérence est nulle donc (f,) converge faiblement vers
0. O

Théoréme 5.9. Soient ® un co-symbole ot cg > 1 et I > 1. Supposons que ® soit de la forme
+oo

O(s) = cos + chn_s ot ¢, = 0 quand p*(n) > p;. On a alors
n=1

||K<11>(S)||H2

|[Col[32, > lim sup :
T )0 1Kl

En particulier si Cy est compact,

im su M:
e @ (s))

En corollaire, on retrouve le théoreme 4.14.
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Démonstration. Soit [ > 1. Pour s,w € C4, on pose
K{(w)
kg (w) = —2
’ (e Fv

La famille (k) est contenue dans By et converge uniformément, quand s tend vers 0, vers
0 sur Cy /o, pour tout € > 0 : en effet
l 2R N\
(=) ) =

li K! = i
i o 15l ms%(

=1

et pour tout w € Cy /o4,
l 1
—1/2—e\ —
\Ké(w)| < H (1 -, / E) < Ho00.
i=1

Soit K € IC(H?). Alors K* € K(H?) aussi et par le lemme précédent (k) converge faiblement
vers 0 donc K*(ks) converge en norme vers 0. Alors

1Co — K| = ICg = K[| = [|[C3(ks) = K7 (s)llaz = [|Ca (ks)llpez — [[K7(ks) 1942

et alors
[Co — K| > limsup [|Cg (ks) |32

R(s)—0

L’inégalité étant vraie pour tout K € K(H?), on obtient

1Cpl32,e = limsup [|Cg (ks)|3¢2-
R(s)—0

Maintenant grace a la proposition 5.7,

HKé(s)HH? _

1C ()32 =
P K e

Pour la deuxieme partie du théoreme, il suffit de remarquer que
! _
Kyl (f] 1 )"
[Klhe — \ LT 56w
et de donner un équivalent de chaque terme quand R(s) tend vers 0. O
On peut maintenant obtenir dans un cas particulier un critere de compacité.

Définition 5.10. Soient ® : Cy — C, une fonction analytique et k € N. On dit que ¢ est
k—walente si pour tout w € C,, il existe au plus k solutions a l’équation ®(s) = w. Si ¢ est
k—walente pour un certain k € N alors on dit que ® est fini-valente.

+o0o
Théoréme 5.11. Soientl > 1 et & un co-symbole avec cg > 1 de la forme ®(s) = cos—i—z con”®
n=1

ol ¢, = 0 si pt(n) > p;. Supposons que Im(p) est borné et que ® est fini-valente. Les assertions
suivantes sont équivalentes.
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(i) Co est compact H?.
I R(s)
W i @(s)
(i7i) No(s) = o(R(s)) quand R(s) tend vers 0.

=0.

Démonstration. La seule implication qu’il nous reste a prouver est (i) = (iii). Soit € > 0, on
sait que

Il existe donc § > 0 tel que
R(s) < eR(D(s))

des que R(s) < 6. Par le “lemme de Schwarz” (Lemme 4.10), si ®(a) = s et R(s) < J alors
R(a) < § aussi. Par conséquent pour tout s € C; tel que R(s) < J, on a

No(s) = ) R

acCy
d(a)=s
< e Y R(®(a)
acCy
P(a)=s
= eR(s) Z 1
acCy
P(a)=s
< keR(s)

car ® est k—valente pour un certain £ > 1. On a donc bien Ng(s) = o(R(s)) quand R(s) — 0. O
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Chapitre 6

Mesures de Carleson

6.1 Comparaison avec la fonction de comptage

Dans cette section, nous proposons une définition des fonctions de Carleson associées a l’es-
pace H? puis nous généralisons le théoreme 1.17 en majorant la fonction de comptage d’un
symbole ® par sa fonction de Carleson associée. Par conséquent, on obtient une nouvelle majo-
ration de la norme essentielle de Cy et donc une nouvelle condition suffisante de compacité.

Si @ est un cg-symbole avec ¢ > 1, il est montré dans [4] que ¢ admet des limites radiales,
c’est-a-dire

O*(it) := lim ®(o + it)

o—0t

existe A-presque partout ou A est la mesure de Lebesgue sur R.

Notation. Soitt € R et h > 0. On définit la fenétre de Carleson centrée en it et de taille h
par H(t,h) :={s € C4, |s —it| < h}.

it ¢

FIGURE 6.1 — H(t,h)

Définition 6.1. On note A\p la mesure image de \ par ®*, c’est-a-dire pour tout ouvert Q C C,,
Ao () == A({t € R, " (it) € }).

95



Mesures de Carleson

La fonction de Carleson associée a Mg est alors définie pour tout h > 0 par

pa(h) == sup Ao (H(t,h)).

Théoreme 6.2. Soit  un co-symbole avec cg > 1. Il existe K > 0, indépendant de ®, tel que
pour tout h assez petit et tout t € R,

sup  No(s) < K - Ao (H(t,2c0h)).
sEH(t,h/2)
En particulier pour h assez petit, on a
s%p No(s) < K - pp (200h).
seCy
R(s)<h/2

Avant de démontrer ce théoréeme, signalons le corollaire suivant.

Corollaire 6.3. Soit ® un cy-symbole ot co > 1 tel que Im(p) est borné sur C4. Alors il existe
C > 0 tel que

pa(h)

Co |32, < Climsup ——-
h—0

En particulier si ps(h) = o(h) quand h — 0 alors C,, est compact sur H?.

Démonstration du Corollaire 6.3. Soit s € C,, assez proche de I'axe imaginaire, on a d’apres le
théoreme 6.2,

Na(s) < sup Ny (s') < K - po (8coR(s))
s'eH(Im(s),2R(s))
et donc 5
Mol _ . lsR)
R(s) 8coR(s)
ce qui nous donne le résultat. ]

L’argument clé dans la preuve du théoreme 6.2 est 'utilisation du théoreme 1.17.

Démonstration du Théoreme 6.2.
> Tout d’abord montrons le résultat pour ¢t = 0.
Nous allons utiliser la famille de fonctions (1)¢)e>0 out ¢¢ est définie par

wfi (C+ — D
s—f'
s+¢&

S

Fait : Pour tout k> 0, H(0,h/2) C ¢ 1(S(—1,h/E)).

Prouvons ce fait :

- h

5 € ¢C_0%(S(—1,h/§)) & Yee(s) € S(—1,h/E) & z+ Zzé + 1‘ < g
2s h h|s+ coé

= 5+ co§ = 3 e < 20 ¢ '
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Maintenant si s € H(0,h/2) alors |s| < % et il suffit de remarquer que pour tout £ > 0,

|s + cof] S R(s + cof)
& §

>co > 1.

Le fait est donc prouvé.

Soit h > 0 et s € H(0,h/2). Alors wg := tee(s) € S(—1,h/§). Supposons que s € (C,) (si
ce n’est pas le cas il n’y a rien a prouver) et soient si,..., s, € C; tels que ®(s;) = s pour tout

ie{l,...,n}.

Pour £ > 0, on définit I'application ©¢ : D — D par O¢ = 1)¢ 0 P o @Dgl. On remarque que
@é(wé(sz‘)) = 77/}005((1)(31')) = ¢CO§(S) = w¢ et donc

> log(1/[te(s:)]) < N (we)-

i=1
Pour i € {1,...,n}, on a
N |sil> +2ER(s;) + €2 1 4ER(s)
s/ el = 5108 || T —aems) + 2| = 28| T P —2emGsy 1 €2
Soit € > 0. Pour £ assez grand et i € {1,...,n}, on a
R(s;
21— ) < tog(1 ()

Par conséquent

3

2(1—¢ Z% (we).
i=1

D’apres le théoreme 1.18 avec av = 2 et en rappelant que we € S(—1,h/§) pour tout £ > 0, il
existe donc une constante Cy > 0 telle que

No,(we) < Came, (S(—1,2h/€))

pour tout h tel que 0 < h/¢ < (1 — |©¢(0)])/2. Remarquons que

Oc(0) = e (B(6)) = 52

et cette quantité tend vers 0 quand & tend vers +o0o. On pose

mo = inf €(1~O¢(0)])/2 > 0.

11 est clair que mp < 1/2. On notera que my = mo(p) = mo(¢(- +i7)) pour tout 7 € R (cette
remarque sera utile dans la deuxieme partie de la preuve). Quand h < my, on obtient finalement

Ne, (wg) < Came, (S(—1,2h/¢)).
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me(S(=1,2h/€)) = m({n € T,O¢(n) € S(-1,2n/€)})

m({n € T, e 0 @ 0 9o ' (n) Edg(_l’ 2h/€)})

/{wcogo@owg(ew)es<L%/&)}) 2m

On effectue maintenant le changement de variables iu = 1,/15_ L(ei?),

3
/{@(W)E%OE(S(—L%/E))} (&% +u?)
/ » %d“
{ 10" w) < 22t t0dl L (€2 + w?)

me, (S(—1,2h/¢)) du

Alors pour £ > 1 assez grand on obtient

2(1-2)> %(;i) <
=1

§

(iw)|<h 2 C0+e0dl L (€2 + u?)

et donc

d
1—6Z%sz<02/{|¢* .

()| < B0l L

Mais si [®*(iu)| < hM alors |©*(iu)| < %75 h/g) < 1% h) < 2coh puisque h < mg < 1/2.
Par conséquent

2(1 —¢) Z% ) < Cora(H(0,2¢0h)).

Puisque n est arbitraire, on obtient
2(1 - E)Ncp(s) < CQ)\(I)(H(O, QCoh)).

pour tout € > 0 et le résultat est donc prouvé quand t = 0.

> On prouve maintenant le résultat quand ¢ # 0.
On a
sup  Ng(s)= sup No(s+icot).
s€H (cot,h/2) s€H(0,h/2)

Mais si ®(s) := cos + @(s + it) = ®(s + it) — icot, on obtient pour s € H(0, h/2),

No(s+icot) = Z R(a) = Z R(a —it)
acCy acCy
P(a)=s+icot co(a—it)+o(it+a—it)=s
= ) R@) = Ng(s)
~GIE(C+
D(a’)=s

En appliquant le résultat de la premitre étape de la preuve & @, on obtient

sup  Ng(s+icpt) = sup Ng(s) < KAg(H(0,2c0h))
SEH(0,h)2) SEH(0,h/2)
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pour h assez petit (h < mg). Maintenant il suffit de remarquer que

A3 (H(0,2c0h)) = M{t' € R, ®*(it') € H(0,2coh)})

= M{t' e R, |®*(it + it') — icot| < 2coh})
A{t" € R, |®*(it") — icot| < 2coh})
= )\cp(H(C()t, QCQh)).

6.2 Homogénéité des fonctions de Carleson

Dans cette section nous prouvons ’analogue du théoreme 2.9dans le cadre de I'espace H?2.
Nous utiliserons le méme type de raisonnement que dans la preuve du Théoreme 6.2.

Proposition 6.4. I existe une constante k > 0 telle que pour tout co-symbole ® avec cg > 1 et
tout t € R,
Ao(H(t,eh)) < ke o (H(t, coh))

pour tout h assez petit et tout e € (0,1).

Démonstration. On garde les mémes notations que celles de la preuve du théoreme 6.2. 11 suffit
ici aussi de faire la preuve dans le cas ou t = 0. Pour h < my, et pour tout € € (0,1) on a d’apres

le théoreme 2.9,
he h
me(5(-1.7F) ) < wemec(s(-1.¢) )

Par changement de variables, on obtient donc

§ §

————du < k’e/ ——du
/{@*(iu)eﬂlcolf(S(1,z—:h/§))} m(€% + u?) (@ (w)ev, | (S(-1h/e)} T(E +u?)

Oou encore
2 62
(@ (im)eW, | (S(~Leh/)} & T U (@ (im)ev, L (S(~Lh/e)} & TU

Maintenant, on a déja montré que pour tout s € C,

h

s € UL(S(-1,/€) @ |s| < 5

s+ coé
£

Ce résultat implique que les fonctions indicatrices de 1/}0_02(8 (—1,h/)) tendent vers la fonction
indicatrice de H(0, coh/2) quand £ tend vers +o0o. Pour conclure, il suffit donc d’appliquer le
lemme de Fatou sur le terme gauche de I'inégalité et le théoreme de convergence dominée sur
le terme droit pour obtenir le résultat (dans le cas ou le terme droit de I'inégalité souhaitée est

fini, dans l'autre cas il n’y a rien a prouver). ]

On peut en fait montrer un résultat légerement différent : dans [34], on trouve une notion
de mesure de Carleson différente qui permet d’obtenir des résultats sur les multiplicateurs de
certains espaces de Hilbert de séries de Dirichlet.
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Définition 6.5. Une mesure borélienne n sur R est une mesure de Carleson s’il existe une
constante C > 0 telle que pour tout P € P,

1 1
li — P(it)|%d < P|2..
m 2T/_ | (Zt)‘ n(t) > CH HH2

La proposition suivante prouve alors ’homogénéité des mesures de Carleson dans ce cadre.

Proposition 6.6. Il existe une constante k > 0 telle que pour tout co-symbole ® avec cg > 1 et
toutt € R,

1T ‘s N ‘s
Tl_lglooﬂ/_T La(t.ens2)(P7(it))dt < k€Tngﬂ/_T Lt 2¢0n/3) (R (i1))dt

pour tout h assez petit et tout e € (0,1).

Démonstration. Gardons les mémes notations que précédemment et prouvons le résultat pour
t =0. On a pour tout € € (0,1) et h < my,

§ §

————du < k‘s/ ————du.
/{cb*(iu)G\Ifc_Olg(S(—l,sh/&))} m(€% + u?) (@ (i)ev L (S(-1h/e)} T(E2 +u?)

Concernant la premiére intégrale, on a déja montré que pour tout h > 0, H(0,h/2) C wc_oé(S(—l, h/§)).
En appliquant cela a h, on a

§ / §
<
/{@*(iu)eH(o,ah/z)} T +u?) T Jiarwen L (s(-1en/e)y T(E +u?)

Pour la deuxiéme intégrale, on a déja montré que pour tout s € C,

h
s € UMS(-LA/O) & I < 5| T

Donc si ®*(iu) € 1/16_02(5(—1, h/£)), on a

%/ Coh/2 Coh/2 200h
P < < <
A T Iy

pour £ > 1 et h < mg < 1/2. On peut donc majorer la deuxieme intégrale et obtenir finalement

/ 2f oy du < k‘g/ 25 2
(@ (i)eH(0,eh/2)} T(E2 + u?) (@ (iu)€H (0,200h/3)} T(E? + u?)

Maintenant d’apres la remarque (7.5) de [22], la mesure de probabilité

§
(&2 + u?)

quand £ — 400 “tend de la méme maniere” que la mesure de Lebesgue normalisée sur [T, 7]
quand T tend vers 4+oc0. Par conséquent

du.

du

1

T T
) . . 1 .
A 57 / Lo (@ (@#)dt < ke lim 57 /T Lr0.2e0n/3) (®7(i8) .
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Troisieme partie

Espaces de Bergman Aﬁ et
opérateurs de composition
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Introduction

Les espaces de Hardy HP définis, une question naturelle est alors la suivante : comment
définir des espaces de Bergman de séries de Dirichlet ?

Par analogie avec le disque unité ot la norme d’un élément de ’espace de Bergman est obte-
nue par intégration sur des cercles concentriques, il semble ici naturel d’intégrer sur des droites
paralleles a I'axe des ordonnées.

Soit P un polynéme de Dirichlet. Pour o > 0, on pose T,,(P)(s) = P(o +s) pour tout s € C.
On notera aussi P, au lieu de T,,(P). On a alors le résultat suivant.

Lemme 6.7. Soit P un polynome de Dirichlet. Alors
[1Pll#r = sup || Py |30
>0

Démonstration. L’inégalité || Py|y» < ||P||%r pour tout o > 0 provient du théoreme 10 de [5].
L’égalité s’obtient avec le théoreme de convergence dominée. O

En utilisant le méme schéma de construction que les espaces de Bergman du disque unité,
une définition possible est alors la suivante : soient x4 une mesure de probabilité sur (0, +00) et
P un polynome de Dirichlet, on pose

+o0 1/p
1Pl = ( P dw)) -

Par complétion on obtient alors un espace de Banach. On retrouve pour p = 2 des espaces
déja étudiés dans [34]. Le but de cette partie est de répondre au questions suivantes :

(i) Les éléments de Al peuvent-ils étre vus comme des séries de Dirichlet ?
(ii) Quelles sont les propriétés de ces espaces ?
(iii) Quels sont les liens entres A}, et HP ?
)

(iv) Que peut-on dire de la continuité et de la compacité des opérateurs de composition sur ces
espaces !

(v) Que sont les multiplicateurs sur ces espaces ?
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Chapitre 7

p
Espaces de Bergman A,

7.1 Application évaluation sur A,

Définition 7.1. Soientp > 1 et p une mesure de probabilité vérifiant 0 € Supp(p). Pour P € P,

on pose
+o0 1/p
1Pl = ( [ du(0)> .

AL, est défini comme le complété de P pour la norme || - .4z -

Dans la définition, on a supposé 0 € Supp(u). Nous allons justifier cette hypothese technique
en étudiant pour commencer le cas p = 2.

Soit, f un élément de A? de la forme (3.1). On a

—+00 1/2
_ 2
171z = (Z\ )

ou pour tout n > 1,
+oo
wp, :/ n~2du(o).
0

Exemples 7.2. Soit @ > —1. On note p, la mesure de probabilité définie sur (0, +o00) par

2a+1

o —20
e —— do.
F(oz—i—l)a e o

dpa(o) =

On note alors I'espace associé A2 au lieu de Aza et le poids correspondant (w?). Alors pour

tout n > 1, on a
1

(log(n) + 1)+

«

On notera aussi A% au lieu de Al pour tout p > 1.

L’hypothese technique 0 € Supp(p) est justifiée par I’équation (1.4) de [34] que 1'on rappelle
ici sous forme de lemme.
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Lemme 7.3. Soit ;1 une mesure de probabilité sur (0,+o00) vérifiant 0 € Supp(p). La suite
(wp)n>1 est décroissante et décroit moins vite que toute puissance négative de n, c’est-a-dire
pour tout € > 0, il existe ¢ > 0 tel que pour tout n > 1,

wy, > cn”c.

Ce lemme bien que simple est d'une grande utilité dans la suite, nous donnons donc une
preuve de celui-ci.

Démonstration. La suite est clairement décroissante. Soit ¢ >0 et n > 1, on a

+o0
nfw, = / ne= 2 du(o)
0

e/2
> n""*?du(o)
0
> p((0,¢/2)).
0 étant dans le support de la mesure, il suffit de choisir ¢ = p((0,£/2)) > 0. O

Avec ce résultat on peut montrer que Ai est alors un espace de fonctions analytiques sur
Cy/2- En effet soit s € Cyjp et f € Ai de la forme (3.1), on a

+o0 5 +o0 n_2§R(s) 1/2
> a0 < (L) x g

n=1 n=1

d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Choissisons maintenant e > 0 tel que 2R(s) — e > 1,
d’apres le lemme précédent il existe alors ¢ > 0 tel que

Wy, — Cn2§%(s)f€ '
n=1 n=1

On vient donc de montrer que I'application évaluation en s € Cy/; est bornée sur AZ. De plus
Cy /2 est un domaine maximal, en effet les applications f. définies par f.(s) = ((1/2 + s +¢)
appartiennent a Ai (il suffit d’utiliser le lemme) et ont un pdle en 1/2 — ¢.

L’application évaluation étant bornée en chaque point de C; /; pour les espaces Ai, on peut
considérer le noyau reproduisant en s € C, /o défini pour tout w € C, /, par

too n~w—s
K,u(s,w) := Z
n=1 Wn
+o0 nfzg 1/2
On a alors H(SS”(A;%)* < <Z ” ) pour tout s = o + it € Cy /5.
n=1 n

Exemple 7.4. Dans le cas des espaces A2 avec a > —1, on a pour tout s, w € Ci/2,

+oo
K, (s,w)= Z(log(n) + 1)ty 5w,

n=1
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Dans ce cas si R(s) tend vers 1/2, on a

. I'2+a)
< Oé+1 2R(s) ~ o\
10s][ a2 )* E (log(n) + 1) OR(s) — Te

L’équivalence étant justifiée par exemple par le Lemme 3.1 de [36].

Nous nous intéressons maintenant a I’évaluation sur les espaces AL. L’évaluation est un outil
crucial pour la compréhension des espaces de fonctions (analytiques). Contrairement au cas du
disque unité, on ne peut pas utiliser des propriétés de factorisation afin d’utiliser des puissances
de fonctions. On développe donc une autre méthode qui nous donnera le bon comportement
de la norme de I’évaluation pres de l'axe critique R(s) = 1/2. De plus, on va distinguer le
comportement de I’évaluation selon que le coefficient constant s’annule ou non, ce qui nous sera
utile par la suite.

Définition 7.5.

Soit HE, le sous-espace de HP des fonctions dont la valuation est au moins 1, c¢’est-a-dire
Uespace des séries de Dirichlet de la forme (3.1) dont le coefficient constant a; s’annule (notons
que aq est en fait la valeur a Uinfini de la fonction, ce qui explique la notation).

Soit Al ., le sous-espace de Aj, des fonctions dont la valuation est au moins 1. Dans le cas
particulier de la mesure uo, on le note .Agoo. Enfin, quand o = 0, on utilise simplement la
notation AL_.

Sur les espaces H” (resp. HE, ), on définit A, (s) (resp. Ap o (s)) comme la norme de I’évaluation
au point s € C; /5. On rappelle que d’aprés le théoreme 4.4, on a Ay(s) = C(2R(s))V/P.

Théoréme 7.6. Soit p > 1 et u une mesure de probabilité sur (0,400) telle que 0 € Supp(u).
Alors Uapplication évaluation est bornée sur P N Al (resp. sur P N AL ) pour tout s € Ci/2-
Elle s’étend donc en un opérateur borné sur Al (resp. sur AL ) dont la norme vérifie

inf <|Ap(%(5) - ')”Lp’ [0, R(s)— 1/2n},du)>.
n€(0.R(s)-1/2) ([0, R(s) —1/2 —n))

[Ap,00(R(s) — )HLP [0, R(s)—1/2—n], d
ii) 1|8, .<  inf ’ : n "))
() W0l ) < o 005 < p((0, R(s) — 1/2 )

Remarque 7.7. Dans la preuve du théoréme, nous allons utiliser le fait que la norme dans A,
est invariante par translation verticale : pour tout f € Al et 7 € R,

(i) 1183l agy- <

1 1ag, = 1FC A+ i7) g

Par densité, il suffit de montrer cela pour les polynomes et étant donnée la définition de la norme
pour un polynoéme il suffit que le résultat soit vrai sur HP. Or on sait que pour tout P € P,

P[22 = [|D(P)]| ro(oc)-

11 est facile de voir qu’une translation verticale correspond a une rotation sur HP(T*) qui est
muni de sa mesure de Haar sur T, d’ou le résultat.
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Démonstration. On donne la preuve du point (i) puisque la preuve de (i7) est quasiment iden-
tique.

Fixons n dans (0,R(s) — 1/2). On peut supposer s = o € (1/2,+00) grace a l'invariance de la
norme dans Al, vis-a-vis de la translation verticale. Pour P € P et ¢ € (0,0 —1/2), on a

P(o) = P.(0 —¢).

On utilise alors la continuité de I'application évaluation sur H? : pour tout € € (0,0 — 1/2), on
obtient
[P(o)] < Aplo — &) || Pellmr-

Puis par intégration sur (0,0 — 1/2 —n),

o—1/2—n
p(O.0=1/2=mIP@I< [ Ao =) IP o du).
et par I'inégalité de Holder,

(0,7 = 1/2 = aDIP@)] < IPlLag % 18900 = Y 1o (0,012 -
Puisque 7 € (0, R(s) — 1/2) est arbitraire, le résultat est prouvé. O

Corollaire 7.8. Soient p > 1 et a > —1.

(i) L’application évaluation est bornée sur Ab pour tout s € Cy/2 et il existe une constante
positive cp o telle que pour tout s € Cy 9,

R(s) (2+a)/p
v < Cpal|l =—=——— .
H(;SH(.AQ) — sz <2§R(S) _ 1)

(ii) L’application évaluation est bornée sur Ab oo pour tout s € Cy /2 et il existe une constante
positive C;,a telle que pour tout s € Cy 9,
/

Cp7a

H(ssH(Aﬁ,oo)* S (2R(s) — 1)(24—@)/1).

Démonstration. Dans cette preuve nous allons utiliser que pour = > 1, {(z) <

T
1 et nous

allons adopter la notation suivante : A < B signifie qu’il existe une constante ¢ dépendant uni-
quement de p et « telle que A < ¢B.

Fixons s = o € (1/2,+00) et n € (0,0 — 1/2). Rappelons que la mesure p,, est définie par

2a+1

a, —20
_ do.
Tat+1)? ¢ %

dpa(o) =

Il est alors facile de voir qu'’il existe une constante C, dépendant uniquement de « telle que
pour tout A > 0,
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11a([0, A]) > Cqmin (1, A*T1).
> Commengons par prouver (i).

On considére tout d’abord le cas p = 1. On choisit n = (o — 1/2)/2, puisque

2 1
sup |C(20 —2¢)| =((0c+1/2) < o+
€0, (0—1/2)/2] 20 —1

la conclusion provient du théoreme précédent.

Supposons maintenant p > 1 et p # 2 (on connait déja le comportement de ’évaluation dans
le cas p=2). On a

(a7

oc—1/2—n o/ - o/ oc—1/2—n c o
/0 (20 —2e)P P dug(e) < (20) /0 (90— - 1)p//pe de. (7.1)

On distingue maintenant deux cas selon que p > 2 ou 2 > p > 1.

Supposons que p > 2 : 'intégrale précédente converge pour 1 = 0 et est majorée par

o—1/2 e 1 o—1/2 e
/ _de = — / __de
o (2021 (20 =177 " Jo (1 - (26)/(20 — 1))"7”
(20 _ 1)oz+1

1
= (1 — )PPt
2o+l (20 — 1)7/n /0 (1=1)

2e

avec t = 5 - Par (7.1) on obtient alors

oc—1

p//pB(a+ 171 _p//p)
(20 — 1)(p’/p)*a*1

o—1/2—n ,
| e -2 P el £ 20)
0
Finalement en choisissant 7 = 0 dans le théoréme 7.6, on obtient

ol < (Bt L=\ (20)77
all(A8)" ~ (20 — 1)#'/p)—a-1 min (1,(0— 1/2)a+1)

Cette estimation est bonne quand o est proche de 1/2. Il nous reste donc & regarder le compor-
tement asymptotique. Revenons donc a l'intégrale et considérons ¢ > 1, on a

o—1/2 , o—1 , o—1/2 ,
| o2y an e < [ s k@l e+ [ (20 - 267 dpafe),
0 0 >2 o—1
La premiere intégrale est uniformément bornée par rapport a o et la deuxiéme est majorée par

—-1/2 / 1
/U / e%(20)P /P e~ 2 de < O.a-i—p’/pe—QU/
oo1  (20—2e—1)P/p ~

— du < 1.
0 up/p ~

Cela prouve que la norme de I’évaluation est uniformément bornée quand ¢ > 1. En rassemblant
les deux raisonnements, (i) est alors prouvé quand p > 2.
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Maintenant si 1 < p < 2, on a p/p > 1 et on ne peut donc pas choisir 7 = 0 car I'intégrale
(7.1) ne converge pas. En fait, il suffit de choisir = (¢ — 1/2)/2. On conclut alors de la méme
maniére.

> Prouvons maintenant (ii). On a clairement ||| 4z )+ < [[0s]l(4z)~, la conclusion de (i)
quand la partie réelle de s est bornée par 1 provient donc de (7).

11 suffit de regarder le comportement quand o > 1 et cela dépend du comportement asymp-
totique de Ap  :

Apoo(s) < 3%(8)1_1
En effet, pour tout f € P NHAE C HL, et pour tout s € Cy,
[ A —
fls)= lm o /_T (s + it) f(it)dt.

~ 1
76 < 1l 1l < =1 s

Maintenant la suite de la preuve se fait comme dans (7). O

Remarques 7.9.

(i) Précisons pourquoi ce résultat est optimal dans beaucoup de cas : le comportement de
R(s
05|/ azy+ autour de I'axe critique o = 1/2 ne peut pas étre une puissance 2%(())1
« S —

meilleure que (2 + a)/p. En effet, soit o > 1/2, on aimerait utiliser la fonction (¢,)*?. On
peut en fait définir (¢ (ou ¢ > 0) grace au produit eulérien :

¢ =11 [1 —1p—z}q'

peP

En fait on travaille d’abord avec F' une somme partielle de (CU)Q/ P on obtient

F@)P < 16,15,

—+00
Pl S Wo gy [ I Bpeme e

car F' est polynome de Dirichlet. Maintenant si on suppose p > 1, on sait (voir [1]) que
(en)n>1 est une base de Schauder de HP donc il existe une constante ¢, > 0 telle que

+0o0
I

2
G |50 exp(—2¢) de.

P S el gy [
Mais
1 Cote)P By = l[Cosel 2o = C(20 + 2)
et on obtient (puisque F' est une somme partielle arbitraire de gﬁ/ Py

n720'

2
1€20)1" S 11001 4o+ ZW

n>1
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Quand « < 0, on obtient |¢(20)[* < ||04 H(Ap (20 — 1)“ donc

1
(20 —1)@ra) ~ S 1196117 45+

ce qui prouve l'optimalité, en un sens treés fort : la majoration dans (i) du Corollaire 7.8
est en fait aussi, & constante pres, une minoration.

Quand a > 0, on a
1

[
(20 — 1)+ |log(20 — 1)| ~ R
ce qui prouve que 1’on ne peut pas obtenir une meilleure puissance que (2 + «)/p dans (i)

du Corollaire 7.8.

(ii) Soient o > 1/2 et u = pio, On a déja montré que le noyau reproduisant en o est défini pour
tout w € Cy /5 par

+o0
Ky (0,w) = 3(1+ log(n)** 107"
n=1
Alors

Ko (0,0) < |00l (a2)

o5 )4z

a

et par la propriété reproduisante du noyau
1/2
Ky (0,0)"? <116, a2+
L’autre inégalité étant déja connue on a alors
1661l a2y = Kp (0, 0)?

et notre résultat est alors optimal quand p = 2 (voir I'exemple 7.4).

(iii) Avec les mémes notations, on a
Ko (9,0)? < 160 llary- 1 Kpa (0, )2 ar, = 1186l carys 1 Kpa (0, )2 -
En utilisant & nouveau la propriété reproduisante du noyau, on a
Ko (0,0) < (|00l ay,)-

On conclut comme dans (ii) et le résultat est donc optimal quand p = 1.

(iv) Dans (i), on a utilisé que (e,)n>1 était une base de Schauder de HP quand p > 1. Le
résultat est encore vrai sur A!, quand p > 1 par intégration et densité des polynomes de
Dirichlet : il suffit d’utiliser le Théoreme 1.2 de [32].

On peut en fait obtenir une majoration précise dans le cas particulier des entiers pairs :
dans ce cas la constante trouvée est 1. Cela provient d’une méthode générale sur des espaces de
fonctions analytiques qui sera detaillée dans ’annexe A.

Proposition 7.10. Soit p un entier pair et p une mesure de probabilité telle que 0 € Supp(p).
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(i) Pour tout s € Cy/y on a
2
135l gy < N8 EE -
En particulier,
(ii) pour tout s € Cyjp on a

, 1/p 1
Iocllcary < (€= NEREN) T ~ iy uand Rs) = 1/2

Les espaces de Bergman étant maintenant définis, des espaces de Dirichlet y sont naturelle-
ment associés.

Définition 7.11. Soient p > 1 et u une mesure de probabilité sur (0,+00). On définit l’espace
de Dirichlet DY, comme lespace des séries de Dirichlet f telles que

£ = 1f(+00)[” + ([0, < +o0-

Théoréme 7.12. Soient p > 1 et i une mesure de probabilité sur (0,+00). Pour tout s € Cy o,
on a
[F(5)] < 2!/ max <1/
R(s)

Démonstration. Sans perte de généralité, on suppose s = o € (1/2,400). On a

—+o0
Ol t) 1l

“+oo

“+o00 “+o00
f@ﬂs/ PO [ 1ol g e % 1 L

g

[f (o) = f(+00)| =

g
puisque le coefficient de f’ s’annule, c’est-a-dire f’ € A} .. On obtient donc

+oo
£+ [ 18l gyt X 1
7 1/p'
) x (e + 171, )

(1 + (/:OO H5t||(Aﬁ,oo)*dt)p

grace a I'inégalité de Holder. Maintenant il suffit de remarquer que

teo '\ 1/ ) +oo
1+ il i)’ ) < 2 maa (s, 164ll an -t ).
o §R() s

/(o)

IN

/

1/p

IN

Notation. Pour tout o > —1, on note D% au lieu de Dﬁa.
Corollaire 7.13. Soient o > —1 et p > 1. Il existe ¢ o > 0 tel que pour tout s € Cyjp, on a
1

Cp,a Gra sia#p—2.
p

(2R(s) — 1)

65| (D)= <

Cpa log(2R(s) — 1) sia=p—2.
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Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoreme 7.12 et le corollaire 7.8. ]

Faisons maintenant une petite disgression : les preuves des théoremes 7.6 et 7.12 sont basées
sur le fait que l'on travaille avec des espaces de Bergman a poids axiaux. La méme idée de
raisonnement peut alors étre adaptée dans le cas des espaces de Bergman du disque unité munis
de poids radiaux.

D’apres [16], on sait que Papplication évaluation en z € D est bornée sur les espaces HP (D)
et on a pour tout z € D,

1
I8N = T

Théoréme 7.14. Soient p > 1 et o : [0,1) — (0,+00) une fonction continue appartenant a
L'((0,1)). Pour tout z € D, on a

H5 H ) . < inf <”T — (1 — (|Z|/r>2)—1/p||Lp’([z|+77,1],g-(7»)d7«))
(B @)” = c01)2)) Sz +n, 1))

ou S(I) = /O’(’I“)d’r‘ pour tout intervalle ouvert I C (0, 1).
1

Exemple 7.15. Si 0 = 1, c’est-a-dire dans le cas de I'espace de Bergman classique du disque
unité BP(D), on retrouve alors que pour tout z € D,

1
1:ll e @) = T2

On pourrait évidemment faire de méme pour les espaces de Dirichlet du disque unité.

7.2 .Aﬁ comme espace de séries de Dirichlet

Les résultats de la précédente section nous permettent de définir, pour tout s € Cyp, la
valeur de f € Al en s par d(f). Bien sir, cela coincide avec la définition usuelle si f est un
polynome de Dirichlet ou quand f € D N Aj. On souhaite maintenant montrer mieux : on va
prouver que A, est bien un espace de séries de Dirichlet.

On a tout d’abord besoin du résultat suivant.

Lemme 7.16. Soit ¢ > 0 et p une mesure de probabilité sur (0,+00). Alors

T PHA}L — Ai
f = fa

est borné.
On peut donc ’étendre en un opérateur borné (toujours noté T.) de A}L vers Ai.

Dans la preuve, nous allons utiliser une suite de poids légerement différente.

Définition 7.17. Soit u une mesure de probabilité sur (0,400) telle que 0 € Supp(n). On pose

pour tout n > 1,
“+00
Wy, ::/ n du(o).
0
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Démonstration du lemme 7.16. Nous introduisons 3 opérateurs.

Tout d’abord définissons S1 : P N A/ﬁ — H! par

N N
S ( Z anen> = Z ApWn,en,.
n=1 n=1
S1 est borné car pour tout polynéme de Dirichlet,
N
Z anWnen = /
n=1 HE Toe

- /Tw
/0+oo

N
§ anCn
n=1

Par densité, cette opérateur s’étend en un opérateur borné (toujours noté Sp).

dm(z)

N
E anWn 2yt - 20"
—1

Hoo N
/ Z ann” 727" - 2pF dp(o) |[dm(z)

0 n=1
N
E apn” 7zt - 2k
o0
n=1

IN

dm(z)du(o)

Al
Définissons maintenant Sy : H' — H? par

+oo +oo —e
S g an€n | : g @nlt e
2 nCn | += —~ ©Cn-
n=1 Wn

n=1

Sy est borné car T, : H' — H? est borné (voir théoreme 10 de [5]) et parce que, comme dans
le lemme 7.3, on peut montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que w, > Cn¢.

Le troisieme opérateur Ss : H? — Ai est défini par

“+o00 “+o00 a
n
53<Z ) =3 .
n=1 n=1 Wn
S3 est borné car pour tout n > 1, w, < wy,.

Par composition, S3 0 .Sy 057 est borné et coincide clairement avec T. ]

On peut maintenant affirmer que 'on travaille bien avec un espace de séries de Dirichlet.

Théoréme 7.18. L'espace AL est un espace de séries de Dirichlet : tout élément f € AL
appartient a D et vérifie o, (f) < 1/2.

Démonstration. C'est évident si p > 2 car dans ce cas Aj, C AZ. Quand 1 < p < 2, puisque
Al C .A}w on a juste a prouver la conclusion du théoréeme dans le cas p = 1, mais cela provient
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du théoreme précédent. En effet fixons f € .A}“ a>1/2ete=a—1/2> 0. La fonction T(f)
appartient & AZ, on peut donc écrire pour tout z € Cy /5,

T()E) =Y ) n .

n>1

D’autre part, f est la limite d’une suite de polynémes (Py)i>o relativement a I’espace A},

La continuité de T, implique que T.(f) est la limite de (Py(e + -)) >0 relativement & la norme

de Ai. En utilisant la continuité de 'application évaluation en z + ¢ et en z, on obtient

fz4e)= lim Pi(e+2)= lim Te(P)(2) =To(f)(2) = Y alPn 7.

k——+o00 k——+o0

En particulier, pour tout s € Cq, on a (avec 2 = s —¢ € Cy9),

n>1

En fait les coefficients ne dépendent pas de e (par unicité du développement en série de
Dirichlet). Puisque o > 1/2 est arbitraire, on obtient la conclusion. O

Les résultats de cette section impliquent immédiatement la proposition suivante.

Proposition 7.19. Pour tout e > 0,

est bien défini et borné.

Rappelons que f-(s) = f(s+¢) = ds1(f).

Il semble clair que HP C Al pour tout p > 1 et toute mesure de probabilité p. Le théoréme
suivant précise ce fait et nous donne la maniére de calculer la norme dans A}, pour des fonctions
plus générales que les polynémes de Dirichlet.

Théoréme 7.20. Soient p > 1 et u une mesure de probabilité telle que 0 € Supp(p).
(i) HP C AL, et, pour tout f € HP, on a 11z < 11 f [l

y +oo » 1/p
(i) Pour tout § €12, on o | flag = ([ ol diie)) "

(iii) Pour tout f € Al,, on a 1l 4z = Hm || fell 4z -
c—07t H

Démonstration. Pour tout polynéme de Dirichlet f, on a || f]| Ar < | fll#r, puisque p est une

mesure de probabilité et que || f|x» = sup || fe||xr. Maintenant, (dans le méme esprit que la
c>0

preuve du Théoreme 7.18) un argument de densité, combiné avec la continuité de 1’application
évaluation, nous permet d’obtenir (7).
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Soit f € HP et € > 0. Il existe un polynéme de Dirichlet P tel que || f — Py < €. Par la
premitre assertion, ||f — P 4z <€ et alors

+oo » 1/p
g <e+1PLg =+ ([ 1P Bypauto))

et ([ 1R~ folbudne) + ([ e ()"

Maintenant, T, est une contraction sur H? pour tout ¢ > 0 et donc

+oo 1/
flag <25+ ([ Iolpdnte)) ™"

De la méme maniére on obtient la minoration et donc la deuxieme assertion.

Pour la troisieme assertion, on va utiliser que 7, est une contraction sur .Aﬁ pour tout ¢ > 0 :
comme dans la premiere assertion, il suffit de vérifier cela sur les polynémes de Dirichlet mais
dans ce cas c’est clair par la définition de la norme pour les polynémes de Dirichlet et le fait que
T, est une contraction sur H”. Maintenant, soient f € A}, et £,¢ > 0. Il existe P un polynome
de Dirichlet tel que || f — PHA{; < ¢, alors

1 = follag < If = Pllag + 1P = Pollag + 1P — full g
<2f = Pllag + 1P = Pellap, <26 +[|P = Pell 4
et d’apreés le théoreme de convergence dominée [P — F|| 4z tend vers 0 quand c tend vers 0 et

donc le résultat est prouvé. ]

7.3 Une formule du type Littlewood-Paley

On a déja vu dans la partie II I'importance de la formule du type Littlewood-Paley pour
I’étude de la compacité des opérateurs de composition. Le but de cette section est d’étudier les
limites verticales des éléments de Al et d’obtenir une formule de Littlewood-Paley pour AZ.
Pour cela nous allons utiliser le résultat suivant.

Lemme 7.21 (“Théoreme de Menchoff”[35]).
Soient (2, A, v) un espace probabilisé et (®,,) une suite orthonormale de L*(SY). Alors

+oo +oo
Z len | log?(n) < 400 = Z cn®, converge v — presque partout.
n=2 n=1

Proposition 7.22. Soit p > 1, p une mesure de probabilité sur (0,+00) telle que 0 € supp(u)
et soit f € A}, ou Di,. Pour presque tout x € T, f, converge sur C.

Remarque 7.23. Il suffit de donner la preuve dans le cas des espaces de Bergman. En effet si
f appartient & D}, alors f' € A, et donc f;( convergera sur C pour presque tout x € T et par
conséquent f, aussi.
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Démonstration de la proposition 7.22. Tout d’abord prouvons le résultat quand p = 2. Soient
fe Ai de la forme (3.1) et ¢, := a,n "% olt 0 > 0 et t € R. Clairement (x(n)) est une famille
orthonormale de L?*(T*°). On a

log?(n)

2 2

> i) = 3P (5

D’apres le lemme 7.3, il existe une constante C' > 0 telle que w, > Cn~7 pour tout n > 1, donc

log*(n) _ log?*(n)
n2ow, — Cn°

Le terme droit de I'inégalité précédente est clairement borné et donc

Z len|? log?(n) < +c0.

D’apres le Théoreme de Menchoff on obtient alors le résultat pour p = 2.

On montre maintenant le résultat quand p # 2. Par inclusion des espaces AL, il suffit de
montrer le résultat pour p = 1.

Soit f € A}, Par la proposition 7.19, f. € Ai pour tout € > 0. Donc pour tout € > 0 et
presque tout x € T (f;), converge sur C. En particulier, pour tout n > 1, pour presque tout
X € T, (fi/n)x converge sur Cy. Pour tout n > 1, on définit 'ensemble borélien A,, par

Ay, ={x €T, (fl/n)x converge sur Cy }-

Par Théoréme de limite monotone on a alors

m({x € T>, ¥n > 1, (fi/n)x converge sur C; }) = lim m(4,)=1.

n—-+0o0o

Bien siir si (f;/,)y converge sur Cy pour tout n > 1, f, converge sur C et on obtient donc le
résultat. O

On suit maintenant les idées de [26] dans le cas du disque unité. On considere le cas des
espaces de Bergman A2 avec du(o) = h(o)do ot h > 0, [|h||p1r+) =1 et 0 € Supp(f). Soit wy,
le poids associé, on a alors pour tout n > 1,

+o0
wp(n) = /0 n~2h(o)do.

Br(o) ::/0 (0 —u)h du—/ / w) dudt.

Remarque 7.24. Remarquons que pour tout o > 0, 0 < f(0) < 0. On en déduit que pour
tout n > 2,

Pour o > 0, on pose

lim By(o)n 27 = 0.

o—+00
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Si h est continue, on peut calculer les deux premieres dérivées de By, : pour tout o > 0, on a

[

8l (o) = /0 h(u)du,

n(0) = h(o).

Théoréme 7.25. [“Formule de Littlewood-Paley”]
Soit n une mesure de probabilité borélienne sur R. Alors

400
113, = Vol +4 [ 77 [ su@sito + i anodsai.

Démonstration. Soit f € Ai de la forme (3.1), le lemme 4.6 appliqué a f!, pour o > 0 donne

| [ 156+ ivPanamix Z\anP 20 10g2(n).

On multiplie maintenant par (o) et on intégre sur R,

/+°O/m/ﬁh \f (o + it)|2dn(t)dm(x dU—Zlan\Qlog / oon’Q"Bh(a)dg_

Maintenant il suffit de prouver que pour tout n > 1,

+oo
wi(n) = 41og?(n) /0 0 By (0)do

Mais par définition on a
“+o0o
wp(n) :/ h(o)n 2% do.
0

Une intégration par parties donne

+o0 +o00
wp(n) = [/ h(u)du x n™ U] + 2log(n / / u)du x n”*do
0 0

+o0

_ [ﬁhm ﬂo +21080) [ Flo) x o

Mais on sait que 3, () — 0 quand o — 0 (car h € L'(R4)) et 8, (o) — ||hll1 quand ¢ — +oc.

On a donc
—+oco

wp(n) = 2log(n) ; ,B;L(O') x n"%do.

En effectuant une deuxiéme intégration par parties, on obtient finalement

+00
wn(n) = 41og(n) | 078y (o)

78



Espaces de Bergman Al

Exemple 7.26. Soient a > —1 et f € A2, on a f,(0) ~ 0®72 quand o est petit. Alors

2 2 2a+3 +oo a+2 2
1 ~ )P+ gy [ [ o™ o+ in P dnyoding).

Dans le cas des espaces de Dirichlet, on obtient le résultat suivant.

Proposition 7.27. Soit n une mesure de probabilité sur (0,+00) telle que 0 € supp(p). Alors
pour f € Dﬁ on a

+oo
I£l12 = |f(+00)? +4 / / / o) £ (0 + )2 dy(t)dodii().

Remarque 7.28. Soit f € A2,. Pour tout = > 0, on a

X
19z [ [ [ IR+ 0P anodmto oo,
0 Jree JR
Mais on sait que
L [ 15+ P anodmt = 1421 = 115
car o < z. On a donc pour tout z > 0,
X
B 3
HinQ > 4||fx|]§{2 X / o%do et par conséquent | fallae S \w-
0

On peut évidemment appliquer le méme raisonnement pour les espaces A;%'

Corollaire 7.29. Soit € >0, on a T-(A2) C H?> C A,

7.4 Coefficients des éléments de Aﬁ

Nous prouvons ici des inégalités entre la norme des éléments de A}, et la norme de leurs
coefficients dans certains espaces £, a poids. Les preuves données suivent des raisonnements
classiques utilisés dans le cadre du disque unité (voir [19], page 81 par exemple).

Théoréme 7.30. Soient p > 1 et p une mesure de probabilité sur (0,+00) telle que 0 € Supp(u)
et (wn)n>1 le poids associé.
(i) Sil1<p<2 etf:ZanenG.Aﬁ, on a

n>1

1
Hwn/p a,

o S5l

(ii) Sip>2 et ng_l\an]p/ <oo,onaf= Zanen € Al et

n>1 n>1

1/p'
/I /
I£1Lag < (sz 1ranrp) = [wian

n>1

o'
Une corollaire immédiat est alors :
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Corollaire 7.31. Soit p > 1.
(1) Sil<p<2 etf:Zanene.Ap, on a

n>1
Qn
H(1+1n(n))1/p)ep, < [Ifl.ae-
p
s etZM<w7 onaf=Y aney, €A et
n

n>1

, 1/p’
’an’p B an
e = (S el = [l

n>1

/

Démonstration du théoréme 7.30. Détaillons le cas 1 < p < 2.

Pour tout entier n = p{™*...pp* > 1 et f € LP(RT x T, du ® dm), on pose

= 0,2)2"n " du(o m(z
=[] He o) @ i)

o 2™ = 20t 2k
On remarque que, quand P est un polynéme de Dirichlet P(s Zann 5. on lui associe
n>1
z) = Zann 7201257 z;*. On a dans ce cas 7,(f) = wpap.
n>1

On considere Q(f) = (Tn(f))n>1.

Q définit un opérateur de norme 1 de LY(R*T x T, du ® dm) vers L®(w) et de
L*(R* x T, du ® dm) vers L?(w), o L9(w) est 'espace de Lebesgue sur les entiers stricte-
ment positifs muni de la mesure discréte ou la masse au point n est donnée par 1/w,. En
effet

[T (O < £l
et

YRLCTLEE SITANT:

n>1 n>1

ot by (0, 2) = 2™n~7/,/w, est un systéme orthonormal dans I'espace de Hilbert L2(R+ x T, du @ dm).
L’inégalité de Bessel nous donne alors

PRETEE S <

n>1

Maintenant par interpolation (en appliquant le théoréme de Riesz-Thorin), @ est borné de
LP(RT x T, dpu @ dim) vers LF (w) :
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N P
(Z’(wf”> < Il

n>1

En écrivant cete inégalité dans le cas particulier ou f est un polynéme de Dirichlet (de la maniere
donnée en début de preuve), le résultat est alors prouvé.

L’autre cas est obtenu de maniere similaire.
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Chapitre 8

Comparaison entre les espaces A? et
les espaces HP

Dans cette section, on précise le lien entre AP et HP. Cette question est naturelle des que 'on
se rappelle le comportement de I'injection de HP(D) vers B?(D) dans le contexte classique du
disque unité. En effet HP(ID) C B?(D) si et seulement si ¢ < 2p et cette injection est compacte
si et seulement ¢ < 2p.

Théoreme 8.1. Soit p > 2. L’identité de H> vers AP n'est pas bornée mais l'injection de H?
vers A? est compacte.

Le comportement des espaces de Bergman A}, vis-a-vis des espaces de Hardy est donc radica-
lement différent dans le cadre des séries de Dirichlet par rapport au cas classique du disque unité.
On aura besoin de la formule suivante.
Lemme 8.2. Pourn > 1, on a
f n+k 2zk— 1 i n QZk
n - (1 _ Z)2n+1 k :
k=0 k=0

Remarque 8.3. Nous discuterons de cette formule et donnerons d’autres preuves dans I’annexe

B.

+o00o n+ k 2
Démonstration. Soit z € D. Nous voulons estimer S = Z < > 2

k
k=0
—+00
1 k 1
Puisque pour tout w € D, on a m = kzo <n—li:— )wk, on remarque que S = HG(H)(U

ou G est la fonction définie pour tout w € D par

n

G(w) = @—I;W

En utilisant la formule de Leibniz, on obtient
1 & /n\ n! (n+ k)!2" 1 ~
5= kzo (k) k! nl(1—2)nthtl T (1= z)2n+1s
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n
~ k
ous = (Z) (n —]: >zk(1 —z)”_k, qui est la dérivée a 'ordre n au point w = z de la fonction

TL
-~

(w—i—l—z) .

s B3 (e

A T'aide d’une seconde utilisation de la formule de Leibniz, on obtient

~ 1w /n\ n! n! " /n\2
S = _ Lk o 1— n—k‘: k
nl 2~ (k) i TGRS (k) =

ce qui nous donne la formule cherchée. ]

Remarque 8.4. Par unicité du développement en série entiere, on a pour tout n, m > 1,

min(m,2n+1)(_1)j on 41 n4m—j 2_ n 2
= i n \m

Définition 8.5. Soit m > 1 un entier.On note d,, la fonction multiplicative définie pour tout

k> 1 par
dn(k)= > L

M- Ym=k
Viseos Ve21

(]

.

Remarque 8.6. Notons x le produit de convolution de deux fonctions arithmétiques : c’est-a-
dire si a, b sont deux fonctions arithmétiques (deux suites complexes) alors pour tout n > 1,

ax*b(n Zadbn/d

din

On sait (voir [43] par exemple) que le produit de convolution de deux fonctions multiplicatives
reste une fonction multiplicative. Or d,, = I*--- %I (m fois) ou I(n) = 1 pour tout n > 1 donc
d,, est multiplicative.

Proposition 8.7. Soit m > 1 un entier. Il existe v, > 0 tel que
+00 ~
dm(n)?n=20 ~ —1M uand o — 1/2-
Démonstration. On sait que d,, est multiplicative, on a donc
+oo
de(n)Qn—ZJ — H (Zd 2 —20’k>
n=1 peP \ k>0
Maintenant, on peut calculer chaque terme du produit car
By B _(m+k-1
CSENED VU TS DRI (i |

p1 .. pom =pk ar+-tam=k
ai,..., am >0 Q1yeeey A >0
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Par le lemme 8.2, on a alors

+o00 m—1 (m—1\2, _2o\k
)220 — ko (") (07*) ‘
nz::ldm( ) H ( (1 o (p72o)k)2m71 )

peP

Maintenant

Sl DRI

k=0
ou Q(0) =1 et Q'(0) = 0 car le coefficient de z est

0 R R

On obtient que (Q(p~29)), € ¢1 quand o > 1/2 et le produit infini [Lep Q(p~27) est convergent
et a une limite positive quand o — 1/2. Finalement on a

Hper?(l — p—20)(m=1)*+2m—1 o Hpeﬂj’(l — p—20)m?

f d (n)2n720 _ HpEIP Q(p_QU) HpE]P’ Q(p_QU)
n=1

Donc quand o — 1/2, on obtient

+o0 ) ~
>l = (20" x (TLQ0)) ~ 152
n=1

o 1TumZ
o (20 — 1)m

pour une certaine constante vy, > 0. O
Un corollaire immédiat est alors :

Corollaire 8.8. Soit m > 1 un entier, il existe v, > 0 tel que

Vm

m quanda—> 1/2

1€ (0 + a2 ~

On peut donc passer a la preuve du théoreme principal.

Démonstration du théoréme 8.1. Supposons que I'injection de H? vers AP est bornée, il existe

alors m > 1 tel que

2 1
m

Par inclusion des espaces, I'injection de H? vers A~ m  est aussi bornée : il existe C' > 0 tel
que pour tout f € H?,
A1l 2omen < Cllf I3z

On applique cette inégalité & la m-iéme puissance du noyau reproduisant décalé de H? :
s+ ("™(0 + s) avec o > 1/2. Alors

6™+ N atmeny < CIC™ o+ e
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et grice au corollaire précédent

Vm

1€ (0 4 ) llaz ~ Qo — 1)y

quand o — 1/2.

Maintenant pour le premier terme de 'inégalité, on a

+o00 9 _9 _m
i g (1) 27 ) 7657
7@+ ) jzemen = ™ (o + )3T = (Z’”1 |

Par la proposition 8.7 on obtient

+oo

_ Ym+1
de+1(n)2n 25 m quand o — 1/2.
n=1

Par intégration,

<+§ de(n)?n-%)wéﬁw Yom

m2 m
log(n) + 1 (20 — 1)ﬁ

n=1

pour un certain 7, > 0.

Maintenant, utilisant I'inégalité provenant de la continuité de I’injection, on obtient que pour o
proche de 1/2,

2

= C(20 — 1)2m+D

m2(m42) _ o /2

1<Cx (20 —1) 2msD)

et cecl est évidemment faux.

Pour finir la preuve, il nous reste & montrer que I'injection de H? vers A? est compacte. Il
suffit en fait de remarquer que cette injection est un opérateur diagonal sur la base orthonormale

e de H? et que les valeurs propres, égales & ———— , tendent vers 0 quand n tend vers
( n)nZl d v prop & log(n) +1 d

+o00. OJ
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Chapitre 9

Opérateurs de composition sur Aﬁ

Nous avons montré que les espaces Al sont des espaces de fonctions analytiques sur Cy .

W y 1/2
Comme dans le cadre des espaces HP, on cherche alors les fonctions analytiques
® : Cyj3 — Cy)p engendrant un opérateur de composition borné sur AP, compact ou encore
inversible ou isométrique.

9.1 Continuité de Cy

Dans la suite, p est une mesure de probabilité sur (0, +00) telle que 0 € Supp(p) et p > 1.

Théoréme 9.1. Soit & : C1 — Ci1 une fonction analytique de la forme ®(s) = cos + ¢(s) ot
2 2
co > 1 et p € D. Alors Cy est borné sur Al, si et seulement si ¢ converge uniformément sur Cg
pour tout € > 0 et p(C4) C Cy..
Autrement dit, quand ¢y > 1, ® est un cg-symbole sur HP si et seulement si & est un
co-symbole sur Af, (c’est-a-dire que ® engendre un opérateur de composition borné sur A%).

Remarque 9.2. Rappelons que la condition ®(s) = ¢ps + ¢(s) ot ¢g € N et ¢ € D est une
condition arithmétique : ® a cette forme si et seulement si P o ® € D pour tout P € P (voir
[22],Th.A).

Démonstration.

> Supposons que ¢ converge uniformément sur C. pour tout € > 0 et que p(C4) C C;. Soit P
un polynéme de Dirichlet, Po® est alors une série de Dirichlet bornée sur C4 (car ®(C4) C Cy)
et donc P o ® est dans H™ et par conséquent dans HP. D’apres le théoreme 7.20(ii), on sait que

“+o00
1oy = [ 1P Bl du(o).

Maintenant, le point crucial est d’utiliser la continuité des opérateurs de composition sur
‘HP. On remarque que pour tout o > 0,

(Po®),(it) = P(®(c + it)) = Py(d(0 + it) — o).

Soit @ défini sur C, par ®(s) = ®(c + s) — 0. On affirme que & vérifie les hypotheses de
continuité de Cg sur HP : il s’écrit en effet sous la forme ®(s) = cps + ¢(s) ol ¢ converge
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uniformément sur C; pour tout € > 0. Alors il suffit donc de vérifier que ¢(Cy) C C; mais
o(s) = p(s+ o)+ (co — 1)o pour tout s € C, et le résultat est alors clair car ¢g > 1 et
¢(Cy) C Cy.

Maintenant on applique le résultat de continuité sur H?. Puisque ¢y > 1, Cg est une contrac-
tion sur HP et on obtient (o est fixé) :

=P
[(Po (I))UHZ;Z@ = ”PG((I))HHP < ”PJHZ})[p

Ceci est vrai pour tout o > 0, alors

—+o00 —+o0
/0 1P o @)L,y dis(o) < / 1Py 2,0 dpa(o).

Donc ||Po®|| 4» < [|P|| 4z- Maintenant, par densité de P dans AL, Cp : PNAY, — A s'étend
en un opérateur borné T : A, — A, tel que T(P) = P o ® pour tout P € P. Soit f € AL,
il existe une suite (P,) C P telle que (P,) converge vers f en norme. Alors par continuité de
I'application évaluation en s € Cy /5 sur Al (Théoreme 7.6) :

T(F)(s) = T(P)(E)] < 116l apy- IT(F) = T(P) g
< 180l cay- ITN 1S = Pall

et alors T(P,)(s) = P,(®(s)) converge vers T'(f)(s) quand n tend vers l'infini. Mais par
évaluation en ®(s) € Cy/y, Pn(®(s)) converge vers f(®(s)), donc T'(f)(s) = f(®(s)) = Ca(f(s))
et le résultat est alors prouvé.

> Maintenant supposons que ® induise un opérateur de composition borné sur A% La preuve
est quasiment la méme que celle donnée pour le théoreme B de [22]. Nous ne donnons donc que
les grandes lignes de cette preuve.

Soit f € Al,. Pour tout x € T* on peut montrer que (voir [22],Prop4.3) pour tout s € Ci/2,

(f o ®)x(s) = fyeo © Dy (s) (A)

Puisque f et fo® appartiennent & A, (f o ®), et fyco s’étendent analytiquement sur C; pour
presque tout y € T d’apres la proposition 7.22 et donc 1’égalité précédente reste vraie sur C,..
Comme dans la proposition 5.1 de [22], on peut montrer que ®, s’étend analytiquement sur C
pour tout x € T* (c’est une conséquence du fait que ®, est une limite verticale de ®).

Maintenant, soit x € T tel que fyco, ®y et (f o @), s’étendent sur C.

Si @, n’envoie pas C; sur C,, alors il existe sy € C tel que ®,(sp) appartient a I'axe
imaginaire et avec un argument de connexité, on peut choisir sg tel que <I>lx(so) # 0. Alors , par
(A), fyco admet une extension analytique sur un segment de I’axe imaginaire autour de ®,(sp).
Dans [4], F. Bayart a montré que

p
/= Z\/p?log o) €7

n>1

et que pour presque tout x, fyco ne s’étend pas analytiquement sur un domaine plus grand que
C4. Mais f € Al car HP C Al,. Par conséquent @, envoie C; vers C; pour presque x et alors
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par la Proposition 4.1 de [22], ®(C4) C C.. Finalement, par le théoreme 4.9 et en utilisant le
méme raisonemment fait dans [39] on obtient que ¢ converge uniformément sur C. pour tout
e > 0. O

Quand ¢y = 0, on obtient le résultat suivant.

Théoreme 9.3. Soit p>1 et ®:Ci1 — C1 appartenant a D.
2 2
(i) Si Co est borné sur Al, alors ® converge uniformément sur C. pour tout € > 0 et
®(Cy) C Cypa.
(ii) Si @ converge uniformément sur Ce pour tout e >0 et ®(Cy) C Cy /o4y (0t > 0) alors
Co est Hilbert-Schmidt sur Ai, a fortiori borné.

iii) Si Cp est borné sur A> 5> alors il est borné sur A2k pour tout k > 1. Par conséquent Cg est
m
borné sur Azk pour tout k > 1 sous les hypothéses de (ii).

Démonstration.
(7) Comme dans le cas ¢g > 1, la preuve est équivalente a celle donnée dans [22], Th.B dans
le cas H2.

(i) Par comparaison avec la norme infini, on a pour tout n > 1,
=% |3 < [ln= %7 [[Fee < n 71720

Maintenant on souhaite montrer que Cg est Hilbert-Schmidt ce qui impliquera évidemment que
Cs est borné. Pour tout n > 1, on pose e}, le polyndme de Dirichlet défini par

Iz n

el = ol

La suite (e}),>1 est une base orthonormale de Ai et Co(el) € H™ pour tout n > 1 : en effet
eh € P et ®(C,) C Cy. Alors par le Théoréme 7.20(ii),

—+00

> lCa(et)y = Z / 1o (o)
n=1
—+00 n_ U 2
—1 277
Z / du(o)

—1 2n

IN

w
n=1 n

Maintenant, d’apres le lemme 7.3, on sait qu’il existe une constante C' > 0 telle que w,, > Cn™"
pour tout n > 1. Alors

Z|ycq>e“uA2<CZ - < oo
et donc Cs est Hilbert-Schmidt.
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(7i1) Supposons que Cg est borné sur AZ. Soit P un polynéme de Dirichlet, on a
k 1/k ki pk1/k k
1P o ®lLge = I1P* o B4 < Call M IPHILE = Cal/ 4P g

Par densité de P et continuité de 'application évaluation on obtient le résultat (comme dans la
preuve du théoreme 9.1). O

Question. La continuité est-elle encore vraie quand n = 0 pour (ii) ?

9.2 Compacité et fonctions de comptage généralisées
Soient p > 1 et X = HP ou Al,. On commence cette section par un critere de compacité.

Proposition 9.4. Soit ® : Cy/5 — Cy /5 une fonction analytique induisant un symbole sur X.
Alors Cg est compact X si et seulement si pour toute suite (f,,) de X qui converge uniformément
vers 0 sur Cy o1, pour tout ¢ >0, on a [|[Ce(fn)|x — 0.

Démonstration. L’application évaluation en s € Cy/ est bornée sur X et X a la propriété de
Fatou (au sens de [27], Prop 4.8) par le théoreme de Montel pour les séries de Dirichlet (Lemme
18 de [5]). 11 suffit alors d’utiliser le méme raisonnement que dans la proposition 4.8 de [27]. O

Remarque 9.5. Avec ce critere, il est alors facile de voir que si Cp est compact sur H? (resp.
A?Z) alors Cg est compact sur H2k (resp. Aik) pour tout k£ > 1.

A Condition suffisante de compacité

Notation. Comme dans le cas H?, on appellera un co-symbole toute fonction analytique
®:Cyjp = Cyyp de la forme ®(s) = cos + p(s) ot cog € N et p € D telle que Cop est borné sur
.Ai. Quand cg > 1, cela est donc équivalent au fait que @ converge converge uniformément sur
C: pour tout € > 0 et p(C4) C Cs.

Notons que dans la suite, nous imposerons que co > 1.

Définition 9.6. On définit la fonction de comptage de Nevanlinna associée a une fonction
B :(0,+00) — (0, +00) par

S B(R@) s sed(Cy),

Noa(s) =9 e

0 sinon.

Si B(o) = o,0n retrouve la fonction de comptage Ng. Notons que les fonctions de comptages
sont a priori a valeurs dans Ry U {400}

Le lemme suivant permet d’obtenir un lien entre les fonctions de comptages généralisées et
la fonction de comptage classique. Ceci permettra donc de transférer des résultats directement
depuis le cas classique (en particulier I'inégalité de Littlewood).
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Proposition 9.7. Soit ® un co-symbole avec co > 1. Pour tout s € C1, on a

R(s)
Ng,a(s) = ; Ng, (s)h(u)du

ot @, est définie par ®,(s) == ®(s+ u) pour tout s € C.

Démonstration. Soit s € C,..

Ngwol(s) = Y Bu(R(a)

grace au lemme 4.10 : en effet ®(Cy(,)) C Cg(q) et alors f(a) > R(s) implique ®(a) # s.
Maintenant par le théoréeme de Fubini on a

R(s)
Noals) = [ S (@) - wh(u) du,
Il reste alors a remarquer que

u<R(a)<R(s) u<R(a)
P(a)=s Dy (a—u)=s

I

=
—~~

IS]
\_>

0<R(a’)
Dy (a')=s

= Ncbu(si

Proposition 9.8. Soit & un co-symbole avec co > 1. Pour tout s € C,, on a

Bu(R(s))

Ng, a(s) <
(&)

Démonstration. Par le lemme précédent, on sait que

R(s)
Ng,.o(s) :/0 Ns, (s)h(u)du.

Le lemme de Schwarz implique que ¢, — u : C; — C4 et alors par 'inégalité de Littlewood
(voir [6],Prop.3), on a pour tout s € C,

R(s")

Néufu(sl) <
€0
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Mais No,(s) = No,—u(s —u) si R(s) > u > 0. Finalement

R) ((s) — w)hu .
N, (5) </0 ((s) —wh(w) , _ Bn(R(s)).

o €o
t

Afin d’obtenir une majoration de la norme essentielle de C, il nous faut ici, comme dans le
cas H2, obtenir des estimations de N, 5.¢- On a alors I’analogue de la proposition 5.1.

Proposition 9.9. Soient ® : Cy — C et & : C;. — C4 (k > 0) des fonctions analytiques.
Supposons que (Pr)r>0 converge uniformément vers ® sur tout ensemble compact de C, alors
pour tout s € C,,
N < liminf N, :
B0 (s) < liminf N, o, (s)

Démonstration. Le schéma de la preuve est le méme que celui de la proposition 5.1 mais il faut
ici jouer avec les propriétés de (y,.

Fixons s € ®(C,) (si s ¢ ®(C4) il n’y a rien a prouver) et € > 0. Soient ay, ..., a, € Ct
satisfaisant ®(a;) = s pour tout ¢ € {1, ..., n} et § > 0 tel que 2nd < e. (Py)r>0 converge
uniformément vers ® sur tout compact de C et donc en particulier sur chaque disque D(a;, d)
de centre a; et de rayon 6. D’apres le lemme d’Hurwitz, il existe K > 0 tel que pour tout k > K,
s € ®p(D(a;,d)) pour tout i € {1, ..., n}.

Maintenant fixons k > K, il existe a} € D(a1,0),...,ak € D(an,d) tels que ®(a¥) = s pour
tout i € {1, ..., n}. Par définition de S, on a

R(ak)
Bu(R(ab) = /0 (R(aF) — u)h(u)du

R(a;)—0
/ (R(a;) —d — u)h(u)du

_ Bu(R(a (5 / O )+ /ﬁR Tj:;(%(ai)—u)h(u)du>
> Br(R(a;)) — 26 Z

AV

car ||kl = 1. En sommant tous les termes, on obtient

Bru(R(ay)) + -+ Bu(R(ay)) = Bu(R(a1)) + - - + Bu(R(an)) — 2nd.

Alors pour tout k > K,

Bn(R(a1)) + - - + Br(R(an)) 20 + Bu(R(al)) + - + Br(R(ay))

<
< e+ N/Bhvfbk (8)

Donc

6h(§R(a1))+~-+5h( (a ))<E+hm1an5hq>k()

k—+o00

et puisque n et € sont arbitraires, le résultat est prouvé. ]
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Corollaire 9.10. Soit ® un co-symbole avec co > 1. Supposons que

Ng, o(s)
sup —2——= =(C < +o0.
R1(s)>0 Bn(R(s))
Alors N (s)
Bh7(bx §
sup sup ————-—=0C
XET>® R(s)>0 ﬁh( ( ))
Démonstration. Strictement analogue a la preuve du corollaire 5.2. O

Le théoreme principal dans le cas des espaces de Bergman .Ai est alors le suivant.

Théoréme 9.11. Soit ® un co-symbole avec ¢y > 1. Supposons que Im(yp) est borné sur C,,
alors

N, a(s)
Collaz.e < [ 2sup|Im + co> X hmsup LA
el ( Cy Hmie)l R(s)—0 Bn(Re(s))

Remarque 9.12. Pour les espaces Aa, en notant N, ¢ la fonction de comptage associée et
Ba le poids associé, il est facile de voir que B,(0) ~ 0“2 quand o est petit et donc sous les
hypotheses du théoreme précédent,

Npa,2(5)

ICollazc % (250p Tm(e)] + o) x timsup esel)

c R(s)—0 N

Corollaire 9.13. Supposons que Im(y) est borné sur C.. Si Ng, o(s) = o(Bn(R(s)) quand
R(s) — 0 alors Cy est compact sur A%

Démonstration du Théoréme 9.11. Le schéma de la preuve est analogue a la preuve du théoreme
5.4 mais il faut appliquer les nouveaux résultats précédents. Nous omettrons donc quelques
détails.

Pour n > 1 et f € A2 de la forme (3.1). On pose

—+00
Ru(f) = (I—-Ku)(f) = > arex
k=n+1
On peut appliquer la proposition 5.5,
ICellaz e = lim [[CoRn| = lim { sup ||C<I>(Rn(f))HA2}-
! e Uil g <1 .

On considere © = (0, +00) x (0, 1) muni de la mesure d’aire : par la formule de Littlewood-Paley
sur .Ai avec la mesure de Lebesgue sur (0,1) (théoreme 7.25) :

ICoBa)IZ, = o<1><+oo !2
+ 4 / [ BRI Rar) 0 8, 5) P s
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R, (f) o ®(+00) = 0 pour tout n > 2 et par la Proposition 4.3 de [22] :

ICaFa(N)I =4 [ [ | BREDIRAP @610 (5) P s

En appliquant alors le changement de variables ®,(s) — s, on obtient

J [ P OEDIR S o @ (DI ) s
=[] e (N0

Im(p) est borné, il existe donc A > 0 tel que [Im(p)| < A et la méme inégalité est vraie
pour ¢, pour tout x € T*. Pour @ = (0,+00) x (—A, A+ ¢p), on a

/{lﬁh(%(S))an(f);(co(<1>x(8))\2|<1>;<(8)|2ds

<[] B ) N, () s

_ Fixons 6§ > 0, on pose Q@ = @Qp U Qo ot Qo = (0,0) x (A, A + ¢g) et
Qg = (0,+00) x (—A, A+ ¢p). Nous allons couper 'intégrale précédente en deux parties. Soit vy

définie par
Nﬁhzéx( )} Nﬁha ( )
Y9 = sup sup = sup .
XGTOO{ 0<Re(s)<0 Br(R(s)) 0<Re(s)<0 Br(R(s))

La seconde égalité est vraie par le corollaire 9.10.

/w // | B ()0 ()" N3, 0, () dsdim(x)

< /Tm/?/ Rl )0 () B (R(s) s ()

En prenant la borne supérieure :

Il <1{/ - / LENIOIEND dsdﬁ’b(x)}
- 7(:nfsuf) <1 {/ 00 / QG‘R”("C >;<C°(5)25h(%(5))d8d7%(x)}

é)llfSU2P<1{ [ ] 1) asanco

Dans la derniére inégalité, on a utilisé que si f est dans la boule unité de Ai, R, (f) aussi.
Finalement, par la formule de Littlewood-Paley appliquée avec la mesure de Lebesgue normalisée
sur (—A, A+ cg) et le fait que xy — x® préserve la mesure on obtient

Ifﬁufg{ /oo //9 5)|*Na, e, (s )deﬁ’L(X)} < (2A+ o)y
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Maintenant on cherche une majoration de la deuxieme intégrale. Par la proposition 9.8,

Lo 1R )N 5 st
< //TOO/QJR() <>|25h< ) s

€o

et par le lemme 4.6,

24 oo £
— “0/ > Bulo)ax*k*log? (k)do.
o 0 k=n-+1

Fixons € > 0. Il existe alors K = Ky > 0 tel que pour tout k > K,

o Br(0)k™2log?(k)do < cwp (k).
0

En effet, par le lemme 7.3, on sait que (wp(k)) est une suite décroissante qui décroit plus
lentement que toute puissance négative de n, il existe donc C' = Cy > 0 tel que pour tout k > 1,

wy (k) > Ck™°.

Alors
+00 kaUlogQ(k,)

Br(o)

+o00
do < / ok?=27Cog? (k)do
0 wr, (k) 0 )

car O(0) < o par définition de f3j,. Clairement le terme de droite de la derniere inégalité tend
vers 0 quand k tend vers l'infini.

Finalement pour n > K, on obtient

24 Foo T2 24
- / Z Br(o)|arn*k~*log?(k)do < LU
co 0 =1 co

car nous travaillons avec des fonctions de .Ai de norme plus petite que 1. En sommant les deux
intégrales, on obtient que pour tout n > K,

2A + Cco
[CoRnll < (2A+ co)yo + e
Finalement
HCQ’HAZ,e = nEI—&I-looHCCDRnH y
2A + ¢
< (244 co)ye + . 0 x e
0

Puisque ¢ et 6 sont arbitraires, on obtient le résultat. O
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B Condition nécessaire de compacité

Suivons le méme raisonnement que pour H2. Le noyau reproduisant en s € Cy /2 associé a
.AZ est défini pour tout w € Cy /5 par

too —F—w

Kus(w) =Y "

1 wp(n) '

Afin de travailler sur C,, on définit des noyaux reproduisants partiels.

Définition 9.14. Soient s € C4 et l > 1. Pour Ai, on définit le noyau reproduisant d’ordre 1
en s € Cy par

n>1 Wh, (n)
pt(n)<m

Ces noyaux reproduisants sont bien définis sur Cy : en effet par le lemme 7.3, si on se donne
e > 0, il existe C' > 0 tel que pour tout n > 1, wp(n) > Cn~¢. Alors

n RO 1 DI ﬁ (9w )1
s wh(n) - C =1 nR(s )+S‘E w)—e Pl
pt(n)<p pt(n)<m

Pour s € C,., cette quantité est alors bornée pour tout w € C. et tout € > 0, ce qui prouve le fait.

La proposition suivante est une reformulation directe de la proposition 5 de [6].

Proposition 9.15. Soient ® un co-symbole avec co > 1 et | > 1 de la forme ®(s) = cos +

+oo
Z cnn”® ot ¢, =0 quand pT(n) > p;. Alors C’;(KLS) = Kla B(s)"
n=1

Lemme 9.16. Sur la boule unité BAQ de A;u la topologie faible coincide avec la topologie de la
convergence uniforme sur tout demz—plan C1/24e avec e > 0.

Démonstration. Identique a la preuve du lemme 5.8. O

Théoréme 9.17. Soient ® un cy-symbole avec co > 1 etl > 1 de la forme ®(s) = cos—i-z cpn”

ot ¢, =0 quand pT(n) > p;. On a

15, ) ll.a2
|Cs|| 42 . > lim sup %,
T w0 sl

Démonstration. Soit [ > 1. Pour s € C4, on définit la fonction (ks) en w € C4 par

K s(w)

ks (w) 1=
A TN
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Cette famille est contenue dans B 4z et converge uniformément vers 0 sur Cy/5,, pour tout
€ >0 :en effet on a

li K' 1% = lim K! =
%(520” sllaz RO j,s(8) = 400

et pour tout w € Cy /o4,

n—1/2—5
]Kls(w)]§ —— < 4+
’ n>1 wh(n)
pt(n)<p

car les noyaux reproduisant partiels sont définis sur C,.
Soit K € K(A2), K* € K(A2) aussi et par le lemme précédent on sait que (ks) converge
faiblement vers 0 donc K*(ks) converge en norme vers 0. Par conséquent

[Ce — K| = [|Co — K7 2 [|Cq(ks) — K™ (ks)l| a2 = [|Cq(Ks)llaz — [[ K7 (Ks)| a2
et alors
[Ce — K| > limsup [|Cg (ks)|| a2 -
R(s)—0

Maintenant grace a la proposition 9.15, et le fait que I'inégalité est vraie pour tout K € IC(.Az),

on obtient le résultat. O

—+00
Corollaire 9.18. Soient ® un co-symbole avec co > 1 etl > 1 de la forme ®(s) = 005+Z cpn”®
n=1

ot ¢, = 0 quand pT(n) > p;. Supposons que Co € IC(AZ), alors

l
) |42 _
R(s)=0 (K llaz

En particulier si Cp € K(A2%) avec a > —1, cela implique que

lim R(s)

R(s)—0 R(P(s)) =0

Remarque 9.19. Le résultat concernant A2 est déja connu (voir [6]).

C Un critere de compacité sur les espaces Ai

Dans cette section, on travaille sur les espaces AZ ou p est une mesure de probabilité telle
que du(o) = hdo ou h est une fonction (continue) positive. Rappelons que

Br(o) = /0‘7(0 —u)h(u)du.

Dans ’esprit de [26] (page 12), on introduit une nouvelle condition : on dit qu’un poids g vérifie
la condition (k) si la fonction G = Gg définie par G(o) = B(0)/c (ot & > 0) est telle que

lim limsup Glno) = 0.
n—0t 50+ G(U)
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Exemples 9.20.

(i) Si h est une fonction croissante, (k) est vérifiée pour fj, : en effet dans ce cas on étend G
en 0 par G(0) = 0 et il suffit de vérifier que G est une fonction convexe mais il est facile

de voir que
/ uh(u)du
Glo)y=20

o2
et o
o?h(o) —2 [ wh(u)du
G" (o) Ué
) 2/0 u(h(o) — h(u))du
o3

(i) Soit a > —1, B, vérifie (k) car G(0) ~ c**! quand o est assez petit.
Proposition 9.21. Soit ® un cy-symbole avec co > 1. Supposons que By, vérifie (k). Si

R(s)

i =0
R0 R(D(s))

alors
Ng,0(s) = o(Br(R(s))) quand R(s) — 0,

et donc Cp est compact sur .Ai si Im(p) est borné.

Démonstration. Soit s € C4, on a

Ng,a(s) = > Bu(R(a))

Soit € > 0, on sait que

lim s)
R(s)—0 R(P(s))

et alors par la condition (k), il existe § > 0 tel que

G(R(s)) < eGR(D(s)))

=0

quand R(s) < §. Maintenant grace au lemme de Schwarz, si ®(a) = s et R(s) < ¢ alors R(a) < 0
aussi. Par conséquent

Nso(s) = ) G(R()R(a)

acCy
P(a)=s
< e Y GR(®(a)R(a)
g(ea()c;rs
= cG(R(s)) Y R(a)
) s
= eGR(s))Na(s)
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pour tout s € C4 tel que R(s) < §. Maintenant par I'inégalité de Littlewood (proposition 9.8)
eG(R(s))R(s) _ eBn(R(s))

€0 €0

Nﬁhﬁl’(s) <

quand R(s) < J et cela prouve le résultat. O

Théoréme 9.22. Soient a > —1, 1 > 1 et ® un co-symbole avec cg > 1 de la forme ®(s) =
+o0o

cos + chn_s ou ¢, =0 quand pT(n) > p; et tel que Im(p) est borné.
=1

n=
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Co est compact sur A2.

g R(s)
(i) i @)
(111) Noa(s) = o(Ba(R(s)) quand R(s) tend vers 0.

Démonstration. 11 suffit d’utiliser le Corollaire 9.18, la Proposition 9.21 et le Corollaire 9.13. [

=0.

Remarque 9.23. Remarquons que la condition (i7) ne dépend pas de a.

Avec le théoreme précédent et le théoreme 5.9, on obtient alors le résultat suivant.

Proposition 9.24. Soient | > 1 et ® un co-symbole avec c¢g > 1 de la forme ®(s) = cos +
X e ot ¢, = 0 sipT(n) > pr. Si Im(yp) est borné et Cy, est compact sur H? alors Co
est compact sur Ai pour tout o« > —1.

Question. La compacité de Co sur H? implique t-elle la compacité de Cy sur A% en toute
généralité ?

9.3 Compacité et mesures de Carleson

Dans cette section, nous obtenons une majoration des fonctions de comptage généralisées par
des fonctions de Carleson associées aux espaces AZ. La proposition 9.7 nous permettra d’obtenir
rapidement ’estimation souhaitée.

Définition 9.25. Soit A\, = A ® pu. On note A\, ¢ la mesure image de \, par ®, c’est-a-dire,
pour tout ouvert Q C Cy,

Ao () == A ({s € Cp, @(s) € }).
La fonction de Carleson associée, notée A\, est alors définie par

Pu,a (V) :=sup A\, o(H(t,0)).
teR

Théoréme 9.26. Soit  un co-symbole avec co > 1. Il existe K > 0 (indépendant de ®) tel que
pour tout ¥ assez petit et tout t € R,

sup  Ng, o(s) < K- Ao (H(t,2c09)).
seH(t,0/2)

En particulier pour tout ¥ assez petit,

Sseu Ng, o(s) < K- puao (2c019).
R(s)<0/2
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Corollaire 9.27. Soit ® un co-symbole avec ¢y > 1 tel que Im(yp) est borné sur Cp. Alors il
existe C > 0 tel que

. Pu,‘bw)
C < C'limsu .
H @“Aﬁ,e — 19A>Op ﬂh(ﬂ)

En particulier si pyo(9) = o(Br(¥)) quand ¥ — 0 alors Cy, est compact sur Aﬁ.

2

)

Exemple 9.28. Pour 'espace A7, on note p, ¢ la fonction de Carleson associée. On sait que

dans ce cas, Bq(0) ~ 02 quand o est petit et alors si Im(p) est borné,
. Po,d (19)
C <Ol : .
[Collaz.e < msup =g
Preuve du Corollaire 9.27. Analogue a la preuve du corollaire 6.3. 0

Preuve du théoréme 9.26. Par la proposition 9.7, on sait que

R(s)
Ng,.a(s) :/0 Ns, (s)h(u)du.

Dans la preuve du théoreme 6.2, on remarque que 1’on peut choisir le méme mgy pour tous les
translatés ®,, (u > 0) et donc pour s € H(t,9/2) avec ¥ < mg on a

R(s)
N5h7<p($) < K/ /\<1>u (H(t, 20019))h(u)du
0
“+o00
< K/ A{t' e R, ®(u+it") € H(t,2co9)})h(u)du
0
= K)\mq;(H(t, 26(]19))
grace au théoreme de Fubini. O

9.4 Opérateurs de compositions isométriques, inversibles, Fredholm

Dans le cas de I'espace H?, F. Bayart a montré les deux résultats suivants.

Théoreme 9.29 ([4], Thld). Soient 1 < p < 400 et ® un symbole sur HP. Les assertions
suivantes sont équivalentes.

(i) Co est inversible.
(ii) Cg est Fredholm.
(i) ®(s) =s+ir, T €R.

Théoréme 9.30 ([4], Th16). Soient 1 < p < 400 et ® un co-symbole sur HP. Alors Ce est une
isométrie sur HP si et seulement si pour tout x € T, &, (it) € iR pour presque tout t € R.

Nous nous mettons maintenant dans le cas ot p est une mesure de probabilité sur (0, +00)
avec du(o) = h(o)do avec h une fonction continue strictement positive (on se passera de 1’hy-
pothese de continuité a la fin de cette section). En particulier les mesures u, avec a > —1
rentrent dans ce cadre. Nous avons alors le résultat suivant.
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Théoréme 9.31. Soient 1 < p < +oo et ® un co-symbole sur Al,. Les assertions suivantes sont
équivalentes .

(i) Cs est inversible.

(ii) Co est Fredholm.
(i1i) Cg est une isométrie.
(iv) ®(s) =s+ir, T €R.

Les implications (i) = (i), (iv) = (i) et (iv) = (i7i) sont évidentes. Il suffit donc de montrer
que (i7) = (iv) et (i) = (iv).

Avec l'aide de la proposition 4.2 de [22], F. Bayart a prouvé le lemme suivant.

Lemme 9.32 ([4],Lem11). Soit ® un cy-symbole sur HP. Si & n’est pas une translation verticale,
c’est-a-dire si ® n’est pas de la forme ®(s) = s+ iT pour un certain T € R, alors il existe € et
n >0 tels que

P(Crja-—c) CCyyapy

Démonstration de (ii) = (iv). On suit les idées de [4],Th14. Supposons donc que ¢ ne soit pas
une translation verticale. Par le lemme précédent, il existe € et n > 0 tels que

P(Cijac) CCiyapy

On remarque que chaque fonction de Im(Cg ) est définie et bornée sur C; o : en effet ®(C,/_.) C
Cijoyn et si f e AL, f est bornée sur Ci/o4n (car op(f) < 1/2).

Maintenant par le lemme 9 de [4], on sait qu’il existe f € HP tel que o.(f) = 1/2 et que la
droite R(s) = 1/2 soit une barriére pour f. Grace a l'inclusion HP C AL, f est dans A}. On
consideére alors le sous-espace de dimension infinie de Al suivant :

F =vect{e,f, n > 1} = fP.

Nous allons montrer que F'N Im(Cs) = {0} et par conséquent codim(Im(Cs))=+00 ce qui est
une contradiction avec (i).

Soit h € FNIm(Cy), il existe P € P tel que h = Pf. Si h # 0, il existe s¢ tel que R(sp) = 1/2
et P(sg) # 0. Mais dans ce cas, f s’étend au-dela de C; /2 €t on obtient alors une contradiction
avec le fait que la droite R(s) = 1/2 est une barriere pour f. Finalement FNIm(Cs) = {0}. O

Pour la preuve de (i) = (iv), on va d’abord montrer que si Cg est une isométrie alors
co > 1 a l'aide du lemme suivant.

Lemme 9.33. Soit s € Cy. Alors

5.1 g
sllayys < :
. n=1 wh(n)

En particulier,

1. 58 * — ].
§R(s)11>n+oo H H(A‘l‘)
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Démonstration. Par la propriété reproduisante sur Ai (ou juste par simple calcul), pour tout
polynome de Dirichlet P on a

+00 1 T -
= im — it K ' ,
P(s) /0 A o /_TP(J—I—zt) u(s,0 +it) dtdu(o)

Maintenant par définition de la norme d’un polynéme de Dirichlet dans H!, on vérifie facilement

que
+o0o ] 1 T '
1P]|ay = </0 Tgl}rlooﬂ/_T|P(0+zt)|dtd,u(a)>.

[P(s)] < [Pl > (s, - )lloo-

Par conséquent,

Maintenant il suffit de remarquer que

too  _S4w 100 _R(s)

n n
K, (s, - = sup E < E .
I /4( Moo weCy | “2 wp(n) o wp(n)

Pour la deuxiéme partie du lemme, il suffit de remarquer que wy(1) = 1 (i est une mesure de
probabilité) et que ||58H(A}L)* > 1 (clair en testant sur ej). O

Proposition 9.34. Soit ® un co-symbole sur Al,. Si Co est une contraction alors cy > 1.

Démonstration. Soit s € Cy 5. Pour tout f € Al on a

[f o ()] < [10sllary<1f o @Il < (|05l az)«[[Callll f]]

et alors
1605 Il .a2)~
LT < o).
1105l (a2
Par inclusion des espaces Al et le fait que HP C A} avec || - || 42, < || |7, on obtient
1005 Il 00)*
E2ONHD” < 110l

105l a1
Par le théoreme 4.4 et le lemme précédent, on obtient alors pour tout s € Cq,
CR@(5)) 78| Ly < ICa

Maintenant supposons c¢g = 0, alors ®(s) = p(s) = S c,n~% et R(c;) > 1/2 (d’apres le

n=1
lemme 3.3 de [22]). Finalement quand R(s) tend vers l'infini, on obtient

ICa | > ¢(2R(c1)) /P > 1

et par conséquent Cg n’est pas une contraction. ]
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Démonstration de (iii) = (iv). Supposons que Cg est une isométrie. Par la proposition précédente,
cp>1.0na

—P _ —s
1274z = 112714z,

D’apres le théoreme 7.20,

+oo
/0 12777 e = 1127y, du(o) = 0.

Mais
272+ g = (|27~ (Bt )

A

e < 112777 Jlawr

par le Lemme de Schwarz car ¢g > 1. Alors |27 ||lxp = [|27%+)||3» pour tout ¢ > 0
(rappelons que h est une fonction continue strictement positive).

Maintenant d’apres le lemme 9.32, si ® n’est pas une translation verticale, il existe €, > 0
tel que ®(Cy/p_.) C Cy/p4y et alors pour tout o > 1/2 — ¢,

270‘ — ”27‘1’(0’4’ . ) HHP
Par comparaison avec la norme infini, on a alors
270 < 971/2-m
pour tout o > 1/2 — ¢ et cela est évidemment faux. O

Remarque 9.35. Soit ;1 une mesure de probabilité sur (0,+00) telle que 0 € Supp(u) et
dp = hdo ou h est une fonction positive. S’il existe un intervalle ouvert I telle que h est
strictement positive sur I alors le théoréeme est encore vrai. C’est une conséquence du lemme
suivant et de légeres adaptations de la preuve précédente.

Lemme 9.36. Soit ® un symbole avec co > 1. Si ® n’est pas une translation verticale alors pour
tout € > 0, il existe n =n. > 0 tel que ®(C.) C Coqyy.

Démonstration. Supposons tout d’abord que ¢ n’est pas constante alors ¢ : C;. — C et par la
proposition 4.2 de [22], il existe § > 0 tel que ¢(C.) C Cs et par conséquent ®(C.) C Ceyeys.
Dans ce cas, il suffit de choisir 7 = (¢g — 1)e + 0 qui est strictement positif car ¢ > 1.

Si @ est constante égale & i (7 € R) et ¢y > 1 alors ®(C.) C C,,. et il suffit de choisir
n=(co—1)e.

Si ¢ est constante égale & c; € Cy et g > 1, ®(Cc) C Coype) et il suffit de choisir
n=(co—1)e+ R(c1). O
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Chapitre 10

Multiplicateurs sur A]Z

Dans ce chapitre nous étudions les multiplicateurs sur les espaces AL, c’est-a-dire les fonc-
tions m telles que mf € Al pour toute fonction f € AL.

Le cas p = 2 a déja été traité dans [34]. Notre preuve est malgré tout différente : 'argument
clé est 1'utilisation de ’application évaluation.

Théoréme 10.1. Soit p > 1. Une fonction m est un multiplicateur sur Al, si et seulement si
m € H*®. De plus dans ce cas on a

ml| oo = sup m p.
gl sup, ] g

o
142 <1

Démonstration.

> Supposons tout d’abord que m est un multiplicateur sur A}, et notons M l'opérateur de

multiplication associé. La fonction constante égale & 1 appartient & Al donc m =m x 1 € Al

et [|m[| 4z < [[M]|. Par récurrence, on montre que pour tout k > 1, mF € Al et

k k
[m”[| 4z < [[M]|

et donc
Im* |4 < M. (10.1)
i
Pour f de la forme (3.1), notons pour tout [ > 1, f; la série de Dirichlet définie par
fl = Z anCn.

n>1
pt(n)<p

Pour tout [ > 1, on a alors I'inégalité suivante :

l

1 1/p
(o)l = (Hm)) X || £l - -

i—11—p;
En effet, pour un élément F' € HP(T*) et z1,...,2 € D, on a par définition

l

Fzeooo2,0,0,.) = [ FO ] PalG)dm(Q).

Tee i=1
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Le résultat en découle (en reprenant la preuve du Théoréme 4.2 par exemple).

Cela implique que application évaluation “partielle” est bornée pour tout s € C, (et la
majoration de la norme de 1’évaluation est uniforme sur chaque demi-plan C. pour tout € > 0).
En particulier, en reprenant la preuve du Théoreéme 7.6, ce résultat reste vrai sur Al. Fixons
donc s € C, il existe alors une constante C; > 0 telle que pour tout k > 1

miE(s)] < Coallm®| ap.-

On a utilisé sans le dire que si une série de Dirichlet dépend uniquement d’un nombre fini de
nombres premiers, il en est de méme pour toute puissance entiere de cette série. En combinant

cela avec (10.1) on obtient alors

1

k
ma(s)] < Co1F 1M

En particulier quand k tend vers 400, on a pour tout [ > 1,
[mu(s)] < || M]].

La majoration de dépend plus de [, la suite (m;) est donc une suite d’éléments de H™ uni-
formément bornée : d’apres le Théoreme de Montel dans ce cadre, il existe m € H™ telle que
(m;) converge uniformément vers m sur tout demi-plan C. (¢ > 0). Or m € Al donc (my)
converge uniformément vers m sur tout demi-plan de Cy /o, (¢ > 0).

Finalement par unicité, m est donc une extension de m bornée sur C et donc m € H>®.

> Supposons maintenant que m € H*. Pour tout polynéome de Dirichlet P, mP est un élement
de H™ et par le Théoreme 7.20(ii), on a

+o00o
Pl = [ lmaPall duo).
Or par le Théoreme 4.7, on a pour tout o > 0,
Mo Pollnr < \Imol[pee | Pollar < [lmllpee | Pollne-

Finalement on a donc

+oo
2 e / 1BoIIZ, du(o)

0
— p PIP
[lmfgoe | P14 -

IN

P p
Im PP,

On obtient donc le résultat par densité des polyndémes de Dirichlet et continuité de 'application
évaluation sur AJ. O

Remarque 10.2. On remarquera que la premiere partie de la preuve peut s’adapter aux espaces
de fonctions analytiques sur un domaine 2 ou ’application évaluation est bornée en tout point

de Q.
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Introduction

Nous venons de voir une maniere de définir des espaces de Bergman de séries de Dirichlet en
voyant la norme de ces espaces comme une norme sur un demi-plan. On peut en fait avoir un
autre point de vue : les espaces HP ont en effet été définis a I’aide du point de vue de Bohr en
les reliant aux espaces de Hardy du polytore infini HP(T), I'idée est alors la suivante.

Soit P un polynéme de Dirichlet, D(P) est alors un polynéme analytique sur D> et donc si
X est un sous-espace de LP(D*), on peut associer & P la norme ||D(P)||x.

C’est ce que nous allons faire dans les chapitres suivants en prenant pour X ['espace de
Bergman du polydisque. On se posera alors les question suivantes.

(i) Que peut-on dire sur I'application évaluation sur ces espaces ?
(ii) Quels sont les liens entres ces nouveaux espaces et HP ?
(iii) Quels sont les multiplicateurs de ces espaces ?
)

(iv) Que peut-on dire de la continuité et de la compacité des opérateurs de composition dans
ce cadre?
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Chapitre 11

Espaces de Bergman B?

Afin de définir les espaces de Bergman BP, nous faisons tout d’abord quelques rappels sur
les espaces de Bergman du polydisque infini.

11.1 Les espaces de Bergman B?(D>)

Rappelons que A=A®A®- - ou A est la mesure de Lebesgue normalisée sur ). Pour
p > 1, BP(D*) est l'espace de Bergman du polydisque infini. Il est défini comme ’adhérence

dans LP(D>°, A) de ’ensemble des polynémes analytiques.

Remarque 11.1. Soit P un polynéme analytique défini pour tout z = (21, 22, ...) € D> par
N

P(z) := Zanzfél -+ zp*. Alors
n=1

N

‘an|2 1/2
Z(a1+1)-- (ozk—|—1)> '

n=1

T —— (

Clairement H?(T*) C B%(D>). En fait cette inclusion est vraie pour tout p > 1, Il suffit

d’appliquer plusieurs fois le fait que cette propriété est vraie dans le cas d’une variable.

1
Rappelons que le noyau de Bergman en z,w € D est défini par k(w, z) := ﬁ
—wz
Définition 11.2. Soit z € D*° et ( € D> N¥y. Pourn > 1, on pose

n

+oo
Kn(Cv Z) = H k(Cl? Z’L) et K(Ca Z) = H k(CZ? Zz)
i=1 =1
K est bien défini grace a la condition sur et le fait que (K,) converge ponctuellement vers K.
Remarque 11.3. On sait que
1
£, 3 = k(Gir i) = a=ape

Donc K (¢, ) € B*(D*®) et

+oo 1

1K e = 1 g—zpe

i=1
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Espaces de Bergman BP

Proposition 11.4. Soit P un polynome analytique sur D> et soit { € D*° N ly. Alors

+o0 1
POI< (T 1= ) Pl
=1

Démonstration. Par la propriété reproduisante sur l'espace de Bergman du disque appliquée
plusieurs fois, on obtient que

P(Ciy.voyCn) = . P(z1,...,2n) Kn(C, 2) dA(21)..dA(zy).

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne alors le résultat. O

Grace a la proposition précédente, on peut étendre par densité l’application évaluation définie
pour les polynémes analytiques pour z € D® N £y. Pour tout F € B?(ID*°), on note F(¢) cette

extension et on a N
- o 1
PO < (T 1=z ) Ml
i=1 ¢

+oo
De plus la norme est exactement HW
=1 5

ont prouvé que F était holomorphe sur D*° N #5. Nous allons avoir besoin du lemme suivant.

: ¢’est une conséquence de [15]. De plus les auteurs

Lemme 11.5. ([15]) Soient ( € D*° N¥y, N > 1 et a € R, on pose pour tout z € T,

N
H 1_<JZJ

Alors (Gy) est une martingale bornée dans L?(T>).
Remarque 11.6. Tout élément G,, appartient & B2(D*°) et on a
|GnllL2eey = IGnll B2y < [|Grllg2(reey = |Gl L2(T0)-

Donc (G,) est une martingale bornée dans L?(D°). Par le théoréme de Doob et par fermeture,
on sait que le produit converge simplement et en norme dans B?(ID>).

Rappelons maintenant quelques notations et résultats de [15].

Soit U une algebre uniforme sur un espace compact X et g une mesure sur X. HP(u) est
défini comme 'adhérence de U dans LP(u).

Proposition 11.7. ([15]) Soient U une algébre uniforme sur un espace compact X, pu une
mesure de probabilité sur X, y € X tel que l’évaluation en y s’étende continument a H?(u).
Supposons que toute puissance réelle du noyau reproduisant associé a y, x — K(z,y), appar-
tienne a H?(u). Alors pour p > 1, on a

Fy)P < K(y.y) / (@) Pdu(z)

pour toute fonction F' dans HP(u) et la norme de l'application évaluation en y est exactement
K(y,y)'/P.
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Espaces de Bergman BP

Avec cette proposition et la derniere remarque, on obtient que ’application évaluation est
bornée sur BP(D*°) pour ¢ € D*° N {3 et on a

+00 1
FQP < [[ Feraa A

De plus f est holomorphe sur D® N ¢y d’apres [15].

11.2 Application évaluation sur BP

Rappelons que R est la mesure de probabilité sur [0, 1]°° définie comme le produit infini des
mesures 2r;dr; sur [0, 1].

N
Définition 11.8. Soit P € P de la forme Zann_s. On définit sur P la norme
n>1
N P 1/p
| P :== </ Zanr?l - rpte(it) dR) .
[0,1]°° 1l ,, = HP
Remarque 11.9. Le fait que || - ||gr soit une norme est une conséquence de la proposition

suivante.

Définition 11.10. Soit p > 1. On définit l’espace BP comme le complété de P relativement a
la norme || - ||gr.

Remarque 11.11. Notons d(n) le nombre de diviseurs de n € N*. Pour f de la forme (3.1), on

& 400 |a ‘2 1/2
11 2:( ) -
5= ( 2 g

Nous utilisons maintenant le point de vue de Bohr pour préciser le lien entre BP et BP(ID>°).

Proposition 11.12. Soit p > 1.
(i) Soit P € P. On a ||P||gr = || D(P)||5».

(ii)) D : P — BP(D>) s’étend en un isomorphime isométrique de BP sur BP(D>).

Démonstration. Le premier fait est clair. Pour le deuxieme, il suffit de remarquer que BP est le
complété de P et que BP(D™) est I'adhérence de I’ensemble des polynémes analytiques. ]

Théoreme 11.13. Soient p > 1 et f € BP. L’abscisse de convergence uniforme de f vérifie
ou(f) < 5. De plus, si R(w) > 3, on a

|f(w)] < C(2Re(w))* | fl5r

et
8wl 0y~ = C(2Re(w))*P.
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Démonstration. Soient f € BP et s € Ci. On pose zs = (p;°,p5°,...) € D>® N ¥¢y. On sait que
2
D(f) € BP(D*>) et donc

[D(f)(zs |p<H " 78| 5 1D 0oy
Mais grace & la proposition précédente || D(f)| ey = I|Ifl5» et

D(f)(zs) = Z an(pr ) (") ™

— Z an(Pyt ... ppF) 0 = Zann*s.

n:p?l..pzk n>1
Alors
s)IP < H (1 e @) £ 15 = C2R(s)* 1 fI1

Donc f admet une extension analythue bornée sur chaque demi-plan C 14 avece > 0. Par le
théoreme de Bohr, on a o,(f) < %

Pour prouver que la norme est exactement ¢ (2Re(w))?/?, il suffit d’utiliser le résultat équivalent
de [15] sur BP(D>). O

11.3 Limites verticales généralisées

Le but de cette section est d’obtenir une formule de type Littlewood-Paley grace a un nouvelle
notion de limites verticales. Remarquons que ’on peut faire agir y € D sur les entiers naturels
de la méme maniere que si x appartenait a T°.

Définition 11.14. Soit x € D™ et f de la forme (3.1). On note f, la série de Dirichlet

swvante :
+00
fx = Z anX(n)en
n=1

Nous allons appliquer le méme raisonnement que dans [22] et [4] afin d’obtenir une autre
expression de la norme dans BP qui sera utile pour les opérateurs de composition.

Soit 1 la transformation de Cayley qui envoie D sur C, définie pour tout z € D par

1+ 2
1—2

P(z) =

On dit qu’une fonction f est dans H’(C4) si f oy € HP(D). Dans ce cas on a

1

3 | 1feutepas = [ Irtorane
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ou
dt

T+ )
Définition 11.15. Soit t € R. Le flot de Kronecker Ty est défini sur D> par Ti(z1,22, ... ):
(py " 21, py 2, ...

Lemme 11.16. Soient x € D™, f € B? et t € R. On pose g (it) := D(f)(Tix). Alors pour w
une mesure borélienne finie sur R, on a

[ [ lotirau®dioo = w@ 1.
Dee JR

dXi(t)

Démonstration. Le Flot de Kronecker (7}) est juste une rotation sur D>, donc

/ o () PAA(y) = / D(F)(To) PAA()
]D)OO [e'e}

= | 1Pt
1D

On conclut en utilisant le théoreme de Fubini. O

Proposition 11.17. Soient x € D> et f € BP. Alors g, € H'(C4) et g, est une extension de
fy sur C.

Démonstration. Grace au lemme précédent, on sait que pour presque tout x € D*, g, € LP()\;).
Il suffit donc de montrer en utilisant une caractérisation classique de I’espace de Hardy du disque

que pour tout n > 1,
< 1—at\"
—00

On utilise alors la méme idée que dans [22] et [4] mais il nous faut ici adapter la preuve car
nous ne travaillons pas avec des séries de Fourier sur T° mais avec des éléments de BP(D).
Fixons n > 1 et définissons GG pour tout y € T par

6= [ (15a) s,

oo \ I+t

[ (155) maono

“+oo "
/ o (IDPNBAA) = D)

G € LP(D*°) car

| 1ctoramt = [

"adt)

<
la derniere inégalité provenant du lemme précédent.
En fait, G € BP(D). 1l suffit de montrer qu’il existe une suite de polynéomes analytiques

convergeant vers G. Puisque f € BP(D*), on a D(f) € BP(D>) et il existe donc une suite de
polynomes analytiques (Py) telle que

ID(f) — PkHBP(]D)OO)k:)OOO-
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Alors pour tout £ > 0, on définit les polynémes suivants :

ato= [ (1) Blmon

et on affirme que (Q) converge vers G. En effet

—+00 —q n P
16~ @il = [ | [ (155) 060 = Pyt ixio)| adco.

oo \ 1+t
On obtient, en utilisant le théoreme de Fubini,

+00
IG = Qullpnoey < [ 1DU) = PO i)

mais T} étant juste une rotation,
+oo
HG - Qk”%p(@w) < / H(D(f) - Pk)”%P(]D)oo)d)\i<t) = H(D(f) - Pk‘)”%ﬁ(]]])oo)

et ce terme tend vers 0 quand k tend vers I'infini. Cela prouve ’affirmation.

On affirme maintenant que G s’annule presque partout. Puisque G appartient a BP(D>°), il
suffit de prouver que G est orthogonal a chaque monome “positif’. Soit ¢ € N. On a

/wx(Q)G(x)dﬁ(x) = /%o <1 _it)n/wx(q)gx(it)dﬁ(x) dNi(t).

o \ 144t

En fait,
/ _ X(q)gy (it)dA(x) = 0

car gy(it) = Df(Tyx) € BP(D™). Clest clair pour les polynomes analytiques et le résultat
s’obtient donc par densité.
La preuve que g, est une extension de f est la méme que celle donnée pour H? dans [4]. O

Maintenant, nous notons f, l'extension plutét que g,. Comme dans le cas H? avec p > 1,
cette extension est presque strement simple.

Proposition 11.18. Soient x € D> et f € BP pour p > 1. Alors pour presque tout x (relative-
ment a A), fy converge sur C.

Démonstration. Soit f € B2 de la forme (3.1). On considére L2(D*, A) et la suite orthonormale
—o—it
(®,,) définie pour tout n > 1 par ®,(x) = y/d(n)x(n). Pour o > 0 et t € R, soit ¢, := %'
n

En remarquant que (an/\/al(n))n>1 € (? et que (n=° log(n))n>1 € 1>,

“+o0o
Z |en)? log?(n) < 4-00.
n=2

Le théoreme de Menchoff implique donc que Y ¢, ®,(x) converge pour presque tout x. Par
conséquent, le résultat est montré pour p = 2.

Pour p # 2, il suffit de prouver le résultat quand p = 1. Ce sera une conséquence de la Proposition
12.7 et du méme raisonnement fait dans le cas AL, O
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Soit f € B? , on sait que pour presque tout x € D>, f, converge sur C et donc g, = fy,
on obtient donc que pour toute mesure de probabilité borélienne w sur R,

I = | [ 15 PdAGod(e),

Théoréme 11.19. Soit f € B? et w une mesure de probabilité borélienne sur R. Alors

+o0 -
e = Froe)f+a [ [T ] olnto +inPaddedu).

Démonstration. Pour o > 0, on a

[ [Vt iRauoaion = 11 = 3 1 oeo
g (3 w X)= = .
Do Jr o o d(n)
On multiplie alors par o et il suffit de remarquer que
400 1
/ Un_zadU = IR
0 4log”(n)

11.4 Inégalité sur les coefficients B?

Nous donnons ici quelques inégalités entre la norme d’éléments de BP et des normes /* a
poids des coefficients de ces éléments (comme dans le théoreme 7.30).

Théoréme 11.20. Soit p > 1.

(i) Si1§p§26tf:Zanen€Bp, on a
n>1

<l

ok

(ii) Sip>2ety

/
a p
(’n§1|7’—1 <oo,onaf= Zanen e B? et
n>1

d
n>1

e

’a ’p/ 1/p/ a
fllsr < —— = =
1l %:Id(n)f’ L Hd(n)l/p

Démonstration. Nous ne donnons pas les détails car la preuve suit les mémes idées que la preuve
du théoreme 7.30.

Soit 1 <p < 2. N
Pour tout entier n = pi™*...pp* > 1 et f € LP(D*>°,dA), on définit
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To(f) = (2)2") dA
]D)OO
ott 2" =z Z.

On remarque que, quand P est un polynome de Dirichlet P(s) = Zannfs, on lui associe

n>1

f(z) =D(P)(z) = Zanz?lz§2...z?k On a dans ce cas 7,(f) = a,/d(n).

n>1

Alors on considere Q(f) = (Tn(f))n>1. Cela définit un opérateur de norme 1 de L*(D>, dA)

vers L®(w) et de L2(D*®, dA) vers L?(w), avec w(n) = d(n). Le méme argument d’interpolation
donne alors le résultat. O

11.5 Multiplicateurs sur B?

Soit 1 < p < +oo. F. Bayart a montré dans [4] que H> était ’ensemble des multiplicateurs
de HP, c’est-a-dire I'ensemble des fonctions m définies sur C /5 telles que mf € HP pour tout
J € HP. Remarquons qu’un multiplicateur qui est a priori défini sur C, /5 est en fait défini et
borné sur C..

Théoréeme 11.21. Soit p > 1. H™ est [’ensemble des multiplicateurs de BP.

Remarque 11.22. On pourrait adapter la preuve donnée dans le cas des espaces A, on donne
malgré tout une autre preuve.

Démonstration. Le point-clé est d’utiliser le theoreme 11.1 de [15] : I'identité définie initiale-
ment sur les polynémes de H*°(T*) dans H*°(D*>) (muni de A) s’étend en un isomorphisme
isométrique.

Considérons m € H>, D(m) appartient & H>(T>) et donc & H>*(ID*>°). Si f appartient a B?,
D(mf) = D(m)D(f) (I'égalité est justifiée par le lemme 2.3 de [5]) et vu que D(f) € BP(D*),
D(mf) aussi.

Soit m un multiplicateur de BP et notons M 'opérateur de multiplication associé. La fonction

constante égale & 1 est dans BP donc m € BP et |m||g» < ||M]||. Vu que m appartient a BP, m?
aussi et on continue d’itérer ce procédé afin d’obtenir que pour tout k > 1, ||[mF||z» < ||M|*. En

particulier, on a
A\ 1/p
([ 1pombyrai) ™ < jary

([ ipewaz) "™ < oy

En faisant tendre & vers I'infini, on obtient alors que ||D(m)||geepe~) < [[M|. En réutilisant le
théoreme 11.1 de [15] on obtient finalement que m € H™.

et ainsi

De plus en mettant bout-a-bout les deux parties de la preuve, on a |[|[M|| = ||m||ee.
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Nous souhaitons donner maintenant un critére d’hypercyclicité concernant M*. Rappelons
qu’un opérateur 1" sur un espace de Banach X est hypercyclique si il existe un élément x € X
tel que {T"(x), n > 1} soit dense dans X. On trouvera dans [7] de trés nombreux résultats
concernant ces opérateurs. Nous allons avoir besoin du résultat suivant qui est une conséquence
du critere d’hypercyclicité.

Théoréme 11.23 (Critére de Godefroy-Shapiro (Corl.10 de [7])).

Soit T € B(X) ot X est un espace de Banach. Supposons que )y, Ker(T — A) et
U|)\|>1 Ker(T — \) possédent tous les deux un sous-espace dense dans X. Alors T est Hypercy-
clique.

Remarque 11.24. L’hypothese que X soit un espace de Banach nous suffira méme si le critere
est en fait vrai pour des F'—espaces (voir [7]).

Nous commencons par le cas H2 olt 'ensemble des multiplicateurs est aussi H>° (Théoreme
4.7).

Théoréme 11.25. Soit m € H™. Si M est lopérateur de multiplication associé a m sur H?
alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) m(C4)NT # @ et m est non constante.
(ii) M* est hypercyclique.

Remarque 11.26. Ce résultat est analogue a celui prouvé dans le cas du disque unité. L’idée
de la preuve reste la méme mais il y a ici le probleme que les fonctions de H? sont a priori
définies sur C; /, et non sur C;..

Notation. Soit f une série de Dirichlet de la forme (3.1). Pour 1 > 1, on note f'(s) la série
de Dirichlet définie par
f= Z AnCnp.-

n>1
pt(n)<p

On remarquera que si f et g sont deuz séries de Dirichlet, on a (fg)! = f'g'.

Lemme 11.27. Soient Q un ouvert non vide de C; a distance strictement positive de [’aze
imaginaire et f € H*®. Alors (fl)lzl converge uniformément vers f sur €.

Démonstration. f € H*™ donc D(f) € H>*(B) ou B = ¢g ND™> est la boule unité de ¢y (d’apres
[15]). Par le lemme de Schwarz, pour tout n > 1> 1 et z = (21, 22,---) € B,

|D(f)(21, ) 2y 07)_D(f)(217 y 2y 07)| < 212115 |zk’| X HD(f)”HOO(B)

<k<n

En particulier si e = Dist(€2,0C.), en appliquant I'inégalité précédente & z = (p; °, p;°,---) ol
s € ) et en faisant tendre n vers 'infini, on a

1£(s) = f1(s)| < 20,1 [l 2o -

En faisant tendre [ vers +oo on obtient donc le résultat souhaité. O
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Espaces de Bergman BP

Lemme 11.28. Soient  un ouvert non vide de Cy a distance strictement positive de [’aze
imaginaire et ly € N. Alors dans H?,

vect{Kﬁ,, seQ, 1> lo}L = {0}.

Démonstration. Soit f € H? de la forme (3.1). Supposons que f € vect{Ké, se Q> ZO}L.
Alors pour tout s € Q et [ > Iy,
Z a,n~—° =0.

n>1
pt(n)<p

Remarquons que la série f! est définie sur C, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Toutes les
séries f! (1 > lp) sont donc nulles sur Q et donc sur C . Par unicité du développement en série
de Dirichlet, on a donc que tous les coefficients a,, sont nuls des que p™(n) < p; avec [ > ly. Par
conséquent tous les coefficients sont nuls et la fonction f est donc nulle. O

Démonstration du théoréeme 11.25.
> Supposons tout d’abord que m est non constante et m(C;) N'T # @. Par le théoréeme de
I’application ouverte les ensembles 1 et o définies par

O ={s€Cy, [m(s)| > 1}

Q= {s € Cy, [m(s)| <1}

sont donc des ouverts non vides de C;. On souhaite maintenant utiliser le critere de Godefroy-
Shapiro pour montrer que M* est hypercyclique.

Remarquons tout d’abord que pour s € Cy /5 et tout f € H?, on a

<M (Ky), f>=<Kg, M(f) >=< Ks, mf >=m(s)f(s) =<m(s)Ks, f>-

Donc m(s) est une valeur propre de M* associée au vecteur propre K.
Maintenant pour s € C4 et [ > 1, on a pour tout f € H?,

< MUKy, f>=< K, M(f)>=< K, mf >= (m(s)f(s))"
Or (mf)! = m!f! et donc
<MY (K'Y, f>=<ml(s)K', f>.
Finalement ml(s) est aussi valeur propre de M* associée au vecteur propre K é

Nous allons maintenant montrer que U‘ A1 K er(M* — \) contient un sous-ensemble dense.
Sur €, on sait que |m(s)| > 1. On a deux cas :

Si €23 NCy /5 est encore un ouvert non vide alors

vect{ Ky, s € CijpoN} C U Ker(M* —)\)
(A|>1
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et clairement le premier sous-ensemble est dense dans H? (si un élément est dans son orthogonal,
alors cet élément s’annule sur un ouvert de C, /5 et est donc nul).

Sinon Q) = Q; N (Cy \ Cy/2) est d’'intérieur non vide. Dans ce cas, quitte a prendre un
sous-ensemble un peu plus petit, on peut supposer que c¢’est un ouvert ne touchant pas le bord
de C4 sur lequel |m(s)| > 1+ € pour un certain € > 0. D’apres le lemme 11.27, il existe donc
lp > 1 tel que sur ), |m!| > 1 pour tout I > ly. On a alors

vect{Kﬁ, s € Qll, 1> lo} C U Ker(M* —))
[A[>1

et ce sous-ensemble est dense par le lemme 11.28.
On traite le cas €2 de la méme maniere. D’aprés le critere de Godefroy-Shapiro, M™* est donc
hypercyclique.

> Supposons maintenant que M™* est hypercyclique. On a alors ||[M*|| > 1 (sinon l'orbite d’un

élément ne pourrait pas étre dense). Comme | M*|| = ||M|| = ||m||x~, on a donc sup |m| > 1.
Ct
Il nous reste maintenant a montrer que %lf |m| < 1 et la preuve sera finie par un argument de
+

connexité.

Si le terme constant de m est nul alors le résultat est évident car dans ce cas

lim m(s)=0.
R(s)—+o0

Supposons donc que m s’écrit pour tout s € Cy sous la forme

—+00

m(s) = Z epn”®

n=1
avec ¢; # 0 et supposons par 'absurde que i(élf |m| > 1. Par le fait que ¢; # 0, 1/m est
+

développable en série de Dirichlet dans un certain-demi plan, il suffit en effet d’écrire

1 +00 c -1
=c°(1+ nns>
s (v

et de remarquer que

+00 c
lim E 2nTf=0.
R(s)—+o0 C1
n=2

Maintenant par hypothese 1/m est défini sur C et bornée par 1 : d’apres le théoreme de Bohr,
1/m appartient donc & H> et ||1/m|loc < 1, on peut donc le voir comme un multiplicateur sur
H? que I'on note M, /p,. Mais alors Ml*/m ne peut étre hypercyclique car || f/m|| = [[My/m|l =
[1/m||cc < 1. Or clairement M7 = (M*)~1 et donc par passage a I'inverse (voir Corollaire 1.3
de [7]), M* n’est pas hypercyclique non plus, ce qui est absurde. O

Remarque 11.29. Cette preuve s’adapte sur B2 ou encore sur Ai ol l'ensemble des multipli-
cateurs est encore H> (voir [34]).
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Chapitre 12

Comparaison entre les espaces B et
les espaces HP

Dans ce chapitre, nous étudions les injections entre les espaces BP et les espaces HP. Contrai-
rement aux espaces AP qui ont un comportement différent envers HP par rapport au cas classique
du disque, nous obtenons ici des résultats équivalents & ceux d’une variable.

Premierement, suivant des idées de [4], on obtient un résultat d’hypercontractivité sur les
espaces BP.

Soit 1 <p < g < 4o00.Pour f € BP(D*®),ze D®et k > 1,onpose 2 = (21, -+, 2k—1, Zktls - - )-

Soit fs () = f(2). Alors

| WallrmydAG) = 171 oy

On consideére une suite d’opérateurs Sy : BP(D) — B%(D) pour k > 1 tels que Sk(1) = 1. Si
P est un polynome analytique sur D>, on définit

Pl =P,
PEHL = S(Ps, (21)).

Cette séquence n’est pas en général une suite de polynomes mais si P dépend uniquement
de z1, ..., z, alors chaque terme de cette suite aussi. Cette suite est donc stationnaire.

Proposition 12.1. Si [[}2] ||kl < +oc alors la suite (P*)g>1 converge vers un élément S(P)
de B1(D>). De plus, S s’étend en un opérateur borné de BP(D>°) vers B1(ID>).

En fait, si on considére une suite d’opérateurs Sy : HP(D) — B%(D), on obtient le résultat
similaire suivant.

Proposition 12.2. Si [[}> ||Sk|| < +oo alors la suite (P*) converge vers un élément S(P) de
B1(D*°). De plus, S s’étend en un opérateur borné de HP(T>) vers BI(D°).

On donne uniquement la preuve de cette deuxieme proposition.
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Comparaison entre les espaces BP et les espaces HP

Démonstration. 11 suffit de montrer que

k
1Py < ( TTISH) 1P
=1

PO o = / 1S(PE (24))9dA(2)
]D)OO
— / / 1S(PE (24))|9 dA(z)d A (%)
Dee JD

_ /D ISk(PE () dAE)

<ISl” [ IPA ()l

— s [ [1P5ow |pdm<xk>)q/pdl<zk>.

Puisque 4 > 1, on obtient, par I'inégalité triangulaire intégrale,
p

(b+1) N » p/q q/p
POy < sl ([ ([ 1PE ) dmi))

Par récurrence, on obtient le résultat. O

Nous donnons maintenant quelques applications de ces propositions, mais nous avons besoin
tout d’abord de quelques résultats préliminaires, dans le contexte classique du disque unité.

Lemme 12.3. La suite ( ) 0 est un multiplicateur de B'(D) vers H'(D) avec norme
n

n -+ 2
exactement 1, c’est-a-dire pour f(z Z anz" € B (D), on a
n>0
<[ flz®
H ;0 n+ 2 Hl(]D)) (D)

Démonstration. Soient r < 1 et f € BY(D) de la forme (1.1). Alors en notant M cet opérateur
de multiplication, on a

1 2 ” 1 | +o0 P
— M Ndo = — nem?dp
27r/0 M F(re)] o 2
1 X :
= 5 Z 2 / anp"trnem? dp‘d@
T
2 +°°
< / / anp" e p dpdd
Si r tend vers 1, on obtient le résultat. ]
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Lemme 12.4. Soit r < 2. Alors (7""23%)”20 est un multiplicateur de H'(D) vers H?*(D)

avec norme 1.

Démonstration. On adapte une preuve de [11]. Soit f € HY(D), avec norme 1, de la forme
(1.1). On considere la factorisation f = gh ot g et h sont dans H?(D) et vérifient ||g[%, D) =

||h|]§{2(D) = 1. Notons (by,) et (c,) les coefficients de Fourier de g et h. On a

n
ap = Z brcn—r.
k=0
On sait de plus que
—+00 “+00
S b = 3 e = 1.
n=0 n=0

On souhaite montrer que

—+o00

2
E anrnL <1.
o 2vn+1

On peut supposer que les coeffcients b, et ¢, sont tous positifs (au pire, le module de a,
devient plus grand mais on cherche une condition suffisante pour I'inégalité, il n’y a donc aucun
probleme). On suppose donc

n
’an’ S Z bkcnfk
k=0

et pour montrer la derniere inégalité il suffit donc de montrer que

+o00 n

n—+2
SN b prd, <
n=0 k=0 2vn 1

pour toute suite positive (d,,) avec norme /o égale & 1. Cela est équivalent a

+o0

T k42
becyrthd TP TS
k%;()'“" KRNy

On aura cette inégalité des que
om0 2vn+k+1 et ‘

Mais pour tout j, on a seulement j + 1 possibilités d’écrire cet entier comme la somme de deux
entiers. Il suffit donc de prouver 'inégalité suivante

—+o0 . 2
9; (J+2)° o
St oy
j=0
Et avec la définition de (d,), ce sera vrai dés que pour tout j > 0,
; 2
2 (j+2)

<1
1 =
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La derniere inégalité est clairement vraie pour j = 0 pour tout r, on a alors juste a calculer

9 \ /i
m:inf(,) .
i21\J+2

log(2/(z+2))

On peut vérifier facilement que =z — p

est strictement croissante sur [1,+oco[ et on

obtient alors rg = 3" ]

Le lemme suivant est évident.

Lemme 12.5. (v/n + 1),>0 est un multiplicateur de H*(D) vers B%(D) avec norme exactement
égale a 1. En fait, c’est méme une isométrie.

On peut maintenant énoncer un résultat de contractivité sur les espaces de Bergman du
disque. P, désigne 'opérateur de contraction : pour z € D et f une fonction définie sur D,

B()(z) = f(rz).
2
Théoréeme 12.6. Sir < 3’ P, : BY(D) — B?(D) est borné avec norme 1. Réciproquement, si

1
P, : BL(D) — B%(D) est borné avec norme 1 alors r < —

V2
Démonstration. Sir < %, il suffit d’appliquer les trois lemmes précédents.
Réciproquement, supposons que P, : B1(D) — B?(D) est borné avec norme 1. Soit a € R, on a

a27,2

11+ arzl|5emy = 1 + 5

2
a
1+ az||pipy =1+ 3 + o(a?).

Donc on a - ) ) )
a‘r a a
1+2§<1+8+O((l2)> :1+Z+0(a2)

et donc 7% < 1. O

N[

On obtient maintenant une proposition équivalente a la proposition 7.19.
Proposition 12.7. Soit ¢ > 0. Alors T, : B — B2 est borné.

Démonstration. On considere la suite suivante d’opérateurs (on garde les notations du théoréme
précédent)
S, : BYD) — B2?D),
f — P (f)
Si on applique la proposition 12.1 a cette suite d’opérateurs et a une série de Dirichlet f de
la forme (3.1), on obtient

S(f)(s) — Z an(pl—s—a)cn” (p;s—a)ak

n:p?l . p:k >1

= ) an T =T()(s).

n:plll1 . pgk >1
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D’apres le théoreme précédent, on sait que || P g1y p2m) < 1 pour r assez petit et on
obtient donc le résultat sur T car p,© — 0 quand k tend vers I'infini et donc le produit infini
des normes est fini. O

Notations. Soit p > 1. On note Hp (resp. BY)) le sous-espace suivant de HP (resp. BP) :

)y

Hp = vect(e, k € P (resp. Bh = vect(ey, k € }P’)Bp).

Théoréme 12.8. Soit p > 1.

(i) L’injection de HP vers B est bornée avec norme 1.
Mais,

(ii) Uinjection de HP wvers BP n’est pas compacte. En fait, ce n’est méme pas un opérateur
strictement singulier.

Démonstration.

(i) Rappelons ([19]) que l'injection de HP(D) vers B?(D) est bornée avec norme 1 donc il
suffit d’utiliser la proposition 12.2 pour obtenir la continuité de I’injection de HP vers B2P.

(i) Dans [4], il est montré que Hh = HZ et pour la méme raison on a B = BE. Mais
clairement ’HIQF, = BI% donc HP et BP ont des sous-espaces fermés de dimension infinie isomorphes
et donc 'identité de HP vers BP n’est pas strictement singuliere. O

Remarques 12.9.
(i) Quand p =1, (i) a déja été prouvé par Helson (voir [25]).

(ii) On peut vérifier facilement que pour n # m on a

9 \ /P
lep, —epnlliBr = llep,llar = | —
Pn Pm = Pn P + 9
et alors on obtient un deuxiéme argument de la non compacité dans (ii). On peut méme
en faire une troisieme preuve : considérons la suite (ep,)n>1 C HP. Chaque élément de

cette suite est de norme 1 et donc si 'injection était compacte, il existerait une sous-suite
(epnk)kzo convergente vers un élément f appartenant a BP. Mais 'application évaluation

2
p+2
(iii) Remarquons qu'il est immédiat (sans utiliser le théoreme précédent) que 'injection de HP

vers B?P n’est pas compacte : en effet si c’était le cas, par restriction & la variable z; = 275,
I'injection de HP (D) vers B? (D) serait compacte mais ce n’est pas le cas.

1/p
étant bornée, f = 0 et c’est une contradiction car |[e;, |sr = < ) pour tout £ > 0.

(iv) Le principe de restriction utilisé précédemment permet aussi de montrer que (e, ) n’est pas
une base de Schauder sur H' : en effet si c’était le cas, par restriction (2") serait une base
de Schauder sur H*(D) ce qui est faux.

En fait, on peut prouver H2 C B* par simple calcul sur les coefficients des séries de Dirichlet.
Soit f une série de Dirichlet de la forme (3.1). On souhaite montrer que || f||gs < ||f|l32- On a

£l = 1212
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+o0o
Mais f2(s) = ann_s ol pour tout n > 1,

n=1

bn = Zad X a‘n/d'

din
Donc
17211 = +ZOO | X @ X anyal®
e n=1 d(n) ‘

On applique maintenant I'inégalité de Cauchy-Schwarz utilisant le fait que la somme contient
exactement d(n) termes :

—+o00
17215 <D0 laal® lag,ql

n=1 djn
n . .
Onan>1letn=dx > on intervertit alors les sommes :
—+00
2 2
= lag® Y lagal*
d=1 din

n
Mais si n est un multiplie de d, alors 7 est dans N, et

D lansal® = 11 fll3e-

dn

Finalement, on a
115 < 1F 115
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Chapitre 13

Opérateurs de composition sur les
espaces BP

Les espaces BP sont des espaces de fonctions analytiques sur Cy /5, on cherche alors comme
dans le cas A, & caractériser les fonctions analytiques @ : C, /2 — Cy /o induisant un opérateur
de composition borné sur BP.

13.1 Continuité des opérateurs de composition

Commencons par quelques résultats préliminaires avant d’énoncer le théoréeme principal :
le point clé est d’utiliser les limites verticales pour y € D, on doit donc vérifier que celles-ci
ont de bonnes propriétés vis-a-vis des opérateurs de composition. Ce qui rend plus difficile les
résultats a obtenir est le fait que les limites verticales f, avec x € D ne peuvent pas étre vues
comme des limites normales de f.

Lemme 13.1. Soient x € D> et ® une fonction de la forme ®(s) = cos + ¢(s) avec cp € N et
@ €D. On a dans le demi plan de convergence absolue de p,

(0™ %) = x(n)* x (n=™)

Démonstration. Grace a la forme particuliere de ®, n~® est bien une série de Dirichlet. Suppo-

sons que ¢ soit de la forme
+oo

‘70(5) = Z can”®,

n=1

alors dans le demi-plan de convergence absolue de ¢, d’apres le Lemme 3.3 de [22] on a

n7<1>(s) — pC0s—c1 H ( 1 + Z —Ck IOg k 35)

k=2

Il suffit alors d’appliquer x qui est completement multiplicative. O
Lemme 13.2. Soient ® : Cy — C,, une fonction analytique de la forme ®(s) = cos + ¢(s) ou
co est un entier et ¢ € D telle que ¢ converge uniformément sur Cor. pour tout € > 0. Alors

pour presque tout x € D, &, s’étend en une fonction analytique ®, sur Cy et ¢, converge
uniformément sur Copc pour tout € > 0.
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Démonstration. Sans perte de généralité, supposons ¢ = 0. Il suffit de montrer que ¢, s’étend
sur C,. Remarquons que ceci est vrai pour x € T juste en utilisant le fait que dans ce cas f,
est une limite normale de ¢. Il nous suffit donc de montrer que si ¢ converge sur C4 alors

—+00

o —
E caryt kT

n=1

converge aussi sur C, pour tout r € (0,1)°°.

Soit € > 0, ¢ converge uniformément sur C, /5, en particulier . € H> d’apres le théoréme de
Bohr et donc D(yp.) € H*(T*). Fixons donc r € (0,1)*, lapplication définie par
z = D(pe)(r121, ra22,- -+ ) est alors aussi dans H*°(T°). En effet d’apres [15], Th11.2, H>(T)
est isométriquement isomorphe & H*°(B), 'algebre des fonctions analytiques bornées sur B, la
boule unité ouverte de c¢y. Le résultat est alors évident car si z € B, r.z = (1121, 229, - - ) aussi.
On vient donc de montrer que pour ¢ > 0 fixé,

—+00
E enritorytnToTE
n=1

converge et est bornée sur Cy. Ceci étant vrai pour tout € > 0, le résultat suit par le théoreme
de Bohr.
O

On aimerait montrer que si ®(C;) C C; alors pour presque tout x € D> (par rapport a g),
®,(C4) C C4. Cela n’est pas évident, néanmoins on peut le montrer dans un cas particulier.
Pour cela, nous faisons quelques rappels.

Définition 13.3. Une suite d’entiers (¢n)n>1 est dite multiplicativement indépendante si pour
tout k > 1 et pour tout c1, ..., cp € Z, ’égalité

c1log(q1) + - - - ¢ log(qx) =0
implique ¢ = -+ = ¢ = 0.

Lemme 13.4 (Kronecker).

Soient qq, . .., qn, multiplicativement indépendants. Alors la fonction
R — T4
to— (" ™)

a une image dense.

Lemme 13.5. Soient ® de la forme ®(s) = cos+¢(s) avec co > 1 et ¢ définie pour tout s € C4
par

d
pls) =c1+ Z Ca9;°
=1

ou les qj sont multiplicativement indépendants et cq; # 0. Alors

(i) ®(C4) C Cy si et seulement si R(c1) > |cq, | + -+ + |cqyl-
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(it) En particulier si (C4) C C4 alors pour tout x € D>, ®,(C,) C Cy.
Démonstration. (i) est une conséquence du lemme précédent et (i7) est alors trivial. O

Théoréme 13.6. Soient p > 1, ® de la forme ®(s) = cos + p(s) ot co > 1 et ¢ € D. Si ¢
converge uniformément sur C. pour tout € > 0 et que pour presque tout x € D, @X((CJr) cCy
alors Cg est borné sur BP et est une contraction.

En utilisant le lemme précédent, on obtient ce corollaire immédiat :

Corollaire 13.7. Soient ® de la forme ®(s) = cos + ¢(s) avec cog > 1 et ¢ définie pour tout
s € Cy par

d
s)=c1+ Z Cq; 4 °
j=1

ou les q; sont multiplicativement indépendants et cg; # 0. Alors si
Rler) = leg |+ + leqal,
Co est borné sur BP et est une contraction.
Dans la preuve du théoreme précédent, nous allons utiliser le résultat suivant.
Lemme 13.8. Soient r,r’ € (0,1) et f € HP . On suppose que r; < r; pour tout © > 1, alors
el < llns-

Démonstration. Le résultat est vrai dans le cas classique du disque unité. Par hypercontractivité
(voir [4] ou l'analogue donné par la proposition 12.1), on obtient alors le résultat. O

Démonstration du théoréme 13.6. Supposons que ¢ converge uniformément sur C. pour tout
e > 0et ®(Cy) C C,. Par hypothese, pour presque tout x € D>, @, est un cg-symbole sur H”
avec ¢ > 1, en particulier le résultat est vrai pour presque tout x = r € (0,1)°°. Considérons P
un polynéme de Dirichlet, on sait que pour tout s € C,,

(P o®@)y(s) = Pyeo 0 Py(s).

Soit w une mesure de probabilité borélienne sur R. On a d’apres le lemme 11.16,

iPoei = [ [ [ IPoe)pan ancan

ot x = (r1€1, r2C2, ).
P ol / / / |Pyeo o @ (i) [Pdw(t) diin(C)dR

Maintenant, on considere Pyco comme Pyeo ¢co et I'on fait de méme pour @, (it). Sachant que @,
vérifie alors les conditions de continuité pour C, sur HP (c’est-a -dire envoie C sur C4 et a la
bonne forme). On a alors

/ / [Py o B (it) Pdu(t) difn ()
Toe JR

IN

L [ 1Peatiypau aiico
1P
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car Cp, est alors une contraction. Grace au lemme précédent, et sachant que cp > 1, on a
| Preo||#r < || Pr||3e- On a donc prouvé que

Pty [ IR IR = P

)

On conclut alors comme dans la preuve du théoreme 9.1 grace a la continuité de 'application
évaluation et la densité des polynomes de Dirichlet. O

Dans le cas ¢y = 0, on obtient le résultat suivant.

Théoreme 13.9. Soient p > 1 et ®: Ci1 — Ci1 appartenant a D. Alors
2 2

(i) Si ® converge uniformément sur C. pour tout ¢ > 0 et ®(C4) C Cy/9yy (0oun > 0) alors
Co est Hilbert-Schmidt sur B2, a fortiori borné.

(ii) Si Cg est borné sur B2, alors il est borné sur B¢ pour tout k > 1. Par conséquent Co est
borné sur B2 pour tout k > 1 sous les hypothéses de (ii).

Les preuves sont analogues a celles du Théoreme 9.3.

13.2 Compacité des opérateurs de composition

En définissant des noyaux reproduisants K é dans ce cadre, on montre le théoreme suivant.
L’unique changement par rapport au cas H? est le fait que le noyau de produisant de B2 est le
carré du noyau reproduisant de #2. Dans le prochain théoreme K! sera le noyau reproduisant
partiel d’ordre [ de B? associé & s € Ci/a-

Théoréme 13.10. Soient ® un co-symbole ot co > 1 et I > 1. Supposons que P(s) = cos +
—+o00

Z cnn”® ot ¢, = 0 quand pT(n) > p;. On a alors

n=1

1K 152
1Ca |52, > limsup 7¢§8) .

w(s)—0 1K B2
En particulier, si Cy est compact alors

lim )

R(s)—0 R(P(s))
On peut obtenir une équivalence lorsque le symbole est “sympathique”.

Proposition 13.11. Soient ® de la forme ®(s) = cos+ ¢(s) avec co > 1 et ¢ définie pour tout
s € Cy par

d
pls) =c1+ ) cq;
=1

ou les q; sont multiplicativement indépendants et c,; # 0. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) R(er) > leg |+ + legyl-
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(ii)) ®(Cy) C C. pour un certain € > 0.

(iii) Co est compact sur B2.

Démonstration. Analogue au corollaire 2 de [6].
Les deux arguments clés sont le théoréme de Kronecker et le fait que si ®(C;) C C. pour
un certain € > 0 alors Cp est compact sur B2. Nous ne montrons que ce point précis.

Si T: est I'opérateur de translation par e > 0, on a T. Lo ®(C,) C C4 et d’apres le corollaire
13.7 on a donc que CTJIO(I, est borné sur B2. Or T. est un opérateur diagonal sur la base

orthonormale de B2 et cette diagonale tend vers 0, 7. est donc un opérateur compact, ce qui

conclut la preuve par composition.
O

Remarque 13.12. Le résultat précédent est aussi vrai sur les espaces A% avec a > —1.
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Cinquieme partie

Espaces de Hardy-Orlicz de séries de
Dirichlet HY
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Introduction

Dans cette derniere partie, nous introduisons les espaces de Hardy-Orlicz HY de séries de
Dirichlet. Pour cela nous commencgons par définir les espaces de Hardy-Orlicz du polytore infini
HY(T*) et utilisons le point de vue de Bohr. Nous nous intéresserons en particulier & ’appli-
cation évaluation sur ces espaces qui est plus difficile & obtenir que dans le cas du disque unité.
La méthode utilisée permet de retrouver des résultats optimaux dans le cadre du disque unité.

Nous abordons I'étude des opérateurs de compositions sur ces espaces.

Durant toute cette partie, 1 sera une fonction d’Orlicz.
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Chapitre 14

Espaces de Hardy-Orlicz HY

14.1 Espaces de Hardy-Orlicz HY(T>)

Définition 14.1. L’espace de Hardy-Orlicz HY(T™) est I’ensemble des (classes de) fonctions
de LY(T>) dont les coefficients de Fourier a, sont nuls pour n € Z(>)\N(>®

Par inclusion dans I’espace H!(T), nous pouvons déja définir pour un élément ' € HY(T>)
Pévaluation en z = (21, 29,---) € D* N ¥y. On a en effet dans ce cas

—+o00
_ /Too F(Ci,Caye) HPZZ(Q) dm((Q)
=1

ot pour z € D, P, est le noyau de Poisson usuel. Par comparaison des normes || - || g1 (pe) et
| - | zro(wooy €t par le Théoréme 4.2 on obtient alors

o Pl
CILE =)

Le but de cette section est de donner maintenant une majoration de la norme de ’application
évaluation sur HY(T*) dépendant de 1. La méthode utilisée dans le cas d’une variable dans
[27] ne s’adapte pas ici car 'un des arguments est d’utiliser la norme infini du noyau de Poisson.
Malheureusement dans le cas du polytore infini, il est montré dans [15] que le produit infini des
noyaux de Poisson en z € D> appartient a H*(T>) si et seulement si z € D> N ¢y, ce qui est
insuffisant pour notre étude.

[F'(2)

Nous donnons des estimations dans deux cas particuliers.

Proposition 14.2. Supposons que 1; = /4 soit une fonction convexe. Alors pour tout

z€eD>*®Nly, on a
400 2
_ 1+ |z
1
162l (7 (moeyyx < ¥ < | | . \Z:P).
i=1

Démonstration. Soient F appartenant & la boule unité de HY(T>) ¢ H'(T*) et z € D> N /5.
On a

—+00
_ /Tw F(G, Gy ---) [ PaalG) din€)
i=1
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et en particulier en se rappelant que les noyaux de Poisson sont positifs,
—+00
FEIS [ PG T Pt dinge)
~ i=1

Maintenant, on utilise I'inégalité de Jensen avec 1Z en utilisant le fait que l'intégrale de chaque
noyau de Poisson vaut 1 :

+oo
P(IFE)) < /Too D(IP s G- )D) [T PeslG) dm(<).

i=1

Grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient alors
B _ 1/2 1/2
Areh < ([P0 hano) (/wHP (@ a0))
1/2 = 1/2
— ([strcceonam@) < ([ HP? G di())

+o0 N 1/2
(/. 17 (o))

car F' est dans la boule unité de H w(TOO). Pour conclure, il suffit de remarquer que

OO
1+|Zi|2
P( N
/TH (G dm(e) =115

oo
=1

IN

O]

Remarque 14.3. Soit 9 une fonction d’Orlicz. Supposons qu’il existe ¥ convexe et c¢1,co > 0
tels que pour tout x > 0,
V¥ (z) < U(z) < o/ V().

Alors le résultat de la proposition précédente reste vrai (& constante pres).

On obtient maintenant une estimation plus intéressante pour les fonctions 1.

Proposition 14.4. Soient ¢ > 1 et z € D> N¥y. Alors

“+oo

_ 1
1021l (rva (moeyy= < g ' < H 1W>
i=1 !

Remarque 14.5. La proposition précédente nous donne des résultats analogues a ceux obtenus
pour HP(T°) dans le Théoréeme 4.2.

Démonstration. Soient F appartenant & la boule unité de H%4(T>) et z € D* N /fy. On a

E:

It
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Par le Théoreme 4.2, on a alors

k
= IFI

HkQ(']I‘oo)
Yo([F(2)]) < -
q ;k! oo — |z)2)
+o0 kq
1 T
- +o00 1 5 X Z#
iz ( . |2i%) = !
= = X Ya(|F(C dm ¢
;;1(11— |zi|?) /Too q([F(Q)Ddm/(C)
S oo
;;1 (1 —12]?)
car F' est dans la boule unité de H wq(TOO). .

Remarque 14.6. On peut généraliser le résultat précédent dés que la fonction v se développe
en série entiere sur (0,400) et a tous ses coefficients de Taylor positifs. Plus généralement, des
que 1 admet un développement de la forme

Y(x) = Z apxd*

k>0

avec qg,ar > 0 (k > 0), la proposition précédente reste vraie (avec une preuve similaire).

14.2 Espaces H" de séries de Dirichlet

On suit le méme raisonnement que celui fait par F. Bayart dans [4] concernant la définition
des espaces HP.

Définition 14.7. Pour P € P, on pose

. 1T [|P(it)]
= <1\,
1Pl mf{c >0 Am 5r /_Tw{ c =t

Remarque 14.8. Pour l'instant ce n’est pas clair que ce soit une norme sur P mais grace a la
théorie ergodique on verra que c’est en fait le cas.

Rappelons que flot T} est défini sur T pour tout ¢ € R par

Tt(Z) = (pl_itzh pQ_it227 e )
et que c’est un flot uniquement ergodique.

Lemme 14.9. Soit P € P, on a
[1Pll3¢e = IDP| o (pos)-

Démonstration. La fonction (| DP|) est continue sur T, on applique alors le théoréme ergo-
dique au point zp = (1,1, --) qui nous donne que pour tout C' > 0,

i e (PO [ (2 ),

et donc le résultat. O
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Rappelons que les espaces HP étaient définis par complétion ce qui n’est pas possible ici, les
espaces de Orlicz n’étant pas forcément séparables. Une définition “convenable” pour ’espace
HY serait alors :

Définition 14.10. HY (resp. HMY) est défini comme étant le sous-espace de H' constitué des
séries de Dirichlet f telles que D(f) € HY(T*) (resp. D(f) € HMY(T>)). Dans ce cas, on
pose | flle = ID(llzrorm (de méme pour HMY).

On utilise maintenant les résultats d’évaluation obtenus sur H¥(T°). Nous commengons par
le cas ou ¢ = 1)y.

Théoréme 14.11. Soient ¢ > 1 et f € H¥4. Alors op(f) < 1/2 et pour tout s € Ci/2,

()] < wg H(C(2R(s))).

Démonstration. Nous donnons peu de détails de cette preuve qui suit la méme trame que la
preuve du Théoreme 11.13. Soit w € Cyjp. Posons F' = D(f), alors z, = (27%,37%,.-+) €
D>® Ny et F € HY(T>). On a donc

a 1
P = )] < 07 (T Ly ) 1D
=1+

En utilisant que||D f ||y, = ||f[l¢,, le théoreme de Bohr et le produit Eulérien de la fonction Zéta,
on obtient le résultat. O

Proposition 14.12. Soient ¢ une fonction d’Orlicz telle que /1 soit conveze et f € HY. Alors
op(f) < 1/2 et pour tout s € Cy 9,

2(2R(s
o= ()

Démonstration. Similaire & la précédente. ]

On peut se poser maintenant la question de l'optimalité de C; /5 comme domaine commun
de définition pour les espaces HY.

Proposition 14.13. Supposons que 1) vérifie l'une des conditions suivantes :

(1) ¥ =1y avec g < 2.
(ii) La norme dans HY vérifie une inégalité du type || - ||y < Cyll - ||, pour un certain p > 1.

Alors Cy 5 est optimal : il existe f € HY dont le domaine de convergence est exactement Cij2-

Démonstration. Considérons la série f définie par

/= Z\/Fnlog (pn) ™

Alors f appartient & Pespace HY. En effet, sous I’hypothese (i), il suffit d’utiliser les inégalités
de Khintchine : si (z;);>1 est une suite de variables aléatoire i.i.d de Steinhauss, on sait que les
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normes 1, avec ¢ < 2 et la norme 2 sont équivalentes. Donc pour une série a spectre dans les
nombres premiers, f est dans 'espace de Hardy H%4 si et seulement si f est dans 1’espace H2. Or
la fonction f appartient clairement & H? et diverge en s = 1/2, ce qui nous donne le résultat.
Le deuxieme est évident. O

Le cas 14 avec ¢ > 2 semble déja plus difficile.

Notation. Soit (ay,) une suite de scalaires. On note (o) la suite obtenue en réarrangeant en

1
ordre décroissant la suite (|ay,|). On dit que cette suite est dans (P> sisup,,~;nra), < oo et on
pose dans ce cas

1
[ (an)llp.cc =supnray
n>1

| [[p,c0 €st équivalent a une norme sur 7>,

Le résultat suivant semble donner une “piste” pour le cas ¢ > 2. Ici (r,) désigne une suite
de variables aléatoires indépendantes de méme loi de Rademacher.

Théoréme 14.14 ([37]). Soit (av,) une suite de carré sommable, de sorte que S = 3"+t a,ry,
converge presque surement. Soient 1 < p < 2 < q < 0o deuz exposants conjugués. Alors S €
L¥4([0,1]) si et seulement si (o) € £P°°. De plus il existe deux constantes A, et B, telles que

A (@n)llpoo < 1SNy, < Bpll(an)llpoo

On peut alors se poser la question de savoir s’il existe des espaces H¥ ou le domaine
d’évaluation est plus grand que Cy/,. En se limitant a des séries a spectres dans les nombres
premiers, le Théoreme précédent affirme que oui (ce qui n’était pas le cas pour les espaces HP).
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Chapitre 15

Opérateurs de composition sur les
espaces HV

Ce chapitre est le début d’une étude sur les opérateurs de composition sur les espaces
H¥. Nous nous intéressons en particulier & la continuité. Nous avons besoin de deux résultats
préliminaires.

Notation. Soit ¢ > 0. On note ]SU la fonction définie pour tout z = (z1,22,---) € T par
Pr(z)=]] P, o (z).
i=1

Grace au fait que P, soit un produit des noyaux de Poisson usuels, on a
P |l g1 (poey = 1.
Lemme 15.1. Soient f € HY et 0 < o' < a. Alors || follsw < | forllgpw. En particulier

sup || folle < [[fll30-
o>0

Démonstration.
| follze = [ forr ooyl = 1D(for) * Po—or | gro (o)

< NDU oWtz o) | Po—or i1 roey = ID(For)ll 1o (roey-

Lemme 15.2. Soit f € HMY. On a

sup || fo ll3e = [ fll30-

>0
Démonstration. Une inégalité a déja été prouvée dans le lemme précédent. Il suffit de remarquer
que le résultat est vrai pour les polyndomes (grace au théoreme de convergence dominée) et

d’utiliser la densité de P dans HMY. O
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Théoréme 15.3. Soient ® : Cy /5 — Cy/p une fonction analytique de la forme ®(s) = cos+¢(s)
ot co > 1 et p € D. Si v converge uniformément sur C. pour tout € > 0 et vérifie p(Cy) C Cy
alors Cg est borné et est une contraction sur HMY.

Remarque 15.4. Pour ne pas confondre la fonction d’Orlicz 1 et les applications ¢ (£ > 0),
nous noterons dans la preuve suivante (et uniquement dans cette preuve) ¥ la fonction d’Orlicz
au lieu de 1.

Démonstration. Soient 0 < 7,{ < +o00. Rappelons que la fonction ¢ : Cy — D est définie pour

tout s € C; par
_s—¢
wf(s)_s_i_é-

Soit f un polynéme de Dirichlet. Par changement de variables, on a
o o —1 ei@ do i+
/ wf [ o¥e (€I do _ /\P |f(it)] Delt)
0 C 2T R C

& 1
7Tt2+£2

ouC >0et

de(t) = dt.

Sachant que ¢ : C; — C4, on az/;no(bongl :ID — . On peut alors écrire
foq’o%_lZfolbﬁlo%o%o‘l’noﬁboi/}gl

oll a est choisit tel que q4(1Py o @ o wgl(())) = 0. Clest-a -dire a = 1, (®(&)) (¢aq est automor-
phisme du disque unité associé a a dans les notations de cette these).

On a donc deux symboles, un qui fixe 0 : ¢4 01, 0 ® o d)g L et un autre qui est une fonction
intérieure : ¢,. D’apres les résultats sur les opérateurs de composition sur les espaces de Hardy-
Orlicz du disque unité (voir Prop3.12 de[27]), on a

2 (| fodoy (e do  1+1]al [Z(|fow; N (€?)] do
A G Rl A Gt FEC

Maintenant pour g € H*® et ¢ > 0, on a

e oo [ o2

En effet, c’est une conséquence du théoréeme ergodique et du fait que D(g,) est continue sur T
car g est dans H* et que donc son abscisse de Bohr est inférieure ou égale a 0. Or d’apres le
théoreme B de [22] on sait que

) 1 T lg(o + it)] L lg(o + it)]
[Ty [o(2)

Finalement en appliquant 15.1 a ®,, on a

for (PR Jam < (GGG * Lo (5 o
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ol on a choisit n = ¢p€. Or

~ hm PO
I @O = I 5 =

Finalement, on on obtient donc
1 © @oll3w < [Ifll30-

Grace au lemme précédent, on a alors

1 o @ll3e < ([ fllpg-

On conclut alors en utilisant la continuité de l'application évaluation et la densité de P sur

HMY. O

Remarque 15.5. Le cas ¢y = 0 est déja un probléme dans le cadre des espaces HP sauf quand p
est pair. Pour cette raison on peut énoncer un résultat de continuité sur ’espace gaussien H¥? :
soit ® : Cy/3 — Cy/p une fonction analytique appartenant a D. On suppose que ® s’étend sur
C, et que ¢ converge uniformément sur C. pour tout € > 0 et vérifie ®(C1) C C;/y alors Co
est borné sur H¥2. Nous détaillons la preuve maintenant.

Soit ® vérifiant les conditions précédentes. D’apres le théoreme B de [22], il existe une
constante C' > 1 telle que ||Cpl|yy2 = C. En utilisant le raisonnemment déja fait dans la preuve

de (7i7) du théoréme 9.3, on a
ICall3n < CV/*.

Supposons maintenant f € H¥2 vérifiant || f|| s, < 1. On a
DO — N fo @)
/Oo 7/’2( c dm = Z k‘CQk ————dm
B Z ||f o ‘I’”H%
B k\C?k

ZCW I3
KIC2k

<
+oo 2k
I £ 1152w
= Z B
k=1

Or ce dernier terme est plus petit que 1 car || f||44, < 1. Finalement, on a donc

1f 0 ®lygws < CllFll3gee-

Sous les hypotheses du théoréme précédent, quand ¢y = 1, on peut faire de méme que précédemment
et obtenir une preuve de la continuité dans ce cas. Cela nous donne un exemple de continuité
sur un espace H¥ et non pas seulement sur un espace HM?Y.

Intéressons nous maintenant & une réciproque. Si Cp est borné sur un espace 1Y, que peut-on
dire de @ 7 On utilise les mémes remarques faites concernant 1’évaluation.
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Proposition 15.6. Soient ® : C1 — C1une fonction analytique, de la forme ®(s) = cos + ¢(s)
2 2

ot cg € N et ¢ € D, générant un opérateur de composition borné sur HY. Supposons que 1)
vérifie l'une des conditions suivantes :

(1) Y =1q avec q¢ < 2.
(ii) La norme dans HY vérifie une inégalité du type || - |y < Cyll - ||, pour un certain p > 1.

Alors si cg > 1, ¢ converge uniformément sur C. pour tout € > 0 et vérifie p(Cy) C Cy. Si
co =0,  converge uniformément sur C. pour tout e > 0 et vérifie p(C1) C Cy 5.

Démonstration. On a déja montré que la série f, définie par

“+o00

i X(pn) e
fx —nzz:l /P 10g(pn) P

appartient & Pespace H¥ pour tout y € T. Il suffit alors de refaire le méme raisonnement que
dans la preuve du Théoreme 9.1. O

Dans le cas 12, on peut donc énoncer le résultat suivant.
Théoreme 15.7. Une fonction analytique @ : Cy /5 — Cy /o définit un opérateur de composition
borné sur HY? si et seulement si

(i) Elle est de la forme ®(s) = cos + ¢(s) ot cg est un entier naturel et ¢ € D.
(i) ® admet un prolongement analytique a Cy, toujours noté @, tel que ®(Cy) C Cy sicy > 1
et ®(C1) C Cyyp sico=0. De plus Cp est une contraction si co > 1.

De plus dans les deux cas, ¢ converge uniformément sur Cc pour tout € > 0.

Remarque 15.8. Dans le cas ¢y = 1, en appliquant le méme type de raisonnement il est facile
de voir que I’équivalence est encore vraie sur les espaces H¥? avec ¢ < 2.

Notons qu’une meilleure connaissance de ’évaluation sur certains HY permettrait peut-étre
de faire un lien entre le comportement de C'g sur H* et celui sur les espaces HP, notamment si
certains espaces de Hardy-Orlicz étaient définis sur Cy avec 0 < 6 < 1/2.
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Nous présentons ici un principe général pour comparer (relativement & p) la norme de 1’ap-
plication évaluation. Nous allons énoncer ce résultat dans le cadre général de sous-espaces de
LP. Quand nous travaillons sur les espaces classiques de fonctions analytiques sur le disque unité
(espaces de Hardy et Bergman), ce principe est inutile car on peut travailler avec des puissances
de fonctions pour obtenir la norme de 'application évaluation. Cela n’est plus possible dans le
cadre des séries de Dirichlet, on ne peut pas a priori considérer f* avec o € R si f € D sauf si
« est un entier positif pair. La méthode suivante nous permet d’obtenir des résultats optimaux
dans ce cas.

Nous considérons des sous espaces X, C LP(2,v) de fonctions sur €, ol v est une mesure de

probabilité sur 2 et p > 1. On suppose de plus 'existence d’une sous-algebre P C ﬂ X, dense
p=1
dans X, (dans la plupart des cas, il suffit de penser aux polynémes).

Fixons w € et supposons que I'application évaluation f € X, — f(w) est bornée avec
norme N,

Notons que grace a la théorie des noyaux reproduisants, la valeur de Ny est généralement
connue et facile a obtenir.

Proposition. En gardant les notations précédentes, on a
@ sit=L 1L wors N, > N,N,
i) Si — = —+ —, alors > .
P @ @ P a14Vge

(it) Soit ¢ >p>1. On a N, > Ny.

(111) Soit m un entier positif. On a pour tout p > 1, Npy, < (Np) L/m
En particulier, No,, < (Ng)l/m.

Démonstration.

(1) Soit f et g appartenant a P ou || f||ra = 1 et ||g||re2 = 1. Le produit fg appartient toujours
aPCX,etona

Np = Npllfgllze = Npllfgllxe = [f(w)] X |g(w)].

En prenant maintenant la borne supérieure relativement & f et g, on obtient alors ().

(i) est trivial.
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1 1 1
(73i) Par récurrence, on a N, > Ng, --- N, deés que — = — + --- + —- En particulier, on peut
p q1 qr
1 1 1
écrire = = — + -+ — (m fois) et donc N, > (Npi )™ O
p pm pm
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Dans cette annexe, nous donnons plusieurs preuves du lemme 8.2. Nous avons déja donné
une preuve de celui-ci a l'aide de la formule de Leibnitz.

Lemme. Pourn >1, on a
2= z".
n (1 — z)2nt1 k
k=0 k=0
M. De la Salle nous a communiqué une autre preuve de ce lemme.

Démonstration. Soit r € (0,1), on pose S la somme définie par
+0o0 2
n -+ k 2%
S =
> (")
k=0

Notons que 1’on considére une somme avec 2 et non r. On peut interpréter cette somme comme
un produit scalaire dans L?(T). On a

2
S = % ; (1-— reie)*"*l(l — re*ig)*”*l do
= F(z)dz
(0,1)

ou F est la fonction holomorphe sur C\ {r, 1/r} définie par

n

F(z) = 1- ,rz)nfl(z — )il

D’apres le théoreme des résidus, on a donc S = Res(F,r). Pour calculer S, il suffit maintenant
de trouver un lacet homotope & C(0,1) dans C \ {r, 1/r} pour lequel l'intégrale sera plus facile
a calculer. Considérons donc le lacet I, paramétré par

z4+r
1+17rz

Y :z€C(0,1) —
Pour tout r € D, r et 1/r n’appartiennent pas a I, et les indices restent inchangés. On a donc

S = F(z)dz
Iy
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En utilisant la paramétrisation, on obtient alors

1

S = — F(y-(z 7; z)dz
577 oy, PO
_ b (zr)" A fra)™2 1=
T % C(0.1) (1 — r2)2n+2,n+l (14 rz)2
1 (z+7r)"(L+7rz)" &

2% co.1) (1 — r2)2n+lyn+l
1 7 "L /)2 ok
T 1) % <k:) -

en considérant la derniére intégrale comme un produit scalaire (de la fonction z — (z + r)”
contre elle-méme). Par prolongement analytique, on obtient le résultat. ]

Une autre preuve peut-étre obtenue a ’aide d’une démonstration par récurrence. Pour n = 1,

on vérifie facilement que
*f <k+1>22k: 1tz
=\ 1 (1—2)3
La preuve de I’hérédité se fait alors en remarquant que

<n+k> y (n+k+1) <n+k+l)'

n n+1 - n+1

Il suffit de calculer la dérivée seconde de I’égalité au rang n pour obtenir 1’égalité au rang n + 1.
Cette preuve plus élémentaire est par contre tres fastidieuse.

Une derniere possibilité de preuve nous a été donnée par K. Grosse-Erdmann, cette formule

est en fait un cas particulier d’un résultat obtenu par Euler en 1748 concernant les fonctions
hypergéométriques que 'on peut trouver dans [20].
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Problemes

Nous proposons ici une liste de questions ouvertes et de certains problemes.

e Peut-on se passer du fait que Im(yp) soit borné dans le theoreme 5.4 7
e Le critere d’équivalence de compacité sur #? du Théoreme 5.11 peut-il étre obtenu avec

moins de restrictions ?
La compacité de Cg sur HP est-elle équivalente a la compacité de Cg sur HY pour
1 <p < q < +00? La méme question se pose pour les espaces A}, et les espaces BP.

e Comment obtenir 'optimalité des majorations de la norme de I’évaluation sur AP 7
e Que peut-on dire dans le cas ¢y = 0 concernant la continuité et la compacité de C'g sur

p

e La compacité de Cp sur HP implique t-elle sur la compacité de Cp sur AP ou sur BP ?

Comment obtenir une formule de type Littlewood-Paley sur HP et AP ? Cela permettrait
d’obtenir une condition suffisante de compacité pour Cg sur ces espaces.

Comment améliorer le résultat de continuité obtenu pour 5?7

Les espaces AP et BP sont-ils isomorphes ? Sont-ils isomorphes a ¢, ?

Comment améliorer les résultats concernant ’évaluation sur Pespace H¥ ?

Que peut-on dire de la compacité de Cop sur H¥? ? Est-ce équivalent & la compacité faible ?
Définir des espaces AY et BY et étudier les propriétés d’injections entre ces espaces et les
espaces HY.

Comment bien définir un espace de Bloch de séries de Dirichlet 7 Une fois défini, est-ce le
dual de A! ou de B'?
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