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4.1 L’espace de Hardy H2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.2 Espaces de Hardy Hp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.3 Opérateurs de composition sur les espaces Hp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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5.3 Condition nécessaire de compacité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

6 Mesures de Carleson 55

6.1 Comparaison avec la fonction de comptage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
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9.4 Opérateurs de compositions isométriques, inversibles, Fredholm . . . . . . . . . . 100

10 Multiplicateurs sur Apµ 105

IV Espaces de Bergman Bp 107

Introduction 109

11 Espaces de Bergman Bp 111

11.1 Les espaces de Bergman Bp(D∞) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
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Introduction 137

14 Espaces de Hardy-Orlicz Hψ 139
14.1 Espaces de Hardy-Orlicz Hψ(T∞) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
14.2 Espaces Hψ de séries de Dirichlet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
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6



Introduction

Cette thèse constituée de cinq parties distinctes a pour but l’étude de certains espaces de
Banach de séries de Dirichlet et de leurs opérateurs de composition. Nous donnons des résultats
concernant les espaces de Hardy de séries de Dirichlet puis en se basant sur les espaces classiques
du disque unité nous introduisons de nouveaux espaces de type Bergman, ainsi que des espaces
de Hardy-Orlicz de séries de Dirichlet. Nous entamons ensuite leur étude.

Dans la première partie de la thèse nous motivons ce travail et rappelons les résultats clas-
siques concernant les espaces de fonctions analytiques sur le disque unité. Nous définissons les
espaces de Hardy, de Bergman à poids et les espaces de Hardy-Orlicz. L’idée de cette partie
est double : tout d’abord rappeler comment l’on construit les espaces de Bergman à l’aide des
espaces de Hardy et les liens entre ces espaces (résultats d’injections notamment), puis nous
rappelons les résultats de continuité et de compacité des opérateurs de composition sur ces es-
paces à l’aide de deux points de vue classiques : les fonctions de comptages de Nevanlinna et les
mesures de Carleson.

Concernant les séries de Dirichlet, nous rappelons tout d’abord le principe du point de vue de
Bohr : toute série de Dirichlet f peut être vue comme une série de Fourier D(f) sur le polytore
infini T∞. Cette identification permet de définir la norme d’un élément f de l’espace de Hardy
Hp (p ≥ 1) comme la norme de D(f) dans l’espace de Hardy du polytore infini Hp(T∞). En
particulier,

H2 =

{ +∞∑
n=1

ann
−s,

+∞∑
n=1

|an|2 < +∞
}
·

Il est montré dans [4] que les espaces Hp sont des espaces de fonctions holomorphes sur
C1/2 = {s ∈ C, <(s) > 1/2}.

Soit Φ : C1/2 → C1/2 une fonction analytique. On définit l’opérateur de composition CΦ

pour toute fonction f ∈ Hp par CΦ(f) = f ◦ Φ, cela a un bien un sens en termes de fonctions
analytiques. Le premier résultat concernant l’opérateur de composition CΦ est le suivant. On
note D l’ensemble des fonctions représentables par une série de Dirichlet convergente dans un
certain demi-plan.

Théorème (ThB de [22] pour p = 2 et [4] pour p 6= 2).

Soit 1 ≤ p < +∞. Si une fonction analytique Φ : C1/2 → C1/2 induit un opérateur de composition
borné sur Hp alors
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Introduction

(i) Elle est de la forme Φ(s) = c0s+ ϕ(s) où c0 est en entier naturel et ϕ ∈ D.

(ii) Φ admet un prolongement analytique sur C+ = {s ∈ C, <(s) > 0}, toujours noté Φ, tel
que Φ(C+) ⊂ C+ si c0 ≥ 1 et Φ(C+) ⊂ C1/2 si c0 = 0. De plus CΦ est une contraction
lorsque c0 ≥ 1.

La réciproque est vraie si c0 ≥ 1 ou si c0 = 0 et que p est un entier pair.

On appelle c0-symbole une fonction analytique Φ : C1/2 → C1/2 induisant un opérateur de
composition borné surH2 de la forme Φ(s) = c0s+ϕ(s). Remarquons que cette forme particulière
est une condition arithmétique permettant à la composée f ◦ Φ d’être développable en série de
Dirichlet pour toute série de Dirichlet f .

Concernant la compacité, F. Bayart a défini dans [6] une fonction de comptage associée à
l’espaceH2 afin d’obtenir une condition suffisante de compacité pour les c0-symboles avec c0 ≥ 1.
Pour Φ : C+ → C+, la fonction de comptage NΦ est définie par

NΦ(s) =


∑
a∈C+

Φ(a)=s

<(a) si s ∈ Φ(C+),

0 sinon.

Le théorème obtenu est alors le suivant.

Théorème ([6], Th2). Soit Φ un c0-symbole avec c0 ≥ 1. Supposons que

(i) Im(ϕ) est borné dans C+.

(ii) NΦ(s) = o(<(s)) quand <(s)→ 0.

Alors CΦ est compact sur H2.

La deuxième partie de la thèse est consacrée à l’étude de la compacité des opérateurs de
composition sur l’espace H2. En s’inspirant du travail de F. Bayart dans [4] et [6] concernant
cet espace et des résultats concernant la norme essentielle des opérateurs de composition dans
le cas du disque obtenus par J. Shapiro dans [41], on obtient le résultat suivant où ‖CΦ‖H2,e

désigne la norme essentielle de l’opérateur de composition CΦ dans H2.

Théorème (Théorème 5.4).

Soit Φ un c0−symbole avec c0 ≥ 1 tel que Im(ϕ) est borné. Alors

‖CΦ‖H2,e ≤
(

2 sup
C+

|Im(ϕ)|+ c0

)
lim sup
<(s)→0

NΦ(s)

<(s)
·

Nous obtenons aussi une minoration de cette norme essentielle quand le symbole admet
une forme particulière. Remarquons tout d’abord pour cela que d’après l’inégalité de Cauchy-
Schwarz, l’application évaluation en s ∈ C1/2 est bornée sur H2 et il est facile de voir que le
noyau reproduisant Ks associé à s est définie pour w ∈ C1/2 par

Ks(w) = ζ(s+ w).

8



Introduction

Pour tout entier l ≥ 1, on définit alors K l
s le produit Eulérien partiel d’ordre l de la fonction Zeta

qui a l’avantage d’être défini sur tout le demi-plan droit. On remarque alors que K l
s reproduit

partiellement l’évaluation en s. Pour un entier n ≥ 1, p+(n) désigne le plus grand nombre premier
divisant n et (pn)n≥1 désigne la suite des nombres premiers.

Théorème (Théorème 5.9).
Soient Φ un c0-symbole où c0 ≥ 1 et l ≥ 1. Supposons que Φ(s) = c0s+ ϕ(s) où

ϕ(s) =

+∞∑
n=1

cnn
−s

et cn = 0 quand p+(n) > pl. On a alors

‖CΦ‖H2,e ≥ lim sup
<(s)→0

‖K l
Φ(s)‖H2

‖K l
s‖H2

·

En particulier, si CΦ est compact alors

lim sup
<(s)→0

<(s)

<(Φ(s))
= 0.

Tous les résultats concernant la compacité des opérateurs de composition utilisaient la fonc-
tion de comptage NΦ. A l’aide de résultats importants récemment obtenus dans [28], liant
fonction de comptage de Nevanlinna et mesures de Carleson dans le cadre du disque unité, nous
obtenons le premier résultat liant mesures de Carleson et opérateurs de composition sur H2.

Pour t ∈ R et h > 0, on définit la fenêtre de Carleson centrée en it et de taille h par
H(t, h) := {s ∈ C+, |s − it| < h}. Maintenant, si Φ est un c0-symbole avec c0 ≥ 1, Φ admet
des limites radiales : c’est-à-dire Φ∗(it) := lim

σ→0+
Φ(σ+ it) existe presque partout pour la mesure

de Lebesgue sur R notée λ. On note alors λΦ la mesure image de λ par Φ∗ et la fonction de
Carleson associée à λΦ est alors définie pour tout h > 0 par

ρΦ(h) := sup
t∈R

λΦ(H(t, h)).

Le résultat principal de cette partie est alors le suivant.

Théorème (Théorème 6.2).
Soit Φ un c0-symbole avec c0 ≥ 1. Il existe K > 0, indépendant de Φ, tel que pour tout h assez
petit et tout t ∈ R,

sup
s∈H(t,h/2)

NΦ(s) ≤ K · λΦ

(
H(t, 2c0h)

)
.

En particulier pour h assez petit, on a

sup
s∈C+
<(s)<h/2

NΦ(s) ≤ K · ρΦ

(
2c0h

)
.

En corollaire immédiat, on obtient grâce au théorème 5.4 une nouvelle estimation de la norme
essentielle et donc une nouvelle condition suffisante de compacité pour CΦ.
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Corollaire (Corollaire 6.3).
Soit Φ un c0-symbole où c0 ≥ 1 tel que Im(ϕ) est borné sur C+. Alors il existe C > 0 tel que

‖CΦ‖H2,e ≤ C lim sup
h→0

ρΦ(h)

h
·

En particulier si ρΦ(h) = o(h) quand h→ 0 alors CΦ est compact sur H2.

Dans la troisième partie, nous introduisons et étudions les espaces de Bergman à poids de
séries de Dirichlet Apµ en partant d’une remarque assez simple : la norme d’un élément de l’espace
de Bergman du disque est égale à l’intégrale des normes dans l’espace de Hardy des dilatées de
cet élément. Les séries de Dirichlet convergeant sur des demi-plans, il semble logique de définir
ici la norme en utilisant des translatées axiales. Pour σ > 0 et f une série de Dirichlet, on note
fσ la série de Dirichlet définie par fσ(s) = f(σ + s).

Soient 1 ≤ p < +∞ et µ une mesure de probabilité sur (0,+∞). Pour P un polynôme de
Dirichlet, on pose

‖P‖Apµ =

(∫ +∞

0
‖Pσ‖pHp dµ(σ)

)1/p

·

Par définition, l’espace Apµ est le complété de l’ensemble des polynômes de Dirichlet pour cette
norme. A ce stade, il n’est pas clair que ce soit un espace de séries de Dirichlet. Le premier résultat
concerne ce point : on montre que l’application évaluation est bornée en tout point s ∈ C1/2

sur l’ensemble des polynômes de Dirichlet noté P. On note ∆p(s) la norme de l’évaluation en
s ∈ C1/2 sur l’espace Hp et δs l’application évaluation en s.

Théorème (Théorème 7.6).
Soient p ≥ 1 et µ une mesure de probabilité sur (0,+∞) telle que 0 ∈ Supp(µ). Alors l’application
évaluation est bornée sur P∩Apµ. Elle s’étend donc en un opérateur borné sur Apµ dont la norme
vérifie

‖δs‖(Apµ)
∗ ≤ inf

η∈(0,<(s)−1/2)

(‖∆p(<(s)− · )‖Lp′ ([0,<(s)−1/2−η], dµ)

µ([0,<(s)− 1/2− η])

)
·

On donne donc, par densité, un sens à f(s) pour f appartenant à Apµ et s ∈ C1/2 et on
prouve alors :

Théorème (Théorème 7.18).
L’espace Apµ est un espace de séries de Dirichlet : tout élément f ∈ Apµ appartient à D et son
abscisse de convergence uniforme vérifie σu(f) ≤ 1/2.

Nous étudions ensuite les liens entre les espaces Apµ et les Hp. Contrairement au cas du
disque où l’espace de Hardy Hp(D) s’injecte dans l’espace de Bergman B2p(D), nous montrons
le résultat suivant.

Théorème (Théorème 8.1).
Soit p > 2. L’identité de H2 vers Ap n’est pas bornée mais l’injection de H2 vers A2 est compacte.
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Pour montrer ce théorème, on donne des estimations de la norme de puissances paires de
translatées de la fonction Zeta dans l’espace H2, ce qui correspond à considérer des puissances
du noyau reproduisant de H2.

Dans un dernier temps, nous étudions les opérateurs de composition sur les espaces Apµ. Nous
obtenons tout d’abord un résultat de continuité.

Théorème (Théorème 9.1).
Soient Φ : C 1

2
→ C 1

2
une fonction analytique de la forme Φ(s) = c0s+ϕ(s) où c0 ≥ 1 et ϕ ∈ D.

Alors CΦ est borné sur Apµ si et seulement si ϕ converge uniformément sur Cε pour tout ε > 0
et ϕ(C+) ⊂ C+.

On obtient aussi une condition nécessaire et une condition suffisante de continuité dans le
cas c0 = 0 (Théorème 9.3). Nous généralisons ensuite le travail effectué concernant la compacité
de CΦ sur l’espace H2 en définissant des fonctions de comptages généralisées. Pour cela nous
considérons les mesures de probabilité µ absolument continues sur (0,+∞) et de densité h. On
associe alors à l’espace Apµ le poids βh défini pour tout σ > 0 par

βh(σ) :=

∫ σ

0
(σ − u)h(u) du =

∫ σ

0

∫ t

0
h(u) dudt

et on donne la définition suivante.

Définition (Définition 9.6).
On définit la fonction de comptage de Nevanlinna associée à une fonction β : (0,+∞)→ (0,+∞)
par

Nβ,Φ(s) =


∑
a∈C+

Φ(a)=s

β(<(a)) si s ∈ Φ(C+),

0 sinon.

On prouve alors la proposition suivante qui relie les fonctions de comptage généralisées et la
fonction de comptage classique associée à H2.

Proposition (Proposition 9.7).
Soit Φ un c0-symbole avec c0 ≥ 1. Pour tout s ∈ C+, on a

Nβh,Φ(s) =

∫ <(s)

0
NΦu(s)h(u)du

où Φu est définie par Φu(s) := Φ(s+ u).

Cette proposition nous permet d’obtenir des estimations en utilisant des résultats déjà connus
sur la fonction de comptage classique. En utilisant alors une inégalité de Littlewood dans ce
contexte (Proposition 9.8) et une formule du type Littlewood-Paley (Théorème 7.25), on obtient :

Théorème (Théorème 9.11).
Soit Φ un c0-symbole avec c0 ≥ 1. Supposons que Im(ϕ) est borné sur C+, alors

‖Cϕ‖A2
µ,e
≤
(

2 sup
C+

|Im(ϕ)|+ c0

)
× lim sup
<(s)→0

Nβh,Φ(s)

βh(<(s))
·
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Nous obtenons aussi un résultat analogue pour les mesures de Carleson. Rappelons que λ est
la mesure de Lebesgue normalisée sur R, on pose λµ = λ ⊗ µ et on note λµ,Φ la mesure image
de λµ par Φ. La fonction de Carleson associée, notée λΦ, est alors définie pour tout h > 0 par

ρµ,Φ(h) := sup
t∈R

λµ,Φ(H(t, h)).

Théorème (Théorème 9.26).
Soit Φ un c0-symbole avec c0 ≥ 1. Il existe K > 0 (indépendant de Φ) tel que pour tout ϑ assez
petit et tout t ∈ R,

sup
s∈H(t,ϑ/2)

Nβh,Φ(s) ≤ K · λµ,Φ
(
H(t, 2c0ϑ)

)
.

En particulier pour tout ϑ assez petit,

sup
s∈C+
<(s)<ϑ/2

Nβh,Φ(s) ≤ K · ρµ,Φ
(
2c0ϑ

)
.

Corollaire (Corollaire 9.27).
Soit Φ un c0-symbole avec c0 ≥ 1 tel que Im(ϕ) est borné sur C+. Alors il existe C > 0 tel que

‖CΦ‖A2
µ,e
≤ C lim sup

ϑ→0

ρµ,Φ(ϑ)

βh(ϑ)
·

En particulier si ρµ,Φ(ϑ) = o(βh(ϑ)) quand ϑ→ 0 alors Cϕ est compact sur A2
µ.

Nous finissons cette partie en étudiant les opérateurs de composition isométriques et inver-
sibles sur Apµ. Dans le cadre des espaces Hp (voir [4]), F. Bayart caractérise les opérateurs de
compositions inversibles d’une part et ceux qui sont isométriques d’autre part. Dans le cas des
espaces Apµ, ces opérateurs sont les mêmes.

Théorème (Théorème 9.31).
Soit 1 ≤ p < +∞ et Φ un c0-symbole sur Apµ. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) CΦ est inversible.

(ii) CΦ est Fredholm.

(iii) CΦ est une isométrie.

(iv) Φ est une translation verticale : il existe τ ∈ R tel que pour tout s ∈ C+, Φ(s) = s+ iτ .

Dans la quatrième partie, nous définissons une autre famille d’espaces de Bergman de séries
de Dirichlet : la norme d’un élément f de Hp étant définie comme la norme de D(f) dans
Hp(T∞), nous définissons alors l’espace Bp comme l’espace des séries de Dirichlet f telles que
D(f) appartient à Bp(D∞), l’espace de Bergman du polydisque infini. En utilisant les propriétés
des espaces du polydisque provenant de [15], on obtient alors le résultat suivant.

Théorème (Théorème 11.13).
Soient p ≥ 1 et f ∈ Bp. L’abscisse de convergence uniforme de f vérifie σu(f) ≤ 1

2 . De plus,
quand <(w) > 1

2 , on a

|f(w)| ≤ ζ(2Re(w))2/p ‖f‖Bp

12
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et
‖δw‖(Bp)∗ = ζ(2Re(w))2/p.

Contrairement aux espaces Apµ, les espaces Bp ont un comportement vis-à-vis des espaces Hp
analogue au cas d’une variable. Pour montrer cela on prouve un résultat d’hypercontractivité
(Proposition 12.2).

Théorème (Théorème 12.8).
Soit p ≥ 1.

(i) L’injection de Hp vers B2p est bornée avec norme 1.

Mais,

(ii) l’injection de Hp vers Bp n’est pas compacte. En fait, ce n’est même pas un opérateur
strictement singulier.

Concernant les opérateurs de composition, nous étudions principalement la continuité. Dans
le cadre des espaces Bp cela semble plus compliqué, on ne peut plus utiliser un outil important
valable pour les espaces Hp et les espaces Apµ : les limites verticales. Nous développons alors la
notion de limite verticale généralisée et obtenons en particulier le résultat suivant.

Corollaire (Corollaire 13.7).
Soient Φ de la forme Φ(s) = c0s+ ϕ(s) avec c0 ≥ 1 et ϕ définie pour tout s ∈ C+ par

ϕ(s) = c1 +
d∑
j=1

cqjq
−s
j

où les qj sont multiplicativement indépendants et cqj 6= 0. Alors si <(c1) ≥ |cq1 |+ · · ·+ |cqd |, CΦ

est borné sur Bp et est une contraction.

Dans la dernière partie nous commençons l’étude des espaces de Hardy-Orlicz Hψ définis en
suivant la même idée que pour les espaces Hp : Hψ est l’espace des séries de Dirichlet f telles
que D(f) appartiennent à l’espace de Hardy-Orlicz du polytore infini Hψ(T∞). Nous étudions
alors ces espaces du polytore infini afin d’obtenir des résultats d’évaluation. Dans le cadre des
espaces Hψq (q ≥ 1) où ψq est la fonction d’Orlicz définie pour x ≥ 0 par ψq(x) = ex

q − 1, on
obtient le résultat suivant.

Théorème (Théorème 14.11).
Soient q ≥ 1 et f ∈ Hψq . Alors σb(f) ≤ 1/2 et pour tout s ∈ C1/2,

|f(s)| ≤ ψ−1
q (ζ(2<(s))).

Nous obtenons des conditions suffisantes et nécessaires de continuité pour les opérateurs de
composition sur ces espaces. En particulier, sur l’espace Hψ2 , on obtient l’équivalence suivante.

Théorème (Théorème 15.7).
Une fonction analytique Φ : C1/2 → C1/2 définit un opérateur de composition borné sur Hψ2 si
et seulement si

13
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(i) Elle est de la forme Φ(s) = c0s+ ϕ(s) où c0 est un entier naturel et ϕ ∈ D.

(ii) Φ admet un prolongement analytique sur C+, toujours noté Φ, tel que Φ(C+) ⊂ C+ si
c0 ≥ 1 et Φ(C+) ⊂ C1/2 si c0 = 0. De plus CΦ est une contraction si c0 ≥ 1.

Dans les deux cas, ϕ converge uniformément sur Cε pour tout ε > 0.

Les deux annexes contiennent des remarques volontairement isolées pour ne pas alourdir
la lecture de certaines parties de cette thèse. L’une concerne l’évaluation sur des espaces de
fonctions analytiques, l’autre différentes preuves possibles pour le lemme 8.2.

Les résultats de cette thèse proviennent en partie des articles suivants.

• “Some Banach spaces of Dirichlet series”. M. Bailleul, P. Lefèvre. Soumis pour publication.
• “Composition operators on weighted Bergman spaces of Dirichlet series”. M. Bailleul. Sou-

mis pour publication.
• “Isometric and invertible composition operators on weighted Bergman spaces of Dirichlet

series”. M. Bailleul. Soumis pour publication.

Certains résultats de cette thèse font l’objet d’articles en préparation : en particulier l’étude des
multiplicateurs sur les espaces Apµ et Bp et les résultats concernant les opérateurs de composition
sur les espaces Bp et sur les espaces Hψ.

14



Notations

Ensembles

B Le tore T est défini par T = {z ∈ C, |z| = 1}.
B Le polytore infini T∞ est défini par T∞ = {z = (z1, z2, · · · ), |zi| = 1, ∀i ≥ 1}.
B Le disque unité D est défini par D = {z ∈ C, |z| < 1}. D sera le disque unité fermé.
B Le polydisque infini D∞ est défini par D∞ = {z = (z1, z2, · · · ), |zi| < 1, ∀i ≥ 1}.
B Pour θ ∈ R, Cθ est le demi-plan défini par Cθ = {s ∈ C, <(s) > θ}. On notera C+ au lieu

de C0.
B (pn)n≥1 est la suite des nombres premiers. On notera P l’ensemble associé.
B 1A désigne la fonction indicatrice de l’ensemble A.

Espaces de fonctions et d’opérateurs

Soit 1 ≤ p < +∞.

B Lp(T) (resp. Lp(T∞)) est l’espace de Lebesgue associé à la mesure de Lebesgue normalisée
sur T (resp. T∞), notée m (resp. m̃).

B Lp(D) (resp. Lp(D∞)) est l’espace de Lebesgue associé à la mesure de Lebesgue normalisée
sur D (resp. D∞), notée A. (resp. Ã).

B D est l’espace des fonctions représentables par une série de Dirichlet dans un certain
demi-plan.

B P est l’ensemble des polynômes de Dirichlet.
B Si X est un espace de Banach, B(X) (resp. K(X)) est l’ensemble des opérateurs bornés

(resp. compacts) sur X.

Mesures

B λ est la mesure de Lebesgue sur R.
B ds représente la mesure d’aire sur C+.
B R est la mesure de probabilité sur (0, 1)∞ définie comme le produit infini des mesures

2ridri sur (0, 1).
B Pour µ1, µ2 deux mesures, µ1 ⊗ µ2 est la mesure produit.
B Supp(µ) désigne le support d’une mesure µ.

Espaces de suites

B N(∞) est l’ensemble des suites d’entiers naturels nulles à partir d’un certain rang.

15



Notations

B Z(∞) est l’ensemble des suites d’entiers relatifs nulles à partir d’un certain rang.
B Pour p ∈ (1, +∞), `p est l’ensemble des suites complexes (xn)n≥1 telles que

+∞∑
n=1

|xn|p < +∞.

Fonctions classiques

B Pour z ∈ D, on note Pz le noyau de poisson usuel défini pour tout ζ ∈ T par

Pz(ζ) =
1− |z|2

|1− zζ|2
·

B Soit a ∈ D. On note ϕa la fonction définie pour tout z ∈ D par

ϕa(z) =
a− z
1− az

·

Rappelons que c’est un automorphisme du disque unité qui est son propre inverse.
B ζ, Γ et B sont les fonctions Zeta, Gamma et Beta d’Euler.

Autres

B Si f et g sont deux fonctions, f . g signifie qu’il existe une constante positive C telle que
f ≤ Cg sur un intervalle qui sera toujours précisé. La même notation sera utilisée pour deux
suites (un) et (vn) et signifiera que l’inégalité un ≤ Cvn est vraie pour n assez grand. De plus
on notera un ≈ vn si un . vn et vn . un.

B <(s) désigne la partie réelle d’un nombre complexe s.
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Première partie

Historique
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Introduction

Cette première partie de la thèse rassemble des résultats déjà connus qui seront utilisés dans
les parties suivantes, elle est aussi l’occasion de préciser quelques notations. Les preuves de cer-
tains de ces résultats seront esquissées dans l’optique de montrer leur impact sur cette thèse et
permettre de mieux comprendre certains raisonnements utilisés dans les parties suivantes.

Dans le chapitre 1, nous définissons les espaces classiques de fonctions analytiques sur le
disque unité et rappelons les résultats importants concernant leurs opérateurs de composition à
l’aide de deux notions importantes : les fonctions de comptage et les mesures de Carleson.

Dans le chapitre 2, nous rappelons la définition des espaces de Orlicz et des espaces de
Hardy-Orlicz du disque unité. Nous donnons ensuite certains résultats liés à leurs opérateurs de
composition.

Dans le chapitre 3, nous rappelons certains faits sur les séries de Dirichlet et expliquons le
principe du point de vue de Bohr.

Dans le chapitre 4, nous définissons les espaces de Hardy de séries de Dirichlet et rappelons
les résultats principaux concernant leurs opérateurs de composition.
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Chapitre 1

Espaces sur le disque unité et
opérateurs de composition

1.1 Espaces de Hardy du disque

Soit 1 ≤ p < +∞. L’espace de Hardy noté Hp(D) est défini comme l’espace des fonctions
analytiques f : D→ C telles que

‖f‖Hp(D) = sup
0<r<1

(∫ 2π

0
|f(reit)|p dt

2π

)1/p

< +∞.

Remarquons que pour 0 < r < 1, si fr est la dilatée de f par r, c’est-à-dire si fr(z) = f(rz) pour
tout |z| < 1/r, alors cette dilatée est une fonction analytique sur un voisinage de D et appartient
donc à l’espace Lp(T). On a alors

‖f‖Hp(D) = sup
0<r<1

‖fr‖Lp(T).

En particulier si f admet sur D le développement de Taylor centré en 0 défini pour tout z ∈ D
par

f(z) =

+∞∑
n=0

anz
n, (1.1)

alors

‖f‖H2(D) =

( +∞∑
n=0

|an|2
)1/2

·

Hp(D) muni de la norme ‖ · ‖Hp(D) est un espace de Banach. L’espace H∞(D) est l’espace des
fonctions analytiques bornées sur le disque unité et sa norme est donnée par la norme infini sur
D. Rappelons que d’après le théorème de Fatou (voir [18],Th2.2), pour toute fonction f ∈ Hp(D),

f∗(eiθ) := lim
r→1

f(reiθ)

existe presque partout par rapport à la mesure de Lebesgue normalisée m sur T, f∗ ∈ Lp(T)
et l’application f 7→ f∗ est une isométrie de Hp(D) dans Lp(T) dont l’image, notée Hp(T),
est l’adhérence (préfaible si p = ∞) de l’ensemble des polynômes analytiques dans Lp(T). On
identifiera par la suite Hp(D) et Hp(T).
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Espaces sur le disque unité et opérateurs de composition

1.2 Espaces de Bergman à poids du disque

Soient 1 ≤ p < +∞ et σ : (0, 1) → (0,+∞) une fonction continue appartenant à L1((0, 1)).
L’espace de Bergman à poids noté Bp

σ(D) est défini comme l’espace des fonctions analytiques
f : D→ C telles que

‖f‖Bpσ(D) =

(∫
D
|f(z)|p σ(|z|)dA(z)

)1/p

< +∞

où A est la mesure de Lebesgue normalisée sur D. On a aussi

‖f‖Bpσ(D) =

(∫ 1

0
‖fr‖pHp(T) 2σ(r)rdr

)1/p

.

En particulier si f a un développement du type (1.1), on a

‖f‖B2
σ(D) =

( +∞∑
n=0

|an|2σn
)1/2

où (σn)n≥0 est la suite définie pour tout n ≥ 0 par

σn = 2

∫ 1

0
r2n+1σ(r)dr.

Bp
σ(D) muni de sa norme ‖ · ‖Bpσ(D) est un espace de Banach.

Exemple 1.1. Pour α > −1, on définit la fonction poids σα pour tout r ∈ (0, 1) par σα(r) =
(−2 log(r))α/Γ(α+ 1). On notera alors simplement Bp

α(D) l’espace associé. Pour p = 2, le poids
associé noté (σαn)n≥0 est défini pour tout n ≥ 0 par

σαn =
1

(n+ 1)α+1
·

On remarquera que le cas limite “α = −1” correspond à l’espace H2(D).

Exemple 1.2 (voir [26]). Posons log1 = log, e1 = e et pour tout k ≥ 0, logk+1 = log logk et
ek = eek . On définit alors pour p ≥ 1 et tout r ∈ (0, 1),

σ(r) =

(
(1− r2) log

(
e

1− r2

)
log2

(
e2

1− r2

)
· · · logp

(
ep

1− r2

)2)−1

·

Alors σn ≈ 1/ logp(n) pour n assez grand. Dans ce cas, les espaces de Bergman associés sont
“plus proches” de l’espace de Hardy que dans l’exemple précédent.

1.3 Injections entre espaces de Bergman et espaces de Hardy

Avec la définition des espaces Bp(D), il est facile de voir que Hp(T) ⊂ Bp(D) et que de plus
pour tout élément f ∈ Hp(D) on a ‖f‖Bp(D) ≤ ‖f‖Hp(T). On peut en fait montrer mieux.

Théorème 1.3 ([19]). Soit p ≥ 1. On a Hp(T) ⊂ B2p(D) et pour tout f ∈ Hp(T),

‖f‖B2p(D) ≤ ‖f‖Hp(T).

Cette injection n’est par contre, pas compacte.

On trouvera dans [29] des résultats récents concernant cette injection.
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Espaces sur le disque unité et opérateurs de composition

1.4 Opérateurs de composition

A Principe

Soit ϕ : D→ D une fonction analytique et X un espace de Banach de fonctions analytiques
sur le disque unité D. Pour toute fonction f ∈ X, f ◦ϕ est définie et analytique sur D. On définit
alors l’opérateur Cϕ pour toute fonction f ∈ X par Cϕ(f) = f ◦ ϕ. La question suivante est
alors naturelle :

Quel est le lien entre les propriétés géométriques de ϕ (que l’on appelle le symbole) et les
propriétés de l’opérateur Cϕ sur X ?

De nombreuses réponses ont été apportées à cette question, en particulier quand X = Hp(D)
ou Bp

σ(D). Deux excellentes références sont [16] et [42].

Un résultat de base pour l’étude des opérateurs de composition est le suivant.

Proposition 1.4 (Principe de subordination de Littlewood, [16]).
Soient ϕ : D→ D une fonction analytique telle que ϕ(0) = 0 et G une fonction sous-harmonique
continue sur D. Alors pour 0 < r < 1, on a∫ 2π

0
G
(
ϕ(reit)

)
dt ≤

∫ 2π

0
G(reit)dt.

Pour p ≥ 1 et f ∈ Hp(D), G = |f |p est sous-harmonique et continue sur D et le principe de
subordination de Littlewood implique alors que Cϕ est borné sur Hp(D) quand ϕ(0) = 0 et que
dans ce cas ‖CΦ‖ ≤ 1. Si ϕ(0) = a 6= 0, il suffit de considérer l’automorphisme du disque unité
ϕa et remarquer que Cϕ = Cϕa◦ϕCϕ−1

a
: dans ce cas, ϕa ◦ ϕ(0) = 0 et par conséquent Cϕa◦ϕ est

borné, il reste donc à montrer que les opérateurs de composition sont bornés quand le symbole
est un automorphisme du disque unité, ce qui se prouve par changement de variable. On en
déduit le théorème suivant.

Théorème 1.5 ([16]). Soit ϕ : D→ D une fonction analytique. Cϕ est borné sur Hp(D) et on a

‖CΦ‖ ≤
(

1 + |ϕ(0)|
1− |ϕ(0)|

)1/p

·

Lorsque σ est un “bon poids” (voir [26], poids de type I), les opérateurs de composition sont
aussi bornés sur Bp

σ(D). Un argument dont l’idée sera exploitée plus loin permet de prouver cela
grâce à la continuité des opérateurs de composition sur Hp(D) : soit ϕ : D → D une fonction
analytique telle que ϕ(0) = 0. Pour f ∈ Bp

σ(D), on a

‖f ◦ ϕ‖p
Bpσ(D)

=

∫ 1

0
‖(f ◦ ϕ)r‖pHp(T) 2rσ(r)dr

=

∫ 1

0
‖fr ◦ (ϕr/r)‖pHp(T) 2rσ(r)dr.

Maintenant, sachant que ϕ(0) = 0, le Lemme de Schwarz implique que ϕr/r est aussi un symbole
(fixant toujours 0) pour tout r ∈ (0, 1). En appliquant le théorème 1.5, on obtient alors

‖f ◦ ϕ‖p
Bpσ(D)

≤
∫ 1

0
‖fr‖pHp(D) 2rσ(r)dr = ‖f‖p

Bpσ(D)
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et donc Cϕ est borné sur Bp
σ(D) dès que ϕ(0) = 0. Un changement de variable donne le résultat

général et c’est à ce moment que des conditions sur le poids sont demandées. Par exemple pour
les espaces Bp

α(D), on trouve le résultat suivant.

Théorème 1.6 ([16]). Soient α > −1 et ϕ : D→ D une fonction analytique. Alors Cϕ est borné
sur Bp

α(D) et il existe une constante Cα > 0 telle que

‖Cϕ‖ ≤ Cα ×
(

1 + |ϕ(0)|
1− |ϕ(0)|

) 2+α
p

·

B Compacité et fonction de comptage

Nous nous intéressons maintenant à la compacité de l’opérateur Cϕ sur un espace X de
fonctions analytiques sur le disque unité. Traitons le cas où X = Hp(D) avec p ≥ 1.

Proposition 1.7. Soient 1 ≤ p < q < +∞ et ϕ : D→ D une fonction analytique. Alors Cϕ est
compact sur Hp(D) si et seulement si Cϕ est compact sur Hq(D).

Il suffit donc d’étudier la compacité de Cϕ sur l’espace de Hilbert H2(D). Une caractérisation
a été obtenue par J. Shapiro dans [41] à l’aide de la fonction de comptage de Nevanlinna.

Définition 1.8. Soit ϕ : D→ D une fonction analytique. On définit la fonction de comptage de
Nevanlinna Nϕ associée à ϕ par

Nϕ(w) =


∑
z∈D

ϕ(z)=w

− log |z| si w ∈ ϕ(D),

0 sinon.

Les deux résultats suivants sont fondamentaux.

Proposition 1.9 (Inégalité de Littlewood, [33], Th4 ou [30]).
Soit ϕ : D→ D une fonction analytique telle que ϕ(0) = 0. Alors pour tout w ∈ D \ {0},

Nϕ(w) ≤ − log |w|.

Théorème 1.10 (Théorème de Littlewood-Paley, [16]).
Soient ϕ : D→ D une fonction analytique et f : D→ C une fonction analytique. Alors

||f ◦ ϕ||22 − |f ◦ ϕ(0)|2 = 2

∫
D
|f ′(w)|2Nϕ(w)dA(w).

Ces deux résultats permettent de retrouver la continuité des opérateurs de composition sur
H2(D) quand le symbole ϕ vérifie ϕ(0) = 0. En effet pour f ∈ H2(D), on a

||f ◦ ϕ||2H2(D) = |f ◦ ϕ(0)|2 + 2

∫
D
|f ′(w)|2Nϕ(w)dA(w)

= |f(0)|2 + 2

∫
D
|f ′(w)|2Nϕ(w)dA(w)

≤ |f(0)|2 + 2

∫
D
|f ′(w)|2(− log |w|)dA(w)

= ‖f‖2H2(D),
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Espaces sur le disque unité et opérateurs de composition

la dernière égalité provenant du Théorème de Littlewood-Paley dans le cas où le symbole est
l’identité.

Cette preuve motive l’utilisation de la fonction de comptage pour l’étude des opérateurs de
composition. En particulier, les propriétés de cette fonction sont aussi très liées à la compacité
de Cϕ.

Soit H un espace de Hilbert. On définit la norme essentielle d’un opérateur borné T sur H
par

‖T‖H,e = d(T,K(H)) = inf{‖T −K‖, K ∈ K(H)}.
Cette norme essentielle est une norme sur l’algèbre de Calkin B(H)/K(H).

Théorème 1.11 ([41]). Soit ϕ : D→ D une fonction analytique. Alors

‖Cϕ‖H2(D),e = lim sup
|z|→1−

(
Nϕ(z)

− log |z|

)1/2

·

Corollaire 1.12 ([41]). Soit ϕ : D→ D une fonction analytique. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) Cϕ est compact sur H2(D).

(ii) Cϕ est compact sur Hp(D) pour p ∈ [1,+∞).

(iii) lim
|z|→1−

Nϕ(z)

− log |z|
= 0.

Dans le cas des espaces de Bergman, de nombreux résultats ont été obtenus avec l’aide de
fonctions de comptage généralisées, voir par exemple [41] pour les espaces B2

α(D) et [26] pour
des espaces de Hilbert plus généraux.

C Compacité et mesure de Carleson

Les mesures de Carleson apparaissent dans [12] en 1958. Ces mesures permettent de répondre
à la question suivante : soit µ une mesure sur le disque unité fermé D, l’application identité de
Hp(D) dans Lp(µ) est-elle bornée ?

Rappelons quelques notations pour répondre à cette question : soit ξ ∈ T et 0 < h < 1. La
fenêtre de Carleson W (ξ, h) centrée en ξ et de taille h est l’ensemble défini par
W (ξ, h) = {z ∈ D, |z| > 1− h et | arg(zξ)| < h}·

ξ

1-h

h
b

b

Figure 1.1 – W (ξ, h)
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Théorème 1.13 (Voir par exemple [16]). Soit µ une mesure finie sur D et p ≥ 1. Les assertions
suivantes sont équivalentes.

(i) L’identité de Hp(D) dans Lp(µ) est bornée.

(ii) ρµ(h) := sup
ξ∈T

µ
(
W (ξ, h)

)
= O(h) quand h→ 0.

On appelle ρµ la fonction de Carleson associée à µ.
Concernant la compacité, on a le résultat analogue suivant.

Théorème 1.14 (Voir par exemple [16]). Soit µ une mesure finie sur D et p ≥ 1. Les assertions
suivantes sont équivalentes.

(i) L’identité de Hp(D) dans Lp(µ) est compacte.

(ii) ρµ(h) := sup
ξ∈T

µ
(
W (ξ, h)

)
= o(h) quand h→ 0.

Le lien avec les opérateurs de composition est le suivant : Soit p ≥ 1 et f ∈ Hp(D), si
ϕ : D→ D est une fonction analytique alors

‖f ◦ ϕ‖Hp(D) = ‖f∗‖Lp(µϕ)

où µϕ est la mesure-image de la mesure de Lebesgue sur le cercle unité par ϕ∗ la fonction limite
radiale de ϕ (qui existe car ϕ ∈ H∞(D)). Notons ρϕ au lieu de ρµϕ , on a alors :

Corollaire 1.15. Soit ϕ : D → D une fonction analytique et p ≥ 1. Alors Cϕ est compact sur
Hp(D) si et seulement si ρϕ(h) = o(h) quand h→ 0.

Pour la norme essentielle, B.R. Choe a obtenu dans [14] le résultat suivant.

Théorème 1.16 ([14]). Soit ϕ : D→ D une fonction analytique. On a

‖Cϕ‖H2(D),e ≈ lim sup
h→0

(
ρϕ(h)

h

)1/2

·

D Lien entre fonction de comptage et mesure de Carleson

Les théorèmes 1.11 et 1.16 impliquent :

lim sup
|z|→1−

Nϕ(z)

− log |z|
≈ lim sup

h→0

ρϕ(h)

h
·

Ce résultat a été retrouvé dans [13] sans utiliser explicitement les opérateurs de composition.
Cette “égalité” laisse présager un lien entre Nϕ et ρϕ et en effet un lien fort a été prouvé dans
[28] : ces deux fonctions sont en fait “équivalentes”. Rappelons que m est la mesure de Lebesgue
normalisée sur T.

Théorème 1.17 ([28], Th1.1,).
Il existe une constante universelle C > 1 telle que pour toute fonction analytique ϕ : D→ D, on
a

1

C
ρϕ

(
h

C

)
≤ sup
|w|≥1−h

Nϕ(w) ≤ Cρϕ(Ch)
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pour 0 < h < 1 assez petit.
Plus précisément pour tout ξ ∈ T, on a

1

64
mϕ(W (ξ, h/64)) ≤ sup

w∈W (ξ,h)∩D
Nϕ(w) ≤ 196mϕ(W (ξ, 24h))

pour 0 < h < (1− |ϕ(0)|)/16.

Dans la partie III, on utilisera un résultat analogue que l’on formule avec d’autres fenêtres
de Carleson que l’on définit maintenant : soit ξ ∈ T et 0 < h < 1, l’ensemble S(ξ, h) est défini
par

S(ξ, h) = {z ∈ D, |z − ξ| < h}.

Théorème 1.18 ([28]).
Pour tout α > 1 il existe une constante Cα > 0 telle que pour toute fonction analytique
ϕ : D→ D, on a

1

Cα
mϕ(S(ξ, h)) ≤ sup

w∈S(ξ,h)∩D
Nϕ(w) ≤ Cαmϕ(S(ξ, αh))

pour 0 < h < (1− |ϕ(0)|)/α.

b ξ

h

Figure 1.2 – S(ξ, h)
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Chapitre 2

Espaces de Orlicz et Hardy-Orlicz

2.1 Espaces de Orlicz et conditions de croissance

Nous rappelons dans cette section la définition des espaces de Orlicz qui sont une généralisation
des espaces Lp.

Définition 2.1. On appelle fonction d’Orlicz toute fonction ψ : (0,+∞)→ (0,+∞) croissante
strictement convexe vérifiant ψ(0) = 0 et ψ(∞) =∞.

Définition 2.2. Soit (Ω,P) un espace de probabilité. L’espace de Orlicz Lψ(Ω) est l’espace
des classes d’équivalences (pour la relation d’égalité presque partout) de fonctions mesurables
f : Ω→ C pour lesquelles il existe une constante C > 0 telle que∫

Ω
ψ

(
|f |
C

)
dP < +∞.

Dans ce cas, pour toute fonction f ∈ Lψ(Ω), on pose

‖f‖Lψ(Ω) = inf

{
C > 0,

∫
Ω
ψ

(
|f |
C

)
dP ≤ 1

}
·

Lψ(Ω) muni de cette norme est alors un espace de Banach.

Dans le cas où ψ est définie pour tout x ∈ (0,+∞) par ψ(x) = xp avec p ≥ 1, on a∫
Ω

(
|f |
C

)p
dP ≤ 1⇐⇒

(∫
Ω
|f |pdP

)1/p

≤ C

et donc l’espace Lψ(Ω) est exactement l’espace Lp(Ω).

Définition 2.3. L’espace de Morse-Transue Mψ(Ω) est le sous-espace engendré par L∞(Ω) ou
de manière équivalente le sous-espace des fonctions f pour lesquelles l’intégrale précédente est
finie pour tout C > 0.

On classe souvent les fonctions d’Orlicz par rapport à leur croissance et il en existe énormément.
Nous ne précisons que deux conditions de croissances, celles utilisées par la suite.

Définition 2.4. Soit ψ une fonction d’Orlicz.
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(i) On dit que ψ satisfait la condition ∆2 et on note ψ ∈ ∆2 si ψ(2x) ≤ Cψ(x) pour une
certaine constante C > 1 et x assez grand.

(ii) On dit que ψ satisfait la condition ∆2 et on note ψ ∈ ∆2 si il existe α > 1 tel que
ψ(x)2 ≤ ψ(αx) pour x assez grand.

∆2 est une condition de croissance modérée, vérifiée notamment dans le cas des espaces Lp. La
condition ∆2 est par contre une condition de croissance rapide, on peut par exemple montrer
que si ψ ∈ ∆2 alors ψ(x) ≥ exβ pour un certain β > 1 et x assez grand. Les fonctions ψq (q > 1)
définies par ψq(x) = ex

q − 1 sont des fonctions d’Orlicz classiques vérifiant ∆2.

2.2 Espaces de Hardy-Orlicz du disque unité

On trouve dans [27] une étude des opérateurs de composition sur les espaces de Hardy-Orlicz.
Une des motivations de cette étude est le résultat suivant.

Théorème 2.5. Soit ϕ : D → D une fonction analytique. Alors Cϕ est compact sur H∞(D) si
et seulement si ‖ϕ‖∞ < 1.

Ce résultat est faux sur les espaces Hp(D), on a donc une cassure entre ces espaces et H∞(D).
On se pose alors la question suivante : si l’on considère une fonction d’Orlicz ψ avec une forte
condition de croissante, le comportement de l’opérateur de composition sur l’espace associé se
rapproche t-il du comportement sur H∞(D) ?

Nous allons maintenant définir ces espaces à l’aide de la proposition suivante.

Proposition 2.6 ([27], Prop3.1). Soit f : D→ C une fonction analytique. Pour toute fonction
d’Orlicz, les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) sup
0≤r<1

‖fr‖Lψ(T) < +∞.

(ii) Il existe f∗ ∈ Lψ(T) tel que ses coefficients de Fourier f̂∗(n) soient nuls pour tout n < 0
et tel que pour tout z ∈ D,

f(z) =
+∞∑
n=0

f̂∗(n)zn.

De plus dans ce cas, ‖f∗‖Lψ(T) = sup
0≤r<1

‖fr‖Lψ(T).

Définition 2.7 ([27]). Soit ψ une fonction d’Orlicz. L’espace de Hardy-Orlicz Hψ(D) est l’espace
des fonctions analytiques f : D→ C telles que l’une des conditions de la proposition précédente
soit vérifiée. La norme d’un élément f est alors par définition ‖f‖Hψ(D) = ‖f∗‖Lψ(T).

Concernant la continuité des opérateurs de composition, la proposition suivante a été prouvée.

Proposition 2.8 ([27], Prop3.12). Soient ϕ : D→ D une fonction analytique et ψ une fonction
d’Orlicz. Alors Cϕ est borné sur Hψ(D) et on a

‖Cϕ‖ ≤
1 + |ϕ(0)|
1− |ϕ(0)|

·
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Si ψ ∈ ∆2, il est montré dans le théorème 3.24 de [27] que Cϕ est compact si et seulement
si Cϕ est faiblement compact sur Hψ(D) ce qui est aussi vrai sur H∞(D), cela répond donc à la
motivation initiale.

Pour l’étude de la compacité de Cϕ dans le cas Orlicz, on trouve dans [27] le résultat suivant
impliquant que les fonctions de Carleson sont ε-homogènes pour tout ε ∈ (0, 1).

Théorème 2.9 ([27], Th4.19). Il existe une constante k > 0 telle que pour toute fonction
analytique ϕ : D→ D, on a

mϕ(S(ξ, εh)) ≤ kεmϕ(S(ξ, h))

pour tout h ∈ (0, 1− |ϕ(0)|) et tout ε ∈ (0, 1).

Notons pour finir que la preuve du Théorème 1.17 utilise de manière importante les espaces
d’Orlicz.
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Chapitre 3

Séries de Dirichlet et point de vue
de Bohr

3.1 Abscisses de convergence

Dans cette thèse, nous considérons les séries de Dirichlet de la forme suivante :

f(s) =

+∞∑
n=1

ann
−s où s ∈ C. (3.1)

Ces séries font l’objet d’un grand intérêt car elles permettent de faire un lien entre l’analyse
complexe et la théorie des nombres. Un des plus beaux exemples de ce lien est par exemple la
preuve du théorème de la progression arithmétique due à Dirichlet en 1837.

Deux excellentes références pour l’étude des séries de Dirichlet sont [38] et [43].

Le lemme suivant est le résultat de base concernant la convergence des séries de Dirichlet.

Lemme 3.1 (Voir par exemple [38]). Supposons que la série (3.1) converge en s = s0. Alors
elle converge pour tout s tel que <(s) > <(s0), avec convergence uniforme sur chaque cône

Sθ =

{
s ∈ C,

|s− s0|
<(s− s0)

≤ 1

cos(θ)

}
où 0 ≤ θ < π/2.

b

θ

s0

Figure 3.1 – Sθ
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Définition 3.2. On note σc l’abscisse de convergence simple de la série de Dirichlet (3.1) définie
par

σc = inf{a ∈ R, la série (3.1) est convergente pour <(s) > a}·

Remarque 3.3. σc ≥ −∞ et grâce au lemme 3.1, on sait que si <(s) > σc alors (3.1) converge
et si <(s) < σc alors (3.1) diverge.

Exemples 3.4.

(i) La fonction Zeta de Riemann, notée ζ et définie par

ζ(s) =
+∞∑
n=1

1

ns

admet 1 pour abscisse de convergence simple.

(ii) La fonction Zeta alternée de Riemann (appelée aussi fonction êta de Dirichlet), notée η et
définie par

η(s) =
+∞∑
n=1

(−1)n

ns

admet 0 pour abscisse de convergence simple.

Le deuxième exemple est très instructif : on remarque que la fonction Zeta alternée converge
absolument sur C1 mais pas sur C+ alors que son abscisse de convergence simple vaut 0. Contrai-
rement aux séries entières où il n’y a qu’une seule notion de rayon de convergence, dans le cadre
des séries de Dirichlet il est nécessaire de définir différentes abscisses de convergence.

Définition 3.5. Soit f une série de Dirichlet ayant pour forme (3.1). On définit trois abscisses
de convergence par

σa(f) = inf{a ∈ R, la série (3.1) converge absolument pour <(s) > a}
= abscisse de convergence absolue de f.

σu(f) = inf{a ∈ R, la série (3.1) converge uniformément pour <(s) > a}
= abscisse de convergence uniforme de f.

σb(f) = inf{a ∈ R, la série (3.1) possède une extension analytique bornée pour <(s) > a}
= abscisse d’extension bornée de f.

Remarque 3.6. On a les inégalités suivantes :{
σc ≤ σu ≤ σa
σa ≤ σc + 1.

La fonction Zeta alternée nous montre que la deuxième inégalité est optimale.

Concernant σb(f), un résultat très important dû à Bohr est le suivant :

Théorème 3.7 ([9] ou [38],Th6.2.3).

Soit f une série de Dirichlet, on a σb(f) = σu(f).
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3.2 Point de vue de Bohr

Dans cette section, nous rappelons un outil essentiel pour l’étude des séries de Dirichlet : le
point de vue de Bohr. Notons (pk)k≥1 la suite des nombres premiers.

Tout entier n ≥ 2 admet une décomposition en produit de facteurs premiers et celle-ci est
unique (à l’ordre près), il existe donc α1, · · · , αk ≥ 0 tels que

n = pα1
1 · · · p

αk
k .

Considérons alors une série de Dirichlet f de la forme (3.1) et la suite z = (z1, z2, · · · ) =
(p−s1 , p−s2 , · · · ) où s ∈ C. On peut alors écrire

f(s) =
+∞∑
n=1

ann
−s =

+∞∑
n=1

an(pα1
1 · · · p

αk
k )−s

=
+∞∑
n=1

an(p−s1 )α1 · · · (p−sk )αk =
+∞∑
n=1

anz
α1
1 · · · z

αk
k .

A chaque série de Dirichlet f de type (3.1), on associe alors une série de Fourier D(f) définie
pour tout z ∈ T∞ par

D(f)(z) =
∑
n≥1

anz
α1
1 · · · z

αk
k .

Ce point de vue est loin d’être purement formel, on l’utilisera en particulier dans les parties
IV et V. Il permet aussi de montrer les deux inégalités suivantes.

Théorème 3.8 (Inégalité de Bohr ([38], Th4.4.1)).
Soit f une série de Dirichlet de la forme (3.1) telle que σu(f) = 0. Alors∑

n≥1

|apn | ≤ sup
s∈C+

|f(s)|.

Théorème 3.9 ([38], Th4.4.2). Soit f une série de Dirichlet, on a l’inégalité suivante

σa(f) ≤ σu(f) + 1/2.

Bohr s’est alors posé la question suivante : 1/2 est-il optimal dans l’inégalité précédente ?
La réponse est oui et la preuve est ancienne et compliquée (voir [8]). On trouvera aussi dans le
chapitre 6 de [38] une reformulation plus récente à l’aide d’ensembles de Sidon qui a fait l’objet
d’intenses recherche ces dernières années (voir [17] pour des résultats récents).

3.3 Limites verticales

Commençons cette section par l’identification suivante : T∞ peut être vu comme le groupe
dual de (Q+, ·) (muni de la topologie discrète). En effet soit χ ∈ T∞, on pose χ(1) = 1 et pour
n ≥ 2, en utilisant la décomposition en produit de facteurs premiers n = pα1

1 · · · p
αk
k , on pose

χ(n) = χα1
1 · · ·χ

αk
k .
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χ est alors un caractère sur l’ensemble des entiers positifs. En posant χ(n−1) = χ(n)−1 et par
multiplicativité, χ devient alors un caractère sur (Q+, · ).

Soit f une série de Dirichlet absolument convergente dans un demi-plan Cθ où θ ∈ R. Pour
tout τ ∈ R, on définit la série fτ en posant fτ (s) = f(s + iτ) pour tout s ∈ Cθ. D’après le
théorème de Montel, pour toute suite de réels (τn)n≥1, il existe une sous-suite (τnk)k≥0 telle que
(fτnk )k≥0 converge uniformément sur tout compact de Cθ vers une fonction h. On dit que h est
une limite verticale de f .

Pour n ≥ 1, on note en la série de Dirichlet définie pour s ∈ C par en(s) = n−s.

Lemme 3.10 ([23], Lem2.4). Soit f une série de Dirichlet du type (3.1) absolument convergente
dans un demi-plan Cθ (θ ∈ R). Alors les limites verticales de f sont de la forme

fχ =

+∞∑
n=1

anχ(n)en

où χ ∈ T∞.
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Chapitre 4

Espaces de Hardy Hp et opérateurs
de composition

4.1 L’espace de Hardy H2

L’espace de Hardy H2 a été défini dans [23] afin de résoudre un problème associé à certaines
bases de Riesz de l’espace L2((0, 1)).

Définition 4.1. L’espace H2 est l’espace des séries de Dirichlet à coefficients de carré-sommable,
c’est à dire : f ∈ H2 ⇐⇒ f est de la forme (3.1) et (an)n≥1 ∈ `2. Dans ce cas, on pose

‖f‖H2 =

( +∞∑
n=1

|an|2
)1/2

·

(H2, ‖ · ‖H2) est alors un espace de Hilbert où le produit scalaire de deux éléments de H2 est
celui des suites de coefficients de ces éléments dans `2.

Grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on montre facilement que l’abscisse de convergence
absolue d’un élément de H2 est inférieure ou égale à 1/2 et cette borne est optimale, il suffit en
effet de considérer la série de Dirichlet f définie par

f =

+∞∑
n=2

en

log(n)n1/2
·

Elle appartient à H2 et diverge en s = 1/2.

L’application évaluation en s ∈ C1/2 étant bornée, d’après le théorème de Riesz il existe
Ks ∈ H2 tel que pour tout f ∈ H2,

f(s) =< f, Ks > ·

Il est alors facile de voir que pour tout s, w ∈ C1/2,

Ks(w) = ζ(s+ w).

De plus, la suite (en)n≥1 est une base orthonormale de H2.
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4.2 Espaces de Hardy Hp

F. Bayart a introduit dans [4] les espaces de Hardy Hp (1 ≤ p < +∞) de séries de Dirichlet
qui généralisent l’espace H2. Rappelons que sur les espaces Hp(D), la norme est donnée par
intégration sur des cercles, il semble ici naturel compte-tenu des domaines de convergence des
séries de Dirichlet qui sont des demi-plans, d’intégrer sur des droites. Posons P l’ensemble des
polynômes de Dirichlet considérons P ∈ P. Alors

‖P‖Hp :=

(
lim

T→+∞

1

2T

∫ T

−T
|P (it)|pdt

)1/p

·

La théorie des fonctions presque périodiques de Bohr (voir [10]) justifie que ‖ · ‖Hp est bien une
norme sur P.

On définit alors l’espace Hp comme le complété de P pour ‖·‖Hp . Pour obtenir des propriétés
des espaces Hp, F. Bayart a utilisé le point de vue de Bohr afin d’identifier ces espaces avec des
espaces du polytore infini. Faisons quelques rappels sur ces espaces (voir [15] pour plus de détails).

Soit 1 ≤ p < ∞. Hp(T∞) est l’ensemble des fonctions F de Lp(T∞) (muni de m̃) telles que
les coefficients de Fourier F̂ (n) soient nuls pour n ∈ Z(∞)\N(∞). En un sens, ce sont les fonctions
“analytiques” de Lp(T∞). L’espace Hp(T∞) est aussi le complété de l’ensemble des polynômes
analytiques D(P). Le résultat suivant est crucial.

Théorème 4.2 ([15], Th8.1). Soit 1 ≤ p < +∞. L’application évaluation au point z ∈ D∞
définie intialement sur D(P) s’étend continûment à Hp(T∞) si et seulement si z ∈ D∞ ∩ `2.
Dans ce cas, pour F ∈ Hp(T∞) et z ∈ D∞ ∩ `2,

|F (z)|p ≤
‖F‖pHp(T∞)∏+∞
k=1(1− |zk|2)

et F est analytique sur D∞ ∩ `2.

Pour P ∈ P, D(P ) est un élément de Hp(T∞) et d’après le lemme 3 de [4], on a

‖P‖Hp = ‖D(P )‖Hp(T∞).

La preuve repose sur des éléments de théorie ergodique, on utilisera ces mêmes éléments dans
les parties IV et V . Une conséquence directe est alors :

Théorème 4.3 ([4], Th2). D : P → Hp(T∞) s’étend en un isomorphisme isométrique de Hp
sur Hp(T∞).

Tout élément de Hp est ainsi représentable par une série de Dirichlet et pour p = 2 nous
retrouvons l’espace H2 déjà défini.

La question de la convergence des séries de Dirichlet dans ces espaces Hp se pose alors. A
l’aide du théorème 4.2 et de l’identification entre Hp et Hp(T∞), le résultat suivant est alors
obtenu :
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Théorème 4.4 ([4],Th3). Soient 1 ≤ p < +∞ et f ∈ Hp. Alors σb(f) ≤ 1/2 et si <(w) > 1/2,

|f(w)|p ≤ ‖f‖pHpζ(2<(w)).

De plus si l’on note δw l’application évaluation au point w ∈ C1/2, alors ‖δw‖(Hp)∗ = ζ(2<(w))1/p.

Ainsi les espaces Hp sont des espaces de fonctions analytiques sur C1/2 et F. Bayart a montré
que ce domaine était optimal (voir la remarque suivant le Corollaire 3.5 dans [5]).

Concernant les limites verticales des éléments de Hp, on a la propriété suivante qui sera très
utile pour l’étude des opérateurs de composition.

Théorème 4.5 ([5], Th2.11). Soient 1 ≤ p < +∞ et f ∈ Hp. Alors pour presque tout χ ∈ T∞
(par rapport à m̃), fχ converge sur C+.

Le résultat suivant sera aussi très utile par la suite.

Lemme 4.6 ([6]). Soient η une mesure de probabilité borélienne sur R et f de la forme (3.1).
Alors

‖f‖2H2 =

∫
T∞

∫
R
|fχ(it)|2dη(t)dm̃(χ).

Comment définir maintenant l’espace H∞ ? Suivons le même raisonnement : H∞(T∞) est
l’espace des fonctions F ∈ L∞(T∞) telles que F̂ (n) = 0 pour n ∈ Z(∞) \ N(∞). On définit alors
H∞ comme le sous-espace de H1 vérifiant D(H∞) = H∞(T∞). Le théorème suivant est alors
assez déconcertant.

Théorème 4.7 ([5], Th2.7).

(i) H∞ est l’ensemble des fonctions analytiques bornées dans C+ représentables par une série
de Dirichlet convergente dans un demi-plan.

(ii) H∞ est l’ensemble des multiplicateurs de Hp pour 1 ≤ p < +∞, c’est-à-dire l’ensemble des
fonctions m définies sur C1/2 telles que mf ∈ Hp dès que f ∈ Hp.

Une fonction de H∞ est donc définie sur C+ alors que les fonctions de Hp sont elles définies
sur C1/2. Il y a donc une frontière à traverser pour passer des espaces Hp à H∞. Remarquons
que d’après le théorème 4.5, les limites verticales d’éléments de Hp sont définies sur C+ presque
partout et vont permettre, parfois, de traverser cette frontière.

Par ailleurs, l’étude des espaces de Hardy-Orlicz de séries de Dirichlet donne l’espoir de
mieux comprendre le passage de cette frontière (voir partie V).

4.3 Opérateurs de composition sur les espaces Hp

A Continuité des opérateurs de composition

Soit 1 ≤ p < +∞. Les éléments de Hp étant des fonctions analytiques sur C1/2, on considère
une fonction analytique Φ : C1/2 → C1/2 et pour f ∈ Hp, on pose CΦ(f) = f ◦ Φ. Le principal
résultat concernant la continuité de CΦ est le théorème suivant. On note D l’ensemble des
fonctions représentables par une série de Dirichlet dans un certain demi-plan.
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Théorème 4.8 (ThB de [22] pour p = 2 et [4] pour p 6= 2).
Soit 1 ≤ p < +∞. Si une fonction analytique Φ : C1/2 → C1/2 définit un opérateur de composi-
tion borné sur Hp alors

(i) Elle est de la forme Φ(s) = c0s+ ϕ(s) où c0 est en entier naturel et ϕ ∈ D.

(ii) Φ admet un prolongement analytique à C+, toujours noté Φ, tel que Φ(C+) ⊂ C+ si c0 ≥ 1
et Φ(C+) ⊂ C1/2 si c0 = 0.

De plus CΦ est une contraction si c0 ≥ 1.

La réciproque est vraie si c0 ≥ 1 ou si c0 = 0 et que p est un entier pair.

Précisons que la condition (i) est une condition arithmétique et que la condition (ii) est une
condition de norme.

On appellera désormais c0-symbole toute fonction analytique Φ de la forme précédente in-
duisant un opérateur de composition borné sur H2.

Il existe en fait un renforcement de ce théorème nous donnant une indication supplémentaire
sur ϕ. C’est une conséquence du résultat suivant.

Théorème 4.9 (Th3.1 de [39]). Suppons que ψ est une fonction analytique sans zéros dans
C+ telle que le conjugué harmonique de log(|ψ|) soit borné dans C+. Si ψ peut être représentée
par une série de Dirichlet convergente sur un demi-plan Cσ0 alors la série de Dirichlet est
uniformément convergente sur Cε pour tout ε > 0.

Ce résultat permet d’affirmer que dans l’équivalence précédente, ϕ est en fait uniformément
convergente sur Cε pour tout ε > 0 et que de plus ϕ(C+) ⊂ C+ quand c0 ≥ 1 et ϕ(C+) ⊂ C1/2

si c0 = 0. Une conséquence forte utile est le lemme suivant.

Lemme 4.10 (“Lemme de Schwarz”).
Soit Φ un c0-symbole avec c0 ≥ 1. Alors pour tout σ > 0, Φ(Cσ) ⊂ Cσ et le symbole Φ̃ définie
par Φ̃(s) = Φ(σ + s) − σ induit donc un opérateur de composition borné sur Hp (p ≥ 1), avec
norme plus petite que 1.

Démonstration. Soit σ > 0 et s ∈ Cσ. On a

<(Φ(s)) = c0<(s) + <(ϕ(s)) > c0<(s) > σ

car c0 ≥ 1 et ϕ(C+) ⊂ C+. La fin de l’énoncé du théorème est alors une conséquence immédiate
du théorème 4.8.

B Compacité et fonction de comptage

Pour étudier la compacité des opérateurs de composition, F. Bayart a introduit comme dans
le cas du disque unité une fonction de comptage.

Définition 4.11. Soit Φ : C+ → C+ une fonction analytique. La fonction de comptage associée
à Φ est définie par

NΦ(s) =


∑
a∈C+

Φ(a)=s

<(a) si s ∈ Φ(C+),

0 sinon.

A priori, NΦ est à valeurs dans R+ ∪ {∞}.
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Remarquons que <(a) correspond à la distance de a au bord de C+. Cette définition est aussi
justifiée par le résultat suivant.

Proposition 4.12 (Formule de Littlewood-Paley, [6], Prop2).
Soit η une mesure de probabilité sur R. Pour tout f ∈ H2, on a

‖f‖2H2 = |f(+∞)|2 + 4

∫
T∞

∫ +∞

0

∫
R
σ|f ′χ(σ + it)|2 dη(t)dσdm̃(χ),

f(+∞) étant égal à a1 si f est de la forme (3.1).

La condition suffisante suivante a alors été obtenue.

Théorème 4.13 ([6], Th2). Soit Φ un c0-symbole avec c0 ≥ 1. Supposons que

(i) Im(ϕ) est borné dans C+.

(ii) NΦ(s) = o(<(s)) quand <(s)→ 0.

Alors CΦ est compact sur H2.

Dans le théorème précédent, le fait que c0 ≥ 1 est crucial. Comme condition nécessaire, on
a le résultat suivant.

Théorème 4.14 ([6], Th3). Soient l ≥ 1 et Φ un c0-symbole. On suppose que les coefficients cn
sont nuls si le plus grand nombre premier dans la décomposition de n, noté p+(n), est strictement
plus grand que pl. Alors si CΦ est compact sur H2, on a

(i) lim
<(s)→0

<(s)

<(Φ(s))
= 0 si c0 ≥ 1.

(ii) lim
<(s)→0

<(s)lζ(2<(Φ(s))) = 0 si c0 = 0.

Malheuresement aucune condition nécessaire et suffisante n’existe dans le cadre général. On
donnera plus tard une telle condition dans un cas particulier. On notera aussi que l’on ne sait
pas si la compacité de CΦ sur H2 est équivalente à la compacité sur Hp pour p ≥ 1.

Pour finir ce chapitre, signalons que l’on trouve dans [39] de nombreux résultats récents
concernant les opérateurs de composition sur H2. En particulier, des estimations concernant
les nombres d’approximation de CΦ sont données et on trouvera des exemples d’opérateurs de
composition compacts et/ou dans les classes de Schaten Sp.
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Deuxième partie

Opérateurs de composition sur H2
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Introduction

Dans cette seconde partie nous donnons quelques résultats nouveaux concernant la compa-
cité des opérateurs de composition sur l’espace H2.

Dans le premier chapitre, nous donnons des estimations de la norme essentielle à l’aide de la
fonction de comptage et des noyaux reproduisants.

Dans le second chapitre, nous définissons la notion de mesure de Carleson pour l’espace H2

et obtenons une majoration de la fonction de comptage par une fonction de Carleson grâce au
théorème 1.17. Ainsi une nouvelle condition suffisante de compacité est obtenue grâce à une
condition de type Carleson. Nous étudions aussi l’homogénéité de la fonction de Carleson dans
ce cadre.
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Chapitre 5

Compacité et fonction de comptage

Le but de ce chapitre est de donner des estimations de la norme essentielle de CΦ sur H2.
Avant d’énoncer le théorème principal, nous avons besoin de rappeler certaines propriétés

du symbole.

5.1 Propriétés de Φ et de ses limites verticales

Soit Φ un c0-symbole. Pour τ ∈ R, on définit l’application Φτ par Φτ (s) = c0s + ϕ(s + iτ).
Alors si χ ∈ T∞, la fonction Φχ definie par

Φχ(s) = c0s+ ϕχ(s)

est une limite verticale de (Φτ )τ∈R.

En particulier si c0 ≥ 1, nous savons que Φ(C+) ⊂ C+ et cette propriété reste vraie pour
toutes les limites verticales (voir la proposition 4.1 de [22] en utilisant le fait que ϕ converge
uniformément sur Cε pour tout ε > 0). On a donc Φχ(C+) ⊂ C+ pour tout χ ∈ T∞.

Si f ∈ H2 et Φ est un c0−symbole avec c0 ≥ 1, f ◦Φ ∈ H2 et d’après le théorème 4.5, (f ◦Φ)χ
converge sur C+ pour presque tout χ ∈ T∞ (par rapport à m̃). D’après la proposition 4.3 de
[22], on a alors pour tout s ∈ C1/2,

(f ◦ Φ)χ(s) = fχc0 ◦ Φχ(s). (5.1)

Mais c0 étant supérieur ou égal à 1, Φχ(C+) ⊂ C+ et fχc0 converge sur C+ pour presque tout
χ (l’application χ→ χc0 preserve la mesure) et finalement l’égalité (5.1) est vraie pour presque
tout χ ∈ T∞ et tout s ∈ C+.

Intéressons nous maintenant au lien entre les propriétés de NΦχ et celles de NΦ. Cette étude
a déjà été commencée dans [6]. Les deux prochains résultats sont donc essentiellement une
reformulation de résultats déjà obtenus par F. Bayart.

Proposition 5.1. Soient Φ : C+ → C+ et Φk : C+ → C+ où k ≥ 0, des fonctions analytiques.
Supposons que (Φk)k≥0 converge uniformément vers Φ sur tout compact de C+, alors pour tout
s ∈ C+,

NΦ(s) ≤ lim inf
k→+∞

NΦk(s).
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Démonstration. Fixons s ∈ Φ(C+) (si s /∈ Φ(C+), le résultat est évident) et ε > 0. Soient
a1, . . . , an ∈ C+ satisfaisant Φ(ai) = s pour tout i ∈ {1, . . . , n} et δ > 0 tel que nδ < ε.
(Φk)k≥0 converge uniformément vers Φ sur tout compact de C+ et en particulier sur chaque
disque ouvert D(ai, δ) de centre ai et de rayon δ. Par le lemme d’Hurwitz, il existe K ≥ 0 tel
que pour tout k ≥ K, s ∈ Φk(D(ai, δ)) pour tout i ∈ {1, . . . , n}.

Fixons maintenant k ≥ K, il existe ak1 ∈ D(a1, δ), ... , akn ∈ D(an, δ) tels que Φ(aki ) = s pour
tout i ∈ {1, . . . , n}. On a alors

<(ak1) + · · ·+ <(akn) ≥ <(a1) + · · ·+ <(an)− nδ

et donc
<(a1) + · · ·+ <(an) ≤ nδ + <(ak1) + · · ·+ <(akn)

≤ ε+NΦk(s).

Ceci étant vrai pour tout k ≥ K,

<(a1) + · · ·+ <(an) ≤ ε+ lim inf
k→+∞

NΦk(s)

et puisque n et ε sont arbitraires, le résultat est prouvé.

Corollaire 5.2. Soit Φ un c0-symbole où c0 ≥ 1. Supposons que

sup
<(s)>0

NΦ(s)

<(s)
= C < +∞,

alors

sup
χ∈T∞

sup
<(s)>0

NΦχ(s)

<(s)
= C.

Démonstration. Pour tout τ ∈ R, il est facile de voir que NΦτ (s) = NΦ(s+ic0τ). Par conséquent

sup
<(s)>0

NΦτ (s)

<(s)
= C.

Maintenant pour χ ∈ T∞, Φχ est la limite verticale d’une suite (Φτn)n≥0 où (τn)n≥0 ⊂ R et alors
par la proposition précédente

sup
<(s)>0

NΦχ(s)

<(s)
≤ C

et donc

sup
χ∈T∞

sup
<(s)>0

NΦχ(s)

<(s)
≤ C.

On obtient l’égalité en remarquant que Φ = Φχ avec χ = (1, 1, · · · ).

Remarque 5.3. Dans le corollaire précédent, on peut considèrer la borne supérieure unique-
ment sur une bande du type {s ∈ C+,<(s) < θ} où θ ∈ R.
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5.2 Théorème principal

Théorème 5.4. Soit Φ un c0−symbole avec c0 ≥ 1 tel que Im(ϕ) est borné. Alors

‖CΦ‖H2,e ≤
(

2 sup
C+

|Im(ϕ)|+ c0

)
lim sup
<(s)→0

NΦ(s)

<(s)
·

En corollaire, on retrouve le théorème 4.13. Pour obtenir ce résultat, on suit l’idée de J.
Shapiro dans [41] qui a permis d’obtenir le théorème 1.11.

Proposition 5.5 ([41], Prop5.1). Soit T un opérateur borné sur un espace de Hilbert H et
(Kn)n≥1 une suite d’opérateurs compacts auto-adjoints sur H. Posons Rn = I−Kn et supposons
que ‖Rn‖ = 1 pour tout n ≥ 1 et que (Rn)n≥1 converge ponctuellement vers 0. Alors

‖T‖H,e = lim
n→+∞

‖TRn‖.

Preuve du théorème 5.4. Pour n ≥ 1 et f ∈ H2 de la forme (3.1), on pose
Kn(f) =

n∑
k=1

akek

Rn(f) = (I −Kn)(f) =
+∞∑

k=n+1

akek.

Pour tout n ≥ 1, Kn est un opérateur compact auto-adjoint sur H2 avec norme 1 car Kn est
une projection sur un sous-espace de dimension finie. Chaque opérateur Rn est aussi de norme 1
pour la même raison et (Rn) converge clairement ponctuellement vers 0. D’après la proposition
5.5 on a alors

‖CΦ‖H2,e = lim
n→+∞

‖CΦRn‖ = lim
n→+∞

{
sup

‖f‖H2≤1
‖CΦ(Rn(f))‖H2

}
·

On considère Ω = (0,+∞) × (0, 1) muni de la mesure d’aire. En appliquant la formule de
Littlewood-Paley sur H2 (Proposition 4.12) avec η la mesure de Lebesgue normalisée sur (0, 1),
on obtient

‖CΦ(Rn(f))‖2H2 = |Rn(f) ◦ Φ(+∞)|2

+ 4

∫
T∞

∫∫
Ω
<(s)|(Rn(f) ◦ Φ)

′
χ(s)|2 dsdm̃(χ).

Notons que Rn(f) ◦ Φ(+∞) = 0 pour tout n ≥ 2 car c0 ≥ 1 et donc Φ(+∞) = +∞.
Maintenant, on sait que (Rn(f) ◦ Φ)χ = Rn(f)χc0 ◦ Φχ sur C+ pour presque tout χ ∈ T∞ (par
rapport à m̃), donc

‖CΦ(Rn(f))‖2H2 = 4

∫
T∞

∫∫
Ω
<(s)|Rn(f)

′
χc0 (Φχ(s))|2|Φ′χ(s)|2 dsdm̃(χ).

On effectue alors le changement de variables w = Φχ(s). Bien sur Φχ n’est pas nécessairement
injective mais on peut tout de même utiliser une formule de changement de variable “généralisée”
utilisant la fonction de comptage (voir [21] par exemple). On obtient alors∫∫

Ω
|Rn(f)

′
χc0 (Φχ(s))|2|Φ′χ(s)|2<(s) ds =

∫∫
Φχ(Ω)

|Rn(f)
′
χc0 (s)|2NΦχ(s) ds.
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Im(ϕ) est borné, il existe donc A > 0 tel que |Im(ϕ)| < A. La même inégalité est vraie pour
ϕχ pour tout χ ∈ T∞ au lieu de ϕ : en effet ϕχ est une limite verticale de ϕ et les translatées de ϕ
ont évidemment les mêmes propriétés de bornitude que ϕ. Maintenant s ∈ Ω implique Im(s) ∈
(0, 1) et comme w = Φχ(s), Im(w) = c0Im(s) + Im(ϕχ(s)) et donc Im(w) ∈ [−A,A + c0].
Finalement si on note Q = (0,+∞) × (−A,A + c0) que l’on munit encore de la mesure d’aire,
on a ∫

Ω
|Rn(f)

′
χc0 (Φχ(s))|2|Φ′χ(s)|2<(s) ds ≤

∫∫
Q
|Rn(f)

′
χc0 (s)|2NΦχ(s) ds.

Fixons maintenant θ > 0. On note Q = Qθ ∪ Q̃θ où Qθ = (0, θ) × (−A,A + c0) et Q̃θ =
(θ,+∞) × (−A,A + c0). Nous allons découper l’intégrale précédente en deux parties. Soit γθ
défini par

γθ = sup
χ∈T∞

{
sup

0<Re(s)<θ

NΦχ(s)

<(s)

}
= sup

0<Re(s)<θ

NΦ(s)

<(s)
·

La deuxième égalité étant vraie grâce au corollaire 5.2. On a

∫
T∞

∫∫
Qθ

|Rn(f)
′
χc0 (s)|2NΦχ(s) dsdm̃(χ) ≤ γθ

∫
T∞

∫∫
Qθ

|Rn(f)
′
χc0 (s)|2<(s) dsdm̃(χ).

On obtient alors

sup
‖f‖H2≤1

{∫
T∞

∫∫
Qθ

|Rn(f)
′
χc0 (s)|2NΦχ(s) dsdm̃(χ)

}

≤ γθ sup
‖f‖H2≤1

{∫
T∞

∫∫
Qθ

|Rn(f)
′
χc0 (s)|2<(s) dsdm̃(χ)

}

≤ γθ sup
‖f‖H2≤1

{∫
T∞

∫∫
Qθ

|f ′χc0 (s)|2<(s) dsdm̃(χ)

}
·

La dernière inégalité est justifiée par le fait que si f est dans la boule unité deH2, Rn(f) aussi
et on prend donc la borne supérieure sur un ensemble plus grand. Finalement, en utilisant une
fois de plus la formule de Littlewood-Paley avec cette fois-ci la mesure de Lebesgue normalisée
sur (−A,A+ c0) et le fait que l’application χ→ χc0 preserve la mesure, on obtient

sup
‖f‖H2≤1

{∫
T∞

∫∫
Qθ

|Rn(f)
′
χc0 (s)|2NΦχ(s) dsdm̃(χ)

}
≤ (2A+ c0)γθ.

Maintenant nous obtenons une majoration de la deuxième intégrale. D’après la proposition
3 de [6] (qui est un analogue de l’inégalité de Littlewood dans le cadre des espaces de séries de
Dirichlet), on a pour tout s ∈ C+,

NΦ(s) ≤ <(s)

c0
·

Cette inégalité est vraie pour tout c0−symbole avec c0 ≥ 1 et en particulier pour les limites
verticales Φχ. On a alors
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Compacité et fonction de comptage

∫
T∞

∫∫
Q̃θ

|Rn(f)
′
χc0 (s)|2NΦχ(s) dsdm̃(χ) ≤

∫
T∞

∫∫
Q̃θ

|Rn(f)
′
χc0 (s)|2<(s)

c0
dsdm̃(χ) (5.2)

Maintenant pour σ > 0, d’après le lemme 4.6 appliqué à f
′
σ pour tout élément f ∈ H2 de la

forme (3.1) et pour toute mesure de probabilité η sur R, on a∫
T∞

∫
R
|f ′χ(σ + it)|2dη(t)dm̃(χ) =

+∞∑
k=1

|ak|2k−2σlog2(k).

Grâce à ce lemme et à (5.2), on a∫
T∞

∫∫
Q̃θ

|Rn(f)
′
χc0 (s)|2NΦχ(s) dsdm̃(χ) ≤ 2A+ c0

c0

∫ +∞

θ

+∞∑
k=n+1

σ|ak|2k−2σlog2(k)dσ.

Fixons ε > 0. Il existe K = Kθ > 0 tel que pour k ≥ K,∫ +∞

θ
σk−2σlog2(k)dσ ≤ ε.

Pour n ≥ K, on obtient alors

2A+ c0

c0

∫ +∞

θ

+∞∑
k=n+1

σ|ak|2k−2σlog2(k)dσ ≤ 2A+ c0

c0
× ε

car nous travaillons avec des fonctions de H2 avec norme plus petite que 1. Maintenant en
sommant les deux intégrales, on obtient que pour n ≥ K,

‖CΦRn‖ ≤ (2A+ c0)γθ +
2A+ c0

c0
× ε.

Finalement
‖CΦ‖H2,e = lim

n→+∞
‖CΦRn‖

≤ (2A+ c0)γθ +
2A+ c0

c0
× ε

et puisque ε et θ sont arbitraires, on obtient le résultat.

5.3 Condition nécessaire de compacité

Dans cette section, nous obtenons une minoration de la norme essentielle pour certains sym-
boles. Dans le cas du disque unité et pour ϕ : D→ D, l’idée est d’appliquer à l’adjoint de Cϕ la
famille des noyaux reproduisants (ka)a∈D : en effet il est facile de voir que C∗ϕ(ka) = kϕ(a) et il
suffit ensuite de faire tendre a vers le bord du disque.

Dans le cas des séries de Dirichlet, les noyaux reproduisants Ks associés à H2 en s ∈ C1/2

sont définis pour tout w ∈ C1/2 par

Ks(w) = ζ(s+ w).

Ces noyaux ont un sens uniquement pour s ∈ C1/2 et non pour s ∈ C+. Pour parer à ce problème,
F. Bayart a introduit dans [6] des noyaux reproduisants partiels définis sur C+.
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Définition 5.6. Soient s ∈ C+ et l ≥ 1. On définit le noyau reproduisant partiel d’ordre l sur
H2 en s ∈ C+ pour tout w ∈ C+ par

K l
s(w) :=

∑
n≥1

p+(n)≤pl

n−s−w =
l∏

i=1

(1− p−s−wi )−1.

Lorsque le symbole est lui aussi “partiel”, son adjoint agit de manière assez simple sur la
famille des noyaux reproduisants partiels.

Proposition 5.7 ([6], Prop5). Soient Φ un c0-symbole où c0 ≥ 1 et l ≥ 1. Supposons que Φ soit

de la forme Φ(s) = c0s+

+∞∑
n=1

cnn
−s où cn = 0 quand p+(n) > pl. Alors C∗Φ(K l

s) = K l
Φ(s).

Lemme 5.8. Sur la boule unité BH2 de H2, la topologie faible cöıncide avec la topologie de la
convergence uniforme sur tout demi plan de la forme C1/2+ε (ε > 0).

Démonstration. Soit (fn) ⊂ BH2 une suite convergeant faiblement vers 0. Soit ε > 0, grâce à
l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout s ∈ C1/2+ε,

|fn(s)| ≤ ζ(1 + 2ε)1/2‖fn‖H2

et donc la suite (fn) est uniformément bornée sur C1/2+ε. D’après le théorème de Montel pour les
séries de Dirichlet bornées (voir [6], Lem18), il existe une sous-suite qui converge uniformément
sur C1/2+ε. Il suffit maintenant de montrer que 0 est l’unique valeur d’adhérence mais l’applica-
tion évaluation étant bornée et (fn) convergeant faiblement vers 0, c’est bien le cas.

Réciproquement soit (fn) ⊂ BH2 qui converge uniformément vers 0 sur C1/2+ε pour tout
ε > 0. Il existe au moins une sous-suite qui converge faiblement vers f ∈ H2. Mais l’application
évaluation est bornée pour s ∈ C1/2 et (fn) converge uniformément vers 0 sur C1/2+ε pour tout
ε > 0 donc f = 0. La seule valeur d’adhérence est nulle donc (fn) converge faiblement vers
0.

Théorème 5.9. Soient Φ un c0-symbole où c0 ≥ 1 et l ≥ 1. Supposons que Φ soit de la forme

Φ(s) = c0s+

+∞∑
n=1

cnn
−s où cn = 0 quand p+(n) > pl. On a alors

‖CΦ‖H2,e ≥ lim sup
<(s)→0

‖K l
Φ(s)‖H2

‖K l
s‖H2

·

En particulier si CΦ est compact,

lim sup
<(s)→0

<(s)

<(Φ(s))
= 0.

En corollaire, on retrouve le théorème 4.14.
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Démonstration. Soit l ≥ 1. Pour s, w ∈ C+, on pose

ks(w) =
K l
s(w)

‖K l
s‖H2

·

La famille (ks) est contenue dans BH2 et converge uniformément, quand s tend vers 0, vers
0 sur C1/2+ε pour tout ε > 0 : en effet

lim
<(s)→0

‖K l
s‖H2 = lim

<(s)→0

( l∏
i=1

(
1− p−2<(s)

i

)−1
)1/2

= +∞

et pour tout w ∈ C1/2+ε,

|K l
s(w)| ≤

l∏
i=1

(
1− p−1/2−ε

i

)−1
< +∞.

Soit K ∈ K(H2). Alors K∗ ∈ K(H2) aussi et par le lemme précédent (ks) converge faiblement
vers 0 donc K∗(ks) converge en norme vers 0. Alors

‖CΦ −K‖ = ‖C∗Φ −K∗‖ ≥ ‖C∗Φ(ks)−K∗(ks)‖H2 ≥ ‖C∗Φ(ks)‖H2 − ‖K∗(ks)‖H2

et alors
‖CΦ −K‖ ≥ lim sup

<(s)→0
‖C∗Φ(ks)‖H2 .

L’inégalité étant vraie pour tout K ∈ K(H2), on obtient

‖CΦ‖H2,e ≥ lim sup
<(s)→0

‖C∗Φ(ks)‖H2 .

Maintenant grâce à la proposition 5.7,

‖C∗Φ(ks)‖H2 =
‖K l

Φ(s)‖H2

‖K l
s‖H2

·

Pour la deuxième partie du théorème, il suffit de remarquer que

‖K l
Φ(s)‖H2

‖K l
s‖H2

=

( l∏
i=1

1− p−2<(s)
i

1− p−2<(Φ(s))
i

)1/2

et de donner un équivalent de chaque terme quand <(s) tend vers 0.

On peut maintenant obtenir dans un cas particulier un critère de compacité.

Définition 5.10. Soient Φ : C+ → C+ une fonction analytique et k ∈ N. On dit que Φ est
k−valente si pour tout w ∈ C+, il existe au plus k solutions à l’équation Φ(s) = w. Si Φ est
k−valente pour un certain k ∈ N alors on dit que Φ est fini-valente.

Théorème 5.11. Soient l ≥ 1 et Φ un c0-symbole avec c0 ≥ 1 de la forme Φ(s) = c0s+
+∞∑
n=1

cnn
−s

où cn = 0 si p+(n) > pl. Supposons que Im(ϕ) est borné et que Φ est fini-valente. Les assertions
suivantes sont équivalentes.
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(i) CΦ est compact H2.

(ii) lim
<(s)→0

<(s)

<(Φ(s))
= 0.

(iii) NΦ(s) = o(<(s)) quand <(s) tend vers 0.

Démonstration. La seule implication qu’il nous reste à prouver est (ii) ⇒ (iii). Soit ε > 0, on
sait que

lim
<(s)→0

<(s)

<(Φ(s))
= 0.

Il existe donc δ > 0 tel que
<(s) < ε<(Φ(s))

dès que <(s) < δ. Par le “lemme de Schwarz” (Lemme 4.10), si Φ(a) = s et <(s) < δ alors
<(a) < δ aussi. Par conséquent pour tout s ∈ C+ tel que <(s) < δ, on a

NΦ(s) =
∑
a∈C+

Φ(a)=s

<(a)

≤ ε
∑
a∈C+

Φ(a)=s

<(Φ(a))

= ε<(s)
∑
a∈C+

Φ(a)=s

1

≤ kε<(s)

car Φ est k−valente pour un certain k ≥ 1. On a donc bien NΦ(s) = o(<(s)) quand <(s)→ 0.
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Chapitre 6

Mesures de Carleson

6.1 Comparaison avec la fonction de comptage

Dans cette section, nous proposons une définition des fonctions de Carleson associées à l’es-
pace H2 puis nous généralisons le théorème 1.17 en majorant la fonction de comptage d’un
symbole Φ par sa fonction de Carleson associée. Par conséquent, on obtient une nouvelle majo-
ration de la norme essentielle de CΦ et donc une nouvelle condition suffisante de compacité.

Si Φ est un c0-symbole avec c0 ≥ 1, il est montré dans [4] que Φ admet des limites radiales,
c’est-à-dire

Φ∗(it) := lim
σ→0+

Φ(σ + it)

existe λ-presque partout où λ est la mesure de Lebesgue sur R.

Notation. Soit t ∈ R et h > 0. On définit la fenêtre de Carleson centrée en it et de taille h
par H(t, h) := {s ∈ C+, |s− it| < h}.

bit

h

0

Figure 6.1 – H(t, h)

Définition 6.1. On note λΦ la mesure image de λ par Φ∗, c’est-à-dire pour tout ouvert Ω ⊂ C+,

λΦ(Ω) := λ({t ∈ R,Φ∗(it) ∈ Ω}).
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La fonction de Carleson associée à λΦ est alors définie pour tout h > 0 par

ρΦ(h) := sup
t∈R

λΦ(H(t, h)).

Théorème 6.2. Soit Φ un c0-symbole avec c0 ≥ 1. Il existe K > 0, indépendant de Φ, tel que
pour tout h assez petit et tout t ∈ R,

sup
s∈H(t,h/2)

NΦ(s) ≤ K · λΦ

(
H(t, 2c0h)

)
.

En particulier pour h assez petit, on a

sup
s∈C+
<(s)<h/2

NΦ(s) ≤ K · ρΦ

(
2c0h

)
.

Avant de démontrer ce théorème, signalons le corollaire suivant.

Corollaire 6.3. Soit Φ un c0-symbole où c0 ≥ 1 tel que Im(ϕ) est borné sur C+. Alors il existe
C > 0 tel que

‖CΦ‖H2,e ≤ C lim sup
h→0

ρΦ(h)

h
·

En particulier si ρΦ(h) = o(h) quand h→ 0 alors Cϕ est compact sur H2.

Démonstration du Corollaire 6.3. Soit s ∈ C+, assez proche de l’axe imaginaire, on a d’après le
théorème 6.2,

NΦ(s) ≤ sup
s′∈H(Im(s),2<(s))

NΦ(s′) ≤ K · ρΦ

(
8c0<(s)

)
et donc

NΦ(s)

<(s)
≤ 8c0K ·

ρΦ

(
8c0<(s)

)
8c0<(s)

ce qui nous donne le résultat.

L’argument clé dans la preuve du théorème 6.2 est l’utilisation du théorème 1.17.

Démonstration du Théorème 6.2.
B Tout d’abord montrons le résultat pour t = 0.
Nous allons utiliser la famille de fonctions (ψξ)ξ>0 où ψξ est définie par ψξ : C+ −→ D

s 7−→ s− ξ
s+ ξ

·

Fait : Pour tout h > 0, H(0, h/2) ⊂ ψ−1
c0ξ

(S(−1, h/ξ)).
Prouvons ce fait :

s ∈ ψ−1
c0ξ

(S(−1, h/ξ)) ⇔ ψc0ξ(s) ∈ S(−1, h/ξ) ⇔
∣∣∣∣s− c0ξ

s+ c0ξ
+ 1

∣∣∣∣ < h

ξ

⇔
∣∣∣∣ 2s

s+ c0ξ

∣∣∣∣ < h

ξ
⇔ |s| < h

2

∣∣∣∣s+ c0ξ

ξ

∣∣∣∣·
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Maintenant si s ∈ H(0, h/2) alors |s| < h
2 et il suffit de remarquer que pour tout ξ > 0,

|s+ c0ξ|
ξ

≥ <(s+ c0ξ)

ξ
≥ c0 ≥ 1.

Le fait est donc prouvé.

Soit h > 0 et s ∈ H(0, h/2). Alors wξ := ψc0ξ(s) ∈ S(−1, h/ξ). Supposons que s ∈ Φ(C+) (si
ce n’est pas le cas il n’y a rien à prouver) et soient s1, . . . , sn ∈ C+ tels que Φ(si) = s pour tout
i ∈ {1, . . . , n}.

Pour ξ > 0, on définit l’application Θξ : D → D par Θξ = ψc0ξ ◦ Φ ◦ ψ−1
ξ . On remarque que

Θξ(ψξ(si)) = ψc0ξ(Φ(si)) = ψc0ξ(s) = wξ et donc

n∑
i=1

log(1/|ψξ(si)|) ≤ NΘξ(wξ).

Pour i ∈ {1, . . . , n}, on a

log(1/|ψξ(si)|) =
1

2
log

∣∣∣∣ |si|2 + 2ξ<(si) + ξ2

|si|2 − 2ξ<(si) + ξ2

∣∣∣∣ =
1

2
log

∣∣∣∣1 +
4ξ<(si)

|si|2 − 2ξ<(si) + ξ2

∣∣∣∣.
Soit ε > 0. Pour ξ assez grand et i ∈ {1, . . . , n}, on a

2(1− ε)<(si)

ξ
≤ log(1/|ψξ(si)|).

Par conséquent

2(1− ε)
n∑
i=1

<(si)

ξ
≤ NΘξ(wξ).

D’après le théorème 1.18 avec α = 2 et en rappelant que wξ ∈ S(−1, h/ξ) pour tout ξ > 0, il
existe donc une constante C2 > 0 telle que

NΘξ(wξ) ≤ C2mΘξ(S(−1, 2h/ξ))

pour tout h tel que 0 < h/ξ < (1− |Θξ(0)|)/2. Remarquons que

Θξ(0) = ψc0ξ(Φ(ξ)) =
ϕ(ξ)

2c0ξ + ϕ(ξ)

et cette quantité tend vers 0 quand ξ tend vers +∞. On pose

m0 = inf
ξ>1

ξ(1− |Θξ(0)|)/2 > 0.

Il est clair que m0 ≤ 1/2. On notera que m0 = m0(ϕ) = m0(ϕ( · + iτ)) pour tout τ ∈ R (cette
remarque sera utile dans la deuxième partie de la preuve). Quand h < m0, on obtient finalement

NΘξ(wξ) ≤ C2mΘξ(S(−1, 2h/ξ)).
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Or
mΘξ(S(−1, 2h/ξ)) = m({η ∈ T,Θξ(η) ∈ S(−1, 2h/ξ)})

= m({η ∈ T, ψc0ξ ◦ Φ∗ ◦ ψ−1
ξ (η) ∈ S(−1, 2h/ξ)})

=

∫
{ψc0ξ◦Φ

∗◦ψ−1
ξ (eiθ)∈S(−1,2h/ξ)})

dθ

2π
·

On effectue maintenant le changement de variables iu = ψ−1
ξ (eiθ),

mΘξ(S(−1, 2h/ξ)) =

∫
{Φ∗(iu)∈ψ−1

c0ξ
(S(−1,2h/ξ))}

ξ

π(ξ2 + u2)
du

=

∫{
|Φ∗(iu)|<h |Φ

∗(iu)+c0ξ|
ξ

} ξ

π(ξ2 + u2)
du.

Alors pour ξ > 1 assez grand on obtient

2(1− ε)
n∑
i=1

<(si)

ξ
≤ C2

∫{
|Φ∗(iu)|<h |Φ

∗(iu)+c0ξ|
ξ

} ξ

π(ξ2 + u2)
du

et donc

2(1− ε)
n∑
i=1

<(si) ≤ C2

∫{
|Φ∗(iu)|<h |Φ

∗(iu)+c0ξ|
ξ

} du

π
·

Mais si |Φ∗(iu)| < h |Φ
∗(iu)+c0ξ|

ξ alors |Φ∗(iu)| < c0h
(1−h/ξ) <

c0h
(1−h) < 2c0h puisque h < m0 ≤ 1/2.

Par conséquent

2(1− ε)
n∑
i=1

<(si) ≤ C2λΦ(H(0, 2c0h)).

Puisque n est arbitraire, on obtient

2(1− ε)NΦ(s) ≤ C2λΦ(H(0, 2c0h)).

pour tout ε > 0 et le résultat est donc prouvé quand t = 0.

B On prouve maintenant le résultat quand t 6= 0.
On a

sup
s∈H(c0t,h/2)

NΦ(s) = sup
s∈H(0,h/2)

NΦ(s+ ic0t).

Mais si Φ̃(s) := c0s+ ϕ(s+ it) = Φ(s+ it)− icot, on obtient pour s ∈ H(0, h/2),

NΦ(s+ ic0t) =
∑
a∈C+

Φ(a)=s+ic0t

<(a) =
∑
a∈C+

c0(a−it)+ϕ(it+a−it)=s

<(a− it)

=
∑
a′∈C+

Φ̃(a′)=s

<(a′) = NΦ̃(s).

En appliquant le résultat de la première étape de la preuve à Φ̃, on obtient

sup
s∈H(0,h/2)

NΦ(s+ ic0t) = sup
s∈H(0,h/2)

NΦ̃(s) ≤ KλΦ̃(H(0, 2c0h))
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pour h assez petit (h ≤ m0). Maintenant il suffit de remarquer que

λΦ̃(H(0, 2c0h)) = λ({t′ ∈ R, Φ̃∗(it′) ∈ H(0, 2c0h)})
= λ({t′ ∈ R, |Φ∗(it+ it′)− ic0t| < 2c0h})
= λ({t′′ ∈ R, |Φ∗(it′′)− ic0t| < 2c0h})
= λΦ(H(c0t, 2c0h)).

6.2 Homogénéité des fonctions de Carleson

Dans cette section nous prouvons l’analogue du théorème 2.9dans le cadre de l’espace H2.
Nous utiliserons le même type de raisonnement que dans la preuve du Théorème 6.2.

Proposition 6.4. Il existe une constante k > 0 telle que pour tout c0-symbole Φ avec c0 ≥ 1 et
tout t ∈ R,

λΦ(H(t, εh)) ≤ kελΦ(H(t, c0h))

pour tout h assez petit et tout ε ∈ (0, 1).

Démonstration. On garde les mêmes notations que celles de la preuve du théorème 6.2. Il suffit
ici aussi de faire la preuve dans le cas où t = 0. Pour h < m0, et pour tout ε ∈ (0, 1) on a d’après
le théorème 2.9,

mΘξ

(
S

(
− 1,

hε

ξ

))
≤ kεmΘξ

(
S

(
− 1,

h

ξ

))
.

Par changement de variables, on obtient donc∫
{Φ∗(iu)∈Ψ−1

c0ξ
(S(−1,εh/ξ))}

ξ

π(ξ2 + u2)
du ≤ kε

∫
{Φ∗(iu)∈Ψ−1

c0ξ
(S(−1,h/ξ))}

ξ

π(ξ2 + u2)
du

ou encore∫
{Φ∗(iu)∈Ψ−1

c0ξ
(S(−1,εh/ξ))}

ξ2

ξ2 + u2
du ≤ kε

∫
{Φ∗(iu)∈Ψ−1

c0ξ
(S(−1,h/ξ))}

ξ2

ξ2 + u2
du.

Maintenant, on a déjà montré que pour tout s ∈ C+,

s ∈ ψ−1
c0ξ

(S(−1, h/ξ))⇔ |s| < h

2

∣∣∣∣s+ c0ξ

ξ

∣∣∣∣.
Ce résultat implique que les fonctions indicatrices de ψ−1

c0ξ
(S(−1, h/ξ)) tendent vers la fonction

indicatrice de H(0, c0h/2) quand ξ tend vers +∞. Pour conclure, il suffit donc d’appliquer le
lemme de Fatou sur le terme gauche de l’inégalité et le théorème de convergence dominée sur
le terme droit pour obtenir le résultat (dans le cas où le terme droit de l’inégalité souhaitée est
fini, dans l’autre cas il n’y a rien à prouver).

On peut en fait montrer un résultat légèrement différent : dans [34], on trouve une notion
de mesure de Carleson différente qui permet d’obtenir des résultats sur les multiplicateurs de
certains espaces de Hilbert de séries de Dirichlet.
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Définition 6.5. Une mesure borélienne η sur R est une mesure de Carleson s’il existe une
constante C > 0 telle que pour tout P ∈ P,

lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T
|P (it)|2dη(t) ≤ C‖P‖2H2 .

La proposition suivante prouve alors l’homogénéité des mesures de Carleson dans ce cadre.

Proposition 6.6. Il existe une constante k > 0 telle que pour tout c0-symbole Φ avec c0 ≥ 1 et
tout t ∈ R,

lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T
1H(t,εh/2)(Φ

∗(it))dt ≤ kε lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T
1H(t,2c0h/3)(Φ

∗(it))dt

pour tout h assez petit et tout ε ∈ (0, 1).

Démonstration. Gardons les mêmes notations que précédemment et prouvons le résultat pour
t = 0. On a pour tout ε ∈ (0, 1) et h < m0,∫

{Φ∗(iu)∈Ψ−1
c0ξ

(S(−1,εh/ξ))}

ξ

π(ξ2 + u2)
du ≤ kε

∫
{Φ∗(iu)∈Ψ−1

c0ξ
(S(−1,h/ξ))}

ξ

π(ξ2 + u2)
du.

Concernant la première intégrale, on a déjà montré que pour tout h > 0,H(0, h/2) ⊂ ψ−1
c0ξ

(S(−1, h/ξ)).
En appliquant cela à εh, on a∫

{Φ∗(iu)∈H(0,εh/2)}

ξ

π(ξ2 + u2)
≤
∫
{Φ∗(iu)∈Ψ−1

c0ξ
(S(−1,εh/ξ))}

ξ

π(ξ2 + u2)
·

Pour la deuxième intégrale, on a déjà montré que pour tout s ∈ C+,

s ∈ ψ−1
c0ξ

(S(−1, h/ξ))⇔ |s| < h

2

∣∣∣∣s+ c0ξ

ξ

∣∣∣∣·
Donc si Φ∗(iu) ∈ ψ−1

c0ξ
(S(−1, h/ξ)), on a

|Φ∗(iu)| ≤ c0h/2

1− h/2ξ
≤ c0h/2

1− h/2
≤ 2c0h

3

pour ξ > 1 et h ≤ m0 ≤ 1/2. On peut donc majorer la deuxième intégrale et obtenir finalement∫
{Φ∗(iu)∈H(0,εh/2)}

ξ

π(ξ2 + u2)
du ≤ kε

∫
{Φ∗(iu)∈H(0,2c0h/3)}

ξ

π(ξ2 + u2)
du.

Maintenant d’après la remarque (7.5) de [22], la mesure de probabilité

ξ

π(ξ2 + u2)
du

quand ξ → +∞ “tend de la même manière” que la mesure de Lebesgue normalisée sur [−T, T ]
quand T tend vers +∞. Par conséquent

lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T
1H(0,εh/2)(Φ

∗(it))dt ≤ kε lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T
1H(0,2c0h/3)(Φ

∗(it))dt.
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Espaces de Bergman Apµ et
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Introduction

Les espaces de Hardy Hp définis, une question naturelle est alors la suivante : comment
définir des espaces de Bergman de séries de Dirichlet ?

Par analogie avec le disque unité où la norme d’un élément de l’espace de Bergman est obte-
nue par intégration sur des cercles concentriques, il semble ici naturel d’intégrer sur des droites
parallèles à l’axe des ordonnées.

Soit P un polynôme de Dirichlet. Pour σ > 0, on pose Tσ(P )(s) = P (σ+ s) pour tout s ∈ C.
On notera aussi Pσ au lieu de Tσ(P ). On a alors le résultat suivant.

Lemme 6.7. Soit P un polynôme de Dirichlet. Alors

‖P‖Hp = sup
σ>0
‖Pσ‖Hp .

Démonstration. L’inégalité ‖Pσ‖Hp ≤ ‖P‖Hp pour tout σ > 0 provient du théorème 10 de [5].
L’égalité s’obtient avec le théorème de convergence dominée.

En utilisant le même schéma de construction que les espaces de Bergman du disque unité,
une définition possible est alors la suivante : soient µ une mesure de probabilité sur (0,+∞) et
P un polynôme de Dirichlet, on pose

‖P‖Apµ =

(∫ +∞

0
‖Pσ‖Hp dµ(σ)

)1/p

·

Par complétion on obtient alors un espace de Banach. On retrouve pour p = 2 des espaces
déjà étudiés dans [34]. Le but de cette partie est de répondre au questions suivantes :

(i) Les éléments de Apµ peuvent-ils être vus comme des séries de Dirichlet ?

(ii) Quelles sont les propriétés de ces espaces ?

(iii) Quels sont les liens entres Apµ et Hp ?

(iv) Que peut-on dire de la continuité et de la compacité des opérateurs de composition sur ces
espaces ?

(v) Que sont les multiplicateurs sur ces espaces ?
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Chapitre 7

Espaces de Bergman Apµ

7.1 Application évaluation sur Apµ

Définition 7.1. Soient p ≥ 1 et µ une mesure de probabilité vérifiant 0 ∈ Supp(µ). Pour P ∈ P,
on pose

‖P‖Apµ =

(∫ +∞

0
‖Pσ‖pHp dµ(σ)

)1/p

.

Apµ est défini comme le complété de P pour la norme ‖ · ‖Apµ.

Dans la définition, on a supposé 0 ∈ Supp(µ). Nous allons justifier cette hypothèse technique
en étudiant pour commencer le cas p = 2.

Soit f un élément de A2
µ de la forme (3.1). On a

‖f‖A2
µ

=

( +∞∑
n=1

|an|2wn
)1/2

où pour tout n ≥ 1,

wn =

∫ +∞

0
n−2σdµ(σ).

Exemples 7.2. Soit α > −1. On note µα la mesure de probabilité définie sur (0,+∞) par

dµα(σ) =
2α+1

Γ(α+ 1)
σαe−2σdσ.

On note alors l’espace associé A2
α au lieu de A2

µα et le poids correspondant (wαn). Alors pour
tout n ≥ 1, on a

wαn =
1

(log(n) + 1)α+1
·

On notera aussi Apα au lieu de Apµα pour tout p ≥ 1.

L’hypothèse technique 0 ∈ Supp(µ) est justifiée par l’équation (1.4) de [34] que l’on rappelle
ici sous forme de lemme.
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Lemme 7.3. Soit µ une mesure de probabilité sur (0,+∞) vérifiant 0 ∈ Supp(µ). La suite
(wn)n≥1 est décroissante et décroit moins vite que toute puissance négative de n, c’est-à-dire
pour tout ε > 0, il existe c > 0 tel que pour tout n ≥ 1,

wn > cn−ε.

Ce lemme bien que simple est d’une grande utilité dans la suite, nous donnons donc une
preuve de celui-ci.

Démonstration. La suite est clairement décroissante. Soit ε > 0 et n ≥ 1, on a

nεwn =

∫ +∞

0
nε−2σdµ(σ)

≥
∫ ε/2

0
nε−2σdµ(σ)

≥ µ((0, ε/2)).

0 étant dans le support de la mesure, il suffit de choisir c = µ((0, ε/2)) > 0.

Avec ce résultat on peut montrer que A2
µ est alors un espace de fonctions analytiques sur

C1/2. En effet soit s ∈ C1/2 et f ∈ A2
µ de la forme (3.1), on a

+∞∑
n=1

|an|n−<(s) ≤
(+∞∑
n=1

n−2<(s)

wn

)1/2

× ‖f‖A2
µ

d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Choissisons maintenant ε > 0 tel que 2<(s) − ε > 1,
d’après le lemme précédent il existe alors c > 0 tel que

+∞∑
n=1

n−2<(s)

wn
≤

+∞∑
n=1

1

cn2<(s)−ε < +∞.

On vient donc de montrer que l’application évaluation en s ∈ C1/2 est bornée sur A2
µ. De plus

C1/2 est un domaine maximal, en effet les applications fε définies par fε(s) = ζ(1/2 + s + ε)
appartiennent à A2

µ (il suffit d’utiliser le lemme) et ont un pôle en 1/2− ε.

L’application évaluation étant bornée en chaque point de C1/2 pour les espaces A2
µ, on peut

considérer le noyau reproduisant en s ∈ C1/2 défini pour tout w ∈ C1/2 par

Kµ(s, w) :=
+∞∑
n=1

n−w−s

wn
·

On a alors ‖δs‖(A2
µ)∗ ≤

(+∞∑
n=1

n−2σ

wn

)1/2

pour tout s = σ + it ∈ C1/2.

Exemple 7.4. Dans le cas des espaces A2
α avec α > −1, on a pour tout s, w ∈ C1/2,

Kµα(s, w) =
+∞∑
n=1

(log(n) + 1)α+1n−s−w.
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Dans ce cas si <(s) tend vers 1/2, on a

‖δs‖(A2
α)∗ ≤

+∞∑
n=1

(log(n) + 1)α+1n−2<(s) ∼ Γ(2 + α)

(2<(s)− 1)2+α
·

L’équivalence étant justifiée par exemple par le Lemme 3.1 de [36].

Nous nous intéressons maintenant à l’évaluation sur les espaces Apµ. L’évaluation est un outil
crucial pour la compréhension des espaces de fonctions (analytiques). Contrairement au cas du
disque unité, on ne peut pas utiliser des propriétés de factorisation afin d’utiliser des puissances
de fonctions. On développe donc une autre méthode qui nous donnera le bon comportement
de la norme de l’évaluation près de l’axe critique <(s) = 1/2. De plus, on va distinguer le
comportement de l’évaluation selon que le coefficient constant s’annule ou non, ce qui nous sera
utile par la suite.

Définition 7.5.

Soit Hp∞ le sous-espace de Hp des fonctions dont la valuation est au moins 1, c’est-à-dire
l’espace des séries de Dirichlet de la forme (3.1) dont le coefficient constant a1 s’annule (notons
que a1 est en fait la valeur à l’infini de la fonction, ce qui explique la notation).

Soit Apµ,∞ le sous-espace de Apµ des fonctions dont la valuation est au moins 1. Dans le cas
particulier de la mesure µα, on le note Apα,∞. Enfin, quand α = 0, on utilise simplement la
notation Ap∞.

Sur les espacesHp (resp.Hp∞), on définit ∆p(s) (resp. ∆p,∞(s)) comme la norme de l’évaluation
au point s ∈ C1/2. On rappelle que d’après le théorème 4.4, on a ∆p(s) = ζ(2<(s))1/p.

Théorème 7.6. Soit p ≥ 1 et µ une mesure de probabilité sur (0,+∞) telle que 0 ∈ Supp(µ).

Alors l’application évaluation est bornée sur P ∩ Apµ (resp. sur P ∩ Apµ,∞) pour tout s ∈ C1/2.
Elle s’étend donc en un opérateur borné sur Apµ (resp. sur Apµ,∞) dont la norme vérifie

(i) ‖δs‖(Apµ)
∗ ≤ inf

η∈(0,<(s)−1/2)

(‖∆p(<(s)− ·)‖Lp′ ([0,<(s)−1/2−η], dµ)

µ([0,<(s)− 1/2− η])

)
·

(ii) ‖δs‖(Apµ,∞)
∗ ≤ inf

η∈(0,<(s)−1/2)

(‖∆p,∞(<(s)− ·)‖Lp′ ([0,<(s)−1/2−η], dµ)

µ([0,<(s)− 1/2− η])

)
·

Remarque 7.7. Dans la preuve du théorème, nous allons utiliser le fait que la norme dans Apµ
est invariante par translation verticale : pour tout f ∈ Apµ et τ ∈ R,

‖f‖Apµ = ‖f( · + iτ)‖Apµ .

Par densité, il suffit de montrer cela pour les polynômes et étant donnée la définition de la norme
pour un polynôme il suffit que le résultat soit vrai sur Hp. Or on sait que pour tout P ∈ P,

‖P‖Hp = ‖D(P )‖Hp(T∞).

Il est facile de voir qu’une translation verticale correspond à une rotation sur Hp(T∞) qui est
muni de sa mesure de Haar sur T∞, d’où le résultat.
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Démonstration. On donne la preuve du point (i) puisque la preuve de (ii) est quasiment iden-
tique.

Fixons η dans (0,<(s) − 1/2). On peut supposer s = σ ∈ (1/2,+∞) grâce à l’invariance de la
norme dans Apµ vis-à-vis de la translation verticale. Pour P ∈ P et ε ∈ (0, σ − 1/2), on a

P (σ) = Pε(σ − ε).

On utilise alors la continuité de l’application évaluation sur Hp : pour tout ε ∈ (0, σ − 1/2), on
obtient

|P (σ)| ≤ ∆p(σ − ε)‖Pε‖Hp .

Puis par intégration sur (0, σ − 1/2− η),

µ([0, σ − 1/2− η])|P (σ)| ≤
∫ σ−1/2−η

0
∆p(σ − ε)‖Pε‖Hp dµ(ε),

et par l’inégalité de Hölder,

µ([0, σ − 1/2− η])|P (σ)| ≤ ‖P‖Apµ × ‖∆p(σ − · )‖Lp′ ([0, σ−1/2−η],dµ) .

Puisque η ∈ (0,<(s)− 1/2) est arbitraire, le résultat est prouvé.

Corollaire 7.8. Soient p ≥ 1 et α > −1.

(i) L’application évaluation est bornée sur Apα pour tout s ∈ C1/2 et il existe une constante
positive cp,α telle que pour tout s ∈ C1/2,

‖δs‖(Apα)
∗ ≤ cp,α

(
<(s)

2<(s)− 1

)(2+α)/p

·

(ii) L’application évaluation est bornée sur Apα,∞ pour tout s ∈ C1/2 et il existe une constante
positive c′p,α telle que pour tout s ∈ C1/2,

‖δs‖(Apα,∞)
∗ ≤

c′p,α

(2<(s)− 1)(2+α)/p
·

Démonstration. Dans cette preuve nous allons utiliser que pour x > 1, ζ(x) ≤ x

x− 1
et nous

allons adopter la notation suivante : A . B signifie qu’il existe une constante c dépendant uni-
quement de p et α telle que A ≤ cB.

Fixons s = σ ∈ (1/2,+∞) et η ∈ (0, σ − 1/2). Rappelons que la mesure µα est définie par

dµα(σ) =
2α+1

Γ(α+ 1)
σαe−2σ dσ.

Il est alors facile de voir qu’il existe une constante Cα dépendant uniquement de α telle que
pour tout A > 0,
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µα([0, A]) ≥ Cα min
(
1, Aα+1

)
.

B Commençons par prouver (i).
On considère tout d’abord le cas p = 1. On choisit η = (σ − 1/2)/2, puisque

sup
ε∈[0, (σ−1/2)/2]

|ζ(2σ − 2 ε)| = ζ(σ + 1/2) ≤ 2σ + 1

2σ − 1

la conclusion provient du théorème précédent.

Supposons maintenant p > 1 et p 6= 2 (on connait déjà le comportement de l’évaluation dans
le cas p = 2). On a

∫ σ−1/2−η

0
ζ(2σ − 2ε)p

′/p dµα(ε) . (2σ)p
′/p

∫ σ−1/2−η

0

εα

(2σ − 2ε− 1)p′/p
e−2ε dε. (7.1)

On distingue maintenant deux cas selon que p > 2 ou 2 > p > 1.

Supposons que p > 2 : l’intégrale précédente converge pour η = 0 et est majorée par∫ σ−1/2

0

εα

(2σ − 2ε− 1)p′/p
dε =

1

(2σ − 1)p′/p
×
∫ σ−1/2

0

εα(
1− (2ε)/(2σ − 1)

)p′/p dε
=

(2σ − 1)α+1

2α+1(2σ − 1)p′/p
×
∫ 1

0
tα(1− t)−p′/p dt

avec t =
2ε

2σ − 1
· Par (7.1) on obtient alors

∫ σ−1/2−η

0
ζ(2σ − 2ε)p

′/p dµα(ε) . (2σ)p
′/pB(α+ 1, 1− p′/p)

(2σ − 1)(p′/p)−α−1
·

Finalement en choisissant η = 0 dans le théorème 7.6, on obtient

‖δσ‖(Apα)
∗ .

(
B(α+ 1, 1− p′/p)
(2σ − 1)(p′/p)−α−1

)1/p′

× (2σ)1/p

min
(
1, (σ − 1/2)α+1

) ·
Cette estimation est bonne quand σ est proche de 1/2. Il nous reste donc à regarder le compor-
tement asymptotique. Revenons donc à l’intégrale et considérons σ ≥ 1, on a∫ σ−1/2

0
ζ(2σ − 2ε)p

′/p dµα(ε) ≤
∫ σ−1

0
sup
x≥2
|ζ(x)|p′/p dµα(ε) +

∫ σ−1/2

σ−1
ζ(2σ − 2ε)p

′/p dµα(ε).

La première intégrale est uniformément bornée par rapport à σ et la deuxième est majorée par∫ σ−1/2

σ−1

εα(2σ)p
′/p

(2σ − 2ε− 1)p′/p
e−2ε dε . σα+p′/pe−2σ

∫ 1

0

1

up′/p
du . 1.

Cela prouve que la norme de l’évaluation est uniformément bornée quand σ > 1. En rassemblant
les deux raisonnements, (i) est alors prouvé quand p > 2.
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Maintenant si 1 < p < 2, on a p′/p > 1 et on ne peut donc pas choisir η = 0 car l’intégrale
(7.1) ne converge pas. En fait, il suffit de choisir η = (σ − 1/2)/2. On conclut alors de la même
manière.

B Prouvons maintenant (ii). On a clairement ‖δs‖(Apα,∞)
∗ ≤ ‖δs‖(Apα)

∗ , la conclusion de (ii)

quand la partie réelle de s est bornée par 1 provient donc de (i).
Il suffit de regarder le comportement quand σ > 1 et cela dépend du comportement asymp-

totique de ∆p,∞ :

∆p,∞(s) ≤ 1

<(s)− 1
·

En effet, pour tout f ∈ P ∩Hp∞ ⊂ H1
∞ et pour tout s ∈ C1,

f(s) = lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T
ζ̃(s+ it)f(it)dt.

où ζ̃(z) = ζ(z)− 1. Donc

|f(s)| ≤ ‖ζ̃σ‖H∞‖f‖H1 ≤
1

σ − 1
‖f‖Hp .

Maintenant la suite de la preuve se fait comme dans (i).

Remarques 7.9.

(i) Précisons pourquoi ce résultat est optimal dans beaucoup de cas : le comportement de

‖δs‖(Apα)
∗ autour de l’axe critique σ = 1/2 ne peut pas être une puissance

<(s)

2<(s)− 1

meilleure que (2 + α)/p. En effet, soit σ > 1/2, on aimerait utiliser la fonction (ζσ)2/p. On
peut en fait définir ζq (où q > 0) grâce au produit eulérien :

ζq(z) =
∏
p∈P

[ 1

1− p−z
]q
·

En fait on travaille d’abord avec F une somme partielle de (ζσ)2/p, on obtient

|F (σ)|p ≤ ‖δσ‖p(Apα)
∗‖F‖pApα . ‖δσ‖p(Apα)

∗

∫ +∞

0
‖(Fε)‖pHpε

αe−2ε dε

car F est polynôme de Dirichlet. Maintenant si on suppose p > 1, on sait (voir [1]) que
(en)n≥1 est une base de Schauder de Hp donc il existe une constante cp > 0 telle que

|F (σ)|p . cp‖δσ‖p(Apα)
∗

∫ +∞

0
‖ζ2/p
σ+ε‖

p
Hpε

α exp(−2ε) dε.

Mais
‖(ζσ+ε)

2/p‖pHp = ‖ζσ+ε‖2H2 = ζ(2σ + 2ε)

et on obtient (puisque F est une somme partielle arbitraire de ζ
2/p
σ ) :

|ζ(2σ)|2 . ‖δσ‖p(Apα)
∗

∑
n≥1

n−2σ

(1 + ln(n))α+1
·
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Quand α < 0, on obtient |ζ(2σ)|2 . ‖δσ‖p(Apα)
∗(2σ − 1)α donc

1

(2σ − 1)(2+α)
. ‖δσ‖p(Apα)

∗

ce qui prouve l’optimalité, en un sens très fort : la majoration dans (i) du Corollaire 7.8
est en fait aussi, à constante près, une minoration.

Quand α ≥ 0, on a
1

(2σ − 1)(2+α)| log(2σ − 1)|
. ‖δσ‖p(Apα)

∗

ce qui prouve que l’on ne peut pas obtenir une meilleure puissance que (2 + α)/p dans (i)
du Corollaire 7.8.

(ii) Soient σ > 1/2 et µ = µα, On a déjà montré que le noyau reproduisant en σ est défini pour
tout w ∈ C1/2 par

Kµα(σ,w) =

+∞∑
n=1

(1 + log(n))α+1n−σ−w.

Alors

Kµα(σ, σ) ≤ ‖δσ‖(A2
α)∗‖Kµα(σ, · )‖A2

α

et par la propriété reproduisante du noyau

Kµα(σ, σ)1/2 ≤ ‖δσ‖(A2
α)∗ .

L’autre inégalité étant déjà connue on a alors

‖δσ‖(A2
α)∗ = Kµα(σ, σ)1/2

et notre résultat est alors optimal quand p = 2 (voir l’exemple 7.4).

(iii) Avec les mêmes notations, on a

Kµα(σ, σ)2 ≤ ‖δσ‖(A1
α)∗‖Kµα(σ, · )2‖A1

α
= ‖δσ‖(A1

α)∗‖Kµα(σ, · )‖2A2
α
.

En utilisant à nouveau la propriété reproduisante du noyau, on a

Kµα(σ, σ) ≤ ‖δσ‖(A1
α)∗ .

On conclut comme dans (ii) et le résultat est donc optimal quand p = 1.

(iv) Dans (i), on a utilisé que (en)n≥1 était une base de Schauder de Hp quand p > 1. Le
résultat est encore vrai sur Apµ quand p > 1 par intégration et densité des polynômes de
Dirichlet : il suffit d’utiliser le Théorème I.2 de [32].

On peut en fait obtenir une majoration précise dans le cas particulier des entiers pairs :
dans ce cas la constante trouvée est 1. Cela provient d’une méthode générale sur des espaces de
fonctions analytiques qui sera detaillée dans l’annexe A.

Proposition 7.10. Soit p un entier pair et µ une mesure de probabilité telle que 0 ∈ Supp(µ).
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(i) Pour tout s ∈ C1/2 on a

‖δs‖(Apµ)
∗ ≤ ‖δs‖2/p(A2

µ)∗
.

En particulier,

(ii) pour tout s ∈ C1/2 on a

‖δs‖(Ap)∗ ≤
(

(ζ − ζ ′)(2<(s))
)1/p

∼ 1

(2<(s)− 1)2/p
quand <(s)→ 1/2.

Les espaces de Bergman étant maintenant définis, des espaces de Dirichlet y sont naturelle-
ment associés.

Définition 7.11. Soient p ≥ 1 et µ une mesure de probabilité sur (0,+∞). On définit l’espace
de Dirichlet Dpµ comme l’espace des séries de Dirichlet f telles que

‖f‖pDpµ := |f(+∞)|p + ‖f ′‖pApµ < +∞.

Théorème 7.12. Soient p ≥ 1 et µ une mesure de probabilité sur (0,+∞). Pour tout s ∈ C1/2,
on a

|f(s)| ≤ 21/p′ max

(
1,

∫ +∞

<(s)
‖δt‖(Apµ,∞)∗dt

)
× ‖f‖Dpµ .

Démonstration. Sans perte de généralité, on suppose s = σ ∈ (1/2,+∞). On a

|f(σ)− f(+∞)| =
∣∣∣∣ ∫ +∞

σ
f ′(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ +∞

σ
|f ′(t)|dt ≤

∫ +∞

σ
‖δt‖(Apµ,∞)

∗dt× ‖f ′‖Apµ,∞

puisque le coefficient de f ′ s’annule, c’est-à-dire f ′ ∈ Apµ,∞. On obtient donc

|f(σ)| ≤ |f(+∞)|+
∫ +∞

σ
‖δt‖(Apµ,∞)

∗dt× ‖f ′‖Apµ,∞

≤
(

1 +
(∫ +∞

σ
‖δt‖(Apµ,∞)

∗dt
)p′ )1/p′

×
(
|f(+∞)|p + ‖f ′‖pApµ,∞

)1/p

grâce à l’inégalité de Hölder. Maintenant il suffit de remarquer que(
1 +

(∫ +∞

σ
‖δt‖(Apµ,∞)

∗dt
)p′ )1/p′

≤ 21/p′max

(
1,

∫ +∞

<(s)
‖δt‖(Apµ,∞)

∗dt

)
.

Notation. Pour tout α > −1, on note Dpα au lieu de Dpµα.

Corollaire 7.13. Soient α > −1 et p ≥ 1. Il existe cp,α > 0 tel que pour tout s ∈ C1/2, on a

‖δs‖(Dpα)∗ ≤


cp,α

1

(2<(s)− 1)
(2+α)
p
−1

si α 6= p− 2.

cp,α log(2<(s)− 1) si α = p− 2.
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Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème 7.12 et le corollaire 7.8.

Faisons maintenant une petite disgression : les preuves des théorèmes 7.6 et 7.12 sont basées
sur le fait que l’on travaille avec des espaces de Bergman à poids axiaux. La même idée de
raisonnement peut alors être adaptée dans le cas des espaces de Bergman du disque unité munis
de poids radiaux.

D’après [16], on sait que l’application évaluation en z ∈ D est bornée sur les espaces Hp(D)
et on a pour tout z ∈ D,

‖δz‖(Hp(D))∗ =
1

(1− |z|2)1/p
·

Théorème 7.14. Soient p ≥ 1 et σ : [0, 1) → (0,+∞) une fonction continue appartenant à
L1((0, 1)). Pour tout z ∈ D, on a

‖δz‖(Bpσ(D))
∗ ≤ inf

η∈(0,1−|z|)

(‖r → (1− (|z|/r)2)−1/p‖Lp′ ([|z|+η, 1], σ(r)dr)

S([|z|+ η, 1])

)
où S(I) =

∫
I
σ(r)dr pour tout intervalle ouvert I ⊂ (0, 1).

Exemple 7.15. Si σ ≡ 1, c’est-à-dire dans le cas de l’espace de Bergman classique du disque
unité Bp(D), on retrouve alors que pour tout z ∈ D,

‖δz‖(Bp(D))∗ .
1

(1− |z|2)2/p
·

On pourrait évidemment faire de même pour les espaces de Dirichlet du disque unité.

7.2 Apµ comme espace de séries de Dirichlet

Les résultats de la précédente section nous permettent de définir, pour tout s ∈ C1/2, la
valeur de f ∈ Apµ en s par δs(f). Bien sûr, cela cöıncide avec la définition usuelle si f est un
polynôme de Dirichlet ou quand f ∈ D ∩ Apµ. On souhaite maintenant montrer mieux : on va
prouver que Apµ est bien un espace de séries de Dirichlet.

On a tout d’abord besoin du résultat suivant.

Lemme 7.16. Soit ε > 0 et µ une mesure de probabilité sur (0,+∞). Alors

Tε : P ∩ A1
µ −→ A2

µ

f 7−→ fε

est borné.
On peut donc l’étendre en un opérateur borné (toujours noté Tε) de A1

µ vers A2
µ.

Dans la preuve, nous allons utiliser une suite de poids légèrement différente.

Définition 7.17. Soit µ une mesure de probabilité sur (0,+∞) telle que 0 ∈ Supp(µ). On pose
pour tout n ≥ 1,

w̃n :=

∫ +∞

0
n−σdµ(σ).
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Démonstration du lemme 7.16. Nous introduisons 3 opérateurs.

Tout d’abord définissons S1 : P ∩ A1
µ → H1 par

S1

( N∑
n=1

anen

)
:=

N∑
n=1

anw̃nen.

S1 est borné car pour tout polynôme de Dirichlet,

∥∥∥∥ N∑
n=1

anw̃nen

∥∥∥∥
H1

=

∫
T∞

∣∣∣∣ N∑
n=1

anw̃nz
α1
1 · · z

αk
k

∣∣∣∣dm̃(z)

=

∫
T∞

∣∣∣∣ ∫ +∞

0

N∑
n=1

ann
−σzα1

1 · · z
αk
k dµ(σ)

∣∣∣∣dm̃(z)

≤
∫ +∞

0

∫
T∞

∣∣∣∣ N∑
n=1

ann
−σzα1

1 · · z
αk
k

∣∣∣∣ dm̃(z)dµ(σ)

=

∥∥∥∥ N∑
n=1

anen

∥∥∥∥
A1
µ

.

Par densité, cette opérateur s’étend en un opérateur borné (toujours noté S1).

Définissons maintenant S2 : H1 → H2 par

S2

( +∞∑
n=1

anen

)
:=

+∞∑
n=1

ann
−ε

√
w̃n

en.

S2 est borné car Tε/2 : H1 → H2 est borné (voir théorème 10 de [5]) et parce que, comme dans
le lemme 7.3, on peut montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que w̃n > Cn−ε.

Le troisième opérateur S3 : H2 → A2
µ est défini par

S3

( +∞∑
n=1

anen

)
:=

+∞∑
n=1

an√
w̃n

en.

S3 est borné car pour tout n ≥ 1, wn ≤ w̃n.

Par composition, S3 ◦ S2 ◦ S1 est borné et cöıncide clairement avec Tε.

On peut maintenant affirmer que l’on travaille bien avec un espace de séries de Dirichlet.

Théorème 7.18. L’espace Apµ est un espace de séries de Dirichlet : tout élément f ∈ Apµ
appartient à D et vérifie σu(f) ≤ 1/2.

Démonstration. C’est évident si p ≥ 2 car dans ce cas Apµ ⊂ A2
µ. Quand 1 ≤ p < 2, puisque

Apµ ⊂ A1
µ, on a juste à prouver la conclusion du théorème dans le cas p = 1, mais cela provient
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du théorème précédent. En effet fixons f ∈ A1
µ, α > 1/2 et ε = α − 1/2 > 0. La fonction Tε(f)

appartient à A2
µ, on peut donc écrire pour tout z ∈ C1/2,

Tε(f)(z) =
∑
n≥1

a(ε)
n n−z.

D’autre part, f est la limite d’une suite de polynômes (Pk)k≥0 relativement à l’espace A1
µ.

La continuité de Tε implique que Tε(f) est la limite de
(
Pk(ε+ · )

)
k≥0

relativement à la norme

de A2
µ. En utilisant la continuité de l’application évaluation en z + ε et en z, on obtient

f(z + ε) = lim
k→+∞

Pk(ε+ z) = lim
k→+∞

Tε
(
Pk
)
(z) = Tε(f)(z) =

∑
n≥1

a(ε)
n n−z.

En particulier, pour tout s ∈ Cα, on a (avec z = s− ε ∈ C1/2),

f(s) =
∑
n≥1

(
a(ε)
n nε

)
n−s.

En fait les coefficients ne dépendent pas de ε (par unicité du développement en série de
Dirichlet). Puisque α > 1/2 est arbitraire, on obtient la conclusion.

Les résultats de cette section impliquent immédiatement la proposition suivante.

Proposition 7.19. Pour tout ε > 0,

Tε : A1
µ −→ A2

µ

f 7−→ fε

est bien défini et borné.

Rappelons que fε(s) = f(s+ ε) = δs+ε(f).

Il semble clair que Hp ⊂ Apµ pour tout p ≥ 1 et toute mesure de probabilité µ. Le théorème
suivant précise ce fait et nous donne la manière de calculer la norme dans Apµ pour des fonctions
plus générales que les polynômes de Dirichlet.

Théorème 7.20. Soient p ≥ 1 et µ une mesure de probabilité telle que 0 ∈ Supp(µ).

(i) Hp ⊂ Apµ et, pour tout f ∈ Hp, on a ‖f‖Apµ ≤ ‖f‖Hp.

(ii) Pour tout f ∈ Hp, on a ‖f‖Apµ =
(∫ +∞

0
‖fσ‖pHp dµ(σ)

)1/p
.

(iii) Pour tout f ∈ Apµ, on a ‖f‖Apµ = lim
c→0+

‖fc‖Apµ.

Démonstration. Pour tout polynôme de Dirichlet f , on a ‖f‖Apµ ≤ ‖f‖Hp , puisque µ est une
mesure de probabilité et que ‖f‖Hp = sup

c>0
‖fc‖Hp . Maintenant, (dans le même esprit que la

preuve du Théorème 7.18) un argument de densité, combiné avec la continuité de l’application
évaluation, nous permet d’obtenir (i).
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Soit f ∈ Hp et ε > 0. Il existe un polynôme de Dirichlet P tel que ‖f − P‖Hp < ε. Par la
première assertion, ‖f − P‖Apµ < ε et alors

‖f‖Apµ ≤ ε+ ‖P‖Apµ = ε+
(∫ +∞

0
‖Pσ‖pHpdµ(σ)

)1/p

≤ ε+
(∫ +∞

0
‖Pσ − fσ‖pHpdµ(σ)

)1/p
+
(∫ +∞

0
‖fσ‖pHpdµ(σ)

)1/p
.

Maintenant, Tσ est une contraction sur Hp pour tout σ > 0 et donc

‖f‖Apµ ≤ 2ε+
(∫ +∞

0
‖fσ‖pHpdµ(σ)

)1/p
.

De la même manière on obtient la minoration et donc la deuxième assertion.

Pour la troisième assertion, on va utiliser que Tc est une contraction sur Apµ pour tout c > 0 :
comme dans la première assertion, il suffit de vérifier cela sur les polynômes de Dirichlet mais
dans ce cas c’est clair par la définition de la norme pour les polynômes de Dirichlet et le fait que
Tc est une contraction sur Hp. Maintenant, soient f ∈ Apµ et ε, c > 0. Il existe P un polynôme
de Dirichlet tel que ‖f − P‖Apµ < ε, alors

‖f − fc‖Apµ ≤ ‖f − P‖Apµ + ‖P − Pc‖Apµ + ‖Pc − fc‖Apµ

≤ 2‖f − P‖Apµ + ‖P − Pc‖Apµ ≤ 2ε+ ‖P − Pc‖Apµ
et d’après le théorème de convergence dominée ‖P − Pc‖Apµ tend vers 0 quand c tend vers 0 et
donc le résultat est prouvé.

7.3 Une formule du type Littlewood-Paley

On a déjà vu dans la partie II l’importance de la formule du type Littlewood-Paley pour
l’étude de la compacité des opérateurs de composition. Le but de cette section est d’étudier les
limites verticales des éléments de Apµ et d’obtenir une formule de Littlewood-Paley pour A2

µ.
Pour cela nous allons utiliser le résultat suivant.

Lemme 7.21 (“Théorème de Menchoff”[35]).

Soient (Ω,A, ν) un espace probabilisé et (Φn) une suite orthonormale de L2(Ω). Alors

+∞∑
n=2

|cn|2 log2(n) < +∞⇒
+∞∑
n=1

cnΦn converge ν − presque partout.

Proposition 7.22. Soit p ≥ 1, µ une mesure de probabilité sur (0,+∞) telle que 0 ∈ supp(µ)
et soit f ∈ Apµ ou Dpµ. Pour presque tout χ ∈ T∞, fχ converge sur C+.

Remarque 7.23. Il suffit de donner la preuve dans le cas des espaces de Bergman. En effet si
f appartient à Dpµ alors f ′ ∈ Apµ et donc f

′
χ convergera sur C+ pour presque tout χ ∈ T∞ et par

conséquent fχ aussi.
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Démonstration de la proposition 7.22. Tout d’abord prouvons le résultat quand p = 2. Soient
f ∈ A2

µ de la forme (3.1) et cn := ann
−σ−it où σ > 0 et t ∈ R. Clairement (χ(n)) est une famille

orthonormale de L2(T∞). On a

+∞∑
n=2

|cn|2 log2(n) =
+∞∑
n=2

|an|2wn
(

log2(n)

n2σwn

)
·

D’après le lemme 7.3, il existe une constante C > 0 telle que wn ≥ Cn−σ pour tout n ≥ 1, donc

log2(n)

n2σwn
≤ log2(n)

Cnσ
·

Le terme droit de l’inégalité précédente est clairement borné et donc

+∞∑
n=2

|cn|2 log2(n) < +∞.

D’après le Théorème de Menchoff on obtient alors le résultat pour p = 2.

On montre maintenant le résultat quand p 6= 2. Par inclusion des espaces Apµ, il suffit de
montrer le résultat pour p = 1.

Soit f ∈ A1
µ. Par la proposition 7.19, fε ∈ A2

µ pour tout ε > 0. Donc pour tout ε > 0 et
presque tout χ ∈ T∞ (fε)χ converge sur C+. En particulier, pour tout n ≥ 1, pour presque tout
χ ∈ T∞, (f1/n)χ converge sur C+. Pour tout n ≥ 1, on définit l’ensemble borélien An par

An = {χ ∈ T∞, (f1/n)χ converge sur C+}·

Par Théorème de limite monotone on a alors

m̃({χ ∈ T∞, ∀n ≥ 1, (f1/n)χ converge sur C+}) = lim
n→+∞

m̃(An) = 1.

Bien sûr si (f1/n)χ converge sur C+ pour tout n ≥ 1, fχ converge sur C+ et on obtient donc le
résultat.

On suit maintenant les idées de [26] dans le cas du disque unité. On considère le cas des
espaces de Bergman A2

µ avec dµ(σ) = h(σ)dσ où h ≥ 0, ‖h‖L1(R+) = 1 et 0 ∈ Supp(f). Soit wh
le poids associé, on a alors pour tout n ≥ 1,

wh(n) =

∫ +∞

0
n−2σh(σ)dσ.

Pour σ > 0, on pose

βh(σ) :=

∫ σ

0
(σ − u)h(u) du =

∫ σ

0

∫ t

0
h(u) dudt.

Remarque 7.24. Remarquons que pour tout σ > 0, 0 ≤ βh(σ) ≤ σ. On en déduit que pour
tout n ≥ 2,

lim
σ→+∞

βh(σ)n−2σ = 0.
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Si h est continue, on peut calculer les deux premières dérivées de βh : pour tout σ > 0, on a β′h(σ) =

∫ σ

0
h(u)du,

β′′h(σ) = h(σ).

Théorème 7.25. [“Formule de Littlewood-Paley”]

Soit η une mesure de probabilité borélienne sur R. Alors

‖f‖2Aµ = |f(+∞)|2 + 4

∫
T∞

∫ +∞

0

∫
R
βh(σ)|f ′χ(σ + it)|2 dη(t)dσdm̃(χ).

Démonstration. Soit f ∈ A2
µ de la forme (3.1), le lemme 4.6 appliqué à f

′
σ pour σ > 0 donne

∫
T∞

∫
R
|f ′χ(σ + it)|2dη(t)dm̃(χ) =

+∞∑
n=2

|an|2n−2σ log2(n).

On multiplie maintenant par βh(σ) et on intègre sur R+,∫ +∞

0

∫
T∞

∫
R
βh(σ)|f ′χ(σ + it)|2dη(t)dm̃(χ)dσ =

+∞∑
n=2

|an|2 log2(n)

∫ +∞

0
n−2σβh(σ)dσ.

Maintenant il suffit de prouver que pour tout n ≥ 1,

wh(n) = 4 log2(n)

∫ +∞

0
n−2σβh(σ)dσ.

Mais par définition on a

wh(n) =

∫ +∞

0
h(σ)n−2σdσ.

Une intégration par parties donne

wh(n) =

[ ∫ σ

0
h(u) du× n−2σ

]+∞

0

+ 2 log(n)

∫ +∞

0

∫ σ

0
h(u) du× n−2σdσ

=

[
β
′
h(σ)× n−2σ

]+∞

0

+ 2 log(n)

∫ +∞

0
β
′
h(σ)× n−2σdσ.

Mais on sait que β
′
h(σ) → 0 quand σ → 0 (car h ∈ L1(R+)) et β

′
h(σ) → ‖h‖1 quand σ → +∞.

On a donc

wh(n) = 2 log(n)

∫ +∞

0
β
′
h(σ)× n−2σdσ.

En effectuant une deuxième intégration par parties, on obtient finalement

wh(n) = 4 log2(n)

∫ +∞

0
n−2σβh(σ)dσ.
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Exemple 7.26. Soient α > −1 et f ∈ A2
α, on a βh(σ) ≈ σα+2 quand σ est petit. Alors

‖f‖2A2
α
≈ |f(+∞)|2 +

2α+3

Γ(α+ 3)

∫
T∞

∫ +∞

0

∫
R
σα+2|f ′χ(σ + it)|2 dη(t)dσdm̃(χ).

Dans le cas des espaces de Dirichlet, on obtient le résultat suivant.

Proposition 7.27. Soit η une mesure de probabilité sur (0,+∞) telle que 0 ∈ supp(µ). Alors
pour f ∈ D2

µ on a

‖f‖2D2
µ

= |f(+∞)|2 + 4

∫
T∞

∫ +∞

0

∫
R
h(σ)|f ′χ(σ + it)|2 dη(t)dσdm̃(χ).

Remarque 7.28. Soit f ∈ A2
∞. Pour tout x > 0, on a

‖f‖2A2 & 4

∫ x

0

∫
T∞

∫
R
|f ′χ(σ + it)|2 dη(t)dm̃(χ)σ2dσ.

Mais on sait que ∫
T∞

∫
R
|f ′χ(σ + it)|2 dη(t)dm̃(χ) = ‖fσ‖2H2 ≥ ‖fx‖2H2

car σ ≤ x. On a donc pour tout x > 0,

‖f‖2A2 & 4‖fx‖2H2 ×
∫ x

0
σ2dσ et par conséquent ‖fx‖H2 .

√
3‖f‖A2

2x3
·

On peut évidemment appliquer le même raisonnement pour les espaces A2
µ.

Corollaire 7.29. Soit ε > 0, on a Tε(A2
µ) ⊂ H2 ⊂ A2

µ.

7.4 Coefficients des éléments de Apµ

Nous prouvons ici des inégalités entre la norme des éléments de Apµ et la norme de leurs
coefficients dans certains espaces `p à poids. Les preuves données suivent des raisonnements
classiques utilisés dans le cadre du disque unité (voir [19], page 81 par exemple).

Théorème 7.30. Soient p ≥ 1 et µ une mesure de probabilité sur (0,+∞) telle que 0 ∈ Supp(µ)
et (wn)n≥1 le poids associé.

(i) Si 1 ≤ p ≤ 2 et f =
∑
n≥1

anen ∈ Apµ, on a

∥∥∥w1/p
n an

∥∥∥
`p′
≤ ‖f‖Apµ .

(ii) Si p ≥ 2 et
∑
n≥1

wp
′−1
n |an|p

′
<∞, on a f =

∑
n≥1

anen ∈ Apµ et

‖f‖Apµ ≤

(∑
n≥1

wp
′−1
n |an|p

′

)1/p′

=
∥∥∥w1/p

n an

∥∥∥
`p′
.

Une corollaire immédiat est alors :
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Corollaire 7.31. Soit p ≥ 1.

(i) Si 1 ≤ p ≤ 2 et f =
∑
n≥1

anen ∈ Ap, on a

∥∥∥ an

(1 + ln(n))1/p

∥∥∥
`p′
≤ ‖f‖Ap .

(ii) Si p ≥ 2 et
∑
n≥1

|an|p
′

(1 + ln(n))p′−1
<∞, on a f =

∑
n≥1

anen ∈ Ap et

‖f‖Ap ≤

(∑
n≥1

|an|p
′

(1 + ln(n))p′−1

)1/p′

=
∥∥∥ an

(1 + ln(n))1/p

∥∥∥
`p′
·

Démonstration du théorème 7.30. Détaillons le cas 1 ≤ p ≤ 2.

Pour tout entier n = pα1
1 ... pαkk ≥ 1 et f ∈ Lp(R+ × T∞, dµ⊗ dm̃), on pose

τn(f) =

∫∫
R+×T∞

f(σ, z)z̄(n)n−σdµ(σ)⊗ dm̃(z)

où z(n) = zα1
1 ... zαkk .

On remarque que, quand P est un polynôme de Dirichlet P (s) =
∑
n≥1

ann
−s, on lui associe

f(σ, z) =
∑
n≥1

ann
−σzα1

1 zα2
2 ... zαkk . On a dans ce cas τn(f) = wnan.

On considère Q(f) =
(
τn(f)

)
n≥1

.

Q définit un opérateur de norme 1 de L1(R+ × T∞, dµ ⊗ dm̃) vers L∞(ω) et de
L2(R+ × T∞, dµ ⊗ dm̃) vers L2(ω), où Lq(ω) est l’espace de Lebesgue sur les entiers stricte-
ment positifs muni de la mesure discrète où la masse au point n est donnée par 1/wn. En
effet

|τn(f)| ≤ ‖f‖1

et ∑
n≥1

|τn(f)|2

wn
=
∑
n≥1

|〈f, bn〉|2

où bn(σ, z) = z(n)n−σ/
√
wn est un système orthonormal dans l’espace de Hilbert L2(R+ × T∞, dµ⊗ dm̃).

L’inégalité de Bessel nous donne alors

∑
n≥1

|τn(f)|2

wn
≤ ‖f‖22.

Maintenant par interpolation (en appliquant le théorème de Riesz-Thorin), Q est borné de
Lp(R+ × T∞, dµ⊗ dm̃) vers Lp

′
(ω) :
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(∑
n≥1

|τn(f)|p′

wn

)1/p′

≤ ‖f‖p .

En écrivant cete inégalité dans le cas particulier où f est un polynôme de Dirichlet (de la manière
donnée en début de preuve), le résultat est alors prouvé.

L’autre cas est obtenu de manière similaire.
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Chapitre 8

Comparaison entre les espaces Ap et
les espaces Hp

Dans cette section, on précise le lien entre Ap et Hp. Cette question est naturelle dès que l’on
se rappelle le comportement de l’injection de Hp(D) vers Bq(D) dans le contexte classique du
disque unité. En effet Hp(D) ⊂ Bq(D) si et seulement si q ≤ 2p et cette injection est compacte
si et seulement q < 2p.

Théorème 8.1. Soit p > 2. L’identité de H2 vers Ap n’est pas bornée mais l’injection de H2

vers A2 est compacte.

Le comportement des espaces de Bergman Apµ vis-à-vis des espaces de Hardy est donc radica-
lement différent dans le cadre des séries de Dirichlet par rapport au cas classique du disque unité.

On aura besoin de la formule suivante.

Lemme 8.2. Pour n ≥ 1, on a

+∞∑
k=0

(
n+ k

n

)2

zk =
1

(1− z)2n+1

n∑
k=0

(
n

k

)2

zk.

Remarque 8.3. Nous discuterons de cette formule et donnerons d’autres preuves dans l’annexe
B.

Démonstration. Soit z ∈ D. Nous voulons estimer S =
+∞∑
k=0

(
n+ k

k

)2

zk.

Puisque pour tout w ∈ D, on a
1

(1− w)n+1
=

+∞∑
k=0

(
n+ k

k

)
wk, on remarque que S =

1

n!
G(n)(1)

où G est la fonction définie pour tout w ∈ D par

G(w) =
wn

(1− zw)n+1
·

En utilisant la formule de Leibniz, on obtient

S =
1

n!

n∑
k=0

(
n

k

)
n!

k!
· (n+ k)!zk

n!(1− z)n+k+1
=

1

(1− z)2n+1
S̃
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où S̃ =
n∑
k=0

(
n

k

)(
n+ k

k

)
zk(1−z)n−k, qui est la dérivée à l’ordre n au point w = z de la fonction

w 7−→ 1

n!

n∑
k=0

(
n

k

)
wn+k(1− z)n−k =

wn

n!

(
w + 1− z

)n
.

A l’aide d’une seconde utilisation de la formule de Leibniz, on obtient

S̃ =
1

n!

n∑
k=0

(
n

k

)
n!

k!
zk × n!

(n− k)!
(z + 1− z)n−k =

n∑
k=0

(
n

k

)2

zk,

ce qui nous donne la formule cherchée.

Remarque 8.4. Par unicité du développement en série entière, on a pour tout n, m ≥ 1,

min(m, 2n+1)∑
j=0

(−1)j
(

2n+ 1

j

)(
n+m− j

n

)2

=

(
n

m

)2

·

Définition 8.5. Soit m ≥ 1 un entier.On note dm la fonction multiplicative définie pour tout
k ≥ 1 par

dm(k) =
∑

γ1...γm=k
γ1,..., γk≥1

1.

Remarque 8.6. Notons ∗ le produit de convolution de deux fonctions arithmétiques : c’est-à-
dire si a, b sont deux fonctions arithmétiques (deux suites complexes) alors pour tout n ≥ 1,

a ∗ b(n) =
∑
d|n

adbn/d.

On sait (voir [43] par exemple) que le produit de convolution de deux fonctions multiplicatives
reste une fonction multiplicative. Or dm = I ∗ · · · ∗ I (m fois) où I(n) = 1 pour tout n ≥ 1 donc
dm est multiplicative.

Proposition 8.7. Soit m ≥ 1 un entier. Il existe γm > 0 tel que

+∞∑
n=1

dm(n)2n−2σ ∼ γm

(2σ − 1)m2 quand σ → 1/2·

Démonstration. On sait que dm est multiplicative, on a donc

+∞∑
n=1

dm(n)2n−2σ =
∏
p∈P

(∑
k≥0

dm(pk)2p−2σk

)
.

Maintenant, on peut calculer chaque terme du produit car

dm(pk) =
∑

pα1 .. pαm=pk

α1,..., αm≥0

1 =
∑

α1+···+αm=k
α1,..., αm≥0

1 =

(
m+ k − 1

m− 1

)
·
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Par le lemme 8.2, on a alors

+∞∑
n=1

dm(n)2n−2σ =
∏
p∈P

(∑m−1
k=0

(
m−1
k

)2
(p−2σ)k

(1− (p−2σ)k)2m−1

)
·

Maintenant (m−1∑
k=0

(
m− 1

k

)2

zk
)
× (1− z)(m−1)2

= Q(z)

où Q(0) = 1 et Q′(0) = 0 car le coefficient de z est(
m− 1

1

)2

−
(

(m− 1)2

1

)
= (m− 1)2 − (m− 1)2 = 0.

On obtient que (Q(p−2σ))p ∈ `1 quand σ ≥ 1/2 et le produit infini
∏
p∈PQ(p−2σ) est convergent

et a une limite positive quand σ → 1/2. Finalement on a

+∞∑
n=1

dm(n)2n−2σ =

∏
p∈PQ(p−2σ)∏

p∈P(1− p−2σ)(m−1)2+2m−1
=

∏
p∈PQ(p−2σ)∏

p∈P(1− p−2σ)m2 ·

Donc quand σ → 1/2, on obtient

+∞∑
n=1

dm(n)2n−2σ = ζ(2σ)m
2 ×

(∏
p∈P

Q(p−2σ)

)
∼ γm

(2σ − 1)m2

pour une certaine constante γm > 0.

Un corollaire immédiat est alors :

Corollaire 8.8. Soit m ≥ 1 un entier, il existe γm > 0 tel que

‖ζm(σ + ·)‖H2 ∼
√
γm

(2σ − 1)m2/2
quand σ → 1/2.

On peut donc passer à la preuve du théorème principal.

Démonstration du théorème 8.1. Supposons que l’injection de H2 vers Ap est bornée, il existe
alors m ≥ 1 tel que

2 <
2(m+ 1)

m
< p.

Par inclusion des espaces, l’injection de H2 vers A
2(m+1)
m est aussi bornée : il existe C > 0 tel

que pour tout f ∈ H2,
‖f‖

A
2(m+1)
m
≤ C‖f‖H2 .

On applique cette inégalité à la m-ième puissance du noyau reproduisant décalé de H2 :
s 7−→ ζm(σ + s) avec σ > 1/2. Alors

‖ζm(σ + · )‖
A

2(m+1)
m
≤ C‖ζm(σ + · )‖H2
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et grâce au corollaire précédent

‖ζm(σ + · )‖H2 ∼
√
γm

(2σ − 1)m2/2
quand σ → 1/2.

Maintenant pour le premier terme de l’inégalité, on a

‖ζm(σ + · )‖
A

2(m+1)
m

= ‖ζm+1(σ + · )‖
m
m+1

A2 =

( +∞∑
n=1

dm+1(n)2n−2σ

log(n) + 1

) m
2(m+1)

.

Par la proposition 8.7 on obtient

+∞∑
n=1

dm+1(n)2n−2σ ∼ γm+1

(2σ − 1)(m+1)2 quand σ → 1/2.

Par intégration, ( +∞∑
n=1

dm+1(n)2n−2σ

log(n) + 1

) m
2(m+1)

∼ γ̃m

(2σ − 1)
m2(m+2)
2(m+1)

pour un certain γ̃m > 0.

Maintenant, utilisant l’inégalité provenant de la continuité de l’injection, on obtient que pour σ
proche de 1/2,

1 . C × (2σ − 1)
m2(m+2)
2(m+1)

−m2/2
= C(2σ − 1)

m2

2(m+1)

et ceci est évidemment faux.

Pour finir la preuve, il nous reste à montrer que l’injection de H2 vers A2 est compacte. Il
suffit en fait de remarquer que cette injection est un opérateur diagonal sur la base orthonormale(
en
)
n≥1

de H2 et que les valeurs propres, égales à
1

log(n) + 1
, tendent vers 0 quand n tend vers

+∞.
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Chapitre 9

Opérateurs de composition sur Apµ

Nous avons montré que les espaces Apµ sont des espaces de fonctions analytiques sur C1/2.
Comme dans le cadre des espaces Hp, on cherche alors les fonctions analytiques
Φ : C1/2 → C1/2 engendrant un opérateur de composition borné sur Apµ, compact ou encore
inversible ou isométrique.

9.1 Continuité de CΦ

Dans la suite, µ est une mesure de probabilité sur (0,+∞) telle que 0 ∈ Supp(µ) et p ≥ 1.

Théorème 9.1. Soit Φ : C 1
2
→ C 1

2
une fonction analytique de la forme Φ(s) = c0s + ϕ(s) où

c0 ≥ 1 et ϕ ∈ D. Alors CΦ est borné sur Apµ si et seulement si ϕ converge uniformément sur Cε
pour tout ε > 0 et ϕ(C+) ⊂ C+.

Autrement dit, quand c0 ≥ 1, Φ est un c0-symbole sur Hp si et seulement si Φ est un
c0-symbole sur Apµ (c’est-à-dire que Φ engendre un opérateur de composition borné sur Apµ).

Remarque 9.2. Rappelons que la condition Φ(s) = c0s + ϕ(s) où c0 ∈ N et ϕ ∈ D est une
condition arithmétique : Φ a cette forme si et seulement si P ◦ Φ ∈ D pour tout P ∈ P (voir
[22],Th.A).

Démonstration.
B Supposons que ϕ converge uniformément sur Cε pour tout ε > 0 et que ϕ(C+) ⊂ C+. Soit P
un polynôme de Dirichlet, P ◦Φ est alors une série de Dirichlet bornée sur C+ (car Φ(C+) ⊂ C+)
et donc P ◦Φ est dans H∞ et par conséquent dans Hp. D’après le théorème 7.20(ii), on sait que

‖P ◦ Φ‖p
Apµ

=

∫ +∞

0
‖(P ◦ Φ)σ‖pHp dµ(σ).

Maintenant, le point crucial est d’utiliser la continuité des opérateurs de composition sur
Hp. On remarque que pour tout σ > 0,

(P ◦ Φ)σ(it) = P (Φ(σ + it)) = Pσ(Φ(σ + it)− σ).

Soit Φ̃ défini sur C+ par Φ̃(s) = Φ(σ + s) − σ. On affirme que Φ̃ vérifie les hypothèses de
continuité de C

Φ̃
sur Hp : il s’écrit en effet sous la forme Φ̃(s) = c0s + ϕ̃(s) où ϕ̃ converge
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uniformément sur Cε pour tout ε > 0. Alors il suffit donc de vérifier que ϕ̃(C+) ⊂ C+ mais
ϕ̃(s) = ϕ(s + σ) + (c0 − 1)σ pour tout s ∈ C+ et le résultat est alors clair car c0 ≥ 1 et
ϕ(C+) ⊂ C+.

Maintenant on applique le résultat de continuité sur Hp. Puisque c0 ≥ 1, C
Φ̃

est une contrac-
tion sur Hp et on obtient (σ est fixé) :

‖(P ◦ Φ)σ‖pHp = ‖Pσ(Φ̃)‖
p

Hp ≤ ‖Pσ‖
p
Hp .

Ceci est vrai pour tout σ > 0, alors∫ +∞

0
‖(P ◦ Φ)σ‖pHp dµ(σ) ≤

∫ +∞

0
‖Pσ‖pHp dµ(σ).

Donc ‖P ◦Φ‖Apµ ≤ ‖P‖Apµ . Maintenant, par densité de P dans Apµ, CΦ : P∩Apµ → Apµ s’étend

en un opérateur borné T : Apµ → Apµ tel que T (P ) = P ◦ Φ pour tout P ∈ P. Soit f ∈ Apµ,
il existe une suite (Pn) ⊂ P telle que (Pn) converge vers f en norme. Alors par continuité de
l’application évaluation en s ∈ C1/2 sur Apµ (Théorème 7.6) :

|T (f)(s)− T (Pn)(s)| ≤ ‖δs‖(Apµ)∗‖T (f)− T (Pn)‖Apµ
≤ ‖δs‖(Apµ)∗‖T‖ ‖f − Pn‖Apµ

et alors T (Pn)(s) = Pn(Φ(s)) converge vers T (f)(s) quand n tend vers l’infini. Mais par
évaluation en Φ(s) ∈ C1/2, Pn(Φ(s)) converge vers f(Φ(s)), donc T (f)(s) = f(Φ(s)) = CΦ(f(s))
et le résultat est alors prouvé.

B Maintenant supposons que Φ induise un opérateur de composition borné sur Apµ. La preuve
est quasiment la même que celle donnée pour le théorème B de [22]. Nous ne donnons donc que
les grandes lignes de cette preuve.

Soit f ∈ Apµ. Pour tout χ ∈ T∞ on peut montrer que (voir [22],Prop4.3) pour tout s ∈ C1/2,

(f ◦ Φ)χ(s) = fχc0 ◦ Φχ(s) (∆)

Puisque f et f ◦Φ appartiennent à Apµ, (f ◦Φ)χ et fχc0 s’étendent analytiquement sur C+ pour
presque tout χ ∈ T∞ d’après la proposition 7.22 et donc l’égalité précédente reste vraie sur C+.
Comme dans la proposition 5.1 de [22], on peut montrer que Φχ s’étend analytiquement sur C+

pour tout χ ∈ T∞ (c’est une conséquence du fait que Φχ est une limite verticale de Φ).

Maintenant, soit χ ∈ T∞ tel que fχc0 , Φχ et (f ◦ Φ)χ s’étendent sur C+.
Si Φχ n’envoie pas C+ sur C+, alors il existe s0 ∈ C+ tel que Φχ(s0) appartient à l’axe

imaginaire et avec un argument de connexité, on peut choisir s0 tel que Φ
′
χ(s0) 6= 0. Alors , par

(∆), fχc0 admet une extension analytique sur un segment de l’axe imaginaire autour de Φχ(s0).
Dans [4], F. Bayart a montré que

f =
∑
n≥1

epn√
pn log(pn)

∈ Hp

et que pour presque tout χ, fχc0 ne s’étend pas analytiquement sur un domaine plus grand que
C+. Mais f ∈ Apµ car Hp ⊂ Apµ. Par conséquent Φχ envoie C+ vers C+ pour presque χ et alors
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par la Proposition 4.1 de [22], Φ(C+) ⊂ C+. Finalement, par le théorème 4.9 et en utilisant le
même raisonemment fait dans [39] on obtient que ϕ converge uniformément sur Cε pour tout
ε > 0.

Quand c0 = 0, on obtient le résultat suivant.

Théorème 9.3. Soit p ≥ 1 et Φ : C 1
2
→ C 1

2
appartenant à D.

(i) Si CΦ est borné sur Apµ alors Φ converge uniformément sur Cε pour tout ε > 0 et
Φ(C+) ⊂ C1/2.

(ii) Si Φ converge uniformément sur Cε pour tout ε > 0 et Φ(C+) ⊂ C1/2+η (où η > 0) alors
CΦ est Hilbert-Schmidt sur A2

µ, a fortiori borné.

(iii) Si CΦ est borné sur A2
µ, alors il est borné sur A2k

µ pour tout k ≥ 1. Par conséquent CΦ est

borné sur A2k
µ pour tout k ≥ 1 sous les hypothèses de (ii).

Démonstration.

(i) Comme dans le cas c0 ≥ 1, la preuve est équivalente à celle donnée dans [22], Th.B dans
le cas H2.

(ii) Par comparaison avec la norme infini, on a pour tout n ≥ 1,

‖n−Φσ‖2H2 ≤ ‖n−Φσ‖2H∞ ≤ n−1−2η.

Maintenant on souhaite montrer que CΦ est Hilbert-Schmidt ce qui impliquera évidemment que
CΦ est borné. Pour tout n ≥ 1, on pose eµn le polynôme de Dirichlet défini par

eµn =
en√
wn
·

La suite (eµn)n≥1 est une base orthonormale de A2
µ et CΦ(eµn) ∈ H∞ pour tout n ≥ 1 : en effet

eµn ∈ P et Φ(C+) ⊂ C+. Alors par le Théorème 7.20(ii),

+∞∑
n=1

‖CΦ(eµn)‖2A2
µ

=

+∞∑
n=1

∫ +∞

0
‖(CΦ(eµn))σ‖2H2dµ(σ)

=

+∞∑
n=1

∫ +∞

0

‖n−Φσ‖2H2

wn
dµ(σ)

≤
+∞∑
n=1

∫ +∞

0

n−1−2η

wn
dµ(σ)

=
+∞∑
n=1

n−1−2η

wn
·

Maintenant, d’après le lemme 7.3, on sait qu’il existe une constante C > 0 telle que wn ≥ Cn−η
pour tout n ≥ 1. Alors

+∞∑
n=1

‖CΦ(eµn)‖2A2
µ
≤ 1

C

+∞∑
n=1

1

n1+η
< +∞

et donc CΦ est Hilbert-Schmidt.
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(iii) Supposons que CΦ est borné sur A2
µ. Soit P un polynôme de Dirichlet, on a

‖P ◦ Φ‖A2k
µ

= ‖P k ◦ Φ‖1/kA2
µ
≤ ‖CΦ‖1/k‖P k‖1/kA2

µ
= ‖CΦ‖1/k‖P‖A2k

µ
.

Par densité de P et continuité de l’application évaluation on obtient le résultat (comme dans la
preuve du théorème 9.1).

Question. La continuité est-elle encore vraie quand η = 0 pour (ii) ?

9.2 Compacité et fonctions de comptage généralisées

Soient p ≥ 1 et X = Hp ou Apµ. On commence cette section par un critère de compacité.

Proposition 9.4. Soit Φ : C1/2 → C1/2 une fonction analytique induisant un symbole sur X.
Alors CΦ est compact X si et seulement si pour toute suite (fn) de X qui converge uniformément
vers 0 sur C1/2+ε pour tout ε > 0, on a ‖CΦ(fn)‖X → 0.

Démonstration. L’application évaluation en s ∈ C1/2 est bornée sur X et X a la propriété de
Fatou (au sens de [27], Prop 4.8) par le théorème de Montel pour les séries de Dirichlet (Lemme
18 de [5]). Il suffit alors d’utiliser le même raisonnement que dans la proposition 4.8 de [27].

Remarque 9.5. Avec ce critère, il est alors facile de voir que si CΦ est compact sur H2 (resp.
A2
µ) alors CΦ est compact sur H2k (resp. A2k

µ ) pour tout k ≥ 1.

A Condition suffisante de compacité

Notation. Comme dans le cas H2, on appellera un c0-symbole toute fonction analytique
Φ : C1/2 → C1/2 de la forme Φ(s) = c0s + ϕ(s) où c0 ∈ N et ϕ ∈ D telle que CΦ est borné sur
A2
µ. Quand c0 ≥ 1, cela est donc équivalent au fait que ϕ converge converge uniformément sur

Cε pour tout ε > 0 et ϕ(C+) ⊂ C+.

Notons que dans la suite, nous imposerons que c0 ≥ 1.

Définition 9.6. On définit la fonction de comptage de Nevanlinna associée à une fonction
β : (0,+∞)→ (0,+∞) par

Nβ,Φ(s) =


∑
a∈C+

Φ(a)=s

β(<(a)) si s ∈ Φ(C+),

0 sinon.

Si β(σ) = σ,on retrouve la fonction de comptage NΦ. Notons que les fonctions de comptages
sont a priori à valeurs dans R+ ∪ {+∞}·

Le lemme suivant permet d’obtenir un lien entre les fonctions de comptages généralisées et
la fonction de comptage classique. Ceci permettra donc de transférer des résultats directement
depuis le cas classique (en particulier l’inégalité de Littlewood).
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Proposition 9.7. Soit Φ un c0-symbole avec c0 ≥ 1. Pour tout s ∈ C+, on a

Nβh,Φ(s) =

∫ <(s)

0
NΦu(s)h(u)du

où Φu est définie par Φu(s) := Φ(s+ u) pour tout s ∈ C+.

Démonstration. Soit s ∈ C+.

Nβh,Φ(s) =
∑
a∈C+

Φ(a)=s

βh(<(a))

=
∑
a∈C+

Φ(a)=s

∫ <(a)

0
(<(a)− u)h(u)du

=
∑

<(a)<<(s)
Φ(a)=s

∫ <(a)

0
(<(a)− u)h(u)du

grâce au lemme 4.10 : en effet Φ(C<(a)) ⊂ C<(a) et alors <(a) ≥ <(s) implique Φ(a) 6= s.
Maintenant par le théorème de Fubini on a

Nβh,Φ(s) =

∫ <(s)

0

∑
u<<(a)<<(s)

Φ(a)=s

(<(a)− u)h(u) du.

Il reste alors à remarquer que∑
u<<(a)<<(s)

Φ(a)=s

(<(a)− u) =
∑

u<<(a)
Φu(a−u)=s

(<(a)− u)

=
∑

0<<(a′)
Φu(a′)=s

<(a′)

= NΦu(s).

Proposition 9.8. Soit Φ un c0-symbole avec c0 ≥ 1. Pour tout s ∈ C+, on a

Nβh,Φ(s) ≤ βh(<(s))

c0
·

Démonstration. Par le lemme précédent, on sait que

Nβh,Φ(s) =

∫ <(s)

0
NΦu(s)h(u)du.

Le lemme de Schwarz implique que Φu − u : C+ → C+ et alors par l’inégalité de Littlewood
(voir [6],Prop.3), on a pour tout s′ ∈ C+,

NΦu−u(s′) ≤ <(s′)

c0
·
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Mais NΦu(s) = NΦu−u(s− u) si <(s) > u > 0. Finalement

Nβh,Φ(s) ≤
∫ <(s)

0

(<(s)− u)h(u)

c0
du =

βh(<(s))

c0
·

Afin d’obtenir une majoration de la norme essentielle de CΦ, il nous faut ici, comme dans le
cas H2, obtenir des estimations de Nβ,Φ. On a alors l’analogue de la proposition 5.1.

Proposition 9.9. Soient Φ : C+ → C+ et Φk : C+ → C+ (k ≥ 0) des fonctions analytiques.
Supposons que (Φk)k≥0 converge uniformément vers Φ sur tout ensemble compact de C+, alors
pour tout s ∈ C+,

Nβh,Φ(s) ≤ lim inf
k→+∞

Nβh,Φk(s).

Démonstration. Le schéma de la preuve est le même que celui de la proposition 5.1 mais il faut
ici jouer avec les propriétés de βh.

Fixons s ∈ Φ(C+) (si s /∈ Φ(C+) il n’y à rien à prouver) et ε > 0. Soient a1, . . . , an ∈ C+

satisfaisant Φ(ai) = s pour tout i ∈ {1, . . . , n} et δ > 0 tel que 2nδ < ε. (Φk)k≥0 converge
uniformément vers Φ sur tout compact de C+ et donc en particulier sur chaque disque D(ai, δ)
de centre ai et de rayon δ. D’après le lemme d’Hurwitz, il existe K ≥ 0 tel que pour tout k ≥ K,
s ∈ Φk(D(ai, δ)) pour tout i ∈ {1, . . . , n}.

Maintenant fixons k ≥ K, il existe ak1 ∈ D(a1, δ), . . . , a
k
n ∈ D(an, δ) tels que Φ(aki ) = s pour

tout i ∈ {1, . . . , n}. Par définition de βh, on a

βh(<(aki )) =

∫ <(aki )

0
(<(aki )− u)h(u)du

≥
∫ <(ai)−δ

0
(<(ai)− δ − u)h(u)du

= βh(<(ai))−
(
δ

∫ <(ai)−δ

0
h(u)du+

∫ <(ai)

<(ai)−δ
(<(ai)− u)h(u)du

)
≥ βh(<(ai))− 2δ

car ‖h‖1 = 1. En sommant tous les termes, on obtient

βh(<(ak1)) + · · ·+ βh(<(akn)) ≥ βh(<(a1)) + · · ·+ βh(<(an))− 2nδ.

Alors pour tout k ≥ K,

βh(<(a1)) + · · ·+ βh(<(an)) ≤ 2nδ + βh(<(ak1)) + · · ·+ βh(<(akn))
≤ ε+Nβh,Φk(s).

Donc

βh(<(a1)) + · · ·+ βh(<(an)) ≤ ε+ lim inf
k→+∞

Nβh,Φk(s)

et puisque n et ε sont arbitraires, le résultat est prouvé.

92
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Corollaire 9.10. Soit Φ un c0-symbole avec c0 ≥ 1. Supposons que

sup
<(s)>0

Nβh,Φ(s)

βh(<(s))
= C < +∞.

Alors

sup
χ∈T∞

sup
<(s)>0

Nβh,Φχ(s)

βh(<(s))
= C.

Démonstration. Strictement analogue à la preuve du corollaire 5.2.

Le théorème principal dans le cas des espaces de Bergman A2
µ est alors le suivant.

Théorème 9.11. Soit Φ un c0-symbole avec c0 ≥ 1. Supposons que Im(ϕ) est borné sur C+,
alors

‖Cϕ‖A2
µ,e
≤
(

2 sup
C+

|Im(ϕ)|+ c0

)
× lim sup
<(s)→0

Nβh,Φ(s)

βh(Re(s))
·

Remarque 9.12. Pour les espaces A2
α, en notant Nα,Φ la fonction de comptage associée et

βα le poids associé, il est facile de voir que βα(σ) ≈ σα+2 quand σ est petit et donc sous les
hypothèses du théorème précédent,

‖Cϕ‖A2
α,e

.

(
2 sup

C+

|Im(ϕ)|+ c0

)
× lim sup
<(s)→0

Nβα,Φ(s)

<(s)α+2
·

Corollaire 9.13. Supposons que Im(ϕ) est borné sur C+. Si Nβh,Φ(s) = o(βh(<(s)) quand
<(s)→ 0 alors CΦ est compact sur A2

µ.

Démonstration du Théorème 9.11. Le schéma de la preuve est analogue à la preuve du théorème
5.4 mais il faut appliquer les nouveaux résultats précédents. Nous omettrons donc quelques
détails.

Pour n ≥ 1 et f ∈ A2
µ de la forme (3.1). On pose

Kn(f) =
n∑
k=1

akek

Rn(f) = (I −Kn)(f) =

+∞∑
k=n+1

akek.

On peut appliquer la proposition 5.5,

‖CΦ‖A2
µ,e

= lim
n→+∞

‖CΦRn‖ = lim
n→+∞

{
sup

‖f‖A2
µ
≤1
‖CΦ(Rn(f))‖A2

µ

}
.

On considère Ω = (0,+∞)× (0, 1) muni de la mesure d’aire : par la formule de Littlewood-Paley
sur A2

µ avec la mesure de Lebesgue sur (0, 1) (théorème 7.25) :

‖CΦ(Rn(f))‖2A2
µ

= |Rn(f) ◦ Φ(+∞)|2

+ 4

∫
T∞

∫∫
Ω
βh(<(s))|(Rn(f) ◦ Φ)

′
χ(s)|2 dsdm̃(χ).
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Rn(f) ◦ Φ(+∞) = 0 pour tout n ≥ 2 et par la Proposition 4.3 de [22] :

‖CΦ(Rn(f))‖2A2
µ

= 4

∫
T∞

∫∫
Ω
βh(<(s))|Rn(f)

′
χc0 (Φχ(s))|2|Φ′χ(s)|2 dsdm̃(χ).

En appliquant alors le changement de variables Φχ(s) 7−→ s, on obtient∫∫
Ω
βh(<(s))|Rn(f)

′
χc0 (Φχ(s))|2|Φ′χ(s)|2 ds

=

∫∫
Φχ(Ω)

|Rn(f)
′
χc0 (s)|2Nβh,Φχ(s) ds.

Im(ϕ) est borné, il existe donc A > 0 tel que |Im(ϕ)| < A et la même inégalité est vraie
pour ϕχ pour tout χ ∈ T∞. Pour Q = (0,+∞)× (−A,A+ c0), on a∫

Ω
βh(<(s))|Rn(f)

′
χc0 (Φχ(s))|2|Φ′χ(s)|2 ds

≤
∫∫

Q
|Rn(f)

′
χc0 (s)|2Nβh,Φχ(s) ds.

Fixons θ > 0, on pose Q = Qθ ∪ Q̃θ où Qθ = (0, θ) × (−A,A + c0) et
Q̃θ = (θ,+∞)× (−A,A+ c0). Nous allons couper l’intégrale précédente en deux parties. Soit γθ
définie par

γθ = sup
χ∈T∞

{
sup

0<Re(s)<θ

Nβh,Φχ(s)

βh(<(s))

}
= sup

0<Re(s)<θ

Nβh,Φ(s)

βh(<(s))
·

La seconde égalité est vraie par le corollaire 9.10.∫
T∞

∫∫
Qθ

|Rn(f)
′
χc0 (s)|2Nβh,Φχ(s) dsdm̃(χ)

≤ γθ

∫
T∞

∫∫
Qθ

|Rn(f)
′
χc0 (s)|2βh(<(s)) dsdm̃(χ).

En prenant la borne supérieure :

sup
‖f‖A2

µ
≤1

{∫
T∞

∫∫
Qθ

|Rn(f)
′
χc0 (s)|2Nβh,Φχ(s) dsdm̃(χ)

}
≤ γθ sup

‖f‖A2
µ
≤1

{∫
T∞

∫∫
Qθ

|Rn(f)
′
χc0 (s)|2βh(<(s)) dsdm̃(χ)

}
≤ γθ sup

‖f‖A2
µ
≤1

{∫
T∞

∫∫
Qθ

|f ′χc0 (s)|2βh(<(s)) dsdm̃(χ)

}
·

Dans la dernière inégalité, on a utilisé que si f est dans la boule unité de A2
µ, Rn(f) aussi.

Finalement, par la formule de Littlewood-Paley appliquée avec la mesure de Lebesgue normalisée
sur (−A,A+ c0) et le fait que χ→ χc0 préserve la mesure on obtient

sup
‖f‖A2

µ
≤1

{
4

∫
T∞

∫∫
Qθ

|Rn(f)
′
χc0 (s)|2Nβh,Φχ(s) dsdm̃(χ)

}
≤ (2A+ c0)γθ.
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Maintenant on cherche une majoration de la deuxième intégrale. Par la proposition 9.8,∫
T∞

∫∫
Q̃θ

|Rn(f)
′
χc0 (s)|2Nβh,Φχ(s) dsdm̃(χ)

≤
∫∫

T∞

∫
Q̃θ

|Rn(f)
′
χc0 (s)|2βh(<(s))

c0
dsdm̃(χ)

et par le lemme 4.6,

=
2A+ c0

c0

∫ +∞

θ

+∞∑
k=n+1

βh(σ)|ak|2k−2σlog2(k)dσ.

Fixons ε > 0. Il existe alors K = Kθ > 0 tel que pour tout k ≥ K,∫ +∞

θ
βh(σ)k−2σlog2(k)dσ ≤ εwh(k).

En effet, par le lemme 7.3, on sait que (wh(k)) est une suite décroissante qui décroit plus
lentement que toute puissance négative de n, il existe donc C = Cθ > 0 tel que pour tout k ≥ 1,

wh(k) ≥ Ck−θ.

Alors ∫ +∞

θ
βh(σ)

k−2σlog2(k)

wh(k)
dσ ≤

∫ +∞

θ
σkθ−2σC−1log2(k)dσ

car βh(σ) ≤ σ par définition de βh. Clairement le terme de droite de la dernière inégalité tend
vers 0 quand k tend vers l’infini.

Finalement pour n ≥ K, on obtient

2A+ c0

c0

∫ +∞

θ

+∞∑
k=n+1

βh(σ)|ak|2k−2σlog2(k)dσ ≤ 2A+ c0

c0
× ε

car nous travaillons avec des fonctions de A2
µ de norme plus petite que 1. En sommant les deux

intégrales, on obtient que pour tout n ≥ K,

‖CΦRn‖ ≤ (2A+ c0)γθ +
2A+ c0

c0
× ε.

Finalement

‖CΦ‖A2
µ,e

= lim
n→+∞

‖CΦRn‖

≤ (2A+ c0)γθ +
2A+ c0

c0
× ε.

Puisque ε et θ sont arbitraires, on obtient le résultat.
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B Condition nécessaire de compacité

Suivons le même raisonnement que pour H2. Le noyau reproduisant en s ∈ C1/2 associé à
A2
µ est défini pour tout w ∈ C1/2 par

Kµ,s(w) :=

+∞∑
n=1

n−s−w

wh(n)
·

Afin de travailler sur C+, on définit des noyaux reproduisants partiels.

Définition 9.14. Soient s ∈ C+ et l ≥ 1. Pour A2
µ, on définit le noyau reproduisant d’ordre l

en s ∈ C+ par

K l
µ,s(w) :=

∑
n≥1

p+(n)≤pl

n−s−w

wh(n)
·

Ces noyaux reproduisants sont bien définis sur C+ : en effet par le lemme 7.3, si on se donne
ε > 0, il existe C > 0 tel que pour tout n ≥ 1, wh(n) > Cn−ε. Alors

∑
n≥1

p+(n)≤pl

n−<(s)−<(w)

wh(n)
≤ 1

C

∑
n≥1

p+(n)≤pl

1

n<(s)+<(w)−ε =
1

C

l∏
i=1

(
1− p−<(s)−<(w)+ε

i

)−1
.

Pour s ∈ C+, cette quantité est alors bornée pour tout w ∈ Cε et tout ε > 0, ce qui prouve le fait.

La proposition suivante est une reformulation directe de la proposition 5 de [6].

Proposition 9.15. Soient Φ un c0-symbole avec c0 ≥ 1 et l ≥ 1 de la forme Φ(s) = c0s +
+∞∑
n=1

cnn
−s où cn = 0 quand p+(n) > pl. Alors C∗Φ(K l

µ,s) = K l
µ,Φ(s).

Lemme 9.16. Sur la boule unité BA2
µ

de A2
µ, la topologie faible cöıncide avec la topologie de la

convergence uniforme sur tout demi-plan C1/2+ε avec ε > 0.

Démonstration. Identique à la preuve du lemme 5.8.

Théorème 9.17. Soient Φ un c0-symbole avec c0 ≥ 1 et l ≥ 1 de la forme Φ(s) = c0s+

+∞∑
n=1

cnn
−s

où cn = 0 quand p+(n) > pl. On a

‖CΦ‖A2
µ,e
≥ lim sup
<(s)→0

‖K l
µ,Φ(s)‖A2

µ

‖K l
µ,s‖A2

µ

·

Démonstration. Soit l ≥ 1. Pour s ∈ C+, on définit la fonction (ks) en w ∈ C+ par

ks(w) :=
K l
µ,s(w)

‖K l
µ,s‖A2

µ

·
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Cette famille est contenue dans BA2
µ

et converge uniformément vers 0 sur C1/2+ε pour tout
ε > 0 : en effet on a

lim
<(s)→0

‖K l
µ,s‖2A2

µ
= lim
<(s)→0

K l
µ,s(s) = +∞

et pour tout w ∈ C1/2+ε,

|K l
µ,s(w)| ≤

∑
n≥1

p+(n)≤pl

n−1/2−ε

wh(n)
< +∞

car les noyaux reproduisant partiels sont définis sur C+.
Soit K ∈ K(A2

µ), K∗ ∈ K(A2
µ) aussi et par le lemme précédent on sait que (ks) converge

faiblement vers 0 donc K∗(ks) converge en norme vers 0. Par conséquent

‖CΦ −K‖ = ‖C∗Φ −K∗‖ ≥ ‖C∗Φ(ks)−K∗(ks)‖A2
µ
≥ ‖C∗Φ(ks)‖A2

µ
− ‖K∗(ks)‖A2

µ

et alors
‖CΦ −K‖ ≥ lim sup

<(s)→0
‖C∗Φ(ks)‖A2

µ
.

Maintenant grâce à la proposition 9.15, et le fait que l’inégalité est vraie pour tout K ∈ K(A2
µ),

on obtient le résultat.

Corollaire 9.18. Soient Φ un c0-symbole avec c0 ≥ 1 et l ≥ 1 de la forme Φ(s) = c0s+
+∞∑
n=1

cnn
−s

où cn = 0 quand p+(n) > pl. Supposons que CΦ ∈ K(A2
µ), alors

lim
<(s)→0

‖K l
µ,Φ(s)‖A2

µ

‖K l
µ,s‖A2

µ

= 0.

En particulier si CΦ ∈ K(A2
α) avec α > −1, cela implique que

lim
<(s)→0

<(s)

<(Φ(s))
= 0.

Remarque 9.19. Le résultat concernant A2
α est déjà connu (voir [6]).

C Un critère de compacité sur les espaces A2
µ

Dans cette section, on travaille sur les espaces A2
µ où µ est une mesure de probabilité telle

que dµ(σ) = hdσ où h est une fonction (continue) positive. Rappelons que

βh(σ) =

∫ σ

0
(σ − u)h(u)du.

Dans l’esprit de [26] (page 12), on introduit une nouvelle condition : on dit qu’un poids β vérifie
la condition (κ) si la fonction G = Gβ définie par G(σ) = β(σ)/σ (où σ > 0) est telle que

lim
η→0+

lim sup
σ→0+

G(ησ)

G(σ)
= 0.

97
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Exemples 9.20.

(i) Si h est une fonction croissante, (κ) est vérifiée pour βh : en effet dans ce cas on étend G
en 0 par G(0) = 0 et il suffit de vérifier que G est une fonction convexe mais il est facile
de voir que

G′(σ) =

∫ σ

0
uh(u)du

σ2

et

G′′(σ) =

σ2h(σ)− 2

∫ σ

0
uh(u)du

σ3

=

2

∫ σ

0
u(h(σ)− h(u))du

σ3
·

(ii) Soit α > −1, βα vérifie (κ) car G(σ) ≈ σα+1 quand σ est assez petit.

Proposition 9.21. Soit Φ un c0-symbole avec c0 ≥ 1. Supposons que βh vérifie (κ). Si

lim
<(s)→0

<(s)

<(Φ(s))
= 0

alors
Nβh,Φ(s) = o(βh(<(s))) quand <(s)→ 0,

et donc CΦ est compact sur A2
µ si Im(ϕ) est borné.

Démonstration. Soit s ∈ C+, on a

Nβh,Φ(s) =
∑
a∈C+

Φ(a)=s

βh(<(a))

=
∑
a∈C+

Φ(a)=s

G(<(a))<(a).

Soit ε > 0, on sait que

lim
<(s)→0

<(s)

<(Φ(s))
= 0

et alors par la condition (κ), il existe δ > 0 tel que

G(<(s)) ≤ εG(<(Φ(s)))

quand <(s) < δ. Maintenant grâce au lemme de Schwarz, si Φ(a) = s et <(s) < δ alors <(a) < δ
aussi. Par conséquent

Nβh,Φ(s) =
∑
a∈C+

Φ(a)=s

G(<(a))<(a)

≤ ε
∑
a∈C+

Φ(a)=s

G(<(Φ(a)))<(a)

= εG(<(s))
∑
a∈C+

Φ(a)=s

<(a)

= εG(<(s))NΦ(s)
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pour tout s ∈ C+ tel que <(s) < δ. Maintenant par l’inégalité de Littlewood (proposition 9.8)

Nβh,Φ(s) ≤ εG(<(s))<(s)

c0
=
εβh(<(s))

c0

quand <(s) < δ et cela prouve le résultat.

Théorème 9.22. Soient α > −1, l ≥ 1 et Φ un c0-symbole avec c0 ≥ 1 de la forme Φ(s) =

c0s+

+∞∑
n=1

cnn
−s où cn = 0 quand p+(n) > pl et tel que Im(ϕ) est borné.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) CΦ est compact sur A2
α.

(ii) lim
<(s)→0

<(s)

<(Φ(s))
= 0.

(iii) Nα,Φ(s) = o(βα(<(s)) quand <(s) tend vers 0.

Démonstration. Il suffit d’utiliser le Corollaire 9.18, la Proposition 9.21 et le Corollaire 9.13.

Remarque 9.23. Remarquons que la condition (ii) ne dépend pas de α.

Avec le théorème précédent et le théorème 5.9, on obtient alors le résultat suivant.

Proposition 9.24. Soient l ≥ 1 et Φ un c0-symbole avec c0 ≥ 1 de la forme Φ(s) = c0s +∑+∞
n=1 cnn

−s où cn = 0 si p+(n) > pl. Si Im(ϕ) est borné et Cϕ est compact sur H2 alors CΦ

est compact sur A2
α pour tout α > −1.

Question. La compacité de CΦ sur H2 implique t-elle la compacité de CΦ sur A2
α en toute

généralité ?

9.3 Compacité et mesures de Carleson

Dans cette section, nous obtenons une majoration des fonctions de comptage généralisées par
des fonctions de Carleson associées aux espaces A2

µ. La proposition 9.7 nous permettra d’obtenir
rapidement l’estimation souhaitée.

Définition 9.25. Soit λµ = λ ⊗ µ. On note λµ,Φ la mesure image de λµ par Φ, c’est-à-dire,
pour tout ouvert Ω ⊂ C+,

λµ,Φ(Ω) := λµ({s ∈ C+,Φ(s) ∈ Ω}).

La fonction de Carleson associée, notée λΦ, est alors définie par

ρµ,Φ(ϑ) := sup
t∈R

λµ,Φ(H(t, ϑ)).

Théorème 9.26. Soit Φ un c0-symbole avec c0 ≥ 1. Il existe K > 0 (indépendant de Φ) tel que
pour tout ϑ assez petit et tout t ∈ R,

sup
s∈H(t,ϑ/2)

Nβh,Φ(s) ≤ K · λµ,Φ
(
H(t, 2c0ϑ)

)
.

En particulier pour tout ϑ assez petit,

sup
s∈C+
<(s)<ϑ/2

Nβh,Φ(s) ≤ K · ρµ,Φ
(
2c0ϑ

)
.
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Corollaire 9.27. Soit Φ un c0-symbole avec c0 ≥ 1 tel que Im(ϕ) est borné sur C+. Alors il
existe C > 0 tel que

‖CΦ‖A2
µ,e
≤ C lim sup

ϑ→0

ρµ,Φ(ϑ)

βh(ϑ)
·

En particulier si ρµ,Φ(ϑ) = o(βh(ϑ)) quand ϑ→ 0 alors Cϕ est compact sur A2
µ.

Exemple 9.28. Pour l’espace A2
α, on note ρα,Φ la fonction de Carleson associée. On sait que

dans ce cas, βα(σ) ≈ σα+2 quand σ est petit et alors si Im(ϕ) est borné,

‖CΦ‖A2
α,e

. C lim sup
ϑ→0

ρα,Φ(ϑ)

ϑα+2
·

Preuve du Corollaire 9.27. Analogue à la preuve du corollaire 6.3.

Preuve du théorème 9.26. Par la proposition 9.7, on sait que

Nβh,Φ(s) =

∫ <(s)

0
NΦu(s)h(u)du.

Dans la preuve du théorème 6.2, on remarque que l’on peut choisir le même m0 pour tous les
translatés Φu (u ≥ 0) et donc pour s ∈ H(t, ϑ/2) avec ϑ < m0 on a

Nβh,Φ(s) ≤ K

∫ <(s)

0
λΦu(H(t, 2c0ϑ))h(u)du

≤ K

∫ +∞

0
λ({t′ ∈ R,Φ(u+ it′) ∈ H(t, 2c0ϑ)})h(u)du

= Kλµ,Φ(H(t, 2c0ϑ))

grâce au théorème de Fubini.

9.4 Opérateurs de compositions isométriques, inversibles, Fredholm

Dans le cas de l’espace H2, F. Bayart a montré les deux résultats suivants.

Théorème 9.29 ([4], Th14). Soient 1 ≤ p < +∞ et Φ un symbole sur Hp. Les assertions
suivantes sont équivalentes.

(i) CΦ est inversible.

(ii) CΦ est Fredholm.

(iii) Φ(s) = s+ iτ , τ ∈ R.

Théorème 9.30 ([4], Th16). Soient 1 ≤ p < +∞ et Φ un c0-symbole sur Hp. Alors CΦ est une
isométrie sur Hp si et seulement si pour tout χ ∈ T∞, Φχ(it) ∈ iR pour presque tout t ∈ R.

Nous nous mettons maintenant dans le cas où µ est une mesure de probabilité sur (0,+∞)
avec dµ(σ) = h(σ)dσ avec h une fonction continue strictement positive (on se passera de l’hy-
pothèse de continuité à la fin de cette section). En particulier les mesures µα avec α > −1
rentrent dans ce cadre. Nous avons alors le résultat suivant.
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Théorème 9.31. Soient 1 ≤ p < +∞ et Φ un c0-symbole sur Apµ. Les assertions suivantes sont
équivalentes .

(i) CΦ est inversible.

(ii) CΦ est Fredholm.

(iii) CΦ est une isométrie.

(iv) Φ(s) = s+ iτ , τ ∈ R.

Les implications (i)⇒ (ii), (iv)⇒ (i) et (iv)⇒ (iii) sont évidentes. Il suffit donc de montrer
que (ii)⇒ (iv) et (iii)⇒ (iv).

Avec l’aide de la proposition 4.2 de [22], F. Bayart a prouvé le lemme suivant.

Lemme 9.32 ([4],Lem11). Soit Φ un c0-symbole sur Hp. Si Φ n’est pas une translation verticale,
c’est-à-dire si Φ n’est pas de la forme Φ(s) = s + iτ pour un certain τ ∈ R, alors il existe ε et
η > 0 tels que

Φ(C1/2−ε) ⊂ C1/2+η.

Démonstration de (ii)⇒ (iv). On suit les idées de [4],Th14. Supposons donc que Φ ne soit pas
une translation verticale. Par le lemme précédent, il existe ε et η > 0 tels que

Φ(C1/2−ε) ⊂ C1/2+η.

On remarque que chaque fonction de Im(CΦ) est définie et bornée sur C1/2−ε : en effet Φ(C1/2−ε) ⊂
C1/2+η et si f ∈ Apµ, f est bornée sur C1/2+η (car σb(f) ≤ 1/2).

Maintenant par le lemme 9 de [4], on sait qu’il existe f ∈ Hp tel que σc(f) = 1/2 et que la
droite <(s) = 1/2 soit une barrière pour f . Grâce à l’inclusion Hp ⊂ Apµ, f est dans Apµ. On
considère alors le sous-espace de dimension infinie de Apµ suivant :

F = vect{enf, n ≥ 1} = fP.

Nous allons montrer que F ∩ Im(CΦ) = {0} et par conséquent codim(Im(CΦ))=+∞ ce qui est
une contradiction avec (ii).

Soit h ∈ F ∩Im(CΦ), il existe P ∈ P tel que h = Pf . Si h 6= 0, il existe s0 tel que <(s0) = 1/2
et P (s0) 6= 0. Mais dans ce cas, f s’étend au-delà de C1/2 et on obtient alors une contradiction
avec le fait que la droite <(s) = 1/2 est une barrière pour f . Finalement F ∩ Im(CΦ) = {0}.

Pour la preuve de (iii) ⇒ (iv), on va d’abord montrer que si CΦ est une isométrie alors
c0 ≥ 1 à l’aide du lemme suivant.

Lemme 9.33. Soit s ∈ C1. Alors

‖δs‖(A1
µ)∗ ≤

+∞∑
n=1

n−<(s)

wh(n)
·

En particulier,

lim
<(s)→+∞

‖δs‖(A1
µ)∗ = 1.
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Démonstration. Par la propriété reproduisante sur A2
µ (ou juste par simple calcul), pour tout

polynôme de Dirichlet P on a

P (s) =

∫ +∞

0
lim

T→+∞

1

2T

∫ T

−T
P (σ + it)Kµ(s, σ + it) dtdµ(σ).

Maintenant par définition de la norme d’un polynôme de Dirichlet dans H1, on vérifie facilement
que

‖P‖A1
µ

=

(∫ +∞

0
lim

T→+∞

1

2T

∫ T

−T
|P (σ + it)| dtdµ(σ)

)
.

Par conséquent,

|P (s)| ≤ ‖P‖A1
µ
× ‖Kµ(s, · )‖∞.

Maintenant il suffit de remarquer que

‖Kµ(s, · )‖∞ = sup
w∈C+

∣∣∣∣ +∞∑
n=1

n−s+w

wh(n)

∣∣∣∣ ≤ +∞∑
n=1

n−<(s)

wh(n)
·

Pour la deuxième partie du lemme, il suffit de remarquer que wh(1) = 1 (µ est une mesure de
probabilité) et que ‖δs‖(A1

µ)∗ ≥ 1 (clair en testant sur e1).

Proposition 9.34. Soit Φ un c0-symbole sur Apµ. Si CΦ est une contraction alors c0 ≥ 1.

Démonstration. Soit s ∈ C1/2. Pour tout f ∈ Apµ on a

|f ◦ Φ(s)| ≤ ‖δs‖(Apµ)∗‖f ◦ Φ‖ ≤ ‖δs‖(Apµ)∗‖CΦ‖‖f‖

et alors
‖δΦ(s)‖(Apµ)∗

‖δs‖(Apµ)∗
≤ ‖CΦ‖.

Par inclusion des espaces Apµ et le fait que Hp ⊂ Apµ avec ‖ · ‖Apµ ≤ ‖ · ‖Hp , on obtient

‖δΦ(s)‖(Hp)∗

‖δs‖(A1
µ)∗

≤ ‖CΦ‖.

Par le théorème 4.4 et le lemme précédent, on obtient alors pour tout s ∈ C1,

ζ(2<(Φ(s)))1/p‖δs‖−1
(A1

µ)∗
≤ ‖CΦ‖.

Maintenant supposons c0 = 0, alors Φ(s) = ϕ(s) =
∑+∞

n=1 cnn
−s et <(c1) > 1/2 (d’après le

lemme 3.3 de [22]). Finalement quand <(s) tend vers l’infini, on obtient

‖CΦ‖ ≥ ζ(2<(c1))1/p > 1

et par conséquent CΦ n’est pas une contraction.
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Démonstration de (iii)⇒ (iv). Supposons que CΦ est une isométrie. Par la proposition précédente,
c0 ≥ 1. On a

‖2−Φ‖Apµ = ‖2−s‖Apµ
D’après le théorème 7.20,∫ +∞

0
‖2−σ− · ‖pHp − ‖2

−Φ(σ+ · )‖pHp dµ(σ) = 0.

Mais
‖2−Φ(σ+ · )‖Hp = ‖2−σ−(Φ(σ+ · )−σ)‖Hp ≤ ‖2−σ− · ‖Hp

par le Lemme de Schwarz car c0 ≥ 1. Alors ‖2−σ− · ‖Hp = ‖2−Φ(σ+ · )‖Hp pour tout σ > 0
(rappelons que h est une fonction continue strictement positive).

Maintenant d’après le lemme 9.32, si Φ n’est pas une translation verticale, il existe ε, η > 0
tel que Φ(C1/2−ε) ⊂ C1/2+η et alors pour tout σ > 1/2− ε,

2−σ = ‖2−Φ(σ+ · )‖Hp .

Par comparaison avec la norme infini, on a alors

2−σ ≤ 2−1/2−η

pour tout σ > 1/2− ε et cela est évidemment faux.

Remarque 9.35. Soit µ une mesure de probabilité sur (0,+∞) telle que 0 ∈ Supp(µ) et
dµ = hdσ où h est une fonction positive. S’il existe un intervalle ouvert I telle que h est
strictement positive sur I alors le théorème est encore vrai. C’est une conséquence du lemme
suivant et de légères adaptations de la preuve précédente.

Lemme 9.36. Soit Φ un symbole avec c0 ≥ 1. Si Φ n’est pas une translation verticale alors pour
tout ε > 0, il existe η = ηε > 0 tel que Φ(Cε) ⊂ Cε+η.

Démonstration. Supposons tout d’abord que ϕ n’est pas constante alors ϕ : C+ → C+ et par la
proposition 4.2 de [22], il existe δ > 0 tel que ϕ(Cε) ⊂ Cδ et par conséquent Φ(Cε) ⊂ Cc0ε+δ.
Dans ce cas, il suffit de choisir η = (c0 − 1)ε+ δ qui est strictement positif car c0 ≥ 1.

Si ϕ est constante égale à iτ (τ ∈ R) et c0 > 1 alors Φ(Cε) ⊂ Cc0ε et il suffit de choisir
η = (c0 − 1)ε.

Si ϕ est constante égale à c1 ∈ C+ et c0 ≥ 1, Φ(Cε) ⊂ Cc0ε+<(c1) et il suffit de choisir
η = (c0 − 1)ε+ <(c1).
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Chapitre 10

Multiplicateurs sur Apµ

Dans ce chapitre nous étudions les multiplicateurs sur les espaces Apµ, c’est-à-dire les fonc-
tions m telles que mf ∈ Apµ pour toute fonction f ∈ Apµ.

Le cas p = 2 a déjà été traité dans [34]. Notre preuve est malgré tout différente : l’argument
clé est l’utilisation de l’application évaluation.

Théorème 10.1. Soit p ≥ 1. Une fonction m est un multiplicateur sur Apµ si et seulement si
m ∈ H∞. De plus dans ce cas on a

‖m‖H∞ = sup
f∈Apµ
‖f‖Apµ≤1

‖mf‖Apµ .

Démonstration.
B Supposons tout d’abord que m est un multiplicateur sur Apµ et notons M l’opérateur de
multiplication associé. La fonction constante égale à 1 appartient à Apµ donc m = m × 1 ∈ Apµ
et ‖m‖Apµ ≤ ‖M‖. Par récurrence, on montre que pour tout k ≥ 1, mk ∈ Apµ et

‖mk‖Apµ ≤ ‖M‖
k

et donc
‖mk‖1/kApµ ≤ ‖M‖. (10.1)

Pour f de la forme (3.1), notons pour tout l ≥ 1, fl la série de Dirichlet définie par

fl =
∑
n≥1

p+(n)≤pl

anen.

Pour tout l ≥ 1, on a alors l’inégalité suivante :

|fl(s)| ≤
( l∏
i=1

1

1− p−2<(s)
i

)1/p

× ‖f‖Hp · .

En effet, pour un élément F ∈ Hp(T∞) et z1, . . . , zl ∈ D, on a par définition

F (z1, . . . , zl, 0, 0, . . . ) =

∫
T∞

F (ζ)

l∏
i=1

Pzi(ζi)dm̃(ζ).
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Le résultat en découle (en reprenant la preuve du Théorème 4.2 par exemple).
Cela implique que l’application évaluation “partielle” est bornée pour tout s ∈ C+ (et la

majoration de la norme de l’évaluation est uniforme sur chaque demi-plan Cε pour tout ε > 0).
En particulier, en reprenant la preuve du Théorème 7.6, ce résultat reste vrai sur Apµ. Fixons
donc s ∈ C+, il existe alors une constante Cs,l > 0 telle que pour tout k ≥ 1

|mk
l (s)| ≤ Cs,l‖mk‖Apµ .

On a utilisé sans le dire que si une série de Dirichlet dépend uniquement d’un nombre fini de
nombres premiers, il en est de même pour toute puissance entière de cette série. En combinant
cela avec (10.1) on obtient alors

|ml(s)| ≤ C
1/k
s,l ‖M‖.

En particulier quand k tend vers +∞, on a pour tout l ≥ 1,

|ml(s)| ≤ ‖M‖.

La majoration de dépend plus de l, la suite (ml) est donc une suite d’éléments de H∞ uni-
formément bornée : d’après le Théorème de Montel dans ce cadre, il existe m̃ ∈ H∞ telle que
(ml) converge uniformément vers m̃ sur tout demi-plan Cε (ε > 0). Or m ∈ Apµ donc (ml)
converge uniformément vers m sur tout demi-plan de C1/2+ε (ε > 0).

Finalement par unicité, m̃ est donc une extension de m bornée sur C+ et donc m ∈ H∞.

B Supposons maintenant que m ∈ H∞. Pour tout polynôme de Dirichlet P , mP est un élement
de H∞ et par le Théorème 7.20(ii), on a

‖mP‖pApµ =

∫ +∞

0
‖mσPσ‖pHp dµ(σ).

Or par le Théorème 4.7, on a pour tout σ > 0,

‖mσPσ‖Hp ≤ ‖mσ‖H∞‖Pσ‖Hp ≤ ‖m‖H∞‖Pσ‖Hp .

Finalement on a donc

‖mP‖pApµ ≤ ‖m‖pH∞
∫ +∞

0
‖Pσ‖pHp dµ(σ)

= ‖m‖pH∞‖P‖
p
Apµ
.

On obtient donc le résultat par densité des polynômes de Dirichlet et continuité de l’application
évaluation sur Apµ.

Remarque 10.2. On remarquera que la première partie de la preuve peut s’adapter aux espaces
de fonctions analytiques sur un domaine Ω où l’application évaluation est bornée en tout point
de Ω.
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Introduction

Nous venons de voir une manière de définir des espaces de Bergman de séries de Dirichlet en
voyant la norme de ces espaces comme une norme sur un demi-plan. On peut en fait avoir un
autre point de vue : les espaces Hp ont en effet été définis à l’aide du point de vue de Bohr en
les reliant aux espaces de Hardy du polytore infini Hp(T∞), l’idée est alors la suivante.

Soit P un polynôme de Dirichlet, D(P ) est alors un polynôme analytique sur D∞ et donc si
X est un sous-espace de Lp(D∞), on peut associer à P la norme ‖D(P )‖X .

C’est ce que nous allons faire dans les chapitres suivants en prenant pour X l’espace de
Bergman du polydisque. On se posera alors les question suivantes.

(i) Que peut-on dire sur l’application évaluation sur ces espaces ?

(ii) Quels sont les liens entres ces nouveaux espaces et Hp ?

(iii) Quels sont les multiplicateurs de ces espaces ?

(iv) Que peut-on dire de la continuité et de la compacité des opérateurs de composition dans
ce cadre ?
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Chapitre 11

Espaces de Bergman Bp

Afin de définir les espaces de Bergman Bp, nous faisons tout d’abord quelques rappels sur
les espaces de Bergman du polydisque infini.

11.1 Les espaces de Bergman Bp(D∞)

Rappelons que Ã = A ⊗ A ⊗ · · · où A est la mesure de Lebesgue normalisée sur D. Pour
p ≥ 1, Bp(D∞) est l’espace de Bergman du polydisque infini. Il est défini comme l’adhérence
dans Lp(D∞, Ã) de l’ensemble des polynômes analytiques.

Remarque 11.1. Soit P un polynôme analytique défini pour tout z = (z1, z2, . . . ) ∈ D∞ par

P (z) :=
N∑
n=1

anz
α1
1 · · z

αk
k . Alors

‖P‖B2(D∞) =

( N∑
n=1

|an|2

(α1 + 1) · · (αk + 1)

)1/2

·

Clairement H2(T∞) ⊂ B2(D∞). En fait cette inclusion est vraie pour tout p ≥ 1, Il suffit
d’appliquer plusieurs fois le fait que cette propriété est vraie dans le cas d’une variable.

Rappelons que le noyau de Bergman en z, w ∈ D est défini par k(w, z) :=
1

(1− wz)2
·

Définition 11.2. Soit z ∈ D∞ et ζ ∈ D∞ ∩ `2. Pour n ≥ 1, on pose

Kn(ζ, z) :=
n∏
i=1

k(ζi, zi) et K(ζ, z) :=
+∞∏
i=1

k(ζi, zi).

K est bien défini grâce à la condition sur ζ et le fait que (Kn) converge ponctuellement vers K.

Remarque 11.3. On sait que

‖k(ζi, · )‖22 = k(ζi, ζi) =
1

(1− |ζi|2)2
·

Donc K(ζ, · ) ∈ B2(D∞) et

‖K(ζ, · )‖2B2(D∞) =
+∞∏
i=1

1

(1− |ζi|2)2
·
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Proposition 11.4. Soit P un polynôme analytique sur D∞ et soit ζ ∈ D∞ ∩ `2. Alors

|P (ζ)| ≤
(+∞∏
i=1

1

1− |ζi|2

)
‖P‖B2(D∞).

Démonstration. Par la propriété reproduisante sur l’espace de Bergman du disque appliquée
plusieurs fois, on obtient que

P (ζ1, . . . , ζn) =

∫
Dn
P (z1, . . . , zn)Kn(ζ, z) dA(z1)..dA(zn).

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne alors le résultat.

Grâce à la proposition précédente, on peut étendre par densité l’application évaluation définie
pour les polynômes analytiques pour z ∈ D∞ ∩ `2. Pour tout F ∈ B2(D∞), on note F̃ (ζ) cette
extension et on a

|F̃ (ζ)| ≤
(+∞∏
i=1

1

1− |ζi|2

)
‖f‖B2(D∞).

De plus la norme est exactement

+∞∏
i=1

1

1− |ζi|2
: c’est une conséquence de [15]. De plus les auteurs

ont prouvé que F̃ était holomorphe sur D∞ ∩ `2. Nous allons avoir besoin du lemme suivant.

Lemme 11.5. ([15]) Soient ζ ∈ D∞ ∩ `2, N ≥ 1 et a ∈ R, on pose pour tout z ∈ T∞,

GN (z) :=

N∏
j=1

(1− ζjzj)a.

Alors (GN ) est une martingale bornée dans L2(T∞).

Remarque 11.6. Tout élément Gn appartient à B2(D∞) et on a

‖Gn‖L2(D∞) = ‖Gn‖B2(D∞) ≤ ‖Gn‖H2(T∞) = ‖Gn‖L2(T∞).

Donc (Gn) est une martingale bornée dans L2(D∞). Par le théorème de Doob et par fermeture,
on sait que le produit converge simplement et en norme dans B2(D∞).

Rappelons maintenant quelques notations et résultats de [15].

Soit U une algèbre uniforme sur un espace compact X et µ une mesure sur X. Hp(µ) est
défini comme l’adhérence de U dans Lp(µ).

Proposition 11.7. ([15]) Soient U une algèbre uniforme sur un espace compact X, µ une
mesure de probabilité sur X, y ∈ X tel que l’évaluation en y s’étende continument à H2(µ).
Supposons que toute puissance réelle du noyau reproduisant associé à y, x → K(x, y), appar-
tienne à H2(µ). Alors pour p ≥ 1, on a

|F̃ (y)|p ≤ K(y, y)

∫
|f(x)|pdµ(x)

pour toute fonction F dans Hp(µ) et la norme de l’application évaluation en y est exactement
K(y, y)1/p.
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Avec cette proposition et la dernière remarque, on obtient que l’application évaluation est
bornée sur Bp(D∞) pour ζ ∈ D∞ ∩ `2 et on a

|f(ζ)|p ≤
+∞∏
i=1

1

(1− |ζi|2)2
‖f‖pBp(D∞).

De plus f̃ est holomorphe sur D∞ ∩ `2 d’après [15].

11.2 Application évaluation sur Bp

Rappelons que R est la mesure de probabilité sur [0, 1]∞ définie comme le produit infini des
mesures 2ridri sur [0, 1].

Définition 11.8. Soit P ∈ P de la forme

N∑
n≥1

ann
−s. On définit sur P la norme

‖P‖Bp :=

(∫
[0,1]∞

∥∥∥∥ N∑
n=1

anr
α1
1 · · r

αk
k en(it)

∥∥∥∥p
Hp
dR

)1/p

.

Remarque 11.9. Le fait que ‖ · ‖Bp soit une norme est une conséquence de la proposition
suivante.

Définition 11.10. Soit p ≥ 1. On définit l’espace Bp comme le complété de P relativement à
la norme ‖ · ‖Bp.

Remarque 11.11. Notons d(n) le nombre de diviseurs de n ∈ N∗. Pour f de la forme (3.1), on
a

‖f‖B2 =

( +∞∑
n=1

|an|2

d(n)

)1/2

·

Nous utilisons maintenant le point de vue de Bohr pour préciser le lien entre Bp et Bp(D∞).

Proposition 11.12. Soit p ≥ 1.

(i) Soit P ∈ P. On a ‖P‖Bp = ‖D(P )‖Bp.

(ii) D : P → Bp(D∞) s’étend en un isomorphime isométrique de Bp sur Bp(D∞).

Démonstration. Le premier fait est clair. Pour le deuxième, il suffit de remarquer que Bp est le
complété de P et que Bp(D∞) est l’adhérence de l’ensemble des polynômes analytiques.

Théorème 11.13. Soient p ≥ 1 et f ∈ Bp. L’abscisse de convergence uniforme de f vérifie
σu(f) ≤ 1

2 . De plus, si <(w) > 1
2 , on a

|f(w)| ≤ ζ(2Re(w))2/p ‖f‖Bp

et

‖δw‖(Bp)∗ = ζ(2Re(w))2/p.
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Démonstration. Soient f ∈ Bp et s ∈ C 1
2
. On pose zs = (p−s1 , p−s2 , . . .) ∈ D∞ ∩ `2. On sait que

D(f) ∈ Bp(D∞) et donc

|D(f)(zs)|p ≤
+∞∏
i=1

1

(1− |p−si |2)2
‖D(f)‖pBp(D∞).

Mais grâce à la proposition précédente ‖D(f)‖Bp(D∞) = ‖f‖Bp et

D(f)(zs) =
∑

n=p
α1
1 ··· p

αk
k

n≥1

an(p−s1 )α1 .. (p−sk )αk

=
∑

n=p
α1
1 .. p

αk
k

n≥1

an(pα1
1 . . . pαkk )−s =

∑
n≥1

ann
−s.

Alors

|f(s)|p ≤
+∞∏
i=1

1(
1− p−2<(s)

i

)2 ‖f‖pBp = ζ(2<(s))2 ‖f‖pBp .

Donc f admet une extension analytique bornée sur chaque demi-plan C 1
2

+ε avec ε > 0. Par le

théorème de Bohr, on a σu(f) ≤ 1
2 .

Pour prouver que la norme est exactement ζ(2Re(w))2/p, il suffit d’utiliser le résultat équivalent
de [15] sur Bp(D∞).

11.3 Limites verticales généralisées

Le but de cette section est d’obtenir une formule de type Littlewood-Paley grâce à un nouvelle
notion de limites verticales. Remarquons que l’on peut faire agir χ ∈ D∞ sur les entiers naturels
de la même manière que si χ appartenait à T∞.

Définition 11.14. Soit χ ∈ D∞ et f de la forme (3.1). On note fχ la série de Dirichlet
suivante :

fχ =
+∞∑
n=1

anχ(n)en.

Nous allons appliquer le même raisonnement que dans [22] et [4] afin d’obtenir une autre
expression de la norme dans Bp qui sera utile pour les opérateurs de composition.

Soit ψ la transformation de Cayley qui envoie D sur C+ définie pour tout z ∈ D par

ψ(z) =
1 + z

1− z
·

On dit qu’une fonction f est dans Hp
i (C+) si f ◦ ψ ∈ Hp(D). Dans ce cas on a

1

2π

∫ π

−π
|f ◦ ψ1(eiθ)|pdθ =

∫
R
|f(it)|pdλi(t)
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où

dλi(t) =
dt

π(1 + t2)
·

Définition 11.15. Soit t ∈ R. Le flot de Kronecker Tt est défini sur D∞ par Tt(z1, z2, . . . ) :=
(p−it1 z1, p

−it
2 z2, . . . ).

Lemme 11.16. Soient χ ∈ D∞, f ∈ Bp et t ∈ R. On pose gχ(it) := D(f)(Ttχ). Alors pour w
une mesure borélienne finie sur R, on a∫

D∞

∫
R
|gχ(it)|pdw(t)dÃ(χ) = w(R)‖f‖pBp .

Démonstration. Le Flot de Kronecker (Tt) est juste une rotation sur D∞, donc∫
D∞
|gχ(it)|pdÃ(χ) =

∫
D∞
|D(f)(Ttχ)|pdÃ(χ)

=

∫
D∞
|D(f)(χ)|pdÃ(χ)

= ‖D(f)‖pBp .

On conclut en utilisant le théorème de Fubini.

Proposition 11.17. Soient χ ∈ D∞ et f ∈ Bp. Alors gχ ∈ Hp
i (C+) et gχ est une extension de

fχ sur C+.

Démonstration. Grâce au lemme précédent, on sait que pour presque tout χ ∈ D∞, gχ ∈ Lp(λi).
Il suffit donc de montrer en utilisant une caractérisation classique de l’espace de Hardy du disque
que pour tout n ≥ 1, ∫ ∞

−∞

(
1− it
1 + it

)n
gχ(it)dλi(t) = 0.

On utilise alors la même idée que dans [22] et [4] mais il nous faut ici adapter la preuve car
nous ne travaillons pas avec des séries de Fourier sur T∞ mais avec des éléments de Bp(D∞).
Fixons n ≥ 1 et définissons G pour tout χ ∈ T∞ par

G(χ) :=

∫ ∞
−∞

(
1− it
1 + it

)n
gχ(it)dλi(t).

G ∈ Lp(D∞) car∫
D∞
|G(χ)|pdm(χ) =

∫
D∞

∣∣∣∣ ∫ +∞

−∞

(
1− it
1 + it

)n
gχ(it)dλi(t)

∣∣∣∣pdÃ(χ)

≤
∫
D∞

∫ +∞

−∞
|gχ(it)|pdλi(t)dÃ(χ) = ‖D(f)‖pBp ,

la dernière inégalité provenant du lemme précédent.

En fait, G ∈ Bp(D∞). Il suffit de montrer qu’il existe une suite de polynômes analytiques
convergeant vers G. Puisque f ∈ Bp(D∞), on a D(f) ∈ Bp(D∞) et il existe donc une suite de
polynômes analytiques (Pk) telle que

‖D(f)− Pk‖Bp(D∞) −→
k→+∞

0.
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Alors pour tout k ≥ 0, on définit les polynômes suivants :

Qk(χ) :=

∫ +∞

−∞

(
1− it
1 + it

)n
Pk(Ttχ)dλi(t)

et on affirme que (Qk) converge vers G. En effet

‖G−Qk‖pBp(D∞) =

∫
D∞

∣∣∣∣ ∫ +∞

−∞

(
1− it
1 + it

)n
(gχ(it)− Pk,χ(it)) dλi(t)

∣∣∣∣pdÃ(χ).

On obtient, en utilisant le théorème de Fubini,

‖G−Qk‖pBp(D∞) ≤
∫ +∞

−∞
‖(D(f)− Pk)(Tt( · ))‖pBp(D∞)dλi(t)

mais Tt étant juste une rotation,

‖G−Qk‖pBp(D∞) ≤
∫ +∞

−∞
‖(D(f)− Pk)‖pBp(D∞)dλi(t) = ‖(D(f)− Pk)‖pBp(D∞)

et ce terme tend vers 0 quand k tend vers l’infini. Cela prouve l’affirmation.

On affirme maintenant que G s’annule presque partout. Puisque G appartient à Bp(D∞), il
suffit de prouver que G est orthogonal à chaque monôme “positif”. Soit q ∈ N. On a∫

D∞
χ(q)G(χ)dÃ(χ) =

∫ +∞

−∞

(
1− it
1 + it

)n ∫
D∞

χ(q)gχ(it)dÃ(χ) dλi(t).

En fait, ∫
D∞

χ(q)gχ(it)dÃ(χ) = 0

car gχ(it) = Df(Ttχ) ∈ Bp(D∞). C’est clair pour les polynômes analytiques et le résultat
s’obtient donc par densité.

La preuve que gχ est une extension de fχ est la même que celle donnée pour Hp dans [4].

Maintenant, nous notons fχ l’extension plutôt que gχ. Comme dans le cas Hp avec p ≥ 1,
cette extension est presque sûrement simple.

Proposition 11.18. Soient χ ∈ D∞ et f ∈ Bp pour p ≥ 1. Alors pour presque tout χ (relative-
ment à Ã), fχ converge sur C+.

Démonstration. Soit f ∈ B2 de la forme (3.1). On considère L2(D∞, Ã) et la suite orthonormale

(Φn) définie pour tout n ≥ 1 par Φn(χ) =
√
d(n)χ(n). Pour σ > 0 et t ∈ R, soit cn :=

ann
−σ−it√
d(n)

·

En remarquant que
(
an/
√
d(n)

)
n≥1
∈ `2 et que

(
n−σ log(n)

)
n≥1
∈ `∞,

+∞∑
n=2

|cn|2 log2(n) < +∞.

Le théorème de Menchoff implique donc que
∑
cnΦn(χ) converge pour presque tout χ. Par

conséquent, le résultat est montré pour p = 2.
Pour p 6= 2, il suffit de prouver le résultat quand p = 1. Ce sera une conséquence de la Proposition
12.7 et du même raisonnement fait dans le cas Apµ.

116



Espaces de Bergman Bp

Soit f ∈ B2 , on sait que pour presque tout χ ∈ D∞, fχ converge sur C+ et donc gχ = fχ,
on obtient donc que pour toute mesure de probabilité borélienne w sur R,

‖f‖2B2 =

∫
R

∫
D∞
|fχ(it)|2dÃ(χ)dw(t).

Théorème 11.19. Soit f ∈ B2 et w une mesure de probabilité borélienne sur R. Alors

‖f‖2B2 = |f(+∞)|2 + 4

∫
R

∫ +∞

0

∫
D∞

σ|fχ(σ + it)|2dÃ(χ)dσdw(t).

Démonstration. Pour σ > 0, on a∫
D∞

∫
R
|f ′χ(σ + it)|2dw(t)dÃ(χ) = ‖f ′‖2B2 =

+∞∑
n=2

|an|2n−2σ log2(n)

d(n)
·

On multiplie alors par σ et il suffit de remarquer que∫ +∞

0
σn−2σdσ =

1

4 log2(n)
·

11.4 Inégalité sur les coefficients Bp

Nous donnons ici quelques inégalités entre la norme d’éléments de Bp et des normes `p à
poids des coefficients de ces éléments (comme dans le théorème 7.30).

Théorème 11.20. Soit p ≥ 1.

(i) Si 1 ≤ p ≤ 2 et f =
∑
n≥1

anen ∈ Bp, on a

∥∥∥ an

d(n)1/p

∥∥∥
`p′
≤ ‖f‖Bp .

(ii) Si p ≥ 2 et
∑
n≥1

|an|p
′

d(n)p′−1
<∞, on a f =

∑
n≥1

anen ∈ Bp et

‖f‖Bp ≤

(∑
n≥1

|an|p
′

d(n)p′−1

)1/p′

=
∥∥∥ an

d(n)1/p

∥∥∥
`p′
.

Démonstration. Nous ne donnons pas les détails car la preuve suit les mêmes idées que la preuve
du théorème 7.30.

Soit 1 ≤ p ≤ 2.

Pour tout entier n = pα1
1 ... pαkk ≥ 1 et f ∈ Lp(D∞, dÃ), on définit
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τn(f) =

∫
D∞

f(z)z̄(n) dÃ

où z̄(n) = z̄α1
1 ... z̄αkk .

On remarque que, quand P est un polynôme de Dirichlet P (s) =
∑
n≥1

ann
−s, on lui associe

f(z) = D(P )(z) =
∑
n≥1

anz
α1
1 zα2

2 ... zαkk On a dans ce cas τn(f) = an/d(n).

Alors on considère Q(f) =
(
τn(f)

)
n≥1

. Cela définit un opérateur de norme 1 de L1(D∞, dÃ)

vers L∞(ω) et de L2(D∞, dÃ) vers L2(ω), avec ω(n) = d(n). Le même argument d’interpolation
donne alors le résultat.

11.5 Multiplicateurs sur Bp

Soit 1 ≤ p < +∞. F. Bayart a montré dans [4] que H∞ était l’ensemble des multiplicateurs
de Hp, c’est-à-dire l’ensemble des fonctions m définies sur C1/2 telles que mf ∈ Hp pour tout
f ∈ Hp. Remarquons qu’un multiplicateur qui est a priori défini sur C1/2 est en fait défini et
borné sur C+.

Théorème 11.21. Soit p ≥ 1. H∞ est l’ensemble des multiplicateurs de Bp.

Remarque 11.22. On pourrait adapter la preuve donnée dans le cas des espaces Apµ, on donne
malgré tout une autre preuve.

Démonstration. Le point-clé est d’utiliser le theorème 11.1 de [15] : l’identité définie initiale-
ment sur les polynômes de H∞(T∞) dans H∞(D∞) (muni de Ã) s’étend en un isomorphisme
isométrique.

Considérons m ∈ H∞, D(m) appartient à H∞(T∞) et donc à H∞(D∞). Si f appartient à Bp,
D(mf) = D(m)D(f) (l’égalité est justifiée par le lemme 2.3 de [5]) et vu que D(f) ∈ Bp(D∞),
D(mf) aussi.

Soit m un multiplicateur de Bp et notons M l’opérateur de multiplication associé. La fonction
constante égale à 1 est dans Bp donc m ∈ Bp et ‖m‖Bp ≤ ‖M‖. Vu que m appartient à Bp, m2

aussi et on continue d’itérer ce procédé afin d’obtenir que pour tout k ≥ 1, ‖mk‖Bp ≤ ‖M‖k. En
particulier, on a (∫

D∞
|D(mk)|p dÃ

)1/p

≤ ‖M‖k

et ainsi (∫
D∞
|D(m)|kp dÃ

)1/kp

≤ ‖M‖.

En faisant tendre k vers l’infini, on obtient alors que ‖D(m)‖H∞(D∞) ≤ ‖M‖. En réutilisant le
théorème 11.1 de [15] on obtient finalement que m ∈ H∞.

De plus en mettant bout-à-bout les deux parties de la preuve, on a ‖M‖ = ‖m‖H∞ .
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Nous souhaitons donner maintenant un critère d’hypercyclicité concernant M∗. Rappelons
qu’un opérateur T sur un espace de Banach X est hypercyclique si il existe un élément x ∈ X
tel que {Tn(x), n ≥ 1} soit dense dans X. On trouvera dans [7] de très nombreux résultats
concernant ces opérateurs. Nous allons avoir besoin du résultat suivant qui est une conséquence
du critère d’hypercyclicité.

Théorème 11.23 (Critère de Godefroy-Shapiro (Cor1.10 de [7])).

Soit T ∈ B(X) où X est un espace de Banach. Supposons que
⋃
|λ|<1Ker(T − λ) et⋃

|λ|>1Ker(T − λ) possèdent tous les deux un sous-espace dense dans X. Alors T est Hypercy-
clique.

Remarque 11.24. L’hypothèse que X soit un espace de Banach nous suffira même si le critère
est en fait vrai pour des F−espaces (voir [7]).

Nous commençons par le cas H2 où l’ensemble des multiplicateurs est aussi H∞ (Théorème
4.7).

Théorème 11.25. Soit m ∈ H∞. Si M est l’opérateur de multiplication associé à m sur H2

alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) m(C+) ∩ T 6= ∅ et m est non constante.

(ii) M∗ est hypercyclique.

Remarque 11.26. Ce résultat est analogue à celui prouvé dans le cas du disque unité. L’idée
de la preuve reste la même mais il y a ici le problème que les fonctions de H2 sont a priori
définies sur C1/2 et non sur C+.

Notation. Soit f une série de Dirichlet de la forme (3.1). Pour l ≥ 1, on note f l(s) la série
de Dirichlet définie par

f =
∑
n≥1

p+(n)≤pl

anen.

On remarquera que si f et g sont deux séries de Dirichlet, on a (fg)l = f lgl.

Lemme 11.27. Soient Ω un ouvert non vide de C+ à distance strictement positive de l’axe
imaginaire et f ∈ H∞. Alors (f l)l≥1 converge uniformément vers f sur Ω.

Démonstration. f ∈ H∞ donc D(f) ∈ H∞(B) où B = c0 ∩D∞ est la boule unité de c0 (d’après
[15]). Par le lemme de Schwarz, pour tout n ≥ l ≥ 1 et z = (z1, z2, · · · ) ∈ B,

|D(f)(z1, · · · , zn, 0, · · · )−D(f)(z1, · · · , zl, 0, · · · )| ≤ 2 sup
l≤k≤n

|zk| × ‖D(f)‖H∞(B).

En particulier si ε = Dist(Ω, ∂C+), en appliquant l’inégalité précédente à z = (p−s1 , p−s2 , · · · ) où
s ∈ Ω et en faisant tendre n vers l’infini, on a

|f(s)− f l(s)| ≤ 2p−εl ‖f‖H∞ .

En faisant tendre l vers +∞ on obtient donc le résultat souhaité.
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Lemme 11.28. Soient Ω un ouvert non vide de C+ à distance strictement positive de l’axe
imaginaire et l0 ∈ N. Alors dans H2,

vect
{
K l
s, s ∈ Ω, l ≥ l0

}⊥
= {0}.

Démonstration. Soit f ∈ H2 de la forme (3.1). Supposons que f ∈ vect
{
K l
s, s ∈ Ω, l ≥ l0

}⊥
.

Alors pour tout s ∈ Ω et l ≥ l0, ∑
n≥1

p+(n)≤pl

ann
−s = 0.

Remarquons que la série f l est définie sur C+ d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Toutes les
séries f l (l ≥ l0) sont donc nulles sur Ω et donc sur C+. Par unicité du développement en série
de Dirichlet, on a donc que tous les coefficients an sont nuls dès que p+(n) ≤ pl avec l ≥ l0. Par
conséquent tous les coefficients sont nuls et la fonction f est donc nulle.

Démonstration du théorème 11.25.

B Supposons tout d’abord que m est non constante et m(C+) ∩ T 6= ∅. Par le théorème de
l’application ouverte les ensembles Ω1 et Ω2 définies par

Ω1 = {s ∈ C+, |m(s)| > 1}

Ω2 = {s ∈ C+, |m(s)| < 1}

sont donc des ouverts non vides de C+. On souhaite maintenant utiliser le critère de Godefroy-
Shapiro pour montrer que M∗ est hypercyclique.

Remarquons tout d’abord que pour s ∈ C1/2 et tout f ∈ H2, on a

< M∗(Ks) , f >=< Ks , M(f) >=< Ks , mf >= m(s)f(s) =< m(s)Ks , f > ·

Donc m(s) est une valeur propre de M∗ associée au vecteur propre Ks.

Maintenant pour s ∈ C+ et l ≥ 1, on a pour tout f ∈ H2,

< M∗(K l
s) , f >=< K l

s , M(f) >=< K l
s , mf >= (m(s)f(s))l.

Or (mf)l = mlf l et donc

< M∗(K l
s) , f >=< ml(s)K l

s , f > .

Finalement ml(s) est aussi valeur propre de M∗ associée au vecteur propre K l
s.

Nous allons maintenant montrer que
⋃
|λ|>1Ker(M

∗ − λ) contient un sous-ensemble dense.
Sur Ω1, on sait que |m(s)| > 1. On a deux cas :

Si Ω1 ∩ C1/2 est encore un ouvert non vide alors

vect
{
Ks, s ∈ C1/2 ∩ Ω1

}
⊂
⋃
|λ|>1

Ker(M∗ − λ)
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et clairement le premier sous-ensemble est dense dans H2 (si un élément est dans son orthogonal,
alors cet élément s’annule sur un ouvert de C1/2 et est donc nul).

Sinon Ω
′
1 := Ω1 ∩ (C+ \ C1/2) est d’intérieur non vide. Dans ce cas, quitte à prendre un

sous-ensemble un peu plus petit, on peut supposer que c’est un ouvert ne touchant pas le bord
de C+ sur lequel |m(s)| ≥ 1 + ε pour un certain ε > 0. D’après le lemme 11.27, il existe donc
l0 ≥ 1 tel que sur Ω

′
1, |ml| > 1 pour tout l ≥ l0. On a alors

vect
{
K l
s, s ∈ Ω

′
1, l ≥ l0

}
⊂
⋃
|λ|>1

Ker(M∗ − λ)

et ce sous-ensemble est dense par le lemme 11.28.
On traite le cas Ω2 de la même manière. D’après le critère de Godefroy-Shapiro, M∗ est donc

hypercyclique.

B Supposons maintenant que M∗ est hypercyclique. On a alors ‖M∗‖ > 1 (sinon l’orbite d’un
élément ne pourrait pas être dense). Comme ‖M∗‖ = ‖M‖ = ‖m‖H∞ , on a donc sup

C+

|m| > 1.

Il nous reste maintenant à montrer que inf
C+

|m| < 1 et la preuve sera finie par un argument de

connexité.

Si le terme constant de m est nul alors le résultat est évident car dans ce cas

lim
<(s)→+∞

m(s) = 0.

Supposons donc que m s’écrit pour tout s ∈ C+ sous la forme

m(s) =
+∞∑
n=1

cnn
−s

avec c1 6= 0 et supposons par l’absurde que inf
C+

|m| ≥ 1. Par le fait que c1 6= 0, 1/m est

développable en série de Dirichlet dans un certain-demi plan, il suffit en effet d’écrire

1

m(s)
= c−s1

(
1 +

+∞∑
n=2

cn
c1
n−s

)−1

et de remarquer que

lim
<(s)→+∞

+∞∑
n=2

cn
c1
n−s = 0.

Maintenant par hypothèse 1/m est défini sur C+ et bornée par 1 : d’après le théorème de Bohr,
1/m appartient donc à H∞ et ‖1/m‖∞ ≤ 1, on peut donc le voir comme un multiplicateur sur
H2 que l’on note M1/m. Mais alors M∗1/m ne peut être hypercyclique car ‖M∗1/m‖ = ‖M1/m‖ =

‖1/m‖∞ ≤ 1. Or clairement M∗1/m = (M∗)−1 et donc par passage à l’inverse (voir Corollaire 1.3

de [7]), M∗ n’est pas hypercyclique non plus, ce qui est absurde.

Remarque 11.29. Cette preuve s’adapte sur B2 ou encore sur A2
µ où l’ensemble des multipli-

cateurs est encore H∞ (voir [34]).
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Chapitre 12

Comparaison entre les espaces Bp et
les espaces Hp

Dans ce chapitre, nous étudions les injections entre les espaces Bp et les espaces Hp. Contrai-
rement aux espaces Ap qui ont un comportement différent envers Hp par rapport au cas classique
du disque, nous obtenons ici des résultats équivalents à ceux d’une variable.

Premièrement, suivant des idées de [4], on obtient un résultat d’hypercontractivité sur les
espaces Bp.

Soit 1 ≤ p ≤ q < +∞. Pour f ∈ Bp(D∞), z ∈ D∞ et k ≥ 1, on pose ẑk = (z1, . . . , zk−1, zk+1, . . . ).
Soit fẑk(zk) = f(z). Alors ∫

D∞
‖fẑk‖

r
Lr(D)dA(ẑk) = ‖f‖rLr(D∞).

On considère une suite d’opérateurs Sk : Bp(D)→ Bq(D) pour k ≥ 1 tels que Sk(1) = 1. Si
P est un polynôme analytique sur D∞, on définit{

P 1 = P,
P k+1 = Sk(Pẑk(zk)).

Cette séquence n’est pas en général une suite de polynômes mais si P dépend uniquement
de z1, . . . , zn alors chaque terme de cette suite aussi. Cette suite est donc stationnaire.

Proposition 12.1. Si
∏+∞
k=1 ‖Sk‖ < +∞ alors la suite (P k)k≥1 converge vers un élément S(P )

de Bq(D∞). De plus, S s’étend en un opérateur borné de Bp(D∞) vers Bq(D∞).

En fait, si on considère une suite d’opérateurs Sk : Hp(D) → Bq(D), on obtient le résultat
similaire suivant.

Proposition 12.2. Si
∏+∞
k=1 ‖Sk‖ < +∞ alors la suite (P k) converge vers un élément S(P ) de

Bq(D∞). De plus, S s’étend en un opérateur borné de Hp(T∞) vers Bq(D∞).

On donne uniquement la preuve de cette deuxième proposition.
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Démonstration. Il suffit de montrer que

‖P (k+1)‖Bq(D∞) ≤
( k∏
i=1

‖Si‖
)
‖P‖Hp(T∞).

On a

‖P (k+1)‖qBq(D∞) =

∫
D∞
|Sk(P kẑk(zk))|qdÃ(z)

=

∫
D∞

∫
D
|Sk(P kẑk(zk))|q dA(zk)dÃ(ẑk)

=

∫
D∞
‖Sk(P kẑk( · ))‖qBq(D)dÃ(ẑk)

≤ ‖Sk‖q
∫
D∞
‖P kẑk( · )‖qHp(T)dÃ(ẑk)

= ‖Sk‖q
∫
D∞

(∫
T
|P kẑk(χk)|pdm(χk)

)q/p
dÃ(ẑk).

Puisque
q

p
≥ 1, on obtient, par l’inégalité triangulaire intégrale,

‖P (k+1)‖qBq(D∞) ≤ ‖Sk‖
q

(∫
T

(∫
D∞
|P kẑk(χk)|qdÃ(ẑk)

)p/q
dm(χk)

)q/p
Par récurrence, on obtient le résultat.

Nous donnons maintenant quelques applications de ces propositions, mais nous avons besoin
tout d’abord de quelques résultats préliminaires, dans le contexte classique du disque unité.

Lemme 12.3. La suite
( 2

n+ 2

)
n≥0

est un multiplicateur de B1(D) vers H1(D) avec norme

exactement 1, c’est-à-dire pour f(z) =
∑
n≥0

anz
n ∈ B1(D), on a

∥∥∥∑
n≥0

2

n+ 2
anz

n
∥∥∥
H1(D)

≤ ‖f‖B1(D).

Démonstration. Soient r < 1 et f ∈ B1(D) de la forme (1.1). Alors en notant M cet opérateur
de multiplication, on a

1

2π

∫ 2π

0
|Mf(reiθ)| dθ =

1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣ +∞∑
n=0

2

n+ 2
anr

neinθ
∣∣∣∣dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣ +∞∑
n=0

2

∫ 1

0
anρ

n+1rneinθ dρ

∣∣∣∣dθ
≤ 1

π

∫ 2π

0

∫ 1

0

∣∣∣∣ +∞∑
n=0

anρ
nrneinθ

∣∣∣∣ ρ dρdθ
Si r tend vers 1, on obtient le résultat.
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Lemme 12.4. Soit r ≤ 2
3 . Alors

(
rn n+2

2
√
n+1

)
n≥0

est un multiplicateur de H1(D) vers H2(D)

avec norme 1.

Démonstration. On adapte une preuve de [11]. Soit f ∈ H1(D), avec norme 1, de la forme
(1.1). On considère la factorisation f = gh où g et h sont dans H2(D) et vérifient ‖g‖2H2(D) =

‖h‖2H2(D) = 1. Notons (bn) et (cn) les coefficients de Fourier de g et h. On a

an =

n∑
k=0

bkcn−k.

On sait de plus que
+∞∑
n=0

|bn|2 =

+∞∑
n=0

|cn|2 = 1.

On souhaite montrer que
+∞∑
n=0

∣∣∣∣anrn n+ 2

2
√
n+ 1

∣∣∣∣2 ≤ 1.

On peut supposer que les coeffcients bn et cn sont tous positifs (au pire, le module de an
devient plus grand mais on cherche une condition suffisante pour l’inégalité, il n’y a donc aucun
problème). On suppose donc

|an| ≤
n∑
k=0

bkcn−k

et pour montrer la dernière inégalité il suffit donc de montrer que

+∞∑
n=0

n∑
k=0

bkcn−kr
ndn

n+ 2

2
√
n+ 1

≤ 1

pour toute suite positive (dn) avec norme `2 égale à 1. Cela est équivalent à

+∞∑
k,n=0

bkcnr
n+kdn+k

n+ k + 2

2
√
n+ k + 1

≤ 1.

On aura cette inégalité dès que

+∞∑
k,n=0

(
rn+k n+ k + 2

2
√
n+ k + 1

dn+k

)2

≤ 1.

Mais pour tout j, on a seulement j + 1 possibilités d’écrire cet entier comme la somme de deux
entiers. Il suffit donc de prouver l’inégalité suivante

+∞∑
j=0

r2j (j + 2)2

4
d2
j ≤ 1.

Et avec la définition de (dn), ce sera vrai dès que pour tout j ≥ 0,

r2j (j + 2)2

4
≤ 1.
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La dernière inégalité est clairement vraie pour j = 0 pour tout r, on à alors juste à calculer

r0 = inf
j≥1

(
2

j + 2

)1/j

·

On peut vérifier facilement que x → log(2/(x+2))
x est strictement croissante sur [1,+∞[ et on

obtient alors r0 =
2

3
.

Le lemme suivant est évident.

Lemme 12.5. (
√
n+ 1)n≥0 est un multiplicateur de H2(D) vers B2(D) avec norme exactement

égale à 1. En fait, c’est même une isométrie.

On peut maintenant énoncer un résultat de contractivité sur les espaces de Bergman du
disque. Pr désigne l’opérateur de contraction : pour z ∈ D et f une fonction définie sur D,
Pr(f)(z) = f(rz).

Théorème 12.6. Si r ≤ 2

3
, Pr : B1(D) → B2(D) est borné avec norme 1. Réciproquement, si

Pr : B1(D)→ B2(D) est borné avec norme 1 alors r ≤ 1√
2

.

Démonstration. Si r ≤ 2
3 , il suffit d’appliquer les trois lemmes précédents.

Réciproquement, supposons que Pr : B1(D)→ B2(D) est borné avec norme 1. Soit a ∈ R, on a

‖1 + arz‖2B2(D) = 1 +
a2r2

2

‖1 + az‖B1(D) = 1 +
a2

8
+ o(a2).

Donc on a

1 +
a2r2

2
≤
(

1 +
a2

8
+ ◦(a2)

)2

= 1 +
a2

4
+ o(a2).

et donc r2 ≤ 1
2 .

On obtient maintenant une proposition équivalente à la proposition 7.19.

Proposition 12.7. Soit ε > 0. Alors Tε : B1 → B2 est borné.

Démonstration. On considère la suite suivante d’opérateurs (on garde les notations du théorème
précédent)

Sk : B1(D) −→ B2(D),
f 7−→ Pp−εk

(f).

Si on applique la proposition 12.1 à cette suite d’opérateurs et à une série de Dirichlet f de
la forme (3.1), on obtient

S(f)(s) =
∑

n=p
α1
1 .. p

αk
k ≥1

an(p−s−ε1 )α1 .. (p−s−εk )αk

=
∑

n=p
α1
1 .. p

αk
k ≥1

ann
−s−ε = Tε(f)(s).
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D’après le théorème précédent, on sait que ‖Pr‖B1(D)→B2(D) ≤ 1 pour r assez petit et on

obtient donc le résultat sur Tε car p−εk → 0 quand k tend vers l’infini et donc le produit infini
des normes est fini.

Notations. Soit p ≥ 1. On note HpP (resp. BpP)) le sous-espace suivant de Hp (resp. Bp) :

HpP = vect(ek, k ∈ P)
Hp (

resp. BpP = vect(ek, k ∈ P)
Bp)

.

Théorème 12.8. Soit p ≥ 1.

(i) L’injection de Hp vers B2p est bornée avec norme 1.

Mais,

(ii) l’injection de Hp vers Bp n’est pas compacte. En fait, ce n’est même pas un opérateur
strictement singulier.

Démonstration.

(i) Rappelons ([19]) que l’injection de Hp(D) vers B2p(D) est bornée avec norme 1 donc il
suffit d’utiliser la proposition 12.2 pour obtenir la continuité de l’injection de Hp vers B2p.

(ii) Dans [4], il est montré que HpP = H2
P et pour la même raison on a BpP = B2

P. Mais
clairement H2

P = B2
P donc Hp et Bp ont des sous-espaces fermés de dimension infinie isomorphes

et donc l’identité de Hp vers Bp n’est pas strictement singulière.

Remarques 12.9.

(i) Quand p = 1, (i) a déjà été prouvé par Helson (voir [25]).

(ii) On peut vérifier facilement que pour n 6= m on a

‖epn − epm‖Bp ≥ ‖epn‖Bp =

(
2

p+ 2

)1/p

et alors on obtient un deuxième argument de la non compacité dans (ii). On peut même
en faire une troisième preuve : considérons la suite (epn)n≥1 ⊂ Hp. Chaque élément de
cette suite est de norme 1 et donc si l’injection était compacte, il existerait une sous-suite
(epnk )k≥0 convergente vers un élément f appartenant à Bp. Mais l’application évaluation

étant bornée, f ≡ 0 et c’est une contradiction car ‖epnk‖Bp =

(
2

p+ 2

)1/p

pour tout k ≥ 0.

(iii) Remarquons qu’il est immédiat (sans utiliser le théorème précédent) que l’injection de Hp
vers B2p n’est pas compacte : en effet si c’était le cas, par restriction à la variable z1 = 2−s,
l’injection de Hp(D) vers B2p(D) serait compacte mais ce n’est pas le cas.

(iv) Le principe de restriction utilisé précédemment permet aussi de montrer que (en) n’est pas
une base de Schauder sur H1 : en effet si c’était le cas, par restriction (zn) serait une base
de Schauder sur H1(D) ce qui est faux.

En fait, on peut prouver H2 ⊂ B4 par simple calcul sur les coefficients des séries de Dirichlet.
Soit f une série de Dirichlet de la forme (3.1). On souhaite montrer que ‖f‖B4 ≤ ‖f‖H2 . On a

‖f‖4B4 = ‖f2‖2B2 .
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Mais f2(s) =

+∞∑
n=1

bnn
−s où pour tout n ≥ 1,

bn =
∑
d|n

ad × an/d.

Donc

‖f2‖2B2 =
+∞∑
n=1

|
∑

d|n ad × an/d|2

d(n)
.

On applique maintenant l’inégalité de Cauchy-Schwarz utilisant le fait que la somme contient
exactement d(n) termes :

‖f2‖2B2 ≤
+∞∑
n=1

∑
d|n

|ad|2 |an/d|2.

On a n ≥ 1 et n = d× n

d
, on intervertit alors les sommes :

=

+∞∑
d=1

|ad|2
∑
d|n

|an/d|2.

Mais si n est un multiplie de d, alors
n

d
est dans N, et

∑
d|n

|an/d|2 = ‖f‖2H2 .

Finalement, on a
‖f‖4B4 ≤ ‖f‖4H2 .
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Chapitre 13

Opérateurs de composition sur les
espaces Bp

Les espaces Bp sont des espaces de fonctions analytiques sur C1/2, on cherche alors comme
dans le cas Apµ à caractériser les fonctions analytiques Φ : C1/2 → C1/2 induisant un opérateur
de composition borné sur Bp.

13.1 Continuité des opérateurs de composition

Commençons par quelques résultats préliminaires avant d’énoncer le théorème principal :
le point clé est d’utiliser les limites verticales pour χ ∈ D∞, on doit donc vérifier que celles-ci
ont de bonnes propriétés vis-à-vis des opérateurs de composition. Ce qui rend plus difficile les
résultats à obtenir est le fait que les limites verticales fχ avec χ ∈ D∞ ne peuvent pas être vues
comme des limites normales de f .

Lemme 13.1. Soient χ ∈ D∞ et Φ une fonction de la forme Φ(s) = c0s+ ϕ(s) avec c0 ∈ N et
ϕ ∈ D. On a dans le demi plan de convergence absolue de ϕ,

(n−Φ)χ = χ(n)c0 × (n−Φχ)

Démonstration. Grâce à la forme particulière de Φ, n−Φ est bien une série de Dirichlet. Suppo-
sons que ϕ soit de la forme

ϕ(s) =

+∞∑
n=1

cnn
−s,

alors dans le demi-plan de convergence absolue de ϕ, d’après le Lemme 3.3 de [22] on a

n−Φ(s) = n−c0s−c1
+∞∏
k=2

(
(1 +

+∞∑
j=1

(−ck log(n))j

j!
k−js

)
Il suffit alors d’appliquer χ qui est complètement multiplicative.

Lemme 13.2. Soient Φ : Cθ → Cη une fonction analytique de la forme Φ(s) = c0s + ϕ(s) où
c0 est un entier et ϕ ∈ D telle que ϕ converge uniformément sur Cθ+ε pour tout ε > 0. Alors
pour presque tout χ ∈ D∞, Φχ s’étend en une fonction analytique Φχ sur Cθ et ϕχ converge
uniformément sur Cθ+ε pour tout ε > 0.
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Démonstration. Sans perte de généralité, supposons θ = 0. Il suffit de montrer que ϕχ s’étend
sur C+. Remarquons que ceci est vrai pour χ ∈ T∞ juste en utilisant le fait que dans ce cas fχ
est une limite normale de ϕ. Il nous suffit donc de montrer que si ϕ converge sur C+ alors

+∞∑
n=1

cnr
α1
1 .. rαkk n−s

converge aussi sur C+ pour tout r ∈ (0, 1)∞.

Soit ε > 0, ϕ converge uniformément sur Cε/2, en particulier ϕε ∈ H∞ d’après le théorème de
Bohr et donc D(ϕε) ∈ H∞(T∞). Fixons donc r ∈ (0, 1)∞, l’application définie par
z → D(ϕε)(r1z1, r2z2, · · · ) est alors aussi dans H∞(T∞). En effet d’après [15], Th11.2, H∞(T∞)
est isométriquement isomorphe à H∞(B), l’algèbre des fonctions analytiques bornées sur B, la
boule unité ouverte de c0. Le résultat est alors évident car si z ∈ B, r.z = (r1z1, r2z2, · · · ) aussi.
On vient donc de montrer que pour ε > 0 fixé,

+∞∑
n=1

cnr
α1
1 ..rαkk n−s−ε

converge et est bornée sur C+. Ceci étant vrai pour tout ε > 0, le résultat suit par le théorème
de Bohr.

On aimerait montrer que si Φ(C+) ⊂ C+ alors pour presque tout χ ∈ D∞ (par rapport à Ã),
Φχ(C+) ⊂ C+. Cela n’est pas évident, néanmoins on peut le montrer dans un cas particulier.
Pour cela, nous faisons quelques rappels.

Définition 13.3. Une suite d’entiers (qn)n≥1 est dite multiplicativement indépendante si pour
tout k ≥ 1 et pour tout c1, . . . , ck ∈ Z, l’égalité

c1 log(q1) + · · · ck log(qk) = 0

implique c1 = · · · = ck = 0.

Lemme 13.4 (Kronecker).
Soient q1, . . . , qn multiplicativement indépendants. Alors la fonction

R −→ Td
t 7−→ (q−it1 , . . . , q−itn )

a une image dense.

Lemme 13.5. Soient Φ de la forme Φ(s) = c0s+ϕ(s) avec c0 ≥ 1 et ϕ définie pour tout s ∈ C+

par

ϕ(s) = c1 +

d∑
j=1

cqjq
−s
j

où les qj sont multiplicativement indépendants et cqj 6= 0. Alors

(i) Φ(C+) ⊂ C+ si et seulement si <(c1) ≥ |cq1 |+ · · ·+ |cqd |.
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(ii) En particulier si Φ(C+) ⊂ C+ alors pour tout χ ∈ D∞, Φχ(C+) ⊂ C+.

Démonstration. (i) est une conséquence du lemme précédent et (ii) est alors trivial.

Théorème 13.6. Soient p ≥ 1, Φ de la forme Φ(s) = c0s + ϕ(s) où c0 ≥ 1 et ϕ ∈ D. Si ϕ
converge uniformément sur Cε pour tout ε > 0 et que pour presque tout χ ∈ D∞, Φχ(C+) ⊂ C+

alors CΦ est borné sur Bp et est une contraction.

En utilisant le lemme précédent, on obtient ce corollaire immédiat :

Corollaire 13.7. Soient Φ de la forme Φ(s) = c0s + ϕ(s) avec c0 ≥ 1 et ϕ définie pour tout
s ∈ C+ par

ϕ(s) = c1 +
d∑
j=1

cqjq
−s
j

où les qj sont multiplicativement indépendants et cqj 6= 0. Alors si

<(c1) ≥ |cq1 |+ · · ·+ |cqd |,

CΦ est borné sur Bp et est une contraction.

Dans la preuve du théorème précédent, nous allons utiliser le résultat suivant.

Lemme 13.8. Soient r, r′ ∈ (0, 1)∞ et f ∈ Hp . On suppose que ri ≤ r
′
i pour tout i ≥ 1, alors

‖fr‖Hp ≤ ‖fr′‖Hp .

Démonstration. Le résultat est vrai dans le cas classique du disque unité. Par hypercontractivité
(voir [4] ou l’analogue donné par la proposition 12.1), on obtient alors le résultat.

Démonstration du théorème 13.6. Supposons que ϕ converge uniformément sur Cε pour tout
ε > 0 et Φ(C+) ⊂ C+. Par hypothèse, pour presque tout χ ∈ D∞, Φχ est un c0-symbole sur Hp
avec c0 ≥ 1, en particulier le résultat est vrai pour presque tout χ = r ∈ (0, 1)∞. Considérons P
un polynôme de Dirichlet, on sait que pour tout s ∈ C+,

(P ◦ Φ)χ(s) = Pχc0 ◦ Φχ(s).

Soit w une mesure de probabilité borélienne sur R. On a d’après le lemme 11.16,

‖P ◦ Φ‖pBp =

∫
(0,1)∞

∫
T∞

∫
R
|(P ◦ Φ)χ(it)|pdw(t) dm̃(ζ)dR

où χ = (r1ζ1, r2ζ2, · · · ).

‖P ◦ Φ‖pBp =

∫
(0,1)∞

∫
T∞

∫
R
|Pχc0 ◦ Φχ(it)|pdw(t) dm̃(ζ)dR

Maintenant, on considère Pχc0 comme Prc0 ,ζc0 et l’on fait de même pour Φχ(it). Sachant que Φr

vérifie alors les conditions de continuité pour CΦr sur Hp (c’est-à -dire envoie C+ sur C+ et a la
bonne forme). On a alors∫

T∞

∫
R
|Pχc0 ◦ Φχ(it)|pdw(t) dm̃(ζ) ≤

∫
T∞

∫
R
|Prc0 ,ζ(it)|pdw(t) dm̃(ζ)

= ‖Prc0‖pHp .
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car CΦr est alors une contraction. Grâce au lemme précédent, et sachant que c0 ≥ 1, on a
‖Prc0‖Hp ≤ ‖Pr‖Hp . On a donc prouvé que

‖P ◦ Φ‖pBp ≤
∫

(0,1)∞
‖Pr‖pHpdR = ‖P‖pBp .

On conclut alors comme dans la preuve du théorème 9.1 grâce à la continuité de l’application
évaluation et la densité des polynômes de Dirichlet.

Dans le cas c0 = 0, on obtient le résultat suivant.

Théorème 13.9. Soient p ≥ 1 et Φ : C 1
2
→ C 1

2
appartenant à D. Alors

(i) Si Φ converge uniformément sur Cε pour tout ε > 0 et Φ(C+) ⊂ C1/2+η (où η > 0) alors
CΦ est Hilbert-Schmidt sur B2, a fortiori borné.

(ii) Si CΦ est borné sur B2, alors il est borné sur B2k pour tout k ≥ 1. Par conséquent CΦ est
borné sur B2k pour tout k ≥ 1 sous les hypothèses de (ii).

Les preuves sont analogues à celles du Théorème 9.3.

13.2 Compacité des opérateurs de composition

En définissant des noyaux reproduisants K l
s dans ce cadre, on montre le théorème suivant.

L’unique changement par rapport au cas H2 est le fait que le noyau de produisant de B2 est le
carré du noyau reproduisant de H2. Dans le prochain théorème K l

s sera le noyau reproduisant
partiel d’ordre l de B2 associé à s ∈ C1/2.

Théorème 13.10. Soient Φ un c0-symbole où c0 ≥ 1 et l ≥ 1. Supposons que Φ(s) = c0s +
+∞∑
n=1

cnn
−s où cn = 0 quand p+(n) > pl. On a alors

‖CΦ‖B2,e ≥ lim sup
<(s)→0

‖K l
Φ(s)‖B2

‖K l
s‖B2

.

En particulier, si CΦ est compact alors

lim
<(s)→0

<(s)

<(Φ(s))
= 0.

On peut obtenir une équivalence lorsque le symbole est “sympathique”.

Proposition 13.11. Soient Φ de la forme Φ(s) = c0s+ϕ(s) avec c0 ≥ 1 et ϕ définie pour tout
s ∈ C+ par

ϕ(s) = c1 +

d∑
j=1

cqjq
−s
j

où les qj sont multiplicativement indépendants et cqj 6= 0. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) <(c1) > |cq1 |+ · · ·+ |cqd |.
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(ii) Φ(C+) ⊂ Cε pour un certain ε > 0.

(iii) CΦ est compact sur B2.

Démonstration. Analogue au corollaire 2 de [6].
Les deux arguments clés sont le théorème de Kronecker et le fait que si Φ(C+) ⊂ Cε pour

un certain ε > 0 alors CΦ est compact sur B2. Nous ne montrons que ce point précis.

Si Tε est l’opérateur de translation par ε > 0, on a T−1
ε ◦Φ(C+) ⊂ C+ et d’après le corollaire

13.7 on a donc que CT−1
ε ◦Φ est borné sur B2. Or Tε est un opérateur diagonal sur la base

orthonormale de B2 et cette diagonale tend vers 0, Tε est donc un opérateur compact, ce qui
conclut la preuve par composition.

Remarque 13.12. Le résultat précédent est aussi vrai sur les espaces A2
α avec α > −1.

133
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Cinquième partie

Espaces de Hardy-Orlicz de séries de
Dirichlet Hψ
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Introduction

Dans cette dernière partie, nous introduisons les espaces de Hardy-Orlicz Hψ de séries de
Dirichlet. Pour cela nous commençons par définir les espaces de Hardy-Orlicz du polytore infini
Hψ(T∞) et utilisons le point de vue de Bohr. Nous nous intéresserons en particulier à l’appli-
cation évaluation sur ces espaces qui est plus difficile à obtenir que dans le cas du disque unité.
La méthode utilisée permet de retrouver des résultats optimaux dans le cadre du disque unité.

Nous abordons l’étude des opérateurs de compositions sur ces espaces.

Durant toute cette partie, ψ sera une fonction d’Orlicz.
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Chapitre 14

Espaces de Hardy-Orlicz Hψ

14.1 Espaces de Hardy-Orlicz Hψ(T∞)

Définition 14.1. L’espace de Hardy-Orlicz Hψ(T∞) est l’ensemble des (classes de) fonctions
de Lψ(T∞) dont les coefficients de Fourier an sont nuls pour n ∈ Z(∞)\N(∞).

Par inclusion dans l’espace H1(T∞), nous pouvons déjà définir pour un élément F ∈ Hψ(T∞)
l’évaluation en z = (z1, z2, · · · ) ∈ D∞ ∩ `2. On a en effet dans ce cas

F (z) =

∫
T∞

f(ζ1, ζ2, · · · )
+∞∏
i=1

Pzi(ζi) dm̃(ζ)

où pour z ∈ D, Pz est le noyau de Poisson usuel. Par comparaison des normes ‖ · ‖H1(T∞) et
‖ · ‖Hψ(T∞) et par le Théorème 4.2 on obtient alors

|F (z)| ≤
‖F‖Hψ(T∞)∏+∞
i=1 (1− |zi|2)

·

Le but de cette section est de donner maintenant une majoration de la norme de l’application
évaluation sur Hψ(T∞) dépendant de ψ. La méthode utilisée dans le cas d’une variable dans
[27] ne s’adapte pas ici car l’un des arguments est d’utiliser la norme infini du noyau de Poisson.
Malheureusement dans le cas du polytore infini, il est montré dans [15] que le produit infini des
noyaux de Poisson en z ∈ D∞ appartient à H∞(T∞) si et seulement si z ∈ D∞ ∩ `1, ce qui est
insuffisant pour notre étude.

Nous donnons des estimations dans deux cas particuliers.

Proposition 14.2. Supposons que ψ̃ :=
√
ψ soit une fonction convexe. Alors pour tout

z ∈ D∞ ∩ `2, on a

‖δz‖(Hψ(T∞))∗ ≤ ψ−1

(+∞∏
i=1

1 + |zi|2

1− |zi|2

)
·

Démonstration. Soient F appartenant à la boule unité de Hψ(T∞) ⊂ H1(T∞) et z ∈ D∞ ∩ `2.
On a

F (z) =

∫
T∞

F (ζ1, ζ2, · · · )
+∞∏
i=1

Pzi(ζi) dm̃(ζ)

139



Espaces de Hardy-Orlicz Hψ

et en particulier en se rappelant que les noyaux de Poisson sont positifs,

|F (z)| ≤
∫
T∞
|F (ζ1, ζ2, · · · )|

+∞∏
i=1

Pzi(ζi) dm̃(ζ).

Maintenant, on utilise l’inégalité de Jensen avec ψ̃ en utilisant le fait que l’intégrale de chaque
noyau de Poisson vaut 1 :

ψ̃(|F (z)|) ≤
∫
T∞

ψ̃(|P (ζ1, ζ2, · · · )|)
+∞∏
i=1

Pzi(ζi) dm̃(ζ).

Grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient alors

ψ̃(|F (z)|) ≤
(∫

T∞
ψ̃2(|P (ζ1, ζ2, · · · )|)dm̃(ζ)

)1/2

×
(∫

T∞

+∞∏
i=1

P 2
zi(ζi) dm̃(ζ)

)1/2

=

(∫
T∞

ψ(|P (ζ1, ζ2, · · · )|)dm̃(ζ)

)1/2

×
(∫

T∞

+∞∏
i=1

P 2
zi(ζi) dm̃(ζ)

)1/2

≤
(∫

T∞

+∞∏
i=1

P 2
zi(ζi) dm̃(ζ)

)1/2

car F est dans la boule unité de Hψ(T∞). Pour conclure, il suffit de remarquer que∫
T∞

+∞∏
i=1

P 2
zi(ζi) dm̃(ζ) =

+∞∏
i=1

1 + |zi|2

1− |zi|2
·

Remarque 14.3. Soit ψ une fonction d’Orlicz. Supposons qu’il existe Ψ convexe et c1, c2 > 0
tels que pour tout x ≥ 0,

c1

√
Ψ(x) ≤ Ψ(x) ≤ c2

√
Ψ(x).

Alors le résultat de la proposition précédente reste vrai (à constante près).

On obtient maintenant une estimation plus intéressante pour les fonctions ψq.

Proposition 14.4. Soient q ≥ 1 et z ∈ D∞ ∩ `2. Alors

‖δz‖(Hψq (T∞))∗ ≤ ψ
−1
q

(+∞∏
i=1

1

1− |zi|2

)
·

Remarque 14.5. La proposition précédente nous donne des résultats analogues à ceux obtenus
pour Hp(T∞) dans le Théorème 4.2.

Démonstration. Soient F appartenant à la boule unité de Hψq(T∞) et z ∈ D∞ ∩ `2. On a

ψq(|F (z)|) =

+∞∑
k=1

|F (z)|kq

k!
·
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Par le Théorème 4.2, on a alors

ψq(|F (z)|) ≤
+∞∑
k=1

‖F‖kq
Hkq(T∞)

k!
∏+∞
i=1 (1− |zi|2)

=
1∏+∞

i=1 (1− |zi|2)
×

+∞∑
k=1

‖F‖kq
Hkq(T∞)

k!

=
1∏+∞

i=1 (1− |zi|2)
×
∫
T∞

ψq(|F (ζ)|)dm̃(ζ)

≤ 1∏+∞
i=1 (1− |zi|2)

car F est dans la boule unité de Hψq(T∞).

Remarque 14.6. On peut généraliser le résultat précédent dès que la fonction ψ se développe
en série entière sur (0,+∞) et a tous ses coefficients de Taylor positifs. Plus généralement, dès
que ψ admet un développement de la forme

ψ(x) =
∑
k≥0

akx
qk

avec qk, ak ≥ 0 (k ≥ 0), la proposition précédente reste vraie (avec une preuve similaire).

14.2 Espaces Hψ de séries de Dirichlet

On suit le même raisonnement que celui fait par F. Bayart dans [4] concernant la définition
des espaces Hp.

Définition 14.7. Pour P ∈ P, on pose

‖P‖Hψ := inf

{
C > 0 lim

T→+∞

1

2T

∫ T

−T
ψ

{
|P (it)|
C

}
dt ≤ 1

}
·

Remarque 14.8. Pour l’instant ce n’est pas clair que ce soit une norme sur P mais grâce a la
théorie ergodique on verra que c’est en fait le cas.

Rappelons que flot Tt est défini sur T∞ pour tout t ∈ R par

Tt(z) = (p−it1 z1, p
−it
2 z2, · · · )

et que c’est un flot uniquement ergodique.

Lemme 14.9. Soit P ∈ P, on a

‖P‖Hψ = ‖DP‖Hψ(T∞).

Démonstration. La fonction ψ(|DP |) est continue sur T∞, on applique alors le théorème ergo-
dique au point z0 = (1, 1, · · · ) qui nous donne que pour tout C > 0,

lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T
ψ

(
|D(P )(Tt(z0)|

C

)
dt =

∫
T∞

ψ

(
|D(P )(z)|

C

)
dm̃(z),

et donc le résultat.
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Rappelons que les espaces Hp étaient définis par complétion ce qui n’est pas possible ici, les
espaces de Orlicz n’étant pas forcément séparables. Une définition “convenable” pour l’espace
Hψ serait alors :

Définition 14.10. Hψ (resp. HMψ) est défini comme étant le sous-espace de H1 constitué des
séries de Dirichlet f telles que D(f) ∈ Hψ(T∞) (resp. D(f) ∈ HMψ(T∞)). Dans ce cas, on
pose ‖f‖Hψ = ‖D(f)‖Hψ(T∞) (de même pour HMψ).

On utilise maintenant les résultats d’évaluation obtenus sur Hψ(T∞). Nous commençons par
le cas où ψ = ψq.

Théorème 14.11. Soient q ≥ 1 et f ∈ Hψq . Alors σb(f) ≤ 1/2 et pour tout s ∈ C1/2,

|f(s)| ≤ ψ−1
q (ζ(2<(s))).

Démonstration. Nous donnons peu de détails de cette preuve qui suit la même trame que la
preuve du Théorème 11.13. Soit w ∈ C1/2. Posons F = D(f), alors zw = (2−w, 3−w, · · · ) ∈
D∞ ∩ `2 et F ∈ Hψq(T∞). On a donc

|F (zw)| = |f(w)| ≤ ψ−1
q

( ∞∏
i=1

1

1− p−2<(w)
i

)
‖Df‖ψq .

En utilisant que‖Df‖ψq = ‖f‖ψq , le théorème de Bohr et le produit Eulérien de la fonction Zêta,
on obtient le résultat.

Proposition 14.12. Soient ψ une fonction d’Orlicz telle que
√
ψ soit convexe et f ∈ Hψ. Alors

σb(f) ≤ 1/2 et pour tout s ∈ C1/2,

|f(s)| ≤ ψ−1

(
ζ2(2<(s))

ζ4(2<(s))

)
·

Démonstration. Similaire à la précédente.

On peut se poser maintenant la question de l’optimalité de C1/2 comme domaine commun

de définition pour les espaces Hψ.

Proposition 14.13. Supposons que ψ vérifie l’une des conditions suivantes :

(i) ψ = ψq avec q ≤ 2.

(ii) La norme dans Hψ vérifie une inégalité du type ‖ · ‖ψ ≤ Cψ‖ · ‖p pour un certain p ≥ 1.

Alors C1/2 est optimal : il existe f ∈ Hψ dont le domaine de convergence est exactement C1/2.

Démonstration. Considérons la série f définie par

f =
+∞∑
n=1

1
√
pn log(pn)

epn .

Alors f appartient à l’espace Hψ. En effet, sous l’hypothèse (i), il suffit d’utiliser les inégalités
de Khintchine : si (zj)j≥1 est une suite de variables aléatoire i.i.d de Steinhauss, on sait que les
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normes ψq avec q ≤ 2 et la norme 2 sont équivalentes. Donc pour une série à spectre dans les
nombres premiers, f est dans l’espace de Hardy Hψq si et seulement si f est dans l’espace H2. Or
la fonction f appartient clairement à H2 et diverge en s = 1/2, ce qui nous donne le résultat.
Le deuxième est évident.

Le cas ψq avec q > 2 semble déjà plus difficile.

Notation. Soit (αn) une suite de scalaires. On note (α∗n) la suite obtenue en réarrangeant en

ordre décroissant la suite (|αn|). On dit que cette suite est dans `p,∞ si supn≥1 n
1
pα∗n <∞ et on

pose dans ce cas

‖(αn)‖p,∞ = sup
n≥1

n
1
pα∗n

‖ ‖p,∞ est équivalent à une norme sur `p,∞.

Le résultat suivant semble donner une “piste” pour le cas q > 2. Ici (rn) désigne une suite
de variables aléatoires indépendantes de même loi de Rademacher.

Théorème 14.14 ([37]). Soit (αn) une suite de carré sommable, de sorte que S =
∑+∞

n=1 αnrn
converge presque surement. Soient 1 < p < 2 < q < ∞ deux exposants conjugués. Alors S ∈
Lψq([0, 1]) si et seulement si (αn) ∈ `p,∞. De plus il existe deux constantes Ap et Bp telles que

A−1
p ‖(αn)‖p,∞ ≤ ‖S‖ψq ≤ Bp‖(αn)‖p,∞

On peut alors se poser la question de savoir s’il existe des espaces Hψ où le domaine
d’évaluation est plus grand que C1/2. En se limitant à des séries à spectres dans les nombres
premiers, le Théorème précédent affirme que oui (ce qui n’était pas le cas pour les espaces Hp).
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Chapitre 15

Opérateurs de composition sur les
espaces Hψ

Ce chapitre est le début d’une étude sur les opérateurs de composition sur les espaces
Hψ. Nous nous intéressons en particulier à la continuité. Nous avons besoin de deux résultats
préliminaires.

Notation. Soit σ > 0. On note P̃σ la fonction définie pour tout z = (z1, z2, · · · ) ∈ T∞ par

P̃σ(z) =

+∞∏
i=1

Pp−σi
(zi).

Grâce au fait que P̃σ soit un produit des noyaux de Poisson usuels, on a

‖P̃σ‖H1(T∞) = 1.

Lemme 15.1. Soient f ∈ Hψ et 0 ≤ σ′ < σ. Alors ‖fσ‖Hψ ≤ ‖fσ′‖Hψ . En particulier

sup
σ>0
‖fσ‖Hψ ≤ ‖f‖Hψ .

Démonstration.

‖fσ‖Hψ = ‖fσ′+(σ−σ′)‖Hψ = ‖D(fσ′) ∗ P̃σ−σ′‖Hψ(T∞)

≤ ‖D(fσ′)‖Hψ(T∞)‖P̃σ−σ′‖H1(T∞) = ‖D(fσ′)‖Hψ(T∞).

Lemme 15.2. Soit f ∈ HMψ. On a

sup
σ>0
‖fσ‖Hψ = ‖f‖Hψ .

Démonstration. Une inégalité a déjà été prouvée dans le lemme précédent. Il suffit de remarquer
que le résultat est vrai pour les polynômes (grâce au théorème de convergence dominée) et
d’utiliser la densité de P dans HMψ.
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Théorème 15.3. Soient Φ : C1/2 → C1/2 une fonction analytique de la forme Φ(s) = c0s+ϕ(s)
où c0 ≥ 1 et ϕ ∈ D. Si ϕ converge uniformément sur Cε pour tout ε > 0 et vérifie ϕ(C+) ⊂ C+

alors CΦ est borné et est une contraction sur HMψ.

Remarque 15.4. Pour ne pas confondre la fonction d’Orlicz ψ et les applications ψξ (ξ > 0),
nous noterons dans la preuve suivante (et uniquement dans cette preuve) Ψ la fonction d’Orlicz
au lieu de ψ.

Démonstration. Soient 0 < η, ξ < +∞. Rappelons que la fonction ψξ : C+ → D est définie pour
tout s ∈ C+ par

ψξ(s) =
s− ξ
s+ ξ

·

Soit f un polynôme de Dirichlet. Par changement de variables, on a∫ 2π

0
Ψ

( |f ◦ ψ−1
ξ (eiθ)|
C

)
dθ

2π
=

∫
R

Ψ

(
|f(it)|
C

)
dλξ(t)

où C > 0 et

dλξ(t) =
ξ

π

1

t2 + ξ2
dt.

Sachant que Φ : C+ → C+, on a ψη ◦ Φ ◦ ψ−1
ξ : D→ D. On peut alors écrire

f ◦ Φ ◦ ψ−1
ξ = f ◦ ψ−1

η ◦ ϕa ◦ ϕa ◦Ψη ◦ φ ◦ ψ−1
ξ

où a est choisit tel que ϕa(ψη ◦ Φ ◦ ψ−1
ξ (0)) = 0. C’est-à -dire a = ψη(Φ(ξ)) (ϕa est l’automor-

phisme du disque unité associé à a dans les notations de cette thèse).
On a donc deux symboles, un qui fixe 0 : ϕa ◦ ψη ◦ Φ ◦ ψ−1

ξ et un autre qui est une fonction
intérieure : ϕa. D’après les résultats sur les opérateurs de composition sur les espaces de Hardy-
Orlicz du disque unité (voir Prop3.12 de[27]), on a∫ 2π

0
Ψ

( |f ◦ Φ ◦ ψ−1
ξ (eiθ)|

C

)
dθ

2π
≤ 1 + |a|

1− |a|

∫ 2π

0
Ψ

( |f ◦ ψ−1
η (eiθ)|
C

)
dθ

2π
· (15.1)

Maintenant pour g ∈ H∞ et σ > 0, on a

lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T
Ψ

(
|g(σ + it)|

C

)
dt =

∫
T∞

Ψ

(
|D(gσ)(z)|

C

)
dm̃(z).

En effet, c’est une conséquence du théorème ergodique et du fait que D(gσ) est continue sur T∞
car g est dans H∞ et que donc son abscisse de Bohr est inférieure ou égale à 0. Or d’après le
théorème B de [22] on sait que

lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T
Ψ

(
|g(σ + it)|

C

)
dt = lim

ξ→+∞

∫
R

Ψ

(
|g(σ + it)|

C

)
dλξ(t).

Finalement en appliquant 15.1 à Φσ, on a∫
T∞

Ψ

(
|D(f ◦ Φσ)|

C

)
dm̃ ≤ lim sup

ζ→+∞

(
1 + |ψη(Φ(ξ))|
1− |ψη(Φ(ξ))|

)
×
∫
T∞

Ψ

(
|D(f)|
C

)
dm̃
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où on a choisit η = c0ξ. Or

lim
ξ→+∞

ψη(Φ(ξ)) = lim
ξ→+∞

ϕ(ξ)

2c0ξ + ϕ(ξ)
= 0.

Finalement, on on obtient donc

‖f ◦ Φσ‖Hψ ≤ ‖f‖Hψ .

Grâce au lemme précédent, on a alors

‖f ◦ Φ‖Hψ ≤ ‖f‖Hψ .

On conclut alors en utilisant la continuité de l’application évaluation et la densité de P sur
HMψ.

Remarque 15.5. Le cas c0 = 0 est déjà un problème dans le cadre des espaces Hp sauf quand p
est pair. Pour cette raison on peut énoncer un résultat de continuité sur l’espace gaussien Hψ2 :
soit Φ : C1/2 → C1/2 une fonction analytique appartenant à D. On suppose que Φ s’étend sur
C+ et que ϕ converge uniformément sur Cε pour tout ε > 0 et vérifie Φ(C+) ⊂ C1/2 alors CΦ

est borné sur Hψ2 . Nous détaillons la preuve maintenant.

Soit Φ vérifiant les conditions précédentes. D’après le théorème B de [22], il existe une
constante C ≥ 1 telle que ‖CΦ‖H2 = C. En utilisant le raisonnemment déjà fait dans la preuve
de (iii) du théorème 9.3, on a

‖CΦ‖H2k ≤ C1/k.

Supposons maintenant f ∈ Hψ2 vérifiant ‖f‖Hψ2 ≤ 1. On a

∫
T∞

ψ2

(
|D(f ◦ Φ)|

C

)
dm̃ =

+∞∑
k=1

∫
T∞

|D(f ◦ Φ)|2k

k!C2k
dm̃

=
+∞∑
k=1

‖f ◦ Φ‖2kH2k

k!C2k

≤
+∞∑
k=1

C2‖f‖2kH2k

k!C2k

≤
+∞∑
k=1

‖f‖2kH2k

k!
·

.

Or ce dernier terme est plus petit que 1 car ‖f‖Hψ2 ≤ 1. Finalement, on a donc

‖f ◦ Φ‖Hψ2 ≤ C‖f‖Hψ2 .

Sous les hypothèses du théorème précédent, quand c0 = 1, on peut faire de même que précédemment
et obtenir une preuve de la continuité dans ce cas. Cela nous donne un exemple de continuité
sur un espace Hψ et non pas seulement sur un espace HMψ.

Intéressons nous maintenant à une réciproque. Si CΦ est borné sur un espaceHψ, que peut-on
dire de Φ ? On utilise les mêmes remarques faites concernant l’évaluation.
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Opérateurs de composition sur les espaces Hψ

Proposition 15.6. Soient Φ : C 1
2
→ C 1

2
une fonction analytique, de la forme Φ(s) = c0s+ϕ(s)

où c0 ∈ N et ϕ ∈ D, générant un opérateur de composition borné sur Hψ. Supposons que ψ
vérifie l’une des conditions suivantes :

(i) ψ = ψq avec q ≤ 2.

(ii) La norme dans Hψ vérifie une inégalité du type ‖ · ‖ψ ≤ Cψ‖ · ‖p pour un certain p ≥ 1.

Alors si c0 ≥ 1, ϕ converge uniformément sur Cε pour tout ε > 0 et vérifie ϕ(C+) ⊂ C+. Si
c0 = 0, ϕ converge uniformément sur Cε pour tout ε > 0 et vérifie ϕ(C+) ⊂ C1/2.

Démonstration. On a déjà montré que la série fχ définie par

fχ =
+∞∑
n=1

χ(pn)
√
pn log(pn)

epn

appartient à l’espace Hψ pour tout χ ∈ T∞. Il suffit alors de refaire le même raisonnement que
dans la preuve du Théorème 9.1.

Dans le cas ψ2, on peut donc énoncer le résultat suivant.

Théorème 15.7. Une fonction analytique Φ : C1/2 → C1/2 définit un opérateur de composition

borné sur Hψ2 si et seulement si

(i) Elle est de la forme Φ(s) = c0s+ ϕ(s) où c0 est un entier naturel et ϕ ∈ D.

(ii) Φ admet un prolongement analytique à C+, toujours noté Φ, tel que Φ(C+) ⊂ C+ si c0 ≥ 1
et Φ(C+) ⊂ C1/2 si c0 = 0. De plus CΦ est une contraction si c0 ≥ 1.

De plus dans les deux cas, ϕ converge uniformément sur Cε pour tout ε > 0.

Remarque 15.8. Dans le cas c0 = 1, en appliquant le même type de raisonnement il est facile
de voir que l’équivalence est encore vraie sur les espaces Hψq avec q ≤ 2.

Notons qu’une meilleure connaissance de l’évaluation sur certains Hψ permettrait peut-être
de faire un lien entre le comportement de CΦ sur H∞ et celui sur les espaces Hp, notamment si
certains espaces de Hardy-Orlicz étaient définis sur Cθ avec 0 < θ < 1/2.
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Annexe A

Nous présentons ici un principe général pour comparer (relativement à p) la norme de l’ap-
plication évaluation. Nous allons énoncer ce résultat dans le cadre général de sous-espaces de
Lp. Quand nous travaillons sur les espaces classiques de fonctions analytiques sur le disque unité
(espaces de Hardy et Bergman), ce principe est inutile car on peut travailler avec des puissances
de fonctions pour obtenir la norme de l’application évaluation. Cela n’est plus possible dans le
cadre des séries de Dirichlet, on ne peut pas a priori considérer fα avec α ∈ R si f ∈ D sauf si
α est un entier positif pair. La méthode suivante nous permet d’obtenir des résultats optimaux
dans ce cas.

Nous considérons des sous espaces Xp ⊂ Lp(Ω, ν) de fonctions sur Ω, où ν est une mesure de

probabilité sur Ω et p ≥ 1. On suppose de plus l’existence d’une sous-algèbre P ⊂
⋂
p≥1

Xp dense

dans Xp (dans la plupart des cas, il suffit de penser aux polynômes).

Fixons ω ∈ Ω et supposons que l’application évaluation f ∈ Xp 7→ f(ω) est bornée avec
norme Np.

Notons que grâce à la théorie des noyaux reproduisants, la valeur de N2 est généralement
connue et facile à obtenir.

Proposition. En gardant les notations précédentes, on a

(i) Si
1

p
=

1

q1
+

1

q2
, alors Np ≥ Nq1Nq2.

(ii) Soit q ≥ p ≥ 1. On a Np ≥ Nq.

(iii) Soit m un entier positif. On a pour tout p ≥ 1, Npm ≤
(
Np

)1/m
.

En particulier, N2m ≤
(
N2

)1/m
.

Démonstration.

(i) Soit f et g appartenant à P où ‖f‖Lq1 = 1 et ‖g‖Lq2 = 1. Le produit fg appartient toujours
à P ⊂ Xp et on a

Np ≥ Np‖fg‖Lp = Np‖fg‖Xp ≥ |f(ω)| × |g(ω)|.

En prenant maintenant la borne supérieure relativement à f et g, on obtient alors (i).

(ii) est trivial.
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(iii) Par récurrence, on a Np ≥ Nq1 · · ·Nqr dès que
1

p
=

1

q1
+ · · · + 1

qr
· En particulier, on peut

écrire
1

p
=

1

pm
+ · · ·+ 1

pm
(m fois) et donc Np ≥

(
Npm

)m
.
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Annexe B

Dans cette annexe, nous donnons plusieurs preuves du lemme 8.2. Nous avons déjà donné
une preuve de celui-ci à l’aide de la formule de Leibnitz.

Lemme. Pour n ≥ 1, on a

+∞∑
k=0

(
n+ k

n

)2

zk =
1

(1− z)2n+1

n∑
k=0

(
n

k

)2

zk.

M. De la Salle nous a communiqué une autre preuve de ce lemme.

Démonstration. Soit r ∈ (0, 1), on pose S la somme définie par

S =

+∞∑
k=0

(
n+ k

n

)2

r2k.

Notons que l’on considère une somme avec r2 et non r. On peut interpréter cette somme comme
un produit scalaire dans L2(T). On a

S =
1

2π

∫ 2π

0
(1− reiθ)−n−1(1− re−iθ)−n−1 dθ

=

∫
C(0,1)

F (z) dz

où F est la fonction holomorphe sur C \ {r, 1/r} définie par

F (z) =
zn

(1− rz)n+1(z − r)n+1
·

D’après le théorème des résidus, on a donc S = Res(F, r). Pour calculer S, il suffit maintenant
de trouver un lacet homotope à C(0, 1) dans C \ {r, 1/r} pour lequel l’intégrale sera plus facile
à calculer. Considérons donc le lacet Γr paramétré par

γr : z ∈ C(0, 1) 7−→ z + r

1 + rz
·

Pour tout r ∈ D, r et 1/r n’appartiennent pas à Γr et les indices restent inchangés. On a donc

S =

∫
Γr

F (z) dz
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En utilisant la paramétrisation, on obtient alors

S =
1

2iπ

∫
C(0,1)

F (γr(z))γ
′
r(z) dz

=
1

2iπ

∫
C(0,1)

(z + r)n(1 + rz)n+2

(1− r2)2n+2zn+1
× 1− r2

(1 + rz)2
dz

=
1

2iπ

∫
C(0,1)

(z + r)n(1 + rz)n

(1− r2)2n+1zn+1
dz

=
1

(1− r2)2n+1

n∑
k=0

(
n

k

)2

r2k.

en considérant la dernière intégrale comme un produit scalaire (de la fonction z → (z + r)n

contre elle-même). Par prolongement analytique, on obtient le résultat.

Une autre preuve peut-être obtenue à l’aide d’une démonstration par récurrence. Pour n = 1,
on vérifie facilement que

+∞∑
k=0

(
k + 1

1

)2

zk =
1 + z

(1− z)3
.

La preuve de l’hérédité se fait alors en remarquant que(
n+ k

n

)
× (n+ k + 1)

n+ 1
=

(
n+ k + 1

n+ 1

)
.

Il suffit de calculer la dérivée seconde de l’égalité au rang n pour obtenir l’égalité au rang n+ 1.
Cette preuve plus élémentaire est par contre très fastidieuse.

Une dernière possibilité de preuve nous a été donnée par K. Grosse-Erdmann, cette formule
est en fait un cas particulier d’un résultat obtenu par Euler en 1748 concernant les fonctions
hypergéométriques que l’on peut trouver dans [20].
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Problèmes

Nous proposons ici une liste de questions ouvertes et de certains problèmes.

• Peut-on se passer du fait que Im(ϕ) soit borné dans le thèorème 5.4 ?
• Le critère d’équivalence de compacité sur H2 du Théorème 5.11 peut-il être obtenu avec

moins de restrictions ?
• La compacité de CΦ sur Hp est-elle équivalente à la compacité de CΦ sur Hq pour

1 ≤ p < q < +∞ ? La même question se pose pour les espaces Apµ et les espaces Bp.
• Comment obtenir l’optimalité des majorations de la norme de l’évaluation sur Ap ?
• Que peut-on dire dans le cas c0 = 0 concernant la continuité et la compacité de CΦ sur
Apµ ?
• La compacité de CΦ sur Hp implique t-elle sur la compacité de CΦ sur Ap ou sur Bp ?
• Comment obtenir une formule de type Littlewood-Paley sur Hp et Ap ? Cela permettrait

d’obtenir une condition suffisante de compacité pour CΦ sur ces espaces.
• Comment améliorer le résultat de continuité obtenu pour Bp ?
• Les espaces Ap et Bp sont-ils isomorphes ? Sont-ils isomorphes à `p ?
• Comment améliorer les résultats concernant l’évaluation sur l’espace Hψ ?
• Que peut-on dire de la compacité de CΦ sur Hψ2 ? Est-ce équivalent à la compacité faible ?
• Définir des espaces Aψ et Bψ et étudier les propriétés d’injections entre ces espaces et les

espaces Hψ.
• Comment bien définir un espace de Bloch de séries de Dirichlet ? Une fois défini, est-ce le

dual de A1 ou de B1 ?
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simultanée. PhD thesis, Lille 1, 2002.

[6] F. Bayart. Compact composition operators on a Hilbert space of Dirichlet series. Illinois Journal of Mathe-
matics, 47(3) :725–743, 2003.

[7] F. Bayart and E. Matheron. Dynamics of linear operators. Number 179. Cambridge University Press, 2009.

[8] H. Bohnenblust and E. Hille. On the absolute convergence of Dirichlet series. The Annals of Mathematics,
32(3) :600–622, 1931.
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