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Chapitre 1

Introduction

Récemment, la recherche sur les marches aléatoires sur des graphes est devenue une branche
importante des probabilités. Plusieurs modéles différents sont étudiés, en particulier les marches
aléatoires sans propriété de Markov, et les marches aléatoires en milieux aléatoires. Citons par
exemple les marches aléatoires sur 'arbre de Galton-Watson, les marches aléatoires en milieux
aléatoires sur le réseau Z¢, les marches aléatoires excitées, les marches aléatoires avec plusieurs
cookies sur le réseau Z?, les modéles de percolation sur les graphes. Dans ces modéles, on étudie et
on développe souvent les résultats classiques de la théorie des probabilités comme la loi des grands
nombres, le théoréme central limite, le principe de grandes déviations...La loi des grands nombres
pour une marche aléatoire nous donne une limite qui s’appelle souvent la vitesse. Elle décrit le
comportement des trajectoires de la marche quand le temps tend vers l'infini. Le théoréme central
limite donne une limite en loi vers un mouvement brownien avec une covariance. Dans ces modéles,
la loi de la marche dépend de paramétres, ou de lois intervenant dans la définition du modéle. Ainsi,
les limites comme la vitesse, la covariance ou la limite du nombre moyen de points visités par la
marche, dépendent de ces paramétres ou de ces lois. Dans cette thése, nous considérons seulement
les limites qui sont obtenues par la loi des grands nombres. Une question trés intéressante est de
savoir comment les limites telles que la vitesse ou la covariance, dépendent des paramétres ou

des loi sous-jacentes. Dans cette thése, nous nous intéressons a cette question, par exemple est-ce
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que la vitesse est monotone, différentiable ou analytique...? La monotonie de la vitesse est une
question qui est beaucoup étudiée dans plusieurs modéles, par exemple pour la marche aléatoire
excitée ([BWO03|,[BRO7|,[MPRV12|), la marche aléatoire biaisée sur un arbre de Galton-Watson
(JAid11],|[BFS11]), la marche aléatoire biaisée sur un amas de percolation ([Fril0]),... Dans ces
modéles, on a I'impression que la monotonie de la vitesse est un fait trivial, mais en fait, il est dif-
ficile de le prouver. Ce n’est que récemment qu’on a obtenu les premier résultats importants sur la
monotonie de la vitesse dans quelques modéles trés connus. Toutefois, la question de la monotonie
reste ouverte en général. En fait, chaque modéle est étudié grace a des méthodes particuliéres utili-
sant les propriétés particuliéres du modéle. Bien qu’il y ait des idées générales comme les méthodes
de couplage, I'usage des temps de renouvellement, des temps de coupure, de la transformation de
Girsanov, il n’y a pas encore de méthode générale qui permet de traiter tous les modéles.

Dans la suite, nous présentons le probléme de la monotonie de la vitesse pour la marche aléatoire
sur un graphe, et la marche aléatoire en milieu aléatoire. Tout d’abord, nous avons besoin des

notions d’'une marche aléatoire sur un graphe.

1.1 Marche aléatoire excitée

Notations : Soit G =: (V, E) un graphe. Ici, V est ’ensemble des sommets, F désigne I’en-
semble des arétes. Soit {Y;,} une marche aléatoire en temps discret sur le graphe G dont la loi
dépend d’un paramétre § € [a,b], ici a, b sont des réels, et ¢ est une fonction dépendant du graphe

et du modéle considéré. La loi des grands nombres nous donne une limite :

v(f) = lim @(Yn), p.s

n—oo n

Cette limite décrit le comportement des trajectoires de la marche quand le temps n tend vers
Iinfini et on 'appelle la vitesse. Une autre quantité importante est la limite du nombre moyen de
points visités par la marche. L’événement {Y,, ¢} signifie que Y,, n’est pas visité avant le temps n.
On dit aussi que la marche visite un point nouveau : {Y,, ¢} ={Y,, ¢ {Yo,Y1,...,Y,_1}} . On note

R, =: 1y,¢ + 1y,¢ + ... + 1y, ¢ le nombre de points nouveaux au temps n, c’est a dire le nombre de
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points que la marche a visités jusqu'au temps n. Le graphe le plus souvent considéré est le réseau
entier Z%, classique dans le cadre de la percolation et des marches aléatoires.

Nous allons présenter deux modéles qui sont la marche aléatoire simple avec dérive 5 € [0; 1], et
la marche aléatoire excitée ou plus généralement la marche aléatoire avec cookies. Soient Q = (Z%)N
et Y = (Y, )nen les applications coordonnées. On note {FY },cy la filtration naturelle de Y. On note

la composante “horizontale” X,, = Y,,-e; et la composante “verticale” Z, = (Y, €2, Y, €3, ..., Y €4).

1.1.1 Marche aléatoire simple

Une marche aléatoire simple avec dérive 5 € [0; 1] est une marche aléatoire en temps discret

partant de l'origine, au plus proche voisin, qui a la loi suivante :
.P%(Yn—&-l_yn:ileg):ipOUI‘2<Z<d7

o P5(Voy — Yy = Fey|F)) = 22

Pour ce modéle, on peut calculer facilement la vitesse : v(5) = §/d, et les questions concernant
les propriétés de la vitesse sont triviales. On peut aussi considérer la question de la monotonie du
nombre de points visités au temps n, R,(5) et la limite R(S) = lim R, (8)/n; p.s. Dans [JOG68|,
[LGR91], la loi des grands nombres et plusieurs propriétés du nombre de points visités par la
marche aléatoire stable qui est un modéle plus général que la marche aléatoire simple, ont été

étudiées.

1.1.2 Marche aléatoire excitée (MAE)

La marche aléatoire excitée a été introduite dans [BW03| par I. Benjamini et D.B. Wilson. On
'appelle aussi la marche aléatoire excitée standard. Elle a été étudiée dans [BRO7], [MPRV12| entre
autres travaux. Une marche aléatoire excitée {Y,,},>0 sur le réseau Z¢ est un processus aléatoire

en temps discret au plus proche voisin, obéissant a la régle suivante : quand au temps n, la marche



est a un point qu’elle a déja visité, elle saute uniformément au hasard sur un de ses 2d sites voisins.
D’autre part, quand la marche est & un point qu’elle n’a pas visité avant le temps n, alors elle
saute avec une probabilité de (1 + 8)/2d a droite, une probabilité de (1 — 8)/2d a gauche et une
probabilité de 1/2d sur les autres sites voisins. La loi P de la MAE satisfait donc les conditions

suivantes :

e SiY, n’a pas été visité avant le temps n, i.e. sur I’événement {Y,, ¢} alors

Ps[Yoi1 — Yy = e FY ] = &, pour 2 <i < d; Py[Viyy — Y, = £e|FY | = 22

L
24
e Si Y, a été visité avant le temps n, i.e sur 'événement {Y,, €} alors

Ps[Yyi1 — Y, = e FY] = pour 1 <i < d.

1
2d°
Une généralisation de ce modéle, nommée "marche aléatoire excitée généralisée", a été introduite
dans [MPRV12|. Une marche aléatoire {Y, },>0 sous la loi P est une "marche aléatoire excitée
généralisée" si elle satisfait les conditions suivantes :

CONDITION B. Il existe une constante K > 0 telle que sup,,-q ||Yn41 — Ya|| < K p.s.

CONDITION C*. Soient £ € S% ! et A C Z%. On dit que la condition C, est satisfaite en ce

qui concerne £ si
E(Y,i1 — Yol FY) =0sur {Y, €} = {ilexiste k < n tel que Y, =Y, ouY, ¢ A}

et
E(Y,i1 — Yo |FY) - £ = 0sur {Y, ¢4} = {Yi # Y, pour tout k < n et Y, € A}.

Si (en plus du premier affichage) il existe un A > 0 tel que
E(Y, i1 — Yo|FY) - €= Asur {Y, ¢4} = {Yi # Y, pour tout k < n et Y, € A}.

On dit Condition C¥ est satisfaite. Quand A = Z? on a les conditions correspondents C et C*. La

condition CT signifie que quand la marche Y visite un site pour la premiére fois, elle a une dérive
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dans la direction £, alors que si elle est sur un site déja visité, elle a une dérive nulle, se comportant
comme une martingale. On formule aussi :
CONDITION E. Soit ¢ € 891, On dit que la Condition E est satisfaite en ce qui concerne ¢,

s’il existe h,r > 0 tels que pour tout n

P{(Yoy1 = Yy) - £>7|F > h (1.1)
et pour tout ¢ avec ||l'|| = 1, sur {E(Y,.; — Y,|F)Y) =0}

P{(Yoi1 — Y,) -0 > 7| FY] > h. (1.2)
La condition E est une sorte d’hypothése d’ellipticité uniforme qui dit que la marche peut toujours
partir dans la direction ¢ d’une quantité uniformément positive avec une probabilité uniformément
positive, mais aussi que quand la dérive locale est égale & zéro, la marche peut faire de méme dans
n’importe quelle direction.

Quand les conditions B, C4, E sont satisfaits pour quelque A C Z%, on a un lemme clé pour

prouver la loi des grands nombres pour la MAE (voir [MPRV12|) :

Lemme 1.1.1. Soit Y, une marche aléatoire sur 7 qui satisfait les conditions B,Ca,E alors il

existe des constante o, v1;ve qui depend seulement de d, K, h,r telles que
PR} < n%+a] < e mn?
pour tout n > 1, ot RY est le nombre de points visités par la marche Y au temps n.

On appelle aussi la marche aléatoire excitée, la marche aléatoire avec un cookie. C’est un cas
particulier d’un modéle plus général qui s’appelle la marche aléatoire avec cookies. Ce modéle a été
introduit dans [Zer05] par M. Zerner dans le cas de Z et dans [BS08] et [BS09] par A.L. Basdevant,

A. Singh pour la marche aléatoire avec plusieurs cookies dans le cas de 'arbre régulier.

1.1.3 Marche aléatoire avec m cookies

Soit m un entier positif. On place m cookies sur chaque site du réseau Z%. Une marche aléatoire

excitée avec m cookies (m-MAE) sur le réseau Z? est une marche aléatoire en temps discret, au
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plus proche voisin, obéissant a la régle suivante : quand la marche est sur un site sur lequel il y
a encore des cookies, alors elle mange un cookie et saute a droite avec probabilité (1 + )/2d, a
gauche avec probabilité (1 — /3)/2d et sur les autres sites voisins avec une probabilité 1/2d. D’autre
part, s’il n’y a plus de cookie, elle saute sur un site voisin avec probabilité 1/2d. La loi P, s de

m—MAE satisfait donc les conditions suivantes :
e P,sYo=0)=1;

e Si Y, a été visité moins de m fois avant le temps n, alors

1+
Pmﬁ<Yn+1 — Yn = :|:€1|}?L/) = —6,
’ 2d
1
Prs(Yngr — Y, = e FY) = 57 Pour 2 <i<d.

e Si Y, a été visité plus de m fois avant le temps n alors

1
Ps(Yoir — Y, = te)| FY) = ¥ pour 1 <17 <d.

De maniére plus générale, on peut définir une marche aléatoire avec m cookies liée a un paramétre
vecteur B’ = (4, B2, .-, Bm) OU pour chaque k, le k™€ cookie est lié a f;. La question de la loi
des grands nombres pour la marche aléatoire excitée (MAE) est la suivante : est-ce que la vitesse
dans la direction de la dérive e; : p.s., v(f) = lim,_, Y,.€1/n existe.? Dans les premiers travaux
présentés dans [BWO03|, les auteurs ont prouvé la récurrence quand d = 1 et la transience quand
d > 2 pour une MAE. Ils ont aussi prouvé que pour les dimensions d > 4, la MAE est ballistique
a droite (dans la direction e;), c’est a dire que liminf, ., Y,.e;/n > 0, p.s. Ensuite, ce fait est
prouvé pour les dimensions plus petites d = 2,3 dans [Koz03| et [Koz05]. Par les techniques de
"développement en dentelle", Van der Hofstad et Holmes [vdHH12| ont pouvé que la loi faible des
grands nombres est vraie quand d > 5, et le paramétre (5 est suffisamment proche de 0 (dépendant
de d). De plus, ils ont montré que le théoréme central limite est satisfait quand d > 8, et [ est
suffisamment proche de 0 (dépendant de d). Enfin, en utilisant des temps de renouvellement, J.

Bérard et A.Ramirez ont prouvé la loi des grands nombres et le théoréme central limite pour d > 2,



dans l'article [BRO7] :
Soit (Y,,) une MAE de biais 8 € [0, 1] avec la loi Pg et d > 2. Alors,

e (Loi des grands nombres). Il existe v = v(f,d),0 < v < 400 tel que p.s.

lim n Y, -e; =
n—oo

ot (¢; : 1 < i < d) désigne les générateurs canoniques du groupe Z2.
e (Théoréme central limite). Il existe o = 0(3,d),0 < o < 400, tel que

t = n Y2 (Y - €1 — v|nt])
converge en loi quand n — 400, vers un mouvement Brownien avec une variance o2

Pour la marche aléatoire excitée généralisée, la loi des grand nombre n’est plus vrai mais on a le

ballisticité (see [MPRV12]) :
Lemme 1.1.2 (Propriété ballistique). Soit Y,, une marche aléatoire excitée généralisée. Alors,

liminfY,, -e;/n >0, Pg—p.s.

n—oo

Dans [BRO7], pour montrer la loi des grands nombres pour une MAE, J. Bérard et A. Ramirez
ont utilisé le fait que lim,,_, 1 Y}, - €1 = +00 qui est prouvé dans [BWO03] par la technique des "tan
points." Cependant, la preuve de [BW03| ne marche plus dans des cas plus généraux que la marche
aléatoire excitée. Aussi, dans [MPRV12], en utilisant Lemme 1.1.1 les auteurs ont prouvé le lemme
de propriété ballistique pour le modéle de la marche aléatoire excitée généralisée, et ont aussi
démontré la loi des grands nombres en évitant les techniques des "tan points" de [BWO03]. Dans
'article [BRO7], les auteurs ont aussi énoncé une conjecture sur la monotonie de la vitesse v(f, d)
et de la variance o(f,d). En se basant sur des simulations faites par ordinateur, ils ont prévu que
la vitesse est croissante pour tout § € [0,1). Avec les techniques de "développement en dentelle",

Van de Hofstad et Holmes ont prouvé cette conjecture dans l'article [vdHH10] pour des dimensions
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assez grandes (d > 8). Ils ont aussi prouvé que quand d = 8, la vitesse de la MAE est croissante
pour [ suffisamment proche de 0. Bien que les techniques de "développement en dentelle" soient
puissantes et puissent étre appliquées pour plusieurs modéles et plusieurs questions différentes,
elles ne répondent pas encore complétement & toutes les questions. Par exemple, en utilisant les
techniques de "développement en dentelle", on ne peut prouver la loi des grands nombres pour
une MAE que dans les cas ou la dimension est assez grande et le paramétre 3 est proche de 0.
Pourtant, on peut résoudre totalement le probléme de la loi des grands nombres pour la MAE,
en utilisant la méthode des temps de renouvellement. C’est pourquoi on peut se poser la question
suivante : Est-ce qu’il y a une méthode pour montrer la monotonie de la vitesse de la MAE en
toute dimension ? Récemment, les recherches pour le cas de dimension d = 1 (la marche aléatoire
excitée sur Z) ont prouvé que la vitesse est strictement croissante. On peut trouver ces résultats
dans les articles [Zer05|, [Pet12| ot les auteurs arrivent & coupler deux marches aléatoires excitées
en utilisant le fait que ce deux marches passent nécessairement par les mémes points (a savoir les

entiers positifs). Ceci n’est plus le cas on d > 2.

1.2 Marche aléatoire avec cookies aléatoires

Dans cette section, on considére le probléme de monotonie pour les modéles de marches aléa-
toires excitées avec cookies aléatoires.
Notations :

Soit (£2, F, Q) un espace de probabilité. Chaque élément w € € est vu comme un environnement.
L’environnement w est associé un graphe (V,,, E,). Soit {Y,,} une marche aléatoire sur le graphe
(Vo, E,), de loi P,. P, est appelée la loi "quenched". Q étant la loi de 'environnement w, la
probabilit¢ moyennée P(-) = [P,(-)dQ, (notée P(-) = Q[P,(-)], est appelée la loi "annealed".
Chaque choix particulier de (22, F,Q), (V,,, E,), P, donne un modéle explicite. Nous considérons
quelques modéles connus qui ont été étudiés récemment, et décrivons les modéles auxquels nous

nous intéressons.
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1.2.1 Marche aléatoire en milieu aléatoire (M AMA)

Quand P, est la loi d’une chaine de Markov sur V,,, on obtient une MAMA.

Le cas le plus étudié : (V,,, E,) = Z% for all w. Un autre cas : V,, change avec chaque I'environ-
nement w, par exemple V,, est un arbre de Galton-Watson, un amas de percolation,... Les résultats
sur la loi des grands nombres, le théoréme central limite... pour ce modéle peuvent étre trouvés
dans les articles [Kal81], [SZ99|, [BSZ03|, [LPP97], [BFS11], [Aid11]...... Nous nous concentrons
sur la loi des grands nombres et les propriétés de la vitesse. Ces questions ont été étudiées pour
les environnements i.i.d. et les environnements mélangeants.

On consideére la loi de la marche (Y},) dépendant aussi d’'un paramétre réel o € R, noté P ,.
On appelle P, , la loi "quenched" et la loi moyennée P(-) = Q[P, ()] la loi "annealed." Quand
la loi des grands nombres est satisfaite P— p.s, la vitesse v(Q,a) = limY,,.e;/n va dépendre a
la fois de la loi de ’environnement et du paramétre «. La question de la monotonie de la vitesse
est étudiée par rapport a la loi Q et au paramétre o. Quand « est fixé, a quelle condition la
vitesse est-elle monotone en fonction de @, i.e. si Q; est stochastiquement dominé par Q,, a-t-on
v(Qy, @) < v(Qq,a)? D’autre part, si Q est fixé, alors a quelle condition la vitesse est-elle monotone
en «? Pour préciser la notion de "vitesse monotone en loi Q", nous introduisons un ordre partiel

sur U'ensemble de lois de 'environnement.

Définition 1.2.1. Soient Qy, Q, deux probabilités sur un ensemble partiellement ordonné (E, <).
On dit qu’une mesure de probabilité Q sur £ x E est un couplage monotone de Q; et Q5, si quand

on note [y et [, les applications coordonnées de F x E dans F :
pour i = 1,2 VB événement de £, Q(l; € B) =Q;(B); et Q(l; <) =1.

Quand un tel couplage monotone existe, on note Q; < Qs et on dit que Q; est stochastiquement
dominée par Q. L’ensemble B := ([0; 1]™)%* des environnements est muni de I'ordre partiel : Soient

(1 et By appartient B. alors

B1 < Po si et seulement si 51 x(y) < Box(y), 1<kE<m, ye VAR
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On va alors se poser la question suivante : Est-il vrai que v(Q;) < v(Qs) si Q1 < Q27 La question
de la monotonie de la vitesse en fonction de la loi de 'environnement a été considérée, par exemple

dans les articles [BFS11],[MSZ12]...

Récemment, ces questions ont été étudiées intensément voir [LPP96|, [LPP97], [BFS11], [Aid11],
[MSZ12], et des réponses partielles ont été apportées pour quelques cas particuliers, mais elles ne
sont pas encore complétement résolues, de nombreux points restant en suspens. On présente un
exemple d’'un modéle trés connu, la marche aléatoire biaisée sur un arbre de Galton-Watson. Soit
T un arbre de Galton-Watson 7.e. un arbre aléatoire enraciné dont chaque noeud a un nombre
de descendants et ces nombres sont 7.i.d., copies d'une variable aléatoire entiére Z qui satisfait
Q(Z =k) =pr,k=0,1,2,... Dans le cas sans feuille py = 0. Soit T un arbre aléatoire de Galton-
Watson. On utilise |y| la distance d’un sommet z de la racine. De plus, on note y* 'ancétre de y
pour tout sommet y différent de la racine et y; le :*™° enfant de y. Une marche aléatoire biaisée
de paramétre « sur ’arbre 7' est une chaine de Markov partant de la racine et obéissant a la régle
suivante : Les probabilité de transition vers les différents enfants de la racine sont identiques. Si le

sommet x a k enfants et x n’est pas la racine alors les probabilités de transition sont données par

. 1
PYo =y Yo =y) = 1+ ak’
Q .
P(Y,ii=ulY.=vy) = T = 1,2,... k.

On note P, la loi de la marche (Y},),>0 sur un arbre w. On définit la loi moyenne comme le produit
semi-direct P = Q x P, ou Q est la mesure de Galton-Watson sur I'espace des arbres raciné. On

sait que la vitesse

v(a, Q) = lim [¥al

n—oo N
existe presque sirement et est une constante non-aléatoire, voir [Lyo90| et [LPP96|. De plus,
les auteurs ont conjecturé que la vitesse est croissante en « sur (ﬁ, +oo) quand l’arbre est sans
feuille. La conjecture a été ouverte pendant une longue période, jusqu’a étre récemment prouvé dans

[BFS11] pour des grandes valeurs de a. Trés récemment, Aidékon a trouvé une bonne expresion

1

de la vitesse et il a vérifié la conjecture pour o > 2 mais on ne sait pas encore pour o > .
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Dans |[BFS11], les auteur se sont aussi possés une question de savoir si, lorsque Q; est dominée
stochastiquement par Q. alors v(a, Q) < v(,Qz). Une réponse partielle a cette question a été

obtenue, voir [MSZ12].

1.2.2 Marche aléatoire excitée avec m cookies aléatoires sur Z9, (m—

MAECA)

Nous donnons ensuite de maniére similaire, les résultats concernant les marches aléatoires exci-
tées avec cookie aléatoire. Le modéle général est présenté dans des articles par exemple [MPRV12]
et [KZ12|, la marche aléatoire en milieu cookie aléatoire sur Z? :

. - . 5 . 4 . o 794« N

Soit & = {=%e;|i € {1,...,d}} 'ensemble des vecteurs unitaires de coordonnées. Soit 2 = My
I’ensemble des environnements cookies avec la loi de 'environnement cookie Q. L’élément w est
écrit comme w = (W(Y, €,%))yezd ecsien Ol (W(Y,€,7))cce est le ™ cookie en y. Pour chaque w
fixé, une marche aléatoire excitée partant de y en 'environnement w est une marche aléatoire

Y = (Y,.)ns0 sur un espace de probabilité (€', 7', P, ) qui satisfait :

P,o(Yo=y)=1et

Py7w[Yn+1 — Yn = €‘<K)O<Z’<n] = w(Yn,e,#{i € {0, 1, 771} . }/; = Yn})

Les modéles particulers sont étudiés dans [HS12|, [HS11|, [Hol12] pour les marches aléatoires en
milieu aléatoire partiel et [Baul3| pour la marche aléatoire excitée en milieu aléatoire dans le cas
de dimension d = 1. Dans cette thése, nous considérons la marche aléatoire excitée avec cookies
aléatoires qui génégalise la marche aléatoire excitée introduite dans [BW03]. C’est aussi un modéle
particulier du modéle marche aléatoire en milieu cookie aléatoire.

Soient m un entier positif ou m = 400, B := ([0;1]™)%" I'espace des environnements et 3 :=
{(Br(y))1<k<m}yeze € B un environnement de loi Q. On place m cookies sur chaque site de Z¢,
le #®me cookie en y est lié a fx(y). Une marche aléatoire excitée {Y;,},>¢ avec cookie aléatoire (m-
MAECA) 8 := {(Bk(y))1<k<m }yeza € B sur le réseau Z?, est une marche aléatoire en temps discret,

au plus proche voisin obéissant a la régle suivante : quand au temps n, la marche est & un point qui
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a k cookies ot 1 < k < m, alors elle mange un cookie et elle saute avec probabilité (14 Sx(y))/2d a
droite, probabilité (1 — Sx(y))/2d a gauche et probabilité 1/2d sur les autres sites voisins. D’autre
part, quand la marche est & un point y qui n’a plus de cookie, alors elle saute uniformément au
hasard sur un des 2d sites voisins.

Ainsi, quand 3 est fixé, la loi "quenched" Pg de la MAE avec m-cookies 3, est la probabilité

sur Pespace de trajectoire (Z4)N, définie par :
o Ps(Yp=0)=1;
o Py, — Y, =%e|Yo, - Y] = ﬁ for 2 <i < d;
e SiY, aété visité k—1 fois avant le temps n, i.e sur 'événement {Y, €, }= {Z;L:_Ollyn:yj: k—1}

liﬁgéYn)7 pour 1 < k < m;

Pﬁ[Yn+1—Yn:i€1|Y0,"' 7}/71,] - 1

33 pour k > m.

Nous avons prouvé la loi des grands nombres pour ce modéle sous certaines conditions sur le
cookie aléatoire 5. Il y a beaucoup de travaux dans le cas d’'un environnement i.i.d, aussi nous
avons regardé le cas d’un cookie stationnaire. La vitesse dépend alors de la loi Q du cookie. Dans
ce cadre, la question de la monotonie devient : "Est-ce que la vitesse est monotone dans la loi Q
de Penvironnement 7" Cette question a aussi été étudiée pour les modéles du deuxiéme type de

MAMA ou le graphe change avec ’environnement.

1.3 Les outils et I'idée d’approche

1.3.1 Temps de coupure de marche aléatoire simple symétrique

Dans les résultats pour les grandes dimensions, nous utilisons un outil important, les temps de
coupure des marches aléatoires simples, symétriques sur Z%. Les temps de coupure ont été utilisés
dans [BSZ03|, [HS12|, [Hol12|. Il est trés utile de construire un systéme ergodique grace a ces temps

pour prouver la loi des grands nombres. Un grand avantage des temps de coupure est qu’ils ne
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dépendent ni des paramétres, ni des lois de ’environnment, dans les modéles que nous étudions. Par
exemple, pour la MAE de biais /3, {Y,,}, la composante verticale Z,, = (Y}, €3, Y, €3, ..., Yy, - eq) est
une marche aléatoire simple symétrique sur Z?!, on peut alors considérer les temps de coupure
pour la composante verticale et ces temps ne dépendent pas de (. Ils ne dépendent que d’une

marche aléatoire simple symétrique. Les temps de coupure existent pour d > 5.

Définition 1.3.1. Soit (Z,)nez une marche aléatoire simple symétrique (MAS) sur Z? telle que
Zy := 0, p.s . Soit (2, F,P) 'espace probabilité sur lequel la marche (Z,,) est définie. Un temps
de coupure est un temps séparant la trajectoire en deux parties disjointes, cela signifie que n est

un temps de coupure de la MAS (Z,,) si

Z(foo,n) ﬂ Z[n,Jroo) =0.

On appelle D I'ensemble de temps de coupure et W = {w € Q, card(D(w)N(—o0,0]) = card(D(w)N

[0,4+00)) = +00}. Sur espace W, on écrit D sous la forme :
D = {...,T_Q,T_l,To,TI,TQ, } ol ... <T o <T 1 <0< Ty<Ti <y < ...

On note T := T; le premier de temps coupure strictement positif. On peut montrer que
Pl0 € D] > 0, P(W) = 1 pour d > 5 et P[0 € D] est nulle pour d < 5, voir [BSZ03]. On
a aussi que les morceaux {Zz, 1,,,)}icz sont stationnaires ot {Zr, 1,,,)} correspond a la suite
{Zr,, Zr,41, ..., Z1,,,—1}. Le lemme 1.1 dans [BSZ03| nous permet d’affirmer que les moments de
T sont finis quand la dimension d est assez grande. On note I@’, la probabilité P conditionnelle

P := P[-|0 € DJ]. Alors, on a ET = Nous pouvons aussi montrer que supy.q E(T?) < +00

_1
Pl0eD]"
et supd>10]E(T3) < +00. Les propriétés de stationnarité, de dépendance par rapport a la loi de la
MAS uniquement, de finitude des moments, vont étre appliquées pour prouver la loi des grands
nombres et pour estimer la dérivée de la vitesse dans les modéles considérés. Par exemple, pour la

MAE, en utilisant la propriété d’ergodicité, il est possible d’exprimer la vitesse dans la direction

de dérive e; comme suit :

Es(X7|0 € D)
d) =
v(8.d) = F_ Ti0 e Dy

(1.3)
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ou X est la composante horizontale X,, =Y, - e; de la marche, T" est le premier temps de coupure
positif de la marche aléatoire simple symétrique qui vient de la composante verticale Z,, = (Y, -

e1,Yp €., Yy eq).

1.3.2 Temps de renouvellement pour les marches aléatoires excitées

On les appelle aussi les temps de regénération. Les temps de coupure ont l'inconvénient de
n’exister que pour les dimensions d > 5 alors que les temps de renouvellement sont définis pour
toute dimension. En revanche quand f = 0, les temps de renouvellement n’existent plus, mais
quand d > 5 il existe des temps de coupure pour tous 5 (et d > 5). Un autre inconvénient des
temps de renouvellement est que leurs lois dépendent de £.

Nous allons définir les temps de renouvellement pour une marche aléatoire excitée. Soit {Y}, }n>0

une MAE sur Z? (cf section 1.1.2).

Définition 1.3.2. Nous présentons la définition donnée dans [BRO7| et [MPRV12]. Pour chaque
u > 0, on pose :

T,=min{k > 1:Y}-e; > u}.

On définit
bzinf{m}O:Ym-el <YE)'€1}.
De plus, on définit deux suites de F} —temps d’arrét {S, : n > 0} et {D,, : n > 0} comme suit :

Soient Sy =0, Ry = Yy - e; et Dy = 0. On définit par récurrence sur k > 0

Sk+1 = TRk+1
Dyi1=Dols,,, + Sk

Riy1 =sup{Y;-e;: 0 <i < Dyya},
ol 0 est le décalage canonique sur l'espace de trajectoires. Soit

k=inf{n>0:5, < oo, D, =0},
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avec le convention inf{()} = co. On definit le premier temps de regénération comme suit :
T = S,{.

On définit ensuite par récurrence sur n > 1, une suite de temps de regénération 7, 7, ... comme
suit :

Tntl = T + Tl(YTn+->-
Ensuite, on définit D§°) =D et Si(o) = 5; et pour chaque k£ > 1 deux suites D, ) et S corres-

pondant a la trajectoire (Y7, 4 ), de la méme fagon que les suites D; et S; sont définies par rapport

a Y. Par exemple, S(()l), R(()l) =Y, -ey, Dél) = (0 et on définit par récurrence en 7 > 0,

S@'(i)l = TR,(-l)-i-l
DY =Do Og + S

Rz(-l',-)l =sup{¥;-e; : 0 <i < D??-l‘r)l}'

Pour chaque £ > 1 et j > 0 tel que Sj(k) < 00, on a besoin d’introduire la o-algébre gj(’“) des
événements antérieurs a .S; %) comme la plus petite o—algébre contenant tous les ensembles de la

forme {m < ni}N{m < natN..dm <ngptNA, ot ng < ng < ... < ny sont entiers et A € ]-"n +50op,

L’essence des temps de regénération est donnée par le lemme suivant :

Lemme 1.3.3. Le premier temps de regénération 7, est le premier temps ou la marche atteint

Uhyperplan {y-ey =Y, -e1}, et apres lequel elle ne retourne jamais en arriére de cette hyperplan.

=inf{n>0: sup V;-e; <Y, e; <infY;- e}
0<i<n n<i
Démonstration. Par définition des deux suites S; et D, ona : Sg= Dy =0< S5; < D; < 53 <
Dy < .... Comme D;, S; sont entiers, alors lim;_,,, S; = lim;_,., D; = +00. On pose
=inf{n>0: sup Y;-e; <Y, -e; <infY;-e1},
0<i<n n<i

on va montrer que 7 = 7,. Premiérement, il est clair que 71 € {n > 0 :supge,_, Yi-€1 <Y, -e
1 5 0<i<n

inf,«; Y; - e1}. Ainsi 71 < 7. D’autre part, il existe un entier iy tel que S;; < 71 < S;;11. On va
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montrer que 7; = .S;,. En effet, si S;, < 71 < D,, alors par définition de 77, on a Ys, -e1 < Yp, -e1, ce
qui est contraditoire avec le fait que YSZ'O -ep > YDiO ce1. Si Dy, < 11 < Siyu1, alors Ry, = sup{Y;-e; :
0<i< Dy} <Ye-eret Rig+1< Yy e Parconséquent 71 € {k>1:Yy-e1 > Ry, + 1} et on

en déduit que S; 41 < 71, ce qui contredit I'hypothése D;, < 71 < S; 1. Donc, il reste seulement

10

7] = S;,. Grace a la définition de 7| on obtient D o 0s,, = oo alors D;, = co. On en déduit que

0
ip=2k=inf{n >0:5, <oo,D, =0}, et ;1 =95, <S;, =717. O
A propos de I'existence du temps de regénération et de I’existence de moments de tout ordre,

on a le lemme clé suivant prouvé dans [BR0O7], [MPRV12] :

Lemme 1.3.4. Soit (Y,,)n>0 une marche aléatoire excitée avec dérive § € [0,1] fizée et soient
(Ti, k = 1) les temps de renouvellement associés. Alors, il existe C,a > 0 tels que pour chaque
n =1,

sup Pg|mp1 — 7 > n!go(k)] <Ce™ ps.
k>1

En particulier, pour chaque k > 1 et p > 1, on a 7, < cop.s et Eg[(Tp11 — 7)P] < 00.

Le lemme ci-dessus nous donne une estimation des temps derenouvellement pour chaque dérive
£ > 0 fixée. On sait que, quand g = 0, il n’existe pas de temps de renouvellement, on voudrait
estimer les temps de renouvellement quand /3 converge vers 0. C’est une question trés intéressante
et difficile. Ces temps de régénération sont utilisés dans plusieurs modéles pour montrer la loi des
grands nombres et pour montrer la relation d’Einstein. La relation d’Einstein est un probléme de
physique mathématique, qui a été étudié la premiére fois par le grand physicien Albert Einstein
[Ein05]. Récemment, ce probléme est apparu dans les travaux de mathématiciens, par exemple dans
les articles [BAHOZ11]|, [GMP12|,...11 s’agit d’étudier la relation entre la diffusion a l'équilibre,
et la dérivée de la vitesse de processus stochastiques au point critique § = 0. Une propriété

trés importante des temps de renouvellement, est qu’ils coupent une trajectoire de la marche en

morceaux indépendants (voir [BRO7] et [MPRV12]) :

Lemme 1.3.5. Sous la probabilité Pg, les variables aléatoires (X, —Xr,, Thop1 —Ti)kz1 €l (X7, 71)

sont indépendantes et (X, ., — X, Terr — T k=1 ont la méme loi que (X, 1) sous la probabilité

Tk+1
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Py sachant la condition D = co, notée Py(-) = P(|D = o).

Grace aux lemmes 1.3.4 et 1.3.5 et avec la notation 7 = 71, on a Pg[r > n] < Ce ™. On
remarque que le lemme 1.3.5 n’est plus vrai pour le modéle de la marche aléatoire excitée géné-
ralisée,( voir [MPRV12|), et dans ce cas, la définition des temps de renouvellement est modifiée
comme dans [She03]|, [GMP12|. On veut estimer les moments de 7 en fonction de 8 en se deman-
dant s’il existe un entier k tel que supgc( BkEgT < 00, OU SUPge(o,1] 62"3]@572 < oo ? Nous nous
intéressons au cas k = 2, et souhaitons trouver une définition des temps de renouvellement, pour
obtenir £ = 2. Avec la définition 1.3.2, il est difficile d’estimer 7, et il est utile de changer un peu
la définition de 7, comme par exemple, dans larticle [GMP12|, ou les auteurs autorisent la marche
a retourner en arriére et a dépasser 'hyperplan (dans le lemme 1.3.3) d’une distance A = 5, ce qui
veut dire qu’on redéfinit

b:inf{m>02ym‘€1<%'€1—)\}.

Avec ce changement, pour les marches aléatoires et les processus de Markov en temps continu, le
lemme 1.3.5 est encore vrai, mais pour les procesus non markoviens comme la marche aléatoire
excitée, il n’est plus vérifié. Une difficulté supplémentaire apparait quand on veut étudier les

processus non markoviens en utilisant des temps de renouvellement.

1.3.3 Transformation de Girsanov

D’abord, nous présentons un théoréme relevant de la théorie de la mesure.

Théoréme 1.3.6 (Théoréme de Radon-Nykodym). Soit (E,X) un espace mesurable. Si une me-
sure o—finie v sur (E,X) est absolument continue par rapport & une mesure o— finie p sur (E,X),
alors il existe une fonction mesurable sur (E,X) & valeurs dans [0, +00) telle que, pour tout en-

semble A mesurable

On écrit



f est appelée la dérivée de Radon-Nykodym : dans la théorie des probabilités, on I’appelle aussi la
dérivée de Girsanov en référence a la formule de Girsanov. Dans cette thése, nous voulons calculer
la dérivée de la vitesse. Pour cela, nous utilisons la transformation de Girsanov pour calculer la

dérivée de Girsanov entre deux lois de la marche. Par exemple, pour une marche aléatoire excitée

dPg
d]P’ﬁ/ ’

FY =o{Yo,Y1,.. Y, 1, F = 0c{Ups0F) }, Go = o{FY,Z} ou Z correspond a toute la trajectoire

avec la loi P, (0 < 8 < 1), nous considérons et surtout %ﬁ. Nous introduisons les tribus
de la marche, le G, contient la tribu engendrée par une marche aléatoire simple symétrique Z, (ici
Zn = (Y, -e,Y,  e3,..,Y, - eq) pour tout n). Nous considérons aussi les tribus avant les temps T
et 7. Par exemple F, = 0{U,>0[A, N (T =n)]:n >0, A, € F'}. En fait, Pg n’est pas absolument
continue par rapport & Pg sur la tribu F, mais elle I'est sur les autres tribus comme F, G,, F...

au-dessus et nous pouvons calculer la dérivée de Girsanov sur chacune de ces tribus.

1.3.4 Couplage des marches aléatoires

La méthode de couplage est une méthode qui a couramment été utilisée dans les preuves
de récurrence ou de monotonie de marches aléatoires. Dans [BWO03], les auteurs ont couplé une
marche aléatoire excitée avec une marche aléatoire simple symétrique pour montrer la récurrence
de la MAE. Dans [BFS11], cette méthode a été utilisée pour montrer la monotonie en couplant
trois marches, deux marches aléatoires de biais respectif 5 et § + e sur 'arbre de Galton-Watson,
avec une marche aléatoire simple de biais § sur Z. Dans cette thése, nous allons coupler une marche
aléatoire excitée avec m— cookies identiques de biais 8 avec une marche aléatoire stationnaire que
nous allons construire de la maniére suivante :

Soit (Z,)nez une marche aléatoire simple sur Z4~1, ou Zy = 0, p.s. et elle reste sur place avec
probabilité %l, elle saute sur chaque site voisin avec probabilité i. Considérons une suite (&,, Gy )nez

de couples indépendants, indépendantes de Z et vérifiant :
1 1
&n ~ Ber (5) , Gn ~ Ber (%ﬁ) et & < Gu-

On note {Z, ¢} I'événement {Z, ¢ Z(_oo ) }. Maintenant, nous allons contruire deux marche

aléatoire (Y},)n>0 et (Y,,) comme la fagon suivante :
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(Y,,)n=0 une marche aléatoire telle que Yy = 0, p.s., la composante verticale (Y,,-eq, Y, €3, ..., Yy, -

eq) = Z, et la composante horizontale X,, =Y}, - e; est telle que

e Si Y, n’a pas été visité plus de m — 1 fois avant le temps n (on note {Y, ¢™}), alors

Xn+1 - X’n - (2<n - 1)1Z7L:Zn+l'

e Sinon (on note {Y,, €™} ), alors X, — X,, = (2§, — 1)1,z

n+1°

Avec la construction ci-dessus, (Y;,) est une m—MAE de biais 3, (la preuve est donnée dans la
section 2.1.1 de la contruction de MAE). Maintenant, nous allons construire une marche aléatoire
(Y,,). On pose Y, = 0. La composante verticale est (Y, - €3, Y, - €3,...,Y - €q) = Zn, n > 0. La

composante horizontale est définie comme suit :
e Si Z, est nouveau, i.e. sur un événement {Z, ¢}, on pose X, 11 — X, = (2¢, — 1)15,-2,.,;

e Si Z, est vieux i.e. sur un événement {Z, €}, on pose X, 41 — X, = (2£, — DNlz,=z,.,-

Nous obtenons que Y est une marche aléatoire stationnaire. Avec un couplage ci-dessus, on a
Xni1 — X € X1 — X, et on en déduit que si (7,),>1 sont les temps de renouvellement de
marche aléatoire stationnaire Y alors ils sont aussi pour la m— marche aléatoire excitée Y. Cette
propriété est utilisée pour prouver la monotonie de la vitesse de la m— MAE quand m est assez

grand.

1.3.5 La relation entre convergence uniforme en probabilité et intégra-

lité uniforme

Lemme 1.3.7. Soient J un intervale de R et {X,(0)}sesn=1, {X(B)}ses des familles de variables

aléatoires positives. On suppose que
1. pour chaque n, {X,,(B)}ses est uniformément intégrable ;

2. {X(B8)}pes est uniformément intégrable ;
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3. X,.(B) converge en probabilité vers X (B), uniformément en [ : pour chaque € > 0,

lim supP(|X,.(8) — X(B)| >¢) =0.

n—-+4oo BeJ

Alors, lim,, ;o supge 7 [E(Xn(8)) — E(X(8))| = 0 si et seulement si { X,,(8) fnen,ges est uniformé-

ment intégrable.

La preuve de ce lemme se trouve & la fin de la section 2.2. Ce lemme est utilisé pour prouver
que quand le nombre de cookies tend vers I'infini ou quand la dimension d tend vers I'infini alors

la dérivée de la vitesse converge vers une fonction positive.

1.3.6 Stationnarisation de marche aléatoire excitée

Soit (Y;,)n>0 une marche aléatoire excitée de biais 5. La vitesse au temps n est définie par :

i) =85 (3.

n
n
Le nombre de points visités par la marche au temps n est égal au nombre de nouveaux points :

N,, = 1y0¢ -+ 1y1¢ + ...+ 1Yn71¢’

Alors, on a 'égalité :

Un(B)ZS'EB (N)

n
Par la loi des grands nombres (see [BRO7|, [MPRV12]), on obtient les limites suivantes :

lim v,(6) = v(f), lim Mo _ N(B), Pz—p.s.

n—oo n—oo M
Ici v(5), N(fB) sont des constantes positives telles que

o) = SN ().

Donc, pour montrer la différentiabilité en 5 = 0, il faut montrer que la limite limg_,o N () existe.

Nous devons chercher une meilleure expression de la limite N(f) comme on a fait pour la marche
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aléatoire simple symétrique, voir [LGR91|. Remarquez que, si P, 3 est la loi de la marche aléatoire
excitée avec m cookies, alors quand m = 400, Py, 3 est la loi de la marche aléatoire simple de biais

S. Il existe N(5) tel que Py s—p.s., on a (see [DE51], [Spi01]) :

Dans [LGRI1]|, pour une marche aléatoire stable, en particulier la MAS, on a I'égalité :

N(B) = Poo Yo ¢ Vit 4o0))-

Cette expression est trés utile pour montrer la continuité de N(3) car N(B) est la limite de la suite

décroissante
N(B) = Tim Poo 5[Y0 ¢ Yim).

Nous voulons faire la méme chose pour la MAE, et pour cela, nous voulons stationnariser la MAE.
Cela signifie que avec une MAE de biais J donnée, nous allons contruire une marche aléatoire
indexée par Z qui est stationnaire, et telle que les propriétés de la MAE sont conservées. Plus
précisément, soient (Y;,),cz les applications coordonnées sur (Z?)Z. Supposons que {Y}, },>o sous la
loi Ps est une MAE de biais 5. On dit que (Y)),ez défini sur un espace de probabilité (Q2, F,Q),
est une stationnarisation de la MAE (Y, P3) si pour chaque n € Z, en posant A',, ;==Y | — Y] et
la tribu F'S = o{..., Ao, Ny} = o{A'_oom}, on a

¢ QYg=0)=1;

e Si Y] est nouveau ie. sur 'événement {Y, ¢} ={Y, ¢ Y} alors

1+
Q<Yr;+1 Y, = iel‘}—/ﬁ) = —B
2d
1
QY. — Y] = x| Fy) = 57 pour chaque 2 <i < d.

e Si Y/ est vieux i.e. sur 'événement {Y, €} ={Y, € Y/

(_Oom)} alors

1
QY —Y, = j:ei]}"’ﬁ) = 5 bour chaque 1 <7 < d.
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La définition ci-dessus, c¢’est juste une idée et on va utiliser cette idée mais on n’a pas besoin de
construire directement une marche aléatoire Y’ de la stationnarisation de Y. Il est équivalent de
dire que (Y)),cz satisfait avec trois suites (Z,), (&) et ((,) comme dans la section 1.3.4 dont
la composante verticale est (Y, - e9,Y) - es,...., Y, - eq) = Z, pour tout n € Z et la composante

n

horizontale
Alors, (Y,!)nez est une marche aléatoire excitée stationnaire (MAES). On a, @ — p.s. la vitesse

X’ N’
v(8) =tim 2 = D e = B nii) o0 N(8) = QLYY ¢ V)

Nous voulons montrer que la vitesse et la limite du nombre moyen de points visités de la marche
aléatoire excitée stationnaire sont les mémes que celles de la marche aléatoire excitée. En fait,
nous pouvons contruire une MAES (Y)!),ecz pour des dimensions d > 4. Pour les dimensions
d =1,2,3 nous ne savons pas encore comment le faire. Soient d > 4 et trois suites indépendantes
(Zn)nez, (En)nez et (Cu)nez satisfont : (Z,)nez une marche aléatoire simple sur Z471 ott Zy = 0 et
P(Z,s1 — Z, = 0) = 1/d. La suite (&, (,)nez de couples indépendants, est indépendante de Z et
vérifie :
+ 8

€ ~ Ber (%) Gy~ Ber (17) et €0 < o

D’abord nous contruisons une marche aléatoire stationnaire (Y,,) dont la composante verticale est

Z,. La composante horizontale est définie par :

X1 — Xn=[(26, — 1)15 o+ (2¢, — D1z ¢|12,-7,., pour tout n € Z.

Quand d > 4, alors il existe une suite de temps de renouvellement (7,,),cz de la marche Y qui sont
aussi des temps de renouvellement de (Y,/). Posons alors Yy = 0 p.s., nous pouvons contruire les
morceaux {Y[/Ln,m]} pour n = 1, et puis pour n = 2,3,4,.... Effectivement, la contruction et la
preuve des propriétés de la marche aléatoire excitée stationnaire ne sont pas faciles, surtout pour
les dimensions petites d = 1,2, 3. Pour cela, dans la preuve de différentiabilité a 0 de MAE, nous

évitons de contruire directement la stationnarisation de la MAE mais nous utilisons cette idée.
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1.4 Les résultats, les difficultés et les questions ouvertes

1.4.1 Les résultats en grande dimension en utilisant les temps de cou-

pure

Les résultat dans cette section sont présenté dans notre papier [Phal3).

Pour une marche aléatoire excitée de biais [.
Théoréme 1.4.1. Soit (Y,,)n>0 une marche aléatoire excitée de biais 5. Alors,
1. La vitesse est différentiable en B €]0; 1] pour d > 8.

2. 1l existe dy € N*, By € (0,1) tels que la vitesse de la marche aléatoire excitée est croissante

en B € [0;1] pour d > dy et croissante en B € [0, By) pour d > 8.

3. Pour d > 6, la dérivée au point critique O existe, est positive et satisfait :

B—0 ﬁ _d

ot R(0) := lim, oo (Ry/n), et R, est le nombre de points visités au temps n de la marche

aléatoire simple symétrique sur Z°.

Ce résultat n’est pas nouveau. En fait, un meilleur résultat sur la monotonie de la vitesse pour

la MAE quand d > 9 (i.e dy = 9) est prouvé dans [vdHH10] :

Théoréme 1.4.2 (R. van der Hofstad, and M.Holmes). La vitesse de la marche aléatoire excitée
de biais ( est croissante pour tout f € [0,1] quand d > 9 et elle est croissante au voisinage de 0

quand d = 8.

Bien que le résultat que nous présentons soit plus faible, sa preuve ne fait pas appel a la
technique du développement en dentelle. Nous avons construit directement un systéme dynamique
en utilisant trois suites des variables aléatoires de Bernoulli (voir Section 2.1.1) et avons obtenu la

formule concréte 1.3. Et puis, en utilisant la transformation de Girsanov pour la formule 1.3, nous
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avons calculé la dérivée et ’avons estimé pour la monotonie. Nous n’avons pas du tout utilisé les
développements en dentelle.

Pour une marche aléatoire avec m cookies identiques (m—MAE).
Nous avons prouvé un nouveau résultat dans le cas plusieurs cookies déterministes pour toute

dimension d > 8.

Théoréme 1.4.3. Pour d > 8, la vitesse v(m, 3) est différentiable en B dans [0,1]. De plus, la

dérivée converge vers é quand m tend vers Uinfini, uniformément en B dans [0, 1],

lim sup
MO0 Be051]

0
%v(m,ﬁ)——‘ =0.

On en déduit qu’il existe myg, tel que pour m > myg la vitesse de la m-MAFE est croissante en [3

dans [0; 1].

Pour une marche aléatoire excitée en mileu aléatoire. Nous avons étudié la loi des
grands nombres pour un environnement de cookies stationnaire, nous avons prouvé un cas plus
général que i.i.d, le cas A—échangeable. Avant de présenter le résultat pour la marche aléatoire
excitée avec cookie aléatoire, nous avons besoin d’introduire la notion de cookie A—échangeable.

Dans ce modéle, le cookie aléatoire 3 = {3(y)},cz¢ est supposé étre :

e stationnaire : 5(y + ) o B pour tout y en Z4;

e ct/ou A-échangeable. Pour définir cette notion, nous considérons une famille A = {§,}
eza—1 d’applications bijectives de Z dans Z. L’application o : Z? — Z¢ est définie par
oa(z,2) = (6.(x),2) pour tout x € Z,z € Z7', est alors une bijection de Z¢ dans Z<,
agissant sur '’ensemble B des environnements par oa(5)(y) = S(oa(y)). Le cookie est dit
A-échangeable si et seulement si oa(f) o [ pour toute famille A. Autrement dit, un cookie
est A-échangeable si sa loi ne change pas quand on réalise des permutations du cookie sur

chaque ligne horizontale.

On dit que les cookies sont identiques si le vecteur des biais satisfait :

Yy € Z%, Bi(y) = Ba(y) = ... = Buly) = By).
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Théoréme 1.4.4. Soit {Y,,} une MAE avec m—cookies aléatoires, oi m est un entier positif ou

m = +o00. Supposons que le milieu cookie aléatoire est stationnaire et A-échangeable.

1. Pourd > 6, % converge P—p.s. vers une variable aléatoire non négative V', dont l’espérance

est noté v(Q).

2. Si les cookies sont identiques, il existe dy € N* tel que v(Q) est croissante en Q pour d > dy

(pour lordre partiel <).

3. Si les cookies sont identiques, il existe o € [0; 1) tel que pour tout d > 10, v(Q) est croissante

en Q sur Uensemble {Q tel que Q(0 < B(y) < o,Vy € Z%) = 1}.

Ce résultat est nouveau. Dans les travaux précédents, par exemple dans [HS12|, [Holl2|,
[vdHH12|, les auteurs ont aussi étudié la loi des grands nombres et la monotonie de la vitesse
pour les modéles en un milieu aléatoire et un milieu cookie aléatoire qui sont différents de notre
modéle. Dans ces articles, I’environnement est ¢.7.d., mais dans notre modéle, I’environnement co-
okie est un cas plus général que i.i.d, ¢’est un cas particulier du cookie stationnaire. Dans [HS12] :
le modéle est la marche aléatoire en milieu aléatoire partiel, i.e. le nombre de cookies en chaque
site est m = +o0. L’hypothése pour le résultat de la monotonie w(y, m) = w(y) pour tout y,m
est similaire & notre hypothése que les cookies sont identiques. De plus, les auteurs ont considéré
les dimensions d = dy 4+ dg ot di > 5,dy > 1. L’environnement est constant dans d; coordonnées,
est aléatoire dans les dy coordonnées restées. Dans les hypothése de [HS12], 11 existe un couplage
explicite de ’environnement sur d, coordonnées, i.e. I’environnement dépend d’une constante (.
Ou d, coordonnées est contenu dans dy coordoonés aléatoires de 'environnment (1 < d, < dp). Si
on considére dy = d, = 1 (I’environnement est aléatoire dans la premiére direction e;) et la com-
posante de la marche dans d; coordonnées (es, ..., e4) est une marche aléatoire simple symétrique
sur Z41 (La probabilité que la marche dans Z4~! ne bouge pas chaque site est é) Donc, avec les

hypothéses dans [HS12|, I'environnement satisfait (voir la formule (1.11) de [HS12])

W(O) :f X 5d—1(0) + 51(0) X q.
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Ici, soit £ un espace de topologie, r un réel positif, on désigne M, (F) un ensemble de mesures
de masse r; ¢ est un noyau dans M%(Zd_l) tel que g(e) = ﬁ pour tout e € {%es, ..., ey},
5;(0) € My (Z"). On a aussi £ prend deux valeurs, £ = p; avec probabilité 1 — 3, et & = o avec
probabilité 5. Ou [ est une constante et pq, s € Mé(Z) satisfont p11(—e;) = pa(er) = 2. Dans
notre modéle, le cookie  prend ses valeurs dans [0, 1] mais il peut également prend ses valeurs
dans [—1, 1], et nous pouvons obtenir les méme résultats que dans le cas les valeur des cookies dans
[0, 1]. Alors, pour notre modéle, £ peut prendre les valeurs dans M ({£e1}). Dans Particle [Hol12],
le modéle considéré est le méme que notre modéle quand m = oo et les cookies [Si(y) a valeurs
dans [—1,1] pour tout y € Z% k € N*. Mais le régime de 'environnement cookie est différent.
Dans notre modéle, le cookie est stationnaire et A—échangeable. Dans le cas i.i.d, le théoréme 2.3
dans [Hol12] est pour la condition qui est équivalente avec notre modéle sous la condition que : il
existe un ensemble A C N, Gy(k) = 5 ol & est une constante € [0, 1] pour tout k& € A. Dans notre
travail, nous considérons la question de la monotonie dans le cas ot ’environnement de cookies
est dominé stochastiquement pour le cas identique. C’est a dire que nous avons répondu un cas
particulier de la conjecture dans [Hol12| que la monotonie de lavitesse est vraie sous la condition

domination stochastique.

1.4.2 Les résultats en petite dimension

Quand la dimension est petite (d < 5), les temps de coupure n’existent pas, dans ce cas, nous
utilisons les temps de renouvellement et les autre approches. Soit {Y;,} une marche aléatoire excitée
de biais 3, de composante horizontale X,, = Y,,-eq, {7, } est la suite de temps de renouvellement, N,
est le nombre de points visités jusqu’au temps n. Dans [KZ12], les remarques 4.3, 4.4, 4.11 montrent
que la continuité, la différentiabilité ont été prouvée pour d = 1 ou d > 8. Ici nous prouvons les

nouveaux résultats pour MAE sur la question de la continuité et de la différentiabilité.

Théoréme 1.4.5. Pour d > 2, soient v,(B) la vitesse au temps n de la MAFE et et v(5) est la

vitesse de marche aléatoire excitée.
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o La vitesse v(f3) est infiniment différentiable sur (0,1] (i.e. v(8) € C*°((0,1])) et

OFv v,
e ) = lim 5

" (B3) pour chaque k € N, B > 0.

La dérivée s’exprime en fonction des temps de régénération :

EgN - 8 B Es(N,V,)Egr — EgN,Es(7V;)

1
5T T &

9B

pour 3 >0, (1.4)

ol
Eily,g
1+ BE

gz — H—l Xm V Z

e Pourd=2 oud >4, la vitesse est différentiable en = 0 et la dérivée en O est positive, et

telle que
@), o,
i =5~ = lim 55 (O)
avec
v, 1 R, 1
HILI& %(O) = EnLHQOX = ER(O) > 0 pour d >4, et égale a0 pour d = 2.
e Pour d =3 alors
n 1
lim sup ——= U(ﬂ) < lim ai(O) = —R(0).

B—0 B n—oo Of

Nous avons aussi quelques résultats sur la monotonie :

Théoréme 1.4.6. Soient R(B) la limite de %, ot R, est le nombre de points visités jusqu’au
temps n de la marche aléatoire simple avec dérive B et v(m, () la vitesse de la marche aléatoire

excitée avec m cookies identiques de biais 3. Alors,
e R(B) est monotone en 5 € [0, 1].

o Pour d > 4, pour chaque 5y > 0, il existe un entier mo = m(fy) assez grand tel que v(m, ()

est monotone sur (Bo, 1| pour chaque m = my.
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1.4.3 Les difficultés et les questions ouvertes
Les limites de la méthode par temps de coupure

En utilisant les temps de coupure, nous pouvons montrer la loi des grands nombres, la monotonie
de la vitesse pour des dimensions assez grandes ou pour des dérives faibles, pour un nombre de
cookies assez grand, et pour des environnements qui ne sont pas indépendants (le cas stationnaire
et A—échangeable). Tous ces cas sont proches de la marche aléatoire simple. La méthode de temps
de coupure est simple. Cependant, elle ne donne pas la valeur exacte de dy, de Sy ou du nombre
de cookies mg nécessaires pour obtenir la monotonie. Cette méthode est qualitative plutot que
quantitative. En fait, il n’y a pas encore d’argument général, complet comme dans le cas de la
dimension 1. Dans le cas d = 1, on arrive a coupler deux marches aléatoires excitées en utilisant
le fait que ces deux marches passent nécessairement par les mémes points (& savoir les entiers
positifs). Ceci n’est plus le cas on d > 2. Pour plus de détails, on pourra se reporter aux preuves

dans les articles [Zer05],[KZ08|,[Pet12].

Monotonie dans un voisinage du point critique g = 0.

Pour le modéle de la marche aléatoire excitée, pour prouver la monotonie de la vitesse au
voisinage de 0 lorsque 2 < d < 7, il suffit de montrer que la dérivée existe sur I'intervalle fermé
[0,1), et qu’elle est continue et positive en 0. En fait, nous avons prouvé que la vitesse est infiniment
différentiable pour tout S > 0 quand d > 2 et que la dérivée de la vitesse en 0 existe pour
d =2oud > 4 et elle est positive pour d > 4. Mais nous ne savons pas encore s’il existe si
la dérivée est continue en 0. Les temps de renouvellement nous aident & prouver facilement la
différentiabilité a tous les ordres pour 5 > 0. Mais & cause de l'inexistence de ces temps pour
f =0, la question de la différentiabilité en 8 = 0, est difficile. Dans les articles [GMP12],[Che97],
la preuve de la différentiabilité en 0 passe par 'estimation des temps de renouvellements en 5. Par
ailleurs, la définition de ces temps a été changée, comme nous ’avons dit dans la section 1.3.2.

Dans le théoréme 1.4.5, nous avons la formule de la dérivée, exprimée en fonction des temps de
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renouvellement :

dv 1 EBN ,B EB(N V )EﬁT - EBN EB(TV)
— = —.— + = our 5 > 0.
dﬁ (ﬁ) d EﬁT d (EﬁT) P ﬁ
Nous avons
dU . 1 EﬁN

0=

Alors, si on veut montrer la continuité de la dérivée, il faut que :

n b

5—>0 d’

111 —
B—0 d EBT

dv dv Es(N,V;)Egr — BEgN,Eg(V;)
rrAGr

dp (Bs7)?

Pour cette raison, nous voulons estimer le temps de régénération 7 en fonction de la dérive f.

=0.

50| =1

11m
B—0

D’autre part, la vitesse au temps n est que : v,(8) = %]Elg (%) . Prenons la dérivée, on obtient :

avn _1 Nn ﬂ Nnvn
=g () + 38 ()

Alors,
ov ov ov 1 N,
lim su — —(0)| = limsup lim |— — —Ez
w750~ 7500 =t [ 22000~ 32 ()
= limsup lim — M < lim sup lim sup é\/ VarsNy \/ Varg Vn.
f—0 N7 n B—0 n—oo @ n n
On a
[ n—1 &ly,g 2 n—1 ¢ 2
VCLT’BVTL B ]Eﬁ _(Zi:O 1+,8€i> :| Zz 0 EB |:<1+,88 ) 1 o 1
no n B n S (1-p)2

On en déduit que si
VargN,
lim lim sup (52&> =0

=0 nooo n

alors la dérivée g—;(ﬁ) est continue en 0. Dans [GMP12], le temps de régénération 7 satisfait

I'inégalité

sup BEs[r?] < 400. (1.5)
Bel0,1]

Cette inégalité est la clé pour montrer la relation d’Einstein i.e. la relation entre la diffusion &

Iéquilibre et la dérivée au point critique § = 0 en dimension d > 2. Par une autre méthode, nous
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avons quand méme montré 'existence de la dérivée de la vitesse au point 0 pour tout d > 2 et
d # 3, alors nous voulons aussi utiliser la méthode dans [GMP12] pour d = 3. On remarque que
dans [MPRV12], la définition du temps 7 a été un peu modifiée un peu comme nous avons dit dans
la section 1.3.5.
A la suite des travaux dans la thése, voici les questions auxquelles nous nous intéressons :

Question 1

Comment le temps 7 dépend-il de 37 Avec la définition originale de 7, est-ce que I'inégalité (1.5)
est encore vraie 7 Est-ce qu’il existe des constantes positives C, o qui ne dépendent pas de 3 et qui

vérifient

«

Py(B*r >n) < Ce™"”

Sur la question de la monotonie de la vitesse, on veut une méthode qui permet de résoudre le
probléme pour tout § € [0,1]. Comme dans le cas d = 1, la MAE avec m— cookies sur Z qui a
la vitesse strictement croissante, ce résultat est prouvé par la corrélation entre la marche aléatoire
avec cookies et un processus de branchement. D’ailleurs, dans [Aid11], la vitesse de la marche
aléatoire de biais sur 'arbre de Galton-Watson est exprimée par une trés belle formule qui permet
de montrer la monotonie pour un régime trés grand de la dérive sur [2,00). Pour le modéle de la
MAE, on veut trouver une formule de la vitesse similaire a celle de [Aid11].

Pour finir de montrer I'existence de la dérivée en 0, il reste encore le cas d = 3 que nous ne
savons pas traiter. Une autre question est celle de la continuité de la dérivée en 0, et celle de
Pexistence des dérivées de tous ordres en 0.

Question 2
Pour d = 3, est-ce qu’il existe la dérivée en 0 i.e. limg_,ov(8)/5 7 De plus, pour chaque k > 2 est-ce
qu’il existe (0%v/94%)(0) la dérivée d’ordre k en 0 et telle que

. Ok, O*v
lim

lim S(0) = (007

Nous avons étudié la monotonie et la différentiabilité de la vitesse, et il y a une autre question

intéressante qui se pose :
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Question 3

Est-ce que la vitesse est une fonction convexe? C’est a dire est-ce que la dérivée d’ordre 2 est
positive 7 Nous ne savons pas le traiter, méme quand la dimension d est assez grande. En fait, dans
[BRO7|, une simulation laisse penser que la vitesse est convexe pour la dimension d = 2.

Maintenant, lessez nous expliquons comment la thése est organisée.

Dans le chapitre 2, d’abord, nous prouvons Théoréme 1.4.1. Nous présentons la preuve pour
la formule (1.3) d’une expression de la vitesse en temps de coupure. Ensuite, en utilisant Trans-
formation de Girsanov, nous pouvons prendre la dérivée de la vitesse en paramétre 3 et prouvons
la dérivée est positive quand d est assez grande ou [ est assez petit. Dans la suite du chapitre
2, nous prouvons Théoréme 1.4.3 pour MAE avec m cookies identiques déterministes. En fin,
nous prouvons Théoréme 1.4.4, d’abord nous considérons le cas d’un seul cookie et I'environne-
ment de cookies est i.i.d. par site. Ensuite, nous considerons le cas de m cookies stationnaires
et A—échangeable. Finalement, nous étudions le cas ou 'environnement de cookies est i.i.d et la
vistesse est déterministe.

Dans le chapitre 3, nous commencons de prouver Théoréme 1.4.5 pour la différentiabilité de la
vitesse de la MAE de biais 3. Ensuite, nous prouvons Théoréme 1.4.6. D’abord, nous présentons la
preuve de la monotonie du nombre de points visités par marche aléatoire simple de biais 3, aprés

nous prouvons la monotonie de la vitesse de la MAE de biais § pour dimension d > 4.
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Chapter 2

The proof for the results in high dimensions

2.1 Excited random walk

2.1.1 An expression for the velocity (the formular (1.3))

We begin this section by constructing the excited random walk from some independent se-
quences of random variables. This plays an important role to prove the monotonicity. First, we
consider a simple random walk (SRW) {Z,}n=0 on Z% ! and three sequences of random variables

{ni}i=0,{& }i=0 and {(; }i>o independent with each other, independent of Z and having distribution

n; ~ Ber (é) ;& ~ Ber (%) ; G~ Ber((B+1)/2).

{Zn}@o will give the sequence of vertical moves of the excited random walk; n; = +1 will mean
that at time 7, the excited random walk performs an horizontal move. The direction of this move
is given by & when the ERW is at an already visited site, and by (; otherwise. More precisely, set
A= {35701 —my) = i}; (0 < i < k). Then Py A¥ = Q and AF A5 = 0 for i # j. We define
the vertical component Z of Y by :

ZO — O’ Zk = Z f;ol(l—m) for k> 0.
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We now construct the horizontal component X of Y. Set Y; := 0 and assume that (Y;,0 < j <)

are constructed. Let us define Y, ;.

e On the event "Y; new" (not visited before time i), set & := (2¢; — 1) T,,,—1.

e On the event "Y; old" (already visited before time i), set & = (2§, — 1) 1, —1.
We then set X;.1 := X; + &;, and Y1 := (X411, Zir1). With this construction, we obtain :
Lemma 2.1.1. Y is an excited random walk with bias parameter [3.

Proof. For the proof of lemma 2.1.1, we need the following lemma :

Lemma 2.1.2. Let F and G be two sigma-algebras and C € F NG such that Flc == {AN
C with A € F} C G. For any integrable random variable V', we get

E(V1g|F) =E[E(V1c|G)|F].
The proof of Lemma 2.1.2 is easy. Now, we return to the proof of Lemma 2.1.1. Set

‘F;/::U(Y}’Ogjg )
-Fk ::U(Zja0<j<k;€j7£janja 0<]<k’-1>

Gri = 0(Z;,0<j <i;¢,&,m;, 0<j <k —1)

It is clear that F} C Fy and A¥ € Fy N Gri. Moreover, Fi| 4+ C Gri. Now, using Lemma 2.1.2, we
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have for j > 2,
P(Yis1 — Yi = £e)|Fy)

k
= Z]P) <Zi+1 - Zz - iej?‘Aécank = 0|Flz/)
i=0
k ~ ~
=Y P[P (Zivs — Zi = e;, Al = 01 ) | Y|
i=0
k ~ ~
= Z]P’ [P (Zi-i-l —Z;i= iej,Af,nk = O‘Qki> |~7:ﬂ
i=0

k
= "P(Ziy1 — Z; = e;)P(i = 0)P(AF|FY)

i=0
. . 1 1 1
For the case e; = e;, on the event "Y; new",
11+ 1+
The cases e; = —e; and Y}, old are treated similarly. Lemma 2.1.1 is now proved. O]

Next, we give another construction of the ERW, on which we obtain an ergodic dynamical

system leading to the formular 1.3. We begin with
Q= (241" x {0,1}* x {0,1}"

Let ¢ be the probability on Z* ! such that g(e) = 5 for all |e| = 1 and ¢(0) = 1. Let p; and p,
be the probabilities on {0, 1} such that pi(1) = p1(0) = £ and ps(1) =(1+ 8)/2, p2(0)= (1 — 5)/2.
We define the probability IP on €2 by

P :=¢*" @ p1®" @ p,*".

Now, we take w = (w,u,l) € Q with w € (Zd_l)z, u € {0,1}2, 1 € {0,1}2. For k € Z, let
G, & 0 Q= {0;1} and I : Q — Z97! be such that Iy(w) = wg, Ge(w) = up, (W) := lp. Next, we
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define Z; : Q — Z4 1 and n;, : Q — {0,1} by
(

I+ ...+ 1 if k>0,
Zk =140 iftk=0,; M= lz,=z, -

\

From the sequences (Zx)rez, (Mk)kez 5 (&k)kez, (Ck)rez, we can construct the ERW (Y),),>0 just as
in the first construction. We also define the sequence (Zk)kez as the sequence of "moves" of Z.

More precisely, (Zk)kez is the unique sequence such that :

Tn1 o ifn>0;
Zi:() (1=m) (21)

ZZ;:In(l_ni) ].f n < 0 .

Yn>=0, Z,=

Now, set D := {n € Z such that Z(_oc )N Z}n 100 = 0} to be the set of cut times of Z and similarly

let D be the set of cut times of Z. The sequence of cut times of Z is then defined by induction :

Ty :=inf{n > 0 such that n € D},
T;+1 :=inf{n > T; such that n € D} , for i > 1,

T;—1 :=sup{n < T; such that n € D}, for i < 1.

By construction, Ty < 0 < T} and we set T := T;. We define similarly TZ and T for Z. Observe
that the laws of 7 and T do not depend on 3, since they depend only on Z and Z. Moreover, it
follows from (2.1) that

-1 k—1

T=> (1-n), and {T >k} = {T>Z(1—m)}. (2.2)

=0 =0
We denote by (0;)kez the canonical shift on Q (i.e Ox(w.) = (wiy.)) and 0 := 0y, so that 6 =
fo..0f=0% (Q,P 0) is an ergodic dynamical system. We define now another ergodic dynamical
system. To this end, we consider W := {w € Q ;Vj,Tj(w) < oo}. E. Bolthausen, A-S. Sznitman
& O.Zeitouni [BSZ03| proved that P(W) = 1 and P(0 € D) > 0 for d —1 > 5. On W, we set
Or(w) = 1, () (w) and 0 = 0,. Let P := P(.|0 € D) be the Palm mesure. Since 6,(W) C W,
0,(W) C W and we get :
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Lemma 2.1.3. The triple (W, I@’, é) s an ergodic dynamical system for d —1 > 5.

Proof. The idea of the proof comes from the paper of E. Bolthausen, A-S. Sznitman & O. Zeitouni
[BSZ03].

First, we prove that P is invariant under 6. Take any set A C W. Without loss of generality,
suppose that A C (0 € D), then we have :
P (07 A,0 € D)

P(0 € D)
P(0,'A, Ty = k,0 € D)

P(0 € D)

P(A, T =—Fk,0€ D)
P(0 € D)

0o I@’(A) =P <é_1A> =

k>1

k>1

_ P4 5
-~ P(0eD) P(A).

Next, we prove that for any set A C W such that 6714 = A then I@’(A) = 0 or 1. Indeed, set
(:= (0 € D) and B := ANQ C W. Note that () = W, so that §~'A = §~'B. This in turn
implies that 61 BNQ =0"ANQ=ANQ = B.

We will prove that 6, [éle} = 0~'B. Using the ergodicity of (€, P, ), it follows that P (éilB>

=0or 1, and

) u = P (é—leQ>
P(A) =P 'A) =P 'B) = PG =0or 1.

So, to finish the proof we only need to prove that 6, [é‘lB} =§-1B.

Firstly, we show that 6, [é‘lB} C 07'B. Take 2 € §~'B. Then 0z € B. If Ti(x) > 1, then
0(012) = Ox € B whence 6z € 0-'B. If Ti(z) = 1, then 612 = 0z € B = 6B N, this implies
that 0,2 € -1 B.

It remains to prove that 6~'B C 6, [é‘lB}. Take z € 07'B then = 6, (_,x) and we will
prove that 0_z € 07'B < 0(0_1z) € B. If x € Q, then  (0_1z) =z € 6'BNQ = B. If = ¢ (,
then 6 (§_,2) = 6z € B. O
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Lemma 2.1.4. For d > 6, there exists v(f) > 0 such that a.s., lim, o n'X, = v(8) and we

have the following formular :
Es (Xr|0 €D
o) = 2T ED)
s(T|0 € D)

(2.3)

Proof. Using the ergodicity of (Q,P,0), v = lim,, % exists P a.s. This is therefore also true
P-a.s. On the other hand, it is proved in [BSZ03] that T} is P-integrable for d > 6 (with E|T}| =
m). Using the ergodicity of (W, P, é), P-a.s., % — E(Tl) > 0, so that P-as., T, — +oc.

X1,

2Ty k- 1
kE Ty

. But % — —— and we also have

3 . XTIc .
Therefore P-a.s., v = limg_. = limy_ o0 e

XTk-H — XTk = XT1 Oék .

Note that E(| X7, |) < E(Ty) = m < +oo for d > 6. Then,

XTk _ Zf:_(]l XTl o él
k k

— E(Xp,) P — as.
This finishes the proof of lemma 2.1.4. O]

Exactly in the same way, we can prove (see lemma 1.1 of [BSZ03] ) that that when f is a

P-integrable function,

T-1 5
0, dP
/fdP: J 2o S0 O dP (2.4)
[ TdP
A simple instance of this formular is to take f = Tyep, so that Z;‘:;Ol f o6, =1, leading to

P(0 € D) = E(T)™.

2.1.2 Girsanov transform

This section is devoted to the Girsanov transformation connecting Pz and Py. We begin by
introducing several g-algebras. For n € Z, let FZ = o(Z;,,k < n). Forn > 0, let ¥ = 0(¥},0 <
k<n),Fn=F,VF =F4VF and G, = F' Vo(Z,k € Z). We get F, C G,. Moreover
T is not a (F,)-stopping time, but is obviously a (G, )-stopping time, so that we can define the
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o-algebra Gr of the events prior to 7. Remind that £ = (Y41 — Yj).e; and define for n > 0, and
fel01]

n—1
Mo(B) =TT [t + &8¢0 1]
=0
where the convention {Yg,...,Y_ 1} = () is used.

Lemma 2.1.5. For any 5 € [0,1[, d > 6, n >0,

dPps|F dPslg dPs|g,
Mo(8) = T2 M, (8) = TS My (9) = TR
B) =Bl MO = g8yl M) = TRyl

Proof. Since F,, C G,,, M,,(53) is F,-measurable, and T is a finite (G, )-stopping time, it is enough
to prove that M, (8) = %. Let A€ FZ, y1,- ,yn € (ZH", and B € 0(Z, 1, — Zn, k = 0) be

fixed. (Z,+. — Z,) being independent with F,,, we get :

Pa(A;Yo = 0;Y1 = wis -+, Yo = yn; B) = Pg(A; Yo = 0; Y1 = 15+, Vo = 4n)Pp(B)
Note that the law of Z does not depend on 3, so that Pg(B) = Py(B). Now by definition of the
excited random walk,

Pg [Yn = Yn |A; Yo=0:Y1=yp;--- Y1 = ynfl] = %i [1 + €n—151yn71¢{yo,...yn,2}} )

where €, 1 = (Yn — Yn_1).€1. Then we get by induction that for any g € [0, 1],

nn—1
Pﬁ[AE Yo=0;Y1=yi;--- Y, = yn] = (_> H [1 + 8j/819j¢{907---yj—1}:| ]P)B[A]

j=0
1 T'Ln—].

- (Q_d) H |:]' + gjﬁ]‘yjf{yo,...yj,l}} PO[A] ,
§=0

where the last equality comes from the fact that A € FZ,. Hence,

Po[A:Yo =0V =y ;Y =y Bl Tq
= 1 81, . )
Po[A; Yy = 0; Yy = 415+ -5 Yy, = yn; Bl H) [ +¢e;0 yﬁ{yo,my]q}}

3

j:
We have just proved that for all A € FZ,, vy, ,yn € (ZY)", and B € 0(Zyi — Zn, k > 0),
PB[A§ Yo=0;Y1 =y1;- ;Y = yn; Bl = Eo[14 Lyo=0,vi=y1;Yn=yn 1B M, (B)]

The result follows since G, = FZ, V. FY V 0(Zyir — Zn, k = 0). O
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2.1.3 Differentiability of the speed.

This section is devoted to the proof of point 1. in Theorem 1.4.1. We begin by giving another

expression of the numerator in (2.3).

Lemma 2.1.6. Forn > 1, set N,, := dZ?:—Ol Ly, ¢vo,..v; 1)1 2,=2,,, - Then,

B B

Es( X7 loep) = EEﬁ(NT loep) = EEO (Np loep Mr(5)) . (2.5)
Proof. Observe that
Psl&; = £1(G;] = #Wje{m,-.-yjl}lzjzm + 5 eto.yilz=2,0
_ (% 4 ghﬁ{y&%l}) s, (2.6)

Hence,

T-1 +o0 400
Eg(X1 loep) = Eg (Z & 106D> = Eg (Z Ejlrs; 106D> = ZE6(€j1T>j loep)
=0 =0 =0

where the last equality follows from the integrability of T w.r.t P for d > 6. Note that {0 €
D} and {T > j} belong to G,. Therefore,

Es(Ej 1155 loep) = Eg [11s loep Ps(E; = 11G;)] — Eg [115; loep Ps(E; = —1(G;)]

= BEg [17s; Loep Ly, ¢(vo,.v; 1} 12,=2,11]

Thus,
+oo
Es(X7 loep) = B ZEﬁ [1T>j Loep ly;¢{vo,..v;_1} 1Zj:Zj+J
=0
T—1
= PEg Z Ly;¢(vo..v; 1y 12,=2;11 Loep
=0
= SEB(NT Loep).

This proves the first equality. The second one follows from the fact that Np is Gr-measurable,

{0 € D} € Gr, and Lemma 2.1.5. O
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We turn now to the derivative of the speed v(/) w.r.t 5. We start from (2.3). Since T" and loep

are o(Z)-measurable, the denominator in (2.3) does not depend on g, and

Es(X7 loep)

v(B) = Eo(T loep)

Point 1. is then a consequence of the following lemma :

Lemma 2.1.7. For d > 8, the function B € [0, 1[— Ez(X1 loep) is differentiable and,

(2.7)

(2.9)

d 1 3 - &
3 —(Es(X7 1oep)) = EEB(NT loep) + E]Eg Nt loep j;o Tﬁ@lng{yo,“.yj_l}lzjzzjﬂ . (28)
Proof.  Set
d - &
. _ j
Vr(B) = dﬁ (NrloepMr) (8) = Nt loep (; 1+ 85 1Y]-¢{Yo,...Y]-_1}1Zj=ZH1> Mr(B).
We have

B
Eo (NrloepMr(8)) = Eo(Nrloep) + Eo /VT(@CW
0

< L. Va < B, we get

Since NT dT and ‘1-}-:&‘: ‘ X 15

B B
d
JElva@lds < 15 [ BT loen (o)) da
0 0

(2.10)

B B
d d
] /Ew(T loep)dx = /EO (T?1gep)dx, since T and {0 € D} belong to o(Z)
0

It follows from Lemma 2.1.9, whose statement and proof are postponed to the end of the section,

that Eo(T?) < +oco for d > 8. Fubini’s theorem leads then to
B
Eo (NrloepMr(f)) = Eo(Nrloep) + /EO(VT@))CZW
0
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Now, we prove that Eq(Vr(z)) is continuous in z € [0, 1). To this end, we recall some general result
about uniform integrability of positive random variables (see for instance Theorem 5 page 189 in

Shiryaev [Shi96]).

Lemma 2.1.8. Let J be an compact interval of R, and (X(5),5 € J) be a family of positive
integrable random variables. Assume that {X(B)}ses is a.s. continuous in B. Then, the function

o(B) = E[X(B)] is continuous in [ if only if the familly {X (8)}ses is uniformly integrable.

Observe that
d

Vr(z)] < ETQMT(J}) Loep - (2.11)
For zy € [0, 1], we have :
1. limg_p T*Mrp(2)loep = T?*Mr(z0)1loep a.s.,
2. T?My(2)lpen = 0,

3. Va, Eo(T2 My () Loep) = Eo(T? 1oep) = Eo(T2 Loep) < +00, since Eo(T?2) < 400 for d > 8.

It follows then from Lemma 2.1.8 that the family (7% Mz (x)loep, z € [0, 1]) is uniformly integrable.
By (2.11), this is also true for the family {Vr(z)}.—4, in a neighborhood of xy € [0; 1]. Therefore,

we obtain,
lim Ey(Vr(z)) = Eo(Vr(xo)) i.e Eo(Vr(x)) is continuous.
Tr—xT0
Then, we get
B
L o (NpToen M —i/ Nz = Bo(Vir(B)).
qp o\rhoer (B e O o(Vr

Therefore taking the derivative w.r.t 5 in (2.5) , we obtain

T-1
d 1 15} E;
dﬁEﬂ(XT loep) = 3E[3(NT Loep) + EEB N7 loep j;o 1+ jﬁ(‘,’j Ly;¢(vo,.v; 131 z,=2,14
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2.1.4 Monotonicity of the speed.

We focus now on the proof of point 2. in Theorem 1.1, and we use (2.8) to study the sign of
the derivative of v(f).
Since T' > 1, Np > Ny = dlz,_z,. We remind the reader that Z is defined as the walk Z when

it moves, and D denotes the cut times of Z. Then,

Es(Nploep) = dP(Zy = Zy; 0 € D) = dP(no = 1;7_1 = 0; 0 € D)
d—1

=— —P(0eD)=P0OeD).

We focus now on the second expectation in (2.8). It is equal to

&
dEg Z y ']'ng{Ymijfl}le:Zj-H1Yk¢{yﬂv--~Yk—1}1zk:Zk+l Loep | -
1+ BE;

0<j,k<T

Note that for j > k :

Es (1755 Loep Ly, ¢(vo,.v,1} 12,=2;00 1vig Voo ve 1} 1 Z=Z0sa

(1+555 o(Z; Y(),...,Yj))] =0 (by (2.6)). (2.12)

Hence, using the fact that we get

1
1+ﬂs2 1A

T—1
E.
Es | N7 1loep Z T J@g‘ 1Yj¢{y07myj1}1zjzzj+1]
j=0 J
&
— dEﬁ Z 1 + /Bg 1Y}'¢{YO,...Y}71}1Z]':ZJ'+1 1Yk¢{Y0v"'Yk—l}]‘Z}g:Z}€+1 1OED
0<j<k<T J
> 1= ﬁ ZE,B Z 15j:—11yj¢{Y0,~-Yj1}1Zk=Zk+1106D1T>k]
[ 0<j<k
g N
> 1— ﬁ ZEﬁ Z 1’ia'=1:<j=01nk=1 1T>k10€D]
= L0<j<k
2 1— ﬁ Z Z Eﬁ |: n;=1, CJ—Ol Ne= 1120<1<k z;é](l 772)<T 17] 1=0 10€'D:|
k=1 0<j<k
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d 11-8 . <

0<i<k—1

1 <X
- —Q—d;kP[T >k—1,0€D]( by (2.2))

1 T
=5 E ;k; Loep
POeD)., (T*+T
= — E .
2d 2
From the computation above, we get
d POeD) POeD) . [(T*+T . (T?*+T
—(Eg X1 > — E >0ifd > pE . 2.1
d/B( BNAT OE'D) d 2d2 ﬁ 2 01 B 4 ( 3)

It is proved in [BSZ03] that ET = 1/P(0 € D) < oo for d > 6, and that ET < +oco when d > 8.
Hence we can take f = T in (2.4). Observe that T o6y, =T —k for k € {1,2,...,T — 1}. (2.4) reads

T2+T>

E(T)E(T) = / [T+ (T —1)...+1)]dP=F (
Therefore,
ET? < 400 for d > 8. (2.14)

Actually, lemma 2.1.9 asserts the stronger result that

L (T?+T
dlzzsupE( I )<+oo.

d=8

Choose dy := max{dy,8}. Then, the derivative is positive V3 € (0,1) and for all d > dy. Set
Bo = %. Then the derivative is positive for all 5 € [0, §y) when d > 8.

It remains now to prove :

Lemma 2.1.9.




Because limg_, oo P(0 € D) = 1 and P(0 € D) = E1LP(0 € D) (see [ET60], remark 3, page 248), it
is enough to prove that sup,.gE(7T") < +o00. to show that d; < +o0.

Choose ¢ such that 0 < € < 1. We consider a simple random walk Z¢ on Z? 'such that :

15
2(d— 1)

P(Z, —Z,=01F)=1-c. (2.15)

P( Z+1_Zai:e|]:f€)

, for e € {£ey, teq, ..., teq 1},

Note that, we can construct Z¢ from the sequences (Z,)nez, (15 )nez, Wwhere 15 ~ Ber(1 —¢) as in
the construction of Z. Set J := {n such that Z; # Z¢_,} and write J = {... < j_1 < jo <0<
J1 < ...} Set py = jp — jn1 forn > 1 and py := j;. Then, the (u,)n>0 are i.i.d., Geometric(e)
random variables. We let T° = Zszl ;. Then

B(T%) = 3 B(Y )BT = ]

k>1 =1

= ng[T: k]

k>1

= @. (2.16)

We have similarly E(T") = %E(T), so that E(T) = £ E(T¢). Therefore, in order to prove that
supgsg BT < +00, it is enough to prove that supy.g E(T°) < +oo for some fixed e. We call {T}; },cz
the cut times of Z°, T° := T¢ and D¢ is the set of cut times. Then P(0 € D°) = ¢P(0 € D)
converges to € when d — oo and P(0 € D¢) is bounded by ¢.

On the other hand, repeating the proof of (1.12) in [BSZ03|, we obtain for k; = 1+ Lj (j > 0,
L >1,J > 1 two fixed integers),

P(T° > kyy) <SP0 € D) + (27 +1)> kP (Z; =0)

k=L

<el+ (2 + 1)) kP (Z5 =0) (2.17)

k=L

Using the fact that P (Z% = 0) decreases with d > 8 (we delay the proof of this fact at the end),
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we get
PIT° >n] <&’ + (2] +1)) kP(Z; =0) (when d = 8)
k=L

<e’/ 4+ (27 + 1) const L%, n>1,d>8, (2.18)

Choosing a large enough v depending on ¢, and setting J = [ylogn|, L = [35] then

7—4

P[T* > n| < c(logn)1+7n_%4, n>1d>8, (2.19)

where ¢ depend only on e. This implies that sup,. s ET* < oo. Now, in order to finish the proof of
Lemma 2.1.9, we have to prove that P[Z5 = 0] decreases with d > 2
Remark that for n odd P[Z: = 0] = 0, so we consider n even. Using characteristic functions, we

obtain
’T d—1

c 1 £ !
P(Z, =0) = W/ (d— 1 ZCOS@Z' +1-— 5) db;...dOy_1

i=1

d—1 n
1—¢
27T o Nd—1 (d 1 E COS@Z‘—F - )> d@l...dﬁd_l

=1

( 12 (€ cos ©; +1—5)> ] : (2.20)

where we consider a sequence {0;}%=! of i.i.d. random variables having uniform distribution

U[—n,n|. Now, we consider the function f(x) = z". n being even, f is a convex function on
R and
f T1+To+ ...+ Ty < f(@1) + flaa) + ...+ f(xd)7 Vay, 2, . zq € R
d d
For ay, as, ...,aq € R, choose
. _a1+a2+...+ad_1 . 7a2—|—a3+...—|—ad . 7ad+a1—|—...+ad_2
1 — d—1 y 42 — d—1 y eeey bd — d—1 )

then we get

<a1 +&2 4+ ...+ ad)"
d

1 a1+ ao + ... +aq_1 " Ao + ag + ... + aq " g+ a1+ ...+ a; "
< = 2.21
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Now, take a; = ecos©; +1 —¢c fori =1,--- ,d and take the expectation. It comes

d " d—1 "
1 1
E (c_l ;1 (ecos®; +1— 6)) <E (ﬁ ;1 (ecos®; + 1 — 5)) ] . (2.22)
It means that P[Z¢ = 0] decreases with d > 2. O

2.1.5 Differentiability of the speed at 0.

We are now interested in proving point 3 in Theorem 1.1, that is to compute the derivative at

the critical point 0. By Lemma 2.1.6 we get

v(B) _ 1Eo(NrloepMr(B))
58 d Eo(T'1pep)

= %iEO(NTlOEDMT(ﬁ))'
Note that

o TloepMr(B) = 0;

o limg ,o(T1oepMr(5)) = Tloep;

o Eo(TloepMr(83)) = Es(Tloep) = Eo(Tloep) = 1 for d > 6.

By lemma 2.1.8, {T'1pepMr(B)} s is uniformly integrable in a neighborhood of 0. This is also true
for {NrloepMr(B)}p—0 since Ny < T. Therefore, we get

éii% Eo(NrloepMr(8)) = Eo(Nrloep)-

On the other hand, with R, is the range of the simple symmetric random walk on Z% then

~ R Rr, — R Rr — R
R(O) : = lim 22 — g By B0t B = ) & & (Br, = B )
n—oo N n—oo T, n—00 T,
i (lypg + ... + 1YT1_1¢) + (1YT1¢ + .+ 1YT2_1¢) + ...+ <1YTH¢ +o 1y, g)
n—00 T,
Eo(Rrloep)
= ———= =EyRrl .
EO(TloeD) 0( T OED)
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With N, =d Y ") ly,¢lz 7, then

n—1 n—1 n—1
Eo(No) =d > Eo(ly,elz-z,,) =dY Eo(ly,))Po(Z; = Zjp1) =Eo(D_ ly¢) = Eo(Ry).
j=0 j=0 j=0

Therefore

N,
R(0) : = lim B _ lim E, (&) = lim E, (—n)
n n

n—oo T n—00 n—00
_ Eo(Nrloep)
Eo(T1oep)

This finishes the proof of Theorem 1.1.

= Eo(Nrloep).

2.2 ERW with several identical cookies

In this section, we consider a multi excited random walk with m cookies (m-ERW) that is
a particular case of m-ERWRC when the cookie fi(y) is deterministic and with constant value

B e [0;1] for all 1 < k < m and y € Z%. We denote with P, 5 the law of m-ERW defined by :

o If Y, has been visited less than m — 1 times before time n, then
1£4
2d
1
Prng(Yoi1 — Y, = £e| Fy ) = ¥ for 2 <i < d;

Ps(Yoir — Yy = +ei|F)) =

e If Y, has been visited more than m times before time n then

1

Prp(Yoir — Y, = +e)| FY) = 5

for 1 <1 <d.
We use the notation Y, ¢ or Y,, ¢™ {Yy; Y1;...;Y,_1} to mean that Y, has not been visited more

than m times before time n.

Set

n—1

Ny = dz Ly;¢mlz=z;.. -
§=0
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Then, as in case m = 1, we get

s m
Eng(X1 loep) = E]Em,B(NT Loep)

and the following formulars for the speed and its derivative when d > 8 :

En (X1 loep) _ BEo(N7' Loep)
Enp(Tloep)  d Eo(T loep)
1Eo(N7* M7 (B) loep) | BEo(Ny* M7 (8) Vi (B) loep)
d Eo(T locp) d Eo(T Loen) !

v(m, B) =

(2.23)

where

T-1
Vi'(B) = Z 1 _|_j55j Lyemivo.. vyl 2,=2,40
j=0

T—

M7 (B) = H (14 &;Bly,¢m3vp,,13] -

=0

—_

<

In order to prove the uniform convergence of vj(m,3) as m goes to +o0o0, we use the following

lemma, whose proof is given below :

Lemma 2.2.1. Let J be an interval of R, and {X,,(8)}sesnz1, {X(8)}ses be families of positive

random variables. Assume that
1. for every n, {X,,(8)}pes is uniformly integrable ;
2. {X(B)}pes is uniformly integrable ;
3. X,.(B) converges in probability to X (), uniformly in B : for any € > 0,

lim supP(|X,.(8) — X(B)| >¢)=0.

n—-+4oo BeJ

Then, limy,_, ;o supge 5 [E(X,(8)) — E(X(8))| = 0 if and only if {X,(8) }nen ges is uniformly inte-
grable.

Set
T-1 T-1 g T—1
N;“O = dz 1Zj=Zj+1 ) Vigo(ﬁ) = Z 1 +‘768'1Zj:Zj+1 ) M;‘o(ﬁ) = (1 + 5jﬁ) :
j=0 j=0 J 3=0
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One can check that the following inequalities hold : Vm € NU {400} , V5 € [0, Bo[ (B0 < 1),

T
NP <dT, MP(3) <27, V() < g5
— FOo

IN7' = Np°| < d(T —m)y;

sup [M7(8) — Mz ()] < 27(T —m)y ;
pelo,]

m o0 1
sup |V7'(B) = V7o (B)] < 1—
B€[0,B0] Bo

We deduce from these inequalities that supgepo ) |N7' M7 (8) — N3*Mz°(B)| converges a.s. to 0

(T'—m)..

when m tends to co. The same is true for
sup |Np"M7 (B)Vr'(B) — Np" My (B)Vre(B)] .-
ﬁe[ovﬁo]
Using Lemma 2.1.8, we can also show that the family {T'M7*(8)loep}se(0,1]m>1 is uniformly

integrable for d > 6. Indeed, it is a.s. continuous in (3, m), and for d > 6,

Eo(TM7'(B) loep) = Em (T loep) = Eo(T1oep) = 1.

Since Nj* < T, the family {N7*M7*(8)1loep}sepo,1],m>1 is uniformly integrable for d > 6.

In the same way, Lemma 2.1.8 implies that the family {T%M;j"(5)1loep }sefo,1,m>1 is uniformly
integrable for d > 8. Since N} < T and V() < ﬁT for 0 < 8 < By < 1, the family
{NFVE(B) M7 (8)Loep } seo,80],m>1 is also uniformly integrable. To apply Lemma 2.2.1, it remains
to prove that {NM°(8)loep }seppa) {NFMP(B)VE(B8)loen} e, respectively) are uniformly
integrable. This is true for d > 6 (d > 8 respectively) using again Lemma 2.1.8.

By Lemma 2.2.1, we conclude that for d > 8, and 0 < 8y < 1,

lim sup [v'(m,B3)—v'(c0,B)=0.
=00 Be(0,80]
Note that v'(c0, ) = %v(oo,ﬁ), and that P, 5 is the law of simple random walk with drift /.
Therefore, v(oco, 8) = B/d, leading to the statement in Theorem 1.4.3. This in turn implies that
for d > 8, there exists mg such that for m > my the speed of ERW with m cookies is increasing in

S on [0;1].
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To finish the proof of Theorem 1.4.3, we prove Lemma 2.2.1.
Proof of Lemma 2.2.1. (<=) We prove the sufficiency. Since {X,,(5)}, 3 and {X (/) }s are uniformly

integrable, for all € > 0, there exists ¢y such that for all ¢ > ¢y, we have :

SUEE[Xn(B%Xn(ﬁ) > <e, Sl;pE[X(ﬁ),X(ﬁ) >d <e.

Therefore

[E[XA(5)] — EIX(B)]| (2.25)
<e+E[Xa(B)], |Xn(B) = X(B)| > e] + E[|X(B)], [Xn(B) — X(B)] > €]
< e+ E[Xo(8), Xu(B) = o] + E[Xn(B), Xau(B) < co, [Xn(B) — X(B)] > €]
+E[X(5), X(8) = col + E[X(5), X(B) < co, [ Xn(B) — X(B)] > €]
< 3¢ + 209 Sl;p P X,.(8) — X(B)| > ¢]. (2.26)

By assumption 3, we get that for all € > 0,

lim sup sup |E[X,,(8)] — E[X(58)]| < 3¢.

n—+oco f

(=) We prove now the necessity. For any C' > 0,
E(Xn(B) Lx.8)20)
= E(Xo(8) = X(8)) + E(X(B) Lx(g)2c-1) + E(X(B) Lx(s)<c-1 = Xn(B) 1x,9)<0) -
Using the positivity of X,,(3), for any ¢ €]0; 1],
X(B) Ixgy<c—1 — Xu(B) Ix,(8)<c

< (X(B) = Xu(B)1x(sy<o-1.x.8)<c + X (B) Lx(gy<c-11|x,(8)-x(8) >

< €+ 20 x,(8)-x(8)>¢ -

Therefore, for any C' > 0 and any ¢ €]0; 1],

sup E(Xn(8) 1x,(8)>c)

< Sup [E(Xn(B) = X(8))] + sup E(X(B) 1x@)>c-1) +&+2C Sup P Xn(8) = X (B)] =€)
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Taking the limit n — oo, then ¢ — 0 leads to

limsup sup E(X,,(8) 1x,8)>c) < s%p E(X(8) 1x@)=c-1) - (2.27)

n—00 B
Let ¢ > 0. Using the uniform integrability of the family {X(5)}s, on can find Cy(e) such that
supg E(X(8) 1x)>co(e)-1) < €. By (2.27), there exists ng(e) such that for all n > ny(e),

Slgp E(Xn(8) 1x,(5)200()) < 2.

For n < ng(e), we use the uniform integrability of the family {X,(5)}s to get Ci(g) such that for
any C' = Cy(€), SUD,cpno(e),5 E[Xn(B), Xn(8) > C] < e.. Now, choosing Cy(¢) = max{Cy(¢c), C1(¢)},
we get sup,, 5 E[X,,(8), X,,(8) > C] < 2¢ for all C' > Cs(e) .

[

2.3 Excited random walk with random cookie.

Let B be a environment (5 € B). We denote by {Y,, €;} the event
{Y,, €r} = {Y, has been visited k — 1 times before time n} .

We recall from the introduction that the "quenched" law P of the ERW in the environment f3, is

defined by the following conditions :
1. Pa(Yo=0) = 1;
2. on the event {Y,, €} where 1 < k < m, then

1
Ps[Yyi1 — Y, = +e| FY] = 5 for2<i<d,

1+ B.(Y,
Pﬁ[Yn+1—Yn::|:€1|./—'?:] = —ﬁk( ) )
2d
3. on the event {Y,, €;} where £ > m, then

1
Ps[Ypi1 — Y, = +ei FY ] = 5 forl<i<d.
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The "annealed" law is defined by P(-) = Q[Ps(-)]. Observe that the cut-times are still well defined.
In section 2.3.1 we consider the case when there is only one cookie (m = 1) (I-ERWRC) and the
environment is then denoted by 5 = {8(y)},cza-

2.3.1 m =1 and 1.i.d. random cookie.

In this case, we see that the annealed law of ERWCR is the law of an ERW.

Lemma 2.3.1. Assume that m = 1 and the cookie environment {5(y)},eze is i.i.d. Then under

P, Y has the same law as an excited random walk with parameter By := Eg[5(0)].

Proof. We have to prove that

nn—1
1
PlYo =y, Vi =155 Y0 = ya] = (g) [T+ Bosi1y0),
=0

where By = Eg[8(0)], yo =0 and ;41 —y; € {0; £1}.

Indeed, we have

PlYo =yo; Y1 = v1; .3 Y = yn) = EPs[Yo = yo; Y1 = y15 .5 Yo = Ui

:EQ (%) g(1+ﬁ(yi)5i'1yi¢)
_ (2_1d> [10 +Eols0)l=.1,.0)

=0

]

Then, we get the law of large numbers and the fact that the speed is increasing in 5y = Eq[5(0)]

from the results on the excited random walk.

2.3.2 m > 1 and stationary random cookie.

We focus now on the case of a stationary and A-exchangeable environment, and on the proof

of Theorem 1.4.4.
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Existence of the speed.

We begin with some notations used throughout the section. For z € (Z41)%, and k,l € Z, k < I,
2y = (Zk, Zk+1, -+, 21). The expectation w.r.t. the law Q of the environment is still denoted by Q.
We use also the notation P(-) = P(-|0 € D), and for j fixed, P4(-) = P3(-|0 € D). Since P5(0 € D)
does not depend on 8, we get P(-) = Q(P5(-)). Let A be any borelian set, of (Z4)".

P(Yry — Yy € A) = QPs(Yry, — Yy € A)]
= Z Z Z@H%(Ym. — Yy € AT =k, Zpn gy = 2ppg, Xi = )

k21 2[1 ) ©€Z

X I@ﬁ(Xk = I|T = ]{7, Z[l,k] = Z[l,k]]p(T = ]{7, Z[l,k] = Z[l,k]) . (2.28)

Note that by definition of the cut times, the trajectory of Y between 7, and 7},.1 —1 does not in-
tersect the trajectory of Y before T,,. Hence ﬁ”ﬁ(YH_ Y, € AT =k, Zp i) = 2p4, Xk = @) depends
only on {f(., z)}Z@[l’k], while I@’g(Xk = a|T =k, Zj1 )y = 2j1,%)) depends only on {3(., Z>}Z€Z[1,k]' 21,k
and = € Z being given, we consider the mapping ¢ : Z¢ — Z< defined by :

u,v ifvez R
V(u,v) € Z x 247, §(u,v) = (u,v) [1,k]

(u—m,v) ifoézny.
It follows from the preceding remark that :

Psg(Yis. — Vi € AT = F, Zng = 2y Xk =)
=Py

(
P o Yer. = Yi € AT =k, Zpy gy = 2114y, Xk = @)

=Py, (Y. € ATy = =k, Z|_p 1) = Z|-k,-1)) ,

>

where 0, .)B(u,v) := B(u+ x,v + 2), and Zj_p 1) = (=2, 21 — 2k, , Zo—1 — 2&). Moreover,
Pss(Xi = alT =k, Zpgg = 2pu) = Pa(Xp = 2|T = k, Zu g = z0) -
The random cookie being A-exchangeable, §(3) has the same law has /3. Hence,
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= Z Z ZQ[PM(YM-. Y€ AT =k, Zpnw = 2, X = @)

k=1 z;1 k) ©€Z

x Psg(Xy, = 2|T =k, Zpy = 20)|P(T =k, Zjgg = 2p)

_ZZZQPG(OZ)BY€A|T1__kZ[k —1] —k,— 1])

k>1 2[1,k] TEZL
x Py(Xy, = 2|T =k, Zp gy = 200 P(T =k, Zp gy = 2u.m)

=> ") QP s(Y. € ATy = —k, Z k1) P(T =k, Zpy i) = 21.4) (2.29)

k=1 2z k)

Using the stationarity of the environment, we get then

P(Yr, —Yr € A)

= > QPs(Y € ATy = —k, Z_p 1) = Zh )| P(To1 = =k, Z_p 1) = Z—1)
k>1 Z[1,k)

— P(Y. € A). (2.30)
Now, set U,, = X7, — X7, _, for n > 1. We have just seen that the sequence {U, },>1 is stationary
under P. Furthermore, E|U,| < ET < oo for d > 6. By Birkhoff’s and Khinchin’s theorem, P — as

lim Uh+Us+ ...+ U, (U1|-7:U)

n—oo n

where Fy; is the o-algebra generated by the invariant sets of the sequence {U,,}. Therefore lim,, .,

Xw — E(X7|Fy). On the other hand, we also have P — as lim,_, L — E(T), so that P — as,

n

Vi=lim, % exists for d > 6, and

E(X7|Fy)
E(T)

Monotonicity of the speed.

Now, we prove that the expectation v(Q) = E[V] = E(ELTT) is increasing in Q.
Consider 81 = {B1(y)}yezd, B2 = {P2(y)}yeza defined on (2, 4,Q) — B = ([0; 1]™)2" such that
Q(F < f) = 1. It is proved in Aldous & Lyons [ALO7]|, that if there exists a monotone coupling
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of Q; and Qs, then there exists also a stationary monotone coupling of QQ; and Qq, as soon as Q;
and QQ, are stationary.

Therefore we can suppose that {(51, 52)(y) },ezq is stationary. Set f;(y) = (1 —t)B1(y) +tB2(y)

for t € [0;1]. By = {B:(y)}yeza is a stationary environment . Consider

Q[Es, (X7 1oep)]
o) = Eﬁ(T Loep)

Note that [; is not necessarily exchangeable, so that we can not assert that v(¢) is the mean of the
speed of the ERW in the random cookie (;. Nevertheless, 3; and [y being exchangeable, we get
v(0) = v(Qy), v(1) = v(Q2), so that it is enough to prove that v(t) is increasing in t. First of all,

we need the Girsanov’s transform. Define

n—1

M, (B) = [[IL+ &Bu(Y))1ly,¢m]

J=0

where Y; ¢™ denotes the event that Y; has not been visited more than m — 1 times before time j.

As in section 2.1.2, and using the same notations,

dPs, |7, dPglg dPs,|g
t n — 13 n — Mn /8 , 13 T — M /B )
Bolr, ~ dRlg, ) gy, = MO
Remark that as in section 2.1.3,
400 +o00
Eg, (Xrloep) = Bg, (Y Eilrsjloep) = Y Bs (Eilrs;10en)
§=0 §=0
and
Eﬁt <5j 1T>j 10€D)
1+ B(Y; 1= B,(Y:
= Ep, #1T>j10691yj¢mlzj=zj+11 — Eg, {#1T>j1062>1§/j¢m12j=2j+1

=g, [8i(Y;) 115 loep lyygm 1222, -
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Hence, we get

Z Bi(Y)) Loep Ly;gm 1zj:Zj+1]

Be(Y;) Loep Lygm lz,=2;.4 MT(ﬁt)] '
j=0

For d > 8, E(T?) < co. We can take the derivative in ¢, to get that

d d
E(TloeD)av(t) = E@[Eﬂt (Xrloep)]

T—1

= QEg, Z(ﬁz — B1)(Y;) Loep Ly;¢m 1zjzj+1]
=0
T-1 T-1

(B2 — B1)(Yi)Eily,gm
+ QEg, jZOBtO/}) Loep ly;¢m 12,=2;.4 ; [+ B(V)E, : lz,—71

We study now the sign of the derivative on the set of bounded environment, and from now on we
assume that for i = 1,2, Bi(y) < o < 1 a.s. for any y of Z%. As in section 2.1.4, the first term is

bounded from below by its first item corresponding to j = 0.

T—

(B2 = B1)(Y;) Loep Ly;¢m 1Zj=Zj+1] > Q[(B2— B1)(0)]P(0€ D, Zy = Z)
0

—_

QEg,

=

= Q% - A)(O)] PO € D)

Now, we focus on the second term. Since Eg, (E/(1 + Be(Yr)Ek)|Gr) = 0, it is equal to

(B2 = B)(Y3)&;
O<i§<:T_15t(Y}) 10€D 13/j§§mn1Zj:Zj+1 12+ ﬂtl(}/;>gl 1Yi¢m]~Zi—Zi+1]
(B2 — B1)(Y3)
2. ioam)

QEg,

= _@E,Bt

151':—1121':Zi+1/8t(}/j) 10€D 1Y'j¢lej:Zj+1] )
0<i<y<T -1
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2 _UQEBt Z %13/% ]Pgt(g = —1|gi)1zj:Zj+110€D 1T>j] since ﬁt < g,
0<i<j t

= _%ZQE& Z (52 - 61)( >1Z]—ZJ+1 10€D1T>]] )

L0<i<j

g
> _ZZQE& Z (B2 — 51)(K>1nj=11061§1f>215(1”k)]

L0<i<y

using the notations of section 2.1.3,

= 2d2Q Bt [Z (52 51)( )1OED1T>j]
0<i<j

since 7; = 1 is independent of Z JFD =1

- 2d2ZQE5t (Ba = B1)(Yi)(T — i — 1)1psiloen]

e 2d2 ZQ By [ Z Z /82 1Zi221Xi=:B(T - Z — 1>1T>i10€'D] Wlth y = (QJ,Z) ,

2€Z4=1 xE€L
Z@ [ (B2 = Bi)( Z ZEGU@ Ly, (T —i — 1)1T>i106D)]
i>1 2€74—1 x€Z
because [ is stationary,
> 2d2 Z Q { 1>(0) Z Eeyﬁt[(Qi + ]‘)(]‘Zi:Z(T —1— 1)1T>i106D>]}
izl z€Z4-1
for X; = o= |z| <1

= 2d2 ZQ { ) Z ]EO[(QT + 1)1Zi:Z(T —1i— 1)1T>i10€D)]} )

1>1 z€7d-1

o T + 1)T(T — 1)
> —55 Q52 = £1)(0)] Eo l 5 10@]
Therefore, we get
BT o) > 0005~ 00)0)] |1 - 0BT

It is similar to Lemma 2.1.9 to prove that
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~ 2T+ 1)T(T -1
dy :=sup F (T + DT ) < +00

=10 4

Then, for d > ody, we have %£v(t) > 0, wich implies that v(0) < v(1) so that v(Qg,) < v(Qg,)

on the set of probability measures on bounded environment.

Choose 0 = 611—2, then we have the monotonicity for environments bounded by o for any d > 10.

2.3.3 m >1 and i.i.d random cookie.

We consider now the case of an i.i.d environment with m cookies. In this situation, we can
prove that the derivative is deterministic. To this end, we construct an ergodic dynamical system
on which the m—ERWRC is defined. Let u be the law of 8 = (81, B2, ..., Bm)(0) € [0; 1]™.

We consider the probability space

W =T x (Z*7 % x {0;1}% x {{0; 1}™}* where T = ([0; 1]™)%,
endowed with the probability dP := [.dQ(y) x P,, where Q = 1u®% and for v € T,

Py =¢""2pf* @ Q) ) pn(7),

neZ1<k<m

where
e ¢ is the law of the increments of Z,
e p; is a Bernoulli distribution of parameter 1/2,
® () is a Bernoulli distribution with pr,{1} = v.(k); pen{0} =1 — v, (k).

Now, we take w = (v,u,l,h) € W with y € T, u € (Z41)”, 1 € {0; 1}%, h € {{0;1}™}%. For n € Z,
let (5, In, Cny &n) be the canonical process on W :

Bu(w) =1 € 0, 1], In(w) = ua € Z7", Galw) =1y € {051}, &uyj(w) = hny € {0;1}.
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From (1,,)nez, we define Z, Z as in section 1. Once Z is defined, we construct the horizontal part’s
increment & = X; 11— X; € {—1,0,1} for i > 0, as follows. Set Yy = 0 and assume that (Yp, - ,Y;)

have been constructed. Then,
e On the event {Y; €;} (1 <k < m),
& = (26000, vk = D) 1zi=2001
where ny(Yp, -+ ,Y;) = inf{n < i, such that Y, = Y;};
e On the event {Y; €™} (i.e. Y; has been visited more than m times),

Si = (2C1 - 1) 1Zi=Zi+1 :

Note that with these definitions,

1+ Yy, .Y,
P.(Ypo1 — Y, = 2e1|FY3 Y, €4) = %(”1(257 Ya))

for k < m;

1
P(Yui — Y, = +e|FY; Y, €) =5 fori>1;

1
P,(Ypi1 — Y, = +¢|FY Y, €1) =55 for j > 1Tand k > m.

Lemma 2.3.2. Under P, the sequence (Y,)ns0 is an m-ERWRC with i.i.d environment =

(B(Y))yeza, with common law pu.

Proof. We begin with giving an expression for the law of the m-ERWRC with i.i.d environment
B. Fix yo = 0,41, ,Yn € Z* and set g; = (y;11 — y;).€1 € {0; £1}. Then, for an m-ERWRC with

i.i.d environment 3, we have
QPs[Yo = yo; Y1 = 415 -3 Yo = ¥n)

(2_1d>n ﬁ ﬁ(1 + Br(y:)ei Lyie,)

1=0 k=1

=Q
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We decompose the first product according to the value of the first visit to ;.
QP/B[YE) =y Y1 =vY1;.; Yn = yn]

n—1 m n—-1
( ) { H H H ynlﬁé ﬁk yn1)8J 191 =Yny 1yjek]}

n1=0 k=1 j=n1
n n—1 m n—1
( ) H@{HH 1+1yn1¢6k yn1)5] Y5i=Yny 1yJ€k]}‘
n1=0 k=1j=n1
The last equation comes from the independence of the random variables 5 (y;) for y; ¢ . On the

other hand, using the construction above,

PYo=y0; Y1 =y1;.: Y = yn) = QP [Yo = yo; Y1 = y1; .5 Yo = )

n—1 m n—1
( ) {HHH (141, ¢m(m) e 1y, yzlyzek]}

n1=0k=1j5=n1
n n—1 m n—1
( ) H Q{H H 1+1yt§é’yk nl)gl ]'y] =Yi 1%@}} .
n1=0 k=1j=n1
This finishes the proof of Lemma 2.3.2 since (1,, ¢B(Yn; )ny=0,. m—1 and y(n1)n,=o,.. n—1 are two

sequences of i.i.d. random vectors with common law . O

Now, we denote by (6x)rez the canonical shift on W, i.e; Op(w.) = (wgs.). We set

W =T x (Z"")*( {0 € D} x {0,1}* x ({0,1}™)*.

~

On W we define 0 := 0, = 07 and P = [.dQ(y)P,

A

Lemma 2.3.3. (W,0, P) is an ergodic dynamical system. As a consequence, (W,é,p) is also an

ergodic dynamical system.

Proof. The idea of proof comes from [BSZ03|. Firstly, we prove that 6 is a measure-preserving
transformation. Consider a measurable set A x B of W, where A C ', and B C (Z471)% x {0, 1}% x
({0,1}™)% . We have that

Op o P(Ax B) = P(0,'Ax 6,'B)
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- / P,(6;'B)dQ = / By (B)dQ

0, ' A

/ (B) (6;'Q)(a) = [ P(BYQ)

A

P(A x B).

Now, we prove that 6 is ergodic. Let A be a measurable subset of W, invariant under 6 and € > 0.
There exists an integer m. > 0 and a measurable subset A. depending only on (wy,)jm|<m. such

that
|Ep[la—14]l<e¢

Then, for L > 0,
P(A) = Ep[lAlA o QL] = EP[lAslAE o GL] —+ Ce,

with |c.| < 2e. For L > 2m,,

Because that pg,(7) depend only on ~,, we prove that the sequence (v, I, Cy,&n)nez 1S the
sequence of independent variables under P. Indeed, let ¢ < 7, 1,7 € Z take two measurable set

A; x B; and A; x Bj, where A;; A; C [0,1]™, and B;, B; C Z%! x {0,1} x {0,1}™. We have
P {[(%7[@'7@,&) € Ay x B[ \[(v, 1, ¢, &) € Aj x Bj]}
= /@(dv)1vi(w)eAi,wj(v>eAij {[(L,Q,&) € B[ (;,6,&) € Bj]}
T
= /@(dV)17i(w)eAm,7-(v)eAij {(1i, ¢ &) € Bi} Py {[(1;, ¢, &) € Bj}
T
= /@(dv)lw(v)empw{(Ii,Ciyéi) € Bz'}-/Q(dV)lw(v)eAij{(]j7Cja§j) € B;}
T T
So, we get Ep[la.14. 00r] = P(A.)P(A.00L) = P(A.)?. Therefore

|P(A) — P(A)? < |P(A) — P(A.)?| + 2¢ < 4e.
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Letting € tend to 0, we have that P(A) =0 or 1. O

Lemma 2.3.4. For any d > 2, there ezists a constant v(Q) > 0 such that P — as, lim,_, % =
E

v(Q). Ford > 6, v(Q) = E(i{TT))

Proof. The existence of the limit and the fact that it is deterministic follows from the ergodicity
of (W, 0, P). The expression of v(Q) for d > 5 is a consequence of the ergodicity of (W, 0, p), and
of the integrability of T" w.r.t P for d > 6.

Remark : For d > 2, using Theorem 4.6 and 4.8 in [KZ12], we see that the law of large numbers in

Lemma 2.3.4 is also true. O

65



Chapter 3

The results for small dimension

In this chapter, we prove Theorem 1.4.5 and Theorem 1.4.6. We repeat some notations necesary.

e (Y,)nez are the cordinate maps on Z% and Pj is the law of the excited random walk. The

speed is v = v(f).

(e1, €9, ..., q) is the canonical generators of the group Z.

{7} is the sequence of the regeneration times;

Xn = Yn + €1, Zn = (Yn : 627Yn €3, >Yn ' ed)a gn = Xn+1 - Xn;

En =&, — Egé,’m 57’1 =&, —v, V, = Zn—1 Eilyg

j=0 T1BE&;

The speed at the time n, the speed of the excited random walk and the derivative of the

speed at the time n respectivly are

EsX, v, Eg(X,V,)

vnw):Eg(—),v(ﬁ):EBT,and e Bolh)
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3.1 Proof of Theorem 1.4.5

3.1.1 The existence of the derivative of the speed for 5 > 0

Remark 3.1.1. Using regeneration times, we have that

X\ EsX,  Es(X, -3 EgE,
lim v,(8) =v(B), 0= lim Eg (&) _ Es X, _ s 23_0 6&;)

X' EgX!  Eg(X, —
P—a.s. lim 220 = 227 5 - m-):().
n—oo 1 EﬁT EBT

We deduce from these equalities that E3X, = 0 and EzX, = I@B[Z;;é (EgE;)].

The existence of the limits of the derivatives at finite times

To prove the point 1 of Theorem 1.4.5, we need the following lemmas :

Lemma 3.1.2.
E <n X/ 2
“up 5 (Mmaxo<i<n | X7|%) = C1(f) < 400 (3.1)
n>1 n
Ez (maxocicn Yz‘ 2
aup 22 ieis X 0y(8) < 40 32
n=1

Proof. Firstly, we prove that

Es (maxocicing | X!|? -
sup /3( 0<ig| }| il ) = C1(B) < +o0 where a = EgT.

n>1 n

Set S; = X/, we have that

—_

n—

2 2
oi?fﬁfa] X< Og;gfa] SI% + (1, — [na))? + . (Tj31 — 75)%

<
I
o

Because that maxo<i<ina X{Q attains max at iy then either ig € [7,, [na]| or there exists j, such

that iy € [7),, Tjo+1) By the inequality as follows

(70 — [na])?® = [(1n — na + na — [nal)]* < 2[(1, — na)* + 1],
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we get

Eg (Ogg[i(a] |le’2) < Inax S 4 2B4(72) + 2(n — DEs(r — a)® + (n — 1)Es(7%) + 2

Note that {S]} is the martingale then

12
<
Eﬁ(&% S;7) <

1B (9,7) = 4B5(X;7) + 4(n — DE(X]?) < 4Ba(r?) + d(n — DEs(r?)

Therefore,

Es (maxocicing | X! 4 2. on—2 . 2
sup ’8( osicinal | Xil ) <sup< nt Es(7?) + n ]EB(T—a)z—i-—) < +00.
n>1 n n>1 n n n

We now consider the sequence of integers {p,} such that [p,a] < n < [(p, + 1)a] then n/p, — a
We deduce that

E i<n | X2 Es (maxo; o | X!)? n + 1
sup 5 (maxo<i<n [ X %) < sup 5 (maxocic(pa+1)a) [X{]?) oo ot )<OO
n>1 n n>1 (pn + 1) n
It is similar to prove that
Eﬁ <max0<i<n yf)
sup = () < o0
n=>1 n
Es (maxoci<yn, V2
sup ﬁ( Xo<i< z) :Cg(ﬂ)<+00
n=1 n
H
Lemma 3.1.3.
Eg (max0<z‘<p (X7i — Xin)2>
sup Cy(B) < +00 (3.3)
n,p>1 p
Es (maX0<i<p (X1, - X;-nfi)2>
sup sup Cs5(B) < 400 (3.4)
n>1 0<p<[n/al p

We have similarly the result for the sequences {X,} and {V,}.
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Proof. From Lemma 3.1.2 we get

Eg (maXogign XZ/Z) Eﬁ (maXO@gn X£21D:0)
sup < sup
e n 1 nP(D = 0)
1 Es (maX0<i<n lez)
< - SIS < 400.
P(D =0) b p
Therefore
Es <maX0<z<p (X - X7 ) ) Eﬁ (maxoéiép (X;)Q)

sup = sup sup
npsl n n>1 p>1 n

To prove (3.4), we consider

B (max0<z<baa1 (X7, — X7, ,1)2>
sup

0<p<[n/ad] p
For 0 < p < [n/a] then [pa] < pa < (n/a).a =n. Set S; = X_ — X! so that

max (X; —X;n_z) < max S’ +Z (Tn—j — Tn—j— 1)2+(Tn_7—n—p_[pa])2.

0<i<[pa) © " 0<i<p

We deduce from the inequality above that

Eg { max (X! — X! .)2}

0<i<[pa] " ™t
p—1
< Ep (53%5 ) + X;Eﬁ(Tnj = Tujm1)” + Es(ra — Ty — [pa])”
]:
AE5(S0?) + pEg(7?) + 2pEg[(T — a)?] + 2

< ApEs(XL%) + pEs(r2) + 2pEg[(T — a)?] + 2.

Therefore,

Es (maxocicpa (X7, — X7, 0)°)
sup =C(f) < 0.
p>1 p

Let p < [n/a] and 0 < i < p, there exists a sequence {p,} such that [p,a] < p < [(p, + 1)a].
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Because that a > 1 and [p < [2] < [[%]a] < Z.a = n then [(p, + 1)a] < [[Z]a] < n. So, we have

2
Es (maxo<i<[<pn+1>a1 (X7, = X70) )

sup
p>1 p
2
Eﬁ (maX0<i<[(pn+1)a] (X':—n - X‘lfn*Z) > pn+1
< sup )
p=1 pntl p
pt+a

<)L < 0'(p) < +o0.

ap

Lemma 3.1.4. lim, [ 2Es(X, V2) = E5(XjVina) | = 0.

Proof. Using the inequality |(a + 6)(b+ &) — ab| < |ad| + [bd| + [6?|, we have that

Tn—1
1 1 1 <
‘EEB(X;VT")—EEB(X['M}V[M]) < B > &IV
j=[na
n B Tl . 1+ﬁgj n g . il 1+65]
j=[na] j=[na] k=[na]
1 2 1 3
Tn— 1 Tn— €1Y¢ 1
< E & ZEg[(V )2 “E R A/ =E
5 ’Zg pl(Ve )+ | ~Es 'ZlJrﬁgj —Ep
j=Ina] j=Ina] |
1 2 1 2
- 1 = Eilyg
“E g _E 7N
T Z[:] j " 'Z[:lHng
Jj=[na Jj=[na

There exist two finite constants C (), C'(5) depending only on /3 such that
o Forall n > 1 then 1E5(V2) = 1E4(V2) + 21Eg(V2) < C(B);
o For all n > 1 then 1E(X! ?) = LE;(X/?) + 2LE4(X!%) < C(B).

We need prove that



In fact, we have that

2 2
Tn—1 Tn—1
1 x 1 1 x
EEﬁ Z gj, < EEB [(Tn - [na])zl\‘rnf[naH}En] + EEB Z g]/ 1|Tn7[na]\<€n
j=[nal Jj=[nal
=L+ Ls.

Here, Ly, Ly are respectively the first and the second terms of the site on the right hand. Estimate

two terms to get

2
Li < B [[(7n = na)? + 1lir,~na] zen]

< %Eg[(m —na)t].P (|7, — [na]| = en) + %P(hn — [na]| = en) .

Because sup,,-; #Eg[(rn —na)!] < +oc and lim,_, 1o P (|7, — [na]| = en) = 0 then lim,, o, L; =

0. On the other hand

Eg [max0<i<sn(X4n — X7, )% + maXogicen (X7 4 — X;n)ﬂ

L2 < E.
en
< 804(ﬁ)
For all & > 0 choose € = #(m so that L, < 0.
Then we get
1 Tn—1 2
li ~-E & <o forall o > 0.
mowp By || 2 &) | <oforallo
j=[na]
Therefore
1 Tn—1 2
. / _
Jm B | 2 g )=
j=[na]
It is similar to prove that
2
Tn—1
1 < E; 1y¢
lim —E L iF = 0.
n—1>r-&l:loo n A j;na] 1+ ng
This finishes the proof of Lemma. O
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Corollary 3.1.5.

[Ina] ‘/[na]

lim [Eg
n

n—-+o0o

XVl .
= lim Eg [ = ”} =Es(X.V,).
n

n—-+o0o

We now prove the existence of the limit 22 #(B). Let {pn} be the sequence such that [p,a] <

n < [(pn + 1)a] then lim,, 4 o pﬂn = a. So, we have

X/Vn X, avna - n 2 - n - n
Eﬁ( Vo Xpua Ve )| (= [pnal? o= lpall g =l
n n n n n
2 Vi

a
< —+alE
n B

/

—f—CLEﬁ

When n goes to infinitely then n” and V" go to 0. So that

X'V, X! Vipa X! Via :
n——+oo n n——+00 n N——+00 Dn n

~

B(X1V2) _ Bol(X, = ro)Vi]

, 1

]EgT EﬂT
Therefore,
M XV, X\ Eg[(X, — o)V
Jim G0 = i B () = () = HEEL 69

Girsanov transform

In this section we prove the existence of the speed using the Girsanov transform. Firstly, we

need a lemma as follows :

Lemma 3.1.6. For all o € (0,1] then

sup Py(7 >n) < Ce™
telo,1]

Where C, a are positive constants depending only on o.

Proof. To prove this lemma, repeating the proof of Lemma 1.3.4 (see in [MPRV12|) with note
that the constants A, h, 7 in [MPRV12] of general excited random walk depending only on ¢ for a

excited random walk with the law P, where t € [0, 1]. O
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Let By, 8 € (0, 1] and we set

dP s
M,(B) = dIP’ﬁ Fn = H(l + BEily,¢)
i=0

dPs S (14 BE Ny
M8, Bo) := dPs, """ 1_{ (1+/305Z-1W
To prove the existence of the speed we need the following lemma
Lemma 3.1.7. Consider a o—algebra F, that is defined by
Fr={Ae€ F:Vn, 3B, € F, such that AN{r =n} =B,N{r =n}}.

then T is Fr—mesurable, (D = o0) € F, and

P |
dPs, "

= M (5, 60) g (3.6)

Proof. We see that (1 = n) = QN (7 = n) and Q € F, for all n then by definition of F, we
have (7 = n) € F,, it means that 7 is F,—mesurable. It is clear that (D = oc0) = (D > 7) so
that (D = co) N (t = n) = (D = n) N (1 = n). Because that (D > n) € F, then we deduce
(D = 00) € F,. Now we prove 3.6, for all A € F, then

:iIP’(A,T:n):iP(Bn,T:n Z Z (Wn, T =)
n=1 n=1

n= 1wn€Bn
+oo
S e D =) = 5 T e M AD = 0
n=1 w,€By, n=1 wn€By
+oo
B Pp(D = o0)
= ;w;n Loy ,r=n M (Bo) (w)Pg, (D = 00). M (8, 50)65%01%(1)—:00)
- ZB T/n M ﬂ BO dpﬁop ( ) - Eﬁo[lAMT(ﬁa50)dP50]‘P60(D _ OO)
So, we get
o = M) B =
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and

dPs
dPBO 7(57 50)

A direct consequence is that

iy, [M. (8, )] = 1 and By [M, (8, )] = 220 =)

PBO(D = )
Using the Girsanov transform, we get the formular of the speed

U(ﬁ) _ EAﬁXT _ EAB()[XTM’T(/B7/BO)]
EﬁT ]Eﬁo [TMT<ﬁ7 BO)]

9 0 |77 [ 1+ BE iy
(M (5. o)) = 85[H<—1+ﬁo&1m)] [

T— 1
Eily,g
MT ’ :
- (1 + Boi 1Y¢)] o
. Eily.
Set V= Y70 (et ) then

/M BV,

Therefore,

On the other hand,

;M (. 50)dt = M, (3, ) — My (B, o) = M (B, o) — 1.
Bo

Bay | X (14 5, M (t, Bo) Vi ()t ) |
v(B) = —
Bay |7 (1+ [ Mot o) Ve ()t

To prove the existence of the derivative, we apply the Fubini’s theorem as follows

Theorem 3.1.8 (Fubini’s theorem). Let p, v be the o—finite mesures. If either

Lo Ul )y

(dy)) pldz) < +o0 or [y (41w, y)lu(dr)) v(dy) < +o0
then [, g f(x,y)(ux v)(dedy) < +oo and

foBf z,y)(pu x v)(dedy) =

Ja (Js (dy)) p(dx) < 400 [([, f(

Ju(dz))v(dy).
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To apply the Fubini’s theorem, let 5 € (5y — 9, Bp + ) C (0,1) we observe that

B
1
B VAL i < [ (P00 )

Bo
) B
< — E, (72 .
1_50_5/[ J(2)]dt < 400
Bo

The last inequality above is implied since sup,¢(s, _s,,15) Pe(7 > n) < Ce™" then

sup  Ey(7%) < +o0.
te(Bo—6,B0+9)

It remains to prove that Eg, (X, V;)M,) is continuous in 3, this is true if let an interval J C (0, 1)
we have that {(X,;V;M;)}secs is uniformly integrable. Let 5 € J, observe that

o | X, V.M.| < C7%M, for some constant C';
o limg s (T2M:)(B) = 72 M (B1);

i hmﬁﬁﬁl E50[<7—2M‘I’)<5)] = ]E/D’o [(TQVTMT)(Blﬂ'

Indeed, Eg, [(T2M,)(8)] = Egs, [ f (T2V.M,)(t )dt] + Eg, [(72V,M,)(51)] and

B B
Eﬂo /(72‘/;'MT)(t)dt = /Eﬂo [(7—2‘/7MT)(75)} dt
1 B
B
< [Br)ar < (5= ) 05 5 61
B1

From the observation above we imply that {72M, }sc;(8) and also { X, V, M, }sc;(3) is uniformly
integrable then Eg, [(X,V,M,)(8)] is continuous. O

We rewrite the formular of the speed :

Es, [X (1_'_[5 (t, o) V= (t)d )} B X, [ [Bay (XM (t, Bo) Vo ()dt)]
Bay [7 (14 J5 Mot Bo) V()| B+ [ (B (7Mo(t, o) Vi (1))

v(B) =
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Set A := Bg X, + [J [Eg, (X, M (t, B0)V;(0)dt)] and B := Bgyr + [ [Eg, (rM(t, fo)V; (t)dt)]

Taking the derivative we obtain :

0 gy _ B (XeMe(B, 5o)Ve(5)) B — B (rMr(5, 80)Vo(5)) A
98 = |

As 6 :507

(ﬂo) Eﬁo (X V (BO)) Eﬁo Eﬁo (TV (ﬁ())) Eﬁo
5 (Eﬁo )
Therefore, for all 5 € (0,1) we have

@(5) CEs (X Vo) Egr —Eg (1Vi) EpX,  Es[(X, —vr) V| Esr
e (Es7)? - (Es7) |

(3.7)

From 3.5 and 3.7 we get that

A~

Ovn oy Ov o Eg[(Xr —or) Vo] Egr
0B (Es7) '

It is similar to prove that for £ > 1 and > 0, there exists a k—th derivative of the speed such

that
. Ok, kv
g B) = 5 0)
é ]P:BNT

If we write the speed in the form v(f5) = , we can get the formular 1.4 of the derivative.

d Tyr
We proved the first point of Theorem 1.4.5.
3.1.2 The existence of the derivative at the critical point 0

We denote the event {Y,, & {Y,_1,Yn_2, ..., Ya_r}} by {Y,, €x} with the convention that if n < k
then the event {Y,, & {Y,_1, Y, o,..., Y& }} is the event {Y,, ¢}. Set NP = Lypg, + lyig, + - +

ly,_.¢,- We need the following lemma :

Lemma 3.1.9. There exists a non negative constant N¥)(3) such that Ps—a.s.




Proof. The above result is easy to verify by considering two following cases :
If > 0 then there exists a sequence of renewal times {7,,} and the sequence {NT(f) — NT(f)_l} is

independent. It is similar as the law of large number for % we also have
N®

— N®)(B).

n—oo N

If 3 =0 then ((Z4)N,0,Py) is a system ergodic where Y,, 0§ = Y, ;1 — Y;. For n > k then
{Y, ¢r} = {Yi 00" " ¢}, therefore

. Nr(zk) . Z 1Y§§ + Zn ;o 1Yk09i§§k
lim —— = lim
n—oo N n—o00 n
. Z@:k—l 1Y ofig, T — k
=1 =0 b Pk =Py(Y: €).
nggo n—k n 0( k ¢)
O
Observe that when k increases then ly, ¢, decreases and limy_ ly,¢, = ly,¢. Set N, =

ly,g + ly;¢ + ... + 1y, ¢ then Pg—a.s. we have N () := lim,_,oc 2=. We will prove a result as

follows :
Lemma 3.1.10. When k tend to infinity, N*)(B3) decreases to N(B) and uniformly for d > 4
Proof. Indeed, we have

|PB(YR %k) - PB(YR %)’ [(Yn ¢k> N [(Yn = Yn—k—l) U (Yn = Yn—k—2>-“ U (Yn - YO)H

n—k—1 —k—
<D PV, =Y)) < Z Ps(Zy = Z;) = P(Zjy1 = 0) + P(Zpry = 0) + ... + P(Z, = 0)
j=0 j=0
< Y P(Z;=0). (3.8)
j=k+1

Set n; = 1z,—7,,, and U = ZZ o Mi- We define (Zk)k:eZ as the sequence of "moves" of Z, see (2.1).
Using [Spi01], page 75, we obtain P(Z; = 0) ~ i~z . We have

oo () (5

B 2d - - l n—k d—1 k n - - 1 n—k d—1 k
= OIP’(Zk—O).Cn (d> — ) + Z P(Zy = 0).C77" (- — -

k=% +1
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We estimate the first term :

§‘ |

On the other hand

k=241

since

1 . """ (d—1\"

- < Cn—k: - - < 1

<) ()

k=241
and
~ ’ _d—1 n
P(Zy=0)~C'n" 2 for —<k<n
2d
From (3.8) we get,
> d—1
Ps (Yo &) —Ps(Yo @) <C Y 55
Jj=k+1
It implies
Nygk) N, 1 n—1
E —Eg( =] <= Ps(Y; — Ps(Y;
ﬁ( : ) (5| < A S Bt 80 - Batri )
<C Y 0T
j=k+1

Let n converge to infinity then |[N*(3) — N(B)] < CY 72, J = If d > 4 then N* converges
uniformly to N in f. O

Now, we return to the proof of the point 2 of Theorem 1.4.5. By % = N(p), to prove the

existence of the derivative at 0 we need to prove that N () is continuous at 0. It is known that N*
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converges uniformly to N in 8 for d > 4, then there is just one thing left is to show that N*(5) is

continuous at 0. Indeed,

Ps(Yn &x) — Po(Ya &1)|

Ly, [T+ EB1v,¢)
=0
n—k

Ly, [J(1+&Bly,e)

J=0

= |E, ~E

n—1

n—k

g []01 +5j51w)] |
[T Q+&81L) -1

j=n—k+1

Jj=0
n—k

g [T(1+ 5;‘51%)] [(1+8)5" = 1]Po(Ya &)

7=0

< E

< [(1+ 8" = 1]E,

<[+ =1l

Hence, ‘Eﬁ (Njf)) _E, (N;g’“)‘ < [(1+ B)F 1 — 1] and |[N*(8) — N*(0)| < [(1 + 8)*" — 1]. This
implies that N*(3) is continuous at 0. Therefore, for d > 4 then

e N*(f3) converges uniformly to N(3) when k — oo,

e N*(B) is continuous for every k > 1.

We deduce that N () is continuous at 0, it means that

tm "7 = JV0) =

lim
n—oo

1 R, 1
g == 5RO
Notice that R,, = Eo(N,,)
For d = 2, R(0) = N(0) = 0, see in |[LGR91|. Let ¢ > 0, on one hand, since N*(0) decreases
to N(0) when k& — oo then there exists ko such that N*(0) < o for all k > ko. On the other
hand, N*(3) is continuous at 0 then there exists 5y > 0 such that [N*(3) — N*(0)| < o for all
B < fBy. Since N(B) < N*(B3), N(B) < Nk (B) < NkO(O) + o0 < 20 for all § < fy. This implies
that limg_,o N(5) = N(0) = 0. Therefore hmg_m = 0.
For d = 3, because of N(8) < N*(3) for all k > 1 then

limsup N(8) < lim limsup N*(3) = lim N*(0) = %R(O).

B—0 k—o00 B—0 k—o0
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3.2 The proof of Theorem 1.4.6

3.2.1 The monotonicity of the range of the simple random walk

Let P} be the law of the simple random walk with the drift 5 on 7% starting from 0 (Y := 0
under P§ — a.s.). The range of the random walk at the time n is : R,(8) = ly,g¢ + ly,¢ + ... + 1y, ¢
the number of points visited at the time n. Set R(5) = lim, o %. We will prove that R(3) is
increasing in 8 € [0, 1].

Firstly, for the range of the simple random walk, we have a known result as follows (see [Spi01],

IDE51]) :

R(p) = P3[Yo & Yi1,00)]

Then, we obtain :

1 — R(B) = P;[3n > 0 such that Y, = Yy = (]

— ]P)% {U[Yék = 0 and O §é Yv[l’gk)]}

k=1
00

= > P;{[Yor =0and 0 ¢ Yy o1} (3.9)

k=1

On the other hand, we see that the trajectories with 2k steps {yo = 0,v1, 92, ..., Yor—_1,y2r = 0}
start from the origin and return at the origin at the time 2k whose number of jumps to the left

equal to the number of jumps to right that we denote equal to a;. Therefore

IP’% {[Y% =0et0¢ 5/[1,2/6)]}

B 1+6 a1 ]-_B a1l 1 a2 B
= Z ( 5 ) ( 5 ) (ﬁ) where 2a1 + ay = 2k

{y0=0,y1,...,y2,,=0}
1 . /82 ai 1 a2
> () () - 0

From (3.9) and (3.10), we imply that 1 — R(f) is decreasing then R(() is increasing in /3.
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3.2.2 The monotonicity of the speed of excited random walk with several

identical cookies

We construct two random walks, the stationary random walk {Y,} and the m—excited ran-
dom walk {Y,,} as the coupling in the section 1.3.4. We assume in this section that all of va-
riables are defined on the probability space (£2, F,P) that is contructed similarly as in the section
2.1.1 with the canonical shift {0 }rez where 6 := 6, and three sequences of random variables
{ni}iz0{&i}iz0 and {(i}izo - Set D(w) = {n € Z, X(—oon-1(w) < Xn(w) < X 4oo)(w)} and

N(w,dk) =", c7 0n(dk)1yep(). We consider

W ={w e N, N(w, (—00,0]) = N(w, [0, +0)) = oo}.

Let {7,} be the sequence of renewal times of the walk {Y,} such that —oco < ... < 7., <71 <

0 <0< 7 <7y <..<-+oo. By the contruction of {Y,}, the speed is following :

Using the idea of proof in [MPRV12] to have that, when d > 4 we have () > 0 and

Lemma 3.2.1. Let (Y ,)nez be a stationary random walk with drift 3 € [0,1] fived and (1, k € Z)
15 the sequence of the renewal times respectively. Then, there exists C,a > 0 such that for every
n € 7,

—n<

sup Pg[T41 — Tk|g(§’“)] <Ce™ p.s.
keZ

In particular, for every k € Z et p > 1 we have that 7, < cop.s and Eg[(Ti41 — m)*] < 00.

Set Dy = {X,, >0foralln >0}, D_={X, <0foralln <0}, D=D,ND_andf=0,.Ttis
similar as for simple random walk with drif 3, we believe that : P(D,) = ¢1(58)3%,P(D_) = c3(3)5?
where for some positive constants cg, cs then ¢y < ¢1(5),c2(8) < c3. In fact, we don’t use these
properties for the proof of Theorem 1.4.6 then we don’t prove them. To prove Theorem 1.4.6, we

need one more lemma as follows :
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Lemma 3.2.2. P(D) > 0 and P(W) = 1. Under P(.) = P(.|D,,D_) i.e 7y = 0 the sequence

{Tws1 — Tu}tnez is stationary. Morever, the triples (Q,P,0) and (Q,I@D, é) are ergodic systems.

Proof. The random walk Y has these speeds :

3(8) = lim Yuer B B(Zy¢)>0and 5_(8) = lim Yoer Lz, ¢) <o

n—-4o00 n d n——00 n d

Using the idea in [MPRV12| we get P(D) > 0. Because Y is stationnary, P(D) > 0 implies that
P(W) = 1. Now, we prove the remain part of Lemma 3.2.2. (Q, P, §) is the standard ergodic system.
We will prove it also is true for (€2, P, é) First, we prove that P is invariant under . Take any set
A C W. Without loss of generality, suppose that A C (0 € D), then we have :

Gol(4) =P (474) _%

P(6;,'A, 71 =k, D)
P(D)

P (A, T_1 = —k, D)
P(D)

k

WV

1

o

>1
— % =P(A).

Next, we prove that for any set A C W such that 6~'A = A then I@’(A) = 0 or 1. Indeed, set
Q:= (0 € D) and B := ANQ C W. Note that §~1(Q) = W, so that §~'A = 6~ B. This in turn
implies that 6'BNQ =60"1ANQ=ANQ=B.

We will prove that 6, [é‘lB} — 0~'B. Using the ergodicity of (2, P, ), it follows that P (é_lB)

=0or 1, and
P(A) =P 'A) =P 'B) = g <91€3 i Q> =0orl.
P(£2)
So, to finish the proof we only need to prove that 6, [é_lB} = 0-1B.
Firstly, we show that 6, [9_1B} C 07'B. Take € 07 'B. Then Az € B. If () > 1, then
é(&lx) —f0reB=6xch B If 71(x) = 1, then 612 = 0r e B=0"'BNQ = 0,0 € 'B.
It remains to prove that 6~'B C 6, [é_lB}. Take z € 07'B then = 6, (0_,x) and we will

prove that 6_yz € 07'B < 0 (_yz) € B. If € Q, then (0_12) = 2 € 7' BNQ = B. If
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T ¢ Q, then é(G_laz) — Oz € B. Because the sequence of renewal times of the stationary random
walk Y is also for Y the m— cookies excited random walk with bias parameter 3. The increments

{Ylr7ni0) bnez are disjoint, by the contruction of the coupling Y and Y, so we have

X — X

k

:XTIOék.

Tk+1

7 —XTkZYﬁOék.

Tk+1

From the equations above and using the ergodicity of (Q,]f)’, é), we apply that P—a.s. there exist
(), v(m, 5) > 0 such that

X, EX,
v(m,B) = lim — = —
n—+o0o N Er

Remark that if % converges P — a.s. to v(m, 3) then it is true for P — a.s. Indeed, there exists a

set A € D and P(A) = 1 such that for all w € A, %2 (w) converges to v. We suppose that there

n

exists a subset B C Q such that 6B C A°. I P(B) > 0, by B = |J;>,(B,T = k) then there exists
k such that P(B,T = k) > 0. This implies that P[0,(B,T = k)] = P(B,T = k) > 0. On the
other hand [0;(B,T = k)] C (0B), so P(B) > 0 and P(A°) = I;(g)) > 0. This is contradictory
with the supposition that P(A) = 1. Therefore, P(B) = 0, letting B = 0~'(A°), this implies that

P(0~1(A)) = 1. For all w € 6 (A) then %(éw) converges t0 v s0 22 (w) converges to v. It means
that % converges to v almost surely under P.

Now, to prove the monotonicity of the speed on [y, 1] we need to couple the stationary walk Y’
with bias parameter 5y with the m—excited random walk Y with bias parameter 8 where 8 > f.
we consider the sequences as follows : {n; }iz0,{& }iso, {Glizo and {&;}is0, {{;}iz0 such that the
random vectors of the sequence {(n;, &, G, &;, () Yiez are independent. Two sequences {n; }icz and

{(&, ¢, &5, C) Yiez are independent. On the other hand, the vector (&, ¢;,&;, ;) satisfies :

o 1~ Ber (3) & =& ~ Ber (3) .G ~ Ber (M%), G ~ Ber (57).
o Set P(Ez = a:,fi = Y, ( = 2) = Pay. Where z,y,z € {0;1} then py1; = %,pon = %,pom =

ﬁ_zﬁoapooo = % and for other cases p,,. = 0.
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Girsanov’s transform

The couple (Y,Y) takes its values in the space U = (Zd)Z X (Zd)N. Consider U* = {(7,,)nez X
(Ym)men, To = Yo = 0,8n,m € {0;1} for i € N, Z; = 2z; and &, = ¢; if y; ¢} We denote P, 5 the
law of the couple (Y,Y) then

Qn(ma B) L= Pﬂo,5[7n+l = ynJrla Yn+1 = yn+1|(Z7, — Zi)i<0>?0 = YE) = 07 77n = ?7n, Yn = yn]

1 145 58— p 1-p3
= 7 | Laglzmeimi— L AP P 5 L AP P 5

=0, iy
2 Yn¢™ 9 25n—5n—0-

ﬁ +1zn¢ 1En—5n—l

+ ]‘Zn¢ 1577,:577,:1 2

1
+ 1zn¢ 1§n:<€n:1 5

Moreover,
Pm,ﬁ[YO - }/b - 07 "'7?71 - yna Yn - y’rw?n-i-l - yn+17 "'7?n+k - yn+k|<Z’L - zi)i<0]
= Pm,ﬁ[?() =Yy=0,...Y,, =7, Yo = 4| (Zi = 2)i<0]
X Pm,ﬂ[7n+1 = Ynt1y - Yn+k = Z/n+k’( = Zi)i<07Y0 =Yy =0, ~--77n = ?naYn = yn]

Set

Qn(m, B) = q,(m, B)Y,Y), Frn = c{(Yi)icz, Yom)o<men }> Mn(B) = 1:[ 81(71”75)

We deduce that

deB mﬁ
= m +(m, B).
s, = My, B). L. = M.
We get the formular of the speed for m—excited random walk Y :
BE
U(ma 6) E ~ ( ) ;
El,ﬁoT
@(m 6) _ leleo(N;nMT(m7ﬁ)) + éElﬂo(Nf:nMT(m7ﬁ)vT(m’ ﬂ))
8/8 ’ d ]ElﬁoT d ]ELBOT
where 0 A )
=M, (m,
Vo(m. ) = 22
) = )

Taking m — oo, by Lemma 1.3.5 we get that %(m,ﬂ) converges to % uniformly in 5 € [5,1]

when m tends to infinity. This finishes the proof of Theorem. O
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Résumé de Thése

Titre : Monotonie et différentiabilité de la vitesse de la marche aléatoire excitée.

Dans cette thése, nous nous intéressons a la monotonie de la vitesse de la marche aléatoire excitée
(MAE) avec biais § € [0,1] dans la premiére direction e;. La vitesse est définie comme la limite
obtenue par la loi des grands nombres pour la composante horizontale. La vitesse dépend de
la dérive 5. Nous présentons une nouvelle preuve de la monotonie de la vitesse pour des grandes
dimensions d > dj et pour le cas ot le paramétre 3 est petit quand d > 8. Ensuite, nous considérons
les marches aléatoires avec plusieurs cookies aléatoires. La monotonie de la vitesse est ausi prouvée
pour les cas particuliers par exemple des dimensions sont grandes, le paramétre de dérive 3 est
petit ou le nombre de cookies est grand. Ce sont les cas ou la marche aléatoire est proche a la
marche aléatoire simple. Pour ’existence de la vitesse, nous avons montré la loi des grands nombres
pour un cas particulier du cookie aléatoire stationnaire, mais nous n’arrivons pas encore pour le
cas stationnaire. Sur la monotonie, nous avons aussi vérifié que le nombre de points visités par la
marche aléatoire simple avec biais 3 est croissant.

Finalement, une question trés interessant : la monotonie de la vitesse, est-elle vraie pour la
MAE pour les petites dimensions 2 < d < 8. Pour cette motivation, nous avons prouvé que la
vitesse est indéfiniment différentiable pour S > 0. Au point critique 0, nous avons prouvé que la
dérivée de la vitesse existe et égale 0 pour d = 2, existe et est positive pour d > 4. Mais nous ne
savons pas encore si la dérivée de 'ordre 2 en point 0 existe ou au moin la dérivée est continue en

0 pour prouver la monotonie de la vitesse au voisinage de 07
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Abstract

In this thesis, we are interested in the monotonicity of the speed of the excited random walk
(ERW) with bias 8 € [0,1] in the first direction e;. The speed is defined as the limit obtained
by the law of large number for the horizontal component. The speed depend on the bias 5. We
present a new proof of the monotonicity of the speed for the dimension d > dy, where dj is large
enough, or for the parameter 5 is small when d > 8. After that, we consider the random walk
with multi-random cookies. The monotonicity of the speed is also proved for some particular cas,
for exemple when the dimension is high, or the parameter drift is small, or the number of cookies
is large. These are the cas where the walk is near the simple random walk. For the existence of
the speed, we also proved the law of large number for a particular cas of stationary cookie but we
haven’t yet gotten the cas stationary. On the monotonicity, we also proved the rang of the simple
random walk with drift £ is increasing in the drift.

Finally, a question very interesting : the monotonicity of the speed of ERW is true for the small
dimension 2 < d < 8, isn’t it 7 For this motivation, we proved the speed is infinitly differentiable
for all 5 > 0. At the critical point 0, we also proved the derivative of the speed at 0 exists and
equals 0 for d = 2, exists and is positive for d > 4. But we haven’t yet known if the derivative of
order 2 at 0 exists or at least the derivative is continuous at 0 to prove the monotonicity of the

speed in a neighbor of 0.
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