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Chapitre 1

Introduction

Récemment, la recherche sur les marches aléatoires sur des graphes est devenue une branche

importante des probabilités. Plusieurs modèles di�érents sont étudiés, en particulier les marches

aléatoires sans propriété de Markov, et les marches aléatoires en milieux aléatoires. Citons par

exemple les marches aléatoires sur l'arbre de Galton-Watson, les marches aléatoires en milieux

aléatoires sur le réseau Zd, les marches aléatoires excitées, les marches aléatoires avec plusieurs

cookies sur le réseau Zd, les modèles de percolation sur les graphes. Dans ces modèles, on étudie et

on développe souvent les résultats classiques de la théorie des probabilités comme la loi des grands

nombres, le théorème central limite, le principe de grandes déviations...La loi des grands nombres

pour une marche aléatoire nous donne une limite qui s'appelle souvent la vitesse. Elle décrit le

comportement des trajectoires de la marche quand le temps tend vers l'in�ni. Le théorème central

limite donne une limite en loi vers un mouvement brownien avec une covariance. Dans ces modèles,

la loi de la marche dépend de paramètres, ou de lois intervenant dans la dé�nition du modèle. Ainsi,

les limites comme la vitesse, la covariance ou la limite du nombre moyen de points visités par la

marche, dépendent de ces paramètres ou de ces lois. Dans cette thèse, nous considérons seulement

les limites qui sont obtenues par la loi des grands nombres. Une question très intéressante est de

savoir comment les limites telles que la vitesse ou la covariance, dépendent des paramètres ou

des loi sous-jacentes. Dans cette thèse, nous nous intéressons à cette question, par exemple est-ce
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que la vitesse est monotone, di�érentiable ou analytique... ? La monotonie de la vitesse est une

question qui est beaucoup étudiée dans plusieurs modèles, par exemple pour la marche aléatoire

excitée ([BW03],[BR07],[MPRV12]), la marche aléatoire biaisée sur un arbre de Galton-Watson

([Aid11],[BFS11]), la marche aléatoire biaisée sur un amas de percolation ([Fri10]),... Dans ces

modèles, on a l'impression que la monotonie de la vitesse est un fait trivial, mais en fait, il est dif-

�cile de le prouver. Ce n'est que récemment qu'on a obtenu les premier résultats importants sur la

monotonie de la vitesse dans quelques modèles très connus. Toutefois, la question de la monotonie

reste ouverte en général. En fait, chaque modèle est étudié grâce à des méthodes particulières utili-

sant les propriétés particulières du modèle. Bien qu'il y ait des idées générales comme les méthodes

de couplage, l'usage des temps de renouvellement, des temps de coupure, de la transformation de

Girsanov, il n'y a pas encore de méthode générale qui permet de traiter tous les modèles.

Dans la suite, nous présentons le problème de la monotonie de la vitesse pour la marche aléatoire

sur un graphe, et la marche aléatoire en milieu aléatoire. Tout d'abord, nous avons besoin des

notions d'une marche aléatoire sur un graphe.

1.1 Marche aléatoire excitée

Notations : Soit G =: (V,E) un graphe. Ici, V est l'ensemble des sommets, E désigne l'en-

semble des arêtes. Soit {Yn} une marche aléatoire en temps discret sur le graphe G dont la loi

dépend d'un paramètre β ∈ [a, b], ici a, b sont des réels, et ϕ est une fonction dépendant du graphe

et du modèle considéré. La loi des grands nombres nous donne une limite :

v(β) = lim
n→∞

ϕ(Yn)

n
, p.s.

Cette limite décrit le comportement des trajectoires de la marche quand le temps n tend vers

l'in�ni et on l'appelle la vitesse. Une autre quantité importante est la limite du nombre moyen de

points visités par la marche. L'événement {Yn /∈} signi�e que Yn n'est pas visité avant le temps n.

On dit aussi que la marche visite un point nouveau : {Yn /∈} = {Yn /∈ {Y0, Y1, ..., Yn−1}} . On note

Rn =: 1Y0 /∈ + 1Y1 /∈ + ...+ 1Yn /∈ le nombre de points nouveaux au temps n, c'est à dire le nombre de
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points que la marche a visités jusqu'au temps n. Le graphe le plus souvent considéré est le réseau

entier Zd, classique dans le cadre de la percolation et des marches aléatoires.

Nous allons présenter deux modèles qui sont la marche aléatoire simple avec dérive β ∈ [0; 1], et

la marche aléatoire excitée ou plus généralement la marche aléatoire avec cookies. Soient Ω = (Zd)N

et Y = (Yn)n∈N les applications coordonnées. On note {FYn }n∈N la �ltration naturelle de Y . On note

la composante �horizontale� Xn = Yn ·e1 et la composante �verticale� Zn = (Yn ·e2, Yn ·e3, ..., Yn ·ed).

1.1.1 Marche aléatoire simple

Une marche aléatoire simple avec dérive β ∈ [0; 1] est une marche aléatoire en temps discret

partant de l'origine, au plus proche voisin, qui a la loi suivante :

• Psβ(Y0 = 0) = 1 ;

• Psβ(Yn+1 − Yn = ±ei|FYn ) = 1
2d

pour 2 6 i 6 d ;

• Psβ(Yn+1 − Yn = ±e1|FYn ) = 1±β
2d

.

Pour ce modèle, on peut calculer facilement la vitesse : v(β) = β/d, et les questions concernant

les propriétés de la vitesse sont triviales. On peut aussi considérer la question de la monotonie du

nombre de points visités au temps n, Rn(β) et la limite R(β) = limRn(β)/n; p.s. Dans [JO68],

[LGR91], la loi des grands nombres et plusieurs propriétés du nombre de points visités par la

marche aléatoire stable qui est un modèle plus général que la marche aléatoire simple, ont été

étudiées.

1.1.2 Marche aléatoire excitée (MAE)

La marche aléatoire excitée a été introduite dans [BW03] par I. Benjamini et D.B. Wilson. On

l'appelle aussi la marche aléatoire excitée standard. Elle a été étudiée dans [BR07], [MPRV12] entre

autres travaux. Une marche aléatoire excitée {Yn}n>0 sur le réseau Zd est un processus aléatoire

en temps discret au plus proche voisin, obéissant à la règle suivante : quand au temps n, la marche

6



est à un point qu'elle a déjà visité, elle saute uniformément au hasard sur un de ses 2d sites voisins.

D'autre part, quand la marche est à un point qu'elle n'a pas visité avant le temps n, alors elle

saute avec une probabilité de (1 + β)/2d à droite, une probabilité de (1 − β)/2d à gauche et une

probabilité de 1/2d sur les autres sites voisins. La loi Pβ de la MAE satisfait donc les conditions

suivantes :

• Pβ(Y0 = 0) = 1.

• Si Yn n'a pas été visité avant le temps n, i.e. sur l'événement {Yn /∈} alors

Pβ[Yn+1 − Yn = ±ei|FYn ] = 1
2d
, pour 2 6 i 6 d ; Pβ[Yn+1 − Yn = ±e1|FYn ] = 1±β

2d
;

• Si Yn a été visité avant le temps n, i.e sur l'événement {Yn ∈} alors

Pβ[Yn+1 − Yn = ±ei|FYn ] = 1
2d
, pour 1 6 i 6 d.

Une généralisation de ce modèle, nommée "marche aléatoire excitée généralisée", a été introduite

dans [MPRV12]. Une marche aléatoire {Yn}n>0 sous la loi P est une "marche aléatoire excitée

généralisée" si elle satisfait les conditions suivantes :

CONDITION B. Il existe une constante K > 0 telle que supn>0 ||Yn+1 − Yn|| 6 K p.s.

CONDITION C+. Soient ` ∈ Sd−1 et A ⊂ Zd. On dit que la condition CA est satisfaite en ce

qui concerne ` si

E(Yn+1 − Yn|FYn ) = 0 sur {Yn ∈} = { il existe k < n tel que Yk = Yn, ou Yn /∈ A}

et

E(Yn+1 − Yn|FYn ) · ` > 0 sur {Yn /∈A} = {Yk 6= Yn pour tout k < n et Yn ∈ A}.

Si (en plus du premier a�chage) il existe un λ > 0 tel que

E(Yn+1 − Yn|FYn ) · ` > λ sur {Yn /∈A} = {Yk 6= Yn pour tout k < n et Yn ∈ A}.

On dit Condition C+
A est satisfaite. Quand A = Zd on a les conditions correspondents C et C+. La

condition C+ signi�e que quand la marche Y visite un site pour la première fois, elle a une dérive
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dans la direction `, alors que si elle est sur un site déja visité, elle a une dérive nulle, se comportant

comme une martingale. On formule aussi :

CONDITION E. Soit ` ∈ Sd−1. On dit que la Condition E est satisfaite en ce qui concerne `,

s'il existe h, r > 0 tels que pour tout n

P[(Yn+1 − Yn) · ` > r|FYn ] > h (1.1)

et pour tout `′ avec ||`′|| = 1, sur {E(Yn+1 − Yn|FYn ) = 0}

P[(Yn+1 − Yn) · `′ > r|FYn ] > h. (1.2)

La condition E est une sorte d'hypothèse d'ellipticité uniforme qui dit que la marche peut toujours

partir dans la direction ` d'une quantité uniformément positive avec une probabilité uniformément

positive, mais aussi que quand la dérive locale est égale à zéro, la marche peut faire de même dans

n'importe quelle direction.

Quand les conditions B, CA, E sont satisfaits pour quelque A ⊂ Zd, on a un lemme clé pour

prouver la loi des grands nombres pour la MAE (voir [MPRV12]) :

Lemme 1.1.1. Soit Yn une marche aléatoire sur Zd qui satisfait les conditions B,CA,E alors il

existe des constante α, γ1; γ2 qui depend seulement de d,K, h, r telles que

P[RY
n < n

1
2

+α] < e−γ1n
γ2

pour tout n > 1, où RY
n est le nombre de points visités par la marche Y au temps n.

On appelle aussi la marche aléatoire excitée, la marche aléatoire avec un cookie. C'est un cas

particulier d'un modèle plus général qui s'appelle la marche aléatoire avec cookies. Ce modèle a été

introduit dans [Zer05] par M. Zerner dans le cas de Z et dans [BS08] et [BS09] par A.L. Basdevant,

A. Singh pour la marche aléatoire avec plusieurs cookies dans le cas de l'arbre régulier.

1.1.3 Marche aléatoire avec m cookies

Soit m un entier positif. On place m cookies sur chaque site du réseau Zd. Une marche aléatoire

excitée avec m cookies (m-MAE) sur le réseau Zd est une marche aléatoire en temps discret, au
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plus proche voisin, obéissant à la règle suivante : quand la marche est sur un site sur lequel il y

a encore des cookies, alors elle mange un cookie et saute à droite avec probabilité (1 + β)/2d, à

gauche avec probabilité (1−β)/2d et sur les autres sites voisins avec une probabilité 1/2d. D'autre

part, s'il n'y a plus de cookie, elle saute sur un site voisin avec probabilité 1/2d. La loi Pm,β de

m−MAE satisfait donc les conditions suivantes :

• Pm,β(Y0 = 0) = 1 ;

• Si Yn a été visité moins de m fois avant le temps n, alors

Pm,β(Yn+1 − Yn = ±e1|FYn ) =
1± β

2d
,

Pm,β(Yn+1 − Yn = ±ei|FYn ) =
1

2d
pour 2 6 i 6 d.

• Si Yn a été visité plus de m fois avant le temps n alors

Pm,β(Yn+1 − Yn = ±ei|FYn ) =
1

2d
pour 1 6 i 6 d.

De manière plus générale, on peut dé�nir une marche aléatoire avec m cookies liée à un paramètre

vecteur ~β = (β1, β2, ..., βm) où pour chaque k, le kème cookie est lié à βk. La question de la loi

des grands nombres pour la marche aléatoire excitée (MAE) est la suivante : est-ce que la vitesse

dans la direction de la dérive e1 : p.s., v(β) = limn→∞ Yn.e1/n existe. ? Dans les premiers travaux

présentés dans [BW03], les auteurs ont prouvé la récurrence quand d = 1 et la transience quand

d > 2 pour une MAE. Ils ont aussi prouvé que pour les dimensions d > 4, la MAE est ballistique

à droite (dans la direction e1), c'est à dire que lim infn→∞ Yn.e1/n > 0, p.s. Ensuite, ce fait est

prouvé pour les dimensions plus petites d = 2, 3 dans [Koz03] et [Koz05]. Par les techniques de

"développement en dentelle", Van der Hofstad et Holmes [vdHH12] ont pouvé que la loi faible des

grands nombres est vraie quand d > 5, et le paramètre β est su�samment proche de 0 (dépendant

de d). De plus, ils ont montré que le théorème central limite est satisfait quand d > 8, et β est

su�samment proche de 0 (dépendant de d). En�n, en utilisant des temps de renouvellement, J.

Bérard et A.Ramirez ont prouvé la loi des grands nombres et le théorème central limite pour d > 2,
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dans l'article [BR07] :

Soit (Yn) une MAE de biais β ∈ [0, 1] avec la loi Pβ et d > 2. Alors,

• (Loi des grands nombres). Il existe v = v(β, d), 0 < v < +∞ tel que p.s.

lim
n→∞

n−1Yn · e1 = v

où (ei : 1 6 i 6 d) désigne les générateurs canoniques du groupe Zd.

• (Théorème central limite). Il existe σ = σ(β, d), 0 < σ < +∞, tel que

t 7→ n−1/2(Ybntc · e1 − vbntc)

converge en loi quand n→ +∞, vers un mouvement Brownien avec une variance σ2.

Pour la marche aléatoire excitée généralisée, la loi des grand nombre n'est plus vrai mais on a le

ballisticité (see [MPRV12]) :

Lemme 1.1.2 (Propriété ballistique). Soit Yn une marche aléatoire excitée généralisée. Alors,

lim inf
n→∞

Yn · e1/n > 0, Pβ − p.s.

Dans [BR07], pour montrer la loi des grands nombres pour une MAE, J. Bérard et A. Ramírez

ont utilisé le fait que limn→+∞ Yn · e1 = +∞ qui est prouvé dans [BW03] par la technique des "tan

points." Cependant, la preuve de [BW03] ne marche plus dans des cas plus généraux que la marche

aléatoire excitée. Aussi, dans [MPRV12], en utilisant Lemme 1.1.1 les auteurs ont prouvé le lemme

de propriété ballistique pour le modèle de la marche aléatoire excitée généralisée, et ont aussi

démontré la loi des grands nombres en évitant les techniques des "tan points" de [BW03]. Dans

l'article [BR07], les auteurs ont aussi énoncé une conjecture sur la monotonie de la vitesse v(β, d)

et de la variance σ(β, d). En se basant sur des simulations faites par ordinateur, ils ont prévu que

la vitesse est croissante pour tout β ∈ [0, 1). Avec les techniques de "développement en dentelle",

Van de Hofstad et Holmes ont prouvé cette conjecture dans l'article [vdHH10] pour des dimensions
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assez grandes (d > 8). Ils ont aussi prouvé que quand d = 8, la vitesse de la MAE est croissante

pour β su�samment proche de 0. Bien que les techniques de "développement en dentelle" soient

puissantes et puissent être appliquées pour plusieurs modèles et plusieurs questions di�érentes,

elles ne répondent pas encore complètement à toutes les questions. Par exemple, en utilisant les

techniques de "développement en dentelle", on ne peut prouver la loi des grands nombres pour

une MAE que dans les cas où la dimension est assez grande et le paramètre β est proche de 0.

Pourtant, on peut résoudre totalement le problème de la loi des grands nombres pour la MAE,

en utilisant la méthode des temps de renouvellement. C'est pourquoi on peut se poser la question

suivante : Est-ce qu'il y a une méthode pour montrer la monotonie de la vitesse de la MAE en

toute dimension ? Récemment, les recherches pour le cas de dimension d = 1 (la marche aléatoire

excitée sur Z) ont prouvé que la vitesse est strictement croissante. On peut trouver ces résultats

dans les articles [Zer05], [Pet12] où les auteurs arrivent à coupler deux marches aléatoires excitées

en utilisant le fait que ce deux marches passent nécessairement par les mêmes points (à savoir les

entiers positifs). Ceci n'est plus le cas où d > 2.

1.2 Marche aléatoire avec cookies aléatoires

Dans cette section, on considère le problème de monotonie pour les modèles de marches aléa-

toires excitées avec cookies aléatoires.

Notations :

Soit (Ω,F ,Q) un espace de probabilité. Chaque élément ω ∈ Ω est vu comme un environnement.

L'environnement ω est associé un graphe (Vω, Eω). Soit {Yn} une marche aléatoire sur le graphe

(Vω, Eω), de loi Pω. Pω est appelée la loi "quenched". Q étant la loi de l'environnement ω, la

probabilité moyennée P (·) =
∫
Pω(·)dQ, (notée P (·) = Q[Pω(·)], est appelée la loi "annealed".

Chaque choix particulier de (Ω,F ,Q), (Vω, Eω), Pω donne un modèle explicite. Nous considérons

quelques modèles connus qui ont été étudiés récemment, et décrivons les modèles auxquels nous

nous intéressons.
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1.2.1 Marche aléatoire en milieu aléatoire (MAMA)

Quand Pω est la loi d'une chaine de Markov sur Vω, on obtient une MAMA.

Le cas le plus étudié : (Vω, Eω) = Zd for all ω. Un autre cas : Vω change avec chaque l'environ-

nement ω, par exemple Vω est un arbre de Galton-Watson, un amas de percolation,... Les résultats

sur la loi des grands nombres, le théorème central limite... pour ce modèle peuvent être trouvés

dans les articles [Kal81], [SZ99], [BSZ03], [LPP97], [BFS11], [Aid11]...... Nous nous concentrons

sur la loi des grands nombres et les propriétés de la vitesse. Ces questions ont été étudiées pour

les environnements i.i.d. et les environnements mélangeants.

On considère la loi de la marche (Yn) dépendant aussi d'un paramètre réel α ∈ R, noté Pω,α.

On appelle Pω,α la loi "quenched" et la loi moyennée P (·) = Q[Pω,α(·)] la loi "annealed." Quand

la loi des grands nombres est satisfaite P− p.s, la vitesse v(Q, α) = limYn.e1/n va dépendre à

la fois de la loi de l'environnement et du paramètre α. La question de la monotonie de la vitesse

est étudiée par rapport à la loi Q et au paramètre α. Quand α est �xé, à quelle condition la

vitesse est-elle monotone en fonction de Q, i.e. si Q1 est stochastiquement dominé par Q2, a-t-on

v(Q1, α) 6 v(Q2, α)? D'autre part, si Q est �xé, alors à quelle condition la vitesse est-elle monotone

en α ? Pour préciser la notion de "vitesse monotone en loi Q", nous introduisons un ordre partiel

sur l'ensemble de lois de l'environnement.

Dé�nition 1.2.1. Soient Q1,Q2 deux probabilités sur un ensemble partiellement ordonné (E,6).

On dit qu'une mesure de probabilité Q sur E×E est un couplage monotone de Q1 et Q2, si quand

on note l1 et l2 les applications coordonnées de E × E dans E :

pour i = 1, 2 ∀B événement de E, Q(li ∈ B) = Qi(B) ; et Q(l1 6 l2) = 1 .

Quand un tel couplage monotone existe, on note Q1 ≺ Q2 et on dit que Q1 est stochastiquement

dominée par Q2. L'ensemble B := ([0; 1]m)Z
d
des environnements est muni de l'ordre partiel : Soient

β1 et β2 appartient B. alors

β1 6 β2 si et seulement si β1,k(y) 6 β2,k(y) , 1 6 k 6 m, y ∈ Zd .
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On va alors se poser la question suivante : Est-il vrai que v(Q1) 6 v(Q2) si Q1 ≺ Q2 ? La question

de la monotonie de la vitesse en fonction de la loi de l'environnement a été considérée, par exemple

dans les articles [BFS11],[MSZ12]...

Récemment, ces questions ont été étudiées intensément voir [LPP96], [LPP97], [BFS11], [Aid11],

[MSZ12], et des réponses partielles ont été apportées pour quelques cas particuliers, mais elles ne

sont pas encore complètement résolues, de nombreux points restant en suspens. On présente un

exemple d'un modèle très connu, la marche aléatoire biaisée sur un arbre de Galton-Watson. Soit

T un arbre de Galton-Watson i.e. un arbre aléatoire enraciné dont chaque noeud a un nombre

de descendants et ces nombres sont i.i.d., copies d'une variable aléatoire entière Z qui satisfait

Q(Z = k) = pk, k = 0, 1, 2, ... Dans le cas sans feuille p0 = 0. Soit T un arbre aléatoire de Galton-

Watson. On utilise |y| la distance d'un sommet x de la racine. De plus, on note y∗ l'ancêtre de y

pour tout sommet y di�érent de la racine et yi le ième enfant de y. Une marche aléatoire biaisée

de paramètre α sur l'arbre T est une chaîne de Markov partant de la racine et obéissant à la règle

suivante : Les probabilité de transition vers les di�érents enfants de la racine sont identiques. Si le

sommet x a k enfants et x n'est pas la racine alors les probabilités de transition sont données par

P(Yn+1 = y∗|Yn = y) =
1

1 + αk
,

P(Yn+1 = yi|Yn = y) =
α

1 + αk
, i = 1, 2, ..., k.

On note Pω la loi de la marche (Yn)n>0 sur un arbre ω. On dé�nit la loi moyenne comme le produit

semi-direct P = Q × Pω où Q est la mesure de Galton-Watson sur l'espace des arbres raciné. On

sait que la vitesse

v(α,Q) = lim
n→∞

|Yn|
n

existe presque sûrement et est une constante non-aléatoire, voir [Lyo90] et [LPP96]. De plus,

les auteurs ont conjecturé que la vitesse est croissante en α sur
(

1
EZ ,+∞

)
quand l'arbre est sans

feuille. La conjecture a été ouverte pendant une longue période, jusqu'à être récemment prouvé dans

[BFS11] pour des grandes valeurs de α. Très récemment, Aidékon a trouvé une bonne expresion

de la vitesse et il a véri�é la conjecture pour α > 2 mais on ne sait pas encore pour α > 1
EZ .
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Dans [BFS11], les auteur se sont aussi possés une question de savoir si, lorsque Q1 est dominée

stochastiquement par Q2 alors v(α,Q1) 6 v(α,Q2). Une réponse partielle à cette question a été

obtenue, voir [MSZ12].

1.2.2 Marche aléatoire excitée avec m cookies aléatoires sur Zd, (m−

MAECA)

Nous donnons ensuite de manière similaire, les résultats concernant les marches aléatoires exci-

tées avec cookie aléatoire. Le modèle général est présenté dans des articles par exemple [MPRV12]

et [KZ12], la marche aléatoire en milieu cookie aléatoire sur Zd :

Soit E = {±ei|i ∈ {1, ..., d}} l'ensemble des vecteurs unitaires de coordonnées. Soit Ω =MZd×N
E

l'ensemble des environnements cookies avec la loi de l'environnement cookie Q. L'élément ω est

écrit comme ω = (ω(y, e, i))y∈Zd,e∈E,i∈N∗ où (ω(y, e, i))e∈E est le ième cookie en y. Pour chaque ω

�xé, une marche aléatoire excitée partant de y en l'environnement ω est une marche aléatoire

Y = (Yn)n>0 sur un espace de probabilité (Ω′,F ′,Py,ω) qui satisfait :

Py,ω(Y0 = y) = 1 et

Py,ω[Yn+1 − Yn = e|(Yi)06i6n] = ω(Yn, e,#{i ∈ {0, 1, ..., n} : Yi = Yn}).

Les modèles particulers sont étudiés dans [HS12], [HS11], [Hol12] pour les marches aléatoires en

milieu aléatoire partiel et [Bau13] pour la marche aléatoire excitée en milieu aléatoire dans le cas

de dimension d = 1. Dans cette thèse, nous considérons la marche aléatoire excitée avec cookies

aléatoires qui génégalise la marche aléatoire excitée introduite dans [BW03]. C'est aussi un modèle

particulier du modèle marche aléatoire en milieu cookie aléatoire.

Soient m un entier positif ou m = +∞, B := ([0; 1]m)Z
d
l'espace des environnements et β :=

{(βk(y))16k6m}y∈Zd ∈ B un environnement de loi Q. On place m cookies sur chaque site de Zd,

le ième cookie en y est lié a βk(y). Une marche aléatoire excitée {Yn}n>0 avec cookie aléatoire (m-

MAECA) β := {(βk(y))16k6m}y∈Zd ∈ B sur le réseau Zd, est une marche aléatoire en temps discret,

au plus proche voisin obéissant à la règle suivante : quand au temps n, la marche est à un point qui

14



a k cookies où 1 6 k 6 m, alors elle mange un cookie et elle saute avec probabilité (1+βk(y))/2d à

droite, probabilité (1− βk(y))/2d à gauche et probabilité 1/2d sur les autres sites voisins. D'autre

part, quand la marche est à un point y qui n'a plus de cookie, alors elle saute uniformément au

hasard sur un des 2d sites voisins.

Ainsi, quand β est �xé, la loi "quenched" Pβ de la MAE avec m-cookies β, est la probabilité

sur l'espace de trajectoire (Zd)N, dé�nie par :

• Pβ(Y0 = 0) = 1 ;

• Pβ[Yn+1 − Yn = ±ei|Y0, · · · , Yn] = 1
2d

for 2 6 i 6 d ;

• Si Yn a été visité k−1 fois avant le temps n, i.e sur l'événement {Yn∈k}= {
∑n−1

j=0 1Yn=Yj= k−1}

Pβ[Yn+1 − Yn = ±e1|Y0, · · · , Yn] =


1±βk(Yn)

2d
, pour 1 6 k 6 m;

1
2d
, pour k > m.

Nous avons prouvé la loi des grands nombres pour ce modèle sous certaines conditions sur le

cookie aléatoire β. Il y a beaucoup de travaux dans le cas d'un environnement i.i.d, aussi nous

avons regardé le cas d'un cookie stationnaire. La vitesse dépend alors de la loi Q du cookie. Dans

ce cadre, la question de la monotonie devient : "Est-ce que la vitesse est monotone dans la loi Q

de l'environnement ?" Cette question a aussi été étudiée pour les modèles du deuxième type de

MAMA où le graphe change avec l'environnement.

1.3 Les outils et l'idée d'approche

1.3.1 Temps de coupure de marche aléatoire simple symétrique

Dans les résultats pour les grandes dimensions, nous utilisons un outil important, les temps de

coupure des marches aléatoires simples, symétriques sur Zd. Les temps de coupure ont été utilisés

dans [BSZ03], [HS12], [Hol12]. Il est très utile de construire un système ergodique grâce à ces temps

pour prouver la loi des grands nombres. Un grand avantage des temps de coupure est qu'ils ne
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dépendent ni des paramètres, ni des lois de l'environnment, dans les modèles que nous étudions. Par

exemple, pour la MAE de biais β, {Yn}, la composante verticale Zn = (Yn · e2, Yn · e3, ..., Yn · ed) est

une marche aléatoire simple symétrique sur Zd−1, on peut alors considérer les temps de coupure

pour la composante verticale et ces temps ne dépendent pas de β. Ils ne dépendent que d'une

marche aléatoire simple symétrique. Les temps de coupure existent pour d > 5.

Dé�nition 1.3.1. Soit (Zn)n∈Z une marche aléatoire simple symétrique (MAS) sur Zd telle que

Z0 := 0, p.s . Soit (Ω,F ,P) l'espace probabilité sur lequel la marche (Zn) est dé�nie. Un temps

de coupure est un temps séparant la trajectoire en deux parties disjointes, cela signi�e que n est

un temps de coupure de la MAS (Zn) si

Z(−∞,n)

⋂
Z[n,+∞) = ∅.

On appelle D l'ensemble de temps de coupure etW = {ω ∈ Ω, card(D(ω)∩(−∞, 0]) = card(D(ω)∩

[0,+∞)) = +∞}. Sur l'espace W , on écrit D sous la forme :

D = {..., T−2, T−1, T0, T1, T2, ...} où ... < T−2 < T−1 < 0 6 T0 < T1 < T2 < ...

On note T := T1 le premier de temps coupure strictement positif. On peut montrer que

P [0 ∈ D] > 0, P(W ) = 1 pour d > 5 et P [0 ∈ D] est nulle pour d < 5, voir [BSZ03]. On

a aussi que les morceaux {Z[Ti,Ti+1)}i∈Z sont stationnaires où {Z[Ti,Ti+1)} correspond à la suite

{ZTi , ZTi+1, ..., ZTi+1−1}. Le lemme 1.1 dans [BSZ03] nous permet d'a�rmer que les moments de

T sont �nis quand la dimension d est assez grande. On note P̂, la probabilité P conditionnelle

P̂ := P[·|0 ∈ D]. Alors, on a ÊT = 1
P[0∈D]

. Nous pouvons aussi montrer que supd>8 Ê(T 2) < +∞

et supd>10 Ê(T 3) < +∞. Les propriétés de stationnarité, de dépendance par rapport à la loi de la

MAS uniquement, de �nitude des moments, vont être appliquées pour prouver la loi des grands

nombres et pour estimer la dérivée de la vitesse dans les modèles considérés. Par exemple, pour la

MAE, en utilisant la propriété d'ergodicité, il est possible d'exprimer la vitesse dans la direction

de dérive e1 comme suit :

v(β, d) =
Eβ(XT |0 ∈ D)

Eβ(T |0 ∈ D)
(1.3)
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où X est la composante horizontale Xn = Yn · e1 de la marche, T est le premier temps de coupure

positif de la marche aléatoire simple symétrique qui vient de la composante verticale Zn = (Yn ·

e1, Yn · e2, ..., Yn · ed).

1.3.2 Temps de renouvellement pour les marches aléatoires excitées

On les appelle aussi les temps de regénération. Les temps de coupure ont l'inconvénient de

n'exister que pour les dimensions d > 5 alors que les temps de renouvellement sont dé�nis pour

toute dimension. En revanche quand β = 0, les temps de renouvellement n'existent plus, mais

quand d > 5 il existe des temps de coupure pour tous β (et d > 5). Un autre inconvénient des

temps de renouvellement est que leurs lois dépendent de β.

Nous allons dé�nir les temps de renouvellement pour une marche aléatoire excitée. Soit {Yn}n>0

une MAE sur Zd (cf section 1.1.2).

Dé�nition 1.3.2. Nous présentons la dé�nition donnée dans [BR07] et [MPRV12]. Pour chaque

u > 0, on pose :

Tu = min{k > 1 : Yk · e1 > u}.

On dé�nit

D = inf{m > 0 : Ym · e1 < Y0 · e1}.

De plus, on dé�nit deux suites de FYn −temps d'arrêt {Sn : n > 0} et {Dn : n > 0} comme suit :

Soient S0 = 0, R0 = Y0 · e1 et D0 = 0. On dé�nit par récurrence sur k > 0

Sk+1 = TRk+1

Dk+1 = D ◦ θSk+1
+ Sk+1

Rk+1 = sup{Yi · e1 : 0 6 i 6 Dk+1},

où θ est le décalage canonique sur l'espace de trajectoires. Soit

κ = inf{n > 0 : Sn <∞, Dn =∞},
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avec le convention inf{∅} =∞. On de�nit le premier temps de regénération comme suit :

τ1 = Sκ.

On dé�nit ensuite par récurrence sur n > 1, une suite de temps de regénération τ1, τ2, ... comme

suit :

τn+1 = τn + τ1(Yτn+·).

Ensuite, on dé�nit D(0)
i = Di et S

(0)
i = Si et pour chaque k > 1 deux suites D(k)

i et S(k)
i corres-

pondant à la trajectoire (Yτk+.), de la même façon que les suites Di et Si sont dé�nies par rapport

à Y. Par exemple, S(1)
0 , R

(1)
0 = Yτ1 · e1, D

(1)
0 = 0 et on dé�nit par récurrence en i > 0,

S
(1)
i+1 = T

R
(1)
i +1

D
(1)
i+1 = D ◦ θ

S
(1)
i+1

+ S
(1)
i+1

R
(1)
i+1 = sup{Yi · e1 : 0 6 i 6 D

(1)
i+1}.

Pour chaque k > 1 et j > 0 tel que S(k)
j < ∞, on a besoin d'introduire la σ-algèbre G(k)

j des

événements antérieurs à S(k)
j comme la plus petite σ−algèbre contenant tous les ensembles de la

forme {τ1 6 n1}∩{τ2 6 n2}∩...{τk 6 nk}∩A, où n1 < n2 < ... < nk sont entiers et A ∈ Fnk+S
(0)
j ◦θnk

.

L'essence des temps de regénération est donnée par le lemme suivant :

Lemme 1.3.3. Le premier temps de regénération τ1 est le premier temps où la marche atteint

l'hyperplan {y · e1 = Yτ1 · e1}, et après lequel elle ne retourne jamais en arrière de cette hyperplan.

τ1 = inf{n > 0 : sup
06i<n

Yi · e1 < Yn · e1 6 inf
n6i

Yi · e1}.

Démonstration. Par dé�nition des deux suites Si et Di on a : S0 = D0 = 0 < S1 < D1 < S2 <

D2 < .... Comme Di, Si sont entiers, alors limi→∞ Si = limi→∞Di = +∞. On pose

τ ′1 = inf{n > 0 : sup
06i<n

Yi · e1 < Yn · e1 6 inf
n6i

Yi · e1},

on va montrer que τ1 = τ ′1. Premièrement, il est clair que τ1 ∈ {n > 0 : sup06i<n Yi · e1 < Yn · e1 6

infn6i Yi · e1}. Ainsi τ ′1 6 τ1. D'autre part, il existe un entier i0 tel que Si0 6 τ ′1 < Si0+1. On va
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montrer que τ ′1 = Si0 . En e�et, si Si0 < τ ′1 6 Di0 alors par dé�nition de τ
′
1, on a YSi0 ·e1 < YDi0 ·e1, ce

qui est contraditoire avec le fait que YSi0 ·e1 > YDi0 ·e1. Si Di0 < τ ′1 < Si0+1, alors Ri0 = sup{Yi ·e1 :

0 6 i 6 Di0} < Yτ ′1 · e1 et Ri0 + 1 6 Yτ ′1 · e1. Par conséquent τ ′1 ∈ {k > 1 : Yk · e1 > Ri0 + 1} et on

en déduit que Si0+1 6 τ ′1, ce qui contredit l'hypothèse Di0 < τ ′1 < Si0+1. Donc, il reste seulement

τ ′1 = Si0. Grâce à la dé�nition de τ ′1 on obtient D ◦ θSi0 = ∞ alors Di0 = ∞. On en déduit que

i0 > κ = inf{n > 0 : Sn <∞, Dn =∞}, et τ1 = Sκ 6 Si0 = τ ′1.

À propos de l'existence du temps de regénération et de l'existence de moments de tout ordre,

on a le lemme clé suivant prouvé dans [BR07], [MPRV12] :

Lemme 1.3.4. Soit (Yn)n>0 une marche aléatoire excitée avec dérive β ∈ [0, 1] �xée et soient

(τk, k > 1) les temps de renouvellement associés. Alors, il existe C, α > 0 tels que pour chaque

n > 1,

sup
k>1

Pβ[τk+1 − τk > n|G(k)
0 ] 6 Ce−n

α

p.s.

En particulier, pour chaque k > 1 et p > 1, on a τk <∞ p.s et Eβ[(τk+1 − τk)p] <∞.

Le lemme ci-dessus nous donne une estimation des temps derenouvellement pour chaque dérive

β > 0 �xée. On sait que, quand β = 0, il n'existe pas de temps de renouvellement, on voudrait

estimer les temps de renouvellement quand β converge vers 0. C'est une question très intéressante

et di�cile. Ces temps de régénération sont utilisés dans plusieurs modèles pour montrer la loi des

grands nombres et pour montrer la relation d'Einstein. La relation d'Einstein est un problème de

physique mathématique, qui a été étudié la première fois par le grand physicien Albert Einstein

[Ein05]. Récemment, ce problème est apparu dans les travaux de mathématiciens, par exemple dans

les articles [BAHOZ11], [GMP12],...Il s'agit d'étudier la relation entre la di�usion à l'équilibre,

et la dérivée de la vitesse de processus stochastiques au point critique β = 0. Une propriété

très importante des temps de renouvellement, est qu'ils coupent une trajectoire de la marche en

morceaux indépendants (voir [BR07] et [MPRV12]) :

Lemme 1.3.5. Sous la probabilité Pβ, les variables aléatoires (Xτk+1
−Xτk , τk+1−τk)k>1 et (Xτ1 , τ1)

sont indépendantes et (Xτk+1
−Xτk , τk+1 − τk)k>1 ont la même loi que (Xτ1 , τ1) sous la probabilité
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Pβ sachant la condition D =∞, notée P̂β(·) = Pβ(|D =∞).

Grâce aux lemmes 1.3.4 et 1.3.5 et avec la notation τ = τ1, on a Pβ[τ > n] < Ce−n
α
. On

remarque que le lemme 1.3.5 n'est plus vrai pour le modèle de la marche aléatoire excitée géné-

ralisée,( voir [MPRV12]), et dans ce cas, la dé�nition des temps de renouvellement est modi�ée

comme dans [She03], [GMP12]. On veut estimer les moments de τ en fonction de β en se deman-

dant s'il existe un entier k tel que supβ∈(0,1] β
kÊβτ < ∞, ou supβ∈(0,1] β

2kÊβτ 2 < ∞ ? Nous nous

intéressons au cas k = 2, et souhaitons trouver une dé�nition des temps de renouvellement, pour

obtenir k = 2. Avec la dé�nition 1.3.2, il est di�cile d'estimer τ , et il est utile de changer un peu

la dé�nition de τ , comme par exemple, dans l'article [GMP12], où les auteurs autorisent la marche

à retourner en arrière et à dépasser l'hyperplan (dans le lemme 1.3.3) d'une distance λ = ε
β
, ce qui

veut dire qu'on redé�nit

D = inf{m > 0 : Ym · e1 < Y0 · e1 − λ}.

Avec ce changement, pour les marches aléatoires et les processus de Markov en temps continu, le

lemme 1.3.5 est encore vrai, mais pour les procesus non markoviens comme la marche aléatoire

excitée, il n'est plus véri�é. Une di�culté supplémentaire apparaît quand on veut étudier les

processus non markoviens en utilisant des temps de renouvellement.

1.3.3 Transformation de Girsanov

D'abord, nous présentons un théorème relevant de la théorie de la mesure.

Théorème 1.3.6 (Théorème de Radon-Nykodym). Soit (E,Σ) un espace mesurable. Si une me-

sure σ−�nie ν sur (E,Σ) est absolument continue par rapport à une mesure σ−�nie µ sur (E,Σ),

alors il existe une fonction mesurable sur (E,Σ) à valeurs dans [0,+∞) telle que, pour tout en-

semble A mesurable

ν(A) =

∫
A

fdµ.

On écrit
dν

dµ
= f,
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f est appelée la dérivée de Radon-Nykodym : dans la théorie des probabilités, on l'appelle aussi la

dérivée de Girsanov en référence à la formule de Girsanov. Dans cette thèse, nous voulons calculer

la dérivée de la vitesse. Pour cela, nous utilisons la transformation de Girsanov pour calculer la

dérivée de Girsanov entre deux lois de la marche. Par exemple, pour une marche aléatoire excitée

avec la loi Pβ, (0 6 β 6 1), nous considérons dPβ
dPβ′

, et surtout dPβ
dP0
. Nous introduisons les tribus

FYn = σ{Y0, Y1, ..., Yn}, F = σ{∪n>0FYn }, Gn = σ{FYn , Z} où Z correspond à toute la trajectoire

de la marche, le Gn contient la tribu engendrée par une marche aléatoire simple symétrique Z, (ici

Zn = (Yn · e2, Yn · e3, ..., Yn · ed) pour tout n). Nous considérons aussi les tribus avant les temps T

et τ. Par exemple Fτ = σ{∪n>0[An ∩ (τ = n)] : n > 0, An ∈ FYn }. En fait, Pβ n'est pas absolument

continue par rapport à Pβ′ sur la tribu F , mais elle l'est sur les autres tribus comme FYn , Gn, Fτ ...

au-dessus et nous pouvons calculer la dérivée de Girsanov sur chacune de ces tribus.

1.3.4 Couplage des marches aléatoires

La méthode de couplage est une méthode qui a couramment été utilisée dans les preuves

de récurrence ou de monotonie de marches aléatoires. Dans [BW03], les auteurs ont couplé une

marche aléatoire excitée avec une marche aléatoire simple symétrique pour montrer la récurrence

de la MAE. Dans [BFS11], cette méthode a été utilisée pour montrer la monotonie en couplant

trois marches, deux marches aléatoires de biais respectif β et β + ε sur l'arbre de Galton-Watson,

avec une marche aléatoire simple de biais β sur Z. Dans cette thèse, nous allons coupler une marche

aléatoire excitée avec m− cookies identiques de biais β avec une marche aléatoire stationnaire que

nous allons construire de la manière suivante :

Soit (Zn)n∈Z une marche aléatoire simple sur Zd−1, où Z0 = 0, p.s. et elle reste sur place avec

probabilité 1
d
, elle saute sur chaque site voisin avec probabilité 1

2d
. Considérons une suite (ξn, ζn)n∈Z

de couples indépendants, indépendantes de Z et véri�ant :

ξn ∼ Ber

(
1

2

)
, ζn ∼ Ber

(
1 + β

2

)
et ξn 6 ζn.

On note {Zn /∈} l'événement {Zn /∈ Z(−∞,n)}. Maintenant, nous allons contruire deux marche

aléatoire (Yn)n>0 et (Y n) comme la façon suivante :

21



(Yn)n>0 une marche aléatoire telle que Y0 = 0, p.s., la composante verticale (Yn ·e2, Yn ·e3, ..., Yn ·

ed) = Zn et la composante horizontale Xn = Yn · e1 est telle que

• Si Yn n'a pas été visité plus de m − 1 fois avant le temps n (on note {Yn /∈m}), alors

Xn+1 −Xn = (2ζn − 1)1Zn=Zn+1 .

• Sinon (on note {Yn ∈m} ), alors Xn+1 −Xn = (2ξn − 1)1Zn=Zn+1 .

Avec la construction ci-dessus, (Yn) est une m−MAE de biais β, (la preuve est donnée dans la

section 2.1.1 de la contruction de MAE). Maintenant, nous allons construire une marche aléatoire

(Y n). On pose Y 0 = 0. La composante verticale est (Y n · e2, Y n · e3, ..., Y n · ed) = Zn, n > 0. La

composante horizontale est dé�nie comme suit :

• Si Zn est nouveau, i.e. sur un événement {Zn /∈}, on pose Xn+1 −Xn = (2ζn − 1)1Zn=Zn+1 ;

• Si Zn est vieux i.e. sur un événement {Zn ∈}, on pose Xn+1 −Xn = (2ξn − 1)1Zn=Zn+1 .

Nous obtenons que Y est une marche aléatoire stationnaire. Avec un couplage ci-dessus, on a

Xn+1 − Xn 6 Xn+1 − Xn et on en déduit que si (τn)n>1 sont les temps de renouvellement de

marche aléatoire stationnaire Y alors ils sont aussi pour la m− marche aléatoire excitée Y . Cette

propriété est utilisée pour prouver la monotonie de la vitesse de la m− MAE quand m est assez

grand.

1.3.5 La relation entre convergence uniforme en probabilité et intégra-

lité uniforme

Lemme 1.3.7. Soient J un intervale de R et {Xn(β)}β∈J,n>1, {X(β)}β∈J des familles de variables

aléatoires positives. On suppose que

1. pour chaque n, {Xn(β)}β∈J est uniformément intégrable ;

2. {X(β)}β∈J est uniformément intégrable ;
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3. Xn(β) converge en probabilité vers X(β), uniformément en β : pour chaque ε > 0,

lim
n→+∞

sup
β∈J

P(|Xn(β)−X(β)| > ε) = 0 .

Alors, limn→+∞ supβ∈J |E(Xn(β))− E(X(β))| = 0 si et seulement si {Xn(β)}n∈N,β∈J est uniformé-

ment intégrable.

La preuve de ce lemme se trouve à la �n de la section 2.2. Ce lemme est utilisé pour prouver

que quand le nombre de cookies tend vers l'in�ni ou quand la dimension d tend vers l'in�ni alors

la dérivée de la vitesse converge vers une fonction positive.

1.3.6 Stationnarisation de marche aléatoire excitée

Soit (Yn)n>0 une marche aléatoire excitée de biais β. La vitesse au temps n est dé�nie par :

vn(β) = Eβ
(
Xn

n

)
.

Le nombre de points visités par la marche au temps n est égal au nombre de nouveaux points :

Nn = 1Y0 /∈ + 1Y1 /∈ + ...+ 1Yn−1 /∈.

Alors, on a l'égalité :

vn(β) =
β

d
· Eβ

(
Nn

n

)
.

Par la loi des grands nombres (see [BR07], [MPRV12]), on obtient les limites suivantes :

lim
n→∞

vn(β) = v(β), lim
n→∞

Nn

n
= N(β), Pβ − p.s.

Ici v(β), N(β) sont des constantes positives telles que

v(β) =
β

d
N(β).

Donc, pour montrer la di�érentiabilité en β = 0, il faut montrer que la limite limβ→0N(β) existe.

Nous devons chercher une meilleure expression de la limite N(β) comme on a fait pour la marche
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aléatoire simple symétrique, voir [LGR91]. Remarquez que, si Pm,β est la loi de la marche aléatoire

excitée avec m cookies, alors quand m = +∞, P∞,β est la loi de la marche aléatoire simple de biais

β. Il existe N(β) tel que P∞,β−p.s., on a (see [DE51], [Spi01]) :

N(β) = lim
n→∞

Nn

n
.

Dans [LGR91], pour une marche aléatoire stable, en particulier la MAS, on a l'égalité :

N(β) = P∞,β[Y0 /∈ Y[1,+∞)].

Cette expression est très utile pour montrer la continuité de N(β) car N(β) est la limite de la suite

décroissante

N(β) = lim
n→∞

P∞,β[Y0 /∈ Y[1,n)].

Nous voulons faire la même chose pour la MAE, et pour cela, nous voulons stationnariser la MAE.

Cela signi�e que avec une MAE de biais β donnée, nous allons contruire une marche aléatoire

indexée par Z qui est stationnaire, et telle que les propriétés de la MAE sont conservées. Plus

précisément, soient (Yn)n∈Z les applications coordonnées sur (Zd)Z. Supposons que {Yn}n>0 sous la

loi Pβ est une MAE de biais β. On dit que (Y ′n)n∈Z dé�ni sur un espace de probabilité (Ω,F , Q),

est une stationnarisation de la MAE (Y,Pβ) si pour chaque n ∈ Z, en posant ∆′n := Y ′n+1 − Y ′n et

la tribu F ′∆n = σ{...,∆′n−2,∆
′
n−1} = σ{∆′(−∞,n)}, on a

• Q(Y ′0 = 0) = 1 ;

• Si Y ′n est nouveau i.e. sur l'événement {Y ′n /∈} = {Y ′n /∈ Y ′(−∞,n)} alors

Q(Y ′n+1 − Y ′n = ±e1|F ′∆n ) =
1± β

2d

Q(Y ′n+1 − Y ′n = ±ei|F ′∆n ) =
1

2d
pour chaque 2 6 i 6 d.

• Si Y ′n est vieux i.e. sur l'événement {Y ′n ∈} = {Y ′n ∈ Y ′(−∞,n)} alors

Q(Y ′n+1 − Y ′n = ±ei|F ′∆n ) =
1

2d
pour chaque 1 6 i 6 d.
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La dé�nition ci-dessus, c'est juste une idée et on va utiliser cette idée mais on n'a pas besoin de

construire directement une marche aléatoire Y ′ de la stationnarisation de Y . Il est équivalent de

dire que (Y ′n)n∈Z satisfait avec trois suites (Zn), (ξn) et (ζn) comme dans la section 1.3.4 dont

la composante verticale est (Y ′n · e2, Y
′
n · e3, ..., Y

′
n · ed) = Zn pour tout n ∈ Z et la composante

horizontale

X ′n+1 −X ′n = [(2ζn − 1)1Y ′n /∈ + (2ξn − 1)1Y ′n∈]1Zn=Zn+1 .

Alors, (Y ′n)n∈Z est une marche aléatoire excitée stationnaire (MAES). On a, Q− p.s. la vitesse

v′(β) = lim
X ′n
n

=
β

d
lim

N ′n
n

=
β

d
N ′(β) où N ′(β) = Q[Y ′0 /∈ Y ′(−∞,0)].

Nous voulons montrer que la vitesse et la limite du nombre moyen de points visités de la marche

aléatoire excitée stationnaire sont les mêmes que celles de la marche aléatoire excitée. En fait,

nous pouvons contruire une MAES (Y ′n)n∈Z pour des dimensions d > 4. Pour les dimensions

d = 1, 2, 3 nous ne savons pas encore comment le faire. Soient d > 4 et trois suites indépendantes

(Zn)n∈Z, (ξn)n∈Z et (ζn)n∈Z satisfont : (Zn)n∈Z une marche aléatoire simple sur Zd−1, où Z0 = 0 et

P(Zn+1 − Zn = 0) = 1/d. La suite (ξn, ζn)n∈Z de couples indépendants, est indépendante de Z et

véri�e :

ξn ∼ Ber

(
1

2

)
, ζn ∼ Ber

(
1 + β

2

)
et ξn 6 ζn.

D'abord nous contruisons une marche aléatoire stationnaire (Y n) dont la composante verticale est

Zn. La composante horizontale est dé�nie par :

Xn+1 −Xn = [(2ξn − 1)1Zn∈ + (2ζn − 1)1Zn /∈]1Zn=Zn+1 pour tout n ∈ Z.

Quand d > 4, alors il existe une suite de temps de renouvellement (τn)n∈Z de la marche Y qui sont

aussi des temps de renouvellement de (Y ′n). Posons alors Y ′0 = 0 p.s., nous pouvons contruire les

morceaux {Y ′[τ−n,τn]} pour n = 1, et puis pour n = 2, 3, 4, .... E�ectivement, la contruction et la

preuve des propriétés de la marche aléatoire excitée stationnaire ne sont pas faciles, surtout pour

les dimensions petites d = 1, 2, 3. Pour cela, dans la preuve de di�érentiabilité à 0 de MAE, nous

évitons de contruire directement la stationnarisation de la MAE mais nous utilisons cette idée.
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1.4 Les résultats, les di�cultés et les questions ouvertes

1.4.1 Les résultats en grande dimension en utilisant les temps de cou-

pure

Les résultat dans cette section sont présenté dans notre papier [Pha13].

Pour une marche aléatoire excitée de biais β.

Théorème 1.4.1. Soit (Yn)n>0 une marche aléatoire excitée de biais β. Alors,

1. La vitesse est di�érentiable en β ∈]0; 1[ pour d > 8.

2. Il existe d0 ∈ N∗, β0 ∈ (0, 1) tels que la vitesse de la marche aléatoire excitée est croissante

en β ∈ [0; 1] pour d > d0 et croissante en β ∈ [0, β0) pour d > 8.

3. Pour d > 6, la dérivée au point critique 0 existe, est positive et satisfait :

lim
β→0

v(β)

β
=

1

d
R(0) ,

où R(0) := limn→∞(Rn/n), et Rn est le nombre de points visités au temps n de la marche

aléatoire simple symétrique sur Zd.

Ce résultat n'est pas nouveau. En fait, un meilleur résultat sur la monotonie de la vitesse pour

la MAE quand d > 9 (i.e d0 = 9) est prouvé dans [vdHH10] :

Théorème 1.4.2 (R. van der Hofstad, and M.Holmes). La vitesse de la marche aléatoire excitée

de biais β est croissante pour tout β ∈ [0, 1] quand d > 9 et elle est croissante au voisinage de 0

quand d = 8.

Bien que le résultat que nous présentons soit plus faible, sa preuve ne fait pas appel à la

technique du développement en dentelle. Nous avons construit directement un système dynamique

en utilisant trois suites des variables aléatoires de Bernoulli (voir Section 2.1.1) et avons obtenu la

formule concrète 1.3. Et puis, en utilisant la transformation de Girsanov pour la formule 1.3, nous
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avons calculé la dérivée et l'avons estimé pour la monotonie. Nous n'avons pas du tout utilisé les

développements en dentelle.

Pour une marche aléatoire avec m cookies identiques (m−MAE).

Nous avons prouvé un nouveau résultat dans le cas plusieurs cookies déterministes pour toute

dimension d > 8.

Théorème 1.4.3. Pour d > 8, la vitesse v(m,β) est di�érentiable en β dans [0, 1]. De plus, la

dérivée converge vers 1
d
quand m tend vers l'in�ni, uniformément en β dans [0, 1],

lim
m→∞

sup
β∈[0;1]

∣∣∣∣ ∂∂β v(m,β)− 1

d

∣∣∣∣ = 0 .

On en déduit qu'il existe m0, tel que pour m > m0 la vitesse de la m-MAE est croissante en β

dans [0; 1].

Pour une marche aléatoire excitée en mileu aléatoire. Nous avons étudié la loi des

grands nombres pour un environnement de cookies stationnaire, nous avons prouvé un cas plus

général que i.i.d, le cas ∆−échangeable. Avant de présenter le résultat pour la marche aléatoire

excitée avec cookie aléatoire, nous avons besoin d'introduire la notion de cookie ∆−échangeable.

Dans ce modèle, le cookie aléatoire β = {β(y)}y∈Zd est supposé être :

• stationnaire : β(y + ·) loi
= β pour tout y en Zd ;

• et/ou ∆-échangeable. Pour dé�nir cette notion, nous considérons une famille ∆ = {δz}

z∈Zd−1 d'applications bijectives de Z dans Z. L'application σ∆ : Zd → Zd est dé�nie par

σ∆(x, z) = (δz(x), z) pour tout x ∈ Z, z ∈ Zd−1, est alors une bijection de Zd dans Zd,

agissant sur l'ensemble B des environnements par σ∆(β)(y) = β(σ∆(y)). Le cookie est dit

∆-échangeable si et seulement si σ∆(β)
loi
= β pour toute famille ∆. Autrement dit, un cookie

est ∆-échangeable si sa loi ne change pas quand on réalise des permutations du cookie sur

chaque ligne horizontale.

On dit que les cookies sont identiques si le vecteur des biais satisfait :

∀y ∈ Zd, β1(y) = β2(y) = ... = βm(y) = β(y).
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Théorème 1.4.4. Soit {Yn} une MAE avec m−cookies aléatoires, où m est un entier positif ou

m = +∞. Supposons que le milieu cookie aléatoire est stationnaire et ∆-échangeable.

1. Pour d > 6, Xn
n

converge P−p.s. vers une variable aléatoire non négative V , dont l'espérance

est noté v(Q).

2. Si les cookies sont identiques, il existe d0 ∈ N∗ tel que v(Q) est croissante en Q pour d > d0

(pour l'ordre partiel ≺).

3. Si les cookies sont identiques, il existe σ ∈ [0; 1) tel que pour tout d > 10, v(Q) est croissante

en Q sur l'ensemble {Q tel que Q(0 6 β(y) 6 σ, ∀y ∈ Zd) = 1}.

Ce résultat est nouveau. Dans les travaux précédents, par exemple dans [HS12], [Hol12],

[vdHH12], les auteurs ont aussi étudié la loi des grands nombres et la monotonie de la vitesse

pour les modèles en un milieu aléatoire et un milieu cookie aléatoire qui sont di�érents de notre

modèle. Dans ces articles, l'environnement est i.i.d., mais dans notre modèle, l'environnement co-

okie est un cas plus général que i.i.d, c'est un cas particulier du cookie stationnaire. Dans [HS12] :

le modèle est la marche aléatoire en milieu aléatoire partiel, i.e. le nombre de cookies en chaque

site est m = +∞. L'hypothèse pour le résultat de la monotonie ω(y,m) = ω(y) pour tout y,m

est similaire à notre hypothèse que les cookies sont identiques. De plus, les auteurs ont considéré

les dimensions d = d1 + d0 où d1 > 5, d0 > 1. L'environnement est constant dans d1 coordonnées,

est aléatoire dans les d0 coordonnées restées. Dans les hypothèse de [HS12], ll existe un couplage

explicite de l'environnement sur d∗ coordonnées, i.e. l'environnement dépend d'une constante β.

Où d∗ coordonnées est contenu dans d0 coordoonés aléatoires de l'environnment (1 6 d∗ 6 d0). Si

on considère d0 = d∗ = 1 (l'environnement est aléatoire dans la première direction e1) et la com-

posante de la marche dans d1 coordonnées (e2, ..., ed) est une marche aléatoire simple symétrique

sur Zd−1 (La probabilité que la marche dans Zd−1 ne bouge pas chaque site est 1
d
). Donc, avec les

hypothèses dans [HS12], l'environnement satisfait (voir la formule (1.11) de [HS12])

ω(0) = ξ × δd−1(0) + δ1(0)× q.
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Ici, soit E un espace de topologie, r un réel positif, on désigne Mr(E) un ensemble de mesures

de masse r ; q est un noyau dans M d−1
d

(Zd−1) tel que q(e) = 1
2d

pour tout e ∈ {±e2, ...,±ed},

δi(0) ∈ M1(Zi). On a aussi ξ prend deux valeurs, ξ = µ1 avec probabilité 1 − β, et ξ = µ2 avec

probabilité β. Où β est une constante et µ1, µ2 ∈ M 1
d
(Z) satisfont µ1(−e1) = µ2(e1) = 1

d
. Dans

notre modèle, le cookie β prend ses valeurs dans [0, 1] mais il peut également prend ses valeurs

dans [−1, 1], et nous pouvons obtenir les même résultats que dans le cas les valeur des cookies dans

[0, 1]. Alors, pour notre modèle, ξ peut prendre les valeurs dansM 1
d
({±e1}). Dans l'article [Hol12],

le modèle considéré est le même que notre modèle quand m = ∞ et les cookies βk(y) à valeurs

dans [−1, 1] pour tout y ∈ Zd, k ∈ N∗. Mais le régime de l'environnement cookie est di�érent.

Dans notre modèle, le cookie est stationnaire et ∆−échangeable. Dans le cas i.i.d, le théorème 2.3

dans [Hol12] est pour la condition qui est équivalente avec notre modèle sous la condition que : il

existe un ensemble A ⊂ N, β0(k) = δk où δk est une constante ∈ [0, 1] pour tout k ∈ A. Dans notre

travail, nous considérons la question de la monotonie dans le cas où l'environnement de cookies

est dominé stochastiquement pour le cas identique. C'est à dire que nous avons répondu un cas

particulier de la conjecture dans [Hol12] que la monotonie de lavitesse est vraie sous la condition

domination stochastique.

1.4.2 Les résultats en petite dimension

Quand la dimension est petite (d 6 5), les temps de coupure n'existent pas, dans ce cas, nous

utilisons les temps de renouvellement et les autre approches. Soit {Yn} une marche aléatoire excitée

de biais β, de composante horizontale Xn = Yn ·e1, {τn} est la suite de temps de renouvellement, Nn

est le nombre de points visités jusqu'au temps n. Dans [KZ12], les remarques 4.3, 4.4, 4.11 montrent

que la continuité, la di�érentiabilité ont été prouvée pour d = 1 ou d > 8. Ici nous prouvons les

nouveaux résultats pour MAE sur la question de la continuité et de la di�érentiabilité.

Théorème 1.4.5. Pour d > 2, soient vn(β) la vitesse au temps n de la MAE et et v(β) est la

vitesse de marche aléatoire excitée.
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• La vitesse v(β) est in�niment di�érentiable sur (0, 1] (i.e. v(β) ∈ C∞((0, 1])) et

∂kv

∂βk
(β) = lim

n→∞

∂kvn
∂βk

(β) pour chaque k ∈ N, β > 0.

La dérivée s'exprime en fonction des temps de régénération :

∂v

∂β
(β) =

1

d
.
ÊβNτ

Êβτ
+
β

d
.
Êβ(NτVτ )Êβτ − ÊβNτ Êβ(τVτ )

(Êβτ)2
pour β > 0, (1.4)

où

Ei = Xi+1 −Xi, Vn =
n−1∑
i=0

Ei1Yi /∈
1 + βEi

.

• Pour d = 2 ou d > 4, la vitesse est di�érentiable en β = 0 et la dérivée en 0 est positive, et

telle que

lim
β→0

v(β)

β
= lim

n→∞

∂vn
∂β

(0),

avec

lim
n→∞

∂vn
∂β

(0) =
1

d
lim
n→∞

Rn

n
=

1

d
R(0) > 0 pour d > 4, et égale à 0 pour d = 2.

• Pour d = 3 alors

lim sup
β→0

v(β)

β
6 lim

n→∞

∂vn
∂β

(0) =
1

d
R(0).

Nous avons aussi quelques résultats sur la monotonie :

Théorème 1.4.6. Soient R(β) la limite de Rn
n
, où Rn est le nombre de points visités jusqu'au

temps n de la marche aléatoire simple avec dérive β et v(m,β) la vitesse de la marche aléatoire

excitée avec m cookies identiques de biais β. Alors,

• R(β) est monotone en β ∈ [0, 1].

• Pour d > 4, pour chaque β0 > 0, il existe un entier m0 = m(β0) assez grand tel que v(m,β)

est monotone sur (β0, 1] pour chaque m > m0.
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1.4.3 Les di�cultés et les questions ouvertes

Les limites de la méthode par temps de coupure

En utilisant les temps de coupure, nous pouvons montrer la loi des grands nombres, la monotonie

de la vitesse pour des dimensions assez grandes ou pour des dérives faibles, pour un nombre de

cookies assez grand, et pour des environnements qui ne sont pas indépendants (le cas stationnaire

et ∆−échangeable). Tous ces cas sont proches de la marche aléatoire simple. La méthode de temps

de coupure est simple. Cependant, elle ne donne pas la valeur exacte de d0, de β0 ou du nombre

de cookies m0 nécessaires pour obtenir la monotonie. Cette méthode est qualitative plutôt que

quantitative. En fait, il n'y a pas encore d'argument général, complet comme dans le cas de la

dimension 1. Dans le cas d = 1, on arrive à coupler deux marches aléatoires excitées en utilisant

le fait que ces deux marches passent nécessairement par les mêmes points (à savoir les entiers

positifs). Ceci n'est plus le cas où d > 2. Pour plus de détails, on pourra se reporter aux preuves

dans les articles [Zer05],[KZ08],[Pet12].

Monotonie dans un voisinage du point critique β = 0.

Pour le modèle de la marche aléatoire excitée, pour prouver la monotonie de la vitesse au

voisinage de 0 lorsque 2 6 d 6 7, il su�t de montrer que la dérivée existe sur l'intervalle fermé

[0, 1), et qu'elle est continue et positive en 0. En fait, nous avons prouvé que la vitesse est in�niment

di�érentiable pour tout β > 0 quand d > 2 et que la dérivée de la vitesse en 0 existe pour

d = 2 ou d > 4 et elle est positive pour d > 4. Mais nous ne savons pas encore s'il existe si

la dérivée est continue en 0. Les temps de renouvellement nous aident à prouver facilement la

di�érentiabilité à tous les ordres pour β > 0. Mais à cause de l'inexistence de ces temps pour

β = 0, la question de la di�érentiabilité en β = 0, est di�cile. Dans les articles [GMP12],[Che97],

la preuve de la di�érentiabilité en 0 passe par l'estimation des temps de renouvellements en β. Par

ailleurs, la dé�nition de ces temps a été changée, comme nous l'avons dit dans la section 1.3.2.

Dans le théorème 1.4.5, nous avons la formule de la dérivée, exprimée en fonction des temps de
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renouvellement :

dv

dβ
(β) =

1

d
.
ÊβNτ

Êβτ
+
β

d
.
Êβ(NτVτ )Êβτ − ÊβNτ Êβ(τVτ )

(Êβτ)2
pour β > 0.

Nous avons
dv

dβ
(0) = lim

β→0

1

d
.
ÊβNτ

Êβτ
.

Alors, si on veut montrer la continuité de la dérivée, il faut que :

lim
β→0

∣∣∣∣dvdβ (β)− dv

dβ
(0)

∣∣∣∣ = lim
β→0

β

d
.

∣∣∣∣∣Êβ(NτVτ )Êβτ − ÊβNτ Êβ(τVτ )

(Êβτ)2

∣∣∣∣∣ = 0.

Pour cette raison, nous voulons estimer le temps de régénération τ en fonction de la dérive β.

D'autre part, la vitesse au temps n est que : vn(β) = β
d
Eβ
(
Nn
n

)
. Prenons la dérivée, on obtient :

∂vn
∂β

(β) =
1

d
Eβ
(
Nn

n

)
+
β

d
Eβ
(
Nn.Vn
n

)
.

Alors,

lim sup
β→0

∣∣∣∣∂v∂β (β)− ∂v

∂β
(0)

∣∣∣∣ = lim sup
β→0

lim
n→∞

∣∣∣∣∂vn∂β (β)− 1

d
Eβ
(
Nn

n

)∣∣∣∣
= lim sup

β→0
lim
n→∞

β

d

∣∣∣∣Covβ(Nn, Vn)

n

∣∣∣∣ 6 lim sup
β→0

lim sup
n→∞

β

d

√
V arβNn

n

√
V arβVn

n
.

On a

V arβVn
n

=

Eβ
[(∑n−1

i=0

Ei1Yi /∈
1+βEi

)2
]

n
=

∑n−1
i=0 Eβ

[(
Ei1Yi /∈
1+βEi

)2
]

n
6

1

(1− β)2
.

On en déduit que si

lim
β→0

lim sup
n→∞

(
β2V arβNn

n

)
= 0

alors la dérivée ∂v
∂β

(β) est continue en 0. Dans [GMP12], le temps de régénération τ satisfait

l'inégalité

sup
β∈[0,1]

β4Êβ[τ 2] < +∞. (1.5)

Cette inégalité est la clé pour montrer la relation d'Einstein i.e. la relation entre la di�usion à

l'équilibre et la dérivée au point critique β = 0 en dimension d > 2. Par une autre méthode, nous
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avons quand même montré l'existence de la dérivée de la vitesse au point 0 pour tout d > 2 et

d 6= 3, alors nous voulons aussi utiliser la méthode dans [GMP12] pour d = 3. On remarque que

dans [MPRV12], la dé�nition du temps τ a été un peu modi�ée un peu comme nous avons dit dans

la section 1.3.5.

À la suite des travaux dans la thèse, voici les questions auxquelles nous nous intéressons :

Question 1

Comment le temps τ dépend-il de β ? Avec la dé�nition originale de τ , est-ce que l'inégalité (1.5)

est encore vraie ? Est-ce qu'il existe des constantes positives C, α qui ne dépendent pas de β et qui

véri�ent

Pβ(β2τ > n) 6 C.e−n
α

Sur la question de la monotonie de la vitesse, on veut une méthode qui permet de résoudre le

problème pour tout β ∈ [0, 1]. Comme dans le cas d = 1, la MAE avec m− cookies sur Z qui a

la vitesse strictement croissante, ce résultat est prouvé par la corrélation entre la marche aléatoire

avec cookies et un processus de branchement. D'ailleurs, dans [Aid11], la vitesse de la marche

aléatoire de biais sur l'arbre de Galton-Watson est exprimée par une très belle formule qui permet

de montrer la monotonie pour un régime très grand de la dérive sur [2,∞). Pour le modèle de la

MAE, on veut trouver une formule de la vitesse similaire à celle de [Aid11].

Pour �nir de montrer l'existence de la dérivée en 0, il reste encore le cas d = 3 que nous ne

savons pas traiter. Une autre question est celle de la continuité de la dérivée en 0, et celle de

l'existence des dérivées de tous ordres en 0.

Question 2

Pour d = 3, est-ce qu'il existe la dérivée en 0 i.e. limβ→0 v(β)/β ? De plus, pour chaque k > 2 est-ce

qu'il existe (∂kv/∂βk)(0) la dérivée d'ordre k en 0 et telle que

lim
n→∞

∂kvn
∂βk

(0) =
∂kv

∂βk
(0)?

Nous avons étudié la monotonie et la di�érentiabilité de la vitesse, et il y a une autre question

intéressante qui se pose :
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Question 3

Est-ce que la vitesse est une fonction convexe ? C'est à dire est-ce que la dérivée d'ordre 2 est

positive ? Nous ne savons pas le traiter, même quand la dimension d est assez grande. En fait, dans

[BR07], une simulation laisse penser que la vitesse est convexe pour la dimension d = 2.

Maintenant, lessez nous expliquons comment la thèse est organisée.

Dans le chapitre 2, d'abord, nous prouvons Théorème 1.4.1. Nous présentons la preuve pour

la formule (1.3) d'une expression de la vitesse en temps de coupure. Ensuite, en utilisant Trans-

formation de Girsanov, nous pouvons prendre la dérivée de la vitesse en paramètre β et prouvons

la dérivée est positive quand d est assez grande ou β est assez petit. Dans la suite du chapitre

2, nous prouvons Théorème 1.4.3 pour MAE avec m cookies identiques déterministes. En �n,

nous prouvons Théorème 1.4.4, d'abord nous considérons le cas d'un seul cookie et l'environne-

ment de cookies est i.i.d. par site. Ensuite, nous considerons le cas de m cookies stationnaires

et ∆−échangeable. Finalement, nous étudions le cas où l'environnement de cookies est i.i.d et la

vistesse est déterministe.

Dans le chapitre 3, nous commencons de prouver Théorème 1.4.5 pour la di�érentiabilité de la

vitesse de la MAE de biais β. Ensuite, nous prouvons Théorème 1.4.6. D'abord, nous présentons la

preuve de la monotonie du nombre de points visités par marche aléatoire simple de biais β, après

nous prouvons la monotonie de la vitesse de la MAE de biais β pour dimension d > 4.
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Chapter 2

The proof for the results in high dimensions

2.1 Excited random walk

2.1.1 An expression for the velocity (the formular (1.3))

We begin this section by constructing the excited random walk from some independent se-

quences of random variables. This plays an important role to prove the monotonicity. First, we

consider a simple random walk (SRW) {Z̃n}n>0 on Zd−1 and three sequences of random variables

{ηi}i>0,{ξi}i>0 and {ζi}i>0 independent with each other, independent of Z̃ and having distribution

ηi ∼ Ber

(
1

d

)
; ξi ∼ Ber

(
1

2

)
; ζi ∼ Ber ((β + 1)/2) .

{Z̃n}n>0 will give the sequence of vertical moves of the excited random walk ; ηi = +1 will mean

that at time i, the excited random walk performs an horizontal move. The direction of this move

is given by ξi when the ERW is at an already visited site, and by ζi otherwise. More precisely, set

Aki := {
∑k−1

j=0(1− ηj) = i} ; (0 6 i 6 k). Then
⋃k
i=0A

k
i = Ω and Aki

⋂
Akj = ∅ for i 6= j. We de�ne

the vertical component Z of Y by :

Z0 := 0; Zk := Z̃∑k−1
i=0 (1−ηi) for k > 0 .
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We now construct the horizontal component X of Y . Set Y0 := 0 and assume that (Yj, 0 6 j 6 i)

are constructed. Let us de�ne Yi+1.

• On the event "Yi new" (not visited before time i), set Ei := (2ζi − 1) 1Iηi=1.

• On the event "Yi old" (already visited before time i), set Ei := (2ξi − 1) 1Iηi=1.

We then set Xi+1 := Xi + Ei, and Yi+1 := (Xi+1, Zi+1). With this construction, we obtain :

Lemma 2.1.1. Y is an excited random walk with bias parameter β.

Proof. For the proof of lemma 2.1.1, we need the following lemma :

Lemma 2.1.2. Let F and G be two sigma-algebras and C ∈ F ∩ G such that F|C := {A ∩

C with A ∈ F} ⊂ G. For any integrable random variable V , we get

E(V 1C |F) = E [E(V 1C |G)|F ] .

The proof of Lemma 2.1.2 is easy. Now, we return to the proof of Lemma 2.1.1. Set

FYk := σ(Yj, 0 6 j 6 k)

Fk := σ(Zj, 0 6 j 6 k; ζj, ξj, ηj, 0 6 j 6 k − 1)

Gki := σ(Z̃j, 0 6 j 6 i; ζj, ξj, ηj, 0 6 j 6 k − 1)

It is clear that FYk ⊂ Fk and Aki ∈ Fk ∩ Gki. Moreover, Fk|Aki ⊂ Gki. Now, using Lemma 2.1.2, we
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have for j > 2,

P(Yk+1 − Yk = ±ej|FYk )

=
k∑
i=0

P
(
Z̃i+1 − Z̃i = ±ej, Aki , ηk = 0|FYk

)
=

k∑
i=0

P
[
P
(
Z̃i+1 − Z̃i = ±ej, Aki , ηk = 0|Fk

)
|FYk

]
=

k∑
i=0

P
[
P
(
Z̃i+1 − Z̃i = ±ej, Aki , ηk = 0|Gki

)
|FYk

]
=

k∑
i=0

P(Z̃i+1 − Z̃i = ±ej)P(ηk = 0)P(Aki |FYk )

= P(Z̃i+1 − Z̃i = ±ej)P(ηk = 0) =
1

2(d− 1)
.

(
1− 1

d

)
=

1

2d
.

For the case ej = e1, on the event "Yk new",

P(Yk+1 − Yk = +e1|FYk ) = P(ηk = 1, Ek = 1|FYk ) = P(ηk = 1, ζk = 1) =
1

d
.
1 + β

2
=

1 + β

2d
.

The cases ej = −e1 and Yk old are treated similarly. Lemma 2.1.1 is now proved.

Next, we give another construction of the ERW, on which we obtain an ergodic dynamical

system leading to the formular 1.3. We begin with

Ω :=
(
Zd−1

)Z × {0, 1}Z × {0, 1}Z.
Let q be the probability on Zd−1 such that q(e) = 1

2d
for all |e| = 1 and q(0) = 1

d
. Let p1 and p2

be the probabilities on {0, 1} such that p1(1) = p1(0) = 1
2
and p2(1) =(1 + β)/2, p2(0)= (1− β)/2.

We de�ne the probability P on Ω by

P := q⊗Z ⊗ p1
⊗Z ⊗ p2

⊗Z.

Now, we take ω = (w, u, l) ∈ Ω with w ∈
(
Zd−1

)Z
, u ∈ {0, 1}Z, l ∈ {0, 1}Z. For k ∈ Z, let

ζk, ξk : Ω→ {0; 1} and Ik : Ω→ Zd−1 be such that Ik(ω) := wk, ζk(ω) = uk, ξk(ω) := lk. Next, we
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de�ne Zk : Ω→ Zd−1 and ηk : Ω→ {0, 1} by

Zk =


I1 + ...+ Ik if k > 0 ,

0 if k = 0 ,

−(Ik+1 + ...+ I0) if k < 0 .

; ηk := 1Zk=Zk+1
.

From the sequences (Zk)k∈Z, (ηk)k∈Z , (ξk)k∈Z, (ζk)k∈Z, we can construct the ERW (Yn)n>0 just as

in the �rst construction. We also de�ne the sequence (Z̃k)k∈Z as the sequence of "moves" of Z.

More precisely, (Z̃k)k∈Z is the unique sequence such that :

∀n > 0, Zn =

Z̃
∑n−1
i=0 (1−ηi) if n > 0 ;

Z̃∑−1
i=n(1−ηi) if n < 0 .

(2.1)

Now, set D := {n ∈ Z such that Z(−∞,n)∩Z[n,+∞) = ∅} to be the set of cut times of Z and similarly

let D̃ be the set of cut times of Z̃. The sequence of cut times of Z is then de�ned by induction :

T1 := inf{n > 0 such that n ∈ D},

Ti+1 := inf{n > Ti such that n ∈ D} , for i > 1,

Ti−1 := sup{n < Ti such that n ∈ D}, for i 6 1.

By construction, T0 6 0 < T1 and we set T := T1. We de�ne similarly T̃i and T̃ for Z̃. Observe

that the laws of T and T̃ do not depend on β, since they depend only on Z and Z̃. Moreover, it

follows from (2.1) that

T̃ =
T−1∑
i=0

(1− ηi) , and {T > k} =

{
T̃ >

k−1∑
i=0

(1− ηi)

}
. (2.2)

We denote by (θk)k∈Z the canonical shift on Ω (i.e θk(ω.) = (ωk+.)) and θ := θ1, so that θk :=

θ ◦ ... ◦ θ = θk. (Ω,P, θ) is an ergodic dynamical system. We de�ne now another ergodic dynamical

system. To this end, we consider W := {ω ∈ Ω ;∀j , Tj(ω) < ∞}. E. Bolthausen, A-S. Sznitman

& O.Zeitouni [BSZ03] proved that P(W ) = 1 and P(0 ∈ D) > 0 for d − 1 > 5. On W , we set

θ̂k(ω) := θTk(ω)(ω) and θ̂ = θ̂1. Let P̂ := P(.|0 ∈ D) be the Palm mesure. Since θk(W ) ⊂ W ,

θ̂k(W ) ⊂ W and we get :
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Lemma 2.1.3. The triple (W, P̂, θ̂) is an ergodic dynamical system for d− 1 > 5.

Proof. The idea of the proof comes from the paper of E. Bolthausen, A-S. Sznitman & O. Zeitouni

[BSZ03].

First, we prove that P̂ is invariant under θ̂. Take any set A ⊂ W . Without loss of generality,

suppose that A ⊂ (0 ∈ D), then we have :

θ̂ ◦ P̂(A) = P̂
(
θ̂−1A

)
=

P
(
θ−1
T1
A, 0 ∈ D

)
P(0 ∈ D)

=
∑
k>1

P
(
θ−1
k A, T1 = k, 0 ∈ D

)
P(0 ∈ D)

=
∑
k>1

P (A, T−1 = −k, 0 ∈ D)

P(0 ∈ D)

=
P(A)

P(0 ∈ D)
= P̂(A).

Next, we prove that for any set A ⊂ W such that θ̂−1A = A then P̂(A) = 0 or 1. Indeed, set

Ω̂ := (0 ∈ D) and B := A ∩ Ω̂ ⊂ W . Note that θ̂−1(Ω̂) = W , so that θ̂−1A = θ̂−1B. This in turn

implies that θ̂−1B ∩ Ω̂ = θ̂−1A ∩ Ω̂ = A ∩ Ω̂ = B.

We will prove that θ1

[
θ̂−1B

]
= θ̂−1B. Using the ergodicity of (Ω,P, θ), it follows that P

(
θ̂−1B

)
= 0 or 1, and

P̂(A) = P̂(θ̂−1A) = P̂(θ̂−1B) =
P
(
θ̂−1B ∩ Ω̂

)
P(Ω̂)

= 0 or 1.

So, to �nish the proof we only need to prove that θ1

[
θ̂−1B

]
= θ̂−1B.

Firstly, we show that θ1

[
θ̂−1B

]
⊂ θ̂−1B. Take x ∈ θ̂−1B. Then θ̂x ∈ B. If T1(x) > 1, then

θ̂(θ1x) = θ̂x ∈ B whence θ1x ∈ θ̂−1B. If T1(x) = 1, then θ1x = θ̂x ∈ B = θ̂−1B ∩ Ω̂, this implies

that θ1x ∈ θ̂−1B.

It remains to prove that θ̂−1B ⊂ θ1

[
θ̂−1B

]
. Take x ∈ θ̂−1B then x = θ1 (θ−1x) and we will

prove that θ−1x ∈ θ̂−1B ⇔ θ̂ (θ−1x) ∈ B. If x ∈ Ω̂, then θ̂ (θ−1x) = x ∈ θ̂−1B ∩ Ω̂ = B. If x /∈ Ω̂,

then θ̂ (θ−1x) = θ̂x ∈ B.
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Lemma 2.1.4. For d > 6, there exists v(β) > 0 such that a.s., limn→∞ n
−1Xn = v(β) and we

have the following formular :

v(β) =
Eβ (XT |0 ∈ D)

Eβ(T |0 ∈ D)
. (2.3)

Proof. Using the ergodicity of (Ω,P, θ), v = limn→∞
Xn
n

exists P a.s. This is therefore also true

P̂-a.s. On the other hand, it is proved in [BSZ03] that T1 is P̂-integrable for d > 6 (with Ê|T1| =

1
P(0∈D)

). Using the ergodicity of (W, P̂, θ̂), P̂-a.s., Tk
k
→ Ê(T1) > 0, so that P̂-a.s., Tk → +∞.

Therefore P̂-a.s., v = limk→∞
XTk
Tk

= limk→∞
XTk
k
. k
Tk
. But k

Tk
→ 1

Ê(T1)
and we also have

XTk+1
−XTk = XT1 ◦ θ̂k .

Note that Ê(|XT1 |) 6 Ê(T1) = 1
P(0∈D)

< +∞ for d > 6. Then,

XTk

k
=

∑k−1
i=0 XT1 ◦ θ̂i

k
→ Ê(XT1) , P̂− as.

This �nishes the proof of lemma 2.1.4.

Exactly in the same way, we can prove (see lemma 1.1 of [BSZ03] ) that that when f is a

P-integrable function, ∫
fdP =

∫ ∑T−1
k=0 f ◦ θk dP̂∫
TdP̂

. (2.4)

A simple instance of this formular is to take f = 1I0∈D, so that
∑T−1

k=0 f ◦ θk = 1, leading to

P(0 ∈ D) = Ê(T )−1.

2.1.2 Girsanov transform

This section is devoted to the Girsanov transformation connecting Pβ and P0. We begin by

introducing several σ-algebras. For n ∈ Z, let FZn = σ(Zk, k 6 n). For n > 0, let FYn = σ(Yk, 0 6

k 6 n), Fn = FZn ∨ FYn = FZ−1 ∨ FYn , and Gn = FYn ∨ σ(Zk, k ∈ Z). We get Fn ⊂ Gn. Moreover

T is not a (Fn)-stopping time, but is obviously a (Gn)-stopping time, so that we can de�ne the
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σ-algebra GT of the events prior to T . Remind that Ej = (Yj+1 − Yj).e1 and de�ne for n > 0, and

β ∈ [0, 1]

Mn(β) =
n−1∏
j=0

[
1 + Ejβ1Yj /∈{Y0,...Yj−1}

]
,

where the convention {Y0, ..., Y−1} = ∅ is used.

Lemma 2.1.5. For any β ∈ [0, 1[, d > 6, n > 0,

Mn(β) =
dPβ|Fn
dP0|Fn

; Mn(β) =
dPβ|Gn
dP0|Gn

; MT (β) =
dPβ|GT
dP0|GT

.

Proof. Since Fn ⊂ Gn, Mn(β) is Fn-measurable, and T is a �nite (Gn)-stopping time, it is enough

to prove that Mn(β) =
dPβ |Gn
dP0|Gn

. Let A ∈ FZ−1, y1, · · · , yn ∈ (Zd)n, and B ∈ σ(Zn+k − Zn, k > 0) be

�xed. (Zn+· − Zn) being independent with Fn, we get :

Pβ(A;Y0 = 0;Y1 = y1; · · · , Yn = yn;B) = Pβ(A;Y0 = 0;Y1 = y1; · · · , Yn = yn)Pβ(B)

Note that the law of Z does not depend on β, so that Pβ(B) = P0(B). Now by de�nition of the

excited random walk,

Pβ[Yn = yn |A;Y0 = 0;Y1 = y1; · · · , Yn−1 = yn−1 ] =
1

2d

[
1 + εn−1β1yn−1 /∈{y0,...yn−2}

]
,

where εn−1 = (yn − yn−1).e1. Then we get by induction that for any β ∈ [0, 1],

Pβ[A;Y0 = 0;Y1 = y1; · · · , Yn = yn] =

(
1

2d

)n n−1∏
j=0

[
1 + εjβ1yj /∈{y0,...yj−1}

]
Pβ[A]

=

(
1

2d

)n n−1∏
j=0

[
1 + εjβ1yj /∈{y0,...yj−1}

]
P0[A] ,

where the last equality comes from the fact that A ∈ FZ−1. Hence,

Pβ[A;Y0 = 0;Y1 = y1; · · · ;Yn = yn;B]

P0[A;Y0 = 0;Y1 = y1; · · · ;Yn = yn;B]
=

n−1∏
j=0

[
1 + εjβ1yj /∈{y0,...yj−1}

]
.

We have just proved that for all A ∈ FZ−1, y1, · · · , yn ∈ (Zd)n, and B ∈ σ(Zn+k − Zn, k > 0),

Pβ[A;Y0 = 0;Y1 = y1; · · · ;Yn = yn;B] = E0[1A 1Y0=0;Y1=y1;···;Yn=yn 1BMn(β)]

The result follows since Gn = FZ−1 ∨ FYn ∨ σ(Zn+k − Zn, k > 0).
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2.1.3 Di�erentiability of the speed.

This section is devoted to the proof of point 1. in Theorem 1.4.1. We begin by giving another

expression of the numerator in (2.3).

Lemma 2.1.6. For n > 1, set Nn := d
∑n−1

j=0 1Yj /∈{Y0,...Yj−1}1Zj=Zj+1
. Then,

Eβ(XT 10∈D) =
β

d
Eβ(NT 10∈D) =

β

d
E0 (NT 10∈DMT (β)) . (2.5)

Proof. Observe that

Pβ[Ej = ±1|Gj] =
1± β

2
1Yj /∈{Y0,...Yj−1}1Zj=Zj+1

+
1

2
1Yj∈{Y0,...Yj−1}1Zj=Zj+1

=

(
1

2
± β

2
1Yj /∈{Y0,...Yj−1}

)
1Zj=Zj+1

. (2.6)

Hence,

Eβ(XT 10∈D) = Eβ

(
T−1∑
j=0

Ej 10∈D

)
= Eβ

(
+∞∑
j=0

Ej1T>j 10∈D

)
=

+∞∑
j=0

Eβ(Ej1T>j 10∈D) ,

where the last equality follows from the integrability of T w.r.t P̂ for d > 6. Note that {0 ∈

D} and {T > j} belong to Gj. Therefore,

Eβ(Ej 1T>j 10∈D) = Eβ [1T>j 10∈D Pβ(Ej = 1|Gj)]− Eβ [1T>j 10∈D Pβ(Ej = −1|Gj)]

= βEβ
[
1T>j 10∈D 1Yj /∈{Y0,...Yj−1} 1Zj=Zj+1

]
Thus,

Eβ(XT 10∈D) = β
+∞∑
j=0

Eβ
[
1T>j 10∈D 1Yj /∈{Y0,...Yj−1} 1Zj=Zj+1

]
= βEβ

[
T−1∑
j=0

1Yj /∈{Y0,...Yj−1} 1Zj=Zj+1
10∈D

]

=
β

d
Eβ(NT 10∈D).

This proves the �rst equaIity. The second one follows from the fact that NT is GT -measurable,

{0 ∈ D} ∈ GT , and Lemma 2.1.5.
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We turn now to the derivative of the speed v(β) w.r.t β. We start from (2.3). Since T and 10∈D

are σ(Z)-measurable, the denominator in (2.3) does not depend on β, and

v(β) =
Eβ(XT 10∈D)

E0(T 10∈D)
. (2.7)

Point 1. is then a consequence of the following lemma :

Lemma 2.1.7. For d > 8, the function β ∈ [0, 1[→ Eβ(XT 10∈D) is di�erentiable and,

d

dβ
(Eβ(XT 10∈D)) =

1

d
Eβ(NT 10∈D) +

β

d
Eβ

[
NT 10∈D

T−1∑
j=0

Ej
1 + βEj

1Yj /∈{Y0,...Yj−1}1Zj=Zj+1

]
. (2.8)

Proof. Set

VT (β) :=
d

dβ
(NT10∈DMT ) (β) = NT 10∈D

(
T−1∑
j=0

Ej
1 + βEj

1Yj /∈{Y0,...Yj−1}1Zj=Zj+1

)
MT (β). (2.9)

We have

E0 (NT10∈DMT (β)) = E0(NT10∈D) + E0

 β∫
0

VT (x)dx

 . (2.10)

Since NT 6 dT and
∣∣∣ Ej

1+xEj

∣∣∣ 6 1
1−β ,∀x 6 β, we get

β∫
0

E0|VT (x)|dx 6
d

1− β

β∫
0

E0(T 210∈DMT (x))dx

=
d

1− β

β∫
0

Ex(T 210∈D)dx =
d

1− β

β∫
0

E0(T 210∈D)dx, since T and {0 ∈ D} belong to σ(Z)

=
dβ

1− β
Ê0(T 2)P0(0 ∈ D)

It follows from Lemma 2.1.9, whose statement and proof are postponed to the end of the section,

that Ê0(T 2) < +∞ for d > 8. Fubini's theorem leads then to

E0 (NT10∈DMT (β)) = E0(NT10∈D) +

β∫
0

E0(VT (x))dx .
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Now, we prove that E0(VT (x)) is continuous in x ∈ [0, 1). To this end, we recall some general result

about uniform integrability of positive random variables (see for instance Theorem 5 page 189 in

Shiryaev [Shi96]).

Lemma 2.1.8. Let J be an compact interval of R, and (X(β), β ∈ J) be a family of positive

integrable random variables. Assume that {X(β)}β∈J is a.s. continuous in β. Then, the function

ϕ(β) = E[X(β)] is continuous in β if only if the familly {X(β)}β∈J is uniformly integrable.

Observe that

|VT (x)| 6 d

1− x
T 2MT (x) 10∈D . (2.11)

For x0 ∈ [0, 1], we have :

1. limx→x0 T
2MT (x)10∈D = T 2MT (x0)10∈D a.s.,

2. T 2MT (x)10∈D > 0,

3. ∀x, E0(T 2MT (x) 10∈D) = Ex(T 2 10∈D) = E0(T 2 10∈D) < +∞, since Ê0(T 2) < +∞ for d > 8.

It follows then from Lemma 2.1.8 that the family (T 2MT (x)10∈D, x ∈ [0, 1]) is uniformly integrable.

By (2.11), this is also true for the family {VT (x)}x→x0 in a neighborhood of x0 ∈ [0; 1[. Therefore,

we obtain,

lim
x→x0

E0(VT (x)) = E0(VT (x0)) i.e E0(VT (x)) is continuous.

Then, we get

d

dβ
E0(NT10∈DMT (β)) =

d

dβ

β∫
0

E0(VT (x))dx = E0(VT (β)).

Therefore taking the derivative w.r.t β in (2.5) , we obtain

d

dβ
Eβ(XT 10∈D) =

1

d
Eβ(NT 10∈D) +

β

d
Eβ

[
NT 10∈D

T−1∑
j=0

Ej
1 + βEj

1Yj /∈{Y0,...Yj−1}1Zj=Zj+1

]
.
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2.1.4 Monotonicity of the speed.

We focus now on the proof of point 2. in Theorem 1.1, and we use (2.8) to study the sign of

the derivative of v(β).

Since T > 1, NT > N1 = d1Z0=Z1 . We remind the reader that Z̃ is de�ned as the walk Z when

it moves, and D̃ denotes the cut times of Z̃. Then,

Eβ(NT 10∈D) > dP(Z0 = Z1; 0 ∈ D) = dP(η0 = 1; η−1 = 0; 0 ∈ D̃)

=
d− 1

d
P(0 ∈ D̃) = P(0 ∈ D) .

We focus now on the second expectation in (2.8). It is equal to

dEβ

[ ∑
06j,k<T

Ej
1 + βEj

1Yj /∈{Y0,...Yj−1}1Zj=Zj+1
1Yk /∈{Y0,...Yk−1}1Zk=Zk+1

10∈D

]
.

Note that for j > k :

Eβ
[
1T>j 10∈D 1Yj /∈{Y0,...Yj−1} 1Zj=Zj+1

1Yk /∈{Y0,...Yk−1}1Zk=Zk+1

Eβ
(
Ej

1 + βEj
|σ(Z;Y0, ..., Yj)

)]
= 0 (by (2.6)). (2.12)

Hence, using the fact that Ej
1+βEj > −

1
1−β , we get

Eβ

[
NT 10∈D

T−1∑
j=0

Ej
1 + βEj

1Yj /∈{Y0,...Yj−1}1Zj=Zj+1

]

= dEβ

[ ∑
06j<k<T

Ej
1 + βEj

1Yj /∈{Y0,...Yj−1}1Zj=Zj+1
1Yk /∈{Y0,...Yk−1}1Zk=Zk+1

10∈D

]

> − d

1− β

+∞∑
k=1

Eβ

[ ∑
06j<k

1Ej=−11Yj /∈{Y0,...Yj−1}1Zk=Zk+1
10∈D1T>k

]

> − d

1− β

+∞∑
k=1

Eβ

[ ∑
06j<k

1ηj=1,ζj=01ηk=11T>k10∈D

]

> − d

1− β

+∞∑
k=1

∑
06j<k

Eβ
[
1ηj=1,ζj=01ηk=11∑

06i<k,i6=j(1−ηi)<T̃
1η−1=0 10∈D̃

]
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= − d

1− β
1

d

1− β
2d

+∞∑
k=1

kP

[ ∑
06i<k−1

(1− ηi) < T̃ , η−1 = 0, 0 ∈ D̃

]

= − 1

2d

+∞∑
k=1

kP[T > k − 1, 0 ∈ D]( by (2.2))

= − 1

2d
E

[
T∑
k=1

k 10∈D

]

= −P(0 ∈ D)

2d
Ê
(
T 2 + T

2

)
.

From the computation above, we get

d

dβ
(EβXT10∈D) >

P(0 ∈ D)

d
− P(0 ∈ D)

2d2
βÊ
(
T 2 + T

2

)
> 0 if d > βÊ

(
T 2 + T

4

)
. (2.13)

It is proved in [BSZ03] that ÊT = 1/P(0 ∈ D) < ∞ for d > 6, and that ET < +∞ when d > 8.

Hence we can take f = T in (2.4). Observe that T ◦ θk = T − k for k ∈ {1, 2, ..., T − 1}. (2.4) reads

Ê(T )E(T ) =

∫
[T + (T − 1)...+ 1)] dP̂ = Ê

(
T 2 + T

2

)
.

Therefore,

ÊT 2 < +∞ for d > 8. (2.14)

Actually, lemma 2.1.9 asserts the stronger result that

d1 := sup
d>8

Ê
(
T 2 + T

4

)
< +∞.

Choose d0 := max{d1, 8}. Then, the derivative is positive ∀β ∈ (0, 1) and for all d > d0. Set

β0 := 8
d1
. Then the derivative is positive for all β ∈ [0, β0) when d > 8.

It remains now to prove :

Lemma 2.1.9.

d1 := sup
d>8

Ê
(
T 2 + T

4

)
< +∞.

Proof. From (2.14), we have

Ê(T 2) + Ê(T )

4
=

E(T )Ê(T )

2
=

E(T )

2P(0 ∈ D)
.
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Because limd→+∞ P(0 ∈ D̃) = 1 and P(0 ∈ D) = d−1
d
P(0 ∈ D̃) (see [ET60], remark 3, page 248), it

is enough to prove that supd>8 E(T ) < +∞. to show that d1 < +∞.

Choose ε such that 0 < ε < 1. We consider a simple random walk Zε on Zd−1such that :

P
(
Zε
n+1 − Zε

n = e|FZεn
)

=
ε

2(d− 1)
, for e ∈ {±e1,±e2, ...,±ed−1},

P
(
Zε
n+1 − Zε

n = 0|FZεn
)

= 1− ε. (2.15)

Note that, we can construct Zε from the sequences (Z̃n)n∈Z, (ηεn)n∈Z, where ηεn ∼ Ber(1− ε) as in

the construction of Z. Set J := {n such that Zε
n 6= Zε

n−1} and write J = {... < j−1 < j0 6 0 <

j1 < ...}. Set µn := jn − jn−1 for n > 1 and µ1 := j1. Then, the (µn)n>0 are i.i.d., Geometric(ε)

random variables. We let T ε =
∑T̃

i=1 µi. Then

E(T ε) =
∑
k>1

E(
k∑
i=1

µi)P[T̃ = k]

=
∑
k>1

k

ε
P[T̃ = k]

=
E(T̃ )

ε
. (2.16)

We have similarly E(T ) = d
d−1

E(T̃ ), so that E(T ) = dε
d−1

E(T ε). Therefore, in order to prove that

supd>8 ET < +∞, it is enough to prove that supd>8 E(T ε) < +∞ for some �xed ε.We call {T εn}n∈Z
the cut times of Zε, T ε := T ε1 and Dε is the set of cut times. Then P(0 ∈ Dε) = εP(0 ∈ D̃)

converges to ε when d→∞ and P(0 ∈ Dε) is bounded by ε.

On the other hand, repeating the proof of (1.12) in [BSZ03], we obtain for kj = 1 +Lj (j > 0,

L > 1, J > 1 two �xed integers),

P (T ε > k2J) 6 P(0 ∈ Dε)J + (2J + 1)
∑
k>L

kP (Zε
k = 0)

6 εJ + (2J + 1)
∑
k>L

kP (Zε
k = 0) (2.17)

Using the fact that P (Zε
n = 0) decreases with d > 8 (we delay the proof of this fact at the end),
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we get

P[T ε > n] 6 εJ + (2J + 1)
∑
k>L

kP (Zε
k = 0) (when d = 8)

6 εJ + (2J + 1) const L−
7−4
2 , n > 1, d > 8, (2.18)

Choosing a large enough γ depending on ε, and setting J = [γ log n], L = [ n
3J

] then

P[T ε > n] 6 c(log n)1+ 7−4
2 n−

7−4
2 , n > 1, d > 8, (2.19)

where c depend only on ε. This implies that supd>8 ET ε <∞. Now, in order to �nish the proof of

Lemma 2.1.9, we have to prove that P[Zε
n = 0] decreases with d > 2.

Remark that for n odd P[Zε
n = 0] = 0, so we consider n even. Using characteristic functions, we

obtain

P(Zε
n = 0) =

1

(2π)d−1

π∫
−π

(
ε

d− 1

d−1∑
i=1

cos θi + 1− ε

)n

dθ1...dθd−1

=
1

(2π)d−1

π∫
−π

(
ε

d− 1

d−1∑
i=1

(
cos θi +

1− ε
ε

))n

dθ1...dθd−1

= E

[(
1

d− 1

d−1∑
i=1

(ε cos Θi + 1− ε)

)n]
. (2.20)

where we consider a sequence {Θi}d−1
i=1 of i.i.d. random variables having uniform distribution

U [−π, π]. Now, we consider the function f(x) = xn. n being even, f is a convex function on

R and

f

(
x1 + x2 + ...+ xd

d

)
6
f(x1) + f(x2) + ...+ f(xd)

d
, ∀x1, x2, ..., xd ∈ R

For a1, a2, ..., ad ∈ R, choose

x1 =
a1 + a2 + ...+ ad−1

d− 1
, x2 =

a2 + a3 + ...+ ad
d− 1

, ..., xd =
ad + a1 + ...+ ad−2

d− 1
,

then we get(
a1 + a2 + ...+ ad

d

)n
6

1

d

{(
a1 + a2 + ...+ ad−1

d− 1

)n
+

(
a2 + a3 + ...+ ad

d− 1

)n
+ ...+

(
ad + a1 + ...+ a1

d− 1

)n}
(2.21)
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Now, take ai = ε cos Θi + 1− ε for i = 1, · · · , d and take the expectation. It comes

E

[(
1

d

d∑
i=1

(ε cos Θi + 1− ε)

)n]
6 E

[(
1

d− 1

d−1∑
i=1

(ε cos Θi + 1− ε)

)n]
. (2.22)

It means that P[Zε
n = 0] decreases with d > 2.

2.1.5 Di�erentiability of the speed at 0.

We are now interested in proving point 3 in Theorem 1.1, that is to compute the derivative at

the critical point 0. By Lemma 2.1.6 we get

v(β)

β
=

1

d

E0(NT10∈DMT (β))

E0(T10∈D)
=

1

d
E0(NT10∈DMT (β)).

Note that

• T10∈DMT (β) > 0 ;

• limβ→0(T10∈DMT (β)) = T10∈D ;

• E0(T10∈DMT (β)) = Eβ(T10∈D) = E0(T10∈D) = 1 for d > 6.

By lemma 2.1.8, {T10∈DMT (β)}β is uniformly integrable in a neighborhood of 0. This is also true

for {NT10∈DMT (β)}β→0 since NT 6 T . Therefore, we get

lim
β→0

E0(NT10∈DMT (β)) = E0(NT10∈D).

On the other hand, with Rn is the range of the simple symmetric random walk on Zd then

R(0) : = lim
n→∞

Rn

n
= lim

n→∞

RTn

Tn
= lim

n→∞

RT1 + (RT2 −RT1) + ...+ (RTn −RTn−1)

Tn

= lim
n→∞

(1Y0 /∈ + ...+ 1YT1−1 /∈) + (1YT1 /∈ + ...+ 1YT2−1 /∈) + ...+ (1YTn−1
/∈ + ...+ 1YTn−1 /∈)

Tn

=
E0(RT10∈D)

E0(T10∈D)
= E0(RT10∈D).
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With Nn = d
∑n−1

j=0 1Yj /∈1Zj=Zj+1
then

E0(Nn) = d

n−1∑
j=0

E0(1Yj /∈1Zj=Zj+1
) = d

n−1∑
j=0

E0(1Yj /∈)P0(Zj = Zj+1) = E0(
n−1∑
j=0

1Yj /∈) = E0(Rn).

Therefore

R(0) : = lim
n→∞

Rn

n
= lim

n→∞
E0

(
Rn

n

)
= lim

n→∞
E0

(
Nn

n

)
=

E0(NT10∈D)

E0(T10∈D)
= E0(NT10∈D).

This �nishes the proof of Theorem 1.1.

2.2 ERW with several identical cookies

In this section, we consider a multi excited random walk with m cookies (m-ERW) that is

a particular case of m-ERWRC when the cookie βk(y) is deterministic and with constant value

β ∈ [0; 1] for all 1 6 k 6 m and y ∈ Zd. We denote with Pm,β the law of m-ERW de�ned by :

• If Yn has been visited less than m− 1 times before time n, then

Pm,β(Yn+1 − Yn = ±e1|FYn ) =
1± β

2d
,

Pm,β(Yn+1 − Yn = ±ei|FYn ) =
1

2d
for 2 6 i 6 d ;

• If Yn has been visited more than m times before time n then

Pm,β(Yn+1 − Yn = ±ei|FYn ) =
1

2d
for 1 6 i 6 d .

We use the notation Yn /∈m or Yn /∈m {Y0;Y1; ...;Yn−1} to mean that Yn has not been visited more

than m times before time n.

Set

Nm
n = d

n−1∑
j=0

1Yj /∈m1Zj=Zj+1
.
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Then, as in case m = 1, we get

Em,β(XT 10∈D) =
β

d
Em,β(Nm

T 10∈D) ,

and the following formulars for the speed and its derivative when d > 8 :

v(m,β) =
Em,β(XT 10∈D)

Em,β(T 10∈D)
=
β

d

E0(Nm
T 10∈D)

E0(T 10∈D)
, (2.23)

v′β(m,β) =
1

d

E0(Nm
T Mm

T (β) 10∈D)

E0(T 10∈D)
+
β

d

E0(Nm
T Mm

T (β)V m
T (β) 10∈D)

E0(T 10∈D)
, (2.24)

where

V m
T (β) =

T−1∑
j=0

Ej
1 + βEj

1Yj /∈m{Y0,...Yj−1}1Zj=Zj+1
,

Mm
T (β) =

T−1∏
j=0

[
1 + εjβ1Yj /∈m{Y0,...Yj−1}

]
.

In order to prove the uniform convergence of v′β(m,β) as m goes to +∞, we use the following

lemma, whose proof is given below :

Lemma 2.2.1. Let J be an interval of R, and {Xn(β)}β∈J,n>1, {X(β)}β∈J be families of positive

random variables. Assume that

1. for every n, {Xn(β)}β∈J is uniformly integrable ;

2. {X(β)}β∈J is uniformly integrable ;

3. Xn(β) converges in probability to X(β), uniformly in β : for any ε > 0,

lim
n→+∞

sup
β∈J

P(|Xn(β)−X(β)| > ε) = 0 .

Then, limn→+∞ supβ∈J |E(Xn(β))− E(X(β))| = 0 if and only if {Xn(β)}n∈N,β∈J is uniformly inte-

grable.

Set

N∞T = d

T−1∑
j=0

1Zj=Zj+1
, V ∞T (β) =

T−1∑
j=0

Ej
1 + βEj

1Zj=Zj+1
, M∞

T (β) =
T−1∏
j=0

(1 + εjβ) .
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One can check that the following inequalities hold : ∀m ∈ N ∪ {+∞} , ∀β ∈ [0, β0[ (β0 < 1),

Nm
T 6 dT , Mm

T (β) 6 2T , V m
T (β) 6

T

1− β0

;

|Nm
T −N∞T | 6 d(T −m)+ ;

sup
β∈[0,1]

|Mm
T (β)−M∞

T (β)| 6 2T (T −m)+ ;

sup
β∈[0,β0]

|V m
T (β)− V ∞T (β)| 6 1

1− β0

(T −m)+ .

We deduce from these inequalities that supβ∈[0,1] |Nm
T M

m
T (β)−N∞T M∞

T (β)| converges a.s. to 0

when m tends to ∞. The same is true for

sup
β∈[0,β0]

|Nm
T M

m
T (β)V m

T (β)−N∞T M∞
T (β)V ∞T (β)| .

Using Lemma 2.1.8, we can also show that the family {TMm
T (β)10∈D}β∈[0,1],m>1 is uniformly

integrable for d > 6. Indeed, it is a.s. continuous in (β,m), and for d > 6,

E0(TMm
T (β) 10∈D) = Em,β(T 10∈D) = E0(T10∈D) = 1.

Since Nm
T 6 T , the family {Nm

T M
m
T (β)10∈D}β∈[0,1],m>1 is uniformly integrable for d > 6.

In the same way, Lemma 2.1.8 implies that the family {T 2Mm
T (β)10∈D}β∈[0,1],m>1 is uniformly

integrable for d > 8. Since Nm
T 6 T and V m

T (β) 6 1
1−β0T for 0 6 β 6 β0 < 1, the family

{Nm
T V

m
T (β)Mm

T (β)10∈D}β∈[0,β0],m>1 is also uniformly integrable. To apply Lemma 2.2.1, it remains

to prove that {N∞T M∞
T (β)10∈D}β∈[0,1] ({N∞T M∞

T (β)V ∞T (β)10∈D}β∈[0,1] respectively) are uniformly

integrable. This is true for d > 6 (d > 8 respectively) using again Lemma 2.1.8.

By Lemma 2.2.1, we conclude that for d > 8, and 0 6 β0 < 1,

lim
m→+∞

sup
β∈[0,β0]

|v′(m,β)− v′(∞, β)| = 0 .

Note that v′(∞, β) = d
dβ
v(∞, β), and that P∞,β is the law of simple random walk with drift β.

Therefore, v(∞, β) = β/d, leading to the statement in Theorem 1.4.3. This in turn implies that

for d > 8, there exists m0 such that for m > m0 the speed of ERW with m cookies is increasing in

β on [0; 1[.
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To �nish the proof of Theorem 1.4.3, we prove Lemma 2.2.1.

Proof of Lemma 2.2.1. (⇐) We prove the su�ciency. Since {Xn(β)}n,β and {X(β)}β are uniformly

integrable, for all ε > 0, there exists c0 such that for all c > c0, we have :

sup
n,β

E[Xn(β), Xn(β) > c] < ε , sup
β

E[X(β), X(β) > c] < ε .

Therefore

|E[Xn(β)]− E[X(β)]| (2.25)

6 ε+ E[|Xn(β)|, |Xn(β)−X(β)| > ε] + E[|X(β)|, |Xn(β)−X(β)| > ε]

6 ε+ E[Xn(β), Xn(β) > c0] + E[Xn(β), Xn(β) < c0, |Xn(β)−X(β)| > ε]

+ E[X(β), X(β) > c0] + E[X(β), X(β) < c0, |Xn(β)−X(β)| > ε]

6 3ε+ 2c0 sup
β

P[|Xn(β)−X(β)| > ε]. (2.26)

By assumption 3, we get that for all ε > 0,

lim sup
n→+∞

sup
β
|E[Xn(β)]− E[X(β)]| 6 3ε .

(⇒) We prove now the necessity. For any C > 0,

E(Xn(β) 1Xn(β)>C)

= E(Xn(β)−X(β)) + E(X(β) 1X(β)>C−1) + E(X(β) 1X(β)<C−1 −Xn(β) 1Xn(β)<C) .

Using the positivity of Xn(β), for any ε ∈]0; 1[,

X(β) 1X(β)<C−1 −Xn(β) 1Xn(β)<C

6 (X(β)−Xn(β))1X(β)<C−1,Xn(β)<C +X(β) 1X(β)<C−11|Xn(β)−X(β)|>ε

6 ε+ 2C1|Xn(β)−X(β)|>ε .

Therefore, for any C > 0 and any ε ∈]0; 1[,

sup
β

E(Xn(β) 1Xn(β)>C)

6 sup
β
|E(Xn(β)−X(β))|+ sup

β
E(X(β) 1X(β)>C−1) + ε+ 2C sup

β
P(|Xn(β)−X(β)| > ε) .
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Taking the limit n→∞, then ε→ 0 leads to

lim sup
n→∞

sup
β

E(Xn(β) 1Xn(β)>C) 6 sup
β

E(X(β) 1X(β)>C−1) . (2.27)

Let ε > 0. Using the uniform integrability of the family {X(β)}β, on can �nd C0(ε) such that

supβ E(X(β) 1X(β)>C0(ε)−1) 6 ε. By (2.27), there exists n0(ε) such that for all n > n0(ε),

sup
β

E(Xn(β) 1Xn(β)>C0(ε)) 6 2ε .

For n < n0(ε), we use the uniform integrability of the family {Xn(β)}β to get C1(ε) such that for

any C > C1(ε), supn6n0(ε),β E[Xn(β), Xn(β) > C] < ε.. Now, choosing C2(ε) = max{C0(ε), C1(ε)},

we get supn,β E[Xn(β), Xn(β) > C] < 2ε for all C > C2(ε) .

2.3 Excited random walk with random cookie.

Let β be a environment (β ∈ B). We denote by {Yn ∈k} the event

{Yn ∈k} = {Yn has been visited k − 1 times before time n} .

We recall from the introduction that the "quenched" law Pβ of the ERW in the environment β, is

de�ned by the following conditions :

1. Pβ(Y0 = 0) = 1 ;

2. on the event {Yn ∈k} where 1 6 k 6 m, then

Pβ[Yn+1 − Yn = ±ei|FYn ] =
1

2d
for 2 6 i 6 d ,

Pβ[Yn+1 − Yn = ±e1|FYn ] =
1± βk(Yn)

2d
;

3. on the event {Yn ∈k} where k > m, then

Pβ[Yn+1 − Yn = ±ei|FYn ] =
1

2d
for 1 6 i 6 d .
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The "annealed" law is de�ned by P (·) = Q[Pβ(·)]. Observe that the cut-times are still well de�ned.

In section 2.3.1 we consider the case when there is only one cookie (m = 1) (1-ERWRC) and the

environment is then denoted by β = {β(y)}y∈Zd .

2.3.1 m = 1 and i.i.d. random cookie.

In this case, we see that the annealed law of ERWCR is the law of an ERW.

Lemma 2.3.1. Assume that m = 1 and the cookie environment {β(y)}y∈Zd is i.i.d. Then under

P , Y has the same law as an excited random walk with parameter β0 := EQ[β(0)].

Proof. We have to prove that

P [Y0 = y0;Y1 = y1; ...;Yn = yn] =

(
1

2d

)n n−1∏
i=0

(1 + β0εi.1yi /∈),

where β0 = EQ[β(0)], y0 = 0 and yi+1 − yi ∈ {0;±1}.

Indeed, we have

P [Y0 = y0;Y1 = y1; ...;Yn = yn] = EQPβ[Y0 = y0;Y1 = y1; ...;Yn = yn]

= EQ

[(
1

2d

)n n−1∏
i=0

(1 + β(yi)εi.1yi /∈)

]

=

(
1

2d

)n n−1∏
i=0

(1 + EQ[β(0)]εi.1yi /∈).

Then, we get the law of large numbers and the fact that the speed is increasing in β0 = EQ[β(0)]

from the results on the excited random walk.

2.3.2 m > 1 and stationary random cookie.

We focus now on the case of a stationary and ∆-exchangeable environment, and on the proof

of Theorem 1.4.4.
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Existence of the speed.

We begin with some notations used throughout the section. For z ∈ (Zd−1)Z, and k, l ∈ Z, k 6 l,

z[k,l] := (zk, zk+1, · · · , zl). The expectation w.r.t. the law Q of the environment is still denoted by Q.

We use also the notation P̂ (·) = P (·|0 ∈ D), and for β �xed, P̂β(·) = Pβ(·|0 ∈ D). Since Pβ(0 ∈ D)

does not depend on β, we get P̂ (·) = Q(P̂β(·)). Let A be any borelian set of (Zd)N.

P̂ (YT+. − YT ∈ A) = Q[P̂β(YT+. − YT ∈ A)]

=
∑
k>1

∑
z[1,k]

∑
x∈Z

Q[P̂β(Yk+. − Yk ∈ A|T = k, Z[1,k] = z[1,k], Xk = x)

× P̂β(Xk = x|T = k, Z[1,k] = z[1,k]]P̂ (T = k, Z[1,k] = z[1,k]) . (2.28)

Note that by de�nition of the cut times, the trajectory of Y between Tn and Tn+1−1 does not in-

tersect the trajectory of Y before Tn. Hence P̂β(Yk+.−Yk ∈ A|T = k, Z[1,k] = z[1,k], Xk = x) depends

only on {β(., z)}z /∈z[1,k] , while P̂β(Xk = x|T = k, Z[1,k] = z[1,k]) depends only on {β(., z)}z∈z[1,k] . z[1,k]

and x ∈ Z being given, we consider the mapping δ : Zd → Zd de�ned by :

∀(u, v) ∈ Z× Zd−1, δ(u, v) =

 (u, v) if v ∈ z[1,k] ,

(u− x, v) if v /∈ z[1,k] .

It follows from the preceding remark that :

P̂δβ(Yk+. − Yk ∈ A|T = k, Z[1,k] = z[1,k], Xk = x)

= P̂θ(−x,0)β(Yk+. − Yk ∈ A|T = k, Z[1,k] = z[1,k], Xk = x)

= P̂θ(0,zk)β(Y. ∈ A|T−1 = −k, Z[−k,−1] = z[−k,−1]) ,

where θ(x,z)β(u, v) := β(u+ x, v + z), and z[−k,−1] = (−zk, z1 − zk, · · · , zk−1 − zk). Moreover,

P̂δβ(Xk = x|T = k, Z[1,k] = z[1,k]) = P̂β(Xk = x|T = k, Z[1,k] = z[1,k]) .

The random cookie being ∆-exchangeable, δ(β) has the same law has β. Hence,

P̂ (YT+. − YT ∈ A)
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=
∑
k>1

∑
z[1,k]

∑
x∈Z

Q[P̂δβ(Yk+. − Yk ∈ A|T = k, Z[1,k] = z[1,k], Xk = x)

× P̂δβ(Xk = x|T = k, Z[1,k] = z[1,k])]P̂ (T = k, Z[1,k] = z[1,k])

=
∑
k>1

∑
z[1,k]

∑
x∈Z

Q[P̂θ(0,zk)β(Y. ∈ A|T−1 = −k, Z[−k,−1] = z[−k,−1])

× P̂β(Xk = x|T = k, Z[1,k] = z[1,k])]P̂ (T = k, Z[1,k] = z[1,k])

=
∑
k>1

∑
z[1,k]

Q[P̂θ(0,zk)β(Y. ∈ A|T−1 = −k, Z[−k,−1] = z[−k,−1])]P̂ (T = k, Z[1,k] = z[1,k]) (2.29)

Using the stationarity of the environment, we get then

P̂ (YT+. − YT ∈ A)

=
∑
k>1

∑
z[1,k]

Q[P̂β(Y. ∈ A|T−1 = −k, Z[−k,−1] = z[−k,−1])]P̂ (T−1 = −k, Z[−k,−1] = z[−k,−1])

= P̂ (Y. ∈ A). (2.30)

Now, set Un = XTn −XTn−1 for n > 1. We have just seen that the sequence {Un}n>1 is stationary

under P̂ . Furthermore, Ê|Un| 6 ÊT <∞ for d > 6. By Birkho�'s and Khinchin's theorem, P̂ −as

lim
n→∞

U1 + U2 + ...+ Un
n

= Ê(U1|FU),

where FU is the σ-algebra generated by the invariant sets of the sequence {Un}. Therefore limn→∞

XTn
n

= Ê(XT |FU). On the other hand, we also have P̂ − as limn→∞
Tn
n

= Ê(T ), so that P̂ − as,

V := limn→∞
Xn
n

exists for d > 6, and

V =
Ê(XT |FU)

Ê(T )
.

Monotonicity of the speed.

Now, we prove that the expectation v(Q) = Ê[V ] = Ê(XT )

ÊT
is increasing in Q.

Consider β1 = {β1(y)}y∈Zd , β2 = {β2(y)}y∈Zd de�ned on (Ω,A, Q) → B = ([0; 1]m)Z
d
such that

Q(β1 6 β2) = 1. It is proved in Aldous & Lyons [AL07], that if there exists a monotone coupling

57



of Q1 and Q2, then there exists also a stationary monotone coupling of Q1 and Q2, as soon as Q1

and Q2 are stationary.

Therefore we can suppose that {(β1, β2)(y)}y∈Zd is stationary. Set βt(y) = (1− t)β1(y) + tβ2(y)

for t ∈ [0; 1]. βt = {βt(y)}y∈Zd is a stationary environment . Consider

v(t) =
Q[Eβt(XT 10∈D)]

E(T 10∈D)
.

Note that βt is not necessarily exchangeable, so that we can not assert that v(t) is the mean of the

speed of the ERW in the random cookie βt. Nevertheless, β1 and β2 being exchangeable, we get

v(0) = v(Q1), v(1) = v(Q2), so that it is enough to prove that v(t) is increasing in t. First of all,

we need the Girsanov's transform. De�ne

Mn(βt) =
n−1∏
j=0

[1 + Ejβt(Yj)1Yj /∈m ] ,

where Yj /∈m denotes the event that Yj has not been visited more than m− 1 times before time j.

As in section 2.1.2, and using the same notations,

dPβt |Fn
dP0|Fn

=
dPβt |Gn
dP0|Gn

= Mn(βt) ,
dPβt|GT
dP0|GT

= MT (βt) .

Remark that as in section 2.1.3,

Eβt(XT10∈D) = Eβt(
+∞∑
j=0

Ej1T>j10∈D) =
+∞∑
j=0

Eβt(Ej1T>j10∈D) ,

and

Eβt(Ej1T>j10∈D)

= Eβt
[

1 + βt(Yj)

2
1T>j10∈D1Yj /∈m1Zj=Zj+1

]
− Eβt

[
1− βt(Yj)

2
1T>j10∈D1Yj /∈m1Zj=Zj+1

]
= Eβt

[
βt(Yj) 1T>j 10∈D 1Yj /∈m 1Zj=Zj+1

]
.
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Hence, we get

Eβt(XT10∈D) =
+∞∑
j=0

Eβt
[
βt(Yj) 1T>j10∈D 1Yj /∈m 1Zj=Zj+1

]
= Eβt

[
T−1∑
j=0

βt(Yj) 10∈D 1Yj /∈m 1Zj=Zj+1

]

= E0

[
T−1∑
j=0

βt(Yj) 10∈D 1Yj /∈m 1Zj=Zj+1
MT (βt)

]
.

For d > 8, Ê(T 2) <∞. We can take the derivative in t, to get that

E(T10∈D)
d

dt
v(t) =

d

dt
Q[Eβt(XT10∈D)]

= QEβt

[
T−1∑
j=0

(β2 − β1)(Yj) 10∈D 1Yj /∈m 1Zj=Zj+1

]

+ QEβt

[
T−1∑
j=0

βt(Yj) 10∈D 1Yj /∈m 1Zj=Zj+1

T−1∑
i=1

(β2 − β1)(Yi)Ei1Yi /∈m
1 + βt(Yi)Ei

1Zi=Zi+1

]

We study now the sign of the derivative on the set of bounded environment, and from now on we

assume that for i = 1, 2, βi(y) 6 σ < 1 a.s. for any y of Zd. As in section 2.1.4, the �rst term is

bounded from below by its �rst item corresponding to j = 0.

QEβt

[
T−1∑
j=0

(β2 − β1)(Yj) 10∈D 1Yj /∈m 1Zj=Zj+1

]
> Q [(β2 − β1)(0)]P (0 ∈ D, Z0 = Z1)

=
1

d
Q [(β2 − β1)(0)]P (0 ∈ D)

Now, we focus on the second term. Since Eβt(Ek/(1 + βt(Yk)Ek)|Gk) = 0, it is equal to

QEβt

[ ∑
06i<j6T−1

βt(Yj) 10∈D 1Yj /∈mn1Zj=Zj+1

(β2 − β1)(Yi)Ei
1 + βt(Yi)Ei

1Yi /∈m1Zi=Zi+1

]

> −QEβt

[ ∑
06i<j6T−1

(β2 − β1)(Yi)

1− βt(Yi)
1Ei=−11Zi=Zi+1

βt(Yj) 10∈D 1Yj /∈m1Zj=Zj+1

]
,
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> −σQEβt

[∑
06i<j

(β2 − β1)(Yi)

1− βt(Yi)
1Yi /∈mPβt(Ei = −1|Gi)1Zj=Zj+1

10∈D 1T>j

]
since βt 6 σ ,

> − σ

2d
QEβt

[∑
06i<j

(β2 − β1)(Yi)1Zj=Zj+1
10∈D1T>j

]
,

> − σ

2d
QEβt

[∑
06i<j

(β2 − β1)(Yi)1ηj=110∈D̃1T̃>∑j−1
k=0(1−ηk)

]

using the notations of section 2.1.3,

= − σ

2d2
QEβt

[∑
06i<j

(β2 − β1)(Yi)10∈D1T>j

]

since ηj = 1 is independent of Z̃,FYi , η1, · · · , ηj−1 ,

= − σ

2d2

+∞∑
i=1

QEβt [(β2 − β1)(Yi)(T − i− 1)1T>i10∈D] ,

= − σ

2d2

+∞∑
i=1

QEβt

[ ∑
z∈Zd−1

∑
x∈Z

(β2 − β1)(y)

d2
1Zi=z1Xi=x(T − i− 1)1T>i10∈D

]
with y = (x, z) ,

= − σ

2d2

∑
i>1

Q

[
(β2 − β1)(0)

∑
z∈Zd−1

∑
x∈Z

Eθyβt(1Yi=y(T − i− 1)1T>i10∈D)

]

because β is stationary,

> − σ

2d2

∑
i>1

Q

{
(β2 − β1)(0)

∑
z∈Zd−1

Eθyβt [(2i+ 1)(1Zi=z(T − i− 1)1T>i10∈D)]

}

for Xi = x⇒ |x| 6 i ,

> − σ

2d2

∑
i>1

Q

{
(β2 − β1)(0)

∑
z∈Zd−1

E0[(2T + 1)1Zi=z(T − i− 1)1T>i10∈D)]

}
,

> − σ

2d2
Q [(β2 − β1)(0)]E0

[
(2T + 1)T (T − 1)

2
10∈D

]
.

Therefore, we get

Ê(T )
d

dt
v(t) >

1

d
Q[(β2 − β1)(0)]

[
1− 1

d
σÊ

(2T + 1)T (T − 1)

4

]
It is similar to Lemma 2.1.9 to prove that
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d0 := sup
d>10

Ê

[
(2T + 1)T (T − 1)

4

]
< +∞

.

Then, for d > σd0, we have d
dt
v(t) > 0, wich implies that v(0) 6 v(1) so that v(Qβ1) 6 v(Qβ2)

on the set of probability measures on bounded environment.

Choose σ = 10
d0
, then we have the monotonicity for environments bounded by σ for any d > 10.

2.3.3 m > 1 and i.i.d random cookie.

We consider now the case of an i.i.d environment with m cookies. In this situation, we can

prove that the derivative is deterministic. To this end, we construct an ergodic dynamical system

on which the m−ERWRC is de�ned. Let µ be the law of β = (β1, β2, ..., βm)(0) ∈ [0; 1]m.

We consider the probability space

W := Γ× (Zd−1)Z × {0; 1}Z × {{0; 1}m}Z where Γ = ([0; 1]m)Z,

endowed with the probability dP :=
∫

Γ
dQ(γ)× Pγ, where Q = µ⊗Z and for γ ∈ Γ,

Pγ = q⊗Z ⊗ p⊗Z1 ⊗
⊗
n∈Z

⊗
16k6m

pkn(γ) ,

where

• q is the law of the increments of Z,

• p1 is a Bernoulli distribution of parameter 1/2,

• pkn(γ) is a Bernoulli distribution with pkn{1} = γn(k); pkn{0} = 1− γn(k).

Now, we take w = (γ, u, l, h) ∈ W with γ ∈ Γ, u ∈ (Zd−1)
Z
, l ∈ {0; 1}Z, h ∈ {{0; 1}m}Z. For n ∈ Z,

let (βn, In, ζn, ξn) be the canonical process on W :

βn(w) = γn ∈ [0, 1]m , In(w) = un ∈ Zd−1 , ζn(w) = ln ∈ {0; 1} , ξn,j(w) = hn,j ∈ {0; 1} .

61



From (In)n∈Z, we de�ne Z, Z̃ as in section 1. Once Z is de�ned, we construct the horizontal part's

increment Ei = Xi+1−Xi ∈ {−1, 0, 1} for i > 0, as follows. Set Y0 = 0 and assume that (Y0, · · · , Yi)

have been constructed. Then,

• On the event {Yi ∈k} (1 6 k 6 m),

Ei = (2ξn1(Y0,··· ,Yi),k − 1) 1Zi=Zi+1
,

where n1(Y0, · · · , Yi) = inf{n 6 i, such that Yn = Yi} ;

• On the event {Yi ∈m} (i.e. Yi has been visited more than m times),

Ei = (2ζi − 1) 1Zi=Zi+1
.

Note that with these de�nitions,

Pγ(Yn+1 − Yn = ±e1|FYn ;Yn ∈k) =
1± γk(n1(Y0, · · · , Yn))

2d

for k 6 m;

Pγ(Yn+1 − Yn = ±ei|FYn ;Yn ∈k) =
1

2d
for i > 1;

Pγ(Yn+1 − Yn = ±ej|FYn ;Yn ∈k) =
1

2d
for j > 1 and k > m.

Lemma 2.3.2. Under P , the sequence (Yn)n>0 is an m-ERWRC with i.i.d environment β =

(β(y))y∈Zd, with common law µ.

Proof. We begin with giving an expression for the law of the m-ERWRC with i.i.d environment

β. Fix y0 = 0, y1, · · · , yn ∈ Zd and set εi = (yi+1 − yi).e1 ∈ {0;±1}. Then, for an m-ERWRC with

i.i.d environment β, we have

QPβ[Y0 = y0;Y1 = y1; ...;Yn = yn]

= Q

[(
1

2d

)n n−1∏
i=0

m∏
k=1

(1 + βk(yi)εi 1yi∈k)

]
.
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We decompose the �rst product according to the value of the �rst visit to yi.

QPβ[Y0 = y0;Y1 = y1; ...;Yn = yn]

=

(
1

2d

)n
Q

{
n−1∏
n1=0

m∏
k=1

n−1∏
j=n1

[
1 + 1yn1 /∈ βk(yn1) εj 1yj=yn1 1yj∈k

]}

=

(
1

2d

)n n−1∏
n1=0

Q

{
m∏
k=1

n−1∏
j=n1

[
1 + 1yn1 /∈ βk(yn1) εj 1yj=yn1 1yj∈k

]}
.

The last equation comes from the independence of the random variables βk(yi) for yi /∈ . On the

other hand, using the construction above,

P [Y0 = y0;Y1 = y1; ...;Yn = yn] = QPγ[Y0 = y0;Y1 = y1; ...;Yn = yn]

=

(
1

2d

)n
Q

{
n−1∏
n1=0

m∏
k=1

n−1∏
j=n1

[
1 + 1yn1 /∈γk(n1) εi 1yj=yi 1yi∈k

]}

=

(
1

2d

)n n−1∏
n1=0

Q

{
m∏
k=1

n−1∏
j=n1

[
1 + 1yi /∈ γk(n1) εi 1yj=yi 1yi∈k

]}
.

This �nishes the proof of Lemma 2.3.2 since (1yn1 /∈β(yn1)n1=0,··· ,n−1 and γ(n1)n1=0,··· ,n−1 are two

sequences of i.i.d. random vectors with common law µ.

Now, we denote by (θk)k∈Z the canonical shift on W , i.e ; θk(w.) = (wk+.). We set

Ŵ = Γ× (Zd−1)Z
⋂
{0 ∈ D} × {0, 1}Z × ({0, 1}m)Z .

On Ŵ we de�ne θ̂ := θ̂1 = θT and P̂ =
∫

Γ
dQ(γ)P̂γ.

Lemma 2.3.3. (W, θ, P ) is an ergodic dynamical system. As a consequence, (Ŵ , θ̂, P̂ ) is also an

ergodic dynamical system.

Proof. The idea of proof comes from [BSZ03]. Firstly, we prove that θ is a measure-preserving

transformation. Consider a measurable set A×B ofW , where A ⊂ Γ, and B ⊂ (Zd−1)Z×{0, 1}Z×

({0, 1}m)Z . We have that

θk ◦ P (A×B) = P (θ−1
k A× θ−1

k B)
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=

∫
θ−1
k A

Pγ(θ
−1
k B)dQ =

∫
θ−1
k A

Pθkγ(B)dQ

=

∫
A

Pγ(B) (θ−1
k Q)(dγ) =

∫
A

Pγ(B)Q(dγ)

= P (A×B).

Now, we prove that θ is ergodic. Let A be a measurable subset of W, invariant under θ and ε > 0.

There exists an integer mε > 0 and a measurable subset Aε depending only on (wm)|m|6mε such

that

|EP [1A − 1Aε ]| 6 ε.

Then, for L > 0,

P (A) = EP [1A1A ◦ θL] = EP [1Aε1Aε ◦ θL] + cε,

with |cε| 6 2ε. For L > 2mε,

Because that pkn(γ) depend only on γn, we prove that the sequence (γn, In, ζn, ξn)n∈Z is the

sequence of independent variables under P. Indeed, let i < j, i, j ∈ Z take two measurable set

Ai ×Bi and Aj ×Bj, where Ai, Aj ⊂ [0, 1]m, and Bi, Bj ⊂ Zd−1 × {0, 1} × {0, 1}m. We have

P
{

[(γi, Ii, ζi, ξi) ∈ Ai ×Bi]
⋂

[(γj, Ij, ζj, ξj) ∈ Aj ×Bj]
}

=

∫
Γ

Q(dγ)1γi(γ)∈Ai,γj(γ)∈AjPγ
{

[(Ii, ζi, ξi) ∈ Bi]
⋂

[(Ij, ζj, ξj) ∈ Bj]
}

=

∫
Γ

Q(dγ)1γi(γ)∈Ai,γj(γ)∈AjPγ {(Ii, ζi, ξi) ∈ Bi}Pγ {[(Ij, ζj, ξj) ∈ Bj}

=

∫
Γ

Q(dγ)1γi(γ)∈AiPγ {(Ii, ζi, ξi) ∈ Bi} .
∫
Γ

Q(dγ)1γj(γ)∈AjPγ {(Ij, ζj, ξj) ∈ Bj}

= P {[(γi, Ii, ζi, ξi) ∈ Ai ×Bi]} .P {[(γj, Ij, ζj, ξj) ∈ Aj ×Bj]}

So, we get EP [1Aε1Aε ◦ θL] = P (Aε)P (Aε ◦ θL) = P (Aε)
2. Therefore

|P (A)− P (A)2| 6 |P (A)− P (Aε)
2|+ 2ε 6 4ε.
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Letting ε tend to 0, we have that P (A) = 0 or 1.

Lemma 2.3.4. For any d > 2, there exists a constant v(Q) > 0 such that P − as, limn→∞
Xn
n

=

v(Q). For d > 6, v(Q) = Ê(XT )

Ê(T )
.

Proof. The existence of the limit and the fact that it is deterministic follows from the ergodicity

of (W, θ, P ). The expression of v(Q) for d > 5 is a consequence of the ergodicity of (Ŵ , θ̂, P̂ ), and

of the integrability of T w.r.t P̂ for d > 6.

Remark : For d > 2, using Theorem 4.6 and 4.8 in [KZ12], we see that the law of large numbers in

Lemma 2.3.4 is also true.
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Chapter 3

The results for small dimension

In this chapter, we prove Theorem 1.4.5 and Theorem 1.4.6. We repeat some notations necesary.

• (Yn)n∈Z are the cordinate maps on Zd and Pβ is the law of the excited random walk. The

speed is v = v(β).

• (e1, e2, ..., ed) is the canonical generators of the group Zd.

• {τn} is the sequence of the regeneration times ;

• Xn = Yn · e1, Zn = (Yn · e2, Yn · e3, ..., Yn · ed), En = Xn+1 −Xn ;

• En = En − EβEn, E ′n = En − v, Vn =
∑n−1

j=0

Ej1Yj /∈
1+βEj

• The speed at the time n, the speed of the excited random walk and the derivative of the

speed at the time n respectivly are

vn(β) = Eβ
(
Xn

n

)
, v(β) =

ÊβXτ

Êβτ
, and

∂vn
∂β

=
Eβ(XnVn)

n
.

• Xn =
∑n−1

j=0 E j, X ′n =
∑n−1

j=0 E ′j, a = Êβτ.
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3.1 Proof of Theorem 1.4.5

3.1.1 The existence of the derivative of the speed for β > 0

Remark 3.1.1. Using regeneration times, we have that

lim
n→∞

vn(β) = v(β), 0 = lim
n→∞

Eβ
(
Xn

n

)
=

ÊβXτ

Êβτ
=

Êβ(Xτ −
∑τ−1

j=0 EβEj)
Êβτ

P− a.s. lim
n→∞

X ′n
n

=
ÊβX ′τ
Êβτ

=
Êβ(Xτ − vτ)

Êβτ
= 0.

We deduce from these equalities that ÊβXτ = 0 and ÊβXτ = Êβ[
∑τ−1

j=0(EβEj)].

The existence of the limits of the derivatives at �nite times

To prove the point 1 of Theorem 1.4.5, we need the following lemmas :

Lemma 3.1.2.

sup
n>1

Eβ (max06i6n |X ′i|2)

n
:= C1(β) < +∞ (3.1)

sup
n>1

Eβ
(
max06i6n |X i|2

)
n

:= C2(β) < +∞ (3.2)

Proof. Firstly, we prove that

sup
n>1

Eβ
(
max06i6[na] |X ′i|2

)
n

:= C ′1(β) < +∞ where a = Êβτ.

Set S ′i = X ′τi , we have that

max
06i6[na]

X ′i
2 6 max

06i6[na]
S ′i

2
+ (τn − [na])2 +

n−1∑
j=0

(τj+1 − τj)2.

Because that max06i6[na] X
′
i
2 attains max at i0 then either i0 ∈ [τn, [na]] or there exists j0 such

that i0 ∈ [τj0 , τj0+1) By the inequality as follows

(τn − [na])2 = [(τn − na+ na− [na])]2 6 2[(τn − na)2 + 1],
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we get

Eβ
(

max
06i6[na]

|X ′i|2
)

6 max
06i6n

S ′i
2

+ 2Eβ(τ 2) + 2(n− 1)Êβ(τ − a)2 + (n− 1)Êβ(τ 2) + 2.

Note that {S ′i} is the martingale then

Eβ(max
06i6n

S ′i
2
) 6 4Eβ

(
S ′n

2
)

= 4Eβ(X ′τ
2
) + 4(n− 1)Êβ(X ′τ

2
) 6 4Eβ(τ 2) + 4(n− 1)Êβ(τ 2).

Therefore,

sup
n>1

Eβ
(
max06i6[na] |X ′i|2

)
n

6 sup
n>1

(
4n+ 2

n
Êβ(τ 2) +

2n− 2

n
Êβ(τ − a)2 +

2

n

)
< +∞.

We now consider the sequence of integers {pn} such that [pna] 6 n < [(pn + 1)a] then n/pn → a.

We deduce that

sup
n>1

Eβ (max06i6n |X ′i|2)

n
6 sup

n>1

Eβ
(
max06i6[(pn+1)a] |X ′i|2

)
(pn + 1)

× (pn + 1)

n
6∞.

It is similar to prove that

sup
n>1

Eβ
(

max06i6nX
2

i

)
n

= C2(β) < +∞;

sup
n>1

Eβ (max06i6n V
2
i )

n
= C3(β) < +∞.

Lemma 3.1.3.

sup
n,p>1

Eβ
(

max06i6p

(
X ′τn+i −X ′τn

)2
)

p
= C4(β) < +∞ (3.3)

sup
n>1

sup
0<p6[n/a]

Eβ
(

max06i6p

(
X ′τn −X

′
τn−i
)2
)

p
= C5(β) < +∞. (3.4)

We have similarly the result for the sequences {Xn} and {Vn}.
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Proof. From Lemma 3.1.2 we get

sup
n>1

Êβ
(
max06i6nX

′
i
2
)

n
6 sup

n>1

Eβ
(
max06i6nX

′
i
21D=0

)
nP(D = 0)

6
1

P(D = 0)
sup
n>1

Eβ
(
max06i6nX

′
i
2
)

p
< +∞.

Therefore

sup
n,p>1

Eβ
(

max06i6p

(
X ′τn+i −X ′τn

)2
)

n
= sup

n>1
sup
p>1

Êβ
(
max06i6p (X ′i)

2)
n

To prove (3.4), we consider

sup
0<p6[n/a]

Eβ
(

max06i6[pa]

(
X ′τn −X

′
τn−i
)2
)

p

For 0 < p 6 [n/a] then [pa] 6 pa 6 (n/a).a = n. Set S ′i = X ′τn −X
′
τn−i

so that

max
06i6[pa]

(
X ′τn −X

′
τn−i
)2

6 max
06i6p

S ′i
2

+

p−1∑
j=0

(τn−j − τn−j−1)2 + (τn − τn−p − [pa])2.

We deduce from the inequality above that

Eβ
[

max
06i6[pa]

(
X ′τn −X

′
τn−i
)2
]

6 Eβ
(

max
06i6p

S ′i
2

)
+

p−1∑
j=0

Eβ(τn−j − τn−j−1)2 + Eβ(τn − τn−p − [pa])2

6 4Eβ(S ′p
2
) + pÊβ(τ 2) + 2pEβ[(τ − a)2] + 2

6 4pÊβ(X ′τ
2
) + pÊβ(τ 2) + 2pEβ[(τ − a)2] + 2.

Therefore,

sup
p>1

Eβ
(

max06i6[pa]

(
X ′τn −X

′
τn−i
)2
)

p
:= C(β) <∞.

Let p 6 [n/a] and 0 6 i 6 p, there exists a sequence {pn} such that [pna] < p 6 [(pn + 1)a].
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Because that a > 1 and [p 6 [n
a
] 6 [[n

a
]a] 6 n

a
.a = n then [(pn + 1)a] 6 [[n

a
]a] 6 n. So, we have

sup
p>1

Eβ
(

max06i6[(pn+1)a]

(
X ′τn −X

′
τn−i
)2
)

p

6 sup
p>1

Eβ
(

max06i6[(pn+1)a]

(
X ′τn −X

′
τn−i
)2
)

pn + 1
.
pn + 1

p

6 C(β).
p+ a

ap
6 C ′(β) < +∞.

Lemma 3.1.4. limn→+∞

∣∣∣ 1
n
Eβ(X ′τnVτn)− 1

n
Eβ(X ′[na]V[na])

∣∣∣ = 0.

Proof. Using the inequality |(a+ δ)(b+ δ)− ab| 6 |aδ|+ |bδ|+ |δ2|, we have that∣∣∣∣ 1nEβ(X ′τnVτn)− 1

n
Eβ(X ′[na]V[na])

∣∣∣∣ 6 1

n
Eβ

∣∣∣∣∣∣
τn−1∑
j=[na]

E ′j

∣∣∣∣∣∣ .|Vτn|
+

1

n
Eβ

|X ′τn|.
∣∣∣∣∣∣
τn−1∑
j=[na]

Ej1Yj /∈
1 + βEj

∣∣∣∣∣∣
+

1

n
Eβ

∣∣∣∣∣∣
 τn−1∑
j=[na]

E ′j

 .

 τn−1∑
k=[na]

Ej1Yj /∈
1 + βEj

∣∣∣∣∣∣
6

√√√√√ 1

n
Eβ

 τn−1∑
j=[na]

E ′j

2.√ 1

n
Eβ[(Vτn)2 +

√√√√√ 1

n
Eβ

 τn−1∑
j=[na]

Ej1Yj /∈
1 + βEj

2.√ 1

n
Eβ(X ′τn

2)

+

√√√√√ 1

n
Eβ

 τn−1∑
j=[na]

E ′j

2.
√√√√√ 1

n
Eβ

 τn−1∑
j=[na]

Ej1Yj /∈
1 + βEj

2
There exist two �nite constants C(β), C ′(β) depending only on β such that

• For all n > 1 then 1
n
Eβ(V 2

τn) = 1
n
Eβ(V 2

τ ) + n−1
n
Êβ(V 2

τ ) 6 C(β);

• For all n > 1 then 1
n
E(X ′τn

2) = 1
n
Eβ(X ′τ

2) + n−1
n
Êβ(X ′τ

2) 6 C ′(β).

We need prove that

lim
n→+∞

1

n
Eβ

 τn−1∑
j=[na]

E ′j

2 = 0.
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In fact, we have that

1

n
Eβ

 τn−1∑
j=[na]

E ′j

2 6
1

n
Eβ
[
(τn − [na])21|τn−[na]|>εn

]
+

1

n
Eβ

 τn−1∑
j=[na]

E ′j

2

1|τn−[na]|<εn


= L1 + L2.

Here, L1, L2 are respectively the �rst and the second terms of the site on the right hand. Estimate

two terms to get

L1 6
2

n
Eβ
[
[(τn − na)2 + 1]1|τn−[na]|>εn

]
6

√
1

n2
Eβ[(τn − na)4].P (|τn − [na]| > εn) +

2

n
P (|τn − [na]| > εn) .

Because supn>1
1
n2Eβ[(τn− na)4] < +∞ and limn→+∞ P (|τn − [na]| > εn) = 0 then limn→+∞ L1 =

0. On the other hand

L2 6 ε.
Eβ
[
max06i6εn(X ′τn −X

′
τn−i)

2 + max06i6εn(X ′τn+i −X ′τn)2
]

εn

6 εC4(β).

For all σ > 0 choose ε = σ
C4(β)

so that L2 6 σ.

Then we get

lim sup
n→+∞

1

n
Eβ

 τn−1∑
j=[na]

E ′j

2 6 σ for all σ > 0.

Therefore

lim
n→+∞

1

n
Eβ

 τn−1∑
j=[na]

E ′j

2 = 0.

It is similar to prove that

lim
n→+∞

1

n
Eβ

 τn−1∑
j=[na]

Ej1Yj /∈
1 + βEj

2 = 0.

This �nishes the proof of Lemma.
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Corollary 3.1.5.

lim
n→+∞

Eβ

[
X ′[na]V[na]

n

]
= lim

n→+∞
Eβ
[
X ′τnVτn
n

]
= Êβ(X ′τVτ ).

We now prove the existence of the limit ∂vn
∂β

(β). Let {pn} be the sequence such that [pna] 6

n 6 [(pn + 1)a] then limn→+∞
n
pn

= a. So, we have∣∣∣∣∣Eβ
(
X ′nVn
n
−
X ′[pna]V[pna]

n

)∣∣∣∣∣ 6 (n− [pna])2

n
+
|n− [pna]|

n
.Eβ|X ′n|+

|n− [pna]|
n

.Eβ|Vn|

6
a2

n
+ a.Eβ

∣∣∣∣X ′nn
∣∣∣∣+ a.Eβ

∣∣∣∣Vnn
∣∣∣∣ .

When n goes to in�nitely then X′n
n

and Vn
n

go to 0. So that

lim
n→+∞

Eβ
(
X ′nVn
n

)
= lim

n→+∞
Eβ

(
X ′[pna]V[pna]

n

)
= lim

n→+∞
Eβ

(
X ′[pna]V[pna]

pn

)
.
pn
n

= Êβ(X ′τVτ ).
1

a
=

Êβ(X ′τVτ )

Êβτ
=

Êβ[(Xτ − τv)Vτ ]

Êβτ
.

Therefore,

lim
n→+∞

∂vn
∂β

(β) = lim
n→+∞

Eβ
(
XnVn
n

)
= lim

n→+∞
Eβ
(
X ′nVn
n

)
=

Êβ[(Xτ − τv)Vτ ]

Êβτ
. (3.5)

Girsanov transform

In this section we prove the existence of the speed using the Girsanov transform. Firstly, we

need a lemma as follows :

Lemma 3.1.6. For all σ ∈ (0, 1] then

sup
t∈[σ,1]

Pt(τ > n) 6 Cen
−α
.

Where C, α are positive constants depending only on σ.

Proof. To prove this lemma, repeating the proof of Lemma 1.3.4 (see in [MPRV12]) with note

that the constants λ, h, r in [MPRV12] of general excited random walk depending only on σ for a

excited random walk with the law Pt where t ∈ [σ, 1].
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Let β0, β ∈ (0, 1] and we set

Mn(β) :=
dPβ
dP0

|Fn =
n−1∏
i=0

(1 + βEi1Yn /∈)

Mn(β, β0) :=
dPβ
dPβ0

|Fn =
n−1∏
i=0

(
1 + βEi1Yi /∈
1 + β0Ei1Yi /∈

)
To prove the existence of the speed we need the following lemma

Lemma 3.1.7. Consider a σ−algebra Fτ that is de�ned by

Fτ = {A ∈ F : ∀n, ∃Bn ∈ Fn such that A ∩ {τ = n} = Bn ∩ {τ = n}}.

then τ is Fτ−mesurable, (D =∞) ∈ Fτ and

dPβ
dPβ0

|Fτ = Mτ (β, β0).
Pβ(D =∞)

P0(D =∞)
(3.6)

Proof. We see that (τ = n) = Ω ∩ (τ = n) and Ω ∈ Fn for all n then by de�nition of Fτ we

have (τ = n) ∈ Fτ , it means that τ is Fτ−mesurable. It is clear that (D = ∞) = (D > τ) so

that (D = ∞) ∩ (t = n) = (D > n) ∩ (τ = n). Because that (D > n) ∈ Fn then we deduce

(D =∞) ∈ Fτ . Now we prove 3.6, for all A ∈ Fτ then

Pβ(A) =
∞∑
n=1

P(A, τ = n) =
∞∑
n=1

P(Bn, τ = n) =
∞∑
n=1

∑
ωn∈Bn

P(ωn, τ = n)

=
+∞∑
n=1

∑
ωn∈Bn

1ωn,τ=nMn(β)(ωn)Pβ(D =∞) =
+∞∑
n=1

∑
ωn∈Bn

1ωn,τ=nMn(β)(ω)Pβ(D =∞)

=
+∞∑
n=1

∑
ωn∈Bn

1ωn,τ=nMn(β0)(ω)Pβ0(D =∞).Mτ (β, β0)dPβ0
Pβ(D =∞)

Pβ0(D =∞)

=
+∞∑
n=1

∫
Bn,τ=n

Mτ (β, β0)dPβ0
Pβ(D =∞)

Pβ0(D =∞)
= Eβ0 [1AMτ (β, β0)dPβ0 ].

Pβ(D =∞)

Pβ0(D =∞)
.

So, we get
dPβ
dPβ0

|Fτ = Mτ (β, β0).
Pβ(D =∞)

Pβ0(D =∞)
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and
dP̂β
dP̂β0

|Fτ = Mτ (β, β0).

A direct consequence is that

Êβ0 [Mτ (β, β0)] = 1 and Eβ0 [Mτ (β, β0)] =
Pβ(D =∞)

Pβ0(D =∞)
.

Using the Girsanov transform, we get the formular of the speed :

v(β) =
ÊβXτ

Êβτ
=

Êβ0 [XτMτ (β, β0)]

Êβ0 [τMτ (β, β0)]

On the other hand,

∂

∂β
[Mτ (β, β0)] =

∂

∂β

[
τ−1∏
i=0

(
1 + βEi1Yi /∈
1 + β0Ei1Yi /∈

)]
=

[
τ−1∑
i=0

(
Ei1Yi /∈

1 + β0Ei1Yi /∈

)]
Mτ (β, β0).

Set Vτ =
∑τ−1

i=0

(
Ei1Yi /∈

1+β0Ei1Yi /∈

)
then

β∫
β0

Mτ (t, β0)Vτ (t)dt =

β∫
β0

∂

∂t
Mτ (t, β0)dt = Mτ (β, β0)−Mτ (β0, β0) = Mτ (β, β0)− 1.

Therefore,

v(β) =
Êβ0

[
Xτ

(
1 +

∫ β
β0
Mτ (t, β0)Vτ (t)dt

)]
Êβ0

[
τ
(

1 +
∫ β
β0
Mτ (t, β0)Vτ (t)dt

)]
To prove the existence of the derivative, we apply the Fubini's theorem as follows :

Theorem 3.1.8 (Fubini's theorem). Let µ, ν be the σ−�nite mesures. If either

∫
A

(∫
B
|f(x, y)|ν(dy)

)
µ(dx) < +∞ or

∫
B

(∫
A
|f(x, y)|µ(dx)

)
ν(dy) < +∞

then
∫
A×B f(x, y)(µ× ν)(dxdy) < +∞ and

∫
A×B f(x, y)(µ× ν)(dxdy) =

∫
A

(∫
B
f(x, y)ν(dy)

)
µ(dx) < +∞

∫
B

(
∫
A
f(x, y)µ(dx))ν(dy).
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To apply the Fubini's theorem, let β ∈ (β0 − δ, β0 + δ) ⊂ (0, 1) we observe that

β0
β(Eβ0|XτVτMτ |)dt 6

β∫
β0

Eβ0
(
τ 2Mτ

1

1− t

)
dt

6
1

1− β0 − δ

β∫
β0

[Et(τ 2)]dt < +∞.

The last inequality above is implied since supt∈(β0−δ,β0+δ) Pt(τ > n) 6 Ce−n
α
then

sup
t∈(β0−δ,β0+δ)

Et(τ 2) < +∞.

It remains to prove that Êβ0(XτVτ )Mτ ) is continuous in β, this is true if let an interval J ⊂ (0, 1)

we have that {(XτVτMτ )}β∈J is uniformly integrable. Let β1 ∈ J , observe that

• |XτVτMτ | 6 Cτ 2Mτ for some constant C ;

• limβ→β1(τ
2Mτ )(β) = τ 2Mτ (β1);

• limβ→β1 Êβ0 [(τ 2Mτ )(β)] = Êβ0 [(τ 2VτMτ )(β1)].

Indeed, Êβ0 [(τ 2Mτ )(β)] = Êβ0
[∫ β

β1
(τ 2VτMτ )(t)dt

]
+ Êβ0 [(τ 2VτMτ )(β1)] and

Êβ0

 β∫
β1

(τ 2VτMτ )(t)dt

 =

β∫
β1

Êβ0
[
(τ 2VτMτ )(t)

]
dt

6

β∫
β1

Êt(τ 3)dt 6 C(β − β1)→ 0 as β → β1.

From the observation above we imply that {τ 2Mτ}β∈J(β) and also {XτVτMτ}β∈J(β) is uniformly

integrable then Êβ0 [(XτVτMτ )(β)] is continuous.

We rewrite the formular of the speed :

v(β) =
Êβ0

[
Xτ

(
1 +

∫ β
β0
Mτ (t, β0)Vτ (t)dt

)]
Êβ0

[
τ
(

1 +
∫ β
β0
Mτ (t, β0)Vτ (t)dt

)] =
Êβ0Xτ +

∫ β
β0

[Eβ0 (XτMτ (t, β0)Vτ (t)dt)]

Êβ0τ +
∫ β
β0

[Eβ0 (τMτ (t, β0)Vτ (t)dt)]
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Set A := Êβ0Xτ +
∫ β
β0

[Eβ0 (XτMτ (t, β0)Vτ (t)dt)] and B := Êβ0τ +
∫ β
β0

[Eβ0 (τMτ (t, β0)Vτ (t)dt)]

Taking the derivative we obtain :

∂v

∂β
(β) =

Eβ0 (XτMτ (β, β0)Vτ (β))B − Eβ0 (τMτ (β, β0)Vτ (β))A

B2
.

As β = β0,
∂v

∂β
(β0) =

Eβ0 (XτVτ (β0)) Êβ0τ − Eβ0 (τVτ (β0)) Êβ0Xτ

(Êβ0τ)2
.

Therefore, for all β ∈ (0, 1) we have

∂v

∂β
(β) =

Eβ (XτVτ ) Êβτ − Eβ (τVτ ) ÊβXτ

(Êβτ)2
=

Eβ [(Xτ − vτ)Vτ ] Êβτ
(Êβτ)

. (3.7)

From 3.5 and 3.7 we get that

lim
n→+∞

∂vn
∂β

(β) =
∂v

∂β
(β) =

Eβ [(Xτ − vτ)Vτ ] Êβτ
(Êβτ)

.

It is similar to prove that for k > 1 and β > 0, there exists a k−th derivative of the speed such

that

lim
n→+∞

∂kvn
∂βk

(β) =
∂kv

∂βk
(β).

If we write the speed in the form v(β) = β
d
.
ÊβNτ
Êβτ

, we can get the formular 1.4 of the derivative.

We proved the �rst point of Theorem 1.4.5.

3.1.2 The existence of the derivative at the critical point 0

We denote the event {Yn /∈ {Yn−1, Yn−2, ..., Yn−k}} by {Yn /∈k} with the convention that if n 6 k

then the event {Yn /∈ {Yn−1, Yn−2, ..., Yn−k}} is the event {Yn /∈}. Set N (k)
n := 1Y0 /∈k + 1Y1 /∈k + ...+

1Yn−1 /∈k . We need the following lemma :

Lemma 3.1.9. There exists a non negative constant N (k)(β) such that Pβ−a.s.

lim
n→∞

N
(k)
n

n
= N (k)(β).
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Proof. The above result is easy to verify by considering two following cases :

If β > 0 then there exists a sequence of renewal times {τn} and the sequence {N (k)
τn −N

(k)
τn−1} is

independent. It is similar as the law of large number for Xn
n

we also have

lim
n→∞

N
(k)
n

n
= N (k)(β).

If β = 0 then ((Zd)N, θ,P0) is a system ergodic where Yn ◦ θ = Yn+1 − Y1. For n > k then

{Yn /∈k} = {Yk ◦ θn−k /∈k}, therefore

lim
n→∞

N
(k)
n

n
= lim

n→∞

∑k−1
j=0 1Yj /∈ +

∑n−k−1
i=0 1Yk◦θi /∈k

n

= lim
n→∞

∑n−k−1
i=0 1Yk◦θi /∈k
n− k

.
n− k
n

= P0(Yk /∈).

Observe that when k increases then 1Yn /∈k decreases and limk→∞ 1Yn /∈k = 1Yn /∈. Set Nn =

1Y0 /∈ + 1Y1 /∈ + ... + 1Yn−1 /∈ then Pβ−a.s. we have N(β) := limn→∞
Nn
n
. We will prove a result as

follows :

Lemma 3.1.10. When k tend to in�nity, N (k)(β) decreases to N(β) and uniformly for d > 4.

Proof. Indeed, we have

|Pβ(Yn /∈k)− Pβ(Yn /∈)| = Pβ[(Yn /∈k) ∩ [(Yn = Yn−k−1) ∪ (Yn = Yn−k−2)... ∪ (Yn = Y0)]]

6
n−k−1∑
j=0

Pβ(Yn = Yj) 6
n−k−1∑
j=0

Pβ(Zn = Zj) = P(Zk+1 = 0) + P(Zk+2 = 0) + ...+ P(Zn = 0)

6
∞∑

j=k+1

P(Zj = 0). (3.8)

Set ηi = 1Zi=Zi+1
and U =

∑n−1
i=0 ηi. We de�ne (Z̃k)k∈Z as the sequence of "moves" of Z, see (2.1).

Using [Spi01], page 75, we obtain P(Z̃i = 0) ∼ i−
d−1
2 . We have

P(Zn = 0) =
n∑
k=0

P(Z̃k = 0).Cn−k
n

(
1

d

)n−k (
d− 1

d

)k

=

n
2d∑
k=0

P(Z̃k = 0).Cn−k
n

(
1

d

)n−k (
d− 1

d

)k
+

n∑
k= n

2d
+1

P(Z̃k = 0).Cn−k
n

(
1

d

)n−k (
d− 1

d

)k
.
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We estimate the �rst term :

n
2d∑
k=0

P(Z̃k = 0).Cn−k
n

(
1

d

)n−k (
d− 1

d

)k
6

n
2d∑
k=0

Cn−k
n

(
1

d

)n−k (
d− 1

d

)k

= P
(
U − n.1

d√
n

6
−
√
n

2d

)
∼

−
√
n

2d∫
−∞

1√
2π
e−

x2

2 dx converging to 0 when n→∞.

On the other hand

n∑
k= n

2d
+1

P(Z̃k = 0).Cn−k
n

(
1

d

)n−k (
d− 1

d

)k
∼ C.n−

d−1
2

since
1

2
6

n∑
k= n

2d
+1

Cn−k
n

(
1

d

)n−k (
d− 1

d

)k
6 1

and

P(Z̃k = 0) ∼ C ′.n−
d−1
2 for

n

2d
6 k 6 n.

From (3.8) we get,

|Pβ(Yn /∈k)− Pβ(Yn /∈)| 6 C
∞∑

j=k+1

j−
d−1
2 .

It implies ∣∣∣∣∣Eβ
(
N

(k)
n

n

)
− Eβ

(
Nn

n

)∣∣∣∣∣ 6 1

n

n−1∑
i=0

|Pβ(Yi /∈k)− Pβ(Yi /∈)|

6 C

∞∑
j=k+1

j−
d−1
2 .

Let n converge to in�nity then |Nk(β) − N(β)| 6 C
∑∞

j=k+1 j
− d−1

2 . If d > 4 then Nk converges

uniformly to N in β.

Now, we return to the proof of the point 2 of Theorem 1.4.5. By v(β)
β

= N(β), to prove the

existence of the derivative at 0 we need to prove that N(β) is continuous at 0. It is known that Nk
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converges uniformly to N in β for d > 4, then there is just one thing left is to show that Nk(β) is

continuous at 0. Indeed,

|Pβ(Yn /∈k)− P0(Yn /∈k)|

=

∣∣∣∣∣E0

[
1Yn /∈k

n−1∏
j=0

(1 + Ejβ1Yj /∈)

]
− E0

[
1Yn /∈k

n−k∏
j=0

(1 + Ejβ1Yj /∈)

]∣∣∣∣∣
6 E0

[
1Yn /∈k

n−k∏
j=0

(1 + Ejβ1Yj /∈)

∣∣∣∣∣
n−1∏

j=n−k+1

(1 + Ejβ1Yj /∈)− 1

∣∣∣∣∣
]

6 [(1 + β)k−1 − 1]E0

[
1Yn /∈k

n−k∏
j=0

(1 + Ejβ1Yj /∈)

]
= [(1 + β)k−1 − 1]P0(Yn /∈k)

6 [(1 + β)k−1 − 1].

Hence,
∣∣∣Eβ (N(k)

n

n

)
− E0

(
N

(k)
n

n

)∣∣∣ 6 [(1 + β)k−1 − 1] and |Nk(β) − Nk(0)| 6 [(1 + β)k−1 − 1]. This

implies that Nk(β) is continuous at 0. Therefore, for d > 4 then

• Nk(β) converges uniformly to N(β) when k →∞,

• Nk(β) is continuous for every k > 1.

We deduce that N(β) is continuous at 0, it means that

lim
β→0

v(β)

β
=

1

d
N(0) =

1

d
lim
n→∞

Rn

n
=

1

d
R(0).

Notice that Rn = E0(Nn)

For d = 2, R(0) = N(0) = 0, see in [LGR91]. Let σ > 0, on one hand, since Nk(0) decreases

to N(0) when k → ∞ then there exists k0 such that Nk(0) < σ for all k > k0. On the other

hand, Nk0(β) is continuous at 0 then there exists β0 > 0 such that |Nk0(β) − Nk0(0)| < σ for all

β < β0. Since N(β) 6 Nk0(β), N(β) 6 Nk0(β) 6 Nk0(0) + σ < 2σ for all β < β0. This implies

that limβ→0N(β) = N(0) = 0. Therefore limβ→0
v(β)
β

= 0.

For d = 3, because of N(β) 6 Nk(β) for all k > 1 then

lim sup
β→0

N(β) 6 lim
k→∞

lim sup
β→0

Nk(β) = lim
k→∞

Nk(0) =
1

d
R(0).
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3.2 The proof of Theorem 1.4.6

3.2.1 The monotonicity of the range of the simple random walk

Let Psβ be the law of the simple random walk with the drift β on Zd starting from 0 (Y0 := 0

under Psβ − a.s.). The range of the random walk at the time n is : Rn(β) = 1Y0 /∈+ 1Y1 /∈+ ...+ 1Yn /∈

the number of points visited at the time n. Set R(β) = limn→∞
EβRn
n

. We will prove that R(β) is

increasing in β ∈ [0, 1].

Firstly, for the range of the simple random walk, we have a known result as follows (see [Spi01],

[DE51]) :

R(β) = Psβ[Y0 /∈ Y[1,∞)]

Then, we obtain :

1−R(β) = Psβ[∃n > 0 such that Yn = Y0 = 0]

= Psβ

{
∞⋃
k=1

[Y2k = 0 and 0 /∈ Y[1,2k)]

}

=
∞∑
k=1

Psβ
{

[Y2k = 0 and 0 /∈ Y[1,2k)]
}
. (3.9)

On the other hand, we see that the trajectories with 2k steps {y0 = 0, y1, y2, ..., y2k−1, y2k = 0}

start from the origin and return at the origin at the time 2k whose number of jumps to the left

equal to the number of jumps to right that we denote equal to a1. Therefore

Psβ
{

[Y2k = 0 et 0 /∈ Y[1,2k)]
}

=
∑

{y0=0,y1,...,y2k=0}

(
1 + β

2d

)a1 (1− β
2d

)a1 ( 1

2d

)a2
where 2a1 + a2 = 2k

=
∑(

1− β2

(2d)2

)a1 ( 1

2d

)a2
. (3.10)

From (3.9) and (3.10), we imply that 1−R(β) is decreasing then R(β) is increasing in β.

80



3.2.2 The monotonicity of the speed of excited random walk with several

identical cookies

We construct two random walks, the stationary random walk {Y n} and the m−excited ran-

dom walk {Yn} as the coupling in the section 1.3.4. We assume in this section that all of va-

riables are de�ned on the probability space (Ω,F ,P) that is contructed similarly as in the section

2.1.1 with the canonical shift {θk}k∈Z where θ := θ1 and three sequences of random variables

{ηi}i>0,{ξi}i>0 and {ζi}i>0 . Set D(ω) = {n ∈ Z, X(−∞,n−1](ω) < Xn(ω) 6 X[n,+∞)(ω)} and

N(ω, dk) =
∑

n∈Z σn(dk)1n∈D(ω). We consider

W = {ω ∈ Ω, N(ω, (−∞, 0]) = N(ω, [0,+∞)) =∞}.

Let {τn} be the sequence of renewal times of the walk {Y n} such that −∞ < ... < τ−2 < τ−1 <

τ0 6 0 < τ1 < τ2 < ... < +∞. By the contruction of {Y n}, the speed is following :

v(β) = lim
n→∞

Xn

n
=
β

d
P(Zn /∈).

Using the idea of proof in [MPRV12] to have that, when d > 4 we have v(β) > 0 and

Lemma 3.2.1. Let (Y n)n∈Z be a stationary random walk with drift β ∈ [0, 1] �xed and (τk, k ∈ Z)

is the sequence of the renewal times respectively. Then, there exists C, α > 0 such that for every

n ∈ Z,

sup
k∈Z

Pβ[τk+1 − τk|G(k)
0 ] 6 Ce−n

α

p.s.

In particular, for every k ∈ Z et p > 1 we have that τk <∞ p.s and Eβ[(τk+1 − τk)p] <∞.

SetD+ = {Xn > 0 for all n > 0},D− = {Xn < 0 for all n < 0},D = D+∩D− and θ̂ = θτ . It is

similar as for simple random walk with drif β, we believe that : P(D+) = c1(β)β2,P(D−) = c2(β)β2

where for some positive constants c0, c3 then c0 6 c1(β), c2(β) 6 c3. In fact, we don't use these

properties for the proof of Theorem 1.4.6 then we don't prove them. To prove Theorem 1.4.6, we

need one more lemma as follows :
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Lemma 3.2.2. P(D) > 0 and P(W ) = 1. Under P̂(.) = P(.|D+, D−) i.e τ0 = 0 the sequence

{τn+1 − τn}n∈Z is stationary. Morever, the triples (Ω,P, θ) and (Ω, P̂, θ̂) are ergodic systems.

Proof. The random walk Y has these speeds :

v(β) = lim
n→+∞

Y n.e1

n
=
β

d
.P(Z0 /∈) > 0 and v−(β) = lim

n→−∞

Y n.e1

n
= −β

d
.P(Z0 /∈) < 0.

Using the idea in [MPRV12] we get P(D) > 0. Because Y is stationnary, P(D) > 0 implies that

P(W ) = 1. Now, we prove the remain part of Lemma 3.2.2. (Ω,P, θ) is the standard ergodic system.

We will prove it also is true for (Ω, P̂, θ̂). First, we prove that P̂ is invariant under θ̂. Take any set

A ⊂ W . Without loss of generality, suppose that A ⊂ (0 ∈ D), then we have :

θ̂ ◦ P̂(A) = P̂
(
θ̂−1A

)
=

P
(
θ−1
τ1
A,D

)
P(D)

=
∑
k>1

P
(
θ−1
k A, τ1 = k,D

)
P(D)

=
∑
k>1

P (A, τ−1 = −k,D)

P(D)

=
P(A)

P(D)
= P̂(A).

Next, we prove that for any set A ⊂ W such that θ̂−1A = A then P̂(A) = 0 or 1. Indeed, set

Ω̂ := (0 ∈ D) and B := A ∩ Ω̂ ⊂ W . Note that θ̂−1(Ω̂) = W , so that θ̂−1A = θ̂−1B. This in turn

implies that θ̂−1B ∩ Ω̂ = θ̂−1A ∩ Ω̂ = A ∩ Ω̂ = B.

We will prove that θ1

[
θ̂−1B

]
= θ̂−1B. Using the ergodicity of (Ω,P, θ), it follows that P

(
θ̂−1B

)
= 0 or 1, and

P̂(A) = P̂(θ̂−1A) = P̂(θ̂−1B) =
P
(
θ̂−1B ∩ Ω̂

)
P(Ω̂)

= 0 or 1.

So, to �nish the proof we only need to prove that θ1

[
θ̂−1B

]
= θ̂−1B.

Firstly, we show that θ1

[
θ̂−1B

]
⊂ θ̂−1B. Take x ∈ θ̂−1B. Then θ̂x ∈ B. If τ1(x) > 1, then

θ̂(θ1x) = θ̂x ∈ B ⇒ θ1x ∈ θ̂−1B. If τ1(x) = 1, then θ1x = θ̂x ∈ B = θ̂−1B ∩ Ω̂⇒ θ1x ∈ θ̂−1B.

It remains to prove that θ̂−1B ⊂ θ1

[
θ̂−1B

]
. Take x ∈ θ̂−1B then x = θ1 (θ−1x) and we will

prove that θ−1x ∈ θ̂−1B ⇔ θ̂ (θ−1x) ∈ B. If x ∈ Ω̂, then θ̂ (θ−1x) = x ∈ θ̂−1B ∩ Ω̂ = B. If
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x /∈ Ω̂, then θ̂ (θ−1x) = θ̂x ∈ B. Because the sequence of renewal times of the stationary random

walk Y is also for Y the m− cookies excited random walk with bias parameter β. The increments

{Y[τn,τn+1)}n∈Z are disjoint, by the contruction of the coupling Y and Y , so we have

Xτk+1
−Xτk = Xτ1 ◦ θ̂k .

Xτk+1
−Xτk = Xτ1 ◦ θ̂k .

From the equations above and using the ergodicity of (Ω, P̂, θ̂), we apply that P̂−a.s. there exist

v(β), v(m,β) > 0 such that

v(m,β) = lim
n→+∞

Xn

n
=

ÊXτ

Êτ
.

Remark that if Xn
n

converges P̂− a.s. to v(m,β) then it is true for P− a.s. Indeed, there exists a

set Â ⊂ D and P̂(Â) = 1 such that for all ω ∈ Â, Xn
n

(ω) converges to v. We suppose that there

exists a subset B ⊂ Ω such that θ̂B ⊂ Âc. If P(B) > 0, by B =
⋃∞
k=1(B, T = k) then there exists

k such that P(B, T = k) > 0. This implies that P[θk(B, T = k)] = P(B, T = k) > 0. On the

other hand [θk(B, T = k)] ⊂ (θ̂B), so P(θ̂B) > 0 and P̂(Âc) = P(Âc)
P(D)

> 0. This is contradictory

with the supposition that P̂(Â) = 1. Therefore, P(B) = 0, letting B = θ̂−1(Âc), this implies that

P(θ̂−1(Â)) = 1. For all ω ∈ θ̂−1(Â) then Xn
n

(θ̂ω) converges to v so Xn
n

(ω) converges to v. It means

that Xn
n

converges to v almost surely under P.

Now, to prove the monotonicity of the speed on [β0, 1] we need to couple the stationary walk Y

with bias parameter β0 with the m−excited random walk Y with bias parameter β where β > β0.

we consider the sequences as follows : {ηi}i>0,{ξi}i>0, {ζi}i>0 and {ξi}i>0, {ζ i}i>0 such that the

random vectors of the sequence {(ηi, ξi, ζi, ξi, ζ i)}i∈Z are independent. Two sequences {ηi}i∈Z and

{(ξi, ζi, ξi, ζ i)}i∈Z are independent. On the other hand, the vector (ξi, ζi, ξi, ζ i) satis�es :

• ηi ∼ Ber
(

1
d

)
, ξi = ξi ∼ Ber

(
1
2

)
, ζ i ∼ Ber

(
1+β0

2

)
, ζi ∼ Ber

(
1+β

2

)
.

• Set P(ξi = x, ζ i = y, ζi = z) = pxyz where x, y, z ∈ {0; 1} then p111 = 1
2
, p011 = β0

2
, p001 =

β−β0
2
, p000 = 1−β

2
and for other cases pxyz = 0.
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Girsanov's transform

The couple (Y , Y ) takes its values in the space U = (Zd)Z × (Zd)N. Consider U∗ = {(yn)n∈Z ×

(ym)m∈N, y0 = y0 = 0, εn, εm ∈ {0; 1} for i ∈ N, zi = zi and εi = εi if yi /∈m}. We denote Pm,β the

law of the couple (Y , Y ) then

qn(m,β) : = Pβ0,β[Y n+1 = yn+1, Yn+1 = yn+1|(Zi = zi)i<0, Y 0 = Y0 = 0, ..., Y n = yn, Yn = yn]

=
1

d

[
1zn /∈1εn=εn=1

1 + β0

2
+ 1zn /∈1εn=εn=1

β − β0

2
+ 1zn /∈1εn=εn=1

1− β
2

+ 1zn /∈1εn=εn=1
1

2
+ 1zn /∈1εn=εn=1

β

2
+1zn /∈1εn=εn=1

1− β
2

+ 1Yn /∈m
1

2
+

1

2
1εn=εn=0

]
.

Moreover,

Pm,β[Y 0 = Y0 = 0, ..., Y n = yn, Yn = yn, Y n+1 = yn+1, ..., Y n+k = yn+k|(Zi = zi)i<0]

= Pm,β[Y 0 = Y0 = 0, ..., Y n = yn, Yn = yn|(Zi = zi)i<0]

× Pm,β[Y n+1 = yn+1, ..., Y n+k = yn+k|(Zi = zi)i<0, Y 0 = Y0 = 0, ..., Y n = yn, Yn = yn].

Set

Qn(m,β) = qn(m,β)(Y , Y ),Fn = σ{(Y i)i∈Z, (Ym)06m6n},Mn(β) =
n−1∏
i=0

Qi(m,β)

Qi(1, β0)
.

We deduce that
dPm,β
dP1,β0

|Fn = Mn(m,β),
dPm,β
dP1,β0

|Fτ = Mτ (m,β).

We get the formular of the speed for m−excited random walk Y :

v(m,β) =
β

d

Êm,β(Nm
τ )

Ê1,β0τ
,

∂v

∂β
(m,β) =

1

d

Ê1,β0(N
m
τ Mτ (m,β))

Ê1,β0τ
+
β

d

Ê1,β0(N
m
τ Mτ (m,β)Vτ (m,β))

Ê1,β0τ
.

where

Vτ (m,β) =

∂
∂β
Mτ (m,β)

Mτ (m,β)
.

Taking m → ∞, by Lemma 1.3.5 we get that ∂v
∂β

(m,β) converges to 1
d
uniformly in β ∈ [β0, 1]

when m tends to in�nity. This �nishes the proof of Theorem.
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Résumé de Thèse

Titre : Monotonie et di�érentiabilité de la vitesse de la marche aléatoire excitée.

Dans cette thèse, nous nous intéressons à la monotonie de la vitesse de la marche aléatoire excitée

(MAE) avec biais β ∈ [0, 1] dans la première direction e1. La vitesse est dé�nie comme la limite

obtenue par la loi des grands nombres pour la composante horizontale. La vitesse dépend de

la dérive β. Nous présentons une nouvelle preuve de la monotonie de la vitesse pour des grandes

dimensions d > d0 et pour le cas où le paramètre β est petit quand d > 8. Ensuite, nous considérons

les marches aléatoires avec plusieurs cookies aléatoires. La monotonie de la vitesse est ausi prouvée

pour les cas particuliers par exemple des dimensions sont grandes, le paramètre de dérive β est

petit ou le nombre de cookies est grand. Ce sont les cas où la marche aléatoire est proche à la

marche aléatoire simple. Pour l'existence de la vitesse, nous avons montré la loi des grands nombres

pour un cas particulier du cookie aléatoire stationnaire, mais nous n'arrivons pas encore pour le

cas stationnaire. Sur la monotonie, nous avons aussi véri�é que le nombre de points visités par la

marche aléatoire simple avec biais β est croissant.

Finalement, une question très interessant : la monotonie de la vitesse, est-elle vraie pour la

MAE pour les petites dimensions 2 6 d 6 8. Pour cette motivation, nous avons prouvé que la

vitesse est indé�niment di�érentiable pour β > 0. Au point critique 0, nous avons prouvé que la

dérivée de la vitesse existe et égale 0 pour d = 2, existe et est positive pour d > 4. Mais nous ne

savons pas encore si la dérivée de l'ordre 2 en point 0 existe ou au moin la dérivée est continue en

0 pour prouver la monotonie de la vitesse au voisinage de 0 ?
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Abstract

In this thesis, we are interested in the monotonicity of the speed of the excited random walk

(ERW) with bias β ∈ [0, 1] in the �rst direction e1. The speed is de�ned as the limit obtained

by the law of large number for the horizontal component. The speed depend on the bias β. We

present a new proof of the monotonicity of the speed for the dimension d > d0, where d0 is large

enough, or for the parameter β is small when d > 8. After that, we consider the random walk

with multi-random cookies. The monotonicity of the speed is also proved for some particular cas,

for exemple when the dimension is high, or the parameter drift is small, or the number of cookies

is large. These are the cas where the walk is near the simple random walk. For the existence of

the speed, we also proved the law of large number for a particular cas of stationary cookie but we

haven't yet gotten the cas stationary. On the monotonicity, we also proved the rang of the simple

random walk with drift β is increasing in the drift.

Finally, a question very interesting : the monotonicity of the speed of ERW is true for the small

dimension 2 6 d 6 8, isn't it ? For this motivation, we proved the speed is in�nitly di�erentiable

for all β > 0. At the critical point 0, we also proved the derivative of the speed at 0 exists and

equals 0 for d = 2, exists and is positive for d > 4. But we haven't yet known if the derivative of

order 2 at 0 exists or at least the derivative is continuous at 0 to prove the monotonicity of the

speed in a neighbor of 0.
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