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Résumé

La formation et la morphologie des boîtes quantiques est un sujet d’un grand intérêt, ces structures
ayant de nombreuses application potentielles, en particulier en microélectronique et optoélectronique.
Le contrôle de la taille, de la forme et de la distribution de ces boîtes est critique pour les applications
envisagées. Cette thèse porte sur l’étude théorique et numérique de la croissance d’ilots par épitaxie
par jet moléculaire. Pour cela nous avons utilisé deux modèles : une étude non-linéaire de l’instabilité
de type Asaro-Tiller-Grinfeld, et des simulations Monte Carlo cinétiques. La première modélisation
convient pour les systèmes à faibles désaccords de maille, et est plus spécifiquement appliquée au
cas où le désaccord de maille est anisotrope. Expérimentalement, ceci est observé dans le cas du
dépôt de GaN sur AlGaN. Le calcul de l’instabilité que nous avons effectué prend en compte les
effets élastiques causés par le désaccord de maille, les effets de mouillage et les effets d’évaporation.
Les résultats de la résolution numérique de l’instabilité nous permettent de constater une croissance
plus rapide dans le cas anisotrope comparé au cas isotrope, ainsi que la croissance d’ilots fortement
anisotropes.

Le deuxième modèle est basé sur des simulations Monte Carlo cinétiques, qui permettent de
décrire la nucléation d’ilots 3D. Ces simulations sont utilisées pour les systèmes à fort désaccord de
maille, comme Ge sur Si. Nos simulations prennent en compte la diffusion des adatomes, les effets
élastiques, ici calculés à l’aide d’une fonction de Green discrétisée, et un terme simulant la présence
de facettes (105). Les simulations aboutissent à la formation d’ilots pyramidaux, conformément aux
expériences, dont le mûrissement d’Ostwald est interrompu. Les résultats obtenus ont été comparés
au cas de la nucléation 2D, et on retrouve en particulier une densité d’ilots en loi de puissance par
rapport au rapport D/F du coefficient de diffusion et du flux de déposition.

The growth and morphology of quantum dots is currently a popular subject as these structures
have numerous potential uses, specifically in microelectronics and optoelectronics. Control of the size,
shape and distribution of these dots is of critical importance for the uses that are being considered.
This thesis presents a theoretical and numerical study of the growth of islands during molecular
beam epitaxy. In order to study these dots, we used two models : a nonlinear study of an Asaro-
Tiller-Grinfeld like instability, and kinetic Monte Carlo simulations. The first model is appropriate
for low misfit systems, and is detailed in the case where misfit is anisotropic. Experimentally, this is
the case when depositing GaN on AlGaN. In this case we took into account elastic effects, wetting
effects and evaporation. Numerical calculations show faster growth, compared to the isotropic misfit
case, and the growth of strongly anisotropic islands.

The second model is based on kinetic Monte Carlo simulations that can describe 3D island
nucleation. We use these simulations to study systems with high misfits, specifically Ge on Si. Adatom
diffusion on a surface is considered and takes into account elastic effects, through a Green function
model, and surface energy anisotropy, that allows us to stabilize (105) facets. Simulation results show
the growth of pyramid-shaped 3D islands, as observed in experiments, and their Ostwald ripening
is interrupted. The results of these simulations are then compared to the case of 2D nucleation, and
we find that several of the known 2D properties also apply to 3D islands. Specifically, island density
depends on a power law of D/F, the diffusion coefficient divided by the deposition flux.

Mots clés: Hétéro-épitaxie, Nanostructures, Simulations Monte Carlo cinétiques, Instabilités,
contraintes élastiques
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Introduction

Le but de cette thèse est l’étude de la croissance par hétéroépitaxie, et plus spé-
cifiquement l’effet des contraintes élastiques sur la morphologie des nano-structures.
Celles-ci se forment spontanément durant le dépôt de matière suivant les processus
de l’auto-organisation. L’étude des nanostructures, telles que les boîtes quantiques,
à été permise par la découverte de techniques expérimentales d’observation des ob-
jets dont les dimensions sont réduites à quelques nanomètres. La plupart des nano-
structures sont produites à l’aide de techniques de croissance avancées, comme par
exemple l’épitaxie par jet moléculaire.

L’épitaxie par jet moléculaire dans les semi-conducteurs nécessite un appareillage
fonctionnant dans l’ultra-vide qui permet de réaliser la croissance dans des conditions
quasi-idéales. Ces technologies de croissances sont très délicates à mettre en oeuvre
et nécessitent un environnement spécifique (salle blanche) afin de limiter au possible
l’adsorption d’impuretés sur les surfaces cristallines.

L’observation expérimentale de ces surfaces cristallines a été rendue possible no-
tamment par l’invention des techniques de microscopie électronique par effet tunnel
en 1981 [1][2] (pour lesquelles Rohrer et Binnig ont reçu le prix Nobel de physique
en 1986) et du microscope à force atomique en 1985 [3] qui permettent d’obtenir
des résolutions allant jusqu’à la taille d’un atome. Les techniques de LEEM (Low
Energy Electron Microscopy) permettent de visualiser avec précision la fascinante
dynamique des marches sur les surfaces cristallines à température ambiante.

A l’heure actuelle, la dynamique de la croissance dans le cas de l’homo-épitaxie
est relativement bien comprise et il existe de nombreux ouvrages [4, 5, 6, 7, 8]
qui démontrent une panoplie riche de phénomènes à la confluence de la physique
des solides et des surfaces (comme l’effet Schwoebel), de la physique statistique
(fluctuations des marches) et de la physique non-linéaire (instabilité). Par exemple,
la problématique de la mise en paquets des marches et des instabilités de méandres
par électromigration ou lors de la croissance par homo-épitaxie fait appel à des
notions de croissance cristalline et de physique hors-équilibre qui permettent de
décrire l’évolution spatio-temporelle des marches ainsi que l’évolution morphologique
des surfaces. Dans le cas de la croissance par hétéro-épitaxie, où on fait croître un
film d’un matériau A sur un substrat composé d’un matériau B, on peut observer
une multitude de phénomènes complexes qui sont loin d’être tous compris, et dont
une partie est l’objet de cette thèse. Par exemple, il existe une instabilité générique
lors de la croissance d’un matériau avec une maille atomique voisine de celle de son
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substrat. Cette instabilité, nommée instabilité d’Asaro-Tiller-Grinfeld (ATG) est
induite par le désaccord de maille et donne lieu à la formation d’îlots qui permettent
de relaxer la contrainte élastique.

Lorsque le désaccord de maille n’est pas trop grand, il existe un domaine de pa-
ramètres (température, composition) pour lequel les interfaces sont dites cohérentes
et les dislocations entre les matériaux sont quasi-absentes. Dans ces conditions, il
est alors possible d’avoir de nombreux îlots de tailles plus ou moins contrôlées qui
recouvrent les surfaces avec une densité assez élevée (1010 cm−2). Ces îlots, qui sont
dénommés boîtes quantiques auto-organisées peuvent avoir un grand intérêt en mi-
croélectronique et en optoélectronique.

Les boîtes quantiques peuvent permettre de produire par exemple des diodes
laser [9] ou des transistors [10], voire des transistors à un électron [11, 12]. Une
des difficultés principales lors de la croissance des boîtes quantiques est leur grande
variabilité de taille et de composition. Cette grande variabilité peut avoir plusieurs
causes : les fluctuations intrinsèques à température finie, les effets du mûrissement
et d’aléa de la nucléation sur les sites de germination. La variabilité de taille nuit
au rendement des lasers et autres dispositifs et son contrôle est un enjeu physique
et technologique important. Cette variabilité peut être relativement bien contrôlée
aujourd’hui et même réduite en faisant la croissance sur des surfaces nano-patternées
mais ces techniques nécessitent un prégravage de la surface très laborieux [13, 14].

L’objectif de cette thèse est de donner des outils théoriques pour la modélisation
de la croissance par hétéro-épitaxie et ce, dans deux cas bien précis. Dans le premier
cas, nous nous intéressons à la croissance de AlGaN/GaN. Ces matériaux ont la
propriété d’être des semi-conducteurs à gap direct appartenant au groupe III-V et
ils peuvent donc émettre de la lumière avec une signature spectrale particulière. On
rappelle que les semi-conducteurs III-V sont fréquemment utilisés dans l’industrie
pour les diodes lasers (Led rouge, bleu, etc..) et les applications dans le cas du GaN
sont très nombreuses (Lecteur de dvd, diode rouge, éclairage blanc, blue-ray). Dans
le cas des nitrures tel que AlGaN/GaN, on vise aujourd’hui la diode ultra-violette
qui pourrait avoir de nombreuses applications (purification de l’eau, remplacement
des lampes de mercure, etc..). Dans le cadre de l’hétéro-épitaxie des III-V, des expé-
riences en laboratoires ont été réalisées au CRHEA sur des substrats spécifiques afin
de pouvoir moduler le spectre d’émission de la lumière. Le cas qui nous a intéressé est
la croissance des boîtes quantiques de AlGaN/GaN sur des substrats semi-polaires,
c’est à dire des substrats dont l’orientation cristalline induit un désaccord de maille
anisotrope. Dans les expériences menées au CRHEA, la formation d’une transition
2D-3D a été observée lors de la croissance sur des substrats polaires et semi-polaires
et la formation des boîtes quantiques a été analysée.

Motivés par ces expériences nous avons montré qu’il existe théoriquement une
instabilité de Grinfeld anisotrope et que cette instabilité donne lieu à la formation
de structures allongées qui sont plus ou moins filiformes. Nous avons donc pour cela
développé une méthode spécifique pour calculer l’évolution spatio-temporelle de la
surface au-delà du régime linéaire. Cette méthode fait appel à des techniques de
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développement non-linéaires en utilisant l’existence d’un petit paramètre, qui est ici
la faible pente. Notre modélisation de la croissance de films de GaN sur AlGaN,
et en particulier du désaccord de maille anisotrope, nous a permis de constater
la présence d’une direction privilégiée pour la croissance des ondulations. Ceci a
pour conséquence de former des structures allongées dans une direction. Nous avons
ensuite caractérisé numériquement la dynamique de la croissance et du mûrissement
de ces films. En particulier nous avons pu observer une augmentation de la rugosité
de la surface avec l’augmentation de l’anisotropie de désaccord de maille, due à
un taux de croissance de l’instabilité qui croît avec l’anisotropie de désaccord de
maille. De plus nous avons montré que la formation de structures unidimensionnelles
a tendance à augmenter la rugosité de la surface. D’autres effets sont également
discutés, en particulier celui de l’évaporation. Ces résultats sont actuellement en
cours de comparaison avec les expériences de laboratoire et la prise en compte de
l’évaporation semblerait être une voie prometteuse dans la modélisation.

Dans le second cas, nous nous sommes intéressés à la croissance des îlots pyra-
midaux de silicium-germanium (SiGe) sur silicium (Si). Les semi-conducteurs SiGe
ont un gap indirect et ils sont couramment utilisés dans la micro-électronique pour
la fabrication des transistors. Le système Silicium Germanium est paradigmatique
de la croissance des boîtes quantiques par hétéroépitaxie de semi-conducteurs. Bien
que relativement plus simple d’un point de vue compositionnel que les alliages III-V,
les boîtes quantiques SiGe présentent une panoplie de phénomènes très riches tels
que la transition 2D-3D (d’un film plan vers la formation d’îlots), l’apparition de
structures pré-pyramidales et pyramidales, ou la formation de dômes et de super-
dômes. De plus ces systèmes montrent l’apparition de nombreux effets d’alliages qui
donnent lieu à des variations spatiales de la composition.

Les applications potentielles des boîtes quantiques SiGe, hormis l’aspect fon-
damental que nous venons d’évoquer, sont principalement dans le domaine de la
microélectronique, de la thermo-électricité et du photovoltaïque, et ces boîtes pour-
raient être compatibles avec les technologies Si et germanium (Ge) utilisées et bien
maîtrisées en micro-électronique. Dans ce travail, nous avons développé une mé-
thode de type Monte-Carlo cinétique qui permet de prendre en compte des effets
des fluctuations sur la croissance des îlots et aussi de prendre en compte la présence
de surfaces (105). En particulier, nous avons étudié l’évolution de la dynamique de
croissance des îlots de SiGe et la distribution de taille de ces boîtes. Nous avons
montré que la distribution des tailles suit une loi auto-similaire qui rend compte des
expériences.

Le premier chapitre de cette thèse est dédié aux fondements de l’hétéroépitaxie.
Nous discutons de la structure des surfaces, des différents modes de croissance, des
effets élastiques, des mécanismes de diffusion de surface et de la nucléation bidi-
mensionnelle. Le second chapitre est consacré à l’instabilité d’Asaro-Tiller-Grinfeld.
Nous exposons les bases de la théorie des films sous contrainte élastique dans le cadre
de l’élasticité linéaire, via la notion de potentiel chimique élastique et nous décri-
vons la dynamique de l’instabilité ATG. Dans le troisième chapitre, nous exposons
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Introduction

la méthode non-linéaire pour le calcul de l’instabilité en insistant sur la méthode de
développement aux faibles pentes et nous présentons la méthode numérique spec-
trale permettant de faire une résolution numérique de ces équations. Les quatrième
et cinquième chapitres constituent le coeur des résultats originaux de la première
partie de cette thèse. Nous avons généralisé la méthode non-linéaire dans le cas
d’une anisotropie de désaccord de maille. Nous mettons en évidence la présence de
nouveaux termes issus de l’anisotropie dans les termes linéaires et non-linéaires. Ces
termes donnent lieu à un effet d’amplification de la rugosité. Nous discutons aussi
des effets d’évaporation. La deuxième partie de cette thèse est consacrée à la crois-
sance des îlots Si-Ge. Dans le chapitre 6, nous développons une méthode numérique
KMC pour la croissance des îlots SiGe avec des facettes (105). Dans le chapitre 7,
nous exposons les résultats obtenus grâce à ces simulations, en particulier la distri-
bution de taille des îlots. Nous clôturons cette thèse par quelques perspectives sur la
croissance et nous présentons dans les appendices les détails des techniques utilisées
sur l’élasticité, la nucléation et l’évolution des surfaces dans le cadre général des
alliages.

14



Chapitre 1

Fondements

Sommaire
1.1 L’auto-organisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.2 L’hétéro-épitaxie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.3 Maille cristalline . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.3.1 Le désaccord de maille . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.3.2 Les modes de croissance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.3.3 Facettes cristallines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.4 Instabilités et nucléations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.5 Nucléation d’îlots . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.6 Mûrissement d’Ostwald . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

15



1. Fondements

La croissance cristalline met en jeu en grand nombre de mécanismes de base que
nous allons brièvement présenter dans ce chapitre. En particulier, nous introduirons
quelques notions d’auto-organisation, de surfaces cristallines, la définition du désac-
cord de maille, les modes de croissance, les facettes cristallines et le mûrissement.
Bien que tous ces mécanismes de base soient assez bien compris individuellement, le
résultat de la combinaison de ces mécanismes n’est pas évident, et va nous intéresser
par la suite.

1.1 L’auto-organisation

L’auto-organisation est un phénomène général qui intervient dans de nombreux
systèmes physiques, chimiques, biologiques, sociologiques et économiques. Une des
caractéristiques générales de l’auto-organisation est l’émergence spontanée de struc-
tures spatiales ou temporelles qui sont le résultat d’une brisure de symétrie par le
biais d’instabilités [15]. L’un des exemples classiques d’auto-organisation est bien
sûr la formation de cellules convectives en rouleau dans les nuages tels que l’on
peut en observer vu d’avion. À bien plus petite échelle, des phénomènes d’auto-
organisation peuvent être observés lors de la croissance par hétéro-épitaxie dans les
semi-conducteurs. En particulier, cette organisation pourrait permettre de créer des
réseaux de boîtes quantiques semi-conductrices ayant des applications dans les do-
maines du photovoltaïque, de la thermo-électricité, des transistors à un électron et
des capteurs infra rouges [16, 17, 13, 14].

La compréhension de la physique de l’auto-organisation est importante pour la
fabrication et le contrôle de ces réseaux de boîtes quantiques. Par exemple on peut
voir en figure 1.1 un exemple de l’organisation que peuvent prendre des îlots de
SiGe sur un substrat de Si et sur la figure 1.2 la croissance d’îlots de Ge sur Si. Ces
boîtes quantiques ont la particularité d’être dans des conditions d’épitaxie avec le
substrat cristallin. Dans le paragraphe suivant, nous allons donc décrire les bases de
l’hétéro-épitaxie afin de pouvoir décrire les différents mécanismes de croissance.

1.2 L’hétéro-épitaxie

L’épitaxie est une technique de croissance cristalline qui a connu un grand dé-
veloppement avec la mise au point de techniques de croissance sous vide. Le lec-
teur pourra trouver une présentation pédagogique de la croissance cristalline dans
le chapitre 4 du livre Crystal growth for beginners de I. V. Markov [7]. Le terme
hétéro-épitaxie provient des mots grecs pour ordre (“ταξισ”) et au dessus (“επι”). Il
a été introduit par Royer à la fin des années 1920.

Dans le cas de l’hétéro-épitaxie, le matériau déposé (adsorbat) est de nature
différente de celle du substrat. De nombreux systèmes peuvent être produits par hé-
téroépitaxie, par exemple les alliages semi-conducteurs silicium et germanium, qui
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L’hétéro-épitaxie

domes is accompanied by new and larger level of
relaxation of !0.85%, which represents !53% of
the initial strain (Fig. 6b).

The influence of atomic steps of the substrate on
the islands morphology in regime II was then in-
vestigated. For this purpose we have deposited

Fig. 2. Evolution of the morphology (AFM images on the left) and of the stress relaxation (GIXRD spectra on the right) of a
Si0:75Ge0:25 layer (m ! 1%) 50 !AA thick during an annealing at 550 !C: (a) as-grown; (b) 1.5 h anneal; (c) 18 h anneal. In the AFM images
the [1 1 0] direction is horizontal.

I. Berbezier et al. / Surface Science 531 (2003) 231–243 235

Figure 1.1 – Images AFM de la morphologie d’une couche de Si0.75Ge0.25. Source :
[18].
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Figure 1.2 – Images successives de la croissance d’îlots de Ge sur Si (111), surface
de taille 330× 330 nm2. Source : [19].

font partit de la famille des “IV-IV”, et des alliages InGaAs et AlGaN qui font par-
tie de la famille des semi-conducteurs “III-V”. Ces derniers sont les matériaux de
base des diodes électroluminescentes. Dans les cas que nous considérons, l’interface
entre adsorbat et substrat est cohérente : il n’y a pas de dislocations et le champ
des déformations est continu sur l’interface. Pour assurer cette dernière condition,
la vitesse de croissance doit être suffisamment faible, mais doit permettre une cer-
taine évolution morphologique, le désaccord de maille que nous définirons plus bas
doit l’être également et l’épaisseur de film déposée ne doit pas être trop grande. Il
existe des méthodes expérimentales permettant de réunir ces conditions, comme par
exemple l’épitaxie par jet moléculaire (EJM), pour laquelle les vitesses de croissance
peuvent êtres faibles et contrôlées. L’EJM est une technique souvent employée pour
former des puits et boîtes quantiques, mais d’autres techniques de croissance existent
comme la déposition en vapeur chimique (Chemical Vapor Deposition), l’épitaxie en
phase liquide (LPE), la déposition métal-organique en vapeur chimique (MOCVD),
etc...
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1. Fondements

Cette thèse porte sur l’étude de l’épitaxie par jet moléculaire qui est, en première
approximation, un dépôt d’une phase vapeur de très faible densité sur un substrat
solide cristallin. Elle est effectuée sous un vide poussé (environ 10−8 Pa) et le jet
moléculaire est assuré par une source de matière qui s’évapore. Dans le cas des
alliages plusieurs sources sont utilisées dans la même chambre.

Cette technique permet de déposer les atomes à un rythme lent de quelques
monocouches par seconde au maximum, soit une vitesse de l’ordre du µm par heure.
Par exemple dans le cas des couches de nitrure de gallium (GaN) de Kahouli et al
[20], que nous discuterons dans le chapitre 4, la vitesse de croissance est de 0.3µm/h
(une dizaine de monocouches par minute). De même dans le cas des alliages silicium
germanium la vitesse de croissance est de l’ordre de la monocouche par minute (voir
chapitre 7).

Nous allons maintenant donner au lecteur quelques rappels de base, et la défini-
tion du désaccord de maille.

1.3 Maille cristalline
La maille cristalline est un arrangement d’atomes qui se répète périodiquement

dans un solide. Plusieurs types de mailles existent, en particulier les mailles cubiques
simples, cubiques centrées, cubiques faces centrées...

Le réseau de Bravais est un réseau périodique permettant de décrire un solide
cristallin. Il représente l’ensemble des points ~R = n1~a1+n2~a2+n3~a3 où les ni sont des
entiers et les ~ai des vecteurs non coplanaires (voir par exemple [21]). Chaque point
du réseau de Bravais peut être un atome, un groupe d’atomes, un ion... L’alliage
SiGe possède une structure similaire à celle du diamant : maille cubique à faces
centrées à laquelle on ajoute des atomes sur la moitié des sites tétraédriques (Fig.
1.3). Le côté du cube dans un cristal de Si fait 0, 543 nm, alors que dans le cas du
Ge cette longueur est de 0, 566 nm [21].

Le GaN a une maille hexagonale nommée wurtzite (voir la figure 1.4 1) qui cor-
respond à deux mailles hexagonales compactes entremêlées. Dans le cas qui nous
intéresse, on va plutôt utiliser les paramètres de maille dans les directions [1-100]
(2, 76 Å pour GaN et 2, 69 Å pour AlN) et [-1-123] (6, 08 Å pour GaN et 5, 87 Å pour
AlN).

1.3.1 Le désaccord de maille

Dans le cadre de l’hétéroépitaxie, le substrat est différent de l’adsorbat et on
observe souvent une différence entre les tailles des mailles cristallines que l’on appelle
le désaccord de maille. On exprime le désaccord de maille η de la manière suivante :

η =
af − as
as

, (1.1)

1. Source : [22]
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Maille cristalline

Figure 1.3 – Maille cristalline d’un alliage ordonné SiGe, les point rouges repré-
sentent les atomes situés sur les lacunes tétraédriques, et les points noirs, les atomes
sur la maille cubique face centrée.

Figure 1.4 – Maille cristalline du nitrure de Gallium. Les atomes d’une espèce sont
en rouge et ceux de l’autre espèce en bleu.
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1. Fondements

(a) Déformation verticale.
(b) Cas avec production de
dislocations

(c) Cas avec formation
d’îlots

Figure 1.5 – Les relaxations élastiques possibles dans le cas d’un adsorbat de maille
atomique plus grande que le substrat (ex. Ge sur Si).

où af est la maille du film et as est la maille du substrat.
Dans le cas du germanium et des alliages de silicium-germanium sur substrat de

silicium un désaccord de maille est observé et peut être approximé par la relation
linéaire suivante, dite loi de Végard :

af = aSicSi + aGecGe , (1.2)

où cGe = x = 1−cSi sont les concentrations respectives de silicium et germanium. La
relation est approximative et il faudrait également décrire les variations de concen-
tration dans le film qui seront discutées plus en détail dans l’annexe F.

Le désaccord de maille entre adsorbat et substrat cause une contrainte élastique
qui peut être relaxée de trois manières :

– une simple relaxation verticale du film (Fig. 1.5a),
– la formation de défauts (Fig. 1.5b),
– la formation d’îlots (Fig. 1.5c).

Quand le paramètre de maille n’est pas trop important, et la diffusion de surface
est activée, on obtient expérimentalement le passage continu entre la première étape
(relaxation verticale, dite de Poisson) et la formation d’îlots cohérents.

C’est la formation d’îlots cohérents qui va nous intéresser plus spécifiquement.
Celle-ci augmente la surface du film et donc en général l’énergie de surface mais
permet de réduire l’énergie élastique. La présence de dislocations permet de relaxer
les contraintes élastiques mais ajoute une énergie d’interface (voir par exemple le
chapitre 3-3 de [23]).

Dans le cas du dépôt de Ge sur Si, le désaccord de maille maximum est d’environ
4%, et il a été montré [24] que les îlots formés n’ont pas de dislocations dans la
plupart des cas. Dans le cas du GaN sur AlGaN, qui sera discuté au chapitre 4, le
désaccord de maille n’est plus isotrope. Le désaccord selon une direction est alors
différent de celui observé selon une autre direction.
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Maille cristalline

(a) Franck - Van der Merwe (b) Volmer - Weber (c) Stranski - Krastanov

Figure 1.6 – Les modes de croissance à des taux de couverture croissants.

1.3.2 Les modes de croissance

Il existe plusieurs modes de croissance possibles en hétéroépitaxie, en fonction
des énergies de mouillage. Si on considère les énergies de surface de l’adsorbat et du
substrat γa et γs, ainsi que celle du contact adsorbat-substrat γas, la valeur de γas
peut être calculée par la relation de Dupré :

γas = γa + γs − βas , (1.3)

où βas est le travail requis pour séparer l’adsorbat et le substrat.
On pourra observer plusieurs modes de croissance selon la valeur de γas :
– La croissance de type Frank-van der Merwe (Fig. 1.6a). Dans ce mode de

croissance, seules des couches 2D sont observées.
– La croissance de type Volmer-Weber (Fig. 1.6b). Dans ce mode, des îlots 3D

se forment directement sur le substrat. Un exemple de ce type de croissance
est montré figure 1.7 (image STM).

– La croissance de type Stranski-Krastanov (Fig. 1.6c) pour laquelle γs > γa +
γas. Dans ce dernier mode on commence par observer une couche de mouillage
de faible épaisseur (quelques monocouches) avant d’obtenir des îlots 3D. La
figure 1.8 présente un exemple expérimental. C’est ce mode de croissance qui
sera étudié dans le reste de ce document.

Les deux premiers modes sont similaires à ceux observés lors du dépôt d’une
goutte liquide sur un substrat. On peut considérer que dans le cas Stranski-Krastanov,
les premières couches d’adsorbat mouillent complètement le substrat, mais qu’après
ce dépôt on peut considérer que ces couches sont un nouveau “substrat”.
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1. Fondements
The percentage of the surface covered in these islands

increases with the Mn coverage. This fact, along with the
appearance of the surrounding areas which can be attributed
to bare Si, allows us to conclude that the Mn is incorporated
into the ) islands and the irregular clusters. At annealing

temperatures closer to 450 °C, all clusters have been con-
verted to ) islands.
The volume of the islands at a given coverage, calculated

by multiplying their height and area, depends on annealing
temperature and time, but is approximately equal to the bulk
volume of the Mn deposited. However, the structure of these
islands makes it clear that they are not simply bulk metal,
and could either be a bulk metal with surface-segregated Si,
or a bulk compound. Further experiments with other analyti-
cal techniques are under way to determine the exact nature of
these tabular islands.
Figure 4 shows the surface of a tabular island and some

surrounding Si. The atomic structure of the island and the
disordered silicon are clearly seen. �The corrugation has been
enhanced by a slight addition of the data curvature to the
greyscale in this image�. The islands have a )�) surface
termination, and images indicate that there is one maximum
per unit cell in both the positive and negative biases which is
in the same location at both polarities. The point defects on
the ) surface corrugation do not have the simple appearance
of anomalously bright or dim or missing maxima, indicating
that this ) surface is not a simple adatom-induced phase
such as for group-III elements on Si�111� �B,11–16 Al,7,8,17
Ga,18–21 and In �Refs. 22 and 23��.
We now turn our attention to the behavior of the Si. Fig-

ure 2 clearly shows that 1 ML of Mn deposited on the
Si�111� surface does not disturb the 7�7 periodicity, and that
it also covers the entire surface with irregular clusters. With
coverages of 1.9 ML of Mn at RT, the 7�7 is completely
buried, similar to metals like Pd.24 The continuing presence
of the 7�7 unit cell indicates that the Mn atoms have not

FIG. 2. The deposition of 1 ML of Mn onto a room-temperature
Si�111� surface yields a uniform distribution over the entire surface,
with small clusters roughly marking the location of the 7�7 half
unit cells �300�300 Å2�.

FIG. 3. Annealing 1 ML of Mn on Si�111�
leads to the partial coverage of the surface by
raised islands of minimum height 4 Å displaying
a )�) structure. The surrounding bare Si areas
have split into two levels, separated by a Si bi-
layer step. The horizontal line shows the location
of the cross section shown in the lower panel
�1400�1100 Å2�.

53 4001EPITAXIAL GROWTH OF MANGANESE ON SILICON: . . .

Figure 1.7 – Image STM de manganèse sur silicium (111) : croissance de type
Volmer-Webber. D’après [25].

VOLUME 76, NUMBER 10 P HY S I CA L REV I EW LE T T ER S 4 MARCH 1996

FIG. 4. AFM images of surface of Si-Si 0.25Ge0.75 superlat-
tices. Scanning direction is [110]. (a) 0.8 mm 3 0.8 mm im-
age after deposition of the first alloy layer; (b) 1.25 mm 3
1.25 mm image after deposition of the 20th alloy layer. Gray
scale range is 5 nm in (a) and 10 nm in (b), with light meaning
high.

the latter case, and the increased regularity is apparent,
as in Fig. 2(a). Cuts along the [100] direction (the
direction of the island edges) through a two-dimensional
power spectrum of this surface roughness show that the
characteristic variation as a fraction of average size is
reduced from 1.1 to 0.3, in qualitative agreement with the
model.
The model here omits many important complexities

of real systems. Nevertheless, it apparently captures
a very real and simple effect. For multilayer arrays

of strained island, such as several groups are already
growing, under appropriate growth conditions the system
will self-organize. With growth of successive layers, the
size and spacing of the quantum dots becomes more
uniform, increasing the likelihood that these structures
could be used in practical electronic devices.
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Figure 1.8 – Image AFM de la surface d’une couche de Si0,25 Ge0,75 sur substrat
de silicium. L’image représente une surface carrée de 0, 8 µm de côté après dépôt de
20 monocouches. Source : [16].
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Maille cristalline

(a) Surface Si (100).

Experiments were performed using an ultrahigh-vacuum
STM system17,18 with a base pressure of !5!10!11 mbar.
The sample was an antimony-doped n-type Si(111) wafer
(resistance ""0.03 # cm, thickness "0.5 mm). Before be-
ing introduced into the vacuum chamber, the sample was
cleaned by ethanol in an ultrasonic bath and rinsed thor-
oughly by de-ionized water. It was degassed in the ultrahigh
vacuum chamber for several hours at about 600 °C. Ap-
proximately 1 h before the measurements, the sample was
annealed by direct current heating while keeping the pressure
below 10!10 mbar. The annealing cycle consisted of flashing
the sample to 1200 °C for 20 s, rapidly lowering the tem-
perature to about 900 °C, and then slowly decreasing the
temperature at a pace of 1–2 °C/s to room temperature. A
nearly perfect 7!7 reconstruction was obtained by this
method. Sharp STM tips made of polycrystalline tungsten
wire with 0.18 mm diameter were etched electrochemically
in 2M NaOH and subsequently cleaned in ethanol and dis-
tilled water. Out of the many tips which have been produced,
however, only two have been able to produce, and produce
repeatedly, the eighteen-spot STM images in Fig. 1(c) while
the others produce only the standard twelve-spot images.
Figure 1(c) shows the STM image of the Si(111) 7!7

surface at a sample bias Vbias=!0.57 V. There appears to be
a significant contrast between the faulted and unfaulted
halves of the unit cell. With a negative sample bias this low,
the electronic states of the rest atoms are outside the range of
the bias. Thus, the STM topography here reveals only the
twelve topmost adatoms. The adatoms in the faulted half of
the unit cell appear noticeably brighter than those in the un-

faulted half. In each half, the adatoms at the corners appear
also slightly brighter than those near the center. These quali-
tative features are in good agreement with the calculated
real-space charge distribution at this particular bias, shown in
Fig. 1(a). The calculated atomic heights of the adatoms, with
respect to the adatoms near the center of the unfaulted half,
are 0.12 (faulted; corner), 0.08 (faulted; center), 0.01 Å (un-
faulted: corner), respectively. Thus, they might account for
the observed differences in the adatom appearances, although
the differences in the local electronic structures may also
play a role.
Figure 1(d) shows the STM image at a sample bias

=!1.5 V. Images of similar quality can be repeatedly repro-
duced over large areas, e.g., 30!30 nm2 (not shown). We
see clearly in Fig. 1(d) both the adatoms and the rest atoms.
On the unfaulted half unit cell, the rest atoms appear to have
almost the same brightness as the central adatoms, whereas
on the faulted half unit cell, the rest atoms appear to have
considerably less brightness than the central adatoms. These
observations are again in good agreement with the calculated
real-space charge distribution at the experimental bias in Fig.
1(b). The calculated atomic height for the rest atoms, with
respect to the adatoms near the center of the unfaulted half, is
!0.73 Å and is the same for both the faulted and unfaulted
halves. The fact that the rest atoms in the unfaulted half have
a similar brightness to the adatoms, which are much closer to
the tip, suggests that the dangling bond states of the rest
atoms are more extended to the vacuum than the adatoms.
This is quite reasonable because, strictly speaking, an ada-
tom is fourfold- instead of threefold-coordinated with the
closest neighboring Si atom directly beneath it. This is an
example how even subtle differences between the adatoms
and the rest atoms in the calculations in Figs. 1(a) and 1(b)
can be very well reflected in the experiments in Figs. 1(c)
and 1(d).

FIG. 1. (Color online) (a), (b) Calculated STM images for
Si#111$-7!7 with bias voltage=!0.57 and !1.5 V, respectively.
The red peaks are about 2 Å above the dark blue borderlines. The
dark greys are areas without spatial resolution. (c), (d) The experi-
mental STM images with bias voltage=!0.57 and !1.5 V, and tun-
neling current=0.3 and 0.41 nA, respectively. The brighter triangles
are the faulted halves of the 7!7 unit cells.

FIG. 2. (Color online) The calculated atomic structures for the
Si#111$-#7!7$ surface with the faulted half on the left: (a) top and
(b) side views. The (large, light) red balls are the Si adatoms
whereas the (small, dark) blue balls are the Si rest atoms.

BRIEF REPORTS PHYSICAL REVIEW B 70, 073312 (2004)

073312-2

(b) Surface de Si (111).

Figure 1.9 – Images par STM de surfaces de Si (100) et (111). Sources respec-
tives : http://mrgcvd.engr.wisc.edu/lagallygroup/archive/images/bs0_5f.
gif, [26].

a2

a3

a1

(100)

(105)

Figure 1.10 – Les facettes (100) et (105) d’une maille cubique simple.

1.3.3 Facettes cristallines

Une facette est définie par des indices cristallographiques, par exemple les indices
(n1, n2, n3). Prenons, par exemple, le cas d’un réseau cubique simple dont la base est
formée par les vecteurs ~ai. Une facette (100) va correspondre à un plan horizontal
et est représentée sur la figure 1.10. Une facette (105) est également représentée sur
cette figure 1.10.

Dans le cas de la croissance sur silicium, il existe différents substrats de crois-
sance, comme la surface Si (100) (figure 1.9a) ou la surface Si (111) (figure 1.9b).

Pour le cas du GaN et des structures de type wurtzite, en général les coordonnées
de facettes et de directions sont données avec quatre paramètres (a, b, c, d), les trois
premières coordonnées correspondent à la base hexagonale et la quatrième à la
direction verticale dans la figure précédente.

La croissance cristalline peut être orientée dans plusieurs directions : le cristal
sera alors orienté selon une direction particulière par rapport au substrat [27]. Par
exemple une croissance selon le plan (0001) va se faire de la base hexagonale en bas
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de la figure 1.4 vers la base hexagonale située en haut de la figure, verticalement. Au
contraire une croissance selon le plan (11-22) va se faire dans une direction inclinée
(croissance semi-polaire).

1.4 Instabilités et nucléations

Dans le cas de la croissance Stranski-Krastanov, il existe deux chemins assez dif-
férents pour la croissance des îlots. Dans les cas où le désaccord de maille est faible la
surface subit une instabilité qui a tendance à créer des ondulations à grande échelle.
Le seuil de cette instabilité, dite instabilité d’Asaro-Tiller-Grinfeld, est contrôlé par
la contrainte élastique et les effets de surface et de mouillage. Au contraire si on se
place dans un cas où le désaccord de maille est élevé, la croissance sera dominée par
la nucléation d’îlots. Dans le cas des îlots de Si1−xGex sur Si (001), les cas où la
proportion x de Ge est inférieure à environ 50% correspondent à l’instabilité alors
que les cas avec x > 0.5 sont dans le cadre de la nucléation [14]. On peut voir une
image expérimentale du cas de la nucléation figure 1.8 et du cas de l’instabilité figure
2.1.

1.5 Nucléation d’îlots

Dans le cas où le désaccord de maille est important on observe la nucléation
d’îlots, plutôt que d’observer l’instabilité ATG. Du point de vue de la modélisation,
il est nécessaire de prendre en compte les phénomènes stochastiques inhérents à
la nucléation, ce qui est naturellement présent dans une méthode de simulation
Monte-Carlo cinétique (KMC) (voir chapitre 6). D’autres modélisations ont déjà été
réalisées, par exemple en champ moyen [28].

La nucléation d’îlots est causée par la relaxation élastique, et dans le cas Stranski-
Krastanov, commence après le dépôt de quelques monocouches de mouillage. Ceci est
en général appelé transition 2D-3D, et se produit avec environ 3 mono-couches (MCs)
de Ge sur Si [14, 24]. La nucléation d’îlots 3D est précédée par celle d’îlots 2D dans
les systèmes où le taux de couverture (le nombre de MC déposées) est inférieur à 1.
Cette nucléation a été étudiée dans le cas de films contraints en particulier à l’aide
de simulations Monte Carlo cinétiques [29, 30]. Ces simulations ont effectivement
montré que l’élasticité se traduit par la répulsion des atomes en bords inférieurs de
marche.

Le processus de nucléation en croissance cristalline est similaire à celui de la
nucléation lors d’un changement de phase en thermodynamique : des petits agrégats
d’atomes ou de molécules de la nouvelle phase se forment dans la phase sursaturée.
La formation d’agrégats nécessite le franchissement d’une barrière d’énergie, ce qui
est rendu possible par des fluctuations locales de densité. Les îlots sont formés de
manière stochastique et leur position est aléatoire, mais on peut déterminer des
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propriétés moyennes comme la densité ou le volume moyen. Un exemple expérimental
de nucléation d’îlots est présenté dans la figure 1.11.

Dans la suite de cette section on considère un modèle simple où les adatomes
diffusent avec un coefficient de diffusionD sur un substrat jusqu’à ce qu’ils atteignent
un autre atome et qu’ils s’y attachent sans pouvoir plus bouger. On peut alors
montrer que dans certains modèles avec une taille critique, c’est à dire une taille au
delà de laquelle un îlot ne peut se dissoudre, la densité totale d’îlots N suit une loi
d’échelle :

N ∼
(
D

F

)α
, (1.4)

où l’exposant α est fonction de la température et de la taille critique des îlots.
Si on considère la nucléation lors de la croissance d’une fraction de monocouche,

et où la seule échelle caractéristique est la taille moyenne des îlots 〈s〉, on trouve
que la distribution de taille d’îlots suit une loi d’échelle de la forme :

Ns =
Θ

〈s〉2f
(
s

〈s〉

)
, (1.5)

où Ns est la densité d’îlots comportant s atomes, Θ le taux de couverture (Θ = Ft
dans le cas d’un dépôt d’une seule espèce) et f est une fonction d’échelle dépendant
du rapport D/F entre le coefficient de diffusion D et le flux F (voir partie 3-2 de
[14]). Ces deux relations sont démontrées dans l’annexe C. La figure 1.12 montre
le résultat de simulations Monte Carlo cinétiques qui suivent effectivement cette
loi d’échelle. Des calculs utilisant des méthodes de champ moyen ont été appliqués
au cas des îlots 3D [28] et a permis d’obtenir des densités d’îlots en fonction du
temps, de la température et du flux de dépôt, les valeurs obtenues sont comparables
aux résultats expérimentaux en utilisant des paramètres appropriés. Les résultats
obtenus à l’aide de ce modèle ne dépendent pas beaucoup de la taille critique des
îlots qui est choisie. Considérer ou non la couche de mouillage comme inerte ne
change pas la dynamique générale, sauf pour le volume des îlots.

Un article de revue récent recouvre le sujet de la nucléation et aborde également
quelques sujets non traités dans cette thèse (par exemple la nucléation de la 2e
couche d’un îlot ou la forme d’îlots sur une surface (111)) [32].

1.6 Mûrissement d’Ostwald
Le mûrissement d’Ostwald est un processus décrit par Ostwald en 1896. Il s’ap-

plique de manière générale dans de nombreux domaines de la physique et de la
physico-chimie (métallurgie, croissance cristalline, etc...). D’une manière générale
c’est un processus qui régit la dissolution d’un ensemble de cristaux de tailles diffé-
rentes.

Le mûrissement d’Ostwald décrit la disparition des petits cristaux au profit des
plus gros [33] (voir Fig. 1.13). Ce processus est observé dans de nombreux systèmes,
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Figure 1.11 – Image STM de 7% et 12% d’une monocouche d’argent déposée sur
un substrat de platine à 50 K. Images tirés de l’article de H. Brune et al [31].
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FIG. 11. (a) Scaled island size distributions and (b) scaled capture numbers of subislands as function of the scaled island size in the case of
compact island morphologies for fixed ! = 108 and four coverages ". The inset shows the corresponding data at fixed " = 0.2 and the four
simulated ! values.

between the capture numbers determined from the simulations
and the ones predicted by the self-consistent theory have their
origin in the linearization step used in this theory. The RE
with self-consistent capture numbers nevertheless provide a
good quantitative account of the adatom and island density.
The deviations to the correct capture numbers lead, however,
to a failure for a description of the ISD.

Integration of the RE with the simulated capture numbers
determined from the KMC simulations gives an excellent
quantitative prediction of the ISDs. For the compact islands
morphologies, it was found that coalescence events, not
considered in the RE, become relevant already at small cover-
ages well below " ! 0.15, where coalescence events do not
significantly affect the island density. Compared to the fractal
island morphologies, the coalescence rate for the compact
morphologies is much higher. The ISD is affected already
by a rather small number of coalescences, because these lead
to a reshuffling of weights for different island sizes. The lower
coalescence rate for fractal morphologies is caused by the
fact that fingers of two approaching fractal islands typically
first avoid each other, which subsequently leads to a screening
effect and a slowing down of further growth of these fingers.

Finally, we discussed the limiting curves for the scaled
ISDs when ! → ∞. For the point islands the KMC data
provide evidence that these limiting curves are independent
of the coverage, which is given by the RE prediction (7). This
means that there exists a true scaling behavior in the ! → ∞
limit, where the dependence on " is fully accounted for by
the mean island size s̄. For the growth models representing
compact and fractal island morphologies, the results indicate
that the limiting curves are dependent on ". This implies
that one needs to solve the partial differential equation
(A6) [or Eq. (A10)] to calculate f∞(x,") from C∞(x,").
Unfortunately, no successful theory exists so far to predict the
limiting curve C∞(x,") for the scaled capture numbers.

The limiting curves are also different for different mor-
phologies. Considering how sensitive the shape of the limiting
curves depends on the nonlinear behavior of the scaled capture
numbers as a function of the scaled island size, it is well
possible that the shape will also vary with details of the growth
mechanisms, even if the type of island morphology remains
essentially the same.

APPENDIX A: RATE EQUATION PREDICTION
OF THE LIMITING CURVES FOR THE SCALED

ISLAND SIZE DISTRIBUTION

For large !, s̄ ∼ N−1 ∼ !1/3 and x = s/s̄ becomes a
continuous variable, which allows one to derive a determining
equation for the scaled ISD in dependence of the scaled capture
numbers. The derivation was first presented by Bartelt and
Evans.16,17 Replacing the variable s by x and using ∂/∂(F t) =
(1 − ")∂/∂", Eq. (2) can be written in the continuum limit as

∂nxs̄

∂"
= − 1

(1 − ")s̄

[
!n1

∂

∂x
(σxs̄nxs̄) + ∂

∂x
(κxs̄nxs̄)

]
. (A1)

Defining f (x,",!) = s̄2nxs̄/", C(x,",!) = σxs̄/σ̄ , and
K(x,",!) = κxs̄/κ̄ , one has

∂

∂x
(σxs̄nxs̄) = "σ̄

s̄2

∂(Cf )
∂x

, (A2)

∂

∂x
(κxs̄nxs̄) = "κ̄

s̄2

∂(Kf )
∂x

(A3)

∂nxs̄

∂"
= −(2z − 1)f − zx

∂f

∂x
+ "

∂f

∂"
, (A4)

where z(",!) = ∂ ln s̄/∂ ln ". The reduced RE moreover
predict n1 ∼ (1 − ")/(!σ̄N ) ∼ (1 − ")s̄/("!σ̄ ) for large
! and fixed " > "x ∼ !−1/2. Inserting this relation and
Eqs. (A2)–(A4) into Eq. (A1) gives

(2z − 1)f + zx
∂f

∂x
− "

∂f

∂"
= ∂(Cf )

∂x
+ "κ̄

(1 − ")s̄
∂(Kf )

∂x
.

(A5)

Introducing the limits C∞(x,") = lim!→∞ C(x,",!),
K∞(x,") = lim!→∞ K(x,",!) and z∞(") = lim!→∞
z(",!), Eq. (A5) yields a determining equation for
f∞(x,") = lim!→∞ f (x,",!).

For lim!→∞ κ̄/s̄ = 0, one obtains

(2z∞ − 1)f∞ + z∞x
∂f∞

∂x
− "

∂f∞

∂"
= ∂(C∞f∞)

∂x
. (A6)

The condition lim!→∞ κ̄/s̄ = 0 is valid for point islands, and it
can be expected to hold also for compact island morphologies
unless atoms deposited on top of islands are essentially all
attaching to the island edge in the first layer (a situation
unlikely due to second layer nucleation on larger islands).

085403-9

Figure 1.12 – Loi d’échelle (1.5) vérifiée par des simulations Monte Carlo cinétiques,
d’après [30] et Γ = D/F .
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Figure 1.13 – Mûrissement d’Ostwald

allant de la glace ([34] pages 78 et 79) aux îlots d’argent [35]. Il a souvent été observé
expérimentalement que les cristaux croissent avec une loi de puissance en tα, où α
est un exposant qui peut dépendre de la géométrie.

Ce processus thermodynamique est rendu possible par le mécanisme suivant. Une
configuration composée de gros îlots a une énergie plus faible qu’une configuration
composée de petits îlots, car l’énergie de surface totale est relativement plus faible
avec de plus gros îlots. Par exemple si on prend le cas le plus simple de deux îlot 2D
de rayons R et R′, en gardant une taille πR2 + πR′2 constante et en faisant varier
lentement les tailles du système on obtient RdR + R′dR′ = 0. Lors d’une évolution
des tailles, l’énergie totale du système diminue si le périmètre total des îlots diminue.
Ceci est le cas quand 2π(dR + dR′) < 0, soit, en utilisant la relation précédente,
2π(1 − R/R′)dR < 0, d’où dR < 0 si R < R′ (et inversement si R > R′). On voit
donc que les petits îlots vont décroître jusqu’à disparaître (voir chapitre 8 du livre
de A. Pimpinelli et J. Villain p. 138 [4]).

Dans le cadre des systèmes étudiés dans cette thèse, le mûrissement a pour effet
de transférer par diffusion de surface des atomes des petits îlots aux plus gros îlots
car les plus petits îlots vont avoir un potentiel chimique plus grand que les gros îlots
suite aux effets élastiques.
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2. Instabilité linéaire ATG

L’instabilité d’Asaro-Tiller-Grinfeld a été décrite dans le cas de la formation de
craquelures lors de la corrosion des métaux par Asaro et Tiller en 1972 [36] puis
par Grinfeld en 1986 [37, 38], dans un cas plus proche de celui qui nous intéresse.
L’instabilité a été observée dans des systèmes assez variés, en particulier dans de
l’hélium solide sous contrainte [39, 40] ou dans des cas de solidification [41] et pour
le démouillage d’un film de polymères contraint [42].

L’instabilité morphologique ne concerne que les systèmes à (relativement) faible
désaccord de maille. Pour le cas de l’alliage SiGe cela correspond à une concentration
de Ge inférieure à 50% [14], soit un désaccord de maille d’environ 2%. Elle ne
commence à être observée qu’après le dépôt de quelques couches de mouillage dans
le cas d’une croissance Stranski-Krastanov. Dans le cas de l’hétéroépitaxie de SiGe
sur Si, l’interface reste cohérente (pas de dislocations) lorsque la diffusion de surface
est activée et pour des épaisseurs pas trop importantes [24]. Pour modéliser ce type
de système dans le régime de l’instabilité ATG, nous allons modéliser les contraintes
élastiques causées par les déformations dues au désaccord de maille (voir la figure
1.5c). Nous considérons un modèle d’élasticité linéaire et isotrope dans un film à
l’équilibre mécanique (donc avec un équilibre mécanique qui se produit en un temps
court par rapport aux temps caractéristiques de l’instabilité). Le film est périodique
dans le plan (x,y) et le substrat infiniment épais. Ces dernières hypothèses sont
raisonnables, la longueur caractéristique de l’instabilité (de l’ordre de la centaine
de nanomètres) étant faible par rapport à la surface considérée et à l’épaisseur du
substrat.

La figure 2.1 montre une image expérimentale par AFM d’un système Si0,7 Ge0,3
sur Si (100), dans le cadre du régime d’instabilité (d’après [14]). Nous allons main-
tenant ébaucher le calcul de l’instabilité d’Asaro-Tiller-Grinfeld. Tout d’abord nous
allons calculer les champs élastiques en résolvant les équations de Lamé.

J.-N. Aqua et al. / Physics Reports 522 (2013) 59–189 67

Fig. 6. (a) STM image of 40ML Si0.75Ge0.25 grown on Si(001) at 650 °C. Mounds at an early and a later stage of their height evolution are labeled ‘‘b’’ and
‘‘c’’ respectively. (b) Closeup image of the shallowmound marked in (a), consisting of a stack of (001) terraces bounded by atomic steps. (c) Closeup image
of the tall mound marked in (a), with lines indicating [001] and [01̄1] directions in the substrate plane. (d) Surface profiles along the [001]/[01̄1] lines in
(c). ‘‘S’’: single steps; ‘‘D’’: double step; dashed lines: {105} facets.
Source: from [50].

Fig. 7. Cross-sectional TEM images, viewed along a (100) direction, from a 40nm-thick Si1−xGex with x = 0.21 layer grown at 750 °C.
Source: from [51].

Fig. 8. (left) AFM top-view image of a 130nm-thick as-grown Si0.85Ge0.15 layer on a Si(001) substrate and (right) its Fourier transform.
Source: from [52].

where θ is the angle of the surface with respect to the substrate, while λd characterizes step interactions. The atomistic
results lead to a negative line energy λ0 ∼ −150 meV/at for a 2% compression where at is the terrace width at = 3.84 Å,
see Fig. 10 [68]. This estimate was corroborated by a linear elasticity analysis by computing the interaction between the step
strain field and the uniform strain in the film [70]. This property precisely allows the nucleationless evolution of these films
where a continuous deformation of an unfaceted surface starts on a nominal substrate.

Figure 2.1 – Image TEM d’un système Si0,79 Ge0,21 sur Si selon la direction (100).
L’image est issue de [43].

2.1 Champ élastique

Le calcul que nous présentons ici est inspiré du calcul effectué dans l’annexe N du
livre d’A. Pimpinelli et J. Villain [4]. Nous avons inclus quelques rappels d’élasticité
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dans l’annexe A. Dans le calcul suivant et le reste de la thèse, kx (ky) est le vecteur
d’onde de la déformation selon x (y) et :

k = |~k| =
√
k2x + k2y . (2.1)

Les calculs élastiques partent de l’équation de Lamé (voir annexe A pour sa
démonstration) :

(1− 2ν)∆~u+∇(∇~u) = ~0 , (2.2)

où ∆~u est le Laplacien vectoriel, ~u est le vecteur déplacement et ν est le coefficient
de Poisson. On définit la transformée de Fourier par rapport à ~r = (x, y) :

F(h) =
1

(2π)2

∫
d~rei

~k.~rh(~r) , (2.3)

avec ~k le vecteur d’onde et F−1 la transformée de Fourier inverse.
Nous prenons comme état de référence du système entier le substrat non déformé

(il faut donc faire attention à prendre en compte la différence de paramètre de maille
entre adsorbat et substrat puisque cet état de référence n’est pas l’état pour lequel
les contraintes sont nulles pour l’adsorbat). Dans le cas linéaire on choisit

~u = ~fα(z)e−ikxx−ikyy , (2.4)

ce qui va simplifier le calcul des dérivés selon x et y. La détermination de la solution
pour ~u nécessite la prise en compte des conditions aux limites : déplacement nul à
l’infini à l’intérieur du substrat, continuité des déplacements et des contraintes à l’in-
terface cohérente et contraintes nulles à la surface. Les observations expérimentales
[44] ont permis de déterminer que la croissance de SiGe se fait de manière cohérente,
on n’a donc pas de dislocations à l’interface entre substrat et film, ce qui justifie les
conditions de continuité à l’interface. De plus la croissance est réalisée sous vide,
et nous pouvons donc considérer que la pression à la surface du film est nulle. En
faisant l’hypothèse de l’absence de contraintes de surface on obtient la condition de
contraintes nulles en surface.

L’équation de Lamé donne alors :

(1− 2ν)∆
[
~fα(z)e−ikxx−ikyy

]
+∇

(
∇[ ~fα(z)e−ikxx−ikyy]

)
= ~0 , (2.5)

avec α = x, y, z. Nous trouvons ainsi les équations suivantes :[
−(1− 2ν)k2 − k2x

]
fx − kxkyfy − ikxdfz/dz + (1− 2ν)d2fx/dz

2 = 0 ,[
−(1− 2ν)k2 − k2y

]
fy − kxkyfx − ikydfz/dz + (1− 2ν)d2fy/dz

2 = 0 ,

k2(−1 + 2ν)fz − i(kxdfx/dz + kydfy/dz) + 2(1− ν)d2fz/dz
2 = 0 .

Nous avons ici un système d’équations différentielles ordinaires contenant trois équa-
tions du second ordre. La solution générale sera donc une combinaison linéaire de
solutions dans laquelle il y aura six constantes indépendantes à déterminer.

33



2. Instabilité linéaire ATG

Dans le cas d’une élasticité isotrope, les équations précédentes sont dégénérées,
car il existe des valeurs propres identiques. On cherche alors des solutions sous la
forme :

fα = (a1,α + a2,αz)ekz + (b1,α + b2,αz)e−kz , (2.6)

avec α = x, y, z. Du fait des équations de Lamé, les constantes a2,α et b2,α ne seront
pas des paramètres indépendants, mais des fonctions de a1,α et b1,α respectivement
que nous déterminerons.

Dans le substrat, nous cherchons des solutions dont le déplacement s’annule en
z = −∞. Les solutions en e−kz ne sont donc pas présentes dans le substrat :

f sα = (A1,α + A2,αz)ekz . (2.7)

Nous notons maintenant la solution générale de l’équation de Lamé dans le film de
la façon suivante :

f fα = (B1,α +B2,αz)e−kz + (C1,α + C2,αz)ekz . (2.8)

Afin de déterminer les constantes inconnues de ces solutions, nous utilisons les condi-
tions aux limites. D’une part, étant donné que l’interface entre le substrat et le film
est cohérente, le déplacement et les contraintes sont continues à cette interface :

~uf (z = 0) = ~us(z = 0) (2.9)

σf · ẑ|z=0 = σs · ẑ|z=0 , (2.10)

l’interface étant considérée comme plane et située en z = 0. σf et σs sont respec-
tivement les tenseurs des contraintes du film et du substrat. On rappelle que ces
tenseurs peuvent s’exprimer de la façon suivante dans le cas de l’élasticité isotrope
avec es les déformations dans le substrat et σs les contraintes :

es(i,j) =
1

2

(
∂usi
∂xj

+
∂usj
∂xi

)
(2.11)

σs =
Y

1 + ν
es − Y ν

−1 + ν + 2ν2
Tr(es)1 , (2.12)

où 1 est la matrice identité et Y le module de Young. Les mêmes lois de compor-
tement sont utilisées pour le film. Pour décrire les déformations dans le film, on
rappelle le tenseur des déformations du film :

ef(i,j) =
1

2

(
∂ufi
∂xj

+
∂ufj
∂xi

)
− 1η (2.13)

où η est le désaccord de maille défini en (1.1) ; ici nous avons pris comme état de
référence l’état du substrat non-déformé. Il est donc normal d’être dans un état
contracté isotrope en l’absence de déformation relative (~uf = ~0). On rappelle en
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particulier que la maille du germanium est 4,2% plus grande que la maille du silicium
(d’où η=4,2% dans le cas du germanium pur sur silicium). Le tenseur des contraintes
du film se déduit alors simplement du tenseur des déformations, selon la même
formule que pour les contraintes du substrat :

σf =
Y

1 + ν
ef − Y ν

−1 + ν + 2ν2
(Tr(ef ))1 . (2.14)

Afin de simplifier le modèle, nous considérons un système où les constantes élastiques
du film et du substrat sont identiques (même module de Young et coefficient de
Poisson). Les différences entre ces paramètres renormalisent les coefficients obtenus
plus bas (voir [45]). Une troisième condition traduit l’absence de pression à la surface
du solide (l’épitaxie a lieu sous vide). Les contraintes s’annulent donc en surface :

σf · ~n|z=h(x,y,t) = ~0 , (2.15)

en z = h(x, y, t) qui correspond à la surface du film, où ~n est le vecteur normal à la
surface du film (équation (2.29)).

Pour commencer la résolution du problème élastique, nous considérons le cas
d’une surface plane, la solution est alors :{

~uf0 =
(
0, 0, ηz 1+ν

1−ν

)
~us0 = ~0

. (2.16)

Nous montrerons par la suite que cette solution, dite de contrainte biaxiale, est
instable.

Quand la surface est ondulée, nous résolvons le système d’équations élastiques
dans le cadre de l’approximation de faible pente

h(x, y) = h0 + εhke
−ikxx−ikyy , (2.17)

avec ε petit, h0 une constante et hk l’amplitude de la variation de hauteur du film.
Dans le substrat, on cherche des solutions sous la forme

~us = ε( ~A1 + z ~A2)e
−ikxx−ikyy+kz . (2.18)

En résolvant l’équation de Lamé dans le substrat on obtient la valeur du vecteur
déplacement, avec trois inconnues :

usx = ε

(
A1,x +

−kxz(kxA1,x + kyA1,y + ikA1,z)

k(4ν − 3)

)
e−ikxx−ikyy+kz (2.19)

usy = ε

(
A1,y +

−kyz(kxA1,x + kyA1,y + ikA1,z)

k(4ν − 3)

)
e−ikxx−ikyy+kz (2.20)

usz = ε

(
A1,z +

−iz(kxA1,x + kyA1,y) + kzA1,z

4ν − 3

)
e−ikxx−ikyy+kz . (2.21)
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2. Instabilité linéaire ATG

Dans le film on a une solution de la forme suivante :

~uf = ~uf0 + ε( ~B1 + z ~B2)e
−ikxx−ikyy−kz + ε( ~C1 + z ~C2)e

−ikxx−ikyy+kz . (2.22)

En procédant de manière similaire, on trouve pour le déplacement dans le film :

ufx = ε
[(

B1,x +
kxz(kxB1,x + kyB1,y − ikB1,z)

k(4ν − 3)

)
e−kz +(

C1,x +
−kxz(kxC1,x + kyC1,y + ikC1,z)

k(4ν − 3)

)
ekz
]
e−ikxx−ikyy (2.23)

ufy = ε
[(

B1,y +
kyz(kxB1,x + kyB1,y − ikB1,z)

k(4ν − 3)

)
e−kz +(

C1,y +
−kyz(kxC1,x + kyC1,y + ikC1,z)

k(4ν − 3)

)
ekz
]
e−ikxx−ikyy (2.24)

ufz = ηz
1 + ν

1− ν + ε
[(

B1,z +
−iz(kxB1,x + kyB1,y)− kzB1,z

4ν − 3

)
e−kz +(

C1,z +
−iz(kxC1,x + kyC1,y) + kzC1,z

4ν − 3

)
ekz
]
e−ikxx−ikyy . (2.25)

L’utilisation des conditions aux limites permet de calculer les 9 coefficients man-
quants dans le déplacement du film et du substrat :

– la continuité des déplacements à l’interface film-substrat (en z = 0) (2.9)
– la continuité des contraintes à l’interface film-substrat (2.10)
– l’absence de contrainte à la surface du film (2.15) (en z = h(x, y, t))
Pour commencer on prend le déplacement ~u du film et du substrat en z = 0 qui

doivent être égaux. On obtient alors les coefficients :

A1,j = B1,j + C1,j , (2.26)

pour j = x, y, z. Les contraintes verticales à l’interface doivent également être conti-
nues. Ceci permet le calcul des coefficients B1,j

B1,j = 0 , (2.27)

pour j = x, y, z. Enfin on sait que les contraintes à la surface du film de hauteur
z = h(x, y, t) sont nulles, quand la pression peut être considérée comme négligeable
(c’est le cas pour l’épitaxie sous vide), d’où

σf · ~n = ~0 , (2.28)

où
~n =

1√
1 +

(
∂h
∂x

)2
+
(
∂h
∂y

)2
(
−∂h
∂x
,−∂h

∂y
, 1

)
, (2.29)
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et on en déduit les coefficients C1,j

C1,x = −ie
−h0khkkx(1 + ν)(−2 + h0k + 2ν)η

k(1− ν)
(2.30)

C1,y = −ie
−h0khkky(1 + ν)(−2 + h0k + 2ν)η

k(1− ν)
(2.31)

C1,z = −ie
−h0khk(1 + ν)(1 + h0k + 2ν)η

(1− ν)
(2.32)

Finalement on trouve un déplacement au premier ordre du film :

~uf =

 iεηhkkx (k(z − h0) + 2(1− ν)) 1+ν
k(1−ν)e

k(z−h0)−ikxx−ikyy

iεηhkky (k(z − h0) + 2(1− ν)) 1+ν
k(1−ν)e

k(z−h0)−ikxx−ikyy

ηz 1+ν
1−ν + 1+ν

1−ν

(
εηhk (1− k(z − h0)− 2ν) ek(z−h0)−ikxx−ikyy

)
 (2.33)

2.2 Potentiel chimique
À partir de la valeur du déplacement on peut déduire la densité d’énergie élas-

tique à l’aide des contraintes et des déformations dans le film [46]. Cette densité
d’énergie élastique est :

Eel =
1

2
ei,jσi,j . (2.34)

Et dans le film, l’énergie élastique à l’ordre 0 est :

E0
el =

Y η2

1− ν . (2.35)

On trouve à l’ordre 1, en utilisant les formules (2.33), (2.13) et (2.14), une énergie
élastique :

E1
el =

(
ε
2hkkY η

2(1 + ν)

(−1 + ν)

)
e−ikxx−ikyy (2.36)

qui traduit le gain en énergie élastique lorsqu’un film contraint présente une modu-
lation.

En plus des effets élastiques, il existe une contribution due à l’énergie de surface
qui vient contrebalancer le gain en énergie élastique. Cette contribution dépend de
la courbure du film, et est similaire aux effets capillaires dans les films liquides.
L’énergie de surface est simplement

F surf =

∫
d2~rγ

√
1 + ~∇h2 (2.37)

Compte tenu de l’énergie élastique et de l’énergie de surface, on trouve que la densité
de potentiel chimique est [45] :

µ = Ω(Eel + γκ) . (2.38)
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2. Instabilité linéaire ATG

Dans cette équation et le reste de la thèse, le potentiel chimique µ est sous entendu
comme étant le potentiel chimique par unité de volume et Ω est le volume atomique,
κ est la courbure du film.

2.3 Dynamique de croissance

On cherche à calculer l’évolution du système causée par la diffusion des atomes
que l’on peut déduire du potentiel chimique (2.38). Ceci est par exemple discuté
au chapitre 2 de la thèse de Roberto Bergamaschini [47] (ou dans la partie II-A de
l’article de Spencer et al [48]) et est rappelé dans l’annexe B.

Dans le cadre de la réponse linéaire, le flux de matière par diffusion est :

~J = −D∇µ , (2.39)

où D est le coefficient de diffusion de surface. L’équation de transport des adatomes,
dans le cas où celui-ci est limité par la diffusion est :

∂h

∂t
= Ω(F −∇. ~J) . (2.40)

Par souci de simplicité, nous prenons d’abord le cas où F = 0. Nous posons h =
h0 + εhk(t)e

−ikxx−ikyy, ce qui permet d’obtenir l’équation suivante :

ε
∂hk
∂t

= ε
hkk

3DΩ

1− ν
[
kγ(−1 + ν) + 2Y η2(1 + ν)

]
. (2.41)

La compétition entre les énergies de surface et élastiques permet de définir les gran-
deurs caractéristiques l0 et t0 :

l0 =
γ(1− ν)

2Y η2(1 + ν)
(2.42)

t0 =
l40

γΩD
, (2.43)

et l’équation (2.41), ainsi adimensionnée est :

∂hk
∂t

= hk(k
3 − k4) , (2.44)

qui a une solution de la forme hk = hk(0)eσte−ikxx−ikyy où σ est le taux de croissance
de l’instabilité ATG :

σ = k3 − k4 . (2.45)

Le taux de croissance a un maximum qui correspond à un nombre d’onde k = kmax.
La valeur de ce taux de croissance peut être positive, et donc permettre la croissance

38



Dynamique de croissance
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Figure 2.2 – Taux de croissance en fonction du nombre d’onde

de l’instabilité. Pour les nombres d’onde élevés (k > 1), σ est négatif, ces longueurs
d’onde sont donc stables.

La longueur de Grinfeld est la longueur d’onde correspondant au nombre d’onde
qui a le taux de croissance le plus élevé. Nous trouvons (voir Fig. 2.2) λG = 2π

kmax
,

avec

kmax = 3/4 , (2.46)

en unités adimensionnées. Dans le système dimensionné on trouve :

kmax =
3Y η2(1 + ν)

2γ(1− ν)
(2.47)

λG = 2π
2γ(1− ν)

3Y η2(1 + ν)
. (2.48)

Le système aura tendance à adopter cette longueur d’onde étant donné que c’est
cette amplitude qui croît le plus vite. La longueur d’onde dominante permet alors
d’observer une organisation, une régularité, dans la morphologie du film déposé.
Ceci peut être observé sur la figure 2.3, en particulier sur le graphique de l’espace
de Fourier.

Nous avons rappelé dans ce chapitre les bases de l’instabilité de Grinfeld, et avons
mis en évidence l’existence d’une instabilité dont le taux de croissance ne dépend
pas de la hauteur du film déposé. Pour conclure, notons que nous n’avons pas pris
en compte les effets de mouillage qui ont tendance à stabiliser les films d’épaisseur
inférieure à une certaine épaisseur Hc. Ces effets de mouillage sont abordés dans la
section suivante.
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2. Instabilité linéaire ATG

(a) Espace réel.

(b) Espace de Fourier.

Figure 2.3 – Simulation du calcul linéaire avec un désaccord de maille isotrope.
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Ajout des effets de mouillage

2.4 Ajout des effets de mouillage
Les expériences dans le mode de croissance Stransky-Krastanov ont montré l’exis-

tence d’une couche de mouillage dont l’épaisseur dépend du matériau. Pour modé-
liser cet effet nous allons introduire une dépendance de l’énergie de surface en h :

γ(h) = γ[1 + γh(h)] , (2.49)

où γ est l’énergie de surface à épaisseur infinie et γh(h) représente le terme de
mouillage. Il traduit le fait que les liaisons rompues décrites par l’énergie de surface
sont fonction de l’environnement local des atomes, qui évolue sur quelques couches
atomiques au voisinage de la surface. Nous avons pris ce dernier terme sous la forme :

γh(h) = cwe
−h/δw , (2.50)

où cw et δw représentent l’amplitude et la distance sur laquelle s’applique le potentiel
de mouillage. Ce modèle exponentiellement décroissant de l’effet du mouillage est
cohérent avec les résultats de calculs ab initio [49].

Ces effets de mouillage s’ajoutent aux termes vus précédement (2.38). Le poten-
tiel chimique en présence de mouillage s’écrit alors :

µ = Ω

(
Eel + γκ+

dγh(h)

dh

1√
1 + |∇h|2

)
. (2.51)

Ce potentiel chimique permet d’obtenir un nouveau taux de croissance :

σ = k3 − k4 − d2γh(h̄)

dh2
k2 , (2.52)

qui dépend explicitement de l’épaisseur h̄ du film. Ce nouveau terme réduit le taux de
croissance à faible épaisseur de film. Avec le mouillage décrit par l’équation (2.50), et
en utilisant des paramètre typiques (par exemple cw ∼ 0.1 et δw ∼ a, conformément
aux calculs ab initio), on constate que σ peut être négatif pour toute longueur
d’onde pour certaines épaisseurs, tandis qu’il redevient positif au delà d’une certaine
épaisseur critique (voir figure 2.4).

On peut définir une hauteur critique Hc telle que le taux de croissance soit
toujours négatif pour h̄ < Hc. Cette hauteur critique vaut

Hc = δwln

(
4cw
δ2w

)
, (2.53)

pour le mouillage représenté par l’équation (2.50). Pour toute épaisseur supérieure
à cette épaisseur critique Hc on pourra observer une instabilité.
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Figure 2.4 – Effet du mouillage sur le taux de croissance de l’instabilité, pour
des épaisseurs croissantes du film. k en unités adimmensionnées, avec une hauteur
de 0 (courbe bleue), 0.5 l0, l0 et 10 l0 (courbe rouge). l0 est défini en (2.42). Les
paramètres du mouillage sont cw = 0.1 et δw = 1.
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Chapitre 3

Instabilité de Grinfeld non-linéaire
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3. Instabilité de Grinfeld non-linéaire

Comme nous l’avons vu précédemment, l’étude linéaire de l’instabilité de Grin-
feld permet d’obtenir une dynamique temporelle qui croît exponentiellement, ce qui
va rapidement poser problème aux temps relativement longs. Pour résoudre ce pro-
blème on va dans ce chapitre rappeler le calcul de l’instabilité et mettre en évidence
les termes non-linéaires de l’énergie élastique [45]. Pour cela nous procéderons à un
développement non-linéaire en fonction de la pente de la surface que nous suppose-
rons faible. De plus nous discuterons des effets de l’anisotropie d’énergie de surface
et des effets de mouillage. Les effets d’anisotropie permettent de modéliser de façon
relativement simple les facettes des îlots, et les facettes (105) en particulier dans le
cas des îlots de SiGe.

Nous allons d’abord rappeler quelques résultats de la littérature obtenus à l’aide
du calcul non linéaire de l’instabilité, de l’ajout du mouillage et d’une modélisation
des facettes. La modélisation d’îlots sous contraintes élastiques est un sujet qui a
attiré une attention considérable. Le modèle basique ne prenant en compte que les
effets élastiques est limité. Il rend la comparaison avec les expériences difficile, par
exemple en ce qui concerne le mûrissement. De nouveaux paramètres ont été inclus
pour améliorer la compréhension du problème. En particulier les effets de mouillage
[50, 51] et les effets d’anisotropie d’énergie de surface (pour modéliser les facettes
dominantes) [52, 53].

Dans l’article de J.-N. Aqua, T. Frisch et A. Verga [45], une équation non-linéaire
et non-locale a été établie en utilisant une approximation de film mince. Cette équa-
tion a ensuite été résolue numériquement en utilisant une méthode pseudo-spectrale.
Cette méthode est avantageuse du point de vue de la rapidité du calcul par rapport
aux méthodes numériques de résolution des équations de l’élasticité par éléments fi-
nis [54]. L’équation non-linéaire a l’intérêt de ne pas nécessiter le calcul des champs
élastiques à chaque pas de temps, comme dans le cas des éléments finis. Ces différents
modèles permettent d’analyser la morphologie des systèmes étudiés (généralement
SiGe), une description de quelques uns des principaux résultats s’impose donc.

Nous présentons plus précisément les résultats obtenus précédemment par J.-N.
Aqua, T. Frisch et A. Verga, dont le modèle est présenté dans ce chapitre. Dans leur
premier article [45], l’effet du mouillage est inclus dans le calcul non-linéaire. Celui-ci
est essentiel car il empêche la formation de singularités en temps fini. L’évolution
temporelle d’un film est montrée sur la figure 3.1. Contrairement au cas du calcul
linéaire, on ne trouve plus une croissance exponentielle des modulations, qui serait
non physique, et une couche plane de mouillage se développe entre des îlots. De
plus, un mûrissement ininterrompu suivant une loi de puissance a lieu, et est visible
quantitativement dans les valeurs de la rugosité, du nombre d’îlots et du taux de
couverture par les îlots. Par exemple la densité d’îlots évolue en N(t) ∼ 1/tζ , avec
ζ = 1.3. En utilisant uniquement les effets précédemment cités les systèmes tendent
à former un seul gros îlot accompagné d’une couche de mouillage, du fait de ce
mûrissement ininterrompu.

L’ajout d’un effet d’anisotropie d’énergie de surface représentant les facettes du
système permet d’obtenir un résultat plus proche des expériences et donne lieu
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à l’apparition de plusieurs îlots aux formes pyramidales dont le mûrissement est
interrompu [55, 56]. La morphologie des îlots est effectivement assez différente, avec
des bases plutôt rectangulaires ou carrées (figure 3.2). Les densités d’îlots obtenues
en faisant le calcul numérique retranscrivent bien les résultats expérimentaux, en
utilisant des paramètres raisonnables pour le mouillage dont les caractéristiques
sont moins connues.

Le reste du chapitre porte sur des explications plus techniques sur le calcul non-
linéaire et sa résolution, plus une discussion de l’anisotropie d’énergie de surface, qui
sera utile pour comprendre l’ajout de l’anisotropie de désaccord de maille discuté
au chapitre 4.

3.1 Analyse faiblement non-linéaire

Nous allons faire un développement non-linéaire du calcul de l’élasticité en fonc-
tion d’un petit paramètre ε issu de l’approximation des faibles pentes du film. Nous
allons chercher des solutions de l’équation de Lamé sous la forme suivante :

~u = ~u0 + ε~u1 + ε2~u2 , (3.1)

où le tenseur des contraintes se décompose en

σ = σ0 + εσ1 + ε2σ2 , (3.2)

et de même pour le tenseur des déformations.
Le calcul est exact à l’interface entre substrat et film en z = 0 (dans l’hypothèse

d’un substrat parfaitement plan), mais la condition à la limite de la surface du film
ne peut être résolue de façon exacte, et l’approximation de faible pente nous donne
des solutions en puissance de ε. On rappelle que le vecteur normal à la surface est :

~n =
1√

1 + h2x + h2y
(−hx,−hy, 1) , (3.3)

et que
h(x, y) = h0 + εhke

−ikxx−ikyy . (3.4)

Pour réaliser ce calcul non linéaire nous reprenons le calcul linéaire jusqu’à l’ap-
plication de la continuité des contraintes à la surface du film (calcul des coefficients
C1,j) et poursuivons le calcul en conservant la partie en ε2 en plus des termes li-
néaires.

Le résultat du calcul à l’ordre 2 a été publié en 2007 [45] et est redémontré dans
ce chapitre. Comme indiqué précédemment, le calcul à l’ordre 1 détaillé au chapitre
2 est en fait exact en ce qui concerne la forme générale de la solution, la condition
aux limites (z → −∞) et les conditions de continuité à l’interface film / substrat. La
question est alors de refaire la condition de continuité des contraintes à la surface
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du film (2.28) en considérant les termes d’ordre 2. Cette surface est localisée en
z = h0 + εh1 .

Nous allons commencer par déterminer l’ordre 2 en ε du déplacement, avant de
l’utiliser pour obtenir le potentiel chimique non-linéaire issu de l’élasticité. Lors de
la détermination de l’ordre 2 du déplacement, il est important de ne pas oublier
que le produit de la transformée de Fourier de h par lui-même est un produit de
convolution. 1 Le calcul non-linéaire est davantage détaillé en annexe D.

À 2D (en prenant ky = 0) on trouve :

ux(kx, z) = η
1 + ν

1− ν e
k(z−h0)

∫
dkx1i

ĥ1(k1)ĥ1(k − k1)
k

{
kkx1 [1− 2ν + k(z − h0)]

+2k1kx [2(ν − 1)− k(z − h0)]
}
, (3.5)

et dans la direction verticale :

uz(kx, z) = −η1 + ν

1− ν e
k(z−h0)

∫
dkx1

ĥ1(k1)ĥ1(k − k1)
k

{
k [kxkx1(z − h0) + 2k1(1− 2ν)]

−2kxkx1(1− ν) + 2k2k1(h0 − z)
}
. (3.6)

Il reste alors à calculer le potentiel chimique produit par ce déplacement. Le
calcul de l’énergie élastique est d’abord réalisé dans un cas plus général en prenant

ui = ui,0 + εui,1 + ε2ui,2 , (3.7)

où i = x, y, z et en développant autour de z = h0+εhk. Si on prend ef = e0f+εe1f+ε2e2f
et σf = σ0

f + εσ1
f + ε2σ2

f on trouve :

Eel =
1

2

[
e0fσ

0
f + ε(e1fσ

0
f + e0fσ

1
f ) + ε2(e0fσ

2
f + e1fσ

1
f + e2fσ

0
f )
]
, (3.8)

et en remplaçant les termes en ef et σf par les termes facteurs du déplacement,
on peut alors calculer ef et σf en fonction de ui,k, puis calculer l’énergie élastique
(2.34). Une fois le calcul précédent terminé il “suffit” de prendre les termes facteurs
de ε2 et de remplacer les ui,k par les valeurs calculées précédemment, en n’oubliant
pas les produits de convolution dans les produits entre termes d’ordre 1.

Le résultat final s’exprime à l’aide de la transformée d’Hilbert, définie comme :

Hij(h) = F−1
[
kikj
k
F(h)

]
, (3.9)

avec F la transformée de Fourier et F−1 la transformée inverse. Le nouveau potentiel
chimique élastique à l’ordre 2 est :

µnlel = 2h∆h+ |∇h|2 + 4(1− ν)Hxy[hHxy[h]] +Hxx[h]2 +Hyy[h]2

+2Hxx [h (Hxx[h] + νHyy[h])] + 2Hyy [h (Hyy[h] + νHxx[h])]

+2(1− ν)Hxy[h]2 + 2νHxx[h]Hyy[h] , (3.10)

1. Ces produits de convolution peuvent être résolus plus simplement dans les calculs numériques
en faisant la transformée de Fourier inverse puis en repassant dans l’espace de Fourier.
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Analyse faiblement non-linéaire

toujours en utilisant l’adimensionnement précédent ((2.42) et (2.43)) et auquel il
faut ajouter la partie à l’ordre 1 (équations (2.35), (2.36), et (2.38)).

On peut montrer que ce potentiel chimique dérive d’une énergie élastique, avec
µel = δF el/δh. On trouve que :

F el =

∫
d~rh(~r)

[
1− 1

2
Hii(h)− |∇h|2 +Hij(h)θijklHkl(h)

]
, (3.11)

tiré de [45] et adapté au cas où film et substrat ont les mêmes constantes élastiques.
Le terme θijkl est tel que θijij = 1, θiijj = ν, θijji = −ν et θijkl = 0 dans les autres
cas, avec i, j, k, l ∈ {x, y}. Cette équation peut aussi être notée sous la forme :

F el =

∫
d~rh(~r)

[
1− 1

2
Hii(h)− |∇h|2 +Hxx[h]2 +Hyy[h]2

+2(1− ν)Hxy[h]2 + 2νHxx[h]Hyy[h]

]
, (3.12)

cette énergie libre sera utilisée au chapitre 6 pour modéliser l’élasticité dans nos
simulations Monte Carlo cinétiques.

3.1.1 Dynamique de croissance

Une fois le potentiel chimique calculé, à partir de l’effet de l’énergie de surface
(E.3) et des effets élastiques (3.10), il ne reste plus qu’à utiliser les équations d’évo-
lution de la morphologie du système. Nous avons vu précédemment comment le flux
de diffusion et l’équation d’évolution sont obtenus (section 2.3).

Nous rappelons que l’équation de diffusion de surface est :

∂h

∂t
= Ω(F −∇s. ~J) , (3.13)

en présence d’un flux F , où ∇s est le gradient de surface. L’équation complète,
incluant les termes linéaires, non-linéaires et de mouillage, de l’évolution de la mor-
phologie du film peut être écrite sous la forme :

∂h

∂t
= F + ∆

[
− (1 + γh(h)) ∆h+

(
1− 1

2
|∇h|2

)
dγh
dh
−Hxx[h]−Hyy[h]

+2h∆h+ |∇h|2 + 4(1− ν)Hxy[hHxy[h]] +Hxx[h]2 +Hyy[h]2

+2Hxx [h (Hxx[h] + νHyy[h])] + 2Hyy [h (Hyy[h] + νHxx[h])]

+2(1− ν)Hxy[h]2 + 2νHxx[h]Hyy[h]

]
, (3.14)

en utilisant les unités adimmensionnées définies en (2.42) et (2.43). Les termes en
γh(h) représentent le mouillage vu en (2.50). On retrouve la partie linéaire du calcul
dans les termes −Hxx[h]−Hyy[h] et −∆h.
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3. Instabilité de Grinfeld non-linéaire

3.2 Résolution numérique

La résolution numérique de l’équation (3.14) fait appel à une méthode pseudo-
spectrale. Le calcul fait ressortir plusieurs produits de convolution dans l’espace
de Fourier, qui seraient relativement difficiles (et longs) à calculer numériquement.
Or dans l’espace réel ces produits de convolution sont des produits simples, ce qui
est beaucoup plus facile à manipuler. Au cours du programme on utilisera donc de
nombreuses transformées de Fourier et transformées inverses, qui sont optimisées
par rapport à un calcul général d’intégrale (qui interviendrait dans les produits de
convolution), de manière à passer dans l’espace réel ou dans l’espace de Fourier,
selon ce qui simplifie le plus les calculs. En pratique des transformées de Fourier
discrètes sont utilisées (bibliothèque de fonctions fft pour C++).

La résolution en elle-même est une méthode pseudo spectrale utilisant une mé-
thode de différentiation Runge-Kutta du 4e ordre décrite dans [57] ou [58]. Nous
allons décrire cette méthode un peu plus en détail. On prend L la partie linéaire
(constante) de l’équation (2.40) et N sa partie non linéaire. L’équation est donc de
la forme :

ḣ = Lh+N (h, t) . (3.15)

Pour commencer, on met un facteur e−Lh à l’équation précédente, et on l’intègre
entre tn et tn+1 = tn + dt :

h(tn+1) = h(tn)eLdt + eLdt
∫ dt

0

e−LτN (h(tn + τ), tn + τ)dτ , (3.16)

on cherche alors une approximation à cette équation. On prend N constant entre tn
et tn+1, et on obtient :

h(tn+1) = h(tn)eLdt +
(eLdt − 1)

L N (h(tn), tn) , (3.17)

l’erreur est alors de dt2Ṅ /2.
La méthode de Runge-Kutta du second ordre consiste à reprendre l’équation

(3.17), ce qui permet d’obtenir une première étape :

an = hne
Ldt +

(eLdt − 1)

L N (h(tn), tn) , (3.18)

où hn = h(tn). Une nouvelle approximation de N est prise entre tn et tn+1,

N = N (hn, tn) + (t− tn) (N (an, tn + dt)−N (hn, tn)) /dt+O(dt2) (3.19)

et est utilisée dans l’équation (3.16) pour donner la fin de la méthode :

h(tn+1) = an + (N (an, tn + dt)−N (hn, tn))
(eLdt − 1− Ldt)

Ldt2 , (3.20)
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Résultats

où l’erreur est −dt3N̈ /12.
La méthode de 4e ordre n’est pas redémontrée ici, et donne, pour un intervalle

de temps dt entre deux étapes n et n+ 1 du calcul :

an = eLdt/2hn + L−1(eLdt/2 − I)N (hn, tn) (3.21)

bn = eLdt/2hn + L−1(eLdt/2 − I)N (an, tn + dt/2) (3.22)

cn = eLdt/2an + 2L−1(eLdt/2 − I) (N (bn, tn + dt/2)−N (hn, tn)) (3.23)

hn+1 = eLdthn +
1

(dt)2L3

(
N (hn, tn)[−4− Ldt+ eLdt(4− 3Ldt+ (Ldt)2]

+2(N (an, tn + dt/2) +N (bn, tn + dt/2))[2 + Ldt+ (−2 + Ldt)eLdt]
+N (cn, tn + dt)[−4− 3Ldt− (Ldt)2 + eLdt(4− Ldt)]

)
. (3.24)

Techniquement, les résolutions numériques que nous avons effectuées reprennent
ces quatre étapes en utilisant les termes linéaires et non-linéaires appropriés. La
partie non-linéaire est calculée en alternant entre l’espace de Fourier pour les dérivés
et l’espace réel pour les produits entre fonctions de h. La partie linéaire de l’équation
(3.14) est L = k3 − k4.

3.3 Résultats
La résolution numérique permet d’obtenir les résultats montrés sur la figure 3.1 en

ne prenant en compte que le mouillage et l’élasticité non linéaire. Le mûrissement du
système est ininterrompu dans le cas d’une énergie de surface isotrope et interrompu
dans le cas où les facettes sont prises en compte [45, 55, 56].

Dans le cas où l’on considère seulement les effets élastiques et de mouillage [45],
des lois de puissance sont observées pour l’évolution de la rugosité et de la densité
d’îlots. On rappelle que la rugosité w est définie par :

w =
√
〈h2〉 − 〈h〉2 , (3.25)

où h est la hauteur du film. Plus précisément, dans le cas sans flux (recuit), la densité
d’îlots N(t) et la rugosité w(t) évoluent en loi de puissance :

w(t) ∼ tβ , (3.26)

N(t) ∼ 1

tζ
, (3.27)

avec dans le cas d’un système 3D des valeurs de β = 0.7 et ζ = 1.3 (voir la figure 3.3).
Le mûrissement est donc ininterrompu et, dans les cas 2D, on peut même observer le
mûrissement jusqu’à la formation d’un îlot unique. Il est également remarquable que
les exposants observés ne correspondent pas aux exposants habituels du mûrissement
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3. Instabilité de Grinfeld non-linéaire

cific, we selected parameters depicting a Si0.8Ge0.2 film on a
Si substrate with ! f =0.278, "1=2.44, "2=2.52, and "2

*

=2.34, leading to l0=200 nm and, with the value of the dif-
fusion parameter D given in Ref. 12, t0=8 h at 750 °C !see
Ref. 4". In fact, thanks to space and time rescaling, only ! f
and "2

* /"2 are the relevant parameters for characterizing
Eqs. !4" and !7". The wetting potential is described in an
indicative way by cw=0.05 and #=0.005. The initial condi-
tion is a flat film perturbed by a small noise with a mean
initial height h0. As shown in Figs. 1 and 2, a film with h0
$hc is first destabilized by the morphological instability,
which generates surface undulations according to the linear
growth. This stage is then quickly replaced by a nonlinear
one, which, in fact, does not display any singularity. Instead,
islands emerge and grow without moving and with a decreas-
ing aspect ratio, surrounded by a wetting layer smaller than
hc which allows surface transport and the subsequent islands
ripening. Studying parity in h of the different terms in Eq.
!6", one concludes, following Ref. 15, that the last nonlinear
nonlocal term drives the surface toward smooth peaks and
deepening and sharpening valleys, which would lead to sin-
gularities. However, the wetting effects included in %!h" en-
force here a higher energetic cost for small h and, thus, sta-
bilize the system. In fact, both nonlocal nonlinearity and
wetting are crucial for regularizing the dynamics of the in-
stability, which we now characterize by its final state and
time dependence.

B. Equilibrium properties

Within the present model, the system evolves continu-
ously in both two dimensions and three dimensions toward

an equilibrium state characterized, when h0$hc, by a single
stable island in equilibrium with a wetting layer of height hwl

!see, e.g., Fig. 1", whereas when h0&hc, the final stage is a
flat film of height hwl=h0. The equilibrium properties !hwl,
island volume V measured above hwl, etc." depend only on
the homogeneous chemical potential !2" and on the sign of
h0−hc for large enough L. Computing ' and V at equilibrium
as parametric functions of the film volume Vf, we find that
when h&hc, '=%!!h" increases with Vf until Vc

f =L2hc,
whereas when h$hc, ' depends only on V and is monoto-
nously decreasing in both two dimensions and three dimen-
sions similar to Ref. 17 !see Fig. 3". Hence, in a regime of
well-separated islands, bigger ones should always grow by
surface diffusion at the expense of smaller ones. We also
compute the equilibrium maximum height hmax as function of
the initial height h0 !see Fig. 4". The system undergoes a
discontinuous bifurcation as the difference hmax−h0 jumps at
the transition height hc, which agrees within a few percent
with the linear estimate hc#0.036, corresponding to 7 nm.
This first-order-like transition, also shown in the '!V" plot of
Fig. 3, is at stake in similar instabilities.21

C. Dynamical properties

Finally, to describe quantitatively the dynamics of island
growth, we compute the surface roughness w!t"= !$h2%
− $h%2"1/2, number of islands N!t", and the island surface cov-
erage (!t".25 Both 2D and 3D simulations reveal a noninter-
rupted coarsening with power-law behavior w!t"& t), N!t"

(b)

(a)

(c)

FIG. 2. !Color online" Space-time evolution obtained by Eq. !4"
with t=3.9 !a", 8.3 !b", and 13.9 !c".
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FIG. 3. Equilibrium surface chemical potential !2" as function of
the flat film volume V=Vf when h&hc, and of the island volume V
when h$hc in !a" two dimensions and !b" three dimensions.

NONLINEAR EVOLUTION OF A MORPHOLOGICAL… PHYSICAL REVIEW B 76, 165319 !2007"

165319-3

Figure 3.1 – Évolution temporelle d’un système après résolution numérique du
calcul non-linéaire (d’après 3.1). Les temps adimensionnés sont 3,9 pour (a), 8,3
pour (b) et 13,9 pour (c).

elastic energetic calculations by Tersoff and Tromp,67 which
shows that small islands adopt a compact symmetric shape
while larger ones minimize their energy with an elongated
shape.

B. Interrupted coarsening

In all the cases under investigation, island coarsening
stops after some time during annealing and the surface prop-
erties display plateaux, see Figs. 6–8. The surface is then
characterized by an assembly of square- or !less frequent"
rectangular-base pyramids, see Fig. 5. Contrarily to the iso-
tropic case,40,41 the coarsening is interrupted due to the ad-
ditional ingredient of the surface energy anisotropy. The an-
isotropy amplitude is a natural parameter for the interrupted
coarsening to happen, and we checked by lowering the mag-
nitude of the variation in !n that isotropic islands continu-
ously coarsen when anisotropy is too low. This is the case for
example when !n is −0.3% lower than its value for the !001"
direction which is −0.7% lower than the value for large
slopes. Eventhough, a small anisotropy as the one considered
in Sec. II B is sufficient to originate a complete change in
Ostwald ripening.

This scenario is in accord with the experimental findings
by Berbezier et al.29 showing that a 18 h anneal of Si/Ge
islands grown after the elastic instability leads to an assem-
bly of pyramidal islands which do not evolve. The compari-
son is also interesting as regards the surface morphology.
The simulations together with the experiments reveal an as-
sembly of islands with a noticeable size inhomogeneity and
spatial disorder, see Fig. 10 eventhough the first stages of the
instability were rather regular. This interrupted coarsening is
intrinsically kinetic as we checked that for a given quantity
of matter, starting with a noisy flat film or with a pyramidal
shape drives the film in the first case to an assembly of dense
islands and in the second case to a single island with a large
exclusion zone.

The resolution of the elastic problem available through
Eq. !32", allows to perform large-scale simulations of the
surface properties and compute the statistical properties of
the islands resulting from the interrupted coarsening. An ex-
perimentally relevant parameter that we can vary here is the
total amount of matter given by hfin. As shown in Fig. 11,

the island density first increases strongly when
hfin"hc#8 ML and then saturates !and slightly diminishes"
after hfin#12 ML. It is worth noting that the saturation oc-
curs concomitantly with the introduction of rectangular-base
pyramids supported by energetic considerations.67 This satu-
ration is not due to steric effects as it happens for a density
lower than the upper bound resulting from steric arguments.
Indeed, when one considers square-base pyramids with a
base B and mean distance d, writing B#d and assuming that
all matter is collected by islands, leads to the upper bound
hfin#d /30 which is 30 ML given the typical mean distance
d#10 in units of l0 as revealed by the simulations. On the
other hand, as shown on Fig. 12, the island mean volume is
a nonmonotonous function of the quantity of matter, as it first
decreases with hfin before rising. The first decrease can be
understood if one considers the initial stronger than linear
increase in the island density with hfin, see Fig. 11, in con-
junction with mass conservation which relates linearly the
total amount of matter with hfin. The following increase is
merely linear and is related to the density saturation while
hfin increases. Hence, varying solely the quantity of matter
results in a change in both the mean island volume or island
density in a coupled evolution.

FIG. 9. !Color online" Stationary regime of the numerical simu-
lation of Eq. !32" for hfin=15.2 ML and anneal time of 500 min.

FIG. 10. !Color online" !top" Courtesy of Berbezier !Ref. 29".
AFM image. 18 h anneal of a Si0.75Ge0.25 50 Å thick film during an
annealing at 550 °C. The $110% direction is horizontal. !bottom"
Stationary regime resulting from the numerical simulations after
annealing during 30 min.

JEAN-NOËL AQUA AND THOMAS FRISCH PHYSICAL REVIEW B 82, 085322 !2010"

085322-8

Figure 3.2 – Résolution de l’équation d’évolution non-linéaire incluant une ani-
sotropie d’énergie de surface (d’après [55]). 15,2 MC ont été déposées, et la figure
correspond à 500 min de recuit.
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Résultats

!1/ t!, and ""t#!1/ t# "see Figs. 5–7#. For 2D systems, we
find $=0.26, !=0.59, and #=0.43 over nearly three decades.
Similarly, over the last time decade of the 3D simulations,
we find $=0.7, !=1.3, and #=0.8, which are noticeably de-

parting from the 2D values, illustrating the difference be-
tween diffusion process over a one- or two-dimensional sur-
face.

Significant discrepancies can be noted with the dynamical
behavior found in Ref. 6 "coarsening termination# and Ref. 7
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(b) Nombre d’îlots.

Figure 3.3 – Rugosité et densité d’îlots en fonction du temps. Source [45].

d’Ostwald sur une surface. L’effet des interactions élastiques à longue portée se fait
ainsi sentir aussi sur la dynamique de mûrissement.

Au contraire, les études incluant l’anisotropie d’énergie de surface [55, 56] (voir
la figure 3.2) donnent un mûrissement interrompu. Ceci est visible par exemple sur
la figure 3.4, où on peut observer que la rugosité cesse d’augmenter après un certain
temps. L’interruption du mûrissement a été expliquée par le fait que la différence
de potentiel chimique entre les îlots, qui est la cause du mûrissement d’Ostwald,
devient très faible entre des îlots de forme similaire [56]. La méthode utilisée pour
inclure ces effets est décrite en annexe E.
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3. Instabilité de Grinfeld non-linéaire

We have chosen six different values for
hfin= !9.0,9.2,10.2,12.2,15.2,20.2" ML labeled
!a ,b ,c ,d ,e , f". These values are chosen above hc but not too
large in order to avoid the appearance of large isotropic is-
lands which relax more efficiently the stress but would, in
connection with Si/Ge films, require additional preferential
directions, see, e.g., Ref. 45. For the !a ,b ,c ,d" cases, the
roughness, surface coverage and island density barely in-
crease before annealing so that most of the dynamical evo-
lution takes place during annealing. These doglegged curves
display inflection points which are shifted to the left when
hfin increases, indicating that the evolution occurs sooner for
thicker films as a result of the dependence of the growth rate
!!k" on h0 which is characterized by larger positive regions

in k as h0 increases. The latter dependence is a consequence
of the wetting potential.41 On the other hand, in the cases !e"
and !f", the islands !which already entered their nonlinear
stage" arise during growth. This is notably visible for the
case !f" in the roughness and coverage plots in Figs. 6 and 7.
After the initial exponential increase, the roughness and cov-
erage time evolution is linear when fully facetted pyramids
are present. These islands evolve in a self-similar manner as
their aspect ratio is kept fixed by the preferential orientations
and their height increases linearly with time during growth
due to mass conservation. Consequently, their coverage and
roughness increase merely linearly while their density is
roughly constant, see Fig. 8. However, a careful study of
Figs. 7 and 8 reveals that the island density and !less
pronouced" island coverage slightly decrease after reaching
their maximal value, as some coarsening occurs where small
isotropic prepyramids disappear to the benefit of large pyra-
mids. Finally, we note that the morphology of the growing
islands is also modified by the amount of matter. For low
hfin, the pyramids are always square base while for higher
hfin, i.e., in the cases !e" and !f", the islands adopt mainly a
square-base shape but some of them are rectangular pyra-
mids, see Fig. 9. This observation can be rationalized by the

FIG. 5. !Color online" Stationary regime of the numerical simu-
lations of Eq. !32". The box of size is L=128l0 with l0=27 nm
while the total amount of matter is hfin=9.0 ML !top" and 20.2 ML
!bottom". The anneal time is 300 min !top" and 250 min !bottom".
The movie of the time evolution is available online !Ref. 66".
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FIG. 6. Numerical simulations of Eq. !32". Evolution of the
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FIG. 8. Numerical results of Eq. !32". Evolution of the island
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Figure 3.4 – Évolution temporelle de la rugosité au cours du dépôt et du recuit,
les flèches indiquent le temps où le dépôt cesse pour chacune des courbes. Source :
[55].
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Instabilité de Grinfeld anisotrope
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4. Instabilité de Grinfeld anisotrope

Des observations, notamment par AFM, de nanostructures allongées sur une sur-
face semi-polaires ont été effectuées dans le laboratoire CRHEA [20] après un dépôt
de GaN sur Al0.5Ga0.5N. Ces structures ont des propriétés optiques assez différentes
des structures habituellement observées, en particulier une émission de photolumi-
nescence à plus haute énergie, ce qui permet d’émettre dans l’ultraviolet. Nous avons
tenté de modéliser la croissance de ces nanostructures qui pourraient avoir des ap-
plications à travers la fabrications de DEL émettant dans l’ultraviolet : purification
d’eau, remplacement des lampes à mercure, etc... Cette croissance s’effectue selon le
mode Stransky-Krastanov avec un désaccord de maille relativement faible de 1,5%
en moyenne. La particularité de ce désaccord est son anisotropie, qui induit une
anisotropie de contrainte élastique dans le plan de croissance. Il est respectivement
de 1,24 et 1,78% selon les directions [1-100] et [-1-123]. Les nanostructures formées
ont tendance à avoir une forme allongée avec une longueur selon la direction [1-100]
au moins deux fois supérieure à leur longueur selon [-1-123] (voir la figure 4.1).

The measured root mean square (rms) roughness is 4.36 nm.
The GaN surface shows domains elongated along [-1-123].
This microstructure is typical of (11-22)-oriented GaN epi-
taxial layers grown on sapphire substrate.26,27 Note that, in
general homoepitaxial (11-22) GaN layers do not present
any anisotropy of the surface morphology.28,29 However for
specific growth conditions, a hatch along the [-1-123] can
be observed.29 This seems to indicate that the surface struc-
turation is due to a combined effect of strain and surface
energy. The AFM profiles along the in-plane [-1-123] and
[1-100] perpendicular directions evidence the presence of
this specific corrugation on the surface. The surface mor-
phology observed at the same scale on Al0.5Ga0.5N layers
grown by MBE is fairly similar, although the corrugation is
not visible at the reduced scale of Fig. 3(a). X-ray diffraction
reciprocal space map seems to indicate that the 800 nm-thick
Al0.5Ga0.5N layers are quasi-fully relaxed along [1-100]. But
our diffraction data are not sufficient to extract precise infor-
mation about the strain state of Al0.5Ga0.5N layers along
[-1-123] direction. AFM images of the top GaN nanostruc-
tures plane are shown in Figs. 3(b)–3(f) for GaN-4, GaN-6,
GaN-9, GaN-12, and GaN-16, respectively. These images
clearly confirm the occurrence of a 2D-3D surface morphol-
ogy transition. When a small amount of GaN is deposited
(GaN-4), the surface morphology is dominated by the pres-
ence of isolated islands. For larger amounts (6-16 GaN MLs),
the GaN morphology and spatial distribution evolve towards
elongated nanostructures. In other words, when we increase
the deposited GaN amount, the width of the nanostructures

preferentially increases along the [1-100] direction. Actually,
these islands are quasi-fully coalesced along [1-100] for GaN-
16 (see Fig. 3(f)). The average planar aspect ratio, l[-1-123]/
l[1-100], where l[-1-123] and l[1-100] are the nanostructure in-
plane lengths along [-1-123] and [1-100], respectively, is
always found smaller than 1, confirming that the nanostruc-
tures tend to be elongated along [1-100] (Table I). In fact, l[-1-
123] does not depend on the amount of GaN deposited,
whereas l[1-100] increases with the deposited GaN amount.

On the other hand, the aspect ratio between the island
height and the island width varies from 0.2 to 0.1 along the
[-1-123] direction and from 0.13 to 0.07 along the [1-100]
direction for samples GaN-4 and GaN-12, respectively. This
implies that the carrier confinement is mainly dominated by
confinement along the growth axis [11-22]. It should be
noted that these elongated nanostructures are moreover
aligned along [1-100] as previously noted for the case of
GaN QDs on AlN (11-20).30,31 Different explanations may
be proposed for this behaviour. First, this anisotropy could
be driven by the lattice mismatch anisotropy between GaN
and Al0.5Ga0.5N.

32,33 For GaN/Al0.5Ga0.5N, the lattice mis-
match is 1.78% along the [-1-123] direction, while it is only
1.24% along the [1-100] direction (see Table II). A second
possible explanation can be related to the fact that the inter-
section of the numerous BSFs with the surface is along
[1-100] and may act as nucleation centers for GaN nano-
structures.34,35 To get insights in the morphology of the
encapsulated GaN nanostructures, we now consider the
results of the TEM investigation. Fig. 4 presents cross-
section high-resolution TEM (HRTEM) images of GaN-6
viewed along the [-1-123] (Fig. 4(a)) and [1-100] zone axes
(Figs. 4(b) and 4(c)). TEM images clearly confirm the aniso-
tropic morphology of the nanostructures. Along the [-1-123]
zone axis, we observe a continuous GaN film with a slight
thickness modulation (Fig. 4(a)). On the other hand, in the
perpendicular (1-100) plane, the nanostructures have a limited
width (15-20 nm). It should be noted that the shape of the
nanostructures in this plane is asymmetric: a sharp facet is
present on the right-hand side of the figure, whereas a more
rounded shape is observed on the left-hand side. This

FIG. 3. (Color online) AFM micrographs (500! 500 nm2) of GaN/
Al0.5Ga0.5N (11-22) nanostructures for different deposited GaN amounts:
0 ML (a), 4 MLs (b), 6 MLs (c), 9 MLs (d), 12 MLs (e), and 16 MLs (f).

TABLE I. Dimensions of the GaN nanostructures grown on Al0.5Ga0.5N as
a function of the amount of nominally deposited GaN.

4 MLs 6 MLs 9 MLs 12 MLs 16 MLs

l[-1-123] (nm) 15-20 16-22 16-25 17-25 17-25

l[1-100] (nm) 16-18 20-30 32-46 37-45 —

Height (nm) 1.2 2.3 3.1 3.7 —

TABLE II. In-plane lattice parameters and mismatches for (11-22) plane of

the III-nitrides with wurtzite structure (Ref. 17).

GaN AlN Al0.5Ga0.5N

d[1-100] (Å) 2.76 2.69 2.72

d[-1-123] (Å) 6.08 5.87 5.98

|Dd/d|[1-100] (%) 0 2.5 1.24

|Dd/d|[-1-123] (%) 0 3.6 1.78

084318-3 Kahouli et al. J. Appl. Phys. 110, 084318 (2011)

Author complimentary copy. Redistribution subject to AIP license or copyright, see http://jap.aip.org/jap/copyright.jsp

Figure 4.1 – Images par microscopie à force atomique de la croissance d’îlots semi-
polaires (11-22) de GaN sur Al0,5Ga0,5N avec des dépôts respectifs de 0, 4, 6, 9, 12,
16 MC de GaN pour les figures (a) à (f). Figure tirée de [20].
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Modélisation élastique linéaire

x
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z

Figure 4.2 – Schéma d’un film contraint sur un substrat, où la contrainte n’est pas
isotrope. Ici la contrainte selon ŷ est plus importante que celle selon x̂.

Pour rendre compte de cette anisotropie observée, nous avons introduit dans
notre modèle continu l’anisotropie de désaccord de maille. Ainsi, nous avons enri-
chi notre modèle d’instabilité ATG en introduisant cette différence de désaccord de
maille entre deux directions. Nous présentons tout d’abord les résultats de l’ana-
lyse de stabilité linéaire. Elle révèle le rôle crucial de l’anisotropie qui engendre une
augmentation du rapport d’aspect des îlots et du taux de croissance de l’instabi-
lité. Nous effectuons ensuite une analyse non-linéaire afin d’étudier la dynamique
du mûrissement des îlots par la résolution numérique des équations non-linéaires.
Nous montrons l’influence de l’anisotropie de désaccord de maille sur la dynamique
de croissance en observant l’évolution de la rugosité et des morphologies des îlots
produits.

4.1 Modélisation élastique linéaire

Nous modélisons le système comme étant un film plus contraint dans une direc-
tion (ici ŷ) que dans l’autre (ici x̂), voir la figure 4.2. Nous reprenons alors le calcul
linéaire du cas isotrope, présenté au chapitre 2, mais en choisissant un désaccord de
maille dont la valeur est différente dans deux directions différentes. Nous définissons
η̄ le désaccord de maille moyen et δη la différence de désaccord de maille entre les
deux directions orthogonales principales. Le désaccord de maille entre le film et le
substrat dans les trois directions est donc :η̄ − δηη̄ + δη

η̄

 . (4.1)

55



4. Instabilité de Grinfeld anisotrope

Le calcul du déplacement dans le film à l’ordre 0 donne une solution qui ne fait
intervenir que le désaccord moyen η̄ :

~u0 =

 0
0

zη̄ 1+ν
1−ν

 . (4.2)

Nous effectuons le calcul linéaire du déplacement dans le film, avec un désac-
cord de maille anisotrope. En revanche nous considérons des constantes élastiques
isotropes. La méthode employée est ainsi similaire à celle utilisée pour le calcul avec
un désaccord isotrope. L’équilibre mécanique impose l’équation de Lamé dans le
substrat et le film :

(1− 2ν)∆~uα +∇(∇~uα) = ~0 , (4.3)
avec α = f pour le film et α = s pour le substrat. Le désaccord anisotrope est
introduit lors du calcul du tenseur des déformations du film (2.13) :

ef(i,j) =
1

2

(
∂ufi
∂xj

+
∂ufj
∂xi

)
−

η̄ − δη 0 0
0 η̄ + δη 0
0 0 η̄

 . (4.4)

Le tenseur des contraintes, toujours donné dans le cas de l’élasticité isotrope, donne :

σf =
Y

1 + ν
ef − Y ν

−1 + ν + 2ν2
(Tr(ef ))1 , (4.5)

où l’anisotropie de désaccord de maille est incluse à travers l’équation (4.4). Nous
appliquons ensuite les conditions aux limites, comme dans les chapitres 2 et 3 :
continuité des contraintes et des déformations à l’interface entre substrat et film,
et contrainte nulle à la surface du film. L’application de ces conditions donne le
déplacement à l’ordre linéaire de la perturbation de la surface du film h(~r) = h0 +

εhke
i~k.~r dans le film :

ux =
iεhkkxe

−h0k+kz−i~k.~r

k4(1− ν){
η̄
[
k4(z − h0)(1 + ν) + 2kν(1− ν)(k2x + k2)

]
+δη

[
k(1− ν)(k2y − k2x)(z − h0)− 2νk2yk(1− ν)

] }
(4.6)

uy =
iεhkkye

−h0k+kz−i~k.~r

k4(1− ν){
η̄
[
k4(z − h0)(1 + ν) + 2kν(1− ν)(k2y + k2)

]
+δη

[
k(1− ν)(k2x − k2y)(z − h0)− 2νk2xk(1− ν)

] }
(4.7)

uz =
η̄(ν + 1)z

1− ν +
hkε(h0k − kz − 2ν + 1)

k2(ν − 1)
e−h0k+kz−i

~k.~r[
η̄(k2x + k2y)(ν + 1) + δη(k2y − k2x)(1− ν)

]
. (4.8)
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Modélisation élastique linéaire

La présence de l’anisotropie de désaccord de maille brise naturellement la symétrie
entre les directions x et y.

En procédant comme au chapitre 2 (voir équation (2.34)) nous calculons le po-
tentiel chimique élastique, que nous décomposons de la manière suivante :

µ = µiso + µanis, (4.9)

où µiso, le potentiel chimique du cas isotrope (proportionel à η̄2), est identique à celui
du chapitre 2, et µanis est un nouveau terme lié au désaccord de maille anisotrope
et proportionnel à η̄δη et δη2. Les anciens et nouveaux termes sont respectivement :

µiso =
Y η̄2

1− ν + ε
2hkkY η̄

2(1 + ν)

(−1 + ν)
, (4.10)

µanis =
2εδη2hkY

(1 + ν)k3

(
(k4x + k4y)(ν − 1)− 2δηk2xk

2
y(ν + 1)

)
+

Y δη2(ν − 1)

(ν − 1)(1 + ν)
+

2εδηη̄hkY

(1 + ν)k3

(
2(ν + 1)(k4x − k4y)

)
. (4.11)

Nous adimensionnons ensuite le calcul, avec

l0 =
γ(1− ν)

2E(1 + ν)η̄2
, (4.12)

t0 =
l40

γMΩ2
. (4.13)

Nous définissons un facteur d’anisotropie de désaccord de maille relatif

δa = δη/η̄ . (4.14)

Le potentiel chimique vu en (4.9) est ensuite inséré dans l’équation d’évolution,
comme vu précédemment dans le cas isotrope. Au final nous trouvons le taux de
croissance :

σ = −k4 + k3 +
2δa(1− ν)

(
k4y − k4x

)
k(ν + 1)

+
δ2a(1− ν)

[
(1− ν)(k4x + k4y) + 2k2xk

2
y (ν + 1)

]
k(ν + 1)2

, (4.15)

où l’on reconnaît le facteur−k4 + k3 de l’équation (2.45) correspondant à la partie
isotrope. La figure 4.3 montre le taux de croissance en fonction de kx et ky. Le
maximum du taux de croissance n’est plus sur un cercle tel que kmax =

√
k2x + k2y =

3/4. Le maximum du taux de croissance est en

ky =
3 [δη + η̄ + ν(η̄ − δη)]2

4η̄2(1 + ν)2
, (4.16)

avec kx = 0. Une direction de croissance va donc dominer par rapport aux autres.
Nous verrons dans la section 4.4 comment ceci affecte la croissance de l’instabilité.
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4. Instabilité de Grinfeld anisotrope

Figure 4.3 – Taux de croissance en fonction de kx et ky pour δa = 0.18. On observe
la présence de deux maxima pour kx = 0 et ky = ±0.86.
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Énergie élastique non linéaire anisotrope

4.2 Énergie élastique non linéaire anisotrope
De même que dans le cas isotrope (chapitre 3), le calcul effectué est exact à

l’interface entre le film et le substrat. Nous déterminons donc les nouveaux termes
non-linéaires en prenant la condition de contrainte nulle à la surface en h(~r) du film.
Le calcul est détaillé davantage dans l’annexe D. Les nouveaux termes proportionnels
à δηη̄ de densité d’énergie élastique à la surface du film à l’ordre 2 en ε sont :

µnlel,anis =
2δηη̄Y

1− ν

(
− (hx)

2 + (hy)
2 + (1− 2ν)(Rxxx(ihhx)−Ryyy(ihhy))

−2(1−ν2)(Hxx[h]2−Hyy[h]2)+h(3−2ν)(hyy−hxx)−2ν(1−ν)(Tyyyy[h]2−Txxxx[h]2)

− 4ν(1− ν)(Txyyy[h]2 − Txxxy[h]2)− 8ν(1− ν)(Txyyy[hTxyyy[h]]− Txxxy[hTxxxy[h]])

− 4ν(1− ν)(Tyyyy[hTyyyy[h]]− Txxxx[hTxxxx[h]])

+ 4(1− ν2)(Hyy[hHyy[h]]−Hxx[hHxx[h]])

)
, (4.17)

auxquels il faut ajouter les termes isotropes, proportionnels à η̄2, donnés en (3.10).
Nous avons négligé les termes en δη2, en supposant δη petit devant η̄. Les opérateurs
utilisés dans l’équation (4.17) sont :

Hij[h] = F−1
[
kikj
k
F(h)

]
(4.18)

Rijk[h] = F−1
[
kikjkk
k2
F(h)

]
(4.19)

Tijkl[h] = F−1
[
kikjkkkl
k3

F(h)

]
, (4.20)

où l’opérateur H est repris du calcul isotrope. Au final le potentiel chimique élas-
tique, qui est donné par la densité d’énergie élastique à la surface du film, est :

µel = µiso + µanis + µnlel + µnlel,an (4.21)

où les trois premiers termes proviennent des équations (4.10), (4.11), (3.10), et le
dernier terme correspond à celui de l’équation (4.17).

La densité d’énergie élastique à la surface vue en (4.17) est bien le résultat
d’une dérivée fonctionnelle d’une énergie libre. Nous montrons ici que les termes du
calcul de potentiel chimique correspondent effectivement au résultat d’une dérivée
fonctionnelle, tous les termes sont normalisés par Y/(1−ν). Nous indiquons d’abord
le terme du potentiel chimique, puis le terme dont il est la dérivée fonctionnelle.

En effet, le terme

− 4ν(1− ν)(Txyyy[h]2 − Txxxy[h]2)− 8ν(1− ν)(Txyyy[hTxyyy[h]]− Txxxy[hTxxxy[h]])
(4.22)
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4. Instabilité de Grinfeld anisotrope

dans µnlel,an correspond à la dérivée fonctionnelle de

− 4ν(1− ν)

∫
d~r(Txyyy[h]2 − Txxxy[h]2)h(~r) , (4.23)

tandis que

− 2(1− ν2)(Hxx[h]2 −Hyy[h]2) + 4(1− ν2)(Hyy[hHyy[h]]−Hxx[hHxx[h]]) (4.24)

dérive de
− 2(1− ν2)

∫
d~r(Hxx[h]2 −Hyy[h]2)h(~r) , (4.25)

et

− 2ν(1− ν)(Tyyyy[h]2 − Txxxx[h]2)− 4ν(1− ν)(Tyyyy[hTyyyy[h]]− Txxxx[hTxxxx[h]])
(4.26)

dérive de
− 2ν(1− ν)

∫
d~r(Tyyyy[h]2 − Txxxx[h]2)h(~r) , (4.27)

et enfin,

− (hx)
2 + (hy)

2 + (1− 2ν)[Rxxx(ihhx)−Ryyy(ihhy)] + h(~r)(3− 2ν)(hyy(~r)− hxx(~r))
(4.28)

dérive de∫
dr[(hx)

2 − (hy)
2] + (1− 2ν)

∫
d~r(Rxxx[ihhx]−Ryyy[ihhy])h(~r) . (4.29)

Au final µnlel,an est bien la dérivée fonctionnelle telle que µnlel,an = δF el
anis/δh, où :

F el
anis = 2δηη̄

∫
d~r

(
h4ν(1− ν)(−Txyyy[h]2 + Txxxy[h]2) + (hx)

2 − (hy)
2

−2ν(1− ν)h(Tyyyy[h]2 − Txxxx[h]2)− 2(1− ν2)h(Hxx[h]2 −Hyy[h]2)

+(1− 2ν)h(Rxxx[ihhx]−Ryyy[ihhy])

)
. (4.30)

Dans la section suivante nous allons présenter le modèle de la croissance dans le cas
du GaN.

4.3 Modèle de transport de la matière

Traditionnellement, dans le cas de la croissance de SiGe, les effets d’évaporation
sont négligeables aux températures habituelles de croissance. Mais dans le cas des
nitrures, l’évaporation pourrait jouer un plus grand rôle étant donné que la pression

60



Modèle de transport de la matière

de vapeur saturante dans le gaz est plus élevée. Nous commençons donc par présenter
un modèle de transport avec les effets d’évaporation.

L’effet de l’évaporation et de la recondensation sur la croissance cristalline a
déjà été modélisé à partir de considérations thermodynamiques (voir par exemple
[59], partie I ou [4], chapitre 8). Nous avons pris en compte l’effet de l’évaporation
en utilisant ces modèles, et combiné ce nouveau facteur à l’effet de la diffusion de
surface associée à l’énergie de surface décrite précédemment.

Dans le cadre d’une dynamique avec évaporation et condensation, l’évolution de
la surface est régie par :

∂h

∂t
= − feq

kbT
∆µ , (4.31)

où ∆µ = µ−µ0, avec µ le potentiel chimique du film, µ0 le potentiel chimique du gaz
que l’on considère comme étant constant et feq, le flux de déposition à la pression
de saturation peq. Ici

feq =
peq√

2πmkbT
, (4.32)

avec peq la pression d’équilibre, m la masse atomique et T la température.
Le potentiel chimique du film est repris du calcul précédent, plus précisément

la partie linéaire venant de l’équation (4.15) à laquelle on ajoute les parties non
linéaires (équations (4.17) et (3.10)) et dépend donc des effets élastiques et d’éner-
gie de surface. Nous ajoutons ces nouveaux termes modélisant l’évaporation et la
condensation aux termes précédents modélisant la diffusion de surface liée aux gra-
dients de potentiel chimique sur la surface (équations (2.39) et (2.40)). L’équation
d’évolution totale est donc :

∂h

∂t
= − feq

kbT
∆µ− Ω∇. ~J , (4.33)

dans un cas sans flux de dépôt, avec J = −D∇µ. Le potentiel chimique par unité
de volume est :

µ = Ω(µIsel + µAnel + γκ+
∂γ

∂h

1√
1 + |∇h|2

) , (4.34)

où κ est la courbure de la surface. L’équation inclut les effets du mouillage (traduits
par la dépendance de γ à l’épaisseur du film), d’énergie de surface et d’élasticité
avec les termes élastiques décomposés en un terme de désaccord de maille isotrope
µIsel et un terme représentant les effets du désaccord de maille anisotrope µAnel .

Modélisation du mouillage : De même que dans les chapitres précédents, nous
prenons en compte les effets de mouillage à l’aide de l’énergie de surface

γ = γf (1 + cwe
−h/δw) (4.35)

où δw est la distance sur laquelle le mouillage a un effet et cw mesure l’effet du
mouillage en proportion de l’énergie de surface γf . Par souci de simplification, nous
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4. Instabilité de Grinfeld anisotrope

avons ici repris le modèle du mouillage utilisé dans le cas du silicium-germanium,
sachant que les nitrures de gallium développent un mode de croissance similaire au
mode Stransky-Krastanov.

4.4 Dynamique linéaire

Nous allons décrire dans cette section la dynamique d’un film sous contrainte
anisotrope. Par la suite, lorsque des valeurs numériques sont données, les valeurs sui-
vantes sont utilisées pour GaN sur AlGaN : Y=300 GPa 1, ν=0.4, 2γ=12 eV/nm2[61],
où Y est le module de Young, ν le coefficient de Poisson et γ l’énergie de surface.
Nous allons commencer par décrire les effets linéaires dans le cas où on considère
comme condition initiale un film plan auquel on ajoute un léger bruit blanc.

Tout d’abord, évaluons l’effet du désaccord de maille anisotrope sur le taux
de croissance maximum σmax à partir de l’équation (4.15). En prenant les valeurs
notées précédemment, on obtient le graphique de la figure 4.4a qui montre un taux
de croissance maximum croissant avec δa à η̄ fixé. On s’attend donc à une croissance
plus rapide de l’instabilité avec l’augmentation de l’anisotropie de désaccord de
maille à désaccord moyen constant. Dans le cas où le désaccord de maille est isotrope,
l’instabilité croît plus vite quand le désaccord augmente (voir la figure 4.5), ce qui est
assez intuitif : l’augmentation des effets élastiques se traduit par une augmentation
de l’instabilité qu’elle cause. Dans le cas où le désaccord n’est plus isotrope, c’est la
direction au plus fort désaccord qui croît le plus vite, et qui va dicter la vitesse de
croissance de l’instabilité. Une augmentation de la différence relative de désaccord
de maille va donc causer une augmentation du taux de croissance dans la direction
qui croît le plus vite, donc une augmentation du taux de croissance maximum.

Parallèlement on peut calculer la longueur d’onde d’Asaro-Tiller-Grinfeld à par-
tir du nombre d’onde ky,max et en fonction de δa (figure 4.4b). On observe une
augmentation presque linéaire de ky,max avec δa. La longueur d’onde va donc dimi-
nuer si on augmente l’anisotropie de désaccord de maille δa. Ceci est similaire à ce
qui se produit dans le cas isotrope quand on augmente le désaccord de maille (voir
l’équation (2.48)).

La simulation du système linéaire est relativement simple : on part d’un bruit
blanc d’amplitude faible dont on fait la transformée de Fourier pour lui appliquer
l’équation d’évolution (4.33) dans l’espace de Fourier, qui s’intègre grâce à (4.15)
(dans le cas sans effet d’évaporation). On peut s’attendre a priori à observer que
la longueur d’onde dominante de l’instabilité corresponde au maximum du taux de
croissance σ.

Le résultat de l’évolution d’un film, avec un bruit blanc en état initial, est visible
sur la figure 4.6. Une longueur d’onde domine effectivement dans la direction ŷ

1. Un calcul de J. Brault à partir de [60] donne 289 GPa.
2. D’après http://www.ioffe.ru/SVA/NSM/Semicond/GaN/mechanic.html le coefficient est de

0, 351 pour le GaN (100)
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Dynamique linéaire
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(a) Calcul du maximum du taux de crois-
sance σmax en fonction de l’anisotropie
de désaccord de maille relative δa. La
courbe rouge est un fit par un polynôme
du 3e ordre.
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Figure 4.4 – Effets de l’anisotropie de désaccord de maille δa sur le taux de crois-
sance σ.
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Figure 4.5 – Calcul du maximum du taux de croissance σmax en fonction du désac-
cord de maille η̄ dans le cas isotrope. Le taux de croissance est en unités arbitraires.

63



4. Instabilité de Grinfeld anisotrope

dans le cas avec anisotropie. À la différence du cas isotrope, l’instabilité évolue
vers une morphologie anisotrope, avec des ondulations essentiellement étirées selon
x et périodiques selon y. Ceci est mieux visible dans les courbes représentant la
morphologie du film dans l’espace de Fourier où la différence apparaît clairement,
avec des maxima d’amplitude autour de kx = 0. La longueur d’onde de l’instabilité
visible sur la figure 4.6 est proche de la valeur obtenue à l’aide du maximum du taux
de croissance.

Le chapitre suivant va présenter les résultats de la résolution numérique de l’équa-
tion non-linéaire, et en particulier les effets de l’anisotropie de désaccord de maille
et les effets de l’évolution par évaporation/condensation.
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Dynamique linéaire

(a) Espace réel.

(b) Espace de Fourier.

Figure 4.6 – Simulation du calcul linéaire dans le cas où le désaccord de maille
est anisotrope (désaccord plus grand dans la direction ŷ). La hauteur varie de 0 à
150 nm dans l’espace réel (l’échelle de la première figure est en nm). On peut voir
sur la figure (b) les nombres d’ondes instables correspondant au maximum du taux
de croissance autour de kx = 0. Les paramètres sont proches de ceux de GaN sur
AlGaN, avec δa = 0.18, Y = 289 GPa et ν = 0.4.
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5. Dynamique du mûrissement dans le cas d’un film élastique sous contrainte
anisotrope

Dans ce chapitre nous allons présenter les résultats de la résolution numérique de
l’équation non-linéaire d’évolution de la morphologie du film. Plus spécifiquement,
nous allons commencer par décrire les effets de l’anisotropie de désaccord de maille
sur le mûrissement des îlots et leur morphologie. Nous allons en particulier montrer
que l’anisotropie de désaccord de maille accélère l’augmentation de la rugosité par
rapport au cas du désaccord isotrope, et que les structures linéaires formées aug-
mentent la rugosité par rapport aux îlots isotropes. Ensuite nous décrirons l’impact
de la prise en compte d’un mécanisme d’évaporation sur la dynamique du film et
nous décrirons le rapport de nos simulations aux expériences.

5.1 Morphologie d’un film sous contrainte aniso-
trope

Comme vu au chapitre précédent, en prenant comme point de départ un bruit
blanc, le film commence par former des ondulations étirées selon x et périodiques
selon y (voir par exemple la figure 5.5 (a) ou la figure 4.6). Ces ondulations corres-
pondent aux effets de l’instabilité à l’ordre linéaire en ε. Ensuite des îlots commencent
à se former en fragmentant les ondulations étirées (figure 5.5 (b) et (c)). Ces îlots
vont ensuite évoluer sous l’effet d’un mûrissement d’Ostwald. D’une manière géné-
rale les îlots qui se forment sont légèrement allongés, mais cette fois selon la direction
y.

5.2 Effets de l’anisotropie de désaccord de maille
sans évaporation

Nous avons cherché à déterminer l’influence du paramètre supplémentaire qu’est
l’anisotropie de désaccord de maille. Pour ce faire nous avons observé l’évolution de
la rugosité en fonction du temps de dépôt ou de recuit pour plusieurs valeurs du
paramètre δη. On rappelle que la rugosité w est :

w =
√
〈h2〉 − 〈h〉2 , (5.1)

où celle-ci est donc homogène à une longueur.
La figure 5.1 montre l’évolution de la rugosité en faisant varier le paramètre

δa (anisotropie de désaccord de maille relative) entre 0 (cas isotrope) et 0.3. Cette
figure montre que, lors de la croissance, la rugosité des systèmes à fort désaccord de
maille anisotrope augmente plus vite. Cet effet est dû à la dépendance du taux de
croissance maximal à l’anisotropie de désaccord de maille, effet décrit dans l’analyse
linéaire et que nous avons illustré sur la figure 4.4a. Nous montrons sur la figure
5.2 l’évolution de la rugosité pendant un recuit, toujours en faisant varier δa. Le
point de départ de tous les cas présentés est une surface un peu rugueuse à une
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Effets de l’anisotropie de désaccord de maille sans évaporation
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Figure 5.1 – Rugosité (en unités adimensionnés) en fonction du temps de dépôt
(0 à 172). Le flux de dépôt est de 0.005 en unités adimensionnées. Les courbes
représentent un paramètre δa variant de 0 (courbe rouge), 0.1 (courbe verte), 0.18
(courbe bleue), et 0.3 (courbe noire) à η̄ fixé.

hauteur donnée (0,86 en unités adimensionnées, qui correspond à une vingtaine de
monocouches, proche de la quantité de matière déposée sur la figure 4.1 (f)). Ici,
de même que dans les cas de croissance présentés précédemment, la rugosité des
systèmes à fort désaccord de maille anisotrope augmente plus vite si on augmente
l’anisotropie de désaccord, mais on remarque cependant une inversion de cet ordre
autour de t ' 170.

L’explication de l’évolution de la rugosité au début de la croissance ou du recuit
peut se comprendre de la manière suivante. Au début, les effets linéaires dominent,
et le taux de croissance maximum augmente avec l’anisotropie de désaccord de maille
(figure 4.4a). Ceci est parfaitement observé avec l’effet sur la rugosité, qui croît plus
vite avec l’augmentation de cette anisotropie de désaccord de maille. Ensuite, dans le
cas du recuit et, dans une moindre mesure, dans le cas de la croissance, l’évolution de
la rugosité ralentit, sauf dans le cas du désaccord isotrope. La rugosité du cas isotrope
est même brièvement supérieure à celle des cas avec désaccord anisotrope, ce qui est
bien visible sur la figure 5.3 représentant une croissance suivie d’un recuit ou encore
sur la figure 5.2. Cet effet se produit lors de la transition du régime “linéaire” au
régime “non-linéaire”. Nous expliquons cette inversion d’ordonnancement en fonction
de l’anisotropie de désaccord par le fait qu’un système ayant une ondulation dans
une seule direction, visible sur la figure 5.5 a) voit apparaitre des îlots, comme vu
figure 5.5 b). Or, de manière générale un système modulé selon une direction, par
exemple h(x, y) = sin(x), a une plus forte rugosité qu’un système modulé selon deux
directions, comme h(x, y) = sin(x) sin(y). Donc quand, dans le cas avec anisotropie
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5. Dynamique du mûrissement dans le cas d’un film élastique sous contrainte
anisotrope
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Figure 5.2 – Rugosité (en unités adimensionnées) en fonction du temps de recuit
(0 à 400). De même que dans la figure 5.1, les courbes représentent un paramètre δa
variant de 0 (courbe rouge), 0.1 (courbe verte), 0.18 (courbe bleue), et 0.3 (courbe
noire).
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Figure 5.3 – Rugosité (en unités adimensionnées) en fonction du temps de dépôt
(172) et de recuit (le tout en unités adimensionnés). Les courbes représentent un
paramètre δa variant de 0 (courbe rouge), 0.1 (courbe verte), 0.18 (courbe bleue),
et 0.3 (courbe noire).
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Effets de l’évaporation

(a) Sans anisotropie de désaccord de maille,
δa = 0%.

(b) Avec anisotropie de désaccord de maille
δa = 18%. Désaccord plus grand dans la di-
rection ŷ.

Figure 5.4 – Simulation non-linéaire du recuit de deux systèmes sans évaporation.
Les longueurs sont en unités adimensionnées dans des systèmes de taille 128 × 128.
Les deux images correspondent à un recuit à t = 400.

de désaccord de maille, on passe d’une modulation principalement dans une direction
à la formation d’îlots il n’est pas étonnant que l’évolution de la rugosité ralentisse
comparé à un système de désaccord isotrope qui est lui modulé dans deux directions
de manière égale. Enfin, dans le régime “non-linéaire” de mûrissement d’îlots, le
mûrissement est plus rapide quand on augmente l’anisotropie de désaccord de maille.
On retrouve alors l’ordonnancement présent lors de la partie linéaire de l’évolution.
Ceci se voit à travers une rugosité plus élevée et des îlots plus hauts (figure 5.4)
dans le cas avec anisotropie de désaccord de maille par rapport au cas isotrope. Ici
le potentiel chimique dû à l’élasticité augmente avec l’anisotropie de désaccord de
maille, ce qui explique l’évolution plus rapide du système quand on augmente δa.

On peut également regarder les effets qualitatifs de cette anisotropie, comme la
forme des îlots après mûrissement avec et sans anisotropie de désaccord de maille
(figures 5.4a et 5.4b). Les îlots qui se forment en présence d’un désaccord sont
légèrement déformés selon une direction opposée à celle de l’ondulation linéaire (voir
figure 4.6), donc selon la direction de plus fort désaccord de maille.

5.3 Effets de l’évaporation
Pour commencer, nous allons considérer l’effet de l’évaporation sur le taux de

croissance de l’instabilité σ. L’équation (4.33) d’évolution est :

∂h

∂t
= − feq

kbT
∆µ− Ω∇. ~J , (5.2)
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5. Dynamique du mûrissement dans le cas d’un film élastique sous contrainte
anisotrope

(a) t=163.4 (b) t=262

(c) t=362 (d) t=462

Figure 5.5 – Images d’un système sans évaporation avec une différence de désaccord
de maille δa = 18% à quatre moments successifs d’un recuit (correspond à la courbe
bleue de la figure 5.3). Les longueurs sont en unités adimensionnées. Les couleurs
correspondent à des variations de hauteur relatives à chaque image (les îlots de la
figure (d) sont plus hauts que ceux de la figure (a)).

avec
~J = −D∇µ (5.3)

et l’équation que nous considérons est donc

∂h

∂t
= − feq

kbT
(µ− µ0) + ΩD∆.µ , (5.4)

qui permet de déduire un taux de croissance à l’ordre linéaire σ′, en considérant
Cevap = feq

kbT
et Cdiffu = ΩD. De plus, dans le cadre d’un système en transformée de

Fourier, le terme ∇∇.µ correspond à −k2µ.
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Effets de l’évaporation
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Figure 5.6 – Rugosité en fonction du temps de recuit (en unités adimensionnés).
Les courbes représentent une proportion d’évaporation grandissante entre la courbe
rouge (pas d’évaporation) et la courbe bleue (50% de la diffusion), respectivement
0, 0.01, 0.1, 0.2, 0.3, 0.5.

Nous comparons le cas où Cevap = aCdiff , avec a > 0, au cas où il n’y a pas
d’évaporation a = 0. On obtient un nouveau taux de croissance σ′ > σ, où σ est le
taux de croissance du cas sans évaporation (voir l’équation (4.15)). On peut donc
s’attendre à une croissance plus rapide de l’instabilité après l’ajout de l’évaporation.
Plus précisément,

σ′ = σ +
a

k2
σ , (5.5)

avec

σ = −k4 + k3 +
2δa(1− ν)

(
k4y − k4x

)
k(ν + 1)

+
δ2a(1− ν)

(
(1− ν)(k4x + k4y) + 2k2xk

2
y (ν + 1)

)
k(ν + 1)2

, (5.6)

comme a est positif, le taux de croissance (et donc le taux de croissance maximum)
sera toujours plus grand en présence d’effets d’évaporation, quand l’instabilité croît
(σ > 0).

La figure 5.6 montre la rugosité du système en fonction du temps (en unités
adimmensionnés) avec plusieurs valeurs de l’évaporation. On peut voir que l’ajout
de l’évaporation accélère l’augmentation de la rugosité après la fin du dépôt, mais
que la forme générale de cette évolution reste la même. Ceci est cohérent avec le fait

73



5. Dynamique du mûrissement dans le cas d’un film élastique sous contrainte
anisotrope
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(a) Rugosité (en unités adimensionnés)
dans un cas sans anisotropie de désaccord
de maille.
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(b) Rugosité (en unités adimensionnés)
dans un cas où le désaccord de maille ani-
sotrope relatif est δa = 18 %.

Figure 5.7 – Évolution de la rugosité avec (courbe en pointillés) et sans (courbe
continue) évaporation en fonction du temps de recuit (0 à 140). L’évaporation équi-
vaut à 10 % de la valeur de la diffusion.

que le taux de croissance σ′ en présence d’évaporation/condensation est supérieur
à celui du cas sans évaporation/condensation. On peut également constater cette
accélération de la croissance de l’instabilité sur les figures 5.7a et 5.7b qui comparent
l’évolution de la rugosité d’un système avec et sans anisotropie de désaccord de maille
suivant la prise en compte ou non de l’évaporation.

Globalement les systèmes incluant un peu d’évaporation se comportent de ma-
nière assez similaire au cas sans évaporation, mais évoluent plus vite (figure 5.7a),
comme on pouvait s’y attendre étant donné que l’on ajoute un mécanisme de trans-
port de matière qui va déplacer la matière en fonction du même potentiel chimique
que le mécanisme de diffusion. Les figures 5.5 et 5.8 montrent l’évolution d’un sys-
tème avec et sans évaporation. On voit que l’on tend à former plus rapidement
un seul îlot et que les îlots formés lors du mûrissement s’alignent suivant la direc-
tion perpendiculaire à l’instabilité de départ. L’ajout d’évaporation tend à accélérer
l’évolution du système.

5.4 Lien avec l’expérience

Le calcul de l’instabilité d’Asaro-Tiller-Grinfeld dans le cas d’un désaccord de
maille anisotrope a été motivé par des recherches sur un système de ce type [20].
Comparer les résultats de nos calculs aux résultats expérimentaux, comme les images
AFM (voir figure 4.1), est donc très intéressant.

On peut constater les similitudes entre le calcul linéaire (figure 4.6) et l’image
(f) de la figure 4.1. Le désaccord de maille le plus important (1,78%) est présent
dans la direction [-1-123] expérimentalement, et dans la direction y dans nos calculs.
On constate une bonne correspondance à ce niveau. Par contre, expérimentalement,
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Lien avec l’expérience

(a) t=163.4 (b) t=262

(c) t=362 (d) t=462

Figure 5.8 – Images d’un système avec évaporation avec une différence de désaccord
de maille δa = 18% à quatre moments successifs d’un recuit, les paramètres étant
identiques à ceux de la figure 5.5. Les longueurs sont en unités adimensionnées. Les
couleurs correspondent à des variations de hauteurs relatives à chaque image (les
îlots de la figure (d) sont plus hauts que ceux de la figure (a)).
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5. Dynamique du mûrissement dans le cas d’un film élastique sous contrainte
anisotrope

les îlots allongés se forment par coalescence d’îlots plus petits. Dans le cas de notre
modélisation, on est plutôt en présence d’une instabilité. De plus la résolution nu-
mérique du calcul non-linéaire donne des îlots qui mûrissent, ces îlots ont alors une
forme allongée, mais dans une direction perpendiculaire aux îlots de l’instabilité
linéaire.

5.5 Perspectives et ajouts possibles dans le modèle
Un ajout intéressant au calcul précédent serait l’inclusion de facettes, donc d’une

anisotropie d’énergie de surface, comme cela a pu être fait pour d’autres systèmes
[56]. Ceci pourrait permettre d’observer un mûrissement interrompu et d’influencer
la forme finale des îlots. Dans le cas des nanostructures de GaN que nous cher-
chons à modéliser, des observations expérimentales par microscope électronique en
transmission (TEM) et par RHEED ont permis de déterminer que les structures
sont asymétriques [20]. Les facettes observées sont {11-20} dans une direction et
{11-23} dans l’autre, sachant que les structures croissent sur le plan (11-22), qui est
également la facette du dessus des îlots.

La connaissance assez précise de la valeur de la diffusion de surface permettrait
de comparer l’évolution du système dans le temps par rapport aux expériences (on
rappelle que l’adimensionalisation du temps utilise le coefficient de diffusion). Un
calcul plus précis de l’effet de l’évaporation pourrait être utile, en pratique il faudrait
rechercher une valeur de peq. L’évaporation/condensation ne donne qu’un effet sur
la vitesse d’évolution, et celui-ci devrait être assez faible, on pourrait donc négliger
cet effet supplémentaire, en particulier quand on cherche des effets indépendants de
la vitesse d’évolution du système.
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Deuxième partie

Simulations Monte Carlo cinétiques
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Chapitre 6

Simulations Monte Carlo : le modèle
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6. Simulations Monte Carlo : le modèle

Nous utilisons pour modéliser les effets de nucléation lors de la croissance d’îlots
des simulations Monte Carlo cinétiques (Kinetic Monte Carlo). Cette technique per-
met la description d’un système hors-équilibre et des effets stochastiques [62]. Ce
type de simulations est utilisé depuis les années 1990 pour étudier la croissance
d’îlots 2D et 3D [63, 64].

Notre but ici est d’étudier la nucléation d’îlots 3D au cours de l’hétéroépitaxie,
dans le cas où celle-ci est importante par rapport à l’instabilité ATG vue dans la
première partie. Ceci est particulièrement vrai lors de la croissance de Si1−xGex sur
Si pour x > 0.5. La nucléation d’îlots est un processus stochastique, les simulations
Monte Carlo cinétiques sont donc une manière efficace d’étudier la dynamique de
cette formation. Ces simulations ont été employées par le passé pour étudier la
nucléation d’îlots bidimensionnels [6, 29]. Dans la suite de ce chapitre, nous allons
généraliser ces simulations afin de décrire à la fois la diffusion de surface des atomes et
leur dépôt mais aussi les interactions aux premiers voisins, l’élasticité et l’anisotropie
cristalline. Dans nos simulations, nous calculons l’élasticité en utilisant un modèle
basé sur les fonctions de Green d’un système semi-infini. Ce type de méthode permet
de simuler des systèmes de grande taille dans un temps raisonnable. Ensuite nous
avons introduit une anisotropie d’énergie de surface pour représenter les facettes
(105) en utilisant des effets à courte portée.

En utilisant ce modèle, nous allons mesurer les densités d’îlots, leur distributions
de volume ainsi que la rugosité du système en fonction de la température et du flux
de déposition.

6.1 Contexte expérimental

Dans ce chapitre l’utilisation de simulations Monte Carlo cinétique va permettre
la simulation de systèmes à fort désaccord de maille, ce qui rend la nucléation d’îlots
incontournable. Nous allons plus particulièrement simuler la croissance d’îlots de Ge
pur sur des substrats de Si, mais ce type de simulations peut également être modifié
pour les systèmes similaires.

Expérimentalement, on constate la croissance d’îlots en forme de pyramides avec
des facettes (105), de dômes et de superdômes [65]. Dans le cas du Ge sur Si les îlots
forment des pyramides à faible volume et des dômes lorsqu’ils sont plus gros [66]. La
composition peut aussi avoir une influence, mais dans ce chapitre nous négligerons
son effet. La figure 6.1 montre une image STM des pyramides, dômes et superdômes
(image tirée de [65]). Pour simplifier les simulations nous n’avons pris en compte
que les pyramides et huttes possédant des facettes (105), ce qui permet de négliger
la gestion des facettes supplémentaires qui apparaissent dans les dômes.

Expérimentalement, la croissance de Ge pur sur Si a été observée par STM [67],
voir par exemple la figure 6.2 qui présente l’évolution d’un système de ce type. Cette
évolution au cours de l’hétéroépitaxie commence par la formation d’une couche de
mouillage (les trois premières monocouches déposées environ), avant de former des
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{3 1 3} (a ¼ 43:5! and u ¼ 18:4!). Interestingly a
facet with angles closer to those measured is the
{20 4 23} (a ¼ 41:6! and u ¼ 11:3!) reported in
Ref. [15] as a stable facet for Si, but not for Ge.
The presence of this facet in the superdome
could be explained as due to Si–Ge intermixing,
suggested by the presence, around the base of the
island, of a trench deep enough ("3 nm) to pene-
trate into the Si substrate. Significant amounts of
Si inside dislocated islands have been observed by
energy filtered transmission electron microscopy
(TEM) [16]. We note that the FP shown in Fig.
3(c) is slightly distorted probably due to piezo
creep and the non-perfect orthogonality between
the z axis and the sample surface. These effects
constitute the main source of uncertainty in the
angle measurement. A small spot probably corre-
sponding to a (#1 1 1) facet is also observable

close to the upper left corner of the FP ({1 1 1}
facets were previously observed by TEM in Ref.
[10]). Finally we observe that the top of the su-
perdome is composed of a (0 0 1) facet 2$ 1 re-
constructed, suggesting the presence of fully
relaxed Ge.

As mentioned above, the FPs can also be used
to calculate the area Af occupied by each facet f,
provided that a region is defined around the cor-
responding spot in the FP plane. To this aim,
points inside one of the four dashed or one of the
four dot-dashed squares of Fig. 2 were classified as
belonging to {1 0 5} and {1 1 3} facets, respec-
tively. For simplicity, points outside the continu-
ous line square and not belonging to {1 1 3} facets
were classified as {15 3 23} and those inside the
continuous line square but not belonging to {1 0 5}
as (0 0 1).

Fig. 3. STM images of a Ge pyramid (a), dome (b) and superdome (c). The corresponding FPs are shown on the right. The scale of the
images and the Miller indices of a few facets is indicated.
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Figure 6.1 – Images STM de pyramides (a), dômes (b) et super dômes (c) de Ge sur
Si, les images de droite correspondent à l’espace des phases et indiquent les facettes.
Images tirées de [65].

îlots 3D, et en particulier des pyramides à facettes (105).

6.2 Bases des simulations Monte-Carlo cinétiques

Les premières simulations Monte Carlo datent de 1953 et de l’algorithme Me-
tropolis [68]. Cette méthode permet de déterminer l’état d’équilibre d’un système
(et par exemple de simuler le modèle d’Ising du magnétisme), avec à chaque étape
un changement d’état dont la probabilité dépend de la différence d’énergie entre
l’état de départ et l’état après le changement considéré. Le modèle de Monte Carlo
cinétique (ou Kinetic Monte Carlo, KMC) permet, lui, d’étudier la dynamique de
systèmes loin de l’équilibre. Contrairement au Monte Carlo “classique”, ce sont les
barrières d’énergie à franchir qui sont considérées et ceci permet d’observer l’évolu-
tion temporelle, là où le Monte Carlo permet de déterminer l’état d’équilibre sans
s’intéresser à la cinétique. On peut voir dans la figure 6.3 la barrière d’énergie δE
(utilisée pour les probabilités du KMC) et la différence d’énergie ∆E (utilisée pour
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Figure 1 shows STM images of Ge(001) layers with cov-
erages uGe between 2.8 and 4.0 ML. For uGe , 3.0 ML,
the Ge layer is fully two dimensional. The first observed
surface structural transition is a change in surface recon-
struction from 2 3 1 to 2 3 N which occurs at uGe !
1 ML due to the introduction of dimer vacancy lines (DVL)
[12,13], where N corresponds to the number of dimer rows
between the DVLs. With further Ge deposition, the period-
icity N decreases in order to relieve the increasing strain.
However, because of the short-range repulsive interaction
between dimer vacancies, the maximum N value is ap-
proximately 8 and this occurs at uGe ! 1.6 2.1 ML [13].
At higher Ge coverages, there is a second strain-driven sur-
face structural transition, 2 3 N ! M 3 N as dimer row
vacancies (DRV), of width M rows, form perpendicular to

FIG. 1. STM images showing the evolution of Ge grown on
Si(001): (a),(b) 2D wetting layer at uGe ! 2.8 and 2.9 ML,
respectively, (c) 3D prepyramid islands at uGe ! 3.55 ML,
(d) initial prepyramid island at uGe ! 3.55 ML, (e) (001)-
truncated "105#-faceted pyramid at uGe ! 3.85 ML, and
(f) completely formed "105#-faceted pyramid at uGe ! 4.0 ML.
DVL and DRV are dimer vacancy lines and dimer row vacan-
cies, respectively. 2D islands in (b) are labeled with arrows.
The images are partially differentiated to enhance the details
and they appear sidelit from the lower left corner.

the original DVLs [12]. The M 3 N surface morphology
at uGe ! 2.8 ML is shown in Fig. 1(a) to consist of a 2D
grid defined by orthogonal DVLs and DRVs.

As deposition proceeds, the Ge surface begins to exhibit
1 ML height islands, labeled with arrows in Fig. 1(b), at
uGe ! 2.9 ML. Further Ge deposition, beyond 3.0 ML,
leads to the formation of small 3D islands. Examples at a
Ge coverage of 3.55 ML are shown in Fig. 1(c). Higher-
resolution STM images of 3D islands formed at uGe !
3.55, 3.85, and 4.0 ML are presented in Figs. 1(d), 1(e),
and 1(f), respectively. The image of the island in Fig. 1(d)
was obtained from the sample corresponding to Fig. 1(c).
In contrast to "105#-faceted pyramids with $100% oriented
bases, previously reported to be the first 3D islands to form
in Ge on Si(001), Figs. 1(c) and 1(d) show that the initial
3D Ge islands exhibit more rounded bases and are bounded
by steps oriented approximately along $110%. The aspect
ratio (island height to width) of the initial 3D islands is
!0.04, much lower than that of "105#-faceted pyramids,
which is typically 0.1 [2].

Further increases in Ge coverage lead to the formation
of pyramids. Figure 1(e) shows a typical pyramid with a
rectangular $100% base. At this coverage, uGe ! 3.85 ML,
the pyramid sides are truncated "105# facets with a flat
(001) top containing dimer vacancy lines, similar to those
in the wetting layer [Fig. 1(a)]. As growth continues, the
truncated structures eventually develop into complete pyra-
mids such as the one shown in Fig. 1(f) (uGe ! 4.0 ML)
with an inclination angle of 11± 6 0.4± close to that of
a perfect "105# facet, 11.3±. At even higher Ge cover-
ages, AFM images show that pyramids coexist with dome-
shaped islands. It is important to note that pyramid size
distributions are bimodal: small pyramids with base di-
ameters d # 300 Å and larger pyramids with 500 # d #
700 Å. Our high coverage (uGe . 4.0 ML), large-scale
features are consistent with surface morphologies of pre-
viously reported Ge layers grown by solid-source MBE on
Si(001) at Ts ! 600 ±C where the size of the larger pyra-
mids was attributed to Ge&Si alloying [14].

We plot the number density n of 3D prepyramid islands,
small pyramids, large pyramids, and domes as a function
of uGe in Fig. 2. The prepyramid island densities were
obtained from STM images while pyramid and dome den-
sities at coverages uGe . 4 ML were obtained from AFM
images. The prepyramid islands are observed only over a
very narrow Ge coverage which, for the growth conditions
used here, ranges from 3.5 to 3.9 ML. At higher cover-
ages, small and large pyramids, as well as domes, appear
essentially simultaneously. As can be seen from Fig. 2 the
prepyramid island density at uGe ! 3.9 ML (n ! 1.3 3
1010 cm22) and the density of small pyramids at uGe !
4.1 ML (n ! 1.4 3 1010 cm22) are approximately equal,
suggesting that prepyramids act as precursors for the for-
mation of small "105#-faceted pyramids. For Ge cover-
ages uGe ! 5.4 12 ML only domes, with number density
n ! 109 cm22, are observed.

3673

Figure 6.2 – Images STM d’un dépôt de Germanium sur du silicium (100). Les
images (a) et (b) représentent les couches de mouillage (dépôt de 2,8 et 2,9 MC), (c)
et (d) sont des prépyramides (dépôt de 3,55 MC), (e) est une pyramide tronquée (à
3,85 MC), enfin (f) est une pyramide à facettes (105) (dépôt de 4 MC). Les flèches
de la figure (b) montrent des îlots 2D. Images tirées de [67].
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Figure 6.3 – Barrière et différence d’énergie entre deux états.

les probabilités du Monte Carlo).
Une simulation Monte Carlo cinétique, appliquée au cas de l’hétéroépitaxie, est

une “expérience numérique” où on choisit aléatoirement un mouvement possible d’un
atome sur la surface à chaque étape et on fait (ou non) passer cet atome sur un site
voisin, avec une probabilité dépendant de la barrière d’énergie à franchir. Quand un
nombre prédéterminé d’étapes s’est écoulé le dépôt d’un atome supplémentaire est
effectué et simule le flux de déposition.

Il existe des méthodes Monte Carlo cinétiques “sans rejet”, qui choisissent un
évènement par étape du programme en fonction de sa probabilité (dépendante de
la barrière d’énergie à franchir), et fait qu’à chaque itération du programme un
évènement va se produire. Le temps écoulé durant cette itération dépendra des
évènements possibles dans le système entier, par exemple de la fréquence à laquelle
des atomes sur un site peuvent sauter sur un site voisin. Ce type de méthode appliqué
à un modèle solide sur solide permet le déplacement systématique d’un atome à
chaque étape du programme. Les algorithmes sans rejet sont malheureusement peu
adaptés au cas d’un système incluant les interactions élastiques (ou de manière plus
générale tout système incluant des interactions à longue portée) étant donné que la
configuration énergétique dépend de la morphologie de l’ensemble de la surface et
ne peut donc par être prédéterminée simplement avant la simulation.

Les valeurs numériques des paramètres physiques utilisés dans les simulations
Monte Carlo cinétiques sont obtenues expérimentalement ou par des calculs numé-
riques (ab-initio en particulier). On peut ainsi utiliser des simulations à très petite
échelle pour obtenir les données permettant d’utiliser des simulations adaptées à un
système plus grand.

Plusieurs articles ont été publiés concernant des simulations Monte Carlo ciné-
tiques dans le cas de l’hétéroépitaxie [69, 70, 71]. L’élasticité a été prise en compte
par des modèles de type Frenkel-Kontorova [69, 71, 72, 73] (les intéractions élastiques
sont modélisées par des ressorts reliés aux atomes voisins) et par des modèles basés
sur des fonctions de Green [70, 74]. Le modèle de base que nous avons employé est
présenté dans [74]. Les facettes ont aussi été prises en compte [71], mais seulement
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dans un modèle 2D. Elles sont décisives pour décrire l’apparition de structures ani-
sotropes. Nous allons donc considérer le modèle développé dans [74] pour la partie
élastique en lui adjoignant l’anisotropie d’énergie de surface.

6.3 Le modèle employé
Dans le cadre d’un modèle de type solide sur solide, les simulations utilisent

un tableau à deux dimensions de la hauteur h(x, y). À chaque étape on choisit
aléatoirement un atome parmi ceux ayant moins de trois premiers voisins, les atomes
ayant de nombreux voisins ayant une probabilité de changement de site négligeable.
Ceci s’explique par les plages de température utilisées (avec T ∼ 500 K) et les
énergies de liaison aux premiers voisins typiques pour un semi-conducteur (En ∼ 0.3
eV) telles que 3En � kbT . 1 Une fois l’atome choisi le tirage d’un nombre aléatoire
permet de déterminer le déplacement ou non de l’atome.

Pour simplifier les simulations nous avons considéré une maille cristalline cu-
bique simple. Ce changement de maille va négliger des effets à courte portée. Nous
simplifions également le système en négligeant les effets d’intermixing et de diffusion
de volume. Ces derniers sont faibles par rapport à la diffusion de surface, dans les
conditions habituelles de croissance [14]. Les effets d’intermixing nécessiteraient une
étude particulière, notre modèle ne s’applique donc que lorsque ceux-ci ne sont pas
déterminants.

Le calcul de la barrière d’énergie se fait en considérant l’énergie du système avec
et sans l’atome testé [70]. La barrière totale que nous considérons ici se décompose
en :

∆Ei = ES + niEN −∆Eel
i + ns(δE

f
S + niδE

f
N)− Eh . (6.1)

ES est l’énergie d’interaction avec le substrat, EN l’énergie d’interaction avec un
atome voisin, ni le nombre d’atomes voisins, ∆Eel

i est la barrière due à l’élasticité
qui est décrite dans la section 6.3.1. ns(δEf

S +niδE
f
N) favorise l’apparition de facettes

(105) et est expliquée dans la section 6.3.2. Enfin, Eh est un terme cinétique arbitraire
qui empêche l’accumulation des atomes en bord de marche (voir figure 6.4 b)). Ce
modèle est également présenté dans notre article [75].

6.3.1 Calcul de l’élasticité

Le modèle utilisé ici est décrit dans l’article de J.-N. Aqua et T. Frisch de 2008
[74]. Ce modèle se base sur le cas d’un film de paramètre de maille a(1 + ε) déposé
de façon cohérente sur un substrat de paramètre de maille a. L’effet de l’élasticité
est calculé avec la différence d’énergie élastique entre le cas où l’atome considéré est
présent et le cas où on enlève cet atome

∆Eel
i = F el[h(~ri), {h(~rj), j 6= i}]− F el[h(~ri)− 1, {h(~rj), j 6= i}] . (6.2)

1. Si on prend une probabilité de déplacement de 1 pour un atome isolé, la probabilité de
déplacement est d’environ 10−4 pour deux voisins et 10−6 pour 3 voisins.
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a)

b)

Figure 6.4 – Schéma représentant les termes supplémentaires inclus dans l’équation
(6.1) : a) Les flèches montrent les positions où ns(δES+nδEN) est non nul ; b) montre
les positions où Eh est non nul : si un atome est dans la zone hachurée, sa probabilité
de se déplacer est élevée.

Ce calcul surestime les effets élastiques en considérant que l’atome sort du cristal.
L’énergie libre élastique peut être déterminée à partir du calcul précédent au

premier ordre de la modulation de h(~r) (voir section 2), qui donne :

F el = E0a3
∫

d~rh(~r)[1− (1 + ν)Hii(h)] , (6.3)

avec Hij l’opérateur non local défini en (3.9) (section 3). Pour modéliser l’élasti-
cité dans nos simulations Monte Carlo, nous considérons une version discrétisée du
modèle continu de l’énergie libre élastique :

F el = E0a3
∑
~r

h(~r)[1− (1 + ν)Hii(h)] , (6.4)

avec E0 = Y η2/(1 − ν) et Hii(h) = F−1
[
kikj
k
F(h)

]
(voir équation (3.9)), où la

transformée de Fourier est ici discrète.
On considère des conditions aux limites périodiques et ~r1, ~r2, des entiers entre

0 et N − 1 (N taille du système considéré). La transformée de Fourier de h s’écrit
donc :

F [h](~k) =
1

N2

N−1∑
~r1, ~r2=0

h(~r)e−2iπ
~k.~r/N . (6.5)

Dans la limite d’un système continu et infini, on note qu’en considérant la variable
δh(~r) = h(~r) − h′ où h′ est une constante, δ̂h(~k) = ĥ(~k) − (2π)2δ(~k)h′ et Hii(h) =
Hii(δh). En prenant h′ = h0 et des fonctions à support borné, on a alors

Hii(δh)(~r) =
1

2π

∫
d~r′δh(~r′)

∫
d~k|~k|ei~k(~r′−~r) , (6.6)
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et en utilisant la transformée de Fourier au sens des distributions,∫
d~k|~k|ei~k.~r = − 2π

|~r|3 , (6.7)

on retrouve
Hii(δh)(~r) = − 1

2π

∫
d~r′

δh(~r′)

|~r − ~r′|3 , (6.8)

qui est la formule habituelle de l’énergie élastique d’un film contraint [4]. On voit
donc que l’élasticité est modélisée par des interactions dipolaires proportionnelles
à h(~r) − 〈h〉 et qui varient en 1/|~r − ~r′|3, donc en fonction de la distance entre les
dipôles. En faisant la transformée de Fourier ĥ de h dans le cadre d’un système de
taille N , et en utilisant les notations suivantes :

h(r, s) =

N/2∑
t,u=−N/2+1

ĥ(t, u)e2iπ(rt+su)/N (6.9)

ĥ(t, u) =
N−1∑
r,s=0

h(r, s)e−2iπ(rt+su)/N , (6.10)

on obtient le potentiel chimique :

µel(~r) =

N/2∑
t,u=−N/2+1

2π

N

√
t2 + u2ĥ(t, u)e2iπ(rt+su)/N (6.11)

=
2π

N3

N−1∑
r′,s′=0

h(r′, s′)

N/2∑
t,u=−N/2+1

√
t2 + u2e

2iπ
N

[(r−r′)t+(s−s′)u] (6.12)

=
N−1∑
r′,s′=0

h(r′, s′)G(r − r′, s− s′) , (6.13)

ou encore :

µel(~r) = E0
1− 2(1 + ν)

∑
~r′ 6=~r

h(~r′)G(~r − ~r′)

 . (6.14)

Dans le cas étudié le tableau de taille (2N−1)2 de la fonction de Green est symétrique
dans l’échange ~k ↔ −~k, ce qui permet d’écrire la fonction de la manière suivante :

G(~r) =
2π

N3

N/2∑
~k1, ~k2=−N/2+1

|~k| cos(2π~k.~r/N) . (6.15)

Le calcul de la fonction de green G est effectué avant le début des simulations Monte
Carlo. Le calcul de la transformée de Fourier étant optimisé, il est avantageux de cal-
culer le produit de convolution (6.14) comme un produit dans l’espace de Fourier.
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On obtient alors une matrice carrée que l’on multiplie par le vecteur de la hau-
teur considérée pour obtenir le potentiel chimique élastique, puis l’énergie élastique
∆Eel

i = a3µel(~ri). La contribution de E0a3 est un terme constant qui renormalise
simplement le coefficient de diffusion. Le modèle peut être présenté comme une ver-
sion discrétisée du calcul à l’ordre 1 de l’élasticité et a donc les mêmes hypothèses,
en particulier les faibles pentes de la surface du film et un substrat plan. L’adapta-
tion d’un modèle de ce type, pour des substrats non plans par exemple, nécessite de
recalculer les équations d’élasticité.

En pratique ce modèle de l’élasticité donne un effet de répulsion entre deux
adatomes (proportionnel à l’inverse du cube de la distance qui les sépare). L’énergie
élastique favorise la présence d’atomes au dessus des marches, là où l’atome est le
plus relaxé, voir la figure 6.5 pour la modélisation de l’énergie élastique dans le cas
d’une pyramide à base carrée. Ces résultats ne sont pas étonnants : on peut voir
la relaxation élastique du système comme le positionnement des atomes tel qu’ils
ont autant de place que possible, les atomes vont donc chercher à s’éloigner les uns
des autres, et à se positionner de manière à ce qu’il ne soient pas contraints par
des atomes voisins. Au dessus d’une marche l’atome sera relativement isolé et bien
relaxé, alors qu’en faisant partie de la marche il sera contraint par ses voisins. On
peut comparer grossièrement ce modèle à la figure 2 de l’article de Barabasi [73]
(mais la forme de l’îlot est différente).

Quand on utilise seulement les effets élastiques, l’attachement en bord de marche
(voir Fig. 6.5) est trop favorable et une accumulation d’atomes sur les bords de
marche a lieu, mais elle n’est pas observée expérimentalement. On compense ce
problème de façon ad-hoc en ajoutant un effet à courte portée modélisé par le facteur
cinétique arbitraire Eh (voir la figure 6.6), que nous avons choisi comme valant 4kbT ,
et en interdisant les “sauts” trop importants d’atomes (les atomes peuvent passer de
la hauteur h à la hauteur h + 1, mais pas à la hauteur h + 2). Plus précisément, si
un adatome d’une hauteur hi se situe trop près d’un site d’une hauteur hi − 2, le
facteur cinétique Eh va augmenter sa probabilité de déplacement.

Globalement, ce modèle n’est applicable que pour un système relativement plan,
pour rester dans le cadre de notre approximation des faibles pentes, et avec un sub-
strat plan correspondant à notre calcul élastique. L’avantage principal par rapport
à d’autres calculs élastiques utilisés dans le cadre de simulations Monte Carlo est la
rapidité d’exécution du code. La fonction de Green n’étant calculée qu’une fois par
programme, la détermination de l’énergie élastique d’un atome a un temps de calcul
faible correspondant simplement à une multiplication dans l’espace de Fourier et à
deux transformations, mais celles-ci sont optimisées.

6.3.2 Prise en compte de l’anisotropie cristalline

La prise en compte de l’anisotropie cristalline consiste en la modification du pro-
gramme pour inclure le fait que, dans le système physique, l’énergie de la surface
(105) est inférieure de 1% à celle d’une surface (100) [55]. En utilisant un programme

87



6. Simulations Monte Carlo : le modèle

ààààààààààà

ààààà

ààààà

ààààà

ààààà

ààààààààà

ààààà

ààààà

ààààà

ààààà

ààààààààààà

40 60 80

1

3

5

10

15

20

x

h

D
E

e
l
H1

0
-

2
e
V
L

Figure 6.5 – Énergie élastique ∆Eel(~r) d’un adatome (non représenté) en fonction
de sa position au-dessus d’une pyramide à base carrée (profil de hauteur représenté
par des carrés noirs). Les distances sont en unités de maille cristalline. La ligne bleue
correspond au potentiel chimique élastique.

Figure 6.6 – On considère un atome à une hauteur de 3, en rouge au centre de la
figure. Le facteur Eh appliqué pour compenser l’accumulation d’atomes en bord de
marche est utilisé si au moins un des atomes en vert est à une hauteur plus faible
que h = 2.
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KMC “classique” avec des énergies d’interaction identiques pour tous les premiers
voisins En plus une énergie d’interaction avec le substrat Es cette relation est inver-
sée : la surface (100) a une énergie inférieure à la surface (105).

En effet on peut calculer l’énergie d’une surface à partir des énergies d’interaction
d’un atome avec ses voisins. Pour cela on considère le nombre de liaisons qu’il faut
couper lorsque l’on crée une surface en clivant un solide (voir Fig. 6.7a). Ceci est
décrit dans le chapitre 1 du livre de S. Andrieux et P. Müller [76] (pages 35-36).
Dans le cas d’une surface (100) cubique simple on enlève une liaison (Fig. 6.7b),
mais dans le cas (105) le nombre de liaisons à enlever est légèrement plus grand
(Fig. 6.7c).

Le calcul précis de l’énergie de surface est :

γjkl =

∑
i ni(jkl)Ei
2A(jkl)

, (6.16)

où Ei est l’énergie d’interaction avec le ième voisin, ni(jkl) le nombre de liaisons
rompues et A(jkl) l’aire de la surface clivée.

Dans le cas de notre surface (100) on a

γ100 =
Es
2a2

, (6.17)

avec a le paramètre de maille. Dans le cas (105) on trouve :

γ105 =
5Es + En

2
√

26a2
, (6.18)

ce qui est plus grand que l’énergie de γ100. Pour résoudre ce problème, nous avons
introduit un facteur d’énergie de surface supplémentaire ns(δEs + nδEn), où ns
est le nombre de marches dont fait partie l’atome considéré et n est le nombre de
voisins. δEs et δEn sont proportionnels à En et Es, et nous allons les déterminer
de la manière suivante : nous ajoutons un facteur ψ = ns(δEs + nδEn) à (6.18) tel
que γ105 soit plus faible que γ100, dans une proportion voulue (ici 1%). La version
modifiée de l’équation (6.18) est alors :

γ105 =
5Es + En − ψ

2
√

26a2
. (6.19)

La valeur de ψ peut donc être déduite simplement, en prenant γ105/γ100 = 0.99. Il
ne reste qu’à déduire la valeur de nos facteurs δEn et δEs, sachant que les atomes
sur lesquels on applique ces termes supplémentaires sont indiqués sur la figure 6.4
a). Pour notre surface (105), on considère un atome situé au milieu d’une marche,
et faisant partie d’une facette. Dans notre programme, l’appartenance à une facette
pour un site (i, j) à hauteur h est déterminée si quatre des cinq sites entre (i− 1, j)
et (i− 5, j) sont à une hauteur h− 1 et que le site (i− 6, j) est à h− 2. Ce processus
est répété dans les quatres directions et les diagonales, en considérant les marches
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(a) Clivage d’une
surface. (b) Liaisons avec les

premiers voisins rom-
pues par le clivage
d’une surface (100).

(c) Liaisons avec les premiers voisins
rompues par le clivage d’une surface
(105).

Figure 6.7 – Calcul des énergies de surface.

ascendantes et déscendantes, voir la figure 6.8. Le nombre de marches ns dont fait
partie un atome situé au milieu d’une facette est 2 (une marche “vers le bas” et une
autre “vers le haut”). La valeur de ψ est donc :

ψ = 2(δEs + 3δEs) . (6.20)

Au final la valeur de δEs est approximativement Es/16 et la proportion est la même
pour δEn pour assurer γ105 inférieur de 1% à γ100.
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Figure 6.8 – Méthode de détermination de l’utilisation des termes supplémentaires
des facettes. Si on considère l’atome en rouge (hauteur 3), on cherche si les atomes
aux hachures obliques sont bien à la bonne hauteur (ici 2), puis si l’atome suivant
aux hachures horizontales est bien à une hauteur plus faible (ici 1). Les termes
supplémentaires d’anisotropie d’énergie de surface vont également s’appliquer aux
atomes en bord de marche (ici les trois atomes hachurés de hauteur 2 en bord de
marche).
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Simulations Monte Carlo : résultats
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7. Simulations Monte Carlo : résultats

Nos simulations permettent de modéliser la croissance d’îlots 3D à base carrée
ou rectangulaire avec des facettes (105), conformément aux observations expérimen-
tales. De plus nous avons observé un mûrissement interrompu de ces îlots, autre
observation expérimentale dans les systèmes SiGe, dans le cas de ces pyramides. Le
mouillage n’ayant pas été inclus pour accélérer le code, on ne peut donc pas observer
la transition 2D-3D. Dans nos simulations des îlots 3D se forment presque immédia-
tement, il n’y a pas la phase où seuls des îlots 2D, puis un film 2D se forment.

Les simulations sont effectuées en prenant les paramètres tels que des îlots 3D se
forment effectivement, sans temps de simulation excessif. Les résultats de ces simula-
tions permettent d’observer les effets des différents paramètres de la croissance. Nous
nous sommes particulièrement intéressés à la cinétique de croissance et aux densités
d’îlots, en particulier les lois d’échelle et les effets attendus de la température et du
flux de dépôt (voir partie 1.5 et annexe C).

Le modèle considère une maille atomique cubique de taille a = 0, 35 nm (plutôt
que la maille diamant du Si) et les énergies d’interaction sont Es = 0, 8 eV et
En = 0, 2 eV. Le coefficient de Poisson est ν = 0.279 et le module d’Young est
Y = 130 GPa (on prend les mêmes caractéristiques élastiques pour le substrat et le
film). Les figures 7.1 et 7.2 représentent des simulations Monte Carlo cinétiques à
deux températures différentes, à plusieurs étapes du dépôt (toutes les 0,375 MC de
0,375 à 1,5 MC).

7.1 Morphologie des îlots

Comme attendu, notre modèle donne bien lieu à la nucléation d’îlots à facette
(105), même avec la faible anisotropie considérée ; la figure 7.3 montre une simulation
Monte Carlo cinétique utilisant notre modèle dans une boîte de taille 256×256 avec
les conditions aux limites périodiques avec des températures entre 500 et 600 K,
ainsi que des flux entre 0.01 et 1 MC/s. Globalement on observe que la taille et le
nombre des îlots dépendent de la température et du flux de déposition ; ces points
seront discutés plus en détail dans la section 7.2.

Les mesures de rugosité sont également utiles pour déterminer l’état de la surface.
La rugosité en fonction du temps est décrite dans la figure 7.4a pour la partie crois-
sance. On peut voir que la rugosité augmente avec le temps de dépôt, et augmente
beaucoup plus vite à plus haute température, cas où la densité d’îlots et leur taille
moyenne sont, respectivement, beaucoup plus faible et très supérieure au cas à plus
faible température (voir Fig. 7.4b). Cet effet de la température n’est pas étonnant,
une température plus élevée permet essentiellement à un adatome de diffuser plus
vite sur le substrat, les températures utilisées n’induisant que peu de détachement
des atomes des îlots. Un atome peut donc parcourir une distance plus grande avant
de s’incorporer dans un îlot déjà existant ou de former un nouvel îlot, ce qui va donc
permettre d’obtenir des îlots plus gros. Ceci était déjà observé dans le cas des îlots
2D, tant que la taille des îlots est contrôlée par des effets cinétiques [29]. Cet effet
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Morphologie des îlots

(a) 0,375 MC (b) 0,75 MC

(c) 1,125 MC (d) 1,5 MC

Figure 7.1 – Simulation KMC de croissance d’îlots, simulation de taille 128 x 128
atomes à T=550 K avec un flux de dépôt de 0,5 MC/s à plusieurs moments du
dépôt.
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7. Simulations Monte Carlo : résultats

(a) 0,375 MC (b) 0,75 MC

(c) 1,125 MC (d) 1,5 MC

Figure 7.2 – Simulation KMC de croissance d’îlots, simulation de taille 128 x 128
atomes à T=575 K avec un flux de dépôt de 0,5 MC/s à plusieurs moments du
dépôt.
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Figure 7.3 – Résultat de simulation Monte Carlo, T=550 K après un dépôt de 1,5
MC avec un flux de 0,5 MC/s, l’échelle est en unités de a.
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(a) Rugosité en fonction du temps de dé-
pôt (simulation 128× 128).
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(b) Densité d’îlots en fonction du temps
de dépôt (moyenne de 10 simulations
128× 128).

Figure 7.4 – Simulations Monte Carlo cinétique de dépôt de 1,5 MC après la fin
du dépôt de la couche de mouillage. Dans les deux figures le dépôt s’effectue avec
un flux de 0, 25 MC/s. La courbe en pointillés représente une température de 550 K
et la courbe pleine une température de 500 K.

est visible rapidement, sachant que le point t = 0 des simulations correspond à la
fin du dépôt des couches de mouillage.

De plus on peut voir que le nombre d’îlots augmente rapidement au début du
dépôt avant d’atteindre un maximum puis de diminuer. Ceci peut s’expliquer par la
fusion de certains gros îlots et la disparition progressive des îlots les plus petits qui
vont soit être absorbés par des îlots plus gros, soit se décomposer (dans nos simula-
tions nous avons observé que des îlots de plus d’une centaine d’atomes pouvaient se
décomposer). On voit donc que l’on est en présence d’un mûrissement d’Ostwald :
les petits îlots ont tendance à perdre de la matière qui est gagnée par les plus gros.
Ceci rejoint les résultats expérimentaux observant ce phénomène.

Les effets d’un recuit sur la densité d’îlots et la rugosité sont présentés figure 7.5.
On peut voir que le mûrissement des îlots est ralenti, voir interrompu, pendant le
recuit. Expérimentalement cette interruption de mûrissement a été observée [18, 77,
78].

7.2 Effets de la température et du flux de déposition

Lorsque la température augmente ou le flux de déposition diminue, on observe
dans nos simulations une diminution de la densité d’îlots (et en parallèle une aug-
mentation de leur taille moyenne) dans une plage de température proche de 500 K.
Nous avons essayé de déterminer la relation entre la densité d’îlots, la diffusion et
le flux, sachant que la diffusion augmente avec la température. Dans le cas des îlots
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(a) Rugosité en fonction du temps (simu-
lation 128× 128).
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Figure 7.5 – Simulations Monte Carlo cinétiques avec un dépôt de 1,5 MC après
la fin du dépôt de la couche de mouillage. Dans les deux figures le dépôt s’effectue
avec un flux de 0, 25 MC/s. La courbe en pointillés représente une température
de 550 K et la courbe pleine une température de 500 K. Les 6 premières secondes
correspondent au dépôt, le reste à un recuit.
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Figure 7.6 – Résultat de simulations Monte Carlo pour la densité d’îlots en fonction
du paramètre cinétique adimensionné D/(Fa2), T=500 K après un dépôt de 1,5 MC.
Le coefficient α est de 0, 75± 0, 1.
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Figure 7.7 – Densité d’îlots en fonction de D/(Fa2), T=525 K après un dépôt de
1,5 MC. Le coefficient α est de 0, 68± 0, 05.
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Figure 7.8 – Densité d’îlots en fonction de D/(Fa2), T=550 K après un dépôt de
1,5 MC. Le coefficient α est de 0, 62± 0, 05.
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Figure 7.9 – Densité d’îlots en fonction de D/(Fa2), T=575 K après un dépôt de
1,5 MC. Le coefficient α est de 0, 56± 0, 05.

2D, les simulations ont donné des lois d’échelle

n ∼
(
D

F

)α
, (7.1)

où α est une constante, n la densité d’îlots, F le flux et D la constante de diffusion
des adatomes (voir par exemple le chapitre 11 de [4]). Dans nos simulations qui ne
comptent que des îlots 3D (ayant au moins deux couches d’atomes, avec 4 atomes
sur la deuxième couche) nous trouvons un facteur α dépendant de la température.
Les modèles d’atomes 2D font l’hypothèse d’un attachement irréversible des atomes
aux îlots, hypothèse qui ne s’applique pas à notre modèle où on peut observer la dis-
solution d’îlots d’une taille supérieure à la centaine d’atomes. La dissolution d’îlots
est effectivement observée expérimentalement [79], ce qui montre que la réversibilité
de l’attachement des adatomes est pertinente pour ce type de système.

La relation inversement proportionnelle entre la taille des îlots et la température
est connue dans le cas des îlots 2D, mais des simulations d’îlots 2D [29] ont aussi
donné des densités plus fortes à haute température après un temps plus long. Ce
comportement des îlots 2D a été interprété comme le passage d’un régime limité par
les effets cinétiques (taille des îlots qui augmente avec la température) à un régime
limité par la thermodynamique (taille des îlots qui diminue avec la température).
L’augmentation de la température augmente la vitesse de diffusion, donc la longueur
de diffusion, étant donné que

D = D0e
−Es/(kbT ) . (7.2)

101



7. Simulations Monte Carlo : résultats

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
0

50

100

150

V

N
i

Figure 7.10 – Résultat de simulations Monte Carlo cinétiques pour la distribution
des îlots formés à T=500 K après un dépôt de 1,5 MC avec un flux de 0,5 MC/s et
un recuit. Les îlots de volume inférieur à 48 sont exclus. Le résultat est une somme
de 90 simulations sur un système de taille 128 x 128.

La distance qu’un atome peut parcourir avant d’être incorporé à un îlot augmente
donc avec la température.

Il a été observé expérimentalement par Dobbs et al [28] que dans le cas d’îlots
3D l’augmentation de température diminue la densité d’îlots et que l’augmentation
du flux augmente cette densité (un modèle par champ moyen est également inclus
et donne les mêmes résultats), soit des résultats qualitativement similaires à ceux
que nous avons obtenus dans nos simulations. Il faut tout de même noter que ces
expériences sont sur un système un peu différent (InP) et à des températures plus
élevées (autour de 850 K).

Parallèlement nous avons observé que la rugosité augmente avec la taille des îlots
comme vu en partie 7.1, ce qui n’est pas surprenant si l’on considère la définition de
la rugosité (5.1).

Il faut tout de même noter que, comme nos simulations considèrent une plage
de températures assez réduite (entre 500 et 600 K), il est possible que le comporte-
ment soit différent à des températures plus élevées ou plus faibles. Les simulations
à température inférieure à environ 500 K ont tendance à ne pas former d’îlots 3D,
mais plutot une rugosité cinétique, comportement que l’on peut supposer être pré-
sent pour les températures plus bases. La densité d’îlots 3D va donc tomber à zéro
à faible température. À haute température des effets supplémentaires pourraient
entrer en jeu, comme des effets d’évaporation/condensation que nous n’avons pas
modélisés dans nos simulations Monte Carlo, ou encore des changements de phase.
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Figure 7.11 – Résultat de simulations Monte Carlo cinétiques, avec les même pa-
ramètres que la Fig. 7.10, mais avec T=550 K. Le résultat est une somme de 70
simulations de taille 128 x 128.

7.3 Distribution de taille des îlots

Les simulations permettent d’obtenir facilement la distribution de taille des îlots.
Dans les graphiques on exclut tous les îlots de trop petite taille, et en particulier les
adatomes, pour ne prendre en compte que les îlots 3D, ce qui rend les comparaisons
avec les expériences plus faciles. Sur les figures 7.10 et 7.11 sont montrées les dis-
tributions de volume d’îlots (en nombre d’atomes) à deux températures différentes.
On peut voir immédiatement qu’à plus haute température les îlots sont plus gros,
comme vu dans la partie précédente. De plus les îlots les plus nombreux sont ceux
de faible volume (∼ 1000 atomes), avec une décroissance rapide du nombre d’îlots
de plus grande taille.

Des distributions expérimentales de tailles d’îlots existent (figures 3 de [80] et
2 de [81]), mais les comparaisons ne sont pas faciles : expérimentalement les plus
gros îlots sont des dômes que l’on n’a pas réellement modélisés et les plus petits
îlots que nous pouvons compter dans les simulations ne sont pas forcément mesu-
rables expérimentalement. Ces résultats expérimentaux donnent tout de même une
distribution plus piquée du nombre d’îlots que nos simulations et le maximum de la
distribution a une valeur pas vraiment comparable [81] : le volume correspondant
au maximum de la distribution de pyramides est d’environ 500 nm3 pour 600◦C et
4,8 MC déposées, alors que nous obtenons un maximum autour de 100 nm3 pour
277 ◦C. Notre distribution de taille est plus proche de celle trouvée par McKay et
al [82] en observant des îlots par STM (figure 4 de l’article), la mesure est égale-
ment effectuée à 500◦C. Reste que la faible densité d’îlots de petite taille observée
expérimentalement n’est pas présente dans nos simulations.

Nous avons également essayé de chercher une loi d’échelle pour décrire les dis-
tributions de taille des îlots, comme vu dans le cas des îlots 2D (équation (1.5)).
Comme proposé par Dobbs et Vvedensky, la loi d’échelle 2D peut se généraliser à
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Figure 7.12 – Resultat de simulations Monte Carlo cinétiques sous forme de loi
d’échelle, T=500 K avec des dépôts entre 0,9 MC et 1,5 MC avec un flux de 0,5
MC/s. Chaque courbe représente une quantité déposée différente. Le résultat est
une somme de 90 simulations de taille 128 x 128

3D sous la forme :
Nv =

Θ

〈v〉2f
(
v

〈v〉

)
, (7.3)

où v est le volume d’un îlot en nombre d’atomes. Cette loi d’échelle suppose que la
seule longueur caractéristique du système est 〈v〉. Néanmoins l’élasticité ajoute une
longueur caractéristique dans le système, et il n’est donc pas évident qu’une telle loi
se retrouve dans nos simulations. On trouve alors les graphiques 7.12 et 7.13 pour les
températures de 500 et 550 K correspondant à plusieurs moments du dépôt (entre
0,9 et 1,5 MC). Le recouvrement entre les courbes est plutôt bon et suggère que la
loi de la nucléation 2D s’applique également au cas 3D (7.3). Dans nos systèmes, la
longueur caractéristique est l0 ∼ 0, 8 nm, pour les paramètres indiqués au début de
ce chapitre. Cette longueur est petite comparée à la taille des îlots (une quarantaine
d’atomes de côté pour un îlot de taille moyenne, soit ∼ 14 nm) et à la distance entre
îlots (souvent ∼ 5 nm). Ceci permet de rationaliser la validité de la loi d’échelle en
présence d’élasticité.

Le calcul de la dispersion de taille σr des îlots peut également être effectué en
prenant

σr =
1

N

∑ |v − v̄|
v̄

, (7.4)

avec N le nombre total d’îlots, v le volume de l’îlot considéré et v̄ le volume moyen
des îlots. En excluant les îlots de taille inférieure à 48, ce qui correspond à l’ îlot
3D à facettes (105) de plus petit volume, la dispersion est proche de 1, ce qui
est généralement considéré comme trop élevé pour les applications (une dispersion
maximale de 20% est suggérée [14]).

En conclusion, nous avons montré dans ce chapitre que la méthode de Monte-
Carlo cinétique que nous avons employée permet d’obtenir des îlots pyramidaux.
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Figure 7.13 – Résultat de simulations Monte Carlo cinétique sous forme de loi
d’échelle, avec les même paramètres que la Fig. 7.12, mais avec T=550 K. Le résultat
est une somme de 70 simulations de taille 128 x 128.

Nous avons ensuite étudié la distribution de taille des îlots pour laquelle nous avons
retrouvé une loi d’échelle fonction du volume des îlots. Plus spécifiquement, nous
avons vu un mûrissement des îlots, qui est interrompu pendant le recuit. De plus la
densité d’îlots a une dépendance en loi de puissance au rapport de la densité sur le
flux de dépôt, comme dans le cas de la nucléation 2D.
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Conclusion

Mon travail de thèse a porté sur la modélisation de la croissance d’îlots sous
contrainte élastique sur un substrat plan. Le premier chapitre introduit les notions
de base sur la croissance d’îlots, le deuxième chapitre présente ensuite les bases de
l’instabilité d’Asaro-Tiller-Grinfeld, qui sont approfondies dans le chapitre 3, avec
le calcul non-linéaire pour le système modèle silicium-germanium. Le chapitre 4
présente un modèle d’instabilité dans le cas d’un désaccord de maille anisotrope,
pertinent pour le système GaN sur AlGaN. Le chapitre 5 décrit les résultats de
la résolution numérique du calcul précédent. Enfin les chapitres 6 et 7 portent,
respectivement, sur un modèle et les résultats de simulations Monte Carlo cinétiques
d’un système de germanium sur silicium, où les effets de nucléation sont importants.

Tout d’abord nous avons étudié le cas de systèmes à faible désaccord de maille
où la croissance des îlots est la conséquence d’une instabilité de type Asaro-Tiller-
Grinfeld. Nous commençons par rappeler des résultats déjà connus, en particulier
sur les systèmes silicium-germanium. Ensuite nous considérons la croissance d’îlots
lorsque la contrainte élastique est issue d’un désaccord de maille anisotrope, ce qui
s’applique dans le cadre de la croissance de nitrure de gallium sur un alliage de
nitrure de gallium et de nitrure d’aluminium. Plus précisément nous avons réalisé
un calcul linéaire, puis un calcul faiblement non-linéaire dans le cas où la contrainte
est différente dans deux directions orthogonales dans le plan de croissance. La réso-
lution numérique de cette équation non-linéaire a ensuite été faite par une méthode
pseudo-spectrale. On notera en particulier que l’on obtient un mûrissement d’îlots
anisotropes et que, pour deux systèmes ayant le même désaccord moyen, le système
au désaccord de maille anisotrope croît plus vite que le système qui possède un
désaccord isotrope.

D’autre part nous avons traité le cas de la nucléation d’îlots dans les systèmes à
fort désaccord de maille, par exemple le germanium pur sur un substrat de silicium.
Ce cas a été traité à l’aide de simulations Monte Carlo cinétiques, dont les résultats
ont permis de faire des analogies avec le cas de la nucléation 2D. Plus spécifiquement,
ces analogies portent sur l’existence d’une loi d’échelle vérifiée par les îlots 3D, et
une dépendance en loi de puissance de la densité d’îlots en fonction du rapport de la
diffusion de surface sur le flux de dépôt. De plus nous avons obtenu les distributions
de taille d’îlots qui vérifient bien les lois d’échelle habituelles.

À l’avenir plusieurs phénomènes intéressants pourraient être étudiés suite à cette
étude. D’une part les effets d’alliage (rapidement discutés dans l’annexe F) sont un
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Conclusion

problème complexe, qui pourraient être étudiés, tant du point de vue des instabilités,
avec un modèle continu, que du point de vue de la nucléation, à l’aide de simulations
Monte Carlo cinétiques. En particulier on peut se poser la question des effets relatifs
de la diffusion de surface différente pour deux types d’atomes et des effets élastiques
de deux atomes différents. Ceci pourrait avoir un impact sur le champ de composition
à l’intérieur des îlots. Ainsi il a été montré expérimentalement que la concentration
en germanium augmente quand on se rapproche du sommet des îlots de SiGe. On
pourrait ainsi généraliser les simulations Monte Carlo en prenant en compte deux
espèces différentes, au lieu de simplement compter des hauteurs, avec des énergies
d’interaction différentes avec les voisins suivant leur type. De plus il faudrait modifier
le calcul de l’élasticité pour prendre en compte la concentration des deux espèces en
chaque point. Du point de vue des instabilités, le calcul linéaire a été fait [48], et le
calcul non-linéaire reste à faire.

D’autre part il reste à approfondir l’étude du cas de l’anisotropie de désaccord de
maille. Du point de vue des résultats obtenus par le modèle, il reste des observations
à effectuer, par exemple la présence de lois d’échelle pour les tailles d’îlots ou la
présence de lois de puissance pour l’évolution de la rugosité en fonction du temps,
et ce en présence et en l’absence des effets d’anisotropie de désaccord de maille.
Du point de vue de l’amélioration du modèle, la prise en compte des facettes à
travers une anisotropie d’énergie de surface, de la même manière que dans le cas
du SiGe, pourrait rapprocher notre modèle des résultats expérimentaux. Le premier
point à approfondir serait d’exploiter davantage le modèle existant et d’essayer de se
rapprocher des paramètres expérimentaux. Ensuite il serait intéressant d’ajouter une
modélisation des facettes à travers une anisotropie d’énergie de surface et d’observer
les effets de ce paramètre supplémentaire.
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Annexe A

Rappels d’élasticité

Cette annexe va donner quelques rappels de base d’élasticité.
La théorie de l’élasticité traite de la déformation des solides soumis à une force

lorsque le solide est considéré comme continu [83]. Le vecteur déplacement ~u cor-
respond à la différence entre la position d’un point situé en ~r au repos et après une
déformation (le point est alors en ~r′), d’où

~u = ~r′ − ~r . (A.1)

Le tenseur des déformations e est, pour des déplacements de faible amplitude :

ei,j =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
, (A.2)

où les i, j correspondent aux trois directions. Ce tenseur est symétrique.
Lorsqu’un solide est déformé il n’est plus dans son état d’équilibre mécanique

et des contraintes internes vont tendre à le ramener vers son état d’équilibre. Si
on nomme ~F la force par unité de volume dV , l’intégrale

∫
~FdV est alors la force

totale exercée sur un volume considéré. Ces forces sont équivalentes à des forces
exercées sur les surfaces du volume considéré, et l’intégrale précédente sur le volume
est équivalente à une intégrale sur la surface du tenseur des contraintes σ, ~F est
donc la divergence du tenseur des contraintes :

Fi =
∂σi,j
∂xj

, (A.3)

et l’intégrale est alors :∫
FidV =

∫
∂σi,j
∂j

dV =

∮
∂σi,j
∂j

dnj . (A.4)

Dans un solide à l’équilibre les forces s’annulent, d’où :

∂σi,j
∂xj

= 0 ; (A.5)
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A. Rappels d’élasticité

z

x p

p

Figure A.1 – Poutre comprimée par une pression ~p.

dans le cas où une force ~P est appliquée sur un élément de surface df du solide, on
doit observer un équilibre entre cette force ~Pdf et les contraintes internes −σi,jdfj,
le résultat est alors :

σi,jnj = Pi . (A.6)

On nomme ν (noté σ dans certains livres et articles) le coefficient de Poisson, qui
est sans dimension et compris entre −1 et 1/2, et Y (en général noté E) le module
d’Young, homogène à une pression. Pour décrire ces deux coefficients on peut prendre
l’exemple d’une poutre selon ẑ (voir Fig. A.1) que l’on compresse (ou étire, ce qui
revient à inverser le signe de la force appliquée) à partir des deux extrémités avec
une pression p (voir §5 [83]). On prend un matériau homogène dont les tenseurs de
contraintes et de déformations sont constants à l’intérieur de la poutre. Il suffit alors
d’utiliser les conditions aux limites de la poutre pour déterminer ces contraintes et
déformations

σz,ini = p , (A.7)

d’où
σz,z = p , (A.8)

et les déformations peuvent alors être déduites à l’aide du module d’Young :

ez,z = p/Y , (A.9)

le coefficient de Poisson permettant de trouver les déformations longitudinales :

ex,x = −νez,z . (A.10)

D’une manière générale la relation entre le tenseur des contraintes et celui des
déformations est :

σi,j =
Y

1 + ν
e− Y ν

−1 + ν + 2ν2
Tr(e)1 , (A.11)

avec Tr(e) la trace de e et 1 la matrice unité.
Si on se place dans le cadre d’un solide isotrope et que l’on remplace (A.11) dans

l’équation (A.5) on a une équation d’équilibre

(1− 2ν)∆~u+∇(∇~u) = ~0 , (A.12)

désignée sous le nom d’équation de Lamé.
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Équation de Lamé pour un film de composition non homogène Si on prend
le cas où un solide composé de deux espèces n’est pas homogène (la concentration
des espèces varie dans l’espace), le tenseur des déformations causées par cet effet
est :

eci,j = η0(c− C∗)δi,j , (A.13)

où C∗ est la concentration de référence d’une espèce, c la concentration d’une des
espèces au point considéré et η0 le désaccord de maille entre les espèces considérés
(voir [48] partie 2-C). De même que précédemment, on reprend les équations (A.11)
et (A.5) ce qui permet d’obtenir une nouvelle équation de Lamé :

(1− 2ν)∆~u+∇(∇~u) = 2(1 + ν)η0∇c , (A.14)

la valeur de C∗ étant constante, elle n’est plus présente dans cette équation.

Constantes élastiques Dans certains documents, le coefficient de Lamé µ (ou
module de cisaillement) est préféré au module de Young. Dans le cas d’un matériau
isotrope il y a une relation entre ce coefficient, le module de Young et le coefficient
de Poisson :

µ =
Y

2(1 + ν)
. (A.15)
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Annexe B

Les équations d’évolution de la
surface

Dans cette description on néglige la diffusion volumique, qui est faible aux tem-
pératures considérées, ainsi que l’interdiffusion. On considère également le cas plus
général de plusieurs espèces i déposées (cas de l’alliage).

On considère la surface entre α et β, respectivement la phase vapeur et la phase
solide. On désigne sous le nom a(t) la surface de l’interface entre α et β, ~n est le
vecteur normal à cette surface, le vecteur ~k est la normale au contour de la surface
(et est dans le plan tangent à cette surface), ~m est la normale au volume total V (t)
considéré (voir le schéma B.1).

On prend ~F le flux de dépôt et ~Js le flux de la diffusion de surface (qui appartient
au même plan tangent à la surface que ~k). Ni est le nombre d’atomes de l’espèce i
contenus dans le volume V (t) considéré. On a alors :

dNi

dt
= −

∫∫
δV

~Ji ~md2s−
∫∫
δa

~Jsi
~kds , (B.1)

en utilisant que N voltot
i = Nα

i +Nβ
i et que

Nβ
i (t) =

∫∫∫
V β

ρi(~r, t)d
3~r , (B.2)

avec ρi(~r, t) la densité volumique de l’espèce i. On déduit :

dNβ
i

dt
=

∫∫∫
V β

d3~r
∂ρi(~r, t)

∂t
+

∫∫
a(t)

ρβi (~r, t)~v.~nd2s (B.3)

dNα
i

dt
=

∫∫∫
V α

d3~r
∂ρi(~r, t)

∂t
+

∫∫
a(t)

ραi (~r, t)~v.(−~n)d2s . (B.4)
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n⃗ k

m⃗

a(t)
β

⃗

Figure B.1 – schéma de l’interface adsorbat-vapeur.

L’équation pour le volume total est alors :

dN vol
i

dt
=

∫∫∫
V

d3~r
∂ρi(~r, t)

∂t
+

∫∫
a(t)

(ρβi − ραi )(~r, t)~v.~nd2s (B.5)

δs =

∫∫
dxdyδhκ . (B.6)

Pendant un intervalle de temps δt, l’interface se déplace d’une distance vnδt selon
la direction ~n et κ est la courbure de l’interface, où

~n =
1√

1 +∇h2

−hx−hy
1

 . (B.7)

Si on prend δh le déplacement vertical (selon z), alors :

vnδt = ~n.

 0
0
δh

 , (B.8)

d’où
δh = vnδt

√
1 +∇h2 (B.9)

δs =

∫∫
dxdyvnδt

√
1 +∇h2κ

= δt

∫∫
d2svnκ . (B.10)
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Si on prend Γi(t) la concentration de surface de l’espèce i, la quantité de l’espèce
à la surface s’écrit :

N surf
i (t) =

∫∫
a(t)

d2sΓi(t) , (B.11)

que l’on peut différencier :

dN surf
i

dt
=

∫∫
a(t)

d2s
∂Γi(t)

∂t
+

∫∫
a(t)

d2s κΓi(t)(~v.~n) , (B.12)

où le deuxième terme correspond à la variation de la surface en fonction du temps.
On peut déduire du calcul précédent la variation de la quantité d’éléments à la

surface (voir les équations (B.11) et (B.12)) :

dN surf
i

dt
=

∫∫
a(t)

d2s
∂Γi(t)

∂t
+

∫∫
a(t)

d2s κΓi(t)(~v.~n) . (B.13)

La conservation de la masse nécessite que les variations de concentration d’élé-
ments à la surface et dans le volume soient égales au flux de déposition :

dN surf
i

dt
+
dN vol

i

dt
=
dN flux

i

dt
, (B.14)

l’équation précédente peut alors être développée à l’aide des équations (B.5) et
(B.12). ∫∫∫

V

d3~r
∂ρi(~r, t)

∂t
+

∫∫
a(t)

(ρβi − ραi )(~r, t)~v.~nd2s+

∫∫
a(t)

d2s
∂Γi(t)

∂t

+

∫∫
a(t)

d2s κΓi(t)(~v.~n) = −
∫∫
δV

~Ji.~md2s−
∫
δa

~Jsi .
~kds . (B.15)

On choisit alors le cas limite où le volume V (t) est une petite bande d’épaisseur
ε autour de l’interface (Fig. B.2) que l’on fait tendre vers 0. Dans ce cas

~n = ~m (B.16)

dans la partie α, ou
~n = −~m (B.17)

dans la partie β.
Alors : ∫∫∫

V

d3~r
∂ρi
∂t

=

∫∫
a

d2sd~n
∂ρi
∂t

= O(ε) , (B.18)
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ε

n⃗

a(t)

V(t)

m⃗α

β

Figure B.2 – schéma de l’interface adsorbat-vapeur dans le cas limite d’une épais-
seur ε.

qui tend vers 0 quand on fait tendre ε vers 0.
D’où :∫∫
a

d2s

[
(ρβi − ραi )vn +

∂Γi
∂t

+ κΓivn + ~n( ~Jαi − ~Jβi )

]
+

∫
δa

~Jsi .
~kds = 0 . (B.19)

D’après le théorème de Stokes∫
δa

~Jsi .
~kds =

∫∫
a

d2s ~∇s. ~Jsi , (B.20)

où ~∇s = ~∇− ~n.(~n.~∇) est le gradient de surface.
Donc en modifiant (B.19) on obtient :∫∫

a

d2s

[
(ρβi − ραi )vn +

∂Γi
∂t

+ κΓivn + ~n.( ~Jαi − ~Jβi ) + ~∇s. ~Jsi

]
= 0 , (B.21)

et donc
(ρβi − ραi )vn +

∂Γi
∂t

+ κΓivn = −~n.( ~Jαi − ~Jβi )− ~∇s. ~Jsi . (B.22)

On prend le cas limite où α est vide plutôt qu’une phase vapeur (l’hétéroépitaxie
étant réalisée avec un vide poussé), ραi = 0 et où il n’y a pas de diffusion de volume,
~
Jβi = ~0, tout en prenant un flux de déposition vertical ~Jαi = −Fi~z. De plus on prend
une bande à l’interface d’épaisseur δ, ce qui permet de noter Γi = ρiδ = ciδ/Ω où
Ω est le volume atomique et ci est la proportion de l’espèce i dans le flux de dépôt
(0 ≤ i ≤ 1).

Si on prend deux espèces A et B plus les sites vacants à la surface, on trouve

cA + cB + cvac = 1 , (B.23)
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et en considérant que cvac � 1, cA + cB ' 1.
En replaçant tout cela dans l’équation (B.22) :

δ
∂ci
∂t

+ civn(1 + κδ) = Ω[Finz − ~∇s. ~Jsi ] , (B.24)

où nz est la composante selon z de ~n (voir (B.7)). On peut considérer que δκ� 1,
δ étant une épaisseur microscopique qui est en général beaucoup plus faible que le
rayon de courbure κ dans le cas d’un modèle continu à faibles pentes (de manière
physique cela revient à estimer que la longueur d’onde des perturbations est longue
par rapport à l’épaisseur de la surface ; dans nos simulations numériques on trouve
des longueurs d’onde de l’ordre de la dizaine de nm, ce qui est largement supérieur
à une surface considérée de quelques monocouches).

On peut également combiner l’équation (B.24) pour i = A et i = B, ce qui,
combiné à cA + cB ' 1 donne :

vn = Ω[Ftotnz − ~∇s. ~Jstot] , (B.25)

avec Ftot et Jtot la somme des flux A et B.
Dans le cas où l’on souhaite étudier l’évolution de la concentration à la surface

(comme dans le chapitre F), il suffit de considérer l’une des espèces :

δ
∂cB
∂t

+ cBvn = Ω[FBnz − ~∇s. ~JsB] , (B.26)

l’autre espèce se déduit étant donné que cA + cB = 1.
Les équations précédentes correspondent aux équations A.12 et A.13 de l’annexe

A de l’article de Spencer et al [48].
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Annexe C

Nucléation 2D

La théorie classique de la nucléation 2D (voir [5], chapitre 2-3 ou [4] chapitre 11
ou encore [6] chapitre 17) est basée sur des équations d’équilibre entre des densités ns
d’îlots de taille s (donc n1 est la densité d’adatomes) et le taux auquel un adatome
s’agrège à un îlot de taille s moins le taux auquel un adatome peut quitter cet îlot
est Γs. Alors :

dns
dt

= Γs−1 − Γs , (C.1)

dans le cadre d’un modèle où les adatomes sont les seuls éléments qui diffusent (les
îlots ne peuvent pas fusionner). Le taux de formation est :

Γs = DAtsn1ns −Des+1ns+1 , (C.2)

où Ats est une probabilité qu’un îlot de taille s capture un adatome et Des le taux de
détachement d’adatomes d’un îlot de taille s. L’équation est légèrement différente
dans le cas des adatomes, étant donné qu’ils peuvent se détacher où s’attacher à
n’importe quel autre îlot ou adatome :

dn1

dt
= F − Γ1 −

∑
s≥1

Γs , (C.3)

où F est le flux de déposition (on suppose que tous les atomes déposés deviennent
des adatomes).

Pour résoudre le problème de la nucléation, une taille critique d’îlot i∗ est pos-
tulée, les îlots de taille supérieure étant supposés ne pas se désagréger. Donc pour
s ≤ i∗ on a Des ≥ 0, et pour s > i∗ Des = 0. Si on prend alors N st la densité d’îlots
pour lesquels s > i∗,

dN st

dt
= DAti∗n1ni∗ . (C.4)

À l’équilibre thermique les taux de formation des îlots instables (s ≤ i∗) s’équilibrent,
ce qui donne la relation de Walton

Ωns ≈ (Ωns)
seEs/(kbT ) (C.5)
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C. Nucléation 2D

pour les îlots instables (hors adatomes), avec Ω la surface occupée par un adatome.
On peut simplifier les équations en utilisant un taux de capture moyen Āt défini

comme :

Āt =
1

N st

∞∑
i∗+1

nsAts , (C.6)

ce qui simplifie l’équation (C.3) :

dn1

dt
= F −DAti∗n1ni∗ − ĀtDn1N

st . (C.7)

On se place désormais dans le régime permanent de nucléation (dans le régime tran-
sitoire les densités d’îlots dépendent surtout du taux de couverture). La résolution
de l’équation différentielle précédente permet d’obtenir

n1 ≈
F

DĀtN st
. (C.8)

On peut alors déterminer la densité d’îlots stables N st en intégrant par séparation
de variable l’équation (C.4) à l’aide de (C.5) :

(N st)i
∗+1dN st

dt
=
Ati∗

ĀtΩ
FΩ

(
ΩF

DĀt

)i∗
eEi∗/(kbT ) , (C.9)

en prenant N̂ = ΩN une densité d’îlots par site considéré :

(N̂ st)i
∗+1dN̂ st =

Ati∗

Āt
FΩ

(
Ω2F

DĀt

)i∗
eEi∗/(kbT )dt , (C.10)

ce qui s’intègre en :

(N̂ st) =

(
(i∗ + 2)

Ati∗

Āt
Θ

)−(i∗+2)(
Ω2F

DĀt

)i∗/(i∗+2)

eEi∗/((i
∗+2)kbT ) , (C.11)

en prenant la couverture totale Θ = ΩFt.
Ce qui fait au final une loi d’échelle

N st ∼
(
D

F

)α
. (C.12)

Le coefficient α existe pour plusieurs modèles, par exemple en considérant une sur-
face vicinale ou la diffusion des îlots (voir par exemple le chapitre 11 de [4] ou le
chapitre 2 de [5]).

L’hypothèse de loi d’échelle pour la distribution de taille des îlots (voir [64])
suppose que les tailles et densités d’îlots dépendent de la couverture Θ et de la taille
moyenne des îlots :

s̄ =
1

N st

∞∑
s=i∗+1

sns . (C.13)
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La distribution de taille des îlots doit alors être une fonction de s/s̄

ns =
Θ

s̄2
f
(s
s̄

)
, (C.14)

avec f une fonction d’échelle telle que :∫ ∞
0

f(x)dx = 1 . (C.15)
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Annexe D

Calcul non linéaire de l’instabilité de
Grinfeld

D.1 Calcul dans le cas du désaccord de maille iso-
trope

Cette annexe détaille le calcul évoqué au chapitre 3 (calcul démontré dans un
article de 2007 [45]).

On reprend donc le calcul linéaire jusqu’au calcul des coefficients C1,j, qui cor-
respond à la continuité des contraintes à la surface du film, et on poursuit le calcul
en conservant la partie en ε2 en plus des parties à l’ordre linéaire en ε. Nous com-
mençons par subdiviser les coefficients Ci,j en une partie d’ordre 1 et une partie
d’ordre 2 : Ci,j,k avec k l’ordre du terme. Les termes Ci,j,1 sont connus du fait du
calcul linéaire (2.30)(2.31)(2.32).

Ci,j = Ci,j,1 + εCi,j,2 . (D.1)

Nous refaisons alors la condition de continuité des contraintes à la surface du film
(2.28) en considérant les termes d’ordre 2. Pour cela nous développons le terme
facteur de la hauteur h en h(x, y) = h0 + εhke

−ikxx−ikyy et le vecteur normal à la
surface (2.29) en ~n = 1√

1+h2x+h
2
y

(−hx,−hy, 1).

On rappelle les résultats du calcul linéaire pour le film qui sont réutilisés ici (voir
chapitre 2) :

A1,j = ε(B1,j + C1,j) , (D.2)

pour j = x, y, z,
B1,j = 0 , (D.3)

C1,x,1 = −ie
−h0khkkx(1 + ν)(−2 + h0k + 2ν)η

k(1− ν)
(D.4)

C1,y,1 = −ie
−h0khkky(1 + ν)(−2 + h0k + 2ν)η

k(1− ν)
(D.5)
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C1,z,1 = −ie
−h0khk(1 + ν)(1 + h0k + 2ν)η

(1− ν)
. (D.6)

À partir de ces valeurs, nous utilisons la condition d’absence de contrainte à la
surface. Pour cela nous calculons le tenseur des contraintes σ en remplaçant tous les
termes linéaires déjà calculés.

Les contraintes à la surface sont déterminées par σf .~n = ~0 où ~n est le vecteur
normal à la surface. On a trois équations couplées que l’on résout à l’aide l’une
matrice M qui prend tous les termes des équations issues de σf .~n = ~0 facteurs de
C1,i,2 puis un second membre ~Md = σf .~n avec les C1,i,2 = 0. Les valeurs de C1,i,2

sont alors données par − ~Md.M
−1. Le calcul de ~Md est effectué en deux parties, la

première est composée des termes issus du produit σf .(0, 0, 1) et développés autour
de h(x, y) = h0 + εhke

−ikxx−ikyy, la deuxième partie correspond aux termes restants,
donc produit des εkihk par la partie à l’ordre 1 de σf . Dans les deux cas on a un
produit de transformées de Fourier, ces termes correspondent donc à des produits
de convolution de la forme : ∫

dk1h(k1)h(k − k1) . (D.7)

Les valeurs de l’inverse de la matrice M et de Md sont :

M−1 =


e−kh0(2k2y−k2x(h0k+2ν−2))

2k4(4ν−3) − e−kh0kxky(h0k+2ν)

2k4(4ν−3) − ie−kh0kx(h0k+2ν−1)
2k3(4ν−3)

− e−kh0kxky(h0k+2ν)

2k4(4ν−3)
e−kh0(2k2x−k2y(h0k+2ν−2))

2k4(4ν−3) − ie−kh0ky(h0k+2ν−1)
2k3(4ν−3)

− ie−kh0kx(h0k−2ν+1)
2k3(4ν−3) − ie−kh0ky(h0k−2ν+1)

2k3(4ν−3)
e−kh0 (h0k−2ν+2)

2k2(4ν−3)


(D.8)

en simplifiant par un facteur 2k(ν+1)(4ν−3)
Y ε

et, dans le cas de l’ordre 1 :

~Md1 =

(
2iηhkk(ν + 1)(4ν − 3)kx

ν − 1
,
2iηhkk(ν + 1)(4ν − 3)ky

ν − 1
, 0

)
, (D.9)

auquel on applique le même facteur. Pour obtenir l’ordre 2 on doit utiliser une
expression un peu plus complexe, avec des produits de convolution :

~Md2x = −
∫

2iηk(ν + 1)(4ν − 3)

k1(ν − 1)

(
e−k1h0(

(kx1 − kx)
4ν − 3

((2ν − 3)k2x1(h0k1 + 2ν − 2)

−2νk2y1(h0k1 + 2ν − 2) + 2k21ν(h0k1 − 2ν + 1))

+kx1ky1(h0k1 + 2ν − 2)(ky1 − ky)) + 2k21kx1

)
dk1h(k1)h(k − k1) (D.10)

~Md2y = −
∫

2iηk(ν + 1)(4ν − 3)

k1(ν − 1)
(e−k1h0(kx1ky1(h0k1 + 2ν − 2)(kx1 − kx)

−(ky − ky1)
4ν − 3

(−2νk2x1(h0k1 + 2ν − 2) + (2ν − 3)k2y1(h0k1 + 2ν − 2)

+2k21ν(h0k1 − 2ν + 1))) + 2k21ky1)dk1h(k1)h(k − k1) (D.11)

126



Calcul dans le cas du désaccord de maille isotrope

~Md2z =

∫
2ηk(ν + 1)(4ν − 3)e−k1h0

ν − 1

(
(h0k1 − 1)

(
−kxkx1 − kyky1 + k21

)
+ k21e

h0k1
)

dk1h(k1)h(k − k1) . (D.12)

Le calcul précédent permet d’obtenir les valeurs des C1,i,2 (non rapportées ici),
il ne reste alors plus qu’à les replacer dans le calcul du déplacement. On remet ici
le résultat de ce calcul à 2D (vu dans le chapitre 3) :

ux(k, z) = η
1 + ν

1− ν e
k(z−h0)

∫
dk1i

ĥ1(k1)ĥ1(k − k1)
k

(
kkx1(1− 2ν + k(z − h0))

+2k1kx(2(ν − 1)− k(z − h0))
)
, (D.13)

et dans la direction verticale :

uz(k, z) = −η1 + ν

1− ν e
k(z−h0)

∫
dk1

ĥ1(k1)ĥ1(k − k1)
k

(
k(kxkx1(z − h0) + 2k1(1− 2ν)

−2kxkx1(1− ν) + 2k2k1(h0 − z)
)
. (D.14)

Une fois la valeur du déplacement obtenue, on va chercher à calculer le potentiel
chimique. Pour cela nous avons d’abord réalisé le calcul littéral en fonction des
parties à l’ordre 0, 1 et 2 du déplacement :

ui = ui,0 + εui,1 + ε2ui,2 , (D.15)

où i = x, y, z. La valeur de l’énergie est alors :

Eel0,1,2 =
1

2

(
e0fσ

0
f + ε(e1fσ

0
f + e0fσ

1
f ) + ε2(e0fσ

2
f + e1fσ

1
f + e2fσ

0
f )
)
, (D.16)

en fonction des tenseurs des contraintes et des déplacements, et

Eel =
Y η2

1− ν + ε
ηY
(
v1x(1,0,0)(x, y, 0) + v1y(0,1,0)(x, y, 0)

)
ν − 1

+
Y ε2

2(ν + 1)(4ν2 − 6ν + 2)
(4η(2ν2 + ν − 1)(H(v1x(1,0,1)(x, y, 0) + v1y(0,1,1)(x, y, 0))

+v2x(1,0,0)(x, y, 0) + v2y(0,1,0)(x, y, 0)) + (ν − 1)(−4νv1x(1,0,0)(x, y, 0)v1y(0,1,0)(x, y, 0)

+4νv1x(0,1,0)(x, y, 0)v1y(1,0,0)(x, y, 0)− 2v1x(0,1,0)(x, y, 0)v1y(1,0,0)(x, y, 0)

+2(2ν − 1)v1x(0,0,1)(x, y, 0)v1z(1,0,0)(x, y, 0)− 4νv1x(1,0,0)(x, y, 0)v1z(0,0,1)(x, y, 0)

+(2ν − 1)v1x(0,0,1)(x, y, 0)2 + 2νv1x(0,1,0)(x, y, 0)2 + 2νv1x(1,0,0)(x, y, 0)2

−v1x(0,1,0)(x, y, 0)2 − 2v1x(1,0,0)(x, y, 0)2 − 4νv1y(0,1,0)(x, y, 0)v1z(0,0,1)(x, y, 0)

+2(2ν − 1)v1y(0,0,1)(x, y, 0)v1z(0,1,0)(x, y, 0) + (2ν − 1)v1y(0,0,1)(x, y, 0)2

+2νv1y(0,1,0)(x, y, 0)2 + 2νv1y(1,0,0)(x, y, 0)2 − 2v1y(0,1,0)(x, y, 0)2

−v1y(1,0,0)(x, y, 0)2 + 2νv1z(0,0,1)(x, y, 0)2 + 2νv1z(0,1,0)(x, y, 0)2

+(2ν − 1)v1z(1,0,0)(x, y, 0)2 − 2v1z(0,0,1)(x, y, 0)2 − v1z(0,1,0)(x, y, 0)2)) (D.17)

127



D. Calcul non linéaire de l’instabilité de Grinfeld

en fonction des valeurs du déplacement (les valeurs de ui,0 sont remplacées pour
simplifier le calcul), ici on fait un développement autour de h = h0 + εH.

Comme vu précédemment au chapitre 3, on obtient au final le nouveau potentiel
chimique élastique à l’ordre 2 (équation (3.10)) :

µel = 2h∆h+ |∇h|2 + 4(1− ν)Hxy[hHxy[h]] +Hxx[h]2 +Hyy[h]2

+2Hxx [h (Hxx[h] + νHyy[h])] + 2Hyy [h (Hyy[h] + νHxx[h])]

+2(1− ν)Hxy[h]2 + 2νHxx[h]Hyy[h] , (D.18)

où
Hij(h) = F−1

[
kikj
k
F(h)

]
, (D.19)

avec F la transformée de Fourier et F−1 la transformée inverse.

D.2 Calcul dans le cas du désaccord de maille ani-
sotrope

Le calcul du cas d’un désaccord de maille anisotrope en η̄+δη dans une direction
et en η̄ − δη dans la direction orthogonale, comme vu au chapitre 4, est détaillé ici
dans sa partie non-linéaire. La méthode de calcul de la solution à l’ordre 2 est
identique au cas du désaccord isotrope vu dans la section précédente.

Une nouvelle matrice inverse est calculée :

M−1 =


e−kh0(2k2y−(2ν+kh0−2)k2x)

2k2
− e−kh0 (2ν+kh0)kxky

2k2
− ie−kh0 (2ν+kh0−1)kx

2k

− e−kh0 (2ν+kh0)kxky
2k2

e−kh0(2k2x−(2ν+kh0−2)k2y)
2k2

− ie−kh0 (2ν+kh0−1)ky
2k

− ie−kh0 (−2ν+kh0+1)kx
2k

− ie−kh0 (−2ν+kh0+1)ky
2k

1
2
e−kh0 (−2ν + kh0 + 2)


(D.20)

cette fois avec 2(ν+1)
kY ε

en facteur. La nouvelle valeur de Md1 est :

~Md1 =

(
ihkY εkx(ν(δη + η̄)− δη + η̄)

ν2 − 1
,
ihkY εky(ν(η̄ − δη) + δη + η̄)

ν2 − 1
, 0

)
. (D.21)

Ces deux équations précédentes permettent de déduire de nouvelles valeurs des C1,i,1 :

C1,x,1 =
ihke

−kh0kx
k3(ν − 1)

[
k2x(ν(δη + η̄)− δη + η̄) (h0k + 2ν − 2)

+k2y
(
h0k(δη(1− ν) + η̄ν + η̄)− 2

(
ν2 − 1

)
(δη − η̄)

) ]
(D.22)

C1,y,1 =
ihke

−kh0ky
k3(ν − 1)

[
k2x
(
2
(
ν2 − 1

)
(δη + η̄) + h0k(ν(δη + η̄)− δη + η̄)

)
−k2y(δη(ν − 1)− η̄(ν + 1)) (h0k + 2ν − 2)

]
(D.23)
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C1,z,1 =
hke

−kh0 (−h0k + 2ν − 1)
(
δη(k2x − k2y)(ν − 1) + k2η̄(ν + 1)

)
k2(ν − 1)

. (D.24)

Il ne reste alors plus qu’à calculer ~Md2 (ici indiqués à 2D, avec ky = 0) pour obtenir
les C1,i,2 :

~Md2x = −
∫

dk1
2iY hk(k1)hk(k − k1)k1kx(δη(ν − 1) + η̄(ν + 1))

ν2 − 1
(D.25)

~Md2z =

∫
dk1

Y hk(k1)hk(k − k1)kxkx1(δη(ν − 1) + η̄(ν + 1))

ν2 − 1
(D.26)

Une fois les C1,i,2 calculés, on peut déduire l’expression du vecteur déplacement
~u à l’ordre 2, ce qui permet enfin d’obtenir, de la même manière que dans le cas du
désaccord isotrope, l’énergie élastique. Pour simplifier le calcul, on néglige la partie
déjà calculée dans le cas isotrope (facteur de η̄2), et la partie facteur de δη2.

Comme vu dans l’équation (4.17) la nouvelle énergie élastique est :

µnlel,anis =
2δηη̄Y

1− ν

(
− (hx)

2 + (hy)
2 + (1− 2ν)(Rxxx(ihhx)−Ryyy(ihhy))

−2(1−ν2)(Hxx[h]2−Hyy[h]2)+h(3−2ν)(hyy−hxx)−2ν(1−ν)(Tyyyy[h]2−Txxxx[h]2)

− 4ν(1− ν)(Txyyy[h]2 − Txxxy[h]2)− 8ν(1− ν)(Txyyy[hTxyyy[h]]− Txxxy[hTxxxy[h]])

− 4ν(1− ν)(Tyyyy[hTyyyy[h]]− Txxxx[hTxxxx[h]])

+ 4(1− ν2)(Hyy[hHyy[h]]−Hxx[hHxx[h]])

)
, (D.27)

avec
Hij[h] = F−1

[
kikj
k
F(h)

]
(D.28)

Rijk[h] = F−1
[
kikjkk
k2
F(h)

]
(D.29)

Tijkl[h] = F−1
[
kikjkkkl
k3

F(h)

]
. (D.30)
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Annexe E

Ajout de l’anisotropie d’énergie de
surface

Lorsque l’on fait une résolution numérique des équations d’élasticité non-linéaires
avec seulement des effets élastiques et de mouillage, comme vu au chapitre 3, les
îlots formés sont isotropes. Ceci ne correspond pas vraiment aux expériences (voir
par exemple la figure 2.1). Pour obtenir des îlots anisotropes on ajoute un terme
d’anisotropie d’énergie de surface correspondant à l’énergie de surface respective des
facettes les plus importantes.

Les facettes sont ajoutées en considérant une énergie de surface variable en fonc-
tion de l’orientation de la surface. Cet effet peut être décrit par l’équation suivante :

γn(~n) = γα(~n)− γα(ẑ) , (E.1)

où les fonctions γα(~n) représentent les minimums d’énergie de surface correspondant
aux facettes dont les orientations sont privilégiées. Expérimentalement, on constate
que les facettes (105) sont privilégiées dans le cas des îlots de SiGe, et ont une énergie
de surface inférieure d’environ 1% à celle des facettes (100). La fonction est choisie
comme :

γα(~n) = −
∑
α

Aαexp
[
−ψα

√
1− (~n.~nα)2 + ζα

]
, (E.2)

avec Aα le minimum pour la direction ~nα et ψα un paramètre qui détermine la
largeur du minimum autour de ~nα. Le paramètre ζα permet d’éviter une singularité
lorsque ~n et ~nα sont colinéaires, de plus ce terme donne un lissage thermique du
bord des facettes.

Un exemple d’énergie de surface anisotrope dans le cas du SiGe est donné dans
la figure E.1.

Si on considère à la fois les effets de mouillage et d’anisotropie d’énergie de
surface, on obtient un potentiel chimique comportant deux termes supplémentaires
issus de l’énergie de surface :
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with again little consequence on the physical properties.
Other orientations, such as !113" and !15 3 23" could be also
included as other minima and could be relevant for domes
and hut islands7,15 but we will restrict our study to thin
enough films with only small pyramids with !105" facets.

C. Elastic contribution

The elastic contribution to the chemical potential, Eq. !2",
is merely the elastic energy density at the free surface
!el=Eel#r ,z=h!r"$, which is given by

!el =
1
2

"ijeij#z = h!r"$ , !10"

where ! and e stand for the stress and strain tensors. Me-
chanical equilibrium is supposed to be achieved on time

scales much shorter than the diffusion and growth time
scales so that the displacement u satisfies the Lamé equations

! j"ij % L!u" = 0, !11"

where i , j=x ,y ,z. We consider here linear isotropic elasticity,
where

"ij =
E

1 + #
&eij +

#

1 − 2#
ejj$ij' !12"

with the Young modulus E and Poisson ratio #. Elastic an-
isotropy could be included at that stage but we aim primarily
at exhibiting the role of the dominant surface energy aniso-
tropy and will therefore discard it. Moreover, in order to
simplify calculations, the film and substrate elastic constants
are supposed to be equal unlike the case treated in Ref. 41
where different elastic coefficients were considered. This hy-
pothesis greatly simplifies the analysis as shown below.
Small differences in the final result may arise when consid-
ering different elastic constants, as the comparison with Ref.
41 shows.

The film with a native lattice parameter af is coherently
deposited on the substrate with lattice parameter as. Dis-
placements are computed with respect to the substrate refer-
ence state in the x and y directions,

eij =
1
2

!! jui + !iuj" − $̄$ij!$ix + $ jy"%!z" !13"

with the misfit $̄= !1−af /as" and %!z", the Heaviside function
equal to 1 for z&0 and 0 otherwize. The coherence between
the film and substrate enforces the continuity of displace-
ments and stresses at the film/substrate interface, and implies

u(z=0− = u(z=0+, !14"

!#u$ · z(z=0− = !#u$ · z(z=0+. !15"

Finally, the free surface is supposed to be in contact with a
vanishing vapor pressure and is characterized by a negligible
surface stress,40 so that the stress-free surface satisfies

!#u$ · n(z=h!r" = 0 !16"

and we fix the origin of displacements with the condition
u (z=−'=0.

The Lamé equations can be conveniently handled using
Fourier transforms with respect to r,

F#h$!k" % ĥ!k" =
1

!2("2) dreik·rh!r" . !17"

The solution of Eq. !11" can then be written as

u = u0 + u1, !18"

with the flat film solution

u0 = #0,0,)z%!z"$ , !19"

where )=2$̄# / !1−#" and with

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
hx

1

1.01

1.02

Γ

FIG. 2. Dependence of the surface energy !in units of * f" on the
local slope hx=tan % for hy =0, where % is the angle between the
normal n and the z axis. The first shallow minimum at hx=0 corre-
sponds to the !001" orientation while the other minimum at
hx=tan %1=1 /5 describes the !105" orientation. Other minima are
present for !hx=−tan %1 ,hy =0" and !hx=0,hy = + tan %1".

FIG. 3. !Color online" Dependence of the surface energy !in
units of * f" on the local slopes hx and hy with one minimum for the
!001" orientation and four minima corresponding to the !105"
orientation.

JEAN-NOËL AQUA AND THOMAS FRISCH PHYSICAL REVIEW B 82, 085322 !2010"

085322-4

Figure E.1 – Énergie de surface en fonction de la pente locale. On observe 4 minima
correspondant aux facettes (105) des îlots de SiGe. Figure tirée de [55].

µs = γκ+
∂γ

∂h

1√
1 + |∇h|2

− 2√
1 + |∇h|2

hjhij
∂γ

∂hi

−
√

1 + |∇h|2
[
hij

∂2γ

∂hi∂hj
+ hi

∂2γ

∂h∂hi

]
, (E.3)

toujours d’après [55]. κ est la courbure moyenne et les indices i, j = x, y répétés
dénotent les sommes. γ se décompose donc en trois termes en négligeant de possibles
effets couplés :

γ = γf [1 + γn(~n) + γh(h)] , (E.4)

où γf est l’énergie élastique à l’infini pour une surface (100).
La résolution numérique des équations auxquelles on a ajouté ces termes d’ani-

sotropie d’énergie de surface donne des résultats bien différents du cas où ces termes
ne sont pas présents. La figure 3.2 montre les îlots formés, ceux-ci ne sont plus iso-
tropes comme dans le cas avec énergie de surface isotrope et leur mûrissement est
interrompu.
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Annexe F

Introduction à la croissance des
alliages

La prise en compte des effets d’alliage est un problème important pour la fabri-
cation de boîtes quantiques. Expérimentalement, on constate que la concentration
respective de chaque espèce n’est pas du tout homogène, et ce à l’intérieur d’un
seul îlot (voir figure F.1). Or la concentration d’une espèce influe sur les proprié-
tés électriques et la croissance des îlots. De nombreuses études traitent du cas de
nano-alliages, qui sont composés d’au moins deux types d’atomes distincts. En par-
ticulier du côté de la modélisation on peut trouver l’article de B. J. Spencer, P. W.
Voorhees et J. Tersoff [48] qui présentent un modèle théorique que nous reprenons,
ou un article plus récent sur la nucléation d’îlots de M. Einax et al [32]. L’alliage
Silicium-Germanium est particulièrement étudié pour sa qualité de système modèle
relativement simple [14].

Un effet important ajouté dans le cas des alliages est la concentration variable
des espèces dans les îlots, par exemple dans le cas du SiGe on observe expérimenta-
lement une concentration supérieure de Germanium au sommet des îlots comme on
peut le voir figure F.1. Les expériences permettant d’observer la concentration de
chaque espèce ont été réalisés par tomographie basée sur STM [84], par diffraction
de rayons X [85, 86], par TEM [87] (modélisation de la composition 3D à partir de la
composition projetée en 2D). Cet effet peut s’expliquer en première approximation
par une tendance qu’ont les atomes de plus grande taille (Ge dans le cas SiGe) à
migrer vers des positions plus favorables. De plus les mobilités respectives du Si et
du Ge sont assez différentes, et ont également une influence sur la croissance et la
concentration de chaque espèce à l’intérieur des îlots. Plusieurs modélisations ont
permis de retrouver cette concentration élevée des plus gros atomes aux sommets
des îlots, en particulier une approche par champ de phase [88], un calcul analy-
tique [89] basé sur le modèle de [48], un autre résultat de calcul analytique [90]
ou [91] (minimisation d’énergie élastique), ou encore [92] (éléments finis avec une
forme arbitraire). Ces modélisations ont, entre autre, permis d’obtenir des profils de
concentration pour des îlots de formes différentes (par exemple pyramides et domes
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systems were implemented by growing two samples with
the same experimental conditions as the R sample, but
subsequently annealed for 10 minutes at the growth tem-
perature in different environments. Sample O was treated
in H2 (10 Torr), with Ge and Si adatom surface diffusion
taking place (open system). Sample C was annealed in a
PH3-H2 atmosphere (1:4! 10"5 Torr), which strongly in-
hibited Si surface diffusion, due to the P-Si bond formed
with the Si atoms from the WL’s surface [18]. As a result,
only the Ge species could diffuse over the surface (closed
system) [11]. Samples O and C exhibited islands with an
average volume of approximately 35! 103 and 38!
103 nm3, compared to 19! 103 nm3 for the reference
sample. The overall dome shape of the islands were pre-
served upon annealing. Analysis of Grazing Incidence
X-Ray Diffraction (GIXRD) data obtained at the
Brazilian Synchrotron Light Source Laboratory yielded
the Ge content and lattice spacing distribution within the
islands [4,9,21], which allowed us to calculate all thermo-
dynamic quantities.

Figure 1(a) shows the average composition profile for
each island ensemble, assuming cylindrical symmetry.
Sample R exhibits a high concentration gradient, reaching
1.0 Ge fraction at the island shell, and less than 0.50
fraction below 6 nm from the substrate surface. The Ge
iso-composition contour at 0.50 is indicated by the solid
black line for all samples. The annealed samples exhibit
the following characteristics: (a) they portray a higher
degree of intermixing when compared to R; (b) the 0.50
iso-composition lines for O and C occur at higher and
lower heights, respectively, (c) both samples no longer
display a pure Ge rich shell.

From the volume increase in the annealed samples, and
using the average volume and concentration of R as a

reference, the amount of Si uptake was estimated in 14#
3! 103 and 6# 3! 103 nm3, and for Ge, in 3# 3! 103

and 14# 3! 103 nm3 for samples O and C. Therefore, Si
incorporation into the islands was reduced by a factor of
$3 for sample C, compared to sample O. This is likely
coming from the WL subsurface and, to a lesser degree, the
substrate. Nevertheless, the Ge average content for sample
C remained constant upon annealing (0:75# 0:04 for sam-
ple R and 0:69# 0:03 for sample C), despite volume
increase. For sample O, the average Ge concentration
decreased significantly to 0:45# 0:02 because of Si sur-
face diffusion [10,14].

Figure 1(b) shows the Ge content line profile as a
function of the height within the islands taken at the island
center for each sample. As expected, the islands for the
open system (sample O) are richer in Si, compared to
samples R and C, due to the Si incorporation during
annealing. The dome islands in sample C (closed system)
show a higher Ge content up to 8 nm, when compared to
sample R, demonstrating significant atom rearrangement
within the domes during annealing.

The evolution of the composition profile depends on the
generalized forces that govern the intermixing processes.
For bulk epitaxial systems, there are two forces: mechani-
cal forces due to the lattice mismatch (stress !) and the
chemical forces [22], represented by the chemical potential
gradient r". These can be defined by ! % "k&C2

11 '
C11C12 " 2C2

12(=C11 and r" % &#̂ @
@# ' ẑ @

@z()kT ln&c(*,
where "k is the in-plane strain as measured by GIXRD,
C11 and C12 are the composition dependent elastic con-
stants of the Si-Ge alloy [1,23], #̂ and ẑ are the unit vectors
for the radial and growth directions, k is the Boltzmann
constant, T is the growth and annealing temperatures, and c
is the Ge concentration. This bulklike analysis is justified
for the systems investigated in this work because of the
relatively large size of the islands (107 atoms) which allows
the use of the bulk elastic constants, and the small ratio of
surface to volume atoms of 2:5! 10"3, which minimizes
the surface and interface effects. For example, the contri-
bution of surface and interface stresses is estimated to be
less than 20% of the average island stress [24].

The elastic maps [Fig. 2(a)] demonstrate that prior to
annealing, a significant amount of stress exists at the
perimeter of the island in sample R, which subsides for
both annealed samples but most importantly for sample O.
Looking at the island core and base, the reference sample
exhibits a negligible stress. Upon annealing, while the
stress is decreased further for the open system (sample
O), and even changing sign within the island, the closed
system (sample C) displays an increase in the internal
stress. This can be understood by inspecting the gradient
of the chemical potential [Fig. 2(b)]. For sample R, both
the island core and base exhibit a higher chemical potential
gradient than samples O and C. The chemical forces drive
interdiffusion, despite the increase in the elastic energy for
sample C. However, the top of the islands for all samples
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FIG. 1 (color). (a) Ge concentration (fraction) for samples R
(reference), O (open), and C (closed). The black solid lines
correspond to 0.50 Ge content. (b) Line scans taken along the
growth direction at the island center for all samples for the Ge
content as a function of the islands’ height.
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Figure F.1 – Concentration de Ge en fonction de la position dans l’îlot, d’après
l’article de M. S. Leite et al [86]. Les résultats sont déduits de mesures par diffraction
de rayons X.

dans [91]), et de montrer que ces profils de concentration permettent une meilleure
relaxation des contraintes élastiques. Des tailles d’îlots en fonction de la composition
du film ont également été prédites et comparées aux résultats expérimentaux [89].

Dans cette annexe, nous présentons rapidement un calcul d’instabilité de type
ATG prenant en compte les effets élastiques pour servir d’introduction au problème
des alliages. Le modèle développé ici est repris de l’article de Spencer et al [48].
Ce type de modèle pourrait être approfondi en faisant le calcul à l’ordre 2 en ε
comme dans le cas d’une composition homogène, ce qui permettrait d’observer le
mûrissement des îlots.

F.1 Calcul linéaire dans le cas d’un alliage

F.1.1 Déplacement élastique

Dans le cas d’un alliage à concentration non homogène, on doit prendre en compte
la variation de la concentration. On reprend l’équation de Lamé du cas homogène
(équation (2.2)), et on lui ajoute un terme dépendant de la concentration :

(1− 2ν)∆~u+∇(∇~u) = 2(1 + ν)η0∇c , (F.1)

où η0 est le désaccord de maille entre les espèces et c la concentration au point
considéré. La démonstration de cette équation de Lamé est présentée dans l’annexe
A.

On considère que la concentration dans le film est :

c(x, y, z) = cf + εck(z)e−ikxx−ikyy , (F.2)

134



Calcul linéaire dans le cas d’un alliage

où cf est la concentration d’une espèce déposée lors de l’hétéroépitaxie (par exemple
la proportion de Ge). On a donc une approximation de faible gradient de concen-
tration en plus de l’approximation de faibles pentes. Cette approximation permet
une analyse linéaire des équations, et la transformation de Fourier est bien adaptée
à la résolution du problème du film à faibles pentes. La concentration est considérée
comme constante dans le substrat.

L’équation de Lamé est une équation différentielle linéaire que nous résolvons
en prenant la somme d’une solution particulière et de la solution de l’équation ho-
mogène. Pour cela nous avons commencé par résoudre l’équation (F.1) avec des
solutions sous la forme ~u = fα(z)e−ikxx−ikyy comme dans le cas à concentration
homogène vu au chapitre 2. La solution particulière est alors :

upkx =

∫ z

0

ikxη0(1 + ν)

2k(1− 3ν + 2ν2)

[
ck(f)((f − z) cosh(k(f − z)) + (3− 4ν) sinh(k(f − z))

+(f − z) sinh(k(f − z))ck′(f)
]
df . (F.3)

La valeur est la même selon y en modifiant le facteur kx en ky.

upkz =

∫ z

0

[k(f − z)η0(1 + ν)ck(f) sinh(k(f − z))

2− 6ν + 4ν2
+

η0(1 + ν)c′k(f)

2k(1− 3ν + 2ν2)

(
k(f − z)

cosh(k(f − z)) + (4ν − 3) sinh(k(f − z))
)]

df , (F.4)

que l’on peut intégrer par partie pour obtenir :

upkx =

∫ z

0

ck(f)
ikxη0(1 + ν)

k(1− ν)
sinh(k(f − z))df

+ck(0)
ikxη0(1 + ν)

2k(1− ν)(1− 2ν)
z sinh(−kz) , (F.5)

avec de nouveau uky égal à ukx en remplaçant les kx par des ky et

upkz = (1 + ν)η0

[ ∫ z

0

ck(f)

1− ν cosh(k(f − z))df

ck(0)

k(2− 6ν + 4ν2)
(−kz cosh(−kz) + (−3 + 4ν) sinh(−kz)

]
. (F.6)

La solution particulière finale est, sous forme vectorielle :

~up =

 (
∫ z
0
ikxη0(ν+1)ck(z

′) sinh(k(z′−z))
k(1−ν) dz′ − ick(0)kxzη0(ν+1) sinh(kz)

2k(1−2ν)(1−ν) )

(
∫ z
0

ikyη0(ν+1)ck(z
′) sinh(k(z′−z))

k(1−ν) dz′ − ick(0)kyzη0(ν+1) sinh(kz)

2k(1−2ν)(1−ν) )

η0(ν + 1)(
∫ z
0
ck(z

′) cosh(k(z′−z))
1−ν dz′ − ck(0)(−(4ν−3) sinh(kz)−kz cosh(kz))

2k(2ν2−3ν+1)
)

 , (F.7)

en factorisant par εe−ikxx−ikyy.
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F. Introduction à la croissance des alliages

Le calcul des solutions de l’équation différentielle homogène est fait de la même
manière que dans le cas de la concentration homogène, on reprend donc le calcul
du chapitre 2 en y ajoutant les effets de concentration variable. Il ne reste plus qu’à
utiliser les conditions aux limites. La condition à la limite adsorbat - substrat donne
le même résultat que dans le cas homogène, la solution particulière étant nulle en
z = 0.

A1,j = ε(B1,j + C1,j) , (F.8)

pour j = x, y, z.
La continuité des contraintes en z = 0 permet d’obtenir B1,x = B1,y = 0 et

B1,z =
(1 + ν)(−3 + 4ν)ck(0)η0

4k(1− 3ν + 2ν2)
. (F.9)

Enfin la continuité des contraintes à la surface permet de déduire les derniers coef-
ficients :

C1,x =

∫ z

0

ie−fkkx
(1 + ν)(−1 + e2(f−h−0)k(−3 + 2h0k + 4ν))

2k(−1 + ν)
ck(f)η0df

ie−h0khkkx
(1 + ν)(−2 + h0k + 2ν)

k(−1 + ν)
c0η0 , (F.10)

C1,y est de la même forme, en remplaçant seulement les kx par des ky

C1,z =

∫ z

0

e−fkkx
(1 + ν)(1 + e2(f−h0)k(−3 + 2h0k + 4ν))

2(−1 + ν)
ck(f)η0df

+e−h0khk
(1 + ν)(−1− h0k + 2ν)

−1 + ν
c0η0

−(−3 + ν + 4ν2)ck(0)η0
4k(1− 3ν + 2ν2)

, (F.11)

et le déplacement est alors :

ux =

∫ h0

0

iεek(z−f)kx
(1 + ν)

(
−1 + e2(f−h0)k(−3 + 2h0k − 2kz + 4ν)

)
2k(−1 + ν)

ck(f)η0df

+ε

∫ z

0

ikx(1 + ν)ck(f)

k(1− ν)
sinh(k(f − z))η0df , (F.12)

de même selon y, en changeant les kx en ky, et

uz =

∫ h0

0

εek(z−f)
(1 + ν)

(
−1 + e2(f−h0)k(−3− 2h0k + 2kz + 4ν)

)
2(−1 + ν)

ck(f)η0df

+ε
1 + ν

1− ν η0
∫ z

0

ck(f) cosh(k(f − z))df +
z(1 + ν)

1− ν c0η0 . (F.13)
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Calcul linéaire dans le cas d’un alliage

F.1.2 Détermination des équations de morphologie et de concen-
tration

Le potentiel chimique élastique à l’ordre 1 est alors déduit de la même manière
qu’en (2.34) et en (2.38) :

µ1
el =

∫ h0

0

2c0kεη
2
0Y (ν + 1)ck(z)ek(z−h0)

ν − 1
dz

+
2c0η

2
0µ(ν + 1) (c0(2hkkε(ν + 1)− 1)− 2εck(h0))

ν − 1
. (F.14)

Le calcul du flux est légèrement différent du cas sans alliage (équation (2.39)), il
faut désormais prendre en compte le potentiel chimique de chaque espèce considérée
et leurs coefficients de diffusion respectifs. En prenant le cas d’un alliage SiGe sur
un substrat de Si, avec une concentration de Ge dans le flux de dépôt notée c0, on
a d’après le modèle de [48] :

µGe = µ0
Ge(cGe) + Ω[

1

2
eijklsijskl + γκ+ cSiη0skk] , (F.15)

et
µSi = µ0

Si(cSi) + Ω[
1

2
eijklsijskl + γκ− cGeη0skk] , (F.16)

le flux de diffusion quant à lui est :

~J = −(MSiCSi∇s(µSi) +MGeCGe∇s(µGe)) , (F.17)

avec MSi la mobilité des atomes de Si et ∇s le gradient de surface. L’alliage donne
donc deux effets : un effet élastique visible dans l’équation (F.14) et un effet de la
différence de mobilité des deux espèces visible dans l’équation (F.17). L’équation
qui régit la dynamique est par contre la même que dans le cas homogène :

dh

dt
= Ω(Fnz −∇s.J) . (F.18)

On ajoute un terme d’entropie de mélange au potentiel chimique. Celui-ci s’ex-
prime de la façon suivante :

µS = kbT log(c0) + ε
cskkbT

c0
, (F.19)

où csk représente la variation de concentration à la surface.
En utilisant les flux respectifs de Ge et Si la concentration en surface peut être

déterminée. On nomme δ l’épaisseur de la couche que l’on considère comme étant
en surface. On trouve alors :

δ
∂Cs

Ge

∂t
= −CGe

dh

dt
+ Ω[F −∇ ~JGe] , (F.20)
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F. Introduction à la croissance des alliages

où ~JGe = −MGeCGe∇s(µGe).
Pour simplifier les équations on prend l’adimensionalisation suivante :

t0 =
l40

γΩ2(c0(MGe −MSi) +MSi)
(F.21)

l0 =
γ(1− ν)

4µ(1 + ν)2c20η
2
0

. (F.22)

Au final les deux équations différentielles couplées de la concentration et de la
hauteur du film sont :

∂hk
∂t

=

∫ h0

0

Ahhe
(z−h0)kck(z)k3dz

c0
− Ahccsk(t)k2 − Chk2 − hkk4 + Ahhhkk

3 (F.23)

δ
∂csk
∂t

= −Fcsk(t)−
Acck

2csk(t)

c20
+

1

c0
Achk

3

∫ h0

0

ek(z−h0)ck(z)dz −Bck
4hk − Cck2csk(t) ,

(F.24)
où le terme δ est l’épaisseur de la couche de surface, étant donné que nos équations
correspondent à l’évolution de la concentration de la couche de surface (voir [48]).

Les termes suivants sont utilisés dans les équations (avec β = MGe/MSi) :

Ahh =
MGe

c0(MGe −MSi) +MSi

=
β

c0 (β − 1) + 1

Ahc = − (c0 − 1) (MGe −MSi)

c0(ν + 1) (c0 (MGe −MSi) +MSi)
= − (c0 − 1) (β − 1)

c0(ν + 1) (c0 (β − 1) + 1)

Ch = −(c0 − 1)c0(GV )′′(MGe −MSi)

c0(MGe −MSi) +MSi

= −(c0 − 1)c0(GV )′′(β − 1)

c0(β − 1) + 1

G′′V =
l0
γ

1

Ω

kbT

c0(1− c0)

Ach =
(1− c0)MGe

c0 (MGe −MSi) +MSi

=
(1− c0) β

c0 (β − 1) + 1

Acc =
(c0 − 1) c0 ((c0 − 1)MGe − c0MSi)

(ν + 1) (c0 (MGe −MSi) +MSi)
=

(c0 − 1) c0 ((c0 − 1) β − c0)
(ν + 1) (c0 (β − 1) + 1)

Bc =
(1− c0) c0 (MGe −MSi)

c0 (MGe −MSi) +MSi

=
(1− c0) c0 (β − 1)

c0 (β − 1) + 1

Cc =
(c0 − 1) c0 ((c0 − 1)MGe − c0MSi)

c0 (MGe −MSi) +MSi

(GV )′′ =
(c0 − 1) c0 ((c0 − 1) β − c0)

c0 (β − 1) + 1
(GV )′′

L’intégrale selon dz peut être remplacée par une intégrale selon t en faisant un
changement de variable utilisant la dépendance au flux et au temps de la hauteur
moyenne du film ĥ = Ft (dans le cas linéaire on peut faire l’approximation z = Ft).
L’intégrale

∫ h0
0
ek(z−h0)ck(z)dz devient par exemple

∫ t
0
FeFk(t

′−t)csk(t
′)dt′.

Le début du calcul non-linéaire dans le cas de l’alliage est dans l’annexe F.2.
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Calcul linéaire dans le cas d’un alliage

F.1.3 Simulations numériques linéaires

Pour commencer on considère les cas où δ, épaisseur de la couche pour laquelle
on fait l’hypothèse qu’il n’y a pas de variation de concentration, est nulle. L’équation
(F.24) peut alors être simplifié. Il ne reste plus qu’à résoudre le système des équations
(F.23) et (F.24). Pour cela, après le changement de variable dans l’intégrale vue à la
partie précédente, on va chercher à enlever la partie en intégrale des deux équations.
L’intégrale de l’équation (F.23) est remplacée en utilisant l’équation (F.24), puis
on dérive cette même équation avant d’ajouter cette version dérivée à l’équation de
départ. Il ne reste alors qu’un simple système de deux équations différentielles en csk
et en hk :

∂

∂t

(
h
csk

)
= M

(
hk
csk

)
, (F.25)

où M est une matrice 2 x 2.
Au final (

hk
csk

)
= A

(
u0
1

)
eσ1(k)t +B

(
v0
1

)
eσ2(k)t , (F.26)

avec
(
u0
1

)
et
(
v0
1

)
les vecteurs propres, puis en utilisant la condition limite en

t = 0 :
csk(0) = hk(0)

Achk
3 −Bck

4

Acck2/c20 + k2Cc + F
= hk(0)α , (F.27)

d’où
A→ hk(0)

1− v0α
u0 − v0

, B → hk(0)
u0α− 1

u0 − v0
. (F.28)

Contrairement au cas sans alliage (section 2) on trouve deux solutions possibles
pour le taux de croissance σ(k), mais la figure F.2 montre que seule l’une des deux à
un maximum positif. Le maximum du taux de croissance donne la longueur d’onde
dominante qui peut être comparée avec les expériences 1 (Fig. F.3) faites sur SiGe
[93]. On constate que les valeurs de longueur d’onde de Grinfeld données par le
modèle sont assez proches des expériences, sachant que les paramètres utilisés ici
(module de Young, coefficient de Poisson, énergie de surface, mobilité des atomes et
paramètre de maille) sont raisonnables.

De plus la figure F.4 montre l’effet de la différence entre les mobilités respectives
du Si et du Ge sur les longueurs d’onde maximum. On peut voir que la longueur
d’onde maximale de l’instabilité varie en 1/c pour une différence de mobilité élevée,
et en 1/c2 pour une différence faible. La simple différence de mobilité, donc les effets
de la diffusion des atomes a un effet important sur l’instabilité, malgré le fait que
celle-ci soit causée par les effets élastiques dus au désaccord de maille.

Dans le cas plus général où δ 6= 0, la valeur de δ correspond à l’épaisseur de la
couche de surface, elle correspond donc à la partie du système où les atomes vont

1. Les concentration supérieures à environ 50 % induisent des nucléations d’îlots et les longueurs
d’ondes données pour ces concentrations ne sont là qu’à titre indicatif.
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Figure F.2 – Taux de croissance σ1 et σ2 en fonction du vecteur d’onde k pour
β = 1 (système d’unités adimensionné).
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Figure F.3 – Longueur d’onde maximum de l’instabilité (en nm) en fonction de
la concentration en Germanium x. Les carrés rouges représentent les expériences de
[93] et les points bleus le calcul numérique.
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Figure F.4 – Longueur d’onde maximum de l’instabilité (en nm) en fonction de la
concentration en Germanium c. Les droites correspondent à 1/c et 1/c2 et les points
à des valeurs de β = MGe/MSi qui varient de 10 (courbe verte qui décroit le plus
vite) à 107 (courbe violette proche de la droite en pointillés qui correspond à 1/c).

diffuser, soit quelques monocouches en général. On sait également que la concen-
tration en un point ~r au temps t à la hauteur située entre h(~r) − δ et h(~r) est la
concentration de surface en ~r au temps t. En faisant l’hypothèse que la diffusion de
surface est beaucoup plus rapide que la diffusion de volume, et donc que la concen-
tration à l’intérieur du film ne varie pas au cours du temps, on peut déterminer la
concentration dans le film.

Pour ces simulations on a pris :

– Le coefficient de Poisson ν = 0, 27
– Le module d’Young Y = 100 GPa
– Une différence de paramètre de maille de 4, 2 %
– Un paramètre de maille équivalent de 0, 5 nm

sans différencier ces paramètres entre adsorbat et substrat.

F.2 Calcul non-linéaire d’un alliage

Pour déterminer les équations du système à l’ordre 2 il faut prendre en compte les
parties négligées précédemment, en particulier pour les produits hk x hk, vus dans le
cas sans alliage (chapitre 3), ainsi que toute la partie dépendante de la concentration
ck.
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F. Introduction à la croissance des alliages

À 1D (pas de termes en ky), on trouve un potentiel chimique élastique égal à :

µel = µη20
(ν + 1)2

(ν − 1)

[
4c20(∇h)2 + 8c20h∆h+ 8c20H[(hH(hx))x] + 4c20H(hx)

2 +

4c0ν

(1− 2ν)
c(x, h0)H(hx) + (

2ν

(1− 2ν)
− 8c0)Hb.d.(c)H(hx)− 4Hb.d.(c)2

−2
ν

(2ν − 1)
c(x, h0)Hb.d.(c) +

1

(2ν − 1)
c(x, h0)

2

−8c20Hb.d.(c)hx + 4c0H[Hb.d.(c)x].h− 8c0H[h.Hb.d.(c)x]

+4c20H[(h.c(x, h0))x] + 4c0H(h.c(x, h0)x)(1− c0)
]
, (F.29)

avec

Hb.d.(c) =

∫ h0

0

kck(f)ek(f−h0) df , (F.30)

et
H(h) = F−1(kx

k
F(h)) . (F.31)

Le potentiel chimique d’une espèce est toujours :

µA = µ0
A(CA) + Ω[E + γκ+ CBη0σkk] , (F.32)

avec γκ la courbure et σkk la trace de σ. Reste donc à calculer σkk à 1D, puis à
reprendre le calcul pour avoir le résultat à 2D pour réaliser le calcul numérique de
la même manière que dans le cas du désaccord de maille anisotrope.
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ν coefficient de Poisson 31

AFM Microscope à force atomique 30, 72
ATG Asaro-Tiller-Grinfeld 10, 11, 22, 30, 36, 53, 78, 130

EJM épitaxie par jet moléculaire 15

GaN nitrure de gallium 16, 52, 60
Ge germanium 11, 14, 16, 18, 22, 30, 78, 129, 131, 133, 135

III-V Alliage de semi-conducteurs composé d’un élément de la 3e colonne du ta-
bleau périodique et d’un autre de la 5e colonne de ce tableau (par exemple
GaN) 15

KMC Monte-Carlo cinétique 22

MC mono-couche 22, 90, 99, 100

Si silicium 11, 16, 18, 22, 30, 78, 90, 133, 135
SiGe silicium-germanium 11, 14, 16, 30, 31, 42, 58, 90, 106, 127, 129, 133, 135
STM Microscopie à effet tunnel 19, 78, 99, 129

Y module de Young 32
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Kinetic Monte Carlo simulations of the growth of silicon germanium pyramids

Philippe Gaillard,1 Jean-Noël Aqua,2 and Thomas Frisch3
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2Institut des Nanosciences de Paris, Université Pierre et Marie Curie Paris 6, UMR CNRS 7588, Paris, France
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We investigate the nucleation and growth of anisotropic and strained quantum dots in heteroepitaxy by means
of kinetic Monte Carlo simulations. Surface energy anisotropy is introduced in order to depict Ge-like dots with
(105) facets growing on a Si (100) substrate. Three dimensional islands, mainly in the form of square-base
pyramids, are reported and their coarsening is found to be interrupted during annealing. The resulting island
density follows the scaling law ρ ∼ (D/F )−α with α � 0.6 as a function of the diffusion D to flux F ratio. The
island size distribution follows the scaling law resulting from the assumption of a single length scale.
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I. INTRODUCTION

The growth of germanium on a silicon substrate and of
various SiGe alloys by molecular beam epitaxy or chemical
vapor deposition is known to permit self-organization of
quantum dots.1,2 Their formation is driven by the partial
relaxation of the elastic strain resulting from the 4% lattice
mismatch between Si and Ge.3–5 The growth of these islands
follows the Stranski-Krastanov mode where a 2D wetting
layer a few atoms thick covers the system before 3D islands
may grow.4 Experimental observations6,7 have shown that 3D
islands can be observed quickly (less than 1 ML) after the
deposition of a wetting layer. The islands grown on Si (100)
display various morphologies such as prepyramids, pyramids,
huts, domes, superdomes.8,9 When the film thickness is
sufficiently small, square and rectangular pyramids are formed,
and display (105) facets stabilized by elasticity and surface
reconstruction.10,11 When all the islands of the system are of
pyramidal shape, they depart from the usual Ostwald ripening
scenario, as their coarsening is interrupted during annealing.9

The 2D–3D transition was first rationalized by equilib-
rium calculations which computed the decrease in energy
introduced by islands.12–14 However, in experiments, islands
are mainly ruled by the growth kinetics that involve adatom
displacement along facets, steps, and kinks. These kinetic
effects are complex since they involve many atomic processes.
Therefore it has been important to develop simple tools to
model the growth of islands, such as mean-field rate equations6

which described the atomic detachment from islands by
a strain-dependent rate. A more detailed analysis can be
done by taking into account atomic processes using KMC
simulations15 or level-set methods.16 The 2D–3D transition
was demonstrated in Frenkel-Kontorova models above a
critical level of strain17–20 and in models with effective
elastic barriers at the island edges.21,22 Elastic computations
based on the film/substrate Green function23,24 were used to
corroborate two regimes at high and low strain which are
indeed observed experimentally.23,25 In this article we focus on
islands that nucleate at high misfit and moderate temperature
T . Even though the surface energy anisotropy is a crucial
parameter, few studies have considered this effect coupled
to elasticity.26,27 Yet this anisotropy is crucial to render the

experimental shapes and can lead to dramatic changes in the
growth kinetics.28,29 We have thus developed a model which
takes into account the presence of facets, strain, and the kinetics
linked to the deposition flux.

We present here KMC simulations of a 3D solid-on-solid
(SOS) model which accounts both for elasticity and surface
energy anisotropy. We aim to describe the growth kinetics
of the first pyramidal islands in the nucleation regime of
Ge on Si (100). Elasticity is computed thanks to a Green
function28 which allows us to consider large scale systems and
to derive the islands statistical properties. As seen in real-time
measurements, the model exhibits large scale fluctuations
which lead to 3D islands during a transition that spans
over less than one monolayer. On larger times, we find
that the coarsening of the subsequent islands is interrupted
when anisotropy, coupled to elasticity, dictates the islands
shapes. We characterize the scaling law followed by the island
density as a function of the kinetic ratio D/F for different
temperatures. Finally we find that the island size distribution
also obeys a general scaling law. These results, which are based
on a simple model and compare favorably with experiments,
show the critical coupling between long range elastic forces
and anisotropy.

II. MODEL

In order to investigate the coupling between elasticity and
anisotropy, we supplement with anisotropic terms a model
that was developed to treat long range elastic interactions
using Green functions.30 We attempt to simulate the system at
the simplest level which corresponds to atom diffusion on a
strained substrate, nearest neighbor bonding, and elastic inter-
actions, together with facetting along the (105) orientations.
We consider a SOS model on a square lattice of spacing a

and size (Na)2 with periodic boundary conditions where each
column r = (x,y) has a height z = a h(r). Atoms can diffuse
from their current position to any of the nearest neighbor
sites,31 and jump up or down a terrace. The energy barrier
to move an atom from a site i with ni nearest neighbors is
decomposed as

�Ei = ES + niEN − �Eel
i + ns

(
δEf

S
+ niδE

f
N

) − Eh, (1)
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FIG. 1. (Color online) Sketches of the additional terms used for
the energy barrier (1). (a) the arrows show the two positions where
ns(δES + nδEN ) is nonzero; (b) shows the positions where Eh is
nonzero. If an atom is added to the hashed positions, the factor Eh is
added to increase the probability it moves.

where ES is the energy barrier for diffusion of a single atom
on the (100) orientation, while EN is the nearest neighbor
interaction energy. The elastic contribution �Eel is the energy
difference between the two configurations with and without
the atom under consideration,23 see below. Anisotropy and
facets are associated with a minimum in the surface energy
plot as a function of the orientation. As the surface energy is
proportional to the binding energies EN and ES , we introduce
facets into the model by simply changing these bonds by δE

f
S

and δE
f
N when the atom belongs to one of the four (105) facet

orientations while the factor ns is the step number. To calculate
this factor we probe the height of the neighboring lattice sites
in the four directions a step may take. For example, if the
site (i,j ) has a height h, we check if four or five of the sites
(i − 1,j ) up to (i − 5,j ) have a height h − 1 and that the site
(i − 6,j ) has a height h − 2. If these conditions are fulfilled,
we increase ns by 1. We repeat this process in all directions or
until ns = 2. These extra barriers cause atoms that are part of
a (105) facet to have a lower probability of moving. Finally,
we add an extra barrier Eh to balance the effect of elasticity
which is maximum on an island edge as explained below
(see Fig. 1).

As regards elasticity, we use the Green function calculation
detailed in Ref. 30 using the assumption of small slopes, which
is relevant since islands will display at most (105) orientations.
We consider a Ge film in the 0�z�h(r) slab coherently
deposited on a semi-infinite Si substrate in the z�0 region,
with the same elastic constants. The latter approximation
simply renormalizes the coefficients of the elastic Green
function.28

Up to a constant term embedded in the diffusion barrier,
the resulting elastic energy difference �Eel between a film
with an atom at r and the same film without this atom
reads

�Eel(r) = −2(1 + ν)E0a
3
∑

r ′
h(r ′)G(r − r ′), (2)

with E0 = Yε2/(1 − ν) being the flat film elastic energy
density, Y the film Young modulus, and ν its Poisson ratio,
while ε = af /as − 1 is the misfit between the film and
substrate lattice parameters. The Green function matrix is
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FIG. 2. (Color online) Elastic energy �Eel(r) of an adatom as a
function of its location on top of a square-base pyramid whose profile
is plotted in black squares. Distances are given in lattice units. The
dashed line corresponds to the height and the full line to the elastic
chemical potential.

defined in Fourier space in the (x,y) plane, with

G(r) = 2π

N3

N/2∑
kx ,ky=−N/2+1

|k| cos(2πk.r/N ). (3)

The influence of elasticity is exemplified in Fig. 2. We
consider a single adatom on top of a given square-base
pyramid, and plot the energy barrier �Eel, equal to the adatom
elastic chemical potential μel, as a function of its location on
the pyramid. Due to the square geometry of the SOS model,
the (105) facets are described by successions of steps with
one step in the z direction every five moves in the x or y

directions. Far from the pyramid, this chemical potential in
fact behaves as 1/r3 (not shown on the figure) as expected
for dipolar elastic interactions.32 However this effect is weak
compared to the elastic chemical potential near and on the
island. At the lower side of a step edge, the chemical potential
rises steeply, showing the maximum compressive stress at this
location. Elasticity therefore favors the detachment of atoms
from the lower step edge of islands, with a driving force which
increases with the island size due to the long-range character
of elasticity, as was basically described in Ref. 21. Conversely,
the adatom has a lower μel at the upper edge of the step
where elastic relaxation is increased. This effect increases as
the adatom rises up the pyramid and is maximum on top of
the pyramid, where stress relaxation is known to be maximum.
However, this effect clearly favors adatoms accumulating at the
upper step edges therefore building steep slopes (walls), which
is clearly an undesirable feature as regards the comparison
with experiments. To avoid this spurious effect and favor the
(105) orientations, we introduce a kinetic factor Eh which
decreases the energy barrier for diffusion [Eq. (1)] and thus
effectively forces adatoms at the first five lattice sites from
a step edge to move with a high probability. This reduction
is at work for an atom when a hole (a site that has a height
two atomic sizes below the atom) is present at a distance of
less than 5a in the x or y directions, see Fig. 1. We used an
arbitrary value Eh = 4kbT , which corresponds to 0.17 eV for
the temperatures under scrutiny—a value that is close to EN

but higher than the elastic term �Eel (see Fig. 2). Moreover,
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FIG. 3. (Color online) KMC simulations of the SOS model
ruled by (1) showing as grown islands after deposition of 1.5 ML
with T = 550 K, F = 0.5 ML/s (top figure) and T = 500 K,
F = 0.25 ML/s (bottom figure). Scale in units of a.

the surface energy of the reconstructed (105) facet of Ge under
strain is known to be more stable than the (100) orientation,
and a difference of up to 7% between their surface energies
can be found.33 Consequently, we choose δE

f
S = 0.05 eV and

δE
f
N = 0.0125 eV, which is enough to find the stabilization of

the (105) orientation as shown below.
Finally we choose parameters appropriate to usual SiGe

systems with ES = 0.8 eV and EN = 0.2 eV, associated with
the diffusion constant D = 1

4h
a2kBT e−ES/kBT , where h is the

Planck constant. Elasticity is described by the Si elastic
constant, ν = 0.279, and Y = 130 GPa, and we consider
a = 0.35 nm in between the lattice parameter of the Ge dia-
mond structure and the lattice parameter of a mass-equivalent
cubic crystal.

III. RESULTS AND DISCUSSION

Using the previously defined model, we performed a
set of kinetic Monte Carlo simulations of the growth and
annealing of quantum dots. In all the simulations we deposited
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FIG. 4. (Color online) Plot of the density of 3D islands n as a
function of time. Deposition of 1.5 ML with flux F = 0.25 ML/s
at T = 500 K (dashed) and T = 550 K (full line). After t = 6 s
annealing is performed.

1.5 monolayers (ML) of matter, an amount that is sufficient
to obtain 3D islands as we did not take into account wetting
effects.

A. Surface morphology

We first depict the generic surface morphology at T =
550 K after deposition with a flux F = 0.5 ML/s and at
T = 500 K after deposition with a flux F = 0.25 ML/s
in Fig. 3. Islands quickly develop 3D geometries which
display pyramidal shapes with pseudo (105) facets (no surface
reconstruction).34 3D islands are less numerous but bigger
at higher temperatures. This may be rationalized by the
increase in the diffusion length with temperature, as found in
submonolayer growth where the diffusion length of a monomer
before incorporation into the crystal is ls ∼ (D/F )γ which
increases with T .32

We characterize the dynamics of the surface evolution
by plotting the island density as a function of time. In the
following “3D island” denotes islands that possess at least
two layers and have at least four atoms on the second layer.
Figure 4 shows the 3D island density as a function of time
for T = 500 K and T = 550 K during growth up to t = 6
with F = 0.25 ML/s and subsequent annealing. The data is
obtained by averaging over 10 simulations of size 128 × 128.
The density increases quickly at the beginning of deposition,
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0.6

0.8

t s

w
nm

FIG. 5. (Color online) Plot of the roughness w as a function of
the deposition time during growth and annealing, the parameters are
the same as those of Fig. 4.
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FIG. 6. (Color online) 3D island density as a function of the dif-
fusion constant over the deposition flux at T = 500 K after deposition
of 1.5 ML and scaling law from Eq. (4) with α = 0.75 ± 0.1.

before decreasing due to island coarsening and merging,
especially in the lower temperature case. However the island
density is almost constant during annealing and coarsening
is therefore interrupted when islands display their pyramidal
shapes.

The dynamics of the transition to 3D islands may also be
studied by means of the surface roughness w = (〈h2〉 − 〈h〉2)1/2

which is plotted as a function of time in Fig. 5 during deposition
and subsequent annealing at T = 500 K and T = 550 K. The
roughness w increases continuously during deposition and
slows down during annealing.

Islands appear to evolve much slower once the pyramidal
island shape is fully developed, as shown both by the island
density and roughness. This result compares favorably with the
experimental findings which demonstrated the interruption of
coarsening in SiGe pyramidal islands both in the low35 and
high strain36,37 regimes. This interruption was rationalized by
the vanishing of the coarsening driving force in the low strain
regime38 and by kinetic barriers in the high strain regime.36,37,39

Note that our model leads directly to 3D islands instead of
the layer-by-layer growth that occurs without elasticity. The
real 2D–3D transition at work in experiments is governed
by wetting effects that we did not include in our model in
order to simplify the analysis and to focus solely on the
coupling between elasticity and surface energy anisotropy.
Even though our model is simplified and does not describe
the complexity of island growth (surface reconstruction,
segregation, intermixing, wetting, etc.), we argue that the
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FIG. 7. (Color online) Same as Fig. 6 but T = 525 K and
α = 0.68 ± 0.05.
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FIG. 8. (Color online) Same as Fig. 6 but T = 550 K,
α = 0.62 ± 0.05.

coarsening interruption is a generic effect of the interplay
between elastic and anisotropic effects.

B. Dependence on the flux and the temperature

To further study the growth dynamics, we analyze the island
density as a function of the growth parameters: the temperature
T (which rules the diffusion D) and the deposition flux F .
Similarly to the dependence observed in submonolayer islands
without32 or with40 strain, the density of 3D islands is found
to decrease when the temperature increases and to increase
when the flux increases (see Figs. 6–9). It is also inversely
proportional to the mean island size. To further draw the
comparison between the submonolayer and 3D cases, we plot
the island density as a function of the kinetic ratio D/F at
different temperatures in Figs. 6–9. We find that the basic
scaling law which relates the as-grown island density as a
function D/F 32 is again satisfied in our model

n ≈
(

D

F

)−α

. (4)

Here the exponent α varies between 0.75 and 0.55 as T

increases from 500 K to 575 K. This variation involves many
mechanisms like atom diffusion, elasticity, attachment, and
detachment. The fact that a critical size computed via the
dependence of the island density on the scaling factor D/F

gives unphysical results is a strong indication that the simple
theoretical analysis with a critical nucleus does not apply here,
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FIG. 9. (Color online) Same as Fig. 6 but T = 575 K,
α = 0.56 ± 0.05.
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FIG. 10. (Color online) Histogram of the island size distribution
(expressed in number of atoms) found by numerical simulations
(excluding the islands that are composed of less than 48 atoms, which
corresponds to our definition of 3D islands) calculated with a coverage
of 1.5 ML from a deposition flux of 0.5 ML/s at a temperature of
500 K after 1.26 hours of annealing at the same temperature. Result
of 90 simulations of size 128 × 128.

underlying the crucial role of reversible attachment. As a result,
a simplistic theoretical description considering only adatom
diffusion and irreversible attachment to 2D islands32 is not
applicable here since reversible attachment and detachment
is strongly present in our model. Indeed, we observed in
our simulations the dissolution of islands consisting of about
hundred atoms; this is consistent with the experiments where
large embryos (about 300 atoms) form and decay even at
relatively low temperatures.41

C. Island size distribution

Besides island density, island size homogeneity is a key
issue regarding the application of self-organized islands. We
plot the island size distribution for T = 500 K in Fig. 10 and for
T = 550 K in Fig. 11. Both are characterized by a noticeable
dispersion with a relative width �v/〈v〉 of order unity
(e.g., 1.1 for T = 500 K and F = 0.25 ML/s or 1.2 for
T = 550 K at the same flux), where �v and 〈v〉 are the
standard deviation and mean island volume. They are larger
than experimental values, but note that experimental islands
are larger than those we obtain with our model.

Scaling arguments may provide valuable information as
regards the island size dispersion. It is well known42 that when
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FIG. 11. (Color online) Same figure as Fig. 10 with T = 550 K
and as grown (minimum size of 48 atoms). Result of 70 simulations
of size 128 × 128.
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FIG. 12. (Color online) Rescaling of numerical simulations at
T = 500 K and F = 0.5 ML/s taking deposition levels of 0.9 to
1.5 ML, using the rescaled island size distribution Nv; each line
represents a different amount of deposited matter. Result of 90
simulations of size 128 × 128.

the system has no characteristic length scale besides the mean
island size 〈v〉, the island size distribution follows the scaling
law

Nv = 


〈v〉2
f

(
v

〈v〉
)

, (5)

where Nv is the number density of islands of volume v, while

 is the deposited coverage measuring the total amount of
matter in the islands. It was originally derived for 2D islands43

and was extended to 3D islands provided one considers 
 as
the amount of matter after the 2D–3D transition.44 We plot in
Figs. 12 and 13 the island size distribution rescaled according
to Eq. (5) for different film thicknesses above 0.9 ML. We
find that the scaling form is still valid despite the presence of
long-range elastic interactions, similarly to the submonolayer
case.30 We find here that the rescaled island size distribution
is rather similar at different temperatures when using the
rescaling from (5) as opposed to the initial values from Figs. 10
and 11. Note that one could define a characteristic length scale
in our model by the ratio between the surface energy density
and the elastic energy density l0 = En/(E0a

2). Given the values
used in our simulations, we would find l0 = 0.8 nm, which is
small compared to the island size and interisland distance, a
small size that could be at the origin of the validity of the
scaling law in this system.
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FIG. 13. (Color online) Same as Fig. 12 except with at
T = 550 K. Result of 70 simulations of size 128 × 128.
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IV. CONCLUSION

In conclusion, we have devised a simple solid on solid
model including both elastic interactions and an anisotropy
which favors facets, in order to describe the nucleation and
evolution of strained heteroepitaxial islands. Kinetic Monte
Carlo simulations of the model lead to the formation of square
base pyramids. Ostwald coarsening, which should occur for
islands with different sizes, is found here to be interrupted
due to the coupling between elasticity and surface energy
anisotropy after annealing, as observed in experiments.36–38

We show that the island density follows a scaling law as a
function of the kinetic ratio D/F . Similarly, the island size
distribution follows the scaling derived from the hypothesis
of no characteristic length scale besides the mean island size.
This model could be made to include additional ingredients
known to be relevant, such as the extra facets which occur

in domes or superdomes. Wetting interactions could also
be included by a dependence of the binding energies on
the film thickness. Ab initio methods could be exploited to
calculate some of the activation barriers.45 More importantly,
intermixing requires the description of two atomic species
in the film and their possible exchange.46 Generalization to
similar systems such as III-V alloys, e.g., AlGaN light-emitting
quantum dots, could also be done by considering different
microscopic details. Finally, as expected from the experiments,
we found a high relative dispersion, and we believe that a
patterning of the substrate could be an interesting route to
control the self-organization of quantum dots. A generalization
of our numerical methods to the case of patterned substrates
will be addressed in a future work. Ostwald coarsening, which
should occur for islands with different sizes, is found here to
interrupt due to the coupling between elasticity and surface
energy anisotropy.
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La formation et la morphologie des boîtes quantiques est un sujet d’un grand intérêt, ces structures
ayant de nombreuses application potentielles, en particulier en microélectronique et optoélectronique.
Le contrôle de la taille, de la forme et de la distribution de ces boîtes est critique pour les applications
envisagées. Cette thèse porte sur l’étude théorique et numérique de la croissance d’ilots par épitaxie
par jet moléculaire. Pour cela nous avons utilisé deux modèles : une étude non-linéaire de l’instabilité
de type Asaro-Tiller-Grinfeld, et des simulations Monte Carlo cinétiques. La première modélisation
convient pour les systèmes à faibles désaccords de maille, et est plus spécifiquement appliquée au
cas où le désaccord de maille est anisotrope. Expérimentalement, ceci est observé dans le cas du
dépôt de GaN sur AlGaN. Le calcul de l’instabilité que nous avons effectué prend en compte les
effets élastiques causés par le désaccord de maille, les effets de mouillage et les effets d’évaporation.
Les résultats de la résolution numérique de l’instabilité nous permettent de constater une croissance
plus rapide dans le cas anisotrope comparé au cas isotrope, ainsi que la croissance d’ilots fortement
anisotropes.

Le deuxième modèle est basé sur des simulations Monte Carlo cinétiques, qui permettent de
décrire la nucléation d’ilots 3D. Ces simulations sont utilisées pour les systèmes à fort désaccord de
maille, comme Ge sur Si. Nos simulations prennent en compte la diffusion des adatomes, les effets
élastiques, ici calculés à l’aide d’une fonction de Green discrétisée, et un terme simulant la présence
de facettes (105). Les simulations aboutissent à la formation d’ilots pyramidaux, conformément aux
expériences, dont le mûrissement d’Ostwald est interrompu. Les résultats obtenus ont été comparés
au cas de la nucléation 2D, et on retrouve en particulier une densité d’ilots en loi de puissance par
rapport au rapport D/F du coefficient de diffusion et du flux de déposition.

Modélisation de la croissance de boîtes quantiques sous contrainte élastique

Modeling the growth of quantum dots under elastic strain

The growth and morphology of quantum dots is currently a popular subject as these structures
have numerous potential uses, specifically in microelectronics and optoelectronics. Control of the size,
shape and distribution of these dots is of critical importance for the uses that are being considered.
This thesis presents a theoretical and numerical study of the growth of islands during molecular
beam epitaxy. In order to study these dots, we used two models : a nonlinear study of an Asaro-
Tiller-Grinfeld like instability, and kinetic Monte Carlo simulations. The first model is appropriate
for low misfit systems, and is detailed in the case where misfit is anisotropic. Experimentally, this is
the case when depositing GaN on AlGaN. In this case we took into account elastic effects, wetting
effects and evaporation. Numerical calculations show faster growth, compared to the isotropic misfit
case, and the growth of strongly anisotropic islands.

The second model is based on kinetic Monte Carlo simulations that can describe 3D island
nucleation. We use these simulations to study systems with high misfits, specifically Ge on Si. Adatom
diffusion on a surface is considered and takes into account elastic effects, through a Green function
model, and surface energy anisotropy, that allows us to stabilize (105) facets. Simulation results show
the growth of pyramid-shaped 3D islands, as observed in experiments, and their Ostwald ripening
is interrupted. The results of these simulations are then compared to the case of 2D nucleation, and
we find that several of the known 2D properties also apply to 3D islands. Specifically, island density
depends on a power law of D/F, the diffusion coefficient divided by the deposition flux.

Mots clés: Hétéro-épitaxie, Nanostructures, Simulations Monte Carlo cinétiques, Instabilités,
contraintes élastiques
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