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♥✉♠N)✐G✉❡# ❢♦♥❞❛♠❡♥$❛✉① ❝♦))❡#♣♦♥❞❛♥$ ❛✉① ♣)♦♣)✐N$N# ♠N❝❛♥✐G✉❡# ❡$ ❛✉ ❝♦♠♣♦)$❡♠❡♥$ ♠❛❝)♦#❝♦♣✐G✉❡

❞✉ ♠❛$N)✐❛✉ N$✉❞✐N✳ ❊♥#✉✐$❡✱ ❧❡# #✐♠✉❧❛$✐♦♥# ❞✬✐♠♣❛❝$ ❛##✉)❡♥$ ❧✬N$✉❞❡ ❞❡# ♠♦❞R❧❡# ❞❡ ❞N❣)❛❞❛$✐♦♥✳ ❯♥❡

❜♦♥♥❡ ❝♦))N❧❛$✐♦♥ ❛ N$N ♦❜$❡♥✉❡ ♣♦✉) ❧❡# ❞✐✛N)❡♥$# ❝❛# ❞❡ ❝❤❛)❣❡♠❡♥$✳

▼♦$# ❝❧N#✿ ❈♦♠♣♦#✐$❡# P )❡♥❢♦)$# $✐##N#✱ ♥♦♥❧✐♥N❛)✐$N✱ ♣❧❛#$✐❝✐$N✱ ❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥$✱ ✐♠♣❛❝$✱ ❯▼❆❚✱

#✐♠✉❧❛$✐♦♥ ♣❛) N❧N♠❡♥$# ✜♥✐#✳

✐





❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥+,

❚❤✐# #$✉❞② ❤❛# ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ❛$ ❉❛✐♠❧❡1 ❆● ✐♥ $❤❡ ❞❡♣❛1$♠❡♥$ ✧❘♦❤❜❛✉ ❱♦1❡♥$✇✐❝❦❧✉♥❣✧ ✐♥

❙✐♥❞❡❧✜♥❣❡♥✱ ●❡1♠❛♥②✳ ❋♦1 $❤✐# ❣1❡❛$ ❡①♣❡1✐❡♥❝❡✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ $♦ $❤❛♥❦ ♠❛♥② ♣❡♦♣❧❡✱ ✇❤♦ ❜1♦✉❣❤$ $❤❡✐1

❝♦♥$1✐❜✉$✐♦♥ ✐♥ $❤✐# ✇♦1❦✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ $♦ ❡①♣1❡## ♠② ❞❡❡♣ ❣1❛$✐$✉❞❡ $♦ ♠② ❛❞✈✐#♦1 C1♦❢❡##♦1 ❉❛♥✐❡❧ ❈♦✉$❡❧❧✐❡1✱ ❉✐1❡❝$♦1 ♦❢ $❤❡

❊◆❙■❆▼❊✱ ❢♦1 #✉♣❡1✈✐#✐♥❣ ♠② ✇♦1❦✱ $❤❡ I✉❛❧✐$② ♦❢ ❤✐# ❛❞✈✐❝❡ ❛♥❞ ♦✉1 1❡❣✉❧❛1 ❛♥❞ ❢1✐❡♥❞❧② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛$✐♦♥✳

❙♣❡❝✐❛❧ $❤❛♥❦# ❛1❡ ❛❧#♦ ❛❞❞1❡##❡❞ $♦ ♠② ❛❞✈✐#♦1 ❉✐♣❧✳✲■♥❣✳ ❉❛✈✐❞ ▼♦♥❝❛②♦ ❛$ ❉❛✐♠❧❡1 ❆● ❢♦1 ❤✐#

❣❡♥❡1♦✉# #✉♣♣♦1$ ❛♥❞ ❡♥❝♦✉1❛❣❡♠❡♥$ ❢♦1 $❤❡ ♣❛#$ ②❡❛1#✳ ❍❡ ❤❛# ❛❧✇❛②# ♣1♦✈✐❞❡❞ ♠❡ ✇✐$❤ $❤❡ ❜❡#$

♦♣♣♦1$✉♥✐$✐❡# ❛♥❞ ❤❡❧♣ ✇❤❡♥❡✈❡1 ■ ♥❡❡❞❡❞ ✐$✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ $♦ $❤❛♥❦ C1♦❢❡##♦1 ❍❛❦✐♠ ◆❛❝❡✉1 ❢♦1 ❤✐# #✉♣♣♦1$ ❛♥❞ ❤✐# ♣❛1$✐❝✐♣❛$✐♦♥ ✐♥ $❤✐# ✇♦1❦✳

▼❛♥② $❤❛♥❦# $♦ C1♦❢❡##♦1 C❡❞1♦ ❈❛♠❛♥❤♦ ❢1♦♠ $❤❡ ❯♥✐✈❡1#✐$② ♦❢ C♦1$♦ ✭❋❛❝✉❧❞❛❞❡ ❞❡ ❊♥❣❡♥❤❛1✐❛

❯♥✐✈❡1#✐❞❛❞❡ ❞♦ C♦1$♦✱ ❋❊❯C✮ ❢♦1 ❤✐# ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐$②✱ ❤✐# ❦✐♥❞♥❡## ❛♥❞ ❤✐# ❝♦♥$1✐❜✉$✐♦♥ ✐♥ ♠② ✇♦1❦✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥$# ❛1❡ ❛❧#♦ ❣✐✈❡♥ $♦ ♠② $❡❛♠ ❧❡❛❞❡1 ❉✐♣❧✳✲■♥❣✳ ❙$❡✛❡♥ ❍❛♠♣❡❧ ❢♦1 ❣✐✈✐♥❣ ♠❡ $❤❡

♦♣♣♦1$✉♥✐$② $♦ ❝♦♥❞✉❝$ ♠② ✇♦1❦ ✐♥ ❤✐# $❡❛♠✳ ■♥ $❤❡ #❛♠❡ $✐♠❡ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ $♦ $❤❛♥❦ ❛❧❧ ♠② ❝♦❧❧❡❛❣✉❡#

❛$ ❉❛✐♠❧❡1 ❆● ❢♦1 $❤❡✐1 ❤❡❧♣ ❛♥❞ $❤❡✐1 ❝♦♥$1✐❜✉$✐♦♥ ✐♥ $❤✐# #$✉❞②✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ $♦ ❣✐✈❡ ♠❛♥② $❤❛♥❦# $♦ ♠② ❋1❡♥❝❤ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡# ❇❡♥♦✐$✱ ❙②❧✈❛✐♥✱ ❏✉❧✐❡♥✱ ❏❡1❡♠② ❛♥❞ ▲❛❡$✐$✐❛

❢♦1 $❤❡✐1 ❦✐♥❞♥❡## ❛♥❞ ♦✉1 ✐♥$❡1❡#$✐♥❣ ❝♦❧❧❛❜♦1❛$✐♦♥✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ $♦ $❤❛♥❦ ❛❧❧ ♠② ❢1✐❡♥❞# ✐♥ ●❡1♠❛♥② C❛✉❧✐♥❡✱ ❈❤1✐#$✐❛♥✱ ▼❛①✐♠❡ ❛♥❞ ●❡♦1❣ ❢♦1 $❤❡✐1

#✉♣♣♦1$ ❛♥❞ ❢1✐❡♥❞#❤✐♣✳

❙♣❡❝✐❛❧ $❤❛♥❦# ❛1❡ ❣✐✈❡♥ $♦ ♠② ❜❡#$ ❢1✐❡♥❞ ❈❤1✐#$♦♣❤❡ ❢♦1 ♦✉1 ❝♦❧❧❛❜♦1❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦1 ✐$# ❣❡♥❡1♦✉#

#✉♣♣♦1$ ❞✉1✐♥❣ $❤❡ ❞✐✣❝✉❧$ ♠♦♠❡♥$#✳

●1❡❛$❡#$ $❤❛♥❦# ❛1❡ ❛❞1❡##❡❞ $♦ ❋❧♦1❡♥❝❡ ❢♦1 ❤❡1 ❝♦♥$1✐❜✉$✐♦♥ ✐♥ $❤✐# ✇♦1❦✳ ❚❤✐# $❤❡#✐# ❝♦✉❧❞ ♥♦$ ❜❡

♣♦##✐❜❧❡ ✇✐$❤♦✉$ ❤❡1 ✉♥❝♦♥❞✐$✐♦♥❛❧ #✉♣♣♦1$✱ ❤❡1 ♣❛$✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❤❡1 ❧♦✈❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♠❛♥② $❤❛♥❦# ❛1❡ ❣✐✈❡♥ $♦ ♠② ❢❛♠✐❧② ❢♦1 ❤❡1 ❡♥❝♦✉1❛❣❡♠❡♥$#✳

✐✐✐





❆❜"#$❛❝#

❉✉❡ #♦ #❤❡✐' ❞'❛♣✐♥❣✱ .#✐✛♥❡..✱ ✐♠♣'♦✈❡❞ ❞✉❝#✐❧✐#② ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ #♦❧❡'❛♥❝❡ ♣'♦♣❡'#✐❡. ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦.✐#❡.

❛'❡ ✐♥❝'❡❛.✐♥❣❧② ✉.❡❞ ❢♦' #❤❡ ❞❡.✐❣♥ ♦❢ ❝'❛.❤✲'❡❧❡✈❛♥# ❛✉#♦♠♦#✐✈❡ .#'✉❝#✉'❛❧ ♣❛'#.✳ ■♥ ♦'❞❡' #♦ ❧✐♠✐#

#❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ❡①♣❡♥.✐✈❡ ❡①♣❡'✐♠❡♥#.✱ '❡❧✐❛❜❧❡ ♥✉♠❡'✐❝❛❧ .✐♠✉❧❛#✐♦♥. ❛'❡ '❡<✉✐'❡❞ ✐♥ ♦'❞❡' #♦ ♣'❡❞✐❝#

#❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦' ♦❢ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦.✐#❡. ✉♥❞❡' ❞✐✛❡'❡♥# ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛#❤.✳ ❆ ❞❡❡♣ ❛♥❛❧②.✐. ❛♥❞ ❛♥ ♦♣#✐♠❛❧

✉♥❞❡'.#❛♥❞✐♥❣ ♦❢ #❤❡ ♠❛#❡'✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦' ❛'❡ ♥❡❝❡..❛'② ❛♥❞ #❤❡ .✉✐#❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ #❡❝❤♥✐<✉❡. ❤❛✈❡ #♦ ❜❡

✈❛❧✐❞❛#❡❞✳ ■♥ #❤✐. ✇❛②✱ ❛♥ ❡①♣❡'✐♠❡♥#❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡'✐❝❛❧ ❝❤❛'❛❝#❡'✐③❛#✐♦♥ ♠❡#❤♦❞ ❤❛. ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞

✐# '❡❧✐❡. ♦♥ #❤❡ ✐♥✈❡.#✐❣❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♠❛#❡'✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦' ❢'♦♠ #❤❡ ♠✐❝'♦.❝♦♣✐❝ .❝❛❧❡ ✉♣ #♦ #❤❡ ❢✉❧❧✲.✐③❡ ❝❛'

♠♦❞❡❧ ❜② ✐♥❝'❡❛.✐♥❣ ♣'♦❣'❡..✐✈❡❧② #❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐#② ♦❢ #❤❡ ❣❡♦♠❡#'✐❡. ❛♥❞ ❧♦❛❞ ❝❛.❡.✳

❚❤'♦✉❣❤♦✉# #❤✐. ♠❛#❡'✐❛❧ ❝❤❛'❛❝#❡'✐③❛#✐♦♥ ♣'♦❝❡..✱ ❞✐✛❡'❡♥# ♠♦❞❡❧✐♥❣ #❡❝❤♥✐<✉❡. ❛'❡ ✐♥✈❡.#✐❣❛#❡❞

❛♥❞ ❛..❡..❡❞✳ ▼♦.# ♦❢ #❤❡ ♥✉♠❡'✐❝❛❧ ♠❛#❡'✐❛❧ ♠♦❞❡❧. ❛✐♠✐♥❣ ❛# ♣'❡❞✐❝#✐♥❣ #❤❡ ♠❛❝'♦.❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦' ♦❢

❝♦♠♣♦.✐#❡. ❛'❡ ❜❛.❡❞ ♦♥ ❧✐♥❡❛' ❝♦♥.#✐#✉#✐✈❡ ❧❛✇. ✉♣ #♦ ❢❛✐❧✉'❡ ♦♥.❡#✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦.✐#❡. ❛'❡

❧✐❦❡❧② #♦ ♣'❡.❡♥# ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛' ❜❡❤❛✈✐♦' ✐♥ ❡❛❝❤ ♠❛#❡'✐❛❧ ❞✐'❡❝#✐♦♥✱ ✐♥ ❢✉♥❝#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ #❡①#✐❧❡ .#'✉❝#✉'❡✳

❚❛❦✐♥❣ ✐♥ ❝♦♥.✐❞❡'❛#✐♦♥ #❤❡ ❞✐✛❡'❡♥# ❧✐♠✐#❛#✐♦♥. ✐♠♣♦.❡❞ ❜② #❤❡ ✐♥❞✉.#'✐❛❧ ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡'✐♥❣ ✜❡❧❞.✱ ❛ ♥❡✇

♥✉♠❡'✐❝❛❧ ♠❡.❤✲✐♥.❡♥.✐#✐✈❡ ♠❛#❡'✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❤❛. ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛. ❛ ❯▼❆❚ ❢♦' #❤❡ ❡①♣❧✐❝✐# ✜♥✐#❡ ❡❧❡♠❡♥#

.♦❧✈❡' ▲❙✲❉❨◆❆✳ ❚❤✐. ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦✉♥#. ❢♦' ♥♦♥❧✐♥❡❛'✐#②✱ ♣❧❛.#✐❝✐#②✱ ❢❛✐❧✉'❡ ❛♥❞ ♣♦.#✲❢❛✐❧✉'❡ ❞❛♠❛❣❡ #♦

♣'❡❞✐❝# #❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦' ♦❢ ✇♦✈❡♥ ❧❛♠✐♥❛#❡❞ ❝♦♠♣♦.✐#❡. ✉♥❞❡' .❡✈❡'❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛#❤.✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥#❛#✐♦♥

✐♥❝❧✉❞❡. ❛ .♠❡❛'❡❞ ❢♦'♠✉❧❛#✐♦♥ ❛♥❞ ✐# ❤❛. ❜❡❡♥ ❛❞❛♣#❡❞ ❢♦' .❤❡❧❧✱ #❤✐❝❦ .❤❡❧❧ ❛♥❞ .♦❧✐❞ ❡❧❡♠❡♥#.✱ ❛. ❜♦#❤

#❤✐♥ ❛♥❞ '❡❧❛#✐✈❡❧② #❤✐❝❦ .#'✉❝#✉'❡. ❛'❡ ❧✐❦❡❧② #♦ ❜❡ ❞❡.✐❣♥❡❞ #♦ ❢✉❧✜❧❧ #❤❡ ❞✐✛❡'❡♥# ❝'❛.❤ '❡❣✉❧❛#✐♦♥.✳

❚❤❡ ✈❛❧✐❞❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♠♦❞❡❧ '❡❧✐❡. ✜'.# ♦♥ #❤❡ .✐♠✉❧❛#✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥#❛'② ❝♦✉♣♦♥ #❡.#.✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇. #♦

✈❛❧✐❞❛#❡ #❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝#✐✈❡ ♠❛#❡'✐❛❧ ♣'♦♣❡'#✐❡. ♦❜.❡'✈❡❞ ❡①♣❡'✐♠❡♥#❛❧❧②✳ ❚❤❡♥✱ ❜❛.❡❞ ♦♥

#❤❡ ♣'❡✈✐♦✉. ✈❛❧✐❞❛#❡❞ ♠❛#❡'✐❛❧ ♣❛'❛♠❡#❡'.✱ #❤❡ ♣♦.#✲❢❛✐❧✉'❡ ♠❛#❡'✐❛❧ ❞❡❣'❛❞❛#✐♦♥ ♠♦❞❡❧. ❛'❡ ❛..❡..❡❞

✉.✐♥❣ #❤❡ .✐♠✉❧❛#✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❛❝# #❡.#.✳ ❚❤❡ ❝♦''❡❧❛#✐♦♥ '❡❧✐❡. ❤❡'❡ ♦♥ <✉❛♥#✐#❛#✐✈❡ ❛♥❞ <✉❛❧✐#❛#✐✈❡ ❛♥❛❧②.✐.

❝♦''❡.♣♦♥❞✐♥❣ #♦ #❤❡ ❝♦♠♣❛'✐.♦♥ ❜❡#✇❡❡♥ ❡①♣❡'✐♠❡♥#❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡'✐❝❛❧ '❡.✉❧#. '❡❣❛'❞✐♥❣ '❡♣❡❝#✐✈❡❧②

#❤❡ ♠❛#❡'✐❛❧ '❡.♣♦♥.❡ ❛♥❞ #❤❡ ❞❛♠❛❣❡✴❞❡❧❛♠✐♥❛#✐♦♥ ♣'♦♣❛❣❛#✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ #❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ #❡❝❤♥✐<✉❡.

❛♥❞ ♠❛#❡'✐❛❧ ♣❛'❛♠❡#❡'. ❛'❡ ❛..❡..❡❞ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛#❡❞ ♦♥ #❤❡ .✐♠✉❧❛#✐♦♥ ♦❢ '❡♣'❡.❡♥#❛#✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥#

#❡.#.✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦''❡.♣♦♥❞. #♦ #❤❡ ❧❛.# .#❡♣ ✐♥ #❤❡ ❝❤❛'❛❝#❡'✐③❛#✐♦♥ ♣'♦❝❡.. ❜❡❢♦'❡ .#❛'#✐♥❣ #❤❡ ✐♥✈❡.#✐❣❛✲

#✐♦♥. ♦♥ '❡❛❧ .#'✉❝#✉'❛❧ ♣❛'#. ♦' ♦♥ ❢✉❧❧✲.✐③❡ ❝❛' ♠♦❞❡❧. ✭♥♦# ❝♦♥❞✉❝#❡❞ ✐♥ #❤✐. .#✉❞②✮✳ ❆ .❛#✐.❢②✐♥❣

❝♦''❡❧❛#✐♦♥ ❤❛. ❜❡❡♥ ♦❜#❛✐♥❡❞ ❢♦' ❜♦#❤ ❝♦♥.✐❞❡'❡❞ ❘❚▼ ❛♥❞ N❘❊N❘❊● ❝❛'❜♦♥✴❡♣♦①② ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦.✐#❡.✳

✈





❘!"✉♠!

❉❡ ♣❛$ ❧❡✉$ $✐❣✐❞✐*+✱ ❧❡✉$ ❞✉❝*✐❧✐*+✱ ❧❡✉$ *♦❧+$❛♥❝❡ 0 ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥* ❡* ❧❡✉$3 ♣$♦♣$✐+*+3 ❞❡ ♠✐3❡ ❡♥

❢♦$♠❡✱ ❧❡3 ♠❛*+$✐❛✉① ❝♦♠♣♦3✐*❡3 0 $❡♥❢♦$*3 *✐33+3 3♦♥* ❞❡ ♣❧✉3 ❡♥ ♣❧✉3 ✉*✐❧✐3+3 ♣♦✉$ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣*✐♦♥ ❞❡

♣✐6❝❡3 3*$✉❝*✉$❡❧❧❡3 ❞❛♥3 ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✉*♦♠♦❜✐❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥*✱ ❡♥ ♣❧✉3 ❞❡3 ❞✐✛+$❡♥*❡3 ❢♦♥❝*✐♦♥3 ;✉✬❡❧❧❡3

❞❡✈$♦♥* ❛33✉$❡$ ❡♥ 3❡$✈✐❝❡✱ ❝❡3 ♣✐6❝❡3 ❞♦✐✈❡♥* $❡♠♣❧✐$ ❧❡ ❝❛❤✐❡$ ❞❡3 ❝❤❛$❣❡3 ❡* ❧❡3 $6❣❧❡3 ❞❡ 3+❝✉$✐*+

✐♠♣♦3+3 ♣❛$ ❧❡3 *❡3*3 ❞❡ ❝$❛3❤✳ ❆✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐*❡$ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❡* ❧❡ ❝♦@* ❞❡3 ❡33❛✐3 ❡①♣+$✐♠❡♥*❛✉①✱ ❧✬✉*✐❧✐3❛*✐♦♥

❞❡ 3✐♠✉❧❛*✐♦♥3 ♥✉♠+$✐;✉❡3 ♣♦✉✈❛♥* ♣$+❞✐$❡ ❞❡ ♠❛♥✐6$❡ ✜❛❜❧❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦$*❡♠❡♥*✱ 3♦✉3 ❞✐✛+$❡♥*3 ❝❛3 ❞❡

❝❤❛$❣❡♠❡♥*✱ ❞❡3 ♠❛*+$✐❛✉① ❝♦♠♣♦3✐*❡3 0 $❡♥❢♦$*3 *✐33+3 ❡3* ✐♥❞✐3♣❡♥3❛❜❧❡✳ ❯♥❡ ❛♥❛❧②3❡ ❞+*❛✐❧❧+❡ ❡* ✉♥❡

♣❛$❢❛✐*❡ ❝♦♠♣$+❤❡♥3✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦$*❡♠❡♥* ❞✉ ♠❛*❡$✐❛✉ 3♦♥* ❛❧♦$3 ♥+❝❡33❛✐$❡3✱ ❛✐♥3✐ ;✉❡ ❧✬❡①✐3*❡♥❝❡ ❡* ❧❛

✈❛❧✐❞❛*✐♦♥ ❞❡ *❡❝❤♥✐;✉❡3 ❞❡ ♠♦❞+❧✐3❛*✐♦♥ ❛❞+;✉❛*❡3✳ ❉❛♥3 ❝❡**❡ ♦♣*✐;✉❡ ✉♥❡ ♠+*❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛$❛❝*+$✐3❛*✐♦♥

❛ +*+ ❞+✈❡❧♦♣♣+❡✳ ❊❧❧❡ $❡♣♦3❡ 3✉$ ✉♥❡ ❛♥❛❧②3❡ ❞✉ ♠❛*+$✐❛✉ 0 ❧✬+❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝$♦3❝♦♣✐;✉❡ ❥✉3;✉✬0 ✉♥❡ +*✉❞❡ 0

❧✬+❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ✈+❤✐❝✉❧❡ ❝♦♠♣❧❡* ❡♥ ❛✉❣♠❡♥*❛♥* ♣$♦❣$❡33✐✈❡♠❡♥* ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐*+ ❞❡3 ❣+♦♠+*$✐❡3 ❡* ❞❡3 ❝❛3 ❞❡

❝❤❛$❣❡♠❡♥*✳

❉✐✛+$❡♥*❡3 *❡❝❤♥✐;✉❡3 ❞❡ ♠♦❞+❧✐3❛*✐♦♥ 3♦♥* +*✉❞✐+❡3 ❡* +✈❛❧✉+❡3 *♦✉* ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ♣$♦❝❡33✉3 ❞❡

❝❛$❛❝*+$✐3❛*✐♦♥✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛$* ❞❡3 ♠♦❞6❧❡3 ♠❛*+$✐❛✉ ♥✉♠+$✐;✉❡3 ✈✐3❛♥* 0 ♣$+❞✐$❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦$*❡♠❡♥* ♠❛❝$♦✲

3❝♦♣✐;✉❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦3✐*❡ $❡♣♦3❡ ❣+♥+$❛❧❡♠❡♥* 3✉$ ✉♥❡ +✈♦❧✉*✐♦♥ ❧✐♥+❛✐$❡ ❛✈❛♥* $✉♣*✉$❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥*✱ ❧❡3

❝♦♠♣♦3✐*❡3 0 $❡♥❢♦$*3 *✐33+3 ♣❡✉✈❡♥* ♣$+3❡♥*❡$ ✉♥ ❝♦♠♣♦$*❡♠❡♥* ♥♦♥✲❧✐♥+❛✐$❡ ❞❛♥3 ❝❤❛;✉❡ ❞✐$❡❝*✐♦♥✱ ❡♥

❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 3*$✉❝*✉$❡ ❞✉ *✐33+✳ ❊♥ *❡♥❛♥* ❝♦♠♣*❡ ❞❡3 ❞✐✛+$❡♥*❡3 $❡3*$✐❝*✐♦♥3 ❡♥ *❡$♠❡ ❞❡ ♠♦❞+❧✐3❛*✐♦♥

✐♠♣♦3+❡3 ♣❛$ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥❞✉3*$✐❡❧✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞6❧❡ ♠❛*+$✐❛✉ ♥✉♠+$✐;✉❡ ❛ +*+ ❞+✈❡❧♦♣♣+ 3♦✉3

❧❛ ❢♦$♠❡ ❞✬✉♥ ❯▼❆❚ ♣♦✉$ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ +❧+♠❡♥*3 ✜♥✐3 ▲❙✲❉❨◆❆✳ ❈❡ ♠♦❞6❧❡ ❡3* ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♣$+❞✐$❡

✉♥ ❝♦♠♣♦$*❡♠❡♥* ❧✐♥+❛✐$❡ ♦✉ ♥♦♥✲❧✐♥+❛✐$❡✱ ❧❛ ❞+❢♦$♠❛*✐♦♥ ♣❧❛3*✐;✉❡✱ ❧❛ $✉♣*✉$❡ ❡* ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥*

♣$♦❣$❡33✐❢ ❞✉ ♠❛*+$✐❛✉ ❛♣$63 $✉♣*✉$❡✳ ▲✬✐♠♣❧+♠❡♥*❛*✐♦♥ ❝♦♠♣$❡♥❞ ✉♥❡ ❢♦$♠✉❧❛*✐♦♥ ♣❛$*✐❝✉❧✐6$❡ ♣♦✉$ ❧❛

$+♣❛$*✐*✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥* ❡* ❡❧❧❡ ❛ +*+ ❛❞❛♣*+❡ ♣♦✉$ ❞❡3 ♠♦❞+❧✐3❛*✐♦♥3 ✐♠♣❧✐;✉❛♥* ❞❡3 +❧+♠❡♥*3

❝♦;✉❡3✱ ❞❡3 ❝♦;✉❡3 +♣❛✐33❡3 ♦✉ ❞❡3 +❧+♠❡♥*3 3♦❧✐❞❡3✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ❞❡3 3*$✉❝*✉$❡3 ♣❧✉3 ♦✉ ♠♦✐♥3 +♣❛✐33❡3

♣❡✉✈❡♥* L*$❡ ❝♦♥M✉❡3 ❛✜♥ ❞❡ $❡♠♣❧✐$ ❧❡3 ❞✐✛+$❡♥*3 ❝$✐*6$❡3 ❞❡ ❝$❛3❤ *❡3*3✳

▲❛ ✈❛❧✐❞❛*✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞6❧❡ $❡♣♦3❡ *♦✉* ❞✬❛❜♦$❞ 3✉$ ❧❛ 3✐♠✉❧❛*✐♦♥ ❞✬❡33❛✐3 3✉$ +❝❤❛♥*✐❧❧♦♥3✱ ❝❡ ;✉✐

♣❡$♠❡* ❞❡ ❝♦$$+❧❡$ ❧❡3 ♣$♦♣$✐+*+3 ♠+❝❛♥✐;✉❡3 ❞✉ ♠❛*+$✐❛✉ ❞❛♥3 ❧❡ ♣❧❛♥ ❡* ❡♥ ✢❡①✐♦♥✳ ❊♥3✉✐*❡✱ ❡♥

✉*✐❧✐3❛♥* ❧❡3 ♣❛$❛♠6*$❡3 ♠❛*+$✐❛✉ ✈❛❧✐❞+3 ♣$+❝+❞❡♠♠❡♥*✱ ❧✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥* ❛♣$63 $✉♣*✉$❡ ❡3* +*✉❞✐+

❡♥ 3✐♠✉❧❛♥* ❧❡3 ❡33❛✐3 ❞✬✐♠♣❛❝*✳ ▲❛ ❝♦$$+❧❛*✐♦♥ 3❡ ❜❛3❡ ✐❝✐ 3✉$ ✉♥❡ ❛♥❛❧②3❡ ;✉❛❧✐*❛*✐✈❡ ❡* ;✉❛♥*✐*❛*✐✈❡✱

❝❡ ;✉✐ 3❡ *$❛❞✉✐* ♣❛$ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛$❛✐3♦♥ ❞❡3 $+3✉❧*❛*3 ♥✉♠+$✐;✉❡3 ❛✈❡❝ ❧❡3 $+3✉❧*❛*3 ❡①♣+$✐♠❡♥*❛✉① ❡♥

❝❡ ;✉✐ ❝♦♥❝❡$♥❡ ❧❡3 ❞✐✛+$❡♥*❡3 ❝♦✉$❜❡3 $❡♣$+3❡♥*❛♥* ❧❛ $+♣♦♥3❡ ❞✉ ♠❛*+$✐❛✉ ❡* ❧✬+✈❛❧✉❛*✐♦♥ ❞❡3 ③♦♥❡3

❡♥❞♦♠♠❛❣+❡3✴❞+❧❛♠✐♥+❡3✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡3 *❡❝❤♥✐;✉❡3 ❞❡ ♠♦❞+❧✐3❛*✐♦♥ ❡* ❧❡3 ♣❛$❛♠6*$❡3 ♠❛*+$✐❛✉ 3♦♥* ✈❛❧✐❞+3
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α ■♥"❡$♥❛❧ ❤❛$❞❡♥✐♥❣ ✈❛$✐❛❜❧❡ ✐♥ "❤❡ ✶❉ ♣❧❛0"✐❝✐"② ❢♦$♠✉❧❛"✐♦♥

αn+1 ■♥"❡$♥❛❧ ❤❛$❞❡♥✐♥❣ ✈❛$✐❛❜❧❡ ❛" "❤❡ 0"❡♣ n+ 1

αtrial
n+1 ❚$✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ "❤❡ ✐♥"❡$♥❛❧ ❤❛$❞❡♥✐♥❣ ✈❛$✐❛❜❧❡ ❛" "❤❡ 0"❡♣ n+ 1

αn ■♥"❡$♥❛❧ ❤❛$❞❡♥✐♥❣ ✈❛$✐❛❜❧❡ ❛" "❤❡ 0"❡♣ n

β 8❛$❛♠❡"❡$ ✐♥ "❤❡ ❡①♣♦♥❡♥"✐❛❧ ❢♦$♠✉❧❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛$ ❞❛♠❛❣❡ $❡♣$❡0❡♥"✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡

❝❧♦0❡ "♦ ✵

∆t ❚✐♠❡ 0"❡♣

∆t0 ■♥✐"✐❛❧ "✐♠❡ 0"❡♣

∆tn ❚✐♠❡ 0"❡♣ ❛" "✐♠❡ tn

∆tcritical ❈$✐"✐❝❛❧ "✐♠❡ 0"❡♣

∆tn+ 1

2

❚✐♠❡ 0"❡♣ ❛" "✐♠❡ tn+ 1

2

∆tn− 1

2

❚✐♠❡ 0"❡♣ ❛" "✐♠❡ tn− 1

2

δxi ❆$❜✐"$❛$② ✈✐$"✉❛❧ ❞✐0♣❧❛❝❡♠❡♥" ❛♥❞ ❞✐0♣❧❛❝❡♠❡♥" ❛" ❛ ♣♦✐♥" ✐♥0✐❞❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥" ✐♥ "❤❡

❞✐$❡❝"✐♦♥ i

δxki ❉✐0♣❧❛❝❡♠❡♥" ❛" "❤❡ ♥♦❞❡ k ✐♥ "❤❡ ❞✐$❡❝"✐♦♥ i

∆λ ■♥❝$❡♠❡♥" ♦❢ "❤❡ ✐♥"❡$♥❛❧ ❤❛$❞❡♥✐♥❣ ✈❛$✐❛❜❧❡

∆εn ■♥❝$❡♠❡♥" ♦❢ "❤❡ "♦"❛❧ 0"$❛✐♥

σ̇ ❙"$❡00 $❛"❡

ε̇ ❚♦"❛❧ 0"$❛✐♥ $❛"❡

ε̇e ❊❧❛0"✐❝ 0"$❛✐♥ $❛"❡

ε̇p 8❧❛0"✐❝ 0"$❛✐♥ $❛"❡

Γ ❋$❛❝"✉$❡ "♦✉❣❤♥❡00 ✭❡♥❡$❣② ♣❡$ ✉♥✐" ❛$❡❛✮
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Γ1 ❆*❡❛ ✉♥❞❡* (❤❡ .(*❡..✲.(*❛✐♥ ❝✉*✈❡ ❜❡❢♦*❡ ❢❛✐❧✉*❡ ♦♥.❡(

Γ2 ❆*❡❛ ✉♥❞❡* (❤❡ .(*❡..✲.(*❛✐♥ ❝✉*✈❡ ❜❡(✇❡❡♥ ❢❛✐❧✉*❡ ♦♥.❡( ❛♥❞ ✉❧(✐♠❛(❡ ❢❛✐❧✉*❡

ΓL
1 ❊♥❡*❣② ❜❡❢♦*❡ ❢❛✐❧✉*❡ ♦♥.❡( ❢♦* ❛ ❧✐♥❡❛* ❡❧❛.(✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦*

ΓNLP
1 ❊♥❡*❣② ❜❡❢♦*❡ ❢❛✐❧✉*❡ ♦♥.❡( ❢♦* ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛* ♣❧❛.(✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦*

Γlevel
2 ❊♥❡*❣② ❜❡(✇❡❡♥ ❢❛✐❧✉*❡ ♦♥.❡( ❛♥❞ ✉❧(✐♠❛(❡ ❢❛✐❧✉*❡ ❢♦* ❛ ❝♦♥.(❛♥( .(*❡.. ❧❡✈❡❧ ♣♦.(✲❢❛✐❧✉*❡

♠❛(❡*✐❛❧ ❞❡❣*❛❞❛(✐♦♥

ΓL
2 ❊♥❡*❣② ❜❡(✇❡❡♥ ❢❛✐❧✉*❡ ♦♥.❡( ❛♥❞ ✉❧(✐♠❛(❡ ❢❛✐❧✉*❡ ❢♦* ❛ ❧✐♥❡❛* ❞❛♠❛❣❡

λ ❆❜.♦❧✉(❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ (❤❡ .❧✐♣ *❛(❡ ✐♥ (❤❡ ✶❉ ♣❧❛.(✐❝✐(② ❢♦*♠✉❧❛(✐♦♥

νij <♦✐..♦♥✬. *❛(✐♦ (i, j = 1, ..., 6)

ρ ▼❛(❡*✐❛❧ ❞❡♥.✐(②

σ ●❡♥❡*❛❧ ❡①♣*❡..✐♦♥ ♦❢ (❤❡ .(*❡..

σud
❯♥❞❛♠❛❣❡❞ .(*❡.. ❝♦♥.✐❞❡*❡❞ ❢♦* (❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧.

σa
i ❆.②♠♣(♦(✐❝ .(*❡.. ❧❡✈❡❧ ✐♥ (❤❡ ❘❛♠❜❡*❣✲❖.❣♦♦❞ ❢♦*♠✉❧❛(✐♦♥

σo
i ❙(*❡.. ❛( ❢❛✐❧✉*❡ ♦♥.❡(

σi ❙(*❡.. ✐♥ (❤❡ ♠❛(❡*✐❛❧ ❞✐*❡❝(✐♦♥ i (i = 1, ..., 6)

σn+1 ❙(*❡.. ❛( (❤❡ .(❡♣ n+ 1

σtrial
n+1 ❚*✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ (❤❡ .(*❡.. ❛( (❤❡ .(❡♣ n+ 1

σy ❨✐❡❧❞ .(*❡.. ✐♥ (❤❡ ✶❉ ♣❧❛.(✐❝✐(② ❢♦*♠✉❧❛(✐♦♥

ε ●❡♥❡*❛❧ ❡①♣*❡..✐♦♥ ♦❢ (❤❡ .(*❛✐♥ ❛♥❞ (♦(❛❧ .(*❛✐♥

εf ❋✐♥❛❧ .(*❛✐♥ ❛( ✉❧(✐♠❛(❡ ❢❛✐❧✉*❡

εi <❧❛.(✐❝ .(*❛✐♥ ❛( ❢❛✐❧✉*❡ ♦♥.❡(

εoi ❙(*❛✐♥ ❛( ❢❛✐❧✉*❡ ♦♥.❡(

εfnew ❯♣❞❛(❡ ♦❢ (❤❡ ✜♥❛❧ .(*❛✐♥ ❛( ✉❧(✐♠❛(❡ ❢❛✐❧✉*❡

εi ❙(*❛✐♥ ✐♥ (❤❡ ♠❛(❡*✐❛❧ ❞✐*❡❝(✐♦♥ i (i = 1, ..., 6)

εn+1 ❙(*❛✐♥ ❛( (❤❡ .(❡♣ n+ 1

εpn+1 <❧❛.(✐❝ .(*❛✐♥ ❛( (❤❡ .(❡♣ n+ 1

εn ❙(*❛✐♥ ❛( (❤❡ .(❡♣ n

εpn <❧❛.(✐❝ .(*❛✐♥ ❛( (❤❡ .(❡♣ n

①①✈✐✐✐



◆♦♠❡♥❝❧❛(✉*❡

❘♦♠❛♥ %②♠❜♦❧% ❛♥❞ ❛❜❜*❡✈✐❛.✐♦♥%

x̄0 ■♥✐(✐❛❧ ❣❡♦♠❡(*② ❛( (✐♠❡ t0

ü ❆❝❝❡❧❡*❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ 2✐♥❣❧❡ ❞❡❣*❡❡ ♦❢ ❢*❡❡❞♦♠ 2②2(❡♠

ün ❆❝❝❡❧❡*❛(✐♦♥ ❛( (✐♠❡ tn

ẍ0 ■♥✐(✐❛❧ ❛❝❝❡❧❡*❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❝♦♠♣❧❡(❡ ❣❡♦♠❡(*② ❛( (✐♠❡ t0

ẍi ❱❡❧♦❝✐(② ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛*(✐❝❧❡ ♦❢ ❛ ✸❉ ❜♦❞② ✭❢♦* (❤❡ 2(✉❞② ♦❢ (❤❡ ▲❙✲❉❨◆❆ ❢♦*♠✉❧❛(✐♦♥✮

ẍn ❆❝❝❡❧❡*❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❝♦♠♣❧❡(❡ ❣❡♦♠❡(*② ❛( (✐♠❡ tn

u̇ ❱❡❧♦❝✐(② ♦❢ (❤❡ 2✐♥❣❧❡ ❞❡❣*❡❡ ♦❢ ❢*❡❡❞♦♠ 2②2(❡♠

u̇n ❱❡❧♦❝✐(② ❛( (✐♠❡ tn

u̇n+ 1

2

❱❡❧♦❝✐(② ❛( (✐♠❡ tn+ 1

2

u̇n− 1

2

❱❡❧♦❝✐(② ❛( (✐♠❡ tn− 1

2

ẋ0 ■♥✐(✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐(② ♦❢ (❤❡ ❝♦♠♣❧❡(❡ ❣❡♦♠❡(*② ❛( (✐♠❡ t0

ẋi ❱❡❧♦❝✐(② ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛*(✐❝❧❡ ♦❢ ❛ ✸❉ ❜♦❞② ✭❢♦* (❤❡ 2(✉❞② ♦❢ (❤❡ ▲❙✲❉❨◆❆ ❢♦*♠✉❧❛(✐♦♥✮

ẋn+ 1

2

❱❡❧♦❝✐(② ♦❢ (❤❡ ❝♦♠♣❧❡(❡ ❣❡♦♠❡(*② ❛( (✐♠❡ tn+ 1

2

ẋn− 1

2

❱❡❧♦❝✐(② ♦❢ (❤❡ ❝♦♠♣❧❡(❡ ❣❡♦♠❡(*② ❛( (✐♠❡ tn− 1

2

{ü}n ❆❝❝❡❧❡*❛(✐♦♥ ✈❡❝(♦* ♦❢ ❛♥ ❛*❜✐(*❛*② ❞❡❣*❡❡ ♦❢ ❢*❡❡❞♦♠ 2②2(❡♠ ❛( ❝②❝❧❡ ♥✉♠❜❡* n

{u̇}n ❱❡❧♦❝✐(② ✈❡❝(♦* ♦❢ ❛♥ ❛*❜✐(*❛*② ❞❡❣*❡❡ ♦❢ ❢*❡❡❞♦♠ 2②2(❡♠ ❛( ❝②❝❧❡ ♥✉♠❜❡* n

{F ext}n ❊①(❡*♥❛❧ ❢♦*❝❡2 ✈❡❝(♦* ♦❢ ❛♥ ❛*❜✐(*❛*② ❞❡❣*❡❡ ♦❢ ❢*❡❡❞♦♠ 2②2(❡♠ ❛( ❝②❝❧❡ ♥✉♠❜❡* n

{

F int
}

n
■♥(❡*♥❛❧ ❢♦*❝❡2 ✈❡❝(♦* ♦❢ ❛♥ ❛*❜✐(*❛*② ❞❡❣*❡❡ ♦❢ ❢*❡❡❞♦♠ 2②2(❡♠ ❛( ❝②❝❧❡ ♥✉♠❜❡* n

{u}n ❉✐2♣❧❛❝❡♠❡♥( ✈❡❝(♦* ♦❢ ❛♥ ❛*❜✐(*❛*② ❞❡❣*❡❡ ♦❢ ❢*❡❡❞♦♠ 2②2(❡♠ ❛( ❝②❝❧❡ ♥✉♠❜❡* n

C ❈♦❡✣❝✐❡♥( ♦❢ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❛*❜✐(*❛*② ❞❡❣*❡❡ ♦❢ ❢*❡❡❞♦♠ 2②2(❡♠

c ❈♦❡✣❝✐❡♥( ♦❢ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ (❤❡ 2✐♥❣❧❡ ❞❡❣*❡❡ ♦❢ ❢*❡❡❞♦♠ 2②2(❡♠

Cij ❚❡*♠2 ♦❢ (❤❡ ♦*(❤♦(*♦♣✐❝ 2(✐✛♥❡22 ♠❛(*✐① (i, j = 1, ..., 6)

cs ❲❛✈❡ ♦* 2♦✉♥❞ 2♣❡❡❞

coefxx ❈♦❡✣❝✐❡♥( ♠✉❧(✐♣❧✐❡❞ ✭❜❡(✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✮ ❜② (❤❡ 2(*❡♥❣(❤ (♦ ❞❡(❡*♠✐♥❡ (❤❡ ♣♦2(✲❢❛✐❧✉*❡

2(*❡22 ❧❡✈❡❧

d ●❡♥❡*❛❧ ❡①♣*❡22✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛*✐❛❜❧❡

di ❉✐2♣❧❛❝❡♠❡♥(2 ♣*❡2❝*✐❜❡❞ ♦♥ (❤❡ 2✉*❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ✸❉ ❜♦❞② ✭❢♦* (❤❡ 2(✉❞② ♦❢ (❤❡ ▲❙✲❉❨◆❆

❢♦*♠✉❧❛(✐♦♥✮

①①✐①



◆♦♠❡♥❝❧❛(✉*❡

dinstL ■♥,(❛♥(❛♥❡♦✉, ✈❛❧✉❡ ♦❢ (❤❡ ❧✐♥❡❛* ❞❛♠❛❣❡

dNL ◆♦♥❧✐♥❡❛* ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉(✐♦♥ ❧❛✇ ❜❛,❡❞ ♦♥ (❤❡ ❡①♣♦♥❡♥(✐❛❧ ❢♦*♠✉❧❛(✐♦♥

d1NL ◆♦♥❧✐♥❡❛* ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉(✐♦♥ ❧❛✇ ❜❛,❡❞ ♦♥ (❤❡ n(❤✲*♦♦( ❢♦*♠✉❧❛(✐♦♥

di ❙(*❛✐♥ ✐♥❝*❡♠❡♥( ✐♥ (❤❡ ♠❛(❡*✐❛❧ ❞✐*❡❝(✐♦♥ i (i = 1, ..., 6)

Ei ❨♦✉♥❣✬, ♠♦❞✉❧✉, ✐♥ (❤❡ ♠❛(❡*✐❛❧ ❞✐*❡❝(✐♦♥ i (i = 1, ..., 6)

F ext
❊①(❡*♥❛❧ ❢♦*❝❡, ♦❢ (❤❡ ,✐♥❣❧❡ ❞❡❣*❡❡ ♦❢ ❢*❡❡❞♦♠ ,②,(❡♠

F ext
stat ❊①(❡*♥❛❧ ❢♦*❝❡, ❢*♦♠ ,(❛(✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣

F ext
n ❊①(❡*♥❛❧ ❢♦*❝❡, ❛( (✐♠❡ tn

F int
■♥(❡*♥❛❧ ❢♦*❝❡, ♦❢ (❤❡ ,✐♥❣❧❡ ❞❡❣*❡❡ ♦❢ ❢*❡❡❞♦♠ ,②,(❡♠

fi ❊①(❡*♥❛❧ ❢♦*❝❡, ❞❡♥,✐(② ❛❝(✐♥❣ ♦♥ ❛ ✸❉ ❜♦❞② ✭❢♦* (❤❡ ,(✉❞② ♦❢ (❤❡ ▲❙✲❉❨◆❆ ❢♦*♠✉❧❛(✐♦♥✮

F ext
0 ■♥✐(✐❛❧ ❡①(❡*♥❛❧ ❢♦*❝❡,

F int
0 ■♥✐(✐❛❧ ✐♥(❡*♥❛❧ ❢♦*❝❡,

Fd ❉❛♠♣✐♥❣ ❢♦*❝❡, ♦❢ (❤❡ ,✐♥❣❧❡ ❞❡❣*❡❡ ♦❢ ❢*❡❡❞♦♠ ,②,(❡♠

Fi ■♥❡*(✐❛ ❢♦*❝❡, ♦❢ (❤❡ ,✐♥❣❧❡ ❞❡❣*❡❡ ♦❢ ❢*❡❡❞♦♠ ,②,(❡♠

f trial
n+1 ❚*✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ (❤❡ ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝(✐♦♥ f ❛( (❤❡ ,(❡♣ n+ 1

Gij ❙❤❡❛* ♠♦❞✉❧✉, ✐♥ (❤❡ ♠❛(❡*✐❛❧ ❞✐*❡❝(✐♦♥ ij (i, j = 1, 2, 3)

K D❧❛,(✐❝ ♠♦❞✉❧✉, ✭❯▼❆❚ (❤❡♦*②✮ ❛♥❞ ,(✐✛♥❡,, ♦❢ ❛♥ ❛*❜✐(*❛*② ❞❡❣*❡❡ ♦❢ ❢*❡❡❞♦♠ ,②,(❡♠

✭❢♦* (❤❡ ,(✉❞② ♦❢ (❤❡ ▲❙✲❉❨◆❆ ❢♦*♠✉❧❛(✐♦♥✮

k ❙(✐✛♥❡,, ♦❢ (❤❡ ,✐♥❣❧❡ ❞❡❣*❡❡ ♦❢ ❢*❡❡❞♦♠ ,②,(❡♠

l∗ ❊❧❡♠❡♥( ❝❤❛*❛❝(❡*✐,(✐❝ ❧❡♥❣(❤

l∗ref ❊❧❡♠❡♥( ❝❤❛*❛❝(❡*✐,(✐❝ ❧❡♥❣(❤ *❡❢❡*❡♥❝❡

lcrit ❈*✐(✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥( ❧❡♥❣(❤

lc ❈❤❛*❛❝(❡*✐,(✐❝ ❧❡♥❣(❤ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥( ✭❢♦* (❤❡ ❞❡(❡*♠✐♥❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❝*✐(✐❝❛❧ (✐♠❡ ,(❡♣✮

M ▼❛,, ♦❢ ❛♥ ❛*❜✐(*❛*② ❞❡❣*❡❡ ♦❢ ❢*❡❡❞♦♠ ,②,(❡♠

m ▼❛,, ♦❢ (❤❡ ,✐♥❣❧❡ ❞❡❣*❡❡ ♦❢ ❢*❡❡❞♦♠ ,②,(❡♠

ni ❙❤❛♣❡ ♣❛*❛♠❡(❡* ✐♥ (❤❡ ❘❛♠❜❡*❣✲❖,❣♦♦❞ ❢♦*♠✉❧❛(✐♦♥ ♦* ❡①♣♦♥❡♥( ❢♦* (❤❡ n(❤✲*♦♦( ❞❛♠✲

❛❣❡ ❢♦*♠✉❧❛(✐♦♥

Sd ❙✉*❢❛❝❡ ❛ ✸❉ ❜♦❞② ✇❤❡*❡ (❤❡ ❞✐,♣❧❛❝❡♠❡♥(, di ❛*❡ ♣*❡,❝*✐❜❡❞ ✭❢♦* (❤❡ ,(✉❞② ♦❢ (❤❡

▲❙✲❉❨◆❆ ❢♦*♠✉❧❛(✐♦♥✮

①①①



◆♦♠❡♥❝❧❛(✉*❡

St ❙✉*❢❛❝❡ ❛ ✸❉ ❜♦❞② ✇❤❡*❡ (❤❡ (*❛❝(✐♦♥ ❢♦*❝❡5 ti ❛*❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✭❢♦* (❤❡ 5(✉❞② ♦❢ (❤❡ ▲❙✲❉❨◆❆

❢♦*♠✉❧❛(✐♦♥✮

S12 ❙❤❡❛* 5(*❡♥❣(❤

ti ❚*❛❝(✐♦♥ ❢♦*❝❡5 ❞❡♥5✐(② ❛❝(✐♥❣ ♦♥ (❤❡ 5✉*❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ✸❉ ❜♦❞② ✭❢♦* (❤❡ 5(✉❞② ♦❢ (❤❡ ▲❙✲❉❨◆❆

❢♦*♠✉❧❛(✐♦♥✮

t0 ■♥✐(✐❛❧ (✐♠❡ ❛( (❤❡ ❝②❝❧❡ 0

tn+1 ❚✐♠❡ ❛( ❝②❝❧❡ n+ 1

tn+ 1

2

❚✐♠❡ ❛( ❝②❝❧❡ n+ 1
2

tn−1 ❚✐♠❡ ❛( ❝②❝❧❡ n− 1

tn− 1

2

❚✐♠❡ ❛( ❝②❝❧❡ n− 1
2

tn ❚✐♠❡ ❛( (❤❡ ❝✉**❡♥( ❝②❝❧❡ n

U ❚♦(❛❧ ❡♥❡*❣② ❛❜5♦*❜❡❞ ❛❢(❡* ❢❛✐❧✉*❡ ❜② ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥(

u ❉✐5♣❧❛❝❡♠❡♥( ♦❢ (❤❡ 5✐♥❣❧❡ ❞❡❣*❡❡ ♦❢ ❢*❡❡❞♦♠ 5②5(❡♠

un ❉✐5♣❧❛❝❡♠❡♥( ❛( (✐♠❡ tn

ustat ■♥✐(✐❛❧ ❞✐5♣❧❛❝❡♠❡♥( ❢*♦♠ 5(❛(✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣

un+1 ❉✐5♣❧❛❝❡♠❡♥( ❛( (✐♠❡ tn+1

un+ 1

2

❉✐5♣❧❛❝❡♠❡♥( ❛( (✐♠❡ tn+ 1

2

un−1 ❉✐5♣❧❛❝❡♠❡♥( ❛( (✐♠❡ tn−1

un− 1

2

❉✐5♣❧❛❝❡♠❡♥( ❛( (✐♠❡ tn− 1

2

Uvol ❚♦(❛❧ ❡♥❡*❣② ❛❜5♦*❜❡❞ ♣❡* ✉♥✐( ✈♦❧✉♠❡

Vm ❱♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥( ✭❢♦* (❤❡ 5(✉❞② ♦❢ (❤❡ ▲❙✲❉❨◆❆ ❢♦*♠✉❧❛(✐♦♥✮

x0 ■♥✐(✐❛❧ ❞✐5♣❧❛❝❡♠❡♥( ♦❢ (❤❡ ❝♦♠♣❧❡(❡ ❣❡♦♠❡(*② ❛( (✐♠❡ t0

xi ❙♣❛(✐❛❧ ❝♦♦*❞✐♥❛(❡5 ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛*(✐❝❧❡ ♦❢ ❛ ✸❉ ❜♦❞② ✭❢♦* (❤❡ 5(✉❞② ♦❢ (❤❡ ▲❙✲❉❨◆❆ ❢♦*✲

♠✉❧❛(✐♦♥✮

xn ❉✐5♣❧❛❝❡♠❡♥( ♦❢ (❤❡ ❝♦♠♣❧❡(❡ ❣❡♦♠❡(*② ❛( (✐♠❡ tn

Xc ▲♦♥❣✐(✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣*❡55✐✈❡ 5(*❡♥❣(❤

Xt ▲♦♥❣✐(✉❞✐♥❛❧ (❡♥5✐❧❡ 5(*❡♥❣(❤

xn+1 ❉✐5♣❧❛❝❡♠❡♥( ♦❢ (❤❡ ❝♦♠♣❧❡(❡ ❣❡♦♠❡(*② ❛( (✐♠❡ tn+1

xn−1 ❉✐5♣❧❛❝❡♠❡♥( ♦❢ (❤❡ ❝♦♠♣❧❡(❡ ❣❡♦♠❡(*② ❛( (✐♠❡ tn−1

Yc ❚*❛♥5✈❡*5❡ ❝♦♠♣*❡55✐✈❡ 5(*❡♥❣(❤

①①①✐



◆♦♠❡♥❝❧❛(✉*❡

Yt ❚*❛♥,✈❡*,❡ (❡♥,✐❧❡ ,(*❡♥❣(❤

Zc ❚❤*♦✉❣❤ (❤❡ (❤✐❝❦♥❡,, ❝♦♠♣*❡,,✐✈❡ ,(*❡♥❣(❤

Zt ❚❤*♦✉❣❤ (❤❡ (❤✐❝❦♥❡,, (❡♥,✐❧❡ ,(*❡♥❣(❤

C − SCAN. ❯❧(*❛✲,♦✉♥❞ ❛♥❛❧②,✐,

C.A.I ❈♦♠♣*❡,,✐♦♥ ❆❢(❡* ■♠♣❛❝(

C.D.M ❈♦♥(✐♥✉✉♠ ❉❛♠❛❣❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝,

C.L.T ❈❧❛,,✐❝❛❧ ▲❛♠✐♥❛(❡ ❚❤❡♦*②

D.I.C ❉✐❣✐(❛❧ ■♠❛❣❡ ❈♦**❡❧❛(✐♦♥

M.D. ▼✉❧(✐❞✐*❡❝(✐♦♥❛❧

R.U.C ❘❡♣*❡,❡♥(❛(✐✈❡ ✉♥✐( ❝❡❧❧

U.D. ❯♥✐❞✐*❡❝(✐♦♥❛❧

①①①✐✐
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✶✳✶ ❈♦♥%❡①% ♦❢ %❤❡ *%✉❞②

✶✳✶✳✶ ●❡♥❡%❛❧ ❝♦♥*❡①*

❖✈❡# ❢❡✇ ❞❡❝❛❞❡) *❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥ ✐♥❝#❡❛)❡❞ ❝♦♥)✐❞❡#❛❜❧② ❛♥❞ *❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥* ♦❢ )♦♠❡ ❝♦✉♥*#✐❡)

❧✐❦❡ ❈❤✐♥❛ ♦# ■♥❞✐❛ ✐♥ *❡#♠) ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣#♦✇*❤ ❛♥❞ ✉#❜❛♥✐③❛*✐♦♥ ❤❛) ❜❡❡♥ ❝♦♥)✐❞❡#❛❜❧② ❛❝❝❡❧❡#❛*❡❞✳ ■*

❧❡❛❞) *♦ ❛ ❝♦♥)✐❞❡#❛❜❧❡ ✐♥❝#❡❛)❡ ♦❢ *❤❡ ❣❡♥❡#❛❧ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥)✉♠♣*✐♦♥✳ ▼♦#❡ ♣❛#*✐❝✉❧❛#❧②✱ *❤❡ ❢♦))✐❧ ❡♥❡#❣②

❝♦♥)✉♠♣*✐♦♥ ❡①♣❧♦❞❡❞ ❞✉❡ *♦ *❤❡ ❡)❝❛❧❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛✐# *#❛✣❝ ❛♥❞ ❣#♦✉♥❞ ♠❡❛♥) ♦❢ *#❛♥)♣♦#*✳ ❯♥✲

❢♦#*✉♥❛*❡❧②✱ ✐* ✐♠♣❧✐❡) ❛ ❞#❛♠❛*✐❝❛❧❧② #❛✐)❡ ♦❢ ♣♦❧❧✉*✐♥❣ ❡♠✐))✐♦♥) ❛♥❞ ❣#❡❡♥❤♦✉)❡ ❣❛)❡) ❬✶✕✸❪✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡#❛❧

✐♥❝#❡❛)❡ ♦❢ ❣❛) ❡♠✐))✐♦♥) ❛♥❞ ❡♥❡#❣② ❝♦♥)✉♠♣*✐♦♥ ✐) ♠❛✐♥❧② #❡)♣♦♥)✐❜❧❡ ❢♦# *❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❣❧♦❜❛❧ ✇❛#♠✐♥❣

♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❙♦♠❡ )*✉❞✐❡) ✐♥✈❡)*✐❣❛*❡❞ *❤❡ ❝❛✉)❡) ❛♥❞ ❝♦♥)❡H✉❡♥❝❡) ♦❢ ❝❧✐♠❛*❡ ❝❤❛♥❣❡) ❝♦♥❝❡#♥✐♥❣ *❤❡

❡♥✈✐#♦♥♠❡♥*❛❧ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♠♣❛❝*) ❢♦# *❤❡ ❢✉*✉#❡ ②❡❛#) ❛* ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ #❡❣✐♦♥❛❧ )❝❛❧❡) ❬✶✱ ✹✱ ✺❪ ❛♥❞ *❤❡②

)*✉❞✐❡❞ *❤❡ ❝♦##❡)♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦*❡♥*✐❛❧ #✐)❦) ♦♥ *❤❡ ❤✉♠❛♥ ❤❡❛❧*❤ ❛♥❞ ♦♥ ❡❝♦)②)*❡♠) ❬✶✱✻✕✶✵❪✳ ❆❞❞✐*✐♦♥❛❧❧②

*♦ *❤❡)❡ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥*❛❧ ❛♥❞ ❤✉♠❛♥ ❛)♣❡❝*)✱ *❤❡ ✐♥❝#❡❛)✐♥❣❧② ♣#✐❝❡ ♦❢ *❤❡ ❢♦))✐❧ ❡♥❡#❣② ❢♦#❝❡❞ *❤❡ ❞✐✈❡#)❡

♠❛♥✉❢❛❝*✉#❡#) ♦❢ *❤❡ *#❛♥)♣♦#* ✜❡❧❞ *♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❢✉❡❧✲)❛✈❡ ❡♥❣✐♥❡) ❛♥❞ ♣♦✇❡#*#❛✐♥)✳ ●✐✈❡♥ *❤❛* *❤❡ ♣#❡)❡♥*

)*✉❞② ❤❛) ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝*❡❞ ❛* ❉❛✐♠❧❡# ❆●✱ ❛ )♣❡❝✐❛❧ ❢♦❝✉) ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦#*❡❞ ♦♥ *❤❡ ❛✉*♦♠♦*✐✈❡ ✐♥❞✉)*#②✳

✶✳✶✳✷ ❆✉*♦♠♦*✐✈❡ ✜❡❧❞

❊✉#♦♣❡❛♥ #❡❣✉❧❛*✐♦♥) )❡* )♦♠❡ ❧✐♠✐*) ❢♦# *❤❡ ❞✐✛❡#❡♥* ❣❛) ❡♠✐))✐♦♥) ✐♥ ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❝❛*❡❣♦#② ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡)

✭♣❛))❡♥❣❡# ❝❛#)✱ ❧✐❣❤* ❝♦♠♠❡#❝✐❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡)✱ ❧♦##✐❡)✱ ❜✉)❡)✱ ❡*❝✳✮✳ ❙✐♥❝❡ ❙❡♣*❡♠❜❡# ✷✵✵✾✱ *❤❡ ❊✉#♦ ✺ #❡❣✉✲

❧❛*✐♦♥ ❤❛) *♦ ❜❡ #❡)♣❡❝*❡❞ ❛♥❞ *❤❡ ❊✉#♦ ✻ #❡❣✉❧❛*✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ *❤❡♥ ✐♥ )❡#✈✐❝❡ ✐♥ ❙❡♣*❡♠❜❡# ✷✵✶✹ ❢♦# *❤❡

♣❛))❡♥❣❡# ❝❛#) ❬✶✶❪✳ ▼♦)* ♦❢ *❤❡ ❝❛# ♠❛♥✉❢❛❝*✉#❡#) ♠❛❦❡) ❤✉❣❡ ❡✛♦#*) *♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥*✲❢#✐❡♥❞❧②

✈❡❤✐❝❧❡)✳ ❇❛)❡❞ ♦♥ *❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝♦♠❜✉)*✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡)✱ ❉❛✐♠❧❡# ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥♥♦✈❛*✐✈❡ *❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡) *♦ ✐♠✲

♣#♦✈❡ *❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ *❤❡ ❡♥❣✐♥❡) ❛♥❞ *♦ #❡❞✉❝❡ *❤❡ ❢✉❡❧ ❝♦♥)✉♠♣*✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧) ✧❇❧✉❡❊✣❝✐❡♥❝②✧ ❛♥❞

✧❇❧✉❡❚❡❝✧ ❝❤❛#❛❝*❡#✐③❡ *❤❡)❡ ♥❡✇ ❡♥❣✐♥❡ ❛♥❞ ♣♦✇❡#*#❛✐♥ ❣❡♥❡#❛*✐♦♥)✳ ❍②❜#✐❞ ✈❡❤✐❝❧❡)✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡

❡❧❡❝*#✐❝ ♣♦✇❡#*#❛✐♥ ❛♥❞ ❝♦♠❜✉)*✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡✱ ❤❛✈❡ ❛❧#❡❛❞② ❜❡❡♥ ❝♦♠♠❡#❝✐❛❧✐③❡❞✳ ❉❛✐♠❧❡# ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❧)♦

❢✉❡❧✲❝❡❧❧ ❛♥❞ ❢✉❧❧✲❡❧❡❝*#✐❝ ❡♠✐))✐♦♥✲❢#❡❡ ✈❡❤✐❝❧❡)✱ ❛) ❢♦# ❡①❛♠♣❧❡ *❤❡ ❙♠❛#* ❊❧❡❝*#✐❝ ❉#✐✈❡ ❛♥❞ ♠♦#❡ #❡❝❡♥*❧②

*❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥❝❡♣* ♦❢ *❤❡ ❙▲❙ ❊❧❡❝*#✐❝ ❉#✐✈❡ ✭)❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳✶✮✳

❯♥*✐❧ ♥♦✇✱ *❤❡ ✇❡✐❣❤* ✐♥❝#❡❛)❡ ❞✉❡ *♦ *❤❡ #✐)✐♥❣ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ❝♦♠❢♦#* ❛♥❞ )❛❢❡*② ✐♥)*#✉♠❡♥*❛*✐♦♥) ❤❛)

❜❡❡♥ ♦❢*❡♥ ❝♦♠♣❡♥)❛*❡❞ ❜② *❤❡ ✐♠♣#♦✈❡❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ *❤❡ ❝♦♠❜✉)*✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡) ✐♥ ♦#❞❡# *♦ ❛✈♦✐❞ ❛ ❢✉❡❧
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6$&✉❝$✉&❡6✳ ❆ ✜&6$ ❝♦♥❝❡♣$ ✐♥ $❤❡ ❛✉$♦♠♦$✐✈❡ ❧✐❣❤$✇❡✐❣❤$ ❝♦♥6$&✉❝$✐♦♥ ✐6 ❢♦& ❡①❛♠♣❧❡ $♦ &❡♣❧❛❝❡ ❤❡❛✈②
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✶✳✷✳✶ ❲❤②❄
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❡♥❣✐♥❡❡&✐♥❣✱ 6♣♦&$✱ ❡①❝❧✉6✐✈✐$② ❛♥❞ ❝✉$$✐♥❣✲❡❞❣❡ $❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡6✳ ❚❤❡6❡ ❛6♣❡❝$6 ❝♦✉❧❞ ❝♦♥✈✐♥❝❡ ❛ ♣♦$❡♥$✐❛❧
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✜❡❧❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♠♣♦6✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧6 ❛&❡ ♥♦✇ ✐♥❝&❡❛6✐♥❣❧② ✉6❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡&❡♥$ ❡♥❣✐♥❡❡&✐♥❣ ✜❡❧❞6✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡❞
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✜❡❧❞✳

✶✳✷✳✷ ❲❤❡(❡ ❛♥❞ ❤♦✇❄
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❛♥❞ $❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝$✉&✐♥❣ ♦❢ 6$&✉❝$✉&❛❧ ♣❛&$6 ✐♥ $❤❡ ❋♦&♠✉❧❛ ✶ ♠♦$♦& &❛❝✐♥❣ ✜❡❧❞ ❬✶✷❪✳ ❉✉❡ $♦ $❤❡✐& &❡❧❛$✐✈❡❧②
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0✉✐$❛❜❧❡ ❡♥❡&❣② ❛❜0♦&❜✐♥❣ ♣&♦♣❡&$✐❡0✱ ❝♦♠♣♦0✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧0 ❡♥0✉&❡ $❤❡ 0❛❢❡$② ♦❢ 0♣♦&$ ❝❛&0✳ ❘❡❣❛&❞✐♥❣ ♠♦&❡
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❜❡♥❡✜$ ♦❢ $❤❡ ❧✐❣❤$✇❡✐❣❤$ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ♦❢ ❝♦♠♣♦3✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧✱ ✐$ ✐3 ✈❡&② ✐♠♣♦&$❛♥$ $♦ ❛33❡33 $❤❡✐& ❞❛♠❛❣❡

$♦❧❡&❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡♥❡&❣② ❞✐33✐♣❛$✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐$②✳

❙$&✉❝$✉&❛❧ ♣❛&$3 ❛&❡ ❧✐❦❡❧② $♦ ♣&❡3❡♥$ ❛ ❝♦♥3✐❞❡&❛❜❧❡ $❤✐❝❦♥❡33 ❛♥❞ &❡❧❛$✐✈❡❧② ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡$&✐❡3✳ ❋♦&

$❤❡3❡ &❡❛3♦♥3 ❛♥❞ ❞✉❡ $♦ $❤❡✐& ❞&❛♣✐♥❣✱ 3$✐✛♥❡33✱ ✐♠♣&♦✈❡❞ ❞✉❝$✐❧✐$② ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ $♦❧❡&❛♥❝❡ ♣&♦♣❡&$✐❡3

✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦3✐$❡3 ❛&❡ ❜❡✐♥❣ ✐♥❝&❡❛3✐♥❣❧② ✉3❡❞ ❢♦& $❤❡ ❞❡3✐❣♥ ♦❢ ❝&❛3❤✲&❡❧❡✈❛♥$ 3$&✉❝$✉&❛❧ ♣❛&$3✳ ❈♦♥3❡✲

L✉❡♥$❧②✱ $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ❝❛&❜♦♥ ✜❜❡& ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦3✐$❡3 ✉♥❞❡& ❞✐✛❡&❡♥$ L✉❛3✐✲3$❛$✐❝ ❛♥❞ ✐♠♣❛❝$ ❧♦❛❞ ❝❛3❡3

✇✐❧❧ ❜❡ $❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦❝✉3 ♦❢ $❤❡ ♣&❡3❡♥$ 3$✉❞②✳

✶✳✸ ▼♦%✐✈❛%✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝%✐✈❡/ ♦❢ %❤❡ %❤❡/✐/

✶✳✸✳✶ #$❡&❡♥(❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❛♥❞ ♠♦(✐✈❛(✐♦♥

■❢ $❤❡ ❝&❛3❤ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤❡ ♠❛✐♥ ✐3♦$&♦♣✐❝ ♠❡$❛❧❧✐❝ ♠❛$❡&✐❛❧3 ❧✐❦❡ 3$❡❡❧ ♦& ❛❧✉♠✐♥✉♠ ✐3 &❡❧❛$✐✈❡❧② ✇❡❧❧✲

❦♥♦✇♥✱ $❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦3✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧3 &❡L✉✐&❡3 3$✐❧❧ ♠❛♥② ✐♥✈❡3$✐❣❛$✐♦♥3✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❝♦♠♣❧❡①

✐♥$❡&♥❛❧ 3$&✉❝$✉&❡ ♦❢ $❤❡ ❧♦♥❣ ✜❜❡& &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛3$✐❝ ❛♥❞ $❤❡✐& ❛♥✐3♦$&♦♣✐❝ ♣&♦♣❡&$✐❡3✱ $❤❡✐& ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❜❡❤❛✈✐♦& ✐3 &❡❧❛$✐✈❡❧② ❞✐✣❝✉❧$ $♦ ❛33❡33 ❛♥❞ $♦ ♣&❡❞✐❝$✳

❘❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❝♦♥3✐❞❡&❛❜❧❡ ❝♦3$3 ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ $❡3$3 ♦♥ ❝♦♠♣♦3✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧3✱ ♥✉♠❡&✐❝❛❧

3✐♠✉❧❛$✐♦♥3 ❛&❡ ✈❡&② ❤❡❧♣❢✉❧ $♦ ✐♥✈❡3$✐❣❛$❡ $❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ❝♦♠♣♦3✐$❡3✳ ❚❤✉3✱ $❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧✲

❧❡♥❣❡ ♦❢ $❤❡ ♣&❡3❡♥$ 3$✉❞② ✐3 $♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$❡ ❝❤❛&❛❝$❡&✐③❛$✐♦♥ ♠❡$❤♦❞3 ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ $❡❝❤♥✐L✉❡3✱

✐♥ ♦&❞❡& $♦ ♣&❡❞✐❝$ ♥✉♠❡&✐❝❛❧❧② $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ❝♦♠♣♦3✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧3 ✉♥❞❡& ❞✐✛❡&❡♥$ ❧♦❛❞ ❝❛3❡3✳ ❙♦♠❡

❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ $❡3$3 ✇✐❧❧ ❜❡ ✉3❡❞ $♦ ✈❛❧✐❞❛$❡ $❤❡ ♠♦❞❡❧3✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ❝♦♠♣♦3✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧3 ❤❛3 $♦ ❜❡

♣&❡❞✐❝$❡❞ ✐♥ $❡&♠3 ♦❢ 3$✐✛♥❡33✱ ❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ ♣♦3$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇3 $♦ ❛33❡33 $❤❡

❞❛♠❛❣❡ $♦❧❡&❛♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✐♥ ♦&❞❡& $♦ ❛✈♦✐❞ ♦✈❡&✲❞✐♠❡♥3✐♦♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧3 ❛♥❞ ♠♦❞✲

❡❧✐♥❣ $❡❝❤♥✐L✉❡3 ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ $❤✐3 3$✉❞② ✇✐❧❧ ❜❡ $❤❡&❡❛❢$❡& ✉3❡❞ ✐♥ $❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♣&♦❝❡33 ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ $♦

❛33❡33 $❤❡ ❝&❛3❤✲❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ 3$&✉❝$✉&❛❧ ♣❛&$3 ♠❛❞❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦3✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧3✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ 3✐♠✉❧❛$✐♦♥3 ♦♥ ❛

❢✉❧❧✲3❝❛❧❡ ❝❛& ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ ♥♦$ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ✐♥ $❤✐3 ✇♦&❦✳

❚❤❡ ✐♥❞✉3$&✐❛❧ ✜❡❧❞ ✐♠♣♦3❡3 3♦♠❡ ❧✐♠✐$❛$✐♦♥3 &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❞✐3❝&❡$✐③❛$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ❝♦3$3 ♦❢ ♥✉♠❡&✐❝❛❧

♠♦❞❡❧3✳ ❚♦ ❧✐♠✐$ $❤❡ ❝♦♠♣✉$✐♥❣ $✐♠❡✱ ❡❧❡♠❡♥$ 3✐③❡3 ❜❡$✇❡❡♥ ✸♠♠ ❛♥❞ ✺♠♠ ❤❛✈❡ $♦ ❜❡ &❡3♣❡❝$❡❞ $♦ ♠❡3❤

$❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ♣❛&$3✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ ❛ ✉♥✐L✉❡ ❧❛②❡& ♦❢ ✉♥❞❡&✲✐♥$❡❣&❛$❡❞ 3❤❡❧❧✱ ❜&✐❝❦ ♦& $❤✐❝❦ 3❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$3 ❤❛✈❡

$♦ ❜❡ ✉3❡❞ $♦ ♠♦❞❡❧ $❤❡ ❝♦♠♣❧❡$❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳ ❚❤❡ 3$❛❝❦✐♥❣ 3❡L✉❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣♦3✐$❡ ✐3 ❞❡✜♥❡❞ $❤&♦✉❣❤

✹



❈❤❛♣$❡& ✶✳ ■♥$&♦❞✉❝$✐♦♥

$❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ♣♦✐♥$2 ♦✈❡& $❤❡ $❤✐❝❦♥❡22 ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥$✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝$✐✈❡ ✐2 $♦ &❡♣&❡2❡♥$ ♦♥❡

❡❧❡♠❡♥$❛&② ❝♦♠♣♦2✐$❡ ♣❧② ❜② ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥✳ ❆ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ $✇♦ ♣♦✐♥$2 ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥

✐2 ❛✉$❤♦&✐③❡❞ ❢♦& $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥$❛&② ✇♦✈❡♥ ♣❧②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❝♦♠♣&♦♠✐2❡ ❤❛2 $♦

❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ❝♦2$2 ❛♥❞ $❤❡ ❛❝❝✉&❛❝② ♦❢ $❤❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥2

&❡❣❛&❞✐♥❣ 2$✐✛♥❡22✱ ❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥ ✐♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦$✐✈❛$✐♦♥ ✐2 $♦ ❞❡2✐❣♥ 2❛❢❡& ❧✐❣❤$✇❡✐❣❤$ 2$&✉❝$✉&❡2 ✐♥ ♦&❞❡& $♦ ❛❝❝❡❧❡&❛$❡ $❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥$

♦❢ ❡♥✈✐&♦♥♠❡♥$✲❢&✐❡♥❞❧② ✈❡❤✐❝❧❡2 ❛♥❞ $♦ ❡①$❡♥❞ $❤❡✐& &❛♥❣❡ ♦❢ ✉2❡✳ ❚❤❡2❡ ❦✐♥❞2 ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡2 ❤❛✈❡ $♦ ❜❡

❝♦♠♠❡&❝✐❛❧✐③❡❞ ❛2 2♦♦♥ ❛2 ♣♦22✐❜❧❡ $♦ ❧✐♠✐$ $❤❡ ♣♦❧❧✉$✐♥❣ ❡♠✐22✐♦♥2 ❛♥❞ $♦ ✐♠♣&♦✈❡ $❤❡ ❧✐❢❡ C✉❛❧✐$② ♦❢

$❤❡ ♣❡♦♣❧❡ ❛♥❞ ♦❢ $❤❡ ♥❡①$ ❣❡♥❡&❛$✐♦♥2✳ ■$ ✇✐❧❧ ❛❧2♦ ❛❧❧♦✇ $♦ &❡❞✉❝❡ $❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ $❡2$2

❜❡✐♥❣ &❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ♥✉♠❡&✐❝❛❧ 2✐♠✉❧❛$✐♦♥2✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ &❡❞✉❝❡ $❤❡ ❝♦2$2 ♦❢ $❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡2 ✐♥❝&❡❛2✐♥❣ $❤❡✐&

❛$$&❛❝$✐✈❡♥❡22 ❢♦& $❤❡ ❝✉2$♦♠❡&2✳

✶✳✸✳✷ ❉❡&❝(✐♣+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ♦❜❥❡❝+✐✈❡&

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝$✐✈❡ ♦❢ $❤❡ 2$✉❞② ✐2 $♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ $❡❝❤♥✐C✉❡2 ❢♦& ✜♥✐$❡ ❡❧❡♠❡♥$2 2✐♠✉❧❛✲

$✐♦♥2✱ $❤❛$ ❝♦♥$&✐❜✉$❡ $♦ ✐♠♣&♦✈❡ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥2 &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ❝❛&❜♦♥ ✜❜❡& ✇♦✈❡♥

❝♦♠♣♦2✐$❡ ❧❛♠✐♥❛$❡2 ✉♥❞❡& ❞✐✛❡&❡♥$ ❧♦❛❞ ❝❛2❡2✳ ❆❝❝♦&❞✐♥❣ $♦ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜2❡&✈❛$✐♦♥2✱ $❤❡ ✜&2$

2$❡♣ ❝♦♥2✐2$2 ✐♥ ❛22❡22✐♥❣ $❤❡ ❝✉&&❡♥$ ❡①✐2$✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ $❡❝❤♥✐C✉❡2 ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ $❤❡ ❡①♣❧✐❝✐$ ✜♥✐$❡ ❡❧❡♠❡♥$

2♦❧✈❡& ▲❙✲❉❨◆❆✳ ■♥ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡2✱ $❤❛$ ❛&❡ ❧✐❦❡❧② $♦ ❜❡ ✐❞❡♥$✐✜❡❞✱ 2♦❧✉$✐♦♥2 ✇✐❧❧ ❜❡

♣&♦♣♦2❡❞✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$❡❞ $♦ ✐♠♣&♦✈❡ $❤❡ &❡❧✐❛❜✐❧✐$② ♦❢ $❤❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥2 &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ♠❛❝&♦2❝♦♣✐❝

❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ❝♦♠♣♦2✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧2✱ ✇✐$❤ ❛ 2♣❡❝✐❛❧ ❢♦❝✉2 ♦♥ ✇♦✈❡♥ ❧❛♠✐♥❛$❡2✳ J♦2$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛✲

$✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡&♠❛♥❡♥$ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ 2❤♦✉❧❞ ❜❡ $❛❦❡♥ ✐♥ ❝♦♥2✐❞❡&❛$✐♦♥✱ ❛2 $❤❡② ♣❧❛② ❛ ♠❛❥♦& &♦❧❡ ✐♥ $❤❡ ❝&❛2❤

❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ❛ ♠❛$❡&✐❛❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡ 2♦❧✉$✐♦♥2 ♠❡♥$✐♦♥❡❞ ♣&❡✈✐♦✉2❧② ❤❛✈❡ $♦ &❡2♣❡❝$ $❤❡ ❧✐♠✐$❛$✐♦♥2 ❛♥❞

❝♦♥❞✐$✐♦♥2 ✐♠♣♦2❡❞ ❜② $❤❡ ✐♥❞✉2$&✐❛❧ ✜❡❧❞✳

✶✳✹ ❙$%✉❝$✉%❡ ♦❢ $❤❡ ,$✉❞②

✶✳✹✳✶ ❈❤❛(❛❝+❡(✐③❛+✐♦♥ ♠❡+❤♦❞ ❛♣♣❧✐❡❞ +♦ ❝♦♠♣♦&✐+❡ ♠❛+❡(✐❛❧&

■♥ ♦&❞❡& $♦ ❧✐♠✐$ $❤❡ ❝♦2$2 ♦❢ ❡①♣❡♥2✐✈❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$2 ♦♥ ❧❛&❣❡ ❝♦♠♣♦2✐$❡ 2$&✉❝$✉&❡2✱ ❛ ❝♦♥2✐2$❡♥$ ♠❡$❤♦❞✲

♦❧♦❣② ❤❛2 ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ $♦ ❝❤❛&❛❝$❡&✐③❡ $❤❡ ♠❛❝&♦2❝♦♣✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦2✐$❡ ✉♥❞❡&

❞✐✛❡&❡♥$ ❧♦❛❞ ❝❛2❡2✳ ❚❤✐2 ♠❡$❤♦❞ ✐2 ❜❛2❡❞ ♦♥ ❛ ❜✉✐❧❞✐♥❣✲❜❧♦❝❦ ❛♣♣&♦❛❝❤ ❬✸✷✱ ✸✸❪ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✇✐$❤ ❛ ♠✐✲

❝&♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♣♣&♦❛❝❤ ✉♣ $♦ ❢✉❧❧✲❝❛& ❝&❛2❤ $❡2$2 ✈✐❛ ❝♦✉♣♦♥ ❛♥❞ &❡♣&❡2❡♥$❛$✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ $❡2$2 ✭2❡❡

❋✐❣✳ ✶✳✷✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ $❡2$2 ❛♥❞ $❤❡✐& ❝♦&&❡2♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ❡✈♦❧✈❡ ✐♥ ❛ ♣❛&❛❧❧❡❧ ✇❛②✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ $❡2$2 ❞❡❝&❡❛2❡2 ❜✉$ $❤❡ ❝♦2$2 ♦❢ ❡❛❝❤ $❡2$ ✐♥❝&❡❛2❡ ❜② ❣♦✐♥❣ ✉♣ $❤&♦✉❣❤ $❤❡

♣②&❛♠✐❞✳

❚❤❡ ♠❡$❤♦❞ ❜❡❣✐♥2 ❛$ $❤❡ ❜♦$$♦♠ ♦❢ $❤❡ ♣②&❛♠✐❞ ✇✐$❤ $❤❡ ♠✐❝&♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✐♥✈❡2$✐❣❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡

♠❛$❡&✐❛❧ ❛✐♠✐♥❣ ❛$ ❛ ♠♦&❡ ✐♥$✐♠❛$❡ ✉♥❞❡&2$❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ✐$2 ✐♥$❡&♥❛❧ 2$&✉❝$✉&❡✳ ❚❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ $❡2$2

❝♦♥2✐2$ ❤❡&❡ ✐♥ $❤❡ ♦❜2❡&✈❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ 2$&✉❝$✉&❡ ❜❛2❡❞ ❢♦& ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥❛❧ $♦♠♦❣&❛♣❤② ❛♥❛❧②2✐2

♦& ♠✐❝&♦❣&❛♣❤2✳ ❋&♦♠ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✈✐❡✇✱ $❤✐2 2$❡♣2 ❝♦♥2✐2$2 ✐♥ $❤❡ ✐♥✈❡2$✐❣❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$

♠❛$❡&✐❛❧ $❤❡♦&✐❡2✳ ■$ ❝♦♥❝❡&♥2 ♣❛&$✐❝✉❧❛&❧② $❤❡ ❞❡$❡&♠✐♥❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡2 ✉2✐♥❣

$❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛$✐♦♥ &✉❧❡2 ♦& ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠✐❝&♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❋❊✲❛♥❛❧②2✐2✱ ❜❛2❡❞ ♦♥ $❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

♣&♦♣❡&$✐❡2 ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✬2 ❝♦♥2$✐$✉❡♥$2✳ ❍❛✈✐♥❣ &❡❧✐❛❜❧❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥2 ♦❢ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ ♣&♦♣❡&$✐❡2✱ $❤❡

✺



❈❤❛♣$❡& ✶✳ ■♥$&♦❞✉❝$✐♦♥

0✉❛1✐✲1$❛$✐❝ $❡1$1 ♦♥ ❡❧❡♠❡♥$❛&② ❝♦✉♣♦♥1 ✭♥❡①$ 1$❡♣ ♦❢ $❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣✲❜❧♦❝❦ ❛♣♣&♦❛❝❤✮ ❛&❡ ♥♦ ♠♦&❡ &❡0✉✐&❡❞✱

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❧❡❛❞ $♦ ❝♦♥1✐❞❡&❛❜❧❡ ❝♦1$1 1❛✈✐♥❣1✳ ■❢ ♥♦ ♠✐❝&♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ✐♥✈❡1$✐❣❛$✐♦♥1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ❡①♣❡&✐♠❡♥$1 ♦♥ ❝♦✉♣♦♥1 ❛&❡ &❡0✉✐&❡❞ $♦ ❞❡$❡&♠✐♥❡ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡1 ♦❢ $❤❡

♠❛$❡&✐❛❧ ✉♥❞❡& ❞✐✛❡&❡♥$ ❧♦❛❞ ♣❛$❤1 ❛1 $❡♥1✐♦♥✱ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥ ♦& ❜❡♥❞✐♥❣ ✐♥ $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ❞✐&❡❝$✐♦♥1✳ ❚❤❡

♥✉♠❡&✐❝❛❧ 1✐♠✉❧❛$✐♦♥1 ❝♦♥1✐1$ ❤❡&❡ ✐♥ $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ $❤❡1❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ $❡1$1 $♦ ❛11❡11 ❛♥❞ ❡✈❡♥$✉❛❧❧②

$♦ ✈❛❧✐❞❛$❡ $❤❡ ❝♦&&❡1♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ $❡❝❤♥✐0✉❡1✳

❆1 ❝♦♠♣♦1✐$❡ ♣❛&$1 ❤❛✈❡ $♦ ❜❡ ❛11❡♠❜❧❡❞ ✇✐$❤ ♦$❤❡& ✈❡❤✐❝❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$1✱ $❤❡ $❤✐&❞ 1$❡♣ ♦❢ $❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣✲

❜❧♦❝❦ ❛♣♣&♦❛❝❤ ✐♥✈❡1$✐❣❛$❡1 $❤❡ ❥♦✐♥✐♥❣ $❡❝❤♥✐0✉❡1✱ $❤❛$ ❛&❡ 1✉✐$❛❜❧❡ ❢♦& ❝♦♠♣♦1✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧1 ❛1 ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

♦& ❛❞❤❡1✐✈❡ ❥♦✐♥$1✳ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ $❡1$1 ❛&❡ ❤❡&❡ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ $♦ ❝❤❛&❛❝$❡&✐③❡ $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤❡ ❥♦✐♥$1 ✉♥❞❡&

❞✐✛❡&❡♥$ ❧♦❛❞ ❝❛1❡1✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ $❤❡1❡ $❡1$1 ❛❧❧♦✇1 $♦ ❛11❡11 ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$❡ ♣❛&$✐❝✉❧❛&

♠♦❞❡❧✐♥❣ $❡❝❤♥✐0✉❡1 $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ❥♦✐♥✐♥❣ $❡❝❤♥✐0✉❡1✳

❚❤❡ ❢♦✉&$❤ ❧❡✈❡❧ ✐♥✈♦❧✈❡1 ✐♠♣❛❝$ $❡1$1 ❛♥❞ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ $❡1$1 $♦ ✐♥✈❡1$✐❣❛$❡ $❤❡ ❡✛❡❝$ ♦❢

$❤❡ ♣❛&$ ❣❡♦♠❡$&② ❛♥❞ $♦ ❡✈❛❧✉❛$❡ $❤❡ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ✇✐$❤✐♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✉♥❞❡&

❝&❛1❤ ❧♦❛❞ ❝❛1❡1✳ ❖♥❝❡ ✈❛❧✐❞❛$❡❞✱ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧1 1❤♦✉❧❞ ❜❡ ❤❡&❡ ❛❜❧❡ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥

♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡ $♦❧❡&❛♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ❝♦♥1✐❞❡&❡❞ ❝♦♠♣♦1✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳ ❇❛1❡❞ ♦♥ &❡❧✐❛❜❧❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥1✱

❢❡✇ ❡①♣❡♥1✐✈❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ $❡1$1 ♦♥ &❡❛❧ ❛✉$♦♠♦$✐✈❡ ❝♦♠♣♦1✐$❡ ♣❛&$1 ❛&❡ &❡0✉✐&❡❞✱ &❡❞✉❝✐♥❣ $❤✉1 $❤❡

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ❝♦1$1 ♦❢ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢✉❧❧✲❝❛& ❝&❛1❤ 1✐♠✉❧❛$✐♦♥1 ✈❛❧✐❞❛$❡❞ ✉1✐♥❣ ❢✉❧❧✲❝❛& ❝&❛1❤ $❡1$1

❝♦♠♣❧❡$❡ $❤❡ ♠❡$❤♦❞✳

❚❤❡ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ $❤❡1❡ 1$❡♣1 ❤❛1 $♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❝♦♥1✐1$❡♥$ ♠❡$❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❊❛❝❤ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣❛&❛♠❡$❡&

♦& ♠♦❞❡❧✐♥❣ $❡❝❤♥✐0✉❡ ✈❛❧✐❞❛$❡❞ ❛$ ♦♥❡ 1$❡♣ ✐1 ✉1❡❞ ❢♦& $❤❡ ♥❡①$ 1$❡♣1 ✇✐$❤♦✉$ ❛♥② ❝❤❛♥❣❡✳ ❖♥❝❡ $❤❡1❡

1✐♠✉❧❛$✐♦♥1 ❛&❡ ✈❛❧✐❞❛$❡❞✱ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧1 1❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ $♦ ♣&❡❞✐❝$ ❡✣❝✐❡♥$❧② $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤❡

✐♥✈❡1$✐❣❛$❡❞ ❝♦♠♣♦1✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✐♥ ❝&❛1❤ ❝♦♥✜❣✉&❛$✐♦♥1 ✇✐$❤ ❛♥ 1✉✐$❛❜❧❡ &❡❧✐❛❜✐❧✐$②✳

Hardware Experiments Simulation

Crash tests on a complete vehicle

Standards Euro-NCAP, US-NCAP, …

Tests on components of a vehicle

Principle component tests, particular 

parts of a vehicle, structural parts

Study of joining techniques

Adhesives, mechanical joints,

tests coupons, bearing tests

Tests on elementary 

coupons: Tension, 

compression, bending, …

Micromechanics

CT, micrographies, 

local failure

Full-car crash simulations

Validation of the methodology

Simulation and validation of the 

numerical models on a vehicle 

components level

Simulation and validation

Modeling of adhesive and 

mechanical joints

Simulation of 

characterization tests

Data input of the models

Micro-FEM

Material theory, 

fine modeling

Consistent methodology

❋✐❣✉&❡ ✶✳✷✿ ❇✉✐❧❞✐♥❣✲❜❧♦❝❦ ❛♣♣&♦❛❝❤ ❢♦& $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ❝❤❛&❛❝$❡&✐③❛$✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦1✐$❡1
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■♥ $❤❡ ♥❡①$ ❝❤❛♣$❡&✱ ❛ 2$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❛&$ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ ❝❤❛&❛❝$❡&✐③❛$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢

✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦2✐$❡2 ✇✐❧❧ ❜❡ ♣&❡2❡♥$❡❞✳ ❚❤❡ ❝✉&&❡♥$ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉2❡❞ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡2

❛♥❞ $❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ 2✉❝❤ ♠❛$❡&✐❛❧2 ✇✐❧❧ ❜❡ &❡✈✐❡✇❡❞ ❛♥❞ ❞✐2❝✉22❡❞✳ ❈✉&&❡♥$ ❝❛♣❛❜✐❧✐$✐❡2 ❛♥❞

❧✐♠✐$2 ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❞❡♥$✐✜❡❞ ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ $❤❡ ♣&♦♣♦2✐$✐♦♥ ♦❢ 2♦❧✉$✐♦♥2✳ ❚❤❡♥✱ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡2✉❧$2 ❝♦♥❞✉❝$❡❞

♦♥ ❛ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ ❝♦♠♣♦2✐$❡ ❛♥❞ ♦♥ ❛ ❝❛&❜♦♥ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ A❘❊A❘❊● ❝♦♠♣♦2✐$❡ ✇✐❧❧ ❜❡

♣&❡2❡♥$❡❞✳ ■$ ❝♦♥2✐2$2 ✜&2$ ✐♥ D✉❛2✐✲2$❛$✐❝ $❡2$2 ♦♥ ❡❧❡♠❡♥$❛&② ❝♦✉♣♦♥2 ❛✐♠✐♥❣ ❛$ $❤❡ ❞❡$❡&♠✐♥❛$✐♦♥

♦❢ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡2 ❛♥❞ ♦❢ $❤❡ ❝❤❛&❛❝$❡&✐③❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠❛❝&♦2❝♦♣✐❝ ♠❛$❡&✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦&

✉♥❞❡& ❞✐✛❡&❡♥$ ❧♦❛❞ ❝❛2❡2✳ ❚❤❡♥✱ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜2❡&✈❛$✐♦♥2 ♠❛❞❡ ❢♦& ✐♠♣❛❝$ $❡2$2 ♦♥ ❡❧❡♠❡♥$❛&②

❝♦♠♣♦2✐$❡ ♣❧❛$❡2 ✇✐❧❧ ❜❡ &❡♣♦&$❡❞ ❛♥❞ ❞✐2❝✉22❡❞✳ ❚❤❡2❡ $❡2$2 ✐♥✈❡2$✐❣❛$❡ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥

♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥ ✐♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳ ❚❤❡② ❛❧❧♦✇ ❛❧2♦ $♦ ❡✈❛❧✉❛$❡ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡ $♦❧❡&❛♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✉♥❞❡&

✐♠♣❛❝$ ❧♦❛❞2✱ ✇❤✐❝❤ &❡♣&❡2❡♥$2 ❛ ✈❡&② ✐♠♣♦&$❛♥$ 2$❡♣ ❢♦& $❤❡ ❞✐♠❡♥2✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❝&❛2❤✲&❡❧❡✈❛♥$ 2$&✉❝$✉&❛❧

♣❛&$2 ❞❡2✐❣♥❡❞ ✇✐$❤ ❝♦♠♣♦2✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧2✳ ❚❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡2✉❧$2 ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& $❤❡ ❞&♦♣ $♦✇❡& $❡2$2 ♦♥

❤❛$✲♣&♦✜❧❡2 ✇✐❧❧ ❜❡ $❤❡♥ ♣&❡2❡♥$❡❞✳ ❍❛$✲♣&♦✜❧❡2 2♣❡❝✐♠❡♥2 ❛&❡ ✉2❡❞ ❤❡&❡ ❛2 ❛ &❡♣&❡2❡♥$❛$✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$

♦& ❛ &❡♣&❡2❡♥$❛$✐✈❡ ♣❛&$ $♦ ✈❛❧✐❞❛$❡ $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ $❡❝❤♥✐D✉❡2 ❛♥❞ $❤❡ ❝❤❛&❛❝$❡&✐③❛$✐♦♥ ♠❡$❤♦❞2✱ ❜❡❢♦&❡

2$❛&$✐♥❣ ✇✐$❤ ❡①♣❡&✐♠❡♥$2 ❛♥❞ 2✐♠✉❧❛$✐♦♥2 ♦♥ &❡❛❧ ❛✉$♦♠♦$✐✈❡ ❝♦♠♣♦2✐$❡ ♣❛&$2✳ ❚❤❡ ❢♦✉&$❤ ❝❤❛♣$❡& ✇✐❧❧

♣&❡2❡♥$ $❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦& $❤❡ ❡①♣❧✐❝✐$ ❋❊✲2♦❧✈❡& ▲❙✲❉❨◆❆✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$

❢❡❛$✉&❡2 ♦❢ $❤✐2 ♥❡✇ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ $♦ ❜&✐♥❣ ❛ 2♦❧✉$✐♦♥ $♦ $❤❡ ♠❛✐♥ ✇❡❛❦♥❡22❡2 ✐❞❡♥$✐✜❡❞ ✐♥ $❤❡

2$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❛&$✳ ❚❤❡② ✇✐❧❧ ❛❧2♦ ♦✛❡& 2✉✐$❛❜❧❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ $❡❝❤♥✐D✉❡2 $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ♠❛❝&♦2❝♦♣✐❝

♠❛$❡&✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❜2❡&✈❡❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡ ♥❡✇ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ $❤✐2 2$✉❞② ✇✐❧❧

❜❡ ❛22❡22❡❞ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$❡❞ ❜❛2❡❞ ♦♥ $❤❡ 2✐♠✉❧❛$✐♦♥2 ♦❢ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ $❡2$2 ❞❡2❝&✐❜❡❞ ♣&❡✈✐♦✉2❧②✳ ❆

❞✐2❝✉22✐♦♥ ♦❢ $❤❡ &❡2✉❧$2 ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦♣❡♥✐♥❣ $♦ $❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥❝❧✉2✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ❢✉$✉&❡ ✇♦&❦2✳
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✐8 ❣❡♥❡&❛❧❧② ❝♦♥8$✐$✉$❡❞ ❜② 8❡✈❡&❛❧ ❝♦♥$✐♥✉♦✉8✱ ❞✐8❝♦♥$✐♥✉♦✉8✱ ♦& $✇✐8$❡❞ ✜❧❛♠❡♥$8✱ ❛♥❞ ✐$ ✐8 ❝♦♠♠♦♥❧②

❝❤❛&❛❝$❡&✐③❡❞ ❜② ✐$8 ♥✉♠❜❡& ♦❢ ✜❧❛♠❡♥$8✱ $❤❡✐& ❞✐❛♠❡$❡& ❛♥❞ $❤❡✐& ♣❛❝❦✐♥❣ ❞❡♥8✐$②✳ ❚❤❡♥✱ $❤❡ ②❛&♥8

❛&❡ ✐♥$❡&❧♦❝❦❡❞ ❛♥❞ ❜♦♥❞❡❞ $♦❣❡$❤❡& ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 8♣❡❝✐✜❝ ♣❛$$❡&♥8 ❣✐✈✐♥❣ $❤❡ ✜♥❛❧ ❞&② $❡①$✐❧❡ 8$&✉❝$✉&❡✳

❉✐✛❡&❡♥$ $❡①$✐❧❡ ♣&♦❝❡88❡8 ❛&❡ ✉8❡❞ $♦ ❝&❡❛$❡ ✇♦✈❡♥✱ ❦♥✐$$❡❞✱ ♦& ❜&❛✐❞❡❞ ❢❛❜&✐❝8✳ ■$ &❡❧✐❡8 ♦♥ $❤❡ ✉8❡

♦❢ ♣❛&$✐❝✉❧❛& ✐♥$❡&❧❛❝✐♥❣ ♣❛$$❡&♥8 ✐♥❞✉❝✐♥❣ $❤❡ ❝♦&&❡8♣♦♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❛&❛❝$❡&✐8$✐❝ ②❛&♥ ✉♥❞✉❧❛$✐♦♥✳ ❚❤❡

&❡❣✉❧❛& ✐♥$❡&❧❛❝✐♥❣ ♦❢ ✇❛&♣ (0◦) ❛♥❞ ✇❡❢$ (90◦) ②❛&♥8 ❧❡❛❞8 $♦ $❤❡ ♣&♦❞✉❝$✐♦♥ ♦❢ ✇♦✈❡♥ ❢❛❜&✐❝8✳ ❑♥✐$8
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❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

❋✐❣✉&❡ ✷✳✶✿ ■❧❧✉9$&❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ✭❧❡❢$✮ ❛♥❞ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ ✭&✐❣❤$✮ $❡①$✐❧❡ 9$&✉❝$✉&❡9

❢❛❜&✐❝9 ❛&❡ ✉9✉❛❧❧② ♠❛❞❡ ❜② ✐♥$❡&❧♦♦♣✐♥❣ ♦♥❡ ♦& ♠♦&❡ ②❛&♥9✳ ❇&❛✐❞❡❞ ❢❛❜&✐❝9 ❛&❡ ♠❛♥✉❢❛❝$✉&❡❞ ✉9✐♥❣

❛ ❝②❧✐♥❞&✐❝❛❧ ♠❛♥❞&❡❧ ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ ❛ $✉❜✉❧❛& ♣&❡❢♦&♠✳ ❚❤❡ ❜&❛✐❞❡❞ ❛♥❣❧❡ ✐9 ❛ ♣❛&$✐❝✉❧❛& ❝❤❛&❛❝$❡&✐9$✐❝ ♦❢

$❤❡ ❜&❛✐❞❡❞ ❢❛❜&✐❝9 ❛♥❞ ✐$ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② $❤❡ ❝♦♥$&♦❧❧✐♥❣ $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ✈❡❧♦❝✐$✐❡9 ♦❢ $❤❡ ❜&❛✐❞✐♥❣

♣&♦❝❡99 ❬✸✼✱ ✺✶❪✳

❚❤❡ ♣&❡9❡♥$ 9$✉❞② ✐9 ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉9❡❞ ♦♥ $❤❡ ✷❉ ❝❛&❜♦♥ ✜❜❡& ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❛♥❞ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ ❢❛❜&✐❝9 ✭9❡❡

❋✐❣✳ ✷✳✶✮✳ ❉✉&✐♥❣ $❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝$✉&✐♥❣ ♣&♦❝❡99✱ ❛ ✇❛&♣ (0◦) ❛♥❞ ❛ ✇❡❢$ (90◦) ❞✐&❡❝$✐♦♥9 ❛&❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ■♥ $❤❡

❝❛9❡ ♦❢ ❛ ✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ $❡①$✐❧❡✱ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡9 ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣♦9✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❛&❡ 9✐♠✐❧❛&✳ ■❢

❞✐✛❡&❡♥$ $②♣❡9 ♦❢ ✜❧❛♠❡♥$9 ❛&❡ ✉9❡❞ ❢♦& ❡❛❝❤ ❞✐&❡❝$✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ &❡❢❡&9 $♦ ❤②❜&✐❞ $❡①$✐❧❡9✱ ❡❛❝❤ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ✇✐❧❧

♣&❡9❡♥$ ♣❛&$✐❝✉❧❛& ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡9✳

✷✳✷✳✷✳✷ ▼❛♥✉❢❛❝(✉)✐♥❣ ♣)♦❝❡//❡/ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦/✐(❡ ❧❛♠✐♥❛(❡

❙❡✈❡&❛❧ ♣&♦❝❡99❡9 ❛&❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ $♦ ♠❛♥✉❢❛❝$✉&❡ ❝♦♠♣♦9✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧9✱ ❛9 ❢♦& ❡①❛♠♣❧❡ $❤❡ ♣✉❧$&✉9✐♦♥✱ $❤❡

✜❜❡& ✇✐♥❞✐♥❣✱ ♦& $❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❛99✐9$❡❞ &❡9✐♥ ✐♥❥❡❝$✐♦♥ ✭❱❆❘■✮✱ ❜✉$ ❜♦$❤ ❘❚▼ ❛♥❞ S&❡♣&❡❣ ♣&♦❝❡99❡9 ❛&❡

❝♦♥9✐❞❡&❡❞ ✐♥ $❤❡ ♣&❡9❡♥$ 9$✉❞②✳

❘❚▼ ♠❛♥✉❢❛❝(✉)✐♥❣ ♣)♦❝❡// ❚❤❡ ❘❡9✐♥ ❚&❛♥9❢❡& ▼♦❧❞✐♥❣ ✭❘❚▼✮ ♠❛♥✉❢❛❝$✉&✐♥❣ ♣&♦❝❡99 ♦❢ ❛ ❝♦♠✲

♣♦9✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✐9 ❛ ❧♦✇ ♣&❡99✉&❡ ❝❧♦9❡❞ ♠♦❧❞ ♣&♦❝❡99✳ ❉&② ✜❜❡& &❡✐♥❢♦&❝❡♠❡♥$9 ❛&❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥$♦ ❛ ♠♦❧❞

❝❛✈✐$② ❜❡✐♥❣ $❤❡♥ ❝❧♦9❡❞ ❛♥❞ ❝❧❛♠♣❡❞✳ ❆ ❝❛$❛❧②③❡❞ ❧✐U✉✐❞ &❡9✐♥ ✐9 $❤❡♥ ✐♥❥❡❝$❡❞ ✐♥$♦ $❤❡ ❝❧♦9❡❞ ♠♦❧❞

✐♠♣&❡❣♥❛$✐♥❣ $❤✉9 $❤❡ &❡✐♥❢♦&❝❡♠❡♥$9 ♣&❡❢♦&♠✳ ❚❤❡♥✱ $❤❡ ♥❡①$ 9$❡♣ ✐9 $❤❡ ❝✉&❡ ❛♥❞ ❡✈❡♥$✉❛❧❧② ❛ ♣♦9$

❝✉&❡ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❛$ $❤❡ 9✉✐$❛❜❧❡ $❡♠♣❡&❛$✉&❡9 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ $❤❡ ❝♦♥9$✐$✉❡♥$9✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥$❛❣❡9

♦❢ $❤✐9 ♠❛♥✉❢❛❝$✉&✐♥❣ ♣&♦❝❡99 ❛&❡ $❤❡ ❢❛9$ ❝②❝❧❡ $✐♠❡9✱ ❣♦♦❞ $♦❧❡&❛♥❝❡9 ♦❢ $❤❡ ♣❛&$9✱ 9♠♦♦$❤ 9✐❞❡9 ❛♥❞

♣&♦❞✉❝$✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐$② 9✉✐$❛❜❧❡ ❢♦& ♠✐❞✲✈♦❧✉♠❡ ♣&♦❞✉❝$✐♦♥ &❛$❡9 ❬✸✺✱ ✺✷✱✺✸❪✳

4❘❊4❘❊● ♠❛♥✉❢❛❝(✉)✐♥❣ ♣)♦❝❡// S&❡♣&❡❣9 ❛&❡ ❝♦♠♣♦9✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧9✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ $❤❡ &❡✐♥❢♦&❝❡♠❡♥$9

❛&❡ ♣&❡✲✐♠♣&❡❣♥❛$❡❞ ✇✐$❤ ❛ $❤❡&♠♦♣❧❛9$✐❝ ♦& $❤❡&♠♦9❡$ &❡9✐♥ ♠❛$&✐① ❬✺✹❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡$❡ S❘❊S❘❊●

♠❛♥✉❢❛❝$✉&✐♥❣ ♣&♦❝❡99 ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥$♦ $✇♦ 9$❡♣9✳

❆ ✜&9$ 9$❡♣ ❝♦♥9✐9$9 ✐♥ ♣&♦❞✉❝✐♥❣ $❤❡ ♣&❡✲✐♠♣&❡❣♥❛$❡❞ $❛♣❡ ✉9✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ $❤❡ ❜♦$❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣&♦❝❡99❡9✳

❚❤❡ ❤♦$ ♠❡❧$ ♣&♦❝❡99 ❛❧❧♦✇9 $♦ ♣&♦❞✉❝❡ ❜♦$❤ ❢❛❜&✐❝ ❛♥❞ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ♣&❡♣&❡❣9✳ ■$ ❜❡❣✐♥9 ❜② ♣❧❛❝✐♥❣ ❛

$❤✐♥ ✜❧♠ ♦❢ ❛ ❤❡❛$❡❞ &❡9✐♥ ♦♥ ❛ ♣❛♣❡& 9✉❜9$&❛$❡✳ ❚❤❡♥✱ $❤❡ &❡✐♥❢♦&❝❡♠❡♥$ ❛&❡ ❧❛✐❞ ♦♥ $❤✐9 ✜❧♠ ❛♥❞ ❛❢$❡&

❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ♦❢ ♣&❡99✉&❡ ❛♥❞ ❤❡❛$✱ $❤❡ &❡9✐♥ ✐9 ✐♠♣&❡❣♥❛$❡❞ ✐♥$♦ $❤❡ &❡✐♥❢♦&❝❡♠❡♥$ &❡9✉❧$✐♥❣ ✐♥ $❤❡ ✜♥❛❧

♣&❡♣&❡❣ $❛♣❡✳ ❚❤✐9 ♣&❡♣&❡❣ ♠❛$❡&✐❛❧ ✐9 $❤❡♥ ✇♦✉♥❞ ♦♥ ❛ ❝②❧✐♥❞❡& $♦ ❢❛❝✐❧✐$❛$❡ ✐$9 9$♦&❛❣❡ ❛♥❞ ❤❛♥❞❧✐♥❣✳
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❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

❚❤❡ 4❡❝♦♥❞ ♣&♦❝❡44✱ ♥❛♠❡❞ $❤❡ 4♦❧✈❡♥$ ❞✐♣ ♣&♦❝❡44✱ ❝♦♥4✐4$4 ✐♥ ❞✐44♦❧✈✐♥❣ $❤❡ &❡4✐♥ ✐♥ ❛ 4♦❧✈❡♥$ ❛♥❞

❞✐♣♣✐♥❣ $❤❡ ❞&② ❢❛❜&✐❝ ✐♥ $❤✐4 ❜❛$❤ ✭♣&♦❝❡44 ♥♦$ 4✉✐$❛❜❧❡ ❢♦& ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ♣&❡♣&❡❣✮✳ ❚❤❡♥✱ $❤❡ 4♦❧✈❡♥$ ✐4

❡✈❛♣♦&❛$❡❞ ✉4✐♥❣ ❛ ❞&②✐♥❣ ♦✈❡♥ &❡4✉❧$✐♥❣ ✐♥ $❤❡ ✜♥❛❧ ♣&❡♣&❡❣ $❛♣❡ ❬✺✹❪✳

❚❤❡ 4❡❝♦♥❞ 4$❡♣ ❝♦♥4✐4$4 ✐♥ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ $❤❡ ❧❛②✲✉♣ ♦❢ $❤❡ ✜♥❛❧ ♣&❡♣&❡❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ ❜② ❛✉$♦♠❛$❡❞ $❛♣❡✲

❧❛②✐♥❣ ♦& ❜② ❤❛♥❞ ❧❛②✲✉♣ ♣&♦❝❡44❡4✳

❚❤❡ $❤✐&❞ 4$❡♣ ✐4 &❡♣&❡4❡♥$❡❞ ❜② $❤❡ ❝✉&❡ ♦❢ $❤❡ ❧❛♠✐♥❛$❡✳ ❚❤❡ $✇♦ ♠❛✐♥ ♠❡$❤♦❞4 $♦ ♠❛♥✉❢❛❝$✉&❡

♣&❡♣&❡❣ ❝♦♠♣♦4✐$❡4 ❛&❡ $❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❜❛❣✴♦✈❡♥ ❛♥❞ $❤❡ ❛✉$♦❝❧❛✈❡ ♣&♦❝❡44❡4✳ ❋♦& $❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❜❛❣ $❡❝❤♥✐G✉❡✱

❛ ✈❛❝✉✉♠ ❜❛❣ ✐4 ♣❧❛❝❡❞ ❛♥❞ 4❡❛❧❡❞ ♦✈❡& $❤❡ ❝♦♠♣♦4✐$❡ ❧❛②✲✉♣✳ ❚❤❡ ❛✐& ✉♥❞❡& $❤❡ ❜❛❣ ✐4 $❤❡♥ ❝♦♠♣❧❡$❡❧②

❡✈❛❝✉❛$❡❞✳ ❚❤❡ 4②4$❡♠ ✐4 ❛❢$❡&✇❛&❞4 ♣❧❛❝❡❞ ✐♥4✐❞❡ ❛♥ ♦✈❡♥ ❛♥❞ $❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♠♣♦4✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✐4 ♣&♦❞✉❝❡❞

❛❢$❡& 4♦♠❡ ❝✉&✐♥❣ ❝②❝❧❡4✳ ❆ 4✐♠✐❧❛& 4❡$ ✉♣ ✐4 ✉4❡❞ ❢♦& $❤❡ ❛✉$♦❝❧❛✈❡ ❝✉&✐♥❣ ♣&♦❝❡44 ❜✉$ $❤❡ ♦✈❡♥ ✐4 &❡♣❧❛❝❡❞

❜② $❤❡ ❛✉$♦❝❧❛✈❡✳ ❆♥ ❛✉$♦❝❧❛✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛4 ❛ ♣&❡44✉&❡ ✈❡44❡❧ ❛❧❧♦✇✐♥❣ $♦ ❝♦♥$&♦❧ $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ❝✉&✐♥❣

❝♦♥❞✐$✐♦♥4✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ❤✐❣❤❡& ❝✉&❡ ❝②❝❧❡4 ❛&❡ ❤❡&❡ &❡G✉✐&❡❞ ❞✉❡ $♦ $❤❡ $❤❡&♠❛❧ ✐♥❡&$✐❛ ♦❢ $❤❡ 4②4$❡♠✳ ❚❤✐4

❝✉&❡ ♣&♦❝❡44 ❛❧❧♦✇ $♦ ❛♣♣❧② ❤✐❣❤ ♣&❡44✉&❡4✱ ✇❤✐❝❤ ❛&❡ &❡G✉✐&❡❞ ❢♦& $❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝$✉&✐♥❣ ♦❢ $❤✐❝❦ ❝♦♠♣♦4✐$❡4

♦& ❝♦♠♣❧❡① 4❤❛♣❡4 ❬✺✺❪✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥$❛❣❡4 ♦❢ ♣&❡♣&❡❣4 ✐4 $❤❡✐& ❧♦✇ ♠❛♥✉❢❛❝$✉&✐♥❣ ❝♦4$4✱ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♥$&♦❧ ♦❢ $❤❡ ✜❜❡& ❝♦♥$❡♥$✱

♦❢ $❤❡ &❡4✐♥ ✐♠♣&❡❣♥❛$✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ $❤❡ ❧❛♠✐♥❛$❡ $❤✐❝❦♥❡44✳ ■$ ❝♦♥$&✐❜✉$❡4 ✐♥ $❤❡ ♣&♦❞✉❝$✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛$❡&✐❛❧

♣&❡4❡♥$✐♥❣ ❝♦♥4✐4$❡♥$ ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡4✳

✷✳✷✳✷✳✸ ❆❞❞✐&✐♦♥❛❧ +❡♠❛+❦/

❆♥ ✐♥$❡&❡4$✐♥❣ &❡✈✐❡✇ ♦❢ $❤❡ &❡4✐♥ ✐♠♣&❡❣♥❛$✐♦♥ ♦❢ ❜&❛✐❞❡❞ ❝♦♠♣♦4✐$❡4 ✐4 ♣&♦♣♦4❡❞ ✐♥ ❬✺✻❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐$②

♦❢ $❤❡ ✇♦✈❡♥ ✐♥$❡&♥❛❧ 4$&✉❝$✉&❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ❝❤❛&❛❝$❡&✐4$✐❝4 ♦❢ $❤❡ ❢❛❜&✐❝❛$✐♦♥ ♣&♦❝❡44❡4 ✐4 ❧✐❦❡❧② $♦ ❧❡❛❞

$♦ ✐♥❝♦♥4✐4$❡♥❝✐❡4 ✐♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦&✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝$4 ♦❢ $❤❡ ❘❚▼ ♣&♦❝❡44 ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡4✱ ❝❤❛&❛❝$❡&✐③❡❞ ❜②

❧♦❝❛❧ ✈❛&✐❛$✐♦♥4 ✐♥ $❤❡ ✜❜❡& ✈♦❧✉♠❡ ❢&❛❝$✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ $❤❡ ✜❜❡& ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ❞✉&✐♥❣ $❤❡ &❡4✐♥ ✐♥❢✉4✐♦♥

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ 4$✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✺✼❪ ♣❛&$✐❝✉❧❛&❧② ❢♦& $❤❡ ✐♥$❡&❧❛♠✐♥❛& $♦✉❣❤♥❡44 ❛♥❞ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥✳ ❋♦& ❛ ♣❧❛✐♥ ✇❡❛✈❡

❝♦♠♣♦4✐$❡ ❧❛♠✐♥❛$❡✱ $❤❡ $❡♥4✐♦♥✴$&❛♥4✈❡&4❡ 4❤❡❛& ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛♥ ♣&❡4❡♥$ ❛ ❝♦♥4✐❞❡&❛❜❧❡ ❡✛❡❝$ ♦♥ $❤❡ 4$✐✛♥❡44

♣&♦♣❡&$✐❡4 ♦❢ $❤❡ ❧❛♠✐♥❛$❡ ❜❡$✇❡❡♥ ✐♥✲♣❤❛4❡ ♦& ♦✉$✲♦❢✲♣❤❛4❡ ❧❛♠✐♥❛$❡❞ ✇♦✈❡♥ 4$&✉❝$✉&❡ 4❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✷✳ ■♥

$❤❡ &❡❛❧✐$②✱ ✇♦✈❡♥ ❧❛♠✐♥❛$❡❞ ❝♦♠♣♦4✐$❡4 ♣&❡4❡♥$ ❛ &❛♥❞♦♠✲♣❤❛4❡ 4$&✉❝$✉&❡ ✇❤❡&❡ ❡❛❝❤ ❧❛②❡& ❝❛♥ ❜❡❤❛✈❡4

❛4 ❛ 4✐♥❣❧❡✲❧❛♠✐♥❛ ❝♦♠♣♦4✐$❡ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❣&♦✇$❤ ♦❢ $❤❡ ✐♥$❡&❢❛❝✐❛❧ ❞❡❜♦♥❞✐♥❣ ❬✺✽❪✳ S&❡♣&❡❣ ❧❛♠✐♥❛$❡4 4❤♦✉❧❞

♠✐♥✐♠✐③❡ $❤❡ ♣&❡4❡♥❝❡ ♦❢ ✇❛✈✐♥❡44 ✐♥ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦4✐$❡ $❛♣❡✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ♣❧② ❞&♦♣4 ❛♥❞ ♣❧② ❥♦✐♥$4

❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ $♦ ❛ ❝♦♥4✐❞❡&❛❜❧❡ ❧♦44 ♦❢ ❝♦♠♣&❡44✐✈❡ 4$&❡♥❣$❤ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❬✺✾❪✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝$ ♦❢ $❤❡&♠♦✲❢♦&♠✐♥❣

✐♥❞✉❝❡❞ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ♦♥ $❤❡&♠♦♣❧❛4$✐❝ ✇♦✈❡♥ ❧❛♠✐♥❛$❡4 ❤❛4 ❜❡❡♥ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧② ❬✻✵❪ ❛♥❞ ♥✉♠❡&✐❝❛❧❧②

❬✻✶✱ ✻✷❪ ✐♥✈❡4$✐❣❛$❡❞ ❜② ❍♦❢4$❡❡✳ ❋❛❜&✐❝❛$✐♦♥ ♣&♦❝❡44 ♦❢ ❢❛❜&✐❝4 ❝❛♥ ❜❡ ❛❧4♦ ♥✉♠❡&✐❝❛❧❧② 4✐♠✉❧❛$❡❞✳ ■$

❛❧❧♦✇4 ❢♦& ❡①❛♠♣❧❡ $♦ 4$✉❞② $❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢❛❜&✐❝❛$✐♦♥ ♣❛&❛♠❡$❡&4 ♦& $♦ ♣&❡❞✐❝$ ❛❝❝✉&❛$❡❧② $❤❡ ❣❡♦♠❡$&②

♦❢ $❤❡ &❡4✉❧$✐♥❣ ♠❛$❡&✐❛❧ ❬✻✸❪✳ ❖♥❝❡ $❤❡ ❣❡♦♠❡$&② ♦❢ $❤❡ ❢❛❜&✐❝4 ❜❡✐♥❣ ❦♥♦✇♥✱ ♠✐❝&♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❛❧②4✐4

❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ $♦ ❞❡$❡&♠✐♥❡ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡4 ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣♦4✐$❡ ❛4 ❞❡4❝&✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳

✷✳✸ ❙$✉❞② ♦❢ ✜❜,♦✉- ❝♦♠♣♦-✐$❡- ❢,♦♠ $❤❡ ❧❛♠✐♥❛ $♦ $❤❡ ❧❛♠✐♥❛$❡

✷✳✸✳✶ ▼✉❧'✐)❝❛❧❡ ❛♥❛❧②)✐)

❆ ❝♦♠♣♦4✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡4$✐❣❛$❡❞ ❛$ $❤&❡❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ❧❡✈❡❧4✿ $❤❡ ♠✐❝&♦4❝♦♣✐❝✱ $❤❡ ♠❡4♦4❝♦♣✐❝ ❛♥❞

$❤❡ ♠❛❝&♦4❝♦♣✐❝ 4❝❛❧❡4✳ ❊✐$❤❡& ❛ 4✐♥❣❧❡ ❧❛♠✐♥❛ ♦& $❤❡ ❝♦♠♣❧❡$❡ ❧❛♠✐♥❛$❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡4$✐❣❛$❡❞ ❛$ ❡❛❝❤ ♦❢

✶✷



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

$❤❡3❡ 3❝❛❧❡3✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ♦♥❧② ❛ ❧❛♠✐♥❛ ♦& ❛ 3✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥$❛&② ♣❧② ✐3 ❣❡♥❡&❛❧❧② ❝♦♥❝❡&♥❡❞ ❜② $❤❡ ♠✐❝&♦3❝♦♣✐❝

❧❡✈❡❧✳

❚❤❡ ♠✐❝&♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ 3$✉❞② ♦❢ $❡①$✐❧❡ ❝♦♠♣♦3✐$❡3 ✐3 &❡♣&❡3❡♥$❡❞ ❜② $❤❡ ♦❜3❡&✈❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡

❧♦❝❛❧ ✜❜❡& ❜✉♥❞❧❡ ❛♥❞ $❤❡ ✜❜❡& ❛&&❛♥❣❡♠❡♥$ ✐♥ $❤❡ ❘✳❯✳❈ ♦❢ ❛♥ ✐♠♣&❡❣♥❛$❡❞ ②❛&♥ ❬✻✹✱ ✻✺❪✳ ❚❤✐3 3$❡♣

✐♥✈❡3$✐❣❛$❡3 $❤❡ ❞✐3$&✐❜✉$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❝♦♥3$✐$✉❡♥$3 ❛♥❞ ✐$ ❛✐♠3 ❣❡♥❡&❛❧❧② ❛$ ❞❡$❡&♠✐♥✐♥❣ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ ♠❛$❡&✐❛❧

♣&♦♣❡&$✐❡3 ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❜❛3❡❞ ♦♥ $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ &✉❧❡3 ♦❢ ♠✐①$✉&❡ ❬✻✻❪✳

❚❤❡♥✱ ❛$ $❤❡ ♠❡3♦3❝❛❧❡✱ ✐♠♣&❡❣♥❛$❡❞ ②❛&♥3 ❞❡✜♥✐♥❣ $❤❡ ❛&❝❤✐$❡❝$✉&❡ ♦❢ $❤❡ $❡①$✐❧❡ ❛&❡ ❝♦♥3✐❞❡&❡❞ ❬✻✹❪✳

■$ ❞❡✜♥❡3 ❛❧3♦ $❤❡ ✐♥$❡&♥❛❧ 3$&✉❝$✉&❡ ♦❢ $❤❡ &❡✐♥❢♦&❝❡♠❡♥$ ✭$❡①$✐❧❡ ❛&❝❤✐$❡❝$✉&❡ ❛♥❞ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥3 ❛♣♣❧✐❡❞

❞✉&✐♥❣ $❤❡ ♣❛&$ ❢♦&♠✐♥❣ ♦& ❧♦❛❞✐♥❣✮✱ ✈❛&✐❛$✐♦♥3 ♦❢ $❤❡ ✜❜❡& ❞✐&❡❝$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ✜❜❡& ✈♦❧✉♠❡ ❢&❛❝$✐♦♥ ✐♥3✐❞❡

$❤❡ ②❛&♥3 ❬✻✺❪✳ ❚❤❡ ♠❡3♦3❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧ ✐3 ❝♦♠♠♦♥❧② ❝❤❛&❛❝$❡&✐③❡❞ ❜② $❤❡ ❞❡✜♥✐$✐♦♥ ♦❢ ❘✳❯✳❈ ❜❛3❡❞ ♦♥

♠✐❝&♦3❝♦♣✐❝ ♦❜3❡&✈❛$✐♦♥3 $♦ ♣&❡❞✐❝$ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡3 ✉3❡❞ ♦♥ $❤❡ ♠❛❝&♦3❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐3 ❧❡✈❡❧ ✐3

❡33❡♥$✐❛❧ $♦ ❧✐♥❦ $♦❣❡$❤❡& $❤❡ ♠✐❝&♦3$&✉❝$✉&❡ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❛♥❞ ✐$3 ♠❛❝&♦3❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦&✳

❘❡❣❛&❞✐♥❣ ❛ 3✐♥❣❧❡ ❧❛♠✐♥❛✱ $❤❡ ♠❛❝&♦3❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧ ✐♥✈❡3$✐❣❛$❡3 ✐$3 ♠❛❝&♦3❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦&✳ ■$ ❞❡✜♥❡3

❢♦& ❡①❛♠♣❧❡ ✐$3 ❝♦♥3$✐$✉$✐✈❡ &❡❧❛$✐♦♥3 ❧✐♥❦✐♥❣ $❤❡ 3$&❡33❡3 $♦ $❤❡ 3$&❛✐♥3 ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐&❡❝$✐♦♥✳ ■$ $❛❦❡3 ❛❧3♦

✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ❝♦♥❞✐$✐♦♥3 ♦❢ 3②♠♠❡$&② ✭❡✳❣✳ ✐3♦$&♦♣②✱ ♦&$❤♦$&♦♣②✱ ❛♥✐3♦$&♦♣②✮ $♦ 3✐♠♣❧✐❢② $❤❡

❡N✉❛$✐♦♥3✳ ❈♦♥3❡N✉❡♥$❧②✱ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$❛&② ♣❧② ✐3 3❡❡♥ ❤❡&❡ ❛3 ❛ ✧✉♥✐N✉❡✧ ♠❛$❡&✐❛❧ ❤❛✈✐♥❣ ♣❛&$✐❝✉❧❛& ❤♦♠♦❣✲

❡♥✐③❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡3✳ ❘❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❝♦♠♣❧❡$❡ ❧❛♠✐♥❛$❡✱ $❤❡ ♠❛❝&♦3❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧ ✐♥✈❡3$✐❣❛$❡3 $❤❡

❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤❡ 3$&✉❝$✉&❡ ❛❝❝♦✉♥$✐♥❣ ❢♦& $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ♣❧✐❡3 ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥3 ❛♥❞ $❤✐❝❦♥❡33❡3✳ ❚❤❡ ♠❛❝&♦3❝♦♣✐❝

❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤✐♥ ❧❛♠✐♥❛$❡3 ❝❛♥ ❜❡ ♣&❡❞✐❝$❡❞ ✉3✐♥❣ $❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❈❧❛33✐❝❛❧ ▲❛♠✐♥❛$❡ ❚❤❡♦&② ✭❈✳▲✳❚✮ ❬✻✼❪✳

✷✳✸✳✷ #$❡❞✐❝)✐♦♥ ♦❢ ❢❛✐❧✉$❡

▲❛♠✐♥❛$❡❞ ❝♦♠♣♦3✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧3 3✉✛❡& ❢&♦♠ $✇♦ ♠❛✐♥ ❢❛✐❧✉&❡ $②♣❡3✿ $❤❡ ✐♥$&❛❧❛♠✐♥❛& ❛♥❞ $❤❡ ✐♥$❡&❧❛♠✐♥❛&

❢❛✐❧✉&❡✳ ❖♥❡ ♦❢ $❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡3 ❢♦& $❤❡ ❞✐♠❡♥3✐♦♥✐♥❣ ♦❢ 3$&✉❝$✉&❛❧ ❝♦♠♣♦3✐$❡ ♣❛&$3 ✐3 $❤❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥

♦❢ ❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ $❤❡ ✐❞❡♥$✐✜❝❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡3✳

✷✳✸✳✷✳✶ ■♥&'❛❧❛♠✐♥❛' ❢❛✐❧✉'❡

❚❤❡ ✐♥$&❛❧❛♠✐♥❛& ❢❛✐❧✉&❡ ❝♦&&❡3♣♦♥❞3 $♦ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$❛&② ♣❧✐❡3✱ ✇❤❡♥ $❤❡ ❧♦❛❞3 ❡①❝❡❡❞ $❤❡

❛❞♠✐33✐❜❧❡ 3$&❡♥❣$❤✳ ❉✐✛❡&❡♥$ ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡3 ✐♥ $❡♥3✐♦♥✱ ❝♦♠♣&❡33✐♦♥ ♦& 3❤❡❛& ❝❛♥ ❜❡ ♦❜3❡&✈❡❞ ❛♥❞ ❤❛✈❡

$♦ ❜❡ ✐❞❡♥$✐✜❡❞✳ ❚❤❡② ❞❡♣❡♥❞ ♥❛$✉&❛❧❧② ♦♥ $❤❡ ♥❛$✉&❡ ♦❢ $❤❡ ❝♦♥3$✐$✉❡♥$3 ❛♥❞ ♦♥ $❤❡ 3$&✉❝$✉&❡ ♦❢ $❤❡

&❡✐♥❢♦&❝❡♠❡♥$3✳ ❚♦ ♣&❡❞✐❝$ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ ❛ ❧❛♠✐♥❛✱ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❣❡♥❡&❛❧❧② ❜❛3❡❞

♦♥ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ 3$&❡♥❣$❤3 ♦❢ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$❛&② ♣❧✐❡3✳ ❊①❝❡❧❧❡♥$ &❡✈✐❡✇3 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐3❤❡❞ ❛❜♦✉$ $❤❡

❢❛✐❧✉&❡ $❤❡♦&✐❡3 ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦& ✜❜&♦✉3 ❝♦♠♣♦3✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧3 ❬✻✽✕✼✶❪✳ ❚❤❡ ❲♦&❧❞ ❲✐❞❡ ❋❛✐❧✉&❡ ❊①❡&❝✐3❡ ❬✼✷❪

♦✛❡&3 ❛♥ ✐♥$❡&❡3$✐♥❣ ❝♦♠♣❛&✐3♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ 3❡✈❡&❛❧ ❢❛✐❧✉&❡ $❤❡♦&✐❡3 ❢♦& ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♠✉❧$✐✲❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧

❧❛♠✐♥❛$❡❞ ❝♦♠♣♦3✐$❡3✳ ❚❤❡✐& ❝❛♣❛❜✐❧✐$✐❡3 ❛♥❞ ❧✐♠✐$3 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤$❡❞ $❤&♦✉❣❤ ❝♦♠♣❛&✐3♦♥3 ✇✐$❤

❛ ❧❛&❣❡ ❛♠♦✉♥$ ♦❢ ♦♥✲❛①✐3✱ ♦✛✲❛①✐3 ♦& ❜✐✲❛①✐❛❧ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ $❡3$3✳ ❈♦♥3✐❞❡&✐♥❣ $❡①$✐❧❡ ❝♦♠♣♦3✐$❡3✱ $❤❡

❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐❛ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦& ♥♦♥✲❝&✐♠♣ ❢❛❜&✐❝3 ❛&❡ ♥♦$ ❛❧✇❛②3 ❛❜❧❡ $♦ ❛❝❝♦✉♥$ ❢♦& ❛❧❧ $❤❡ ❡✛❡❝$3 ❧❡❛❞✐♥❣

$♦ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ ❢❡✇ 3$✉❞✐❡3 ❤❛✈❡ ❛ 3♣❡❝✐❛❧ ❢♦❝✉3 ♦♥ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦3✐$❡3 ❬✻✺✱ ✼✸✱✼✹❪✳

✷✳✸✳✷✳✷ ■♥&❡'❧❛♠✐♥❛' ❢❛✐❧✉'❡

❚❤❡ ✐♥$❡&❧❛♠✐♥❛& ❢❛✐❧✉&❡✱ ✇❤✐❝❤ &❡❢❡&3 ❣❡♥❡&❛❧❧② $♦ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥✱ ❝♦♥3✐3$3 ✐♥ $❤❡ 3❡♣❛&❛$✐♦♥ ♦❢ $✇♦ ❡❧❡✲

♠❡♥$❛&② ♣❧✐❡3 ❛$ $❤❡✐& ✐♥$❡&❢❛❝❡✳ ❉❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ♦❝❝✉&3✱ ✇❤❡♥ $♦♦ ❧❛&❣❡ ♦✉$✲♦❢✲♣❧❛♥❡ 3$&❡33 ✭▼♦❞❡ ■✮✱ 3❤❡❛&

✶✸



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

3$&❡33❡3 ✭▼♦❞❡ ■■✮ ♦& ❛ ❝♦♠❜✐♥❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡3❡ ❜♦$❤ ❧♦❛❞3 ✭♠✐①❡❞✲♠♦❞❡✮ ♣&♦♣❛❣❛$❡ ✐♥ $❤❡ 3$&✉❝$✉&❡✳ ❆3

❛ ✉♥✐@✉❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❧❛②❡& ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐3 ✉3❡❞ ✐♥ $❤❡ ♣&❡3❡♥$ 3$✉❞②✱ ♥♦ ❞❡❡♣ ✐♥✈❡3$✐❣❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✐♥$❡&❧❛♠✐♥❛&

❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❡①$✐❧❡ ❝♦♠♣♦3✐$❡3 ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❙❡✈❡&❛❧ 3$✉❞✐❡3 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ❛❜♦✉$ $❤❡ &❡3✐3$❛♥❝❡ $♦

❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ♦❢ ✸❉ $❡①$✐❧❡ ❝♦♠♣♦3✐$❡3 ❜✉$ ❢❡✇ ✇♦&❦3 ❛&❡ ♣✉❜❧✐3❤❡❞ ❛❜♦✉$ $❤❡ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ✐♥ ✷❉ ✇♦✈❡♥

❝♦♠♣♦3✐$❡3✳ ■$ ✐3 ❝❧❡❛& $❤❛$ ❢✉&$❤❡& ✐♥✈❡3$✐❣❛$✐♦♥3 3❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ $♦ ❛33❡33 $❤❡ &❡3✐3$❛♥❝❡ $♦ ❞❡❧❛♠✐✲

♥❛$✐♦♥ ♦❢ ✷❉ ❧❛♠✐♥❛$❡❞ $❡①$✐❧❡ ❝♦♠♣♦3✐$❡3✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❞♦✉❜❧❡ ❝❛♥$✐❧❡✈❡& ❜❡❛♠ ❛♥❞ ❡♥❞✲♥♦$❝❤❡❞ ✢❡①✉&❡

$❡3$3 3❤♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ $♦ ♠❛❦❡ 3♦♠❡ ♣&❡❧✐♠✐♥❛&② ❝♦♠♣❛&✐3♦♥3 ✇✐$❤ $❤❡ ♥♦♥✲❝&✐♠♣ ❢❛❜&✐❝ ❧❛♠✐♥❛$❡3 &❡❣❛&❞✐♥❣

$❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ❢&❛❝$✉&❡ ❡♥❡&❣✐❡3 ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥✳

✷✳✹ ▼♦❞❡❧( ❢♦* +❡①+✐❧❡ ❝♦♠♣♦(✐+❡ ♠❛+❡*✐❛❧(

✷✳✹✳✶ ❊✛❡❝( ♦❢ ✜❜❡- ✇❛✈✐♥❡33

❋✐❜❡& ✇❛✈✐♥❡33 ✐3 ♦♥❡ ♦❢ $❤❡ ♠❛❥♦& ❝❤❛&❛❝$❡&✐3$✐❝ ♦❢ ❛ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦3✐$❡✳ ❚❤❡ ❞❡❣&❡❡ ♦❢ ✇❛✈✐♥❡33 ❤❛3

❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦& ❛♥❞ ❞✐✛❡&❡♥$ 3$✉❞✐❡3 &❡♣♦&$❡❞ $❤❡3❡ ❡✛❡❝$3✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝$ ♦❢ ✜❜❡&

✇❛✈✐♥❡33 ❤❛3 ❜❡❡♥ 3$✉❞✐❡❞ ♥♦$ ♦♥❧② ❢♦& ✇♦✈❡♥✱ ❜✉$ ❢♦& ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ $❛♣❡3 ♦& ❧❛♠✐♥❛$❡3 $♦♦✳ ❉✐✛❡&❡♥$

❛♣♣&♦❛❝❤❡3 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉3❡❞ $♦ 3$✉❞② $❤❡ ❡✛❡❝$ ♦❢ ✜❜❡& ✇❛✈✐♥❡33 ❧✐❦❡ ❛♥❛❧②$✐❝ ♦& 3$❛$✐3$✐❝ $❤❡♦&✐❡3 ❬✼✺❪

❛3 ✇❡❧❧ ❛3 ❋❊✲♠♦❞❡❧3✳ ■♥ ❬✼✻❪ ✐$ ❤❛3 ❜❡❡♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ $❤❛$ $❤❡ ❞❡❣&❡❡ ♦❢ ✇❛✈✐♥❡33 ❛✛❡❝$❡❞ $❤❡ 3$&❡33 ❛$

✇❤✐❝❤ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥✐$✐❛$❡❞ ❜✉$ ❛❧3♦ $❤❡ $②♣❡ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ♦❝❝✉&&✐♥❣ ✐♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ $❤❡ ❝♦♠♣❧❡①

♣&♦❣&❡33✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♣&♦❝❡33 ♦❢ ❛ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦3✐$❡✳ ❋✐❜❡& ✇❛✈✐♥❡33 ❤❛3 ❛ ❝♦♥3✐❞❡&❛❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ $❤❡

❝♦♠♣&❡33✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ❝♦♠♣♦3✐$❡3 ❬✺✾✱✼✼❪✳ ■$ ❤❛3 ❜❡❡♥ ♥♦$✐❝❡❞ $❤❛$ $❤❡ ❝♦♠♣&❡33✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡ $❡♥❞3

$♦ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ♠❛$&✐① ❞♦♠✐♥❛$❡❞ ♠♦❞❡ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ $❤❡ ✜❜❡& ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥3 ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② $❤❡ ✇❛✈❡

❛♠♣❧✐$✉❞❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣&❡33✐✈❡ 3$&❡♥❣$❤ ♦❢ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ❧❛♠✐♥❛ 3❡❡♠3 $♦ ❜❡ ♠♦&❡ ❛✛❡❝$❡❞ ❜② $❤❡ $❤&♦✉❣❤✲

$❤✐❝❦♥❡33 ✇❛✈✐♥❡33✱ $❤❛♥ $❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦3✐$❡3✳

❯3✐♥❣ ❋❊▼ 3✐♠✉❧❛$✐♦♥3✱ ✐$ ✐3 ♦❜3❡&✈❡❞ ✐♥ ❬✼✽❪ $❤❛$ ❡❧❛3$✐❝ ♠♦❞✉❧✐✱ ✐♥✲♣❧❛♥❡ 3❤❡❛& ♠♦❞✉❧✉3 ❛♥❞ U♦✐33♦♥✬3

&❛$✐♦ ❞❡❝&❡❛3❡ ❛❧♠♦3$ ❧✐♥❡❛&❧② ✇✐$❤ ✐♥❝&❡❛3❡❞ ✇❛✈✐♥❡33✱ ♣&♦❜❛❜❧② ❞✉❡ $♦ $❤❡ ✐♥❝&❡❛3❡ ♦❢ &❡3✐♥ ♣♦❝❦❡$3 ❛♥❞

&❡3✐♥ ❝♦♥$❡♥$ ❛3 ✇❛✈✐♥❡33 ✐♥❝&❡❛3❡3✳ ❖♥ $❤❡ ❝♦♥$&❛&②✱ $❤❡ $&❛♥3✈❡&3❡ 3❤❡❛& ♠♦❞✉❧✉3 ❛♥❞ U♦✐33♦♥✬3 &❛$✐♦3

✐♥❝&❡❛3❡❞ ❛❧♠♦3$ ❧✐♥❡❛&❧② ✇✐$❤ ✐♥❝&❡❛3❡❞ ✇❛✈✐♥❡33✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ②❛&♥ ✇❛✈✐♥❡33 ✐3 ♠♦&❡

♣&♦♥♦✉♥❝❡❞ ♦♥ $❤❡ ❛①✐❛❧ 3$✐✛♥❡33❡3 ❛♥❞ 3$&❡♥❣$❤3✳ ❚❤❡ 3❤❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ❜❡✐♥❣ ♠♦&❡ &❡3✐♥ ❞♦♠✐♥❛$❡❞ ✐3 ❧❡33

❛✛❡❝$❡❞ ❜② $❤❡ ✉♥❞✉❧❛$✐♦♥3 ❬✸✼❪✳

✷✳✹✳✷ ❆♥❛❧②(✐❝ ♠♦❞❡❧3

❆3 ♠❡♥$✐♦♥❡❞ ♣&❡✈✐♦✉3❧②✱ ❛ ❝♦♠♣♦3✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&❡3❡♥$3 ✐$3 ♦✇♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡3✱ ❝❛❧❧❡❞ ❡✛❡❝$✐✈❡

♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡3✳ ❉✐✛❡&❡♥$ ❛♥❛❧②$✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛$✐♦♥ $❡❝❤♥✐@✉❡3 ❛&❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ 3$✐✛♥❡33

❛♥❞ $❤❡ 3$&❡♥❣$❤ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✱ ❛3 ❢♦& ❡①❛♠♣❧❡ $❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✧&✉❧❡ ♦❢ ♠✐①$✉&❡✧✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ $❤❡ ♣❛&✲

$✐❝✉❧❛& ❝♦♠♣❧❡①✐$② ♦❢ ❛ ❢❛❜&✐❝ ❛&❝❤✐$❡❝$✉&❡ &❡@✉✐&❡3 ❡♥❤❛♥❝❡❞ $❤❡♦&✐❡3 $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ 3✉❝❤

♠❛$❡&✐❛❧3✳ ❆3 $❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡3 ♦❢ $❡①$✐❧❡ ❝♦♠♣♦3✐$❡3 ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♠✐❝&♦3❝♦♣✐❝ ♣❛&❛♠❡$❡&3✱

♠✐❝&♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣3 ❛&❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉3❡❞ $♦ ❞❡$❡&♠✐♥❡ $❤❡♠✳ ❉✐✛❡&❡♥$ ♠❡$❤♦❞3 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉3❡❞

$♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ 3$✐✛♥❡33 ♣&♦♣❡&$✐❡3 ♦❢ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦3✐$❡3✳ ❚❤❡ ♠♦3$ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡$❤♦❞ ✐3 ❜❛3❡❞ ♦♥ ❘✳❯✳❈

❡✈❡♥$✉❛❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ $❤❡♦&② ❬✼✾✕✽✶❪ ♦& ❛❝❝♦✉♥$✐♥❣ ❢♦& ♠❛♥✉❢❛❝$✉&✐♥❣ ❡✛❡❝$3 ❬✽✷❪✳ ❖$❤❡&

♠❡$❤♦❞3 ✉3❡ ❛ 3$❛$✐3$✐❝❛❧ ❛♣♣&♦❛❝❤ ❧✐❦❡ $❤❡ ▼♦&✐✲❚❛♥❛❦❛ ♠❡$❤♦❞ ❬✽✸❪✳

✶✹



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

✷✳✹✳✷✳✶ $%❡❞✐❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❡①*❡♥0✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝*✐✈❡ ♠❛*❡%✐❛❧ ♣%♦♣❡%*✐❡0

❚❤&❡❡ ❛♥❛❧②$✐❝ ♠♦❞❡❧: ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ■:❤✐❦❛✇❛ ❛♥❞ ❈❤♦✉ ❬✽✹❪✿ $❤❡ ♠♦:❛✐❝ ♠♦❞❡❧✱ $❤❡ ✜❜❡&

✉♥❞✉❧❛$✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ $❤❡ ❜&✐❞❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ $❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥:✐♦♥❛❧ ✧♠♦:❛✐❝ ♠♦❞❡❧✧✱ $❤❡ ✐♠♣&❡❣♥❛$❡❞

✇♦✈❡♥ ❢❛❜&✐❝ ✐: ❝♦♥:✐❞❡&❡❞ ❛: ❛♥ ❛::❡♠❜❧② ♦❢ ❛:②♠♠❡$&✐❝❛❧ ❝&♦::✲♣❧② ❧❛♠✐♥❛$❡: ❜✉$ ✐$ ❞♦❡: ♥♦$ ❛❝❝♦✉♥$ ❢♦&

$❤❡ ②❛&♥ ✉♥❞✉❧❛$✐♦♥ ❛♥❞ ②❛&♥ ❝♦♥$✐♥✉✐$②✳ ❚❤❡ ✧✜❜❡& ✉♥❞✉❧❛$✐♦♥ ♠♦❞❡❧✧ ❝♦♥:✐❞❡&: $❤❡ ✜❜❡& ✉♥❞✉❧❛$✐♦♥ ❛♥❞

❝♦♥$✐♥✉✐$②✱ ❛♥❞ $❤❡ ❈✳▲✳❚ ✐: ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ✐♥✜♥✐$❡:✐♠❛❧ ♣✐❡❝❡ ♦❢ $❤❡ ✉♥✐$ ❝❡❧❧✱ ✇❤❡&❡ $❤❡ ❧♦❝❛❧ :$✐✛♥❡::

❞❡♣❡♥❞: ♦♥ $❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦✛✲❛①✐: ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡:❡ $✇♦ ♠♦❞❡❧: ❛&❡ ❛❞❛♣$❡❞ ❢♦& ♣❧❛✐♥ ✇❡❛✈❡ ❢❛❜&✐❝:✱ ✇❤❡&❡❛: $❤❡

✧❜&✐❞❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧✧ ❤❛: ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ $♦ :$✉❞② ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡: ♦❢ :❛$✐♥ ❝♦♠♣♦:✐$❡:✳ ■♥ $❤✐: ❧❛:$

♠♦❞❡❧✱ $❤❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ :❤❛♣❡ ♦❢ $❤❡ :❛$✐♥ ✇❡❛✈❡ ✉♥✐$ ❝❡❧❧ ✐: :✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ❛ :I✉❛&❡ :❤❛♣❡✳ ❚❤❡♥✱ $❤✐: ❘✳❯✳❈

✐: ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ :❡✈❡&❛❧ &❡❣✐♦♥: ❛::✐♠✐❧❛$❡❞ $♦ ❡✐$❤❡& ❝&♦::✲♣❧② ❧❛♠✐♥❛$❡: ♦& ✐♥$❡&❧❛❝❡❞ :$&✉❝$✉&❡✳ ❚❤&♦✉❣❤

$❤❡:❡ ♠♦❞❡❧: ✐$ ❤❛: ❜❡❡♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ $❤❛$ $❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❡❧❛:$✐❝ :$✐✛♥❡:: ♦❢ ❢❛❜&✐❝ ❝♦♠♣♦:✐$❡: ✐: ❧♦✇❡& $❤❛♥

$❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❝&♦::✲♣❧② ❧❛♠✐♥❛$❡:✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲✐♥$❡&❧❛❝❡❞ &❡❣✐♦♥: ❧✐♥❦✐♥❣ $❤❡ ✐♥$❡&❧❛❝❡❞ &❡❣✐♦♥: $♦❣❡$❤❡& ✐♥ ❛

:❛$✐♥ ❝♦♠♣♦:✐$❡: ❛&❡ ❝❛❧❧❡❞ ✧❜&✐❞❣✐♥❣ &❡❣✐♦♥:✧✱ ❜❡❝❛✉:❡ $❤❡② ♣❧❛② $❤❡ &♦❧❡ ♦❢ ✧❧♦❛❞ $&❛♥:❢❡&&✐♥❣ ❜&✐❞❣❡:✧✱

✇❤✐❝❤ ✐♥❝&❡❛:❡: $❤❡ ❡❧❛:$✐❝ :$✐✛♥❡:: ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❝♦♠♣❛&❡❞ $♦ ♣❧❛✐♥ ✇❡❛✈❡ ❝♦♠♣♦:✐$❡:✳ ❆♥ ✐♠♣♦&$❛♥$

❢❡❛$✉&❡ ♦❢ $❤❡ ✧❜&✐❞❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧✧ ✐: $❤❛$ $❤❡ :$&❡:: :$❛$❡: ✐♥ $❤❡ ❝♦♥:$✐$✉❡♥$: ❛&❡ ❝♦&&❡❧❛$❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ♦✈❡&❛❧❧

❛♣♣❧✐❡❞ ❧♦❛❞ ♦♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳

■♥ ❬✽✺❪ ◆❛✐❦ ❛♥❞ ●❛♥❡:❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ $✇♦ ✷❉ ❛♥❛❧②$✐❝ ♠♦❞❡❧: $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ❡❧❛:$✐❝ ♣&♦♣❡&$✐❡: ♦❢ ♣❧❛✐♥

✇❡❛✈❡ ❝♦♠♣♦:✐$❡:✱ ❝♦♥:✐❞❡&✐♥❣ $❤❡ ✉♥❞✉❧❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥$✐♥✉✐$② ♦❢ :$&❛♥❞ ✐♥ ❜♦$❤ ✇❛&♣ ❛♥❞ ✇❡❢$ ❞✐&❡❝$✐♦♥:✱

❛: ✇❡❧❧ ❛: $❤❡ ❣❛♣: ❜❡$✇❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥$ :$&❛♥❞:✳ ❖♥❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐✈✐❞❡: ❛ ❘✳❯✳❈ ✐♥$♦ :❧✐❝❡: ❛❧♦♥❣ $❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣

❞✐&❡❝$✐♦♥ ✭&❡❢❡&&✐♥❣ $♦ $❤❡ :❧✐❝❡ ❛&&❛② ♠♦❞❡❧✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ :❧✐❝❡: ❛&❡ ❛♥❛❧②③❡❞ :❡♣❛&❛$❡❧② ❛♥❞ $❤❡✐&

♣&♦♣❡&$✐❡: ❛&❡ $❤❡♥ ❛::❡♠❜❧❡❞ ✉♥❞❡& ✐:♦✲:$&❛✐♥ ❝♦♥❞✐$✐♦♥: $♦ ❞❡$❡&♠✐♥❡ $❤❡ ❡❧❛:$✐❝ ♣&♦♣❡&$✐❡: ♦❢ $❤❡

❘✳❯✳❈✳ ❚❤❡ :❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡❧ ❞✐✈✐❞❡: $❤❡ ❘✳❯✳❈ ❡✐$❤❡& ❛❧♦♥❣ ♦& ❛❝&♦:: $❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ✐♥$♦ :❧✐❝❡:✳ ❚❤❡

:❧✐❝❡: ❛&❡ :✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥$♦ ❡❧❡♠❡♥$: $❤❛$ ❛&❡ :❡♣❛&❛$❡❧② ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ $❤❡♥ ❛::❡♠❜❧❡❞ ✐♥ :❡&✐❡: $♦ ♦❜$❛✐♥

$❤❡ :❧✐❝❡:✬ ❡❧❛:$✐❝ ♣&♦♣❡&$✐❡: ✭&❡❢❡&&✐♥❣ $♦ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❛&&❛② ♠♦❞❡❧✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡:❡ :❧✐❝❡: ♣&♦♣❡&$✐❡: ❛&❡

❛::❡♠❜❧❡❞ $♦ ❞❡$❡&♠✐♥❡ $❤❡ ❡❧❛:$✐❝ ♣&♦♣❡&$✐❡: ♦❢ $❤❡ ❘✳❯✳❈✳

■♥ ❬✽✻❪ ◆✳❑✳ ◆❛✐❦ ♣&♦♣♦:❡❞ ❛ $✇♦✲❞✐♠❡♥:✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②$✐❝ ♠♦❞❡❧ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ $❤❡&♠♦✲❡❧❛:$✐❝ ♣&♦♣❡&$✐❡:

♦❢ ❛ ♣❧❛✐♥ ✇❡❛✈❡ ❢❛❜&✐❝ ❧❛♠✐♥❛❡✳ ❍❡ ❝♦♥:✐❞❡&: $❤❡ ✉♥❞✉❧❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥$✐♥✉✐$② ✐♥ ✇❛&♣ ❛♥❞ ✇❡❢$ ❞✐&❡❝$✐♦♥:✱

$❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢&❛❝$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ❣❛♣ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ②❛&♥:✳ ❋&♦♠ ❛ &❡♣&❡:❡♥$❛$✐✈❡ ✉♥✐$ ❝❡❧❧ ✱ ❛♥ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ✉♥✐$

❝❡❧❧ ✐: ❞❡✜♥❡❞ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥:$✐$✉$❡❞ ❜② ❛ $❤&❡❡✲♣❧✐❡: ❧❛♠✐♥❛$❡✱ ♦♥❡ ❧❛②❡& ❛: ❛ ♣✉&❡ ♠❛$&✐① ♣❧② ❛♥❞ $✇♦ ❧❛②❡&:

❛: ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ✭❯✳❉✳✮ ❧❛♠✐♥❛❡ ✇✐$❤ $❤❡ ❛❞❡I✉❛$❡ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝&♦::✲:❡❝$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ✉♥❞✉❧❛$✐♦♥ ♦❢

$❤❡ ②❛&♥: ❛&❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② :❤❛♣❡ ❢✉♥❝$✐♦♥:✱ ✇❤❡&❡ $❤❡ ♣❛&❛♠❡$❡&: ❛❝❝♦✉♥$ ❢♦& $❤❡ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ❣❛♣: ❜❡$✇❡❡♥

$❤❡ ②❛&♥:✳ ▲♦❝❛❧ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❝♦♥:$❛♥$: ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ $❤❡ ✉♥❞✉❧❛$✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ❛&❡ ❛✈❡&❛❣❡❞ ♦✈❡& $❤❡ ❧❡♥❣$❤

$♦ ♦❜$❛✐♥ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ②❛&♥:✳ ❚❤❡ ❈✳▲✳❚ ✐: ❛♣♣❧✐❡❞ $♦ $❤❡ ✉♥✐$ ❝❡❧❧ ❜✉$ $❤❡ $❤❡♦&②

❝♦♥:✐❞❡&: ♦♥❧② ❡①$❡♥:✐♦♥❛❧ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ✭♥♦ ❜❡♥❞✐♥❣✮✳ ❈✐&❝✉❧❛& ❛♥❞ :✐♥✉:♦✐❞❛❧ ②❛&♥ ♣❛$❤: ❛&❡ ✐♥✈❡:$✐❣❛$❡❞

❛♥❞ ✐$ ❝♦♠❡: $❤❛$ $❤❡ :✐♥✉:♦✐❞❛❧ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇❛: ♠♦&❡ &❡❛❧✐:$✐❝✳ ❚❤❡ ♠❡$❤♦❞ &❡I✉✐&❡: $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧

♣&♦♣❡&$✐❡: ♦❢ $❤❡ ❝♦♥:$✐$✉❡♥$: ❛♥❞ ❣❡♦♠❡$&✐❝❛❧ ♣❛&❛♠❡$❡&:✱ $❤❛$ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜:❡&✈❡❞ ✉:✐♥❣ ❛ ♠✐❝&♦:❝♦♣❡✳

■♥ ❬✽✼❪ ❛ ✧◆❉[❘❖[✧ ♠♦❞❡❧ ❤❛: ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜❛:❡❞ ♦♥ ♣❤♦$♦♠✐❝&♦❣&❛♣❤: ❛♥❞ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ $♦ ❛❝❝♦✉♥$

❢♦& $❤❡ $❤&♦✉❣❤✲$❤❡✲$❤✐❝❦♥❡:: ♠❛$❡&✐❛❧ ❝❤❛&❛❝$❡&✐:$✐❝:✳

❆♥ ❛♥❛❧②$✐❝ ✸❉ ❣❡♦♠❡$&✐❝ ♠♦❞❡❧ ❤❛: ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❱❛♥❞❡✉&③❡♥ ❡! ❛❧✳ ❬✽✽❪ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ ✐♥ ❛

✶✺



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

▼✐❝&♦5♦❢$ ❊①❝❡❧ ❖✣❝❡ ❆♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ 5$✐✛♥❡55 ❛♥❞ 5$&❡♥❣$❤ ♦❢ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦5✐$❡5✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

✐5 ❜❛5❡❞ ♦♥ $❤&❡❡ $②♣❡5 ♦❢ ❣❡♦♠❡$&✐❝❛❧ ♣❛&❛♠❡$❡&5 $❤❛$ ❛&❡ $❤❡ ✧❦♥♦✇✲❣&♦✉♣✧ ♣❛&❛♠❡$❡&5 ❝♦♠✐♥❣ ❢&♦♠

$❤❡ $❡①$✐❧❡ ♠❛♥✉❢❛❝$✉&❡&✱ $❤❡ ✧♠❡❛5✉&❡✲❣&♦✉♣✧ ♣❛&❛♠❡$❡&5 ❝♦♠✐♥❣ ❢&♦♠ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜5❡&✈❛$✐♦♥5 ❛♥❞

♠❡❛5✉&❡♠❡♥$5✱ ❛♥❞ $❤❡ ✧❝❛❧❝✉❧❛$❡❞✲❣&♦✉♣✧ ♣❛&❛♠❡$❡&5 ❜❡✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞ ✉5✐♥❣ ❛♥❛❧②$✐❝ ❡F✉❛$✐♦♥5 ✐♥✈♦❧✈✐♥❣

$❤❡ $✇♦ ♣&❡✈✐♦✉5 ♣❛&❛♠❡$❡&5 ❣&♦✉♣5✳ ❆ ❘✳❯✳❈ ♦❢ $❡①$✐❧❡ ❝♦♠♣♦5✐$❡ ✐5 $❤❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ♠❛❝&♦✲❝❡❧❧5 ✭♠❛❝&♦✲

♣❛&$✐$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✉♥✐$✲❝❡❧❧✮ ❛♥❞ ✐$ ✐5 5♣❧✐$ ✐♥$♦ $✇♦ ❧❛②❡&5 ✐♥ $❤❡ $❤✐❝❦♥❡55 ❞✐&❡❝$✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ♠❛❝&♦✲❝❡❧❧5 ❛&❡

❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥$♦ ♠✐❝&♦✲❝❡❧❧5 ✭♠✐❝&♦✲♣❛&$✐$✐♦♥ ♣&♦❝❡55✮ $♦ ❜❡$$❡& ❛♥❛❧②③❡ $❤❡ ✈❛&✐❛$✐♦♥5 ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡5

✐♥ $❤❡ ✉♥✐$✲❝❡❧❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❧✐❜&❛&✐❡5 ♦❢ ♠❛❝&♦✲❝❡❧❧5 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝&❡❛$❡❞ $♦ 5❡&✈❡ ❛5 ❜❛5✐5 ❢♦& $❤❡ 5$✉❞② ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①

♠❛$❡&✐❛❧ 5$&✉❝$✉&❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ $❤❡ ❛✉$❤♦&5 &❡❝♦❣♥✐③❡ $❤❡♠5❡❧✈❡5✱ $❤❛$ 5♦♠❡ ♦❢ $❤❡✐& ❛55✉♠♣$✐♦♥5 ❛&❡ ♥♦$ ❛❧✇❛②5

&❡♣&❡5❡♥$❛$✐✈❡ ♦❢ $❤❡ &❡❛❧✐$②✳ ❚❤❡② ✉5❡❞ $❤❡ ♠♦❞❡❧ $♦ ♣&❡❞✐❝$ 5$✐✛♥❡55 ❡♥❣✐♥❡❡&✐♥❣ ❝♦♥5$❛♥$5✱ ❧♦❝❛❧ ✜❜❡&

✈♦❧✉♠❡ ❢&❛❝$✐♦♥ ❛♥❞ ②❛&♥ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ &❡♣♦&$✐♥❣ ❣♦♦❞ &❡5✉❧$5 ❢♦& $❤❡ ❨♦✉♥❣✬5 ♠♦❞✉❧✐ ❜✉$ ❞✐✣❝✉❧$✐❡5 $♦

♦❜$❛✐♥ ❛❝❝✉&❛$❡ 5❤❡❛& ♠♦❞✉❧✐ ❬✽✾❪✳

■♥ ❬✾✵❪ ❲❛❧5❤ ❛♥❞ ❖❝❤♦❛ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ $❤&❡❡✲❞✐♠❡♥5✐♦♥❛❧ 5✉&❢❛❝❡ ❡F✉❛$✐♦♥5 $♦ &❡♣&❡5❡♥$ $❤❡ ✜❧❧ ❛♥❞

✇❛&♣ $♦✇5✳ ❚❤❡ ❘✳❯✳❈ ✐5 5❡❣♠❡♥$❡❞ ❛♥❞ $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ❝♦❡✣❝✐❡♥$5 ♦❢ $❤❡ 5$✐✛♥❡55 ♠❛$&✐① ❛&❡ ❞❡$❡&♠✐♥❡❞

❛♥❛❧②$✐❝❛❧❧② ❛♥❞ $❤❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ $♦ ♦❜$❛✐♥ $❤❡ ♣&♦♣❡&$✐❡5 ♦❢ $❤❡ ✉♥✐$✲❝❡❧❧✳ ■♥ ❬✾✶❪ ❛ 5❡❧❡❝$✐✈❡ ❛✈❡&❛❣✐♥❣

♠❡$❤♦❞ ✐5 ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ 5$✐✛♥❡55 ♠❛$&✐① ♦❢ ❛ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦5✐$❡✳ ■$ ✐5 ❜❛5❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐✈✐5✐♦♥

✐♥$♦ 5❧✐❝❡5 ♦❢ $❤❡ ❘✳❯✳❈ ❢♦& ❛ ♠❡5♦5❝❛❧❡ &❡♣&❡5❡♥$❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❡❛❝❤ 5❧✐❝❡ ✐5 ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥$♦ 5✉❜✲❡❧❡♠❡♥$5 ❢♦&

❛ ♠✐❝&♦5❝♦♣✐❝ ❛♥❛❧②5✐5✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ❝♦❧✉♠♥5 ♦❢ $❤❡ ♠❛❝&♦5❝♦♣✐❝ 5$✐✛♥❡55 ♠❛$&✐① ❛&❡ $❤❡♥ ❞❡$❡&♠✐♥❡❞
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❚❤❡② ✉5❡❞ $❤❡ ♣♦✐♥$✲5②♠♠❡$&② ♦❢ ✐♥✲♣❤❛5❡ ❛♥❞ ♦✉$✲♦❢✲♣❤❛5❡ ✇♦✈❡♥✳ ❚❤❡ ✈✐5❝♦♣❧❛5$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤❡

5$✉❞✐❡❞ ●❋❘\ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦5✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✇❛5 ❢♦✉♥❞ $♦ ❜❡ ❛✛❡❝$❡❞ ❜② $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥❝❡5 ♦❢ ♣❤❛5❡ ✐♥ $❤❡

♠❛$❡&✐❛❧ 5$&✉❝$✉&❡✳ ■♥ ❬✶✵✺❪ ●✉♣$❛ &❡♣♦&$❡❞ $❤❛$ $❤❡ ✉♥✐$ ❝❡❧❧ ❧❡♥❣$❤ ❛♥❞ $❤❡ ✉♥❞✉❧❛$✐♦♥ ❧❡♥❣$❤ ✇❡&❡

❤✐❣❤❡& ❢♦& ❛ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦5✐$❡ ♣❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ ♠✉❧$✐✲❧❛②❡& ❧❛♠✐♥❛$❡❞ 5$&✉❝$✉&❡ $❤❛♥ ✐♥ $❤❡ ❝❛5❡ ♦❢

❛ 5✐♥❣❧❡ ♣❧② ❧❛♠✐♥❛✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ $❤❡ ❧❛♠✐♥❛ $❤✐❝❦♥❡55 ❛♥❞ $❤❡ ❣❛♣ ❧❡♥❣$❤ ✇❡&❡ ❛❧5♦ ❧♦✇❡& ✐♥ ♠✉❧$✐✲♣❧②

❧❛♠✐♥❛$❡ ❞✉❡ $♦ ❝♦♥5♦❧✐❞❛$✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡5$✐♥❣ ❢&♦♠ $❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥$ ♣❧✐❡5✳ ❈♦♥5❡T✉❡♥$❧②✱ $❤❡ ♦✈❡&❛❧❧ ✜❜❡& ✈♦❧✉♠❡

❢&❛❝$✐♦♥ ✐♥ ❛ ✉♥✐$ ❝❡❧❧ ✐5 ❧✐❦❡❧② $♦ ✈❛&② ❝♦♥5✐❞❡&❛❜❧② ❢♦& ♠✉❧$✐✲♣❧② ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦5✐$❡5✳

❙♣❡❝✐❛❧ $♦♦❧5 ❝♦♥❣❧♦♠❡&❛$❡ ✐♥$❡❣&❛$✐♥❣ ♠❡5♦✲ ❛♥❞ ♠❛❝&♦✲❛♥❛❧②5✐5 ❛&❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❜❛5❡❞ ♦♥ ❲✐5❡ ❚❡①

❛♥❞ ❚❡①❈♦♠♣ ♣❛❝❦❛❣❡5 ❛5 &❡♣♦&$❡❞ ✐♥ ❬✶✵✻❪✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ ▲♦♠♦✈ ❡! ❛❧✳ ♣&♦♣♦5❡ ❛ ✧&♦❛❞ ♠❛♣✧ $♦ ❝♦♥❞✉❝$

♠❡5♦✲❛♥❛❧②5✐5 ❬✻✺❪✳ ■$ ❜❡❣✐♥5 ✇✐$❤ $❤❡ ❝♦♥5$&✉❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✐♥$❡&♥❛❧ ❣❡♦♠❡$&② ♦❢ $❤❡ &❡✐♥❢♦&❝❡♠❡♥$ ✭✉5✐♥❣

❢♦& ❡①❛♠♣❧❡ ❲✐5❡ ❚❡①✮ ❜❡❢♦&❡ $&❛♥5❢❡&&✐♥❣ $♦ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡5❝&✐♣$✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡5❤✐♥❣✳ ❚❤❡♥✱ ❧♦❝❛❧ ♠❛$❡&✐❛❧

♣&♦♣❡&$✐❡5 ♦❢ ✐♠♣&❡❣♥❛$❡❞ ②❛&♥5 ❛♥❞ ♠❛$&✐① ❛&❡ ❛55✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ❛ ❘✳❯✳❈ ✐5 ❞❡✜♥❡❞ ❜❛5❡❞ ♦♥ 5②♠♠❡$&②

♣&♦♣❡&$✐❡5✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜♦✉♥❞❛&② ❝♦♥❞✐$✐♦♥5 ❛&❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜❡❢♦&❡ 5$❛&$✐♥❣ $❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛$✐♦♥ ✭❆◆❙❨❙✮ ❛♥❞

❡✈❡♥$✉❛❧❧② ❛ 5$✉❞② ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥✐$✐❛$✐♦♥ ❛♥❞ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥✳ ■♥ $❤✐5 ♣❛♣❡& ❞❛♠❛❣❡ ✐♥✐$✐❛$✐♦♥ ✐5 ♣&❡❞✐❝$❡❞

✉5✐♥❣ $❤❡ ❍♦✛♠❛♥✬5 ❝&✐$❡&✐♦♥✳ ❆♥ ❛♥✐5♦$&♦♣✐❝ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐5 ❞❡✜♥❡❞ ❢♦& $❤❡ ✜❜❡& ❜✉♥❞❧❡5✱ ✇❤❡&❡❛5 ❛♥

✐5♦$&♦♣✐❝ ♦♥❡ ✐5 ✉5❡❞ ❢♦& $❤❡ &❡5✐♥✳ ●♦♦❞ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ✇✐$❤ ❡①♣❡&✐♠❡♥$5 ✐5 ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& $❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♦♥5❡$

♣&❡❞✐❝$✐♦♥ ❜✉$ ❛ ♥♦♥✲♣❤②5✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦& ✐5 ♦❜5❡&✈❡❞ ✐♥ $❤❡ 5$✉❞② ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥ ❜❡❝❛✉5❡ ❞❛♠❛❣❡

♣&♦♣❛❣❛$❡5 ❛❝&♦55 $❤❡ ②❛&♥ ✐♥5$❡❛❞ ♦❢ ♦♥❧② ❛❧♦♥❣ $❤❡ ②❛&♥5✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥$❡&❡5$✐♥❣ &❡✈✐❡✇5 ❛❜♦✉$ 5♦♠❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥$5 ♦❢ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠❡$❤♦❞5 ❛♥❞ ♠♦❞❡❧5 ❢♦& $❤❡ ♣&❡✲

❞✐❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ $❡①$✐❧❡ ❝♦♠♣♦5✐$❡5 ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡5 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐5❤❡❞ ❜② ❚❛♥ ❡! ❛❧✳ ❬✸✻❪ ♦& ❈♦① ❬✸✼❪✳

✶✼



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

✷✳✹✳✷✳✷ #$❡❞✐❝)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♣$♦♣❡$)✐❡1

❆3 &❡♣♦&$❡❞ ❛❜♦✈❡ $❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ♠♦&❡ &❛&❡❧② ♦✉$✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ♣&♦♣❡&$✐❡3 ♦❢ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦3✐$❡3 ❛&❡ 3$✉❞✲

✐❡❞ ✉3✐♥❣ ❞✐✛❡&❡♥$ ❛♥❛❧②$✐❝ ♠♦❞❡❧3 ❛♥❞ ♠❡$❤♦❞3 ❜✉$ $❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❡①$✐❧❡ ❝♦♠♣♦3✐$❡ ✐3 ♥♦$

3♦ ❡①$❡♥3✐✈❡❧② ✐♥✈❡3$✐❣❛$❡❞✳ ❙♦②❦❛3❛♣ ❬✶✵✼✱ ✶✵✽❪ 3❤♦✇3✱ $❤❛$ 3✐❣♥✐✜❝❛♥$ ❡&&♦&3 ❛♣♣❡❛&❡❞ ✐♥ $❤❡ ✢❡①✉&❛❧

♣&♦♣❡&$✐❡3 ♦❢ $❤✐♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❝♦♠♣♦3✐$❡3✱ ✇❤❡♥ $❤❡ ❈✳▲✳❚ ✐3 ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❆♥ ❡&&♦& ✉♣ $♦ ✷✵✵✪ ✐3 ❢♦✉♥❞ ❢♦&

$❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ 3$&❡33 ❛♥❞ 3$&❛✐♥3✱ ✇❤❡&❡❛3 ❛♥ ❡&&♦& ✉♣ $♦ ✹✵✵✪ ♦❝❝✉&&❡❞ ✐♥ $❤❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣

3$✐✛♥❡33✳ ❆ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ❝❛✉3❡ ♦❢ $❤✐3 ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐3 $❤❛$ $❤❡ ❈✳▲✳❚ ❛33✉♠❡3 ❛ ✉♥✐❢♦&♠ ✜❜❡& ❛♥❞ ♠❛$&✐①

❞✐3$&✐❜✉$✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ❧❛♠✐♥❛✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ❛ $❤✐♥ ❢❛❜&✐❝ ❧❛♠✐♥❛ ❝♦♥3✐3$3 ✐♥ ✜❜❡& ❜✉♥❞❧❡3 ♠✉❝❤ $❤✐♥♥❡& $❤❛♥ $❤❡

♦✈❡&❛❧❧ $❤✐❝❦♥❡33 ❛♥❞ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡✐$② $❤&♦✉❣❤ $❤❡ $❤✐❝❦♥❡33✳ ❯♥❞❡& ❤✐❣❤ ❝✉&✈❛$✉&❡3✱ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧

✜❜❡&3 ✉♥❞❡&❣♦ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥3 ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ 3$✐✛♥❡33 ❛♥❞ 3$&❛✐♥3✳

❚❤✐❝❦❡& ❧❛♠✐♥❛$❡3 ❤❛✈✐♥❣ ♠♦&❡ $❤❛♥ $✇♦ ♣❧✐❡3 3❤♦✇ ❛ ❜❡$$❡& ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡

❡①♣❡&✐♠❡♥$3✳ ■♥ ❬✶✵✾❪ ❆❧❧✐3♦♥ &❡♠❛&❦3 ❛ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ✐♥ $❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ 3$&❡♥❣$❤ ✐♥ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✇❛✈✐♥❡33

❛♥❞ ✐$ ❤❛3 ❜❡❡♥ &❡♣♦&$❡❞ $❤❛$ $❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥$ ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ❯✳❉✳ ✇❛✈② ❝♦♠♣♦3✐$❡3 ✉♥❞❡& ❜❡♥❞✐♥❣ ✐3 ❛♥

✐♥$❡&❧❛♠✐♥❛& 3❤❡❛& ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ ♠✐❝&♦❜✉❝❦❧✐♥❣✳ ❚❤❡ 3$✐✛♥❡33 &❡❞✉❝$✐♦♥ ✉♥❞❡& ❜❡♥❞✐♥❣ ✐3 ♠♦&❡ 3✐❣♥✐✜❝❛♥$

✐❢ $❤❡ ✇❛✈✐♥❡33 ♦❝❝✉&3 ✐♥ ♣❧✐❡3 ♣❧❛②✐♥❣ ❛ ♠❛❥♦& &♦❧❡ ✉♥❞❡& $❤✐3 ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛$❤ ❬✶✶✵❪✳ ■♥ ❬✶✶✶❪ ✐$ ❤❛3 ❜❡❡♥

&❡♠❛&❦❡❞ $❤❛$ ❢♦& ●❋❘U✲✇♦✈❡♥ $❤❡ ✢❡①✉&❛❧ 3$&❡♥❣$❤ ❞❡$❡&♠✐♥❡❞ ❢&♦♠ ✹✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣ $❡3$ ✐3 ❤✐❣❤❡& $❤❛♥

$❤❛$ ❢&♦♠ $❤❡ ✸✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣ $❡3$✳ ❋♦& ❛ ✧✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧✧ ✇♦✈❡♥✱ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ 3$❛&$❡❞ ❛$ $❤❡ $❡♥3✐♦♥ 3✐❞❡

❛♥❞ ✐♥ $❤❡ ❝❛3❡ ♦❢ ✹✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣ 3♣❡❝✐♠❡♥ $❤❡ ❝&❛❝❦3 ✐♥✐$✐❛$❡❞ ❛$ ♦♥❡ ❧♦❛❞ ♣♦✐♥$ ❛♥❞ $❤❡♥ ♣&♦♣❛❣❛$❡❞

$♦✇❛&❞ $❤❡ 3❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳

✷✳✹✳✸ ◆✉♠❡(✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧/

❋✐♥✐$❡ ❡❧❡♠❡♥$ ♠❡$❤♦❞3 ✭❋❊▼✮ ❛&❡ ❛❧3♦ &❡❣✉❧❛&❧② ✉3❡❞ ✐♥ ♦&❞❡& $♦ 3♦❧✈❡ ❝♦♠♣❧❡① 3$&✉❝$✉&❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡&✐♥❣

♣&♦❜❧❡♠3✳ ❆ ❝♦♥✈❡♥$✐♦♥❛❧ ♠❡$❤♦❞ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡3 ♦❢ $❡①$✐❧❡ ❝♦♠♣♦3✐$❡3 ✉3✐♥❣

❋❊▼ ❝♦♥3✐3$3 ✐♥ ❞✐✈✐❞✐♥❣ $❤❡ ❝♦♠♣♦3✐$❡ 3$&✉❝$✉&❡ ✐♥$♦ ✉♥✐$ ❝❡❧❧3 ❛♥❞ $❤❡♥ &❡❝♦♥3$&✉❝$✐♥❣ $❤❡ ❡♥$✐&❡

&❡✐♥❢♦&❝❡♠❡♥$ ❣❡♦♠❡$&② $❤&♦✉❣❤ $❤❡ ❛33❡♠❜❧② ♦❢ ✉♥✐$ ❝❡❧❧3 ❬✸✻❪✳ ■♥ ❬✶✶✷❪ ❛♥❞ ❬✶✶✸❪ ❈♦① ❡! ❛❧✳ ❞❡✈❡❧♦♣ ❢♦&

❆❇❆◗❯❙ ❛ ✜♥✐$❡ ❡❧❡♠❡♥$ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧❧❡❞ $❤❡ ✬✧❜✐♥❛&② ♠♦❞❡❧✧ $♦ 3✐♠✉❧❛$❡ $❤❡ ❡❧❛3$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ✸❉ $❡①$✐❧❡

❝♦♠♣♦3✐$❡3✳ ▲✐♥❡ ❡❧❡♠❡♥$3 ✇✐$❤ ❛①✐❛❧ &✐❣✐❞✐$② &❡♣&❡3❡♥$ $❤❡ ❛①✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡3 ♦❢ $❤❡ $♦✇3✱ ✇❤❡&❡❛3 3♦❧✐❞ ❡❧❡✲

♠❡♥$3 ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ U♦✐33♦♥✬3✱ $&❛♥3✈❡&3❡ ❛♥❞ 3❤❡❛& 3$✐✛♥❡33 ❡✛❡❝$3✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ❛♥✐3♦$&♦♣② ❛♥❞ ❤❡$❡&♦❣❡♥❡✐$②

♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ 3$&✉❝$✉&❡ ❝❛✉3❡❞ ❜② ✈♦✐❞3 ♦& &❡3✐♥ ❝♦♥❝❡♥$&❛$✐♦♥3 ❛&❡ ♥♦$ ❝♦♥3✐❞❡&❡❞✳ ■♥ ❬✶✶✹❪ $❤❡ ❛✉$❤♦&3

❞❡3❝&✐❜❡ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛$✐♦♥ ♣&♦❝❡❞✉&❡ ❜❛3❡❞ ✜&3$ ♦♥ $❤❡ ②❛&♥3 ✇✐$❤ $❤❡ ❛33✉♠♣$✐♦♥ ♦❢ ❛ &❡❣✉❧❛&

✜❜❡& ❞✐3$&✐❜✉$✐♦♥ ✐♥ $❤❡ ②❛&♥ ❛♥❞ $❤❡♥ ❡①$❡♥❞❡❞ $♦ ❛ &❡♣&❡3❡♥$❛$✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ✇❤❡&❡ ❛ &❡❣✉❧❛& ❛&&❛♥❣❡♠❡♥$

♦❢ $❤❡ ②❛&♥3 ✐3 ❛33✉♠❡❞✳ ❲❤✐$❝♦♠❜ ❬✼✽❪ ❞❡✈❡❧♦♣3 ✜♥✐$❡ ❡❧❡♠❡♥$ ♠♦❞❡❧3 $♦ ❞❡$❡&♠✐♥❡ $❤❡ ❡✛❡❝$ ♦❢ $♦✇

✇❛✈✐♥❡33 ♦♥ ❡✛❡❝$✐✈❡ ♠♦❞✉❧✐✱ U♦✐33♦♥✬3 &❛$✐♦3✱ ❛♥❞ ✐♥$❡&♥❛❧ 3$&❛✐♥ ❞✐3$&✐❜✉$✐♦♥3✳ ❚❤❡ ✉3❡ ♦❢ ❝♦❛&3❡ ♠♦❞❡❧3

❞♦❡3 ♥♦$ 3❤♦✇ ❞✐✛❡&❡♥❝❡3 ✐♥ $❤❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥ ♦❢ ❡❧❛3$✐❝ ♠♦❞✉❧✐ ✐♥ ❝♦♠♣❛&✐3♦♥ ✇✐$❤ ✜♥❡ ♠♦❞❡❧3 ❜✉$ ♠♦&❡

❞✐3❝&❡♣❛♥❝✐❡3 ❛&❡ ♦❜3❡&✈❡❞ ❢♦& $❤❡ 3$✉❞② ♦❢ $❤❡ U♦✐33♦♥✬3 &❛$✐♦3✳ ■♥ ❛❞❞✐$✐♦♥ $♦ $❤❡ ♦❜3❡&✈❛$✐♦♥3 ♠❛❞❡ ♦♥

$❤❡ ❡✛❡❝$ ♦❢ ✜❜❡& ✇❛✈✐♥❡33 ✭3❡❡ ✷✳✹✳✶✮✱ ❤❡ ♥♦$✐❝❡3 ❧❛&❣❡ 3$&❛✐♥ ❣&❛❞✐❡♥$3 ✐♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ 3✉❣❣❡3$3

$❤❛$ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥✐$✐❛$✐♦♥ ♦❝❝✉&3 ❛$ ❛ 3✐❣♥✐✜❝❛♥$❧② ❧♦✇❡& ❣❧♦❜❛❧ 3$&❛✐♥ $❤❛♥ ❢♦& ❛ $&❛❞✐$✐♦♥❛❧ ❝&♦33✲♣❧② ❧❛♠✐♥❛$❡✳

❇❛3❡❞ ♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ❛✈❡&❛❣❡ 3$&❛✐♥3✱ ❧♦❝❛❧✴❣❧♦❜❛❧ ✜♥✐$❡ ❡❧❡♠❡♥$ ♠❡$❤♦❞3 ❛&❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ $♦ ❞❡$❡&♠✐♥❡ $❤❡

❣❧♦❜❛❧ 3$&❡33 3$❛$❡✳ ■$ 3$❛&$3 ❢&♦♠ ❣❧♦❜❛❧ ❛✈❡&❛❣❡ 3$&❛✐♥3 ♦❢ ❛ ❘✳❯✳❈ ❛♥❞ ✐$ ❝♦♠♣✉$❡3 ❧♦❝❛❧ 3$&❛✐♥ ❛♥❞ 3$&❡33

3$❛$❡3 ✐♥ 3✉❜❝❡❧❧ 3②3$❡♠3 ❜❡❢♦&❡ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛$✐♦♥ $♦ &❡$✉&♥ $❤❡♥ ♦♥ $❤❡ ❣❧♦❜❛❧ 3❝❛❧❡ ♦❢ $❤❡ ❘✳❯✳❈ ❬✶✶✺❪✳

✶✽



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

■♥ ❬✶✶✻❪ ❛ 9✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐9 ♣&♦♣♦9❡❞ ❜✉$ ✉♥❞❡&✲ ❛♥❞ ♦✈❡&❡9$✐♠❛$✐♦♥9 ✐♥ $❤❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡&✐♥❣

❝♦♥9$❛♥$9 ❛&❡ ♦❜9❡&✈❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥❝&❡❛9❡ ♦❢ $❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ 9✉❜❝❡❧❧9 ✭✉♥$✐❧ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛❜♦✉$ ✶✵ 9✉❜❝❡❧❧9✮ ✐♠✲

♣&♦✈❡❞ $❤❡ ❝♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ &❡9✉❧$9✳ ❆ ❣❧♦❜❛❧✲❧♦❝❛❧ ❛♣♣&♦❛❝❤ ✐9 ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❞❡$❛✐❧❡❞ ❜② ❲❤✐$❝♦♠❜

✐♥ ❬✶✶✼❪✳ ■$ ❝♦♥9✐9$9 ❜❛9✐❝❛❧❧② ✐♥ 9♦❧✈✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡9 $❤❡ ❜♦✉♥❞❛&② ❝♦♥❞✐$✐♦♥9 ✭❣❡♥❡&❛❧❧②

❞✐9♣❧❛❝❡♠❡♥$9✮ ❢♦& $❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❈♦&&❡❝$✐♦♥9 ❢♦& $❤❡ ✉♣❞❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞✐9♣❧❛❝❡♠❡♥$9 ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳

■♥ ❬✶✶✽❪ ❛ ✜♥✐$❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❛♥❛❧②9✐9 ♠♦❞❡❧ ✐9 ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ $♦ ❞❡$❡&♠✐♥❡ $❤❡ ❡❧❛9$✐❝ ❝♦♥9$❛♥$9 ♦❢ ♣❧❛✐♥ ✇❡❛✈❡

❝♦♠♣♦9✐$❡9 ✉9✐♥❣ ❛ 9✐♥✉9♦✐❞❛❧ ②❛&♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥❛❧②$✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐9 ♣&❡9❡♥$❡❞ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ 9$&❡♥❣$❤

♦❢ 9✉❝❤ ♠❛$❡&✐❛❧9✳ ■$ ❤❛9 ❜❡❡♥ ♥♦$✐❝❡❞ $❤❛$ $❤❡ ❡❧❛9$✐❝ ❝♦♥9$❛♥$9 ❛&❡ &❡❧❛$❡❞ $♦ $❤❡ ♦✈❡&❛❧❧ ✜❜❡& ✈♦❧✉♠❡

❢&❛❝$✐♦♥✱ ✇❤❡&❡❛9 $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ 9$&❡♥❣$❤ ❝❛♥ ❜❡ &❡❧❛$❡❞ $♦ $❤❡ ✜❜❡& ✈♦❧✉♠❡ ❢&❛❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ②❛&♥9✳

■♥ ❬✶✶✾❪ ❛ ✸❉ ♠✐❝&♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✜♥✐$❡ ❡❧❡♠❡♥$ ♠♦❞❡❧ ✐9 ♣&❡9❡♥$❡❞ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡9 ♦❢

$✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ ❝♦♠♣♦9✐$❡9✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②9✐9 ✐9 ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ✉9✐♥❣ ❆◆❙❨❙✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐9 ❜❛9❡❞ ♦♥ $❤❡ ❞❡✜♥✐$✐♦♥

♦❢ ❛ ❘✳❯✳❈ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❛♥❞ ✐$ ✐♥❝♦&♣♦&❛$❡9 ❛ $❤✐♥ ♠❛$&✐① ❧❛②❡& ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ✇❛&♣ ❛♥❞ ✇❡❢$ ②❛&♥9✳

❆ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛$✐♦♥ ♣&♦❝❡❞✉&❡ ✐9 $❤❡♥ ✉9❡❞ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ❡❧❛9$✐❝ ♣&♦♣❡&$✐❡9 ❛9 ❢♦❧❧♦✇✿ ♦♥❧② ♦♥❡

❝♦♥9$❛♥$ ♥♦♥✲③❡&♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ ♦❢ 9$&❛✐♥ ✐9 ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ ♣❛&$✐❝✉❧❛& 9✉&❢❛❝❡ ♦❢ $❤❡ ❘✳❯✳❈ $❤❛$ ❧❡❛❞9 $♦

♥♦❞❛❧ ❢♦&❝❡9✳ ❆♥ ❛✈❡&❛❣❡ ♠❛❝&♦9❝♦♣✐❝ 9$&❡99 ✐9 $❤❡♥ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❞✐✈✐❞✐♥❣ $❤❡ 9✉♠ ♦❢ $❤❡ ♥♦❞❛❧ ❢♦&❝❡9 ❜② $❤❡

❝♦&&❡9♣♦♥❞✐♥❣ 9✉&❢❛❝❡✱ ✇❤❡&❡ $❤❡② ❛❝$✳ U✉$$✐♥❣ $❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞ 9$&❡99 ❛♥❞ ✐♥✐$✐❛❧ 9$&❛✐♥ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ✐♥ $❤❡

9$&❡99✲9$&❛✐♥ &❡❧❛$✐♦♥9 ❛❧❧♦✇9 $♦ ✜♥❞ ♣&♦❣&❡99✐✈❡❧② ❛❧❧ $❤❡ 9$✐✛♥❡99 ❝♦❡✣❝✐❡♥$9 ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳

■♥ ❬✶✷✵❪ $❤❡ ❛✉$❤♦&9 ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠✐❝&♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❆❜❛W✉9 $♦ 9$✉❞② $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡

❝♦♠♣♦9✐$❡9 ✉♥❞❡& ❜✐✲❛①✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ■♥ $❤❡ ❘✳❯✳❈✱ $♦✇9 ❛♥❞ &❡9✐♥ ❛&❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉9✐♥❣ ✸❉ ❡❧❡♠❡♥$9✳ ❚❤❡

&❡9✐♥ ♠❛$❡&✐❛❧ ✐9 ❛99✉♠❡❞ $♦ ❜❡ ✐9♦$&♦♣✐❝ ❛♥❞ ✐9 ♠♦❞❡❧❡❞ ✉9✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛& ❉&✉❝❦❡&✲U&❛❣❡& ♠♦❞❡❧ $♦ ❝❛♣$✉&❡
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✈❛&✐❛$✐♦♥9✳ ❚❤❡② &❡♣♦&$ ❛ ❧♦✇❡& 9$✐✛♥❡99 ❢♦& ♦✉$✲♦❢✲♣❤❛9❡ ❧❛♠✐♥❛$❡9 $❤❛♥ ❢♦& ✐♥✲♣❤❛9❡ ❧❛♠✐♥❛$❡9 ✇✐$❤ ❛♥
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❚&❛♥9✈❡&9❡❧② ✐9♦$&♦♣✐❝ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡9 ❛&❡ ❛99✐❣♥❡❞ $♦ $❤❡ $♦✇ ❡❧❡♠❡♥$9 ❛♥❞ ✐9♦$&♦♣✐❝ ♣&♦♣❡&$✐❡9 ❛&❡

❛99✐❣♥❡❞ $♦ $❤❡ ♠❛$&✐① ❡❧❡♠❡♥$9✳ ❚❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡9 ♦❢ $❤❡ $♦✇9 ❛&❡ ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞ ✉9✐♥❣ ♠✐❝&♦♠❡❝❤❛♥✐❝9
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❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

(a) In-phase (IP) (b) Out-of-phase (OP) (c) Random-stacked
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❚❤❡ 7$✉❞② ♦❢ $❤❡ 7$✐✛♥❡77 ❛♥❞ 7$&❡77✲7$&❛✐♥ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ❛ ♠❛$❡&✐❛❧ ✐7 ❣❡♥❡&❛❧❧② ❜❛7❡❞ ♦♥ ❝♦✉♣♦♥ $❡7$7

❧✐❦❡ $❡♥7✐❧❡ $❡7$7✳ ❯♥$✐❧ ♥♦✇✱ 7$&❛✐♥ ❣❛✉❣❡7 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①$❡♥7✐✈❡❧② ✉7❡❞ $♦ ♠❡❛7✉&❡ $❤❡ 7$&❛✐♥7✳ ❍♦✇❡✈❡&✱

♣❛&$✐❝✉❧❛&❧② ❢♦& ❤❡$❡&♦❣❡♥❡♦✉7 ♠❛$❡&✐❛❧7 ❧✐❦❡ $❡①$✐❧❡ ❝♦♠♣♦7✐$❡7 ✐$ ✐7 ❧✐❦❡❧② $♦ ❝❛♣$✉&❡ $♦♦ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ 7$&❛✐♥

♠❡❛7✉&❡♠❡♥$7✱ ✇❤❡&❡❛7 $❤❡ 7$&❛✐♥ ❞✐7$&✐❜✉$✐♦♥ ♦✈❡& $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✐7 ♠♦&❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝❛✉7✐♥❣ ❞✐7❝&❡♣❛♥❝✐❡7

❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❜7❡&✈❡❞ ♦♥ 7♠❛❧❧ 7♣❡❝✐♠❡♥7 ❛♥❞ $❤❡ ♦♥❡ ♦❜7❡&✈❡❞ ♦♥ ❧❛&❣❡& ♣❛&$7✳ ◆✐❝♦❧❡$$♦ ❡!

❛❧✳ ❬✶✹✸❪ ✉7❡ $❤✉7 $❤❡ ❞✐❣✐$❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ $❡❝❤♥✐P✉❡ ✭❉✳■✳❈✮ $♦ 7$✉❞② $❤❡ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ 7$&❛✐♥ ❞✐7$&✐❜✉$✐♦♥

✐♥ ❛ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ ❈❋❘Y ✉♥❞❡& ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡ &❡7✉❧$7 7❤♦✇ ❛ ❝♦♥7✐❞❡&❛❜❧❡ 7$&❛✐♥ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦&♠✐$② ✇✐$❤

❧♦❝❛❧ 7$&❛✐♥ ❝♦♥❝❡♥$&❛$✐♦♥7 ❝♦&&❡❧❛$❡❞ $♦ $❤❡ ②❛&♥ ❛&❝❤✐$❡❝$✉&❡✱ ✇❤❛$ &❡P✉✐&❡7 $♦ ❞❡✜♥❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛$✐♦♥

♣&♦❝❡❞✉&❡ $♦ ❞❡$❡&♠✐♥❡ $❤❡ ♠❛❝&♦7❝♦♣✐❝ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ 7$&❛✐♥ &❡♣&❡7❡♥$❛$✐✈❡ ♦❢ $❤❡ ❧❛♠✐♥❛ &❡7♣♦♥7❡ ❬✶✹✹❪✳

❚❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡7✉❧$7 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛&❡❞ $♦ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ &❡7✉❧$7 ♦❢ ✜♥❡ ✜♥✐$❡ ❡❧❡♠❡♥$ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ✉♥✐$

❝❡❧❧ ✭♠♦&❡ $❤❛♥ 80, 000 ❜&✐❝❦ ❡❧❡♠❡♥$7✮ 7❤♦✇✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥✳

✷✸



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

✷✳✺✳✷ ❋❛✐❧✉(❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡

❙♦♠❡ ❛✉$❤♦&4 ❬✶✹✺❪ &❡♣♦&$❡❞ $❤❛$ ♠❛$&✐① ❝&❛❝❦✐♥❣ ✐♥ ❛ &❡4✐♥ ♣♦❝❦❡$ ♦♥ $❤❡ ✜❜❡&✴♠❛$&✐① ✐♥$❡&❢❛❝❡ ❝♦✉❧❞

❜❡ $❤❡ ✜&4$ ❢♦&♠ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ $❡①$✐❧❡ ❝♦♠♣♦4✐$❡4✳ ■❢ $❤❡ ❧♦❛❞ ✐♥❝&❡❛4❡4 $❤❡ ❝&❛❝❦ ♣&♦♣❛❣❛$❡4 $♦

♥❡✐❣❤❜♦&✐♥❣ $♦✇4✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉4❡4 ❤✐❣❤ 4$&❡44 ❝♦♥❝❡♥$&❛$✐♦♥4 ❛$ $❤❡ ✐♥$❡&❢❛❝❡ &❡4♣♦♥4✐❜❧❡ $❤❡♥ ❢♦& $♦✇ &✉♣$✉&❡✳

❚❤✐4 ❝❛♣❛❝✐$② $♦ ❜❡❛& ❧♦❛❞ ❡✈❡♥ ❛❢$❡& &✉♣$✉&❡ ✐♥❞✐❝❛$❡4 $❤❛$ 4✐❣♥✐✜❝❛♥$ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ❝❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣ ✇✐$❤♦✉$

❝❛$❛4$&♦♣❤✐❝ ❢❛✐❧✉&❡✳ ■$ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ $❤❡ ❞✐✣❝✉❧$✐❡4 ❡♥❝♦✉♥$❡&❡❞ ❛♥❞ &❡♣♦&$❡❞ ✐♥ 4❡✈❡&❛❧ ❛❢♦&❡♠❡♥$✐♦♥❡❞

♣❛♣❡&4 $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦4✐$❡4✳ ❈♦♥4❡I✉❡♥$❧②✱ 4♣❡❝✐✜❝ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐❛ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡

♠♦❞❡❧4 ❤❛✈❡ $♦ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦& $❤✐4 ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❛$❡&✐❛❧4 $♦ ❜❡$$❡& ♣&❡❞✐❝$ $❤❡✐& ❜♦$❤ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ❢❛✐❧✉&❡

❜❡❤❛✈✐♦&✳ ❆♥❛❧②$✐❝ ❛♥❞ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡❧4 ❛&❡ &❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ $❤✐4 ♣❛&$✳

✷✳✺✳✷✳✶ ❆♥❛❧②)✐❝ ♠♦❞❡❧0

■♥ ❬✶✹✻✱ ✶✹✼❪ ◆❛✐❦ ❛♥❞ ●❛♥❡4❤ ❞❡✈❡❧♦♣ ✷❉ ♠♦❞❡❧4 $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ 4$&❡♥❣$❤ ♦❢ ♣❧❛✐♥ ✇❡❛✈❡ ❢❛❜&✐❝

❧❛♠✐♥❛$❡4 ✉♥❞❡& ♦♥✲❛①✐4 ✉♥✐❛①✐❛❧ $❡♥4✐❧❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ $❤❡② 4$✉❞② $❤❡ ❡✛❡❝$ ♦❢ ❢❛❜&✐❝ ❣❡♦♠❡$&② ♦♥ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡

❜❡❤❛✈✐♦&✳ ❉✐✛❡&❡♥$ $②♣❡4 ♦❢ ❢❛✐❧✉&❡ 4✉❝❤ ❛4 ✇❛&♣ 4$&❛♥❞ $&❛♥4✈❡&4❡ ❢❛✐❧✉&❡✱ ✜❧❧ 4$&❛♥❞ 4❤❡❛& ✴$&❛♥4✈❡&4❡

❢❛✐❧✉&❡✱ ♣✉&❡ ♠❛$&✐① ❜❧♦❝❦ ❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ ♠❛$&✐① ❛♥❞ ✜❜❡& ✐♥ $❤❡ ✜❧❧ 4$&❛♥❞ ✐♥ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧

$❡♥4✐♦♥ ❛&❡ ❝♦♥4✐❞❡&❡❞✱ ❛4 ✇❡❧❧ ❛4 ♠❛$❡&✐❛❧ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡$&✐❝❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛&✐$②✳ ❚❤❡② ♥♦$✐❝❡ $❤❛$ $❤❡ ❢❛❜&✐❝ ❣❡✲

♦♠❡$&② ✭②❛&♥ ✇✐❞$❤✱ ②❛&♥ $❤✐❝❦♥❡44 ♦& ②❛&♥ ❣❛♣4✮ ❝❛♥ ❛✛❡❝$ 4✐❣♥✐✜❝❛♥$❧② $❤❡ 4❤❡❛& 4$&❡♥❣$❤ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧✉4✳

▼♦&❡♦✈❡&✱ ❛♥ ✐♥❝&❡❛4❡ ✐♥ $❤❡ ♦✈❡&❛❧❧ ✜❜❡& ✈♦❧✉♠❡ ❢&❛❝$✐♦♥ ❧❡❛❞4 $♦ ❛♥ ✐♥❝&❡❛4❡ ♦❢ $❤❡ 4$&❡♥❣$❤✳ ❖♥ $❤❡

❝♦♥$&❛&②✱ ❛ ❧❛&❣❡ ❝&✐♠♣ ♦❢ ②❛&♥ ✐♥❝&❡❛4❡4 4$&❛✐♥ ❝♦♥❝❡♥$&❛$✐♦♥4 ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ ❛ &❡❞✉❝❡❞ 4$&❡♥❣$❤ ❡4♣❡❝✐❛❧❧②

❢♦& ❣❧❛44 ✜❜❡& ❛♥❞ ❧❡44 ❢♦& ❝❛&❜♦♥ ✜❜❡&✳ ❑✐♠ ❡! ❛❧✳ ❬✶✹✽❪ 4$✉❞② $❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ $❡♥4✐❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣&❡44✐✈❡

4$&❡♥❣$❤4 ♦❢ ❝❛&❜♦♥✴❡♣♦①② ♣❧❛✐♥✱ $✇✐❧❧ ❛♥❞ 4❛$✐♥ ✇❡❛✈❡ ❝♦♠♣♦4✐$❡4 ❢❛❜&✐❝❛$❡❞ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛ ✈❛❝✉✉♠

✐♥❢✉4✐♦♥ ♣&♦❝❡44✳ ❚❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥$ ❝♦♠♣&❡44✐✈❡ ❢&❛❝$✉&❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ❧❛♠✐♥❛$❡ ❛♥❞ $❡①$✐❧❡ ❝♦♠♣♦4✐$❡ ✐4 ✐❞❡♥$✐✜❡❞

❛4 ❛ ✜❜❡& ♠✐❝&♦❜✉❝❦❧✐♥❣✱ ❜✉$ $❤❡ ❛✉$❤♦&4 ♥♦$✐❝❡❞ ❛ ❞❡$❛❝❤✐♥❣ ♦❢ $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ $&❛♥4✈❡&4❡ ②❛&♥4

♦❝❝✉&&✐♥❣ ❛$ ❛ 4$&❡44 ❧❡✈❡❧ ❧♦✇❡& $❤❛♥ $❤❡ ❝&✐$✐❝❛❧ 4$&❡44 ❝❛✉4✐♥❣ ✜❜❡& ♠✐❝&♦❜✉❝❦❧✐♥❣✳ ❯♥❞❡& $❡♥4✐❧❡ ❧♦❛❞4

$❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ②❛&♥4 ❛&❡ ❝♦♠♣❡❧❧❡❞ $♦ ❞❡❝&❡❛4❡ $❤❡ ❛♠♣❧✐$✉❞❡ ♦❢ ✇❛✈✐♥❡44✳ ❚❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✐4 ♥♦$ ✐♥❞✉❝❡❞

❜② $❤❡ ❞❡$❛❝❤♠❡♥$ ♦❢ ②❛&♥4 ❜✉$ ✐$ $❛❦❡4 ♣❧❛❝❡✱ ✇❤❡♥ $❤❡ ♠✉❧$✐❛①✐❛❧ 4$&❡44❡4 ✐♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ 4❛$✐4❢② ❛

❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥✳ ❚♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ 4$&❡♥❣$❤ ♦❢ $❤❡ ✇♦✈❡♥✱ $❤❡ ❛✉$❤♦&4 ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ $✇♦ ❡I✉❛$✐♦♥4 ❛4 ✐♥❝&❡❛4✐♥❣

❢✉♥❝$✐♦♥4 ♦❢ $❤❡ &❛❞✐✉4 ♦❢ ❝✉&✈❛$✉&❡ ♦❢ ②❛&♥4✿
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$❤❡ $❡♥4✐❧❡ 4$&❡♥❣$❤ ✭❜❛4❡❞ ♦♥ $❤❡ ❚4❛✐✲❍✐❧❧ ❢&❛❝$✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥✮ ✭✷✳✷✮
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$❤❡ &❛❞✐✉4 ♦❢ ❝✉&✈❛$✉&❡ ♦❢ ②❛&♥4 ✭✷✳✸✮

✇❤❡&❡ k ✐4 $❤❡ ❛&❡❛❧ ❢&❛❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ②❛&♥4 ✐♥ $❤❡ ❝&♦44 4❡❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✇♦✈❡♥ ❧❛♠✐♥❛$❡

♣❡&♣❡♥❞✐❝✉❧❛& $♦ $❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐&❡❝$✐♦♥✱ a $❤❡ &❛❞✐✉4 ♦❢ $❤❡ ②❛&♥4✱ 2L $❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ♦❢ $❤❡ ②❛&♥ ✉♥❞✉❧❛$✐♦♥✱

A $❤❡ ❛♠♣❧✐$✉❞❡ ♦❢ $❤❡ ②❛&♥ ✉♥❞✉❧❛$✐♦♥✱ σ
♠

$❤❡ $❡♥4✐❧❡ 4$&❡♥❣$❤ ♦❢ $❤❡ ♠❛$&✐①✱ ❛♥❞ σ
"✵

❛♥❞ σ
②✵

$❤❡

4$&❡♥❣$❤4 ♦❢ $❤❡ ❯✳❉✳ ❝♦♠♣♦4✐$❡ ✉♥❞❡& ♣✉&❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❡♥4✐❧❡ ❛♥❞ $&❛♥4✈❡&4❡ ❝♦♠♣&❡44✐✈❡ ❧♦❛❞✐♥❣4✳

❇♦$❤ 4$&❡♥❣$❤4 ✐♥❝&❡❛4❡ ✇❤❡♥ ρ
♠

✐♥❝&❡❛4❡4✳

✷✹



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

❚❤❡ ❞❡$❛❝❤✐♥❣ ♦❢ $❤❡ ②❛&♥ ♠❡♥$✐♦♥❡❞ ✐♥ ❬✶✹✽❪ ✐? ❛??✐♠✐❧❛$❡❞ $♦ ❛ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡ ✐♥ ❬✶✹✾❪✱

✇❤❡&❡ ❨❛♥❣ ❡! ❛❧✳ &❡♠❛&❦ ❛❧?♦ ❛ ❝♦♠♣&❡??✐✈❡ ?$&❡♥❣$❤ ✶✺✪ ❤✐❣❤❡& ❢♦& ♥♦♥✲❝&✐♠♣ ❬✵✴✾✵

◦
❪ ❧❛♠✐♥❛$❡? $❤❛♥

❢♦& ✇♦✈❡♥ ❢❛❜&✐❝ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② $❤❡ ②❛&♥ ✇❛✈✐♥❡??✳ ❆ ❦✐♥❦✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❬✶✺✵✕✶✺✷❪ ✐? ♦❜?❡&✈❡❞ ❢♦& ❜&❛✐❞❡❞

❝♦♠♣♦?✐$❡ ✉♥❞❡& ❝♦♠♣&❡??✐✈❡ ❧♦❛❞? ✐♥ ❛❞❞✐$✐♦♥ $♦ ♠✐❝&♦❜✉❝❦❧✐♥❣ ❬✶✺✸❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣&❡??✐✈❡ ?$&❡♥❣$❤ ✐?

❛❧$❤♦✉❣❤ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② $❤❡ ❣❡♦♠❡$&✐❝❛❧ ✐♠♣❡&❢❡❝$✐♦♥? ♦❢ $❤❡ ❛①✐❛❧ $♦✇? ❛♥❞ ♠❛$&✐① ♥♦♥❧✐♥❡❛&✐$②✳ ■♥ '✐!✉

♠❛$&✐① ♣&♦♣❡&$② ❝♦&&❡?♣♦♥❞✐♥❣ $♦ &❡?✐❞✉❛❧ ?$&❡??❡? ❛♥❞ ❤❡$❡&♦❣❡♥❡✐$② ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡? ❞✉❡ $♦ ♥♦♥✲

✉♥✐❢♦&♠ $❡♠♣❡&❛$✉&❡ ❞✐?$&✐❜✉$✐♦♥ ❜② ♠❛$&✐① ❝✉&✐♥❣ ✭♣❛&$✐❝✉❧❛&❧② ❢♦& &❡?✐♥ ♠♦❧❞✐♥❣ ❢❛❜&✐❝❛$✐♦♥ ♣&♦❝❡??❡?✮

✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❛ ?♦❢$❡& ❝♦♠♣&❡??✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳ ◆❛✐❦ ❡! ❛❧✳ ❬✶✺✹❪ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❛♥❛❧②$✐❝ ♠♦❞❡❧

❢♦& $❤❡ ❝♦♠♣&❡??✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❢❛❜&✐❝ ❝♦♠♣♦?✐$❡? ✉♥❞❡& ✉♥✐✲❛①✐❛❧ ♦♥✲❛①✐? ❧♦❛❞✐♥❣ ❜❛?❡❞ ♦♥

❝✉&✈❡❞ ❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥$? ✐♥ ❛♥ ❡❧❛?$✐❝ ?$❛$❡✳ ❚❤❡② ?$✉❞② $❤✉? $❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡&❡♥$ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡$&✐❝❛❧

♠❛$❡&✐❛❧ ♣❛&❛♠❡$❡&? ♦♥ $❤❡ ❡❧❛?$✐❝ ♠♦❞✉❧✉? ❛♥❞ ❝♦♠♣&❡??✐✈❡ ?$&❡♥❣$❤✳ ❚❤❡ ♣❧❛?$✐❝ ♠✐❝&♦❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❢ $❤❡

❧♦❛❞ ❜❡❛&✐♥❣ $♦✇? ✐? ✐❞❡♥$✐✜❡❞ ✐♥ ❬✶✺✺❪ ❛? $❤❡ ♠❛❥♦& ❢❛✐❧✉&❡ ♠❡❝❤❛♥✐?♠ ✐♥ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦?✐$❡?✳ ❚❤❡ ❛✉$❤♦&?

?❤♦✇❡❞ ❛❧$❤♦✉❣❤ $❤❡ ❤✐❣❤ ❞❛♠❛❣❡ $♦❧❡&❛♥❝❡ ♦❢ ✇♦✈❡♥ ❛♥❞ $❤❡✐& ❧♦✇ ❝♦♠♣&❡??✐✈❡ ?$&❡♥❣$❤ ❞✉❡ $♦ ❛ ❧❛&❣❡

✜❜❡& ♠✐?❛❧✐❣♥♠❡♥$✳ ❚♦ ?✉♠♠❛&✐③❡✱ ✐$ ?❡❡♠? $❤❛$ U✉❛?✐✲❧❛♠✐♥❛& $❡①$✐❧❡ ❝♦♠♣♦?✐$❡? ♣&❡?❡♥$? ❛ ❝♦♠♣❧❡①

❝♦♠♣&❡??✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❛? ❛ ❝♦♠❜✐♥❛$✐♦♥ ♦❢ ?❤❡❛& ♣❧❛?$✐❝✐$② ♦& ❦✐♥❦ ❜❛♥❞ ❢♦&♠❛$✐♦♥ ✇✐$❤ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ❛♥❞

❜✉❝❦❧✐♥❣ ❬✸✼❪✳ ■$ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ $❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❞✐✣❝✉❧$✐❡? ❡♥❝♦✉♥$❡&❡❞ $♦ ♠❡❛?✉&❡ $❤❡ ❝♦♠♣&❡??✐✈❡ ?$✐✛♥❡??

❛♥❞ ?$&❡♥❣$❤ ♦❢ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦?✐$❡? ❬✶✺✻❪✳

●❛♦ ❡! ❛❧✳ ❬✶✺✼❪ ♣&♦♣♦?❡ ❛ ❝❧♦?❡❞✲❢♦&♠ ❢♦&♠✉❧❛ $♦ ❞❡$❡&♠✐♥❡ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ ❨♦✉♥❣✬? ♠♦❞✉❧✉? ♦❢ ❞❛♠❛❣❡❞

✇♦✈❡♥ ❧❛♠✐♥❛$❡?✳ ❚❤&❡❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡? ❛&❡ ❝♦♥?✐❞❡&❡❞ ✭$&❛♥?✈❡&?❡ ②❛&♥ ❝&❛❝❦✐♥❣✱ ✐♥$❡&❢❛❝❡ ❞❡❜♦♥❞✐♥❣

❛♥❞ ?❧✐❞✐♥❣ ✇✐$❤ ❢&✐❝$✐♦♥✮ ❛♥❞ $❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐$② ♦❢ $❤❡ ❢♦&♠✉❧❛ ❞❡♣✐❝$? $❤❡ ❞✐✣❝✉❧$② $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ?$✐✛♥❡??

&❡❞✉❝$✐♦♥ ✐♥ ❛ U✉❛♥$✐$❛$✐✈❡ ♠❛♥♥❡&✳ ◆❛✐❦ ❬✶✺✽❪ &❡♠❛&❦? $❤❛$ $❤❡ $❡♥?✐❧❡ ?$&❡♥❣$❤ ✐? ♥♦$ ?✐❣♥✐✜❝❛♥$❧②

✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② $❤❡ ✉?❡ ♦❢ $✇✐?$❡❞ ②❛&♥? ✉♣ $♦ ❛ ❝❡&$❛✐♥ $✇✐?$✐♥❣ ❛♥❣❧❡✳

❘✳❆✳ ◆❛✐❦ ❬✶✺✾❪ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ ✐♥ $❤❡ ❚❊❳❈❆❉ ❝♦❞❡ ❛♥ ❛♥❛❧②$✐❝ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ $❤&❡❡✲

❞✐♠❡♥?✐♦♥❛❧ $❤❡&♠❛❧ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡?✱ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥✐$✐❛$✐♦♥ ❛♥❞ ♣&♦❣&❡??✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ?$&❡♥❣$❤ ♦❢

✇♦✈❡♥ ❛♥❞ ❜&❛✐❞❡❞ ❢❛❜&✐❝ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ❝♦♠♣♦?✐$❡?✳ ❚❤❡ $❡❝❤♥✐U✉❡ ✐? ❜❛?❡❞ ♦♥ &❡♣❡❛$✐♥❣ ❘✳❯✳❈ ❛??✉♠✐♥❣

❛ ❧❡♥$✐❝✉❧❛& ❝&♦??✲?❡❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ②❛&♥✳ ❚❤❡ ❘✳❯✳❈ ✐? $❤❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥$♦ ?❧✐❝❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ $❤❡ ❣❡♦♠❡$&②

❛♥❞ ✐?♦✲?$&❛✐♥ ?$❛$❡? ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛??✉♠❡❞✳ ❋✐❜❡& ❞♦♠✐♥❛$❡❞ ❢❛✐❧✉&❡? ❛&❡ ♣&❡❞✐❝$❡❞ ✉?✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ?$&❛✐♥

❝&✐$❡&✐♦♥✱ ✇❤❡&❡❛? ♠❛$&✐① ❞♦♠✐♥❛$❡❞ ❢❛✐❧✉&❡? ❛&❡ ❞❡$❡&♠✐♥❡❞ ✉?✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ?$&❡?? ❝&✐$❡&✐♦♥✳ ❚❤❡

?$✐✛♥❡?? &❡❞✉❝$✐♦♥ ?❝❤❡♠❡ ❞❡?❝&✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✷✼❪ ❤❛? ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ $♦ ♠♦❞❡❧ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❢❛✐❧✉&❡

♦❝❝✉&?✱ ✇❤❡♥ ❛①✐❛❧ ②❛&♥? ❢❛✐❧❡❞ ♦& ✐❢ ❛❧❧ ②❛&♥ ?❧✐❝❡? ❢❛✐❧ ✐♥ $❤❡ ?❛♠❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ?❤❡❛&

❜❡❤❛✈✐♦& ✐? ❞❡♣✐❝$❡❞ ✉?✐♥❣ ❛ $❤&❡❡✲♣❛&❛♠❡$❡& ❡U✉❛$✐♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝❧♦?❡ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ $♦ $❤❡ ❘❛♠❜❡&❣✲❖?❣♦♦❞

❡U✉❛$✐♦♥✳ ❚❤❡ &❡?✉❧$? ?❤♦✇❡❞✱ $❤❛$ ❛ ?♠❛❧❧ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ✐♥ $❤❡ ✜❜❡& ✈♦❧✉♠❡ ❢&❛❝$✐♦♥ ❞♦❡? ♥♦$ ❛✛❡❝$ $❤❡ ?❤❡❛&

?$&❡♥❣$❤✱ ❜✉$ ✐$ ❤❛❞ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ $❤❡ $❡♥?✐❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣&❡??✐✈❡ ?$&❡♥❣$❤?✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ ✐$ ✐? &❡♣♦&$❡❞

$❤❛$ $❤❡ ❝♦♠♣♦?✐$❡ ?$✐✛♥❡?? ❛♥❞ ?$&❡♥❣$❤ ♣&♦♣❡&$✐❡? ❛&❡ ❣♦✈❡&♥❡❞ ❜② ✇❡❛✈❡ ❛&❝❤✐$❡❝$✉&❡✱ ②❛&♥ ?✐③❡?✱ ②❛&♥

?♣❛❝✐♥❣✱ ②❛&♥ ❝&✐♠♣✱ ?$❛❝❦✐♥❣ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥✱ ♦✈❡&❛❧❧ ✜❜❡& ✈♦❧✉♠❡ ❢&❛❝$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ❝♦♥?$✐$✉❡♥$?✬ ♣&♦♣❡&$✐❡?✳

❙$❛&$✐♥❣ ❢&♦♠ $❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❣❡♦♠❡$&✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠❡$❤♦❞ ❬✶✻✵❪✱ $❤❡ $❤❡&♠♦✲❡❧❛?$✐❝ ♠❛✲

$❡&✐❛❧ ❝♦♥?$❛♥$?✱ ♣&♦❣&❡??✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❜❡❤❛✈✐♦&✱ ❛♥❞ ?$&❡♥❣$❤ ♦❢ ✷❉ ✇♦✈❡♥ ❛&❡ ✐♥✈❡?$✐❣❛$❡❞ ✉?✐♥❣ ❛♥❛✲

❧②$✐❝✴♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧? ❬✶✸✷❪✳ ❚❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ?$✐✛♥❡?? ❝♦❡✣❝✐❡♥$? ❛&❡ ❡✈❛❧✉❛$❡❞ ✉?✐♥❣ ✐?♦✲?$&❛✐♥ ❛??✉♠♣$✐♦♥

✐♥ $❤❡ ❘✳❯✳❈✳ ❚❤❡ ♣&♦❣&❡??✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❛❧②?✐? ✐? ❜❛?❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥$ ?$✐✛♥❡?? &❡❞✉❝$✐♦♥ ♣&♦❝❡❞✉&❡ ❛♥❞

$❤❡ ?$&❡♥❣$❤ ✐? ❞❡$❡&♠✐♥❡❞ ❜❛?❡❞ ♦♥ $❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ?$&❡?? ❝&✐$❡&✐♦♥✳ ❚❤❡ $❤❡♦&② ❛??✉♠❡? ✐?♦✲?$&❡?? ❧♦❛❞

❞✐?$&✐❜✉$✐♦♥ ✐♥ ❛ ❜❡♥❞✐♥❣ &❡?$&❛✐♥❡❞ ❘✳❯✳❈✳ ❚❤❡ ♠❡$❤♦❞? ?❡❡♠? ❛❜❧❡ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ?❡♥✲

?✐$✐✈❡ ❛♥❞ ❧✐♥❦❡❞✲$♦❣❡$❤❡& ♣❛&❛♠❡$❡&? $❤❛$ ❛&❡ $❤❡ ✜❜❡& ✈♦❧✉♠❡ ❢&❛❝$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ❣❛♣?✳ ■♥ ❬✺✶❪✱ ❈❤&❡$✐❡♥

✷✺



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

❞❡$❡&♠✐♥❡6 $❤❡ ❡7✉✐✈❛❧❡♥$ $❤&❡❡✲❞✐♠❡♥6✐♦♥❛❧ ❡❧❛6$✐❝ ♠♦❞✉❧✐ ♦❢ ♣❧❛✐♥ ✇❡❛✈❡ ❛♥❞ ♦$❤❡& $❡①$✐❧❡ ❝♦♠♣♦6✐$❡6

✉6✐♥❣ ✉♥✐$✲❝❡❧❧ ❛♥❞ ❝♦♥6$✐$✉$✐✈❡ ♠♦❞❡❧6✳ ❍❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ ❞✐✛❡&❡♥$ ♣&❡❞✐❝$✐✈❡ ♠♦❞❡❧6 ❛6 ❯▼❆❚ ✐♥ ❆❜❛7✉6

$♦ ❝♦♠♣❛&❡ $❤❡♠ ❛♥❞ ❤❡ ❝♦♥6✐❞❡&❡❞ ❛ ♣&♦❣&❡66✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❛❧②6✐6 ❬✶✻✶❪ $♦ 6$✉❞② $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ♠❛$❡&✐❛❧

❢❛✐❧✉&❡ ♠❡❝❤❛♥✐6♠6✳

✷✳✺✳✷✳✷ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧.

G&♦❣&❡66✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ $❤❡♦&✐❡6 ❛&❡ ❛❧6♦ ✉6❡❞ ❛$ $❤❡ ♠✐❝&♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ✇♦✈❡♥

❝♦♠♣♦6✐$❡ ❬✶✻✷❪✳ ■♥ ❬✶✻✸❪ ❛ ♣&♦❣&❡66✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡❧ ✐6 ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ ✐♥ ❆❜❛7✉6✳ ❚❤❡ ❚6❛✐✲❍✐❧❧ ❝&✐$❡&✐♦♥

❞❡$❡❝$6 $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦♥6❡$ ❛♥❞ ❛ ♣❧②✲❞✐6❝♦✉♥$ ♠❡$❤♦❞ ✐6 ❞❡✜♥❡❞ ❛6 ♣&♦❣&❡66✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ ❧❛♠✐♥❛$❡✳

❆❝❝❡♣$❛❜❧❡ &❡6✉❧$6 ❛&❡ ♦❜$❛✐♥❡❞ ✐♥ $❡&♠6 ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❧♦❛❞ ♣❡❛❦ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦&✳ ❆ ❣♦♦❞ &❡✈✐❡✇

❛♥❞ ❞✐6❝✉66✐♦♥ ❛❜♦✉$ $❤❡ ♣&♦❣&❡66✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ $❤❡♦&✐❡6 ♦❢ ❝♦♠♣♦6✐$❡6 ♠❛$❡&✐❛❧6 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣&❡6❡♥$❡❞ ❜② ❚❛②

❡! ❛❧✳ ❬✶✻✹❪✳

■♥ ❬✶✻✺❪ $❤❡ ❛✉$❤♦&6 ♣&♦♣♦6❡ ❛ $❤&❡❡✲❞✐♠❡♥6✐♦♥❛❧ ❤❡$❡&♦❣❡♥❡♦✉6 ✜♥✐$❡ ❡❧❡♠❡♥$ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐$❤

❛♥ ❛♥✐6♦$&♦♣✐❝ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❜❛6❡❞ ♦♥ $❤❡ &❡❞✉❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ 6$&❡66 ✐♥ $❤❡ ✜❝$✐$✐♦✉6 ✉♥❞❛♠❛❣❡❞

❝♦♥✜❣✉&❛$✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣❛&❛♠❡$❡& ✐6 ❝♦&&❡❧❛$❡❞ $♦ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ ❛&❡❛ &❡❞✉❝$✐♦♥ ❝❛✉6❡❞ ❜② ❝&❛❝❦6 ❛♥❞

✈♦✐❞6 ❛♥❞ ✐$ ✐6 ✐♥✐$✐❛$❡❞ ❜② &❡❛❝❤✐♥❣ $❤❡ ❍♦✛♠❛♥✬6 ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥ ❬✶✻✻❪✳ ❚❛❜✐❡✐ ❛♥❞ ■✈❛♥♦✈ ❬✶✻✼❪ ❞❡✈❡❧♦♣

❛ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥❛❧❧②✲❡✣❝✐❡♥$ ♠✐❝&♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦& ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦6✐$❡6 ❜❛6❡❞ ♦♥ ❛ &❡♣❡❛$❡❞

❘✳❯✳❈ ❛♣♣&♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ❘✳❯✳❈ ♦❢ $❤❡ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦6✐$❡ ✐6 ❡①$&❛❝$❡❞ ❢&♦♠ $❤❡ ❞❡❢♦&♠❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣❛$$❡&♥

✇✐$❤ ❝♦♥6✐❞❡&❛$✐♦♥ ♦❢ ✜❜❡& &❡♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ❛♥❞ ✐$ ✐6 ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥$♦ ❢♦✉& 6✉❜✲❝❡❧❧6✳ ❲❤❡♥ ❢❛✐❧✉&❡ ✐6 ❞❡$❡❝$❡❞✱

❛ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ 6❝❤❡♠❡ ❬✶✷✼❪ ✐6 ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ $❤❡ 6$✐✛♥❡66 ♦❢ $❤❡ ❝♦♥6$✐$✉❡♥$6✳ ❚❤❡♥✱ $❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛$✐♦♥

♣&♦❝❡❞✉&❡✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ ✜&6$ ✐♥ ▼❆❚▲❆❇ ❬✶✻✽❪✱ ❜❡❣✐♥6 ✇✐$❤ $❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❝♦♥6$✐$✉❡♥$6

♣&♦♣❡&$✐❡6 ❛$ $❤❡ 6✉❜✲❝❡❧❧ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ✐$ ❣♦❡6 ♦♥ ✇✐$❤ $❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡6 ♦❢ ❡❛❝❤

6✉❜✲❝❡❧❧ ♦♥ $❤❡ ❘✳❯✳❈ ❧❡✈❡❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡6♣♦♥6❡ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞✳ ❚❤❡ 6❤❡❛&

♥♦♥❧✐♥❡❛&✐$② ✐6 ❛❝❝♦✉♥$❡❞ ❢♦& ✉6✐♥❣ ❛ ❘❛♠❜❡&❣✲❖6❣♦♦❞ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐6 ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ ✐♥

▲❙✲❉❨◆❆ ❢♦& 6❤❡❧❧ ❛♥❞ 6♦❧✐❞ ❡❧❡♠❡♥$6 ❛6 ✉6❡& ❞❡✜♥❡❞ 6✉❜&♦✉$✐♥❡ ❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ✇✐$❤ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧

&❡6✉❧$6 ✐6 ♦❜$❛✐♥❡❞✳

■♥ ❤✐6 $❤❡6✐6✱ ■✈❛♥♦✈ ❬✻✹❪ ✉6❡6 $❤❡ G✉❝❦✬6 ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥✐$✐❛$✐♦♥✳ ❍❡ ❞❡✜♥❡6

$❤❡♥ ❛ ❞❛♠❛❣❡ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥ ❧❛✇ ❜❛6❡❞ ♦♥ $❤❡ ❡♥❡&❣② &❡❧❡❛6❡ &❛$❡ $❤❡♦&✐❡6 ❛♥❞ ♠❡6♦ 6$&❡66✲6$&❛✐♥ ❛♥❛❧②6✐6✳

❍❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡6✱ $❤❛$ $❤❡ ❞❡✜♥✐$✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝&✐$✐❝❛❧ 6$&❡66 ✐6 ♥♦$ ❝❧❡❛& ❢♦& ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦6✐$❡ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛$✐♦♥

♦❢ ♠❛♥② ❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐6♠6✳ ❚❤❡ ❤❡$❡&♦❣❡♥❡✐$② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐$② ♦❢ $❤❡ 6$&✉❝$✉&❡ ❝❛♥

✐♥❞✉❝❡ ❝&❛❝❦6 ❛$ 6♠❛❧❧ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ❛♥❞ ✐$ ✐♠♣❧✐❡6✱ $❤❛$ $❤❡② ♣&♦♣❛❣❛$❡ ✐♥ ✧6❤♦&$ 6❤♦$6 ❜✉$ ♥♦$ ❝&♦66✐♥❣ $❤❡

❢✉❧❧ ❧❡♥❣$❤ ♦❢ $❤❡ 6♣❡❝✐♠❡♥✧ ❛6 ♦❜6❡&✈❡❞ ✐♥ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ❧❛♠✐♥❛$❡6✳ ■$ ✐♠♣❧✐❡6 ❛❧6♦✱ $❤❛$ $❤❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥ ♦❢

❛ ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡ &❡7✉✐&❡6 $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥$✳ ❋♦& $❡①$✐❧❡ ❝♦♠♣♦6✐$❡6✱ ♣❧❛6$✐❝✐$② ❛♥❞ ♠✐❝&♦✲

❞❛♠❛❣❡ ❛&❡ ❧✐♥❦❡❞ $♦❣❡$❤❡& ❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧$ $♦ 6❡♣❛&❛$❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧② ❞❡6♣✐$❡ $❤❡✐& ❞✐✛❡&❡♥$ ♣❤②6✐❝❛❧ ♦&✐❣✐♥
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$❤❡ ❤♦❧❡ ✭♠♦✉❧❞❡❞✲✐♥ ♦& ❞&✐❧❧❡❞✮ ❛7 ✇❡❧❧ ❛7 $❤❡ 7$❛❝❦✐♥❣ 7❡V✉❡♥❝❡ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦&$❛♥$ &♦❧❡ ♦♥ $❤❡ ♥♦$❝❤❡❞

7$&❡♥❣$❤ ♦❢ $❡①$✐❧❡ ❧❛♠✐♥❛$❡7✳

✷✳✺✳✷✳✹ ❋♦❝✉0 ♦♥ ❞❛♠❛❣❡

❚✇♦ $②♣❡7 ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐7$✐♥❣✉✐7❤❡❞✿ ❛ ♣&❡✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡✱ ✇❤❡&❡ ♠✐❝&♦✲❝&❛❝❦7 ❣&♦✇7 ❝❛✉7✐♥❣ ❢♦&

❡①❛♠♣❧❡ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛& 7$&❡77✲7$&❛✐♥ ❜❡❤❛✈✐♦& ✉♣ $♦ 7$&❡♥❣$❤✱ ❛♥❞ ❛ ♣♦7$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡✱ ✇❤❡&❡ ❛ ❢❛✐❧❡❞

♠❛$❡&✐❛❧ ✐7 ❡✈❡♥ ❛❜❧❡ $♦ ❝❛&&② ❧♦❛❞7 ❜❡❢♦&❡ $❤❡ ❝❛$❛7$&♦♣❤✐❝ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❈♦♥7❡V✉❡♥$❧②✱ ✐$ ✐7 ❣❡♥❡&❛❧❧② ❞✐✣❝✉❧$

$♦ 7❡♣❛&❛$❡ $❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦7✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❛♥❞ ✐$7 ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ♣&❡7❡♥❝❡

♦❢ ♣&♦❣&❡77✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❧✐♥❦✐♥❣ ✐♥$✐♠❛$❡❧② ❜♦$❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥7✳ ❚❤❡ 7$❛❜✐❧✐$② ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛$✐♦♥

♣&♦❝❡77 ✐7 ❛ ✈❡&② ✐♥$❡&❡7$✐♥❣ ❢❡❛$✉&❡ ♦❢ $❡①$✐❧❡ ❝♦♠♣♦7✐$❡7 ✐♥ ♣❛&$✐❝✉❧❛& ❢♦& ❝&❛7❤ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥7✳ ▼✉❧$✐♣❧❡

✷✼



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

❝&❛❝❦5 ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛$❡❞ ✇✐$❤♦✉$ ❝❛✉5✐♥❣ ❢❛✐❧✉&❡ ♦& ❛ ❧♦55 ♦❢ 5$&✉❝$✉&❡ ✐♥$❡❣&✐$②✳ ■♥❞❡❡❞✱ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡

❛❝❝✉♠✉❧❛$✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐5♠5 ❞✐✛❡& ✐♥ $❡①$✐❧❡ ❝♦♠♣♦5✐$❡ ❢&♦♠ $❤❡ ❯✳❉✳ ❧❛♠✐♥❛$❡5 ❜❡❝❛✉5❡ $❤❡ 5$&✉❝$✉&❡ ♦❢ $❤❡

❢❛❜&✐❝ ♣❧❛②5 ❛ ♠❛❥♦& &♦❧❡ ♦♥ $❤❡ ❝&❛❝❦ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ 5$♦♣ ♦& ❛$ ❧❡❛5$ &❡❞✉❝❡ ✐$✳ ■✈❛♥♦✈ ❬✻✹❪ ❝❧❛55✐❢② $❤❡

5$✉❞② ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥$♦ ❞✐✛❡&❡♥$ 5❝❛❧❡5 ❜❡❢♦&❡ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ $❤❡♠✳ ❖♥ $❤❡ ♠✐❝&♦✲5❝❛❧❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐5 ❝❤❛&❛❝$❡&✐③❡❞

❜② ✜❜❡& ❞❡❜♦♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛$&✐① ✐♥$❡&✲✜❜❡& ❝&❛❝❦ ❢♦&♠❛$✐♦♥✳ ❖♥ $❤❡ ♠❡5♦✲5❝❛❧❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐5 &❡♣&❡5❡♥$❡❞ ❜②

❛ ❝&❛❝❦ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥✱ ✐♥✐$✐❛$✐♦♥ ❛♥❞ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥ ♦❢ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❢❛✐❧✉&❡ ✐♥ ♠❛$&✐① ♣♦❝❦❡$5✳ ❖♥ $❤❡

♠❛❝&♦✲5❝❛❧❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛♣♣❡❛&5 ✐♥ $❤❡ ❢♦&♠ ♦❢ ✜❜❡& ❜&❡❛❦❛❣❡ ♦& 5❡♣❛&❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❞❡❧❛♠✐♥❛$❡❞ ②❛&♥5✳

▼♦❞❡❧✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡ ✐5 ❛ ❝♦♥5✐❞❡&❛❜❧❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❞✐✣❝✉❧$② $♦ ❝♦&&❡❧❛$❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡&✐✲

♠❡♥$❛❧ &❡5✉❧$5✳ ■♥ ❬✶✽✵❪ ❛ ♠✉❧$✐❧❡✈❡❧ 5✐♠✉❧❛$✐♦♥ ❛♣♣&♦❛❝❤ ❜❛5❡❞ ♦♥ ✜♥✐$❡ ❡❧❡♠❡♥$5 ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥5 ❤❛5 ❜❡❡♥

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ $♦ ❝❛❧❝✉❧❛$❡ $❤❡ ❡❧❛5$✐❝ ♣&♦♣❡&$✐❡5 ♦❢ ❛ $❡①$✐❧❡ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ❝♦♠♣♦5✐$❡ ❛♥❞ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡✐& ❞❛♠❛❣❡

❜❡❤❛✈✐♦&✳ ❙♦♠❡ ♠✐❝&♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✐♥✈❡5$✐❣❛$✐♦♥5 ✉5❡ ❛ ❝♦♥$✐♥✉✉♠ ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝5 ♠♦❞❡❧ ✭❈✳❉✳▼✮ ❛5✲

5♦❝✐❛$❡❞ $♦ $❤❡&♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❢♦&❝❡5 $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ♣&♦❣&❡55✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦5✐$❡5✱ ✇❤❡&❡ ❞❛♠❛❣❡

✐5 ❤❡&❡ ❝♦♥5✐❞❡&❡❞ ❛5 ❛ ♣&❡✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ❬✶✽✶✱✶✽✷❪✳ ■♥ ❬✶✽✸❪ ❛ ♠✉❧$✐5❝❛❧❡

❛♥❛❧②5✐5 ✐5 ♣&❡5❡♥$❡❞ $♦ 5$✉❞② $❤❡ ♠❛❝&♦5❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ✇♦✈❡♥ ♣❧✐❡5 ❜❛5❡❞ ♦♥ ❛ ♠✐❝&♦5❝♦♣✐❝ ❞❛♠❛❣❡

5$❛$❡✳ ❉❛♠❛❣❡ ✐♥✐$✐❛$✐♦♥ ✐5 ❞❡$❡❝$❡❞ ✉5✐♥❣ $❤❡ ❍♦✛♠❛♥✬5 ❝&✐$❡&✐♦♥ ❛♥❞ ✐$5 ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐5$&✐❜✉$✐♦♥

✐5 5$✉❞✐❡❞ ♦♥ ❛ ♠❡5♦5❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧ ✭❘✳❯✳❈✮ ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ $❤❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠❛❝&♦5❝♦♣✐❝ 5$&❡55✲5$&❛✐♥ ❜❡✲

❤❛✈✐♦&✳ ■♥ ❬✶✽✹❪✱ ❚❤♦❧❧♦♥ &❡♣❧❛❝❡5 ❛ ✇♦✈❡♥ ♣❧② ❜② $✇♦ 5$❛❝❦❡❞ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ✈✐&$✉❛❧ ♣❧✐❡5✳ ❇❛5❡❞ ♦♥ $❤❡

❞❛♠❛❣❡ $❤❡♦&✐❡5 ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦& ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ♣❧✐❡5 ❬✶✽✺❪ ❤❡ 5$✉❞✐❡5 $❤❡ ❧♦55 ♦❢ 5$✐✛♥❡55✱ ✐♥❡❧❛5$✐❝ 5$&❛✐♥

❛♥❞ ✜&5$ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ ✇♦✈❡♥ ♣❧✐❡5✳ ❍♦❝❤❛&❞ ❡! ❛❧✳ ❬✶✽✻✱ ✶✽✼❪ ❞❡✈❡❧♦♣ &❡❝❡♥$❧② ❢&♦♠ ❬✶✽✺❪ ❛ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❢❛✐❧✉&❡

❝&✐$❡&✐♦♥ ❜❛5❡❞ ♦♥ $❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 5$&❡55 ♦✈❡& ❛ ❘✳❯✳❈ ❝❛❧❧❡❞ ❋&❛❝$✉&❡ ❈❤❛&❛❝$❡&✐5$✐❝ ❱♦❧✉♠❡ ✭❋❈❱✮

❛♥❞ $❤❡② ✐♠♣❧❡♠❡♥$ ✐$ ✐♥ ❆❇❆◗❯❙✳ ❈♦♥5✐❞❡&❛❜❧❡ ❛❞✈❛♥$❛❣❡5 ♦❢ $❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛&❡ ✐$5 ♠❡5❤✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ✐$5

❧♦✇ ❝♦♠♣✉$✐♥❣ ❝♦5$5 ❛♥❞ ✐$5 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ $♦ $❤❡ ❛❞♦♣$❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦&❛❧ ♠♦❞❡❧5 ✭❧✐♥❡❛& ♦& ♥♦♥❧✐♥❡❛&✮ ❛♥❞ $♦

$❤❡ $②♣❡ ♦❢ ♣❧②✳ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ 5$✉❞✐❡5 ♦♥ ❝❛&❜♦♥✴❣❧❛55 ❤②❜&✐❞ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦5✐$❡5 ❧❛♠✐♥❛$❡5 5❤♦✇✱ $❤❛$ $❤❡

$❡♥5✐❧❡ 5$&❡♥❣$❤ ❛♥❞ ✉❧$✐♠❛$❡ 5$&❛✐♥ ❛&❡ ✐♥❝&❡❛5❡❞ ♣❧❛❝✐♥❣ ❣❧❛55 ✇♦✈❡♥ ❧❛②❡&5 ❛$ $❤❡ ❡①$❡&✐♦& ❛♥❞ ❝❛&❜♦♥

✜❜❡& ❛$ $❤❡ ✐♥$❡&✐♦& ♦❢ $❤❡ ❧❛♠✐♥❛$❡ ❬✶✽✽❪✳ ■$ ✐5 ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❢❛❝$ $❤❛$ $❤❡ ❣❧❛55 ❧❛②❡&5 ❝♦♥5$&❛✐♥ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡

❡✈♦❧✉$✐♦♥ ♣&♦❝❡55 ✐♥ $❤❡ ❝❛&❜♦♥ ❧❛②❡&5✳ ❆ ❤②❜&✐❞✐③❛$✐♦♥ ❡✛❡❝$ ✐5 $❤✉5 ❞❡✜♥❡❞ 5❤♦✇✐♥❣ $❤❛$ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧

$❡♥5✐❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣&❡55✐✈❡ ✉❧$✐♠❛$❡ 5$&❡♥❣$❤ ❛♥❞ 5$&❛✐♥ ❛&❡ ❤✐❣❤❡& $❤❛♥ $❤❡ ♣&❡❞✐❝$❡❞ ✈❛❧✉❡5 ♦❜$❛✐♥❡❞ ✉5✐♥❣

$❤❡ &✉❧❡✲♦❢✲♠✐①$✉&❡✳

❑❡② ❡! ❛❧✳ ❬✶✽✾❪ ❞❡✈❡❧♦♣ ♣&♦❣&❡55✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡❧5 ❢♦& ❢❛❜&✐❝ ❝♦♠♣♦5✐$❡5✳ ❚❤❡② ❝♦♥5✐❞❡& $❤❡ ✇♦✈❡♥

❝♦♠♣♦5✐$❡ ❛5 ❛ ❝♦♠❜✐♥❛$✐♦♥ ♦❢ ♣✉&❡ ♠❛$&✐① ♣♦❝❦❡$5 ❛♥❞ 5❡♣❛&❛$❡ ❜✉$ ❧✐♥❦❡❞ ❝♦♥$✐♥✉❛ &❡♣&❡5❡♥$✐♥❣ $❤❡ ✇❛&♣

❛♥❞ ✇❡❢$ ✜❜❡& ❜✉♥❞❧❡5✳ ❈❛❧❝✉❧❛$✐♦♥5 ❛&❡ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ✉5✐♥❣ ❛✈❡&❛❣❡❞ ❝♦♥5$✐$✉❡♥$5 5$&❡55✴5$&❛✐♥ ✜❡❧❞5✳ ❚❤❡②

♥♦$✐❝❡❞ $❤❡ ♠✉❧$✐❝♦♥$✐♥✉✉♠ $❤❡♦&② ❜❡$$❡& ❞❡♣✐❝$5 $❤❡ 5❤❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ✭✇❤❡&❡ ❧❛&❣❡ ❛♠♦✉♥$5 ♦❢ ❞❛♠❛❣❡

✐♥❞✉❝❡ $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛&✐$②✮ $❤❛♥ ❛♥ ✐♥5$❛♥$❛♥❡♦✉5 ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡② 5❤♦✇ ❛❧5♦ $❤❛$ 5✉❝❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✇❡❧❧ ♣&❡❞✐❝$ ✐♥$❡&♠❡❞✐❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✉♥❞❡& $❡♥5✐❧❡ ❧♦❛❞5 ❞✉❡ $♦ ♠❛$&✐① ❝&❛❝❦✐♥❣ ✐♥ $❤❡ ✜❧❧ ❜✉♥❞❧❡5 ❬✶✾✵❪✳

❈♦♥5❡a✉❡♥$❧②✱ ❛ ❝♦♥$✐♥✉♦✉5 ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ 5❝❤❡♠❡ 5❡❡♠5 $♦ ❜❡ ♠♦&❡ ❛♣♣&♦♣&✐❛$❡ $♦ ❞❡♣✐❝$ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡

❡✈♦❧✉$✐♦♥ ✐♥ $❡①$✐❧❡ ❝♦♠♣♦5✐$❡5✳

✷✳✺✳✸ ❉✐&❝✉&&✐♦♥

❋✐♥❛❧❧②✱ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❝♦♠♣❧❡① 5$&✉❝$✉&❡ ♦❢ ❛ ❢❛❜&✐❝ ❝♦♠♣♦5✐$❡ $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ $❤❡✐& ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦& ❛♥❞

❢❛✐❧✉&❡ ✐5 ❛ ♥♦♥✲$&✐✈✐❛❧ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦& ♥✉♠❡&✐❝❛❧ 5$✉❞②✳ ❙❡✈❡&❛❧ ❛♥❛❧②$✐❝ ❛♥❞ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧5 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❣❡♥❡&❛❧❧② ❜❛5❡❞ ♦♥ &❡♣&❡5❡♥$❛$✐✈❡ ✉♥✐$✲❝❡❧❧ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ 5$✐✛♥❡55 ❛♥❞ 5$&❡♥❣$❤ ♦❢ ❛

✷✽



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦6✐$❡✳ ❚❤❡♥✱ 6❡✈❡&❛❧ 6$✉❞✐❡6 ✐♥✈❡6$✐❣❛$❡❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧② $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❡①$✐❧❡ ❝♦♠♣♦6✐$❡6

❛♥❞ $❤❡✐& &❡♣♦&$❡❞ ♦❢$❡♥ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳ ❚❤✐6 ♠❛❝&♦6❝♦♣✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛&✐$② ♠❛② ❜❡

❝❛✉6❡❞ ❜② ♠✐❝&♦✲❝&❛❝❦6 ✐♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♦& ❜❡ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ♣&♦♣❡&$✐❡6 ♦❢ $❤❡ ❝♦♥6$✐$✉❡♥$6✳ ❙♦♠❡ ♠♦❞❡❧6

❜❛6❡❞ ♦♥ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ❧❛✇6 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤✐6 ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ✉♣ $♦ ❢❛✐❧✉&❡✳

❚❤✐6 ✐&&❡✈❡&6✐❜❧❡ ❞❛♠❛❣❡ 6❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦&&❡❧❛$❡❞ $♦ ♣❧❛6$✐❝ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ❜❡❝❛✉6❡ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❝❛♥♥♦$ &❡❝♦✈❡&

✐$6 ♦&✐❣✐♥❛❧ 6$❛$❡ ❛♥②♠♦&❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐$② ♦❢ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡6✱ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥ ♦❢

✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦6✐$❡ ✐6 ❛ ❝♦♥6✐❞❡&❛❜❧❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢&♦♠ $❤❡ ♠✐❝&♦6❝♦♣✐❝ ✉♣ $♦ $❤❡ ♠❛❝&♦6❝♦♣✐❝ 6❝❛❧❡✳

✷✳✻ ■♠♣❛❝( ❜❡❤❛✈✐♦/ ❛♥❞ 2(/❛✐♥ /❛(❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠✲

♣♦2✐(❡2

✷✳✻✳✶ ■♠♣❛❝) ♦♥ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦/✐)❡/

❙❡✈❡&❛❧ ❛✉$❤♦&6 ✐♥✈❡6$✐❣❛$❡❞ $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦6✐$❡6 ✉♥❞❡& ✐♠♣❛❝$ ❧♦❛❞6 ❝♦♥6✐❞❡&✐♥❣ $❤❡ ❡✛❡❝$6

♦❢ $❤❡ $❡①$✐❧❡ 6$&✉❝$✉&❡ ♦& ♦❢ $❤❡ 6$❛❝❦✐♥❣ 6❡B✉❡♥❝❡ ❬✶✾✶✕✶✾✹❪✱ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ $❤✐❝❦♥❡66 ❛♥❞ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$

❡♥❡&❣② ❬✶✾✺❪✳ ■♥ ❬✶✾✻❪✱ $❤❡ ✐♠♣❛❝$ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤❡&♠♦6❡$$✐♥❣ ❛♥❞ $❤❡&♠♦♣❧❛6$✐❝ ❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦6✐$❡6

✐6 ✐♥✈❡6$✐❣❛$❡❞✳ ■$ ❤❛6 ❜❡❡♥ 6❤♦✇♥ $❤❛$ ❡♣♦①② ❝♦♠♣♦6✐$❡6 6✉✛❡& ❢&♦♠ ❧❛&❣❡& ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ $❤❛♥ $❤❡

$❤❡&♠♦♣❧❛6$✐❝ ♠❛$❡&✐❛❧6✳ ■$ ❤❛6 ❛❧6♦ ❜❡❡♥ ♦❜6❡&✈❡❞ $❤❛$ $❤❡ ♣❛&$✐❝✉❧❛& 6$&✉❝$✉&❡ ♦❢ $❡①$✐❧❡ ❝♦♠♣♦6✐$❡6

$❡♥❞6 $♦ ❧✐♠✐$ $❤❡ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥✳ ❉✉❡ $♦ $❤❡ ✜❜❡& ❝&✐♠♣✐♥❣✱ ❛ ❝♦♥6✐❞❡&❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✜❜❡&

❜&❡❛❦❛❣❡ ✐6 ♦❜6❡&✈❡❞ ❛♥❞ $❤❡ ♣❧❛6$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤❡ ♠❛$&✐① ✐♥ &❡6✐♥ &✐❝❤ &❡❣✐♦♥ ❤❛6 ❜❡❡♥ ✐❞❡♥$✐✜❡❞ ❛6 ❛♥

✐♠♣♦&$❛♥$ ❢❛❝$♦& ✐♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦& ✉♥❞❡& ✐♠♣❛❝$✳

■♥ ❬✶✾✼❪✱ $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ✇♦✈❡♥ ❢❛❜&✐❝ ❧❛♠✐♥❛$❡❞ ❝♦♠♣♦6✐$❡ ♣❧❛$❡6 ✉♥❞❡& ❧♦✇✲✈❡❧♦❝✐$② ✐♠♣❛❝$ ❤❛6 ❜❡❡♥

♥✉♠❡&✐❝❛❧❧② ✐♥✈❡6$✐❣❛$❡❞✳ ■$ ❛♣♣❡❛&6 $❤❛$ ♠✉❧$✐♣❧❡ ❝♦♥$❛❝$6 ♦❝❝✉&&❡❞ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦& ❛♥❞ $❤❡ ♣❧❛$❡

❞✉&✐♥❣ $❤❡ ✐♠♣❛❝$ ❡✈❡♥$✳ ❚❤❡♥✱ ✐$ ❤❛6 ❜❡❡♥ ♦❜6❡&✈❡❞✱ $❤❛$ ✇♦✈❡♥ ❢❛❜&✐❝ ❝♦♠♣♦6✐$❡6 ❛&❡ ♠♦&❡ ✐♠♣❛❝$

&❡6✐6$❛♥$ $❤❛♥ $❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ♦& ❝&♦66✲♣❧② ♥♦♥✲❝&✐♠♣ ❢❛❜&✐❝ ❧❛♠✐♥❛$❡6✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐$ 6❡❡♠6 $❤❛$

✐♥✲♣❧❛♥❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✐♥✐$✐❛$❡6 ❛$ $❤❡ $♦♣ ❧❛②❡& ❢♦& ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦6✐$❡6✱ ✇❤❡&❡❛6 ❢❛✐❧✉&❡ 6❤♦✉❧❞ ✐♥✐$✐❛$❡ ❛$ $❤❡

❜♦$$♦♠ ❧❛②❡& ❢♦& $❤❡ ♥♦♥✲❝&✐♠♣ ❢❛❜&✐❝ ❧❛♠✐♥❛$❡6✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡& ✐♠♣❛❝$ &❡6✐6$❛♥❝❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ $♦❧❡&❛♥❝❡ ♦❢

✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦6✐$❡ ❤❛6 ❛❧6♦ ❜❡❡♥ ♣✉$ ✐♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ❬✶✾✽❪✳

❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣&♦❝❡66 ❞✉&✐♥❣ $❤❡ ✐♠♣❛❝$ ♦❢ ❣❧❛66 ✜❜❡&✴❡♣♦①② ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦6✐$❡ ❤❛6 ❜❡❡♥ ✐♥✈❡6$✐❣❛$❡❞

✐♥ ❬✶✾✾❪✳ ■$ ✐6 &❡♣♦&$❡❞ $❤❛$ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ❜❡❣✐♥6 ✇✐$❤ ♠❛$&✐①✳ ❚❤❡♥✱ ❞✉❡ $♦ ❜❡♥❞✐♥❣ ❧♦❛❞6✱ ✜❜❡&

❜&❡❛❦❛❣❡ ❛♣♣❡❛&6 ❛$ $❤❡ ♥♦♥✲✐♠♣❛❝$❡❞ 6✐❞❡ ♦❢ $❤❡ ♣❧❛$❡✱ ✇❤✐❝❤ &❡♣&❡6❡♥$6 $❤❡ ❞❛♠❛❣❡ $❤&❡6❤♦❧❞ ♦❢ $❤❡

♠❛$❡&✐❛❧✳ ❋✐❜❡& ❜&❡❛❦❛❣❡ ❛♥❞ ♠❛$&✐① ❝&❛❝❦✐♥❣ ✐♥❝&❡❛6❡ ✉♥$✐❧ $❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ♣❡&❢♦&❛$✐♦♥✳ ❚❤❡6❡ ❢❛✐❧✉&❡

♠♦❞❡6 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧6♦ &❡♣♦&$❡❞ ✐♥ ❬✷✵✵❪✳

❚❤❡ ✐♥✈❡6$✐❣❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ♥♦♥✲❝&✐♠♣ ❢❛❜&✐❝ ❧❛♠✐♥❛$❡❞ 6$&✉❝$✉&❡6 ✐6 ♥♦$ &❡✈✐❡✇❡❞ ❤❡&❡✳

❋&♦♠ ❛ ❣❡♥❡&❛❧ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐$ 6❡❡♠6 $❤❛$ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦6✐$❡6 ♣&❡6❡♥$ ❛ ❜❡$$❡& ✐♠♣❛❝$ &❡6✐6$❛♥❝❡ ❛♥❞ ❞❛♠✲

❛❣❡ $♦❧❡&❛♥❝❡ $❤❛♥ ♠✉❧$✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ♥♦♥✲❝&✐♠♣ ❢❛❜&✐❝✱ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ♣❛&$✐❝✉❧❛& $❡①$✐❧❡ 6$&✉❝$✉&❡ ❝♦♥$&✐❜✉$✐♥❣

$♦ $❤❡ ❞✉❝$✐❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❛♥❞ $♦ $❤❡ ❧✐♠✐$❛$✐♦♥ ♦❢ ❝&❛❝❦6 ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥✳

✷✳✻✳✷ ❙)2❛✐♥ 2❛)❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②

■♥ ✜❜❡& &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛6$✐❝✱ $❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ $♦ $❤❡ 6$&❛✐♥ &❛$❡ ✐6 ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ $♦ $❤❡ ✈✐6❝♦♣❧❛6$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢

$❤❡ ♠❛$&✐① ♠❛$❡&✐❛❧✳ ❈♦♥6❡B✉❡♥$❧②✱ $❤❡ 6$&❛✐♥✲&❛$❡ 6❡♥6✐$✐✈✐$② ♦❢ ❋❘S ♠❛$❡&✐❛❧6 ✐6 ♠♦&❡ 6✐❣♥✐✜❝❛♥$ ✉♥❞❡&

✷✾



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

♠❛$&✐① ❞♦♠✐♥❛$❡❞ ❧♦❛❞✐♥❣ ❧✐❦❡ ✐♥ :❤❡❛&✳ ❉✉❡ $♦ $❤❡ ❝♦♠♣❧❡① :$&✉❝$✉&❡ ♦❢ $❤❡ ✇♦✈❡♥✱ $&❛♥:✈❡&:❛❧ ❛♥❞ :❤❡❛&

:$&❡::❡: ❛&❡ ❛❧♠♦:$ ❛❧✇❛②: ♣&❡:❡♥$ &❡❣❛&❞❧❡:: ♦❢ $❤❡ ❧♦❛❞ ♣❛$$❡&♥:✳ ❚❤✉:✱ ♠✐&♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ :$&❛✐♥✲&❛$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦:✐$❡:✳ ❆♠✐♥❥✐❦❛&❛✐ ❬✷✵✶❪ ♣&♦♣♦:❡❞ ❛ ✸❉

♠♦❞❡❧ ❢♦& ❋❊▼ :✐♠✉❧❛$✐♦♥: ❜❛:❡❞ ♦♥ ❘✳❯✳❈ ✉:✐♥❣ ❛ ✈✐:❝♦♣❧❛:$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& $♦ ♠♦❞❡❧ $❤❡ &❡:✐♥ ❛♥❞ ❛ :❡$

♦❢ :$&❛✐♥✲❜❛:❡❞ ❝&✐$❡&✐❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐$❤ :$✐✛♥❡:: ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ $♦ ♠♦❞❡❧ $❤❡ ♣&♦❣&❡::✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

❤❛: ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ ✐♥ ❉❨◆❆✸❉ ❛♥❞ ❣♦♦❞ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ✇✐$❤ ❡①♣❡&✐♠❡♥$ ❤❛: ❜❡❡♥ &❡♣♦&$❡❞✳ ■♥ ❬✷✵✷❪

$❤❡ :$&❛✐♥ &❛$❡ :❡♥:✐$✐✈✐$② ♦❢ ❛ P&❡♣&❡❣ ❝❛&❜♦♥✴❡♣♦①② ♣❧❛✐♥ ✇❡❛✈❡ ❝♦♠♣♦:✐$❡ ❤❛: ❜❡❡♥ ✐♥✈❡:$✐❣❛$❡❞✳ ❚❤❡

♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥: :❤♦✇❡❞ $❤❛$ $❤❡ :$&❡♥❣$❤ ♦❢ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦:✐$❡ ✐♥❝&❡❛:❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ :$&❛✐♥ &❛$❡✳ ❚❤❡

✐♥✲♣❧❛♥❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❡♥:✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣&❡::✐♦♥ ❧♦❛❞ ❝❛:❡: ❛ ❧❛✇ :$&❛✐♥ &❛$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❢♦&

❧❛✇ :$&❛✐♥ &❛$❡✳ ❚❤❡♥✱ ❞✉❡ $♦ ✐♥❡&$✐❛ ❡✛❡❝$✱ $❤❡ :$&❛✐♥ &❛$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐♥❝&❡❛:❡❞ ❢♦& :$&❛✐♥ &❛$❡: ❤✐❣❤❡&

$❤❛♥ 100s−1
✳ ■♥ :❤❡❛&✱ $❤❡ :$&❛✐♥ &❛$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐: ♠❛✐♥❧② ❝❛✉:❡❞ ❜② $❤❡ ✈✐:❝♦✲♣❧❛:$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤❡

&❡:✐♥✳ ❆ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ✐♥✈❡:$✐❣❛$✐♦♥ ❜❛:❡❞ ♦♥ $✇♦ &❡♣&❡:❡♥$❛$✐✈❡ ✉♥✐$ ❝❡❧❧: ❤❛: ❜❡❡♥ ❛❧:♦ ❝♦♥❞✉❝$❡❞✳ ❚❤❡

♠❛$&✐① ✐: ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❛:$✐❝✲♣❧❛:$✐❝ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐$❤ :$&❛✐♥ &❛$❡ :❡♥:✐$✐✈✐$②✱ ❛♥❞ $❤❡ ②❛&♥: ❛&❡

♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ♠❡❛♥: ♦❢ ❛♥ ❛♥✐:♦$&♦♣✐❝ ♣❧❛:$✐❝ ❝♦♥:$✐$✉$✐✈❡ &❡❧❛$✐♦♥ ❜❛:❡❞ ♦♥ $❤❡ ❍✐❧❧ ♣❧❛:$✐❝✐$② $❤❡♦&②✳ ❆

❝❧❛::✐❝❛❧ ❘✳❯✳❈ ♦❢ $❤❡ ♣❧❛✐♥ ✇❡❛✈❡ ❝♦♠♣♦:✐$❡ :$&✉❝$✉&❡ ❛♥❞ ❛ :✐♥❣❧❡ ❝❛&❜♦♥ ✜❜❡& ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ $❤❡ &❡:✐♥

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ ❆❇❆◗❯❙✳ ❋❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❤❛: ❜❡❡♥ ✐♥✈❡:$✐❣❛$❡❞ ❜② $❡:$✐♥❣ :❡✈❡&❛❧ ❢❛✐❧✉&❡

:❝❡♥❛&✐♦:✳

■♥ ❬✷✵✸❪ $❤❡ ❝♦♠♣&❡::✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ❣❧❛:: ✜❜❡& ✇♦✈❡♥ ❡♣♦①② ❝♦♠♣♦:✐$❡: ❤❛: ❜❡❡♥ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧②

✐♥✈❡:$✐❣❛$❡❞ ✉:✐♥❣ ❝②❧✐♥❞&✐❝❛❧ :♣❡❝✐♠❡♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞✐❛♠❡$❡& ❛❜♦✉$ ✽♠♠✳ ❆♥ ✐♥❝&❡❛:❡ ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣&❡::✐✈❡

:$&❡♥❣$❤ ✇✐$❤ $❤❡ :$&❛✐♥ &❛$❡ ❤❛: ❜❡❡♥ ♦❜:❡&✈❡❞✱ ❛: ✇❡❧❧ ❛: ❛♥ ✐♥❝&❡❛:❡ ♦❢ $❤❡ :$✐✛♥❡:: ❢♦& ❤✐❣❤ :$&❛✐♥ &❛$❡

❧♦❛❞✐♥❣✳ ❆♥ ❛♥❛❧②$✐❝ ♠♦❞❡❧ ❜❛:❡❞ ♦♥ $❤❡ σ = Aεm ❝♦♥:$✐$✉$✐✈❡ ❡W✉❛$✐♦♥ ❤❛: ❜❡❡♥ ♣&❡:❡♥$❡❞ $♦ ♣&❡❞✐❝$

$❤❡ :$&❛✐♥ &❛$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳ A ❛♥❞ m ❛&❡ :$&❛✐♥ &❛$❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♠❛$❡&✐❛❧

♣❛&❛♠❡$❡&:✱ $❤❛$ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥$✐✜❡❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧②✳ ■♥ ❬✷✵✹❪ $❤❡ :$&❛✐♥ &❛$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ❛ ❣❧❛:: ✜❜❡&

♣❧❛✐♥ ✇❡❛✈❡ ❡♣♦①② ❝♦♠♣♦:✐$❡ ❤❛: ❜❡❡♥ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧② ❛♥❞ ♥✉♠❡&✐❝❛❧❧② ✐♥✈❡:$✐❣❛$❡❞✳ ❙♠♦♦$❤❡❞ $❡♥:✐❧❡

:♣❡❝✐♠❡♥: ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉:❡❞ ✇✐$❤ ❛ ❧♦✇ ✇✐❞$❤ ❛❜♦✉$ ✻♠♠ ✐♥ $❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ $❤❡ :♣❡❝✐♠❡♥✳ ❊①♣❡&✐♠❡♥$:

:❤♦✇ ❛♥ ✐♥❝&❡❛:❡ ♦❢ $❤❡ $❡♥:✐❧❡ :$✐✛♥❡:: ✇✐$❤ $❤❡ :$&❛✐♥ &❛$❡ ✐♥ $❤❡ ✇❛&♣ ❛♥❞ ✇❡❢$ ❞✐&❡❝$✐♦♥:✳ ■♥ :❤❡❛&✱ ❛

✈✐:❝♦♣❧❛:$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ❤❛: ❜❡❡♥ ❝❛♣$✉&❡❞ ❛♥❞ $❤❡ :$✐✛♥❡:: ✐: ❤❡&❡ W✉✐$❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$ ❢&♦♠ $❤❡ :$&❛✐♥ &❛$❡✳

❆♥ ❡❧❛:$✐❝✲✈✐:❝♦♣❧❛:$✐❝ ✇✐$❤ ❛♥✐:♦$&♦♣✐❝ &❛$❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥$ ❤❛&❞❡♥✐♥❣ ❤❛: ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞

✐♥ ❆❇❆◗❯❙ $♦ ❝♦♥❞✉❝$ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ :✐♠✉❧❛$✐♦♥: ♦❢ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ $❡:$: ❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❤❛:

❜❡❡♥ ♦❜$❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡:✉❧$: ♣✉❜❧✐:❤❡❞ ✐♥ ❬✷✵✺❪ :❤♦✇❡❞ ❛❧:♦ ❛♥ ✐♥❝&❡❛:❡ ♦❢ ❜♦$❤ ✐♥✲♣❧❛♥❡

✭✇❛&♣ ❛♥❞ ✇❡❢$✮ ❛♥❞ $❤&♦✉❣❤ $❤❡ $❤✐❝❦♥❡:: $❡♥:✐❧❡ :$&❡♥❣$❤: ✇✐$❤ $❤❡ :$&❛✐♥ &❛$❡ ❢♦& ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❧❛✐♥

✇❡❛✈❡ ❊✲❣❧❛:: ✜❜❡&✴❡♣♦①② ❝♦♠♣♦:✐$❡✳

❈♦♥:$✐$✉$✐✈❡ ♠♦❞❡❧: ✇✐$❤ ♣♦:$ ❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ :❝❤❡♠❡ ❬✷✵✻❪✱ ❜❛:❡❞ ♦♥ ✧✈✐:❝♦✉:✧ ❡❧❛:$♦✲

♣❧❛:$✐❝ ❞❛♠❛❣❡❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧: ❬✷✵✼❪ ♦& ♠♦❞❡❧✐♥❣ $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& :$&❛✐♥ &❛$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥$ ❜❡❤❛✈✐♦& ✉:✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡

❡✈♦❧✉$✐♦♥ ❧❛✇: ❬✷✵✽❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ :$&❛✐♥✲&❛$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦:✐$❡:✳

■♥ ❬✷✵✾❪✱ $❤❡ &❛$❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥$ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✇♦✈❡♥ ❣❧❛:: ✜❜❡& ♣♦❧②♠❡&✐❝ ❝♦♠♣♦:✐$❡ ❤❛:

❜❡❡♥ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧② ✐♥✈❡:$✐❣❛$❡❞✳ ❆ $❤&❡❡✲♣❛&❛♠❡$❡& ✈✐:❝♦♣❧❛:$✐❝✐$② ♠♦❞❡❧ ❤❛: ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ $♦ ♣&❡✲

❞✐❝$ ♥✉♠❡&✐❝❛❧❧② $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& &❛$❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥$ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ❜♦$❤ ♠❛$❡&✐❛❧: ❛♥❞ ❛ :✐♥❣❧❡ &❛$❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥$

♣❛&❛♠❡$❡& ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥ ❤❛: ❜❡❡♥ ♣&❡:❡♥$❡❞ ❢♦& $❤❡ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦:✐$❡✳

■♥ ❬✷✶✵❪ ❩❤❡♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛& :$&❛✐♥ &❛$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥$ ♠♦❞❡❧ ❢♦& ❋❘P ♠❛$❡&✐❛❧:✳ ■$ ✐: ❜❛:❡❞

♦♥ $❤❡ ●♦❧❞❜❡&❣✬: ♠♦❞❡❧ ❛❞❞✐♥❣ ❛ :$&❛✐♥ &❛$❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❢♦& $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ❡❧❛:$✐❝ ♠♦❞✉❧✉: ❛♥❞ ❛ ❞❛♠❛❣❡

✸✵



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

❞❡✜♥✐$✐♦♥ $♦ ✐♠♣&♦✈❡ $❤❡ ✉♥❧♦❛❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦& ✐♥ $❤❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥;✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐; ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ ✐♥ $❤❡ ❡①♣❧✐❝✐$

❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ ▲❙✲❉❨◆❆ ❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ✭♠❛✐♥❧② ❜❛;❡❞ ♦♥ ;✐♥❣❧❡ ;❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$ ♠♦❞❡❧;✮ ✇✐$❤

❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡;✉❧$; ♦♥ ;❡✈❡&❛❧ ❦✐♥❞; ♦❢ ❝♦♠♣♦;✐$❡; ✐; ♦❜$❛✐♥❡❞✳

✷✳✼ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣♦/✐0❡ ♠❛0❡2✐❛❧/ ✉/✐♥❣ 0❤❡ ❝2❛/❤✲/♦❧✈❡2 ▲❙✲

❉❨◆❆

✷✳✼✳✶ ❊①♣❧✐❝✐* *✐♠❡ ✐♥*❡❣/❛*✐♦♥

❚❤❡ ✜♥✐$❡ ❡❧❡♠❡♥$ ;♦❧✈❡& ▲❙✲❉❨◆❆ ♦✛❡&; ❜♦$❤ ❡①♣❧✐❝✐$ ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐$ $✐♠❡ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ;❝❤❡♠❡;✳ ❊①♣❧✐❝✐$

;❝❤❡♠❡; ❛;;❡;; $❤❡ ❡G✉❛$✐♦♥ ♦❢ ♠♦$✐♦♥ ❛$ $❤❡ ♦❧❞ $✐♠❡ ;$❡♣ tn✱ ✇❤❡&❡❛; ✐♠♣❧✐❝✐$ ♠❡$❤♦❞; ✉;❡ $❤❡ ❡G✉❛$✐♦♥

♦❢ ♠♦$✐♦♥ ❛$ $❤❡ ♥❡✇ $✐♠❡ ;$❡♣ tn+1✳ ❋♦& ❝&❛;❤ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥; ❛♥❞ ❢♦& $❤❡ ;✐♠✉❧❛$✐♦♥; ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ❛♥❞

♣&❡;❡♥$❡❞ ✐♥ $❤✐; ;$✉❞②✱ $❤❡ ❡①♣❧✐❝✐$ $✐♠❡ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ❤❛; ❜❡❡♥ ✉;❡❞✳ ❚❤❡ ♥❡①$ ;❡❝$✐♦♥; ❣✐✈❡ ;♦♠❡ ❞❡$❛✐❧;

❛❜♦✉$ $❤❡ ❡①♣❧✐❝✐$ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥✱ $❤❡ ❣♦✈❡&♥✐♥❣ ❡G✉❛$✐♦♥; ❛♥❞ $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ;$❡♣; ♦❢ $❤❡ &❡;♦❧✉$✐♦♥ ♠❡$❤♦❞

✉;❡❞ ❜② $❤❡ ;♦❧✈❡& ▲❙✲❉❨◆❆✳

✷✳✼✳✶✳✶ ❊%✉❛(✐♦♥ ♦❢ ♠♦(✐♦♥

❈♦♥;✐❞❡&✐♥❣ $❤❡ ;✐♥❣❧❡ ❞❡❣&❡❡ ♦❢ ❢&❡❡❞♦♠ ;②;$❡♠ ♣&❡;❡♥$❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇&✐$❡ ❬✷✶✶✕✷✶✹❪✿

F int + Fi + Fd = F ext(t) ✭✷✳✹✮

✇❤❡&❡

F int = ku

Fd = cu̇ = cdu
dt

Fi = mü = md2u
dt2

✭✷✳✺✮

u✱ k ❛♥❞ c ❛&❡ &❡;♣❡❝$✐✈❡❧② $❤❡ ❞✐;♣❧❛❝❡♠❡♥$✱ $❤❡ ;$✐✛♥❡;; ❛♥❞ $❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥$; ♦❢ $❤❡ ;②;$❡♠✳

u̇ ❛♥❞ ü ❛&❡ &❡;♣❡❝$✐✈❡❧② $❤❡ ✈❡❧♦❝✐$② ❛♥❞ $❤❡ ❛❝❝❡❧❡&❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ;②;$❡♠✳ ❈♦♥;❡G✉❡♥$❧②✱ $❤❡ ❡G✉❛$✐♦♥ ♦❢

♠♦$✐♦♥ ♦❢ $❤✐; ;✐♥❣❧❡ ❞❡❣&❡❡ ♦❢ ❢&❡❡❞♦♠ ;②;$❡♠ ✐; ❣✐✈❡♥ ❜②✿

mü+ cu̇+ ku = F ext(t) ✭✷✳✻✮

❋♦& ❛♥ ❛&❜✐$&❛&② ❞❡❣&❡❡ ♦❢ ❢&❡❡❞♦♠ ;②;$❡♠✱ $❤❡ ❡G✉❛$✐♦♥ ♦❢ ♠♦$✐♦♥ ✇&✐$$❡♥ ✐♥ ❛ ♠❛$&✐① ❢♦&♠ ❛$ $❤❡ ❝②❝❧❡

♥✉♠❜❡& n ❛♥❞ ❛$ $✐♠❡ ♣♦;✐$✐♦♥ tn ✐; ❡①♣&❡;;❡❞ ❜②✿

M {ü}n + C {u̇}n +K {u}n =
{

F ext
}

n
✭✷✳✼✮

✇❤❡&❡ M ✱ C ❛♥❞ K ❛&❡ $❤❡ ♠❛;;✱ ❞❛♠♣✐♥❣ ❛♥❞ ;$✐✛♥❡;; ♠❛$&✐① &❡;♣❡❝$✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ {F ext}n ✐; $❤❡ ✈❡❝$♦&
♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡①$❡&♥❛❧ ❢♦&❝❡;✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥❡❣❧❡❝$✐♥❣ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦& ;❤♦&$ ❞✉&❛$✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝ ♣&♦❜❧❡♠

❛♥❞ &❡♣❧❛❝✐♥❣ $❤❡ K {u}n ✇✐$❤ $❤❡ ❡G✉✐✈❛❧❡♥$ ✐♥$❡&♥❛❧ ♥♦❞❛❧ ❢♦&❝❡ ✈❡❝$♦&
{

F int
}

n
✱ ✇❡ ♦❜$❛✐♥ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❡G✉❛$✐♦♥ ♦❢ ♠♦$✐♦♥✿

M {ü}n =
{

F ext
}

n
−

{

F int
}

n
✭✷✳✽✮

✸✶



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

k

c

m
F ext(t)

u(t)

F ext(t)
m

Fi inertial force

F int elastic force

Fd damping force

❋✐❣✉&❡ ✷✳✸✿ ❙✐♥❣❧❡ ❞❡❣&❡❡ ♦❢ ❢&❡❡❞♦♠ ❞②♥❛♠✐❝ =②=$❡♠

✷✳✼✳✶✳✷ ❈❡♥'(❛❧ ❞✐✛❡(❡♥❝❡ ♠❡'❤♦❞

❚❤❡ ❝❡♥$&❛❧ ❞✐✛❡&❡♥❝❡ ♠❡$❤♦❞ ✐= ✉=❡❞ ✐♥ ▲❙✲❉❨◆❆ $♦ =♦❧✈❡ $❤❡ ❡C✉❛$✐♦♥ ♦❢ ♠♦$✐♦♥ ✭=❡❡ ❊C✳ ✷✳✽✮ ❛$ ❡❛❝❤

$✐♠❡ =$❡♣✳ ❘❡❢❡&&✐♥❣ $♦ $❤❡ ❧❡❢$ =✐❞❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✹ ❬✷✶✷✱✷✶✹❪✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇&✐$❡✿

u̇n =
1

2∆t
(un+1 − un−1) ✭✷✳✾✮

ün =
1

∆t

(

u̇n+ 1

2

− u̇n− 1

2

)

=
1

(∆t)
2 (un+1 − 2un + un−1) ✭✷✳✶✵✮

Mün + Cu̇n +Kun = F ext
n ✭✷✳✶✶✮

❯=✐♥❣ ❊C✳ ✷✳✾ ❛♥❞ ❊C✳ ✷✳✶✵ ✐♥ $❤❡ ❊C✳ ✷✳✶✶ ✐$ ❧❡❛❞= $♦✿

(M +
1

2
C∆t)un+1 = ∆t2F ext

n − (∆t2K − 2M)un − (M − ∆t

2
C)un−1 ✭✷✳✶✷✮

✇❤❡&❡ ▼✱ ❈✱ ❛♥❞ ❑ ❛&❡ &❡=♣❡❝$✐✈❡❧② $❤❡ ♠❛==✱ ❞❛♠♣✐♥❣ ❛♥❞ =$✐✛♥❡==✳ un+1 ✐= $❤❡ ✉♥✐C✉❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✐=

&❡❧❛$✐✈❡❧② ❡❛=② $♦ ❞❡$❡&♠✐♥❡✳ ■♥ ♦&❞❡& $♦ =$❛&$ $❤❡ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥✐$✐❛❧✐③❛$✐♦♥ ✐= ✉=❡❞✿

u−1 = u0 −∆tu̇0 +
∆t2

2
ü0 ✭✷✳✶✸✮

✇✐$❤ u0✱ u̇0 ❛♥❞ ü0 ❜❡✐♥❣ &❡=♣❡❝$✐✈❡❧② $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ❞✐=♣❧❛❝❡♠❡♥$✱ ✈❡❧♦❝✐$② ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡&❛$✐♦♥✳

u

t

x

t

❋✐❣✉&❡ ✷✳✹✿ ❈❡♥$&❛❧ ❞✐✛❡&❡♥❝❡ ♠❡$❤♦❞ ✭❧❡❢$✮ ❛♥❞ $✐♠❡ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ✉=❡❞ ✐♥ ▲❙✲❉❨◆❆ ✭&✐❣❤$✮

✸✷



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

✷✳✼✳✶✳✸ ❚✐♠❡ ✐♥*❡❣,❛*✐♦♥ ✐♥ ▲❙✲❉❨◆❆

❚❤❡ $✐♠❡ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ✐♥ ▲❙✲❉❨◆❆ ✐: ❜❛:❡❞ ♦♥ $❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❛❝❝❡❧❡&❛$✐♦♥: ❛♥❞ ❞✐:♣❧❛❝❡♠❡♥$:

❛$ tn+1✱ ✇❤❡&❡❛: $❤❡ ✈❡❧♦❝✐$✐❡: ❛&❡ ❞❡$❡&♠✐♥❡❞ ❛$ tn+ 1

2

✳ ❚♦ &❡♣&❡:❡♥$ $❤❡ ❞✐:❝&❡$✐③❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣❧❡$❡

❣❡♦♠❡$&② $❤❡ ❞✐:♣❧❛❝❡♠❡♥$: u ❛&❡ &❡♣❧❛❝❡❞ ❜② $❤❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ x✳ ❘❡❢❡&&✐♥❣ $♦ $❤❡ &✐❣❤$ :✐❞❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✹ ❬✷✶✹❪✱

✇❡ ❝❛♥ ✇&✐$❡✿

ẋn+ 1

2

=
1

∆tn+ 1

2

(xn+1 − xn) ✭✷✳✶✹✮

ẍn =
1

∆tn

(

ẋn+ 1

2

− ẋn− 1

2

)

✭✷✳✶✺✮

❋&♦♠ ❊M✳ ✷✳✶✺ ✇❡ ♦❜$❛✐♥✿

ẋn+ 1

2

= ẋn− 1

2

+∆tnẍn ✭✷✳✶✻✮

■$ ✐: ❛::✉♠❡❞ $❤❛$ $❤❡ ❛❝❝❡❧❡&❛$✐♦♥ ẍn ✐: ❣✐✈❡♥ ❜② ✭:❡❡ ❊M✳ ✷✳✼✮✿

ẍn = M−1
(

F ext
n − F int

n − Cẋn− 1

2

)

✭✷✳✶✼✮

❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡ ♥❡✇ ❞✐:♣❧❛❝❡♠❡♥$ ✐: ❣✐✈❡♥ ❜②✿

xn+1 = xn +∆tn+ 1

2

ẋn+ 1

2

✭✷✳✶✽✮

✇✐$❤

∆tn+ 1

2

=
1

2
(∆tn +∆tn+1) ✭✷✳✶✾✮

❚❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ❝♦♥❞✐$✐♦♥: ❛&❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

x0 = x̄0 + ustat

ẋ0 = 1
2

(

ẋ
−

1

2

+ ẋ 1

2

)

ẍ0 = M−1
(

F ext
0 + F ext

stat − F int
0 (ustat)− Cẋ0

)

ẋ 1

2

= ẋ0 +
1
2∆t0ẍ0

F ext
stat = F int

0 (ustat)

✭✷✳✷✵✮

✇❤❡&❡ x̄0 &❡♣&❡:❡♥$: $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ❣❡♦♠❡$&②✱ ustat $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ❞✐:♣❧❛❝❡♠❡♥$: ❢&♦♠ :$❛$✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣✱ F int
0 $❤❡

✐♥$❡&♥❛❧ ❢♦&❝❡: ❢&♦♠ ✐♥✐$✐❛❧ :$&❛✐♥:✱ F ext
stat $❤❡ ❡①$❡&♥❛❧ ❢♦&❝❡: ❢&♦♠ :$❛$✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ F ext

0 $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧

❡①$❡&♥❛❧ ❢♦&❝❡: ♦♥ $❤❡ :②:$❡♠ ❬✷✶✹❪✳

❚❤❡ ♠❛:: ♠❛$&✐① M ✐: ❣❡♥❡&❛❧❧② ♥♦$ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❈♦♥:❡M✉❡♥$❧②✱ ✐$: ✐♥✈❡&:✐♦♥ ✐: ❧✐❦❡❧② $♦ ❜❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥$

❛♥❞ ❛ :♦✉&❝❡ ♦❢ ✐♥:$❛❜✐❧✐$②✱ ✇❤❡&❡❛: ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛$&✐① ❞♦❡: ♥♦$ ♥❡❡❞ $♦ ❜❡ ✐♥✈❡&$❡❞✳ ❚❤❡ ▲❙✲❉❨◆❆

❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ✐: ❜❛:❡❞ ♦♥ ❧✉♠♣❡❞ ♠❛::❡:✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥:✐:$: ✐♥ ❛❞❞✐♥❣ $❤❡ ♥♦♥✲❞✐❛❣♦♥❛❧ $❡&♠: ♦❢ ❛ &♦✇ $♦ $❤❡

❝♦&&❡:♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐❛❣♦♥❛❧ $❡&♠: ♦❢ $❤❡ ♠❛:: ♠❛$&✐① ✐♥ ♦&❞❡& $♦ ♦❜$❛✐♥ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛:: ♠❛$&✐① ❬✷✶✵✱✷✶✶❪✳

✷✳✼✳✶✳✹ ❉❡*❡,♠✐♥❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ *✐♠❡ 9*❡♣

❆ ❧❛&❣❡ $✐♠❡ :$❡♣ ❝❛♥ ❧❡❛❞ $♦ ✉♥:$❛❜❧❡ :♦❧✉$✐♦♥:✱ ✇❤❡&❡❛: ❛ :♠❛❧❧ $✐♠❡ :$❡♣ ♠❛❦❡: $❤❡ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥

✐♥❡✣❝✐❡♥$✳ ❈♦♥:❡M✉❡♥$❧②✱ $❤❡ $✐♠❡ :$❡♣ ❤❛: $♦ ❜❡ ❛: ❧❛&❣❡ ❛: ♣♦::✐❜❧❡ ❜✉$ ❛❧:♦ ❛: :♠❛❧❧ ❛: &❡M✉✐&❡❞✳ ■♥

$❤✐: ❝♦♥$❡①$✱ ❛ ❝&✐$✐❝❛❧ $✐♠❡ :$❡♣ ✐: ❞❡✜♥❡❞ ❛: $❤❡ :♠❛❧❧❡:$ $✐♠❡ :$❡♣ :✉❝❤ ❛: ❢♦& ❡❛❝❤ $✐♠❡ :$❡♣✱ ❛ :$&❡::

✇❛✈❡ ❞♦❡: ♥♦$ ❣♦ $❤&♦✉❣❤ ♠♦&❡ $❤❛♥ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥$✳ ❚❤❡ ❝&✐$✐❝❛❧ $✐♠❡ :$❡♣ ∆tcritical ✐: ❜❛:❡❞ ♦♥ $❤❡ ❤✐❣❤❡:$

♥❛$✉&❛❧ ❢&❡M✉❡♥❝② ωmax ♦❢ $❤❡ :②:$❡♠ ❛♥❞ ✐$ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭❢♦& ♥♦♥✲❞❛♠♣❡❞ ❡M✉❛$✐♦♥ ♦❢ ♠♦$✐♦♥✮✿

∆t 6
2

ωmax

= ∆tcritical ✭✷✳✷✶✮

✸✸



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

■$ ❝❛♥ ❜❡ 7❤♦✇♥ $❤❛$ ωmax ❞❡♣❡♥❞7 ♦♥ $❤❡ ✇❛✈❡ ♦& 7♦✉♥❞ 7♣❡❡❞ cs ❛♥❞ ♦♥ $❤❡ ❝❤❛&❛❝$❡&✐7$✐❝ ❧❡♥❣$❤ ♦❢

$❤❡ ❡❧❡♠❡♥$ lc✱ ❛7 ❡①♣&❡77❡❞ ❜②✿

ωmax = 2
cs
lc

✭✷✳✷✷✮

❈♦♥7❡B✉❡♥$❧② $❤❡ ❝&✐$✐❝❛❧ $✐♠❡ 7$❡♣ ✐7 ❣✐✈❡♥ ❜② ✭❈♦✉&❛♥$✲❋&✐❡❞&✐❝❤7✲▲❡✈② ❝&✐$❡&✐♦♥✮✿

∆tcritical =
lc
cs

✭✷✳✷✸✮

❋♦& ❛ 7❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$✱ $❤❡ ❝❤❛&❛❝$❡&✐7$✐❝ ❧❡♥❣$❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭ϕ = 0 ❢♦& ✹✲♥♦❞❡ 7❤❡❧❧7✱ ϕ = 1 ❢♦& ✸✲♥♦❞❡

7❤❡❧❧7 ❛♥❞ l1, l2, l3, l4 ❜❡✐♥❣ $❤❡ ❢♦✉& 7✐❞❡ ❧❡♥❣$❤7 ♦❢ ❛ 7B✉❛&❡ 7❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$✮✿

lshellc =
(1 + ϕ)A

max (l1, l2, l3, (1− ϕ) l4)
✭✷✳✷✹✮

❋♦& 7♦❧✐❞ ❡❧❡♠❡♥$✱ $❤❡ ❝❤❛&❛❝$❡&✐7$✐❝ ❧❡♥❣$❤ ✐7 ❡①♣&❡77❡❞ ❜②✿

lsolidc =
V olume

Maximal Area
✭✷✳✷✺✮

❚❤❡ ✇❛✈❡ 7♣❡❡❞ ✐♥ ❛ 7❤❡❧❧ cshell ❛♥❞ ✐♥ ❛ 7♦❧✐❞ csolid ✐7 ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

cshell =

√

E

(1− ν2) ρ
✭✷✳✷✻✮

csolid =

√

E (1− ν)

(1 + ν) (1− 2ν) ρ
✭✷✳✷✼✮

✇❤❡&❡ E✱ ν ❛♥❞ ρ ❛&❡ &❡7♣❡❝$✐✈❡❧② $❤❡ ❨♦✉♥❣✬7 ♠♦❞✉❧✉7✱ $❤❡ M♦✐77♦♥✬ &❛$✐♦ ❛♥❞ $❤❡ ❞❡♥7✐$② ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳

❋♦& 7$❛❜✐❧✐$② &❡❛7♦♥✱ $❤❡ $✐♠❡ 7$❡♣ ✐7 ♣❡& ❞❡❢❛✉❧$ 7❡$ $♦ ✾✵✪ ♦❢ $❤❡ ❝&✐$✐❝❛❧ $✐♠❡ 7$❡♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐7 ❡①♣&❡77❡❞

❜②✿

∆t = 0.9∆tcritical ✭✷✳✷✽✮

❚❤✐7 7$✉❞② ✐7 ❜❛7❡❞ ♦♥ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ &❡❢❡&❡♥❝❡7 ❬✷✶✹✱✷✶✺❪

✷✳✼✳✶✳✺ ●♦✈❡)♥✐♥❣ ❡-✉❛0✐♦♥1

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 7$✉❞② ✐7 ✐♥7♣✐&❡❞ ❢&♦♠ ❬✷✶✵✱✷✶✶❪✳ ❲❡ ❛&❡ ✐♥$❡&❡7$❡❞ ❤❡&❡ ❜② $❤❡ $✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥$ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥

♦❢ $❤❡ ✸❉ ❜♦❞② ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✈♦❧✉♠❡ V ❛♥❞ ❛ 7✉&❢❛❝❡ S✱ ❛7 ♣&❡7❡♥$❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺✳ ❆ ♣♦✐♥$ B ♦❢ $❤✐7 ❜♦❞②

✐♥✐$✐❛❧❧② ❛$ Xj (j = 1, 2, 3) ✐♥ ❛ ✜①❡❞ &❡❝$❛♥❣✉❧❛& ❈❛&$❡7✐❛♥ ❝♦♦&❞✐♥❛$❡ 7②7$❡♠ ♠♦✈❡7 $♦ $❤❡ ♣♦7✐$✐♦♥ xi

(i = 1, 2, 3)✳ ❆ ▲❛❣&❛♥❣✐❛♥ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ✐7 ✉7❡❞ ❤❡&❡ ❛♥❞ ❢♦& $❤❡ 7✐♠✉❧❛$✐♦♥ ✉7✐♥❣ ▲❙✲❉❨◆❆✳ ■$ ♠❡❛♥7

$❤❛$ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✐7 ✜①❡❞ $♦ $❤❡ ✜♥✐$❡ ❡❧❡♠❡♥$ ♠❡7❤ ❛♥❞ $❤❡ ♠❡7❤ ❞❡❢♦&♠7 ❛♥❞ ♠♦✈❡7 ✇✐$❤ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳

❈♦♥7❡B✉❡♥$❧②✱ $❤❡ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❜♦❞② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣&❡77❡❞ ✐♥ $❡&♠7 ♦❢ $❤❡ ❝♦♦&❞✐♥❛$❡7 Xj ❛♥❞ $❤❡ $✐♠❡

t✿

xi = xi (Xj , t) ✭✷✳✷✾✮

❚❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ❝♦♥❞✐$✐♦♥7 ❛$ $✐♠❡ t = 0 ❛&❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

xi (Xj , 0) = Xj ✭✷✳✸✵✮

❙✐♠✐❧❛& ✐♥✐$✐❛❧ ❝♦♥❞✐$✐♦♥7 ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦& $❤❡ ✈❡❧♦❝✐$② ❛♥❞ $❤❡ ❛❝❝❡❧❡&❛$✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐7 $♦ ✜♥❞ ❛ 7♦❧✉$✐♦♥

$♦ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦♠❡♥$✉♠ ❡B✉❛$✐♦♥✿

σij,j + ρfi = ρẍi ✭✷✳✸✶✮

✸✹



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

✇❤❡&❡ σij ✐3 $❤❡ ❈❛✉❝❤②✬ 3$&❡33 $❡♥3♦&✱ ρ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡♥3✐$②✱ fi $❤❡ ❜♦❞② ❡①$❡&♥❛❧ ❢♦&❝❡ ♦✈❡& $❤❡ ✈♦❧✉♠❡

❛♥❞ ẍi $❤❡ ❛❝❝❡❧❡&❛$✐♦♥✳ ❊?✳ ✷✳✸✶ ❤❛3 $♦ 3❛$✐3❢② $❤❡ $&❛❝$✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛&② ❝♦♥❞✐$✐♦♥3 ♦♥ $❤❡ 3✉&❢❛❝❡ St ✇✐$❤

nj $❤❡ ♥♦&♠❛❧ ❞✐&❡❝$✐♦♥ $♦ $❤❡ 3✉&❢❛❝❡

σij,jnj = ti(t) ✭✷✳✸✷✮

❛♥❞ $❤❡ ❞✐3♣❧❛❝❡♠❡♥$ ❜♦✉♥❞❛&② ❝♦♥❞✐$✐♦♥3 ♦✈❡& $❤❡ 3✉&❢❛❝❡ Sd

xi (Xj , t) = di(t) ✭✷✳✸✸✮

✇❤❡&❡ ti(t) ❛&❡ $❤❡ $&❛❝$✐♦♥ ❢♦&❝❡3 ♦♥ $❤❡ 3✉&❢❛❝❡ St ❛♥❞ di(t) ❛&❡ $❤❡ ❞✐3♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♣&❡3❝&✐❜❡❞ ♦✈❡& $❤❡

3✉&❢❛❝❡ Sd ♦❢ $❤❡ ❜♦❞②✳

X3

X2

X1

t=0

n

B(X1,X2,X3)

B(x1,x2,x3)

St

ti

Sd

di

S V
fi

❋✐❣✉&❡ ✷✳✺✿ ❚✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥$ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ♦❢ ❛ ✸❉ ❜♦❞② ✐♥ ❛ ❈❛&$❡3✐❛♥ 3♣❛❝❡ ❛♥❞ $❤❡ ▲❛❣&❛♥❣✐❛♥ ❢♦&♠✉✲

❧❛$✐♦♥✳

❚❤❡3❡ ❡?✉❛$✐♦♥3 ❤❛✈❡ $♦ ❜❡ 3❛$✐3✜❡❞ ❛$ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥$ ✐♥ $❤❡ ❜♦❞② ♦& ✐♥ ✐$3 3✉&❢❛❝❡✳ ❈♦♥3❡?✉❡♥$❧②✱ $❤❡

❡?✉❛$✐♦♥3 ❤❛✈❡ $♦ ❜❡ ✐♥$❡❣&❛$❡❞ ♦♥ $❤❡ ✈♦❧✉♠❡ V ♦❢ $❤❡ ❜♦❞②✳ ❆ ✈✐&$✉❛❧ ❞✐3♣❧❛❝❡♠❡♥$ δxi 3❛$✐3❢②✐♥❣ $❤❡

❞✐3♣❧❛❝❡♠❡♥$ ❜♦✉♥❞❛&② ❝♦♥❞✐$✐♦♥3 ♦♥ Sd ✐3 ✐♥$&♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❊?✳ ✷✳✸✶ ♦♥ $❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐3

❡①♣&❡33❡❞ ❜②✿

∫

V

(ρẍi − ρfi − σij,j) δxidV = 0 ✭✷✳✸✹✮

❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛❧❧ $❤❡ $❡&♠3 ♦❢ $❤❡ ✐♥$❡❣&❛❧ ✐$ ❧❡❛❞3 $♦✿

∫

V

ρẍiδxidV −
∫

V

ρfiδxidV −
∫

V

σij,jδxidV = 0 ✭✷✳✸✺✮

◆♦$✐♥❣ $❤❛$

σij,jδxi = (σijδxi),j − σijδxi,j ✭✷✳✸✻✮

❛♥❞ &❡♣❧❛❝✐♥❣ $❤✐3 ❡①♣&❡33✐♦♥ ✐♥ ❊?✳ ✷✳✸✺ ✐$ ❝♦♠❡3✿

∫

V

ρẍiδxidV −
∫

V

ρfiδxidV −
∫

V

(σijδxi),j dV +

∫

V

σijδxi,jdV = 0 ✭✷✳✸✼✮

✸✺



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

❆♣♣❧②✐♥❣ $❤❡ $❤❡♦&❡♠ ♦❢ ❞✐✈❡&❣❡♥❝❡

∫

V

(σijδxi),j dV =

∫

St

σijnjδxidS ✭✷✳✸✽✮

❛♥❞ ✉>✐♥❣ ❊@✳ ✷✳✸✷

∫

St

σijnjδxidS =

∫

St

tiδxidS ✭✷✳✸✾✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐$ ❧❡❛❞> $♦ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡@✉✐❧✐❜&✐✉♠ ❡@✉❛$✐♦♥ ✭>$❛$❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ♣&✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✈✐&$✉❛❧ ✇♦&❦✮✿

δΦ =

∫

V

ρẍiδxidV −
∫

V

ρfiδxidV −
∫

S

tiδxidS +

∫

V

σijδxi,jdV = 0 ✭✷✳✹✵✮

✷✳✼✳✶✳✻ ❆♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ +♦ +❤❡ 0♣❛+✐❛❧ ❞✐0❝2❡+✐③❛+✐♦♥

❚♦ ❝♦♥❞✉❝$ ✜♥✐$❡ ❡❧❡♠❡♥$ >✐♠✉❧❛$✐♦♥>✱ $❤❡ ♣&❡✈✐♦✉> ❡@✉✐❧✐❜&✐✉♠ ❡@✉❛$✐♦♥ ❤❛> $♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ >♣❛$✐❛❧

❞✐>❝&❡$✐③❛$✐♦♥ ❬✷✶✵✱ ✷✶✶❪✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ $❤❛$✱ ✇❡ >✉♣❡&✐♠♣♦>❡ ❛ ♠❡>❤ ♦❢ ✜♥✐$❡ ❡❧❡♠❡♥$> ✐♥$❡&❝♦♥♥❡❝$❡❞ ❛$

♥♦❞❛❧ ♣♦✐♥$>✳ ❙✉♠♠✐♥❣ $❤❡ ❊@✳ ✷✳✹✵ ♦✈❡& $❤❡ n ❡❧❡♠❡♥$> ❝♦♥>$✐$✉$✐♥❣ $❤❡ ♠❡>❤✱ δΦ ✐> ❛♣♣&♦①✐♠❛$❡❞

✇✐$❤✿

δΦ =

n

∑

m=1

δΦm = 0 ✭✷✳✹✶✮

❚❤❡ ❡@✉✐❧✐❜&✐✉♠ ❡@✉❛$✐♦♥ ❝❛♥ $❤❡♥ ❜❡ ❡①♣&❡>>❡❞ ❜②✿

n

∑

m=1





∫

Vm

ρẍiδxidVm −
∫

Vm

ρfiδxidVm −
∫

Stm

tiδxidSm +

∫

Vm

σijδxi,jdVm



 = 0 ✭✷✳✹✷✮

✇✐$❤ Vm $❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥$ ❛♥❞ Stm $❤❡ >✉&❢❛❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥$✱ ✇❤❡&❡ ❛❝$ $❤❡ $&❛❝$✐♦♥ ❢♦&❝❡>✳

❚❤❡♥✱ >❤❛♣❡ ❢✉♥❝$✐♦♥> ❛&❡ ✐♥$&♦❞✉❝❡❞ $♦ ❧✐♥❦ $❤❡ ❞✐>♣❧❛❝❡♠❡♥$> ❛$ ✐♥♥❡& ♣♦✐♥$> ✐♥ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$> ✭♣♦✐♥$>

♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥✮ $♦ $❤❡ ❞✐>♣❧❛❝❡♠❡♥$> ❛$ ♥♦❞❛❧ ♣♦✐♥$>✳ ■$ ✐> ❡①♣&❡>>❡❞ ❜②✿

δxi =

q

∑

k=1

Nk(ξ, η, ζ)δxki ✭✷✳✹✸✮

✇❤❡&❡ δxi ❛&❡ $❤❡ ❞✐>♣❧❛❝❡♠❡♥$> ✐♥ $❤❡ ❞✐&❡❝$✐♦♥ i ❛$ ❛ ♣♦✐♥$ ✐♥>✐❞❡ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$✱ q ✐> $❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ♥♦❞❛❧

♣♦✐♥$> ❞❡✜♥✐♥❣ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$✱ Nk ✐> $❤❡ >❤❛♣❡ ❢✉♥❝$✐♦♥ ❛$ $❤❡ ♥♦❞❡ k ✐♥ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ (ξ, η, ζ) ♣❛&❛♠❡$&✐❝

❝♦♦&❞✐♥❛$❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥$ ❛♥❞ δxki ❛&❡ $❤❡ ❞✐>♣❧❛❝❡♠❡♥$> ❛$ $❤❡ k$❤ ♥♦❞❡ ✐♥ $❤❡ ❞✐&❡❝$✐♦♥ i✳ ■♥ ❛ >✐♠✐❧❛&

♠❛♥♥❡&✱ $❤❡ ❡①♣&❡>>✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ❝♦♦&❞✐♥❛$❡> xi✱ ✈❡❧♦❝✐$✐❡>✱ ẋi ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡&❛$✐♦♥ ẍi ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣&❡>>❡❞ ❜②✿

xi =

q

∑

k=1

Nk(ξ, η, ζ)xki ✭✷✳✹✹✮

ẋi =

q

∑

k=1

Nk(ξ, η, ζ)ẋki ✭✷✳✹✺✮

ẍi =

q

∑

k=1

Nk(ξ, η, ζ)ẍki ✭✷✳✹✻✮

❯>✐♥❣ ❊@✳ ✷✳✹✸ ❛♥❞ ❊@✳ ✷✳✹✻ ✐♥❞ $❤❡ ❊@✳ ✷✳✹✷ ✇❡ ♦❜$❛✐♥✿

n

∑

m=1





∫

Vm

ρ
(

Nm
p ẍpi

)

(Nm
k δxm

ki) dVm −
∫

Vm

ρfi (N
m
k δxm

ki) dVm



−

n

∑

m=1





∫

Stm

ti (N
m
k δxm

ki) dSm +

∫

Vm

σij

(

Nm
k,jδx

m
ki

)

dVm



 = 0 ✭✷✳✹✼✮

✸✻



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

✇❤❡&❡ Nm
k = (N1, N2, ..., Nk)

m
✳ ❘❡❛&&❛♥❣✐♥❣ $❤❡ ♣&❡✈✐♦✉6 ❡7✉❛$✐♦♥ ❛♥❞ ✇&✐$✐♥❣ ✐$ ✐♥ ❛ ♠❛$&✐① ❢♦&♠✱ ✐$

❧❡❛❞6 $♦✿

n

∑

m=1





∫

Vm

ρNpNkẍpidVm



 =

n

∑

m=1

∫

Vm

ρfiNkdVm +

n

∑

m=1

∫

Stm

tiNkdSm −
∫

Vm

σijNk,jdVm ✭✷✳✹✽✮

✇❤✐❝❤ ❝♦&&❡6♣♦♥❞6 $♦ $❤❡ ❡7✉❛$✐♦♥ ♦❢ ♠♦$✐♦♥ M {ẍ} = {F} ✇❤❡&❡ {ẍ} ❛♥❞ {F} ❛&❡ &❡6♣❡❝$✐✈❡❧② $❤❡
❛❝❝❡❧❡&❛$✐♦♥ ✈❡❝$♦& ❛♥❞ $❤❡ ✈❡❝$♦& 6✉♠♠❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✐♥$❡&♥❛❧ ❛♥❞ ❡①$❡&♥❛❧ ❢♦&❝❡6✳ Nk,j &❡❢❡&6 ❝♦♠♠♦♥❧②

$♦ $❤❡ 6$&❛✐♥✲❞✐6♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♠❛$&✐① ❛❧❧♦✇✐♥❣ $♦ ♦❜$❛✐♥ $❤❡ 6$&❛✐♥6 ❢&♦♠ $❤❡ ❞✐6♣❧❛❝❡♠❡♥$6 ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐&❡❝$✐♦♥✳

✷✳✼✳✶✳✼ ▼✐❧❡()♦♥❡ ❢♦- )❤❡ -❡(♦❧✉)✐♦♥

❆♥ ♦✈❡&✈✐❡✇ ♦❢ $❤❡ &❡6♦❧✉$✐♦♥ ♣&♦❝❡❞✉&❡ ✉6❡❞ ✐♥ $❤❡ ❡①♣❧✐❝✐$ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ ▲❙✲❉❨◆❆ ✐6 ♣&♦♣♦6❡❞ ❜❡❧♦✇

❬✷✶✵❪✳

❙)❡♣ ✶✿ ❆❝❝♦&❞✐♥❣ $♦ $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ❜♦✉♥❞❛&② ❝♦♥❞✐$✐♦♥6✱ ❛ ❞✐6♣❧❛❝❡♠❡♥$ ✐♥❝&❡♠❡♥$ ✐6 ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤

♥♦❞❡✳

❙)❡♣ ✷✿ ❇❛6❡❞ ♦♥ $❤❡ 6$&❛✐♥✲❞✐6♣❧❛❝❡♠❡♥$ &❡❧❛$✐♦♥6❤✐♣ ✭6$&❛✐♥✲❞✐6♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♠❛$&✐①✮✱ ❛ 6$&❛✐♥ ✐♥❝&❡♠❡♥$

✐6 ❞❡$❡&♠✐♥❡❞ ❛$ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥$✳

❙)❡♣ ✸✿ ❇❛6❡❞ ♦♥ $❤❡ 6$&❛✐♥ ✐♥❝&❡♠❡♥$ ❛♥❞ ♦♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❝♦♥6$✐$✉$✐✈❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ❧❛✇ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ ✐♥

❛ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧✱ 6$&❡66❡6 ❛&❡ ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞ ❛$ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥✳ ■$ ❧❡❛❞6 $❤❡♥ $♦ $❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥ ♦❢

&❡6✉❧$❛♥$ ❢♦&❝❡6 ❛♥❞ ♠♦♠❡♥$6 ❛$ ❡❛❝❤ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ♣♦✐♥$✳

❙)❡♣ ✹✿ ❚❤❡ ✐♥$❡&♥❛❧ ❢♦&❝❡6 ❛&❡ ❞❡$❡&♠✐♥❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ $❤❡ ✜♥✐$❡ ❡❧❡♠❡♥$ ♠❡6❤✳

❙)❡♣ ✺✿ ❚❤❡ ❝✉&&❡♥$ ❢♦&❝❡6 6$❛$❡ ✐6 ❤❡&❡ ✐♥❥❡❝$❡❞ ✐♥ $❤❡ ❣♦✈❡&♥✐♥❣ ❡7✉❛$✐♦♥✱ &❡❢❡&&✐♥❣ $♦ $❤❡ ❡7✉❛$✐♦♥ ♦❢

♠♦$✐♦♥ ♣&❡6❡♥$❡❞ ♣&❡✈✐♦✉6❧② ✭6❡❡ ❡7✉❛$✐♦♥ ✷✳✽✮✳

❙)❡♣ ✻✿ ❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡ ♥♦❞❛❧ ❞✐6♣❧❛❝❡♠❡♥$6 ❛&❡ ✉♣❞❛$❡❞ ❜② 6♦❧✈✐♥❣ $❤❡ ❣♦✈❡&♥✐♥❣ ❡7✉❛$✐♦♥ ✉6✐♥❣ $❤❡

❝❡♥$&❛❧ ❞✐✛❡&❡♥❝❡ ♠❡$❤♦❞✳

✷✳✼✳✷ ❊❧❡♠❡♥() ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ (♦ ♠♦❞❡❧ ❋❘2✲▼❛(❡5✐❛❧)

❆6 ❞❡6❝&✐❜❡❞ ✐♥ ❬✷✶✶✱✷✶✻❪ 6❡✈❡&❛❧ $②♣❡6 ♦❢ ❡❧❡♠❡♥$6 ❛&❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ $♦ ❝♦♥❞✉❝$ 6✐♠✉❧❛$✐♦♥6 ✉6✐♥❣ $❤❡ ❡①♣❧✐❝✐$

✜♥✐$❡ ❡❧❡♠❡♥$ 6♦❧✈❡& ▲❙✲❉❨◆❆✳ ❚♦ ♠♦❞❡❧ $❤❡ ✜❜❡& &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛6$✐❝ ❛♥❞ $❤❡ 6$&✉❝$✉&❡6 ✐♥✈❡6$✐❣❛$❡❞ ✐♥

$❤✐6 6$✉❞②✱ 6❤❡❧❧✱ $❤✐❝❦ 6❤❡❧❧ ❛♥❞ ✉♥❞❡&✲✐♥$❡❣&❛$❡❞ 6♦❧✐❞ ❡❧❡♠❡♥$6 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉6❡❞✳ ❚❤❡6❡ $❤&❡❡ ❡❧❡♠❡♥$

$②♣❡6 ❛&❡ 6❤♦&$❧② ❞❡6❝&✐❜❡❞ ✐♥ $❤❡ ♥❡①$ 6❡❝$✐♦♥6✳

✷✳✼✳✷✳✶ ❙❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥)(

❚❤❡ ❇❡❧②$6❝❤❦♦✲▲✐♥✲❚6❛② ✭❊▲❋❖❘▼❂✷✮ ❛♥❞ $❤❡ ❢✉❧❧✲✐♥$❡❣&❛$❡❞ ✭❊▲❋❖❘▼❂✶✻✮ 6❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$6 ❛&❡ ❝♦♠✲

♠♦♥❧② ✉6❡❞ $♦ ♠♦❞❡❧ $❤✐♥ 6$&✉❝$✉&❡6 ❛♥❞ ❢♦& $❤❡✐& ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡$❡ 6$❛❝❦✐♥❣

6❡7✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦6✐$❡ ❧❛♠✐♥❛$❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉6✐♥❣ 6❡✈❡&❛❧ ♣♦✐♥$6 ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ♦✈❡& $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$

✸✼



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

$❤✐❝❦♥❡66✳ ❊❛❝❤ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ❤❛6 $❤✉6 ❛ ♣❛&$✐❝✉❧❛& ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ❛♥❞ $❤✐❝❦♥❡66✳ ❚❤❡ ❇❡❧②$6❝❤❦♦✲

▲✐♥✲❚6❛② 6❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$ ♣&❡6❡♥$6 ♦♥❡ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ✐♥ $❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$✳ ❚❤✐6 6❤❡❧❧ ✐6 ❜❛6❡❞

♦♥ ❛ ❝♦✲&♦$❛$✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❛ ✈❡❧♦❝✐$②✲6$&❛✐♥ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥✳ ❆♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❝♦♦&❞✐♥❛$❡ 6②6$❡♠ $❤❛$ ❞❡❢♦&♠6 ✇✐$❤

$❤❡ ❡❧❡♠❡♥$ ✐6 ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ $❡&♠6 ♦❢ $❤❡ ♥♦❞❛❧ ❝♦♦&❞✐♥❛$❡6 ❬✷✶✶❪✳ ❚❤❡ 6❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$ ♣❛&$✐$✐♦♥6 ❛♥② ♣♦✐♥$ ✐♥

$❤❡ 6❤❡❧❧ ✐♥ $❡&♠6 ♦❢ ♠✐❞✲6✉&❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐$②✱ $❤❡ ❛♥❣✉❧❛& ✈❡❧♦❝✐$② ❛♥❞ $❤❡ ❞✐6$❛♥❝❡ ❛❧♦♥❣ $❤❡ $❤✐❝❦♥❡66 ♦❢ $❤❡

❡❧❡♠❡♥$✳ ❚❤❡♥✱ $❤❡ ❝♦✲&♦$❛$✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥$6 ♦❢ $❤❡ &❛$❡ ♦❢ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ❛&❡ ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞✳ ❆6 $❤❡② ❤❛✈❡ $♦

❜❡ ❡✈❛❧✉❛$❡❞ ❛$ ❡❛❝❤ E✉❛❞&❛$✉&❡ ♣♦✐♥$✱ 6$❛♥❞❛&❞ ❜✐✲❧✐♥❡❛& 6❤❛♣❡ ❢✉♥❝$✐♦♥6 ❛&❡ ❛♣♣❧✐❡❞ $♦ $❤❡ ♠✐❞✲6✉&❢❛❝❡

✈❡❧♦❝✐$②✱ $❤❡ ❛♥❣✉❧❛& ✈❡❧♦❝✐$② ❛♥❞ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$✬6 ❝♦♦&❞✐♥❛$❡6✳ ❚❤❡ ✯H❆❘❚❴❈❖▼H❖❙■❚❊ ❦❡②✇♦&❞ ❤❛6

❜❡❡♥ ✉6❡❞ $♦ ❞❡✜♥❡ $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ♣♦✐♥$6 ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ♦✈❡& $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$ $❤✐❝❦♥❡66✳ ❚❤❡6❡ $&❛♥6❢♦&♠❛$✐♦♥6

❛&❡ $❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ $♦ $❤❡ ✈❡❧♦❝✐$②✲6$&❛✐♥ ❞✐6♣❧❛❝❡♠❡♥$6 &❡❧❛$✐♦♥6❤✐♣6✳ ❚❤❡ &❡6✉❧$✐♥❣ 6$&❡66❡6 ❛&❡ $❤❡♥ ✐♥✲

$❡❣&❛$❡❞ ♦✈❡& $❤❡ $❤✐❝❦♥❡66 ♦❢ $❤❡ 6❤❡❧❧ ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ $❤❡ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ✭❡❧❡♠❡♥$✲❝❡♥$❡&❡❞✮ &❡6✉❧$❛♥$

❢♦&❝❡6 ❛♥❞ ♠♦♠❡♥$6✳ ❚❤❡② ❛&❡ $❤❡♥ &❡❧❛$❡❞ $♦ $❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥♦❞❛❧ ❢♦&❝❡6 ❛♥❞ ♠♦♠❡♥$6✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡② ❛&❡

$&❛♥6❢♦&♠❡❞ $♦ $❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♦&❞✐♥❛$❡ 6②6$❡♠ ❛♥❞ 6✉♠♠❡❞ ♦✈❡& ❛❧❧ ♥♦❞❡6✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡E✉❛$✐♦♥ ♦❢ ♠♦$✐♦♥

❝❛♥ $❤❡♥ ❜❡ 6♦❧✈❡❞✳

❚❤❡ ❢✉❧❧✲✐♥$❡❣&❛$❡❞ 6❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$6 ♦✛❡& ❢♦✉& ♣♦✐♥$6 ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ✭✐♥6$❡❛❞ ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ❢♦&

$❤❡ ✉♥❞❡&✲✐♥$❡❣&❛$❡❞ ❇❡❧②$6❝❤❦♦✲▲✐♥✲❚6❛② 6❤❡❧❧✮✳ ❆ 6✐♠✐❧❛& ❧♦❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥$ ❝♦♦&❞✐♥❛$❡6 6②6$❡♠ ❛6 ❢♦& $❤❡

❇❡❧②$6❝❤❦♦✲▲✐♥✲❚6❛② 6❤❡❧❧ ✐6 ✉6❡❞✳ ❚❤✐6 ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ &❡❞✉❝❡6 $❤❡ ❤♦✉&❣❧❛66 ♣&♦❜❧❡♠6 ✭6❡❡ 6❡❝$✐♦♥ ✷✳✼✳✷✳✹✮

❛♥❞ 6❤♦✉❧❞ ❡♥❤❛♥❝❡ $❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦&✳

✷✳✼✳✷✳✷ ❙♦❧✐❞ ❡❧❡♠❡♥+,

❇♦$❤ ✉♥❞❡&✲✐♥$❡❣&❛$❡❞ ✭❊▲❋❖❘▼❂✶✮ ❢✉❧❧②✲✐♥$❡❣&❛$❡❞ ✭6❡❧❡❝$✐✈❡ &❡❞✉❝❡❞✮ ✭❊▲❋❖❘▼❂✷✮ ❜&✐❝❦ ❡❧❡♠❡♥$6

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥6✐❞❡&❡❞ ✐♥ $❤✐6 6$✉❞②✳ ❙♦❧✐❞ ❡❧❡♠❡♥$6 ♣&❡6❡♥$ 6♦♠❡ ❞✐6❛❞✈❛♥$❛❣❡6 ❢♦& $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠✲

♣♦6✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧6✳ ❋✐&6$✱ ✐$ ✐6 ♥♦$ ♣♦66✐❜❧❡ $♦ ❞❡✜♥❡ 6❡✈❡&❛❧ ♣♦✐♥$6 ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ♦✈❡& $❤❡ $❤✐❝❦♥❡66 ✐♥ ♦&❞❡&

$♦ ♠♦❞❡❧ $❤❡ 6$❛❝❦✐♥❣ 6❡E✉❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ❧❛♠✐♥❛$❡✳ ❚❤❡ ✉6❡ ♦❢ ♦♥❡ ❜&✐❝❦ ❡❧❡♠❡♥$ ♣❡& ❝♦♠♣♦6✐$❡ ♣❧② $❤&♦✉❣❤

$❤❡ $❤✐❝❦♥❡66 ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ 6♦❧✉$✐♦♥ ❜✉$ ✐$ ✐♥❝&❡❛6❡6 ❞&❛♠❛$✐❝❛❧❧② $❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❡❧❡♠❡♥$6 ❛♥❞ ❝♦♥6❡E✉❡♥$❧②

$❤❡ ❝♦♠♣✉$✐♥❣ $✐♠❡✳ ❆ 6❡❝♦♥❞ 6♦❧✉$✐♦♥ ✐6 $♦ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡6 ♦❢ ❛ ❧❛♠✐♥❛$❡✳ ❚❤✐6

6✉❜✲❧❛♠✐♥❛$❡ ❛♣♣&♦❛❝❤ ✐6 ♥❛$✉&❛❧❧② ♥♦$ ♦♣$✐♠❛❧ $♦ 6$✉❞② $❤❡ ❝&❛6❤✲❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ❝♦♠♣♦6✐$❡6✱ ❛6 ✐$ ✐6 ♥❡❝❡6✲

6❛&② $♦ ✐❞❡♥$✐❢② $❤❡ ♣❧✐❡6 $❤❛$ ❢❛✐❧❡❞ ❞✉&✐♥❣ $❤❡ 6✐♠✉❧❛$✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✉♥❞❡&✲✐♥$❡❣&❛$❡❞ ❡❧❡♠❡♥$6 6✉✛❡& ❢&♦♠

❤♦✉&❣❧❛66 ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ♠♦❞❡6✳ ❚❤✐6 ❡❧❡♠❡♥$ ❞❡✜❝✐❡♥❝② ❝❛♥ ❜❡ &❡❞✉❝❡❞ ✉6✐♥❣ ❢✉❧❧✲✐♥$❡❣&❛$❡❞ ❡❧❡♠❡♥$6 ❜✉$

❜&✐❝❦ ❡❧❡♠❡♥$6 ❛&❡ ❢&♦♠ ❛ ❣❡♥❡&❛❧ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✈✐❡✇ ♥♦$ 6✉✐$❛❜❧❡ ❢♦& $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣♦6✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧6 ❛♥❞

✐♥❞✉6$&✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥6✳ ❈♦♥6❡E✉❡♥$❧②✱ $❤❡6❡ ❡❧❡♠❡♥$6 ❞♦ ♥♦$ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①$❡♥6✐✈❡❧② ✐♥✈❡6$✐❣❛$❡❞ ✐♥ $❤✐6

6$✉❞②✳ ▼♦&❡ ✐♥❢♦&♠❛$✐♦♥ ❛❜♦✉$ ❜&✐❝❦ ❡❧❡♠❡♥$6 ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✶✶❪✳

✷✳✼✳✷✳✸ ❚❤✐❝❦ ,❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥+,

❚❤✐❝❦ 6❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$6 ♣&❡6❡♥$ $❤❡ 6❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ❜&✐❝❦ ❡❧❡♠❡♥$ ❜✉$ 6❡✈❡&❛❧ ♣♦✐♥$6 ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞

$❤&♦✉❣❤ $❤❡ $❤✐❝❦♥❡66 ♦❢ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$✱ 6✐♠✐❧❛&❧② $♦ 6❤❡❧❧6✳ ❚❤✐6 ❦✐♥❞ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥$6 ✐6 ❝♦♥6❡E✉❡♥$❧② 6✉✐$❛❜❧❡ ❢♦&

$❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❧❛♠✐♥❛$❡❞ ❝♦♠♣♦6✐$❡✳ ❙❡✈❡&❛❧ $❤✐❝❦ 6❤❡❧❧ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥6 ❛&❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❧✐❜&❛&②

♦❢ ▲❙✲❉❨◆❆✳ ❖♥❧② $❤❡ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ✭❊▲❋❖❘▼❂✺✮ ♦✛❡&✐♥❣ ❛ $❤&❡❡✲❞✐♠❡♥6✐♦♥❛❧ 6$&❡66✲6$❛$❡ ❛♥❞ ❛ 6✉✐$❛❜❧❡

❡✣❝✐❡♥❝② ❤❛6 ❜❡❡♥ ✐♥✈❡6$✐❣❛$❡❞ ❤❡&❡✳ ❚❤✐❝❦ 6❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$6 ❛&❡ &❡❧❛$✐✈❡❧② 6❡♥6✐$✐✈❡ $♦ ❞✐6$♦&$✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛❞❧②

6❤❛♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥$6 6❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❆ ♣❛&❛❜♦❧✐❝ $❤&♦✉❣❤✲$❤❡✲$❤✐❝❦♥❡66 $&❛♥6✈❡&6❡ 6❤❡❛& 6$&❛✐♥ ❞✐6$&✐❜✉$✐♦♥

✐6 ❛66✉♠❡❞ ♣❡& ❞❡❢❛✉❧$✱ ✇❤✐❝❤ ✐6 6✉✐$❛❜❧❡ ❢♦& ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ✉♥✐E✉❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❧❛②❡&✱ ❡✈❡♥ ✐$ ✐6 ❧✐❦❡❧② $♦

✸✽



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

❜❡ ♥♦$ 5✉✣❝✐❡♥$ ❢♦& $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣♦5✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧5✳ ■❢ 5❡✈❡&❛❧ $❤✐❝❦ 5❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$5 ❤❛✈❡ $♦ ❜❡ 5$❛❝❦❡❞

$♦❣❡$❤❡&✱ ❛ ✢❛❣ ❛❧❧♦✇5 $♦ ❝❤❛♥❣❡ $❤❡ ♣❛&❛❜♦❧✐❝ ❞✐5$&✐❜✉$✐♦♥ ✐♥$♦ ❛ ❝♦♥5$❛♥$ ♦♥❡✳ ❚❤❡ $❤&♦✉❣❤✲$❤❡✲$❤✐❝❦♥❡55

♣♦✐♥$5 ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✉5✐♥❣ $❤❡ &❡❝❡♥$❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ ✯D❆❘❚❴❈❖▼D❖❙■❚❊❴❚❙❍❊▲▲

❦❡②✇♦&❞✳ ❆5 $❤✐❝❦ 5❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$5 ♣&❡5❡♥$ ❛ ✉♥✐K✉❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥✱ $❤❡② ❛&❡ ❧✐❦❡❧② $♦ 5✉✛❡&

❢&♦♠ ❤♦✉&❣❧❛55 ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ✭5❡❡ 5❡❝$✐♦♥ ✷✳✼✳✷✳✹✮✳

✷✳✼✳✷✳✹ ❍♦✉'❣❧❛++ ❝♦♥.'♦❧

❍♦✉&❣❧❛55 ♠♦❞❡5 ❛&❡ ♥♦♥♣❤②5✐❝❛❧✱ ③❡&♦✲❡♥❡&❣② ♠♦❞❡5 ♦❢ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ $❤❛$ ♣&♦❞✉❝❡ ③❡&♦ 5$&❛✐♥ ❡♥❡&❣② ❛♥❞

♥♦ 5$&❡55✳ ■$ ♦❝❝✉&5 ♦♥❧② ✐♥ ✉♥❞❡&✲✐♥$❡❣&❛$❡❞ ❡❧❡♠❡♥$5 ✭5♦❧✐❞✱ 5❤❡❧❧ ♦& $❤✐❝❦ 5❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$5✮ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ $❤❡

❝❛✉5❡ ♦❢ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥ ❞✐✈❡&❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐5 ✐❞❡♥$✐✜❡❞ ❜② $❤❡ ❢❛❝$ $❤❛$ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❝❛♥ 5❤❡❛&

✇✐$❤♦✉$ ✐♥$&♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥② ❡♥❡&❣②✳ ❚♦ ❝♦♠♣❡♥5❛$❡ ✐$ $❤❡ ✜♥✐$❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❛♥❛❧②5✐5 $❛❦❡5 $❤✐5 ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$

$❤&♦✉❣❤ ❛ ❤♦✉&❣❧❛55 ❡♥❡&❣② ❛❞❞❡❞ ✐♥ $❤❡ ❡♥❡&❣② ❜❛❧❛♥❝❡✱ $❤❛$ ❤❛✈❡ $♦ ❜❡ ✜❧❧❡❞ ❛$ ❡✈❡&② $✐♠❡ 5$❡♣ ✭5❡❡

❊K✳ ✷✳✹✾✮✳ ■$ ✐5 ❡✈✐❞❡♥$ $❤❛$ $❤❡ ❤♦✉&❣❧❛55 ❡♥❡&❣② ♠✉5$ ❜❡ ❛5 5♠❛❧❧ ❛5 ♣♦55✐❜❧❡ ❬✷✶✼❪✳

ETotal = EK + ES + EI + EH ✭✷✳✹✾✮

✇❤❡&❡ ETotal✱ EK✱ ES✱ EI✱ ❛♥❞ EH ❛&❡ &❡5♣❡❝$✐✈❡❧② $❤❡ $♦$❛❧ ❡♥❡&❣②✱ $❤❡ ❦✐♥❡$✐❝ ❡♥❡&❣②✱ $❤❡ 5❧✐❞✐♥❣ ❡♥❡&❣②✱

$❤❡ ✐♥$❡&♥❛❧ ❡♥❡&❣② ❛♥❞ $❤❡ ❤♦✉&❣❧❛55 ❡♥❡&❣②✳

❆ &❡✜♥❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ♠❡5❤ ❛♥❞✴♦& $❤❡ ✉5❡ ♦❢ ❢✉❧❧✲✐♥$❡❣&❛$❡❞ ❡❧❡♠❡♥$5 ❛&❡ $✇♦ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠❡$❤♦❞5 ✉5❡❞

$♦ &❡❞✉❝❡ $❤❡ ❤♦✉&❣❧❛55 ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♥ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ 5✐♠✉❧❛$✐♦♥5✳ ■❢ ♥♦♥❡ ♦❢ $❤❡5❡ 5♦❧✉$✐♦♥5 ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱

❤♦✉&❣❧❛55 ❝♦♥$&♦❧ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥5 ❤❛✈❡ $♦ ❜❡ ✉5❡❞✳ ❚❤❡ ✜&5$ ❤♦✉&❣❧❛55 ❝♦♥$&♦❧ ♠❡$❤♦❞ ✐5 $❤❡ 5$✐✛♥❡55✲❜❛5❡❞

❤♦✉&❣❧❛55 ❝♦♥$&♦❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐5 ♠♦&❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ ❢♦& 5$&✉❝$✉&❛❧ ♣❛&$5✳ ■$ ❛✐♠5 ❛$ ❛❞❞✐♥❣ 5$✐✛♥❡55✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❤✐❜✐$5

$❤❡ ❤♦✉&❣❧❛55 ♠♦❞❡5 ❜✉$ ♥♦$ $❤❡ &✐❣✐❞ ❜♦❞② ♠♦$✐♦♥5✳ ❚❤❡ 5❡❝♦♥❞ ❤♦✉&❣❧❛55 ❝♦♥$&♦❧ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ✐5 $❤❡

✈✐5❝♦✉5 ❤♦✉&❣❧❛55 ❝♦♥$&♦❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐5 &❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❢♦& ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐$② ✐♠♣❛❝$5✳ ❚❤❡ ♣&✐♥❝✐♣❧❡ ✐5 $♦ ❞❛♠♣

✈❡❧♦❝✐$✐❡5 ✐♥ $❤❡ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉&❣❧❛55 ♠♦❞❡5✳

✷✳✼✳✸ ▼❛&❡(✐❛❧ ♠♦❞❡❧. ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ &♦ ♠♦❞❡❧ ❋❘3✲▼❛&❡(✐❛❧.

❚❤✐5 5❡❝$✐♦♥ ♣&❡5❡♥$5 ❛♥ ♦✈❡&✈✐❡✇ ♦❢ $❤❡ ♠❛✐♥ ♦&$❤♦$&♦♣✐❝ ✧❝♦♠♣♦5✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧5✧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ $❤❡

❧✐❜&❛&② ♦❢ ▲❙✲❉❨◆❆✱ $❤❛$ ❛&❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉5❡❞ ❢♦& ✐♥❞✉5$&✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥5 ♦& $❤❛$ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥✈❡5$✐❣❛$❡❞ ✐♥ $❤❡

♣&❡5❡♥$ 5$✉❞②✳ ❖♥❧② $❤❡ ♠❛❝&♦5❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧5 ❛♥❞ 5♦♠❡ ✐♥❢♦&♠❛$✐♦♥ ❛❜♦✉$ ❢❛✐❧✉&❡

✇✐❧❧ ❜❡ &❡♣♦&$❡❞✳ ▼♦&❡ ❞❡$❛✐❧5 ❛❜♦✉$ ❡❛❝❤ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ $❤❡ ❜✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❝ &❡❢❡&❡♥❝❡5

$❤❛$ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❡♥$✐♦♥❡❞✳ ❋✐❣✳ ✷✳✻ ♣&❡5❡♥$5 ❛♥ ♦✈❡&✈✐❡✇ ♦❢ $❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦✉& ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧5 ✉5❡❞ ❢♦& ✐♥❞✉5$&✐❛❧

❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥5 ❛♥❞ ❢♦& ❧❛♠✐♥❛$❡❞ 5$&✉❝$✉&❡5✳ ❚❤❡ ❢❡❛$✉&❡ ❛♥❞ $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡

❞✐5❝✉55❡❞ ✐♥ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦&&❡5♣♦♥❞✐♥❣ 5❡❝$✐♦♥5✳

✷✳✼✳✸✳✶ ✯▼❆❚❴✵✷✷

❚❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✯▼❆❚❴✵✷✷ ♣&❡5❡♥$5 ❛ ❧✐♥❡❛& ❡❧❛5$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ✉♥$✐❧ $❤❡ 5$&❡♥❣$❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜② ❛ 5✉❞❞❡♥

❢❛✐❧✉&❡ ✇✐$❤ ♥♦ 5♦❢$❡♥✐♥❣ ✐♥ $❤❡ ♣♦5$✲❢❛✐❧✉&❡ &❡❣✐♠❡✳ ❚❤❡ ❈❤❛♥❣✲❈❤❛♥❣ ❬✷✶✽❪ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐❛ ❛&❡ ✉5❡❞ $♦

♣&❡❞✐❝$ ❢❛✐❧✉&❡✳ ◆♦ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥ ✐5 ❞❡✜♥❡❞ ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡55✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡✳ ❙❡❡ ❬✷✶✶✱✷✶✾❪

❢♦& ♠♦&❡ ✐♥❢♦&♠❛$✐♦♥ ❛❜♦✉$ $❤✐5 ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧✳
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❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

*MAT_054

*MAT_058

*MAT_261
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*MAT_262
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❋✐❣✉&❡ ✷✳✻✿ ❖✈❡&✈✐❡✇ ♦❢ ❢♦✉& ❝♦♠♣♦:✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧: &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ♠❛❝&♦:❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦&

✷✳✼✳✸✳✷ ✯▼❆❚❴✵✺✹✲✵✺✺

❇♦$❤ ♠♦❞❡❧: ❛&❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✈❡&:✐♦♥: ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣♦:✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✯▼❆❚❴✵✷✷ ❛♥❞ $❤❡② ❛&❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞

❢♦& $❤✐♥ :❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$: ♦♥❧② ❜✉$ $❤✐❝❦ :❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$: ❝❛♥ ❜❡ ✉:❡❞✳ ✯▼❆❚❴✵✺✹ ✉:❡: $❤❡ ❈❤❛♥❣✲❈❤❛♥❣ ❬✷✶✽❪

♠❛$&✐① ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥✱ ✇❤❡&❡❛: ✯▼❆❚❴✵✺✺ ✉:❡: $❤❡ ❚:❛✐✲❲✉ ❬✷✷✵❪ ♠❛$&✐① ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉$

❞❛$❛ ❝♦♥:✐:$: ✐♥ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡:✿ $❤&❡❡ ❨♦✉♥❣✬: ♠♦❞✉❧✉:✱ $❤&❡❡ S♦✐::♦♥✬: &❛$✐♦✱ $❤&❡❡ :❤❡❛&

♠♦❞✉❧✉:✱ $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ :$&❡♥❣$❤: ✐♥ ✈❛&✐♦✉: ❞✐&❡❝$✐♦♥: ❛♥❞ :$&❛✐♥ ❛$ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❆♥ ❡✛❡❝$✐✈❡ ♠❛①✐♠❛❧

:$&❛✐♥ ♣❛&❛♠❡$❡& ❝❛♥ ❛❧:♦ ❝♦♥$&♦❧ ❢❛✐❧✉&❡✱ ✇❤❡♥ ✐$ ✐: ❞❡✜♥❡❞✳ ❙♦♠❡ ♣❛&❛♠❡$❡&: :❤♦✉❧❞ ❜❡ :♦♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞

$♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ &❛$❡✲:❡♥:✐$✐✈❡ ❝♦♠♣♦:✐$❡:✳ ❚❤❡ :$&❛✐♥ ❛$ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♣❛&❛♠❡$❡&: ✭❉❋❆■▲①✮

❝♦♥$&♦❧ $❤❡ ♣♦:$✲❢❛✐❧✉&❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳ ❚❤❡② ❞❡✜♥❡ $❤❡ ❧❡♥❣$❤ ♦❢ $❤❡ ♣♦:$✲❢❛✐❧✉&❡ ❝♦♥:$❛♥$

:$&❡:: ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ :$&❡:: ❧❡✈❡❧ ✐♥ $❤❡ ♣♦:$✲❢❛✐❧✉&❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥$&♦❧❧❡❞ ❢♦& ❡❛❝❤ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ✉:✐♥❣ $❤❡

❝♦&&❡:♣♦♥❞✐♥❣ SLIMxx ♣❛&❛♠❡$❡&:✳ ❲✐$❤♦✉$ $❤❡ :❡$ ♦❢ $❤❡:❡ ♣❛&❛♠❡$❡&: $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&❡:❡♥$ ❛ ❧✐♥❡❛&✲

❜&✐$$❧❡ ❡❧❛:$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦&✱ ✇❤❡&❡❛: $❤❡✐& ❞❡✜♥✐$✐♦♥ ❛::✉&❡: ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♣:❡✉❞♦✲♣❧❛:$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ✉♥$✐❧ $❤❡ ✉❧$✐♠❛$❡

❢❛✐❧✉&❡ ❛❢$❡& &❡❛❝❤✐♥❣ $❤❡ :$&❡♥❣$❤ ✭:❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✻✮✳ ❆ :✐♠✐❧❛& ♠❛$❡&✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦& ✐: ❝♦♥:✐❞❡&❡❞ ✐♥ :❤❡❛&✳ ▼♦&❡

✐♥❢♦&♠❛$✐♦♥ ❛❜♦✉$ $❤✐: ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✶✶✱✷✶✾✱ ✷✷✶❪✳

✷✳✼✳✸✳✸ ✯▼❆❚❴✵✺✽

❚❤✐: ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐: ❜❛:❡❞ ♦♥ $❤❡ ✇♦&❦ ♣✉❜❧✐:❤❡❞ ❜② ▼❛$③❡♥♠✐❧❧❡&✱ ▲✉❜❧✐♥❡& ❛♥❞ ❚❛②❧♦& ✐♥ ❬✷✷✷❪✳ ❚❤✐:

♠♦❞❡❧ ✐: ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ ❢♦& :❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$: ❜✉$ ✐$ ❝❛♥ ❜❡ ✉:❡❞ ✇✐$❤ $❤✐❝❦ :❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$:✳ ■$ ♠❛② ❜❡ ✉:❡❞

$♦ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦:✐$❡ ❧❛♠✐♥❛$❡: ❛♥❞ ✇♦✈❡♥ ❢❛❜&✐❝: :$❛❝❦❡❞ ✇✐$❤ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ❧❛②❡&:✳ ❆ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❡❧❛:$✐❝

❜❡❤❛✈✐♦& ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉:✐♥❣ $❤❡ :$&❡♥❣$❤ ❛♥❞ $❤❡ :$&❛✐♥ ❛$ ❢❛✐❧✉&❡ ♦♥:❡$ ♣❛&❛♠❡$❡&:✳ ■♥$❡&♥❛❧ ✈❛&✐❛❜❧❡:

❛&❡ ✐♥$&♦❞✉❝❡❞ $♦ ❞❡:❝&✐❜❡ $❤❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡ :$❛$❡ ❛♥❞ $❤❡ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ :$✐✛♥❡::✱

♠♦❞❡❧✐♥❣ $❤✉: $❤❡ ❢♦&♠❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝&♦❝&❛❝❦: ❛♥❞ ❝❛✈✐$✐❡: ✐♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳ ❚❤❡:❡ ❞❡❢❡❝$:

❝❛✉:❡ ❛ :$✐✛♥❡:: :♦❢$❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛&✐$②✳ ❆❢$❡& ❢❛✐❧✉&❡✱ $❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉:❡: :$&❡:: ❧✐♠✐$ ❢❛❝$♦&: ✭SLIMxx✮

✹✵



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

$♦ ✐♠♣♦4❡ ❛ 4$&❡44 ❧❡✈❡❧ ✉♥$✐❧ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❢❛✐❧✉&❡ ✐4 ❝♦♥$&♦❧❧❡❞ ❜② ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❡✛❡❝$✐✈❡

4$&❛✐♥ ❝&✐$❡&✐♦♥ ✇♦&❦✐♥❣ ❢♦& $❡♥4✐♦♥✱ ❝♦♠♣&❡44✐♦♥ ❛♥❞ 4❤❡❛& ❧♦❛❞4 ✭ERODS✮✳ ❚❤&❡❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❢❛✐❧✉&❡

❞❡✜♥✐$✐♦♥4 ❛&❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❛4❡❞ ♦♥ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ 4$&❡44 ♦& $❤❡ ❍❛4❤✐♥ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐❛ ❬✷✶✶✱✷✶✾✱✷✷✶❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

✐$ ✐4 ✐♠♣♦&$❛♥$ $♦ ♥♦$✐❝❡ $❤❛$ ♥♦ ♣❡&♠❛♥❡♥$ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ✐4 ❛❝❝♦✉♥$❡❞ ❢♦&✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦&

❝❛✉4❡❞ ❜② $❤❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ♠✐❝&♦❝&❛❝❦4 ✭✐&&❡✈❡&4✐❜❧❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✮ ✐4 ♣&❡❞✐❝$❡❞✳ ❆ ♥♦♥❧✐♥❡❛&

❡❧❛4$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ❝❛♥ ❜❡ ❛❧4♦ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ 4❤❡❛&✳ ❇❛4❡❞ ♦♥ $❤❡ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ ✯▼❆❚❴✵✺✽✱ ✯▼❆❚❴✶✺✽ ❛❧❧♦✇4

$♦ ♠♦❞❡❧ &❛$❡ 4❡♥4✐$✐✈❡ ❝♦♠♣♦4✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧4✳

■♥ ❬✷✷✸❪ ❛ ❝&✐$✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✷✷✷❪ ✐4 ♣&♦♣♦4❡❞ ✐❞❡♥$✐❢②✐♥❣ ✐$4 ❧✐♠✐$4✿

❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣&❡✲ ❛♥❞ ♣♦4$✲❢❛✐❧✉&❡ &❡4♣♦♥4❡✱ ❡❧❛4$✐❝ ✉♥❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛&$✐❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞

♠❡4❤ 4❡♥4✐$✐✈✐$② ❝❛✉4❡❞ ❜② $❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛$✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡✳ ▼♦&❡ ✐♥❢♦&♠❛$✐♦♥ ❛❜♦✉$ $❤✐4 ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥

❜❡ ❛❧4♦ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✶✶✱✷✶✾✱✷✷✶❪✳

✷✳✼✳✸✳✹ ✯▼❆❚❴✵✺✾

❚❤❡ ❡❧❛4$✐❝✲♣❧❛4$✐❝ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✯▼❆❚❴✵✺✾ ❞❡4❝&✐❜❡4 ❛ ❧✐♥❡❛& ❡❧❛4$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ✉♥$✐❧ $❤❡ 4$&❡♥❣$❤ ❢♦❧✲

❧♦✇❡❞ ❜② ❝❛$❛4$&♦♣❤✐❝ ❢❛✐❧✉&❡ ♦& ❛ 4♠♦♦$❤❡❞ ♣♦4$✲❢❛✐❧✉&❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ 4$&❡44 ❧❡✈❡❧ ✐♥ $❤❡

♣♦4$✲❢❛✐❧✉&❡ &❡❣✐♠❡✳ ❚❤✐4 ♠❛$❡&✐❛❧ ✐4 ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ ❢♦& 4❤❡❧❧ ❛♥❞ 4♦❧✐❞ ❡❧❡♠❡♥$4 ❛♥❞ $✇♦ ❢❛✐❧✉&❡ ❢♦&♠✉❧❛✲

$✐♦♥4 ❛&❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❆ ✜&4$ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ♣&❡4❡♥$4 ❛ ❢❛❝❡$❡❞ ❢❛✐❧✉&❡ 4✉&❢❛❝❡ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ✉4❡ ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ 4$&❡44

❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐❛✳ ❚❤❡ 4❡❝♦♥❞ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ♣&❡4❡♥$4 ❛♥ ❡❧❧✐♣4♦✐❞❛❧ ❢❛✐❧✉&❡ 4✉&❢❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ U✉❛❞&❛$✐❝

❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥ ❬✷✷✶❪✳

✷✳✼✳✸✳✺ ✯▼❆❚❴✶✶✽

❚❤✐4 ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐4 ✉4❡❞ $♦ ♠♦❞❡❧ ♦♥❧② $❤❡ ❡❧❛4$✐❝ &❡4♣♦♥4❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦4✐$❡4✱ ❛4 ♥♦ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥ ✐4

✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞✳ ❊❛❝❤ $❡&♠ ♦❢ $❤❡ 4$✐✛♥❡44 ♠❛$&✐① ✭4❡❡ ❊U✳ ✷✳✺✵✮ ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣♦4✐$❡ ❤❛4 $♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❤❛4 ❛♥

✐♥♣✉$✳ ❆ ♣&❡✲✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ✐4 $❤❡♥ ✉4❡❞ $♦ ❝♦♠♣✉$❡ $❤❡ ❡①$❡♥4✐♦♥❛❧ [A]✱ $❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ [D] ❛♥❞ $❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣

4$✐✛♥❡44 [B] ♠❛$&✐① ✭4❡❡ ❊U✳ ✷✳✺✶✮✳ ❚❤✐4 ♠♦❞❡❧ ✐4 ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ ❢♦& $❤❡ ❇❡❧②$4❝❤❦♦✲❚4❛② &❡4✉❧$❛♥$ 4❤❡❧❧

❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥✳ ❈♦♥4❡U✉❡♥$❧②✱ ❛4 $❤❡ 4$&❡44❡4 ❛&❡ ♥♦$ ❝♦♠♣✉$❡❞ ✐♥ $❤❡ &❡4✉❧$❛♥$ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥✱ ♥♦ 4$&❡44 ✐4

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ $❤❡ ♦✉$♣✉$ ❛♥❞ ♥♦ 4$&❡44 ❛♥❛❧②4✐4 ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦♥ ❛ 4$&✉❝$✉&❛❧ ♣❛&$✳
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❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥$❛❣❡ ♦❢ $❤✐4 ♠♦❞❡❧ ✐4 $❤❛$ $❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❡①$❡♥4✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦& ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥$&♦❧❧❡❞

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$❧②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✯▼❆❚❴✶✶✻ ✐4 ❛❧4♦ ❜❛4❡❞ ♦♥ ❛ &❡4✉❧$❛♥$ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ❜✉$ $❤❡ ✐♥♣✉$ ❞❛$❛ ❛&❡ ❜❛4❡❞

♦♥ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ 4$✐✛♥❡44 ♠♦❞✉❧✐✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$4 ♦❢ $❤❡ 4$✐✛♥❡44 ♠❛$&✐① ❛&❡ ✐♥$❡&♥❛❧❧② ❝♦♠♣✉$❡❞ ❜✉$

$❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦& ❞❡♣❡♥❞4 ♦♥ $❤❡ ❡①$❡♥4✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦&✱ ❛4 $❤❡② ❛&❡ ❜♦$❤ ❧✐♥❦❡❞ $♦ $❤❡ 4❛♠❡ 4$✐✛♥❡44

♠♦❞✉❧✐✳

✹✶



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

✷✳✼✳✸✳✻ ✯▼❆❚❴✷✻✶

❚❤❡ ✯▼❆❚❴✷✻✶ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❤❛< ❜❡❡♥ &❡❝❡♥$❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ ❛♥❞ ✐$ &❡❧✐❡< ♦♥ $❤❡ ✇♦&❦ ♣✉❜❧✐<❤❡❞ ❜②

B✐♥❤♦ ✐♥ ❬✶✺✵✱ ✶✺✶❪✳ ❚❤✐< ♠♦❞❡❧ ✐< ❛❜❧❡ $♦ ♣&❡❞✐❝$ ❛ ❧✐♥❡❛& ❡❧❛<$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ✉♥$✐❧ ❢❛✐❧✉&❡ ♦♥<❡$✳ ❋❛✐❧✉&❡ ✐<

♣&❡❞✐❝$❡❞ ✉<✐♥❣ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣❤②<✐❝❛❧❧②✲❜❛<❡❞ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐❛ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ✸❉ ❦✐♥❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦&❞❡& $♦ $❛❦❡

✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ $❤❡ ❦✐♥❦✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡<<✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡<✳ ■♥ $❤❡ $&❛♥<✈❡&<❡

❞✐&❡❝$✐♦♥✱ ❢❛✐❧✉&❡ ✐< ♣&❡❞✐❝$❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❢&❛❝$✉&❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ♣♦<$✲❢❛✐❧✉&❡ ❜❡❤❛✈✐♦&

✐< ❝❤❛&❛❝$❡&✐③❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥✱ ✇❤❡&❡ $❤❡ ✧✉♥❞❛♠❛❣❡❞✧ ❡✛❡❝$✐✈❡ <$&❡<<❡< ❛&❡ ❧✐♥❡❛&❧② ❞❡✲

❣&❛❞❡❞ ✉♥$✐❧ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❋&❛❝$✉&❡ $♦✉❣❤♥❡<<❡< ❤❛✈❡ $♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛< ❛♥ ✐♥♣✉$ ✐♥ ❡❛❝❤ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞✐&❡❝$✐♦♥✳

❆ <♠❡❛&❡❞ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ❡♥<✉&❡< <✉✐$❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧✐③❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐<$&✐❜✉$✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ $♦ $❤✐< ♠❡<❤✲✐♥<❡♥<✐$✐✈❡

♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐< <✉✐$❛❜❧❡ ❢♦& $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥✲❝&✐♠♣ ❢❛❜&✐❝ ❧❛♠✐♥❛$❡❞ <$&✉❝$✉&❡< ✉<✐♥❣

<❤❡❧❧✱ $❤✐❝❦ <❤❡❧❧ ♦& <♦❧✐❞ ❡❧❡♠❡♥$<✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ✐♥✲♣❧❛♥❡ <❤❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐$❤ ❛ ✉♥✐❞✐♠❡♥✲

<✐♦♥❛❧ ♣❧❛<$✐❝✐$② $❤❡♦&② ❛❝❝♦✉♥$✐♥❣ ❢♦& ♣❡&♠❛♥❡♥$ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ✐< ❝♦♥<✐❞❡&❡❞✳ ❆ ✉<❡&✲❞❡✜♥❡❞ ❧♦❛❞ ❝✉&✈❡ ✐<

&❡Q✉✐&❡❞ ❛< ❛♥ ✐♥♣✉$✳

✷✳✼✳✸✳✼ ✯▼❆❚❴✷✻✷

❚❤❡ ✯▼❆❚❴✷✻✷ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❤❛< ❜❡❡♥ &❡❝❡♥$❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ ❛♥❞ ✐$ &❡❧✐❡< ♦♥ $❤❡ ✇♦&❦ ♣✉❜❧✐<❤❡❞ ❜②

▼❛✐♠✐✱ ❈❛♠❛♥❤♦ ❡! ❛❧✳ ✐♥ ❬✷✷✹✱ ✷✷✺❪✳ ❚❤✐< ♠♦❞❡❧ ✐< ❛❜❧❡ $♦ ♣&❡❞✐❝$ ❛ ❧✐♥❡❛& ❡❧❛<$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ✉♥$✐❧ ❢❛✐❧✉&❡

♦♥<❡$✳ ❋❛✐❧✉&❡ ✐< ♣&❡❞✐❝$❡❞ ✉<✐♥❣ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣❤②<✐❝❛❧❧②✲❜❛<❡❞ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐❛ ✭▲❛❘❈✵✸ ❛♥❞ ▲❛❘❈✵✹✮✳ ❆

❜✐✲❧✐♥❡❛& ♣♦<$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ <❝❤❡♠❡ ✐< ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ ✐♥ $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ❜❛<❡❞ ♦♥

$✇♦ ❞✐✛❡&❡♥$ ❢&❛❝$✉&❡ $♦✉❣❤♥❡<<❡<✳ ■♥ $❤❡ $&❛♥<✈❡&<❡ ❞✐&❡❝$✐♦♥✱ ❛ ❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ❧❛✇ ❞❡❣&❛❞❡<

♣&♦❣&❡<<✐✈❡❧② $❤❡ ✉♥❞❛♠❛❣❡❞ <$&❡<<❡< ✉♥$✐❧ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❚❤✐< ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐< <✉✐$❛❜❧❡ ❢♦& $❤❡

♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥✲❝&✐♠♣ ❢❛❜&✐❝ ❧❛♠✐♥❛$❡❞ <$&✉❝$✉&❡< ✉<✐♥❣ <❤❡❧❧✱ $❤✐❝❦ <❤❡❧❧ ♦& <♦❧✐❞ ❡❧❡♠❡♥$<✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❜✐✲

❧✐♥❡❛& ✐♥✲♣❧❛♥❡ <❤❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐$❤ ❛ ✉♥✐❞✐♠❡♥<✐♦♥❛❧ ♣❧❛<$✐❝✐$② $❤❡♦&② ❛❝❝♦✉♥$✐♥❣ ❢♦& ♣❡&♠❛♥❡♥$

❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ✐< ❝♦♥<✐❞❡&❡❞✳

✷✳✼✳✸✳✽ ✯▼❆❚❴✶✻✶✲✶✻✷

❇♦$❤ ✯▼❆❚❴✶✻✶ ❛♥❞ ✯▼❆❚✶✻✷ ♠♦❞❡❧< ♠❛② ❜❡ ✉<❡❞ $♦ ♠♦❞❡❧ $❤❡ ♣&♦❣&❡<<✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❛❧②<✐< ❢♦& ❝♦♠✲

♣♦<✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧< ❝♦♥<✐<$✐♥❣ ♦❢ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✇♦✈❡♥ ❢❛❜&✐❝ ❧❛②❡&<✳ ❋❛✐❧✉&❡ ✐< ♠♦❞❡❧❡❞ ❜❛<❡❞ ♦♥ $❤❡

♣&♦❣&❡<<✐✈❡ ❧❛②❡& ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐❛ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❍❛<❤✐♥ ❬✷✷✻❪ ✇✐$❤ ❛ ❣❡♥❡&❛❧✐③❛$✐♦♥ $♦ ✐♥❝❧✉❞❡ $❤❡ ❡✛❡❝$ ♦❢

❤✐❣❤❧② ❝♦♥<$&❛✐♥❡❞ ♣&❡<<✉&❡ ♦♥ ❝♦♠♣♦<✐$❡ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❚❤✉<✱ ✜❜❡& ❢❛✐❧✉&❡✱ ♠❛$&✐① ❞❛♠❛❣❡✱ ❛♥❞ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥

❜❡❤❛✈✐♦& ❝❛♥ ❜❡ ♣&❡❞✐❝$❡❞ ❜② $❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜❛<❡❞ ♦♥ Q✉❛❞&❛$✐❝ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐❛✳

❋♦& $❤❡ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ❧❛♠✐♥❛ ♠♦❞❡ ✐♥ ✯▼❆❚❴✶✻✶✱ ✜❜❡& ❛♥❞ <❤❡❛& $❡♥<✐❧❡ ♠♦❞❡< ❛&❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥ $❤❡

<❛♠❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥✳ ❚✇♦ ♦$❤❡& ❝&✐$❡&✐❛ ❛❝❝♦✉♥$ ❢♦& ❝♦♠♣&❡<<✐✈❡ ✜❜❡& ♠♦❞❡ ❛♥❞ ❝&✉<❤ ♠♦❞❡✳ ❚❤❡♥✱

$✇♦ ❝&✐$❡&✐❛ ❛&❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ♠❛$&✐① ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡ ♣❡&♣❡♥❞✐❝✉❧❛&❧② $♦ $❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❧❛②❡&✐♥❣

❛♥❞ ❛♥♦$❤❡& ♦♥❡ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠❛$&✐① ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ &❡❢❡&< $♦ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥✳ ❚❤❡<❡ ❜♦$❤

♠❛$&✐① ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐❛ ❛&❡ ♥♦$ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ✜❜❡& ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐❛✳

❋♦& $❤❡ ❢❛❜&✐❝ ❧❛♠✐♥❛✱ <✐♠✐❧❛& Q✉❛❞&❛$✐❝ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐❛ ❛&❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦& $❤❡ <❤❡❛& ❛♥❞ ✜❜❡& $❡♥<✐❧❡

♠♦❞❡< ❛♥❞ $❤❡② ❝♦♥<✐❞❡& ❜♦$❤ ✇❛&♣ ❛♥❞ ✇❡❢$ ❞✐&❡❝$✐♦♥<✳ ❚❤❡ ✜❜❡& ❝♦♠♣&❡<<✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡ ❛♥❞ $❤❡

✐♥✲♣❧❛♥❡ <❤❡❛& ♠❛$&✐① ♠♦❞❡ ❛&❡ ♣&❡❞✐❝$❡❞ ✉<✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ <$&❡<< ❝&✐$❡&✐♦♥✳ ❆ <✐♠✐❧❛& ❝&✐$❡&✐♦♥ ❛< ❢♦&

$❤❡ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ❧❛♠✐♥❛ ♠♦❞❡❧ ✐< ✉<❡❞ ❤❡&❡ ❢♦& $❤❡ ❝&✉<❤ ♠♦❞❡✳

✹✷



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

❚❤❡ ♣♦4$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ♣&♦❝❡44❡4 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ $❤❡ ♠♦❞❡4 ♦❢ ❢❛✐❧✉&❡ ❛&❡ ❞❡4❝&✐❜❡❞

✐♥ ❬✷✶✶✱✷✶✾❪ ❜✉$ $❤❡② ❛&❡ ♥♦$ &❡♣♦&$❡❞ ❤❡&❡✳

✯▼❆❚❴✶✻✷ ✐4 ❛ ❣❡♥❡&❛❧✐③❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❜❛4✐❝ ❧❛②❡& ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✯▼❆❚❴✶✻✶ ❜② ❛❞♦♣$✐♥❣ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡

♠❡❝❤❛♥✐❝4 ❛♣♣&♦❛❝❤ ❢♦& ❝❤❛&❛❝$❡&✐③✐♥❣ $❤❡ 4♦❢$❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦& ❛❢$❡& ❞❛♠❛❣❡ ✐♥✐$✐❛$✐♦♥ ❬✷✷✷✱✷✷✼❪✳

✷✳✼✳✹ ❉✐&❝(❡*✐③❛*✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ✇♦✈❡♥ ♣❧②

❋♦& ✐♥❞✉4$&✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥4✱ ♥♦♥✲❝&✐♠♣ ❢❛❜&✐❝ ❧❛♠✐♥❛$❡4 ❛&❡ ❣❡♥❡&❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ✉4✐♥❣ ♦♥❡ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✐♥$❡❣&❛✲

$✐♦♥ ♣❡& ❡❧❡♠❡♥$❛&② ♣❧② ✭4❡❡ ❛$ $❤❡ $♦♣ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✼✮✳ ■❞❡❛❧❧②✱ ❛ ✇♦✈❡♥ ♣❧② 4❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧4♦ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛

✉♥✐L✉❡ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ♣♦✐♥$ ❜✉$ ❞✉❡ $♦ ✐$4 ❤✐❣❤❡& $❤✐❝❦♥❡44 ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐$②✱ ❛♥♦$❤❡& ❞✐4❝&❡$✐③❛$✐♦♥ ❤❛4 $♦ ❜❡

❝♦♥4✐❞❡&❡❞✱ ❛4 ♣&❡4❡♥$❡❞ ❛$ $❤❡ ❜♦$$♦♠ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✼✳ ❋&♦♠ ❛ ❣❡♥❡&❛❧ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✈✐❡✇✱ $✇♦ ♠❛✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣

$❡❝❤♥✐L✉❡4 ❝❛♥ ❜❡ ✉4❡❞ $♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥$❛&② ✇♦✈❡♥ ♣❧②✳

▼♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛*❡❞ ♦♥ ❛ ✉♥✐❞✐,❡❝.✐♦♥❛❧ *.❛❝❦ ✿ ■♥ $❤✐4 ❝❛4❡✱ ❡❛❝❤ ✇♦✈❡♥ ♣❧② ✐4 ♠♦❞❡❧❡❞ ✉4✐♥❣ ♦♥❡

♦& 4❡✈❡&❛❧ ♣♦✐♥$4 ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ♣&❡4❡♥$✐♥❣ $❤❡ 4❛♠❡ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡4 ♦❢ $❤❡ ✇♦✈❡♥

♣❧② 4❤♦✉❧❞ ❜❡ $❤❡&❡ ❣✐✈❡♥ ❛4 ❛♥ ✐♥♣✉$✳ ❚❤❡ ✉4❡ ♦❢ $✇♦ ♦& $❤&❡❡ ♣♦✐♥$4 ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ♣❡& ✇♦✈❡♥ ♣❧②

❝♦✉❧❞ ❜❡ ❥✉❞✐❝✐♦✉4 $♦ ♠♦❞❡❧ $❤✐❝❦ 4$&✉❝$✉&❡4 ♦& $❤✐❝❦ ♣❧✐❡4 ❜✉$ $❤❡② ❛&❡ ♥♦$ &❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❢♦& ✐♥❞✉4$&✐❛❧

❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥4✳

▼♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛*❡❞ ♦♥ ❛ ♠✉❧.✐❞✐,❡❝.✐♦♥❛❧ *.❛❝❦ ✿ ■♥ $❤✐4 ❝❛4❡✱ ❡❛❝❤ ✇♦✈❡♥ ♣❧② ✐4 ♠♦❞❡❧❡❞ ✉4✐♥❣ $✇♦

♦& ♠♦&❡ ♣♦✐♥$4 ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ♣&❡4❡♥$✐♥❣ ❞✐✛❡&❡♥$ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥4✳ ❚✇♦ ❦✐♥❞4 ♦❢ ✐♥♣✉$ ❞❛$❛ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥4✐❞❡&❡❞

❤❡&❡✳ ❋✐&4$✱ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡4 ❛&❡ ❣✐✈❡♥ ❛4 ❛♥ ✐♥♣✉$ ❢♦& ❡❛❝❤ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥✳ ■♥ $❤✐4 ❝❛4❡✱

$❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ✇♦✈❡♥ ♣❧② ❜❛4❡❞ ♦♥ ❛ ♠✉❧$✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ 4$❛❝❦✐♥❣ 4❡L✉❡♥❝❡ ❞♦❡4 ♥♦$ ❤❛✈❡ ❛ ♣❤②4✐❝❛❧

♠❡❛♥✐♥❣ ❜✉$ ✐$ ❝❛♥ &❡❞✉❝❡ 4♦♠❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ✐♥4$❛❜✐❧✐$②✳ ■♥❞❡❡❞✱ $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ 4$❛❝❦✐♥❣

4❡L✉❡♥❝❡ ✐4 ❧✐❦❡❧② $♦ ✐♥❞✉❝❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ❞✐✈❡&❣❡♥❝❡4✱ ♣❛&$✐❝✉❧❛&❧② &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ♣♦4$✲❢❛✐❧✉&❡ ❜❡❤❛✈✐♦&✳ ❚❤❡

4❡❝♦♥❞ ✇❛② ✐4 $♦ ♠♦❞❡❧ ❛ ✇♦✈❡♥ ♣❧② ✉4✐♥❣ ❛ ♠✉❧$✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ 4$❛❝❦✐♥❣ 4❡L✉❡♥❝❡ ❜✉$ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡4

♦❢ ❛ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ♣❧②✱ ❡✈❡♥$✉❛❧❧② ❛❝❝♦✉♥$✐♥❣ ❢♦& ✜❜❡& ✇❛✈✐♥❡44✱ ❛&❡ ❣✐✈❡♥ ❛4 ❛♥ ✐♥♣✉$ ❢♦& ❡❛❝❤ ♣♦✐♥$ ♦❢

✐♥$❡❣&❛$✐♦♥✳ ❚❤✐4 ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣&❡4❡♥$4 ❛ ❤✐❣❤❡& ♣❤②4✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✱ ❜✉$ ✐$ &❡♣&❡4❡♥$4 ❛❧4♦ ❤✐❣❤❡& ❡✛♦&$4

$♦ ❞❡$❡&♠✐♥❡ $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡✛❡❝$✐✈❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡4 ✭4$✐✛♥❡44 ❛♥❞ 4$&❡♥❣$❤✮ ♦❢ ❛ ✇❛✈②

✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ♣❧② ❛♥❞ $♦ ❝♦♥4✐❞❡& $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ✐♥$❡&❛❝$✐♦♥4 ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② $❤❡ $❡①$✐❧❡ 4$&✉❝$✉&❡✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱

$❤❡ ❞❡$❡&♠✐♥❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♣♦4$✲❢❛✐❧✉&❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ❛♥❞ ❡✈❡♥$✉❛❧❧② ❢&❛❝$✉&❡ $♦✉❣❤♥❡44❡4 ♦❢ 4✉❝❤ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧

♣❧✐❡4 ✐♥$❡&❛❝$✐♥❣ $♦❣❡$❤❡& ✐4 ♥♦$ $&✐✈✐❛❧✳

❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡ ♣&✐♦&✐$② ♦❢ $❤✐4 4$✉❞② ✐4 $♦ ♠♦❞❡❧ ❡❛❝❤ ✇♦✈❡♥ ♣❧② ✉4✐♥❣ ♦♥❡ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥✳ ■♥ $❤❡

❝❛4❡ ✇❤❡&❡ $✇♦ ♣♦✐♥$4 ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ 4❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣&❡❢❡&&❡❞ $♦ ♠♦❞❡❧ ❡❛❝❤ ✇♦✈❡♥ ♣❧②✱ ❛ ❜✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ [0◦, 90◦]

4$❛❝❦✐♥❣ 4❡L✉❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉4❡❞ ❜✉$ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡4 ♦❢ $❤❡ ✇♦✈❡♥ ♣❧② ❛&❡ ❣✐✈❡♥ ❛4 ❛♥ ✐♥♣✉$

❢♦& ❡❛❝❤ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥✳

✷✳✽ ❉✐%❝✉%%✐♦♥ ❛♥❞ %②♥-❤❡%✐% ♦❢ -❤❡ ❧✐-❡2❛-✉2❡ 2❡✈✐❡✇

❙❡✈❡&❛❧ ❛♥❛❧②$✐❝ ♦& ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ❋❊▼ ♠✐❝&♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ $❤❡♦&✐❡4 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧

♣&♦♣❡&$✐❡4 ♦❢ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦4✐$❡✱ ❢&♦♠ $❤❡ ❞❡$❡&♠✐♥❛$✐♦♥ ♦❢ ❡✛❡❝$✐✈❡ 4$✐✛♥❡44 ✉♣ $♦ ❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ♦❢

$❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳ ❚❤❡4❡ ♠❡$❤♦❞4 ❛&❡ 4♦♠❡$✐♠❡4 ✈❡&② ❝♦♠♣❧❡① ❜✉$ $❤❡② ❣❡♥❡&❛❧❧② ♣&❡4❡♥$ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥

✇✐$❤ ❡①♣❡&✐♠❡♥$4✳ ■♥♣✉$ ❞❛$❛ ❞❡♣❡♥❞ ♦❢$❡♥ ♦♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡4 ♦❢ $❤❡ ❝♦♥4$✐$✉❡♥$4 ❛♥❞ ♦♥ $❤❡

✹✸



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

Laminated structure

based on U.D. plies

Modeling using shell

or thick shell elements

Plain weave textile:

Wavy plies in 2 

perpendicular directions

Several potential 

discretizations using shell

or thick shell elements

❋✐❣✉$❡ ✷✳✼✿ ❈♦♠♣❛$✐/♦♥ ♦❢ 2❤❡ ♣♦2❡♥2✐❛❧ ❞✐/❝$❡2✐③❛2✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❝$✐♠♣ ❧❛♠✐♥❛2❡❞ /2$✉❝2✉$❡ ❛♥❞ ♦❢ ❛

♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ 2❡①2✐❧❡ /2$✉❝2✉$❡

❣❡♦♠❡2$✐❝❛❧ ♣$♦♣❡$2✐❡/ ♦❢ 2❤❡ $❡✐♥❢♦$❝❡♠❡♥2/✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✇❡❛❦♥❡//❡/ ♦❢ 2❤❡/❡ 2❤❡♦$✐❡/ $❡❧② ♦♥ 2❤❡✐$ ❝♦♠✲

♣✉2❛2✐♦♥❛❧ ❝♦/2/✱ ♦♥ 2❤❡ ❞❡2❡$♠✐♥❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ❞✐✛❡$❡♥2 ♠❛2❡$✐❛❧ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡2$✐❝❛❧ ♣❛$❛♠❡2❡$/ ❛♥❞ ♦♥ 2❤❡

❛//✉♠♣2✐♦♥ ♦❢ ♣❡$✐♦❞✐❝✐2② ♦❢ 2❤❡ ❘✳❯✳❈✳ ▼❛♥✉❢❛❝2✉$✐♥❣ ♣$♦❝❡//❡/ ❜$✐♥❣ ✐♠♣❡$❢❡❝2✐♦♥/ ✐♥ 2❤❡ ♠❛2❡$✐❛❧/

❛♥❞ ❝❛♥ ♠♦❞✐❢② 2❤❡ ♠❛2❡$✐❛❧ /2$✉❝2✉$❡ /❤❛♣❡✱ ✇❤❛2 ❝❛♥ ❤✐❣❤❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ 2❤❡ ♣$❡❞✐❝2✐♦♥/ ♦♥ ❛ ♠✐❝$♦/❝♦♣✐❝

❧❡✈❡❧✳ ▲♦♠♦✈ ❡! ❛❧✳ ❬✷✷✽❪ ❝❧❛//✐✜❡❞ ❢♦$ ❡①❛♠♣❧❡ 2❤❡/❡ ♣♦//✐❜❧❡ /♦✉$❝❡/ ♦❢ ❡$$♦$/✿ 2❤❡② ❝♦♠❡ ❢$♦♠ 2❤❡ ②❛$♥

/❤❛♣❡/✱ 2❤❡ ♥❡/2✐♥❣ ♦❢ 2❤❡ ❧❛♠✐♥❛2❡ ❧❛②❡$/✱ 2❤❡ ✜❜❡$ ✈♦❧✉♠❡ ❢$❛❝2✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞ 2❤❡ ✐♠♣$❡❝✐/✐♦♥ ♠❛❞❡

✐♥ 2❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥2❛❧ ❛♥❛❧②/✐/✳ ▼✐❝$♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❛❧②/❡/ ❛$❡ ❛ ♣$♦♠✐/✐♥❣ ✇❛② 2♦ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡ 2❤❡ ♣$♦♣✲

❡$2✐❡/ ♦❢ ✇♦✈❡♥ $❡❞✉❝✐♥❣ 2❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥2❛❧ ❝♦/2/ 2♦ ♦❜2❛✐♥ 2❤❡ /2✐✛♥❡// ❛♥❞ /2$❡♥❣2❤ ♦❢ 2❤❡ ❝♦♥/2✐2✉❡♥2/✳

❍♦✇❡✈❡$✱ ❢♦$ ✐♥❞✉/2$✐❛❧ ❝$❛/❤ ❛♣♣❧✐❝❛2✐♦♥/ ❢❛✐❧✉$❡✱ ❢$❛❣♠❡♥2❛2✐♦♥✱ ♣❡$♠❛♥❡♥2 ❞❡❢♦$♠❛2✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡

✐♥✐2✐❛2✐♦♥ ❛♥❞ ♣$♦♣❛❣❛2✐♦♥ ❤❛✈❡ 2♦ ❜❡ ♣$❡❞✐❝2❡❞✳ ❈♦♥/✐❞❡$✐♥❣ 2❤❡ ❧✐♠✐2❛2✐♦♥/ ♦♥ 2❤❡ ❡❧❡♠❡♥2/ /✐③❡ ✭❛❜♦✉2

✸✲✺♠♠✮ ♠✐❝$♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❛❧②/✐/ ❝❛♥♥♦2 ❜❡ ❤❡$❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✭❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❝$❛❝❦/ ❝❛♥ ♦♥❧② ♣$♦♣❛❣❛2❡ ✇✐2❤

/2❡♣/ ❤❛✈✐♥❣ 2❤❡ /✐③❡ ♦❢ 2❤❡ ❡❧❡♠❡♥2/✮✳ ❈♦♥/❡P✉❡♥2❧② ❛ ♠❛❝$♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ /2✉❞② ❤❛/ 2♦ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝2❡❞ ❛♥❞

$❡P✉✐$❡/ ❛ ♠❛❝$♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ ❝❤❛$❛❝2❡$✐③❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ♠❛2❡$✐❛❧ ❬✷✷✾❪✳

❲♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦/✐2❡/ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣$♦❣$❡//✐✈❡ ❢❛✐❧✉$❡ ♣$♦❝❡//✳ ❉❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ♠✐❝$♦❝$❛❝❦/ ❝♦✉♣❧❡❞

✇✐2❤ ♠❛2$✐① ♥♦♥❧✐♥❡❛$ ❜❡❤❛✈✐♦$ ❧❡❛❞ 2♦ 2❤❡ ♠❛❝$♦/❝♦♣✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛$ ❜❡❤❛✈✐♦$ ♦❜/❡$✈❡❞ ✐♥ ❡①♣❡$✐♠❡♥2/ ✐♥

❞✐✛❡$❡♥2 ❞✐$❡❝2✐♦♥/✳ ❚❤❡/❡ 2✇♦ /♦✉$❝❡/ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛$✐2② ❛$❡ ❞✐✣❝✉❧2 2♦ /❡♣❛$❛2❡ ♦♥ ❛ ♠❛❝$♦/❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧✳

■♥❞✉/2$✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛2✐♦♥/ $❡P✉✐$❡ 2♦ ❝❛♣2✉$❡ 2❤❡ ♠❛❝$♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠❛2❡$✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦$ ✇✐2❤ ❛♥ ❛❝❝❡♣2❛❜❧❡

♣$❡❞✐❝2✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛$✐2②✱ ♣❡$♠❛♥❡♥2 ❞❡❢♦$♠❛2✐♦♥✱ ♣$♦❣$❡//✐✈❡ ❢❛✐❧✉$❡ ❛♥❞ ♣♦/2✲❢❛✐❧✉$❡ ❞❛♠❛❣❡ ✉♣ 2♦ 2❤❡

✉❧2✐♠❛2❡ ❢❛✐❧✉$❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❞❡❧❛♠✐♥❛2✐♦♥ ✐/ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❞❡❜❛2❡ ❛♥❞ $❡P✉✐$❡/ ❛❞❞✐2✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣

2❡❝❤♥✐P✉❡/ 2❤❛2 ❛$❡ ❧✐❦❡❧② 2♦ 2$❛♥/❣$❡// 2❤❡ ✧❝♦/2✧ ❧✐♠✐2❛2✐♦♥/ ✐♠♣♦/❡❞✳ ❚❤❛2 ✐/ ✇❤② ❞❡❧❛♠✐♥❛2✐♦♥ ✇✐❧❧

♥♦2 ❜❡ ❡①2❡♥/✐✈❡❧② /2✉❞② ✐♥ 2❤✐/ /2✉❞② ✇❤✐❧❡ ✐2 ✐/ ❛ ♣$❡♣♦♥❞❡$❛♥2 ❢❛✐❧✉$❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ❋❘W✲♠❛2❡$✐❛❧/✳

❙2$✉❝2✉$❛❧ ❝♦♠♣♦/✐2❡ ♣❛$2/✱ 2❤❛2 ❛$❡ ❝$❛/❤ $❡❧❡✈❛♥2 ❢♦$ ❛✉2♦♠♦2✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛2✐♦♥/ ♣$❡/❡♥2 ♦❢2❡♥ ❛ 2❤✐❝❦✲
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❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

♥❡44 ❤✐❣❤❡& $❤❛$ ✸♠♠✳ ■$ ♠❡❛♥4 $❤❛$ ❢♦& ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ 4❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$4✱ $❤❡ $❤✐❝❦♥❡44 ♦❢ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$ ✐4

❧✐❦❡❧② $♦ ❜❡ ❤✐❣❤❡& $❤❛♥ ✐$4 ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞✐♠❡♥4✐♦♥4✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡4 ♥♦$ ✈❡&✐❢② $❤❡ ❛44✉♠♣$✐♦♥4 ♦❢ $❤❡ ♣❧❛$❡ $❤❡♦&②✳

❈♦♥4❡@✉❡♥$❧②✱ $♦ ♠♦❞❡❧ 4✉❝❤ ♠❛$❡&✐❛❧4 ✉4✐♥❣ ❛ ✉♥✐@✉❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❧❛②❡& ❛ $❤&❡❡✲❞✐♠❡♥4✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❤❛4 $♦

❜❡ ❝♦♥4✐❞❡&❡❞✳

❆4 ❞❡4❝&✐❜❡❞ ♣&❡✈✐♦✉4❧②✱ ♠♦4$ ♦❢ ♦&$❤♦$&♦♣✐❝ ❝♦♠♣♦4✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧4 ✐♥ ▲❙✲❉❨◆❆ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧✲

♦♣❡❞ ❢♦& $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❧❛♠✐♥❛$❡❞ ♥♦♥✲❝&✐♠♣ ❢❛❜&✐❝4✳ ❚❤❡② ❛&❡ ❛❜❧❡ $♦ ♣&❡❞✐❝$ ❛ ❧✐♥❡❛& ❡❧❛4$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦&

✉♣ $♦ ❢❛✐❧✉&❡ ♦♥4❡$✳ ❉✐✛❡&❡♥$ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐❛ ❛&❡ ❛♣♣❧✐❡❞ $♦ ♣&❡❞✐❝$ ❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ $❤❡② ❛&❡ ♠❛✐♥❧② ❜❛4❡❞ ♦♥ $❤❡

❡✛❡❝$✐✈❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡4 ✭4$✐✛♥❡44 ❛♥❞ 4$&❡♥❣$❤✮✳ ❚❤&❡❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧4 ✭✯▼❆❚❴✵✺✹✱ ✯▼❆❚❴✵✺✽

❛♥❞ ✯▼❆❚❴✵✺✾✮ ♣&♦♣♦4❡ ❛ ♣♦4$✲❢❛✐❧✉&❡ ❝♦♥4$❛♥$ 4$&❡44 ❧❡✈❡❧ ✉♣ $♦ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❇♦$❤ &❡❝❡♥$❧② ✐♠✲

♣❧❡♠❡♥$❡❞ ✯▼❆❚❴✷✻✶ ❛♥❞ ✯▼❆❚❴✷✻✷ ❞❡✜♥❡ ❛ ❧✐♥❡❛& ✭♦& ❜✐✲❧✐♥❡❛&✮ ♣♦4$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥

❜❛4❡❞ ♦♥ ❛ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛&✐❛❜❧❡✳ ❯4✐♥❣ ❛ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ &❡❢❡&&✐♥❣ $♦ $❤❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝&♦❝&❛❝❦4 ✐♥ $❤❡

♠❛$❡&✐❛❧✱ $❤❡ ✯▼❆❚❴✵✺✽ ♠♦❞❡❧ ✐4 ❛❜❧❡ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ❝♦♠♣♦4✐$❡✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ♥♦

♣❡&♠❛♥❡♥$ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ✐4 ❝♦♥4✐❞❡&❡❞✱ ❛4 ♥♦ ♣❧❛4$✐❝✐$② ❞❡✜♥✐$✐♦♥ ❤❛4 ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞✳ ❈♦♥4❡@✉❡♥$❧②✱ ❛

❧❛&❣❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❢❡❛$✉&❡4 ❛&❡ ❞✐4$&✐❜✉$❡❞ ♦✈❡& 4❡✈❡&❛❧ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧4 ❜✉$ ♥♦ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠❜✐♥❡4 $♦❣❡$❤❡&

♥♦♥❧✐♥❡❛&✐$②✱ ♣❡&♠❛♥❡♥$ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦4$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ 4❤♦✉❧❞ ❜❡ &❡@✉✐&❡❞ $♦

♠♦❞❡❧ $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❡①$✐❧❡ ❝♦♠♣♦4✐$❡4✳

✹✺



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❙$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ❆&$ ✲ ▲✐$❡&❛$✉&❡ &❡✈✐❡✇

✹✻



❈❤❛♣$❡& ✸

❊①♣❡$✐♠❡♥(❛❧ ♦❜-❡$✈❛(✐♦♥-✿

0✉❛-✐✲-(❛(✐❝✱ ✐♠♣❛❝( ❛♥❞ $❡♣$❡-❡♥(❛(✐✈❡

❝♦♠♣♦♥❡♥( (❡-(- ♦♥ ❝❛$❜♦♥ ✇♦✈❡♥

$❡✐♥❢♦$❝❡❞ ♣❧❛-(✐❝-

❚❤✐# ❝❤❛♣'❡) ♣)❡#❡♥'# '❤❡ ❡①♣❡)✐♠❡♥'❛❧ )❡#✉❧'# ♦❢ 1✉❛#✐✲#'❛'✐❝ ❛♥❞ ❧♦✇✲✈❡❧♦❝✐'② ✐♠♣❛❝' '❡#'# ♦♥ ❛ ❝❛)❜♦♥

♣❧❛✐♥ ✇❡❛✈❡ ❘❚▼ ♠❛'❡)✐❛❧ ❛♥❞ ♦♥ ❛ ❝❛)❜♦♥ '✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ :❘❊:❘❊● ❝♦♠♣♦#✐'❡✳ ◗✉❛#✐✲#'❛'✐❝ '❡♥#✐❧❡✱

❝♦♠♣)❡##✐✈❡ ❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ '❡#'# ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝'❡❞ ♦♥ ❡❧❡♠❡♥'❛)② #♣❡❝✐♠❡♥# ✐♥ ♦)❞❡) '♦ ❞❡'❡)♠✐♥❡

'❤❡ ❡✛❡❝'✐✈❡ ♠❛'❡)✐❛❧ ♣)♦♣❡)'✐❡# ♦❢ '❤❡ ♠❛'❡)✐❛❧✳ ❙♦♠❡ ♣)❡❧✐♠✐♥❛)② '❡#'# ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝'❡❞ ♦♥ ❛ ❘❚▼

❝❛)❜♦♥ ♣❧❛✐♥ ✇❡❛✈❡ ❝♦♠♣♦#✐'❡ ♣)❡#❡♥'✐♥❣ '✇♦ ♦✉'❡) ❣❧❛## ♠❛' ❧❛②❡)#✳ ❖✉'❡) ❣❧❛## ♠❛' ❧❛②❡)# ❣❡♥❡)❛❧❧② ❛✐♠

❛' ♣)♦'❡❝'✐♥❣ '❤❡ ❝❛)❜♦♥ )❡✐♥❢♦)❝❡❞ ❝♦♠♣♦#✐'❡ ♠❛'❡)✐❛❧ ❛❣❛✐♥#' ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛''❛❝❦# ♦) ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥'❛❝'#✳

❋♦) ❝♦♥✜❞❡♥'✐❛❧✐'② )❡❛#♦♥#✱ ❛❧❧ '❤❡ 1✉❛♥'✐'❛'✐✈❡ )❡#✉❧'# ✭❢♦) ❡①❛♠♣❧❡ #')❡## ✈#✳ #')❛✐♥ ❝✉)✈❡#✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

♥♦)♠❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ '❤❡② ❛)❡ ♣)❡#❡♥'❡❞ ✉#✐♥❣ ❛ #❝❛❧❡ ❡①♣)❡##❡❞ ✐♥ ♣❡)❝❡♥'❛❣❡✳ ❚❤❡ ❣)❡② ❛♥❞ ❜❧❛❝❦ ❝✉)✈❡# #❤♦✇

'❤❡ ❡①♣❡)✐♠❡♥'❛❧ )❡#✉❧'# ❛♥❞ '❤❡ )❡❞ ❜♦❧❞ ❝✉)✈❡ ✐# '❤❡ ♣❤②#✐❝❛❧ )❡❢❡)❡♥❝❡ ✉#❡❞ '❤❡♥ ❢♦) '❤❡ ❝♦♠♣❛)✐#♦♥

✇✐'❤ ♥✉♠❡)✐❝❛❧ )❡#✉❧'#✳ ■' ❝♦))❡#♣♦♥❞# '♦ ❛ )❡♣)❡#❡♥'❛'✐✈❡ ❝✉)✈❡ ♦❢ '❤❡ ❡①♣❡)✐♠❡♥'❛❧ ❝✉)✈❡# #❡'✳ ❚❤❡♥✱

'❤❡ ❡①♣❡)✐♠❡♥'❛❧ )❡#✉❧'# ♦❜'❛✐♥❡❞ ❢)♦♠ ✐♠♣❛❝' '❡#'# ♠❛❞❡ ♦♥ ❡❧❡♠❡♥'❛)② ♣❧❛'❡ ❛♥❞ ♦♥ ❤❛'✲♣)♦✜❧❡# ✇✐❧❧

❜❡ ♣)❡#❡♥'❡❞✳ ■♠♣❛❝'# ♦♥ ❡❧❡♠❡♥'❛)② ♣❧❛'❡# ❛❧❧♦✇ '♦ ❛##❡## '❤❡ ❞❛♠❛❣❡ '♦❧❡)❛♥❝❡ ♦❢ '❤❡ ❝♦♠♣♦#✐'❡

♠❛'❡)✐❛❧# ✉♥❞❡) ✐♠♣❛❝' ❧♦❛❞✳ ❉✉❡ '♦ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❧✐♠✐'❡❞ '♦ ❛ #✐♥❣❧❡✲❡❧❡♠❡♥' ❧❛②❡)✱ ✐' ✐# ✐♠♣♦##✐❜❧❡ '♦

♣)❡❞✐❝' ❝♦))❡❝'❧② '❤❡ ❞❡❧❛♠✐♥❛'✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❈♦♥#❡1✉❡♥'❧②✱ '❤❡ ❞❡❧❛♠✐♥❛'❡❞ ❛)❡❛ ✐# ❛##✐♠✐❧❛'❡❞ '♦ ❛

❞❛♠❛❣❡❞ ③♦♥❡✳ ❚❤❡ ♣♦#'✲❢❛✐❧✉)❡ ♠❛'❡)✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦)# ✐♠♣❧❡♠❡♥'❡❞ ✐♥ #♦♠❡ ♠❛'❡)✐❛❧ ♠♦❞❡❧# ♦❢ ▲❙✲❉❨◆❆

❛)❡ ✉#❡❞ '♦ ♣)❡❞✐❝' '❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❞✐#')✐❜✉'✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝' '❡#' ✐# ❝✉))❡♥'❧② ♦♥❡ ♦❢ '❤❡ ❡①♣❡)✐♠❡♥'❛❧ '❡#'#

✉#❡❞ '♦ ✜' '❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣❛)❛♠❡'❡)#✳ ❚❤❡ ❤❛'✲♣)♦✜❧❡# ❛)❡ ✉#❡❞ ❛# )❡♣)❡#❡♥'❛'✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥'# '❡#'# ❛♥❞

'❤❡② ❛)❡ ❛♥ ✐♠♣♦)'❛♥' ✈❛❧✐❞❛'✐♦♥ #'❡♣ ♦❢ '❤❡ ❝♦♠♣♦#✐'❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❛# '❤❡② )❡♣)❡#❡♥' '❤❡ ❜)✐❞❣❡ ❜❡'✇❡❡♥

'❤❡ ❡❧❡♠❡♥'❛)② #♣❡❝✐♠❡♥# ❛♥❞ ❝♦♠♣♦#✐'❡ ♣❛)'#✳ ❚❤❡② ❛)❡ ❛❧#♦ ❛♥ ❛❞❞✐'✐♦♥❛❧ ❡①♣❡)✐♠❡♥'# '♦ ✐♥✈❡#'✐❣❛'❡

'❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❧♦❝❛❧✐③❛'✐♦♥ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡')✐❝❛❧ ❡✛❡❝'#✳

❚❤❡ #❝❛''❡) ♦❜#❡)✈❡❞ ✐♥ '❤❡ ❡①♣❡)✐♠❡♥'# ✐# ❝♦♠♠♦♥❧② ❛##❡##❡❞ ✉#✐♥❣ #'❛'✐#'✐❝❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥'# ❛# '❤❡

#'❛♥❞❛)❞ ❞❡✈✐❛'✐♦♥✳ ❆# ♥♦ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♠❛'❡)✐❛❧ ♣)♦♣❡)'✐❡# ❝❛♥ ❜❡ )❡♣♦)'❡❞ ❤❡)❡✱ '❤✐# ✐♥❞✐❝❛'♦) ✇❛# ❢♦✉♥❞ '♦
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❈❤❛♣$❡& ✸✳ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜1❡&✈❛$✐♦♥1✿ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝✱ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ $❡1$1 ♦♥

❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛1$✐❝1

❜❡ ♥♦$ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ♦❢ $❤❡ ❞❡✈✐❛$✐♦♥ ♦❝❝✉&&✐♥❣ ✐♥ $❤❡ &❡1✉❧$1✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ❛❧❧♦✇1

$♦ ❡✈❛❧✉❛$❡ $❤❡ ♣❡&❝❡♥$❛❣❡ ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛&✐1♦♥ $♦ $❤❡ ❛✈❡&❛❣❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐1 ✐♥❞✐❝❛$♦& ❝♦&&❡1♣♦♥❞1 $♦

$❤❡ &❛$✐♦ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ 1$❛♥❞❛&❞ ❞❡✈✐❛$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ❛✈❡&❛❣❡ ❛♥❞ ✐$ ✐1 ❡①♣&❡11❡❞ ✐♥ ♣❡&❝❡♥$❛❣❡✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ ✐$

❣✐✈❡1 ❛ 1$&✐❦✐♥❣ ❛11❡11♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ 1❝❛$$❡& ♦❜1❡&✈❡❞ ✐♥ ❡①♣❡&✐♠❡♥$1✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ✐1 ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞

❢♦& $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡1 ♦❜$❛✐♥❡❞ ❜② $❤❡ ❝♦&&❡1♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ $❡1$1 ❛♥❞ ✐$ ❤❛1 ❜❡❡♥

✉1❡❞ ✭✇❤❡♥ ♣♦11✐❜❧❡✮ $♦ ❛11❡11 $❤❡ 1❝❛$$❡& ♦❜1❡&✈❡❞ ✐♥ $❤❡ $❡1$✐♥❣ ❝❛♠♣❛✐❣♥✳

❙♣❡❝✐❛❧ $❤❛♥❦1 ❛&❡ ❛❞❞&❡11❡❞ $♦ ❉❛♥✐❡❧ ❋&❡❞❡✱ ❉&✳ ❚❤♦♠❛1 ❙♦♠♠❡&✲❉✐$$&✐❝❤ ❛♥❞ $❤❡✐& ❝♦❧❧❡❛❣✉❡1 ❛$

❉❛✐♠❧❡& ❆● ❢♦& $❤❡ ♦&❣❛♥✐③❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ $❡1$1✳

✸✳✶ ❊①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ +❡.+. ♦♥ ❛ ❘❚▼ ❝❛'❜♦♥ ♣❧❛✐♥ ✇❡❛✈❡ ♣'❡.❡♥+✐♥❣

♦✉+❡' ❣❧❛.. ♠❛+ ❧❛②❡'.

❚❤❡ ❝♦♠♣♦1✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❝♦♥1✐❞❡&❡❞ ❤❡&❡ ✐1 ❛ ❚✼✵✵ ❝❛&❜♦♥ ✜❜❡& ♣❧❛✐♥ ✇❡❛✈❡ $❡①$✐❧❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡♣♦①②

&❡1✐♥ ❛♥❞ ♠❛♥✉❢❛❝$✉&❡❞ ✈✐❛ ❛ ❘❚▼ ♣&♦❝❡11✳ ❚❤❡ ❞&② $❡①$✐❧❡ ♣&❡1❡♥$1 ❛ 1✉&❢❛❝❡ ✇❡✐❣❤$ ❛❜♦✉$ 330g/m2
✳

❚❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❤❛1 ❛ $❤✐❝❦♥❡11 ❛❜♦✉$ ✷♠♠ ❛♥❞ ❛ 1$❛❝❦✐♥❣ 1❡4✉❡♥❝❡ ❝♦♥1$✐$✉$❡❞ ❜② ✜✈❡ ✇♦✈❡♥ ♣❧✐❡1✳ ❆

✜❜❡& ✈♦❧✉♠❡ ❢&❛❝$✐♦♥ ❛❜♦✉$ 47% ❤❛1 ❜❡❡♥ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧② ❡1$✐♠❛$❡❞ ❜❛1❡❞ ♦♥ $❤❡ 1$❛♥❞❛&❞ ■❙❖ ✶✹✶✷✼✳

◗✉❛1✐✲1$❛$✐❝ $❡♥1✐❧❡✱ ❝♦♠♣&❡11✐✈❡✱ 1❤❡❛& ❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ $❡1$1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ♦♥ ❡❧❡♠❡♥$❛&② 1♣❡❝✐♠❡♥1

❛♥❞ $❤❡ &❡1✉❧$1 ❛&❡ &❡♣♦&$❡❞ ✐♥ $❤❡ ♥❡①$ 1❡❝$✐♦♥1✳ ❙$&❡11 ✈1✳ 1$&❛✐♥ ❝✉&✈❡1 ❛♥❞ ♣✐❝$✉&❡1 ✐❧❧✉1$&❛$✐♥❣ ❢❛✐❧✉&❡

❛&❡ ❛❧1♦ ♣&❡1❡♥$❡❞✳ ❚❤❡ 1$&❡11❡1 σ ❛&❡ ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞ ❜② $❤❡ &❛$✐♦ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ❢♦&❝❡ F ♠❡❛1✉&❡❞ ❜② $❤❡

$&❛❝$✐♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦✈❡& $❤❡ ❝&♦11 1❡❝$✐♦♥ A ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥✱ $❤❛$ ✐1 ❛11✉♠❡❞ $♦ ❜❡ ❝♦♥1$❛♥$ ❛♥❞ ❡4✉❛❧ $♦

$❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ♦♥❡✳ ❋♦& $❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ $&❛❝$✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥ $❡1$1✱ $❤❡ 1$&❛✐♥ ✐1 ❞❡$❡&♠✐♥❡❞ ❡✐$❤❡& ❢&♦♠ $❤❡

❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ $&❛❝$✐♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦& ❢&♦♠ ❛ 1$&❛✐♥ ❣❛✉❣❡ ❣❧✉❡❞ ♦♥ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥✳

✸✳✶✳✶ ▲♦♥❣✐(✉❞✐♥❛❧ (❡♥.✐❧❡ (❡.(.

◗✉❛1✐✲1$❛$✐❝ $❡♥1✐❧❡ $❡1$1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ♦♥ ✷♠♠ $❤✐❝❦ 250mm × 25mm 1♣❡❝✐♠❡♥1 ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $❤❡

❉■◆ ■❙❖ ✺✷✼✲✹ 1$❛♥❞❛&❞✳ ❚❤❡ 1$&❡11 ✈1✳ 1$&❛✐♥ ❝✉&✈❡1 ♣&❡1❡♥$❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶ 1❤♦✇1 ❛ ❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦&

♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✉♣ $♦ ❢❛✐❧✉&❡✱ ✇❤❡♥ ✐$ ✐1 ❧♦❛❞❡❞ ✐♥ ❛ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❞✐&❡❝$✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❞✐&❡❝$✐♦♥

♠❡❛♥1 ❤❡&❡ $❤❛$ $❤❡ ❧♦❛❞ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ✐1 ♣❛&❛❧❧❡❧ $♦ $❤❡ ✇❛&♣ ♦& ✇❡❢$ ❞✐&❡❝$✐♦♥✱ 1✐♥❝❡ ♥♦ ❞✐1$✐♥❝$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥

$❤❡ $✇♦ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ②❛&♥ ❞✐&❡❝$✐♦♥1 ♦❢ $❤❡ $❡①$✐❧❡ ❤❛1 ❜❡❡♥ ♠❛❞❡✳ ❖♥❧② $✇♦ 1♣❡❝✐♠❡♥1 ♦✈❡& $❤&❡❡ ❣❛✈❡

1✉✐$❛❜❧❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ❞❛$❛✳ ❈♦♥1✐❞❡&✐♥❣ $❤❡ ❞✐1❝♦♥$✐♥✉♦✉1 ❜❡❤❛✈✐♦& ❛♥❞ $❤❡ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡& ♦❢ &❡♣❡$✐$✐♦♥✱

♥♦ 1$❛$✐1$✐❝❛❧ ❛11❡11♠❡♥$ ❤❛1 ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❤❡&❡✳

❋✐❣✳ ✸✳✷ ♣&❡1❡♥$1 1❡✈❡&❛❧ ✈✐❡✇1 ♦❢ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❧♦❝❛$✐♦♥✳ ❖♥❡ 1♣❡❝✐♠❡♥ ❢❛✐❧❡❞ ✐♥ $❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ $❤❡ ❝♦✉♣♦♥

✭1❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷❛✮✱ ✇❤❡&❡❛1 ❢❛✐❧✉&❡ ❤❛♣♣❡♥❡❞ ❝❧♦1❡& $♦ $❤❡ ❡♥❞ $❛❜1 ❢♦& $❤❡ $✇♦ ♦$❤❡& 1♣❡❝✐♠❡♥1✳ ❋❛✐❧✉&❡

♦❝❝✉&&❡❞ 1✉❞❞❡♥❧② ❜✉$ ♥♦$ 1♦ ❡①♣❧♦1✐✈❡✱ ❛1 ✐$ ✐1 ❣❡♥❡&❛❧❧② ♦❜1❡&✈❡❞ ❢♦& ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ❧❛♠✐♥❛$❡❞✳ ❚❤❡

❢&❛❝$✉&❡ 1✉&❢❛❝❡ ✐1 ❤❡&❡ ♥♦&♠❛❧ $♦ $❤❡ ❧♦❛❞ ❞✐&❡❝$✐♦♥✳ ❯❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥ ✐1 ❝❛✉1❡❞ ❜② $❤❡

❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ ✜❜❡&1 ❛♥❞ ♦❢ $❤❡ ②❛&♥1 ✭1❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷ ❜✱ ❝ ❛♥❞ ❞✮✳ ❋✐❣✳ ✸✳✸ ♣&❡1❡♥$1 ❛ ♠✐❝&♦1❝♦♣✐❝ ✈✐❡✇ ♦❢

$❤❡ ❢❛✐❧❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧✳ ❖♥ $❤❡ ❧❡❢$✱ $❤❡ ♠✐❝&♦❣&❛♣❤ 1❤♦✇1 $❤❡ ❜&✐$$❧❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ ✜❜❡&1 ❛♥❞ ♦❢ $❤❡ ②❛&♥1✳

❖♥ $❤❡ &✐❣❤$✱ ❞✐✛❡&❡♥$ ❦✐♥❞1 ♦❢ ❝&❛❝❦1 ♣&♦♣❛❣❛$✐♥❣ ❛✇❛② ❢&♦♠ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❧♦❝❛$✐♦♥ ❛&❡ ♦❜1❡&✈❡❞✳ ❙♦♠❡

❝&❛❝❦1 ❡✈♦❧✈❡ ❛❧♦♥❣ $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ②❛&♥1 ✇❤❡&❡❛1 ♦$❤❡& ❝&❛❝❦1 ♣&♦♣❛❣❛$❡ $❤&♦✉❣❤ $❤❡ $&❛♥1✈❡&1❡ ②❛&♥1✳

❉✐✛❡&❡♥$ ❝&❛❝❦ 1✐③❡1 ❝❛♥ ❛❧1♦ ❜❡ ♥♦$✐❝❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛&❣❡1$ ❝&❛❝❦1 ❡✈♦❧✈❡ 4✉✐$❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡✱ ✇❤❡&❡❛1 $❤❡

1♠❛❧❧❡1$ ❝&❛❝❦1 ✜♥❞ $❤❡✐& ✇❛② ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ✜❜❡&1 ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦❢$❡♥ $❤❡✐& ❞✐&❡❝$✐♦♥✳

✹✽
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✿ ❊①♣❡$✐♠❡♥/❛❧ $❡2✉❧/2 ❢♦$ /❤❡ 6✉❛2✐✲2/❛/✐❝ ❧♦♥❣✐/✉❞✐♥❛❧ /❡♥2✐♦♥

a

b c d

❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✿ ❆♥❛❧②2✐2 ♦❢ /❤❡ ❢❛✐❧✉$❡ ♠♦❞❡2 ❢♦$ /❤❡ ❧♦♥❣✐/✉❞✐♥❛❧ /❡♥2✐♦♥✿ ❛✮ ♦✈❡$✈✐❡✇ ♦❢ /❤❡ 2♣❡❝✐♠❡♥✱ ❜✮

③♦♦♠ ♦♥ /❤❡ ❢❛✐❧✉$❡ ❧♦❝❛/✐♦♥✱ ❝✮ ✈✐❡✇ ♦❢ /❤❡ ❢❛✐❧✉$❡ ❧♦❝❛/✐♦♥ ❢$♦♠ /❤❡ ❧❡❢/ 2✐❞❡✱ ❞✮ ✈✐❡✇ ♦❢ /❤❡ ❢❛✐❧❡❞

❝$♦22✲2❡❝/✐♦♥

500µm

Glass mat

Cracks

❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✿ ❆♥❛❧②2✐2 ♦❢ /❤❡ ❢❛✐❧✉$❡ ♠♦❞❡2 ❢♦$ /❤❡ ❧♦♥❣✐/✉❞✐♥❛❧ /❡♥2✐♦♥✿ ❢❛✐❧✉$❡ ♦❢ /❤❡ ②❛$♥2 ✭❧❡❢/✮ ❛♥❞ ✈✐❡✇

♦❢ 2♦♠❡ ❝$❛❝❦ ♣$♦♣❛❣❛/✐♦♥ ❛✇❛② ❢$♦♠ /❤❡ ❢❛✐❧✉$❡ ❧♦❝❛/✐♦♥ ✭$✐❣❤/✮

✹✾
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❋✐❣✉&❡ ✸✳✹✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥

a

b

500µm 500µm

67°

❋✐❣✉&❡ ✸✳✺✿ ❆♥❛❧②1✐1 ♦❢ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡ ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥✿ ❛✮ ♠❛❝&♦1❝♦♣✐❝ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $✇♦

1♣❡❝✐♠❡♥1✱ ❜✮ ♠✐❝&♦❣&❛♣❤1 ♦❢ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❧♦❝❛$✐♦♥ ❢♦& $✇♦ 1♣❡❝✐♠❡♥1

✸✳✶✳✷ ▲♦♥❣✐)✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣1❡33✐✈❡ )❡3)3

◗✉❛1✐✲1$❛$✐❝ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡11✐✈❡ $❡1$1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ♦♥ ✷♠♠ $❤✐❝❦ 100mm×10mm 1♣❡❝✐♠❡♥1

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $❤❡ ❉■◆ ■❙❖ ✶✹✶✷✻ 1$❛♥❞❛&❞ ❛♥❞ ✉1✐♥❣ $②♣❡ ❆ 1♣❡❝✐♠❡♥✳ ❆1 ♣&❡1❡♥$❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✱ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛&

❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤❡ 1$&❡11 ✈1✳ 1$&❛✐♥ ❝✉&✈❡1 ❤❛1 ❜❡❡♥ ♦❜1❡&✈❡❞ ❢♦& $❤❡ $❤&❡❡ $❡1$❡❞ ❝♦✉♣♦♥1✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱

$❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ 1$✐✛♥❡11 ✐♥ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥ ✇❛1 ❢♦✉♥❞ $♦ ❜❡ ❛❜♦✉$ 18% ❧♦✇❡& $❤❛♥ $❤❡ ❝♦&&❡1♣♦♥❞✐♥❣ 1$✐✛♥❡11

✐♥ $❡♥1✐♦♥✳ ❆ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ❛❜♦✉$ 15.5% ❤❛1 ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉$❡❞ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ 1$&❡♥❣$❤✳ ❚❤✐1

1$❛$✐1$✐❝❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ✐1 ❛❜♦✉$ 10% &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❨♦✉♥❣✬1 ♠♦❞✉❧✉1✳ ❋✐❣✳ ✸✳✺ 1❤♦✇1 ❞✐✛❡&❡♥$ ✈✐❡✇1 ♦❢ $❤❡

1♣❡❝✐♠❡♥ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❋✐❣✳ ✸✳✺❛ ♣&❡1❡♥$1 ❛ ♣❤♦$♦❣&❛♣❤② ♦❢ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❧♦❝❛$✐♦♥ ❢♦& $✇♦ ❞✐✛❡&❡♥$ 1♣❡❝✐♠❡♥1✳

❚❤❡ ♣✐❝$✉&❡ ♦♥ $❤❡ ❧❡❢$ 1❤♦✇1 ❛ 4✉✐$❡✲❡①♣❧♦1✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡✱ ✇❤❡&❡❛1 $❤❡ ♣✐❝$✉&❡ ♦♥ $❤❡ &✐❣❤$ ♣&❡1❡♥$1 ❛ ♠♦&❡

❜&✐$$❧❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $❤❡ ❝&♦11✲1❡❝$✐♦♥ ♣❧❛♥❡ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥✳ ❋✐❣✳ ✸✳✺❜ 1❤♦✇1 ♠✐❝&♦❣&❛♣❤1 ♦❢ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡

❧♦❝❛$✐♦♥ ❢♦& $✇♦ 1♣❡❝✐♠❡♥1✳ ❚❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ ②❛&♥1 ♦❝❝✉&&❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ❛❜♦✉$ 67◦ ✇✐$❤ $❤❡ ❧♦❛❞

❞✐&❡❝$✐♦♥✳ ❚❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥ $②♣❡ ✉1❡❞ $♦ ❝♦♥❞✉❝$ $❤❡1❡ $❡1$1 ♣&❡1❡♥$1 ❛ ✈❡&② 1♠❛❧❧ ❢&❡❡✲③♦♥❡ ✭❛&❡❛ ✇✐$❤♦✉$

❡♥❞ $❛❜1✮ ❛❜♦✉$ 10mm×10mm✱ ✇❤❡&❡ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥ ❢❛✐❧✉&❡ ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥✳ ❋♦& $❤✐1 ♣❧❛✐♥ ✇❡❛✈❡ $❡①$✐❧❡✱ $❤❡

❛✈❡&❛❣❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ♦❢ $❤❡ ②❛&♥ ✉♥❞✉❧❛$✐♦♥ ❤❛1 ❜❡❡♥ ❡1$✐♠❛$❡❞ ❛❜♦✉$ 4640µ♠ ✇✐$❤ ❛ ❧♦✇❡& ❜♦✉♥❞ ❛❜♦✉$

3550µ♠ ❛♥❞ ❛♥ ✉♣♣❡& ❜♦✉♥❞ ❛❜♦✉$ 6450µ♠✳ ❈♦♥1❡4✉❡♥$❧②✱ $❤❡ ❢&❡❡✲③♦♥❡ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥ ✐1 ❤❛&❞❧② ❛❜❧❡

$♦ &❡♣&❡1❡♥$ ❛ ❢✉❧❧✲✇❛✈❡ ♦❢ $❤❡ ②❛&♥✳ ■$ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡1 ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧② ♦❜1❡&✈❡❞

❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥ ❧♦❛❞ ❝❛1❡✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ $❤❡ ❛✈❡&❛❣❡❞ ❛♠♣❧✐$✉❞❡ ♦❢ $❤❡ ②❛&♥ ✉♥❞✉❧❛$✐♦♥ ❤❛1

❜❡❡♥ ❡1$✐♠❛$❡❞ ❛❜♦✉$ 167µ♠ ✇✐$❤ ❛ ❧♦✇❡& ❜♦✉♥❞ ❛❜♦✉$ 110µ♠ ❛♥❞ ❛♥ ✉♣♣❡& ❜♦✉♥❞ ❛❜♦✉$ 270µ♠✳
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Physical reference

Experiments

❋✐❣✉&❡ ✸✳✻✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝ 1❤❡❛& $❡♥1✐♦♥

a

b

c

d 500µm

❋✐❣✉&❡ ✸✳✼✿ ❆♥❛❧②1✐1 ♦❢ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡1 ❢♦& $❤❡ $❡♥1✐❧❡ 1❤❡❛&✿ ❛✮ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ♠❛❝&♦1❝♦♣✐❝ ❢❛✐❧✉&❡✱ ❜✮

❛♥❞ ❝✮ ③♦♦♠ ♦♥ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❧♦❝❛$✐♦♥✱ ❞✮ ♠✐❝&♦❣&❛♣❤ ♦❢ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❧♦❝❛$✐♦♥

✸✳✶✳✸ ❙❤❡❛' (❡)()

✸✳✶✳✸✳✶ ❚❡♥&✐❧❡ &❤❡❛+ ,❡&,&

◗✉❛1✐✲1$❛$✐❝ 1❤❡❛& $❡♥1✐❧❡ $❡1$1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ♦♥ ✷♠♠ $❤✐❝❦ 250mm× 25mm 1♣❡❝✐♠❡♥1 ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

$❤❡ ■❙❖ ✺✷✼✲✹ 1$❛♥❞❛&❞✳ ❋♦& $❤❡1❡ 1♣❡❝✐♠❡♥1✱ $❤❡ $✇♦ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ✜❜❡& ❞✐&❡❝$✐♦♥1 ♦❢ $❤❡ $❡①$✐❧❡ ❞❡♣✐❝$ ❛ ±45◦

❛♥❣❧❡ ✇✐$❤ $❤❡ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ♦❢ $&❛❝$✐♦♥✳ ❚❤❡ &❡1✉❧$1 ❛&❡ ♣&❡1❡♥$❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✸✳✻✳ ❚❤❡ 1❤❡❛& 1$&❡11 ✈1✳ 1❤❡❛&

1$&❛✐♥ ❝✉&✈❡1 1❤♦✇ ❛ ❝❧❡❛& ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦&✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ❛❜♦✉$ 3% ❛♥❞ 11.5% ❤❛✈❡

❜❡❡♥ &❡1♣❡❝$✐✈❡❧② ♦❜$❛✐♥❡❞ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ 1❤❡❛& ♠♦❞✉❧✉1 ❛♥❞ $❤❡ 1$&❡11 ❛$ 5% 1❤❡❛& 1$&❛✐♥✳ ❋✐❣✳ ✸✳✼ 1❤♦✇1

❞✐✛❡&❡♥$ ✈✐❡✇1 ♦❢ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ③♦♥❡✳ ❋✐❣✳ ✸✳✼❛ ♣&❡1❡♥$1 $❤❡ ♠❛❝&♦1❝♦♣✐❝ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ ❛ 1♣❡❝✐♠❡♥ ✉♥❞❡& 1❤❡❛&

$❡♥1✐❧❡ ❧♦❛❞1✳ ❆ ❢❛✐❧✉&❡ ✇✐$❤ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ❛❜♦✉$ 45◦ $♦ $❤❡ ❧♦❛❞ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞✳ ■$ ✐1 ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❢❛✐❧✉&❡

♠♦❞❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦1✐$❡ ❧❛♠✐♥❛$❡1 ✉♥❞❡& 1✉❝❤ 1❤❡❛& ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛$❤1✳ ❋✐❣✳ ✸✳✼❜ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✸✳✼❝ 1❤♦✇ ❛ ③♦♦♠ ♦♥

❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥✳ ◆♦ ❧❛&❣❡ ✜❜❡& ❜&❡❛❦❛❣❡ ❛♥❞ ♥♦ ❝❛$❛1$&♦♣❤✐❝ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐$❤ ❝♦♠♣❧❡$❡

❢&❛❝$✉&❡ ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❋✐❣✳ ✸✳✼❞ ♣&❡1❡♥$1 ❛ ♠✐❝&♦1❝♦♣✐❝ ✈✐❡✇ ♦❢ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❧♦❝❛$✐♦♥✳ ❙❡✈❡&❛❧ ❝&❛❝❦1

❡✈♦❧✈❡ $❤&♦✉❣❤ $❤❡ ②❛&♥1✱ 1♦♠❡ ❝&❛❝❦1 ❡✈♦❧✈❡ ❛❧♦♥❣ $❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ ❛ ②❛&♥ ❛♥❞ ♦$❤❡& ♣&♦♣❛❣❛$❡ $❤&♦✉❣❤

$❤❡ $❤✐❝❦♥❡11 ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳ ❋❛✐❧✉&❡ ✐♥ 1❤❡❛& ✐1 $❤✉1 ❝❤❛&❛❝$❡&✐③❡❞ ❜② $❤❡ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ❝&❛❝❦1

✐♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ ❛ ♣&♦❣&❡11✐✈❡ ❞❡❝&❡❛1❡ ♦❢ $❤❡ 1$✐✛♥❡11 ❝♦♥$&✐❜✉$✐♥❣ $♦ $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦&

♦❜1❡&✈❡❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧②✳
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Shear Strain [%]

Physical reference

Experiments

❋✐❣✉&❡ ✸✳✽✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝ 1❤❡❛& ❝♦♠♣&❡11✐♦♥

a

b

c

500µm

2000µm

1000µm

❋✐❣✉&❡ ✸✳✾✿ ❆♥❛❧②1✐1 ♦❢ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡ ❢♦& $❤❡ ❝♦♠♣&❡11✐✈❡ 1❤❡❛&✿ ❛✮ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ♠❛❝&♦1❝♦♣✐❝ ❢❛✐❧✉&❡✱

❜✮ ③♦♦♠ ♦♥ $❤❡ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❧♦❝❛$✐♦♥✱ ❝✮ ♠✐❝&♦❣&❛♣❤ ♦❢ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❧♦❝❛$✐♦♥

✸✳✶✳✸✳✷ ❈♦♠♣(❡**✐✈❡ *❤❡❛( /❡*/*

◗✉❛1✐✲1$❛$✐❝ 1❤❡❛& ❝♦♠♣&❡11✐✈❡ $❡1$1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ♦♥ 2mm $❤✐❝❦ 100mm × 10mm 1♣❡❝✐♠❡♥1

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $❤❡ ❉■◆ ■❙❖ ✶✹✶✷✻ 1$❛♥❞❛&❞ ❛♥❞ $❤❡ $②♣❡ ❆ 1♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡ $✇♦ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ✜❜❡& ❞✐&❡❝$✐♦♥1 ♦❢

$❤❡ $❡①$✐❧❡ ❞❡♣✐❝$ ❛ ±45◦ ❛♥❣❧❡ ✇✐$❤ $❤❡ ❧♦❛❞ ❞✐&❡❝$✐♦♥✳ ❆1 ♣&❡1❡♥$❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✸✳✽✱ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦&

✭4✉✐$❡ 1②♠♠❡$&✐❝❛❧ $♦ $❤❡ ❝♦&&❡1♣♦♥❞✐♥❣ 1❤❡❛& $❡♥1✐❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♣&❡1❡♥$❡❞ ❛❜♦✈❡✮ ♦❢ $❤❡ 1❤❡❛& 1$&❡11 ✈1✳

1❤❡❛& 1$&❛✐♥ ❝✉&✈❡1 ❤❛1 ❜❡❡♥ ♦❜1❡&✈❡❞ ❢♦& $❤❡ $❤&❡❡ $❡1$❡❞ 1♣❡❝✐♠❡♥1✳ ❆ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ❛❜♦✉$ 4%

✐1 ♦❜$❛✐♥❡❞ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ 1$&❡11 ❛$ ❢❛✐❧✉&❡✱ ✇❤❡&❡❛1 ❛ &❡❧❛$✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❞❡✈✐❛$✐♦♥ ✭♠♦&❡ $❤❛♥ 20% ❢♦& $❤❡

❝♦❡✣❝✐❡♥$ ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥✮ ❤❛1 ❜❡❡♥ ♦❜1❡&✈❡❞ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ 1$✐✛♥❡11 ♠♦❞✉❧✉1 ❋✐❣✳ ✸✳✾❛ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✸✳✾❜ 1❤♦✇1

$❤❡ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡1 ♦❢ ❛ 1♣❡❝✐♠❡♥ ✉♥❞❡& ❛ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥ ✐♥ 1❤❡❛&✳ ❚❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥ ♣&❡1❡♥$1 ♥♦

❡①♣❧♦1✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❋❡✇ ✜❜❡& ❢❛✐❧✉&❡1 ❝❛♥ ❜❡ ♦❜1❡&✈❡❞ ❡①❝❡♣$ ♦♥ $❤❡ ♦✉$❡& 1✐❞❡ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥✳ ❋❛✐❧✉&❡

❧♦❝❛$✐♦♥ ❞❡♣✐❝$1 ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ✇❛✈❡ ❛♥❞ $❤❡ ②❛&♥ ✉♥❞✉❧❛$✐♦♥ ✐1 ♣&♦❜❛❜❧② &❡1♣♦♥1✐❜❧❡ ❢♦& $❤✐1 ♣❛&$✐❝✉❧❛& ❢❛✐❧✉&❡

♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ 1✉&❢❛❝❡ ♠❛❦❡1 ❛♥ ❛♥❣❧❡ ❛❜♦✉$ 45◦ ✇✐$❤ $❤❡ ❧♦❛❞ ❞✐&❡❝$✐♦♥✱ 1✐♠✐❧❛&❧② ❛1 ✐♥ $❡♥1✐♦♥✳

❋✐❣✳ ✸✳✾❝ ♣&❡1❡♥$1 ❛ ♠✐❝&♦❣&❛♣❤ ♦❢ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❧♦❝❛$✐♦♥✳ ❖♥ $❤✐1 ♣✐❝$✉&❡ ✐$ ✐1 ❝❧❡❛& $❤❛$ ♠❛♥② ❝&❛❝❦1 ❛♥❞

♠✐❝&♦✲❝&❛❝❦1 ♣&♦♣❛❣❛$❡ ✐♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳

✺✷
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❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛1$✐❝1

0

20

40

60

80

100

120

0 20 40 60 80 100 120
F

le
x

u
r
a

l 
S

tr
e
ss

 [
%

]
Flexural Strain [%]

Physical reference

Experiments

Experiments

❋✐❣✉&❡ ✸✳✶✵✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❤&❡❡✲♣♦✐♥$✲❜❡♥❞✐♥❣

✸✳✶✳✹ ❚❤&❡❡✲♣♦✐♥- ❜❡♥❞✐♥❣ -❡1-1

▲♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝ $❤&❡❡✲♣♦✐♥$✲❜❡♥❞✐♥❣ $❡1$1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ♦♥ ✷♠♠ $❤✐❝❦

100mm× 15mm 1♣❡❝✐♠❡♥1 ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $❤❡ ❉■◆ ■❙❖ ✶✹✶✷✺ 1$❛♥❞❛&❞ ❛♥❞ $❤❡ ❝❧❛11 IV 1♣❡❝✐♠❡♥1✳ ❆ ❧♦♥❣✐✲

$✉❞✐♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠❡❛♥1 $❤❛$ $❤❡ ✇❛&♣ ♦& $❤❡ ✇❡❢$ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ✐1 ♣❛&❛❧❧❡❧ $♦ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥ ❧❡♥❣$❤✳ ❆ ❞✐❛❣♦♥❛❧

❜❡♥❞✐♥❣ ♠❡❛♥1 $❤❛$ $❤❡ ✇❛&♣ ❛♥❞ ✇❡❢$ ❞✐&❡❝$✐♦♥1 ❞❡♣✐❝$ ❛ ±45◦ ❛♥❣❧❡ ✇✐$❤ $❤❡ ❧❡♥❣$❤ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥✳

❚❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ✢❡①✉&❛❧ 1$&❡11 ✈1✳ ♦✉$❡& 1✉&❢❛❝❡ 1$&❛✐♥ ✭✢❡①✉&❛❧ 1$&❛✐♥✮ ❝✉&✈❡1 ❛&❡ ♣&❡1❡♥$❡❞ ✐♥ $❤❡ ♥❡①$

1❡❝$✐♦♥1✳ ❚❤❡1❡ ❝✉&✈❡1 ❛&❡ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢&♦♠ $❤❡ ❝♦&&❡1♣♦♥❞✐♥❣ ❢♦&❝❡ ✈1✳ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$ ❝✉&✈❡1 ❝❛♣✲

$✉&❡❞ ❞✉&✐♥❣ $❤❡ $❡1$1 ❛♥❞ ✉1✐♥❣ $❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥ ♠❡$❤♦❞ ❞❡1❝&✐❜❡❞ ✐♥ $❤❡ ■❙❖ ✶✹✶✷✺ 1$❛♥❞❛&❞✳ ■$ ❛❧❧♦✇1

$♦ &❡❞✉❝❡ $❤❡ 1❝❛$$❡& ♦❢ $❤❡ ❢♦&❝❡ ✈1✳ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$ ❝✉&✈❡1 ❞✉❡ $♦ $❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✈❛&✐❛$✐♦♥1 ✐♥

$❤❡ ✇✐❞$❤ ❛♥❞ $❤✐❝❦♥❡11 ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥1 ❝♦♠✐♥❣ ❢&♦♠ $❤❡ ♣&♦❝❡11 ✉1❡❞ ❢♦& $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥ ♣&❡♣❛&❛$✐♦♥✳

✸✳✶✳✹✳✶ ▲♦♥❣✐)✉❞✐♥❛❧ )❤/❡❡✲♣♦✐♥)✲❜❡♥❞✐♥❣

❋✐❣✳ ✸✳✶✵ ♣&❡1❡♥$1 $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ✢❡①✉&❛❧ 1$&❡11 ✈1✳ 1$&❛✐♥ ♦❢ $❤❡ ♦✉$❡& 1✉&❢❛❝❡ ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧

❜❡♥❞✐♥❣✳ ❆ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞ ✉♥$✐❧ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❆ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ 1❝❛$$❡& ❢♦& $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ 1$&❡11

❛♥❞ 1$&❛✐♥ ♦❝❝✉&&❡❞✳ ❆1 ♦♥❧② $❤&❡❡ 1♣❡❝✐♠❡♥1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ $❡1$❡❞ $❤❡ ♣❤②1✐❝❛❧ &❡❢❡&❡♥❝❡ ❞❡✜♥❡1 $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡

♣♦✐♥$ ❛1 ❛♥ ❛✈❡&❛❣❡ ♦❢ $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ 1$&❡11❡1 ❛♥❞ 1$&❛✐♥1 ❛$ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛

❝♦❡✣❝✐❡♥$ ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ❧♦✇❡& $❤❛♥ 1% ❤❛1 ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉$❡❞ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ✢❡①✉&❛❧ ♠♦❞✉❧✉1✳ ❈♦♥❝❡&♥✐♥❣

$❤❡ ✢❡①✉&❛❧ 1$&❡11 ❛$ ❢❛✐❧✉&❡✱ $❤✐1 ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ❤❛1 ❛ ✈❛❧✉❡ ❝❧♦1❡ $♦ 9%✱ ✇❤✐❝❤ ✐1 1$✐❧❧ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡✳

❋✐❣✳ ✸✳✶✶ ♣&❡1❡♥$1 $✇♦ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡1 ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❧♦❛❞✳ S✐❝$✉&❡1 ♦♥ $❤❡

❧❡❢$ 1❤♦✇ ❛ ❢❛✐❧✉&❡ ✐♥ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥✱ ❛1 ♦♥❧② $❤❡ ✉♣♣❡& 1✐❞❡ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥ ♣&❡1❡♥$1 ❛ ❜&❡❛❦❛❣❡✳ S✐❝$✉&❡1

♦♥ $❤❡ &✐❣❤$ 1❤♦✇ ❛ ❝♦♠♣❧❡$❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ ❝♦✉♣♦♥✳ ❚❤✐1 ❞✐✛❡&❡♥❝❡ ✐1 ❞✉❡ $♦ $❤❡ $❡①$✐❧❡ 1$&✉❝$✉&❡✳ ❚❤❡

✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ✐1 &❡❧❛$✐✈❡❧② ❧❛&❣❡ ❝♦♠♣❛&❡❞ $♦ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥ ❞✐♠❡♥1✐♦♥1 ❛♥❞ $❤❡ $❤&❡❡✲♣♦✐♥$✲❜❡♥❞✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡1

❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❢❛✐❧✉&❡ ✐♥ $❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥✳ ❈♦♥1❡4✉❡♥$❧②✱ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡ ✐1 ❧✐❦❡❧② $♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

$❤❡ ✐♥$❡&♥❛❧ ♠❛$❡&✐❛❧ 1$&✉❝$✉&❡ ✐♠♠❡❞✐❛$❡❧② ✉♥❞❡& $❤❡ ❧♦❛❞❡&✳ ❆♥ ❛❜&✉♣$ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ ②❛&♥1 ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞

✐♥ ❜♦$❤ ❝❛1❡1✳

✸✳✶✳✹✳✷ ❉✐❛❣♦♥❛❧ )❤/❡❡✲♣♦✐♥)✲❜❡♥❞✐♥❣

❋✐❣✳ ✸✳✶✷ ♣&❡1❡♥$1 $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ✢❡①✉&❛❧ 1$&❡11 ✈1✳ ✢❡①✉&❛❧ 1$&❛✐♥ ❢♦& $❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ❆ ♥♦♥✲

❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞ ✉♥$✐❧ ❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ ❛♥ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ 1❝❛$$❡& ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞✳ ❚❤❡ ♣❤②1✐❝❛❧ &❡❢❡&❡♥❝❡

✐1 ❛❧1♦ ❤❡&❡ &❡♣&❡1❡♥$❡❞ ❜② $❤❡ ❛✈❡&❛❣❡ ♦❢ $❤❡ $❤&❡❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡1♣♦♥1❡1 ♦❜$❛✐♥❡❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧②✳ ❋✐❣✳

✺✸



❈❤❛♣$❡& ✸✳ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜1❡&✈❛$✐♦♥1✿ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝✱ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ $❡1$1 ♦♥

❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛1$✐❝1

500µm500µm

❋✐❣✉&❡ ✸✳✶✶✿ ❆♥❛❧②1✐1 ♦❢ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡1 ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❤&❡❡✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣✿ ♣❤♦$♦❣&❛♣❤② ♦❢ $❤❡

❝♦♠♣&❡11✐✈❡ ❢&❛❝$✉&❡ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥ ✭$♦♣ ❧❡❢$✮✱ ♠✐❝&♦❣&❛♣❤ ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣&❡11✐✈❡ ❢&❛❝$✉&❡ ✭❜♦$$♦♠ ❧❡❢$✮✱

♣❤♦$♦❣&❛♣❤② ♦❢ $❤❡ ❢✉❧❧✲❢&❛❝$✉&❡ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥ ✭$♦♣ &✐❣❤$✮ ❛♥❞ ♠✐❝&♦❣&❛♣❤ ♦❢ $❤❡ ❢✉❧❧✲❢&❛❝$✉&❡ ✭❜♦$$♦♠
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Physical reference

Experiments

❋✐❣✉&❡ ✸✳✶✷✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝ ❞✐❛❣♦♥❛❧ $❤&❡❡✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣

✺✹



❈❤❛♣$❡& ✸✳ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜1❡&✈❛$✐♦♥1✿ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝✱ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ $❡1$1 ♦♥

❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛1$✐❝1

❋✐❣✉&❡ ✸✳✶✸✿ ❋❛✐❧✉&❡ ❛♥❛❧②1✐1 ❢♦& $❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣

✸✳✶✸ ♣&❡1❡♥$1 $✇♦ ♣✐❝$✉&❡1 ♦❢ ❛ 1♣❡❝✐♠❡♥ ✉♥❞❡& ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ◆♦ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❝❝✉&&❡❞ ❛♥❞ ❛ ♣❡&♠❛♥❡♥$

❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ✐1 ❝❧❡❛&❧② ✈✐1✐❜❧❡✳ ❉✉❡ $♦ $❤❡ ❧❛&❣❡ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥✱ $❤❡ $❡1$1 ❤❛❞ $♦ ❜❡ 1$♦♣♣❡❞ ❜❡❢♦&❡ ❛♥②

♣♦$❡♥$✐❛❧ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥✳ ❆ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ❛❜♦✉$ 5.4% ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞ ❢♦& $❤❡ ✢❡①✉&❛❧

♠♦❞✉❧✉1✳ ❚❤✐1 ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ❤❛1 ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1.25% &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ✢❡①✉&❛❧ 1$&❡11 ❛$ $❤❡ ❡♥❞ ♦❢ $❤❡ $❡1$✳

✸✳✷ ❊①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ +❡.+. ♦♥ ❛ ❘❚▼ ❝❛'❜♦♥ ♣❧❛✐♥ ✇❡❛✈❡ ✇✐+❤♦✉+

❣❧❛.. ♠❛+

■♥ $❤✐1 ♣❛&$✱ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ $❡1$1 ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ♦♥ ❛ ❘❚▼ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥ ✇❡❛✈❡ ❝♦♠♣♦1✐$❡ ❛&❡ ♣&❡1❡♥$❡❞✳ ❚❤❡

♠❛$❡&✐❛❧ ✐1 ❤❡&❡ 1✐♠✐❧❛& ❛1 $❤❡ ♦♥❡ ❞❡1❝&✐❜❡❞ ✐♥ $❤❡ 1❡❝$✐♦♥ ✸✳✶ ❜✉$ ✇✐$❤♦✉$ $❤❡ ❣❧❛11 ♠❛$ ❛1 ♦✉$❡& ❧❛②❡&1✳

❚❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ✉1❡❞ $♦ ❞❡$❡&♠✐♥❡ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ ♣&♦♣❡&$✐❡1 ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣&❡1❡♥$❡❞ ✜&1$✳

❚❤❡♥✱ ✐♠♣❛❝$ $❡1$1 ♦♥ 1♠❛❧❧ ❝♦✉♣♦♥ ♣❧❛$❡1 ❛♥❞ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ $❡1$1 ✭✐♠♣❛❝$ ♦♥ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡1✮

✇✐❧❧ ❜❡ &❡♣♦&$❡❞✳

✸✳✷✳✶ ❊①♣❡(✐♠❡♥,❛❧ ❞❡,❡(♠✐♥❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❡✛❡❝,✐✈❡ ♠❛,❡(✐❛❧ ♣(♦♣❡(,✐❡6

■♥ $❤✐1 1❡❝$✐♦♥✱ $❤❡ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝ $❡♥1✐❧❡✱ ❝♦♠♣&❡11✐✈❡ ❛♥❞ ❢♦✉&✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣ $❡1$1 ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ♦♥ ✷✳✹♠♠

$❤✐❝❦ ❡❧❡♠❡♥$❛&② 1♣❡❝✐♠❡♥1 ❛&❡ ♣&❡1❡♥$❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛♠✐♥❛$❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ✐1 ❝♦♥1$✐$✉$❡❞ ❜② 1✐① ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥

✇❡❛✈❡ ❧❛②❡&1✳ ❋♦& ❡❛❝❤ ❧♦❛❞ ❝❛1❡✱ $❤❡ ✜❣✉&❡1 1❤♦✇ ❛ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ♣✐❝$✉&❡ ♦❢ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡ ❛♥❞ $❤❡

1$&❡11 ✈1✳ 1$&❛✐♥ ❣&❛♣❤1✳ ❋♦& ❡❛❝❤ ❧♦❛❞ ❝❛1❡✱ 1✐① &❡♣❡$✐$✐♦♥1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞✳ ❆ $❡1$✐♥❣ 1♣❡❡❞ ❛❜♦✉$

2mm/min ❤❛1 ❜❡❡♥ ✉1❡❞ ❢♦& ❛❧❧ $❤❡1❡ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝ $❡1$1✳ ❚❡♥1✐❧❡ $❡1$1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

$❤❡ ❉■◆ ■❙❖ ✺✷✼✲✹ 1$❛♥❞❛&❞✳ ❈♦♠♣&❡11✐✈❡ $❡1$1 ❛&❡ ❜❛1❡❞ ♦♥ $❤❡ ❉■◆ ■❙❖ ✶✹✶✷✻ 1$❛♥❞❛&❞ ❛♥❞ $②♣❡

❇✷ 1♣❡❝✐♠❡♥1 ✭125mm× 25mm✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉1❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦✉&✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣ $❡1$1 &❡❢❡& $♦ $❤❡ ❉■◆ ■❙❖

✶✹✶✷✺ 1$❛♥❞❛&❞ ❛♥❞ ❝❧❛11 IV 1♣❡❝✐♠❡♥1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥1✐❞❡&❡❞✳

✸✳✷✳✶✳✶ ▲♦♥❣✐)✉❞✐♥❛❧ )❡♥/✐❧❡ )❡/)/

❋✐❣✳ ✸✳✶✹ ♣&❡1❡♥$1 $❤❡ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❡♥1✐❧❡ $❡1$1✳ ❇♦$❤ ✇❛&♣ ❛♥❞ ✇❡❢$ ❞✐&❡❝$✐♦♥1

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡1$✐❣❛$❡❞ ❛♥❞ 1✐♠✐❧❛& &❡1✉❧$1 ❢♦& ❜♦$❤ ❞✐&❡❝$✐♦♥1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜1❡&✈❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥$✐♥✉♦✉1 ❧✐♥❡1

1❤♦✇ $❤❡ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ ✇❛&♣ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ❞❛1❤❡❞ ❧✐♥❡1 &❡♣&❡1❡♥$ $❤❡ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ ✇❡❢$ ❞✐&❡❝$✐♦♥✳

❆ ❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ✉♣ $♦ $❤❡ 1$&❡♥❣$❤ ✐1 ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& $❤✐1 ♠❛$❡&✐❛❧✱ ✇❤❡♥ ❧♦❛❞❡❞ ✐♥ $❡♥1✐♦♥ ♣❛&❛❧❧❡❧ $♦ ❛

②❛&♥ ❞✐&❡❝$✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❤♦$♦❣&❛♣❤② 1❤♦✇1 ❛ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥ ❛$ $✇♦ ❧♦❝❛$✐♦♥1 ❛✇❛② ❡♥♦✉❣❤ ❢&♦♠ $❤❡

❡♥❞ $❛❜1✳ ❆ ❢&❛❝$✉&❡ 1✉&❢❛❝❡ ♦&$❤♦❣♦♥❛❧ $♦ $❤❡ ❧♦❛❞ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞ ✇✐$❤♦✉$ ❡①♣❧♦1✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ♣&❡1❡♥$1 $❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$1 ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ 1$✐✛♥❡11✱ $❤❡ 1$&❡♥❣$❤ ❛♥❞ $❤❡ 1$&❛✐♥ ❛$

❢❛✐❧✉&❡ ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❡♥1✐♦♥✳ ❆ ❞✐1$✐♥❝$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ✇❛&♣ ❛♥❞ ✇❡❢$ ❞✐&❡❝$✐♦♥1 ❤❛1 ❜❡❡♥ ♠❛❞❡✳ ❆

✺✺



❈❤❛♣$❡& ✸✳ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜1❡&✈❛$✐♦♥1✿ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝✱ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ $❡1$1 ♦♥

❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛1$✐❝1
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Physical reference

Experiments (warp)

Experiments (weft)

❋✐❣✉&❡ ✸✳✶✹✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❡♥1✐♦♥✿ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✭$♦♣✮ ❛♥❞ 1$&❡11 ✈1✳

1$&❛✐♥ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡1♣♦♥1❡ ✭❜♦$$♦♠✮

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❈♦❡✣❝✐❡♥$1 ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ✭✐♥ ✪✮ ❢♦& $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡1 ✐♥ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❡♥1✐♦♥

▲♦❛❞ ❝❛1❡ ❙$✐✛♥❡11 ❙$&❡♥❣$❤ ❙$&❛✐♥ ❛$ ❢❛✐❧✉&❡

❚❡♥1✐♦♥ ✐♥ ✇❛&♣ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ✷✳✷✻ ✹✳✾✶ ✹✳✸✺

❚❡♥1✐♦♥ ✐♥ ✇❡❢$ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ✹✳✼✺ ✹✳✹✽ ✹✳✷✵

❝♦❡✣❝✐❡♥$ ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ❧♦✇❡& $❤❛♥ 5% ✐1 ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& $❤❡1❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡1 ✐♥ ❜♦$❤ ❞✐&❡❝$✐♦♥1

♦❢ $&❛❝$✐♦♥✳ ❈♦♥1❡4✉❡♥$❧②✱ $❤❡ 1❝❛$$❡& ♦❜1❡&✈❡❞ ✐♥ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ✐1 ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡✳

✸✳✷✳✶✳✷ ▲♦♥❣✐)✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣1❡33✐✈❡ )❡3)3

❋✐❣✳ ✸✳✶✺ ♣&❡1❡♥$1 $❤❡ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡11✐✈❡ $❡1$1✳ ❇♦$❤ ✇❛&♣ ❛♥❞ ✇❡❢$

❞✐&❡❝$✐♦♥1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡1$✐❣❛$❡❞ ❛♥❞ 1✐♠✐❧❛& &❡1✉❧$1 ❢♦& ❜♦$❤ ❞✐&❡❝$✐♦♥1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜1❡&✈❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥$✐♥✲

✉♦✉1 ❧✐♥❡1 1❤♦✇ $❤❡ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ ✇❛&♣ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ❞❛1❤❡❞ ❧✐♥❡1 &❡♣&❡1❡♥$ $❤❡ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ ✇❡❢$

❞✐&❡❝$✐♦♥✳ ❆ ❝❧❡❛& ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ✉♣ $♦ $❤❡ 1$&❡♥❣$❤ ✐1 ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& $❤✐1 ♠❛$❡&✐❛❧✱ ✇❤❡♥ ❧♦❛❞❡❞ ✐♥

❝♦♠♣&❡11✐♦♥ ♣❛&❛❧❧❡❧ $♦ ❛ ②❛&♥ ❞✐&❡❝$✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❤♦$♦❣&❛♣❤② 1❤♦✇1 ❛ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥ ✉♥❢♦&$✉♥❛$❡❧②

&❡❧❛$✐✈❡❧② ❝❧♦1❡ $♦ $❤❡ $❛❜1✱ ✇❤✐❝❤ ♣&♦♣❛❣❛$❡1 $❤&♦✉❣❤ $❤❡ $❤✐❝❦♥❡11 ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ♣&❡1❡♥$1 $❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$1 ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ 1$✐✛♥❡11✱ $❤❡ 1$&❡♥❣$❤ ❛♥❞ $❤❡ 1$&❛✐♥ ❛$

❢❛✐❧✉&❡ ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥✳ ❆ ❞✐1$✐♥❝$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ✇❛&♣ ❛♥❞ ✇❡❢$ ❞✐&❡❝$✐♦♥1 ❤❛1 ❜❡❡♥

♠❛❞❡✳ ❆ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ❧♦✇❡& $❤❛♥ 5% ✐1 ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& ❛❧❧ ❡✛❡❝$✐✈❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡1 ✐♥ $❤❡ ✇❡❢$

❞✐&❡❝$✐♦♥✳ ❆ ❧♦✇ ❞✐1♣❡&1✐♦♥ ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ 1$✐✛♥❡11 ❢♦& ❜♦$❤ ❞✐&❡❝$✐♦♥1✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ❛ ❧❛&❣❡&

1❝❛$$❡& ❛♣♣❡❛&1 ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ 1$&❡♥❣$❤ ❛♥❞ $❤❡ 1$&❛✐♥ ❛$ ❢❛✐❧✉&❡ ❢♦& $❤❡ ✇❛&♣ ❞✐&❡❝$✐♦♥✳ ❈♦♥1❡4✉❡♥$❧②✱ ✐$

1❤♦✇1 $❤❛$ $❤✐1 ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♠♣&❡11✐✈❡ $❡1$1 ✐1 ❧✐❦❡❧② $♦ ❜❡ ♠♦&❡ 1❡♥1✐$✐✈❡ $♦ ❞✐✛❡&❡♥$ ❢❛❝$♦&1 $❤❛♥ $❤❡ $❡♥1✐❧❡

$❡1$1 ❞❡1❝&✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❋✐❜❡& ✉♥❞✉❧❛$✐♦♥ ✐♥ $❤❡ ❢&❡❡✲③♦♥❡ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥✱ ✜❜❡& ❛❧✐❣♥♠❡♥$ $♦ $❤❡ ❧♦❛❞

❞✐&❡❝$✐♦♥✱ ❞❡❢❡❝$1 ✐♥❤❡&❡♥$ $♦ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♦& ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ 1❡$ ✉♣ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥$✐✜❡❞ ❛1 ♣♦$❡♥$✐❛❧ 1❡♥1✐$✐✈✐$②

❢❛❝$♦&1 ❜❡✐♥❣ ❧✐❦❡❧② $♦ ❝❛✉1❡ ❛ 1❝❛$$❡& ✐♥ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1✳
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❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛1$✐❝1
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❋✐❣✉&❡ ✸✳✶✺✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥✿ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✭$♦♣✮ ❛♥❞ 1$&❡11

✈1✳ 1$&❛✐♥ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡1♣♦♥1❡ ✭❜♦$$♦♠✮

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❈♦❡✣❝✐❡♥$1 ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ✭✐♥ ✪✮ ❢♦& $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡1 ✐♥ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥

▲♦❛❞ ❝❛1❡ ❙$✐✛♥❡11 ❙$&❡♥❣$❤ ❙$&❛✐♥ ❛$ ❢❛✐❧✉&❡

❈♦♠♣&❡11✐♦♥ ✐♥ ✇❛&♣ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ✶✳✹✶ ✼✳✶✾ ✶✵✳✷

❈♦♠♣&❡11✐♦♥ ✐♥ ✇❡❢$ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ✵✳✼✼ ✷✳✷✵ ✸✳✺✺

✸✳✷✳✶✳✸ ❚❡♥'✐❧❡ '❤❡❛, -❡'-'

❋✐❣✳ ✸✳✶✻ ♣&❡1❡♥$1 $❤❡ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝ 1❤❡❛& $❡♥1✐❧❡ $❡1$1✳ ❚❤❡ $❡①$✐❧❡ ②❛&♥1 ❞❡♣✐❝$ ❤❡&❡ ❛♥ ❛♥❣❧❡

❛❜♦✉$ 45◦ ✇✐$❤ $❤❡ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ♦❢ $&❛❝$✐♦♥✳ ◆♦ ❞✐1$✐♥❝$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ ✇❛&♣ ❛♥❞ ✇❡❢$ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ❤❛1 ❜❡❡♥ ♠❛❞❡✳

❆ ❝♦♠♠♦♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ✉♣ $♦ $❤❡ 1$&❡♥❣$❤ ✐1 ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& $❤✐1 ♠❛$❡&✐❛❧ ✇❤❡♥ ❧♦❛❞❡❞ ✐♥ 1❤❡❛&✳ ❚❤❡

♣❤♦$♦❣&❛♣❤② 1❤♦✇1 ❛ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥ ❛✇❛② ❡♥♦✉❣❤ ❢&♦♠ $❤❡ ❡♥❞ $❛❜1✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥

♠❛$&✐① ❢❛✐❧✉&❡ ✐1 &❡1♣♦♥1✐❜❧❡ ❢♦& $❤❡ ❧❛&❣❡ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ♦❜1❡&✈❡❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧② ❛♥❞ ✐♥$❡&♣&❡$❡❞ ❛1 $❤❡

1♣❡❝✐♠❡♥ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ✐1 ❛❜♦✉$ 1.66% ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ 1❤❡❛& 1$✐✛♥❡11 ♠♦❞✉❧✉1✳ ❆♥

❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❞✐1♣❡&1✐♦♥ ❛❜♦✉$ 2.5% ❢♦& $❤❡ 1❤❡❛& 1$&❡♥❣$❤ ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞ ❛$ 5% 1❤❡❛& 1$&❛✐♥✳

✸✳✷✳✶✳✹ ❈♦♠♣,❡''✐✈❡ '❤❡❛, -❡'-'

❋✐❣✳ ✸✳✶✼ ♣&❡1❡♥$1 $❤❡ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝ 1❤❡❛& ❝♦♠♣&❡11✐✈❡ $❡1$1✳ ❚❤❡ $❡①$✐❧❡ ②❛&♥1 ❞❡♣✐❝$ ❤❡&❡

❛♥ ❛♥❣❧❡ ❛❜♦✉$ 45◦ ✇✐$❤ $❤❡ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥✳ ◆♦ ❞✐1$✐♥❝$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ ✇❛&♣ ❛♥❞ ✇❡❢$ ❞✐&❡❝$✐♦♥

❤❛1 ❜❡❡♥ ♠❛❞❡✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ✉♣ $♦ $❤❡ 1$&❡♥❣$❤ ✐1 ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& $❤✐1 ♠❛$❡&✐❛❧ ✇❤❡♥

❧♦❛❞❡❞ ✐♥ 1❤❡❛&✳ ❚❤❡ ♣❤♦$♦❣&❛♣❤② 1❤♦✇1 ❛ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ♠❛$&✐①

❢❛✐❧✉&❡ ✐1 &❡1♣♦♥1✐❜❧❡ ❢♦& $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥ ❢❛✐❧✉&❡✳ ◆♦ ❧❛&❣❡ ❢&❛❝$✉&❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜1❡&✈❡❞✱ ❜✉$ ♦♥❧② ❧❛&❣❡ ❧♦❝❛❧

❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ❛♥❞ &❡1✐♥ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ✐1 ❛❜♦✉$ 8.6% ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ 1❤❡❛& 1$✐✛♥❡11

♠♦❞✉❧✉1✳ ❚❤✐1 &❡❧❛$✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ $❤❡ ❞✐1♣❡&1✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛$♦& ❝♦♥✜&♠1 $❤❛$ ❝♦♠♣&❡11✐✈❡ $❡1$1 ❛&❡ ❧✐❦❡❧②

$♦ ❜❡ ♠♦&❡ 1❡♥1✐$✐✈❡ $♦ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ 1❡$✲✉♣ ♦& $♦ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ 1$&✉❝$✉&❡ $❤❛♥ $❡♥1✐❧❡ $❡1$1✳ ❆♥

❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❞✐1♣❡&1✐♦♥ ❛❜♦✉$ 1.9% ❢♦& $❤❡ 1❤❡❛& 1$&❡♥❣$❤ ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞ ❛$ 5% 1❤❡❛& 1$&❛✐♥✳

✺✼



❈❤❛♣$❡& ✸✳ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜1❡&✈❛$✐♦♥1✿ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝✱ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ $❡1$1 ♦♥

❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛1$✐❝1
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Physical reference

Experiments

❋✐❣✉&❡ ✸✳✶✻✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ 1❤❡❛& $❡♥1✐❧❡ $❡1$1✿ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✭$♦♣✮ ❛♥❞ 1❤❡❛& 1$&❡11

✈1✳ 1❤❡❛& 1$&❛✐♥ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡1♣♦♥1❡ ✭❜♦$$♦♠✮
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❋✐❣✉&❡ ✸✳✶✼✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ 1❤❡❛& ❝♦♠♣&❡11✐✈❡ $❡1$1✿ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✭$♦♣✮ ❛♥❞ 1❤❡❛&

1$&❡11 ✈1✳ 1❤❡❛& 1$&❛✐♥ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡1♣♦♥1❡ ✭❜♦$$♦♠✮
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❋✐❣✉&❡ ✸✳✶✽✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣✿ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✭$♦♣✮ ❛♥❞ ✢❡①✉&❛❧

1$&❡11 ✈1✳ ✢❡①✉&❛❧ 1$&❛✐♥ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡1♣♦♥1❡ ✭❜♦$$♦♠✮

❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ❈♦❡✣❝✐❡♥$1 ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ✭✐♥ ✪✮ ❢♦& $❤❡ ✢❡①✉&❛❧ 1$✐✛♥❡11✱ 1$&❡♥❣$❤ ❛♥❞ 1$&❛✐♥ ❛$ ❢❛✐❧✉&❡ ❢♦& $❤❡

❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❢♦✉&✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣ $❡1$1

▲♦❛❞ ❝❛%❡ ❇❡♥❞✐♥❣ ♠♦❞✉❧✉% ❋❧❡①✉0❛❧ %10❡♥❣1❤ ❋❧❡①✉0❛❧ %10❛✐♥ ❛1 ❢❛✐❧✉0❡

❇❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ✇❛0♣ ❞✐0❡❝1✐♦♥ ✶✳✷✶ ✺✳✸✽ ✾✳✾✾

❇❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ✇❡❢1 ❞✐0❡❝1✐♦♥ ✶✳✽✵ ✹✳✽✻ ✼✳✻✺

✸✳✷✳✶✳✺ ▲♦♥❣✐*✉❞✐♥❛❧ ❢♦✉0✲♣♦✐♥* ❜❡♥❞✐♥❣ *❡5*5

❇❡♥❞✐♥❣ ♣0❡✲1❡%1% ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝1❡❞ ✉%✐♥❣ 1❤❡ 1❤0❡❡✲♣♦✐♥1 ❜❡♥❞✐♥❣ ♠❡1❤♦❞✳ ❚❤✐% ❦✐♥❞ ♦❢ ❜❡♥❞✐♥❣

1❡%1% ✐♥❞✉❝❡% 0❡❧❛1✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❝♦♠♣0❡%%✐✈❡ ❝♦♥1❛❝1 %10❡%%❡% ❛♥❞ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❧♦❛❞ ❞✐%10✐❜✉1✐♦♥ ✉♥❞❡0 1❤❡

%✐♥❣❧❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣✐%1♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦✉0✲♣♦✐♥1 ❜❡♥❞✐♥❣ 1❡%1% ♦✛❡0 ❛ ❝♦♥%1❛♥1 ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥1 ❛♥❞ ❛ ✉♥✐❢♦0♠

❧♦❛❞ ❞✐%10✐❜✉1✐♦♥ ❜❡1✇❡❡♥ 1❤❡ 1✇♦ ❝❡♥10❛❧ ❧♦❛❞❡0%✳ ❈♦♥%✐❞❡0✐♥❣ 1❤❡ %10✉❝1✉0❡ ♦❢ 1❤❡ 1❡①1✐❧❡✱ 1❤❡ ♠❛1❡0✐❛❧

❜❡❤❛✈✐♦0 ✭♣❛01✐❝✉❧❛0❧② ❢❛✐❧✉0❡✮ ✐% ❧✐❦❡❧② 1♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ 1❤❡ ♣♦%✐1✐♦♥ ♦❢ 1❤❡ ❧♦❛❞❡0 ♦♥ 1❤❡ ✇❛✈② ②❛0♥ ✐❢ 1♦♦

❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐1✐♦♥% ❛0❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❈♦♥%❡M✉❡♥1❧②✱ M✉❛%✐✲%1❛1✐❝ ❢♦✉0✲♣♦✐♥1 ❜❡♥❞✐♥❣ 1❡%1% ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❝♦♥❞✉❝1❡❞ ♥♦✇ 1♦ ✐♥✈❡%1✐❣❛1❡ 1❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♣0♦♣❡01✐❡% ♦❢ 1❤❡ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦%✐1❡%✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✽ ♣0❡%❡♥1% 1❤❡

0❡%✉❧1% ❢♦0 1❤❡ M✉❛%✐✲%1❛1✐❝ ❧♦♥❣✐1✉❞✐♥❛❧ ❢♦✉0✲♣♦✐♥1 ❜❡♥❞✐♥❣ 1❡%1% ♦♥ ❝❧❛%% IV %♣❡❝✐♠❡♥%✳ ❇♦1❤ ✇❛0♣ ❛♥❞

✇❡❢1 ❞✐0❡❝1✐♦♥% ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡%1✐❣❛1❡❞ ❛♥❞ %✐♠✐❧❛0 0❡%✉❧1% ❢♦0 ❜♦1❤ ❞✐0❡❝1✐♦♥% ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜%❡0✈❡❞ ❜✉1 ✇✐1❤

❛ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ %❝❛11❡0✱ 0❡❣❛0❞✐♥❣ 1❤❡ %10❛✐♥ ❛1 ❢❛✐❧✉0❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥1✐♥✉♦✉% ❧✐♥❡% %❤♦✇ 1❤❡ 0❡%✉❧1% ❢♦0 1❤❡

✇❛0♣ ❞✐0❡❝1✐♦♥ ❛♥❞ 1❤❡ ❞♦11❡❞ ❧✐♥❡% 0❡♣0❡%❡♥1 1❤❡ 0❡%✉❧1% ❢♦0 1❤❡ ✇❡❢1 ❞✐0❡❝1✐♦♥✳ ❚❤❡ ✢❡①✉0❛❧ %10❡%%❡% ❛♥❞

%10❛✐♥% ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❤❡0❡ ❝♦♠♣✉1❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 1❤❡ ❡M✉❛1✐♦♥% ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦0 ❧❛0❣❡ ❞❡❢♦0♠❛1✐♦♥%✱ ❛% ❞❡%❝0✐❜❡❞ ✐♥

1❤❡ ■❙❖ ✶✹✶✷✺ %1❛♥❞❛0❞✳ ❆ M✉❛%✐✲❧✐♥❡❛0 ❜❡❤❛✈✐♦0 ✉♣ 1♦ 1❤❡ %10❡♥❣1❤ ❤❛% ❜❡❡♥ ❝❛♣1✉0❡❞✳ ❚❤❡ ♣❤♦1♦❣0❛♣❤②

%❤♦✇% ❛ 0❡♣0❡%❡♥1❛1✐✈❡ ❝♦♠♣0❡%%✐✈❡ ❢❛✐❧✉0❡ ♦❢ 1❤❡ %♣❡❝✐♠❡♥ ♦❝❝✉00✐♥❣ ✐♥ 1❤❡ ✐♥♥❡0 %♣❛♥ ♦0 ❜❡❧♦✇ 1❤❡

❧♦❛❞❡0%✳ ❋❡✇ %♣❡❝✐♠❡♥% ♣0❡%❡♥1 ❛ ❢❛✐❧✉0❡ ✐♥ 1❡♥%✐♦♥ ♦0 ❛ ❢✉❧❧ %♣❡❝✐♠❡♥ ❢0❛❝1✉0❡✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ♣0❡%❡♥1% 1❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥1% ♦❢ ✈❛0✐❛1✐♦♥ ❝♦♥❝❡0♥✐♥❣ 1❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ %1✐✛♥❡%%✱ 1❤❡ ✢❡①✉0❛❧ %10❡♥❣1❤

❛♥❞ 1❤❡ ✢❡①✉0❛❧ %10❛✐♥ ❛1 ❢❛✐❧✉0❡ ✭✢❡①✉0❛❧ %10❛✐♥ ❛1 1❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❢♦0❝❡ ♣❡❛❦✮ ❢♦0 1❤❡ ❧♦♥❣✐1✉❞✐♥❛❧ ❢♦✉0✲♣♦✐♥1

❜❡♥❞✐♥❣✳ ❆ ❞✐%1✐♥❝1✐♦♥ ❜❡1✇❡❡♥ 1❤❡ ✇❛0♣ ❛♥❞ ✇❡❢1 ❞✐0❡❝1✐♦♥% ❤❛% ❜❡❡♥ ♠❛❞❡✳ ❆❝❝❡♣1❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡% ♦❢ 1❤❡

❝♦❡✣❝✐❡♥1 ♦❢ ✈❛0✐❛1✐♦♥ ❛0❡ ♦❜1❛✐♥❡❞ ❝♦♥❝❡0♥✐♥❣ 1❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦❞✉❧✉% ❛♥❞ 1❤❡ ✢❡①✉0❛❧ %10❡♥❣1❤✳ ❍✐❣❤❡0

✈❛❧✉❡% ❛0❡ ♦❜%❡0✈❡❞ ❝♦♥❝❡0♥✐♥❣ 1❤❡ ✢❡①✉0❛❧ %10❛✐♥ ❛1 ❢❛✐❧✉0❡✳
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Experiments

❋✐❣✉&❡ ✸✳✶✾✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣✿ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✭$♦♣✮ ❛♥❞ ✢❡①✉&❛❧ 1$&❡11

✈1✳ ✢❡①✉&❛❧ 1$&❛✐♥ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡1♣♦♥1❡ ✭❜♦$$♦♠✮

❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ ❈♦❡✣❝✐❡♥$1 ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ✭✐♥ ✪✮ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ 1$✐✛♥❡11✱ ♠❛①✐♠❛❧ ✢❡①✉&❛❧ 1$&❡11 ❛♥❞

♠❛①✐♠❛❧ ✢❡①✉&❛❧ 1$&❛✐♥ ❢♦& $❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦✉&✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣ $❡1$1

▲♦❛❞ ❝❛1❡ ❇❡♥❞✐♥❣ ♠♦❞✉❧✉1 ▼❛①✳ ✢❡①✉&❛❧ 1$&❡11 ▼❛①✳ ✢❡①✉&❛❧ 1$&❛✐♥

❉✐❛❣♦♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ✷✳✾✵ ✷✳✹✶ ✺✳✻✵

✸✳✷✳✶✳✻ ❉✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦✉.✲♣♦✐♥1 ❜❡♥❞✐♥❣ 1❡515

❋✐❣✳ ✸✳✶✾ ♣&❡1❡♥$1 $❤❡ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦✉&✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣ $❡1$1 ♦♥ ❝❧❛11 IV 1♣❡❝✐✲

♠❡♥1✳ ❚❤❡ ✢❡①✉&❛❧ 1$&❡11❡1 ❛♥❞ 1$&❛✐♥1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉$❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $❤❡ ❡4✉❛$✐♦♥1 ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦& ❧❛&❣❡

❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥1 ❛1 ❞❡1❝&✐❜❡❞ ✐♥ $❤❡ ■❙❖ ✶✹✶✷✺ 1$❛♥❞❛&❞✳ ❆ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ✉♣ $♦ $❤❡ 1$&❡♥❣$❤ ❤❛1 ❜❡❡♥

❝❛♣$✉&❡❞✳ ❚❤❡ ♣❤♦$♦❣&❛♣❤② 1❤♦✇1 $❤❛$ ❛ ♣❡&♠❛♥❡♥$ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞ ❜✉$ ♥♦ ❢❛✐❧✉&❡ ❤❛♣♣❡♥1✳ ❚❤❡

❝♦❡✣❝✐❡♥$1 ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ 1$✐✛♥❡11✱ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✢❡①✉&❛❧ 1$&❡11 ❛♥❞ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✢❡①✉&❛❧

1$&❛✐♥ ❛&❡ ♣&❡1❡♥$❡❞ ✐♥ $❤❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✹✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡1 ♦❢ $❤❡ ❞✐1♣❡&1✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛$♦& ❛&❡ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❛♥❞ $❤❡②

❝♦♥✜&♠ $❤❡ ❧♦✇ 1❝❛$$❡& ♦❜1❡&✈❡❞ ❢♦& $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡1♣♦♥1❡✳

✸✳✷✳✷ ■♠♣❛❝( (❡*(* ❛♥❞ -❡♣-❡*❡♥(❛(✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥( (❡*(*

✸✳✷✳✷✳✶ ■♠♣❛❝1 1❡515 ♦♥ ❡❧❡♠❡♥1❛.② ♣❧❛1❡5

■♥ $❤✐1 1❡❝$✐♦♥✱ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ✐♠♣❛❝$ $❡1$1 ♠❛❞❡ ♦♥ ❡❧❡♠❡♥$❛&② ♣❧❛$❡1 ❛&❡ ♣&❡1❡♥$❡❞✳ ❚❤❡1❡ ✐♠♣❛❝$

$❡1$1 ❛&❡ ❜❛1❡❞ ♦♥ $❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥ ❛❢$❡& ✐♠♣❛❝$ ✭❈✳❆✳■✳✮ ❡①♣❡&✐♠❡♥$1 &❡❢❡&&✐♥❣ $♦ $❤❡ ❉■◆

❊◆ ✻✵✸✽ 1$❛♥❞❛&❞✳ ❚❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ 1❡$✲✉♣ ✐1 ❞❡1❝&✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✵✳ ❚❤❡ $❡1$ 1♣❡❝✐♠❡♥ &❡❧✐❡1 ♦♥ ❛

✜①$✉&❡ ❜❛1❡✳ ❚❤❡ ♣♦1✐$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ 1❛♠♣❧❡ ✐1 ♠❛✐♥$❛✐♥❡❞ ✉1✐♥❣ &✉❜❜❡&✲$✐♣♣❡❞ ❝❧❛♠♣1✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥

❛❢$❡& ✐♠♣❛❝$ ✉1❡❞ $♦ ✐♥✈❡1$✐❣❛$❡ $❤❡ &❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♣&❡11✐✈❡ 1$&❡♥❣$❤ ✐1 ♥♦$ ♣&❡1❡♥$❡❞ ❤❡&❡✳ ❚❤❡ $❡1$

1♣❡❝✐♠❡♥ ✐1 ❛ ✹♠♠ $❤✐❝❦ 150mm × 100mm ❝♦♠♣♦1✐$❡ ♣❧❛$❡✳ ❆ [0◦/45◦/0◦/45◦/0◦]s ♠✉❧$✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧

1$❛❝❦✐♥❣ 1❡4✉❡♥❝❡ ✐1 ❝♦♥1✐❞❡&❡❞ ❛♥❞ $✇♦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥1 ✭0◦ ❛♥❞ 45◦✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡1$✐❣❛$❡❞✳ ❚♦ 1✐♠♣❧✐❢②

$❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝$✉&✐♥❣ ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣♦1✐$❡ ♣❧❛$❡1✱ ❛ ✉♥✐4✉❡ 1$❛❝❦✐♥❣ 1❡4✉❡♥❝❡ ❤❛1 ❜❡❡♥ ✜&1$❧② ♣&♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ $❤❡

❝✉$$✐♥❣ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♣❧❛$❡1 ❞❡✜♥❡1 $❤❡ $✇♦ ❝♦♥1✐❞❡&❡❞ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥1 ❛1 ❞❡1❝&✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✵✳ ❚❤❡

✐♠♣❛❝$✐♥❣ ♠❛11 ❤❛1 ❛ ❞✐❛♠❡$❡& ❛❜♦✉$ ✶✻♠♠✳ ❚❤❡ ♠❛11 ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦& ❤❛1 ❜❡❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝$✐♦♥

♦❢ $❤❡ ✇✐1❤❡❞ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣②✳ ❚❤&❡❡ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥1✐❞❡&❡❞✿ ✺❏✱ ✷✺❏ ❛♥❞ ✺✵❏✳ ❋♦& ❡❛❝❤

✻✵



❈❤❛♣$❡& ✸✳ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜1❡&✈❛$✐♦♥1✿ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝✱ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ $❡1$1 ♦♥

❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛1$✐❝1

❚❛❜❧❡ ✸✳✺✿ ❖✈❡&✈✐❡✇ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡1 ❛♥❞ $❤❡ ❝♦&&❡1♣♦♥❞✐♥❣ ✐♠♣❛❝$✐♥❣ ♠❛11 ❛♥❞ ✐♠♣❛❝$ ✈❡❧♦❝✐$②

■♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡1 ❬❏❪ ■♠♣❛❝$✐♥❣ ▼❛11 ❬❦❣❪ ■♠♣❛❝$ ✈❡❧♦❝✐$② ❬♠✴1❪

✺ ✷ ✷✳✷✹

✷✺ ✺ ✸✳✶✻

✺✵ ✼ ✸✳✼✽

150mm

100mm0�

Impacting

mass

Cut out

125mm x 75mm

Test specimen

Guiding pin

Fixture base

Rubber-tipped

clamp

❋✐❣✉&❡ ✸✳✷✵✿ ❈✉$$✐♥❣ ♣❧❛♥ ♦❢ $❤❡ $❡1$ 1♣❡❝✐♠❡♥ ✭❧❡❢$✮ ❛♥❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ 1❡$ ✉♣ ✭&✐❣❤$✮

❡♥❡&❣② ❛♥❞ 1♣❡❝✐♠❡♥ ❝✉$$✐♥❣ ❞✐&❡❝$✐♦♥✱ ❢♦✉& 1❛♠♣❧❡1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❛❝$❡❞✳ ❆♥ ♦✈❡&✈✐❡✇ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$

❡♥❡&❣✐❡1 ❛♥❞ $❤❡ ❝♦&&❡1♣♦♥❞✐♥❣ ✐♠♣❛❝$✐♥❣ ♠❛11 ❛♥❞ ✐♠♣❛❝$ ✈❡❧♦❝✐$② ✐1 ♣&❡1❡♥$❡❞ ✐♥ $❤❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✺✳ ❆❢$❡&

$❤❡ ✐♠♣❛❝$✱ ❛♥ ✉❧$&❛✲1♦✉♥❞ ✭❈✲❙❈❆◆✮ ❛♥❛❧②1✐1 ❛❧❧♦✇❡❞ $♦ ❞❡$❡&♠✐♥❡ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣&♦❥❡❝$❡❞ ❞❛♠❛❣❡❞

❛♥❞✴♦& ❞❡❧❛♠✐♥❛$❡❞ ❛&❡❛ ♦❢ $❤❡ $❡1$ 1♣❡❝✐♠❡♥✳ ❋♦& ❡❛❝❤ ✐♠♣❛❝$✐♥❣ ❡♥❡&❣② ❛♥❞ ❝✉$$✐♥❣ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥✱ $❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝✉&✈❡1 ❛&❡ ❝♦♥1✐❞❡&❡❞✿ ❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦& ✈1✳ $✐♠❡✱ &❡1✉❧$❛♥$ ❢♦&❝❡ ✈1✳ $✐♠❡ ❛♥❞

&❡1✉❧$❛♥$ ❢♦&❝❡ ✈1✳ ❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦&✳ ■$ &❡♣&❡1❡♥$1 $❤❡ 4✉❛♥$✐$❛$✐✈❡ ❛♥❛❧②1✐1 ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$

$❡1$✳ ❆ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ♣✐❝$✉&❡ ♦❢ $❤❡ ❢&♦♥$ ❛♥❞ ❜❛❝❦ 1✐❞❡1 ♦❢ $❤❡ ♣❧❛$❡1 ❛♥❞ ❛ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ &❡1✉❧$ ♦❢ $❤❡

✉❧$&❛✲1♦✉♥❞ ❛♥❛❧②1✐1 ❛&❡ ❛❧1♦ &❡♣♦&$❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦&&❡1♣♦♥❞1 $♦ $❤❡ 4✉❛❧✐$❛$✐✈❡ ❛♥❛❧②1✐1 ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$ $❡1$✳

❚❤❡ $❡1$1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ❛$ $❤❡ ✉♥✐✈❡&1✐$② ♦❢ ●✐&♦♥❛ ❆▼❆❉❊✳

❋✐❣✳ ✸✳✷✶ ♣&❡1❡♥$1 $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& ❛ ✺❏ ✐♠♣❛❝$✳ ❚❤❡ ❝✉&✈❡1 1❤♦✇ ❛ 1✐♠✐❧❛& ♠❛$❡&✐❛❧

&❡1♣♦♥1❡ ❢♦& ❜♦$❤ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥1✳ ◆♦ ❝❧❡❛&❧② ✈✐1✐❜❧❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞ ♦♥ $❤❡ $❡1$ 1♣❡❝✐♠❡♥1✳ ❚❤❡ ❈✲

❙❈❆◆ ❛♥❛❧②1✐1 1❤♦✇1 ❛♥ ❛✈❡&❛❣❡❞ ❞❛♠❛❣❡❞ ③♦♥❡ ❛❜♦✉$ 89mm2
❢♦& $❤❡ 0◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜♦✉$ 119mm2

❢♦& $❤❡ 45◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥✳ ❋♦& ❜♦$❤ ❝✉$$✐♥❣ ❞✐&❡❝$✐♦♥1✱ ❛ ❧♦✇ ❞✐1♣❡&1✐♦♥ ❛♣♣❡❛&1 ✐♥ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ❝✉&✈❡1

✇❤❡&❡❛1 ❛ ❤✐❣❤❡& 1❝❛$$❡& ❤❛1 ❜❡❡♥ ♦❜1❡&✈❡❞ ❢♦& $❤❡ ❡✈❛❧✉❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ 1✉&❢❛❝❡✳

❋✐❣✳ ✸✳✷✷ ♣&❡1❡♥$1 $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& ❛ ✷✺❏ ✐♠♣❛❝$✳ ❚❤❡ ❝✉&✈❡1 1❤♦✇ ❛ 1✐♠✐❧❛& ♠❛$❡&✐❛❧

&❡1♣♦♥1❡ ❢♦& ❜♦$❤ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥1✳ ❆ 1♠❛❧❧ ✈✐1✐❜❧❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞ ♦♥ $❤❡ $❡1$ 1♣❡❝✐♠❡♥1✱ ♣❛&$✐❝✉❧❛&❧②

♦♥ $❤❡ ❜❛❝❦ 1✐❞❡ ♦❢ $❤❡ 1❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❈✲❙❈❆◆ ❛♥❛❧②1✐1 1❤♦✇1 ❛♥ ❛✈❡&❛❣❡❞ ❞❛♠❛❣❡❞ ③♦♥❡ ❛❜♦✉$ 734mm2

❢♦& $❤❡ 0◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜♦✉$ 863mm2
❢♦& $❤❡ 45◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥✳ ❋♦& ❜♦$❤ ❝✉$$✐♥❣ ❞✐&❡❝$✐♦♥1✱ ❛ 1✐♠✐❧❛&

✻✶



❈❤❛♣$❡& ✸✳ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜1❡&✈❛$✐♦♥1✿ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝✱ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ $❡1$1 ♦♥

❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛1$✐❝1
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❋✐❣✉&❡ ✸✳✷✶✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ♦❢ $❤❡ ✺❏ ✐♠♣❛❝$ $❡1$1 ❢♦& $❤❡ ✵

◦
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❈❤❛♣$❡& ✸✳ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜1❡&✈❛$✐♦♥1✿ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝✱ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ $❡1$1 ♦♥

❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛1$✐❝1

Impact

25J - 0°

Front side Back side C-SCAN

Impact

25J - 45°

Front side Back side

0

50

100

0 1 2 3 4 5 6

D
is

p
la

ce
m

en
t 

[%
]

Time [ms]

0

50

100

0 1 2 3 4 5 6

F
o
rc

e 
[%

]

Time [ms]

0

50

100

0 50 100

F
o
rc

e 
[%

]

Displacement [%]

0

50

100

0 1 2 3 4 5 6

D
is

p
la

ce
m

en
t 

[%
]

Time [ms]

0

50

100

0 1 2 3 4 5 6

F
o

rc
e 

[%
]

Time [ms]

0

50

100

0 50 100
F

o
rc

e 
[%

]
Displacement [%]

C-SCAN

Phys. Ref.

Exp.

Phys. Ref.

Exp.

❋✐❣✉&❡ ✸✳✷✷✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ♦❢ $❤❡ ✷✺❏ ✐♠♣❛❝$ $❡1$1 ❢♦& $❤❡ ✵

◦
❛♥❞ ✹✺

◦
♦&✐❡♥$❛$✐♦♥1

❞✐1♣❡&1✐♦♥ ❛♣♣❡❛&1 ✐♥ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ❝✉&✈❡1 ❛♥❞ ✐♥ $❤❡ ❡✈❛❧✉❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ 1✉&❢❛❝❡1 ❡①❝❡♣$ ❢♦&

♦♥❡ $❡1$ ✐♥ $❤❡ 45◦ ❞✐&❡❝$✐♦♥✳

❋✐❣✳ ✸✳✷✸ ♣&❡1❡♥$1 $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& ❛ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$✳ ❚❤❡ ❝✉&✈❡1 1❤♦✇ ❛ 1✐♠✐❧❛& ♠❛$❡&✐❛❧

&❡1♣♦♥1❡ ❢♦& ❜♦$❤ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥1✳ ❆ ✈✐1✐❜❧❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞ ♦♥ $❤❡ $❡1$ 1♣❡❝✐♠❡♥1✳ ❆ ❝♦♠♣&❡11✐✈❡

❢&❛❝$✉&❡ ♦❝❝✉&&❡❞ ♦♥ $❤❡ ❢&♦♥$ 1✐❞❡ ❛♥❞ ❛ $❡♥1✐❧❡ ❝♦❧❧❛♣1❡ ❛♣♣❡❛&❡❞ ♦♥ $❤❡ ❜❛❝❦ 1✐❞❡ ♦❢ $❤❡ 1❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡

❈✲❙❈❆◆ ❛♥❛❧②1✐1 1❤♦✇1 ❛♥ ❛✈❡&❛❣❡❞ ❞❛♠❛❣❡❞ ③♦♥❡ ❛❜♦✉$ 1078mm2
❢♦& $❤❡ 0◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜♦✉$

1097mm2
❢♦& $❤❡ 45◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥✳ ❆ 1✐♠✐❧❛& ❞✐1♣❡&1✐♦♥ ❛♣♣❡❛&1 ✐♥ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ❝✉&✈❡1 ❛♥❞ ✐♥ $❤❡

❡✈❛❧✉❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ 1✉&❢❛❝❡1 ❢♦& ❜♦$❤ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥1✳ ❉✉❡ $♦ $❤❡ 4✉✐$❡ ♣❡&❢♦&❛$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ❤✐❣❤

❞❛♠❛❣❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥ $❤❡ ♣❧❛$❡✱ $❤❡ ❝✉&✈❡ ♦❢ $❤❡ &❡❛❝$✐♦♥ ❢♦&❝❡ ♣&❡1❡♥$1 ❛ ❝❧❡❛& ❞❡❝&❡❛1❡ ❛❢$❡& $❤❡ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦✳

❆ 4✉✐$❡ ❝♦♥1$❛♥$ ❢♦&❝❡ ❧❡✈❡❧ ❢♦❧❧♦✇1 ✉♥$✐❧ $❤❡ ✉♥❧♦❛❞ ♦❢ $❤❡ ♣❧❛$❡✳ ❚❤✐1 ❞❡❝&❡❛1❡ ♦❢ $❤❡ ❢♦&❝❡ 1❤♦✇1 ❛

❝♦♥1✐❞❡&❛❜❧❡ ✐♥$&❛❧❛♠✐♥❛& ❛♥❞ ✐♥$❡&❧❛♠✐♥❛& ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳

❋✐❣✳ ✸✳✷✹ ♣&❡1❡♥$1 ❛ ❝♦♠♣❛&✐1♦♥ ♦❢ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ $❤&❡❡ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡1✳ ❆ 1✐♠✐❧❛&

♠❛$❡&✐❛❧ &❡1♣♦♥1❡ ✐1 ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& ❜♦$❤ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥1✳ ❙✐♠✐❧❛& ❢♦&❝❡ ❧❡✈❡❧1 ❛&❡ &❡❛❝❤❡❞ ❢♦& $❤❡ ✺✵❏ ❛♥❞ $❤❡ ✷✺❏

✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡1✱ ✇❤❡&❡❛1 $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♠♣❛❝$♦& ❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$ ❢♦& ✷✺❏ &❡❛❝❤❡❞ ♦♥❧② 65% ♦❢ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧

✐♠♣❛❝$♦& ❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$ ❛$ ✺✵❏✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛&✐1♦♥ ♦❢ $❤❡ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❞❛♠❛❣❡❞ 1✉&❢❛❝❡1 ✉1❡1 $❤❡ 1❛♠❡

❝♦❧♦& ❝♦❞❡ $❤❛♥ ✐♥ $❤❡ ❝✉&✈❡1✳ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ❛&❡❛ ✐♥❝&❡❛1❡1 ❧♦❣✐❝❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ $❤❡ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣② ✐♥❝&❡❛1❡1✳

❚❤❡ 1❤❛♣❡ ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ❛&❡❛1 ❝♦♠❡1 ❢&♦♠ ❛ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❈✲❙❈❆◆ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❞❡❧❛♠✐♥❛$❡❞ ③♦♥❡ ❝❧♦1❡

$♦ $❤❡ ❛✈❡&❛❣❡❞ ♦♥❡✳

❚❤❡ ❚❛❜❧❡1 ✸✳✻ ❛♥❞ ✸✳✼ ♣&❡1❡♥$ &❡1♣❡❝$✐✈❡❧② ❢♦& $❤❡ 0◦ ❛♥❞ $❤❡ 45◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥1 $❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$1 ♦❢

✻✸
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❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛1$✐❝1

❚❛❜❧❡ ✸✳✻✿ ❈♦❡✣❝✐❡♥$1 ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ✭✐♥ ✪✮ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♠♣❛❝$♦&✬1 ❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$✱ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧

❢♦&❝❡ ♣❡❛❦ ❛♥❞ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ 1✉&❢❛❝❡1 ❢♦& $❤❡ ✐♠♣❛❝$ $❡1$1 ♦♥ $❤❡ ❘❚▼ ♠❛$❡&✐❛❧ ❛♥❞ $❤❡ 0◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥
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▼❛①✐♠❛❧ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦ ✶✳✵ ✶✳✽ ✷✳✽

❉❛♠❛❣❡❞ 1✉&❢❛❝❡1 ✻✻✳✸ ✾✳✾✾ ✶✵✳✾

❚❛❜❧❡ ✸✳✼✿ ❈♦❡✣❝✐❡♥$1 ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ✭✐♥ ✪✮ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♠♣❛❝$♦&✬1 ❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$✱ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧

❢♦&❝❡ ♣❡❛❦ ❛♥❞ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ 1✉&❢❛❝❡1 ❢♦& $❤❡ ✐♠♣❛❝$ $❡1$1 ♦♥ $❤❡ ❘❚▼ ♠❛$❡&✐❛❧ ❛♥❞ $❤❡ 45◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥
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▼❛①✐♠❛❧ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦ ✵✳✹ ✹✳✼ ✶✳✾

❉❛♠❛❣❡❞ 1✉&❢❛❝❡1 ✺✾✳✵ ✶✼✳✹ ✼✳✶

✈❛&✐❛$✐♦♥ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♠♣❛❝$♦&✬1 ❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$✱ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦ ❛♥❞ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞

1✉&❢❛❝❡1 ❢♦& $❤❡ ✐♠♣❛❝$ $❡1$1 ♦♥ $❤❡ ❘❚▼ 1♣❡❝✐♠❡♥1✳ ❋♦& ❜♦$❤ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥1✱ ❛ ❧♦✇ ❞✐1♣❡&1✐♦♥ ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞

❢♦& ❡❛❝❤ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣② &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦& ❛♥❞ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦✳ ■$ ✐1

❛❧1♦ ✐♥ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ $❤❡ ❧♦✇ 1❝❛$$❡& ♦❜1❡&✈❡❞ ♦♥ $❤❡ ❝✉&✈❡1✳ ❆ ❧❛&❣❡ ❞✐1♣❡&1✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ &❡♠❛&❦❡❞ ❢♦&

$❤❡ ❞❡$❡&♠✐♥❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ❛&❡❛1 ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ✺❏ ✐♠♣❛❝$✳ ❆♥ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❞✐1♣❡&1✐♦♥ ✐1 &❡♣♦&$❡❞

❢♦& ❜♦$❤ ✷✺❏ ❛♥❞ ✺✵❏ ❡♥❡&❣✐❡1 ♦❢ ✐♠♣❛❝$ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ③♦♥❡1✳

✸✳✷✳✷✳✷ ❘❡♣&❡'❡♥)❛)✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥) )❡')'✿ ❞&♦♣ )♦✇❡& )❡')' ♦♥ ❤❛)✲♣&♦✜❧❡'

■♥ "❤✐% %❡❝"✐♦♥✱ "❤❡ ❡①♣❡,✐♠❡♥"❛❧ ,❡%✉❧"% ♦❢ ❞,♦♣ "♦✇❡, "❡%"% ♠❛❞❡ ♦♥ ✷♠♠ "❤✐❝❦ ❤❛"✲♣,♦✜❧❡% ❛,❡ ♣,❡%❡♥"❡❞✳

❚❤❡ ❤❛"✲♣,♦✜❧❡% ♦✛❡, ❛ ♠♦,❡ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡",② "❤❛♥ "❤❡ ✢❛" ❡❧❡♠❡♥"❛,② ❝♦✉♣♦♥% ❛♥❞ "❤❡② ❛,❡ ✉%❡❞ ❛%

,❡♣,❡%❡♥"❛"✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥"%✳ ❚❤❡② ❝♦♥%"✐"✉"❡ "❤❡ ❧❛%" ✈❛❧✐❞❛"✐♦♥ %"❡♣ ♦♥ %"❛♥❞❛,❞ ❝♦✉♣♦♥% ❜❡❢♦,❡ "❤❡

%✐♠✉❧❛"✐♦♥ ♦❢ ,❡❛❧ ❛✉"♦♠♦"✐✈❡ ❝♦♠♣♦%✐"❡ ♣❛,"% ♦, ♦❢ ❢✉❧❧✲%✐③❡ ❝❛, ♠♦❞❡❧%✳ ❍❛"✲♣,♦✜❧❡% ,❡♣,❡%❡♥" ❛ ✈❡,②

✐♠♣♦,"❛♥" %"❡♣ ❢♦, "❤❡ ✈❛❧✐❞❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♠❛"❡,✐❛❧ ♣❛,❛♠❡"❡,% ❞❡"❡,♠✐♥❡❞ ✉%✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥"❛,② ❝♦✉♣♦♥%✱ ♦❢

"❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ "❡❝❤♥✐B✉❡% ✭❡❧❡♠❡♥" "②♣❡✱ ♠❡%❤ %✐③❡✱ ♥✉♠❡,✐❝❛❧ ♠❛"❡,✐❛❧ ♠♦❞❡❧✮ ❛♥❞ ♦❢ "❤❡ ♠❡"❤♦❞♦❧♦❣②

♦❢ "❤❡ ♠❛"❡,✐❛❧ ❝❤❛,❛❝"❡,✐③❛"✐♦♥ ✭❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❛♣♣,♦❛❝❤ ❞❡%❝,✐❜❡❞ ✐♥ ✶✳✷✮✳ ❆❞❞✐"✐♦♥❛❧❧② "♦ "❤❡ ❞✐✛❡,❡♥"

✈❛❧✐❞❛"✐♦♥%✱ "❤❡%❡ ,❡♣,❡%❡♥"❛"✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥"% "❡%"% ❛❧❧♦✇ "♦ ❛%%❡%% "❤❡ ❡✛❡❝"% ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ♠♦,❡ ❝♦♠♣❧❡①

❣❡♦♠❡",② ♦♥ "❤❡ ♠❛"❡,✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦,✳ ■♥ "❤❡%❡ "❡%"%✱ "❤❡ %♣❡❝✐♠❡♥ ✐% ♠❛❞❡ ✉♣ ✇✐"❤ ✜✈❡ ❝❛,❜♦♥ ♣❧❛✐♥ ✇❡❛✈❡

❝♦♠♣♦%✐"❡ ♣❧✐❡% ❛♥❞ ✐" ♣,❡%❡♥"% "❤❡ ❬45◦/0◦/45◦/0◦/45◦❪ ♠✉❧"✐❞✐,❡❝"✐♦♥❛❧ %"❛❝❦✐♥❣ %❡B✉❡♥❝❡✳ ❆% ♦♥❧② "✇♦

,❡♣❡"✐"✐♦♥% ♦❢ "❤✐% "❡%" ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝"❡❞✱ ♥♦ %"❛"✐%"✐❝❛❧ ❛♥❛❧②%✐% ✐% ♣,❡%❡♥"❡❞✳

❋✐❣✳ ✸✳✷✺ ♣,❡%❡♥"% "❤❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥% ♦❢ "❤❡ ❤❛"✲♣,♦✜❧❡ ❛♥❞ "❤❡ ❡①♣❡,✐♠❡♥"❛❧ %❡"✲✉♣ ❢♦, ✷✵✵❏ ✐♠♣❛❝"% ♦♥

❤❛"✲♣,♦✜❧❡%✳ ❆ ✷♠♠ "❤✐❝❦ %"❡❡❧ ♣❧❛"❡ ✐% ,✐✈❡"❡❞ ♦♥ "❤❡ %♣❡❝✐♠❡♥ "♦ ❛✈♦✐❞ ✐"% ✢❛""❡♥✐♥❣ ❞✉,✐♥❣ "❤❡ ✐♠♣❛❝"

♣❤❛%❡✳ ❚❤❡ ♣♦%✐"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ,✐✈❡"% ❛♥❞ "❤❡ ❡①♣❡,✐♠❡♥"❛❧ %❡"✲✉♣ ❛,❡ ❞❡"❛✐❧❡❞ ♦♥ "❤❡ ♣✐❝"✉,❡ ♦♥ "❤❡ ,✐❣❤"✳

❚❤❡ "❡%"% ❛,❡ ❛%%✐♠✐❧❛"❡❞ "♦ "❤,❡❡✲♣♦✐♥" ❜❡♥❞✐♥❣ ✐♠♣❛❝" "❡%"%✱ ✇❤❡,❡ "❤❡ %♣❛♥ ✐% ❛❜♦✉" ✹✵✵♠♠✳ ❚❤❡

%✉♣♣♦,"% ❛♥❞ "❤❡ ✐♠♣❛❝"✐♥❣ ♠❛%% ❤❛✈❡ ❛ ❞✐❛♠❡"❡, ♦❢ ✺✵♠♠✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝"♦,✬% ♠❛%% ✐% ❛❜♦✉" ✷✶✹❦❣ ❛♥❞

"❤❡ ✐♠♣❛❝" %♣❡❡❞ ✐% ❛❜♦✉" 1.37m/s✳

❋✐❣✳ ✸✳✷✻ ♣,❡%❡♥"% "❤❡ ❡①♣❡,✐♠❡♥"❛❧ ,❡%✉❧"% ❢♦, ❛ ✷✵✵❏ ✐♠♣❛❝" ♦♥ ❛ ❘❚▼ ❤❛"✲♣,♦✜❧❡✳ ❚✇♦ ,❡♣❡"✐"✐♦♥%

✻✻



❈❤❛♣$❡& ✸✳ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜1❡&✈❛$✐♦♥1✿ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝✱ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ $❡1$1 ♦♥

❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛1$✐❝1

150mm

R=5mm
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15mm 140mm60mm

400mm

50mm

❋✐❣✉&❡ ✸✳✷✺✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ 1❡$✲✉♣ ❢♦& $❤❡ ✷✵✵❏ ❞&♦♣ $♦✇❡& $❡1$1 ♦♥ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡1✿ ❞✐♠❡♥1✐♦♥1 ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥

✭❧❡❢$✮✱ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ 1❡$✲✉♣ ❛♥❞ 1♣❡❝✐♠❡♥ ♣&❡♣❛&❛$✐♦♥ ✭&✐❣❤$✮

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ❛♥❞ $❤❡ &❡1✉❧$1 ❛&❡ 1✐♠✐❧❛& ❢♦& ❜♦$❤ ✐♠♣❛❝$1✳ ❋✐❣✳ ✸✳✷✻❛✮ 1❤♦✇1 ❛ 1✐❞❡✲✈✐❡✇ ♦❢

$❤❡ ❝♦♠♣❧❡$❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡ ❛❢$❡& $❤❡ ✐♠♣❛❝$✳ ❋❛✐❧✉&❡ ✐1 ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ $❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥ ❜❡❧♦✇ $❤❡

✐♠♣❛❝$♦&✳ ❋✐❣✳ ✸✳✷✻❜✮ ❛♥❞ ❝✮ 1❤♦✇ &❡1♣❡❝$✐✈❡❧② ❛ 1✐❞❡ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ❛ $♦♣ ✈✐❡✇ ♦❢ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❆ ❝❧❡❛& ❢&❛❝$✉&❡

1✉&❢❛❝❡ ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞ ♦♥ $❤❡ $♦♣✱ ❧❡❢$ ❛♥❞ &✐❣❤$ ✢❛$ 1✐❞❡1 ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡ ♣❛&$1 ♦❢ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡✱ ✇❤❡&❡

$❤❡ &✐✈❡$1 ❛&❡ ❢❛1$❡♥❡❞ ✉♥❞❡&✇❡♥$ ♥♦ ❝❧❡❛& ❢❛✐❧✉&❡✱ ❜✉$ ❛ ❧❛&❣❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥✳ ❆ ❢&❛❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢

$❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❛♥❞ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❡①♣❧♦1✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❛&❡ ♦❜1❡&✈❡❞ ✐♥ $❤❡ ❝♦&♥❡&1✳ ❚❤❡ ♣&♦❣&❡11✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡

❤❛$✲♣&♦✜❧❡ ❜❡❣✐♥1 ✇✐$❤ ❛ ✜&1$ ❝♦❧❧❛♣1❡ ✐♥ $❤❡ ❝♦&♥❡&1 ❛♥❞ ♦❢ $❤❡ $♦♣ 1✐❞❡✳ ❚❤❡♥✱ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜1❡&✈❡❞

♦♥ $❤❡ ✈❡&$✐❝❛❧ 1✐❞❡1 ❜❡❢♦&❡ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥1$❛♥$ ❢♦&❝❡ ❧❡✈❡❧ ✐1 ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❢&✐❝$✐♦♥ ❛$ $❤❡

❢&❛❝$✉&❡ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ $♦ $❤❡ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ 1$❡❡❧ ♣❧❛$❡✳

✸✳✸ ❊①♣❡&✐♠❡♥*❛❧ *❡-*- ♦♥ ❛ /❘❊/❘❊● ❝❛&❜♦♥ *✇✐❧❧ ✇❡❛✈❡

❚❤❡ ❝♦♠♣♦1✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❝♦♥1✐❞❡&❡❞ ❤❡&❡ ✐1 ❛ ❚✼✵✵❙❈ ✻✵❊ ❝❛&❜♦♥ ✜❜❡& $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ $❡①$✐❧❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥

❛♥ ❡♣♦①② &❡1✐♥ ✇✐$❤ ✶✷❑ ✜❧❛♠❡♥$1✳ ❚❤❡ ❞&② $❡①$✐❧❡ ♣&❡1❡♥$1 ❛ 1✉&❢❛❝❡ ✇❡✐❣❤$ ❛❜♦✉$ 660g/m2
✳ ❊❛❝❤

✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦1✐$❡ ♣❧② ♣&❡1❡♥$1 ❛ $❤✐❝❦♥❡11 ❛❜♦✉$ ✵✳✻✼♠♠✳ ❚❤❡ ✜❜❡& ✈♦❧✉♠❡ ❢&❛❝$✐♦♥ ✐1 ❡1$✐♠❛$❡❞ ❜②

$❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝$✉&❡& ❛❜♦✉$ 56%✳ ❚❤❡ ❧❛♠✐♥❛$❡ ✐1 ♠❛♥✉❢❛❝$✉&❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛✉$♦❝❧❛✈❡ ✉1✐♥❣ ♣&❡✲✐♠♣&❡❣♥❛$❡❞

✭P❘❊P❘❊●✮ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ $❛♣❡1✳ ◗✉❛1✐✲1$❛$✐❝ $❡♥1✐❧❡✱ ❝♦♠♣&❡11✐✈❡✱ 1❤❡❛& ❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ $❡1$1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❝♦♥❞✉❝$❡❞ ♦♥ ❡❧❡♠❡♥$❛&② 1♣❡❝✐♠❡♥1 ❛♥❞ $❤❡ &❡1✉❧$1 ❛&❡ &❡♣♦&$❡❞ ✐♥ $❤❡ ♥❡①$ 1❡❝$✐♦♥1✳ ❙$&❡11 ✈1✳ 1$&❛✐♥

❝✉&✈❡1 ❛♥❞ ♣✐❝$✉&❡1 ✐❧❧✉1$&❛$✐♥❣ ❢❛✐❧✉&❡ ❛&❡ ♣&❡1❡♥$❡❞✳ ❚❤❡ 1$&❡11❡1 σ ❛&❡ ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞ ❜② $❤❡ &❛$✐♦ ❜❡$✇❡❡♥

$❤❡ ❢♦&❝❡ F ♠❡❛1✉&❡❞ ❜② $❤❡ $&❛❝$✐♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦✈❡& $❤❡ ❝&♦11 1❡❝$✐♦♥ A ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥✱ ❛11✉♠❡❞ $♦

❜❡ ❝♦♥1$❛♥$ ❛♥❞ ❡4✉❛❧ $♦ $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ♦♥❡✳ ❋♦& $❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ $&❛❝$✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥ $❡1$1✱ $❤❡ 1$&❛✐♥ ✐1

❞❡$❡&♠✐♥❡❞ ❡✐$❤❡& ❢&♦♠ $❤❡ ❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ $&❛❝$✐♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦& ❢&♦♠ ❛ 1$&❛✐♥ ❣❛✉❣❡ ❣❧✉❡❞ ♦♥ $❤❡

1♣❡❝✐♠❡♥✳

✸✳✸✳✶ ❊①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ ❞❡+❡'♠✐♥❛+✐♦♥ ♦❢ ❡✛❡❝+✐✈❡ ♠❛+❡'✐❛❧ ♣'♦♣❡'+✐❡4

■♥ $❤✐1 1❡❝$✐♦♥✱ $❤❡ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝ $❡♥1✐❧❡✱ ❝♦♠♣&❡11✐✈❡ ❛♥❞ ❢♦✉&✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣ $❡1$1 ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ♦♥ ❡❧❡♠❡♥$❛&②

1♣❡❝✐♠❡♥1 ❛&❡ ♣&❡1❡♥$❡❞✳ ❋♦& ❡❛❝❤ ❧♦❛❞ ❝❛1❡✱ $❤❡ ✜❣✉&❡1 1❤♦✇ ❛ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ♣✐❝$✉&❡ ♦❢ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡

❛♥❞ $❤❡ ♥♦&♠❛❧✐③❡❞ 1$&❡11 ✈1✳ 1$&❛✐♥ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡1♣♦♥1❡✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥✱ ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞ ❢♦& $❤❡

✻✼
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❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛1$✐❝1

0

20

40

60

80

100

120

0 10 20 30 40 50

D
is

p
la

c
em

en
t 

[%
]

Time [ms]

0

20

40

60

80

100

120

0 10 20 30 40 50

F
o
rc

e 
[%

]

Time [ms]

Experiment 1 Large buckling and

Deformation of

the steel plate

Ultimate failure

Experiment 1

Experiment 2

Physical Reference

a b c

First failure in the corners (top side)

Beginning of buckling

Large buckling and

failure on the lateral sides

❋✐❣✉&❡ ✸✳✷✻✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ ✷✵✵❏ ❞&♦♣ $♦✇❡& $❡1$1 ♦♥ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡1✿ ❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$ ✈1✳ $✐♠❡

❛♥❞ ❢♦&❝❡ ✈1✳ $✐♠❡ ✭$♦♣✮✱ ❛✮ 1✐❞❡ ✈✐❡✇ ♦❢ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡ ❛❢$❡& ✐♠♣❛❝$ ✲ ❜✮ 1✐❞❡ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ③♦♦♠ ♦♥ ❢❛✐❧✉&❡ ✲

❝✮ $♦♣ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ③♦♦♠ ♦♥ ❢❛✐❧✉&❡

✻✽
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❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛1$✐❝1
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Experiments (warp)

❋✐❣✉&❡ ✸✳✷✼✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❡♥1✐♦♥✿ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✭$♦♣✮ ❛♥❞ 1$&❡11 ✈1✳

1$&❛✐♥ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡1♣♦♥1❡ ✭❜♦$$♦♠✮

❡✛❡❝$✐✈❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡1 ♦❜$❛✐♥❡❞ ❜② $❤❡ ❝♦&&❡1♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ $❡1$1✱ ❤❛1 ❜❡❡♥ ✉1❡❞ $♦ ❛11❡11

$❤❡ 1❝❛$$❡& ♦❜1❡&✈❡❞ ✐♥ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ $❡1$ 1❡&✐❡1✳ ❚❡♥1✐❧❡ $❡1$1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ♦♥ ±45◦ 1♣❡❝✐♠❡♥1

$♦ ❝❤❛&❛❝$❡&✐③❡ $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ✐♥ 1❤❡❛&✳ ❚❤❡ 1❤❡❛& 1$&❡11 ✈1✳ 1❤❡❛& 1$&❛✐♥ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡1♣♦♥1❡ ❝❛♣$✉&❡❞ ❞✉&✐♥❣

$❤❡ $❡1$1 ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐&❡❝$❧② ✉1❡❞ ❛1 ❛ ❧♦❛❞ ❝✉&✈❡ $♦ ♣&❡❞✐❝$ ♥✉♠❡&✐❝❛❧❧② $❤❡ 1❤❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳

✸✳✸✳✶✳✶ ❯♥✐❞✐'❡❝*✐♦♥❛❧ *❡♥.✐❧❡ *❡.*.

❋✐❣✳ ✸✳✷✼ ♣&❡1❡♥$1 $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❡♥1✐❧❡ $❡1$1✳ ❚❤❡1❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$1 ❛&❡ ❜❛1❡❞

♦♥ $❤❡ ❉■◆ ■❙❖ ✺✷✼✲✹ 1$❛♥❞❛&❞✳ ❈♦♥1✐❞❡&✐♥❣ $❤❡ $❤✐❝❦♥❡11 ♦❢ ❛ ✉♥✐4✉❡ ♣❧② ❛♥❞ ✷♠♠ $❤✐❝❦ 1♣❡❝✐♠❡♥1✱

$❤❡ ✇♦✈❡♥ ❧❛♠✐♥❛$❡ ✐1 ❝♦♥1$✐$✉$❡❞ ❜② ♦♥❧② $❤&❡❡ ❡❧❡♠❡♥$❛&② ✇♦✈❡♥ ♣❧✐❡1✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ✭❯✳❉✳✮

1$❛❝❦✐♥❣ 1❡4✉❡♥❝❡ ✭❛❧❧ $❤❡ ♣❧✐❡1 ❤❛✈❡ $❤❡ 1❛♠❡ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥✮✳ ❙✐① &❡♣❡$✐$✐♦♥1 ♦❢ $❤✐1 $❡1$ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞

❛♥❞ $❤❡② ❧❡❛❞ $♦ 1✐♠✐❧❛& &❡1✉❧$1✳ ❚❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡♣✐❝$1 ✜&1$ ❛ ❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ✉♥$✐❧ ❛ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡

1♣❡❝✐♠❡♥ ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ ❛ 1❡♣❛&❛$✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦1✐$❡ ❧❛②❡& ❛♥❞ $♦ ❛ ②❛&♥✲&❡1✐♥ ❞❡❜♦♥❞✐♥❣✳ ❈♦♥$✐♥✉✐♥❣

$❤❡ $&❛❝$✐♦♥✱ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✐1 ❛❧✇❛②1 ❛❜❧❡ $♦ ❝❛&&② $❡♥1✐❧❡ ❧♦❛❞1 ✉♥$✐❧ $❤❡ ✉❧$✐♠❛$❡ ✜❜❡& ❢❛✐❧✉&❡✳ ❚❤❡

❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❝❝✉&&❡❞ ❛$ ❛❜♦✉$ $❤❡ ❤❛❧❢ ♦❢ $❤❡ ✜♥❛❧ 1$&❡♥❣$❤✳ ■$ ✐1 ✐♠♣♦&$❛♥$ $♦ ♥♦$✐❝❡

$❤❛$ $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ❝&♦11✲1❡❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥ ✐1 ✉1❡❞ ❢♦& $❤❡ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ 1$&❡11 ❡✈❡♥ ❛❢$❡& $❤❡ ✜&1$

❞❡❜♦♥❞✐♥❣✳ ❆❢$❡& &❡❛❝❤✐♥❣ $❤❡ ❤❛❧❢ ♦❢ $❤❡ 1$&❡♥❣$❤ ✈❛❧✉❡✱ $❤❡ 1$&❛✐♥ ✐1 ❝♦♠♣✉$❡❞ ✉1✐♥❣ $❤❡ ❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢

$❤❡ $&❛❝$✐♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡✱ 1✐♥❝❡ $❤❡ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ❜&♦❦❡ $❤❡ 1$&❛✐♥ ❣❛✉❣❡ ❣❧✉❡❞ ♦♥ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡ 1$&❡♥❣$❤

♦❢ $❤✐1 ❝♦♠♣♦1✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ $❛❦❡♥✱ ✇❤❡♥ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ♦❝❝✉&&❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ❛1 $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❝❛♥ 1$✐❧❧

❝❛&&② $❡♥1✐❧❡ ❧♦❛❞✱ $❤❡ ✧❝&❛1❤ 1$&❡♥❣$❤✧ ❤❛1 ❜❡ ❝❤♦1❡♥ ❛1 $❤❡ ❧❛1$ ♦♥❡ ❛$ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥

✭❛$ ✉❧$✐♠❛$❡ ✜❜❡&✴②❛&♥ ❢❛✐❧✉&❡✮✳ ■♥ ♦&❞❡& $♦ ❦❡❡♣ ❛ ♣❤②1✐❝❛❧ ❝♦♥1✐1$❡♥❝② ❛♥❞ $♦ $❛❦❡ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ $❤❡ ❧♦11

♦❢ 1$✐✛♥❡11 ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞✉❡ $♦ ❞❡❜♦♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥✱ $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& &❡♣&❡1❡♥$❡❞ ❜② $❤❡

&❡❞ ❧✐♥❡ ♦♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✼ ✐1 ✉1❡❞ ❛1 ❛ ♣❤②1✐❝❛❧ &❡❢❡&❡♥❝❡ ❢♦& $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤✐1 ❝❛&❜♦♥ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ T❘❊T❘❊●

❝♦♠♣♦1✐$❡✱ ✇❤❡♥ ❧♦❛❞❡❞ ✐♥ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❡♥1✐♦♥✳ ❙♦♠❡ ❧✐❣❤$ ❞✐✛❡&❡♥❝❡1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜1❡&✈❡❞ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡

✉❧$✐♠❛$❡ 1$&❡♥❣$❤ ❜❡$✇❡❡♥ ❛ $❡♥1✐♦♥ ✐♥ $❤❡ ✇❛&♣ ♦& ✐♥ $❤❡ ✇❡❢$ ❞✐&❡❝$✐♦♥✱ ❜✉$ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥

♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❝❝✉&&✐♥❣ ❛$ ❛ ❧♦✇ 1$&❡11 ❧❡✈❡❧✱ ✇❡ ❝❤♦♦1❡ $♦ ♥❡❣❧❡❝$ $❤❡♠✳ ❚❤❡ ❡①$&❛♣♦❧❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ 1$&❛✐♥

❤❛1 ❜❡❡♥ 1✉❝❝❡11❢✉❧❧② ❝♦&&❡❧❛$❡❞ $♦ ❛❞❞✐$✐♦♥❛❧ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♠❡❛1✉&❡♠❡♥$1 ♠❛❞❡ ✉1✐♥❣ ❡①$❡♥1✐♦♠❡$❡&1✳

❋✐♥❛❧❧②✱ 1✉✐$❛❜❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$1 ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ❛❜♦✉$ 3.5% ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉$❡❞ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❨♦✉♥❣✬1 ♠♦❞✉❧✉1

❛♥❞ $❤❡ ✉❧$✐♠❛$❡ 1$&❡11 ❛$ ❢❛✐❧✉&❡✳

✻✾
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❋✐❣✉&❡ ✸✳✷✽✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❡♥1✐♦♥ ♦♥ ❛ ♠✉❧$✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ 1$❛❝❦✐♥❣ 1❡4✉❡♥❝❡✿

&❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✭$♦♣✮ ❛♥❞ 1$&❡11 ✈1✳ 1$&❛✐♥ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡1♣♦♥1❡ ✭❜♦$$♦♠✮

✸✳✸✳✶✳✷ ▼✉❧'✐❞✐*❡❝'✐♦♥❛❧ '❡♥0✐❧❡ '❡0'0

❙✐♠✐❧❛& $❡1$1 ❛1 $❤♦1❡ ❞❡1❝&✐❜❡❞ ✐♥ ✸✳✸✳✶✳✶ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ♦♥ ✹♠♠ $❤✐❝❦ 1♣❡❝✐♠❡♥1 ♣&❡1❡♥$✐♥❣ ❛

♠✉❧$✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ❬0◦/45◦/0◦/0◦/45◦/0◦❪ 1$❛❝❦✐♥❣ 1❡4✉❡♥❝❡✳ ❆ $❡♥1✐♦♥ ✐♥ $❤❡ 0◦ ♦& ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❞✐&❡❝$✐♦♥

♠❡❛♥1 ❤❡&❡ $❤❛$ $❤❡ ♦✉$❡& ❛♥❞ ♠✐❞❞❧❡ ❧❛②❡&1 ❤❛✈❡ ❛ 0◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ✇✐$❤ $❤❡ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ♦❢ $&❛❝$✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛&❧②✱

❛ $❡♥1✐♦♥ ✐♥ $❤❡ 45◦ ♦& ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ♠❡❛♥1 $❤❛$ ❜♦$❤ ♦✉$❡& ❛♥❞ ♠✐❞❞❧❡ ❧❛②❡&1 ❤❛✈❡ ❛ 45◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥

✇✐$❤ $❤❡ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ♦❢ $&❛❝$✐♦♥✳ ❋✐❣✳ ✸✳✷✽ ♣&❡1❡♥$1 $❤❡ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❡♥1✐♦♥

♦♥ $❤❡ ♠✉❧$✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ✭▼✳❉✳✮ 1$❛❝❦✐♥❣ 1❡4✉❡♥❝❡✳ ❊✐❣❤$ &❡♣❡$✐$✐♦♥1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞✳ ❚❤❡ $✇♦

❞✐✛❡&❡♥$ ❣&❡② ❝♦❧♦&1 ❢♦& $❤❡ ❝✉&✈❡1 ❛&❡ ♦♥❧② ✉1❡❞ ✐♥ ♦&❞❡& $♦ 1❡♣❛&❛$❡ $❤❡♠ ✐♥$♦ $✇♦ ♣❛❝❦❛❣❡1 ♦❢ ❢♦✉&

❝✉&✈❡1 ❛♥❞ $♦ ♠❛❦❡ $❤❡ ♦❜1❡&✈❛$✐♦♥1 ❡❛1✐❡&✳ ❆ 1✐♠✐❧❛& ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❝❝✉&&❡❞ ❛1 ✐♥ $❤❡

✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ $❡♥1✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❝❝✉&&❡❞ ❛$ ❛ 20% ❧♦✇❡& 1$&❡♥❣$❤ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥1$&❛✐♥✐♥❣

❡✛❡❝$ ♦❢ $❤❡ 45◦ ❧❛②❡&1 ❤❛1 ❜❡❡♥ ♦❜1❡&✈❡❞✱ 1✐♥❝❡ ♥♦ ❦✐♥❞ ♦❢ ❡①♣❧♦1✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❤❛♣♣❡♥❡❞✳ ■♥ ♦&❞❡& $♦ ❦❡❡♣ ❛

♣❤②1✐❝❛❧ ❝♦♥1✐1$❡♥❝② ❛♥❞ $♦ $❛❦❡ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ $❤❡ ❧♦11 ♦❢ 1$✐✛♥❡11 ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞✉❡ $♦ ❞❡❜♦♥❞✐♥❣ ❛♥❞

❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥✱ $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& &❡♣&❡1❡♥$❡❞ ❜② $❤❡ &❡❞ ❧✐♥❡ ✐1 ✉1❡❞ ❛1 ❛ ♣❤②1✐❝❛❧ &❡❢❡&❡♥❝❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

1✉✐$❛❜❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$1 ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ❛❜♦✉$ 3.5% ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉$❡❞ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ 1$✐✛♥❡11 ❛♥❞ $❤❡ ✉❧$✐♠❛$❡

1$&❡11 ❛$ ❢❛✐❧✉&❡✳

❋✐❣✳ ✸✳✷✾ ♣&❡1❡♥$1 $❤❡ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝ 45◦ $❡♥1✐♦♥ ♦♥ $❤❡ ♠✉❧$✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ 1$❛❝❦✐♥❣ 1❡4✉❡♥❝❡✳

❊✐❣❤$ &❡♣❡$✐$✐♦♥1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞✳ ❯❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❝❝✉&&❡❞ ❛$ ❛ 1$&❡11 ❛♣♣&♦①✐♠❛$❡❧② ❡4✉❛❧ $♦ $❤❡

❤❛❧❢ ♦❢ $❤❡ 1$&❡♥❣$❤ ♦❜1❡&✈❡❞ ✐♥ $❤❡ 0◦ $❡♥1✐♦♥✳ ❆ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❝❝✉&&❡❞ $❤❛$ ❧❡❞ $♦ $❤❡

❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥✳ ❆ ❝♦♥1$&❛✐♥✐♥❣ ❡✛❡❝$1 ♦❢ $❤❡ 45◦ ❧❛②❡&1 ❤❛1 ❜❡❡♥ ♦❜1❡&✈❡❞✱ 1✐♥❝❡ ♥♦ ❦✐♥❞ ♦❢

❡①♣❧♦1✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❤❛♣♣❡♥❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ 1✉✐$❛❜❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$1 ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ❛❜♦✉$ 2% &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ✉❧$✐♠❛$❡

1$&❡11 ❛$ ❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ ❛❜♦✉$ 3.3% ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ 1$✐✛♥❡11 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜$❛✐♥❡❞✳

✸✳✸✳✶✳✸ ❙❤❡❛* '❡♥0✐❧❡ '❡0'0

❋✐❣✳ ✸✳✸✵ ♣&❡1❡♥$1 $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ ❝❤❛&❛❝$❡&✐③❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ $❡♥1✐❧❡ 1❤❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦&✳ ❚❤❡1❡

❡①♣❡&✐♠❡♥$1 ❛&❡ ❜❛1❡❞ ♦♥ $❤❡ ❉■◆ ■❙❖ ✺✷✼✲✹ 1$❛♥❞❛&❞✳ ❈♦♥1✐❞❡&✐♥❣ $❤❡ $❤✐❝❦♥❡11 ♦❢ ❛ ✉♥✐4✉❡ ♣❧② ❛♥❞

✷♠♠ $❤✐❝❦ 1♣❡❝✐♠❡♥1✱ $❤❡ ✇♦✈❡♥ ❧❛♠✐♥❛$❡ ✐1 ❝♦♥1$✐$✉$❡❞ ❜② ♦♥❧② $❤&❡❡ ❡❧❡♠❡♥$❛&② ✇♦✈❡♥ ♣❧✐❡1✱ ❞❡✜♥✐♥❣

❛ ±45◦ 1$❛❝❦✐♥❣ 1❡4✉❡♥❝❡✳ ❙✐① &❡♣❡$✐$✐♦♥1 ♦❢ $❤✐1 $❡1$ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ❛♥❞ ❛ ❧♦✇ 1❝❛$$❡& ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞✳

✼✵
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❋✐❣✉&❡ ✸✳✷✾✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ $❡♥1✐♦♥ ♦♥ ❛ ♠✉❧$✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ 1$❛❝❦✐♥❣ 1❡4✉❡♥❝❡✿ &❡♣✲

&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✭$♦♣✮ ❛♥❞ 1$&❡11 ✈1✳ 1$&❛✐♥ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡1♣♦♥1❡ ✭❜♦$$♦♠✮
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Physical reference

Experiments (warp)

❋✐❣✉&❡ ✸✳✸✵✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ 1❤❡❛& $❡♥1✐❧❡ $❡1$1✿ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✭$♦♣✮ ❛♥❞ 1❤❡❛& 1$&❡11

✈1✳ 1❤❡❛& 1$&❛✐♥ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡1♣♦♥1❡ ✭❜♦$$♦♠✮

❆ ❝♦♠♠♦♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ❤❛1 ❜❡❡♥ ❝❛♣$✉&❡❞ ❛1 ✇❡❧❧ ❛1 ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♠❛$&✐① ❢❛✐❧✉&❡ ✇✐$❤ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧

❢❛✐❧✉&❡ 1✉&❢❛❝❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ 1✉✐$❛❜❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$1 ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ❛❜♦✉$ 1% ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉$❡❞ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡

1❤❡❛& ♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ $❤❡ 1$&❡11 ❛$ 5% 1❤❡❛& 1$&❛✐♥✳

✸✳✸✳✶✳✹ ❯♥✐❞✐(❡❝+✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣(❡11✐✈❡ +❡1+1

❋✐❣✳ ✸✳✸✶ ♣&❡1❡♥$1 $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡11✐✈❡ $❡1$1✳ ❚❤❡1❡

❡①♣❡&✐♠❡♥$1 ❛&❡ ❜❛1❡❞ ♦♥ $❤❡ ❉■◆ ■❙❖ ✶✹✶✷✻ 1$❛♥❞❛&❞ ❛♥❞ ✹♠♠ $❤✐❝❦ $②♣❡ ❇✷ 1♣❡❝✐♠❡♥1✳ ❈♦♥1✐❞❡&✐♥❣

$❤❡ $❤✐❝❦♥❡11 ♦❢ ❛ ✉♥✐4✉❡ ♣❧②✱ $❤❡ ✇♦✈❡♥ ❧❛♠✐♥❛$❡ ✐1 ❝♦♥1$✐$✉$❡❞ ❜② 1✐① ❡❧❡♠❡♥$❛&② ✇♦✈❡♥ ♣❧✐❡1✱ ❞❡✜♥✐♥❣

❛ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ 1$❛❝❦✐♥❣ 1❡4✉❡♥❝❡ ✭❛❧❧ $❤❡ ♣❧✐❡1 ❤❛✈❡ $❤❡ 1❛♠❡ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥✮✳ ❋♦✉& &❡♣❡$✐$✐♦♥1 ♦❢ $❤✐1 $❡1$

❛&❡ ♣&❡1❡♥$❡❞✳ ❆♥ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ❛❜♦✉$ 3.5% ✐1 ♦❜$❛✐♥❡❞ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ 1$✐✛♥❡11✳

❍♦✇❡✈❡&✱ $❤✐1 ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ✐1 ❛❜♦✉$ 17% &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ 1$&❡♥❣$❤✳ ❈♦♥1❡4✉❡♥$❧②✱ $❤❡ ✉❧$✐♠❛$❡ 1$&❡♥❣$❤ ♦❢

$❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✐1 ❝❤♦1❡♥ ❡4✉❛❧ $♦ $❤❡ ❛✈❡&❛❣❡❞ ♦♥❡ ♥❡❣❧❡❝$✐♥❣ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥1 $❤❛$ ❢❛✐❧❡❞ $♦♦ ♣&❡♠❛$✉&❡❧②✱

❛1 1❤♦✇♥ ❜② $❤❡ &❡❞ ❝✉&✈❡ &❡♣&❡1❡♥$✐♥❣ $❤❡ ♣❤②1✐❝❛❧ &❡❢❡&❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ $❡1$1✳ ❆1 ♣&❡1❡♥$❡❞

♦♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸✶✱ ❢❛✐❧✉&❡ ✐1 ❝❛✉1❡❞ ❜② ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥✱ ❝&❛❝❦ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥ ❛♥❞ ②❛&♥ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❆ ♣❛&$✐❝✉❧❛& ❢❛✐❧✉&❡

✼✶



❈❤❛♣$❡& ✸✳ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜1❡&✈❛$✐♦♥1✿ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝✱ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ $❡1$1 ♦♥

❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛1$✐❝1
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❋✐❣✉&❡ ✸✳✸✶✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥✿ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✭$♦♣✮ ❛♥❞ 1$&❡11

✈1✳ 1$&❛✐♥ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡1♣♦♥1❡ ✭❜♦$$♦♠✮

❛♥❣❧❡ ❝♦♠♠♦♥❧② &❡❢❡&&✐♥❣ $♦ ❛ ❦✐♥❦✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❤❛1 ❜❡❡♥ ♦❜1❡&✈❡❞ ❜✉$ ♥♦$ ♠❡❛1✉&❡❞✳ ❚❤❡ &❡❧❛$✐✈❡ ❤✐❣❤ ♣❧②

$❤✐❝❦♥❡11 ❝♦♠❜✐♥❡❞ $♦ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐$② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② $❤❡ $❡①$✐❧❡ 1$&✉❝$✉&❡ ❛♥❞ $❤❡ ✜❜❡& ✇❛✈✐♥❡11

❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ $❤❡ ❧❛&❣❡ 1❝❛$$❡& ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡11✐✈❡ 1$&❡♥❣$❤✳ ■$ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥$❡&❡1$✐♥❣

$♦ ❝♦♥❞✉❝$ ❢♦& ❡①❛♠♣❧❡ 1✉❝❤ ❝♦♠♣&❡11✐✈❡ $❡1$1 ♦♥ ✷♠♠ $❤✐❝❦ 1♣❡❝✐♠❡♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐$ ✐1 ✐♠♣♦&$❛♥$ $♦ ♥♦$✐❝❡

$❤❛$ ❛ ❧✐❣❤$ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ❤❛1 ❜❡❡♥ ❝❛♣$✉&❡❞ ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥ ♦❢ $❤✐1 ❝❛&❜♦♥ $✇✐❧❧✲

✇❡❛✈❡ G❘❊G❘❊● ❝♦♠♣♦1✐$❡✳

✸✳✸✳✶✳✺ ▼✉❧'✐❞✐*❡❝'✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣*❡22✐✈❡ '❡2'2

❙✐♠✐❧❛& $❡1$1 ❛1 $❤♦1❡ ❞❡1❝&✐❜❡❞ ✐♥ ✸✳✸✳✶✳✹ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ♦♥ ✹♠♠ $❤✐❝❦ $②♣❡ ❇✶ 1♣❡❝✐♠❡♥1 ♣&❡1❡♥$✐♥❣

❛ ♠✉❧$✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ❬0◦/45◦/0◦/0◦/45◦/0◦❪ 1$❛❝❦✐♥❣ 1❡4✉❡♥❝❡✳ ❆ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥ ✐♥ $❤❡ 0◦ ♦& ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧

❞✐&❡❝$✐♦♥ ♠❡❛♥1 ❤❡&❡ $❤❛$ ❜♦$❤ ♦✉$❡& ❛♥❞ ♠✐❞❞❧❡ ❧❛②❡&1 ❤❛✈❡ ❛ 0◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ✇✐$❤ $❤❡ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ♦❢

❝♦♠♣&❡11✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛&❧②✱ ❛ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥ ✐♥ $❤❡ 45◦ ♦& ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ♠❡❛♥1 $❤❛$ ❜♦$❤ ♦✉$❡& ❛♥❞ ♠✐❞❞❧❡

❧❛②❡&1 ❤❛✈❡ ❛ 45◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ✇✐$❤ $❤❡ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥✳ ❋✐❣✳ ✸✳✸✷ ♣&❡1❡♥$1 $❤❡ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡

4✉❛1✐✲1$❛$✐❝ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥ ♦♥ $❤❡ ♠✉❧$✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ 1$❛❝❦✐♥❣ 1❡4✉❡♥❝❡✳ ❊✐❣❤$ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡

&❡♣❡$✐$✐♦♥1 ❛&❡ ♣&❡1❡♥$❡❞✳ ❆ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ✐1 ❝❛♣$✉&❡❞ ❛♥❞ $❤❡ 1$&❡11 ❛$ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✐1 ❛❜♦✉$

20% ❧♦✇❡& $❤❛♥ $❤❡ ❝♦♠♣&❡11✐✈❡ 1$&❡♥❣$❤ ♦❜1❡&✈❡❞ ❢♦& ❛ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ 1$❛❝❦✐♥❣ 1❡4✉❡♥❝❡✳ ❆♥ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡

1❝❛$$❡& ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ 1$&❡11 ❛$ ❢❛✐❧✉&❡ ✇✐$❤ ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ❛❜♦✉$ 7%✳ ❈♦♥❝❡&♥✐♥❣

$❤❡ 1$✐✛♥❡11✱ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❞✐1♣❡&1✐♦♥ ❤❛1 ❜❡❡♥ &❡♠❛&❦❡❞ ✇✐$❤ ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ❛❜♦✉$ 20%✳

❆ ③♦♦♠ ♦♥ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❧♦❝❛$✐♦♥ 1❤♦✇1 $❤❛$ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥✱ ❝&❛❝❦ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥ ❛♥❞ ✜❜❡&✴②❛&♥ ❢❛✐❧✉&❡ ❛&❡

&❡1♣♦♥1✐❜❧❡ ❢♦& $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥ ❢❛✐❧✉&❡✳

❋✐❣✳ ✸✳✸✸ ♣&❡1❡♥$1 $❤❡ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝ 45◦ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥ ♦♥ $❤❡ ♠✉❧$✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ 1$❛❝❦✐♥❣

1❡4✉❡♥❝❡✳ ❙✐① &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ &❡♣❡$✐$✐♦♥1 ❛&❡ ♣&❡1❡♥$❡❞ ♦♥ $❤❡ ❣&❛♣❤✳ ❯❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❝❝✉&&❡❞ ❛$ ❛ 1$&❡11

❛♣♣&♦①✐♠❛$❡❧② ❡4✉❛❧ $♦ $❤❡ ♦♥❡ ♦❜1❡&✈❡❞ ❢♦& $❤❡ 0◦ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥ ♦♥ $❤❡ ▼✳❉✳ 1$❛❝❦✐♥❣ 1❡4✉❡♥❝❡✳ ❆ ❧♦✇

1❝❛$$❡& ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ 1$&❡11 ❛$ ❢❛✐❧✉&❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐1 ❝♦♥✜&♠❡❞ ❜② ❛ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ $❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ♦❢

✈❛&✐❛$✐♦♥ ❛❜♦✉$ 3%✳ ❆ ❧♦✇ ❞✐1♣❡&1✐♦♥ ♦❢ 5% ✐1 ❛❧1♦ ♦❜1❡&✈❡❞ ❢♦& $❤❡ 1$✐✛♥❡11✳ ❘❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡

♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥1✱ ✐$ 1❡❡♠1 $❤❛$ ❝&❛❝❦ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ❛&❡ &❡1♣♦♥1✐❜❧❡ ❢♦& ❢❛✐❧✉&❡✱ 1✐♥❝❡ ♥♦

❝❧❡❛& ✜❜❡&✴②❛&♥ ❢❛✐❧✉&❡ ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞✳ ❈♦♥1❡4✉❡♥$❧②✱ ❜♦$❤ ♦✉$❡& ❧❛②❡& ❤❛✈✐♥❣ ❛ 45◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ✇✐$❤ $❤❡

❝♦♠♣&❡11✐♦♥ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥1$&❛✐♥✐♥❣ ❡✛❡❝$✱ ✧1$❛❜✐❧✐③✐♥❣✧ $❤✉1 $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥✬1 ❜❡❤❛✈✐♦& ✉♥❞❡&

✼✷
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❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛1$✐❝1
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✷✿ ❊①♣❡$✐♠❡♥/❛❧ $❡2✉❧/2 ❢♦$ /❤❡ ❧♦♥❣✐/✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣$❡22✐♦♥ ♦♥ ❛ ♠✉❧/✐❞✐$❡❝/✐♦♥❛❧ 2/❛❝❦✐♥❣ 2❡✲

:✉❡♥❝❡✿ $❡♣$❡2❡♥/❛/✐✈❡ ❢❛✐❧✉$❡ ✭/♦♣✮ ❛♥❞ 2/$❡22 ✈2✳ 2/$❛✐♥ ♠❛/❡$✐❛❧ $❡2♣♦♥2❡ ✭❜♦//♦♠✮
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✸✿ ❊①♣❡$✐♠❡♥/❛❧ $❡2✉❧/2 ❢♦$ /❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣$❡22✐♦♥ ♦♥ ❛ ♠✉❧/✐❞✐$❡❝/✐♦♥❛❧ 2/❛❝❦✐♥❣ 2❡:✉❡♥❝❡✿

$❡♣$❡2❡♥/❛/✐✈❡ ❢❛✐❧✉$❡ ✭/♦♣✮ ❛♥❞ 2/$❡22 ✈2✳ 2/$❛✐♥ ♠❛/❡$✐❛❧ $❡2♣♦♥2❡ ✭❜♦//♦♠✮

✉♥✐❛①✐❛❧ ❝♦♠♣$❡22✐✈❡ ❧♦❛❞2✳

✸✳✸✳✶✳✻ ❯♥✐❞✐(❡❝+✐♦♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ +❡1+1

❋✐❣✳ ✸✳✸✹ ♣$❡2❡♥/2 /❤❡ $❡2✉❧/2 ♦❢ :✉❛2✐✲2/❛/✐❝ ❧♦♥❣✐/✉❞✐♥❛❧ ❢♦✉$✲♣♦✐♥/ ❜❡♥❞✐♥❣ /❡2/2 ♦♥ ✷♠♠ /❤✐❝❦ ❛♥❞ ❝❧❛22

IV 2♣❡❝✐♠❡♥2 ❜❛2❡❞ ♦♥ /❤❡ ❉■◆ ■❙❖ ✶✹✶✷✺ 2/❛♥❞❛$❞✳ ❈♦♥2✐❞❡$✐♥❣ /❤❡ /❤✐❝❦♥❡22 ♦❢ ❛ ✉♥✐:✉❡ ♣❧②✱ /❤❡ ✇♦✈❡♥

❧❛♠✐♥❛/❡ ✐2 ❝♦♥2/✐/✉/❡❞ ❜② ♦♥❧② /❤$❡❡ ❡❧❡♠❡♥/❛$② ✇♦✈❡♥ ♣❧✐❡2✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ✉♥✐❞✐$❡❝/✐♦♥❛❧ 2/❛❝❦✐♥❣ 2❡:✉❡♥❝❡

✭❛❧❧ /❤❡ ♣❧✐❡2 ❤❛✈❡ /❤❡ 2❛♠❡ ♦$✐❡♥/❛/✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❝✉$✈❡2 2❤♦✇ /❤❡ 2✐① $❡♣❡/✐/✐♦♥2 ❢♦$ ❡❛❝❤ ❜❡♥❞✐♥❣ ✐♥ /❤❡

✇❛$♣ ❛♥❞ ✇❡❢/ ❞✐$❡❝/✐♦♥2✳ ❆ ❜❡♥❞✐♥❣ ✐♥ /❤❡ ✇❛$♣ ❞✐$❡❝/✐♦♥ ♠❡❛♥2 /❤❛/ /❤❡ ✇❛$♣ ❞✐$❡❝/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ /❡①/✐❧❡

✐2 ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐/❤ /❤❡ ❧❡♥❣/❤ ♦❢ /❤❡ 2♣❡❝✐♠❡♥✳ ❆ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❞✐2♣❡$2✐♦♥ $❡❣❛$❞✐♥❣ /❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ 2/✐✛♥❡22

✭❛❜♦✉/ 19%✮ ❛♥❞ /❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ 2/$❡♥❣/❤ ✭❛❜♦✉/ 11%✮ ✐2 ♦❜2❡$✈❡❞✳ ❚❤❡ ♣❤②2✐❝❛❧ $❡❢❡$❡♥❝❡ ✐2 /❛❦❡♥ ❛2 ❛♥

❛✈❡$❛❣❡ ♦❢ ❡①♣❡$✐♠❡♥/❛❧ $❡2✉❧/2 ❛♥❞ ♥♦ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜❡/✇❡❡♥ /❤❡ ✇❛$♣ ❛♥❞ ✇❡❢/ ❞✐$❡❝/✐♦♥2 ❢♦$

/❤❡ ❝♦♠♣❛$✐2♦♥ ✇✐/❤ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ $❡2✉❧/2✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ /❤❡ 2♣❡❝✐♠❡♥2 ❢❛✐❧❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣$❡22✐♦♥✱ ❛2 ❢❛✐❧✉$❡ ♦❝❝✉$$❡❞

♦♥ /❤❡ /♦♣ 2✐❞❡ ♦❢ /❤❡ 2♣❡❝✐♠❡♥✳

❋✐❣✳ ✸✳✸✺ ♣$❡2❡♥/2 /❤❡ $❡2✉❧/2 ♦❢ :✉❛2✐✲2/❛/✐❝ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦✉$✲♣♦✐♥/ ❜❡♥❞✐♥❣ /❡2/2 ♦♥ ✷♠♠ /❤✐❝❦ ❛♥❞ ❝❧❛22
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❋✐❣✉&❡ ✸✳✸✹✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣✿ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✭$♦♣✮ ❛♥❞ ✢❡①✉&❛❧

1$&❡11 ✈1✳ ✢❡①✉&❛❧ 1$&❛✐♥ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡1♣♦♥1❡ ✭❜♦$$♦♠✮
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❋✐❣✉&❡ ✸✳✸✺✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣✿ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✭$♦♣✮ ❛♥❞ ✢❡①✉&❛❧ 1$&❡11

✈1✳ ✢❡①✉&❛❧ 1$&❛✐♥ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡1♣♦♥1❡ ✭❜♦$$♦♠✮

IV 1♣❡❝✐♠❡♥1 ❜❛1❡❞ ♦♥ $❤❡ ❉■◆ ■❙❖ ✶✹✶✷✺ 1$❛♥❞❛&❞✳ ❆❧❧ $❤❡ $❤&❡❡ ♣❧✐❡1 ❤❛✈❡ ❛ 45◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ✇✐$❤ $❤❡

❧❡♥❣$❤ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥✳ ❊✐❣❤$ &❡♣❡$✐$✐♦♥1 ♦❢ $❤✐1 $❡1$ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥

♦❢ 6% &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ 1$✐✛♥❡11 ❛♥❞ ♦❢ 4% ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ 1$&❡♥❣$❤✳ ◆♦ ❝❧❡❛& ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡

1♣❡❝✐♠❡♥ ❤❛1 ❜❡❡♥ &❡♣♦&$❡❞ ❜✉$ ❛ ❝♦♥1✐❞❡&❛❜❧❡ ♣❡&♠❛♥❡♥$ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ❤❛1 ❜❡❡♥ ♦❜1❡&✈❡❞✳

✸✳✸✳✶✳✼ ▼✉❧'✐❞✐*❡❝'✐♦♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ '❡2'2

❋♦✉&✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣ $❡1$1✱ ❜❛1❡❞ ♦♥ $❤❡ ❉■◆ ■❙❖ ✶✹✶✷✺ 1$❛♥❞❛&❞✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ♦♥ ✹♠♠ $❤✐❝❦

1♣❡❝✐♠❡♥1 ♣&❡1❡♥$✐♥❣ ❛ ♠✉❧$✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ❬0◦/45◦/0◦/0◦/45◦/0◦❪ 1$❛❝❦✐♥❣ 1❡4✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣$❤ ♦❢ $❤❡

1♣❡❝✐♠❡♥ ✐1 ✷✵✵♠♠ ❛♥❞ $❤❡ ✇✐❞$❤ ✐1 ✶✺♠♠✳ ❚❤❡ ♦✉$❡& 1♣❛♥ ♦❢ $❤❡ ❢♦✉&✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣ ✐1 ❛❜♦✉$ ✶✺✼✳✺♠♠

❛♥❞ $❤❡ ✐♥♥❡& 1♣❛♥ ✐1 ❛❜♦✉$ ✺✷✳✺♠♠✳ ❆ ❜❡♥❞✐♥❣ ✐♥ $❤❡ 0◦ ♦& ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ♠❡❛♥1 ❤❡&❡ $❤❛$ ❜♦$❤

♦✉$❡& ❛♥❞ ♠✐❞❞❧❡ ❧❛②❡&1 ❤❛✈❡ ❛ 0◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ✇✐$❤ $❤❡ ❧❡♥❣$❤ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥✳ ❙✐♠✐❧❛&❧②✱ ❛ ❜❡♥❞✐♥❣ ✐♥

$❤❡ 45◦ ♦& ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ♠❡❛♥1 $❤❛$ ❜♦$❤ ♦✉$❡& ❛♥❞ ♠✐❞❞❧❡ ❧❛②❡&1 ❤❛✈❡ ❛ 45◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ✇✐$❤ $❤❡

❧❡♥❣$❤ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥✳

❋✐❣✳ ✸✳✸✻ ♣&❡1❡♥$1 $❤❡ &❡1✉❧$1 ♦❢ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❢♦✉&✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣ $❡1$1✳ ❙✐① &❡♣❡$✐$✐♦♥1 ♦❢

$❤✐1 $❡1$ &❡♣&❡1❡♥$✐♥❣ ❛ ❜❡♥❞✐♥❣ ✐♥ $❤❡ ✇❡❢$ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ❛&❡ ♣&❡1❡♥$❡❞✳ ❆ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ❛❜♦✉$ 3% ✐1
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❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛1$✐❝1
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❋✐❣✉&❡ ✸✳✸✻✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛ ▼✳❉✳ 1$❛❝❦✐♥❣ 1❡4✉❡♥❝❡✿ &❡♣&❡1❡♥$❛✲

$✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✭$♦♣✮ ❛♥❞ ✢❡①✉&❛❧ 1$&❡11 ✈1✳ ✢❡①✉&❛❧ 1$&❛✐♥ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡1♣♦♥1❡ ✭❜♦$$♦♠✮
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❋✐❣✉&❡ ✸✳✸✼✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛ ▼✳❉✳ 1$❛❝❦✐♥❣ 1❡4✉❡♥❝❡✿ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡

❢❛✐❧✉&❡ ✭$♦♣✮ ❛♥❞ ✢❡①✉&❛❧ 1$&❡11 ✈1✳ ✢❡①✉&❛❧ 1$&❛✐♥ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡1♣♦♥1❡ ✭❜♦$$♦♠✮

♦❜$❛✐♥❡❞ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ 1$✐✛♥❡11✱ ✇❤❡&❡❛1 $❤✐1 ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ✐1 ❛❜♦✉$ 4% &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ 1$&❡11 ❛$ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❆

♣&♦❣&❡11✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞✱ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛$ ❛♣♣&♦①✐♠❛$❡❧② 80% ♦❢ $❤❡ ✉❧$✐♠❛$❡ ✢❡①✉&❛❧

1$&❡♥❣$❤✳ ❙✐♠✐❧❛& $❡1$1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ♦♥ 1♣❡❝✐♠❡♥1✱ ✇❤❡&❡ $❤❡ ✇❛&♣ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ✐1 ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐$❤ $❤❡

1♣❡❝✐♠❡♥✬1 ❧❡♥❣$❤✳ ❙✐♠✐❧❛& ❝♦❡✣❝✐❡♥$1 ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ &❡♣♦&$❡❞ ❛♥❞ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❝❝✉&&❡❞ ❛$ ❛ 1✐♠✐❧❛&

1$&❡11 ❧❡✈❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ♥♦ ♣&♦❣&❡11✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❤❛1 ❜❡❡♥ ❝❛♣$✉&❡❞ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ✉♥$✐❧ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡

❤❛1 ❜❡❡♥ ♦❜1❡&✈❡❞✳ ❲❡ ❝❤♦1❡ $♦ ❤❛✈❡ ❛ ❢♦❝✉1 ♦♥❧② ♦♥ $❤❡ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ ✇❡❢$ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ❛1 $❤❡② ♣&❡1❡♥$

❛ ❤✐❣❤❡& ✐♥$❡&❡1$ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② $❤❡ ♣&♦❣&❡11✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❋❛✐❧✉&❡ ♦❝❝✉&&❡❞ ♦♥ $❤❡ $♦♣ 1✐❞❡ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥1✱

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥1 $❤❛$ $❤✐1 ▼✳❉✳ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❢❛✐❧❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥✳

❋✐❣✳ ✸✳✸✼ ♣&❡1❡♥$1 $❤❡ &❡1✉❧$1 ♦❢ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦✉&✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣ $❡1$1✳ ❆ ❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ✐1

♦❜1❡&✈❡❞ ✉♥$✐❧ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❝❝✉&&✐♥❣ ♦♥ $❤❡ ✉♣♣❡& 1✐❞❡ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥ ❧♦❛❞❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥✳ ❚❤❡

1$&❡11 ❛$ ❢❛✐❧✉&❡ ✐1 ❤❡&❡ 4✉✐$❡ 20% ❧♦✇❡& $❤❛♥ $❤❡ ♦♥❡ ♦❜1❡&✈❡❞ ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ &❡♣♦&$❡❞

❛❜♦✈❡✳ ❊✐❣❤$ &❡♣❡$✐$✐♦♥1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❜✉$ ♦♥❧② ❢♦✉& &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ &❡1✉❧$1 ❛&❡ ♣&❡1❡♥$❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡

❧♦✇ ❞✐1♣❡&1✐♦♥ ✐1 ❝♦♥✜&♠❡❞ ❜② 1✉✐$❛❜❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$1 ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ❛❜♦✉$ 3% ❢♦& $❤❡ 1$✐✛♥❡11✳

✼✺



❈❤❛♣$❡& ✸✳ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜1❡&✈❛$✐♦♥1✿ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝✱ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ $❡1$1 ♦♥

❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛1$✐❝1
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❋✐❣✉&❡ ✸✳✸✽✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ♦❢ $❤❡ ✺❏ ✐♠♣❛❝$ $❡1$1 ❢♦& $❤❡ ✵

◦
❛♥❞ ✹✺

◦
♦&✐❡♥$❛$✐♦♥1

✸✳✸✳✷ ■♠♣❛❝( (❡*(* ♦♥ ❡❧❡♠❡♥(❛.② ♣❧❛(❡*

❚❤❡ ✐♠♣❛❝$ $❡1$1 ♦♥ ❡❧❡♠❡♥$❛&② ♣❧❛$❡1 ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ♦♥ $❤❡ E❘❊E❘❊● ♠❛$❡&✐❛❧ ❤❛✈❡ ❛ 1✐♠✐❧❛& ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧

1❡$✲✉♣ ❛♥❞ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡1 ❛1 $❤♦1❡ ❞❡1❝&✐❜❡❞ ✐♥ $❤❡ 1❡❝$✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳✶✳ ❆ [0◦/45◦/0◦]s ♠✉❧$✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧

1$❛❝❦✐♥❣ 1❡4✉❡♥❝❡ ✐1 ❝♦♥1✐❞❡&❡❞ ❤❡&❡✳

❋✐❣✳ ✸✳✸✽ ♣&❡1❡♥$1 $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& ❛ ✺❏ ✐♠♣❛❝$✳ ❚❤❡ ❝✉&✈❡1 1❤♦✇ ❛ 1✐♠✐❧❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ❢♦&

❜♦$❤ 0◦ ❛♥❞ 45◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥1✳ ❆ ❝❧❡❛&❧② ✈✐1✐❜❧❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞ ♦♥ $❤❡ ❢&♦♥$ 1✐❞❡ ♦❢ $❤❡ $❡1$ 1♣❡❝✐♠❡♥1✱

✇❤❡&❡ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦& ❤✐$ $❤❡ ♣❧❛$❡✳ ❚❤❡ ❈✲❙❈❆◆ ❛♥❛❧②1✐1 1❤♦✇1 ❛♥ ❛✈❡&❛❣❡ ❞❛♠❛❣❡ ③♦♥❡ ❛❜♦✉$ 685mm2

❢♦& $❤❡ 0◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜♦✉$ 716mm2
❢♦& $❤❡ 45◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥✳ ❋♦& ❜♦$❤ ❝✉$$✐♥❣ ❞✐&❡❝$✐♦♥1✱ ❛ ❧♦✇

❞✐1♣❡&1✐♦♥ ❛♣♣❡❛&1 ✐♥ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ❝✉&✈❡1✳ ❆ ❤✐❣❤❡& 1❝❛$$❡& ❤❛1 ❜❡❡♥ ♦❜1❡&✈❡❞ ❢♦& $❤❡ ❡✈❛❧✉❛$✐♦♥ ♦❢

$❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ 1✉&❢❛❝❡1✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ 1✉&❢❛❝❡ ✐1 ♠♦&❡ $❤❛♥ 1✐① $✐♠❡1 ❤✐❣❤❡& ❢♦& $❤❡ E❘❊E❘❊●

♠❛$❡&✐❛❧ $❤❛♥ ❢♦& $❤❡ ❘❚▼ ❝♦♠♣♦1✐$❡✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦& ❛♥❞ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❢♦&❝❡

♣❡❛❦1 ❛&❡ ❧✐❣❤$❧② ❤✐❣❤❡& ❢♦& $❤❡ ❘❚▼ ♠❛$❡&✐❛❧ $❤❛♥ ❢♦& $❤❡ E❘❊E❘❊● ❝♦♠♣♦1✐$❡✳

❋✐❣✳ ✸✳✸✾ ♣&❡1❡♥$1 $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& ❛ ✷✺❏ ✐♠♣❛❝$✳ ❚❤❡ ❝✉&✈❡1 1❤♦✇ ❛ 1✐♠✐❧❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ❢♦&

❜♦$❤ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥1✳ ❆ ❝❧❡❛&❧② ✈✐1✐❜❧❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞ ♦♥ $❤❡ $❡1$ 1♣❡❝✐♠❡♥1✱ ♣❛&$✐❝✉❧❛&❧② ♦♥ $❤❡ ❢&♦♥$

1✐❞❡✱ ✇❤❡&❡ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦& ❤✐$ $❤❡ ♣❧❛$❡✳ ❆ ❧♦✇❡& ❞❛♠❛❣❡ ✐1 ✈✐1✐❜❧❡ ♦♥ $❤❡ ❜❛❝❦ 1✐❞❡ ♦❢ $❤❡ ♣❧❛$❡✳ ❚❤❡ ❈✲

❙❈❆◆ ❛♥❛❧②1✐1 1❤♦✇1 ❛♥ ❛✈❡&❛❣❡ ❞❛♠❛❣❡ ③♦♥❡ ❛❜♦✉$ 2295mm2
❢♦& $❤❡ 0◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜♦✉$ 2316mm2

❢♦& $❤❡ 45◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥✳ ❋♦& ❜♦$❤ ❝✉$$✐♥❣ ❞✐&❡❝$✐♦♥1✱ ❛ ❧♦✇ ❞✐1♣❡&1✐♦♥ ❛♣♣❡❛&1 ✐♥ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ❝✉&✈❡1✱

✇❤❡&❡❛1 ❛ ❤✐❣❤❡& 1❝❛$$❡& ❤❛1 ❜❡❡♥ ♦❜1❡&✈❡❞ ❢♦& $❤❡ ❡✈❛❧✉❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ 1✉&❢❛❝❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡

❞❛♠❛❣❡❞ 1✉&❢❛❝❡ ✐1 ❛❜♦✉$ $❤&❡❡ $✐♠❡1 ❤✐❣❤❡& ❢♦& $❤❡ E❘❊E❘❊● ♠❛$❡&✐❛❧ $❤❛♥ ❢♦& $❤❡ ❘❚▼ ❝♦♠♣♦1✐$❡✳

✼✻



❈❤❛♣$❡& ✸✳ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜1❡&✈❛$✐♦♥1✿ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝✱ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ $❡1$1 ♦♥

❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛1$✐❝1
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❋✐❣✉&❡ ✸✳✸✾✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ♦❢ $❤❡ ✷✺❏ ✐♠♣❛❝$ $❡1$1 ❢♦& $❤❡ ✵

◦
❛♥❞ ✹✺

◦
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❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦& ❛♥❞ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦ ❛&❡ 1✐♠✐❧❛& ❛1 ♦& ❧✐❣❤$❧② ❤✐❣❤❡&

❢♦& $❤❡ ❘❚▼ ♠❛$❡&✐❛❧ $❤❛♥ ❢♦& $❤❡ I❘❊I❘❊● ❝♦♠♣♦1✐$❡✳ ❆ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ $❤❡ 1❧♦♣❡ ✐♥ $❤❡ ❝✉&✈❡ ♦❢ $❤❡ ❢♦&❝❡

♦❝❝✉&&✐♥❣ ❛❜♦✉$ 50% ♦❢ $❤❡ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦ &❡♣&❡1❡♥$1 ❛ 1✉❞❞❡♥ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥ ✐♥ $❤❡ ❧❛♠✐♥❛$❡✱

&❡1✉❧$✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧♦11 ♦❢ 1$✐✛♥❡11✳

❋✐❣✳ ✸✳✹✵ ❞❡1❝&✐❜❡1 $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& ❛ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$✳ ❚❤❡ ❝✉&✈❡1 1❤♦✇ ❛ 1✐♠✐❧❛& ❜❡❤❛✈✐♦&

❢♦& ❜♦$❤ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥1✳ ❆ ❝❧❡❛&❧② ✈✐1✐❜❧❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞ ♦♥ ❜♦$❤ 1✐❞❡1 ♦❢ $❤❡ $❡1$ 1♣❡❝✐♠❡♥1✳ ❋♦&

$❤❡ 45◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥✱ $❤❡ ♦✉$❡& ❧❛②❡& ♣&❡1❡♥$1 ❛ ②❛&♥ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ 45◦ ✇✐$❤ $❤❡ ❧❡♥❣$❤ ❛♥❞ ✇✐❞$❤ ♦❢ $❤❡

1♣❡❝✐♠❡♥✳ ❖♥ $❤❡ ❢&♦♥$ 1✐❞❡✱ $❤❡ 1❤❛♣❡ ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥ ✐❧❧✉1$&❛$❡1 $❤✐1 ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛

❦✐♥❞ ♦❢ ❝&♦11 ❛&♦✉♥❞ $❤❡ ✐♠♣❛❝$❡❞ ③♦♥❡✳ ❚❤✐1 ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❤❛1 ♥♦$ ❜❡❡♥ ♦❜1❡&✈❡❞ ❢♦& $❤❡ ❧♦✇❡& ✐♠♣❛❝$

❡♥❡&❣✐❡1✳ ❚❤❡ ❈✲❙❈❆◆ ❛♥❛❧②1✐1 1❤♦✇1 ❛♥ ❛✈❡&❛❣❡ ❞❛♠❛❣❡ ③♦♥❡ ❛❜♦✉$ 2872mm2
❢♦& $❤❡ 0◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥

❛♥❞ ❛❜♦✉$ 2903mm2
❢♦& $❤❡ 45◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥✳ ❋♦& ❜♦$❤ ❝✉$$✐♥❣ ❞✐&❡❝$✐♦♥1✱ ❛ ❧♦✇ ❞✐1♣❡&1✐♦♥ ❛♣♣❡❛&1 ✐♥

$❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ❝✉&✈❡1✱ ✇❤❡&❡❛1 ❛ ❤✐❣❤❡& 1❝❛$$❡& ❤❛1 ❜❡❡♥ ♦❜1❡&✈❡❞ ❢♦& $❤❡ ❡✈❛❧✉❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞

1✉&❢❛❝❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ 1✉&❢❛❝❡ ✐1 4✉✐$❡ ❛❜♦✉$ $❤&❡❡ $✐♠❡1 ❤✐❣❤❡& ❢♦& $❤❡ I❘❊I❘❊● ♠❛$❡&✐❛❧ $❤❛♥

❢♦& $❤❡ ❘❚▼ ❝♦♠♣♦1✐$❡✳ ❆ ❤✐❣❤❡& ♠❛①✐♠❛❧ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦ ❤❛1 ❜❡❡♥ ❝❛♣$✉&❡❞ ❢♦& $❤❡ I❘❊I❘❊● ♠❛$❡&✐❛❧✱

✇❤❡&❡❛1 $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$ ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞ ❢♦& $❤❡ ❘❚▼ ❝♦♠♣♦1✐$❡✳ ❙✐♠✐❧❛&❧② $♦ $❤❡ ❘❚▼ ♠❛$❡&✐❛❧✱

❞✉❡ $♦ $❤❡ 4✉✐$❡ ♣❡&❢♦&❛$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ❤✐❣❤ ❞❛♠❛❣❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥ $❤❡ ♣❧❛$❡✱ $❤❡ ❝✉&✈❡ ♦❢ $❤❡ &❡❛❝$✐♦♥ ❢♦&❝❡ ♣&❡1❡♥$1

❛ ❝❧❡❛& ❞❡❝&❡❛1❡ ❛❢$❡& $❤❡ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦✳ ❆ 4✉✐$❡ ❝♦♥1$❛♥$ ❢♦&❝❡ ❧❡✈❡❧ ❢♦❧❧♦✇1 ✉♥$✐❧ $❤❡ ✉♥❧♦❛❞ ♦❢ $❤❡ ♣❧❛$❡✳

❚❤✐1 ❞❡❝&❡❛1❡ ♦❢ $❤❡ ❢♦&❝❡ 1❤♦✇1 ❛ ❝♦♥1✐❞❡&❛❜❧❡ ✐♥$&❛❧❛♠✐♥❛& ❛♥❞ ✐♥$❡&❧❛♠✐♥❛& ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳

❋✐❣✳ ✸✳✹✶ ♣&❡1❡♥$1 ❛ ❝♦♠♣❛&✐1♦♥ ♦❢ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ $❤&❡❡ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡1✳ ❆ 1✐♠✐❧❛&

✼✼



❈❤❛♣$❡& ✸✳ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜1❡&✈❛$✐♦♥1✿ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝✱ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ $❡1$1 ♦♥

❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛1$✐❝1
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❋✐❣✉&❡ ✸✳✹✵✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ♦❢ $❤❡ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$ $❡1$1 ❢♦& $❤❡ ✵
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❈❤❛♣$❡& ✸✳ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜1❡&✈❛$✐♦♥1✿ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝✱ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ $❡1$1 ♦♥

❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛1$✐❝1
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❋✐❣✉&❡ ✸✳✹✶✿ ❈♦♠♣❛&✐1♦♥ ♦❢ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ✭♠❛$❡&✐❛❧ &❡1♣♦♥1❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡❞ 1✉&❢❛❝❡1✮ ❢♦& $❤❡

$❤&❡❡ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡1 ❛♥❞ ❢♦& ❜♦$❤ ✵

◦
❛♥❞ ✹✺

◦
♦&✐❡♥$❛$✐♦♥1

♠❛$❡&✐❛❧ &❡1♣♦♥1❡ ✐1 ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& ❜♦$❤ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥1✳ ❙✐♠✐❧❛& ❢♦&❝❡ ❧❡✈❡❧1 ❛&❡ &❡❛❝❤❡❞ ❢♦& $❤❡ ✺✵❏ ❛♥❞

$❤❡ ✷✺❏ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡1✱ ✇❤❡&❡❛1 $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♠♣❛❝$♦& ❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$ ❢♦& ✷✺❏ &❡❛❝❤❡❞ ♦♥❧② 65% ♦❢ $❤❡

♠❛①✐♠❛❧ ✐♠♣❛❝$♦& ❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$ ❢♦& ❛ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛&✐1♦♥ ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ 1✉&❢❛❝❡1 ✉1❡1 $❤❡ 1❛♠❡

❝♦❧♦& ❝♦❞❡ ❛1 ✐♥ $❤❡ ❝✉&✈❡1✳ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ❛&❡❛ ✐♥❝&❡❛1❡1 ❧♦❣✐❝❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ $❤❡ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣② ✐♥❝&❡❛1❡1✳ ❚❤❡

1❤❛♣❡ ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ❛&❡❛1 ❝♦♠❡1 ❢&♦♠ ❛ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❈✲❙❈❆◆ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❞❡❧❛♠✐♥❛$❡❞ ③♦♥❡ ❝❧♦1❡ $♦ $❤❡

❛✈❡&❛❣❡❞ ♦♥❡✳

❚❤❡ ❚❛❜❧❡1 ✸✳✽ ❛♥❞ ✸✳✾ ♣&❡1❡♥$ &❡1♣❡❝$✐✈❡❧② ❢♦& $❤❡ 0◦ ❛♥❞ $❤❡ 45◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥1 $❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$1 ♦❢

✈❛&✐❛$✐♦♥ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♠♣❛❝$♦&✬1 ❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$✱ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦ ❛♥❞ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞

1✉&❢❛❝❡1 ❢♦& $❤❡ ✐♠♣❛❝$ $❡1$1 ♦♥ $❤❡ Q❘❊Q❘❊● 1♣❡❝✐♠❡♥1✳ ❋♦& ❜♦$❤ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥1✱ ❛ ❧♦✇ ❞✐1♣❡&1✐♦♥ ✐1

♦❜1❡&✈❡❞ ❢♦& ❡❛❝❤ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣② &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦& ❛♥❞ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦✳

■$ ✐1 ❛❧1♦ ✐♥ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ $❤❡ ❧♦✇ 1❝❛$$❡& ♦❜1❡&✈❡❞ ♦♥ $❤❡ ❝✉&✈❡1✳ ❋♦& $❤✐1 Q❘❊Q❘❊● ♠❛$❡&✐❛❧✱ ❛♥

❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❞✐1♣❡&1✐♦♥ ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞ ❢♦& ❛❧❧ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡1 &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ 1✉&❢❛❝❡1✳

✸✳✸✳✸ ❘❡♣%❡&❡♥(❛(✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥( (❡&(&✿ ❞%♦♣ (♦✇❡% (❡&(& ♦♥ ❤❛(✲♣%♦✜❧❡&

❆1 ❞❡1❝&✐❜❡❞ ✐♥ $❤❡ 1❡❝$✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳✷✱ ❞&♦♣ $♦✇❡& $❡1$1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧1♦ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ♦♥ ✷♠♠ ❛♥❞ ✹♠♠ $❤✐❝❦

Q❘❊Q❘❊● ❤❛$✲♣&♦✜❧❡1✳ ❚❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡1 ♣&❡1❡♥$ ❛ 1✐♠✐❧❛& ❝&♦11✲1❡❝$✐♦♥ $❤❛♥ $❤❡ ❘❚▼ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡1 ❜✉$

$❤❡✐& ❧❡♥❣$❤ ✐1 ❛❜♦✉$ ✺✵✵♠♠✳ ❈♦♥1❡4✉❡♥$❧②✱ $❤❡ ♣♦1✐$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ &✐✈❡$1 ❝❤❛♥❣❡1 ❜✉$ $❤❡ 1♣❛♥ ❛♥❞ $❤❡

❞✐❛♠❡$❡& ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦& ❛♥❞ ♦❢ $❤❡ 1✉♣♣♦&$ ❛&❡ ♥♦$ ♠♦❞✐✜❡❞✱ ❛1 ❞❡1❝&✐❜❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✷✳
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❈❤❛♣$❡& ✸✳ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜1❡&✈❛$✐♦♥1✿ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝✱ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ $❡1$1 ♦♥

❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛1$✐❝1

❚❛❜❧❡ ✸✳✽✿ ❈♦❡✣❝✐❡♥$1 ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ✭✐♥ ✪✮ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♠♣❛❝$♦&✬1 ❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$✱ $❤❡ ♠❛①✐✲

♠❛❧ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦ ❛♥❞ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ 1✉&❢❛❝❡1 ❢♦& $❤❡ ✐♠♣❛❝$ $❡1$1 ♦♥ $❤❡ E❘❊E❘❊● ♠❛$❡&✐❛❧ ❛♥❞ $❤❡ 0◦

♦&✐❡♥$❛$✐♦♥

E❘❊E❘❊● ✲ ✵

◦
✺❏ ✷✺❏ ✺✵❏

▼❛①✐♠❛❧ ❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$ ✵✳✼ ✵✳✼ ✶✳✵

▼❛①✐♠❛❧ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦ ✷✳✸ ✶✳✷ ✹✳✷

❉❛♠❛❣❡❞ 1✉&❢❛❝❡1 ✾✳✾ ✶✻✳✹ ✶✺✳✷

❚❛❜❧❡ ✸✳✾✿ ❈♦❡✣❝✐❡♥$1 ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ✭✐♥ ✪✮ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♠♣❛❝$♦&✬1 ❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$✱ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧

❢♦&❝❡ ♣❡❛❦ ❛♥❞ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ 1✉&❢❛❝❡1 ❢♦& $❤❡ ✐♠♣❛❝$ $❡1$1 ♦♥ $❤❡ E❘❊E❘❊● ♠❛$❡&✐❛❧ ❛♥❞ $❤❡ 45◦

♦&✐❡♥$❛$✐♦♥

E❘❊E❘❊● ✲ ✹✺

◦
✺❏ ✷✺❏ ✺✵❏

▼❛①✐♠❛❧ ❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$ ✵✳✶ ✵✳✹ ✶✳✸

▼❛①✐♠❛❧ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦ ✶✳✸ ✶✳✹ ✷✳✺

❉❛♠❛❣❡❞ 1✉&❢❛❝❡1 ✺✳✺ ✶✵✳✶ ✶✵✳✷

500mm

12mm 120mm52mm

400mm

50mm

❋✐❣✉&❡ ✸✳✹✷✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ 1❡$✲✉♣ ❢♦& $❤❡ ❞&♦♣ $♦✇❡& $❡1$1 ♦♥ E❘❊E❘❊● ❤❛$✲♣&♦✜❧❡1✿ ❞✐♠❡♥1✐♦♥1 ♦❢ $❤❡

1♣❡❝✐♠❡♥ ✭$♦♣✮ ❛♥❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ 1❡$✲✉♣ ✭❜♦$$♦♠✮

✽✵



❈❤❛♣$❡& ✸✳ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜1❡&✈❛$✐♦♥1✿ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝✱ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ $❡1$1 ♦♥

❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛1$✐❝1

0

20

40

60

80

100

120

0 10 20 30 40 50

D
is

p
la

ce
m

en
t 

[%
]

Time [ms]

0

20

40

60

80

100

120

140

0 10 20 30 40 50

F
o
rc

e 
[%

]

Time [ms]

Failure corners/top side

Buckling/Delamination

Failure

Experiment 1 Experiment 2 Physical Reference

a

b c

❋✐❣✉&❡ ✸✳✹✸✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ ✶✵✵❏ ❞&♦♣ $♦✇❡& $❡1$1 ♦♥ ✷♠♠ $❤✐❝❦ D❘❊D❘❊● ❤❛$✲♣&♦✜❧❡1✿

❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$ ✈1✳ $✐♠❡ ❛♥❞ ❢♦&❝❡ ✈1✳ $✐♠❡ ✭$♦♣✮✱ ❛✮ 1✐❞❡ ✈✐❡✇ ♦❢ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡ ❛❢$❡& ✐♠♣❛❝$ ✲ ❜✮ 1✐❞❡ ✈✐❡✇

❛♥❞ ③♦♦♠ ♦♥ ❢❛✐❧✉&❡ ✲ ❝✮ $♦♣ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ③♦♦♠ ♦♥ ❢❛✐❧✉&❡

✸✳✸✳✸✳✶ ■♠♣❛❝( ♦♥ ✷♠♠ (❤✐❝❦ ❤❛(✲♣0♦✜❧❡4

❋✐❣✳ ✸✳✹✸ ♣&❡1❡♥$1 $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& ❛ ✶✵✵❏ ✐♠♣❛❝$ ♦♥ ❛ ✷♠♠ $❤✐❝❦ D❘❊D❘❊● ❤❛$✲♣&♦✜❧❡

❤❛✈✐♥❣ ❛ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ [0◦]3 1$❛❝❦✐♥❣ 1❡4✉❡♥❝❡✳ ❚✇♦ &❡♣❡$✐$✐♦♥1 ♦❢ $❤❡ $❡1$1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ❛♥❞

❛ ❧♦✇ ❞✐1♣❡&1✐♦♥ ❤❛1 ❜❡❡♥ ♦❜1❡&✈❡❞✳ ❋✐❣✳ ✸✳✹✸❛✮ 1❤♦✇1 ❛ 1✐❞❡✲✈✐❡✇ ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣❧❡$❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡ ❛❢$❡& $❤❡

✐♠♣❛❝$✳ ❆ ♣&♦❣&❡11✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♣&♦❝❡11 ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✇✐$❤ ❛ ♠❛$❡&✐❛❧ ❝♦❧❧❛♣1❡ ✐♥ $❤❡ ❝♦&♥❡&1 ❛♥❞ ♦♥ $❤❡ $♦♣

1✐❞❡✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ❧❡❛❞1 $♦ $❤❡ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡✳ ❋❛✐❧✉&❡ ✐1

❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ $❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥ ❜❡❧♦✇ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦&✳ ❋✐❣✳ ✸✳✹✸❜✮ ❛♥❞ ❝✮ 1❤♦✇ &❡1♣❡❝$✐✈❡❧② ❛ 1✐❞❡

✈✐❡✇ ❛♥❞ ❛ $♦♣ ✈✐❡✇ ♦❢ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❆ ❝❧❡❛& ❢&❛❝$✉&❡ 1✉&❢❛❝❡ ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞ ♦♥ $❤❡ $♦♣✱ ❧❡❢$ ❛♥❞ &✐❣❤$ ✢❛$ 1✐❞❡1

♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡ ♣❛&$1 ♦❢ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡✱ ✇❤❡&❡ $❤❡ &✐✈❡$1 ❛&❡ ❢❛1$❡♥❡❞✱ ✉♥❞❡&✇❡♥$ ♥♦ ❝❧❡❛& ❢❛✐❧✉&❡✱

❜✉$ ❛ ❧❛&❣❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥✳ ❆ ❢&❛❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❛♥❞ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❡①♣❧♦1✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❛&❡

♦❜1❡&✈❡❞ ✐♥ $❤❡ ❝♦&♥❡&1✳ ❆1 ♦♥❧② $✇♦ &❡♣❡$✐$✐♦♥1 ♦❢ $❤✐1 $❡1$ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞✱ ♥♦ 1$❛$✐1$✐❝❛❧ ❛♥❛❧②1✐1

✐1 ♣&❡1❡♥$❡❞✳

✸✳✸✳✸✳✷ ■♠♣❛❝( ♦♥ ✹♠♠ (❤✐❝❦ ❤❛(✲♣0♦✜❧❡4

❋✐❣✳ ✸✳✹✹ ♣&❡1❡♥$1 $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& ❛ ✸✺✵❏ ✐♠♣❛❝$ ♦♥ ❛ ✹♠♠ $❤✐❝❦ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛

✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ [0◦]6 1$❛❝❦✐♥❣ 1❡4✉❡♥❝❡✳ ❚✇♦ &❡♣❡$✐$✐♦♥1 ♦❢ $❤❡ $❡1$1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ❛♥❞ ❛ ❧♦✇

❞✐1♣❡&1✐♦♥ ❤❛1 ❜❡❡♥ ♦❜1❡&✈❡❞✳ ❋✐❣✳ ✸✳✹✹❛✮ 1❤♦✇1 ❛ 1✐❞❡✲✈✐❡✇ ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣❧❡$❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡ ❛❢$❡& $❤❡ ✐♠♣❛❝$✳
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❈❤❛♣$❡& ✸✳ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜1❡&✈❛$✐♦♥1✿ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝✱ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ $❡1$1 ♦♥

❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛1$✐❝1
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❋✐❣✉&❡ ✸✳✹✹✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ ✸✺✵❏ ❞&♦♣ $♦✇❡& $❡1$1 ♦♥ ✹♠♠ $❤✐❝❦ C❘❊C❘❊● ❤❛$✲♣&♦✜❧❡1✿

❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$ ✈1✳ $✐♠❡ ❛♥❞ ❢♦&❝❡ ✈1✳ $✐♠❡ ✭$♦♣✮✱ ❛✮ 1✐❞❡ ✈✐❡✇ ♦❢ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡ ❛❢$❡& ✐♠♣❛❝$ ✲ ❜✮ 1✐❞❡ ✈✐❡✇

❛♥❞ ③♦♦♠ ♦♥ ❢❛✐❧✉&❡ ✲ ❝✮ $♦♣ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ③♦♦♠ ♦♥ ❢❛✐❧✉&❡

❋❛✐❧✉&❡ ✐1 ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ $❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥ ❜❡❧♦✇ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦&✳ ❋✐❣✳ ✸✳✹✹❜✮ ❛♥❞ ❝✮ 1❤♦✇ &❡1♣❡❝$✐✈❡❧②

❛ 1✐❞❡ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ❛ $♦♣ ✈✐❡✇ ♦❢ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❆ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❢&❛❝$✉&❡ 1✉&❢❛❝❡ ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞ ♦♥ $❤❡ $♦♣✱ ❧❡❢$ ❛♥❞ &✐❣❤$

✢❛$ 1✐❞❡1 ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡ ♣❛&$1 ♦❢ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡✱ ✇❤❡&❡ $❤❡ &✐✈❡$1 ❛&❡ ❢❛1$❡♥❡❞✱ ✉♥❞❡&✇❡♥$ ♥♦ ❝❧❡❛&

❢❛✐❧✉&❡✳ ❆ ❢&❛❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞ ♦✈❡& $❤❡ ❝♦♠♣❧❡$❡ ❢&❛❝$✉&❡ 1✉&❢❛❝❡ ♦❢ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡✳

❆1 ♦♥❧② $✇♦ &❡♣❡$✐$✐♦♥1 ♦❢ $❤✐1 $❡1$ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞✱ ♥♦ 1$❛$✐1$✐❝❛❧ ❛♥❛❧②1✐1 ✐1 ♣&❡1❡♥$❡❞✳ ❉✉❡ $♦ $❤❡

❤✐❣❤ ✐♠♣❛❝$ ✈❡❧♦❝✐$② ✐$ ✐1 ❞✐✣❝✉❧$ $♦ ✐❞❡♥$✐❢② ❛ ❝❧❡❛& ♣&♦❣&❡11✐✈❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❢❛✐❧✉&❡✳

❋✐❣✳ ✸✳✹✺ ♣&❡1❡♥$1 $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& ❛ ✺✵✵❏ ✐♠♣❛❝$ ♦♥ ❛ ✹♠♠ $❤✐❝❦ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛

♠✉❧$✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ [0◦/45◦/0◦]s 1$❛❝❦✐♥❣ 1❡4✉❡♥❝❡✳ ❚❤&❡❡ &❡♣❡$✐$✐♦♥1 ♦❢ $❤❡ $❡1$1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ❛♥❞

❛ ❧♦✇ ❞✐1♣❡&1✐♦♥ ❤❛1 ❜❡❡♥ ♦❜1❡&✈❡❞✳ ❋✐❣✳ ✸✳✹✺❛✮ 1❤♦✇1 ❛ 1✐❞❡✲✈✐❡✇ ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣❧❡$❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡ ❛❢$❡& $❤❡

✐♠♣❛❝$✳ ❋❛✐❧✉&❡ ✐1 ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ $❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥ ❜❡❧♦✇ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦& ❛♥❞ ❛ ❧❛&❣❡& ❞❛♠❛❣❡❞ ❛&❡❛

✐1 ♦❜1❡&✈❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛&✐1♦♥ ✇✐$❤ ❛ ✸✺✵❏ ✐♠♣❛❝$✳ ❋✐❣✳ ✸✳✹✺❜✮ ❛♥❞ ❝✮ 1❤♦✇ &❡1♣❡❝$✐✈❡❧② ❛ 1✐❞❡ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ❛

$♦♣ ✈✐❡✇ ♦❢ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❆ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❢&❛❝$✉&❡ 1✉&❢❛❝❡ ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞ ♦♥ $❤❡ $♦♣ ✢❛$ 1✐❞❡1 ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥✳ ❖♥ $❤❡

✈❡&$✐❝❛❧ ❧❡❢$ ❛♥❞ &✐❣❤$ ✢❛$ 1✐❞❡1 ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥✱ ❛ ❞❛♠❛❣❡❞ ③♦♥❡ ✇✐$❤ ❛ ✇✐❞$❤ ❛❜♦✉$ ✺✵♠♠ ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞✳

❚❤❡ ♣❛&$1 ♦❢ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡✱ ✇❤❡&❡ $❤❡ &✐✈❡$1 ❛&❡ ❢❛1$❡♥❡❞✱ ✉♥❞❡&✇❡♥$ ♥♦ ❝❧❡❛& ❢❛✐❧✉&❡ ❜✉$ ❛ ❧❛&❣❡ ❜❡♥❞✐♥❣

❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥✳ ❆ ❢&❛❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞ ♦✈❡& $❤❡ ❝♦♠♣❧❡$❡ ❢&❛❝$✉&❡ 1✉&❢❛❝❡ ♦❢ $❤❡ ❤❛$✲

♣&♦✜❧❡✳ ❉✉❡ $♦ $❤❡ ❤✐❣❤❡& ✐♠♣❛❝$ ✈❡❧♦❝✐$② ✐$ ✐1 ❞✐✣❝✉❧$ $♦ ✐❞❡♥$✐❢② ❛ ❝❧❡❛& ♣&♦❣&❡11✐✈❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❢❛✐❧✉&❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ 1✉✐$❛❜❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ❛❜♦✉$ 3.8% ❤❛1 ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉$❡❞ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❢♦&❝❡
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❈❤❛♣$❡& ✸✳ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜1❡&✈❛$✐♦♥1✿ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝✱ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ $❡1$1 ♦♥

❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛1$✐❝1

Experiment 2 Physical ReferenceExperiment 1
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❋✐❣✉&❡ ✸✳✹✺✿ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡1✉❧$1 ❢♦& $❤❡ ✺✵✵❏ ❞&♦♣ $♦✇❡& $❡1$1 ♦♥ ✹♠♠ $❤✐❝❦ C❘❊C❘❊● ❤❛$✲♣&♦✜❧❡1✿

❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥$ ✈1✳ $✐♠❡ ❛♥❞ ❢♦&❝❡ ✈1✳ $✐♠❡ ✭$♦♣✮✱ ❛✮ 1✐❞❡ ✈✐❡✇ ♦❢ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡ ❛❢$❡& ✐♠♣❛❝$ ✲ ❜✮ 1✐❞❡ ✈✐❡✇

❛♥❞ ③♦♦♠ ♦♥ ❢❛✐❧✉&❡ ✲ ❝✮ $♦♣ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ③♦♦♠ ♦♥ ❢❛✐❧✉&❡

♣❡❛❦✳

✸✳✹ #❛%&✐❛❧ ❝♦♥❝❧✉-✐♦♥-

❚❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡1 ♦❢ $❤❡ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ ❝♦♠♣♦1✐$❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜$❛✐♥❡❞ ✉1✲

✐♥❣ $❤❡ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝ ♠❛$❡&✐❛❧ ❝❤❛&❛❝$❡&✐③❛$✐♦♥ $❡1$1 ♦♥ ❡❧❡♠❡♥$❛&② ❝♦✉♣♦♥1✳ ❆ ❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ❤❛1 ❜❡❡♥

♦❜1❡&✈❡❞ ❢♦& ❛ $❡♥1✐♦♥ ♣❛&❛❧❧❡❧ $♦ ❛ ②❛&♥ ❞✐&❡❝$✐♦♥✳ ❆ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥ ✐♥ $❤✐1 ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❞✐&❡❝$✐♦♥ 1❤♦✇❡❞

❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ✇✐$❤ ❛ &❡❞✉❝❡❞ 1$✐✛♥❡11 ✭❛❜♦✉$ 6%✮ ✐♥ ❝♦♠♣❛&✐1♦♥ $♦ $❤❡ ❝♦&&❡1♣♦♥❞✐♥❣ $❡♥1✐❧❡

❧♦❛❞ ❝❛1❡✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ❤❛1 ❜❡❡♥ ❝❛♣$✉&❡❞ ✐♥ 1❤❡❛& $❡♥1✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥✳ ❚❤❡

❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❢♦✉&✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣ $❡1$1 1❤♦✇❡❞ ❛ ❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ✉♥$✐❧ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡❝$❡❞

♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ❤❛1 ❜❡❡♥ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& $❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦✉&✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣ $❡1$1✳ ❋♦& $❤✐1 ❝❛&❜♦♥ $✇✐❧❧✲

✇❡❛✈❡ C❘❊C❘❊● ❝♦♠♣♦1✐$❡✱ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ❛♥❞ ②❛&♥ ❞❡❜♦♥❞✐♥❣ ♦❝❝✉&&❡❞ ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❡♥1✐♦♥ ❧♦❛❞

❝❛1❡✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✐1 1$✐❧❧ $♦ ❝❛&&② ❧♦❛❞ ✉♥$✐❧ $❤❡ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ 1♣❡❝✐♠❡♥✳ ❆ ♥♦♥❧✐♥❡❛&

❜❡❤❛✈✐♦& ❤❛1 ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ $♦ $❛❦❡ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ $❤❡ ❧♦11 ♦❢ 1$✐✛♥❡11 ❛♥❞ ♦❢ ♠❛$❡&✐❛❧ ✐♥$❡❣&✐$②✳ ❆ 1✐♠✐❧❛&

❜❡❤❛✈✐♦& ❤❛1 ❜❡❡♥ ❛❧1♦ ❝❛♣$✉&❡❞ ❢♦& ❛ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❡♥1✐♦♥ ♦♥ ❛ ♠✉❧$✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ 1$❛❝❦✐♥❣ 1❡4✉❡♥❝❡✳ ❍♦✇✲

❡✈❡&✱ ✇❤❡♥ ❜♦$❤ ♦✉$❡& ❧❛②❡&1 ♣&❡1❡♥$ ❛ ±45◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ✇✐$❤ $❤❡ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ♦❢ $&❛❝$✐♦♥✱ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ❛♥❞

②❛&♥ ❞❡❜♦♥❞✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❝❛$❛1$&♦♣❤✐❝ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❈♦♠♣&❡11✐✈❡ $❡1$1 ♦♥ ❛ ♠✉❧$✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ 1$❛❝❦✐♥❣ 1❡4✉❡♥❝❡

✽✸



❈❤❛♣$❡& ✸✳ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜1❡&✈❛$✐♦♥1✿ 4✉❛1✐✲1$❛$✐❝✱ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ $❡1$1 ♦♥

❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ &❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛1$✐❝1

1❤♦✇❡❞ ❛ ❝♦♥1$&❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ 1$❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❡✛❡❝$ ♦❢ $❤❡ ±45◦ ♦✉$❡& ❧❛②❡&1✳ ❋♦✉&✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣ $❡1$1 ♦♥ ❛

♠✉❧$✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ 1$❛❝❦✐♥❣ 1❡4✉❡♥❝❡ 1❤♦✇❡❞ ❛ ❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ❛♥❞ ❛ ♣&♦❣&❡11✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧

❞✐&❡❝$✐♦♥✱ ✇❤❡&❡❛1 ❛ ❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ❛♥❞ ❛ ❜&✐$$❧❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜1❡&✈❡❞ ❢♦& $❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥✳

❚❤❡ ✐♠♣❛❝$ $❡1$1 ♦♥ $❤❡ ❘❚▼ ❡❧❡♠❡♥$❛&② ♣❧❛$❡1 1❤♦✇❡❞ ❛ ❧♦✇ ❞✐1♣❡&1✐♦♥ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ 4✉❛♥$✐$❛$✐✈❡

❛♥❛❧②1✐1 ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡1♣♦♥1❡ ❢♦& $❤❡ $❤&❡❡ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡1✳ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ❛♥❞ ❞❡❧❛♠✐♥❛$❡❞ 1✉&❢❛❝❡1

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛11❡11❡❞ ✉1✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❞❡1$&✉❝$✐✈❡ ✉❧$&❛✲1♦✉♥❞ $❡❝❤♥✐4✉❡✳ ❆ ❤✐❣❤ ❞✐1♣❡&1✐♦♥ ❤❛1 ❜❡❡♥ &❡♠❛&❦❡❞

❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ ❞❡$❡&♠✐♥❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ③♦♥❡1 ❢♦& $❤❡ ✺❏ ✐♠♣❛❝$1 ❛♥❞ ❢♦& ❜♦$❤ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥1✳ ❋♦&

❜♦$❤ ✷✺❏ ❛♥❞ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$1 ❛♥❞ ❜♦$❤ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥1✱ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡1 ♦❢ $❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$1 ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉$❡❞ ❢♦& $❤❡ ❡✈❛❧✉❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ 1✉&❢❛❝❡1✳ ❆ ❧❛&❣❡ ❞❛♠❛❣❡ ✇✐$❤ ✐♥$&❛❧❛♠✐♥❛& ❢❛✐❧✉&❡

❤❛1 ❜❡❡♥ 4✉❛♥$✐$❛$✐✈❡❧② ❛♥❞ 4✉❛❧✐$❛$✐✈❡❧② ♦❜1❡&✈❡❞ ❢♦& $❤❡ ❤✐❣❤❡1$ ❡♥❡&❣② ♦❢ ✐♠♣❛❝$✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝$ $❡1$1

♦♥ $❤❡ K❘❊K❘❊● ❡❧❡♠❡♥$❛&② ♣❧❛$❡1 1❤♦✇❡❞ ❛❧1♦ ❛ ❧♦✇ ❞✐1♣❡&1✐♦♥ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ 4✉❛♥$✐$❛$✐✈❡ ❛♥❛❧②1✐1 ♦❢

$❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡1♣♦♥1❡ ❢♦& $❤❡ $❤&❡❡ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡1✳ ▲♦✇ ✈❛❧✉❡1 ♦❢ $❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ♦❢ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

&❡♣♦&$❡❞ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ ❛11❡11♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ 1✉&❢❛❝❡1 $♦♦✳ ❋♦& $❤✐1 ❝♦♠♣♦1✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧✱ $❤❡ ❤✐❣❤❡1$

❞✐1♣❡&1✐♦♥ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ③♦♥❡1 ✐1 ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& ❜♦$❤ ✷✺❏ ❛♥❞ ✺✵❏ ❡♥❡&❣✐❡1 ♦❢ ✐♠♣❛❝$✳

❋♦& ❜♦$❤ ❘❚▼ ❛♥❞ K❘❊K❘❊● ❝♦♠♣♦1✐$❡1✱ ❞&♦♣ $♦✇❡& $❡1$1 ♦♥ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞

❛♥❞ $❤❡② ❛&❡ ✉1❡❞ ❛1 &❡♣&❡1❡♥$❛$✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ $❡1$1 ❢♦& $❤❡ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ $❡❝❤♥✐4✉❡1✳ ❚❤❡

&❡❛❝$✐♦♥ ❢♦&❝❡ ✐♥❝&❡❛1❡1 ✉♥$✐❧ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ♣❡❛❦ &❡❢❡&&✐♥❣ $♦ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❚❤❡♥✱ ❛ 4✉✐$❡✲❝♦♥1$❛♥$ ♣♦1$✲❢❛✐❧✉&❡ ❢♦&❝❡

❧❡✈❡❧ ✐1 ♦❜1❡&✈❡❞✱ ♠❛✐♥❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② $❤❡ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ 1$❡❡❧ ♣❧❛$❡ ❛♥❞ $❤❡ ❢&❛❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡

❝♦♠♣♦1✐$❡✳ ❆1 ♥♦ ✉❧$&❛✲1♦✉♥❞ ✐♥✈❡1$✐❣❛$✐♦♥ ❤❛1 ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❢♦& $❤❡1❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$1✱ ♥♦ ❛11❡11♠❡♥$ ♦❢ $❤❡

❞❛♠❛❣❡❞ ③♦♥❡1 ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❧♦✇ 1❝❛$$❡& ❤❛1 ❜❡❡♥ ♦❜1❡&✈❡❞ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡1♣♦♥1❡1

❛♥❞ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡1 ❢♦& ❛❧❧ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡1 ♦❢ $❤❡ ❞&♦♣ $♦✇❡& $❡1$1 ♦♥ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡1✳
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❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥( ♦❢ ❛ ✉,❡-✲❞❡✜♥❡❞ ♠❛(❡-✐❛❧

♠♦❞❡❧✿ (❤❡♦-② ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥(❛(✐♦♥

✹✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❚❤✐# #❡❝&✐♦♥ ♣*❡#❡♥&# &❤❡ &❤❡♦*② ❛♥❞ &❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉#❡*✲❞❡✜♥❡❞ ♠❛&❡*✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❯▼❆❚✮ ❢♦*

&❤❡ ❡①♣❧✐❝✐& ❋❊✲#♦❧✈❡* ▲❙✲❉❨◆❆✳ ■& ✐# ♥❡❝❡##❛*② &♦ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ &❤❡ ✐♥❞✉#&*✐❛❧ *❡E✉✐*❡♠❡♥&# *❡❣❛*❞✐♥❣ ❛

#✉✐&❛❜❧❡ ❝♦♠♣*♦♠✐#❡ ❜❡&✇❡❡♥ ❛❝❝✉*❛❝② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥ &❤✐# ❝♦♥&❡①&✱ ♥♦& ♦♥❧② &❤❡ ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥❛❧ ❝♦#&#

❜✉& ❛❧#♦ &❤❡ *❡E✉✐*❡❞ ❡✛♦*&# &♦ ❝♦❧❧❡❝& &❤❡ ♣❛*❛♠❡&❡*# ♦❢ &❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ &♦ ❜❡ ❦❡♣& ❛# ❧♦✇ ❛# ♣♦##✐❜❧❡✳

❚❤✉#✱ &❤❡ ✐♥♣✉& ❞❛&❛ ♦❢ &❤❡ ❯▼❆❚ ❛*❡ ❜❛#❡❞ ♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♠❛&❡*✐❛❧ ♣*♦♣❡*&✐❡# ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦#✐&❡ ♣❧②✱

#✉❝❤ ❛# &❤❡ ❡✛❡❝&✐✈❡ #&✐✛♥❡##❡# ❛♥❞ #&*❡♥❣&❤#✳

❆❝❝♦*❞✐♥❣ &♦ &❤❡ ❡①♣❡*✐♠❡♥&❛❧ *❡#✉❧&# ♣*❡#❡♥&❡❞ ✐♥ &❤❡ ❝❤❛♣&❡* ✸✱ &❤❡ ♠❛&❡*✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❤❛# &♦ ❜❡ ❛❜❧❡

&♦ ♣*❡❞✐❝& &❤❡ ❧✐♥❡❛* ❛♥❞ &❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛* ♠❛❝*♦#❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦* ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦#✐&❡ ❢♦* ❡❛❝❤ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠❛&❡*✐❛❧

❞✐*❡❝&✐♦♥ ✐♥ &❡♥#✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♠♣*❡##✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛* ❜❡❤❛✈✐♦* ♦❢ ❛ ♠❛&❡*✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡#❝*✐❜❡❞ ❜②

&✇♦ ❞✐✛❡*❡♥& ❛♣♣*♦❛❝❤❡#✳ ❋✐*#&❧②✱ &❤❡ ❈♦♥&✐♥✉✉♠ ❉❛♠❛❣❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝# ✭❈❉▼✮ ❛♣♣*♦❛❝❤ ✉#❡# ❣❡♥❡*❛❧❧② ❛

❞❛♠❛❣❡ ♣❛*❛♠❡&❡* ❝❤❛*❛❝&❡*✐③✐♥❣ &❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉&✐♦♥ *❡#♣♦♥#✐❜❧❡ ❢♦* &❤❡ ❧♦## ♦❢ #&✐✛♥❡## ♦❢ &❤❡ ♠❛&❡*✐❛❧#

❝❛✉#❡❞ ❜② &❤❡ ❡✈♦❧✉&✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝*♦❝*❛❝❦#✳ ❆ #❡❝♦♥❞ ✇❛② ✐# &♦ ❝♦♥#✐❞❡* &❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛*✐&② ❛# ❛ ♠❛❝*♦#❝♦♣✐❝

❜❡❤❛✈✐♦* ♦❢ &❤❡ ♠❛&❡*✐❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥&❧② ❢*♦♠ ❛ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉&✐♦♥✳ ❉✉❡ &♦ ✐&# ♣*❛❣♠❛&✐❝ ❛#♣❡❝& ❛♥❞ &♦

&❤❡ ❧✐♠✐&❡❞ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ✐♥♣✉& ❞❛&❛✱ &❤❡ ❧❛&&❡* ❛♣♣*♦❛❝❤ ❤❛# ❜❡❡♥ ❝❤♦#❡♥ ✐♥ ♦*❞❡* &♦ ♣*❡❞✐❝& ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛*

❜❡❤❛✈✐♦*✳ ❚❤❡ ❘❛♠❜❡*❣✲❖#❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧ ❤❛# ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❤❡*❡ &♦ ❝♦♠♣✉&❡ &❤❡ #&*❡##❡# ✐♥ &❤❡ ♠❛&❡*✐❛❧

❝♦**❡#♣♦♥❞✐♥❣ &♦ ❛ ❣✐✈❡♥ #&*❛✐♥ #&❛&❡✳ ❚❤✐# ♠❡&❤♦❞ ❤❛# ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛*❡❞ &♦ ❛ ♠♦*❡ ♣*❛❣♠❛&✐❝ ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤

❝♦♥#✐#&# ✐♥ ♣*♦✈✐❞✐♥❣ ❞✐*❡❝&❧② &❤❡ #&*❡## ✈#✳ #&*❛✐♥ ❜❡❤❛✈✐♦* ♦❢ &❤❡ ♠❛&❡*✐❛❧ ✉#✐♥❣ ❛ ❧♦❛❞ ❝✉*✈❡ ❛# ✐♥♣✉&

❞❛&❛✳ ❋♦* ❜♦&❤ ♠♦❞❡❧#✱ ❛ ✉♥✐❞✐♠❡♥#✐♦♥❛❧ ♣❧❛#&✐❝✐&② &❤❡♦*② ✐# ❛♣♣❧✐❡❞ &♦ ❛❝❝♦✉♥& ❢♦* ♣❧❛#&✐❝ #&*❛✐♥ ❛# #♦♦♥

❛# ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛* ❜❡❤❛✈✐♦* ✐# ♣*❡❞✐❝&❡❞✳ ❆ ❢❛✐❧✉*❡ ❝*✐&❡*✐♦♥ ❜❛#❡❞ ♦♥ &❤❡ ❡✛❡❝&✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣*♦♣❡*&✐❡# ♦❢

❛ ❝♦♠♣♦#✐&❡ ♣❧② ❤❛# &♦ ❜❡ ✉#❡❞ ✐♥ ♦*❞❡* &♦ ♣*❡❞✐❝& ❢❛✐❧✉*❡✳ ❚❤❡ #✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠❛①✐♠❛❧ #&*❡##

❝*✐&❡*✐♦♥ ❤❛# ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥&❡❞ &♦ ❞❡&❡❝& ♠❛&❡*✐❛❧ ❢❛✐❧✉*❡✳ ❆# &❤❡ ❛✉&♦♠♦&✐✈❡ ❝♦♠♣♦#✐&❡ #&*✉❝&✉*❛❧ ♣❛*&#

♣*❡#❡♥& ❣❡♥❡*❛❧❧② ❛ ♠✉❧&✐❞✐*❡❝&✐♦♥❛❧ #&❛❝❦✐♥❣ #❡E✉❡♥❝❡✱ &❤❡ E✉❛❞*❛&✐❝ ✷❉ ❚#❛✐✲❲✉ ❢❛✐❧✉*❡ ❝*✐&❡*✐♦♥ ❤❛#

❛❧#♦ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥&❡❞✳ ❚❤❡ *❡#✉❧&# ❣✐✈❡♥ ❜② ❜♦&❤ ❢❛✐❧✉*❡ ❝*✐&❡*✐❛ ✇✐❧❧ ❜❡ &❤❡♥ ❝♦♠♣❛*❡❞ ❛♥❞ ❞✐#❝✉##❡❞✳

S♦#&✲❢❛✐❧✉*❡ ♠❛&❡*✐❛❧ ❞❡❣*❛❞❛&✐♦♥ ♠♦❞❡❧# ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥&❡❞ ✐♥ ♦*❞❡* &♦ *❡❞✉❝❡ ♣*♦❣*❡##✐✈❡❧② &❤❡

❜❡❛*✐♥❣✲❧♦❛❞ ❝❛♣❛❜✐❧✐&② ♦❢ &❤❡ ♠❛&❡*✐❛❧ ❛❢&❡* ❢❛✐❧✉*❡✳ ■& ❛❧❧♦✇# ❛❧#♦ &♦ ✐♥✈❡#&✐❣❛&❡ &❤❡ ❞❛♠❛❣❡ &♦❧❡*❛♥❝❡
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❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♦❢ ❛ ✉1❡&✲❞❡✜♥❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧✿ $❤❡♦&② ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥

♦❢ $❤❡ 1$✉❞✐❡❞ ❝♦♠♣♦1✐$❡ ✉♥❞❡& ❝&❛1❤ ♦& ✐♠♣❛❝$ ❧♦❛❞1✳ ❚✇♦ ❝♦♥$✐♥✉♦✉1 ♣♦1$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥

❧❛✇1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞✳ ❆ ❧✐♥❡❛& ♦♥❡ ✐1 ❜❛1❡❞ ♦♥ $❤❡ ✇♦&❦ ♣✉❜❧✐1❤❡❞ ❜② ?✐♥❤♦ ✐♥ ❬✶✺✵✱ ✶✺✶❪ ❛♥❞

❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♦♥❡ ❤❛1 ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ $❤❡ ♣&❡1❡♥$ 1$✉❞②✳ ❚✇♦ ♦$❤❡& ❞✐1❝♦♥$✐♥✉♦✉1 ♣♦1$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧

❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ♠♦❞❡❧1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡1$✐❣❛$❡❞✳ ❖♥❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡1❝&✐❜❡1 ❛ ♣♦1$✲❢❛✐❧✉&❡ ❝♦♥1$❛♥$ 1$&❡11 ❧❡✈❡❧ ❛♥❞

$❤❡ ♦$❤❡& ♦♥❡ ♣&♦♣♦1❡1 ❛ 1$❡♣✲❜❛1❡❞ ♣&♦❣&❡11✐✈❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥✳ ▼♦&❡ ❞❡$❛✐❧1 ❛❜♦✉$ $❤❡ &❡H✉✐&❡❞

♣❛&❛♠❡$❡&1 ❛♥❞ $❤❡ 1❤❛♣❡ ♦❢ $❤❡ ♣♦1$✲❢❛✐❧✉&❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ❛&❡ ♣&❡1❡♥$❡❞ ✐♥ $❤❡ ♥❡①$ 1❡❝$✐♦♥1✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐$ ✐1 ✐♠♣♦&$❛♥$ ♥♦$✐❝❡ $❤❛$ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛$❡&✐❛❧ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ❧❛✇1 ❛♥❞ ❡H✉❛$✐♦♥1 ❛&❡ ❛♣♣❧✐❡❞ $♦

❡❛❝❤ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ 1❤❡❧❧ ♦& $❤✐❝❦ 1❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$✳

✹✳✷ ❇❡❤❛✈✐♦* ❜❡❢♦*❡ ❢❛✐❧✉*❡

❋✐❣✳ ✹✳✶ ❞❡1❝&✐❜❡1 $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❝♦♦&❞✐♥❛$❡ 1②1$❡♠ ✉1❡❞ ✐♥ $❤✐1 1$✉❞②✳ ❚❤❡ ❞✐&❡❝$✐♦♥ 1 &❡❢❡&1 $♦ $❤❡

❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ♦& ✜❜❡& ❞✐&❡❝$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ❞✐&❡❝$✐♦♥ 2 &❡❢❡&1 $♦ $❤❡ $&❛♥1✈❡&1❡ ❞✐&❡❝$✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ 1❤❡❛&

❞✐&❡❝$✐♦♥ ✐1 &❡♣&❡1❡♥$❡❞ ❜② $❤❡ 1✉❜1❝&✐♣$ 4✳ ❆ ❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ✐1 ❛11✉♠❡❞ ♣❡& ❞❡❢❛✉❧$ ❢♦& ❛❧❧ ♠❛$❡&✐❛❧

❞✐&❡❝$✐♦♥1✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛&✐$② ✐1 ❝♦♥1✐❞❡&❡❞ ✐♥ 1❤❡❛& ❛♥❞ ❢♦& ❜♦$❤ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ $&❛♥1✈❡&1❡ ❞✐&❡❝$✐♦♥1✳ ❆

❧✐♥❡❛& ❡❧❛1$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ✐1 ❛❧✇❛②1 ❛11✉♠❡❞ ✐♥ $❤❡ $❤&♦✉❣❤✲$❤❡✲$❤✐❝❦♥❡11 ❞✐&❡❝$✐♦♥ 3✳
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❋✐❣✉&❡ ✹✳✶✿ ▼❛$❡&✐❛❧ ❝♦♦&❞✐♥❛$❡ 1②1$❡♠ ❢♦& ❛ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦1✐$❡ ♣❧②

✹✳✷✳✶ ▲✐♥❡❛) ❜❡❤❛✈✐♦) ❛♥❞ ✐♥❝)❡♠❡♥1❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥1❛1✐♦♥

❚❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐1 ❜❛1❡❞ ♦♥ $❤❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❧✐♥❡❛& ❡❧❛1$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ❛♥ ♦&$❤♦$&♦♣✐❝ ♠❛$❡&✐❛❧✳

■$ &❡❧✐❡1 ♦♥ $❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ $❡&♠ ♦❢ $❤❡ 1$✐✛♥❡11 ♠❛$&✐① Cij (i, j = 1, ..., 6) ❛♥❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥❝&❡♠❡♥$❛❧

✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥✳ ❚❤❡ 1$&❡11✲1$&❛✐♥ &❡❧❛$✐♦♥1 ♦❢ ❛♥ ♦&$❤♦$&♦♣✐❝ ❧✐♥❡❛& ❡❧❛1$✐❝ ♠❛$❡&✐❛❧ ❛&❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿
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C11 C12 C13 0 0 0

C12 C22 C23 0 0 0

C13 C23 C33 0 0 0

0 0 0 C44 0 0

0 0 0 0 C55 0

0 0 0 0 0 C66
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❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♦❢ ❛ ✉1❡&✲❞❡✜♥❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧✿ $❤❡♦&② ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥

✇❤❡&❡ $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ❝♦♠♣♦♥❡♥$1 ♦❢ $❤❡ 1$✐✛♥❡11 ♠❛$&✐① ❛&❡ ❡①♣&❡11❡❞ ❜②✿

C11 =
(1− ν23 × ν32)× E1

S

C12 =
(ν21 + ν31 × ν23)× E1

S

C13 =
(ν31 + ν21 × ν32)× E1

S

C22 =
(1− ν31 × ν13)× E2

S

C23 =
(ν32 + ν31 × ν12)× E2

S

C33 =
(1− ν12 × ν21)× E3

S

C44 = G12

C55 = G23

C66 = G31

✭✹✳✷✮

❛♥❞ $❤❡ ♣❛&❛♠❡$❡& S ✐1 ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

S = 1− ν12ν21 − ν23ν32 − ν31ν13 − 2× ν21ν32ν13 ✭✹✳✸✮

■♥ $❤❡ ♣&❡✈✐♦✉1 ❡B✉❛$✐♦♥1✱ E1 ✐1 $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❨♦✉♥❣✬1 ♠♦❞✉❧✉1✱ E2 ✐1 $❤❡ $&❛♥1✈❡&1❡ ❨♦✉♥❣✬1 ♠♦❞✉❧✉1

❛♥❞ E3 ✐1 $❤❡ $❤&♦✉❣❤✲$❤❡✲$❤✐❝❦♥❡11 ❨♦✉♥❣✬1 ♠♦❞✉❧✉1✳ G12 ✐1 $❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ 1❤❡❛& ♠♦❞✉❧✉1 ❛♥❞ G23 ❛♥❞ G31

❛&❡ $❤❡ $&❛♥1✈❡&1❡ 1❤❡❛& ♠♦❞✉❧✐✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ I♦✐11♦♥✬1 &❛$✐♦1 ❛&❡ ❡①♣&❡11❡❞ ❜② νij (i 6= j, i, j = 1, ..., 6)✳

❚❤❡ 1$&❡11❡1 ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ❛&❡ $❤❡♥ ❞❡$❡&♠✐♥❡❞ ❢&♦♠ $❤❡ ❝✉&&❡♥$ 1$&❛✐♥ 1$❛$❡✳ ❈♦♥1✐❞❡&✐♥❣ $❤❡ &❡❧❛$✐♦♥1

❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊B✳ ✭✹✳✶✮ $❤❡ ❝✉&&❡♥$ 1$&❡11 1$❛$❡ σtn
i (i = 1, ..., 6) ✐1 ❡①♣&❡11❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ 1$&❡11❡1 ❛$

$❤❡ ❧❛1$ $✐♠❡ 1$❡♣ σ
tn−1

i (i = 1, ..., 6)✱ ♦❢ $❤❡ 1$&❛✐♥ ✐♥❝&❡♠❡♥$1 dεi (i = 1, ..., 6) ❛♥❞ ♦❢ $❤❡ 1$✐✛♥❡11 ♠❛$&✐①

❝♦♠♣♦♥❡♥$1 Cij (i, j = 1, ..., 6)✿

σtn
1 = σ

tn−1

1 + C11dε1 + C12dε2 + C13dε3

σtn
2 = σ

tn−1

2 + C12dε1 + C22dε2 + C23dε3

σtn
3 = σ

tn−1

3 + C13dε1 + C23dε2 + C33dε3

σtn
4 = σ

tn−1

4 + C44dε4 ✭✹✳✹✮

σtn
5 = σ

tn−1

5 + C55dε5

σtn
6 = σ

tn−1

6 + C66dε6

❋♦& ♣❧❛♥❡ 1$&❡11 ❝♦♥❞✐$✐♦♥1 ✇❡ ❤❛✈❡✿

σtn
3 = 0 and dε3 = −C13dε1 + C23dε2

C33
✭✹✳✺✮

❚❤❡ ❝✉&&❡♥$ 1$&❛✐♥ 1$❛$❡ εtni ✐1 ❞❡✜♥❡❞ ❜② $❤❡ 1✉♠ ♦❢ $❤❡ 1$&❛✐♥ ✐♥❝&❡♠❡♥$1 ✉♣ $♦ $❤❡ ❝✉&&❡♥$ 1$❡♣

✭❝♦&&❡1♣♦♥❞✐♥❣ $♦ $❤❡ 1$&❛✐♥ ❛$ $❤❡ ❧❛1$ $✐♠❡ 1$❡♣1 ε
tn−1

i ✮ ❛1 ❣✐✈❡♥ ❜② $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡B✉❛$✐♦♥ ✭ε3❂✵

❢♦& 1❤❡❧❧1✮ ❛♥❞ ❢♦& i❂✶✱✳✳✳✱✻✿

εtni = ε
tn−1

i + dεi ✭✹✳✻✮

✽✼



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♦❢ ❛ ✉1❡&✲❞❡✜♥❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧✿ $❤❡♦&② ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥

✹✳✷✳✷ ❚❤❡ ❘❛♠❜❡*❣✲❖.❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ♣&❡✈✐♦✉1 1❡❝$✐♦♥ ❞❡1❝&✐❜❡❞ $❤❡ ✐♥❝&❡♠❡♥$❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥ $❤❛$ ✐1 ✉1❡❞ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ❧✐♥❡❛& ❡❧❛1$✐❝

❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ❛♥ ♦&$❤♦$&♦♣✐❝ ♠❛$❡&✐❛❧✳ ■♥ ❬✷✸✵✱ ✷✸✶❪✱ ❇♦❣❡$$✐ ❡!✳ ❛❧ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ♠❛❝&♦1❝♦♣✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛&

❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦1✐$❡ ✉1✐♥❣ $❤❡ ❘❛♠❜❡&❣✲❖1❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧ ❬✷✸✷❪✳ ■$ ✐1 ❜❛1❡❞ ♦♥ $❤❡ ❡1$✐♠❛$✐♦♥ ♦❢ ❛♥

❡G✉✐✈❛❧❡♥$ 1$&❡11 σi ❝♦&&❡1♣♦♥❞✐♥❣ $♦ ❛ 1$&❛✐♥ 1$❛$❡ εi ❢♦& ❡❛❝❤ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞✐&❡❝$✐♦♥ i❂✶✱✷✱✹ ✭$❤❡ 1❤❡❛&

♠♦❞✉❧✉1 ✐1 ✇&✐$$❡♥ G12 ✐♥1$❡❛❞ ♦❢ E4✮✿

σi =
Eiεi

(

1 +
(

Eiεi
σa
i

)ni
)

1

ni

✭✹✳✼✮

✇❤❡&❡ Ei ✐1 $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ❡❧❛1$✐❝ ♠♦❞✉❧✉1✱ σ
a
i $❤❡ ❛1②♠♣$♦$✐❝ 1$&❡11 ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ ni ✐1 $❤❡ 1❤❛♣❡ ♣❛&❛♠❡$❡&✳

❆1 σa
i ✐1 ❛♥ ❛1②♠♣$♦$✐❝ ✈❛❧✉❡✱ $❤❡ 1$&❡11 ✇✐❧❧ ♥❡✈❡& &❡❛❝❤ ♦& ❡①❝❡❡❞ ✐$✳ ❚❤✐1 ❢❛❝$ ✐1 ❧✐❦❡❧② $♦ ❝❛✉1❡ 1♦♠❡

❞✐✣❝✉❧$✐❡1 ✐♥ $❤❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥ ♦❢ ❢❛✐❧✉&❡ ✉1✐♥❣ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐❛ ❜❛1❡❞ ♦♥ ♣❛&$✐❝✉❧❛& 1$&❡♥❣$❤ ✈❛❧✉❡1✳ ❚♦ 1♦❧✈❡

$❤✐1 ♣&♦❜❧❡♠✱ $❤❡ ❛1②♠♣$♦$✐❝ ✈❛❧✉❡ ✐1 ❛✉$♦♠❛$✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉$❡❞ ❦♥♦✇✐♥❣ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ 1$&❡11 ❛♥❞ 1$&❛✐♥ ❛$

❢❛✐❧✉&❡ ♦♥1❡$✳ ❉❡✜♥✐♥❣ $❤❡ 1$&❡♥❣$❤ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❜② σo
i ❛♥❞ ✐$1 ❝♦&&❡1♣♦♥❞✐♥❣ 1$&❛✐♥ εoi $❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ σ

a
i

✐1 ❣✐✈❡♥ ❜②✿

σa
i =

Eiσ
o
i ε

o
i

ni

√

(Eiεoi )
ni − (σo

i )
ni

✭✹✳✽✮

❋✐❣✳ ✹✳✷ )❤♦✇) -❤❡ ❢❛✐❧✉3❡ ♣♦✐♥-✱ ❝♦♠♠♦♥❧② 3❡❢❡33❡❞ -♦ -❤❡ ❢❛✐❧✉3❡ ♦♥)❡- (εoi , σ
o
i )✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ -❤❡ )❤❛♣❡

♣❛3❛♠❡-❡3 ni ♦♥ -❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛3 ❜❡❤❛✈✐♦3 ✐) ❛❧)♦ ♣3❡)❡♥-❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛3❡❞ -♦ -❤❡ ❧✐♥❡❛3 ❜❡❤❛✈✐♦3 3❡♣3❡)❡♥-❡❞

❜② -❤❡ ❜❧❛❝❦ ❝✉3✈❡✳ ■- ✐) ❝❧❡❛3 -❤❛- ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡) ♦❢ -❤❡ ❡①♣♦♥❡♥- ni ❧❡❛❞ -♦ ❛ B✉❛)✐✲❧✐♥❡❛3 ❜❡❤❛✈✐♦3 ✉♥-✐❧

-❤❡ )-3❡♥❣-❤ ✈❛❧✉❡ ✭)❡- -♦ 1GPa ❤❡3❡✮✱ ✇❤❡3❡❛) ❧♦✇❡3 ❡①♣♦♥❡♥- ✈❛❧✉❡) ❝♦♥-3♦❧ -❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛3✐-②✳ ■- ✐)

3❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ -♦ ❧❡- -❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦3 -❤❡ ❡①♣♦♥❡♥- ni ❜❧❛♥❦ -♦ ❞❡♣✐❝- ❛ ❧✐♥❡❛3 ❜❡❤❛✈✐♦3 ✭-❤❡ )-❛♥❞❛3❞ ❧✐♥❡❛3

❜❡❤❛✈✐♦3 ♦❢ ♦3-❤♦-3♦♣✐❝ ♠❛-❡3✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥-❡❞ ✐♥ ▲❙✲❉❨◆❆ ✐) ❤❡3❡ ❛✉-♦♠❛-✐❝❛❧❧② )✉♠♠♦♥❡❞✮ ✐♥)-❡❛❞ ♦❢

)❡--✐♥❣ ❤✐❣❤ ❡①♣♦♥❡♥- ✈❛❧✉❡)✱ ❜♦✉♥❞ -♦ ❜3✐♥❣ ♥✉♠❡3✐❝❛❧ ✐♥)-❛❜✐❧✐-✐❡) ✇✐-❤✐♥ -❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ -❤✐) ❝❛)❡✱ -❤❡

♠♦❞❡❧ ✉)❡❞ ♦♥❧② -❤❡ ✐♥✐-✐❛❧ ❡❧❛)-✐❝ ♠♦❞✉❧✉) Ei ❛♥❞ -❤❡ )-3❡♥❣-❤ σo
i ✳ ❚❤❡ ♠❛-❡3✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❤❛) ♥♦✇ ❢♦✉3

♣❛3❛♠❡-❡3) ❛) ✐♥♣✉- ❞❛-❛ ❢♦3 ❡❛❝❤ ♠❛-❡3✐❛❧ ❞✐3❡❝-✐♦♥ i❂✶✱✷✱✹✿ -❤❡ ❡✛❡❝-✐✈❡ )-✐✛♥❡)) Ei ♦3 G12✱ -❤❡ )-3❛✐♥ ❛-

❢❛✐❧✉3❡ ♦♥)❡- εoi ❛♥❞ -❤❡ )-3❡♥❣-❤ σo
i -❤❛- ❛3❡ ❡❛)✐❧② ❞❡-❡3♠✐♥❡❞ ❜② )✐♠♣❧❡ ❡①♣❡3✐♠❡♥-) ♦♥ ❝♦✉♣♦♥) ❛♥❞ -❤❡

)❤❛♣❡ ♣❛3❛♠❡-❡3 ni -♦ ✜- -❤❡ ♠❛-❡3✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦3 ✇✐-❤ -❤❡ ❡①♣❡3✐♠❡♥-)✳ ❚♦ ❦❡❡♣ -❤❡ ✐♥❝3❡♠❡♥-❛❧ ❛)♣❡❝- ♦❢

-❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥-❛-✐♦♥✱ -❤❡ )-3❡))❡) ❛3❡ ❝♦♠♣✉-❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ -❤❡ ♣3♦❝❡❞✉3❡ ❞❡)❝3✐❜❡❞ ✐♥ ❊B)✳ ✭✹✳✷✮✱✭✹✳✸✮ ❛♥❞

✭✹✳✹✮✱ ✇❤❡3❡ -❤❡ )-✐✛♥❡)) ♣❛3❛♠❡-❡3) Ei (i = 1, 2) ❛♥❞ G12 ❛3❡ 3❡♣❧❛❝❡❞ ❜② -❤❡ ✐♥)-❛♥-❛♥❡♦✉) -❛♥❣❡♥-✐❛❧

)-✐✛♥❡))❡) Et
i ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ -❤❡ ❝✉33❡♥- )-3❛✐♥ )-❛-❡✱ ❜❡✐♥❣ ❡①♣3❡))❡❞ ❜②✿

Et
i =

Ei

(

1 +
(

Eiεi
σa
i

)ni
)1+ 1

ni

✭✹✳✾✮

❚❤❡ ♠❛-❡3✐❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛3✐-② ✐) ❝❤❛3❛❝-❡3✐③❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥)-❛♥-❛♥❡♦✉) )-✐✛♥❡)) ❞❡❝3❡❛)✐♥❣ ✇✐-❤ -❤❡ ❞❡❢♦3♠❛-✐♦♥

❛♥❞ ❧♦✇❡3 -❤❛♥ -❤❡ ✐♥✐-✐❛❧ )-✐✛♥❡))✳ ❚❤✐) ❣❡♥❡3❛❧❧② ✐♠♣❧✐❡) )♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ -❤❡ ✈❛❧✉❡) ♦❢ -❤❡ S♦✐))♦♥✬)

3❛-✐♦✳ ❍♦✇❡✈❡3✱ -❤❡ S♦✐))♦♥✬ 3❛-✐♦ ✈❛❧✉❡) ❛3❡ ❝♦♥)✐❞❡3❡❞ ❝♦♥)-❛♥- ✐♥ -❤❡ ♣3❡)❡♥- ♠❛-❡3✐❛❧ ♠♦❞❡❧✳

✹✳✷✳✸ ❯%❡'✲❞❡✜♥❡❞ ❧♦❛❞ ❝✉'✈❡

■❢ "❤❡ ❡①♣❡'✐♠❡♥"❛❧ -"'❡--✲-"'❛✐♥ ❝✉'✈❡- ❞❡-❝'✐❜✐♥❣ "❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦' ♦❢ ❛ ♠❛"❡'✐❛❧ ❛'❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ "❤❡ ✉-❡' ❝❛♥

-✉♣♣❧② "❤❡♠ ❛- ✐♥♣✉" ❞❛"❛ ✐♥ "❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥-"❡❛❞ ♦❢ "❤❡ ♣❛'❛♠❡"❡'- ♦❢ "❤❡ ❘❛♠❜❡'❣✲❖-❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧✳ ❇❛-❡❞

♦♥ "❤❡ ❝✉'✈❡✱ "❤❡ ❯▼❆❚ ❞❡"❡'♠✐♥❡- "❤❡ ❧♦❝❛❧ -"✐✛♥❡-- ❝♦''❡-♣♦♥❞✐♥❣ "♦ "❤❡ ❝✉''❡♥" -"'❛✐♥ -"❛"❡ ❛♥❞ "❤✐-

✽✽
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❋✐❣✉&❡ ✹✳✷✿ ■❧❧✉1$&❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ 1❤❛♣❡ ♣❛&❛♠❡$❡& ni ♦♥ $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ✉♥$✐❧ $❤❡

❢❛✐❧✉&❡ ♦♥1❡$

1$✐✛♥❡11 ♣❛&❛♠❡$❡& ✐1 $❤❡♥ ✉1❡❞ ✐♥ $❤❡ 1$&❡11 ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥❛❧ ♣&♦❝❡❞✉&❡ ❛1 ❞❡1❝&✐❜❡❞ ❜② $❤❡ ❊A1✳ ✭✹✳✷✮✱

✭✹✳✸✮ ❛♥❞ ✭✹✳✹✮✳ ❚❤❡ ✉1❡& ❤❛1 $♦ ❞❡✜♥❡ $❤❡ ❝✉&✈❡1 ✐♥ $❡♥1✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥ ❢♦& ❜♦$❤ ♠❛✐♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡

❞✐&❡❝$✐♦♥1✳ ❖♥❧② ♦♥❡ ❝✉&✈❡ ✐1 ❞❡✜♥❡❞ ❢♦& $❤❡ 1❤❡❛&✱ ❛1 ♥♦ ❞✐1$✐♥❝$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ $❡♥1✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥ ✐1

♠❛❞❡✳ ❆1 ♠❡♥$✐♦♥❡❞ ♣&❡✈✐♦✉1❧②✱ $❤❡ J♦✐11♦♥✬ &❛$✐♦ ✈❛❧✉❡1 ❛&❡ ❝♦♥1✐❞❡&❡❞ ❝♦♥1$❛♥$ ✐♥ $❤❡ ♣&❡1❡♥$ ♠❛$❡&✐❛❧

♠♦❞❡❧✳

✹✳✷✳✹ ❙$✐✛♥❡)) ✐♥ ❝♦♠♣.❡))✐♦♥

❉✐✛❡&❡♥$ ✐♥✐$✐❛❧ 1$✐✛♥❡11❡1 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧② ♦❜1❡&✈❡❞ ✐♥ $❡♥1✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥ ❢♦& ❛ 1❛♠❡ ♠❛$❡&✐❛❧

❞✐&❡❝$✐♦♥✱ ❛1 &❡♣♦&$❡❞ ✐♥ $❤❡ ❝❤❛♣$❡& ✸✳ ■♥ $❤❡ ♣&❡1❡♥$ ♠♦❞❡❧✱ $❤❡ ✉1❡& ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥ 1$✐✛♥❡11

♠♦❞✉❧✉1 ❞✐✛❡&❡♥$ ❢&♦♠ $❤❡ ❝♦&&❡1♣♦♥❞✐♥❣ $❡♥1✐❧❡ ♠♦❞✉❧✉1✳ ❲❤❡♥ ❛ ❝♦♠♣&❡11✐✈❡ ❧♦❛❞ ✐1 ❞❡$❡❝$❡❞✱ $❤❡

♥❡✇ ❝♦♠♣&❡11✐✈❡ ♠♦❞✉❧✉1 ✐1 ❛✉$♦♠❛$✐❝❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ $❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥ ♣&♦❝❡❞✉&❡1 ♦❢ $❤❡ 1$✐✛♥❡11 ♠❛$&✐①

❝♦♠♣♦♥❡♥$1 ❛♥❞ ✐♥ $❤❡ 1$&❡11 ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥1✳ ■❢ $❤❡ ♣❛&❛♠❡$❡& ✐1 ❧❡$ ❜❧❛♥❦ ✐♥ $❤❡ ✐♥♣✉$✱ $❤❡ ❝♦♠♣&❡11✐✈❡

♠♦❞✉❧✉1 ✐1 ❛11✉♠❡❞ $♦ ❜❡ ❡A✉❛❧ $♦ $❤❡ $❡♥1✐❧❡ ♦♥❡✳ ❆1 ♣&❡✈✐♦✉1❧② ♠❡♥$✐♦♥❡❞✱ $❤❡ J♦✐11♦♥✬1 &❛$✐♦ ✈❛❧✉❡1

❛&❡ ♥♦$ ✉♣❞❛$❡❞ ❡✈❡♥ ✐❢ ❞✐✛❡&❡♥$ 1$✐✛♥❡11 ♠♦❞✉❧❡1 ❛&❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ $❡♥1✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥✳

✹✳✷✳✺ ❯♥✐❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧ ♣❧❛)$✐❝✐$② ❢♦.♠✉❧❛$✐♦♥

■♥ ♦&❞❡& $♦ ❛❝❝♦✉♥$ ❢♦& ♣❡&♠❛♥❡♥$ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥✱ ❛ ✉♥✐❞✐♠❡♥1✐♦♥❛❧ ♣❧❛1$✐❝✐$② ♠♦❞❡❧ ❤❛1 ❜❡❡♥ ❛11♦❝✐❛$❡❞

$♦ $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞✐&❡❝$✐♦♥✳ ❆1 1♦♦♥ ❛1 $❤❡ ✐♥1$❛♥$❛♥❡♦✉1 1$✐✛♥❡11 ✐1

❧♦✇❡& $❤❛♥ $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛1 ✐♥♣✉$ ❞❛$❛✱ $❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜❡❣✐♥1 $♦ ❛❝❝✉♠✉❧❛$❡ ♣❧❛1$✐❝ 1$&❛✐♥✳ ■$ ✐1

✐♠♣♦&$❛♥$ $♦ ♥♦$✐❝❡ $❤❛$ $❤✐1 ♣❧❛1$✐❝✐$② ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ✐1 ❛ 1❡♣❛&❛$❡ 1✉❜&♦✉$✐♥❡ ♦♥❧② ❛✐♠✐♥❣ ❛$ ❛❝❝♦✉♥$✐♥❣

❢♦& ♣❡&♠❛♥❡♥$ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥✳ ■$ ❤❛1 ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦& ♦♥ $❤❡ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡

1$&❡11 1$❛$❡✳ ❲✐$❤♦✉$ ❝❛❧❧✐♥❣ $❤✐1 ✉♥✐❞✐♠❡♥1✐♦♥❛❧ ♣❧❛1$✐❝✐$② 1✉❜&♦✉$✐♥❡✱ $❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐1 ❛❜❧❡ $♦ ♣&❡❞✐❝$ ❛

♥♦♥❧✐♥❡❛& ❡❧❛1$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ❢&♦♠ ❛ ❧♦❛❞ ❝✉&✈❡ ♦& ❜② ✉1✐♥❣ $❤❡ ❘❛♠❜❡&❣✲❖1❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧✳

❆1 $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✐1 ♣&❡❞✐❝$❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$❧② ❢&♦♠ $❤❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥1✐♦♥❛❧ ♣❧❛1✲

$✐❝✐$②✱ ❛ ❧✐♥❡❛& ❤❛&❞❡♥✐♥❣ ✐1 ❝♦♥1✐❞❡&❡❞ ✐♥ $❤❡ ♣❧❛1$✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐❣✳ ✹✳✸ ✐❧❧✉1$&❛$❡1 $❤❡ ♣&✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ $❤❡

✉♥✐❞✐♠❡♥1✐♦♥❛❧ ♣❧❛1$✐❝✐$② ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ✇✐$❤ ❛ ❧✐♥❡❛& ❤❛&❞❡♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥ ❤❛1 ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❢♦& ❛

❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐1♦$&♦♣✐❝✴❦✐♥❡♠❛$✐❝ ❤❛&❞❡♥✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ $♦ 1✐♠♣❧✐❢② $❤❡ ❡A✉❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉1❡ ✐♥ $❤❡ ✜&1$ ✐♥✲

1$❛♥❝❡ $❤❡ ✐1♦$&♦♣✐❝ ❤❛&❞❡♥✐♥❣ ❤❛1 ❜❡❡♥ ✉1❡❞ ✐♥ $❤❡ 1✐♠✉❧❛$✐♦♥1✱ $❤❡ ❛❧❣♦&✐$❤♠ ♣&❡1❡♥$❡❞ ❜❡❧♦✇ ❞❡1❝&✐❜❡1

$❤❡ ❝❛1❡ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛& ✐1♦$&♦♣✐❝ ❤❛&❞❡♥✐♥❣ ♦♥❧②✳ ❚❤❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥1✐♦♥❛❧ &❛$❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$ ♣❧❛1$✐❝✐$② $❤❡♦&② ✇✐$❤

✽✾



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♦❢ ❛ ✉1❡&✲❞❡✜♥❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧✿ $❤❡♦&② ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥

❧✐♥❡❛& ✐1♦$&♦♣✐❝ ❤❛&❞❡♥✐♥❣ ♣&❡1❡♥$❡❞ ❤❡&❡❜② ✐1 ❜❛1❡❞ ♦♥ $❤❡ ♥♦$❡1 ♦❢ ❨❛✇ ❬✷✸✸❪ ❛♥❞ ♦♥ $❤❡ ✇♦&❦1 ♣✉❜❧✐1❤❡❞

❜② ❙✐♠♦ ❛♥❞ ❍✉❣✉❡1 ✐♥ ❬✷✸✹❪✳

trial

n 1+
σ

1+n�
y�

p

nε

n�

nε∆

1+nε

E

σ

ε

Return Mapping

Gradient = Et

❋✐❣✉&❡ ✹✳✸✿ ❙❝❤❡♠❛$✐❝ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✶❉ ♣❧❛1$✐❝✐$② ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ✇✐$❤ ❧✐♥❡❛& ❤❛&❞❡♥✐♥❣

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $✇♦ 1$❛♥❞❛&❞ ❡G✉❛$✐♦♥1 ❛&❡ ❛11✉♠❡❞ ❛♥❞ $❤❡② &❡♣&❡1❡♥$ $❤❡ 1$❛&$✐♥❣ ♣♦✐♥$ ♦❢ $❤❡ $❤❡♦&②✳

❚❤❡ $♦$❛❧ 1$&❛✐♥ &❛$❡ ε̇ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥$♦ ❛♥ ❡❧❛1$✐❝ ♣❛&$ ε̇e ❛♥❞ ❛ ♣❧❛1$✐❝ ♣❛&$ ε̇p ❛1 ❞❡✜♥❡❞ ❜② $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❡G✉❛$✐♦♥✿

ε̇ = ε̇e + ε̇p ✭✹✳✶✵✮

❚❤❡ ❡❧❛1$✐❝ 1$&❡11✲1$&❛✐♥ &❡❧❛$✐♦♥1❤✐♣✱ ✇❤❡&❡ σ̇ &❡♣&❡1❡♥$1 $❤❡ 1$&❡11 &❛$❡ ❛♥❞ E $❤❡ 1$✐✛♥❡11 ♦❢ $❤❡ 1②1$❡♠✱

✐1 $❤❡♥ ❡①♣&❡11❡❞ ❜②✿

σ̇ = E (ε̇− ε̇p) ✭✹✳✶✶✮

❚❤❡ ✢♦✇ &✉❧❡ ❛♥❞ $❤❡ ✐1♦$&♦♣✐❝ ❤❛&❞❡♥✐♥❣ ❧❛✇ ❛&❡ &❡1♣❡❝$✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

ε̇p = λsign (σ) ✭✹✳✶✷✮

α̇ = λ ✭✹✳✶✸✮

✇❤❡&❡ α ✐1 ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛$✐✈❡ ❢✉♥❝$✐♦♥ ❝♦♥1✐❞❡&❡❞ ❛1 ❛♥ ✐♥$❡&♥❛❧ ❤❛&❞❡♥✐♥❣ ✈❛&✐❛❜❧❡✳ ■$ ❛❧❧♦✇1 $♦ ❦❡❡♣ $&❛❝❦

♦❢ $❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛$❡❞ ❤❛&❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐$ &❡♣&❡1❡♥$1 $❤❡ ❡G✉✐✈❛❧❡♥$ ♣❧❛1$✐❝ 1$&❛✐♥ ❢♦& ✐1♦$&♦♣✐❝ ❤❛&❞❡♥✐♥❣✳ ❚❤❡

sign ❢✉♥❝$✐♦♥ &❡$✉&♥1 $❤❡ ✈❛❧✉❡ −1 ✐❢ $❤❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ ✐1 ♥❡❣❛$✐✈❡ ❛♥❞ 1 ✐❢ $❤❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ ✐1 ♣♦1✐$✐✈❡✳ λ ❝❛♥ ❜❡

1❡❡♥ ❛1 $❤❡ ❛❜1♦❧✉$❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ $❤❡ 1❧✐♣ &❛$❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛$❤❡♠❛$✐❝❛❧❧② ❞❡1❝&✐❜❡❞ ❜②✿











ε̇p = λ > 0 (σ = σy > 0)

ε̇p = −λ 6 0 (σ = −σy < 0)
✭✹✳✶✹✮

❆ ②✐❡❧❞ ❝&✐$❡&✐♦♥ ✐1 $❤❡♥ ✐♥$&♦❞✉❝❡❞ $♦ ✐❞❡♥$✐❢② $❤❡ ❡❧❛1$✐❝ ❛♥❞ ♣❧❛1$✐❝ &❡❣✐♠❡✳ ■♥ $❤❡ ❝❛1❡ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛&

❤❛&❞❡♥✐♥❣✱ $❤✐1 ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ✐1 ❡①♣&❡11❡❞ ❜②✿

f (σ, α) = |σ| − (σy +Kα) ✭✹✳✶✺✮

✇❤❡&❡ f ✐1 ❝❛❧❧❡❞ $❤❡ ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝$✐♦♥ ❛♥❞ ✐$ ❤❛1 $♦ ❜❡ ♥❡❣❛$✐✈❡ $♦ &❡♠❛✐♥ ✇✐$❤✐♥ $❤❡ ❡❧❛1$✐❝ &❡❣✐♠❡✳ ❆

♣♦1✐$✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ f ✐1 ♥♦$ ❛❞♠✐11✐❜❧❡✳ σy ✐1 $❤❡ ②✐❡❧❞ 1$&❡11 ❛♥❞ K ✐1 ❣❡♥❡&❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ $❤❡ ♣❧❛1$✐❝ ♠♦❞✉❧✉1✳

✾✵



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♦❢ ❛ ✉1❡&✲❞❡✜♥❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧✿ $❤❡♦&② ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥

❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ $❤❡ ♣❧❛1$✐❝ ✢♦✇ ✐1 ❜❛1❡❞ ♦♥ $❤❡ ❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡& ❝♦♥❞✐$✐♦♥1 ❊C✳ ✭✹✳✶✻✮ ❛♥❞ ♦♥ ❛

❝♦♥1✐1$❡♥❝② ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ❊C✳ ✭✹✳✶✼✮ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

λ > 0, f (σ, α) 6 0, λf (σ, α) = 0 ✭✹✳✶✻✮

λḟ (σ, α) = 0, if f (σ, α) = 0 ✭✹✳✶✼✮

❆11✉♠✐♥❣ ♥♦✇ ❛ 1♠♦♦$❤ ❢✉♥❝$✐♦♥ f ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡& R ❛1✿











ẋ (t) = f (x (t))

x (0) = xn

✭✹✳✶✽✮

❚❤❡ ✐♥❝&❡♠❡♥$❛❧ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ❛❧❣♦&✐$❤♠ ❞❡✜♥❡❞ ❜② $❤❡ ❊C✳ ✭✹✳✶✾✮ ✐1 ❜❛1❡❞ ♦♥ $❤❡ ❜❛❝❦✇❛&❞✲❊✉❧❡& ♠❡$❤♦❞1

❛♥❞ ✐$ ❛❧❧♦✇1 $♦ ❛♣♣&♦①✐♠❛$❡ $❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ x ❛$ $✐♠❡ tn+1 = tn +∆t✳

xn+1 = xn +∆t (f (xn+1)) ✭✹✳✶✾✮

❚❤❡ ❛✐♠ ✐1 ♥♦✇ $♦ ✐♥$❡❣&❛$❡ $❤❡ ♣&❡✈✐♦✉1 ❡C✉❛$✐♦♥1 $♦ ❜❡ ✉1❡❞ ♦♥ ❛ ✜♥✐$❡ $✐♠❡ 1$❡♣ ∆t✳ ❯1✐♥❣ $❤❡

❊C1✳ ✭✹✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✸✮✱ ✇❡ ♦❜$❛✐♥ $❤❡ ✐♥❝&❡♠❡♥$❛❧ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✢♦✇ &✉❧❡ ❛♥❞ ♦❢ $❤❡ ❤❛&❞❡♥✐♥❣ ❧❛✇

❡①♣&❡11❡❞ ❜②✿

εpn+1 = εpn +∆λsign (σn+1) ✭✹✳✷✵✮

αn+1 = αn +∆λ ✭✹✳✷✶✮

❚❤❡ ❞✐1❝&❡$❡ 1$&❡11✲1$&❛✐♥ &❡❧❛$✐♦♥1❤✐♣ ✐1 $❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿











σn+1 = E
(

εn+1 − εpn+1

)

εn+1 := εn +∆εn

✭✹✳✷✷✮

■♥ $❤✐1 ❝❛1❡ $❤❡ ♠❛$❤❡♠❛$✐❝❛❧ ♦♣❡&❛$♦& := ♠❡❛♥1 $❤❛$ ✇❡ ❛✛❡❝$ $❤❡ ✈❛❧✉❡ εn +∆εn $♦ $❤❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ εn+1✱

∆εn ❜❡✐♥❣ ❦♥♦✇♥✳ ❋✐♥❛❧❧② $❤❡ ❞✐1❝&❡$❡ ❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡& ❝♦♥❞✐$✐♦♥1 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣&❡11❡❞ ❜②✿






















fn+1 := |σn+1| − (σy +Kαn+1) 6 0

∆λ > 0

∆λfn+1 = 0

✭✹✳✷✸✮

❚❤❡ ♣&♦❝❡11 ❜❡❣✐♥1 ✇✐$❤ $❤❡ $&✐❛❧ ♦❢ ❛♥ ❡❧❛1$✐❝ 1$❛$❡ ❛1 ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

σtrial
n+1 := E

(

εn+1 − εp
trial

n+1

)

= E (εn+1 − εpn)

εp
trial

n+1 := εpn

f trial
n+1 :=

∣

∣σtrial
n+1

∣

∣− (σy +Kαn)

αtrial
n+1 := αn

✭✹✳✷✹✮

✇❤❡&❡ $❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ (σy +Kαn) ✐1 ❦♥♦✇♥ ❜❡❝❛✉1❡ ✐$ ✐1 ❣✐✈❡♥ ❡✐$❤❡& ❜② $❤❡ ❘❛♠❜❡&❣✲❖1❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧ ♦& ❜②

$❤❡ ❛❧❣♦&✐$❤♠ ✜♥❞✐♥❣ $❤❡ 1$&❡11 ♦❢ $❤❡ ❝♦&&❡1♣♦♥❞✐♥❣ 1$&❛✐♥ ✐♥ $❤❡ ✉1❡&✲❞❡✜♥❡❞ ❧♦❛❞ ❝✉&✈❡✳ ❚❤❡♥✱ $❤❡

1$❛$❡♠❡♥$ $❤❛$ ❢♦& ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥❝&❡♠❡♥$❛❧ 1$&❛✐♥ ∆εn $❤❡ ♣&♦❝❡11 ❧❡❛❞1 $♦ ❛♥ ❡❧❛1$✐❝ ♦& ❛ ♣❧❛1$✐❝ 1$❛$❡✱ ✐1

♠❛❞❡ ❜❛1❡❞ ♦♥ $❤❡ $&✐❛❧ ❡❧❛1$✐❝ 1$❛$❡ ❛♥❞ ❛❝❝♦&❞✐♥❣ $❤❡ ❝&✐$❡&✐♦♥ ❡①♣&❡11❡❞ ❜②✿

f trial
n+1











6 0 elastic state ∆λ = 0

> 0 plastic state ∆λ > 0
✭✹✳✷✺✮

✾✶



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♦❢ ❛ ✉1❡&✲❞❡✜♥❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧✿ $❤❡♦&② ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥

❚❤❡ ♦❜❥❡❝$✐✈❡ ✐1 $♦ ❞❡$❡&♠✐♥❡ $❤❡ 1♦❧✉$✐♦♥1 ∆λ✱ εpn+1✱ αn+1 ❛♥❞ σn+1 $♦ $❤❡ ❊>1✳ ✭✹✳✷✵✮✱ ✭✹✳✷✶✮ ❛♥❞

✭✹✳✷✸✮✳ ■$ ✐1 ❝❧❡❛& $❤❛$ ❛❧❧ $❤❡ 1♦❧✉$✐♦♥1 &❡❧② ♦♥ $❤❡ ❞❡$❡&♠✐♥❛$✐♦♥ ♦❢ ∆λ✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ $❤❡ ❊>1✳ ✭✹✳✷✶✮ ❛♥❞

✭✹✳✷✷✮ ✐♥ $❤❡ ❡①♣&❡11✐♦♥ ♦❢ fn+1 ✭❊>✳ ✭✹✳✷✸✮✮ ✐$ ❧❡❛❞1 $♦✿

fn+1 =
∣

∣E
(

εn+1 − εpn+1

)∣

∣− (σy +Kαn +K∆λ)

=
∣

∣E (εn+1 − εpn)− E
(

εpn+1 − εpn
)∣

∣− (σy +Kαn +K∆λ)
✭✹✳✷✻✮

❚❤❡♥✱ ❜② ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❊>1✳ ✭✹✳✷✹✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✵✮ ✐$ ❧❡❛❞1 $♦✿

fn+1 =
∣

∣σtrial
n+1

∣

∣− (σy +Kαn)−
∣

∣E
(

εpn+1 − εpn
)∣

∣−K∆λ

fn+1 = f trial
n+1 −∆λ (E +K)

✭✹✳✷✼✮

❍❡♥❝❡✱ ♠❛❦✐♥❣ fn+1 = 0 ✇❡ ♦❜$❛✐♥

∆λ =
f trial
n+1

E +K
> 0 ✭✹✳✷✽✮

❚&❛♥1❢♦&♠✐♥❣ $❤❡ ❡①♣&❡11✐♦♥ ♦❢ σn+1 ✐♥ $❡&♠1 ♦❢ σ
trial
n+1 ❛♥❞ ∆λ ✇❡ ♦❜$❛✐♥✿

σn+1 = E (εn+1 − εpn)− E
(

εpn+1 − εpn
)

= σtrial
n+1 − E ∆λ sign (σn+1)

✭✹✳✷✾✮

❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡ ❧❛1$ $❤&❡❡ 1♦❧✉$✐♦♥1 ♦❢ $❤❡ ♣&♦❜❧❡♠ ❛&❡ ❡①♣&❡11❡❞ ❜② ✭$❤❡ ❞❡♠♦♥1$&❛$✐♦♥ ♦❢ sign
(

σtrial
n+1

)

=

sign (σn+1) ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✸✹❪✮✿

σn+1 = σtrial
n+1 − E ∆λ sign

(

σtrial
n+1

)

εpn+1 = εpn +∆λ sign
(

σtrial
n+1

)

αn+1 = αn +∆λ

✭✹✳✸✵✮

❚❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ 1♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ ❊>✳ ✹✳✸✵ &❡>✉✐&❡1 $❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ $❤❡ ♣❧❛1$✐❝ ♠♦❞✉❧❡ K✳ ❈♦♥1✐❞❡&✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛&

✐1♦$&♦♣✐❝ ❤❛&❞❡♥✐♥❣ ❢✉♥❝$✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ✇&✐$❡ $❤❛$ $❤❡ ✐♥❝&❡♠❡♥$ ✐♥ ♣❧❛1$✐❝ 1$&❛✐♥ dεp ❛♥❞ ✐♥ ❡❧❛1$✐❝ 1$&❛✐♥

dεe ❛&❡ ❡①♣&❡11❡❞ ❜② ❬✷✸✺❪✿

dεp =
dσ

K

dεe =
dσ

E

✭✹✳✸✶✮

❋&♦♠ $❤❡ ❊>✳ ✹✳✶✵✱ $❤❡ $♦$❛❧ 1$&❛✐♥ ✐1 $❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

dε = dεe + dεp

=
dσ

E
+

dσ

K

= dσ

(

E +K

EK

)

✭✹✳✸✷✮

❚❤❡ ✐♥❝&❡♠❡♥$❛❧ 1$&❡11 dσ ❡①♣&❡11❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ $❛♥❣❡♥$ ♠♦❞✉❧❡ Et ✭1❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐1 ❞❡$❡&✲

♠✐♥❡❞ ❜② $❤❡ ❛❧❣♦&✐$❤♠1 ♦❢ $❤❡ ❘❛♠❜❡&❣✲❖1❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧ ♦& ♦❢ $❤❡ ❧♦❛❞ ❝✉&✈❡ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐1 ❝♦♥1❡>✉❡♥$❧②

❦♥♦✇♥✱ ✐1✿

dσ =

(

EK

E +K

)

dε = Etdε ✭✹✳✸✸✮

❚❤❡ ❡①♣&❡11✐♦♥ ♦❢ K ✐1 ✜♥❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❜②✿

K =
EtE

E − Et

✭✹✳✸✹✮

✾✷



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♦❢ ❛ ✉1❡&✲❞❡✜♥❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧✿ $❤❡♦&② ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥

✹✳✸ ❋❛✐❧✉(❡ ❝(✐+❡(✐♦♥

❙❡✈❡&❛❧ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ✐♥✈❡1$✐❣❛$❡❞ ✐♥ $❤❡ ❲♦&❧❞ ❲✐❞❡ ❋❛✐❧✉&❡ ❊①❡&❝✐1❡ ❬✼✷❪✳

❚❤❡② ❛&❡ ❣❡♥❡&❛❧❧② 1✉✐$❛❜❧❡ ❢♦& ❧❛♠✐♥❛$❡❞ ❝♦♠♣♦1✐$❡1 ❜❛1❡❞ ♦♥ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ❧❛♠✐♥❛✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ❞✉❡ $♦ $❤❡

✇❛✈✐♥❡11 ♦❢ $❤❡ ②❛&♥1 ❛♥❞ $❤❡ ♣❛&$✐❝✉❧❛& ❢❛❜&✐❝ 1$&✉❝$✉&❡✱ $❡①$✐❧❡ ❝♦♠♣♦1✐$❡1 ❛&❡ ❧✐❦❡❧② $♦ ❢❛✐❧ ✐♥ ❞✐✛❡&❡♥$

♠♦❞❡1 $❤❛♥ ♥♦♥✲❝&✐♠♣ ❢❛❜&✐❝1 ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛❧1♦ ❞✐✛❡&❡♥$ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ ❢♦& ❡✣❝✐❡♥❝② &❡❛1♦♥1✱ ❢❛✐❧✉&❡

❝&✐$❡&✐❛ ❜❛1❡❞ ♦♥ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ 1$&❡♥❣$❤1 ♦❢ ❛ ❧❛♠✐♥❛ ❛&❡ ♣&❡❢❡&&❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛1 ♥♦ $&✐✈✐❛❧ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦& ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦1✐$❡1✱ ✇❡ ❝❤♦1❡ $♦ ✐♥✈❡1$✐❣❛$❡ ✜&1$ $❤❡ ✈❡&② 1✐♠♣❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ 1$&❡11

❝&✐$❡&✐♦♥✳ ■♥ ♦&❞❡& $♦ ✐♠♣&♦✈❡ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧$✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ 1$❛❝❦✐♥❣ 1❡M✉❡♥❝❡1✱ $❤❡ M✉❛❞&❛$✐❝

❚1❛✐✲❲✉ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥ ❬✷✸✻❪ ❤❛1 ❜❡❡♥ ❛❧1♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞✳

✹✳✸✳✶ ▼❛①✐♠❛❧ *+,❡** ❢❛✐❧✉,❡ ❝,✐+❡,✐♦♥

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ 1$&❡11 ❝&✐$❡&✐♦♥ ❝♦♠♣❛&❡1 $❤❡ ❝✉&&❡♥$ 1$&❡11 1$❛$❡ ✐♥ $❤❡ ❧❛♠✐♥❛ $♦ $❤❡ 1$&❡♥❣$❤ ♦❢ $❤❡

♠❛$❡&✐❛❧ ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐&❡❝$✐♦♥✳ ❈♦♥1❡M✉❡♥$❧②✱ ✐❢ $❤❡ &❛$✐♦ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ 1$&❡11 σi ❛♥❞ ✐$1 ❝♦&&❡1♣♦♥❞✐♥❣ 1$&❡♥❣$❤

Xi ✐1 ❣&❡❛$❡& $❤❛♥ ♦& ❡M✉❛❧ $♦ ✶✱ ❢❛✐❧✉&❡ ✐1 ❞❡$❡❝$❡❞✳ ■$ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣&❡11❡❞ ❜②✿

σi

Xi

= 1 (i = 1, 2, 3, 4) ✭✹✳✸✺✮

❚❤❡ &❡1✉❧$✐♥❣ ❢❛✐❧✉&❡ 1✉&❢❛❝❡ ✐1 ❛ 1M✉❛&❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ 1$&❡♥❣$❤1 ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❛1 ♣&❡1❡♥$❡❞

♦♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹✳

✹✳✸✳✷ ❚❤❡ ✷❉ ❚*❛✐✲❲✉ ❢❛✐❧✉,❡ ❝,✐+❡,✐♦♥

❚❤❡ ✷❉ ❚1❛✐✲❲✉ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥ ❬✷✸✻❪ ✐1 ❛ M✉❛❞&❛$✐❝ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥ ❜❛1❡❞ ♦♥ $❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❡✛❡❝$✐✈❡

1$&❡♥❣$❤1 ♦❢ ❛ ♠❛$❡&✐❛❧✳ ■$1 ❛❞✈❛♥$❛❣❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛&✐1♦♥ ✇✐$❤ $❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ 1$&❡11 ❝&✐$❡&✐♦♥ ✐1 $❤❛$ ✐$ ♦✛❡&1 ❛

1♠♦♦$❤ ❝♦♥$✐♥✉♦✉1 ❡❧❧✐♣1♦✐❞❛❧ ❢❛✐❧✉&❡ 1✉&❢❛❝❡ ✭1❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✹✮ ✇✐$❤♦✉$ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ 1♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ❢❛✐❧✉&❡

♠♦❞❡1✳ ❚❤❡ $❤&❡❡✲❞✐♠❡♥1✐♦♥❛❧ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❚1❛✐✲❲✉ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥ ❬✷✼✱ ✷✸✼❪ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥1✐❞❡&❡❞

✐♥ ❛ ❢✉$✉&❡ ✇♦&❦ ♣❛&$✐❝✉❧❛&❧② ❢♦& ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ $❤✐❝❦✲1❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$1 ❢❡❛$✉&✐♥❣ ❛ $❤&❡❡✲❞✐♠❡♥1✐♦♥❛❧

1$&❡11 1$❛$❡✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ❛1 ❝♦♠♣❧❡① ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ $❡1$1 ❛&❡ &❡M✉✐&❡❞ $♦ ❞❡$❡&♠✐♥❡ 1♦♠❡ $&❛♥1✈❡&1❡ 1$&❡♥❣$❤1

❛♥❞ 1♦♠❡ ♣❛&❛♠❡$❡&1 ♦❢ $❤❡ $❤&❡❡✲❞✐♠❡♥1✐♦♥❛❧ ❚1❛✐✲❲✉ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥✱ ♦♥❧② $❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❚1❛✐✲❲✉ ❢❛✐❧✉&❡

❝&✐$❡&✐♦♥ ✐1 ❝♦♥1✐❞❡&❡❞ ✐♥ $❤❡ ♣&❡1❡♥$ 1$✉❞②✳ ■$ ✐1 ❡①♣&❡11❡❞ ❜②✿

σ2
1

XtXc
+

σ2
2

YtYc
+

σ2
4

S2
12

+

[

1

Xt
− 1

Xc

]

σ1 +

[

1

Yt
− 1

Yc

]

σ2 +
2F ∗

xyσ1σ2√
XtXcYtYc

= 1 ✭✹✳✸✻✮

✇❤❡&❡ Xt ❛♥❞ Xc ❛&❡ &❡1♣❡❝$✐✈❡❧② $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❡♥1✐❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣&❡11✐✈❡ 1$&❡♥❣$❤1✳ Yt ❛♥❞ Yc ❛&❡

&❡1♣❡❝$✐✈❡❧② $❤❡ $&❛♥1✈❡&1❡ $❡♥1✐❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣&❡11✐✈❡ 1$&❡♥❣$❤1✳ S12 ✐1 $❤❡ 1❤❡❛& 1$&❡♥❣$❤ ❛♥❞ F ∗

xy ✐1 ❞❡✜♥❡❞

❛1 ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ (−1 6 F ∗

xy 6 1) ♥♦&♠❛❧✐③❡❞ ✐♥$❡&❛❝$✐♦♥ $❡&♠ ❝❧♦1✐♥❣ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ 1✉&❢❛❝❡✳ ❋✐❣✳ ✹✳✹ ❝♦♠♣❛&❡1

$❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ 1✉&❢❛❝❡1 ♦❢ $❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ 1$&❡11 ❛♥❞ ❚1❛✐✲❲✉ (F ∗

xy = −0, 5) ❝&✐$❡&✐❛✳ ❇♦$❤ $❡♥1✐❧❡ 1$&❡♥❣$❤1

❤❛✈❡ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1GPa ✇❤❡&❡❛1 ❜♦$❤ ❝♦♠♣&❡11✐✈❡ 1$&❡♥❣$❤1 ❤❛✈❡ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 0.5GPa✳ ❚❤❡ 1❤❡❛& 1$&❡♥❣$❤ ✐1

1❡$ $♦ 0.07GPa✳ ❚❤❡ ❣&❛♣❤ ♦♥ $❤❡ ❧❡❢$ &❡♣&❡1❡♥$1 $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ 1✉&❢❛❝❡ ✐♥ $❤❡ (σ1, σ2) 1♣❛❝❡ ❛♥❞ $❤❡ ❣&❛♣❤

♦♥ $❤❡ &✐❣❤$ &❡♣&❡1❡♥$1 $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ 1✉&❢❛❝❡ ♦♥ $❤❡ ❢&❛♠❡ (σ1, σ4)✳ ❆ 1✐♠✐❧❛& ❢❛✐❧✉&❡ 1✉&❢❛❝❡ ✐1 ♦❜$❛✐♥❡❞ ✐♥

$❤❡ ❢&❛♠❡ (σ2, σ4) ❝♦♥1✐❞❡&✐♥❣ $❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ $❤❡ 1$&❡♥❣$❤1 ✐♥ $❤✐1 ❝❛1❡✳

✾✸



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♦❢ ❛ ✉1❡&✲❞❡✜♥❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧✿ $❤❡♦&② ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥
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-1 -0,5 0 0,5 1 1,5
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0,06

0,07

0,08

-0,6 -0,4 -0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2

4
�

1
�

❋✐❣✉&❡ ✹✳✹✿ ❋❛✐❧✉&❡ 1✉&❢❛❝❡1 ♦❢ $❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ 1$&❡11 ✭❜❧❛❝❦ ❝✉&✈❡✮ ❛♥❞ ❚1❛✐✲❲✉ ✭❞♦$$❡❞ ❜❧✉❡ ❝✉&✈❡✮ ❢❛✐❧✉&❡

❝&✐$❡&✐❛

✹✳✹ "♦$%✲❢❛✐❧✉,❡ ❜❡❤❛✈✐♦, ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡

❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣&♦❝❡11❡1 ❞❡1❝&✐❜❡❞ ✐♥ $❤❡ ♥❡①$ 1❡❝$✐♦♥1 ❛&❡ ❛♣♣❧✐❡❞ $♦ ❡❛❝❤ ♣❧② ♦❢ ❝♦♠♣♦1✐$❡ ❣❡♥❡&❛❧❧②

&❡♣&❡1❡♥$❡❞ ❜② ♦♥❡ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ✐♥ ❡❧❡♠❡♥$1 ❜❛1❡❞ ♦♥ ❛ &❡❞✉❝❡❞ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ✭1❤❡❧❧ ❛♥❞ $❤✐❝❦ 1❤❡❧❧

❡❧❡♠❡♥$1✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡$❡ 1$❛❝❦✐♥❣ 1❡B✉❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣♦1✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✐1 $❤❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② $❤❡ ❞❡✜♥✐$✐♦♥

♦❢ 1❡✈❡&❛❧ ♣♦✐♥$1 ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ $❤&♦✉❣❤ $❤❡ $❤✐❝❦♥❡11 ♦❢ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$✳ ❚♦ 1✐♠♣❧✐❢② $❤❡ ❡B✉❛$✐♦♥1✱ ♥♦

1✉❜1❝&✐♣$ &❡♣&❡1❡♥$✐♥❣ $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ♠❛$❡&✐❛❧ ❛♥❞ ❧♦❛❞ ❞✐&❡❝$✐♦♥1 ✐1 ✉1❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ❡❛❝❤ ❢&❛❝$✉&❡ ❡♥❡&❣②✱

1$&❡11✱ 1$&❛✐♥ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞1 ♦♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❛♥❞ ❧♦❛❞ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥✳

❋♦& $❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ 1❤❡❛& ❛ ❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ❧❛✇ ✐1 ❛❧✇❛②1 ❞❡✜♥❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$❧② ❢&♦♠ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡

❡✈♦❧✉$✐♦♥ ❧❛✇ ♦❢ $❤❡ ♦$❤❡& ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞✐&❡❝$✐♦♥1✳

✹✳✹✳✶ ❙♠❡❛'❡❞ ❢♦'♠✉❧❛-✐♦♥

❆ 1♠❡❛&❡❞ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛&✐❛❜❧❡1 ❤❛1 ❜❡❡♥ ✉1❡❞ $♦ ❛✈♦✐❞ ✉♥❞❡1✐&❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧✐③❛$✐♦♥ ♣❤❡✲

♥♦♠❡♥❛ ❬✶✺✶✱✷✸✽❪✳ ❆1 ❧❛♠✐♥❛$❡❞ 1$&✉❝$✉&❡1 ❛&❡ ❣❡♥❡&❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ✉♥✐B✉❡ 1❤❡❧❧ ♦& $❤✐❝❦ 1❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$

❧❛②❡& ♦✈❡& $❤❡ $❤✐❝❦♥❡11 ✭✐♥❞✉1$&✐❛❧ ❧✐♠✐$❛$✐♦♥1✮✱ $❤❡ ♣♦1$✲❢❛✐❧✉&❡ ❜❡❤❛✈✐♦& B✉❛♥$✐✜❡1 $❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛❝❝✉♠✉✲

❧❛$✐♦♥ ✐♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❛♥❞ ❛❧1♦ ✐$1 ❞❛♠❛❣❡ $♦❧❡&❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❜❛1✐❝ ♣&✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ $❤❡ 1♠❡❛&❡❞ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ✐1

$❤❡ ✐♥$&♦❞✉❝$✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❡♥❣$❤ ♣❛&❛♠❡$❡& ✐♥ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝♦♥1$✐$✉$✐✈❡ ❧❛✇ ✐♥ ♦&❞❡& $♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❝♦♥1$❛♥$

❡♥❡&❣② &❡❧❡❛1❡❞ ♣❡& ✉♥✐$ ❛&❡❛ ♦❢ ❝&❛❝❦ ❣❡♥❡&❛$❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$❧② ❢&♦♠ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❞✐♠❡♥1✐♦♥1✳ ❚❤❡ $♦$❛❧

❡♥❡&❣② U ❛❜1♦&❜❡❞ ❜② ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❛❢$❡& ❢❛✐❧✉&❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣&❡11❡❞ ❜②✿

U = V Uvol = L1L2L3 (Γ1 + Γ2) ✭✹✳✸✼✮

✇❤❡&❡ V ✐1 $❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❛♥❞ Uvol ✐1 $❤❡ $♦$❛❧ ❡♥❡&❣② ❛❜1♦&❜❡❞ ♣❡& ✉♥✐$ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ ❢&❛❝$✉&❡

♣❧❛♥❡ ❛♥❞ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❧❡♥❣$❤1 ❛&❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✹✳✺❛✳ Γ1 ❛♥❞ Γ2 ❛&❡ &❡1♣❡❝$✐✈❡❧② $❤❡ ❛&❡❛1 ✉♥❞❡& $❤❡

1$&❡11✲1$&❛✐♥ ❝✉&✈❡ ❜❡❢♦&❡ ❛♥❞ ❛❢$❡& $❤❡ 1$&❛✐♥ ❛$ ❢❛✐❧✉&❡ ♦♥1❡$ εo✱ ❛1 1❝❤❡♠❛$✐❝❛❧❧② &❡♣&❡1❡♥$❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳

✹✳✺❜✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐1 $♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡♥❡&❣② ♣❡& ✉♥✐$ ❛&❡❛ Γ ❜❡✐♥❣ ❛ ❝♦♥1$❛♥$ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$②✳ ■$ ❝❛♥ ❜❡

❡①♣&❡11❡❞ ❜②✿

U = AΓ = L1L3Γ ✭✹✳✸✽✮

✾✹



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♦❢ ❛ ✉1❡&✲❞❡✜♥❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧✿ $❤❡♦&② ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥

❛♥❞ ❝♦♥1❡9✉❡♥$❧② ✇❡ ♦❜$❛✐♥✿

Γ = Uvol
V

A
= (Γ1 + Γ2)

V

A
✭✹✳✸✾✮

✇❤❡&❡ A ✐1 $❤❡ ❛&❡❛ ♦❢ $❤❡ ❢&❛❝$✉&❡ ♣❧❛♥❡ ❛11✉♠❡❞ $♦ ❜❡ ♦&$❤♦❣♦♥❛❧ $♦ $❤❡ ❧♦❛❞ ❞✐&❡❝$✐♦♥✳ ❆1 Γ ✐1 ❛

❝♦♥1$❛♥$ ✈❛❧✉❡ &❡❢❡&&✐♥❣ $♦ ❛ ❢&❛❝$✉&❡ $♦✉❣❤♥❡11✱ $❤❡ ♠❡1❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$ ❜❡❤❛✈✐♦& &❡❧✐❡1 ♦♥ $❤❡ ✉♣❞❛$❡ ♦❢

$❤❡ Γ1 ❛♥❞ Γ2✳ ❋♦& ❛♥ ✐♠♣♦1❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ 1$&❡♥❣$❤ σo
❛♥❞ ❛ 1$&❛✐♥ ❛$ ❢❛✐❧✉&❡ ♦♥1❡$ εo✱ $❤✐1 ✉♣❞❛$❡ ❝❧❡❛&❧②

❞❡♣❡♥❞1 ♦♥ $❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ $❤❡ ✜♥❛❧ 1$&❛✐♥ εf ✳ ❚❤✐1 ♣❛&❛♠❡$❡& ✐1 ❣✐✈❡♥ ❛1 ✐♥♣✉$ ❞❛$❛ ❛♥❞ $❤❡ ❡♥❡&❣✐❡1 ❛&❡

❝❛❧❝✉❧❛$❡❞ ❢♦& ❛ ♣❛&$✐❝✉❧❛& ♠❡1❤ 1✐③❡✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦& ♦$❤❡& 1✐③❡1 ♦❢ ❡❧❡♠❡♥$1✱ $❤✐1 ✈❛❧✉❡ ✐1 ✉♣❞❛$❡❞ $♦ ♦❜$❛✐♥

$❤❡ ❛❞❡9✉❛$❡ ❝♦&&❡1♣♦♥❞✐♥❣ ❢&❛❝$✉&❡ ❡♥❡&❣② ❛1 ❞❡1❝&✐❜❡❞ ✐♥ $❤❡ ♥❡①$ 1❡❝$✐♦♥1✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥ ♦❢ ❜♦$❤

❡♥❡&❣✐❡1 ❛♥❞ $❤❡ ✉♣❞❛$❡ ♦❢ $❤❡ ✜♥❛❧ 1$&❛✐♥ εf ❛&❡ ♣&❡1❡♥$❡❞ ❜❡❧♦✇✳

1

2

3

2L

1L

Fracture

plane

31= LLA

a)

3L
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b)

❋✐❣✉&❡ ✹✳✺✿ ❛✮ ❋&❛❝$✉&❡ ♣❧❛♥❡ ❢♦& ❛ ❧♦❛❞ ✐♥ $❤❡ ❞✐&❡❝$✐♦♥ 2 ✲ ❜✮ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♠❛$❡&✐❛❧ ❧❛✇ ✇✐$❤ ❛ ❧✐♥❡❛&

♣♦1$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥

❚❤❡ ❡♥❡&❣② ❞✐11✐♣❛$❡❞ ♣❡& ✉♥✐$ ✈♦❧✉♠❡ Uvol = Γ1 + Γ2 ✐1 ❡9✉❛❧ $♦ $❤❡ &❛$✐♦ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ❢&❛❝$✉&❡

$♦✉❣❤♥❡11 Γ ❛♥❞ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❝❤❛&❛❝$❡&✐1$✐❝ ❧❡♥❣$❤ l∗ ❛1 ❡①♣&❡11❡❞ ❜②✿

Uvol =
Γ

l∗
✭✹✳✹✵✮

❆1 $❤❡ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ♦❢ ❝&❛❝❦ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥ ♠❛② ❢❡❛$✉&❡ ❛ &❛♥❞♦♠ ❛1♣❡❝$ ✐♥ ❝&❛1❤✱ $❤❡ ❛✈❡&❛❣❡ ♦❢ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$

❝❤❛&❛❝$❡&✐1$✐❝ ❧❡♥❣$❤ ✐1 ✉1❡❞✳ ❋♦& 19✉❛&❡ ❡❧❡♠❡♥$1 ✭❛1♣❡❝$ &❛$✐♦ ❝❧♦1❡ $♦ ♦♥❡✮ ✐$ ✐1 ❡①♣&❡11❡❞ ❜② ❬✷✷✺✱✷✸✽❪✿

l∗ = 1, 12
√

AIP ✭✹✳✹✶✮

✇❤❡&❡ AIP ✐1 $❤❡ ❛&❡❛ ❛11♦❝✐❛$❡❞ ✇✐$❤ ❡❛❝❤ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ♣♦✐♥$✳ ❆1 $❤❡ 1❤❛♣❡ ♦❢ ❛♥ ❛✉$♦♠♦$✐✈❡ ♣❛&$ ✐1

❧✐❦❡❧② $♦ ❜❡ &❡❧❛$✐✈❡❧② ❝♦♠♣❧❡①✱ $&✐❛♥❣✉❧❛& ❡❧❡♠❡♥$1 ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛& ✐♥ $❤❡ ♠❡1❤✳ ❋♦& $❤❡1❡ ❡❧❡♠❡♥$1✱ $❤❡

❝❤❛&❛❝$❡&✐1$✐❝ ❡❧❡♠❡♥$ ❧❡♥❣$❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣&♦①✐♠❛$❡❞ ❜② ❬✷✷✺❪✿

l∗ = 2

√

AIP√
3

≃ 1, 52
√

AIP ✭✹✳✹✷✮

❚❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ✜♥❛❧ 1$&❛✐♥1 ❞❡✜♥✐♥❣ $❤❡ ❢&❛❝$✉&❡ ❡♥❡&❣✐❡1 ✭1❡❡ $❤❡ ♥❡①$ 1❡❝$✐♦♥1✮ ❛&❡ ❣❡♥❡&❛❧❧② ✈❛❧✐❞❛$❡❞ ❢♦&

❛ ♣❛&$✐❝✉❧❛& ♠❡1❤ 1✐③❡✳ ❆ &❡❢❡&❡♥❝❡ ❢&❛❝$✉&❡ $♦✉❣❤♥❡11 Γref
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛ &❡❢❡&❡♥❝❡ ❝❤❛&❛❝$❡&✐1$✐❝ ❧❡♥❣$❤

l∗ref ❝♦&&❡1♣♦♥❞✐♥❣ $♦ $❤✐1 ❡❧❡♠❡♥$ 1✐③❡ ❝❛♥ $❤✉1 ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞✿

Γref = Uvoll
∗

ref ✭✹✳✹✸✮

✾✺



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♦❢ ❛ ✉1❡&✲❞❡✜♥❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧✿ $❤❡♦&② ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❢$❡& ❢❛✐❧✉&❡ ♦♥1❡$✱ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛&✐❛❜❧❡1 d ❝❛♥ ❜❡ ✉1❡❞ $♦ ❞&✐✈❡ $❤❡ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ♣&♦❝❡11 ❛♥❞ $♦

❡✈❛❧✉❛$❡ $❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳ ❆ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ ✐1 ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ $❡♥1✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥

❢♦& $❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧✱ $&❛♥1✈❡&1❡ ❛♥❞ 1❤❡❛& ❞✐&❡❝$✐♦♥1✳ ◆♦ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ $❤&♦✉❣❤ $❤❡ $❤✐❝❦♥❡11

✐1 ❞❡✜♥❡❞ ❢♦& $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ ❜&✐❝❦1 ♦& $❤✐❝❦ 1❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$1✳ ■♥ $❤❡ ♣&❡1❡♥$ ❯▼❆❚✱ $❤❡ E✉❛♥$✐$② (1−d)

✐1 ♠✉❧$✐♣❧✐❡❞ $♦ $❤❡ ✉♥❞❛♠❛❣❡❞ 1$&❡11 σud
❝♦&&❡1♣♦♥❞✐♥❣ $♦ $❤❡ ❝✉&&❡♥$ 1$&❛✐♥ 1$❛$❡ ❛1 ❞❡✜♥❡❞ ❜② $❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡E✉❛$✐♦♥✿

σ = (1− d)σud
✭✹✳✹✹✮

❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛&✐❛❜❧❡1 $❛❦❡ $❤❡ ✈❛❧✉❡ 0 ❛$ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦♥1❡$ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡ 1 ❛$ $❤❡ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✭1$&❡11 ❛❧1♦

&❡❞✉❝❡❞ $♦ ✵✮✳ ❚❤❡② ❛&❡ ❛❧✇❛②1 ♣♦1✐$✐✈❡ ❛♥❞ $❤❡ ✐&&❡✈❡&1✐❜✐❧✐$② ♦❢ $❤❡ ♣&♦❝❡11 ✐1 ❡①♣&❡11❡❞ ❜②✿

d (t) = max
t′6t

{d (t′)} ✭✹✳✹✺✮

✹✳✹✳✷ ❉❡%❡&♠✐♥❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❡♥❡&❣② ❜❡❢♦&❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦♥3❡% Γ1

■♥ $❤❡ ❝❛1❡ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛& ❡❧❛1$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ✉♣ $♦ ❢❛✐❧✉&❡ ♦♥1❡$ (εo, σo)✱ $❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ ΓL
1 ✐1 &❡❧❛$✐✈❡❧② $&✐✈✐❛❧

1✐♥❝❡ ✐$ ✐1 &❡♣&❡1❡♥$❡❞ ❜② $❤❡ ❛&❡❛ ♦❢ ❛ 1E✉❛&❡ $&✐❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❡①♣&❡11❡❞ ❜②✿

ΓL
1 =

εoσo

2
=

(σo)
2

2E
✭✹✳✹✻✮

■♥ $❤❡ ❝❛1❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♣❧❛1$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ✉♣ $♦ ❢❛✐❧✉&❡ ♦♥1❡$✱ $✇♦ ❦✐♥❞1 ♦❢ ❡♥❡&❣✐❡1 ❤❛✈❡ $♦ ❜❡ ❞✐1$✐♥✲

❣✉✐1❤❡❞✿ $❤❡ ❡♥❡&❣② ❛❜1♦&❜❡❞ ❜② $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♣&♦❝❡11 ✭✐&&❡✈❡&1✐❜❧❡ ♠✐❝&♦❝&❛❝❦1 ❛♥❞ ♣❧❛1$✐❝✐$②✮ ❛♥❞ $❤❡

❡♥❡&❣② ❛❜1♦&❜❡❞ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❢♦&♠❛$✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❢❛✐❧✉&❡ 1✉&❢❛❝❡ ❛$ ❢❛✐❧✉&❡ ♦♥1❡$✳ ❖♥❧② $❤❡ ❡❧❛1$✐❝ ✐♥$❡&✲

♥❛❧ ❡♥❡&❣② ✐♥ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$ ✐1 ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ $❤❡ ❢&❛❝$✉&❡ ♣&♦❝❡11 ❛$ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦♥1❡$ ❛♥❞ ♦♥❧② $❤✐1 ❡♥❡&❣② ❤❛1

$♦ ❜❡ ❝♦♥1✐❞❡&❡❞ ✐♥ $❤❡ ❞❡$❡&♠✐♥❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❢&❛❝$✉&❡ $♦✉❣❤♥❡11✱ ❛1 ❞❡♣✐❝$❡❞ ❜② ❋✐❣✳ ✹✳✺❜✳ ❚❤❡ ❛❜1♦&❜❡❞

❡♥❡&❣② ✉♣ $♦ ❢❛✐❧✉&❡ ♦♥1❡$ ✐♥ $❤❡ ❝❛1❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♣❧❛1$✐❝ ♠❛$❡&✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦& ΓNLP
1 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣&❡11❡❞ ❜②✿

ΓNLP
1 =

(

εo − εi
)

σo

2
=

(σo)
2

2E
✭✹✳✹✼✮

❆1 ♥♦ 1$✐✛♥❡11 ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ✐1 ❞❡✜♥❡❞ ❢♦& $❤❡ ✉♥❧♦❛❞ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❛♥❞ $❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ ♣❡&♠❛♥❡♥$

❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥✱ $❤❡ E✉❛♥$✐$② εo − εi ✐1 ❡E✉✐✈❛❧❡♥$ $♦ $❤❡ &❛$✐♦ σo/E✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ $❤❡ ❝❛1❡ ♦❢ ❛ ♣✉&❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛&

❡❧❛1$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦&✱ ❛ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ♠❡$❤♦❞ ❜❛1❡❞ ♦♥ $❤❡ $&❛♣❡③♦✐❞ &✉❧❡ ✐1 ✉1❡❞ $♦ ❛♣♣&♦①✐♠❛$❡ $❤❡

❛&❡❛ ✉♥❞❡& $❤❡ ❝✉&✈❡ ✉♥$✐❧ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦♥1❡$✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 1❡❝$✐♦♥1 ❞❡❛❧ ✇✐$❤ $❤❡ ❞❡$❡&♠✐♥❛$✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡&❣②

❛❢$❡& ❢❛✐❧✉&❡ Γ2 ❢♦& ❢♦✉& ♣♦1$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ♠♦❞❡❧1✳

✹✳✹✳✸ 5♦3%✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛%❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛%✐♦♥ ♠♦❞❡❧3

❋♦✉& ❞✐✛❡&❡♥$ ♣♦1$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ♠♦❞❡❧1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞✳ ❋✐❣✳ ✹✳✻

1❤♦✇1 ❛♥ ♦✈❡&✈✐❡✇ ❛♥❞ ❛ 1❝❤❡♠❛$✐❝ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡1❡ ♠♦❞❡❧1✱ ✐♥ $❤❡ ❝❛1❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♣❧❛1$✐❝

♣&❡✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦&✳

✹✳✹✳✸✳✶ ▲✐♥❡❛) ❞❛♠❛❣❡

❆ ❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ❧❛✇ 1✐♠✐❧❛& ❛1 $❤❡ ♦♥❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② P✐♥❤♦ ❬✶✺✵✱ ✶✺✶❪ ❤❛1 ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞✳

❚❤❡ ✐♥1$❛♥$❛♥❡♦✉1 ❞❛♠❛❣❡ ✐1 ❡①♣&❡11❡❞ ❜②✿

dinstL = max

{

0,min

{

1, εf
ε− εo

ε (εf − εo)

}}

✭✹✳✹✽✮

✾✻



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♦❢ ❛ ✉1❡&✲❞❡✜♥❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧✿ $❤❡♦&② ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥
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a) b)

c) d)

❋✐❣✉&❡ ✹✳✻✿ ❖✈❡&✈✐❡✇ ❛♥❞ 1❝❤❡♠❛$✐❝ &❡♣&❡1❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❢♦✉& ♣♦1$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ♠♦❞❡❧1✿

❛✮ ❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡ ✲ ❜✮ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡ ✲ ❝✮ ❝♦♥1$❛♥$ 1$&❡11 ❧❡✈❡❧ ♣♦1$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ✲ ❞✮

1$❡♣1✲❜❛1❡❞ ♣♦1$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ 1❡❝♦♥❞ ♣❛&$ ♦❢ $❤❡ ❢&❛❝$✉&❡ $♦✉❣❤♥❡11 ΓL
2 ❢&♦♠ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦♥1❡$ ✉♥$✐❧ $❤❡ ✉❧$✐♠❛$❡

❢❛✐❧✉&❡ ✐1 ❤❡&❡ &❡❧❛$✐✈❡❧② $&✐✈✐❛❧ ❛♥❞ ✐$ ✐1 ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

ΓL
2 =

(

εf − εo
)

σo

2
✭✹✳✹✾✮

❚❤❡ ✜♥❛❧ 1$&❛✐♥ εfnew ✐1 $❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞ ❛♥❞ ❡✈❡♥$✉❛❧❧② ✉♣❞❛$❡❞ ❢♦& $❤❡ ♥❡✇ ♠❡1❤ 1✐③❡✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ✜♥❛❧

1$&❛✐♥ ✐1 ❡①♣&❡11❡❞ ❜②✿

εfnew =
2Γref

σol∗
✭✹✳✺✵✮

❋♦& $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♣❧❛1$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ✉♥$✐❧ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦♥1❡$ $❤❡ ✉♣❞❛$❡❞ ✜♥❛❧ 1$&❛✐♥ ✐1 ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

εfnew =
2Γref

σol∗
+ εi ✭✹✳✺✶✮

✇❤❡&❡ εi ✐1 ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ $❤❡ ❋✐❣✳ ✹✳✺❜ ❛♥❞ ✐$ &❡♣&❡1❡♥$1 $❤❡ ♣❧❛1$✐❝ 1$&❛✐♥ ❢&♦♠ ✇❤✐❝❤ $❤❡ ✜♥❛❧ 1$&❛✐♥ ❤❛1 $♦

❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞✳ εi ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣&❡11❡❞ ❜②✿

εi = εo − σo

E
✭✹✳✺✷✮

✹✳✹✳✸✳✷ ❙%❡♣✲❜❛+❡❞ ♠❛%❡.✐❛❧ ❞❡❣.❛❞❛%✐♦♥

■♥ ❛❞❞✐$✐♦♥ $♦ $❤❡ ❧✐♥❡❛& ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ❧❛✇✱ ❛ 1$❡♣✲❜❛1❡❞ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ 1❝❤❡♠❡ ❤❛1 ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ ❛1 ♣♦1$✲

❢❛✐❧✉&❡ ❜❡❤❛✈✐♦&✳ ❆ ♥✉♠❜❡& ❜❡$✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞ ✹ 1$❡♣1 ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦♥1❡$ ❛♥❞ $❤❡

✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❍❡&❡✱ ♥♦ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ ♣✐❧♦$1 $❤❡ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥✳ ▼❛$❤❡♠❛$✐❝❛❧ ♦♣❡&❛$✐♦♥1 1❤♦✇ $❤❛$

$❤❡ ❛&❡❛ ✉♥❞❡& $❤❡ ❝✉&✈❡ Γ2 ✐1 $❤❡ 1❛♠❡ ❛1 ✐♥ $❤❡ ❝❛1❡ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$❧② ❢&♦♠ $❤❡ ♥✉♠❜❡&

♦❢ 1$❡♣1✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐1 ❤❡&❡ $♦ ❞❡♣✐❝$ $❤❡ ♣&♦❣&❡11✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉1 ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ♣&♦❝❡11 ✐♥ $❤❡

1$&✉❝$✉&❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤❡ ❧❛♠✐♥❛$❡✳ ❚♦ ❡✈❛❧✉❛$❡ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡ 1$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❛❢$❡& ❢❛✐❧✉&❡ ♦♥1❡$✱ $❤❡

❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ ❞❡✜♥❡❞ ♣&❡✈✐♦✉1❧② ✐1 ✉1❡❞ ❤❡&❡ ♦♥❧② ❛1 ❛ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦&✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ 1$&❛✐♥ ❛♥❞

❢&❛❝$✉&❡ $♦✉❣❤♥❡11 ❞❡$❡&♠✐♥❛$✐♦♥1 ❛&❡ 1✐♠✐❧❛& ❛1 $❤♦1❡ ♦❢ $❤❡ ❧✐♥❡❛& ❝❛1❡✳

✾✼



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♦❢ ❛ ✉1❡&✲❞❡✜♥❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧✿ $❤❡♦&② ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥

✹✳✹✳✸✳✸ ❈♦♥&'❛♥' &')❡&& ❧❡✈❡❧ ♠❛'❡)✐❛❧ ❞❡❣)❛❞❛'✐♦♥

■♥ $❤✐1 ❝❛1❡ ❛ ❝♦♥1$❛♥$ 1$&❡11 ❧❡✈❡❧ ✐1 ❞❡✜♥❡❞ ❛1 ♣♦1$ ❢❛✐❧✉&❡ ❜❡❤❛✈✐♦&✱ 1✐♠✐❧❛&❧② $♦ $❤❡ ✯▼❆❚❴✵✺✹ ❛♥❞

✯▼❆❚❴✵✺✽✳ ❚❤❡ 1❡❝♦♥❞ ❢&❛❝$✉&❡ ❡♥❡&❣② Γlevel
2 ✐1 ❡①♣&❡11❡❞ ❜②✿

Γlevel
2 =

(

εf − εo
)

σo × coefxx ✭✹✳✺✸✮

✇❤❡&❡ coefxx ✐1 ❛ ❢❛❝$♦& &❛♥❣✐♥❣ ❢&♦♠ ✵ $♦ ✶✳ ❇❡✐♥❣ ♠✉❧$✐♣❧✐❡❞ ❜② $❤❡ 1$&❡♥❣$❤ ✈❛❧✉❡✱ ✐$ ❞❡✜♥❡1 $❤❡ ❧❡✈❡❧

♦❢ $❤❡ ❝♦♥1$❛♥$ ♣♦1$✲❢❛✐❧✉&❡ 1$&❡11✳ ❙✉❜1❝&✐♣$ xx ✐♥❞✐❝❛$❡1 $❤❡ 1$&❡♥❣$❤ ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ❛1 ❞❡✜♥❡❞ ❢♦&

❊N✳ ✭✹✳✸✻✮✳ ❚❤❡ ❜❛1✐❝ ❡N✉❛$✐♦♥ $♦ ❞❡$❡&♠✐♥❡ $❤❡ ✉♣❞❛$❡❞ ✜♥❛❧ 1$&❛✐♥ ✐1 ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Γref

l∗
=

(σo)
2

2E
+

(

εfnew − εo
)

σo × coefxx ✭✹✳✺✹✮

❋♦& $❤❡ ❧✐♥❡❛& ❡❧❛1$✐❝ ❝❛1❡✱ $❤❡ ✉♣❞❛$❡❞ ✜♥❛❧ 1$&❛✐♥ ✐1 ❡①♣&❡11❡❞ ❜②✿

εfnew = εo +

(

Γref

l∗
+

(σo)
2

2E

)

× 1

σo × coefxx
✭✹✳✺✺✮

❛♥❞ ❢♦& $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♣❧❛1$✐❝ ❝❛1❡ ✐$ ✐1 ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

εfnew = εo +

(

Γref

l∗
+

(σo)
2

2E

)

× 1

σo × coefxx
+ εi ✭✹✳✺✻✮

❚❤❡ ❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ ✐1 ❛❧1♦ ✉1❡❞ ❤❡&❡ ❛1 ❛ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦&✳

✹✳✹✳✸✳✹ ◆♦♥❧✐♥❡❛) ❞❛♠❛❣❡

■♥ $❤✐1 1❡❝$✐♦♥✱ $❤❡ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♣♦1$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥

✐1 ✐♥✈❡1$✐❣❛$❡❞✳ ❆ ✜&1$ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ d1NL ❜❛1❡❞ ♦♥ $❤❡ n$❤ &♦♦$ ♦❢ $❤❡ ❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ ✐1 ❡①♣&❡11❡❞

❜②✿

d1NL = n

√

εf
ε− εo

ε (εf − εo)
✭✹✳✺✼✮

❚❤❡ ✐&&❡✈❡&1✐❜✐❧✐$② ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ♠❡♥$✐♦♥❡❞ ✐♥ ❊N✳ ✭✹✳✹✺✮ ❛♥❞ $❤❡ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ✐♥1$❛♥$❛♥❡♦✉1 ✈❛❧✉❡

♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✉1❡❞ ✐♥ ❊N✳ ✭✹✳✹✽✮ ❛&❡ ❛❧1♦ ❤❡&❡ ✈❛❧✐❞✳ ❚❤❡ ♣❛&❛♠❡$❡& n ✐1 ❛♥ ✐♥♣✉$ ❞❛$❛ ✈❛❧✉❡ $♦

❝♦♥$&♦❧ $❤❡ 1❤❛♣❡ ♦❢ $❤❡ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦♥1❡$ ❛♥❞ $❤❡ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❉✉❡ $♦ 1♦♠❡

♥✉♠❡&✐❝❛❧ ✐♥1$❛❜✐❧✐$② ❛❢$❡& &❡❛❝❤✐♥❣ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦♥1❡$✱ ❛ 1❡❝♦♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ❤❛1 ❜❡❡♥

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜❛1❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥$✐❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐1 ♥❡✇ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ♦✛❡&1 ❛ 1♦❢$❡& ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧

✐♠♠❡❞✐❛$❡❧② ❛❢$❡& ❢❛✐❧✉&❡ ♦♥1❡$✳ ❲❡ ❛11✉♠❡ $❤❛$ ✐♥ $❤❡ ♣♦1$ ❢❛✐❧✉&❡ ❞♦♠❛✐♥ $❤❡ 1$&❡11 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣&❡11❡❞

❜②✿

σ = exp (−Aε+B) ✭✹✳✺✽✮

✇❤❡&❡ A ❛♥❞ B ❛&❡ ❝♦♥1$❛♥$1 $❤❛$ ❤❛✈❡ $♦ ❜❡ ❞❡$❡&♠✐♥❡❞ ✉1✐♥❣ $❤❡ ❜♦✉♥❞❛&② ❝♦♥❞✐$✐♦♥1 ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡

✈❛&✐❛❜❧❡✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❊N1✳ ✭✹✳✹✹✮ ❛♥❞ ✭✹✳✺✽✮ ❛♥❞ ❝♦♥1✐❞❡&✐♥❣ σud
❛1 ❛♥ ✐♥❝&❡❛1✐♥❣ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ 1$&❛✐♥

1$❛$❡ ε ✐♥ ❡❛❝❤ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞✐&❡❝$✐♦♥ 1✉❝❤ ❛1 σud = σud(ε) ✇❡ ❝❛♥ ✇&✐$❡✿

dNL = 1− exp (−Aε+B)

σud (ε)
✭✹✳✺✾✮

❆1 ♠❡♥$✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ $❤❡ ✈❛❧✉❡1 ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ &❛♥❣❡ ❢&♦♠ 0 ❛$ ❢❛✐❧✉&❡ ♦♥1❡$ εo $♦ 1 ❛$ ✉❧$✐♠❛$❡

❢❛✐❧✉&❡ εf ✳ ❚❤❡1❡ ❜♦✉♥❞❛&② ❝♦♥❞✐$✐♦♥1 ❛&❡ ❛♣♣❧✐❡❞ $♦ ❊N✳ ✭✹✳✺✾✮ ❛♥❞ ✐$ ❧❡❛❞1 $♦ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 1②1$❡♠

✾✽



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♦❢ ❛ ✉1❡&✲❞❡✜♥❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧✿ $❤❡♦&② ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥

✐♥✈♦❧✈✐♥❣ $✇♦ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛&✐❛❜❧❡1 A,B $♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞✿

1− exp
(

−Aεf +B
)

σud (εf )
= 1− β

1− exp
(

−Aε0 +B
)

σud (ε0)
= 0

✭✹✳✻✵✮

❚❤❡ $❡&♠ exp
(

−Aεf +B
)

❝❛♥♥♦$ ❜❡ ❡B✉❛❧ $♦ ③❡&♦✳ ❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥$✐❛❧ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♣&❡1❡♥$1 ♦♥❧② ❛♥ ❛1②♠♣$♦$✐❝

❜❡❤❛✈✐♦& $♦ $❤❡ ✈❛❧✉❡ ✵✳ ❆ ♣❛&❛♠❡$❡& β ✐1 ✐♥$&♦❞✉❝❡❞ ✐♥ $❤❡ ❡B✉❛$✐♦♥ ❛♥❞ &❡♣&❡1❡♥$1 ❛ ✈❡&② 1♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡

❝❧♦1❡ $♦ ✵✳ ❚❤✐1 ♣❛&❛♠❡$❡& ✐1 ❣✐✈❡♥ ❛1 ✐♥♣✉$ ❞❛$❛ ❜❡❝❛✉1❡ ✐$ ❛❧❧♦✇1 $♦ ❝♦♥$&♦❧ $❤❡ 1❤❛♣❡ ♦❢ $❤❡ ♣♦1$✲❢❛✐❧✉&❡

♥♦♥❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡✳ ❆❢$❡& 1♦♠❡ ♠❛$❤❡♠❛$✐❝❛❧ ♦♣❡&❛$✐♦♥1 ✇❡ ♦❜$❛✐♥ $❤❡ ❡①♣&❡11✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡

✈❛&✐❛❜❧❡ dNL ❣✐✈❡♥ ❜②✿

dNL = 1−

exp






−







ln

(

σud(ε0)
βσud(εf )

)

εf−ε0






ε+






ln

(

σud
(

ε0
))

+ ε0
ln

(

σud(ε0)
βσud(εf )

)

εf−ε0













σud (ε)
✭✹✳✻✶✮

❚❤❡ ✐&&❡✈❡&1✐❜✐❧✐$② ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ♠❡♥$✐♦♥❡❞ ✐♥ ❊B✳ ✭✹✳✹✺✮ ❛♥❞ $❤❡ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ✐♥1$❛♥$❛♥❡♦✉1 ✈❛❧✉❡ ♦❢

$❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✉1❡❞ ✐♥ ❊B✳ ✭✹✳✹✽✮ ❛&❡ ✈❛❧✐❞ ❛❣❛✐♥✳ ❆1 ♥♦ $&✐✈✐❛❧ ❡B✉❛$✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ $♦ ❞❡$❡&♠✐♥❡ $❤❡

✉♣❞❛$❡❞ ✜♥❛❧ 1$&❛✐♥ ❛$ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡ εf ✱ ❛ $&✐❛❧✲❛♥❞✲❡&&♦& ❋❖❘❚❘❆◆ &♦✉$✐♥❡ ❤❛1 ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ $♦

❧♦♦❦ ❢♦& $❤❡ ❛❞❡B✉❛$❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ $❤❡ ✜♥❛❧ 1$&❛✐♥✳

✹✳✹✳✹ ▼❡$❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②

❚♦ ❛✈♦✐❞ ♠❡1❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✱ ❛ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♣♣&♦❛❝❤ ❤❛1 ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ ✐♥ ▲❙✲❉❨◆❆

❬✷✸✾❪✳ ■♥ $❤❡ ♣&❡1❡♥$ ❯▼❆❚✱ $❤❡ ♠❡1❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐1 ♣&♦✈✐❞❡❞ ❜② $❤❡ 1♠❡❛&❡❞ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤

❛✉$♦♠❛$✐❝❛❧❧② ❛❞❛♣$1 $❤❡ 1$&❛✐♥ ❛$ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✐♥ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠❡1❤ 1✐③❡✳ ❋✐❣✳ ✹✳✼ ♣&❡1❡♥$1 ❛

❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❡♥1✐❧❡ $❡1$ ♦♥ ❞✐✛❡&❡♥$ ♠❡1❤ 1✐③❡1 ❢♦& ❛ ❣✐✈❡♥ 12mm × 12mm ✐♥✐$✐❛❧ ❛&❡❛✳ ❇♦$❤ ❣&❛♣❤1

✐❧❧✉1$&❛$❡ $❤❡ ♠❡1❤✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ &❡❣✉❧❛&✐③❡❞ ❧✐♥❡❛& ✭1❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✼❛✮ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ✭1❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✼❜✮

❞❛♠❛❣❡ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥1✳ ❆ ❧✐❣❤$ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ❞✐1♣❡&1✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜1❡&✈❡❞ ♦♥ $❤❡ ❧✐♥❡❛& ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥✳ ❋♦& $❤❡

♥♦♥❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡✱ ❛ ❧❛&❣❡& ❞✐1♣❡&1✐♦♥ ♦❝❝✉&&❡❞ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ♣&❡1❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ β ♣❛&❛♠❡$❡&✳ ■♥ $❤❡ ❝❛1❡ ♦❢

$❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡✱ $❤❡ 1✉❞❞❡♥ ❢♦&❝❡ ❧❡✈❡❧ &❡❞✉❝$✐♦♥ ❛❢$❡& ❢❛✐❧✉&❡ ♦♥1❡$ ✐1 ❝❛✉1❡❞ ❜② ❛ 1✉❞❞❡♥ ✐♥❝&❡❛1❡

✐♥ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ❡❧❡♠❡♥$ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥✱ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ ❜❡✐♥❣ ❜❛1❡❞ ♦♥ $❤❡ 1$&❛✐♥ ❡✈♦❧✉$✐♦♥✳ ❆ ❧✐❣❤$

❞✐1♣❡&1✐♦♥ ❤❛1 ❛❧1♦ ❜❡❡♥ ♦❜1❡&✈❡❞ ❢♦& $❤❡ ❝♦♥1$❛♥$ 1$&❡11 ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ 1$❡♣✲❜❛1❡❞ ♣♦1$✲❢❛✐❧✉&❡ ❜❡❤❛✈✐♦&✳ ❋✐❣✳

✹✳✽ ✐❧❧✉1$&❛$❡1 $❤❡ ✉♣❞❛$❡ ♦❢ $❤❡ ✜♥❛❧ 1$&❛✐♥ ✐♥ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠❡1❤ 1✐③❡ ❢♦& $❤❡ ❝♦♥1$❛♥$ 1$&❡11 ❧❡✈❡❧ ❋✐❣✳

✭✹✳✽❛✮ ❛♥❞ ❢♦& $❤❡ 1$❡♣✲❜❛1❡❞ ✭✹✳✽❜✮ ♣♦1$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ 1❝❤❡♠❡1✳ ❚❤❡ ❧❛1$ ✈❡&$✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ❛$

$❤❡ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♣♦✐♥$ ✐1 ♥♦$ ✐♥❤❡&❡♥$ $♦ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❍❡&❡ ✐$ ❛❧❧♦✇1 ♦♥❧② $♦ ✐❞❡♥$✐❢② $❤❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ $❤❡ ✜♥❛❧ 1$&❛✐♥ ♠♦&❡ ❡❛1✐❧②✳ ❲❡ ❝❛♥ ♦❜1❡&✈❡ $❤❛$ $❤❡ &❡❣✉❧❛&✐③❛$✐♦♥ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ❧♦❣✐❝❛❧❧② ❞♦✉❜❧❡1 $❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ $❤❡ ✜♥❛❧ 1$&❛✐♥ ✇❤❡♥❡✈❡& $❤❡ ♠❡1❤ 1✐③❡ ❜❡❝♦♠❡1 $✇✐❝❡ ❛1 ✜♥❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✉1✐♥❣ ❊B✳ ✭✹✳✺✵✮ ✇❤❡♥ $❤❡

❝❤❛&❛❝$❡&✐1$✐❝ ❧❡♥❣$❤ l∗ ✐1 $✇✐❝❡ ❛1 ❧♦✇✱ $❤❡ ✜♥❛❧ 1$&❛✐♥ εfnew ❤❛1 $♦ ❜❡❝♦♠❡ $✇✐❝❡ ❛1 ❣&❡❛$✳

✹✳✹✳✺ ❈-✐/✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥/ ❧❡♥❣/❤

❆1 ❞❡1❝&✐❜❡❞ ❜❡❢♦&❡✱ $❤❡ 1$&❛✐♥ ❛$ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡ εfnew ✐1 ❛✉$♦♠❛$✐❝❛❧❧② ❛❞❛♣$❡❞ $♦ ❡❛❝❤ ♠❡1❤ 1✐③❡ ✐♥

❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ ❛ &❡❢❡&❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥$ 1✐③❡✱ ❢♦& ✇❤✐❝❤ $❤❡ ♣❛&❛♠❡$❡& ❤❛1 ❜❡❡♥ ❝❛❧✐❜&❛$❡❞✳ ■♥ $❤❡ ❝❛1❡ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛&

❡❧❛1$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛& ♣♦1$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡✱ $❤❡ ♥❡✇ 1$&❛✐♥ ❛$ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✐1 ❣✐✈❡♥ ❜② $❤❡

✾✾



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♦❢ ❛ ✉1❡&✲❞❡✜♥❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧✿ $❤❡♦&② ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥
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Displacement [mm]

a) b)

12mm 4mm 3mm 2mm 1mm

❋✐❣✉&❡ ✹✳✼✿ ▼❡1❤✲1✐③❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ &❡❣✉❧❛&✐③❡❞ ❧✐♥❡❛& ❛✮ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜✮ ❞❛♠❛❣❡

❊A✳ ✹✳✺✵✳ ❆ ❝♦❛&1❡& ♠❡1❤ $❤❛♥ $❤❡ &❡❢❡&❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥$ 1✐③❡ ✭❝♦&&❡1♣♦♥❞✐♥❣ $♦ ❤✐❣❤❡& ✈❛❧✉❡1 ♦❢ l∗✮ ✐♠♣❧✐❡1

❛ ❞❡❝&❡❛1❡ ♦❢ $❤❡ 1$&❛✐♥ ❛$ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡✳ ■❢ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❝❤❛&❛❝$❡&✐1$✐❝ ❧❡♥❣$❤ $❡♥❞1 $♦ $❤❡ ✐♥✜♥✐$❡✱ $❤❡

✉♣❞❛$❡❞ 1$&❛✐♥ ❛$ ❢❛✐❧✉&❡ $❡♥❞1 $♦ ③❡&♦✳ ❚❤✐1 1❤♦✇1 $❤❛$ ❛ ♥❡✇ 1$&❛✐♥ ❛$ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❧♦✇❡& $❤❛♥ $❤❡

1$&❛✐♥ ❛$ ❢❛✐❧✉&❡ ♦♥1❡$ εo ✐1 ❧✐❦❡❧② $♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉$❡❞✳ ■♥ $❤✐1 ❝❛1❡✱ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❤❛1 ♠♦&❡ ❡♥❡&❣② ❛$ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡

♦♥1❡$ $❤❛♥ $❤❡ ❡♥❡&❣② &❡A✉✐&❡❞ ❢♦& $❤❡ ❢♦&♠❛$✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝&❛❝❦ ❛❝&♦11 ✐$ ❬✶✺✶❪✳ ❈♦♥1❡A✉❡♥$❧②✱ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$

1✐③❡ ♠✉1$ ❜❡ ❦❡♣$ 1♠❛❧❧❡& $❤❛♥ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❝&✐$✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥$ 1✐③❡✳ ■$ ❝❛♥ ❜❡ 1❤♦✇♥ $❤❛$ $❤❡ ❝&✐$✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥$

1✐③❡ ✭❢♦& ❛ ❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣&❡11❡❞ ❜② ❬✷✷✺✱✷✸✽❪✿

lcrit 6
2EΓ

(σo)
2 ✭✹✳✻✷✮

✇❤❡&❡ E✱ Γ ❛♥❞ σo
❛&❡ &❡1♣❡❝$✐✈❡❧② $❤❡ ❨♦✉♥❣✬1 ♠♦❞✉❧✉1✱ $❤❡ ❢&❛❝$✉&❡ ❡♥❡&❣② ✭1❡❡ ❊A✳ ✹✳✸✾✮ ❛♥❞ $❤❡

1$&❡♥❣$❤ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✐♥ $❤❡ ❝♦♥1✐❞❡&❡❞ ❞✐&❡❝$✐♦♥✳ ■❢ $❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥✈♦❧✈❡1 ❡❧❡♠❡♥$1 ❧❛&❣❡& $❤❛♥ $❤❡ ❝&✐$✐❝❛❧

❡❧❡♠❡♥$ 1✐③❡✱ ❛ ♠❡1❤ &❡✜♥❡♠❡♥$ ✐1 &❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ $♦ ❛✈♦✐❞ $❤❡ 1♥❛♣✲❜❛❝❦ ✐♥ $❤❡ 1$&❡11✲1$&❛✐♥ &❡❧❛$✐♦♥✳ ■❢ ❛

♠❡1❤ &❡✜♥❡♠❡♥$ ✐1 ✐♠♣♦11✐❜❧❡✱ ❛♥♦$❤❡& 1♦❧✉$✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ $♦ &❡❞✉❝❡ $❤❡ 1$&❡♥❣$❤ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❛❝❝♦&❞✐♥❣

$♦ $❤❡ ❊A✳ ✹✳✻✷ ❛♥❞ ❛1 ❡①♣&❡11❡❞ ❜② $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡A✉❛$✐♦♥✿

σo
6

√

2EΓ

lcrit
✭✹✳✻✸✮

❍♦✇❡✈❡&✱ $❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ 1$&❡♥❣$❤ ✐1 ♥♦$ ✇✐1❤❡❞✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ ♥♦ $&✐✈✐❛❧ ❡A✉❛$✐♦♥ ❛❧❧♦✇1 $♦ ❧✐♥❦ $❤❡

❝&✐$✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥$ ❧❡♥❣$❤ $♦ $❤❡ ❢&❛❝$✉&❡ ❡♥❡&❣② ♦& 1$&❛✐♥ ❛$ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✐♥ $❤❡ ❝❛1❡ ♦❢ $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛&

♣♦1$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ❧❛✇✳ ❈♦♥1❡A✉❡♥$❧②✱ ✐❢ ❛ ❤✐❣❤❡& ❡❧❡♠❡♥$ 1✐③❡ $❤❛♥ $❤❡ ❝&✐$✐❝❛❧ ♦♥❡ ✐1 ✉1❡❞ ✐♥

$❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ 1$&❛✐♥ ❛$ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❤❛1 ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ $❤❡ ❛❝$✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥✳

❚❤✉1✱ ❛1 1♦♦♥ ❛1 ❛♥ ✉♣❞❛$❡❞ 1$&❛✐♥ ❛$ ❢❛✐❧✉&❡ ❧♦✇❡& $❤❛♥ $❤❡ 1$&❛✐♥ ❛$ ❢❛✐❧✉&❡ ♦♥1❡$ ✐1 ❞❡$❡❝$❡❞✱ $❤❡ ✉♣❞❛$❡❞

1$&❛✐♥ ❛$ ❢❛✐❧✉&❡ ✐1 ❣✐✈❡♥ ❜②✿

εfnew = 1.01εo ✭✹✳✻✹✮

✶✵✵



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♦❢ ❛ ✉1❡&✲❞❡✜♥❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧✿ $❤❡♦&② ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥
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12mm 4mm 3mm 2mm 1mm

❋✐❣✉&❡ ✹✳✽✿ ❋✐♥❛❧ 1$&❛✐♥ ✉♣❞❛$❡ ❢♦& $❤❡ &❡❣✉❧❛&✐③❡❞ ❝♦♥1$❛♥$ 1$&❡11 ❧❡✈❡❧ ❛✮ ❛♥❞ 1$❡♣✲❜❛1❡❞ ❜✮ ♣♦1$✲❢❛✐❧✉&❡

♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥

❆ @✉✐$❡ ✈❡&$✐❝❛❧ ❛♥❞ ✈❡&② @✉✐❝❦❧② ♣♦1$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ✐1 $❤✉1 ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$1

✇✐❧❧ ❛❜1♦&❜ ✐♥ $❤✐1 ❝❛1❡ ♠♦&❡ ❡♥❡&❣② $❤❛♥ $❤❡② 1❤♦✉❧❞ ❞✉&✐♥❣ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❚❤❡ ✉1❡& ❤❛1 $♦ ❜❡ ❛✇❛&❡ ♦❢ $❤✐1

♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛♥❞ ❤❡ ❤❛1 $♦ ❝♦♥1✐❞❡& ✐$ ✐♥ $❤❡ ❛♥❛❧②1✐1 ♦❢ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ &❡1✉❧$1✳ ■♥ $❤❡ ❝❛1❡ ♦❢ ✐♥❞✉1$&✐❛❧

❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥1✱ $❤❡ 1$&❛✐♥ ❛$ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♣❛&❛♠❡$❡&1 ✇✐❧❧ ❜❡ ❣❡♥❡&❛❧❧② ❛❧&❡❛❞② ❝❛❧✐❜&❛$❡❞ ❛♥❞ 1❡$ ❢♦&

&❡❧❛$✐✈❡❧② ❝♦❛&1❡ ♠❡1❤❡1✳ ❚❤❡ &✐1❦ $♦ ❜❡ ❝♦♥❢&♦♥$❡❞ $♦ $❤❡ ♣&♦❜❧❡♠ ♦❢ $❤❡ ❝&✐$✐❝❛❧ ❧❡♥❣$❤ ✐1 $❤✉1 &❡❞✉❝❡❞✳

✹✳✺ ■♥♣✉' ❞❛'❛ ♦❢ '❤❡ ♠♦❞❡❧

❚❤✐1 1❡❝$✐♦♥ ♣&❡1❡♥$1 ❛♥ ♦✈❡&✈✐❡✇ ♦❢ $❤❡ ♣❛&❛♠❡$❡&1 &❡@✉✐&❡❞ ❛1 ❛♥ ✐♥♣✉$ ❢♦& $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠❛$❡&✐❛❧

♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ $❤✐1 1$✉❞②✳ ❋✐&1$✱ $❤❡ $❤&❡❡ ✧$❡♥1✐❧❡✧ ❨♦✉♥❣✬1 ♠♦❞✉❧❡1 (E1, E2, E3) ❛♥❞ $❤❡ $❤&❡❡

1❤❡❛& ♠♦❞✉❧❡1 (G12, G23, G31) ❤❛✈❡ $♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥✳ ❇♦$❤ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ $&❛♥1✈❡&1❡ ✧❝♦♠♣&❡11✐✈❡✧

❨♦✉♥❣✬1 ♠♦❞✉❧❡1 ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐❢ ❞✐✛❡&❡♥$ 1$✐✛♥❡11❡1 ✐♥ $❡♥1✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥ ❤❛✈❡ $♦ ❜❡ ❝♦♥1✐❞❡&❡❞✳

❚❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ 1$✐✛♥❡11 ♠♦❞✉❧❡1 ❛&❡ ❡❛1✐❧② ♦❜$❛✐♥❡❞ ✉1✐♥❣ @✉❛1✐✲1$❛$✐❝ $❡1$1 ♦♥ ❡❧❡♠❡♥$❛&② ❝♦✉♣♦♥1✳ ❚❤❡

♦✉$✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ♠♦❞✉❧❡1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡$❡&♠✐♥❡❞ ✉1✐♥❣ $❤❡ ✇♦&❦ ♣&❡1❡♥$❡❞ ✐♥ ❬✺✶❪✳ ❚❤❡ $❤&❡❡ O♦✐11♦♥✬1 &❛$✐♦

(ν21, ν31, ν32) ❤❛✈❡ $♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛1 ❛♥ ✐♥♣✉$ ❛♥❞ $❤❡② ❝❛♥ ❛❧1♦ ❜❡❡♥ ♦❜$❛✐♥❡❞ ✉1✐♥❣ $❤❡ &❡1✉❧$1 &❡♣♦&$❡❞

✐♥ ❬✺✶❪✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ &❡@✉✐&❡1 $❤❡♥ $❤❡ ✜✈❡ ♠❛$❡&✐❛❧ 1$&❡♥❣$❤1 (Xt, Xc, Yt, Yc, S12) $♦ ♣&❡❞✐❝$ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❇♦$❤

1$&❡♥❣$❤1 $❤&♦✉❣❤ $❤❡ $❤✐❝❦♥❡11 (Zt, Zc) ♠✉1$ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ❛1 ❛ ♠❛①✐♠❛❧ 1$&❡11 ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥ ❤❛1 ❜❡❡♥

✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ ❢♦& ❛ ❢❛✐❧✉&❡ ✐♥ $❤❡ ♦✉$✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐&❡❝$✐♦♥✳ ❚❤✐1 ❛♣♣❧✐❡1 $♦ $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ $❤✐❝❦ 1❤❡❧❧ ♦&

❜&✐❝❦ ❡❧❡♠❡♥$1✳ ❆♥ ❛❞❞✐$✐♦♥❛❧ ♣❛&❛♠❡$❡& ❛❧❧♦✇1 $♦ ❝❤♦♦1❡ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ 1$&❡11 ❛♥❞ $❤❡ ❚1❛✐✲❲✉

❝&✐$❡&✐❛ $♦ ♣&❡❞✐❝$ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❚❤❡ ♣&❡✈✐♦✉1 ♣❛&❛♠❡$❡&1 ❛&❡ $❤❡ ❜❛1✐❝ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣❛&❛♠❡$❡&1 &❡@✉✐&❡❞ ❢♦& $❤❡

♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ $❤❡ ❡❧❛1$✐❝ &❡1♣♦♥1❡ ❛♥❞ $❤❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥ ♦❢ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ ❛♥ ♦&$❤♦$&♦♣✐❝ ❝♦♠♣♦1✐$❡✳

❚♦ ♠♦❞❡❧ $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ✉1✐♥❣ $❤❡ ❘❛♠❜❡&❣✲❖1❣♦♦❞ ❡@✉❛$✐♦♥✱ $❤❡ ✜✈❡ 1$&❛✐♥1 ❛$ ❢❛✐❧✉&❡ ♦♥1❡$

❛♥❞ $❤❡ ✜✈❡ ❡①♣♦♥❡♥$1 n ❤❛✈❡ $♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛1 ❛♥ ✐♥♣✉$✳ ■❢ $❤❡ ♠❛❝&♦1❝♦♣✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ✐1 ♣&❡❞✐❝$❡❞
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a =
σ2
1

XtXc
+

2F ∗

12σ1σ2√
XtXcYtY c

+
σ2
2

YtY c
+

σ2
4

S2
12

+ ι ✭✹✳✻✻✮

✶✵✷



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♦❢ ❛ ✉1❡&✲❞❡✜♥❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧✿ $❤❡♦&② ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥

b =

(

1

Xt
− 1

Xc

)

σ1 +

(

1

Yt
− 1

Yc

)

σ2 ✭✹✳✻✼✮

❚❤❡ ι ♣❛&❛♠❡$❡& ✉1❡❞ ✐♥ $❤❡ ❡①♣&❡11✐♦♥ ♦❢ a $❛❦❡1 ❛ ✈❡&② 1♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ❝❧♦1❡ $♦ ③❡&♦✳ ❚❤✉1✱ $❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

$❤❡ 1$&❡♥❣$❤ &❛$✐♦ ✐1 ❞❡✜♥❡❞ ❛$ $❤❡ ♣❧❛❝❡1 ✉♥❞❡&❣♦✐♥❣ ♥♦ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦ ❧♦❛❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦&&❡1♣♦♥❞1 $♦

a = 0✳ ❚❤❡ ❚1❛✐✲❲✉ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡1 ♦♥❧② ♦♥❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✐♥❞✐❝❛$♦&✳

✹✳✻✳✷ ❉❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛-♦/0

❖♥❝❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✐1 ❞❡$❡❝$❡❞✱ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✐♥❞✐❝❛$♦&1 $❛❦❡ $❤❡ ✈❛❧✉❡ 1 ❛♥❞ ❛ ♣♦1$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥

❜❡❣✐♥1✳ ❚♦ ❛11❡11 $❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✱ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦&1 1✐♠✐❧❛& ❛1 $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✐♥❞✐❝❛$♦&1

❛&❡ ✉1❡❞✳ ■♥ $❤❡ ❝❛1❡ ♦❢ $❤❡ ❧✐♥❡❛& ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡✱ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦& ✐1 ❡H✉❛❧ $♦ $❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ $❤❡

❞❛♠❛❣❡ ✈❛&✐❛❜❧❡✳ ■♥ $❤❡ ❝❛1❡ ♦❢ $❤❡ 1$❡♣✲❜❛1❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥1$❛♥$ 1$&❡11 ❧❡✈❡❧ ♣♦1$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥

♠♦❞❡❧1✱ ♥♦ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ ♣✐❧♦$1 $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ♣&♦❝❡11✳ ■♥ ♦&❞❡& $♦ ❛11❡11 $❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣♦1$✲

❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ $❤❡1❡ ❜♦$❤ ❝♦♥✜❣✉&❛$✐♦♥1✱ $❤❡ ❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ ✐1 ✐♥$❡&♥❛❧❧② ❝♦♠♣✉$❡❞ ❛♥❞ ✉1❡❞

❛1 ❛ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦&✳ ❋♦& ❡❛❝❤ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ♠♦❞❡❧1✱ ✜✈❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦&1 ❝♦&&❡1♣♦♥❞✐♥❣ $♦

$❤❡ ✜✈❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞✐&❡❝$✐♦♥1 ❛&❡ ✉1❡❞✳ ❆ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵ ♠❡❛♥1 $❤❛$ ♥♦ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✈❡1 ❛♥❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢

✶ &❡♣&❡1❡♥$1 ❛ ❢✉❧❧ ❞❛♠❛❣❡❞ 1$❛$❡✳

❋♦& ✐♥❞✉1$&✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥1✱ ✐$ ✐1 ✐♠♣♦&$❛♥$ $♦ ❦♥♦✇ ✐♥ ✜&1$ ✐♥1$❛♥❝❡ ✐❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✉♥❞❡&✇❡♥$ ❛♥②

❞❛♠❛❣❡ ♦& ♥♦$✳ ❈♦♥1❡H✉❡♥$❧②✱ $❤❡ ❛♥❛❧②1✐1 ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦&1 ✐1 ❧✐❦❡❧② $♦ ❝♦1$ ♠✉❝❤ $✐♠❡✳ ❆♥♦$❤❡&

❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦&✱ &❡❢❡&&❡❞ $♦ ❛♥ ❛✈❡&❛❣❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦&✱ ❤❛1 ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ ✐♥ ♦&❞❡& $♦ ✐❞❡♥$✐❢② $❤❡

❛&❡❛1 ♦❢ ❛ ❧❛&❣❡ ❝♦♠♣♦1✐$❡ ♣❛&$ ❜❡✐♥❣ ✧✐♥ ❞❛♠❛❣❡✧✳ ❋♦& ❡❛❝❤ ♦❢ $❤❡ ❢♦✉& ✭♥♦$ ✐♥ 1❤❡❛&✮ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠❛$❡&✐❛❧

❞✐&❡❝$✐♦♥1 ❛♥❞ ❢♦& ❡❛❝❤ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥✱ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 2 ✐1 ❛$$&✐❜✉$❡❞ $♦ ❛♥ ❡①$&❛ ❤✐1$♦&② ✈❛&✐❛❜❧❡ ✐❢ ♥♦

❞❛♠❛❣❡ ✭✐✳ ❡✳ ♥♦ ❢❛✐❧✉&❡✮ ❤❛1 ❜❡❡♥ ❞❡$❡❝$❡❞✳ ❲❤❡♥ $❤❡ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ✐1 ✐❞❡♥$✐✜❡❞ ❛1 ✧✐♥ ❞❛♠❛❣❡✧✱

❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1 ✐1 ❣✐✈❡♥ $♦ $❤❡ ❤✐1$♦&② ✈❛&✐❛❜❧❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ $❤❡ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✐1 &❡❛❝❤❡❞✱ ✐$ $❛❦❡1 $❤❡ ✈❛❧✉❡ 0✳

❈♦♥1❡H✉❡♥$❧②✱ ❢♦✉& ❤✐1$♦&② ✈❛&✐❛❜❧❡1 ❛&❡ $❤✉1 ❞❡✜♥❡❞✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ H✉❛❧✐$❛$✐✈❡ 1$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳ ❋♦& ❡❛❝❤

✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ♣♦✐♥$✱ $❤❡ ❛✈❡&❛❣❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ $❤❡1❡ ❢♦✉& ❤✐1$♦&② ✈❛&✐❛❜❧❡1 ✐1 ❝♦♠♣✉$❡❞✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥$✱

✐❢ ❛$ ❧❡❛1$ ♦♥❡ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ✉♥❞❡&❣♦❡1 ♣♦1$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡✱ $❤❡ ❛✈❡&❛❣❡ ✐1 ♥♦ ♠♦&❡ ❡H✉❛❧ $♦ 2 ❜✉$

✐$ $❛❦❡1 ❛ ✈❛❧✉❡ ❜❡$✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞ ✷✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ $❤❡ ❛✈❡&❛❣❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦& ❤❛1 $♦

❜❡ ❝♦♥1✐❞❡&❡❞ ♦✈❡& $❤❡ $❤✐❝❦♥❡11 ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥$ ✐♥ ♦&❞❡& $♦ ✐❞❡♥$✐❢② $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❛♠❛❣❡❞ 1✉&❢❛❝❡✳ ❙♦♠❡

❢&✐♥❣❡ ♣❧♦$1 ♦❢ $❤✐1 ❛✈❡&❛❣❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦& ✇✐❧❧ ❜❡ ♣&❡1❡♥$❡❞ ❢♦& $❤❡ ❛♥❛❧②1✐1 ♦❢ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ &❡1✉❧$1

❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ ✐♠♣❛❝$ $❡1$1 ♦♥ ❡❧❡♠❡♥$❛&② ♣❧❛$❡1 ✭1❡❡ $❤❡ 1❡❝$✐♦♥1 ✺✳✸✳✺ ❛♥❞ ✻✳✸✮✳

❚❤❡ ✇♦&❦ ♣&❡1❡♥$❡❞ ✐♥ $❤✐1 ❝❤❛♣$❡& &❡1✉❧$❡❞ ✐♥ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝❛$✐♦♥1 ❬✷✺✶✕✷✺✸❪

✶

✳

✹✳✼ #❛%&✐❛❧ ❝♦♥❝❧✉-✐♦♥-

❚❤✐1 1❡❝$✐♦♥ ❞❡1❝&✐❜❡❞ $❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♦❢ ❛ ♠❡1❤✲✐♥1❡♥1✐$✐✈❡ ✉1❡&✲❞❡✜♥❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡

$♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ❧✐♥❡❛& ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦&1 ♦❢ ♦&$❤♦$&♦♣✐❝ ❝♦♠♣♦1✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧1 ❛♥❞ ❛❝❝♦✉♥$✐♥❣ ❢♦&

♣❡&♠❛♥❡♥$ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥✳ ❆ ♣♦1$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ❝♦✉♣❧❡❞ $♦ ❛ 1♠❡❛&❡❞ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ✐♥ ♦&❞❡&

$♦ ❛✈♦✐❞ ✉♥1✉✐$❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧✐③❛$✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❤❛1 ❜❡❡♥ ❛❧1♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ♦&❞❡& $♦ &❡1♣❡❝$ $❤❡

❧✐♠✐$❛$✐♦♥1 ✐♠♣♦1❡❞ ❜② $❤❡ ✐♥❞✉1$&✐❛❧ ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡&✐♥❣ ✜❡❧❞1✱ $❤❡ $❤❡♦&② ❛♥❞ $❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥ ❤❛✈❡

✶
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❝❤❛♣+❡0#
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❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♦❢ ❛ ✉1❡&✲❞❡✜♥❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧✿ $❤❡♦&② ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥

❜❡❡♥ ❦❡♣$ ❛1 1✐♠♣❧❡ ❛1 ♣♦11✐❜❧❡ ❛♥❞ $❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥♣✉$ ♣❛&❛♠❡$❡&1 ♦❢ $❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛&❡ ❜❛1❡❞ ♦♥ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡1 ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥$❛&② ♣❧②✳

✶✵✹



❈❤❛♣$❡& ✺

◆✉♠❡$✐❝❛❧ $❡)✉❧*) ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛*✐♦♥ ♦♥

❝❛$❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ )♣❡❝✐♠❡♥)

✺✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❚❤✐# ❝❤❛♣'❡) ♣)❡#❡♥'# '❤❡ ♥✉♠❡)✐❝❛❧ )❡#✉❧'# ♦❜'❛✐♥❡❞ ❢♦) '❤❡ #✐♠✉❧❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❡①♣❡)✐♠❡♥'❛❧ ❝❤❛)❛❝'❡)✲

✐③❛'✐♦♥ '❡#'# ♠❛❞❡ ♦♥ '❤❡ ❘❚▼ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❝♦♠♣♦#✐'❡✳ ❇❛#❡❞ ♦♥ '❤❡ ❡①♣❡)✐♠❡♥'❛❧ ❞❛'❛ ❝♦♠✐♥❣ ❢)♦♠

♣)❡✲'❡#'# ♦♥ ❛ ♠❛'❡)✐❛❧ ♣)❡#❡♥'✐♥❣ ♦✉'❡) ❣❧❛## ♠❛' ❧❛②❡)#✱ ❛ ❝♦♠♣❛)✐#♦♥ ♦❢ '❤❡ ❢♦✉) ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦#✐'❡ ♠❛✲

'❡)✐❛❧ ♠♦❞❡❧# ✉#❡❞ ❢♦) ✐♥❞✉#')✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥# ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ '❤❡ ▲❙✲❉❨◆❆ ♠❛'❡)✐❛❧ ♠♦❞❡❧# ❧✐❜)❛)② ✇✐❧❧

❜❡ ♣)❡#❡♥'❡❞✳ ■' ✇✐❧❧ ♣✉' ✐♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ '❤❡ ♠❡)✐'# ❛♥❞ ❧✐♠✐'# ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐' ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ '♦ ✐❞❡♥'✐❢② '❤❡

♠✐##✐♥❣ ❢❡❛'✉)❡# ❢♦) ♠♦)❡ )❡❧✐❛❜❧❡ ♣)❡❞✐❝'✐♦♥#✳ ❚❤❡ ❝♦))❡❧❛'✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧#♦ ♠❛❞❡ ❢♦) '❤❡ ♥✉♠❡)✐❝❛❧ )❡#✉❧'#

♦❜'❛✐♥❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ ♠❛'❡)✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ '❤✐# ✇♦)❦ ✭❯▼❆❚✮✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤'✐♥❣ ✐'# ❛❞✈❛♥'❛❣❡# ♦✈❡) '❤❡

❝✉))❡♥' ♠♦❞❡❧✐♥❣ '❡❝❤♥✐I✉❡#✳ ❚❤❡♥✱ '❤❡ ♥✉♠❡)✐❝❛❧ ♣)❡❞✐❝'✐♦♥# ♦❜'❛✐♥❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ ❯▼❆❚ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐#❝✉##❡❞

❛♥❞ ❝♦♠♣❛)❡❞ '♦ '❤❡ ❡①♣❡)✐♠❡♥'❛❧ )❡#✉❧'# ♦❜'❛✐♥❡❞ ♦♥ '❤❡ ❘❚▼ ✇✐'❤♦✉' ❣❧❛## ♠❛'✳ ■' ✇✐❧❧ ❝♦♥❝❡)♥ '❤❡

I✉❛#✐✲#'❛'✐❝ '❡#'# ♦♥ ❡❧❡♠❡♥'❛)② ❝♦✉♣♦♥#✱ '❤❡ ✐♠♣❛❝' '❡#'# ♦♥ ❈❆■✲♣❧❛'❡# ❛♥❞ '❤❡ ❞)♦♣ '♦✇❡) '❡#'# ♦♥

❤❛'✲♣)♦✜❧❡#✳

❚❤❡ ♥✉♠❡)✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧# ✉#❡❞ ❢♦) '❤❡ #✐♠✉❧❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ '❡♥#✐❧❡ ✭'♦♣✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣)❡##✐✈❡ ✭❜♦''♦♠✮ '❡#'#

❛)❡ ♣)❡#❡♥'❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞ ❞✐#')✐❜✉'✐♦♥ ♣)♦✈✐❞❡❞ ❜② '❤❡ ❡♥❞ '❛❜# ✐♥ '❤❡ )❡❛❧ #♣❡❝✐♠❡♥# ✐#
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❦❡②✇♦)❞✳ ❋♦) ❜♦'❤ #✐❞❡# ♦❢ '❤❡ #♣❡❝✐♠❡♥✱ '❤❡ ♥♦❞❡# ❜❡✐♥❣ ✐♥ '❤❡ ③♦♥❡ ♦❢ '❤❡ ❡♥❞ '❛❜# ❝♦♥#'✐'✉'❡ ❛ #❡'
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❞✐#♣❧❛❝❡♠❡♥'✳ ❖♥ '❤❡ ♦'❤❡) #✐❞❡✱ '❤❡ #❡❝♦♥❞ ♥♦❞❡ ♦❢ '❤❡ ❜❡❛♠ ✐# ❧♦❝❦❡❞✳ ■♥ ♦)❞❡) '♦ ❛✈♦✐❞ ✉♥❞❡#✐)❛❜❧❡

)♦'❛'✐♦♥#✱ '❤❡ ❝♦))❡#♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡❣)❡❡# ♦❢ ❢)❡❡❞♦♠ ♦❢ #♦♠❡ ♥♦❞❡# ✐♥ '❤❡ ❛)❡❛ ♦❢ '❛❜# ❛)❡ ❧♦❝❦❡❞✳ ❚❤❡#❡ ♥♦❞❡#

❛)❡ ♥♦' ❧✐♥❦❡❞ ❜② ✐♥'❡)♣♦❧❛'✐♦♥ ❝♦♥#')❛✐♥'# ✐♥ ♦)❞❡) '♦ ❛✈♦✐❞ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♥#')❛✐♥'# ♦♥ ❛ ✉♥✐I✉❡ ♥♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤

❝❛♥ ❧❡❛❞ '♦ ♥✉♠❡)✐❝❛❧ ♣)♦❜❧❡♠#✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ✐♥✜♥✐'❡#✐♠❛❧ ♠❛## ✐# ❛'')✐❜✉'❡❞ '♦ #♦♠❡ ♥♦❞❡# ✐♥ '❤❡ ♠✐❞❞❧❡

♦❢ '❤❡ #♣❡❝✐♠❡♥ ✭✯❊▲❊▼❊◆❚❴▼❆❙❙ ❦❡②✇♦)❞✮ ✐♥ ♦)❞❡) '♦ ❢❛❝✐❧✐'❛'❡ '❤❡ #')❛✐♥ ❛♥❛❧②#✐#✳ ❚❤❡#❡ ❡❧❡♠❡♥'#

♣❧❛② '❤❡ )♦❧❡ ♦❢ ❛ #')❛✐♥ ❣❛✉❣❡ ❛♥❞ '❤❡ ❡✈♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ '❤❡✐) )❡❧❛'✐✈❡ ❞✐#♣❧❛❝❡♠❡♥' ❧❡❛❞# '♦ '❤❡ ❞❡'❡)♠✐♥❛'✐♦♥

♦❢ '❤❡ ❧♦♥❣✐'✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ ')❛♥#✈❡)#❛❧ #')❛✐♥✳ ❚❤❡ ❜♦''♦♠ #✐❞❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ♣)❡#❡♥'# '❤❡ ♥✉♠❡)✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉#❡❞
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Interpolation 

constraint

Traction beamLocked beam

Traction beamLocked beam Interpolation 

constraint

❋✐❣✉&❡ ✺✳✶✿ ❉❡/❝&✐♣$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧/ ❢♦& $❤❡ $❡♥/✐❧❡ ✭$♦♣✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ $❡/$/ ✭❜♦$$♦♠✮

Supports

Machine piston

Specimen

Supports

Machine pistons

Specimen

❋✐❣✉$❡ ✺✳✷✿ ❉❡+❝$✐♣.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧+ ❢♦$ .❤❡ .❤$❡❡✲♣♦✐♥. ❜❡♥❞✐♥❣ ✭.♦♣✮ ❛♥❞ ❢♦✉$✲♣♦✐♥. ❜❡♥❞✐♥❣

✭❜♦..♦♠✮ .❡+.+

✐+ ✉+❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ✇❡ ❝❛♥ $❡♠❛$❦ .❤❛. .❤❡ .$❛❝.✐♦♥ ✐+ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ .❤❡ ❜❡❛♠ ❛. .❤❡ $✐❣❤. ♦❢ .❤❡ +♣❡❝✐♠❡♥✱

✇❤✐❝❤ .$❛♥+♠✐.+ ❛ .$❛❝.✐♦♥ .❤$♦✉❣❤ .❤❡ ✐♥.❡$♣♦❧❛.✐♦♥ ❝♦♥+.$❛✐♥. .♦ .❤❡ ❧❡❢. +✐❞❡ ♦❢ .❤❡ +♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠

♦♥ .❤❡ ❧❡❢. ✐+ ❧♦❝❦❡❞ ❛♥❞ ❧✐♥❦❡❞ .♦ .❤❡ $✐❣❤. +✐❞❡ ♦❢ .❤❡ +♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡ $❡❛+♦♥ ♦❢ .❤✐+ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐+ .❤❛. ✐.

✇❛+ ❢♦✉♥❞ ♠♦$❡ +.❛❜❧❡ .♦ ✇♦$❦ ✇✐.❤ ✐♥.❡$♣♦❧❛.✐♦♥ ❝♦♥+.$❛✐♥.+ ❧♦❛❞❡❞ ✐♥ .❡♥+✐♦♥ .❤❛♥ ✐♥ ❝♦♠♣$❡++✐♦♥✳ ❋♦$

❜♦.❤ ♠♦❞❡❧+✱ ❛ ♠❡+❤ +✐③❡ ❛❜♦✉. ✸♠♠ ❤❛+ ❜❡❡♥ ♣$❡+❡♥.❡❞ ❤❡$❡✳ ❈♦♥+✐❞❡$✐♥❣ .❤❡ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥.+✱

.❤❡ ❢✉❧❧ +♣❡❝✐♠❡♥ ✐+ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐.❤♦✉. ✉+✐♥❣ ❛♥② +②♠♠❡.$② ❝♦♥❞✐.✐♦♥✳

❋✐❣✳ ✺✳✷ ♣$❡+❡♥.+ .❤❡ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧+ ❢♦$ .❤❡ .❤$❡❡✲♣♦✐♥. ❜❡♥❞✐♥❣ ✭.♦♣✮ ❛♥❞ .❤❡ ❢♦✉$✲♣♦✐♥. ❜❡♥❞✐♥❣

✭❜♦..♦♠✮ .❡+.+✳ ❚❤❡ +✉♣♣♦$.+ ❛♥❞ .❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣✐+.♦♥+ ❛$❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐.❤ ✉♥❞❡$✲✐♥.❡❣$❛.❡❞ ❜$✐❝❦ ❡❧❡♠❡♥.+✳

❆ +✐♠♣❧❡ ❝♦♥.❛❝. ✐+ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ +♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞ .❤❡ +✉♣♣♦$.+ ✭$❡+♣✳ .❤❡ ♣✐+.♦♥+✮✳ ❚❤❡ +✉♣♣♦$.+

❛$❡ ❧♦❝❦❡❞✱ .❤❡ +♣❡❝✐♠❡♥ ✐+ ❝♦♠♣❧❡.❡❧② ❢$❡❡ ❛♥❞ .❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣✐+.♦♥+ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❞❡❣$❡❡ ♦❢ ❢$❡❡❞♦♠

❝♦$$❡+♣♦♥❞✐♥❣ .♦ .❤❡✐$ ✈❡$.✐❝❛❧ ❞✐+♣❧❛❝❡♠❡♥.✳ ❋♦$ ❜♦.❤ ♠♦❞❡❧+✱ ❛ ♠❡+❤ +✐③❡ ❛❜♦✉. ✸♠♠ ✐+ ♣$❡+❡♥.❡❞✳

❈♦♥+✐❞❡$✐♥❣ .❤❡ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥.+✱ .❤❡ ❢✉❧❧ +♣❡❝✐♠❡♥ ✐+ ❛❧+♦ ❤❡$❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐.❤♦✉. ✉+✐♥❣ ❛♥②

+②♠♠❡.$② ❝♦♥❞✐.✐♦♥✳

✶✵✻



❈❤❛♣$❡& ✺✳ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦♥ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ /♣❡❝✐♠❡♥/

❋♦" #❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ #❡,#✱ #❤❡ ✈❡"#✐❝❛❧ ❧✐♥❡, ♣"❡,❡♥#❡❞ ♦♥ #❤❡ ♥❡①# ❣"❛♣❤, ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ ♠❛♥✉❛❧❧②✳ ❚❤❡②

♣❡"♠✐# #♦ ❜❡##❡" ✐❞❡♥#✐❢② #❤❡ ❢❛✐❧✉"❡ ♣♦✐♥# ✐♥ #❤❡ ❝❛,❡ ✇❤❡"❡ #❤❡ ❝✉"✈❡, ❛"❡ ,✉♣❡"✐♠♣♦,❡❞✳ ❚❤❡② ❞♦ ♥♦#

"❡♣"❡,❡♥# ❛ ♣❛"#✐❝✉❧❛" ♠❛#❡"✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦" ❛♥❞ #❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦ ♣❤②,✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✳ ❲✐#❤♦✉# ❛♥② ,♣❡❝✐✜❝❛#✐♦♥✱

❡❛❝❤ ✇♦✈❡♥ ♣❧② ✐, ❛❧✇❛②, ♠♦❞❡❧❡❞ ✉,✐♥❣ ♦♥❡ ♣♦✐♥# ♦❢ ✐♥#❡❣"❛#✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉,❡ ♦❢ ♠♦"❡ ♣♦✐♥#, ♦❢ ✐♥#❡❣"❛#✐♦♥

❞✐❞ ♥♦# ,✐❣♥✐✜❝❛♥#❧② ✐♠♣"♦✈❡ #❤❡ "❡,✉❧#,✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝#✐✈❡ ♠❛#❡"✐❛❧ ♣"♦♣❡"#✐❡, ♦❢ ❛ ✇♦✈❡♥ ♣❧② ❛"❡ ❣✐✈❡♥

✐♥ ✐♥♣✉# ❛♥❞ ❛"❡ ❛♣♣❧✐❡❞ #♦ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥# ♦❢ ✐♥#❡❣"❛#✐♦♥✳ ■# ♠❡❛♥, #❤❛# #❤❡ ❧♦♥❣✐#✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ #"❛♥,✈❡",❛❧

❨♦✉♥❣✬, ♠♦❞✉❧✐ ❛♥❞ ,#"❡♥❣#❤, ❛"❡ ❣❡♥❡"❛❧❧② ,✐♠✐❧❛" ✭❞✐✛❡"❡♥#✐❛#✐♥❣ #❡♥,✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣"❡,,✐♦♥✮ ✐♥ #❤❡ ❝❛,❡

♦❢ ❛ ✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ #❡①#✐❧❡ ❧✐❦❡ ❤❡"❡✳ ❯♥❞❡"✲✐♥#❡❣"❛#❡❞ ,❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥#, ✭❡❧❡♠❡♥# #②♣❡ ✷✮ ❛♥❞ #❤✐❝❦ ,❤❡❧❧

❡❧❡♠❡♥#, ✇✐#❤ ❛,,✉♠❡❞ ,#"❛✐♥ "❡❞✉❝❡❞ ✐♥#❡❣"❛#✐♦♥ ✭❡❧❡♠❡♥# #②♣❡ ✺✮ ❛"❡ ✉,❡❞ ♣❡" ❞❡❢❛✉❧# ✐♥ #❤❡ ♥✉♠❡"✐❝❛❧

♠♦❞❡❧,✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦" ❝♦♥✜❞❡♥#✐❛❧✐#② "❡❛,♦♥,✱ ❛❧❧ #❤❡ G✉❛♥#✐#❛#✐✈❡ "❡,✉❧#, ✭❢♦" ❡①❛♠♣❧❡ ,#"❡,, ✈,✳ ,#"❛✐♥ ❝✉"✈❡,✮

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♥♦"♠❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ #❤❡② ❛"❡ ♣"❡,❡♥#❡❞ ✉,✐♥❣ ❛ ,❝❛❧❡ ❡①♣"❡,,❡❞ ✐♥ ♣❡"❝❡♥#❛❣❡✳

✺✳✷ ❘❚▼ ❝❛(❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ✇✐3❤ ♦✉3❡( ❣❧❛77 ♠❛3 ❧❛②❡(7

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ #❤❡ ♣"❡✲#❡,#, ♦♥ #❤✐, ❝❛"❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❝♦♠♣♦,✐#❡ ✇✐#❤ ♦✉#❡" ❣❧❛,, ♠❛# ❧❛②❡", ✇❛, #♦ ❝♦♥❞✉❝#

❛ ✜",# ✐♥✈❡,#✐❣❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♠❛❝"♦,❝♦♣✐❝❛❧ ♠❛#❡"✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦" ✉♥❞❡" ❞✐✛❡"❡♥# ❧♦❛❞ ❝❛,❡,✳ ❆ ♠❡,❤ ,✐③❡ ❛❜♦✉#

✸♠♠ ❤❛, ❜❡❡♥ ✉,❡❞ ✐♥ #❤❡ ♠♦❞❡❧, ❛♥❞ #❤❡ ❝♦♠♣❛"✐,♦♥ ❜❡#✇❡❡♥ ❡①♣❡"✐♠❡♥#❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡"✐❝❛❧ "❡,✉❧#, ✐,

♣"❡,❡♥#❡❞ ✐♥ #❤❡ ♥❡①# ,❡❝#✐♦♥,✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝#✐✈❡ ♠❛#❡"✐❛❧ ♣"♦♣❡"#✐❡, ❝❛♣#✉"❡❞ ❡①♣❡"✐♠❡♥#❛❧❧② ❛"❡ ❣✐✈❡♥ ❛,

✐♥♣✉# ❞❛#❛ ✐♥ #❤❡ ♥✉♠❡"✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧,✳ ❆ ❧♦♥❣✐#✉❞✐♥❛❧ #❡♥,✐♦♥ ♠❡❛♥, #❤❛# ❛ ②❛"♥ ❞✐"❡❝#✐♦♥ ✐, ♣❛"❛❧❧❡❧ #♦ #❤❡

❧♦❛❞ ❞✐"❡❝#✐♦♥✳ ❲✐#❤♦✉# ❛♥② ,♣❡❝✐✜❝❛#✐♦♥✱ ♥♦ ❞✐,#✐♥❝#✐♦♥ ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ ✇❛"♣ ❛♥❞ ✇❡❢# ❞✐"❡❝#✐♦♥, ✐, ♠❛❞❡✳

✺✳✷✳✶ ❙✐♠✉❧❛*✐♦♥- ✇✐*❤ ❢♦✉1 ❝✉11❡♥* ❝♦♠♣♦-✐*❡ ♠❛*❡1✐❛❧ ♠♦❞❡❧-

❋✐❣✳ ✺✳✸ ♣"❡,❡♥#, #❤❡ ❝♦""❡❧❛#✐♦♥ ❢♦" #❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ #❡,#, ♦♥ ❡❧❡♠❡♥#❛"② ❝♦✉♣♦♥, ✉,✐♥❣ #❤❡ ❢♦✉" ✯▼❆❚❴✵✺✹✱

✯▼❆❚❴✵✺✽✱ ✯▼❆❚❴✷✻✶ ❛♥❞ ✯▼❆❚❴✷✻✷ ❝♦♠♣♦,✐#❡ ♠❛#❡"✐❛❧ ♠♦❞❡❧,✳ ❆, ,❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸❛✱ #❤❡ ❢♦✉"

♠❛#❡"✐❛❧ ♠♦❞❡❧, ❞❡♣✐❝# ✈❡"② ✇❡❧❧ #❤❡ ❧✐♥❡❛" ❜❡❤❛✈✐♦" ❛♥❞ ❢❛✐❧✉"❡ ♦❢ ❧♦♥❣✐#✉❞✐♥❛❧ #❡♥,✐❧❡ ❧♦❛❞,✳ ❋✐❣✳ ✺✳✸❜

♣"❡,❡♥#, #❤❡ "❡,✉❧#, ❢♦" #❤❡ ❧♦♥❣✐#✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣"❡,,✐♦♥✳ ❆, ❡①♣❡❝#❡❞ ♦♥❧② #❤❡ ✯▼❆❚❴✵✺✽ ♠♦❞❡❧ ✐, ❛❜❧❡

#♦ ♣"❡❞✐❝# ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛" ❜❡❤❛✈✐♦"✱ #❤❡ ♦#❤❡" #❤"❡❡ ♠❛#❡"✐❛❧ ♠♦❞❡❧, ❜❡✐♥❣ "❡,#"✐❝#❡❞ #♦ ❛ ❧✐♥❡❛" ❡✈♦❧✉#✐♦♥

❧❛✇✳ ❆, ❞❡,❝"✐❜❡❞ ✐♥ #❤❡ ,❡❝#✐♦♥ ✸✳✶✳✷✱ ❛ ❧♦✇❡" ❝♦♠♣"❡,,✐✈❡ ,#✐✛♥❡,, ❤❛, ❜❡❡♥ ❡①♣❡"✐♠❡♥#❛❧❧② ♦❜,❡"✈❡❞

✐♥ ❝♦♠♣❛"✐,♦♥ ✇✐#❤ #❤❡ #❡♥,✐❧❡ ,#✐✛♥❡,,✳ ❈♦♥,❡G✉❡♥#❧②✱ ❛, #❤❡ ♠❛#❡"✐❛❧ ♠♦❞❡❧, ✐♥✈❡,#✐❣❛#❡❞ ❤❡"❡ ❞♦ ♥♦#

❞✐✛❡"❡♥#✐❛#❡ #❤❡,❡ ❜♦#❤ ,#✐✛♥❡,,❡,✱ #❤❡ ♣"❡❞✐❝#✐♦♥, ,❤♦✇ #♦♦ ,#✐✛ "❡,✉❧#,✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦""❡❧❛#✐♦♥

✐, ♦❜,❡"✈❡❞ "❡❣❛"❞✐♥❣ #❤❡ ,#"❡,, ❧❡✈❡❧ ❛# ❢❛✐❧✉"❡✳ ❖♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸❝✱ #❤❡ "❡,✉❧#, ❢♦" #❤❡ #❡♥,✐❧❡ ,❤❡❛" ✭#❡♥,✐♦♥

✇❤❡"❡ #❤❡ ②❛"♥, ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ 45◦ ✇✐#❤ #❤❡ ❞✐"❡❝#✐♦♥ ♦❢ #"❛❝#✐♦♥✮ ❛"❡ ♣"❡,❡♥#❡❞✳ ❆, ❡①♣❡❝#❡❞✱ ❛

❣♦♦❞ ❝♦""❡❧❛#✐♦♥ ✐, ♦❜#❛✐♥❡❞ ❢♦" ❜♦#❤ ✯▼❆❚❴✵✺✽ ❛♥❞ ✯▼❆❚❴✷✻✶ ♠❛#❡"✐❛❧ ♠♦❞❡❧,✱ ,✐♥❝❡ #❤❡② ♣"❡,❡♥# ❛

♥♦♥❧✐♥❡❛" ❜❡❤❛✈✐♦" ✐♥ ,❤❡❛"✳ ❇♦#❤ ✯▼❆❚❴✵✺✹ ❛♥❞ ✯▼❆❚❴✷✻✷ ♠♦❞❡❧, ❣❛✈❡ ❛❝❝❡♣#❛❜❧❡ "❡,✉❧#, ❝♦♥,✐❞❡"✐♥❣

#❤❡✐" ❧✐♠✐#❛#✐♦♥ #♦ ❛ ❜✐✲❧✐♥❡❛" ❜❡❤❛✈✐♦" ✐♥ ,❤❡❛"✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❋✐❣✳ ✺✳✸❞ ,❤♦✇ #❤❡ "❡,✉❧#, ❢♦" #❤❡ ❝♦♠♣"❡,,✐✈❡

,❤❡❛"✳ ❘❡❣❛"❞✐♥❣ #❤❡ ♣"❡❞✐❝#✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛"✐#②✱ ,✐♠✐❧❛" "❡♠❛"❦, ❛, ❢♦" #❤❡ #❡♥,✐❧❡ ,❤❡❛" ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✳

❚❤❡ ✯▼❆❚❴✵✺✹ ♠♦❞❡❧ ❧❡❞ #♦ ✐♥❛❞❡G✉❛#❡ "❡,✉❧#,✱ #❤❛# ❤❛✈❡ ♥♦# ❜❡❡♥ "❡♣♦"#❡❞✳ ▼♦"❡♦✈❡"✱ #❤❡ ♥✉♠❡"✐❝❛❧

"❡,✉❧#, ,❤♦✇ ❛ ❧✐❣❤# #♦♦ ,#✐✛ ❝♦♠♣"❡,,✐✈❡ ,❤❡❛" ❜❡❤❛✈✐♦"✳ ❚❤✐, ❞✐✛❡"❡♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♠❡ ❢"♦♠ #❤❡ ❡✛❡❝#, ♦❢

#❤❡ #"❛♥,✈❡",❡ ❞❡❢♦"♠❛#✐♦♥✱ #❤❛# ❛"❡ ♥♦# ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦" #❤❡ ,❤❡❛" ❝♦♠♣"❡,,✐♦♥✳ ■♥ #❤❡ ♥✉♠❡"✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱

✶✵✼
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❋✐❣✉&❡ ✺✳✸✿ ❈♦♠♣❛&✐/♦♥ ♦❢ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& ❢♦✉& ❝♦♠♣♦/✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧/✿ ❛✮ ❧♦♥❣✐✲

$✉❞✐♥❛❧ $❡♥/✐♦♥ ✲ ❜✮ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥ ✲ ❝✮ /❤❡❛& $❡♥/✐♦♥ ✲ ❞✮ /❤❡❛& ❝♦♠♣&❡//✐♦♥

❛ ♠❡/❤ /✐③❡ ♦❢ ✸♠♠ ❛❧❧♦✇/ $♦ ❤❛✈❡ ♦♥❧② $❤&❡❡ ❡❧❡♠❡♥$/ ♦✈❡& $❤❡ ✇✐❞$❤ ✭✶✵♠♠✮ ♦❢ $❤❡ /♣❡❝✐♠❡♥✳ ■$ ❤❛/

❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✭❜✉$ ♥♦$ &❡♣♦&$❡❞✮ $❤❛$ ❛ ♠❡/❤ &❡✜♥❡♠❡♥$ ❛❧❧♦✇❡❞ $♦ ♦❜$❛✐♥ ❛ ❜❡$$❡& ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

$❤❡ /$&❡// ✈/✳ /$&❛✐♥ ❝✉&✈❡/ ♠❡❛/✉&❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥$ &❡/♣❡❝$/ ♣❡&❢❡❝$❧② $❤❡ /❤❡❛& /$&❡// ✈/✳ /❤❡❛& /$&❛✐♥

❝✉&✈❡ ❣✐✈❡♥ ❛/ ✐♥♣✉$ ❞❛$❛✳ ■$ ❝♦♥✜&♠/ $❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ $&❛♥/✈❡&/❡ ❡✛❡❝$/ ♦♥ $❤❡ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ /❤❡❛&

❜❡❤❛✈✐♦&✳ ❚❤❛$ ✐/ ✇❤②✱ $❤❡ ✉/❡ ♦❢ ❜✐❣❣❡& $❡/$ /♣❡❝✐♠❡♥/ ❝♦✉❧❞ ❜❡ &❡J✉✐&❡ $♦ ❢❛❝✐❧✐$❛$❡ $❤❡✐& ♥✉♠❡&✐❝❛❧

♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉/✐♥❣ ♠❡/❤ /✐③❡/ ❧❛&❣❡& $❤❛♥ ✸♠♠✳

❋✐❣✳ ✺✳✹ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ $❤&❡❡✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣ $❡/$/ ♦♥ ❡❧❡♠❡♥$❛&② ❝♦✉♣♦♥/ ✉/✐♥❣ $❤❡ ❢♦✉&

✯▼❆❚❴✵✺✹✱ ✯▼❆❚❴✵✺✽✱ ✯▼❆❚❴✷✻✶ ❛♥❞ ✯▼❆❚❴✷✻✷ ❝♦♠♣♦/✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧/✳ ❆ $♦♦ /$✐✛ ❜❡♥❞✐♥❣

/$✐✛♥❡// ✐/ ♣&❡❞✐❝$❡❞ ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣✱ ❛/ /❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹❛✳ ❚❤❡ ♣&❡♠❛$✉&❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♣&❡❞✐❝$❡❞

❜② ✯▼❆❚❴✷✻✶ ❛♥❞ ✯▼❆❚❴✷✻✷ ✐/ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❝♦❧❧❛♣/❡ ♦❢ $❤❡ /♣❡❝✐♠❡♥✱ ❛/ /♦♦♥ ❛/ ❢❛✐❧✉&❡ ❤❛/ ❜❡❡♥ ❞❡$❡❝$❡❞

✐♥ ♦♥❡ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ✭✜&/$✲♣❧② ❢❛✐❧✉&❡✮✳ ❋✉&$❤❡& ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥$/ ♦❢ $❤❡/❡ ♠♦❞❡❧/ ❛❧❧♦✇❡❞ $♦ ❝♦♥$&♦❧

$❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ♣♦✐♥$/ $❤❛$ ❤❛✈❡ $♦ ❢❛✐❧ ❜❡❢♦&❡ ❞❡❧❡$✐♥❣ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$/✳ ❚❤❡ /$&❡// ❧❡✈❡❧ ❛$ ❢❛✐❧✉&❡

♣&❡❞✐❝$❡❞ ❜② $❤❡ ✯▼❆❚❴✵✺✹ ❛♥❞ ✯▼❆❚❴✵✺✽ ♠♦❞❡❧/ ❛&❡ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ❞❛$❛✳

❚❤❡ ♥❡①$ /❡❝$✐♦♥/ ✇✐❧❧ ♣&♦♣♦/❡ ❛ ❞❡❡♣❡& ✐♥✈❡/$✐❣❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ /$✐✛♥❡//✳ ❋✐❣✳ ✺✳✹❜ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡

&❡/✉❧$/ ❢♦& $❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ $❤&❡❡✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣ $❡/$/✳ ❚❤❡ ✯▼❆❚❴✵✺✽ ❛♥❞ ✯▼❆❚❴✷✻✶ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧/

♦✛❡&✐♥❣ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛& /❤❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ♣&❡❞✐❝$ ❛♥ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦& ✐♥ /❤❡❛&✳ ❖♥ $❤❡ ❝♦♥$&❛&②✱

$❤❡ $✇♦ ♦$❤❡& ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧/ ♣&❡/❡♥$✐♥❣ ❛ ❜✐✲❧✐♥❡❛& /❤❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ♣&❡❞✐❝$ $♦♦ /$✐✛ &❡/✉❧$/ ❛♥❞ $♦♦ ❤✐❣❤

/$&❡// ❧❡✈❡❧/✳

✶✵✽
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Flexural Strain [%]

*MAT_054 *MAT_058
Physical reference

*MAT_261 *MAT_262

a b

❋✐❣✉&❡ ✺✳✹✿ ❈♦♠♣❛&✐/♦♥ ♦❢ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& ❢♦✉& ❝♦♠♣♦/✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧/✿ ❛✮ ❧♦♥❣✐✲

$✉❞✐♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ✲ ❜✮ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✭/❤❡❛&✮ ❜❡♥❞✐♥❣

❚❤❡ &❡/✉❧$/ ♣&❡/❡♥$❡❞ ♣&❡✈✐♦✉/❧② /❤♦✇❡❞ /♦♠❡ ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡/ ❢♦& ❢♦✉& ♦❢ $❤❡ ❝✉&&❡♥$ ❝♦♠♣♦/✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧

♠♦❞❡❧/ ♦❢ $❤❡ ▲❙✲❉❨◆❆ ❡①♣❧✐❝✐$ /♦❧✈❡&✳ ❚❤❡ ✯▼❆❚❴✵✺✽ ♠♦❞❡❧ /❡❡♠/ $♦ ❣✐✈❡ $❤❡ ❜❡/$ ❝♦♠♣&♦♠✐/❡ ❤❡&❡

❜✉$ ♥♦ ♣❡&♠❛♥❡♥$ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ✐/ $❛❦❡♥ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$✳ ■♥ ♦&❞❡& $♦ ✐♥✈❡/$✐❣❛$❡ $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ /$&✉❝$✉&❡/

❛♥❞ ♠❛$❡&✐❛❧/ ✉♥❞❡& ✐♠♣❛❝$ ♦& ❝&❛/❤ ❧♦❛❞/✱ ✐$ ✐/ ♥❡❝❡//❛&② $♦ ❝♦♥/✐❞❡& ♣❧❛/$✐❝ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ $❤❡

♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ✷❉ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦/✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧/ ❝♦♠❡/ ❣❡♥❡&❛❧❧② ❡✐$❤❡& ❢&♦♠ $❤❡ ♠❛❝&♦/❝♦♣✐❝ ♥♦♥❧✐♥✲

❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✬/ ❝♦♥/$✐$✉❡♥$/✱ ♦& ❢&♦♠ $❤❡ ✐♥✐$✐❛$✐♦♥ ❛♥❞ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝&♦❝&❛❝❦/ ❧❡❛❞✐♥❣

$♦ ❛ /$✐✛♥❡// /♦❢$❡♥✐♥❣✳ ❚❤✐/ ✐&&❡✈❡&/✐❜❧❡ ❞❛♠❛❣❡ ❤❛/ $♦ ❜❡ ❝♦♥/✐❞❡&❡❞ ❜② $❤❡ ♣&♦❣&❡//✐✈❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛$✐♦♥

♦❢ ♣❡&♠❛♥❡♥$ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ✉/✐♥❣ ❛ ♣❧❛/$✐❝✐$② ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♣❧❡❞ $♦ $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛&✐$② ❢♦& ❡❛❝❤ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠❛$❡&✐❛❧

❞✐&❡❝$✐♦♥✳

✺✳✷✳✷ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ '❡,✉❧-, ♦❜-❛✐♥❡❞ ✇✐-❤ -❤❡ ❯▼❆❚

❋✐❣✳ ✺✳✺ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& $❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ $❡/$/ ✉/✐♥❣ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

✐♥ $❤✐/ /$✉❞②✳ ❇♦$❤ /❤❡❧❧ ❛♥❞ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡/$✐❣❛$❡❞✳ ❚❤❡ ❘❛♠❜❡&❣✲❖/❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧

❤❛/ ❜❡❡♥ ✉/❡❞ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ♠❛❝&♦/❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✉♥❞❡& $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ❧♦❛❞ ❝❛/❡/✱ ❡①❝❡♣$ ✐♥

/❤❡❛& ✇❤❡&❡ ❛ ✉/❡&✲❞❡✜♥❡❞ ❧♦❛❞ ❝✉&✈❡ ❞❡✜♥❡/ $❤❡ /❤❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳ ❙✐♠✐❧❛& &❡/✉❧$/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

♦❜$❛✐♥❡❞ ✉/✐♥❣ ✉/❡&✲❞❡✜♥❡❞ ❧♦❛❞ ❝✉&✈❡/ ❢♦& ❡❛❝❤ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ❜✉$ $❤❡② ❛&❡ ♥♦$ &❡♣♦&$❡❞ ❤❡&❡✳ ❋❛✐❧✉&❡

✐/ ♣&❡❞✐❝$❡❞ ❜② $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ /$&❡// ❝&✐$❡&✐♦♥✳ ❆/ ✐$ ✇❛/ ❡①♣❡❝$❡❞✱ $❤❡ $❡/$❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&❡/❡♥$✐♥❣ ❤❡&❡ ❛

✧✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧✧ /$❛❝❦✐♥❣ /❡V✉❡♥❝❡✱ /✐♠✐❧❛& &❡/✉❧$/ ❛&❡ ♦❜$❛✐♥❡❞ ✉/✐♥❣ $❤❡ ❚/❛✐✲❲✉ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥ ❜✉$

$❤❡② ❛&❡ ♥♦$ &❡♣♦&$❡❞ ❤❡&❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡ &❡/✉❧$/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ❯▼❆❚ ❛&❡ ❝♦♠♣❛&❡❞ $♦ $❤♦/❡ ❝♦♠✐♥❣

❢&♦♠ /✐♠✉❧❛$✐♦♥/ ✇✐$❤ $❤❡ ✯▼❆❚❴✵✺✹ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧✱ $❤❛$ ✐/ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉/❡❞ ❢♦& ✐♥❞✉/$&✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥/✳

❋✐❣✳ ✺✳✺❛ /❤♦✇/ /✐♠✐❧❛& ❣♦♦❞ &❡/✉❧$/ ❢♦& ❜♦$❤ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧/ ❛♥❞ ❜♦$❤ ❡❧❡♠❡♥$ $②♣❡/ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡

❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❡♥/✐❧❡ ❧♦❛❞/✳ ❋✐❣✳ ✺✳✺❜ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ &❡/✉❧$/ ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛&

❜❡❤❛✈✐♦& ✐/ ✇❡❧❧ ♣&❡❞✐❝$❡❞ ❜② $❤❡ ❘❛♠❜❡&❣✲❖/❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧✳ ❆ ❧✐❣❤$ /$✐✛❡& ❜❡❤❛✈✐♦& ✐/ ♦❜/❡&✈❡❞ ❢♦& ❛

♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧/ ❝❛✉/❡❞ ❜② $❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ $&✐✲❞✐♠❡♥/✐♦♥❛❧ /$&❡// /$❛$❡ ✐♥ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$/✱ ❛♥❞

$❤❡ ♣&❡/❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛$❡&✐❛❧ /$✐✛♥❡// ✐♥ $❤❡ ♦✉$✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐&❡❝$✐♦♥✳ ❋❛✐❧✉&❡ ✐/ ❛❧/♦ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤

$❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜/❡&✈❛$✐♦♥/✳ ❚❤❡ &❡/✉❧$/ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ $❡♥/✐❧❡ /❤❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ❛&❡ ♣&❡/❡♥$❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳
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*MAT_054

UMAT with shells

Physical reference

UMAT with thick shells

a b

c d
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❛✮ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❡♥/✐♦♥ ✲ ❜✮ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥ ✲ ❝✮ /❤❡❛& $❡♥/✐♦♥ ✲ ❞✮ /❤❡❛& ❝♦♠♣&❡//✐♦♥
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*MAT_054

UMAT with shells

Physical reference

UMAT with thick shells

❋✐❣✉&❡ ✺✳✻✿ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ❯▼❆❚ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ /❤❡❧❧ ❛♥❞ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/✿

❛✮ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ✲ ❜✮ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✭/❤❡❛&✮ ❜❡♥❞✐♥❣

✺✳✺❝✳ ❙❤❡❧❧ ❛♥❞ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ ❣✐✈❡ /✐♠✐❧❛& &❡/✉❧$/ ❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥✳ ❋❛✐❧✉&❡ ❜❡✐♥❣ ♣&❡❞✐❝$❡❞

✉/✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ /$&❡// ❝&✐$❡&✐♦♥ ✐♥ $❤❡ ❯▼❆❚✱ ✐$ ✐/ ❞✐✣❝✉❧$ $♦ ♠❛$❝❤ ❛❝❝✉&❛$❡❧② ❛ ♣❛&$✐❝✉❧❛& /$&❛✐♥ ❛$

❢❛✐❧✉&❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥/ $❤❡ ❧♦✇ ❞✐/♣❡&/✐♦♥ ♦❜/❡&✈❡❞ ♦♥ $❤❡ ❝✉&✈❡/ &❡❣❛&❞✐♥❣ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❚❤❡ ❯▼❆❚ ❣✐✈❡/ ❛

✈❡&② ❣♦♦❞ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ /❤❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ❛/ ♣&❡/❡♥$❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✺❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤

$❤✐❝❦ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ ❧❡❞ $♦ ❛ ❧✐❣❤$❧② $♦♦ /$✐✛ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ /❤❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦&✱ ❛/ ✐$ ❤❛/ ❛❧&❡❛❞② ❜❡❡♥ ♥♦$✐❝❡❞

❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥✳

❋✐❣✳ ✺✳✻❛ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✺✳✻❜ ♣&❡/❡♥$ &❡/♣❡❝$✐✈❡❧② $❤❡ &❡/✉❧$/ ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡

❯▼❆❚ ♣&❡❞✐❝$/ ❛ ❧♦✇❡& ❜❡♥❞✐♥❣ /$✐✛♥❡// $❤❛♥ $❤❡ ✯▼❆❚❴✵✺✹ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐/ ✐♥ ❛ ❜❡$$❡& ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤

$❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$/✳ ❚❤✐/ ✐/ ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❜❡$$❡& ♣&❡❞✐❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♠❛❝&♦/❝♦♣✐❝ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧

❝♦♠♣&❡//✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦&✳ ❋❛✐❧✉&❡ /$&❡// ✐/ ❛❜♦✉$ ✷✵✪ ✉♥❞❡&✲♣&❡❞✐❝$❡❞✱ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ ✜&/$ ♣♦✐♥$ ♦❢

✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ❧♦❛❞❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞/ $♦ $❤❡ ❝♦❧❧❛♣/❡ ♦❢ $❤❡ /♣❡❝✐♠❡♥✳ ■$ /❡❡♠/ $❤❛$ $❤✐/ ❘❚▼

♣❧❛✐♥ ✇❡❛✈❡ ❝♦♠♣♦/✐$❡ ❤❛/ ❛ ✇❡❛❦❡& ❜❡♥❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦& ❛/ ❡①♣❡❝$❡❞ ❛♥❞ /♦♠❡ ❡✛❡❝$/ ♣&♦❜❛❜❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②

$❤❡ ❝✉&✈❡❞ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❞❡❧❛② $❤❡ ✜&/$ ♣❧② ❢❛✐❧✉&❡✳ ❚❤❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣&❡♠❛$✉&❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡

❛❧/♦ ❝❛✉/❡❞ ❜② ❛ $♦♦ ❧♦✇ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ /$&❡♥❣$❤✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦& ♣&❡❞✐❝$❡❞ ❢♦&

$❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ✐/ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❢♦& ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/✱ ✇❤❡&❡❛/ $♦♦ /$✐✛ ❛♥❞ &❡❧❛$✐✈❡❧②

✉♥/$❛❜❧❡ &❡/✉❧$/ ❛&❡ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/✳

❘❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥✱ ❋✐❣✳ ✺✳✼❛ ❝♦♠♣❛&❡/ $❤❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ♦✈❡& $❤❡ $✐♠❡ ♦❢ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧

♠❛❝&♦/❝♦♣✐❝ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ /$&❛✐♥ ❛♥❞ ♦❢ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ♣❧❛/$✐❝ /$&❛✐♥ ✐♥ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥$

❝❧♦/❡ $♦ ❢❛✐❧✉&❡ ❧♦❝❛$✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❧❛/$✐❝ /$&❛✐♥ ✐♥❝&❡❛/❡/ ✇✐$❤ $❤❡ ❞❡❣&❡❡ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛&✐$② ❝♦&&❡/♣♦♥❞✐♥❣ $♦ $❤❡

♣&♦❣&❡//✐✈❡ /$✐✛♥❡// &❡❞✉❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳ ❆/ ❡①♣❡❝$❡❞✱ ✇❤❡♥ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❝❝✉&&❡❞✱ $❤❡ ♠❛❝&♦/❝♦♣✐❝ /$&❛✐♥

✐♥ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❤❛/ $❤❡ /❛♠❡ ✈❛❧✉❡ $❤❛♥ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛$❡❞ ♣❧❛/$✐❝ /$&❛✐♥✳ ❆ /✐♠✐❧❛& ❛♥❛❧②/✐/ ❤❛/

❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ $❡♥/✐❧❡ /❤❡❛& $❡/$✱ ❝♦♠♣❛&✐♥❣ $❤❡ ♠❛❝&♦/❝♦♣✐❝ /❤❡❛& /$&❛✐♥ ❛♥❞ $❤❡ ♣❧❛/$✐❝

/❤❡❛& /$&❛✐♥ ❡✈♦❧✉$✐♦♥/✱ ❛/ ♣&❡/❡♥$❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✼❜✳ ■♥ /❤❡❛&✱ $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛&✐$② ❛♥❞ /$✐✛♥❡// &❡❞✉❝$✐♦♥ ❛&❡

❤✐❣❤❡& $❤❛♥ ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ ❝❛/❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥/ $❤❡ S✉✐$❡ ♣❛&❛❧❧❡❧ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ ❜♦$❤
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$❤❡ &❡/✉❧$/ ❢♦& ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ ❢✉❧❧✲✐♥$❡❣&❛$❡❞ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ ✭❡❧❡♠❡♥$ $②♣❡ ✶✻✮✳ ❋✐&/$✱ $❤❡ ✉/❡ ♦❢ ❢✉❧❧✲

✶✶✷



❈❤❛♣$❡& ✺✳ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦♥ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ /♣❡❝✐♠❡♥/

0

20

40

60

80

100

120

0 20 40 60 80 100 120

F
le

x
u

r
a

l 
S

tr
e
ss

 [
%

]

Flexural Strain [%]

0

20

40

60

80

100

120

0 20 40 60 80 100 120

F
le

x
u

r
a

l 
S

tr
e
ss

 [
%

]

Flexural Strain [%]

a b

0,5mm
Physical reference

1mm 2mm

3mm 4mm 5mm

❋✐❣✉&❡ ✺✳✽✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ♠❡/❤ /✐③❡ ♦♥ $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦& ❢♦& $❤❡ ✯▼❆❚❴✵✺✹ ♠♦❞❡❧✿
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❝♦&&❡/♣♦♥❞ ❡①❛❝$❧② $♦ $❤♦/❡ ♦❜$❛✐♥❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦♠♣♦/✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧/ ❛♥❞ $❤❛$ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

♣&❡/❡♥$❡❞ ✐♥ $❤❡ ♣&❡❝❡❞❡♥$ /❡❝$✐♦♥/✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ✉/✐♥❣ $❤❡ ✯▼❆❚❴✶✶✽ ♠♦❞❡❧✱ $❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦& ❝❛♥ ❜❡

❛❞❛♣$❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$❧② ♦❢ $❤❡ ❡①$❡♥/✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦&✳ ❆/ ❛ /②♠♠❡$&✐❝ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ /$❛❝❦✐♥❣ /❡O✉❡♥❝❡ ❤❛/

❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞✱ $❤❡ $❡&♠/ ♦❢ $❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ [B]✲♠❛$&✐① ❛&❡ ❡O✉❛❧ $♦ ③❡&♦✳ ❚❤❡ [D11] ❛♥❞ [D22] ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ♦❢

$❤❡ [D] ❜❡♥❞✐♥❣ /$✐✛♥❡// ♠❛$&✐① ❤❛✈❡ $♦ ❜❡ ✜$$❡❞ $♦ ♠❛$❝❤ $❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ /$✐✛♥❡// ♦❜/❡&✈❡❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧②✳

❚❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧❧② ♣&❡❞✐❝$❡❞ ❜❡♥❞✐♥❣ /$✐✛♥❡// ✐/ ❛❜♦✉$ $✇✐❝❡ ❤✐❣❤❡& $❤❛♥ $❤❡ &❡❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ /$✐✛♥❡//✳ ❇♦$❤

[D11] ❛♥❞ [D22] ❝♦❡✣❝✐❡♥$/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② $✇♦ ❛♥❞ $❤❡ ❝♦&&❡/♣♦♥❞✐♥❣ &❡/✉❧$/ ❛&❡ &❡♣&❡/❡♥$❡❞ ❜②

$❤❡ ❝♦♥$✐♥✉♦✉/ ❣&❡❡♥ ❝✉&✈❡/ ♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✾✳ ❆/ ❡①♣❡❝$❡❞✱ ❛ /✐♠✐❧❛& ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡ ✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& $❤❡

✶✶✸
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Flexural Strain [%]

a b

Initial D11 and D22

Physical

reference
Reduced D11 and D22

❋✐❣✉&❡ ✺✳✾✿ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ✯▼❆❚❴✶✶✽ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✉♥❞❡&✲✐♥$❡❣&❛$❡❞ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/✿

❛✮ ▲♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❡♥/✐♦♥ ✲ ❜✮ ▲♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣

❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❡♥/✐♦♥ ❜✉$ $❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ /$✐✛♥❡// ✐/ ♥♦✇ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ❞❛$❛✳

❆/ $❤✐/ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐/ ❜❛/❡❞ ♦♥ ❛ &❡/✉❧$❛♥$ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥✱ $❤❡ /$&❡//❡/ ✐♥ $❤❡ ♦✉$♣✉$ ❛&❡ ❡I✉❛❧ $♦

③❡&♦✱ ✇❤✐❝❤ ♦❜✈✐❛$❡/ ❛♥② /$&❡// ❛♥❛❧②/✐/ ✐♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ ♥♦ ❢❛✐❧✉&❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦&&❡❝$❧② ♣&❡❞✐❝$❡❞

❛/ $❤❡ ✯▼❆❚❴✶✶✽ ♠♦❞❡❧ ♦✛❡&/ ♥♦ /✉✐$❛❜❧❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥❡✐$❤❡& ♥♦♥❧✐♥❡❛&✐$② ♥♦& ♣❧❛/$✐❝✐$②

❞❡✜♥✐$✐♦♥ ✐/ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦& $❤✐/ ♠♦❞❡❧✳ ❈♦♥/❡I✉❡♥$❧②✱ ❡✈❡♥ ✐❢ $❤✐/ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦✛❡&/ ❛ ❜❡$$❡& ❛❣&❡❡♠❡♥$

✇✐$❤ ❡①♣❡&✐♠❡♥$/ ✐♥ $❡&♠ ♦❢ ❜❡♥❞✐♥❣ /$✐✛♥❡//✱ ✐$ ✐/ ♥♦$ ✇❡❧❧✲❛❞❛♣$❡❞ $♦ ✐♥❞✉/$&✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥/ ❢♦& $❤❡

&❡❛/♦♥/ ♠❡♥$✐♦♥❡❞ ♣&❡✈✐♦✉/❧②✳ ❚❤❡ ✯▼❆❚❴✶✶✽ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❤❛/ $♦ ❜❡ ✉/❡❞ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ❡❧❛/$✐❝

&❡/♣♦♥/❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦/✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧/ ✇✐$❤♦✉$ ❝♦♥/✐❞❡&❛$✐♦♥ ♦❢ ❢❛✐❧✉&❡ ♦& /$&❡// ❛♥❛❧②/✐/✳

✺✳✷✳✸✳✸ ❈♦♥'✐❞❡+❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ✜❜❡+ ✇❛✈✐♥❡''

■♥ $❤✐/ /❡❝$✐♦♥✱ $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉/✐♥❣ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡/ ♦❢ $❤❡ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦/✐$❡ ❢♦& ❡❛❝❤

✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ♣♦✐♥$ ✐/ &❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛/❡❞ ♦♥ ❛ ❜✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ /$❛❝❦✐♥❣ /❡I✉❡♥❝❡ ❛♥❞ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧

♣&♦♣❡&$✐❡/ ♦❢ ♥♦♥✲❝&✐♠♣ ❢❛❜&✐❝ ❝♦♠♣♦/✐$❡ ♣❧✐❡/ $❛❦✐♥❣ ✐♥ ❝♦♥/✐❞❡&❛$✐♦♥ $❤❡ ❡✛❡❝$/ ♦❢ $❤❡ ✜❜❡& ✇❛✈✐♥❡//✳

❊❛❝❤ ✇♦✈❡♥ ❧❛②❡& ❤❛/ ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② $✇♦ ♣♦✐♥$/ ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ♣&❡/❡♥$✐♥❣ $❤❡ [0◦] ❛♥❞ [90◦] ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥/✳

■$ ♠❡❛♥/ $❤❛$ ❛ ✇♦✈❡♥ ♣❧② ✐/ ❛//✐♠✐❧❛$❡❞ $♦ $✇♦ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉/ ✇❛✈② ♣❧✐❡/✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝$ ♦❢ $❤❡

✜❜❡& ✇❛✈✐♥❡// ❤❛/ ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②$✐❝❛❧❧② ✐♥✈❡/$✐❣❛$❡❞ ❜❛/❡❞ ♦♥ $❤❡ ✇♦&❦/ ♣✉❜❧✐/❤❡❞ ❜② ❍/✐❛♦ ✐♥ ❬✼✼✱✷✺✹✱✷✺✺❪✳

❋✐❣✳ ✺✳✶✵ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ ✈❛&✐❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ ❨♦✉♥❣✬/ ♠♦❞✉❧✉/ ✐♥ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ❛♥❞

♦❢ $❤❡ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐$✉❞❡ ♦❢ $❤❡ ✜❜❡&/✳

❆ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❨♦✉♥❣✬/ ♠♦❞✉❧✉/ ♦❢ ❛ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ♥♦♥✲❝&✐♠♣ ❢❛❜&✐❝ ❛❜♦✉$ ✶✶✵●Z❛ ❛♥❞ ❛ $&❛♥/✈❡&/❡

❨♦✉♥❣✬/ ♠♦❞✉❧✉/ ❛❜♦✉$ ✶✵●Z❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ $❛❦❡♥ ❢♦& $❤❡ ❛♥❛❧②$✐❝ ❛♥❛❧②/✐/✳ ❚❤❡/❡ ✈❛❧✉❡/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡$❡&✲

♠✐♥❡❞ ✉/✐♥❣ $❤❡ &✉❧❡ ♦❢ ♠✐①$✉&❡✱ $❤❡ ✜❜❡& ✈♦❧✉♠❡ ❢&❛❝$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ /$✐✛♥❡// ♣&♦♣❡&$✐❡/ ♦❢ $❤❡ ❝♦♥/$✐$✉❡♥$/✳

❇❛/❡❞ ♦♥ ♠✐❝&♦❣&❛♣❤/✱ ❛♥ ❛✈❡&❛❣❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤ ♦❢ $❤✐/ ❘❚▼ ♠❛$❡&✐❛❧ ❤❛/ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❛❜♦✉$ 4640µm✳ ❆♥

❛✈❡&❛❣❡❞ ❛♠♣❧✐$✉❞❡ ♦❢ $❤❡ ✇❛✈✐♥❡// ❤❛/ ❜❡❡♥ ❛//❡//❡❞ ❛❜♦✉$ 167µm✳ ❯/✐♥❣ $❤❡/❡ ✐♥♣✉$ ❞❛$❛✱ ♥❡✇ ❧♦♥❣✐✲

$✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ $&❛♥/✈❡&/❡ ❨♦✉♥❣✬/ ♠♦❞✉❧✐ ❛❝❝♦✉♥$✐♥❣ ❢♦& $❤❡ ❡✛❡❝$ ♦❢ ✜❜❡& ✇❛✈✐♥❡// ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②$✐❝❛❧❧②

❞❡$❡&♠✐♥❡❞✳ ❈♦♥/✐❞❡&✐♥❣ $❤❡/❡ ♥❡✇ /$✐✛♥❡//❡/ ✐♥ $❤❡ ✯▼❆❚❴✵✺✹ ♠♦❞❡❧✱ ✐$ ❧❡❛❞/ $♦ $❤❡ &❡/✉❧$/ ♣&❡/❡♥$❡❞

♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✶❛ ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❡♥/✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥✳ ❋✐❣✳ ✺✳✶✶❜ /❤♦✇/ $❤❡ &❡/✉❧$/ ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐✲
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Physical reference
*MAT_054 with a 

bidirectional stack
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❋✐❣✉&❡ ✺✳✶✶✿ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ✯▼❆❚❴✵✺✹ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ❜✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ /$❛❝❦✐♥❣ /❡K✉❡♥❝❡

❛♥❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡/ ❛❝❝♦✉♥$✐♥❣ ❢♦& ✜❜❡& ✇❛✈✐♥❡//✿ ❛✮ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❡♥/✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥ ✲ ❜✮

❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❤&❡❡✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣

$✉❞✐♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ■♥ $❡&♠ ♦❢ /$✐✛♥❡//✱ $❤❡ ♥❡✇ ❨♦✉♥❣✬/ ♠♦❞✉❧✐ ♦✛❡& ❛ ❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ ❡①♣❡&✐♠❡♥$/

❢♦& $❤❡ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥✳ ❆ ❜❡$$❡& ♣&❡❞✐❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ /$✐✛♥❡// ✐/ $❤❡ ♥❛$✉&❛❧❧② ♦❜/❡&✈❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✶❜

✭$❤❡ ♦&❛♥❣❡ ❞❛/❤❡❞ ❧✐♥❡ &❡❢❡&/ $♦ $❤❡ ♣&❡✈✐♦✉/ &❡/✉❧$/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ /$❛❝❦✮✳ ❖♥ $❤❡

❝♦♥$&❛&②✱ $❤❡ ♣&❡❞✐❝$❡❞ $❡♥/✐❧❡ /$✐✛♥❡// ✐/ ♥♦$ /✉✐$❛❜❧❡ ✭/❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✶❛✮✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ $❤✐/ /$✉❞②✱ $❤❡ ❛♥❛❧②$✐❝ ♠❡$❤♦❞ ❛✐♠✐♥❣ ❛$ ❝♦♥/✐❞❡&✐♥❣ $❤❡ ❡✛❡❝$ ♦❢ ✜❜❡& ✇❛✈✐♥❡// ♦♥

$❤❡ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ ❨♦✉♥❣✬/ ♠♦❞✉❧✉/ /❤♦✇❡❞ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ &❡/✉❧$/ ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦

✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ✐♥$❡&❛❝$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ②❛&♥/ ❞✉❡ $♦ $❤❡ $❡①$✐❧❡ /$&✉❝$✉&❡/ ❤❛/ ❜❡❡♥ $❛❦❡♥ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$✳ ■$

♥❛$✉&❛❧❧② ✐♠♣&♦✈❡❞ $❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ /$✐✛♥❡// ❜✉$ $❤❡ ♣&❡❞✐❝$❡❞ $❡♥/✐❧❡ /$✐✛♥❡// ✐/ ♥♦ ♠♦&❡ ✐♥ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤

❡①♣❡&✐♠❡♥$/✳ ■$ ❝♦♥✜&♠/ $❤❛$ ❞✐✛❡&❡♥$ ❨♦✉♥❣✬/ ♠♦❞✉❧✐ /❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ $❡♥/✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥

❢♦& /✉❝❤ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦/✐$❡/✳

✶✶✺



❈❤❛♣$❡& ✺✳ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦♥ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ /♣❡❝✐♠❡♥/

✺✳✷✳✸✳✹ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ .❤❡ ♦✉.❡1 ❣❧❛33 ♠❛. ❧❛②❡13

❆/ ❞❡/❝&✐❜❡❞ ✐♥ $❤❡ /❡❝$✐♦♥ ✸✳✶ ❛♥❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✱ $❤❡ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥ ✇❡❛✈❡ ❘❚▼ ❝♦♠♣♦/✐$❡ ❝♦♥/✐❞❡&❡❞ ❤❡&❡

♣&❡/❡♥$/ $✇♦ ♦✉$❡& ❣❧❛// ♠❛$ ❧❛②❡&/✳ ❯/✐♥❣ ♠✐❝&♦❣&❛♣❤/✱ $❤❡ $❤✐❝❦♥❡// ♦❢ ❡❛❝❤ ❣❧❛// ♠❛$ ❧❛②❡& ❤❛/ ❜❡❡♥

❡/$✐♠❛$❡❞ ❛❜♦✉$ 150µm✳ ❯♥❞❡& ❜❡♥❞✐♥❣ ❧♦❛❞/✱ ❜♦$❤ ♦✉$❡& ❧❛②❡&/ ♦❢ ❛ ❧❛♠✐♥❛$❡ ♣❧❛② ❛ ♣&❡♣♦♥❞❡&❛♥$ &♦❧❡

✐♥ $❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ &❡/♣♦♥/❡ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✱ ❛/ $❤❡② ✉♥❞❡&❣♦ $❤❡ ❤✐❣❤❡/$ /$&❛✐♥/✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ ✐♥ $❤❡ ❝❛/❡ ♦❢ ❛

❤❡$❡&♦❣❡♥❡♦✉/ /$✐✛♥❡// ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥ ♦✈❡& $❤❡ $❤✐❝❦♥❡// ♦❢ $❤❡ /♣❡❝✐♠❡♥ ❧✐❦❡ ❤❡&❡✱ $❤❡ ❧♦✇ /$✐✛♥❡// ♦❢ $❤❡/❡

♦✉$❡& ❧❛②❡&/ /❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ &❡❧❛$✐✈❡ ❤✐❣❤ ❡✛❡❝$ ♦♥ $❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ /$✐✛♥❡//✳ ■$ ♠❡❛♥/ $❤❛$ $❤❡ ❣❧❛// ♠❛$ ❧❛②❡&/

/❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ $♦ ❛//❡// $❤❡✐& ♣♦$❡♥$✐❛❧ ❡✛❡❝$/ ♦♥ $❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ /$✐✛♥❡//✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧$② ❢♦& $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ $❤❡ ❣❧❛// ♠❛$ ✐/ $❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ✐♥❢♦&♠❛$✐♦♥ ❛❜♦✉$ $❤✐/ ♠❛$❡&✐❛❧

&❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ /$✐✛♥❡//✱ $❤❡ /$&❡♥❣$❤ ❛♥❞ $❤❡ ✜❜❡& ✈♦❧✉♠❡ ❢&❛❝$✐♦♥✳ ❙♦♠❡ ❛✉$❤♦&/ ✐♥✈❡/$✐❣❛$❡❞ ❣❧❛// ♠❛$

❝♦♠♣♦/✐$❡/ ❬✷✺✻✕✷✻✸❪ ❣❡♥❡&❛❧❧② ❜❛/❡❞ ♦♥ $❤❡&♠♦♣❧❛/$✐❝ &❡/✐♥/✳ ▲♦✇ ✜❜❡& ✈♦❧✉♠❡ ❢&❛❝$✐♦♥ ❛&❡ ♦❢$❡♥ &❡♣♦&$❡❞

❢♦& ❣❧❛// ♠❛$ ❝♦♠♣♦/✐$❡/ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞/ $♦ $❡♥/✐❧❡ ❨♦✉♥❣✬/ ♠♦❞✉❧✐ ❜❡$✇❡❡♥ ✸●R❛ ❛♥❞ ✼●R❛✳ ❚❡♥/✐❧❡ $❡/$/

♦♥ ♣✉&❡ ❡♣♦①② &❡/✐♥ /♣❡❝✐♠❡♥/ ✇❡&❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛$ ❉❛✐♠❧❡& ❆●✳ ❆ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ❤❛/ ❜❡❡♥ ❝❛♣$✉&❡❞

✇✐$❤ ❛♥ ✐♥✐$✐❛❧ /$✐✛♥❡// ❜❡✐♥❣ ✐♥ $❤❡ /❛♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✈❛❧✉❡/ $❤❛♥ $❤❡ ♦♥❡ ♠❡♥$✐♦♥❡❞ ♣&❡✈✐♦✉/❧②✳ ❉✉❡

$♦ $❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛❝❝✉&❛$❡ ✐♥❢♦&♠❛$✐♦♥ ❛❜♦✉$ $❤❡ ❣❧❛// ♠❛$ ❧❛②❡&/✱ ✇❡ ❛//✉♠❡ $❤❛$ $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ❛ ❣❧❛//

♠❛$ ❧❛②❡& ✐/ ❝❧♦/❡ ❡♥♦✉❣❤ $♦ $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤❡ &❡/✐♥✳ ❈♦♥/❡V✉❡♥$❧②✱ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡/ ♦❜$❛✐♥❡❞

✇✐$❤ $❤❡ $❡♥/✐❧❡ $❡/$ ♦♥ ♣✉&❡ ❡♣♦①② &❡/✐♥ /♣❡❝✐♠❡♥/ ❛&❡ $❛❦❡♥ ❛/ &❡❢❡&❡♥❝❡ ❢♦& $❤❡ ❣❧❛// ♠❛$ ❧❛②❡&/✳ ❚❤❡

✯▼❆❚❴✵✺✹ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ $❤❡ ❯▼❆❚ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉/❡❞ $♦ ♠♦❞❡❧ $❤❡ ❣❧❛// ♠❛$ ❧❛②❡&/✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ $✇♦

❞✐✛❡&❡♥$ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧/ ✐♥ $❤❡ /❛♠❡ /$❛❝❦✐♥❣ /❡V✉❡♥❝❡ ✐/ ❧✐❦❡❧② $♦ ❜&✐♥❣ /♦♠❡ ✐♥/$❛❜✐❧✐$② ♣❛&$✐❝✉❧❛&❧② ✐♥

$❡&♠ ♦❢ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❋♦& $❤✐/ &❡❛/♦♥ ✐$ ✐/ ♣&❡❢❡&❛❜❧❡ $♦ ✉/❡ $❤❡ /❛♠❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦& ❛❧❧ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ♣♦✐♥$/

♦❢ $❤❡ /$❛❝❦✐♥❣ /❡V✉❡♥❝❡✱ ✉/✐♥❣ ❞✐✛❡&❡♥$ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡/ ✐♥ ✐♥♣✉$ ✐❢ ✐$ ✐/ ♥❡❝❡//❛&②✳ ❇♦$❤ ❣❧❛// ♠❛$

❧❛②❡&/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ♦♥❡ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛ $❤✐❝❦♥❡// ♦❢ 150µm✳ ❚❤❡ $❤✐❝❦♥❡// ♦❢ $❤❡

❝❛&❜♦♥ ✇♦✈❡♥ ❧❛②❡&/ ❤❛/ ❜❡❡♥ ❛❞❛♣$❡❞ $♦ ♦❜$❛✐♥ ❛ $♦$❛❧ $❤✐❝❦♥❡// ♦❢ ✷♠♠ ❢♦& $❤❡ /♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡

❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❨♦✉♥❣✬/ ♠♦❞✉❧✐ ♦❢ $❤❡ ✇♦✈❡♥ ♣❧✐❡/ ❤❛✈❡ ❛❧/♦ $♦ ❜❡ ❛❞❛♣$❡❞ $♦ $❤✐/ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡

❜❡❡♥ /❡$✱ /✉❝❤ ❛/ $❤❡ ♠❛❝&♦/❝♦♣✐❝ $❡♥/✐❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ /$✐✛♥❡//❡/ ♦❢ $❤❡ ❧❛♠✐♥❛$❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ $❤❡ ❣❧❛//

♠❛$ ❧❛②❡&/ ♠❛$❝❤ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ /$✐✛♥❡// ♦❜$❛✐♥❡❞ ✐♥ $❤❡ ❝♦&&❡/♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ $❡/$/✳

❋✐❣✳ ✺✳✶✷❛ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ &❡/✉❧$/ ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❤&❡❡✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦& ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉/✐♥❣ $❤❡

❯▼❆❚ ❛♥❞ $❤❡ ✯▼❆❚❴✵✺✹ ♠♦❞❡❧/✳ ❇♦$❤ /❤❡❧❧ ❛♥❞ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡/$✐❣❛$❡❞ ❢♦& $❤❡

♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ $❤❡ ❯▼❆❚✳ ❚❤❡ ❣&❛♣❤/ /❤♦✇ $❤❛$ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& $❤❡ ❯▼❆❚ ❛♥❞ ❢♦& ❜♦$❤

❡❧❡♠❡♥$ $②♣❡/ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ /$✐✛♥❡//✳ ❋❛✐❧✉&❡ ♦❝❝✉&&❡❞ ♣&❡♠❛$✉&❡❧② ❞✉❡ $♦ ❛ /♣❡❝✐♠❡♥ ❝♦❧❧❛♣/❡

❝❛✉/❡❞ ❜② $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❞❡❧❡$✐♦♥ ❛$ ❛ ✜&/$✲♣❧② ❢❛✐❧✉&❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ $❤❡ ✯▼❆❚❴✵✺✹ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡/ ❛

/$✐✛❡& ❜❡❤❛✈✐♦& ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ /$✐✛♥❡//✱ $❤❛$ ✐/ ♥♦$ ✐❞❡❛❧❧② ♣&❡❞✐❝$❡❞ ✭/❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✸❜✮✳

❋✐❣✳ ✺✳✶✷❜ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ &❡/✉❧$/ ❢♦& $❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ❆/ ♠❡♥$✐♦♥❡❞ ♣&❡✈✐♦✉/❧②✱ $❤❡ ✯▼❆❚❴✵✺✹ ♠♦❞❡❧

❞♦❡/ ♥♦$ ♣&❡❞✐❝$ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ &❡/✉❧$/ ❝❛✉/❡❞ ❜② ❛ ✉♥/✉✐$❛❜❧❡ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ /❤❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦&✳ ❘❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡

&❡/✉❧$/ ❣✐✈❡♥ ❜② $❤❡ ❯▼❆❚✱ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/✱ ✇❤❡&❡❛/

$❤✐❝❦ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ /❤♦✇ ❛ $♦♦ /$✐✛ ❜❡❤❛✈✐♦&✳ ❆/ $❤❡ /$✐✛♥❡// ♦❢ $❤❡ ❣❧❛// ♠❛$ ✐/ ❝❧♦/❡ $♦ $❤❡ ♦♥❡ ♦❢

❛ ✇♦✈❡♥ ♣❧② ✉♥❞❡& /❤❡❛& ❧♦❛❞/✱ ❢❡✇ ❞✐✛❡&❡♥❝❡/ ❛&❡ ♦❜/❡&✈❡❞ ❢♦& $❤✐/ ❧♦❛❞ ❝❛/❡ ❝♦♠♣❛&❡❞ $♦ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✇✐$❤♦✉$ ❣❧❛// ♠❛$✳

❋✐❣✳ ✺✳✶✸❛ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ &❡/✉❧$/ ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❡♥/✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ ❡①♣❡&✐♠❡♥$/

✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ &❡/✉❧$/ ♦❢ $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥ ❛&❡ &❡♣♦&$❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✸❜✳ ❙✉✐$❛❜❧❡ &❡/✉❧$/

❛&❡ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& $❤❡ ❯▼❆❚ ❜✉$✱ ❛/ ❡①♣❡❝$❡❞✱ ❛ $♦♦ /$✐✛ ❜❡❤❛✈✐♦& ✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ $❤❡
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*MAT_054 with shells

UMAT with shells

Physical reference

UMAT with thick shells

❋✐❣✉&❡ ✺✳✶✷✿ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ✯▼❆❚❴✵✺✹ ❛♥❞ $❤❡ ❯▼❆❚ ♠♦❞❡❧/ ✇✐$❤ /❤❡❧❧ ❛♥❞ $❤✐❝❦

/❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ ❛♥❞ $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ $❤❡ ♦✉$❡& ❣❧❛// ♠❛$ ❧❛②❡&/✿ ❛✮ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ✲ ❜✮ ❞✐❛❣♦♥❛❧

❜❡♥❞✐♥❣

✯▼❆❚❴✵✺✹ ♠♦❞❡❧✳ ❆$ $❤❡ ❧❛&❣❡/$ /$&❛✐♥/✱ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ ❣❛✈❡ ❛ ❧✐❣❤$ ✇❡❛❦❡& ❜❡❤❛✈✐♦& $❤❛♥ /❤❡❧❧

❡❧❡♠❡♥$/✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐❣❤$❧② ❞❡❧❛②/ ❢❛✐❧✉&❡✳ ❋✐❣✳ ✺✳✶✸❝ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ &❡/✉❧$/ ❢♦& $❤❡ /❤❡❛& $❡♥/✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞

❛❣&❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡/✉❧$/ ✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉/✐♥❣ $❤❡ ❯▼❆❚ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❆♥

❡①♣❡❝$❡❞ ❜✐✲❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ $❤❡ ✯▼❆❚❴✵✺✹ ♠♦❞❡❧✳ ❋❛✐❧✉&❡ ❤❛/ ❜❡❡♥ /❡$

$♦ ♦❝❝✉& ❛$ ❛ ✺✪ /❤❡❛& /$&❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥/ $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤❡ ❝✉&✈❡/✳ ❚❤❡ &❡/✉❧$/ ❢♦& $❤❡ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡

/❤❡❛& ❛&❡ &❡♣♦&$❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✸❞ ❢♦& ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ $❤❡ ❯▼❆❚ ♦♥❧②✳ ❆♥ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤

❡①♣❡&✐♠❡♥$/ ✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛/ ♠❡♥$✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ $❤❡ /$✐✛♥❡// ♦❢ $❤❡ ❣❧❛// ♠❛$ ❜❡✐♥❣ ❝❧♦/❡ $♦ $❤❡ ♦♥❡

♦❢ ❛ ✇♦✈❡♥ ♣❧② ❧♦❛❞❡❞ ✐♥ /❤❡❛&✱ ❢❡✇ ❞✐✛❡&❡♥❝❡/ ❛&❡ ♦❜/❡&✈❡❞ ❢♦& $❤✐/ ❧♦❛❞ ❝❛/❡ ❝♦♠♣❛&❡❞ $♦ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✇✐$❤♦✉$ ❣❧❛// ♠❛$✳

✺✳✷✳✹ $❛&'✐❛❧ ❝♦♥❝❧✉.✐♦♥.

❋♦& $❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ $❡♥/✐❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ ❧♦❛❞/✱ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜$❛✐♥❡❞ ✉/✐♥❣ $❤❡ ✉/❡&✲❞❡✜♥❡❞

♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❯▼❆❚✮✳ ❆❝❝❡♣$❛❜❧❡ &❡/✉❧$/ ❛&❡ &❡♣♦&$❡❞ ❢♦& $❤❡ ❢♦✉& ♦$❤❡& ❝♦♠♣♦/✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧/

♦❢ ▲❙✲❉❨◆❆ ✐♥✈❡/$✐❣❛$❡❞ ✐♥ $❤✐/ /$✉❞②✳ ❘❡❣❛&❞✐♥❣ ❜❡♥❞✐♥❣ ❧♦❛❞/✱ $♦♦ /$✐✛ &❡/✉❧$/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜$❛✐♥❡❞ ✐♥

❛ ✜&/$ ✐♥/$❛♥❝❡✳ ❚❤❡ /$✉❞② ♦❢ $❤❡ ❡✛❡❝$ ♦❢ $❤❡ ♠❡/❤ /✐③❡ ❞♦❡/ ♥♦$ ❛❧❧♦✇ $♦ ✐♠♣&♦✈❡ $❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ /$✐✛♥❡//✳

❍♦✇❡✈❡&✱ ✐$ ♣✉$ ✐♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛ ❝❡&$❛✐♥ ❧✐♠✐$ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$ /✐③❡ ♦❢ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ ✐♥ ♦&❞❡& $♦

♦❜$❛✐♥ ❛❞❛V✉❛$❡ &❡/✉❧$/✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦& $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣&❡/❡♥$❡❞ ❤❡&❡✱ $❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞✐♠❡♥/✐♦♥/ ♦❢ $❤❡ /❤❡❧❧

❡❧❡♠❡♥$/ /❤♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❣❤❡& $❤❛♥ $❤❡ $❤✐❝❦♥❡// ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳ ❚❤❡♥✱ $❤❡ ❡✛❡❝$ ♦❢ $❤❡ ✜❜❡& ✇❛✈✐♥❡// ❤❛/

❜❡❡♥ ✐♥✈❡/$✐❣❛$❡❞ ❜❛/❡❞ ♦♥ ❛♥❛❧②$✐❝ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥/✳ ■$ ✐♠♣&♦✈❡❞ $❤❡ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ /$✐✛♥❡// ❛♥❞ $❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣

❜❡❤❛✈✐♦& ❜✉$ $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❡♥/✐❧❡ /$✐✛♥❡// ✐/ $❤❡♥ ♥♦ ♠♦&❡ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡✳ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ $❡/$/ ♦♥ ❛ ✇❛✈②

❝♦♠♣♦/✐$❡ ❧♦❛❞❡❞ ✐♥ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❡♥/✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣ $♦ /$✉❞② $❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ②❛&♥ ✇❛✈✐♥❡// ♦♥ $❤❡

$❡♥/✐❧❡ ♣&♦♣❡&$✐❡/✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ $❤❡ ♦✉$❡& ❣❧❛// ♠❛$ ❧❛②❡&/ ❛❧❧♦✇❡❞ $♦ ♦❜$❛✐♥ ❛♥ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡

❝♦♠♣&♦♠✐/❡ ❜❡$✇❡❡♥ ❛❧❧ ❧♦❛❞ ❝❛/❡/✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡/✉❧$/ ♦♥ ❛ &❡❛❧ ❣❧❛// ♠❛$ ❝♦♠♣♦/✐$❡ ❤❛✈❡ $♦

❜❡ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ $♦ ♦❜$❛✐♥ $❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡/ ♦❢ /✉❝❤ ❛ ♠❛$❡&✐❛❧✳
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UMAT with shells

Physical reference

UMAT with thick shells
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✉/✐♥❣ ❛ ❧♦❛❞ ❝✉&✈❡ ❛/ ✐♥♣✉$ ❞❛$❛✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛&❡ /②♠♠❡$&✐❝✱ ❛/ ♥♦ ❞✐/$✐♥❝$✐♦♥ ✐/ ♠❛❞❡ ❜❡$✇❡❡♥

$❤❡ $❡♥/✐❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ /❤❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦&/✳ ■$ ❝♦♥✜&♠/ ❛❧/♦ $❤❡ ✐♠♣♦&$❛♥❝❡ $♦ ✉/❡ ❛ /♣❡❝✐♠❡♥ ♣&❡/❡♥$✐♥❣

❛ /✉✣❝✐❡♥$ ✇✐❞$❤ ✐♥ ♦&❞❡& $♦ $❛❦❡ ❛♣♣&♦♣&✐❛$❡❧② ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ $❤❡ $&❛♥/✈❡&/❡ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ❛♥❞ $♦ ♦❜$❛✐♥

❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ &❡/✉❧$/✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ❛$ &❡❧❛$✐✈❡❧② ❧❛&❣❡ /❤❡❛& /$&❛✐♥✱ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡/✉❧$/ ❛&❡ ♥♦$ ♣❡&❢❡❝$❧②

/②♠♠❡$&✐❝✳ ❆ ❝♦♥/$❛♥$ /$&❡// ❧❡✈❡❧ ✐/ ♦❜/❡&✈❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥✱ ✇❤❡&❡❛/ ❛ ❝♦♥/$❛♥$ /$&❡// ✐♥❝&❡❛/❡ ✐/

♦❜/❡&✈❡❞ ✐♥ $❡♥/✐♦♥✳
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❋✐❣✉&❡ ✺✳✶✽✿ ❉✐/$&✐❜✉$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♠❛❝&♦/❝♦♣✐❝❛❧ $❡♥/✐❧❡ /❤❡❛& /$&❛✐♥ ❛♥❞ ✐$/ ❝♦&&❡/♣♦♥❞✐♥❣ /❤❡❛&

♣❧❛/$✐❝ /$&❛✐♥

❋✐❣✳ ✺✳✶✽ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ /❤❡❛& /$&❛✐♥ ❛♥❞ ✐$/ ❝♦&&❡/♣♦♥❞✐♥❣ ♣❧❛/$✐❝ /❤❡❛& /$&❛✐♥

✐♥ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥$ ❝❧♦/❡ $♦ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❧♦❝❛$✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣&❛♣❤ /❤♦✇/ ❛ ❝❧♦/❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ ❜♦$❤ /$&❛✐♥/✳ ■$ ✐/

✐♥ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ✇✐$❤ $❤❡ ❤✐❣❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛&✐$② ❧❡✈❡❧ ❢♦& $❤❡ /❤❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤❡ ✐♥✈❡/$✐❣❛$❡❞ ❘❚▼ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡

♠❛$❡&✐❛❧✳ ❚❤❡ ❢&✐♥❣❡ ♣❧♦$/ /❤♦✇ $❤❡ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥/ ♦❢ $❤❡ ♠❛❝&♦/❝♦♣✐❝ /❤❡❛& /$&❛✐♥ ❛♥❞ $❤❡ ♣❧❛/$✐❝ /❤❡❛&

/$&❛✐♥ ❜❡❢♦&❡ ❛♥❞ ❛❢$❡& ❢❛✐❧✉&❡ ❢♦& $❤❡ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ ❛♥❞ $❡♥/✐❧❡ /❤❡❛&✳ ❆ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉♠✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛/$✐❝ /$&❛✐♥/

&❡/✉❧$✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❛&❣❡ ♣❡&♠❛♥❡♥$ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ✐/ ♣&❡❞✐❝$❡❞✳ ❆♥ ❛❞❛♣$❡❞ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ /$✐✛♥❡// ✐♥ $❤❡

✉♥❧♦❛❞ /$❛$❡ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ♠♦&❡ &❡❛❧✐/$✐❝ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥/ ♦❢ $❤❡ &❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❡&♠❛♥❡♥$ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡&✱ /✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ &❡I✉✐&❡ ❛❞❞✐$✐♦♥❛❧ $❡/$/ ✇✐$❤ ✉♥❧♦❛❞ ❛♥❞ ❝②❝❧✐❝ ♣❛$❤/ $♦ ✈❛❧✐❞❛$❡ ✐$✳

✺✳✸✳✹ ❋♦✉'✲♣♦✐♥, ❇❡♥❞✐♥❣ ,❡1,1

✺✳✸✳✹✳✶ ▲♦♥❣✐*✉❞✐♥❛❧ ❢♦✉0✲♣♦✐♥* ❜❡♥❞✐♥❣ *❡5*5

❋✐❣✳ ✺✳✶✾ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ ❝♦♠♣❛&✐/♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡/✉❧$/ ✐♥ $❤❡ ❝❛/❡ ♦❢ ❛ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧

❢♦✉&✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣ ❧♦❛❞✳ ❆ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ ✉♥❞❡&✲✐♥$❡❣&❛$❡❞ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ ❛♥❞ $❤❡ ❯▼❆❚ ♣&❡❞✐❝$/ ❛

$♦♦ /$✐✛ ❜❡♥❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦&✱ ❛/ /❤♦✇♥ ❜② $❤❡ ❝♦♥$✐♥✉♦✉/ ❣&❡❡♥ ❝✉&✈❡ ♦♥ $❤❡ ❣&❛♣❤✳ ❙✐♠✐❧❛&❧② $♦ $❤❡
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✾✿ ❈♦$$❡❧❛/✐♦♥ ❢♦$ /❤❡ ❝❛$❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ ❝♦♠♣♦=✐/❡✿ ❧♦♥❣✐/✉❞✐♥❛❧ ❢♦✉$✲♣♦✐♥/ ❜❡♥❞✐♥❣

❡①♣❡$✐♠❡♥/=✱ ❛ ❢❛✐❧✉$❡ ✐♥ ❝♦♠♣$❡==✐♦♥ ✐= $❡=♣♦♥=✐❜❧❡ ❢♦$ /❤❡ ❝♦❧❧❛♣=❡ ♦❢ /❤❡ =♣❡❝✐♠❡♥ ✐♥ /❤❡ =✐♠✉❧❛/✐♦♥=✳

❉✉❡ /♦ ❛ ❝♦❧❧❛♣=❡ ❛/ ✜$=/ ♣❧② ❢❛✐❧✉$❡✱ ❛ /♦♦ ❧♦✇ ✢❡①✉$❛❧ =/$❡== ❛/ ❢❛✐❧✉$❡ ✐= ♦❜/❛✐♥❡❞✳ ❆ ✼✪ ✐♥❝$❡❛=❡ ♦❢

/❤❡ ❧♦♥❣✐/✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣$❡==✐✈❡ =/$❡♥❣/❤ ❧❡❛❞= /♦ ❜❡//❡$ $❡=✉❧/=✱ ❛= =❤♦✇♥ ❜② /❤❡ ♦$❛♥❣❡ ❞❛=❤❡❞ ❧✐♥❡✳ ❚❤✐=

✐♥❝$❡❛=❡ ✐= ❛❝❝❡♣/❛❜❧❡ ❛♥❞ ❧❡❛❞= /♦ =✉✐/❛❜❧❡ $❡=✉❧/= $❡❣❛$❞✐♥❣ /❤❡ =✐♠✉❧❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❧♦♥❣✐/✉❞✐♥❛❧

❝♦♠♣$❡==✐✈❡ ❧♦❛❞✳ ❚❤❡ ✼✪ ✐♥❝$❡❛=❡❞ ❝♦♠♣$❡==✐✈❡ =/$❡♥❣/❤ ❝♦$$❡=♣♦♥❞= /♦ /❤❡ ✉♣♣❡$ ❜♦✉♥❞ ♦❢ =/$❡== ❛/

❢❛✐❧✉$❡ ♦❜=❡$✈❡❞ ❡①♣❡$✐♠❡♥/❛❧❧②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ =✐♠✉❧❛/✐♦♥= ✇✐/❤ /❤✐❝❦ =❤❡❧❧= =❤♦✇ ❛❝❝❡♣/❛❜❧❡ $❡=✉❧/= $❡❣❛$❞✐♥❣

/❤❡ ✢❡①✉$❛❧ =/$❡== ❛/ ❢❛✐❧✉$❡ ❜✉/ ❛ /♦♦ ❤✐❣❤ ❜❡♥❞✐♥❣ =/✐✛♥❡== ✐= ♣$❡❞✐❝/❡❞✳ ❚❤✐= ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ♦❢ ❜❡♥❞✐♥❣

=/✐✛♥❡== ✐= ❞✉❡ /♦ /❤❡ ✉=❡ ♦❢ ❞❛♠♣✐♥❣ ✐♥ /❤❡ =✐♠✉❧❛/✐♦♥= ✭✯❉❆▼L■◆●❴L❆❘❚❴▼❆❙❙ ❦❡②✇♦$❞✮ /♦ ♣$❡✈❡♥/

/❤❡ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ ✐♥=/❛❜✐❧✐/✐❡= ❛♣♣❡❛$✐♥❣ ❢♦$ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐/❤ /❤✐❝❦ =❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥/=✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐/ ❝❛♥ ❜❡ =❤♦✇♥

/❤❛/ /❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ =/✐✛♥❡== $✐=❡= ❜② ✐♥❝$❡❛=✐♥❣ /❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❛♠♣✐♥❣✳

❙❡✈❡$❛❧ ♠❡=❤ =✐③❡= ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧=♦ ✐♥✈❡=/✐❣❛/❡❞ ❛♥❞ =✐♠✐❧❛$ ♦❜=❡$✈❛/✐♦♥= ❛= /❤♦=❡ ♣$❡=❡♥/❡❞ ✐♥ /❤❡

=❡❝/✐♦♥ ✺✳✷✳✸✳✶ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜/❛✐♥❡❞✳ ❯=✐♥❣ /❤✐❝❦ =❤❡❧❧=✱ ❜❡/✇❡❡♥ ♦♥❡ ❛♥❞ ✜✈❡ ❧❛②❡$= ♦❢ ❡❧❡♠❡♥/= ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

✐♥✈❡=/✐❣❛/❡❞ ✐♥ ♦$❞❡$ /♦ ✐♠♣$♦✈❡ /❤❡ =/❛❜✐❧✐/② ♦❢ /❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦$ /❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ =/✐✛♥❡==✳ ◆♦ ✐♥/❡$❢❛❝❡ ❜❡/✇❡❡♥

/❤❡ ❧❛②❡$= ✐= ❝♦♥=✐❞❡$❡❞ ❛♥❞ /❤❡ ♥♦❞❡= ❜❡/✇❡❡♥ /✇♦ ❧❛②❡$= ❛$❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥/✳ ◆♦ ❡✛❡❝/ ♦❢ /❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢

❧❛②❡$= ✉=✐♥❣ /❤✐= ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❤❛= ❜❡❡♥ ♥♦/✐❝❡❞✱ /❤❛/ ✐= ✇❤② /❤❡ $❡=✉❧/= ❛$❡ ♥♦/ $❡♣♦$/❡❞ ❤❡$❡✳

✺✳✸✳✹✳✷ ❉✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦✉.✲♣♦✐♥1 ❜❡♥❞✐♥❣ 1❡515

❋✐❣✳ ✺✳✷✵ ♣$❡=❡♥/= /❤❡ ❝♦$$❡❧❛/✐♦♥ ❢♦$ /❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦✉$✲♣♦✐♥/ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ❆ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐/❤ =❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥/= ❛♥❞

/❤❡ ❯▼❆❚ ♣$❡❞✐❝/= ❛ ❣♦♦❞ ❛❣$❡❡♠❡♥/ ✇✐/❤ ❡①♣❡$✐♠❡♥/=✳ ❉✉❡ /♦ /❤❡ ❧♦✇ =/✐✛♥❡== ✐♥ =❤❡❛$✱ ❤✐❣❤ ❞❛♠♣✐♥❣

✈❛❧✉❡= ✇❡$❡ $❡X✉✐$❡❞ ❢♦$ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐/❤ /❤✐❝❦ =❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥/= ❜✉/ ✐/ ❧❡❞ /♦ ❛♥ ✉♥=✉✐/❛❜❧❡ ♠❛/❡$✐❛❧ $❡=♣♦♥=❡✱

/❤❛/ ✐= ✇❤② /❤❡ ❝♦$$❡=♣♦♥❞✐♥❣ $❡=✉❧/= ❛$❡ ♥♦/ ♣$❡=❡♥/❡❞ ❤❡$❡✳

✺✳✸✳✺ ■♠♣❛❝( (❡*(* ♦♥ ❡❧❡♠❡♥(❛.② ♣❧❛(❡*

✺✳✸✳✺✳✶ ■♥1.♦❞✉❝1✐♦♥

❚❤❡=❡ ✐♠♣❛❝/ /❡=/= ❛$❡ ✉=❡❞ /♦ =/✉❞② /❤❡ ❞❛♠❛❣❡ /♦❧❡$❛♥❝❡ ❛♥❞ /❤❡ ❞❡❧❛♠✐♥❛/✐♦♥ ♣$♦♣❛❣❛/✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣♦=✐/❡

❧❛♠✐♥❛/❡=✳ ❆= ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛=❡❞ ♦♥ ❛ ✉♥✐X✉❡ ❡❧❡♠❡♥/ ❧❛②❡$ ❤❛= /♦ ❜❡ ✉=❡❞✱ ❞❡❧❛♠✐♥❛/✐♦♥ ❝❛♥♥♦/ ❜❡ ❞✐$❡❝/❧②

♣$❡❞✐❝/❡❞ ✉=✐♥❣ /❤❡ ❞❡✜♥✐/✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥/❡$❢❛❝❡✳ ❈♦♥=❡X✉❡♥/❧②✱ /❤❡ ♣♦=/✲❢❛✐❧✉$❡ ❞❛♠❛❣❡ ❞❡✜♥✐/✐♦♥= ❛$❡ ✉=❡❞ /♦
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❋✐❣✉&❡ ✺✳✷✵✿ ❈♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ ❝♦♠♣♦/✐$❡✿ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦✉&✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣

♠♦❞❡❧ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥ ✐♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳ ❚❤✐/ ❞❛♠❛❣❡ ✐/ ❛ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❜❡❤❛✈✐♦&✱

✇❤✐❝❤ ❝♦♥/✐/$/ ✐♥ ❛ ♣&♦❣&❡//✐✈❡ &❡❞✉❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❧♦❛❞✲❜❡❛&✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐$② ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦/✐$❡ ♣❧② ❜❡❢♦&❡ $❤❡

✉❧$✐♠❛$❡ ❝♦❧❧❛♣/❡ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳ ❚❤❡ ❛&❡❛/✱ ✇❤❡&❡ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✐/ ✐❞❡♥$✐✜❡❞ ✐♥ ❛ ✧✐♥ ❞❛♠❛❣❡✧ /$❛$❡✱

✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❛&❡❞ $♦ $❤❡ ❞❡❧❛♠✐♥❛$❡❞ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡❞ /✉&❢❛❝❡/ ♦❜/❡&✈❡❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧② ✉/✐♥❣ $❤❡ ✉❧$&❛✲

/♦✉♥❞ $❡❝❤♥✐E✉❡✳ ❚❤❡ ❢♦✉& ❞❛♠❛❣❡ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥/ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ ✐♥ $❤❡ ❯▼❆❚ ❛♥❞ ❜♦$❤ /❤❡❧❧ ❛♥❞ $❤✐❝❦

/❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡/$✐❣❛$❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛&✐/♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ✐/

♣&❡/❡♥$❡❞ ✐♥ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ /❡❝$✐♦♥/✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②/✐/ ♦❢ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❝♦♥/✐/$/ ✐♥ ❛ E✉❛♥$✐$❛$✐✈❡ ❛♥❛❧②/✐/

❜❛/❡❞ ♦♥ $❤❡ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡ ❛♥❞ ❛ E✉❛❧✐$❛$✐✈❡ ❛♥❛❧②/✐/ $❤❛$ ❝♦♠♣❛&❡/ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧

❞❛♠❛❣❡❞ ❛&❡❛ $♦ $❤♦/❡ ♦❜/❡&✈❡❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧②✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡/ ♦❢ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦&/

♦✈❡& $❤❡ $❤✐❝❦♥❡// ❛&❡ ✉/❡❞ $♦ ❛//❡// $❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥ ✐♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ ✐$ ❝♦&&❡/♣♦♥❞/

✈❡&② ✇❡❧❧ $♦ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ❞❛$❛ ♦❜$❛✐♥❡❞ ✉/✐♥❣ ❛ ❈✲❙❈❆◆ ❛♥❛❧②/✐/✱ ❛/ ✐$ ❞❡$❡&♠✐♥❡/ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧

❞❡❧❛♠✐♥❛$❡❞ ❛&❡❛ ✐♥ $❤❡ ❝♦♠♣♦/✐$❡ /❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ✇❤✐$❡ ❧✐♥❡ ♦♥ $❤❡ ♣✐❝$✉&❡/ /❤♦✇/ $❤❡ &❡♣&❡/❡♥$❛$✐✈❡

❞❛♠❛❣❡❞ ❛&❡❛ ♦❜/❡&✈❡❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧②✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉/❡❞ $♦ ❝♦♥❞✉❝$ $❤❡ /✐♠✉❧❛$✐♦♥/ ❤❛/ ❜❡❡♥

♣&❡/❡♥$❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✵✳

❙♦♠❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ✐♥/$❛❜✐❧✐$② ✐/ ❧✐❦❡❧② $♦ ❛♣♣❡❛& ✉/✐♥❣ ❧♦❛❞ ❝✉&✈❡/ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ♣&❡✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛❝&♦/❝♦♣✐❝❛❧

♠❛$❡&✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦&✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ $❤❡ ❚/❛✐✲❲✉ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥ ✐/ ♥♦$ ❛❜❧❡ $♦ ❝❧❡❛&❧② ✐❞❡♥$✐❢② $❤❡ ♠♦❞❡ ♦&

$❤❡ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ♦❢ ❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ ✐$ ✐♥❞✉❝❡❞ /♦♠❡ ❞✐✣❝✉❧$✐❡/ ✐♥ $❤❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧

❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ♣&♦❝❡//✳ ❚❤✉/✱ $❤❡ ❘❛♠❜❡&❣✲❖/❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧ ❤❛/ ❜❡❡♥ ✉/❡❞ $♦ ♣&❡❞✐❝$ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦&

❜❡❢♦&❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ /$&❡// ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥ ✐/ ❛♣♣❧✐❡❞ $♦ ❞❡$❡❝$ ❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ $❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢

$❤❡ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣❛&❛♠❡$❡&/ ✉/❡❞ ✐♥ $❤❡ /✐♠✉❧❛$✐♦♥/ ♦❢ ✐♠♣❛❝$ $❡/$/

❝♦♠❡ ❢&♦♠ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ E✉❛/✐✲/$❛$✐❝ $❡/$/ ♦♥ ❡❧❡♠❡♥$❛&② ❝♦✉♣♦♥/ &❡♣♦&$❡❞ ♣&❡✈✐♦✉/❧②

✐♥ $❤❡ /❡❝$✐♦♥ ✺✳✸✳ ❊❛❝❤ ✇♦✈❡♥ ♣❧② ✐/ ♠♦❞❡❧❡❞ ❤❡&❡ ❜② ♦♥❡ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ♣♦✐♥$/✳ ❚❤❡ ❯▼❆❚ ✐/

❜❛/❡❞ ♦♥ ❛♥ ♦&$❤♦$&♦♣✐❝ ♠❛$❡&✐❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❝❛♥ /♦ ❞✐/$✐♥❣✉✐/❤ ❛ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ✭&❡❢❡&&✐♥❣ ♦❢$❡♥

$♦ ❛ ✜❜❡& ❞✐&❡❝$✐♦♥✮ ❛♥❞ ❛ $&❛♥/✈❡&/❡ ❞✐&❡❝$✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐/ ♦&$❤♦❣♦♥❛❧ ✐♥ $❤❡ ♣❧❛♥❡ $♦ $❤❡ ✜❜❡& ❞✐&❡❝$✐♦♥✳

❚♦ ❝❛❧✐❜&❛$❡ $❤❡ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ✜♥❛❧ /$&❛✐♥ ♣❛&❛♠❡$❡&/✱ $❤❡ ✜♥❛❧ /$&❛✐♥/ ❛$ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❝♦&&❡/♣♦♥❞✐♥❣

$♦ $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ✭✐♥ $❡♥/✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥✮ ❛&❡ /❡$ ✜&/$ $♦ ♠❛$❝❤ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❢♦&❝❡

♣❡❛❦ ❛♥❞ $❤❡ ❢♦&❝❡ ❧❡✈❡❧ ❥✉/$ ❛❢$❡& $❤❡ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦✳ ❚❤❡♥✱ $❤❡ ✜♥❛❧ /$&❛✐♥/ ❛$ ❢❛✐❧✉&❡ ❝♦&&❡/♣♦♥❞✐♥❣ $♦

$❤❡ $&❛♥/✈❡&/❡ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ❛&❡ /❡$ $♦ ♦❜$❛✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ /✉&❢❛❝❡/ ❛♥❞ $❤❡
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Physical reference
UMAT with shells 2.5mm

without post-failure damage
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/✐♠✐❧❛& &❡/✉❧$/✳ ❘❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡✱ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦& ✐/ ❛❜♦✉$ 10%

✉♥❞❡&✲❡/$✐♠❛$❡❞ ❛♥❞ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ &❡❛❝$✐♦♥ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦ ✐/ ❛❜♦✉$ 15% ♦✈❡&✲❡/$✐♠❛$❡❞✳ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ❛&❡❛
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❋✐❣✳ ✺✳✷✸ ♣$❡<❡♥.< .❤❡ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ $❡<✉❧.< ❢♦$ ❛ ✷✺❏ ✐♠♣❛❝.✳ ❇♦.❤ ♠❡<❤ <✐③❡< ♣$❡❞✐❝. <✐♠✐❧❛$ $❡<✉❧.<✳

❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐<♣❧❛❝❡♠❡♥. ♦❢ .❤❡ ✐♠♣❛❝.♦$ ✐< ❤❡$❡ ❛❜♦✉. 12% ✉♥❞❡$✲❡<.✐♠❛.❡❞✱ ✇❤❡$❡❛< .❤❡ ♠❛①✐♠❛❧

❢♦$❝❡ ♣❡❛❦ ✐< ❛❜♦✉. 20% ♦✈❡$✲❡<.✐♠❛.❡❞✳ ❆< ❢❛✐❧✉$❡ ❤❛< ❜❡❡♥ ❞❡.❡❝.❡❞✱ ♣♦<.✲❢❛✐❧✉$❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛.♦$< ❛$❡

✉<❡❞ .♦ ❛<<❡<< .❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣$♦♣❛❣❛.✐♦♥ ❛♥❞ .❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ <✉$❢❛❝❡<✳ ❆ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1 ✭$❡❞ ❝♦❧♦$✮ ♠❡❛♥< .❤❛.

✉❧.✐♠❛.❡ ❝♦❧❧❛♣<❡ ♦❢ ❛ ♣❧② ♦❝❝✉$$❡❞✳ ❆ ✈❛❧✉❡ ❛❜♦✉. 0 ✭❜❧✉❡ ❝♦❧♦$✮ ♠❡❛♥< .❤❛. ♥♦ ❞❛♠❛❣❡ ♣$♦♣❛❣❛.❡<✳

❆ ❤✐❣❤❡$ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ .❡♥<✐♦♥ .❤❛♥ ✐♥ ❝♦♠♣$❡<<✐♦♥ ✐< ♦❜<❡$✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐< ✐♥ ❛❣$❡❡♠❡♥. ✇✐.❤ ❡①♣❡$✐♠❡♥.❛❧

♦❜<❡$✈❛.✐♦♥<✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ❛❝❝❡♣.❛❜❧❡ ❝♦$$❡❧❛.✐♦♥ ✐< ♦❜.❛✐♥❡❞ $❡❣❛$❞✐♥❣ .❤❡ ❛$❡❛ ♦❢ .❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ <✉$❢❛❝❡<✳

❋✐❣✳ ✺✳✷✹ ♣$❡<❡♥.< .❤❡ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ $❡<✉❧.< ❢♦$ ❛ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝. ❛♥❞ ❛ 0◦ ♦$✐❡♥.❛.✐♦♥✳ ❇♦.❤ ♠❡<❤ <✐③❡<

<❤♦✇ <✐♠✐❧❛$ $❡<✉❧.<✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐<♣❧❛❝❡♠❡♥. ♦❢ .❤❡ ✐♠♣❛❝.♦$ ✐< ❛❜♦✉. 15% ✉♥❞❡$✲❡<.✐♠❛.❡❞✱ ✇❤❡$❡❛<

.❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❢♦$❝❡ ♣❡❛❦ ✐< ❛❜♦✉. 30% ♦✈❡$✲❡<.✐♠❛.❡❞✳ ❚❤❡ <❤❛♣❡ ♦❢ .❤❡ ❢♦$❝❡ ✈<✳ .✐♠❡ ❝✉$✈❡< ✐< ✐♥

✶✷✺



❈❤❛♣$❡& ✺✳ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦♥ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ /♣❡❝✐♠❡♥/
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❋✐❣✉&❡ ✺✳✷✸✿ ❈♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ ❝♦♠♣♦/✐$❡✿ ✷✺❏ ✐♠♣❛❝$✱ ❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❛

♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/

✶✷✻



❈❤❛♣$❡& ✺✳ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦♥ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ /♣❡❝✐♠❡♥/

Damage indicator in 

tension

Damage indicator in 

compression

Averaged damage

indicator

2.5mm

5mm

UMAT with

shells 2.5mm
Physical reference

UMAT with

shells 5mm

0

20

40

60

80

100

120

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

D
is

p
la

ce
m

en
t 

[%
]

Time [ms]

0
20
40
60
80

100
120
140

0 1 2 3 4 5 6 7 8

F
o
rc

e 
[%

]

Time [ms]

0
20
40
60
80

100
120
140

0 20 40 60 80 100 120

F
o
rc

e 
[%

]

Displacement [%]

❋✐❣✉&❡ ✺✳✷✹✿ ❈♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ ❝♦♠♣♦/✐$❡✿ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$✱ ❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❛

♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/

❛❝❝♦&❞❛♥❝❡ ✇✐$❤ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ❝✉&✈❡✳ ❚❤❡ ✉/❡ ♦❢ ❛ ♠♦&❡ /✉✐$❛❜❧❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥ ❢♦& ♠✉❧$✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧

/$❛❝❦✐♥❣ /❡E✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ♠✉❧$✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞✱ ❛/ ❢♦& ❡①❛♠♣❧❡ $❤❡ ❚/❛✐✲❲✉ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥✱ ❝♦✉❧❞ ✐♠♣&♦✈❡

$❤❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡✳ ❆ ❤✐❣❤❡& ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ $❡♥/✐♦♥ $❤❛♥ ✐♥ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥ ✐/ ♦❜/❡&✈❡❞✱

✇❤✐❝❤ ✐/ ✐♥ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜/❡&✈❛$✐♦♥/✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞

&❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❛&❡❛ ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ /✉&❢❛❝❡/✳ ❙♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥$/ ❛&❡ ❞❡❧❡$❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐/ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ &❡❣❛&❞✐♥❣

$❤❡ ❧❛&❣❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ $❤❡ E✉✐$❡ ♣❡&❢♦&❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♣❧❛$❡ ♦❜/❡&✈❡❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧②✳

❋✐❣✳ ✺✳✷✺ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ ❢♦&❝❡ ✈/✳ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ❝✉&✈❡/ ❢♦& $❤❡ $❤&❡❡ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡/ ❛♥❞ $❤❡ 45◦

♦&✐❡♥$❛$✐♦♥✳ ❘❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡ /✐♠✐❧❛& ❝♦♥❝❧✉/✐♦♥/ ❛/ ❢♦& $❤❡ 0◦ ❞✐&❡❝$✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✳

❆❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❞❛♠❛❣❡❞ /✉&❢❛❝❡/ ❛&❡ ♣&❡❞✐❝$❡❞ ✭/❡❡ $❤❡ ❢&✐♥❣❡ ♣❧♦$ ♦❢ $❤❡ ❛✈❡&❛❣❡❞ ❞❛♠❛❣❡✮ ❝♦♠♣❛&❡❞ $♦

❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜/❡&✈❛$✐♦♥/✳ ◆♦ ❢&✐♥❣❡ ♣❧♦$ ❢♦& $❤❡ ✺❏ ✐♠♣❛❝$ ✐/ ♣&❡/❡♥$❡❞ ❛/ ♥♦ ❢❛✐❧✉&❡ ✐/ ❞❡$❡❝$❡❞ ❛♥❞ ♥♦

❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✈❡/ ✐♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♠♣❛&✐♥❣ $❤❡ &❡/✉❧$/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& $❤❡ 0◦ ❛♥❞ 45◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥/✱

/✐♠✐❧❛& &❡♠❛&❦/ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉/✐♦♥/ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❢♦& ❜♦$❤ ❞✐&❡❝$✐♦♥/✳

❆/ ♥❡✐$❤❡& ❢❛✐❧✉&❡ ♥♦& ❞❛♠❛❣❡ ❛&❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❢♦& ❛ ✺❏ ✐♠♣❛❝$✱ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❢♦& $❤✐/ ✐♠♣❛❝$

❡♥❡&❣② ❛&❡ ❛❧✇❛②/ $❤❡ /❛♠❡ ❢♦& ❛ ❣✐✈❡♥ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❈♦♥/❡E✉❡♥$❧②✱ $❤❡ &❡/✉❧$/ ❢♦&

$❤✐/ ❡♥❡&❣② ♦❢ ✐♠♣❛❝$ ✇✐❧❧ ♥♦ ♠♦&❡ ❜❡ ♣&❡/❡♥$❡❞ ❢♦& ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/✳

❙!❡♣✲❜❛'❡❞ ♠❛!❡*✐❛❧ ❞❡❣*❛❞❛!✐♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✻ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ ❢♦&❝❡ ✈/✳ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ❝✉&✈❡/ ❢♦& $❤❡ ✷✺❏

❛♥❞ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡/✱ $❤❡ 0◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛/❡❞ ♦♥ ❛ ❢♦✉&✲/$❡♣ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧

❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥✳ ❋❡✇ ❞✐✛❡&❡♥❝❡/ ❛&❡ ♦❜/❡&✈❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛&✐/♦♥ ✇✐$❤ $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉/✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡✳ ❆

✶✷✼
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❋✐❣✉&❡ ✺✳✷✺✿ ❈♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ ❝♦♠♣♦/✐$❡✿ ✺❏✱ ✷✺❏✱ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡/✱ ❛

✷✳✺♠♠ ♠❡/❤ /✐③❡✱ ❛ ❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡✱ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ ❛♥❞ $❤❡ 45◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥

Physical reference UMAT with shells 5mm
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❋✐❣✉&❡ ✺✳✷✻✿ ❈♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ ❝♦♠♣♦/✐$❡✿ ✷✺❏✱ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡/✱ ❛ ✺♠♠

♠❡/❤ /✐③❡✱ ❛ /$❡♣✲❜❛/❡❞ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/

$♦♦ /$✐✛ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡ ✐/ /$✐❧❧ ♣&❡❞✐❝$❡❞✱ ✇❤❡&❡❛/ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ❛&❡❛/ ❛&❡ ❝❛♣$✉&❡❞✳ ■$ ❤❛/ ❜❡❡♥

♦❜/❡&✈❡❞ $❤❛$ $❤❡ ❞❡❝&❡❛/❡ ♦❢ $❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❧❡✈❡❧/ ❞♦❡/ ♥♦$ ❤✐❣❤❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡ ❜✉$ ✐$

✐/ ❧✐❦❡❧② $♦ ❜&✐♥❣ ♠♦&❡ ♦/❝✐❧❧❛$✐♦♥/ ✐♥ $❤❡ ❝✉&✈❡/ ✭/❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✸✼✮✳

❈♦♥#$❛♥$ #$&❡## ❧❡✈❡❧ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✼ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ ❢♦&❝❡ ✈/✳ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ❝✉&✈❡/

❢♦& $❤❡ ✷✺❏ ❛♥❞ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡/✱ $❤❡ 0◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛/❡❞ ♦♥ ❛ /$❡♣✲❜❛/❡❞ ♣♦/$✲

❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥✳ ❆ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ /$&❡// ❧❡✈❡❧ ❛❜♦✉$ 50% ♦❢ $❤❡ /$&❡♥❣$❤ ✐/ /❡$ ❢♦& ❡❛❝❤ ♠❛$❡&✐❛❧

❞✐&❡❝$✐♦♥✳ ❆ $♦♦ /$✐✛ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡ ✐/ /$✐❧❧ ♣&❡❞✐❝$❡❞✱ ✇❤❡&❡❛/ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ❛&❡❛/ ❛&❡ ❝❛♣$✉&❡❞✳

■$ ❤❛/ ❜❡❡♥ ♦❜/❡&✈❡❞ $❤❛$ $❤❡ ❞❡❝&❡❛/❡ ♦❢ $❤❡ /$&❡// ❧❡✈❡❧ $❡♥❞/ $♦ ❞❡❧❛② $❤❡ &❡❜♦✉♥❞ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$ ❜✉$ ✐$

✐/ ❧✐❦❡❧② $♦ ❜&✐♥❣ ♠♦&❡ ♦/❝✐❧❧❛$✐♦♥/ ✐♥ $❤❡ ❝✉&✈❡/ ✭/❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✸✾✮✳

◆♦♥❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡ ❋✐❣✳ ✺✳✷✽ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❢♦& ❛ ✷✺❏ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞ ❛ 0◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥

✉/✐♥❣ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥✳ ❇♦$❤ ♠❡/❤ /✐③❡/ ♣&❡❞✐❝$ /✐♠✐❧❛& &❡/✉❧$/ ✐♥ $❡&♠/

♦❢ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡❞ /✉&❢❛❝❡/✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦& ✐/ ❛❜♦✉$ 12%

✶✷✽



❈❤❛♣$❡& ✺✳ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦♥ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ /♣❡❝✐♠❡♥/
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Physical reference UMAT with shells 5mm

25J 50J

❋✐❣✉&❡ ✺✳✷✼✿ ❈♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ ❝♦♠♣♦/✐$❡✿ ✷✺❏✱ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡/✱ ❛ ✺♠♠

♠❡/❤ /✐③❡✱ ❛ ❝♦♥/$❛♥$✲/$&❡// ❧❡✈❡❧ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/

✉♥❞❡&✲❡/$✐♠❛$❡❞✱ ✇❤❡&❡❛/ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦ ✐/ ❛❜♦✉$ 15% ♦✈❡&✲❡/$✐♠❛$❡❞✳ ❆ ❤✐❣❤❡& ❞❛♠❛❣❡ ✐♥

$❡♥/✐♦♥ $❤❛♥ ✐♥ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥ ✐/ ♦❜/❡&✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐/ ✐♥ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜/❡&✈❛$✐♦♥/✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

❛♥ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❛&❡❛ ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ /✉&❢❛❝❡✳

❋✐❣✳ ✺✳✷✾ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❢♦& ❛ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞ ❛ 0◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ✉/✐♥❣ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♣♦/$✲

❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥✳ ❇♦$❤ ♠❡/❤ /✐③❡/ ♣&❡❞✐❝$ /✐♠✐❧❛& &❡/✉❧$/ ✐♥ $❡&♠/ ♦❢ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡ ❛♥❞

❞❛♠❛❣❡❞ /✉&❢❛❝❡/✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦& ✐/ ❛❜♦✉$ 18% ✉♥❞❡&✲❡/$✐♠❛$❡❞✱ ✇❤❡&❡❛/ $❤❡

♠❛①✐♠❛❧ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦ ✐/ ❛❜♦✉$ 30% ♦✈❡&✲❡/$✐♠❛$❡❞✳ ❚❤❡ /❤❛♣❡ ♦❢ $❤❡ ❢♦&❝❡ ✈/✳ $✐♠❡ ❝✉&✈❡/ ✐/ ✐♥ ❛❝❝♦&❞❛♥❝❡

✇✐$❤ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ❝✉&✈❡✳ ❆ ❤✐❣❤❡& ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ $❡♥/✐♦♥ $❤❛♥ ✐♥ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥ ✐/ ♦❜/❡&✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐/ ✐♥

❛❣&❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜/❡&✈❛$✐♦♥/✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡

❛&❡❛ ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ /✉&❢❛❝❡✱ ❝♦♥/✐❞❡&✐♥❣ ❛❧/♦ $❤❡ ❞❡❧❡$✐♦♥ ♦❢ /♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥$/✳

❈♦♠♣❛%✐'♦♥ ♦❢ *❤❡ ❢♦✉% ♣♦'*✲❢❛✐❧✉%❡ ♠❛*❡%✐❛❧ ❞❡❣%❛❞❛*✐♦♥ ♠♦❞❡❧' ❋✐❣✳ ✺✳✸✵ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ ♥✉✲

♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❢♦& $❤❡ ❢♦✉& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ♠♦❞❡❧/✱ ❛ ♠❡/❤ /✐③❡ ♦❢ ✷✳✺♠♠ ❛♥❞ ❢♦& ❛ ✷✺❏

✐♠♣❛❝$ ✐♥ $❤❡ 0◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦✉& ♠♦❞❡❧/ ❣✐✈❡ /✐♠✐❧❛& &❡/✉❧$/ ✐♥ $❡&♠/ ♦❢ ❛✈❡&❛❣❡❞ ❞❛♠❛❣❡❞ ❛&❡❛/

❛♥❞ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❝✉&✈❡/ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡✳ ■♥ ❛ /✐♠✐❧❛& ♠❛♥♥❡&✱ ❋✐❣✳ ✺✳✸✶ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧

&❡/✉❧$/ ❢♦& $❤❡ ❢♦✉& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ♠♦❞❡❧/✱ ❛ ♠❡/❤ /✐③❡ ♦❢ ✷✳✺♠♠ ❛♥❞ ❢♦& ❛ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$

✐♥ $❤❡ 0◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ✐$ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦$✐❝❡❞ $❤❛$ ❛ ❧✐❣❤$❧② ❤✐❣❤❡& ❞❛♠❛❣❡ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❛ ❧❛&❣❡& ❡❧❡♠❡♥$

❡&♦/✐♦♥ ❛&❡ ♦❜/❡&✈❡❞ ❢♦& ❜♦$❤ ❞✐/❝♦♥$✐♥✉♦✉/ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ $❤❡ ❝♦♥$✐♥✉♦✉/ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡

❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ❧❛✇/ $❡♥❞ $♦ &❡❞✉❝❡ ♦/❝✐❧❧❛$✐♦♥/ ✐♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡ ❝✉&✈❡/✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡ ✈❛❧✉❡/ ♦❢

$❤❡ ✜♥❛❧ /$&❛✐♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ $❤❡ ✐♥♣✉$ ♣❧❛② $❤❡ ♠❛❥♦& &♦❧❡ ♦♥ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥/✳ ❚❤❡ /❤❛♣❡ ♦❢ $❤❡

♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ❤❛/ ❛ ❧♦✇❡& ❡✛❡❝$ ❜✉$ ✐$ ✐/ &❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ $♦ ✉/❡ ❛ ❝♦♥$✐♥✉♦✉/ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡

♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥✳

✺✳✸✳✺✳✸ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐*❤ *❤✐❝❦ '❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥*'

❚❤✐/ /❡❝$✐♦♥ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ✉/✐♥❣ $❤❡ ❯▼❆❚ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧

❡❧❡♠❡♥$/✳ ❚❤❡ /✐♠✉❧❛$✐♦♥/ ❛&❡ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ❘✺ ▲❙✲❉❨◆❆ &❡❧❡❛/❡ ❛♥❞ ❛ ♠❡/❤ /✐③❡ ❛❜♦✉$ ✺♠♠✳
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✸✹✿ ❈♦$$❡❧❛/✐♦♥ ❢♦$ /❤❡ ❝❛$❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ ❝♦♠♣♦=✐/❡✿ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝/✱ ❧✐♥❡❛$ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❛

♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐/❤ /❤✐❝❦ =❤❡❧❧=

✶✸✹



❈❤❛♣$❡& ✺✳ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦♥ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ /♣❡❝✐♠❡♥/

/✐♠✉❧❛$✐♦♥/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ✉/✐♥❣ ♠♦❞❡❧/ ❝♦♥/$✐$✉$❡❞ ❜② $❡♥ ❡❧❡♠❡♥$ ❧❛②❡&/✳ ❚❤❡ ❞❡❧❡$✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥$/

❞✉&✐♥❣ $❤❡ /✐♠✉❧❛$✐♦♥ ❤❛/ ❜❡❡♥ ♥♦$ ♣❡&♠✐$$❡❞✳ ❆ ❝♦♠♣❛&✐/♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ $❡♥ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧

❧❛②❡&/ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ $❡♥ ✉♥❞❡&✲✐♥$❡❣&❛$❡❞ ❝♦♠♠♦♥ ❜&✐❝❦ ❡❧❡♠❡♥$/ ✭❡❧❡♠❡♥$ $②♣❡ ♦♥❡ ✐♥ $❤❡ ▲❙✲

❉❨◆❆ ❡❧❡♠❡♥$ ❧✐❜&❛&②✮ ❤❛/ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡✳ ❯♥❞❡&✲✐♥$❡❣&❛$❡❞ ❜&✐❝❦ ❡❧❡♠❡♥$ ♣&❡/❡♥$/ ❛ ✉♥✐F✉❡ ♣♦✐♥$ ♦❢

✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ✐♥ $❤❡ ❝❡♥$❡& ♦❢ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$✳ ❚❤✐/ ❝♦♥✜❣✉&❛$✐♦♥ ❤❛/ ❛❧/♦ ❜❡❡♥ ✉/❡❞ ❢♦& $❤❡ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧/ ❞❡✜♥✐♥❣

♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ♣❡& ❡❧❡♠❡♥$✳ ❚❤✐/ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣&♦♣❡&$✐❡/ ♦❢

❛ ✇♦✈❡♥ ♣❧② ❛♥❞ $❤❡ ❝♦&&❡❝$ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥✳ ❚❤❡ /❛♠❡ ❤♦✉&❣❧❛// ❝♦♥$&♦❧ ❛♥❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣❛&❛♠❡$❡&/ ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ✉/❡❞ ❢♦& ❜♦$❤ $②♣❡/ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥$/✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛&❡ ♣&❡/❡♥$❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✺✳ ❇♦$❤ ❡❧❡♠❡♥$/

/❤♦✇ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥$ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❢♦&❝❡ ♦✈❡& $❤❡ $✐♠❡✳ ❈♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦&✱

❜&✐❝❦ ❡❧❡♠❡♥$/ ♦✛❡& ❛ ❜❡$$❡& ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ $❤❛♥ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/✳ ❚❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦&/

♣&❡/❡♥$ &❡/♣❡❝$✐✈❡❧② $❤❡ ♣&❡✲❢❛✐❧✉&❡ ❧♦❛❞/ ❛♥❞ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥/✳ ❚❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✐♥❞✐❝❛$♦&/ ✐♥

$❡♥/✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥ /❤♦✇ ❝❧❡❛&❧② ❛ ❝&♦//✲/❤❛♣❡ ❧♦❛❞ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥ ❛&♦✉♥❞ $❤❡ ✐♠♣❛❝$❡❞ ③♦♥❡ ❢♦& $❤❡

♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ ❜&✐❝❦ ❡❧❡♠❡♥$/ /❤♦✇/ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❧♦❛❞ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥

❛&♦✉♥❞ $❤❡ ✐♠♣❛❝$❡❞ ③♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ /❡❡♠/ $♦ ❜❡ ♠♦&❡ &❡❛❧✐/$✐❝✳ ❘❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦&/✱ ❛ /✐♠✐❧❛&

❡✛❡❝$ ✐/ ♦❜/❡&✈❡❞ ✇✐$❤ ❛ ❜❡$$❡& ❧♦❝❛❧✐③❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛&♦✉♥❞ $❤❡ ✐♠♣❛❝$❡❞ ③♦♥❡ ❢♦& $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✇✐$❤ ❜&✐❝❦ ❡❧❡♠❡♥$/✳ ❚❤✐❝❦ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ ♣&❡❞✐❝$ ❛ ❝&♦//✲/❤❛♣❡ ❞❛♠❛❣❡ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥ ♦✈❡& $❤❡ $❤✐❝❦♥❡//

♦❢ $❤❡ ❧❛♠✐♥❛$❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐$ /❡❡♠/ $❤❛$ $❤❡ ✉♥/✉✐$❛❜❧❡ ❝&♦// ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥ ♦❢ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ &❡❧✐❡/ ♦♥

$❤❡ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥✱ ❛/ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ ❝♦♠♠♦♥ ✉♥❞❡&✲✐♥$❡❣&❛$❡❞ ❜&✐❝❦ ❡❧❡♠❡♥$/ ❣✐✈❡/ ♠♦&❡

&❡❛❧✐/$✐❝ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥/✳ ❉❡/♣✐$❡ $❤❡/❡ ❞✐/❝&❡♣❛♥❝✐❡/✱ ❜♦$❤ ❡❧❡♠❡♥$/ ❞❡♣✐❝$ /♦♠❡ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ &❡/✉❧$/✱ /✉❝❤ ❛/

$❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝&♦// ❧♦❛❞ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥ ✐♥ /❤❡❛&✱ $❤❡ ✉♣♣❡& ❧❛②❡&/ ❧♦❛❞❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ❜♦$$♦♠

❧❛②❡&/ ❧♦❛❞❡❞ ✐♥ $❡♥/✐♦♥✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ $❤✐/ ♣❛&$✱ ❛♥ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❛❣&❡❡♠❡♥$ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡ ✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& $❤❡

✷✺❏ ❛♥❞ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡/✱ ❛ ❧✐♥❡❛& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ❧❛✇ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧

❡❧❡♠❡♥$/✳ ❚❤❡ ✉♥/✉✐$❛❜❧❡ ❝&♦//✲/❤❛♣❡ ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛&❡❛ /❡❡♠/ $♦ ❜❡ ❝❛✉/❡❞ ❜② /♦♠❡ ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡/ ✐♥ $❤❡

✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/✳ ❚❤❡ ♥❡①$ ♣❛&❛❣&❛♣❤/ ♣&❡/❡♥$ $❤❡ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ $❤&❡❡

♦$❤❡&/ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥/✳ ❆/ $❤❡ ✺❏ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣② ❞♦❡/ ♥♦$ ✐♥✈♦❧✈❡ $❤❡ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡

♠❛$❡&✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦&✱ $❤❡ &❡/✉❧$/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& $❤✐/ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣② ✇✐❧❧ ♥♦$ ❜❡ &❡♣♦&$❡❞✳

❙!❡♣✲❜❛'❡❞ ♠❛!❡*✐❛❧ ❞❡❣*❛❞❛!✐♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✻ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ ❢♦&❝❡ ✈/✳ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ❝✉&✈❡/ ❢♦& $❤❡ ✷✺❏

❛♥❞ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡/✱ $❤❡ 0◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛/❡❞ ♦♥ ❛ ❢♦✉&✲/$❡♣ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧

❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥✳ ❋❡✇ ❞✐✛❡&❡♥❝❡/ ❛&❡ ♦❜/❡&✈❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛&✐/♦♥ ✇✐$❤ $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉/✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡✳ ❆♥

❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& ❜♦$❤ ❡♥❡&❣✐❡/ ❜✉$ $❤❡ ❝&♦//✲/❤❛♣❡ ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥ ✐/ ♥♦$

/✉✐$❛❜❧❡✳

❋✐❣✳ ✺✳✸✼ /❤♦✇/ $❤❡ ❡✛❡❝$ ♦❢ $❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ /$❡♣/ ♦♥ $❤❡ ❢♦&❝❡ ✈/✳ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡ ♦❢

❛ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$✳ ■$ ✐/ ❝❧❡❛& $❤❛$ $❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ /$❡♣/ ♣&❡/❡♥$/ ❛ F✉✐$❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❡✛❡❝$ ❜✉$ ✐$ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦$✐❝❡❞✱

$❤❛$ $❤❡ &❡❞✉❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ /$❡♣/ $❡♥❞/ $♦ ✐♥❝&❡❛/❡ $❤❡ ♦/❝✐❧❧❛$✐♦♥/ ✐♥ $❤❡ ❝✉&✈❡/✳ ❆ ❧♦✇ ❡✛❡❝$

❤❛/ ❛❧/♦ ❜❡❡♥ ♦❜/❡&✈❡❞ ♦♥ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥✳

❈♦♥'!❛♥! '!*❡'' ❧❡✈❡❧ ♠❛!❡*✐❛❧ ❞❡❣*❛❞❛!✐♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✽ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ ❢♦&❝❡ ✈/✳ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ❝✉&✈❡/ ❢♦&

$❤❡ ✷✺❏ ❛♥❞ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡/✱ $❤❡ 0◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛/❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♥/$❛♥$ /$&❡// ❧❡✈❡❧ ♣♦/$✲

❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥✳ ❆ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ /$&❡// ❧❡✈❡❧ ❛❜♦✉$ 50% ♦❢ $❤❡ /$&❡♥❣$❤ ✐/ /❡$ ❢♦& ❡❛❝❤ ♠❛$❡&✐❛❧

❞✐&❡❝$✐♦♥✳ ❆♥ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& $❤❡ ❤✐❣❤❡/$ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣②✳ ❋♦& $❤❡ ✷✺❏ ✐♠♣❛❝$✱ $❤❡

✶✸✺



❈❤❛♣$❡& ✺✳ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦♥ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ /♣❡❝✐♠❡♥/
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❋✐❣✉&❡ ✺✳✸✺✿ ❈♦♠♣❛&✐/♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ $❡♥ ❧❛②❡&/ ♦❢ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧ ❛♥❞ $❡♥ ❧❛②❡&/ ♦❢ ✉♥❞❡&✲

✐♥$❡❣&❛$❡❞ ❜&✐❝❦ ❡❧❡♠❡♥$/✿ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡
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Physical reference UMAT with thick shells 5mm
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❋✐❣✉&❡ ✺✳✸✻✿ ❈♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ ❝♦♠♣♦/✐$❡✿ ✷✺❏✱ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡/✱ ❛ ✺♠♠

♠❡/❤ /✐③❡✱ ❛ /$❡♣✲❜❛/❡❞ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/
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❈❤❛♣$❡& ✺✳ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦♥ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ /♣❡❝✐♠❡♥/
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❋✐❣✉&❡ ✺✳✸✼✿ ❊✛❡❝$ ♦❢ $❤❡ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ /$❡♣/ ♦♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡✿ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞ ❛

♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧/
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Physical reference UMAT with thick shells 5mm

❋✐❣✉&❡ ✺✳✸✽✿ ❈♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ ❝♦♠♣♦/✐$❡✿ ✷✺❏✱ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡/✱ ❛ ✺♠♠

♠❡/❤ /✐③❡✱ ❛ ❝♦♥/$❛♥$ /$&❡// ❧❡✈❡❧ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧

❡❧❡♠❡♥$/

♠❛①✐♠❛❧ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦ ✐/ ❛❜♦✉$ 18% ✉♥❞❡&✲♣&❡❞✐❝$❡❞✳ ❚❤❡ ❝&♦//✲/❤❛♣❡ ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥ ✐/ ♥♦$

/✉✐$❛❜❧❡ ❢♦& ❜♦$❤ ❡♥❡&❣✐❡/✳

❋✐❣✳ ✺✳✸✾ /❤♦✇/ ❡✛❡❝$ ♦❢ $❤❡ /$&❡// ❧❡✈❡❧ ♦♥ $❤❡ ❢♦&❝❡ ✈/✳ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡ ❢♦& ❛ ✺✵❏

✐♠♣❛❝$✳ ❆ ❞❡❝&❡❛/❡ ♦❢ $❤❡ /$&❡// ❧❡✈❡❧ ❛❧❧♦✇/ $♦ ❞❡❧❛② $❤❡ &❡❜♦✉♥❞ ❛♥❞ $♦ ❦❡❡♣ $❤❡ ❝♦♥$❛❝$ ❜❡$✇❡❡♥

$❤❡ ♣❧❛$❡ ❛♥❞ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦& ❧♦♥❣❡&✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ✐$ $❡♥❞/ $♦ ❜&✐♥❣ ♠♦&❡ ♦/❝✐❧❧❛$✐♦♥/ ✐♥ $❤❡ ❝✉&✈❡/ ❞✉❡ $♦

$❤❡ /✉❞❞❡♥ &❡❞✉❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❧♦❛❞ ❜❡❛&✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐$②✳ ❈♦♥/❡N✉❡♥$❧②✱ $❤❡ /$❡♣ ❜❛/❡❞ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ♦& ❛

❝♦♥$✐♥✉♦✉/ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ❧❛✇ ❛&❡ &❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞✱ ✐♥ ♣❛&$✐❝✉❧❛& $♦ &❡❞✉❝❡ $❤❡ ♣♦$❡♥$✐❛❧

♥✉♠❡&✐❝❛❧ ✐♥/$❛❜✐❧✐$✐❡/✳

◆♦♥❧✐♥❡❛' ❞❛♠❛❣❡ ❋✐❣✳ ✺✳✹✵ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ ❢♦&❝❡ ✈/✳ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ❝✉&✈❡/ ❢♦& $❤❡ ✷✺❏ ❛♥❞ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$

❡♥❡&❣✐❡/✱ $❤❡ 0◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛/❡❞ ♦♥ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥✳ ❆

✈❡&② ❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡ ❢♦& $❤❡ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$✳ ❘❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡

✷✺❏ ✐♠♣❛❝$✱ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦ ✐/ ❛❜♦✉$ 15% ✉♥❞❡&✲❡/$✐♠❛$❡❞ ❜✉$ ❛♥ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡

✶✸✼



❈❤❛♣$❡& ✺✳ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦♥ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ /♣❡❝✐♠❡♥/
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High stress level (90% of the strength)
Physical reference

Middle stress level (50% of the strength)

❋✐❣✉&❡ ✺✳✸✾✿ ❊✛❡❝$ ♦❢ $❤❡ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ /$&❡// ❧❡✈❡❧ ♦♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡✿ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✇✐$❤ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧/
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Physical reference UMAT with thick shells 5mm

❋✐❣✉&❡ ✺✳✹✵✿ ❈♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ ❝♦♠♣♦/✐$❡✿ ✷✺❏✱ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡/✱ ❛ ✺♠♠

♠❡/❤ /✐③❡✱ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/

✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❝♦♥/✐❞❡&✐♥❣ $❤❡ ❞✐/❝&❡$✐③❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♣&❡❞✐❝$❡❞ ❞❛♠❛❣❡❞ ❛&❡❛/ ♣&❡/❡♥$ /$✐❧❧ ❛♥

✉♥/✉✐$❛❜❧❡ ❝&♦//✲/❤❛♣❡✳

❈♦♠♣❛%✐'♦♥ ♦❢ *❤❡ ❢♦✉% ♣♦'*✲❢❛✐❧✉%❡ ♠❛*❡%✐❛❧ ❞❡❣%❛❞❛*✐♦♥ ♠♦❞❡❧' ❋✐❣✳ ✺✳✹✶ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ ♥✉✲

♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❢♦& $❤❡ ❢♦✉& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ♠♦❞❡❧/✱ ❛ ♠❡/❤ /✐③❡ ♦❢ ✺♠♠ ❛♥❞ ❜♦$❤ ✷✺❏

❛♥❞ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡/✳ ❚❤❡ ❢♦✉& ♠♦❞❡❧/ ❣✐✈❡ /✐♠✐❧❛& &❡/✉❧$/ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❝✉&✈❡/ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡✲

/♣♦♥/❡✳ ❈♦♥$✐♥✉♦✉/ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ♠♦❞❡❧/ $❡♥❞ $♦ ❛✈♦✐❞ $❤❡ ♦/❝✐❧❧❛$✐♦♥/ ✐♥ $❤❡ ❝✉&✈❡/

❛♥❞ $❤❡ ✐♥/$❛❜✐❧✐$✐❡/ $❤❛$ ❛&❡ ❧✐❦❡❧② $♦ ❛♣♣❡❛& ✉/✐♥❣ ❛ $♦♦ ❧♦✇ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❝♦♥/$❛♥$ /$&❡// ❧❡✈❡❧ ♦& $♦♦

❢❡✇ ❧❡✈❡❧/ ✐♥ $❤❡ /$❡♣✲❜❛/❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣&❡❞✐❝$❡❞ ❞❛♠❛❣❡❞ ❛&❡❛/ ❛&❡ /✐♠✐❧❛& ❢♦& $❤❡ ❢♦✉&

❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧/ ❜✉$ $❤❡② ❛&❡ ♥♦$ ♣&❡/❡♥$❡❞✳

❙✐♠✉❧❛$✐♦♥/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧/♦ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ❢♦& $❤❡ 45◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛& &❡/✉❧$/ ❛♥❞ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❛/ ❢♦&

$❤❡ 0◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜/❡&✈❡❞✱ $❤❛$ ✐/ ✇❤② $❤❡ &❡/✉❧$/ ❛&❡ ♥♦$ &❡♣♦&$❡❞ ❤❡&❡✳

✶✸✽
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❋✐❣✉&❡ ✺✳✹✶✿ ❈♦♠♣❛&✐/♦♥ ♦❢ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❢♦& $❤❡ ❢♦✉& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ♠♦❞❡❧/

❢♦& ❜♦$❤ ✷✺❏ ❛♥❞ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡/ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/

✺✳✸✳✻ ❉%♦♣ (♦✇❡% (❡+(+ ♦♥ ❤❛(✲♣%♦✜❧❡+

❆/ ♣&❡/❡♥$❡❞ ✐♥ $❤❡ /❡❝$✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳✷✱ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ❞&♦♣ $♦✇❡& $❡/$/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞ ♦♥ ✷♠♠ $❤✐❝❦ ❤❛$✲

♣&♦✜❧❡/ ❛♥❞ ❛ ✷✵✵❏ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣②✳ ■♥ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✉♥❞❡&✲✐♥$❡❣&❛$❡❞ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ ❛♥❞ ❛ ♠❡/❤

/✐③❡ ❛❜♦✉$ ✺♠♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉/❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ $❡❝❤♥✐L✉❡/ ❛♥❞ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣❛&❛♠❡$❡&/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢&♦♠ $❤❡

♣&❡✈✐♦✉/ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥/ ♦♥ L✉❛/✐✲/$❛$✐❝ ❛♥❞ ✐♠♣❛❝$ $❡/$/ ❛&❡ ✉/❡❞ ❤❡&❡ ❢♦& $❤❡ /✐♠✉❧❛$✐♦♥/ ♦❢ ❞&♦♣ $♦✇❡& $❡/$/

♦♥ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡/✳ ❇♦$❤ ❝♦♥$✐♥✉♦✉/ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ❧❛✇/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦♥❧② ✐♥✈❡/$✐❣❛$❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

❞✉❡ $♦ ❤✐❣❤ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ✐♥/$❛❜✐❧✐$✐❡/ ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ $❤❡ ❝&❛/❤ ♦❢ $❤❡ /✐♠✉❧❛$✐♦♥/✱ $❤❡ &❡/✉❧$/ ❢♦& ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✇✐$❤ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ ✇✐❧❧ ♥♦$ ❜❡ &❡♣♦&$❡❞✳ ❖♥❝❡ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡ ❢❛✐❧❡❞✱ ❛ L✉✐$❡ ❝♦♥/$❛♥$ ❢♦&❝❡ ❧❡✈❡❧ ✐/

❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧② ♦❜/❡&✈❡❞ ❝♦&&❡/♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❛&❣❡ ♣❛&$ $♦ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡ ♦❢ $❤❡ /$❡❡❧ ♣❧❛$❡ ❛♥❞ $♦

$❤❡ ❢&✐❝$✐♦♥ ❛$ $❤❡ ❢&❛❝$✉&❡ ♣❧❛♥❡✳ ❋♦& $❤✐/ &❡❛/♦♥✱ ❛❧❧ /✐♠✉❧❛$✐♦♥/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ /$♦♣♣❡❞ ❛❢$❡& ✷✺♠/✳

▲✐♥❡❛% ❞❛♠❛❣❡ ❋✐❣✳ ✺✳✹✷ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❢♦& $❤❡ ✷✵✵❏ ❞&♦♣ $♦✇❡& $❡/$ ♦♥ ❛ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡✳ ❆

✈❡&② ❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✐/ ♦❜/❡&✈❡❞ ❢♦& $❤❡ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦& ♦✈❡& $❤❡ $✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ $❤❡ &❡/✉❧$/

❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ &❡❛❝$✐♦♥ ❢♦&❝❡ ❞♦❡/ ♥♦$ ♣&❡/❡♥$ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥✱ ❞❡/♣✐$❡ ❛♥ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥ ❛❜♦✉$

90% ♦❢ $❤❡ ✜&/$ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦✳ ❚❤❡♥✱ ❛ /✉❞❞❡♥ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❝❝✉&&❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥/ $❤❡ ❛❜&✉♣$ ❢❛❧❧ ♦❢ $❤❡ ❢♦&❝❡✳

❚❤❡ &❡♣❡$✐$✐♦♥ ♦❢ ❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ /✉❞❞❡♥ ❢♦&❝❡ ❝♦❧❧❛♣/❡ ✐/ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❞✐✣❝✉❧$② $♦ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝✉&❛$❡❧② $❤❡ ❧♦❝❛❧

❢&❛❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♦❜/❡&✈❡❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧②✳ ■♥❞❡❡❞✱ $❤❡ ❝♦❧❧❛♣/❡ ♦❢ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡ ✐/ ❢♦❧❧♦✇❡❞

❜② ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝&✉/❤✐♥❣ ❛♥❞ ❢&❛❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✱ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❢&✐❝$✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣&♦❣&❡//✐✈❡

♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥$&✐❜✉$❡/ $♦ $❤❡ L✉✐$❡ ❝♦♥/$❛♥$ ❢♦&❝❡ ❧❡✈❡❧ ❛❢$❡& ❢❛✐❧✉&❡✳ ■♥ $❤❡ /✐♠✉❧❛$✐♦♥✱

❢❛✐❧✉&❡ ❧❡❛❞/ $♦ $❤❡ ❞❡❧❡$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$/✳ ❚❤✐/ ✐♠♣❧✐❡/ ❛ /✉❞❞❡♥ ❧♦// ♦❢ ❝♦♥$❛❝$ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦&

❛♥❞ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐/ &❡/♣♦♥/✐❜❧❡ ❢♦& $❤❡ ♦/❝✐❧❧❛$✐♦♥/ ✐♥ $❤❡ ❢♦&❝❡ ✈/✳ $✐♠❡ ❝✉&✈❡✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ ✉/✐♥❣

✷❉ ❡❧❡♠❡♥$/✱ ❛ ❡❞❣❡ $♦ ❡❞❣❡ ❝♦♥$❛❝$ ✐/ L✉✐$❡ ✐♠♣♦//✐❜❧❡ ❛♥❞ $❤❡ ❝&✉/❤✐♥❣ ❛♥❞ ❢&❛❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥

♦❝❝✉&&✐♥❣ ❛$ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❧♦❝❛$✐♦♥ ✐/ ✈❡&② ❞✐✣❝✉❧$ $♦ ♠♦❞❡❧ ♥✉♠❡&✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❢&✐♥❣❡ ♣❧♦$/ ♣&❡/❡♥$❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳

✺✳✹✷ ✐❧❧✉/$&❛$❡/ $❤❡ ❜&✐$$❧❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡✳ ❆ ❧✐♥❡ ♦❢ ❞❡❧❡$❡❞ ❡❧❡♠❡♥$/ ❛♣♣❡❛&/ $&❛♥/✈❡&/❡❧② $♦ $❤❡

❤❛$✲♣&♦✜❧❡✳ ■♥ ❝♦♠♣❛&✐/♦♥ ✇✐$❤ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜/❡&✈❛$✐♦♥/ ✭/❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✻✮ ❛♥ ❛❞❡L✉❛$❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ❝♦❧❧❛♣/❡

✐/ ♥✉♠❡&✐❝❛❧❧② ♣&❡❞✐❝$❡❞✳ ❚❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✐♥❞✐❝❛$♦&/ ✐♥ $❡♥/✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥ /❤♦✇ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡
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Physical reference UMAT with shells 5mm
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✹✷✿ ❈♦$$❡❧❛/✐♦♥ ❢♦$ /❤❡ ❝❛$❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ ❤❛/✲♣$♦✜❧❡✿ ✷✵✵❏ ✐♠♣❛❝/ ❡♥❡$❣②✱ ❛ ✺♠♠ ♠❡B❤

B✐③❡✱ ❛ ❧✐♥❡❛$ ♣♦B/✲❢❛✐❧✉$❡ ❞❛♠❛❣❡✱ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐/❤ B❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥/B ❛♥❞ /❤❡ ♣$❡✈✐♦✉B ✈❛❧✐❞❛/❡❞ ♠❛/❡$✐❛❧

♣❛$❛♠❡/❡$B

❤❛/✲♣$♦✜❧❡✱ ❛/ /❤❡ ♣❧❛❝❡ ✇❤❡$❡ /❤❡ ✐♠♣❛❝/♦$ ❤✐/B /❤❡ B♣❡❝✐♠❡♥✳ ❆ ♠♦$❡ ✐♠♣♦$/❛♥/ ❢❛✐❧✉$❡ ✐♥ ❝♦♠♣$❡BB✐♦♥ ✐B

♦❜B❡$✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐B ❛❝❝❡♣/❛❜❧❡✳ ❆B B♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥/B ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ F✉✐❝❦❧② ❞❡❧❡/❡❞✱ ❛ ❧✐♠✐/❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ❞✐B/$✐❜✉/✐♦♥

✐B ♦❜B❡$✈❡❞ ❛$♦✉♥❞ /❤❡ ❝♦❧❧❛♣B❡❞ ❛$❡❛✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ /❤❡ ✢❛/ B✐❞❡B ♦❢ /❤❡ ❤❛/✲♣$♦✜❧❡ B✉♣♣♦$/✐♥❣ /❤❡ $✐✈❡/B ❞♦

♥♦/ ❢❛✐❧ ❜✉/ /❤❡② ✉♥❞❡$❣♦ ❧❛$❣❡ ❞❡❢♦$♠❛/✐♦♥B✱ ❝♦♥B✐❞❡$❛❜❧❡ ❧♦❛❞B ❛♥❞ B♦♠❡ ❞❛♠❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐B ✐♥ ❣♦♦❞

❛❣$❡❡♠❡♥/ ✇✐/❤ ❡①♣❡$✐♠❡♥/❛❧ ♦❜B❡$✈❛/✐♦♥B✳

❚❤❡ ♣$❡✈✐♦✉B $❡B✉❧/B ❜❛B❡❞ ♦♥ /❤❡ ♠❛/❡$✐❛❧ ♣❛$❛♠❡/❡$B ♦❜/❛✐♥❡❞ ❢$♦♠ ❝♦✉♣♦♥B /❡B/B B❤♦✇❡❞ ❛♥ ❛❝✲

❝❡♣/❛❜❧❡ F✉❛❧✐/❛/✐✈❡ ♣$❡❞✐❝/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦$ ♦❢ ❤❛/✲♣$♦✜❧❡ ✉♥❞❡$ ✐♠♣❛❝/ ❜✉/ /❤❡ F✉❛♥/✐/❛/✐✈❡ ♠❛/❡$✐❛❧

$❡B♣♦♥B❡ ❞♦❡B ♥♦/ ♣$❡B❡♥/ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣$❡❡♠❡♥/ ✇✐/❤ ❡①♣❡$✐♠❡♥/❛❧ ♦❜B❡$✈❛/✐♦♥B✳ ❆♥ ✉♣❞❛/❡ ♦❢ /❤❡ B/$❛✐♥

❛/ ❢❛✐❧✉$❡ ❤❛B ❜❡❡♥ ✐♥✈❡B/✐❣❛/❡❞ ✐♥ ♦$❞❡$ /♦ ♦❜/❛✐♥ ❛ ❜❡//❡$ ❝♦$$❡❧❛/✐♦♥✳ ❆❧❧ /❤❡ ❡✛❡❝/✐✈❡ B/$❡♥❣/❤B ❛♥❞

B/✐✛♥❡BB❡B ❛$❡ ♥♦/ ♠♦❞✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ❜❡B/ ❝♦♠♣$♦♠✐B❡ ✐B ♣$❡B❡♥/❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✸✳ ❚♦ ♦❜/❛✐♥ /❤❡B❡ $❡B✉❧/B✱ /❤❡

♣$❡✈✐♦✉B ✈❛❧✐❞❛/❡❞ ♠❛/❡$✐❛❧ ♣❛$❛♠❡/❡$B ❛$❡ ❦❡♣/ ✐♥ /❤❡ ❝♦$♥❡$B ♦❢ /❤❡ ❤❛/✲♣$♦✜❧❡✳ ❖♥ /❤❡ ✢❛/ B✐❞❡B ♦❢ /❤❡

B♣❡❝✐♠❡♥✱ /❤❡ B/$❛✐♥B ❛/ ❢❛✐❧✉$❡ ♠❛/❡$✐❛❧ ♣❛$❛♠❡/❡$B εf ❛$❡ B❡/ /♦ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡B ❛❜♦✉/ 200%✳ ❈♦♥B❡F✉❡♥/❧②✱

/❤❡ ♠❛/❡$✐❛❧ ♣$❡B❡♥/B /❤❡$❡ ❛ ❧♦♥❣ ♣♦B/✲❢❛✐❧✉$❡ ♠❛/❡$✐❛❧ ❞❡❣$❛❞❛/✐♦♥✳ ▲❛$❣❡ ❞❡❢♦$♠❛/✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ /❤✉B ✉♥✲

❞❡$❣♦♥❡ ❜② /❤❡ ♠❛/❡$✐❛❧ ❜❡❢♦$❡ /❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦❧❧❛♣B❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❧❛②B /❤❡ ❞❡❧❡/✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥/B✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ✐♥ ♦$❞❡$

/♦ ❛✈♦✐❞ ♥♦♥♣❤②B✐❝❛❧ ❤✉❣❡ ❡❧❡♠❡♥/ ❞❡❢♦$♠❛/✐♦♥B✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝$❡❛B❡B ❞$❛♠❛/✐❝❛❧❧② /❤❡ ❝♦♠♣✉/✐♥❣ /✐♠❡✱ ❛♥ ❡❢✲

❢❡❝/✐✈❡ B/$❛✐♥ ❢❛✐❧✉$❡ ❝$✐/❡$✐♦♥ ✐B B❡/ ✉B✐♥❣ /❤❡ ✯▼❆❚❴❆❉❉❴❊❘❖❙■❖◆ ❦❡②✇♦$❞✳ ❚❤❡ ❞❡❧❡/✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥/

♦❝❝✉$$❡❞✱ ✇❤❡♥ ❛♥ ❡✛❡❝/✐✈❡ B/$❛✐♥ ❛❜♦✉/ 25% ✐B ❞❡/❡❝/❡❞ ✐♥ /❤❡ ❡❧❡♠❡♥/✳ ❆♥ ❛❝❝❡♣/❛❜❧❡ ❝♦$$❡❧❛/✐♦♥ ✐B

✶✹✵



❈❤❛♣$❡& ✺✳ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦♥ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ /♣❡❝✐♠❡♥/
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❋✐❣✉&❡ ✺✳✹✸✿ ❈♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡✿ ✷✵✵❏ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣②✱ ❛ ✺♠♠ ♠❡/❤

/✐③❡✱ ❛ ❧✐♥❡❛& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡✱ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ ❛♥❞ ✉♣❞❛$❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣❛&❛♠❡$❡&/

♦❜$❛✐♥❡❞ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❝✉&✈❡/ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡✳ ❋❛✐❧✉&❡ ✐♥❞✐❝❛$♦&/ /❤♦✇ ❛ ❧❛&❣❡& ❧♦❛❞ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥

❛&♦✉♥❞ $❤❡ ✐♠♣❛❝$❡❞ ③♦♥❡ $❤❛♥ ♣&❡✈✐♦✉/❧②✳ ❊❧❡♠❡♥$ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡❧❡$❡❞ ♦♥❧② ♦♥ $❤❡ ✉♣♣❡& ✢❛$ /✐❞❡ ❛♥❞ ✐♥

$❤❡ ❝♦&♥❡&/✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡❞ $❤❡ ❢♦&❝❡ ❞❡❝&❡❛/❡ ❛$ ✽♠/✳ ❆/ ♥♦ ❡❧❡♠❡♥$ ✐/ ❞❡❧❡$❡❞ ♦♥ $❤❡ ✈❡&$✐❝❛❧ ✢❛$ /✐❞❡/

♦❢ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡✱ ✐$ ❝♦♥$&✐❜✉$❡/ $♦ $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ $❤❡ ♣&♦❣&❡//✐✈❡ ❝&✉/❤✐♥❣ ❛♥❞ ❢&❛❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡

♠❛$❡&✐❛❧✳ ❚❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✉♥❞❡&✇❡♥$ /♦♠❡ ❞❛♠❛❣❡ $❤❡&❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐/ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$/✳

❚❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣❛&❛♠❡$❡&/ ✉/❡❞ $♦ ♦❜$❛✐♥ $❤❡ &❡/✉❧$/ ♣&❡/❡♥$❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✸ ❣❛✈❡ ♥❛$✉&❛❧❧② ✉♥❛❝❝❡♣$❛❜❧❡

&❡/✉❧$/ ❢♦& $❤❡ ✐♠♣❛❝$ $❡/$/ ♦♥ ❡❧❡♠❡♥$❛&② ♣❧❛$❡/✳ ■$ ❝♦♥✜&♠/ $❤❡ ❞✐✣❝✉❧$② $♦ ♣&❡❞✐❝$ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ❛♥❞

♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ✉/✐♥❣ ❛ /✐♠✐❧❛& ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ❧❛✇ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛/❡❞ ♦♥ ❛ ✉♥✐N✉❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❧❛②❡&✳ ❚❤❡

♣&❡❞✐❝$✐♦♥ ♦❢ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ✐♥✐$✐❛$✐♦♥ ❛♥❞ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥ /❡❡♠/ $♦ &❡N✉✐&❡ ❛ ♣❛&$✐❝✉❧❛& ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛/❡❞ ♦♥

❛♥ ✐♥$❡&❢❛❝❡ ❞❡✜♥✐$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ ❛$ ❧❡❛/$ $♦ ❡❧❡♠❡♥$ ❧❛②❡&/✳ ❚❤❡ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣❛&❛♠❡$❡&/ /❤♦✉❧❞

❜❡ $❤❡♥ ✈❛❧✐❞❛$❡❞ ♦♥ ♣❛&$✐❝✉❧❛& ❡①♣❡&✐♠❡♥$/ ❧✐❦❡ $❤❡ ❜❡❛&✐♥❣ $❡/$/✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡ ❝&✉/❤✐♥❣✱ ❢&❛❣♠❡♥$❛$✐♦♥

❛♥❞ ♣&♦❣&❡//✐✈❡ ❞❛♠❛❣❡ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳

◆♦♥❧✐♥❡❛' ❞❛♠❛❣❡ ❙✐♠✐❧❛&❧② $♦ $❤❡ ❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡✱ $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥

❤❛/ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡/$✐❣❛$❡❞ ❢♦& $❤❡ /✐♠✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ ❞&♦♣ $♦✇❡& $❡/$/ ♦♥ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡/✳ ❚❤❡ &❡/✉❧$/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ✉/✐♥❣

$❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣❛&❛♠❡$❡&/ ✈❛❧✐❞❛$❡❞ ♦♥ $❤❡ ❝♦✉♣♦♥ $❡/$/ ❛&❡ ♣&❡/❡♥$❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✹✳ ❙✐♠✐❧❛& ♦❜/❡&✈❛$✐♦♥/

❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉/✐♦♥/ ❛/ ❢♦& $❤❡ ❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧/♦ ♠❛❞❡ ❤❡&❡✳ ❆ ❜&✐$$❧❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ ❡❧❡♠❡♥$ ❞❡❧❡$✐♦♥

♦❝❝✉&&❡❞ ❛$ $❤❡ ✐♠♣❛❝$❡❞ ③♦♥❡ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❧❛&❣❡ ♦/❝✐❧❧❛$✐♦♥/ ✐♥ $❤❡ ❝✉&✈❡ ♦❢ $❤❡ &❡❛❝$✐♦♥ ❢♦&❝❡✳ ❆♥ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡
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❋✐❣✉&❡ ✺✳✹✹✿ ❈♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡✿ ✷✵✵❏ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣②✱ ❛ ✺♠♠ ♠❡/❤

/✐③❡✱ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡✱ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ ❛♥❞ $❤❡ ♣&❡✈✐♦✉/ ✈❛❧✐❞❛$❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧

♣❛&❛♠❡$❡&/

❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦& ♦✈❡& $❤❡ $✐♠❡✳ ❚❤❡ ❢&✐♥❣❡ ♣❧♦$/ ✐❧❧✉/$&❛$❡

✈❡&② ✇❡❧❧ $❤❡ ✈❡&② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❛&♦✉♥❞ $❤❡ ✐♠♣❛❝$❡❞ ③♦♥❡✱ ✇✐$❤ ✈❡&② ❧✐♠✐$❡❞ ❧♦❛❞ ❛♥❞

❞❛♠❛❣❡ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥/✳

❋✐❣✳ ✺✳✹✺ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ &❡/✉❧$/ ♦❢ ❛ /✐♠✉❧❛$✐♦♥ ✇✐$❤ $❤❡ /❛♠❡ ✧✉♣❞❛$❡❞✧ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣❛&❛♠❡$❡&/✱ ❛/

❞❡/❝&✐❜❡❞ ♣&❡✈✐♦✉/❧② ❢♦& $❤❡ ❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡✳ ❆♥ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧

&❡/♣♦♥/❡✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ $❤❡ ❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡ ♦✛❡&❡❞ ❛ ❧♦♥❣❡& ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦ ❧❡✈❡❧ $❤❛♥ $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡✳ ■$ ✐/

♣&♦❜❛❜❧② ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❢❛❝$✱ $❤❛$ ❢♦& ❛ ❣✐✈❡♥ /$&❛✐♥ ❛$ ✉❧$✐♠❛$❡ ❝♦❧❧❛♣/❡✱ $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡ ❞❡❣&❛❞❡/ $❤❡

♠❛$❡&✐❛❧ ❢❛/$❡& ❥✉/$ ❛❢$❡& ❢❛✐❧✉&❡ $❤❛♥ $❤❡ ❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡✳ ❋❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦&/ /❤♦✇ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡

❧♦❛❞ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥/✱ ✇❤✐❝❤ ❛&❡ ❛❧/♦ /✐♠✐❧❛& ❛/ $❤♦/❡ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& $❤❡ ❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡✳

✺✳✸✳✼ $❛&'✐❛❧ ❝♦♥❝❧✉.✐♦♥.

❚❤❡ ♣&❡✈✐♦✉/ /❡❝$✐♦♥/ ♣&❡/❡♥$❡❞ $❤❡ ❝♦♠♣❛&✐/♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡/✉❧$/ ❢♦& ❛ ❚✼✵✵

♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ ❝♦♠♣♦/✐$❡✳ ▼♦❞❡❧/ ❜✉✐❧$ ✉♣ ✇✐$❤ /❤❡❧❧ ❛♥❞ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉/❡❞ ✐♥

❛//♦❝✐❛$✐♦♥ ✇✐$❤ $❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❯▼❆❚ $♦ ❝♦♥❞✉❝$ $❤❡ /✐♠✉❧❛$✐♦♥/ ♦❢ $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ $❡/$/✳ ❆

✈❡&② ❣♦♦❞ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ P✉❛/✐✲/$❛$✐❝ $❡♥/✐❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ ❧♦❛❞ ❝❛/❡/✳

❚❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❧♦❛❞/ /❤♦✇❡❞ ❣❡♥❡&❛❧❧② ❛ $♦♦ /$✐✛ ❜❡❤❛✈✐♦&✱ ✇❤❡&❡❛/ $❤❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥/ ❢♦& $❤❡

❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛&❡ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡✳ ❋♦& $❤✐❝❦ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/✱ $❤❡ ✉/❡ ♦❢ ❞❛♠♣✐♥❣ ✐♥ ♦&❞❡& $♦ /$❛❜✐❧✐③❡ $❤❡

✶✹✷



❈❤❛♣$❡& ✺✳ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦♥ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ /♣❡❝✐♠❡♥/

Physical reference UMAT with shells 5mm
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❋✐❣✉&❡ ✺✳✹✺✿ ❈♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡✿ ✷✵✵❏ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣②✱ ❛ ✺♠♠ ♠❡/❤

/✐③❡✱ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡✱ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ ❛♥❞ ✉♣❞❛$❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣❛&❛♠❡$❡&/

✶✹✸



❈❤❛♣$❡& ✺✳ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦♥ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ /♣❡❝✐♠❡♥/

/✐♠✉❧❛$✐♦♥/ ❧❡❞ $♦ ❛♥ ✉♥/✉✐$❛❜❧❡ ❜❡♥❞✐♥❣ /$✐✛♥❡//✳ ❚❤✐/ ❡✛❡❝$ /❡❡♠/ $♦ ✐♥❝&❡❛/❡ ✇❤❡♥ $❤❡ /$✐✛♥❡// ♦❢ $❤❡

/♣❡❝✐♠❡♥ ❞❡❝&❡❛/❡/✳ ◆♦ ❝♦♥/✐❞❡&❛❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ♠❡/❤ /✐③❡ ❛♥❞ ♦❢ $❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧ ❧❛②❡&/

✭✇✐$❤♦✉$ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛♥② ✐♥$❡&❢❛❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥$ ❧❛②❡&✮ ❤❛/ ❜❡❡♥ ♦❜/❡&✈❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢

$❤❡ ♦✉$❡& ❣❧❛// ♠❛$ ❧❛②❡&/ ❛❧❧♦✇❡❞ $♦ ♦❜$❛✐♥ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥/ ♦❢ $❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦&✳ ❍♦✇❡✈❡&✱

❞✉❡ $♦ $❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ✐♥❢♦&♠❛$✐♦♥ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ ♦✉$❡& ❣❧❛// ♠❛$ ❧❛②❡&/✱ $❤✐/ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❤❛/ $♦ ❜❡ ❢✉&$❤❡&

✐♥✈❡/$✐❣❛$❡❞✱ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❜② $❤❡ ❝❤❛&❛❝$❡&✐③❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ ♣&♦♣❡&$✐❡/ ❛♥❞ ♦❢ $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ $❤❡ ❣❧❛//

♠❛$ ♠❛$❡&✐❛❧✳

■♠♣❛❝$ $❡/$/ ♦♥ ❛ ✹♠♠ $❤✐❝❦ ❝♦♠♣♦/✐$❡ ♣❧❛$❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❢♦& $❤&❡❡ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡/ ❛♥❞ ❝♦♠✲

♣❛&❡❞ $♦ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡/✉❧$/✳ ❚❤❡ /✐♥❣❧❡✲❧❛②❡& ♠♦❞❡❧ ❞✐❞ ♥♦$ ❛❧❧♦✇ $♦ ♣&❡❞✐❝$ ❛❝❝✉&❛$❡❧② $❤❡ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥

♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥✱ ❛/ $❤❡ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ♠♦❞❡❧/ $❤❡ ♣&♦❣&❡//✐✈❡ ❞❛♠❛❣❡ ♦❝❝✉&&✐♥❣ ✐♥ $❤❡ ♠❛✲

$❡&✐❛❧ ❛❢$❡& ❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ ♥♦$ $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ❛♥ ✐♥$❡&❢❛❝❡✳ ❆ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ /❤♦✇❡❞ ❛ $♦♦ /$✐✛

♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡ ♣&♦❜❛❜❧② ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❢❛❝$ $❤❛$ $❤❡ ✷❉ /$&❡// /$❛$❡ ✐/ ♥♦$ ❛❜❧❡ $♦ $❛❦❡ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ $❤❡

❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ✐♥ $❤❡ $❤✐❝❦♥❡// ❞✐&❡❝$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡✐& ❛//♦❝✐❛$❡❞ $&❛♥/✈❡&/❡ ❡✛❡❝$/✳ ❈♦♥/❡K✉❡♥$❧②✱ $❤❡ ♠❛①✐✲

♠❛❧ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦& ✇❛/ ❛❜♦✉$ 12% ✉♥❞❡&✲❡/$✐♠❛$❡❞ ❛♥❞ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ &❡❛❝$✐♦♥ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦

✇❛/ ❜❡$✇❡❡♥ 15% ❛♥❞ 30% ♦✈❡&✲❡/$✐♠❛$❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ $❤❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ❛&❡❛/ ✇❛/ ✐♥ ✈❡&②

❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜/❡&✈❛$✐♦♥/✳ ❇♦$❤ ✷✳✺♠♠ ❛♥❞ ✺♠♠ ♠❡/❤ /✐③❡/ ❣❛✈❡ /✐♠✐❧❛& &❡✲

/✉❧$/ ❢♦& $❤❡ K✉❛♥$✐$❛$✐✈❡ ❛♥❞ $❤❡ K✉❛❧✐$❛$✐✈❡ ❛♥❛❧②/✐/ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$ $❡/$/✳ ❚❤❡ ❢♦✉& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧

❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ♠♦❞❡❧/ ❣❛✈❡ /✐♠✐❧❛& &❡/✉❧$/ ❜✉$ ✐$ ❤❛/ ❜❡❡♥ ♦❜/❡&✈❡❞ $❤❛$ ❛ ❝♦♥$✐♥✉♦✉/ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥

❧❛✇ ❧✐♠✐$/ $❤❡ ♦/❝✐❧❧❛$✐♦♥/ ✐♥ $❤❡ ❝✉&✈❡/ ❛♥❞ $❤❡ ✐♥/$❛❜✐❧✐$✐❡/ ✐♥ $❤❡ /✐♠✉❧❛$✐♦♥/✳ ❆ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ $❤✐❝❦

/❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ ✐♠♣&♦✈❡❞ $❤❡ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡/ ❢♦& $❤❡ ✷✺❏ ❛♥❞ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡/✳

❆ ✈❡&② ❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦& ❛♥❞ $❤❡ &❡❛❝$✐♦♥ ❢♦&❝❡✳

❍♦✇❡✈❡&✱ ❛♥ ✉♥/✉✐$❛❜❧❡ ❝&♦//✲/❤❛♣❡ ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❞❡❧❡$✐♦♥ ✐/ ♦❜/❡&✈❡❞

❢♦& ❡❛❝❤ ❞❛♠❛❣❡ ❞❡✜♥✐$✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦& ❡❛❝❤ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣②✳ ■$ ❤❛/ ❜❡❡♥ /❤♦✇♥ $❤❛$ ✐$ /❤♦✉❧❞ ❝♦♠❡ ❢&♦♠ $❤❡

❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ ✐♥ $❤❡ ❘✺ ▲❙✲❉❨◆❆ &❡❧❡❛/❡✳ ❙✐♠✐❧❛&❧② $♦ $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ /❤❡❧❧

❡❧❡♠❡♥$/✱ ❛ ❝♦♥$✐♥✉♦✉/ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐/ &❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ $♦ ❧✐♠✐$ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ✐♥/$❛❜✐❧✐$✐❡/✳

❋♦& ❜♦$❤ ❡❧❡♠❡♥$ $②♣❡/✱ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥/ ❢♦& $❤❡ 0◦ ❛♥❞ $❤❡ 45◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥/ ❛&❡ /✐♠✐❧❛&✱ ✇❤✐❝❤

✐/ ✐♥ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡/✉❧$/✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡ &❡/✉❧$/ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ ✺❏ ✐♠♣❛❝$ /❤♦✇❡❞ ❛

✉♥/❛$✐/❢❛❝$♦&② ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜/❡&✈❛$✐♦♥/✳ ❆/ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣&❡/❡♥$/ ❛ ✜♥❡/$ ♠❡/❤

❛❜♦✉$ ✷✳✺♠♠ ✐$ ✐/ ✈❡&② ❞✐✣❝✉❧$ $♦ ❝❛♣$✉&❡ $❤❡ ❤✐❣❤ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡✛❡❝$/ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡/ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② /✉❝❤ ❛ ❧♦✇

❡♥❡&❣② ♦❢ ✐♠♣❛❝$✳

❚❤❡ /✐♠✉❧❛$✐♦♥/ ♦❢ $❤❡ ❞&♦♣ $♦✇❡& $❡/$/ ♠❛❞❡ ♦♥ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡/ /❤♦✇❡❞ $❤❡ ❞✐✣❝✉❧$② $♦ ❝❛❧✐❜&❛$❡ $❤❡

♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣♦/✐$❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳ ❚❤❡ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣❛&❛♠❡$❡&/ ✈❛❧✐❞❛$❡❞ ❢♦&

$❤❡ ✐♠♣❛❝$ $❡/$/ ♦♥ ❡❧❡♠❡♥$❛&② ♣❧❛$❡/ ❣❛✈❡ ❛ $♦♦ ❜&✐$$❧❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡✳ ❆ ❜❡$$❡& ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❤❛/

❜❡❡♥ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❜② /❡$$✐♥❣ ❤✐❣❤ /$&❛✐♥ ❛$ ❢❛✐❧✉&❡ ❝♦&&❡/♣♦♥❞✐♥❣ $♦ ❛ ❧❛&❣❡ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦& ❛♥❞

❜② $&✐❣❣❡&✐♥❣ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❞❡❧❡$✐♦♥ ✉/✐♥❣ ❛♥ ❡✛❡❝$✐✈❡ /$&❛✐♥ ❝&✐$❡&✐♦♥✳ ❉✉❡ $♦ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ ❛ ✉♥✐K✉❡

❡❧❡♠❡♥$ ❧❛②❡&✱ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥ ❤❛✈❡ $♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜②

$❤❡ /❛♠❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ❧❛✇✳ ❉❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ✐/ /♦ ❛//✐♠✐❧❛$❡❞ $♦ ❛ ❞❛♠❛❣❡ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥ ✐♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳

❚❤✐/ ❛//✉♠♣$✐♦♥ /❤♦✇❡❞ /♦♠❡ ❧✐♠✐$/ ❤❡&❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥/ $❤❛$ $❤❡/❡ $✇♦ ❦✐♥❞/ ♦❢ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❛♠❛❣❡ /❤♦✉❧❞ ❜❡

❝♦♥/✐❞❡&❡❞ /❡♣❛&❛$❡❧②✳ ❆ ♣❛&$✐❝✉❧❛& ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ $❤❡ ✐♥$❡&❢❛❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ $✇♦ ❝♦♠♣♦/✐$❡ ❧❛②❡&/ /❤♦✉❧❞ ♣&❡❞✐❝$

❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ /❤♦✉❧❞ ❛❝❝♦✉♥$ ❢♦& $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ $❤❡ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡

❢&❛❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣♦/✐$❡ ✐♥ ♦&❞❡& $♦ ❛//❡// $❤❡ ❞❛♠❛❣❡ $♦❧❡&❛♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$❧②

❢&♦♠ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥✳ ❚❤❡/❡ &❡♠❛&❦/ ❝♦♥/✐❞❡& ♥❛$✉&❛❧❧② ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛/❡❞ ♦♥ ❛ /✉❜❧❛♠✐♥❛$❡ ❛♣♣&♦❛❝❤ ❛♥❞

✶✹✹



❈❤❛♣$❡& ✺✳ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦♥ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ /♣❡❝✐♠❡♥/

❛ ♠❡/❤ /✐③❡ ❛❜♦✉$ ✺♠♠✳

❚❤❡ ✇♦&❦ ♣&❡/❡♥$❡❞ ✐♥ $❤✐/ ❝❤❛♣$❡& &❡/✉❧$❡❞ ✐♥ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝❛$✐♦♥/ ❬✷✺✶✕✷✺✸❪

✷

✳

✷

❚❤❡#❡ ♣✉❜❧✐❝❛+✐♦♥# ✐♥❝❧✉❞❡ ✇♦0❦ ❢0♦♠ ♦+❤❡0 ❝❤❛♣+❡0# ♦❢ +❤✐# +❤❡#✐# ❛♥❞ +❤❡0❡❢♦0❡ ❢❡❛+✉0❡ ❛❣❛✐♥ ✐♥ +❤❡ ❝♦00❡#♣♦♥❞✐♥❣

❝❤❛♣+❡0#
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❈❤❛♣$❡& ✺✳ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦♥ ❝❛&❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❘❚▼ /♣❡❝✐♠❡♥/
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❈❤❛♣$❡& ✻

◆✉♠❡$✐❝❛❧ $❡)✉❧*) ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛*✐♦♥ ♦♥

❝❛$❜♦♥ *✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ 2❘❊2❘❊●

)♣❡❝✐♠❡♥)

❚❤✐# ❝❤❛♣'❡) ♣)❡#❡♥'# '❤❡ ♥✉♠❡)✐❝❛❧ )❡#✉❧'# ♦❜'❛✐♥❡❞ ❢♦) '❤❡ #✐♠✉❧❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ 2✉❛#✐✲#'❛'✐❝✱ ✐♠♣❛❝' ❛♥❞

❞)♦♣ '♦✇❡) '❡#'# ♠❛❞❡ ♦♥ '❤❡ 6❘❊6❘❊● '✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ ❝♦♠♣♦#✐'❡✱ ✉#✐♥❣ '❤❡ ❯▼❆❚ ♠❛'❡)✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞

'❤❡ ♠♦❞❡❧# ♣)❡#❡♥'❡❞ ✐♥ '❤❡ #❡❝'✐♦♥ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ❡①♣❡)✐♠❡♥'❛❧ )❡#✉❧'# ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡#❝)✐❜❡❞ ✐♥ '❤❡ #❡❝'✐♦♥

✸✳✸ ❛♥❞ '❤❡② ❛)❡ )❡♣)❡#❡♥'❡❞ ❜② '❤❡ ♣❤②#✐❝❛❧ )❡❢❡)❡♥❝❡ ❢♦) '❤❡ ❝♦♠♣❛)✐#♦♥ ✇✐'❤ '❤❡ ♥✉♠❡)✐❝❛❧ )❡#✉❧'#✳

❖♥❧② ♦♥❡ )❡♣)❡#❡♥'❛'✐✈❡ ❝✉)✈❡ ✐# ❣❡♥❡)❛❧❧② )❡♣♦)'❡❞ '♦ ❞❡♣✐❝' '❤❡ ♥✉♠❡)✐❝❛❧ ♣)❡❞✐❝'✐♦♥# ♦❢ '❤❡ ❯▼❆❚✳

❍♦✇❡✈❡)✱ ❢♦) ❡❛❝❤ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ❧♦❛❞ ❝❛#❡✱ ❜♦'❤ ♣)❡✲❢❛✐❧✉)❡ ♠♦❞❡❧# ✭✉#❡)✲❞❡✜♥❡❞ ❧♦❛❞ ❝✉)✈❡ ❛♥❞
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✐♥✈❡#'✐❣❛'❡❞✳ ❆ ♠❡#❤ #✐③❡ ❛❜♦✉' ✸♠♠ ❤❛# ❜❡❡♥ ✉#❡❞ ✐♥ '❤❡ #✐♠✉❧❛'✐♦♥#✳ ❆# ❡❛❝❤ ✇♦✈❡♥ ♣❧② ♣)❡#❡♥'# ❛
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❈♦♥❝❡)♥✐♥❣ '❤❡ 2✉❛#✐✲#'❛'✐❝ ✐♥✲♣❧❛♥❡ '❡#'# ♦♥ ❡❧❡♠❡♥'❛)② ❝♦✉♣♦♥#✱ '❤❡ ♥✉♠❡)✐❝❛❧ )❡#✉❧'# ♣)❡#❡♥'❡❞

❤❡)❡ ❛)❡ ♦❜'❛✐♥❡❞ ✉#✐♥❣ '❤❡ ❘❛♠❜❡)❣✲❖#❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧ ❜✉' #✐♠✐❧❛) )❡#✉❧'# ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜'❛✐♥❡❞ ✉#✐♥❣ ❛
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❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♥♦)♠❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ '❤❡② ❛)❡ ♣)❡#❡♥'❡❞ ✉#✐♥❣ ❛ #❝❛❧❡ ❡①♣)❡##❡❞ ✐♥ ♣❡)❝❡♥'❛❣❡✳

✻✳✶ ◗✉❛&✐✲&)❛)✐❝ )❡&)& ♦♥ ❛ ✉♥✐❞✐/❡❝)✐♦♥❛❧ &)❛❝❦✐♥❣ &❡3✉❡♥❝❡

❚❤✐# #❡❝'✐♦♥ ♣)❡#❡♥'# '❤❡ )❡#✉❧'# ❝♦♥❝❡)♥✐♥❣ '❤❡ 2✉❛#✐✲#'❛'✐❝ '❡♥#✐❧❡✱ ❝♦♠♣)❡##✐✈❡ ❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ '❡#'# ♦♥

❝♦✉♣♦♥# ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✧✉♥✐❞✐)❡❝'✐♦♥❛❧✧ #'❛❝❦✐♥❣ #❡2✉❡♥❝❡✳ ❆❧❧ '❤❡ ❡❧❡♠❡♥'❛)② ✇♦✈❡♥ ♣❧✐❡# ♦❢ '❤❡ ❧❛♠✐♥❛'❡ ❤❛✈❡

'❤❡ #❛♠❡ ♦)✐❡♥'❛'✐♦♥✳

✶✹✼
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❋✐❣✉&❡ ✻✳✷✿ ❈♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ❝❛&❜♦♥ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ 7❘❊7❘❊● ❝♦♠♣♦/✐$❡✿ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧

❝♦♠♣&❡//✐♦♥

✻✳✶✳✶ ❚❡♥&✐❧❡ )❡&)&

❋✐❣✳ ✻✳✶ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ &❡/✉❧$/ ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ $❡♥/✐♦♥✳ ❆ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ /♣❡❝✐♠❡♥ ❛❜♦✉$ $❤❡

❤❛❧❢ ♦❢ $❤❡ /$&❡♥❣$❤ ❤❛/ ❜❡❡♥ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧② ❝❛♣$✉&❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞/ $♦ ❛ ❞✐/❝♦♥$✐♥✉♦✉/ $❡♥/✐❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦&✳

❆ ❝♦♥$✐♥✉♦✉/ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ❤❛/ ❜❡❡♥ ❝❤♦/❡♥ $♦ ❛❝❝♦✉♥$ ❢♦& $❤❡ ♣&❡✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ $❤❡ ❧♦//

♦❢ /$✐✛♥❡// ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✳ ❚❤✐/ ♠❛❝&♦/❝♦♣✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ✐/ ✇❡❧❧✲♣&❡❞✐❝$❡❞ ❜② $❤❡ ❯▼❆❚ ✉/✐♥❣

❜♦$❤ ❘❛♠❜❡&❣✲❖/❣♦♦❞ ❛♥❞ ✉/❡&✲❞❡✜♥❡❞ ❧♦❛❞ ❝✉&✈❡ ♠♦❞❡❧/✳ ❇♦$❤ ♠❛①✐♠❛❧ /$&❡// ❛♥❞ ❚/❛✐✲❲✉ ❢❛✐❧✉&❡

❝&✐$❡&✐❛ ❣✐✈❡ ❛❧/♦ /✐♠✐❧❛& ♣&❡❞✐❝$✐♦♥/✳ ❉✉❡ $♦ $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛&✐$②✱ ♣❧❛/$✐❝ /$&❛✐♥ ❤❛/ ❜❡❡♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛$❡❞ ❜✉$

✐$/ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥ ✐/ ♥♦$ &❡♣&❡/❡♥$❡❞ ❤❡&❡✱ ❛/ ✐$ ❤❛/ ♥♦ ♣❤②/✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ $♦ ❝♦♠♣❛&❡ ✐$ ✇✐$❤ $❤❡ ♣❡&♠❛♥❡♥$

❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ❝❛✉/❡❞ ❜② ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ❛♥❞ ②❛&♥ ❞❡❜♦♥❞✐♥❣✳

✻✳✶✳✷ ❈♦♠♣/❡&&✐✈❡ )❡&)&

❆/ /❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✳ ✻✳✷ $❤❡ ♠❛❝&♦/❝♦♣✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ❛♥❞ ❢❛✐❧✉&❡ ❛&❡ ✇❡❧❧✲♣&❡❞✐❝$❡❞

❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥✳ ❇♦$❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♠♦❞❡❧/ ❛♥❞ ❜♦$❤ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐❛ ❣✐✈❡ ❤❡&❡ ❛❧/♦ /✐♠✐❧❛&

&❡/✉❧$/✳ ❆ ❧♦✇ N✉❛♥$✐$② ♦❢ ♣❧❛/$✐❝ /$&❛✐♥ ❤❛/ ❜❡❡♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛$❡❞ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛&✐$② ❜✉$ ✐$

✐/ ♥♦$ &❡♣♦&$❡❞ ❤❡&❡✳

✶✹✽
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❋✐❣✉&❡ ✻✳✸✿ ❈♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ❝❛&❜♦♥ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ 7❘❊7❘❊● ❝♦♠♣♦/✐$❡✿ /❤❡❛& $❡♥/✐♦♥

✻✳✶✳✸ ❙❤❡❛( )❡*)*

❆/ /❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✳ ✻✳✸✱ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡/✉❧$/ ✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦&

$❤❡ /❤❡❛& $❡♥/✐❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦&✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ✐/ ♣&❡❞✐❝$❡❞ ❤❡&❡ ♦♥❧② ❜❛/❡❞ ♦♥ ❛ ✉/❡&✲❞❡✜♥❡❞ ❧♦❛❞

❝✉&✈❡✳ ❙✐♠✐❧❛& &❡/✉❧$/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♥♦$✐❝❡❞ ❢♦& ❜♦$❤ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥ ❜✉$ ♦♥❧② $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥ ♠❛❞❡ ❜②

$❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ /$&❡// ❝&✐$❡&✐♦♥ ✐/ &❡♣♦&$❡❞ ❤❡&❡✳ ❙✐♠✐❧❛& /❤❡❛& /$&❛✐♥ ❛♥❞ ♣❧❛/$✐❝ /❤❡❛& /$&❛✐♥ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥/

❛/ $❤♦/❡ ♣&❡/❡♥$❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✽ ❛&❡ ♦❜/❡&✈❡❞✳

✻✳✶✳✹ ▲♦♥❣✐)✉❞✐♥❛❧ ❢♦✉(✲♣♦✐♥) ❜❡♥❞✐♥❣ )❡*)*

❋✐❣ ✻✳✹ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ &❡/✉❧$/ ❢♦& $❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❢♦✉&✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣ $❡/$/✳ ❚❤❡ /$✐✛❡/$ ❜❡♥❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦&

❝❛♣$✉&❡❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧② ❤❛/ ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ $♦ $❤❡ ♣❤②/✐❝❛❧ &❡❢❡&❡♥❝❡ ♦♥ $❤❡ ❣&❛♣❤/✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ❝♦♥/✐❞❡&❛❜❧❡

/❝❛$$❡& ✐♥ $❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ /$✐✛♥❡// ❤❛/ ❜❡❡♥ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧② ❝❛♣$✉&❡❞✱ ❛/ /❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸✹✳ ❚❤❡ ♣&❡❞✐❝$❡❞

❜❡♥❞✐♥❣ /$✐✛♥❡// ✐/ ♥♦$ ✐♥ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ $❤❡ ♣❤②/✐❝❛❧ &❡❢❡&❡♥❝❡✱ ❜✉$ ❛♥ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ✐/ ♦❜/❡&✈❡❞

&❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ /$✐✛❡/$ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡/✉❧$/✳ ❲✐$❤♦✉$ ✉/✐♥❣ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡✱ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❝❝✉&&❡❞ ❛$ 70% ♦❢

$❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ /$&❡♥❣$❤ ♦❜/❡&✈❡❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧❛♣/❡ ♦❢ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ /♣❡❝✐♠❡♥ ✐/ ❝❛✉/❡❞ ❜② $❤❡

❢❛✐❧✉&❡ ✐♥ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✜&/$ ♣❧② ❜❡❧♦✇ $❤❡ ❧♦❛❞❡&/✳ ❚❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ /$&❡♥❣$❤

❝❛♣$✉&❡❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧② ✇❛/ &❡❧❛$✐✈❡❧② ❧♦✇ ❛♥❞ ✐$ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ $❤❡ ♣&❡♠❛$✉&❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❜/❡&✈❡❞ ❤❡&❡✳

❍♦✇❡✈❡&✱ ✐♥ ♦&❞❡& $♦ ❦❡❡♣ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ $❤❡ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ /$&❡♥❣$❤ ❞❡$❡&♠✐♥❡❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❤♦♦/❡ $♦

✉/❡ $❤❡ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ❧❛✇/ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ ✐♥ $❤❡ ❯▼❆❚ $♦ ❞❡❧❛② $❤❡ ❝♦❧❧❛♣/❡ ♦❢ $❤❡

/♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞ $♦ ❜❡$$❡& ♠❛$❝❤ $❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ /$&❡♥❣$❤ ❣✐✈❡♥ ❜② $❤❡ ♣❤②/✐❝❛❧ &❡❢❡&❡♥❝❡✳ ❚❤❡ $❤&❡❡ ✐♥✈❡/$✐❣❛$❡❞

♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧/ /❤♦✇ /✐♠✐❧❛& ❛♥❞ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ &❡/✉❧$/✳ ❚❤❡ /$&❛✐♥/ ❛$ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
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$❤❡ ♣❛&$✐❝✉❧❛& /$&✉❝$✉&❡ ♦❢ ❛ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ $❡①$✐❧❡ ❝♦♠♣♦/✐$❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ $♦♦ ❛ ✉♥❡①♣❡❝$❡❞ ✇❡❛❦❡& ❜❡❤❛✈✐♦& ✐♥

❜❡♥❞✐♥❣✳

✻✳✸ ■♠♣❛❝( (❡*(* ♦♥ ❡❧❡♠❡♥(❛.② ♣❧❛(❡*

❚❤❡ ❜❛/✐❝ ❝♦♥$❡①$ ♦❢ /✉❝❤ ❛ /$✉❞② ✐/ /✐♠✐❧❛& ❛/ $❤❡ ♦♥❡ ❞❡/❝&✐❜❡❞ ✐♥ $❤❡ /❡❝$✐♦♥ ✺✳✸✳✺✳✶✳ ❙✐♠✐❧❛& ♥✉♠❡&✐❝❛❧

♠♦❞❡❧/ ❛♥❞ ♠❡$❤♦❞♦❧♦❣✐❡/ ❢♦& $❤❡ ✐❞❡♥$✐✜❝❛$✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❛♠❛❣❡ ♣❛&❛♠❡$❡&/ ❛&❡ ❤❡&❡ ❛❧/♦ ✉/❡❞✳ ❚❤❡ ♣♦/$✲

❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣❛&❛♠❡$❡&/ /❡$ ❢♦& $❤❡ ❢♦✉&✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣ $❡/$/ ✭/❡❡ $❤❡ /❡❝$✐♦♥/ ✻✳✶✳✹ ❛♥❞ ✻✳✷✳✸✮ &❡♣&❡/❡♥$

$❤❡ /$❛&$ ♣♦✐♥$ ♦❢ $❤❡ ♣&❡/❡♥$ ✐♥✈❡/$✐❣❛$✐♦♥✳ ■$ ✇❛/ ♥❡❝❡//❛&② $♦ ❧✐❣❤$❧② ❛❞❛♣$ $❤❡ ✈❛❧✉❡/ ♦❢ $❤❡ ♣❛&❛♠❡$❡&/

$♦ ❜❡$$❡& ✜$ ✇✐$❤ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡/ ❝❛♣$✉&❡❞ ❜② $❤❡ ✐♠♣❛❝$ $❡/$/✳ ◆♦ ❞❡❡♣❡& ✐♥✈❡/$✐❣❛$✐♦♥ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣

$❤❡ ❡✛❡❝$ ♦❢ $❤❡/❡ ♠♦❞✐✜❝❛$✐♦♥/ ♦♥ $❤❡ &❡/✉❧$/ ❢♦& $❤❡ ❢♦✉&✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣ ❤❛/ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝$❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

♦♥❧② ❜♦$❤ ❧✐♥❡❛& ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❝♦♥$✐♥✉♦✉/ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ /$✉❞✐❡❞ ❤❡&❡ ❢♦& ❛ ♠❡/❤

/✐③❡ ♦❢ ✺♠♠✳ ❇♦$❤ /❤❡❧❧ ❛♥❞ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/✱ ❛/ ✇❡❧❧ ❛/ ❜♦$❤ 0◦ ❛♥❞ 45◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

✐♥✈❡/$✐❣❛$❡❞ ❛♥❞ ✇✐$❤♦✉$ ♣❛&$✐❝✉❧❛& ✐♥❞✐❝❛$✐♦♥ $❤❡ 0◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ✐/ ❝♦♥/✐❞❡&❡❞ ♣❡& ❞❡❢❛✉❧$✳ ❚❤❡ ✇❤✐$❡

❧✐♥❡ ♦♥ $❤❡ ❢&✐♥❣❡ ♣❧♦$/ &❡♣&❡/❡♥$/ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❛♠❛❣❡❞ /✉&❢❛❝❡ ♦❜/❡&✈❡❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧②✳

✻✳✸✳✶ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐-❤ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥-/

❋✐❣✳ ✻✳✶✷ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ &❡/✉❧$/ ❢♦& $❤❡ ✺❏ ✐♠♣❛❝$✱ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♣♦/$✲

❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆ S✉✐$❡ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❝✉&✈❡ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦&✬/

❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ $❤❡ &❡❛❝$✐♦♥ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦ ✐/ ❛❜♦✉$ 30% ♦✈❡&✲♣&❡❞✐❝$❡❞✳ ■♥ ❝♦♠♣❛&✐/♦♥ ✇✐$❤ $❤❡

❘❚▼ ♠❛$❡&✐❛❧✱ ❛ ❜❡$$❡& ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❤❡&❡ ❢♦& $❤❡ 7❘❊7❘❊● ♠❛$❡&✐❛❧✳ ❚❤❡ ❝✉&✈❡/ ♦❜$❛✐♥❡❞

♥✉♠❡&✐❝❛❧❧② ❝♦&&❡/♣♦♥❞ ✈❡&② ✇❡❧❧ $♦ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦♥❡ ✉♥$✐❧ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ❛♥❞ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦✳ ❆$

$❤✐/ ♣♦✐♥$✱ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ❡✈♦❧✈❡/ ❛&♦✉♥❞ $❤❡ ✐♠♣❛❝$❡❞ ③♦♥❡ ❛♥❞ $❤✐/ ❝❛♥ ❜❡ ❤❛&❞❧② ♠♦❞❡❧❡❞

✉/✐♥❣ ❛ ✉♥✐S✉❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❧❛②❡& ❛♥❞ ❛ ♠❡/❤ /✐③❡ ❛❜♦✉$ ✺♠♠✳ ❚❤✐/ /❤♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥❝❡/ ♦❜/❡&✈❡❞

✐♥ $❤❡ S✉❛♥$✐$❛$✐✈❡ ❛♥❛❧②/✐/ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$ $❡/$/✳

✶✺✹



❈❤❛♣$❡& ✻✳ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦♥ ❝❛&❜♦♥ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ 7❘❊7❘❊● /♣❡❝✐♠❡♥/
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❋✐❣✉&❡ ✻✳✶✷✿ ❈♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ❝❛&❜♦♥ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ 7❘❊7❘❊● ❝♦♠♣♦/✐$❡✿ ✺❏ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✇✐$❤ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/

❘❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ♣&❡❞✐❝$❡❞ ❞❛♠❛❣❡❞ /✉&❢❛❝❡/✱ ❛ ❧❛&❣❡& ❧♦❛❞ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡& ✈❛❧✉❡/ ♦❢ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡

✐♥❞✐❝❛$♦&/ ❛&❡ ♦❜/❡&✈❡❞ ❝♦♠♣❛&❡❞ $♦ $❤❡ ❘❚▼ ♠❛$❡&✐❛❧✳ ■$ ✐/ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ ❡①♣❡&✐♠❡♥$/✱ ❛/

❧❛&❣❡& ❞❛♠❛❣❡❞ /✉&❢❛❝❡/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛♣$✉&❡❞ ❢♦& $❤❡ 7❘❊7❘❊● ❝♦♠♣♦/✐$❡✳ ❆ ❤✐❣❤❡& ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ $❤❛♥

$❡♥/✐❧❡ ❧♦❛❞ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥ ✐/ ♦❜/❡&✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐/ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜/❡&✈❛$✐♦♥/✳ ❆/ ♥♦ ❢❛✐❧✉&❡

❛♥❞ ❝♦♥/❡I✉❡♥$❧② ♥♦ ❞❛♠❛❣❡ ♦❝❝✉&&❡❞✱ ❜♦$❤ ❧✐♥❡❛& ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧/ ❣✐✈❡ /✐♠✐❧❛&

&❡/✉❧$/✳ ❆ ❞❡❧❛♠✐♥❛$❡❞ /✉&❢❛❝❡ ❤❛/ ❜❡❡♥ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧② ♦❜/❡&✈❡❞ ❜✉$ ♥♦ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐/ ♣&❡❞✐❝$❡❞

✐♥ $❤❡ /✐♠✉❧❛$✐♦♥/✳ ■$ /❤♦✇/ $❤❡ ❞✐✣❝✉❧$② $♦ ♠♦❞❡❧ ❜♦$❤ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥/ ✉/✐♥❣ ❛

✉♥✐I✉❡ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❉❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ /❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥/✐❞❡&❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$❧② ✉/✐♥❣

❛ ♣❛&$✐❝✉❧❛& ✐♥$❡&❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❡$✇❡❡♥ /✉❜❧❛♠✐♥❛$❡/✳

❋✐❣✳ ✻✳✶✸ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ &❡/✉❧$/ ❢♦& $❤❡ ✷✺❏ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/✳ ❆ ❝♦♠♣❛&✐/♦♥

❜❡$✇❡❡♥ ❜♦$❤ ❧✐♥❡❛& ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❝♦♥$✐♥✉♦✉/ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧/ ✐/ ❛❧/♦ ♣&♦♣♦/❡❞✳ ❘❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡

❝✉&✈❡/ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡ ❛♥❞ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ /✉&❢❛❝❡/✱ ✐$ ✐/ ❝❧❡❛& $❤❛$ ❜♦$❤ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧/ ❣✐✈❡ /✐♠✐❧❛&

&❡/✉❧$/✳ ❆♥ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& $❤❡ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦&✱ ❛/ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡

✐/ ❛❜♦✉$ 10% ✉♥❞❡&✲❡/$✐♠❛$❡❞✳ ❚❤❡ &❡❛❝$✐♦♥ ❢♦&❝❡ ✐/ ✈❡&② ✇❡❧❧ ♣&❡❞✐❝$❡❞ ✉♥$✐❧ 50% ♦❢ $❤❡ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦✳

❚❤❡♥✱ $❤❡ ❧❛♠✐♥❛$❡ ✉♥❞❡&✇❡♥$ ❞❛♠❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛&❧② ❝❤❛♥❣❡/ $❤❡ /❧♦♣❡ ♦❢ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ❝✉&✈❡✳ ❚❤✐/

❞❛♠❛❣❡ ✐/ ❛ /✉❞❞❡♥ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉/❡❞ ❤❡&❡ ✐/ ♥♦$ ❛❜❧❡ $♦ ❝❛♣$✉&❡

✐$✳ ❚❤❡ ♣&❡❞✐❝$❡❞ ❞❛♠❛❣❡❞ /✉&❢❛❝❡/ /❤♦✇ ❛ ❤✐❣❤❡& ❜✉$ ♠♦&❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥ ✐♥ $❡♥/✐♦♥

$❤❛♥ ✐♥ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥✳ ❚❤✐/ $❡♥❞❡♥❝② ❝♦&&❡/♣♦♥❞/ ✈❡&② ✇❡❧❧ $♦ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜/❡&✈❛$✐♦♥/ ♣&❡/❡♥$❡❞ ♦♥

❋✐❣✳ ✸✳✸✾✱ ✇❤❡&❡ ❛ ❞✐✛✉/❡ ❞❛♠❛❣❡ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✐/ ✈✐/✐❜❧❡ ♦♥ $❤❡ ✐♠♣❛❝$❡❞ /✐❞❡ ♦❢ $❤❡ ♣❧❛$❡ ✇❤❡&❡❛/

❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ❛♣♣❡❛&/ ♦♥ $❤❡ ❜❛❝❦ /✐❞❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥$&❛&② ❤❛/ ❜❡❡♥ ♦❜/❡&✈❡❞ ❢♦& $❤❡ ❘❚▼ ♠❛$❡&✐❛❧✱

✇❤❡&❡ ❛ ❧❛&❣❡& ❞❛♠❛❣❡ ❛♣♣❡❛&❡❞ ♦♥ $❤❡ ❜❛❝❦ /✐❞❡ $❤❛♥ ♦♥ $❤❡ ✐♠♣❛❝$❡❞ /✐❞❡ ♦❢ $❤❡ ❝♦✉♣♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡

♣&❡❞✐❝$❡❞ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❛♠❛❣❡❞ /✉&❢❛❝❡ /❤♦✇❡❞ ❜② $❤❡ ❛✈❡&❛❣❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦& ✐/ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤

$❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜/❡&✈❛$✐♦♥/✳
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❋✐❣✉&❡ ✻✳✶✹✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛&✐$② ♦♥ $❤❡ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ❝❛&❜♦♥ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ 7❘❊7❘❊● ❝♦♠♣♦/✐$❡✿

✷✺❏ ✐♠♣❛❝$✱ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ ❛♥❞ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛& ❡❧❛/$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦&

❋✐❣✳ ✻✳✶✹ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ &❡/✉❧$/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& ❛ ✷✺❏ ✐♠♣❛❝$✱ ✇❤❡♥ ❛ ❧✐♥❡❛& ❡❧❛/$✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ✐/ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦&

$❤❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ $&❛♥/✈❡&/❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❞✐&❡❝$✐♦♥/✳ ❚❤❡② ❛&❡ ❝♦♠♣❛&❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥/ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣

❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♣&❡✲❢❛✐❧✉&❡ ❜❡❤❛✈✐♦&✳ ❆ ♠❡/❤ /✐③❡ ♦❢ ✺♠♠ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛&❡ ✉/❡❞ ❢♦&

$❤✐/ ❝♦♠♣❛&✐/♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ✐♥ $❡♥/✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥ ❤❛/ ❜❡❡♥ &❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♠♦♥

❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ❤❛✈✐♥❣ $❤❡ /❛♠❡ ✐♥✐$✐❛❧ /$✐✛♥❡//✱ $❤❡ /❛♠❡ /$&❡♥❣$❤/ ❛♥❞ $❤❡ /❛♠❡ /$&❛✐♥/ ❛$ ❢❛✐❧✉&❡✳

❘❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡✱ $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉/✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦& ♣&❡❞✐❝$/ ❛ ♣&❡♠❛$✉&❡ ❢❛✐❧✉&❡

♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧✱ ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ ❛ $♦♦ ❧♦✇ &❡❛❝$✐♦♥ ❢♦&❝❡ ❧❡✈❡❧✳ ❆ ❤✐❣❤❡& ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦& ✐/

❝❛♣$✉&❡❞ ❢♦& $❤❡ ❧✐♥❡❛& ❡❧❛/$✐❝ ♠❛$❡&✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦&✱ ♣&♦❜❛❜❧② ❝❛✉/❡❞ ❜② $❤❡ ♣&❡♠❛$✉&❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ $❤❡

♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥ &❡❞✉❝✐♥❣ ❝♦♥/✐❞❡&❛❜❧② $❤❡ /$✐✛♥❡// ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣♦/✐$❡ ♣❧❛$❡✳ ■$ ✐♠♣❧✐❡/

$❤❛$ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ❛&❡❛/ ♣&❡❞✐❝$❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ❧✐♥❡❛& ❡❧❛/$✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛&❡ ❧❛&❣❡& $❤❛♥ $❤♦/❡ ♦❜$❛✐♥❡❞ ✇✐$❤ $❤❡

♥♦♥❧✐♥❡❛& ♣❧❛/$✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❜✉$ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✐/ ♦❜/❡&✈❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜/❡&✈❛$✐♦♥/✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

❛ ❜❡$$❡& ❝♦♠♣&♦♠✐/❡ ✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ✉/✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♣❧❛/$✐❝ ♣&❡✲❢❛✐❧✉&❡ ❜❡❤❛✈✐♦&✳

❋✐❣✳ ✻✳✶✺ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ &❡/✉❧$/ ♦❢ $❤❡ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ ❢♦& ❜♦$❤ ❧✐♥❡❛& ❛♥❞

♥♦♥❧✐♥❡❛& ❝♦♥$✐♥✉♦✉/ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧/✳ ❙✐♠✐❧❛&❧② ❛/ ❢♦& $❤❡ ✷✺❏ ✐♠♣❛❝$✱ ❜♦$❤ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧/

❣✐✈❡ /✐♠✐❧❛& &❡/✉❧$/ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡ ❛♥❞ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ③♦♥❡/✳ ❆ ✈❡&② ❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✐/

♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& $❤❡ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦&✳ ❆ ❣♦♦❞ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ✐/ ♦❜/❡&✈❡❞ ❢♦& $❤❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡

&❡❛❝$✐♦♥ ❢♦&❝❡ ♦✈❡& $❤❡ $✐♠❡✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤$ ❞✐✛❡&❡♥❝❡ ❝♦♠❡/ ❢&♦♠ $❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ $❤❡ /❧♦♣❡ ❛❜♦✉$ 40% ♦❢ $❤❡

♠❛①✐♠❛❧ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦✱ ❞✉❡ $♦ ❛ /✉❞❞❡♥ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣&❡❞✐❝$❡❞ ❞❛♠❛❣❡❞ /✉&❢❛❝❡/ /❤♦✇ ❛

❤✐❣❤❡& ❜✉$ ♠♦&❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥ ✐♥ $❡♥/✐♦♥ $❤❛♥ ✐♥ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦&&❡/♣♦♥❞/ ✈❡&② ✇❡❧❧
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$♦ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜/❡&✈❛$✐♦♥/ ♣&❡/❡♥$❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✵✱ ✇❤❡&❡ ❛ ❞✐✛✉/❡ ❞❛♠❛❣❡ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ✐/ ✈✐/✐❜❧❡

♦♥ $❤❡ ✐♠♣❛❝$❡❞ /✐❞❡ ♦❢ $❤❡ ♣❧❛$❡ ✇❤❡&❡❛/ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ❛♣♣❡❛&/ ♦♥ $❤❡ ❜❛❝❦ /✐❞❡✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥$

❞❡❧❡$✐♦♥ ♦❝❝✉&&✐♥❣ ✐♥ $❤❡ /✐♠✉❧❛$✐♦♥/ ❝♦&&❡/♣♦♥❞/ $♦ $❤❡ K✉✐$❡ ♣❡&❢♦&❛$❡❞ ♣❧❛$❡/ ♦❜/❡&✈❡❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧②

❢♦& ❛ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡ ♣&❡❞✐❝$❡❞ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❛♠❛❣❡❞ /✉&❢❛❝❡ ♦✈❡& $❤❡ /♣❡❝✐♠❡♥ &❡❢❡&&✐♥❣ $♦ $❤❡

❛✈❡&❛❣❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦& ✐/ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜/❡&✈❛$✐♦♥/✳

❋✐❣✳ ✻✳✶✻ ♣&❡/❡♥$/ ❛♥ ♦✈❡&✈✐❡✇ ♦❢ $❤❡ &❡/✉❧$/ ❢♦& $❤❡ $❤&❡❡ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣✐❡/✱ ❜♦$❤ ❝♦♥$✐♥✉♦✉/ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡

❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧/ ❛♥❞ $❤❡ 45◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥✳ ❆/ ♥♦ ❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ ♥♦ ❞❛♠❛❣❡ ❛&❡ ♣&❡❞✐❝$❡❞ ❢♦& $❤❡ ✺❏ ✐♠♣❛❝$✱

❜♦$❤ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ❧❛✇/ ❣✐✈❡ /✐♠✐❧❛& ♣&❡❞✐❝$✐♦♥/ ❛♥❞ ♦♥❧② $❤❡ &❡/✉❧$/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❜② ✉/✐♥❣ $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛&

❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❛&❡ &❡♣♦&$❡❞✳ ❆/ ❛❧&❡❛❞② ♥♦$✐❝❡❞✱ $♦♦ /$✐✛ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛&❡ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& $❤❡ ✺❏ ✐♠♣❛❝$

❛/ $❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ ❛ ✉♥✐K✉❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❧❛②❡& ❛♥❞ ❛ ♠❡/❤ /✐③❡ ❛❜♦✉$ ✺♠♠ ❞♦❡/ ♥♦$ ❛❧❧♦✇ $♦ ❝❛♣$✉&❡ $❤❡

✈❡&② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❝❝✉&&✐♥❣ ❢♦& /✉❝❤ ❧♦✇ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣②✳ ❋♦& ❜♦$❤ ✷✺❏ ❛♥❞ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$/✱ $❤❡

❝❤❛♥❣❡ ♦❢ $❤❡ /❧♦♣❡ ❛$ 40% ♦❢ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦✱ ❞✉❡ $♦ ❛ /✉❞❞❡♥ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥✱ ✐/ ♥♦$

♥✉♠❡&✐❝❛❧❧② ♣&❡❞✐❝$❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥/ $❤❡ ♥♦♥✲♦♣$✐♠❛❧ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡/✉❧$/✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

$❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❛♠❛❣❡ /✉&❢❛❝❡/ &❡♣&❡/❡♥$❡❞ ❜② $❤❡ ❢&✐♥❣❡ ♣❧♦$/ ♦❢ $❤❡ ❛✈❡&❛❣❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦& /❤♦✇ ❛♥

❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ ❡①♣❡&✐♠❡♥$/✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ✺❏ ✐/ ❤❡&❡ ♥♦$ &❡♣♦&$❡❞✱ ❛/ $❤❡

&❡/✉❧$/ ✇❡&❡ /✐♠✐❧❛& ❛/ $❤♦/❡ ❛❧&❡❛❞② ♣&❡/❡♥$❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✷

✶✺✽



❈❤❛♣$❡& ✻✳ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦♥ ❝❛&❜♦♥ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ 7❘❊7❘❊● /♣❡❝✐♠❡♥/
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❋✐❣✉&❡ ✻✳✶✻✿ ❈♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ❝❛&❜♦♥ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ 7❘❊7❘❊● ❝♦♠♣♦/✐$❡✿ ♦✈❡&✈✐❡✇ ♦❢ $❤❡ ✺❏✱ ✷✺❏ ❛♥❞

✺✵❏ ✐♠♣❛❝$/ ❢♦& $❤❡ 45◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/

✶✺✾



❈❤❛♣$❡& ✻✳ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦♥ ❝❛&❜♦♥ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ 7❘❊7❘❊● /♣❡❝✐♠❡♥/
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❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✼✿ ❈♦$$❡❧❛/✐♦♥ ❢♦$ /❤❡ ❝❛$❜♦♥ /✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ 8❘❊8❘❊● ❝♦♠♣♦>✐/❡✿ ✺❏ ✐♠♣❛❝/ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✇✐/❤ /❤✐❝❦ >❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥/>

✻✳✸✳✷ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐-❤ -❤✐❝❦ 1❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥-1

❋✐❣✳ ✻✳✶✼ ♣$❡>❡♥/> /❤❡ $❡>✉❧/> ❢♦$ /❤❡ ✺❏ ✐♠♣❛❝/✱ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐/❤ /❤✐❝❦ >❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥/> ❛♥❞ /❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛$

♣♦>/✲❢❛✐❧✉$❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❙✐♠✐❧❛$ $❡♠❛$❦> ❛> ❢♦$ >❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥/> ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ $❡❣❛$❞✐♥❣ /❤❡ E✉❛♥/✐/❛/✐✈❡

❛♥❛❧②>✐> ♦❢ /❤❡ ♠❛/❡$✐❛❧ $❡>♣♦♥>❡✳ ❆ ❤✐❣❤❡$ ❝♦♠♣$❡>>✐✈❡ /❤❛♥ /❡♥>✐❧❡ ❧♦❛❞ ❞✐>/$✐❜✉/✐♦♥ ✐> ♦❜>❡$✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤

✐> ✐♥ ❛❣$❡❡♠❡♥/ ✇✐/❤ ❡①♣❡$✐♠❡♥/❛❧ ♦❜>❡$✈❛/✐♦♥>✳ ❆> ♥♦ ❢❛✐❧✉$❡ ♦❝❝✉$$❡❞ ❛♥❞ ❛> ♥♦ ❞❛♠❛❣❡ ❤❛> ❜❡❡♥

✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ❜♦/❤ ❧✐♥❡❛$ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛$ ♣♦>/✲❢❛✐❧✉$❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧> ❣✐✈❡ >✐♠✐❧❛$ $❡>✉❧/>✳

❋✐❣✳ ✻✳✶✽ ♣$❡>❡♥/> /❤❡ $❡>✉❧/> ❢♦$ /❤❡ ✷✺❏ ✐♠♣❛❝/ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐/❤ /❤✐❝❦ >❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥/>✳ ❇♦/❤

❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧> ❣✐✈❡ >✐♠✐❧❛$ $❡>✉❧/> ✐♥ /❡$♠> ♦❢ ♠❛/❡$✐❛❧ $❡>♣♦♥>❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡❞ >✉$❢❛❝❡>✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ /❤❡

✉>❡ ♦❢ /❤✐❝❦ >❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥/> ❞♦❡> ♥♦/ ❤❛✈❡ ❤❡$❡ ❛ ❤✐❣❤ ❡✛❡❝/ ♦♥ /❤❡ E✉❛♥/✐/❛/✐✈❡ ❛♥❛❧②>✐> ♦❢ /❤❡ ✐♠♣❛❝/ /❡>/>✳

❆ ❤✐❣❤❡$ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ❜❡/✇❡❡♥ ❜♦/❤ ❡❧❡♠❡♥/ /②♣❡> ❤❛> ❜❡❡♥ ♦❜>❡$✈❡❞ ❢♦$ /❤❡ ❘❚▼ ♠❛/❡$✐❛❧✳ ❈♦♥>❡E✉❡♥/❧②✱

✐/ >❡❡♠> /❤❛/ /❤❡ ❘❚▼ ♠❛/❡$✐❛❧ ✐> ♠♦$❡ >❡♥>✐/✐✈❡ /♦ ✸❉ >/$❡>> >/❛/❡ /❤❛♥ /❤❡ 8❘❊8❘❊● ♠❛/❡$✐❛❧✳ ❚❤✐>

❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② /❤❡ ❢❛❝/ /❤❛/ /❤❡ 8❘❊8❘❊● ❝♦♠♣♦>✐/❡ >/✉❞✐❡❞ ❤❡$❡ >❡❡♠> /♦ ❞❡❧❛♠✐♥❛/❡ ❡❛>✐❡$

/❤❛♥ /❤❡ ❘❚▼ ♠❛/❡$✐❛❧✳ ❚❤❡ ❞❡❧❛♠✐♥❛/✐♦♥ ♣$♦♣❛❣❛/✐♦♥ $❡❞✉❝❡> /❤❡ ❡✛❡❝/> ♦❢ ❞❛♠❛❣❡✱ ❝$❛❝❦> ❞✐>/$✐❜✉/✐♦♥

❛♥❞ ♠❛/❡$✐❛❧ ❞❡❣$❛❞❛/✐♦♥ /❤♦✉❣❤ /❤❡ /❤✐❝❦♥❡>>✳ ❚❤✐> ❝♦✉❧❞ ❥✉>/✐❢② /❤❡ ❧♦✇❡$ ❡✛❡❝/ ♦❢ /❤❡ ✉>❡ ♦❢ /❤✐❝❦

>❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥/> ❢♦$ /❤❡ ✐♠♣❛❝/ ♦♥ /❤❡ 8❘❊8❘❊● ❝♦♠♣♦>✐/❡✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ /❤❡ ❝$♦>>✲>❤❛♣❡ ♦❢ /❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞

③♦♥❡> ♣$❡❞✐❝/❡❞ ✉>✐♥❣ /❤✐❝❦ >❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥/> ✐> ♥♦/ ❛❝❝❡♣/❛❜❧❡✱ ❛> ✐/ ❤❛> ❛❧$❡❛❞② ❜❡❡♥ $❡♠❛$❦❡❞ ❢♦$ /❤❡ ❘❚▼

♠❛/❡$✐❛❧✳

❋✐❣✳ ✻✳✶✾ ♣$❡>❡♥/> /❤❡ $❡>✉❧/> ❢♦$ /❤❡ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝/ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐/❤ /❤✐❝❦ >❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥/>✳ ❇♦/❤

❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧> ❣✐✈❡ >✐♠✐❧❛$ $❡>✉❧/> ❛♥❞ ♦♥❧② /❤❡ ❛✈❡$❛❣❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛/♦$ ✐> $❡♣♦$/❡❞ ❢♦$ /❤❡ ❡✈❛❧✉❛/✐♦♥

♦❢ /❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ >✉$❢❛❝❡>✳ ❆ >✐♠✐❧❛$ ❣♦♦❞ ❝♦$$❡❧❛/✐♦♥ ❛> ✉>✐♥❣ >❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥/> ✐> ♦❜>❡$✈❡❞ ❝♦♥❝❡$♥✐♥❣ /❤❡

E✉❛♥/✐/❛/✐✈❡ ❛♥❛❧②>✐> ♦❢ /❤❡ ♠❛/❡$✐❛❧ $❡>♣♦♥>❡✳ ❚❤❡ ❝$♦>>✲>❤❛♣❡ ♦❢ /❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ③♦♥❡> ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣
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♦❜/❡&✈❡❞ ❢♦& $❤❡ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦&✳ ❘❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ &❡❛❝$✐♦♥ ❢♦&❝❡✱ ❛ ✉♥✐H✉❡ ♣❡❛❦ ✐/ ♣&❡❞✐❝$❡❞✱

✇❤❡&❡❛/ $❤&❡❡ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧② ♦❜/❡&✈❡❞✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ /❤♦✇

❛ $♦♦ ❤✐❣❤ ♠❛①✐♠❛❧ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦✳ ❆ ❣♦♦❞ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ✐/ ♦❜/❡&✈❡❞ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❜❡❤❛✈✐♦&

✭H✉✐$❡ ❝♦♥/$❛♥$ ❢♦&❝❡ ❧❡✈❡❧ ❛❢$❡& $❤❡ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦✮✱ ♣❛&$✐❝✉❧❛&❧② ❢♦& $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥✳ ❚❤❡

❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥/ ♦✈❡& $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡ ❢♦& $❤❡ ❧✐♥❡❛& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ❛&❡

♣&❡/❡♥$❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✻✳✷✷✳ ❚❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✐♥❞✐❝❛$♦&/ /❤♦✇ ❛ ❧❛&❣❡& ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ ❧♦❛❞/ $❤❛♥ ♦❢

$❤❡ $❡♥/✐❧❡ ❧♦❛❞/✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡❧❡♠❡♥$ ❡&♦/✐♦♥ ✐/ ✐♥ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜/❡&✈❛$✐♦♥/✳ ❚❤❡

❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦&/ /❤♦✇ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥ ♦❢ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛&♦✉♥❞ $❤❡ ✐♠♣❛❝$❡❞ ③♦♥❡✳ ❆/ ♥♦

❈✲❙❈❆◆ ❛♥❛❧②/✐/ ✐/ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦& $❤❡/❡ ✐♠♣❛❝$ $❡/$/✱ ✐$ ✐/ ❞✐✣❝✉❧$ $♦ ❛//❡// $❤❡ ❛❝❝✉&❛❝② ♦❢ $❤❡/❡ ❢&✐♥❣❡

♣❧♦$/✳ ◆❡✈❡&$❤❡❧❡//✱ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❛♠❛❣❡❞ ③♦♥❡ &❡♣&❡/❡♥$❡❞ ❜② $❤❡ ❛✈❡&❛❣❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦& /❡❡♠/ $♦

❜❡ &❡❧❛$✐✈❡❧② ♣❧❛✉/✐❜❧❡✳

❋✐❣✳ ✻✳✷✸ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥/ ♦✈❡& $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡ ❢♦& $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♣♦/$✲

❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛&❧② ❛/ $❤❡ ❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡✱ ❛ ❧❛&❣❡& ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡

❧♦❛❞/ $❤❛♥ ♦❢ $❤❡ $❡♥/✐❧❡ ❧♦❛❞/ ✐/ ♦❜/❡&✈❡❞✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ ❛ ❧❛&❣❡& ❡❧❡♠❡♥$ ❡&♦/✐♦♥ ♦❝❝✉&&❡❞ ❢♦& $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛&

♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐/ &❡/♣♦♥/✐❜❧❡ ❢♦& $❤❡ ❧♦✇❡& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ /$&❡// ❧❡✈❡❧ ♦❜/❡&✈❡❞ ♦♥

$❤❡ ❝✉&✈❡ ♦❢ $❤❡ &❡❛❝$✐♦♥ ❢♦&❝❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❛♠❛❣❡❞ ③♦♥❡ &❡♣&❡/❡♥$❡❞ ❜② $❤❡ ❛✈❡&❛❣❡❞ ❞❛♠❛❣❡

✐♥❞✐❝❛$♦& /❡❡♠/ $♦ ❜❡ /✉✐$❛❜❧❡ ❜✉$ ❛ ❧♦✇❡& ❡❧❡♠❡♥$ ❡&♦/✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣&❡❢❡&❛❜❧❡✳

❚❤❡ ♣&❡✈✐♦✉/ &❡/✉❧$/ /❤♦✇ ❛♥ ♦✈❡&✲❡/$✐♠❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦ ❛❜♦✉$ 30%✳ ■$ ❤❛/ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ $❤❛$ ❛

✶✻✸



❈❤❛♣$❡& ✻✳ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦♥ ❝❛&❜♦♥ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ 7❘❊7❘❊● /♣❡❝✐♠❡♥/

Failure in tension

Failure in compression

Damage in compression

Averaged damage

❋✐❣✉&❡ ✻✳✷✷✿ ❋❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ✶✵✵❏ ✐♠♣❛❝$ ♦♥ ✷♠♠ $❤✐❝❦ 7❘❊7❘❊● ❤❛$✲♣&♦✜❧❡/

❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧

Failure in tension

Failure in compression

Damage in compression

Averaged damage

❋✐❣✉&❡ ✻✳✷✸✿ ❋❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ✶✵✵❏ ✐♠♣❛❝$ ♦♥ ✷♠♠ $❤✐❝❦ 7❘❊7❘❊● ❤❛$✲♣&♦✜❧❡/

❛♥❞ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧

✶✻✹



❈❤❛♣$❡& ✻✳ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦♥ ❝❛&❜♦♥ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ 7❘❊7❘❊● /♣❡❝✐♠❡♥/

Physical reference UMAT with 20% reduced compressive

strengths in the corners

Failure in tension

Failure in compression

Damage in compression

Averaged damage
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❋✐❣✉&❡ ✻✳✷✹✿ ❈♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ❝❛&❜♦♥ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ ✷♠♠ $❤✐❝❦ 7❘❊7❘❊● ❤❛$✲♣&♦✜❧❡/✿ ✶✵✵❏ ✐♠♣❛❝$✱ $❤❡

❧✐♥❡❛& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ✉/✐♥❣ $❤❡ ♣&❡✈✐♦✉/ ✈❛❧✐❞❛$❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣❛&❛♠❡$❡&/ ❛♥❞ ❛ ✷✺✪ &❡❞✉❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡

❝♦♠♣&❡//✐✈❡ /$&❡♥❣$❤ ✐♥ $❤❡ ❝♦&♥❡&/

&❡❞✉❝$✐♦♥ ❛❜♦✉$ 25% ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ /$&❡♥❣$❤ ✐♥ $❤❡ ❝♦&♥❡&/ ♦❢ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡ $❡♥❞/ $♦ ✐♠♣&♦✈❡ $❤❡

♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡✱ ❛/ ♣&❡/❡♥$❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✻✳✷✹✳ ❚❤✐/ &❡❞✉❝$✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❥✉/$✐✜❡❞ ❜② $❤❡ ❢❛❝$ $❤❛$ ❛ &❡/✐♥

&✐❝❤ &❡❣✐♦♥ ❤❛/ ❜❡❡♥ ♦❜/❡&✈❡❞ ✐♥ $❤❡ ❝♦&♥❡&/ ♦❢ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡✱ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝$✉&✐♥❣ ♣&♦❝❡//✳ ■$ ✐/

♥❛$✉&❛❧❧② ❞✐✣❝✉❧$ $♦ ❞❡$❡&♠✐♥❡ ❛❝❝✉&❛$❡❧② $❤❡ &❡❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ $❤❡ /$&❡♥❣$❤ ❛$ $❤✐/ ♣❧❛❝❡✱ ❜✉$ /✉❝❤ ❛ &❡❧❛$✐✈❡❧②

❧❛✇ &❡❞✉❝$✐♦♥ /❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡✳ ❆ ❣♦♦❞ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ✐/ ♦❜/❡&✈❡❞ &❡❣❛&❞✐♥❣ ❜♦$❤ ❝✉&✈❡/ ❛♥❞ ❛❞❡O✉❛$❡

❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥/ ❛&❡ ♣&❡❞✐❝$❡❞ ✭/❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳✷✹✮✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ ❡❧❡♠❡♥$ ❡&♦/✐♦♥ ✐/ ❝♦♥❝❡♥$&❛$❡❞

♦♥ $❤❡ $♦♣ ✢❛$ /✉&❢❛❝❡ ♦❢ $❤❡ /♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞ $❤❡ ❛✈❡&❛❣❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦& /❤♦✇/ ❛ ❞❛♠❛❣❡ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥

♦♥ $❤❡ ✈❡&$✐❝❛❧ /✐❞❡/ ♦❢ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦&&❡/♣♦♥❞/ ✈❡&② ✇❡❧❧ $♦ $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜/❡&✈❛$✐♦♥/✳

❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡ &❡❞✉❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ /$&❡♥❣$❤ ✐♥ $❤❡ ❝♦&♥❡&/ ✭$❤❡ ♦$❤❡& ♠❛$❡&✐❛❧ ♣❛&❛♠❡$❡&/ ❜❡✐♥❣

✉♥❝❤❛♥❣❡❞✮ ❛❧❧♦✇❡❞ $♦ ✐♠♣&♦✈❡ $❤❡ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡/✉❧$/ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❢♦&❝❡

♣❡❛❦✳ ❙✉✐$❛❜❧❡ &❡/✉❧$/ ❛&❡ ♦❜$❛✐♥❡❞ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥/✳ ❘❡/✉❧$/ ❝❧♦/❡ $♦ $❤♦/❡

&❡♣♦&$❡❞ ❤❡&❡ ❛&❡ ❛❧/♦ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ❧❛✇✳

■♥ ♦&❞❡& $♦ ✐♠♣&♦✈❡ $❤❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥/ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ ✐♠♣❛❝$/ ♦♥ ❘❚▼ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡/✱ /♦♠❡ ✉♣❞❛$❡/ ♦❢ $❤❡

♠❛$❡&✐❛❧ ♣❛&❛♠❡$❡&/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ $❤❡ ♣&❡✈✐♦✉/ ✈❛❧✐❞❛$❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣❛&❛♠❡$❡&/ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ $❤❡

&❡❞✉❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ /$&❡♥❣$❤ ❛&❡ ❦❡♣$ ✐♥ $❤❡ ❝♦&♥❡&/ ♦❢ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡✳ ❖♥ $❤❡ ✢❛$ /✐❞❡ ♦❢ $❤❡

/♣❡❝✐♠❡♥✱ $❤❡ /$&❛✐♥/ ❛$ ❢❛✐❧✉&❡ εf ♠❛$❡&✐❛❧ ♣❛&❛♠❡$❡&/ ❛&❡ /❡$ $♦ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡/ ❞❡✜♥✐♥❣ $❤✉/ ❛ ❧♦♥❣ ♣♦/$✲

❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥✳ ❆♥ ❡✛❡❝$✐✈❡ /$&❛✐♥ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥ ✐/ $❤❡♥ ✉/❡❞ ✭✯▼❆❚❴❆❉❉❴❊❘❖❙■❖◆
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❋✐❣✉&❡ ✻✳✷✺✿ ❈♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ❝❛&❜♦♥ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ ✷♠♠ $❤✐❝❦ 7❘❊7❘❊● ❤❛$✲♣&♦✜❧❡/✿ ✉♣❞❛$❡❞ /$&❛✐♥/

❛$ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡

❦❡②✇♦&❞✮ $♦ ❛✈♦✐❞ $♦♦ ❧❛&❣❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥/✱ $❤❛$ ❛&❡ ❧✐❦❡❧② $♦ ❜❡ ♥♦♥♣❤②/✐❝❛❧ ❛♥❞ $♦ ✐♥❝&❡❛/❡

❞&❛♠❛$✐❝❛❧❧② $❤❡ ❝♦♠♣✉$✐♥❣ $✐♠❡✳ ❚❤❡ ❞❡❧❡$✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥$ ♦❝❝✉&/ ✇❤❡♥ ❛♥ ❡✛❡❝$✐✈❡ /$&❛✐♥ ❛❜♦✉$ 25% ✐♥

$❤❡ ❡❧❡♠❡♥$ ✐/ ❞❡$❡❝$❡❞✳ ❚❤❡ &❡/✉❧$/ ❝♦&&❡/♣♦♥❞✐♥❣ $♦ /✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛&❡ ♣&❡/❡♥$❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✻✳✷✺✳ ❆♥

❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡✱ ❛/ /❤♦✇♥ ❜② ❜♦$❤ ❣&❛♣❤/✳ ❋❛✐❧✉&❡ ✐♥ $❡♥/✐♦♥

✐/ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡ ♦♥ $❤❡ $♦♣ ✢❛$ /✐❞❡ ♦❢ $❤❡ /♣❡❝✐♠❡♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐/ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡✳ ❋❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡

✐♥ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥ ❛&❡ ❞✐/$&✐❜✉$❡❞ ❛&♦✉♥❞ $❤❡ ✐♠♣❛❝$❡❞ ③♦♥❡ ❛♥❞ ♦♥ $❤❡ ✈❡&$✐❝❛❧ /✐❞❡/ ♦❢ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡/✳ ❚❤❡

♠❛①✐♠❛❧ ❞❛♠❛❣❡❞ ③♦♥❡ &❡♣&❡/❡♥$❡❞ ❜② $❤❡ ❛✈❡&❛❣❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦& /❡❡♠/ $♦ ❜❡ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡✳ ❊❧❡♠❡♥$

❡&♦/✐♦♥ ✐/ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥❧② ✐♥ $❤❡ ❝♦&♥❡&/ ♦❢ $❤❡ /♣❡❝✐♠❡♥✱ ❛/ ❧❛&❣❡ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥/ ❛&❡

❛✉$❤♦&✐③❡❞ ♦♥ $❤❡ ✢❛$ /✐❞❡✳ ❙✐♠✐❧❛& &❡/✉❧$/ ❛&❡ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& ❜♦$❤ ❝♦♥$✐♥✉♦✉/ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧/✳

✻✳✹✳✷ ❉%♦♣ (♦✇❡% (❡+(+ ♦♥ ✹♠♠ (❤✐❝❦ ❤❛(✲♣%♦✜❧❡+

✻✳✹✳✷✳✶ ■♠♣❛❝* ❡♥❡-❣② ♦❢ ✸✺✵❏

❚❤✐/ /❡❝$✐♦♥ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛♥❞ $❤❡✐& ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ✸✺✵❏ ✐♠♣❛❝$ ♦♥ ✹♠♠ $❤✐❝❦

❤❛$✲♣&♦✜❧❡/ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ /$❛❝❦✐♥❣ /❡Q✉❡♥❝❡✳ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡/✉❧$/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡/❝&✐❜❡❞ ✐♥ $❤❡

/❡❝$✐♦♥ ✸✳✸✳✸✳✷✳

❋✐❣✳ ✻✳✷✻ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ &❡/✉❧$/ ❢♦& $❤❡ ❧✐♥❡❛& ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧/✱ ❜❛/❡❞ ♦♥ $❤❡

✶✻✻
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❋✐❣✉&❡ ✻✳✷✻✿ ❈♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ❝❛&❜♦♥ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ ✹♠♠ $❤✐❝❦ 7❘❊7❘❊● ❤❛$✲♣&♦✜❧❡/✿ ✸✺✵❏ ✐♠♣❛❝$✱

❝♦♠♣❛&✐/♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ❧✐♥❡❛& ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡/ ✉/✐♥❣ $❤❡ ♣&❡✈✐♦✉/ ✈❛❧✐❞❛$❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧

♣❛&❛♠❡$❡&/

♠❛$❡&✐❛❧ ♣❛&❛♠❡$❡&/ /❡$ ❢♦& $❤❡ ✐♠♣❛❝$ $❡/$/ ♦♥ ❡❧❡♠❡♥$❛&② ♣❧❛$❡/ ✭❈✳❆✳■✮✳ ❆♥ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✐/

♦❜/❡&✈❡❞ ❢♦& $❤❡ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦& ❜✉$ $♦♦ ❤✐❣❤ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦/ ❛&❡ ♣&❡❞✐❝$❡❞✳ ❚❤❡ /✉❞❞❡♥ ❢❛❧❧

✐♥ $❤❡ ❢♦&❝❡ ✐/ ❝❛✉/❡❞ ❜② ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡❧❡♠❡♥$ ❞❡❧❡$✐♦♥ ❜❡❧♦✇ $❤❡ ✐♠♣❛❝$✐♥❣ ♠❛//✳ ❆/ ❜♦$❤ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡

❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧/ ❣❛✈❡ /✐♠✐❧❛& &❡/✉❧$/✱ ♦♥❧② $❤❡ ❢&✐♥❣❡ ♣❧♦$/ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ ❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡ ❛&❡ ♣&❡/❡♥$❡❞✳

❚❤❡② /❤♦✇ $❤❛$ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$/ ❛&❡ ❞❡❧❡$❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡ ♦✈❡& $❤❡ ✇✐❞$❤ ♦❢ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ❢❛✐❧✉&❡

✐/ ❛❧/♦ ♦❜/❡&✈❡❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧② ❜✉$ ✐$ ✐♠♣❧✐❡/ ❛ ❤✉❣❡ ❧♦// ♦❢ &❡❛❝$✐♦♥ ❢♦&❝❡ ✐♥ $❤❡ /✐♠✉❧❛$✐♦♥/✱ ❛/ $❤❡

❢&❛❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❛♥❞ $❤❡ ❢&✐❝$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ ❜♦$❤ /✐❞❡/ ♦❢ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡/ ❛&❡ ♥♦$ ♠♦❞❡❧❡❞✳

❚❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✐♥❞✐❝❛$♦&/ /❤♦✇ ❛ ❧❛&❣❡& ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ ❧♦❛❞/ $❤❛♥ ♦❢ $❤❡ $❡♥/✐❧❡ ❧♦❛❞/✱ ✇❤✐❝❤

/❡❡♠/ $♦ ❜❡ &❡❛❧✐/$✐❝ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ /$&❡♥❣$❤✳ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦&/ /❤♦✇

❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥ ♦❢ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛&♦✉♥❞ $❤❡ ✐♠♣❛❝$❡❞ ③♦♥❡✳ ❆/ ♥♦ ❈✲❙❈❆◆ ❛♥❛❧②/✐/ ✐/

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦& $❤❡/❡ ✐♠♣❛❝$ $❡/$/✱ ✐$ ✐/ ❞✐✣❝✉❧$ $♦ ❛//❡// $❤❡ ❛❝❝✉&❛❝② ♦❢ $❤❡/❡ ❢&✐♥❣❡ ♣❧♦$/✳ ◆❡✈❡&$❤❡❧❡//✱

$❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❛♠❛❣❡❞ ③♦♥❡ &❡♣&❡/❡♥$❡❞ ❜② $❤❡ ❛✈❡&❛❣❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦& /❡❡♠/ $♦ ❜❡ &❡❧❛$✐✈❡❧② ♣❧❛✉/✐❜❧❡✳

❚❤❡ ♣&❡✈✐♦✉/ &❡/✉❧$/ /❤♦✇ ❛♥ ♦✈❡&✲❡/$✐♠❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦ ❛❜♦✉$ 40%✳ ❙✐♠✐❧❛&❧② $♦ $❤❡ ✷♠♠

$❤✐❝❦ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡/✱ ✐$ ❤❛/ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❤❡&❡ $❤❛$ ❛ &❡❞✉❝$✐♦♥ ❛❜♦✉$ 50% ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ /$&❡♥❣$❤ ✐♥ $❤❡

❝♦&♥❡&/ ♦❢ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡ $❡♥❞/ $♦ ✐♠♣&♦✈❡ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡✱ ❛/ ♣&❡/❡♥$❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✻✳✷✼✳ ■♥ ❛❞❞✐$✐♦♥

$♦ $❤❡ ❝♦♥/✐❞❡&❛$✐♦♥ ♦❢ &❡/✐♥ &✐❝❤ &❡❣✐♦♥ ✐♥ $❤❡ ❝♦&♥❡&/✱ $❤❡ ❝♦♥/✐❞❡&❛❜❧❡ $❤✐❝❦♥❡// ♦❢ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❛♥❞ $❤❡

✶✻✼



❈❤❛♣$❡& ✻✳ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦♥ ❝❛&❜♦♥ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ 7❘❊7❘❊● /♣❡❝✐♠❡♥/

Failure in tension

Failure in compression

Damage in compression

Averaged damage

Physical reference UMAT with 20% reduced compressive

strengths in the corners
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❋✐❣✉&❡ ✻✳✷✼✿ ❈♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ❝❛&❜♦♥ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ ✹♠♠ $❤✐❝❦ 7❘❊7❘❊● ❤❛$✲♣&♦✜❧❡/✿ ✸✺✵❏ ✐♠♣❛❝$✱ $❤❡

❧✐♥❡❛& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ✉/✐♥❣ $❤❡ ♣&❡✈✐♦✉/ ✈❛❧✐❞❛$❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣❛&❛♠❡$❡&/ ❛♥❞ ❛ ✺✵✪ &❡❞✉❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡

❝♦♠♣&❡//✐✈❡ /$&❡♥❣$❤ ✐♥ $❤❡ ❝♦&♥❡&/

❧♦✇ &❛❞✐✉/ ♦❢ $❤❡ ❝♦&♥❡&/ ✐♥❝&❡❛/❡ $❤❡ &✐/❦ $♦ /✉✛❡& ❢&♦♠ ❤✐❣❤ /$&❡// ❝♦♥❝❡♥$&❛$✐♦♥/ $❤❡&❡✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ $❤❡/❡

♣♦$❡♥$✐❛❧ /$&❡// ❝♦♥❝❡♥$&❛$✐♦♥/ $♦ $❤❡ &❡❧❛$✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ♣❧②✲$❤✐❝❦♥❡//✱ ♣&❡♠❛$✉&❡ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ✐/ ❧✐❦❡❧② $♦

❤❛♣♣❡♥ ❛$ $❤❡/❡ ♣❧❛❝❡/✳ ■$ ❝♦♥$&✐❜✉$❡/ $♦ ❡①♣❧❛✐♥ $❤❡ ♥❡❝❡//✐$② $♦ &❡❞✉❝❡ ❝♦♥/✐❞❡&❛❜❧② $❤❡ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡

/$&❡♥❣$❤ ✐♥ $❤❡ ❝♦&♥❡&/ $♦ &❡❛❝❤ ❛♥ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦✳ ❆ ❣♦♦❞ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞ &❡❣❛&❞✐♥❣

$❤❡ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦& ❛♥❞ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦ ❜✉$ $❤❡ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡ ✐/

♥♦$ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❞❡❧❡$✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥$/ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡ ♦✈❡& $❤❡ ✇✐❞$❤ ♦❢ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡✳ ❚❤❡

❧♦❝❛❧✐③❛$✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ♦♥❧② ✐♥ $❤❡ ❝♦&♥❡&/ ✐/ ♥♦$ ♦♣$✐♠❛❧✱ ❛/ ❞❛♠❛❣❡ /❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐/$&✐❜✉$❡❞ ✐♥ $❤❡ ✢❛$

/✐❞❡/ ♦❢ $❤❡ /♣❡❝✐♠❡♥ $♦♦✳

❆/ ❞❡/❝&✐❜❡❞ ♣&❡✈✐♦✉/❧② ❢♦& $❤❡ ✷♠♠ $❤✐❝❦ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡/✱ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ❡✛❡❝$✐✈❡ /$&❛✐♥ ❢❛✐❧✉&❡

❝&✐$❡&✐♦♥ ❤❛/ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡/$✐❣❛$❡❞✳ ❆❞❞✐$✐♦♥❛❧❧② $♦ $❤❡ &❡❞✉❝❡❞ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ /$&❡♥❣$❤✱ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ♣❛&❛♠❡$❡&/

✈❛❧✐❞❛$❡❞ ❢♦& $❤❡ ✐♠♣❛❝$/ ♦♥ ❡❧❡♠❡♥$❛&② ♣❧❛$❡/ ❛&❡ ✉/❡❞ ✐♥ $❤❡ ❝♦&♥❡&/✳ ❆ ❧❛&❣❡ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ✐/

❞❡✜♥❡❞ ❢♦& $❤❡ ✢❛$ /✐❞❡ ♦❢ $❤❡ /♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥$ ✐/ ❞❡❧❡$❡❞✱ ✇❤❡♥ ✐$ ✉♥❞❡&❣♦❡/ ❛♥ ❡✛❡❝$✐✈❡ /$&❛✐♥

❛❜♦✉$ 25%✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢♦& /✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛&❡ ♣&❡/❡♥$❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✻✳✷✽✳ ❆/ ❜♦$❤

❝♦♥$✐♥✉♦✉/ ❞❛♠❛❣❡/ ❣❛✈❡ /✐♠✐❧❛& &❡/✉❧$/✱ ♦♥❧② $❤♦/❡ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ ❧✐♥❡❛& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥

❛&❡ /❤♦✇♥✳ ❆ ❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✐/ ♦❜/❡&✈❡❞ ❢♦& $❤❡ &❡❛❝$✐♦♥ ❢♦&❝❡ ❜✉$ ❛ $♦♦ ❧♦✇ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦&

❤❛/ ❜❡❡♥ ❝❛♣$✉&❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡❧❡$✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥$/ ✐/ ❝♦♥❝❡♥$&❛$❡❞ ✐♥ $❤❡ ❝♦&♥❡&/✱ ✇❤❡&❡❛/ ❛ ❝♦❧❧❛♣/❡ ♦❢ $❤❡

♠❛$❡&✐❛❧ /❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝$❡❞ ❛❧/♦ ♦♥ $❤❡ ✢❛$ /✐❞❡/✳ ❚❤✐/ ✐/ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ✉/❡ ♦❢ ❛ ❧❛&❣❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦& $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡
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❈❤❛♣$❡& ✻✳ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦♥ ❝❛&❜♦♥ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ 7❘❊7❘❊● /♣❡❝✐♠❡♥/

Failure in tension

Failure in compression

Damage in compression

Averaged damage

Physical reference UMAT and effective strain failure

criterion at 25% deformation
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❋✐❣✉&❡ ✻✳✷✽✿ ❈♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ❝❛&❜♦♥ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ ✹♠♠ $❤✐❝❦ 7❘❊7❘❊● ❤❛$✲♣&♦✜❧❡/✿ ✉♣❞❛$❡❞ /$&❛✐♥/

❛$ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❢♦& $❤❡ ✸✺✵❏ ✐♠♣❛❝$

/$&❛✐♥ ❝&✐$❡&✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$/ ✐♥ $❤❡ ❝♦&♥❡&/ ❛&❡ /✉❜❥❡❝$❡❞ $♦ ❧❛&❣❡ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐/ ♥♦$ $❤❡

❝❛/❡ ❢♦& $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$/ ♦♥ $❤❡ ✢❛$ /✐❞❡/✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ $❤❡ ❞❡❧❡$✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥$/ ✐/ &❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❤✐❣❤ ❞❛♠❛❣❡ ❧❡✈❡❧/

❛$ $❤❡/❡ ♣❧❛❝❡/✳ ❚❤❡ $❡♥/✐❧❡ ❧♦❛❞/ ❛&❡ ✇❡❧❧ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛&♦✉♥❞ $❤❡ ✐♠♣❛❝$❡❞ ③♦♥❡ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ $&❛♥/✈❡&/❛❧

❧✐♥❡ ♦♥ $❤❡ $♦♣ ✢❛$ /✐❞❡ ♦❢ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡✳ ❆ ❧❛&❣❡& ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ ❢❛✐❧✉&❡ ✐/ ♦❜/❡&✈❡❞

❛&♦✉♥❞ $❤❡ ✐♠♣❛❝$❡❞ ❛&❡❛✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦& /❤♦✇/ ❛♥ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧✐③❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡

❞❛♠❛❣❡ ✐♥ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥ ♦♥ $❤❡ $♦♣ ❛♥❞ ✈❡&$✐❝❛❧ /✐❞❡/ ♦❢ $❤❡ /♣❡❝✐♠❡♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❛♠❛❣❡❞

③♦♥❡ &❡♣&❡/❡♥$❡❞ ❜② $❤❡ ❛✈❡&❛❣❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦& /❡❡♠/ $♦ ❜❡ &❡❧❛$✐✈❡❧② ♣❧❛✉/✐❜❧❡✳

✻✳✹✳✷✳✷ ■♠♣❛❝) ❡♥❡,❣② ♦❢ ✺✵✵❏

❚❤✐/ /❡❝$✐♦♥ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛♥❞ $❤❡✐& ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ✺✵✵❏ ✐♠♣❛❝$ ♦♥ ✹♠♠ $❤✐❝❦ ❤❛$✲

♣&♦✜❧❡/ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♠✉❧$✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ /$❛❝❦✐♥❣ /❡R✉❡♥❝❡✳ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡/✉❧$/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡/❝&✐❜❡❞ ✐♥ $❤❡

/❡❝$✐♦♥ ✸✳✸✳✸✳✷✳

❋✐❣✳ ✻✳✷✾ ♣&❡/❡♥$/ $❤❡ &❡/✉❧$/ ❢♦& $❤❡ ❧✐♥❡❛& ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧/✱ ❜❛/❡❞ ♦♥ $❤❡

♠❛$❡&✐❛❧ ♣❛&❛♠❡$❡&/ /❡$ ❢♦& $❤❡ ✐♠♣❛❝$ $❡/$/ ♦♥ ❡❧❡♠❡♥$❛&② ♣❧❛$❡/ ✭❈✳❆✳■✮✳ ❙✐♠✐❧❛&❧② $♦ $❤❡ ✸✺✵❏ ❡♥❡&❣②

♦❢ ✐♠♣❛❝$✱ ❛♥ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✐/ ♦❜/❡&✈❡❞ ❢♦& $❤❡ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦& ❜✉$ $♦♦ ❤✐❣❤ ❢♦&❝❡

♣❡❛❦/ ❛&❡ ♣&❡❞✐❝$❡❞✳ ❚❤❡ /✉❞❞❡♥ ❢❛❧❧ ✐♥ $❤❡ ❢♦&❝❡ ✐/ /$✐❧❧ ❤❡&❡ ❝❛✉/❡❞ ❜② $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❞❡❧❡$✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛

❧✐♥❡ ♦✈❡& $❤❡ ✇✐❞$❤ ♦❢ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡✳ ❆/ ❜♦$❤ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧/ ❣❛✈❡ /✐♠✐❧❛& &❡/✉❧$/✱ ♦♥❧② $❤❡

❢&✐♥❣❡ ♣❧♦$/ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ ❧✐♥❡❛& ❞❛♠❛❣❡ ❛&❡ ♣&❡/❡♥$❡❞✳ ❆ /✐♠✐❧❛& ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡

✶✻✾
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❋✐❣✉&❡ ✻✳✷✾✿ ❈♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ❝❛&❜♦♥ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ ✹♠♠ $❤✐❝❦ 7❘❊7❘❊● ❤❛$✲♣&♦✜❧❡/✿ ✺✵✵❏ ✐♠♣❛❝$✱

❝♦♠♣❛&✐/♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ❧✐♥❡❛& ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡/ ✉/✐♥❣ $❤❡ ♣&❡✈✐♦✉/ ✈❛❧✐❞❛$❡❞ ♠❛$❡&✐❛❧

♣❛&❛♠❡$❡&/

✐♥❞✐❝❛$♦&/ ❛/ ❢♦& $❤❡ ✸✺✵❏ ❞&♦♣ $♦✇❡& $❡/$/ ✐/ ♦❜/❡&✈❡❞✳ ■$ ✐/ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❞❡❧❡$✐♦♥ $❤❛$ ❛♥♥✐❤✐❧❛$❡/

$❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥✱ ❛/ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡ ❧♦/$ ✐$/ ✐♥$❡❣&✐$②✳ ❆♥ ❛//❡//♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❛♠❛❣❡❞ ③♦♥❡

&❡♣&❡/❡♥$❡❞ ❜② $❤❡ ❛✈❡&❛❣❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦& ✐/ ❤❡&❡ ✉♥❢♦&$✉♥❛$❡❧② ✈❡&② ❞✐✣❝✉❧$✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡

✇✐❞$❤ ♦❢ $❤❡ ❝♦❧❧❛♣/❡ ♦❜/❡&✈❡❞ ✐♥ ❡①♣❡&✐♠❡♥$/✱ ✐$ /❡❡♠/ $❤❛$ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❛♠❛❣❡❞ ③♦♥❡ &❡♣&❡/❡♥$❡❞ ❜②

$❤❡ ❛✈❡&❛❣❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦& ✐/ ❤❡&❡ $♦♦ ❝♦♥❝❡♥$&❛$❡❞ ❛&♦✉♥❞ $❤❡ ✐♠♣❛❝$❡❞ ③♦♥❡✳ ❙✐♠✐❧❛&❧② $♦ $❤❡ ✸✺✵❏

✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣②✱ ❛ &❡❞✉❝$✐♦♥ ❛❜♦✉$ 50% ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ /$&❡♥❣$❤ ✐♥ $❤❡ ❝♦&♥❡&/ ❤❛/ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡/$✐❣❛$❡❞✳ ■$

❛❧❧♦✇/ $♦ ♦❜$❛✐♥ ❛ ❜❡$$❡& ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦✳ ❙✐♠✐❧❛& ❝♦♥❝❧✉/✐♦♥/ ❛♥❞ &❡♠❛&❦/

❛/ ❢♦& $❤❡ ✸✺✵❏ ✐♠♣❛❝$ ❛&❡ ❛❧/♦ ✈❛❧✐❞ ❤❡&❡✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉/✐♥❣ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ /$&❛✐♥ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥ ❤❛/ ❜❡❡♥ ❛❧/♦ ✐♥✈❡/$✐❣❛$❡❞ ❤❡&❡✳ ❚❤❡ /❡$ ♦❢

♠❛$❡&✐❛❧ ♣❛&❛♠❡$❡&/ ✐/ /✐♠✐❧❛& ❛/ $❤❡ ♦♥❡ ❞❡/❝&✐❜❡❞ ♣&❡✈✐♦✉/❧② ❛♥❞ ❡❧❡♠❡♥$ ❞❡❧❡$✐♦♥ ♦❝❝✉&/✱ ✇❤❡♥ ❛♥

❡❧❡♠❡♥$ ✉♥❞❡&❣♦❡/ ❛♥ ❡✛❡❝$✐✈❡ /$&❛✐♥ ❛❜♦✉$ 25%✳ ❚❤❡ &❡/✉❧$/ ❢♦& $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛&❡

♣&❡/❡♥$❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✻✳✸✵✳ ❙✐♠✐❧❛&❧② $♦ $❤❡ ✸✺✵❏ ✐♠♣❛❝$ ❡♥❡&❣②✱ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✐/ ♦❜/❡&✈❡❞ ❢♦& $❤❡ &❡❛❝$✐♦♥

❢♦&❝❡ ❜✉$ ❛ $♦♦ ❧♦✇ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦& ❤❛/ ❜❡❡♥ ❝❛♣$✉&❡❞✳ ❆ ❧❛&❣❡ ❞❡❧❡$✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥$/ ♦❝❝✉&&❡❞✱

✇❤✐❝❤ ✐/ ✐♥ ❛ &❡❧❛$✐✈❡ ❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ $❤❡ ✇✐❞$❤ ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ③♦♥❡ ♦❜/❡&✈❡❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧② ✭/❡❡

❋✐❣✳ ✸✳✹✺✮✳ ❉✉❡ $♦ $❤❡ ❝♦♥/✐❞❡&❛❜❧❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❞❡❧❡$✐♦♥✱ $❤❡ ❛♥❛❧②/✐/ ♦❢ ❡❛❝❤ ❢❛✐❧✉&❡ ♦& ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦& ✐/

♥♦$ ❥✉❞✐❝✐♦✉/✱ $❤❛$ ✐/ ✇❤② ♦♥❧② $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❛♠❛❣❡❞ ❛&❡❛/ &❡♣&❡/❡♥$❡❞ ❜② $❤❡ ❛✈❡&❛❣❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦&

❛&❡ /❤♦✇❡❞ ❤❡&❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❛&♦✉♥❞ $❤❡ ✐♠♣❛❝$❡❞ ③♦♥❡ /❡❡♠/ $♦ ❜❡ ♣❧❛✉/✐❜❧❡✳
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Physical reference UMAT and effective strain failure

criterion at 25% deformation
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❋✐❣✉&❡ ✻✳✸✵✿ ❈♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& $❤❡ ❝❛&❜♦♥ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ ✹♠♠ $❤✐❝❦ 7❘❊7❘❊● ❤❛$✲♣&♦✜❧❡/✿ ✉♣❞❛$❡❞ ✉❧$✐♠❛$❡

/$&❛✐♥/ ❛$ ❢❛✐❧✉&❡ ❢♦& $❤❡ ✺✵✵❏ ✐♠♣❛❝$

✻✳✺ #❛%&✐❛❧ ❝♦♥❝❧✉-✐♦♥- ❛♥❞ ♦✉&❧♦♦❦-

❚❤❡ ♣&❡✈✐♦✉/ /❡❝$✐♦♥/ ♣&❡/❡♥$❡❞ $❤❡ ❝♦♠♣❛&✐/♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡/✉❧$/ ❢♦& ❛ ❚✼✵✵

$✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ 7❘❊7❘❊● ❝♦♠♣♦/✐$❡✳ ▼♦❞❡❧/ ❜✉✐❧$ ✉♣ ✇✐$❤ /❤❡❧❧ ❛♥❞ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉/❡❞ ✐♥

❛//♦❝✐❛$✐♦♥ ✇✐$❤ $❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❯▼❆❚ $♦ ❝♦♥❞✉❝$ $❤❡ /✐♠✉❧❛$✐♦♥/ ♦❢ $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ $❡/$/✳ ❆

✈❡&② ❣♦♦❞ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ✐/ ♦❜$❛✐♥❡❞ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ N✉❛/✐✲/$❛$✐❝ $❡♥/✐❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡

❧♦❛❞ ❝❛/❡/✳ ❚❤❡ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧ ❢♦✉&✲♣♦✐♥$ ❜❡♥❞✐♥❣ /❤♦✇❡❞ ❣❡♥❡&❛❧❧② ❛ ❧✐❣❤$ $♦♦ /$✐✛ ❜❡❤❛✈✐♦&

❛♥❞ $❤❡ ✉/❡ ♦❢ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ❤❛/ ❜❡❡♥ $❡/$❡❞ $♦ ♠❛$❝❤ $❤❡ /$&❛✐♥ ❛$ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❜/❡&✈❡❞

❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧❧②✳ ❖♥ $❤❡ ❝♦♥$&❛&②✱ $❤❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥/ ❢♦& $❤❡ ✉♥✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛&❡ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡✳

■♥ $❤❡ ❝❛/❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧$✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ /$❛❝❦✐♥❣ /❡N✉❡♥❝❡✱ ❛ ✈❡&② ❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ❤❛/ ❜❡❡♥ ♦❜$❛✐♥❡❞ ✐♥ $❡&♠ ♦❢

/$✐✛♥❡// ❢♦& ❛❧❧ ✐♥✲♣❧❛♥❡ $❡/$/✳ ❚❤❡ ❚/❛✐✲❲✉ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐♦♥ ❣❛✈❡ ❜❡$$❡& ♣&❡❞✐❝$✐♦♥/ ♦❢ ❢❛✐❧✉&❡ $❤❛♥ $❤❡

♠❛①✐♠❛❧ /$&❡// ❝&✐$❡&✐♦♥✳ ❆ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♥/$&❛✐♥✐♥❣ ♦& /$❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❡✛❡❝$ ♦❢ $❤❡ ♦✉$❡& 45◦ ✇♦✈❡♥ ♣❧✐❡/ ❤❛/ ❜❡❡♥

♦❜/❡&✈❡❞ ❢♦& $❤❡ ♠✉❧$✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣&❡//✐♦♥✱ ❛/ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣&❡❞✐❝$ ❛ $♦♦ ♣&❡♠❛$✉&❡

❢❛✐❧✉&❡ ❝♦♠♣❛&❡❞ $♦ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ &❡/✉❧$/✳ ❆ $♦♦ ❤✐❣❤ ❜❡♥❞✐♥❣ /$✐✛♥❡// ❤❛/ ❜❡❡♥ ❛❧/♦ ♣&❡❞✐❝$❡❞ ❢♦& ❜❡♥❞✐♥❣

❧♦❛❞/ ♦♥ ❛ ♠✉❧$✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ /$❛❝❦✐♥❣ /❡N✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ✉/❡ ♦❢ $❤❡ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧/ ♦✛❡&❡❞ ❛ ❜❡$$❡&

❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ✐♥ $❡&♠ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛&✐$② ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ❛$ ❢❛✐❧✉&❡ ❢♦& $❤❡ ♠✉❧$✐❞✐&❡❝$✐♦♥❛❧ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧

❜❡♥❞✐♥❣✳ ❙✐♠✐❧❛& &❡/✉❧$/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜$❛✐♥❡❞ ✉/✐♥❣ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ ❢♦& $❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❧♦❛❞ ❝❛/❡/ ❜✉$ ❛

❧✐❣❤$❧② ❤✐❣❤❡& ❜❡♥❞✐♥❣ /$✐✛♥❡// ❤❛/ ❜❡❡♥ ♣&❡❞✐❝$❡❞ ❝♦♠♣❛&❡❞ $♦ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐$❤ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/✳ ❘❡❣❛&❞✐♥❣

❢❛✐❧✉&❡✱ ❜♦$❤ ❡❧❡♠❡♥$ $②♣❡/ ❣❛✈❡ /✐♠✐❧❛& &❡/✉❧$/✱ ❛/ ♦♥❧② ✷❉ ❢❛✐❧✉&❡ ❝&✐$❡&✐❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉/❡❞✳

❚❤❡ /✐♠✉❧❛$✐♦♥/ ♦❢ $❤❡ ✺❏ ✐♠♣❛❝$ /❤♦✇❡❞ ❛ $♦♦ /$✐✛ ❜❡❤❛✈✐♦& ❝♦♠♣❛&❡❞ $♦ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜/❡&✈❛$✐♦♥/✳

❘❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦&✱ $❤❡ ♣&❡❞✐❝$✐♦♥/ ✇❡&❡ N✉✐$❡ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ $❤❡ &❡❛❝$✐♦♥

✶✼✶



❈❤❛♣$❡& ✻✳ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡/✉❧$/ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦♥ ❝❛&❜♦♥ $✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ 7❘❊7❘❊● /♣❡❝✐♠❡♥/

❢♦&❝❡ ♣❡❛❦ ✇❛/ ❛❜♦✉$ 30% ♦✈❡&✲♣&❡❞✐❝$❡❞✳ ❆❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❧♦❛❞ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥/✱ ❛//❡//❡❞ ✉/✐♥❣ $❤❡ ❛♥❛❧②/✐/

♦❢ ❢❛✐❧✉&❡ ✐♥❞✐❝❛$♦&/✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜/❡&✈❡❞✳ ❚❤❡ /✐♠✉❧❛$✐♦♥/ ♦❢ $❤❡ ✷✺❏ ✐♠♣❛❝$ /❤♦✇❡❞ ❛♥ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡

❝♦&&❡❧❛$✐♦♥✳ ❘❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ &❡❛❝$✐♦♥ ❢♦&❝❡✱ $❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ /❧♦♣❡ ♦❜/❡&✈❡❞ ❛❜♦✉$ 50% ♦❢ $❤❡ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦

❝♦✉❧❞ ♥♦$ ❜❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧❧② ❝❛♣$✉&❡❞✳ ■$ ✐/ ❝❛✉/❡❞ ❜② ❛ /✉❞❞❡♥ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ♣&♦♣❛❣❛$✐♦♥ ✐♥ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧

$❤❛$ ✐/ ❞✐✣❝✉❧$ $♦ ♠♦❞❡❧ ✉/✐♥❣ ❛ ✉♥✐G✉❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❧❛②❡&✳ ■$ $❡♥❞/ $♦ ❝♦♥✜&♠ $❤❛$ ❞❡❧❛♠✐♥❛$✐♦♥ ❤❛/ $♦ ❜❡

❡①♣❧✐❝✐$❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ✉/✐♥❣ /♦♠❡ ✐♥$❡&❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧/✱ ❛/ $❤❡ ✉/❡ ♦❢ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ /❡❡♠/ $♦

❜❡ ♥♦$ /✉✣❝✐❡♥$ $♦ ❝♦♥/✐❞❡& $❤✐/ ♣❛&$✐❝✉❧❛& ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❛♠❛❣❡✳ ❆❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❞❛♠❛❣❡❞ /✉&❢❛❝❡/ ✇❡&❡ ❞❡/♣✐$❡

♣&❡❞✐❝$❡❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣ $❤❡ ❢&✐♥❣❡ ♣❧♦$/ ♦❢ $❤❡ ❞✐✛❡&❡♥$ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛$♦&/✳ ❙✐♠✐❧❛& ♦❜/❡&✈❛$✐♦♥/ ❝♦✉❧❞ ❜❡

♠❛❞❡ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ /✐♠✉❧❛$✐♦♥/ ♦❢ $❤❡ ✺✵❏ ✐♠♣❛❝$✳ ❋♦& $❤✐/ ❡♥❡&❣②✱ ❛ ✈❡&② ❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ❤❛/ ❜❡❡♥

♦❜/❡&✈❡❞ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦&✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ /✐♠✐❧❛& &❡/✉❧$/ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧

&❡/♣♦♥/❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜$❛✐♥❡❞ ✉/✐♥❣ ❜♦$❤ /❤❡❧❧ ❛♥❞ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ ❛♥❞ ❛ ♠❡/❤ /✐③❡ ❛❜♦✉$ ✺♠♠✱

❡①❝❡♣$ ❝♦♥/✐❞❡&✐♥❣ $❤❡ 45◦ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥✱ ✇❤❡&❡ $❤✐❝❦ /❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥$/ ❣❛✈❡ ❛ ❜❡$$❡& ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛&❧② $♦

$❤❡ /✐♠✉❧❛$✐♦♥/ ♠❛❞❡ ❢♦& $❤❡ ❘❚▼ ❝♦♠♣♦/✐$❡✱ $❤❡ ❝&♦//✲/❤❛♣❡ ♦❢ $❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ③♦♥❡/ ♣&❡❞✐❝$❡❞ ❜② $❤✐❝❦

/❤❡❧❧/ ❡❧❡♠❡♥$/ ✇❛/ /$✐❧❧ ♥♦$ ②❡$ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡✳ ■$ /❤♦✉❧❞ &❡❧② ♦♥ $❤❡ ✐♥$❡&♥ ❡❧❡♠❡♥$ ❢♦&♠✉❧❛$✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦$ ♦♥

$❤❡ ❯▼❆❚ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥✳

❚❤❡ /✐♠✉❧❛$✐♦♥/ ♦❢ $❤❡ ❞&♦♣ $♦✇❡& $❡/$/ ♦♥ ✷♠♠ $❤✐❝❦ 7❘❊7❘❊● ❤❛$✲♣&♦✜❧❡/ /❤♦✇❡❞ ❛♥ ❛❝❝❡♣$✲

❛❜❧❡ ❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❢♦& ❜♦$❤ ❝♦♥$✐♥✉♦✉/ ❧✐♥❡❛& ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧/ ✉/✐♥❣ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧

♣❛&❛♠❡$❡&/ /❡$ ♣&❡✈✐♦✉/❧② ❢♦& $❤❡ ✐♠♣❛❝$ $❡/$/ ♦♥ ❡❧❡♠❡♥$❛&② ♣❧❛$❡/✳ ❆ &❡❞✉❝$✐♦♥ ❛❜♦✉$ 25% ♦❢ $❤❡ ❝♦♠✲

♣&❡//✐✈❡ /$&❡♥❣$❤ ♦♥❧② ✐♥ $❤❡ ❝♦&♥❡&/ ♦❢ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡/ ❛❧❧♦✇❡❞ $♦ ♣&❡❞✐❝$ ❛ ❜❡$$❡& ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

❛♥ ✉♣❞❛$❡ ♦❢ $❤❡ /$&❛✐♥/ ❛$ ✉❧$✐♠❛$❡ ❢❛✐❧✉&❡ ❛♥❞ $❤❡ ✉/❡ ♦❢ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❡✛❡❝$✐✈❡ /$&❛✐♥ ❝&✐$❡&✐♦♥ ❣❛✈❡ ❛♥

❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❛❣&❡❡♠❡♥$ &❡❣❛&❞✐♥❣ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡ ❛♥❞ $❤❡ ♣&❡❞✐❝$❡❞ ❞❛♠❛❣❡❞ ③♦♥❡/✳

❚❤❡ /✐♠✉❧❛$✐♦♥/ ♦❢ $❤❡ ✸✺✵❏ ❞&♦♣ $♦✇❡& $❡/$/ ♦♥ ✹♠♠ $❤✐❝❦ 7❘❊7❘❊● ❤❛$✲♣&♦✜❧❡/ /❤♦✇❡❞ ❛ $♦♦

❤✐❣❤ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦ ❛♥❞ ❛ ❜&✐$$❧❡ ❢❛✐❧✉&❡ ♦❢ $❤❡ /♣❡❝✐♠❡♥ ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ $❤❡ ❛❜/❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❞❡G✉❛$❡ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡

❜❡❤❛✈✐♦&✳ ❆ &❡❞✉❝$✐♦♥ ❛❜♦✉$ 50% ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣&❡//✐✈❡ /$&❡♥❣$❤ ✐♥ $❤❡ ❝♦&♥❡&/ ❛❧❧♦✇❡❞ $♦ ♦❜$❛✐♥ ❛ ❜❡$$❡&

❝♦&&❡❧❛$✐♦♥ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ &❡❛❝$✐♦♥ ❢♦&❝❡ ♣❡❛❦ ❜✉$ ✐$ ❞✐❞ ♥♦$ ✐♠♣&♦✈❡ $❤❡ ♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ❜❡❤❛✈✐♦&✳

❋♦& $❤❡/❡ ❜♦$❤ ❝❛/❡/✱ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❞❡❧❡$✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥$/ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡ ❛❧♦♥❣ $❤❡ ✇✐❞$❤ ♦❢ $❤❡ ❤❛$✲♣&♦✜❧❡✱

❛ ❧✐♠✐$❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ❞✐/$&✐❜✉$✐♦♥ ❤❛/ ❜❡❡♥ ♦❜/❡&✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐❞ ♥♦$ /❡❡♠ $♦ ❜❡ &❡❛❧✐/$✐❝ ❡♥♦✉❣❤✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡

♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉/✐♥❣ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ /$&❛✐♥ ❝&✐$❡&✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ❞❡✜♥✐$✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ ✜♥❛❧ /$&❛✐♥ ✈❛❧✉❡/ ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ ❧❛&❣❡

♣♦/$✲❢❛✐❧✉&❡ ♠❛$❡&✐❛❧ ❞❡❣&❛❞❛$✐♦♥ ✐♠♣&♦✈❡❞ $❤❡ ♠❛$❡&✐❛❧ &❡/♣♦♥/❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛ ❧✐❣❤$❧② $♦♦ ❧♦✇ ❞✐/♣❧❛❝❡♠❡♥$

♦❢ $❤❡ ✐♠♣❛❝$♦& ❤❛/ ❜❡❡♥ ♣&❡❞✐❝$❡❞✳ ❚❤✐/ ✐/ ❝❛✉/❡❞ ❜② ❛ ❞❡❧❡$✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥$/ ♦♥❧② ✐♥ $❤❡ ❝♦&♥❡&/✱ ♦✛❡&✐♥❣

❛ /✉✣❝✐❡♥$ ❧♦❛❞✲❜❡❛&✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐$② $♦ $❤❡ ✢❛$ /✐❞❡/ ♦❢ $❤❡ /♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❧♦❝❛❧✐③❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐/$&✐✲

❜✉$✐♦♥ ✇❡&❡ ❛❝❝❡♣$❛❜❧❡ ❜✉$ ❛ ❝♦❧❧❛♣/❡ ♦❢ $❤❡ ✢❛$ /✐❞❡/ ♦❢ $❤❡ /♣❡❝✐♠❡♥ /❤♦✉❧❞ /$✐❧❧ ❜❡ ♦❜$❛✐♥❡❞✳ ❯/✐♥❣ $❤❡

♠❛$❡&✐❛❧ ♣❛&❛♠❡$❡&/ /❡$ ♣&❡✈✐♦✉/❧② ❢♦& $❤❡ ✐♠♣❛❝$ $❡/$/ ♦♥ ❡❧❡♠❡♥$❛&② ♣❧❛$❡/✱ $❤❡ /✐♠✉❧❛$✐♦♥/ ♦❢ $❤❡ ✺✵✵❏

❞&♦♣ $♦✇❡& $❡/$/ ♦♥ ✹♠♠ $❤✐❝❦ 7❘❊7❘❊● ❤❛$✲♣&♦✜❧❡/ /❤♦✇❡❞ /✐♠✐❧❛& &❡/✉❧$/ ❛/ ❢♦& $❤❡ ✸✺✵❏ ✐♠♣❛❝$ ❛♥❞

/✐♠✐❧❛& ❝♦♥❝❧✉/✐♦♥/ ❛♥❞ &❡♠❛&❦/ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧/♦ ♠❛❞❡✳ ❆ /✉❞❞❡♥ ❧❛&❣❡ ❡❧❡♠❡♥$ ❞❡❧❡$✐♦♥ ♦❝❝✉&&❡❞ ❛$ $❤❡

❡♥❞ ♦❢ $❤❡ /✐♠✉❧❛$✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛/ ✐♥ &❡❧❛$✐✈❡ ❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜/❡&✈❛$✐♦♥/✳

❚❤❡ ✇♦&❦ ♣&❡/❡♥$❡❞ ✐♥ $❤✐/ ❝❤❛♣$❡& &❡/✉❧$❡❞ ✐♥ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝❛$✐♦♥/ ❬✷✺✸❪

✸

✳

✸

❚❤✐# ♣✉❜❧✐❝❛*✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡# ✇♦0❦ ❢0♦♠ ♦*❤❡0 ❝❤❛♣*❡0# ♦❢ *❤✐# *❤❡#✐# ❛♥❞ *❤❡0❡❢♦0❡ ❢❡❛*✉0❡# ❛❣❛✐♥ ✐♥ *❤❡ ❝♦00❡#♣♦♥❞✐♥❣

❝❤❛♣*❡0#

✶✼✷



❈♦♥❝❧✉&✐♦♥

❙✉♠♠❛$②

■♥ "❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥" ♣+♦❝❡-- ♦❢ ❛✉"♦♠♦"✐✈❡ -"+✉❝"✉+❛❧ ♣❛+"- ✐♥ ❝♦♠♣♦-✐"❡✱ ♥✉♠❡+✐❝❛❧ -✐♠✉❧❛"✐♦♥- ♣❧❛② ❛

♠❛❥♦+ +♦❧❡ ✜+-"❧② ✐♥ ❛ "❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛-♣❡❝" ❜② ♦♣"✐♠✐③✐♥❣ "❤❡ -❤❛♣❡ ♦❢ "❤❡ -"+✉❝"✉+❡- ❛♥❞ -❡❝♦♥❞❧② ✐♥ ❛♥

❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧ ❛-♣❡❝" ❜② ❧✐♠✐"✐♥❣ "❤❡ ❢❛❜+✐❝❛"✐♦♥ ♦❢ ❤❛+❞✇❛+❡ ❛♥❞ "❤❡ ❝♦♥❞✉❝"✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡♥-✐✈❡ ❡①♣❡+✐♠❡♥"❛❧

"❡-"-✳ ❉✉❡ "♦ "❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜❡❤❛✈✐♦+ ❛♥❞ "❤❡ ✐♥"❡+♥❛❧ -"+✉❝"✉+❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦-✐"❡ ♠❛"❡+✐❛❧-✱ ❛ ♠✉❧"✐✲-❝❛❧❡

❝❤❛+❛❝"❡+✐③❛"✐♦♥ ♠❡"❤♦❞ ❜❛-❡❞ ♦♥ ❛ ❜✉✐❧❞✐♥❣✲❜❧♦❝❦ ❛♣♣+♦❛❝❤ ❤❛- ❜❡❡♥ ✉-❡❞ ✐♥ ♦+❞❡+ "♦ ✉♥❞❡+-"❛♥❞ "❤❡

+❡❛❧ ♠❛"❡+✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦+ ❢+♦♠ ❛ ♠✐❝+♦-❝♦♣✐❝ "♦ ❛ ♠❛❝+♦-❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧✳ ❙✐♠✉❧"❛♥❡♦✉-❧② "♦ "❤✐- ❡①♣❡+✐♠❡♥"❛❧

-"✉❞②✱ "❤❡ ❝♦++❡-♣♦♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❛❞❡@✉❛"❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ "❡❝❤♥✐@✉❡- ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ❛--❡--❡❞ ✐♥ ♦+❞❡+

"♦ ❡♥-✉+❡ ❛ +❡❧✐❛❜❧❡ ♣+❡❞✐❝"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♠❛"❡+✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦+✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝"✐✈❡- ♦❢ "❤❡ ♣+❡-❡♥" -"✉❞②

✇❡+❡ "♦ ❝❤❛+❛❝"❡+✐③❡ ♥✉♠❡+✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❡①♣❡+✐♠❡♥"❛❧❧② "❤❡ ♠❛❝+♦-❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦+ ♦❢ ❝❛+❜♦♥ ✜❜❡+ ✇♦✈❡♥

❝♦♠♣♦-✐"❡ ♠❛"❡+✐❛❧- ❢♦+ ❝+❛-❤ -✐♠✉❧❛"✐♦♥- ❛♥❞ ❛✉"♦♠♦"✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥-✳ ❚❤❡ -"✐✛♥❡--✱ -"+❡♥❣"❤-✱ ❢❛✐❧✉+❡✱

❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ♣+♦♣❛❣❛"✐♦♥ ♦❜-❡+✈❡❞ ❡①♣❡+✐♠❡♥"❛❧❧② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♥✉♠❡+✐❝❛❧❧② +❡♣+❡-❡♥"❡❞ "♦ ✈❛❧✐❞❛"❡ "❤❡

♥✉♠❡+✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧-✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧"② +❡❧✐❡❞ ♦♥ "❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥" ♦❢ ❛❝❝✉+❛"❡ ❜✉" ✉-❡+✲❢+✐❡♥❞❧② ♠♦❞❡❧✐♥❣

"❡❝❤♥✐@✉❡- ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ "♦ ❣✐✈❡ +❡❧✐❛❜❧❡ ♣+❡❞✐❝"✐♦♥- ❝♦♥-✐❞❡+✐♥❣ "❤❡ ❞✐✛❡+❡♥" ❧✐♠✐"❛"✐♦♥- ✭❡❧❡♠❡♥" -✐③❡✱ -✐♥❣❧❡

❧❛②❡+ ♠♦❞❡❧-✱ ❧♦✇ ❝♦♠♣✉"✐♥❣ ❝♦-"-✮ ✐♠♣♦-❡❞ ❜② "❤❡ ✐♥❞✉-"+✐❛❧ ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡+✐♥❣ ✜❡❧❞-✳ ■♥ "❤✐- ✇❛②✱ "❤❡

♣+❡-❡♥" -"✉❞② ❛✐♠❡❞ ❛❧-♦ ❛" ❝♦♥"+✐❜✉"✐♥❣ "♦ "❤❡ ✈❛❧✐❞❛"✐♦♥ ♦❢ -✉✐"❛❜❧❡ ♠❛"❡+✐❛❧ ♠♦❞❡❧- ❢♦+ "❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣

♦❢ "❤❡ ♠❛❝+♦-❝♦♣✐❝ ❝+❛-❤ ❜❡❤❛✈✐♦+ ♦❢ ❝♦♠♣♦-✐"❡ ♠❛"❡+✐❛❧-✳

▼♦-" ♦❢ "❤❡ -"✉❞✐❡- +❡♣♦+"❡❞ ✐♥ "❤❡ ❧✐"❡+❛"✉+❡ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡+♥✐♥❣ "❤❡ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦-✐"❡- ❛+❡ ❜❛-❡❞ ♦♥

♠✐❝+♦-❝♦♣✐❝ ♦+ ♠✉❧"✐✲-❝❛❧❡ ❛♥❛❧②-✐- ✉-✐♥❣ ❛♥❛❧②"✐❝ ♦+ ♥✉♠❡+✐❝❛❧ ✜♥✐"❡ ❡❧❡♠❡♥"- ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ▼♦+❡♦✈❡+✱ ♠♦-"

♦❢ "❤❡ ♠❛"❡+✐❛❧ ♠♦❞❡❧- ✐♠♣❧❡♠❡♥"❡❞ ✐♥ "❤❡ ❡①♣❧✐❝✐" ✜♥✐"❡ ❡❧❡♠❡♥" -♦❧✈❡+ ▲❙✲❉❨◆❆ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

"♦ ♣+❡❞✐❝" "❤❡ ❧✐♥❡❛+ ❜❡❤❛✈✐♦+ ❛♥❞ ❢❛✐❧✉+❡ ♦❢ ♥♦♥✲❝+✐♠♣ ❢❛❜+✐❝ ❧❛♠✐♥❛"❡❞ -"+✉❝"✉+❡-✳ ❚❤❡ ✯▼❆❚❴✵✺✽

♠♦❞❡❧ ✐- ❛❜❧❡ "♦ ♣+❡❞✐❝" ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛+ ❜❡❤❛✈✐♦+ ✉♣ "♦ ❢❛✐❧✉+❡ ❜✉" ✇✐"❤♦✉" ❝♦♥-✐❞❡+❛"✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♣❡+♠❛♥❡♥"

❞❡❢♦+♠❛"✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ "❤❡ ♣♦-"✲❢❛✐❧✉+❡ ❜❡❤❛✈✐♦+ ✐- ♠♦❞❡❧❡❞ ❡✐"❤❡+ ❜② ❛ ❝♦♥-"❛♥" -"+❡-- ❧❡✈❡❧ ♦+ ❜② ❛

♣+♦❣+❡--✐✈❡ ❧✐♥❡❛+ ♠❛"❡+✐❛❧ ❞❡❣+❛❞❛"✐♦♥✳

❚❤❡ @✉❛-✐✲-"❛"✐❝ ❡①♣❡+✐♠❡♥"❛❧ ❝♦✉♣♦♥ "❡-"- ❝♦♥❞✉❝"❡❞ ❢♦+ ❛ ❝❛+❜♦♥ ♣❧❛✐♥✲✇❡❛✈❡ ❡♣♦①② ❘❚▼ ❝♦♠♣♦-✐"❡

-❤♦✇❡❞ ❛ ❧✐♥❡❛+ "❡♥-✐❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦+ ❜✉" ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛+ ❜❡❤❛✈✐♦+ ✐♥ ❝♦♠♣+❡--✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ -❤❡❛+✳ ❯-✐♥❣ -✐♠✐❧❛+

"❡-"- ❢♦+ ❛ ❝❛+❜♦♥ "✇✐❧❧✲✇❡❛✈❡ ❡♣♦①② S❘❊S❘❊● ♠❛"❡+✐❛❧✱ ❛ ❧❛+❣❡ ❞❡❧❛♠✐♥❛"✐♦♥ ♦❝❝✉++✐♥❣ ❛❜♦✉" 50% ♦❢

"❤❡ -"+❡-- ❛" ✉❧"✐♠❛"❡ ❢❛✐❧✉+❡ ❤❛- ❜❡❡♥ ♦❜-❡+✈❡❞ ❢♦+ "❡♥-✐❧❡ ❧♦❛❞-✳ ❆ ♥♦♥❧✐♥❡❛+ ❜❡❤❛✈✐♦+ ❤❛- ❜❡❡♥ ❛❧-♦

❝❛♣"✉+❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣+❡--✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ -❤❡❛+✳ ❋♦+ ❜♦"❤ ♠❛"❡+✐❛❧-✱ ❧♦♥❣✐"✉❞✐♥❛❧ ❢♦✉+✲♣♦✐♥" ❜❡♥❞✐♥❣ "❡-"- -❤♦✇❡❞

❛ ❧✐♥❡❛+ ❜❡❤❛✈✐♦+ ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣❡❝"❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛+ ❜❡❤❛✈✐♦+ ❤❛- ❜❡❡♥ +❡♣♦+"❡❞ ❢♦+ ❛ -❤❡❛+ ❜❡♥❞✐♥❣ ❧♦❛❞ ❝❛-❡✳

✶✼✸



❈♦♥❝❧✉&✐♦♥

▲♦✇ ✈❡❧♦❝✐,② ✐♠♣❛❝, ,❡&,& &❤♦✇❡❞ ❛ &✐♠✐❧❛3 ♠❛❝3♦&❝♦♣✐❝ ♠❛,❡3✐❛❧ 3❡&♣♦♥&❡ ❢♦3 ❜♦,❤ ❝♦♠♣♦&✐,❡ ♠❛,❡3✐❛❧&

❜✉, ❧❛3❣❡3 ❞❡❧❛♠✐♥❛,❡❞ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡❞ ③♦♥❡& ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜&❡3✈❡❞ ❢♦3 ,❤❡ 8❘❊8❘❊● ❝♦♠♣♦&✐,❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

❞3♦♣ ,♦✇❡3 ,❡&,& ♦♥ ❤❛,✲♣3♦✜❧❡& ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝,❡❞ ,♦ ✐♥✈❡&,✐❣❛,❡ ,❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦3 ♦❢ ❜♦,❤ ❝♦♠♣♦&✐,❡& ♦♥

❛ ♠♦3❡ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡,3② ❛♥❞ ,♦ ❛&&❡&& ,❤❡ ♠❛,❡3✐❛❧ ♣❛3❛♠❡,❡3& ❛♥❞ ,❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ,❡❝❤♥✐B✉❡& ✈❛❧✐❞❛,❡❞

♣3❡✈✐♦✉&❧②✳

❇❛&❡❞ ♦♥ ,❤❡&❡ ❡①♣❡3✐♠❡♥,❛❧ ♦❜&❡3✈❛,✐♦♥&✱ ❛♥ ♦3,❤♦,3♦♣✐❝ ♠❡&❤✲✐♥&❡♥&✐,✐✈❡ ♥✉♠❡3✐❝❛❧ ♠❛,❡3✐❛❧

♠♦❞❡❧ ♣3❡❞✐❝,✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛3✐,②✱ ❢❛✐❧✉3❡ ❛♥❞ ♣♦&,✲❢❛✐❧✉3❡ ♠❛,❡3✐❛❧ ❞❡❣3❛❞❛,✐♦♥ ❤❛& ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞

✐♠♣❧❡♠❡♥,❡❞ ❛& ❛ ❯▼❆❚ ✐♥ ,❤❡ ❡①♣❧✐❝✐, ❋❊✲&♦❧✈❡3 ▲❙✲❉❨◆❆✳ ❆ ✉♥✐❞✐♠❡♥&✐♦♥❛❧ ♣❧❛&,✐❝✐,② ♠♦❞❡❧ ❤❛&

❜❡❡♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ,♦ ,❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛3✐,② ✐♥ ♦3❞❡3 ,♦ ❛❝❝♦✉♥, ❢♦3 ,❤❡ ✐33❡✈❡3&✐❜❧❡ ❛&♣❡❝, ♦❢ ♠✐❝3♦✲❝3❛❝❦& ❛♥❞

❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉,✐♦♥ ✉♣ ,♦ ❢❛✐❧✉3❡ ♦♥&❡,✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛3 ❜❡❤❛✈✐♦3 ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ♠❛,❡3✐❛❧ ❞✐3❡❝,✐♦♥ ✉♣ ,♦

❢❛✐❧✉3❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣3❡❞✐❝,❡❞ ✉&✐♥❣ ,❤❡ ❘❛♠❜❡3❣✲❖&❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧ ♦3 ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❧♦❛❞ ❝✉3✈❡ ❛& ❛♥ ✐♥♣✉,✳ ❋❛✐❧✉3❡

❝❛♥ ❜❡ ♣3❡❞✐❝,❡❞ ❜② ❛ ♠❛①✐♠✉♠ &,3❡&& ❝3✐,❡3✐♦♥ ♦3 ❜② ,❤❡ ✷❉ ❚&❛✐✲❲✉ ❝3✐,❡3✐♦♥✳ ▲✐♥❡❛3 ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛3

❝♦♥,✐♥✉♦✉& ♣♦&,✲❢❛✐❧✉3❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧& ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❛& ✇❡❧❧ ❛& ❛ ❝♦♥&,❛♥, &,3❡&& ❧❡✈❡❧ ❛♥❞

❛ &,❡♣✲❜❛&❡❞ ♣♦&,✲❢❛✐❧✉3❡ ♠❛,❡3✐❛❧ ❞❡❣3❛❞❛,✐♦♥ ♠♦❞❡❧& ✐♥ ♦3❞❡3 ,♦ 3❡♣3❡&❡♥, ,❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣3♦♣❛❣❛,✐♦♥

✐♥ ,❤❡ ♠❛,❡3✐❛❧ ❛❢,❡3 ❢❛✐❧✉3❡✳ ❚❤❡② ❞❡✜♥❡ ,❤✉& ,❤❡ ✐♥,3❛❧❛♠✐♥❛3 ❢3❛❝,✉3❡ ,♦✉❣❤♥❡&& ♦❢ ,❤❡ ♠❛,❡3✐❛❧✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥♣✉, ♣❛3❛♠❡,❡3& ❛3❡ ❜❛&❡❞ ♦♥ ,❤❡ ❡✛❡❝,✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣3♦♣❡3,✐❡& ♦❢ ,❤❡ ♠❛,❡3✐❛❧& ❛♥❞

,❤❡ &,3❛✐♥& ❛, ✉❧,✐♠❛,❡ ❢❛✐❧✉3❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡,❡3♠✐♥❡❞ ✉&✐♥❣ &♣❡❝✐✜❝ ❡①♣❡3✐♠❡♥,❛❧ ,❡&,& ♦3 ,❤❡② ❝❛♥ ❜❡ &❡,

,♦ ✜, ✇✐,❤ ❡①♣❡3✐♠❡♥,&✳ ❆ &♠❡❛3❡❞ ❢♦3♠✉❧❛,✐♦♥ ❡♥&✉3❡& ❛♥ ❛❞❡B✉❛,❡ ❞✐&,3✐❜✉,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ♣♦&,✲❢❛✐❧✉3❡

❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ♦✛❡3& ,❤❡ ♠❡&❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ,❤❡ ♣3❡&❡♥❝❡ ♦❢ &,3❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛,✐♦♥✳ ❆& 3❡❧❛,✐✈❡❧② ,❤✐❝❦

❝♦♠♣♦&✐,❡ &,3✉❝,✉3❡& ❛3❡ ❧✐❦❡❧② ,♦ ❜❡ ❞❡&✐❣♥❡❞ ✐♥ ♦3❞❡3 ,♦ ❢✉❧✜❧❧ ,❤❡ ❛✉,♦♠♦,✐✈❡ ❝3❛&❤ 3❡❣✉❧❛,✐♦♥&✱ ,❤❡

♠❛,❡3✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❤❛& ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥,❡❞ ❢♦3 &❤❡❧❧✱ ,❤✐❝❦ &❤❡❧❧ ❛♥❞ &♦❧✐❞ ❡❧❡♠❡♥,&✳ ■♥ ,❤❡ ❝❛&❡ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧

✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ✸❉ &,3❡&& &,❛,❡ ✭✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥,& ❛♥❞ ,❤✐❝❦ &❤❡❧❧&✮✱ ❛ ❧✐♥❡❛3 ❡❧❛&,✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦3 ✐& ❛&&✉♠❡❞ ✐♥ ,❤❡

,❤3♦✉❣❤✲,❤❡✲,❤✐❝❦♥❡&& ❞✐3❡❝,✐♦♥✳

❋♦3 ❜♦,❤ ❝♦♠♣♦&✐,❡ ♠❛,❡3✐❛❧&✱ ❛ ✈❡3② ❣♦♦❞ ❝♦33❡❧❛,✐♦♥ ❤❛& ❜❡❡♥ ♦❜,❛✐♥❡❞ 3❡❣❛3❞✐♥❣ ,❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡

B✉❛&✐✲&,❛,✐❝ ,❡&,& ♦♥ ❡❧❡♠❡♥,❛3② ❝♦✉♣♦♥& ✐♥ ,❡3♠& ♦❢ &,✐✛♥❡&&✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛3✐,② ❛♥❞ ❢❛✐❧✉3❡✳ ❚❤❡ ❚&❛✐✲❲✉

❝3✐,❡3✐♦♥ &❤♦✇❡❞ ♠♦3❡ &✉✐,❛❜❧❡ ❢❛✐❧✉3❡ ♣3❡❞✐❝,✐♦♥& ,❤❛♥ ,❤♦&❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ,❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❢❛✐❧✉3❡ ❝3✐,❡3✐♦♥ ❢♦3

,❤❡ ♠✉❧,✐❞✐3❡❝,✐♦♥❛❧ &,❛❝❦✐♥❣ &❡B✉❡♥❝❡&✳ ❚❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ &,✐✛♥❡&& ♦❢ ❜♦,❤ ✇♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦&✐,❡& ❤❛& ❜❡❡♥ ♦✈❡3✲

♣3❡❞✐❝,❡❞ ❜② ,❤❡ &✐♠✉❧❛,✐♦♥& ❝♦♠♣❛3❡❞ ,♦ ,❤❡ ❡①♣❡3✐♠❡♥,&✱ ♣3♦❜❛❜❧② ❞✉❡ ,♦ ,❤❡ ❢❛❝, ,❤❛, ,❤❡&❡ ✇♦✈❡♥

❝♦♠♣♦&✐,❡& ♣3❡&❡♥, ❛ ✇❡❛❦❡3 ❜❡♥❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦3 ❛& ❡①♣❡❝,❡❞✳

❘❡❣❛3❞✐♥❣ ,❤❡ ✐♠♣❛❝, ,❡&,& ♦♥ ,❤❡ ❘❚▼ ♠❛,❡3✐❛❧✱ ,❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐,❤ &❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥,& &❤♦✇❡❞ ❛ ,♦♦

&,✐✛ ❜❡❤❛✈✐♦3 ❝♦♠♣❛3❡❞ ,♦ ❡①♣❡3✐♠❡♥,❛❧ 3❡&✉❧,& ❢♦3 ,❤❡ ,❤3❡❡ ✐♠♣❛❝, ❡♥❡3❣✐❡&✳ ❆ ❣♦♦❞ ❝♦33❡❧❛,✐♦♥ ✐&

♦❜,❛✐♥❡❞ ❝♦♥❝❡3♥✐♥❣ ,❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ❛3❡❛& ❜✉, ,❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐&♣❧❛❝❡♠❡♥, ♦❢ ,❤❡ ✐♠♣❛❝,♦3 ✐& ❛❜♦✉, ✶✷✪

✉♥❞❡3✲❡&,✐♠❛,❡❞ ❛♥❞ ,❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ 3❡❛❝,✐♦♥ ❢♦3❝❡ ♣❡❛❦ ✇❛& ❜❡,✇❡❡♥ ✶✺✪ ❛♥❞ ✸✵✪ ♦✈❡3✲❡&,✐♠❛,❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦✉3

♣♦&,✲❢❛✐❧✉3❡ ♠❛,❡3✐❛❧ ❞❡❣3❛❞❛,✐♦♥ ♠♦❞❡❧& ❣❛✈❡ &✐♠✐❧❛3 3❡&✉❧,& ❛♥❞ ✐, ❤❛& ❜❡❡♥ ♦❜&❡3✈❡❞✱ ,❤❛, ❛ ❝♦♥,✐♥✉♦✉&

❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉,✐♦♥ ❧❛✇ ❧✐♠✐,& ,❤❡ ♦&❝✐❧❧❛,✐♦♥& ✐♥ ,❤❡ ❝✉3✈❡& ❛♥❞ ,❤❡ ✐♥&,❛❜✐❧✐,✐❡& ✐♥ ,❤❡ &✐♠✉❧❛,✐♦♥&✳ ❆

♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐,❤ ,❤✐❝❦ &❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥,& ✐♠♣3♦✈❡❞ ,❤❡ ❝♦33❡❧❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ♠❛,❡3✐❛❧ 3❡&♣♦♥&❡& ❢♦3 ❜♦,❤ ✷✺❏ ❛♥❞

✺✵❏ ✐♠♣❛❝, ❡♥❡3❣✐❡&✳ ❍♦✇❡✈❡3✱ ❛♥ ✉♥&✉✐,❛❜❧❡ ❝3♦&&✲&❤❛♣❡ ♦❢ ,❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❞✐&,3✐❜✉,✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ ,❤❡ ❡❧❡♠❡♥,

❞❡❧❡,✐♦♥ ✐& ♦❜&❡3✈❡❞ ❢♦3 ❡❛❝❤ ❞❛♠❛❣❡ ❞❡✜♥✐,✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦3 ❡❛❝❤ ✐♠♣❛❝, ❡♥❡3❣② ✉&✐♥❣ ,❤❡&❡ ❡❧❡♠❡♥,&✳ ❚❤✐&

♥✉♠❡3✐❝❛❧ ♣3♦❜❧❡♠ &❤♦✉❧❞ 3❡❧② ♦♥ ,❤❡ ✉&❡ ♦❢ ,❤❡ ❘✺ ▲❙✲❉❨◆❆ 3❡❧❡❛&❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ♣♦♦3 ❛❣3❡❡♠❡♥, ❤❛&

❜❡❡♥ ♦❜,❛✐♥❡❞ ❢♦3 ,❤❡ ❧♦✇❡&, ✺❏ ✐♠♣❛❝, ❡♥❡3❣②✳ ■, ✐& ♠♦&,❧② ❞✉❡ ,♦ ,❤❡ ❢❛❝, ,❤❛, ❤✐❣❤ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❞❛♠❛❣❡

✶✼✹



❈♦♥❝❧✉&✐♦♥

❛♥❞ ❞❡❢♦,♠❛.✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② &✉❝❤ ❛ ❧♦✇ ❡♥❡,❣② ♦❢ ✐♠♣❛❝. ❝❛♥♥♦. ❜❡ ❡❛&✐❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ✉&✐♥❣ ❛ ♠❡&❤ &✐③❡

❛❜♦✉. ✺♠♠ ❛♥❞ ❛ &✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥. ❧❛②❡,✳ ▼♦,❡♦✈❡,✱ .❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ .❤❡ ✹♠♠ .❤✐❝❦ ❝♦♠♣♦&✐.❡ ♣❧❛.❡ ✉&✐♥❣

✷❉ &❤❡❧❧ ❡❧❡♠❡♥.& ❞♦❡& ♥♦. ❛❧❧♦✇ .♦ .❛❦❡ ✐♥.♦ ❛❝❝♦✉♥. .❤❡ .❤,♦✉❣❤✲.❤❡✲.❤✐❝❦♥❡&& ❞❡❢♦,♠❛.✐♦♥& ❛♥❞ .❤❡

❞✐✛❡,❡♥. .,❛♥&✈❡,&❡ ❡✛❡❝.&✳ ❚❤❡ &✐♠✉❧❛.✐♦♥& ♦❢ .❤❡ ❞,♦♣ .♦✇❡, .❡&.& ♦♥ ❤❛.✲♣,♦✜❧❡& ✉&✐♥❣ .❤❡ ♣,❡✈✐♦✉&❧②
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❬✶✺❪ ❈&❛1❤ ❛♥❞ 1❛❢❡8② ♦✈❡&✈✐❡✇✳ ❤!!♣✿✴✴✇❡❜✳✐✐!❞✳❛❝✳✐♥✴⑦❛❝❤❛✇❧❛✴♣✉❜❧✐❝❴❤!♠❧✴✼✸✻✴✶✶✲❈+❛/❤❴

❙❛❢❡!②❴♣+❛❝!✐❝❡/✳♣❞❢✱ ✷✵✶✸✳

❬✶✻❪ ❆● ▼❛♠❛❧✐1✱ ▼ ❘♦❜✐♥1♦♥✱ ❉❊ ▼❛♥♦❧❛❦♦1✱ ●❆ ❉❡♠♦18❤❡♥♦✉1✱ ▼❇ ■♦❛♥♥✐❞✐1✱ ❛♥❞ ❏ ❈❛&&✉8❤❡&1✳

❈&❛1❤✇♦&8❤② ❝❛♣❛❜✐❧✐8② ♦❢ ❝♦♠♣♦1✐8❡ ♠❛8❡&✐❛❧ 18&✉❝8✉&❡1✳ ❈♦♠♣♦4✐,❡ 4,)✉❝,✉)❡4✱ ✸✼✭✷✮✿✶✵✾✕✶✸✹✱

✶✾✾✼✳

❬✶✼❪ ◆❆ ❲❛&&✐♦&✱ ❚❆ ❚✉&♥❡&✱ ❋ ❘♦❜✐8❛✐❧❧❡✱ ❛♥❞ ❈❉ ❘✉❞❞✳ ❊✛❡❝8 ♦❢ &❡1✐♥ ♣&♦♣❡&8✐❡1 ❛♥❞ ♣&♦❝❡11✐♥❣

♣❛&❛♠❡8❡&1 ♦♥ ❝&❛1❤ ❡♥❡&❣② ❛❜1♦&❜✐♥❣ ❝♦♠♣♦1✐8❡ 18&✉❝8✉&❡1 ♠❛❞❡ ❜② &8♠✳ ❈♦♠♣♦4✐,❡4 5❛), ❆✿

❛♣♣❧✐❡❞ 4❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ♠❛♥✉❢❛❝,✉)✐♥❣✱ ✸✹✭✻✮✿✺✹✸✕✺✺✵✱ ✷✵✵✸✳

❬✶✽❪ ▼❲ ❏♦♦18❡♥✱ ❙ ❉✉88♦♥✱ ❉ ❑❡❧❧②✱ ❛♥❞ ❘ ❚❤♦♠1♦♥✳ ❊①♣❡&✐♠❡♥8❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ✐♥✈❡18✐❣❛8✐♦♥ ♦❢ 8❤❡

❝&✉1❤✐♥❣ &❡1♣♦♥1❡ ♦❢ ❛♥ ♦♣❡♥ 1❡❝8✐♦♥ ❝♦♠♣♦1✐8❡ ❡♥❡&❣② ❛❜1♦&❜✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥8✳ ❈♦♠♣♦4✐,❡ ❙,)✉❝,✉)❡4✱

✾✸✭✷✮✿✻✽✷✕✻✽✾✱ ✷✵✶✶✳

❬✶✾❪ ❏♦✈❛♥ ❖❜&❛❞♦✈✐❝✱ ❙✐♠♦♥❡88❛ ❇♦&✐❛✱ ❛♥❞ ●✐♦✈❛♥♥✐ ❇❡❧✐♥❣❛&❞✐✳ ▲✐❣❤8✇❡✐❣❤8 ❞❡1✐❣♥ ❛♥❞ ❝&❛1❤ ❛♥❛❧②1✐1

♦❢ ❝♦♠♣♦1✐8❡ ❢&♦♥8❛❧ ✐♠♣❛❝8 ❡♥❡&❣② ❛❜1♦&❜✐♥❣ 18&✉❝8✉&❡1✳ ❈♦♠♣♦4✐,❡ ❙,)✉❝,✉)❡4✱ ✾✹✭✷✮✿✹✷✸✕✹✸✵✱ ✷✵✶✷✳

❬✷✵❪ ❙❛✐❥♦❞ ❚❲ ▲❛✉✱ ▼❘ ❙❛✐❞✱ ❛♥❞ ▼♦❤❞ ❨✉❤❛③&✐ ❨❛❛❦♦❜✳ ❖♥ 8❤❡ ❡✛❡❝8 ♦❢ ❣❡♦♠❡8&✐❝❛❧ ❞❡1✐❣♥1 ❛♥❞

❢❛✐❧✉&❡ ♠♦❞❡1 ✐♥ ❝♦♠♣♦1✐8❡ ❛①✐❛❧ ❝&✉1❤✐♥❣✿ ❆ ❧✐8❡&❛8✉&❡ &❡✈✐❡✇✳ ❈♦♠♣♦4✐,❡ ❙,)✉❝,✉)❡4✱ ✾✹✭✸✮✿✽✵✸✕

✽✶✷✱ ✷✵✶✷✳

❬✷✶❪ ❙ ❇♦&✐❛✱ ❙ J❡88✐♥❛&✐✱ ❛♥❞ ❋ ●✐❛♥♥♦♥✐✳ ❚❤❡♦&❡8✐❝❛❧ ❛♥❛❧②1✐1 ♦♥ 8❤❡ ❝♦❧❧❛♣1❡ ♠❡❝❤❛♥✐1♠1 ♦❢ 8❤✐♥✲✇❛❧❧❡❞

❝♦♠♣♦1✐8❡ 8✉❜❡1✳ ❈♦♠♣♦4✐,❡ ❙,)✉❝,✉)❡4✱ ✷✵✶✸✳

❬✷✷❪ J❍ ❚❤♦&♥8♦♥ ❛♥❞ ❘❆ ❏❡&②❛♥✳ ❈&❛1❤ ❡♥❡&❣② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥8 ✐♥ ❝♦♠♣♦1✐8❡ ❛✉8♦♠♦8✐✈❡ 18&✉❝8✉&❡1✳

■♥,❡)♥❛,✐♦♥❛❧ ❏♦✉)♥❛❧ ♦❢ ■♠♣❛❝, ❊♥❣✐♥❡❡)✐♥❣✱ ✼✭✷✮✿✶✻✼✕✶✽✵✱ ✶✾✽✽✳

❬✷✸❪ J❍ ❚❤♦&♥8♦♥✱ ❏❏ ❍❛&✇♦♦❞✱ ❛♥❞ J ❇❡❛&❞♠♦&❡✳ ❋✐❜❡&✲&❡✐♥❢♦&❝❡❞ ♣❧❛18✐❝ ❝♦♠♣♦1✐8❡1 ❢♦& ❡♥❡&❣②

❛❜1♦&♣8✐♦♥ ♣✉&♣♦1❡1✳ ❈♦♠♣♦4✐,❡4 ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✷✹✭✹✮✿✷✼✺✕✷✾✽✱ ✶✾✽✺✳

❬✷✹❪ ●❡♦&❣❡ ❈ ❏❛❝♦❜✱ ❏♦❤♥ ❋ ❋❡❧❧❡&1✱ ❙&❞❛♥ ❙✐♠✉♥♦✈✐❝✱ ❛♥❞ ❏ ▼✐❝❤❛❡❧ ❙8❛&❜✉❝❦✳ ❊♥❡&❣② ❛❜1♦&♣8✐♦♥ ✐♥

♣♦❧②♠❡& ❝♦♠♣♦1✐8❡1 ❢♦& ❛✉8♦♠♦8✐✈❡ ❝&❛1❤✇♦&8❤✐♥❡11✳ ❏♦✉)♥❛❧ ♦❢ ❝♦♠♣♦4✐,❡ ▼❛,❡)✐❛❧4✱ ✸✻✭✼✮✿✽✶✸✕✽✺✵✱

✷✵✵✷✳

✶✼✽



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤②

❬✷✺❪ ● ❙❛✈❛❣❡✱ ■ ❇♦♠♣❤&❛②✱ ❛♥❞ ▼ ❖①❧❡②✳ ❊①♣❧♦✐=✐♥❣ =❤❡ ❢&❛❝=✉&❡ ♣&♦♣❡&=✐❡A ♦❢ ❝❛&❜♦♥ ✜❜&❡ ❝♦♠♣♦A✐=❡A

=♦ ❞❡A✐❣♥ ❧✐❣❤=✇❡✐❣❤= ❡♥❡&❣② ❛❜A♦&❜✐♥❣ A=&✉❝=✉&❡A✳ ❊♥❣✐♥❡❡%✐♥❣ ❋❛✐❧✉%❡ ❆♥❛❧②,✐,✱ ✶✶✭✺✮✿✻✼✼✕✻✾✹✱

✷✵✵✹✳

❬✷✻❪ ❙✐♠♦♥❡==❛ ❇♦&✐❛ ❛♥❞ ●✐♦✈❛♥♥✐ ❇❡❧✐♥❣❛&❞✐✳ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ ✐♥✈❡A=✐❣❛=✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡&❣② ❛❜A♦&❜❡&A ✐♥ ❝♦♠♣♦A✐=❡

♠❛=❡&✐❛❧A ❢♦& ❛✉=♦♠♦=✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛=✐♦♥A✳ ■♥.❡%♥❛.✐♦♥❛❧ ❏♦✉%♥❛❧ ♦❢ ❈%❛,❤✇♦%.❤✐♥❡,,✱ ✶✼✭✹✮✿✸✹✺✕✸✺✻✱

✷✵✶✷✳

❬✷✼❪ ❙❡&❣❡ ❆❜&❛=❡✳ ■♠♣❛❝. ❡♥❣✐♥❡❡%✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣♦,✐.❡ ,.%✉❝.✉%❡,✱ ✈♦❧✉♠❡ ✺✷✻✳ ❙♣&✐♥❣❡&✱ ✷✵✶✶✳

❬✷✽❪ ❆❧❛A=❛✐& ❋ ❏♦❤♥A♦♥ ❛♥❞ ❆♥=❤♦♥② ❑ U✐❝❦❡==✳ ■♠♣❛❝= ❛♥❞ ❝&❛A❤ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣♦A✐=❡ A=&✉❝=✉&❡A✿

❆ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦& ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝A✳ ●❡%♠❛♥ ❆❡%♦,♣❛❝❡ ❈❡♥.❡% ✭❉▲❘✮✱ ■♥,.✐.✉.❡ ♦❢ ❙.%✉❝.✉%❡, ❛♥❞

❉❡,✐❣♥✱ ✶✾✾✾✳

❬✷✾❪ ▼❆ ▼❝❈❛&=❤② ❛♥❞ ❏❋▼ ❲✐❣❣❡♥&❛❛❞✳ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ ✐♥✈❡A=✐❣❛=✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝&❛A❤ =❡A= ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦A✐=❡

❤❡❧✐❝♦♣=❡& A✉❜✢♦♦& A=&✉❝=✉&❡✳ ❈♦♠♣♦,✐.❡ ,.%✉❝.✉%❡,✱ ✺✶✭✹✮✿✸✹✺✕✸✺✾✱ ✷✵✵✶✳

❬✸✵❪ ❊&✐❝ ❉❡❧❡=♦♠❜❡✱ ❉❛✈✐❞ ❉❡❧A❛&=✱ ❉✐❡=❡& ❑♦❤❧❣&[❜❡&✱ ❛♥❞ ❆❧❛A=❛✐& ❋ ❏♦❤♥A♦♥✳ ■♠♣&♦✈❡♠❡♥= ♦❢ ♥✉✲

♠❡&✐❝❛❧ ♠❡=❤♦❞A ❢♦& ❝&❛A❤ ❛♥❛❧②A✐A ✐♥ ❢✉=✉&❡ ❝♦♠♣♦A✐=❡ ❛✐&❝&❛❢= ❞❡A✐❣♥✳ ❆❡%♦,♣❛❝❡ ,❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞

.❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✹✭✸✮✿✶✽✾✕✶✾✾✱ ✷✵✵✵✳

❬✸✶❪ ❍❛♠✐❞&❡③❛ ❩❛&❡✐✱ ▼❛==❤✐❛A ❑&`❣❡&✱ ❛♥❞ ❍❡♥&✐❦ ❆❧❜❡&=A❡♥✳ ❆♥ ❡①♣❡&✐♠❡♥=❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ❝&❛A❤✲

✇♦&=❤✐♥❡AA ✐♥✈❡A=✐❣❛=✐♦♥ ♦❢ =❤❡&♠♦♣❧❛A=✐❝ ❝♦♠♣♦A✐=❡ ❝&❛A❤ ❜♦①❡A✳ ❈♦♠♣♦,✐.❡ ,.%✉❝.✉%❡,✱ ✽✺✭✸✮✿✷✹✺✕

✷✺✼✱ ✷✵✵✽✳

❬✸✷❪ ❱ ❙❝❤✉❧=❤❡✐A✱ ❙ ❋❡❧❧✱ ❍ ❙❝❤✉❡&♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ❆ ❇❧❡✐❡&✳ ❚❤❡ ❤✐❡&❛&❝❤✐❝❛❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣✲❜❧♦❝❦ ❛♣♣&♦❛❝❤ ♦❢ =❡A=✲

✐♥❣ ❛♥❞ ❢❡ ❛♥❛❧②A✐A ❢♦& A=&❡♥❣=❤ ♣&❡❞✐❝=✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ ♣&❡AA✉&❡ ✇❡= ✇♦✉♥❞ ❝♦♠♣♦A✐=❡ ✈❡AA❡❧A✳ ❙■▼❱❊❈

❱❉■ .❛❣✉♥❣✱ ✷✵✵✽✳

❬✸✸❪ ▼✐❧✐=❛&② ❍❛♥❞❜♦♦❦ ▼■▲✲❍❉❇❑✲✶✼✲✶❋✳ ❈♦♠♣♦,✐.❡ ▼❛.❡%✐❛❧, ❍❛♥❞❜♦♦❦ ❱♦❧✉♠❡ ✶✿ H♦❧②♠❡% ▼❛.%✐①

❈♦♠♣♦,✐.❡, ●✉✐❞❡❧✐♥❡, ❢♦% ❈❤❛%❛❝.❡%✐③❛.✐♦♥ ♦❢ ,.%✉❝.✉%❛❧ ♠❛.❡%✐❛❧, ✳ ❯✳❙✳ ❉❡♣❛&=♠❡♥= ♦❢ ❉❡❢❡♥A❡✱

✷✵✵✷✳

❬✸✹❪ ▼✐❧✐=❛&② ❍❛♥❞❜♦♦❦ ▼■▲✲❍❉❇❑✲✶✼✲✷❋✳ ❈♦♠♣♦,✐.❡ ▼❛.❡%✐❛❧, ❍❛♥❞❜♦♦❦ ❱♦❧✉♠❡ ✷✿ H♦❧②♠❡% ▼❛.%✐①

❈♦♠♣♦,✐.❡, ▼❛.❡%✐❛❧ H%♦♣❡%.✐❡,✳ ❯✳❙✳ ❉❡♣❛&=♠❡♥= ♦❢ ❉❡❢❡♥A❡✱ ✷✵✵✷✳

❬✸✺❪ ▼✐❧✐=❛&② ❍❛♥❞❜♦♦❦ ▼■▲✲❍❉❇❑✲✶✼✲✸❋✳ ❈♦♠♣♦,✐.❡ ▼❛.❡%✐❛❧, ❍❛♥❞❜♦♦❦ ❱♦❧✉♠❡ ✸✿ H♦❧②♠❡% ▼❛.%✐①

❈♦♠♣♦,✐.❡, ▼❛.❡%✐❛❧, ❯,❛❣❡✱ ❉❡,✐❣♥ ❛♥❞ ❆♥❛❧②,✐,✳ ❯✳❙✳ ❉❡♣❛&=♠❡♥= ♦❢ ❉❡❢❡♥A❡✱ ✷✵✵✷✳
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♠❡<&✐❝✴❛♥✐;♦<&♦♣✐❝✱ &❛<❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥<✱ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❜❡❤❛✈✐♦&✳ ❈♦♠♣♦8✐!❡8 @❛&! ❆✿ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙❝✐❡♥❝❡
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❬✹✼❪ ▼✳ ❙❤❡&❜✉&♥✳ ●❡♦♠❡!&✐❝ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ !❡①!✐❧❡8✳ =❤❉ <❤❡;✐;✱ ✷✵✵✼✳

❬✹✽❪ ❆✳ ❙❤❛❤❦❛&❛♠✐ ❛♥❞ ❘✳ ❱❛③✐&✐✳ ❆ ❝♦♥<✐♥✉✉♠ ;❤❡❧❧ ✜♥✐<❡ ❡❧❡♠❡♥< ♠♦❞❡❧ ❢♦& ✐♠♣❛❝< ;✐♠✉❧❛<✐♦♥ ♦❢

✇♦✈❡♥ ❢❛❜&✐❝;✳ ■♥!❡&♥❛!✐♦♥❛❧ ❥♦✉&♥❛❧ ♦❢ ✐♠♣❛❝! ❡♥❣✐♥❡❡&✐♥❣✱ ✸✹✭✶✮✿✶✵✹✕✶✶✾✱ ✷✵✵✼✳

❬✹✾❪ ❆✳ ❚❛❜✐❡✐ ❛♥❞ ■✳ ■✈❛♥♦✈✳ ❈♦♠♣✉<❛<✐♦♥❛❧ ♠✐❝&♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✢❡①✐❜❧❡ ✇♦✈❡♥ ❢❛❜&✐❝ ❢♦& ✜♥✐<❡
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