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INTRODUCTION 
De nombreux domaines comme l’énergie nucléaire, le secteur pétrolier et gazier, le génie 

civil, l’industrie mécanique nécessitent l’utilisation de techniques de contrôle non destructif 

(CND) afin de vérifier l’intégrité des structures. Différentes méthodes de contrôle existent, 

parmi lesquelles les méthodes ultrasonores. Dans le cadre de cette thèse nous nous 

intéressons plus particulièrement à la technique de l’émission acoustique (EA) qui est une 

méthode ultrasonore dite « passive ». Les systèmes susceptibles d’être étudiés par l’EA 

peuvent être classés en deux catégories. La première catégorie est celle des systèmes 

évolutifs du point de vue physico-chimique en l’absence de sollicitations mécaniques : dans 

ce cas, l’EA peut provenir des changements de phase, des réactions chimiques et des 

dispersions de gaz et de liquides. La deuxième catégorie représente les systèmes qui 

évoluent sous sollicitations mécaniques comme par exemple les structures industrielles. 

Dans ce travail on se limite à cette deuxième catégorie, c'est-à-dire au contrôle par EA dans 

les structures de grandes dimensions sous contraintes comme les équipements sous 

pression et les réservoirs de stockage. Il est important de rappeler ici que, selon la longueur 

d’onde par rapport à l’épaisseur de la structure, l’EA peut se produire sous forme d’ondes 

guidées (cas des structures minces) ou sous forme d’onde de Rayleigh (cas des structures 

épaisses). 

Plusieurs approches ont été développées dans la littérature afin d’analyser l’EA par un 

défaut sous contrainte. L’une d’elle est basée sur les signaux d’EA, elle recouvre l’analyse des 

paramètres d’EA, l’analyse fréquentielle et l’analyse de l’activité de l’EA. Toutefois ces 

analyses restent des méthodes qualitatives, c’est pour cette raison qu’une autre approche a 

été développée afin de rendre la technique de l’EA plus quantitative et viable en tant que 

méthode de contrôle non destructif. Cette approche est basée sur les formes d’ondes et 

utilise la théorie des ondes transitoires afin de prédire des formes d’ondes émises par 

différents types de défauts sous contrainte ce qui permet ainsi d’interpréter physiquement 

les signaux d’EA. 

D’une façon générale, la simulation constitue une aide à l’interprétation et à la 

compréhension des phénomènes physiques. Dans le domaine du CND, la simulation aide à 

réduire les coûts des essais non destructifs et à optimiser les performances de ces 

méthodes. La mise en œuvre de la technique d’EA est relativement simple. En revanche, 

l’analyse des signaux issus de cette méthode ultrasonore passive est particulièrement plus 

complexe que les autres méthodes ultrasonores. En effet, la difficulté du contrôle par EA 

réside dans l’interprétation des signaux complexes typiquement mesurés. De ce fait, la 

technique du contrôle par EA n’est pas considérée comme une technique quantitative 

mature contrairement aux autres contrôles non destructifs ultrasonores, et aux méthodes 

radiographiques ou par courants de Foucault.  
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L’objectif de la thèse est précisément de développer les modèles nécessaires afin de rendre 

possible la simulation des expériences de CND par EA. L’ambition et l’originalité de la thèse 

résident dans le développement de modèles capables de représenter les couplages entre la 

source d’EA, les différents modèles de propagation des ondes élastiques et le capteur. Ce 

travail s’inscrit dans la continuité des recherches effectuées au CEA List au sein du 

département DISC (Département d’Imagerie et de Simulation pour le Contrôle) sur les 

techniques de modélisation du CND et vient compléter les fonctionnalités de la plate-forme 

logicielle CIVA sur le CND par EA afin de permettre la simulation d’expériences de contrôle 

par EA dans des structures épaisses et minces.  

Ce manuscrit se compose de cinq chapitres. Le premier chapitre a pour objectif de présenter 

la technique d’émission acoustique (EA) ainsi que les problématiques liées à la complexité et 

à la richesse des signaux d’EA. Dans un premier temps, les différents phénomènes physiques 

à l’origine de l’EA sont rappelés ainsi que les différentes méthodes d’analyse des signaux. 

Ensuite, les enjeux de la simulation du CND par EA sont discutés et un état de l’art sur les 

méthodes de simulation du CND/EA à la fois dans les structures épaisses et minces est 

donné. Ces études nous servent à faire un choix sur la méthode de modélisation de l’EA 

générée par un défaut sous contrainte. 

Le deuxième chapitre a pour but de proposer un état de l’art sur la modélisation d’une part, 

du champ élastique au voisinage d’un défaut sous contrainte et, d’autre part, sur la 

réception des ondes ultrasonores par un traducteur. En premier lieu, nous rappelons les 

différents types de fissuration (fragile ou ductile) ainsi que les différents modes de rupture, 

puis nous détaillons les choix de modélisation effectués. La deuxième partie de ce chapitre 

est consacrée à la modélisation des capteurs d’EA. Nous passons en revue les différents 

types de capteurs utilisés en EA et en particulier le capteur piézoélectrique qui est le plus 

communément exploité. En ce qui concerne sa modélisation, nous présentons un modèle 

piston rendant compte du mode d’épaisseur ainsi que ses possibles extensions. 

Le troisième chapitre est consacré à la modélisation à deux dimensions (2D) de l’EA en onde 

de Rayleigh par un défaut sous contrainte dans le cas des structures épaisses. Un rappel sur 

les modèles à deux dimensions (2D) de propagation de l’onde de Rayleigh le long de surfaces 

plane et cylindrique est effectué. Ensuite, le développement théorique des formulations de 

couplage entre un modèle de source d’EA et les différents modèles de propagation de l’onde 

de Rayleigh est présenté. Le premier modèle est basé sur une extension de la formulation 

d’Achenbach permettant de prédire le champ émis par une fissure d’orientation quelconque 

soumise à un champ de contraintes, sous forme d’ondes de Rayleigh le long d’une surface 

plane en 2D [I,II]. Le deuxième modèle qui utilise un modèle de propagation asymptotique 

en coordonnées curvilignes est une extension de la première formulation au cas de l’EA en 

onde de Rayleigh sur une surface cylindrique. En effet, l’écriture en coordonnées curvilignes 

offre des expressions dont la forme est proche des équations associées à la surface plane. 

Par conséquent, la résolution du problème en surface cylindrique est similaire à celle de la 
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surface plane. Des cas d’application 2D simulant la chaine complète de contrôle par EA et 

prédisant la réponse d’un capteur d’EA sont présentés. Pour ces simulations, on utilise le 

calcul du champ de déplacement des ondes émises par un défaut sous contrainte obtenu à 

partir des formulations de couplage et un modèle de capteur d’EA basé sur l’approche piston 

décrit au deuxième chapitre. Des conclusions relatives à l’influence de la vitesse de 

fissuration sous contrainte et au mode de chargement des fissures sur les formes d’ondes 

émises en sont déduites. 

Le quatrième chapitre traite de la modélisation à trois dimensions (3D) de l’EA en onde de 

Rayleigh par un défaut sous contrainte dans le cas des structures épaisses et planes. Comme 

pour la modélisation 2D, il détaille également le développement théorique de la formulation 

de couplage entre un modèle de source d’EA et un modèle de propagation de l’onde de 

Rayleigh. Cette formulation est basée sur un modèle de fissure plane 3D et les fonctions de 

Green de l’onde de Rayleigh 3D [III]. Des cas d’application sont illustrés afin de simuler la 

chaine complète du contrôle par EA puis comparés à d’autres travaux réalisés sur le même 

type de problème [31, 40]. Une discussion sur les résultats obtenus à partir des modèles 2D 

et 3D est ensuite proposée mettant en lumière les similitudes et les divergences des deux 

modèles. 

Le dernier chapitre traite de l’EA en ondes guidées dans le cas des structures minces. Il 

rappelle les différentes méthodes de modélisation de la propagation des ondes guidées. Des 

extensions de ces modèles sont également réalisées afin de prendre en compte les effets de 

courbure. La deuxième partie de ce chapitre s’intéresse au couplage entre un modèle de 

source d’EA, un modèle de propagation des ondes guidées et un capteur d’EA, la méthode 

de calcul [IV, V] choisie étant similaire à celle des structures épaisses. À partir des 

simulations, des analyses relatives aux comportements des formes d’ondes dans le cas des 

structures minces sont présentées. 

Enfin, une conclusion générale est proposée permettant d’une part de définir les paramètres 

prépondérants dans la compréhension des signaux d’EA et d’autre part, l’utilisation en 

pratique de ces informations. Les perspectives à donner à ce travail sont ensuite définies. 

I. BEN KHALIFA W., JEZZINE K., HELLO G., GRONDEL S 
“Analytical modeling of acoustic emission from buried or surface-breaking crack 
under stress”, J. Phys.: Conf. Ser. 353, 012016  

II. BEN KHALIFA W., JEZZINE K., GRONDEL S 
“Modélisation des ondes élastiques émises par un défaut sous contrainte”. Actes du 
congrès COFREND 2011, publiés en CD-ROM, 10 pages. 

III. BEN KHALIFA W., JEZZINE K., GRONDEL S. 
“3D modelling of Rayleigh wave acoustic emission from a crack under stress”. 11ème 
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Nantes, France, Avril 23-27, 2012. 
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Ce chapitre a pour but de présenter la technique d’émission acoustique (EA) ainsi que les 

problématiques liées à la complexité et à la richesse des signaux d’EA. Après en avoir donné 

une définition ainsi qu’un bref historique, les différents phénomènes physiques à l’origine de 

l’EA sont précisés ainsi que les différentes méthodes d’analyse des signaux associés dans le 

cas de l’EA par un défaut sous contrainte. Ensuite, les enjeux de la simulation du CND par EA 

sont discutés et l’état de l’art sur les méthodes de simulation du CND/EA est présenté.  
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1.1 Principe général du contrôle non destructif 
par émission acoustique 

1.1.1 Définition et historique 

La norme française établie en avril 2000 définit l’émission acoustique (EA) comme étant des 

"ondes élastiques transitoires engendrées par la libération d’énergie dans un matériau ou 

par un processus" [1]. La technique d'EA est une méthode de contrôle non destructif (CND) 

passive, basée sur l’exploitation de signaux engendrés par un phénomène d'émission 

spontanée d'ondes ultrasonores par un matériau ou un système sous l'effet d'une 

sollicitation ou d'une transformation interne.  

Les premières expériences d’EA évoquées dans la littérature en géophysique datent de 1932, 

mais il a fallu attendre les années 1950 pour que les premiers travaux significatifs en 

sismologie soient effectués. C’est à cette même période que Mason [1] décrivait les 

premiers phénomènes d’EA audibles tandis que Kaiser s’intéressait pour sa part à un 

domaine plus haut en fréquence puisqu’il traitait le cas des fréquences ultrasonores (plus de 

20kHz à quelques centaines de MHz) 

Ce domaine des hautes fréquences fut rapidement exploité puisque l’une des premières 

applications de l’EA à la détection d’endommagements reposait sur le contrôle des 

enveloppes de propulseur des fusées Polaris dans les années 1960. Très rapidement La 

localisation des sources d’EA fut étudiée à partir de 1968. Puis cette technique prit de 

l’ampleur dans les années 1980. Elle s’est alors étendue à de nombreux domaines, comme 

l’énergie nucléaire, le secteur pétrolier et gazier, le génie civil, l’industrie mécanique. Les 

applications visées par cette technique vont de l’investigation physique des matériaux, la 

surveillance en service, en passant par le contrôle de fabrication, la surveillance de machines 

tournantes ou le contrôle et l’évaluation de matériaux composites. 

Contrairement aux autres méthodes de CND, l’EA offre l’avantage de détecter des défauts au 

moment de leur création, avant qu’ils ne puissent être détectés par une inspection visuelle. 

Suivant les domaines d’application, les signaux d’EA peuvent être les signatures de différents 

types d’endommagement et de transformations internes dans les structures contrôlées. 

Dans le paragraphe suivant, les différents phénomènes physiques à l’origine de ces signaux 

d’EA sont détaillés.  

1.1.2 Phénomènes physiques à l’origine de l’EA 

On peut classer les systèmes susceptibles d’être étudiés par la technique d’EA en deux 

catégories. La première catégorie est celle des systèmes évolutifs du point de vue physico-

chimique en l’absence de sollicitations mécaniques, dans ce cas, l’EA peut provenir des 

changements de phase, des réactions chimiques et des dispersions de gaz et de liquides. La 

deuxième catégorie concerne les systèmes qui évoluent sous sollicitations mécaniques 
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comme par exemple les structures industrielles. Ces catégories sont détaillées dans les deux 

paragraphes suivants. 

1.1.2.1 Cas des systèmes évolutifs du point de vue physico-
chimique en l’absence de sollicitations mécaniques 

L’EA peut être la signature de plusieurs phénomènes physico-chimiques. En absence de 

sollicitations mécaniques, l’activité de l’EA peut être générée par : 

 l’apparition d’un certain nombre de microfissures à l’échelle macroscopique ou 
microscopique suite aux changements de phases induits par des traitements 
thermiques. 

 les réactions chimiques sous forme d’ondes de choc produites par des évènements 
microscopiques lors d’un processus chimique. 

 la dispersion des particules de gaz dans un liquide, c’est-à-dire par les vibrations 
provoquées par la formation des bulles et leur déplacement. 

 les collisions entre particules dans le cas d’un processus de broyage d’un matériau 
fragile et hétérogène. 

 les fluctuations hydrodynamiques de pression lors de l’écoulement de particules. 

1.1.2.2 Cas des systèmes évoluant sous sollicitations mécaniques 

Dans le cas des systèmes évoluant sous sollicitations mécaniques, on distingue trois grandes 

catégories suivant la nature du matériau considéré [2]: 

 L’EA dans le béton ou ciment (génie civil) : 

L’EA est utilisée dans l’évaluation non destructive des ouvrages en génie civil et permet de 

détecter des pathologies dans le béton ou dans l’acier. Les signaux d’EA peuvent être la 

signature de plusieurs types d’endommagements dans le béton ou le ciment, par exemple la 

microfissuration de la résine, la décohésion résine/agrégats ainsi que la rupture des 

agrégats. 

 EA dans les matériaux composites : 

Les différents mécanismes d’endommagement rencontrés dans les matériaux composites 

sont principalement la fissuration de la matrice, le décollement à l'interface fibre/matrice 

(déchaussement), le délaminage interlaminaire (pour les matériaux stratifiés) et la rupture 

de fibres par exemple dans les structures aéronautiques. 

 EA dans les matériaux métalliques :  

Les mouvements des dislocations peuvent créer une activité acoustique. En effet, les défauts 

actifs et sous contrainte mécanique libèrent de l’énergie sous formes d’ondes ultrasonores. 
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Les propriétés de l’onde émise dépendent des variations des champs élastodynamiques au 

niveau des dislocations à l’intérieur du matériau. 

1.1.3 Influence des phénomènes physiques sur la 
nature des signaux d’EA  

La nature des signaux d’EA peut être différente selon le phénomène physique détecté. Il 

existe deux types de signaux d’EA [2]. Le premier type est l’émission pseudo-continue qui est 

constituée d’un grand nombre de signaux aléatoires de très petite amplitude qui se 

superposent les uns les autres et qui s'ajoutent au bruit de fond comme par exemple les 

signaux provenant des fluctuations hydrodynamiques de pression utilisés pour la détection 

de fuite dans les tuyauteries ou les signaux émis par un défaut en rupture ductile (le 

matériau plastifie et rompt progressivement). Le deuxième type est l’émission discrète qui 

est constituée de signaux transitoires, bien séparés les uns des autres. C’est le cas des 

signaux d’EA provenant d’un défaut sous contrainte mécanique en rupture fragile. En effet, il 

existe différents types de rupture selon la ductilité du matériau. Cette dernière est définie 

comme étant la capacité d’un matériau à se déformer plastiquement sans se rompre.  

On distingue quatre types de mode de rupture pour des matériaux sous sollicitation 

monotone en traction. Le premier mode est la rupture élastique fragile, le comportement 

global est linéaire élastique et la rupture intervient de façon brutale et les déformations à la 

rupture sont généralement faibles (inférieures à 1%). Les matériaux ayant ce type de 

comportement sont les céramiques massives, les verres, le béton et certains aciers. Le 

deuxième mode est la rupture quasi fragile, le comportement global est non linéaire 

essentiellement causé par l’apparition d’une microfissuration. Les matériaux ayant ce type 

de comportement sont les composites et les nouveaux bétons renforcés. On trouve ensuite 

le mode de rupture plastique fragile, le matériau plastifie mais rompt brutalement pour des 

déformations relativement faibles. C’est le cas des métaux de type cubique centré ou 

hexagonal lorsque la température est suffisamment faible. On trouve enfin le mode de 

rupture ductile, le matériau plastifie et rompt progressivement. L’endommagement peut 

être diffus et relativement important. Les métaux cubiques à faces centrées ainsi que les 

métaux de type cubique centré (pour une température suffisamment élevée) ont ce 

comportement. 

1.1.4 Analyse de l’émission acoustique par un défaut 
sous contrainte 

Nous allons maintenant présenter l’état de l’art sur les différentes approches développées 

pour étudier et analyser l’EA par un défaut sous contrainte, qui est l’objet de la thèse. Plus 

précisément, cela concerne l’EA dans les matériaux métalliques dans le cas d’un système sous 

sollicitation mécanique. Deux principales approches ont été développées pour caractériser les 

signaux d’EA [3], la première approche est dite « basée sur les signaux d’EA ». Elle consiste à 

caractériser les signaux émis notamment à partir du nombre d’évènements et des 
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corrélations statistiques entre les mécanismes d’endommagements et les données 

expérimentales. Cette approche est surtout utilisée pour estimer le niveau 

d’endommagement et prédire les évènements futurs. La deuxième approche est une 

approche basée sur les formes d’ondes, elle permet de localiser les défauts et les mécanismes 

d’endommagements en utilisant la théorie des ondes transitoires. 

1.1.4.1 Approche dite « basée sur les signaux »  

Dans le cas de l’approche basée sur les signaux d’EA, trois types d’analyse ont été 

investiguées [4] : 

 

 l’analyse basée sur les paramètres des signaux d’EA 
 l’analyse de l’activité d’EA 
 l’analyse fréquentielle des signaux d’EA 

 

La Figure 1.1 présente les paramètres des signaux d’EA discrète utilisés dans les analyses des 

signaux. 

 

 

Figure 1.1 : paramètres des signaux d’EA [4] 

a Analyses des paramètres d’EA : 

Différents paramètres sont extraits des signaux recueillis et sont suivis dans le temps tels 

que le temps de montée, le nombre de coups, la durée du signal (Figure 1.1), d’autres 

paramètres pouvant être définis d’un point de vue énergétique. 

Comme le montre la Figure 1.1 , le nombre de coups dépend du réglage du seuil 

d’acquisition. Pour chaque événement d’EA, ces paramètres sont tracés en fonction des 

paramètres de test tels que le chargement mécanique, la déformation et la température. À 

partir des essais répétés sur des échantillons identiques, des déductions empiriques sont 

faites concernant l’importance des endommagements et l’identification des différents 
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mécanismes d’endommagement. Plusieurs études ont démontré l’intérêt de cette approche 

[5, 6], mais seulement quelques applications de cette technique ont vu le jour. 

Bien que, la méthode d'analyse des paramètres d’EA soit notamment capable de fournir des 

informations utiles sur le développement des endommagements dans les matériaux 

composites et métalliques, les résultats obtenus à partir des paramètres d’EA, en général, ne 

permettent pas de caractériser une source d’EA de façon précise. De plus la distinction entre 

les différents mécanismes d’endommagements est assez difficile à réaliser en raison des 

variations des paramètres d’EA causées par la complexité du milieu de propagation 

(anisotropie, matériaux composites). 

b Analyse de l’activité d’EA 

Cette méthode permet d’obtenir des informations concernant l'initiation et l'évolution des 

endommagements tout au long d'un test ou au cours de la durée de vie d'un composant en 

se basant sur l’effet Kaiser et l’effet Félicity [4] (Figure 1.2). L’effet Kaiser traduit 

l’irréversibilité de l’EA. Lorsqu’une structure est soumise à un premier niveau de contrainte 

1 (AB), puis déchargée (BC), le matériau reste silencieux lors d’une seconde sollicitation 

tant que le niveau de contrainte reste inférieur à 1 (CB). On appelle 2 (au point F) le 

niveau de sollicitation à l’apparition de l’émission acoustique lors de la deuxième mise en 

charge. Si la structure est endommagée alors 2 (au point F) <1 (au point D). On définit 

ainsi le rapport Felicity Rf = 2/1. L’effet Kaiser est généralement observé dans les 

matériaux métalliques alors que l’effet Felicity est plus souvent observé dans les matériaux 

composites. 

 

Figure 1.2 : historique des évènements d’EA en fonction du chargement montrant l’effet de Kaiser (a) et l’effet Félicity 
(b). 
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Cet exemple d’analyse est utilisé pour le contrôle de réservoirs de stockage en fibre de verre, 

des équipements sous pression et des tuyauteries [7, 8]. Ce type d'analyse a été normalisé 

en un certain nombre de codes de CARP (Committee on Acoustic emission from Reinforced 

Plastics) et de codes de l'ASME (American Society of Mechanical Engineers). 

c Analyse fréquentielle des signaux d’EA 

Cette technique fonctionne avec la transformée de Fourier rapide (FFT) afin d’analyser le 

spectre des ondes émises. Cette approche est principalement utilisée pour distinguer 

différents types d’endommagements. Cette méthode est fondée sur l'hypothèse que des 

phénomènes d’endommagements différents produisent des signaux dont le contenu 

fréquentiel est différent. 

Contrairement aux autres analyses, un nombre limité d’articles a été publié sur ce sujet. De 

plus, cette analyse n’a pas fait l’objet d’une application pratique dans le domaine du CND par 

EA en raison de plusieurs inconvénients [9, 10]. La principale lacune de cette analyse 

provient du caractère multimodal et dispersif des ondes émises par un défaut sous 

contrainte, dans les structures minces, où les propriétés des ondes guidées dépendent de la 

fréquence. Cette complexité fait qu’il est difficile d’associer le spectre d’un signal à la 

signature d’un type d’endommagement. 

d Discussion 

Aucune de ces analyses des signaux d’EA n’a été capable de répondre aux difficultés 

rencontrées dans le cas des grandes structures industrielles, comme par exemple, la grande 

quantité de donnée à gérer, l’élimination des sources de bruits, la prise en compte de 

l’anisotropie et le caractère multimodal et dispersif des ondes ainsi que l’atténuation. Ces 

analyses ont donné parfois des résultats contradictoires à cause de la difficulté 

d’interprétation physique des signaux issus des mécanismes d’endommagements. En 

résumé, cette approche classique basée sur l’analyse des signaux reste une méthode 

qualitative. 

Afin de rendre la technique d’EA plus quantitative et viable en tant que méthode de contrôle 

non destructif, une approche basée sur les formes d’ondes a donc été développée. 

1.1.4.2 Approche basée sur les formes d’ondes 

Cette approche est basée sur la théorie des ondes transitoires qui rend possible la prédiction 

des formes d’ondes émises par différents types de défauts sous contrainte permettant ainsi 

d’interpréter physiquement les signaux d’EA. La compréhension des relations qualitatives et 

quantitatives entre les ondes émises et les sources d’EA est essentielle afin de développer 

des algorithmes de détection et de caractérisation des défauts. Pour cela, il est nécessaire de 

comprendre les phénomènes physiques mis en jeu depuis la fissuration et la propagation des 

ondes dans les structures jusqu’à la détection par un capteur d’EA et la localisation des 

défauts par triangulation. 
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Les ondes émises sont détectées à la surface de la structure par les capteurs d’EA, les 

signaux sont ensuite amplifiés et fournissent le signal d’EA. Après un post traitement, les 

défauts sont localisés par triangulation. En effet, les différents temps d’arrivée (t) d’un 

même signal provenant de plusieurs capteurs répartis sur la structure sont mesurés. La 

mesure des (t) est généralement déclenchée par l’arrivée de l’onde émise au premier 

capteur atteint, et clôturée par son passage au dernier capteur. Ensuite, la détermination 

des coordonnées de la zone où s’est produit le défaut s’effectue en calculant le lieu des 

points auquel appartient la source, défini par : V cte, où V est la vitesse de 

propagation des ondes. 

Le nombre de capteurs dépend de la surface à contrôler [11]: 

- une localisation linéaire nécessite l’emploi de deux capteurs, 

- une localisation plane (2D) requière l’utilisation d’au moins 3 capteurs, 

- une localisation 3D impose de travailler avec 5 capteurs au minimum. 

 

Figure 1.3 : localisation linéaire, localisation 2D et localisation 3D 

Dans le cas des ondes guidées, les vitesses de propagation dépendent du mode de 

propagation et de la fréquence. De plus, il est nécessaire de prendre en compte le trajet 

géodésique parcouru par l’onde afin d’améliorer la localisation de la source. En effet, dans le 

cas des structures courbes, les géodésiques ne sont pas des lignes droites, mais des courbes 

qui correspondent au trajet minimal entre deux points de l’espace courbe. Par exemple, le 

chemin le plus court entre deux points sur une sphère est un arc du grand cercle passant par 

ces deux points et dans le cas des cylindres, les géodésiques sont des hélices. 

Mathématiquement, l'identification d'une source d'EA correspond au problème inverse. Si la 

surface de la source (propagation d’une fissure) est petite par rapport à longueur d'onde 

dominante, mesurée à partir du signal d’EA, et la distance source-détecteur, la source d’EA 

peut effectivement être considérée comme une source ponctuelle [4]. 
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1.2 Simulation du CND par EA par un défaut sous 
contrainte 

1.2.1 Phénomènes physiques à modéliser 

1.2.1.1 Fissuration 

On s’intéresse à la fissuration de fatigue dans le cas des structures soumises à un 

chargement mécanique. L’EA est produite par une libération rapide d’énergie de 

déformation, qui se propage dans la structure sous forme d’ondes ultrasonores transitoires. 

Ces sources, appelées sources localisées, agissent comme un centre de rayonnement à 

travers une petite surface finie émettant des ondes transitoires dans une bande de 

fréquence de quelques 100kHz à quelques MHz, ces ondes se propageant ensuite dans la 

structure. 

1.2.1.2 Propagation 

a Cas des structures épaisses : contrôle par onde de surface 

Dans le cas des structures épaisses, les ondes ultrasonores générées par le mécanisme de 

fissuration se propagent sous forme d’onde de volume et d’onde de surface, le champ 

lointain est donc dominé par la présence des ondes de surfaces dont la décroissance est 

moins rapide comparée aux ondes de volumes. En effet, en géométrie 2D l’onde de Rayleigh 

ne décroit pas et les ondes de volumes décroissent en . En géométrie 3D l’onde de 

Rayleigh décroit en  tandis que les ondes de volume décroissent en [12]. 

b Cas des structures minces: contrôle par ondes guidées 

Dans le cas des structures minces, les ondes émises par un défaut sous contrainte se 

propagent sous formes d’ondes guidées. Ces modes guidés, symétriques et antisymétriques 

(dans le cas d’une plaque) [13], résultent des différentes réflexions d’ondes transversales 

verticales et d’ondes longitudinales sur les deux surfaces inférieure et supérieure de la 

structure mince. Elles se propagent sur des longues distances sans perte d’énergie.  

Gorman [14] a par exemple proposé une manière de séparer les modes symétriques et 

antisymétriques dans les signaux d’EA et l’a appliquée en effectuant une rupture de mine de 

plomb à la fois sur l'aluminium et sur des composites unidirectionnels. La rupture de mine 

peut être assimilée à un chargement monopôle sur la surface. Dans le cas de la fissure, il faut 

utiliser un dipôle de force (voir 1.2.3.2). Toutes les études réalisées jusqu’ici ont porté 

essentiellement sur les deux premiers modes fondamentaux de flexion et d’extension 

respectivement, A0 (le mode symétrique d’ordre zéro) et S0 (le mode antisymétrique 

d’ordre zéro). Ces études permettent d’aider à la conception des méthodes de CND par EA 

[15]. 

1/ r

1/ r 1/ r
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1.2.1.3 Détection 

La chaine de détection de l’EA comporte deux fonctions : la détection et l’exploitation. Le 

premier élément de la chaine est le capteur d’EA qui transforme l’énergie mécanique reçue 

en tension électrique, le signal est ensuite pré-amplifié et transmis par un câble coaxial à 

l’appareillage de contrôle afin d’être exploité (Figure 1.4). 

La détection des signaux d’EA est basée sur l’effet piézoélectrique direct. La piézoélectricité 

est la propriété que possèdent certains corps de se polariser électriquement sous l’effet 

d’une contrainte mécanique et réciproquement de se déformer quand on lui applique un 

champ électrique [11]. Le premier effet est appelé effet piézoélectrique direct et le second 

effet piézoélectrique inverse. 

 

Figure 1.4 : chaine d’acquisition des signaux d’EA 

Contrairement aux transducteurs utilisés généralement en CND/US, les capteurs d’EA sont 

des capteurs piézoélectriques conçus sans amortisseur arrière (backing) pour avoir une 

bonne sensibilité à la détection des ondes transitoires émises par des défauts sous 

contrainte. Malgré l’absence d’amortissement mécanique, ils sont larges bandes puisque 

l’épaisseur des pastilles piézoélectriques utilisées est du même ordre de grandeur que le 

diamètre ce qui implique à la fois la présence de résonances en épaisseur et de résonances 

radiales . 

1.2.2 Intérêt de la simulation du CND par EA 

La simulation constitue une aide à l’interprétation et à la compréhension des phénomènes 

physiques. Dans le domaine du CND, la simulation permet de réduire les coûts des essais non 

destructifs et d’optimiser les performances pour la mise au point de ces méthodes de CND. 

Dans le cas du contrôle par EA, la difficulté réside dans l’interprétation des signaux 

complexes typiquement mesurés ; de ce fait, la technique du contrôle par EA n’est pas 

considérée constituer une technique quantitative contrairement aux CND ultrasonores, 
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radiographiques ou par courants de Foucault [4]. L’objectif de la thèse est précisément de 

développer les modèles nécessaires afin de rendre possible la simulation des expériences de 

CND par EA. L’ambition et l’originalité de la thèse résident dans le développement de 

modèles capables de faire le couplage entre la source d’EA et les différents modèles de 

propagation des ondes élastiques permettant ainsi de simuler une expérience de contrôle 

par EA dans des structures épaisses et minces.  

1.2.3 Etat de l’art sur les méthodes de simulation du 
CND par EA 

1.2.3.1 Simulation de l’EA en onde de Rayleigh 

Comme indiqué dans le paragraphe 1.1.1, les premiers travaux sur l’EA ont été effectués en 

sismologie. En effet, les fissures et les ruptures sismiques partagent le même mécanisme de 

source, à différentes échelles temporelles et spatiales [16], il est donc possible de faire des 

parallèles et d’utiliser des méthodes similaires. La méthode du tenseur des moments 

décrivant les différents types de points sources [17, 3, 18] et les forces volumiques 

équivalentes représentant les discontinuités de déplacement sur une surface interne [19, 20] 

sont les méthodes classiquement utilisées afin de décrire ces sources sismiques. 

Pour ce type de méthode, la source sismique peut être caractérisée par des dipôles de force 

agissant au centre de la source. Mathématiquement, chaque dipôle peut être représenté par 

deux fonctions impulsionnelles (Dirac) agissant dans deux directions opposées, avec une 

distance de séparation infinitésimale. Ces dipôles de force peuvent être combinés par la 

suite afin de former le tenseur des moments [16]. À partir de l’équivalence observée entre 

les fissures et les ruptures sismiques, l’approximation du tenseur des moments a également 

été adoptée dans le domaine de l’EA afin de décrire les différents processus 

d’endommagements [21]. 

Ce tenseur des moments contient différentes composantes, chacune représentant un type 

particulier de mécanisme d'endommagement [4] comme le montre la Figure 1.5. Cette 

approche, nécessitant des calculs mathématiques assez complexes, a été appliquée à 

différents matériaux et à des structures de géométries planes [4]. 
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Figure 1.5 : les dipôles de chaque composante du tenseur des moments, figure extraite de [4] 

Une déconvolution appropriée du signal et des procédures de décomposition sont souvent 

utilisées [22, 23] afin d’extraire des informations sur la source ponctuelle à partir des formes 

d'onde d’EA. 

L’identification du mécanisme d’endommagement de la source d’EA, à partir des formes 

d'onde d’EA, a fait l’objet de nombreux travaux théoriques [22, 24, 25, 26]. 

Concernant la partie propagation, une généralisation de la théorie des rayons a été proposée 

afin de simuler les EA en ondes guidées transitoires dans les plaques [27, 23] et en ondes de 

surface dans les structures épaisses [28, 29, 30]. 

Dans le même temps, Harris et Pot [31] ont développé une méthode complète basée sur la 

théorie des rayons afin de simuler l’EA en ondes de volumes en champ proche et en onde de 

Rayleigh en champ lointain générée par la propagation d’une fissure circulaire (Figure 1.6). 

Le calcul en champ proche repose sur la théorie des rayons et un modèle de fissuration 

asymptotique issu de la mécanique de la rupture valable à proximité du fond de fissure. Le 

calcul du champ lointain en onde de Rayleigh fait appel au théorème de réciprocité 

élastodynamique permettant de combiner les fonctions de Green de l’onde de Rayleigh et le 

résultat obtenu en champ proche, c’est-à-dire le champ de déplacement des ondes de 

volume émises à proximité de la source. Le champ de déplacement émis par la fissure est 



Chapitre 1 Généralités sur le contrôle par EA   

25 
 

obtenu en évaluant la formulation intégrale de façon asymptotique sur une surface 

d’intégration englobant la fissure.  

 

Figure 1.6 : géométrie du problème d’EA par une fissure circulaire [31] 

Pour leur part, Achenbach et al [32] ont choisi de calculer le champ de déplacement émis par 

une fissure en mode I (mode d’ouverture) en appliquant le théorème de réciprocité entre 

deux états élastodynamiques différents. Le premier état correspond aux fonctions de Green 

de l‘onde de Rayleigh et le deuxième état correspond à l’onde de Rayleigh émise par la 

propagation de la fissure. La Figure 1.7 présente la géométrie du problème d’EA considéré. 

Ils montrent que leur calcul est équivalent au calcul obtenu par la méthode du tenseur des 

moments après avoir appliqué l’approximation du dipôle au centre de la fissure. Cette 

approximation consiste à assimiler le champ de force émis par la fissure à un dipôle agissant 

au centre de la fissure. 

 

Figure 1.7 : géométrie du problème d’EA en onde de Rayleigh générée par une fissure interne sous contrainte utilisé dans 
le calcul d’Achenbach, figure extraite de [32]. 
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Dans un second article, Achenbach [12], calcule le champ de déplacement généré par la 

propagation d’une fissure débouchante en mode d’ouverture (mode I) en appliquant la 

réciprocité d’une autre manière. La Figure 1.8 montre la géométrie du problème d’EA. Cette 

fois-ci l’auteur sélectionne une onde de surface virtuelle pour décrire le deuxième état 

élastodynamique en absence de la fissure, le premier état élastodynamique correspondant à 

l’onde de Rayleigh émise par la fissure. Il exprime ensuite l’amplitude de l’onde émise en 

fonction du COD (Crack Opening Displacement). On peut vérifier analytiquement que les 

deux approches [12, 32] sont équivalentes. 

 

Figure 1.8 : géométrie du problème d’EA en onde de Rayleigh générée par une fissure débouchante utilisée dans le calcul 
d’Achenbach [12]  

Lors de l'investigation de la propagation des ondes émises par des sources d’EA, les 

fonctions de Green analytiques ou numériques qui correspondent à des dipôles de forces 

internes dans un domaine infini ont été calculées et utilisées comme composantes du 

tenseur de moments ou dans la définition des états élastodynamiques du théorème de 

réciprocité. Bien que les propriétés élastiques du matériau changent chaque fois en 

présence d’endommagements multiples, cet effet n'est pas pris en compte dans le calcul des 

fonctions de Green. Dans le cas de la propagation d’une fissure, si les longueurs d'onde 

dominantes sont beaucoup plus grandes que la taille de la fissure, les diagrammes de 

rayonnement ne sont pas affectés par ces inhomogénéités. Cette hypothèse n'est pas 

valable dans le cas de la propagation d'une fissure préexistante puisque le rayonnement 

peut être affecté par l’ouverture initiale de la fissure, sauf si cette dernière est également 

assez petite. 

1.2.3.2 Simulation de l’EA en ondes guidées 

En pratique, de nombreuses structures industrielles sont minces et assimilables à des 

plaques. Une approche utilisant des ondes guidées se propageant dans une plaque doit tenir 

compte de la nature multimodale et dispersive de ces ondes qui complexifie l’interprétation 

des signaux d’EA. En raison de l’effet dispersif, les formes d'onde changent en se propageant 

et s’éloignant de la source. Par conséquent, il est nécessaire de comprendre la nature 

détaillée de ces ondes guidées dans les structures afin d’extraire des informations sur les 

formes d'onde détectées. 
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Compte tenu des modes de propagation, la détermination de la réponse sous forme de 

signaux d’EA en ondes guidées permet la localisation de la source par triangulation et la 

distinction entre les mécanismes d'endommagement [33, 34]. Cependant, une grande partie 

des résultats publiés n’ont traité que des sources d’EA simulées telles que la rupture de mine 

de crayon ou l’impact de balle afin de valider l'approche. Cette approche prenant en compte 

la théorie des ondes guidées (également appelées ondes de Lamb dans le cas d’une plaque) 

dans l’analyse des données d’EA est appelé MAE (Modal Acoustic Emission). 

Un certain nombre d'avantages de l'approche MAE ont été identifiés dans la littérature [4]. 

Elle permet 

 de faciliter la reconnaissance et la distinction entre les signaux d’endommagements 
d’EA, 

 une meilleure élimination du bruit, 

 et enfin, une localisation plus précise de la source. 

D'autres travaux ont porté sur l’influence de l'orientation de la source [35] ou la détection 

des fissures dans les matrices dans le cas des matériaux composites [36]. 

Guo et al. [37] ont modélisé l’EA de différents mécanismes d'endommagement dans les 

composites en utilisant la théorie des plaques de premier ordre qui permet de calculer d’une 

manière approchée les modes guidés dans une plaque. L’EA à partir de la fissuration de la 

matrice et de rupture des fibres dans les poutres laminées a quant à elle été modélisée par 

Aberg et Gudmundson [38] en utilisant la théorie des poutres d'ordre supérieur. Pour leur 

part, Hamstad et al. [39] ont simulé les signaux provenant de sources d’EA dipolaires dans 

une plaque d'aluminium avec un code d'éléments finis 3D. 

En 2009, Achenbach [13] a développé une méthode permettant de calculer l’amplitude des 

modes guidés dans une plaque isotrope générés par une fissure en mode d’ouverture en 

appliquant le théorème de réciprocité élastodynamique et en sélectionnant un mode guidé 

virtuel pour le deuxième état élastodynamique. Cette méthode est similaire à celle 

présentée pour les ondes de Rayleigh. La Figure 1.9 montre la géométrie du problème d’EA 

en ondes guidées. Cette méthode permet d’obtenir l’amplitude de chaque mode guidé en 

fonction du COD (Crack Opening Displacement) sur la fissure. L’amplitude des modes 

symétriques est calculée en considérant un mode virtuel symétrique et en utilisant la 

propriété d’orthogonalité des modes guidés. De la même manière, l’amplitude des modes 

antisymétriques est calculée en considérant un mode antisymétrique virtuel. 
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Figure 1.9 : géométrie du problème d’EA en ondes guidées générées par une fissure débouchante utilisée dans le calcul 
d’Achenbach, figure extraite de [13]. 

Plus récemment, Bogert [4] a appliqué la méthode du tenseur des moments afin de calculer 

les modes guidés dans une plaque isotrope en se basant sur la théorie des plaques de 

troisième ordre. Il a étudié l’influence de l’orientation de la source sur les deux premiers 

modes antisymétriques A0 et A1 et le premier mode symétrique. Il a ensuite comparé ses 

résultats avec la théorie des plaques de premier ordre. 

1.2.3.3 Synthèse 

Types de 
Fissure 

EA en onde de Rayleigh EA en ondes guidées 

Fissure 
débouchante 
en mode 
d’ouverture 

-Modèle 2D : Formulation de couplage analytique 
entre le COD (Crack Opening Displacement) et le 
champ de déplacement de l’onde de Rayleigh [12] 

-Modèle 2D : Formulation de 
couplage analytique entre le 
COD et le champ de 
déplacement des ondes 
guidées [13]  
-Modèle 2D : modèle 
éléments finis [40] 

Fissure 
enfouie  

-Modèle 2D  pour une fissure en mode d’ouverture: 
Formulation de couplage analytique entre le COD et 
les fonctions de Green de l’onde de Rayleigh [32]. 
-Modèle 3D : formulation de couplage analytique 
entre les ondes de volumes émises en champ proche 
et les fonctions de Green de l’onde de Rayleigh [31]. 

-Modèle 3D : basée sur le 
tenseur des moments et la 
théorie des plaques d’ordre 
3. [4]. 
 

Tableau 1.1 : synthèse de l’état de l’art sur de modélisations de l’EA par une fissure sous contrainte. 

En résumé, les différentes études qui ont été menées sur l’investigation des signaux d’EA à la 

fois dans les structures épaisses et minces n’ont donc considéré que des sources dipolaires 

et ponctuelles à l’aide de l’approximation des forces volumiques équivalentes décrivant la 

discontinuité de déplacement à l’intérieur du matériau. Il n’existe donc pas à ce jour de 

modélisation détaillée couplant à la fois un modèle de source d’EA issu de la mécanique de 

la rupture avec un modèle de propagation et un modèle de capteur. C’est tout l’enjeu de 

cette thèse de résoudre ce défi. 
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1.3 Conclusion 

Plusieurs approches ont été développées afin d’étudier l’EA par un défaut sous contrainte. 

L’approche basée sur les formes d’ondes est la seule approche quantitative puisqu’elle 

permet d’analyser les ondes émises en tenant compte des sources d’EA, des propriétés 

élastiques du matériau, de la géométrie de la structure considérée et des spécificités des 

capteurs d’EA. Dans les prochains chapitres, nous allons développer la modélisation des 

ondes élastiques émises par un défaut sous contrainte en faisant le couplage entre un 

modèle de source d’EA et les différents modèles de propagation. La première partie de la 

thèse est consacrée à la simulation de l’EA en onde de Rayleigh. Cette étude est basée sur 

les travaux d’Achenbach utilisant le théorème de réciprocité élastodynamique [12, 13, 32] et 

ensuite comparée avec les résultats de Harris et Pot [31]. Les résultats sont utilisés pour 

simuler la chaine complète de contrôle par EA. Plusieurs cas d’application de réception par 

un capteur d’EA sont présentés. La deuxième partie de la thèse est consacrée à l’étude de 

l’EA en ondes guidées par un défaut sous contrainte dans le cas d’une plaque en utilisant 

une méthode similaire à celle développée pour l’onde de Rayleigh. Le calcul modal est 

obtenu par la méthode SAFE (Semi Analytical Finite Element) basée sur la théorie de 

l’élasticité 3D. La formulation théorique des ondes guidées générées par la propagation 

d’une fissure est basée sur les travaux d’Achenbach et comparée avec les résultats de Lee et 

al. [40] obtenus à partir de la théorie des plaques de premier et troisième ordre. Avant 

d’aborder ces formulations de couplage, dans le chapitre suivant nous étudierons l’état de 

l’art sur les modèles de sources d’EA issus de la mécanique de la rupture ainsi que les 

différents types de capteurs piézoélectriques utilisés dans le CND par EA. 
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Ce chapitre a pour but de donner l’état de l’art sur la modélisation d’une part du champ 

élastique au voisinage d’un défaut sous contrainte et d’autre part sur la réception des ondes 

émises par un traducteur. En premier lieu, je rappellerai les différents types de fissuration 

ainsi que les différents modes de rupture puis je détaillerai les choix de modélisation 

effectués notamment à partir d’une étude réalisée dans le cadre du projet ANR MACSIM. La 

deuxième partie de ce chapitre sera consacrée à la modélisation des capteurs d’EA. Je 

passerai en revue les différents capteurs utilisés en EA et en particulier le capteur 

piézoélectrique qui est le plus communément exploité. En ce qui concerne sa modélisation, je 

présenterai un modèle piston rendant compte du mode d’épaisseur ainsi que ses possibles 

extensions.  
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2.1 Modèle de source d’EA en mécanique de la 
rupture 

La modélisation de l’EA par un défaut sous contrainte proposée dans les chapitres suivants 

repose sur le couplage entre un modèle de fissuration de défaut et un modèle de propagation 

des ondes. On doit ainsi disposer d’un modèle de fissuration permettant d’obtenir le COD sur 

la fissure. On s’intéressera donc dans ce chapitre à des défauts de types fissures rectilignes 

dans le cas du modèle 2D et aux fissures planes dans le cas du modèle 3D. 

2.1.1 Description des processus de fissuration et des 
modes d’ouverture 

La fissuration peut être analysée selon deux approches. La première approche est une 

approche locale caractérisée par une étude des champs de contrainte et de déformation au 

voisinage du fond de fissure. L’approche globale quant à elle consiste à étudier le 

comportement global de la structure sur le plan énergétique. 

La mécanique de la rupture permet de décrire les étapes d’amorçage et de propagation de la 

fissuration. Selon le comportement du matériau durant la propagation d’une fissure, on peut 

être confronté principalement à deux types de rupture : 

- la rupture fragile qui se déclenche, en l’absence de déformation plastique significative 

(mécanique linéaire de la rupture)  

- et la rupture ductile qui se produit, en présence de déformation plastique non négligeable 

(mécanique non linéaire de la rupture). La ductilité désigne la capacité d'un matériau à se 

déformer plastiquement sans se rompre. 

Le processus de fissuration peut être décrit comme la succession de trois étapes [41] (Figure 

2.1) que l’on rappelle ici : 

Etape 1 : La zone (a) correspond à l’apparition de la zone de concentration de contrainte, 

elle est associée à un phénomène de dissipation d'énergie alors que les champs de 

déplacement et de déformation restent continus. 

Etape 2 : La zone de concentration de contrainte devient ensuite de plus en plus étroite, on 

observe alors une zone (b) des discontinuités faibles des champs de contrainte et de 

déformation. 
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Figure 2.1: processus de fissuration, figure extraite de [41] 

Etape 3 : La zone (c) est une zone de discontinuité forte qui devient de plus en plus étroite 

jusqu’à devenir d'épaisseur nulle. Les deux champs de déplacement et de déformation sont 

alors discontinus. On a ouverture de fissure au sein du solide.  

 

Figure 2.2 : les trois modes fondamentaux de fissuration. 

En fonction de l’orientation relative de contrainte et de déformation, on distingue : 

 le mode d’ouverture (Mode I) caractérisé par des déplacements normaux au plan de 
fissuration et dans des directions opposées suivant z (Figure 2.2), 

 le mode de glissement dans le plan (mode II) où les lèvres glissent sur le plan de 
fissuration dans la direction x (Figure 2.2), 

 et le mode de glissement anti plan (mode III) dans lequel les lèvres glissent dans le 
plan de fissuration dans la direction y (Figure 2.2). 
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Dans ce chapitre nous nous consacrerons, à l’aide d’une approche locale, au cas des sources 

d’EA en mécanique de la rupture linéaire, c’est-à-dire à l’étude du champ de contraintes et 

déplacements pour une fissuration dans le cas des matériaux fragiles. En effet, le couplage 

entre l’approche locale (discontinuité des champs de contraintes et déplacements) et le 

modèle de propagation des ondes nous permettra de prédire les formes d’onde générées 

par différents mécanismes d’endommagement.  

Il existe deux approches locales qui étudient le comportement des solides fissurés, la 

première est une approche asymptotique et la deuxième est basée sur un calcul analytique 

en variable complexe. Dans le paragraphe suivant, nous présenterons une étude 

comparative entre ces deux approches en statique. Ensuite nous étudierons l’écart entre les 

modèles (asymptotiques) dynamique et statique en fonction de la vitesse de fissuration. On 

s’intéressera à des configurations de fissure plane. L’ajout des hypothèses de contraintes 

planes ou des déformations planes à la description plane de la fissuration permettra de 

décrire le comportement d’une fissure dans une plaque mince ou très épaisse (Figure 2.3). 

Les hypothèses des déformations planes ou de contraintes planes aident sous certaines 

conditions à transformer une étude à trois dimensions (x, y, z) en une étude à deux 

dimensions (x, z). Ainsi, l’hypothèse de déformations planes repose sur les conditions 

suivantes : 

 la dimension 'longitudinale' portée selon z doit être nettement supérieure aux deux 
autres dimensions (Figure 2.3 (b)). 

 un encastrement doit exister à ses deux extrémités. 
 les sollicitations doivent 'essentiellement' être exercées dans le plan de coupe (x, y). 

L’hypothèse des contraintes planes quant à elle vérifie les conditions suivantes : 

 la dimension selon y est très inférieure aux deux autres (Figure 2.3 (a)). 
 on vérifie également l’absence de forces externes s'exerçant perpendiculairement au 

plan de coupe (x, z). 
 

 

Figure 2.3 : hypothèses de contraintes planes (a) et de déformations planes (b) 

(a) (b) 
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Compte tenu de la nature des structures contrôlées par EA, on considérera particulièrement 

l’hypothèse des déformations planes lors de cette étude. 

2.1.2 Présentation des modèles existants dans la 
littérature 

2.1.2.1 Approche statique asymptotique  

L’approche statique asymptotique consiste à utiliser un développement en série afin de 

décrire les champs de contraintes (équation (2.1)) et déplacements au voisinage du fond de 

fissure. Les travaux de Williams [42, 43] ont contribué de manière significative au progrès de 

la mécanique de la rupture, c’est en effet le premier à avoir mis en évidence le caractère 

singulier du champ de contrainte au niveau du fond de fissure en démontrant que ce dernier 

est inversement proportionnel à la racine carrée de la distance r au fond de fissure (Figure 

2.4) pour les milieux plans élastiques linéaires et isotropes. La figure (2.4) montre le système 

de coordonnées polaires (r, lié à la pointe de la fissure. Le repère cartésien (x1, x2) est 

centré au milieu de la fissure, r et  étant les coordonnées polaires d’un point M du demi-

plan. La variable complexe z est défini à partir de l’abscisse et l’ordonnée du point M dans le 

repère cartésien. 

 

Figure 2.4: système de coordonnées lié au fond de fissure 2D [44] 

 

Dans le cas d’un fond de fissure soumis à des sollicitations en mode I et en mode II les 

expressions asymptotiques du champ de contrainte dans un milieu plan sont définies par 

l’expression générale suivante [42, 43]: 

 
 

(2.1) 

 

L’index m correspond au mode de fissuration. Les coefficients  sont reliés à la géométrie, 

au chargement et au mode d’ouverture, et les fonctions angulaires  dépendent de la 
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expressions analytiques des fonctions angulaires sont disponibles dans la littérature [45] et 

[46] : 

 
 

(2.2) 

 
 

(2.3) 

 
 

(2.4) 

 
 

(2.5) 
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(2.7) 

 

Les dépendances radiales et angulaires ne sont pas fonctions de la géométrie du problème ni 

de la nature des chargements et de leur intensité. La prise en compte des différents 

paramètres de fissuration se fait uniquement à travers les coefficients . L’indice de 

sommation  est un entier relatif, et en élasticité linéaire, les termes avec  sont 

rejetés afin de garantir une énergie de déformation finie dans la région autour du fond de 

fissure. 

Si on considère la série proposée à l’équation (2.1) pour tout k≥1, le premier terme associé à 

k=1 correspond à un terme singulier en . La notion de facteur d’intensité de contrainte 

(SIF, Stress Intensity Factor) est alors introduite afin de quantifier l’intensité de ce premier 

terme [44]. Dans le cas d’une fissure horizontale de longueur 2a chargée selon l’axe x2 à 

l’infini avec une contrainte 22, le facteur d’intensité de contrainte peut s’écrire de la façon 

suivante : 

  (2.8) 

 

Ce facteur peut être déterminé de façon analytique, numérique ou expérimentale selon la 

configuration de rupture [47, 48, 49]. Néanmoins, la description de l’état de contrainte au 
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cas d’un milieu fissuré bidimensionnel élastique isotrope soumis à des chargements à l’infini 

(Figure 2.5). 

 

Figure 2.5: sollicitations considérées (a) chargement biaxial en mode I et (b) mode (II) 

Lors de cette étude, ce dernier montre que pour (r<2a), les coefficients recherchés pour le 

développement en série suivant l’équation (2.1) sont, dans le cas d’une fissure soumise à un 

chargement biaxial en mode I égaux à : 
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Le paramètre  (Figure 2.5(a) et équation (2.9)) définit le rapport de bi-axialité du 

chargement appliqué à l’infini et il est donné par : 
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Pour le mode II on obtient les résultats suivants : 
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premiers travaux en élasticité en variable complexe ont été effectués par Kolosov en 1909 

[53] puis que différentes techniques d’analyse complexe pour l’élasticité ont été 

développées [54, 55, 56 ou 57] par la suite.  

L’approche analytique exacte consiste à considérer une fonction d’Airy  pour la définition 

des contraintes élastiques : 

 
 

(2.12) 

Si on remplace les définitions des contraintes dans les équations générales de l’élasticité, on 

obtient l’équation aux dérivées partielles d’ordre quatre suivante : 

  (2.13) 

L’opérateur  est connu sous le nom de l’opérateur biharmonique ou bilaplacien. 

Westergaard [58] traite le problème en mode I d’une fissure finie soumise à une contrainte 

bi-axiale dans un milieu infini par la méthode semi-inverse. Cette dernière est un outil 

mathématique utilisé en mécanique des milieux continus qui aide à simplifier la résolution 

des équations aux dérivées partielles. [58] obtient une solution respectant les contraintes 

prescrite sur les lèvres de la fissure à l’infini. D’autres solutions ont été proposées par [59, 

60, 61 et 62]. Nous nous intéressons particulièrement au formalisme de [54]. Ce dernier 

permet d’introduire deux potentiels complexes analytiques  et  de la variable complexe 

 (Figure 2.4). 

Ce potentiel conduit à l’expression d’une solution de l’équation bi-harmonique sous la forme 

suivante : 

  (2.14) 

 

Où est le conjugué de z et Re[…] la partie réelle. La combinaison des équations (2.12) et 

(2.14) aide à exprimer les contraintes et les déplacements en variable complexe en fonction 

des potentiels complexes  et [44]. 
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Où  est le module de cisaillement et  la constante de Kolosov ayant pour valeur  

respectivement en déformations planes et  en contraintes planes,  

correspondant au coefficient de Poisson.  

Les solutions dans le domaine complexe sont disponibles dans les cas des problèmes en 

mode I et II d’un milieu plan linéaire infini contenant une fissure de chargement  (Figure 

2.4) tel que : 

  (2.18) 

Dans le cas d’une fissure en mode I, les sollicitations lointaines vérifient l’égalité suivante : 

  (2.19) 

tandis que pour le mode II, on obtient : 

  (2.20) 

 
 Problème en mode I 

Dans le cas d’une fissure en mode I, la contrainte de cisaillement  doit s’annuler 

(Figure 2.5) pour  (équation (2.18)) Cette condition nous ramène à une nouvelle 

équation permettant d’exprimer le potentiel en fonction de . Les expressions des 

contraintes et des déplacements ne dépendent plus que d’un potentiel complexe  et 

d’une constante , on a donc : 

  (2.21) 

  (2.22) 

  (2.23) 

  (2.24) 

  (2.25) 

 

Le potentiel complexe et la constante sont ensuite déterminés à partir des conditions 

limites sur la surface libre de la fissure et à l’infini à travers l’équation (2.19). La solution est 

disponible dans [54] : 
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(2.27) 

On injecte les expressions du potentiel complexe et de la constante  dans les équations 

(2.21) -(2.23), on obtient alors : 

 

 

(2.28) 

 

 

(2.29) 

 

 

(2.30) 

 

 Problème en mode II 

La solution du problème en mode II est obtenue en imposant la condition  

(équation (2.20)) quand  (équation (2.18)). Ensuite, en appliquant la même 

méthode que pour le mode I, on exprime les contraintes et déplacements en fonction d’un 

unique potentiel complexe noté  et d’une constante  tels que : 

  (2.31) 

  (2.32) 

  (2.33) 

  (2.34) 

  (2.35) 

 

La détermination de et , comme dans le cas du mode I, se réalise par la satisfaction 

des conditions limites de surface libre de la fissure et à l’infini par l’équation (2.20). Les 

expressions de et sont données dans [54] : 

 

 

(2.36) 

  (2.37) 

En remplaçant le potentiel complexe et la constante  par leurs expressions dans les 

équations (2.31)-(2.33), on obtient les expressions explicites des contraintes. 
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(2.38) 

 

 

(2.39) 

 

 

(2.40) 

 

 

 Problème en mode III 

La Figure 2.6 représente la configuration du mode de cisaillement anti-plan (mode III). Les 

solutions du problème en mode III se calculent par une méthode similaire à celle présentée 

pour les deux premiers modes et elles sont disponibles dans [54]. 

Les expressions des contraintes et des déplacements dans le cas du mode III sont données 

par: 
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Figure 2.6: configuration du mode III  
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2.1.2.3 Approche dynamique asymptotique 

En élastodynamique, les solutions peuvent se développer en série comme en élastostatique, 

dans le cas d’un milieu fissuré. L’évolution spatio-temporelle de la fissure se fait à travers 

l’évolution de la position de ses deux pointes en fonction de a(t) (Figure 2.4). 

Les contraintes dynamiques (au premier ordre) au fond de la fissure sont décrites par des 

fonctions angulaires dynamiques et un coefficient d’intensité de contrainte dynamique. La 

dépendance radiale des champs est identique entre le cas statique et le cas dynamique. 

Freund [63] démontre que, dans le cas d’un défaut en mode I se propageant à une vitesse 

non-uniforme c’est-à-dire comme la succession d’accroissement à vitesses constantes, le 

facteur d’intensité de contrainte dynamique est relié directement au facteur d’intensité de 

contrainte statique KI associé à la charge et à la taille de fissure instantanée, à travers la 

fonction universelle k. 

 
 

(2.44) 

et  sont respectivement les vitesses de l’onde de Rayleigh et des ondes de compression 

et V la vitesse de propagation de la fissure. Les fonctions angulaires, pour un développement 

asymptotique donné par l’équation (2.45), deviennent dépendantes de la vitesse de 

propagation de la fissure. Lorsque le chargement est constant et la vitesse d’avancée de la 

fissure est constante [64], on peut écrire : 

 
 

(2.45) 

 

Les fonctions angulaires dynamiques sont données par les équations suivantes : 
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(2.52) 

étant la vitesse des ondes de cisaillement. 

2.1.3 Comparaison des modèles et choix du type de 
modélisation 

2.1.3.1 Comparaison entre le modèle statique asymptotique et le 
modèle statique analytique 

Dans le cadre du projet MACSIM, deux études comparatives entre les développements 

asymptotiques en série et les solutions en variables complexes ont été réalisées par G. Hello 

[44]. La première étude a consisté à comparer quantitativement les solutions en « facteur 

K » (correspondant au développement en série au premier ordre) utilisées généralement 

pour estimer le champ élastodynamique au voisinage du fond de la fissure avec celles 

analytiques en variables complexes. Dans ce but, les solutions « en facteur K » pour la 

contrainte  et le saut de déplacement  dans le cas du mode I, sont données par : 

 
 

(2.53) 

 
 

(2.54) 

Les solutions en variables complexes associées sont : 

 

 

(2.55) 

 
 

(2.56) 

Il apparait que la solution asymptotique en facteur K est équivalente à la solution complexe 

à proximité du fond de la fissure. Cependant, le comportement à l’infini est différent. 

Concernant les contraintes, la solution asymptotique (équation (2.53)) tend vers zéro quand 

tandis que la solution complexe (équation (2.55)) tend vers la valeur du champ 

prescrit à l’infini. Pour le saut de déplacement, on constate que quand  le saut de 

déplacement tend vers l’infini pour la solution asymptotique (équation (2.54)) alors que la 

solution en variable complexe (équation (2.55)) tend vers zéro. On voit donc que l’approche 

asymptotique au premier ordre n’est pas valable quand on s’éloigne de la pointe de la 

fissure. 

La deuxième étude a été de considérer des termes d’ordre supérieur dans le développement 

en série des solutions asymptotiques puis d’analyser leurs convergences vers la solution 

analytique exacte [51]. Lors de cette étude est discutée l’existence d’un disque de 
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convergence autour de la pointe de fissure (zone autour du fond de fissure de rayon r=2a), 

où les réponses sont d’autant meilleures que le nombre de termes considérés augmente. 

2.1.3.2 Comparaison entre le modèle statique asymptotique et le 
modèle dynamique asymptotique  

On s’intéresse maintenant à la comparaison entre les modèles asymptotiques statique et 

dynamique et l’on considère donc la relation liant le facteur d’intensité dynamique et celui 

statique (équation (2.44)) On peut noter qu’à le facteur d’intensité dynamique est 

égale au facteur d’intensité statique. 

D’autre part la fonction universelle k (équation (2.44)) s’annule si , ce qui s’interprète 

par le fait que la vitesse d’avancée de fissure ne peut dépasser la vitesse de l’onde de 

Rayleigh. L’analyse de l’équation (2.44) permet de montrer que l’écart entre les facteurs 

d’intensité statique et dynamique n’excède pas les 25% pour des fissures se propageant à 

des vitesses inférieur ou égale à .  

Dans le cas du mode I, l’influence de la vitesse d’avancée de la fissure sur l’écart entre les 

fonctions angulaires statiques (équations (2.2) à (2.4)) et dynamiques (équations (2.46) à 

(2.48)) est étudiée par G Hello [51]. On observe que pour une vitesse de fissuration allant de 

, les profils statiques et dynamiques des fonctions angulaires sont très 

proches. L’usage des fonctions angulaires statiques pour des problèmes de fissurations 

n’excédant pas semble donc envisageable. 

2.1.3.3 Dynamisation de la solution statique analytique exacte 

Il n’existe pas de modèle exact pour l’élastodynamique avec une évolution de la taille de 

fissure. L’étude réalisée a pour but de déterminer quel modèle approché offre le meilleur 

compromis. Lorsque l’on considère les méthodes asymptotiques, il est possible de prendre 

en compte les effets dynamiques à travers le facteur d’intensité de contraintes et les 

fonctions angulaires qui dépendent de la vitesse de propagation de la fissure. Cependant, le 

modèle dynamique est limité spatialement (valable à proximité du fond de la fissure), il ne 

peut être utilisé que pour des propagations de défauts de quelques % de la taille de la fissure 

initiale [44]. Sachant que la formulation de couplage est basée sur le champ 

élastodynamique sur toute la surface du défaut et que les défauts évolutifs peuvent 

atteindre plusieurs fois leurs tailles initiales, il convient donc de privilégier une méthode 

donnant accès au champ élastodynamique sur une large zone.  

L’idée est donc d’abandonner le modèle asymptotique dynamique et de choisir une 

l’hypothèse quasi-statique pour des vitesses de propagation de fissure inférieures à . 

On fait l’hypothèse que l’expression analytique statique est valide à chaque position de la 

fissure à condition que la vitesse de fissuration reste raisonnable et que la fissure évolue 

d’une manière rectiligne dans un champ de contraintes uniformes (cf. chapitre3). La 
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modélisation de la source d’EA est alors basée sur l’utilisation de l’approche quasi-statique 

en variable complexe, la prise en compte du caractère dynamique de la source s’effectuant à 

travers l’évolution de la géométrie de la fissure en fonction du temps. 

La formulation du couplage 2D (cf. chapitre 3) se basera sur le modèle de fissure 2D en quasi 

statique, tandis qu’en 3D (cf. chapitre 4) nous utiliserons le modèle analytique quasi-statique 

d’une fissure circulaire plane 3D. En effet, peu de modèles de fissures 3D sont développés 

dans la littérature, seul le modèle d’une fissure circulaire en mode I est disponible [65]. 

 

Figure 2.7 : fissure circulaire 3D 

Dans le cas d’une fissure circulaire 3D, la solution complexe en mode I est donnée par 

l’équation suivante : 

 
 

(2.57) 

Comme dans le cas 2D, la prise en compte du caractère dynamique de la solution analytique 

exacte est réalisée par l’intermédiaire de l’évolution temporelle du rayon de la fissure a(t). 

2.2 Etat de l’art sur la modélisation des capteurs 
d’EA 

2.2.1 Types de capteurs utilisés en EA 

La détection de l’EA peut être réalisée par différents types de capteurs : les capteurs à fibre 

optique, les capteurs électromagnétiques acoustiques (EMAT), les capteurs capacitifs, les 

capteurs piézoélectriques ou piézo-composites (sous forme de patch) spécifiques au 

contrôle par EA. Nous nous proposons dans ce paragraphe d’analyser les caractéristiques de 

chacune de ces solutions. 
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 Les EMATs 

 

Figure 2.8 : (a) principe d’un EMAT (b) photo d’un EMAT [66] 

Les EMATs sont constitués d'une bobine et d’un aimant. Ce type de capteur peut générer et 

recevoir des ondes ultrasonores sans contact. Le système doit être électriquement 

conducteur, l’efficacité de ce capteur diminue rapidement quand l’entrefer entre le système 

mesuré et le capteur augmente. De plus, les EMATs ont une bande étroite et nécessitent un 

champ magnétique intense [67]. Ils peuvent fonctionner à température élevée et dans des 

endroits éloignés mais ils ne sont pas très utilisés à cause de leur faible sensibilité et de leurs 

grandes dimensions. 

 Les capteurs à fibres optiques 

 

Figure 2.9: principe d'un capteur à fibre optique dédié à la mesure de déplacement [68] 

(a) 

(b) 
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Les capteurs à fibres optiques (Figure 2.9) sont constitués de deux éléments principaux : la 

jauge à fibre optique et le conditionneur de signal. 

En outre, il existe deux types de capteurs à fibres optiques : les capteurs intrinsèques et 

extrinsèques. Pour le premier type l’élément sensible à la mesure est la fibre optique. Dans 

le cas des capteurs extrinsèques, un dispositif optique sensible à la grandeur mesurée est 

utilisé et il est situé à l’extrémité de la fibre optique qui se connecte au conditionneur de 

signal. Ce dernier sert en premier à injecter la lumière dans la fibre optique de la sonde, puis 

à détecter et analyser le signal lumineux retourné par la sonde et enfin à convertir les 

résultats en quantités physiques reliées au signal mesuré.  

Différentes technologies de capteurs à fibres optiques existent suivant la grandeur optique 

modifiée ou modulée par la quantité mesurée. Il peut s’agir soit de la phase, de l’intensité, 

de la polarisation ou de la longueur d’onde. Parmi les technologies, on trouve 

l’interféromètre optique qui est une technique permettant de moduler la phase des ondes 

lumineuses et qui est reconnu comme la technologie de capteur à fibre optique la plus 

sensible.  

Les capteurs à fibres optiques ont la possibilité de fonctionner à très hautes températures 

[67], de résister au rayonnement nucléaire et de s’adapter à toute mesure à distance. Les 

inconvénients qui sont fréquemment mentionnés, sont la complexité de la connectique 

associée, la difficulté à détecter un défaut dans les fibres et leurs prix plus élevés que les 

autres capteurs classiques.  

Plusieurs études ont montré la faisabilité de l’utilisation des capteurs à fibres optiques 

comme une alternative aux capteurs résonnants classiquement utilisés en EA [67]. La Figure 

2.10 montre un exemple d’exploitation des capteurs à fibres optiques en EA. 

 

 

Figure 2.10: exemple d'utilisation des capteurs à fibres optique pour le contrôle des canalisations par EA [69] 
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 Capteur piézoélectrique 

(a) 

(b) 

Figure 2.11 : (a) principe d’un capteur piézoélectrique d’EA (b) photo de capteurs d’EA [70]. 

Les capteurs piézoélectriques sont les plus employés en EA, ils sont assez spécifiques par 

rapport aux capteurs utilisés en CND traditionnel. En effet, ils sont plus épais que les 

capteurs piézoélectriques habituels et ne possèdent pas d’amortissement mécanique pour 

une meilleure sensibilité. Leur utilisation majoritaire en EA découle de leur faible coût, de 

leur robustesse, de leur facilité de manipulation et de leur sensibilité adéquate. 

Traditionnellement, la partie de détection du signal ultrasonore est constituée d’une pastille 

en zirconium titane (PZT) sans amortissement mécanique et polarisée dans la direction de 

l’épaisseur. Il existe des capteurs possédant une fréquence naturelle autour de laquelle le 

capteur est très sensible [67], on parle alors de capteur d’EA résonnant. Un autre type de 

capteur d’EA commercialisé est le capteur large bande qui est de plus en plus utilisé, il a un 

spectre de fréquence plus étendu montrant quelques fluctuations, qui sont dues à la 

coexistence des résonances radiales en plus de la résonance en épaisseur.  

Grâce au développement de nouveaux matériaux piézoélectriques comme le métaniobate et 

le polyvinylidène fluoride (PVDF), il est devenu possible de concevoir différents types de 

capteurs avec des propriétés directionnelles et de sensibilité bien définies rendant possible 

la sélection des modes de vibrations [67].  

La taille de la surface de contact du capteur est également un facteur très important pour la 

réponse fréquentielle. Pour cela, des capteurs coniques avec une pastille PZT sous la forme 
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d’un cône tronqué avec un faible diamètre 1mm, sont conçus dans le but d’éviter l’effet de 

directivité observé dans le cas des capteurs d’EA classiques. Il apparaît qu’ils sont plus 

sensibles au déplacement normal de la surface de contact. 

La calibration est nécessaire avant tout CND par EA. En effet, la calibration permet de 

connaître la réponse du capteur à un déplacement vertical en tout point du spectre 

fréquentiel. Actuellement, il existe seulement deux méthodes de calibration 

dites « absolues » (normalisées ASTM E1106, E976, E976, E1781 et NDIS 20109-91) mais leur 

mise en œuvre restent lourde, c’est pourquoi de nombreuses tentatives de simplification ont 

été menées [71, 72]. 

2.2.2 Modélisation des capteurs piézoélectriques 
d’EA 

La majorité des études de la littérature sur les capteurs d’EA sont expérimentales, 

néanmoins, on peut utiliser en première approximation un modèle basé sur l’approche piston 

afin de simuler la réponse d’un capteur d’EA. 

2.2.2.1 Modèle piston  

Goujon et Baboux [73] proposent un modèle de capteur d’EA basé sur l’approche piston, ils 

définissent la sensibilité à la réception des ondes de Rayleigh par : 

 
 

(2.58) 

où  est la tension délivrée par le capteur en circuit ouvert et  est la vitesse normale de 

l’onde de Rayleigh au centre du capteur. 

Dans le cas d’une onde de Rayleigh se propageant le long d’une surface, la vitesse normale 

sur la face du capteur n’est pas uniforme. La tension à travers le capteur est donc 

proportionnelle à la moyenne de la vitesse normale. En plus de la résonance intrinsèque du 

capteur, l’effet d’ouverture lié à la géométrie rend la sensibilité dépendante de la fréquence. 

L’influence de la taille du capteur sur la tension délivrée en sortie peut être évaluée par : 

 
 

(2.59) 

où la surface du capteur, la vitesse normale de l’onde de Rayleigh et  la 

sensibilité spatiale du capteur. et sont définis sur la Figure 2.12. 
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Figure 2.12 : géométrie utilisée dans le calcul de la tension délivrée par le capteur, figure extraite de [73]. 

La première approximation utilisée par Goujon et Baboux [73] consiste à considérer 

uniquement la sensibilité spatiale associée à la vitesse normale. Ensuite, ils remplacent cette 

sensibilité spatiale  par une sensibilité uniforme et égale à , dans le cas d’une onde 

de Rayleigh cylindrique d’amplitude A, l’équation (2.59) devient alors : 

 
 

(2.60) 

où  est le nombre d’onde de l’onde de Rayleigh et f la fréquence. L’expression 

de la sensibilité à la réception pour l’onde de Rayleigh est donc: 

 
 

(2.61) 

ou encore : 

  (2.62) 

F étant la fonction d’ouverture du capteur présentée sur la Figure 2.13. 

 

Figure 2.13 : fonction d'ouverture du capteur, figure extraite de [73] 
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Ils définissent aussi la sensibilité à la réception des ondes longitudinales se propageant en 

incidence normale par : 

  (2.63) 

Et on a donc la relation suivante : 

  (2.64) 

En comparant la courbe de sensibilité obtenue expérimentalement (Figure 2.14) pour la 

réception des ondes de surface et de l’onde longitudinale avec celle déterminé à partir de 

l’équation (2.64), on observe une bonne concordance. Les différences entre les courbes sont 

expliquées par la prise en compte d’une sensibilité spatiale constante et par l’influence des 

modes radiaux entre (300 et 350kHz). L’accord global permet de conclure que le capteur est 

soumis principalement aux vibrations normales, cela peut être expliqué par la présence du 

fluide couplant qui atténue les modes radiaux. 

 

Figure 2.14: sensibilité à la réception du capteur piézoélectrique (PAC µ80 : diamètre 10 mm, plage fréquentielle donnée 
par constructeur 100-500 kHz), onde de Rayleigh obtenue expérimentalement (en trait fin), onde longitudinale obtenue 

expérimentalement (en trait discontinu) et sensibilité de l'onde de Rayleigh obtenue par le produit entre la fonction 
d'ouverture et la sensibilité spatiale (trait épais), figure extraite de [73]. 

2.2.2.2 Extensions possibles du modèle piston 

Le modèle de Goujon et Baboux [73] est étendu par Monnier et Dia [74]. Ces derniers 

proposent une approche semi empirique pour la prise en compte de la dépendance radiale 

de la fonction d’ouverture du capteur. Cette approche consiste à compléter le calcul 

analytique par des mesures expérimentales du profil de vibration à l’aide d’un 

interféromètre sans contact. En effet, ils considèrent une sensibilité spatiale plus complexe 

basée sur un profil vibratoire axisymétrique donnée par l’équation (2.65). 

  (2.65) 

où est la sensibilité spatiale maximale à la vitesse normale de la surface du capteur, 

est le déphasage de cette vibration et est un réel compris entre 0 et 1. La 

fonction d’ouverture peut alors s’écrire : 
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(2.66) 

 

 

Figure 2.15: influence de la dépendance radiale de la sensibilité spatiale sur la fonction d’ouverture du capteur [74]. 

 

Figure 2.16 : influence de la correction de la fonction d’ouverture sur la sensibilité à la réception de l’onde de Rayleigh et 
comparaison avec la sensibilité de l’onde longitudinale [74]. 
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fonction d’ouverture du capteur. L’analyse de la Figure 2.16 montre qu’il y a un très bon 

accord entre les mesures expérimentales de la sensibilité de la réception de l’onde de 

Rayleigh et celle obtenue par une correction du modèle analytique à l’aide des fonctions 

et . 

2.3 Conclusion 

Dans ce chapitre, deux études bibliographiques ont été menées en parallèle, la première 

concernait la modélisation de la source d’EA et la seconde les capteurs d’EA. La première 

étude m’a permis de faire un choix quant à la nature du modèle de source issue de la 

mécanique de la rupture qui offre le meilleur compromis pour notre étude. Ce modèle prend 

en compte à la fois la dépendance temporelle du profil de fissure et le champ 

élastodynamique sur toute la fissure. La seconde étude avait pour objectif d’établir un 

modèle de réception par un capteur d’EA. J’ai particulièrement détaillé la modélisation du 

capteur piézoélectrique car il est le plus exploité en CND par EA, et j’utiliserai le modèle 

piston par la suite afin de modéliser la réception des ondes émises par un défaut sous 

contrainte. 

 r  r
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Ce chapitre est consacré à l’étude de l’émission acoustique en onde de Rayleigh par un défaut 
sous contrainte dans le cas des structures épaisses. Dans un premier temps, nous présentons 
l’état de l’art sur la modélisation de la propagation de l’onde de Rayleigh le long de surfaces 
plane et cylindrique (modèle 2D). Dans un deuxième temps nous détaillons, le développement 
théorique des formulations de couplage entre un modèle de source d’EA et les différents 
modèles de propagation de l’onde de Rayleigh. Le premier modèle est basé sur une extension 
de la formulation d’Achenbach [12], permettant de prédire le champ émis par une fissure 
d’orientation quelconque soumise à un champ de contraintes quelconque, sous forme d’onde 
de Rayleigh le long d’une surface plane en 2D. Ensuite nous décrivons l’extension de cette 



Chapitre 3 Modélisation 2D de l’EA en onde de Rayleigh  

54 
 

formulation au cas de l’EA en onde de Rayleigh sur une surface cylindrique, utilisant un 
modèle de propagation asymptotique. Dans la dernière partie, nous donnons des cas 
d’application 2D qui permettent de simuler la chaine complète de contrôle par EA et de 
prédire la réponse d’un capteur d’EA. Pour les simulations, nous utilisons le calcul de champ 
de déplacement des ondes émises par un défaut sous contraintes obtenu à partir des 
formulations de couplage et un modèle de capteur d’EA basé sur l’approche piston présentée 
au chapitre précédent. 

3.1 Etat de l’art sur la modélisation 2D de la 
propagation de l’onde de Rayleigh  

3.1.1 Modèles de propagation analytiques pour une 
surface plane  

3.1.1.1 Expression analytique du déplacement de l’onde de 
Rayleigh 

 

Figure 3.1 : onde de Rayleigh dans un demi-plan. 

 

On considère un demi plan et une onde de Rayleigh se propageant le long de la surface dans 
la direction des x1>0 (Figure 3.1). 

Les premiers travaux réalisés sur la description de l’onde de Rayleigh ont été effectués par 
Viktorov [76]. Il calcule les expressions du déplacement en résolvant les équations aux 
dérivées partielles suivantes :  

 

 

(3.1) 

qui ont pour inconnues les potentiels scalaire  et vecteur  tels que : 
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où  est le vecteur déplacement, et  étant respectivement les nombres d’onde des 

ondes longitudinale et transversale. 

Les composantes des déplacements et des contraintes peuvent s’exprimer de la façon 
suivante : 

 

 

(3.3) 

 

Il cherche ensuite des solutions correspondant à une onde plane harmonique se propageant 
le long des x1>0 dont les potentiels peuvent s’écrire sous la forme suivante : 

 
 

(3.4) 

Les équations (3.1) deviennent donc : 

 

 

(3.5) 

avec 

  (3.6) 

Les solutions des deux équations différentielles (3.5) linéairement indépendantes sont : 

 

 

(3.7) 

 

A et B étant des constantes. Le nombre d'onde de l'onde de Rayleigh est défini par kR=k
T
/R 

où  et . Une expression approchée de R (équation (3.8)) est 

calculée par Viktorov [76]. 

u Lk Tk

1

1

1

2 2 2 2

11 2 2 2

1 1 1

2 2 2 2

2 2 2

1 1

2 2 2

1 2 2

1 1

2

2

R R

R R
z

R R R R

R R R R
zz

R R R
z

u
x z

u
z x

x z x x z

x z z x z

x z x z

 

 

   
  

   
  

  
 

 
 
 

 
 

 

      
      

       

      
      

       

   
   

    

 

 

1

1

( )

( )

R

R

i k x t

R

i k x t

R

F z e

G z e









 

 





 
   

 
   

2

2 2

2

2

2 2

2

0

0

R L

R T

F z
k k F z

z

G z
k k G z

z


  




  



2 2 2

R T Lk k k 

 
 

 
 

2 2

2 2

R L

R T

k k z

k k z

F z Ae

G z B e

 

 





1

2

Tk





 
  

 

1

2

( 2 )
Lk




 

 
  

 



Chapitre 3 Modélisation 2D de l’EA en onde de Rayleigh  

56 
 

 

 

(3.8) 

et sont respectivement la masse volumique, le coefficient de Poisson et les 
constantes de Lamé qui sont données par: 

 

 

(3.9) 

E étant le module de Young. 

Les solutions avec une racine positive correspondent à une onde qui croit exponentiellement 
avec la profondeur, les solutions avec une racine négative correspondent quant à elles à une 
onde qui décroit exponentiellement, i.e. une onde de surface. Par conséquent, les potentiels 
sont donnés par les expressions suivantes : 

  (3.10) 

  (3.11) 

 

p et q sont définis par : 

 
 

(3.12) 

 

À partir des conditions limites de contraintes nulles en z=0, on peut déduire la relation entre 
les deux amplitudes A et B et obtenir les équations de potentiels suivantes : 

 

 

(3.13) 

Les composantes de déplacements et de contraintes s’obtiennent à partir des équations 
(3.3).  

À partir de ces expressions, on peut écrire les déplacements et les contraintes de l’onde de 
Rayleigh d’amplitude M se propageant suivant les x1>0 de la façon suivante [75]: 
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(3.19) 

  (3.20) 

  (3.21) 

  (3.22) 

  (3.23) 

  (3.24) 

 

d1, d2, d3, d4, d5, d6, d7, d8 sont définis par: 
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3.1.1.2 Fonction de Green 2D de l’onde de Rayleigh  

a Calcul par application de la réciprocité 

Achenbach [32] calcule les fonctions de Green associées à l’onde de Rayleigh en appliquant 
le théorème de réciprocité qui relie deux états élastodynamiques différents (A et B). Dans le 
domaine fréquentiel, ce théorème se traduit par l’équation (3.34) pour un volume V de 
surface S. 

 
 

(3.34) 

fj, uj, ij et ni sont respectivement les composantes des forces volumiques, des déplacements 
des contraintes et de la normale sortante à S. 

L’état A est équivalent à l’onde de surface générée par une force appliquée en un point 
source et le deuxième état est un état auxiliaire qui correspond à une onde de surface se 
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propageant en absence du point source. Les termes du tenseur de Green ui,j correspondent 
aux déplacements dans la direction i engendrés par une force fj de direction j. 

 calcul de u1,1 et uz,1 
Afin de calculer les composantes de la première colonne du tenseur de Green, on associe 
l’état A à une force ponctuelle suivant la direction x1 (Figure 3.2). Cette force est donnée par 
l’expression suivante : 

 
 

(3.35) 

 

Figure 3.2 : force ponctuelle de direction x1. 

 

Les déplacements et les contraintes de l’onde de Rayleigh d’amplitude A générée par la 
force f1 sont donnés par les expressions suivantes : 
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(3.40) 

 

Les signes + et – dans les équations (3.36) à (3.40) indiquent une propagation dans le sens 

des x1<0 et des x1>0. L'inconnue est A() qui correspond à l'amplitude de l'onde émise par le 
défaut. 

Le second état (état B) est un état auxiliaire, il correspond à une onde de Rayleigh virtuelle 
d’amplitude unitaire se propageant suivant les x1>0. Les déplacements et les contraintes 
s'écrivent sous les formes suivantes: 
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(3.45) 

 

Le contour d’intégration utilisé pour l’application du théorème de réciprocité est représenté 
sur la Figure 3.3: 

 

Figure 3.3 : contour d’intégration utilisé pour la résolution de l’équation (3.34). 

J1 est l'intégrale suivant la ligne 1 ,0x a z   , J2 l'intégrale suivant la ligne 

1 ,0x b z     et J4 l'intégrale suivant la ligne z =constante   c'est-à-dire là où 

l'amplitude de l'onde de Rayleigh tend vers zéro (Figure 3.3).  

Les intégrales sur la surface libre et sur la ligne z =constante   s’annulent. La 
contribution des intégrales J1 et J2 est non nulle uniquement si les ondes se propagent en 
sens opposés [32]. 

Suivant la ligne 1 ,0x a z    , les ondes associées à l’état A et B se propagent dans la 

même direction, c'est-à-dire suivant les x1>0. Les deux états sont similaires, on a donc: 

Suivant la ligne 1 ,0x b z     ,on a: 

avec 
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Le théorème de réciprocité s’écrit donc de la façon suivante : 
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À partir des équations (3.35) et (3.41), l’intégrale sur le volume se simplifie par : 

1

1( , ) ( )e Rik xB R

zz zzx z T z 

1 11 1 1 11 1

A B A B B A B A

AB z z z zF u u u u      

1

0

1 1 2
V

A B

AB
x b

f u dV J F dz
 

     

 

 

(3.46) 

 

 

(3.47) 

1

1
0

0B A A B

ij j ij j i
x a

J u u n dz 



    

1

2
0

AB i
x b

J F n dz



 



Chapitre 3 Modélisation 2D de l’EA en onde de Rayleigh  

60 
 

 

 

(3.50) 

Et on obtient 

 

 

(3.51) 

où 

 

 

(3.52) 

À partir de l’équation (3.51), on obtient l’expression de l’amplitude de l’onde de Rayleigh 
générée par la force f1 : 

 

 

(3.53) 

Les composantes du champ de déplacement de l’onde de Rayleigh se propageant suivant les 
x1>0 générée par une force de direction x1 appliquée au point (0, z0) sont donc données par 
les expressions suivantes : 

 

 

(3.54) 

 

 

(3.55) 

 calcul de u1,z et uz,z 
On applique de la même manière la réciprocité en considérant une force ponctuelle suivant 
l’axe z, appliquée en (x1=0, z=z0), pour l’état A, tel que : 

 
 

(3.56) 

 

En utilisant la même démarche que précédemment, on peut montrer que les composantes 
du champ de déplacement de l’onde de Rayleigh, se propageant suivant les x1>0, générée 
par une force de direction z sont : 
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Les déplacements de l’onde de Rayleigh générée par une force de direction quelconque 
s’obtiennent en effectuant une combinaison linéaire des équations (3.54) et (3.57) pour le 
déplacement horizontal et des équations (3.55) et (3.58) pour le déplacement vertical. 

b Calcul des fonctions de Green de l’onde de Rayleigh par la méthode d’Aki et 
Richards 

Aki et Richards [16] calculent les fonctions de Green des ondes de Rayleigh multicouches 
dans un demi-plan verticalement inhomogène. Il existe n modes de l’onde de Rayleigh, le 
nombre de modes dépend de l’inhomogénéité et du nombre de couches du milieu. Le 
tenseur de Green des ondes de Rayleigh en coordonnées cartésiennes est donné par : 
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(3.59) 

avec 
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c étant la vitesse de phase, U la vitesse de groupe et I1 est défini par : 
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Les fonctions r1 et r2 sont des fonctions implicites dépendant de z et du nombre d’onde 
défini par des expressions intégrales, ces expressions ainsi que le détail de calcul sont 
disponibles dans [16]. À partir de ces équations, on peut retrouver l’expression de l’onde de 
Rayleigh en milieu isotrope en prenant les expressions de r1 et r2 correspondant à un tel 
milieu. 

3.1.2 Modèles de propagation pour une surface 
cylindrique 

3.1.2.1 Expression analytique du déplacement  

 

Figure 3.4 : onde de Rayleigh sur une surface cylindrique concave. 

Viktorov [76] a également établi les solutions en ondes de Rayleigh de l’équation de 

propagation en coordonnées cylindriques (r, , z) à l’aide des fonctions de Bessel modifiées 
et des fonctions de Hankel, dans le cas d’une surface cylindrique concave ou convexe. Dans 

ces travaux, il définit le nombre d’onde angulaire  tel que : 
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  (3.65) 

 

 étant le nombre d’onde de l’onde de Rayleigh se propageant le long d’une surface 
cylindrique. 

De la même manière que dans le cas de la surface plane, il calcule les déplacements et les 
contraintes de l’onde de Rayleigh se propageant le long d’une surface cylindrique à partir 
des potentiels scalaire et vecteur: 

 
 

(3.66) 

 
 

(3.67) 

 
 

(3.68) 

 
 

(3.69) 

Le terme en étant omis, les potentiels scalaires et vecteur sont définis dans le cas d’une 
surface concave par : 

  (3.70) 

  (3.71) 

et par : 

  (3.72) 

  (3.73) 

dans le cas d’une surface convexe. 

A et B sont des constantes, In et Hn sont respectivement les fonctions de Bessel modifiées et 
les fonctions de Hankel d’ordre n de première espèce définies par : 

  (3.74) 

  (3.75) 

 

Jn et Yn sont respectivement les fonctions de Bessel de première et de seconde espèce. 

Viktorov [76] présente les relations entre le rayon de courbure Rc du cylindre et le nombre 

d’onde angulaire de l’onde de Rayleigh . Dans le cas d’une onde se propageant sur une 
surface cylindrique convexe, le nombre d’onde angulaire et le rayon de courbure du cylindre 
sont liés par l’équation (3.76) et par l’équation (3.77) dans le cas d’une surface concave [76]. 
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(3.77) 

 

On remarque que le nombre d’onde angulaire intervient dans l’ordre des fonctions de Bessel 
ou de Hankel. Viktorov [76] résout graphiquement les équations (3.76) et (3.77), il en déduit 

que pour  assez grand ( >100) la vitesse de phase de l’onde de Rayleigh dans le cas d’une 
surface convexe peut s’écrire sous la forme suivante : 

  (3.78) 

 étant une correction de la vitesse de phase, elle tend vers zéro quand  tend vers l’infini. 

L’expression de  est calculée à partir de l’équation (3.76), pour des valeurs de , et 

assez grandes, en remplaçant les fonctions de Bessel par leurs représentations 
asymptotiques à l’aide de la série de Debye suivante : 

 
 

(3.79) 

avec . En substituant les fonctions de Bessel dans l’équation (3.76) par leurs 

expressions asymptotiques de l’équation (3.79), on obtient : 

 
 

(3.80) 

avec 

 

 

(3.81) 

 

 

(3.82) 

p et q étant définis par l’équation (3.12). 

D’une manière similaire, il démontre que la vitesse de phase en surface convexe s’écrit sous 
la forme suivante : 

  (3.83) 

 

Dans le cas cylindrique, les déplacements sont exprimés à l’aide des fonctions de Bessel et 

des fonctions de Hankel dont l’ordre dépend du nombre d’onde angulaire . 
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Alternativement, il existe un modèle asymptotique permettant d’avoir des expressions plus 
simples que l’on présente dans le paragraphe suivant. 

3.1.2.2 Expression asymptotique du déplacement  

Les solutions analytiques présentées par Viktorov [76] étant exprimées à l’aide des fonctions 
de Bessel et des fonctions de Hankel dont l’ordre et l’argument dépendent du nombre 
d’onde angulaire, le calcul des expressions de déplacements est assez complexe. D’autres 
modèles de l’onde de Rayleigh se propageant sur une surface courbe ont été développés, 
parmi lesquels on peut citer la méthode asymptotique en 2D développée par Jin et al. [77]. 
Ces derniers modélisent la propagation de l’onde de Rayleigh en appliquant une méthode 
appelée WBK (Wentzel–Kramers–Brillouin), qui consiste à approximer asymptotiquement les 
solutions des équations différentielles linéaires du second ordre. 

Jin et al. décrivent le comportement de l’onde de Rayleigh sur une surface à deux courbures 
constantes, la première courbure étant suivant la direction de propagation et la deuxième 

courbure suivant la direction Figure 3.5. On considère le modèle de [77] avec une seule 
courbure dans la direction de propagation. 

 

Figure 3.5 : onde de Rayleigh sur une surface cylindrique convexe. 

Dans le cas d’une onde se propageant dans la direction ils considèrent [77] les fonctions 
potentielles suivantes : 

  (3.84) 

  (3.85) 

le terme en étant omis et  étant le nombre d’onde de l’onde de Rayleigh sur une 

surface plane. 
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À partir des potentiels scalaire et vecteur, ils expriment les composantes du déplacement 

dans la base orthogonale curviligne ( de la façon suivante: 

 
 

(3.86) 

 
 

(3.87) 

Les potentiels vérifient les équations de propagations suivantes : 

 
 

(3.88) 

 
 

(3.89) 

 

où : 

 
 

(3.90) 

  (3.91) 

  (3.92) 

 

En utilisant la technique WBK, ils obtiennent deux solutions approchées des équations 
différentielles (3.88) et (3.89) en fonctions des rayons de courbure de la surface. 
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le terme en étant omis et : 
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Les conditions aux limites sur la surface libre sont traduites par l’équation suivante: 
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(3.100) 

 

La satisfaction des conditions aux limites sur la surface libre nous permet d’obtenir la 
relation liant les deux amplitudes M et N. Pour cela, on écrit dans un premier temps les 
déformations dans la base curviligne orthogonale : 

 

 

(3.101) 

 

 

(3.102) 

 

 

(3.103) 

Ensuite on exprime les conditions aux limites de contraintes nulles sur la surface libre en 
fonction des déformations (équations (3.104) et (3.105)). 
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(3.105) 

En injectant les équations (3.101) à (3.103) dans (3.104) et (3.105), on obtient la relation 
liant M et N (cf. annexe [A]). 

Le calcul asymptotique [77] nous permet aussi d’exprimer la relation entre le nombre d’onde 
de l’onde de Rayleigh sur une surface plane et le nombre d’onde de l’onde de Rayleigh sur 

une surface cylindrique en fonction d’un paramètre  qui dépend de la courbure de la 
surface ainsi que la fréquence: 
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Le développement du calcul en coordonnées curvilignes offre des expressions plus simples 
et facilement comparables à celles des expressions de l’onde de Rayleigh sur une surface 
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remarque que dans le cas d’une surface plane, on a une dépendance simple en z dans les 

exponentielles tandis que dans le cas cylindrique la dépendance est en  et 2 dans les 
exponentielles pour les expressions asymptotiques. En revanche, dans le cas du modèle de 
Viktorov [76] la dépendance en r intervient dans l’argument et l’ordre des fonctions de 
Bessel à travers le nombre d’onde angulaire (équation (3.65)).  

3.1.3 Discussion sur les choix des modèles de 
propagation 

Nous venons de détailler la modélisation de la propagation de l’onde de Rayleigh à travers 
les fonctions de Green ou les champs élastodynamiques de déplacement et de contrainte 
dans le cas d’une géométrie 2D plane ou cylindrique. 

Concernant la géométrie cylindrique 2D, le modèle analytique de Viktorov [76] exprime les 
champs de déplacements et de contraintes à l’aide des fonctions de Hankel et de Bessel dont 
l’ordre et l’argument dépendent du nombre d’onde angulaire. De plus, l’utilisation des 
expressions asymptotiques en fonction des séries de Debye (équation (3.79)) et la relation 
reliant la vitesse de phase et le rayon de courbure Rc ne permet pas d’obtenir des 
expressions avec une dépendance simple en r dans les exponentielles. À l’inverse, le modèle 
asymptotique développé en coordonnées curvilignes permet de décrire l’onde de Rayleigh 
se propageant le long d’une surface cylindrique d’une manière explicite dans la direction 
circonférentielle. En effet, ce modèle offre des expressions plus simples et rend possible 
l’expression explicite des déplacements et des contraintes en fonction du rayon de courbure 
et du nombre d’onde associé à une surface plane. Par conséquent, l’approche WBK 
développée par Jin et al. [77] offre plus d’avantages pour étudier l’EA en surface cylindrique, 
c’est pourquoi nous adopterons cette approche pour la modélisation de l’EA en géométrie 
cylindrique 2D. De plus, l’écriture en coordonnées curvilignes nous permet d’avoir des 
expressions sous une forme proche de celle associée à une surface plane. De ce fait la 
résolution du problème sera similaire au cas d’une surface plane 2D. 

Pour le cas de la géométrie plane 2D, la méthode de calcul d’Achenbach [32] semble la plus 
pertinente puisqu’elle permet de remonter directement et d’une manière explicite aux 
expressions des fonctions de Green dans le domaine fréquentiel pour un milieu isotrope. Le 
résultat de [16] est intéressant lorsqu’il s’agit d’un milieu verticalement inhomogène mais la 
dépendance en z est prise en compte implicitement. Toutefois, il est possible de retrouver 
les expressions de l’onde de Rayleigh en milieu isotrope en calculant les expressions 
intégrales des fonctions r1 et r2. Comme nous nous intéresserons dans le cadre de la thèse à 
des matériaux isotropes, nous utiliserons donc la formulation d’Achenbach [32] afin 
d’effectuer le couplage entre le modèle de source d’EA et le modèle de propagation de 
l’onde de Rayleigh en géométrie plane 2D. Le couplage entre les modèles de fissuration issus 
de la mécanique de la rupture et les différents modèles de propagation constitue une 
originalité dans cette thèse. 
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3.2 Couplage entre un modèle de source d’EA et 
un modèle 2D de propagation de l’onde de Rayleigh 

3.2.1 Formulation de couplage basée sur l’utilisation 
d’une onde virtuelle 

L’objectif de cette partie est de présenter le couplage entre les modèles de propagation en 
onde de Rayleigh (surface plane et cylindrique) et les modèles de sources d’EA. L’originalité 
de ce paragraphe, est d’une part l’utilisation de modèles de sources issus de la mécanique de 
la rupture et d’autre part la prise en compte d’un défaut incliné soumis à un champ de 
contrainte arbitraire. Une autre originalité est l’extension du modèle de l’EA en onde de 
Rayleigh pour une surface plane aux cas des surfaces cylindriques en se basant sur un modèle 
de propagation de l’onde de Rayleigh en coordonnées curvilignes. 

3.2.1.1 Structure plane  

a Présentation du problème 

 

Figure 3.6 : fissure dans un demi-plan 

Afin de calculer l’amplitude de l’onde de Rayleigh émise par un défaut sous contrainte 
(Figure 3.6), on applique une nouvelle fois le théorème de réciprocité élastodynamique 
donné par l’équation (3.34) pour effectuer le couplage entre les deux modèles. 

b Définition des états élastodynamiques 

On considère que le premier état élastodynamique A est la solution du problème d’EA en 
onde de Rayleigh générée par la propagation d’une fissure, le second état B étant un état 
élastodynamique auxiliaire pour lequel on choisit une onde de Rayleigh virtuelle se 
propageant suivant les x1>0 dans un milieu non fissuré. 

Le premier état élastodynamique représente la solution du problème d’EA, c’est l’onde de 
Rayleigh d’amplitude A émise par un défaut sous contrainte se propageant à droite et à 
gauche de la fissure. Les déplacements et les contraintes relatives à l’état A sont donnés par 
les équations (3.36) à (3.40). Les signes + et – indiquent une propagation dans le sens des 

x1<0 et des x1>0. L'inconnue que l’on cherche à déterminer est donc A() l'amplitude de 
l'onde émise par le défaut. 



Chapitre 3 Modélisation 2D de l’EA en onde de Rayleigh  

69 
 

Le second état est un état auxiliaire, il correspond à une onde de Rayleigh virtuelle 
d’amplitude unitaire se propageant suivant l'axe des x1>0. En absence de la fissure, les 
déplacements et les contraintes sont donnés par les équations (3.41) à (3.45). 

c Application de la réciprocité 

En l’absence de forces volumiques dans les deux états, l'intégrale sur le volume de l’équation 
(3.34) s'annule et le principe de réciprocité s'écrit: 

 

 

Figure 3.7 : définition des contours d’intégration 

On considère la région du demi-plan limité par les lignes x1=a et x1=b. La source d'émission 

acoustique est une fissure d'orientation quelconque soumise à une contrainte arbitraire, 

dont l'origine est située à une distance v0 suivant l'axe v du repère local lié à la fissure. Le 

plan de la fissure fait un angle  avec l'axe z. La surface S considérée dans le théorème de 

réciprocité est composée de la surface délimitée par le contour bleu en pointillé sur la Figure 

3.7, et la surface de la fissure. On note n la normale sortante à la surface. 

On note J3 l'intégrale sur la surface du défaut, J1 l'intégrale suivant la ligne 1 ,0x b z    , 

J2 l'intégrale suivant la ligne 1 ,0x a z    et J4 l'intégrale suivant la ligne z =constante

 , où l'amplitude de l'onde de Rayleigh tend vers zéro (Figure 3.7). 

La contribution des intégrales J1 et J2 est non nulle uniquement si les ondes se propagent en 
sens opposés [Achenbach]. 

Suivant la ligne 1 ,0x a z   , les ondes associées à l’état A et B se propagent dans la 

même direction, c'est-à-dire suivant les x1>0. Les deux états sont similaires, on a donc: 
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Suivant la ligne 1 ,0x b z     , on a: 

 est donnée par l’équation (3.48). On remplace les déplacements et les contraintes par 

leurs expressions des équations (3.36) à (3.45) , l'intégrale J1 devient: 

 est donnée par l’équation (3.52). 

On décompose l'intégrale sur la fissure en deux intégrales, la première intégrale J3
+ est 

suivant la ligne (u=0
+,  ) et la deuxième intégrale J3

- est suivant la ligne (u=0
-

).On définit n et s comme étant les coordonnées relatives à la normale et la 

tangente aux contours d’intégration (Figure 3.7). 

Suivant la ligne (u=0
+
,  ), on a: 0v v s  , un=-uu, us=uv, n=uu, ns=-uv  et dv=ds. 

avec 

Suivant la ligne (u=0
-
,  ), on a : 0v v l s   , un=uu, us=-uv, n=uu, ns=-uv et 

dv=-ds  

L'intégrale sur la surface de la fissure s'écrit alors : 

ou encore  

avec 

 

L'intégrale J2 étant nulle, l'amplitude de l'onde de Rayleigh émise par le défaut se calcule à 
partir de l'équation (3.125). 
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On remplace les intégrales J1 et J3 par leurs expressions des équations (3.115) et (3.120). 

On note : 

 

La matrice de passage du repère global (0, x1, z) au repère local lié à la fissure (0, u, v) est 
donnée par: 

Les déplacements et contraintes dans le repère local sont définis par : 

La relation entre les coordonnées locales et globales d’un point de demi espace situé dans la 
région des x1>0 est donnée par : 

En u=0, on a : 

On remplace les contraintes et les déplacements par leurs expressions (équations (3.41) à 
(3.45)) dans l'équation (3.126), on obtient: 
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L'amplitude de l'onde de Rayleigh émise par le défaut est : 

 

 

Figure 3.8 : fissure en mode I dans un demi-plan. 

Dans le cas d'une fissure en mode I, avec=0 (Figure 3.8) on a: 

 

Le déplacement de l’onde de Rayleigh s’écrit alors : 

 

En développant ces expressions, on peut retrouver facilement les expressions du 
déplacement calculé par Achenbach [32] pour le mode I et exprimer T11 en fonction des 
déplacements des fonctions de Green qui sont obtenus à partir des équations (3.54), (3.55), 
(3.57) et (3.58) en considérant des forces d’amplitudes unitaires. On obtient : 
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 étant les coordonnées du point d’observation et correspond à la coordonnée du 

point d’application suivant l’axe z. 

Ce résultat est équivalent à une distribution de forces impulsionnelles sur les deux lèvres de 
la fissure [32]. Achenbach approxime cette distribution de dipôles par un seul dipôle 
appliqué au centre de la fissure, ce qui revient à considérer les fonctions de Green des 
équations (3.144)et (3.145) au centre du défaut. On a alors: 

 

On retrouve donc les expressions du déplacement de l’onde de Rayleigh générée par un 

dipôle en z=h d’amplitude  et   avec : 

d Obtention de la formulation du couplage par une méthode basée sur les 
fonctions de Green 

On a démontré dans le paragraphe précédent qu’on peut retrouver les expressions des 
déplacements générés par une fissure en mode I développées par Achenbach à partir des 
fonctions de Green. Dans ce paragraphe, on détaille l’obtention de la formulation de 
couplage dans le cas d’une fissure inclinée sous contrainte par une autre méthode. Cette 
dernière utilise les fonctions de Green à la place des champs de déplacement et de 
contrainte. 

 Définitions des états élastodynamiques 
On considère une fissure inclinée soumise à une contrainte quelconque, situé à une distance 
v0 suivant l’axe v du repère local (u,v) lié au défaut. On applique la réciprocité dans le repère 
local lié au défaut en prenant pour état A la solution du problème d’émission acoustique en 
ondes de Rayleigh et l’état B les déplacements et les contraintes engendrés par une force 
appliquée dans la direction xk, (k=v ou u)  

 Application de la réciprocité 
Dans le repère local, les composantes du déplacement généré par la fissure sont [32]: 
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et sont respectivement les coordonnées du point d’observation et du point 

d’application de la force. 

D’où : 

avec 

Or, 

donc 
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Le tenseur de Green dans le repère local (u,v) est défini par : 

 

La relation entre les tenseurs de Green en coordonnées locales et globales est définie par : 

On peut facilement retrouver les expressions du déplacement calculé par la première 
méthode de couplage en repassant dans le repère global. 

3.2.1.2 Structure cylindrique 

a Présentation du problème et adaptation du modèle de propagation 

La modélisation de l’EA en onde de Rayleigh sur une surface cylindrique (Figure 3.9) repose 
sur le développement d’une formulation du couplage entre un modèle asymptotique de 
propagation en coordonnées curvilignes (présentée au paragraphe 3.1.2.2) et un modèle de 
source d’EA. 

 

Figure 3.9 : configuration du problème d’EA en en onde de Rayleigh en géométrie cylindrique 2D. 

La première étape de l’établissement de la formulation du couplage est l’obtention des 
expressions des déplacements et des contraintes en fonction d’une même amplitude M. 
Pour cela, on exprime la relation entre les amplitudes M et N des potentiels scalaires et 

vecteurs, à partir des conditions aux limites, en fonction de qui est défini dans l’annexe [A]. 
Les potentiels (équations (3.93) et (3.94)) s’écrivent alors sous la forme suivante :
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(3.159) 

Afin de simplifier les expressions, on note : 
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On obtient donc les expressions des déplacements et contraintes sous la forme suivante : 
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b Définitions des états élastodynamiques 

De la même manière que dans le cas plan, on définit l’état A comme la solution du problème 
d’EA associé à l’onde de Rayleigh émise par la propagation de la fissure et l’état B comme 
une onde de surface virtuelle d’amplitude unitaire se propageant le long de la surface dans 

la direction des positifs. Les expressions des déplacements et de contraintes associées à 
l’état A sont données par les équations suivantes : 
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L’état B est traduit par les équations suivantes : 
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(3.175) 

 
 

(3.176) 

 
 

(3.177) 

c Application de la réciprocité 

On applique le théorème de réciprocité élastodynamique sur la configuration de la Figure 

3.9. Les contours d’intégrations sont définis sur la Figure 3.10.  

 

Figure 3.10 : contours d’intégration utilisés dans la formulation de réciprocité. 

En l’absence de force volumique, on considère l’équation (3.112). 

On note J3 l'intégrale sur la surface du défaut, J1 l'intégrale suivant la ligne 

1 2 1,0 R R     
, J2 l'intégrale suivant la ligne 2 2 1,0 R R     

 et J4 l'intégrale 

suivant la ligne 1R 
, où l'amplitude de l'onde de Rayleigh tend vers zéro (Figure 3.10). 

La contribution des intégrales J1 et J2 est non nulle uniquement si les ondes se propagent en 
sens opposés comme dans le cas plan. 

L’intégrale J1 s’écrit : 

 

 

(3.178) 

Apres avoir remplacé les contraintes et déplacement par leur expressions des équations 
(3.170) à (3.177), l’équation (3.178) peut s’écrire de la façon suivante : 
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avec 

 

 

(3.181) 

, ,  et  sont définis dans les équations (3.166) à (3.169). 

L’intégrale sur la surface du défaut peut s’écrire de la façon suivante : 
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À partir de l’équation (3.183), on obtient l’amplitude de l’onde de Rayleigh émise par la 
fissure. 
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Dans le cas d’une fissure en mode I, l’expression de l’amplitude de l’onde de Rayleigh est 
réduite à : 
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Comme on pouvait s’y attendre, on retrouve bien une équation de forme similaire à celle 
obtenue dans le cas d’une surface plane 2D. 

3.2.2 Applications numériques 

L’objectif de cette partie est d’étudier les formes d’onde en utilisant un modèle de source 
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source utilisé pour la simulation. Ensuite, on analysera l’influence de certains paramètres 

comme la vitesse de fissuration et le mode de chargement sur les formes d’onde. Ces 

analyses permettront d’améliorer la compréhension de l’évolution des formes d’ondes en 
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concernant la distinction entre les formes d’onde ainsi que leurs détections. On considère un 

coefficient de poisson =0.33. 

3.2.2.1 Simulation de la source d’EA 

Si l’on considère une fissure rectiligne en mode I, de longueur 2a soumise à un champ de 

contraintes constant , le saut de déplacement peut alors s’écrire sous la forme suivante 
(cf. chapitre 2) : 

 

 

(3.190) 

On suppose que la fissure se propage à une vitesse V, et on la discrétise. La Figure 3.11 
montre la forme de la fissure et les points de la discrétisation. 

 

Figure 3.11 : discrétisation de la fissure (a) forme de la fissure, (b) fissure discrétisée. 

 

On considère une fissure avec une longueur évoluant de  à  à une vitesse V 

durant un temps d’ouverture T et on considère une fréquence d’échantillonnage  

On définit zj et tn par : 
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L’indice spatial j varie de 0 à J/2 et l’indice temporel n varie de 0 à N avec : 
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(3.196) 

et 

  (3.197) 

 

On calcule les déplacements de l’onde de Rayleigh émise par la fissure dans le domaine 
fréquentiel (équations (3.140) et (3.141)) en utilisant la transformée de Fourier des 
équations (3.196) et (3.197). On applique ensuite une transformée de Fourier inverse afin 
d’obtenir les formes d’onde dans le domaine temporel. 

 

3.2.2.2 Simulation des formes d’onde 

a Fissure en mode I 

Etude paramétrique en fonction de la vitesse de fissuration 
 

On simule dans un premier temps la vitesse particulaire de l’onde de Rayleigh émise par une 
fissure sous contraintes en un point d’observation situé à x=100mm en mode I se 
propageant à une vitesse V que l’on fait varier. De plus on choisit deux cas, le premier 
correspond à une fissure située à une distance z0=5mm de la surface (Figure 3.12) et le 
second pour une distance z0=15mm (Figure 3.13). 

 

 

Figure 3.12 : (a) composante horizontale (b) composante verticale de la vitesse particulaire de l’onde de Rayleigh émise 
par une fissure sous 200MPa située à 5mm de la surface se propageant à différentes vitesses V. 
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Figure 3.13 : composantes horizontale (a) et verticale (b) de la vitesse particulaire de l’onde de Rayleigh émise par une 
fissure sous 200MPa située à 15mm de la surface se propageant à différentes vitesses V. 

 

Etude paramétrique en fonction de la position de la fissure 
 

Dans un deuxième temps, la fissure se propage à une vitesse V=2000m/s et est située à 
différentes distances z0 (Figure 3.14) de la surface. 

 

Figure 3.14 : composantes horizontale (a) et verticale (b) de la vitesse particulaire de l’onde de Rayleigh émise par une 
fissure sous 200MPa se propageant à une vitesse V=2000m/s et située à différentes distances z0 
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une fissure située à une distance de 5mm de la surface. En outre, l’écart est moins important 
quand la fissure est plus éloignée de la surface. De plus, l’amplitude de la vitesse particulaire 
de l’onde de Rayleigh augmente lorsque la fissure s’approche de la surface. On observe un 
facteur dix sur l’amplitude de l’onde émise entre une fissure située à 3mm et celle à 20mm. 
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b Fissure en mode II 

L’expression du saut de déplacement dans le cas d’une fissure en mode II est disponible dans 
le chapitre 2 [paragraphe 2.1.2]. 

 

Figure 3.15 : fissure en mode II située à une distance z0 de la surface. 

 

Etude paramétrique en fonction de la vitesse de fissuration 
 

De la même manière que précédemment, on simule la vitesse particulaire de l’onde de 

Rayleigh émise par une fissure sous contraintes en un point d’observation situé à x=100mm 

en mode II (Figure 3.15) La fissure se propage à différentes vitesses V et est située 

respectivement aux distances z0=5mm (Figure 3.16) et z0=10mm (Figure 3.17) de la surface. 

 

 

Figure 3.16 : composantes horizontale (a) et verticale (b) de la vitesse particulaire de l’onde de Rayleigh émise par une 
fissure en mode II sous 200MPa située à 5mm de la surface se propageant à différentes vitesses V. 
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Figure 3.17 : composantes horizontale (a) et verticale (b) de la vitesse particulaire de l’onde de Rayleigh émise par une 
fissure en mode II sous 200MPa située à 10mm de la surface se propageant à différentes vitesses V. 

On retrouve le même comportement de l’onde de Rayleigh en mode II que dans le cas du 
mode I. En effet, l’amplitude de l’onde émise augmente avec la vitesse de propagation de la 
fissure et l’écart est moins important quand la fissure est plus éloignée de la surface. 

c Comparaison entre les modes 

 

Figure 3.18 : fissure en mode mixte, étant l'angle entre le plan de la fissure et la direction de la contrainte. 

On a choisi de comparer ensuite les composantes de vitesse particulaire de l’onde de 
Rayleigh émise par une fissure en mode I et en mode II soumises à la même intensité de 
contrainte 200MPa. Les fissures se propagent ici à la même vitesse V=2000m/s et sont 
situées à une distance z0=5mm de la surface. 
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Figure 3.19 : composantes horizontale (a) et verticale (b) de la vitesse particulaire de l’onde de Rayleigh émise par une 
fissure sous 200MPa située à 5mm de la surface se propageant à une vitesse V=2000m/s en mode I ou II. 

En considérant la même intensité de chargement pour le mode de cisaillement et le mode 
d’ouverture, l’amplitude de l’onde émise en mode II est 5 fois plus grande que celle du mode 
I. On observe aussi que la forme d’onde dépend du mode de fissuration. 

On étudie ensuite les composantes de vitesse particulaire de l’onde de Rayleigh émise par 

une fissure en mode I, en mode II et en mode mixte (Figure 3.18) avec et 

étant l'angle que fait la direction de la contrainte avec le plan de la fissure) dans les mêmes 
conditions que précédemment. 

 

 

Figure 3.20 : composantes horizontale (a) et verticale (b) de la vitesse particulaire de l’onde de Rayleigh émise par une 
fissure sous 200MPa située à 5mm de la surface se propageant à V=2000m/s en mode I, II et en mode mixte. 

 

Il apparaît que l’amplitude de la l’onde de Rayleigh émise par une fissure en mode mixte est 

inférieure à celle du mode II ( de 20% (pour ) et est supérieure à celle du mode I (de 

50% (pour ). 
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d Fissure inclinée : 

Par la suite, on s’intéresse à l’étude de l’influence de l’inclinaison d’une fissure sur l’onde de 

Rayleigh. La Figure 3.21 montre les configurations des fissures inclinées en mode I et II. On 

simule la vitesse particulaire de l’onde de Rayleigh émise par une fissure inclinée sous 

contraintes en un point d’observation situé à x=100mm, en mode I et II . La fissure se 

propage à une vitesse V=2000m/s et est située à une distance v0=5mm (suivant l’axe v) de la 

surface. 

 

 

Figure 3.21 : fissure inclinée, (a) en mode I, (b) en mode II 

 

 

Figure 3.22 : composantes horizontale (a) et verticale (b) de la vitesse particulaire de l’onde de Rayleigh émise par une 
fissure en mode I sous 200MPa située à 5mm de la surface se propageant à une vitesse V=2000m/s pour différentes 

inclinaisons par rapport à l’axe z. 
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Figure 3.23 : composantes horizontale (a) et verticale (b) de la vitesse particulaire de l’onde de Rayleigh émise par une 
fissure en mode II sous 200MPa située à 5mm de la surface se propageant à une vitesse V=2000m/s pour différentes 

inclinaisons par rapport à l’axe z. 

On note que l’amplitude de la vitesse particulaire de l’onde émise par une fissure en mode I 
augmente avec l’inclinaison de la fissure et atteint son maximum dans le cas d’une fissure 
horizontale. 

On remarque que pour le mode II, l’amplitude de l’onde de Rayleigh émise par la fissure 
diminue quand on passe d’une fissure droite (0°) à une fissure inclinée de 45° et qu’ensuite 
elle augmente avec l’inclinaison. D’autre part l’amplitude de l’onde émise par une fissure 
horizontale en mode I ou II est plus grande que celle obtenue à partir d’une fissure verticale 
(mode I ou II). 

3.2.3  Synthèse 

Comme on pouvait s’y attendre, l’amplitude de la vitesse particulaire de l’onde de Rayleigh 
émise par la propagation d’une fissure est d’autant plus importante que la position de la 
fissure se rapproche de la surface. La simulation nous permet de montrer que l’amplitude 
augmente avec la vitesse de propagation de la fissure. Concernant les formes d’onde, la 
simulation nous permet de confirmer également que la forme du signal varie avec le 
mécanisme de fissuration et l’inclinaison de la fissure. D’autre part, pour la même intensité 
de chargement, l’amplitude de l’onde émise par une fissure en mode II est plus importante 

que celle émise par une fissure en mode I ou en mode mixte avec etEn effet, 
la contrainte T1z intervient dans le calcul de l’amplitude émise par une fissure en mode II, 
tandis que l’amplitude de l’onde émise par une fissure en mode I fait intervenir la contrainte 
T11. L’analyse des expressions analytiques des contraintes montre qu’à une position donnée, 

l’amplitude de T1z est supérieure à celle de T11. 
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Figure 3.24 : comparaison entre la contrainte T11 et T1z en z=5mm. 

L’étude paramétrique en fonction de l’inclinaison de la fissure a montré que l’amplitude de 
l’onde émise diminue quand on passe de 0° à 45°, qu’ensuite elle augmente et atteint son 
maximum à 90° dans le cas du mode II contrairement au mode I où l’amplitude de l’onde 
croît avec l’inclinaison de la fissure. D’une façon générale, en mode I comme en mode II, 
l’amplitude de l’onde émise par une fissure horizontale est plus importante que celle 
obtenue par une fissure verticale. 

 

3.3 Cas d’application : Simulation d’un contrôle 
par EA en onde de Rayleigh 

3.3.1  Expression de la tension délivrée en sortie par 
un capteur d’EA 

 

Figure 3.25 : principe de la réception par un capteur d’EA en 2D. 

On utilise le modèle piston développé par Goujon et Baboux [73] présenté dans le deuxième 
chapitre. L’expression de la tension délivrée en sortie par le capteur peut s’écrire sous la 
forme suivante : 
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(3.198) 

avec 

  (3.199) 

A() est calculée dans le paragraphe (3.1.2.2) et W 
R
 est donné par l’équation (3.21). 

Donc après calcul, on obtient : 

 
 

(3.200) 

ou encore : 

 
 

(3.201) 

3.3.2  Exemples d’application 

Le modèle de couplage permet ici de simuler la tension délivrée en sortie par le capteur en 
utilisant le calcul de champ présenté dans le paragraphe (3.1.2.2). La Figure 3.26 montre la 
tension délivrée par le capteur après l’émission de l’onde de Rayleigh générée par la 
propagation d’une fissure sous 200MPa pour deux vitesses de propagation de fissure 
(2000m/s et 500m/s). La forme du signal correspond à l’interaction de l’onde avec les deux 
extrémités selon la largeur du capteur. En effet, l’intégration de la composante verticale de 
la vitesse particulaire de l’onde de Rayleigh sur la surface du capteur rend compte de la 
différence de phase entre les extrémités inférieures et supérieures du capteur (équation 
(3.201)). 

 

Figure 3.26 : tension délivrée en sortie du capteur après l’EA en onde de Rayleigh générée par la propagation d’une 
fissure en mode I située à une distance z0=5mm de la surface et se propageant à une vitesse V, (a) V=500m/s, (b) 

V=2000m/s. 
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Plusieurs études paramétriques ont été ensuite réalisées sur la réception de l’onde de 
Rayleigh. On a d’abord étudié l’influence de la vitesse de propagation de la fissure sur le 
signal délivré en sortie par le capteur. La deuxième étude a eu pour objectif de quantifier les 
différences entre les signaux obtenus à partir de différentes positions de la fissure par 
rapport à la surface. La Figure 3.27 présente le résultat de simulation de la première étude 
paramétrique. On retrouve le même comportement que lors de la première étude 
paramétrique du champ de vitesse particulaire de l’onde de Rayleigh émise par une fissure 
en mode I. La deuxième étude (Figure 3.28) montre que l’amplitude du signal délivrée par le 
capteur décroît rapidement avec la profondeur de la fissure (distance par rapport à la 
surface). L’amplitude est divisée par 6 quand on passe d’une fissure située à 1mm de la 
surface à une fissure située à 5mm.  

De manière générale, on arrive aux mêmes conclusions que précédemment, ce qui est 
logique car l’expression de la tension délivrée par le capteur est similaire à celle de la vitesse 
particulaire. 

 

Figure 3.27 : tension délivrée en sortie par le capteur après l’émission de l’onde de Rayleigh par une fissure située à une 
distance z0=5mm de la surface et se propageant à une vitesse V, V=2500m/s, V=2000m/s, V=1000m/s, V=500m/s. 

 

Figure 3.28 : tension délivrée en sortie par le capteur après l’émission de l’onde de Rayleigh par une fissure se 
propageant à une vitesse V=2000m/s et située à une distance z0, z0=10mm, z0=5mm, z0=2mm, z0=1mm. 
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On s’est aussi intéressé à la comparaison de la réception de l’onde de Rayleigh émise par 

une fissure en mode I ou en mode II (Figure 3.29). On remarque que la forme d’onde dépend 

du mode de fissuration et que pour une même intensité de chargement, l’amplitude du 

signal associé au mode II est supérieure à celle du mode I. De plus, l’étude paramétrique en 

fonction de l’inclinaison de la contrainte par rapport au plan de la fissure ( 

Figure 3.30) montre que l’amplitude du signal obtenue à partir d’une fissure en mode mixte 

est supérieure à celle déterminée à partir d’une fissure en mode I. 

On observe aussi que l’inclinaison de la fissure (Figure 3.31) change les formes d’onde et que 

l’amplitude obtenue à partir d’une fissure horizontale en mode I ou en mode II est très 

supérieure à celle calculée à partir d’une fissure verticale. 

 

Figure 3.29 : tension délivrée en sortie par le capteur après l’émission de l’onde de Rayleigh par une fissure en mode I ou 
II se propageant à une vitesse V=2000m/s et située à une distance z0=5mm. 

 
Figure 3.30 : tension délivrée en sortie par le capteur après l’émission de l’onde de Rayleigh par une fissure soumise à 
une contrainte inclinée se propageant à une vitesse V=2000m/s et située à une distance z0=5mm, 0° (mode I), 30°, 60°, 

90° (mode II). 
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Figure 3.31 : tension délivrée en sortie par le capteur après l’émission de l’onde de Rayleigh par une fissure inclinée se 

propageant à une vitesse V=2000m/s et située à une distance v0=5mm (a) mode I et (b) mode II, 0°, 30°, 60°, 90°. 

 

3.4 Conclusion 

J’ai présenté dans la première partie de ce chapitre, différentes études bibliographiques sur 
la modélisation de la propagation de l’onde de Rayleigh en 2D (surface plane et cylindrique). 
Ces études m’ont permis de faire un choix sur les modèles de propagation que j’ai utilisés 
par la suite dans le développement des formulations de couplage. Dans un second temps, 
j’ai détaillé la démarche de calcul du champ élastodynamique émis par une fissure sous 
contrainte dans le cas d’une surface plane 2D par deux méthodes de couplage inspirées de la 
littérature ; j’ai démontré l’équivalence de ces deux méthodes. Cette formulation a été 
étendue aux cas d’une surface cylindrique à l’aide d’un modèle de propagation 
asymptotique en coordonnées curvilignes.  

Différentes études paramétriques sur l’EA par une fissure sous contraintes ont été 
effectuées dans le cas d’une surface plane. Il apparaît que l’amplitude de l’onde émise 
augmente avec la vitesse de propagation de la fissure dans le cas du mode I et II. De plus, 
pour une même intensité de chargement des modes I et II l’amplitude de l’onde émise par 
une fissure en mode II est 5 fois plus grande que celle émise par une fissure en mode I. Dans 
le cas d’une fissure inclinée en mode II, l’amplitude de l’onde de Rayleigh est décroissante 
entre 0° et 45° puis croît et atteint son maximum à 90° (fissure horizontale). Par conséquent, 
l’amplitude de l’onde de Rayleigh émise par une fissure horizontale en mode II est plus 
importante (de 60%) que celle émise par une fissure droite en mode I.  

Le résultat de calcul du champ élastodynamique est utilisé afin de simuler la réponse d’un 
capteur d’EA basée sur une approche piston. La forme du signal délivrée par le capteur 
correspond à l’interaction entre l’onde de Rayleigh et les extrémités du capteur. Il apparaît 
que l’amplitude du signal délivré par le capteur décroît rapidement avec la profondeur de la 
fissure. En effet, l’amplitude est divisée par huit quand on passe d’une profondeur de 1mm à 
5mm pour les configurations étudiées. Les formes d’onde obtenues à partir d’une fissure en 
mode I, mode II et mode mixte sont comparées, on remarque que les formes d’ondes 
obtenues dépendent du mécanisme de fissuration et de l’inclinaison de la fissure. D’autre 
part, l’amplitude du signal obtenue à partir d’une fissure en mode II est supérieure à celle 
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obtenue à partir d’une fissure en mode I ou en mode mixte sous même intensité de 
chargement.  

Les résultats présentés dans ce chapitre correspondent à l’EA par une fissure rectangulaire 
d’extension infinie. Dans le prochain chapitre, je présenterai la modélisation de l’EA en onde 
de Rayleigh sur une surface plane 3D en utilisant un modèle de fissure plane 3D. 
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Ce chapitre est consacré à l’étude de l’EA en onde de Rayleigh par un défaut sous contrainte 
dans le cas des structures épaisses grâce à une modélisation 3D. Dans un premier temps, 
nous présentons l’état de l’art sur la modélisation 3D de la propagation de l’onde de Rayleigh 
le long d’une surface plane. Dans un deuxième temps, nous détaillons le développement 
théorique de la formulation de couplage entre un modèle de source d’EA et un modèle de 
propagation de l’onde de Rayleigh. Cette formulation est basée sur un modèle de fissure 
plane 3D et les fonctions de Green de l’onde de Rayleigh 3D. Dans la dernière partie, nous 
présentons des cas d’application 3D qui permettent de simuler la chaine complète du 
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contrôle par EA et de prédire la réponse d’un capteur d’EA. Dans ce but on utilise le calcul de 
champ de déplacement des ondes émises par un défaut sous contrainte obtenu à partir des 
formulations de couplage et un modèle de capteur d’EA basé sur l’approche piston présentée 
au deuxième chapitre.  

4.1 Etat de l’art sur la modélisation 3D de la 
propagation de l’onde de Rayleigh sur une surface 
plane 

Dans ce paragraphe, on présente les différentes méthodes d’obtention des fonctions de 
Green de l’onde de Rayleigh. La première méthode est basée sur la technique de 
transformation intégrale qui permet d’exprimer les fonctions de Green dans le domaine de 
Laplace [78]. La deuxième méthode est développée par Aki et Richards [16], utilisée en 
séismologie et offre des expressions en milieu verticalement inhomogène. La dernière 
méthode est développée par Achenbach [75], elle est basée sur l’application du théorème de 
réciprocité élastodynamique et permet d’exprimer d’une manière explicite la contribution de 
l’onde de Rayleigh dans les fonctions de Green. 

4.1.1  Calcul des fonctions de Green dans le domaine 
de Laplace. 

 

Figure 4.1 : demi-espace soumis à une force de direction z appliquée à l’origine. 

 

Achenbach [78] détermine le déplacement généré par une force verticale de direction z 
appliquée à l’origine d’un demi-espace isotrope et homogène (Figure 4.1) en utilisant une 
technique de transformation intégrale. Il développe son calcul en coordonnées cylindriques 
puisque l’onde émise par une force de direction z et d’amplitude Q appliquée en un point 
source possède une symétrie axiale. Le détail de ce calcul est rappelé dans l’annexe [B]. Les 
déplacements générés par une telle force sont donnés par les équations suivantes : 
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(4.2) 

s étant la variable complexe de Laplace. et sont les transformées de Laplace des 

composantes de déplacement. kest le nombre d’onde et les expressions deet DH sont 
définies dans l’annexe [B]. 

Les déplacements associés à l’onde de Rayleigh peuvent être calculés à partir des équations 
(4.1) et (4.2) en appliquant la transformée de Hankel inverse et en cherchant une solution de 
l’intégrale complexe en fonction d’un résidu particulier qui correspond au nombre d’onde de 
l’onde de Rayleigh. 

Par exemple, dans le cas d’un point source (on remplace H(t) par un Dirac (Figure 4.1)), le 

déplacement vertical dans le domaine fréquentiel s’obtient en remplaçant s par i  

 

 

(4.3) 

p étant défini par :  

 

 

(4.4) 

On applique ensuite la transformée de Hankel inverse d’ordre zéro puisque l’équation (4.1) 
est obtenue à partir d’une transformé de Hankel d’ordre zéro. En effet la transformée de 
Hankel inverse d’ordre n est définie par : 

 

 

(4.5) 

Jn et  sont respectivement les fonctions de Bessel de première espèce et les fonctions 

de Hankel de premier type d’ordre n. 

On obtient l’expression suivante : 
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Or, 
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En substituant ce résultat dans l’équation (4.6) on trouve : 
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L’onde de Rayleigh est obtenue à partir de la contribution du pôle k=kR, où kR est solution de

, les autres pôles correspondant aux ondes de volumes. 

Le déplacement vertical de l’onde de Rayleigh peut alors s’écrire de la façon suivante: 

 

 

(4.9) 

avec : 

 

 

(4.10) 

Le déplacement radial s’obtient par la même démarche. L’expression approchée de est 

donnée dans le chapitre 3. 

4.1.2 Calcul des fonctions de Green par la méthode 
de Aki et Richards 

Après avoir traité le cas 2D, Aki et Richards [16] ont également calculé les fonctions de Green 
des n modes de l’onde de Rayleigh dans un milieu multicouches en coordonnées cylindriques 

(r, , z). Pour ce calcul, Ils définissent trois potentiels scalaires (représentant 
respectivement l’onde de compression, l’onde de cisaillement verticale et l’onde de 
cisaillement horizontale. De plus, ils utilisent les expressions asymptotiques des fonctions de 
Hankel. 

En coordonnées cartésiennes, le tenseur de Green de l’onde de Rayleigh est donné par : 
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(4.15) 

 

 

(4.16) 
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(4.20) 

c étant la vitesse de phase, U la vitesse de groupe et I1 est définit par l’équation (3.64). 

Comme dans le cas 2D (cf. chapitre 3 [3.1.1.2]), la dépendance en z est implicite et dépend 
du mode de l’onde de Rayleigh. Cependant on peut retrouver les expressions des fonctions 
de Green pour un milieu isotrope en développant les expressions intégrales des fonctions r1 
et r2 pour un milieu isotropes et homogènes. Ces expressions ainsi que le détail de calcul des 
fonctions de Green sont fournis dans [16]. 

4.1.3 Calcul des fonctions de Green par application 
de la réciprocité  

Pour appliquer la méthode de réciprocité, on considère un demi espace muni du repère (x1, 

x2, z), on note x1=r coset x2=r sin (Figure 4.2).

 

Figure 4.2 : définition du demi-espace. 
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Dans le cas général, les déplacements dans la direction i engendrés par une force 
d’amplitude F exercée à l’origine dans la direction k peuvent s’écrire de la façon suivante 
[75] : 

 

 

(4.21) 

Où est le symbole de Kronecker,  et . 

L’équation (4.21) contient la contribution des ondes de volumes et des ondes de surfaces ; 
ce qui signifie que les solutions des fonctions de Green associées à l’onde de Rayleigh 
doivent donc vérifier cette équation. D’autre part, les déplacements de l’onde de Rayleigh 
générée par un point source peuvent être écrits en coordonnées cylindriques sous la forme 
suivante [75]:  

 

 

(4.22) 

 

 

(4.23) 

 

 

(4.24) 

et sont définis dans le troisième chapitre. 

Le potentiel  vérifie l’équation de propagation suivante : 

 

 

(4.25) 

La démarche consiste à chercher des fonctions de Green de la forme des équations (4.22) à 
(4.24) vérifiant l’équation (4.21). 

 Déplacements générés par une force de direction x1 : 
On exprime les déplacements générés par une force de direction x1 à partir de l’équation 
(4.21) en remplaçant l’indice i par 1. 
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Ensuite on se place dans le repère cylindrique (équations (4.29) et (4.30)), et on effectue un 

changement de variable sur les dérivées partielles en fonction de r et de  suivant les 
équations (4.31) et (4.32). 
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Finalement, les expressions des composantes du champ de déplacement généré par une 
force de direction x1, dans le repère cylindrique sont décrites par les équations suivantes : 
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(4.36) 

 

 

(4.37) 

Ces solutions présentent une dépendance simple en Si on compare les équations (4.22) à 
(4.24) avec les équations (4.35) à (4.37), on en déduit que la dépendance angulaire du 

potentiel est donnée par l’équation suivante : 

 

 

(4.38) 

Or,  est solution de l'équation (4.25), c’est pourquoi  est solution de l’équation qui 

suit : 

 

 

(4.39) 

Les solutions de l’équation différentielle sont ensuite exprimées à travers les fonctions de 
Hankel d’ordre 1. Il existe deux solutions, la première solution (4.40) correspond à une onde 
de surface sortante. La deuxième solution (équation (4.41)) est le complexe conjugué de la 
première solution, elle correspond physiquement à une onde de surface qui converge vers 
l’origine. 
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On note  
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La contribution de l’onde de Rayleigh du déplacement généré par une force de direction x1 

peut ainsi s’écrire sous la forme suivante : 
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L’amplitude A est calculée par application de la réciprocité, en considérant une force 
ponctuelle de direction x1 d’amplitude Q (équation (4.46)) pour le premier état 
élastodynamique, quant au deuxième état, il est associé à la demi-somme d’une onde de 
Rayleigh sortante et d’une onde de Rayleigh qui converge vers l’origine.  

     ,1 1 2

1 1
( , ) sinG

L T T

T

F F
u x z G k R G k R G k R

k r r
 

 

 
      

   ,1 1 2

1
( , ) cosG

z L T

T

F
u x z G k R G k R

k z r




  
       

   , , cosRr k r  

 Rk r

2
2

2 2

1 1
0k

r r r r

    
   

   


       1

1,R R RHk r r k rk  

       2

1,R R RHk r r k rk  

 
 '

Φ
Φ

d X
X

dX


   '

,1 ΦR

r Ru AV z k r cos

   ,1

1
ΦR

R

R

u AV z k r sin
rk

 




   ,1 ΦR

z Ru AW z k r cos



Chapitre 4 Modélisation 3D de l’EA en onde de Rayleigh  

101 
 

 
     1 2 0

i t

1f Q x x z z e    
 

(4.46) 

Après avoir appliqué le théorème de réciprocité, on obtient les composantes de 
déplacement de l’onde de Rayleigh générée par un point source de direction x1 : 
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Le détail de ce calcul est fourni dans l’annexe [C]. 

 Déplacements générés par une force de direction z : 
Dans le cas d’une force de direction z, les expressions de déplacements en coordonnées 
cartésiennes sont données par : 
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En coordonnées cylindriques, on a : 
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En comparant les équations (4.50) à (4.52) et (4.22) à (4.24), on en déduit que : 
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Les deux solutions (équations (4.58) et (4.59)) de L’équation différentielle (4.57) sont 
exprimées à travers les fonctions de Hankel d’ordre 0.  

 

 

(4.58) 

 

 

(4.59) 

On applique la réciprocité en prenant une force ponctuelle (équation (4.60)) de direction z 
d’amplitude P pour l’état A et le même état auxiliaire que précédemment. 

On obtient donc les composantes de déplacement de l’onde de Rayleigh générée par un 
point source de direction z :  

On peut ensuite vérifier analytiquement l’équivalence entre les équations (4.63) et (4.9) 
pour un point source placé en z0=0. 

4.1.4 Discussion 

Nous venons de détailler les différentes méthodes de calcul des fonctions de Green de 
l’onde de Rayleigh en géométrie plane 3D. L’approche basée sur la transformée de Laplace 
ne permet pas de calculer directement les déplacements de l’onde de Rayleigh, puisque les 
expressions obtenues par cette approche contiennent la contribution des ondes de volumes 
en plus de l’onde de surface. En effet, un travail supplémentaire est nécessaire pour 
l’obtention des expressions des contraintes et des déplacements de l’onde de Rayleigh dans 
le domaine fréquentiel, en appliquant la transformée de Hankel inverse et en évaluant 
l’intégrale complexe à l’aide du résidu au pôle du nombre d’onde de l’onde de Rayleigh dans 
le plan complexe.  

La méthode de calcul des fonctions de Green de l’onde de Rayleigh de Aki et Richards [16] 
offre l’avantage de la prise en compte d’un milieu multicouche mais les expressions des 
déplacements sont déterminées à l’aide de fonctions implicites dépendantes de z. Toutefois, 
les expressions des fonctions de Green de l’onde de Rayleigh d’un milieu isotrope peuvent 
être retrouvées en recalculant les expressions intégrales de r1 et r2 pour un milieu 
homogène et isotrope.  
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On choisira cependant d’utiliser par la suite la méthode présentée par Achenbach [75] basée 
sur le théorème de réciprocité élastodynamique puisqu’elle permet de calculer les différents 
termes du tenseur de Green associé à l’onde de Rayleigh dans le domaine fréquentiel et de 
manière explicite. 

4.2 Couplage entre un modèle de source et un 
modèle de propagation de l’onde de Rayleigh 

L’objectif de cette partie est de présenter le couplage entre un modèle de propagation en 
onde de Rayleigh 3D et un modèle de sources d’EA. L’originalité de ce paragraphe, est 
l’utilisation d’un modèle de source issu de la mécanique de la rupture. 

4.2.1 Formulation de couplage basée sur les 
fonctions de Green de l’onde de Rayleigh 

4.2.1.1 Présentation du problème 

La modélisation de l’EA en 3D repose également sur l’application du théorème de réciprocité 
comme dans le cas 2D. On utilise les fonctions de Green 3D de l’onde de Rayleigh calculées 
par la méthode de réciprocité, ces fonctions sont détaillées dans la première partie de ce 
chapitre, au paragraphe (4.1.3). On s’intéresse à la modélisation de l’émission acoustique 
par une fissure plane sous contrainte dans un demi-espace. 

 

Figure 4.3 : fissure plane sous contrainte dans un demi-espace. 

4.2.1.2 Définition des états élastodynamiques 

On définit l’état A comme la solution du problème d’émission acoustique, c’est l’onde de 
Rayleigh générée par une fissure sous contrainte. L’état B correspond aux perturbations 
générées par une force ponctuelle de direction xk, c’est à dire aux fonctions de Green. 
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4.2.1.3 Application du théorème de réciprocité 

 

Figure 4.4 : contours d’intégrations utilisés dans l’application du théorème de réciprocité 

Quand on applique le théorème de réciprocité sur le volume défini sur la Figure 4.4, les 
intégrales sur la demi-sphère de rayon R et sur la surface libre du demi-espace s’annulent et 
l’expression de la réciprocité s’écrit: 

 

 

(4.64) 

 

Les déplacements de l’onde de Rayleigh générée par une fissure située dans le plan 

x2,zs'écrivent alors sous la forme suivante: 

 

 

(4.65) 

Ces expressions peuvent s’exprimer en fonction des intégrales sur + et - qui sont 
respectivement les surfaces du défaut en x1=0+ et x1=0-. 
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(4.69) 

 

Cas d’une fissure en mode I : 

Dans le cas d’une fissure en mode I située dans le plan x2, zqui correspond à  la 
fissure s’ouvre suivant l’axe x1 et le déplacement à la surface du défaut vérifie l’équation 
suivante : 
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En substituant les expressions des sauts de contrainte et de déplacement par les équations 
(4.70) à (4.73), l’expression du déplacement de l’onde de Rayleigh émise par la fissure peut 
alors s’écrire de la façon suivante : 
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En remplaçant l’expression de la contrainte en fonction des dérivées des déplacements des 

fonctions de Green, l’intégrale sur la surface  peut être donnée sous la forme suivante : 
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L’équation (4.76) correspond à une distribution de dipôles le long de la surface du défaut. On 
simplifie cette équation en remplaçant les différents dipôles par un dipôle agissant au centre 
de la fissure [32] tel que : 

 

 

(4.77) 

 

Dans le paragraphe (4.1.3), on a présenté les déplacements de l’onde de Rayleigh générée 
par une force de direction x1 ou z dans le cas d’une surface plane 3D. On peut calculer d’une 
manière similaire les déplacements générés par une force de direction x2 [Annexe C]. On 
applique ensuite le principe de superposition afin d’obtenir le tenseur de Green de l’onde de 
Rayleigh en coordonnées cylindriques, ce dernier s’exprime sous la forme suivante : 
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On applique ensuite une approximation utilisée par Aki et Richards [16], c'est-à-dire que l’on 

néglige les termes dont la décroissance est plus rapide que  et on utilise les 
expressions asymptotiques des fonctions de Hankel (dans le cas d’une onde sortante) 
données par : 

 

 

(4.88) 

 
 

 
 

 
 

, ,
,

,

, ,1
( ) 2 ,

,

G G
k r kA G

k k r

G
k z A

u h u h
u u h

r r

u h
u d X

z





 
    












   
     

   
 


  




, , ,

, , ,

, , ,

G G G
r r r r z

R G G G
r z

G G G
z r z z z

u u u

G u u u

u u u



   



 
 
 
 
 
 

 
   '0

,
4

Φ ,

R

RG R
r r R

V zk

i
u V z k

I
r

, 0,G
ru 

 
   ,

0

4
Φ ,

R
G R
z r R

R
V zk

i I
u W z k r

, 0,G
ru  

 
    0 2

,

1
Φ 1 2si

4
n

R
G R R

R
R

u V z k r
k

V z

r

k

i I
  

 
  

 

, 0.G
zu  

 
   0

0
,

4
Φ .

R
RRG

r zu V
W zk

i
z r

I
k 

, 0.G
zu 

 
   0

0
,

4
Φ .

R

z
RG R

z

W zk

i I
u W z kr 

1/ r

 
2 1

1 42
( )

R

m
i k r

m RH k r e
kr





 
 

 



Chapitre 4 Modélisation 3D de l’EA en onde de Rayleigh  

107 
 

Ensuite, on exprime les différentes fonctions de Hankel et leurs dérivées en fonction de la 
fonction de Hankel d’ordre 0 afin de mettre toutes les composantes du tenseur de Green 
sous la même forme. 

 

 

(4.89) 

En remplaçant les fonctions de Hankel par leurs expressions asymptotiques et en négligeant 

les termes dont la décroissance est plus rapide que , les expressions des fonctions de 
Green deviennent : 
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4.2.1.4 Obtention de la formulation de couplage par une méthode 
basée sur l’utilisation d’une onde virtuelle de surface 

Comme dans le cas 2D vu au chapitre 3 [paragraphe 3.2.1], l’onde de Rayleigh générée par la 
propagation d’un défaut peut être obtenue à partir d’un modèle de propagation utilisant 
soit les fonctions de Green soit à travers les expressions du champ de déplacement.  

En effet, à partir des expressions de fonctions de Green, on peut déduire les expressions du 
champ de déplacement de l’onde de Rayleigh sur une surface plane 3D et ainsi appliquer la 
première méthode de couplage (basée sur l’utilisation d’une onde de Rayleigh virtuelle et 
sur le théorème de réciprocité). La méthode revient alors à déduire les composantes de 
champ de déplacement de l’onde de Rayleigh d’amplitude A se propageant le long d’une 
surface plane 3D en fonction du type de défaut simulé : 
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(4.100) 

 

4.2.2 Applications numériques 

L’objectif de cette partie est d’étudier les formes d’onde en utilisant un modèle de source 

d’EA issu de la mécanique de la rupture. Dans un premier temps, on présente le modèle de 

source utilisé pour la simulation. Ensuite on présentera une comparaison avec un modèle de 

la littérature et on analysera l’influence de certains paramètres comme la vitesse de 

fissuration ou la position du point d’observation sur les formes d’onde. Ensuite, on comparera 

le modèle 2D et 3D. Ces analyses permettront d’améliorer la compréhension de l’évolution 

des formes d’onde en fonction de certains paramètres et de conclure sur l’aspect pratique 

concernant la distinction entre les formes d’onde et leurs détections. On considère un 

coefficient de poisson =0.33. 

4.2.2.1 Source d’EA 

 

Figure 4.5 : géométrie de la fissure axisymétrique. 

Dans le cas d’une fissure axisymétrique de rayon a soumise à une contrainte Figure 4.5, 
le saut de déplacement (COD) peut s’écrire sous la forme suivante (cf. chapitre 2) : 

 

 

(4.101) 

 

On considère une fissure avec un diamètre évoluant  à  à une vitesse V 

durant un temps d’ouverture T, et une fréquence d’échantillonnage . La 

discrétisation de la fissure est représentée sur la Figure 4.6. 
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Figure 4.6 : discrétisation de la fissure circulaire. 

On définit j et tn par : 

 

 

(4.102) 

 

 

(4.103) 

L’indice spatial j varie de 0 à J/2 et l’indice temporel n varie de 0 à N avec : 

 
 

(4.104) 

 

 

(4.105) 

 

 

(4.106) 

L’équation (4.101) peut ainsi être discrétisée sous la forme suivante: 

 
 

(4.107) 

et 

  (4.108) 

 

D’une manière similaire au cas 2D, on applique une transformée de Fourier sur l’équation 
(4.107) afin d’obtenir le saut de déplacement dans le domaine fréquentiel et on en déduit le 
déplacement de l’onde de Rayleigh émise par la fissure dans le domaine fréquentiel 
(équation (4.77)). Le déplacement de cette onde dans le domaine temporel est ensuite 
déterminé à partir de la transformée de Fourier inverse. 
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4.2.2.2 Simulation des formes d’onde 

Etude paramétrique en fonction de la vitesse de fissuration 
Dans un premier temps, on décide de simuler la vitesse particulaire de l’onde de Rayleigh 
émise par une fissure sous contraintes. Cette fissure se propage à une vitesse V avec un 
diamètre variant entre 1mm et 5mm. Elle est située à une distance z0= 5mm de la surface et 
le point d’observation à r=100mm (Voir Figure 4.7). 

 

 

Figure 4.7 : fissure circulaire en mode I, (a) fissure horizontale, (b) fissure verticale. 

 

Figure 4.8 : comparaison avec un modèle de la littérature (a) résultat issu de [31], (b) le résultat du modèle donné au 
paragraphe (4.2.1). 
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Ce résultat est ensuite comparé avec un résultat issu de la littérature [31] pour lequel la 
vitesse particulaire de l’onde de Rayleigh est obtenue à partir du couplage entre les ondes 
de volumes émises en champ proche par une fissure circulaire sous contrainte et les 
fonctions de Green de l’onde de Rayleigh. Plus précisément, la formulation intégrale de 
Harris [31] est évaluée en appliquant l’approximation des phases stationnaires dans le 
domaine fréquentiel. Par conséquent, les formes d’onde dans le domaine temporel, sont 
obtenues à partir d’une approximation haute fréquence de la transformée de Fourier inverse 
au voisinage du temps d’arrivée de l’onde de Rayleigh.  

La Figure 4.8 illustre la comparaison entre les deux modèles. Après analyse des deux 

courbes, on retrouve la forme générale de la vitesse particulaire de l’onde de Rayleigh. Il est 

essentiel de souligner ici que notre formulation permet de faire le couplage entre le COD sur 

toute la surface de la fissure à l’aide d’une approche analytique quasi statique et des 

fonctions de Green de l’onde de Rayleigh, tandis que le modèle de Harris prend en compte 

l’avancement de la pointe de la fissure pour le calcul des ondes de volumes en champ 

proche. Ces dernières sont utilisées dans sa formulation de couplage afin de calculer l’onde 

de Rayleigh en champ lointain. Ceci peut expliquer les légères différences entre les résultats. 

En outre, comme dans le cas 2D, on remarque que l’amplitude des vitesses particulaires 
augmente avec la vitesse de fissuration et que l’amplitude du signal généré par une fissure 
horizontale (Figure 4.10) est plus importante que celle émise par une fissure verticale (Figure 
4.9). 

 

 

Figure 4.9 : composante radiale (a) et composante normale (b) de la vitesse particulaire de l’onde de Rayleigh émise par 
une fissure circulaire droite située à 5mm de la surface, sous 200MPa et se propageant à différentes vitesses V. 
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Figure 4.10 : composante radiale (a) et composante normale (b) de la vitesse particulaire de l’onde de Rayleigh émise par 
une fissure circulaire horizontale située à 5mm de la surface, sous 200MPa et se propageant à différentes vitesses V. 

Etude paramétrique en fonction de la position de la fissure 
 

Par la suite, on simule la vitesse particulaire de l’onde de Rayleigh émise par une fissure sous 
contrainte en un point d’observation situé à r=100mm. On considère que la fissure s’ouvre 
en mode I, se propage à une vitesse V=2000m/s et est située à différentes distance z0 de la 
surface (Figure 4.11 et Figure 4.12). 

 

 

Figure 4.11 : composantes radiale (a) et verticale (b) de la vitesse particulaire de l’onde de Rayleigh en r=100mm émise 
par une fissure verticale sous 200MPa se propageant à une vitesse V=2000m/s et située à différentes positions z0 de la 

surface. 
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Figure 4.12 : composantes radiale (a) et verticale (b) de la vitesse particulaire de l’onde de Rayleigh en r=100mm émise 
par une fissure horizontale sous 200MPa se propageant à une vitesse V=2000m/s et située à différentes positions z0 de la 

surface. 

Après analyse on s’aperçoit que l’on retrouve, en 3D le même comportement de l’onde de 
Rayleigh qu’en 2D : l’amplitude de l’onde émise décroit rapidement lorsque la position de la 
fissure s’éloigne de la surface, l’amplitude du signal est en effet divisée par quatre quand on 
passe d’une fissure située à 5mm de la surface libre à une fissure située à 10mm (Figure 4.11 
et Figure 4.12). 

Etude paramétrique en fonction du point d’observation 
 

Dans cette partie, on choisit d’effectuer une étude paramétrique en fonction du point 
d’observation. Aussi, on simule la vitesse particulaire de l’onde de Rayleigh émise par une 
fissure sous contraintes en mode I, se propageant à une vitesse V=2000m/s et située à une 
distance z0=5mm de la surface à différents points d’observation (Figure 4.13 et Figure 4.14). 

 

Figure 4.13 : composantes radiale (a) et normale (b) de la vitesse particulaire de l’onde de Rayleigh émise par une fissure 
verticale sous 200MPa se propageant à une vitesse V=2000m/s et située à différentes position z0 de la surface, en 

r=50mm, r=100mm, r=150mm et r=200mm. 
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Contrairement au modèle 2D, l’amplitude de la vitesse particulaire décroît quand la distance 
qui sépare l’épicentre de la fissure et le point d’observation augmente. Ce résultat est 

logique puisque l’onde de Rayleigh décroît en      en 3D contrairement au cas 2D. 

 

Figure 4.14 : composantes radiale (a) et normale (b) de la vitesse particulaire de l’onde de Rayleigh émise par une fissure 
sous horizontale 200MPa se propageant à une vitesse V=2000m/s et située à différentes position z0 de la surface, en 

r=50mm, r=100mm, r=150mm et r=200mm. 

4.2.3  Synthèse 

En conclusion de cette partie, on retrouve les mêmes évolutions en 3D qu’en 2D. En effet, 
l’amplitude de la vitesse particulaire de l’onde émise augmente avec la vitesse de fissuration 
et diminue rapidement quand l’épicentre de la fissure s’éloigne de la surface. L’amplitude 
des formes d’ondes est deux fois plus grande quand on passe d’une fissure droite à une 
fissure horizontale pour les configurations étudiées. Toutefois, lorsque l’on compare les 
formes d’ondes obtenues à partir des modèles 2D et 3D, on remarque (Figure 4.15) que la 
forme du signal est assez différente. En effet, s’ajoute à la décroissance spatiale le fait que le 
modèle 2D revient à considérer une fissure rectangulaire d’extension infinie contrairement 
au modèle de fissure 3D qui correspond à une fissure plane circulaire 3D. Par ailleurs, le 
contenu fréquentiel des fonctions de Green 3D n’est pas le même qu’en 2D. On identifie 

dans les équations un facteur    entre ces deux modèles. 

Figure 4.15 : comparaison entre les formulations de couplage 2D et 3D.
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4.3 Cas d’application 3D : Simulation d’un 
contrôle par EA en onde de Rayleigh 

4.3.1 Expression de la tension délivrée en sortie 

La Figure 4.16 montre le principe de détection des ondes de Rayleigh par un capteur d’EA en 
3D. On considère ici le cas de la détection par un capteur cylindrique de diamètre D, d1 et d2 
étant respectivement les coordonnées du centre du capteur suivant x1 et x2 dans le repère 
global (0, x1, x2). 

 

Figure 4.16 : principe de la détection par un capteur d’EA (configuration 3D). 

On définit ensuite une base locale cartésienne (1, 2). (Figure 4.17) et une base locale 

cylindrique (r, ) liées au centre du capteur. 

 

Figure 4.17 : définitions du repère local lié au capteur d’EA. 
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En tenant compte de cette nouvelle configuration, l’expression de la tension délivrée en 
sortie par le capteur peut s’écrire sous la forme suivante : 

 
 

(2.109) 

Avec 

 

 

(2.110) 

où  

  (2.111) 

La relation entre les deux repères cartésiens est donnée par les équations suivantes : 
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Sachant que, 
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On peut écrire alors que : 
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Ou encore 

 
 

(2.115) 

Comme , l’équation (2.115) peut être simplifiée de la façon 

suivante : 
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Après avoir effectué le changement de variable entre r et r0 dans l’équation (2.109), on 
évalue numériquement l’intégrale dans le domaine fréquentiel de façon similaire au cas 2D. 
On applique ensuite une transformée de Fourier inverse afin d’obtenir la tension délivrée en 
sortie par le capteur dans le domaine temporel. 

4.3.2 Exemples d’application 

Dans cette partie, on choisit de simuler la tension délivrée en sortie par le capteur d’EA 

après l’émission de l’onde de Rayleigh générée par une fissure verticale sous contraintes en 

mode I, se propageant à une vitesse V=2000m/s et située à une distance z0=5mm de la 

surface. Le centre du capteur est placé à une distance d= 100mm de l’épicentre de la fissure 

avec    =45° et Rcapteur=5mm ( 

Figure 4.18). 

 

Figure 4.18 : définition de d et     

 

Figure 4.19 : tension délivrée en sortie par le capteur d’EA après la propagation d’une fissure droite, V=2000m/s, 
z0=5mm, d=100mm, Rcapteur=5mm. 
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Comme dans le cas 2D, on vérifie bien sur la  

Figure 4.19 que, la forme du signal correspond à l’interaction de l’onde de Rayleigh avec les 
bords du capteur.  

Afin d’analyser l’influence de la position du capteur sur la réception de l’onde de Rayleigh, 
on fait varier l’angle    et les distances d. Les Figure 4.20 et Figure 4.22 montrent le résultat 
de simulation de la détection de l’onde de Rayleigh pour différentes positions angulaires    
et distances entre l’épicentre de la fissure et le centre du capteur. 

 

 

Figure 4.20 : tension délivrée en sortie par un capteur d’EA après la propagation d’une fissure verticale à différents 
angles  , V=2000m/s, z0=5mm, d=100mm, Rcapteur=5mm. 

 

 

Figure 4.21 : tension délivrée en sortie par un capteur d’EA après la propagation d’une fissure horizontale à différents 
angle  , V=2000m/s, z0=5mm, d=100mm, Rcapteur=5mm. 
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Figure 4.22 : tension délivrée en sortie par le capteur d’EA à différentes distances d,     V=2000m/s, z0=5mm, 
Rcapteur=5mm (a) fissure verticale (b) fissure horizontale. 

Après analyse des résultats, on remarque que l’influence de la position angulaire du capteur 
est très faible. Comme on pouvait s’y attendre, une même évolution est observée entre le 
champ de déplacement et la tension sur le capteur lorsque la distance d varie. On note, par 
exemple, que le rapport entre les amplitudes pour d=50mm et 150mm est égale 

à             . 

Etude paramétrique en fonction du rayon du capteur : 

La Figure 4.23 présente la tension délivrée en sortie pour différents rayons du capteur. On 
remarque que le capteur ne peut pas être considéré comme ponctuel. 

 

 

 

Figure 4.23 : tension délivrée en sortie par le capteur d’EA pour trois différents rayons de capteur, V=2000m/s, z0=5mm, 
d=100mm, (a) fissure droite, (b) fissure horizontale. 
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La Figure 4.24 présente une comparaison entre les modèles 2D et 3D. On observe aussi que 
le contenu fréquentiel est différent, ce qui s’explique comme indiqué précédemment par le 

rapport    entre les expressions en 2D et 3D 

 

 

Figure 4.24 : comparaison entre le modèle de réception 2D et 3D, (a) 2D et (b) 3D 

4.4 Conclusion 

Le plan de ce chapitre était similaire à celui du chapitre 3. Il s’agissait dans une première 
partie d’effectuer une l’étude bibliographique sur la modélisation de la propagation de 
l’onde de Rayleigh en 3D dans le cas d’une surface plane. Ces études m’ont permis de faire 
un choix sur les modèles de propagation que j’ai utilisés ensuite dans le développement des 
formulations de couplage. Dans un second temps, j’ai détaillé la démarche de calcul du 
champ élastodynamique émis par une fissure plane 3D sous contraintes.  

Une comparaison avec un résultat de la littérature a été effectuée. On retrouve la forme 
générale des vitesses particulaires de l’onde de Rayleigh, les différences entre les méthodes 
peuvent expliquer les légères différences dans les résultats. Différentes études 
paramétriques sur l’EA par une fissure sous contraintes ont été réalisées. On retrouve le 
même comportement de l’onde de Rayleigh qu’en 2D. En effet, L’amplitude de la vitesse 
particulaire de l’onde émise augmente avec la vitesse de fissuration et diminue rapidement 
avec la profondeur de la fissure. De plus, l’amplitude des formes d’ondes est deux fois plus 
grande quand on passe d’une fissure droite à une fissure horizontale pour les configurations 
étudiées.  

Le résultat du calcul de champ élastodynamique est utilisé afin de simuler la réponse d’un 
capteur d’EA basée sur une approche piston. Plusieurs études paramétriques ont été 
menées afin d’étudier l’influence à la fois de la position du capteur par rapport à l’épicentre 
de la fissure, la vitesse de fissuration ainsi que celle du rayon du capteur sur le signal reçu. Il 
apparaît que l’amplitude des formes d’onde augmente avec la vitesse de fissuration et 
décroit quand la distance qui sépare l’épicentre de la fissure et le point d’observation 
augmente. De plus l’amplitude des formes d’ondes décroit rapidement lorsque la position de 
la fissure s’éloigne de la surface. Les modèles de réception 2D et 3D ont été également 
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comparés. On note que le contenu fréquentiel est différent, ce qui s’explique par le rapport 

   entre les expressions 2D et 3D. 

Ce chapitre a traité l’EA dans une structure épaisse et plane. Dans le dernier chapitre, je 
m’intéresserai à la modélisation de l’EA en ondes guidées dans le cas des structures minces. 
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Ce chapitre traite de l’EA en ondes guidées dans le cas des structures minces. Dans un 

premier temps, je rappelle les différentes méthodes de modélisation de la propagation des 

ondes guidées. Puis, je présente les extensions réalisées afin de prendre en compte l’effet de 

courbure. La deuxième partie de ce chapitre est consacrée au couplage entre un modèle de 

source d’EA et un modèle de propagation des ondes guidées. La formulation de couplage est 

obtenue en utilisant une méthode similaire à celle des structures épaisses. Ensuite, le 

résultat de calcul du champ émis par une fissure sous contrainte est employé afin de simuler 

la réception par un capteur d’EA. 
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5.1 Modélisation de la propagation des ondes 
guidées 

Dans ce paragraphe, sont exposées la modélisation de la propagation guidée à l’aide de la 

méthode SAFE (Semi Anayltical Finite Element Method) ainsi que les différentes extensions 

que j’ai effectuées pour la prise en compte d’une courbure constante dans la direction de 

propagation. 

5.1.1 Etat de l’art sur les méthodes de modélisation 
de la propagation des ondes guidées 

Ce paragraphe a pour objet de donner une vue d’ensemble des méthodes analytiques ou 

numériques utilisées pour la modélisation de la propagation des ondes guidées. 

5.1.1.1 Méthodes analytiques 

La modélisation analytique de la propagation des ondes guidées repose en premier lieu sur 

la résolution de l’équation de dispersion. Parmi les techniques de résolution, on peut citer 

les méthodes basées sur les matrices de transfert qui sont bien adaptées aux structures 

stratifiés mais qui sont généralement limitées aux géométries de type plaque ou cylindrique. 

On distingue deux types de méthodes matricielles. La première méthode est appelée 

« méthode de la matrice de transfert ». Développée en 1949 par Thomson [79], elle a 

ensuite été complétée par Haskell [80] en 1953. Dans cette méthode, les champs de 

contrainte et de déplacement aux interfaces sont calculés à partir des multiplications de 

matrices correspondant aux différentes couches et l’équation de dispersion de la structure 

multicouche est alors obtenue à l’aide des relations de continuité entre contraintes et 

déplacements pour deux plis successifs. L’avantage de cette méthode réside dans 

l’indépendance de la taille du système matriciel à résoudre par rapport au nombre de plis. 

Cependant, cette méthode présente l’inconvénient de devenir instable à haute fréquence et 

pour des couches de grande épaisseur. En outre, elle provoque des problèmes numériques à 

cause de l’addition de termes très petits et de termes très grands résultant des 

exponentielles dont les arguments sont de signes opposés et de valeur absolue importante. 

La deuxième méthode est appelée méthode de la matrice globale [81]. Cette dernière 

également basée sur la continuité des champs de contraintes et de déplacements aux 

interfaces entre les plis est à la base du logiciel Disperse développé à Impérial College [81]. 

Contrairement au cas précédent, les matrices sont concaténées et le système complet est 

représenté par une matrice unique. L’équation de dispersion est recherchée en annulant le 

déterminant de la matrice globale. Soulignons ici que cette méthode est numériquement 

plus stable que la première. 

Des méthodes similaires ont été également développées, comme par exemple la méthode 

de la matrice de Raideur de couche [82]. Cette dernière nécessite plus de calcul mais elle est 
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plus stable numériquement. Il existe également des méthodes basées sur la matrice 

d’impédance obtenue en reliant les contraintes avec les vitesses particulaires. Une méthode 

dérivée de cette dernière est d’ailleurs à la base du logiciel PROPAG [82] développé par le 

laboratoire de mécanique physique de l’université Bordeaux 1. 

5.1.1.2 Méthodes semi analytiques 

Les méthodes analytiques ne sont utilisables que dans les cas canoniques. C’est pour cette 

raison que d’autres solutions semi-analytiques ont été proposées. Elles consistent à prendre 

en compte la déformation dans l’épaisseur de façon numérique et la propagation dans le 

plan de manière analytique. 

Parmi les méthodes semi-analytiques, on peut citer la méthode « Wave Finite Element » 

appelée (WFE) développée par Mencik et al. [83]. Elle permet de modéliser la propagation 

guidée dans des structures complexes. Elle repose sur une vision périodique de la structure. 

En effet, une section du guide est choisie et modélisée à l’aide des éléments finis, puis les 

modes sont déterminés en prenant en compte la continuité des déplacements et l’équilibre 

des forces comme illustré sur la Figure 5.1. 

 

Figure 5.1 : principe de décomposition d’une structure périodique [83]. 

On trouve également la méthode SAFE qui est très utilisée en raison de la simplicité de sa 

mise en œuvre. Cette dernière est privilégiée dans le cadre de cette étude, elle sera décrite 

dans le paragraphe suivant. 

5.1.1.3 Utilisation de la méthode SAFE pour la modélisation de la 
propagation guidée dans une plaque 

La méthode SAFE permet de calculer les propriétés d’une onde se propageant dans un guide 

qui possède une section invariante selon la direction de propagation ; le déplacement dans 

la section est pris en compte par éléments finis, alors que la dépendance axiale est gérée de 

façon analytique. Cette méthode a été étudiée par de nombreux auteurs pour différents 



Chapitre 5 Modélisation de l’EA en ondes guidées 

125 
 

types de structures et différentes propriétés de matériaux. Dong et al. (1972) [84] ont simulé 

la propagation dans des guides d'ondes de section rectangulaire ou carrée pour des 

matériaux isotropes et homogènes. 

L’objectif est de modéliser la propagation des ondes guidées (ondes de Lamb) dans une 

plaque. Dans la suite du paragraphe un bref rappel de la méthode SAFE est donné et la 

géométrie du problème correspondante est décrite sur la Figure 5.2. 

 

 

Figure 5.2 : discrétisation de l’épaisseur d’une plaque infinie d’épaisseur 2h suivant z dans le cadre de la méthode SAFE. 

On considère que la plaque est infinie suivant x2, ce qui revient à résoudre le problème en 

2D. On suppose ici que le vecteur d’onde est suivant l’axe x1. 

Soient u le champ de déplacements,  le champ de déformations, et  le champ de 

contraintes dans la plaque. 
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où T désigne la transposée de la matrice ou du vecteur. 

On cherche à exprimer le déplacement associé à un mode sous la forme suivante : 

 

 

(5.4) 

 

k étant le nombre d’onde et  correspondant au profil du déplacement dans l’épaisseur 

de la plaque et  la pulsation de l’onde. 
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On considère des éléments finis constitués chacun d’un segment à trois nœuds. En 2D, le 

déplacement pour un élément, e, s’écrit de la façon suivante : 

 

 

(5.5) 

 avec  

                    ,1 ,1 ,1 ,2 ,2 ,2 ,3 ,3 ,3
T

e e e e e e e e e e

x y z x y z x y zd d d d d d d d d d 
 

 

(5.6) 

étant la i-ième composante du déplacement nodal au m-ième nœud de l’élément e. N 

représente la matrice d’interpolation donnée par : 

 

 

(5.7) 

et 
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Dans le cas des éléments quadratiques 1D, les fonctions d’interpolation ,  et sont 

définies par : 

 

 

(5.11) 

avec, 

 

 

(5.12) 

où  est la longueur d’un élément et la coordonnée suivant z du premier nœud de 

l’élément (e). 

Dans le cas d’un matériau isotrope, la loi de Hooke s’exprime comme suit :  

 
 

(5.13) 
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(5.14) 

 

On exprime ensuite les déformations en fonction des déplacements dans le cas du modèle 

2D comme : 

 

 

(5.15) 

avec 

 

 

(5.16) 

On substitue le déplacement par son expression de l’équation (5.5), la relation (5.15) 

devient : 

 

 

(5.17) 

avec 

 

 

(5.18) 

étant la dérivée de par rapport à z. 

On applique ensuite le principe des travaux virtuels à un volume infinitésimal de la plaque : 

 

 

(5.19) 
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de type segment devient une intégrale linéique  sur la longueur de l’élément (e), il en 

découle que: 

 

 

(5.20) 

On prend le déplacement virtuel sous la forme suivante : 

 

 

(5.21) 

On exprime le principe des travaux virtuels en fonction de . L’équation (5.20) devient : 

 

 

(5.22) 

On définit ensuite les matrices élémentaires suivantes : 

 

 

(5.23) 

 

 

 

 

 

 

 

 

(5.24) 

 est la matrice de raideur pour un élément e et  la matrice élémentaire de masse. 

Les matrices globales sont obtenues en assemblant les matrices élémentaires : 

 

 

(5.25) 

 

 

(5.26) 

 

 

(5.27) 

Après avoir assemblé les matrices, l’équation (5.22) s’écrit sous la forme suivante: 

 

 

(5.28) 

Pour simplifier la résolution de l’équation (5.28), on linéarise le système quadratique [81] 

comme suit : 
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(5.31) 

 

 

(5.32) 

Les valeurs propres et les vecteurs propres (première partie du vecteur P3, c'est-à-dire d) de 

ce système correspondent respectivement aux nombres d’onde des modes se propageant 

dans la plaque et aux déplacements nodaux associés. 

Les déplacements des modes guidés peuvent être également obtenus de façon analytique 

[75]. En effet, dans le cas d’une plaque isotrope homogène d’épaisseur 2h, un mode 

symétrique guidé d’ordre n se propageant suivant les x1>0 peut être représenté de la façon 

suivante (le terme étant omis dans le reste des équations) : 

 

 

(5.33) 

 

 

(5.34) 

 

 

(5.35) 

 

 

(5.36) 

 

 

(5.37) 

avec 

 

 

(5.38) 

 

 

(5.39) 

 

 

(5.40) 

 

 

(5.41) 

 

 

(5.42) 

et 

 
 

(5.43) 

 

 

(5.44) 

 

 

(5.45) 

 

 

(5.46) 

 

 

(5.47) 

 

 

(5.48) 

 

 

(5.49) 
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Dans le cas des modes antisymétriques on a : 

 

 

(5.50) 

 

 

(5.51) 

 

 

(5.52) 

 

 

(5.53) 

 

 

(5.54) 

avec 

 

 

(5.55) 

 

 

(5.56) 

 

 

(5.57) 

 

 

(5.58) 

 

 

(5.59) 

et 

 

 

(5.60) 

 

 

(5.61) 

 

 

(5.62) 

 

 

(5.63) 

 

 

(5.64) 

 

Les modes symétriques et antisymétriques vérifient les relations d’orthogonalité [75] : 

  et  pour 
 

(5.65) 

avec : 

 

 

(5.66) 

 

 

(5.67) 

Les composantes des déplacements des ondes guidées se propageant suivant les x1>0 

peuvent s’écrire comme une superposition de tous les modes symétriques et 

antisymétriques : 

 

 

(5.68) 
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(5.69) 

 

5.1.2 Extension de la méthode SAFE pour la 
propagation guidée dans la direction circonférentielle dans 
les structures cylindriques 

Ce paragraphe présente la formulation SAFE en coordonnées curvilignes pour la 

détermination des modes circonférentiels dans le cas des "plaques" à courbure non nulle. 

L’originalité de ce développement réside dans l’obtention des expressions dépendantes de la 

courbure de la plaque et dont la forme est proche à celles d’une plaque. La résolution du 

problème est donc similaire. 

On applique la méthode SAFE sur une plaque courbe en faisant le calcul en coordonnées 

curvilignes et en se basant sur une méthode développée par Treyssède [85] pour le calcul 

des modes guidés dans un câble hélicoïdal. 

 

Figure 5.3 : présentation du repère de Serret-Freinet lié à la plaque à courbure non nulle. 

L'équation paramétrée de la fibre neutre de la plaque courbe est donnée par l'équation d’un 

cercle: 

 
1 cos( )x R 

 

(5.70) 

 
2 sin( )x R 

 

(5.71) 

On définit l’abscisse curviligne s et la courbure de la plaque tel que : 

 
 

(5.72) 

 

 

(5.73) 

On écrit le vecteur , associé à un point de la fibre neutre, de la façon suivante : 
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1 2( ) cos( ) sin( )

s s
R s R e e

R R

 
  

   

 

(5.74) 

À partir de ce vecteur, on spécifie le vecteur tangent  et le vecteur normal  tels que : 
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dR s s
T e e
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(5.75) 
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(5.76) 

Ensuite, on exprime le vecteur position ( , )X z s  comme indiqué ci-dessous :  

 
1 2( , ) ( )cos( ) ( )sin( )

s s
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(5.77) 

On définit la base covariante et le tenseur métrique covariant associé au repère 

curviligne et aux nouvelles coordonnées (z,s) tels que : 
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(5.79) 

D’où les expressions suivantes : 
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(5.81) 

La base contravariante et le tenseur métrique contravariant  quant à eux sont 

définis par : 

 

 

(5.82) 
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Ce qui revient à écrire: 
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On définit ensuite les symboles de Christoffel  comme suit : 

 

 

(5.86) 

étant la dérivée de vecteur  par rapport à j (j=1 correspond à une dérivée par rapport à 

z et j=2 correspond à une dérivée par rapport à s). 

On a : 

 

 

(5.87) 

Ces coefficients interviennent dans les relations liant les composantes covariantes de 

déformations et de déplacements dans un repère curviligne. 

Soient  le champ de déplacement dans la base covariante,  le champ de déformations 

dans la base covariante,  le champ de contraintes dans la plaque dans la base covariante et 

le tenseur d’élasticité. On peut écrire que : 
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(5.91) 

λ et μ étant les coefficients de Lamé . 

Le tenseur d’élasticité s’écrit :  

 

 

(5.92) 

Après contraction des indices du tenseur, on obtient : 
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(5.93) 

D’où : 

 

 

(5.94) 

Les composantes covariantes de déplacement sont sans dimension [85], les composantes 

physiques sont données par : (sans sommation sur i).  

Soit u le champ de déplacements dans la base , on définit la matrice de passage de la 

base covariante à la base par : 

 
avec 

 

(5.95) 

où α=n, t pour les composantes dans la base . 

Les vecteurs , , et du s’écrivent de la façon suivante : 

 

 

(5.96) 

À partir des équations (5.88) et (5.95), on calcule les composantes des déformations (de la 

base covariante) en fonction des déplacements: 
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et on obtient la relation entre déplacement et déformations qui peut alors s’écrire sous 

forme matricielle : 
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, ,  

(5.99) 

Le champ de déplacement u et le déplacement virtuel u sont pris sous la forme suivante: 

  (5.100) 

  (5.101) 

 

On considère des éléments constitués chacun d’un segment à trois nœud. Dans ce cas le 

déplacement et le déplacement virtuel pour un élément e s’écrivent de la façon suivante : 
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et sont respectivement la matrice d’interpolation et le vecteur colonne des 

déplacements nodaux qui sont définis par : 
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et  

 

 

(5.110) 

Comme dans le cas de la plaque, on applique le principe des travaux virtuels dans la base 

covariante à un élément (e) et l’équation (5.19) devient : 

 

 

(5.111) 

où r1 et r3 sont respectivement les rayons du premier et du troisième nœud (discrétisation 

suivant la coordonnée radiale) et g le déterminant de la matrice covariante. 

D’autre part, on peut vérifier analytiquement que : 

 

 

(5.112) 

En utilisant les équations (5.108) et (5.109), l’équation (5.112) s’écrit : 
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On définit les matrices élémentaires suivantes : 
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 étant la matrice de raideur pour un élément e et  est la matrice élémentaire de 

masse. Les matrices globales sont obtenues en assemblant les matrices élémentaires de la 

façon suivante : 
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Après l’assemblage des matrices globales, l’équation (5.113) devient : 
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Pour simplifier la résolution de l’équation (5.28), on linéarise le système quadratique [81] de 
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(5.122) 

avec 

 

 

(5.123) 

 

 

(5.124) 

 

 

(5.125) 

 

Comme dans le cas d’une plaque, les valeurs propres et vecteurs propres (première partie 

du vecteur ) de ce système correspondent respectivement aux nombres d’onde des 

modes se propageant dans la plaque et aux déplacements nodaux associés. La présence de 

la courbure intervient dans l’écriture du tenseur d’élasticité ainsi que dans les matrices de 

raideur. On note qu’on retrouve les matrices calculées dans le cas d’une plaque quand le 

rayon de courbure est infini. 

5.2 Couplage entre un modèle de source et un 
modèle de propagation des ondes guidées 

L’objectif de cette partie est de présenter le couplage entre les modèles de propagation en 

ondes guidées et les modèles de sources d’EA. L’originalité de ce paragraphe, est d’une part 

l’utilisation des modèles de sources issus de la mécanique de la rupture et d’autre part la 

prise en compte d’un défaut incliné soumis à un champ de contrainte arbitraire. On donne 

également la méthode pour étendre le modèle au cas d’une plaque courbe. 

5.2.1 Formulation de couplage basée sur l’onde 
virtuelle 

5.2.1.1 Structure plane 

a Présentation du problème d’EA en ondes guidées dans une plaque 

On considère une fissure inclinée soumise à un champ de contrainte quelconque dans une 

plaque d’épaisseur 2h (Figure 5.4). Afin de calculer les amplitudes des ondes guidées émises 

par cette fissure, on applique le théorème de réciprocité élastodynamique donné par 

l’équation (3.34). Comme dans le cas de l’onde de Rayleigh, ce théorème permet d’effectuer 

le couplage entre le modèle de propagation en ondes guidées et le modèle de source d’EA. 

Cette méthode est déjà utilisée par Achenbach [13] dans le cas d’une fissure droite 

débouchante en mode I. On va ici étendre son calcul au cas d’une fissure inclinée soumise à 

un champ de contrainte quelconque. 
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Figure 5.4 : géométrie du problème d’EA en onde guidées 

On considère une fissure d’orientation quelconque, de longueur l à l’intérieur de la plaque, 

la fissure s’étend de v0 à v0+l selon l’axe v du repère local (u,v) dont l’origine est prise au 

centre de la fissure. 

 Définitions des états élastodynamiques 

Le théorème de réciprocité est appliqué en prenant pour l’état A la solution du problème de 

l’EA générée par la fissure inclinée. L’EA est composée de la superposition des modes 

symétriques et antisymétriques, les déplacements et les contraintes peuvent s’écrire de la 

façon suivante : 
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(5.130) 

Les signes + et – dans les équations (5.126) à (5.130) indiquent une propagation dans le sens 

des x1<0 et des x1>0. Les inconnues sont  et les amplitudes des modes 

antisymétriques et symétriques émis par le défaut. Les expressions de , , , 

, , , , ,  et  sont données par les équations (5.55) à (5.59) et (5.38) à 

(5.42). 

 Calcul de l’amplitude des modes symétriques : 

Afin de déterminer les amplitudes des modes symétriques, on choisit l’état B comme le 

nième mode symétrique se propageant dans le sens des x1>0 en l’absence de la fissure. Dans 

ce cas, les expressions des déplacements et des contraintes s’écrivent de la façon suivante : 
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(5.131) 

 

 

(5.132) 

 

 

(5.133) 

 

 

(5.134) 

  (5.135) 

 

Figure 5.5 : contour d’intégration  

Ensuite, on applique le théorème de réciprocité avec le contour d’intégration défini sur la 

Figure 5.5. 

En l’absence de forces volumiques, la réciprocité s’écrit : 

 
 

(5.136) 

 

On note J1 l’intégrale sur , J2 l’intégrale sur , et J3 

l’intégrale sur le contour de la fissure . Les intégrales sur les deux surfaces libres en 

sont nulles. 

L’intégrale sur,  s’écrit quant à elle : 

 
 

(5.137) 

En remplaçant les déplacements et contraintes relatifs à l’état A par les équations (5.126) à 

(5.130) et ceux de l’état B par les équations (5.131) à (5.135), on obtient : 

 
 

(5.138) 

avec 

 
 

(5.139) 

En utilisant les équations (5.38), (5.39), (5.58) et (5.59), on remarque que l’intégrale définie 

par l’équation (5.139) est composée des termes suivants : 
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(5.140) 

Ces termes sont de la forme suivante : 

 
 

(5.141) 

L’intégrale de l’expression (5.141) entre –h et h est nulle. On a : 

  (5.142) 

d’où : 

  (5.143) 

  (5.144) 

On calcule l’intégrale sur la surface du défaut en prenant en compte la discontinuité des 

déplacements et des contraintes sur la surface de la fissure. 

  (5.145) 

 

 

(5.146) 

Cela revient à exprimer J3 tel que : 

 
 

(5.147) 

avec 

On note : 

 

La matrice de passage du repère global (0, x1, z) au repère local lié à la fissure (0, u, v) est 

donnée par: 
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Les déplacements et contraintes dans le repère local sont définis par : 

La relation entre les coordonnées locales et globales d’un point du demi-espace situé dans la 

région des x1>0 est donnée par : 

En u=0, on a : 

On remplace les contraintes et les déplacements par leurs expressions (équations (5.131) à 

(5.135)) dans l'équation (5.147), on obtient: 

 

avec  

Or, on sait que : 

  (5.163) 

d’où l’expression de l’amplitude du mode symétrique suivante : 

 
 

(5.164) 

De la même manière, en prenant pour l’état B le nième mode antisymétrique, on obtient : 

 
 

(5.165) 
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Les équations (5.164) et (5.165) donnent respectivement les amplitudes des modes 

symétriques et antisymétriques émis par une fissure inclinée soumise à un champ de 

contraintes quelconque. On remarque que les expressions des amplitudes des modes guidés 

dépendent des discontinuités des champs de contrainte et de déplacement à la surface de la 

fissure. Dans le paragraphe suivant nous verrons comment on peut faire l’extension de ce 

modèle au cas des plaques courbes. 

b Plaque courbe 

 

 

Figure 5.6 : fissure dans une plaque courbe. 

Le cas des plaques courbes peut être facilement résolu de la même manière en utilisant les 

nombres d’ondes (valeurs propres) et les vecteurs propres (première partie du vecteur ) 

calculés par la méthode SAFE au paragraphe (5.2.1).  

En effet, ces vecteurs propres nous permettent de calculer les contraintes et déplacements 

des ondes guidées associées à la plaque courbe. On peut donc réécrire la formulation 

présentée dans le paragraphe précédent en coordonnées curvilignes sous réserve que les 

modes circonférentiels soient orthogonaux.  

En pratique, on s’intéresse à des structures dont le rayon de courbure est très important, 

dans ce cas on peut considérer que les modes sont orthogonaux. 

5.2.1.2 Applications numériques 

L’objectif de ce paragraphe est de présenter dans un premier temps une comparaison avec 

un résultat de la littérature. Dans un second temps, nous montrons des études paramétriques 

afin de comprendre le comportement des modes guidés en fonctions des paramètres de la 

3cP
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source d’EA issue de la mécanique de la rupture. On considère un coefficient de poisson 

=0.33. 

a Comparaison avec un résultat de la littérature 

 

 

Figure 5.7 : fissure débouchante en mode I. 

On simule dans un premier temps, les déplacements verticaux des modes A0 et S0 émis par 

une fissure de longueur 1.5mm, verticale et débouchante en mode I, en un point 

d’observation situé à 300mm du plan de la fissure dans le cas d’une plaque d’épaisseur 

3mm. Le saut de déplacement évolue ici comme un échelon H(t), c'est-à-dire qu’on 

considère que le saut de déplacement est le même sur toute la surface de la fissure et que

. Le résultat obtenu (pour un saut de déplacement de 1µm) est comparé 

avec un résultat issu de la littérature [40] à l’aide d’un modèle éléments finis (Figure 5.8). 

 

Figure 5.8 : amplitude des déplacements verticaux (modes A0 et S0) émis par la une fissure débouchante en un point 
d’observation situé à 300mm du plan de la fissure (a) notre modèle (b) résultat issu de [40] 

( , ) ( )xu z t H t 
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Les courbes présentées sur la Figure 5.8 sont obtenues après avoir appliqué une fenêtre 

gaussienne centrée sur 250 kHz (bande passante de 125 kHz à -6db). On retrouve les mêmes 

formes d’ondes émises par la fissure.  

On a également effectué une étude paramétrique en fonction de la profondeur de la fissure 

débouchante et on a comparé notre résultat avec le modèle de Lee et al. [40] (Figure 5.9). Il 

est intéressant de noter que l’amplitude du mode A0 est maximale quand la longueur de la 

fissure atteint 50% de l’épaisseur de la plaque. Ensuite, elle s’annule quand la fissure atteint 

100% de l’épaisseur. On remarque également que l’amplitude du mode S0 est croissante et 

elle est maximale quand la profondeur de la fissure atteint 100% de l’épaisseur de la plaque. 

Après analyse des courbes, on remarque qu’il y a un bon accord entre les deux modèles 

même si les modèles des sources sont assez différents. En effet, le résultat de Lee et al. [40] 

est obtenu à partir d’un modèle numérique basé sur l’utilisation des éléments finis où 

l’épaisseur de la plaque est maillée à l’aide de huit éléments. La fissure est donc représentée 

par des éléments finis contrairement à notre formulation qui est analytique. 

 

Figure 5.9 : étude paramétrique en fonction du pourcentage de la profondeur de la fissure débouchante par rapport à 
l’épaisseur de la plaque (a) notre modèle, (b) résultat issue de [40]. 

b Prise en compte d’un modèle de source d’EA 

Par la suite, on s’intéresse à la prise en compte d’une source d’EA par un modèle issu de la 

mécanique de la rupture comme présenté au chapitre 2. Les Figure 5.10 et Figure 5.11 

montrent les configurations des fissures inclinées d’un angle  en mode I et en mode II. La 

Figure 5.12 montre la configuration d’une fissure inclinée en mode mixte,  étant l’angle 

entre le plan de la fissure et la direction de la contrainte considérée. 
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Figure 5.10 : fissure inclinée en mode I. 

 

Figure 5.11 : fissure inclinée en mode II. 

 

Figure 5.12 : fissure inclinée en mode mixte. 

On considère une plaque d’épaisseur 20mm, on simule la vitesse particulaire des modes A0, 

S0, A1, S1, dans le cas d’une fissure verticale en mode I sous 200MPa se propageant à une 

vitesse V et située à une distance z0 de la surface (Figure 5.13).  

 

Figure 5.13 : fissure verticale en mode I 

La Figure 5.14 montre les courbes de dispersion de vitesse de phase et de vitesse de groupe 

des modes guidés en fonction de la fréquence. La relation entre la vitesse de phase et le 

nombre d’onde est donnée par l’expression suivante : 
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 étant la pulsation. 

La vitesse de groupe quant à elle est définie par : 

 

 

 

Figure 5.14 : courbes de dispersion en vitesse de phase(a), et en vitesse de groupe (b) d’une plaque en aluminium 
d’épaisseur 20 mm, résultat issu de la méthode SAFE. 

En analysant les courbes de dispersion, on constate qu’il existe plusieurs modes à une 

fréquence donnée, on s’intéressera par la suite qu’aux quatre premiers modes. Le calcul des 

amplitudes des modes suivants se fait de la même manière puisque la formulation 

développée permet de calculer l’amplitude de chaque mode guidée séparément. La Figure 

5.15 montre les composantes verticales des vitesses particulaires après avoir appliquée une 

fenêtre gaussienne centrée à 0.4 MHz (bande passante de largeur 60 kHz mesurée à -6 dB). 
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Figure 5.15 : composantes verticales de la vitesse particulaire des quatre premiers modes émis par la propagation d’une 
fissure située à une distance z0=-5mm et se propageant à V=500m/s (a)mode A0, (b) mode S0, (c) mode A1, (d) mode S1. 

 

Figure 5.16 : fenêtre gaussienne utilisée pour le filtrage des signaux. 

Le filtre est utilisé (Figure 5.16) comme une fenêtre d’apodisation afin de pouvoir appliquer 

la FFT (Fast Fourier Transform). Son utilisation se justifie d’autant plus que les hautes 

fréquences ne seront pas détectées par un capteur d’EA qui est sensible en général aux 

basses fréquences. 
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Les temps d’arrivées des formes d’ondes correspondent au rapport entre la position du 

point d’observation et la valeur maximale de la vitesse de groupe (Figure 5.14) à la 

fréquence centrale du filtre. De plus, en analysant les courbes de dispersion, on remarque 

que les modes S1 et A1 sont plus dispersifs que les modes A0 et S0 à 0.4 MHz ce qui explique 

l’étalement des formes d’onde des modes A1 et S1. 

 Etude paramétrique en fonction de la vitesse de fissuration V 

On a effectué dans un premier temps, une étude paramétrique en fonction de la vitesse de 

propagation de la fissure et de la position de la fissure par rapport à la surface libre. La 

Figure 5.17 montre les composantes verticales des vitesses particulaires des modes A0, S0, 

A1 et S1 émis par une fissure sous contraintes en mode I à différentes vitesses V en un point 

d’observation situé à 2000mm du plan de la fissure. 

 

 

 

 

 

Figure 5.17 : composantes verticales de la vitesse particulaire des quatre premiers modes émis par la propagation d’une 
fissure en mode I située à une distance z0=-5mm et se propageant à différentes vitesses de propagation (a)mode A0, (b) 

mode A1, (c) mode S0, (d) mode S1. 
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On remarque que l’amplitude de la composante verticale de la vitesse particulaire des 

quatre premiers modes augmente avec la vitesse de propagation de la fissure quand on 

passe d’une vitesse de 500m/s à 2000m/s ensuite diminue pour 2500m/s. Aucune relation 

simple n’existe à priori entre la vitesse de fissuration et l’amplitude des modes émis, ce qui 

peut être expliqué par la nature multimodale et dispersive des ondes guidées. 

 Etude de l’influence de la symétrie des configurations sur les modes émis 

La Figure 5.18 présente des configurations de fissures horizontales et verticales en mode I (a) 

et (b) et en mode II (c) et (d). on s’intéresse ici au deux premiers modes A0 et S0. 

On simule les formes d’onde des modes A0 et S0 dans le cas d’une fissure de longueur 

initiale 1mm et longueur finale de 5mm, se propageant à une vitesse de 2000m/s, sous 

200MPa. La Figure 5.19 et la Figure 5.20 montrent les formes d’ondes des deux premiers 

modes A0 et S0 associées aux 4 configurations. 

(a) (b) 

(c) (d) 

Figure 5.18 : fissure centrée au niveau de la fibre neutre de la plaque, (a) et (b) configurations symétriques, (c) et (d) 
configurations antisymétriques. 

 

Figure 5.19 : composantes verticales des vitesses particulaires des modes A0 et S0 émis par la propagation de la fissure 
associées aux configurations (a) et (b) de la Figure 5.18 
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Figure 5.20 : composantes verticales des vitesses particulaires des modes A0 et S0 émis par la propagation de la fissure 
associées aux configurations (c) et (d) de la Figure 5.18. 

On remarque que dans le cas où les configurations sont symétriques, l’amplitude du mode 

A0 est quasiment nulle. De la même manière l’amplitude du mode S0 est nulle quand la 

configuration est antisymétrique. Ce résultat n’est valable que lorsque la fissure est située au 

centre de la plaque. En effet, les amplitudes des modes A0 et S0 dépendent aussi de la 

position de la fissure. Par exemple, si on change la position de la fissure dans la configuration 

(a), on remarque que l’amplitude du mode A0 devient non nulle quand la configuration n’est 

plus symétrique (Figure 5.21). De plus, l’amplitude des modes augmente quand on passe 

d’une fissure située à z0=-9mm à z0=-7mm ensuite elle diminue avec la profondeur de la 

fissure (Figure 5.21). Si l’on fait l’hypothèse que le capteur d’EA est sensible au mode S0, une 

fissure située à -7mm de la surface libre sera ainsi plus facilement détectée. 

 

Figure 5.21 : composantes verticales des vitesses particulaires des modes A0 (a) et S0 (b) pour une fissure verticale en 
mode I à différentes positions z0. 

Les configurations de la Figure 5.18 ne sont plus symétriques si on change l’inclinaison de la 

fissure. Aussi, si l’on considère une fissure inclinée située au centre de la plaque en mode I, 

l’amplitude du mode A0 devient non nulle (Figure 5.22). 

600 620 640 660 680 700 720 740 760 780 800

-6

-4

-2

0

2

4

6

x 10
-5

t(µs)

v
it
e
s
s
e
 p

a
rt

ic
u
la

ir
e
 V

z
(m

m
.µ

s
-1

) 
m

o
d
e
 I

I 

configuration (c)

 

 

A0

S0

600 620 640 660 680 700 720 740 760 780 800

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

x 10
-4

t(µs)

v
it
e
s
s
e
 p

a
rt

ic
u
la

ir
e
 V

z
(m

m
.µ

s
-1

) 
m

o
d
e
 I

I 

configuration (d)

 

 

A0

S0

650 655 660 665 670 675 680 685 690 695 700

-1

0

1

x 10
-4

t(µs)

v
it
e
s
s
e
 p

a
rt

ic
u
la

ir
e
 V

z
(m

m
.µ

s
-1

) 
m

o
d
e
 I

 A
0
 

 

 

-2.5mm

-5mm

-7mm

-9mm

650 655 660 665 670 675 680 685 690 695 700

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

x 10
-4

t(µs)

v
it
e
s
s
e
 p

a
rt

ic
u
la

ir
e
 V

z
(m

m
.µ

s
-1

) 
m

o
d
e
 I

 S
0
 

 

 

-2.5mm

-5mm

-7mm

-9mm

(c) (d) 

(a) (b) 



Chapitre 5 Modélisation de l’EA en ondes guidées 

151 
 

 

Figure 5.22 : composantes verticales des vitesses particulaires des modes A0 (a) et S0 (b) pour une fissure inclinée en 
mode I à située z0=-2.5mm, V=2000m/s. 

On remarque que pour une fissure verticale en mode mixte les deux modes A0 et S0 sont 

émis (Figure 5.23) dans les configurations étudiées ici. Dans le cas du mode I, on ne retrouve 

que le mode S0 et inversement dans le mode II, ici, on n’émet que le mode A0. 

 

Figure 5.23 : composantes verticales des vitesses particulaires des modes A0 (a) et S0 (b) pour une fissure verticale pour 
différents mode de chargement située à z0=-2.5mm, V=2000m/s. 

5.2.1.3 Synthèse 

À partir de ces simulations, on peut conclure que l’amplitude des formes d’onde augmente 

avec la vitesse de propagation de la fissure (pour V entre 500m/s et 2000m/s) ensuite 

diminue pour 2500m/s. Aucune relation simple n’existe à priori entre la vitesse de 

fissuration et l’amplitude des modes émis. 

Concernant l’étude de l’inclinaison de la fissure, l’analyse des formes d’onde associées au 

mode S0 montre que l’amplitude de ce dernier est maximale dans les configurations 

symétriques (dans le cas d’une fissure droite et verticale en mode I). De la même manière 

l’amplitude du mode A0 est maximale dans les configurations antisymétriques.  

650 655 660 665 670 675 680 685 690 695 700

-1

0

1

x 10
-4

t(µs)

v
it
e
s
s
e
 p

a
rt

ic
u
la

ir
e
 V

z
(m

m
.µ

s
-1

) 
m

o
d
e
 I

 A
0
 

 

 

0°

30°

45°

90°

650 655 660 665 670 675 680 685 690 695 700
-1

0

1
x 10

-4

t(µs)

v
it
e
s
s
e
 p

a
rt

ic
u
la

ir
e
 V

z
(m

m
.µ

s
-1

) 
m

o
d
e
 I

 S
0
 

 

 

0°

30°

45°

90°

650 655 660 665 670 675 680 685 690 695 700

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

x 10
-4

t(µs)

v
it
e
s
s
e
 p

a
rt

ic
u
la

ir
e
 V

z
(m

m
.µ

s
-1

) 
 A

0
 

 

 

mode I(90°)

60°

45°

mode II(0°)

650 655 660 665 670 675 680 685 690 695 700
-1

0

1
x 10

-4

t(µs)

v
it
e
s
s
e
 p

a
rt

ic
u
la

ir
e
 V

z
(m

m
.µ

s
-1

) 
S

0
 

 

 

mode I(90°)

60°

45°

mode II(0°)

(a) (b) 

(a) (b) 



Chapitre 5 Modélisation de l’EA en ondes guidées 

152 
 

D’autre part les deux modes A0 et S0 sont émis quand la configuration n’est ni symétrique ni 

antisymétrique, dans ce cas les amplitudes des modes dépendent de la position de la fissure, 

de son inclinaison et du mode de chargement. 

5.3 Cas d’application : Simulation d’un contrôle 
par EA en ondes guidées 

5.3.1 Expression de la tension délivrée en sortie par 
un capteur d’EA 

 

Figure 5.24 : principe de détection des ondes guidées par un capteur d’EA en 2D. 

On rappelle que l’expression de la tension délivrée en sortie par un capteur d’EA peut 

s’écrire de la façon suivante : 

 
 

(5.172) 

Or  

 
 

(5.173) 

En remplaçant la vitesse particulaire des modes guidés par l’expression de l’équation (5.173), 

l’équation (5.172) devient : 

 
 

(5.174) 

avec d et D définis sur la Figure 5.24. Finalement, on obtient : 
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(5.175) 

 et  sont respectivement les vitesses de phases des modes symétriques et 

antisymétriques. 

5.3.2 Exemples d’application 

On a simulé la tension délivrée en sortie par un capteur d’EA de rayon R=5mm après 

l’émission des modes guidés générées par la propagation d’une fissure en mode I et en 

mode II située à une distance z0=-2.5mm. Le capteur est placé à une distance de 2000mm 

par rapport au plan de fissure. On considère que la réponse fréquentielle du capteur est 

identique au filtre défini sur la Figure 5.16 et une sensibilité spatiale m0=600 V/m/s. 

 

Figure 5.25 : configuration de l’étude de la réception de l’EA générée par une fissure en mode I. 

 

Figure 5.26 : configuration de l’étude de la réception de l’EA générée par une fissure en mode II. 

On s’intéresse ici qu’aux quatre premiers modes émis A0, S0, A1 et S1. La Figure 5.27 

présente la tension délivrée en sortie par le capteur d’EA après la propagation de la fissure 

en mode I ou II. 
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Figure 5.27 : réception des quatre premiers modes émis par une fissure située à z0=-2.5mm se propageant à V=2000m/s, 
(a) mode I, (b) mode II 

Comme on pouvait s’y attendre, le signal délivré par le capteur est différent selon le mode 

de chargement de la fissure. Dans le cas d’une fissure verticale situé à z0=-2.5 mm en mode 

I, on émet plus de modes symétriques. Dans le cas du mode II, on émet des modes 

antisymétriques, ce qui s’explique par la symétrie de la configuration. La configuration en 

mode I est symétrique et celle du mode II est antisymétrique. Le modèle piston considéré ici 

utilise uniquement les composantes verticales de la vitesse particulaire, le résultat est 

similaire à celui obtenu à partir de calcul de champ de vitesse si la longueur d’onde du mode 

considéré est très grande devant le diamètre du capteur. 

5.4 Conclusion 

Dans la première partie de ce chapitre, j’ai présenté la modélisation de la propagation 

guidée dans une plaque à l’aide de la méthode SAFE. Ensuite une première extension de 

cette méthode a permis de prendre en compte les effets de courbure. Dans la seconde 

partie, j’ai proposé une formulation de couplage entre un modèle de propagation des ondes 

guidées et un modèle de source d’EA. Cette dernière est similaire à celle présentée pour 

l’onde de Rayleigh et permet de prédire les amplitudes des modes guidés émis par une 

fissure. Contrairement à l’onde de Rayleigh, les ondes guidées sont multimodales et 

dispersives. Le calcul des solutions modales a donc été effectué par la méthode SAFE 

présentée dans la première partie. Une comparaison a été effectuée entre les formes 

d’ondes obtenues avec les formes d’onde calculées à partir d’un modèle éléments finis issu 

de la littérature montrant un bon accord entre les deux modèles.  

Ensuite, j’ai présenté différentes études paramétriques qui avaient pour objectif de 

quantifier et d’étudier l’influence des modes de chargement, de l’inclinaison, et de la 

position de la fissure sur les formes d’ondes générées. Il apparait que, pour les 

configurations étudiées, on émet le mode A0 dans les configurations antisymétriques. Le 

mode S0 est prépondérant dans les configurations symétriques. 
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Le résultat du calcul de champs de vitesse particulaire obtenu à partir de la formulation de 

couplage est ensuite utilisé afin de simuler la réponse d’un capteur d’EA. On remarque que 

la forme du signal délivré par le capteur dépend du mécanisme de chargement de la fissure. 
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CONCLUSION 
 

Les travaux de modélisation présentés dans cette thèse permettent de prédire les ondes 
émises par un défaut sous contrainte et de simuler une expérience complète de CND par EA 
dans diverses configurations. 

Le premier modèle développé est un modèle 2D qui rend possible la simulation des ondes 
émises par la propagation d’un défaut sous contrainte dans les structures épaisses et planes. 
Il est basé sur une formulation de couplage entre un modèle de source d’EA issu de la 
mécanique de la rupture et un modèle de propagation de l’onde de Rayleigh. Une extension 
de ce modèle en coordonnées curvilignes a été développée pour la prise en compte d’une 
surface cylindrique. L’écriture en coordonnées curvilignes nous a permis d’avoir des 
expressions sous une forme proche de celle associée à la surface plane. De ce fait, la 
résolution du problème est similaire. Des études paramétriques ont été ensuite réalisées 
afin de mieux comprendre l’évolution des formes d’onde en fonction de certains paramètres 
comme les modes de chargement de la fissure ou la vitesse de fissuration. Ces études 
permettent aussi de tirer des conclusions concernant l’aspect pratique du contrôle par EA et 
la capacité de discerner les formes d’ondes en fonction du mécanisme de fissuration. On 
peut notamment observer des changements des formes d’ondes suivant le mode de 
chargement.  

Le troisième modèle présenté dans le quatrième chapitre concerne également les structures 
épaisses et planes mais en géométrie 3D. Ce modèle est basé sur l’utilisation d’un modèle de 
propagation en onde de Rayleigh 3D et un modèle de fissure plane 3D. Plusieurs cas 
d’application sont également présentés utilisant un modèle de capteur d’EA basé sur 
l’approche piston. Des comparaisons entre les modèles 2D et 3D sont ensuite proposées. 

Contrairement au modèle 2D, le modèle 3D présente une décroissance spatiale en     . De 
plus, les expressions issues des deux modèles ne présentent pas le même contenu 

fréquentiel, un facteur    étant présent dans les équations du modèle 3D, ce qui explique 
les différences observées au niveau des formes d’ondes. Le modèle 3D a par ailleurs été 
comparé avec un modèle issu de la littérature basé sur une formulation intégrale. 

Le dernier chapitre du manuscrit traite de la modélisation 2D de l’EA en ondes guidées dans 
les structures minces et planes. Ce dernier modèle est basé sur une formulation de couplage 
similaire à celle utilisée dans les structures épaisses pour l’onde de Rayleigh. Le couplage est 
effectué entre un modèle de source d’EA et un modèle de propagation en ondes guidées. 
Les ondes guidées étant multimodales et dispersives, les solutions modales sont obtenues à 
l’aide de la méthode SAFE (méthode des éléments finis semi analytique), cette dernière nous 
permet de calculer les nombres d’ondes et les déplacements en fonctions de la fréquence en 
résolvant un système aux valeurs propres dans lequel les valeurs propres correspondent aux 
nombres d’onde. Les amplitudes des modes guidés émis par une fissure sous contrainte sont 
calculées à partir des nombres d’ondes et des expressions analytiques des déplacements des 
ondes guidées. L’extension du code SAFE en coordonnées curvilignes pour la prise en 
compte d’une surface cylindrique nous permet de faire l’extension de la formulation de 
couplage obtenue pour la surface plane. Des comparaisons avec la littérature ont été 
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effectuées et des études paramétriques ont été réalisées dans le but d’estimer l’influence 
des différents paramètres d’entrée du modèle sur les formes d’onde. 

Ces travaux, en fournissant des outils de simulation de contrôle par EA, permettent de 
répondre à l’ambition initiale de participer à la compréhension des signaux d’EA et de rendre 
la technique d’EA plus quantitative. 

Cette thèse ouvre de nombreuses perspectives aussi bien scientifiques qu’industrielles à 

court et à long terme : 

-Une première perspective repose sur l’extension des modèles présentés en fonction de la 

géométrie et du matériau considérés : aussi, on pourrait imaginer dans le cas des structures 

épaisses le développement de modèles 3D pour les surfaces courbes tandis qu’il serait 

opportun d’étudier un passage au 3D dans le cas des structures minces. De plus, la prise en 

compte des matériaux composites présente un intérêt industriel important. 

-En ce qui concerne la source d’EA, il serait intéressant de l’étendre à des cas plus complexes 

et sans doute plus réalistes que ceux présentés dans la thèse, notamment à travers la prise 

en compte de la plasticité et de profils de vitesses de fissuration complexes.  

-Pour la partie réception par un capteur d’EA, on pourrait envisager d’ajouter au modèle la 

possibilité de prendre en compte le déplacement radial ainsi qu’une sensibilité spatiale non 

uniforme.  

L’ensemble de ces extensions devront bien sûr être orientées en fonction de résultats de 

campagnes d’essais expérimentaux qui n’ont pas été réalisées dans le cadre de cette thèse. 

A long terme, les modèles développés dans cette thèse pourraient servir de support à des 

travaux d’inversion qui permettraient de déterminer le type d’endommagement en fonction 

des signaux d’émission acoustique mesurés. 
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ANNEXE A 
 

A. Obtention de la relation entre M et N 

On détermine la relation entre les amplitudes M et N, à partir des conditions aux limites 

suivantes : 
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Les déformations sont définies par les équations suivantes : 
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Et les déplacements sont obtenus à partir des relations suivantes : 
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En exprimant la contrainte 
0




en fonction des potentiels scalaire et vecteurs, on obtient: 
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La relation entre M et N peut s’écrire de la façon suivante : 
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ANNEXE B 
 

B. Fonction de Green de l’onde de Rayleigh dans le domaine de 

Laplace 

 

Figure 28 : définition de la géométrie du problème. 

 

On définit les conditions aux limites sur la surface z=0 par : 
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La fonction Dirac en coordonnées cylindriques vérifie l’équation suivante : 
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Dans le cas d’une onde vérifiant une symétrie axiale les relations entre les déplacements et 

les potentiels scalaire  et vecteur peuvent s’écrire sous la forme suivante : 

 
ru

r z

  
 
   

(B.4) 

  1
z

r
u

z r r

 
 
   

(B.5) 

De plus, les deux potentiels satisfont les deux équations suivantes : 
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Les contraintes s’écrivent sous la forme suivante : 
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La méthode utilisée par Achenbach [75] consiste à appliquer la transformation de Laplace 

pour le paramètre temps et la transformation de Hankel pour la variable radiale r. Il utilise à 

t=0 les conditions initiales suivantes : 
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On rappelle que la transformée de Laplace pour une fonction f dépendant du temps est 

définie par : 
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La transformée de Laplace de la dérivée seconde ( f  ) de la fonction f par rapport au temps 

est donnée par : 
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(B.12) 

f  étant la dérivée de f par rapport au temps. 

Après application de la transformée de Laplace les équations (B.6) et (B.7) deviennent : 
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 et   correspondent aux potentiels dans le domaine de Laplace. 

La transformée de Hankel d’ordre n pour une fonction quelconque dépendant de la variable 

r est défini par : 
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On applique ensuite la transformée de Hankel d’ordre zéro au potentiel scalaire et la 

transformée de Hankel d’ordre un au potentiel vecteur dans les équations (B.13) et (B.14). 

Les équations différentielles sont donc réduites à : 
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avec 

 1

2
2 2 2

2

1

L

p
v

 
 

  
   

(B.18) 

 1

2
2 2 2

2

1

T

p
v

 
 

  
   

(B.19) 

Les solutions des équations différentielles (B.20) et (B.21) peuvent s’écrire sous les formes 

suivantes : 
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Ensuite, on applique les transformées de Laplace et de Hankel aux déplacements et aux 

contraintes ((B.22) à (B.25)). 
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On exprime les conditions aux limites en z=0 (équations (B.1) et (B.2)) dans le domaine de 

Laplace (équations (B.26) et (B.27)). 
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En substituant les contraintes par leurs expressions dans les équations (B.26) et (B.27), on 

obtient le système d’équations suivant: 
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Les solutions de ce système sont alors : 
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En substituant les potentiels scalaire et vecteur par leurs expressions dans les équations 

(B.22) et (B.23), on peut écrire les expressions des déplacements dans le domaine de Laplace 

de la façon suivante : 
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ANNEXE C 
 

C. Calcul des fonctions de Green de l’onde de Rayleigh par le 

théorème de réciprocité 

C.1. Calcul des déplacements de l’onde de Rayleigh générée par une force 

de direction x1 

On applique le théorème de réciprocité dans le but de déterminer le déplacement de l’onde 

de Rayleigh générée par une force de direction x1 et d’amplitude Q, cette force est 

représentée par l’équation suivante : 
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Le théorème de réciprocité est appliqué de la même manière qu’en 2D, l’état A est défini par 

l’onde de Rayleigh générée par la force d’amplitude Q. 
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L’état B correspond à une onde de Rayleigh virtuelle définie comme la demi-somme d’une 

onde sortante et d’une onde qui converge vers l’origine du demi-espace, en absence du 

point source. Les composantes des champs de déplacements et de contraintes relatifs à cet 

état sont données par les expressions suivantes : 
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La surface d’intégration de l’équation de réciprocité est définie par le surface du volume V 

tels que  20,0,0  zbr . 

 

 

Figure C.1 : définition du contour d’intégration pour le calcul des fonctions de Green 

L’intégrale sur la surface s’écrit : 
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Afin de simplifier les calculs on note  kb   et on substitue les contraintes et 

déplacements des états A et B par leurs expressions. On a : 
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Les fonctions de Hankel vérifient la propriété suivante : 

 










i
H

d

d
HHH

d

d 4
)()()()( )2()1()2()1( 

















 

(C.22) 

Donc 
Rk

i
H

4


 

L’amplitude A est donc : 
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Les composantes de déplacement de l’onde de Rayleigh générée par un point source de 

direction x1 sont donc données par les expressions suivantes :  
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C.2. Calcul des déplacements de l’onde de Rayleigh générée par une force 

de direction z 

On applique la réciprocité en prenant une force ponctuelle (équation(C.27)) de direction z 

d’amplitude P pour l’état A et le même état auxiliaire que précédemment. 

On obtient, après développement des expressions, l’amplitude de l’onde de Rayleigh 

générée par un point source de direction z : 

 

C.3. Calcul des déplacements de l’onde de Rayleigh générée par une force 

de direction x2 

On applique de la même manière la réciprocité en prenant une force ponctuelle de direction 

x2 d’amplitude M (équation (C.29)) pour l’état A et la demi-somme d’une onde de surface 

sortante et d’une onde de surface qui converge vers l’origine en absence du point source. 
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On obtient, après développement des expressions, l’amplitude de l’onde de Rayleigh 

générée par un point source de direction x2 : 
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Les composantes de déplacement de l’onde de Rayleigh générée par un point source de 

direction x2 sont donc :  
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« Modélisation de la propagation et de la réception des ondes élastiques émises par un 

défaut sous contrainte. Application à la simulation des contrôles non-destructifs par 

émission acoustique » 

 

Résumé - Le contrôle non destructif (CND) par émission acoustique (EA) est utilisé dans un 

grand nombre de domaines tels l’énergie nucléaire, le secteur pétrolier et gazier, le génie 

civil ou l’industrie mécanique afin de vérifier l’intégrité des structures sous contrainte. Selon 

le rapport entre la longueur d’onde et l’épaisseur de la structure, l’énergie libérée par un 

défaut sous contrainte peut se propager sous forme d’ondes guidées (cas des structures 

minces) ou sous forme d’onde de Rayleigh (cas des structures épaisses). L’analyse des 

signaux issus de cette méthode ultrasonore « passive » présente des difficultés liées 

principalement à la complexité des signaux typiquement mesurés. L’objectif de la thèse est 

de développer des modèles permettant la simulation d’expériences de CND par EA dans le 

cas des structures épaisses ou minces. Les modèles développés sont basés sur un couplage 

entre un modèle de source d’EA, un modèle de propagation des ondes et un modèle de 

capteur d’EA. Dans le cas des structures épaisses, deux modèles 2D (concernant le contrôle 

de pièces de surface plane et cylindrique) et un modèle 3D (surface plane) ont été 

développés afin de prédire le signal correspondant à l’onde de Rayleigh émise par un défaut 

sous contraintes. Concernant les structures minces, un modèle 2D a été développée 

permettant de prédire le signal correspondant aux modes guidés émis par une fissure sous 

contrainte. Plusieurs études paramétriques ont été menées afin de définir l’influence des 

différentes données d’entrée des modèles sur les signaux d’EA et ainsi aider à 

l’interprétation des contrôles par EA. 

Mots clés : Emission acoustique, onde de Rayleigh, ondes guidées, capteur d’EA, défauts 

sous contrainte. 
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« Modeling of the propagation and reception of elastic waves emitted by a crack under 

stress. Application to the simulation of non-destructive testing by Acoustic Emission ». 

 

Abstract - AE Non-destructive testing is used in many fields such as nuclear energy, oil and 

gas, civil engineering or mechanical engineering to check the integrity of structures under 

stress. Depending on the ratio of structure thickness to wavelength, the energy released by a 

crack under stress can propagate either as guided waves (in thin structures) or as Rayleigh 

wave (in thick structures). The analysis of signals resulting from this ultrasonic "passive" 

method is particularly difficult due to the complexity of typically measured signals. The 

objective of this thesis is to develop models to enable the simulation of AE testing 

experiments in the case of thick or thin structure. The developed models rely on the coupling 

between an AE source model, wave propagation models and an AE Sensor model. In the case 

of thick structures two 2D models (for plane and cylindrical surfaces) and a 3D model (for 

plane surface) have been developed to predict the signal corresponding to the Rayleigh 

wave emitted by a crack under stress. In the case of thin structures, a 2D model has been 

developed to predict the signal corresponding to the guided modes emitted by a crack under 

stress. Several parametric studies have been conducted to determine the influence of the 

different model input data on the AE signals and thus help to interpret AE testing results. 

Keywords: Acoustic Emission, Rayleigh wave, guided waves, AE sensor, cracks under stress. 

 

 


